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Vorrede zum fiinften Bande.

Nachdem der Krieg die Arbeit an der mathematischen Encyklo-
pidie auf Jahre hinaus gehemmt hatte, ist jetzt mit dem Artikel von
K. F. Herzfeld der erste Teil des Bandes Physik zum Abschlusse ge-
bracht. Der zweite Teil wird in kiirzester Frist folgen. Der dritte
Teilband, der auBer dem AbschluB der Optik die Fiille des inzwischen
nachgewachsenen Stoffes in Erginzungsartikeln behandeln soll, riickt
seinem Ziel langsamer entgegen. Das ganze Werk hat fast 25 Jahre
in Anspruch genommen.

Aus der Geschichte seiner Entstehung mochte ich zunichst zwei
Reisen erwdhnen, im Jahre 1898 mnach Holland und im Jahre 1899
nach England, beide in Gemeinschaft mit F. Klein und im Interesse
der Vorbereitung der Encyklopidie unternommen. Die Hollandreise
sicherte dem Werke die titige Teilnahme von H. A. Lorentz, dessen
Artikel tber Maxwellsche Theorie und Elektronentheorie die schon-
sten Zierden der Encyklopidie bilden. Ich darf hervorheben, daB die
Ratschlige von H. A. Lorenfz auch der endgiilltigen Formgebung des
Artikels Bryan iiber allgemeine Thermodynamik sehr wesentlich zu-
gute gekommen sind. Bei der Englandreise traten wir in lebhaften
Meinungsaustausch mit einer Reihe fiihrender britischer Gelehrter
Die Friichte davon sind sowohl in dem Bande IV wie im Bande V
zu erkennen.

Dankbarst mub ich der Anteilnahme von Ludwig Bolizmann an
dem Plane und Gedeihen des Werkes gedenken. Die mathematische
Vertiefung der Physik lag ihm wie nichts anderes am Herzen; die
Darstellung seines eigensten Werkes, der kinetischen Gastheorie, hat er
selbst ibernommen. Dariiber hinaus hat er uns bei den fast jihrlich
stattfindenden Encyklopédiebesprechungen mit seinem Rate unterstiitzt.

Als Band V der Encyklopidie entworfen wurde, stand die Physik
erst am Anfange der Entwicklung, die wir in den letzten Dezennien
staunend erlebt haben. Insbesondere fehlten ihr zwei Eckpfeiler ihres
Baues, die Relativititstheorie und die Quantentheorie. Ms war nicht
iiberall moglich, den einmal angenommenen Plan so zu erweitern, daf



VI Vorrede zum fiinften Bande.

alle die neuen Errungenschaften darin Platz fanden. Zum Beispiel
wird die eigentliche Quantentheorie erst im Nachtrage zu Teil III die
ihr gebiihrende Beriicksichtigung finden. Was die Relativitiatstheorie
betrifft, so sind ihre ersten Anfinge mit der Bearbeitung des Ency-
klopidieartikels iiber Elektronentheorie aufs innigste verkniipft: in
den SchluBparagraphen dieses Artikels (abgeschlossen Dezember 1903)
wird nimlich bereits das deformierbare Elektron von Lorentz ange-
kiindigt und erscheint somit dort zum ersten Male in der Literatur.
Dariiber hinaus wird die Relativititstheorie nach ihrem heutigen
Stande im vorletzten Artikel des 2. Teiles dargestellt.

Wenn such der Plan des Ganzen einheitlich gedacht war, sind
doch die einzelnen Artikel von recht verschiedener Ausdehnung und
Behandlung geworden. Dies war schon dadurch gegeben, daB es uns
gelungen ist, gerade fiir Band V die hervorragendsten Forscher, zom
Teil die eigentlichen Schopfer der zu bearbeitenden Gebiete als Be-
richterstatter zu gewinnen; ihre Anschauungsweise und Darstellungs-
art verlangte natiirlich freien Spielraum. Einzelne Artikel sind mehr
historisch, andere mehr systematisch gehalten; der Artikel Boltzmanns
iiber kinetische Gastheorie schildert mehr die mathematischen Hilfs-
mittel der Statistik, als daB er uns in die philosophischen Tiefen des
Boltzmannschen Geistes einfiihrt; der Artikel von Kamerlingh Onnes
und Keesom andererseits stellt ein erschdpfendes physikalisches Lehr-
buch der gesamten namentlich hollindischen Forschung iiber die Zu-
standsgleichung dar.

Alles in allem haben wir in den Binden IV, V und VI der
Encyklopédie (Mechanik, Physik, Astronomie und Geophysik) eine
Gesamtdarstellung von der Wirkung des mathematischen Denkens
auf die Naturwissenschaften, wie sie in solcher Tiefe und Breite bis-
her kaum versucht worden ist.

Es ist mir ein Bediirfnis, allen Mitarbeitern an dem langwierigen
Werke von Herzen zu danken. Moge ihnen die Férderung, welche
gerade unser Band der weiteren wissenschaftlichen Entwicklung nach-
weisbar gebracht hat, der beste Lohn fiir ihre entsagungsvolle und
sachkundige Mithewaltung sein. Besonderen Dank schulde ich Herrn
Klein, der mich in den Anfingen meiner Herausgebertitigkeit viel-
fach geleitet hat und noch in jiingster Zeit beim Artikel iiber Relati-
vitdtstheorie den Schatz seiner wissenschaftlichen Erfahrung uns aufs
freigebigste zur Verfiigung gestellt hat. Auch dem Verlage B. G. Teub-
ner gebithrt warmer Dank fiir weitherziges Entgegenkommen

A. Sommerfeld.
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V1 MAASS UND MESSEN.

Vox
C. RUNGE

IN HANNOVER.

Inhaltsiibersicht.

1. Die Messungsskalen.

2. Indirekte Vergleichung oder Messung.

8. Die Beziehungen zwischen den Einheiten verschiedenartiger Grossen.
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5. Die Messung der Linge.

6. Die Wellenliinge als Liingenmaass.

7. Die Messung der Masse.

8. Die Beziehungen zwischen den Einheiten der Zeit, der Linge und der Masse.
9. Dags absolute Maasssystem.

10. Abarten des absoluten Maasssystems. Das technische Maasssystem.
11. Die praktischen Einheiten.
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Die folgenden Zeitschriften sind der Hauptsache nach dem Gegenstande

dieses Artikels gewidmet:

Comité international des Poids et Mesures. Proces-Verbaux des séances de
1875/76—1900, Paris, 22 Bde.

Travaux et Mémoires du Bureau international des Poids et Mesures, 11 Bde,
1. Bd. Paris 1881.

Metronomische Beitriige, herausg. von der kaiserlichen Normal-Aichungs-Kom-
mission, Heft 1—7, Berlin 1870—1875.

‘Wissenschaftliche Abhandlungen der kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission
(Fortsetzung der metronomischen Beitriige). Berlin, in zwanglosen Bdn.
Mitteilungen der kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission. 1886—1902. Berlin.
Verhandlungen der allgemeinen Konferenzen der internationalen Erdmessung,

Berlin von 1884 an.
Versffentlichungen des kgl. preussischen Geodiitischen Institutes, Berlin.

1. Die Messungsskalen. Die Beschreibung wenig bekannter Ei-
scheinungen besteht in ihrer Vergleichung mit besser bekannten.
Wenn der Grad einer Eigenschaft mitgeteilt werden soll, so geschieht
es dadurch, dass man einen bekannten Fall angiebt, bei dem die
Eigenschaft in demselben oder nahezu demselben Grade auftritt oder
besser zwei bekannte Félle, wo die Eigenschaft das eine Mal in ge-
ringerem, das andere Mal in stirkerem Grade auftritt. Dazu miissen
zwei Voraussetzungen erfiillt sein. KErstens muss man entscheiden
konnen, in welchem von zwei gegebenen Féllen die Eigenschaft in
hoherem Grade vorhanden ist, und zweitens muss in den zum Ver-
gleich herangezogenen Fiéllen der Grad der Eigenschaft unveriindert
festgehalten werden. Im allgemeinen wird keine der beiden Voraus-
setzungen in aller Strenge zutreffen. Die Unvollkommenheit unserer
Sinne wird es verhindern, sehr geringe Unterschiede noch zu erkennen,
und wir werden uns keine Sicherheit verschaffen konnen, dass bei
dem Vergleichsobjekt eine Eigenschaft in unveriindertem Grade bei-
behalten wird.

Ordnet man eine Reihe von K6rpern nach dem Grade, in dem
bei ihnen eine gewisse Kigenschaft auftritt, und denkt man sich die
Unterschiede so gering, dass sie eben noch mit Sicherheit wahrnehm-
bar sind, so bietet sich fiir die Unverinderlichheit eine gewisse Ge-
wihr darin, dass ein Korper seine Stellung in der Reihe unveriindert
beibehilt. Andert sich die Stellung eines Korpers in der Reihe,
withrend alle tibrigen sie unveréindert beibehalten, so wird man, wenn
keine andern Griinde vorliegen, die Annahme vorziehen, dass der eine
Korper sich getindert hat.

Durch eine solche als unverindert angesechene Reihe von Kérpern
oder von Fillen, in denen eine Eigenschaft auftritt, ist es nun mog-
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lich, den Grad einer Eigenschaft durch Zahlen zu bezeichnen, indem
man jener Reihe die Reihe der ganzen Zahlen zuweist und nun einen
beliebig gegebenen Grad dadurch bezeichnet, dass man die beiden
Zahlen angiebt, die den beiden benachbarten Fillen entsprechen, oder
die Zahl des Falles, dessen Grad von dem gegebenen nicht mehr
unterschieden wird.

So geschieht z. B. die Abschitzung der Intensitéiten der Linien
eines Spektrums, indem man in einem gegebenen Spektrum von der
schwichsten zur stirksten Linie eine Reihenfolge von Linien ver-
schiedener Intensititsgrade auswihlt und die ibrigen in diese Reihe
einordnet. Selbst wenn die Abstufungen nicht zahlreich und die
Intensititsvergleichung unsicher ist, so kann man einer solchen Be-
stimmung einen gewissen Wert fiir die Beschreibung der Erscheinungen
doch nicht absprechen!). Ein anderes Beispiel bietet die Moks’sche
Hirteskala ®).

Diese Art den Grad einer Eigenschaft durch eine Zahl zu be-
zeichnen, ist jeder beliebigen Verfeinerung fihig. Sobald durch ver-
besserte Methoden noch geringere Abstufungen mit Sicherheit unter-
schieden werden, so lassen sich in die Reihe andere Fille einschieben.
Werden fiir die urspriingliche Reihe die ganzen Zahlen beibehalten,
so konnen wir etwa, wenn durch die neu eingeschobenen Fille jedes
der vorigen Intervalle in zehn kleinere zerlegt wird, diesen die ganzen
Zahlen und das betreffende Zehntel zuweisen. Kine unbegrenzte
Verfeinerung wiirde jedem Grade eine und nur eine bestimmte ratio-
nale oder irrationale Zahl zuweisen. Diese ein-eindeutige Abbildung
ist nur darin nicht willkiirlich, dass von zwei Graden dem stérkeren
Grade auch die grossere Zahl entsprechen muss. Irgend eine andere
Gradskala miisste also eine ein-eindeutige Abbildung der ersten Skala
sein, die nur die Voraussetzung zu erfiillen braucht, dass von zwei
Zahlen der grisseren Zahl auch in der Abbildung die grossere entspricht.

Man wird die Willkiirlichkeit der Abbildung einschriinken, wenn
man nicht nur definieren kann, was darunter verstanden wird, dass
ein Korper die Eigenschaft in stirkerem oder schwiicherem Grade be-
sitze als ein anderer, sondern auch definiert, was darunter verstanden
sein soll, dass der Unterschied in den Graden zweier Fille grosser
oder kleiner sei als der Unterschied in den Graden zweier andern Fille.

Sobald eine solche Definition vorliegt, kann man die Abbildung

1) H. Kayser, Handbuch der Spektroskopie. Einleitung, p. XXII. Leipzig 1900.

9) F. Mohs, Naturgeschichte des Mineralreiches, p. 331, Wien 1832. Hirte-
grade: 1. Talk, 2. Steinsalz oder Gyps, 3. Kalkspath, 4. Flussspath, 5. Apatit,
6. Orthoklas, 7. Quarz, 8. Topas, 9. Korund, 10. Diamant.
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so einrichten, dass wenn die Unterschiede zweier Gradpaare einander
gleich sind, auch die Unterschiede der entsprechenden Zahlenpaare
einander gleich sind. Man lisst zu dem Ende zwei beliebigen Inten-
sititsgraden zwei willkiirliche Zahlen 4 und B (4 < B) entsprechen
nur so, dass dem stirkeren Grade die algebraisch grossere Zahl B
zukommt. Ein dritter Intensititsgrad werde dann mit Hilfe der ge-
gebenen Definition ausgesucht, der gegen den stirkeren der ersten
beiden denselben Unterschied aufweist wie diese. Diesem Intensitats-
grad wird die Zahl B + (B — 4) zugewiesen u. s. w. nach oben
und nach unten. Auf diese Weise erhélt man eine Reihe von dqui-
distanten Zahlen, denen Intensititsgrade mit gleichen Unterschieden
entsprechen. In #hnlicher Weise kann man durch die gegebene Defi-
nition des grosseren oder kleineren Unterschiedes zwischen je zwel
aufeinander folgenden Graden eine beliebige Anzahl einschalten, von
denen je zwei aufeinander folgende den gleichen Unterschied haben.
Diesen lisst man die Zahlen entsprechen, die das betreffende Zahlen-
intervall in ebenso viel gleiche Teile teilen.

Durch die beiden Definitionen des stirkeren oder schwicheren
Grades und des grosseren oder kleineren Gradunterschiedes ist die
Willkiirlichkeit der Abbildung bis auf die Wahl der beiden Zahlen
A und B bestimmt. Alle jetzt noch moglichen Abbildungen sind offen-
bar einander dhnlich und unterscheiden sich nur noch durch die Lage
des Nullpunktes und die Grosse des Maassstabes oder, was dasselbe
ist, durch den Intensitétsunterschied, welcher dem Zahlenunterschiede 1
entspricht. Die Zahl, die einem beliebigen Intensititsgrade entspricht,
driickt seinen Unterschied gegen den der Null entsprechenden Inten-
sititsgrad aus, gemessen durch den Intensitdtsunterschied 1.

In manchen Fillen ist die zweite Definition schon mit der ersten
gegeben, wenn ndmlich der Unterschied der beiden Gréossen sich wieder
als eine Grosse derselben Art darstellt, wie z. B. bei der Liénge von
graden Linien oder von KreisbGgen desselben Radius oder bei
Drehungen (Winkeln).

2. Indirekte Vergleichung oder Messung. Ks ist nicht not-
wendig, dass man im Stande sei, die Intensititsgrade direkt zu ver-
gleichen. Es kann auch é¢ndirekt geschehen, indem man irgend eine
mit der zu messenden in Verbindung stehende Eigenschaft oder
Wirkung beobachtet. Nur muss die Intensitit der ersten eine ein-
deutige Funktion der Intensitéit der zweiten sein. Ebenso kann man
die Definition des griosseren oder kleineren Intensititsunterschiedes
auf eine mit der ersten in Verbindung stehende Eigenschaft oder
Wirkung griinden.
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So kann z. B. die Definition fiir die Vergleichung von Tempera-
turen und Temperaturunterschieden auf die Ausdehnung des Queck-
silbers gegriindet werden. Zwei Temperaturen werden danach gleich
genannt, wenn ein gegebenes Quantum Quecksilber bei beiden Tempe-
raturen unter demselben Druck dasselbe Volumen besitzt. Zwei Tem-
peraturunterschiede werden gleich genannt, wenn fiir beide die Volum-
inderung des Quecksilbers die gleiche ist. Diese Definition zeigt sich
von dem Quantum des Quecksilbers unabhingig, weil ein gleiches
Quantum sich unter den gleichen Bedingungen ebenso ausdehnt und
das Zusammengiessen beider Quanta in ihrer Ausdehnung keine Ande-
rung bewirkt. Willkiirlich bleiben dann nur noch der Nullpunkt der
Temperatur und die Einheit des Temperaturunterschiedes. Statt des
Quecksilbers kann man auch einen anderen Kérper z B. Luft oder
Wasserstoff bei irgend einem festgesetzten Druck wihlen. Das wiirde
aber eine andere Definition der Temperatur sein, und durch Versuche
kann die eine Skala auf die andere abgebildet werden®). Die Luft-
skala wiirde einen grosseren Temperaturumfang definieren als die
Quecksilberskala und die Wasserstoffskala abermals einen grosseren
Umfang, wenn man das Quecksilber nur soweit es fllissig ist und Luft
und Wasserstoff nur soweit sie gasf6rmig sind, verwendet. Wenn
eine Skala gegen ihre Grenzen hin grossere Abweichungen von den
umfassenderen Skalen zeigt, so wird man dazu neigen, die umfassen-
deren vorzuzichen. Das Comité international des poids et mesures
hat im Jahre 1887 entschieden, das Wasserstoffthermometer zur Defi-
nition der Temperatur zu nehmen. Als feste Punkte dienen die Tem-
peratur des schmelzenden Eises und die Temperatur des Dampfes
von destilliertem Wasser unter dem normalen*) atmosphérischen Drucke.
Der Druck des Wasserstoffs ist dabei auf ein Meter Quecksilbersiule
festgesetzt. Statt durch das Volumen bei konstantem Druck kann man
die Temperatur auch durch den Druck des Wasserstoffs bei konstantem
Volumen definieren und erhilt, wenn man bei 0° den Druck gleich ein
Meter Quecksilbersiule macht®), nach den Versuchen von Chappuis?)
dieselbe Skala. Eine noch umfassendere Skala wiirde Helium bilden®).

8) P. Chappuwis, Rapports prés. au Congrés international de Physique {,
p. 131 u. f., Paris 1900.

4) Unter dem normalen atmosphirischen Drucke ist verstanden der Druck
einer Quecksilbersdule von 760mm Hghe und der Dichte 13,5953, die der mor-
malen Intensitit der Schwere unterworfen ist. Die normale Intensitit der
Schwere ist gleich der Intensitit im Bureau international dividiert durch
1,0003322. :

5) Der Druck ist also 1000/760 des normalen atmosphirischen Druckes.

6) J. Dewar, Lond. R. Inst. Proc. 1899, p. 1.
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Eine andere Definition der Temperatur kann man auf die Strah-
lungsenergie eines schwarzen Korpers griinden. Danach heissen zwei
Temperaturen einander gleich, wenn die Energie der Strahlung, welche
ein Oberflichenteil des schwarzen Korpers von gegebener Fliche in
gegebener Zeit in einen gegebenen Raum entsendet, bei beiden Tem-
peraturen die gleiche ist. Zwei Temperaturunterschiede sollen gleich
heissen, wenn die Unterschiede der Strahlungsenergieen einander gleich
sind. Damit ist die Temperaturskala bis auf den Nullpunkt und den
Wert der Skaleneinheit definiert. Vergleicht man diese Skala mit
der Skala des Wasserstoffthermometers, so ergiebt sich, dass sie
keineswegs #hnliche Abbildungen von einander sind. Es zeigt sich
aber, dass bei geeigneter Annahme der Nullpunkte die Abbildung
durch eine einfache rechnerische Beziehung der entsprechenden Zahlen
dargestellt wird, soweit die Beobachtungen reichen. Die Zahlen des
Wasserstoffthermometers sind bei geeigneter Annahme der Nullpunkte
sehr nahe proportional den vierten Wurzeln aus den Zahlen der
Skala der Strahlungsenergicen. Wenn man hier also die vierten
Whurzeln zur Definition der Temperatur verwendet, so bleibt man mit
der Skala des Wasserstoffthermometers in Ubereinstimmung und hat
zugleich den Vorteil der umfassenderen Skala, welche die Beobach-
tung der Strahlungsenergieen gewdhrt. Die praktische Verwendung
dieses Gedankens ist moglich geworden, seitdem man die Abhingig-
keit der Strahlungsenergie von der Wellenlinge sowohl wie von der
Temperatur kennt. Man kann darnach allein durch Helligkeitsmessungen
in der gleichenFarbe die Temperatur des strahlenden Korpers bestimmen 7).

Viele andere Wirkungen der Temperatur auf die Korper konnen
zur Definition der Temperatur verwendet werden. So sind z. B. sehr
zweckmiissige Instrumente auf die Anderung gegriindet, die der elek-
trische Widerstand eines Metalldrahtes durch die Temperatur er-
féahrt®). Auch der Zusammenhang der Temperatur mit der Drehung
der Polarisationsebene im Quarz, mit der Doppelbrechung von Kry-
stallen, mit der Diffusion der Gase durch porose Winde, mit dem
Brechungsindex der (Gtase, mit der in einem Kérper yorhandenen Wiarme-
menge, mit der elektromotorischen Kraft zwischen verschieden erwéirmten
Lotstellen sind zur Bestimmung der Temperatur verwendet worden ®).

7) . Paschen und H. Wanner, Berl. Ber. 1899, p. 5; H. Wanner, Ann. d.
Physik 2 (1900), p. 141 und Physikal. Zeitschr. 1 (1900), p. 226 u. 3 (1901), p. 112;
L. Holborn und F. Kurlbowm, Berl. Ber. 1901, p. 712.

8) H. L. Callendar und E. H. Griffiths, Lond. Trans. 182 A (1891), p. 43—71
und p. 119—157.

9) C. Barus, Rapp. prés. au Congreés internat. de Physique 1, Paris 1900, p. 148.
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Die gleiche Bemerkung gilt von der Messung jeder beliebigen
Bigenschaft. Ja man kann sagen, dass im allgemeinen nicht die
Eigenschaft selbst in ihrer direkten Wirkung auf unsere Sinne zur
Messung verwendet wird, sondern dass in der Regel ein Zustand wahr-
genommen wird, der infolge der zu messenden Kigenschaften an einem
andern Korper eintritt. Die Messung ist in der Regel mit einer
Léingenmessung verbunden, es wird gewShnlich das Resultat der eigent-
lichen Messung an einer linearen Skala abgelesen. So wird z. B. bei
einer feinen Wigung schliesslich die Ruhelage des Zeigers durch die
Beobachtungen der Umkehrpunkte auf der Skala bestimmt, die Messung
des Zeitpunktes, in dem ein Sternbild den Faden im Okular eines
Fernrohrs passiert, geschicht nach der Registriermethode auf der
Trommel des Chronographen durch Ausmessung von Lingen, die Be-
stimmung eines elektrischen Widerstandes mit der Wheatstone’schen
Briicke ergiebt sich aus der Stellung des Kontaktes auf dem Draht,
der den veréinderlichen Widerstand darstellt. Wihrend der Messungs-
operation konnen aber sehr wohl auch die Wahrnehmungen der tibrigen
Sinne ins Spiel kommen. Man kann z B. im Telephon das Ver-
schwinden eines Wechselstroms durch das Ohr bestimmen. Bei der
Zeitbestimmung nach der ,Aug’ und Ohr“-Methode wird ein mit dem
Auge wahrgenommenes Ereignis in die mit dem Ohr aufgefasste Zeit-
skala interpoliert; oder es wird umgekehrt die mit dem Ohr auf-
gefasste Skala in das Gesichtsfeld projiziert, indem man sich die ent-
sprechenden Orte des Sternbildes als Skalenabteilungen vorstellt. Ge-
ruch und Geschmack werden bei chemischen Analysen unter Um-
stinden verwendet, ebenso der Tastsinn z. B. um durch das seifige
Gefiih] einer Liosung das Auftreten einer Lauge festzustellen. Weitaus
hiufiger wird aber auch hier das Auge verwendet z. B. um an der Triibung
oder Féarbung einer Losung die Gegenwart gewisser Stoffe zn erkennen.

3. Die Beziehungen zwischen den Einheiten verschiedenartiger
Grossen. Durch den Umstand, dass man die Eigenschaft eines K6rpers
nicht unmittelbar misst, sondern durch eine sekundire Wirkung, die
durch sie verursacht wird, erglebt sich eine Bezichung zwischen der
fiir diese Higenschaft festzuset7enden Einheit und der be1 der Messung
dieser Wirkung festgesetzten Einheit oder Einheiten. Eine Geschwin-
digkeit z B., mit der ein Korper sich bewegt, kann gemessen werden
durch die Linge des Weges, der in einer gewissen Zeit zurtickgelegt
wird. Indem man die Einheit der Geschwindigkeit so definiert, dass
dabei in der Zeiteinheit die Einheit der Weglinge zuriickgelegt wird,
stellt man eine Beziehung zwischen diesen drei Einheiten auf, sodass
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nur zwel von ihnen willkiirlich sind. Fine Notwendigkeit so 2u ver-
fahren liegt nicht vor. Man kénnte, abgesehen von praktischen Schwierig-
keiten, die Geschwindigkeit auch durch andere mit ihr verbundene
Verinderungen messen, z B. durch den Widerstand, den ein be-
stimmter Korper erfihrt, wenn er sich mit der betreffenden Ge-
schwindigkeit durch ein bestimmtes Medium bewegt oder durch den
Stoss, den eine bestimmte Masse ausiibt, wenn sie mit der betreffen-
den Geschwindigkeit auf eine andere ruhende Masse stosst, oder durch
die Wirmemenge, welche von der Masseneinheit des Korpers ent-
wickelt wird, wenn man ihn bremst. Vielmehr sind es praktische
Griinde, die uns veranlassen, die Einheit der Geschwindigkeit auf die
Einheit der Lénge und der Zeit zuriickzufiihren. Erstens ldsst sich
auf diese Weise die Gteschwindigkeit genau bestimmen und zweitens
lisst sich die so bestimmte Einheit an einem andern Orte und zu
einer andern Zeit mit Genauigkeit wiederherstellen, sodass auf diese
Weise zwei Geschwindigkeiten auch an weit auseinanderliegenden
Orten und zu weit auseinanderliegenden Zeiten mit Genauigkeit mit
einander verglichen werden konnen. Als Einheiten, die sich besonders
genau reproduzieren und unveréinderlich aufheben lassen, hat man die
Einheiten der Zeit, der Linge und der Masse erkannt. Sobald daher
die Einheit irgend einer messbaren Grosse auf jene drei Einheiten
genau bezogen werden kann, so ist sie auch genau reproduzierbar
und unveriinderlich aufzubewahren.

4. Die Messung der Zeit. Was zuniichst die Zeit betrifft, so
ist sie uns durch die Umdrehung der Erde gegeben, bei der wir keine
Ungleichméssigkeit in der Dauer einer Umdrehung wahrzunehmen
vermégen. Allerdings muss durch die Reibung der Flutwelle die
kinetische Energie der Erde allmihlich sich vermindern, wihrend
durch die Abkiihlung der Erde eine Zusammenziehung eintritt. Das
erste wiirde fiir sich eine Verminderung, das zweite eine Vergrosse-
rung der Umdrehungsgeschwindigkeit zur Folge haben, und es ist
unwahrscheinlich, dass beide Ursachen sich grade aufheben sollten.
Eine Umdrehung wird durch die Beobachtung eines Gestirns erkannt,
das relativ zur Erde nach Vollendung einer Umdrehung wieder die-
selbe Stellung einnehmen muss, wenn man von der fortschreitenden
Bewegung der Erde und des Gestirns absehen kann. Bruchteile einer
Umdrehung werden bestimmt durch die Messung der Stundenwinkel
eines Gestirns, d. i. der Winkel, welche eine durch die Erdaxe und
das Gestirn gelegte Ebene mit der Meridianebene des Beobachtungs-
ortes bildet. In dem sphérischen Dreieck, das von dem Gestirn, dem
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Pol und dem Zenith des Ortes gebildet wird, ist dies der Winkel am
Pol. Man hat von diesem Dreieck drei Bestimmungsstiicke zu kennen,
um die iibrigen zu berechnen. Man misst z. B. die Polhthe, den Pol-
abstand des Gestirnes (am besten durch Beobachtung seiner Hohe
beim Meridiandurchgang) und die Zenithdistanz des Geestirns zur Zeit
der Beobachtung. Die Zeit einer Umdrehung kann auch durch eine
Ubr in Unterabteilungen geteilt werden. Von der Genauigkeit, mit
welcher dies durch eine gute Pendelubr geschieht, giebt eine Unter-
suchung von ZTisserand'®) einen Begriff. Durch Beobachtung von
Sterndurchgiéingen stellte er fest, dass die Hauptuhr des Pariser Ob-
servatoriums bei geeigneter Fehlerkorrektion die Zeit wihrend 143 Tagen
etwa auf 0,3 Sekunden genau abzulesen gestattet. Bei etwa 12 Millionen
Pendelschwingungen betrigt also die Fehlergrenze nicht mehr als ein
Drittel einer Pendelschwingung. Bei kleineren Zeiten kénnen die von
der Uhr herriihrenden Fehler als wesentlich kleiner angenommen
werden. Die Zeit zwischen den Kulminationen zweier Sterne, d. i.
also die Differenz ihrer Rektascensionen, wird mit einer Genauigkeit
von einigen Hundertsteln Sekunden gemessen!!). Bei der Zeitbestim-
mung, wie sie bei der Bestimmung geographischer Lingenunterschiede
gemacht wird, erreicht man Genauigkeiten eines Sterndurchganges von
-+ 0,03%° (mittlerer Fehler)!¥). Bei physikalischen Untersuchungen
sowie im biirgerlichen Leben wird die Zeiteinheit von dem mittleren
Sonnentag, d. i. der mittleren Zeit zwischen zwei Durchgéingen der
Sonne durch den Meridian abgeleitet. Wegen der Bewegung der Erde
um die Sonne beobachtet man eine scheinbare Bewegung der Sonne
relativ zu den Sternen. Dadurch kommt es, dass der mittlere Sonnentag
nicht mit dem Sterntag identisch ist. Rechnet man ein Jahr von einer
Friihlings-Tag- und Nachtgleiche bis zur nichsten, so ist die Zahl
der mittleren Sonnentage, die auf ein Jahr gehen, um 1 geringer als
die Zahl der Sterntage und im gleichen Verhiltnis ist der mittlere
Sonnentag ldnger. Bei der Messung kleiner Zeitintervalle ist der
relative Fehler erheblich grésser, wenn auch natiirlich der absolute
Fehler herabgedriickt werden kann. Zeiten von etwa 2-10—% Sekunden
sind von E. Wiechert mit Hiilfe elektrischer Wellen noch mit einer
Gtenauigkeit von etwa 30 Prozent gemessen worden'®).

10) F. Tisserand, Paris C. R. 122 (1896), p. 646—651.

11) Vgl. z. B. Fr. Cohn, Astr. Nachr, 157 (1902), Nr. 3766—67.

12) Veriffentl. d. kgl. preuss. geodit. Inst., astronomisch-geoditische Arbeiten
1. Ordnung. Neue Folge 5 (1901), p. 54.

13) E. Wiechert, Ann. Phys. Chemie 69 (1899), p. 739; vgl. auch H. Abraham
u. J. Lemoine, J. de Phys. (3) 9 (1900), p. 262.
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5. Die Messung der Linge. Um die Einheit der Linge so zu
definieren, dass sie unverdinderlich erhalten bleibt, hat man daran ge-
dacht, sie auf die Erddimensionen zu griinden und den zehnmillionsten
Teil des Erdquadranten zur Einheit zu machen. Es hat sich indessen
gezeigt, dass die Genauigkeit, mit der die Lingen zweier geeigneten
Strichmaasse mit einander verglichen werden konnen und die Sicher-
heit, mit der sie voraussichtlich ihre Lénge bewahren, viel grosser
ist, als die Genauigkeit, mit der man den zehnmillionsten Teil des
Erdquadranten bis jetzt bestimmen kann. Infolge dessen wird jetzt
die Einheit der Linge nicht durch die Erddimension, sondern durch
ein bestimmtes Strichmaass definiert. Fiir die 22 Staaten, welche der
Meterkonvention beigetreten sind, wird das Strichmaass in Sevres bei
Paris aufbewahrt. Seine Linge ist so genau wie moglich mit der
Lénge des ,metre des archives zur Ubereinstimmung gebracht, des
Lingenmaasses, welches die franzdsische Regierung am Ende des
18. Jahrhunderts als Verwirklichung des zehnmillionsten Teiles des
Erdquadranten hat herstellen lassen. Es besteht aus einer Legierung
von Platin mit 10 Prozent Iridium, einem Stoffe, der unveréinder-
lich ist, grosse Hirte, einen grossen Elastizititsmodul und einen ge-
ringen Ausdehnungskoeffizienten besitzt. Der Querschnitt ist von der
Form

und ist so eingerichtet, dass sein Schwerpunkt bei S liegt'*). Mit
dieser Form werden zwei Ziele erreicht. Erstens fillt, wenn der Stab
auf zwei horizontalen Schneiden aufliegt, der ebene Teil der Ober-
fliche des Stabes, in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen,
in die Schicht der neutralen Fasern, die ihre Lénge bei der Ver-
biegung des Stabes durch seine eigene Schwere unveréindert bei-
behalten, und zweitens ist das Trigheitsmoment in Bezug auf die
neutrale Axe des Querschnitts im Verhiltnis zur Fliche des Quer-
schnitts gross, sodass der Widerstand gegen Verbiegung fiir die ge-
gebene Masse des Stabes gross ist. Die Striche, deren Abstand die
Léange definiert, sind auf die Fliche der neutralen Fasern geritzt.
Wenn der Stab an zwei Stellen unterstiitzt ist, die gleich weit von
seiner Mitte und 0,5594 seiner Linge von einander entfernt sind, so

14) J. R. Benoit, Rapp. présentés au Congres internat. de Physique 1, p. 50,
Paris 1900.
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ist, wie Bessel 15) gezeigt hat, die Durchbiegung am geringsten. Als-
dann ist der Unterschied zwischen der Linge der neutralen Fasern
und ihrer horizontalen Projektion fiir die Strecke des ganzen Meters
auf 4.10~" mm berechnet, was auch fiir die feinsten jetzt ausfithr-
baren Messungen vernachlissigt werden kann'®). Zugleich mit diesem
Maass sind dreissig andere in derselben Weise ausgefiihrt worden und
sowohl unter einander als mit dem Definitionsmaass verglichen worden.
Der wahrscheinliche Fehler, mit dem die Linge jedes dieser Maasse
durch das Definitionsmaass ausgedriickt ist, betriigt 4.10—% mm 7).
Durch diese weiteren Kopieen, die an die verschiedenen Staaten ver-
teilt sind, ist die Li#ngeneinheit in alle Weltteile gebracht und zu-
gleich ihre Erhaltung so gut wie moglich gewihrleistet.

Die Vergleichung zweier Strichmaasse geschieht dadurch, dass die
beiden Enden eines der beiden Maassstédbe unter zwei sehr fest fundierte
mit Mikrometern versehene Mikroskope gebracht werden (Komparator).
Die Mikrometer werden auf die die Liénge definierenden Striche ein-
gestellt und abgelesen. Unmittelbar darauf wird der zweite Maass-
stab unter dieselben beiden Mikroskope gebracht und die Mikrometer
werden ebenso auf seine Striche eingestellt und abgelesen. Die Diffe-
renzen der Mikrometerablesungen geben die Differenz der Linge der
beiden Maasse. Das messende Instrument besteht daher in den
Schrauben der beiden Mikrometer. In den Mikrometern wendet man
nicht mehr wie frither ein Fadenkreuz sondern zwei Parallelfiden an,
zwischen die das Bild des Striches eingestellt wird. Man stellt ein
auf die gleiche Helligkeit der beiden Zwischenriume zwischen Strich
und Fiden. Wenn die Parallelfiden sehr nahe neben einander liegen,
so ist das Auge sehr empfindlich fiir eine Ungleichheit in den Licht-
mengen, die es von den beiden Zwischenriumen empfingt. Sehr
wichtig ist bei dem ganzen Verfahren, dass die Temperatur der Stibe
dieselbe sei. Man kann zu dem Ende den ganzen Komparator bis
auf die Okulare der Mikroskope in einem doppelwandigen Kasten
anbringen, dessen Doppelwandung mit Wasser umspiilt wird. Es
konnen auch die Maassstibe selbst im Wasserbade liegen. In der-
selben Weise kann man auch Unterabteilungen desselben Stabes mit
einander vergleichen und, indem man die gefundenen Korrekturen
beriicksichtigt, die genauen Unterabteilungen erhalten.

15) F. W. Bessel, Darst. der Untersuchungen u. Maassregeln, welche in den
Jahren 1834 bis 1838 durch die Einheit des preussischen Lingenmaasses veran-
lasst worden sind. Beilage 1, p. 132, Berlin 1839.

16) J. R. Benoit, vgl. Anm. 14, p. 50.

17) J. R. Benoit, vgl. Anm. 14, p. 64.
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Die Messung von Drehungen (Winkeln) besteht in der Lingen-
messung von Kreisbdgen, die von einem in gegebener Entfernung
von der Drehungsaxe befindlichen Punkte des sich drehenden starren
Korpers beschrieben werden. Zur praktischen Ausfithrung wird eine
Kreisscheibe konzentrisch und senkrecht zur Drehungsaxe mit dem
Korper fest verbunden, deren Rand eine Skala trigt. Da Kreishogen
desselben Radius ebenso wie grade Linien mit einander zur Deckung
gebracht werden konnen, so ist die Art der Messung prinzipiell die-
selbe. Man fithrt die zu vergleichenden Kreisbdgen z. B. ebenso wie
beim Komparator unter zwei feststehende Mikroskope, deren Mikro-
meter die Differenz bestimmen *¥). Die Maasseinheit der Drehung wird
von dem Radius des Kreises unabhiingig, indem man das Verhiltnis
des Kreishogens zum ganzen Umfang einfiihrt.

6. Die Wellenlinge als Lingenmaass. Anstatt den Erdqua-
dranten der Definition der Léngeneinheit zu Grunde zu legen, wie es
die franzosische Revolution gethan hatte, schlug Fizeau ') vor, an
eine andere von der Natur gegebene Linge anzukniipfen. Wenn man
nimlich das von einer Lichtquelle ausgesandte Licht in zwei Strahlen-
biindel zerlegt, z. B. dadurch, dass man eine Glasplatte schrig in den
Weg stellt, die das Licht zum Teil durchldsst, zum Teil reflektiert,
s0 kann man Teile dieser beiden Strahlenbiindel durch weitere Spiege-
lungen wieder in dieselbe Bahn und damit zur Interferenz bringen.
Sie heben sich dabei genau auf, wenn der Gangunterschied der beiden
Wellenziige ein ungrades Vielfaches einer halben Wellenléinge betrigt.
Ordnet man den Versuch so an, dass die zur Interferenz kommenden
Wellenziige ebene Wellen sind, die man in ein auf unendlich ge-
stelltes Fernrobr eintreten ldsst, so entspricht jedem Punkte des Ge-
sichtsfeldes eine gewisse Richtung der Wellenziige, und wenn die
Gangunterschiede der beiden Wellenziige in den verschiedenen Rich-
tungen verschieden sind, so wird man im Gesichtsfelde helle und
dunkle Stellen sehen. Wenn z. B. alle Wellenziige, die gegen die
Axe des Fernrohrs gleich geneigt sind, dem gleichen Gangunterschied
entsprechen, so muss das Gesichtsfeld aus konzentrischen hellen und
dunkeln Ringen bestehen. Andert man nun den Gangunterschied der
beiden Strahlenbiindel, so indert sich der Gangunterschied, der den
verschiedenen Stellen des Gesichtsfeldes entspricht, und die konzen-
trischen Ringe vergrissern oder verkleinern ihren Radius. Ist die

18) O. Schreiber, Untersuchung von Kreisteilungen mit zwei und vier Mikro-
skopen, Zeitschr. fiir Instrumentenkunde 6 (1886), p. 1, 47 und 93.
19) H. Fizeau, Ann. Chim. Phys. (4) 2 (1864).
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Anderung des Gangunterschiedes genau eine Wellenlinge, so muss
der nichste benachbarte Ring genau an die Stelle des betrachteten
Ringes gertickt sein. Denkt man sich die Anderung des Gangunter-
schiedes etwa dadurch bewirkt, dass ein ebener Spiegel, der das eine
der beiden Strahlenbiindel reflektiert, durch eine Schraube in einer
Schlittenfiihrung parallel verschoben wird, so kann man also durch
Beobachtung der Interferenzstreifen die Verschiebung des Spiegels in
Wellenlingen messen. Die Lichtwellen bilden, wie Fizeau sagt, ein
natiirliches Mikrometer von der h&chsten Vollkommenheit. Solange
es sich nur um sehr kleine Gangunterschiede der Wellenziige handelt,
ist es nicht wesentlich, dass das Licht rein monochromatisch sei.
Sobald indessen die Gangunterschiede grosser werden, so liegen die
den verschiedenen Wellenléingen entsprechenden Interferenzringe an
merklich verschiedenen Stellen. Zunichst erscheint jeder Ring farbig;
dann aber greifen sie immer mehr und mehr iiber einander und ver-
wischen das Bild, sodass schliesslich keine Helligkeitsunterschiede
mehr erkannt werden. Je vollkommener es gelingt, das Licht ein-
farbig zu machen, um so grosser sind die Gangunterschiede, die man
messen kann, um so linger ist also das von den Lichtwellen gebildete
natiirliche Mikrometer. Bei grossen Gangunterschieden wiirde die Ab-
zihlung der Interferenzstreifen eine sehr miithsame Arbeit sein. Man
umgeht sie dadurch, dass der Gangunterschied zunichst mit einem
Maassstab angenihert bestimmt wird, und dann fir mehrere Arten
einfarbigen Lichtes der Bruchteil der Wellenlinge gemessen wird, um
welchen der Gangunterschied vermindert werden muss, um durch die
Wellenléinge teilbar zu sein™). A. Michelson hat auf diese Weise das
Meter der internationalen Meterkonvention in Wellenléingen des roten,
griimen und blauen Cadmiumlichtes gemessen®'). Es ist dabei mnot-
wendig, die Dichte der Luft anzugeben, bei der beobachtet wird, weil
die Wellenlingen sich mit der Dichte der Luft veriindern. Auf diese
Weise ist die Linge des Meters auf Wellenlingen bezogen. Die Un-
sicherheit betriigt dabei nach der Angabe von Benoit?) nicht mehr
als ein tausendstel Millimeter. Die Genauigkeit ist danach immer
noch nicht so gross, wie die Genauigkeit einer Vergleichung zweier
Meterstibe mit Hiilfe des Komparators. Es scheint indessen gute
Aussicht dafiir vorhanden zu sein, dass man die Messung in Wellen-

20) Vgl. J. Macé de Lépinay, Rapp. prés. au Congrés internat. de Physique 1,
p. 116, Paris 1900.

21) A. Michelson, Travaux et mémoires du bureau international des poids
et mesures 11, 1894.

22) Vgl. Anm. 14, p. 70.
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lingen noch vervollkommnen wird®). Die Grenze der Genauigkeit
ist hier durch die Grosse des Gangunterschiedes gegeben, bis zu
welcher man die Interferenzfransen noch deutlich sieht. Koénnte man
Gangunterschiede bis zu einem Meter beobachten, so wiirde nach
Fizeaw's Ausdruck das von den Wellenlinger gebildete Mikrometer
die Linge eines Meters haben: die Fransen wiirden wie die Teil-
striche einer Skala zu betrachten sein, und die Genauigkeit hinge von
der Genauigkeit ab, mit der man eine Marke zwischen diesen Teil-
strichen einstellen und den Abstand von einer Franse als Bruchteil
des Fransenabstandes bestimmen konnte. Die Grosse des Gangunter-
schiedes, die man erreichen kann, hingt davon ab, bis zu welchem
Grade das Licht monochromatisch ist. Mit dem Lichte der griinen
Quecksilberlinie haben Perot und Fabry**) noch bei einem Gang-
unterschiede von 43 Centimetern deutliche Interferenzen beobachtet.

Ein anderes Naturmaass, welches, im Gegensatz zu den sehr
kleinen Wellenliingen, eine sehr grosse Einheit der Linge darstellt,
ist in der Astronomie gebriuchlich und wird als Lichtjahr bezeichnet.
Ein Lichtjahr ist gleich dem Wege, den das Licht im leeren Raum
in einem Jahre zuriicklegt, also gleich 3.10%.365,25-24-60 .60 cm.
Die nichsten Fixsterne sind vier bis fiinf Lichtjahre entfernt.

7. Die Messung der Masse. Die Finheit der Masse wird defi-
niert durch die Masse eines bestimmten Korpers. Fiir die Staaten
der internationalen Meterkonvention besteht dieser Korper aus einem
Cylinder von kreisformigem Querschnitt aus einer Legierung von Platin-
Iridium, demselben Material, aus welechem die Meterprototype hergestellt
sind. Die Masse des Korpers ist mit moglichster Genauigkeit der Masse
desjenigen Korpers gleich gemacht, den die franzosische Revolution als
Verwirklichung der Masse eines Kubikdezimeters Wasser im Zustande
seiner grossten Dichte bei normalem Druck angenommen hatte (s. Nr. 8)
und die das ,kilogramme des archives genannt wird. Der jetzt zur
Definition der Masseneinheit dienende Korper heisst das internationale
Kilogrammprototyp. Aus derselben Platin-Iridiumlegierung sind an
die Staaten der internationalen Meterkonvention Kopieen des inter-
nationalen Prototyps, die nationalen Prototype, verteilt worden, die mit
der dussersten erreichbaren Genauigkeit unter einander und mit dem
internationalen Prototyp verglichen sind. So ist z. B. die Masse des
dem deutschen Reiche iiberwiesenen nationalen Prototyps gleich

28) Vgl. J. Macé de Lépinay, Rapp. prés. au Congres internat. de Physique 1,
p. 108, Paris 1900.

24) Ch. Fabry und 4. Perot, J. de phys. (3) (1900), p. 369.



7. Die Messung der Masse. 8. Die Beziehungen der Zeit, Linge u. Masse. 17

1 kg -} 0,063 mg gefunden worden mit einem wahrscheinlichen Fehler
von 0,002 mg *).

Die Vergleichung zweier Massen geschieht durch Wigung im
luftleeren Raum. Dieser Methode liegt eine Hypothese zu Grunde.
Denn nach den Begriffen der Mechanik ist die Masse unabhingig
von der Erdanziehung nur durch die Trigheit zu definieren. Zwei
Massen gelten danach einander gleich, wenn die gleiche Kraft ihnen
in der gleichen Zeit die gleiche Beschleunigung erteilt oder wenn
sie bei gleicher Geschwindigkeit gleiche kinetische Energie aufweisen.
Bei der Wigung sind die Gewichte einander gleich. Soll daraus
folgen, dass nach den Begriffen der Mechanik auch die Massen
einander gleich sind, so wird dabei vorausgesetzt, dass unter dem
Einfluss ihres Gewichtes jede Masse in der gleichen Zeit die gleiche
Beschleunigung erfihrt. Diese Voraussetzung ist keineswegs mit der-
selben Genaunigkeit gepriift worden, mit der sich Gewichte vergleichen.
lassen. Neuerdings hat R. Eifvds angegeben, dass er mit der Ge-
nauigkeit von 1 auf 2.107 die Gewichte gleicher Massen von Glas,
Messing, Antimon und Kork einander gleich gefunden habe*). Andrer-
seits ist von Landolt und Heydweiler eine Anderung in dem Gewichte
der gleichen Masse behauptet worden, wenn in der Masse gewisse
chemische und physikalische Umsetzungen vor sich gehen®).

8. Die Beziehungen zwischen den Einheiten der Zeit, der
Liénge und der Masse. Der Gedanke, die Einheit der Masse durch
die Masse der Volumeinheit des Wassers im Zustande seiner grossten
Dichte bei normalem Druck zu definieren, den die von der franzd-
sischen Revolution eingesetzte Kommission auszufiihren strebte, ist
wieder aufgegeben aus demselben Grunde, aus dem die Lingeneinheit
nicht durch die Linge des Meridians oder die Linge des Sekunden-
pendels definiert wird. Die Genaunigkeit, mit der man die Masse eines
Kubikdezimeters Wasser zu bestimmen vermag, st erheblich geringer
als die Geenauigkeit, mit der die Prototype mit einander verglichen
werden konnen und mit der sie die Einheit der Masse voraussichtlich
unverindert erhalten. Nach neueren Messungen hat sich denn auch
herausgestellt, dass die Masse des kilogramme des archives merklich
von der Masse eines Kubikdezimeters Wasser abweicht, die vermut-
lich zwischen 0,99995 und 0,99996 Kilogramm liegt*). Die Schwierig-

25) Mitteilungen der kaiserl. Normal-Aichungskommission, Berlin, 1. Reihe,
Pp. 146.
26) R. Edtvos, Rapp. prés.au Congrés internat. de Physique 3, p. 389, Paris 1900.
27) Vgl. Art. V 2, Nr. 13.
28) C. E. Guillawme, Rapp. prés. au Congres internat. de Phys. 1, p.99, Paris 1900.
Encyklop. d. math. Wissensch., V 1, 2
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keit liegt darin, das Volumen eines Korpers mit Genauigkeit auf die
Léngeneinheit zu beziehen. Ist dieses geschehen, so findet man durch
Aquilibrieren des Gewichtsverlustes beim Eintauchen des Korpers in
Wasser die Masse des gleichen Volumens Wasser und daraus die
Masse der Volumeinheit. Die Bestimmung des Volumens ist sowohl
durch die oben besprochene Methode der Interferenzfransen an einem
durchsichtigen Wiirfel wie auch an Metalleylindern durch Kontakt-
messungen einer grossen Anzahl von Durchmessern ausgefiihrt worden.
Kontaktmessungen werden so ausgefiihrt, dass man von zwei Seiten
Stibe mit sphirischen Endflichen mit dem zu messenden Korper in
Beriihrung bringt. Jeder Stab trigt im Kugelcentrum der sphiri-
schen Endfliche einen Strich; den Abstand beider Striche bestimmt
man auf die in Nr. 5 angegebene Weise unter dem Komparator.
Danach wird der Korper entfernt, die Stibe werden mit ihren sphi-
rischen Endflichen zur Berithrung gebracht und der Abstand der
Striche von neuem unter dem Komparator bestimmt. Die Differenz
der beiden Abstinde giebt die Dicke des Korpers zwischen den
Beriihrungspunkten ).

Selbst wenn man die Masse eines Kubikdezimeters Wasser
mit derselben Genauigkeit zu bestimmen lernte, mit der man die
Massen zweier Korper zu vergleichen im Stande ist, so wiirde man
deshalb doch weder die Einheit der Masse noch die der Linge &ndern.
Denn fiir alle praktischen Zwecke kann die Abweichung der Dichtig-
keit des Wassers von Eins vernachlissigt werden. Bei Messungen
aber, deren Feinheit die Abweichung nicht zu vernachlissigen erlaubt,
kann die etwas vermehrte Rechenarbeit ohne wesentlichen Nachteil
aufgebracht werden. Der Vorteil bleibt bestehen, dass man durch die
Bestimmung der Dichte des Wassers die Masse des Kilogramms, so-
weit die Genauigkeit jener Bestimmung geht, von der Aufbewahrung
der Prototype der Lénge allein abhingig machen kann oder um-
gekehrt die Linge des Meters von den Prototypen des Kilogramms.
In dhnlicher Weise wird z. B. durch die Messung der Lichtgeschwin-
digkeit die Einheit der Linge mit der Einheit der Zeit in Beziehung
gebracht. Indessen ist die Genauigkeit hier nur etwa ein Tausendstel
des Betrages oder eine Grosse von dieser Ordnung®) und kommt
daher gar nicht in Betracht gegeniiber der Genauigkeit, mit der die
Unveréinderlichkeit der Einheiten von Zeit und Linge uns verbiirgt
erscheint, und mit welcher Zeiten und Lingen gemessen werden

29) Guillaume, s. vorige Anm. p. 97.
30) A. Cornu, Rapp. prés. au Congrds internat. de Physique 2, p. 236, Paris
1900.
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konnen. Genauer schon sind die Einheiten der Linge und der Zeit
durch die Linge des Sekundenpendels an einem bestimmten Orte der
Erde mit einander in Beziehung gebracht. Allerdings ist auch hier
jene Genauigkeit nicht erreicht. Dazu kommt, dass wir hier die An-
nahme zu Grunde legen wiirden, die Schwerkraft éindere sich nicht
mit der Zeit, eine Annahme, die hinfillig werden wiirde, wenn im
Innern der Erde Massenverschiebungen vor sich gehen. Immerhin ist
jede genaue Messung einer physikalischen Grésse, die auf Zeit, Linge
und Masse zuriickgefiihrt werden kann, fiir die Erhaltung der drei
Maasseinheiten von Wert, sobald wir Grund haben, die betreffende
Grosse fiir unverinderlich zu halten. Die Dichtigkeit wohl definierter
chemischer Korper, die Wellenlingen im Spektrum chemischer Korper,
die Schallgeschwindigkeit und die Lichtgeschwindigkeit in wohl defi-
nierten Korpern, die Kraft, mit der sich gegebene Massen in ge-
gebenen Entfernungen anziehen, sind z. B. Grssen, die nach unsern
jetzigen physikalischen Anschauungen unter gewissen uns wohl-
bekannten Bedingungen von der Zeit unabhiingig sind.

Obgleich es hiernach moglich ist, die Einheiten der Zeit, Linge
und Masse durch eine einzige dieser drei Einheiten zu definieren, so
hat man dennoch davon abgesehen, weil die unabhiingige Definition
genauer ist. Dagegen sucht man soviel wie mdglich die Einheiten
anderer messbarer Grdssen auf diese drei Einheiten zu beziehen. Sobald
dies fiir eine Grisse mit einer gewissen Genauigkeit moglich ist, so
ist die Einheit dieser Grisse mit entsprechender Genauigkeit definiert
und die Vorteile, welche die Einheiten der Linge, Masse und Zeit
durch ihre Unveriinderlichkeit und Reproduzierbarkeit darbieten, sind
dadurch auch fiir die Einheit der neuen Grdsse gewonnen.

9. Das absolute Maasssystem. Man nennt das System der auf
Zeit, Linge, Masse bezogenen Einheiten messbarer Grossen nach
Gauss®Y) das absolute Maasssystem. Die Bezeichnung absolut ist nicht
gliicklich gewihlt. Denn erstens sind die Einheiten der Zeit, Liénge
und Magse auch nicht absolut unveriinderlich und mit absoluter Ge-
nauigkeit reproduzierbar und zweitens lisst sich sehr wohl der Fall
denken, dass die Einheit einer messbaren Grosse, auch ohne sie auf
Zeit, Linge und Masse zu beziehen, mit grosser Genauigkeit unver-
anderlich und reproduzierbar definiert werden kann. Eine solche
Einheit wiirde man mit eben demselben Rechte eine absolute nennen

31) C. F. Gauss, Intensitas vis magneticae ad mensuram absolutam revocata,
Giott. Abh, 1832 = Werke 5, p. 81—118.
2*
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konnen®®). Drittens liegt eine gewisse Willkiir darin, dass man die
Einheiten der Zeit, Lénge und Masse nicht auf einander bezieht.
Ubrigens braucht Gauss das Wort absolut nur als Gegensatz zu den-
jenigen ,relativen Messungen®, bei denen das Messungsergebnis von
der Grosse der Magnetisierung einer gegebenen, als unveriinderlich
vorausgesetzten Nadel abhingt. Man hat, wie F. Kohlrausch richtig
bemerkt, spiter in der Bezeichnung mehr zu finden geglaubt als sie
besagen sollte.

In manchen Fiéllen giebt es verschiedene Mdglichkeiten, eine Ein-
heit durch das absolute Maasssystem zu definieren. Man kann z B.
die Einheit des Rauminhalts durch den Wiirfel definieren, dessen Seite
gleich der Lingeneinheit ist, man kann sie aber auch durch den Raum
definieren, den die Masseneinheit Wasser im Zustande seiner gréssten
Dichte unter normalem Druck einnimmt3¥). Sobald die Einheit einer
Grosse in bestimmier Weise auf die Einheiten von Zeit, Linge und
Masse bezogen ist, so ist die ,Dimension“ der Grosse bestimmt, d. h.
es ist bestimmt, in welcher Weise die Zahl, welche die betreffende
Grosse bei der festgesetzten Beziehung der Einheiten misst, sich
indert, wenn man die Einheit von Zeit, Linge und Masse dndert®).
Ist 2. B. die Einheit des Rauminhalts durch den Wiirfel von der
Lénge 1 definiert, so hat der Rauminhalt die Dimension der dritten
Potenz einer Linge, d. h. die Zahl, welche den Rauminhalt misst,
tindert sich bei einer Anderung der Einheiten von Zeit, Linge und
Masse in demselben Verhilinis, wie die dritte Potenz der Zahl, die
eine Linge misst. Die Einheit #ndert sich dabei im umgekehrten
Verhiltnis wie die Zahl. Wenn man dagegen die Einheit des Raum-
inhaltes durch den Raum definiert, den die Masseneinheit des Wassers
im Zustand seiner grSssten Dichte bei normalem Druck annimmt, so
ist die Dimension des Rauminhalts gleich der einer Masse. Dieselbe
Grosse kann also im absoluten Maasssystem ganz verschiedene Dimen-
sionen haben, je nach der Art, wie man sie auf die Grundeinheiten
bezieht. Diese Verschiedenheit wiirde man dadurch beseitigen kénnen,
dass man die Grundeinheiten vermindert, indem man hier z B. die

32) z. B. die Siemens’sche Einheit des elektrischen Widerstandes, vgl
W. Siemens, Ann. Phys. Chem. 127 (1866), p. 328 u. 336.

33) So-definiert das Comité international des poids et mesures: le litre est
le volume occupé par 1 kilogramme d’eau pure i son maximum de densité et
sous la pression mormale, Rapp. prés. au Congrés internat. de Physique 1, p. 83,
Paris 1900.

84) J. Fourier, Théorie de la chaleur (1822) und C. F. Gauss (1832), vgl.
Anm. 31,
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Einheit der Linge als Seite eines Wasserwiirfels von der Masse 1
definiert. Dann erhielte die Linge die Dimension der dritten Wurzel
aus einer Masse und der Rauminhalt wiirde auf beiden Wegen die
gleiche Dimension erhalten. So lange man aber bei den drei Grund-
einheiten bleibt, werden die beiden Zahlen, die einen Rauminhalt nach
den beiden Einheiten messen, sich in verschiedener Weise mit den
Grundeinheiten #ndern und ihr Quotient wird also bei einer Anderung
der Grundeinheiten nicht unveréindert bleiben. Wir kionnen von einer
Dimension des Quotienten reden, um auszudriicken, dass er sich wie
eine Zahl éindert, die eine Grosse dieser Dimension misst. Hier hat
der Raum einmal die Dimension einer Masse, das andere Mal die
Dimension der dritten Potenz einer Linge. Der Quotient hat daher
die Dimension Masse durch Linge zur dritten Potenz, d. h. die Di-
mension einer Dichte, wenn man unter Dichte die Masse des Wiirfels
von der Seite 1 versteht. Die Zahl, die einen Raum in Litern misst35),
dividiert durch die Zahl, die denselben Raum in Kubikdezimetern
misst, ergiebt die Dichte des Wassers, d. h. die in Kilogrammen an-
gegebene Masse von einem Kubikdezimeter Wasser.

Ahnlich liegt der Fall bei den elektrischen Grossen, die man auf
doppeltem Wege einmal durch Betrachtung der elektrostatischen Krifte
und andrerseits durch die elektromagnetischen Wirkungen auf die
drei Grundeinheiten beziehen kann. Dieselbe Grisse erhilt auf beiden
Wegen verschiedene Dimensionen, wobei die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit elektrischer Storungen im reinen Ather dieselbe Rolle spielt,
wie die Dichte des Wassers in dem eben betrachteten Beispiel3®).

10. Abarten des absoluten Maasssystems. Das technische
Maasssystem. Statt Zeit, Linge und Masse konnte man natiirlich
auch drei mit diesen zusammenhingende von einander unabhiingige
Grossen zu Grundeinheiten machen. Gauss selbst stellt als Grund-
einheiten zuniichst die Linge, die Masse und die Beschleunigung (vis
acceleratrix) auf®). Die Kraft (vis motrix) ist fiir ihn das Produkt
von Masse und Beschleunigung, sodass die Einheit der Kraft mit den
Einheiten der Masse und Beschleunigung zugleich gegeben ist. Fiir
die Beschleunigung giebt er zwei Moglichkeiten an. Entweder man
wihlt fir ihre Einheit die Beschleunigung durch die Schwere am
Orte der Beobachtung; damit wiirde die Einheit der Kraft gleich
dem Gewicht der Masseneinheit. Oder man filhrt eine Einheit der

35) Vgl. Anm. 383, Definition des Liters.
36) Maxwell, Electricity and Magn. part. IV, chap. 10.
87) Gauss, vgl. Anm. 31.
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Zeit ein und definiert die Einheit der Beschleunigung als diejenige,
bei der in der Zeiteinheit der Geschwindigkeitszuwachs 1 entsteht,
und unter der Einheit der Geschwindigkeit diejenige, bei der der
Weg 1 in der Zeiteinheit zuriickgelegt wird. In dem letzten Fall
ist die Krafteinheit nicht gleich dem Gewicht der Masseneinheit.
Gauss entscheidet sich fiir den letzteren Weg, der eben zu dem vor-
her besprochenen absoluten Maasssystem fithrt. Dieses ist in der
theoretischen Physik sowie in der Elektrotechnik heutzutage das
iibliche. Der andere Weg wiirde zu einer aus der Einheit der Masse
und der Einheit der Kraft abgeleiteten Einheit der Zeit fiihren, die
recht unbequem wire. Er ist daher von Gauss nicht weiter verfolgt
worden. Dagegen hat Gauss in einer spiteren Arbeit (vom Jahre
1836) ein Maasssystem zu Grunde gelegt, welches mit jenem anderen
Wege die von der Schwere hergenommene Krafteinheit gemein hat.
Er benutzt dort nimlich als Grundeinheiten die Lange, Zeit und die
Gewichtseinheit. Dieses Maasssystem hat seine bemerkenswerten prak-
tischen Vorteile und ist in der technischen Mechanik das allgemein
iibliche. Es liegt auch der allgemein iiblichen Messung der Arbeits-
grossen in Meterkilogramm zu Grunde und wird vereinzelt auch von
den Physikern z. B. in der Elastizititstheorie angewandt, wo es iiblich
ist, einen Druck oder einen Elastizititsmodul durch die Angabe so
und soviel Kilogramm (d. h. Gewichtseinheiten) auf das Quadrat-
zentimeter zu bestimmen. Im technischen Maasssystem bedeutet das
Wort Kilogramm eine Kraft. Die Masseneinheit ist aus der Einheit
der Kraft und der Beschleunigung abgeleitet. Sie ist diejenige Masse,
der die Einheit der Kraft die Beschleunigung Eins erteilt. Die
Masse m eines beliebigen Korpers vom Gewichte p Kilogramm ist

m =% Masseneinheiten, da sein Gewicht ithm die Beschleunigung g

erteilt. Die Einheit der Masse kommt also hier dem Gewichte von
g kg zu, d. h. einem Korper, welcher 9,8 oder 981 kg wiegt, je nach-
dem man das Meter oder das Centimeter als Lingeneinheit benutzt;
die Dimension der Masse ist kg sec? m—1 oder kg sec? cm—!. Ein
kleiner Missstand bei den technischen Einheiten liegt in der Ver-
anderlichkeit der Schwere. Dieser bringt es mit sich, dass man die
Beobachtungsdaten von einem Beobachtungsort genau genommen erst
korrigieren miisste, um sie mit denen an einem andern Beobachtungs-
orte vergleichen zu konnen. Jedoch pflegt die Genauigkeit derjenigen
Messungen, auf die man das technische System anwendet, nicht so
gross zu sein, dass diese Korrektion ins Gewicht fillt. Es ist kaum
wahrscheinlich, dass das physikalische Maasssystem das technische
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verdringen wird oder umgekehrt. Fiir die technische Mechanik steht
der Begriff der Kraft so sehr im Vordergrunde, dass hier ein Wechsel
der iiblichen Einheiten nicht wiinschenswert ist, wihrend die theore-
tische Physik ihre ebenfalls in die Praxis eingedrungenen Maassein-
heiten auch nicht wird aufgeben wollen. Wiinschenswert wire es
dagegen, wenn in der technischen Mechanik fiir die dort iibliche
Masseneinheit ein Name eingefiihrt wiirde, dhnlich wie die Krifte-
einheit des physikalischen Systems einen eignen Namen hat (eine
Dyne gleich der Kraft, die einem Gramm die Beschleunigung 1 cm/sec?
erteilt).

11. Die praktischen Einheiten. In der Regel sind gleichartige
Grossen mit geringerer Mithe und mit grosserer Genauigkeit unter
einander zu vergleichen als auf die Grundeinheiten zu beziehen. Wenn
sie zugleich unverinderlich und reproduzierbar dargestellt werden
kénnen, so wird man unter solchen Umsténden vorziehen, ihre Ein-
heit nicht durch die Grundeinheiten zu definieren, sondern durch eine
Darstellung der betreffenden Grosse, die so genau wie moglich gleich
der durch die Grundeinheiten bestimmten Einheit gemacht wird. So
hat der internationale Kongress in Chicago 1893 die Einheit des
elektrischen Widerstandes definiert: ,Das internationale Ohm ist dar-
gestellt durch den Widerstand einer Quecksilbersiule von gleich-
formigem Querschnitt, von 106,3 Centimeter Linge und 14,4521 Gramm
Masse bei der Temperatur des schmelzenden Eises“. Die Grenaunigkeit,
mit welcher diese Einheit mit der auf die Grundeinheiten bezogenen
von 107 Meter pro Sekunde iibereinstimmt, hat nach Dorn ) einen
wahrscheinlichen Fehler von etwa zwei bis drei Zehntausendstel ihres
Betrages. Eben wegen dieser Unsicherheit ist es wichtig, eine Hin-
heit des Widerstandes zu definieren, von der genaue Verwirklichungen
oder Kopieen mit grosserer Leichtigkeit hergestellt werden kénnen.
Wenn eine Verbesserung der Methoden es ermdglichen wird, den
Widerstand mit grosserer Genauigkeit auf die Grundeinheiten zu be-
ziehen, so ist es desshalb doch nicht notwendig, die Kinheit zu
indern, sondern es ist nur notwendig, in denjenigen Fillen, wo die
Abweichung eine Rolle spielt, die betreffende kleine Korrektur an-
zubringen. Ebenso wird die Definition der Einheit des Stromes durch
einen Strom, der Einheit der elektromotorischen Kraft durch eine
elektromotorische Kraft, der Einheit des Druckes durch einen Druck *)

38) E. Dorn, Uber den wahrscheinlichsten Wert des Ohm nach den bis-
herigen Messungen, Wiss. Abhandl. der physik.-techn. Reichsanstalt Berlin, 2
(1895), p. 355.

39) Guillawme, vgl. Anm. 28, p. 87.
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vorgeschlagen und nicht durch den Bezug auf die Grundeinheiten.
Ebenso ist die praktische Einheit einer Wirmemenge wieder eine
Wirmemenge, die hier allerdings auch nicht anndhernd der auf die
Grundeinheiten bezogenen Einheit der Energie gleich gemacht, sondern,
in letzterer gemessen, gleich dem sogenannten mechanischen Wirme-
dquivalent ist. Diese praktischen Einheiten hindern die theoretische
Physik nicht, alle Maasseinheiten auf den Grundeinheiten aufzubauen,
deren Abweichung von den praktischen Einheiten erst in Frage kommt,
wo die Ergebnisse der Theorie durch den Versuch gepriift werden.

(Abgeschlossen im Januar 1902.)
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Zusammenfassende Litteratur

findet sich zu Beginn jeden Abschnittes in den Anmerkungen 1, 2, 36, 47, 48,
71, 82, 107.

Vorbemerkung. In diesem Artikel miissen mehrfach astrono-
mische Fragen beriihrt werden, die ausfiihrlich erst in Bd. VI zur
Behandlung kommen. Der gegenwirtige Artikel erstrebt in dieser
Hinsicht keine Vollsténdigkeit, sondern zieht nur soviel astrono-
misches Material heran, als fiir die Behandlung des Gegenstandes
unumginglich ist.

1. Das Newton’sche Gesetz. Das Fundamentalgesetz der Gravi-
tation ist bekanntlich zuerst!) von Newton klar erkannt und im dritten
Buch seiner ,Philosophiae naturalis principia mathematica“, proposi-
tiones I—VII, ausgesprochen worden.

1) Uber die Vorliufer Newton's vgl. F. Rosenberger, Isaac Newton und seine
physikalischen Prinzipien, Leipzig 1895. Eine Zusammenstellung von fast allen
Arbeiten (bis 1869), die in irgend einer Beziehung zur mathematischen Durch-
filhrung des Attraktionsgesetzes stehen, findet sich bei J. Todhunter, History of
the mathematical theories of attraction and the figure of the earth, 2 Bde,
London 1873.
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Es sagt aus: Befinden sich in einem bestimmten Zeitpunkt zwei
Massenelemente mit den Massen m, und m, in der Entfernung r von
einander, so wirkt in demselben Zeitpunkt auf jedes der beiden Kle-
mente in der Richtung des anderen eine Kraft vom Betrage

m, m,
Gt

In diesem Ausdruck bedeutet G eine universelle, d. h. nur vom
Maasssystem abhiingige Konstante, die sogenannte Gravitations-
konstante.

I. Bestimmungen der Gravitationskonstanten?).

2. Bedeutung dieser Bestimmung. Zu der Bedeutung, welche
die absolute Bestimmung jeder beliebigen physikalischen Konstanten
hat, kommen bei der Bestimmung der Gravitationskonstanten noch
zwei Punkte hinzu.

1) Ist die Gravitationskonstante bekannt, so ergiebt sich aus der
Erdbeschleunigung ¢ einerseits, den Dimensionen der Erde anderer-
seits die Erdmasse und die mittlere Dichte der Erde®). Diese letztere
war das Endziel der meisten Bestimmungen: sie gehen deshalb meist
unter dem Namen von Bestimmungen fiir die mitflere Dichte der Erde.

2) Kennt man die Erdmasse, so folgt daraus auch die Masse der

2) Zusammenfassende Litteratur iiber absolute Bestimmungen in erster
Linie: J. H. Poynting, The mean density of the earth, London 1894; F. Richarz
und O. Krigar-Menzel, Berl. Abh. 1898, Anhang; C. V. Boys, Rapp. congrés
internat. phys. 3, Paris 1900, p. 306—349. Dann Gehler's physikalisches Hand-
worterbuch, Leipzig 1825, Artikel Anziehung, Drehwage, Erde, Materie; . Guinther,
Lehrbuch der Geophysik 1, 2. Aufl., Stuttgart 1879; F. Richarz, Leipzig, Viertel-

" jahrschr. astr. Ges. 24 (1887), p. 18—32 u. 184—186.

3) Bezeichnet A die mittlere Dichte der Erde, R ihren Radius, so ist in

erster Anniherung

g= %—RuAG—.

Zieht man die Korrektionen, welche durch Abplattung, Centrifugalkraft und
deren Verschiedenheit in den verschiedenen Breiten bedingt werden, in Betracht,
so gelangt man in der von F. Richarz und O. Krigar- Menzel®) niher auseinander-
gesetzten Weise zu der Beziehung

m 4 3
9,7800 @:g.anAG(l ta—g c),
worin
Ry = Erdradius am Pol = 6356079 m,
a = Abplattung = 0,0033416,
¢ = Verhiltnis der Centrifugal- zur Schwerkraft am Aquator
= 0,0034672.
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iibrigen Planeten und der Sonne, da das Verhiltnis dieser Masse zur
Erdmasse durch astronomische Beobachtungen geliefert wird*).

3. Ubersicht iiber die verschiedenen Methoden. Die verschie-
denen Methoden, die man wihlte, um zu dem Wert der Gravitations-
konstanten G in absolutem Maasse zu gelangen, lassen sich im wesent-
lichen in drei Hauptklassen einteilen:

1) Es wurde direkt die Kraft bestimmt, welche Massen bekannter
Grosse in bekannter Entfernung auf einander ausiiben: Bestimmungen
mit der Drehwage, dem Doppelpendel, der gewthnlichen Wage5).

2) Es wurde die Verinderung gemessen, die in der Richtung
oder Grosse der Erdbeschleunigung g durch Massen bekannter Grosse
hervorgerufen wird: Ablenkung der Lotlinie, Pendelbeobachtungen.

3) Es wurde versucht, die mittlere Erddichte und damit die
Giravitationskonstante aus der Dichte an der Oberfliche zu berechnen
auf Grund eines mehr oder weniger hypothetischen Gesetzes iiber die
Zunahme der Dichte nach dem Erdinnern.

4. Bestimmungen mit der Drehwage. a) Statische Methode.
Die auf dem Wagebalken befestigten Gewichte werden durch Massen,
welche sich neben dem Wagebalken befinden, angezogen. Die dadurch
hervorgebrachte Drehung des Wagebalkens giebt ein Maass fiir die
Grosse der Anziehungskraft.

Verwandt wurde diese Methode, die wohl zuerst von Reverend
J. Michell®) vorgeschlagen wurde, von H. Cavendish™), F. Reich®),
F. Baily®), A. Cornu und J. Baille™®), C.V. Boys ') und endlich C. Braun'®).

Der Fortschritt von Reich gegeniiber Cavendish besteht haupt-
sichlich in der Verwendung der Spiegelablesung. Baily’s Messungen
sind besonders dadurch wertvoll, dass sie auf eine grosse Reihe von
Stoffen ausgedebnt und auch sonst in der mannigfaltigsten Weise
variiert wurden. Cornu und Baille haben gezeigt, dass man dieselbe

4) Vgl. aber Nr. 11.

5) Bei der letzteren Methode geht g in das Resultat ein.

6) Citiert von Cawvendish, Lond. Trans. 88 (1798).

7) 8. die vorige Anmerkung.

8) ,,Versuche iiber die mittlere Dichtigkeit der Erde mittelst der Dreh-
wage", Freiberg 1838 und ,,Neue Versuche mit der Drehwage*, Leipzig 1852.

9) Lond. Astr. Soc. Mem. 14 (1843).

10) Paris, C. R. 76 (1873), p. 954—58.

11) Lond. Trans. 186 (1889), p. 1—72.

12) Wien. Denkschr. 64 (1897), p. 187—285. Referat dariiber: F. Richarz,
Leipzig Vierteljahrsschr. astr. Ges. 33 (1898), p. 33—44.
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Genauigkeit (denselben Ablenkungswinkel) erreichen kann trotz be-
liebiger Reduktion des Maasstabs, wenn man nur durch passende Wahl
der Aufhiingung dafiir sorgt, dass die Schwingungsdauer der Dreh-
wage dieselbe bleibt. Sie haben demgemiss viel geringere Dimen-
sionen bei ihren Apparaten angewandt und dadurch eine Reihe von
Storungen vermieden. Bagys'®) trieb diese Reduzierung auf kleinen
Maassstab noch weiter und machte es dadurch moglich, bei der Auf-
hingung die Metalldrihte durch die viel giinstigeren Quarzfiden zu
ersetzen. Braun verwendet eine Drehwage im Vacuum, um die
schlimmste Storung bei Messungen mit der Drehwage, die Luft-
stromungen, radikal zu vermeiden.

Die Mingel extrem kleiner Dimensionen, wie sie Boys beniitzte,
hat dieser zum Teil durch geschickte Anordnung seiner Drehwage
umgangen; bestehen bleibt aber bei kleinen Dimensionen der Nach-
teil, dass, abgesehen von der starken Démpfung der Schwingungen,
Fehler in den Liingenbestimmungen und mangelhafte Homogenitit
des Materials die Genauigkeit des Resultats sehr storen konnen™).
Un diesen Mangel kleiner Dimensionen zu vermeiden und trotzdem
sehr hohe Empfindlichkeit zu erreichen, hat F. R. Burgess'®) vor-
geschlagen, die Verwendung grosser Massen und gleichzeitig diinner
Avufhingedrihte dadurch zu ermdglichen, dass man die Gewichte aunf
Quecksilber schwimmen lisst. Er erhielt in einem Vorversuch bei
10 >< 2 kg Gewicht jederseits 12° Ausschlag, hat aber seine Bestim-
mungen zur Zeit noch nicht durchgefiihrt.

b) Dynamische Methode. Die anziehenden Massen befinden
sich in der Verlingerung des Wagebalkens. Ihre Anziehung dient
dazu, das Direktionsmoment der Aufhiingung zu verstirken. Die da-
durch hervorgerufene Verkiirzung der Schwingungsdauer giebt ein
Maass fiir die Grosse der anziehenden Kraft.

C. Braun erhielt mit dieser Methode einen Wert von G, der mit
dem Resultate seiner Messungen nach der statischen Methode sehr
gut iibereinstimmt. R. von Eotvds'®) hat eine Modifizierung dieser

13) Boys erhielt bei einer Linge des Wagebalkens von 2,3 cm belastet
jederseits mit 1,3 bis 3,98 g und abgelenkt auf jeder Seite durch 7.4 kg ca.
370 Skalenteile Ausschlag. Bei Cavendish betrugen die betreffenden Grossen
194 cm, 730 g, 158 kg; er bekam 6—14 Skalenteile Ausschlag.

14) Vgl. F. Richarz, in dem Anm. 12 zitierten Referat.

15) Paris, C. R. 129 (1899), p. 407—409. Einen ihnlich angeordneten Ver-
such hat schon Poynting?) gemacht, diese Anordnung aber wegen storender Strd-
mungen in der Fliissigkeit verlassen.

16) Amn. Phys. Chem. 59 (1896), p. 354—400.
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Methode vorgeschlagen, aber noch keine endgiiltigen Resultate ver-
Gffentlicht.

5. Bestimmung mit dem Doppelpendel. Bei dem vertikalen
Doppelpendel von J. Wilsing'") — vertikaler Wagebalken, an dessen
Enden sich je ein Gewicht befindet, welches durch seitlich davon an-
gebrachte Massen angezogen wird — wird nicht die Torsion von
Driihten, sondern die Schwere als Direktionskraft beniitzt. Das Dreh-
moment wird auf ein Minimum reduziert dadurch, dass der Schwer-
punkt des Doppelpendels nur ca. 0,01 mm unter der Schneide liegt.
Diese Anordnung vereinigt grosse Empfindlichkeit*®) mit bedeutender
Stabilitit und besitzt ausserdem gegeniiber der Drehwage den Vor-
teil, viel weniger durch Luftstromungen beeinflusst zu werden.

6. Bestimmungen mit der gewdhnlichen Wage. Das Prinzip
dieser, wie es scheint, schon von Descartes'®) angegebenen Methode
ist das folgende: Auf die Wagschalen einer Wage werden zwei gleiche
Gewichte m gelegt. Unter eine der beidem Wagschalen — eventuell
auch gleichzeitig iiber die andere — wird nun eine Masse M gebracht.
Die jetzt beobachtete Gewichtsdifferenz giebt ein Maass fiir die An-
ziehung von M auf m.

Zum Zweck der absoluten Bestimmung der Gravitationskonstanten
wurde diese Methode wohl zuerst durch Ph. von Jolly 2°), spiter durch
J. H. Poynting®) und dann durch F. Richarz und O. Krigar-Menzel?)
beniitzt.

Die Jolly'sche Anordnung, die in ganz #hnlicher Weise schon
zur Zeit Newton's von Hooke®') zur Bestimmung einer Abnahme
von ¢ mit der Hohe verwandt wurde, hat den Nachteil, dass
vertikale durch Temperaturdifferenzen hervorgerufene Luftstrémungen
durch Reibung an den langen Aufhingedrihten die Wigung stbren
konnen. Poynting hat diesen Missstand vermieden, ausserdem dafiir
gesorgt, dass der Winkel, um den sich der Wagebalken dreht, sehr
genau abgelesen und die anziehenden Gewichte entfernt oder ge-
nihert werden konnen, ohne dass die Wage arretiert zu werden
brauchte oder Erschiitterungen ausgesetzt wire. Die Methode von
Richarz und Krigar-Menzel hat den Vorteil, ohne all zu grosse
Schwierigkeit die Verwendung ausserordentlich grosser anziehender

17) Potsdam. Astr.-physik. Obs. 6 (1887), Nr. 22 u. 23.

18) Bei 825 >< 0,54 kg 1 'bis 10’ Ablenkung.

19) Citiert in Observ. sur la physique, 2, Paris 1778.

20) Miinchn. Abh. (2) 14 (1881); Ann. Phys. Chem. 14 (1881), p. 3313835,
21) Citiert bei Rosenberger, Anm. 1,
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Massen (100000 kg Blei) zu gestatten und ausserdem noch die vier-
fache Anziehung dieser Masse wirksam werden zu lassen. Sie leidet
aber an dem Ubelstand, dass ein Entlasten und Arretieren der Wage
im Verlauf derselben Bestimmung notwendig wird.

7. Bestimmungen mit Lot und Pendel. a) Statische Methode
(Lotablenkung). Die ablenkenden Massen waren stets Berge und
die Ablenkung des Lots durch dieselben wurde derart bestimmt,
dass von zwei Punkten, die womdglich im Norden und Siiden des
ablenkenden Berges angenommen wurden, der Unterschied der geo-
graphischen Breite einmal astronomisch — dabei geht die Richtung
des Lots ein — und dann trigonometrisch gemessen wurde. Die
Differenz der beiden Bestimmungen liefert die doppelte durch den
Berg hervorgerufene Ablenkung. Die Masse des Berges wird aus den
Dimensionen und dem spezifischen Geewicht der Gesteine bestimmt.

Bestimmungen dieser Art wurden ausgefiihrt durch Bouguer *2)
am Chimborazo, durch N. Maskelyne und C. Hutton *), spiter durch
James®) und Clarke an Bergen des schottischen Hochlands, durch
E. Pechmann®) in den Alpen und unter besonders giinstigen Be-
dingungen durch E. D. Preston®) auf den Hawaiinseln.

An Stelle eines Berges das Meer bei Ebbe und Flut ") oder einen
ablassbaren See®) zu verwenden, wurde vorgeschlagen, aber es
scheint nie eine Bestimmung auf diesem Wege gemacht worden zu

sein, obwohl derselbe vor Beniitzung eines Berges bedeutende Vor-
teile hitte.

b) Dynamische Methode (Pendelbeobachtung). Das Schema
der Bestimmungen dieser Art ist das folgende. Entweder am Fusse
und auf der Spitze eines Berges, oder an der Erdoberfliche und in
der Tiefe eines Bergwerks wird die Schwingungsdauer desselben
Pendels beobachtet. Der an den beiden Punkten festgestellte Unter-
schied in der Schwingungsdauer und damit der Erdbeschleunigung

29) La figure de la terre, Paris 1749, VIL sect., chap. IV.

23) Lond. Trans. 1775, p. 500—542; 1778, p. 689—1788; 1821, p. 276—292.

24) Phil. Mag. (4) 12 (1856), p. 314—316; 13 (1856), p. 129—132 und Lond.
Trans. 1856, p. 591—607.

25) Wien. Denkschr. (math.-naturw. K1) 22 (1864), p. 41—88.

26) Washington, Bull. Phil. Soc. 12 (1895), p. 369—3895.

27) Durch Robison 1804 (cit. von Richarz und Krigar-Menzel, s. Anm. 2),
Boscowich 1807 (cit. in monatl. Korrespondenz z. Beford. d. Erd- u. Himmels-
kunde 21 (1810)), ferner durch von Struve (cit. Astr. Nachr. 22 (1845), p. 31 1)

28) F. Keller, Linc. Rend. 3 (1887), p. 493.
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ergiebt die Anziehung des Berges bezw. der Erdschichte tiber dem
Bergwerk #).

Bestimmungen der ersten Art rithren her von Bouguer2®) (Cor-
dilleren), Carline®*®) [und Plana] (Mont Cenis), unter besonders giin-
stigen Bedingungen von Mendenhall ) (Fusijama, Japan) und E. D.
Preston®) (Hawaiinseln).

Bestimmungen der zweiten Art wurden zuerst vorgeschlagen von
Drobisch®®), spiter ausgefiihrt durch G. B. Airy®) und in grosser Zahl
durch R. v. Sterneck®*).

Eine dritte, im Prinzip entschieden giinstigere Methode hat
A. Berget%5) versucht: kiinstliche Anderung von g durch einen ablass-
baren See bei verschiedenem Niveau. Er hat sich jedoch seine Be-
stimmung durch ungeeignete Messung dieser Anderung von g ver-
dorben.

8. Berechnungen der Gravitationskonstanten ).
1) Die Voraussetzungen, welche Laplace®’) dhnlich wie Clairaut
und Legendre seiner Berechnung zu Grunde legt, sind die folgenden:

a) Die Erde bestehe aus einzelnen ellipsoidischen Schichten.
Die Dichte innerhalb jeder Schicht sei konstant.

b) Die Rotation sei so langsam, dass die Abweichung von der
Kugelgestalt klein wird, ebenso der Kinfluss der Centri-
fugalkraft gegeniiber g.

c¢) Die Substanz der Erde soll als fliissig betrachtet werden
diirfen.

Unter diesen Voraussetzungen rechnet Laplace die Gleichgewichts-
bedingungen aus, in die ausser der Elliptizitit der Erde noch das

29) Vgl hierzu und zu den folgenden Nummern Bd. VI der Encyklop.,
Geophysik.

30) Milano Effem. 1824. Vgl. dazu E. Sabine, Quart. J. 2 (1827), p. 153
und C.J. Giulio, Torino Mem. 2 (1840), p. 879.

31) Amer. J. of scienc. (3) 21 (1881), p. 99—108.

32) De vera lunae figura etc., Lipsiae 1826.

38) Lond. Trans. 1856, p. 297—842 und 343—352. Zur Berechnung vgl.
S. Haughton, Phil. Mag. (4) 12 (1856), p. 50—51 und F. Folie, Bruxelles Bull. (2)
33 (1872), p. 389—409.

84) Wien, Mitteil. d. milit.-geogr. Inst. 2—6, 1882—1886 und Wien. Ber.
108 (2a), p. 697--766.

35) Paris C. R. 116 (1893), p. 1501—1503. Vgl. den Einwand Gouy’s (Paris
C. R. 117 (1893), p. 96), dass die Temperatur auf wenigstens 0,2.10"% Grad
hitte konstant sein miissen.

36) Vgl. F. Tisserand, Mécan. cél. 2, Paris 1891, chap. XIV und XV.

87) Méc. cél. 5 (1824), Livr. 11, cap. 5.
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Gesetz eingeht, welches die Dichte einer Erdschicht als Funktion
ihres Abstands vom Mittelpunkt ausdriickt. Fiir dieses Gesetz macht
Laplace zwei Annahmen:

M 0 =goll +e(l —a)],
@) 0= % sin (an),

worin ¢ die Dichte, @ den Abstand einer Schicht vom Erdmittelpunkt
(Erdradius = 1) und g,, ¢ ebenso 4, » Konstante bedeuten. Diese
Konstanten werden durch den Wert von ¢ an der Erdoberfliche einer-
seits, die entwickelten Gleichgewichtsbedingungen andererseits bestimmt.
Man erhiélt dann eine Beziehung zwischen der mittleren Dichte der
Erde (und damit der Gravitationskonstanten) und der Oberflichen-
dichte gy; und zwar folgt aus der ersten Annahme iiber die Zunahme
der Dichte nach dem Erdinnern

A = 1,587 gy,
aus der zweiten Annahme

A, = 24225 ,,
wenn die Erdelliptizitit gleich 0,00326 angenommen wird.

2) Unter wesentlich denselben Voraussetzungen, mit Beniitzung
der zweiten Annahme von Laplace iiber die Zunahme der Dichte nach
dem Erdinnern, der Formel von Clairaut fiir das Gleichgewicht der
rotierenden als fliissig gedachten Erde und des Werts 0,00346 fiir
die Elliptizitat der Erde, gelangt J. Ivory *) zu der Beziehung:

A =1901-9,.%)

3) Die neuere umfangreiche Litteratur dieser Frage (Lipschitz,
Stieltjes, Tisserand, Roche, Maurice Lévy, Saigey, Callandreau, Radau,
Poincaré, Tumlirz kann hier nicht besprochen werden; wir verweisen

dieserhalb auf die angezogenen Kapitel bei Tisserand*’) oder auf
Bd. VI der Encyklopidie.

9. Das Ergebnis der Bestimmungen. Fir die Frage, was man
als wahrscheinlichsten Wert der Gravitationskonstanten zu betrachten
hat, muss von den Ergebnissen der unter Nr. 7 und 8 besprochenen
Methoden von vornherein abgesehen werden.

38) Phil. Mag. 66 (1825), p. 321 f.
89) Nimmt man als durchschnittliche Dichte der gesamten Erdoberfliche
den Wert von S. Haughton %) = 2,059, so wiirde man erhalten nach
Laplace A, = 3,268,
A, = 4,962,
Tvory = 3,914.
40) Vgl. Anm. 46.
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 3
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Die thatsiichlich ausgefiihrten terrestrischen Methoden (Nr. 7)
haben zwar vor den Laboratoriumsmethoden (Nr.4—6) den Vorteil,
dass die anziehenden Massen und damit auch die zu beobachtenden
Differenzen relativ bedeutende Grosse haben. Allein dieser Vorteil
wird mehr als aufgewogen dadurch, dass die Dimensionen und die
Dichte der anziehenden Massen nur unvollkommen bekannt sind und
die der Beobachtung unzugiingliche Massenverteilung unter dem Be-
obachtungsort eine wesentliche, aber vollig unkontrollierbare Rolle
spielt ).

Diejenigen terrestrischen Methoden aber, die Aussicht auf Krfolg
hiitten, da sie nicht nur die Verwendung sehr grosser Massen ge-
statten, sondern auch die Grosse der anziehenden Masse bei ihnen
mit ausreichender Genauigkeit zu bestimmen wire und ausserdem der
Einfluss der Umgebung herausfallen wiirde — Veriinderung der Grosse
oder Richtung von g durch einen See oder das Meer bei verschie-
denem Niveau —, sind nicht oder nicht einwurfsfrei ausgefiihrt worden.

Die Versuche zur Berechnung der Gravitationskonstanten (Nr. 8)
konnen ebenfalls kein einigermassen zuverlissiges Resultat liefern. Ab-
gesehen von anderen Bedenken geht in diese Rechnungen die durch-
schnittliche Oberflichendichte der Erde ein und diese ist bei weitem
nicht mit derjenigen Genauigkeit bekannt, als die Gravitationskon-
stante selbst durch die Laboratoriumsbestimmungen erhalten wurde.

Es bleiben also nur die Resultate der Laboratoriumsbestimmungen
(Nr. 4—6). Beriicksichtigt man von jeder Methode nur die zwei
neuesten Bestimmungen, so erhilt man folgende Zusammenstellung:

A G
Drehwage { g:?;/z " g’, ?)f;'; 04) 6,6568-10~# cm®sec—? gr—!
[Doppelpendel Wilsing 55177 6,596.10-% » ]
Poynting 54934 6,698-10-8 »
Wage Richarz u.
Krigar-Menzel 55050 6,685-10-% »
Mittel aus diesen
Bestimmungen 5,513 43) 6,675-10-8 »”

41) Vgl. dariiber W.S.Jacob, Phil. Mag. (4) 13 (1857), p. 525—528. Um-
gekehrt konnen derartige Bestimmungen von Bedeutung sein, weil sie einen
Schluss auf die Massenverteilung in der Niahe des Beobachtungsorts gestatten.
Vgl. R. v. Sterneck’s Messungen 34).

42) In spiter ausgegebenen Exemplaren hat Brawn als wahrscheinlichstes
Resultat seiner Beobachtungen A = 5,52725 angenommen (Mitteilung von Herrn
Prof. F. Richarz).

43) Bekanntlich hat Newfon (Principia lib. III, propos. X) die mittlere
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Die gute Ubereinstimmung%) der Werte, welche nach derselben
Methode erhalten wurden einerseits, die relativ bedeutenden Diffe-
renzen zwischen den Resultaten der verschiedenen Methoden®®) anderer-
seits zeigen, dass diese Differenzen nur in prinzipiellen Méingeln der
Methoden ihren Grund haben konnen. Solange diese aber nicht auf-
gedeckt sind, kann wohl kaum einem dieser Resultate mehr Gewicht
beigelegt werden als dem anderen. Bei der Methode von Wilsing ist
nur zu bedauern einmal, dass sie bis jetzt nicht von einem zweiten
Beobachter angewandt und dadurch das Resultat von Wilsing kon-
trolliert wurde, und dann, dass bis jetzt der Einfluss der magne-
tischen Permeabilitit des Doppelpendels einer Priifung nicht unter-
zogen wurde’¥). Bei der Bildung des Mittelwertes oben ist deshalb
das Resultat Wilsing’s nicht beriicksichtigt.

II. Astronomische und experimentelle Priifung des
Newton’schen Gesetzes.

10. Allgemeines. Dass das Newton'sche Gesetz, falls es nicht
absolut richtig sein sollte, jedenfalls eine so weit gehende Annihe-
rung an die thatsichlichen Verhiltnisse darstellt, wie kaum ein
anderes Gesetz, ist auf zwei von einander unabhingigen Gebieten
sicher gestellt.

Axf astronomischem*”) Gebiet ergeben sich aus diesem Gesetz nicht
nur die Planetenbewegungen in erster Amniherung (Kepler'sche Ge-
setze); sondern auch die zweite Néherung, die Abweichungen von
dieser Bewegung infolge der Storung durch andere Planeten, folgen
aus dem Newton'schen Gesetz noch so richtig, dass aus beobachteten
Storungen die Bahn und relative Magse eines bis dahin unbekannten
Planeten (Neptun) vorhergesagt werden konnte.

Andererseits liegen aber eine Reihe von astronomischen Beob-

Erddichte auf 5—6 geschitzt. Das Mittel 55 stimmt also mit dem Mittel
aus den neuesten Messungen bis aunf Y/, 9, dberein.

44) Zwischen den Drehwagebestimmungen ZZ 0,012%,, zwischen den Wage-
bestimmungen ca. 0,2%,.

45) Grosste Differenz zwischen Wage- und Doppelpendelbestimmung ca.
15Y%,.
46) Nach F'. Richarz und O. Krigar-Menzel (Bemerkungen zu dem . . .
von Herrn C. V. Boys iiber die Gravitationskonstante . . erstatteten Bericht.
Greifswald 1901) konnte die Abweichung des Wilsing’schen Resultats von den
anderen durch einen solchen Einfluss bedingt sein.

47) Diskussion der Giiltigkeit des Newton'schen Gesetzes auf astronomi-
schem Gebiet bei Tisserand, Méc. cél. 4 (1896), cap. 29 und S. Newcomb *%).

3#
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achtungen vor, die gegeniiber der Berechnung auf Grund des Newton-
schen Gesetzes Differenzen zeigen. Diese Differenz betrigt*®)

1) in der Perihelbewegung des Merkur: ca. 40” im Jahrhundert;

2) in der Bewegung des Knotens der Venusbahn: Hmal wahr-

scheinlicher Fehler;

3) in der Perihelbewegung des Mars: 3mal wahrscheinlicher Fehler;

4) in der Excentricitdt der Merkurbahn: 2mal wahrscheinlicher

Fehler (unsicher!).
Dazu kommen
5) bedeutende Anomalien in der Bewegung des Encke'schen
Kometen und

6) kleine Unregelmissigkeiten in der Mondbahn.

Kleine Korrektionen am Newtow’'schen Gesetz sind also auf Grund
der astronomischen Erfahrung nicht ausgeschlossen’), wenn auch —
insbesondere in den unter 5 und 6 aufgefiihrten Fillen, in denen
die Verhiltnisse komplizierter und unsicherer liegen als bei den
Planetenbahnen — keineswegs ausgemacht ist, dass die angegebenen
Differenzen in einer Ungenauigkeit des Gravitationsgesetzes ihren
Grund haben4®).

Auf experimentellem Gebiet haben die besten Bestimmungen der
Gravitationskonstanten, die simtlich auf der Annahme der Giiltigkeit
des Newton'schen Gesetzes fussen, ziemlich gut iibereinstimmende Re-
sultate ergeben®). Da diese Bestimmungen mit Massen der ver-
schiedensten Grosse, des verschiedensten Materials und in den ver-
schiedensten Entfernungen ausgefithrt wurden, so schliesst diese
Ubereinstimmung  eine irgendwie betriichtliche Ungenaunigkeit des

48) S. Newcomb, The elements of the four inner planets etc., Washington
1895. Auf p. 109 ff. sind die moglichen Erklérungen dieser Abweichungen dis-
kutiert.

49) Th. von Oppolzer (Tagebl. d. 54. Vers. d. Naturf u. Arzte, Salzburg
1881) kommt sogar zu dem etwas sehr apodiktischen Schluss: ,Die Theorie des
Mondes lisst mit einiger Wahrscheinlichkeit vermuten, die des Merkur weist
mit Bestimmtheit darauf bin, die des Encke’schen Kometen erhebt es zur unum-
stosslichen Sicherheit, dass die allein auf das Newton'sche Attraktionsgesetz in
der gegenwirtigen Form aufgebauten Theorieen zur Erklirung der Bewegungen
der Himmelskdrper nicht ausreichend sind.‘

50) Man vergleiche die besten terrestrischen und Laboratoriumsmethoden:

Beobachter anziehende Masse A
Boys 74 kg 5,627
Laboratoriums- Braun 91 ,, 5,6270
methoden Poynting 154 ,, 5,494
Wilsing 325 ,, 5,577

Richarz u. Krigar-Menzel 100000 ,, 5,5050
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Newfon'schen Gesetzes aus und lisst hochstens Fleine Korrektionen
desselben zu.

11. Abhingigkeit von der Masse. Astronomische Priifung.
Dass die Kraft, welche zwei Korper auf einander ausiiben, der Masse
jedes der Korper proportional sei, hat Newton auf folgende Weise
abgeleitet.

a) Die Beobachtung zeigt, dass Jupiter seinen Trabanten, die
Sonne den Planeten, die Erde dem Mond und Kérpern an ihrer Ober-
fliche, die Sonne dem Jupiter und seinen Trabanten Beschleunigungen
erteilt, welche gleich sind bei gleicher Entfernung. Daraus folgt: in
diesen Fillen muss die Kraft proportional sein der Masse des anm-
gezogenen Korpers.

b) Daraus liefert das Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung,
dass sie auch proportional sein muss der Masse des anzichenden
Kaorpers.

Gegen diese Schlussweise hat M. E. Vicaire®) folgenden Einwand,
der aber wohl noch der Diskussion bediirfte®%), erhoben. In den an-
gefiihrten Beispielen liegt ein ganz spezieller Fall vor: die Anziehung
eines sehr grossen auf einen im Verhiltnis dazu sehr kleinen Kérper.
Dann liefert aber schon die Voraussetzung, dass bei gleicher Ent-
fernung die Anziehungskraft iiberhaupt nur Funktion der beiden
Massen ist, das Resultat, dass die Anziehungskraft der Masse des
kleinen Korpers annihernd proportional sein muss.

Denn die Funktion Ay, welche die Anziehung der grossen
Masse M auf die kleine m ausdriickt, ist jedenfalls homogen in M
und m. Man kann demnach setzen:

Beobachter anziehende Masse A
Mendenhall Berg von 3800 m Hohe 5,77
E. D. Preston , s 3000, ,  BBT7
Terrestrische » n o n 4000, 5,13 } 5%
Mllatho den von Sterneck Erdschichten von 5,275
(Wien. Ber. 108) verschiedener Dicke 5,56
” " ” 5,3
” ” ” 5,35

51) Paris, C. R. 78 (1874), p. 790—794.

52) Dagegen spricht, dass die Massenbestimmungen der Planeten aus den
Storungen, welche sie auf andere Planeten austiben, stets innerhalb der wahr-
scheinlichen Fehler iibereinstimmen mit den Massenbestimmungen derselben Pla-
neten aus den Bewegungen ihrer eventuellen Monde. Z. B. ergiebt gich die
Masse des Mars aus Jupiterstorungen == 1/2812526, aus Elongationsbewegungen
seiner Monde == 1/8093500. Vgl. iibrigens auch F. W. Bessel, Berl. Abh. 1824 und
Ges. Werke 1, p. 84.
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m
AMm = MF*. f(jlf)

2 pr
— [0+ (§ 59+ -]
= M*—1.m.f’(0) approx.,
also die Anziehung in erster Naherung proportional m. Daraus also
dass diese Proportionalitit durch die Becbachtung bestitigt wird, darf
nicht geschlossen werden, dass die Anziehung auch proportional der
Masse des anziehenden grossen Korpers ist. Daraus wiirde sich aber
ergeben, dass die auf das dritte Kepler'sche Gesetz gegriindeten Be-
rechnungen der Planetenmassen im Verhiltnis zur Sonnenmasse prin-
zipiell verfehlt sind.

Vicaire wendet sich dann auch dagegen, dass diese Berechnungen
sich durch die gewdhnlichen Berechnungen aus den Planetenstérungen
stiitzen lassen. Die sdkularen Storungen eines Planeten m durch einen
anderen m’, die man in erster Linie beobachte und fiir jene Berech-
nungen herbeiziehe, geben iiberhaupt nicht die relative Masse des
Planeten m’, sondern das Verhdltnis Ay : Aym, was nach dem obigen
nicht identisch mit m’: M zu sein brauche. Uber m’: M konnten
nur die periodischen Stérungen Aufschluss geben.

12. Abhiingigkeit von der Masse. Experimentelle Priifung fiir
Massen desselben Materials. Fiir die Frage, wie weit die Propor-
tionalitit der Anziehungskraft mit der Masse fir Massen desselben
Materials garantiert ist, sind von besonderem Wert die G-Bestimmungen
von Poynting®) und von Richarz und Krigar-Menzel®). Beides sind
einwurfsfreie Laboratoriumsmethoden mit der grossten Sorgfalt aus-
gefiihrt. Bei beiden Bestimmungen wurden dasselbe Material (Blei)
und dieselbe Messmethode, aber Massen sehr verschiedener Grosse
(154 bezw. 100 000 kg) verwandt. Trotzdem die Masse im einen Fall
das 650fache derjenigen im anderen betrug, stimmen die Resultate
bis auf ungefdhr 0,29, iiberein.

13. Abhiéngigkeit von der Masse. Experimentelle Priifung fiir
Massen verschiedener chemischer Zusammensetzung. Ob die Pro-
portionalitit der Anziehungskraft mit der Masse auch fiir Massen
verschiedener chemischer Zusammensetzung streng giiltig sei, ist nach
drei verschiedenen Methoden gepriift worden.

a) Es wurde fiir Massen verschiedenen Materials die Gravitations-
konstante bestimmt.

Eine grosse Anzahl von Messungen dieser Art hat F. Baily®) aus-
gefilhrt. Ordnet man seine Resultate nach dem spezifischen Gewicht
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der Masse, die an der Drehwage aufgehiingt war®), und nimmt man
fiir jedes Material das Mittel aus allen Messungen, so zeigt sich
folgendes. Die Werte von A nehmen immer mehr zu — diejenigen
von G also immer mehr ab — je kleiner das spezifische Gewicht der
Masse war®). Es ist indes Grund zu der Annahme vorhanden, dass
es sich bei diesen Differenzen um einen prinzipiellen Fehler in seiner
Anordnung oder Berechnung handelt ).

Gegen die Annahme, dass diese verschiedenen Resultate ihren
Grund in einem verschiedenen Wert der Gravitationskonstanten fiir
die verschiedenen Substanzen habe, wiirde jedenfalls ins Gewicht fallen,
dass die Resultate von Boys'!) und Braun?) bis auf ca. 0,01, tiber-
einstimmen, obwohl sie sich auf verschiedenes Material beziehen.
Ebenso giebt v. Eotvds'®) an, mit Hiilfe einer besonders empfindlichen
Drehwage festgestellt zu haben, dass der Unterschied in der An-
ziehung von Glas, Antimonit, Korkholz gegeniiber derjenigen von
Messing kleiner als §-10-7 und von Luft gegeniiber derjenigen von
Messing kleiner als 1-10-° der ganzen Anziehung sei.

b) Es wurden Pendel aus verschiedenem Material hergestellt und
ihre Schwingungsdauer verglichen.

Diese schon von Newton ) angewandte Methode ist inshesondere
von F. W. Bessel %) verfeinert worden. 'Wihrend Newton aus seinen Ver-
suchen nur schliessen konnte, dass der Unterschied in der Anziehung,
welche die Erde auf Korper der verschiedensten Beschaffenheit aus-
iibe, kleiner als 1.10-% der ganzen Anziehung sei, war es Bessel
mboglich, diese Grenze auf ;.10~* herunterzudriicken.

¢) Bin zugeschmolzenes Geféss, welches zwei verschiedene
chemische Substanzen getrennt enthilt, wird gewogen, dann werden
die Substanzen vereinigt und nach Vollendung der chemischen Reak-
tion wird das Gefiss wieder gewogen.

53) Anziehende Substanz iberall dieselbe = Blei.

54) Substanz spez. Gew. A
Platin 21 5,609
Blei 11,4 5,622
Messing 8,4 5,638
Zink 7 5,691
Glas ca. 2,6 5,748
Elfenbein 18 5,745 } Ausnahme.

55) Vgl. auch F. Reich in der Anm. 8 genannten Schrift , Neue Ver-
suche ete.”, p. 190.

56) Principia lib. III, propos. VL

57) Astr. Nachr. 10 (1833), p. 97.
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Die ersten Versuche dieser Art von D). Kreichgauer®) an Queck-
silber und Brom und an Quecksilber und Jod fithrten zu dem Er-
gebnis, ,dass bei den verwendeten Korpern eine Anderung der An-
ziehung durch die Erde infolge chemischer Krifte unterhalb 1/20000000
der ganzen Anziehung bleiben miisste. Allein H. Landolt5%) hat

unter moglichst einfachen Verhiltnissen — ausser Reaktionen, bei
denen eine Anderung des Gewichts nicht mit Sicherheit zu kon-
statieren war — folgendes gefunden:

1) Bei der Reduktion von Silbersulfat durch Ferrosulfat in drei
Versuchsreihen Gtewichtsabnahme um 0,167, 0,131 und 0,130 mg.

2) Bei Jodsiiure und Jodwasserstoff in sechs Versuchsreihen Ge-
wichtsabnahmen, die zwischen 0,01 und 0,177 mg schwanken.

Diese Gewichtsabnahmen iibersteigen nicht nur die wahrschein-
lichen Fehler der Wigungen, sondern zum Teil auch die grossten
Abweichungen, welche die einzelnen Wagungen unter einander er-
gaben. A. Heydweiller °°) hat diese Wigungen wieder aufgenommen,
nachdem durch M. Hansel®') festgestellt worden war, dass die von
Landolt in dem ersten Beispiel beobachteten Abweichungen nicht
durch die Einwirkung magnetischer Krifte zu erkliren sind. Er er-
hilt in einer Reihe von Fillen ebenfalls Gewichtsabnahme und kommt
zu dem Ergebnis: ,als sicher festgestellt kann man also die Gewichts-
anderung betrachten: bei der Wirkung von Eisen auf Kupfersulfat
in saurer oder basischer Losung ..., bei der Auflosung von saurem
Kupfersulfat .. ., und bei der Wirkung von Kaliumhydroxyd auf
Kupfersulfat . . .“.

Es handelt sich also in den angegebenen Fillen um gut kon-
statierte aber vorerst villig unaufgeklirte Abweichungen von der Pro-
portionalitit der Grawitationswirkung mit der Masse.

14. Abhingigkeit von der Masse. Experimentelle Priifung fiir
Massen verschiedener Struktur. Die Vermutung, dass die Anziehung
zweier Massen von ihrer Struktur abhingen konnte, ist durch manche
Theorieen zur Erklarung der Gravitation nahe gelegt. Sie wurde
nach zwei Richtungen einer experimentellen Priifung unterzogen.

58) Berl. physik. Ges. 10 (1891), p. 13—16.

59) Zeitschr. physik. Chem. 12 (1894), p. 11. Er citiert, dass J. S. Stas bei
der Synthese von Jod- und Bromsilber immer weniger erhielt, als den an-
gewandten Mengen entsprach und zwar betrug die Differenz im Mittel aus fiinf
Versuchen }-10~* der Gesamtmasse.

60) Ann. Phys. 5 (1901), p. 394—420.

61) Diss, Breslau 1899.
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a) Kreichgauer’®) untersuchte, ob ein Korper (essigsaures Natrium)
sein Gewicht #ndere, wenn er krystallisiere, fand aber, dass eine
etwaige Gewichtsinderung jedenfalls unter %.10-7 der ganzen An-
ziehung liege °?).

b) A. S. Mackenzie®) und andererseits J. H. Poynting und P. L.
Grey®) behandeln die Frage, ob die Gravitationswirkung eines kry-
stallinischen Korpers nach verschiedenen Richtungen verschieden
sel. Mackenzie priifte Kalkspath gegen Blei, auch Kalkspath gegen

Kalkspath, fand aber den Unterschied jedenfalls kleiner als 2_(1>6 der

ganzen Anziehung. Poynting und Grey gelangen zu dem Resultat,
dass die Anziehung von Quarz gegen Quarz bei parallelen und bei

ﬁ)ﬁ der ganzen Anziehung
unterscheide und dass bei parallelen Axen, wenn aber der eine Krystall
um 180° gedreht werde, die Anziehung sich um weniger als das

gekreuzten Axen sich um weniger als

1 .
850 des ganzen Betrags dndere.

15. Abhingigkeit von der Entfernung. Astronomische Priifung

(vgl. Bd. VI). 8. Newcomb®) hat die Frage, wie weit das — im

Newtow'schen Gesetz durch astronomische Daten sicher gestellt sei,
einer Diskussion unterzogen. Er kommt zu folgendem Ergebnis:

a) Die Ubereinstimmung der beobachteten Mondparallaxe mit
der aus der GrOsse von g an der Erdoberfliche berechneten zeigt,
dass fiir Grossen von 7, die zwischen dem FErdradius und dem
Radius der Mondbahn liegen, die 2 in #? bis auf 1/5000 ihres Be-
trags garantiert ist.

b) Die Ubereinstimmung der beobachteten Storung des Mondes
durch die Sonne mit der auf Grund des Newfow'schen Gesetzes be-
rechneten beweist mit ungefihr derselben Genauigkeit die Giiltigkeit
des 72 bis zu Entfernungen von der Grissenordnung des Radius der
Erdbahn, d. h. bis zum ungefihr 24 000-fachen des Erdradius.

¢) Aus der Giiltigkeit des dritten Kepler'schen Gesetzes folgt die
Giltigkeit des Newfonw'schen Gesetzes bis zur Grenze des Planeten-
systems iiberhaupt, also bis zu Entfernungen, die ungefihr das 20-fache
des Radius der Erdbahn betragen. Doch ist fiir diesen Bereich die

62) Schon Bessel ) und neuerdings von Eotvds 1) haben bei ihren Versuchen
keinen Unterschied zwischen krystallinischen und amorphen Korpern gefunden.

63) Phys. Rev. 2 (1895), p. 321—343.

64) Lond. Trans. A 192 (1899), p. 245—256.

65) In der in Anm. 48 cit. Schrift.
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Grenauigkeit, mit der das 1/r? aus den Beobachtungen zu ermitteln ist,
nicht sicher angebbar.

Einen weiteren Priifstein derselben Frage liefert, wie schon
Newton®) hervorgehoben hat, der Umstand, dass eine Abweichung
des Exponenten der Entfernung von 2 Perihelbewegungen der Pla-
neten zur Folge haben wiirde. Wihrend also eine solche Abweichung
einerseits nicht gross sein kann, weil sich sonst der Beobachtung
widersprechende Perihelbewegungen ergeben wiirden, konnten anderer-
seits die beobachteten anomalen Perihelbewegungen in einer geringen
Ungenanigkeit des Gravitationsgesetzes ihren Grund haben. M. Hall®)
hat in der That nachgewiesen, dass das schon von G. Green®) unter-
suchte Gesetz, welches 1/r2+% an Stelle von 1/r* setzt, worin 4 eine
kleine Zahl bedeutet, gentigt, um die anomale Perihelbewegung des
Merkur zu erkliren, wenn man 4 = 16108 nimmt. Dieselbe Zahl
fiir 2 wiirde auch die beobachtete anomale Perihelbewegung des Mars
richtig liefern, fiir Venus und Erde allerdings etwas zu grosse Perihel-
bewegungen zur Folge haben®). Newcomb sagt aber noch Diskussion
der einschligigen Verhiltnisse, die Annahme von Hall scheine ihm
mprovisionally not inadmissible®.

16. Abhingigkeit von der Entfernung. Experimentelle Priifung.
Die Frage wurde direkt durch Mackenzie%) gepriift, indem er mit der
Drehwage die Anziehung derselben Korper bei verschiedenen Knt-
fernungen maass. Er stellte fest, dass die Abweichung zwischen dem
beobachteten und dem aus dem Newfow'schen Gesetz berechneten

Resultat jedenfalls kleiner als %

In theoretischer Hinsicht rithrt unsere Zuversicht zu der 2 im
Exponenten des Newtow'schen Gesetzes wohl wesentlich daher, dass
vom Standpunkte der Feldwirkungstheorie (Nr.34) nur dieses Gesetz
mit der Annabme einer im allgemeinen quellenfreien Verteilung der
Feldstirke vertriiglich ist, dass also nur bei genauer Giiltigkeit dieses
Gesetzes der Kraftlinienbegriff im Gravitationsfelde einen Inhalt hat.

der ganzen Anziehung sei.

17, Einfluss des Mediums auf die Gravitation. Die Analogie
der elektrischen und magnetischen Massen, deren Wirkung in hohem
Maasse von dem Medium abhingt, in welchem sie sich befinden, ldsst
es als durchaus moglich erscheinen, dass auch bei der Gravitation

66) Principia lib. I, sect. IX.

67) Astr. Journ. 14, p. 45.

68) Cambr. Trans. 1835, p. 403.

69) Vgl. Newcomb in der in Anm. 48 cit. Schrift, p. 109.
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ein solcher Einfluss sich geltend macht, dass also die Gravitations-
konstante nicht, wie Newfon annahm, eine universelle, sondern eine
Konstante des Mediums sei. Allein schon die relativ gute Uberein-
stimmung der G-Bestimmungen, trotzdem die Form der verwandten
Massen eine ganz verschiedene war, schliesst einen einigermassen er-
heblichen Einfluss von Korpern, die sich zwischen den anziehenden
Massen befinden, aus™). Ausserdem wurde die Frage, ob ein Korper
existiere, der fiir die Gravitation eine andere Permeabilitit habe als
die Luft, von L. W. Austin und C. B. Thwing™) auch direkt mit der
Drehwage untersucht. Sie schoben zwischen die beiden einander an-
ziehenden Korper Platten der verschiedensten: Substanzen, deren Dicke
Yy des Abstands der anziehenden Massen betrug. Das Resultat war,
dass der Unterschied jedenfalls kleiner als 0,2°, der ganzen An-
ziehung sein miisste.

In anderer Richtung hat Laplace™) die Frage nach einem mog-
lichen Einfluss des Mediums diskutiert. Er nimmt an, die Korper
ausser Luft mogen fiir die Gravitation einen kleinen Absorptions-
koeffizienten « besitzen, so dass das Gravitationsgesetz fiir zwei in
einem solchen Medium eingebettete Massenelemente m, und m, wire:

m, - m,
K=G._1T2_3_e—ar‘

Die Anwendung dieses Gesetzes auf die Verhdltnisse von Sonne-
Mond-Erde fithrt ihn aber zu dem Ergebnis, dass fir die Erde

(Radius R)
1

OCR<W

sein miisste ’®).

18. Einfluss der Temperatur. Manche mechanische Theorien
ither das Wesen der Gravitation™) lassen es als durchaus méglich
erscheinen, dass die Gravitationswirkung von der Temperatur des

70) Bei Wilsing lange Cylinder, bei Boys und Brauwn Kugeln, bei Richarz
und Krigar- Menzel Wiirfel, trotzdem gute Ubereinstimmung, nimlich:

Wilsing A = 5,517 } Differenz 0,9,
Boys u. Braun A = 5,527 0.40
Richarz u. Krigar-Menzel A = 5,505 } n A%

Vgl. besonders auch Anm. 50.

71) Phys. Rev. 5 (1897), p. 294—300.

72) Méc. cél. B, livre XV, cap. IV, § 6.

73) Einen indirekten Beweis gegen die Existenz einer spezifischen Gravi-
tations-Permeabilitit fithrt Poynting an: es sei nie eine Ablenkung (Brechung)
der Gravitationswirkung beobachtet worden. Indess scheint diese Frage bis
jetzt iberhaupt nie genau untersucht worden zu sein.

74) Vgl. Abschnitt V dieses Artikels.
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Mediums modifiziert wird. Eine direkte Priifung dieser Frage wurde
bis jetzt nicht angestellt, von Jolly macht aber darauf aufmerksam,
dass bei seinen absoluten Bestimmungen die Temperaturdifferenz im
Maximum 29,6° betrug, ohne dass die Differenz im Resultate die
Grosse der Versuchsfehler iiberschritten hétte.

19. Abhingigkeit von der Zeit. Constanz. Die im Newton-
schen Gesetz stillschweigend vorausgesetzte Unabhiingigkeit der Gra-
vitationswirkung von der Zeit ist nach zwei Richtungen angefochten
worden. Es wurde die Frage aufgeworfen:

a) Ist die Gravitationskonstante auch eine Konstante beziiglich
der Zeit, oder #indert sie sich im Verlauf der Zeit?

b) Braucht die Gravitation Zeit, um in Wirksamkeit zu treten,
besitzt sie eine endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit, oder ist die
Gravitationswirkung eine momentane?

Die erste Frage hat R. Pictet™) diskutiert auf Grund der An-
schauung, dass die Gravitation eine Wirkung von Stossen der Ather-
teilchen sei™). Seine Uberlegung ist folgende. Die Gesamtenergie
des Sonnensystems setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 1) der leben-
digen Kraft der Planeten und Sonne; 2) der lebendigen Kraft der
Atherteilchen. Nun ist die lebendige Kraft der Planeten sehr ver-
schieden, je nach ihrer augenblicklichen Stellung zur Sonne. Ist also
die gesamte Energie des Somnensystems konstant, so folgt, dass die
lebendige Kraft der Atheratome und damit die Gravitationskonstante
sich im Verlauf der Zeit @ndern muss.

Versuche, um eine solche zeitliche Anderung der Gravitations-
konstanten nachzuweisen, hitten nach R. Pictet und P. Cellérier ™)
Aussicht auf Erfolg, da die Differenz in der lebendigen Kraft der
Planeten — ausschlaggebend sind Jupiter und Saturn — z. B. zwischen
dem Minimum vom Jahre 1898—99 und dem Maximum von 191617
ca. 189, betrigt.

20. Abhingigkeit von der Zeit. Endliche Fortpflanzungs-
geschwindigkeit”™). Die zweite Frage, ob die Gravitation momentan
wirkt oder eine endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzt, ist auf
Grund der Planctenbewegungen in neuerer Zeit von E. Lehmann-
Filhés™) und oJ. v. Hepperger™) untersucht worden.

75) Geneéve Bibl. (6 sér., 3 période) 7 (1882), p. 513—521.

76) Gendve Bibl. (6 sér., 3 période) 7 (1882), p. 522—535.

77) Referat iiber diese Frage: S. Oppenheim, Jahresber. kais. kgl. akad.
Gymn. Wien 1894—1895, p. 3—28; F. Tisserand, Méc. cél. 4 (1896), chap. 28;
P. Drude, Ann. Phys. Chem. 62 (1897).

78) Astr. Nachr. 110 (1885), p. 208. 79) Wien. Ber. 97 (1888), p. 337—362.
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Die Art, in welcher die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit
eingefithrt wird, ist bei beiden dieselbe. In dem Moment, in welchem
der Planet (Masse m) sich im Abstand » von der Sonne (Masse M)

befindet, geht die dem Newton’'schen Gesetz entsprechende Kraft

G-—5— von der Sonne aus mit einer gewissen endlichen Gteschwin-

digkeit. Diese Kraft wirkt dann auf den Planeten zu einer Zeit, in
welcher sein Abstand von der Sonne sowohl der Richtung als der
Grosse nach von 7 verschieden ist. Dasselbe gilt von der Kraft,
welche der Planet auf die Sonne ausiibt.

Etwas verschieden sind bei Lehmann-Filhés und von Hepperger
die Bewegungsgleichungen, da ersterer die Geschwindigkeit der
Sonne, letzterer die Geschwindigkeit des Schwerpunkts von Sonne
und Planeten als konstant annimmt.

Beide kommen zu dem Resultat, dass die einflussreichste Ande-
rung der Planetenbewegung eine sikulare Anderung der mittleren
Lénge wire. Daraus folgt einmal, dass die Kinfiihrung einer end-
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit unfter Beibehaltung des Newton-
schen Gesetzes zur Hebung der p. 36 angefiihrten Schwierigkeiten
beziiglich der Planetenbahnen nichts beitrigt; und dann, dass die
hypothetische Fortpflanzungsgeschwindigkeit sehr viel grosser als die
Lichtgeschwindigkeit sein miisste, da sich sonst eine sikulare Anderung
der mittleren Linge in einem den Beobachtungen widersprechenden
Betrag ergeben wiirde. Liegt die Eigengeschwindigkeit der Sonne
zwischen 1 und 5 km/sec®), so miisste die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Gravitation nach v. Hepperger wenigstens 500mal grosser
als die Lichtgeschwindigkeit sein.

Eine schirfere Priifung der Annahme einer zeitlichen Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit liefert ihre Anwendung auf die Mondbewegung,
die von R. Lehmann-Filhés®') durchgefiihrt ist. Er kommt zu dem
Schluss, dass man, um unter Beibehaltung des Newfon’schen Gesetzes
die Storung der Linge des Mondes auf ein ertriigliches Mass herab-
zudriicken, der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation einen
ungeheueren Wert, vielleicht das Millionenfache der Lichtgeschwindig-
keit beilegen miisste. Auch stimmt das Vorzeichen der Strung nicht
mit der beim Monde gefundenen Abweichung zwischen Beobachtung
und Theorie iiberein.

Auf dhnliche Schwierigkeiten stosst Th. v. Oppolzert®) bei der An-

80) Nach neueren Untersuchungen soll dieselbe aber ca. 15 km/sec be-
tragen (vgl. H. C. Vogel, Astr. Nachr. 132 (1893), p. 80f).
81) Miinch. Ber. 25 (1896), p. 371,
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wendung der Annahme einer endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit
auf die Berechnung der Kometenbahnen.

II1. Erweiterung des Newton’schen Gesetzes fiir bewegte
Korper #).

21. Ubertragung der elektrodynamischen Grundgesetze auf
die Gravitation. Das Ergebnis der Versuche, unter Beibehaltung des
Newton'schen Gesetzes auch fir bewegte Korper eine endliche Fort-
pflanzung der Gravitation einzufiihren und dadurch die bestehenden
Differenzen zwischen Beobachtung und Berechnung zu heben, muss
als ein wenig befriedigendes bezeichnet werden. Es ist deshalb nicht
zu verwundern, wenn versucht wurde, die Giltigkeit des Newfon’schen
Gesetzes fiir bewegte Korper iiberhaupt in Zweifel zu ziehen, es nur
als Spezialfall fir ruhende Korper zu betrachten und fiir bewegte
Korper ein erweitertes Gesetz an seine Stelle zu setzen.

Vor allem wurde untersucht, ob nicht die schon bekannten elektro-
dynamischen Grundgesetze dem genannten Zwecke gentigen.

Das Weber'sche Grundgesetz, das Zollner bekanntlich fiir das
Grundgesetz aller Fernkrifte hielt, wonach fiir zwei Massenelemente
m, und m, im Abstand r das Potential

P= G__{';;_”g [1 — % . (‘;—:)2] (¢ = Lichtgeschwindigkeit)
ist, wurde von C. Seegers®®) und G. Holzmvidler®) auf die Planeten-
bewegungen im allgemeinen durchgefiihrt, von F. Tisserand®) und
H. Servus®) numerisch durchgerechnet. Es wiirde fiir den Merkur
eine anomale sikulare Perihelbewegung von ca. 14" geben.

Die Ubertragung des Gauss'schen®’) elekirodynamischen Grund-
gesetzes auf die Gravitation in der Form, dass als Anziehungskraft K
zweier Massenelemente mit den Koordinaten z,,y,, 2, bezw. z,, 9y, %,

82) Referate iiber einen Teil der Arbeiten aus diesem Gebiet bei S. Oppen-
heim™), P. Drude™) und F. Tisserand ).

83) Diss. Gottingen 1864.

84) Zeitschr. Math. Phys. 1870, p. 69—91.

85) Paris, C. R. 75 (1872), p. 760 und 110 (1890), p. 313.

86) Diss. Halle 1885. F. Zollner citiert, W. Scheibner habe nach brieflicher
Mitteilung auf Grund des Weber'schen Gesetzes 6,7” sikulare Perihelbewegung
fiir Merkur berechnet. Den Grund fiir die Abweichung dieser Zahl von der im
Texte angegebenen doppelt so grossen liegh darin, dass Scheibner die Konstante ¢
im Weber'schen Gesetz gleich dem /2 fachen der Lichtgeschwindigkeit setat.

87) Ges, Werke 5, p. 616 f., Nachlass.
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_ G -mm, 2 (@, —x,)\2 d(y, — ¥s)\? d(z, — 2,)\?
K= {H’?[( dt )+( dt )"‘( s 2)

r2
3 sdr
—3 @]
angenommen wird, liefert nach der Berechnung von F. Tisserand %)

fiir den Merkur auch nur eine sikulare Perihelbewegung von 287
Aus dem Riemann’schen®) Grundgesetz:

P S 36 (' ()

(=, y, 2 Koordinaten von m, relativ zu my)
wiirde nach M. Lévy %) gerade die doppelte Perihelbewegung des
Merkur, wie aus dem Weber'schen Gesetze folgen.
Lévy hat deshalb vorgeschlagen, das Riemann’sche und Weber’sche
Gesetz zu kombinieren in der Form:

P = 'PWeber + o (PRiemann - PWeber)
e (1o o (3 e () () (G)])

und nun « aus der beobachteten sikularen Perihelbewegung des Merkur
zu bestimmen. Nimmt man als beobachtete Perihelbewegung 38”7,
als durch das Weber'sche Gesetz geliefert 14,4”9), so folgt o = 1,64
— approx. %,.%) Wird die durch andere Beobachter angegebene
Perihelbewegung des Merkur 41,25”, als durch das Weber'sche Gesetz
gegeben 13,657%) zu Grunde gelegt, so wird & = 2,02.

Das Gesetz, zu welchem man auf diese Weise gelangt, hat den
entschiedenen Vorteil, in der Elektrodynamik genau das gleiche zu
leisten wie das Riemamn’sche und Weber'sche, fiir die Gravitation aber
eine Erweiterung des Newfon'schen Gesetzes fiir bewegte Korper dar-
zustellen, welche die schlimmste Differenz, die bisher zwischen Be-
obachtung und Berechnung bestand, wegschafft.

22. Ubertragung der Lorents’schen elektromagnetischen Grund-
gleichungen auf die Gravitation. H. A. Lorentz%) hat den Versuch
gemacht, die von ihm auf bewegte Korper ausgedehnten Mazwell'schen
Gleichungen®) auf die Gravitation anzuwenden. In der Vorstellung

88) Paris, C. R. 110 (1890), p. 313.

89) Schwere, Elektrizitit und Magnetismus, ed. Hattendorf, Hannover 1896,
p- 3131

90) Paris, C.R. 110 (1890), p. 545—551. Fiir die Bewegung von zwei Massen
wurde das Gesetz allgemein schon von O. Limann (Diss. Halle 1886) behandelt.

91) Tisserand %) (Paris, C. R. 75) und Servus®9).

92) Amsterdam Versl., April 1900.

93) Harlem, Arch. Néerl. 25 (1892), p. 363.
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tiber die Konstitution der gravitierenden Molekiile schliesst er sich
dabei im wesentlichen, wenn auch in etwas modernisierter Form, an
F. Ziliner an. Uber die Begriindung des Lorents'schen Ansatzes wird
in Nr. 36 berichtet werden.

Die Zusatzkrifte, welche Lorentz ausser den vom Newtor’schen

Gesetz gelieferten bekommt, enthalten als Faktor entweder (%)2 oder

1-)(;—:‘3, worin p die konstant angenommene Gteschwindigkeit des Central-

korpers, w die Geschwindigkeit des Planeten relativ zum Central-
korper und ¢ die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Diese Zusatzkriifte
sind also so klein, dass sie wohl in allen Fillen sich der Beobachtung
entziehen werden, im Falle des Merkur, wie die Rechnung von Lorents
zeigt, sicher unter dem Beobachtharen liegen. Daraus folgt, dass die
Lorentzschen Gleichungen, verbunden mit der Zollner'schen Anschau-
ung iiber die Natur der gravitierenden Molekiile, auf die Gravitation
zwar angewandt werden kénnen®), aber zur Beseitigung der bestehen-
den Differenzen zwischen Beobachtung und Berechnung nichts bei-
tragen.

23. Die Laplace’sche Annahme. In ganz anderer Weise hat
schon Laplace®™) eine Erweiterung des Newfon'schen Gesetzes fiir
bewegte Korper ins Auge gefasst. Er scheint sich die vom anziehen-
den Koérper m, ausgehende Kraft als eine Art Welle vorzustellen, die

auf jeden Korper m,, den sie trifit, eine Anziehungskraft vom Be-
my My
’

Nun kommt es bei der Wirkung einer solchen Welle auf einen in

Bewegung befindlichen Korper m, nur an auf die relative Bewegung
von Welle und Korper. Man kann sich also den Korper m, im
Raum ruhend denken, wenn man der Welle ausser ihrer Geschwin-
digkeit in der Richtung von r noch eine Geschwindigkeitskomponente,
gleich und entgegengesetzt der Geschwindigkeit von m,, erteilt. Der
Korper m, erhélt also nicht nur eine Kraftkomponente in der Rich-
tung von 7, sondern auch noch eine andere, entgegen der Richtung

trage G - in der Richtung, in welcher sie fortschreitet, ausiibt.

. m, My v . 4.
seiner Bahn und vom Betrage —5= - %), wemn v — Geschwindig-

keit von my, ¢ Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation be-
zeichnet.

94) Das schliesst die Moglichkeit in sich, dass die Fortpflanzungsgeschwin-
digkeit der Gravitation gleich der Lichtgeschwindigheit-ist.

95) Méec. cél. 4, livre X, chap. VII, § 19 u. 22.

96) Die Verhiiltnisse wiirden also ganz denen bei der Aberration des
Lichts entsprechen.
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Die Durchfithrung dieser Anschauung liefert fiir die Planeten
wenig Befriedigendes: sie ergiebt eine Perihelbewegung iiberhaupt
nicht, wohl aber eine sikulare Anderung der mittleren Linge und
zwar z. B. fir den Mond von solchem Betrage, dass als unterste
Grenze von ¢ ungefihr 100000000 mal die Lichtgeschwindigkeit an-
genommen werden miisste. Nicht uninteressant ist aber, dass die
Anschauung von Laplace dieselbe Wirkung ergiebt, wie ein der Ge-
schwindigkeit des Planeten proportionaler Widerstand des Mediums.

Ein — allerdings dem Quadrat der Geschwindigkeit proportio-
naler — Widerstand des Mediums konnte vielleicht nach Encke®)
und v. Oppolzer %) die p. 36 aufgefiihrten Unregelmissigkeiten des
Enckeschen Kometen erkliren. Die von Oppoleer vorausgesetzten
und auf dieselbe Weise erklirten Anomalien des Winnecke'schen Ko-
meten sind inzwischen durch Rechnungen E.v. Haerdtls*) als nicht
vorhanden nachgewiesen worden.

24. Die Annahme von Gerber. Die beiden Voraussetzungen
von P. Gerber'™) sind die folgenden.
a) Das von einer Masse u nach einer zweiten m ausgesandte

Potential P ist —‘;—, wo 7 den Abstand von w und m im Moment der

Aussendung des Potentials bedeutet. Dieses Potential pflanzt sich mit
der endlichen Geschwindigkeit ¢ fort.

b) Es ist eine gewisse Dauer notig, damit das Potential ,bei m
angelangt, dieser Masse sich mitteile, d. h. den ihm entsprechenden
Bewegungszustand von 7 hervorrufe“. ,Wenn die Massen ruhen, geht
die Bewegung des Potentials mit ihrer eigenen Geschwindigkeit an m
voriiber; dann bemisst sich sein auf m iibertragener Wert nach dem
umgekehrten Verhiltnis zum Abstande. Wenn die Massen aufeinander
zueilen, verringert sich die Zeit der Ubertragung, mithin der iber-
tragene Potentialwert im Verhiltnis der eigenen Geschwindigkeit des
Potentials zu der aus ihr und der Geschwindigkeit der Massen be-
stehenden Summe, da das Potential in Bezug auf m diese Gesamt-
geschwindigkeit hat.“

Zu dem Wert, den das Potential unter diesen Annahmen haben
muss, gelangt Gerber auf folgende Weise:

,Das Potential bewegt sich ausser mit seiner Geschwindigkeit ¢
noch mit der Geschwindigkeit der anziehenden Masse. Der Weg

97) Citiert bei von Oppolzer.
98) Astr. Nachr. 97, p. 150—154 u. 228—285.
99) Wien. Denkschr. 56 (1889), p. 179 £.
100) Zeitschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 98—104,
Encyklop. d. math, Wissenseh, V 1. 4
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r — Ar1%), den die beiden sich entgegenkommenden Bewegungen,
die des Potentials und die der angezogenen Masse, in der Zeit At
zuriicklegen, betrigt daher

Ar
At (C —_— —A—t) 3
wihrend r = ¢ At ist. Also erhdlt man fiir den Abstand, bei dem
sich das Potential zu bilden anfingt und dem es umgekehrt pro-
portional ist,

L an,
c At

r—AOAr=r (1 —_— =
Weil ferner die Geschwindigkeit, mit der die Bewegungen aneinander

vorbeigehen, den Wert
Ar

¢ A

hat, fillt das Potential wegen des Zeitverbrauchs zu seiner Mitteilung
an m auch proportional

c ——— .A——r
At
aus. Man findet so
Pe .
1 Ar\®
Solange der Weg Ar kurz und deshalb %% gegen ¢ klein ist, darf

man dafiir Z—: setzen. Dadurch wird

)

1 dr\?’
woraus mit Hiilfe des binomischen Satzes bis zur zweiten Potenz folgt:

e 2 dr 3 (dr\?
P=t1+5 5+ (@) )

Die Anwendung dieser Gleichung auf die Planetenbewegungen ergiebt
das bemerkenswerte Resultat: Bestimmt man aus der beobachteten
Perihelbewegung des Merkur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit ¢, so
erhilt man ¢ = 305500 km /sec, also tiberraschend genau die Licht-
geschwindigkeit oder: Setzt man in der Gerber'schen Gleichung als
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Grawitation die Lichigeschwindigkeit
ein, so ergiebt diese Gleichung genaw die beobachiete amomale Perihel-

bewegung des Merkur.
Fiir die anderen Planeten folgen aus der Gerber’schen Annahme

101) Ar > 0 bei wachsendem 7.
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keine Schwierigkeiten, ausgenommen fiir Venus, wo der Gerber’sche
Ansatz die etwas zu grosse sikulare Perihelbewegung von 8” ergiebt.

Die Gerber'sche Annahme zeigt also, ebenso wie diejenige von
Lévy, dass eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation von
derselben Grosse wie die Lichtgeschwindigkeit nicht nur moglich ist,
sondern sogar dazu dienen kann, die schlimmste Differenz, welche
bisher zwischen astronomischer Beobachtung und Berechnung vor-
handen war, aus der Welt zu schaffen. Allerdings ist dies nur
erreicht worden dadurch, dass die Giiltigkeit des Newfon’'schen Ge-
setzes auf ruhende Korper beschrinkt und fiir bewegte Korper ein
erweitertes Gesetz zu Grunde gelegt wurde.

IV. Erweiterung des Newton’schen Gesetzes fiir unendlich
grosse Massen.

25. Schwierigkeit des Newton’schen Gesetzes bei unendlich
grossen Massen. Gegen die Allgemeingiiltigkeit des Newton'schen
Gesetzes sind noch nach einer ganz anderen Richtung Bedenken ge-
dussert und ist die Notwendigkeit einer Erweiterung in Betracht ge-
zogen worden.

Im Falle, dass der Weltraum unendlich viele Massen enthilt,
hitte man, um die in irgend einem Punkt wirkende Kraft zu be-
kommen, streng genommen die Aufgabe zu l6sen: die Wirkung un-
endlich vieler Massen von endlicher Grosse in einem bestimmten Punkte
anzugeben.

C. Neumann*®) hat wohl zuerst darauf hingewiesen, dass in
diesem Falle die aus dem Newfon'schen Gesetz sich ergebenden Krifte
unbestimmt werden konnen. H. Seeliger'%®) hat diese Frage all-
gemeiner durchgefiihrt und gezeigt, dass bei unendlichen Massen das
Newton’sche Gesetz sowohl unendlich grosse Krifte liefern als die-
selben auch ganz unbestimmt lassen kann.

26. Beseitigung der Schwierigkeit durch Anderung des At-
traktionsgesetzes. Zur Beseitigung dieser Schwierigkeit schligt See-
liger vor, das Newltow'sche Gesetz etwas zu modifizieren und diskutiert
verschiedene Moglichkeiten.

Die schon von Laplace besprochene Form

K= Q_W:_;_m_,_; -emor

102) Leipz. Abh. 1874,

103) Astr. Nachr. 137 (1895), p.129-—136; Miinchn. Ber. 26 (1896), p. 373
—400. Kontroverse von J. Wilsing und H. Seeliger iber den Gegenstand, Astr.
Nachr. 137 u. 138.

4*
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lisst, da sie der Annahme einer Absorption des Mediums entspricht,
schon aus physikalischen Griinden erwarten, dass sie dem genannten
Zweck geniigen wird. Sie thut das thatsiichlich, hitte ausserdem den
Vorteil, dass sie eine Perihelbewegung der Planeten liefern wiirde.
Allein der aus der beobachteten Perihelbewegung des Merkur ent-
nommene Wert « = 0,00000038 ergiebt fiir die anderen Planeten
Perihelbewegungen, die nur schwer mit den Beobachtungen zu ver-
einigen sind%4),

Denselben Zweck erfiillen auch die von C. Neumann behandelten
Gesetze, nach denen das Potential P die Form hat

—ar —fr
P= G'mimz(Aeq. + Be,,. +-- ')7

allein die aus ihnen folgenden Perihelbewegungen der Planeten stehen
in grobem Widerspruch mit den Beobachtungen.

Dagegen ergiebt das frither besprochene Gesetz von Green-Hall

1_,___C¥-m1m2
- PEEY AN

welches zur Darstellung der Perihelbewegungen der Planeten ge-
eignet wiire, bei unendlichen Massen dieselbe Schwierigkeit wie das
Newtow'sche.

27. Beseitigung der Schwierigkeit durch Einfiihrung negativer
Massen. Der Gedanke, die von Neumann und Seeliger hervorgehobene
Schwierigkeit des Newtow'schen Gesetzes nicht durch Anderung der
Form des Gesetzes, sondern unter Beibehaltung des Gesetzes durch
Einftihrung ,negativer Massen“ zu heben, riilhrt von 4. Fippl1®®) her.
Wie aus den bekannten positiven Massen die Gravitationskraftlinien
ausstrdmen, so sollen in die negativen Massen die Kraftlinien ein-
miinden. Nimmt man die Summe der negativen Massen gleich der-
Jenigen der positiven, so wiirde die Gesamtsumme gleich O: es wiren,
wie auf elektrischem und magnetischem Gebiet, eben so viele Ein-
miindungs- wie Ausstromungsstellen vorhanden.

Bei dieser Annahme darf als Ausdruck fiir die Energie des Feldes
nicht der gewdhnliche

2a|R[2aS

zu Grunde gelegt werden, in welchem @ eine Konstante des Mediums,
R der das Gravitationsfeld definierende Vektor der Feldstirke, | R | sein

104) Miinchn. Ber. 26 (1896), p. 388.
105) Miinchn. Ber. 27 (1897), p. 98—99.
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absoluter Betrag und dS ein Volumelement ist. Man hat diesen Aus-
druck vielmehr, worauf schon Mazrwell aufmerksam machte, zu er-
setzen durch

(¢—zal%[)as

(C = Konstante), um eine Anziehung von Massen gleichen Vorzeichens
zu erhalten. Uber die Bedeutung der Konstanten C' vgl. Nr. 34.

Der Vorschlag, negative Massen von derselben Grosse wie die
bekannten positiven iiberhaupt einzufiihren, ist schon vor Fippl durch
C. Pearson'®®) gemacht worden. Er ist eine Folge seiner Theorie,
welche den Versuch macht, die elektrischen, optischen, chemischen und
Gravitationserscheinungen aus geeignet gewdhlten Atherbewegungen
abzuleiten.

Schwierigkeiten ergiebt die Einfihrung negativer Massen kaum.
Denn die Thatsache, dass nie Abstossung zwischen zwei Massen nach-
gewiesen, also nie eine negative Masse konstatiert wurde, ldsst sich
dahin deuten, dass es moglich — wenn auch nicht notwendig — ist,
dass solche Massen vermdge der Abstossung durch die positiven Massen
unseres Systems in Riume, welche der Beobachtung nicht mehr zu-
ginglich sind, fortgetrieben worden wiren. Andererseits konnte die
Einfihrung negativer Massen mnach A. Schuster'), der diesen Ge-
danken ebenfalls — allerdings nur in einem ,Holiday Dream“ —
ausgefithrt hat, vielleicht dazu dienen, auf manche Erscheinungen, z. B.
die Kometenschweife, ein ganz neues Licht zu werfen.

V. Versuche einer mechanischen Erklirung der Gravitation7),

28, Druckdifferenzen und Strémungen im Ather!®®). Die Ver-
mutung, dass die Gravitation verursacht sein konnte durch Druck-
differenzen in dem homogen gedachten Ather, der die gravitierenden

106) Nature 58 (1898), p. 367 u. 618.

107) Zusammenfassende Arbeiten: W.B. Taylor, Smithson. Inst. Rep. for
1876 (1877), p. 205—282: Ausfiihrliche Besprechung der Arbeiten bis 1873.
C. Isenkrahe, a) Isaac Newton und die Gegner seiner Gravitationstheorie etc.,
Progr. Gymn. Crefeld, 1877—1878. b) das Riitsel von der Schwerkraft, Braun-
schweig 1879. c¢) Zeitschr. Math. Phys. 37, Suppl. (1892), p. 161—204; P. Drude™);
zum Teil auch H. Gellenthin, ,Bemerkungen tiber neuere Versuche, die Gravi-
tation zu erkliren etc., Progr. Realgymn. Stettin 1884 und Gehler %), Artikel An-
ziehung, Materie.

108) Das Wort ,,Ather* ist im folgenden nicht immer in demselben Sinne
gebraucht und wird auch in den einschliigigen Arbeiten durchaus nicht immer
geniigend definiert. Was in jedem Falle ungefihr gemeint ist, ergiebt sich aus
dem Zusammenhang.
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Massen umgiebt, rithrt von Newton'?) selbst her. Der Ather soll
nach ihm um so dichter werden, je weiter er von den Massen ent-
fernt ist. Da nun jeder Korper das Bestreben habe — er spricht
spiter von einer elastischen Kraft des Mediums — von den dich-
teren Teilen des Mediums nach den weniger dichten zu gehen, so
miissen zwei Korper jeder in der Richtung des anderen sich bewegen.

Ahnliche Vorstellungen sind von Ph. Villemot''), L. Euler''), J. He-
rapath'®) und in etwas anderer Weise von J. Odstréil''?) ausgearbeitet
worden.

Die Annahme von Druckdifferenzen im Ather verbunden mit der
Vorstellung, dass der Ather sich wie eine Fliissigkeit oder ein Gas
verhalte, hat zur Folge, dass Atherstrome in die Korperatome hinein
stattfinden miissen. Nach J. Bernoulli'®), B. Riemann''®), J. Yor-
Fovski'®) sollen diese Atherstrome es sein, welche die Korper mit
sich fithren und dadurch die Gravitation verursachen. Zu einer #hn-
lichen Vorstellung ist G. Helm'?) bei dem Versuche ,die Gravitation
durch Energieiibertragung im Ather zu erkliren®, ebenso C. Pearson''®)
gelangt.

Mit der Frage nach der Ursache der Atherstrome hat sich Yar-
kovski beschiftigt, dafiir aber eine physikalisch nicht haltbare Er-
klirung gegeben.

Unter den vielen Bedenken, welche gegen diese Theorieen vor-
liegen, befindet sich auch die Frage, was mit dem Ather geschieht,
der in die K6rperatome einstromt. Fiir ihre Beantwortung giebt es
nur zwei Moglichkeiten, entweder: der Ather sammelt sich in ihnen
an, oder: er verschwindet in denselben. Fiir die erstere haben sich
Bernoulls, Helm, Yorkovski, fiir die letztere Riemann entschieden, der
in den ponderabeln Korpern bestindig Stoff ,aus der Korperwelt in
die Geisteswelt” treten ldsst.

29. Atherschwingungen. Die Idee, dass Atherschwingungen
nicht nur die Licht- und Warmeerscheinungen, sondern in Form von
Longitudinalwellen auch die Gravitation veranlassen konnten, wurde
nach zwei Richtungen ausgebildet.

109) Nach W. B. Taylor'*") hat Newton diese Anschauung in einem Brief
ansgesprochen und sie in seiner Optice wiederholt.

110) Vgl. Taylor 1°7%).

111) Vgl. Taylor 1°%) und besonders Isenkrahe 1°7).

112) Wien. Ber. 89 (1884), p. 485—491.

113) Ges. Werke, 2. Aufl. 1853, p. 529.

114) Hypothese cinétique de la gravitation universelle etc., Moscou 1888.

115) Amer. J. of math. 13 (1898), p. 419.
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1. Nach der einen Anschauung sollen der anziehende Kérper,
bezw. dessen Atome sich selbst in Schwingungen befinden; diese
Schwingungen sollen sich dem Ather mitteilen, bis zum angezogenen
Korper sich fortpflanzen und dessen Anniherung bewirken.

Schon Hooke'®), der originelle Rivale Newton's, hat diese An-
schauung ausgesprochen, die dann von J. Guyot und F. Guthrie
wieder aufgenommen wurde. Die beiden letzteren scheinen dazu
durch die Erfahrung gelangt zu sein, dass in der Nihe eines in
Schwingungen befindlichen Korpers leichte Gegenstinde zu dem-
selben hingedriingt werden. Indes die Thatsache, dass die Annéherung
nur unter ganz bestimmten Bedingungen erfolgt, dass unter anderen
Bedingungen eine scheinbare Abstossung beobachtet wird — eine
solche wurde von F. 4. E. und E. Keller''") zur Erklirung der Gravi-
tation auch beigezogen — beweist, dass die Annahme eines elastischen
Athers und schwingender Korperatome zur Erklirung der Gravitation
nicht geniigt. Es muss wenigstens noch eine Annahme dazukommen,
welche die Bedingungen schafft, die unter allen Umstinden eine An-
ziehung garantieren.

Um diese Bedingungen kennen zu lernen, hat J. Challis''®) in
ausfiihrlicher Weise analytisch die Frage behandelt: Wie wirken Lon-
gitudinalwellen in einem Fluidum, dessen Druckinderungen den
Dichtigkeitsinderungen proportional sind, auf unelastische, glatte
Kiigelchen, die in das elastische Fluidum eingebettet sind? Er kommt
zu dem Resultat, dass die Kiigelchen dann nach dem Centrum der
Kugelwelle gedringt werden, wenn die Wellenlinge gross ist gegen
den Radius der Kiigelchen; dass man also fiir eine Erklirung der
Gravitation solche Schwingungen anzunehmen hitte, deren Wellen-
lingen im Ather gross sind gegen die Dimensionen der gravitieren-
den Atome.

Ungentigend an dieser Behandlung ist die Voraussetzung, dass
nur der anziehende Korper Wellen aussende. Eine solche prinzipielle
Unterscheidung zwischen anziehendem und angezogenem Korper ist
dem Wesen der Gravitation nach unzulissig. Die Fragestellung darf
nicht die sein: wie wirken Kugelwellen auf einen ruhenden, sondern:
wie wirken sie auf einen selbst in Schwingungen befindlichen Korper.

Diese vollstindige Fragestellung ist wohl zuerst von C. 4.

116) Vgl. W. B. Taylor 1*%) und F. RosenbergerY).

117) Paris, C. R. 56 (1863), p. 530—533; vgl. auch Taylor 1.

118) z. B. Phil. Mag. (4) 18 (1859), p. 821—3834 u. 442—451, iiber andere
Arbeiten von Challis vgl. Taylor 7).
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Bjerknes'1?) mathematisch durchgefiihrt worden unter der Voraussetzung
eines inkompressibeln Athers und reiner Pulsationen der Kugeln
(Kérperatome). Er hat nachgewiesen, dass zwei pulsierende Kugeln,
deren Radius klein ist gegen ihre Entfernung, eine scheinbare An-
ziehung zeigen, und dass diese Anziehung proportional ist der Inten-
sitit der Pulsationen und umgekehrt proportional dem Quadrat der
Entfernung, wenn ihre Pulsationen tibereinstimmen nach Schwingungs-
zahl und Phase. Soll also die Gravitation auf Pulsationen der Korper-
atome und -molekiile zuriickgefiihrt werden, so sind jedenfalls noch
folgende Annahmen nétig:

a) Die Pulsationen aller Atome oder Molekille miissen nach
Schwingungszahl und Phase iibereinstimmen.

b) Die Intensitéten der Pulsationen miissen der Masse propor-
tional gesetzt werden.

Dazu kommt noch eines. A. H. Leahy'®) hat darauf auf-
merksam gemacht, dass bei Annahme einer kompressibeln Fliissigkeit
die Wirkung von zwei mit gleicher Phase und Schwingungsdauer
pulsierenden Kugeln ihr Zeichen umkehrt, wenn die Entfernung der-
selben eine halbe Wellenlinge iiberschreitet. Wenn man also die
Bjerknes’schen Ergebnisse fiir die Gravitation verwenden will, so muss
man entweder den Ather als vollkommen inkompressibel (Bjerknes)
oder wenigstens als so wenig kompressibel voraussetzen, dass die
halbe Wellenléinge der Atherschwingungen grosser ist als diejenigen
Entfernungen, fiir welche die Giltigkeit des Newfon’schen Gesetzes
durch die Beobachtung gesichert ist (4. Korn'®'). Nur dann ist in
Ubereinstimmung mit der Beobachtung stets Anziehung garantiert.

Eine weitere Ausbildung hat die Bjerknes'sche Anschauung er-
fahren durch C. Pearson'®®) und die eben genannte Arbeit von 4. Korn.
Letzterer hat diese Anschauungen hauptsiichlich auf elektromagnetische
Erscheinungen, ersterer auf diejenigen der Optik und Molekularphysik
unter der Annahme komplizierterer Schwingungsformen der Kérper-
atome ausgedehnt. In seiner letzten Arbeit hat Pearson indess fiir
die Gravitation die Annahme von Oscillationen verlassen und diese
nur fir die Optik und Molekularphysik beibehalten, aber die pul-

119) Vgl. die Zusammenstellung in V. Bjerknes, , Vorlesungen iiber hydro-
dynamische Fernkriifte nach C.A.Bjerknes’ Theorie“, Leipzig 1900.

120) Cambr. Trans. 14 (1) (1885), p. 45, 188.

121) ,,Eine Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen auf
Grundlage der Hydrodynamik®, 2. Aufl. Berlin 1898.

122) Quart. J. 20 (1883), p. 60, 184; Cambr. Trans. 14 (1889), p. T1f;
Lond. math. Proc. 20 (1888—1889), p. 38—63; Amer. J. of math. 13 (1898).
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sierenden Korperatome ersetzt durch Stellen im inkompressibeln Ather,
in denen fortgesetzt Ather oscillatorisch aus- und einstrémt (,Ether
squirts“). Fiir die Gravitation nimmt er dann an den betreffenden
Stellen ausser der oscillatorischen noch eine konstante Strémung an.
Bei dieser Voraussetzung fithrt die Annahme der Inkompressibilitit
des Athers unmittelbar zu der Folgerung, dass ausser den Rin-
stromungsstellen (Quellpunkten, den Massen im gewGhnlichen Sinn),
eben so viele Ausstromungsstellen (Sinkstellen, ,negative Massen®)
vorhanden sein miissen !28),

Die Verwendung der Bjerknes’'schen Resultate fiir die Erklirung
der Gravitation leidet an dem offenbaren Mangel, dass dabei An-
nahmen erforderlich sind, die erst selbst erklirt werden miissten.
Nur bei einer dieser Annahmen, der synchronen Pulsation der Kérper-
atome, ist der Versuch gemacht worden, sie wirklich zu begriinden.
J. H Weber'®*) weist darauf hin, dass bei dem Versuch zur Demon-
stration der Bjerkmes’schen Resultate der Synchronismus der beiden
Kugeln sich in kiirzester Zeit ,von selbst“ d. h. in Folge der Krifte,
welche in der Flissigkeit durch die Schwingungen geweckt werden,
herstellt, auch wenn die Pulsationen anfénglich nicht synchron waren.
Er schliesst daraus, dass wenn die Korperatome iiberhaupt pulsieren,
die Pulsationen ,von selbst (in dem angegebenen Sinne) synchron
werden miissten.

Ersetzen ldsst sich nach Korn die Annahme der synchronen Pul-
sationen durch die andere, dass das ganze Sonnensystem einem perio-
dischen Druck ausgesetzt sei,, eine Annahme, die vor der Bjerknes’schen
den Vorzug grosserer Einfachheit, aber auch nur diesen voraus hat.

2. Die zweite Klasse von Versuchen, auf Atherschwingungen eine
Erklirung der Gravitation zu griinden, nimmt an, dass die Kérper-
atome sich nicht selbst in Schwingungen befinden, sondern ihre
Thitigkeit nur in einer Art Schirmwirkung oder Absorption der
Atherschwingungen bestehe.

Vertreter dieser Anschauung sind F. und E. Keller''"), Lecog de
Boisboudran'®) und in etwas anderer Weise N.von Dellingshausen'*).

30. Atherstdsse. Die urspriinglichen Ideen von Le Sage. Den
Ausgangspunkt aller Atherstosstheorieen bildet die Vorstellung, die

123) 8. Nr. 27 dieses Art.

124) Prometheus 9 (1898), p. 241—244, 257—262}

125) Vgl. Paris, C. R. 69 (1869), p. 708—705; vgl. Taylor 7).

126) ,Die Schwere oder das Wirksamwerden der potentiellen Energie®,
Kosmos 1, Stuttgart 1884. Vgl. C. Isenkrahe *°%).
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in besonders klarer und geschickter Weise Le Sage'®) ausgearbeitet
hat. Nach ihm soll der die Korperatome umgebende Gravitations-
dther aus diskreten Teilchen — ,corpuscules ultramondains®-— bestehen,
die mit derselben ausserordentlich hohen Geschwindigkeit nach allen
Richtungen durcheinander schwirren. Ein einziges in diesen Ather
eingebettetes Korperatom erfihrt durch die Stosse dieser Atherteil-
chen keine fortschreitende Bewegung, da die Wirkung der von allen
Seiten erfolgenden Atherstosse sich aufhebt. Werden aber zwei
Kérperatome A, und A, in diesen Ather hineingebracht, so tritt eine
Anderung der Verhiltnisse in doppelter Beziehung ein.

a) Bs wird 4, durch 4, gegen einen Teil der Atheratome ge-
schiitzt: es treffen auf 4, auf der A4, zugewandten Seite weniger
Atherteilchen auf als auf der 4, abgewandten. Die Folge miisste
sein, dass A, in der Richtung auf A, durch die Wirkung der Ather-
stosse getrieben wiirde und umgekehrt A4, in der Richtung auf 4.

Dass diese Schirmwirkung eines Korperatoms auf ein anderes mit
dem Quadrat der Entfernung abnimmt, ergiebt sich ohne Schwierig-
keit, wenn die Korperatome im Vergleich zu den Atherteilchen als
sehr gross vorausgesetzt werden. Um zu der Proportionalitit der
Schirmwirkung mit der Masse zu gelangen, filhrt Le Sage die An-
nahme ein, dass die gravitierenden Massen fiir die Atherteilchen
ausserordentlich por6s'®) sind, so dass dann die Wirkung des ganzen
Korpers der Anzahl der in ihm enthaltenen Atome proportional wird!%).

b) Infolge der Reflevion der Atherteilchen an 4, treffen nun auch
eine Anzahl von Atherteilchen das Korperatom A,, die es ohne die
Anwesenheit von 4, nicht getroffen hitten'?). Wiirden diese reflek-
tierten Atheratome dieselbe Geschwindigkeit haben wie die A, direkt
treffenden, so wiirden sie die durch die Schirmwirkung von A4, her-
vorgerufene Anndherung von A, gegen A, gerade aufheben, eine
Gravitation wiirde also nicht zustande kommen.

Deshalb macht Le Sage die weitere Annahme, dass die Ather-
teilchen absolut unelastisch — ,privé de toute élasticité“ — seien und

127) Berlin Mém. 1782 und in P. Prévost, Deux traités de Physique mécani-
que, Paris 1818. In letzter Arbeit wird citiert, dass #hnliche Theorieen schon
vorher (von Nicolas Fatio und F. A. Redecker) aufgestellt waren.

128) Seltsamerweise dehnt Le Sage die Annahme sehr hoher Porositit auf
jedes einzelne Korperatom aus und kommt dadurch zu der Vorstellung der
eigentiimlichen , Kastenatome®.

129) Vgl. aber Nr. 82, c).

130) Bei P. Drude™) findet sich die Angabe, dass Le Sage von der Reflexion
einfach absehe und seine Betrachtung deshalb unstreng sei. Das ist wohl ein
Versehen: Le Sage widmet der Reflexion Kap. IV in P. Prévost.
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sagt, dass unter dieser Annahme die mittlere Geschwindigkeit der
reflektierten Atome = %/, der nicht reflektierten seil®!).

Die Differenz der Wirkungen ¢ und b ergiebt also doch eine
Anndherung der beiden Korperatome gegen einander.

31. Atherstésse. Weitere Ausbildung der Le Sage’schen Theorie.
Die Le Sage’sche Theorie ist in neuerer Zeit hauptséichlich von
C. Isenkrahe verfochten worden mit besonderer Betonung der An-
nahme, dass fiir Stosse der Ather- und Korperatome die Gesetze des
unelastischen Stosses gelten. Der Fortschritt gegeniiber Le Sage be-
steht bei Isenkrahe in folgenden Punkten.

a) Er schreibt dem Gravitationsither die Eigenschaften eines
Gases im Sinne der kinetischen Gastheorie zu, giebt also die An-
nahme einer gleichen Geschwindigkeit?) der Atheratome auf.

b) Die Porositit der Korper gegeniiber den Atherteilchen be-
griindet er nicht durch eine Porositit der Korperatome selbst, sondern
durch die Annahme, dass der Abstand der Atome!®) eines Korpers
gross sel gegen ihre Dimensionen.

¢) Um Proportionalitit der Anziehung mit der Masse zu be-
kommen, die durch die Le Sage'sche Annahme nur fiir Kérper des-
selben Stoffs garantiert ist, nimmt er an, dass ,die letzten Bestand-
teile der Materie alle gleich gross, dass es vielleicht die Atheratome
selber seien®.

Ganz shnlich sind die Voraussetzungen von A. Rysdnek'®). Sein
Verdienst besteht in einer exakten!®) Durchfiihrung der Vorstellungen
der kinetischen Gastheorie. Er nimmt bei seinen Rechnungen wirk-
lich darauf Riicksicht, dass die Geschwindigkeiten der Atheratome
nach dem Mazwell’schen Gesetz verteilt sind, wihrend z. B. auch Isen-
krake zwar eine verschiedene Geschwindigkeit der Atheratome an-
nimmt, sie aber bei allen seinen Uberlegungen durch eine mittlere
Geschwindigkeit ersetzt.

Schon etwas vor Isemkrahe machte S. T. Preston®) darauf auf-

131) Uber Begriindung und Giiltigkeit dieser Angabe vgl. C. Isenkrahe'°”)
in der Arbeit b), p. 155 ff.

132) die aber auch bei Le Sage nur der Einfachheit halber gewihlt wurde,
da er bei der Reflexion der Ather- und Korperatome ausdriicklich auf die wver-
schiedene Geschwindigkeit aufmerksam macht.

133) denen der Einfachheit wegen kugelfsrmige Gestalt zugeschrieben wird.

134) Repert. Exp.-Phys. 24 (1887), p. 90—115.

185) Vgl. aber Nr. 33.

136) Phil. Mag. (5) 4 (1877); Wien. Ber. 87 (1882); Phil. Mag. (5) 11 (1894);
Diss. Miinchen 1894.



60 V 2. J. Zenneck. Gravitation.

merksam, dass man die Anschauungen von Le Sage zweckmissig
durch die Vorstellungen der kinetischen Gastheorie ersetzen konne,
wenn man die mittlere Weglinge der Atheratome von der Grossen-
ordnung der Planetenentfernungen annehme. Er hat diesen Gedanken
in einer Reihe von Arbeiten ausgefiihrt, ohne aber auf die Einzel-
heiten eben so sorgfiltig einzugehen wie Isenkrahe und Rysdmneck.

32, Atherstdsse. Schwierigkeiten dieser Theorieen.

a) Notwendige Bedingung fiir das Zustandekommen einer Gravita-
tionswirkung ist, dass die Atheratome beim Stoss gegen die Korper-
atome an Translationsgeschwindigkeit verlieren, was am einfachsten
durch die Annahme des unelastischen Stosses erreicht wird.

Diese Annahme fithrt aber zu der Schwierigkeit, wo die beim
Stoss verloren gegangene Energie bleiben soll. Sie zu vermeiden,
haben P. Leray'®™) und spiter P. A. Secchi'®®), W. Thomson'®®), S. T.
Preston'®%), dann A. Vaschy'®®), Isenkrahe selbst, und Rysdneck auf den
verschiedensten Wegen versucht. Keiner dieser Versuche ist indess
selbst einwurfsfrei!4?).

b) J. Croll*4?) wendet sich gegen die bei den meisten Atherstoss-
theorieen gemachte Annahme, dass der Abstand zweier Korpermole-
kiile sehr gross ist gegen ihre Dimensionen oder besser gegen ihre
Wirkungssphiiren. Er bemerkt, dass diese Annahme in grobem Wider-
spruche stehe mit den Schitzungen von W. Thomson iiber die Grosse
der Molekiile und deren Anzahl in der Volumeinheit.

¢) Gegen die Annahme einer hohen Porositit der Korper fiir
die Atheratome erheben sich auch noch von anderer Seite Bedenken.
Setzt man die Porositéit so gross voraus, dass die Atheratome, welche
eine Korperschicht passiert haben, mit vollkommen ungeschwichter
Geschwindigkeit auf die nichste Schicht auftreffen, so wiirde man
zwar streng die Proportionalitit der Anziehung mit der Masse er-
halten, aber diese Voraussetzung schliesst zugleich eine Anziehung
iiberhaupt aus. Man muss also annehmen, dass die Atheratome beim
Passieren einer Korperschicht einen merkbaren Betrag ibrer Energie
einbiissen. Dass diese Annahme mit der erforderlichen strengen Pro-

137) Paris, C. R. 69 (1869), p. 615—621; vgl. auch Taylor.

138) cit. bei Isenkrahe**™).

139) Phil. Mag. (4) 45 (1871), p. 321—332,

140) J. de Phys. (2) 5 (1886), p. 165—172.

141) Vgl. C. Isenkrahe'°™); Maxwell, Encycl. Brit., 9. edit., Artikel Atom
und Scient. Pap. 2, p. 445, Cambridge 1890,

142) Phil. Mag. (5) 5 (1877), p. 45—46.
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portionalitit zwischen Anziehung und Masse nicht unvereinbar ist, hat
A. M. Bock'®) gezeigt.

d) Bock hat auf eine weitere Schwierigkeit hingewiesen. Tritt
zwischen zwei Massen eine dritte, so wird, wie eine mathematische
Behandlung dieses Falls auf Grund der Atherstosstheoricen zeigt,
die Anziehung der beiden Massen wesentlich modifiziert und zwar so,
als ob die dritte Masse grossere Permeabilitit hitte. Da dieser Fall
z. B. fiir Mond, Erde, Sonne nicht selten eintritt, so miisste das im
Laufe der Zeit Storungen von beobachtbarem Betrage geben. That-
sichlich sind aber derartige Storungen nie beobachtet worden.

e) Einen anderen Einwand gegen die Atherstosstheorien hat schon
Le Sage besprochen. Bewegt sich irgend ein Korper z. B. ein Planet
in einem Ather von der vorausgesetzten Beschaffenheit, so muss er
einen Widerstand finden. Ein solcher ist aber bei Planeten nicht be-
obachtet worden.

Genauer ist die letzte Frage behandelt worden von Rysduek, Bock und
W. Browne™) auf Grund astronomischer Daten¥5). Da die siikularen
Anderungen der Planetenbahnen eine obere Grenze fiir diesen hypo-
thetischen Widerstand liefern, so gelangt man auf Grund der Ather-
stosstheorieen zu einer unteren Grenze fiir die Geschwindigkeit der
Atheratome, wenn deren Dichte als bekannt angenommen wird.
Nimmt man die Dichte von derselben Grossenordnung, wie sie fiir
den Lichtéther geschitzt wurde, so erhélt man fiir die untere Grenze
der mittleren Geschwindigkeit enorme Zahlen, Rysdnek z. B. auf Grund
von Berechnungen an der Neptunbahn die Zahl 5-10' cm/sec.

f) Von den Einwiinden, die P. du Bois-Reymond %) gegen die Ather-
stosstheorieen vorgebracht hat, ist besonders einer beachtenswert.

Man denke sich einen ponderabeln abgestumpften Kreiskegel
(Querschnitt 4 BOD) und nahe der Spitze desselben eine Molekel a.
Die Beschleunigung, welche o gegen den Kegelstumpf erhilt, ist nach
den Atherstosstheorieen die Differenz der Wirkung, welche die Ather-
atome des Winkelraums w,, und derjenigen, welche die Atheratome
des Winkelraums o, auf das Molekiil ausiiben. Die erstere Wirkung
bleibt ungeiindert, die zweite wird immer kleiner, wenn R, der Ab-
stand der Grundfliche CD von der Kegelspitze O, grosser wird.

143) Diss, Miinchen 1891. Schon Isenkrahe'°"®) hat diese Frage, aber nicht
vollstéindig, behandelt.

144) Phil. Mag. (5) 10 (1894), p. 437—445.

145) Vgl. auch Nr.23.

146) Naturw. Rundschau 3 (1888), p. 169—178.
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Die Gesamtwirkung bleibt also stets kleiner als die Wirkung der
Atheratome des Winkelraums w,.
\ / Da nun andererseits nach dem
\ “ / Newton’schen Gesetz die Anziehung des
\ y Kegelstumpfs auf ¢ um so grosser
\\ / wird, je grosser I ist und iiber jede
\ / angebbare Grosse wichst, wenn von
g R dasselbe angenommen wird, so giebt
/N es nur zwei Moglichkeiten: entweder
/ F\ vorauszusetzen, dass die Wirkung der
o\ Atheratome im Raum w, auf das Mo-
‘:‘ B lekiil ¢ unendlich gross ist, oder an-
: zunehmen, dass das Newfon'sche Ge-
:, setz nicht mehr gilt fiir unendlich
A ausgedehnte Massen ).
Diese letztere Annahme hat Isen-
/ krahe'®) dem Einwand von P. du Bois-
¢ : Reymond entgegengehalten. Es bleibt
/ w, aber die Schwierigkeit, dass man der
/ Wirkung der Atheratome wenn auch

!
I

/

keine unendliche, so doch enorme
Grosse zuschreiben muss, was nach

Fig. 1. anderer Richtung Ubelstiinde im Ge-
folge hat49),

33. Atherstosse. Einwiinde und Theorie von Jarolimek. Einen
Mangel aller derjenigen Atherstosstheorieen, welche sich den Ather als ein
Gas im Sinne der kinetischen Gastheorie vorstellen, hat A. Jarolimek %)
hervorgehoben. Diese Theorieen rechnen bei Ableitung des Gravi-
tationsgesetzes ohne weiteres mit einer gewissen mittleren Weglinge
der Atheratome und nehmen auf die Verschiedenheit in den Weg-
lingen keine Riicksicht.

Demgegeniiber bemerkt Jarolimek, dass fiir die gegenseitige An-
ziehung zweier Korpermolekiile nur diejenigen Atheratome in Betracht
kommen kinnen, deren thatsichliche Wegldnge grisser ist als der Ab-
stand der beiden Korpermolekiile. Es kommt also gerade auf die ab-

147) Vgl. Abschnitt IV.

148)In dem Buche: Uber die Fernkraft und das durch P.dwu Bois-Reymond
aufgestellte etc., Leipzig 1889.

149) Auf eine #hnliche Schwierigkeit fiihrt die Felddarstellung (s. Nr. 34).

150) Wien, Ber. 88 (1883), p. 897—911,
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sobute, wicht auf die wmittlere Weglinge an. Nimmt man aber auf
die Verschiedenheit der absoluten Weglingen Riicksicht, so erhilt
man unter den sonstigen Voraussetzungen der Atherstosstheorieen
itberhaupt nicht das Newton'sche Gesetz.

Beziiglich der Annahme von Isenkrahe®), dass die Korperatome
selbst noch ein Aggregat der #usserst feinen Atheratome seien,
macht Jarolimek auf eine weitere Schwierigkeit aufmerksam: diese
Annahme widerspreche einer mit dem Quadrat der Entfernung ab-
nehmenden Schirmwirkung zweier Korperelemente. Sind namlich
diese identisch mit den Atheratomen, so kann ein Korperelement ein
anderes nur schiitzen gegen diejenigen Atheratome, deren Centrum
genau in der Verbindungslinie der beiden Korperelemente liegt; die
Schirmwirkung wiirde also von der Entfernung tiberhaupt nicht mehr
abhingen, wenn letztere so gross ist gegen den Radius der Korper-
elemente, dass diese als dimensionslos betrachtet werden kénnen.

Auf Grund solcher Uberlegungen stellt Jarolimek folgende
Theorie auf. Er behdlt die Annahme von Isenkrahe — die letzten
Elemente der K6rperatome sind mit den Schweredther-Atomen identisch
— bei. Dadurch wird er von einer Schirmwirkung praktisch iiber-
haupt frei. Zu der Abnahme der Gravitationswirkung nach dem
Quadrat der Entfernung gelangt er dann auf folgende Weise: ,In
dem Weltenraume muss man sich die unendliche Zahl der herum-
schwirrenden Atheratome in jedem Moment gleichformig verteilt denken,
und muss sich vorstellen, dass von einem Punkte aus die abprallen-
den Atome nach allen Richtungen in geraden Bahnen wegfliegen.
Betrachtet man dann ein Kegelbiindel, dessen Scheitel in diesem Aus-
gangspunkte steht und dessen Querschnitt also im quadratischen Ver-
hiltnisse mit der Entfernung vom Scheitel steigt, und demnach bei
steigender Entfernung auch im quadratischen Verhéltnisse mehr von
den gleichverteilten Atheratomen enthilt, so muss man einsehen, dass
die Wahrscheinlichkeit der abprallenden Atome (wovon eine bestimmte
Zahl das betrachtete Kegelbiindel vom Scheitel aus durchfliegt) ein
anderes Atom im Weltraum zu treffen, im quadratischen Verhiltnisse
zu der Entfernung beider steigen muss.

Hieraus folgt aber unmittelbar, dass sich die Anzahl der gerad-
linig fortschreitenden Atome mit dem Wachsen der Entfernung im
quadratischen Verhiltnisse vermindert oder mit anderen Worten: dass
der Ather n? mal so viel Atome mit den Weglingen v als Atome wmit
den Weglingen nr enthilt‘. Es ist also ,in der Ungleichheit der Weg-

151) Vgl. Nr. 81.
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limgen der Athermolekiile die einfachste Erkldrung fir das Gravitations-
gesetz gegeben®.

VI. Zuriickfithrung der Gravitation auf elektromagnetische
Erscheinungen.,

34. Die Gravitation als Feldwirkung. Bevor wir {iiber die
elektromagnetischen Erklirungsversuche berichten, mogen die in dem
Newtow'schen Gesetz enthaltenen Erfahrungsthatsachen durch die Be-
schreibung des ,,Gravitationsfeldes“ unter Absehung von jeder speziellen
Vorstellung iiber die Natur desselben mathematisch wiedergegeben
werden 1%%),

Man ist gewohnt, das Newton'sche Gesetz als das vornehmste
Beispiel einer Fernwirkung anzusehen. Demgegenitber muss betont
werden, dass der Inhalt desselben ebenso gut in die folgende, dem
Feldwirkungsstandpunkt entsprechende Aussage gefasst werden kann:
»Die Feldstirke der Gravitation ist wirbellos und in denjenigen Raum-
gebieten, wo ketne Massen vorhanden sind, quellenfrev verteilt. Wo
aber Massen vorhanden, ist die Divergenz der Feldstirke proportional
der dort befindlichen Massendichte 9.

Unter Feldstirke ist dabei die auf die Masseneinheit ausgeiibte
Anziehungskraft verstanden; die auf die Masse m, ausgeiibte Kraft ist
my-mal so gross wie die Feldstirke. Der Proportionalititsfaktor fiir
die Divergenz der Feldstirke ist mit 4z G identisch. Der formel-
missige 5%) Ausdruck unserer Beschreibung des Gravitationsfeldes lautet,
wenn etwa & den Vektor der Feldstiirke bedeutet:

rot R =0, divR=0 bezw. = — 4z(Gro.
Diese Formulierung und die in Nr.1 gegebene klassische Formu-
lierung sind mathematisch genau #quivalent; insbesondere folgt aus
den vorstehenden Differentialgleichungen nach den Sitzen der Poten-
tialtheorie, dass die von einer einzelnen Masse m, in der Entfernung
r hervorgerufene Feldstirke sich berechnet zu
R — grad my G

r

Hieraus ergiebt sich als Grosse der Feldstirke (oder als Betrag
derselben in der Richtung von 7) in Ubereinstimmung mit dem
Newton'schen Gesetz:

ad myG
Rl=7 =
152) Felddarstellungen besonderer Art geben @. Helm, Ann. Phys. Chem. 14
(1881), p. 149; O. Heaviside, Electrician 31 (1893), p. 281 u. 359.
153) Wegen der Bedeutung der Vektorensymbole rot, div, grad vgl. den
Anfang des 2. Halbbandes V der Encyklopidie,
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Insofern bietet die Feldauffassung der Gravitation gegeniiber der
Fernwirkungsauffassung keinen Vorteil und keinen Nachteil dar. Einen
Vorteil wiirde jene dann gewihren, wenn sich eine endliche Fortpflan-
zungsgeschwindigkeit fiir die Gravitationswirkungen mit Sicherheit
nachweisen liesse und wenn sich diese insbesondere gleich der Licht-
geschwindigkeit herausstellte. Dann wiirden die vorstehenden Differen-
tialgleichungen der stationéiren Gravitationswirkung auf den Fall einer
zeitlich verinderlichen Gravitationswirkung zu erweitern sein, was
nach dem Vorbilde der elektromagnetischen Gleichungen ungezwungen
geschehen konnte. Andererseits bringt die Feldauffassung auch eine
ernstliche Schwierigkeit mit sich, auf welche Maxwell'®) aufmerksam
gemacht hat. Fragt man néimlich nach der Gravitationsenergie, welche
in einem Volumenteilchen dS des Feldes enthalten ist, so muss diese,
damit man Anziehung gleichnamiger Massen erhilt, in der Form ange-
setzt werden

(¢ — 5 alhP) as;

die Konstante a ist dabei mit 1/4x G identisch. Die Konstante C' miisste,
damit sich fiir die Gravitationsenergie durchweg ein positiver Wert
ergiebt, grésser gewihlt werden als %IER']Z, wo || den grossten Be-
trag der Feldstirke an irgend einer Stelle des Weltalls bedeutet.
Hieraus aber wiirde folgen, dass an den Stellen verschwindender Feld-
stiirke, also z. B. zwischen Erde und Sonne an derjenigen Stelle, wo
sich Sonnen- und Erdanziehung gerade kompensieren, der Energie-
inhalt des Raumes die enorme Grosse C pro Volumeinheit haben
miisste. Mazwell fiigt hinzu, dass er sich unmdglich ein Medium von
dieser Eigenschaft vorstellen konnte.

35. Elektromagnetische Schwingungen. Die schon unter Nr. 29
besprochene Vermutung, die Gravitation konnte ihre Ursache in
Atherschwingungen haben, ist von H. A. Lorentz %) gepriift worden unter
folgenden Annahmen:

a) Die gravitierenden Molekiile bestehen aus Ionen, welche eine
elektrische Ladung besitzen.

b) Die Atherschwingungen sind elektromagnetische Schwingungen,
deren Wellenlinge klein ist gegen alle diejenigen Abstinde, in denen
das Newlow'sche Gesetz moch giiltig ist.

Lorewtz kommt zu dem Resultat: eine Anziehung ist unter diesen
Voraussetzungen nur dann mdoglich, wenn fortgesetzt elektromagne-

154) Lond. Trans. 155 (1865), p. 492 = Scient. Papers 1, p. 570, Cam-
bridge 1890.
Encyklop. d. math, Wisgensch., V 1L 1]



66 V 2. J. Zenneck. Gravitation.

tische Energie in die Volumelemente, in welchen sich gravitierende
Molekiile befinden, einstromt. Werden die Annahmen so abgeiindert,
dass ein solches Verschwinden elektromagnetischer Energie vermieden
wird, so erhilt man auch keine anziehenden Krifte. Aus diesem
Grunde verwirft Lorentz selbst diese Theorie und schliesst sich im
weiteren Verlauf seiner Betrachtung der Mossotti-Zollner'schen Auf-
fassung an (s. u.).

36. Die Mossotti’sche Annahme und ihre moderne Ausbildung,
In ganz anderer Richtung ist von O.F. Mossotti’) im Anschluss, wie
es scheint, an Aepinus, versucht worden die Gravitation auf elektrische
Kriifte zuriickzufithren. Er nimmt an, dass zwischen zwei Korper-
molekilen und ebenso zwischen zwei , Atheratomen® eine Abstossung
stattfindet, dass aber zwischen einem Korpermolekiil und einem Ather-
atom eine Anziehungskraft besteht, welche die Abstossung zweier
Korpermolekille oder zweier Atheratome tiberwiegt. Diese Annahme
liefert eine Anziehung von zwei in Ather eingebetteten Korpermole-
kiilen, wie sie das Newfon'sche Gesetz verlangt.

Vereinfacht wurde diese Idee von F. Zillner's®). Er denkt sich
jedes gravitierende Molekill oder Atom aus einem negativ und einem
positiv geladenen Teilchen bestehend und nimmt an, dass die Ab-
stossung von zwei gleichartigen Ladungen geringer sei als die An-
ziehung von zwei gleich grossen ungleichartigen.

Eine mathematische Behandlung hat diese Zillner'sche Anschauung
durch W. Weber'®) auf Grundlage von dessen elektrodynamischem
Grundgesetz gefunden. Sie ist erst kiirzlich durch H. 4. Lorentz%%), mit
Benutzung der von ihm verallgemeinerten Mazwell’'schen Gleichungen,
fir bewegte Korper durchgefithrt worden (vgl. Nr.22). An die
Lorents'sche Anschauung schliesst sich eine Arbeit von W. Wien'$)
an. Vgl tiber diese neueste Phase des Gravitationsproblems den
Schluss von Art. 14 dieses Bandes.

So sympathisch man heutzutage gerade den elektromagnetischen
Erklirungsversuchen gegeniiberstehen wird, so muss man, zumal der
Gegenstand noch wenig durchgearbeitet ist, zuniichst abwarten, ob
sich von hieraus greifbare Vorteile fiir das Verstindnis der Gravi-

155) Sur les forces qui régissent la comstitution intérieure des corps,
Turin 1836.

166) Erklirung der universellen Gravitation aus den statischen Wirkungen
der Elektrizitiit, Leipzig 1882.

157) Vgl. F. Zollner 1%8).

158) Uber die Moglichkeit einer elektromagnetischen Begriindung der
Mechanik, Arch. Néerl. 1900.
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tationswirkung und fiir die Hebung noch bestehender Schwierigkeiten
ergeben. Nach Nr.22 hat es nicht den Anschein, als ob in dieser
Richtung durch die elektromagnetische Auffassung viel gewonnen
werden konnte.

Einstweilen wird man die vorstehenden Betrachtungen dahin zu-
sammenfassen miissen, dass alle Versuche, die Gravitation in be-
friedigender Weise an andere Erscheinungsgebiete anzuschliessen, als
misslungen oder als noch nicht hinreichend gesichert anzusehen sind.
Damit ist man aber am Anfang des 20. Jahrhunderts wieder zum
Standpunkt des 18. Jahrhunderts zuriickgekehrt, zu dem Standpunkt,
die Gravitation als eine Fundamentaleigenschaft aller Materie an-
zusehen.

(Abgeschlossen im August 1901.)

5‘-\!



B. THERMODYNAMIK.



15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

I1I.

22.
23.
24.
25.
26.
27.

V3. G. H. Bryan. Allgemeine Grundlegung der Thermodynamik. 1

V3. ALLGEMEINE GRUNDLEGUNG DER
THERMODYNAMIK.

Vox
G. H. BRYAN

IN BANGOR.

Inhaltsiibersicht.

I. Der erste und zweite Hauptsatz.

Kquivalenz von Wirme und Arbeit.

Wirmeeinheiten.

Thermodynamik einfacher und zusammengesetzter Systeme.

Innere Energie.

Das Carnot-Olausius’'sche Prinzip.

Gleiche und ungleiche Temperaturen.

Wirkungsgrad der Wiarmemaschinen.

Carnot’s Kreisprozess.

Absolute Temperatur.

Die Carnot'sche Funktion.

Die Entropie eines einfachen Systems.

Ubertragung des Entropiebegriffes auf zusammengesetzte Systeme.

Die Entropie eines thermisch inhomogenen Systems. Die Clausius'sche
Ungleichung bei irreversibeln Vorglingen.

Anwendungen. der Clausius’schen Ungleichung, insbesondere auf das Uni-
versum.

Nutzbare Energie oder Wirkungsfihigkeit.

II. Allgemeine Begriffe und Methoden der Thermodynamik.

Thermodynamische Potentiale,

Stabilitatsbedingungen.

‘Wechsel der unabhiingigen Variabeln.

Folgerungen aus den Integrabilititsbedingungen.

Die thermodynamischen Koeffizienten, ausgedriickt durch die thermodyna-
mischen Potentiale.

Beispiel eines allgemeinen thermodynamischen Systems: Thermo-Elasticitit.

Anwendung der thermodynamischen Prinzipien auf besondere Systeme.

Vollkommene Gase.

Bestimmung der absoluten Temperatur.

Anderungen des Aggregatzustandes, Phasenfinderungen.
Der Tripelpunkt.

Gleichgewicht chemischer Systeme.

Thermodynamik des galvanischen Elementes.



72 V3. G. H Bryan. Allgemeine Grundlegung der Thermodynamik.

IV. Ableitung des zweiten Hauptsatzes aus den Prinzipien der Mechanik.

28. Ubersicht iiber die verschiedenen Methoden.

29. Stationiire oder quasi-periodische Bewegungen.

80. Monocyklische Systeme.

81. Mechanische und statistische Bilder.

82. Analogien zum Warme-Gleichgewicht.

88. Einordnung nicht-umkehrbarer Erscheinungen in die Thermodynamik.

Litteratur.
Lehrbiicher.

P. Alexander, Treatise on Thermodynamics, London 1892.

R. E. Baynes, Thermodynamics, Oxford 1878,

J. Bertrand, Thermodynamique, Paris 1887.

E. Buckingham, Outlines of the Theory of Thermodynamics, New York 1900.

S. Carnot, Réflexions sur la puissance motrice du feu et les moyens propres &
1a développer, Paris 1824. Deutsch von W. Ostwald (Ostwald’s Klassiker Nr. 37),
Leipzig 1892.

R. Clausius, Abhandlungen {iber die mechanische Warmetheorie, Braunschweig
1864—1867.

— Die Mechanische Warmetheorie, Braunschweig 1876—1891, zweite Aufl. der
,Abhandlungen*,

P. Duhem, Le Potentiel thermodynamique, Paris 1886.

— Introduction & la mécanique chimique, Paris 1893.

— Traité élémentaire de mécanique chimique, Paris 1897—1899.

J. W. Gibbs, Elementary principles in statistical mechanics, New York 1902.

— Thermodynamische Studien. Ubersetzt von W. Ostwald, Leipzig 1902; die
unter Monographien genannten Abhandlungen zusammenfassend,

G. Helm, Die Lehre von der Energie, historisch-kritisch dargestellt, Leipzig 1887.

— Grundztige der mathematischen Chemie, Leipzig 1894.

Die Energetik, Leipzig 1898.

A. Hirn, Théorie mécanique de la chaleur. 3.Edit. Paris 1875/6.

Kirchhoff, Vorlesungen iiber die Theorie der Wirme, Leipzig 1894.

Lippmann, Cours de Thermodynamique, Paris 1889.

Mach, Die Prinzipien der Wirmelehre, Leipzig 1896.

Mayer, Die Mechanik der Wirme in gesammelten Schriften, Stuttgart 1863,

3. Aufl. von J. Weyrauch, Stuttgart 1893.

C. Maxwell, Theory of Heat, London 1883.

C. Neumann, Theorie der Wirme, Leipzig 1875.

W. Nernst, Theoretische Chemie, Stuttgart 1893. 2. Aufl. Stuttgart 1898.

J. Parker, Elementary Thermodynamics, Cambridge 1892.

— Thermodynamics treated with Elementary Mathematics, London 1894.

M. Planck, Das Prinzip der Erhaltung der Energie, Leipzig 1887.

— Grundriss der allgemeinen Thermochemie, Breslau 1893.

— Vorlesungen iiber Thermodynamik, Leipzig 1897.

T. Preston, Theory of Heat, London 1894.

H. Poincaré, Thermodynamique, Paris 1892. Deutsch von W. Jéger und E. Grum-
lich, Berlin 1893,

P. G. Tait, Sketch of Thermodynamics, Edinburgh 1877,

N o BERQR|



Inhaltsiibersicht. Litteratur. Bezeichnungen. 73

J. J. Thomson, Applications of Dynamics to Physics and Chemistry, London 1888,
deutsche Ubersetzung Leipzig 1890.

J. Tyndall, Heat a Mode of Motion, London 1863, deutsch von 4. v. Helmholtz

und Cl. Wiedemann. 4. Aufl. Braunschweig 1894.

W. Voigt, Compendium der theoretischen Physik, 1, Leipzig 1895.

F. Wald, Die Energie und ihre Entwertung, Leipzig 1889.

B. Weinstein, Thermodynamik und Kinetik der Korper, Braunschweig 1901.

G. Zeuner, Grundziige der mechanischen Wirmetheorie, Leipzig 1859.

— Technische Thermodynamik, vierte Aufl. der Grundziige, Leipzig 1900.

Monographien.

J. 8. Ames, L’Equivalent mécanique de la chaleur. Rapports Congrés de Phy-
sique, Paris 1900.

G. H. Bryan, Report on Thermodynamics. Report British Association (Car-
diff), London 1891.

E. Clapeyron, Mémoire sur la puissance motrice de la chaleur. J. école polyt.
Tome 14, Cahier 28, Paris 1834, deutsch von R. Mewes, Berlin 1898.

P. Duhem, Traité thermodynamique de la Viscosité, du Frottement et des faux
Equilibres chimiques, Paris 1896.

— Commentaire aux principes de la Thermodynamique. J. de math. (4) 8 (1892),
P. 269; 9 (1893), p. 293; 10 (1894), p. 207.

J. W. Gibbs, Equilibrium of heterogeneous substances, Connecticut Ac. Trans. 3,
New Haven 1876 und 1878, p. 188, 3843. Ins Franzos. iibersetzt von H. Le
Chatelier, Paris 1899,

— Graphical methods in the thermodynamies of fluids. Connecticut Ac. Trans. 2,
New Haven 1873, p. 309.

— A method of geometrical representation of the thermodynamic properties of
substances by means of surfaces. Commecticut Ac. Trans. 2, 1873, p. 382.
H. v. Helmholiz, Uber die Erhaltung der Kraft, Berlin 1847. Ostwald’s Klassiker

Nr. 1, Leipzig 1889. Wiss. Abhandlungen, Leipzig 1882, 1, p. 12.

— Statik der monocyklischen Systeme. J. f. Math. 97 (1884). Wiss. Abhand-
lungen 8, p. 119, 179.

Lord Kelvin (W. Thomson), Dynamical Theory of Heat, Edinburgh Trans. 1851.
Mathem. and Phys. Papers 1, p. 174.

E.F.J. Love, Thermodynamics of the Voltaic Cell. Report Austral. Ass., Sydney 1898.

O. Reynolds, The Bakerian Lecture on the Mechanical Equivalent of Heat, London
Trans. 190 A (1897). Collected Papers, Cambridge 1901, 2, p. 601.

Bezeichnungen.

Vorbemerkung. Volumen, Entropie und thermodynamische
Potentiale sind, fiir jeden Teil eines homogenen Stoffes berechnet,
der Masse dieses Teiles proportional; dagegen sind Druck und Tem-
peratur von der Abgrenzung der Masse unabhiéingig. Als Zeichen fiir
die erstgenannten Begriffe werden wir gewdhnlich grosse Buchstaben
benutzen, um anzudeuten, dass sie sich auf den ganzen Korper, kleine
Buchstaben, um anzudeuten, dass sie sich auf die Masseneinheit des
Korpers beziehen. Bei den thermodynamischen Potentialen wird diese
Unterscheidung in den Indices vorgenommen werden, z. B. §r, -
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Die folgende Ubersicht giebt die in diesem Artikel und die von
anderen Autoren benutzten Bezeichnungen. Die beigefiigten Formeln
beziehen sich hauptsichlich auf ,einfache thermodynamische Systeme®.

Name Zeichen Be zé?:lfﬁzigen Formeln

Volumen ......... V »
Dichte ........... ) 0= —21;
Druck ........... P
Absolute Temperatur v 0,t%
Wirmezuwachs . . . . aQy dq aH
Entropie ......... S s 79, ¥ dsS =adeQT
Aussere Arbeit. . .. aw dw z.B.dW = pdV
Energie (innere

Arbeit) ........ UY wu e EY |dU=d@Q—pdV
Nutzbare Energie

(Arbeitsfahigkeit,

Wirkungsféhig-

keit)........... 4
Thermodynamische

Potentiale ...... v Fo P, FY9—H Fyr=U—1T8

Fe B 87, @4 HOGe=U—TS+pV
s & 2 Fs=U+pV

AllgemeineZustands-

koordinaten .... Zyy Ly - - -
Zugehorige Kraft-

komponenten . X, X, ... AW = 2 Xdo
Differentialquotient

von y mach x bei dy d,y

festgehaltenem 2 (E?c), Fr
Spezifische Wirme

oder Wirmekapa-

zitit (allgemein) . ry
Spezifische Warme

bei konst.Volumen Vo e ke, Vo = (g—%,)v
Spezifische Wirme

bei konst. Druck Y ¢YNY K, c, ] Vp = (El%’),,
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Name

Zeichen

Andere
Bezeichnungen

Formeln

Verhiltnis der spe-
zifischen Wirmen
Latente Wirme der
Voluménderung
bei konst. Tempe-
ratur ..........
Latente Wirme der
Druckéinderung
bei konst. Tempe-
ratur ..........
Kubischer Ausdeh-
nungskoefficient
bei konst. Druck
Kubischer Ausdeh-
nungskoeffizient
bei konst. Entropie

Elastizititsmodul bei
konst. Temperatur
Elastizititsmodul bei
konst. Entropie. .
Mechanisches Wir-
me#iquivalent oder
spezifische Wirme
des Wassers .. ..
In der Massenein-
heit der Mischung
zweler Phasen be-
findet sich in der
héheren Phase die

In der niederen Phase
die Masse ......

Spezifisches Volu-
men fiir die héhere

und niedere Phase

kY, y

Ms)CG

7o

1/49, E®

%
Ve

{ b= (a3)s

dq=y,d T-+1,dv

%

l b= (&)

dg=y,dT+l,dv
1 (dv
=% (ﬁ)p

1 (%
%“YQﬂ

— ap
Cp == —’U(%)T

dp
a=—0(3),

r7

v=xv+ (1—a)v
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. Andere
Name Zeichen Bezeichnungen Formeln
Spezifische Wérme Y = (gli )
im Sattigungszu- aT/g=0
stande fiir die ho- p = (di) ,
here und niedere ( d;)" = °0
Phase.......... [ e e b hOVO @D, =
mr 77 T die Gleichung der
Sattigungskurve
Latente Wirme des
Uberganges aus |
der hoheren in die | p
. X 1 _ (%9
niedere Phase ... y) rY A= ( da:)zv
Die Massen der Kom
ponenten eines 1‘
chemischen Ge- ‘
misches ....... My My + o . By
Ihre Potentiale . ...| g,, &y, - - . @ AU=TdS—pdV
+ Zudm

Bedeutung der Ziffern in den mittleren Rubriken:

1) Clausius und die meisten deutschen Schriftsteller. 2) Gibbs
und die Amerikaner. 3) Thomson, Tait und andere englische Forscher.
4) Duhem und andere Franzosen. 5) Helmholtz. 6) Massieu.

1. Der erste und zweite Hauptsatz.

1. Aquivalenz von Arbeit und Warme. In der theoretischen
Dynamik ist es tiblich, die Begriffe Kraft und Arbeit an die Spitze
zu stellen. Die lebendige Kraft oder die kinetische FEnergie des
Systems kann dann als diejenige Arbeitsmenge definiert werden, die
das System in Folge seiner Bewegung zu verrichten im Stande ist,
und als Ausdruck der lebendigen Kraft ergiebt sich von da aus der

Wert 2(% mv“’), Sind die im System wirksamen Krifte ,konser-

vativ¥, d. h. lassen sie sich in bekannter Weise aus dem Begriffe der
potentiellen Energie ableiten, so bleibt die Summe der potentiellen
und kinetischen Fnergie dauernd ungeéindert. Dies ist der Safz der
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lebendigen Kroft, ein Ausfluss des allgemeinen Geselees von der FEr-
haltung der Energie.

In Wirklichkeit, unter irdischen Verhiltnissen, sind aber die Kriifte,
auf die es ankommt, keineswegs konservativ. Man denke an die Reibung
rauher Korper gegeneinander, die Zusammenstdsse unvollkommen
elastischer Korper, die Bewegung zéher Fliissigkeiten, den Luftwider-
stand, an schnelle Verdichtungen von Gtasen, an Explosionswirkungen
und so fort. Alle diese Vorgiinge konnen die Gesamtenergie der sicht-
baren Bewegungen eines Systems abéindern, d. h. denjenigen Energie-
betrag, den wir in der Form von kinetischer oder potentieller Energie
wahrnehmen. In vielen derartigen Féllen ldsst sich aber nachweisen,
dass in dem Maasse, wie Energie verloren geht, Wirme entsteht. Man
wird so zu der Vermutung gefiihrt, dass die verlorene Energie in
Wirme verwandelt wird, dass Wirme eine Erscheinungsform der
Energie ist.

Bis zum Ende des 18. Jahrhunderts hielt man die Warme im
allgemeinen fiir einen Stoff, den man Feuerstoff, Phlogiston, calorisches
Fluidum nannte, wenngleich sich Ansiitze zu einer kinetischen Theorie
der Wirme, in der die Wirme als Molekularbewegung aufgefasst
wurde, bereits in den Schriften von Hooke'), Descartes?®), Locke®) u. a.
finden. Im Jahre 1798 beschrieb Graf Rumjford*) seine in Miinchen
angestellten Beobachtungen iiber die beim Kanonenbohren entstehende
Wiirme. Da die Bohrspéne gleiche Temperatur und gleiche spezifische
Wiirme besassen wie das Metall, aus denen das Kanonenrohr gebohrt
wurde, so schloss er, dass die Wirme nicht von den Bohrspinen herkam
und kein Stoff sein kionne; er kam so zu der Ansicht, dass Warme
nichts anderes wie Bewegung sei. Ungefihr gleichzeitig erzeugte
Davy®) Wirme, indem er zwei Eisstiicke aufeinander rieb und sie
zum Schmelzen brachte, trotzdem die spezifische Wirme des Wassers
grosser ist wie die des Eises. Die neue Auffassung drang aber so
wenig durch, dass z. B. J. Fourier in seiner Théorie de la chaleur
(1822) an der stofflichen Vorstellung der Wirme festhielt.

1) Hooke, Micrographia, London 1665, p. 12.

2) Cartesius, Principia philosophiae, Amsterdam 1656; hier ist (IV. p. 157)
die im Text genannte Auffassung der Wirme ausgesprochen und (II p. 87, 41,
I, p. 65) das Prinzip von der Erhaltung der Energie aufgestellt.

3) Locke, A Collection of several pieces never before printed, London 1720,
P 224.

4) Rumford, London Phil. Trans. 1798, p. 80—202. Kleine Schriften II%
p. 353—388.

5) Dawy, Collected works 2, p. 5, London 1889,
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Die ersten zahlenméssigen Bestimmungen des Verhéltnisses zwischen
verlorner Arbeit und erzeugter Warme®) verdankt man Robert Mayer")
in Heilbronn (Mai 1842) und James Prescott Joule®) in Manchester
(August 1843 und die folgenden Jahre). Mayer ging von den seiner
Zeit vorliegenden Werten der spezifischen Wirmen der Luft bei kon-
stantem Druck und konstantem Volumen aus und errechnefe das frag-
liche Verh#ltnis, wahrend Joule darauf zielende direkte Messungen
unternahm. Z. B. setzte Joule das in einem geschlossenen Geféss
enthaltene Wasser durch ein rotierendes Schaufelrad in Bewegung,
das seinerseits durch ein herabfallendes Gewicht getrieben wurde.
Dadurch konnte er die Arbeitsmenge bestimmen, die zu einer ge-
gebenen Temperaturerhéhung des Wassers erforderlich ist. Joule
hat noch eine ganze Reihe anderer Bestimmungen jenes Verhéltnisses
ausgefiihrt (aus der bei der Kompression von Gasen erzeugten Wirme,
aus der Wirmewirkung elektrischer Strome ete.).

Die Resultate, die auf verschiedenen Wegen von Mayer, Joule
und spiteren Forschern®) erhalten wurden, stimmen unter sich so gut
iiberein, wie man es mit Riicksicht auf die Beobachtungsfehler nur
erwarten kann. Sie fithren zu dem ersien Hauptsatz der Thermodynamik,
dessen weltumspannende Bedeutung von seinem Entdecker, Robert
Mayer, bereits voll gewiirdigt warde. Dieser Satz lautet: Wenn
Arbeit in Wirme oder umgekehrt Wirme in Avrbeit dibergefiihrt wird,
st die dabei gewommene oder verlorene Wdrmemenge proportional der
dabei verlorenen oder gewonnenen Arbeitsmenge.

2. Wirmeeinheiten. So wie Newton's Bewegungsgesetze ein
zahlenmissiges Kraftmaass festlegen, so liefert der erste Hauptsatz
der Thermodynamik ein Warmemaass. Die dynamische Warmeeinheit
ist diejenige Wirmemenge, die der Arbeitseinheit dquivalent ist*®). Im
C-G-S-System ist daher die dynamische Wirmeeinheit das Erg.

Bei Experimentaluntersuchungen ist es oft bequemer, als Wirme-
einheit die Calorie zu benutzen (kleine Calorie, Grammecalorie), d. i.
diejenige Wirmemenge, die die Temperatur von 1 gr Wasser von 0°

6) Mit teilweisem Erfolg wurde diese Frage auch von Séguin (Ktudes sur
Pinfluence des chemins de fer..., Paris 1839) und Colding (Forhandlinger Skand.
Naturforsk, Stockholm 1851, p. 76) behandelt.

7) Bemerkungen tiiber die Krifte der unbelebten Natur, Ann. Chem. Pharm.
42 (1842), p. 238 = Ges. Werke. 3. Aufl., Stuttgart 1893, p. 23.

8) Phil. Mag. (3) 23 (1843), p. 442.

9) z. B. G. A. Hirn, Recherches sur I'équivalent mécanique de la chaleur,
Colmar 1858, 1, p. 58; Edlund, Ann. Phys. Chem. 126 (1865), p. 539.

10) Von Rankine eingefiihrt, London Trans. 144 (1854), p. 115; Misc. scient.
papers, London 1881, art. 20, p. 340.
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auf 1°C. oder, wie man sie heutzutage aus experimentellen Griinden
zu definieren vorzieht!), von 14Y,° auf 15Y,° steigert'?). Die grosse
Calorie (Kilogrammecalorie) ist diejenige Wirmemenge, durch die 1 kg
Wasser von 0° auf 1°C. erwirmt wird; sie ist gleich 1000 kleinen
Calorien.

Das sog. mechanische Wirmedquivalent ist die Zahl der Arbeits-
einheiten, die in Wirme umgesetzt werden miissen, um eine Wirme-
einheit zu erzeugen. Sein Wert héingt von den Einheiten ab, die man
zur Messung von Arbeit und Warme benutzen will. Die gew&hnliche
Bezeichnung ist J. Aus den Messungen von Joule, Hirn und anderen
ergiebt sich J = 426, wenn die Wirme in grossen Calorien, die Arbeit
in Kilogrammmetern gemessen wird, bez. J = 4,18-10", wenn die
Wirme in kleinen Calorien, die Arbeit aber in Erg gemessen wird!3).

Bei theoretischen Untersuchungen scheint es indessen angemes-
sener, die Wirme selbst in Arbeitseinheiten zu messen. So soll es
durchgehends in diesem Artikel geschehen, wenn nicht das Gegenteil
hervorgehoben wird. Das mechanische Warmedquivalent wird dann
gleich 1; gleichzeitig nehmen die thermodynamischen Gleichungen eine
einfachere und symmetrischere Form an.

Man beachte, dass von diesem Standpunkt aus die Messungen des
Wirmeiquivalentes eine andere Bedeutung gewinnen. Versteht man
ndmlich unter der spezifischen Wirme eines Stoffes die Warmemenge,
die die Temperatur der Masseneinheit des Stoffes um 1° steigert und
misst man diese Wirmemenge ebenfalls in Arbeitseinheiten, so erkennt
man, dass die Mayer-Joule’sche Maasszahl, welche eine Calorie in Erg
ausdriickt, gleich der spezifischen Wirme des Wassers wird.

11) Vgl. Warburg, Bericht iiber die Wirmeeinheit. D. Naturf u, A.-
Versammlung in Miinchen 1899.

12) In einer durchaus konsequenten Behandlung der Thermodynamik wird
der Begriff der Temperatur erst auf Grund des zweiten Hauptsatzes eingefiihrt.
Die vorherige Benutzung der Calorie setzt eine von den Beobachtungen her-
genommene Kenntnis des Temperaturbegriffes voraus.

Zuweilen wird die Calorie etwas unbestimmt als diejenige Wirmemenge
erklirt, die ein Gramm Wasser um 1° erwirmt, ohne Angabe der Anfangstem-
peratur. Es ist aber die Wirmemenge, die Wasser von 20° auf 21° erwiirmt,
nicht genau dieselbe, wie die normale Calorie, durch die das Wasser von 0° auf
1° erwirmt wird. So definiert ist daher die Calorie keine absolute Warmeein-
heit, sondern variiert etwas mit der Temperatur, #hnlich wie die technische
Krafteinheit (kg) wegen der Schwereverteilung auf der Erdoberfliche variiert.

13) Die einschliigigen experimentellen Arbeiten sind zusammengestellt in
J. 8. Ames, L’équivalent mécanique de la chaleur, Rapports Congrés de physique,
Paris 1900. Die genaueren Resultate liegen zwischen 4,171 - 107 und 4,190 - 107,
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3. Thermodynamik einfacher und zusammengesetzter Systeme.
Auf den ersten Hauptsatz griindet sich die Wissenschaft der Thermo-
dynamik. Sie befasst sich allgemein mit den Anderungen, die in einem
Korper oder einem System von Korpern Platz greifen, wenn dem-
selben Wirmeenergie zugefiihrt oder entzogen wird.

Als einfaches thermodynamisches System definieren wir ein System,
dessen Zustand vollstindig durch Angabe einer Variabeln bestimmt
ist, solange ihm keine Wirme zugefiihrt oder entzogen wird. Kin
bomogenes Gas oder eine homogene Fliissigkeit bildet das bekannteste
Beispiel eines solchen Systems. Wenn man eine Gasmenge zusammen-
driickt oder sich ausdehnen lisst, ohne dass sie Wirme gewinnt oder
verliert, so hingt der Druck allein von der augenblicklichen Grosse
des Volumens ab; wir konnen daher ein Gas bezeichnen als ein
System von einem mechanischen Freiheitsgrade. Das Volumen spielt
dabei im Sinne der allgemeinen Mechanik die Rolle der Lagen-
koordinate des Systems. Wenn indessen ein Gas in einem geschlossenen
Gefiss erwirmt oder abgekiihlt wird, so #ndert sich sein Druck, ohne
dass sich das Volumen #ndert. Insofern sind zwei Variable erforder-
lich, um den Zustand des Gases zu definieren. Wir kdnnen proviso-
risch als diese zwei Variabeln bei einer beliebigen homogenen (tropf-
baren oder gasformigen) Fliissigkeit den Druck p und je nach Be-
diirfnis entweder das Gesamtvolumen V7 oder das Volumen der Massen-
einheit » wihlen. Wenn das Volumen V zunimmt um 4V, so leistet
die Fliissigkeit nach aussen die Arbeit dW = pdV. Insofern ist p
im Sinne der allgemeinen Mechanik die Kraftkoordinate, die zu der
Lagenkoordinate V" gehort.

Unter einem zusammengesetzten thermodynamischen System werden
wir ein System verstehen, welches mehr als einen mechanischen Frei-
heitsgrad besitzt; die Anzahl der mechanischen Freiheitsgrade wird
dabei gemessen durch die Anzahl der Variabeln, die erforderlich sind,
um den Zustand des Systems fiir den Fall festzulegen, dass dem System
keine Wirme zugefiihrt oder entzogen wird. Diese Variabeln kénnen
die mechanischen Koordinaten des Systems heissen.

Sitze, welche allgemein fiir eine Fliissigkeit ohne Bezugnahme
auf ihre etwaigen besonderen Eigenschaften bewiesen sind, diirfen
ohne weiteres auf jedes einfache System, in dem 7 und p die Lagen-
und Kraftkoordinate bedeuten, iibertragen werden; sie sind auch
anwendbar auf solche Zustandséinderungen zusammengesetzter Systeme,
bei denen nur eine der mechanischen Koordinaten variabel ist.

In der Thermodynamik werden als einzige Energieformen Wirme-
energie und mechanische potentielle Energie in Betracht gezogen,
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wiihrend von der kinetischen Energie im allgemeinen abgesehen wird.
Es bedeutet dieses, dass alle Anderungen der mechanischen Koordinaten
als hinreichend langsam vorausgesetzt werden. Soll dagegen ein Fall
untersucht werden, wo Wirme oder Arbeit in kinetische Energie oder
umgekehrt diese in jene umgesetzt wird, so reicht die Thermodynamik
nicht aus, sondern muss durch die Prinzipien der gewthnlichen Dynamik
erginzt werden.

4. Innere Energie. In der Dynamik lernt man, dass die Energie
eines Korpers, an dem eine Kraft eine Arbeit leistet, um den Betrag
der geleisteten Arbeit wichst. Da nun Wirme und Arbeit gleich-
artig sind, so muss auch eine Erwirmung des Korpers seine Energie
steigern und es muss, wenn der Korper bei der Erwérmung keine
Arbeit verrichtet, die Zunahme der Energie gleich der in mechanischen
Einheiten gemessenen Wirmemenge sein. Die Gesamtenergie, die ein
Korper enthilt, heisst seine innere Energie'*).

Die innere Energie einer Gasmasse wird z. B. vermehrt, wenn
man das Gas komprimiert oder wenn man es in einem geschlossenen
Gefiss erwiirmt; dieselbe wird vermindert, wenn man das Gas sich
ausdehnen oder sich abkiihlen léisst. Jede Anderung der inneren
Energie des Gases ist von einer Anderung seines Zustandes begleitet:
es andert sich entweder Druck oder Volumen oder beide gleichzeitig.

Wir sprechen daher das folgende Axiom aus, welches von vielen
Schriftstellern®) als die grundsétzliche Fassung des ersten Hauptsatzes
angesehen wird: Die innere Energie eines jeden materiellen Korpers
oder materiellen Systems, welches entweder nach aussen hin abgeschlossen
ist, also keinen dusseren Einwirkungen unterliegt, oder dessen Begrenzung
mechamnischen und thermischen Einfliissen (Oberflichendrucken und Wéirme-
aufuhren) seitens der wunmittelbaren Umgebung ausgesetst ist, hingt nuwr
von dem augenblicklichen Zustande des Systems ab: wenn das System
eine Reihe von Zustandsiinderungen erfihrt und schliesslich zu seinem
Anfongszustande zuriickkehrt, kehrt auch die innere Energie zu threm
urspriinglichen Betrage zuriick.

Wenn das System aus zwei Teilen besteht, deren innere Energie

14) Dies ist Lord Kelvin’s ,mechanische Energie® (vgl. On the dynamical
theory of heat, Edinburgh Trans. 20. Miirz 1851, p. 475; Phil. Mag. 4 (1852) § 20;
Papers 1, p. 186, 222) oder mit Umkehrung des Vorzeichens Kirchhoff’s ,, Wirkungs-
funktion* (Ann. Phys. Chem. 103 (1858), p. 177 oder Zeuner's ,jinnere Wirme*
(Grundziige), oder C. Neumann's ,Postulat* (Die elektr. Krifte 1, Leipzig 1873).
Die jetzt gebriuchliche Bezeichnung ,innere Energie® rithrt von Clausius her,
Abhd. zur mechan. Wirmeth. 1, p. 280 (Braunschweig 1864).

15) Vgl. z. B. Buckingham, Outlines of Thermodynamics, p. 58.

Encyklop. & math, Wissensch. V 1. 6
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bezw. U; und U, heisst, so ist die innere Energie des ganzen
Systems
’ U="0,+ 0,

falls die Teile von einander vollstéindig abgeschlossen sind oder falls
sie nur durch Druckiibertragung an der gemeinsamen Beriithrungs-
fliche aufeinander wirken. Finden dagegen Fernwirkungen zwischen
den Teilen statt, so nimmt der Ausdruck fiir die Gesamtenergie die

16
Form an) U=T,+ U, + Uy,

wo U,, die gegenseitige potentielle Energie ist, die den Fernwirkungen
zwischen den Teilen des Systems entspricht.

Ahnlich héingt die innere Energie des Systems, wenn dasselbe Fern-
wirkungen von Korpern ausserhalb desselben ausgesetst ist, wicht nur von
dem Zustand des Systems selbst, sondern auch von der relativen Lage
dieser Korper zum System ab. Im Folgenden wird das Vorhandensein
solcher Fernwirkungen ausgeschlossen werden.

Es werde einem System die Wirme d@ mitgeteilt, gleichzeitig
moge es die Arbeit d W verrichten; dann ist der Zuwachs der inneren
Energie') gegeben durch

(1) dU=dQ — dW.

Infolge dieser Definitionsgleichung ist die innere Energie nur bis auf
eine Integrationskonstante bestimmt. Der Wert der letzteren hingt

. 16) Vgl. C. Neumann, Leipz. Ber. 43 (1891), p. 98—103. W. Voigt, Com-
pendium I. p. 517—520.
17) Clausius und Rankine haben versucht, die innere Energie zu zerspalten
1) in ,,wirkliche Wirme*,  merkliche Wirme* oder ,kinetische Energie der
Molekularbewegung® und 2) in potentielle Energie der Molekiile, herriihrend
von ihrer gegenseitigen Gruppierung. Vgl. Clausius, Abhandl. 1, p. 252; Rankine,
London Trans. 1854, § 3 u. 5 oder Misc. scient. pap., p. 842, 345. Indem er die
beiden Bestandteile H und J nennt und dQ = dH + dJ + dW setzt, bezeich-
net Clausius den Term dJ + dW als Arbeit der ,Disgregation® des Korpers
(Ann. Phys. Chem. 116 (1862), p. 73; Phil. Mag. (4) 24 (1862), p. 81). Diese Unter-
scheidung ldsst sich indessen nicht strenge durchfihren. Von einem allgemei-
neren Standpunkt aus wird man sich daher begniigen, rein formal diejenigen
Teile von dU zu unterscheiden, die man erhilt, indem man dU durch die
Differentiale der zur Festlegung des Zustandes gewihlten unabhéingigen Variabeln
ausdriickt; da diese Grossen aber keine vollstéindigen Differentiale sind, kann
man nicht zugleich von den entsprechenden Teilen der inneren Energie selbst
reden. Im tiibrigen unterscheidet man, je nach dem besonderen, gerade vor-
liegenden Problem 1) die nutzbare Energie (vgl. Nr. 15), die aber nicht allein
von dem Zustande des Korpers selbst, sondern auch von der Temperatur der
Umgebung abhiingt; 2) die freie Energie (vgl. Nr. 16), die auch als thermo-
dynamisches Potential bezeichnet wird.
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von dem Nullpunkte der Energie ab und bleibt daher unbekannt, so-
lange wir keine experimentelle Kenntnis von einem Zustande haben,
der keine Energie enthilt. Bezeichnet U, und Uy die innere Energie
des Systems in zwei verschiedenen Zustinden 4 und B, so folgt:

@ Us — Ul =ﬁzq-—ﬁzw.

Geht das System vom Zustande A zum Zustande B iiber und
kehrt dann event. durch eine andere Reihe von Zwischenzustéinden
hindurch zu 4 zuriick, so sagt man, das System habe einen Kreis-
prozess oder einen Cyklus ausgefiihrt. Bezeichnet man die Integration

iiber einen Kreisprozess durch ( f), so gilt fiir einen solchen:

® () ae=(/)aw

Die aufgenommene Wirme ist also beim Kreisprozess gleich der
geleisteten Arbeit.

In einem einfachen System ist dW = pd¥; aus (1) folgt also
“) aU=d@Q — pdV.
Unser obiges Axiom berechtigt uns zu behaupten, dass wenn auch
dQ und dW selbst keine vollstindigen Differentiale sind, jedenfalls
dU = dQ — dW das Differential einer Funktion derjenigen unab-
hingigen Variabeln z und y ist, durch welche wir den jeweiligen
Zustand des in Rede stehenden einfachen Systems festlegen. Clausius
schliesst daher, dass®)
(5) 449 ddg _ddw _ daw

dx dy dy dx dx dy dy dx
oder, indem er p und ¥ als Variable wihlt,
d d a d

(6) ir - 73 =

Jede der vorangehenden Gleichungen (1) bis (3) kann als voll-
wertiger analytischer Ausdruck des ersten Hauptsatzes angesehen
werden, ebenso Gl. (5) und (6) fiir den Fall eines einfachen Systems.

5. Das Carnot-Clausius’sche Prinzip. Wihrend eine jede Arbeits-
menge (etwa durch Reibung) in Wirme verwandelt werden kann, ist
es im allgemeinen unmdglich, die so erzeugte gesamte Wirmemenge

18) Die hier vorkommenden Quotienten zusammengehiriger Zuwichse d ¢
und dx ete. sind nicht partielle Differentialquotienten im gewdhnlichen Sinne,
da @ und W nicht Funktionen von z und y im gewdhnlichen Sinne sind; trotz-
dem haben jene Quotienten fiir jeden Zustand «, y einen bestimmten Sinn und
sind bestimmte Funktionen von x und y.

6*
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rickwirts in Arbeit umzusetzen; man nennt daher den erstgenannten
Vorgang irreversibel, nicht wmkehrbar. Als Beispiel kann die gewdhn-
liche Dampfmaschine dienen, wo ein Teil der durch Verbrennen der
Kohle erzeugten Wirme durch den auspuffenden Dampf fortgefiikirt
wird, oder bei einer Kondensationsmaschine im Kiihler verloren geht;
dieser Teil der Wirme wird also nicht in Arbeit verwandelt.

Das scharfe Gesetz zur Bestimmung des grossten Wirmebetrages,
der in irgend einer Maschine noch in Arbeit verwandelt werden kann,
beruht auf einem Prinzip, welches vom Standpunkte der stofflichen
Wirmetheorie aus zuerst von Sadi Carnot’®) im Jahre 1824 aus-
gesprochen und von demselben Standpunkte aus von Clapeyron™) im
Jahre 1834 niher untersucht worden ist. Seine genaue Form und
Bedeutung fiir die mechanische Wiirmetheorie wurde durch Clausius™)
in Deutschland in einer Arbeit vom Jahre 1850 und durch W. Thom-
son (Lord Kelvin)?) in England in einer Arbeit vom Jahre 1851 klar-
gestellt.

Das so entdeckte Prinzip ist der zweite Hauptsatz der Thermo-
dynamik (auch Carnot’sches Prinzip, Clausius'sches Prinzip ete. genannt).
Er ist virtuell in dem folgenden Axiom ) enthalten: Es kann nie Wirme
aus eimem Fdlteren in einen wirmeren®) Korper ibergehen, wenn wicht
gleichzeitig eine andere damit zusammenhingende Anderung eintritt.

Dieses Axiom fithrt sofort zur Definition des Begriffes

6. Gleiche und ungleiche Temperaturen. Von zwei Massen-
elementen sagt man®), das eine habe eine hihere oder niedrigere

19) Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les moyens propres
3 la développer, Paris 1824. Insbesondere p. 88: ,La puissance motrice de la
chaleur est indépendante des agens mis en oeuvre pour la réaliser; sa quantité
est fixée uniquement par les températures des corps, entre lesquels se fait en
dernier résultat le transport du calorique.

20) J. éec. polyt. 14 (1834), cah. 23.

21) Ann. Phys. Chemie 79 (1850), p. 500; Phil. Mag. (4) 2 (1851), p. 102; Ab-
handlg. I, p. 16.

22) Edinb. Proc. 1851; Phil. Mag. (4) 4 (1852), p.13; Math. Phys. Papers 1, p. 174

23) R. Clausius, Ann. Phys. Chem. 93 (1854), p. 488; Phil. Mag. (4) 12, p. 81;
Abhdlg. 1, p. 184, W. Thomson (8. vorige Anm.) sagh: It is impossible by
means of unanimate material agency to derive effect from any portion of
matter by cooling it below the temperature of the coldest of the surrounding
objects.

24) Es empfiehlt sich, wenigstens #usserlich das Wort Temperatur bei der
Fassung dieses Axioms zu vermeiden, da es erst durch den zweiten Hauptsatz
mbglich wird, den Begriff Temperatur zu definieren.

25) Lord Kelvin, Edinb, Trans. 211 (1854), p. 125, oder Math. Phys. Papers 1,
p. 286.
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Temperatur wie das andere, das eine sei wdrmer oder kdlter wie das
andere, je nachdem Wirme vom einen zum anderen oder vom anderen
zum einen iiberzugehen strebt. Findet kein Wirmeiibergang statt,
trotzdem die Massenelemente in solche gegenseitige Lage gebracht
sind, dass ein Wirmeiibergang moglich wére, so sagt man: die Ele-
mente haben gleiche Temperatur, sie sind gleich warm.

Wir schliessen noch auf die folgenden Kigenschaften der Tem-
peratur: Wenn A eine hohere Temperatur hat wie B, und B eine
hohere wie O, so hat A eine hohere Temperatur wie C. Es kann
nimlich Wirme von 4 nach B und von B nach C, also auch von
A durch B nach C iibergehen, was unmoglich ist, wenn nicht 4
hoher temperiert ist wie C. Geht man zum Grenzfall iiber, so er-
kennt man, dass, wenn 4 und B einerseits, B und C andererseits
dieselbe Temperatur haben, auch 4 und C gleiche Temperatur be-
sitzen. Die Bedingung des Warmegleichgewichtes zwischen drei Massen-
elementen lautet also:

T 4= T B = T (2]
hier bedeutet T4, Tz, T¢ eine Grosse, die nur von dem physikalischen
Zustand des Elementes A4, B, C abhingt und die seine Temperatur
genannt wird.

BEs folgt also: Jedes Massenelement besitzt eine gewisse quali-
tative™) Eigenschaft, Temperatur genannt, welche nur von seinem
eigenen physikalischen Zustande abhéingt und unabhiingig ist von den
Zustinden anderer Massen.

Wenn alle Massenelemente eines Korpers im Warmegleichgewicht
mit einander stehen, so folgt dass sie alle dieselbe Temperatur haben.
Diese Temperatur heisst auch die Temperatur des Korpers und man
sagt von dem Korper, dass er gleichmissige Temperatur habe oder dass
er thermisch homogen sei.

Als weitere Folgerung aus dem Clausius'schen Axiom ergiebt sich
noch, dass der Ubergang der Wirme von einem wirmeren zu einem
kilteren Korper durch Leitung oder Strahlung irreversibel ist.

7. Wirkungsgrad der Wirmemaschinen. Es handelt sich jetzt
um die Frage, unter welchen Bedingungen Wirme in Arbeit umge-
setzt werden kann.

Man nehme einen Stoff, den Arbeifsstoff und dehne ihn durch
Wirme aus. Die dabei geleistete Arbeit ist ﬁdV, wo p den Druck,
V das Volumen des Stoffes bedeutet. Soll dieser Stoff fortgesetzt

26) Wegen der quantitativen Definition der Temperatur vgl. Nr. 9.
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Arbeit leisten, so muss er fortgesetzt in seinen Anfangszustand zuriick-
gebracht werden, er muss also einen Kreisprozess ausfiithren. Soll
ferner die bei der Ausdehnung geleistete Arbeit bei der Zusammen-
driickung nicht vollstéindig verbraucht werden, so muss der Arbeits-
stoff abgekiihlt werden. Fortgesetzte Arbeitsleistung verlangt also
Wirmeaufnahme von einem warmen Korper, der Quelle, und Wérme-
abgabe an einen kilteren Korper, den Kiihler, deren Temperaturen
als unverinderlich vorausgesetzt werden. Zusammenfassend werden
beide als Warmereservoire bezeichnet. Es kann zunichst vorausgesetzt
werden, dass der Arbeitsstoff, wihrend er mit der Quelle oder dem
Kithler im Wirmeaustausch sich befindet, gleiche Temperatur mit
diesen hat. Unter Wirkungsgrad versteht man nun das Verhilinis
der erzeugten Arbeitsmenge zu der aus der Quelle entnommenen
Wirmemenge. Nennt man die letztere ¢, und die an den Kiihler
abgegebene Wirmemenge ¢),, beide gemessen in Arbeitseinheiten, so
ist die geleistete Arbeit @, — @, und der Wirkungsgrad
Ql _ Qs .
@

Unter einer vollkommen wmkehrbaren Maschine versteht man eine
solche, die einen Kreisprozess in direkter und in umgekehrter Richtung
ausfithren kann, derart, dass die erzeugte Arbeit im ersten Fall gleich-
kommt der verbrauchten Arbeit im zweiten, dass die der Quelle ent-
nommene Wirme im ersten Falle gleich ist der an die Quelle im
zweiten Falle abgegebenen, dass endlich die an den Kiihler im ersten
Falle abgegebene Wirme gleich ist der vom Kiihler entnommenen
Wirme im zweiten Falle.

Aus dem Clausius'schen Axiom folgt nun: Unlter allen Wirme-
maschinen, die zwischen gegebenen Temperaturen arbeiten, hat die voll-
kommen wmkehrbare den grossten Wirkungsgrad.

Von den beiden Wirmemaschinen M und N sei némlich N voll-
kommen umkehrbar und man nehme an, dass M einen grosseren
Wirkungsgrad wie N habe. Beiden Maschinen mdgen Quelle und
Kithler gemeinsam sein und es moge M Wirme in Arbeit, N bei
dem umgekehrten Prozess diese Arbeit in Wirme verwandeln?®). Da
der Wirkungsgrad von M der grissere sein sollte, so entnimmt M
aus der Quelle weniger Wérme, wie N nétig haben wiirde, um im
gleichen Sinne wie M arbeitend die gleiche Arbeit zu verrichten.

27) Dieses Beweisverfahren, nimlich durch eine nicht umkehrbare Maschine
eine umkehrbare im entgegengesetzten Sinne treiben zu lagsen, ist zuerst von

Carnot (Réflexions, p. 20) benutzt und spiter von Clausius und Lord Kelvin
ibernommen worden,
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Jene Wirmemenge ist daher auch kleiner wie diejenige, die N an die
Quelle beim umgekehrten Prozess abgiebt. Also empfingt die Quelle
mehr Wirme als sie abgiebt. Diese Wirme kommt aber aus dem
Kiihler, da im Ganzen keine Arbeit verrichtet ist. Also geht Wirme
von dem kilteren Kiihler zu der wirmeren Quelle ohne Arbeitsauf-
wand iiber, entgegen dem Clausius'schen Prinzip. Also kann der
Wirkungsgrad von M nicht grosser sein wie der von N.

Zugleich zeigt dies, dass alle umkehrbaren Maschinen, die zwischen
den gleichen Temperaturen arbeiten, den gleichen Wirkungsgrad haben.

8. Carnot’s Kreisprozess. Derselbe wird definiert als ein voll-
kommen umkehrbarer Kreisprozess, in welchem ein zwischen gegebenen
Temperaturen 7; und 7, (T, > T,) wirkender Korper Arbeit erzeugt.
Der Prozess besteht aus vier Teilen:

1) Der Korper befindet sich auf der Anfangstemperatur 7; und
wird, ohne Wirme abzugeben oder aufzunehmen, durch geeignete
dussere Einwirkungen auf die Temperatur 7} gebracht.

2) Der Korper nimmt von der Quelle eine gewisse Wirmemenge
Q, auf, wihrend seine Temperatur 7, festgehalten wird.

3) Man lidsst die Temperatur des Korpers bis 7T, abnehmen, ohne
dass er Wirme aufnimmt oder abgiebt.

4) Der Zustand des Korpers wird, bei festgehaltener Temperatur
T,, solange gedndert, bis der Anfangszustand (d. h. gleiches Volumen ete.
wie zu Anfang) erreicht ist. Dabei wird eine gewisse Wirmemenge
@, an den Kiihler abgegeben werden.

Ist der Korper ein
einfaches System (vgl. »
Nr. 3), so kann der
Kreisprozess geome-
trisch dargestellt wer-
den, indem man Druck
und Volumen als Ko-
ordinaten eines den je-
weiligen Zustand cha-
rakterisierenden Punk-
tes der Zeichenebene
wihlt.

Wiihrend des Teil-
prozesses 1) bewegt
sich dieser Punkt auf ~—
der Linie 4 B(s.Fig.1). Fig. 1.
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Man nennt eine Zustandséinderung, bei welcher Wirme weder aufge-
nommen noch abgegeben wird, eine adiabatische Zustandsinderung;
AB heisst daher eine Adiabate. Bei dem Teilprozess 2) bewegt sich
der Punkt auf BC. Man nennt eine Zustandsinderung bei festgehaltener
Temperatur eine isothermische Anderung. BC heisst daher eine Iso-
therme. Bei 3) beschreibt der Punkt wieder eine Adiabate CD, bei 4)
eine Isotherme DA, die zum Anfangspunkte A zuriickkehrt.

Da die ganze Arbeit des Kreisprozesses gleich f pdV ist, wird

sie durch den Inhalt des krummlinigen Vierecks A BCD gemessen.
Unser Diagramm heisst ein Indikatordiagramm des Kreisprozesses?®).

Bei den wirklichen Prozessen muss die Quelle betrichtlich hiher
wie T, und der Kiihler betrichtlich niedriger wie T, temperiert sein,
damit ein Wirmeiibergang iiberhaupt stattfindet; dieser Ubergang ist
aber nicht umkehrbar. In dem Grenzfall, wo die Leitfahigkeit
zwischen dem Korper und der Quelle bez. dem Kiihler vollkommen
ist, kann man dagegen die Temperaturen I, und 7, mit den Tem-
peraturen von Quelle und Kiihler identisch annehmen. Der Prozess
wird dann vollkommen wmkehrbar.

Nach Nr. 7 war der Wirkungsgrad aller umkehrbaren Prozesse
bei gleichen Temperaturen 7, und T, der gleiche; es ist also 1 — @,/@Q,
eine Funktion dieser Temperaturen allein und man kann schreiben:

(7) %=f(T17 Tz)-

Man nehme jetzt statt eines zwei Korper, welche je einen Kreis-
prozess zwischen den Temperaturen Ty, T bez. T, T, ausfiibren, so-
dass Wirme von dem ersten zu dem zweiten Korper bei der Tem-
peratur T, tibergeht. Der Wirkungsgrad dieses Doppelprozesses ist
derselbe wie vorher; die Darstellung der beiden Kinzelprozesse (4 BC.D
und ADEF) ist in Fig. 2 gegeben; @; und @, moge wieder die der
Quelle entzogene bez. an den Kiihler abgegebene Wirme und ¢, die-
jenige Wirme sein, die vom ersten zum zweiten Korper bei der
Zwischentemperatur T iibergeht. Es gilt dann neben (7)

& —fz,1), & —11,1)
und daher fiir alle moglichen Werte von 7, 7, und Tj:

f(Tu Ts) = f(Tu Ts) : f(T:n Tz)
1y, Ty)
f(Tzn Ts) = F(T,, Ts).

28) Das Indikatordiagramm ist von James Wait bei der Dampfmaschine
eingefiihrt und von Clapeyron weiter ausgebildet.

oder
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Der letztgenannte Quotient ist also unabhéngig von 7 und kann mif
o (T,)/9(Ty) bezeichnet werden. Solcherweise ergiebt sich:

® 0 _9T) @ _9@) @ _ 9T

s - (L) ¢ T (1)’ @ —Q’(Ts).
B

/] v
Fig. 2.

9. Absolute Temperatur. Bis jetzt ist von den Eigenschaften

der Temperatur nur die Definition gleicher und ungleicher Tempera-
turen benutzt. Diese Definition ist nur eine qualitative und ldsst
das quantitative Maass von Temperaturunterschieden unbestimmt. Die
Form der Funktion ¢(Z7') hingt aber von der Wahl dieses Maasses
ab. Wir kénnen daher die Temperaturskala so einrichten, dass ¢ (T')
der Temperatur 7' proportional wird, ¢ (7') = kT, wo k konstant ist,
und dass mithin die Gleichungen (8) iibergehen in
(9) Q:Q::Q=1T,:1,:T,.
Alsdann heisst 7' die absolute Temperatur und es gilt die folgende
Definition: Die absoluten Temperaturen zweier Koirper verhalten sich
wie die Warmemengen, welche von den Korpern verloren oder gewonnen
werden, wenn in einem vollkommen wmkehrbaren Kreisprozess der eine
die Rolle der Quelle, der andere die des Kiihlers spielt®).

Die Einheit der absoluten Temperatur ist hierdurch noch nicht
festgelegt. Als solche wird gewdhnlich die Einheit der Celsiusskala

29) Diese Definition riihrt von Lord Kelvin her; vgl. die Arbeit ,,On thermo-
electric currents®, Edinb. Trans. 21 (1854), p. 125; Math. Phys. Papers 1, p. 235.
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gewihlt, indem der Unterschied der absoluten Temperaturen am Ge-
frierpunkte und Siedepunkte des Wassers gleich 100 gesetzt wird
Da aus den Beobachtungen folgt, dass sich die absoluten Tempera-
turen des Gefrier- und Siedepunktes etwa wie 273 zu 373 verhalten,
so sind sie auf Grund der genannten Festsetzung selbst annidhernd
gleich 273 bez. 373 zu sefzen. In diesem Sinne sagt man in den
Lehrbiichern der Experimentalphysik gewohnlich, dass die Temperatur
des absoluten Nullpunktes gleich — 273° C. sei.

10. Die Carnot’sche Funktion g ist dadurch definiert, dass man
den Wirkungsgrad einer umkehrbaren Maschine, die zwischen den un-
endlich benachbarten Temperaturen 7' und T — 0T arbeitet, gleich
uO0T setzt. Sie wird daher gleich dem Verhdltnis ¢ (7)/9(T)
(s. GL (8)) oder gleich 1/T, wenn T absolut gemessen wird®). Der
hierbei benutzte Grenzfall eines Carnot’schen Kreisprozesses zwischen
unendlich benachbarten Temperaturen moge ein Carnot’scher Elementar-
prozess heissen.

In den #lteren Schriften von Carnot, Clapeyron, Thomson, Tait
und Rankine wird die folgende Berechnungsweise der Carnot’schen

Funktion benutzt. Man

betrachtet einen Carnot-

schen Elementarprozess,

* dessen Indikatordiagramm
g ABCD ein unendlich klei-
N C nes Parallelogramm wird.
z Die Seiten BC, DA des-
r selben entsprechen den
Temperaturen 7' und

r-67 T— 07; die der Quelle
entnommene Warme heisse
0@ und man definiere eine
0 D Grosse I, (,,latente Wirme
Fig. 3. der Voluminderung®, vgl.

yBezeichnungen“ pag. 75)

dadurch, dass man die Warmemenge, welche erforderlich ist, um das
Volumen des Arbeitsstoffes bei festgehaltener Temperatur 7' um oV

¥

30) Im Anschluss hieran hat Lord Kelvin 1848 eine absolute Temperatur-
skala vorgeschlagen, bei welcher p — 1 genommen wird. Die Temperaturen
dieser Skala sind die Logarithmen der Temperaturen der jetzt gebriéuchlichen
Skala. (Vgl. Cambridge Phil. Proc. 1 (1848), p. 66; Phil. Mag. 33 (1848), p. 313;
Math. Phys. Papers 1, p. 100).
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zu vermehren, [, 0V nennt. Dann wird die bei dem ganzen Kreis-
prozess verrichtete Arbeit (vgl. Fig. 3) gleich
Fliche ABCD = Fliche BCEF = FB- PQ.

Es ist aber FB= (op/0T)0T, wo V bei der Bildung von (ap/d7)
festgehalten wird, und P @ == 0¢/l,; also wird die genannte Arbeit

op smd@
ﬁdT—l:

oder mit Riicksicht auf die Definition von u auch gleich:
uoldQ.

Durch Gleichsetzen der beiden vorangehenden Ausdriicke folgt®!)
0

(10) oo = bl

Nach dem zweiten Hauptsatz ist y eine Funktion von T allein. Wird
die Temperaturskala wieder so gewihlt, dass u = 1/7 ist, so schreibt
sich die vorstehende Gleichung:

’ 0 l
(107 5%=—1”, oder a~li—g—7=l,,.
Dies Resultat werden wir spiter aus einer allgemeineren analytischen
Betrachtung wiederfinden.

11. Die Entropie eines einfachen Systems. Durch den zweiten
Hauptsatz wird eine neue thermodynamische Grosse eingefiihrt, welche
die Entropie®®) heisst. Wir beschrinken uns zundchst auf Fliissig-
keiten oder andere einfache Systeme, deren Zustandsinderungen durch
ein Indikatordiagramm dargestellt werden konnen. Gleichung (9) aus
Nr. 9 liefert fiir ein System, das zwischen den absoluten Tempera-
turen T, und 7, einen Carnot’schen Kreisprozess ausfiihrt, die Beziehung
a o _g_,
wo @, die bei der Temperatur T, verlorene Wérme bedeutet und auch

31) Diese Formel riithrt von Clapeyron her (J. éc. polyt. 14 (1834) cah. 23, p. 173;
Ann. Phys. Chem. 59 (1843), p. 568); sie geht in England unter dem Namen der
Thomsow’schen Gleichung (Edinb. Trans. R. Soc. 20 (1851), p. 270; Math. Phys.
Papers 1, p. 187). Schreibt man C (Carnof’sche Funktion) statt w, bezeichnet
mit M die in Calorien gemessene Wirmemenge 7, und nennt J das mechanische

Wirmedquivalent, so lautet sie ar =J-0- M. Die Buchstaben rechter Hand

at
sind die Initialien von James Clerk Maxwell, der daher g—lt—o als Schriftsteller-

namen benutzte.

32) Vgl. Clausius, Aun. Phys. Chem. 125 (1865), p. 390. Die Entropie ist
identisch mit Rankine’s ,,thermodynamischer Funktion*; Clausius benutzte frilher
dafiir das Wort ,,Aquivalenzwert:.
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aufgefasst werden kann als eine negative Wirmemenge — @,, welche
bei der Temperatur T, gewonnen wird. Diese Gleichung kann auf
einen beliebigen umkehrbaren Kreisprozess iibertragen werden, wenn

P

Fig. 4.

man denselben als Grenze eines Netzwerkes von solchen Carnot’schen
Prozessen ansieht, bei welchen die in jedem Prozess aufgenommene
und abgegebene Wirmemenge unendlich klein ist (vgl. Fig. 4; die das
Indikatordiagramm durchsetzenden Linien bedeuten Adiabaten, die
kiirzeren Verbindungslinien Bogen von Isothermen). Bezeichnet all-
gemein d¢@ die (positive oder negative) Wirmemenge, die bei der
Temperatur T’ aufgenommen wird, so gilt

()5

Es sei A der Anfangszustand (p,, ¥;) und B der Endzustand
(pg, V;) des Systems. Der Ubergang von A nach B kann entweder
auf dem Wege APB oder auf dem Wege 4 QB erfolgen. Nach (12)
muss der Wert des Integrals

B

f 49
T
A
derselbe sein fiir die beiden Wege A PB und 4¢QB. Dieses Integral
hingt also nur von den Koordinaten der Punkte 4 und B, d. h. von
Anfangs- und Endzustand ab, und wir kénnen schreiben:
B

(13) fgfg‘r'f(l’zr V) — (1, Vi) = 8 — Sa.

4
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S bedeutet eine nur von dem augenblicklichen Zustand des Korpers
abhingige Grosse und S4, Sz ihre Werte in den Zustinden 4 und B.
Wird die Zustandsénderung unendlich klein, so ergiebt sich

(14) 19 _ as.

S heisst die Entropie des Systems. Ihre Definition ist in der Aus-
sage enthalten: Wenn ein System eine Wiirmemenge d § bei der abso-
luten Temperatur T in einem umkehrbaren Prozesse aufnimmt, so wdchst
die Entropie wm den Betrag dQ/T.

Diese Uberlegung gilt auch in dem Falle, wo das betrachtete
System Wirme von Korpern erhilt, deren Temperatur von seiner
eigenen verschieden ist, vorausgesetzt, dass man unter 7' die beim
Wiirmeaustausch d @ im System selbst, nicht die in den umgebenden
Korpern statthabende Temperatur versteht. Denn fiir das System
selbst macht es keinen Unterschied, ob man sich die umgebenden
Korper durch Korper von der Temperatur des Systems 7' ersetzt und
von diesen die Wirmemenge d@ hergenommen denkt. Bei dieser
Auffassung wird die ganze Folge von Zustandséinderungen, die z. B.
durch Fig. 4 dargestellt wird, vollig umkehrbar *).

Die Entropie enthdlt ebenso wie die innere Energie eine unbe-
stimmte Integrationskonstante; um sie festzulegen, miisste man irgend
einen bestimmten Zustand A4 des Systems als ,Entropie-Nullpunkt®
definieren.

12. Ubertragung des Entropiebegriffes auf zusammengesetzte
Systeme. Um die Definition der Entropie auf ein thermodynamisches
System von gleichformiger Temperatur mit einer beliebigen Anzahl
von Freiheitsgraden auszudehnen, muss gezeigt werden, dass fiir ein
solches System (f) d@/T fiir jeden Kreisprozess verschwindet, gleich-
viel wie die verschiedenen Koordinaten des Systems wihrend des
Prozesses variiert werden. Ein allgemeiner Beweis hierfiir lisst sich
folgendermassen fithren:

Ein beliebiges System M mache einen beliebigen umkehrbaren
Kreisprozess K durch; es seien d@ die dem System nach einander
zugefihrten Wirmemengen, 7' seine Temperatur. Um dem System
die Wirmemenge d @ zuzufiihren, benutzen wir einen Hilfskdrper (etwa

33) Man hat hierin ein Beispiel dafiir, was gelegentlich als bedingt irre-
versibler Prozess bezeichnet ist, worunter man einen Prozess versteht, der durch
Abinderung der Umstiinde ausserhald des betrachteten Systems zu einem um-
kehrbaren . gemacht werden kann. Im Gegensatz dazu bezeichnet man als
wesentlich irreversibel einen Prozess, bei welchem nichtumkehrbare Veriinde-
rungen innerhalb des betrachteten Systems stattfinden.
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eine (tasmasse), der einen Carnot'schen Prozess durchlduft; fiir diesen
Prozess sei das System M das eine Wirmereservoir und diene als
zweites Reservoir irgend ein hinreichend grosser Korper M, von
der konstanten Temperatur 7). Letzterer ist fiir alle die unendlich
vielen Hilfsprozesse derselbe; er ist gleichsam die Quelle, aus der alle
fiir den Prozess K erforderlichen Wiarmemengen geschopft werden.
Um nun dem System M die Wirmemenge d @ zuzufithren, hat man
der Quelle M, die Menge d¢), zu entnehmen, wobei nach Gl. (11)

d
Qg — T, %2

Im ganzen ist also aus M, die Wirmemenge

()%
T, -7
verschwunden.

Wiire dieselbe positiv, so miisste ein entsprechender Arbeits-
betrag aus dieser Wirme gewonnen sein, was (da alle Korper in den
Anfangszustand zuriickgekehrt sind) dem Clausius’schen Grundsatze
widerspricht. Also wird fiir jeden Kreisprozess im allgemeinen:

()<

Denken wir uns aber den als reversibel vorausgesetzten Kreisprozess K
in der umgekehrten Folge durchlaufen, so wiirde die vorstehende
Gleichung nunmehr ergeben

(/) =0

Fiir einen umkehrbaren Prozess gilt daher notwendig:

= (Do

Auf diesem Satz, der damit ganz allgemein (z. B. auch fiir elas-
tische Korper, chemische Systeme etc.) bewiesen ist, beruht die all-
gemeine Definition der Entropie:

Sind 4 und B zwei Zustinde des Systems, welche durch eine
umkehrbare Folge von Zustandséinderungen verbunden werden konnen,
so wird die Entropiedifferenz in den Zustinden A und B definiert
durch den Wert des bestimmien Integrals

B
(16) Ss—8:= [ 2,
A

berechnet fiir einen wmkehrbaren Ubergang von A nach B. Dagegen ist
die Entropie fiir den einzelnen Zustand A nur bis auf eine Integrations-

I
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konstamte C festgelegt®) wund durch das unbestimmite Integral ge-

geben: 4
(17) 8y= f LA AN}

Fir einen isothermischen Kreisprozess nimmt Gl (15) die Form
an (/)d@Q=0.

Offenbar muss, wenn eine bestimmte Zustandséinderung in einem
homogenen Stoffe von gleichméssiger Temperatur hervorgebracht werden
soll, die hierzu erforderliche Warmemenge verdoppelt werden, wenn
die Masse die doppelte ist. Die Entropie eines Korpers in einem be-
stimmten Zustande ist also (ebenso wie die Energie) seiner Masse
proportional.

Die Gesamtentropie S eines Systems von gleichtemperierten Massen
my, My, ... setzt sich daher aus den Entropien s,, s, ,.. der Massen-
einheiten der fraglichen Stoffe derart zusammen, dass

8 = ms, + mys, + --- oder 8= Zms.

13. Die Entropie eines thermisch inhomogenen Systems. Die
Clausius’sche Ungleichung bei irreversibeln Vorgingen. Wenn sich
die verschiedenen Teile eines Systems auf verschiedenen Temperaturen
befinden, wird man die Gesamtentropie dadurch bestimmen, dass man
das System in Bestandteile zerlegt, die klein genug sind, um als
gleichférmig temperiert angesehen werden zu konnen und dass man
die Entropie jedes Bestandteiles mittels eines Hiilfskorpers wie in der
vorigen Nr. definiert. Die Differenz der Gesamtentropie in zwei ver-
schiedenen Zustinden A4 und B ist alsdann gegeben durch

B
(18) S—5=2 %
A

wo sich die Summation auf die verschiedenen Bestandteile des Systems
erstreckt und wo zunichst jeder Bestandteil fiir sich auf umkehrbarem
Wege aus dem Zustande 4 in den Zustand B tiberzufithren ist. Ein
gegenseitiger Wirmeaustausch zwischen den Teilen des Systems
braucht bei dieser gedachten Uberfiihrung nicht zugelassen zu werden.

Will man dagegen bei der Uberfiihrung von 4 nach B thermische
Wechselwirkungen zwischen den Teilen des Systems nicht ausschliessen,
so miissen bei der Berechnung der Gesamtentropie die durch solche

34) Sind die Integrationskonstanten fiir irgend welche n Stoffe bestimmt,
so sind sie auch fiir jedwede aus jenen Stoffen gebildete Mischung oder Ver-
bindung vollig bekannt, wie unmittelbar aus den Gleichgewichtsbedingungen der
Nr. 26 folgt. Vgl hierza C. Newmann, Anm. 16.
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Wiirmeaustausche hervorgebrachten Entropieinderungen in Rechnung
gesetzt werden. Es bestehe z. B. das System aus den beiden Teilen
M,, M, von den Temperaturen 7, T, und es seien d@,, d@,, die-
jenigen Warmemengen, welche sie von ausserhalb aufnehmen. Um
auch die Warmestrahlung zu beriicksichtigen, denke man sich in
iiblicher Weise die Wiarmemenge d@),, von M, nach M, und gleich-
zeitig die Warmemenge d@,, von M, nach M, transportiert. Dann
ist d@Qy + d@s, — dQy, die gesamte Wirmezufuhr nach M, und
AQu + Qi3 — d@Qy, die nach M,. Der Zuwachs der Entropie be-
trigt daher im ganzen
d 4Q, —d d AQus — d Qs

dS J— QOI + g:l Q12 + QOZ + gzlﬂ Q .
Wollte man dagegen nur die Warmezufubhr von ausserhalb bertick-
sichtigen, so erhielte man

dS dQOI + d QOS
Der Unterschied betriigt
1 1
a8 — dfy=(@Qn — Q) (1. — 7))

= (dQ — dOn) (‘1172 - ‘1171) .

Hierin bedeutet d@,, — d@,, den Wirmereingewinn von M, bei der
Strahlung; derselbe ist positiv, falls 7), < T,, da Wirme niemals von
einem wirmeren zu einem kilteren Korper iibergeht. Deshalb sind auch
die Produkte in der vorstehenden Gleichung positiv und dS > dS,.
Die gesamte Entropieinderung ergiebt sich auch bei dieser Betrach-
tung gleich der Summe der Entropiedinderungen der Teile®), wird
aber nicht mehr gemessen durch

d QOI + dQOS

Wenn sich die beiden Zustande A und B des Systems, deren
Entropien miteinander verglichen werden sollen, nur dadurch von-
einander unterscheiden, dass eine Wirmemenge d@, im Zustande A
sich in einem Teile des Systems befand, dessen Temperatur 7 ist,
wihrend sie sich im Zustande B, sei es durch Leitung oder Strahlung

86) Im Gegensatz hierzu giebt C. Newmann an, dass nur bei Ausschluss
von Wirmestrahlungen die Gesamtentropie eines gleichférmig temperierten
Systems gleich der Summe der Entropien seiner Teile ist (Leipz. Ber. 43 (1891),
p. 112, 113). In Wirklichkeit aber behandelt C. Newmann nur die Frage, unter

welchen Bedingungen der Zuwachs der Gesamtentropie gleich dQ‘” 4 =2 dQ"*

ist, und zwar nur in dem besonderen Falle T, = T;.
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transportiert, in einem Teile vorfindet, dessen Temperatur T, ist, wo-
bei T3 < T, so ergiebt sich nach (18)
1 1
Sp— 84 = Q7 — 7)-

Ein irreversibler Wérmetransport durch Lettung oder Strahlung zwischen
den Teilen des Systems bewirkt also eine Zunahme der Entropie.

Wenn das System andererseits einen vollstindigen Kreisprozess
beschreibt, so konnen wir die Wirmemenge d @, die ein Element des
Systems bei der Temperatur T aufnimmt, in zwei Teile teilen, einen
d@;, welcher ihm durch Leitung oder Strahlung von anderen Ele-
menten des Systems iibermittelt wird, den anderen d@,, welcher von
Korpern ausserhalb des betrachteten Systems- herkommt.

Fiir den Kreisprozess gilt nun:

()R- +Z() %

Hier ist die linke Seite Null, weil die Entropie nach Durchlaufung
des Kreisprozesses dieselbe wie am Anfange ist; andererseits ist das
erste Glied der rechten Seite positiv; mithin wird das zweite Glied

(19) Z(I)i‘}i<o.

Diese Beziehung stellt einen besonderen Fall einer Formel dar, die
als Clousius’'sche Ungleichung bekannt ist.

Wenn durch Reibung innerhalb des Systems oder durch andere
Umstinde eine Arbeitsmenge d@’ in Wiarme von der Temperatur T
verwandelt wird, so ist es am einfachsten, die Sache so aufzufassen,
als ob das System nach aussen hin die Arbeit d@ leistet und dafiir
eine gleichgrosse Menge an Wirmeenergie von aussen her aufnimmdt.
Die Entropie des Systems ist in diesem Falle um dQ'|T angewachsen.

Wenn das System einen Kreisprozess durchléuft, bei dem Arbeits-
mengen d¢’ in Wiarme von der Temperatur 7' verwandelt, Wirmeaus-
tausche d¢), im Innern des Systems stattfinden und Wirmemengen
d@Q, von aussen dem System zugefiihrt oder nach aussen von dem
System abgegeben werden, so kehrt die Entropie zu ihrem Ausgangs-
werte zurilick; es wird daher wie oben

S(f)-0-3(f)
v S())%+ SO

Eneyklop. d. math. Wissensch. V 1. 9
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da auf der rechten Seite das erste und letzte Integral positiv ist, gilt
auch jetzt die Clausius'sche Ungleichung

S(f) <o

In den meisten Fillen (z. B. wenn ein Gtas plotzlich in ein Vacuum
stiirzt, wenn sich zwei Gase rasch mischen, wenn ein gespannter Draht
zerreisst, wenn eine Salzlgsung plotzlich krystallisiert) ist der TUber-
gang von Arbeit in Wirme nur zum Teil nicht-umkehrbar, sodass ein
Teil der erzeugten Wirme dadurch wieder in Arbeit zurtickverwandelt
werden kann, dass man den Vorgang durch einen umkehrbaren Prozess
schliesst und zu dem Anfangsstadium zuriickleitet. In solchen Féllen %)
kann man wie in Nr. 12 annehmen, dass das betrachtete Element des
Systems die Wirme d @, bei der Temperatur T von einem Hiilfskérper
empfingt, welcher einen Carnot'schen Kreisprozess zwischen der je-
weiligen Temperatur 7' des Elementes und der konstanten Temperatar 7,
eines Wiarmereservoirs 3, ausfithrt. Die gesamte Wirmemenge, welche
durch diesen Hiilfskérper auf das System von M, iibertragen wird,

ist 7, 3())d@Q,/T. Wire dieses positiv, so miisste nach dem ersten
Hauptsatz eine entsprechende Arbeit geleistet sein, was nach dem
zweiten Hauptsatz unmoglich ist, da alle Korper in den Anfangs-
zustand zurtickgekehrt sind. Auch kann dieser Ausdruck nicht ver-
schwinden, weil sonst gegen die Voraussetzung der Prozess reversibel
wire. Mithin gilt wieder die Clausius’sche Ungleichung.

Denkt man sich einen beliebigen Ubergang von dem Zustande 4
nach dem Zustande B durch einen umkehrbaren Ubergang von B
nach A zu einem Kreisprozess geschlossen, so wird > f aQ/T, fir
den letzteren Ubergang berechnet, gleich der Anderung der Entropie
des Systems. Man hat daher, wenn der Ubergang von A nach B

und daher auch der Kreisprozess im ganzen betrachtet irreversibel ist:
B

(20) 2(f>di’%<0 und Zfdg“<SB—SA,

wo d @, nur die von aussen her bei der Temperatur 7' aufgenommenen
Wirmemengen bedeutet.

14. Anwendungen der Clausius’schen Ungleichung, insbeson-
dere auf das Universum. a) Nach aussen abgeschlossenes System. Wir
wenden die Ungleichung (20) auf ein System an, welches nach aussen

36) Einen interessanten Beweis giebt E. Carvallo, J. de Phys. 8 (1899), p. 161.
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hin abgeschlossen ist, also auch keine Wirmemengen d @, von aussen
empfangen kann. Sie besagt dann

Das heisst: Welcher Art auch die Vorginge sein migen, die im Innern
eines nach aussen abgeschlossenen Systems stattfinden mogen, jedenfalls
findet die Entwickelung in dem Sinne statt, das das System von Zu-
stinden kleinerer Entropie (A) zu Zustinden grisserer Entropie (B)
tibergeht.

Die Welt, als Ganzes betrachtet, ist jedenfalls ein derartiges
System, welches von aussen her keine Wirme empfangen kann.
Diirften wir die Welt als ein endliches System auffassen (als ein
System von endlicher Gesamtmasse, endlicher Ausdehnung ete.), so
wird die Ubertragung unseres Satzes keine Schwierigkeit haben.
Neigen wir dagegen zu der Auffassung, dass die Welt unendlich sei,
so wire zunichst die Frage zu entscheiden, ob oder unter welchen
Annahmen sich die Sitze der Thermodynamik auf unendliche Systeme
ausdehnen lassen. Da wir uns nicht in philosophische Spekulationen
verlieren konnen, miissen wir diese Frage unerértert lassen. Vielmehr
wollen wie die (an sich bedenkliche) Annahme ausdriicklich als solche
formulieren, dass es erlaubt sei, die Welt thermodynamisch wie ein
endliches System zu behandeln.

Alsdann kénnen wir auf Grund unserer Entropie-Ungleichung,
wenn wir noch den Inhalt des ersten Hauptsatzes hinzunehmen, mit
Clausius die beiden stolzen Sitze®") aussprechen:

Die Energie der Welt ist konstant.

Die Entropie der Welt strebt einem Maximum zu.

b) System in einer gleichformig temperierten Umgebung. Ist T,
die Temperatur der Umgebung und geht d@, von der Temperatur 7',
zur Temperatur T’ iiber, so muss d@,/T,—d@Q,/T stets negativ sein
und kann Null nur in dem Grenzfalle 7, = T werden. Daraufhin
lassen sich die Ungleichungen (20) ohne Summenzeichen in der Form
schreiben 3

(22) (f)%go, 23) deQagsB-—sA,

a
4

in der sich das Gleichheitszeichen auf umkehrbare Anderungen bezieht.
Ist iiberdies T, unabhdngig von der Zeit, so kann (22) geschrieben
werden

29 (f)ag.<0.

37) R. Clausius. Uber den zweiten Hauptsatz. Braunschweig 1867, Ab-

handlg. 1 p. 50.
7*
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Leistet das System keine Arbeit nach aussen, so wird d@, gleich
dem Zuwachs der inneren Energie d U; Gl (23) ergiebt dann

vder Us — Us < To (S5 — 8.)
(25) Up — T,85 < Uy — TS,

¢) Die Umgebung habe die gleichformige, konstante Temperatur T,
und iibe den gleichformigen, konstanten Druck p, senkrecht gegen die
Begrenzung des Systems aus; dann betréigt die Arbeitsleistung nach
aussen p,dV und es wird dQ,=dU—p,dV; Gl (23) ergiebt jetzt

(26) Upg— TuSs+ 0. Ve < Ui — T84+ puVa.

d) Hat das System selbst konstante gleichmdissige Temperatur und
konstanten gleichmdssigen Druck, so kann man in (25) und (26) T,
durch 7 und p, durch p ersetzen. Die dort vorkommenden Ausdriicke
werden dann mit den thermodynamischen Potentialen bei gegebenem
Volumen oder bei gegebenem Druck (vgl. Nr. 16) identisch und
unsere Ungleichungen besagen alsdann, dass unter den angegebenen
Umstiinden das System wur solche Ubergéiinge von Zustinden A ou Zu-
stinden B ausfiihren kann, bei denen die genammien Potentiale nicht
wachsen.

15. Nutgbare Energie oder Wirkungsfihigkeit. Ein Kérper M
befinde sich auf der absoluten Temperatur 7' und es sei 7, die niedrigste
Temperatur, die fiir den Kiihler einer mit dem Korper M als Quelle
konstruierten Wirmemaschine in Betracht kommt. Wenn dem Kérper
die Wirmemenge d@ entzogen und wenn gleichzeitig dem Kiihler die
Wirmemenge d @, mitgeteilt wird, so betrigt die mechanische Arbeit,
die in einem vollkommen umkehrbaren Prozess im Maximum geleistet
werden kann:

d

T

0

o

dA=dQ —d@,, wobei

S

Hieraus folgt

(28) a4 =aQ(1— )

Bedeutet d7' den Temperaturabfall, der durch Entzichen der Wérme-

menge d¢ in dem Korper M bewirkt wird, und I"' die Wirme-

kapazitit des Korpers, so wird die Gesamtarbeit, die aus dem Korper

gezogen werden kann, wenn man seine Temperatur bis 7|, erniedrigt:
T

A=fr(1_%)dT.

Ty
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Diese Grosse heisst die nuizhare Energic des Korpers oder seine
Wirkungsfihigkeit ).

Ist der Korper kilter als seine Umgebung, so kann man die
Sache so auffassen, als ob er ebenfalls ein Quantum nutzbarer Energie
besitzt, welches gegeben ist durch

Q=fll’(% —1)ar,

wo T, die fiir den Prozess in Betracht kommende hdchste Temperatur
der Umgebung und 7' < 7, ist. Der Prozess wiirde jetzt darin be-
stehen, dass dem Korper von aussen her Wirme zugefithrt wird, bis
er die Temperatur T, angenommen hat®).

Wenn die Wirmemenge d @ durch Leitung von der Temperatur
T, zu der Temperatur T, iibertragen wird, nimmt die mit Hilfe eines
Kiihlers von der Temperatur 7, verfiighar werdende Nutzarbeit um

den Betrag
1

1
1.49(7,— 1)
ab; wenn ausserdem die Arbeit d W (etwa durch Reibung) bei der
Temperatur 7' in Wirme verwandelt wird, nimmt die nutzbare
Energie ferner ab um

1
T, dW 3

und nur der Rest von dW kann riickwirts in Arbeit verwandelt
werden.

In allen solchen Fillen sagt man, dass die genannten Energie-
betrige zerstreut worden sind. Da in Wirklichkeit Reibung und
Wirmeabgabe durch Leitung nie vollig zu vermeiden sind, tritt eine
Zerstrenung der nutzbaren Energie iiberall auf. Man spricht daher
von dem Prinzip der Enmergicserstreuung oder Dissipation *®).

Betrachten wir ein System von Korpern, welches sich in einem
unendlichen gleichformig temperierten Medium befindet, so k&nnen
wir iiber die nutzbare Energie des Systems die folgenden Sitze aus-
sprechen:

38) Lord Kelvin, Phil. Mag. 7 (1879), p. 348; Math. Phys. Papers 1, p. 456.

39) Der umgekehrte Prozess, bei dem ein Korper unter die Temperatur
seiner Umgebung abgekiihlt werden soll, verbraucht Nutzarbeit; man denke an
die Erzeugung von kiinstlichem Eis in einer Eismaschine, die durch eine Dampf-
maschine bethitigt wird.

40) Lord Kelvin, Edinb. Proc. 3 (1852); Phil. Mag. (4) 4 (1852) p. 304 und
4) b (1853), p. 102; Math, Phys. Papers 1, p. 511 u. 554.
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1) Sie hingt von der Temperatur T, des umgebenden Mediums ab.

2) Sie ist, fur jeden Korper einzeln berechnet, um so grosser, je
mehr seine Temperatur von T, verschieden ist.

3) Sie nimmt bei allen nicht wmkehrbaren Prozessen ab.

4) Ihre Abnahme betrigt bei jedem solchen Prozesse das Ty-fache
der Zunahme der Enlropie.

Wenn man die Arbeit berechnet, die jeder Korper beim Abkiihlen
auf die Temperatur 7|, der Umgebung zu leisten vermag, ergiebt sich
der folgende einfache Ausdruck®!) der nutzbaren Energie:

Angenommen, es werde dem Korper die Wirmemenge d @ ent-
zogen, und es betrage dabei die Anderung des Volumens d ¥, die Ande-
rung der inneren Energie d U. Die Arbeit, welche die Wirmemenge d
zwischen den Temperaturen 7' und T leisten kann, ist d@Q(1—7,/T)
und die Arbeit, welche der Korper vermdge seiner Voluminderung
leistet, ist — pdV. Daher betrigt die gesamte verfiigbar werdende
mechanische Arbeit

dA=dQ(1 — ) — pav;
da aber
AU=dQ — pdV

war, kann man schreiben
d4—=dU—T,°% — qaU— 1,48.

Die gesamte nutzbare Energie des Korpers ergiebt sich so zu
T
@) A=[@U—T,d8)=U—U—T,(5— 5.
Zo

Handelt es sich um ein nach aussen hin isoliertes System un-
gleich erwirmter Korper von endlicher Grosse, so ist die innerhalb
des Systems nutzbar zu machende Energie gleich derjenigen Arbeit,
die man erhilt, wenn man durch vollkommen umkehrbare Prozesse
das ganze System auf eine gemeinsame Temperatur bringt*?).

Die gemeinsame Temperatur sei 7. Das Endergebnis wird durch
die Annahme nicht geéindert, dass die Vorgiinge zwischen den Kérpern
des Systems einerseits und einem Hiilfskirper andererseits statt-
finden, der selbst die Temperatur 7, besitzt, vorausgesetzt, dass die
algebraische Summe der vom Hiilfskérper aufgenommenen Wirme-

41) Einen geometrischen Beweis desselben giebt Maxwell, Theory of heat,
chap. 12, 10. Aufl. (1891), p. 188.

42) Lord Kelvin, Edinb. Proc. 3 (1852), p. 139; Phil Mag. (4) 4 (1852),
p. 304 und (4) 5 (1853), p. 102; Tait, Sketch of thermodynamics, p. 124; Edinb,
Proc. 1867—1868,
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mengen gleich Null ist. Bedeutet 7, die Anfangstemperatur, I, die
Wirmekapazitiit des r**® Korpers, so wird nach dem zweiten Haupt-
satz die von dem #*® Korper auf den Hiilfskorper iibertragene Wirme

7,
arT
T, /FT—T’;
7

da aber der Hiilfskérper im ganzen keine Warmezufuhr erhalten soll,
muss sein:

Tr
(30) Z?ﬂfr,f’_li —0.
T,

Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Endtemperatur 7. Ist
letztere bekannt, so berechnet sich die nutzbare Energie als die wih-
rend des Temperaturausgleichs freigewordene Wirmemenge zu

7,
(31) 4= f rdr.
Ty

Ist die Warmekapazitit der Korper insbesondere unabhingig von der
Temperatur, so lauten die beiden letzten Gleichungen einfach:

__ 2T, log T,
und
(33) A=3IT, — T,=T.,.

Besteht das System nur aus zwei Koérpern von gleicher Warme-
kapazitit (I3 = I, = I'/2, wo I' die Wirmekapazitit des ganzen
Systems bedeutet), so ergiebt sich

T,—VT.G; A=z (VI —VE).

Auch im allgemeinen Falle von beliebig vielen Korpern und be-
liebigen Wirmekapazititen lisst sich ein hnlich einfaches Resultat
erzielen, wenn man das System in eine Anzahl von Teilen zerlegt
denkt, deren Warmekapazititen unter sich gleich sind. Die Voraus-
setzung, dass die Wirmekapazititen nicht von der Temperatur ab-
hingen sollen, wird dabei aufrecht erhalten. Ist # die Anzahl der so
unterschiedenen Teile des Systems und heissen die Anfangstempera-
turen derselben 7, T,, ..., T,, so ergiebt sich wegen I == I, =
=TI, =1T/n:

(34) Ty="T Ty . T = G (1)
und

@) A=+ T+ +T)—TT=TAD— G D).
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Hier bedeutet G (7I') das geometrische, 4 (T) das arithmetische Mittel
der Anfangstemperaturen T}, ..., T,. Die nutzbare Energie eines nach
aussen hin isolierten Systems erweist sich so gleich dem Produkt aus
der Wiirmekapazitit des Systems in die Differens aus dem arithmetischen
und geometrischen Mitlel der Anfangstemperaturen.

II. Allgemeine Begriffe und Methoden der Thermodynamik.

16. Thermodynamische Potentiale. Der erste und zweite Haupt-
satz kann in die Aussagen®®) zusammengefasst werden, dass

(36) AU=d@Q —dW
und 29
37 a8 = T

die vollstindigen Differentiale zweier Funktionen sind, deren Werte
durch den augenblicklichen Zustand des Systems bestimmt werden; diese
beiden Funktionen heissen Fnergie und Fniropie des Systems.

Wir gehen jetzt dazu iiber, diese Gleichungen auf die Frage nach
dem Gleichgewicht eines thermisch-homogenen idealen thermodyna-
mischen Systems von # mechanischen Freiheitsgraden anzuwenden.
Der Zustand eines solchen Systems ist durch # allgemeine Koordinaten
%, 3%y, ..., x, und durch eine absolute Temperatur T’ vollig festgelegt.
Nennt man X, X;, ..., X, die allgemeinen Komponenten der Kraft
nach den Koordinaten z,, #,, ..., z,, so wird die bei irgend einer
»verriickung® oder Zustandsinderung dz,, dz,, ..., dz, des Systems
geleistete Hussere Arbeit gleich

AW = X,dz, + X,dX, + - + X,dx,.

Aus der vorangestellten analytischen Formulierung des ersten und
zweiten Hauptsatzes schliessen wir, dass

(38) AU=TdaS — X,dz, — X,dzy —--- — X, dz,.

Nun hingen Energie und Entropie nur von dem augenblicklichen Zu-
stand des Systems ab; sie sind also bekannt, wenn T, z,, .. ., z, ge-
geben sind. Andrerseits kann der Zustand des Systems auch durch
S, z,, ..., x, festgelegt werden; dann miissen sich Energie und Tem-

43) Die zweite dieser Aussagen ist mit der Behauptung gleichwertig, dass
T ein ,integrierender Nemner* des Differentials d@ ist. Vgl. Zeuner, Grundziige
der mechan, Wiarmeth., 2. Aufl, p. 74, wo die fragliche Eigenschaft fiir den re-
ziproken Wert der Carnot'schen Funktion w ausgesprochen wird, der mit T
identisch ist.
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peratur durch eben diese Grossen ausdriicken lassen. Gl (38) ent-
spricht dieser Wahl der unabhingigen Koordinaten und zeigt, dass

ou oU ouU

(39) §§=T7 5-’71=—X1’ T 9“5;=‘—Xn;

wo U als Funktion der Grossen S, ,, ..., z, gedacht ist. Mithin
sind alle thermodynamischen Eigenschaften des Systems durch die
Differentialquotienten einer einzelnen Funktion U ausgedriickt. Diese
Funktion U kawn als das thermodynamische Potential des Systems an-
gesehen werden, sofern als unabhingige Variable die allgemeinen Koor-
dinaten z,, . .., x, und die Entropie S benutet werden.

Es ist unter Umstinden praktischer, statt der eben benutzten
andere unabhiingige Variable zu Grunde zu legen; dann iibernehmen
andere Funktionen diejenige Rolle, die soeben U spielte. Wir be-
zeichnen diese Funktionen allgemein mit §§ und unterscheiden sie
durch Indices, welche auf die Wahl der unabhingigen Koordinaten
hinweisen, sodass die Energiefunktion U hiernach mit s . zu be-
zeichnen wire.

1) Die unabbingigen Variabeln seien 7' und x, ..., z,. Wir

setzen

(40) Sy, = U— T8

dann wird mit Riicksicht auf (38)
ag,,—aU—TdS—SdT

(41)
= —8dT — X, dz, — - - - — X, dw,.
Ist also g, durch die Grossen T, 7, ..., , ausgedriickt, so folgt:
a%T:c 6%1’:& a%Tz
(42) 3T=—S7 7)'9[,:'=—X1; ) amn‘__—“_Xn'

2) Die unabhingigen Variabeln seien die Kraftkomponenten
X,, ..., X, und die Temperatur. Wir definieren eine neue Funktion
Srx, indem wir setzen:

(43) %TX = %Tz + Xz -+ Xz,
nun wird
g,y = 48, + Xdo, +2,d X + -+ X do, + z,dX,
=—2~8dT + zdX, + -+ 2,dX,.
Ist also ¥, durch T, X, ..., X, allein ausgedriickt, so ergiebt sich

a%.’I'X a%TX a%TX
7T =—28, ‘3—XT=+931; Tty ﬁ;;“f—”n-

(44)

(45)
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3) Schliesslich kann man auch X,,..., X, und S als unab-
hingige Variable einfiihren. Dann ist die geeignete Funktion § die
folgende:

(46) %SX=U+X1x1++ann
Die partiellen Differentialquotienten der durch die Variabeln S, X,,..., X,
ausgedriickten Funktion ,, lauten:
08sx 98sx 08sx
(47) *‘3’3"‘=T; X, T Y px, T e

Die Grossen U und §§ sind genau genommen sédmtlich thermo-
dynamische Potentiale des Systems. Da indessen {, und §,, am
meisten vorkommen, werden diese insbesondere unter der Bezeichnung
,thermodynamische Potentiale“ verstanden. J, wird von Helmholtz*')
als freie Energie bezeichnet; sie ist gleichbedeutend mit dem dnneren
thermodynamischen Potential von Duhem*®) und der mittleren Lagrange-
schen Funktion von oJ. J. Thomson®®). ., . ist das folale thermodyna-
masche Potential von Duhem.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall eines einfachen Systems
(z. B. einer Fliissigkeit). Hier tritt neben S oder T als einzige zur
Festlegung des Zustandes noch erforderliche Koordinate das Volumen
der Fliissigkeit V auf; da die Arbeit einer Volumvermehrung dV gleich
pdV ist, so wird die zugehtrige Kraftkomponente gleich dem Fliissig-
keitsdrucke p. Die thermodynamischen Potentiale lauten jetzt

Ssv=U, Fppy=U—T8, §p,=U—T5+ p¥, s, = U+ 2V
Zur Abkiirzung der etwas schwerfilligen Bezeichnung soll fiir diese
vier Funktionen der Reihe nach geschrieben werden:

(48——51) U; %V’ 81’7 %S'

Sie liefern die Beziehungen:
ou ou iable S und ¥V
55 =+7T, a—V=——p...(Vanable und V),
0% 0%
_8_1_:_,=_S, —g—V-K:—_p...( ” T ”» V))
_a_T=__S, ?]7=+V( » Tr ., p)’
0% g
TS‘?‘:_’-T) 71-17§=+V ( ” 8 » p)'

44) H. von Helmholtz, Zur Thermodynamik chemischer Vorginge, Berl
Ber. 18821, p. 30; Wiss. Abhandlungen, Leipzig 1883, 2, p. 958.

45) P. Duhem, Traité 6lém. de méc. chim., Paris 1897, 1, p. 88.

46) J. J. Thomson, Applications of Dynamics, London 1888, cap. 10. Wegen
des Bildungsgesetzes dieser Funktionen vgl. Encykl. 4, Artikel Stdckel: Analy-
tische Mechanik.
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Dabei kann §y und Fp als thermodynamisches Potential bei gegebenem
Volumen bez. bei gegebenem Druck bezeichnet werden, indem man in
beiden Fillen im Gedichtnis behdlt, dass in der Form von § auch
die Abhiingigkeit von der Temperatur mit gegeben ist. Duhem sagt
statt dessen thermodynamische Potentiale bei konstantem Volumen
(konstantem Druck), weil alle Zustandsénderungen, die bei konstantem
Volumen (Druck) vor sich gehen, besonders einfach durch v (Fp)
beschrieben werden konnen.

Die grundlegende gemeinsame Eigenschaft aller dieser Grossen,
dass ndimlich diec samtlichen physikalischen und mechawischen Koeffizienten
des Koirpers (Ausdehnungskoeffizienten, Elastizititskoeffizienten etc.)
bekannt sind, wenn eine dieser Grossen als Funktion der sur Festlegung
des Zustandes gewdhlten unabhéingigen Variabeln gegeben ist, wurde zuerst
von F. Massieu*") in den Jahren 1869—1876 ausgesprochen; dieser
nannte solche Funktionen charakteristische Funktionen. Seine Funk-
tionen H und H’ sind in unserer Bezeichnungsweise gegeben durch

= — Gy, H = —Fp. J. W. Gibbs*®) benutzt den Buchstaben v
fir v, & fiir Fp, g fir JFs; das Wort Potential gebraucht Gibbs
bei chemischen Systemen in einem etwas anderen Sinne (vgl. Nr. 26).
M. Planck*®) u. a. fiihren eine Funktion — /7 ein, der aber nicht
die Eigenschaft eines thermodynamischen Potentials im obigen Sinne
zukommt.

17. Stabilititsbedingungen. Die Gleichungen der vorigen Nummer
konnen als die Bedingungen des Gleichgewichts eines thermodyna-
mischen Systems angesehen werden; dabei kann das durch diese Be-
dingungen definierte Gleichgewicht, &hnlich wie in der Mechanik,
stabil, labil, (instabid) oder indifferent (neutral) sein.

Ein Zustand A soll stabil genannt werden, wenn das System nicht
imstande ist, von selbst aus diesem Zustande in irgend einen mdg-
lichen benachbarten Zustand B tiberzugehen, wihrend es wohl von B
nach A iibergehen kann. Wenn der Ubergang von 4 nach B mdg-
lich, der von B nach 4 unmdglich, so ist der Zustand 4 notwendig
labil. Die Stabilitét ist also dann gesichert, wenn der Ubergang von
A zu jedem benachbarten Zustande B die aus der Clausius’schen Un-

47) F. Massiew, Paris, C.R. 69 (1869), p. 858, 1057 ; Paris, Mém. sav. étr. 22
(1876); J. phys. 6 (1877), p. 216.

48) J. W. Gibbs, Equil. of heterog. subst., Connect. Ac. Trans. 3 (1876,
1878) p.108—248 und p. 343—524.

49) Ann, Phys. Chem. 19 (1888), p. 859. Gibbs fiihrt (s. vorige Anm.) den
Gebrauch von —%P/T und ———%V/T auf Massiew (Paris C. R. 69 (1869), p. 858,
1057) zurdick.
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gleichung in Nr. 14 gezogenen Folgerungen verletzen wiirde. Die
Bedingung der Neutralitit eines Gleichgewichts ergiebt sich aus der
der Stabilitit durch Verwandlung des Zeichens der Ungleichheit in
das einer Gleichheit. Um Weitldufigkeiten zu vermeiden, wird dies
bei den folgenden Kriterien nicht jedesmal hervorgehoben werden.

a) Nach aussen abgeschlossenes System. Die Bedingung dafiir,
dass ein solches System im Zustande A stabil sei, ergiebt sich durch
Umkehrung des Sinnes von Ungleichung (21) und lautet:

(56) Sp < 84.

Dies ist die erste Hilfte derjenigen Gleichgewichtshedingungen, welche
Gibbs seinen Untersuchungen®) zu Grunde legt und in der folgenden
Form ausspricht: Damit bei einem nach aussen hin abgeschlossenen
System ein Gleichgewichtszustand stabil sei, ist es notwendig und
hinreichend, dass

L bei allen Zustandsinderungen, bei denen die Energie des Systems
ungedindert bleibt, die Entropie nicht zunehme; oder dass

IL bei allen Zustandsinderungen, bei denen die Entropie ungedndert
blesbt, die Emergie wicht abnehme.

In Zeichen heisst dies, dass

entweder (0S)y <0 oder (0U)s=0.

Die zweite Hilfte des Kriteriums ist dabei eine unmittelbare
Folge der ersten.

b) Das System befindet sich in einer Umgebung von der konstanten
Temperatur T und leistet keine Arbeit nach aussen. Durch Umkehrung
des Sinnes von Ungleichung (25) findet man als Stabilitdtsbedingung:
(57) Ug— TSg = Us— T84.

Dieses Kriterium findet eine hiufige Anwendung in den Untersuchungen
von Van der Waals (vgl. den folgenden Art.).

Es ist zu beachten, dass, wihrend die Temperatur des Systems
selbst im Gleichgewichtszustande 4 mit der der Umgebung T iiber-
einstimmen muss, dies fiir den Nachbarzustand B nicht der Fall zu
sein braucht, da ebensowohl Uberginge zu Zustinden B in Betracht
gerogen werden miissen, bei denen ein Temperaturunterschied zwischen
der Umgebung und dem System oder Teilen des Systems auftritt, wie
isothermische Uberginge. Die rechte Seite von (57) bedeutet daher
die freie Energie des Systems im Zustande A; aber die linke Seite
stimmt im allgemeinen nicht mit der freien Energie im Zustande B
tiberein, weil die Temperatur in B nicht gleich 7' zu sein braucht.

50) J. W. G1bbs, Connect. Ac. Trans. 8 (1896), p. 109.
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¢) Das System befindet sich in einer Umgebung von der konstamten
Temperatur T und dem konstanten Drucke p. In diesem Falle liefert
die Umkehrung der Ungleichung (26) die Stabilititsbedingung:

(58) Us— T8Sp + Vs 2> Us — T84+ pVa;

T und p sind zugleich Temperatur und Druck im Zustande A4, aber
nicht notwendigerweise im Zustande B. Die rechte Seite von (58)
ist daher das thermodynamische Potential des Systems bei gegebenem
Druck im Zustande A, aber die linke Seite ist nicht ein thermo-
dynamisches Potential fiir den Zustand B, wenn dieser Zustand hin-
sichtlich Temperatur oder Druck von der Umgebung verschieden ist.

d) Einfaches homogenes System. Soll ein solches homogen bleiben
und sich nicht in mehrere, ihren mechanischen oder thermischen Eigen-
schaften nach verschiedene Teile zerspalten, so muss jeder Teil des
Stoffes im stabilen Gleichgewicht sein, wenn Temperatur und Druck
der umgebenden Teile festgehalten werden. Daher findet die Bedingung
des vorigen Falles z. B. Anwendung auf die Masseneinheit des Stoffes
und liefert mit Riicksicht auf die p. 73 eingefiihrte Bezeichnungsweise:

(59) MB—TSB—f—_p’UAgMA—TSA—i—pUA
oder wenn up— ua=0u, Sg—S4=108, vpg—v,=0v gesetzt wird:
(60) du — Tos + pdv > 0.

Diese Form der Stabilitdtsbedingung ist ebenfalls von Gibbs5') benutzt
und geometrisch gedeutet worden (vgl. den folgenden Art.).

Entwickelt man 0% nach Potenzen von ds und dv, so muss die
Summe der linearen Glieder in (60) verschwinden, die der quadratischen
(lieder positiv definit sein. Erstere Forderung fiihrt auf die mit (52)
iibereinstimmenden Gleichungen:

ou ou
(61) Frain T, 7o P
letztere liefert die folgenden Stabilitéitsbedingungen:
0%u °u
(62) ¥ >0, Fre) >0,
0%u 0*u 0%u \?
(63) Gt 7 — (as3) > O

Bedingung (63) wurde in einer Priifung zu Cambridge vorgelegt®?)
in der Form:
To o5 G5 o0
51) J. W. Gbbs, Connect. Ac. Trans. 2 (1873), p. 388—392.

52) Mathematical Tripos 1880. H. H. Twrner, Examples in Heat and Elec-
{ricity, London 1885, p. 26, exemple 71.
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Wird die linke Seite im besonderen Null, so befindet sich der Zu-
stand an der Grenze zwischen Stabilitit und Labilitat.

Die Bedingungen (62) und (63) sind ferner #quivalent mit den
folgenden Bedingungen:

d d ds ds

6y  (3),<0, (B),<0, (G7),<0 (7),<0

Die ersten beiden driicken die Thatsache aus, dass die Elastizitéts-
moduln bei konstanter Temperatur und Entropie positiv sind (vgl
Bezeichnungen p. 75); die letzten beiden fordern, dass die spezifischen
Wirmen fiir konstanten Druck und konstantes Volumen positiv seien.
Die letatere Forderung bildet eine Spezialisierung des sogenannten
Helmholtz’schen Postulates®), welches fiir ein System von allgemeinem
Charakter wie folgt ausgesprochen werden kann:

Wenn ein System auf Normalkoordinaten bezogen ist, werden seine
spezifischen Wiirmen positiv.

Eingehender behandelt Duhem) die thermodynamische Stabilitit
eines allgemeinen Systems, indem er sich auf das Dirichlet’sche %)
Stabilitatskriterium der Dynamik stiitzt. Ebenso wie in dem zuletzt
betrachteten Falle hiingt die Stabilitit von den unendlich kleinen Ande-
rungen zweiter Ordnung der thermodynamischen Potentiale ab, falls die
Variabeln, die den Zustand des Systems definieren, sich um unendlich
kleine Grossen erster Ordnung #ndern. Die analytische Formulierung
der Stabilitéitsbedingungen betrifft daher die zweiten partiellen Diffe-
rentialquotienten der Potentiale. Steht das System unter dem Ein-
fluss dusserer Krifte, die ein Potential & haben, so findet Duhem, dass
das System stabil ist gegeniiber allen adiabatischen Anderungen, wenn
U+ & ein Minimum ist, und dass es stabil ist gegeniiber allen iso-
thermischen Anderungen, wenn U— 78 4 & ein Minimum ist. Dabei
wird ein System, welches bei isothermischen Anderungen stabil ist,
auch stabil bei adiabatischen Anderungen, falls es dem Helmholtz'schen
Postulate geniigt.

18. Wechsel der unabhiingigen Variabeln. Da von den drei
Variabeln p, v und 7 irgend zwei geniigen, um den Zustand einer
homogenen (tropfbaren oder gasformigen) Fliissigkeit festzulegen, so
muss es fiir jede solche Substanz eine Gleichung von der Form

(65) f@) v, T)=O

53) H. von Helmholtz, Zur Thermodynamik chemischer Vorginge, Berl.
Ber. 1882, p. 30; Wiss. Abhandlgn. 2, p. 9568.

54) P. Duhem, J. de Math. (4) 2 (1894), p. 262—285.

55) Lejeune Dirichlet, J. f. Math. 32 (1846), p. 85.



18, Wechsel der unabhiingigen Variabeln. 111

geben, welche jene drei Variabeln mit einander verkniipft und die
aus Versuchen zu bestimmen ist. Es gilt daher

dp—}—afd vt L ar=o,
hieraus folgt z. B. be1 festgehaltenem T
(Qz_@) _ __of yof
dv]r— ~ ov/ 9p

und zwei entsprechende Gleichungen. Man schliesst aus jhnen, dass

(66) (@) @) =1
und dass®%) ip N T
(67) (@), @), (G5), =—1

Die der Masseneinheit zugefilhrte Wirme dg kann in einer der
folgenden Formen geschrieben werden:

(68) dq = 7vdT + Zv d’l),
(69) aq = y,dT + 1,dp,
(70) dq = Mdv + Ndp,

wo 7, und p, die Wirmekapazititen der Masseneinheit (spezifische
Wiirmen) bei konstantem Volumen oder konstantem Druck, /, und I,
die latenten Warmen der Masseneinheit bei konstanter Temperatur
fir eine Anderung des Volumens oder des Druckes bedeuten (vgl.
hierzu den vorausgeschickten Abschnitt ,,Bezelchnungen“) und die
Zeichen M und N gewisse Funktionen der in Gleichung (70) zu un-
abhiingigen Variabeln gewdhlten Grossen v und p bedeuten. Wenn
man die unabhingigen Veréinderlichen in einer dieser Formeln i#ndert,
muss sich eine der anderen Formeln ergeben. So erhilt man

7oA + ldo = 7,d7 +1{(§7) a7 + (32, dn};

vergleicht man dieses mit (69), so ergiebt sich

(1) =1, (%)T, Yo ="t lv(gd%)p-
Ahnlich erhslt man:
(12) L=4(7), n=ra (7).

Durch Elimination von d7 aus (68) und (69) folgt ferner
Vp l,dv— 7va dp

(13) dg="——

56) Clausius, Abhandl. 2, p. 15, Gleichung (27).
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und durch Vergleichung mit (70)
toly Tolp

(14) M=

Yo T

Fiir eine adiabatische Zustandsinderung (dg = 0) konnen die
Quotienten der Differentiale von p, v und 7 hiernach bestimmt werden.
Fihrt man die Elastizititsmoduln e, und e, bei konstanter Entropie
und konstanter Temperatur ein, némlich (vgl. den Abschnitt ,Bezeichn.)

_ dp _ dp
a=—0v(g), e=—2(3),
so ergiebt sich aus (70), (74) und (72)
oM Tl Tedpy T
es—v‘ﬁ——"vy—vl—p——— ’07” (dU)T—“’Y”eT
oder
e y
(75) 'é;‘ = ﬁ == K.

In Worten heisst dieses: Die Elastizititsmoduln fiir adiabatische und
isotherme Zustondsinderungen verhalien sich ebenso wie die spezifischen
Widrmen bei konstantem Druck und konstanter Temperatur.

Fir adiabatische Anderungen erhdlt man ferner aus ((68), (1))
bez. ((69), (12)) die folgenden Formeln:

(16) @), =7 —— 5= (),
(77) (gl%)s = % = 7,,2710 (%)u'

Wenn neben Temperatur, Volumen und Druck auch Entropie
und Energie s und « der Masseneinheit in Betracht gezogen werden,
hat man im ganzen fiinf Variable. Irgend zwei von ihnen kinnen
als unabhéngige Variable oder als ,Koordinaten des Zustandes® be-
trachtet werden; die iibrigen sind dann fiir die gleiche Substanz ab-
hingige Variable und Funktionen jemer Koordinaten. Ferner wird
der partielle Differentialquotient einer Variabeln nach einer anderen
verschieden ausfallen, je nachdem man von den ibrigen Variabeln die
eine oder die andere oder die dritte beim Differenzieren festgehalten
hat. Bei b Variabeln ergeben sich auf solche Weise 5-4 .3 = 60
verschiedene partielle Differentialquotienten; jeder derselben ist, je
5-4
1.2
schiedenen Formen auszudriicken; im Ganzen sind 60 . 10 = 600
Formeln erforderlich, um alle diese partiellen Differentialquotienten
durch jedes Koordinatenpaar auszudriicken.

nach der Wahl der unabhingigen Koordinaten, in =10 ver-
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In manchen Lehrbiichern werden solche Formeln in tabellarischer
Apordnung gegeben. Um Weitliufigkeiten zu vermeiden, kann man
die Resultate unter die folgenden fiinf Rubriken bringen:

Es seien z, y die unabhingigen, «, 8, y die abhiingigen Variabeln.
Dann hat man57)

@ (), = am =

(@)
day

do 1 X
(79) (ﬁ)ﬂ= (El__a;) - a(a—,ﬁ_y) - ox 0y a—ﬁay ox ,
dolg oy oy
{)_oc_
d
(5) &&=é3=—%;
X/ iz
0o

o (Gl—my=

AC)) 0w 0y 0dudy

dey\ _ 1 _ Oy __0zdy 0yox
(82) (@), = (@)~ M T o8es ooy
da/y oz, ¥) ox 0y 0y ox

Indem man fir z, y, «, B, y die Werte v, p, T, s, u in irgend
einer passenden Reihenfolge einsetzt, kann jeder partielle Differential-
quotient durch jedes Paar von Zustandskoordinaten ausgedriickt und
kann jede thermodynamische Formel, welche die in Rede stehenden
Differentialquotienten enthilt, gewonnen werden.

Ahnlich liegen die Dinge bei einem System von beliebig vielen
Freiheitsgraden; die partiellen Differentialquotienten lassen sich dann
in der Form von Funktionaldeterminanten darstellen%®).

19. Folgerungen aus den Integrabilititsbedingungen. Die
Bedingung dafiir, dass Xdz -+ Ydy ein vollstindiges Differential ist,

57) Die Gleichungen (78) bis (82) kdnnen leicht nach bekannten analytischen
Methoden gefunden werden; ausserdem ergeben sich die ersten vier Gleichungen
auch, wenn man in der (z, y)-Ebene ein krummliniges Viereck konstruiert, das
von den Kurven o« = const., @ + de = const., § = const., § 4 df = const. begrenzt
wird, und die verschiedenen Ausdriicke fiir dessen Inhalt nach Forthebung des
gemeinsamen Faktors do df einander gleichsetzt. Die fiinfte Gleichung folgt
dann durch Division zweier vorhergehender durch einander. Dies geometrische
Verfahren wurde durch die Arbeiten von Rankine ausgebildet.

58) Vgl. z. B. B. Weinstein, Thermodynamik, p. 107,

Encyklop. d. math, Wisgensch. V 1. 8
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lautet bekanntlich 0X/6y = ¢Y/oxz. Nach dem ersten Hauptsatz ist
du == dgq — pdv

ein vollstindiges Differential. Benutzt man hier die in der vorigen

Nummer angegebenen drei Formen von dg (Gleichung (68) bis (70)),

so ergeben sich die folgenden Identitéten:

(53) =

(59 At =,

(85) it

Nach dem zweiten Hauptsatz ist andererseits
ds = %,g

ein vollstindiges Differential. Daher gelten auch die folgenden Be-
ziehungen:

alﬂ lﬂ ay’l’
(86) aT T dv’
ol l oy
P p__“YTp
(87) 3T T = B
oN NoT oM MoT
(88) 0 " T ov —dp T o

Durch Zusammenfassung des ersten und zweiten Gleichungstripels
erhilt man:

apy __ b oy b T aT
®) (5F), =7 O (57) =—7, O) Np—Mzp=—1,
sowie die weiteren Bezichungen
; o7, o*p <a7'p) 2%
(92) _3"17)1':: T (W)n’ (93) op)r T T (5—1—’5)12’

welche bei der Bestimmung von p, und p, von Nutzen sind.

Die Gleichungen (89) und (90) gehdren zu einem Satz von vier
Gleichungen, welche gewthnlich als die ,vier Maxwell’schen thermo-
dynamischen Relationen” bezeichnet werden®). Wir leiten dieselben be-
quemer mit Hiilfe der thermodynamischen Potentiale ab (vgl. Nr. 16,
p. 106). Dieselben mdgen, wenn sie sich auf die Masseneinheit der
Fliissigkeit beziehen,

2] %v? %p’ %s

(vgl. den Abschnitt ,Bezeichn.“ am Anfange des Art.) heissen.

60) J. C. Maxwell, Theory of heat, 1. Aufl,, London (1871), p. 167; 10. Aufl.
(1891), p. 169.
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Nun gelten die selbstverstindlichen Beziehungen:
Pu__ w0 _ 0T,
9500 oves’ 9Tov  ovel’ O
aus ihnen ergiebt sich mit Riicksicht auf die Gleichungen (52)
bis (55):

%4) (7). —— 7 G2

(95) (g%)z'= +T (%)v’
(96) @)=~ T G2)y
1) (%%)Az + T (%)p'

Die somit gewonnenen Maxwell'schen Relationen sind experimentell
gepriift und bestidtigt. @leichung (95) wurde zuerst von Clapeyron
gefunden (vgl. Nr. 10); sie ist mit Gleichung (10) und (89) identisch.

Die Maxwell'schen Relationen filhren zu den folgenden qualita-
tiven Folgerungen, sowie zu entsprechenden quantitativen Ergebnissen:

Wenn ein Stoff adiabatisch gedehnt wird, nimmt seine Temperatur
mit zunehmendem Volumen zu oder ab, je nachdem eine Wirme-
zufuhr bei konstantem Volumen den Druck verkleinert oder vergrossert.

Wenn ein Stoff isothermisch gedehnt wird, nimmt er mit zu-
nehmendem Volumen Wirme auf oder giebt Wirme ab, je nachdem
der Druck bei konstantem Volumen mit steigender Temperatur zu-
oder abnimmt.

Wenn ein Stoff isothermisch gedriickt wird, nimmt er mit wachsen-
dem Druck Warme auf oder giebt sie ab, je nachdem das Volumen
bei konstantem Druck mit steigender Temperatur ab- oder zunimmdt.

Wenn ein Stoff adiabatisch gedriickt wird, nimmt seine Temperatur
mit wachsendem Druck zu oder ab, je nachdem eine Wirmezufuhr
bei konstantem Druck das Volumen vergrossert oder verkleinert.

Ein Beispiel liefert das Verhalten des Wassers unterhalb der
Temperatur der grossesten Dichte; wir verweisen dieserhalb auf den

folgenden Artikel.

20. Die thermodynamischen Koeffizienten, ausgedriickt durch
die thermodynamischen Potentiale. Die Gesamtheit der thermo-
dynamischen Koeffizienten, die in den vorhergehenden Nummern vor-
kamen, lassen sich durch die thermodynamischen Potentiale 7, und
$, der Masseneinheit in einfacher Weise ausdriicken. Indem wir die
zusammengehorigen Ausdriicke einander gegeniiberstellen, sehen wir,
dass zwischen ihnen eine Art Dualititsprinzip besteht.

8*
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&,-Formeln.
Spezifische Wirme bei kon-

stantem Volumen: (98)
Ta’%‘ﬂ

”°=(§q) T(@T) 0T

Spezifische Wirme bei konstantem
Druck:

n=2(7),
=7 {(Gz), +

~—7 {5z

35 (52) }
+ BTav (88;’) }
%v

Nun ist aber p = — = ; also giebt
p=const.:
0%y 0*, [ovY |
0= 303T+ ov? '(ZTT)p’

indem man diesen Wert von ov/0 T
oben einsetzt, folgt (99)

0%, 0°Fy ( 0* %y )2
T@T” ov? ovoT
Yo=— '3, ’
ov?
mithin (100)
____ 9°Fy \? 1 0*s
[ O T(@@BT) ot
_ op\? s 0p
——7(57) /3

Der Ausdehnungskoeffizient bei
konstantem Druck

1 ),

Bei konstantem p ist

798 __ "3, 0*3y
817 av,dv—}—a aTdT 0;
mithin wird (101)
___ 0%, / 0%,
O =" wor ! Vv

Andererseits ist (102)
’ 1
=7 ( ) +3 (%

7= 1), =

T,-Formeln.
Spezifische Wirme bei kon-

stantem Druck: (98")
778

0s
T(ﬁ)p:— T
Spezifische Wirme bei konstantem
Volumen:

=7 (),
T{(av) +8p( ) }

——1 {58+ 75 () )

Nun ist aber v ==+ 7°5 0%” ; also giebt
v == const.:
().

)
0= 8p8T+
indem man diesen Wert von op/oT
oben einsetzt, folgt (99")
*Tp 0°Fp __ (9’%11 )2
oT* op* opoT
0*Fp ’

2

8%1:

T

Vo=

mithin (100")
=t =T(as) /5
—+7(37) /55

Der Temperaturkoeffizient des
Druckes bei konstantem Volumen

F__ 1 (opY
“=7> (aT),,
Bei konstantem v ist

op D oMT
mithin w1rd (101 )

' 0*Fp

=T oporT

Andererseits ist (102)

“=%(aa;) o/

2 %}p

*Fp
opt

8%p
Er}
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Entsprechendes liesse sich fiir andere thermodynamische Koeffi-
cienten durchfithren; doch moge die vorstehende Liste geniigen.

21. Thermo-Elastizitit. Als Beispiel eines Systems, dessen
Zustand im Gegensatz zu dem der Fliissigkeiten von mehr als einer
mechanischen Koordinate abhiingt, moge die Thermodynamik des
elastischen festen Korpers®') in allgemeinen Umrissen skizziert werden;
nihere Ausfiihrungen hierzu bringt der folgende Artikel.

In der Elastizititstheorie wird die Forminderung eines Kéorpers
durch sechs Komponenten beschrieben, welche ¢, ¢, &, 7, 7,, 7,
heissen mdgen und welche mit den Verriickungen & 7, { des Punktes
%, y, # durch Gleichungen von der Form

1
£z=‘g_§‘;;"" Ve =5 (%—2‘1"%);
zusammenhingen. Andererseits wird der Spannungszustand durch die
Angsbe der sechs Komponenten 6,, 6,, 6,, 7,, 7,, 7, beschrieben,
welche so gewihlt sind, dass bei einer hinzukommenden Forménderung
(de, dy) die am Korper geleistete Arbeit, pro Volumeinheit des nicht
deformierten Korpers berechnet, betriigt:

6 de, + -t T, dy, 4
Bedeutet ¢ die Dichte im urspriinglichen, nicht-deformierten Zu-
stande, so folgt aus den thermodynamischen Grundgesetzen als zu-
gehorige Anderung dw der inneren Energie pro Masseneinheit:

(108)  du=Tds+ 3 (6.ds,+ -+ r,dp, + )

Fithrt man daneben das thermodynamische Potential ., bei ge-
gebener Forminderung ein, nimlich
e = W — T
g0 wird o= %

(104)  dFo=—sdT + — (o, de, + -+ + r.dp. + ).

Hiernach bedeuten die Produkte ou und ¢, die in iiblicher Weise
definierten, auf die urspriingliche Volumeinheit bezogenen elastischen
Potentiale, ausgedriickt als Funktionen der Formanderungen einerseits,
der Entropie oder der Temperatur andererseits.

Die Integrabilititsbedingungen liefern Beziehungen®) von der
Form:

s 25, =G, Ga).,—— Gy, oo

61) Lord Kelvin, Quart. Math. Journ. 1 (1857), p. 57.
62) Erliuterungen hierzu giebt P. G. Tait, Sketch of thermodynamics.
Edinburgh 1868, p. 114.
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wo die den Differentialquotienten beigefiigten Indices wieder die beim
Differenzieren festgehaltenen Variabeln angeben und & im vorliegen-
den Falle die beiden Grossen &, und &, vertritt. Die Grosse ¢ wird
bei der Differentiation als konstant angesehen, da sie die urspriing-
liche Dichte bedeutet.

Wenn die Spannungskomponenten 6, 6,, 6,, 7,, 7,, 7, bei den
zu betrachtenden Zustandsinderungen gegeben sind, werden die als-
dann zu benutzenden Potentiale erhalten, indem man von # und .

den Ausdruck
1
L @tat 0yt, + 0,8+ w7y, + 1)

subtrahiert; die so erhaltenen Potentiale, welche den Bildungen sx
bez. Frx in der allgemeinen Theorie der Nr. 16 entsprechen, sind als
Funktionen der Spannungen einerseits, der Entropie oder Temperatur
andererseits aufzufassen. Dieselben mogen der Kiirze halber §§, und
&r heissen. §, ist wieder bei adiabatischem Spannungsverlauf (z. B.
schnelle Schwingungen), §r bei isothermischem (z. B. stationire Be-
anspruchung) zu benutzen. Handelt es sich im besonderen um eine
stationdire einfache Zugbeanspruchung parallel zur z-Axe bei kon-
stanter Temperatur, so gilt

R i)

z o \06, /1
und es bedeutet ¢,/é, den gewGhnlichen Elasticitdtsmodul.

Weiter fiihrt der Umstand, dass d §, und d §, vollstindige Diffe-

rentiale sind, zu den Folgerungen:

1 [de, oT 1 (ds, ov

8 o (5), == G+ G =+ G

Diese Gleichungen kdnnen ebenso wie die Mazwell'schen Relationen in
Nr. 19 gedeutet und an Hand des Experimentes®®) gepriift werden.
Z. B. besagt die vorletzte Gleichung, dass eine plétzliche (d. h. adiaba~
tische) Zunahme der Spannung die Temperatur eines Drahtes erhéhen
oder erniedrigen wird, je nachdem eine Wirmezufuhr bei konstanter
Spannung Verkiirzung oder Verlingerung des Drahtes bewirkt. Ersteres
ist der Fall bei Kautschuk. Wir verweisen wegen niherer Ausfithrungen
auf den folgenden Art.

63) J. P. Joule, Lond. Trans. 149 (1859), p. 91; Scientific papers 1, p. 143;
Edlund, Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p. 1; 126 (1865), p. 539.
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III. Anwendung der thermodynamischen Prinzipien auf
besondere Systeme.

22. Vollkommene Gase. Die Mehrzahl der Gase geniigt, wie
man gefunden hat, mit grosserer oder geringerer Naherung den folgen-
den Gesetzen, vorausgesetzt, dass ihr Zustand hinsichtlich Druck und
Temperatur geniigend weit von demjenigen Zustande entfernt ist, in
dem sie tropfbar-fliissig werden.

1) Das Boyle'sche Gesetz®) (auch Mariotte'sches Gesetz genannt).
Wenn die Temperatur konstant ist, @ndert sich das Volumen um-
gekehrt wie der Druck. Es ist also pv = const.,, wenn 7' = const,
oder allgemeiner ausgedriickt:

pv = f(T) = Funktion von T allein.

2) Das Gay- Lussac-Joule'sche Gesetz®). Bei der isothermischen
Kompression eines Gases wird die ganze Kompressionsarbeit in Warme
umgesetzt; umgekehrt ist bei der isothermischen Expansion eines
Gases die geleistete Arbeit der aufgenommenen Wirme #quivalent.

3) Die Clausius'sche Annahme®). Die spezifische Warme bei
konstantem Volumen ist von der Temperatur unabhéngig.

Ein vollkommenes Gas ist eine ideale Substanz, welche auf zwei
Weisen definiert werden kann. Nach der einen Definition ist ein
vollkommenes Gas eine Substanz, welche den beiden ersten Gesetzen
genau geniigt; nach der anderen, von Clausius zu Grunde gelegten
Definition ist es eine Substanz, die allen drei Gesetzen genau geniigt.

Wir leiten zunichst aus der ersten Definition die hauptsichlichen
Gasgesetze ab. Wenn ein Gas bei konstanter Temperatur langsam

64) R. Boyle, New experiments touching the Spring of Air. London 1660;
Mariotte, Second Hssai de Physique 1679, Ges. Werke. Haag 1740, p. 151.

65) Dasselbe wurde durch den folgenden Versuch festgestellt. Man nimmt
zwei gleiche Kupfergefisse 4 und B, welche durch einen Hahn verbunden und
in Wasser getaucht sind. Gefiiss A enthilt komprimiertes Gas, Gefiss B ist
Jeer. Ligst man das Gas von A nach B iibergehen, so darf das Wasser nicht
erwirmt werden, wenn das Gesetz richtig ist. In dieser Weise wurde der Ver-
such von Joule bei seinen Untersuchungen zum ersten Hauptsatz angestellt.
Vgl. Phil. Mag. (8) 26 (1845), p. 876; Papers 1, p. 172. Indessen ist zu be-
merken, dass ein im wesentlichen gleiches Verfahren schon 1808 von Gay-Lussac
mit Erfolg angewandt wurde. Vgl. Mém. Soc. d’Arceuil 1 (1807), p. 202. Ge-
wohnlich verbindet man den Namen Gay- Lussac’s mit derjenigen Folgerung
dieses Gesetzes, die wir unten als Charles’sches Gesetz auffiibren werden. Weitere
Versuche wurden von Hirn gemacht (Th. mécanique de la chaleur (3° Ausg.)
Paris (1875) 1, p. 298).

66) Dieselbe wird durch Versuche von Regnault gerechtfertigt.
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expandiert, so gilt wegen dI' = 0 (vgl. Gleichung (68)) dg =1, dv.
Andrerseits ist nach dem Joule’schen Gesetze dg = pdv. Hieraus folgt
(107) y = D.

Nach der Clapeyrow'schen Gleichung (89) ist aber

G ~%-%

Durch Integration folgt, dass p proportional mit T wird. Mit Hinzu-
nahme des Boyle'schen Gesetzes folgt hieraus, dass pv proportional mit
T ist, oder dass

(108) pv =BT

Der Wert der Integrations-Konstanten B ist offenbar umgekehrt pro-
portional der Dichte des Gases bei dem betreffenden Druck und der
betreffenden Temperatur.

In der kinetischen (Gastheorie wird gezeigh, dass bei gegebener
Temperatur der Gasdruck nur von der Anzahl # der Molekiile in der
Volumeinheit abhingt (dvogadro’sche Regel). Bedeutet M das sog.
Molekulargewicht, d. h. das Verhiltnis der Masse eines Molekiils des
betr. Gases zur Masse eines Wasserstoffatoms, so ist die Masse der
Volumeinheit proportional zu M#» und daher das Volumen der Massen-
einheit proportional zu 1/Mun; also wird » fiir alle Gase proportional
mit 1/Mv. Daraus folgt, dass B umgekehrt proportional mit M ist.
Setzt man also B==R/M, so wird R eine universelle Konstante,
d. h. R hat fiir alle Gase den gleichen Wert®). Setzt man o = Mo,
so ist ©" das sog. Molekularvolumen. Gl. (108) kann nun auch so
geschrieben werden, dass sie nur die universelle Konstante R enthilt,
némlich
(109) pv'= RT.

Die absolute Temperatur eines Gases ist sowohl nach Gl (108)
wie nach (109) bei festgehaltenem Druck dem Volumen und bei un-
verinderlichem Volumen dem Druck proportional. Das erste dieser
beiden Ergebnisse ist unter dem Namen Charles’sches oder Gay-Lussac-
sches Gesetz bekannt®®).

67) In den Bezeichnungen folgen wir dem Vorgange von Zeuner und unter-
scheiden demgemiiss konsequent zwischen der fiir das einzelne Gas charakte-
ristischen Gaskonstanten B und der wniversellen Gaskonstanten R = B M.

68) Aus diesem Gesetz folgh, dass der kubische Ausdehnungskoeffizient
eines vollkommenen Gases bei konstantem Druck

« _L(ﬂzf 1
Py dT)p_T

bei gleicher Temperatur fir alle vollkommenen Gase der gleiche ist. Gay-
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Mithin stellt ein vollkommenes Gas, von dem entweder der Druck
oder das Volumen konstant gehalten wird, ein Thermometer dar, in-
dem sein Volumen oder sein Druck der absoluten Temperatur pro-
portional ist. Ist das Gas gewGhnliche Luft, so erhilt man das so-
genannte Luftthermometer von konstantem Druck oder konstantem
Volumen, welches leicht experimentell zu realisieren ist. Nach den
vorausgehenden Erorterungen giebt ein Luftthermometer eine an-
gendherte absolute Temperaturskala. Um eine genaue Skala zu er-
halten, miisste man die Abweichungen der Luft von dem Boyle'schen
und Joule'schen Gesetz durch den Versuch bestimmen; hiertiber wird
in der folgenden Nummer berichtet werden.

Aus (71), (107) und (108) ergiebt sich noch die zu (107) ana-
loge Gleichung:

’ av v

(107) L=L(g),=r ()=~
Weiter ist

(110) du = dq — pdv=y,dT + (I, — p)dv=y,dT,

letzteres wegen Gleichung (107). Nun ist aber du ein vollstindiges
Differential. Daher wird p, eine Funktion von 7' allein. Das heisst:
die spezifische Wdrme bei konstantem Volumen ist eine Funktion der
Temperatur allein. Das Gleiche gilt von der inneren Energie w.

Nach Nr. 18 Gleichung (71) ist fiir ein vollkommenes Gas:

ov

(111) vo— 2=k (33),—»5 = B
das heisst: Die Differenz der spezifischen Wiirmen ist fiir ein und das-
selbe Gas eine Konmstante. Fiir verschiedene Gase verhalten sich die
Differenzen der spezifischen Wirmen umgekehrt wie die Molekular-
gewichte.

Gentigt das Gas auch noch der Clausius’schen Annahme, so
werden beide spezifischen Wirmen Konstonte.

Lussac (Ann. de chimie 43 (1802), p. 157) bespricht diese Thatsache und be-
merkt, dass sie schon friilher von Charles durch Zufall gefunden, aber nicht
publiziert sei. Die Gay- Lussac'schen Versuchsergebnisse geniigen bereits zu
zeigen, dass die durch verschiedene Gasthermometer gelieferten Temperatur-
skalen identisch sind, und den Nullpunkt der Gastemperaturen als denjenigen
Punkt zu definieren, bei dem das Volumen aller vollkommenen Gase bei kon-
stantem Druck verschwinden wiirde, wenn im Verlauf der Abkithlung das Ver-
halten der Gase ungeisindert bleiben wiirde. Die historisch vorangehende Kenntnis
dieser Temperaturskala erleichterte wesentlich die Einfihrung der mit ihr zu-
sammenfallenden absoluten Temperaturskala und gab den Ausschlag fir die
jetzt allgemein angenommene Definition derselben im Gegensatz zu der von
Lord Kelvin urepriinglich vorgeschlagenen (vgl. Nr. 10, Anm. 30).
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Die Gleichungen der Adiabaten ausgedriickt in den Koordinaten
p und v ergeben sich am leichtesten aus der Beziehung zwischen den
Elastizititsmoduln und den spezifischen Wirmen (Nr. 18, Gleichung
(15)). Hiernach ist
0P\ _ o (2) — _ B __ 2.
Goh=r(G0), = — S =—n3
Durch Integration folgt das von Poisson®) aufgestellte und nach ihm
benannte Gesetz:

(112) pv* = const.

Man hat diese Formel angewandt™), um die Verhiltniszahl  fiir
irgend ein Gas innerhalb derjenigen Grenzen der Annzherung zu be-
stimmen, die durch den Begriff des vollkommenen Gases gesteckt sind.
Beziehen sich die Indices 1 und 2 auf zwei Zustiinde, die derselben
Adiabate angehoren, so gilt nimlich

Noch mdge auf den Zusammenhang dieser Zahl mit der Schall-
geschwindigkeit hingewiesen werden, der des Niheren in Enc. IV (Art.
Lamb: Akustik) erlautert ist. Allgemein gilt fiir die Schallgeschwindig-
keit @ in einem beliebigen (vollkommenen oder nicht-vollkommenen) Gase,
dass a* = (dp/dg),= — v? (dp/dv),= ve, ist. Fiir vollkommene Gase
berechnet man andererseits ver == — v? (dp/dv)r = BT und erhilt
mit Riicksicht auf Gl (75) a®= % BT. Bei den wirklichen Gasen ist
der Wert von (dp/dv)r oder, was auf dasselbe herauskommt, der Wert
von er aus der direkten Beobachtung zu entnehmen und man erhilt
a? = xvep. Wird ausserdem die Schallgeschwindigkeit (oder die
Wellenldnge des Schalls) in dem betr. Gase beobachtet, so ist x be-
kannt™). Es ergiebt sich (fir Luft oder Wasserstoff) » = 1,40.

Um Entropie, Energie und thermodynamische Potentiale eines

69) S. D. Poisson, Ann. chim. phys. (2) 33 (1823), p. 15; Traité de Mécanique
2° édit. 2 (1833), p. 646, 647.

70) Clément und Désormes, J. phys. 89 (1819), p. 428; Gay- Lussac und
Welter, Ann. chim. phys. (1) 19 (1821), p. 486, (2) 20 (1821), p. 206; Cazin, Ann.
chim. phys. (3) 66 (1862), p. 206; R. Kohlrausch, Ann. Phys. Chem. 136 (1869),
p. 618; Rontgen, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), p. 552, 148 (1873), p. 580; Massau,
Ann. chim. phys. (8) 53 (1858), p. 268; Hirn, Th. Mécanique de la chaleur 1
(2t Aufl.), p. 69.

71) Wir verweisen insbesondere auf die Arbeiten von W. Kunmdi, Ann,
Phys. Chem. 128 (1866), p. 337, 135 (1868), p. 548 und J. J. Miller, Ann. Phys.
Chem. 154 (1875), p. 113. Wegen weiterer Litteratur s. den im Text genannten
Art. aus Bd. IV,
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vollkommenen Gases unter Zugrundelegung der Clausius'schen De-
finition zu bestimmen, schreiben wir der Reihe nach:

dq = y,dT + pdv,
Y aT a
ds="2dT+ % dv—y, 5% + B,

(113) s =y, log T4 Blog v 4 s,,
wo s, eine Konstante. Ferner ist nach Gleichung (110):
(114) du = p,dT, also u = p,T 4 u,

wo u, ebenfalls eine Konstante. Nach den Definitionen in Nr. 16
ergiebt sich aus (113) und (114):

E,=u—1Ts
(115) ——JQ”T + uy— T(y,log T+ Blog v+ s,y
=y — Tsy + 7,7(1 —log T) — BT log v
und
8 =3, +pv

—uy— Ts, + p,T (1 —log T) —BTlog(%T) + BT

— g — T (5 + Blog B) + (7, + B) T'(1 — log T) + BT log p.
=uy— T6, + y,T(1 —log T) + BT logp,
wo die Konstante 6, den Wert s, + Blog B hat. —

Wir gliedern hier die Behandlung der Gasgemische an und
driicken ihre thermodynamischen Eigenschaften durch die ihrer kon-
stituierenden Bestandteile aus.

Als Definition dessen, was wir unter einem Gasgemisch verstehen
wollen, schicken wir die folgende z. B. bei Luft durch die Erfahrung
bestatigte Annahme voran: Wenn wir zwei oder mehr Gase sich lang-
sam mischen lassen, nachdem wir sic auf gleichen Druck und gleiche
Temperatur gebracht haben, blesbt ihr Gesamtvolumen bei der Mischung
ungeindert. Ein Corollar dieser Annahme ist unter dem Namen des
Daltow'schen Gesetzes bekannt und lautet: Der Druck eines Gasgemisches,
welches sich in einem gegebenen Volumen V bei gegebener Temperatur T
befindet, ist die Summe der Partialdrucke, welche die einzelnen Bestand-
teile in dem Volumen V bei der Temperatur T hervorbringen wiirden.

Es seien m’ und m” die Massen der beiden Bestandteile des Ge-
misches und es mogen ebenso die iibrigen thermodynamischen Gréssen
durch Accente unterschieden werden. Dann ist, wenn die Mischung
bei gleichem Druck und gleicher Temperatur vor sich geht:

p’v'=_B'T, pv/I=BI/T

(116)

und
[ N4 n 1 ’ "
V=m'v 4+ m"v" = (m 4 m")y,
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also

_ wWB A w'B

PO =

T
mithin wird die Gaskonstante des Gemisches
(117) p=rZ1nr.

Wenn sich die Gase bei der Temperatur 7' und dem Drucke p
ohne Wirmeentwickelung™) mischen, wird, da bei ungedndert bleibendem
Gesamtvolumen keine Arbeit geleistet wird, die innere Energie die
Summe der Energie der Bestandteile sein, also

(118) (m' + m") u = m'uw + m"u”.
Wir benutzen den Energieausdruck u = »,T + u, (Gl (114)) und er-
halten:

(' + m”) (7, T + vg) = ' (7, T + ug) + m" (»," T + wy"),

also o .
m m

(119) e
eine Beziehung, welche besagt, dass die gesamte Wirmekapazitdat der
beiden Bestandteile durch ihre Mischung nicht gefindert wird und
dass auch die spezifische Wirme eines Gasgemisches von Druck und
Temperatur unabhingig ist.

Tragen wir die Werte (117) und (119) in die Entropiegleichung
(113) ein, so ergiebt sich
(120) s= m__*_“;;;—_{-'_ ;nn,,y” log T + m—-————i,i Z,,B logv + s,.
Schreibt man wieder s, s” fiir die Entropie der Masseneinheit der
beiden Bestandteile bei der Temperatur 7 und dem spezifischen Vo-
lumen v, so sagt die vorige Gleichung aus, dass bis auf eine Inte-
grationskonstante
(121) (m' 4+ m") s =m's’ + m"s";
d. h. die Gesamtentropie einer Mischung ist (bis auf eine Konstante)
gleich der Summe der Entropien ihrer Komponenten bei gleicher
Temperatur und gleichem spezifischen Volumen.

Nimmt man an, dass dic genannte Komstante verschwindet, so
erhilt man die thermodynamischen Potentiale der Masseneinheit der
Mischung, ausgedriickt durch die ihrer Komponenten:

72) In diesem Falle sagt man, dass keine chemischen Wirkungen bei der
Mischung auftreten; nur an solche Gemische ist im Folgenden gedacht. C. Neu-
mann zitiert die aus der im Text gemachten Annahme folgende Gl. (118) als
Kirchhoff’sche Hypothese. Vgl. Theorie der Wirme, Leipzig 1875, p. 166 oder
Leipz. Ber. 48 (1891), p. 112.
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(122) ' + m") Fo= ', + m'F,,
(123) (' 4 m") F=m'F, + m'Fy;

d. h. die thermodynamischen Potentiale der Gesamtmasse der Mischung
sind gleich der Summe derjenigen Potentiale, welche die beiden Kom-
ponenten fiir sich bei gleicher Temperatur und gleichem spezifischen
Volumen bezw. gleichem Druck haben wiirden.

Diese Ergebnisse decken sich sachlich mit denen von Gibbs™)
und Anderen.

23. Bestimmung der absoluten Temperatur. Nachdem in
Nr. 9 eine rein theoretische Definition der absoluten Temperatur ge-
geben war, mag nun gezeigt werden, wie man absolute Temperaturen
experimentell bestimmen kann. Die diesbeziiglichen Methoden kniipfen
an die Clapeyrow’sche Gleichung (89) oder die analoge Gleichung (90)

apy __ 1, doy b
an, welche in integrierter Form lauten (die Integration bei festgehal-
tenem Volumen bez. bei festgehaltenem Druck ausgefiihrt):

(124) logT=f%£+C’ 1og1~=,~fi;p£+a

Bei der weiteren Verwertung dieser Formel muss die latente Warme
l, bez. I, als Funktion des Druckes bez. des Volumens auf Grund
experimenteller Daten bekannt sein. Die Integrationskonstante C, die
natiirlich von » bez. von p abhiingt, bestimmt die Einheit der abso-

73) Connect. Ac. Trans. 3 (1876), p. 210—215. Da die Diffusion zweier Gase
bei gleicher Temperatur und gleichem Druck irreversibel ist, wird man erwarten,
dass sie von einer Zunahme der Entropie begleitet ist. Die obige Annahme nun
ist gleichbedeutend mit der Behauptung, dass diese Entropiezunahme dieselbe
ist, wie sie beobachtet werden wiirde, wenn sich die Gase von ihrem urspring-
Yichen Volomen m’v', m’’v” jedes fiir sich im Vakuum auf das Volumen V= m'v’
4 m” v ausdehnen wiirden, und kann nach Gibbs durch die folgenden Erfahrungs-
thatsachen gerechtfertigt werden: Wenn verschiedene Fliissigkeiten oder feste
Korper mit einer Mischung ihrer Dimpfe im Gleichgewicht sind, so ist der Druck
des Gemisches gleich der Summe der Dampfdrucke der Komponenten bei gleicher
Temperatur. Die Gase eines Gemisches konnen daher voneinander getrennt
werden, indem man eines von ihnen bei dem spezifischen Volumen v der Mischung
verfliissigt, von den iibrigen abscheidet und nachtriiglich bei der gleichen Tem-
peratur wieder verdampft. Dann ist das spezifische Volumen wieder ». Aus
dem Umstande, dass dieses Verfahren umkehrbar ist, darf man schliessen, dass
die Entropie des Gemisches gleich der Summe der Entropien seiner in solcher
‘Weise voneinander getrennten Bestandteile ist.



126 V3. G. H. Bryan. Allgemeine Grundlegung der Thermodynamik.

luten Temperatur oder die Grosse von 1° Statt (124) kann man
auch schreiben

2 o
(125) 1og—%==f%ﬂ, bez. log%—:—-— -ff’.
P v

Wir haben nun an beriihmte Versuche von Joule und Kelvin™) zu
erinnern, durch welche die Auswertung der rechten Seite unserer Glei-
chung ermoglicht wird. Die Anordnung dieser Versuche war, soweit
sie fiir uns in Betracht kommt, folgende:

Man lisst das Gas durch eine Rohre stromen, welche einen Ver-
schluss mit einer Anzahl Durchbohrungen oder einen pordsen Stopfen
enthilt. Beim Passieren derselben erleidet das Gas durch die Reibung
im Stopfen eine Abnahme des Druckes. Es bieten sich nun zwei Be-
obachtungsmethoden dar, je nachdem man den Vorgang isothermisch
oder adiabatisch leitet:

a) Das Gas wird in einem Kalorimeter auf seiner urspriinglichen
Temperatur gehalten und es wird die Warme gemessen, die das
Kalorimeter abgiebt, wihrend die Masseneinheit des Gases durch
den Stopfen stromt. Schliesslich wird diese Wirmemenge durch
Multiplikation mit dem mechanischen Wirmetquivalent auf Arbeits-
einheiten reduziert.

b) Dem Gase wird weder Wirmeenergie von aussen zugefiihrt,
noch entzogen; man misst die Temperaturinderung, die durch den
Stopfen hervorgerufen wird, an einem gewdhnlichen Thermometer.

a) Im ersten Falle sei p, v und p’, v" Druck und Volumen der
Masseneinheit des Gases vor und nach dem Durchgang durch den
Stopfen, g die Wirmemenge, die dem Kalorimeter durch die Massen-
einheit des Gases entzogen wird. Um eine konstante Gasmenge in
Betracht zu ziehen, kann man annehmen, dass vorne und hinten in
der Rohre bewegliche Kolben angebracht sind, durch die der Druck
auf beiden Seiten konstant gehalten wird. Geht eine Gasmenge dm
durch den Stopfen, so riickt der hintere Kolben um vdm/F nach,
wihrend der vordere Kolben um v'dm/F vorwirts getrieben wird, wo
F den Querschnitt der Rohre bedeutet. Mithin bedeutet (pv— p'v")dm
die mechanische Arbeit, die an der Masse dm von den Kolben ge-
leistet wird, und pv — p'v" die entsprechende Arbeit pro Massenein-
heit. Dieselbe Arbeit, die hier als Arbeit der fingierten Kolben be-

74) Lord Kelvin, Edinb. Trans. 20 (1851), p. 294; Jowle und Thomson,
Phil. Mag. (4) 4 (1852), p. 481; Lond. Trans. 143 (1853), p. 357; 144 (1854), p. 321;
Lond Proc. 10 (1860), p. 502; Lond. Trans. 1522 (1862), p. 579; H. L. Callendar,
Phil. Mag. Januar 1903, p. 48.
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rechnet ist, wird in Wirklichkeit an der hinteren bez. vorderen Be-
grenzung der betrachteten Gasmenge von den an sie angrenzenden,
nachdriickenden bez. entgegenwirkenden Gasteilchen geleistet.

Im iibrigen wird im Innern der Gasmenge selbst, da sie sich
beim Passieren des Stopfens isothermisch dehnt, die Expansionsarbeit
f pdv geleistet. Die Gesamtarbeit ist daher (pv — p'v") + f pdov.
Diese Arbeit wird in Wiarmeenergie verwandelt; es kommt ausserdem
die dem Kalorimeter entzogene (in Arbeitseinheiten gemessene) Wirme-
menge ¢ zu ihr hinzu. Die so entstehende Gesamtwirme wird von
dem Gase bei der isothermischen Expansion von dem Volumen v auf

das Volumen »" verbraucht und ist deshalb gleich f l,dv, also wird:

Slav=q+@o—p)+ [piv
Somit hat man schliesslich
(126) ¢ = (p'v' —po) + f (lo —p) dv

oder auch, indem man die Differenz v" — v = dv als hinreichend klein
voraussetzt und O (pv) fiir p’'v" — pv schreibt,

(127) q=09(pv) + (I, —p) ov.

Die vom Kalorimeter abgegebene Wirmemenge ist hiernach
dargestellt .durch zwei Terme, von denen der erste von der Abweichung
des Versuchsgases vom DBoyle'schen Gesetz herriihrt, wihrend der
zweite Term, welcher I, — p zum Faktor hat, seinen Ursprung in der
Abweichung des Gases vom Joule'schen Gesetze hat (s. Gleichung (107),
welche eine direkte Folge jenes Gesetzes war). Wire das Versuchs-
gas ein vollkommenes Gas, so wire die fragliche Wirmemenge null;
unterscheidet es sich von einem vollkommenen Gas nur wenig, so
sind beide Terme in Gleichung (127) klein.

Nun kann die genaue Gleichung der Isothermen und damit zu-
gleich die Differenz d(pv) durch geeignete Versuche bestimmt und
als bekannt angesehen werden; misst man also die Warmemenge g,
so lisst sich mach Gleichung (127) die Differenz I, — p berechnen.
Jedenfalls ergiebt sich so ein Wert von I,, der wenig von p abwei-
chen wird. Wir schreiben etwa
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1 1
T =7 + ¢,
wo ¢ klein ist und gehen nunmehr auf die Gleichung (125) zurtick.

Dieselbe schreibt sich jetzt

P
T2‘ 2
log T = logﬁ—1 -[—fedp
oder auch P
(128) T = Ape)*?*,

wo A eine Konstante bedeutet.

Nun wird durch ein Luftthermometer von konstantem Volumen
die Temperatur dahin definiert, dass sie dem Drucke der Luft pro-
portional, also etwa gleich Ap sei. Mithin liefert Gleichung (128)
diejenige Korrektion, welche an den Ablesungen eines Luftthermometers
von konstantem Volumen amzubringen ist, um sie auf absolute Tempe-
raturen zu reduzieren.

b) Im zweiten der oben unterschiedenen Fille sei d¢ die Tempe-
raturzunahme des Gtases, die durch Reibung am Stopfen hervorgerufen
ist, gemessen an einem ganz beliebigen Thermometer. Die Arbeit,
die an der Oberfliche der betrachteten Gasmenge von den angrenzen-
den Gasteilchen bez. im Innern derselben bei der Expansion geleistet
wird, ist wieder

pv — p'v" fpd/u.

Benutzen wir wie oben die Abkiirzungen 0v=1v"—v, 0 (pv)=p'v'—pv,
so kdnmen wir hierfiir schreiben:

pdv — 0 (pv) = — vop.
Diese Arbeit tritt abermals als Warmeenergie auf und wird teils in
die latente Wirme der Expansion verwandelt, teils bewirkt sie die

Temperaturiinderung des Gases. Benutzt man zundchst Gl. (69) aus
Nr. 18, so erhilt man durch Gleichsetzen

—v0p =1,0p + ¢,0T.
Fiihrt man nun statt 07 die an einem Thermometer mit konventioneller
Skala gemessene Temperaturinderung d¢ ein, so hat man die vorige
Gleichung zu ersetzen durch

— vdp ==1,0p + ¢,0%;
hier bedeutet ¢, die spezifische Wirme des Gases bei konstantem
Druck, becogen auf das gerade gewdihlie Thermometer, d. h. die in
Arbeitseinheiten gemessene Wirmemenge, die die Temperatur des
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Glases bei konstantem Druck um einen Skalenteil jenes Thermometers
erhoht. Man findet so

Jdi

(129) lp=———v—cp3—5~
Bei einem vollkommenen Gase ist nach Gl (107") I, gleich — v;
mithin wird bei einem wirklichen Gase, dessen Verhalten von dem
der vollkommenen (ase nicht zu sehr abweicht, das Zusatzglied
¢,0t/0p in GL (129) klein sein. Man kann also, dhnlich wie oben,

setzen:

(130) —
Gl (125) giebt daraufhin:

log %,’—’— = log %’— + Jedv
oder auch ' ' v

(131) T = Avel*™,

wo A abermals eine Konstante.
Wie der Vergleich von (130) und (129) zeigt, ist die Bedeutung

von & diese:

Die Versuche von Joule und Thomson und anderen Beobachtern
zeigten, dass ¢ ungefihr proportional war mit dp, selbst dann, wenn
betriichtliche Druckdifferenzen dp bei der Beobachtung vorkamen.
Man kann daher das Verhiltnis 64/0p (den sogenannten ,Abkiihlungs-
effekt®) leicht und genau bestimmen, indem man die Anordnung so
withlt, dass 8¢ und dp nicht zu klein werden. Somit ist auch die in
(131) vorkommende Grisse ¢ einer genauen Messung zuginglich und
kann als eine bekannte Funktion von v gelten. Die Exponential-
grosse in (131) kann daraufhin ausgewertet werden. Sie liefert die-
jenige Korrektion, welche an den Ablesungen eines Luftthermometers von
konstantem Druck anzubringen ist, um dieselben auf absolute Temperatur
2u reduzieren.

Eine erschopfende Behandlung des Problems unter Beriicksichtigung
der experimentellen Verhiltnisse giebt H. L. Callendar ™).

24. Phaseninderungen, insbesondere Anderungen des Aggregat-
zustandes. Der feste, fliissige und gasformige Aggregatzustand liefert
ein Beispiel dafiir, dass ein und derselbe Stoff in verschiedenen Er-
scheinungsformen oder Phasen vorkommen kann. Die allgemeinen

Gesetze, welche den Ubergang einer Phase in eine andere beherrschen,
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1, 9
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sollen hier an dem Beispiel der Aggregatzustinde entwickelt werden;
sie gelten aber allgemeiner fiir beliebige Phasenéinderungen. Im folgen-
den Artikel werden Beispiele von Phaseninderungen allgemeinerer
Art behandelt werden.

Ist die Temperatur gegeben und so beschaffen, dass bei dieser Tem-
peratur zwei verschiedene Phasen des Stoffes im Gleichgewicht neben
einander bestehen konnen, so muss gleichzeitig der Druck einen be-
stimmten Wert haben (,,Gleichgewichtsdruck®); entsprechend muss, wenn
der Druck gegeben ist, beim Gleichgewicht beider Phasen die Temperatur
eine geeignete sein (,,(leichgewichtstemperatur®). Z. B. ist der Siede-
punkt des Wassers diejenige Temperatur, bei der Wasser in dem
fliissigen und gasférmigen Zustande zusammen bestehen kann, wenn
der Druck der normale Atmosphirendruck ist. Druck und Temperatur,
bei denen Gleichgewicht zwischen beiden Phasen herrscht, sind also
durch eine Gleichung von der Form ¢(p,T) =0 verbunden. Ein
System, in dem beide Phasen vertreten und im Gleichgewicht mit ein-
ander sind, heisst ein gesdttigter Komplex beider Phasen ™), die Kurve,
welche die Gleichung ¢(p, T') = O graphisch veranschaulicht, heisst
die Sdttigungskurve.

Ist ein gestttigter Komplex z. B. in einem Cylinder mit beweg-
lichem Kolben enthalten, so kann man sein Volumen vergrdssern und
zugleich die Temperatur konstant halten; danmn wird ein Teil des
Stoffes von der Phase grosserer zu der geringerer Dichte iibergehen,
bis der Druck der urspriingliche geworden ist; das Umgekehrte wird
eintreten, wenn man das Volumen verkleinert. Bei diesem Ubergange
wird eine gewisse Wirmemenge verbraucht oder abgegeben. Die
Wirmemenge 4, die erforderlich ist, um die Masseneinheit von der
einen in die andere Phase iiberzufiihren, heisst die latente Wirme der
Uberfiikrung oder die spezifische Reaktionswirme (von Zeuner der Wirme-
inhalt des Prozesses genannt). Man sagt, dass der Stoff von der niederen
zu der hoheren Phase oder von der hdheren zu der niederen iibergeht, je
nachdem latente Wirme aufgenommen oder abgegeben wird. Wenn
einem gesittigten Komplex bei konstantem Druck Wérme zugefiihrt
wird und gleichzeitig die Temperatur den durch Gleichung @ (p, ) = 0
bestimmten Wert beibehdlt, wird alle Wirme dazu verbraucht, um
eine gewisse Menge des Stoffes von der niederen in die hohere Phase

758) Das Wort Mischung (Gemisch), welches ebenfalls vielfach zur Bezeich-
nung eines aus mehreren Phasen bestehenden, heterogenen Systems benutzt wird,
soll hier fiir die homogenen wirklichen Mischungen verschiedener Stoffe oder ver-
schiedener Phasen desselben Stoffes reserviert werden, in welchem Sinne es be-
reits in der Nr. 22 benutzt wurde.
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iiberzufiihren; dies dauert so lange, bis der ganze Stoff in die héhere
Phase iibergegangen ist. Entsprechend geht, wenn einem gesittigten
Komplex in derselben Weise Wirme entzogen wird, ein Teil des Stoffes
von der hoheren in die niedere Phase iiber. Andern sich Druck und
Temperatur in Ubereinstimmung mit der Gleichung ¢(p, 7) = 0, so
werden die Werte von dq/dT, fiir die Masseneinheit der beiden
Phasen berechnet, die spezifischen Wirmen der Phasen im S#ttigungs-
zustande genannt und mit p’ und ¢” bezeichnet.

Man betrachte die Masseneinheit des gesittigten Komplexes und
bezeichne die darin enthaltenen Massen der beiden Phasen bez. mit z
und 1 — 2. Volumen, Energie und Entropie v, u, s der Masseneinheit
des Komplexes sind dann mit den entsprechenden, fiir die Massen-
einheit der beiden Phasen berechneten Grdssen ¢/, u, s'; v”, u”, §”
durch die Gleichungen verbunden:

(132) v=uv + (1 — 2)?”,
(133) u=zuw + (1 —z)u’,
(134) s=uzs 4 (1 —x)s".

Die Zufithrung einer Wirmemenge dg wird im allgemeinen einen
Temperaturzuwachs d7' bewirken und ausserdem eine gewisse Menge
dz von der niederen in die hohere Phase iiberfilhren. Dabei hingen
dq, dT uwnd dx durch die Gleichung zusammen:

(13b) dg ={zy + (1 —x)y"}dT + Adx.

Andererseits wird eine Temperaturinderung d7' im allgemeinen
mit einer Voluminderung dv verbunden sein; gleichzeitig wird eine
gewisse Menge dxz aus der einen in die andere Phase tibergehen.
Nach (132) hiingen dv, dT und dx folgendermassen zusammen:

(136)  dv={o 2% + (1 —2) 20 aT + @ — v)ds.
Bei festgehaltener Temperatur ergiebt sich hieraus:
(dv)p = (" — v")dx;
Gleichung (135) besagt in diesem Falle
Durch Division folgt also
dg 3
(137) (), =t =5="

Die latente Wiirme der Voluménderung ist sonach mit der latenten
Wéirme der Phaseninderung in Zusammenhang gebracht.
9*
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Ziehen wir noch die Clapeyrow’sche Gleichung heran, so kénnen wir
weiter schliessen

(138) ap _ Lk

hier wurde in der Schreibweise von dp/dT der Hinweis auf das fest-
zuhaltende Volumen als iiberfliissig fortgelassen; da n#mlich, solange
der Komplex gesittigt ist, p eine Funktion von 7T’ allein ist, ent-
sprechend der Gleichung ¢(p, T') = 0, hingt der Wert des Differential-
quotienten nicht von der Annahme o = const. ah.

Es handle sich ferner um einen adiabatischen, durch plétzliche
Druckéinderung hervorgerufenen Prozess. Setzt man in (135) dg =0,
8o ergiebt sich:

LW Y Y

aT/), 1

und nach (138)
dx\  (dx dp 2y + A —2)y" v—0"
(9.~ (7)== =40t 22

Somit bestimmt das Vorzeichen der rechten Seite, ob bei einem adia-
batischen Prozess Substanz in die hohere oder niedere Phase iiber-
gefithrt wird.

Sind 3" und »” beide positiv, so ist (dz/dp), positiv, wenn v’ <v”,
negativ, wenn v’ > ", Mithin bewirkt eine plétzliche Kompression,
dass Substanz aus derjenigen Phase, in der sie das grossere Volumen,
zu derjenigen Phase, in der sie das kleinere Volumen hat, transformiert
wird. Z. B. bewirkt Kompression beim Gleichgewicht zwischen Eis
und Wasser (v" < v”) Verfliissigung, bei dem zwischen festem und
fliissigem Schwefel (v" > v”) Verfestigung.

Ist " negativ, so bleibt die Unterscheidung dieselbe, falls nur
yx 4+ 9" (1 — z) positiv ist, d. h. falls
’r y”’ 7*

Y —7

x>
In dem Grenzfalle

’”

= ,,7 7
Yy —v
bewirkt eine hinreichend geringe Kompression dp keine Phaseniinderung
oder nur eine solche, welche mit dp verglichen von der zweiten Ord-
nung ist.
Ist dagegen

7"
T < s
=y’
so kehrt sich die Erscheinung um; eine Kompression bewirkt jetat,
dass Substanz von der Phase kleineren zu der grosseren Volumens
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iibergeht. Allgemein gesprochen, hingt im Falle y' <O die Wirkunyg
einer plotzlichen Kompression von den Mengen z, 1 — x der beiden
Komponenten des Komplexes ab.
Nach dem ersten Hauptsatz gilt mit Riicksicht auf Gl. (135)
du=dq — pdv
— {2y’ + (L —a)y") AT+ 2dw—p P2 dv—p L2 aT.

Da du ein vollstindiges Differential und p im Zustande der Sattigung
eine Funktion von 7' allein ist, schreiben wir die Integrabilitits-
bedingung fiir die rechte Seite folgendermassen™):
p a0 9k dp 0v L)
YV T PaT T oT  arTon  PoxoT
oder
ok ’ " dp ov a ’ ’”
57— O — V) =gr5s —ar @ — ")
Nach Gl. (138) wird hieraus
al 2{ 4 44
(139) 3T TV V-
Diese Formel ist von Clausius™) gegeben worden; noch einfacher wie
auf dem angegebenen Wege folgt sie daraus, dass
aq zy + 1 —2)7" a
- & h ————— &I + dz

ein vollstindiges Differential ist. Im folgenden Artikel werden von
dieser Clausius’schen Formel eine Reihe wichtiger Anwendungen ge-
geben werden. '

Frsetzen wir in der obigen Uberlegung, weleche zu Gl (137)
fihrte, v durch s, so erhalten wir fiir eine isothermische Zustands-

dnderung:
dq *
(D), ==

Es ist aber nach der Definition der Entropie dg/ds = T, so dass sich
das einfache Resultat ergiebt:
i

(140) §— 8 =

Wir wollen nunmehr die Bedingung fiir das (leichgewicht zweier
Phasen oder, was auf dasselbe herauskommen wird, die Gleichung der
Sittigungskurve ¢ (p, T') = 0 in einer iibersichtlichen Form aufstellen.
Wenn die Masseneinheit des Stoffes von der niederen in die h&here
Phase bei konstantem Druck und konstanter Temperatur iibergefiihrt

76) Lord Kelvin, Edinb. Trans 20 (1851), p. 389; Phil. Mag. (4) 4 (1852),
p. 174; sowie Clausius (s. folg. Anm.).
77) R. Clausius, Ann, Phys. Chem. 79 (1850), p. 368, 500.
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wird, betrigt die dabei aufgenommene Wirmemenge 7'(s" — s”); die
geleistete Arbeit ist p(v' —v”). Nach dem ersten Hauptsatz wird
daher die Anderung der inneren Energie der Masseneinheit:

ur o u" — T(s/ . Sl/ _p(vl —U” ,
woraus

M’ —_ TSV +pvl o ul’ . Tsll + p””.
Mit Riicksicht auf die Definition der thermodynamischen Potentiale
konnen wir hierfiir einfach schreiben:

(141) & = Tb-

Soll also Gleichgewicht zwischen beiden Phasen bestehen, so miissen die
thermodynamischen Potentiale bei gegebenem Druck fiir beide Phasen
emander gleich sein. Da diese Potentiale als Funktionen von p und T
zu denken sind, so liefert (141) zugleich die gesuchte Darstellung der
Sittigungskurve in den Koordinaten p und 7.

Es ist indessen zu der hier abgeleiteten Gleichheit noch folgendes
zu bemerken. Die Definitionen der Energie und der Entropie enthalten
je eine willkiirliche Integrationskonstante (s. Nr.4 und Nr. 11); infolge
dessen wire unsere obige Gleichung nur bis auf ein unbestimmtes
Zusatzglied von der Form 4 4 BT richtig, wenn es lediglich méoglich
wire, Phaseniinderungen auf diskontinuierlichem Wege vorzunehmen.
Dem gegeniiber zeigt die Theorie des kritischen Punktes (s. den folgen-
den Art.), dass man bei vielen, wenn nicht bei allen Stoffen von der
einen zu der anderen Phase durch eine kontinuierliche Folge von Zu-
standsiinderungen ibergehen kann (ndmlich auf einem Wege, welcher
in der p, v-Ebene den kritischen Punkt umfasst). BEs ist klar, dass
auf diese Weise die Unbestimmtheit des Zusatzgliedes gehoben und
unsere Gleichung als genau giltig erwiesen werden kann.

Die Sittigungskurve trennt solche Gebiete der (p, T')-Ebene, wo
T > T von solchen Gebieten, wo F, < §F, ist. Handelt es sich um
ein System, in dem beide Phasen vorhanden sind, ohne dass die
Gleichgewichtsbedingung erfiillt ist, so findet bei festgehaltenen Werten
von p und 7' eine Umsetzung in dem Sinne statt, dass der Stoff der-
jenigen Phase zustrebt, in der der Wert von § der kleinere ist (vgl.
Nr.14¢c). Man kann hiernach im Sinne von Nr. 17¢ auch sagen: der
Stoff ist in demjenigen Gebiet der (p, 7)-Ebene, wo F, > F, ist, in
der niederen Phase stabil, dagegen in demjenigen Gebiet, wo F, < &y,
@ der hoheren Phase.

25. Der Tripelpunkt. Es sind viele Stoffe bekannt, welche in
allen drei Aggregatzustéinden, in der gasformigen, fliissigen und festen
Phase bestehen konnen, Man denke z. B. an Wasser. Fille von
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Koexistenz desselben Stoffes in drei verschiedenen Phasen, von denen
z. B. zwei fest sind, bringt der nichste Artikel. Auch die folgenden
Sitze gelten nicht nur fiir die drei Aggregatzustinde, sondern fiir drei
beliebige koexistierende Phasen.

Spy Tn, Tp moOgen die Potentiale bei gegebenem Druck fiir die
Masseneinheit in den drei Phasen bedeuten. Aus der vorigen Nr.
folgt, dass der Stoff gleichzeitig in der zweiten und dritten Phase im
Gleichgewicht sein kann, wenn Druck und Temperatur so beschaffen
sind, dass sie der Gleichung ¥, = ¥, geniigen, dass der Stoff gleich-
zeitig in der dritten und ersten Phase im Gleichgewichtszustande vor-
kommen kann, wenn die Gleichung §,” = ¥, erfiillt ist, und endlich
in der ersten und zweiten Phase, wenn F, = §, gilt. Infolgedessen
kann er in allen drei Phasen zugleich bestehen, wenn

(142) T = = "
Diese Doppelgleichung bestimmt die beiden Variabeln p und I’ voll-
stindig. Es giebt daher nur ein oder eine endliche Anzahl von
Wertepaaren p, T, bei denen alle drei Phasen zugleich Bestand haben.
In der p7-Ebene bestimmen diese Wertepaare ein oder mehrere
Punkte. Dieselben heissen Tripelpunkie™).

Bei Wasser giebt es einen Tripelpunkt fiir die Phasen der drei
Aggregatzustinde und dieser kann leicht experimentell untersucht
werden™). Hier werden die drei Kurven ¥, =, §p =8, & = &
als Dampf-, FEis- und p
Rauhfrost- Kurve be-
zeichnet. Alle drei Kur-
ven schneiden sich not-
wendig in einem ge-
meinsamen Punkte, dem
Tripelpunkte.

Konstruiert man
die drei Kurven (Fig. 5)
und bedenkt, dass die-
jenige Phase stabil ist,
welcher der kleinste
Wert von § zukommt, Fig. 5.

78) Die Moglichkeit des Tripelpunktes wurde von Regnault ausgesprochen
(Paris, Mém. 16 (1847), p. 751) und seine Existenz von James Thomson nachge-
wiesen (Phil. Mag. (4) 47 (1874), p. 447).

79) Bei Wasser entspricht der Tripelpunkt einer Temperatur von 0,0074° C.
und einem Druck von 0,00614 atm.
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so erkennt man, dass die punktierten Linien der Figur labilen und nur
die ausgezogenen stabilen Zustéinden entsprechen.

Die Verteilung dieser Kurven in der Nihe des Tripelpunktes®)
kann dadurch untersucht werden, dass man ihre Schnittpunkte mit
einer zur Axe OP parallelen Geraden bestimmt, die zu einer von der
Temperatur des Tripelpunktes um den kleinen Betrag A T abweichenden
Temperatur gehort. Bedeutet Ap,; den Betrag, um welchen der Druck
im Schnittpunkte jener Geraden mit der Trennungslinie §, = §, von
dem Druck im Tripelpunkte abweicht und haben Ap,, Ap,, die ent-
sprechende Bedeutung fiir die anderen Trennungslinien, so gilt

(% — %) drat+ (57 —F5) 6T =0
und zwei entsprechende Gleichungen fiir die Schnittpunkte unserer
zu OP parallelen Geraden mit den beiden anderen Trennungslinien.
Nun ist aber 9% /op = das Volumen der Masseneinheit in der
hiochsten Phase etc.; substituiert man diesen Wert und addiert die
drei genannten Gleichungen, so ergiebt sich

(143) (V" — v")Apyy + (V7 — V) Apgy; + (V' — ") Ap; = 0.
Diese Gleichung ist der Gleichung von Moutier

(143)  (Apsy — Apy) (v — ) = (Bpyy — Bpyg) (0" — 7))
dquivalent, der sich durch cyklische Vertauschung der Indices zwei
gleichwertige Ausdriicke, z. B.

(143")  (Apyy — Apy) (0 — 0") = (Bpyy — Bpy) (07 — "
an die Seite stellen lassen. Ist v >v” >v", so folgt aus der letaten
Gleichung wegen der entgegengesetzten Vorzeichen von »" — ¢” und
o' — ", dass auch Ap, — Ap,, und Ap,, — Ap,, entgegengesetzte
Vorzeichen haben. Es liegt also Ap;, zwischen Ap,, und Ap,, und
man hat die Regel: Wenn man in der (p, T)-Ebene in der Nihe des
Tripelpunktes eine Parallele zur p-Axe zieht und sie zum Schwitt mit
den drev Trennungskurven bringt, so enispricht der mittelste Schunittpunkt
derjenigen Phasendinderung, die mit der grissten Volumdnderung ver-
bunden ist 8Y).

Nehmen wir schliesslich einen Stoff, der in mehr als drei Phasen
vorkommt, sagen wir z. B. in vier Phasen, so verlangt die Bedingung
dafiir, dass alle vier Phasen bei gleichem Druck urid gleicher Tem-

80) Die folgenden Auseinandersetzungen griinden sich auf die Arbeiten von
J. Moutier, Paris, Bull. soc. phil. (6) 13 (1876), p. 60; (7) 1 (1877), p. 7; 2 (1878),
P. 247; 3 (1879), p. 233; 5 (1880), p. 31.

81) Im iibrigen sei verwiesen auf G. Kirchhoff, Ann, Phys. Chem. 103 (1858),
P. 206; J. Moutier, Ann chim. phys. (5) 1 (1874), p. 343.
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peratur nebeneinander mdglich sind, dass die vier Potentiale §p, &,
amn IV

Joy §p durch die Gleichung verkniipft sind:
F=% =% — 5"

Da aber diese dreifache Gleichung nur zwei Variable p und 7 ent-
hilt, so ist es im allgemeinen unmdglich, ihr zu geniigen und wir
schliessen, dass im allgemeinen wicht mehr wie drei Phasen desselben
Stoffes bei gleichem Druck und gleicher Temperatur koexistieren kbnnen.

Allgemein erkennen wir, solange wir es mit einem einzelnen Stoff
zu thun haben: 1) Es konnen drei Phasen in einem oder mehreren
Punkten der (p,T)-Ebene zusammen bestehen. 2) Zwei Phasen
konnen lings einer oder mehrerer Linien der (p, T')-Ebene nebenein-
ander bestehen. 3) In allen iibrigen Punkten der (p, T')-Ebene ist
nur eine Phase im Gleichgewicht und zwar im stabilen Gleichgewicht
nur in den Punkten gewisser Fldchenrdwme, welche durch die unter
2) genannten Kurven begrenzt werden.

Im ersten Falle heisst das System énvariant, da weder sein Druck
noch seine Temperatur variiert werden konnen, ohne dass sich die
Phasenzahl verringert. Im zweiten Falle nennt man das System wni-
variont, da entweder p oder T geiindert werden konnen, wenn nur die
andere dieser beiden Variabeln entsprechend so geindert wird, dass
der Punkt (p, 7) aaf der vorgenannten Kurve verbleibt. Im dritten
Falle spricht man von einem bivarianten System, da sowohl p wie T
unabhiingig von einander variiert werden diirfen, vorausgesetzt, dass
der Punkt p, 7' nicht die Grenzen desjenigen Gebietes verlisst, in dem
sich die betrachtete Phase im stabilen Gleichgewicht befindet.

Die Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf den Fall, wo
eine Reihe von Stoffen an die Stelle des bisher betrachteten einzelnen
Stoffes tritt, bildet die Phasentheoric von Gibbs, zu der wir nun iber-
gehen.

26. Gleichgewicht chemischer Systeme®?). Unser System sei
aus den Massen m,, m,, . .., m, von k verschiedenen Stoffen zusammen-
gesetzt, die wir 4, B, ..., K nennen mogen, und stehe unter dem
gleichmissigen Drucke p; die gemeinsame Temperatur des Systems
sei 7. Wir setzen das System zuniichst als homogene Mischung der
% Stoffe voraus. Die gesamte Energie U hingt jetzt nicht nur von
dem Gesamtvolumen ¥ und der Entropie S ab, sondern auch von den
Massen m,, m,, ..., m;,. Man fiige die Menge dm, des Stoffes K
hinzu und nenne den Zuwachs der gesamten Energie bei gleich blei-

82) J. W. Gibbs, Connect. Ac. Trans. 3 (1876—1878), p. 108, 343.
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bender Grosse des Gesamtvolumens und der Entropie u,dmy,; dann
wird w, von Gibbs als das Potential des Stoffes K innerhalb des
betrachteten chemischen Systems bezeichnet. Das Differential des
Energieausdrucks wird nach dieser Einfiihrung:

(144) AU = TdS — pdV 4+ Sudm
oU _p U __ oU
W=1 Fy=—Db0 jp=u

Betrachtet man verschiedene Systeme derselben Zusammensetzung,
bei gleicher Temperatur, gleichem Druck und gleichen Verhiltnissen der
verschiedenen Bestandteile, so werden die Grossen U, S, V,m,, ..., m,
simtlich der Giesamtmasse des betr. Systems proportional sein; es wird
daher U eine homogene Funktion ersten Grades von S, V,m,,...,m,
sein und nach dem FEuler'schen Theorem iiber hamogene Funktionen
erhilt man®%3):

5) U=820 + 704 Dlm,? ™ U ST —pV + Smu.

Nach der Definition des thermodynamischen Potentials bei ge-
gebenem Druck folgt fiir letzteres unmittelbar der einfache Ausdruck:

(146) So=U—T8 +pV=mu.
Spezialisieren wir dies fiir den Fall eines einfachen Systems (k = 1),
so ergiebt sich einfach Fr=— mp, F, =u. Die Gibbs'schen Po-
tentiale w erweisen sich also als Verallgemeinerungen des fiir die
Masseneinheit eines chemisch einheitlichen Systems berechneten Poten-
tials bei gegebenem Druck. Im allgemeinen Falle sind die Potentiale
g Funktionen der Temperatur, des Druckes und der prozentualen Zu-
sammensetzung des Systems, d. h. sie hiingen nicht von den absoluten
sondern nur von den verhéltnisméssigen Massen der Bestandteile ab.
Berechnet man dU aus Gleichung (145) und vergleicht diesen
Wert mit (144), so ergiebt sich:

(147) SdT —Vdp + Smdu=0.

88) Dies kann auch wie folgt bewiesen werden. Man nehme an, dass das
Volumen, die Entropie sowie die Masse eines jeden Bestandteiles des Systems
um den kleinen Bruchteil de ihrer urspriinglichen Betrige vergrossert wurden:

aV = Vde, d8 = Sde, dm, = m,de.
Durch Einsetzen in (144) folgt alsdann

=@T— pV+ Sumde.
Das so entstehende System ist dem urspriinglichen in allen Stiicken gleich, nur
dasg seine Glesamtmasse im Verhiltnis 1 4 de : 1 grosser ist. Deshalb hat man
U+ dU = (1 + de) U oder dU = Ude. Aus den beiden angegebenen Werten
von dU folgt durch Gleichsetzen der obige Ausdruck von U.
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Die physikalische Bedeutung dieser Gleichung ist von L. Natanson®)
und J. E. Trevor®) untersucht worden. Nach der Auffassung von
Trevor stellt Gleichung (144) die Energiefinderung eines chemischen
Systems dar, soweit sie direkt von #usseren Einwirkungen herriihrt,
und entsprechend bedeuten die einzelnen Terme in Gleichung (147)
diejenigen Energieiinderungen, die innerhalb des Systems bei #usseren
Einwirkungen Platz greifen und sich wechselseitig kompensieren. Die
¢inzelnen Terme der linken Seite von (147) konnen dann passend als
diejenigen Energiemengen angesprochen werden, die wihrend einer
Temperatur- oder Druckiinderung von dem einen Potential des Systems
auf ein anderes transformiert werden.

Die Gleichungen dieser Nr. enthalten 2k - 5 Variable, nimlich:

U’ S} V? mdfmb7 ) mk?

T,py thay s -+ 5 W

andrerseits erkennt man aus physikalischen Uberlegungen, dass der
Zustand des Systems durch k- 2 Variable festgelegt ist. Wir werden
jetzt zeigen, dass die Kenntnis eines geeigneten Funktionalausdruckes
geniigt, um die zugehorigen Werte der iibrigen Variabeln zu be-
stimmen.

In der That: sind z. B. die Massen m,, ..., m,, das Volumen V
und die Entropie S gegeben und ist der Ausdruck der inneren Energie
in der Form

(148) U=/f(S, V,m,,... m)

bekannt, so bestimmen sich die tibrigen Variabeln durch die partiellen
Differentialquotienten von U aus den Gleichungen (144).

Sind andrerseits die Massen m,, ..., #,, Volumen und Tem-
peratur gegeben, so bildet man nach der Regel von Nr. 16 den
Adsdruck

(149) Fr=U—T8=f(T, Vg, ..., my)

und erhilt die Variabeln S,p und g durch die Ableitungen:
0% 0% 08

(150) S=_'a—%: pr“"";‘ﬁ?l/7 !"i="—m:”'

Sind wiederum die Massen m,, . . ., m, und ausserdem Temperatur
und Druck als unabhiingige Variable anzusehen, so bildet man das
bereits genannte thermodynamische Potential bei gegebemem Druck,
ndmlich:

(151) %P= U— TS+pV=2my, =f(T7p)ma7 CERY) m’k>§

84) L. Natanson, Ann. Phys. Chem. 42 (1891), p. 178.
85) J. E. Teror, J. physical Chem. (1897), p. 206—220.
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die Variabeln S, V und g ergeben sich dann aus den Gleichungen
o%p 0%y 0%p
Sind endlich ¥V, T und die Potentiale g,,..., u, gegeben, so ist
es notwendig und hinreichend, eine funktionale Beziehung zwischen
T, w, ..., u und p zu kennen, sagen wir

(163) p=9(T, a5 - - W);
alsdann bestimmen sich namlich die {ibrigen Variabeln nach Gleichung
(147) durch die Formeln:

S5 __op m__ 0p,
(154) V=58T Vo oy
Die gleichen Beziehungen sind auch in dem Falle zu gebrauchen, wo
an Stelle des Gesamtvolumens die Gesamtmasse Swm, gegeben ist.
Denn in diesem Falle erhéilt man das Volumen aus der Gleichung:

(154 v ek — Sm,.

Wihrend wir bisher eine einzelne Phase eines chemischen Systems
betrachteten, wollen wir jetzt die Bedingungen fiir das Gleichgewicht
eines Komplexes verschiedener koexistierender Phasen ¢’, ¢”, ..., ¢®
aufsuchen, deren jede aus allen oder aus einem Teil der % Stoffe
A, B, ..., K besteht. Wie in dem Beispiel der Aggregatzustinde
aus Nr. 24 besteht ein solcher Komplex aus verschiedenen diskreten
Teilen, die sich ihrem physikalischen Zustande nach unterscheiden und
im Gleichgewichtsfalle neben einander koexistieren k6nnen, ohne sich
zu einer einzigen Phase zu vereinigen. Als Beispiel fiir koexistierende
Phasen kann uns der Fall dienen, wo kohlensaurer Kalk, Kalk und
freie Kohlensiure (CaCO,, CaO, CO,) im Gleichgewicht stehen; wir
haben hier drei Phasen, die aus den zwei Bestandteilen CaO und CO,
gebildet sind. Bei der Behandlung solcher Komplexe werden wir mit
Gibbs von dem Einflusse der Gravitation, von capillaren Spannungen,
elektrischen Kriiften ete. absehen, werden das System als ein nach
aussen abgeschlossenes betrachten und iiberdies voraussetzen, was
keine Beeintrichtigung der Allgemeinheit ist, dass das System in eine
unnachgiebige Hiille eingeschlossen ist.

In Nr. 24 fanden wir bei einem einzigen Stoff als Bedingung der
Koexistenz zweier Phasen, dass ausser Temperatur und Druck die
thermodynamischen Potentiale , fiir beide Phasen gleich sein mussten.
Bei mehreren Stoffen verallgemeinert sich diese Bedingung in der
Weise, dass an die Stelle von §, die Gibbs'schen Potentiale u treten,
die ja fiir den Fall eines einzelnen Stoffes in jenes Potential {, tiber-
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gehen. Genauer gesagt: Wenn derselbe Stoff (z. B. K) in irgend zwei
Phasen (z. B. ¢” und ¢”) vorkommt und wenn g,” und g,” seine Poten-
tiale in diesen Phasen bedeuten, dann ist fiir das Gleichgewicht der
beiden Phasen erforderlich, dass

(155) w=w";
ausserdem muss auch jetzt Druck und Temperatur in allen Phasen
gleich sein.

Zum Beweise bildet Gibbs die Variation 0U der Energie fiir die
Summe der verschiedenen Phasen ¢’, ¢”, ..., nimlich

O =T 08 —p oV 4 Su'ow
+ TIIBSII_p/Ia'VII_‘_ Zynamu

Diese Variation muss (vgl. Nr. 17a) positiv sein oder verschwinden
fiir alle Anderungen der Variabeln, welche die gesamte Entropie des
Systems, das Gesamtvolumen und die Gesamtmasse jedes einzelnen
Bestandteiles ungetindert lassen; also unter den Bedingungen

08 +08" 4+ .- =0,

oV 4oV 4 - =0,

om, + dm + - =0.

Alsdann ergiebt sich aber mit Notwendigkeit:
T’=TII=.'.’ p’=p”=..., !l,k,=uk’,¢"

Es entsteht nun die Frage nach der grossten Zahl der Phasen,
die aus einer bestimmten Anzahl von Bestandteilen gebildet werden
konnen und deren jede mit jeder anderen im Gleichgewicht stehen
kann.

Wir haben gezeigt

1) dass die Existenz irgend einer Phase eine Beziehung zwischen
Druck, Temperatur und den Potentialen der chemischen Komponenten
des Systems mit sich bringt (Gl (153));

2) dass wenn verschiedene Phasen dieselbe Komponente enthalten
und im (leichgewicht stehen, die Potentiale der Komponenten in allen
Phasen dieselben sein miissen (GL 155). Endlich

3) dass Druck und Temperatur in allen Phasen beim Gleich-
gewichtszustande gleich sein miissen.

Hat man nun ¥ Komponenten, so wird die Zahl der verschiedenen
Phasen, die im Gleichgewicht neben einander bestehen kénnen, durch
die Anzahl der Gleichungen von der Form

p=0T, 4y - P‘k)
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gegeben, die durch dieselben Werte der Variabeln p, T, u,, ..., t
befriedigt werden kénnen. Durch blosse Abzihlung der Variabeln
folgt nun:

1) Es konnen nicht mehr als % 4 2 Phasen im Gleichgewicht
neben einander bestehen, weil sonst die Zahl der Gleichungen die Zahl
der willkiirlichen Variabeln iibertreffen wiirde.

2) Wenn % -+ 2 Phasen thatstchlich koexistieren, so bestimmen
die Gleichgewichtsbedingungen die Werte der Variabeln vollstindig;
daher kann dieser Fall nur eintreten, wenn Druck, Temperatur sowie
die Potentialwerte u je einen oder mehrere bestimmte diskrete Werte
haben. Solch ein System heisst ein énvariantes, weil keine Zustands-
inderung vorgenommen werden kann, ohne dass das Gleichgewicht
einer oder mehrerer Phasen unmoglich wird. Der fragliche Zustand
wird als (k + 2)-facker Punkt oder auch als Multipelpunkt bezeichnet.
Der Tripelpunkt der vorhergehenden Nr. bildet die Spezialisierung
fiir £ = 1.

3) Bestehen nur % -+ 1 Phasen neben einander, so besitzt das
System noch einen Grad der Freiheit und heisst univariant. Giebt
man entweder Druck oder Temperatur, so sind die (leichgewichts-
werte der iibrigen Variabeln dadurch vollstindig bestimmt.

4) Wenn % Phasen koexistieren, hat das System zwei Grade der
Freiheit und heisst bivariant. Jetzt konnen sowohl Druck als Tem-
peratur willkiirlich vorgeschrieben werden.

5) Wenn weniger als & Phasen im Gleichgewicht sind, nimlich
etwa i, so heisst das System multivariant und die Anzahl der Frei-
heitsgrade betrigt £ 4 2 — 4.

Diese Sitze bilden die Phasenregel von Gibbs®®). Dass die Regel
auf wirkliche chemische Prozesse anwendbar ist, ist durch experimen-
telle Untersuchungen sicher gestellt.

Wenn eine Komponente in einer besonderen Phase ginzlich fehlt,
so verlangt der Schluss, der oben zu Gl. (155) fithrte, dass das Potential
dieser Komponente in denjenigen Phasen, an denen sie beteiligt ist,
kleiner sein muss, als das Potential sein wiirde, wenn die Kompo-
nente in derjenigen Phase, wo sie fehlt, in einer unendlich kleinen
Menge anwesend wire. Man kann beweisen, dass die Regel iiber
die Anzahl der mdglichen Phasen durch die Abwesenheit einer Kom-
ponente in einer oder mehreren Phasen nicht hinfillig wird Hin-
sichtlich der Unbestimmtheit, die vermdge der unbestimmten Integra-

86) Einen moglichst allgemein gehaltenen Beweis giebt C. H. Wind, Ztschr.
phys. Chem. 31 (1899), Jubelband fiir Van ’t Hoff p. 390.
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tionskonstanten in den Ausdriicken fiir Energie und Entropie ver-
ursacht wird, gilt dasselbe wie in Nr. 24. Wenn zwei verschiedene
Phasen durch eine kontinuierliche Folge von Zustandsinderungen mit
einander verbunden werden kionnen, fillt die Unbestimmtheit fort.

Es kommt indessen ofters vor, dass Stoffe neben einander auch
dann Bestand haben konnen, wenn die Gleichgewichtsbedingungen
der ,klassischen“ oder konventionellen Thermodynamik umkehrbarer
Vorginge iiberhaupt nicht genau erfiilllt sind. So kann Wasser-
stoff und Sauerstoff bei gewshnlicher Temperatur gemischt werden,
ohne dass sie sich vereinigen, wihrend sich unter der Wirkung
eines elektrischen Funkens die beiden Bestandteile explosiv vereinigen.
Solche Fille eines ,falschen Gleichgewichtes“ sind von Duhem ") durch
die Annahme eines Widerstandes erkléirt, dhnlich dem Reibungswider-
stande der Statik, welcher dem Ubergange der Komponenten von
einer Phase in die andere entgegenwirkt. Ist der Potentialunterschied
des Stoffes in den beiden Phasen kleiner als der Grenzwert der
Reibung, so tritt kein Ubergang ein; ist der Potentialunterschied
grosser, so bricht das falsche Gleichgewicht zusammen. Wird der
Potentialunterschied dem Vorzeichen nach umgekehrt, so wirkt die
,Reibung® im entgegengesetzten Sinne. Kine Trennungskurve fiir ein
wahres Gleichgewicht, wie sie bei nicht vorhandener Reibung gelten
wiirde, wird beiderseits von einem Gebiete falschen Gleichgewichtes
begleitet. Uberschreitet der den Zustand des Systems reprisentierende
Punkt gerade dieses Gebiet, so kann es vorkommen, dass eine Ex-
plosion stattfindet. Wie Duhem gezeigt hat, lassen die Bedingungen,
unter denen dies zu erwarten ist, eine einfache geometrische Deutung zu.

Ein weiteres interessantes Feld der Untersuchung bilden die Re-
ziprozitiitesiitze, die man erhilt, wenn man die verschiedenen Ausdriicke
fiir die zweiten Differentialquotienten der Funktion {, einander gleich-
setzt, d. h. die Bedingung dafiir hinschreibt, dass d, ein vollstindiges
Differential ist. Man erhilt so aus (152)

156 o8 _ __ov 157 o8 _ _ ou
op or’ om oT’
oV __ op op, o

G1. (158) wurde von Gibbs benutzt; Gl (159) ist von W. Lash Miller®®)
studiert, im Zusammenhang mit dem Dampfdruck, dem Siedepunkt
und Schmelzpunkt von ternéiren Mischungen.

87) P. Duhem, Théorie thermodynamique de la viscosité ete. Paris 1896;
Traité élémentaire de méc. chim. Paris 1897, tome 1, livre 2, p. 201—293.
88) W. Lash Miller, J. physical Chem. 1 (1897), p. 633—642.
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27, Thermodynamik des galvanischen Elementes®?). Die An-
wendung der Thermodynamik auf das galvanische Element wurde
zuerst von Lord Kelvin®) vorgeschlagen, indessen verdankt man die
strenge Durchfiihrung der Theorie Helmholtz*) und seinen Nachfolgern.
Um den Gegenstand unter den Gesichtspunkt der Thermodynamik
umkehrbarer Vorginge®) zu bringen, muss man langsame Vorginge
mit schwachem Strom betrachten, bei denen die nicht umkehrbare
Verwandlung von Arbeit in Wirme, die beim Durchgange des Stromes
durch einen unvollkommenen Leiter stattfindet, zu vernachlissigen ist;
man definiert daher ein wmkehrbares Element dahin, dass sein physi-
kalischer und chemischer Zustand der urspriingliche wird, wenn man
eine Elektrizititsmenge m das eine Mal in der einen Richtung durch
das Element hindurchgehen ldsst, und dann die gleiche Menge in der
entgegengesetzten Richtung hindurchschickt.

Der Zustand des Elements bingt daher von denselben Variabeln
(Temperatur, Druck ete.) ab, welche die sonstigen Systeme der Ther-
modynamik kennzeichnen, zu denen hier noch die Variable » hinzu-
kommt; m bedeutet dabei die gesamte, mit geeignetem Vorzeichen
versehene Elektrizititsmenge, die durch das Element in der positiven
Richtung von einer gegebenen Anfangszeit an hindurchgeflossen ist.
E sei die elektromotorische Kraft und es werde der Zuwachs dm
positiv gerechnet, wenn die Elektrizitit im Elemente von der nega-
tiven zur positiven Elektrode strémt. Sind die Elektroden beispiels-
weise mit einem Motor verbunden, so wird die Elektrizitdtsmenge dm,
indem sie von der positiven zu der negativen Elektrode iibergeht, die
dussere Arbeit Edm verrichten. Xs entspricht daher der allgemeinen
Koordinate m als zugehorige allgemeine Kraftkomponente E; m und E
spielen hier dieselbe Rolle wie Volumen und Druck in den gewdhn-
lichen thermodynamischen Gleichungen.

Wenn der Zustand des Elementes nur von zwei Variabeln, z. B.
den Werten von 7' und m abhingt, haben wir

(160) AU= TdS — Edm;
bilden wir das thermodynamische Potential §,,, welches hier durch
§n=U— TS zu definieren ist, so wird

d$, = — SdT — Edm.

89) E. F. J. Love, Thermodynamics of the voltaic cell, Austral. Assoc.
Rep. Sydney 1898.

90) Lord Kelvin, Phil. Mag. (4), 2 (1851), p. 429; Papers 1, p. 472.

91) H.v. Helmholtz, Berl. Ber. 1882, pp. 22, 825; 1883, p. 647; 1887, p. 749;
Abhdlg. 2, 3.

92) F. Braun, Ann. Phys. Chem. 5 (1878), p. 182,
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Hieraus folgt, da d,, ein vollstindiges Differential ist, mit Riicksicht
auf (160): . o5 L ow
G~ HE )
Mit Benutzung eines neuen Zeichens 4 erhilt man:

oU
(162) i=—(G0) =E—1(%g) -

Das Interesse dieser Gleichung, welche als Helmholtz’sche Qleichung
bekannt ist, liegt in der physikalischen Bedeutung von 4. 1 bedeutet
nimlich den Verlust an innerer Energie infolge von chemischen Um-
setzungen, die in dem Stromkreise bei festgehaltener Temperatur von
der Einheit der hindurchgehenden Elektrizititsmenge bewirkt werden.
Diese Energieinderung ist genau ebenso gross, als ob dieselben Mengen
der verschiedenen im Element vorhandenen Stoffe dieselben Reaktionen
unter irgend welchen anderen Umstinden eingingen, wobei sich die
Energie als Wirme entwickeln wiirde. Da nun die Mengen der ver-
schiedenen Stoffe, welche sich verbinden, wenn der Strom Eins wihrend
der Zeit Eins durch das Element fliesst, die elektrochemischen Aqui-
valente dieser Stoffe genannt werden, so kOnnen wir sagen: 1 st
gleich der algebraischen Summe der Bildungswdrmen fiir je ein elektro-
chemisches Aquivalent der in der Zelle wirksamen Sioffe (die Bildungs-
wirmen natiirlich in Arbeitseinheiten gerechnet).

In dem (durch eine Gasbatterie realisierten) Falle, wo die Zelle

eine Ausdehnung eines Stoffes unter #usserem Druck bewirkt, ist
Gl (160) zu ersetzen durch:

AU =TdS — Edm — pdV;
das thermodynamische Potential bei gegebenem Druck lautet jetzt
Gms =U —_ I8+ pV

AFmp=—"8dT — Edm -+ Vdp.
Wegen der Integrabilititsbedingung haben.wir jetzt

0E _ 9V 9E _ 28 v _ a8
(163) T % —om’ 0T —om’ 9T ip
Die erste dieser Gleichungen zeigt, dass die elektromotorische Kraft
einer Zelle mit dem Druck wichst oder abnimmt, je nachdem das
Volumen der Zelle durch die Erzeugung des elektrischen Stromes
verkleinert oder vergrossert wird.

Da nach dem Faraday'schen Gesetz der Elektrolyse o¥/om kon-
stant ist, hat man

und liefert

ov_V,— V.
om  m
Encyklop. d. math. Wissensch. V1. 10
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wo m diejenige Elektrizititsmenge bedeutet, bei deren Durchgang
das Volumen von ¥, auf V, zunimmt. Man erhilt dann

(164) E,—E _fV“V

einen Ausdruck, der sich leicht integrieren lisst a) fiir feste Korper
und Fliissigkeiten, wo ¥ nahezu unabhingig von p ist, b) fiir Gase,
die dem Boyle'schen Gesetze geniigen. Die Ergebnisse sind von
Gilbault %) mit der Erfahrung verglichen.

Einen etwas anderen Weg hat Gibbs®) eingeschlagen. Dieser
leitet, indem er den Carnot’schen Kreisprozess auf das Galvani’sche
Element anwendet, die Formel

(165) E=a1t 1

T,

ab, in der T, die ,Ubergangstemperatur bedeutet, d. h. diejenige
Temperatur, bei der die chemischen Reaktionen, die den Strom er-
zeugen, in beiderlei Richtung vor sich gehen konnen. Die letztere
Gleichung ist experimentell durch Cohen®), van *t Hoff und Bredig ®®)
bestitigt worden.

IV. Ableitung des zweiten Hauptsatzes aus dem Prinzipien der
Mechanik ).

28. Ubersicht iiber die verschiedenen Methoden. Die Mole-
kularphysik ist innig mit der Vorstellung verkniipft, dass das, was
wir Wirmeenergie nennen, nichts anderes als Bewegungsenergie der
Kérpermolekiile ist. Diese Vorstellung erklirt leicht den ersten Haupt-
satz, der dann nichts anderes als das Energieprinzip der rationellen
Mechanik wird; aber die Stellung des zweiten Hauptsatzes innerhalb
der Molekularphysik ist nicht so einfach. Viele Schriftsteller haben
durch dynamische Uberlegungen Gleichungen abgeleitet, welche der
thermodynamischen Gleichung d@Q = T'dS #hneln; indessen wihrend
man auf solche Weise verstehen kann, wie Wirmeerscheinungen in
einem System von Molekiilen auftreten konnen, deren Einzelbewegungen
den Gleichungen der rationellen Mechanik gentigen, kann man doch

93) H. Gilbault, Toulouse, Ann. 5 (1891), p. 5; Paris, C. R. 113 (1891), p. 465.

94) J. W. Gibbs, Brit. Assoc. Rep. 1886, p. 388; 1888, p. 343; Lodge, Brit.
Assoc. Rep. 1887, p. 340.

95) Cohen, Ztschr. physikal. Chem. 14 (1894), p. 53, 535.

96) Cohen, van ’t Hoff und Bredig, Ztschr. physikal. Chem. 16 (1895), p. 453.

97) Ausfiihrlicher berichten tiiber diesen Gegenstand G. H. Bryan und
J. Larmor, Brit. Assoc. Rep. Part 1 1891, p. 85, Part 2 1894, p. 64. Vgl auch
Ene. IV Art. Voss: Die Prinzipien der rationellen Mechanik, ingbes, Nr. 48.
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picht sagen, dass irgend eine jemer Uberlegungen es uns ermdglicht
hatte, den zweiten Hauptsatz zu entdecken, wenn wir nicht auf Grund
der Erfahrung von seiner Giiltigkeit gewusst hitten.

Die friihesten dynamischen Erklirungen des zweiten Hauptsatzes
scheinen zu sein: die Untersuchungen von Rankine®®), die auf der
sog. Hypothese der Molekularwirbel beruhen, die statistischen Be-
trachtungen von L. Boltzmann®), die auf der kinetischen Gastheorie
fassen, die Beweise von R. Clausius°) und C. Szily ™), die sich auf
das D’Alembert’sche oder Hamilton'sche Prinzip griinden, verbunden
mit einer, gewohnlich nicht klar ausgesprochenen Annahme, die wir
die ,Hypothese der stationdren oder quasi-periodischen Bewegungen®
nennen werden. KEine andere Methode, die auf der Betrachtung mono-
cyklischer und verwandter Systeme beruht, rithrt von H.v. Helmholtz 1°%)
her, wihrend der Grundgedanke dieser Methode wenn auch in weniger
bestimmter Form wohl schon frither, z. B. in den vorher genannten
Arbeiten von Rankine auftritt.

Was insbesondere das historische Verhaltnis der Arbeiten von
Clausius und Szily angeht, sei die folgende Bemerkung vorangeschickt:
Im Jahre 1872 wies C. Szily'®!) darauf hin, dass der zweite Hauptsatz
der mechanischen Wirmetheorie nichts anderes sei als das Hamilton-
sche Prinzip der variierenden Wirkung. Demgegeniiber machte Clausius
geltend, dass die iiblichen Formen des Hamiltow'schen Prinzipes sich
nur auf Systeme mit konservativen Kriften beziehen, wihrend der
zweite Hauptsatz seinem Wesen nach auf die Umwandlung von
Wirme in Arbeit und umgekehrt angewandt werden soll, wobei die
gusseren, auf den Arbeitsstoff wirkenden Kriifte nicht aus einem ein-
wertigen Potential abgeleitet werden konnen. Szily’s Untersuchung
enthielt manche Fehler; namentlich unterschied er mnicht deutlich
zwischen dem Wirmezuwachs d@ und dem Energiezuwachs 4 U.
Andrerseits scheint Clausius, der die Hamilton’schen Arbeiten wohl
nur aus zweiter Hand kannte, den Begriff des Hamilton’schen Prinzipes
zu eng gefasst und bei seinen Arbeiten das Hamiltow'sche Prinzip

98) W.J. M. Rankine Phil. Mag. (4) 10 1855), p. 354, 411; 1875, p. 241;
Papers London 1881 p. 16.

99) L. Boltzmann, Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes, Wiener
Ber. 63 (2).

100) R. Clausius, Bonn. Sitz. Ber. (1869—70) p. 167; Phil. Mag. (4) 42 (1871)
p. 161.

101) C. Szily, Ann. Phys. Chem. 145 (1872), p. 339; 149 (18178), p. 74; Phil.
Mag. (4) 43 (1872), p. 339; (5) 1 (1876), p. 21.

102) H. von Helmholtz, J. f. Math. 97 (1884), p. 111, 317.

10%*
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implicite neu abgeleitet zu haben. Die Darstellung in den friiheren
Arbeiten von Clausius war #usserst mithsam und undurchsichtig; es
bedurfte einer langen Reihe von Schriften zum Teil polemischen
Inhalts, die wihrend der Jahre 1871—T76 von Clausius und Szily
publiziert wurden, bis der Gegenstand einigermassen klargestellt war.

Die einschligigen Untersuchungen zerfallen in zwei Klassen, nim-
lich in solche, welche hinsichtlich der Molekularbewegungen ein be-
stimmtes Verteilungsgesetz, z. B. das Boltemann-Maxwell'sche Gesetz
der kinetischen Gastheorie zn Grunde legen, und in solche, welche
von einem derartigen Gesetz unabhingig sind, dafiir aber andere An-
nahmen einfiithren. Die Untersuchungen der ersten Klasse bezichen
sich spezieller auf Gase und werden in dem Art. V 9 besprochen
werden; wir werden uns hier auf die Arbeiten der zweiten Klasse
beschrinken.

Die Unterscheidung zwischen Wirme- und Arbeits-Energie bringt
die Einfiihrung von zwei verschiedenen Sorten von Koordinaten mit
sich, ndmlich der kontrollierbaren Koordinaten, deren Abdnderung sicht-
bare Anderungen im System hervorbringt, und der wnkontrollierbaren
Koordinaten, welche die Stellung des einzelnen Molekiils definieren.
Die letzteren Koordinaten befinden sich in fortgesetzter Veriinderung,
aber die einzigen wahrnehmbaren Verinderungen finden statt, wenn
dem Korper als Ganzem Energie durch diese Koordinaten mitgeteilt
wird, eine Energie, die wir Wirme nennen und mit d@ bezeichnen.
Die Energie, die dem Korper durch Abinderung der kontrollierbaren
Koordinaten mitgeteilt wird, ist in unserer Bezeichnung — dW.

29, Stationiire oder quasi-periodische Bewegungen!%). Das zu
betrachtende System bestehe aus den Molekiilen m,, m,, . . ., die sich
in den Punkten (z,, y,, 2,), (%, %5, %), - - . befinden. Die kontrollierbaren
Koordinaten seien p, p,, ... L sei die lebendige Kraft speziell der
Molekularbewegung und 7 die gesamte potentielle Energie fiir beide
Arten von Koordinaten, so dass

L= Dlm(@ + i+ 49,
6V=2(g:~:6x+g—zdy —|—%—Z§z) —{—22—;011

Man beweist leicht, dass®)

(166)

108) R. Clausius, ,Abhandl.* 2, p. 299ff; Ann. Phys. Chem. 142 (1871),
p. 433; Suppl. 7 (1876), p. 215; 146 (1872), p. 585 und Phil. Mag. (4) 44 (1872),
D. 365; (4) 46 (1873), p. 236 ete.

104) Vgl. z. B. Thomson und Tasf, Natural Philosophy, 2. Aufl., Cambridge
1883 1 § 327.
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af;Ldt - [Zm(abb‘x + oy 1+ édz):‘

ty
171
167 { &

Iy
-}—f{&L ——-Zm(x(?x + yoy + 26‘2)} dt.
4
Nach dem I’ Alembert’schen Prinzip ist aber

Zm(zaax+yay+§az)+2(%l;ax+%’ay+%§az) —0;

da nun 7 sowohl von den konfrollierbaren wie von den molekularen
Koordinaten abhiéingt, kann man mit Riicksicht auf (166) statt (167)
schreiben :

afndt = [Zm(awx + 9oy + MZ)]?
(167" A l

t
+f(aL 4oV — gap) dt.
t

In der Thermodynamik vernachlissigt man allgemein die kinetische
Energie der sichtbaren Bewegung eines Korpers, d. h. die kinetische
Energie, die der Anderung der kontrollierbaren Koordinaten entspricht.
Schliessen wir uns dem an, so wird

ov

wo 0 W die gesamte dussere Arbeit bedeutet, die bei einer Veridnderung
der kontrollierbaren Koordinaten geleistet wird. Nach dem ersten
Hauptsatz gilt aber

0Q=0U+0W=0L+ oV +oW.
Mithin ergiebt sich aus (167)

aj;Ldt=[2m(¢ax + §oy + z'az)]:+fant.

Setzt man noch das Zeitintervall ¢, — ¢, gleich #¢, unter n eine ganze
Zahl verstanden, und deutet man die Bildung von Mittelwerten durch
einen tiber dem fraglichen Buchstaben angebrachten Strich an, so folgt

8 @niL) = [Zm(dcéx 4+ oy 4 é&z)]t-[— nidQ

3 [Sm(@dx + yoy + 2822 '
nilL

oder

(168)

Il

= 0 log ¢ L)* —
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Wir wollen nun als Definition einer quasiperiodischen Molekular-
bewegung festsetzen: i soll so gewdhlt werden kinnen, dass
[Sm@dx + gy + i92)]p

nil

(169)

entweder gleich Null wird oder unbegrenzt abnimmt, wenn man n wn-~
begrenet wachsen lisst; i definieren wir in diesem Falle als Quasi-
Periode des Systems. Trifft unsere Bedingung zu, so gilt einfach

(170) ‘1;? — 8 log (L)

Folgen die Quasi-Perioden rasch aufeinander, wihrend die Ande-
rungen der kontrollierbaren Koordinaten und der Warmefluss hin-
reichend langsam vor sich gehen, so kann man 0¢ an Stelle von 0@
schreiben. Die vorige Gleichung sagt nun aus, dass L ein infegrie-
render Nenner von 0@ st und ist mithin dem thermodynamischen
Satze analog, dass T ein integrierender Nenwner vow 0@ dst. Manche
physikalische Uberlegungen lassen es glaubhaft erscheinen, dass die
absolute Temperatur eines und desselben Korpers dauernd der kine-
tischen Energie seiner Molekiile proportional sei; wenn dies allgemein
richtig wire, so wiirde Gl (170) sich mit dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik decken.

Man beachte, dass die Endgleichung (170) unabhingig von » ist
und daher durch Vergrosserung von % nicht geindert wird, dass man
ferner statt ¢ irgend ein Vielfaches von 7 setzen kann, ohne den Wert
von & log (sL)? zu beeinflussen, so dass eine genaue Kenntnis von ¢
nicht erforderlich ist. Unzweifelhaft liegt in der Definition von 4 eine
begriffliche Schwierigkeit!®). Im Falle der monocyklischen Systeme
(s. w.) oder rein periodischer Bewegungen ist die Bedeutung von ¢
leicht zu verstehen; nicht so in allgemeineren Fillen.

Die Annahme der Quasi-Periodizitét in der obigen Form lisst sich
allgemein rechtfertigen, wenn man es mit einem System zu thun hat,
welches nach der Ausdrucksweise von Boltzmann ,molekular unge-
ordnet ist. Bei der stationfiren Bewegung eines solchen Systems
sind entgegengesetzte Geschwindigkeitsrichtungen gleich wahrschein-
lich; tiberdies fithrt der Umstand, dass die Bewegungen der einzelnen
Molekiile unkontrollierbar sind, zu dem Schlusse, dass bei allen in
Wirklichkeit vorkommenden Lagenéinderungen die Verschiebungen

105) Am deutlichsten spricht sich Clausius hieriiber in der Arbeit: Uber
einen neuen mechanischen Satz, Bonn. Ber. (1878), p. 187; Ann. Phys. Chem. 150
(1878), p. 106; Phil. Mag. (4) 46 (1873), p. 236, aus.
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dz, dy, 0z unabhingig sind von den Geschwindigkeitskomponenten
&, 9, 21%). Alsdann ist S'm (202 4 §d0y + 202) eine Grosse, die mit
der Zeit fluktuiert und im Mittel Null ist; die Fluktuationen, die den
Bewegungsinderungen der einzelnen Molekiile entsprechen, werden klein
sein und werden in der Zeit nicht systematisch anwachsen. Nimmt
man also die Zeit #7 hinreichend gross im Verhiltnis zu derjenigen
Zeit i, in der sich diese Fluktuationen abspielen, so kann man in der
That behaupten, dass der Ausdruck (169) beliebig klein gemacht
werden kann. Man bemerke noch, dass der Begriff der Unkontrollier-
barkeit die Annahme einschliesst, dass die Molekularbewegungen sehr
rasche sind und dass die Zeitintervalle, die wir bei den Zustandsénde-
rungen des Korpers als Ganzes zu betrachten haben, gross sind
gegeniiber der Zeit der Fluktuation der Molekularbewegungen.

30. Monocyklische Systeme. Ganz &hnliche Folgerungen hat
Helmholtz *?) aus der Betrachtung der monocyklischen Systeme ab-
geleitet.

Ein System heisst monocyklisch oder polycyklisch, wenn es eine
oder mehrere in sich zuriicklaufende Bewegungen enthilt, entsprechend
einer oder mehreren ,cyklischen Koordinaten. Die besonderen Eigen-
schaften, die einer cyklischen Koordinate zukommen, sind folgende:

1) Die kinetische und potentielle Energie hingt nicht von den
cyklischen Koordinaten g, selbst ab; in die kinetische Energie gehen
nur die Geschwindigkeitskoordinaten g, ein.

2) Bei Zustandsinderungen des Systems sind die Geschwindig-
keiten der nichtcyklischen kontrollierbaren Koordinaten (g,), sowie die
Beschleunigungen der cyklischen und nichtcyklischen Koordinaten klein.

Bedeutet H die Lagrange’sche Funktion H= L — ¥, so geben
die allgemeinen Lagrange'schen Gleichungen:

d (0H oH
P=gi(e) — 7
fiir die allgemeinen Kraftkoordinaten P, auf Grund der Festsetzungen
1) und 2):

am) dt aqb) = dt’

wo p, die zu g, gehorige allgemeine Impulskoordinate ist.

106) Hitte man es andererseits in der Hand die Bewegungen der einzelnen
Molekiile in dem Sinne zu beeinflussen, dass ibre Verschiebungen in Beziehung
treten zu ihren Geschwindigkeiten, so wiirde ersichtlich die gesamte Energie
der Molekularbewegung in mechanische Energie verwandelt werden konnen und
der zweite Hauptsatz wiirde hinfillig werden.
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Infolgedessen wird die an den Koordinaten g, geleistete Arbeit

d
172) dQ = ZP,yydt = Zq, 2 di = Zi,dp,

und der cyklische Teil der kinetischen Energie lautet als homogene
Funktion der Geschwindigkeitskoordinaten:

2L,=Zq,p,.
Fiir ein monocyklisches System gilt insbesondere:

aQ =q,dp,, 2L,=q,p,,
woraus man schliesst
(113) 99 _ dp, sowie EZLQ = 2d (log p,).
qb b

Es sind also sowohl g, wie I, integrierende Nenner von d¢@.
Dies entspricht der bekannten Thatsache, dass ein Differentialaus-
druck stets unendlich viele integrierende Faktoren zuliisst, wenn er
einen solchen Faktor besitzt. So ist auch in der Thermodynamik
die Temperatur nicht der einzige integrierende Nenner von d .
Helmholtz betont daher, dass der zweite Hauptsatz nicht durch die
Angabe erschopft wird, dass d @ iiberhaupt einen integrierenden Nenner
besitzt; vielmehr ist in die Aussage des zweiten Hauptsatzes aufzu-
nehmen, dass der integrierende Nenner die Eigenschaft der Temperatur
besitze, die in dem Satze enthalten ist, dass ,Wirme von dem wir-
meren nach dem kilteren Kérper iiberzugehen strebt®.

In dem allgemeinen Fall eines polycyklischen Systems wird d¢
im allgemeinen keinen integrierenden Nenner besitzen, es sei denn,
dass besondere Bedingungen erfiillt sind. Eine solche Bedingung
wire die folgende: Man nehme hinsichtlich der Zustandsinderungen
des Systems an, dass die cyklischen Geschwindigkeitskoordinaten be-
stindig ihren Anfangswerten proportional sind. Bezeichnet man den
Proportionalitdtsfaktor mit » und deutet Anfangswerte durch den
Index © an, so wird

%=n4," p,=mnp,, L=n’L",
wobei jetzt » die einzige Variable ist, und

adQ = Zngld(np,) = ndn2q’p, =2ndn L,
mithin

(174) 29 _ 2dlogn.

Diese Gleichung steht wieder in Ubereinstimmung mit dem zweiten
Hauptsatz und den Uberlegungen von Clausius und Szily.
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Eine andere Ableitung desselben Resultats giebt J. J. Thomson 7).
Bei dieser scheinen die notwendigen Voraussetzungen die folgenden
zu sein:

1) Die kinetische Energie enthilt keine Produkte ¢,g, von kon-
trollierbaren in unkontrollierbare Geschwindigkeitskoordinaten, sie ist
vielmehr von der Form L—1I,+1,.

2) Wenn die kinetische Energie der Molekularbewegung L, eine
der kontrollierbaren Koordinaten ¢, enthalten sollte, so muss dieses in
einem dem ganzen Ausdruck L, gemeinsamen Faktor geschehen, oder
mit anderen Worten, I, muss die Form haben f(q,) - ¢ (¢,). Trife
dieses namlich nicht zu, so wiirden die wahrnehmbaren Erscheinungen
von einzelnen Molekiilgruppen mehr wie von anderen beeinflusst
werden.

31. Mechanische und statistische Bilder. Kine Anzahl von
Beispielen fiir monocyklische Systeme sind von Boltzmann '°°) u. a. an-
gegeben. Ein Watt'scher Regulator an der Dampfmaschine ist ein
einfaches Beispiel dieser Art, aber eine noch einfachere Verwirklichung
eines monocyklischen Systems liefert eine Welle mit einem radial
von ihr auslaufenden Arm, beide massenlos gedacht. Auf diesem
Arm kann ein Knopf von der Masse m entlanggleiten und die Lage
des Knopfes lisst sich durch einen in geeigneter Weise iiber eine
Rolle gefiihrten Faden regulieren oder ,kontrollieren (vgl. den mitt-
leren Teil der Fig. 6). Den Abstand r des Knopfes von der Wellen-
mittellinie hat man als die kontrollierbare Koordinate anzusehen, der
Umdrehungswinkel 6 der Welle bildet die cyklische Koordinate. Man
zeigh leicht, dass fiir langsame Bewegungen des Knopfes, bei denen
die kinetische Energie der radialen Bewegung vernachlissigt werden
kann: a

'Lg = 2d log (r26),

wo dQ die an der Koordinate  geleistete Arbeit bezeichnet. Be-
deutet p den zu 6 gehorigen Drehimpuls, ¢ die Dauer einer vollen
Umdrehung, so ist die rechte Seite gleich dlog (p®); dafiir kann man
auch, da 720 =— 2L/m@ = Li/mn ist, schreiben dlog(¢L)%. Die
erstere Schreibweise entspricht den Entwickelungen von Nr. 30, die
letztere denen von Nr. 29.

107) J. J. Thomson, Applications of Dynamics chap. VI, p. 94 der engl.
Ausgabe.

108) L. Boltzmann, J.f. Math. 98 (1885), p. 85; Vorlesungen tiber Mazxwell's
Theorie, 1, Leipzig 1891, p. 8—23.
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Eine Abénderung!®®) dieses Mechanismus entsteht, wenn man die
Welle mit zwei Scheiben C und D versieht, welche nacheinander in
Berithrung mit zwei Scheiben 4 und B gebracht werden kdnnen
(vgl. Fig. 6) Die Scheiben 4 und B mogen sich mit den unver-

o]l e dnderlichen Winkelgeschwindig-
Hr ' Quelle keiten w; und w, umdrehen und
7 iibertragen, wenn sie nach einander
mit den Scheiben C oder D in Be-
rithrung sind, diese Geschwindig-
keiten auf die Welle. Dieses
System kann man ein genaues
Gegenstiick eines Carnot'schen
Kreisprozesses ausfithren lassen,
wobei die Scheiben 4 und B die
Rolle von Quelle und Kiihler, die
Winkelgeschwindigkeit die Rolle

i~ Kihler der Temperatur, und der zuge-
“rnl | [l hérige Drehimpuls die Rolle der
gh Entropie spielt. Den Isothermen
Fig. 6. des Kreisprozesses, lings denen der

Arbeitsstoff in Berithrung mit
Quelle oder Kiihler ist, entsprechen hier diejenigen Vorginge, bei denen die
Welle gleichférmig rotiert und sich bezw. mit ihrer oberen oder unteren
Scheibe gegen A oder B gegenlegt, wihrend gleichzeitig der Dreh-
impuls mit der Stellung des Knopfes sich verindert. Den adiabati-
schen Linien des Kreisprozesses entspricht die freie Umdrehung der
Welle, welche bei konstantem Drehimpuls verliuft, wihrend gleich-
zeitig die Winkelgeschwindigkeit von @, nach @, abnimmt oder um-
gekehrt von @, bis ®; zunimmt, in dem Maasse wie der Knopf an
seiner Fiihrung entlang gleitet. Sind @, und @, die Energiemengen,
die das System von der schneller laufenden Scheibe aufnimmt oder
die es an die langsamer laufende abgiebt, so lisst sich zeigen,
dass @,/0, = Q,/w,, entsprechend der thermodynamischen Gleichung
QI/TI = Qz/Tz‘

Boltzmann 11%) hat ferner gezeigt, dass man von einem einzelnen
Teilchen ausgehend, dessen Bewegung monocyklische Eigenschaften
nicht zu haben braucht, allemal ein monocyklisches System konstruieren
kann, indem man eine grosse Anzahl solcher Teilchen oder Korper
hintereinander anordnet.

109) G. H. Bryan, Rep. Brit. Assoc. 1891 p. 108.
110) L. Boltzmann, J. f. Math. 98, (1885) p. 68.
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Z. B. ist ein einzelnes Teilchen, welches eine Ellipse unter einer
vom Brennpunkte ausgehenden Kraft a/#? beschreibt, fiir sich nicht
monocyklisch; wohl aber bildet ein Strom von solchen Teilchen, dessen
Dichtigkeit an jeder Stelle unabhiingig von der Zeit ist — also eine
Art Saturnsring — ein monocyklisches System. Hier findet Boltzmann

ai
dQ = Ld log

als cyklische Koordinate kann dabei diejenige Massensumme gewihlt
werden, die durch irgend einen Querschnitt bis zur Zeit ¢ hindurchgeht.
Ein anderes Beispiel liefert ein Strom von Teilchen von der Ge-
samtmasse m, welche geradlinige Schwingungen unter dem Einfluss eines
konservativen Kraftfeldes ausfithren. Hierbei wird d Q = 2 Ldlog (i L),
wo ¢ die Schwingungsdauer. Die allgemeinen Geschwindigkeits- und
Impulskoordinaten kénnen dabei wie folgt gewihlt werden

. m 2¢ L
D=7, D=

In dem besonderen Fall, wo ein Strom von Teilchen zwischen
zwei parallelen elastischen Winden im Abstand @ voneinander, hin
und her reflektiert wird, sei v die Geschwindigkeit des Stromes, im
die ganze Masse, die sich in der einen oder anderen Richtung bewegt;
dann sind die allgemeinen Geschwindigkeits- und Impulskoordinaten
sowie die kinetische Energie in Ubereinstimmung mit den vorher-
gehenden Festsetzungen gegeben durch

mv _ 2a%° oL

Qb=’2_g: m b= 3qb=2a’v'

Dieses System ist strenge monocyklisch. Betrachtet man aber einen
Strom von Teilchen, der von den vier Seiten eines rechtwinkligen
Kastens unter den Winkeln D und 90°— D zuriickgeworfen wird, so
erhilt man ein System, welches nicht monocyklisch ist, sofern Ande-
rungen in der Grosse des Winkels D in Betracht gezogen werden.
Boltzmann hat schliesslich gezeigt, dass ein Gas, dessen Molekeln
nach dem Boltzmann- Moxwell'schen Gesetz verteilt sind, #hnliche
Rigenschaften besitzt, wie die monocyklischen Systeme von Helmholtz,
und dass die mittlere kinetische Energie der Translationsbewegung
seiner Teilchen ein integrierender Nenner von d@ wird. Niheres

hieriiber vgl. Art. V 9.

32. Analogien zum Wirmegleichgewicht. Der Satz, dass die
absolute Temperatur ein integrierender Nenner von 4@ ist, setzt uns
nur in den Stand, verschiedene Temperaturen an dem gleichen Korper
zu vergleichen. Will man den zweiten Hauptsatz auf dynamischem
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Wege vollstindig beweisen, so hat man (a) zu definieren, wann zwei
verschiedene Korper im Wirmegleichgewicht sind, um so zu einer
Definition des Begriffes ,,gleiche Temperaturen in verschiedenen Korpern®
zu gelangen und (b) die nichtumkehrbaren Prozesse in die Mechanik
einzuordnen. In beiden Richtungen lisst der augenblickliche Stand
der Wissenschaft noch viel zu wiinschen tibrig.

Helmholtz 1'') hat ein dynamisches Bild des Warmegleichgewichts
zwischen zwei Korpern ausgearbeitet, indem er die Bedingung dafiir
aufstellte, dass zwei monocyklische Systeme miteinander gekoppelt
werden konnen, ohne dass Energie von dem einen zu dem andern
System iibergeht; als Beispiel denke man an zwei rotierende Wellen,
die bei gleicher Umdrehungsgeschwindigkeit miteinander gekoppelt
werden. Lautet die genannte Bedingung dahin, dass die integrierenden
Divisoren von d¢ fiir beide Systeme gleich sein miissen, so heisst die
Koppelung isomor. Helmholtz findet nun, dass die allgemeinsten<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>