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Vorrede zum fünften Bande. 

Nachdem der Krieg die Arbeit an der mathematischen Encyklo
pädie auf Jahre hinaus gehemmt hatte, ist jetzt mit dem Artikel von 
K. F Herzfeld der erste Teil des Bandes Physik zum Abschlusse ge
bracht. Der zweite Teil wird in kürzester Frist folgen. Der dritte 
Teilband, der außer dem Abschluß der Optik die Fülle des inzwischen 
nachgewachsenen Stoffes in Ergänzungsartikeln behandeln soll, rückt 
seinem Ziel langsamer entgegen. Das ganze Werk hat fast 25 Jahre 
in Anspruch genommen. 

Aus der Geschichte seiner Entstehung möchte ich zunächst zwei 
Reisen erwähnen, im Jahre 1898 nach Holland und im Jahre 1899 
nach England, beide in Gemeinschaft mit F. Klein und im Interesse 
der Vorbereitung der Encyklopädie unternommen. Die Hollandreise 
sicherte dem Werke die tätige Teilnahme von H . .A. Lorentz, dessen 
Artikel über Maxwellsehe Theorie und Elektronentheorie die schön
sten Zierden der Encykiopädie bilden. Ich darf hervorheben, daß die 
Ratschläge von H .A. Lorentz auch der endgültigen Formgebung des 
Artikels Bryan über allgemeine Thermodynamik sehr wesentlich zu
gute gekommen sind. Bei der Englandreise traten wir in lebhaften 
Meinungsaustausch mit einer Reihe führender britischer Gelehrter 
Die Früchte davon sind sowohl in dem Bande IV wie im Bande V 
zu erkennen. 

Dankbarst muß ich der Anteilnahme von Ludwig Boltzmann an 
dem Plane und Gedeihen des Werkes gedenken. Die mathematische 
Vertiefung der Physik lag ihm wie nichts anderes am Herzen; die 
Darstellung seines eigensten Werkes, der kinetischen Gastheorie, hat er 
selbst übernommen. Darüber hinaus hat er uns bei den fast jährlich 
stattfindenden Encyklopädiebesprechungen mit seinem Rate unterstützt. 

Als Band V der Encyklopädie entworfen wurde, stand die Physik 
erst am Anfange der Entwicklung, die wir in den letzten Dezennien 
staunend erlebt haben. Insbesondere fehlten ihr zwei Eckpfeiler ihres 
Baues, die Relativitätstheorie und die Quantentheorie. Es war nicht 
überall möglich, den einmal angenommenen Plan so zu erweitern, daß 
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alle die neuen Errungenschaften darin Platz fanden. Zum Beispiel 
wird die eigentliche Quantentheorie erst im Nachtrage zu Teil 111 die 
ihr gebührende Berücksichtigung finden: Was die Relativitätstheorie 
betrifft, so sind ihre ersten Anfänge mit der Bearbeitung des Ency
klopädieartikels über Elektronentheorie aufs innigste verknüpft: in 
den Schlußparagraphen dieses Artikels (abgeschlossen Dezember 1903) 
wird nämlich bereits das deformierbare Elektron von Lorentz ange
kündigt und erscheint somit dort zum ersten Male in der Literatur. 
Darüber hinaus wird die Relativitätstheorie nach ihrem heutigen 
Stande im vorletzten Artikel des 2. Teiles dargestellt. 

Wenn auch der Plan des Ganzen einheitlich gedacht war, sind 
doch die einzelnen Artikel von recht verschiedener Ausdehnung und 
Behandlung geworden. Dies war schon dadurch gegeben, daß es uns 
gelungen ist, gerade für Band V die hervorragendsten Forscher, zum 
Teil die eigentlichen Schöpfer der zu bearbeitenden Gebiete als Be
richterstatter zu gewinnen; ihre Anschauungsweise und Darstellungs
art verlangte natürlich freien Spielraum. Einzelne Artikel sind mehr 
historisch, andere mehr systematisch gehalten; der Artikel Boltsmanns 
über kinetische Gastheorie schildert mehr die mathematischen Hilfs
mittel der Statistik, als daß er uns in die philpsophischen Tiefen des 
Boltsmannschen Geistes einführt; der Artikel von Kamerlingk Onnes 
und Keesom andererseits stellt ein erschöpfendes physikalisches Lehr
buch der gesamten namentlich holländischen For!lchung über die Zu~ 
Standsgleichung dar. 

Alles in allem haben wir in den Bänden IV, V und VI der 
Encyklopädie (Mechanik, Physik, Astronomie und Geophysik) eine 
Gesamtdarstellung von der Wirkung des mathematischen Denkens 
auf die N aturwissenscha.ften, wie sie in solcher Tiefe und Breite bis
her kaum versucht worden ist. 

Es ist mir ein Bedürfnis, allen Mitarbeitern an dem langwierigen 
Werke von Herzen zu danken. Möge ihnen die Förderung, welche 
gerade unser Band der weiteren wissenschaftlichen Entwicklung nach
weisbar gebracht hat, der beste Lohn für ihre entsagungsvolle und 
sachkundige Mühewaltung sein. Besonderen Dank schulde ich Herrn 
Klein, der mich in den Anfängen meiner Herausgebertätigkeit viel
fach geleitet hat und noch in jüngster Zeit beim Artikel über Rela.ti
vitätstheorie den Schatz seiner wissenschaftlichen Erfahrung uns aufs 
freigebigste zur Verfügung gestellt hat. Auch dem Verlage B. G. Teub
ner gebührt warmer Dank für weitherziges Entgegenkommen 

A. Sommerfeld. 
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Die folgenden Zeitschriften sind der Hauptsache nach dem Gegenstande 
dieses Artikels gewidmet: 
ComiM international des Poids et Mesures. Proces-Verbaux des seances de 

1875/76-1900, Paris, 22 Bde. 
Travaux et Memoires du Bureau international des Poids et Mesures, 11 Bde, 

1. Bd. Paris 1881. 
Metronomische Beiträge, herausg. von der kaiserlichen Normal-Aichungs-Kom

mission, Heft 1-7, Berlin 1870-1875. 
Wissenschaftliche Abhandlungen der kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission 

(Fortsetzung der metronomischen Beiträge). Berlin, in zwanglosen Bdn. 
Mitteilungen der kaiserlichen Normal-Aichungs-Kommission. 1886-1902. Berlin. 
Verhandlungen der allgemeinen Konferenzen der internationalen Erdmessung, 

Berlin von 1884 an. 
Veröffent.lichungen des kgl. preussischen Geodätischen Institutes, Berlin. 

1. Die Messungsska.len. Die Beschreibung wenig bekannter Er
scheinungen besteht in ihrer Vergleichung mit besser bekannten. 
Wenn der Grad einer Eigenschaft mitgeteilt werden soll, so geschieht 
es dadurch, dass man einen bekannten Fall angiebt, bei dem die 
Eigenschaft in demselben oder nahezu demselben Grade auftritt oder 
besser zwei bekannte Fälle, wo die Eigenschaft das eine Mal in ge
ringerem, das andere Mal in stärkerem Grade auftritt. Dazu müssen 
zwei Voraussetzungen erfüllt sein. Erstens muss man entscheiden 
können, in welchem von zwei gegebenen Fällen die Eigenschaft in 
höherem Grade vorhanden ist, und zweitens muss in den zum V er
gleich herangezogenen Fällen der Grad der Eigenschaft unverändert 
festgehalten werden. Im allgemeinen wird keine der beiden Voraus
setzungen in aller Strenge zutreffen. Die Unvollkommenheit unserer 
Sinne wird es verhindern, sehr geringe Unterschiede noch zu erkennen, 
und wir werden uns keine Sicherheit verschaffen können, dass bei 
dem Vergleichsobjekt eine Eigenschaft in unverändertem Grade bei
behalten wird. 

Ordnet man eine Reihe von Körpern nach dem Grade, in dem 
bei ihnen eine gewisse Eigenschaft auftritt, und denkt man sich die 
Unterschiede so gering, dass sie eben noch mit Sicherheit wahrnehm
bar sind, so bietet sich für die Unveränderlichheit eine gewisse Ge
währ darin, dass ein Körper seine Stellung in der Reihe unverändert 
beibehält. .Ändert sich die Stellung eines Körpers in der Reihe, 
während alle übrigen sie unverändert beibehalten, so wird man, wenn 
keine andern Gründe vorliegen, die Annahme vorziehen, dass der eine 
Körper sich geändert hat. 

Durch eine solche als unverändert angesehene Reihe von Körpern 
oder von Fällen, in denen eine Eigenschaft auftritt, ist es nun mög-
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lieh, den Grad einer Eigenschaft durch Zahlen zu bezeichnen, indem 
man jener Reihe die Reihe der ganzen Zahlen zuweist und nun einen 
beliebig gegebenen Grad dadurch bezeichnet, dass man die beiden 
Zahlen angiebt, die den beiden benachbarten Fällen entsprechen, oder 
die Zahl des Falles, dessen Grad von dem gegebenen nicht mehr 
unterschieden wird. 

So geschieht z. B. die Abschätzung der Intensitäten der Linien 
eines Spektrums, indem man in einem gegebenen Spektrum von der 
schwächsten zur stärksten Linie eine Reihenfolge von Linien ver
schiedener Intensitätsgrade auswählt und die übrigen in diese Reihe 
einordnet. Selbst wenn die Abstufungen nicht zahlreich und die 
Intensitätsvergleichung unsicher ist, so kann man einer solchen Be
stimmung einen gewissen Wert für die Beschreibung der Erscheinungen 
doch nicht absprechen 1). Ein anderes Beispiel bietet die Mohs'sche 
Härteskala 2). 

Diese Art den Grad einer Eigenschaft durch eine Zahl zu be
zeichnen, ist jeder beliebigen Verfeinerung fähig. Sobald durch ver
besserte Methoden noch geringere Abstufungen mit Sicherheit ~nter
schieden werden, so lassen sich in die Reihe andere Fälle einschieben. 
Werden für die ursprüngliche Reihe die ganzen Zahlen beibehalten, 
so können wir etwa, wenn durch die neu eingeschohenen Fälle jedes 
der vorigen Intervalle in zehn kleinere zerlegt wird, diesen die ganzen 
Zahlen und das betreffende Zehntel zuweisen. Eine unbegrenzte 
Verfeinerung würde jedem Grade eine und nur eine bestimmte ratio
nale oder irrationale Zahl zuweisen. Diese ein-eindeutige Abbildung 
ist nur darin nicht willkürlich, dass von zwei Graden dem stärkeren 
Grade auch die grössere Zahl entsprechen muss. Irgend eine andere 
Gradskala müsste also eine ein-eindeutige Abbildung der ersten Skala 
sein, die nur die Voraussetzung zu erfüllen braucht, dass von zwei 
Zahlen der grösseren Zahl auch in der Abbildung die grössere entsp~·icht. 

Man wird die Willkürlichkeit der Abbildung einschränken, wenn 
man nicht nur definieren kann, was darunter verstanden wird, dass 
ein.Körper die Eigenschaft in stärkerem oder schwächerem Grade be
sitze als ein anderer, sondern auch definiert, was darunter verstanden 
sein soll, dass der Unterschied in den Graden zweier Fälle grösser 
oder kleiner sei als der Unterschied in den Graden zweier andern Fälle. 

Sobald eine solche Definition vorliegt, kann man die Abbildung 

1) H. Kayse1·, Handbuch der Spektroskopie. Einleitung, p. XXII. Leipzig 1900. 
2) F. Mohs, Naturgeschichte des Mineralreiches, p. 331, Wien 1832. Härte

grade: 1. Talk, 2. Steinsalz oder Gyps, 3. Kalkspath, 4. Flussspath, 5 . .Apatit, 
6. Orthoklas, 7. Quarz, 8. Topas, 9. Korund, 10. Diamant. 
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so einrichten, dass wenn die Unterschiede zweier Gradpaare einander 
gleich sind, auch die Unterschiede der entsprechenden Zahlenpaare 
einander gleich sind. Man lässt zu dem Ende zwei beliebigen Inten
sitätsgraden zwei willkürliche Zahlen A und B (A < B) entsprechen 
nur so, dass dem stärkeren Grade die algebraisch grössere Zahl B 
zukommt. Ein dritter Intensitätsgrad werde dann mit Hülfe der ge
gebenen Definition ausgesucht, der gegen den stärkeren der ersten 
beiden denselben Unterschied aufweist wie diese. Diesem Intensitäts
grad wird die Zahl B +(B-A) zugewiesen u. s. w. nach oben 
und nach unten. Auf diese Weise erhält man eine Reihe von äqui
distanten Zahlen, denen Intensitätsgrade mit gleichen Unterschieden 
entsprechen. In ähnlicher Weise kann man durch die gegebene Defi
nition des grösseren oder kleineren Unterschiedes zwischen je zwei 
aufeinander folgenden Graden eine beliebige Anzahl einschalten, von 
denen je zwei aufeinander folgende den gleichen Unterschied haben. 
Diesen lässt man die Zahlen entsprechen, die das betreffende Zahlen
intervall in ebenso viel gleiche Teile teilen. 

Durch die beiden Definitionen des stärkeren oder schwächeren 
Grades und des grösseren oder kleineren Gradunterschiedes ist die 
Willkürlichkeit der Abbildung bis auf die Wahl der beiden Zahlen 
A und B bestimmt. Alle jetzt noch möglichen Abbildungen sind offen
bar einander ähnlich und unterscheiden sich nur noch durch die Lage 
des Nullpunktes und die Grösse des Maassstabes oder, was dasselbe 
ist, durch den Intensitätsunterschied, welcher dem Zahlenunterschiede 1 
entspricht. Die Zahl, die einem beliebigen Intensitätsgrade entspricht, 
drückt seinen Unterschied gegen den der Null entsprechenden Inten
sitätsgrad aus, gemessen durch den Intensitätsunterschied 1. 

In manchen Fällen ist die zweite Definition schon mit der ersten 
gegeben, wenn nämlich der Unterschied der beiden Grössen sich wieder 
als eine Grösse derselben Art darstellt, wie z. B. bei der Länge von 
graden Linien oder von Kreisbögen desselben Radius oder bei 
Drehungen (Winkeln). 

2. Indirekte Vergleichung oder Messung. Es ist nicht not
wendig, dass man im Stande sei, die Intensitätsgrade direkt zu ver
gleichen. Es kann auch indirekt geschehen, indem man irgend eine 
mit der zu messenden in Verbindung stehende Eigenschaft oder 
Wirkung beobachtet. Nur muss die Intensität der ersten eine ein
deutige Funktion der Intensität der zweiten sein. Ebenso kann man 
die Definition des grösseren oder kleineren Intensitätsunterschiedes 
auf eine mit der ersten in Verbindung stehende Eigenschaft oder 
Wirkung gründen. 
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So kann 2;. B. die Definition für die Vergleichung von Tempera
turen und Temperaturunterschieden auf die Ausdehnung des Queck
silbers gegründet werden. Zwei Temperaturen werden danach gleich 
genannt, wenn ein gegebenes Quantum Quecksilber bei beiden Tempe
raturen unter demselben Druck dasselbe Volumen besitzt. Zwei Tem
peraturunterschiede werden gleich genannt, wenn für beide die V olum
änderung des Quecksilbers die gleiche ist. Diese Definition zeigt sich 
von dem Quantum des Quecksilbers unabhängig, weil ein gleiches 
Quantum sich unter den gleichen Bedingungen ebenso ausdehnt und 
das Zusammengiessen beider Quanta in ihrer Ausdehnung keine Ände
rung bewirkt. Willkürlich bleiben dann nur noch der Nullpunkt der 
Temperatur und die Einheit des Temperaturunterschiedes. Statt des 
Quecksilbers kann man auch einen anderen Körper z. B. Luft oder 
Wasserstoff bei irgend einem festgesetzten Druck wählen. Das würde 
aber eine andere Definition der Temperatur sein, und durch V ersuche 
kann die eine Skala auf die andere abgebildet werden 8). Die Luft
skala würde einen grösseren Temperaturumfang definieren als die 
Quecksilberskala und die W assersto:ffskala abermals einen grösseren 
Umfang, wenn man das Quecksilber nur soweit es flüssig ist und Luft 
und Wasserstoff nur soweit sie gasförmig sind, verwendet. Wenn 
eine Skala gegen ihre Grenzen hin grössere Abweichungen von den 
umfassenderen Skalen zeigt, so wird man dazu neigen, die umfassen
deren vorzuziehen. Das Comite international des poids et mesures 
hat im Jahre 1887 entschieden, das Wasserstoffthermometer zur Defi
nition der Temperatur zu nehmen. Als feste Punkte dienen die Tem~ 
peratur des schmelzenden Eises und die Temperatur des Dampfes 
von destilliertem Wasser unter dem normalen 4) atmosphärischen Drucke. 
Der Druck des Wasserstoffs ist dabei auf ein Meter Quecksilbersäule 
festgesetzt. Statt durch das Volumen bei konstantem Druck kann man 
die Temperatur auch durch den Druck des Wasserstoffs bei konstantem 
Volumen definieren und erhält, wenn man bei 0° den Druck gleich ein 
Meter Quecksilbersäule macht5), nach den Versuchen von Ohappuislf) 
dieselbe Skala. Eine noch umfassendere Skala würde Helium bilden 6). 

8) P. Ohappuis, Rapports pres. au Congres international de Physique 1, 
p. 181 u. f., Paris 1900. 

4) Unter dem normalen atmosphärischen Drucke ist verstanden der Druck 
einer Quecksilbersäule von 760mm Höhe und der Dichte 18,5953, die der nor
malen Intensität der Schwere unterworfen ist. Die normale Intensität der 
Schwere ist gleich der Intensität im Bureau international dividiert durch 
1,0003322. 

5) Der Druck ist also 1000/760 des normalen atmosphä.rischen Druckes. 
6) J. Dewar, Lond. R. Inst. Proc. 1899, p. 1. 
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Eine andere Definition der Temperatur kann man auf die Strah
lungsenergie eines schwarzen Körpers gründen. Danach heissen zwei 
Temperaturen einander gleich, wenn die Energie der Strahlung, welche 
ein Oberflächenteil des schwarzen Körpers von gegebener Fläche in 
gegebener Zeit in einen gegebenen Raum entsendet, bei beiden Tem
peraturen die gleiche ist. Zwei Temperaturunterschiede sollen gleich 
heissen, wenn die Unterschiede der Strahlungsenergieen einander gleich 
sind. Damit ist die Temperaturskala bis auf den Nullpunkt und den 
Wert der Skaleneinheit definiert. V ergleicht man diese Skala mit 
der Skala des Wasserstoffthermometers, so ergiebt sich, dass sie 
keineswegs ähnliche Abbildungen von einander sind. Es zeigt sich 
aber, dass bei geeigneter Annahme der Nullpunkte die Abbildung 
durch eine einfache rechnerische Beziehung der entsprechenden Zahlen 
dargestellt wird, soweit die Beobachtungen reichen. Die Zahlen des 
Wasserstoffthermometers sind bei geeigneter Annahme der Nullpunkte 
sehr nahe proportional den vierten Wurzeln aus den Zahlen der 
Skala der Strahlungsenergieen. Wenn man hier also die vierten 
Wurzeln zur Definition der Temperatur verwendet, so bleibt man mit 
der Skala des Wasserstoffthermometers in Übereinstimmung und hat 
zugleich den Vorteil der umfassenderen Skala, welche die Beobach
tung der Strahlungsenergieen gewährt. Die praktische Verwendung 
dieses Gedankens ist möglich geworden, seitdem man die Abhängig
keit der Strahlungsenergie von der Wellenlänge sowohl wie von der 
Temperatur kennt. Man kann darnach allein durch Helligkeitsmessungen 
in der gleichen Farbe dieTemperaturdes StrahlendenKörpers bestimmen 7). 

Viele andere Wirkungen der Temperatur auf die Körper können 
zur Definition der Temperatur verwendet werden. So sind z. B. sehr 
zweckmässige Instrumente auf die .Änderung gegründet, die der elek
trische Widerstand eines Metalldrahtes durch die Temperatur er
fähii8). Auch der Zusammenhang der Temperatur mit der Drehung 
der Polarisationsebene im Quarz, mit der Doppelbrechung von Kry
stallen, mit der Diffusion der Gase durch poröse Wände, mit dem 
Brechungsindex der Gase, mit der in einem Körper vorhandenen Wärme
menge, mit der elektromotorischen Kraft zwischen verschieden erwärmten 
Lötstellen sind zur Bestimmung der Temperatur verwendet worden 9). 

7) F. Paschen und H. lVanner, Berl. Ber. 1899, p. 5; H. Wanner, Ann. d. 
Physik2 (1900), p. 141 und Physika!. Zeitschr. 1 (1900), p. 226 u. 3 (1901), p. 112; 
L. Holborn und F. Kurlbaum, Berl. Ber. 1901, p. 712. 

8) H. L. Gallendar und E. H. Griffiths, Lond. Trans.182 A (1891), p. 43-71 
und p. 119-157. 

9) O.Barus, Rapp.pres. au Congres internat. de Physique 1, Paris 1900, p.148. 
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Die gleiehe Bemerkung gilt von der Messung jeder beliebigen 
Eigenschaft. Ja man kann sagen, dass im allgemeinen nicht die 
Eigenschaft selbst in ihrer direkten Wirkung auf unsere Sinne zur 
Messung verwendet wird, sondern dass in der Regel ein Zustand wahr
genommen wird, der infolge der zu messenden Eigenschaften an einem 
andern Körper eintritt. Die Messung ist in der Regel mit einer 
Längennwsswng verbunden, es wird gewöhnlich das Resultat der eigent
lichen Messung an einer linearen Skala abgelesen. So wird z. B. bei 
einer feinen Wägung schliesslich die Ruhelage des Zeigers durch die 
Beobachtungen der Umkehrpunkte auf der Skala bestimmt, die Messung 
des Zeitpunktes, in dem ein Sternbild den Faden im Okular eines 
Fernrohrs passiert, geschieht nach der Registriermethode auf der 
Trommel des Chronographen durch Ausmessung von Längen, die Be
stimmung eines elektrischen Widerstandes mit der Wheatstone'schen 
Brücke ergiebt sich aus der Stellung des Kontaktes auf dem Draht, 
der den veränderlichen Widerstand darstellt. Während der Messungs
operation können aber sehr wohl auch die Wahrnehmungen der übrigen 
Sinne ins Spiel kommen. Man kann z. B. im Telephon das V er
schwinden eines Wechselstroms durch das Ohr bestimmen. Bei der 
Zeitbestimmung nach der "Aug' und Ohr"-Methode wird ein mit dem 
Auge wahrgenommenes Ereignis in die mit dem Ohr aufgefasste Zeit
skala interpoliert; oder es wird umgekehrt die mit dem Ohr auf
gefasste Skala in das Gesichtsfeld projiziert, indem man sich die ent
sprechenden Orte des Sternbildes als Skalenabteilungen vorstellt. Ge
ruch und Geschmack werden bei chemischen .Analysen unter Um
ständen verwendet, ebenso der Tastsinn z. B. um durch das seifige 
Gefühl einer Lösung das Auftreten einer Lauge festzustellen. Weitaus 
häufiger wird aber auch hier das Auge verwendet z. B. um an der Trübung 
oder Färbung einer Lösung die Gegenwart gewisser Stoffe zu erkennen. 

3. Die Beziehungen zwischen den Einheiten verschiedenartiger 
Grössen. Durch den Umstand, dass man die Eigenschaft eines Körpers 
nicht unmittelbar misst, sondern durch eine sekundäre Wirkung, die 
durch sie verursacht wird, ergiebt sich eine Beziehung zwischen der 
für diese Eigenschaft festzusetzenden Einheit und der bei der Messung 
dieser Wirkung festgesetzten Einheit oder Einheiten. Eine Geschwin
digkeit z. B., mit der ein Körper sich bewegt, kann gemessen werden 
durch die Länge des Weges, der in einer gewissen Zeit zurückgelegt 
wird. Indem man die Einheit der Geschwindigkeit so definiert, dass 
dabei in der Zeiteinheit die Einheit der Weglänge zurückgelegt wird, 
stellt man eine Beziehung zwischen diesen drei Einheiten auf, sodass 
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nur zwei von ihnen willkürlich sind. Eine Notwendigkeit so su ver
fahren liegt nicht vor. Man könnte, abgesehen von praktischen Schwierig
keiten, die Geschwindigkeit auch durch andere mit ihr verbundene 
Veränderungen messen, z. B. durch den Widerstand, den ein be
stimmter Körper erfährt, wenn er sich mit der betreffenden Ge
schwindigkeit durch ein bestimmtes Medium bewegt oder durch den 
Stoss, den eine bestimmte Masse ausübt, wenn sie mit der betreffen
den Geschwindigkeit auf eine andere ruhende Masse stösst, oder durch 
die Wärmemenge, welche von der Masseneinheit des Körpers ent
wickelt wird, wenn man ihn bremst. Vielmehr sind es praktische 
Gründe, die uns veranlassen, die Einheit der Geschwindigkeit auf die 
Einheit der Länge und der Zeit zurückzuführen. Erstens lässt sich 
auf diese Weise die Geschwindigkeit genau bestimmen und zweitens 
lässt sich die so bestimmte Einheit an einem andern Orte und zu 
einer andern Zeit mit Genauigkeit wiederherstellen, sodass auf diese 
Weise zwei Geschwindigkeiten auch an weit auseinanderliegenden 
Orten und zu weit auseinanderliegenden Zeiten mit Genauigkeit mit 
einander verglichen werden können. Als Einheiten, die sich besonders 
genau reproduzieren und unveränderlich aufheben lassen, hat man die 
Einheiten der Zeit, der Länge und der Masse erkannt. Sobald daher 
die Einheit irgend einer messbaren Grösse auf jene drei Einheiten 
genau bezogen werden kann, so ist sie auch genau reproduzierbar 
und unveränderlich aufzubewahren. 

4:. Die Messung der Zeit. Was zunächst die Zeit betrifft, so 
ist sie uns durch die Umdrehung der Erde gegeben, bei der wir keine 
Ungleichmässigkeit in der Dauer einer Umdrehung wahrzunehmen 
vermögen. Allerdings muss durch die Reibung der Flutwelle die 
kinetische Energie der Erde allmählich sich vermindern, während 
durch die Abkühlung der Erde eine Zusammenziehung eintritt. Das 
erste würde für sich eine Verminderung, das zweite eine V ergrösse
rung der Umdrehungsgeschwindigkeit zur Folge haben, und es ist 
unwahrscheinlich, dass beide Ursachen sich grade aufheben sollten. 
Eine Umdrehung wird durch die Beobachtung eines Gestirns erkannt, 
das relativ zur Erde nach Vollendung einer Umdrehung wieder die
selbe Stellung einnehmen muss, wenn man von der fortschreitenden 
Bewegung der Erde und des Gestirns absehen kann. Bruchteile einer 
Umdrehung werden bestimii,lt durch die Messung der Stundenwinkel 
eines Gestirns, d. i. der Winkel, welche eine durch die Erdaxe und 
das Gestirn gelegte Ebene mit der Meridianebene des Beobachtungs
ortes bildet. In dem sphärischen Dreieck, das von dem Gestirn, dem 
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Pol und dem Zenith des Ortes gebildet wird, ist dies der Winkel am 
Pol. Man hat von diesem Dreieck drei Bestimmungsstücke zu kennen, 
um die übrigen zu berechnen. Man misst z. B. die Polhöhe, den Pol
abstand des Gestirnes ( am besten durch Beobachtung seiner Höhe 
beim Meridiandurchgang) und die Zenithdistanz des Gestirns zur Zeit 
der Beobachtung. Die Zeit einer Umdrehung kann auch durch eine 
Uhr in Unterabteilungen geteilt werden. Von der Genauigkeit, mit 
welcher dies durch eine gute Pendeluhr geschieht, giebt eine Unter
suchung von Tisserand 10) einen Begriff. Durch Beobachtung von 
Sterndurchgängen stellte er fest, dass die Hauptuhr des Pariser Ob
servatoriums bei geeigneter Fehlerkorrektion die Zeit während 143 Tagen 
etwa auf 0,3 Sekunden genau abzulesen gestattet. Bei etwa 12 Millionen 
Pendelschwingungen beträgt also die Fehlergrenze nicht mehr als ein 
Drittel einer Pendelschwingung. Bei kleineren Zeiten können die von 
der Uhr herrührenden Fehler als wesentlich kleiner angenommen 
werden. Die Zeit zwischen den Kulminationen zweier Sterne, d. i. 
also die Differenz ihrer Rektascensionen, wird mit einer Genauigkeit 
von einigen Hundertsteln Sekunden gemessen 11). Bei der Zeitbestim
mung, wie sie bei der Bestimmung geographischer Längenunterschiede 
gemacht wird, erreicht man Genauigkeiten eines Sterndurchganges von 
+ 0,0388" (mittlerer Fehler) 19). Bei physikalischen Untersuchungen 
sowie im bürgerlichen Leben wird die Zeiteinheit von dem mittleren 
Sonnentag, d. i. der mittleren Zeit zwischen zwei Durchgängen der 
Sonne durch den Meridian abgeleitet. Wegen der Bewegung der Erde 
um die Sonne beobachtet man eine scheinbare Bewegung der Sonne 
relativ zu den Sternen. Dadurch kommt es, dass der mittlere Sonnentag 
nicht mit dem Sterntag identisch ist. Rechnet man ein Jahr von einer 
Frühlings-Tag- und Nachtgleiche bis zur nächsten, so ist die Zahl 
der mittleren Sonnentage, die auf ein Jahr gehen, um 1 geringer als 
die Zahl der Sterntage und im gleichen Verhältnis ist der mittlere 
Sonnentag länger. Bei der Messung kleiner Zeitintervalle ist der 
relative Fehler erheblich grösser, wenn auch natürlich der absolute 
Fehler herabgedrückt werden kann. Zeiten von etwa 2-lü-8 Sekunden 
sind von E. Wiechert mit Hülfe elektrischer Weilen noch mit einer 
Genauigkeit von etwa 30 Prozent gemessen worden 18). 

10) F. Tisserarnd, Paris C. R. 122 (1896), p. 646-651. 
11) Vgl. z. B. Fr. Cohn, Astr. Nachr. 157 (1902), Nr. 3766-67. 
12) Veröft'entl. d. kgl. preuss. geodät. Inst., astronomisch-geodätische Arbeiten 

1. Ordnung. Neue Folge 5 (1901), p. 54. 
13) E. Wiechert, Ann. Phys. Chemie 69 (1899), p. 739; vgl. auch H.Abraham 

u. J. Lemoine, J. de Phys. (3) 9 (1900), p. 262. 
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5. Die Messung der Länge. Um die Einheit der Länge so zu 
definieren, dass sie unveränderlich erhalten bleibt, hat man daran ge
dacht, sie auf die Erddimensionen zu gründen und den zehnmillionsten 
Teil des Erdquadranten zur Einheit zu machen. Es hat sich indessen 
gezeigt, dass die Genauigkeit, mit der die Längen zweier geeigneten 
Strichmaasse mit einander verglichen werden können und die Sicher
heit, mit der sie voraussichtlich ihre Länge bewahren, viel grösser 
ist, als die Genauigkeit, mit der man den zehnmillionsten Teil des 
Erdquadranten bis jetzt bestimmen kann. Infolge dessen wird jetzt 
die Einheit der Länge nicht durch die Erddimension, sondern durch 
ein bestimmtes Strichmaass definiert. Für die 22 Staaten, welche der 
Meterkonvention beigetreten sind, wird das Strichmaass in Sevres bei 
Paris aufbewahrt. Seine Länge ist so genau wie möglich mit der 
Länge des "metre des archives" zur Übereinstimmung gebracht, des 
Längenmaasses, welches die französische Regierung am Ende des 
18. Jahrhunderts als Verwirklichung des zehnmillionsten Teiles des 
Erdquadranten hat herstellen lassen. Es besteht aus einer Legierung 
von Platin mit lO Prozent Iridium, einem Stoffe, der unveränder
lich ist, grosse Härte, einen grossen Elastizitätsmodul und einen ge
ringen Ausdehnungskoeffizienten besitzt. Der Querschnitt ist von der 
Form 

und ist so eingerichtet, dass sein Schwerpunkt bei S liegtl4). Mit 
dieser Form werden zwei Ziele erreicht. Erstens fällt, wenn der Stab 
auf zwei horizontalen Schneiden aufliegt, der ebene Teil der Ober
fläche des Stabes, in der die Schwerpunkte der Querschnitte liegen, 
in die Schicht der neutralen Fasern, die ihre Länge bei der V er
biegung des Stabes durch seine eigene Schwere unverändert bei
behalten, und zweitens ist das 'frägheitsmoment in Bezug auf die 
neutrale Axe des Querschnitts im Verhältnis zur Fläche des Quer
schnitts gross, sodass der Widerstand gegen Verbiegung für die ge
gebene Masse des Stabes gross ist. Die Striche, deren Abstand die 
Länge definiert, sind auf die Fläche der neutralen Fasern geritzt. 
Wenn der Stab an zwei Stellen unterstützt ist, die gleich weit von 
seiner Mitte und 0,5594 seiner Länge von einander entfernt sind, so 

14) J. R. Benoit, Rapp. pn)sentes au Gongres internat. de Physique 1, p. 50, 
Paris 1900. 



5. Die Messung der Länge. 13 

ist, wie Bessel 15) gezeigt hat, die Durchbiegung am geringsten. Als
dann ist der Unterschied zwischen der Länge der neutralen Fasern 
und ihrer horizontalen Projektion für die Strecke des ganzen Meters 
auf 4·1Q- 7 mm berechnet, was auch für die feinsten jetzt ausführ
baren Messungen vernachlässigt werden kann 16). Zugleich mit diesem 
Maass sind dreissig andere in derselben Weise ausgeführt worden und 
sowohl unter einander als mit dem Definitionsmaass verglichen worden. 
Der wahrscheinliche Fehler, mit dem die Länge jedes dieser Maasse 
durch das Definitionsmaass ausgedrückt ist, beträgt 4·10- 5 mm 17). 

Durch diese weiteren Kopieen, die an die verschiedenen Staaten ver
teilt sind, ist die Längeneinheit in alle Weltteile gebracht und zu
gleich ihre Erhaltung so gut wie möglich gewährleistet. 

Die Vergleichung zweier Strichmaasse geschieht dadurch, dass die 
beiden Enden eines der beiden Maassstäbe unter zwei sehr fest fundierte 
mit Mikrometern versehene Mikroskope gebracht werden (Komparator). 
Die Mikrometer werden auf die die Länge definierenden Striche ein
gestellt und abgelesen. Unmittelbar darauf wird der zweite Maass
stab unter dieselben beiden Mikroskope gebracht und die Mikrometer 
werden ebenso auf seine Striche eingestellt nnd abgelesen. Die Diffe
renzen der Mikrometerablesungen geben die Differenz der Länge der 
beiden Maasse. Das messende Instrument besteht daher in den 
Schrauben der beiden Mikrometer. In den Mikrometern wendet man 
nicht mehr wie früher ein Fadenkreuz sondern zwei Parallelfäden an, 
zwischen die das Bild des Striches eingestellt wird. Man stellt ein 
auf die gleiche Helligkeit der beiden Zwischenräume zwischen Strich 
und Fäden. Wenn die Parallelfäden sehr nahe neben einander liegen, 
so ist das Auge sehr empfindlich für eine Ungleichheit in den Licht
mengen, die es von den beiden Zwischenräumen empfangt. Sehr 
wichtig ist bei dem ganzen Verfahren, dass die Temperatur der Stäbe 
dieselbe sei. Man kann zu dem Ende den ganzen Komparator bis 
auf die Okulare der Mikroskope in einem doppelwandigen Kasten 
anbringen, dessen Doppelwandung mit Wasser umspült wird. Es 
können auch die Maassstäbe selbst im Wasserbade liegen. In der
selben Weise kann man auch Unterabteilungen desselben Stabes mit 
einander vergleichen und, indem man die gefundenen Korrekturen 
berücksichtigt, die genauen Unterabteilungen erhalten. 

15) F. W. Bessel, Darst. der Untersuchungen u. Maassregeln, welche in den 
Jahren 1834 bis 18ä8 durch die Einheit des preussischen Längenmaasses veran
lasst worden sind. Beilage 1, p. 132, Berlin 1839. 

16) J. R. Benoit, vgl. Anm. 14, p. 50. 
17) J. R. Benoit, vgl. Anm. 14, p. 64. 
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Die Messung von Drehungen (Winkeln) besteht in der Längen
messung von Kreisbögen, die von einem in gegebener Entfernung 
von der Drehungsaxe befindlichen Punkte des sich drehenden starren 
Körpers beschrieben werden. Zur praktischen Ausführung wird eine 
Kreisscheibe konzentrisch und senkrecht zur Drehungsaxe mit dem 
Körper fest verbunden, deren Rand eine Skala trägt. Da Kreisbögen 
desselben Radius ebenso wie grade Linien mit einander zur Deckung 
gebracht werden können, so ist die Art der Messung prinzipiell die
selbe. Man führt die zu vergleichenden Kreisbögen z. B. ebenso wie 
beim Komparator unter zwei feststehende Mikroskope, deren Mikro
meter die Differenz bestimmen 18). Die Maasseinheit der Drehung wird 
von dem Radius des Kreises unabhängig, indem man das Verhältnis 
des Kreisbogens zum ganzen Umfang einführt. 

6. Die Wellenlänge als Längenm.aass. Anstatt den Erdqua
dranten der Definition der Längeneinheit zu Grunde zu legen, wie es 
die französische Revolution gethan hatte, schlug Fizeau 19) vor, an 
eine andere von der Natur gegebene Länge anzuknüpfen. Wenn man 
nämlich das von einer Lichtquelle ausgesandte Licht in zwei Strahlen
bündel zerlegt, z. B. dadurch, dass man eine Glasplatte schräg in den 
Weg stellt, die das Licht zum Teil durchlässt, zum Teil reflektiert, 
so kann man Teile dieser beiden Strahlenbündel durch weitere Spiege
lungen wieder in dieselbe Bahn und damit zur Interferenz bringen. 
Sie heben sich dabei genau auf, wenn der Gangunterschied der beiden 
Wellenzüge ·ein ungrades Vielfaches einer halben Wellenlänge beträgt. 
Ordnet man den V ersuch so an, dass die zur Interferenz kommenden 
Wellenzüge ebene Wellen sind, die man in ein auf unendlich ge
stelltes Fernrohr eintreten lässt, so entspricht jedem Punkte des Ge
sichtsfeldes eine gewisse Richtung der Wellenzüge, und wenn die 
Gangunterschiede der beiden Wellenzüge in den verschiedenen Rich
tungen verschieden sind, so wird man im Gesichtsfelde helle und 
dunkle Stellen sehen. Wenn z. B. alle Wellenzüge, die gegen die 
Axe des Fernrohrs gleich geneigt sind, dem gleichen Gangunterschied 
entsprechen, so muss das Gesichtsfeld aus konzentrischen hellen und 
dunkeln Ringen bestehen. Ändert man nun den Gangunterschied der 
beiden Strahlenbündel, so ändert sich der Gangunterschied, der den 
verschiedenen Stellen des Gesichtsfeldes entspricht, und die konzen
trischen Ringe vergrössern oder verkleinern ihren Radius. Ist die 

18) 0. Schreiber, Untersuchung von Kreisteilungen mit zwei und vier Mikro
skopen, Zeitschr. für Instrumentenkunde 6 (1886), p. 1, 47 und 93. 

19) H. Fizeau, Aun. Chim. Phys. (4) 2 (1864). 
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Änderung des Gangunterschiedes genau eine Wellenlänge, so muss 
der nächste benachbarte Ring genau an die Stelle des betrachteten 
Ringes gerückt sein. Denkt man sich die Änderung des Gangunter
schiedes etwa dadurch bewirkt, dass ein ebener Spiegel, der das eine 
der beiden Strahlenbündel reflektiert, durch eine Schraube in einer 
Schlittenführung parallel verschoben wird, so kann man also durch 
Beobachtung der Interferenzstreifen die Verschiebung des Spiegels in 
Wellenlängen messen. Die Lichtwellen bilden, wie Fiseau sagt, ein 
natürliches Mikrometer von der höchsten Vollkommenheit. Solange 
es sich nur um sehr kleine Gangunterschiede der Wellenzüge handelt, 
ist es nicht wesentlich, dass das Licht rein monochromatisch sei. 
Sobald indessen die Gangunterschiede grösser werden, so liegen die 
den verschiedenen Wellenlängen entsprechenden Interferenzringe an 
merklich verschiedenen Stellen. Zunächst erscheint jeder Ring farbig; 
dann aber greifen sie immer mehr und mehr über einander und ver
wischen das Bild, sodass schliesslich keine Helligkeitsunterschiede 
mehr erkannt werden. Je vollkommener es gelingt, das Licht ein
f~big zu machen, um so grösser sind die Gangunterschiede, die man 
messen kann, um so länger ist also das von den Lichtwellen gebildete 
natürliche Mikrometer. Bei grossen Gangunterschieden würde die Ab
zählung der Interferenzstreifen eine sehr mühsame Arbeit sein. Man 
umgeht sie dadurch, dass der Gangunterschied zunächst mit einem 
Maassstab angenähert bestimmt wird, und dann für mehrere Arten 
einfarbigen Lichtes der Bruchteil der Wellenlänge gemessen wird, um 
welchen der Gangunterschied vermindert werden muss, um durch die 
Wellenlänge teilbar zu sein 20). A. Michelson hat auf diese Weise das 
Meter der internationalen Meterkonvention in Wellenlängen des roten, 
grünen und blauen Cadmiumlichtes gemessen lll). Es ist dabei not
wendig, die Dichte der Luft anzugeben, bei der beobachtet wird, weil 
die Wellenlängen sich mit der Dichte der Luft verändern. Auf diese 
Weise ist die Länge des Meters auf Wellenlängen bezogen. Die Un~ 
sicherheit beträgt dabei nach der Angabe von BenoU 22) nicht mehr 
als ein tausendste! Millimeter. Die Genauigkeit ist danach immer 
noch nicht so gross, wie die Genauigkeit einer Vergleichung zwei er 
Meterstäbe mit Hülfe des Komparators. Es scheint indessen gute 
Aussicht dafür vorhanden zu sein, dass man die Messung in Weilen-

20) V gl. J. Mace de Lepinay, Rapp. pres. au Congres internat. de Physique 1, 
p. 115, Paris 1900. 

21) A. Michelson, Travaux et memoires du bureau international des poids 
et mesures 11, 1894. 

22) V gl. Anm. 14, p. 70. 



16 V 1. 0. Runge. Maass und Messen. 

längen noch vervollkommnen wird 23). Die Grenze der Genauigkeit 
ist hier durch die Grösse des Gangunterschiedes gegeben, bis zu 
welcher man die Interferenzfransen noch deutlich sieht. Könnte man 
Gangunterschiede bis zu einem Meter beobachten, so würde nach 
Fizeatt's Ausdruck das von den Wellenlänge11 gebildete Mikrometer 
die Länge eines Meters haben: die Fransen würden wie die Teil
striche einer Skala zu betrachten sein, und die Genauigkeit hinge von 
der Genauigkeit ab, mit der man eine Marke zwischen diesen Teil
strichen einstellen und den Abstand von einer Franse als Bruchteil 
des Fransenabstandes bestimmen könnte. Die Grösse des Gangunter
schiedes, die man erreichen kann, hängt davon ab, bis zu welchem 
Grade das Licht monochromatisch ist. Mit dem Lichte der grünen 
Quecksilberlinie haben Perot und Fabry 24) nqch bei einem Gang
unterschiede von 43 Gentimetern deutliche Interferenzen beobachtet. 

Ein anderes N aturmaass, welches, im Gegensatz zu den sehr 
kleinen Wellenlängen, eine sehr grosse Einheit der Länge darstellt, 
ist in der Astronomie gebräuchlich und wird als Lichtjahr bezeichnet. 
Ein Lichtjahr ist gleich deiil- Wege, den das Licht im leeren Raum 
in einem Jahre zurücklegt, also gleich 3 · 1010 • 365,25 · 24 · 60 · 60 cm. 
Die nächsten Fixsterne sind vier bis fünf Lichtjahre entfernt. 

7. Die :Messung der :Masse. Die Einheit der Masse wird defi
niert durch die Masse eines bestimmten Körpers. Für die Staaten 
der internationalen Meterkonvention besteht dieser Körper aus einem 
Cylinder von kreisförmigem Querschnitt aus einer Legierung von Platin
Iridium, demselben Material, aus welchem die Meterprototype hergestellt 
sind. Die Masse des Körpers ist mit möglichster Genauigkeit der Masse 
desjenigen Körpers gleich gemacht, den die französische Revolution als 
Verwirklichung der Masse eines Kubikdezimeters Wasser im Zustande 
seiner grössten Dichte bei normalem Druck angenommen hatte (s. Nr. 8) 
und die das "kilogramme des archives'' genannt wird. Der jetzt zur 
Definition der Masseneinheit dienende Körper heisst das internationale 
Kilogrammprototyp. Aus derselben Platin-Iridiumlegierung sind an 
die Staaten der internationalen Meterkonvention Kopieen des inter
nationalen Prototyps, die nationalen Prototype, verteilt wOTden, die mit 
der äussersten erreichbaren Genauigkeit unter einander und mit dem 
internationalen Prototyp verglichen sind. So ist z. B. die Masse des 
dem deutschen Reiche überwiesenen nationalen Prototyps gleich 

23) V gl. J. Mace de Upinay, Rapp. pres. au Congres internat. de Physique 1, 
p. 108, Paris 1900. 

24) Oh. Fab1·y und A. Perot, J. de phys. (3) (1900), p. 369. 
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1 kg + 0,053 mg gefunden worden mit einem wahrscheinlichen Fehler 
von 0,002 mg 25). 

Die Vergleichung zweier Massen geschieht durch Wägung im 
luftleeren Raum. Dieser Methode liegt eine Hypothese zu Grunde. 
Denn nach den Begriffen der Mechanik ist die Masse unabhängig 
von der Erdanziehung nur durch die Trägheit zu definieren. Zwei 
Massen gelten danach einander gleich, wenn die gleiche Kraft ihnen 
in der gleichen Zeit die gleiche Beschleunigung erteilt oder wenn 
sie bei gleicher Geschwindigkeit gleiche kinetische Energie aufweisen. 
Bei der Wägung sind die Gewichte einander gleich. Soll daraus 
folgen, dass nach den Begriffen der Mechanik auch die Massen 
einander gleich sind, so wird dabei vorausgesetzt, dass unter dem 
Einfluss ihres Gewichtes jede Masse in der gleichen Zeit die gleiche 
Beschleunigung erfährt. Diese Voraussetzung ist keineswegs mit der
selben Genauigkeit geprüft worden, mit der sich Gewichte vergleichen. 
lassen. Neuerdings hat R. Eötvös angegeben, dass er mit der Ge
nauigkeit von 1 auf 2·107 die Gewichte gleicher Massen von Glas, 
Messing, Antimon und Kork einander gleich gefunden habe 26). Andrer
seits ist von Landalt und Heydweiler eine Änderung in dem Gewichte 
der gleichen Masse behauptet worden, wenn in der Masse gewisse 
chemische und physikalische Umsetzungen vor sich gehen 27). 

8. Die Beziehungen zwischen den Einheiten der Zeit, der 
Länge und der Masse. Der Gedanke, die Einheit der Masse durch 
die Masse der V olumeinheit des Wassers im Zustande seiner grössten 
Dichte bei normalem Druck zu definieren, den die von der franzö
sischen Revolution eingesetzte Kommission auszuführen strebte, ist 
wieder aufgegeben aus demselben Grunde, aus dem die Längeneinheit 
nicht durch die Länge des Meridians oder die Länge des Sekunden
pendels definiert wird. Die Genauigkeit, mit der man die Masse eines 
Kubikdezimeters Wasser zu bestimmen vermag, 1st erheblich geringer 
als die Genauigkeit, mit der die Prototype mit einander verglichen 
werden können und mit der sie die Einheit der Masse voraussichtlich 
unverändert erhalten. Nach neueren Messungen hat sich denn auch 
herausgestellt; dass die Masse des kilogramme des archives merklich 
von der Masse eines Kubikdezimeters Wasser abweicht, die vermut
lich zwischen 0,99995 und 0,99996 Kilogramm liegt 28). Die Schwierig-

25) Mitteilungen der kaiserl. Normal-.A.ichungskommission, Berlin, 1. Reihe, 
p. 146. 

26) R. Eötvös, Rapp. pres. au Gongres internat. de Physique 3, p. 389, Paris 1900. 
27) Vgl. Art. V 2, Nr. 13. 
28) C. E. Guillaume,Rapp. pres. au Gongres internat. de Phys.1, p. 99, Paris 1900. 

Enc;rklop. d. math. Wissenach. V 1. 2 
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keit liegt darin, das Volumen eines Körpers mit Genauigkeit auf die 
Längeneinheit zu beziehen. Ist dieses geschehen, so findet man durch 
Äquilibrieren des Gewichtsverlustes beim Eintauchen des Körpers in 
Wasser die Masse des gleichen Volumens Wasser und daraus die 
Masse der V olumeinheit. Die Bestimmung des Volumens ist sowohl 
durch die oben besprochene Methode der Interferenzfransen an einem 
durchsichtigen Würfel wie auch an Metallcylindern durch Kontakt
messungen einer grossen Anzahl von Durchmessern ausgeführt worden. 
Kontaktmessungen werden so ausgeführt, dass man von zwei Seiten 
Stäbe mit sphärischen Endflächen mit dem zu messenden Körper in 
Berührung bringt. Jeder Stab trägt im Kugelcentrum der sphäri
schen Endfläche einen Strich; den Abstand beider Striche bestimmt 
man auf die in Nr. 5 angegebene Weise unter dem Komparator. 
Danach wird der Körper entfernt, die Stäbe werden mit ihren sphä
rischen Endflächen zur Berührung gebracht und der Abstand der 
Striche von neuem unter dem Komparator bestimmt. Die Differenz 
der beiden Abstände giebt die Dicke des Körpers zwischen den 
Berührungspunkten 29). 

Selbst wenn man die Masse eines Kubikdezimeters Wasser 
mit derselben Genauigkeit zu bestimmen lernte, mit der man die 
Massen zweier Körper zu vergleichen im Stande ist, so würde man 
deshalb doch weder die Einheit der Masse noch die der Länge ändern. 
Denn für alle praktischen Zwecke kann die Abweichung der Dichtig
keit des Wassers von Eins vernachlässigt werden. Bei Messungen 
aber, deren Feinheit die Abweichung nicht zu vernachlässigen erlaubt, 
kann die etwas vermehrte Rechenarbeit ohne wesentlichen Nachteil 
aufgebracht werden. Der V orteil bleibt bestehen, dass man durch die 
Bestimmung der Dichte des Wassers die Masse des Kilogramms, so
weit die Genauigkeit jener Bestimmung geht, von der Aufbewahrung 
der Prototype der Länge allein abhängig machen kann oder um
gekehrt die Länge des Meters von den Prototypen des Kilogramms. 
In ähnlicher Weise wird z. B. durch die Messung der Lichtgeschwin
digkeit die Einheit der Länge mit der Einheit der Zeit in Beziehung 
gebracht. Indessen ist die Genauigkeit hier nur etwa ein Tausendstel 
des Betrages oder eine Grösse von dieser Ordnung 30) und kommt 
daher gar nicht in Betracht gegenüber der Genauigkeit, mit der die 
Unveränderlichkeit der Einheiten von Zeit und Länge uns verbürgt 
erscheint, und mit welcher Zeiten und Längen gemessen werden 

29) Guillaume, s. vorige Anm. p. 97. 
30) A. Oornu, Rapp. pres. au Congres internat. de Physique 2, p. 236, Paris 

1900. 
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können. Genauer schon sind die Einheiten der Länge und der Zeit 
durch die Länge des Sekundenpendels an einem bestimmten Orte der 
Erde mit einander in Beziehung gebracht. Allerdings ist auch hier 
jene Genauigkeit nicht erreicht. Dazu kommt, dass wir hier die An
nahme zu Grunde legen würden, die Schwerkraft ändere sich nicht 
mit der Zeit, eine Annahme, die hinfällig werden würde, wenn im 
Innern der Erde Massenverschiebungen vor sich gehen. Immerhin ist 
jede genaue Messung einer physikalischen Grösse, die auf Zeit, Länge 
und Masse zurückgeführt werden kann, für die Erhaltung der drei 
Maasseinheiten von Wert, sobald wir Grund haben, die betreffende 
Grösse für unveränderlich zu halten. Die Dichtigkeit wohl definierter 
chemischer Körper, die Wellenlängen im Spektrum chemischer Körper, 
die Schallgeschwindigkeit und die Lichtgeschwindigkeit in wohl defi
nierten Körpern, die Kraft, mit der sich gegebene Massen in ge
gebenen Entfernungen anziehen, sind z. B. Grössen, die nach unsern 
jetzigen physikalischen Anschauungen unter gewissen uns wohl
bekannten Bedingungen von der Zeit unabhängig sind. 

Obgleich es hiernach möglich ist, die Einheiten der Zeit, Länge 
und Masse durch eine einzige dieser drei Einheiten zu definieren, so 
hat man dennoch davon abgesehen, weil die unabhängige Definition 
genauer ist. Dagegen sucht man soviel wie möglich die Einheiten 
anderer messbarer Grössen auf diese drei Einheiten zu beziehen. Sobald 
dies für eine Grösse mit einer gewissen Genauigkeit möglich ist, so 
ist die Einheit dieser Grösse mit entsprechender Genauigkeit definiert 
und die Vorteile, welche die Einheiten der Länge, Masse und Zeit 
durch ihre Unveränderlichkeit und Reproduzierbarkeit darbieten, sind 
dadurch auch für die Einheit der neuen Grösse gewonnen. 

9. Das absolute Maasssystem. Man nennt das System der auf 
Zeit, Länge, Masse bezogenen Einheiten messbarer Grössen nac4 
Gauss 81) das absolute Maasssystem. Die Bezeichnung absolut ist nicht 
glücklich gewählt. Denn erstens sind die Einheiten der Zeit, Länge 
und Masse auch nicht absolut unveränderlich und mit absoluter Ge
nauigkeit reproduzierbar und zweitens lässt sich sehr wohl der Fall 
denken, dass die Einheit einer messbaren Grösse, auch ohne sie auf 
Zeit, Länge und Masse zu beziehen, mit grosser Genauigkeit unver
änderlich und reproduzierbar definiert werden kann. Eine solche 
Einheit würde man mit eben demselben Rechte eine absolute nennen 

31) C. F. Gauss, Intensitas vis magneticae ad mensuram absolutam revocata, 
Gött. Abh. 1832 = Werke 5, p. 81-118. 

2* 
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können 32). Drittens liegt eine gewisse Willkür darin, dass man die 
Einheiten der Zeit, Länge und Masse nicht auf einander bezieht. 
Übrigens braucht Gauss das Wort absolut nur als Gegensatz zu den
jenigen "relativen Messungen", bei denen das Messungsergebnis von 
der Grösse der Magnetisierung einer gegebenen, als unveränderlich 
vorausgesetzten Nadel abhängt. Man hat, wie F. Kohlrausch richtig 
bemerkt, später in der Bezeichnung mehr zu :finden geglaubt als sie 
besagen sollte. 

In manchen Fällen giebt es verschiedene Möglichkeiten, eine Ein
heit durch das absolute Maasssystem zu definieren. Man kann z. B. 
die Einheit des Rauminhalts durch den Würfel definieren, dessen Seite 
gleich der Längeneinheit ist, man kann sie aber auch durch den Raum 
definieren, den die Masseneinheit Wasser im Zustande seiner grössten 
Dichte unter normalem Druck einnimmt33). Sobald die Einheit einer 
Grösse in bestimmter Weise auf die Einheiten von Zeit, Länge und 
Masse bezogen ist, so ist die "Dimension" der Grösse bestimmt, d. h. 
es ist bestimmt, in welcher Weise die Zahl, welche die betreffende 
Grösse bei der festgesetzten Beziehung der Einheiten misst, sich 
ändert, wenn man die Einheit von Zeit, Länge und Masse ändert 34). 

Ist z. B. die Einheit des Rauminhalts durch den Würfel von der 
Länge 1 definiert, so hat der Rauminhalt die Dimension der dritten 
Potenz einer Länge, d. h. die Zahl, welche den Rauminhalt misst, 
ändert sich bei einer Änderung der Einheiten von Zeit, Länge und 
Masse in demselben Verhältnis, wie die dritte Potenz der Zahl, die 
eine Länge misst. Die Einheit ändert sich dabei im umgekehrten 
Verhältnis wie die Zahl. Wenn man dagegen die Einheit des Raum
inhaltes durch den Raum definiert, den die Masseneinheit des Wassers 
im Zustand seiner grössten Dichte bei normalem Druck annimmt, so 
ist die Dimension des Rauminhalts gleich der einer Masse. Dieselbe 
Grösse kann also im absoluten Maasssystem ganz verschiedene Dimen
sionen haben, je nach der Art, wie man sie auf die Grundeinheiten 
bezieht. Diese Verschiedenheit würde man dadurch beseitigen können, 
dass man die Grundeinheiten vermindert, indem man hier z. B. die 

32) z. B. die Siemens'sche Einheit des elektrischen Widerstandes, vgl. 
W. Siemens, Ann. Phys. Chem. 127 (1866), p. 328 u. 336. 

33) So· definiert das Comite international des poids et mesures: le litre est 
le volume occupe par 1 kilogramme d'eau pure a son maximum de densite et 
sous la pression normale, Rapp. pres. au Congres internat. de Physique 1, p. 83, 
Paris 1900. 

34) J. Fourier, Theorie de la chaleur (1822) und 0. F. Gauss (1832), vgl. 
Anm. 31. 
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Einheit der Länge als Seite eines Wasserwürfels von der Masse 1 
definiert. Dann erhielte die Länge die Dimension der dritten Wurzel 
aus einer Masse und der Rauminhalt würde auf beiden Wegen die 
gleiche Dimension erhalten. So lange man aber bei den drei Grund
einheiten bleibt, werden die beiden Zahlen, die einen Rauminhalt nach 
den beiden Einheiten messen, sich in verschiedener Weise mit den 
Grundeinheiten ändern und ihr Quotient wird also bei eine.r Änderung 
der Grundeinheiten nicht unverändert bleiben. Wir können von einer 
Dimension des Quotienten reden, um auszudrücken, dass er sich wie 
eine Zahl ändert, die eine Grösse dieser Dimension misst. Hier hat 
der Raum einmal die Dimension einer Masse, das andere Mal die 
Dimension der dritten Potenz einer Länge. Der Quotient hat daher 
die Dimension Masse durch Länge zur dritten Potenz, d. h. die Di
mension einer Dichte, wenn man unter Dichte die Masse des Würfels 
von der Seite 1 versteht. Die Zahl, die einen Raum in Litern misst 35), 

dividiert durch die Zahl, die denselben Raum in Kubikdezimetern 
misst, ergiebt die Dichte des Wassers, d. h. die in Kilogrammen an
gegebene Masse von einem Kubikdezimeter Wasser. 

Ähnlich liegt der FaJl bei den elektrischen Grössen, die man auf 
doppeltem Wege einmal durch Betrachtung der elektrostatischen Kräfte 
und andrerseits durch die elektromagnetischen Wirkungen auf die 
drei Grundeinheiten beziehen kann. Dieselbe Grösse erhält auf beiden 
Wegen verschiedene Dimensionen, wobei die Fortpflanzungsgeschwin
digkeit elektrischer Störungen im reinen Äther dieselbe Rolle spielt, 
w1e die Dichte des Wassers in dem eben betrachteten Beispiel36). 

10. Abarten des absoluten Maasssystems. Das technische 
Maasssystem. Statt Zeit, Länge und Masse könnte man natürlich 
auch drei mit diesen zusammenhängende von einander unabhängige 
Grössen zu Grundeinheiten machen. Gauss selbst stellt als Grund
einheiten zunächst die Länge, die Masse und die Beschleunigung (vis 
acceleratrix) auf 37). Die Kraft (vis motrix) ist für ihn das Produkt 
von Masse und Beschleunigung, sodass die Einheit der Kraft mit den 
Einheiten der Masse und Beschleunigung zugleich gegeben ist. Für 
die Beschleunigung giebt er zwei Möglichkeiten an. Entweder man 
wählt für ihre Einheit die Beschleunigung durch die Schwere am 
Orte der Beobachtung; damit würde die Einheit der Kraft gleich 
dem Gewicht der Masseneinheit. Oder man führt eine Einheit der 

35) V gl. A.nm. 33, Definition des Liters. 
36) Maxwell, Electricity and Magn. part. IV, chap. 10. 
37) Gauss, vgl. Anm. 31. 
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Zeit ein und definiert die Einheit der Beschleunigung als diejenige, 
bei der in der Zeiteinheit der Geschwindigkeitszuwachs 1 entsteht, 
und unter der Einheit der Geschwindigkeit diejenige, bei der der 
Weg 1 in der Zeiteinheit zurückgelegt wird. In dem letzten Fall 
ist die Krafteinheit nicht gleich dem Gewicht der Masseneinheit. 
Gauss entscheidet sich für den letzteren Weg, der eben zu dem vor
her besprochenen absoluten Maasssystem führt. Dieses ist in der 
theoretischen Physik sowie in der Elektrotechnik heutzutage das 
übliche. Der andere Weg würde zu einer aus der Einheit der Masse 
und der Einheit der Kraft abgeleiteten Einheit der Zeit führen, die 
recht unbequem wäre. Er ist daher von Gauss nicht weiter verfolgt 
worden. Dagegen hat Gauss in einer späteren Arbeit (vom Jahre 
1836) ein Maasssystem zu Grunde gelegt, welches mit jenem anderen 
Wege die von der Schwere hergenommene Krafteinheit gemein hat. 
Er benutzt dort nämlich als Grundeinheiten die Länge, Zeit und die 
Gewichtseinheit. Dieses Maasssystem hat seine bemerkenswerten prak
tischen V orteile und ist in der technischen Mechanik das allgemein 
übliche. Es liegt auch der allgemein üblichen Messung der Arbeits
grössen in Meterkilogramm zu Grunde und wird vereinzelt auch von 
den Physikern z. B. in der Elastizitätstheorie angewandt, wo es üblich 
ist, einen Druck oder einen Elastizitätsmodul durch die Angabe so 
und soviel Kilogramm ( d. h. Gewichtseinheiten) auf das Quadrat
zentimeter zu bestimmen. Im technischen Maasssystem bede:utet das 
Wort Kilogramm eine Kraft. Die Masseneinheit ist aus der Einheit 
der Kraft und der Beschleunigung abgeleitet. Sie ist diejenige Masse, 
der die Einheit der Kraft die Beschleunigung Eins erteilt. Die 
Masse rn eines beliebigen Körpers vom Gewichte p Kilogramm ist 

m = .1?_ Masseneinheiten, da sein Gewicht ihm die Beschleunigung g 
g 

erteilt. Die Einheit der Masse kommt also hier dem Gewichte von 
g kg zu, d. h. einem Körper, welcher 9,8 oder 981 kg wiegt, je nach
dem man das Meter oder das Cantimeter als Längeneinheit benutzt; 
die Dimension der Masse ist kg sec2 m-1 oder kg sec2 cm-1. Ein 
kleiner Missstand bei den technischen Einheiten liegt in der V er
änderlichkeit der Schwere. Dieser bringt es mit sich, dass man die 
Beobachtungsdaten von einem Beobachtungsort genau genommen erst 
korrigieren müsste, um sie mit denen an einem andern Beobachtungs
orte vergleichen zu können. Jedoch pflegt die Genauigkeit derjenigen 
Messungen, auf die man das technische System anwendet, nicht so 
gross zu sein, dass diese Korrektion ins Gewicht fällt. Es ist kaum 
wahrscheinlich, dass das physikalische Maasssystem das technische 
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verdrängen wird oder umgekehrt. Für die technische Mechanik steht 
der Begriff der Kraft so sehr im Vordergrunde, dass hier ein Wechsel 
der üblichen Einheiten nicht wünschenswert ist, während die theore
tische Physik ihre ebenfalls in die Praxis eingedrungenen Maassein
heiten auch nicht wird aufgeben wollen. Wünschenswert wäre es 
dagegen, wenn in der technischen Mechanik für die dort übliche 
Masseneinheit ein Name eingeführt würde, ähnlich wie die Kräfte
einheit des physikalischen Systems einen eignen Namen hat (eine 
Dyne gleich der Kraft, die einem Gramm die Beschleunigung 1 cmjsec2 

erteilt). 

11. Die praktischen Einheiten. In der Regel sind gleichartige 
Grössen mit geringerer Mühe und mit grösserer Genauigkeit unter 
einander zu vergleichen als auf die Grundeinheiten zu beziehen. Wenn 
sie zugleich unveränderlich und reproduzierbar dargestellt werden 
können, so wird man unter solchen Umständen vorziehen, ihre Ein
heit nicht durch die Grundeinheiten zu definieren, sondern durch eine 
Darstellung der betreffenden Grösse, die so genau wie möglich gleich 
der durch die Grundeinheiten bestimmten Einheit gemacht wird. So 
hat der internationale Kongress in Chicago 1893 die Einheit des 
elektrischen Widerstandes definiert: "Das internationale Ohm ist dar
gestellt durch den Widerstand einer Quecksilbersäule von gleich
förmigem Querschnitt, von 106,3 Cantimeter Länge und 14,4521 Gramm 
Masse bei der Temperatur des schmelzenden Eises". Die Genauigkeit, 
mit welcher diese Einheit mit der auf die Grundeinheiten bezogenen 
von 107 Meter pro Sekunde übereinstimmt, hat nach Dorn 38) einen 
wahrscheinlichen Fehler von etwa zwei bis drei Zehntausendstel ihres 
Betrages. Eben wegen dieser Unsicherheit ist es wichtig, eine Ein
heit des Widerstandes zu definieren, von der genaue Verwirklichungen 
oder Kopieen mit grösserer Leichtigkeit hergestellt werden können. 
Wenn eine Verbesserung der Methoden es ermöglichen wird, den 
Widerstand mit grösserer Genauigkeit au.f die Grundeinheiten zu be
ziehen, so ist es desshalb doch nicht notwendig, die Einheit zu 
ändern, sondern es ist nur notwendig, in denjenigen Fällen, wo die 
Abweichung eine Rolle spielt, die betreffende kleine Korrektur an
zubringen. Ebenso wird die Definition der Einheit des Stromes durch 
einen Strom, der Einheit der elektromotorischen Kraft durch eine 
elektromotorische Kraft, der Einheit des Druckes durch einen Druck 39) 

38) E. Dorn, 'Ober den wahrscheinlichsten Wert des Ohm nach den bis
herigen Messungen, Wiss . .Abhandl. der physik.-techn. Reichsanstalt Berlin, 2 
(1895), p. 355. 

39) Guillaume, vgl. .Anm. 28, p. 87. 
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vorgeschlagen und nicht durch den Bezug auf die Grundeinheiten. 
Ebenso ist die praktische Einheit einer Wärmemenge wieder eine 
Wärmemenge, die hier allerdings auch nicht annähernd der auf die 
Grundeinheiten bezogenen Einheit der Energie gleich gemacht, sondern, 
in letzterer gemessen, gleich dem sogenannten mechanischen Wärme
äquivalent ist. Diese praktischen Einheiten hindern die theoretische 
Physik nicht, alle Maasseinheiten auf den Grundeinheiten aufzubauen, 
deren Abweichung von den praktischen Einheiten erst in Frage kommt, 
wo die Ergebnisse der Theorie durch den V ersuch geprüft werden. 

(Abgeschlossen im Januar 1902.) 
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1. Das Newton'sche Gesetz. 

I. Bestimmungen der Gravitationskonstanten. 
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3, Übersicht über die verschiedenen Methoden. 
4:. Bestimmungen mit der Drehwage. 

a. Statische Methode. b. Dynamische Methode. 
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a. Statische Methode, Lotablenkung. b. Dynamische Methode, Pendel
beobachtung. 

8. Berechnungen der Gravitationskonstanten. 
9. Das Ergebnis der Bestimmungen. 

ll. Astronomische und experimentelle Prllfnng des Newton'schen 
Gesetzes. 

10. Allgemeines. 
11. Abhängigkeit von der Masse. Astronomische Prüfung. 
12. Abhängigkeit von der Masse. Experimentelle Prüfung für Massen desselben 

Materials. 
13. Abhängigkeit von der Masse. Experimentelle Prüfung für Massen ver

schiedener chemischer Zusammensetzung. 
14:. Abhängigkeit von der Masse. Experimentelle Prüfung für Massen ver-

schiedener Struktur. 
15. Abhängigkeit von der Entfernung. Astronomische Prüfung. 
16. Abhängigkeit von der Entfernung. Experimentelle Prüfung. 
17, Einfluss des Mediums auf die Gravitation. 
18, Einfluss der Temperatur. 
19. Abhängigkeit von der Zeit. Konstanz der Kraftwirkung. 
20. Abhängigkeit von der Zeit. Endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

111. Erweiterung des Newton'schen Gesetzes mr bewegte Körper. 
21. tThertragung der elektrodynamischen Grundgesetze auf die Gravitation. 
22. Übertragung der Lorentz'schen elektromagnetischen Grundgleichungen auf 

die Gravitation. 
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28. Die Laplace'sche Annahme. 
24:. Die Annahme von Gerber. 

IV. Erweiterung des Newton'schen Gesetzes fiir unendlich grosse 
:Massen. 

2o. Schwierigkeit des Newton'schen Gesetzes bei unendlich grossen Massen. 
26. Beseitigung der Schwierigkeit durch Änderung des Attraktionsgesetzes. 
27. Beseitigung der Schwierigkeit durch Einführung negativer Massen. 

V. Versuche einer mechanischen Erkllirung der Gravitation. 
28. Druckdifferenzen und Strömungen im Äther. 
29. Ätherschwingungen. 
80. Ätherstösse. Die ursprünglichen Ideen von Lesage. 
81. Ätherstösse. Weitere Ausbildung der Lesage'schen Theorie. 
82. Ätherstösse. Schwierigkeiten dieser Theorie. 
83. Ätherstösse. Einwände und Theorie von Jarolimek. 

VI. Zurückführung der Gravitation auf elektromagnetische 
Erscheinungen. 

84:. Die Gravitation als Feldwirkung. 
85. Elektromagnetische Schwingungen. 
86. Die Mossotti'sche Annahme und ihre Ausbildung. 

Zusammenfassende Litteratur 
findet sich zu Beginn jeden Abschnittes in den Anmerkungen 1, 2, 36, 47, 48, 
77, 82, 107. 

Vorbemerkung. In diesem Artikel müssen mehrfach astrono
mische Fragen berührt werden, die ausführlich erst in Bd. VI zur 
Behandlung kommen. Der gegenwärtige Artikel erstrebt in dieser 
Hinsicht keine Vollständigkeit, sondern zieht nur soviel astrono
misches Material heran, als für die Behandlung des Gegenstandes 
unumgänglich ist. 

1. Das Newton'sche Gesetz. Das Fundamentalgesetz der Gravi
tation ist bekanntlich zuerstl) von Newton klar erkannt und im dritten 
Buch seiner "Philosophiae naturalis principia mathematica", proposi
tiones 1-VII, ausgesprochen worden. 

1) Über die Vorläufer Newton's vgl. F. Rosenberger, Isaac Newton und seine 
physikalischen Prinzipien, Leipzig 1895. Eine Zusammenstellung von fast allen 
Arbeiten (bis 1869), die in irgend einer Beziehung zur mathematischen Durch
führung des Attraktionsgesetzes stehen, findet sich bei J. Todhwnter, History of 
the mathematical theories of attraction and the figure of the earth, 2 Bde., 
London 1873. 
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Es sagt aus: Befinden sich in einem bestimmten Zeitpunkt zwei 
Massenelemente mit den Massen m1 und m2 in der Entfernung r von 
einander, so wirkt in demselben Zeitpunkt auf jedes der beiden Ele
mente in der Richtung des anderen eine Kraft vom Betrage 

G mt m2. 
r' 

In diesem Ausdruck bedeutet G eine universelle, d. h. nur vom 

Maasssystem abhängige Konstante, die sogenannte Gravitations
konstante. 

I. Bestimmungen der Gravitationskonstanten 2). 

2. Bedeutung dieser Bestimmung. Zu der Bedeutung, welche 
die absolute Bestimmung jeder beliebigen physikalischen Konstanten 

hat, kommen bei der Bestimmung der Gravitationskonstanten noch 
zwei Punkte hinzu. 

1) Ist die Gravitationskonstante bekannt, so ergiebt sich aus der 
Erdbeschleunigung g einerseits, den Dimensionen der Erde anderer
seits die Erdmasse und die mittlere Dichte der Erde 8). Diese letztere 
war das Endziel der meisten Bestimmungen: sie gehen deshalb meist 

unter dem Namen von Bestimmungen für die mittlere Dichte der Erde. 
2) Kennt man die Erdmasse, so folgt daraus auch die Masse der 

2) Zusammenfassende Litteratur über absolute Bestimmungen in erster 
Linie: J. H. Poynting, The mean density of the earth, London 1894; F. Richarz 
und 0. Krigar-Menzel, Berl. .Abh. 1898, .Anhang; 0. V. Boys, Rapp. congres 
internat. phys. a, Paris 1900, p. 306-349. Dann Gehler's physikalisches Hand

wörterbuch, Leipzig 1825, .Artikel .Anziehung, Drehwage, Erde, Materie; S. Günther, 
Lehrbuch der Geophysik 1, 2 . .Aufi., Stuttgart 1879; F. Richarz, Leipzig, Viertel
jahrschr. astr. Ges. 24 (1887), p. 18-32 u. 184---186. 

3) Bezeichnet A die mittlere Dichte der Erde, R ihren Radius, so ist in 

erster Annäherung 

Zieht man die Korrektionen, welche durch .Abplattung, Centrifugalkraft und 
deren Verschiedenheit in den verschiedenen Breiten bedingt werden, in Betracht, 

so gelangt man in der von F. Richarz und 0. Krigar-Menzel~ näher auseinander
gesetzten Weise zu der Beziehung 

worin 

m 4 ( 3 ) 9 7800 --=-. R~nA G 1 + n: - - c 
' sec2 3 r 2 ' 

Rp = Erdradius am Pol = 6356079 m, 
ll = .Abplattung = 0,0033416, 
c = Verhältnis der Centrifugal- zur Schwerkraft am Äquator 

= 0,0034672. 
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übrigen Planeten und der Sonne, da das Verhältnis dieser Masse zur 
Erdmasse durch astronomische Beobachtungen geliefert wird4). 

3. 'Übersicht über die verschiedenen Methoden. Die verschie
denen Methoden, die man wählte, um zu dem Wert der Gravitations
konstanten G in absolutem Maasse zu gelangen, lassen sich im wesent
lichen in drei Hauptklassen einteilen: 

1) Es wurde direkt die Kraft bestimmt, welche Massen bekannter 
Grösse in bekannter Entfernung auf einander ausüben: Bestimmungen 
mit der Drehwage, dem Doppelpendel, der gewöhnlichen Wag~6). 

2) Es wurde die Veränderung gemessen, die in der Richtung 
oder Grösse der Erdbeschleunigung g durch Massen bekannter Grösse 
hervorgerufen wird: Ablenkung der Lotlinie, Pendelbeobachtungen. 

3) Es wurde versucht, die mittlere Erddichte und damit die 
Gravitationskonstante aus der Dichte an der Oberfläche zu berechnen 
auf Grund eines mehr oder weniger hypothetischen Gesetzes über die 
Zunahme der Dichte nach dem Erdinnern. 

4:. Bestimmungen mit der Drehwage. a) Statische Methode. 
Die auf dem Wagebalken befestigten Gewichte werden durch Massen, 
welche sich neben dem Wagebalken befinden, angezogen. Die dadurch 
hervorgebrachte Drehung des Wagebalkens giebt ein Maass für die 
Grösse der Anziehungskraft. 

Verwandt wurde diese Methode, die wohl zuerst von Reverend 
J. Michell 6) vorgeschlagen wurde, von H. Oavendish 7), F. Reich 8), 

F.Baily 9), A.. Oornu und J.Baille 10), 0. V. Boys 11) und endlich O.Braun 12). 

Der Fortschritt von Reich gegenüber Oavendish besteht haupt
sächlich in der Verwendung der Spiegelablesung. Baily's Messungen 
sind besonders dadurch wertvoll, dass sie auf eine grosse Reihe von 
Stoffen ausgedehnt und auch sonst in der mannigfaltigsten Weise 
variiert wurden. Oornu und Baille haben gezeigt, dass man dieselbe 

4) Vgl. aber Nr. 11. 
5) Bei der letzteren Methode geht g in das Resultat ein. 
6) Oitiert von Cavendish, Lond. Trans. 88 (1798). 
7) S. die vorige .Anmerkung. 
8) "Versuche über die mittlere Dichtigkeit der Erde mitteist der Dreh

wage", Freiberg 1838 und "Neue Versuche mit der Drehwage", Leipzig 1852. 
9) Lond. Astr. Soc. Mem. 14 (1843). 

10) Paris, 0. R. 76 (1873), p. 954-58. 
11) Lond. Trans. 186 (1889), p. 1-72. 
12) Wien. Denkschr. 64 (1897), p. 187-285. Referat darüber: F. Richarz, 

Leipzig Vierteljahrsschr. astr. Ges. 33 (1898), p. 33-44. 
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Genauigkeit (denselben Ablenkungswinkel) erreichen kann trotz be
liebiger Reduktion des Maasstabs, wenn man nur durch passende Wahl 
der Aufhängung dafür sorgt, dass die Schwingungsdauer der Dreh
wage dieselbe bleibt. Sie haben demgernäss viel geringere Dimen
sionen bei ihren Apparaten angewandt und dadurch eine Reihe von 
Störungen vermieden. Baus 18) trieb diese Reduzierung auf kleinen 
Maassstab noch weiter und machte es dadurch möglich, bei der Auf
hängung die Metalldrähte durch die viel günstigeren Quarzfäden zu 
ersetzen. Braun verwendet eine Drehwage im V acuum, um die 
schlimmste Störung bei Messungen mit der Drehwage, die Luft
strömungen, radikal zu vermeiden. 

Die Mängel extrem kleiner Dimensionen, wie sie Boys benützte, 
hat dieser zum Teil durch geschickte Anordnung seiner Drehwage 
umgangen; bestehen bleibt aber bei kleinen Dimensionen der Nach
teil, dass, abgesehen von der starken Dämpfung der Schwingungen, 
Fehler in den Längenbestimmungen und mangelhafte Homogenität 
des Materials die Genauigkeit des Resultats sehr stören können 14). 

Um diesen Mangel kleiner Dimensionen zu vermeiden und trotzdem 
sehr hohe Empfindlichkeit zu erreichen, hat F. R. Burgess 15) vor
geschlagen, die Verwendung grosser Massen und gleichzeitig dünner 
Aufhängedrähte dadurch zu ermöglichen, dass man die Gewichte auf 
Quecksilber schwimmen lässt. Er erhielt in einem Vorversuch bei 
10 x 2 kg Gewicht jederseits 12° Ausschlag, hat aber seine Bestim
mungen zur Zeit noch nicht durchgeführt. 

b) Dynamische Methode. Die anziehenden Massen befinden 
sich in der Verlängerung des W agebalkens. Ihre Anziehung dient 
dazu, das Direktionsmoment der Aufhängung zu verstärken. Die da
durch hervorgerufene Verkürzung der Schwingungsdauer giebt ein 
Maass für die Grösse der anziehenden Kraft. 

0. Braun erhielt mit dieser Methode einen Wert von G, der mit 
dem Resultate seiner Messungen nach der statischen Methode sehr 
gut übereinstimmt. R. von Eötvös 16) hat eine Modifizierung dieser 

13) Boys erhielt bei einer Länge des Wagebalkens von 2,3 cm belastet 
jederseits mit 1,3 bis 3,98 g und abgelenkt auf jeder Seite durch 7,4 kg ca. 
370 Skalenteile Ausschlag. Bei Cavendish betrugen die betreffenden Grössen 
194 cm, 730 g, 158 kg; er bekam 6-14 Skalenteile Ausschlag. 

14) Vgl. F. Richarz, in dem Anm. 12 zitierten Referat. 
15) Paris, C. R. 129 (1899), p. 407-409. Einen ähnlich angeordneten Ver

such hat schon Poynting 2) gemacht, diese Anordnung aber wegen störender Strö
mungen in der Flüssigkeit verlassen. 

16) Ann. Phys. Chem. 59 (1896), p. 354-400. 
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Methode vorgeschlagen, aber noch keine endgültigen Resultate ver
öffentlicht. 

o. Bestimmung mit dem Doppelpendel. Bei dem vertikalen 
Doppelpendel von J. Wilsing 11) - vertikaler Wagebalken, an dessen 
Enden sich je ein Gewicht befindet, welches durch seitlich davon an
gebrachte Massen angezogen wird - wird nicht die Torsion von 
Drähten, sondern die Schwere als Direktionskraft benützt. Das ~reh
moment wird- auf ein Minimum reduziert dadurch, dass der Schwer
punkt des Doppelpendels nur ca. 0,01 mm unter der Schneide liegt. 
Diese Anordnung vereinigt grosse Empfindlichkeit 18) mit bedeutender 
Stabilität und besitzt ausserdem gegenüber der Drehwage den Vor
teil, viel weniger durch Luftströmungen beeinflusst zu werden. 

6. Bestimmungen mit der gewöhnlichen Wage. Das Prinzip 
dieser, wie es scheint, schon von Desea!rles 19) angegebenen Methode 
ist das folgende: Auf die Wagschalen einer Wage werden zwei gleiche 
Gewichte m gelegt. Unter eine der beiden Wagschalen - eventuell 
auch gleichzeitig über die andere - wird nun eine Masse M gebracht. 
Die jetzt beobachtete Gewichtsdifferenz giebt ein Maass für die An
ziehung von M auf m. 

Zum Zweck der absoluten Bestimmung der Gravitationskonstanten 
wurde diese Methode wohl zuerst durch Ph. von Jolly 20), später durch 
J. H. Poynting 2) und dann durch F. Richolrz und 0. Krigar-MenzeP) 
benützt. 

Die Jolly'sche Anordnung, die in ganz ähnlicher Weise schon 
zur Zeit Newton's von Hooke 21) zur Bestimmung einer Abnahme 
von g mit der Höhe verwandt wurde, hat den Nachteil, dass 
vertikale durch Temperaturdifferenzen hervorgerufene Luftströmungen 
durch Reibung an den langen Aufhängedrähten die Wägung stören 
können. Poynting hat diesen Missstand vermieden, ausserdem dafür 
gesorgt, dass der Winkel, um den sich der Wagebalken dreht, sehr 
genau abgelesen und die anziehenden Gewichte entfernt oder ge
nähert werden können, ohne dass die Wage arretiert zu werden 
brauchte oder Erschütterungen ausgesetzt wäre. Die Methode von 
Richarz und Krigar-Menzel hat den Vorteil, ohne all zu grosse 
Schwierigkeit die Verwendung ausserordentlich grosser anziehender 

17) Potsdam. Astr.-phy8ik. Obs. 6 (1887), Nr. 22 u. 23. 
18) Bei 325 >< 0,54 kg r'bis 10' Ablenkung. 
19) Citiert in Observ. sur la physique, 2, Paris 1773. 
20) Miinchn. Abh. (2) 14 (1881); Ann. Phys. Chem. 14 (1881), p. 331-335. 
21) Citiert bei Rosenberger, Anm. 1. 
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Massen (100000 kg Blei) zu gestatten und ausserdem noch die VIer
fache Anziehung dieser Masse wirksam werden zu lassen. Sie leidet 
aber an dem fibelstand, dass ein Entlasten und Arretieren der Wage 
1m Verlauf derselben Bestimmung notwendig wird. 

7. Bestimmungen mit Lot und Pendel. a) Statische Methode 
(Lotablenkung). Die ablenkenden Massen waren stets Berge und 
die Ablenkung des Lots durch dieselben wurde derart bestimmt, 
dass von zwei Punkten, die womöglich im Norden und Süden des 
ablenkenden Berges angenommen wurden, der Unterschied der geo
graphischen Breite einmal astronomisch - dabei geht die Richtung 
des Lots ein - und dann trigonometrisch gemessen wurde. Die 
Differenz der beiden Bestimmungen liefert die doppelte durch den 
Berg hervorgerufene Ablenkung. Die Masse des Berges wird aus den 
Dimensionen und dem spezifischen Gewicht der Gesteine bestimmt. 

Bestimmungen dieser Art wurden ausgeführt durch Bouguer 22) 

am Chimborazo, durch N. Maskelyne und 0. Hutton 28), später durch 
James 24) und Clarke an Bergen des schottischen Hochlands, durch 
E. Pechmann 25) in den Alpen und unter besonders günstigen Be
dingungen durch E. D. Preston 26) auf den Hawaiinseln. 

An Stelle eines Berges das Meer bei Ebbe und Flut 27) oder einen 
ablassbaren See 28) zu verwenden, wurde vorgeschlagen, aber es 
scheint nie eine Bestimmung auf diesem Wege gemacht worden zu 
sein, obwohl derselbe vor Benützung eines Berges bedeutende Vor
teile hätte. 

b) Dynamische Methode (Pendelbeobachtung). Das Schema 
der Bestimmungen dieser Art ist das folgende. Entweder {tm Fusse 
und auf der Spitze eines Berges, oder an der Erdoberfläche und in 
der Tiefe eines Bergwerks wird die Schwingungsdauer desselben 
Pendels beobachtet. Der an den beiden Punkten festgestellte Unter
schied in der Schwingungsdauer und damit der Erdbeschleunigung 

22) La figure de la terre, Paris 1749, VII. sect., chap. IV. 
23) Lond. Trans. 1775, p. 500-542; 1778, p. 689-788; 1821, p. 276-292. 
24) Phil. Mag. (4) 12 (1856), p. 314-316; 13 (1856), p. 129-132 und Lond. 

Trans. 1856, p. 591-607. 
25) Wien. Denkschr. (math.-naturw. Kl.) 22 (1864), p. 41-88. 
26) Washington, Bull. Phil. Soc. 12 (1895), p. 369-395. 
27) Durch Robison 1804 (cit. von Richarz und Krigar-Menzel, s. Anm. 2), 

Boscowich 1807 (cit. in monatl. Korrespondenz z. Bef6rd. d. Erd- u. Himmels
kunde 21 (1810)), ferner durch von Struve (cit. Astr. Nachr. 22 (1845), p. 31 f.) 

28) F. Keller, Linc. Rend. 3 (1887), p. 493. 
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ergiebt die Anziehung des Berges bezw. der Erdschichte über dem 
Bergwerk 29). 

Bestimmungen der ersten Art rühren her von Bouguer 22) (Cor
dilleren), Carlini 30) [und Plana] (Mont Cenis), unter besonders gün
stigen Bedingungen von Mendenhall 31) (Fusijama, Japan) und E. D. 
Preston 26) (Hawaiinseln). 

Bestimmungen der zweiten Art wurden zuerst vorgeschlagen von 
Drobisch 82), später ausgeführt durch G. B. Airy 33) und in grosser Zahl 
durch R. v. Sterneck 34). 

Eine dritte, im Prinzip entschieden günstigere Methode hat 
A. Berget 35) versucht: künstliche .Änderung von g durch einen ablass
baren See bei verschiedenem Niveau. Er hat sich jedoch seine Be
stimmung durch ungeeignete Messung dieser .Änderung von g ver
dorben. 

8. Berechnungen der Gravitationskonstanten 36). 

1) Die Voraussetzungen, welche Laplace 37) ähnlich wie Clairaut 
und Legendre seiner Berechnung zu Grunde legt, sind die folgenden: 

a) Die Erde bestehe aus einzelnen ellipsoidischen Schichten. 
Die Dichte innerhalb jeder Schicht sei konstant. 

b) Die Rotation sei so langsam, dass die Abweichung von der 
Kugelgestalt klein wird, ebenso der Einfluss der Centri
fugalkraft gegenüber g. 

c) Die Substanz der Erde soll als flüssig betrachtet werden 
dürfen. 

Unter diesen Voraussetzungen rechnet Laplace die Gleichgewichts
bedingungen aus, in die ausser der Elliptizität der Erde noch das 

29) V gl. hierzu und zu den folgenden Nummern Bd. VI der Encyklop., 
Geophysik. 

30) Milano E:ffem. 1824. V gl. dazu E. Sabine, Quart. J. 2 (1827), p. 153 
und C. J. Giulio, Torino Mem. 2 (1840), p. 379. 

31) Amer. J. of scienc. (3) 21 (1881), p. 99-103. 
32) De vera lunae figura etc., Lipsiae 1826. 
33) Lond. Trans. 1856, p. 297-342 und 343-352. Zur Berechnung vgl. 

S. Haughton, Phil. Mag. (4) 12 (1856), p. 50-51 und F. Folie, Bruxelles Bull. (2) 
33 (1872), p. 389-409. 

34) Wien. Mitteil. d. milit.-geogr. Inst. 2-6, 1882-1886 und Wien. Ber. 
108 (2a), p. 697-766. 

35) Paris C. R. 116 (1893), p. 1501-1503. V gl. den Einwand Gouy's (Paris 
C. R. 117 (1893), p. 96), dass die Temperatur auf wenigstens 0,2 ·10- 6 Grad 
hätte konstant sein miissen. 

36) V gl. F. Tisserand, Mecan. cel. 2, Paris 1891, chap. XIV und XV. 
37) Mec. cel. 5 (1824), Livr. 11, cap. 5. 
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Gesetz eingeht, welches die Dichte einer 
ihres Abstands vom Mittelpunkt ausdrückt. 
La;place zwei Annahmen: 

Erdschicht als Funktion 
Für dieses Gesetz macht 

(1) Q = Q0 [1 + e(1- a)], 

(2) Q = .A sin (an), a 

worin Q die Dichte, a den Abstand einer Schicht vom Erdmittelpunkt 
(Erdradius = 1) und Qo, e ebenso A., n Konstante bedeuten. Diese 
Konstanten werden durch den Wert von Q an der Erdoberfläche einer
seits, die entwickelten Gleichgewichtsbedingungen andererseits bestimmt. 
Man erhält dann eine Beziehung zwischen der mittleren Dichte der 
Erde (und damit der Gravitationskonstanten) und der Oberflächen
dichte Q0 ; und zwar folgt aus der ersten Annahme über die Zunahme 
der Dichte nach dem Erdinnern 

~ = 1,587 · Qo, 
aus der zweiten Annahme 

~ = 2,4225 · Qo, 
wenn die Erdelliptizität gleich 0,00326 angenommen wird. 

2) Unter wesentlich denselben Voraussetzungen, mit Benützung 
der zweiten Annahme von Laplace über die Zunahme der Dichte nach 
dem Erdinnern, der Formel von Olairaut für das Gleichgewicht der 
rotierenden als flüssig gedachten Erde und des Werts 0,00346 für 
die Elliptizität der Erde, gelangt J. Ivory 88) zu der Beziehung: 

A = 1,901 · Qo. 39) 

3) Die neuere umfangreiche Litteratur dieser Frage (Lipschitz, 
Stieltjes, Tisserand, Rocke, Ma;wrice Levy, Saigey, Orillandreau, Radau, 
Poincare, Tumlirz kann hier nicht besprochen werden; wir verweisen 
dieserhalb auf die angezogenen Kapitel bei Tisserand 40) oder auf 
Bd. VI der Encyklopädie. 

9. Das Ergebnis der Bestimmungen. Für die Frage, was man 
als wahrscheinlichsten Wert der Gravitationskonstanten zu betrachten 
hat, muss von den Ergebnissen der unter Nr. 7 und 8 besprochenen 
Methoden von vornherein abgesehen werden. 

38) Phil. Mag. 66 (1825), p. 321 f. 
39) Nimmt man als durchschnittliche Dichte der gesamten Erdoberfläche 

den Wert von S. Haughton 8 8') = 2,059, so würde man erhalten nach 
Laplace ~ = 3,268, 

~ = 4,962, 
Ivory = 3,914. 

40) V gl. Anm. 46. 
Encrklop. d. math. Wissenech. V 1. 3 
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Die thatsächlich ausgeführten terrestrischen Methoden (Nr. 7) 
haben zwar vor den Laboratoriumsmethoden (Nr. 4-6) den Vorteil, 
dass die anziehenden Massen und damit auch die zu beobachtenden 
Differenzen relativ bedeutende Grösse haben. Allein dieser Vorteil 
wird mehr als aufgewogen dadurch, dass die Dimensionen und die 
Dichte der anziehenden Massen nur unvollkommen bekannt sind und 
die der Beobachtung unzugängliche Massenverteilung unter dem Be
obachtungsort eine wesentliche, aber völlig unkontrollierbare Rolle 
spielt 41). 

Diejenigen terrestrischen Methoden aber, die Aussicht auf Erfolg 
hätten, da sie nicht nur die Verwendung sehr grosser Massen ge
statten, sondern auch die Grösse der anziehenden Masse bei ihnen 
mit ausreichender Genauigkeit zu bestimmen wäre und ausserdem der 
Einfluss der Umgebung herausfallen würde - Veränderung der Grösse 
oder Richtung von g durch einen See oder das Meer bei verschie
denem Niveau-, sind nicht oder nicht einwurfsfrei ausgeführt worden. 

Die Versuche zur Berechnung der Gravitationskonstanten (Nr. 8) 
können ebenfalls kein einigarmaasen zuverlässiges Resultat liefern. Ab
gesehen von anderen Bedenken geht in diese Rechnungen die durch
schnittliche Oberflächendichte der Erde ein und diese ist bei weitem 
nicht mit derjenigen Genauigkeit bekannt, als die Gravitationskon
stante selbst durch die Laboratoriumsbestimmungen erhalten wurde. 

Es bleiben also nur die Resultate der Laboratoriumsbestimmungen 
(Nr. 4-6). Berücksichtigt man von jeder Methode nur die zwei 
neuasten Bestimmungen, so erhält man folgende Zusammenstellung: 

6. G 
Drehwage { Boys 5,527 

Braun 5,5270 42) 
[Doppelpendel Wilsing 5,577 

l Poynting 5,4934 
Wage Richarz u. 

Krigar-Menzel 5 5050 
Mittel aus diesen 

6,658·10- 8 cm3 sec- 2 gr-1 

6,596·10- 8 

6,698·10- 8 

6,685-10- 8 

" 
" 

" 
Bestimmungen 5,51343) 6,675·10-8 " 

] 

41) Vgl. darüber W. S. Jacob, Phil. Mag. (4) 13 (1857), p. 525-528. Um
gekehrt können derartige Bestimmungen von Bedeutung sein, weil sie einen 
Schluss auf die Massenverteilung in der Nähe des Beobachtungsorts gestatten. 
V gl. R. v. Sterneck' s Messungen 84). 

42) In später ausgegebenen Exemplaren hat Braun als wahrscheinlichstes 
Resultat seiner Beobachtungen 1::. = 5,52725 angenommen (Mitteilung von Herrn 
Prof. F. Richarz). 

43) Bekanntlich hat Newton (Principia lib. III, propos. X) die mittlere 
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Die gute Übereinstimmung 44) der Werte, welche nach derselben 
Methode erhalten wurden einerseits, die relativ bedeutenden Diffe
renzen zwischen den Resultaten der verschiedenen Methoden 45) anderer
seits zeigen, dass diese Differenzen nur in prinzipiellen Mängeln der 
Methoden ihren Grund haben können. Solange diese aber nicht auf

gedeckt sind, kann wohl kaum einem dieser Resultate mehr Gewicht 
beigelegt werden als dem anderen. Bei der Methode von Wilsing ist 

nur zu bedauern einmal, dass sie bis jetzt nicht von einem zweiten 
Beobachter angewandt und dadurch das Resultat von Wilsing kon
trolliert wurde, und dann, dass bis jetzt der Einfluss der magne
tischen Permeabilität des Doppelpendels einer Prüfung nicht unter

zogen wurde 46). Bei der Bildung des Mittelwertes oben ist deshalb 
das Resultat Wilsing's nicht berücksichtigt. 

ll. Astronomische und experimentelle Prüfung des 
Newton'sehen Gesetzes. 

10. Allgemeines. Dass das Newton'sche Gesetz, falls es nicht 
absolut richtig sein sollte, jedenfalls eine so weit gehende Annähe

rung an die thatsächlichen Verhältnisse darstellt, wie kaum ein 
anderes Gesetz, ist auf zwei von einander unabhängigen Gebieten 
sicher gestellt. 

Auf astronomischem47) Gebiet ergeben sich aus diesem Gesetz nicht 

nur die Planetenbewegungen in erster Annäherung (K~:pler'sche Ge
setze); sondern auch die zweite Näherung, die Abweichungen von 
dieser Bewegung infolge der Störung durch andere Planeten, folgen 
aus dem Newton'schen Gesetz noch so richtig, dass aus beobachteten 
Störungen die Bahn und relative Masse eines bis dahin unbekannten 

Planeten (N eptun) vorhergesagt werden konnte. 
Andererseits liegen aber eine Reihe von astronomischen Beob-

Erddichte auf 5-6 geschätzt. Das Mittel 5,5 stimmt also mit dem Mittel 

aus den neuesten Messungen bis auf % % überein. 
44) Zwischen den Drehwagebestimmungen < 0,012%, zwischen den Wage

bestimmungen ca. 0,2%. 
45) Grösste Differenz zwischen Wage- und Doppelpendelbestimmung ca. 

1,5%. 
46) Nach F. Richarz und 0. Krigar-Menzel (Bemerkungen zu dem ... 

von Herrn 0. V. Boys über die Gravitationskonstante . . erstatteten Bericht. 

Greifswald 1901) könnte die Abweichung des Wilsing'schen Resultats von den 

anderen durch einen solchen Einfluss bedingt sein. 
47) Diskussion der Gültigkeit des Newton'schen Gesetzes auf astronomi

schem Gebiet bei Tisserand, Mec. cel. 4 (1896), cap. 29 und S. Newcomb 4fl). 
3* 
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achtungen vor, die gegenüber der Berechnung auf Grund des Newton
sehen Gesetzes Differenzen zeigen. Diese Differenz beträ.gt48) 

1) in der Perihelbewegung des Merkur: ca. 40" im Jahrhundert; 
2) in der Bewegung des Knotens der Venusbahn: 5mal wahr

scheinlicher Fehler; 
3) in der Perihelbewegung des Mars: 3mal wahrscheinlicher Fehler; 
4) in der Excentricität der Merkurbahn: 2mal wahrscheinlicher 

Fehler (unsicher!). 
Dazu kommen 

5) bedeutende Anomalien m der Bewegung des Encke'schen 
Kometen und 

6) kleine Unregelmässigkeiten in der Mondbahn. 
Kleine Korrektionen am Newton'schen Gesetz sind also auf Grund 
der astronomischen Erfahrung nicht ausgeschlossen 49), wenn auch -
insbesondere in den unter 5 und 6 aufgeführten Fällen, in denen 
die Verhältnisse komplizierter und unsicherer liegen als bei den 
Planetenbahnen - keineswegs ausgemacht ist, dass die angegebenen 
Differenzen in einer Ungenauigkeit des Gravitationsgesetzes ihren 
Grund haben 48). 

Auf experimentellem Gebiet haben die besten Bestimmungen der 
Gravitationskonstanten, die sämtlich auf der Annahme der Gültigkeit 
des Newton'schen Gesetzes fussen, ziemlich gut übereinstimmende Re
sultate ergeben 50). Da diese Bestimmungen mit Massen der ver
schiedensten Grösse, des verschiedensten Materials und in den ver
schiedensten Entfernungen ausgeführt wurden, so schliesst diese 
Übereinstimmung eine irgendwie beträchtliche Ungenauigkeit des 

48) S. Newcomb, The elements of the four inner planets etc., Washington 
1895. Auf p. 109 ff. sind die möglichen Erklärungen dieser Ab"o/eichungen dis
kutiert. 

49) Th. von Oppolzer (Tagebl. d. 54. Vers. d. Naturf. u. Ärzte, Salzburg 
1881) kommt sogar zu dem etwas sehr apodiktischen Schluss: "Die Theorie des 
Mondes lässt mit einiger Wahrscheinlichkeit vermuten, die des Merkur weist 
mit Bestimmtheit darauf hin, die des Encke'schen Kometen erhebt es zur unum
stösslichen Sicherheit, dass die allein auf das Newton'sche Attraktionsgesetz in 
der gegenwärtigen Form aufgebauten Theorieen zur Erklärung der Bewegungen 
der Himmelskörper nicht ausreichend sind." 

50) Man vergleiche die besten terrestrischen und Laboratoriumsmethoden: 
Beobachter anziehende Masse .6. 

( 

Boys 7,4 kg 5,527 

Laboratoriums- Braun 9,1 " 5,5270 
methoden Poynting 154 " 5,4934 

Wilsing 325 " 5,577 
Richarz u. Krigar-Menzel 100000 " 5,5050 
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Newton'schen Gesetzes aus und lässt höchstens kleine Korrektionen 
desselben zu. 

11. Abhängigkeit von der Masse. Astronomische Prüfung. 

Dass die Kraft, welche zwei Körper auf einander ausüben, der Masse 

jedes der Körper proportional sei, hat Newton auf folgende Weise 
abgeleitet. 

a) Die Beobachtung zeigt, dass Jupiter seinen Trabanten, die 

Sonne den Planeten, die Erde dem Mond und Körpern an ihrer Ober

fläche, die Sonne dem Jupiter und seinen Trabanten Beschleunigungen 
erteilt, welche gleich sind bei gleicher Entfernung. Daraus folgt: in 

diesen Fällen muss die Kraft proportional sein der Masse des an

gezogenen Körpers. 
b) Daraus liefert das Prinzip von Wirkung und Gegenwirkung, 

dass sie auch proportional sein muss der Masse des anziehenden 

Körpers. 
Gegen diese Schlussweise hat M. E. Vicaire 51) folgenden Einwand, 

der aber wohl noch der Diskussion bedürfte 62), erhoben. In den an

geführten Beispielen liegt ein ganz spezieller Fall vor: die Anziehung 

eines sehr grossen auf einen im Verhältnis dazu sehr kleinen Körper. 

Dann liefert aber schon die Voraussetzung, dass bei gleicher Ent

fernung die Anziehungskraft überhaupt nur Funktion der beiden 

Massen ist, das Resultat, dass die Anziehungskraft der Masse des 

kleinen Körpers annähernd proportional sein muss. 
Denn die Funktion AMm, welche die Anziehung der grossen 

Masse M auf die kleine m ausdrückt, ist jedenfalls homogen in M 
und m. Man kann demnach setzen: 

Beobachter a.nziehende Masse ~ 

Mendenhall Berg von 8800 m Höhe 5,77 
E. D. Preston 

" " 8000" " 5,57} 

Terrestrische " " " 4000 " " 
518 5,85 
' 

Methoden von Sterneck Erdschichten von 5,275 
(Wien. Ber.108) verschiedener Dicke 5,56 

" " " 
5,3 

" " " 
5,35 

51) Paris, C. R. 78 (1874), p. 790-794. 
52) Dagegen spricht, dass die Massenbestimmungen der Planeten aus den 

Störungen, welche sie auf andere Planeten ausüben, stets innerhalb der wahr

scheinlichen Fehler übereinstimmen mit den Massenbestimmungen derselben Pla

neten aus den Bewegungen ihrer eventuellen Monde. Z. B. ergiebt sich die 

Masse des Mars aus Jupiterstörungen = 1/2812526, aus Elongationsbewegungen 

seiner Monde= 1/3093500. Vgl. übrigens auch F. W. Bessel, Berl. Abh. 1824 und 

Ges. Werke 1, p. 84. 
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Axm = Mk · t(;) 
= Mk[;·f'(O) + (;rt~'.(~) + .. ·] 
= Mk-1 • m. f' (0) approx., 

also die Anziehung in erster Näherung proportional m. Daraus also 
dass diese Proportionalität durch die Beobachtung bestätigt wird, darf 
nicht geschlossen werden, dass die Anziehung auch proportional der 
Masse des anziehenden grossen Körpers ist. Daraus würde sich aber 
ergeben, dass die auf das dritte Kepler'sche Gesetz gegründeten Be
rechnungen der Planetenmassen im Verhältnis zur Sonnenmasse prin
zipiell verfehlt sind. 

Vicaire wendet sich dann auch dagegen, dass diese Berechnungen 
sich durch die gewöhnlichen Berechnungen aus den Planetenstörungen 
stützen lassen. Die säkularen Störungen eines Planeten m durch einen 
anderen m', die man in erster Linie beobachte und für jene Berech
nungen herbeiziehe, geben überhaupt nicht die relative Masse des 
Planeten m', sondern das Verhältnis Amm•: Axm, was nach dem obigen 
nicht identisch mit m' : M zu sein brauche. Über m' : M könnten 
nur die periodischen Störungen Aufschluss geben. 

12. Abhängigkeit von der Masse. Experimentelle Prüfung für 
Massen desselben Materials. Für die Frage, wie weit die Propor
tionalität der Anziehungskraft mit der Masse für Massen desselben 
Materials garantiert ist, sind von besonderem Wert die G-Bestimmungen 
von Poynting 2) und von Richars und Krigar-Mensel 2). Beides sind 
einwurfsfreie Laboratoriumsmethoden mit der grössten Sorgfalt aus
geführt. Bei beiden Bestimmungen wurden dasselbe Material (Blei) 
und dieselbe Messmethode, aber Massen sehr verschiedener Grösse 
(154 bezw. 100 000 kg) verwandt. Trotzdem die Masse im einen Fall 
das 650fache derjenigen im anderen betrug, stimmen die Resultate 
bis auf ungefähr 0,2% überein. 

13. Abhängigkeit von der Masse. Experimentelle Prüfung für 
Ma.ssen verschiedener chemischer Zusammensetzung. Ob die Pro
portionalität der Anziehungskraft mit der Masse auch für Massen 
verschiedener chemischer Zusammensetzung streng gültig sei, ist nach 
drei verschiedenen Methoden geprüft worden. 

a) Es wurde fiir Massen verschiedenen Materials die Gravitations
konstante bestimmt. 

Eine grosse Anzahl von Messungen dieser Art hat F. Baily 9) aus
geführt. Ordnet man seine Resultate nach dem spezifischen Gewicht 
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der Masse, die an der Drehwage aufgehängt war53), und nimmt man 

für jedes Material das Mittel aus allen Messungen, so zeigt sich 

folgendes. Die Werte von A nehmen immer mehr zu - diejenigen 

von G also immer mehr ab - je kleiner das spezifische Gewicht der 

Masse war 54). Es ist indes Grund zu der Annahme vorhanden, dass 

es sich bei diesen Differenzen um einen prinzipiellen Fehler in seiner 

Anordnung oder Berechnung handelt 55). 

Gegen die Annahme, dass diese verschiedenen Resultate ihren 

Grund in einem verschiedenen Wert der Gravitationskonstanten für 

die verschiedenen Substanzen habe, würde jedenfalls ins Gewicht fallen, 

dass die Resultate von Boys 11) und Braun 12) bis auf ca. 0,01% über

einstimmen, obwohl sie sich auf verschiedenes Material beziehen. 

Ebenso giebt v. Eötvös 16) an, mit Hülfe einer besonders empfindlichen 

Drehwage festgestellt zu haben, dass der Unterschied in der An

ziehung von Glas, Antimonit, Korkholz gegenüber derjenigen von 

Messing kleiner als t·10- 7 und von Luft gegenüber derjenigen von 

Messing kleiner als 1·10-5 der ganzen Anziehung sei. 

b) Es wurden Pendel aus verschiedenem Material hergestellt und 

ihre Schwingungsdauer verglichen. 
Diese schon von Newton 56) augewandte Methode ist insbesondere 

von F. W.Bessel 57 ) verfeinert worden. WährendNewton aus seinen Ver

suchen nur schliessen konnte, dass der Unterschied in der Anziehung, 

welche die Erde auf Körper der verschiedensten Beschaffenheit aus

übe, kleiner als 1·10-3 der ganzen Anziehung sei, war es Bessel 
möglich, diese Grenze auf 1/ 6 ·10- 4 herunterzudrücken. 

c) Ein zugeschmolzen es Gefäss, welches zwei verschiedene 

chemische Substanzen getrennt enthält, wird gewogen, dann werden 

die Substanzen vereinigt und nach Vollendung der chemischen Reak

tion wird das Gefäss wieder gewogen. 

53) Anziehende Substanz überall dieselbe = Blei. 

54) Substanz spez. Gew. ~ 

Platin 21 5,609 
Blei 11,4 5,622 
Messing 8,4 5,638 
Zink 7 5,691 
Glas ·ca 2 6 5 748 } 

· ' ' " Ausnahme. 
Elfenbein 1,8 5, 7 4v 

55) V gl. auch F. Reich in der Anm. 8 genannten Schrift "Neue V er

suche etc.", p. 190. 
56) Principia lib. III, propos. VI. 
57) Astr. Nachr. 10 (1833), p. 97. 
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Die ersten Versuche dieser Art von D. Kreichgauer 58) an Queck
silber und Brom und an Quecksilber und Jod führten zu dem Er
gebnis, "dass bei den verwendeten Körpern eine Änderung der An
ziehung durch die Erdeinfolge chemischer Kräfte unterhalb 1/20000000 
der ganzen Anziehung bleiben müsste". Allein H. Landolt 59) hat 
unter möglichst einfachen Verhältnissen - ausser Reaktionen, bei 
denen eine .Änderung des Gewichts nicht mit Sicherheit zu kon
statieren war - folgendes gefunden: 

1) Bei der Reduktion von Silbersulfat durch Ferrosulfat in drei 
Versuchsreihen Gewichtsabnahme um 0,167, 0,131 und 0,130 mg. 

2) Bei Jodsäure und Jodwasserstoff in sechs Versuchsreihen Ge
wichtsabnahmen, die zwischen 0,01 und 0,177 mg schwanken. 

Diese Gewichtsabnahmen übersteigen nicht nur die wahrschein
lichen Fehler der Wägungen, sondern zum Teil auch die grössten 
Abweichungen, welche die einzelnen Wägungen unter einander er
gaben. A. Heydweiller 60) hat diese Wägungen wieder aufgenommen, 
nachdem durch M. Hänsel 61) festgestellt worden war, dass die von 
Landolt in dem ersten Beispiel beobachteten Abweichungen nicht 
durch die Einwirkung magnetischer Kräfte zu erklären sind. Er er
hält in einer Reihe von Fällen ebenfalls Gewichtsabnahme und kommt 
zu dem Ergebnis: "als sicher festgestellt kann man also die Gewichts
änderung betrachten: bei der Wirkung von Eisen auf Kupfersulfat 
in saurer oder basischer Lösung ... , bei der Auflösung von saurem 
Kupfersulfat ... , und bei der Wirkung von Kaliumhydroxyd auf 
Kupfersulfat ... 11• 

Es handelt sich also in den angegebenen Fällen um gut kon
statierte aber vorerst völlig unaufgeklärte Abweichungen von der Pro
portionalität der Gravitationswirkung mit der Masse. 

14:. Abhängigkeit von der Masse. Experimentelle Prüfung für 
Massen verschiedener Struktur. Die Vermutung, dass die Anziehung 
zweier Massen von ihrer Struktur abhängen könnte, ist durch manche 
Theorieen zur Erklärung der Gravitation nahe gelegt. Sie wurde 
nach zwei Richtungen einer experimentellen Prüfung unterzogen. 

58) Berl. physik. Ges. 10 (1891), p. 13-16. 
69) Zeitscbr. pbysik. Chem. 12 (1894), p. 11. Er citiert, dass J. S. Stas bei 

der Synthese von Jod- und Bromsilber immer weniger erhielt, als den an
gewandten Mengen entsprach und zwar betrug die Differenz im Mittel aus fünf 
Versuchen t · 10- 4 der Gesamtmasse. 

60) Ann. Phys. 5 (1901), p. 394-420. 
61) Diss. Breslau 1899. 
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a) Kreichgauer 58) untersuchte, ob ein Körper (essigsaures Natrium) 
sein Gewicht ändere, wenn er krystallisiere, fand aber, dass eine 
etwaige Gewichtsänderung jedenfalls unter t · 10- 7 der ganzen An
ziehung liege 62). 

b) A. S. Mackenzie 63) und andererseits J. H Poynting und P. L. 
Grey 64) behandeln die Frage, ob die Gravitationswirkung eines kry
stallinischen Körpers nach verschiedenen Richtungen verschieden 
sei. Mackenzie prüfte Kalkspath gegen Blei, auch Kalkspath gegen 

Kalkspath, fand aber den Unterschied jedenfalls kleiner als 2~0 der 

ganzen Anziehung. Poynting und Grey gelangen zu dem Resultat, 
dass die Anziehung von Quarz gegen Quarz bei parallelen und bei 

gekreuzten Axen sich um weniger als 16~00 der ganzen Anziehung 

unterscheide und dass bei parallelen Axen, wenn aber der eine Krystall 
um 180° gedreht werde, die Anziehung sich um weniger als das 

2: 50 des ganzen Betrags ändere. 

15. Abhängigkeit von der Entfernung. Astronomische Prüfung 

(vgl. Bd. VI). S. Newcomb 65) hat die Frage, wie weit das 4 im r 
Newton'schen Gesetz durch astronomische Daten sicher gestellt sei, 
einer Diskussion unterzogen. Er kommt zu folgendem Ergebnis: 

a) Die Übereinstimmung der beobachteten Mondparallaxe mit 
der aus der Grösse von g an der Erdoberfläche berechneten zeigt, 
dass für Grössen von r, die zwischen dem Erdradius und dem 
Radius der Mondbahn liegen, die 2 in r 2 bis auf 1/5000 ihres Be
trags garantiert ist. 

b) Die Übereinstimmung der beobachteten Störung des Mondes 
durch die Sonne mit der auf Grund des Newton'schen Gesetzes be
rechneten beweist mit ungeiahr derselben Genauigkeit die Gültigkeit 
des r 2 bis zu Entfernungen von der Grössenordnung des Radius der 
Erdbahn, d. h. bis zum ungefähr 24 000-fachen des Erdradius. 

c) Aus der Gültigkeit des dritten Kepler'schen Gesetzes folgt die 
Gültigkeit des Newton'schen Gesetzes bis zur Grenze des Planeten
systems überhaupt, also bis zu Entfernungen, die ungeiahr das 20-fache 
des Radius der Erdbahn betragen. Doch ist für diesen Bereich die 

62) Schon Bessel 5 1) und neuerdings von Eötvös 16) haben bei ihren Versuchen 
keinen Unterschied zwischen krystallinischen und amorphen Körpern gefunden. 

63) Phys. Rev. 2 (1895), p. 321-343. 
64) Lond. Trans. A 192 (1899), p. 245-256. 
65) In der in Anm. 48 cit. Schrift. 
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Genauigkeit, mit der das 1jr2 aus den Beobachtungen zu ermitteln ist, 
nicht sicher angebbar. 

Einen weiteren Prüfstein derselben Frage liefert, wie schon 
Newton 66) hervorgehoben hat, der Umstand, dass eine Abweichung 
des Exponenten der Entfernung von 2 Perihelbewegungen der Pla
neten zur Folge haben würde. Während also eine solche Abweichung 
einerseits nicht gross sein kann, weil sich sonst der Beobachtung 
widersprechende Perihelbewegungen ergeben würden, könnten anderer
seits die beobachteten anomalen Perihelbewegungen in einer geringen 
Ungenauigkeit des Gravitationsgesetzes ihren Grund haben. M. Hall 67) 

hat in der That nachgewiesen, dass das schon von G. Green 68) unter
suchte Gesetz, welches 1/r2+-' an Stelle von 1/r2 setzt, worin ,t eine 
kleine Zahl bedeutet, genügt, um die anomale Perihelbewegung des 
Merkur zu erklären, wenn man ,t = 16 ·10- 8 nimmt. Dieselbe Zahl 
für ,t würde auch die beobachtete anomale Perihelbewegung des Mars 
richtig liefern, für V enus und Erde allerdings etwas zu grosse Perihel
bewegungen zur Folge haben 69). Newcomb sagt aber noch Diskussion 
der einschlägigen Verhältnisse, die Annahme von Hall scheine ihm 
"provisionally not inadmissible". 

16. Abhängigkeit von der Entfernung. Experimentelle Prüfung. 
Die Frage wurde direkt durch Mackenzie 63) geprüft, indem er mit der 
Drehwage die Anziehung derselben Körper bei verschiedenen Ent
fernungen maass. Er stellte fest, dass die Abweichung zwischen dem 
beobachteten und dem aus dem Newton'schen Gesetz berechneten 

Resultat jedenfalls kleiner als 5~0 der ganzen Anziehung sei. 

In theoretischer Hinsicht rührt unsere Zuversicht zu der 2 im 
Exponenten des Newton'schen Gesetzes wohl wesentlich daher, dass 
vom Standpunkte der Feldwirkungstheorie (Nr. 34:) nur dieses Gesetz 
mit der Annahme einer im allgemeinen quellenfreien Verteilung der 
Feldstärke verträglich ist, dass also nur bei genauer Gültigkeit dieses 
Gesetzes det Kraftlinienbegriff im Gravitationsfelde einen Inhalt hat. 

17. Einfluss des Mediums auf die Gravitation. Die Analogie 
der elektrischen und magnetischen Massen, deren Wirkung in hohem 
Maasse von dem Medium abhängt, in welchem sie sich befinden, lässt 
es als durchaus möglich erscheinen, dass auch bei der Gravitation 

66) Principia lib. I, sect. IX. 
67) Astr. Journ. 14, p. 45. 
68) Cambr. Trans. 1835, p. 403. 
69) Vgl. Newcomb in der in Anm. 48 cit. Schrift, p. 109. 
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ein solcher Einfluss sich geltend macht, dass also die Gravitations
konstante nicht, wie Newton annahm, eine universelle, sondern eine 
Konstante des Mediums sei. Allein schon die relativ gute Überein
stimmung der G-Bestimmungen, trotzdem die Form der verwandten 
Massen eine ganz verschiedene war, schliesst einen einigermassen er
heblichen Einfluss von Körpern, die sich zwischen den anziehenden 
Massen befinden, aus 70). Ausserdem wurde die Frage, ob ein Körper 
existiere, der für die Gravitation eine andere Permeabilität habe als 
die Luft, von L. W. Austin und 0. B. Thwing 71) auch direkt mit der 
Drehwage untersucht. Sie schoben zwischen die beiden einander an
ziehenden Körper Platten der verschiedensten• Substanzen, deren Dicke 
Ys des Abstands der anziehenden Massen betrug. Das Resultat war, 
dass der Unterschied jedenfalls kleiner als 0,2% der ganzen An
ziehung sein müsste. 

In anderer Richtung hat Laplace 72) die Frage nach einem mög
lichen Einfluss des Mediums diskutiert. Er nimmt an, die Körper 
ausser Luft mögen für die Gravitation einen kleinen Absorptions
koeffizienten a besitzen, so dass das Gravitationsgesetz für zwei in 
einem solchen Medium eingebettete Massenelemente m1 und m2 wäre: 

K = G m1 ·zmz. e-ar. 
r 

Die Anwendung dieses Gesetzes auf die Verhältnisse von Sonne
Mond-Erde führt ihn aber zu dem Ergebnis, dass für die Erde 
(Radius R) 

sein müsste 73). 

1 
aR < 1os 

18. Ein:ftuss der Temperatur. Manche mechanische Theorien 
über das Wesen der Gravitation 74) lassen es als durchaus möglich 
erscheinen, dass die Gravitationswirkung von der Temperatur des 

70) Bei Wilsing lange Cylinder, bei Boys und Brawn Kugeln, bei Richarz 
und Krigar-Menzel Würfel, trotzdem gute Übereinstimmung, nämlich: 

Wilsing A = 5,577 } Differenz 0,9% 
Boys u. Braun A = 5,527 
Richars u. Krigar-Mensel A = 5,505 } " 0•4 % · 

V gl. besonders auch .Anm. 50. 
71) Phys. Rev. 5 (1897), p. 294-300. 
72) Mec. cel. 5, livre XVI, cap. IV, § 6. 
73) Einen indirekten Beweis gegen die Existenz einer spezifischen Gravi

tations-Permeabilität führt Poynting an: es sei nie eine Ablenkung (Brechung) 
der Gravitationswirkung beobachtet worden. Indess scheint diese Frage bis 
jetzt überhaupt nie genau untersucht worden zu sein. 

74) Vgl. Abschnitt V dieses Artikels. 
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Mediums modifiziert wird. Eine direkte Prüfung dieser Frage wurde 
bis jetzt nicht angestellt, von Jolly macht aber darauf aufmerksam, 
dass bei seinen absoluten Bestimmungen die Temperaturdifferenz im 
Maximum 29,6° betrug, ohne dass die Differenz im Resultate die 
Grösse der Versuchsfehler überschritten hätte. 

19. Abhängigkeit von der Zeit. Constanz. Die im Newton
sehen Gesetz stillschweigend vorausgesetzte Unabhängigkeit der Gra
vitationswirkung von der Zeit ist nach zwei Richtungen angefochten 
worden. Es wurde die Frage aufgeworfen: 

a) Ist die Gravitationskonstante auch eine Konstante bezüglich 
der Zeit, oder ändert sie sich im V er lauf der Zeit? 

b) Braucht die Gravitation Zeit, um in Wirksamkeit zu treten, 
besitzt sie eine endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit, oder ist die 
Gravitationswirkung eine momentane? 

Die erste Frage hat R. Pictet 75) diskutiert auf Grund der An
schauung, dass die Gravitation eine Wirkung von Stössen der Äther
teilchen sei 74). Seine Überlegung ist folgende. Die Gesamtenergie 
des Sonnensystems setzt sich aus zwei Teilen zusammen: 1) der leben
digen Kraft der Planeten und Sonne; 2) der lebendigen Kraft der 
Ätherteilchen. Nun ist die lebendige Kraft der Planeten sehr ver
schieden, je nach ihrer augenblicklichen Stellung zur Sonne. Ist also 
die gesamte Energie des Sonnensystems konstant, so folgt,- dass die 
lebendige Kraft der Ätheratome und damit die Gravitationskonstante 
sich im Verlauf der Zeit ändern muss. 

Versuche, um eine solche zeitliche Änderung der Gravitations
konstanten nachzuweisen, hätten nach R. Pictet und P. Oellerier 76) 

Aussicht auf Erfolg, da die Differenz in der lebendigen Kraft der 
Planeten- ausschlaggebend sind Jupiter und Saturn - z. B. zwischen 
dem Minimum vom Jahre 1898-99 und dem Maximum von 1916-17 
ca. 18% beträgt. 

20. Abhängigkeit von der Zeit. Endliche Fortp:flanzungs
geschwindigkeit77). Die zweite Frage, ob die Gravitation momentan 
wirkt oder eine endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit besitzt, ist auf 
Grund der Planetenbewegungen in neuerer Zeit von R. Lehmann
Filhes 78) und J. v. Hepperger 79) untersucht worden. 

75) Geneve Bibl. (6 ser., 3 periode) 7 (1882), p. 513-521. 
76) Geneve Bibl. (6 ser., 3 periode) 7 (1882), p. 522-535. 
77) Referat über diese Frage: S. Oppenheim, Jahresber. kais. kgl. akad. 

Gymn. Wien 1894-1895, p. 3-28; F. Tisserand, Mec. cel. 4 (1896), chap. 28; 

P. Drude, Ann. P:b.ys. Chem. 62 (1897). 
78) Astr. Nachr. 110 (1885), p. 208. 79) Wien. Ber. 97 (1888), p. 337-362. 
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Die Art, in welcher die endliche Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
eingeführt wird, ist bei beiden dieselbe. In dem Moment, in welchem 
der Planet (Masse m) sich im Abstand r von der Sonne (Masse M) 
befindet, geht die dem Newton'schen Gesetz entsprechende Kraft 

G. M ~ m von der Sonne aus mit einer gewissen endlichen Geschwin-
r 

digkeit. Diese Kraft wirkt dann auf den Planeten zu einer Zeit, in 
welcher sein Abstand von der Sonne sowohl der Richtung als der 
Grösse nach von r verschieden ist. Dasselbe gilt von der Kraft, 
welche der Planet auf die Sonne ausübt. 

Etwas verschieden sind bei Lehmann-Filhes und von Hepperger 
die Bewegungsgleichungen, da erste1·er die Geschwindigkeit der 
Sonne, letzterer die Geschwindigkeit des Schwerpunkts von Sonne 
und Planeten als konstant annimmt. 

Beide kommen zu dem Resultat, dass die einflussreichste .Ände
rung der Planetenbewegung eine säkulare Änderung der mittleren 
Länge wäre. Daraus folgt einmal, dass die Einführung einer end
lichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit unter Beibehaltung des Newton
sehen Gesetees zur Hebung der p. 36 angeführten Schwierigkeiten 
bezüglich der Planetenbahnen nichts beiträgt; und dann, dass die 
hypothetische Fortpflanzungsgeschwindigkeit sehr viel grösser als die 
Lichtgeschwindigkeit sein müsste, da sich sonst eine säkulare .Änderung 
der mittleren Länge in einem den Beobachtungen widersprechenden 
Betrag ergeben würde. Liegt die Eigengeschwindigkeit der Sonne 
zwischen 1 und 5 kmfsec 80), so müsste die Fortpflanzungsgeschwin
digkeit der Gravitation nach v. Hepperger wenigstens 500mal grösser 
als die Lichtgeschwindigkeit sein. 

Eine schärfere Prüfung der Annahme einer zeitlichen Fortpflan
zungsgeschwindigkeit liefert ihre Anwendung auf die Mondbewegung, 
die von R. Lekmann-FilMs 81) durchgeführt ist. Er kommt zu dem 
Schluss, dass man, um unter Beibehaltung des Newton'schen Gesetzes 
die Störung der Länge des Mondes auf ein erträgliches Mass herab
zudrücken, der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation einen 
ungeheuere~ Wert, vielleicht das Millionenfache der Lichtgeschwindig
keit beilegen müsste. Auch stimmt das Vorzeichen der Störung nicht 
mit der beim Monde gefundenen Abweichung zwischen Beobachtung 
und Theorie überein. 

Auf ähnliche Schwierigkeiten stösst Th. v. Oppoleer49) bei der An-

80) Nach neueren Untersuchungen soll dieselbe aber ca. 15 kmjsec be
tragen (vgl. H. 0. Vogel, Astr. Nachr. 132 (1893), p. 80 f.). 

81) 'Münch. Ber. 25 (1896), p. 371. 
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wendung der Annahme einer endlichen Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
auf die Berechnung der Kometenbahnen. 

111. Erweiterung des Newton'schen Gesetzes für bewegte 
Körper 82). 

21. Übertragung der elektrodynamischen Grundgesetze auf 
die Gravitation. Das Ergebnis der V ersuche, unter Beibehaltung des 

Newton'schen Gesetzes auch für bewegte Körper eine endliche Fort
pflanzung der Gravitation einzuführen und dadurch die bestehenden 
Differenzen zwischen Beobachtung und Berechnung zu heben, muss 
als ein wenig befriedigendes bezeichnet werden. Es ist deshalb nicht 
zu verwundern, wenn versucht wurde, die Giltigkeit des Newton'schen 
Gesetzes für bewegte Körper überhaupt in Zweifel zu ziehen, es nur 
als Spezialfall für ruhende Körper zu betrachten und für bewegte 
Körper ein erweitertes Gesetz an seine Stelle zu setzen. 

Vor allem wurde untersucht, ob nicht die schon bekannten elektro

dynamischen Grundgesetze dem genannten Zwecke genügen. 
Das Weber'sche Grundgesetz, das Zöllner bekanntlich für das 

Grundgesetz aller Fernkräfte hielt, wonach für zwei Massenelemente 

m1 und m2 im Abstand r das Potential 

(c =Lichtgeschwindigkeit) 

ist, wurde von 0. Seegers 83) und G. Holzmüller 84) auf die Planeten

bewegungen im allgemeinen durchgeführt, von F. Tisserand 85) und 
H. Servus 86) numerisch durchgerechnet. Es würde für den Merkur 
eine anomale säkulare Perihelbewegung von ca. 14" geben. 

Die Übertragung des Gauss'schen 87) elektrodynamischen Grund

gesetzes auf die Gravitation in der Form, dass als Anziehungskraft K 
zweier Massenelemente mit den Koordinaten x11 y11 z1 bezw. x2 , y2 , z2 , 

82) Referate über einen Teil der Arbeiten aus diesem Gebiet bei S. Oppen-

heim 1 ~, P. Drude 11) und F. Pisserand 11). 

83) Diss. Göttingen 1864. 
84) Zeitschr. Math. Phys. 1870, p. 69-91. 

85) Paris, C. R. 75 (1872), p. 760 und 110 (1890), p. 313. 

86) Diss. Halle 1885. F. Zöllnm· citiert, W. Scheibner habe nach brieflicher 

Mitteilung auf Grund des Weber'schen Gesetzes 6,7" säkulare Perihelbewegung 
für Merkur berechnet. Den Grund für die Abweichung dieser Zahl von der im 

Texte angegebenen doppelt so grossen liegt darin, dass Scheibner die Konstante c 

im Weber'schen Gesetz gleich dem )12fachen der Lichtgeschwindigkeit setzt. 
87) Ges. Werke 5, p. 616f., Nachlass. 
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x = G·::m, { 1 + :. [(d<xld--;x~r + (d(Jft;;Y~)y + (d('\--;z·)r 

-~ (:;)j} 
angenommen wird, liefert nach der Berechnung von F. Tisserand 88) 

für den Merkur auch nur eine säkulare Perihelbewegung von 28". 
Aus dem Riemann'schen 89) Grundgesetz: 

P= G-~l·m. {1- :.[(~~r+ (~~r+ (::rJl 
(x, y, z Koordinaten von m1 relativ zu m2) 

würde nach M. Levy 90) gerade die doppelte Perihelbewegung des 
Merkur, wie aus dem Weber'schen Gesetze folgen. 

Levy hat deshalb vorgeschlagen, das Riemann'sche und Weber'sche 
Gesetz zu kombinieren in der Form: 

P=P +a(P -P ) Weber Riemann Weber 

= G·;·m. { 1- c1' [Cl- a) (:;r + a ((~~r + (~~r + (::))]} 
und nun a aus der beobachteten säkularen Perihelbewegung des Merkur 
zu bestimmen. Nimmt man als beobachtete Perihelbewegung 38", 
als durch das Weber'sche Gesetz geliefert 14,4"91), so folgt a = 1,64 
= approx. "fs. 90) Wird die durch andere Beobachter angegebene 
Perihelbewegung des Merkur 41,25", als durch das Weber'sche Gesetz 
gegeben 13,65" 91) zu Grunde gelegt, so wird a = 2,02. 

Das Gesetz, zu welchem man auf diese Weise gelangt, hat den 
entschiedenen Vorteil, in der Elektrodynamik genau das gleiche zu 
leisten wie das Riemann'sche und Weber'sche, für die Gravitation aber 
eine Erweiterung des Newton'schen Gesetzes für bewegte Körper dar
zustellen, welche die schlimmste Differenz, die bisher zwischen Be
obachtung und Berechnung bestand, wegschafft. 

22. Übertragung der Lorentz'schen elektromagnetischen Grund
gleichungen auf die Gravitation. H. A. Lorentz 92) hat den Versuch 
gemacht, die von ihm auf bewegte Körper ausgedehnten Maxwell'schen 
Gleichungen 95) auf die Gravitation anzuwenden. In der Vorstellung 

88) Paris, C. R. 110 (1890), p. 313. 
89) Schwere, Elektrizität und :Magnetismus, ed. Hattendorf, Hannover 1896, 

p. 313 ff. 
90) Paris, C. R. 110 (1890), p. 545-551. Für die Bewegung von zwei :Massen 

wurde das Gesetz allgemein schon von 0. Limann (Diss. Halle 1886) behandelt. 
91) Tisserand 85) (Paris, C. R. 75) und Servus 8fl). 
92) Amsterdam Versl., April 1900. 
93) Harlem, Ai·ch. Neerl. 25 (1892), p. 363. 
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über die Konstitution der gravitierenden Moleküle schliesst er sich 
dabei im wesentlichen, wenn auch in etwas modernisierter Form, an 
F. Zöllner an. Über die Begründung des Lorent.e'schen Ansatzes wird 
in Nr. 36 berichtet werden. 

Die Zusatzkräfte, welche Lorentz ausser den vom Newton'schen 
Gesetz gelieferten bekommt, enthalten als Faktor entweder {~Y' oder 

P ·-:, worin p die konstant angenommene Geschwindigkeit des Central-c 
körpers, w die Geschwindigkeit des Planeten relativ zum Central
körper und c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Diese Zusatzkräfte 
sind also so klein, dass sie wohl in allen Fällen sich der Beobachtung 
entziehen werden, im Falle des Merkur, wie die Rechnung von Lorentz 
zeigt, sicher unter dem BeobachtQaren liegen. Daraus folgt, dass die 
Lorentischen Gleichungen, verbunden mit der Zöllner'schen Anschau
ung über die Natur der gravitierenden Moleküle, anf die Gravitation 
zwar angewandt werden können 9<l), aber zur Beseitigung der bestehen
den Differenzen zwischen Beobachtung und Berechnung nichts bei
tragen. 

23. Die Lapla.ce'sche Annahme. In ganz anderer Weise hat 
schon Laplace 96) eine Erweiterung des Newton'schen Gesetzes für 
bewegte Körper ins Auge gefasst. Er scheint sich die vom anziehen
den Körper m1 ausgehende Kraft als eine Art Welle vorzustellen, die 
auf jeden Körper m2 , den sie trifft, eine Anziehungskraft vom Be-
trage G · 'mt :n~ in der Richtung, in welcher sie fortschreitet, ausübt. r 
Nun kommt es bei der Wirkung einer solchen Welle auf einen in 
Bewegung befindlichen Körper m11 nur an anf die relative Bewegung 
von Weile und Körper. Man kann sich also den Körper m2 im 
Raum ruhend denken, wenn man der Welle ausser ihrer Geschwin
digkeit in der Richtung von r noch eine Geschwindigkeitskomponente, 
gleich und entgegengesetzt der Geschwindigkeit von m2 , erteilt. Der 
Körper m2 erhält also nicht nur eine Kraftkomponente in der Rich
tung von r, sondern auch noch eine andere, entgegen der Richtung 
seiner Bahn und vom Betrage m1 :'s · .!!_ 96) 1 wenn v = Geschwindig-r c 
keit von m2 , c Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation be
zeichnet. 

94) Das schliesst die Möglichkeit in sich, dass die Fortpflanzungsgeschwin
digkeit der Gramtation gleich der Lichtgeschwindigkeit-ist. 

95) Mec. cel. 4, livre X, chap. VII, § 19 u. 22. 
96) Die Verhältnisse würden also ganz denen bei der Aberration des 

Lichts entsprechen. 



23, Die Laplace'sche .Annahme. 24:. Die .Annahme von Gerber. 49 

Die Durchführung dieser Anschauung liefert für die Planeten 
wenig Befriedigendes: sie ergiebt eine Perihelbewegung überhaupt 
nicht, wohl aber eine säkulare .Änderung der mittleren Länge und 
zwar z. B. für den Mond von solchem Betrage, dass als unterste 
Grenze von c ungefähr 100 000 000 mal die Lichtgeschwindigkeit an
genommen werden müsste. Nicht uninteressant ist aber, dass die 
Anschauung von Laplace dieselbe Wirkung ergiebt, wie ein der Ge
schwindigkeit des Planeten proportionaler Widerstand des Mediums. 

Ein - allerdings dem Quadrat der Geschwindigkeit proportio
naler - Widerstand des Mediums könnte vielleicht nach Encke 97) 

und v. Oppolzer 98) die p. 36 aufgeführten Unregelmässigkeiten des 
Encke'schen Kometen erklären. Die von Oppolzer vorausgesetzten 
und auf dieselbe Weise erklärten Anomalien des Winnecke'schen Ko
meten sind inzwischen durch Rechnungen E. v. Haerdtl's 99) als nicht 
vorhanden nachgewiesen worden. 

24:. Die Annahme von Gerber. Die beiden Voraussetzungen 
von P. Gerber 100) sind die folgenden. 

a) Das von einer Masse fL nach emer zweiten m ausgesandte 

Potential P ist J:_, wo r den Abstand von p, und m im Moment der 
r 

Aussendung des Potentials bedeutet. Dieses Potential pflanzt sich mit 
der endlichen Geschwindigkeit c fort. 

b) Es ist eine gewisse Dauer nötig, damit das Potential "bei m 
angelangt, dieser Masse sich mitteile, d. h. den ihm entsprechenden 
Bewegungszustand von m hervorrufe". "Wenn die Massen ruhen, geht 
die Bewegung des Potentials mit ihrer eigenen Geschwindigkeit an m 
vorüber; dann bemisst sich sein auf m übertragener Wert nach dem 
umgekehrten Verhältnis zum Abstande. Wenn die Massen aufeinander 
zueilen, verringert sich die Zeit der Übertragung, mithin der über
tragene Potentialwert im Verhältnis der eigenen Geschwindigkeit des 
Potentials zu der aus ihr und der Geschwindigkeit der Massen be
stehenden Summe, da das Potential in Bezug auf m diese Gesamt
geschwindigkeit hat." 

Zu dem Wert, den das Potential unter diesen Annahmen haben 
muss, gelangt Gerber auf folgende Weise: 

"Das Potential bewegt sich ausser mit seiner Geschwindigkeit c 
noch mit der Geschwindigkeit der anziehenden Masse. Der Weg 

97) Citiert bei von Oppolzer. 
98) .Astr. Nachr. 97, p. 150-154 u. 228-235. 
99) Wien. Denkschr. 56 (1889), p. 179 f. 
100) Zeitschr. Math. Phys. 43 (1898), p. 93-104. 

Enc,yklop. d. math. Wissensch. V 1. 
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r-Ar 101) 1 den die beiden sich entgegenkommenden Bewegungen, 
die des Potentials und die der angezogenen Masse, in der Zeit At 
zurücklegen, beträgt daher 

At (c- ~;), 
während r = c At ist. Also erhält man für den Abstand, bei dem 
sich das Potential zu bilden anfängt und dem es umgekehrt pro-
portianal ist, 

r-Ar=r 1---. ( 1 Ar) 
c At 

Weil ferner die Geschwindigkeit, mit der die Bewegungen aneinander 
vorbeigehen, den Wert 

Ar c-
At 

hat, fällt das Potential wegen des Zeitverbrauchs zu seiner Mitteilung 
an m auch proportional 

aus. Man findet so 
P= IL 

r (1- _1-_ A1")' 
c At 

Solange der Weg t::.r kurz und deshalb ~: gegen c klein ist, darf 

d f .. dr t man a ur dt se zen. Dadurch wird 

P= ( ~~-1 drf' 
r 1 - c dt 

woraus mit Hülfe des binomischen Satzes bis zur zweiten Potenz folgt: 

p = t[l + _! dr + 2_ (dr)2] ." 
r c dt c• dt 

Die Anwendung dieser Gleichung auf die Planetenbewegungen ergiebt 
das bemerkenswerte Resultat: Bestimmt man aus der beobachteten 
Perihelbewegung des Merkur die Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, so 
erhält man c = 305 500 km/ sec, also überraschend genau die Licht
geschwindigkeit oder: Setzt man in der Gerber'schen Gleichung als 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation die Lichtgeschwindigkeit 
ein 1 so ergiebt diese Gleichung genau die beobachtete anomale Perihel
bewegung des Merkur. 

Für die anderen Planeten folgen aus der Gerber'schen Annahme 

101) Ar> 0 bei wachsendem 1·. 
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keine Schwierigkeiten, ausgenommen für V enus, wo der Gerber'sche 
Ansatz die etwas zu grosse säkulare Perihelbewegung von 8" ergiebt. 

Die Gerber'sche Annahme zeigt also, ebenso wie diejenige von 
Levy, dass eine Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Gravitation von 
derselben Grösse wie die Lichtgeschwindigkeit nicht nur möglich ist, 
sondern sogar dazu dienen kann, die schlimmste Differenz, welche 
bisher zwischen astronomischer Beobachtung und Berechnung vor~ 

handen war, aus der Welt zu schaffen. Allerdings ist dies nur 
erreicht worden dadurch, dass die Gültigkeit des Newton'schen Ge
setzes auf ruhende Körper beschränkt und für bewegte Körper ein 
erweitertes Gesetz zu Grunde gelegt wurde. 

IV. Erweiterung des Newton' sehen Gesetzes für unendlich 
grosse Massen. 

25. Schwierigkeit des Newton'schen Gesetzes bei unendlich 

grossen Massen. Gegen die Allgemeingültigkeit des Newton'schen 
Gesetzes sind noch nach einer ganz anderen Richtung Bedenken ge
äussert und ist die Notwendigkeit einer Erweiterung in Betracht ge
zogen worden. 

Im Falle, dass der Weltraum unendlich viele Massen enthält, 
hätte man, um die in irgend einem Punkt wirkende Kraft zu be
kommen, streng genommen die Aufgabe zu lösen: die Wirkung un
endlich vieler Massen von endlicher Grösse in einem bestimmten Punkte 
anzugeben. 

0. Neumann 102) hat wohl zuerst darauf hingewiesen, dass in 
diesem Falle die aus dem Newton'schen Gesetz sich ergebenden Kräfte 
unbestimmt werden können. H. Seeliger 108) hat diese Frage all
gemeiner durchgeführt und gezeigt, dass bei unendlichen Massen das 
Newton'sche Gesetz sowohl unendlich grosse Kräfte liefern als die
selben auch ganz unbestimmt lassen kann. 

26. Beseitigung der Schwierigkeit durch .Änderung des At

traktionsgesetzes. Zur Beseitigung dieser Schwierigkeit schlägt See
liger vor, das Newton'sche Gesetz etwas zu modifizieren und diskutiert 
verschiedene Möglichkeiten. 

Die schon von Laplace besprochene Form 

K G·ml·m, -ar = . r' . e 

102) Leipz. Abh. 1874. 
103) Astr. Nachr. 137 (1895), p. 129-136; Münchn. Ber. 26 (1896), p. 373 

-400. Kontroverse von J. Wilsing und H. Seeliger über den Gegenstand, Astr. 
Nachr. 137 u. 138. 

4* 
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lässt, da sie der Annahme einer Absorption des Mediums entspricht, 
schon aus physikalischen Gründen erwarten, dass sie dem genannten 
Zweck genügen wird. Sie thut das thatsächlich, hätte ausserdem den 
Vorteil, dass sie eine Perihelbewegung der Planeten liefern würde. 
Allein der aus der beobachteten Perihelbewegung des Merkur ent
nommene Wert a = 0,000 000 38 ergiebt für die anderen Planeten 
Perihelbewegungen, die nur schwer mit den Beobachtungen zu ver
einigen sind 104). 

Denselben Zweck erfüllen auch die von C. Neumann behandelten 
Gesetze, nach denen das Potential P die Form hat 

A-ar B -(Ir 
P= G·m m (-e- + _e_+ · · ·) 

1 2 r r ' 

allein die aus ihnen folgenden Perihelbewegungen der Planeten stehen 
m grobem Widerspruch mit den Beobachtungen. 

Dagegen ergiebt das früher besprochene Gesetz von Green-Hall 
P- G·mlm2 

- rl+l ' 

welches zur Darstellung der Perihelbewegungen der Planeten ge
eignet wäre, bei unendlichen Massen dieselbe Schwierigkeit wie das 
Newton'sche. 

27. Beseitigung der Schwierigkeit durch Einführung negativer 
Massen. Der Gedanke, die von Neumann und Seeliger hervorgehobene 
Schwierigkeit des Newton'schen Gesetzes nicht durch Änderung der 
Form des Gesetzes, sondern unter Beibehaltung des Gesetzes durch 
Einführung "negativer Massen" zu heben, rührt von .A.. FöppP05) her. 
Wie aus den bekannten positiven Massen die Gravitationskraftlinien 
ausströmen, so sollen in die negativen Massen die Kraftlinien ein
münden. Nimmt man die Summe der negativen Massen gleich der
jenigen der positiven, so würde die Gesamtsumme gleich 0: es wären, 
wie auf elektrischem und magnetischem Gebiet, eben so viele Ein
mündungs- wie Ausströmungsstellen vorhanden. 

Bei dieser Annahme darf als Ausdruck für die Energie des Feldes 
nicht der gewöhnliche 

{ a I ffi l2 dS 

zu Grunde gelegt werden, in welchem a eine Konstante des Mediums, 
ffi der das Gravitationsfeld definierende Vektor der Feldstärke, I ffi I sein 

104) Münchn. Ber. 26 (1896), p. 388. 
105) Münchn. Ber. 27 (1897), p. 93-99. 
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absoluter Betrag und dS ein Volumelement ist. Man hat diesen Aus

druck vielmehr, worauf schon Maxwell aufmerksam machte, zu er
setzen durch 

( 0 = Konstante), um eine Anziehung von Massen gleichen Vorzeichens 
zu erhalten. Über die Bedeutung der Konstanten 0 vgl. Nr. 34:. 

Der Vorschlag, negative Massen von derselben Grösse wie die 
bekannten positiven überhaupt einzuführen, ist schon vor Föppl durch 

C. Pearson 122) gemacht worden. Er ist eine Folge seiner Theorie, 
welche den V ersuch macht, die elektrischen, optischen, chemischen und 

Gravitationserscheinungen aus geeignet gewählten Ätherbewegungen 
abzuleiten. 

Schwierigkeiten ergiebt die Einführung negativer Massen kaum. 
Denn die Thatsache, dass nie Abstossung zwischen zwei Massen nach

gewiesen, also nie eine negative Masse konstatiert wurde, lässt sich 
dahin deuten, dass es möglich - wenn auch nicht notwendig - ist, 
dass solche Massen vermöge der Abstossung durch die positiven Massen 
unseres Systems in Räume, welche der Beobachtung nicht mehr zu

gänglich sind, fortgetrieben worden wären. Andererseits könnte die 
Einführung negativer Massen nach A. Schuster 106), der diesen Ge

danken ebenfalls - allerdings nur in einem "Holiday Dream" -
ausgeführt hat, vielleicht dazu dienen, auf manche Erscheinungen, z. B. 
die Kometenschweife, ein ganz neues Licht zu werfen. 

V. Versuche einer mechanischen Erklärung der Gravitation 107). 

28. Druckdifferenzen und Strömungen im Äther 108). Die Ver
mutung, dass die Gravitation verursacht sein könnte durch Druck
differenzen in dem homogen gedachten Äther, der die gravitierenden 

106) Nature 58 (1898), p. 867 u. 618. 

_107) Zusammenfassende .Arbeiten: W. B. Taylor, Smithson. Inst. Rep. for 
1876 (1877), p. 205-282: .Ausführliche Besprechung der .Arbeiten bis 1873. 

0. Isenkmhe, a) Isaac Newton und die Gegner seiner Gravitationstheorie etc., 
Progr. Gymn. Crefeld, 1877-1878. b) das Rätsel von der Schwerkraft, Braun
schweig 1879. c) Zeitschr. Math. Phys. 37, Suppl. (1892), p. 161-204; P. D'l'Uile 7 '1); 
ZUlll Teil auch H. Gellenthin, "Bemerkungen über neuere Versuche, die Gravi
tation zu erklären etc.", Progr. Realgymn. Stettin 1884 und Gehler'), Artikel .An
ziehung, Materie. 

108) Das Wort "Äther" ist im folgenden nicht immer in demselben Sinne 
gebraucht und wird auch in den einschlägigen .Arbeiten durchaus nicht immer 
genügend definiert. Was in jedem Falle ungefähr gemeint ist, ergiebt sich aus 
dem Zusammenhang. 
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Massen umgiebt, rührt von Newton 109) selbst her. Der Äther soll 
nach ihm um so dichter werden, je weiter er von den Massen ent
fernt ist. Da nun jeder Körper das Bestreben habe - er spricht 
später von einer elastischen Kraft des Mediums - von den dich
teren Teilen des Mediums nach den weniger dichten zu gehen, 130 

müssen zwei Körper jeder in der Richtung des anderen sich bewegen. 
Ähnliche Vorstellungen sind von Ph. Villemot 110), L.Euler 111), J.He

rapath 110) und in etwas anderer Weise von J. Odstrcil 112) ausgearbeitet 
worden. 

Die Annahme von Druckdifferenzen im Äther verbunden mit der 
Vorstellung, dass der Äther sich wie eine Flüssigkeit oder ein Gas 
verhalte, hat zur Folge, dass Ätherströme in die Körperatome hinein 
stattfinden müssen. Nach J. Bernoulli 110), B. Riemann 113), J. Yar
kovski114) sollen diese Ätherströme es sein, welche die Körper mit 
sich führen und dadurch die Gravitation verursachen. Zu einer ähn
lichen Vorstellung ist G. Helm 152) bei dem Versuche "die Gravitation 
durch Energieübertragung im Äther zu erklären", ebenso 0. Pearson 115) 

gelangt. 
Mit der Frage nach der Ursache der Ätherströme hat sich Yar

kovski beschäftigt, dafür aber eine physikalisch nicht haltbare Er
klärung gegeben. 

Unter den vielen Bedenken, welche gegen diese Theorieen vor
liegen, befindet sich auch die Frage, was mit dem Äther geschieht, 
der in die Körperatome einströmt. Für ihre Beantwortung giebt es 
nur zwei Möglichkeiten, entweder: der Äther sammelt sich in ihnen 
an, oder: er verschwindet in denselben. Für die erstere haben sich 
Bernoulli, Helm, Yarkovski, für die letztere Riemann entschieden, der 
in den ponderabeln Körpern beständig Stoff "aus der Körperwelt in 
die Geisteswelt" treten lässt. 

29. Ätherschwingungen. Die Idee, dass Ätherschwingungen 
nicht nur die Licht- und Wärmeerscheinungen, sondern in Form von 
Longitudinalwellen auch die Gravitation veranlassen könnten, wurde 
nach zwei Richtungen ausgebildet. 

109) Nach W. B. Twylor 107) hat Newton diese Anschauung in einem Brief 
ausgesprochen und sie in seiner Optice wiederholt. 

110) Vgl. Taylor 101). 
111) V gl. Taylor 101) und besonders Isenkrahe 101). 
112) Wien. Ber. 89 (1884), p. 485-491. 
113) Ges. Werke, 2. Aufi. 1853, p. 529. 
114) Hypothese cinetique de la gravitation univer.selle etc., Moscou 1888. 
115) Amer. J. of math. 13 (1898), p. 419. 
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1. Nach der einen .Anschauung sollen der anziehende Körper, 
bezw. dessen .Atome sich selbst in Schwingungen befinden; diese 
Schwingungen sollen sich dem Äther mitteilen, bis zum angezogenen 
Körper sich fortpflanzen und dessen .Annäherung bewirken. 

Schon Hooke 116), der originelle Rivale Newton's, hat diese .An
schauung ausgesprochen, die dann von J. Guyot und F. Guthrie 
wieder aufgenommen wurde. Die beiden letzteren scheinen dazu 
durch die Erfahrung gelangt zu sein, dass in der Nähe eines in 
Schwingungen befindlichen Körpers leichte Gegenstände zu dem
selben hingedrängt werden. Indes die 'fhatsache, dass die Annäherung 
nur unter ganz bestimmten Bedingungen erfolgt, dass unter anderen 
Bedingungen eine scheinbare .Abstossung beobachtet wird - eine 
solche wurde von F. A. E. und E. Keller 117) zur Erklärung der Gravi
tation auch beigezogen - beweist, dass die .Annahme eines elastischen 
Äthers und schwingender Körperatome zur Erklärung der Gravitation 
nicht genügt. Es muss wenigstens noch eine .Annahme dazukommen, 
welche die Bedingungen schafft, die unter allen Umständen eine An
ziehung garantieren. 

Um diese Bedingungen kennen zu lernen, hat J. Challis 118) in 
ausführlicher Weise analytisch die Frage behandelt: Wie wirken Lon
gitudinalwellen in einem Fluidum, dessen Druckänderungen den 
Dichtigkeitsänderungen proportional sind, auf unelastische, glatte 
Kügelchen, die in das elastische Fluidum eingebettet sind? Er kommt 
zu dem Resultat, dass die Kügelchen dann nach dem Centrum der 
Kugelwelle gedrängt werden, wenn die Wellenlänge gross ist gegen 
den Radius der Kügelchen; dass man also für eine Erklärung der 
Gravitation solche Schwingungen anzunehmen hätte, deren Wellen
längen im Äther gross sind gegen die Dimensionen der gravitieren
den .Atome. 

Ungenügend an dieser Behandlung ist die Voraussetzung, dass 
nur der anziehende Körper Weilen aussende. Eine solche prinzipielle 
Unterscheidung zwischen anziehendem und angezogenem Körper ist 
dem Wesen der Gravitation nach unzulässig. Die Fragestellung darf 
nicht die sein: wie wirken Kugelwellen auf einen ruhenden, sondern: 
wie wirken sie auf einen selbst in Schwingungen befindlichen Körper. 

Diese vollständige Fragestellung ist wohl zuerst von 0. A. 

116) Vgl. W. B. Taylor 10'1) und F. Rosenberger 1). 

117) Paris, C. R. 56 (1863), p. 530-533; vgl. auch Taylor 107). 

118) z. B. Phil. Mag. (4) 18 (1859), p. 321-334 u. 442-451, über andere 
.Arbeiten von Ohallis vgl. Taywr 10'1). 
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Bjerknes 119) mathematisch durchgeführt worden unter der Voraussetzung 
eines inkompressibeln Äthers und reiner Pulsationen der Kugeln 
(Körperatome ). Er hat nachgewiesen, dass zwei pulsierende Kugeln, 
deren Radius klein ist gegen ihre Entfernung, eine scheinbare An
ziehung zeigen, und dass diese Anziehung proportional ist der Inten
sität der Pulsationen und umgekehrt proportional dem Quadrat der 
Entfernung, wenn ihre Pulsationen übereinstimmen nach Schwingungs
zahl und Phase. Soll also die Gravitation auf Pulsationen der Körper
atome und -moleküle zurückgeführt werden, so sind jedenfalls noch 
folgende Annahmen nötig: 

a) Die Pulsationen aller Atome oder Moleküle müssen nach 
Schwingungszahl und Phase übereinstimmen. 

b) Die Intensitäten der Pulsationen müssen der Masse propor
tional gesetzt werden. 

Dazu kommt noch eines. A. H. Leahy 120) hat darauf auf
merksam gemacht, dass bei Annahme einer kompressibeln Flüssigkeit 
die Wirkung von zwei mit gleicher Phase und Schwingungsdauer 
pulsierenden Kugeln ihr Zeichen umkehrt, wenn die Entfernung der
selben eine halbe Wellenlänge überschreitet. Wenn man also die 
Bjerknes'schen Ergebnisse für die Gravitation verwenden will, so muss 
man entweder den Äther als vollkommen inkompressibel (Bjerknes) 
oder wenigstens als so wenig kompressibel voraussetzen, dass die 
halbe Wellenlänge der Ätherschwingungen grösser ist als diejenigen 
Entfernungen, für welche die Giltigkeit des Newton'schen Gesetzes 
durch die Beobachtung gesichert ist (A. Korn 121). Nur dann ist in 
Übereinstimmung mit der Beobachtung stets Anziehung garantiert. 

Eine weitere Ausbildung hat die Bjerknes'sche Anschauung er
fahren durch 0. Pearson 122) und die eben genannte Arbeit von A. Korn. 
Letzterer hat diese Anschauungen hauptsächlich auf elektromagnetische 
Erscheinungen, ersterer auf diejenigen der Optik und Molekularphysik 
unter der Annahme komplizierterer Schwingungsformen der Körper
atome ausgedehnt. In seiner letzten Arbeit hat Pearson indess für 
die Gravitation die Annahme von Oscillationen verlassen und diese 
nur für die Optik und Molekularphysik beibehalten, aber die pul-

119) Vgl. die Zusammenstellung in V. Bjerknes, "Vorlesungen über hydro
dynamische Fernkräfte nach C. A. Bjerknes' Theorie", Leipzig 1900. 

120) Cambr. Trans. 14 (1) (1885), p. 45, 188. 
121) "Eine Theorie der Gravitation und der elektrischen Erscheinungen auf 

Grundlage der Hydrodynamik", 2. Aufl. Berlin 1898. 

122) Quart. J. 20 (1883), p. 60, 184; Cambr. Trans. 14 (1889), p. 71 ff.; 
Lond. math. Proc. 20 (1888-1889), p. 38-63; Amer. J. of math. 13 (1898). 
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sierenden Körperatome ersetzt durch Stellen im inkompressibeln .Ä.ther, 
in denen fortgesetzt .Ä.ther oscillatorisch aus- und einströmt ("Ether 
squirts'~· Für die Gravitation nimmt er dann an den betreffenden 
Stellen ausser der oscillatorischen noch eine konstante Strömung an. 
Bei dieser Voraussetzung führt die Annahme der Inkompressibilität 
des Äthers unmittelbar zu der Folgerung, dass ausser den Ein
strömungsstellen (Quellpunkten, den Massen im gewöhnlichen Sinn), 
eben so viele Ausströmungsstellen (Sinkstellen, ,,negative Massen'~ 
vorhanden sein müssen 128). 

Die Verwendung der Bjerknes'schen Resultate für die Erklärung 
der Gravitation leidet an dem offenbaren Mangel, dass dabei An
nahmen erforderlich sind, die erst selbst erklärt werden müssten. 
Nur bei einer dieser Annahmen, der synchronen Pulsation der Körper
atome, ist der Versuch gemacht worden, sie wirklich zu begründen. 
J. H. Weber 124) weist darauf hin, dass bei dem Versuch zur Demon
stration der Bjerknes'schen Resultate der Synchronismus der beiden 
Kugeln sich in kürzester Zeit "von selbst" d. h. in Folge der Kräfte, 
welche in der Flüssigkeit durch die Schwingungen geweckt werden, 
herstellt, auch wenn die Pulsationen anfänglich nicht synchron waren. 
Er schliesst daraus, dass wenn die Körperatome überhaupt pulsieren, 
die Pulsationen "von selbst" (in dem angegebenen Sinne) synchron 
werden müssten. 

Ersetzen lässt sich nach Korn die Annahme der synchronen Pul
sationen durch die andere, dass das ganze Sonnensystem einem perio
dischen Druck ausgesetzt sei~, eine Annahme, die vor der Bjerknes'schen 
den Vorzug grösserer Einfachheit, aber auch nur diesen voraus hat. 

2. Die zweite Klasse von V ersuchen, auf Ätherschwingungen eine 
Erklärung der Gravitation zu gründen, nimmt an, dass die Körper
atome sich nicht selbst in Schwingungen befinden, sondern ihre 
Thätigkeit nur in einer Art Schirmwirkung oder Absorption der 
Ätherschwingungen bestehe. 

Vertreter dieser Anschauung sind F. und E.Keller117), Lecoq de 
Boisbaudran 125) und in etwas anderer Weise N. von Dellingshausen us). 

SO. .Ä.therstösse. Die ursprünglichen Ideen von Le Sage. Den 
Ausgangspunkt aller Ätherstosstheorieen bildet die Vorstellung, die 

123) S. Nr. 27 dieses Art. 
124) Prometheus 9 (1898), p. 241-244, 257-262~ 
125) V gl. Paris, C. R. 69 (1869), p. 703-705; vgl. Taylor 10'1). 
126) "Die Schwere oder das Wirksamwerden der potentiellen Energie", 

Kosmos 1, Stuttgart 1884. Vgl. C. Isenkrahe 10 '1). 
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in besonders klarer und geschickter Weise Le Sage 127) ausgearbeitet 
hat. Nach ihm soll der die Körperatome umgebende Gravitations
äther aus diskreten Teilchen - "corpuscules ultramondains"- bestehen, 
die mit derselben ausserordentlich hohen Geschwindigkeit nach allen 
Richtungen durcheinander schwirren. Ein einziges in diesen Äther 
eingebettetes Körperatom erfährt durch die Stösse dieser Ätherteil
chen keine fortschreitende Bewegung, da die Wirkung der von allen 
Seiten erfolgenden Ätherstösse sich aufhebt. Werden aber zwei 
Körperatome A 1 und A2 in diesen Äther hineingebracht, so tritt eine 
Änderung der V erhältniese in doppelter Beziehung ein. 

a) Es wird A1 durch A2 gegen einen Teil der Ätheratome ge
schützt: es treffen auf A1 auf der ~ zugewandten Seite weniger 
Ätherteilchen auf als auf der A2 abgewandten. Die Folge müsste 
sein, dass A1 in der Richtung auf A 2 durch die Wirkung der Äther
stösse getrieben würde und umgekehrt A2 in der Richtung auf A1• 

Dass diese Schirmwirkung eines Körperatoms auf ein anderes mit 
dem Quadrat der Entfernung abnimmt, ergiebt sich ohne Schwierig
keit, wenn die Körperatome im Vergleich zu den Ätherteilchen als 
sehr gross vorausgesetzt werden. Um zu der Proportionalität der 
Schirmwirkung mit der Masse zu gelangen, führt Le Sage die An
nahme ein, dass die gravitierenden Massen für die Ätherteilchen 
ausserordentlich porös 128) sind, so dass dann die Wirkung des ganzen 
Körpers der Anzahl der in ihm enthaltenen Atome proportional wird 129). 

b) Infolge der Reflexion der Ätherteilchen an A 2 treffen nun auch 
eine Anzahl von Ätherteilchen das Körperatom A 11 die es ohne die 
Anwesenheit von A 2 nicht getroffen hätten 130). Würden diese reflek
tierten Ätheratome dieselbe Geschwindigkeit haben wie die A 1 direkt 
treffenden, so würden sie die durch die Schirmwirkung von A2 her
vorgerufene Annäherung von A1 gegen A2 gerade aufheben, eine 
Gravitation würde also nicht zustande kommen. 

Deshalb macht Le Sage die weitere Annahme, dass die Äther
teilchen absolut unelastisch - "prive de toute elasticite" - seien und 

127) Berlin Mem. 1782 und in P. Prevost, Deux traites de Physique mecani
que, Paris 1818. In letzter Arbeit wird citiert, dass ähnliche Theorieen schon 
vorher (von Nicolas Fatio und F. A. Redecker) aufgestellt waren. 

128) Seltsamerweise dehnt Le Sage die Annahme sehr hoher Porosität auf 
jedes einzelne Körperatom aus und kommt dadurch zu der Vorstellung der 
eigentümlichen "Kastenatome". 

129) Vgl. aber Nr. 32, c). 
130) Bei P. Drude 7 '1) findet sich die Angabe, dass Le Sage von der Reflexion 

einfach absehe und seine Betrachtung deshalb unstreng sei. Das ist wohl ein 
Versehen: Le Sage widmet der Reflexion Kap. IV in P. Prevost. 
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sagt, dass unter dieser Annahme die mittlere Geschwindigkeit der 
reflektierten Atome = % der nicht reflektierten sei 181). 

Die Differenz der Wirkungen a und b ergiebt also doch eine 
Annäherung der beiden Körperatome gegen einander. 

31. Ätherstösse. Weitere Ausbildung der Le Sage'schen Theorie. 
Die Le Sage'sche Theorie ist in neuerer Zeit hauptsächlich von 
C. Isenkrahe verfochten worden mit besonderer Betonung der An
nahme, dass für Stösse der Äther- und Körperatome die Gesetze des 
unelastischen Stosses gelten. Der Fortschritt gegenüber Le Sage be
steht bei Isenkrahe in folgenden Punkten. 

a) Er schreibt dem Gravitationsäther die Eigenschaften eines 
Gases im Sinne der kinetischen Gastheorie zu, giebt also die An
nahme einer gleichen Geschwindigkeit 132) der Ätheratome auf. 

b) Die Porosität der Körper gPgenüber den Ätherteilchen be
gründet er nicht durch eine Porosität der Körperatome selbst, sondern 
durch die Annahme, dass der Abstand der Atome 133) eines Körpers 
gross sei gegen ihre Dimensionen. 

c) Um Proportionalität der Anziehung mit der Masse zu be
kommen, die durch die Le Sage'sche Annahme nur für Körper des
selben Stoffs garantiert ist, nimmt er an, dass "die letzten Bestand
teile der Materie alle gleich gross, dass es vielleicht die Ätheratome 
selber seien". 

Ganz ähnlich sind die Voraussetzungen von A. Rysanek 134). Sein 
Verdienst besteht in einer exakten 135) Durchführung der Vorstellungen 
der kinetischen Gastheorie. Er nimmt bei seinen Rechnungen wirk
lich darauf Rücksicht, dass die· Geschwindigkeiten der Ätheratome 
nach dem Maxwell'schen Gesetz verteilt sind, während z. B. auch Isen
krahe zwar eine verschiedene Geschwindigkeit der Ätheratome an
nimmt, sie aber bei allen seinen Überlegungen durch eine mittlere 
Geschwindigkeit ersetzt. 

Schon etwas vor Isenkrahe machte S. T. Preswn 136) darauf auf-

131) Über Begründung und Gültigkeit dieser .Angabe vgl. C. Isenkrahe 10 '1) 
in der .Arbeit b), p. 155 ff. 

132) die aber auch bei Le Sage nur der Einfachheit halber gewählt wurde, 
da er bei der Reß.exion der Äther- und Körperatome ausdrücklich auf die ver
schiedene Geschwindigkeit aufmerksam macht. 

133) denen der Einfachheit wegen kugelförmige Gestalt zugeschrieben wird. 
184) Repert. Exp.-Phys. 24 (1887), p. 90-115. 
135) Vgl. aber Nr. 33. 
136) Phil. Mag. (5) 4 (1877); Wien .. Ber. 87 (1882); Phil. Mag. (5) 11 (1894); 

Diss. München 1894. 
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merksam, dass man die Anschauungen von Le Sage zweckmässig 
durch die Vorstellungen der kinetischen Gastheorie ersetzen könne, 
wenn man die mittlere Weglänge der Ätheratome von der Grössen
ordnung der Planetenentfernungen annehme. Er hat diesen Gedanken 
in einer Reihe von Arbeiten ausgeführt, ohne aber auf die Einzel
heiten eben so sorgfältig einzugehen wie lsenkrahe und Rysaneck. 

32. Ätherstösse. Schwierigkeiten dieser Theorieen. 
a) Notwendige Bedingung für das Zustandekommen einer Gravita

tionswirkung ist, dass die Ätheratome beim Stoss gegen die Körper
atome an Translationsgeschwindigkeit verlieren, was am einfachsten 
durch die Annahme des unelastischen Stosses erreicht wird. 

Diese Annahme führt aber zu der Schwierigkeit, wo die beim 
Stoss verloren gegangene Energie bleiben soll. Sie zu vermeiden, 
haben P. Leray 181) und später P . .A. Secchi 138), W. Thomson 189), S. T. 
Preston 186), dann A. VasCky 140), Isenkrahe selbst, und Rysaneck auf den 
verschiedensten Wegen versucht. Keiner dieser V ersuche ist indess 
selbst einwurfsfrei 141). 

b) J. Croll 142) wendet sich gegen die bei den meisten Ätherstoss
theorieen gemachte Annahme, dass der Abstand zweier Körpermole
küle sehr gross ist gegen ihre Dimensionen oder besser gegen ihre 
Wirkungssphären. Er bemerkt, dass diese Annahme in grobem Wider
spruche stehe mit den Schätzungen von W. Thomson über die Grösse 
der Moleküle und deren Anzahl in der V olumeinheit. 

c) Gegen die Annahme einer hohen Porosität der Körper für 
die Ätheratome erheben sich auch noch von anderer Seite Bedenken. 
Setzt man die Porosität so gross voraus, dass die Ätheratome, welche 
eine Körperschicht passiert haben, mit vollkommen ungeschwächter 
Geschwindigkeit auf die nächste Schicht auftreffen, so würde man 
zwar streng die Proportionalität der Anziehung mit der Masse er
halten, aber diese Voraussetzung schliesst zugleich eine Anziehung 
überhaupt aus. Man muss also annehmen, dass die Ätheratome beim 
Passieren einer Körperschicht einen merkbaren Betrag ihrer Energie 
einbüssen. Dass diese Annahme mit der erforderlichen strengen Pro-

137) Paris, C. R. 69 (1869), p. 615-621; vgl. auch Taylor. 
138) cit. bei Isenkrahe 107b). 

139) Phil. Mag. (4) 45 (1871), p. 321-332. 
140) J. de Phys. (2) 5 (1886), p. 165-172. 
141) V gl. C. Isenkrahe 107b); Maxwell, Encycl. Brit., 9. edit., Artikel Atom 

und Scient. Pap. 2, p. 445, Cambridge 1890. 
142) PJi.il. Mag. (ö) 5 (1877), p. 45-46. 
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portionalität zwischen .Anziehung und Masse nicht unvereinbar ist, hat 
A. M. Bock143) gezeigt. 

d) Bock hat auf eine weitere Schwierigkeit hingewiesen. Tritt 
zwischen zwei Massen eine dritte, so wird, wie eine mathematische 
Behandlung dieses Falls auf Grund der Ätherstosstheorieen zeigt, 
die .Anziehung der beiden Massen wesentlich modifiziert und zwar so, 
als ob die dritte Masse grössere Permeabilität hätte. Da dieser Fall 
z. B. flir Mond, Erde, Sonne nicht selten eintritt, so müsste das im 
Laufe der Zeit Störungen von beobachtbarem Betrage geben. That
sächlich sind aber derartige Störungen nie beobachtet worden. 

e) Einen anderen Einwand gegen die Ätherstosstheorien hat schon 
Le Sage besprochen. Bewegt sich irgend ein Körper z. B. ein Planet 
in einem Äther von der vorausgesetzten Beschaffenheit, so muss er 
einen Widerstand finden. Ein solcher ist aber bei Planeten nicht be
obachtet worden. 

Genauer ist die letzte Frage behandelt worden von Rys&nek, Bock und 
W. Browne 144) auf Grund astronomischer Daten 145). Da die säkularen 
Änderungen der Planetenbahnen eine obere Grenze für diesen hypo
thetischen Widerstand liefern, so gelangt man auf Grund der Äther
stosstheorieen zu einer unteren Grenze für die Geschwindigkeit der 
Ätheratome, wenn deren Dichte als bekannt angenommen wird. 
Nimmt man die Dichte von derselben Grössenordnung, wie sie für 
den Lichtäther geschätzt wurde, so erhält man für die untere Grenze 
der mittleren Geschwindigkeit enorme Zahlen, Rysanek z. B. auf Grund 
von Berechnungen an der Neptunbahn die Zahl 5·1019 cmfsec. 

f) Von den Einwänden, dieP.duBois-Reymondu6) gegen dieÄther
stosstheorieen vorgebracht hat, ist besonders einer beachtenswert. 

Man denke sich einen ponderabeln abgestumpften Kreiskegel 
(Querschnitt ABCD) und nahe der Spitze desselben eine Molekel a. 
Die Beschleunigung, welche a gegen den Kegelstumpf erhält, ist nach 
den Ätherstosstheorieen die Differenz der Wirkung, welche die Äther
atome des Winkelraums w17 und derjenigen, welche die Ätheratome 
des Winkelraums w2 auf das Molekül ausüben. Die erstere Wirkung 
bleibt ungeändert, die zweite wird immer kleiner, wenn R, der .Ab
stand der Grundfläche CD von der Kegelspitze 0, grösser wird. 

143) Diss. München 1891. Schon Isenkrahe 107b) hat diese Frage, aber nicht 
vollst!l.ndig, behandelt. 

144) Phil. Mag. (5) 10 (1894), p. 437-445. 
145) V gl. auch Nr. 28. 
146) Naturw. Rundschau 3 (1888), p. 169-178. 
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Die Gesamtwirkung bleibt also stets kleiner als die Wirkung der 
Ätheratome des Winkelraums ro1 . 

Fig. 1. 

Da nun andererseits nach dem 
Newton'schen Gesetz die Anziehung des 
Kegelsturn pfs auf IX um so grösser 
wird, je grösser R ist und über jede 
angehbare Grösse wächst, wenn von 
R dasselbe angenommen wird, so giebt 
es nur zwei Möglichkeiten: entweder 
vorauszusetzen, dass die Wirkung der 
Ätheratome im Raum ro1 auf das Mo
lekül IX unendlich gross ist, oder an
zunehmen, dass das Newton'sche Ge
setz nicht mehr gilt für unendlich 
ausgedehnte Massen 147). 

Diese letztere Annahme hat lsen
krahe us) dem Einwand von P. du Bois
Beymond entgegengehalten. Es bleibt 
aber die Schwierigkeit, dass man der 
Wirkung der Ätheratome wenn auch 
keine unendliche, so doch enorme 
Grösse zuschreiben muss, was nach 
anderer Richtung Übelstände im Ge
folge hat 149). 

33. Ätherstösse. Einwände und Theorie von Jarolimek. Einen 
Mangel aller derjenigen Ätherstosstheorieen, welche sich den Äther als ein 
Gas im Sinne der kinetischen Gastheorie vorstellen, hat A. Jarolimek 150) 

hervorgehoben. Diese Theorieen rechnen bei Ableitung des Gravi
tationsgesetzes ohne weiteres mit einer gewissen mittleren Weglänge 
der Ätheratome und nehmen auf die Verschiedenheit in den Weg
längen keine Rücksicht. 

Demgegenüber bemerkt Jarolimek, dass für die gegenseitige An
ziehung zweier Körpermoleküle nur diejenigen Atheratome in Betracht 
kommen können, deren thatsächliche Weglänge grösser ist als der Ab
stand der beiden Körpermoleküle. Es kommt also gerade auf die ab-

147) Vgl. Abschnitt IV. 
148) In dem Buche: Über die Fernkraft und das durch P. duBois-Reyrnond 

aufgestellte etc., Leipzig 1889. 
149) Auf eine ähnliche Schwierigkeit führt die Felddarstellung (s. Nr. 3!1). 
150) Wien. Ber. 88! (1883), p. 897- 911. 
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solute, nicht auf die mittlere Weglänge an. Nimmt man aber auf 
die Verschiedenheit der absoluten Weglängen Rücksicht, so erhält 
man unter den sonstigen Voraussetzungen der Ätherstosstheorieen 
überhaupt nicht das Newton'sche Gesetz. 

Bezüglich der Annahme von lsenkrahe 151), dass die Körperatome 
selbst noch ein Aggregat der äusserst feinen Ätheratome seien, 
macht Jarolimek auf eine weitere Schwierigkeit aufmerksam: diese 
Annahme widerspreche einer mit dem Quadrat der Entfernung ab
nehmenden Schirmwirkung zweier Körperelemente. Sind nämlich 
diese identisch mit den Ätheratomen, so kann ein Körperelement ein 
anderes nur schützen gegen diejenigen Ätheratome, deren Centrum 
genau in der Verbindungslinie der beiden Körperelemente liegt; die 
Schirmwirkung würde also von der Entfernung überhaupt nicht mehr 
abhängen, wenn letztere so gross ist gegen den Radius der Körper
elemente, dass diese als dimensionslos betrachtet werden können. 

Auf Grund solcher Überlegungen stellt Jarolimek folgende 
Theorie auf. Er behält die Annahme von Isenkrahe - die letzten 
Elemente der Körperatome sind mit den Schwereäther-Atomen identisch 
- bei. Dadurch wird er von einer Schirmwirkung praktisch über
haupt frei. Zu der Abnahme der Gravitationswirkung nach dem 
Quadrat der Entfernung gelangt er dann auf folgende Weise: "In 
dem Weltenraume muss man sich die unendliche Zahl der herum
schwirrenden Ätheratome in jedem Moment gleichformig verteilt denken, 
und muss sich vorstellen, dass von einem Punlde aus die abprallen
den Atome nach allen Richtungen in geraden Bahnen wegfliegen. 
Betrachtet man dann ein Kegelbündel, dessen Scheitel in diesem Aus
gangspunkte steht und dessen Querschnitt also im quadratischen V er
hältnisse mit der Entfernung vom Scheitel steigt, und demnach bei 
steigender Entfernung auch im quadratischen Verhältnisse mehr von 
den gleichverteilten Ätheratomen enthält, so muss man einsehen, dass 
die Wahrscheinlichkeit der abprallenden Atome (wovon eine bestimmte 
Zahl das betrachtete Kegelbündel vom Scheitel aus durchfliegt) ein 
anderes Atom im Weltraum zu treffen, im quadratischen Verhältnisse 
zu der Entfernung beider steigen muss. 

Hieraus folgt aber unmittelbar, dass sich die Anzahl der gerad
linig fortschreitenden Atome mit dem Wachsen der Entfernung im 
quadratischen Verhältnisse vermindert oder mit anderen Worten: dass 
der Äther n2 mal so viel Atome mit den Weglängen r als Atome mit 
den Weglängen nr enthält''. Es ist also "in der Ungleichheit der Weg-

151) Vgl. Nr. 31. 
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längen der Atkermoleküle die einfachste Erklätrung für das Gravitations
gesets gegeben''. 

VI. Zurückführung der Gravitation auf elektromagnetische 
Erscheinungen. 

34. Die Gravitation aJ.s Feldwirkung. Bevor wir über die 
elektromagnetischen Erklärungsversuche berichten, mögen die in dem 
Newton'schen Gesetz enthaltenen Erfahrungsthatsachen durch die Be
schreibung des "Gravitationsfeldes" unter Absehung von jeder speziellen 
Vorstellung über die Natur desselben mathematisch wiedergegeben 
werden 162). 

Man ist gewohnt, das Newton'sche Gesetz als das vornehmste 
Beispiel einer Fernwirkung anzusehen. Demgegenüber muss betont 
werden, dass der Inhalt desselben ebenso gut in die folgende, dem 
Feldwirkungsstandpunkt entsprechende Aussage gefasst werden kann: 
"Die Feldstärke der Gravitation ist wirbellos und in denjenigen Raum
gebieten, wo keine Massen vorhanden sind, quellenfrei verteilt. Wo 
aber Massen vorhanden, ist die Divergen/4 der Feldstärke proportional 
der dort befindlichen Massendichte l!·" 

Unter Feldstärke ist dabei die auf die Masseneinheit ausgeübte 
Anziehungskraft verstanden; die auf die Masse m1 ausgeübte Kraft ist 
mcmal so gross wie die Feldstärke. Der Proportionalitätsfaktor für 
die Divergenz der Feldstärke ist mit 4"; G identisch. Der formel
mässige 168) Ausdruck unserer Beschreibung des Gravitationsfeldes lautet, 
wenn etwa fft den Vektor der Feldstärke bedeutet: 

rot ffi = O, div fft = 0 bezw. = - 4nG(!. 
Diese Formulierung und die in Nr. 1 gegebene klassische Formu
lierung sind mathematisch genau äquivalent; insbesondere folgt aus 
den vorstehenden Differentialgleichungen nach den Sätzen der Poten
tialtheorie, dass die von einer einzelnen Masse m1 in der Entfernung 
r hervorgerufene Feldstärke sich berechnet zu 

9l = gra.d mll G • 
r 

Hieraus ergiebt sich als Grösse der Feldstärke (oder als Betrag 
derselben in der Richtung von r) in Übereinstimmung mit dem 
Newton'schen Gesetz: 

19ll = !:._ m1 G. 
dr r 

152) Felddarstellungen besonderer Art geben G. Helm, Ann. Phys. Chem. 14 
(1881), p. 149; 0. Heaviside, Electrician 31 (1893), p. 281 u. 359. 

153) Wegen der Bedeutung der Vektorensymbole rot, div, grad vgl. den 
Anfang des 2. Halbbandes V der Encyklopädie. 
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Insofern bietet die Feldauffassung der Gravitation gegenüber der 
Fernwirkungsauffassung keinen Vorteil und keinen Nachteil dar. Einen 
Vorteil würde jene dann gewähren, wenn sich eine endliche Fortpfian
zungsgeschwindigkeit für die Gravitationswirkungen mit Sicherheit 
nachweisen liesse und wenn sich diese insbesondere gleich der Licht
geschwindigkeit herausstellte. Dann würden die vorstehenden Differen
tialgleichungen der stationären Gravitationswirkung auf den Fall einer 
zeitlich veränderlichen Gravitationswirkung zu erweitern sein, was 
nach dem Vorbilde der elektromagnetischen Gleichungen ungezwungen 
geschehen könnte. Andererseits bringt die Feldauffassung auch eine 
ernstliche Schwierigkeit mit sich, auf welche Maxwell154) aufmerksam 
gemacht hat. Fragt man nämlich nach der Gravitationsenergie, welche 
in einem Volumenteilchen dS des Feldes enthalten ist, so muss diese, 
damit man Anziehung gleichnamiger Massen erhält, in der Form ange
setzt werden 

(o-! ai9W) dS; 

die Konstante a ist dabei mit 1/4~ G identisch. Die Konstante 0 müsste, 
damit sich für die Gravitationsenergie durchweg ein positiver ·wert 

ergiebt, grösser gewählt werden als ; 191' jl', wo I ffi'l den grössten Be
trag der Feldstärke an irgend einer Stelle des Weltalls bedeutet. 
Hieraus aber würde folgen, dass an den Stellen verschwindender Feld
stärke, also z. B. zwischen Erde und Sonne an derjenigen Stelle, wo 
sich Sonnen- und Erdanziehung gerade kompensieren, der Energie
inhalt des Raumes die enorme Grösse 0 pro Volumeinheit haben 
müsste. Maxwell fügt hinzu, dass er sich unmöglich ein Medium von 
dieser Eigenschaft vorstellen könnte. 

35. Elektromagnetische Schwingungen. Die schon unter Nr. 29 
besprochene Vermutung, die Gravitation könnte ihre Ursache in 
Ätherschwingungen haben, ist von H. A. Lorentß 9ll) geprüft worden unter 
folgenden Annahmen: 

a) Die gravitierenden Moleküle bestehen aus Ionen, welche eine 
elektrische Ladung besitzen. 

b) Die Ätherschwingungen sind elektrom~O"lletische Schwingungen, 
deren Wellenlänge klein ist gegen alle diejenigen Abstände, in denen 
das :Newton/sehe Gesetz noch gültig ist. 

Lorente kommt zu dem Resultat: eine Anziehung ist unter diesen 
Voraussetzungen nur dann möglich, wenn fortgesetzt elektromagne-

164) Lond. Trans. 155 (1866), p. 492 = Scient. Papers 1, p. 670, Cam
bridge 1890. 

Encyklop. d. math, Wissensch. V 1. 
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tische Energie in die Volumelemente, in welchen sich gravitierende 
Moleküle befinden, einströmt. Werden die Annahmen so abgeändert, 
dass ein solches V arschwinden elektromagnetischer Energie vermieden 
wird, so erhält man auch keine anziehenden Kräfte. Aus diesem 
Grunde verwirft Lorentz selbst diese Theorie und schliesst sich im 
weiteren Verlauf seiner Betrachtung der Mossotti-Zöllner'schen Auf
fassung an ( s. u.). 

36. Die Mossotti'sche Annahme und ihre moderne Ausbildung. 
In ganz anderer Richtung ist von 0. F. Mossotti 155) im Anschluss, wie 
es scheint, an Aepinus, versucht worden die Gravitation auf elektrische 
Kräfte zurückzuführen. Er nimmt an, dass zwischen zwei Körper
molekülen und ebenso zwischen zwei "Ätheratomen" eine Abstossung 
stattfindet, dass aber zwischen einem Körpermolekül und einem Äther
atom eine Anziehungskraft besteht, welche die Abstossung zweier 
Körpermoleküle oder zweier Ätheratome überwiegt. Diese Annahme 
liefert eine Anziehung von zwei in Äther eingebetteten Körpermole
külen, wie sie das Newton'sche Gesetz verlangt. 

Vereinfacht wurde diese Idee von F. Zöllner 156). Er denkt sich 
jedes gravitierende Molekül oder Atom aus einem negativ und einem 
positiv geladenen Teilchen bestehend und nimmt an, dass die Ab
stossung von zwei gleichartigen Ladungen geringer sei als die An
ziehung von zwei gleich grossen ungleichartigen. 

Eine mathematische Behandlung hat diese Zöllner'sche Anschauung 
durch W. Weber 157) auf Grundlage von dessen elektrodynamischem 
Grundgesetz gefunden. Sie ist erst kürzlich durch H. A. Lorentz 92), mit 
Benutzung der von ihm verallgemeinerten Maxwell'schen Gleichungen, 
für bewegte Körper durchgeführt worden (vgl. Nr. 22). An die 
Lorentische Anschauung schliesst sich eine Arbeit von W. Wien 158) 

an. V gl. über diese neueste Phase des Gravitationsproblems den 
Schluss von Art. 14 dieses Bandes. 

So sympathisch man heutzutage gerade den elektromagnetischen 
Erklärungsversuchen gegenüberstehen wird, so muss man, zumal der 
Gegenstand noch wenig durchgearbeitet ist, zunächst abwarten, ob 
sich von hieraus greifbare Vorteile für das Verständnis der Gravi-

155) Sur les forces qui regissent la constitution interieure des corps, 
Turin 1836. 

156) Erklärung der universellen Gravitation aus den statischen Wirkungen 
der Elektrizität, Leipzig 1882. 

167) V gl. F. Zöllner 166). 
168) Über die Möglichkeit einer elektromagnetischen Begründung der 

Mechanik, Arch. Neerl. 1900. 
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tationswirkung und für die Hebung noch bestehender Schwierigkeiten 
ergeben. Nach Nr. 22 hat es nicht den Anschein, als ob in dieser 
Richtung durch die elektromagnetische Auffassung viel gewonnen 
werden könnte. 

Einstweilen wird man die vorstehenden Betrachtungen dahin zu
sammenfassen müssen, dass alle Versuche, die Gravitation in be
friedigender Weise an andere Erscheinungsgebiete anzuschliessen, als 
misslungen oder als noch nicht hinreichend gesichert anzusehen sind. 
Damit ist man aber am Anfang des 20. Jahrhunderts wieder zum 
Standpunkt des 18. Jahrhunderts zurückgekehrt, zu dem Standpunkt, 
die Gravitation als eine Fundamentaleigenschaft aller Materie an
zusehen. 

(.Abgeschlossen im .August 1901.) 

5* 
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Vorbemerkung. Volumen, Entropie und thermodynamisehe 
Potentiale sind, für jeden Teil eines homogenen Stoffes berechnet, 
der Masse dieses Teiles proportional; dagegen sind Druck und Tem
peratur von der Abgrenzung der Masse unabhängig. Als Zeichen für 
die erstgenannten Begriffe werden wir gewöhnlieh grosse Buchstaben 
benutzen, um anzudeuten, dass sie sich auf den ganzen Körper, kleine 
Buchstaben, um anzudeuten, dass sie sich auf die Masseneinheit des 
Körpers beziehen. Bei den thermodynamischen Potentialen wird diese 
Unterscheidung in den Indices vorgenommen werden, z. B. ~P, ~P· 
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Die folgende Übersicht giebt die in diesem Artikel und die von 
anderen Autoren benutzten Bezeichnungen. Die beigefügten Formeln 
beziehen sich hauptsächlich auf "einfache thermodynamische Systeme". 

Name 

Volumen ........ . 

Dichte .......... . 

Druck .......... . 

AbsoluteTemperatur 

Wärmezuwachs ... . 

Entropie ........ . 

Äussere Arbeit ... . 

Energie (innere 
Arbeit) ....... . 

Nutzbare Energie 
(Arbeitsfähigkeit, 
Wirkungsfähig-

Zeichen 

V V 

Q 

1J 
Tll 

dQl) dq 
ßl) s 

dW dw 

UlJ u 

keit)........... A 
Thermodynamische 

Potentiale ..... . 

AllgemeineZustands-
koordinaten . . . . x11 x2, ••• 

Zugehörige Kraft-
komponenten . . . X11 X2, ••• 

Differentialquotient 
von y nach x bei d 

festgehaltenem z (d ~). 
Spezifische Wärme 

oder Wärmekapa-
zität (allgemein). r r 

Spezifische Wärme 
bei konst.Volumen 

Spezifische Wärme 
bei konst. Druck r.P 

Andere 
Formeln Bezeichnungen 

1 
Q=-

V 

()' f2) 

dH 
'I'} 2)1 q;S) dS= dQJT 

z. B. dW = pdV 

li2), ES) dU=dQ-pdV 

tjJ2l,F4J5l,-HsJ ~v = V- TS 

~2J, t;p4l,-H'6l~p=U-TS+pV 

x2l ~s = U + pV 

dW=~Xdx 

c1l, k, cv r" = (;~)" 

c'1lN3l, K, cP \ rP = (;~)P 
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V erhältnie der spe
zifischen Wärmen 

Latente Wärme der 
Volumänderung 
bei konst. Tampe· 
ratur ......... . 

Latente Wärme der 
Druckänderung 
bei konst. Tempe-
ratur ......... . 

Kubischer Ausdeh
nungskoefficient 
bei konst. Druck 

Kubischer Ausdeh
nungskoeffizient 
bei konst.Entropie 

Elastizitätsmodul bei 
konst. Temperatur 

Elastizitätsmodul bei 
konst. Entropie .. 

Mechanisches Wär
meäquivalent oder 
spezifische Wärme 
des Wassers .... 

In der Massenein
heit der Mischung 
zweier Phasen be
findet sich in der 
höheren Phase die 
Masse ......... . 

In der niederen Phase 
die Masse ..... . 

Spezifisches Volu
men für die höhere 
und niedere Phase 

Bezeiclmungen. 

Zeichen 

e. 

J 

X 

1-x 

' " v,v 

Andere 
Bezeichnungen 

1/A1>, E'> 

Formeln 

"'p "="/., 

.,- dv i' 

75 

l l - (dq) 
dg=r.,dT+l.,dv 

1 (dv) «, =-;- ilT, 

CT=- V (ilp) ilv T 

e =- v (ilp) 
• ilv , 

v=xv'+ (1-x)v" 
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Name 

Spezifische Wärme 
im Sättigungszu
stande für die hö
here und niedere 
Phase ......... . 

Latente Wärme des 
Überganges aus 
der höheren in die 
niedere Phase ... 

1 Die Massen der Korn 
ponenten eines 
chemischen Ge-

Zeichen 

r', r" 

misches . . . . . . . ma, mb, ... mk 

Ihre Potentiale. . . . f-La, f-Lb, .•.• f-Lk2l 

Andere! 
Bezeichnungen I Formeln 

l ' (dq') 
'Y = dT tp=O' 

" (dq") 
'Y = dT 'P = o' 

h h 1) WO ffJ (p' T) = 0 
1 ' 2 die Gleichung der 

Sättigungskurve 

\dU= TdS-pdV 

I +2'~tdm 

Bedeutung der Ziffern in den mittleren Rubriken: 
1) Clausius und die meisten deutschen Schriftsteller. 2) Gibbs 

und die Amerikaner. 3) Thomson, Tait und andere englische Forscher. 
4) Duhem und andere Franzosen. 5) Helmholtz. 6) Massieu. 

I. Der erste und zweite Hauptsatz. 
1. Äquivalenz von Arbeit und Wärme. In der theoretischen 

Dynamik ist es üblich, die Begriffe Kraft und Arbeit an die Spitze 
zu stellen. Die lebendige Kraft oder die kinetische Energie des 
Systems kann dann als diejenige Arbeitsmenge definiert werden, die 
das System in Folge seiner Bewegung zu verrichten im Stande ist, 
und als Ausdruck der lebendigen Kraft ergiebt sich von da aus der 

Wert ~ ( ~ m v2 ). Sind die im System wirksamen Kräfte "konser

vativ", d. h. lassen sie sich in bekannter Weise aus dem Begriffe der 
potentiellen Energie ableiten, so bleibt die Summe der potentiellen 
und kinetischen Energie dauernd ungeändert. Dies ist der Satz der 
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lebendigen Kraft, ein Ausfluss des allgemeinen Gesetzes von der Er
haltung der Energie. 

In Wirklichkeit, unter irdischen Verhältnissen, sind aber die Kräfte, 
auf die es ankommt, keineswegs konservativ. Man denke an die Reibung 
rauher Körper gegeneinander, die Zusammenstösse unvollkommen 
elastischer Körper, die Bewegung zäher Flüssigkeiten, den Luftwider
stand, an schnelle Verdichtungen von Gasen, an Explosionswirkungen 
und so fort. Alle diese Vorgänge können die Gesamtenergie der sicht
baren Bewegungen eines Systems abändern, d. h. denjenigen Energie
betrag, den wir in der Form von kinetischer oder potentieller Energie 
wahrnehmen. In vielen derartigen Fällen lässt sich aber nachweisen, 
dass in dem Maasse, wie Energie verloren geht, Wärme entsteht. Man 
wird so zu der Vermutung geführt, dass die verlorene Energie in 
Wärme verwandelt wird, dass Wärme eine Erscheinungsform der 
Energie 'ist. 

Bis zum Ende des 18. Jahrhunderts hielt man die Wärme im 
allgemeinen für einen Stoff, den man Feuerstoff, Phlogiston, calorisches 
Fluidum nannte, wenngleich sich Ansätze zu einer kinetischen Theorie 
der Wärme, in der die Wärme als Molekularbewegung aufgefasst 
wurde, bereits in den Schriften von Hooke 1), Descartes 2), Locke3) u. a. 
finden. Im Jahre 1798 beschrieb Graf Rumford 4) seine in München 
angestellten Beobachtungen über die beim Kanonenbohren entstehende 
Wärme. Da die Bohrspäne gleiche Temperatur und gleiche spezifische 
Wärme besassen wie das Metall, aus denen das Kanonenrohr gebohrt 
wurde, so schloss er, dass die Wärme nicht von den Bohrspänen herkam 
und kein Stoff sein könne; er kam so zu der Ansicht, dass Wärme 
nichts anderes wie Bewegung sei. Ungefähr gleichzeitig erzeugte 
Davy5) Wärme, indem er zwei Eisstücke aufeinander rieb und sie 
zum Schmelzen brachte, trotzdem die spezifische Wärme des Wassers 
grösser ist wie die des Eises. Die neue Auffassung drang aber so 
wenig durch, dass z. B. J. Fourier in seiner Theorie de la chaleur 
(1822) an der stofflichen Vorstellung der Wärme festhielt. 

1) Hooke, Micrographia, London 1665, p. 12. 
2) Cwrtesius, Principia philosophiae, .Amsterdam 1656; hier ist (IV. p. 157) 

die im Text genannte .Auffassung der Wärme ausgesprochen und (II p. 37, 41, 
III, p. 65) das Prinzip von der Erhaltung der Energie aufgestellt. 

3) Locke, .A Collection of several pieces never before printed, London 1720, 
p. 224. 

4) Rumford, London Phil. Trans. 1798, p. 80-202. Kleine Schriften IP', 
p. 353-388. 

5) Davy, Collected works 2, p. 5, London 1839. 
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Die ersten zahlenmässigen Bestimmungen desVerhältnisseszwischen 
verlorner Arbeit und erzeugter Wärme 6) verdankt man Robe;rt MO!!Je;r?) 
in Heilbronn (Mai 1842) und James Prescott Jouleff) in Manchester 
(August 1843 und die folgenden Jahre). MO!!Jer ging von den seiner 
Zeit vorliegenden Werten der spezifischen Wärmen der Luft bei kon
stantem Druck und konstantem Volumen aus und errechnete das frag
liche V erhältnie, während Joule darauf zielende direkte Messungen 
unternahm. Z. B. setzte Joule das in einem geschlossenen Gefäss 
enthaltene Wasser durch ein rotierendes Schaufelrad in Bewegung, 
das seinerseits durch ein herabfallendes Gewicht getrieben wurde. 
Dadurch konnte er die Arbeitsmenge bestimmen, die zu einer ge
gebenen Temperaturerhöhung des Wassers erforderlich ist. Jrnile 
hat noch eine ganze Reihe anderer Bestimmungen jenes Verhältnisses 
ausgeführt (aus der bei der Kompression von Gasen erzeugten Wärme, 
aus der Wärmewirkung elektrischer Ströme etc.). 

Die Resultate, die auf verschiedenen Wegen von Maye;r, JoUle 
und späteren Forschern 9) erhalten wurden, stimmen unter sich so gut 
überein, wie man es mit Rücksicht auf die Beobachtungsfehler nur 
erwarten kann. Sie führen zu dem e;rsten Hauptsatz der Thermodynamik, 
dessen weltumspannende Bedeutung von seinem Entdecker, Robe;rt 
MO!!Jer, bereits voll gewürdigt wurde. Dieser Satz lautet: Wenn 
.Arbeit in Wärme ode;r umgekehrt Wärme in Arbeit übe;rgeführt wird, 
ist die dabei gewonnene oder ve;rlorene Wärmemenge proportional der 
dabei verlorenen ode;r gewonnenen .Arbeitsmenge. 

2. Wä.rmeeinheiten. So wie Newton's Bewegungsgesetze ein 
zahlenmässiges Kraftmaass festlegen, so liefert der erste Hauptsatz 
der Thermodynamik ein Wärmemaass. Die dynamische Wärmeeinheit 
ist diejenige Wärmemenge, die de;r Arbeitseinheit äquivalent ist 10). Im 
0-G-S-System ist daher die dynamische Wärmeeinheit das Erg. 

Bei Experimentaluntersuchungen ist es oft bequemer, als Wärme
einheit die Calorie zu benutzen (kleine Calorie, Grammcalorie), d. i. 
diejenige Wärmemenge, die die Temperatur von 1 gr Wasser von 00 

6) Mit teilweisem Erfolg wurde diese Frage auch von Seguin (.Etudes sur 
l'infiuence des chemins de fer ... , Paris 1839) und CoZding (Forhandlinger Skand. 
Naturforsk, Stockholm 1851, p. 76) behandelt. 

7) Beme~kungen über die Kril.fte der unbelebten Natur, Ann. Chem. Pharm. 
42 (1842), p. 283 = Ges. Werke. 3. Aufi., Stuttgart 18931 p. 23. 

8) Phil. Mag. (3) 23 (1843), p. 442. 
9) z. B. G. A. Hirn, Recherehes sur l'equivalent mecanique de la chaleur, 

Colmar 1858, 1, p. 58; EdZund, Ann. Phys. Chem. 126 (1865), p. 539. 
10) Von B.ankine eingeführt, London Trans. 144 (1854), p. 115; Mise. scient. 

papers, London 1881, art. 20, p. 340. 
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auf 1° C. oder, wie man sie heutzutage aus experimentellen Griinden 
zu definieren vorzieht 11), von 14% 0 auf 151fs 0 steigert12). Die grosse 
Calorie (Kilogrammcalorie) ist diejenige Wärmemenge, durch die 1 kg 
Wasser von 0° auf 1° C. erwärmt wird; sie ist gleich 1000 kleinen 
Calorien. 

Das sog. mechanische Wärmeäquivalent ist die Zahl der Arbeits
einheiten, die in Wärme umgesetzt werden miissen, um eine Wärme
einheit zu erzeugen. Sein Wert hängt von den Einheiten ab, die man 
zur Messung von Arbeit und Wärme benutzen will. Die gewöhnliche 
Bezeichnung ist J. Aus den Messungen von Joule, Hirn und anderen 
ergiaht sich J = 426, wenn die Wärme in grossen Calorien, die Arbeit 
in Kilogrammmetern gemessen wird, bez. J = 4,18 ·107, wenn die 
Wärme in kleinen Calorien, die Arbeit aber in Erg gemessen wird 18). 

Bei theoretischen Untersuchungen scheint es indessen angemes
sener, die Wärme selbst in Arbeitseinheiten zu messen. So soll es 
durchgehends in diesem Artikel geschehen, wenn nicht das Gegenteil 
hervorgehoben wird. Das mechanische Wärmeäquivalent wird dann 
gleich 1; gleichzeitig nehmen die thermodynamischen Gleichungen eine 
einfachere und symmetrischere Form an. 

Man beachte, dass von diesem Standpunkt aus die Messungen des 
Wärmeäquivalentes eine andere Bedeutung gewinnen. V ersteht man 
nämlich unter der spezifischen Wärme eines Stoffes die Wärmemenge, 
die die Temperatur der Masseneinheit des Stoffes um 1° steigert und 
misst man diese Wärmemenge ebenfalls in Arbeitseinheiten, so erkennt 
man, dass die Mayer-Joule'sche Maasszahl, welche eine Calorie in Erg 
ausdriickt, gleiCh der speeifischen Wärme des Wassers wird. 

11) Vgl. Warburg, Bericht über die Wärmeeinheit. D. Naturf. u. !.
Versammlung in München 1899. 

12) In einer durchaus konsequenten Behandlung der Thermodynamik wird 
der Begriff der Temperatur erst auf Grund des zweiten Hauptsatzes eingeführt. 
Die vorherige Benutzung der Calorie setzt eine von den Beobachtungen her
genommene Kenntnis des Temperaturbegriffes voraus. 

Zuweilen wird die Calorie etwas unbestimmt als diejenige Wjtrmemenge 
erklärt, die ein Gramm Wasser um 1° erwärmt, ohne Angabe der Anfangstem
peratur. Es ist aber die Wärmemenge, die Wasser von 20° auf 21° erwärmt, 
nicht genau dieselbe, wie die normale Calorie, durch die das Wasser von 0° auf 
1° erwärmt wird. So definiert ist daher die Calorie keine absolute Wärmeein
heit, sondern variiert etwas mit der Temperatur, ähnlich wie die technische 
Krafteinheit (kg) wegen der Schwereverteilung auf der Erdoberfläche variiert. 

13) Die einschlägigen experimentellen Arbeiten sind zusammengestellt in 
J. S . .Ames, L'equivalent mecanique de la chaleur, Rapports Congres de physique, 
Paris 1900. Die genaueren Resultate liegen zwischen 4,171 ·107 und 4,190 · 107• 
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3. Thermodynamik einfacher und zusammengesetzter Systeme. 
Auf den ersten Hauptsatz gründet sich die Wissenschaft der Thermo
dynamik. Sie befasst sich allgemein mit den Änderungen, die in einem 
Körper oder einem System von Körpern Platz greifen, wenn dem
selben Wärmeenergie zugeführt oder entzogen wird. 

Als einfaches thermodynamisches System definieren wir ein System, 
dessen Zustand vollständig durch Angabe einer Variabeln bestimmt 
ist, solange ihm keine Wärme zugeführt oder entzogen wird. Ein 
homogenes Gas oder eine homogene Flüssigkeit bildet das bekannteste 
Beispiel eines solchen Systems. Wenn man eine Gasmenge zusammen
drückt oder sich ausdehnen lässt, ohne dass sie Wärme gewinnt oder 
verliert, so hängt der Druck allein von der augenblicklichen Grösse 
des Volumens ab; wir können daher ein Gas bezeichnen als ein 
System von einem mechanischen Freiheitsgrade. Das Volumen spielt 
dabei im Sinne der allgemeinen Mechanik die Rolle der Lagen
koordinate des Systems. Wenn indessen ein Gas in einem geschlossenen 
Gef'äss erwärmt oder abgekühlt wird, so ändert sich sein Druck, ohne 
dass sich das Volumen ändert. Insofern sind zwei Variable erforder
lich, um den Zustand des Gases zu definieren. Wir können proviso
risch als diese zwei Variabeln bei einer beliebigen homogenen (tropf
baren oder gasförmigen) Flüssigkeit den Druck p und je nach Be
dürfnis entweder das Gesamtvolumen V oder das Volumen der Massen
einheit v wählen. Wenn das Volumen V zunimmt um dV, so leistet 
die Flüssigkeit nach aussen die Arbeit dW = pdV. Insofern ist p 
im Sinne der allgemeinen Mechanik die Kraftkoordinate, die zu der 
Lagenkoordinate V gehört. 

Unter einem zusammengesetzten thermodynamischen System werden 
wir ein System verstehen, welches mehr als einen mechanischen Frei
heitsgrad besitzt; die Anzahl der mechanischen Freiheitsgrade wird 
dabei gemessen durch die Anzahl der V ariabeln, die erforderlich sind, 
um den Zustand des Systems für den Fall festzulegen, dass dem System 
keine Wärme zugeführt oder entzogen wird. Diese Variabeln können 
die mechanischen Koordinaten des Systems heissen. 

Sätze, welche allgemein für eine Flüssigkeit ohne Bezugnahme 
auf ihre etwaigen besonderen Eigenschaften bewiesen sind, dürfen 
ohne weiteres auf jedes einfache System, in dem V und p die Lagen
und Kraftkoordinate bedeuten, übertragen werden; sie sind auch 
anwendbar auf solche Zustandsänderungen zusammengesetzter Systeme, 
bei denen nur eine der mechanischen Koordinaten variabel ist. 

In der Thermodynamik werden als einzige Energieformen Wärme
energie und mechanische potentielle Energie in Betracht gezogen, 
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während von der kinetischen Energie im allgemeinen abgesehen wird. 
Es bedeutet dieses, dass alle Änderungen der mechanischen Koordinaten 
als hinreichend langsam vorausgesetzt werden. Soll dagegen ein Fall 
untersucht werden, wo Wärme oder Arbeit in kinetische Energie oder 
umgekehrt diese in jene umgesetzt wird, so reicht die Thermodynamik 
nicht aus, sondern muss durch die Prinzipien der gewöhnlichen Dynamik 
ergänzt werden. 

4:. Innere Energie. In der Dynamik lernt man, dass die Energie 
eines Körpers, an dem eine Kraft eine Arbeit leistet, um den Betrag 
der geleisteten Arbeit wächst. Da nun Wärme und Arbeit gleich
artig sind, so muss auch eine Erwärmung des Körpers seine Energie 
steigern und es muss, wenn der Körper bei der Erwärmung keine 
Arbeit verrichtet, die Zunahme der Energie gleich der in mechanischen 
Einheiten gemessenen Wärmemenge sein. Die Gesamtenergie, die ein 
Körper enthält, heisst seine innere Energie 14). 

Die innere Energie einer Gasmasse wird z. B. vermehrt, wenn 
man das Gas komprimiert oder wenn man es in einem geschlossenen 
Gefäss erwärmt; dieselbe wird vermindert, wenn man das Gas sich 
ausdehnen oder sich abkühlen lässt. Jede Änderung der inneren 
Energie des Gases ist von einer .Änderung seines Zustandes begleitet: 
es ändert sich entweder Druck oder Volumen oder beide gleichzeitig. 

Wir sprechen daher das folgende Axiom aus, welches von vielen 
Schriftstellern 15) als die grundsätzliche Fassung des ersten Hauptsatzes 
angesehen wird: Die innere Energie eines jeden materiellen Körpers 
oder materiellen Systems, welches entweder nach aussen hin abgeschlossen 
ist, also keinen äusseren Einwirkungen unterliegt, oder dessen Begrenzung 
mechanischen und thermischen Einflüssen ( Oberflächendrucken und Wärme
zufuhren) seitens der unmittelbaren Umgebung ausgesetzt ist, hängt nur 
von dem augenblicklichen Zustande des Systems ab: wenn das System 
eine Reihe von Zustandsänderungen erfährt und schliesslich zu seinem 
Anfangszustande zurückkehrt, kehrt auch die innere Energie zu ihrem 
ursprünglichen Betrage zurück. 

Wenn das System aus zwei Teilen besteht, deren innere Energie 

14) Dies ist Lord Kelvin's "mechanische Energie" (vgl. On the dynamical 
theory of heat, Edinburgh Trans. 20. März 1851, p. 475; Phil. Mag. 4 (1852) §20; 
Papers 1, p. 186, 222) oder mit Umkehrung des Vorzeichens Kirchhoff's "Wirkungs
funktion" (Ann. Phys. Chem. 103 (1858), p. 177 oder Zeuner's "innere Wärme" 
(Grundzüge), oder 0. Neumann's "Postulat" (Die elektr. Kräfte 1, Leipzig 1873). 
Die jetzt gebräuchliche Bezeichnung "innere Energie" rährt von Olausius her, 
Abhd. zur mechan. Wärmeth. 1, p. 280 (Braunschweig 1864). 

15) Vgl. z. B. Buckingham, Outlines of Thermodynamics, p. 58. 
Encyklop. d. math. Wisaensch. V 1. 6 
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bezw. ~ und U2 heisst, so ist die innere Energie des ganzen 
Systems 

falls die Teile von einander vollständig abgeschlossen sind oder falls 
sie nur durch Druckübertragung an der gemeinsamen Berührungs
fläche aufeinander wirken. Finden dagegen Fernwirkungen zwischen 
den Teilen statt, so nimmt der Ausdruck für die Gesamtenergie die 
Form an 16) 

wo ~2 die gegenseitige potentielle Energie ist, die den Fernwirkungen 
zwischen den Teilen des Systems entspricht. 

Ähnlich hängt die innere Energie des Systems, wenn dasselbe Fern
wirkungen von Körpern ausserhalb desselben ausgesetzt ist, nicht nur von 
dem Zustand des Systems selbst, sondern auch von der relativen Lage 
dieser Körper zum System ab. Im Folgenden wird das Vorhandensein 
solcher Fernwirkungen ausgeschlossen werden. 

Es werde einem System die Wärme dQ mitgeteilt, gleichzeitig 
möge es die Arbeit dW verrichten; dann ist der Zuwachs der inneren 
Energie 17) gegeben durch 

(1) dU=dQ-dW. 

Infolge dieser Definitionsgleichung ist die innere Energie nur bis auf 
eine Integrationskonstante bestimmt. Der Wert der letzteren hängt 

16) Vgl. C. Neumann, Leipz. Ber. 43 (1891), p. 98-103. W. Voigt, Com
pendium I. p. 517-520. 

17) Olausius und Rankine haben versucht, die innere Energie zu zerspalten 
1) in "wirkliche Wärme", "merkliche Wärme" oder "kinetische Energie der 
Molekularbewegung" und 2) in potentielle Energie der Moleküle, herrührend 
von ihrer gegenseitigen Gruppierung. V gl. Olausius, Abhandl. 1, p. 252; Rankine, 
London Trans. 1854, § 3 u. 5 oder Mise. scient. pap., p. 342, 345. Indem er die 
beiden Bestandteile Hund J nennt und dQ = dH + dJ + dW setzt, bezeich
net Clausius den Term dJ + dW als Arbeit der "Disgregation" des Körpers 
(Ann. Phys. Chem. 116 (1862), p. 73; Phil. Mag. (4) 24 (1862), p. 81). Diese Unter
scheidung lässt sich indessen nicht strenge durchführen. Von einem allgemei
neren Standpunkt aus wird man sich daher begnügen, rein formal diejenigen 
Teile von dU zu unterscheiden, die man erhält, indem man dU durch die 
Differentiale der zur Festlegung des Zustandes gewählten unabhängigen Variabeln 
ausdrückt; da diese Grössen aber keine vollständigen Differentiale sind, kann 
man nicht zugleich von den entsprechenden Teilen der inneren Energie selbst 
reden. Im übrigen unterscheidet man, je nach dem besonderen, gerade vor
liegenden Problem 1) die nutzbare Energie (vgl. Nr. 16), die aber nicht allein 
von dem Zustande des Körpers selbst, sondern auch von der Temperatur der 
Umgebung abhängt; 2) die freie Energie (vgl. Nr. 16), die auch als thermo
dynatnisches Potential bezeichnet wird. 
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von dem Nullpunkte der Energie ab und bleibt daher unbekannt, so
lange wir keine experimentelle Kenntnis von einem Zustande haben, 
der keine Energie enthält. Bezeichnet u.A und UB die innere Energie 
des Systems in zwei verschiedenen Zuständen .A und B, so folgt: 

B B 

(2) UB- u.A jaQ-jaw . 
.A .A 

Geht das System vom Zustande .A zum Zustande B über und 
kehrt dann event. durch eine andere Reihe von Zwischenzuständen 
hindurch zu .A zurück, so sagt man, das System habe einen Kreis
prozess oder einen Oyklus ausgeführt. Bezeichnet man die Integration 

über einen Kreisprozess durch (}), so gilt für einen solchen: 

(3) (J') dQ = (J) d w. 
Die aufgenommene Wärme ist also beim Kreisprozess gleich der 

geleisteten Arbeit. 
In einem einfachen System ist dW = pdV; aus (1) folgt also 

(4) dU= dQ- pdV. 
Unser obiges Axiom berechtigt uns zu behaupten, dass wenn auch 
d Q und dW selbst keine vollständigen Differentiale sind, jedenfalls 
dU= d Q - dW das Differential einer Funktion deljenigen unab
hängigen Variabeln x und y ist, durch welche wir den jeweiligen 
Zustand des in Rede stehenden einfachen Systems festlegen. Olausius 
schliesst daher, dass 18) 

d dQ d dQ d dW d dW 
W dxdy-dy~=axdy-dy~ 
oder, indem er p und V als Variable wählt, 

d dQ d dQ 
(6) ap av- ;rvdil = 1. 

Jede der vorangehenden Gleichungen (1) bis (3) kann als voll
wertiger analytischer Ausdruck des ersten Hauptsatzes angesehen 
werden, ebenso GI. (5) und (6) für den Fall eines einfachen Systems. 

5. Das Carnot-Olausius'sche Prinzip. Während eine jede Arbeits
menge (etwa durch Reibung) in Wärme verwandelt werden kann, ist 
es im allgemeinen unmöglich, die so erzeugte gesamte Wärmemenge 

18) Die hier vorkommenden Quotienten zusammengehöriger Zuwächse d Q 
und dx etc. sind nicht partielle Differentialquotienten im gewöhnlichen Sinne, 
da Q und W nicht Funktionen von x und y im gewöhnlichen Sinne sind; trotz
dem haben jene Quotienten für jeden Zustand x, y einen bestimmten Sinn und 
sind bestimmte Funktionen von x und y. 

6* 
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rückwärts in Arbeit umzusetzen; man nennt daher den erstgenannten 
Vorgang irreversibel, nicht umkehrbar. Als Beispiel kann die gewöhn
liche Dampfmaschine dienen, wo ein Teil der durch Verbrennen der 

Kohle erzeugten Wärme durch den auspuffenden Dampf fortgefüHrt 
wird, oder bei einer Kondensationsmaschine im Kühler verloren geht; 
dieser Teil der Wärme wird also nicht in Arbeit verwandelt. 

Das scharfe Gesetz zur Bestimmung des grössten Wärmebetrages, 
der in irgend einer Maschine noch in Arbeit verwandelt werden kann, 

beruht auf einem Prinzip, welches vom Standpunkte der stofflichen 
Wärmetheorie aus zuerst von Sadi Carnotl9) im Jahre 1824 aus
gesprochen und von demselben Standpunkte aus von Olapeyron 20) im 
Jahre 1834 näher untersucht worden ist. Seine genaue Form und 
Bedeutung für die mechanische Wärmetheorie wurde durch Olausius 21) 

in Deutschland in einer Arbeit vom Jahre 1850 u;n.d durch W. Thom
son (Lord Ke"lvin) 22) in England in einer Arbeit vom Jahre 1851 klar

gestellt. 
Das so entdeckte Prinzip ist der zweite Hawptsatz der Thermo

dynamik (auch Oarnot'sches Prinzip, Olausius'sches Prinzip etc. genannt). 
Er ist virtuell in dem folgenden Axiom 23) enthalten: Es kann nie Wärme 
aus einem kälteren in einen wärmeren 24) Körper übergehen, wenn nicht 
gleichzeitig eine andere damit zusammenhängende Änderung eintritt. 

Dieses Axiom führt sofort zur Definition des Begriffes 

6. Gleiche und ungleiche Temperaturen. Von zwei Massen
elementen sagt man 25), das eine habe eine höhere oder niedrigere 

19) Reflexions sur la puissance motrice du feu et sur les moyens propres 

a la developper, Paris 1824. Insbesondere p. 38: "La puissance motrice de la 
chaleur est independante des agens mis en oeuvre pour la realiser; sa quantite 
est fixee uniquement par les temperatures des corps, entre lesquels se fait en 

dernier resultat le transport du calorique. 
20) J. ec. polyt. 14 (1834), cah. 23. 
21) Ann. Phys. Chemie 79 (1850), p. 500; Phil. Mag. (4) 2 (1851), p. 102; Ab

handlg. I, p. 16. 
22) Edinb. Proc. 1851; Phil. Mag. (4) 4 (1852), p.13; Math.Phys. Papers 1, p.174. 

23) R. Clausius, Ann. Phys. Chem. 93 (1854), p. 488; Phil. Mag. (4) 12, p. 81; 
Abhdlg. 1, p. 134. W. Thomson (s. vorige Anm.) sagt: "It is impossible by 
means of unanimate material agency to derive effect from any portion of 

matter by cooling it below the temperature of the coldest of the surrounding 
objects." 

24) Es empfiehlt sich, wenigstens äusserlich das Wort Temperatur bei der 

Fassung dieses Axioms zu vermeiden, da es erst durch den zweiten Hauptsatz 
möglich wird, den Begriff Temperatur zu definieren. 

25) Lord Kelvin, Edinb. Trans. 21 1 (1854), p. 125, oder Math. Phys. Papers 1, 

p. 235. 
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Temperatur wie das andere, das eine sei wärmer oder kälter wie das 

andere, je nachdem Wärme vom einen zum anderen oder vom anderen 
zum einen überzugehen strebt. Findet kein Wärmeübergang statt, 
trotzdem die Massenelemente in solche gegenseitige Lage gebracht 
sind, dass ein Wärmeübergang möglich wäre, so sagt man: die Ele
mente haben gleiche Temperatur, sie sind gleich warm. 

Wir schliessen noch auf die folgenden Eigenschaften der Tem
peratur: Wenn .A eine höhere Temperatur hat wie B, und B eine 

höhere wie O, so hat .A eine höhere Temperatur wie 0. Es kann 
nämlich Wärme von .A nach B und von B nach 0, also auch von 
.A durch B nach 0 übergehen, was unmöglich ist, wenn nicht .A 
höher temperiert ist wie 0. Geht man zum Grenzfall über, so er

kennt man, dass, wenn .A und B einerseits, B und 0 andererseits 
dieselbe Temperatur haben, auch .A und 0 gleiche Temperatur be

sitzen. Die Bedingung des Wärmegleichgewichtes zwischen drei Massen
elementen lautet also: 

TA= TB= Tc; 

hier bedeutet TA, TB, Tc eine Grösse, die nur von dem physikalischen 
Zustand des Elementes .A, B~ 0 abhängt und die seine Temperatur 
genannt wird. 

Es folgt also: Jedes Massenelement besitzt eine gewisse quali

tativell6) Eigenschaft, Temperatur genannt, welche nur von seinem 
eigenen physikalischen Zustande abhängt und unabhängig ist von den 

Zuständen anderer Massen. 
Wenn alle Massenelemente eines Körpers im Wärmegleichgewicht 

mit einander stehen, so folgt dass sie alle dieselbe Temperatur haben. 

Diese Temperatur heisst auch die Temperatur des Körpers und man 
sagt von dem Körper, dass er gleichmässige Temperatur habe oder dass 

er thermisch homogen sei. 
Als weitere Folgerung aus dem Olausius'schen Axiom ergiebt sich 

noch, dass der Übergang der Wärme von einem wärmeren zu einem 
kälteren Körper durch Leitung oder Strahlung irreversibel ist. 

7. Wirkungsgrad der Wärmemaschinen. Es handelt sich jetzt 
nm die Frage, unter welchen Bedingungen Wärme in Arbeit umge

setzt werden kann. 
Man nehme einen Stoff, den Arbeitsstoff und dehne ihn durch 

Wärme aus. Die dabei geleistete Arbeit ist jPav, wo p den Druck, 

V das Volumen des Stoffes bedeutet. Soll dieser Stoff fortgesetzt 

26) Wegen der quantitativen Definition der Temperatur vgl. Nr. 9. 
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Arbeit leisten, so muss er fortgesetzt in seinen Anfangszustand zurück
gebracht werden, er muss also einen Kreisprozess ausführen. Soll 
ferner die bei der Ausdehnung geleistete Arbeit bei der Zusammen
drückung nicht vollständig verbraucht werden, so muss der Arbeits
stoff abgekühlt werden. Fortgesetzte Arbeitsleistung verlangt also 
Wärmeaufnahme von einem warmen Körper, der Quelle, und Wärme
abgabe an einen kälteren Körper, den Kühlf:Yr, deren Temperaturen 
als unveränderlich vorausgesetzt werden. Zusammenfassend werden 
beide als Wärmereservoire bezeichnet. Es kann zunächst vorausgesetzt 
werden, dass der Arbeitsstoff, während er mit der Quelle oder dem 
Kühler im Wärmeaustausch sich befindet, gleiche Temperatur mit 
diesen hat. Unter Wirkungsgrad versteht man nun das V erhältnie 
der erzeugten Arbeitsmenge zu der aus der Quelle entnommenen 
Wärmemenge. Nennt man die letztere Q1 und die an den Kiihler 
abgegebene Wärmemenge Q2, beide gemessen in Arbeitseinheiten, so 
ist die geleistete Arbeit Q1 - Qll und der Wirkungsgrad 

Ql- Ql 
Ql 

Unter einer vollkommen umkehrb01ren Maschine versteht man eine 
solche, die einen Kreisprozess in direkter und in umgekehrter Richtung 
ausführen kann, derart, dass die erzeugte Arbeit im ersten Fall gleich
kommt der verbrauchten Arbeit im zweiten, dass die der Quelle ent
nommene Wärme im ersten Falle gleich ist der an die Quelle im 
zweiten Falle abgegebenen, dass endlich die an den Kühler im ersten 
Falle abgegebene Wärme gleich ist der vom Kühler entnommenen 
Wärme im zweiten Falle. 

Aus dem Olausius'schen Axiom folgt nun: Unter allen Wi.Wme
maschinen, die zwischen gegebenen Temperaturen arbeiten, hat die voll
kommen umkehrbare den grössten Wirkungsgrad. 

Von den beiden Wärmemaschinen M und N sei nämlich N voll
kommen umkehrbar und man nehme an, dass M einen grösseren 
Wirkungsgrad wie N habe. Beiden Maschinen mögen Quelle und 
Kühler gemeinsam sein und es möge M Wärme in Arbeit, N bei 
dem umgekehrten Prozess diese Arbeit in Wärme verwandeln 27). Da 
der Wirkungsgrad von M der grössere sein sollte, so entnimmt M 
aus der Quelle weniger Wärme, wie N nötig haben würde, um im 
gleichen Sinne wie M arbeitend die gleiche Arbeit zu verrichten. 

27) Dieses Beweisverfahren, nämlich durch eine nicht umkehrbare Maschine 
eine umkehrbare im entgegengesetzten Sinne treiben zu lassen, ist zuerst von 
Garnot (Reflexions, p. 20) benutzt und später von OZausius und Lord Kelvin 
übernoiDinen worden. 
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Jene Wärmemenge ist daher auch kleiner wie diejenige, die N an die 
Quelle beim umgekehrten Prozess abgiebt. Also empfängt die Quelle 
mehr Wärme als sie abgiebt. Diese Wärme kommt aber aus dem 
Kühler, da im Ganzen keine Arbeit verrichtet ist. Also geht Wärme 
von dem kälteren Kühler zu der wärmeren Quelle ohne Arbeitsauf
wand über, entgegen dem Clausius'schen Prinzip. Also kann der 
Wirkungsgrad von M nicht grösser sein wie der von N. 

Zugleich zeigt dies, dass alle umkehrbaren Maschinen, die zwischen 
den gleichen Temperaturen arbeiten, den gleichen Wirkungsgrad haben. 

8. Camot's Kreisprozess. Derselbe wird definiert als ein voll
kommen umkehrbarer Kreisprozess, in welchem ein zwischen gegebenen 
Temperaturen T1 und T2 (T1 > T2) wirkender Körper Arbeit erzeugt. 
Der Prozess besteht aus vier Teilen: 

1) Der Körper befindet sich auf der Anfangstemperatur T2 und 
wird, ohne Wärme abzugeben oder aufzunehmen, durch geeignete 
äussere Einwirkungen auf die Temperatur T1 gebracht. 

2) Der Körper nimmt von der Quelle eine gewisse Wärmemenge 
Q1 auf, während seine Temperatur T1 festgehalten wird. 

3) Man lässt die Temperatur des Körpers bis T2 abnehmen, ohne 
dass er Wärme aufnimmt oder abgiebt. 

4) Der Zustand des Körpers wird, bei festgehaltener Temperatur 
T2 , solange geändert, bis der Anfangszustand ( d. h. gleiches Volumen etc. 
wie zu Anfang) erreicht ist. Dabei wird eine gewisse Wärmemenge 
Q2 an den Kühler abgegeben werden. 

Ist der Körper ein 
einfaches System ( vgl. P 
Nr. 3), so kann der B 
Kreisprozess geome
trisch dargestellt wer
den, indem man Druck 
und Volumen als Ko
ordinaten eines den je
weiligen Zustand cha
rakterisierenden Punk
tes der Zeichenebene 
wählt. 

Während des Teil-

c 

prozesses 1) bewegt 
sich dieser Punkt auf 
der LinieAB(s.Fig.1 ). 

0~------------------------------,r 

Fig. 1. 
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Man nennt eine Zustandsänderung, bei welcher Wärme weder aufge
nommen noch abgegeben wird, eine adiabatische Zustandsänderung; 
AB heisst daher eine Adiabate. Bei dem Teilprozess 2) bewegt sich 
der Punkt auf BO. Man nennt eine Zustandsänderung bei festgehaltener 
Temperatur eine isathermische Anderung. BO heisst daher eine Iso
therme. Bei 3) beschreibt der Punkt wieder eine Adiabate CD, bei 4) 
eine Isotherme DA, die zum Anfangspunkte A zurückkehrt. 

Da die ganze Arbeit des Kreisprozesses gleich jpdV ist, wird 
sie durch den Inhalt des krummlinigen Vierecks ABOD gemessen. 
Unser Diagramm heisst ein Indikatordiagramm des Kreisprozesses 28). 

Bei den wirklichen Prozessen muss die Quelle beträchtlich höher 
wie T1 und der Kühler beträchtlich niedriger wie T2 temperiert sein, 
damit ein Wärmeübergang überhaupt stattfindet; dieser Übergang ist 
aber nicht umkehrbar. In dem Grenzfall, wo die Leitfähigkeit 
zwischen dem Körper und der Quelle bez. dem Kühler vollkommen 
ist, kann man dagegen die Temperaturen T1 und Tll mit den Tem
peraturen von Quelle und Kühler identisch annehmen. Der Prozess 
wird dann vollkommen umkehrbar. 

Nach Nr. 7 war der Wirkungsgrad aller umkehrbaren Prozesse 
bei gleichen Temperaturen T1 und T 9 der gleiche; es ist also 1- Q2/Q1 

eme Funktion dieser Temperaturen allein und man kann schreiben: 

( 7) 8: = f( Tu T2). 

Man nehme jetzt statt eines zwei Körper, welche je einen Kreis
prozess zwischen den Temperaturen T1 , T 8 bez. T8, T9 ausführen, so
dass Wärme von dem ersten zu dem zweiten Körper bei der Tem
peratur T8 übergeht. Der Wirkungsgrad dieses Doppelprozesses ist 
derselbe wie vorher; die Darstellung der beiden Einzelprozesse (ABCD 
und ADEF) ist in Fig. 2 gegeben; Q1 und Qs möge wieder die der 
Quelle entzogene bez. an den Kühler abgegebene Wärme und Q8 die
jenige Wärme sein, die vom ersten zum zweiten Körper bei der 
Zwischentemperatur T8 übergeht. Es gilt dann neben (7) 

~: = f(Tu Ts), ~: = f(Ts, Ts) 

und daher für alle möglichen Werte von T1 , T2 und T3 : 

oder 
{(TuT.)= {(Tu Ts) · f(Ts, T,) 

f(T. T.) = f(T1 , T,). 
31 ll f(Tu Ta) 

28) Das Indikatordiagramm ist von James Watt bei der Dampfmaschine 
eingeführt und von CZapeyron weiter ausgebildet. 
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Der letztgenannte Quotient ist also unabhängig von T1 und kann mit 
rp(T2)/rp(T8) bezeichnet werden. Solcherweise ergiaht sich: 

(8) Qt _ cp(Tt) Qs _ cp(Ts) Qt = 91(T1). 
Qs - cp(Ts)' Qt - 91(T1)' Q, 91(Tt) 

B 
p 

0 V 

Fig. 2. 

9. Absolute Temperatur. Bis jetzt ist von den Eigenschaften 
der Temperatur nur die Definition gleicher und ungleicher Tempera
turen benutzt. Diese Definition ist nur eine qualitative und lässt 
das quantitative Maass von Temperaturunterschieden unbestimmt. Die 
Form der Funktion rp(T) hängt aber von der Wahl dieses Maasses 
ab. Wir können daher die Temperaturskala so einrichten, dass rp ( T) 
der Temperatur T proportional wird, rp(T) = kT, wo k konstant ist, 
und dass mithin die Gleichungen (8) übergehen in 

(9) Ql : Qs: Qs = Tl : T2: Ts · 
Alsdann heisst T die cibsolute Temperatur und es gilt die folgende 
Definition: Die cibsoluten Temperaflwren zweier Körper verhalten sich 
wie die Wärmemengen, welche von den Körpern verlrnen oder gewonnen 
werden, wenn in einem voUkommen umkehrbaren Kreisprozess der eine 
die Rolle der Quelle, der andere die des Kühlers spielt29). 

Die Einheit der absoluten Temperatur ist hierdurch noch nicht 
festgelegt. Als solche wird gewöhnlich die Einheit der Celsiusskala 

29) Diese Definition rührt von Lord Kelvin her; vgl. die Arbeit "On thermo
electric currents", Edinb. Trans. 21 (1854), p. 125; Math. Phys. Papers 1, p. 285. 
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gewählt, indem der Unterschied der absoluten Temperaturen am Ge
frierpunkte und Siedepunkte des Wassers gleich 100 gesetzt wird 
Da aus den Beobachtungen folgt, dass sich die absoluten Tempera
turen des Gefrier- und Siedepunktes etwa wie 273 zu 373 verhalten, 
so sind sie auf Grund der genannten Festsetzung selbst annähernd 
gleich 273 bez. 373 zu setzen. In diesem Sinne sagt man in den 
Lehrbüchern der Experimentalphysik gewöhnlich, dass die Temperatur 
des absoluten Nullpunktes gleich - 273° C. sei. 

10. Die Carnot'sche Funktion ft ist dadurch definiert 1 dass man 
den Wirkungsgrad einer umkehrbaren Maschine, die zwischen den un
endlich benachbarten Temperaturen T und T- 8 T arbeitet, gleich 
p,8T setzt. Sie wird daher gleich dem Verhältnis cp'(T)/cp(T) 
(s. GI. (8)) oder gleich 1/T, wenn T absolut gemessen wird 30). Der 
hierbei benutzte Grenzfall eines Oarnot'scben Kreisprozesses zwischen 
unendlich benachbarten Temperaturen möge ein Oarnot'scher Elementar
prozess heissen. 

In den älteren Schriften von Oarnot, Clapeyron, Thomson, Tait 
und Banleine wird die folgende Berechnungsweise der Oarnot'schen 

p 
Funktion benutzt. Man 
betrachtet einen Oarnofr. 
sehen Elementarprozess, 
dessen Indikatordiagramm 
ABODein unendlich klei
nes Parallelogramm wird. 
Die Seiten BO, DA des
selben entsprechen den 
Temperaturen T und 

P-d !I' T- 8T; die der Quelle 
entnommene Wärme heisse 
h Q und man definiere eine y 

o I! Grösse l., ("latente Wärme 
Fig. 3. der Volumänderung", vgl. 

"Bezeichnungen" pag. 75) 
dadurch, dass man die Wärmemenge, welche erforderlich ist, um das 
Volumen des Arbeitsstoffes bei festgehaltener Temperatur T um ~V 

30) Im Anschluss hieran hat Lord Kelvin 1848 eine absolute Temperatur
skala vorgeschlagen, bei welcher p, = 1 genommen wird. Die Temperaturen 
dieser Skala sind die Logarithmen der Temperaturen der jetzt gebrä.uchlichen 
Skala. (Vgl. Cambridge Phil. Proc. 1 (1848), p. 66; Phil. Mag. 33 (1848)1 p. 313; 
Math. Phys. Papers 1, p. 100). 
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zu vermehren, l., h V nennt. Dann wird die bei dem ganzen Kreis
prozess verrichtete Arbeit (vgl. Fig. 3) gleich 

Fläche .ABOD =Fläche BOEF = FB. PQ. 
Es ist aber FB=(op/oT)~T, wo Vbei der Bildung von (op/oT) 
festgehalten wird, und PQ = ~Qjl.,; also wird die genannte Arbeit 

op ~T8Q 
oT z" 

oder mit Rücksicht auf die Definition von p, auch gleich: 

p,~ThQ. 

Durch Gleichsetzen der beiden vorangehenden Ausdrücke folgt 81) 

(10) ;~ = p,l". 

Nach dem zweiten Hauptsatz ist p, eine Funktion von T allein. Wird 
die Temperaturskala wieder so gewählt, dass p, = 1/T ist, so schreibt 
sich die vorstehende Gleichung: 

(10') op z., d op l 
o T = T 0 er o log T = "'· 

Dies Resultat werden wir später aus emer allgemeineren analytischen 
Betrachtung wiederfinden. 

11. Die Entropie eines einfachen Systems. Durch den zweiten 
Hauptsatz wird eine neue thermodynamische Grösse eingeführt, welche 
die Entropie 82) heisst. Wir beschränken uns zunächst auf Flüssig
keiten oder andere einfache Systeme, der.en Zustandsänderungen durch 
ein Indikatordiagramm dargestellt werden können. Gleichung (9) aus 
Nr. 9 liefert für ein System, das zwischen den absoluten Tempera
turen T1 und T2 einen Oarnot'schen Kreisprozess ausführt, die Beziehung 

(11) Ql - Q2 = 0 
T1 Tl! ' 

wo Q2 die bei der Temperatur T2 verlorene Wärme bedeutet und auch 

31) Diese Formel rührt von Olapeyron her (J. ec. polyt. 14 (1834) cah. 23, p. 173; 
.Ann. Phys. Chem. 59 (1843), p. 568); sie geht in England unter dem Namen der 
Thomson;schen Gleichung (Edinb. Trans. R. Soc. 20 (1851), p. 270; Math. Phys. 
Papers 1, p. 187). Schreibt man 0 (Oarnot'sche l!'unktion) statt /h, bezeichnet 
mit M die in Calorien gemessene Wärmemenge l., und nennt J das mechanische 

Wärmeäquivalent, so lautet sie :~ = J. 0 · M. Die Buchstaben rechter Hand 

sind die Initialien von James Clerk Maxwell, der daher :: als Schriftsteller
namen benutzte. 

32) Vgl. Olausius, .Ann. Phys. Chem. 125 (1865), p. 390. Die Entropie ist 
identisch mit Rankine's "thermodynamischer Funktion"; Olausius benutzte früher 
dafür das Wort "Äquivalenzwert". 
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aufgefasst werden kann als eine negative Wärmemenge - Q1 , welche 
bei der Temperatur T1 gewonnen wird. Diese Gleichung kann auf 
einen beliebigen umkehrbaren Kreisprozess übertragen werden, wenn 

p 

JT 

0 
Fig. 4. 

man denselben als Grenze eines Netzwerkes von solchen Oamot'schen 
Prozessen ansieht, bei welchen die in jedem Prozess aufgenommene 
und abgegebene Wärmemenge unendlich klein ist (vgl. Fig. 4; die das 
Indikatordiagramm durchsetzenden Linien bedeuten Adiabaten, die 
kürzeren Verbindungslinien Bögen von Isothermen). Bezeichnet all
gemein dQ die (positive oder negative) Wärmemenge, die bei der 
Temperatur T aufgenommen wird, so gilt 

(12) (f)d~ = 0. 

Es sei .A der Anfangszustand (p1 , V1) und B der Endzustand 
(p,, Y;.) des Systems. Der Übergang von A nach B kann entweder 
auf dem Wege .APB oder auf dem Wege .AQB erfolgen. Nach (12) 
muss der Wert des Integrals 

B 

fd~ 
.A 

derselbe sein für die beiden Wege .APB und AQB. Dieses Integral 
hängt also nur von den Koordinaten der Punkte A und B, d. h. von 
Anfangs- und Endzustand ab, und wir können schreiben: 

B 

(13) J d~ = ((p2 , V,)- f(p11 P;_) =SB- S.,.. 
A 
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S bedeutet eine nur von dem augenblicklichen Zustand des Körpers 
abhängige Grösse und S-t~., SB ihre Werte in den Zuständen A und B. 
Wird die Zustandsänderung unendlich klein, so ergiebt sich 

(14) d~ = dS. 

S heisst die Entropie des Systems. Ihre Definition ist in der Aus
sage enthalten: Wenn ein System eine Wärmemenge dQ bei der abso
luten Temperatur T in einem umkehrbaren Prosesse OIU{nimmt, so wächst 
die Entropie um den Betrag d Q/T. 

Diese fiberlegung gilt auch in dem Falle, wo das betrachtete 
System Wärme von Körpern erhält, deren Temperatur von seiner 
eigenen verschieden ist, vorausgesetzt, dass man unter T die beim 
Wärmeaustausch d Q im System selbst, nicht die in den umgebenden 
Körpern statthabende Temperatur versteht. Denn für das System 
selbst macht es keinen Unterschied, ob man sich die umgebenden 
Körper durch Körper von der Temperatur des Systems T ersetzt und 
von diesen die Wärmemenge d Q hergenommen denkt. Bei dieser 
Auffassung wird die ganze Folge von Zustandsänderungen, die z. B. 
durch Fig. 4 dargestellt wird, völlig umkehrbar 88). 

Die Entropie enthält ebenso wie die innere Energie eine unbe
stimmte lntegrationskonstante; um sie festzulegen, müsste man irgend 
einen bestimmten Zustand A des Systems als 77Entropie-Nullpunkt" 
definieren. 

12. Übertragung des Entropiebegriffes auf zusammengesetzte 
Systeme. Um die Definition der Entropie auf ein thermodynamisches 
System von gleichförmiger Temperatur mit einer beliebigen Anzahl 
von Freiheitsgraden auszudehnen, muss gezeigt werden, dass für ein 
solches System (.f) d QJT für jeden Kreisprozess verschwindet, gleich
viel wie die verschiedenen Koordinaten des Systems während des 
Prozesses· variiert werden. Ein allgemeiner Beweis hierfür lässt sich 
folgendarrnassen führen: 

Ein beliebiges System M mache einen beliebigen umkehrbaren 
Kreisprozess K durch; es seien d Q die dem System nach einander 
zugeführten Wärmemengen, T seine Temperatur. Um dem System 
die Wärmemenge d Q zuzuführen, benutzen wir einen Hilfekörper (etwa 

33) Man hat hierin ein Beispiel dafür, was gelegentlich als bedingt irre
versibler Prozess bezeichnet ist, worunter man einen Prozess versteht, der durch 
Abänderung der Umstände ausserhaZb des betrachteten Systems zu einem um
kehrbaren . gemacht werden kann. Im Gegensatz dazu bezeichnet man als 
wesentZieh irreversibel einen Prozess, bei welchem nichtumkehrbare Verä.nde
rungen innerhalb des betrachteten Systems stattfinden. 
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eine Gasmasse), der einen Oarnot'schen Prozess durchläuft; für diesen 
Prozess sei das System M das eine Wärmereservoir und diene als 
zweites Reservoir irgend ein hinreichend grosser Körper M0 von 
der konstanten Temperatur T0 • Letzterer ist für alle die unendlich 
vielen Hilfeprozesse derselbe; er ist gleichsam die Quelle, aus der alle 
für den Prozess K erforderlichen Wärmemengen geschöpft werden. 
Um nun dem System M die Wärmemenge dQ zuzuführen, hat man 
der Quelle M 0 die Menge dQ0 zu entnehmen, wobei nach GI. (11) 

dQo= Tod$. 

Im ganzen ist also aus M0 die Wärmemenge 

verschwunden. 
Wäre dieselbe positiv, so müsste ein entsprechender Arbeits

betrag aus dieser Wärme gewonnen sein, was (da alle Körper in den 
Anfangszustand zurückgekehrt sind) dem Olausius'schen Grundsatze 
widerspricht. Also wird für jeden Kreisprozess im allgemeinen: 

(f)d~ <O. 
Denken wir uns aber den als reversibel vorausgesetzten Kreisprozess K 
in der umgekehrten Folge durchlaufen, so würde die vorstehende 
Gleichung nunmehr ergeben 

(f)d~20. 
Für einen umkehrbaren Proaess gilt daher notwendig: 

(15) (f)d~ =Ü. 

Auf diesem Satz, der damit ganz allgemein (z. B. auch für elas
tische Körper, chemische Systeme etc.) bewiesen ist, beruht die all
gemeine Definition der Entropie: 

Sind A und B zwei Zustände des Systems, welche durch eine 
umkehrbare Folge von Zustandsänderungen verbunden werden können, 
so wird die &tropiedifferena in den Zuständen A. und B definiert 
durch rkn Wert des bestimmten Integrals 

(16) 

berechnet für einen umkehrbaren Übergang von A. nach B. Dagegen ist 
die Entropie für den einaelnen Zustand A nur bis a;uf eine Integrations-
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konstante C festgelegt 34) und durch das unbestimmte Integral ge-
geben: 

(17) 

..4 f dQ 
8..4= y+ 0. 

Für einen isathermischen Kreisprozess nimmt Gl. (15) die Form 
an (f)dQ=O. 

Offenbar muss, wenn eine bestimmte Zustandsänderung in einem 
homogenen Stoffe von gleichmässiger Temperatur hervorgebracht werden 

soll, die hierzu erforderliche Wärmemenge verdoppelt werden, wenn 
die Masse die doppelte ist. Die Entropie eines Körpers in einem be

stimmten Zustande ist also (ebenso wie die Energie) seiner Masse 
proportional. 

Die Gesamtentropie S eines Systems von gleichtemperierten Massen 
m11 m2 , ••• setzt sich daher aus den Entropien s1 , s2 , •• der Massen
einheiten der fraglichen Stoffe derart zusammen, dass 

S = m1 s1 + m2 s2 + · · · oder S = Ems. 

13. Die Entropie eines thermisch inhomogenen Systems. Die 
Clausius'sche Ungleichung bei irreversibeln Vorgängen. Wenn sich 

die verschiedenen Teile eines Systems auf verschiedenen Temperaturen 
befinden, wird man die Gesamtentropie dadurch bestimmen, dass man 

das System in Bestandteile zerlegt, die klein genug sind, um als 
gleichförmig temperiert angesehen werden zu können und dass man 
die Entropie jedes Bestandteiles mittels eines Hülfekörpers wie in de;r 

vorigen Nr. definiert. Die Differenz der Gesamtentropie in zwei ver
schiedenen Zuständen A und B ist alsdann gegeben durch 

B 

(18) ""J. dQ SB-BA=~ T' 
..4 

wo sich die Summation auf die verschiedenen Bestandteile des Systems 

erstreckt und wo zunächst jeder Bestandteil für sich auf umkehrbarem 
Wege aus dem Zustande A in den Zustand B überzuführen ist. Ein 

gegenseitiger Wärmeaustausch zwischen den Teilen des Systems 

braucht bei dieser gedachten Uberführun_g nicht zugelassen zu werden. 
Will man dagegen bei der Überführung von A nach B thermische 

Wechselwirkungen zwischen den Teilen des Systems nicht ausschliessen, 
so müssen bei der Berechnung der Gesamtentropie die durch solche 

34) Sind die Integrationskonstanten für irgend welche n Stoffe bestimmt, 
so sind sie auch für jedwede aus jenen Stoffen gebildete Mischung oder Ver
bindung völlig bekannt, wie unmittelbar aus den Gleichgewichtsbedingungen der 
Nr. 26 folgt. Vgl. hierzu C. Neumann, Anm. 16. 
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Wärmeaustausche hervorgebrachten Entropieänderungen in Rechnung 
gesetzt werden. Es bestehe z. B. das System aus den beiden Teilen 
M 11 M'J von den Temperaturen T 11 T2 und es seien d Q011 d Q02 die
jenigen Wärmemengen, welche sie von ausserhalb aufnehmen. Um 
auch die Wärmestrahlung zu berücksichtigen, denke man sich in 
üblicher Weise die Wärmemenge d Qu von M2 nach M1 und gleich
zeitig die Wärmemenge d Q12 von M1 nach M2 transportiert. Dann 
ist d Q01 + d Qlll - d Qu die gesamte Wärmezufuhr nach M1 und 
dQOB + dQ11 - dQ21 die nach M 2 • Der Zuwachs der Entropie be
trägt daher im ganzen 

d S = d Q01 + d Q11 - d Qu + d Q01 + d Qu- d Qu . 
T1 T1 

Wollte man dagegen nur die Wärmezufuhr von ausaarhalb berück
sichtigen, so erhielte man 

d8 _ dQOl + dQOI, 
o- Tl T• 

Der Unterschied beträgt 

dS- dS0 = (dQ21 - dQ12) (~1 - ~J 

= (dQ12 - dQu) (~.- ~J · 
Hierin bedeutet d Q21 - d Q19 den Wärmereingewinn von ~ bei der 
Strahlung; derselbe ist positiv, falls T1 < T", da Wärme niemals von 
einem wärmeren zu einem kälteren Körper übergeht. Deshalb sind auch 
die Produkte in der vorstehenden Gleichung positiv und dS > dS0 • 

Die gesamte Entropieänderung ergiebt sich auch bei dieser Betrach
tung gleich der Summe der Entropieänderungen der Teile 85), wird 
aber nicht mehr gemessen durch 

dQOl + dQOI, 
Tt T1 

Wenn sich die beiden Zustände .A und B des Systems, deren 
Entropien miteinander verglichen werden sollen, nur dadurch von
einander unterscheiden, dass eine Wärmemenge dQ, im Zustande .A 
sich in einem Teile des Systems befand, dessen Temperatur T1 ist, 
während sie sich im Zustande B, sei es durch Leitung oder Strahlung 

86) Im Gegensatz hierzu giebt 0. Neumann an, dass nur bei Ausschluss 
von Wärmestrahlungen die Gesamtentropie eines gleichförmig temperierten 
Systems gleich der Summe der Entropien seiner Teile ist (Leipz. Ber. 48 (1891), 
p. 112, 118). In Wirklichkeit aber behandelt 0. Neumann nur die Frage, unter 

welchen Bedingungen der Zuwachs der Gesamtentropie gleich d Q01 + d Q01 

ist, und zwar nur in dem besonderen Falle T1 = T1 • T1 T• 
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transportiert, in einem Teile vorfindet, dessen Temperatur Tll ist, wo
bei T1 < T17 so ergiebt sich nach (18) 

sB- s.A. = dQ,(..!..- ..!..). 
T~ Tl 

Ein irreversibler Wärmetransport durch Leitung oder Strahlung zwischen 
den Teilen des Systems bewirkt also eine Zunahme der Entropie. 

Wenn das System andererseits einen vollständigen Kreisprozess 
beschreibt, so können wir die Wärmemenge d Q, die ein Element des 
Systems bei der Temperatur T aufnimmt, in zwei Teile teilen, einen 
d Q., welcher ihm durch Leitung oder Strahlung von anderen Ele
menten des Systems übermittelt wird, den anderen dQa, welcher von 
Körpern ausserhalb des betrachteten Systems· herkommt. 

Für den Kreisprozess gilt nun: 

~(f)d$ = ~(f)d~i + ~(J)d~a. 
Hier ist die linke Seite Null, weil die Entropie nach Durchlaufung 
des Kreisprozesses dieselbe wie am Anfange ist; andererseits ist das 
erste Glied der rechten Seite positiv; mithin wird das zweite Glied 

(19) ~(f)d~a <0. 

Diese Beziehung stellt einen besonderen Fall einer Formel dar 7 die 
als Clausius'sche Ungleichung bekannt ist. 

Wenn durch Reibung innerhalb des Systems oder durch andere 
Umstände eine Arbeitsmenge d Q' in Wärme von der Temperatur T 
verwandelt wird, so ist es a~ einfachsten, die Sache so aufzufassen, 
als ob das System nach aussen hin die Arbeit d(/ leistet und dafür 
eine gleichgrosse Menge an Wärmeenergie von aussen her aufnimmt. 
Die Entr<rpie des Systems ist in' diesem Falle um d Q' / T angewachsen. 

Wenn das System einen Kreisprozess durchläuft, bei dem Arbeits
mengen dQ' in Wärme von der Temperatur T verwandelt, Wärmeaus
tausche d Q1 im Innern des Systems stattfinden und Wärmemengen 
d Qa von aussen dem System zugeführt oder nach aussen von dem 
System abgegeben werden, so kehrt die Entropie zu ihrem Ausgangs
werte zurück; es wird daher wie oben 

:2(f)d$ =0= :2(f)d$i 
+ ~(J)d~a + ~(f)dff; 

Encyklcp. d. math. Wissensch. V 1. 7 
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da auf der rechten Seite das erste und letzte Integral positiv ist, gilt 
auch jetzt die Olausius'sche Ungleichung 

~(f)d~a <0. 

In den meisten Fällen (z. B. wenn ein Gas plötzlich in ein Vacuum 
stürzt, wenn sich zwei Gase rasch mischen, wenn ein gespannter Draht 
zerreisst, wenn eine Salzlösung plötzlich krystallisiert) ist der Über
gang von Arbeit in Wärme nur zum Teil nicht-umkehrbar, sodass ein 
Teil der erzeugten Wärme dadurch wieder in Arbeit zurückverwandelt 
werden kann, dass man den Vorgang durch einen umkehrbaren Prozess 
schliesst und zu dem Anfangsstadium zurückleitet. In solchen Fällen 86) 

kann man wie in Nr. 12 annehmen, dass das betrachtete Element des 
Systems die Wärme d Qa bei der Temperatur T von einem Hülfskörper 
empfängt, welcher einen Carnot'schen Kreisprozess zwischen der je
weiligen Temperatur T des Elementes und der konstanten Temperatur T0 

eines Wärmereservoirs M 0 ausführt. Die gesamte Wärmemenge, welche 
durch diesen Hülfskörper auf das System von M 0 übertragen wird, 

ist T0 ~(j)dQa/T. Wäre dieses positiv, so müsste nach dem ersten 
Hauptsatz eine entsprechende Arbeit geleistet sein, was nach dem 
zweiten Hauptsatz unmöglich ist, da alle Körper in den Anfangs
zustand zurückgekehrt sind. Auch kann dieser Ausdruck nicht ver
schwinden, weil sonst gegen die Voraussetzung der Prozess reversibel 
wäre. Mithin gilt wieder die Clausius'sche Ungleichung. 

Denkt man sich einen beliebigen fibergang von dem Zustande A 
nach dem Zustande B durch einen umkehrbaren Übergang von B 

nach A zu einem Kreisprozess geschlossen, so wird ~ J d Q/T, für 
den letzteren Ubergang berechnet, gleich der Änderung der Entropie 
des Systems. Man hat daher, wenn der "Übergang von A nach B 
und daher auch der Kreisprozess im ganzen betrachtet irreversibel ist: 

B 

(20) ~ (f) d ~a < 0 und ~ J d $a <SB - BA, 
A 

wo d Qa nur die von aussen her bei der Temperatur Taufgenommenen 
Wärmemengen bedeutet. 

14:. Anwendungen der Clausius'schen Ungleichung, insbeson
dere auf das Universum. a) Nach aussen abgeschlossenes System. Wir 
wenden die Ungleichung (20) auf ein System an, welches nach aussen 

36) Einen interessanten Beweis giebt E. Oarvallo, J. de Phys. 8 (1899), p. 161. 
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hin abgeschlossen is~ also auch keine Wärmemengen d Qa von aussen 
empfangen kann. Sie besagt dann 

(21) SB> SA. 
Das heisst: Welcher Art aJUCh die Vorgänge sein mögen, die im Innern 
eines nach aussen abgeschlossenen Systems stattfinden mögen, jedenfalls 
firukt die Entwickelung in dem Sinne statt, das das System von Zu
ständen kleinerer Enflropie (A) su Zuständen grösserer Enflropie (B) 
übergeht. 

Die Welt, als Ganzes betrachtet, ist jedenfalls ein derartiges 
System, welches von aussen her keine Wärme empfangen kann. 
Dürften wir die Welt als ein endliches System auffassen (als ein 
System von endlicher Gesamtmasse, endlicher Ausdehnung etc.), so 
wird die "Übertragung unseres Satzes keine Schwierigkeit haben. 
Neigen wir dagegen zu der Auffassung, dass die Welt unendlich sei, 
so wäre zunächst die Frage zu entscheiden, ob oder unter welchen 
Annahmen sich die Sätze der Thermodynamik auf unendliche Systeme 
ausdehnen lassen. Da wir uns nicht in philosophische Spekulationen 
verlieren können, müssen wir diese Frage unerörtert lassen. Vielmehr 
wollen wie die (an sich bedenkliche) Annahme ausdrücklich als solche 
formulieren, dass es erlaubt sei, die Welt thermodynamisch wie ein 
endliches System zu behandeln. 

Alsdann können wir auf Grund unserer Entropie-Ungleichung, 
wenn wir noch den Inhalt des ersten Hauptsatzes hinzunehmen, mit 
Olausius die beiden stolzen Sätze 37) aussprechen: 

Die Energie der Welt ist konstant. 
Die Entropie der Welt sflrebt einem Maximum su. 
b) System in einer gleichförmig temperierten Umgebung. Ist Ta 

die Temperatur der Umgebung und geht dQa von der Temperatur Ta 
zur Temperatur T über, so muss dQafTa-dQa/T stets negativ sein 
und kann Null nur in dem Grenzfalle Ta= T werden. Daraufhin 
lassen sich die Ungleichungen (20) ohne Summenzeichen in der Form 
schreiben 

(22) (j)~aso, (23) 

in der sich das Gleichheitszeichen auf umkehrbare .Änderungen bezieht. 
Ist überdies Ta unabhängig von der Zeit, so kann (22) geschrieben 

werden 
(24) (J)aQa < 0. 

37) B. Olausius. tTher den zweiten Hauptsatz. Braunschweig 1867, Ab
handlg. 1 p. 50. 

7* 
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Leistet das System keine Arbeit nach aussen, so wird d Qa gleich 
dem Zuwachs der inneren Energie dU; Gl. (23) ergiebt dann 

oder 
UB- UA < Ta(SB- SA) 

(25) 

c) Die Umgebung habe die gleichförmige, konstante Temperatur Ta 
und übe den gleichförmigen, konstanten Druck Pa senkrecht gegen die 
Begrenzung des Systems aus; dann beträgt die Arbeitsleistung nach 
aussen PadV und es wird dQa=dU-padV; GI. (23) ergiebt jetzt 

(26) UB- TaSB +Pa VB< UA- TaSA +Pa VA• 

d) Hat das System selbst konstante gleichmässige Temperaf!ur und 
konstanten gleichmässigen Druck, so kann man in (25) und (26) Ta 
durch T und Pa durch p ersetzen. Die dort vorkommenden Ausdrücke 
werden dann mit den thermodynamischen Potentialen bei gegebenem 
Volumen oder bei gegebenem Druck ( vgl. Nr. lti) identisch und 
unsere Ungleichungen besagen alsdann, dass unter den angegebenen 
Umständen das System nur solche Übergänge von Zuständen A zu Zu
ständen B augführen kann, bei denen die genannten Potentiale nicht 
wachsen. 

15. Nutzbare Energie oder Wirkungsf'ähigkeit. Ein Körper M 
befinde sich auf der absoluten Temperatur T und es sei T0 die niedrigste 
Temperatur, die für den Kühler einer mit dem Körper M als Quelle 
konstruierten Wärmemaschine in Betracht kommt. Wenn dem Körper 
die Wärmemenge d Q entzogen und wenn gleichzeitig dem Kühler die 
Wärmemenge d Q0 mitgeteilt wird, so beträgt die mechanische Arbeit, 
die in einem vollkommen umkehrbaren Prozess im Maximum geleistet 
werden kann: 

Hieraus folgt 

(28) 

dA= dQ- d(J0 , wobei d~ = d~o. 
0 

Bedeutet dT den Temperaturabfall, der durch Entziehen der Wärme
menge d Q in dem Körper M bewirkt wird, und r die Wärme
kapazität des Körpers, so wird die Gesamtarbeit, die aus dem Körper 
gezogen werden kann, wenn man seine Temperatur bis T0 erniedrigt: 

T 

A= J r(1- ~~)aT. 
To 
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Diese Grösse heisst die mttzbwre Energie des Körpers oder seine 
Wirkungsfähigkeit 38). 

Ist der Körper kälter als seine Umgebung, so kann man die 
Sache so auffassen, als ob er ebenfalls ein Quantum nutzbarer Energie 
besitzt, welches gegeben ist durch 

T, 

Q=Jr(~-t)dT, 
T 

wo T1 die für den Prozess in Betracht kommende höchste Temperatur 
der Umgebung und T < 71 ist. Der Prozess würde jetzt darin be
stehen, dass dem Körper von aussen her Wärme zugeführt wird, bis 
er die Temperatur T1 angenommen hat 39). 

Wenn die Wärmemenge d Q durch Leitung von der Temperatur 
T1 zu der Temperatur T2 übertragen wird, nimmt die mit Hülfe eines 
Kühlers von der Temperatur T0 verfügbar werdende Nutzarbeit um 
den Betrag 

T0 dQ (_!__- 2_) 
Ts Tt 

ab; wenn ausserdem die Arbeit d W (etwa durch Reibung) bei der 
Temperatur T in Wärme verwandelt wird, nimmt die nutzbare 
Energie ferner ab um 

1 
T0 dW T 

und nur der Rest von dW kann rückwärts m Arbeit verwandelt 
werden. 

In allen solchen Fällen sagt man, dass die genannten Energie
beträge zerstreut worden sind. Da in Wirklichkeit Reibung und 
Wärmeabgabe durch Leitung nie völlig zu vermeiden sind, tritt eine 
Zerstreuung der nutzbaren Energie überall auf. Man spricht daher 
von dem Prinzip der Energiezerstreuung oder Dissipation 40). 

Betrachten wir ein System von Körpern, welches sich in einem 
unendlichen gleichförmig temperierten Medium befindet, so können 
wir über die nutzbare Energie des Systems die folgenden Sätze aus
sprechen: 

38) Lord Kelvin, Phil. Mag. 7 (1879), p. 348; Math. Phys. Papers 1, p. 456. 
39) Der umgekehrte Prozess, bei dem ein Körper unter die Temperatur 

seiner Umgebung abgekühlt werden soll, verbraucht Nutzarbeit; man denke an 
die Erzeugung von künstlichem Eis in einer Eismaschine, die durch eine Dampf
maschine bethätigt wird. 

40) Lord Kelvin, Edinb. Proc. 3 (1852); Phil. Mag. (4) 4 (1852) p. 304 und 
4) 5 (1853), p. 102; Math. Phys. Papers 1, p. 511 u. 554. 
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1) Sie Mngt von der Temperatu;r T0 des umgebenden Medilums ab. 
2) Sie ist, für jeden Körper einseln berechnet, um so grösser, je 

mehr seine Temperatur von T0 verschieden ist. 
3) Sie nimmt bei allen nicht umkehrbaren Prosessen ab. 
4) Ihre Abnahme beträgt bei jedem solchen Prosesse das T0-fache 

der Zunahme der Entropie. 
Wenn man die Arbeit berechnet, die jeder Körper beim Abkühlen 

auf die Temperatur T0 der Umgebung zu leisten vermag, ergiebt sich 
der folgende einfache Ausdruck41) der nutzbaren Energie: 

Angenommen, es werde dem Körper die Wärmemenge dQ ent
zogen, und es betrage dabei die Änderung des Volumens dV, die Ände
rung der inneren Energie d U. Die Arbeit, welche die Wärmemenge d Q 
zwischen den Temperaturen T und T0 leisten kann, ist dQ(1-T0/T) 
und die Arbeit, welche der Körper vermöge seiner Volumänderung 
leistet, ist - pdV. Daher beträgt die gesamte verfügbar werdende 
mechanische Arbeit 

dA= dQ(1- ~)- pdV; 
da aber 

dU=dQ-pdV 
war, kann man schreiben 

dA= dU- T0 d~ =dU- T0dS. 

Die gesamte nutzbare Energie des Körpers ergiebt sich so zu 
T 

(29) A = j(d U- T0 dS) = U- U0 - T0 (S- So) . 
.To 

Handelt es- sich um ein nach aussen hin isoliertes System un
gleich erwärmter Körper von endlicher Grösse, so ist die innerhalb 
des Systems nutzbar zu machende Energie gleich derjenigen Arbeit, 
die man erhält, wenn man durch vollkommen umkeh1·bare Prozesse 
das ganze System auf eine gemeinsame Temperatur bringt48). 

Die gemeinsame Temperatur sei T0 • Das Endergebnis wird durch 
die Annahme nicht geändert, dass die Vorgänge zwischen den Körpern 
des Systems einerseits und einem Hülfekörper andererseits statt
finden, der selbst die Temperatur T0 besitzt, vorausgesetzt, dass die 
algebraische Summe der vom Hülfekörper aufgenommenen Wärme• 

41) Einen geometrischen Beweis desselben giebt Maxwell, Theory of heat, 
chap. 12, 10. Auf!.. (1891), p. 188. 

42) Lord Kelvin, Edinb. Proc. 3 (1852), p. 139; Phil. Mag. (4) 4 (1852), 
p. 304 und (4) 5 (1853), p. 102; Tait, Sketch of thermodynamics, p. 124; Edinb. 
Proc. 1867-1868, 
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mengen gleich Null ist. Bedeutet 1~ die Anfangstemperatur, rr die 

Wärmekapazität des rten Körpers, so wird nach dem zweiten Haupt

satz die von dem rten Körper auf den Hülfekörper übertragene Wärme 

Tr f dT 
To. rr 'J'i 

To 

da aber der Hülfskörper im ganzen keine Wärmezufuhr erhalten soll, 
muss sein: 

(30) 

Diese Gleichung dient zur Bestimmung der Endtemperatur T0 • Ist 

letztere bekannt, so berechnet sieh die nutzbare Energie als die wäh

rend des Temperaturausgleichs freigewordene Wärmemenge zu 
Tr 

(31) A=~rJJ TrdT. 
To 

Ist die Wärmekapazität der Körper insbesondere unabhängig von der 

Temperatur, so lauten die beiden letzten Gleichungen einfach: 

(32) 
und 
(33) 

Besteht das System nur aus zwei Körpern von gleicher Wärme

kapazität (T1 = T2 = T/2, wo r die Wärmekapazität des ganzen 

Systems bedeutet), so ergiebt sich 

To=YTlT2; A=f(yT1-YT2)2. 

Auch im allgemeinen Falle von beliebig vielen Körpern und be

liebigen Wärmekapazitäten lässt sich ein ähnlich einfaches Resultat 

erzielen, wenn man das System in eine Anzahl von Teilen zerlegt 

denkt, deren Wärmekapazitäten unter sich gleich sind. Die Voraus

setzung, dass die Wärmekapazitäten nicht von der Temperatur ab

hängen sollen, wird dabei aufrecht erhalten. Ist n die Anzahl der so 

unterschiedenen Teile des Systems und heissen die Anfangstempera

turen derselben T11 T2 , ••• , Tn, so ergiebt sich wegen T1 = T2 = 

· · =Tn= Tjn: 
(34) To =(Tl T2 ... Tn)lln = G (T) 
und 

(35) A = ~ (T1 + T2 + · · · + Tn)- TT0 = T(A. (T)- G (T)). 
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Hier bedeutet G ( T) das geometrische, A. ( T) das arithmetische Mittel 
der Anfangstemperaturen T1 , ••• , T,.. Die nutzbare Energie eines nach 
aussen hin isolierten Systems erweist sich so gleich dem Produkt 0/US 

der Wätrmekapazität des Systems in die Differenz aus dem arithmetischen 
und geometrischen Mittel der Anfangstemperaturen. 

II. AUgemeine Begrift'e und :Methoden der Thermodynamik. 

16. Thermodynamische Potentiale. Der erste und zweite Haupt
satz kann in die Aussagen 43) zusammengefasst werden, dass 

(36) 
und 

(37) 

dU=dQ-dW 

dS=dQ . T 

die vollständigen Differentiale zweier Funktionen sind, deren Werte 
durch den augenblicklichen Zustand des Systems bestimmt werden; diese 
beiden Funktionen heissen Energie und Entropie des Systems. 

Wir gehen jetzt dazu über, diese Gleichungen auf die Frage nach 
dem Gleichgewicht eines thermisch-homogenen idealen thermodyna
mischen Systems von n mechanischen Freiheitsgraden anzuwenden. 
Der Zustand eines solchen Systems ist durch n allgemeine Koordinaten 
X11• x2 , ••• , x,. und durch eine absolute Temperatur T völlig festgelegt. 
Nennt man X 1, Xll, ... , X,. die allgemeinen Komponenten der Kraft 
nach den Koordinaten x11 x2, ••• , x,., so wird die bei irgend einer 
"Verrückung" oder Zustandsänderung dx11 dx11 •• • , dx,. des Systems 
geleistete äussere Arbeit gleich 

dW= X1dx1 + ~dX2 + ··· + X,.dx,.. 

Aus der vorangestellten analytischen Formulierung des ersten und 
zweiten Hauptsatzes schliessen wir, dass 

(38) dU= TdS- X1dx1 - X 2 dx2 - • • ·- X,.dx,.. 

Nun hingen Energie und Entropie nur von dem augenblicklichen Zu
stand des Systems ab; sie sind also bekannt, wenn T, x11 ••• , x,. ge
geben sind. Andrerseits kann der Zustand des Systems auch durch 
S, x11 ••• , x,. festgelegt werden; dann müssen sich Energie und Tem-

43) Die zweite dieser Aussagen ist mit der Behauptung gleichwertig, dass 
T ein "integrierender Nenner" des Differentials dQ ist. Vgl. Zeuner, Grundzüge 
der mechan. Wi!.rmeth., 2. Auß.., p. 7 41 wo die fragliche Eigenschaft für den re
ziproken Wert der Oarnot'schen Funktion p, ausgesprochen wird, der mit T 
identisch ist. 
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peratur durch eben diese Grössen ausdrücken lassen. GI. (38) ent
spricht dieser Wahl der unabhängigen Koordinaten und zeigt, dass 

au au au 
(39) oS = T, oxl =- Xu OXn =- xn, 

wo u als Funktion der Grössen s, Xu ... ' xn gedacht ist. Mithin 
sind alle thermodynamischen Eigenschaften des Systems durch die 
Differentialquotienten einer einzelnen Funktion U ausgedrückt. Diese 
Funktion U kann als das thermodynamische Potential des Systems an
gesehen werden, sofern als unabhängige Variable die allgemeinen Koor
dinaten x1 , •.• , xn und die Entropie S benutzt werden. 

Es ist unter Umständen praktischer, statt der eben benutzten 
andere unabhängige Variable zu Grunde zu legen; dann übernehmen 
andere Funktionen diejenige Rolle, die soeben U spielte. Wir be
zeichnen diese Funktionen allgemein mit iY und unterscheiden sie 
durch Indices, welche auf die Wahl der unabhängigen Koordinaten 
hinweisen, sodass die Energiefunktion U hiernach mit iYs,., zu be
zeichnen wäre. 

1) Die unabhängigen Variabeln seien T und x11 ••• , xn. Wir 
setzen 

(40) ct: = U- TS· UTx l 

dann wird mit Rücksicht auf (38) 

der:. =dU- TdS- SdT UTx (41) 
=- SdT- X1 dx1 - • • ·- Xndxn. 

Ist also iYTx durch die Grössen T, x11 ... , xn ausgedrückt, so folgt: 

(42) oifTx - - s oifTx oifTx = - X oT- ' ox1 =-Xu OXn n• 

2) Die unabhängigen Variabeln seien die Kraftkomponenten 
X1 , ..• , Xn und die Temperatur. Wir definieren eine neue Funktion 
iY T x, indem wir setzen: 

(43) 

nun wird 

(44) 
diYTX = diYTx + Xldxl + xldX1 + ... + Xndxn + xndXn 

=- SdT + x1 dX1 + · · + xndXn. 

Ist also iY T X durch T, xll ... ' xn allein ausgedrückt, so ergiebt sich 

(45) 
oifTx __ ß 
oT - ' 
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3) Schliesslich kann man auch X1 , .•. , X,. und S als unab
hängige Variable einführen. Dann ist die geeignete Funktion ~ die 
folgende: 
(46) ~sx = U + X1 x1 + · · · + X,.x,.. 
Die partiellen Differentialquotienten der durch die Variabeln S, X1 , •.. , X,. 
ausgedrückten Funktion ~sx lauten: 

og;sx i75sx ag;sx 
(47) -'()S~ = T, oX =X11 oX = x,.. 

1 n 

Die Grössen U und ~ sind genau genommen sämtlich thermo
dynamische Potentiale des Systems. Da indessen ~Tx und ~Tx am 
meisten vorkommen, werden diese insbesondere unter der Bezeichnung 
,,thermodynamische Potentiale11 verstanden. ~Tx wird von Helmholtz 44) 

als freie Energie bezeichnet; sie ist gleichbedeutend mit dem inneren 
thermodynamischen Potential von Duhem 45) und der mittleren Lagrange
schen Funktion von J. J. Thomson 46). ~ T x ist das totale thermodyna
mische Potential von Duhem. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall eines einfachen Systems 
(z. B. einer Flüssigkeit). Hier tritt neben S oder T als einzige zur 
Festlegung des Zustandes noch erforderliche Koordinate das Volumen 
der Flüssigkeit V auf; da die Arbeit einer Volumvermehrung dV gleich 
pdV ist, so wird die zugehörige Kraftkomponente gleich dem Flüssig
keitsdrucke p. Die thermodynamischen Potentiale lauten jetzt 

~sv=U, ~:rv=U-TS, ~Tp= U-TS-t-pV, ~sp= U-t-pV. 

Zur Abkürzung der etwas schwerfälligen Bezeichnung soll für diese 
vier Funktionen der Reihe nach geschrieben werden: 

(48-51) U, ~VI ~PI ~s· 
Sie liefern die Beziehungen: 

ou 
oS =+T, ~~ =- p ... (Variable S und V), 

og;v=-S og;v 
T V)' ov=-p ... ( " " (52-55) oT ' 

ag;p =- s o5p 
oT ' a:p=+V ... ( " 

T 
" p), 

og;s- + T ag;s 
( s p). oS- ' a:p=+V .. " " 

44) H. von Helmholtz, Zur Thermodynamik chemischer Vorgänge, Berl. 
Ber. 1882\ p. 30; Wiss. Abhandlungen, Leipzig 1883, 2, p. 958. 

45) P. Duhem, Traite elem. de mec. chim., Paris 1897, 1, p. 88. 
46) J. J. Thomson, Applications of Dynamics, London 1888, cap. 10. Wegen 

des Bildungsgesetzes dieser Funktionen vgl. Encykl. 4, Artikel Stäckel: Analy
tische Mechanik. 
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Dabei kann ~ v und ~P aJs thermodynamisches Potential bei gegOOen.em 
Volumen bez. bei gegebenem Druck bezeichnet werden, indem man in 
beiden Fällen im Gedächtnis behält, dass in der Form von ~ auch 
die Abhängigkeit von der Temperatur mit gegeben ist. Duhem sagt 
statt dessen thermodynamische Potentiale bei konstantem Volumen 
(konstantem Druck), weil alle Zustandsänderungen, die bei konstantem 
Volumen (Druck) vor sich gehen, besonders einfach durch ~ v (~P) 
beschrieben werden können. 

Die grundlegende gemeinsame Eigenschaft aller dieser Grössen, 
dass nämlich die sämtlichen physikalischen und mechanischen Koef{isienten 
des Körpers (Ausdehnungskoeffizienten, Elastizitätskoeffizienten etc.) 
bekannt sind, wenn eine dieser Grössen als Funktion der zur Festlegung 
des ~des gewählten unabhängigen Variabeln gegeben ist, wurde zuerst 
von F. Massieu 41) in den Jahren 1869-1876 ausgesprochen; dieser 
nannte solche Funktionen charakteristische Funktionen. Seine Funk
tionen H und H' sind in unserer Bezeichnungsweise gegeben durch 
H =- ~v, H' =- ~P· J. W. Gibbs 48) benutzt den Buchstaben 1/J 
für ~"' b für ~P, x für ~s; das Wort Potential gebraucht Gibbs 
bei chemischen Systemen in einem etwas anderen Sinne (vgl. Nr. 26). 
M. Planck 49) u. a. führen eine Funktion - ~p/T ein, der aber nicht 
die Eigenschaft eines- thermodynamischen Potentials im obigen Sinne 
zukommt. 

17. Stabilitätsbedingungen. Die Gleichungen der vorigen Nummer 
können als die Bedingungen des Gleichgewichts eines thermodyna
mischen Systems angesehen werden; dabei kann das durch diese Be
dingungen definierte Gleichgewicht, ähnlich wie in der Mechanik, 
stabil, labil, (instabil) oder indifferent (neutral) sein. 

Ein Zustand A soll stabil genannt werden, wenn das System nicht 
imstande ist, von selbst aus diesem Zustande in irgend einen mög
lichen benachbarten Zustand B überzugehen, während es wohl von B 
nach A übergehen kann. Wenn der Übergang von A nach B mög
lich, der von B nach A unmöglich, so ist der Zustand A notwendig 
labil. Die Stabilität ist also dann gesichert, wenn der 'Übergang von 
A zu jedem benachbarten Zustande B die aus der Olausius'schen Un-

47) F. Massieu, Paris, C. R. 69 (1869), p. 858, 1057; Paris, Mem. sav. etr. 22 
(1876); J. phys. 6 (1877), p. 216. 

48) J. W. Glbbs, Equil. of heterog. subst., Connect. Ac. Trans. 3 (1876, 
1878) p. 108-248 und p. 343-524. 

49) Ann. Phys. Chem. 19 (1883), p. 359. Gibbs führt (s. vorige Anm.) den 
Gebrauch von -%pjT und -%vfT auf Massieu (Paris C. R. 69 (1869), p. 858, 
1057) zurück. 
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gleichung in Nr. 14 gezogenen Folgerungen verletzen würde. Die 
Bedingung der Neutralität eines Gleichgewichts ergiebt sich aus der 
der Stabilität durch Verwandlung des Zeichens der Ungleichheit in 
das einer Gleichheit. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden, wird dies 
bei den folgenden Kriterien nicht jedesmal hervorgehoben werden. 

a) Nach aussen abgeschlossenes System. Die Bedingung dafür, 
dass ein solches System im Zustande A stabil sei, ergiebt sich durch 
Umkehrung des Sinnes von Ungleichung (21) und lautet: 

(56) Sn< SA. 
Dies ist die erste Hälfte derjenigen Gleichgewichtsbedingungen, welche 
Gibbs seinen Untersuchungen 60) zu Grunde legt und in der folgenden 
Form ausspricht: Damit bei einem nach aussen hin abgeschlossenen 
System ein Gleichgewichtszustand stabil sei, ist es notwendig und 
hinreichend, dass 

I. bei allen Zustandsänderungen, bei denen die Energie des Systems 
ungeändert blC't"bt, die Entropie nicht zunehme; oder dass 

li. bei allen Zustandsänderungen, bei denen die Enflropie wngeändert 
bleibt, die Energie nicht abnehme. 

In Zeichen heisst dies, dass 
entweder (hS)u < 0 oder (h U)s 2: 0. 

Die zweite Hälfte des Kriteriums ist dabei eine unmittelbare 
Folge der ersten. 

b) Das System befindet sich in einer Umgebung von der konstanten 
Temperaflur T und leistet keine Arbeit nach aussen. Durch Umkehrung 
des Sinnes von Ungleichung (25) findet man als Stabilitätsbedingung: 

(57) UB- TSB 2: UA- TSA. 
Dieses Kriterium findet eine häufige Anwendung in den Untersuchungen 
von Van der Waals (vgl. den folgenden Art.). 

Es ist zu beachten, dass, während die Temperatur des Systems 
selbst im Gleichgewichtszustande A mit der der Umgebung T über
einstimmen muss, dies für den Nachbarzustand B nicht der Fall zu 
sein braucht, da ebensowohl Übergänge zu Zuständen B in Betracht 
gezogen werden müssen, bei denen ein Temperaturunterschied zwischen 
der Umgebung und dem System oder Teilen des Systems auftritt, wie 
isothermische Übergänge. Die rechte Seite von (57) bedeutet daher 
die freie Energie des Systems im Zustande A; aber die linke Seite 
stimmt im allgemeinen nicht mit der freien Energie im Zustande B 
überein, weil die Temperatur in B nicht gleich T zu sein braucht. 

50) J. W. Gibbs, Connect. Ac. Trans. 3 (1896), p. 109. 
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c) Das System befindet sich in einer Umgebung von der konstanten 
Temperatur T und dem konstanten Drucke p. In diesem Falle liefert 
die Umkehrung der Ungleichung (26) die Stabilitätsbedingung: 

(58) UB- TSB + pVB ~ UA- TSA + pVAj 

T und p sind zugleich Temperatur und Druck im Zustande A, aber 
nicht notwendigerweise im Zustande B. Die rechte Seite von (58) 
ist daher das thermodynamische Potential des Systems bei gegebenem 
Druck im Zustande A, aber die linke Seite ist nicht ein thermo
dynamisches Potential für den Zustand B, wenn dieser Zustand hin
sichtlich Temperatur oder Druck von der Umgebung verschieden ist. 

d) Einfaches homogenes System. Soll ein solches homogen bleiben 
und sich nicht in mehrere, ihren mechanischen oder thermischen Eigen
schaften nach verschiedene Teile zerspalten, so muss jeder Teil des 
Stoffes im stabilen Gleichgewicht sein, wenn Temperatur und Druck 
der umgebenden Teile festgehalten werden. Daher findet die Bedingung 
des vorigen Falles z. B. Anwendung auf die Masseneinheit des Stoffes 
und liefert mit Rücksicht auf die p. 73 eingeführte Bezeichnungsweise: 

(60) Ju- TJs + pJv ~ 0. 

Diese Form der Stabilitätsbedingung ist ebenfalls von Gibbs 51) benutzt 
und geometrisch gedeutet worden (vgl. den folgenden Art.). 

Entwickelt man Ju nach Potenzen von Js und Jv, so muss die 
Summe der linearen Glieder in (60) verschwinden, die der quadratischen 
Glieder positiv definit sein. Erstere Forderung führt auf die mit (52) 
übereinstimmenden Gleichungen: 

ou ou 
(61) OS = T, ov =-Pi 

letztere liefert die folgenden Stabilitätsbedingungen: 

(62) 

(63) a~u 01 U ( o'u )2 
OV 1 081 - osov > o. 

Bedingung (63) wurde in einer Prüfung zu Cambridge vorgelegt51) 

in der Form: 

51) J. W: Gibbs, Connect. Ac. Trans. 2 (1873), p. 388-392. 
52) Mathematical Tripos 1880. H. H. Turner, Examples in Heat and Elec

tricity, London 1885, p. 26, exemple 71. 
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Wird die linke Seite im besonderen Null, so befindet sich der Zu
stand an der Grenze zwischen Stabilität und Labilität. 

Die Bedingungen (62) und (63) sind ferner äquivalent mit den 
folgenden Bedingungen: 

(64) (:~)r<O, (:~).<0, (;;)P<O, (:;t<O. 
Die ersten beiden drücken die Thatsache aus, dass die Elastizitäts
moduln bei konstanter Temperatur und Entropie positiv sind (vgl. 
Bezeichnungen p. 75); die letzten beiden fordern, dass die spezifischen 
Wärmen für konstanten Druck und konstantes Volumen positiv seien. 

Die letztere Forderung bildet eine Spezialisierung des sogenannten 
Helmholtz'schen Postulates 53), welches für ein System von allgemeinem 
Charakter wie folgt ausgesprochen werden kann: 

Wenn ein System auf Normalkoordinaten bezogen ist, werden seine 
spezifischen Wärmen positiv. 

Eingehender behandelt Duhem 54) die thermodynamische Stabilität 
eines allgemeinen Systems, indem er sich auf das Dirichlet'sche 55) 

Stabilitätskriterium der Dynamik stützt. Ebenso wie in dem zuletzt 
betrachteten Falle hängt die Stabilität von den unendlich kleinen Ände
rungen zweiter Ordnung der thermodynamischen Potentiale ab, falls die 

V ariabeln, die den Zustand des Systems definieren, sich um unendlich 
kleine Grössen erster Ordnung ändern. Die analytische Formulierung 
der Stabilitätsbedingungen betrifft daher die zweiten partiellen Diffe

rentialquotienten der Potentiale. Steht das System unter dem Ein
fluss äusserer Kräfte, die ein Potential .Q, haben, so findet Duhem, dass 

das System stabil ist gegenüber allen adiabatischen Änderungen, wenn 

U + .Q, ein Minimum ist, und dass es stabil ist gegenüber allen iso
thermischen Änderungen, wenn U- T S + .Q, ein Minimum ist. Dabei 
wird ein System, welches bei isothermischen Änderungen stabil ist, 
auch stabil bei adiabatischen Änderungen, falls es dem Helmholtz'schen 
Postulate genügt. 

18. Wechsel der unabhängigen Variabeln. Da von den drei 
Variabeln p, v und T irgend zwei genügen, um den Zustand einer 

homogenen (tropfbaren oder gasförmigen) Flüssigkeit festzulegen, so 
muss es für jede solche Substanz eine Gleichung von der Form 

(65) f(p, v, T) = 0 

63) H. von Helmholtz, Zur Thermodynamik chemischer Vorgänge, Berl. 
Ber. 1882, p. 30; Wiss. Abhandlgn. 2, p. 958. 

64) P. Duhern, J. de Math. (4) 2 (1894), p. 262-286. 

55) Lejeune Dirichlet, J. f. Math. 82 (1846), p. 85. 
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geben, welche jene drei Variabeln mit einander verknüpft und die 
aus V ersuchen zu bestimmen ist. Es gilt daher 

of of of 
'iJp dp + 'iJv dv + o,T dT= O, 

hieraus folgt z. B. bei festgehaltenem T 

( dp) of/ of 
dv T=- 'iJv 'iJp 

und zwei entsprechende Gleichungen. Man schliesst aus ihnen, dass 

(66) 
und dass 66) 

(dp) . (dv) _ 1 
dv T dp T-

(67) (:~)1'. (:;)p. (~~). =- 1. 

Die der Masseneinheit zugeführte Wärme dq kann in einer der 
folgenden Formen geschrieben werden: 

(68) dq = r.dT + z.av, 
(69) dq = r11 dT + l11 dp, 
(70) dq = Mdv + N dp, 

wo r. und r11 die Wärmekapazitäten der Masseneinheit (spezifische 
Wärmen) bei konstantßm Volumen oder konstantem Druck, z. und l11 

die latenten Wärmen der Masseneinheit bei konstanter Temperatur 
für eine Änderung des Volumens oder des Druckes bedeuten ( vgl. 
hierzu den vorausgeschickten Abschnitt "Bezeichnungen") und die 
Zeichen M und N gewisse Funktionen der in Gleichung. (70) zu un
abhängigen Variabeln gewählten Grössen v und p bedeuten. Wenn 
man die unabhängigen Veränderlichen in einer dieser Formeln ändert, 
muss sich eine der anderen Formeln ergeben. So erhält man 

r.dT + z.av = r.,dT + z.,{ (:;)11dT + (:;)1' dp}; 

vergleicht man dieses mit (69), so ergiebt sich 

(71) l11 = z.(:;)7', r11 = r. + z.(aai)11 • 

Ähnlich erhält man: 

(72) '}'., = 'Yp + lp(:~).,. 
Durch Elimination von d T aus (68) und (69) folgt ferner 

(73) 

66) OlaUBius, Abband!. 2, p. 16, Gleichung (27). 
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und durch Vergleichung mit (70) 

(74) M= rvl~-, N= ~-
rv-r" r"-rv 

Für eine adiabatische Zustandsänderung ( dq = 0) können die 
Quotienten der Differentiale von p, v und 'I' hiernach bestimmt werden. 
Führt man die Elastizitätsmoduln e, und eT bei konstanter Entropie 
und konstanter Temperatur ein, nämlich ( vgl. den Abschnitt "Bezeichn.") 

e =-V (dp) eT = -V (dp) 
• dv s' dv T' 

so ergiebt sich aus (70), (74) und (72) 

e =V M =-V "'pl~ =-V "'p (dp) = "'p eT 
s N r.zv r" dv T r" 

oder 

(75) e, "'p 
-=-=%. 
eT r" 

In Worten heisst dieses: Die Elastizitätsmoduln für adiabatische und 
isotherme Zustandsänderungen verhalten sich ebenso wie die spezifischen 
Wärmen bei konstantem Druck und konstanter Temperatur. 

Für adiabatische Änderungen erhält man ferner aus ( (68), (71)) 
bez. ((69), (72)) die folgenden Formeln: 

(76) (dv) r"' 'lv (dv) 
dT. = -z;; =- rv-1. dT v' 

(77) (:~). =- ~ =- Y"~rv (:~L 
Wenn neben Temperatur, Volumen und Druck auch Entropie 

und Energie s und u der Masseneinheit in Betracht gezogen werden, 
hat man im ganzen fünf Variable. Irgend zwei von ihnen können 
als unabhängige Variable oder als "Koordinaten des Zustandes" be
trachtet werden; die übrigen sind dann für die gleiche Substanz ab
hängige Variable und Funktionen jener Koordinaten. Ferner wird 
der partielle Differentialquotient einer Variabeln nach einer anderen 
verschieden ausfallen, je nachdem man von den übrigen Variabeln die 
eine oder die andere oder die dritte beim Differenzieren festgehalten 
hat. Bei 5 Variabeln ergeben sich auf solche Weise 5 · 4 · 3 = 60 
verschiedene partielle Differentialquotienten; jeder derselben ist, je 

nach der Wahl der unabhängigen Koordinaten, in ~:: = 10 ver

schiedenen Formen auszudrücken; im Ganzen sind 60 · 10 = 600 
Formeln erforderlich, um alle diese partiellen Differentialquotienten 
durch jedes Koordinatenpaar auszudrücken. 
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In manchen Lehrbüchern werden solche Formeln in tabellarischer 
Anordnung gegeben. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden, kann man 
die Resultate unter die folgenden fünf Rubriken bringen: 

Es seien x, y die unabhängigen, a, {J, r die abhängigen V ariabeln. 
Dann hat man 51) 

(78) 

(79) 

(80) 

(81) (da) 1 
dfl :X:= (dfl) = 

\da :x: 

(82) (da) 1 
dfl y = (dp) = 

da y 

Indem man für x, y, a, {J, r die Werte v, p, T, s, u in irgend 
einer passenden Reihenfolge einsetzt, kann jeder partielle Differential
quotient durch jedes Paar von Zustandskoordinaten ausgedrückt und 
kann jede thermodynamische Formel, welche die in Rede stehenden 
Differentialquotienten enthält, gewonnen werden. 

Ähnlich liegen die Dinge bei einem System von beliebig vielen 
Freiheitsgraden; die partiellen Differentialquotienten lassen sich dann 
in der Form von Funktionaldeterminanten darstellen 58). 

19. Folgerungen aus den Integrabilitätsbedingungen. Die 
Bedingung dafür, dass Xdx + Y dy ein vollständiges Differential ist, 

67) Die Gleichungen (78) bis (82) können leicht nach bekannten analytischen 
Methoden gefunden werden; ausserdem ergeben sich die ersten vier Gleichungen 
auch, wenn man in der (a:, y)-Ebene ein krummliniges Viereck konstruiert, das 
von den Kurven a = const., a +da= const., fl = const., fl + dfl = const. begrenzt 
wird, und die verschiedenen Ausdrücke für dessen Inhalt nach Forthebung des 
gemeinsamen Faktors da d fl einander gleichsetzt. Die fünfte Gleichung folgt 
dann durch Division zweier vorhergehender durch einander. Dies geometrische 
Verfahren wurde durch die Arbeiten von Rankine ausgebildet. 

68) Vgl. z. B. B. Weinstein, Thermodynamik, p. 107. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 8 
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lautet bekanntlich o Xjoy = o Y / o x. Nach dem ersten Hauptsatz ist 

du= dq- pdv 
ein vollständiges Differential. Benutzt man hier die in der vorigen 
Nummer angegebenen drei Formen von dq (Gleichung (68) bis (70)), 
so ergeben sich die folgenden Identitäten: 

o<Z~-p) or~ 
(83) 61.-, = Tv' 

o(ZP+v) orp 
(84) oT = op' 

'ON oM 
(85) Tv = 8P - 1. 

Nach dem zweiten Hauptsatz ist andererseits 
dq 

ds=T 

ein vollständiges Differential. Daher gelten auch die folgenden Be
ziehungen: 

oz~ z. or" 
(86) 

(87) 

(88) 

oT- T=av, 
ozp zp orp 
oT- T = op' 
oN NoT oM M oT 
Tv-'fav=7P- Top· 

Durch Zusammenfassung des ersten und zweiten Gleichungstripels 
erhält man: 

(89) (;~)" = ~' (90) (;;)P =- ~, (91) N°0~- M~! =- T, 
sow1e die weiteren Beziehungen 

~92) (~r·) = T (o2p) 
\ ov r o T2 "' 

welche bei der Bestimmung von rP und r" von Nutzen sind. 
Die Gleichungen (89) und (90) gehören zu einem Satz von vier 

Gleichungen, welche gewöhnlich als die "vier Maxwell'schen thermo
dynamischen Relationen" bezeichnet werden 60). Wir leiten dieselben be
quemer mit Hülfe der thermodynamischen Potentiale ab (vgl. Nr. 16, 
p. 106). Dieselben mögen, wenn sie sich auf die Masseneinheit der 
Flüssigkeit beziehen, 

u, ~"' ~pl ~. 
(vgl. den Abschnitt "Bezeichn." am Anfange des Art.) heissen. 

60) J. C. Maxwell, Theory of heat, 1. Aufl., London (1871), p. 167; 10. Aufl. 
(1891), p. 169. 



20. Die thermodynamischen Koeffizienten etc. 115 

Nun gelten die selbstverständlichen Beziehungen: 

aus ihnen 
bis (55): 

(94) 

(95) 

(96) 

(97) 

iY1u ()!u iJ!~" 0 1~" 
osov = ovos' iJTov = ovoT' etc.; 

ergiebt sich mit Rücksicht auf die Gleichungen (52) 

(oT) _ T (op) 
1JV.-- oq .. ' 
(o:q) (op) ov T= + T oT v' 

(oq) _ T (ov) op T-- oT p 1 

(oT) = + T (ov) . op • oq p 

Die somit gewonnenen Maxwell'schen Relationen sind experimentell 
geprüft und bestätigt. Gleichung (95) wurde zuerst von Olapeyron 
gefunden (vgl. Nr. 10); sie ist mit Gleichung (10) und (89) identisch. 

Die Maxwell'schen Relationen führen zu den folgenden qualita
tiven Folgerungen, sowie zu entsprechenden quantitativen Ergebnissen: 

Wenn ein Stoff adiabatisch gedehnt wird, nimmt seine Temperatur 
mit zunehmendem Volumen zu oder ab, je nachdem eine Wärme
zufuhr bei konstantem Volumen den Druck verkleinert oder vergrössert. 

Wenn ein Stoff isothermisch gedehnt wird, nimmt er mit zu
nehmendem Volumen Wärme auf oder giebt Wärme ab, je nachdem 
der Druck bei konstantem Volumen mit steigender Temperatur zu
oder abnimmt. 

Wenn ein Stoff isothermisch gedrückt wird, nimmt er mit wachsen
dem Druck Wärme auf oder giebt sie ab, je nachdem das Volumen 
bei konstantem Druck mit steigender Temperatur ab- oder zunimmt. 

Wenn ein Stoff adiabatisch gedrückt wird, nimmt seine Temperatur 
mit wachsendem Druck zu oder ab, je nachdem eine Wärmezufuhr 
bei konstantem Druck das Volumen vergrössert oder verkleinert. 

Ein Beispiel liefert das V erhalten des Wassers unterhalb der 
Temperatur der grössesten Dichte; wir verweisen dieserhalb auf den 
folgenden Artikel. 

20. Die thermodynamischen Koeffizienten, ausgedrückt durch 
die thermodynamischen Potentiale. Die Gesamtheit der thermo
dynamischen Koeffizienten, die in den vorhergehenden Nummern vor
kamen, lassen sich durch die thermodynamischen Potentiale iJ" und 
iJP der Masseneinheit in einfacher Weise ausdrücken. Indem wir die 
zusammengehörigen Ausdrücke einander gegenüberstellen, sehen wir, 
dass zwischen ihnen eine Art Dualitätsprinzip besteht. 

8* 
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~~-Fonneln. 
Spezifische Wärme bei kon

stantem Volumen: (98) 

1' = (~-) = T(~) =- To'%~ · 
~ oT., oT ., ()T' 

~P-Formeln. 
Spezifische Wärme bei kon

stantem Druck: (98') 

'J'p = (ffi)p = TU;)p =- To;~:. 
Spezifische Wärme bei konstantem Spezifische Wärme bei konstantem 
Druck: Volumen: 

'J'p= T(;;)P 

=T{(~) +~(~) } oT., ov oT p 
{os%., 02%., (()v) } =-T oT2 + oTov oT p . 

Nun ist aber p =- 00~"; also giebt 

p=const.: 

o'%~ o'%. ( ov) 
O= ()voT + ()v 2 • oT p; 

r.,=T(;;t 
= T { (_?_!__) + ~ (op) } ov p op oT., 
=-T {o~%p + o'%p (op) }· oT1 oTopoT., 

Nun ist aber v = + 00~; also giebt 

v=const.: 

o'%p o2%11 (op) 0 = opoT+ op1 oT .,; 
indem man diesen Wert von ovjoT indem man diesen Wert von opjoT 
oben einsetzt, folgt (99) oben einsetzt, folgt (99') 

mithin (100) 

( a~%. )2 o'%., 'J'p-r~=T ovoT I OV2 

=-T(op)2lop. oT dv 

Der Ausdehnungskoeffizient bei 
konstantem Druck 

a=I.(~)· v oT p 

Bei konstantem p ist 

d o%~ = 02%. dv + __q~%., d T = 0· ov ov' ovoT ' 
mithin wird (101) 

a =- ()2ij., I vo~% •. 
ovoT ov1 

Andererseits ist (102) 

a'=I.(op) =+__?~%.,I o%.,. p oT ., ovoT ov 

mithin (100') 

( a~%p )l! a'%p r.-rp=T apaT I ap'J 
=+T(~)2I()v. aT ap 

Der Temperaturkoeffizient des 
Druckes bei konstantem Volumen 

a' = 1:._ (JR) . 
p oT" 

Bei konstantem v ist 

ao%p=o1%pdp+,2~'frp dT=O· op op'J opoT ' 
mithin wird (101') 

, a~'frp I ()lijp 
a =- opoT p op2 • 

Andererseits ist (102') 

1 (ov) o2'fr11 / o%p a=v oT 11=opoT 61J' 
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Entsprechendes liesse sich für andere thermodynamische Koef:fi
cienten durchführen; doch möge die vorstehende Liste genügen. 

21. Thermo-Ela.stizitii.t. Als Beispiel eines Systems, dessen 
Zustand im Gegensatz zu dem der Flüssigkeiten von mehr als einer 
mechanischen Koordinate abhängt, möge die Thermodynamik des 
elastischen festein KdrpfJ1's 61) in allgemeinen Umrissen skizziert werden; 
nähere Ausführungen hierzu bringt der :(olgende Artikel. 

In der Elastizitätstheorie wird die Formänderung eines Körpers 
durch sechs Komponenten beschrieben, welche E.,, E", E., '}'.,, r", r. 
heissen mögen und welche mit den V errückungen ~~ '1/, e des Punktes 
x, y, z durch Gleichungen von der Form 

E.,=~;, ... , '}'.,= ~ (~~+:;),··· 
zusammenhängen. Andererseits wird der Spannungszustand dm·ch die 
Angabe der sechs Komponenten fl.,, 611 , 6111 -r:.,, -r:", -r:. beschrieben, 
welche so gewählt sind, dass bei einer hinzukommenden Formänderung 
(dE, dr) die am Körper geleistete Arbeit, pro Volumeinheit des nicht 
deformierten Körpers berechnet, beträgt: 

fJ.,dE., + • • • + t:";d'}'., + • • • 
Bedeutet f! die Dichte im ursprünglichen, nicht-deformierten Zu

stande, so folgt aus den thermodynamischen Grundgesetzen als zu
gehörige Anderung du der inneren Energie pro Masseneinheit: 

1 
(103) du= Tds + -q (fl.,dE., + · · · + -r:.,dr., + · ·} 

Führt man daneben das thermodynamische Potential ij. bei ge
gebener Formänderung ein, nämlich 

so wird 
ij,= u- Ts, 

(104) 

Hiernach bedeuten die Produkte f!U und f!i'Y• die in üblicher Weise 
definierten, auf die ursprüngliche Volumeinheit bezogenen elastischen 
Potentiale, ausgedrückt als Funktionen der Formänderungen einerseits, 
der Entropie oder der Temperatur andererseits. 

Die lntegrabilitätsbedingungen liefern Beziehungen 69) von der 
Form: 

(105) + e06:),, 1' = (~;),, •',y' -~- (~~),, y =- (;:;;T,o', 1' etc., 

61) Lord Kelvin, Quart. Math. Joum. 1 (1857), p. 57. 
62) Erläuterungen hierzu giebt P. G. Tait, Sketch of thermodynamics. 

Edinburgh 1868, p. 114. 
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wo die den Differentialquotienten beigefügten Indices wieder die beim 
Differenzieren festgehaltenen Variabeln angeben und E' im vorliegen
den Falle die beiden Grössen E11 und E• vertritt. Die Grösse Q wird 
bei der Differentiation als konstant angesehen, da sie die ursprüng
liche Dichte bedeutet. 

Wenn die Spannungskomponenten 11"', t1"' 11., .,;"'' -e", -e. bei den 
zu betrachtenden Zustandsänderungen gegeben sind, werden die als
dann zu benutzenden Potentiale erhalten, indem man von u und g:. 
den Ausdruck 

1 
- ( 6"' E"' + t11,E11 + tJ.E. + -e"'r"' + 7:11 Yu + 1:.r.) q 

subtrahiert; die so erhaltenen Potentiale, welche den Bildungen 5s.x 
bez. 5TX in der allgemeinen Theorie der Nr. 16 entsprechen, sind als 
Funktionen der Spannungen einerseits, der Entropie oder Temperatur 
andererseits aufzufassen. Dieselben mögen der Kürze halber g:, und 
5T heissen. g:, ist wieder bei adiabatischem Spannungsverlauf (z. B. 
schnelle Schwingungen), g:T bei isothermischem ( z. B. stationäre Be
anspruchung) zu benutzen. Handelt es sich im besonderen um eine 
stationäre einfache Zugbeanspruchung parallel zur x-Axe bei kon
stanter Temperatur, so gilt 

E =-_!_(O~T) 
"' q 011z T 

und es bedeutet 11"'/E"' den gewöhnlichen Elasticitätsmodul. 
Weiter führt der Umstand, dass dir, und d g:T vollständige Diffe

rentiale sind, zu den Folgerungen: 

(106) ~ (0o':t"' =- (~;j,' ~ (~it"' = + (;;)T· 
Diese Gleichungen können ebenso wie die Maxwell'schen Relationen in 
Nr. 19 gedeutet und an Hand des Experimentes 63) geprüft werden. 
Z. B. besagt die vorletzte Gleichung, dass eine plötzliche ( d. h. adiaba
tische) Zunahme der Spannung die Temperatur eines Drahtes erhöhen 
oder erniedrigen wird, je nachdem eine Wärmezufuhr bei konstanter 
Spannung Verkürzung oder Verlängerung des Drahtes bewirkt. Ersteres 
ist der Fall bei Kautschuk. Wir verweisen wegen näherer Ausführungen 
auf den folgenden Art. 

63) J. P. Joule, Lond. Trans. 149 (1859), p. 91; Scientilic papers 1, p. 143; 
Edlund, Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p. 1; 126 (1865), p. 539. 
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22. Vollkommene Gase. Die Mehrzahl der Gase genügt, wie 

man gefunden hat, mit grösserer oder geringerer Näherung den folgen

den Gesetzen, vorausgesetzt, dass ihr Zustand hinsichtlich Druck und 

Temperatur genügend weit von demjenigen Zustande entfernt ist, in 

dem sie tropfbar-flüssig werden. 
1) Das Boyle'sche Gesetz 64) (auch Mariotte'sches Gesetz genannt). 

Wenn die Temperatur konstant ist, ändert sich das Volumen um

gekehrt wie der Druck. Es ist also pv = const., wenn T = const., 
oder allgemeiner ausgedrückt: 

pv = f ( T) = Funktion von T allein. 

2) Das Gay-Lussac-Joule'sche Gesetz 65). Bei der isothermischen 

Kompression eines Gases wird die ganze Kompressionsarbeit in Wärme 

umgesetzt; umgekehrt ist bei der isothermischen Expansion eines 

Gases die geleistete Arbeit der aufgenommenen Wärme äquivalent. 

3) Die Olausius'sche Annahme 66). Die spezifische Wärme bei 

konstantem Volumen ist von der Temperatur unabhängig. 

Ein vollkommenes Gas ist eine ideale Substanz, welche auf zwei 

Weisen definiert werden kann. Nach der einen Definition ist ein 

vollkommenes Gas eine Substanz, welche den beiden ersten Gesetzen 

genau genügt; nach der anderen, von Clausius zu Grunde gelegten 

Definition ist es eine Substanz, die allen drei Gesetzen genau genügt. 

Wir leiten zunächst aus der ersten Definition die hauptsächlichen 

Gasgesetze ab. Wenn ein Gas bei konstanter Temperatur langsam 

64) R. Boyle, N ew experiments touching the Spring of Air. London 1660; 

Mariotte, Second Essai de Physique 1679, Ges. Werke. Haag 1740, p. 151. 

65) Dasselbe wurde durch den folgenden Versuch festgestellt. Man nimmt 

zwei gleiche Kupfergefasse .A und B, welche durch einen Hahn verbunden und 

in Wasser getaucht sind. Gefäss A enthält komprimiertes Gas, Gefäss B ist 

leer. Lässt man das Gas von A nach B übergehen, so darf das Wasser nicht 

erwärmt werden, wenn das Gesetz richtig ist. In dieser Weise wurde der Ver

such von Joule bei seinen Untersuchungen zum ersten Hauptsatz angestellt. 

V gl. Phil. Mag. (3) 26 (1845), p. 376; Papers 1, p. 172. Indessen ist zu be

merken, dass ein im wesentlichen gleiches Verfahren schon 1806 von Gay-Lussac 
mit Erfolg angewandt wurde. Vgl. Mem. Soc. d'Arceuil 1 (1807), p. 202. Ge

wöhnlich verbindet man den Namen Gay-Lussac's mit derjenigen Folgerung 

dieses Gesetzes, die wir unten als Oharles'sches Gesetz aufführen werden. Weitere 

Versuche wurden von Hirn gemacht (Th. mecanique de la chaleur (3• Ausg.) 

Paris (1875) 1, p. 298). 
66) Dieselbe wird durch Versuche von Regnault gerechtfertigt. 
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expandiert, so gilt wegen dT = 0 (vgl. Gleichung (68)) dq = z.av. 
Andrerseits ist nach dem Joule'schen Gesetze dq_ = pdv. Hieraus folgt 

(107) z. = p. 

Nach der Olapeyron'schen Gleichung (89) ist aber 

(:~). = ~ = ~· 
Durch Integration folgt, dass p proportional mit T wird. Mit Binzu
nahme des Boyle'schen Gesetzes folgt hieraus, dass pv proportional mit 
T ist, oder dass 
(108) pv = BT. 

Der Wert der Integrations-Konstanten B ist offenbar umgekehrt pro
portional der Dichte des Gases bei dem betreffenden Druck und der 
betreffenden Temperatur. 

In der kinetischen Gastheorie wird gezeigt, dass bei gegebener 
Temperatur der Gasdruck nur von der Anzahl n der Moleküle in der 
Volumeinheit abhängt (A.vogadro'sche Reget). Bedeutet M das sog. 
Molekulargewicht, d. h. das V erhältnie der Masse eines Moleküls des 
betr. Gases zur Masse eines Wasserstoffatoms, so ist die Masse der 
V olumeinheit proportional zu Mn und daher das Volumen der Massen
einheit proportional zu 1/Mn; also wird n für alle Gase proportional 
mit 1/Mv. Daraus folgt, dass B umgekehrt proportional mit Mist. 
Setzt man also B = R/ M, so wird R eine universelle Konstante, 
d. h. R hat für alle Gase den gleichen Wert 67). Setzt man v' = M v, 
so ist v' das sog. Molekularvolumen. GI. (108) kann nun auch so 
geschrieben werden, dass sie nur die universelle Konstante R enthält, 
nämlich 
(109) pv' = RT. 

Die absolute Temperatur eines Gases ist sowohl nach GI. (108) 
wie nach (109) bei festgehaltenem Druck dem Volumen und bei un
veränderlichem Volumen dem Druck proportional. Das erste dieser 
beiden Ergebnisse ist unter dem Namen Charles'sches oder Gay-Lussac
sches Gesetz bekannt 68). 

67) In den Bezeichnungen folgen wir dem Vorgange von Zeuner und unter
scheiden demgernäss konsequent zwischen der für das einzelne Gas charakte
ristischen Gaskonstanten B und der wniversellen Gaslwnstamten R = B M. 

68) Aus diesem Gesetz folgt, dass der kubische Ausdehnungskoeffizient 
eines vollkommenen Gases bei konstantem Druck 

ap= ~ (:;)P ~ 
"bei gleicher Temperatur für aJle vollkommenen Gase der gleiche ist. Gay-
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Mithin stellt ein vollkommenes Gas, von dem entweder der Druck 
oder das Volumen konstant gehalten wird, ein Thermometer dar, in
dem sein Volumen oder sein Druck der absoluten Temperatur pro
portional ist. Ist das Gas gewöhnliche Luft, so erhält man das so
genannte Luftthermometer von konstantem Druck oder konstantem 
Volumen, welches leicht experimentell zu realisieren ist. Nach den 
vorausgehenden Erörterungen giebt ein Luftthermometer eine an
genäherte absolute Temperaturskala. Um eine genaue Skala zu er
halten, müsste man die Abweichungen der Luft von dem Boyle'schen 
und Joule'schen Gesetz durch den Versuch bestimmen; hierüber wird 
in der folgenden Nummer berichtet werden. 

Aus (71), (107) und (108) ergiebt sich noch die zu (107) ana
loge Gleichung: 

(107') l = l (dv) =p · (- ~) =- v. 
P " dp T p 

Weiter ist 

(110) du= dq- pdv = y"dT + (l"- p)dv = y"dT, 

letzteres wegen Gleichung (107). Nun ist aber du ein vollständiges 
Differential. Daher wird 1'" eine Funktion von T allein. Das heisst: 
die spezifische Wärme bei konstantem Volumen ist eine Funktion der 
Temperatur allein. Das Gleiche gilt von der inneren Energie u. 

Nach Nr. 18 Gleichung (71) ist für ein vollkommenes Gas: 

(111) (ov) B 
1' P - 1'tJ = l" o T P = p P = B' 

das heisst: Die Differenz der spezifischen Wärmen ist für ein und das
selbe Gas eine Konstante. Für verschiedene Gase verhalten sich die 
Differenzen der spezifischen Wärmen umgekehrt wie die Molekular
gewichte. 

Genügt das Gas auch noch der Clausius'schen Annahme, so 
werden beide spezifischen Wärmen Konstante. 

Lussac (Ann. de chimie 43 (1802), p. 157) bespricht diese Thatsache und be
merkt, dass sie schon früher von Oharles durch Zufall gefunden, aber nicht 
publiziert sei. Die Gay-Lussac'schen Versuchsergebnisse genügen bereits zu 
zeigen, dass die durch verschiedene Gasthermometer gelieferten Temperatur
skalen identisch sind, und den Nullpunkt der Gastemperaturen als denjenigen 
Punkt zu definieren, bei dem das Volumen aller vollkommenen Gase bei kon
stantem Druck verschwinden würde, wenn im Verlauf der Abkühlung das Ver
balten der Gase ungeändert bleiben würde. Die historisch vorangehende Kenntnis 
dieser Temperaturskala erleichterte wesentlich die Einführung der mit ihr zu
sammenfallenden absoluten Temperaturskala und gab den Ausschlag für die 
jetzt allgemein angenommene Definition derselben im Gegensatz zu der von 
Lord Kelvin ursprünglich vorgeschlagenen (vgl. Nr. 10, Anm. 30). 
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Die Gleichungen der Adiabaten ausgedrückt in den Koordinaten 
p und v ergeben sich am leichtesten aus der Beziehung zwischen den 
Elastizitätsmoduln und den spezifischen Wärmen (Nr. 18, Gleichung 
(75)). Hiernach ist 

(op) =" (op) = _ "BT = _ "1!_. ov , ov T v' v 
Durch Integration folgt das von Poisson 69) aufgestellte und nach ihm 
benannte Gesetz: 

(112) pv" = const. 

Man hat diese Formel angewandt 70), um die V erhältniezahl x für 
irgend ein Gas innerhalb derjenigen Grenzen der Annäherung zu be
stimmen, die durch den Begriff des vollkommenen Gases gesteckt sind. 
Beziehen sich die Indices 1 und 2 auf zwei Zustände, die derselben 
Adiabate angehören, so gilt nämlich 

log p, - log p1 
"- -.-==--. - logv1 -logv, 

Noch möge auf den Zusammenhang dieser Zahl mit der Schall
geschwindigkeit hingewiesen werden, der des Näheren in Enc. IV (Art. 
Lamb: Akustik) erläutert ist. Allgemein gilt für die Schallgeschwindig
keit a in einem beliebigen (vollkommenen oder nicht-vollkommenen) Gase, 
dass a2 = (dpjd~).=- v2 (dpjdv),= ve, ist. Für vollkommene Gase 
berechnet man andererseits veT =- v2 (dpjdv)T = BT und erhält 
mit Rücksicht auf GI. (75) a2 = xB T. Bei den wirklichen Gasen ist 
der Wert von (dpjdv)T oder, was auf dasselbe herauskommt, der Wert 
von eT aus der direkten Beobachtung zu entnehmen und man erhält 
a2 = xveT. Wird ausserdem die Schallgeschwindigkeit (oder die 
Wellenlänge des Schalls) in dem betr. Gase beobachtet, so ist " be
kannt71). Es ergiebt sich (für Luft oder Wasserstoff) x = 1,40. 

Um Entropie, Energie und thermodynamische Potentiale eines 

69) S. D. Poisson, .Ann. chim. phys. {2) 33 (1823), p. 15; Traite de Mecanique 
2• edit. 2 (1833), p. 646, 647. 

70) Climent und Desormes, J. phys. 89 (1819), p. 428; Gay-Lussac und 
Welter, Ann. chim. phys. (1) 19 {1821), p. 436, {2) 20 (1821), p. 206; Oazin, .Ann. 
chim. phys. {3) 66 {1862), p. 206; R. Kohlrausch, Ann. Phys. Chem. 136 {1869), 
p. 618; Röntgen, .Ann. Phys. Chem.141 {1870), p. 552, 148 (1873), p. 580; Massau, 
.Ann. chim. phys. (3) 53 (1858), p. 268; Hirn, Th. Mecanique de la chaleur 1 
(2to Aufl.), p. 69. 

71) Wir verweisen insbesondere auf die .Arbeiten von W: Kundt, Ann. 
Phys. Chem. 128 (1866), p. 337, 135 (1868), p. 548 und J. J. Miller, .Ann. Phys. 
Chem. 154 (187 5), p. 113. Wegen weiterer Litteratur s. den im Text genannten 
.Art. aus Bd. IV. 
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vollkommenen Gases unter Zugrundelegung der Clausius'schen De

finition zu bestimmen, schreiben wir der Reihe nach: 

dq = y"dT + pdv, 

d r" T P dT dv 
s = T d + T dv = r. T + B v, 

(113) s = r., logT+ Blog V+ So, 

wo s0 eine Konstante. Ferner ist nach Gleichung (110): 

(114) du= r.,dT, also u = r.T + Uo, 

wo u0 ebenfalls eine Konstante. Nach den Definitionen m Nr. 16 

ergiebt sich aus (113) und (114): 

(115) "J~"T + u0 - T(y. logT+ B log v + s0) 1 
ff = u- Ts 

= Uo- Tso + r.T(1-log T)- BTlog V 

und 

ffp= ~" + pv 

= U 0 - Ts0 + y"T (1 --logT)- BT log (BPT) + BT 

= u0 - T(s0 + Blog B) + (r. + B) T(1- logT)+ BTlog p. 

= u0 - T60 + ypT(l-log T) + BTlogp, 

wo dle Konstante 6 0 den Wert s0 + B log B hat. -
Wir gliedem hier die Behandlung der Gasgemische an und 

drücken ihre thermodynamischen Eigenschaften durch die ihrer kon

stituierenden Bestandteile aus. 
Als Definition dessen, was wir unter einem Gasgemisch verstehen 

wollen, schicken wir die folgende z. B. bei Luft durch die Erfahrung 

bestätigte .Annahme voran: Wenn wir zwei oder mehr Gase sich lang
sam mischen lassen, nachdem wir sie auf gleichen Druck und gleiche 
Temperatur gebracht haben, bleibt ihr Gesamtvolumen bei der Mischung 
ungeändert. Ein Corollar dieser Annahme ist unter dem Namen des 

Dalton'schen Gesetzes bekannt und lautet: Der Druck eines Gasgemisches, 
welches sich in einem gegebenen Volumen V bei gegebener Temperatur T 
befindet, ist die Summe der Partialdrucke, welche die einzelnen Bestand
te~"le in dem Volumen V bei der Temperatur T hervorbringen würden. 

Es seien m' und m" die Massen der beiden Bestandteile des Ge

misches und es mögen ebenso die übrigen thermodynamischen Grössen 

durch Aceente unterschieden werden. Dann ist, wenn die Mischung 

bei gleichem Druck und gleicher Temperatur vor sich geht: 

pv' =B'T, pv'' = B"T 
und 

V ''+ "" ( '+ ") =mv m v = m m v, 
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also 
m' B' + m" B'' 

pv= m'+m" T; 

mithin wird die Gaskonstante des Gemisches 

(117) m'B'+ m"B" 
B= m'+m·' · 

Wenn sich die Gase bei der Temperatur T und dem Drucke p 
ohne Wärmeentwickelung 79) mischen, wird, da bei ungeändert bleibendem 
Gesamtvolumen keine Arbeit geleistet wird, die innere Energie die 
Summe der Energie der Bestandteile sein, also 

(118) (m' + m") u = m'U: + m"u". 
Wir benutzen den Energieausdruck u = r"T + u0 (GI. (114)) und er
halten: 

(m' + m") (r.T + Uo) = m' (r"' T + Uo') + m" er:' T + u.;'), 
also 

(119) m' r,/ + m" rf)" 
r"= m'+m" ' 

eine Beziehung, welche besagt, dass die gesamte Wärmekapazität der 
beiden Bestandteile durch ihre Mischung nicht geändert wird und 
dass auch die spezifische Wärme eines Gasgemisches von Druck und 
Temperatur unabhängig ist. 

Tragen wir die Werte (117) und (119) in die Entropiegleichung 
(113) ein, so ergiebt sich 

(120) m'y.,/ + m"yf)" · m'B' + m"B" 
S= m+m' logT+ m'+m' logv+s0 • 

Schreibt man wieder s', s" für die Entropie der Masseneinheit der 
beiden Bestandteile bei der Temperatur T und dem spezifischen Vo
lumen v, so sagt die vorige Gleichung aus, dass bis auf eine Inte
grationskonstante 
(121) (m' + m") s = m' s' + m" s"; 
d. h. die Gesamtentropie einer Mischung ist (bis auf eine Konstante) 
gleich der Summe der Entropien ihrer Komponenten bei gleicher 
Temperatur und gleichem spezifischen Volumen. 

Nimmt man an, dass die genannte Konstante verschwindet, so 
erhält man die thermodynamischen Potentiale der Masseneinheit der 
Mischung, ausgedrückt durch die ihrer Komponenten: 

72) In diesem Falle sagt man, dass keine chemischen Wirkungen bei der 
Mischung auftreten; nur an solche Gemische ist im-Folgenden gedacht. 0. Ne""' 
mann zitiert die aus der im Text gemachten Annahme folgende GI. (118) als 
Kirchhoff'sche Hypothese. Vgl. Theorie der Wärme, Leipzig 1875, p. 166 oder 
Leipz. Ber. 48 (1891), p. 112. 
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23. Bestimmung der absoluten Temperatur. 

(m' + m'') ~.= m'~"' + m"~;', 
(m' + m'') ~~~= m'~11' + m"~11"; 
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d. h. die thermodynamischen Potentiale der Gesamtmasse der :Mischung 

sind gleich der Summe derjenigen Potentiale, welche die beiden Kom

ponenten für sich bei gleicher Temperatur und gleichem spezifischen 

Volumen hezw. gleichem Druck haben würden. 

Diese Ergebnisse decken sich sachlich mit denen von Gibbs 7') 

und Anderen. 

23. Bestimmung der absoluten Temperatur. Nachdem iri. 

Nr. 9 eine rein theoretische Definition der absoluten Temperatur ge

geben war, mag nun gezeigt werden, wie man absolute Temperaturen 

experimentell bestimmen kann. Die diesbezüglichen Methoden knüpfen 

an die Olapeyron'sche Gleichung (89) oder die analoge Gleichung (90) 

(dp) l" (~) -- lp 
dT 11=T' dT 11 - T 

an, welche in integrierter Form lauten (die Integration bei festgehal

tenem Volumen bez. bei festgehaltenem Druck ausgeführt): 

(124) logT J~:+O, logT=-J~~~v+O. 

Bei der weiteren Verwertung dieser Formel muss die latente Wärme 

z. bez. ZP als Funktion des Druckes bez. des Volumens auf Grund 

experimenteller Daten bekannt sein. Die Integrationskonstante 0, die 

natürlich von v bez. von p abhängt, bestimmt die Einheit der abso-

73) Connect. Ac. Trans. 3 (18'16), p. 210-215. Da die Diffusionzweier Gase 

bei gleicher Temperatur und gleichem Druck irreversibel ist, wird man erwarten, 

dass sie von einer Zunahme der Entropie begle1tet ist. Die obige Annahme nun 

ist gleichbedeutend mit der Behauptung, dass diese Entropiezunahme dieselbe 

ist, wie sie beobachtet werden würde, wenn sich die Gase von ihrem ursprüng

lichen V olum.en m' v', m" v" jedes f1ir sich im Vakuum auf das Volumen V= m' v' 
+ m" v" ausdehnen würden, und kann nach Gibbs durch die folgenden Erfahrungs

thataachen gerechtfertigt werden: Wenn verschiedene Flüssigkeiten oder feste 

Körper mit einer Mischung ihrer Dämpfe im Gleichgewicht sind, so ist der Druck 

des Gemisches gleich der Summe der Dampfdrucke der Komponenten bei gleicher 

Temperatur. Die Gase eines Gemisches können daher voneinander getrennt 

werden, indem man eines von ihnen bei dem spezifischen Volumen v der Mischung 

verflüssigt, von den übrigen abscheidet und nachträglich bei der gleichen Tem

peratur wieder verdampft. Dann ist das spezifische Volumen wieder v. Aus 

dem Umstande, dass dieses Verfahren umkehrbar ist, darf man schliessen, dass 

die Entropie des Gemisches gleich der Summe der Entropien seiner in solcher 

Weise voneinander getrennten Bestandteile ist. 
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luten Temperatur oder die Grösse von 1°. Statt (124) kann man 
auch schreiben 

(125) log Ts =!dp, bez. logT~ = -j"·av. 
T1 l~ T1 lP 

A ~ 

Wir haben nun an berühmte V ersuche von Joule und Kelvin 74) zu 
erinnern, durch welche die Auswertung der rechten Seite unserer Glei
chung ermöglicht wird. Die Anordnung dieser V ersuche war, soweit 
sie für uns in Betracht kommt, folgende: 

Man lässt das Gas durch eine Röhre strömen, welche einen V er
schluss mit einer Anzahl Durchbohrungen oder einen porösen Stopfen 
enthält. Beim Passieren derselben erleidet das Gas durch die Reibung 
iDJ. Stopfen eine Abnahme des Druckes. Es bieten sich nun zwei Be
obachtungsmethoden dar 1 je nachdem man den Vorgang isothermisch 
oder adiabatisch leitet: 

a) Das Gas wird in einem Kalorimeter auf seiner ursprünglichen 
Temperatur gehalten und es wird die Wärme gemessen, die das 
Kalorimeter abgiebt, während die Masseneinheit des Gases durch 
den Stopfen strömt. Schliesslich wird diese Wärmemenge durch 
Multiplikation mit dem mechanischen Wärmeäquivalent auf Arbeits
einheiten reduziert. 

b) Dem Gase wird weder Wärmeenergie von aussen zugeführt, 
noch entzogen; man misst die Temperaturänderung, die durch den 
Stopfen hervorgerufen wird, an einem gewöhnlichen Thermometer. 

a) Im ersten Falle sei p, v und p', v' Druck und Volumen der 
Masseneinheit des Gases vor und nach dem Durchgang durch den 
Stopfen, q die Wärmemenge, die dem Kalorimeter durch die Massen
einheit des Gases entzogen wird. Um eine konstante Gasmenge in 
Betracht zu ziehen, kann man annehmen, dass vorne und hinten in 
der Röhre bewegliche Kolben angebracht sind, durch die der Druck 
auf beiden Seiten konstant gehalten wird. Geht eine Gasmenge dm 
durch den Stopfen, so rückt der hintere Kolben um vdmjF nach, 
während der vordere Kolben um v' dm/ F vorwärts getrieben wird, wo 
F den Querschnitt der Röhre bedeutet. Mithin bedeutet (pv - p v') dm 
die mechanische Arbeit, die an der Masse dm von den Kolben ge
leistet wird, und pv - p' v' die entsprechende Arbeit pro Massenein
heit. Dieselbe Arbeit, die hier als Arbeit der fingierten Kolben be-

74) Lord Kelvin, Edinb. Trans. 20 (1851), p. 294; Joule und Thomson, 
Phil. Mag. (4) 4 (1852), p. 481; Lond. Trans. 143 (1858), p. 367; 144 (1854), p. 321; 
Lond Proc. 10 (1860), p. 502; Lond. Trans. 1521 (1862), p. 579; H. L. Oallendar, 
Phi!. Mag. Januar 1903, p. 48. 
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rechnet ist, wird in Wirklichkeit an der hinteren bez. vorderen Be
grenzung der betrachteten Gasmenge von den an sie angrenzenden, 
nachdrückenden bez. entgegenwirkenden Gasteilchen geleistet. 

Im übrigen wird im Innern der Gasmenge selbst, da sie sich 
beim Passieren des Stopfens isothermisch dehnt, die Expansionsarbeit 

,,. ", 
Jpdv geleistet. Die Gesamtarbeit ist daher (pv - p' v') + J p dv. 

" " 
Diese Arbeit wird in Wärmeenergie verwandelt; es kommt ausserdem 
die dem Kalorimeter entzogene (in Arbeitseinheiten gemessene) Wärme
menge q zu ihr hinzu. Die so entstehende Gesamtwärme wird von 
dem Gase bei der isothermischen Expansion von dem Volumen v auf 

", 
das Volumen v' verbraucht und ist deshalb gleich Jl11 dv, also wird: 

~ ~ 

jz"dv = q + (pv- p'v') + Jpav. 
" V 

Somit hat man schliesslich 
", 

(126) q = (p'v'- pv) + J (l.- p) dv 

" 
oder auch, indem man die Differenz v' - v = ~v als hinreichend klein 
voraussetzt und ~(pv) für p'v'- pv schreibt, 

(127) q = 8(pv) + (lv - p) ~V. 

Die vom Kalorimeter abgegebene Wärmemenge ist hiernach 
dargestellt .durch zwei Terme, von denen der erste von der Abweichung 
des V ersnchsgases vom Boyle'schen Gesetz herrührt, während der 
zweite Term, welcher l"- p zum Faktor hat, seinen Ursprung in der 
Abweichung des Gases vom Joule'schen Gesetze hat (s. Gleichung (107), 
welche eine direkte Folge jenes Gesetzes war). Wäre das Versuchs
gas ein vollkommenes Gas, so wäre die fragliche Wärmemenge null; 
unterscheidet es sich von einem vollkommenen Gas nur wenig, so 
sind beide Terme in Gleichung (127) klein. 

Nun kann die genaue Gleichung der Isothermen und damit zu
gleich die Differenz 8(pv) durch geeignete Versuche bestimmt und 
als bekannt angesehen werden; misst man also die Wärmemenge q, 
so lässt sich nach Gleichung (127) die Differenz l0 - p berechnen. 
Jedenfalls ergiebt sich so ein Wert von l", der wenig von p abwei
chen wird. Wir schreiben etwa 
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1 1 -r;; = -p- + s, 

wo E klein ist und gehen nunmehr auf die Gleichung (125) zurück. 
Dieselbe schreibt sich jetzt 

t Pt 
log TT1 = log P2 +]sdp 

oder auch 1h 

(128) T= Apef•ap, 

wo A eine Konstante bedeutet. 
Nun wird durch ein Luftthermometer von konstantem Volumen 

die Temperatur dahin definiert, dass sie dem Drucke der Luft pro
portional, also etwa gleich Ap sei. Mithin liefert Gleichung (128) 
diejenige Korrektion, welche an den Ablesungen eines Luftthermometers 
von konstantem Volumen anzubringen ist, um sie auf absolute Tempe
raturen zu reduzieren. 

b) Im zweiten der oben unterschiedenen Fälle sei ~t die Tempe
raturzunahme des Gases, die durch Reibung am Stopfen nervorgerufen 
ist, gemessen an einem ganz beliebigen Thermometer. Die Arbeit, 
die an der Oberfläche der betrachteten Gasmenge von den angrenzen
den Gasteilchen bez. im Ionern derselben bei der Expansion geleistet 
wird, ist wieder 

", 
pv - p' v' + Jpdv. 

" 
Benutzen wir wie oben die Abkürzungen ~v=v'-v, ~(pv)=p'v'-pv, 
so können wir hierfür schreiben: 

p~v- ~ (pv) = - v~p. 

Diese Arbeit tritt abermals als Wärmeenergie auf und wird teils in 
die latente Wärme der Expansion verwandelt, teils bewirkt sie die 
Temperaturänderung des Gases. Benutzt man zunächst GI. (69) aus 
Nr. 18, so erhält man durch Gleichsetzen 

- v~p = lp~P + rP~T. 
Führt man nun statt ~ T die an einem Thermometer mit konventioneller 
Skala gemessene Temperaturänderung ~t ein, so hat man die vorige 
Gleichung zu ersetzen durch 

- v~p = lp~P + cP8t; 
hier bedeutet cP die spezifische Wärme des Gases bei konstantem 
Druck, bezogen auf das gerade gewählte Thermometer, d. h. die in 
Arbeitseinheiten gemessene Wärmemenge, die die Temperatur des 
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Gases bei konstantem Druck um einen Skalenteil jenes Thermometers 
erhöht. Man findet so 

Jt 
(129) l = - V - C - • 

p PJp 

Bei einem vollkommenen Gase ist nach GI. (107') lP gleich - v; 
mithin wird bei einem wirklichen Gase, dessen V erhalten von dem 
der vollkommenen Gase nicht zu sehr abweicht, das Zusatzglied 
cP~tj~p in GI. (129) klein sein. Man kann also, ähnlich wie oben, 
setzen: 
(130) 1 1 --=-+E. 

lp 'V 

Gl. (125) giebt daraufhin: 

oder auch 

(131) T -A J.a., - ve , 

wo A abermals eine Konstante. 
Wie der Vergleich von (130) und (129) zeigt, ist die Bedeutung 

von E diese: cP ~t E=---· v2 ~p 

Die V ersuche von Joule und Thomson und anderen Beobachtern 
zeigten, dass ~t ungefähr proportional war mit ~p, selbst dann, wenn. 
beträchtliche Druckdifferenzen ~p bei der Beobachtung vorkamen. 
Man kann daher das Verhältnis ~ tj ~ p (den sogenannten ,,Abkühlungs
effekt'~ leicht und genau bestimmen, indem man die Anordnung so 
wählt, dass ~t und ~p nicht zu klein werden. Somit ist auch die in 
(131) vorkommende Grösse E einer genauen Messung zugänglich und 
kann als eine bekannte Funktion von v gelten. Die Exponential
grösse in (131) kann daraufhin ausgewertet werden. Sie liefert die
jenige Korrektion, welche an den Ablesungen eines Luftthermometers von 
konstantem Druck anzubringen ist, um dieselben auf absolute Temperatur 
zu reduzieren. 

Eine erschöpfende Behandlung des Problems-unter Berücksichtigung 
der experimentellen Verhältnisse giebt H. L. Callendar 74). 

24:. Phasenänderungen, insbesondere Änderungen des Aggregat
zustandes. Der feste, flüssige und gasförmige Aggregatzustand liefert 
ein Beispiel dafür, dass ein und derselbe Stoff in verschiedenen Er
scheinungsformen oder Phasen vorkommen kann. Die allgemeinen 
Gesetze, welche den Übergang einer Phase in eine andere beherrschen, 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 9 



130 V 3. G. H. Bryan. Allgemeine Grundlegung der Thermodynamik. 

sollen hier an dem Beispiel der Aggregatzustände entwickelt werden; 
sie gelten aber allgemeiner für beliebige Phasenänderungen. Im folgen
den Artikel werden Beispiele von Phasenänderungen allgemeinerer 
Art behandelt werden. 

Ist die Temperatur gegeben und so beschaffen, dass bei dieser Tem
peratur zwei verschiedene Phasen des Stoffes im Gleichgewicht neben 
einander bestehen können, so muss gleichzeitig der Druck einen be
stimmten Wert haben ("Gleichgewichtsdruck'~; entsprechend muss, wenn 
der Druck gegeben ist, beim Gleichgewicht beider Phasen die Temperatur 
eine geeignete sein ("Gleichgewichtstemperatur"). Z. B. ist der Siede
punkt des Wassers diejenige Temperatur, bei der Wasser in dem 
flüssigen und gasf'ormigen Zustande zusammen bestehen kann, wenn 
der Druck der normale Atmosphärendruck ist. Druck und Temperatur, 
bei denen Gleichgewicht zwischen beiden Phasen herrscht, sind also 
durch eine Gleichung von der Form p(p, T) = 0 verbunden. Ein 
System, in dem beide Phasen vertreten und im Gleichgewicht mit ein
ander sind, heisst ein gesättigter Komplex beider Phasen 75), die Kurve, 
welche die Gleichung q;(p, T) = 0 graphisch veranschaulicht, heisst 
die Sättigungskurve. 

Ist ein gesättigter Komplex z. B. in einem Cylinder mit beweg
lichem Kolben enthalten, so kann man sein Volumen vergrössern und 
zugleich die Temperatur konstant halten; dann wird ein Teil des 
Stoffes von der Phase grössere1· zu der geringerer Dichte übergehen, 
bis der Druck der ursprüngliche geworden ist; das Umgekehrte wird 
eintreten, wenn man das Volumen verkleinert. Bei diesem Ubergange 
wird eine gewisse Wärmemenge verbraucht oder abgegeben. Die 
Wärmemenge l, die erforderlich ist, um die Masseneinheit von der 
einen in die andere Phase überzuführen, heisst die latente Wärme der 
Überführung oder die spezifische Reaktionswärme (von Zeuner der Wärme
inhalt des Prozesses genannt). Man sagt, dass der Stoff von der niederen 
zu der höheren Phase oder von der höheren zu der niederen übergeht, je 
nachdem latente Wärme aufgenommen oder abgegeben wird. Wenn 
einem gesättigten Komplex bei konstantem Druck Wärme zugeführt 
wird und gleichzeitig die Temperatur den durch Gleichung p(p, T) = 0 
bestimmten Wert beibehält, wird alle Wärme dazu verbraucht, um 
eine gewisse Menge des Stoffes von der niederen in die höhere Phase 

75) Das Wort Mischung (Gemisch), welches ebenfalls vielfach zur Bezeich
nung eines aus mehreren Phasen bestehenden, heterogenen Systems benutzt wird, 
soll hier für die homogenen wirklichen Mischungen verschiedener Stoffe oder ver
schiedener Phasen desselben Stoffes reserviert werden, in welchem Sinne es be
reits in der Nr. 22 benutzt wurde. 
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überzuführen; dies dauert so lange, bis der ganze Stoff in die höhere 
Phase übergegangen ist. Entsprechend geht, wenn einem gesättigten 
Komplex in derselben Weise Wärme entzogen wird, ein Teil des Stoffes 
von der höheren in die niedere Phase über. Ändern sich Druck und 
Temperatur in Übereinstimmung mit der Gleichung fJJ(p, T) = O, so 
werden die Werte von dq J d T, für die Masseneinheit der beiden 
Phasen berechnet, die spezifischen Wärmen der Phasen im Sättigungs
zustande genannt und mit r' und r" bezeichnet. 

Man betrachte die Masseneinheit des gesättigten Komplexes und 
bezeichne die darin enthaltenen Massen der beiden Phasen bez. mit x 
und 1- x. Volumen, Energie und Entropie v, u, s der Masseneinheit 
des Komplexes sind dann mit den entsprechenden, für die Massen
einheit der beiden Phasen berechneten Grössen v', u', s'; v", u", s" 
durch die Gleichungen verbunden: 

(132) 

(133) 

(134) 

v = xv' + (1 - x)v", 

u = xu' + (1 - x)u", 

s = xs' + (1- x)s". 

Die Zuführung einer Wärmemenge dq wird im allgemeinen einen 
Temperaturzuwachs dT bewirken und ausserdem eine gewisse Menge 
dx von der niederen in die höhere Phase überführen. Dabei hängen 
dq, dT und dx durch die Gleichung zusammen: 

(135) dq = { xr' + (1 - x)r"} dT + ldx. 

Andererseits wird eine Temperaturänderung d T im allgemeinen 
mit einer Volumänderung dv verbunden sein; gleichzeitig wird eine 
gewisse Menge dx aus der einen in die andere Phase übergehen. 
Nach (132) hängen dv, dT und dx folgendermassen zusammen: 

(136) dv = { x ~~ + (1- x) ~v;} dT + (v'- v")dx. 

Bei festgehaltener Temperatur ergiebt sich hieraus: 

(dv)r = (v'- v")dx; 

Gleichung (135) besagt in diesem Falle 

(dq)r = ldx. 
Durch Division folgt also 

(137) (dq) = l = ~· 
dv T " V -V 

Die latente Wärme der Volumänderung ist sonach mit der latenten 
Wärme der Phasenänderung in Zusammenhang gebracht. 

9* 
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Ziehen wir noch die Clapeyron'sche Gleichung heran, so können wir 
weiter schliessen 

(138) 
dp _ lD _ J.. , 
dT-T-(v'-v")T' 

hier wurde in der Schreibweise von dpjdT der Hinweis auf das fest
zuhaltende Volumen als überflüssig fortgelassen; da nämlich, solange 
der Komplex gesättigt ist, p eine Funktion von T allein ist, ent
sprechend der Gleichung rp(p, T) = 0, hängt der Wert des Differential
quotienten nicht von der Annahme v = const. ab. 

Es handle sich ferner um einen adiabatischen, durch plötzliche 
Druckänderung hervorgerufenen Prozess. Setzt man in (135) dq = 0, 
so ergiebt sich: 

( dx) = _ xy' + (1-x)r" 
dT • A. 

und nach (138) 

(~~) -(dx) jdp =-xr'+(l-x)r".v'-v"T 
dp •- dT • dT A. A. • 

Somit bestimmt das Vorzeichen der rechten Seite, ob bei einem adia
batischen Prozess Substanz in die höhere oder niedere Phase über
geführt wird. 

Sind r' und r" beide positiv, so ist ( dx / dp ). positiv, wenn v' < v", 
negativ, wenn v' > v". Mithin bewirkt eine plötzliche Kompression, 
dass Substanz aus derjenigen Phase, in der sie das grössere Volumen, 
zu derjenigen Phase, in der sie das kleinere Volumen hat, transformiert 
wird. Z. B. bewirkt Kompression beim Gleichgewicht zwischen Eis 
und Wasser (v' < v") Verflüssigung, bei dem zwischen festem und 
flüssigem Schwefel ( v' > v") Verfestigung. 

Ist r' negativ, so bleibt die Unterscheidung dieselbe, falls nur 
y' X+ y" (1 -·- x) positiv ist, d. h. falls 

In dem Grenzfalle 
"'"· x>-.. --,· "'-y 

X= -,;L-, 
"' -y 

bewirkt eine hinreichend geringe Kompression 8p keine Phasenänderung 
oder nur eine solche, welche mit 8p verglichen von der zweiten Ord
nung ist. 

Ist dagegen 
r" x<-"--,, r -r 

so kehrt sich die Erscheinung um; eine Kompression bewirkt jetzt, 
dass Substanz von der Phase kleineren zu der grösseren Volumens 
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übergeht. Allgemein gesprochen, hängt im Falle 'J'1 < 0 die Wirkung 
einer plötzlichen Kompression von den Mengen x, 1 - x der beiden 
Komponenten des Komplexes ab. 

Nach dem ersten Hauptsatz gilt mit Rücksicht auf Gl. (135) 

du=dq- pdv 

= {xy' + (1-x)y"} dT+Ädx-p~:dx-p;; dT. 

Da du ein vollständiges Differential und p im Zustande der Sättigung 

eine Funktion von T allein ist, schreiben wir die Integrabilitäts

bedingung für die rechte Seite folgendermassen 76): 

oder 

" if1v iH. dp ov o2 v 
y' -y - PoxoT =oT- dT ox- PoxoT 

~ - ( I- ") - dp QV - dp ( 1- ") o T '}' '}' - dT ox- dT V V • 

Nach Gl. (138) wird hieraus 

(139) 

Diese Formel ist von Olausius 77) gegeben worden; noch einfacher wie 

auf dem angegebenen Wege folgt sie daraus, dass 

d:} d. h. xy'+(~-x)r" dT+ ~dx 

ein vollständiges Differential ist. Im folgenden Artikel werden von 

dieser Olausius'schen Formel eine Reihe wichtiger Anwendungen ge

geben werden. 
Ersetzen wir in der obigen Uberlegung, welche zu GI. (137) 

führte 1 v durch s, so erhalten wir für eine isothermische Zustands

änderung: 

Es ist aber nach der Definition der Entropie dqjds = T, so dass sich 

das einfache Resultat ergiebt: 

(140) 
I ff l s -s = T. 

Wir wollen nunmehr die Bedingung für das Gleichgewicht zweier 

Phasen oder, was auf dasselbe herauskommen wird, die Gleichung der 

Sättigungskurve rp (p, T) = 0 in einer übersichtlichen Form aufstellen. 

Wenn die Masseneinheit des Stoffes von der niederen in die höhere 

Phase bei konstantem Druck und konstanter Temperatur übergeführt 

76) Lord Kelvin, Edinb. Trans 20 (1851), p. 389; Phil. Mag. (4) 4 (1852), 

p. 174; sowie Clausius (s. folg. Anm.). 
77) R. Clausius, Ann. Phys. Chem. 79 (1850), p. 368, 500. 
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wird, beträgt die dabei aufgenommene Wärmemenge T (s' - s"); die 
geleistete Arbeit ist p(v'- v"). Nach dem ersten Hauptsatz wird 
daher die Änderung der inneren Energie der Masseneinheit: 

u'- u" = T(s'- s") - p(v'- v"), 
woraus 

u' - Ts + pv' = u" - Ts" + pv". 

Mit Rücksicht auf die Definition der thermodynamischen Potentiale 
können wir hierfür einfach schreiben: 

(141) <:!:'-<:!:" 
UP- UP· 

Soll also Gleichgewicht zwischen beiden Phasen bestehen, so müssen die 
thermodynamischen Potentiale bei gegebenem Druck für beide Phasen 
einander gleich sein. Da diese Potentiale als Funktionen von p und T 
zu denken sind, so liefert (141) zugleich die gesuchte Darstellung der 
Sättigungshwrve in den Koordinaten p und T. 

Es ist indessen zu der hier abgeleiteten Gleichheit noch folgendes 
zu bemerken. Die Definitionen der Energie und der Entropie enthalten 
je eine willkürliche Integrationskonstante (s. Nr. 4: und Nr. 11); infolge 
dessen wäre unsere obige Gleichung nur bis auf ein unbestimmtes 
Zusatzglied von der Form A + B T richtig, wenn es lediglich möglich 
wäre, Phasenänderungen auf diskontinuierlichem Wege vorzunehmen. 
Dem gegenüber zeigt die Theorie des kritischen Punktes (s. den folgen
den Art.), dass man bei vielen, wenn nicht bei allen Stoffen von der 
einen zu der anderen Phase durch eine kontinuierliche Folge von Zu
standsänderungen übergehen kann (nämlich auf einem Wege, welcher 
in der p, v-Ebene den kritischen Punkt umfasst). Es ist klar, dass 
auf diese Weise die Unbestimmtheit des Zusatzgliedes gehoben und 
unsere Gleichung als genau giltig erwiesen werden kann. 

Die Sättigungskurve trennt solche Gebiete der (p, T)-Ebene, wo 
%~ > %; von solchen Gebieten, wo %~ < ~~ ist. Handelt es sich um 
ein System, in dem beide Phasen vorhanden sind, ohne dass die 
Gleichgewichtsbedingung erfüllt ist, so findet bei festgehaltenen W erlen 
von p und T eine Umsetzung in dem Sinne statt, dass der Stoff der
jenigen Phase zustrebt, in der der Wert von g: der kleinere ist (vgl. 
Nr. Uc). Man kann hiernach im Sinne von Nr. 17c auch sagen: der 
Stoff ist in demjenigen Gebiet der (p, T)-Ebene, wo %; > ~; ist, in 
der niederen Phase stabil, dagegen in demjenigen Gebiet, wo ~~ < ~;, 
in der höheren Phase. 

26. Der Tripelpunkt. Es sind viele Stoffe bekannt, welche in 
allen drei Aggregatzuständen, in der gasiörmigen, flüssigen und festen 
Phase bestehen können. Man denke z. B. an Wasser. Fälle von 
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Koexistenz desselben Stoffes in drei verschiedenen Phasen, von denen 
z. B. zwei fest sind, bringt der nächste Artikel. Auch die folgenden 
Sätze gelten nicht nur für die drei Aggregatzustände, sondern für drei 
beliebige koexistierende Phasen. 

~~' %;, %;'mögen die Potentiale bei gegebenem Druck für die 
Masseneinheit in den drei Phasen bedeuten. Aus der vorigen Nr. 
folgt, dass der Stoff gleichzeitig in der zweiten und dritten Phase im 
Gleichgewicht sein kann, wenn Druck und Temperatur so beschaffen 
sind, dass sie der Gleichung ~; = ~;· genügen, dass der Stoff gleich
zeitig in der dritten und ersten Phase im Gleichgewichtszustande vor
kommen kann, wenn die Gleichung %;' = %~ erfüllt ist, und endlich 
in der ersten und zweiten Phase, wenn %~ = ~; gilt. Infolgedessen 
kann er in allen drei Phasm zugleich bestehen, wmn 

(142) ~·-~"-c;'t"' Up- UP- UP· 

Diese Doppelgleichung bestimmt die beiden Variabeln p und T voll
ständig. Es giebt daher nur ein oder eine endliche Anzahl von 
Wertepaaren p, T, bei denen alle drei Phasen zugleich Bestand haben. 
In der pT-Ebene bestimmen diese Wertepaare ein oder mehrere 
Punkte. Dieselben heissen Tripetpunkte 78). 

Bei Wasser giebt es einen Tripelpunkt für die Phasen der drei 
Aggregatzustände und dieser kann leicht experimentell untersucht 

79) Hi d di dr . K ~· ~" ct:" ct:"' ct:'" ct:' werden . er wer en e e1 urven UP = u117 UP = UP, UP = UP 

als Dampf-, Eis- und p 

IWuhfrost-Kurve be
zeichnet. Alle drei Kur
ven schneiden sich not
wendig in einem ge
meinsamen Punkte, dem 
Tripelpunkte. 

Konstruiert man 
die drei Kurven (Fig. 5) 
und bedenkt, dass die
jenige Phase stabil ist, 
welcher der kleinste 

0 Wert von % zukommt, 

-~ 

~·-{r,~r ·- ----------

'· ~~ ;:• 
~~~ ·' . 

.i~ 
' I 

Fig. ö. 

78} Die Möglichkeit des Tripelpunktes wurde von Regnault ausgesprochen 
(Paris, Mem. 16 (1847), p. 751} und seine Existenz von James Thomson nachge
wiesen (Phil. Mag. (4) 47 (1874), p. 447). 

79) Bei Wasser entspricht der Tripelpunkt einer Temperatur von 0,0074° C. 
und einem Druck von 0,00614 atm. 
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so erkennt man, dass die punktierten Linien der Figur labilen und nur 
die ausgezogenen stabilen Zuständen entsprechen. 

Die Verteilung dieser Kurven in der Nähe des Tripelpunktes80) 

kann dadurch untersucht werden, dass man ihre Schnittpunkte mit 
einer zur Axe 0 P parallelen Geraden bestimmt, die zu einer von der 
Temperatur des Tripelpunktes um den kleinen Betrag 1:1 T abweichenden 
Temperatur gehört. Bedeutet 6.p28 den Betrag, um welchen der Druck 
im Schnittpunkte jener Geraden mit der Trennungslinie ~; = ~;· von 
dem Druck im Tripelpunkte abweicht und haben 6.p311 6.p19 die ent
sprechende Bedeutung für die anderen Trennungslinien, so gilt 

( o~p o~p') (o~;; o~p') _ op - Tp 6.Pss + o T - o T 6.T- O 

und zwei entsprechende Gleichungen für die Schnittpunkte unserer 
zu 0 P parallelen Geraden mit den beiden anderen Trennungslinien. 
Nun ist aber o~' jop = v' das Volumen der Masseneinheit in der 
höchsten Phase etc.; substituiert man diesen Wert und addiert die 
drei genannten Gleichungen, so ergiebt sich 

(143) (v"- v"')~p28 + (v"'- v')~p31 + (v'- v")~p12 = 0. 
Diese Gleichung ist der Gleichung von Moutier 
(143') (6.Ps1- ~P2s) (v"'- v') =(~Pu- 6.Pss) (v"- v') 
äquivalent, der sich durch cyklische Vertauschung der Indices zwei 
gleichwertige Ausdrücke, z. B. 

(143") (/l.P12 - ~Ps1) (v'- v") = (liPn- 6.ps1) (v"'- v") 
an die Seite stellen lassen. Ist v' > v" > v"', so folgt aus der letzten 
Gleichung wegen der entgeg!')ngesetzten Vorzeichen von v' - v" und 
v"'- v", dass auch 6.pu- ~p81 und 6.p13 - 6.p81 entgegengesetzte 
Vorzeichen haben. Es liegt also ~p81 zwischen ~p12 und ~p28 und 
man hat die Regel: Wenn man in der (p, T)-Ebene in der Nähe des 
Tripelpunktes eine Parallele ~wr p-.Axe ~ieht und sie ~um Schnitt mit 
den drei Trennungskurven bringt, so entspricht der mittelste Schnittpunkt 
derjenigen Phasenänderung, die mit der grössten Volumänderung ver
bunden ist 81). 

Nehmen wir schliesslich einen Stoff, der in mehr als drei Phasen 
vorkommt, sagen wir z. B. in vier Phasen, so verlangt die Bedingung 
daf'ür, dass alle vier Phasen bei gleichem Druck und gleicher Tem-

80) Die folgenden Auseinandersetzungen gründen sich auf die Arbeiten von 
J. Moutier, Paris, Bull. soc. phil. (6) 18 (1876), p. 60; (7) 1 (1877), p. 7; 2 (1878), 
p. 24 7; 8 (1879)' p. 283; 5 (1880), p. 31. 

81) Im übrigen sei verwiesen auf G. Kirchhoff, Ann. Phys. Chem. 108 (1858), 
p. 206; J. Moutier, Ann chim. phys. (5) 1 (1874), p. 848. 
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peratur nebeneinander möglich sind, dass die vier Potentiale 

%;', %~ durch die Gleichung verknüpft sind: 

%~ = %~ = %~' = 'iJ~v. 
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~· ~" 
OPJ OP> 

Da aber diese dreifache Gleichung nur zwei Variable p und T ent

hält, so ist es im allgemeinen unmöglich, ihr zu genügen und wir 

schliessen, dass im allgemeinen nicht mehr wie drei Phasen desselben 
Stoffes bei gleichem Druck und gleicher Temperatur koexistieren können. 

Allgemein erkennen wir, solange wir es mit einem einzelnen Stoff 
zu thun haben: 1) Es können drei Phasen in einem oder mehreren 

Punkten der (p, T)-Ebene zusammen bestehen. 2) Zwei Phasen 

können längs einer oder mehrerer Linien der (p, T)-Ebene nebenein
ander bestehen. 3) In allen übrigen Punkten der (p, T)-Ebene ist 

nur eine Phase im Gleichgewicht und zwar im stabilen Gleichgewicht 
nur in den Punkten gewisser Flächenräume, welche durch die unter 
2) genannten Kurven begrenzt werden. 

Im ersten Falle heisst das System invariant, da weder sein Druck 
noch seine Temperatur variiert werden können, ohne dass sich die 

Phasenzahl verringert. Im zweiten Falle nennt man das System uni
variant, da entweder p oder T geändert werden können, wenn nur die 

andere dieser beiden Variabeln entsprechend so geändert wird, dass 

der Punkt (p, T) auf der vorgenannten Kurve verbleibt. Im dritten 
Falle spricht man von einem bivarianten System, da sowohl p wie T 
unabhängig von einander variiert werden dürfen, vorausgesetzt, dass 
der Punkt p, T nicht die Grenzen desjenigen Gebietes verlässt, in dem 
sich die betrachtete Phase im stabilen Gleichgewicht befindet. 

Die Verallgemeinerung dieser Ergebnisse auf den Fall, wo 
eine Reihe von Stoffen an die Stelle des bisher betrachteten einzelnen 

Stoffes tritt, bildet die Phasentheorie von Gibbs, zu der wir nun über

gehen. 

26. Gleichgewicht chemischer Systeme 82). Unser System sei 

aus den Massen ma, mb, ... , mk von k verschiedenen Stoffen zusammen-
gesetzt, die wir A, B, ... , K nennen mögen, und stehe unter dem 

gleichmässigen Drucke p; die gemeinsame Temperatur des Systems 
sei T. Wir setzen das System zunächst als homogene Mischung der 
k Stoffe voraus. Die gesamte Energie U hängt jetzt nicht nur von 

dem Gesamtvolumen V und der Entropie S ab, sondern auch von den 

Massen ma, mb, ... , mk. Man füge die Menge dmk des Stoffes K 
hinzu und nenne den Zuwachs der gesamten Energie bei gleich blei-

82) J. W. Gibbs, Connect. Ac. Trans. 3 (1876-1878), p. 108, 343. 
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bender Grösse des Gesamtvolumens und der Entropie fl-~cdm~c; dann 
wird fi-Tc von Gibbs als das Potential des Stoffes K innerhalb des 
betrachteten chemischen Systems bezeichnet. Das Differential des 
Energieausdrucks wird nach dieser Einführung: 

(144) dU= TdS- pdV + ~p,dm 
ou au au 
oS = T, o V=- p, om = f'· 

Betrachtet man verschiedene Systeme derselben Zusammensetzung, 
bei gleicher Temperatur, gleichem Druck und gleichen Verhältnissen der 
verschiedenen Bestandteile, so werden die Grössen U, S, V, ma, . .. , mk 
sämtlich der Gesamtmasse des betr. Systems proportional sein; es wird 
daher U eine homogene FUnktion ersten Grades von S, V, ma, .•. , mk 
sein und nach dem Euler'schen Theorem über hQmogene Funktionen 
erhält man 88): 

au au """ ou """ (145) U=S oS +V oV + ~ m~c om~c =ST-pV + ~mp,. 
Nach der Definition des thermodynamischen Potentials bei ge

gebenem Druck folgt für letzteres unmittelbar der einfache Ausdruck: 

(146) g;P = U- TS + pV = ~mp,. 
Spezialisieren wir dies für den Fall eines einfachen Systems (k = 1 ), 
so ergiebt sich einfach g:P = mp,, g:11 = p,. Die Gibbs'schen Po
tentiale p, erweisen sich also als Verallgemeinerungen des für die 
Masseneinheit eines chemisch einheitlichen Systems berechneten Poten
tials bei gegebenem Druck. Im allgemeinen Falle sind die Potentiale 
I"' Funktionen der Temperatur, des Druckes und der prosentualen Zu
sammensetzung des Systems, d. h. sie hängen nicht von den absoluten 
sondern nur von den verhältnismässigen Massen der Bestandteile ab. 

Berechnet man dU aus Gleichung (145) und vergleicht diesen 
Wert mit (144), so ergiebt sich: 

(147) SdT- Vdp + ~mdp, = 0. 

83) Dies kann auch wie folgt bewiesen werden. Man nehme an, dass das 
Volumen, die Entropie sowie die Masse eines jeden Bestandteiles des Systems 
um den kleinen Bruchteil äE ihrer ursprünglichen Beträge vergrössert wurden: 

äV= VäE, äS=SäE, äm~c=m~cäE. 

Durch Einsetzen in (144.) folgt alsdann 

dU= (ST-pV+ ~p,m)äE. 

Das so entstehende System ist dem ursprünglichen in allen Stücken gleich, nur 
dass seine Gesamtmasse im V erhlUtnis 1 + d E : 1 grösser ist. Deshalb hat man 
U +dU= (1 + dE) U oder äU = UdE. Aus den beiden angegebenen Werten 
von äU folgt durch Gleichsetzen der obige Ausdruck von U. 
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Die physikalische Bedeutung dieser Gleichung ist von L. NatansonM) 
und J. E. Trevor 85) untersucht worden. Nach der Auffassung von 

Trevar stellt Gleichung (144) die Energieänderung eines chemischen 

Systems dar, soweit sie direkt von äusseren Einwirkungen herrührt, 
und entsprechend bedeuten die einzelnen Terme in Gleichung (147) 

diejenigen Energieänderungen, die innerhalb des Systems bei äusseren 

Einwirkungen Platz greifen und sich wechselseitig kompensieren. Die 

einzelnen Terme der linken Seite von (147) können dann passend als 
diejenigen Energiemengen angesprochen werden, die während einer 

Temperatur- oder Druckänderung von dem einen Potential des Systems 
auf ein anderes transformiert werden. 

Die Gleichungen dieser Nr. enthalten 2k + 5 Variable, nämlich: 

U, S, V, ma, mb, .. . , mk, 

T,p, f.Lal f-'bl · · ., f-'ki 

andrerseits erkennt man aus physikalischen Überlegungen, dass der 
Zustand des Systems durch k + 2 Variable festgelegt ist. Wir werden 

jetzt zeigen, dass die Kenntnis eines geeigneten Funktionalausdruckes 
genügt, um die zugehörigen Werte der übrigen Variabeln zu be

stimmen. 
In der That: sind z. B. die Massen ma, .. . , mk, das Volumen V 

und die Entropie S gegeben und ist der Ausdruck der inneren Energie 

in der Form 
(148) U = f(S, V, ma, .... mk) 

bekannt, so bestimmen sich die übrigen Variabeln durch die partiellen 
Differentialquotienten von U aus den Gleichungen (144). 

Sind andrerseits die Massen ma, ... , mk, Volumen und Tem
peratur gegeben, so bildet man nach der Regel von Nr. 16 den 

Atisdruck 
(149) ~v = U- TS = f(T, V, ma, .. . , mk) 

und erhält die Variabeln S,p und f.L durch die Ableitungen: 

o%v o%v o%v 
(150) S=-oT' p=-ov' f-'i=-omi· 

Sind wiederum die Massen ma, .. . , mk und ausserdem Temperatur 
und Druck als unabhängige Variable anzusehen, so bildet man das 
bereits genannte thermodynamische Potential bei gegebenem Druck, 

nämlich: 

(151) ~p= U-TS+pV=~mp,=f(T,p,ma, ... , mk); 

84) L. Natanson, Ann. Phys. Chem. 42 (1891), p. 178. 
85) J. E. Teror, J. physical Chem. (1897), p. 205-220. 
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die Variabeln S, V und p, ergeben sich dann aus den Gleichungen 
oirp oirp oirp 

(152) S = - "FT, V= +a:p , p,, = + om, · 
Sind endlich V, T und die Potentiale p,,., •.• , """ gegeben, so ist 

es notwendig und hinreichend, eine funktionale Beziehung zwischen 
T, p,,., ..• , IL1c und p zu kennen, sagen wir 

(153) p = cp(T, p,,., •.• , 1-'k); 
alsdann bestimmen sich nämlich die übrigen Variabeln nach Gleichung 
(147) durch die Formeln: 

8 op mi op 
(154) V =- - =-· (JT' V O!L; 

Die gleichen Beziehungen sind auch in dem Falle zu gebrauchen, wo 
an Stelle des Gesamtvolumens die Gesamtmasse ~m, gegeben ist. 
Denn in diesem Falle erhält man das Volumen aus der Gleichung: 

(154') 

Während wir bisher eine einzelne Phase eines chemischen Systems 
betrachteten, wollen wir jetzt die Bedingungen für das Gleichgewicht 
eines Komplexes verschiedener koexistierender Phasen cp', cp", ... , cp<nl 
aufsuchen, deren jede aus allen oder aus einem Teil der k Stoffe 
.A, B, ... , K besteht. Wie in dem Beispiel der Aggregatzustände 
aus Nr. 24: besteht ein solcher Komplex aus verschiedenen diskreten 
Teilen, die sich ihrem physikalischen Zustande nach unterscheiden und 
im Gleichgewichtsfalle neben einander koexistieren können, ohne sich 
zu einer einzigen Phase zu vereinigen. Als Beispiel für koexistierende 
Phasen kann uns der Fall dienen, wo kohlensaurer Kalk, Kalk und 
freie Kohlensäure (Ca003 , CaO, 002) im Gleichgewicht stehen; wir 
haben hier drei Phasen, die aus den zwei Bestandteilen CaO und CO, 
gebildet sind. Bei der Behandlung solcher Komplexe werden wir mit 
Gibbs von dem Einflusse der Gravitation, von capillaren Spannungen, 
elektrischen Kräften etc. absehen, werden das System als ein nach 
aussen abgeschlossenes betrachten und überdies voraussetzen, was 
keine Beeinträchtigung der Allgemeinheit ist, dass das System in eine 
unnachgiebige Hülle eingeschlossen ist. 

In Nr. 24: fanden wir bei einem einzigen Stoff als Bedingung der 
Koexistenz zweier Phasen, dass ausser Temperatur und Druck die 
thermodynamischen Potentiale ~P für beide Phasen gleich sein mussten. 
Bei mehreren Stoffen verallgemeinert sich diese Bedingung in der 
Weise, dass an die Stelle von ~P die Gibbs'schen Potentiale p, treten, 
die ja für den Fall eines einzelnen Stoffes in jenes Potential ~P über-
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gehen. Genauer gesagt: Wenn derselbe Stoff (z. B. K) in irgend zwei 
Phasen ( z. B. rp' und rp") vorkommt und wenn p,k' und p,k" seine Poten
tiale in diesen Phasen bedeuten, dann ist für das Gleicltgewicht der 
beiden Phasen erforderlich, dass 

(155) flk' = Pk" ; 

ausserdem muss auch jetzt Druck und Temperatur in allen Phasen 
gleich sein. 

Zum Beweise bildet fftöbs die Variation h U der Energie für die 
Summe der verschiedenen Phasen rp', rp", ... , nämlich 

hfJ = T hS'- p'hV' + ~tL' hm' 
+ T"hS"- p"hV'' + ~p,"hm" 
+···· 

Diese Variation muss ( vgl. N r. 17 a) positiv sein oder verschwinden 
für alle Änderungen der Variabeln, welche die gesamte Entropie des 
Systems, das Gesamtvolumen und die Gesamtmasse jedes einzelnen 
Bestandteiles ungeändert lassen; also unter den Bedingungen 

h$' + bS" + · · · = 0, 
h V' + 8 V" + · · · = 0, 

hmk'+ hmt+ · · · = 0. 
Alsdann ergiebt sich aber mit Notwendigkeit: 

T' = T" = · · ·, p' = p" = · · ·, ILk' = ILt • · • 

Es entsteht nun die Frage nach der grössten Zahl der Phasen, 
die aus einer bestimmten Anzahl von Bestandteilen gebildet werden 
können und deren jede mit jeder anderen im Gleichgewicht stehen 
kann. 

Wir haben gezeigt 
1) dass die Existenz irgend einer Phase eine Beziehung zwischen 

Druck, Temperatur und den Potentialen der chemischen Komponenten 
des Systems mit sich bringt (GI. (153)); 

2) dass wenn verschiedene Phasen dieselbe Komponente enthalten 
und im Gleichgewicht stehen, die Potentiale der Komponenten in allen 
Phasen dieselben sein müssen (Gl. 155). Endlich 

3) dass Druck und Temperatur in allen Phasen beim Gleich
gewichtszustande gleich sein müssen. 

Hat man nun k Komponenten, so wird die Zahl der verschiedenen 
Phasen, die im Gleichgewicht neben einander bestehen können, durch 
die Anzahl der Gleichungen von der Form 

p = rp (T, !La, · · ., ILk) 
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gegeben, die durch dieselben Werte der Variabeln p, T, /La, ... , ILk 
befriedigt werden können. Durch blosse Abzählung der Variabeln 
folgt nun: 

1) Es können nicht mehr als k + 2 Phasen im Gleichgewicht 
neben einander bestehen, weil sonst die Zahl der Gleichungen die Zahl 
der willkürlichen Variabeln übertreffen würde. 

2) Wenn k + 2 Phasen thatsächlich koexistieren, so bestimmen 
die Gleichgewichtsbedingungen die Werte der Variabeln vollständig; 
daher kann dieser Fall nur eintreten, wenn Druck, Temperatur sowie 
die Potentialwerte p, je einen oder mehrere bestimmte diskrete Werte 
haben. Solch ein System heisst ein invariantes, weil keine Zustands
änderung vorgenommen werden kann, ohne dass das Gleichgewicht 
einer oder mehrerer Phasen unmöglich wird. Der fragliche Zustand 
wird als (k + 2)-facher Punkt oder auch als Multipelpunkt bezeichnet. 
Der Tripelpunkt der vorhergehenden Nr. bildet die Spezialisierung 
für k = 1. 

3) Bestehen nur k + 1 Phasen neben einander, so besitzt das 
System noch einen Grad der Freiheit und heisst univar,iant. Giebt 
man entweder Druck oder Temperatur, so sind die Gleichgewichts
werte der übrigen Variabeln dadurch vollständig bestimmt. 

4) Wenn k Phasen koexistieren, hat das System zwei Grade der 
Freiheit und heisst bivariant. Jetzt können sowohl Druck als Tem
peratur willkürlich vorgeschrieben werden. 

5) Wenn weniger als k Phasen im Gleichgewicht sind, nämlich 
etwa i, so heisst das System multivariant und die Anzahl der Frei
heitsgrade beträgt k + 2 - i . 

Diese Sätze bilden die Phasenregel von Gibbs 86). Dass die Regel 
auf wirkliche chemische Prozesse anwendbar ist, ist durch experimen
telle Untersuchungen sicher gestellt. 

Wenn eine Komponente in einer besonderen Phase gänzlich fehlt, 
so verlangt der Schluss, der oben zu GI. (155) führte, dass das Potential 
dieser Komponente in denjenigen Phasen, an denen sie beteiligt ist, 
kleiner sein muss, als das Potential sein würde, wenn die Kompo
nente in derjenigen Phase, wo sie fehlt, in einer unendlich kleinen 
Menge anwesend wäre. Man kann beweisen, dass die Regel über 
die Anzahl der möglichen Phasen durch die Abwesenheit einer Kom
ponente in einer oder mehreren Phasen nicht hinfällig wird. Hin
sichtlich der Unbestimmtheit, die vermöge der unbestimmten Integra-

86) Einen möglichst allgemein gehaltenen Beweis giebt 0. H. Wind, Ztschr. 
phys, Chem. 31 (1899), Jubelband fitr Van 't Hoff p, 390. 
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tionskonstanten in den Ausdrücken für Energie und Entropie ver

ursacht wird, gilt dasselbe wie in Nr. 24:. Wenn zwei verschiedene 
Phasen durch eine kontinuierliche Folge von Zustandsänderungen mit 

einander verbunden werden können, fällt die Unbestimmtheit fort. 
Es kommt indessen öfters vor, dass Stoffe neben einander auch 

dann Bestand haben können, wenn die Gleichgewichtsbedingungen 

der "klassischen" oder konventionellen Thermodynamik umkehrbarer 
Vorgänge überhaupt nicht genau erfüllt sind. So kann Wasser

stoff und Sauerstoff bei gewöhnlicher Temperatur gemischt werden, 
ohne dass sie sich vereinigen, während sich unter der Wirkung 

eines elektrischen Funkens die beiden Bestandteile explosiv vereinigen. 

Solche Fälle eines "falschen Gleichgewichtes" sind von Duhem 87) durch 
die Annahme eines Widerstandes erklärt, ähnlich dem Reibungswider
stande der Statik, welcher dem Übergange der Komponenten von 

einer Phase in die andere entgegenwirkt. Ist der Potentialunterschied 
des Stoffes in den beiden Phasen kleiner als der Grenzwert der 

Reibung, so tritt kein Übergang ein; ist der Potentialunterschied 
grösser, so bricht das falsche Gleichgewicht zusammen. Wird der 

Potentialunterschied dem Vorzeichen nach umgekehrt, so wirkt die 

"Reibung" im entgegengesetzten Sinne. Eine Trennungskurve für ein 
wahres Gleichgewicht, wie sie bei nicht vorhandener Reibung gelten 

würde, wird beiderseits von einem Gebiete falschen Gleichgewichtes 
begleitet. Überschreitet der den Zustand des Systems repräsentierende 

Punkt gerade dieses Gebiet, so kann es vorkommen, dass eine Ex
plosion stattfindet. Wie Duhem gezeigt hat, lassen die Bedingungen, 

unter denen dies zu erwarten ist, eine einfache geometrische Deutung zu. 
Ein weiteres interessantes Feld der Untersuchung bilden die Re

ziprozitätssätze, die man erhält, wenn man die verschiedenen Ausdrücke 

für die zweiten Differentialquotienten der Funktion ff.P einander gleich

setzt, d. h. die Bedingung dafür hinschreibt, dass dff.P ein vollständiges 

Differential ist. Man erhält so aus (152) 
os ov os o~~' 

(156) op =- oT' (157) om =- oT' 
(158) oV Of.' (159) O!l-1 op.! t om op' om = oml e c. 

GI. (158) wurde von Gibbs benutzt; GI. (159) ist von W. Lash Miller 88) 

studiert, im Zusammenhang mit dem Dampfdruck, dem Siedepunkt 

und Schmelzpunkt von ternären Mischungen. 

87) P. Duhem, Theorie thermodynamique de la viscosite etc. Paris 1896; 

Traite elementaire de mec. chim. Paris 1897, tome 1, livre 2, p. 201-293. 
88) W. Lash Miller, J. physical Chem. 1 (1897), p. 633-64,2. 
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27. Thermodynamik des galvanischen Elementes89). Die An
wendung der Thermodynamik auf das galvanische Element wurde 
zuerst von Lord Kelvin 90) vorgeschlagen, indessen verdankt man die 
strenge Durchführung der Theorie Helmholtz 91) und seinen Nachfolgern. 
Um den Gegenstand unter den Gesichtspunkt der Thermodynamik 
umkehrbarer Vorgänge 92) zu bringen, muss man langsame Vorgänge 
mit schwachem Strom betrachten, bei denen die nicht umkehrbare 
Verwandlung von Arbeit in Wärme, die beim Durchgange des Stromes 
durch einen unvollkommenen Leiter stattfindet, zu vernachlässigen ist; 
man definiert daher ein umkehrbares Element dahin, dass sein physi
kalischer und chemischer Zustand der ursprüngliche wird, wenn man 
eine Elektrizitätsmenge m das eine Mal in der einen Richtung durch 
das Element hindurchgehen lässt, und dann die gleiche Menge in der 
entgegengesetzten Richtung hindurchschickt. 

Der Zustand des Elements hängt daher von denselben Variabeln 
(Temperatur, Druck etc.) ab, welche die sonstigen Systeme der Ther
modynamik kennzeichnen, zu denen hier noch die Variable m hinzu
kommt; m bedeutet dabei die gesamte, mit geeignetem Vorzeichen 
versehene Elektrizitätsmenge, die durch das Element in der positiven 
Richtung von einer gegebenen Anfangszeit an hindurchgeflossen ist. 
E sei die elektromotorische Kraft und es werde der Zuwachs dm 
positiv gerechnet, wenn die Elektrizität im Elemente von der nega
tiven zur positiven Elektrode strömt. Sind die Elektroden beispiels
weise mit einem Motor verbunden, so wird die Elektrizitätsmenge dm, 
indem sie von der positiven zu der negativen Elektrode übergeht, die 
äussere Arbeit Edm verrichten. Es entspricht daher der allgemeinen 
Koordinate m als zugehörige allgemeine Kraftkomponente E; mundE 
spielen hier dieselbe Rolle wie Volumen und Druck in den gewöhn
lichen thermodynamischen Gleichungen. 

Wenn der Zustand des Elementes nur von zwei V ariabeln, z. B. 
den Werten von T und m abhängt, haben wir 

(160) dU= TdS- Edm; 
bilden wir das thermodynamische Potential iYm, welches hier durch 
iYm = U - T S zu definieren ist, so wird 

diJm =- SdT- Edm. 

89) E. F. J. Love, Thermodynamics of the voltaic cell, Austral. Assoe. 
Rep. Sydney 1898. 

90) Lord Kelvin, Phil. Mag. (4), 2 (1851), p. 429; Papers 1, p. 472. 
91) H.v.Helmholtz, Berl. Ber.1882, pp.22, 825; 1883, p.647; 1887, p.749; 

Abhdlg. 2, 3. 
92) F. Braun, Ann. Phys. Chem. 5 (1878), p. 182. 
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Hieraus folgt, 
auf (160): 

da d~m ein vollständiges Differential ist, mit Rücksicht 

(161) (oE\ = (oS) = 2_ ((o U) E\ oTlm om T T om T+ ,. 
Mit Benutzung eines neuen Zeichens l erhält man: 

(162) l=-(0U)=E-T(0E\. om T oT)m 
Das Interesse dieser Gleichung, welche als Helmholtz'sche Gleichung 

bekannt ist, liegt in der physikalischen Bedeutung von Jt. Jt bedeutet 
nämlich den Verlust an innerer Energie infolge von chemischen Um
setzungen, die in dem Stromkreise bei festgehaltener Temperatur von 
der Einheit der hindurchgehenden Elektrizitätsmenge bewirkt werden. 
Diese Energieänderung ist genau ebenso gross, als ob dieselben Mengen 
der verschiedenen im Element vorhandenen Stoffe dieselben Reaktionen 
unter irgend welchen anderen Umständen eingingen, wobei sich die 
Energie als Wärme entwickeln würde. Da nun die Mengen der ver
schiedenen Stoffe, welche sich verbinden, wenn der Strom Eins während 
der Zeit Eins durch das Element fl.iesst, die elektrochemischen Äqui
valente dieser Stoffe genannt werden, so können wir sagen: l ist 
gleich der algebraischen Summe der Bildungswärmen für je ein elektro
chemisches Äquivalent der in der Zelle wirksamen Stoffe (die Bildungs
wärmen natürlich in Arbeitseinheiten gerechnet). 

In dem (durch eine Gasbatterie realisierten) Falle, wo die Zelle 
eine Ausdehnung eines Stoffes unter äusserem Druck bewirkt, ist 
Gl. (160) zu ersetzen durch: 

dU= TdS- Edm- pdV; 
das thermodynamische Potential bei gegebenem Druck lautet jetzt 

~m,p=U-TS+pV 
und liefert 

d~m,p=-SdT-Edm + Vdp. 

Wegen der Integrabilitätsbedingung haben-wir jetzt 
oE ov oE os ov os' 

(163) - op =om' oT=om' -oT=op· 
Die erste dieser Gleichungen 11eigt, dass die elektromotorische Kraft 
einer Zelle mit dem Druck wächst oder abnimmt, je nachdem das 
Volumen der Zelle durch die Erzeugung des elektrischen Stromes 
verkleinert oder vergrössert wird. 

Da nach dem Faraday'schen Gesetz der Elektrolyse oVjom kon
stant ist, hat man 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 10 
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wo m diejenige Elektrizitätsmenge bedeutet, bei deren Durchgang 
das Volumen von V1 auf Vo zunimmt. Man erhält dann 

(164) 

einen Ausdruck, der sich leicht integrieren lässt a) für feste Körper 
und Flüssigkeiten, wo V nahezu unabhängig von p ist, b) für Gase, 
die dem Boyle'schen Gesetze genügen. Die Ergebnisse sind von 
Gilbault 93) mit der Erfahrung verglichen. 

Einen etwas anderen Weg hat Gibbs 94) eingeschlagen. Dieser 
leitet, indem er den Carnot'schen Kreisprozess auf das Galvani'sche 
Elemelrl anwendet, die Formel 
(165) E =).To-T 

To 
ab, in der T0 die "Übergangstemperatur'' bedeutet, d. h. diejenige 
Temperatur, bei der die chemischen Reaktionen, die den Strom er
zeugen, in beiderlei Richtung vor sich gehen können. Die letztere 
Gleichung ist experimentell durch Cohen 95), van 't Hoff und Bredig 96) 

bestätigt worden. 

IV. Ableitung des zweiten Hauptsatzes aus den Prinzipien der 
Mechanik 97). 

28. Übersicht über die verschiedenen Methoden. Die Mole
kularphysik ist innig mit der Vorstellung verknüpft, dass das, was 
wir Wärmeenergie nennen, nichts anderes als Bewegungsenergie der 
Körpermoleküle ist. Diese Vorstellung erklärt leicht den ersten Haupt
satz, der dann nichts anderes als das Energieprinzip der rationellen 
Mechanik wird; aber die Stellung des zweiten Hauptsatzes innerhalb 
der Molekularphysik ist nicht so einfach. Viele Schriftsteller haben 
durch dynamische Überlegungen Gleichungen abgeleitet, welche der 
thermodynamischen Gleichung dQ = TdS ähneln; indessen während 
man auf solche Weise verstehen kann, wie Wärmeerscheinungen in 
einem System von Molekülen auftreten können, deren Einzelbewegungen 
den Gleichungen der rationellen Mechanik genügen, kann man doch 

93) H. Gilbault, Toulouse, Ann. 5 (1891), p. 5; Paris, C. R. 113 (1891), p. 465. 
94) J. W. Gibbs, Brit. Assoc. Rep. 1886, p. 388; 1888, p. 343; Lodge, Brit. 

Assoc. Rep. 1887, p. 340. 
95) Cohen, Ztschr. physikal. Chem. 14 (1894), p. 53, 535. 
96) Cohen, van 't Hoff und Bredig, Ztschr. physikal. Chem. 16 (1895), p. 453. 
97) Ausführlicher berichten über diesen Gegenstand G. H. Bryan und 

J. Larmor, Brit. Assoc. Rep. Part 1 1891, p. 85, Part 2 1894, p. 64. V gl. auch 
Enc. IV Art. Voss: Die Prinzipien der ratio.nellen Mechanik, insbes. Nr. 48. 
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nicht sagen, dass irgend eine jener Überlegungen es uns ermöglicht 

hätte, den zweiten Hauptsatz zu entdecken, wenn wir nicht auf Grund 

der Erfahrung von seiner Gültigkeit gewusst hätten. 

Die frühesten dynamischen Erklärungen des zweiten Hauptsatzes 

scheinen zu sein: die Untersuchungen von Rankine 98), die auf der 

sog. Hypothese der Molekularwirbel beruhen, die statistischen Be

trachtungen von L. Boltzmann 99), die auf der kinetischen Gastheorie 

fussen, die Beweise von R. Olausius 100) und C. Szily 101), die sich auf 

das D'A.lembert'sche oder Hamilton'sche Prinzip gründen, verbunden 

mit einer, gewöhnlich nicht klar ausgesprochenen Annahme, die wir 

die "Hypothese der stationären oder quasi-periodischen Bewegungen" 

nennen werden. Eine andere Methode, die auf der Betrachtung mono

cyklischer und verwandter Systeme beruht, rührt von H. v. Helmholtz 102) 

her, während der Grundgedanke dieser Methode wenn auch in weniger 

bestimmter Form wohl schon früher, z. B. in den vorher genannten 

Arbeiten von Rankine auftritt. 
Was insbesondere das historische Verhältnis der Arbeiten von 

Olausius und Szily angeht, sei die folgende Bemerkung vorangeschickt: 

Im Jahre 1872 wies 0. Szil;y 101) darauf hin, dass der zweite Hauptsatz 

der mechanischen Wärmetheorie nichts anderes sei als das Hamilton

sche Prinzip der varüerenden Wirkung. Demgegenüber machte Olausius 

geltend, dass die üblichen Formen des Hamilton'schen Prinzipes sich 

nur auf Systeme mit konservativen Kräften beziehen, während der 

zweite Hauptsatz seinem Wesen nach auf die Umwandlung von 

Wärme in Arbeit und umgekehrt angewandt werden soll, wobei die 

äusseren, auf den Arbeitsstoff wirkenden Kräfte nicht aus einem ein

wertigen Potential abgeleitet werden können. Szily's Untersuchung 

enthielt manche Fehler; namentlich unterschied er nicht deutlich 

zwischen dem Wärmezuwachs d Q und dem Energiezuwachs dU. 

Andrerseits scheint Clausius, der die Hamilton'schen Arbeiten wohl 

nur aus zweiter Hand kannte, den Begriff des Hamilton'schen Prinzipes 

zu eng gefasst und bei seinen Arbeiten das Hamilton'sche Prinzip 

98) W. J. M. Rankine Phil. Mag. (4) 10 1855), p. 354, 411; 1875, p. 241; 

Papers London 1881 p. 16. 
99) L. Boltzmann, Analytischer Beweis des zweiten Hauptsatzes, Wiener 

Ber. 63 (2). 
100) R. Clausius, Bonn. Sitz. Ber. (1869-70) p. 167; Phil. Mag. (4) 42 (1871) 

p. 161. 
101) C. Szily, Ann. Phys. Chem. 145 (1872), p. 339; 149 (1873), p. 7 4; Phil. 

Mag. (4) 43 (1872), p. 339; (5) 1 (1876), p. 21. 
102) H. von Helmholtz, J. f. Math. 97 (1884), p. 111, 317. 

10* 
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implicite neu abgeleitet zu haben. Die Darstellung in den früheren 
Arbeiten von Olausius war äusserst mühsam und undurchsichtig; es 
bedurfte einer langen Reihe von Schriften zum Teil polemischen 
Inhalts, die während der Jahre 1871-76 von Olausius und Szily 
publiziert wurden, bis der Gegenstand einigarmaasen klargestellt war. 

Die einschlägigen Untersuchungen zerfallen in zwei Klassen, näm
lich in solche, welche hinsichtlich der Molekularbewegungen ein be
stimmtes Verteilungsgesetz, z. B. das Boltsmann-Maa;well'sche Gesetz 
der kinetischen Gastheorie zu Grunde legen, und in solche, welche 
von einem derartigen Gesetz unabhängig sind, da!ür aber andere An
nahmen einführen. Die Untersuchungen der ersten Klasse beziehen 
sich spezieller auf Gase und werden in dem Art. V 9 besprochen 
werden; wir werden uns hier auf die Arbeiten der zweiten Klasse 
beschränken. 

Die Unterscheidung zwischen Wärme- und. Arbeits-Energie bringt 
die Einführung von zwei verschiedenen Sorten von Koordinaten mit 
sich, nämlich der konflrollierbaren Koordinaten, deren Abänderung sicht
bare .Änderungen im System hervorbringt, und der unkonflrollierbaren 
Koordinaten, welche die Stellung des einzelnen Moleküls definieren. 
Die letzteren Koordinaten befinden sich in fortgesetzter Veränderung, 
aber die einzigen wahrnehmbaren Veränderungen finden statt, wenn 
dem Körper als Ganzem Energie durch diese Koordinaten mitgeteilt 
wird, eine Energie, die wir Wärme nennen und mit d Q bezeichnen. 
Die Energie, die dem Körper durch Abänderung der kontrollierbaren 
Koordinaten mitgeteilt wird, ist in unserer Bezeichnung - d W. 

29. Stationäre oder quasi-periodische Bewegungen 103). Das zu 
betrachtende System bestehe aus den Molekülen ~, m1 , ••• , die sich 
in den Punkten (x17 y17 z1), (x2 , y2 , s2), ••• befinden. Die kontrollierbaren 
Koordinaten seien p11 p2, • • • L sei die lebendige Kraft speziell der 
Molekularbewegung und V die gesamte potentielle Energie für beide 
Arten von Koordinaten, so dass 

Q6~ 2~ ' I L = .! ""'m (x2 + il + i 2) 

hV =~ (~: ~x + ~~ hy + ~~ «ls) + 2~; IJp. 

Man beweist leicht, dass 1M) 

lOS) R. Olausius, "Abhandl." 2, p. 299ff.; Ann. Phys. Chem. 142 (1871), 
p. 433; Suppl. 7 (1876), p. 215; 146 (1872), p. 585 und Phil. Mag. (4) 44 (1872), 
p. 365; (4) 46 (1873), p. 236 etc. 

104) Vgl. z. B. Thomson und Tait, Natural Philosophy, 2. Auß., Cambridge 
1883 1 § 327. 
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(167) 

t, 

~ j2Ldt = [27 m(x~x + iJ~y + z~z)J:: 
tl 

t, 

+ J{ ~L-2 m(x~x + y15y + z~z)} dt. 
tl 

Nach dem D'Alembert'schen Prinzip ist aber 

~ m(x~x + yJy + "il5z) + 2 (~: Jx + ~; 15y + ~~ 15z) = 0; 

da nun V sowohl von den kontrollierbaren wie von den molekularen 
Koordinaten abhängt, kann man mit Rücksicht auf (166) statt (167) 
schreiben: 

t., 

(167') 
~ J2Ldt = [~ m(x15x + iJ15y + zl5z)l 

11 
t., 

+ j(15L +~V-~~; 15p) dt. 
t 

In der Thermodynamik vernachlässigt man allgemein die kinetische 
Energie der sichtbaren Bewegung eines Körpers, d. h. die kinetische 
Energie, die der Änderung der kontrollierbaren Koordinaten entspricht. 
Schliessen wir uns dem an, so wird 

~oV 15p=-15W ..:::;. op ' 
wo d W die gesamte äussere Arbeit bedeutet, die bei einer Veränderung 
der kontrollierbaren Koordinaten geleistet wird. Nach dem ersten 
Hauptsatz gilt aber 

~Q = 15 U + llW = 15L +~V+ dW. 

Mithin ergiebt sich aus (167') 

t., t., 

8 j2Ldt=[~ m(xdx + iJoy + zoz)J: + JoQdt. 
tl tl 

Setzt man noch das Zeitintervall t2 - t1 gleich ni, untern eine ganze 
Zahl verstanden, und deutet man die Bildung von Mittelwerten durch 
einen über dem fraglichen Buchstaben angebrachten Strich an, so folgt 

oder 
15(2niL) = [2 m(xox + iJ~y + zoz)J:: + nii5Q 

(168) 
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Wir wollen nun als Definition einer quasiperiodischen Molekular
bewegung festsetzen: i soll so gewählt werden können, dass 

[~m (:Mx+ ii~Y + Us)J:; 
(169) 

niL 

entweder gleich Null wird oder unbegrenzt abnimmt, wenn man n un
begrenzt wachsen lässt; i definieren wir in diesem Falle als Quasi
Periode des Systems. Trifft unsere Bedingung zu, so gilt einfach 

(170) ~Q .!: 1 ("L-)s -=- = u og ~ . 
L 

Folgen die Quasi-Perioden rasch aufeinander, während die .Ände
rungen der kontrollierbaren Koordinaten und der Wärmefluss hin
reichend langsam vor sich gehen, so kann man ~ Q an Stelle von ~ Q 
schreiben. Die vorige Gleichung sagt nun aus, dass L ein integrie
render Nenner von ~ Q ist und ist mithin dem thermodynamischen 
Satze analog, dass T ein integrierender Nenner von ~ Q ist. Manche 
physikalische Überlegungen lassen es glaubhaft erscheinen, dass die 
absolute Temperatur eines und desselben Körpers dauernd der kine
tischen Energie seiner Moleküle proportional sei; wenn dies allgemein 
richtig wäre, so würde GI. (170) sich mit dem zweiten Hauptsatz der 
Thermodynamik decken. 

Man beachte, dass die Endgleichung (170) unabhängig von n ist 
und daher durch V ergrösserung von n nicht geändert wird, dass man 
ferner statt i irgend ein Vielfaches von i setzen kann, ohne den Wert 
von ~log (iL)' zu beeinflussen, so dass eine genaue Kenntnis von i 
nicht erforderlich ist. Unzweifelhaft liegt in der Definition von i eine 
begriffliche Schwierigkeit105). Im Falle der monocyklischen Systeme 
(s. u.) oder rein periodischer Bewegungen ist die Bedeutung von i 
leicht zu verstehen; nicht so in allgemeineren Fällen. 

Die Annahme der Quasi-Periodizität in der obigen Form lässt sich 
allgemein rechtfertigen, wenn man es mit einem System zu thun hat, 
welches nach der Ausdrucksweise von Boltzmann "molekular unge
ordnet" ist. Bei der stationären Bewegung eines solchen Systems 
sind entgegengesetzte Geschwindigkeitsrichtungen gleich wahrschein
lich; überdies führt der Umstand, dass die Bewegungen der einzelnen 
Moleküle unkontrollierbar sind, zu dem Schlusse, dass bei allen in 
Wirklichkeit vorkommenden Lagenänderungen die Verschiebungen 

105) Am deutlichsten spricht sich Olausius hierüber in der Arbeit: Über 
einen neuen mechanischen Satz, Bonn. Ber. (1873), p. 187; Ann. Phys. Chem. 150 
(1873), p. 106; Phil. Mag. (4) 46 (1873), p. 236, aus. 



SO. Monocyklische Systeme. 151 

hx, ~y, ~z unabhängig sind von den Geschwindigkeitskomponenten 
x, iJ, $106). Alsdann ist ;Em (x~x + ifhy + z~z) eine Grösse, die mit 
der Zeit fluktuiert und im Mittel Null ist; die Fluktuationen, die den 
Bewegungsänderungen der einzelnen Moleküle entsprechen, werden klein 
sein und werden in der Zeit nicht systematisch anwachsen. Nimmt 
man also die Zeit ni hinreichend gross im Verhältnis zu derjenigen 
Zeiti, in der sich diese Fluktuationen abspielen, so kann man in der 
That behaupten, dass der Ausdruck (169) beliebig klein gemacht 
werden kann. Man bemerke noch, dass der Begriff der Unkontrollier
barkeit die Annahme einschliesst, dass die Molekularbewegungen sehr 
rasche sind und dass die Zeitintervalle, die wir bei den Zustandsände
rungen des Körpers als Ganzes zu betrachten haben, gross sind 
gegenüber der Zeit der Fluktuation der Molekularbewegungen. 

30. Monocyklische Systeme. 
Helmholtz 102) aus der Betrachtung 
geleitet. 

Ganz ähnliche Folgerungen hat 
der monocyklischen Systeme ab-

Ein System heisst monocyklisch oder polycyklisch, wenn es eine 
oder mehrere in sich zurücklaufende Bewegungen enthält, entsprechend 
einer oder mehreren "cyklischen11 Koordinaten. Die besonderen Eigen
schaften, die einer cyklischen Koordinate zukommen, sind folgende: 

1) Die kinetische und potentielle Energie hängt nicht von den 
cyklischen Koordinaten qb selbst ab; in die kinetische Energie gehen 
nur die Geschwindigkeitskoordinaten qb ein. 

2) Bei Zustandsänderungen des Systems sind die Geschwindig
keiten der nichtcyklischen kontrollierbaren Koordinaten (qa), sowie die 
Beschleunigungen der cyklischen und nichtcyklischen Koordinaten klein. 

Bedeutet H die Lagrange'sche Funktion H =L-V, so geben 
die allgemeinen Lagrange'schen Gleichungen: 

P= j_(oH) _ oH 
dt oiJ. oq 

für die allgemeinen Kraftkoordinaten Pb auf Grund der Festsetzungen 
1) und 2): 

(171) 

wo pb die zu qb gehörige allgemeine Impulskoordinate ist. 

106) Hätte man es andererseits in der Hand die Bewegungen der einzelnen 
Moleküle in dem Sinne zu beein:ftussen, dass ihre Verschiebungen in Beziehung 
treten zu ihren Geschwindigkeiten, so würde ersichtlich die gesamte Energie 
der Molekularbewegung in mechanische Energie verwandelt werden können und 
der zweite Hauptsatz würde hinfällig werden. 
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Infolgedessen wird die an den Koordinaten q6 geleistete Arbeit 

(172) dQ=~P6 q6dt=~q6 d:: dt=~q6 dp6 
und der cyklische Teil der kinetischen Energie lautet als homogene 
Funktion der Geschwindigkeitskoordinaten: 

2Lo=EqoPo· 
Für em monocyklisches System gilt insbesondere: 

dQ = q6dp6 , 2L6 = q6pb, 
woraus man schliesst 

(173) sowie ~Q = 2 d (log Pb). 
b 

Es sind also sowohl q6 wie Lb integrierende Nenner von d Q. 
Dies entspricht der bekannten Thatsache, dass ein Differentialaus
druck stets unendlich viele integrierende Faktoren zulässt, wenn er 
einen solchen Faktor besitzt. So ist auch in der Thermodynamik 
die Temperatur nicht der einzige integrierende Nenner von d Q. 
He7Jmholt$ betont daher, dass der zweite Hauptsatz nicht durch die 
Angabe erschöpft wird, dass d Q überhaupt einen integrierenden Nenner 
besitzt; vielmehr ist in die Aussage des zweiten Hauptsatzes aufzu
nehmen, dass der integrierende Nenner die Eigenschaft der Temperatur 
besitze, die in dem Satze enthalten ist, dass "Wärme von dem wär
meren nach dem kälteren Körper überzugehen strebt". 

In dem allgemeinen Fall eines polycyklischen Systems wird d Q 
im allgemeinen keinen integrierenden Nenner besitzen, es sei denn, 
dass besondere Bedingungen erfüllt sind. Eine solche Bedingung 
wäre die folgende: Man nehme hinsichtlich der Zustandsänderungen 
des Systems an, dass die cyklischen Geschwindigkeitskoordinaten be
ständig ihren Anfangswerten proportional sind. Bezeichnet man den 
Proportionalitätsfaktor mit n und deutet Anfangswerte durch den 
Index 0 an, so wird 

qb = nqbo, Po= np6°, L = n2 L0 , 

wobei jetzt n die einzige Variable ist, und 

mithin 
d Q = ~nq0°d(np6°) = ndn:l.Jq6°p0° = 2ndnL0 , 

(174) a;! = 2dlogn. 

Diese Gleichung steht wieder in Übereinstimmung mit dem zweiten 
Hauptsatz und den Überlegungen von Olausius und Szily. 
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Eine andere Ableitung desselben Resultats giebt J. J. Thomson 107). 

Bei ~eser scheinen die notwendigen Voraussetzungen die folgenden 
zu sem: 

1) Die kinetische Energie enthält keine Produkte qaJJ.6 von kon

trollierbaren in unkontrollierbare Geschwindigkeitskoordinaten, sie ist 

vielmehr von der Form 

2) Wenn die kinetische Energie der Molekularbewegung L 6 eine 

der kontrollierbaren Koordinaten qa enthalten sollte, so muss dieses in 

einem dem ganzen Ausdruck L 6 gemeinsamen Faktor geschehen, oder 

mit anderen Worten, L 6 muss die Form haben f(qa) · cp(q6). Träfe 

dieses nämlich nicht zu, so würden die wahrnehmbaren Erscheinungen 

von einzelnen Molekülgruppen mehr wie von anderen beeinflusst 

werden. 

31. Mechanische und statistische Bilder. Eine Anzahl von 

Beispielen für monocyklische Systeme sind von Boltzmann 108) u. a. an

gegeben. Ein Watt'scher Regulator an der Dampfmaschine ist ein 

einfaches Beispiel dieser Art, aber eine noch einfachere Verwirklichung 

eines monocyklischen Systems liefert eine Weile mit einem radial 

von ihr auslaufenden Arm, beide massenlos gedacht. Auf diesem 

Arm kann ein Knopf von der Masse m entlanggleiten und die Lage 

des Knopfes lässt sich durch einen in geeigneter Weise über eine 

Rolle geführten Faden regulieren oder "kontrollieren" (vgl. den mitt

leren Teil der Fig. 6). Den Abstand r des Knopfes von der Wellen

mittellinie hat man als die kontroilierbare Koordinate anzusehen, der 

Umdrehungswinkel () der Weile bildet die cyklische Koordinate. Man 

zeigt leicht, dass für langsame Bewegungen des Knopfes, bei denen 

die kinetische Energie der radialen Bewegung vernachlässigt werden 

kann: 
dQ . 
L = 2d log (r2 0), 

wo dQ die an der Koordinate () geleistete Arbeit bezeichnet. Be

deutet p den zu () gehörigen Drehimpuls, i die Dauer einer vollen 

Umdrehung, so ist die rechte Seite gleich d log (p2); dafür kann man 

auch, da r»iJ=2Lfm0=Lijmn ist, schreiben dlog(iL)2• Die 

erstere Schreibweise entspricht den Entwickelungen von Nr. 30, die 

letztere denen von Nr. 29. 

107) J. J. Thomson, Applications of Dynamics chap. VI, p. 94 der engl. 

Ausgabe. 
108) L. Boltzmann, J. f. Math. 98 (1885), p. 85; Vorlesungen über Ma::cwell's 

Theorie, 1, Leipzig 1891, p. 8-23. 
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Eine Abänderung 109) dieses Mechanismus entsteht, wenn man die 
Welle mit zwei Scheiben 0 und D versieht, welche nacheinander in 
Berührung mit zwei Scheiben A und B gebracht werden können 
( vgl. Fig. 6). Die Scheiben A und B mögen sich mit den unver

~------ r --·-····~ 

~ 

J!'ig. 6. 

Arm.. 

änderlichen Winkelgeschwindig
keiten ro1 und ro2 umdrehen und 
übertragen, wenn sie nach einander 
mit den Scheiben 0 oder D in Be
rührung sind, diese Geschwindig
keiten auf die Weile. Dieses 
System kann man ein genaues 
Gegenstück eines Oarnot'schen 
Kreisprozesses ausführen lassen, 
wobei die Scheiben A und B die 
Rolle von Quelle und Kühler, die 
Winkelgeschwindigkeit die Rolle 
der Temperatur, und der zuge
hörige Drehimpuls die Rolle der 
Entropie spielt. Den Isothermen 
des Kreisprozesses, längs denen der 
Arbeitsstoff in Berührung mit 

Quelle oder Kühler ist, entsprechen hier diejenigen Vorgänge, bei denen die 
Welle gleichförmig rotiert und sich bezw. mit ihrer oberen oder unteren 
Scheibe gegen A oder B gegenlegt, während gleichzeitig der Dreh
impuls mit der Stellung des Knopfes sich verändert. Den adiabati
schen Linien des Kreisprozesses entspricht die freie Umdrehung der 
Welle, welche bei konstantem Drehimpuls verläuft, während gleich
zeitig die Winkelgeschwindigkeit von ro1 nach ro2 abnimmt oder um
gekehrt von ro2 bis ro1 zunimmt, in dem Maasse wie der Knopf an 
seiner .Führung entlang gleitet. Sind Q1 und Q2 die Energiemengen, 
die das System von der schneller laufenden Scheibe aufnimmt oder 
die es an die langsamer laufende abgiebt, so lässt sich zeigen, 
dass Q1l ro1 = Q2lro2 , entsprechend der thermodynamischen Gleichung 
QI I Tl = Q2 I T2 . 

Boltzmann 110) hat ferner gezeigt, dass man von einem einzelnen 
Teilchen ausgehend, dessen Bewegung monocyklische Eigenschaften 
nicht zu haben braucht, allemal ein monocyklisches System konstruieren 
kann, indem man eine grosse Anzahl solcher Teilchen oder Körper 
hintereinander anordnet. 

109) G. H. Bryan, Rep. Brit. Assoc. 1891 p. 108. 
110) L . Boltzmann, J. f. Math. 98, (1885) p. 68. 
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Z. B. ist ein einzelnes Teilchen, welches eine Ellipse unter einer 
vom Brennpunkte ausgehenden Kraft a / r2 beschreibt, für sich nicht 
monocyklisch; wohl aber bildet ein Strom von solchen Teilchen, dessen 
Dichtigkeit an jeder Stelle unabhängig von der Zeit ist - also eine 
Art Saturnsring - ein monocyklisches System. Hier findet Boltzmann 

a• 
dQ = Ldlog yi 

als cyklische Koordinate kann dabei diejenige Massensumme gewählt 
werden, die durch irgend einen Querschnitt bis zur Zeit t hindurchgeht. 

Ein anderes Beispiel liefert ein Strom von Teilchen von der Ge
samtmasse m, welche geradlinige Schwingungen unter dem Einfluss eines 
konservativen Kraftfeldes ausführen. Hierbei wird d Q = 2 Ld log (iL), 
wo i die Schwingungsdauer. Die allgemeinen Geschwindigkeits- und 
Impulskoordinaten können dabei wie folgt gewählt werden 

. m 2iL 
qb = i, Pb = --,;- · 

In dem besonderen Fall, wo ein Strom von Teilchen zwischen 
zwei parallelen elastischen Wänden im Abstand a voneinander, hin 
und her reflektiert wird, sei v die Geschwindigkeit des Stromes, tm 
die ganze Masse, die sich in der einen oder anderen Richtung bewegt; 
dann sind die allgemeinen Geschwindigkeits- und Impulskoordinaten 
sowie die kinetische Energie in Übereinstimmung mit den vorher
gehenden Festsetzungen gegeben durch 

. mv 2~~~ BL 
qb = 2il, L = ---:;:;--, Pb= aq_b = 2av. 

Dieses System ist strenge monocyklisch. Betrachtet man aber einen 
Strom von Teilchen, der von den vier Seiten eines rechtwinkligen 
Kastens unter den Winkeln D und 90°- D zurückgeworfen wird, so 
erhält man ein System, welches nicht monocyklisch ist, sofern Ände
rungen in der Grösse des Winkels D in Betracht gezogen werden. 

Boltzmann hat schliesslich gezeigt, dass ein Gas, dessen Molekeln 
nach dem Boltzmann-Maxwell'schen Gesetz verteilt sind, ähnliche 
Eigenschaften besitzt, wie die monocyklischen Systeme von Helmholtz, 
und dass die mittlere kinetische Energie der Translationsbewegung 
seiner Teilchen ein integrierender Nenner von d Q wird. Näheres 
hierüber vgl. Art. V 9. 

32. Analogien zum Wärmegleichgewicht. Der Satz, dass die 
absolute Temperatur ein integrierender Nenner von dQ ist, setzt uns 
nur in den Stand, verschiedene Temperafluren an dem gleichen Körper 
zu vergleichen. Will man den zweiten Hauptsatz auf dynamischem 
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Wege vollständig beweisen, so hat man ( a) zu definieren, wann zwei 
verschiedene Körper im Wärmegleichgewicht sind, um so zu einer 
Definition des Begriffes ,,gleiche Temperaturen in verschiedenen Körpern" 
zu gelangen und (b) die nichtumkehrbaren Prozesse in die Mechanik 
einzuordnen. In beiden Richtungen lässt der augenblickliche Stand 
der Wissenschaft noch viel zu wünschen übrig. 

Helmholte 111) hat ein dynamisches Bild des Wärmegleichgewichts 
zwischen zwei Körpern ausgearbeitet, indem er die Bedingung dafür 
aufstellte, dass zwei monocyklische Systeme miteinander gekoppelt 
werden können, ohne dass Energie von dem einen zu dem andern 
System übergeht; als Beispiel denke man an zwei rotierende Wellen, 
die bei gleicher Umdrehungsgeschwindigkeit miteinander gekoppelt 
werden. Lautet die genannte Bedingung dahin, dass die integrierenden 
Divisoren von d Q für beide Systeme gleich sein müssen, so heisst die 
Koppelung isomor. Helmholte findet nun, dass die allgemeinsten Formen 
1Ju 1Js des integrierenden Nenners bei isomorer Koppelung für beide 
Systeme diese sind: 

"11 = Ll (~y·, 1Js = Ls (:y• 
( a, ß und c Konstante, p11 p2 die cyklischen lmpulskoordinaten, L 11 L1 

die lebendigen Kräfte der cyklischen Koordinaten in beiden Systemen). 
Um weiterhin der Bedingung zu genügen, dass, wenn zwei Kqrper 

im Wärmegleichgewicht mit einem dritten sind, sie auch im Wärme
gleichgewicht miteinander stehen, muss man verlangen, dass die 
Koppelungsbedingungen die Form haben 

CJ>1 = 1/12 = Xs ' 

wo cp1 nur von den Koordinaten und Zustandsgrössen des ersten, f/J2 

von denen des zweiten, Xs von denen des dritten Körpers abhängt. 
Die· allgemeinste Form der Grösse S, welche der Entropie des Systems 
entspricht, nachdem das erste uud zweite System miteinander gekop
pelt sind, wird mittels der allgemeinen Impulskoordinaten p1 und p2 

durch eine Gleichung der folgenden Form bestimmt: 

X(S) = «1>(p1) + Y!(p2) + C, 

wo «1>, qr, X willkürliche Funktionen bedeuten. 
Nimmt man an, dass Energie von der Form d Q nur dadurch 

einem monocyklischen System mitgeteilt oder entzogen werden kann, 
dass es mit einem andern monoeyklisehen System gekoppelt wird 
(man vergleiche das oben beschriebene Modell eines Carnot'schen 

111) H. von Helmholts, J. f. Math. 97 (1884), p. 184. 
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Kreisprozesses), so ergiebt sich das dynamische Gegenbild für die be

grenzte Arbeitsfähigkeit der Wärme in umkehrbaren Prozessen un
mittelbar. 

Analogieen für das Wärmegleichgewicht, die auf der kinetischen 
Gastheorie beruhen, sind von J. J. Thomson 112), sowie gemeinsam von 
Boltzmann und dem Ref. us) untersucht. 

33. Nichtumkehrbare Erscheinungen. Diese aus der reinen 

Dynamik zu erklären ist unmöglich, denn die dynamischen Gleichungen 
stellen stets nur umkehrbare Bewegungen dar 114). Widerstände nach 

Art der Reibung oder Viskosität in diese Gleichungen einzuführen, 
verbietet sich hier von selbst. Denn das Vorhandensein von solchen 

Widerständen setzt die Umwandlung von mechanischer Energie in 
Wärme voraus, während es doch umgekehrt die eigentliche Aufgabe 

der mechanischen Wärmetheorie ist, die Wärmeenergie auf Mechanik 
zurückzuführen. Andrerseits würde es dem ersten Hauptsatz wider

sprechen, die von den Widerständen verzehrte Arbeit als verlorene 
Arbeit anzusehen. 

Es giebt zwei Wege, um diese Schwierigkeit zu überwinden: 
1) Bekanntlich wird Wärme in ausgiebigem Maasse durch Strah

lung fortgepflanzt; eine vollständige Wärmetheorie müsste also nicht 
nur die Dynamik der Moleküle, sondern auch die des umgebenden 

Äthers in Rechnung ziehen. Die Nichtumkehrba:rkeit wird alsdann 
durch die Annahme eingeführt, dass Wellenbewegungen von dem 

Sitze der Gleichgewichtstörung ausstrahlen und nur teilweise dahin 

zurück konvergieren. 
Wir verfolgen diesen Weg nicht, weil er in die Physik des 

Äthers gehört und in Art. 23 besprochen werden wird. 
2) Die Einführung von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen, die 

übrigens auch auf dem ersten Wege zu Hülfe genommen werden, 

eröffnet einen zweiten Ausweg aus diesen Schwierigkeiten. Wenn wir 
sagen, dass ein wärmerer Körper A mit einem kälteren B in Berührung 

gebracht wird, so meinen wir, dass durch künstliche Mittel zwei 
Gruppen von Molekülen A und B derart gekoppelt werden, dass die 

Verteilung der Energie zwischen ihnen merklich von der durchschnitt
lichen Verteilung abweicht. Die Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine 

solche Abweichung bestehen bleibt, ist eine Grösse von solch ungeheurer 

Kleinheit, dass wir ruhig behaupten können: sie bleibt nicht bestehen, 

112) J. J. Thomson, .Applications of Dynamics, London 1888, p. 91. 
113) L. Boltzmann und G. H. Bryan~ Wien. Ber. 103, .Abt. 2 a (1894), p. 1125. 

114) Diesen Punkt bespricht H. Poincare, Paris, C. R. 108 (1889), p. 550. 
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oder: Temperaturdifferenzen müssen sich ausgleichen, die Energie
verteilung strebt nach einem statistischen Gleichgewicht hin. 

Die Olausius-Ssily'sche Gleichung (168) führt sofort zu der Formel 

(f)dl <0, 
wenn aus Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen gefolgert werden dürf~, 

dass bei den wirklichen Zustandsänderungen 

[.Em(x~x + iJ~y + z~s]:+i> o; 
in der That kann diese Annahme bis zu einem gewissen Grade durch 
die Betrachtung einfacher Beispiele gerechtfertigt werden, so durch 
das obige Bild eines Stromes von Partikeln, die zwischen zwei paral
lelen Wänden hin und her fliegen, falls eine der Wände mit end
licher Geschwindigkeit verrückt wird. 

Allgemein wird man durch das Heranziehen der W a.hrscheinlich
keit auf die Methoden der kinetischen Gastheorie geführt, wegen 
deren wir auf Art. V 9 verweisen. Wir wollen hier nur die Boltsmann
schen 115) Untersuchungen nennen, welche die Entropie eines Systems 
mit dem Wahrscheinlichkeitsindex der fraglichen Verteilung in Zu
sammenhang bringen und ein jüngst erschienenes Werk von Gibbs116), 

in dem nachgewiesen wird, dass eine "Mannigfaltigkeit" von dynami
schen Systemen statistische Eigenschaften von der Art der Temperatur 
und Entropie besitzt und dass eine Koppelung von solchen Mannig
faltigkeiten zu nichtumkehrbaren Erscheinungen Anlass giebt. 

Ref. hat im Jahre 1900 ein davon wesentlich verschiedenes Ver
fahren vorgeschlagen 117), indem er den Begriff von Energiebeschkuni
gwngen einführte. Bedenkt man, dass nach der dynamischen Theorie 
die Temperatur der kinetischen Energie der Moleküle proportional · 
und mithin eine quadratische Funktion der Geschwindigkeitskoordi
naten ist, so wird man zu der Vermutung geführt, dass beim Wärme
gleichgewicht zwischen verschiedenen Körpern stets eine Bedingung 
für die Energie der Körper erfüllt sein müsse, die sich als Gleichheit 
zweier quadratischer Ausdrücke zwischen den Geschwindigkeitskoordi
naten darstellt. Weiter wird, wenn die Gleichheit durch eine Ungleich
heit ersetzt wird, die letztere den Sinn des Energieflusses bestimmen. 

115) L. Boltsmann, Wien. Ber. 76 1 (1877), p. 373, 781 (1878), p. 7. 
116) J. W. fhöbs, Elementary principles in statistical mechanics, New 

York 1902. 
117) G. H. Bryan, Haarlem Arch. neerl. (2) 5 (Livre Jubilaire, dedie a 

H . .A. Lorents), Haag 1900, p. 279. 
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Wir betrachten ein System von Massen m in den Punkten 

(x, y, z) von den Geschwindigkeiten (u, v, w) mit der potentiellen 
Energie V. Die Bewegungsgleichung für die x-Richtung 

du d1x oV 
m dt=mN=- ox 

liefert 
~(~mu2)=- u oV. 
dt 2 ox 

Bei nochmaligem Differentiieren wird speciell für den Massenpunkt 1 

(175) :;! (! m1u12) = ~~ (:~r- ul ~ (u ;x + v ;Y + w %z) ~~, 
wobei sich die Summation über alle Massenpunkte 1, 2, ... n erstreckt. 

Es möge nun die Wahrscheinlichkeit dafür eingeführt werden, 
dass die Koordinaten zwischen gegebenen Grenzen liegen; dieselbe sei 

dargestellt durch die Funktion f(x1 , ••• zn) dx11 • •• dzn und es sei 
'P (u11 ••• w",.) dtt1 , ••• dw .. die entsprechende Wahrscheinlichkeit für 
die Geschwindigkeiten. Multipliziert man die vorige Gleichung mit 

frp und integriert sie, so ergiebt sich, wenn eckige Klammern Mittel
werte bedeuten: 

(176) 
r=n . -6 { [ ul ur] [a!'Jx-J + [ul vrJ[F!1!;y~ + [ ul wrJ[F;:;z~} · 

Befindet sich die Energieverteilung im statistischen Gleichgewicht, 

so müssen die durchschnittlichen "Energiebeschleunigungen" d. h. die 
Glieder linkerhand Null sein. Weil aber die so entstehenden Glei
chungen die Mittelwerte auch der Produkte der Geschwindigkeiten 

enthalten, so muss man ebenfalls die Ausdrücke für die zweiten 

Differentialquotienten oder die Beschleunigungen all dieser Geschwin
digkeitsprodukte hinschreiben 118). Bei der Untersuchung des Energie

gleichgewichtes bringen wir also die Beschleunigungen der Quadrate 
und Produkte der Geschwindigkeiten zum Verschwinden, gerade so wie 
wir bei den Fragen des gewöhnlichen Gleichgewichtes die Beschleu

nigungen der Koordinaten zum Verschwinden bringen. 

118) Bei der Untersuchung von Flüssigkeiten und isotropen Körpern können 
die Gleichungen aus Symmetrierücksichten erheblich vereinfacht werden, bei 

einem Krystall dagegen lässt sich a priori nicht behaupten, dass irgend eines 

von den Gliedern verschwinden müsste. 
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Bisher ist dies V erfahren nur auf wenige Beispiele angewandt 
und es bleibt späteren Untersuchungen vorbehalten zu prüfen, ob 
oder unter welchen Umständen die Gleichungen des Energiegleich
gewichtes der Systeme oder der Paare von gekoppelten Systemen auf 
diejenigen einfachen Formen gebracht werden können, die in der 
Wärmelehre die Bedingung der gleichmässigen und der gleichen Tem
peraturen darstellen. 

(Abgeschlossen im Januar 1903.) 

Berieh tigung. 

Die in dem vorstehenden Artikel Bryan enthaltenen Hinweise auf den 
"folgenden Artikel" (p. 116, 118, 180, 188) beziehen sich nicht auf den hier zu
nä.chst abgedruckten Artikel Hobson-Dießelhorst, sondern auf den Artikel 
Kamerlingh-Onnes, welcher erst später erscheinen kann. 
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"/ spezifische Wärme. 
f! Dichte. 

k = ~ Temperaturleitf'ähigkeit. 
f!"/ 

H äussere Wärmeleitfähigkeit (Konstante des Newton'schen Abkühlungs
gesetzes). 

h = H äussere Temperaturleitfähigkeit. 
:K· 

äussere Temperaturleitfähigkeit eines linearen Leiters (im 'l'eil II 
mit h bezeichnet; vgl. Nr. o und lo). 

1111 , xu,... Konstanten der Wärmeleitung in einem Krystall. 
111 , x,, x. die Hauptwärmeleitfähigkeiten. 
k1 , k2 , k" die Haupttemperaturleitfähigkeiten. 

w1 , wi!, ro3 die Konstanten des rotatorisehen Wärme:B.usses. 

I. Mathematischer Teil (Rechnungsmethoden). 

1. Allgemeines ÜberDissipation der Energie. Alle physikalischen. 
Proze!!se, welche ein System durchmachen kann, sind entweder 1) um
kehrbare oder reversible Prozesse, oder 2) nicht umkehrbare oder 
irreversible Prozesse. Unter 1) versteht man solche Prozesse, die 
sich vollständig rückgängig machen lassen, derart, dass nicht nur der 
Endzustand des betreffenden Systems genau gleich ist dem Anfangs
zustand, sondern dass auch ausserhalb des Systems keine bleibende 
Änderung eingetreten ist. Unter 2) versteht man solche Vorgänge, 
welche keine derartige Umkehrung zulassen; bei diesen kann das 
System nicht in seinen früheren Zustand zurückgebracht werden, ohne 
dass ausserhalb des Systems eine dauernde .Änderung verursacht wor
den ist. Die E1·fahrung lehrt, dass alle Prozesse, welche in der Natur 
stattfinden, unter 2) fallen, nämlich, dass alle wirklichen Vorgänge 
nach einer bestimmten Richtung hin verlaufen, und dass die Mittel, 
welche uns zur Verfügung stehen, nicht hinreichen, irgend ein mate
rielles System so zu leiten, dass es einen streng reversibeln Prozess 
durchmacht; ein reversibler Prozess ist also ein idealer Begriff, der 
nur als Grenzfall eines natürlichen Vorgangs zu betrachten ist. 

Bei Zugrundelegung der beiden Prinzipien der Erhaltung der Energie 
und der Erhaltung der Masse, hat eine mechanische Beschreibung der 
Natur zum Ziel, die verschiedenen Formen, welche die Energie an
nimmt, zu klassifizieren und die Gesetze, welchen die Umwandlung 
der Energie von einer Form in eine andere unterworfen sind, zu er
gründen. Die Erfahrung lehrt, dass unser thatsächliches Vermögen 
Energie zu leiten und iür unsere Zwecke nutzbar zu machen, ein sehr 
verschiedenes ist, je nach der Form, in welcher die Energie auftritt; 

11* 
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namentlich über die Energie solcher verborgener Bewegungen, welche 
in den Molekülen der Materie stattfinden, ist unsere Macht viel ge
ringer als über die Energie der Molarbewegungen. Prozesse, bei 
welchen die Quantität Energie, worüber wir verftigen können, be
ständig abnimmt, heissen dissipative Prozesse; die Verwandlung der 
Energie von einer Form in eine andere weniger nutzbare, oder auch 
eine Änderung in der Verteilung der Energie unter Beibehaltung 
ihrer ~'orm, derart, dass ihre Nutzbarkeit abnimmt, heisst Dissi
pation der Energie 1). Die Dissipation wird durch die quantitativf' Ab
nahme der nutzbaren Energie gemessen; bei jedem natürlichen Vor
gang findet, wenn man die ganze Erscheinung in Betracht zieht, 
Dissipation in grösserem oder kleinerem Mass statt; eben deswegen 
kommt kein vollkommen reversibler Prozess in der Natur vor. 

Der Begi'i:ff der Dissipation ist ein rein relativer; er bezieht sich 
nämlich auf unsere thatsächliche Macht über die Dinge 2). Dissipirte 
Energie ist solche, die wir nicht beherrschen; nutzbare Energie ist 
hingegen solche, die wir in irgend eine erwünschte Bahn leiten 
können. In der mechanischen Wärmetheorie, aus welcher der Begriff 
der Dissipation entstanden ist, tritt das Prinzip der Dissipation im 
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik auf, und nimmt in der Lehre 
von der Entropie (vgl. den vorangehenden Art. Bryan, Nr. 11-13) 
eine bestimmte Form an. 

Einer der wichtigsten dissipativen Prozesse ist die Wärmeleitung, 

1) Die Erfahrungsthatsache der Dissipation hat Lord Kelvin (W. Thomson) 
in Jen folgenden Sii.tzen formuliert - siehe den Aufsatz "On a Universal Ten
dency in Nature to the Dissipation of Energy", Edinb. Proc. 3 (1852), p. 139 
und Phil. Mag. 4 (1852), p. 258, 304, anch "Matl1ematical and Physical papers" 1, 
p. 511. 

(1) There is at present in the material world a universal tendency to the 
dissipation of meclmnical energy. 

(2) Any restoration of mechanical energy, without more than an equivalent of 
dissipation, is impossible in inanimate material processes, and is probably 
never effected by means of organized matter, either endowed wit.h vege
table life or subjected to the will of an animated creature. 

(3) Within a finite period of time past, the earth must have been, and within 
a finite period of time to come the earth must again be unfit for habi
tation of man as at present constituted, unless opera.tions have been or 
are to be performed, which are impossible under the laws to which the 
known operations going on at present in the material worlcl are subject. 
2) Über die RelativitiLt des Begriffs der Dis~ipation vgl. eine Bemerkung 

von Helmholtz, J. f. Math. 100 (1887), p. 142, auch Ma:cwell, Encyclopaedia 
Britaunica, 9. Aufl., Diffusion, p. 220. Siehe auch Maxwell's "Theory of Heat", 
p. 192. 
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bei welcher eine nicht umkehrbare Anderung in der Verteilung einer 

gewissen Art molekularer kinetischer Energie unter dem Bild einer 

Wärmeströmung aufgefasst wird. Die Erzeugung der Wärme durch 

Reibung und die Absorption von Wärme- oder Lichtstrahlen sind 

ebenfalls dissipative Vorgänge; die Dissipation tritt auch bei der 

Diffusion der Gase auf, einer Erscheinung, die sich nach den Prin

zipien der kinetischen Gastheorie erklären lässt. Der Hauptgegen

stand, der in diesem Artikel behandelt wird, ist die Wärmeleitung; 

die V elfolgung der anderen zahlreichen dissipativen Prozesse gehört 

in die verschiedenen Einzelgebiete der Physik und Chemie, welche 

sich mit diesen Prozessen befassen. 
Ihrer mathematischen Behandlung nach weisen die verschiedenen 

dissipativen Vorgänge eine gewisse "Familienähnlichkeit" auf, so dass 

ihre Theorie mehr oder minder enge an die Theorie der Wärme

leitung als den am längsten und besten bekannten Typus der dissi

pativen Prozesse angeschlossen werden kann. Dies gilt namentlich 

von der Elektrizitätsleitung und der Diffusion, welche letztere hier 

anhangweise zur Sprache kommen wird. 

2. Die Grundlagen der Theorie der Wärmebewegung. Die der 

Hauptsache nach von Fourier begründete 3) Theorie der Wärme

bewegung befasst sich mit der aus der Elfahrung bekannten That

sache, dass zwei Teile desselben Körpers, oder zwei mit einander in 

Berührung stehende Körper von verschiedener Temperatur, den be

stehenden Temperaturunterschied allmählich ausgleichen, indem der 

wärmere Körper oder Körperteil kühler und der kühlere wärmer 

wird. Diese Erscheinung stellt man sich als eine Bewegung der 

Wärme vom wärmeren zum kühleren Körper vor. Man unterscheidet 

drei wesentlich verschiedene Vorgänge, durch welche der Übergang 

der Wärme von einer wärmeren an eine kühlere Stelle geschehen 

kann: 1) Strahlung, wenn die Körper von einander getrennt sind und 

das dazwischen liegende Medium von der Art ist, die man diatherman 

nennt; 2) Leitung, wenn die Körper sich berühren oder wenn die Wärme

bewegung in einem athermanen Körper stattfindet; 3) Konvektion, wo 

in einem flüssigen Körper Strömungen der Materie durch die Tem

peraturunterschiede verursacht werden. 

3) .Als Vorgänger Fourier's ist namentlich J. B. Biot zu nennen, der für 

den Fall des stationären Wärmeflusses den heutzutage meist nach Fourim· be

nannten .Ansatz bereits vollständig entwickelt hatte. Vgl. Memoire sur la pro

pagation de la chaleur, lu a la classe des sciences math. et phys. de !'Institut 

national (Bibl. britann. Sept. 1804, 27, p. 310), sowie Traite de phys. 4, p. 669, 

Paris 1816. 
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Der mechanischen Wärmelehre gernäss werden die Wärmeerschei
nungen in einem athermanen Körper auf Bewegungen der Moleküle 
oder der Atome zurückgeführt; die Wärmeleitungstheorie wäre also 
innerhalb der mechanischen Naturauffassung als Theorie der Fort
pflanzung der betreffenden molekularen Bewegungen zu klassifizieren; 
mit etwaiger Ausnahme der gasförmigen Körper reichen aber unsere 
gegenwärtigen Kenntnisse über die molekulare Beschaflimheit der 
Körper nicht aus, um einen solchen Weg gangbar erscheinen zu 
lassen. Als Fourier 4), Poisson ") und andere die Wärmeleitungstheorie 
begründeten, existierte die mechanische Wärmetheorie im modernen 
Sinn noch nicht, und trotzdem diese seither eine in vielen Hinsichten 
recht erfolgreiche Entwickelung durchgemacht hat, sind wir doch 
nicht im Stande, eine rein mechanische Theorie der Wärmeleitung 
in festen oder in flüssigen Körpern aufzustellen. (Höchstens könnte 
man in diesem Zusammenhange darauf hinweisen, dass die "Haupt
lösung11 der Wärmleitungsgleichung (s. Nr. 6 und 7 dieses Art.) aufs 
Lebhafteste an die Verteilungsgesetze der W ahrscheinlichkeitsrech
nung erinnert, auf welche ja fraglos die Fortpflanzung der Molekular
bewegungen zu basieren sein würde.) Dementsprechend hat man 
in dieser Theorie verschiedene Hilfsbegriffe nötig, wenn man die 
betreffenden Erscheinungen überhaupt einer mathematischen Be
handlung zugänglich machen will, d. h. wenn man viele Fälle ein
heitlich zusammenfassen und allgemeine Sätze aufstellen will. Ausser
dem werden in der mathematischen Behandlung der Erscheinungen 
verschiedene Voraussetzungen gemacht 6), welche sogar bei mässigen 

4) Fowrier's Schriften über die Wärmetheorie nehmen ihren .Anfang in 
einem im Jahre 1808 im Bull. des Sei. veröffentlichten Auszug aus einer im voran
gehenden Jahre eingereichten Denkschrift (vgl. Oeuvres 2, p. VII). Im Jahre 1811 
fasste Fourier eine Abhandlung mit dem Titel "Theorie du mouvement de la chaleur 
dans les corps solides" ab; dieselbe wurde aber erst in den Jahren 1824, 1826 in 
Par. Mem. 4, 5 veröffentlicht; weitere Schriften erschienen in Par. Mem. 7 (1827); 
8 {1829); 12 (1833). Eine Reihe Schriften über die Wärmetheorie befinden sich 
auch in Ann. Chim. Phys. 3 (1816); 4 (1817); 6 (1817); 13 (1820); 27 (1824); 
28 (1825); 37 (1828). In seinem im Jahre 1822 erschienenen Werke "Theorie 
analytique de la chaleur" hat Fourier den mathematischen Teil seiner Unter
suchungen über Wärmeleitung zusammengefasst; seinen Plan, eine ergänzende 
"theorie physique" zu schreiben, hat er nicht ausgeführt. 

5) Poisson's Untersuchungen sind in seinem Werke "Theorie mathematique 
de la chaleur", Paris 1835, enthalten. Siehe auch J. ec. polyt. 12, cah. 19 (1823). 

6) Eine Kritik der der Fourier-Poisson'schen Wärmeleitungstheorie zu 
Grunde liegenden Voraussetzungen giebt W. Hergesell, Ann. Phys. Chem. 15 
(1882), p. 19; daselbst wird die Dehnung eines leitenden Körpers unter gewissen 
Voraussetzungen in Betracht gezogen. Ansätze zu einer solchen Kritik schon 
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Temperaturänderungen nur annähernd der wirklichen Erfahrung 
entsprechen; der Grad, in welchem die theoretischen Resultate 
den wirklichen Vorgängen entsprechen, kann nur durch Beobach
tungen bestimmt werden; dass wir thatsächlich in vielen Fällen die 
erforderlichen Mittel besitzen, solche Vergleiche auszuführen, und 
den physikalischen Wert der höchstens nur annähernd richtigen 
mathematischen Theorie zu schätzen, wird im zweiten Teile dieses 
Artikels dargethan werden. 

Der erste Begriff mit dem wir es zu thun haben, ist der der 
Temperatur, als Grösse betrachtet. Begrifflich wird die Temperatur 
in einem jeden Punkt eines Körpers durch ein unendlich kleines 
Thermometer ohne Wärmekapazität gemessen, welches an den be
treffenden Punkt gebracht wird; die Temperatur in einem Punkt 
wird als Funktion sowohl der Lage des Punktes als auch der Zeit 
betrachtet. 

Andere Begriffe, welche eine Hauptrolle in der Theorie spielen, 
sind die der Wärmemenge und die der spezifischen Wärme. 

In der mechanischen Wärmelehre wird eine Wärmemenge durch 
eine Energiegrösse gemessen; wenn sie einem Körper oder Körperteilchen 
zugeführt wird, so wird ein Teil davon auf Temperaturerhöhung ver
wandt, der andere Teil wird aber in irgend eine andere Energieform 
verwandelt, oder auf Arbeitsleistung verbraucht, indem das Volumen 
des Körpers geändert wird. In der Wärmeleitungslehre hingegen 
wird vorläufig angenommen, dass, wenn eiue Wärmemenge einem 
Körperteilchen zugeführt wird, ihre einzige Wirkung in einer Tempe
raturerhöhung des betreffenden Körperteilchens besteht, dass also keine 
Änderung des Volumens stattfindet und kein Umsatz in andere Energie
formen Platz greift. Das Mass für die Wärmemenge ist in der 
Theorie der Wärmeleitung das kalorimetrische. 

Wenn ein Körperteilchen von der Masse m eine unendlich kleine 
Wärmemenge o Q gewinnt, so bezeichnen wir die dadurch verursachte 
Temperaturerhöhung durch ou, wo u die ursprüngliche Temperatur 
des Teilchens darstellt; dann besteht die Gleichung o Q = my8u, wo 

bei Duhamel, J. ec. polyt. cah. 25 (1837), p. 1; J. Liouville, J. de math. 2 (1837), 

p. 439; Duharnel, Par. sav. [etr.] 5 (1838), p. 440; J. ec. polyt. cah. 36 (1856), 

p. 1; J. Atnsler, Schweiz. N. Denkschr. 12 (1852) (abgedr. J. f. Math. 42 (1851), 

p. 327). 
Wärmeleitung unter Zugrundelegung des Dulong-Petit'schen (vgl. Anm. 12) 

statt des Newton'schen Erkaltungsgesetzes (s. Gl. (4)) für den Wärmeaustausch 
zwischen benachbarten Molekeln bei G. Libri, J. f. Math. 7 (1831), p. 116; J. Liou
ville, J. de math. 3 (1838), p. 350. 
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der Wert von r im allgemeinen von u und von der Beschaffenheit des 
Stoffs abhängt. Die Grösse r heisst die spezifische Wärme des Körper
teilchens; es wurde von Fourier und seinen Nachfolgern angenommen, 
dass sie unabhängig von der Temperatur tt sei; obgleich wir nun 
wissen, dass dies in Wirklichkeit nicht der Fall ist, nicht einmal unter 
der obigen Voraussetzung, dass das Volumen des Teilchens keine .Ände
rung erleidet, wird Fourier's Annahme doch meistens in der mathe
matischen Theorie beibehalten 7). 

Wenn eine Platte8) von isotropem homogenen Stoff durch zwei 
Ebenen von grosser Ausdehnung begrenzt ist, und die Temperaturen 
u0 , u1 in diesen Ebenen konstant erhalten werden, so :lliesst Wärme 
von der wärmeren (u1) nach der kälteren Seite (u0) durch die Platte; 
die Wärmemenge Q, die in der Zeit t durch die Platte hindurchgeht, 
ist proportional mit der Oberfläche F der Platte, proportional mit der 
Zeit t, und umgekehr:t proportional mit der Dicke der Platte; da sie 
überdies verschwindet, wenn tt0 = u1 , so setzt man 

(1) Q = X u1 d Uo_ Ft, 

worin x ein Faktor ist, der im allgemeinen eine Funktion der beiden 
Grenztemperaturen tt0 , tt1 ist. Es wird mm als annähernd richtig an
genommen, dass x unabhängig ist von den Grenztemperaturen, und 
nur vom Material der Platte abhängt; x heisst die (innere) Leitungs
fähigkeit der Substanz der Platte. 

Im Falle eines athermanen Stoffes macht man weiter die Annahme, 
dass ein Wärmeaustausch nur zwischen unmittelbar an einander grenzen
den Teilen des Körpers stattfindet, man schliesst also die Wärme
strahlung auf endliche Entfernungen gänzlich aus. W eun !} F eine 
kleine ebene Fläche ist, welche einen Punkt P eines solchen Körpers 
enthält, und ~ Q die Wärmemenge bezeichnet, welche in der Zeit d t 
durch ~ F hindurch:lliesst, so heisst der Grenzwert von 

BQ 
BFBt' 

wenn ~Q, ~t, ~F unendlichklein werden, der Wärmestrom im Puukt P 
lienkrecht zur Oberfläche 6F. Durch Betrachtung der Wärmemengen, 
welche durch die Oberflächen eines unendlich kleinen Tetraeders 
fl.iessen, in Verbindung mit der Annahme, dass Wärme weder zerstört 
noch in andere Energieformen umgewandelt wird, kann man sodann 
zeigen, dass der Wärmestrom ein Vektor ist, dass also der Wärme-

7) Ein Ansatz zur Behandlung des allgemeinen Falles bei Fourie1·, Par. 
mem. 8 (1829), Oeuvres 2, p. 180. 

8) Vgl. Fourier, "Theorie", chap. I, sect. IV, sowie Biot (I. c. Anm. 3). 
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strom in der Richtung (l, m, n) gleich lOx + mOY + nO. ist, worin 
0.,, OY, 0, die Wärmeströme in den Richtungen der Koordinaten und 
l, m, n die Richtungskoeffizienten bezeichnen. Man nennt die Resul

tante von Ox, Oy, 0, den Wärmestrom 0 hn Punkte (x, y, z); die 
absolute Grösse dieses Vektors misst die Intensität des Wärme

stromes; 0", OY, O. heissen die Komponenten des Wärmestroms. 
Es wird vorausgesetzt, dass die Temperatur tt im Punkte (x, y, z) 

zur Zeit t im allgemeinen eine stetige Funktion der Koordinaten x, 
y, z, t ist, welche stetige di:fferentiierbare Derivierte nach diesen Ko
ordinaten besitzt 9); daraus folgt, dass zu einer jeden bestimmten Zeit t 

stetige Flächen existieren, auf welchen die Temperatur konstante 

Werte hat; diese Flächen heissen isotherme Flächen. Weiter folgt 
aus der Annahme, dass der Wärmestrom in einem Punkte nur von 

der Verteilung der Temperatur in der Umgebung des Punktes ab
hängt, dass in einem isotropen Körper der Wärmestrom immer senk

recht zu derjenigen isothermen Fläche gerichtet ist, auf welcher der 

betreffende Punkt liegt, und ferner, dass die Grösse des Wärmestroms 
durch - xoufön ausgedrückt wird, wo dn ein Element der Normalen 

zur isothermen Fläche bezeichnet. Der Ausdruck - oujon misst das 

Temperaturgefälle; der Wärmestrom kommt also dem Prodttkt atts Tempe

raturgefälle nnd Leitungsfähigkeit gleich. Da auch das Temperaturgefälle 

em Vektor ist, so sind die Komponenten des Wärmestroms 0: 

(2) (Ox, Oy, Oz) = (- u ~3~, -'X~;, - "~:). 
Wenn zwei verschiedene Körper sich an einer Grenzfläche be

rühren, erleiden im allgemeinen die Komponenten des Wärmestromes 

einen Sprung an der Grenzfläche, aber die Komponenten in der Hich
tung der Normale haben in beiden Körpern denselben Wert. Von 

Fourier wird ausserdem angenommen, dass die Temperatur an der 

Grenzfläche keinen Sprung macht; die beiden Grenzbedingungen sind 

unter dieser Voraussetzung 

13) ou ou ou 'ou' 'ou' 'ou 
\ U=t{, lx-;;;- +mx;,- + nx."- = lx 01-- + mx -~ + nx -;:,-, 

uX uy oz ux uy uz 

worin x, x' die Leitungsfähigkeit der beiden Körper, 'U, tt' ihre Tempe-

9) Selbstverständlich ist diese Voraussetzung mit der Vorstellung vom 
molekularen Aufbau der Materie strenge genommen unvereinbar, wie überhaupt 

die Behandlung der physikalischen Erscheinungen in pondembeln Körpern 
mittels partieller Differentialgleichungen gewisse prinzipielle Schwierigkeiten 

aufweist. V gl. hierzu G. Prasad, Constitution of Matter and Analytical 'l'heories 

of Heat. Göttinger Abhdlgen. (Neue J:!'olge) 2 (1903) Nr. 4; insbesondere 
Part. Il und ill. 
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raturen, l, m, n die Richtungskoeffizienten der Normale im Punkte 
(x, y, z) der Grenzfläche bedeuten. Von Poisson 10) wird die erste der 
obigen Bedingungen allgemeiner gefasst; er nimmt an, dass an der 
Grenzfläche zweier fester Körper, ähnlich wie man für die Grenzfläche 
eines festen Körpers und einer Flüssigkeit (vgl. GI. (4)) anzusetzen 
pflegt: 

l ou + ou + ou l , ou' + ,(ju + , ou ( ') 
"OX mx oy n" oz = " ox m" oy nx oz = q u- u ' 

wo q eine von der Beschaffenheit der beiden Körper in der Nähe der 
Grenzfläche abhängige Grösse ist. Mit q = oo folgen hieraus im be
sonderen die GI. (3). 

Wenn ein fester Körper von Luft oder von einer anderen Flüssig
keit umgeben ist, so wird die Wärmemenge, welche vom Körper an 
die Flüssigkeit oder umgekehrt abgegeben wird, zum Teil durch 
Leitung, zum Teil durch Strahlung au der Grenzfläche bedingt; es 
werden aber auch Bewegungen in der Flüssigkeit entstehen, und 
daher die Temperaturänderungen in der Nähe der Fläche zum Teil 
durch Konvektion hervorgerufen werden. Diese komplizierten Vorgänge 
der Berechnung zu unterwerfen wäre unmöglich ohne eine Hypothese, 
die die Wirkung aller drei Prozesse einigermassen richtig zusammen
fasst. Man macht die Hypothese, dass die Wärmemenge, welche durch 
ein Flächenelement hF in der Zeit ht strömt, proportional mit 
(u- u0)8Fht ist, wo u die Temperatur des festen Körpers, u0 die
jenige der Flüssigkeit in der Nähe des Elements h F bedeutet; dieser 
Hypothese gernäss lautet die Bedingung an der Grenzfläche 11) 

(4) - "~: = H(u- u0), 

worin dn ein Element der nach der Flüssigkeit gerichteten Normale 
bedeutet, und H eine von der Beschaffenheit der beiden Substanzen 
abhängige Grösse ist, welche die äussere Leitungsfähigkeit des Körpers 
genannt wird. Diese Gleichung soll die Gesamtwirkung von Leitung, 
Strahlung und Konvektion darstellen, und drückt das sogenannte 
Newton'sche Gesetz der A.bkühlung aus; dasselbe kann jedoch nur als 
eine erste Näherung bei hinreichend kleinem Temperaturunterschiede 
u- u0 gelten. Dulong und Petit haben zuerst versucht, dasselbe 
unter Ausschluss von Wärmestrahlung durch eine auf Beobachtung 
basierte Formel zu ersetzen 12). Die Wärmeabgabe durch Strahlung 

10) Poisson, "Theorie", p. 127; J. ec. polyt. cah. 19, p. 107. 
11) Fourier, "Theorie", chap. ll, sect. VII. 
12) Dulong und Petit, Annal. chim. phys. 7 (1817), p. 225, 337; Einführung 
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andrerseits wird nach dem heutigen Stande der Wissenschaft durch 
das Stefan'sche Gesetz 13) gegeben, wobei man der '.Yärmeabgabe nach 
Dulong und Petit diejenige nach Stefan zu überlagern hat. (V gl. 
hierzu Nr. 21 dieses Art.) 

3. Die partielle Differentialgleichung der Wärmebewegung in 
einem isotropen festen Körper. Allgemeine Sätze. Bei Berücksich
tigung der in Nr. 2 angegebenen Voraussetzungen und Definitionen 
ist es nun möglich, die partielle Differentialgleichung aufzustellen, 
welcher die Temperatur u(x, y, z, t) im Inneren eines isotropen festen 
Körpers Genüge leistet. Es sei o eine innerhalb des leitenden Körpers 
liegende geschlossene Fläche, y die spezifische Wärme, Q die Dichtigkeit 
der Materie in einem Punkt auf oder innerhalb der Fläche o. Da 
keine Wärme innerhalb o erzeugt wird, so besteht die Gleichung 

;tJ:J Jr!!u dx dy dz jj~ (z ~: + m ~; + n ~) do, 

worin l, m, n die Richtungskoeffizienten der auf do nach innen ge
richteten Normale bedeuten, das dreifache Integral sich auf den Raum 
innerhalb 6 bezieht, und das doppelte Integral auf die Oberfläche 
von o. Jndem man das Flächenintegral durch ein Volumenintegral 
ersetzt, erhält man 

J J j{rQ;~- 0°x (x~:)- 0~ (x~;)- ;z(x~;)} dxdydz = 0. 

Da die Fläche o eine willkürliche ist, so muss in jedem Punkt mner
halb des leitenden Körpers die Gleichung 

(5) '}'!! ~~ - 0: (x ::) - 0~ (x ~;) - 0: (x ~:) = 0 

erfüllt werden. Falls der Körper homogen ist, nimmt (5) die Form an 

(6) 

Die Konstante 

(7) 

bezeichnet man als Temperaturleitvermögen, weil bei gegebenen Ober
.flächentemperaturen die räumliche und zeitliche Temperaturverteilung 
im Innern nur von ihr abhängt. 

dieses Gesetzes in die Theorie der Wärmeleitung schon bei Kelland, 'l'heory of 
heat, Nr. 73, p. 69. 

13) J. Stefan, Wien. Ber., Math. phys. Kl. 79 (1879), p. 391. 
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Die Gleichung (5) resp. (6) ist die zuert~t von Fmwier aufgestellte 
Bewegungsgleichtmg der Wärme in einem leitenden Körper. 

In der mathematischen Wärmeleitungstheorie handelt es sich 
hauptsächlich darum, ein Integral dieser partiellen Differentialgleichung 
zu finden, welches gegebenen Oberflächenbedingungen an der Grenze 
des Körpers genügt, wobei die Form des betreffenden Körpers und 
der thermische Anfangszustand desselben vorgeschrieben wird. 

Wenn bei der Wärmebewegung die Temperatur in jedem Punkt 
(x, y, z) unabhängig von der Zeit ist, so heisst die Bewegung stationär; 
in diesem .!!.,alle lautet die Differentialgleichung 

(8) _IJ_ (x ~ n) + ~ (" otb) + _?:__ (" ihb) = O ox o x oy oy oz oz , 
oder, weun der Körper homogen ist, 

()2u iJiu ()2t~ 
(9) 32 + "-. + ~ = Att = 0. 

uX uy· uZ 

Die Differentialgleichung (8) resp. (9) ist dieselbe, wie sie auch in 
der Elektrostatik vorkommt, und die spezielle :Form (9) ist die Grund
gleichung in der Theorie des Gravitationspotentials. Die Bestimmung 
der t~tationären Temperatur in einem Körper bei gegebener Oberflächen
temperatur fällt ·also mit der Green' sehen Attf'gabe der gewöhnlichen 
Potentialtheorie zusammen. 

Für die allgemeinere Gleichung (6) der veränderlichen Wärme
bewegung lassen sich allgemeine Sätze aufstellen, welche bekannten 
Sätzen der gewöhnlichen Potentialtheorie entsprechen. Es seien u, u' 
beliebige Funktionen, welche der Beschränkung unterliegen, inner
halb eines gegebenen Raumes S nebst ihren ersten Derivierten nach 
x, y, z von t = 0 bis t = t1 (mit ev. Ausschluss dieser Grenzen 
selbst) stetig zu t~ein; es lässt sich leicht beweisen, dass 14) 

t, 

j' { (uu'\- (uu')0 } dS + Ja:Jk (1l ~= - u ~:) dri; 
u 

die Integration nach S ist durch den Raum S zu erstrecken, dn ist 

14) Diese Formel und die nachfolgenden Anwendungen bei B. Minnige-rode 
"Über Wärmeleitung in Krystallen", Diss. Göttingen 1862. Vgl. auch J. Ams!e-r, 
J. f. Math. 42 (1851), p. 316, 327; E. Beltmmi, Mem. Ace. Bologna (4) 8 (1887), 
p. 291; E. Betti, Mem. Soc. Ital. 40 (3), 11 ; A. Somme-rfeld, Math. Ann. 45 (1899), 
p. 263. Übe1· den stationären Temperaturzustand siehe K. von der Mühll, Math. 
Ann. 2 (1870), p. 643. 
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ein nach dem Inneren von S gezogenes Element der Normale zum 
Oberflächenelement do. 

Wenn nun u der Differentialgleichung (G) genügt, und wenn u' 

die "adj ungierte" Gleichung 15) 

~~- + kßu'= 0 

erfüllt und sich für lim t = t1 dem Wert 

(x-x'P+(Y -y)'+(•- z')' 

~--1 4k(l,-1) 

(2 ynk(t1 - t)) 3 e 

nähert, so lässt sich beweisen, indem man den Punkt (x', y', z') durch 

eine kleine Oberfläche umhüllt und den von ihr eingeschlossenen 

Raum von der Integration S ausschliesst, dass Jer Wert tt(x', y', rl, t1') 

von u im Punkt (x', y', z') durch 
I, 

u(x', y', z', t1) jCtH/)1= 0 dS + Jatjk(u~: -tl~~)do 
0 

dargestellt wird. Anstatt tt' führe man die Funktion v ( t) = tl ( t1 - t) 
ein; v genügt der Gleichung (6) und nähert sich für lim t = 0 

dem Wert 
(x-x')'+ (y~y')'+ (z-='P 

1 - -------.u:l ----
-.---. --e 
(2 y;t!c!l 

Um nun die Temperatur tt (x', y', z', t1) im Punkte (x' y' z') zu be

stimmen, wenn die Temperatur U der Oberfläcl1e a von S gegeben ist, 

muss man den Bedingungen, welchen v genügt, noch diejenige hin

zufügen, dass v an der Oberfläche o verschwinden soll. In diesem 

Fall erhalten wir 
t, 

(10) u(x', y', .":', t1) jtt0v(t1)dS + j'rltju ~;, v(t1 - t)d11; 
0 

diesem Resultat gernäss reduziert sich die Bestimmung von u auf die 

Bestimmung einer Funktion v, welche den obigen einfachm·en Be

dingungen zu genügen hat. Ist an der Oberfläche von S nicht die 

Temperatur des Körpers selbst, sondern die Temperatur U der Um

gebung gegeben, so dass u der Gleichung 

ou H 
on=lt(u-U)I h=-;-

15) In Bezug auf Handwertaufgaben im allgemeinen, sowie wegen des B~

gritfs der adjungierten Differentialgleichung vgl. Art. Somme1·(eld (U A 7 c, 

Nr. 4, 9, 10, 14). 
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zu genügen hat, so bestimme man v derart, dass an der Oberfläche 

0'11 
on = hv; 

in diesem Fall wird u durch die Gleichung 
t, 

(10') u(x', y', z', t1) j~0v(t1) dS + Jatjh Uv(t1 - t) dtJ 
0 

ausgedrückt. 
Die Funktion v spielt hier eine ähnliche Rolle, wie die Green'sche 

Funktion in der gewöhnlichen Potentialthwrie; sie stellt die Temperatur 
dar, die zur Zeit t1 an der Stelle (x', y', rl) vorhanden ist, wenn zur 
Zeit t = 0 die Temperatur von S überall Null war und nur an der 
Stelle (x, y, z) einen unendlich grossen Wert hatte, vorausgesetzt, 
dass im ersten der obigen Fälle die Temperatur der Oberfläche, im 
zweiten die der Umgebung stets gleich Null ist. 

Aus diesen Resultaten folgt leicht, dass es nicht zwei verschiedene 
Funktionen u geben kann, welche den ihnen auferlegten gleichen Be
dingungen genügen, dass also die Lösung des Problems durch jene 
Bedingungen eindeutig festgelegt ist. Übrigens lässt sich der Ein
deutigkeitsbeweis auch führen, ohne dass dabei, wie es im Vor
stehenden geschah, die Existenz der "Green'schen Funktion" v voraus
gesetzt wird 16). 

Aus der partiellen Differentialgleichung (6) schliesst man, wenn 
die Oberflächentemperatur von S stets Null ist: 

~ :tJu2 dS =-fk { (~;r + (~;r+ (~:rJ as; 

ist nicht die Oberflächentemperatur selbst, sondem die Temperatur 
der Umgebung Null, so gilt dieselbe Gleichung bei Hinzufügung von 

-hju2 dS auf der rechten Seite. Daraus folgt, dassJu2 dS in 

beiden Fällen beständig abnimmt, wenn t ins Unendliche wächst; die 
Grenze, der sich diese positive Grösse dabei nähert, kann keine andfJre 
als Null sein. 

Die lineare Form der Wärmebewegungsgleichung zeigt unmittel
bar 7 dass eine Summe von Lösungen abermals eine Lösung der 
Gleichung ist; wenn man also Lösungen so zusammensetzen kann, dass 
ihre Summe den Grenzbedingungen Genüge leistet, so ist letztere 
die (eindeutig bestimmte) Lösung der betreffenden Aufgabe. Man darf 

16) Vgl. z. B. Riemann- Weber, Part. Differentialgl. IJ, p. 86; Reine, Kugel
funktionen 2, p. 307-312. 
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dabei den einzelnen Gliedern der Summe irgend welche Grenz

bedingungen auferlegen, welche mit den Bedingungen verträglich sind, 

denen die Summe genügen soll. Ein wichtiges Beispiel dieser Methode 
der Zusammensetzung von Lösungen besteht darin, dass die Tempe

ratur u in der Form einer Reihe :E uJ,. (t) dargestellt wird, worin 

die Funktionen u,. unabhängig von t sind; aus der Differentialgleichung 

folgt dann, dass die Funktionen f(t) die Form haben müssen Ae-"1, 

wo .A und a Konstante, und dass die Funktionen u,. der Differential
gleichung 

kßu + au = 0 

genügen müssen. Diese Darstellung eignet sich besonders für den 

Fall, in welchem der Körper seine Wärme an ein umgebendes Medium 

abgiebt, dessen Temperatur konstant und, was keine weitere Be

schränkung der Allgemeinheit bedeutet, gleich Null angenommen 

werden möge; schreibt man in diesem Falle 

u = ""A. e-"rtu 17) 
..,;;;:;;,; r r' 

so müssen die Konstanten a11 a2 , ••• , ar, ... aus der Oberflächen

bedingung 

ou,.- hu = 0 on r 

bestimmt werden. Es lässt sich durch Anwendung der Differential

gleichung leicht beweisen, dass 

(11) (ar-a.)JJJr!;w,.u,dxdydz Jjx(u.~~-u,.~:·)do; 
J.a nun die rechte Seite durch Wahl der a zum Verschwinden ge

bracht ist, so wird 

JJJr(Juru,dxdy:dz = 0; 

auch den Wert von 

JJJr(Jur2 dx dy dz 

kann man in speziellen Fällen aus GI. (11) entnehmen, indem man 

zur Grenze ar = a, übergeht. Wenn die Anfangstemperatur @(x, y, z) 
gegeben ist, so lässt sie sich unter gewissen zu ermittelnden Be

schränkungen in die Form entwickeln 

17) Lösungen von der Form e-atu nennt Kelvin (W. Thomson) "harmonic 

solutions", Mathematical and physical Papers 2, p. 50. Die Funktionen ur 

heissen Normalfunktionen, vgl. das Buch von F. Pockels, "Über die partielle 

Differentialgleichung .tlu + k'iu = 0", Leipzig 1891, p. 9a. Siehe auch H. Poin
cm·e, Par. C. R. 107 (1888), p. 967 und Par. C. R. 104, p. 1754. 
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iP(x, y, z) = A1 n1 + A 2u2 + · · · + Aur + · · ·, 
wo Ar den Wert 

J.JJr~ur<P(x, y, z)dxdydz 

--- JJJ~~u~dxdydz 

hatl8). Unter der angegebenen Grenzbedingung kann man mit Hilfe 
des Lehrsatzes 

beweisen, dass alle a reell sind 19), da ja, wenn komplexe und daher 
auch konjugiert komplexe a möglich wären, die linke Seite der 
vorigen Gleichung positiv ausfallen miisste, wenn man für ur, u, die 
zu konjugierten a gehörigen Funktionen u wählt. Ist dagegen die 
Temperatur des umgebenden Mediums vru:iabel, so werden bei einem 
analogen Ansatz der Lösung die a im allgemeinen komplex. 

Es habe ein leitender Körper die Anfangstemperatur Null und 
die Oberflächentemperatur <P(t); wenn <P(t) = 1, so sei die Lösung 
der Wärmeleitungsgleichung 

u = W(x, y, z, t). 
Dann lässt sich die Temperatur für allgemeine Werte von 0(t) durch 
Zusammensetzung finden. Es ,qilt nämlich. 20) 

t 

u = <P(O) YJ'(x, y, z, t) + {CD'(t') 1JJ'(x, y, z, t- t') dt' 

oder anders geschrieben 
t 

0 

(12) n j•([J (t\ft W(x, y, z, t- t') dt'. 
0 

Man kann auf ähnliche Weise verfahren, wenn der Körper sich durch 
Strahlung in ein umgebendes Medium mit der Temperatur ([J(t) abkühlt. 

Bei vielen Aufgaben ist es zweckmässig, drei geeignet gewählte 
orthogonale Koordinaten h.11 h2 , h8 als Raumkoordinaten anstatt der 
cartesischen anzuwenden; h1, ~' hs sind Parameter von drei Flächen, 

18) Derartig allgemeine Koeffizientenbestimmungen scheinen zuerst von 
J. R. Merian bei einem hydrodynamischen Problem ausgeführt zu sein, Basel1828, 
umgearbeitet von K. Vondermühll, Matb. Ann. 27 (1886), p. 575. 

19) Poisson, "Theorie", p. 178, 179; auch Duhamel, J. ec. polyt.14, cah. 22 
(1833). 

20) Diese Metbode hat im Anschluss an Fourim·, Par. mem. 8 (1829) 
(Oeuvres 2, p.161) im wesentlichen Duhamel gegeben J. ec. polyt. 14, cab. 22 (1833), 
p. 34; vgl. auch Heine, "Kugelfunktionen" 2, p. 311-314. 
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die sich im Punkt (x, y, z) orthogonal schneiden und welche je einer 
Flächenschar angehören. Die umgestaltete partielle Differentialgleichung 
der Wärmebewegung lautet 21), wenn h11 h2 , h3 , t als unabhängige V al·ia
bele gewählt werden, 

ou JLH. H. { o ( H, o~t) 
r<J Fi = 1 2 s oh, "Ii;H,. oh, 

+ ~ (" -~ ~) + ?~ (x ~I!_s_ ?~) l 
oh2 H 8 II, oh2 oh8 H, H 2 oh8 )' 

worin H1 den Wert von 

bedeutet, und H 2 , H 3 entsprechende Werte in Bezug auf h21 h3 haben; 
die Länge des Linienelementes 

ds = { (dx)2 + (dy) 2 + (dz)2 l t 
lässt sich in der Form 

1 

{ (~:r + (~:r + (~:rr 
ausdrücken. 

Bei Aufgaben der Wärmeleitungslehre mag in Bezug auf die 
Grenzbedingungen bemerkt werden, dass man es an einer Grenzfläche 
im allgemeinen nicht mit dem Funktionswert selbst, sondern mit dem 
Grenzwert der F'un!.:tion zu thun hat. Wenn z. B. die Temperatur an 
der Oberfläche eines leitenden Körpers gegeben ist, so ist zu bewirken, 
dass lim u (x, y, z, t), wenn x, y, z gegen ihre Werte in einem Punkt 
der Oberfläche konvergieren, dem gegebenen Oberflächenwert gleich 
wird. Ebenso ist bei gegebener Anfangstemperatur u0 (x, y, z) lediglich 
zu verlangen, dass lim u (x, y, z, t) für t = 0 gleich der Anfangs
temperatur 1t0 werde, während u(x, y, z, 0) gegebenenfalls von u0 ver
schieden ausfallen kann. Die Funktion u0 (x, y, z) kann an einzelnen 
Flächen oder in einzelnen Punkten Unstetigkeiten erleiden, während 
die Funktion u ( x, y, z, t) für alle positive Werte von t doch stetig ist 22). 

Wenn der Temperaturzustand eines leitenden Körpers zu einer 
bestimmten Zeit gegeben ist, so kann man die Frage aufwerfen, ob 

21) Diese Transformation rührt von Lame her, J. ec. polyt. 14, cah. 23 

p. 191, auch "Lec;ons sur les coordonnees curvilignes et leurs applications", Paris 
1857. Sie wurde auch von Kelvin (W. Thomsoo) gefunden Cambr. Math. J. 4 
(1843), p. 33, und "Mathematical and physical Papers" 1, p. 25. V gl. auch Heine, 
"Kugelfunktionen", p. 303-308. 

22) K. Weierstrass, Berl. Sitzungs-Ber. (1885) p. 803; speziell mit Rücksicht 
auf die Wärmeleitung: A. Sommerfeld, Die willkürlichen Funktionen in der 
mathem. Physik. Diss. Königsberg 1891, G. Prasad, Göttinger. Abhdlgn. (Neue 
Folge) 2 (1903) Nr. 4. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 12 
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diese Temperaturverteilung aus einer früheren Verteilung durch Wärme
leitung entstanden sein kann. Die Antwort auf diese Frage ist, dass 
eine solche frühere Wärmeverteilung nicht immer existiert, aber dass 
sie sich in sehr allgemeinen Fällen eindeutig bestimmen lässt. Im 
Fall der linearen Leitung hat P. Appell 28) eine hinreichende aber nicht 
notwendige Bedingung für die Existenz einer solchen vorhergehenden 
Wärmeverteilung aufgestellt. Jedenfalls lässt sich die Temperatur
funktion, wenn sie nicht konstant ist, niemals unendlich weit in die 
Vergangenheit zurückführen, ohne dass sie aufhört zu existieren oder 
endlich zu sein. 

4. Die Wärmeleitung in krysta.llinischen Körpern. Wenn die 
Wärmeleitung in einem Krystall 24) stattfindet, darf man im allgemeinen 
nicht annehmen, dass die Richtung des Wärmestromes senkrecht zu 
der isothermen Fläche liegt. Mit Rücksicht auf die Erfahrungsthat
sache, dass der Wärmestrom durch jedes Flächenelement nur von der 
Temperaturverteilung in der nächsten Umgebung desselben abhängt, 
ist die einfachste Annahme die, dass die Komponenten des Wärme
stroms sich als lineare Funktionen der Komponenten des Temperatur
gefälles ausdrücken lassen, dass also 

0 ou ou ou 
"'=- "11 ox- "12 oy- "ts BZ' 

0 ou ou ou 
11 = - "21 OX - :IC2ll iJy - :IC23 BZ- 1 

0 ou ou ou 
• =- "sl OX- "s2 oy- "ss oe . 

Hierin bedeuten (0.,, 0 11 , 0.) die Komponenten des Wärmestromes, 
und die " Konstanten, welche von der Beschaffenheit des Mediums 
abhängen; es wird gewöhnlich angenommen, dass diese Konstanten 
unabhängig sind von der Temperatur u; diese neun Konstanten heissen 
Konstanten der Wärmeleitungsfähigkeit. Die obigen Gleichungen haben 

23) J. de math. (4) 8 (1892), p. 187. Siehe auch Kelvin, Cambr. Math . 
.T. 4 (1843), p. 67, oder "Mathematical and physical Papers" 1, p. 39. 

24) Die Wärmeleitung in Krystallen hat Duhamel zuerst behandelt, J. ec. 
polyt. 18, cah. 21 (1832), p. 866; 19 (1848), p. 166; Par. C. R. 25 (1842), p. 842; 
ebenda 27 (1848), p. 27. Siehe auch P. 0. Bannet, Par. C. R. 27 (1848), p. 49; 
B. Minnigerode, N. Jahrb. f. Mineralogie 1 (1886), p. 1; P. Morin, Par. C. R. 
66 (1868), p. 1332; M. J. Moutier, Bull. soc. phil. (7) 8 (1884), p. 134; Kelvin1 

Ma.th. and phys. Papers 1, p. 282. Eine gute Darstellung des Gegenstandes ist 
im Lehrbuch von Lit~bisch, "Physikalische Krystallographie", Leipzig 1891, zu 
finden. 
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Duhamel und Lame 25) durch Betrachtung des Austausches der Wärme 

unter benachbarten Molekülen begründet. Schreiben wir 

At= t(x2a + "s2), 1!.2 = t(x31 + "ts), A2 = t(xt2 + "21), 

1-1'1 = l (x2s- "s2), 

X=-o1t 
ox,' 

l-'2 = Hxst - "ts)' 

Y=-ou 
oy' 

so erhalten 26) wir 

o1t 
Z=-·-oz ' 

(Ox, 0 11 , O.) = (\,ß.,, \,ß11 , \.ß.) + (ffix, ffi11 , ffi,), 
worm 

\,ß., = x11 X + 1!.3 Y + ~z, 
s.ß, =laX + "22y + ltZ, 

s.ß. = l2X + J.t Y + "3sZ, 

ffi., = 1-'s Y -- IL2z, 

ffiu = 1-'t Z- 1-'sX, 

ffi, = 1-'2 X - 1-'t Y. 

Der Vektor s.ß hat die Richtung der Normale im Punkt (X, Y, Z) an 
das Ellipsoid 

x11 X 2 + x22Y2 + x38 Z2 + 2J.1yz + 21!.2 zx + 2l3 xy = const.; 

die Grösse des Vektors ist gleich dem reziproken Werte des Abstands 

der Tangentialebene im Punkte X, Y, Z vom Mittelpunkte des Ellip

soids. Dieses Ellipsoid heisst das Ellipsoid der linearen Leitungsfähig
keit27); seine Hauptaxen liefern ein System ausgezeichneter Koordi

natenaxen, welche als Hauptaxen der Leitungsfähigkeit bezeichnet 

werden können 28). Der "rotatorische Vektor" ffi ist gleich dem 

vektoriellen Produkt aus dem Radiusvektor (X, Y, Z) und dem durch 

25) "Lec;ons sur la theorie anal. de la chal." In seiner Behandlung meint 

Lame nicht angenommen zu haben, dass das Medium nach zwei entgegen

gesetzten Richtungen gleiche Wiirmeleitungsfähigkeit besitzt; dass die Meinung 

irrig sei, hat M innigm·ode in seiner Dissertation "Uber Wärmeleitung in Kry

stallen", Göttingen 1862, bewiesen. Die Theorien von Duhamel und Lame 
basieren auf einer Betrachtung des Wärmeaustausches unter benachbarten Mole

külen. Dieselben Gleichungen kommen in den Theorien der Elektrizitäts

strömungen, der dielektrischen und magnetischen Polarisation vor. Vgl. Max
well's "Theory of electricity" 1, p. 418; 2, p. 63, 3. Aufl. 

26) G. G. Stokes, Cambr. and Dubl. Math. J. (2) 6 (1851), p. 215, oder "M ath. 

and phys. Papers" 3, p. 203, hat die Wirkung der Koeffizienten ~t1 , ~t2 , 1-"s bez. 

ro10 ro!, ro8 (s. folgende S.) auf die Form der Strömungskurven in einem Körper 

untersucht, welcher einen Que1lenpunkt enthält; er zeigt, dass eine gewisse spiral

förmige Bewegung bei Krystallen auftritt, welche keine oder nur eine einzige 

Symmetrieaxe besitzen. Über die spiralförmige Bewegung siehe auch Boussinesq, 
Par. C. R. 66 (1868), p. 1194. 

27) Siehe Boussinesq, Par. C. R. 66 (1867), p. 104; 66 (1868), p. 1194; J. de 

math. (2) 14 (1869), p. 265. Auch Lame, "Le9ons sur la theorie de la chal.", 

p. 35 u. ff. 
28) Duhamel, J. ec. polyt. 13, cah. 21 (1832), p. 377. 

12* 
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die Werte der p. gegebenen Vektor (p.11 p,2 , p,3). Er hat demnach die 
Richtung senkrecht zur Ebene durch den Radiusvektor (X, }~ Z) und 
die Gerade, deren Richtungskoeffizienten mit (tLu p.2, p.3) proportional 
sind; die absolute Grösse dieses Vektors ist 

I I 

(X2 + Y2 + Z2)' (tLt2 + IL22 + Ps2)' sin q;, 

worin q; den zwischen (X, Y, Z) und (tL11 /L2, tLs) enthaltenen Winkel 
bedeutet. Wählt man die Hauptaxen der Leitungsfähigkeit als Ko
ordinatenaxen, so verschwinden die lt; für "111 " 22 , x33 schreiben wir 
kürzer "1 , ~, "s. Bezeichnen wir noch die Komponenten des Vektors 
(tLu tL2 , tLs) im neuen Koordinatensystem mit w1 , ro2 , w8 , so haben 
wir den Vektor 0 nunmehr durch die folgenden Formeln zu bestimmen: 

0" = " 1 X + w3 Y- w2 Z, 
0 11 = x2 Y + w1 Z- w3 X, 
0. = x3 Z + w2 X- w1 Y; 

es hat sich also herausgestellt, dass nur sechs unabhängige Konstanten 
der Leitungsf'ähigkeit existieren, zu denen die drei Richtungsgrössen 
hinzukommen, welche die Lage der Hauptaxen definieren. Die Kon
stanten "t, x2 , "s heissen die Hauptleitungsfäh~qkeiten des Krystalls; 
mit Rücksicht auf die Symmetrie der einzelnen Krystallgmppen lässt 
sich zeigen, dass in gewissen Fällen die Konstanten w1 , ro2 , w3 Null 
sein müssen. 

Geradeso wie bei einem isotropen Körper ergiebt sich jetzt, dass 
die Temperaturfunktion in einem leitenden Krystall der Gleichung 

ou öO" ö011 o03 

r<> ift + ax + oy + az = 0 

Genüge leistet; nimmt man die Hauptaxen der Leitungsf'ähigkeit als 
Koordinatenaxen, so lässt sich die partielle Differentialgleichung der 
Wärmebewegung in der einfachen Form schreiben 

worin 

ou . Ö2 u Ö2u Ö2 u 
Ft = kl öx2 + k2 i;y• + ks öz~' 

k1 = i, k2 = ~- k8 = ~ 
H r~' r~ 

als Haupttemperaturleitf'ähigkeiten bezeichnet werden können. Diese 
Form gilt, gleichviel ob die Konstanten w verschwinden oder nicht, 
indem sich die mit diesen Konstanten behafteten Glieder in der Diffe
rentialgleichung der Wärmebewegung gegenseitig zerstören. Schreibt 
man schliesslich noch, indem man unter lc eine ganz beliebige Grösse 
von der Dimension der Temperaturleitfähigkeit versteht: 
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, 1/F , 1 /k , 1 /YC 
X = V k1 x, Y = V k2 y, Z = V k8 z, 

so reduziert sich die Gleichung auf dieselbe Form wie bei emem Iso
tropen Körper, nämlich 

ou 
~ = kllu; 

die in Nr. 3 enthaltenen Sätze über Lösungen dieser Gleichung lassen 
sich daher unmittelbar auf den vorliegenden Fall übertragen. 

5. Die lineare Wärmeleitung. Wenn die Wärmebewegung solcher 
Art ist, dass die isathermischen Flächen parallele Ebenen sind, so 
hängt die Temperatur ausser von der Zeit nur von einer Raumkoordi

nate ab. In diesem Fall, wo die Bewegung linear genannt wird, redu
ziert sich die Gleichung der Wärmeleitung auf die Form 

(13) 

wenn " als konstant angenommen und wieder k = ~ gesetzt wird, 
'YQ 

hat die Gleichung die Form 29) 

(14) 

Diese Annahme einer konstanten Leitungsfähigkeit wird den Unter

suchungen von Fourier, Poisson und anderen zu Grunde gelegt. Um 
die Differentialgleichungen (13) oder (14) anwenden zu können, wird 

vorausgesetzt, entweder dass der Leiter in der Richtung der yz-Ebene 
unendlich ausgedehnt ist, oder dass der leitende Körper aus einem 

Stab besteht, der vor seitlicher Ausstrahlung geschützt ist. 
Hat man es andrerseits mit einem Stabe zu thun, der in ein Medium 

von konstanter Temperatur (die wir gleich Null annehmen können) 

seitlich ausstrahlt, so lässt sich, unter den V öraussetzun.gen, dass der 
Querschnitt und die äussere Leitungsfähigkeit konstant sind, die Diffe

rentialgleichung für die Wärmebewegung auf die Form (2) redu
zieren. Die Gleichung lautet nämlich in diesem Fall zunächst: 

(15) 

29) Mit der Integration dieser Gleichung haben sich viele Mathematiker 

beschäftigt; u. a. Laplace, J. ec. polyt. cah. 15 (1809), p. 255; Fourier, "Theorie"; 

Poisson, "Theorie"; Ampere, J. ec. polyt. 10, p. 587; L. Schläfli, J. f. Math. 72 

(1870), p. 263; A.Harnack, Zeitschr. Math. Phys. 32 (1887), p. 91; S. v. Kowalewski, 
J. f. Math. 80 (1875), p. 22; G. Darboux, Par. C. R. 106, p. 651; P. Appell, J. de 

math. (4) 8 (1892), p. 187. Siehe auch Jordan, "Cours d'Analyse" 3; Boussinesq, 
"Coursd'Analyse infinitesimale"; Riemann-Hattendorff undRiemann-Webe1·, "Part. 

Differentialgl." 



182 V 4. E. W. Hobson u. H. Diesselhorst. Wärmeleitung. 

wo h' eine von dem Umfang des Querschnitts und der äusseren Leitungs
fähigkeit abhängige Konstante ist; (genauere Definition derselben in 
Nr. 15, wo indessen wieder einfacher h statt h' geschrieben ist); setzt 
man 
(16) 
so genügt v einer Gleichung, die mit (14) der Form nach überein
stimmt30). 

Eine einfache Lösung der Differentialgleichung (14) ist 

t~ = Aeax+ka't, 

wo A, IX willkürliche reelle oder komplexe Zahlen darstellen; schreibt 
man IX= p + iq, so ergibt sich als Lösung 

u = AePx+k(p'-q')t ~f: (qx + 2kpqt), 

oder als besonderer Fall derselben 
cos 

t~ = Ae-krn't sin mx. 

Durch Zusammensetzung solcher Lösungen, in denen den Konstanten 
p, q, resp. m, eine unendliche Anzahl verschiedenerWerte zugeschrieben 
wird, haben Fourier, Poisson und Duhamel Ausdrücke in der Form 
von unendlichen Reihen und bestimmten Integralen erhalten, welche 
die Temperat~r i.n speziellen Fällen der linearen Wärmeleitung aus
drücken. Indem sich Fourier die Aufgabe stellte, die einem willkür
lich gegebenen Anfangstemperaturzustand entsprechende Lösung in 
der angegebenen Form zu erhalten, wurde er auf seine bahnbrechen
den Untersuchungen der sogenannten Fot~rier'schen Reihen und Inte
grale geführt, welche in ihrer späteren Entwicklung einen so grossen 
Einfluss auf die reine Mathematik ausgeübt und so viele Anwendungen 
in der mathematischen Physik gefunden haben. Die wichtigsten auf 
diese Weise erhaltenen Resultate führen wir hier an. 

a) Es sei ein unendlich ausgedehnter Leiter durch die beiden 
Ebenen x = O, x = a begrenzt; wenn die Ebenen die konstanten 
Temperaturen t~0 , u1 haben, und dieser Zustand so lange gedauert hat, 
dass der Anfangszustand keinen Einfluss mehr hat, so ist die Bewe
gung eine stationäre, und die Temperatur wird ausgedrückt durch 31) 

u = u0 + ( u1 - u0) ~ • a 

b) Ein Stab von der Länge a gebe Wärme durch Strahlung an 

30) Poisson, "Theorie", p. 265. 
31) Fourier, ,,Theorie", chap. VII. 
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ein Medium ab, welches die konstante Temperatur Null hat,. und es 
gelten sonst die gleichen Bedingungen wie unter a), so ergiebt sich 
fiir die Temperatur im Zustand des Gleichgewichts 32) 

u = [uo ®in {Yi (a- x)} + u1 ®in (V~' x)J /®in ( a y-;). 
Wenn a unendlich gross gesetzt wird, so erhält man die Lösung 

_-r;., 
u = u0 e 

fiir den Fall eines unendlich langen Stabes, dessen Ende x -= 0 die 
konstante Temperatur u0 hat, und welcher die an diesem Ende ein
tretende Wärme durch laterale Strahlung verliert. 

c) Es sei die Anfangstemperatur eines Leiters durch 
n=oo 

f(x) = ~ A,. sin n:x 

n=l 

ausgedrückt und die Temperatur der beiden Grenzflächen x = O, x = a 
Null. Die Lösung 33) ist in diesem Fall gegeben durch die Fourier
sehe Reihe: 

k n21t2 

u = A e a Sln --~ --,-t . nnx 
n a 

oder a 

tt =- e a Sln - f(x ) Slll -- dX . 2 ~ _kn';' t • nnxf , . nnx' , 
a a a 

0 

Wenn a unendlich gross wird, so erhalten wir das Fourier'!!che 
Integral: 

.., 00 

u = !j je-ka't f(x') ein ax sin ax' dccdx'. 

0 0 

d) Für den in c) beschriebenen Leiter ist, wenn die Grenzebenen 
verschiedene konstante Temperaturen u0 , u1 haben 34), 

a 

- e a s1n -- X sm -- X • + 2 ~ --,-t . nnx f( ') . nr;fX d , kn2 1f' f , 
a a a 

0 

82) Fowrier, "Theorie", chap. I, sect. V. Wegen der -.experimentellen Be
stätigung dieser Formel vgl. Nr. 20 dieses Art. 

33) Fourier, "Theorie", chap. IX. 
34) DuhameZ, J. ~c. polyt. 14, cah. 22 (1833). 
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Hier ergiebt sich die Bedeutung der beiden ersten Terme der rechten 
Seite aus a), die des letzten aus c ). Der dritte Term bedeutet die
jenige Temperatur, die unser Leiter haben würde, wenn seine Anfangs-

temperatur gleich - ~t0 -- ( u1 - u0) : ist und seine Grenzebenen auf 

der Temperatur Null gehalten werden. 
e) Die Lösung für denselben Leiter wie in d), wobei aber jetzt 

die Temperaturen der Grenzebenen vorgeschriebene Funktionen der 
Zeit rp0 (t), rp1 (t) sein mögen, lässt sich nach Gl. (12) aus der Lösung 
in d) durch Zusammensetr.ung ableiten; sie lautet 35) 

a 

kn2 tt' f 2 --,-t . nnx 1 • nnx' 1 +- """e " sm ~- f(x) sm --dx. a~ a a 

0 

Dieser Ausdruck stellt die Temperatur an den Grenzflächen selbst 
ersichtlich nicht dar, ergiebt aber die richtigen Oberflächenwerte 
rp0 (t), rp1 (t), wenn man, von x > 0 oder x < a kommend, den Limes 
von u für x = 0 oder x = a bildet. 

Setzen wir rp0 (t) = rp1 (t) = rp(t), so wird der erste Teil des 
obigen Ausdrucks 

Diese Formel lässt sich auf den Fall eines dünnen, ringförmigen 36) 

Leiters von der Länge a mit konstantem Querschnitt anwenden, unter 
der Voraussetzung, dass der Querschnitt x = 0 die vorgeschriebene 
Temperatur rp(t) hat, und dass keine laterale Strahlung stattfindet. 

f) Die Temperatur eines Ringes, dessen Anfangstemperatur Null 
ist, von dem ein Querschnitt (x = 0) auf der konstanten Temperatur 
u0 gehalten wird und der in ein umgebendes Medium von der kon
stanten Temperatur Null ausstrahlt, ist mit Rücksicht auf den letzten 
Ausdruck und die Transformation (16) durch die Formel gegeben: 

35) Poisson, J. ec. polyt. cah. 19, p. 69; Fourier, Par. mem. 8 (1829), p. 581 
(Oeuvres 2, p. 145); Dirichlet, J. f. Math. 5 (1830), p. 287 (Werke 1, p. 161). 

36) Die Wärmeleitung in einem dünnen Ring hat Fourier behandelt, 
siehe "Theorie", chap. IV. 
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4n- ~ . (2n+1)nxl1-e-[h'+k(!"--J;:J>'""]tj 
u = u0 (ii ~ (2n + 1) sm a !'~ + (2n+ i)2n2 · 

k a2 

g) Betrachten wir nun den Fall eines durch die Ebenen x = 0, 
x = a begrenzten Leiters, bei welchem Strahlung über die beiden 
Grenzebenen stattfindet (vgl. auch Nr. 23). Wenn die Temperatur 
der Umgebung in beiden Fällen Null ist, so lassen sich Lösungen 
von der Form 

u = ~e-kl't(A2 cos lx + B;. sin lx) 
anwenden, wo l eine der unendlich vielen reellen Wurzeln der beiden 
Gleichungen 

bezeichnet. Fmtrier hat die Entwicklung einer willkürlich gegebenen 
Funktion in der Form einer Reihe ~(A;. cos lx + B;. sin lx) unter
sucht37). Wenn f(x) die Anfangstemperatur ist, so lautet das Re
sultat38) 

Im Fall a = oo wird die entsprechende Formel 

_ ~-J"'j"'f( ;) ~u•t (l cos lx + h sin lx) (l cos lx' + h sin lx') d, d , 
U- n X e h2 +-l' "- X • 

0 0 

Im letzteren Falle braucht man, wenn die Temperatur der Umgebung 
q;(t) anstatt Null ist, nur den Ausdruck 

t "' "" 
_2~.Idt'J J p(t')l2 e-kl'(t-f) (lcoslx+ h sin l;; ~ ~~s lx' + h sin lx') dl dx' 

0 0 0 

hinzuzufügen, um die nunmehrige Temperaturverteilung 1m Innern 
des Leiters zu erhalten. 

h) Es sei ein unendlich ausgedehnter Leiter durch die Ebene 
x = 0 begrenzt und die Temperatur der Grenzebene sei A cos (U + ß), 
so lässt sich leicht verifizieren oder auch aus der Formel in e) ab
leiten, dass die Temperatur im leitenden Körper 

A e- -v 2\ x COS ( Ät - X -v;~ + ß) 
37) Fourier, "Theorie", chap. VII. 
38) Poisson, "Theorie", p. 267,323. Poisson behandelt auch den allgemeinen 

Fall der Ausstrahlung in einen Raum von beliebiger Temperatur, ebenda p. 264<; 
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ist 39), vorausgesetzt, dass der Zustand schon so lange gedauert hat, 
dass alle Spuren der Anfangstemperatur verschwunden sind. Diese 
Formel findet Anwendung auf die Temperatur der Erde, wobei das 
in Betracht kommende Stuck der Erdoberfläche als eben angesehen 
wird 40). Es geht aus der Formel hervor, dass die Amplitude einer 
Temperaturschwankung nach der Tiefe hin schnell abnimmt und in 
einer gewissen 'fiefe unmerklich wird. Die Maxima pflanzen sich mit 
der Geschwindigkeit V2kl in die Tiefe fort; diese Geschwindigkeit 
nimmt ab, wenn die Periode wächst; insbesondere pflanzen sich die 
Tagesmaxima schneller fort als die Jahresmaxima. 

Wenn Strahlung an der Grenzfläche x = 0 in ein Medium statt
findet, dessen Temperatur A cos (U + ß) ist, so ergibt sich H) für 
die Temperatur in einem Punkt des Leiters 

{ -v2l .l. }-f- V-~x ( ,;T ) Ah hs + h k + k e 2 k cos U- x V 2 k + ß- s2 , 

wo 
-vr 

tg e2 = hf2k + yi 
Wenn die Temperatur der Umgebung rp(t) ist und die Anfangs
temperatur des Leiters f(x), kann die Temperatur des Körpers durchn) 

"' 00 + ! J J f(x')e-ke't (Q cos QX + h sin ~~)t ;~s QX' + h sin QX') dQdx' 
0 0 

dargestellt werden; dieses Resultat ist mit dem am Ende von g) 
angegebenen äquivalent. 

i) Aus dem Fourier'schen Integrale folgt, dass die Temperatur 
in einem Punkt eines unendlich ausgedehnten Körpers, dessen An
fangstemperatur f( x) ist, durch die Formel43) 

39) Poisson, "Theorie", p. 346. 
40) Den entsprechenden Fall der Kugeloberfläche behandelt Fourier in der 

Preisschrift von 1811, Par. mem. 5 (1821/22), p. 153, Oeuvres 2, p. 1. 
41) Poisson, "Theorie", p 330 und supplement; siehe auch Kelvin, Cambr. 

Math. J. 3 (1842), p. 206 oder "Math. and phys. Papers" 1, p. 10-21. 
42) Poisson, "Theorie", p. 334. 
43) Fourier, "Theorie", chap. IX, wo die anderen Formen auch angegeben 

~erde», 
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00 "' 

~ Ja«jt'(x')e-ka•t cos a(x-x')dx' 
-00 0 

dargestellt ist. Dieses Resultat lässt sich auf die folgenden beiden 
Formen bringen, von denen die zweite schon vor Fourier von Laplace 44) 

behandelt worden ist: 

1 /': _ (x-x')2 

-- f(x') e 4.kt dx' 
2~~ ' 

00 

;;; je-q'f(x + 2qVkf)dq. 

Im besonderen sei f(x) = u1 für x > O, f(x) = u2 für x < 0; dann 
erhält man aus der zweiten Form für die Temperatur zur Zeit t 
an der Stelle x: 

U1 t u, + u\l ,tu, .r.~:. dq .45) 46) 

0 

Nimmt man z. B. u1 = 0, u2 = 2, so wird an der Stelle x = 0 dauernd 
die Temperatur u = (u1 + u2)/2 = 1 herrschen. Die vorige Formel 
geht in diesem Falle über m 

00 

2 j. ~ e-2'dq. 
X 

2ykl 

6. Die Behandlung der linearen Wärmebewegung nach der 
Methode der Quellpunkte. Wenn in einem unendlich ausgedehnten 
leitenden Körper die Anfangstemperatur tp(x) überall verschwindet, 
mit Ausnahme der Umgebung einer einzelnen Ebene x', so ist die 
Temperatur zur Zeit t im Punkte x 

44) Laplace, J. ec. polyt. cah, 15 (1809), p. 265 (Oeuvres 13). 
45) Kelvin hat diese Formel benutzt, um die Zeit abzuschätzen, die ver

strichen ist, seit die Erdoberfläche fest wurde, siehe Edinb. Trans. 23 (1862) 

oder "Math. and phys. Papers" 3, p. 296; "On the secular cooling of the earth"; 
auch Thomson und Tait, Natural philosophy, appendix D. 

46) Tafeln zur Berechnung dieses in der Wärmeleitung ebenso wie in der 
Gastheorie und der Wahrscheinlichkeitsrechnung wichtigen Integrales finden sich 
in jedem grösseren Handbuch über Wahrscheinlichkeitsrechnung. Näheres hier. 
über in Encykl. I D 1, Art. Czuber, Anm. 123, und I D 2, Art, Bauschinger, Nr.4, 
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vorausgesetzt, dass .J q;(x')dx' eine endliche Grenze Q besitzt. Indem 
wir die Aufmerksamkeit auf eine der x-Achse parallele Gerade be
schränken, nennen wir den Punkt x' einen momentanen Quellpunkt 41) 

Ton der Stärke Q. Mit Q = 1 ergiebt sich die sogenannte Haupt
lösung 

1 (x-x')2 

---e-~ 
2V7!:kt 

der Differentialgleichung der linearen Wärmebewegung; dieselbe spielt 
hier eine ähnliche Rolle, wie die Lösung 1/r in der gewöhnlichen 
Potentialtheorie. 

Wenn Wärme im Punkt x' kontinuierlich erzeugt wird und die 
in der Zeit dt' erzeugte Wärmemenge q; (t') dt' beträgt, so ist die 
Temperatur zur Zeit t 

; (x-x')' J -~ _ _:_-== rp(t') e- 4k(t-t') dt'· 
2Vnk(t-n ' 

0 

m diesem Fall heisst der Punkt x' ein kontinuierlicher Quellpunkt. 
Wenn zwei momentane Quellpunkte von der Stärke Q resp. - Q 

in den Punkten x' + dx', x' existieren, so zwar, dass "ihr Moment'f 
Q · dx' = P einen endlichen Wert hat, so entsteht im Punkt x' ein 
Doppelquellpunkt, welcher die Temperatur 

(x-x')' 
p ( ') -ill -~--3 X-X e 

4 yn(kt):r 

Im Punkte x verursacht; die Grösse P heisst die Stärke des Doppel
quellpunktes. 

Die von einem kontinuierlichen Doppelquellpunkt verursachte 
Temperatur ist 

4 7) Der Gebrauch von Quellpunkten in dieser Theorie rührt in der Haupt
sache von Kelvin her; siehe "Encycl. Britann.", 9. Aufl., 11, p. 587, oder "Math. 
and phys. Papers" 2, p. 41, wo viele Anwendungen gemacht werden. Die so
gleich zu nennende "Hauptlösung" war indessen schon Poisson bekannt; Par. 
mem. 2 (1818), p. 151; Bull. soc. philom. 1822, p. 83. Ihre Deutung als Wirkung 
eines Quellpunktes findet sich gelegentlich bei Fourier, "Theorie", Nr. 374 
und 378. 
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wo cp(t') die Stärke zur Zeit t' bezeichnet; wenn x sich dem Wert 

x' nähert, so hat dieser Ausdruck den Grenzwert 2\ cp (t), falls 

x > x', oder - 2\ cp(t), falls x < x'. 

Besonders fruchtbar erweist sich die Methode der Quellpunkte 
im Zusammenhang mit dem Symmetrieprinzip (Spiegelungsprinzip ). 
Nach diesem Prinzip veriährt man, um die Temperaturfunktion in 
einem begrenzten Raum zu bestimmen, allgemein gesprochen so, dass 
man den betr. Raum und zugleich die Tempel"aturfunktion ins Un
endliche fortsetzt. Der Gesamtverlauf der Temperaturfunktion wird 
durch ihre singulären Punkte bestimmt, welche 1 wenn in dem ur
sprünglich gegebenen Raum Quellpunkte vorgeschrieben waren, teil
weise aus diesen, teilweise aus Quellpunkten in der Fortsetzung des 
Raumes bestehen. Die letzteren sucht man in solcher Weise zu be
stimmen, dass den Grenzbedingungen an der Oberfläche des Raumes 
Genüge geleistet wird. In einfachen Fällen 1 z. B. wenn der Leiter 
durch eine oder mehrere Ebenen begrenzt wird, lassen sich die er
forderlichen neuen Quellpunkte als Spiegelbilder der ursprünglich ge
gebenen, ohne Anwendung von Rechenoperationen, unmittelbar kon
struieren. Insbesondere kann man in solchen Fällen, indem man in 
dem ursprünglichen Gebiet einen Quellpunkt von beliebiger Lage an
nimmt, die "Green'sche Funktion" v (vgl. Nr. 3) für das betr. Gebiet 
herstellen. Auch Doppelquellpunkte können an den Grenzebenen auf 
ähnliche Weise gespiegelt werden wie einfache Quell punkte. 

Übrigens ist das Symmetrieprinzip nicht notwendig an die Vor
stellung der Quellpunkte gebunden, in welchem Falle seine Verwen
dung nur besonders anschaulich wird. Es ergiebt sich dieses schon 
daraus, dass man jede beliebige Temperaturverteilung als Verteilung 
von Quellpunkten ansehen kann. In der That handelt Lamff, der als 
Erster das Spiegelungsverfahren in der Wärmeleitungstheorie syste
matisch anwendete (vgl. Nr. 7 g) stets von kontinuierlichen Tempe
raturverteilungen, die er in den Aussenraum des fraglichen Gebietes 
symmetrisch fortsetzt. 

a) Der nach der positiven Richtung unendlich ausgedehnte Körper 
sei durch die Ebene x = 0 begrenzt, und diese Grenzebene habe die 
Nulltemperatur; die anfängliche Temperaturverteilung betrachte man 
als eine Verteilung von Quellpunkten von der Stärke l(x')dx' an 
der Stelle x'. Ihr Spiegelbild besteht aus einer Verteilung von Quell
punkten in der Fortsetzung des Körpers nach der negativen Richtung 
der x-Achse, so dass im Punkte - x' die Stärke - f"(x') dx' be
trägt. Die Temperaturverteilung zur Zeit t ist durch 
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"' (x-x')2 (x-t-x')' 

2V;kt.J { e-4kl- e---.üi }nx')dx', 
0 

oder die äquivalente Formel 

~j~(2ßVkt + x)e-l''dß -- -~=Jt'(2ßykt -x)e-Pdß yn yn 
-x x 

2~~ J~ 

ausgedrückt. 
Wenn die Temperatur an der Grenzebene gleich q; (t) vor

geschrieben ist, so denken wir uns einen kontinuierlichen Doppel-
4uellpnnkt von der Stärke 2kfp(t') dt' an der Grenzebene; die durch 
denselben verursachte Temperaturverteilung48) wird durch 

t 

_x~ {~_1_ e- 4k(;'_t') q;(t') dt', 
2Vnkj (t -t} 

0 

oder den äquivalenten Ausdruck 

dargestellt. 
b) Der Ausdruck 

a f n=+<»{ _ (x-x'-2na)' _ (x+z'-2na)'} 
_1 f(x') ~ e 4kt - e 4kt dx' 
2'JI?tkt ~ 

• n;::::;:;-oo 
0 

stellt die Temperaturverteilung in einem durch x = 0, x = a be
grenzten Körper dar, wenn die Grenzebenen die Temperatur Null 
haben und f(x) die Anfangstemperatur ist. Hier werden Quellpunkte 
von der Stärke f(x') dx' an den Stellen x' + 2na, und von der 
Stärke - f(x')dx' an den Stellen -x' +2na in Betracht gezogen. 

Wenn die Grenzebene x = 0 die Temperatur q;(t) hat, und die 
andere Grenzebene die 'femperatur Null, so erhalten wir den hinzu
kommenden Ausdruck durch eine Verteilung von Doppelquellpunkten 
von abwechselnden Zeichen in den Punkten 2na, wo n alle positiven 
und negativen ganzen Zahlwerte hat. Der hinzuzufügende Ausdruck 
lautet: 

48) Siehe Kelvin, Lond. Proc. R. S. 7 (1855), p. 382, oder "Math. and phys. 
Papers" 2, p. 61: "On the theory of the electric telegraph". 
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t 

1_ rp(t') ~ (- l)"(x + 2na)e- 4k(t-t'> _'!_!_____ f n=+oo { (x+2~a)'} , 

2yd "~", (t-t'Yi 
0 

Ein entsprechender Ausdruck ist hinzuzufügen, wenn die Grenzebene 
x = a nicht die Temperatur O, sondern eine beliebig wechselnde 
Temperatur hat. Durch Addition der drei vorangehenden Ausdrücke 
erhalten wir eine andere Form der in Nr. 5 e) angegebenen Lösung. 

c) Wenn einem Ringe von der Länge a und der gleichmässigen 
Anfangstemperatur Null eine Wärmemenge Q zur Zeit t = 0 1m 
Punkte x = 0 zugeführt wird und sich im Ringe ausbreitet, so ist 
die Temperaturverteilung durch 

Q oo _ (x+na)' 
--~ ~ e 4kt 
2fnkt~ 

-oo 

ausgedrückt. Diese Formel erhält man, wenn man sich den Ring in 
fortgesetzter Wiederholung auf eine unendliche Gerade abgebildet 
denkt und auf dieser eine Verteilung von momentanen Quellpunkten 
in den Punkten x = na, alle von der gleichen Stärke Q, anbringt. Der 
vorstehende Ausdruck ist, bis auf einen konstanten Faktor, identisch 
mit einer der in der Theorie der elliptischen Funktionen vorkommen
den 0-Funktionen. Löst man dieselbe Aufgabe nach der Fourier'schen 
Methode der Reihenentwickelung unu vergleicht die entstehenden Resul
tate, so erhält man eine wichtige Formel aus der Transformationstheorie 
der O-Funktionen49). 

d) Wenn der von der Ebene x = 0 begrenzte Körper von einem 
Medium umgeben ist, dessen Temperatur durch cp (t) ausgedrückt wird, 
so ist der von der Anfangstemperatur unabhängige Teil der Temperatur
verteilung im Körper 50) 

<X> 00 

2h}dz fe-q'-h•rp f t- ~~ + z)"}dq · 
v'n J · \ 4kq2 ' 

0 x+~ 

2yfl 

hier sind Doppelquellpunkte von der Stärke he-hz dz · rp (t) m jedem 
Punkt - s auf der negativen Seite der x-Axe verteilt. Der vom 
Anfangszustand abhängige Teil der Temperaturverteilung 51) ist 

49) Vgl. z. B. H. Poincare, "Th. de la propagation de Ia chaleur", p. 91 
ähnlich schon bei Poisson, "Theorie", suppl. p. 51. 

50) E. W. Hobson, Cambr. Proc. 6 (1888); p. 184; eine andere äquivalente 
Formel hat Boussinesq durch eine allgemeine Methode der Integration erhalten; 
siehe das Buch "Applications des potentiels", Paris 1885, p. 404. 

51) G. H. Bryan, Cambr. Phil. Soc. Proc. 7 (1889), p. 246. 



192 V 4. E. W. Hobson n. H. Diesselk01·1ft. Wärmeleitung. 

"' ! -. (x-x')2 (x+x')' 

_1_ Je--~+ e·-4kl}f(x')dx' 
2y;rkt l . 

0 .., .., 

- ~;dz fe -h•-'"'+4~; •J•f(x')dx'. 
2y;rkt J ' 

0 0 

Dabei wird der Quellpunkt f(x') dx' durch eine gleich starke Quelle 
im Punkte - x' und eine Verteilung von Quellpunkten von der Stärke 
- 2he-h•dzf(x')dx' in den Punkten - (x' + z) abgebildet. 

Im Fall cp (t) = 0, f(x) = 0 ist die Temperatur in einem 
Punkte des sich abkühlenden Körpers 

"" "' "" 
0 J {e-4kl + e-4klldx' -2h dz e-h• · e--4k1-dx' ! • (x-x')• (x+z')2 f f (x+x'+•l' 

2}"nkt l J 
0 0 0 

Die semikonvergente Reihe 52) 

c { 1 1·3 1·3·5 } 
k}"1tkt 1 - 2k!kt + (2k2kt)X- (ih2kt) 3 + • • • ? 

welche aus der obigen Formel für x = 0 hervorgeht, eignet sich zur 
Be1·echnung der Temperatur an der Grenzfläche, wenn t einen nicht 

zu kleinen Wert hat; für grosse Werte von t ist .. ~ der approxi
mative Ausdruck für die Oberßächentemperatur. h "1t k t 

e) Es sei der unendliche Raum von zwei Substanzen erfüllt, die 
an der Ebene x = 0 zusammenstossen; bei einem gegebenen An
fangszustand lässt sich die Temperaturverteilung zur Zeit t in den 
beiden Körpern durch die Methode der Spiegelbilder ermitteln. Es 
genügt als Anfangszustand im besonderen zu Grunde zu legen: eine 
Quelle im Punkte x = x' (z. B. x' > 0), sonst überall die Anfangs
temperatur Null. 

Wenn k11 ~ die Werte der Temperaturleitfähigkeit k und "o x, 
diejenigen der Wärmeleitfähigkeit " in den beiden Substanzen sind, 
so kann man leicht verifizieren, dass die Lösung 53) 

x> 0, 

52) Vgl. wegen ähnlicher asymptotischer Formeln: Fourier, "Theorie", 
Nr. 380; Poisson, "suppl.", Note B. 

53) .A. Sommerfeld, Math. Ann. 46 (1894), p. 266; ohne Benützung von Quell-
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den beiden Bedingungen 
oul ou, 

"'"]X = "s ox 1 ut = Us 

an der Grenzebene genügt; die Stärke der erforderlichen Spiegelbilder 
ist also hier nach Massgabe des Verhältnisses der Temperaturleitfähig
keiten k1, k1 und der Wärmeleitfähigkeiten x11 x2 zu wählen. Die 
Aufgabe lässt sich auch lösen, wenn die allgemeineren Bedingungen 

()~ ( ) out xt ox + Ht ut-Us = O, "sax + ~(u1 - u2) = 0 

an der Grenzebene angenommen werden, oder wenn der Leiter nicht 
aus zwei 1 sondern aus drei oder mehr thermisch heterogenen Teilen 
besteht. 

Die Untersuchung der Wärmeleitung in einem Medium von kon
tinuierlich variabler Leitfähigkeit haben Sturm und Liouville zu ihren 
allgemeinen, mathematisch wertvollen Untersuchungen angeregtM). 
Die Differentialgleichung (14) ist dabei durch die allgemeinere (13) 
zu ersetzen. Der Methode nach schliessen sich diese Untersuchungen 
an die der vorigen Nummer an, wobei an die Stelle der Fourier'schen 
Entwickelungen nach trigonometrischen Funktionen solche nach Sturm
Liouville'schen Funktionen treten. 

7. Die Wärmeleitung in zwei oder drei Dimensionen. Elemen
tare Lösungen der Gleichungen der Wärmebewegung für drei oder 
zwei Dimensionen sind 

sin sin sin -k(fP+q•+r>)t 
cosPX cos qy cos rz·e 
. . 

resp. 
sm sm 

P x qy. e-k(fP+q')t cos cos . 

Solche Lösungen lassen sich unmittelbar in denjenigen Fällen ver
wenden, wo der Körper durch Ebenen begrenzt ist, die den Koordi
natenebenen parallel laufen. 

a) Der Körper sei durch die drei Ebenen x = O, y = l, y = -l 
begrenzt, und es sei u = 0 an den Grenzen y = + l, u = U an der 
Grenze x = 0. Der stationäre Wärmezustand lässt sich in diesem 
Fall durch den Ausdruck 66) darstellen 

punkten behandelt von H. Weber, Gött. Nachr. 1893, p. 722, und Vierteljahrschr. 
der naturf. Ges. in Zürich, Mai 1871. 

54) J. Licnwille, Gergonne ann. 21 (1830/31), p. 133; Sturm und Liowville, 
J. de math. 1, 2, 3 (1836-38). V gl. auch M. W. Stekloff, Ann. de Toulouse (2) 2 
(1901), p. 281. Näheres hierüber s. Encykl. 11, Art. Bochel", li A 7 a und Art. Burk
hardt, li A 11. 

56) Fourier, "Theorie", chap. III, sect. 41 ö. 
Encyklop. d. math. Wissenach. V 1. 13 
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{ 
tU: SJtw 6:1tw \ 

4U -- n 1 -- 3n 1 -- ön l u = - e 21 cos _JI_ - - e 21 cos __]!_ + - 21 cos _1!_ - · · · J n 2l 3 2Z ö e 2l 

oder 

u = 2 U arc tang (cos "!_'!!_ j ~in nx) · 
n 2l 2Z 

b) Ein unendlich langer Stab von rechteckigem Querschnitt sei 
durch die vier Ebenen x = 0, x = a, y = ß, y =- ß begrenzt; die 
Temperatur an den Ebenen x = 0, x = a werde durch f(y), F(y) 
gegeben, und an den Ebenen y == + ß sei vorausgesetzt, dass der 
Körper an ein Medium grenze, dessen Temperatur Null ist und in 
welches er Wärme durch Strahlung abgiebt. Die stationäre Tempe
raturverteilung erfüllt die Bedingungen 

o'u o1u ou .. oa:' + oy' = o, oy - hu. = 0 fur y =- ß, 

~= +hu=O füry=+ß, u=f(y) fürx=O, u=F(y) fürx=a. 

Die Lösung 66) dieser Aufgabe lautet 

U=4 ~ .A(2Aß + sin2A{J)- 1 Q:of .An{ ~in A(n -x{r1 (y) cosAydy 

+®in Ax/F1 (y) cosAydy }cos A.y 

+ 4~ 1-' (2~Joß-sin2p.ß)- 1 Q:of ~Jon{ ~inp.(n-x(rs (y) sinAydy 

+Sinp.~F2 (y)sin~Joydy }sin p.y; 

in diesem Ausdruck ist zur Abkürzung gesetzt 

2ft(Y) = f(y) + f(- y), 2f2(Y) = f(y)- f(- y), 
2F1 (y) = F(y) + F(- y), 2F2(y) = F(y)- F(- y); 

l bezeichnet eine positive Wurzel der Gleichung 

lß tg lß = h{J, 

und p. eine positive Wurzel der Gleichung 

p.ß cotg 1-'ß =- hß. 

c) Die stationäre Wärmebewegung m einem rechtwinkligen 
Parallelepipedon unter den Bedingungen 

56) Stokes, "Math. and phys. Papers" 1, p. 292, wo mehrere ähnliche Auf
gaben gelöst werden. 
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U={l1 X=O, U=Fl, x=a, 
u ={2, y=O, u=F2, y= b, 
U =fs, z=O, u=F8, Z=C 

lässt sich In ähnlicher Form aus den vorangestellten elementaren 
Lösungen aufbauen. 

d) Die in einem unbegrenzten homogenen (zwei- oder dreidimen
sionalen) Körper durch einen Quellpunkt von der Stärke Q ver
ursachte Temperatur wird durch 57) 

(x-x')2 + (y-y')• 
4kt resp. ( k)B e 

2 nkt 

(x-x')'+(y-y')'+C•-• )• 
4kt 

ausgedrückt. Wenn Wärme im Punkte x' y' resp. x' y' e' kontinuierlich 
erzeugt wird, sodass die in der Zeit dt' erzeugte Wärmemenge 
cp(t') dt' beträgt, so ist die Temperatur zur Zeit t 

t 

1 cp(t')e- 4k(t-t') dt' I (x-x')'+C!!-!1')• 

(2Vnk(t- t'))2 

0 

resp. 
t 

1 rp(t')e- H(t-t'J dt'. I <.,-.,.l'+(y-y')'+<•-•')• 

(2Vnk<t- t'))B 
0 

Wenn der Anfangszustand u = f(x, y) resp. u = f(x, y, z) in einem 
unbegrenzten Körper gegeben ist, so lautet der Ausdruck, welcher 
die Temperatur zur Zeit t darstellt, 

~ jj.-(p'+q') f(x + 2pJikt, y + 2qVfCi)dpdq 
-QP -® 

resp. 
00 00 00 

~!J j je-(1"+q'+r>>f(x+2pVfCi, y+2qJikt, z+2rJikt)dpdqdr. 
_Cl)_(;O_Qr:: 

Diese Ausdrücke erhält man dadurch, dass man z. B. im dreidimen
sionalen Falle den Punkt x', y', z' als Quellpunkt von der Stärke 
f(x', y', z') dx' dy' dz' betrachtet. Wenn die Anfangstemperatur nur 
in einem endlichen, den Punkt (0, 0, 0) umgebenden Teil des Körpers 
von Null verschieden ist, so wird die Temperatur nach längerer Zeit 
durch den Ausdruck 

57) Fourier, "Theorie", chap. IX, sect. 2. Den Temperaturzustand, welcher 
von einem beweglichen Quellpunkt verursacht wird, hat Boussinesq, Par. C. R. 
110, p. 1242 untersucht. 

18* 
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.A ----,:--;:--" e 
sntkftt 

bestimmt, wo A die zu Anfang vorhandene totale Wärmemenge be
zeichnet. 

e) Im zweidimensionalen Fall sei ein sonst unendlich ausgedehnter 
Wärmeleiter durch die Axe y = 0 begrenzt; die von einer Doppel
quelle im Punkt (x, 0) verursachte Temperatur ist 

(x-x')'+v• 
Py - 4kt 

8nk1 t 2 e ' 
wo P die Stärke des Doppelquellpunktes bezeichnet, dessen Axe zur 
.x-Axe senkrecht liegt. Wenn der Doppelquellpunkt ein kontinuier
licher von der Stärke 2kf(x') dx' dt' ist, so haben wir als Ausdruck 
für die Temperatur zur Zeit t 

t 
(x-x')'+v' 

_1_ f( ')d ~y- - 4k(t-t') dt'· 
4nk X X t-t'y! e ' 

0 

indem w1r dieses Integral auswerten, erhalten wir 68) 

(x-x')'+Y' 
1 Y I -- f(x) e 4kt dx', 
n (x-x') 2+1? 

welcher Ausdruck überall in der x-Axe mit Ausnahme des Elements 
dx' verschwindet, und in diesem Element den Grenzwert f(x') an
nimmt. Daraus ersieht man, dass der Ausdruck 

00 /c (x-x')'+Y' 
1 y -- 4kt ' I --- ')• + 1 e f(x) dx n X-X y · 

die Temperatur darstellt, wenn die Anfangstemperatur m der Ebene 
überall Null ist und die Temperatur der Grenzlinie stets den ge
gebenen von der Zeit unabhängigen Wert f(x) hat. 

Wenn die Anfangstemperatur nicht Null sondern fJJ(X, y) ist, so 
muss man dem obigen den Ausdruck hinzufügen 

"' "' 
_ 1_ e 4kt _ e 4kt ro(x' y') dx' dy' ff [ _ (x-x')'+(y-y')' _ (x-x')'+(y+y')'] 

4nkt T 1 ' 

-00 0 

den man erhält, indem man die Quellpunkte fJJ(x', y') dx' dy' gegen 
die Grenzlinie y = 0 spiegelt. 

f) Wenn ein unendlich ausgedehnter dreidimensionaler Körper 

58) E. W. Hobson, Lond. Math. Soc. Proc. 19 (1887), p. 279. 
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durch die Ebene z = 0 begrenzt ist und von einem Punkte dieser Ebene 

aus erwärmt wird, so betrachte man einen in der Begrenzungsebene 

gelegenen und senkrecht gegen diese gerichteten kontinuierlichen 

Doppelquellpunkt; die von ihm herrührende Temperatur beträgt 

t 00 I< , _ (x-x')'+(y-y')'+•' Pz J 2 

Pz dt H(t t') d ~-- a2 e-a da 
~ ~ e - o er k t 3 ' 

16nYkY (t- t:)"'i: ·n r r 

0 "jf'4kt 

wo r2 = (x- x')2 + (y- y')2 + z2 • Dieser Ausdruck wird für x = x', 
y = y' im Limes z = 0 unendlich gross und verschwindet sonst überall 

in der Grenzebene z = 0. 
g) Durch die Methode der Spiegelbilder in ihrer Anwendung auf 

Quellpunkte oder kontinuierliche Temperaturverteilungen lassen sich 

Aufgaben auch für solche Gebiete lösen, die durch wiederholte Ab

spiegelung den ganzen Raum einfach und lückenlos erfüllen 59). G. Lame 60) 

hat auf diese Weise Wärmeleitungsaufgaben ausser für das rechteckige 

Parallelepipedon, das Prisma mit regulär dreieckiger Basis etc., welche 

ersichtlich bei symmetrischer Wiederholung zu einer regulären Raum

einteilung Anlass geben, auch für einige Tetraeder behandelt ("Te

traeder 1/6" und "Tetraeder 1j24u), welche den 6. oder den 24. Teil 

des Würfels bilden. Diesen Tetraedern ist von A. Schönflies 61) ein 

weiteres hinzugefügt, welches ebenfalls den Fundamentalbereich einer 

regulär-symmetrischen Raumeinteilung bildet und für welches daher 

Wärmeleitungsaufgaben ebenfalls nach dem Spiegelungsverfahren uu

mittelbar gelöst werden können. Auch wenn Strahlung an den Grenz

ebenen stattfindet, lässt sich das Spiegelungsverfahren bei solchen 

Gebieten anwenden 62). 

8. Wärmeleitung in einer Kugel. Wenn die Differentialgleichung 

der Wärmebewegung auf Polarkoordinaten rfhp transformiert wird, so 

nimmt sie die Form an 

59) Solche Gebiete könnte man mit Benutzung eines funktionentheoretischen 

Terminus als ebenflächig begrenzte symmetrische "automorphe Fundalhental

bereiche" bezeichnen. 
60) Siehe seine beiden Bücher "Le90ns sur les fonctions inverses des trans

cendentes et les surfaces isothermes", Paris 1857, "Le9ons sur la theorie analy

tique de la chaleur", Paris 1861. Über die Wärmebewegung in einem Tetraeder 

siehe Cotton, Ann. de Toul. (2) 2 (1900). Eine Arbeit, die noch nicht erwähnt 

wurde, ist die von Betti, "Sopra la determinazione delle temperatura variabili 

di una lastra terminata", Ann. di mat. (2) 1 (1867), p. 371. 
61) A. Schönflies, Math. Ann. 34 (1889), p. 172. 

62) G. H. Bryan, Lond. Math. Soc. Proc. 22 (1891), p. 424. 
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o [ o• 1 o ( . o ) 1 o' J ot (ru) = k or• (ru) + r• sin (} ofJ sm () oO ru + r• sin' fJ OIP' ru . 

Betrachten wir zunächst den Fall63), dass u unabhängig von () und rp 
ist, dann wird unsere Gleichung 

o o• 
ot (ru) = k or• (ru), 

hat also dieselbe Form, wie im Fall der linearen Bewegung, nur dass 
ru anstatt u die abhängige Variable ist. 

Wenn eine Kugel vom Radius c, deren Anfangstemperatur gleich 
F(r) ist, von einem Medium umgeben ist, dessen Temperatur Null 
ist, und sich durch Strahlung abkühlt, so musst' die Nebenbedingungen 
erfüllen: 

u = F(r) für t = 0, ~; + hu = 0 für r = c. 

Insbesondere genügt der zweiten dieser Nebenbedingungen der Ausdruck 

_ -kJ.•t sin J.r u- e -.,.-, 

falls l eme Wurzel der Gleichung 

lc cos lc = (1 - hc) sin k 

ist. Setzen wir lc = t/J, hc- 1 == p, so wird l durch die Gleichung 
t/J cos t/J + p sin t/J = 0 bPstimmt; diese Gleichung hat keine kom
plexen Wurzeln, und wenn p > - 1 ist, auch keine rein imaginären. 
Ist - 1 < p < O, so liegt eine Wurzel in jedem der Intervalle 

(o, ;), (", a2"), (2", s;). ··; 
ist p > 0, so liegt eine Wurzel in jedem der Intervalle 

(;' ")' r2n' 2")' ("2", 3") .... 
Die Wurzeln l 11 l 2, ••• , A.n ••• lassen sich bequem mit Hülfe der 
trigonometrischen Tafeln berechnen. 

Entwickelt man nun die Funktion F(r) in der Form 

63) Den symmetrischen Fall hat Fourler behandelt, siehe "Theorie", chap. V 
sowie Poisson, J. ec. polyt. cah. 19, p. 112. Die Konvergenz der Reihen ist 
von Cauclvy u. A. sowie neuerdings von Fugisawa untersucht, Diss. Strass
burg 1885 "Über eine in der Wärmeleitungstheorie auftretende, nach den 
Wurzeln einer transcendenten Funktion fortschreitende unendliche Reihe"; 
auch J. of College of Scienc. of Japan 2 (1889). Im übrigen verweisen wir wegen 
der Konvergenzfragen auf Encykl. ll A 9, Art. Burkhatrdt über Reihenentwicke
lungen. 
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n=a> . A,2 + (h- ..!_)2./: 
F(r) = ~ smrl,.r ·: · n ~ rF(r) sinA. .. rdr, 

n=I a_2+h~--
n C 

0 

so ergiebt sich für die Temperatur selbst die Formel 

n=oo 12 + (h _ _}_)2 ;• 
u = ~ sin anr. e-kl~t. _!_. " c • r F(r) sin lnr dr. 

n=I r c 12 + hl _ !!._ 
n C 

0 

Nach längerer Zeit wird die Temperatur durch das erste Glied dieser 
Reihe mit genügender Annäherung dargestellt. 

Eine allgemeinere Lösung der Differentialgleichung ist 64) 

J+t(lr) 
e-H•t V,. (0, rp) " ri d -kl•t ..., V (O ) d" sin 11· oer e .. , ro ----

n ' 'T d (r')" r ' 

worin V,. ( 0, rp) eine Kugelfunktion vom Grade n bedeutet, und 
J,.+t(.tr) die Bessel'sche Funktion mit der Ordnungszahl n + t ist. 
Diese Lösung findet Anwendung, wenn die Temperatur an der Ober
fläche vorgeschrieben ist, oder wenn der Körper sich durch Ausstrah
lung abkühlt. Die gegebene Oberflächen- oder Aussentemperatur ist 
dabei in eine Reihe nach Kugelfunktionen in der Form ~V .. (O, rp) 
zu entwickeln. 

9. Wärmeleitung in einem Kreiscylinder. Hat der leitende 
Körper die Form eines Kreiscylinders, so verwendet man die partielle 
Differentialgleichung der Wärmebewegung in der Form 

OU _ k (0 1U + _}___ OU + _}___ 01U + O'U) 
ot - iJQ' Q OQ Q1 ocp' oz' ' 

hierin bedeutet (J die Entfernung von der Axe des Cylinders, rp das 
Azimuth und ~ die der Axe parallele Koordinate. Dieser Gleichung 
genügt die Lösung 

tt = e-kJ,.>t ~: mrp · e±P.o · Jm (€! yp2 + ..t2), 

wo Jm(x) die Bessel'sche Jl'unktion m,ter Ordnung bezeichnet, welche 
der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung genügt: 

d'u + _}___ du + (1 _ nt1
) u = 0. 

dx1 x dx x' 

64) Poisson, "Theorie", p. 868; Laplace, Connaissance des temps 1828, 
p. 245; Mecanique celeste, livre 11, chap. 4, 1823; Duhamel, J. ec. polyt. 14, 
chap. 22, p. ~6. Siehe auch Langer, Habilit.-Schr. Jena (1875) "Über die Wärme
leitung in einer homogenen Kugel"; K. Baer, Diss. Halle 1878 "Über die Be-
wegung der Wärme in einer homogenen Kugel". -
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Zunächst werde ein Cylinder von unendlicher Länge und vom 
Radius a betrachtet; die Anfangstemperatur sei unabhängig von z 
und tp und der Cylinder von einem Medium umgeben, welches die 
Temperatur Null hat 65); in diesem Fall gebrauchen wir die Lösung 

u = e-ki.'tJ0 (lp). 

Die Grenzbedingung laute hu + ~u = 0; die Konstante l lässt sich 
durch die Gleichung P 

hJ0 (la) + I..J0'(la) = 0 

bestimmen. Fourier hat nun gezeigt, dass diese Gleichung unendlich 
viele reelle positive Wurzeln l 11 l 2 , • •• besitzt, und dass eine will
kürlich gegebene Funktion F(Q) sich in eine Reihe 

r=oo 

~ A,.J0 (Ä7 Q) 
r=l 

entwickeln lässt; man findet 
a 

JF(Q) J0 (A7 Q) QdQ 

Ar= 
0 

( ') 
. ~ a' { J0 (A7 a)} 2 1 + 4~. 

Identifiziert man die hier vorkommende willkürliche Funktion F((>) 
mit der Anfangstemperatur des Cylinders, so ist die Temperatur zur 
Zeit t 

r=oo 

U = 2 Are-kl~IJo(lrf!). 
r=l 

Im Falle die Anfangstemperatur sowohl von Q als von rp abhängt, 
sowie im Falle eines Cylinders von endlicher Länge, kann die Lösung 
aus den obigen allgemeineren Lösungen zusammengesetzt werden. 

Die Hauptlösung (vgl. Nr. 6) im Fall von zwei Dimensionen 
R' 

1 - 4kl ·---e 
(2 y'dt)2 

ist mit dem Ausdruck 
"' "' 

41-n Je-l•ktJ.dl~ Jm(} .. Q)Jm(J . .(!') cosm(rp- rp') 

-"' 
äquivalent; hierin bedeutet R die Entfernung 

65) Fourier, "Theorie", chap. VI, wo die Funktion J0 auftritt. Die Funk
tionen J m zuerst bei Poisson, J. ec. polyt. cah. 19 (1823), p. 239, 335. Siehe 
auch Melchior, Programm Realgymn. Fulda 1884-85. 
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{ Q2 + rP - 2 Q Q' cos ( rp - rp')}! 
der beiden Punkte (Q, rp ), (Q', rp'). 

Für eine ebene (Riemann'sche) Fläche mit einem r-fachen Win
dungspunkt66) lautet die entsprechende Lösung der partiellen Diffe
rentialgleichung 

"" "' 
u = 4

1"; je-l'ktJ..dJ. ~ J~(J.Q) J"';-(J.Q') cos 1
; (rp- rp'). 

-oo 

Im Falle r = 2 findet man hieraus durch Summation der Reihe 

Diese Lösung lässt sich auf den Fall anwenden, dass die Ebene (x, y) 
längs eines vom Nullpunkte auslaufenden Halbstrahles aufgeschnitten 
ist und die Wärmebewegung in dieser aufgeschnittenen Ebene unter
sucht werden soll. 

10. Wärmeleitung in Körpern von verschiedenen speziellen 

Formen. Die Aufgabe, den stationären Wärmezustand eines Ellip
soides zu ermitteln, dessen Oberfläche auf' gegebener Temperatur er
halten wird, hat G. Lame 67) unter Zugrundelegung der elliptischen Koordi
naten zuerst gelöst. Wenn 

.x' y' z' -+-+--1 a 2 b' c3 -

die Oberfläche darstellt, sind diese Koordinaten 1m Punkte (x, y, s) 

die drei positiven Wurzeln der Gleichung 
,x2 y2 z2 
:ft- + P-e' + 'J.'-(2 = 1, 

worm 

66) A. Sommerfeld, Math. Ann 46 (1894), p. 276. 
67) G. Lame, J. de math. 4 (1839), p. 126. Andere Arbeiten von Lami, die 

sich auf diesen Gegenstand beziehen, befinden sich in den sechs ersten Bänden 
und im Band 8 desselben Journals. Eine "Obersicht über die ersten Resultate 
Ann. Chim. Phys. 63 (1833), p. 190. Die erste Einführung der isothermen Ko
ordinaten geschah in einem Memoire in den Savans etrangers 6, 1838, abgedruckt 
J. de math. 2 (1837), p. 147; siehe auch J. ec. polyt. cah. 23 sowie die beiden 
Werke "Le«;~ons sur les fonctions inverses", Paris 1867, und "Leyons sur lea 
coordonnees curvilignes et leurs applications", Paris 1869. 
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bezeichnet man diese Koordinaten durch Q, p,, v, so genügen sie im 
Inneren des Ellipsoids den Bedingungen 

a>q>(, f'>p,>e, e>v>O. 

Wenn man die drei elliptischen Integrale 

einführt, so nimmt die Differentialgleichung der Wärmebewegung die 
Form an 

( 1 2) 01U + ( 2 2) 01U + ( 2 I) 01U 0 tt - v a~· " - v o1jl " - tt o&• = . 

Es wird nun gezeigt, dass diese Gleichung durch das Produkt 

E(q)E(p,)E(v) 

erfüllt wird, wo E(q) eine ganze Funktion vom Grade n in Q, y' q9 - e2 1 

~ ist, und E(p,), E(v) dieselben Funktionen von p., y'p,2 e2 , 

Vf'- p,2 , resp. v, Vf- vll, y' e2 - v2 sind. Die Funktion E heisst 
eine Lame'sche Funktion, und E(q) erfüllt die Gleichung 

d1E dE 
((>' - ell) ((>s - f") d(l• + (> (2 (>2- e2 - f2) d(l 

+ [ ( e2 + {2) p - n ( n + 1) (>2] E = 0, 

worin p einen Parameter bezeichnet, der so zu bestimmen ist, dass 
die vorstehende Gleichung eine Lösung der erwähnten Art besitzt, 
nämlich eine ganze Funktion des nten Grades in (!, y' Q2 - e2 , y' fl- f'2• 

Es wird weiter gezeigt, dass es 2n + 1 reelle verschiedene Werte 
von p giebt, welche der obigen Bedingung genügen, und dass daher 
2n + 1 verschiedene Funktionen E(Q) des Grades n existieren. Dem
entsprechend hat man 2n + 1 verschiedene Produkte E((>) E(p,) E(v) 
zur Verfügung, die der Gleichung der Wärmeleitung Genüge leisten, 
und welche eindeutig und endlich im ganzen Ellipsoid sind. (Näheres 
über Lame'sche Funktionen in Bd. II der Encykl.) 

Die Aufgabe des stationären Wärmeflusses wird nun dadurch 
gelöst, dass die gegebene Oberflächentemperatur in eine (im allge
meinen unendliche) Summe 

n=co m=2n+1 

~ ~ A,., 111 E,.,m(I')E.., 111 (v) 
n=O m=l 
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entwickelt wird; der Temperaturzustand in einem jeden Punlde im 
. Innern des Ellipsoids wird alsdann durch den Ausdruck 

n=<» m=lln+l E ( ) 

~ ~ A..,mE "'"'(:) E,.,m(tL)E,.,m(v) 
n=O m=l "'"' 

dargestellt. 
Die Lösung des Problems der nicht stationären Wärmebewegung 

in einem Ellipsoid hat Mathieu 68) auf die Integration einer gewöhn
lichen Differentialgleichung reduziert. Im Fall des Rotationsellipsoids 69) 

reduziert sich das Lame''sche Produkt auf das Produkt einer trigono
metrischen Funktion und zweier Kugelfunktionen. Die nicht statio
näre Wärmebewegung in einem Rotationsellipsoid hat C. Niven 70) 

behandelt. 
Die Bestimmung der Wärmebewegung in emem elliptischen 

Cylinder kommt auf die Lösung der Gleichung 

o1 u o1 u --+--l2u=0 o zl oy• 
hinaus; setzt man x = ~of ro cos tp, y = <Sin ro sin cp, so wird diese 
Gleichung 

o1 u o1 u 
oros + O(J!' + Ä.3 (cos2 q>- ~of' ro)u = 0. 

Eine Lösung derselben ist u = E(ro) E(tp), wo E(ro ), E(cp) den ge
wöhnlichen Differentialgleichungen 

d1 E d'E 
dm'- (A.ll ~of' ro - p) E = 0, d(/11 + (.\2 cos2 q>- p) E = 0 

Genüge leisten; der Parameter p muss dabei so bestimmt werden, 
dass E(tp) in cp mit der Periode 2:n: periodisch wird. Diese .Funk
tionen heissen I/unktionen des elliptischen Oylinders 71); durch Zu
sammensetzung der Produkte e-a1cos mz · E(ro) E(tp) mit «=k(m2+ .\2) 

kann der Temperaturzustand unter gegebenen Bedingungen theoretisch 

68) E. Mathieu, Cours de physique, p. 269. 
69) G. Lame, J. de math. 4 (1839), p. 351; Heine, J. f. Math. 26 (1843), 

p. 185; J.Liowville, J. de math. 11 (1846), p. 217, 261. 
70) 0. NiVtm, Lond. Phil. Trans. 171 (1879), p. 117. Für den Fall des Rota

tionsparaboloids siehe K. Baer, Diss. Halle 1881. 
71) E. Mathieu hat den ersten Versuch gemacht, diese Gleichung zu lösen, 

J. de math. (2) 13 (1868), p. 137-203; auch "Cours de physique mathemati
que", 1873, p. 122-164. In Heine's "Kugelfunktionen" 1, p. 401 und 2, p. 202 
findet man eine Behandlung dieser Funktionen. Siehe auch Besser, Zeitschr. 
Math. Phys. 30 (1885), p. 257, 305; Maclaurin, Cambr. Phil. Trans. 17 (1899), 
p. 41; Lindemann, Math. Ann. 22 (1883), p. 117. 
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ermittelt werden. Die entsprechenden Funktionen für den parabo
lischen Cylinder hat H. Weber 72) entwickelt. 

Der stationäre Temperaturzustand in einem von zwei nicht kon
zentrischen Kugeln begrenzten Raum wurde von C. Neumann 73) unter
sucht. Derselbe Forscher 74) hat auch die nicht-stationäre Wärme
bewegung in demselben Falle behandelt; es kommen dabei die so
genannten peripolaren Koordinaten und gewisse Kugelfunktionen zur 
Anwendung, deren Grad die Hälfte einer ganzen Zahl ist. Mathieu 75) 

hat sich mit dem Wärmeproblem in einem von zwei nicht-konzentri
schen Kreiscylindern begrenzten Gebiet und in Cylindern mit lemnis
katischem Querschnitt beschäftigt. 

11. Theorie des Schmalzens und des Gefrierens bei Wärme
leitung. Man kann die Wärmeleitungstheorie auf eine Art von Pro
blemen anwenden, bei denen die Wärmebewegung eine Änderung im 
Aggregatzustand des Leiters verursacht 76). 

Wenn ein Eisprisma durch die beiden Ebenen x = 0, x = c be
grenzt ist, und die Temperatur der unteren Ebene x = 0 konstant 
gleich U(> 0) erhalten wird, so wird bei der Wärmebewegung das 
Eis allmählich in Wasser verwandelt, und es handelt sich darum, die 
Höhe h des geschmolzenen Teils des Prismas zu irgend einer Zeit t 
zu bestimmen, nachdem das Schmelzen angefangen hat. Es bezeichne 
l die Schmelzwärme der Volumeneinheit des Eises, so wird in der 

Zeit dt die Wärmemenge - x~:dt darauf verwendet, das Eis auf 

einer Länge dh des Prismas in Wasser zu verwandeln, wobei die 
Temperatur zunächst den Nullwert beibehält; wir erhalten also 

ou -x0xdt=ldh, fürx=h. 

Nun genügt der Ausdruck 

72) H. Weber, Math. Ann. 1 (1869), p. 31, siehe auch K. Baer, Progr. 
Realgymn. Küstrin, 1883. 

73) C. Neumann, Allgemeine Lösung des Problems über den statipnären 
Temperaturzustand eines homogenen Körpers, welcher von irgend zwei nicht kon
zentrischen Kugelflächen begrenzt wird, Halle 1862. V gl. Heine, "Kugel
funktionen" 2, p. 261. Siehe auch Frosch, Zeitsehr Math. Phys. 17 (1872), p. 4S8. 

74) C. Neumann, Theorie der Elekrizitäts- und Wärmeverteilung in einem 
Ringe, Halle 1864. Siehe auch Hicks, "Toroidal functions", Lond. Phil. Trans. 172 
(1882), p. 609. 

75) E. Matthieu, Par. C. R. 68 (1869), p. 590; J. de math. (2) 14 (1869), p. 65. 
76) L. Saalschütz, Astr. Nachr. Nr. 1321 (1861), § 12 ff.; J. Stefan, Wien. 

Der. 98 2• (1889), p. 473,616, 965 und Monatshefte f. Math. u. Phys., 1. Jahrg. 
1890, p. l .. 
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2Vkt 
einerseits der partiellen Differentialgleichung der Wärmebewegung, 
andererseits lässt er sich bei geeigneter Bestimmung von A und a den 
Nebenbedingungen unseres Problems anpassen, wobei das vom Wasser 

erfüllte Gebiet durch die Bedingung 0 < ,a;... < a zu umgrenzen ist. 
- 2ykt = 

Da u = U für x = 0 und u = 0 für x = h, so ist zu setzen: 
II 

h=2aVkt, U=Aje-•'dz, 
0 

und die obige Bedingung für die Stelle x = h giebt 

A"e-a• = 2ka.il. 

Die Höhe h = 2aYkt lässt sich daher aus der Gleichung 
.. 

..a'f-.-d xU 
af!-Je z = 2ki. 

0 

bestimmen; es ist dies eine transeendeute Gleichung fdr a, deren 
Wurzeln mit Hülfe von numerischen Tafeln 77) berechnet werden 
können. 

W eim die Ebene x = 0 eine gegebene unter dem Gefrierpunkt 
liegende Temperatur U1 hat, und in unendlicher Tiefe die über dem 
Gefrierpunkt liegende Temperatur U2 gleichfalls gegeben ist 78), so 
dringt der Frost in das Wasser allmählich vor; die Geschwindigkeit, 
mit welcher dieses geschieht, lässt sich alsdann durch eine ähnliche 
Methode bestimmen, wie die soeben angedeutete. 

12. Wärmeleitung und innere Reibung in einer bewegten 
Flüssigkeit. Sind die Teilchen einer Flüssigkeit in relativer Bewegung, 
so wird Wärme durch die innere Reibung erzeugt und in der Flüssig
keit fortgeleitet. In diesem Fall 79) muss noch besonders festgesetzt 
werden, was man unter der Temperatur in einem Punkt der Flüssig
keit zu verstehen hat, da die Temperatur hier nicht auf die gleiche 
Weise gemessen werden kann, wie bei einem Körper, dessen Teilchen 

77) V gl. Anm. 46. 
78) Die Lösung dieser Aufgabe befindet sich im Riemann- Weber'schen 

Buch 2, p. 118-122. 
79) Diese Theorie hat Kirchhoff aufgestellt, siehe seine "Vorlesungen über 

die Theorie der Wärme", Leipzig 1894, p. 113. 
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sich in relativer Ruhe befinden. Die Temperatur wird nun durch 
den Satz definiert, dass die Energie einer bewegten unendlich kleinen 
Flüssigkeitsmasse gleich ist ihrer lebendigen Kraft plus der Energie, 
die sie in der Ruhe bei gleicher Dichtigkeit und gleicher Temperatur 
haben würde. Es sei ~ die Dichtigkeit, u, v, w die Komponenten der 
Geschwindigkeit des Fliissigkeitsteilchens an der Stelle (x, y, z), T die 
Temperatur daselbst, '}'., die spezifische Wärme bei konstantem Vo
lumen, M eine Konstante der Ji'lüssigkeit, die wir "Dilatationswärme" 
nennen können und die das Verhältnis dQ/tlf! bei konstant gehal
tener Temperatur bedeutet; dann besteht die Gleichung 

O() o T 1 { o ( o T) () ( () T) () ( () T)} -M]t+r .. Tt=~ ox "ilx +oy "oii +oz "az 
+ ~ [" {2 (~:r + 2 (~;r + 2 (~:r + (~: + ~;r 
+ (ow + ou)•+ (~u + ov)1

} _ 2 '(ou + ov + ~w)•] 
OX oz oy oz " i)x oy öz ' 

worin "' ~'' zwei von der Beschaffenheit der Flüssigkeit (Viskosität 
und Kompressibilität) abhängende Konstanten bedeuten; ist die Flüssig
keit inkompressibel, so verschwindet I'' aus der Gleichung; " bezeichnet 
wie sonst die Wärmeleitungsfähigkeit. 

An der Grenzfläche, wo zwei Flüssigkeiten, oder eine Flüssigkeit 
und ein fester Körper sich berühren, müssen Grenzbedingungen durch 
besondere Voraussetzungen aufgestellt werden; diese bestehen zum 
Teil aus Annahmen iiber die Druckkomponenten in den beiden Sub
stanzen und die Art und Weise, wie sie von der relativen Bewegung 
der beiden Substanzen an der Grenzfläche abhängen. Die Temperatur
bedingungen, die an der Grenzfläche zu erfüllen sind, lauten 

T=T', 

x ~~- x' 00:, =- .t{ (u- u')2 + (v- v')2 + (w- w')l'}, 

worin l eine Konstante, welche die sogenannte äussere Reihung misst, 
und d n ein zur Grenzfläche senkrechtes Linienelement bezeichnet. 
Die Theorie der Wärmeleitung in Gasen hat ihre Stelle in der kine
tischen Gastheorie. 

13. Difl'usion. Wenn sich zwei verschiedene Flüssigkeiten oder 
Gase in demselben Gefässe befinden, und die beiden Substanzen an
fangs getrennt waren, so durchdringen sie sich allmählich, so dass 
nach theoretisch unendlicher Zeit eine homogene Mischung der beiden 
Substanzen entstanden ist; dieser Vorgang heisst Diffusion. 

Die Theorie der Diffuseion zweier Flüssigkeiten, von welchen die 
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eine etwa eine Salzlösung und die andere das Lösungsmittel ist, hat 
zuerst Fick81J) durch die Annahme zu begründen gesucht, dass die 
freie Diffusion ( d. h. eine solche, die ohne Scheidewand vor sich geht) 
nach demselben Gesetz stattfindet, wie die Verbreitung der Wärme 
in Leitern. Wenn das Gefiiss ein cylindrisches ist, mit vertikaler 
Axe, und die Flüssigkeiten übereinander geschichtet sind, so befinden 
sie sich in allen Punkten einer Horizontalebene im gleichen Zustand 
prozentualer Mischung. Es wird angenommen, dass die Salzmenge 
dS, die in der Zeit dt einen Horizontalschnitt F durchsetzt, propor
tional mit Fdt und mit dem Konzentrationsgefälle cttjox an der be
treffenden Stelle a_ei; unter der Konzentration u versteht man dabei 
die Gewichtsmenge Salz in der Volumeinheit der Lösung; die Koor
dinate x ist in einem cylindrischen Geiäss parallel der Axe desselben 
zu messen. Man erhält unter dieser Annahme 

dS = kF~=dt, 
worin die "Diffusionskonstante" k von der Natur des Salzes und des 
Lösungsmittels abhängt. Der Salzzuwachs in einer Schicht von der 
Dicke dx während dP.t· Zeit dt wird entsprechend 

01U 
kF dx•dtdx. 

Da dieser Zuwachs andererseits gleich der zeitlichen Konzentrations

änderung ~'; dt multipliziert in das Volumen F d x der Schicht ist, 

so erhalten wir dieselbe Gleichung wie in der Theorie der linearen 
Wärmeleitung, nämlich 

ou = ko'u. 
ot ox' 

Die mathematische Behandlung des beschriebenen Diffusionsvor
ganges ist daher im wesentlichen ähnlich dem der Wärmeleitung; 
nur sind die Oberflächenbedingungen andere, da sie vom osmotischen 
Druck abhängen. 

Dass der Fick'sche Ansatz annähernd richtig ist, hat H. F. Weber 81l 
nachgewiesen. Eine Molekulartheorie der Diffusion, auf dem Begriff 
des osmotischen Drucks basiert, hat Nernst 82) aufgestellt. Maxwell 88) 

leitete aus der kinetischen Gastheorie ab, dass die freie Diffusion der 
Gase sich durch dieselbe Differentialgleichung wie bei den Flüssig-

80) Ann. Phys. Chem. 49 (1856), p. 59. Ober Diffusion siehe auch Max-
well's "'fheory of heat", p. 273. 

81) Ann. Phys. Chem. 7 (1879), p. 469, 636. 
82) Zeitschr. f. phys. Chemie 2 (1888), p. 611. 
83) Phil. Mag. (4) 35 (1868); p. 129, 185. 
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keiten darstellen lässt; dasselbe hat Stefan 84) auf Grund der Prinzipien 
der Hydrodynamik gezeigt. Auch hat Stephan die Diffusion eines 
Gases durch eine Flüssigkeit behandelt. 

Eine der Wichtigkeit des Gegenstandes angemessene, ausführliche 
Behandlung der Diffusion muss an dieser Stelle unterbleiben; vgl. 
dazu den Art. Van't Hoff über physikalische Chemie. 

II. Physikalischer Teil (Messmethoden ). 

14-. Zweck der :Messungen. Mit den ersten Messungen, welche 
Biot, Fourier und deren Nachfolger über den Vorgang der .. Wärme
leitung anstellten, bezweckten ihre Urheber eine Prüfung der formalen 
Theorie der Wärmeleitung und zugleich eine Orientierung über das 
V erhalten der verschiedenen Substanzen bei dem Durchgang von 
Wärme. Dieser doppelte Zweck ist heute nicht mehr in gleicher 
Weise massgebend. 

Die formale Theorie, d. h. die ihr zu Grunde liegende Biot-Fou-
1'ier'sche Voraussetzung über die Proportionalität zwischen Wärmefluss 
und Temperaturgefälle, ist durch zahlreiche und nach sehr verschie
denen Methoden durchgeführte V ersuche in weiten Grenzen sicher 
gestellt. Auch die mathematische Durchführung ist so weit fort
geschritten, dass die formale Wärmeleitungstheorie als eine in der 
Hauptsache abgeschlossene Disziplin angesehen werden kann. 

Ein erhöhtes Interesse hat dafür der andere Zweck erhalten, in 
den gemessenen Wärmeleitungskonstanten charakteristische Eigen
schaften bestimmter Substanzen zu gewinnen. Während nämlich die 
formale Wärmeleitungstheorie für den Fortschritt der allgemeinen 
Physik, d. h. für die Erkenntnis des Zusammenhanges der Erschei
nungen nicht direkt, sondern nur als ein allerdings sehr vorzügliches 
Hülfsmittel Bedeutung hat, sind heute nicht nur für Gase in der kine
tischen Theorie, sondern auch für Metalle in der Elektronentheorie An
fänge zu tiefer begründeten Vorstellungen über die Natur der Wärme
strömung enthalten, die ein ausgedehntes und sicheres Zahlenmaterial 
wünschenswert machen. Für diesen Zweck sind nun die meisten 
älteren Beobachtungen nicht zu verwenden, weil nur selten die Defi
nition der Substanz ausreichend gegeben ist. Erst in neuester Zeit 
hat sich herausgestellt, dass die Wärmeleitung der Metalle gegen ge
ringe Reimengungen eine ebensolche Empfindlichkeit zeigt, wie sie 
für das elektrische Leitvermögen seit den V ersuchen Matthiessen's 

84) Wien. Ber. 77 (1878), p. 371. 
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bekannt ist, sodass selbst eine sorgfältige chemische Analyse zur 

Definition häufig nicht ausreicht (vgl. Nr. 31 ). Im allgemeinen sind 

daher solche Methoden vorzuziehen, welche es gestatten, alle für die 

Theorie in Betracht kommenden, insbesondere also die elektrischen 

Eigenschaften, an demselben Stück und in möglichst weiten Tempe
raturgrenzen zu bestimmen. 

Im Zusammenhang mit den physikalischen Untersuchungen über 

Wärmeleitung stehen manche aus Anforderungen der Technik ent

standene Fragen, wie die nach dem Wärmedurchgang durch Heiz

flächen (s. Nr. 18), nach dem Wärmeschutz von Dampfrohren, auch 
wohl das Problem der Wärmeverluste im Cylinder der Dampfmaschine, 

die vor allem auf einer nicht gewünschten periodischen Condensation 

und Wiederverdampfung an der Cylinderwand beruhen 85). 

15. Grundlagen und Voraussetzungen. Wie in Nr. 2 dargelegt 
ist, kann der Übergang der Wärme in dem zu untersuchenden Medium 

dürch Strahlung, Leitung und Konvektion erfolgen. Die innere Aus

strahlung erreicht nun bei den gewöhnlichen Wärmeleitungsproblemen 

keinen bemerkenswerten Betrag; daher lässt sich die durchgehende 

Strahlung, sofern nicht bei manchen Gasen Absorption in Frage 

kommt, als einfach superponierter Vorgang behandeln 86). Die Wärme
übertragung durch Konvektion wird, wo dies nötig ist, durch die 

Versuchsanordnung auf einen nicht mehr störenden Betrag herabge

mindert. So kann man im allgemeinen und insbesondere stets bei 
festen Körpern den Methoden zur Bestimmung der Wärmeleitfähigkeit 

einen reinen Leitungsvorgang zu Grunde legen. 
Der bequemeren Bezugnahme wegen stellen wir die Grundlagen 

der Wärmeleitungstheorie, die in N r. 2 und 3 entwickelt wurden, hier 

nach den Gesichtspunkten zusammen, die für das Folgende maass

gebend sind. 
Nach dem grundlegenden Biot-Fourier'schen Ansatze fiiesst in 

einem homogenen isotropen Medium in der Zeit dt durch das auf 

der Richtung n senkrechte Flächenelement dF, wenn u die Tempe

ratur angiebt, eine Wärmemenge 

(I) dQ =- x ~: dFdt; 

(s. Gl. (1) und (2) in Nr. 2). Durch diesen Ansatz ist die Wärme

leitungskonstante x (Wärmeleitfähigkeit, Wärmeleitvermögen) definiert. 

85) H. L. CallendM und J. T. Nicolson, Engineering 64 (1897), p. 678. 
86) Ein Versuch zur Aufstellung einer gemeinsamen Theorie der Leitung 

und Strahlung ist von B . .A. Sampson und ausführlicher von .A. Schuster unternommen 

(Phil. Mag. 5 (19(}3), p. 243). 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 
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Durch Hinzunahme des Begriffs der spezifischen Wärme r erhält 
man aus (I) mit Fourier die Differentialgleichung der Wärmeleitung 
(GI. (5) in Nr. 3) 

(TI) ou o(ou) o(ou) o(o1t) 
Yl!at = ox "OX + oy "()y + oz "az ' 

wo (J die Dichte bedeutet. Zur Vereinfachung der Rechnung werden 
meist, aber keineswegs immer, die Konstanten x, r und Q als unab
hängig von der Temperatur angenommen, wodurch die Differential
gleichung unter Einführung des Temperaturleitvermögens (GI. (7) in 
Nr. 3) 

(lll) 

die Form erhält (GI. (6) in Nr. 3) 

(IV) ou {o'u o'u {P1u} 
ifi = k 8 x' + a? + ~ . 

Die Annahme der Konstanz von " und r ist für genauere Unter
suchungen nicht ohne weiteres zulässig. Während sie bei reinen 
Metallen meist ziemlich nahe zutrifft, kann bei Legierungen die Än
derung von " leicht 2 bis 3 Tausendstel pro 1° betragen ( vgl. N r. 31 ). 
Häufig führt man für beide Grössen eine lineare Abhängigkeit von 
der Temperatur in die Rechnung ein. Dagegen kann die Berück
sichtigung der Wärmeausdehnung wohl stets ohne merklichen Fehler 
unterbleiben. 

Bei der praktischen Durchführung kann man im allgemeinen 
nicht verhindern, dass Wärmeströmung aus der Umgebung den :zu 
messenden Vorgang stört. Man ist deswegen genötigt, über den 
Wärmeaustausch zwischen dem Versuchskörper und seiner Umgebung 
eine neue Voraussetzung zu machen, was gewöhnlich durch die An
nahme des Newton'schen Abkühlungsgesetzes geschieht. Darnach wird 
die von dem Körper an das umgebende Medium (etwa eine lebhaft 
bewegte Flüssigkeit) abgegebene Wärme proportional der Temperatur
differenz zwischen der Oberfläche des Körpers und dem Medium ge
setzt. Die Proportionalitätskonstante und eventuell eine genauere Be
ziehung muss durch besondere Hülfsmessungen ermittelt werden. 
Durch Verbindung mit dem Biot-Fourier'schen Ausdruck für den 
Wärmefluss liefert das Newton'sche Abkühlungsgesetz die Oberflächen
bedingung (GI. (4) in Nr. 2) 

(V) - x?_u, = H(·u- u) on ° ' 
wo n die Richtung der Normale von der Oberfläche nach aussen, 
u0 die Aussentemperatur und H die äussere Wärmeleitfähigkeit ist. 
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In einem wichtigen Fall, nämlich wenn der Leiter die zur Mes
sung der Wärmeleitfähigkeit und zugleich des elektrischen Leitver
mögens besonders günstige Stabform besitzt, ist zumeist mit grosser 
Näherung eine Voraussetzung eriüllt, welche es ermöglicht, das Newton
sehe Abkühlungsgesetz direkt in die Differentialgleichung der Wärme
leitung aufzunehmen, sodass keine besondere Oberflächenbedingung 
für die Seiten des Stabes zu erfüllen bleibt. Diese Voraussetzung ist, 
dass innerhalb des Stabquerschnittes nur geringe Temperaturunter
schiede vorkommen. Man erhält dann aus der ursprünglichen die 
neue Differentialgleichung aui folgende Weise87). 

Die Axe des Stabes sei die x-Axe des Koordinatensystems. Man 
multipliziere die Gleichung (IV) mit dy dz und integriere über den 
Stabquerschnitt q, dessen Randelement ds ist. Dabei wird 

f(c'u o'u) Jou HJ oy'+azi dydz= onds=--;- (u-u0)ds 

und, wenn u' die Mitteltemperatur im Querschnitt, u" die Mittel

temperatur auf dem Umfang p des Querschnitts, h = Hp eine Kon
yQq 

stante bedeutet, 

Wenn angenähert u" = u' ist, kann für die Mitteltemperatur des Quer
schnitts die Differentialgleichung der linearen Wärmeleitung (s. Nr. 5, 
GI. (15)) angenommen werden: 

(VI) 
ou o'u Ft = k 0 x2 - h ( u - 1~0) , 

wobei sich die Konstante 

(VII) h = l!_p_ 
Y(!q 

als "äussere Temperaturleitfähigkeit eines linearen Leiters" definieren 
lässt 88). Der relative Einfluss der äusseren Wärmeleitung (und damit 
zugleich der erforderliche Grad der Annäherung u' = u') wird um 
so geringer, je grösser das erste Glied auf der rechten Seite von (VI) 
gegen das zweite ist, und dies ist unter sonst gleichen Bedingungen 

um so mehr der Fall, je grösser ~; ist, je mehr also der augenblick-

87) Kirchho{f, Vorlesungen über die Theorie der Wärme, Leipzig 1894, p. 33. 
88) In Teil I ist dafür h' gesetzt zur Unterscheidung von der äusseren 

Temperaturleitfähigkeit eines körperlichen Leiters h = H • 
X 

14* 
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liehe Zustand vom stationären Endzustand abweicht. Bei den Mes
sungen ist dieser Umstand wohl zu beachten. 

Zu diesen Grundlagen der nachfolgenden Methoden treten da, wo 
die Grenzfläche zweier Leiter (1) nnd (2) in Betracht kommt, die 
Fourier' sehen Stetigkeitsbedingungen (GI. (3) m Nr. 2), dass längs 
der Grenzfläche (mit der Normalen n) gilt: 

(VIII) 

Für nicht isotrope Medien endlich bilden den Ausgangspunkt die 
allgemeineren Gesetze der Wärmebewegung, welche Duha1nel auf
gestellt hat (vgl. Nr. 4). 

16. Allgemeine Übersicht über die Methoden. Die Definition 
der Wärmeleitungskonstante vermittelst der Biot-Fourier'schen Grund
annahme enthält vier verschiedene Grössen: Wärmemenge, Temperatur, 
Länge und Zeit. Zur absoluten Bestimmung des Wärmeleitvermögens 
sind diese vier Grössen absolut zu messen. Will man nur das 
Verhältnis der Leitfähigkeiten zweier Medien haben, so brauchen die 
genannten vier Grössen bei beiden Substanzen ebenfalls nur relativ 
zueinander bekannt zu sein. 

Die Methoden schliessen sich an spezielle Lösungen der Gleichung 
(II) bezw. (IV) oder (VI) an. Eine Gruppe entspricht den Lösungen 
für oujot = O, d. h. dem stationären Zustand. Da hier die Wärme
leitungskonstante aus der Gleichung (IV) fortfällt, müssen diese Me
thoden zugleich auf die Definition von " (GI. I) zurückgehen (Peclet), 
oder von " abhängige Grenzbedingungen, wie (V), bezw. die dadurch 
entstandene Gleichung (VI) benutzen (Despretz). Bei den hierher ge
hörenden absoluten Methoden werden die vier Definitionsgrössen direkt 
gemessen. 

Eine zweite Gruppe von Methoden (Forbes, A.ngström, Neumarwt 
u. a.) benutzt von der Zeit abhängende Lösungen, welche den Vorteil 
geringer Abhängigkeit von der äusseren Wärmeleitung selbst bei Stab
form besitzen (vgl. Nr. 15). Die absolute Bestimmung liefert dabei aus 
Temperatur-, Zeit- und Längenmessung das Temperaturleitvermögen 
k = "I'Y(!· Die direkte Messung der Wärmemenge fällt fort und an 
ihre Stelle tritt eine gesonderte Bestimmung der spezifischen Wärme, 
wenn man aus dem Temperaturleitvermögen das Wärmeleitvermögen 
erhalten will. Auch die Temperaturmessung ist bei diesen Methoden 
vereinfacht, da man zur Berechnung von k nur das Verhältnis zweier 
Temperaturen zu kennen braucht, also irgend eine der Temperatur 
proportionale Grösse, wie die elektromotorische Kraft eines Thermo-
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elementes, zur Messung ausreicht. Die absolute Temperaturbestimmung 
ist gleichfalls in der Bestimmung der spezifischen Wärme enthalten. 

Als Nullpunkt der Temperaturskala wird bei diesen Methoden 
zweckmässig die Umgebungstemperatur genommen, d. h. die Tempe
raturdifferenz gegen diese in Rechnung gesetzt. Die Differential
gleichung (VI) reduziert sich dann auf 

(IX) 

In neuerer Zeit hat F. Kohlrausch eine Beziehung zwischen Tem
peratur und Potential bei elektrischer Heizung angegeben und gezeigt, 
wie sie zur Messung der Wärmeleitung benutzt werden kann. Die 
Methoden, welche hierauf beruhen, liefern das Verhältnis des Wärme
leitvermögens zum elektrischen Leitvermögen und erfordern keine 
Ausmessung der Dimensionen. 

Als Grundlage relativer Wärmeleitungsmethoden sind von Voigt 
die Stetigkeitsbedingungen (Vill) an der Grenzfläche zweier Medien 
benutzt. 

N aturgemäss sind die Methoden sehr verschieden, je nachdem sie 
sich auf feste, flüssige oder gasförmige Körper beziehen. Nur bei den 
Methoden für feste Körper, besonders für die gutleitenden Metalle, 
tritt die mathematische Seite in den Vordergrund, während bei den 
übrigen das Interesse sich vorwiegend an experimentelle Fragen heftet. 
Daher sollen hier nur die ersteren Methoden besprochen werden und 
auch von diesen nur solche aus dem Gebiete der reinen Wärmeleitung. 
Die oben erwähnten elektrischen Methoden werden im Zusammenhang 
mit den zugehörigen theoretischen Betrachtungen in dem Art. "Be
ziehungen der elektrischen Strömung zu Wärme und Magnetismus" 
behandelt. 

17. Methode von Peclet (1841). Die erste Methode, welche 
geeignet erschien, absolute Werte des Wärmeleitvermögens zu liefern, 
ist von Pielet angegeben 89). Dieser untersuchte den Wärmedurchgang 
durch Platten, welche durch Wasserspülung auf beiden Seiten auf 
verschiedener Temperatur gehalten wurden. Die äussere Wärmeleitung 
durch den Rand der dünnen Platte ist dabei so gering, dass sie 
ausser Betracht bleiben kann. Dem Vorgang entspricht das einfache 
Integral von (IV) u = Ax + B, wo die x-Axe normal zur Platte ist. 
Bedeuten u1 und u2 die Temperaturen der Endflächen und d die Dicke 

89) E. PMlet, Ann. chim. phys. (3) 2 (1841), p. 107; Ann. Phys. Chem. 55 
(1842), p. 167. 
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der Platte, so folgt darnach aus (I) für die in der Zeit t durch den 
Querschnitt F tretende Wärmemenge 

Q u,-utFt =-x--d- . 

Diese Menge fand Peclet aus der Temperaturänderung und Menge des 
Spülwassers. Das Temperaturgefälle berechnete er aus der Temperatur
differenz des Wassers auf beiden Seiten und der Dicke der Platte, 
indem er annahm, dass jede Plattenoberfläche die Temperatur des 
Spülwassers besitze. Diese Annahme trifft jedoch, selbst wenn man 
die wirksamste Rührvorrichtung benutzt, nicht einmal angenähert zu 
(vgl. Nr. 18). 

Um von dem unbekannten Grenzvorgang unabhängig zu werden, 
hat E. H. Hall bei der Anordnung Peclet's die Temperaturdifferenz 
der Oberflächen thermoelektrisch bestimmt, indem er die Platte selbst 
als Glied der Thermokette benutzte 90). 

Insbesondere für schlechte Wärmeleiter hat die im Prinzip so 
einfache Methode mannigfaltige experimentelle Ausgestaltung erfahren. 

18. Wärmedurchgang durch Heizflächen. Der störende Grenz
vorgang bei den Peclet'schen V ersuchen kommt dadurch zustande, 
dass die an eine feste Wand grenzenden Wasserschichten infolge der 
Reibung nur langsam und parallel der Wand fliessen und daher nur 
wenig Wärme durch Konvektion fortführen können. Der Hauptteil 
der Wärme muss durch Leitung hindurchdringen, was wegen der 
schlechten Leitfähigkeit des Wassers nur geschehen kann, wenn ein 
starkes Temperaturgefälle und daher eine erhebliche Temperatur
differenz zwischen der festen Oberfläche und der Hauptmasse des 
Wassers vorhanden ist. Dieser komplizierte Vorgang an der Grenze 
von Metall und Flüssigkeit ist lange Zeit übersehen oder an Einfluss 
unterschätzt worden; er hat nicht nur die Resultate Prfclet's völlig 
entstellt, sondern auch sehr viele spätere und nach anderen Methoden 
angestellte Beobachtungen fehlerhaft gemacht. Zum eigentlichen Gegen
stand der Untersuchung wurde er bei der Frage nach dem Wärme
durchgang durch Heizflächen. Dabei hat sich ergeben, dass bei 
starkem Rühren der Temperatursprung zwischen Metalloberfläche und 
Hauptflüssigkeitsmasse proportional ist der hindurchtretenden Wärme
menge, dass man also von einem durch die letzten Wasserschichten 
gebildeten Übergangswiderstand reden kann. Nach den V ersuchen 
von Austin 91) ist dieser Übergangswiderstand bei nicht gerührtem 

90) E. H. Hall, Proc. ofthe Americ. Acad. of Arts a. Seiences 31 (1896), p. 271. 
91) L. Austin, Zeitschr. des Ver. Deutsch. Ing. 46 (1902), p. 1890. 
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siedenden Wasser äquivalent einer Eisenschicht von 1,2 bis 2 cm 

Dicke. Durch starkes Rühren wurde er auf 0,75 cm Eisen vermindert. 

Nicht gerührtes und nicht siedendes Wasser gab einen Widerstand 
bis zu 10 cm Eisen. 

19. Methode von Berget (1887) • .A. Berget92) ging von derselben 

Formel aus wie Peclet, benutzte aber als Versuchskörper einen längeren 

Cylinder und umgab ihn zur Vermeidung der Wärmeabgabe durch 

die Mantelflächen mit einem konzentrischen Hohlcylinder, der ebenso 

wie der zur Messung benutzte innere Cylinder von Wärme durch
strömt wurde. 

20. Methode von Desprets (1822) und Forbes (1852}. Lange 

ehe Pielet die erste Methode zur absoluten Bestimmung der Wärme

leitfähigkeit angab, hatte Despretz 98) die erste exakte Methode für 

relative Messungen gebracht, die später von Forbes 94) zu einer abso

luten ergänzt wurde. Das Wärmeleitungsproblem, welches Despretz 
benutzte, ist zugleich das erste, welches eine mathematische Behand

lung und zwar schon vor Fourier von Biot erfahren hat. 
Ein Stab wird an beiden Enden auf konstanter Temperatur ge

halten und eine konstante Aussentemperatur hergestellt. Dem ent

spricht die Lösung der Differentialgleichung (IX) für stationären Zu

stand (vgl. Nr. 5b) 

u = cJ'V} + C2e-xV~. 
Man misst in drei äquidistanten Querschnitten die Temperatur

differenzen u1 , u2 , u3 gegen die Umgebung, setzt n = u1 2+ us und er-
ut 

hält, wenn l den Abstand zwischen den Querschnitten 1, 2 oder 2, 3 

bezeichnet, 

(X) l2 ~ =[log nat(n + Yn2 -1)]2
, 

oder 95) nach der Definition von k und h (III und VII), 

l2 :.:=[log nat (n + Yn2 - l)t_ 

Für einen Stab aus anderem Material, aber von denselben Dimensionen 

und derselben Oberflächenbeschaffenheit ( z. B. V ernickelung), erhält 

man eine analoge Gleichung, in welcher der Faktor zt Hp unverändert 
q 

92) A. Berget, Par. C. R. 105 (1887), p. 224. 
93) G. M. Despretz, Ann. chim. phys. 19 (1822), p. 97; 36 (1828), p. 422; 

Ann. Phys. Chem. 12 (1828), p. 281. 
94) J. D. Forbes, Rep. of Brit. Assoc. (1852); Edinburg Trans. 23 (1862), p.133; 

24 (1865), p. 75. 
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ist. Die Elimination desselben liefert das Verhältnis der Wärmeleit
fähigkeiten " für die beiden Stäbe. 

Der Wert n, welcher beobachtet wird und die Abweichung der 
Temperatur der Mitte von der Mitteltemperatur der Enden darstellt, 
ist nach (X) unabhängig davon, ob die beiden Enden auf gleicher 
oder verschiedener Temperatur gehalten werden. Am günstigsten ist 
es, gleiche Temperatur zu wählen, weil dann nur kleine Temperatur
unterschiede im Stabe vorkommen und daher sowohl für die innere 
als für die äussere Wärmeleitfähigkeit die Abhängigkeit von der Tem
peratur nicht in Frage kommt 96). 

Die Methode von Forbes lässt sich so darstellen, dass man zu 
der von Desprets benutzten Lösung der Differentialgleichung (IX) eine 
zweite hinzunimmt. Diese betrifft den Fall, dass die Temperatur stets 
in allen Querschnitten gleich ist, d. h. die einfache Erwärmung oder 

Abkühlung des ganzen Stabes. Dann fällt das Glied mit ~:~ aus (IX) 
fort und man erhält das Integral 

u =Ge-hl. 

Die Beobachtung der Temperatur als Funktion der Zeit liefert den 
Wert h, den man in die Desprets'sche Formel (X) einsetzen muss, um 
das Temperaturleitvermögen k absolut zu erhalten 91). 

Die äussere Wärmeleitung, die bei den meisten Methoden nur 
als störender Faktor auftritt und in einer Korrektion berücksichtigt 

95) Mit grosser Annäherung kann auch geschrieben werden 

l 1 !!_ = u1 + u8 - 2u1 

k u1 + ti(u1 + u8 - 2u1 ) 

96) Biot und Despretz erwärmten bei ihren Versuchen nur ein Ende des 
Stabes; dadurch sind auch die nachfolgenden Experimentatoren zu derselben 
nicht zweckmässigsten Anordnung gekommen. 

97) Nach den Methoden von Despretz und Forbes sind mehrfach wichtige 
Bestimmungen ausgeführt, die zugleich ein Bild der fortschreitenden experimen
tellen Verbesserung geben. Zunächst bilden Despretz's eigene Versuche (l. c.) die 
erste quantitative Vergleichung der Wärmeleitung verschiedener -Substanzen. Zur 
Temperaturmessung wurden dabei Quecksilberthermometer in entsprechend grosse 
Ausbohrungen der Stäbe gesetzt. Eine weit präzisere Definition des Ortes er
laubt die von Ohlr. Langberg (Ann. Phys. Chem. 66 (1845), p. 1) bei der Messung 
der Wärmeleitung eingeführte Benutzung von Thermoelementen, zu denen man 
heute Drähte von -(u- bis -.ftr mm Durchmesser verwendet. 

G. Wiedemann und R. Franz fanden mit einer verbesserten Anordnung der 
Despretz'schen Methode das nach ihnen benannte Näherungsgesetz von der 
Proportionalität der metallischen Leitvermögen für Wärme und Elektrizität 
(vgl. Nr. 31). 
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wird, ist bei der Despretz-Forbes'schen Methode zur Grundlage der 
Messung gemacht und muss daher bei der experimentellen Ausführung 
sehr sorgfältig definiert sein, wenn die Methode brauchbare Resultate 
liefern soll (vgl. Nr. 21 ). 

21 • .Äussere Wärmeleitung. Die Erscheinungen, an welchen 
Peclet's Versuche scheiterten und die in Nr. 18 als "Wärmedurchgang 
durch Heizflächen" besprochen sind, lassen sich als äussere Wärme
leitung zwischen einem Metall und einer lebhaft bewegten Flüs;sigkeit 
auffassen und treten als solche in den Methoden Nr. 24: und 26 a 
auf, jedoch ohne dort in der entsprechenden Weise Berücksichtigung 
zu finden. Die bei den Methoden vorhandenen Mängel mögen hierauf 
zurückzuführen sein. 

Die äussere Wärmeleitung zwischen einem festen Leiter und 
einem Gas, auf welcher Despret:ls Versuche beruhen, und die bei den 
meisten Methoden von Wichtigkeit ist, setzt sich aus Leitung, Strah
lung und Konvektion zusammen. V ersuche, den Einfluss der Kon
vektion rechnerisch zu bestimmen, sind von OberheCk 98) und Lorenz 99) 

gemacht. Der letztere kommt zu dem einfachen Resultat, dass für 
eine vertikale Platte vom Temperaturüberschuss u über die Umgebung 
der von Leitung und Konvektion herrührende Betrag der äusseren 
Wärmeleitung proportional uf gesetzt werden kann 100). Bei Berück
sichtigung der Strahlung nach dem Ste(an-Boltzmann'schen Gesetz er
giebt sich für den Gesamtbetrag der äusseren Wärmeleitung, wenn 
T und T0 die absoluten Temperaturen der Oberfläche und der Um
gebung sind, 

Experimentell lässt sich die Konvektion durch hinreichendes 
Evakuieren der Umgebung beseitigen. Der Betrag der übrig bleibenden 
Leitung und Strahlung kann dann für gegebene Räume berechnet 
werden. 

Aus einer Kugel vom Radius R und der absoluten Temperatur T 
gelangt zu einer umgebenden konzentrischen Hohlkugel vom Radius Ra 
und der Temperatur T0 in der Zeiteinheit durch Leitung die Wärme-
menge 

98) A.. Oberbeck, Ann. Phys. Chem. 7 (1879), p. 271. 
99) L. Lorens, Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. 582. 

100) Dulong nnd Petit (Ann. chim. phys. 7 (1817), p. 225 u. 387) hatten 
experimentell eine ähnliche Formel mit dem Exponenten 1,28 gefunden. 
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und durch Strahlung 
Qs = 4ncJR2 (T4- To4). 

Für die Längeneinheit eines Cylinders in einem umgebenden Hohl
cylinder betragen die entsprechenden Mengen 

Q 2nx(T- T0 ) d 
L= R un 

log~ 
R 

Bei abnehmendem Radius R verschwindet Q8 schneller als QL. Sehr 
kleine Körper in luftverdünnter Umgebung verlieren also ihre Wärme 
vornehmlich durch Leitung 101), sehr grosse durch Strahlung. Als 
Zahlenwerte kann man annehmen: für 6 nach den absoluten Mes
sungen von Kurlbaum 102) bei einer Oberfläche, deren Reflexionsver-

lilÖgen r beträgt, 6 = (1 - r) 1,28 -10-12 !;:s ::~ und für " bei Luft 

von der Temperatur u° Cels. " = 50· 10-6 (1 + 0,002 u) gr. ca~ d · cmsec>< ra 

22. Methode von Angström (1861) 108). Die erste Methode, 
welche keinen stationären Zustand, sondern die zeitliche Änderung 
der Temperaturverteilung benutzt, rührt von Angström her. Ein langer 
Stab in einer Umgebung von der Temperatur 0 wird an einem Ende 
(x = 0) periodisch erwärmt und abgekühlt (Periodendauer T). Der 
Vorgang wird dargestellt durch das Integral der Gleichung (IX) 

00 

(XI) ~A -anx (2nnt fJ + ) u= ~ ,.e cos -r- ,.x '}'", 
n=O 

wo die o:,. und fJ,. aus den Gleichungen 

(XII) fJ nn a 2 - R 2 = !!:_ 
o:,. " = k T ; " Pn k 

zu berechnen und die A,. und '}',. von dem zeitlichen Ablauf der dem 
einen Ende zugeführten Erwärmung abhängen. 

Für zwei Stellen (x und x + l) wird der Temperaturverlauf als 
Funktion der Zeit beobachtet und als Kosinusreihe mit der Periode 
T dargestellt: 

101) Hiernach lässt sich erwarten, dass die von Schleiermacher u. a. benutzte 
Methode, die Wärmeleitung eines Gases aus der Temperatur und dem Energie
verbrauch eines elektrisch erwärmten Drahtes zu finden, bei Anwendung sehr 
dünner Drähte bis zu relativ hohen Temperaturen brauchbar bleibt. 

102) F. Kurlbaum, Ann. Phys. Chem. 66 (1898), p. 763. 
103) A. J. Angström, Ann. Phys. Chem.114 (1861), p. 613; 123 (1864), p. 6!8. 
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"' 
u(x) = ~ a., cos en;t + b,.), 

n=O 

"' 
u(x + f) = ~ a; cos en;t + b,.'). 

n=O 

Für die so gefundenen Koeffizienten a, b, a', b' gelten, da die Reihen 
in der Form (XI) enthalten sein müssen, die Gleichungen 

an - eanl • b b I ß l 
a'- ' ,.- "= n. 

n 

Sind hieraus für irgend ein n die Werte a,. und ß,. gefunden, 
so erhält man aus (XII) die Grössen h und k. 

Eine Abänderung der Angström'schen Methode in der Weise, dass 
beide Stabenden abwechselnd erwärmt und abgekühlt werden, hat 
Fr. Neumann in seinen Vorlesungen gegeben und H Weber 104) durch
geführt. Hier ist jedoch die nicht zutreffende Annahme gemacht, 
dass die Endflächen durch Wasserspülung plötzlich auf eine andere 
Temperatur gebracht werden (vgl. Nr. 18), die bei Angström nicht 
zu Grunde gelegt ist. 

Die Unabhängigkeit von unsicheren Voraussetzungen bildet einen 
wesentlichen Vorzug der Angström'schen Methode. Den Temperatur
verlauf als Funktion der Zeit zu bestimmen ist mit Thermoelement, 
Spiegelgalvanometer und Chronograph, ev. photographisch, leicht und 
genau ausführbar. Bei der Berechnung können die harmonischen 
Analysatoren (s. II A 2, Nr. 60) gute Dienste leisten. 

23. Methoden von Fr. Neumann (1862) 105). Gute Leiter unter
sucht Neumann in Stabform. Der Stab wird an Fäden aufgehängt, 
an einem Ende erwärmt und dann sich selbst überlassen. Durch die 
Endflächen findet ebenso wie durch die Seitenflächen Ausstrahlung 
statt. Darnach treten zu Differentialgleichung (IX) die Grenzbe
dingungen: ou 

für x = 0 ist "ox = Hu, 

" x=l " 
ou 

"ax=-Hu. 

Ein Integral, welches diesen Bedingungen genügt und sich einem be
liebigen Anfangszustande anpassen lässt, ist (s. Nr. 5g) 

"' b 
u = _2} Ane-ßnt(cos A.,.x +an sin A.,.x), 

n=l 

104) H. Weber, A.nn. Phys. Chem. 146 (1872), p. 257. 
105) F. :Neumann, Ann. chim. phys. 66 (1862), p. 183; Kirchhoff, Yorl., p. 35. 



220 V 4. E. W. Hobson u. H. Diesselhorst. Wärmeleitung. 

wo 

(XIII) 
H b=-· R =kl 2 +h x l Pn n 

ist und die l,. aus der Gleichung 

(XIV) tg l,.l = i.;~~~ 
" berechnet werden. Dabei ist 

0 < l 1 l < n < l 2 l < 2·n .... 

Sind u0 und u1 die Temperaturen in den beiden Endquerschnitten, 
so folgt 

u -u 
~ = A2e-,f.t + A4 e-~·' + · · ·. 

Die Reihen konvergieren so schnell, dass für nicht zu kleine Zeiten 
das erste Glied ausreicht. Nun werden u0 und u1 als Funktion der 
Zeit beobachtet, {31 und {32 berechnet, woraus nach den Gleichungen 
(XIII), (XIV) und (VII) h und k durch eine Näherungsmethode ge
funden werden können. Dabei lässt sich (XIV) ersetzen durch 

tg ~ = !!__ und tg ~ =- !:!. · 
2 i.l 2 b 

Die Rechnung gestaltet sich wesentlich einfacher, wenn die Temperatur 
ausser an den Enden auch in der Mitte des Stabes beobachtet wird. 

Die Ausdehnung der vorstehenden Methode auf einen ringför
migen Körper ist gleichfalls von Neumann gegeben 106) und von H. F. 
Weber 10'1) unter Annahme linearer Abhängigkeit der Koeffizienten von 
der Temperatur durchgeführt. 

Für schlechte Leiter benutzt Neumann Kugel- oder Würfelform 108). 

Der Leiter wird mit konstanter oder nahe konstanter Anfangstempe
ratur in eine Umgebung von anderer Temperatur gebracht, mit 
welcher er gemäss der Grenzbedingung (V) Wärme austauscht. Ist 
der Leiter eine Kugel vom Radius c, so wird die Temperatur als 
Funktion der Zeit durch eine Reihe dargestellt (vgl. Nr. 8) 

"" ~A -U,.•tsini..,r 
U=~ ,.e -r- 1 

n=l 

wo die 1,. Wurzeln der Gleichung 

106) G. Kirchhoff, Vorl., p. 88. 
107) H. F. Weber, Berl. Ber. 1880, p. 457. 
108) Vgl. H. Hecht, Diss. Königsberg 1908. 
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J.c = (1- ~c) tg lc 

sind. Für nicht zu kleine Zeiten genügt das erste Glied 

A -kl1•t sinl.1 r 
U= le -r-· 
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Bei emem Würfel von der Kantenlänge l hat man (vgl. Nr. 7 c) 

~ -H2 t ~ -kl2 t ~ -kJ. 2 t u ={...,;;JA,.e n cos l,.x} t~A .. e II cosJ.,.y} t~A,.e "II cos l"z), 

wo die l,. aus der Gleichung 

,l..t 1._l_=H g :_! X 

zu berechnen sind. Wiederum ist für nicht zu kleine Zeiten das 
erste Glied ausreichend 

A 3 -Sk.t.•t 1 1 1 u = 1 e cos ~~.1 x cos ~~.1 y cos ~~.1 z. 

Beobachtet man die Temperatur an zwei Stellen und zu zwm 
Zeiten, so lässt sich A 1 und ).1 eliminieren und k berechnen. 

Die letzte Neumann'sche Methode elfordert ebenso wie die von 
Despretz eine sorgfaltige experimentelle Definition der äusseren Wärme
leitung. 

24. Methode von Kirchho:ff und Hansemann {1879) 109). Aus
gangspunkt der Methode ist das folgende in Nr. 6a behandelte ideale 
Problem der Wärmeleitung: Ein unendlich ausgedehnter durch die 
Ebene x = 0 begrenzter Leiter von der Temperatur 0 elfährt eine 
Störung des Temperaturgleichgewichtes, indem in der Grenzebene 
plötzlich die Temperatur 1 erzeugt und erhalten wird. Diesem Pro
blem entspricht die Lösung der Differentialgleichung (IV) (vgl. Nr. o i) 

00 

- _!__J-ra 1t--vn e q. 
X 

2J1A:~i 

Lässt sich das Problem experimentell verwirklichen, so kann man 
die an irgend einer Stelle x zu den Zeiten t beobachteten Tempera-

turen u durch die obige Funktion darstellen, den Parameter ~~ 
2vk 

entnehmen und daraus das Temperaturleitvermögen k berechnen 110). 

109) G. Kirchhoffund G. Hansemann, Berl. Ber. 20. Nov. 1879 und 12. Mai 
1881; Ann. Phys. Chem. 9 (1880), p. 1; 13 (1881), p. 406; Kirchhoff, Ges. Abh., 
p. 495 und Nachtrag, p. 1. 

00 

110) Wegen der Tabellen des Integrals Je-q' dq s. Anm. 46. tlber die 

Art der Berechnung vgl. Nr. 26 c. q 
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Kirchhoff und Hansemann benutzten, um den Einfluss der äusseren 
Wärmeleitung herabzudrücken, als Versuchskörper einen Würfel von 
14 cm Kantenlänge, der zu Anfang die gleich Null gesetzte Tempe
ratur der Umgebung besass. Die eine Seite wurde der plötzlichen 
Temperaturänderung unterworfen, für die anderen Seiten gilt die 
Oberflächenbedingung (V). Die zugehörige Lösung der Differential
gleichung (IV) kann man sich als Reihe nach Potenzen von h ent
wickelt denken. Kirchhoff und Hansemann beschränkten sich auf 
die beiden ersten Glieder, setzten also 

u=U0 +hU1 • 

U0 ist die Lösung ohne Rücksicht auf äussere Wärmeleitung und 
hängt nur von der einen Koordinate x ab. Man erhält U0 durch 
eine Superposition von Lösungen des idealen Problems nach der 
Spiegelungsmethode (vgl. Nr. 6) 

u. = u(~) + u(2Z-x) _ u(2Z+x) _ u(4Z-x) + ... 
o 2ykt 2}'kt 2}'kt 2ykt ' 

wobei 

gesetzt ist. U1 wird in Näherung durch ein System von Reihen 
dargestellt. Mittels der Ausdrücke f'ür U0 und U1 wird ein 
beobachteter Temperaturverlauf u = f(t) auf den Fall des idealen 

Problems reduziert und aus der Darstellung f(t)red = u( X ) der 
Koeffizient k berechnet. 2Vkt 

Die vorausgesetzte Grenzbedingung einer plötzlichen Temperatur
änderung der Grenzfläche suchten Kirchhoff' und Hansemann durch 
Anspritzen mit Wasser zu verwirklichen, überzeugten sich aber, dass 
dies nicht gelang, und führten dann als Temperatur der Grenzfläche 
0 + cp(t) in die Rechnung ein, indem sie cp(t) als klein gegen die 
Konstante 0 annahmen. Durch Hinzufügen einer Beobachtungsreihe 
in einem der Grenzfläche nahe gelegenen Punkte wurde cp (t) eliminiert. 

Im allgemeinen genügt freilich die Annahme, dass cp(t) klein 
sei, dem wirklichen Vorgang an der Grenzfläche nicht (vgl. Nr. 18 
und 21). 

25. Methode von L. Lorenz (1881} 111). Lorenz gründete seine 
Methode nicht auf ein explicites Integral der Wärmeleitungsgleichung, 
sondern führte an dem untersuchten Stabe experimentell eine mecha-

111) L. Lorenz, Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. 422 u. 582. 
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nische Quadratur derselben aus, indem er eine grosse Anzahl von 
Thermoelementen verwandte. Das untersuchte Stück des Stabes werde 
in n Teile von der Länge l zerlegt gedacht; ferner werde die Glei
chung (IX) mit dx multipliziert und an ihr die doppelte Integration 

(n-1)1 z+l 

f d X f a X ausgeführt. Benutzt man dabei, dass für eine beliebige 
0 X 

Funktion f(x) 
(n-1)1 x+l 

J dx jf(x)dx = l2 {f(l) + f(2l) + · · · + f(<n- l)l)} 
0 X 

oder auch 
+ f?.l 2 {f(O)- f(l)- f((n- l)l) + f(nl)} + · · · ,112) 

= l2 {f(Ul) + f(2l) + · · · + f((n- 2)l) + f((n- }~)l)} + · · · 
ist, und setzt 

~ = Ug 1 + U21 + · · · + u(n-2)1 + u(n-1),) 11 
d d 

6. = Uo- Uz- U(n-1)1 + u,.,, 
wo ua die Temperatur im Querschnitt x = a, so erhält man 

l2 ~~ = k6.- hl2 ~. 
~ und 6. sind durch geeignete Kombination von Thermoelementen 
direkt messbar. Nun führt man zwei verschiedene Vorgänge herbei, 
indem man zunächst die Stange von einem Ende aus erwärmt und 
dann mit der Erwärmung aufhört, sodass im ersten Teil lJ wächst 
und im zweiten die früheren Werte rückwärts durchläuft, während 6. 
nach Aufhören der Erwärmung bald in einen sehr kleinen Wert 6.' 
übergeht. Für den ersten Vorgang gilt die letzte Gleichung; für den 
zweiten folgt ebenso 

und durch Subtraktion für je zwei Werte lJ = Z:' 

l2 (d~ - d_~') = k (6. - 6.') 
dt dt ' 

woraus k berechnet wird. 
Lorenz bildete die Methode noch weiter aus, indem er die Ab

hängigkeit der Koeffizienten von der Temperatur berücksichtigte. Die 
Erwärmung des Stabes leitete er so, dass 6. während der Beobach
tung konstant blieb. 

112) Die Formel ergiebt sich, wenn f(x) in jedem der Intervalle 
(0, l) (l, 21) · · · (<n- 2)) l, (n- 1) l) mittels Differenzenreihen durch die in I D 3 
(Art. Bauschinger, Interpolation) Gl. (ö) gegebene Interpolationsformel dar
gestellt und die Integration ausgeführt wird. 
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26. Methoden aus dem Berliner physikalischen Institut {1898 
-1903). In dem von Warburg geleiteten physikalischen Institut der 
Berliner Universität sind in einer Reihe von Arbeiten 113) zwei Metho
den entwickelt, welche beide darauf beruhen, dass das ursprüngliche 
Temperaturgleichgewicht eines stabförmigen Leiters von einer End
fläche aus plötzlich gestört wird. Die erste Methode, welche von 
Schulze in Angriff genommen und von Grüneisen fortgeführt wurde, 
schliesst sich direkt an die von Kirchhoff und Hansemann an einem 
Würfel vorgenommenen V ersuche an, indem die Temperaturänderung 
der Endfläche ebenso wie dort durch Wasserspülung bewirkt wurde. 
Bei der zweiten, von Giebe bei der Temperatur der flüssigen Luft 
durchgeführten Methode geschah diese Temperaturänderung nach dem 
Vorgange von Grüneisen durch Bestrahlung mit einem glühenden 
Platin blech. 

Um von einer mangelhaften Definition der Temperaturstörung 
unabhängig zu werden, wurde bei diesen Methoden folgendes Ver
fahren eingeschlagen. Man beobachtete den Temperaturverlauf nicht 
nur, wie sonst genügen würde, in einem, sondern in zwei Querschnitten. 
Kennt man nun irgend ein Integral der Differentialgleichung (IX), 
welches beide Beobachtungen darstellt, so ist dies jedenfalls die 
richtige Lösung, aus der das Wärmeleitvermögen berechnet werden 
kann. Die eigentlichen Grenzbedingungen an der Endfläche x = 0 
wurden nur dazu benutzt, eine geeignete mathematische Form für 
das Integral zu erhalten. Durch geeignete Wahl der verfügbaren 
Konstanten wurde dann diese schon angenähert richtige Lösung den 
Beobachtungen angepasst. Die Form des Integrals ist bei beiden 
Methoden entsprechend den Grenzbedingungen verschieden. 

a. Bespülung der Endfläche mit einem Wasserstrahl. 

Die in Wirklichkeit nicht ganz zutreffende Grenzbedingung, dass 
für x = 0 u = 0 ist 114), liefert zu (IX) das Integral 

u = _!__ 0 {/V~u(___!!!_-== + yht) + e_., Y~u(~- yht)} 
2 2Jikt 2Jikt ' 

wo, wie früher, 

113) F. A. Schulze, .Ann. Phys. Chem. 66 (1898), p. 207; F. Grüneisen, .Ann. 
Phys. 3 (1900), p. 43; E. Giebe, Diss. Berlin 1903, Verh. d. Deutsch. Phys. Ges. 
1903, p. 60. 

114) 'Ober die Ersetzung dieser Grenzbedingung durch eine andere vgl. 
Nr. 21. 
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gesetzt ist. Dies Integral lässt sich nach Potenzen von h entwickeln, 
was bei Beschränkung auf die erste Potenz ergiebt 

(XV) u = C . U (__!3__) [1 - cp (2_) x 2 !!_] 
2Vkt 2-y'kt k ' 

mit 

Die Lösung bleibt ein Integral der Differentialgleichung (IX), wenn 
zwei willkürliche Konstanten ~ und -r eingeführt werden, indem man 
x durch x + ~ und t durch t + -z; ersetzt. Diese beiden Konstanten 
hat man zur Verfügung, um die Formel den Beobachtungen an
zupassen. 

b. Bestrahlung der Endfläche mit einem glühenden 
Platin blech. 

Sehr viel exakter, als sich die Grenzbedingung der vorigen Me
thode verwirklichen lässt, kann man bei Bestrahlung der Endfläche 
mit einem glühenden Platinblech den wirklichen Grenzvorgang mit 
der mathematischen Form in Übereinstimmung bringen, indem man 
annimmt, dass der Endfläche des Stabes durch die Bestrahlung eine 
zeitlich konstante -Wärmemenge zugeführt wird. Darnach erhält man 
zu Gleichung (IX) die Grenzbedingungen 

für t = 0 ist u = 0, 

für x = 0 ist ~: = - C 

und dazu das Integral 

C ! -xV~ ( X ,;-) x-vf ( X -)~ u = ;Vi e k U 2Vkt - v ht - e k U 2 -y'kt + Jfht , 

oder nach Potenzen von h entwickelt 

(XVI) u = CxJ(-x ) [1 -1/J (-x )x2!!_J 
2ykt 2ykt, k ' 

wo 
Enoyklop. d. math. Wissensch. V 1. 15 
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und 

2 { -.t• ... } J(l) =- _e --fe_1.d1 y;- 21 
.t 

1 ( e-.t• ) 1/J(.t) = - -1 
6 218y#J(l.) • 

Wenn es erforderlich ist, kann ebenso wie bei der vorigen Methode 
durch Einführung zweier Konstanten ~ und -c die Lösung dem wirk
lichen Vorgange besser angepasst werden. 

c. Berechnung der nach diesen Methoden angestellten. 
Versuche. 

Wenn der Temperaturverlauf in zwei Querschnitten x1 und x1 

beobachtet und durch eine Hülfsmessung, etwa nach der Desprete'schen 

Methode, der Wert von ! gefunden ist, werden zunächst die beobach

teten Temperaturen u nach den Formeln (XV) bezw. (XVI) durch 
Division mit dem in [ ] stehenden Faktor auf den idealen Fall ohne 
äussere Wärmeleitung reduziert, wozu Näherungswerte von k und ev. 
~ und -c ausreichen. Die so erhaltenen verbesserten Temperaturen, 
die mit -IJ' bezeichnet seien, müssen als Funktion der Zeit durch die 
Formel 

(XVII) 

bezw. 

(XVID) 

4}-(t) = cu( x+ ~ ) 
2fk(t + -r) 

4}-(t)=C(x+~)J( x+~ ) 
2fk(t +-r) 

dargestellt werden, indem man -c und der Grösse 
a:+~ r=--v'k 

einert passenden Zahlenwert giebt. Aus zwei Wertepaaren (x11 y1) 

und (x2 , r2) erhält man das Resultat 

k =(XI- 1.1:1)1· 
rs -r~ 

Das Auffinden des Parameters r geschieht zweckmässig auf folgende 
Weise. Man zeichnet zunächst auf Koordinatenpapier die Kurve aus 
der bekannten mathematischen Funktion log U(e) bezw. log J(s) als 

Ordinate zu log ~ als Abscisse, welche zur Berechnung aller nach 
JS 

der Methode angestellten V ersuche benutzt wird. Sodann trägt man 
aus den (wegen der äusseren Wärmeleitung reduzierten) Beobachtungen 
die Werte log -1}- als Ordinate zu log (t + -c) als Abscisse auf Paus-
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papier in dasselbe Koordinatensystem ein, ev. für mehrere Werte 1:1 

von denen der passendste ausgewählt wird. Durch Parallelverschieben 
des Pauspapiers müssen di~ beiden Kurven zur Deckung gebracht 
werden können, und die Verschiebung in Richtung der Abscissenaxe 

liefert den Wert log ~~ · Nach den Formeln (XVII) und (XVIII) ist 
nämlich 

also 

ss = _x~+=~=== 
2 Vk<t +$) 

r 

1 r' 
log z' =log (t + 1:) -log4· 

27. Isothermen-Methode von Voigt (1897) 116). Eine Wärme
strömung durchsetze die Grenzfläche zweier Körper mit dem Wärme
leitvermögen "t und~· Die äussere Oberfläche sei normal zur Grenz
fläche. Bedeuten dann rp1 und rp2 die Winkel zwischen den Isothermen 
auf der Oberfläche und der Grenzlinie, so folgt aus den Stetigkeits
bedingungen (VIII) für jede Art der Strömung, also unabhängig von 
der äusseren Wärmeleitung, 

(XIX) "1 : ~ = tg fP1 : tg Ps · 
Kann man die Isothermen sichtbar machen 116), so liefert die Messung 
der Winkel rp das V erhältnie "t/"s. Bei logarithmischem Variieren 
folgt aus (XIX) 

Darnach üben Messfehler den geringsten Einfluss, wenn die Winkel rp 
nahe an 45° gebracht sind. 

28. Wärmeleitung in Krystallen, Allgemeines. Anstatt einer 
einzigen Konstanten, wie bei isotropen Körpern, ist in krystallinischen 
Medien die Grösse und Richtung der drei aufeinander senkrechten 
Hauptleitfähigkeiten zu bestimmen. Doch sind hiermit die Aufgaben 
der Messung noch nicht erschöpft. Die drei Hauptleitfähigkeiten ge
nügen zwar zur Lösung aller die Temperaturverteilung betreffenden 
Probleme, aber die Richtung des Wärmeflusses bleibt unbekannt. In 
(Nr. 4:) ist gezeigt, dass der den Wärmefluss darstellende Vektor im 
allgemeinen ausser einem von den Hauptleitfähigkeiten abhängenden 

115) W. Voigt, Gött. Nachr. (1897), p. 184; .Ann. Phys. Chem. 64 (1898), p. 95. 
116) Mittel dazu sind die Schmelzkurven an Überzügen mit geeigneten Sub

stanzen (Wachs-Terpentingemische, oder die bei 45° erstarrende Elaidinsäure), 
ferner thermoskopische Subiltanzen, die bei bestimmten Temperaturen einen 
Farbenwechsel zeigen (die Doppelsalze Jodsilber-Jodquecksilber bei 450,Jodkupfer
Jodquecksilber bei 70°), endlich Behauchen und Bestreuen mit Lykopodium. 

15* 
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noch einen rotatorisehen Bestandteil enthält, welcher beim Aufstellen 
der für die Temperaturverteilung geltenden Differentialgleichung 
fortfällt. Daher lässt sich die Frage nach der Existenz rotatorischer 
Wärmeströmungen durch Temperaturbeobachtung allein nicht ent
scheiden. Man muss ausserdem auf irgend einem anderen Wege über 
die Richtung der Wärmeströmung Kenntnis erlangen. 

29. Methode von H. de Senarmout (1847) 117). Nachdem von 
Duhamel die Theorie der Wärmeleitung in Krystallen begründet war, 
wurde zum ersten Mal von H de $enarmont die Verschiedenheit der 
Leitfähigkeit in verschiedenen Richtungen experimentell gezeigt. Er 
erwärmte dünne Krystallplatten von der Mitte aus (z. B. mittels eines 
hindurchgesteckten Drahtes) und beobachtete an einer auf die Ober
fläche gebrachten Wachsschicht die Schmelzkurve, welche eine Iso
therme darstellt. Er bekam ellipsenförmige Kurven. Von Duhamel 
(1847) und Stokes (1851) wurde die Theorie der Senarmont'schen 
V ersuche entwickelt. Darnach sind bei sehr dünnen und grossen 
Krystallplatten die Isothermen in der That Ellipsen, deren Axen sich 
wie die Wurzeln aus den Leitfähigkeiten verhalten. Es lässt sich 
also nach der Senarmont'schen Methode sowohl das Verhältnis als 
die Lage der drei Hauptleitfähigkeiten zwar nur mit geringer Ge
nauigkeit, aber in einfacher und anschaulicher Weise bestimmen. 

30. Methode von Voigt (1896) 118). Die Messung des Verhältnisses 
der Hauptleitfähigkeiten und auch eine Untersuchung der rotatorisehen 
Eigenschaften gestattet die von W. Voigt angegebene Methode, welche 
freilich eine thermische Symmetriebene am Krystall als bekannt 
voraussetzt. Voigt benutzt eine Wärmeströmung von bekannter Richtung. 
Um eine solche zu erhalten, stellt man nach ihm einen künstlichen 
Zwillingskrystall her, indem man eine rechteckige Platte durch einen 
parallel zu einer Kante geführten Schnitt halbiert, die eine Hälfte 
um 180° um die Normale zu jenem Schnitt dreht und die beiden 
Teile wieder zusammenkittet. Dann wird der Schnitt eine Symmetrie
ebene der Platte, sodass bei symmetrischer Anordnung die Wärme
strömung in der Nähe des Schnittes diesem parallel verlaufen muss. 
Auf der Platte werden Isothermen nach dem Schmelzkurvenverfahren 
hergestellt. 

Es sei zunächst ein Krystall ohne rotatorisehe Eigenschaften 
vorausgesetzt. Das Koordinatensystem x, y, z falle mit den Haupt-

117) H. de Sinarmont, Par. C. R. 25 (184 7), p. 459 u. 707; Ann. chim. phys. 
21 (1847), p. 457 u. 32 (1848), p. 179; Ann. Phys. Chem. 73-75 (1848). 

118) W. Voigt, Gött. Nachr. (18!l6), p. 236; Ann. Phys. Chem. 60 (1897), p. 350. 
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Ieitfähigkeitsaxen zusammen, die z-Axe sei normal zu der bekannten 
Symmetrieebene. Das Koordinatensystem ; , '1/, e sei um den Winkel 
tp um die gemeinsame z-Axe gegen das vorige gedreht. Die Wärme
strömungskomponenten in der Symmetrieebene sind im ersten Koor
dinatensystem 

ou ().=-X -• 
"' 1 oa:' 

und im zweiten 

WO 

(XX) 

~ ou ou 
u~ =- "u o~ - "u 071 ; 

l"u = "1 coss tp + "2 sin2 tp 

• 2 + 2 x22 = x1 sm tp x2 cos tp 

~~ = (x2 - x1) sin tp cos tp. 

Wird nun eine Wärmeströmung erzeugt, die keine Komponente 
nach der ;-Axe besitzt, so gilt 

ou ou 
0 = - ~1 0~ - "12 07j • 

Dieser Strömung entspricht eine Isotherme, deren durch Messung zu 
findender Neigungswinkel tx gegen die ;-Axe die Tangente 

tgtx=ou;ou=- "tt 
o~ 01j "n 

hat. Für eine Strömung ohne Komponente nach der "l-Axe findet 
man an einer zweiten Platte ebenso 

tgß=-~ 
"n 

und aus beiden Gleichungen mittels (XX) das Verhältnis x1/x1 und 
den Winkel tp. 

Für die Gültigkeit der obigen Formeln ist es einerlei, ob an dem 
Zustandekommen der benutzten Wärmeströmung äussere Wärmelei
tung oder das Schmelzen des Überzuges beteiligt ist oder nicht. 

Was das Erkennen etwaiger rotatorischer Qualitäten betrifft, so 
sei hier nur folgendes bemerkt. Sind keine solchen vorhanden, so 
wird, falls man tp = 0 macht, auch tx = O, während bei Existenz 
rotatorischer Eigenschaften an der Schnittlinie ein Knick im Verlauf 
der Isotherme vorhanden sein muss. Die Versuche zur Auffindung 
(Soret und Yoigt 119)) haben bisher stets ein negatives Resultat gehabt. 

31. Messungsergebnisse. Um mit Hilfe der hier entwickelten 
formalen Theorie ein anschauliches Bild von den in der Natur vor
kommenden Wärmeleitungsvorgängen zu gewinnen, ist es erforderlich, 

:1.19) W, Voigt1 Gött. Nachr. (1903), p. 87. 



230 V 4. E. W. Hobson u. H. DiesseZhorst. Wärmeleitung. 

die absolute Grösse der in den Gleichungen auftretenden, jedem Stoff 
eigentümlichen Konstanten " und k zu kennen. Einige Werte sollen 
hier zusammengestellt werden 120). 

Die Einheit des Wärmeleitvermögens " lässt sich nicht in das 
C. G. S.-System einordnen, weil ihre Definition (vgl. I) die ausserhalb 
des Systems stehende Temperatur enthält. Gebräuchlich ist es, die 
Temperatur nach Graden der Celsiusskala zu rechnen und ausserdem 
als Einheit der Wärmemenge die Wasser-Grammkalorie (vgl. Art. 3, 
Nr. 2) zu benutzen. Dann erhält die Einheit von " die Form 

[ gr ca~ d] . Wird die Wärmemenge in absoluten Arbeitsein
em secx ra 

heiten (Erg.) gemessen, so lautet die Einheit [se:~G':,d} Der Zahlen

wert von x wird dabei 4,18 · 107 mal grösser. Die Einheit des Tempe

raturleitvermögens ist im C. G. S.-System enthalten und lautet [cms]. 
sec 

Wärmeleitvermögen und Temperaturleitvermögen einiger Substanzen 
bei Zimmertemperatur. 

Wärme- Temperatur-
Substanz Bemerkungen leitvermögen leitvermögen 

X k 

[ grcal J 
cm sec Grad [::~ 

Silber rein 1,00 1,74 
Kupfer 

" 
0,92 1,14 

Gold 
" 

0,70 1,17 

" 
mit0,2 Proc. Fe u. Cu 0,48 0,71 

Zink rein 0,26 0,40 
Cadmium 

" 
0,22 0,47 

Platin 
" 

0,166 0,24 
Eisen technische Sorten 0,14 bis 0,17 0,16 bis 0,20 
Stahl 

" 
0,06 bis 0,12 0,06 bis 0,13 

Zinn rein 0,145 0,88 
Blei 

" 0,088 0,24 
Wismut 

" 
0,018 0,07 

Marmor weiss 0,005 0,009 
Glas verschiedPne Sorten 0,0015 bis 0,0025 0,003 bis 0,005 
Schwefel 0,0006 0,0017 
Wasser 0,0013 0,0013 
Öl verschiedene Sorten 0,0003 bis 0,0004 0,0007 bis 0,0010 
W assersto:ff 0,00032 
Luft 0,00005 

120) Ausführliche Angaben finden sich in den Handbüchern der Experimental
physik und in den "Physikalisch-Chemischen Tabellen" von Landolt und Börnstein. 
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Über die Beziehung der Wärmeleitfähigkeit von Metallen zur 
elektrischen Leitfähigkeit sind einige Näherungsgesetze bekannt. 
Wiedemann und Franz 111) fanden das erste derartige Gesetz, welches 
besagt, dass beide Leitvermögen bei verschiedenen Metallen pro
portional sind. Das zweite Gesetz wurde von L. Lorenz 122) gefunden 
und ergänzt jenes dahin, dass die Proportionalitätskonstante der 
absoluten Temperatur proportional ist ( vgl. in diesem Bande Art. 
Diessilhorst, Beziehungen der elektrischen Strömung zu Wärme und 
Magnetismus). Für reine Metalle (mit Ausnahme von Wismut) gelten 
beide Gesetze ziemlich nahe. Bei allen Ausnahmen, insbesondere 
Legierungen ist stets das Verhältnis des Wärmeleitvermögens zum 
elektrischen Leitvermögen grösser, als bei den reinen Metallen. 

Ferner scheinen die Sätze, welche Matthiessen 123) für die elek
trische Leitfähigkeit von Legierungen aufgestellt hat, auch für die 
Wärmeleitfähigkeit zu gelten 124). Hiernach würden Legierungen, 
welche nur die Metalle "Zink, Zinn, Blei, Cadmium" enthalten, die 
Wärme im Verhältnis der V olumina leiten, alle anderen Legierungen 
schlechter als diesem Verhältnis entspricht. Wie stark der Einfluss 
selbst sehr geringer Reimengungen sein kann, zeigen die Zahlen für 
das reine und unreine Gold in der Tabelle. 

Eine Abhängigkeit des Wärmeleitvermögens von der Temperatu~ 
(zwischen 0° und 100°) ist bei den reinen Metallen mit Ausnahme 
des Wismuts, das bei steigender Temperatur schlechter leitend wird, 
kaum merklich. Die Leitfähigkeit der Legierungen nimmt mit der 
Temperatur zu. Das unreine Gold der Tabelle ändert sein Leit
vermögen pro Grad um 0,0012, das reine um 0,0000 des Betrages. 
Bei anderen Legierungen sind Temperaturkoeffizienten bis etwa 0,003 
gefunden. 

121) G. Wiedemann und R. Franz, Ann. Phys. Chem. 89 (1853), p. 530. 
122) L. Lorentz, Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. 599. 
123) .A. Matthiessen, Ann. Phys. Chem. 110 (1860), p. 190. 
124) F . .A. Schulze, Ann. Phys. 9 (1902), p. 555. 

(Abgeschlossen im März 1904.) 
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V 5. TECHNISCHE THERMODYNAMIK. 
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.A.. Witz, Thermodynamique a l'usage des Ingenieurs, Paris 1892. 
J. Boulvin, Cours de mecanique appliquee, 31•m• fascicule: Moteurs thenniques, 

Paris, Bernard, 1893. 
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.A.. Musil, Grundlagen der Theorie und des Baues der Wärmekraftmaschinen (er

weiterte Übersetzung von Ewing, steam-engine), Leipzig 1902. 
* H. LIYrenz, Technische Wärmelehre, 2. Bd. der "Technischen Physik"), München, 
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Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure (Berlin). 
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Dingler's Polytechnisches Journal (Berlin). 
Zeitschrift für die gesamte Kälteindustrie (München). 
Zeitschrift für komprimierte Gase (Berlin). 
Engineering (London). 
The Engineer (London). 
Bulletin d'Encouragement de l'industrie nationale (Paris). 
Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse (Mülhausen i/Elsass). 
Revue de Mecanique (Paris). 
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S. Carnot, Reflexions sur la puissance motrice du feu, Paris, Gauthier-Villars, 1878. 
(Wiederabdruck der 1824 erschienen Originalarbeit); deutsch in Ostwald's 
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E. Clapeyron, Sur la puissance motrice de la chaleur, Journal de l'ecole poly
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Über die bewegende Kraft der Wärme. 

*G. Zeuner, Das Lokomotivblasrohr, Zürich 1863. 
J .. W. ll'Iacquorn Rankine, Miscellaneins Scientific Papers, London, Griffin, 1878, 
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lungen Rankine's, herausgegeben von Tait und Millar. 

a. v. Linde, Theorie der Kälteerzeugungsmaschinen, Verha.ndl. d. Vereins z. Be
förderung d. Gewerb:O.eisses 1876 und 1876. 

b) Neuere Arbeiten. 

E. G. Kirsch, Bewegung der Wärme in den Cylinderwandungen der Dampf
maschinen, Leipzig 1886 . 

.A. Witz, Traite theorique et pratique des moteurs a gaz e a petrole, 3. Au:O.., 
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R. Mollier, Das Wärmediagramm, Berlin, Sim.ion, 1893. 
R. Diesel, Theorie und Konstruktion eines rationellen Wärmemotors, Berlin, 
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.A. Slaby, Calorimetrische Untersuchungen über den Kreisprozess der Gas
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J. Boulvin, Le diagramme entropique et ses applications, Paris, Dunod, 1897. 
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gegeben vom Verein Hütte, 19. Au:O.. 1904. 
*R. PrO"ll, Artikel "Dampfturbinen" in Lueger's Lexikon der gesamten Technik, 

Stuttgart 1905. 

a) Technische Thermodynamik im engeren Sinne. Von M. Schröter. 
Vorbemerkung. Die technische Thermodynamik, wie sie hier 

verstanden wird, umfasst die Anwendung der Sätze und Methoden 
der allgemeinen Thermodynamik auf technische Prozesse mit aus
drücklicher Ausschliessung des Gebietes der Thermochemie, aber ein
schliesslich der Verbrennungsmotoren. Die stetige Entwicklung der 
Technik bringt es mit sich, dass von einc:)r festen Abgrenzung der 
technischen Thermodynamik nicht die Rede sein kann; es war des
halb geboten, im folgenden eine Auswahl zu treffen unter besonderer 
Berücksichtigung der für die Encyklopädie in ihren augewandten 
Teilen geltenden Grundsätze sowie des verfügbaren Raumes. Die 
dem Techniker unentbehrliche graphische Darstellung ist als für den 
Mathematiker besonders instruktiv ausführlich behandelt, da sie ausser 
der damit erreichten Anschaulichkeit und Durchsichtigkeit des V er
fahrens in den meisten Fällen dem Genauigkeitsbedürfniss der Praxis 
vollständig genügt. 

Die Bezeichnungsweise der technischen Thermodynamik ist leider 
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so wenig wie die der allgemeinen Wärmetheorie bis heute eine ein
heitliche, so dringend dies auch zu wünschen wäre; im Interesse der 
Leser der Encyklopädie ist im folgenden möglichst enger Anschluss an 
die im Artikel V 3 (Bryan) benutzte Bezeichnungsweise gesucht, wie aus 
der folgenden "Übersicht hervorgeht. Bezüglich der Masseinheiten sei im 
allgemeinen bemerkt, dass in der ganzen Technik (wie auch in den 
folgenden Ausführungen) das Kilogramm als Kraft- (oder Gewichts-) 
Einheit, nicht als Masseneinheit angesehen wird. Unter "spezifischem 
Volumen", "spezifischer Wärme" sind hier das Volumen der Gewichts
einheit, bezw. die der Gewichtseinheit zuzuführende Wärme ver
standen. Da man aber denselben Körper (1 Liter Wasser) zur Defini
tion der Krafteinheit im technischen und der Masseneinheit im physi
kalischen System benutzt, so hat dieser Unterschied der Masseinheiten 
keinen Einfluss auf die Zahlenwerte (wenn man von der kleinen Ver
änderlichkeit von g mit der Breite absieht und beim "Übergang von 
kg zum gr den Faktor 1/ 1000 hinzufügt). Ferner sei bemerkt, dass 
Wärmemengen hier nicht wie in Artikel 3 in Arbeitseinheiten, son
dern in der Wärmeeinheit (W. E.) der grossen Kalorie gemessen werden, 
so dass in vielen Formeln jenes Artikels jetzt der Faktor A (reziproker 
Wert des Wärmeäquivalentes) beizufügen ist. 

Die Gleichungen jenes Artikels werden im folgenden in [ ] zitiert 
werden, während wir auf die Gleichungen des vorliegenden Artikels 
durch ( ) hinweisen. 

Benennung 

Volumen . 
Gewicht des Arbeits-

stoffes ....... 
Spezifisches Volumen 

Bezeichnungen. 
a) A 11 g e m e in e. 

Zeichen 

I in der Mass-im Technik 
folgenden ge- einheiten 
verwendet bräuch-

lloh 

V V cbm 

G G kg 

V V cbm/kg 

Formeln Gleichwertige 
Benennungen 

-

V Volumen der 
V=G wichtseinheit 

Ge 

Spezifischer Druck . p p kg/qcm Spannung, Kraft pr 0 

neue (techn.) Flächeneinheit 
Atmosphäre 

Temperatur . t t ° Celsius 
T=27S+t/ AbsoluteTemperatur T T ° Celsius 

Von aussen zuge-
führte Wärmemenge Q Q kg-Kalorie 

I =W.E. 
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Benennung 

Dasselbe pro Ge-
wichtseinheit . 

Gesamte innere Ar-
beit. 

InnereArbeit für die 
Gewichtseinheit. 

Äussere Arbeit 
.Äussere Arbeit für 

die Gewichtseinheit 
Mechanisches Wär-
meäquivalent . 

Entropie 

" 
für die Ge-

wichtseinheit . 

Erzeugungswärme 
bei konst. Druck 

Spezifische Erzeu-
gungswärme bei 
konst. Druck . 

Spezifische Wärme 
bei einerbeliebigen 
Zustandsänderung. 

Spezifische Wärme 
bei konst. Volumen 

Spezifische Wärme 
bei konst. Druck . 

Verhältnis der spezi-
fischen Wärmen 

Gaskonstante für die 
Gewichtseinheit. 

Absolute Gaskon-
staute (für das Kilo-
gramm-Molekül p,) 

Spezifisches Volu
men der Flüssig
lteit beim Druck p 

I 

I 

Zeichen ' 
in der 

Mass- Gleichwertige im Technik Formeln 
folgenden ge· einheiten Benennungen 
verwendet brauch-

lieh 

I kg-Kalorie I 
q Q =W. E. I Innere Energie, 
u -

" 
Energie 

u 
u u W.E.Jkg U=G 
w L mkg Arbeit der äussere n 

Kräfte 
w m 

1 

1/.A 1/A W.E.Jmkg Ä= 428 

s p Entropie- fdQ Wärmegewicht 
einheiten 8= T 

IEnt.-Einh.jkg 
s 

s - S=G 
I I 

I 
Gesamtwärme; 

J - W.E. Thermodyna-

I 
misches Potentia 
bei gegeb. Entro 

i - w. E.Jkg I 
J pie und Druck 

i= G (!ff, in Artikel 
I 

I 
~nachJ. W. Gibb 

3, 
s) 

I 
c I dq 

r " I 
r=-dT 

J'D c" " ru=(:~)" 
?'p Cp " J'p= (:~t 
n k unbenannt n=l'p 

l'u 

B B,R pv=BT 

I 
I 

R - pvp, = Rl I 
I 

b) Ft'ir gesättigte Dämpfe. 

v" cbm/kg 



Benennung 

Spezifisches 
men des trocken 
gesättigten Damp
fes beim Druck p. 

Votumzunahme von : 
1 kg bei der Ver-~ 
dampfung .... 

Flüssigkeitswärme \ 
pro 1 kg bei kon- \ 
sta.ntem Druck . . 

Aussere V erdamp- ; 
I 

fungswärme pro i 

Bezeichnungen. 

Zeichen 

im 
folgenden 
verwendet 

,,. 

v'-v'' 

I in der 
Technik 

ge-
i bri.uch-: 

lieh 

s 

Maas
einheiten 

cbmjkg 

cbmjkg 

W.E.fkg 

1 kg. .Ap(tl' -tl') .Apt' W.E./kg 
Innere Verdamp-
fungswärme pro 
1 kg. 

Latente Wärme der j 
Verdampfung pro 
1 kg bei konst. / 
Druck ...... , 

I 
Sp~ifio<ho WAnne ~~ 
der Flüssigkeit . . 

Spezifische Wärme ' 
des Dampfes . . ·I 

Entropie der Flüs
sigkeit pro 1 kg . 

Entropie des gesät
tigten Dampfes pro 
1 kg. 

Spezifische Dampf-
menge 

r 

c 

h 

s" 

w. E.Jkg 

W.E.jkg 

W.E.jkg 

W.E.jkg 

Entropie
einheiten 

Entropie
einheiten 

unbenannt 

Formeln 

I 

I 
I t 

iqp=Jrpdt 
' 0 

1=1, 
1+.Ap(v' -v") 

I 

t " fdq s = T 
0 

8- 8'+.!_ - T 
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Gleichwertige 
Benennungen 

Wärmemenge zur 
Erhöhung der 
Temperatur von 
1 kg Flüssigkeit 
unter dem konst. 
Druck p v. 0° auf 
die Sättigungs
temperatur t 0 

Verdampfungs
wärme beim 
Druck p zur 
Verwandlung 
von 1 kg Flüs
sigkeit von t 0 

in gesättigten 
Dampf von t 0 

Verhältnis des in 
1 kg Mischungvon 
Dampf und Flüs
sigkeit enthal
tenen Dampfge
wichts zum Total
gewicht 
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I. Die Grundlagen der technischen Thermodynamik. 

1. Historische Übersicht. Die technische Thermodynamik um
fasst die Anwendung der Sätze der allgemeinen Thermodynamik auf 
technische Probleme; während es für die Darstellung ganz gerecht
fertigt ist, die allgemeine Wärmelehre vorauszuschicken und die tech
nische Wärmelehre nachfolgen zu lassen, ist die geschichtliche Ent
wicklung nicht etwa in der Weise vor sich gegangen, dass der ab
geschlossenen Arbeit der theoretischen Forscher die Anwendung auf 
technische Probleme seitens der praktischen Ingenieure nachgefolgt 
wäre. Vielfach hat das Umgekehrte stattgefunden, indem die Praxis 
in der Ausführung thermodynamischer Arbeitsprozesse durch Maschinen 
um ein beträchtliches der wissenschaftlichen Forschung vorausgeeilt 
ist, und es kann an vielen Stellen nachgewiesen werden, dass minde
stens ebensoviele wissenschaftliche Ergebnisse der Anregung von 
seiten der Praxis zu verdanken sind als umgekehrt. 

Jedenfalls ist die Geschichte der technischen Thermodynamik 
streng genommen ganz unzertrennlich von der Geschichte der thermo
dynamischen Technik und es kann daher die Aufgabe der folgenden 
Skizze nur die sein, einige Hauptpunkte und Richtungslinien der Ent
wicklung der technischen Thermodynamik an Hand der Arbeiten 
ihrer hervorragendsten Förderer herauszuheben. 

Als erster derselben hat James Watt zu gelten, dessen haupt
sächlicher Beitrag zur technischen Thermodynamik - die Erforschung 
des Verdampfungsprozesses durch Bestimmung der Verdampfungswärme 
bei verschiedenen Pressungen - ein typisches Beispiel dafür ist, wie 
durch praktisch-technische Probleme der Anstoss zur Beantwortung 
wissenschaftlicher Fragen gegeben wird. Im Anfang reichte die 
geistige Kraft eines einzelnen zur Lösung aus 1 später trat natur
gemäss eine Differenzierung ein und schon die beiden nächsten Mark
steine auf dem Weg der technischen Thermodynamik rühren von 
Männern her 1 welche nicht in erster Linie ausübende Ingenieure 
waren; es sind dies Carnot's "Reflexions sur la puissance motrice du 
feu" (1824) und Olapeyron's Abhandlung "Sur la puissance motrice 
de la chaleur" (1834) - beides grundlegende Werke, das erstere 
durch die der Zeit vorauseilende Darlegung des inneren Wesens der 
Wärmekraftmaschinen (freilich noch ohne den ersten Hauptsatz) und 
durch die Klarstellung der Bedingungen für beste ökonomische Wir
kung; das letztere durch seine mathematisch-graphische Formulierung 
der Grundbegriffe, die für alle späteren Behandlungsweisen des Gegen
standes massgebend geblieben ist. 
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Beide Werke wurden vollständig ignoriert und vergessen; sie 
waren dem Bedürfnis und Verständnis ihrer Zeit weit vorangeeilt 
und mussten Jahrzehnte später wieder neu entdeckt werden. Zunächst 
war die von Watt mit unzulänglichen Hilfsmitteln begonnene Arbeit 
fortzusetzen, die Natur musste befragt werden, um eine sichere Grund
lage für die Theorie zu gewinnen - diese klaffende Lücke ausgefüllt 
und damit die Befruchtung der thermodynamischen Technik durch 
die Wissenschaft ermöglicht zu haben, ist das Verdienst Regnault's, 
der im Jahr 1847 den ersten Band seiner "Relations des experiences etc." 
erscheinen liess, dem 1862 der zweite und 1870 der dritte folgte; 
dass diese unschätzbaren Experimentaluntersuchungen auf Veranlassung 
und auf Kosten der französischen Regierung miternommen wurden, 
bildet für alle Zeiten einen Ruhmestitel derselben. 

Fast gleichzeitig traten nach der Veröffentlichung des ersten 
Bandes der "Relations" in England, Deutschland und Frankreich die 
Männer auf, welche man als Begründer der technischen Thermo
dynamik von heute mit Recht feiert: der Schotte J. W. Macquorn 
Rankine (1820-72), Professor für Mechanik und Ingenieurwissenschaft 
an der Universität Glasgow; Gustav Zeuner (geb. 1828 zu Döbeln 
in Sachsen), damals Professor für theoretische Maschinenlehre am 
Eidgenössischen Polytechnikum in Zürich und der Elsässer Gustave 
Adolphe Hirn (1815-89), Fabrikbesitzer in Logelbach im Elsass, 
welchen trotz seines deutschen Namens die Franzosen als den ihrigen 
betrachten dürfen. 

1859 erschien nach vielen vorausgegangenen technisch-thermo
dynamischen Abhandlungen die erste Auflage von Rankine's "Manual 
of the Steam Engine and other Prime Movers", in dessen Vorrede 
der Verfasser mit berechtigtem Selbstgefühl sagen durfte: 

"The principles of thermodynamics or the Science of the mecha
nical action of heat are explained in the third chapter of the third 
part more fully than would have been necessary but for the fact, that 
this is the first systematic treatise on that science, which has ever 
appeared, the only previous sources of information regru:ding it being 
detached memoirs in the transactions of learned Societies and in 
scientific journals." 1860 trat Zeuner mit den "Grundzügen der mecha
nischen Wärmetheorie" an die Öffentlichkeit und 1862 erschien die 
erste Auflage von Hirn's "Exposition analytique et experimentale de 
la theorie mecanique de la chaleur". 

Ohne an dieser Stelle in Einzelheiten eintreten zu können, mag 
nur zu kurzer Charakteristik augefuhrt werden, dass Rankine's Arbeiten 
auf thermodynamischem Gebiet sich durch eine überquellende Fülle 
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originaler Gedanken auszeichnen, die in der knappsten und manchmal 
schwer verständlicher Sprache zusammengedrängt sind; er geht ohne 
grossen mathematischen Apparat, aber vielfach eigenartige graphische 
Darstellungen benützend, auf sein Ziel los, eine auf den ersten und 
zweiten Hauptsatz aufgebaute rationelle Theorie der Wärmekraft
maschinen zu geben, zu deren praktischer Anwendung er die Regnault
schen V ersuchewerte zu Tabellen verarbeitet. Zeuner entwickelt in 
eleganter, mathematisch ausgefeilter Form die beiden Hauptsätze und 
geht dann besonders auf die Eigenschaften des Wasserdampfes ein; 
seine auf RegnaUlt's V ersuchen beruhenden, praktisch angeordneten 
Dampftabellen sind heute jedem Maschineningenieur geläufig. In der 
ersten Auflage verfolgt Zeuner vor allem den Zweck, den Tech
nikern eine neue Wissenschaft zu vermitteln, wobei gleichfalls eine 
Menge originaler Darstellungsweisen in Formeln und Diagrammen das 
Verständnis wesentlich erleichtern. Im Gegensatz zu beiden und 
gleichzeitig beide ergänzend beruht Hirn's Werk hauptsächlich auf 
experimenteller Grundlage; Hirn ist ein Meister des technisch-wissen
schaftlichen Versuches nicht nur in Bezug auf Durchführung, sondern 
auch in der Diskussion und Kritik. Dass heute die technische Thermo
dynamik wesentlich experimenteller Natur geworden ist, ist vornehm
lich auf die Anregung zurückzuführen, welche Hirn durch seine von 
der sogenannten "elsässischen Schule"1) weiter geführten Studien auf 
dem Gebiet der von ihm sogenannten "praktischen Theorie" der 
Dampfmaschine gegeben hat. 

Neben jene grundlegenden Werke, von welchen in erster Linie 
das Zeuner'sche Buch in seinen späteren Auflagen durch fortwährende 
Erweiterung den so ausaarordentlich vervielfältigten Fortschritten der 
Technik gerecht wird, stellt sich die Bearbeitung der Wärmetheorie 
im ersten Band (1875) des Grashof'schen gross angelegten Werkes 
"Theoretische Maschinenlehre" als eine Zusammenfassung des damaligen 
gesicherten Bestandes der Thermodynamik in ihrer Anwendung auf 
das Verhalten von Gasen und Dämpfen, während erst im dritten 
Band desselben Werkes (1890) die Wärmekraftmaschinen behandelt 
werden. Grashof geb. 1826 in Düsseldorf, gest. 1893 in Karlsruhe. 
Abgesehen von originalen Beiträgen liegt die Besonderheit des 
Grashof'schen Werkes in der durchdringenden Schärfe der Kritik, 
mit welcher die Genauigkeitsgrenzen und die Zulässigkeit der Annahmen 
diskutiert werden und der Kern eines Problems blosgelegt wird; weder 

1) Vgl. die Gedächtnisrede von .A. Slaby auf Hirn, Verb. des Ver. z. Beförde
rung des Gewerbfieisses 69 (1890), p. 236 = Calorimetr. Untersuchungen, p. 235. 
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die englische noch die französische Litteratur der neueren Zeit haben dem 
Grashofsehen Werke ein gleich umfassendes an die Seite zu stellen. 

Aus der gleichen Zeit (1875) stammt die Abhandlung von 
0. Linde ,,Theorie der Kälteerzeugung" in den Verhandlungen des V er
eins zur Beförderung des GewerbHaisses in Preussen; -die von dem 
Verfasser für den günstigsten Arbeitsprozess der Kompressions-Kälte
maschinen aus der Umkehrung des Oamot'schen Prozesses der Dampf
maschine abgeleiteten Grundsätze werden durch den vollkommenen 
Erfolg der danach konstruierten Ammoniak-Kompressionsmaschine be
stätigt; auf keinem Gebiet der praktischen Anwendung ist der Einfluss 
der theoretischen Thermodynamik so unmittelbar nachgewiesen wie bei 
der Kältetechnik. 

Die Entwicklung der technischen Thermodynamik war durch die 
oben genannten klassischen Werke ihrer Begründer vorgezeichnet und 
so begann etwa seit 1875 eine emsige Einzelarbeit auf ihren ver
schiedenen Gebieten, hauptsächlich in experimenteller Richtung, welche 
auch heute noch nicht als abgeschlossen gelten kann, wenn schon in 
den letzten Jahren wieder versucht wird, das grosse Material zu
sammenfassend zu verarbeiten wie in der "Technischen Wärmelehre" 
von H Inrtms und dem "Grundriss der Wärmelehre" von W eyrauch. 
Natürlich beteiligen sich alle Kulturnationen an dieser Arbeit; hier 
können nur die allgemeinen Arbeitsrichtungen angedeutet werden; 
Einzelheiten würden zu weit führen. 

Die schon von Rankine und Clausius, namentlich aber von Zewner 
besonders klar formulierten Forderungen für den Idealprozess der 
Dampfmaschine Iiessen die Grenzen, welche der zweite Hauptsatz 
ihrer Ökonomie steckt, erkennen - es galt nun, innerhalb derselben 
wenigstens nach Möglichkeit den störenden Einflüssen zu begegnen; 
den Weg dazu hatte Hirn gebahnt, indem er die Wirkung der Cylinder
wandungen nachwies und durch die Überhitzung des Dampfes zu be
kämpfen suchte. Damit war ein freilich wieder lange Zeit unbeachtet 
bleibender Anstoss zur Erforschung der Eigenschaften des überhitzten 
Dampfes gegeben, dessen Zustandsgleichung und spezifische Wärme 
von praktischem Interesse wurden. Die Gewinnung umfassenderen 
Versuchsmateriales nach dieser Richtung beschäftigt gegenwärtig eine 
Anzahl von Forschern, ohne endgültig abgeschlossen zu sein. Nach
dem die Praxis festgestellt hatte, dass die Überhitzung nicht über 
gewisse Grenzen hinaus getrieben werden darf, richtete man auf Grund 
der Lehren der Thermodynamik sein Augenmerk auf die untere Tempe
raturgrenze, welche durch die Hinzufügung einer zweiten, mit so" 
(oder NH3) arbeitenden Dampfmaschine (Abwärmemaschine) auf das 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 16 
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niedrigst-mögliche Mass reduziert werden kann. Ja es fehlte nicht 
an Vorschlägen, auch die obere Temperaturgrenze durch Hinzunahme 
einer dritten, in dieser Beziehung günstigeren Flüssigkeit noch hinaus
zurücken; eine gründliche Untersuchung der Frage bietet die .Arbeit 
von Sclvreber, Theorie der Mehrstoff-Dampfmaschinen. 

Einen weiteren Anstoss zu wissenschaftlichen Untersuchungen 
verdankt die technische Thermodynamik der Dampfturbine, durch 
welche das alte Problem der Ausströmung von Dämpfen in den 
Vordergrund des Interesses getreten ist; die Grundlagen dafür waren 
ja auch schon in Zeuner's Werk enthalten, sie bedurften aber der 
Erweiterung und Vertiefung namentlich durch experimentelle Unter
suchung; die bemerkenswertesten experimentellen Beiträge hierzu finden 
sich in den Arbeiten von Fliegner, Stodola, Lewicky und Büchner, um 
nur die wichtigere deutsche Litteratur zu nennen. Näheres hierüber 
in der Abteilung b) dieses Artikels. 

Durch die rasche Entwicklung der Verbrennungsmotoren ist die 
technische Thermodynamik mehrfach vor neue Aufgaben gestellt 
worden; gelegentlich des Auftretens des Dieselmotors ergab sich die 
Notwendigkeit, die Frage nach dem Idealprozess dieser Maschinen zu 
beantworten, woran sich besonders Lorenz und E. Meyer beteiligt 
haben; es war die Veränderlichkeit der spezifischen Wärme der Ver
brennungsprodukte mit Temperatur und Druck zu untersuchen (Mallard
Lechatelier, Langen u. a.), eine Arbeit, die noch nicht zu vollem 
Abschluss gelangt ist. Namentlich aber erwies es sich als not
wendig, Sätze der Thermochemie mit heranzuziehen, worauf' schon 
1898 von Stodola in einer Abhandlung über die Kreisprozesse der 
Gasmaschinen hingewiesen worden war. Doch sind nach dieser 
Richtung erst Anfänge zu verzeichnen ( Lorenz, Technische Wärme
lehre). 

Ein hervorragendes Beispiel der Verwertung wissenschaftlicher 
Forschung zu praktischen Zwecken rührt abermals von Linde her, 
dessen Methode der Luftverfiüssigung, auf dem unscheinbaren Drosse
lungsversuch von Thomson und Joule aufgebaut, sich nicht nur zu 
technischen, sondern namentlich auch zu wissenschaftlichen Zwecken 
als ausserordentlich fruchtbar erwiesen hat. 

Aus den obigen, ganz kurzen Andeutungen geht wohl zur Ge
nüge hervor, dass die technische Thermodynamik keineswegs eine 
abgeschlossene Wissenschaft ist, vielmehr fortwährend ihre Grenzen 
erweitert, alte Gebiete abstösst und vor allem danach strebt und 
streben muss, der rastlos schaffenden Technik feste, wissenschaftlich 
begründete Richtungslinien zu geben und das kostspielige, zeitraubende 
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empirische Tasten immer mehr durch rationelle Vorausbestimmungen 
zu ersetzen. 

2. Die allgemeinen Gleichungen der Thermodynamik. In der 
Anwendung der allgemeinen Gleichungen der Thermodynamik auf 
spezielle Probleme ist die Technik darauf angewiesen, dass die 
experimentelle Physik ihr die unentbehrlichen Daten bezüglich der 
Konstanten für die in Betracht kommenden Körper liefert. Insofern 
kann man sagen, dass die monumentale Arbeit Regnaulfs!) die Grund
lage der technischen Thermodynamik bildet. Auf der anderen Seite 
aber verdankt die allgemeine Thermodynamik der Technik ganz 
wesentliche Anregung und Förderung. Im Auge zu behalten ist 
dabei stets, dass das Genauigkeitsbedürfnis der Technik in manchen 
Fällen durch gröbere Annäherung befriedigt wird als das der Physik. 

Im folgenden sind die allgemeinen Gleichungen der Thermo
dynamik in der Form zusammengestellt, die in der Technik ge
bräuchlich istll) und die, sofern sie von der in der Physik üblichen 
Formulierung abweicht, hauptsächlich durch die Arbeiten Zeuner's 
begründet ist. 

1) Zustandsgleichung eines Körpers (genauer gesagt: eines ein
fachen thermodynamischen Systems, s. Art. V 3, Nr. 3) 

f(p, v, t) = 0. 
2) Gleichung der inneren Arbeit pro kg 

u = F(p, v) = cp(p, t) = f/J(v, t). 
3) Wärmegleichung (erster Hauptsatz), auf 1 kg bezogen, 

dq =du+ .Apdv. 
4) Andere Form der Wärmegleichung mit Einführung der En

tropie (zweiter Hauptsatz) 

dq = Tds = du + .Apdv. 
5) Dritte Form der Wärmegleichung mit Einführung der Er

zeugungswärme bei konstantem Druck, i: 
dq = Tds = di- .Avdp 

mit i = u + .Apv. 
Die Einführung der Grösse i, welche nichts anderes ist als das 

thermodynamische Potential %J. (Art. 3, Nr. 16), in die technische 
'rhermodynamik verdankt man MoUier'); von den übrigen thermo-

2) V. .Regnault, Relation des experiences etc. etc. Paris 1847-70, 8 Bde. 
8) Nach der vorzüglichen knappen Darstellung .R. Mollier's in dem Ab

schnitt ill des Kapitels über die Wärme in der 18. Auflage der "Hütte", 
Berlin 1908. Wegen der Einführung von i vgl. p. 284. 

16'" 
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dynamischen Potentialen, namentlich dem in der Physik und physi
kalischen Chemie so überaus fruchtbaren ~ .. = u- Ts ~,freie Ener
gie" nach Hilmholtz), hat die Technik bislang noch keinen Gebrauch 
gemacht. 

Aus den Gleichungen unter 3, 4 und 5 sowie aus den Betrach
tungen Nr. 18 und 19 des Art. 3 folgen sodann die Beziehungen: 

6) r .. = (;i). = (!~) .. = T(::)" 
7) 7'p = (;i)P = (~~t = T(:~t. 
8) r - r. =AT. (dv) . (dp) ... [71] und [95]. 

p dt p dt " 
9) as =A (:n .. av + r .. di ··[95]; = -A(~~)11ap+ r11 ;: ••• [96]. 

10) A (dp) = (ds) . · · [95]" - A (dv) = (ds) · · · [96]. dt ., dv 1 ' dt P dp 1 

ll) (dd 8u)_ = T·, (du) A (du) . dv,=- Pi a:t.,=r.,; 
(du)= AT(dp) - Ap · · · [95]. dv 1 • dt • 

di) (di (dPs=Av; dt)11=rp; 
(di) (dv) - =-AT- +Av ··· [96] dp 1 dt p 

13) (dy") (d'p) (dy11) (d'v) 3] ~ =AT ~, ... [92]; - = -AT ~, · ·. [9 . dv 1 dt ., dp 1 dt 11 

3. Graphische Darstellungen. Die technische Thermodynamik 
macht in ausgedehntestem Masse Gebrauch von graphischen Dar
stellungen, für welche meist ebene, rechtwinklige Koordinaten benutzt 
werden und zwar 

im Spannungs- oder Arbeitsdiagramm v als Absc., p als Ordinate, 
" Entropie- " Wärmediagramm s ,, " T " " 
" Diagramm der Erzeugungswärme 4) s " " i " " 

Bemerkenswerte Beziehungen bestehen zwischen dem Arbeits
und Wärmediagramm; einer Zustandsänderung 1-2 im ersteren 
(Fig. 1) entspricht eindeutig im Wärmediagramm eine Kurve 1' -2' 
(Fig. 2); Zeuner nennt daher letztere die Abbildung der ersteren. 
Der Zusammenhang ist dadurch gegeben, dass aus der Zustands
gleichung 1) für jeden Punkt der Kurve 1-2 die Temperatur be-

4) Nach Mollier a. a. 0. (Anm. 2) S. 285. 
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stimmt ist und dass daher aus der Verbindung der Wärmegleichung 

mit der Gleichung der inneren Arbeit für jeden Punkt in Fig. 1 die 

Entropie berechnet werden kann: 

s = J~ + const., 

Fig. 1. Fig. 2. 

wobei die Konstante wegfällt, wenn man jedesmal den Nullpunkt 

von dem aus s gerechnet wird, geeignet wählt. Das Flächenelement 

in Fig. 1 stellt das Differential der äusseren Arbeit für die Gewichts

einheit dar, indem 
pdv = dw; J pdv = w, 

das Flächenelement der Fig. 2 dagegen entspricht dem zugeführten 

Wärmeelement, da ja: 

Tds = T~ = dq; jT~ = q = A(u2 -u1) + Aw, 

mithin stellt die Fläche zwischen der Abscissenaxe, den Endordi

naten und der Kurve in Fig. 2 die gesamte von der Gewichtseinheit 

aufgenommene (oder abgegebene) Wärmemenge dar; das Vorzeichen 

wird so festgesetzt, dass ein Anwachsen der Entropie, also Wärme

zufuhr von aussen, der Bewegung von links nach rechts entspricht. 

Ausserdem besteht noch die Beziehung, dass in einem beliebigen 

Punkt des Wärmediagrammes die Subtangente gleich der spezifischen 

Wärmer ist: 
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Die Adiabaten und Isothermen erscheinen im Wärmediagramm 
als vertikale bezw. horizontale Gerade; wenn, wie dies bei technischen 
Anwendungen sehr häufig vorkommt, die Wärmezufuhr der Temperatur
änderung proportional ist, hat man: 

dq = .t • dT 

s J d;J = .t log T + eonst. *) 

Über andere Darstellungsweisen, von welchen unser Wärme
diagramm. ein spezieller Fall ist, s. Mollier 5). 

Wegen der räumlichen Darstellung, bei welcher .man z. B. p, v, T 
als Koordinaten wählen kann, verweisen wir auf den Artikel von 
Kame;rlingh-Onnes; die Technik benutzt fast ausschliesslich ebene Dar
stellungen. 

4:. Vollkommene Gase (vgl. auch V 3, Art. Bryan, Nr. 22). Ob
wohl die Technik es war, welche die Mittel geliefert hat, um den 
früheren Begriff des permanenten Gases als unhaltbar nachzuweisen, 
indem heute alle Gase als mehr oder weniger weit von ihrem Sätti
gungszustand entfernte, überhitzte Dämpfe erkannt sind, so macht 
doch die technische Thermodynamik von den auf die Kontinuität des 
flüssigen und gasförmigen Zustandes aufgebauten, das ganze Bereich 
umfassenden Gleichungen von van der Waals u. a. bislang keinen Ge
brauch. Das Genauigkeitsbedürfnis der Technik wird vollkommen 
befriedigt und gleichzeitig dem in technischen Anwendungen stets 
auftretenden Wunsch nach möglichst einfachen und durchsichtigen 
Beziehungen Rechnung getragen, wenn in hergebrachter Weise der 
Unterschied zwischen vollkommenen (permanenten) Gasen und über
hitzten Dämpfen in den zu verwendenden Zustandsgleichungen fest
gehalten wird und für erstere mit dem vollen Bewusstsein der, für 
technische Zwecke eben belanglosen Ungenauigkeit das Gesetz von 
Boyle und Gay-Lussac in der klassischen Form 

pv=BT 
zur Anwendung kommt. Hierin ist B die sogenannte Gaskonstante, 

b . M' h B .E(BG) e1 tsc ungen m = .E(G) · 

Dieselbe ist umgekehrt proportional der Dichte oder dem Mole
kulargewicht f.t des Gases 6); setzt man also B = Rf f.t, so ist R eine 

*) "log" bedeutet hier und im Folgenden stets den natürlichen Logarithmus. 
5) R. Mollier, Das Wärmediagramm, Berlin, bei Simion 1893. 
6) Setzt man für Wasserstoff als Bezugsgas B=B0 =422,85 und p.= 1'-o = 2, 

so ist für ein beliebiges Gas 
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für alle Gase gemeinsame, universelle Konstante. Die Zustands
gleichung des Gases geht alsdann über in 

pvp. = RT, 
d. h. bezogen auf eine Gewichtsmenge von so viel kg, als das Mole
kulargewicht angiebt (Kilogramm-Molekül), haben alle Gase eine und 
dieselbe Zustandsgleichung 7). 

Benutzt man in (11) die Boyle-Gay-Lussac'sche Gleichung als 
Zustandsgleichung zur Bestimmung des partiellen Differentialquotienten, 
so folgt für Gase: 

(::), = AT(?t).,- Ap = O, 

d. h. die innere Arbeit der vollkommenen Gase ist nur eine Funktion 
der Temperatur, was für die technischen Rechnungen im allgemeinen 
als genügend genau angesehen wird 8). 

Setzt man ferner für vollkommene Gase innerhalb mässiger 
Temperaturgrenzen r., = const. und rP = const., so ergeben sich der 
Reihe nach aus (8), (11) und (12) mit der Abkürzung rp/r., =" die 
für technische Rechnungen benutzten Beziehungen: 

und nach (9) 

lt-1 
rp- r., =AB= r.,(x-1) = r11 -n-, 

.A 
du= r.,dT = n _ 1 d(pv), 

di = lt .A\ d(pv) = rpd1' 

dq = r.,dT + Apdv = rPdT- Avdp 
.A 

= x-l (vdp + xpdv) 

s = r.,log (pv") + const. = r.,log p + rP log v + const., 

= r.,log (Tv"- 1) + const. = y.,log T +AB log v + const., 
T = rP log ,._ 1 + const. = rP log T- AB log p + const. 

p " 

B ILo B 2 · 422,85 845,7 
Bo =(i; =--1"--=-1"-, 

wofür häufig mit praktisch genügender Annäherung gesetzt wird 
2. 428 . 1 2 

B=-- oder nnt .A=-, AB=-· 
I" ' 428 I" 

7) S. darüber z. B . .A. Stodola, Z. d. Vereins Deutscher Ingenieure 42 (1898), 
p. 1045. 

8) W. Thomson und Joule haben aus ihren Drosselungaverauchen mit Luft 
eine genauere Beziehung abgeleitet (s. Art. 3, Nr. 23); auf dieselbe hat später 
Linde sein Verfahren zur Verflüssigung der Luft gegründet; vgl. diesen Art. Nr. 22. 
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ö. Zustandsänderungen der Gase. Alle technisch in Betracht 
kommenden Zustandsänderungen permanenter Gase lassen sich auf die 
Form der sogenannten polytropischen Kurve zurückführen, für welche, 
unter n einen beliebigen Exponenten verstanden, 

pvn = const. 

Zur zeichnerischen Darstellung derselben sind zwei Methoden 
gebräuchlich. Entweder zieht man bei gegebenem Anfangszustand 
p1 , v1 die unter dem Winkel a gegen die Abscissenaxe geneigte Ge
rade durch 0, berechnet den Winkel ß aus der Gleichung 

1 + tg ß = (1 + tg a)n 
und zieht nun, wie die Fig. 3 zeigt, von den Punkten 0 und D aus
gehend abwechselnd Senkrechte und unter 45° geneigte Linien, so 

Fig. 3. 

sind die Punkte 2, 3, 4 Punkte der Kurve (nach Brauer 9). Oder 
man geht davon aus, dass 

plvln=O, p2 v2n=O, also ~· (~)n=O, 
~ 

d. h. das geometrische Mittel je zweier zusammengehöriger Koordinaten 
liefert einen weiteren Punkt der Kurve, was seinen graphischen Aus
druck in dem V erfahren der Fig. 4 (nach Tolle 1~) findet. 

Aus der Gleichung der Polytrope im Verein mit der Gay-Lussac
schen Gleichung folgen unmittelbar die Beziehungen 

T Tvn-l = const., n-l = const., 
p-n 

9) E. A. Brauer, Z. d. Vereins Deutscher Ingenieure 29 (1885), p. 433. 
10) M. Tolle, Z. d. Vereins Deutscher Ingenieure 38 (1894), p. 1456. 
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K-1 ( 
Aw=r•n-1 Tl-T»), 

q = r.(T2 - T1) + Aw = r.(T2 - T1) (1-: ~) 

= r !~_:=-~ (T. - T) = r (T - T) •n-1 2 1 n 2 1' 
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Die Beziehung zwischen Temperatur und Volumen Tvn-l = const. 
führt sofort auf die graphische Darstellung des Verlaufes der Tem
peraturen durch die sogenannte Charakteristik, eine polytropische Kurve 
mit einem um 1 kleineren Exponenten, deren Konstruktion aus Fig. 5 
hervorgeht. Man projiziert alle Kurvenpunkte durch Horizontale auf 

Fig. 4. Fig. 5. 

die zur Abscisse v1 gehörige Ordinate p 1 und zieht durch die erhaltene 
Punktreihe ein Büschel aus 0; dessen Schnittpunkte mit den zu
gehörigen Ordinaten liegen auf der gesuchten Kurve pvn-t = const., 
deren Ordinaten in dem Massstab ab= T1 die Temperaturen dar
stellen. (Bei konstanter Temperatur z. B. geht die Charakteristik in 
eine horizontale, die Polytrope in eine gleichseitige Hyperbel über.) 

Häufig liegt bei Anwendungen ein Diagramm, wie solche durch 
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besondere Instrumente (Indikatoren) an Maschinen aufgenommen werden, 
in natura vor und es handelt sich um die Bestimmung des Exponenten 
n der als Polytrope vorausgesetzten Kurve. Das Diagramm giebt den 
thatsächlichen Zusammenhang zwischen dem Gesamtvolumen V des 
Arbeitsstoffes und seinem Druck p an. Man verfährt dabei entweder 
nach Fig. 6 mit Hilfe des Planimeters; zufolge der Gleichung der 

1-
-~ - t-:--- ., 

I I 
,~<--------~~1~------~~1 

Fig. 6. 

---~-- -

' I 
' 

------ - log~ - - lofp· 
' 

Fig. 7. 

Polytrope erhält man für die zwischen der Kurve und den Koordi
natenaxen gelegenen Flächen F 1 und F 2 : 

F1 =n 1 1 (p1 V1 -p2 V2) undF2 =nn 1 (p1 V1-p2 V2),also ~=n. 

Oder man trägt in rechtwinkligen Koordinaten nach der Formel 

n log V2 + log p2 = n log V1 + log P1 

(Fig. 7) als Abscissen die log V und als Ordinaten die log p auf; im 
Fall einer Polytrope erhält man eine Gerade, deren Neigungswinkel 
den Exponenten ergiebt, indem n = tg a. 

Sehr einfach ist die Abbildung der Polytrope im Wärmediagramm, 
indem 

s = J df = 1'., log ~: · 

wird (Fig. 8). Die Subtangente der Kurve ist nach früherem = y,., 
also constaut. 

Wenn n spezielle Werte annimmt, so ergeben sich alle technisch 
wichtigen besonderen Zustandsänderungen, z. B. 



6. Gesättigte Dämpfe. 

für n = + oo die Zustandsänd. bei const. Volumen; r,. = r ~, 
n = 0 " " " " Druck; r,. = rp, 
n = 1 ,, " const. Temperatur (Isotherme), 

n = 1,41 = k, adiabatische Zustandsänd. r,. = 0. 

Fig. 8. 

r t 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 9. 
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Im Wärmediagramm entsprechen diesen vier Fällen die charak
teristischen Kurven I-IV (Fig. 9). 

6. Gesättigte Dämpfe (vgl. auch V 3, Art. Bryan, Nr. 23). Da 
in dem Zustand der Sättigung bei einer verdampfenden oder sich 
kondensierenden Flüssigkeit sowohl die Temperatur als auch das spe
zifische Volumen des dampfförmigen wie des flüssigen Teiles erfahrungs
gemäss Funktionen des Druckes allein sind, so kommt eine Zustands
gleichung wie für die Gase hier nicht in Frage; die genannten 
Funktionen des Druckes werden in der technischen Thermodynamik 
gewöhnlich nicht in analytischer sondern in Tabellenform gegeben 
und zwar mitteist der nach Regnault's V ersuchen berechneten Zeuner
schen Dampftabellen. Neben dem Druck führt man als zweite unab
hängige Veränderliche in der Regel den spezifischen Dampfgehalt x 
(Dampfgewicht dividiert durch Gesamtgewicht von Dampf und Flüssig
keit) ein. Man bezeichnet als "nassen Dampf" ein Gemisch von Dampf 
und Flüssigkeit in gesättigtem Zustand, für welches das specifische 
Volumen durch die Beziehung gegeben ist: 

mit den Grenzwerten 
v = x ( v' - v") + v" 
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v = v" für x = 0 (Flüssigkeit), 
v = v' " x = 1 (trocken gesättigter Dampf). 

Die Gleichung für die innere Arbeit lautet dann 

du = dq11 + d (x.t;), 
u = q11 + x.t0 

wobei die Konstante dadurch eliminiert wird, dass alle Wärmemengen 
von 0° C. ab gezählt werden. (Wegen der Bedeutung von q11 , .t0 l 
sowie wegen der Beziehung .t = Ä; + Ap ( v'- v'') vgl. den Abschnitt 
"Bezeichnungen".) Als weitere, den gesättigten Dämpfen eigentüm
liche Gleichung tritt hinzu die Gleichung von Olapeyrort-Olausius: 

_l_ = ATdp · · · [138] 
v'- v" dT 

und schliesslich die Wärmegleichung in der allgemeinen Form: 

dq = dq11 + d(x.t,) + Apdv; 

für Wasser im speziellen, die technisch wichtigste Flüssigkeit, kann 
innerhalb der Grenzen der Anwendung 

v" = 0,001 = const. 
gesetzt werden, sodass dv = d(x(v'- t•")) wird. Damit ergiebt sich 
für dq weiter, wenn man noch Apdv = Ad(pv)- Avdp setzt: 

dq = dq11 + d (x · l;) + Ad (x · p [v'- v"]) - Ax (v'- v'') dp 

und mit Benützung der Beziehung .t = .t, + A p ( v' - v'') 

dq = dq11 + d (x.t)- Ax (v'- v") dp. 

Das letzte Glied lässt sich mit Benützung der Gleichung von Ola
peyron-Olausius schreiben: 

Ax(v'- v")dp = x~l. dT 

und nach leichter Umformung hieraus: 

dq = dq11 + T · d (x;), 
eine Form der Wärmegleichung, die zuerst von Olausius gegeben 
wurde und sich sehr gut zur Berechnung der Entropie der gesättigten 
Dämpfe eignet, indem 

~!_:} = ds = dit + a(~) 
T 

s =J dip + x; = s" + x (s'- s") ... [140] 
27S 

wobei s" die Entropie der Flüssigkeit und s' diejenige des ganzen kg 
(Gemisch von Dampf und Flüssigkeit) bezeichnet. 
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Endlich wird die Erzeugungswärme bei konstantem Druck pro 
1 kg des Gemisches: 

i = qP + xl. 

Alle Eigenschaften der gesättigten Dämpfe, welche für die tech-

" ., 
Fig. 10. 

nieehe Thermodynamik in Betracht kommen, lassen sich mit Hilfe 
einer graphischen Darstellung sowohl im pv-Diagramm als im Ts-Dia
gramm ableiten; charakteristisch für diese Körper sind vor allem 

~(WA"'~'Y-<%'1-W\-\'\. 
.J.::~ 

~.,awr~ ~O-cfat~. 

Fig. 11 . 

in beiden Diagrammen die sogenannten Grenzkurven oder Sättigungs
kut·ven, welche erhalten werden, wenn man einmal für gesättigte Flüssig-
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keit (x = 0) und sodann für trockenen gesättigten Dampf (x = 1) 
den geometrischen Ort der zusammengehörigen Werte von p und v 
beziehungsweise von T und s darstellt - wozu die erwähnten 
Dampftabellen das erforderliche Zahlenmaterial, die unentbehrliche 
Grundlage der ganzen technischen Thermodynamik, liefern. Die Fig. 
10 und 11 stellen für Wasser die betreffenden Kurven dar; für x = 0 
fällt die Grenzkurve in Fig. 10 mit der Ordinatenaxe zusammen, weil 
v" bei Wasser innerhalb der für gesättigten Dampf in Betracht kom
menden Drücke so klein ist, dass es sich der zeichnerischen Darstellung 
entzieht; in Fig. 11 ist die Ordinatenaxe so gelegt, dass die Entropie 
des flüssigen H20 bei 0° C. =Null gesetzt ist. 

Fig. 12. 

Der Inhalt der umränderten Fläche in Fig. 11 stellt in Kalorien 
die Gesamtwärme qP + .t, + Ap (v'- v") beziehungsweise die Er
zengungswärme i bei konstantem Druck dar; trägt man den Flächen
inhalt als Ordinate i zu dem betreffenden s auf, so ergiebt sich das 
dritte, für die technische Thermodynamik der gesättigten Dämpfe 
charakteristische Diagramm Fig. 13 (nach Mollier 11)). In jedes dieser 
Diagramme ist ein Netz von Kurven konstanten Druckes eingezeichnet, 
welche im pv- und Ts-Diagramm als horizontale, im si-Diagramm 
als geneigte Gerade erscheinen; . für letztere wird die Tangente des 
Neigungswinkels nach Gleichung (12) gleich T. Ebenso leicht lässt 
sich in jedes dieser Diagramme ei~ Netz von Kurven konstanter spe
zifischer Dampfmenge einzeichnen, da solche immer den horizontalen 
Abstand der Grenzkurven (im si-Diagramm die geneigten geraden 
Strecken konstanten Druckes zwischen den Grenzkurven) in gleichem 
konstantem Verhältnis x teilen. lnfolge dessen schneiden sich die Tan
genten im Ts-Diagramme (vgl. Fig. 11 oder Fig. 12, welche eine etwas 

11) R . Mollier, Neue Diagramme zur technischen Wärmelehre, Z. d. Vereins 
Deutscher Ingenieure 48 (1904), p. 271. 
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abgeänderte Wiederholung von Fig. 11 darstellt) an alle Kurven kon
stanter Dampfmenge für einen bestimmten Druck in einem Punkte, wo
durch sofort (als Subtangenten) die spezifischen Wärmen auf den Kurven 

konstanter spezifischer Dampfmenge gegeben sind, da r,. = (:~t. 
Man sieht auch, dass beim Durchlaufen aller Werte von x auf einer 
Kurve konstanten Druckes (oder konstanter Temperatur) die spezi
fische Wärme ihr Vorzeichen wechselt, um in dem Fusspunkte des 

.. u 

Fig. 13. 

Lotes aus dem gemeinsamen Tangentenschnittpunkte zu Null zu 
werden. Der geometrische Ort dieser Fusspunkte heisst daher die 
Nullkurve. Man erkennt ferner aus dem Diagramm Fig. 12 ohne 
weiteres, dass bei Wasser y' negativ ist, mit steigender Temperatur 
aber gegen Null hin wächst. 

Äusserst einfach gestaltet sich im Wärmediagramm die Verfolgung 
der Vorgänge bei adiabatischer Expansion oder Kompression von ge
sättigtem Dampf- die Vertikalen zeigen sofort die dabei auftretenden 
Änderungen der spezifischen Dampfmenge; man sieht in Fig. 11, wel
chen Einfluss die anfängliche spezifische Dampfmenge auf den Um
stand hat, ob im Verlauf der adiabatischen Expansion Verdampfung 
oder Kondensation eintritt u. s. w. 

Den Vorgang der Abbildung eines pv-Diagrammes in das System 
des Ts Diagrammes hat Boulvin 12) in sehr eleganter und höchst ein
facher Weise in ein und demselben Axenkreuz durchgeführt mit Be-

12) J. Boulvin, Cours de mtkanique appliquee, Paris 1893, fase. 3, p. 76. 
Vgl. auch Revue de mecanique 1900. 
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nutzung der Spannungskurve p = f(T), sodass die Übertragung mit 
dem Lineal allein ausgeführt werden kann (s. Fig. 14). 

Im oberen Quadranten rechts ist das Wärmediagramm verzeichnet, 
für Wasserdampf so, dass die Temperatur 0° C. mit der horizontalen 

Axe X-X zusammenfällt. Im zweiten Quadranten (oben links) 
wird die Spannungskurve p = f (T) eingetragen; zieht man eine be
liebige Horizontale. M- N und legt durch den Punkt M derselben 
(auf der Grenzkurve x = 0 gelegen) eine Parallele zur Tangente an 
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die Spannungskurve, so schneidet diese auf der Vertikalen durch N 
eme Strecke ab, welche = .A (v'- v"); es ist nämlich 

t dp l. .A ( ' '') ga=dT=T: v-v 

oder 
,,- 1 tl' =.AT· :~ (Gleichung von Olapeyron-Olausius). 

Legt man das Dreieck MNN', wie die Schraffur andeutet, an 
die Axe X-X an und überträgt man die Strecke A (v'- v") in 
den dritten Quadranten (links unten) als Abscisse zur Ordinate p, so 
erhält. man die Kurve der A ( v' - v"). Wegen der ausserordentlichen 
Kleinheit von v" bei Wasser kann man die Ordinatenaxe dieser Kurve, 
welche eigentlich um Av" über der Axe X-X liegt, zeichnerisch 
gar nicht von letzterer unterscheiden und es stellt somit die Kurve 
der .A ( v'- v") nichts anderes dar als die Sättigungskurve (x = 1) 
im Koordinatensystem p, v; sie entspricht der rechten Grenzkurve 
x = 1 im Wärmediagramm, während der Grenzkurve x = 0 des letz
teren die Axe X-X entspricht. Sucht man nun zu irgend einem 
Punkt B im Spannungsdiagramm den entsprechenden Punkt B' im 
Wärmediagramm, so hat man nur zu beachten, dass demselben ein 
bestimmter Wert der spezifischen Dampfmenge x zugehört, d. h., dass 
B' die Strecke M-N im gleichen Verhältnis teilen muss, wie B 
die Strecke M 1-N1 ; durch Ziehen der Geraden B-B0-B' ist 
also B, d. h. ein beliebiger Punkt im Sättigungsgebiet des Spannungs
diagramms, in das Wärmediagramm übertragen. Irgend eine Kurve, 
welche im Spannungsdiagramm gezeichnet vorliegt, z. B. die Linie 
konstanten Volumens a-a, lässt sich so punktweise, wie angedeutet, 
ins Wärmediagramm (Linie a' -a') umsetzen. Dabei ist einleuchtend, 
dass die Zeichnung der Tangenten an die Spannungskurve beziehungs
weise der Parallelen dazu gar nicht nötig ist - die Methode bleibt 
richtig, auch wenn die Sättigungskurve im p, v-System in irgend 
einem beliebigen Massatab (durch Auftragen der den Tabellen zu ent-
nehmenden Werte v' - v" gezeichnet wurde. 

Die Darstellungsweise der Eigenschaften der gesättigten Dämpfe 
durch ihr Wärmediagramm giebt auch sehr anschaulichen Aufschluss 
über das V erhalten im kritischen Punkt und seiner Umgebung, für 

welchen (::)P = oo, (:;), = oo, (::)" = oo, rP = oo. Für die 
technisch zur Zeit allein in dieser Region in Betracht kommende 002 

nehmen die Grenzkurven im pv- und Ts-System folgende Gestalt 
an 18) (Fig. 15 und Fig. 16): 

13) Nach R. Mollier, Zeitschr. f. d. gea. Kälteindustrie 1896, p. 65; a. auch 
z. d. Vereins Deutscher Ingenieure 48 (1904), p. 271. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 17 
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7. Überhitzte Dämpfe. Für technische Zwecke ist 14) festzuhalten, 
dass die Zustandsgleichung der überhitzten Dämpfe nur dann brauchbar 
ist, wenn sie in einfacher Weise zu gegebenem p und T das Volumen 
zu berechnen gestattet; dies gilt von der, in der technischen Thermo
dynamik bislang am häufigsten verwendeten Zeuner'schen Gleichung 15), 

welche für Wasserdampf in der Absicht aufgestellt ist, einerseits noch 
für die Grenzkurve x = 1 die Beobachtungswerte richtig wiederzu
geben und andererseits die technisch verwerteten, höchstens 500° 0. 
erreichenden "'Öberhitzungen mit zu umfassen. Die Gleichung lautet 

n-1 

pt' = BT- Cp-:;;- (Zustandsgleichung), 

wo B, 0 und n die Konstanten des Dampfes sind. Man kann die 
beiden letzteren aus der Gleichung eliminieren, wenn man dafür die 
zum Drucke p gehörige Sättigungstemperatur T' und das zu p ge
hörige spezifische Volumen v' im gesättigten Zustande einführt. Schreibt 
man nämlich die obige Gleichung einmal für überhitzten Dampf, das 
andere Mal für gesättigten Dampf hin, wobei in Betracht kommt, 
dass dieselbe ja den letzteren Zustand noch mit umfassen soll, und 
subtrahiert beide von einander, so ergiebt sich: 

v = v' +~(T-I'). 
p 

Für die Dampfkonstante B folgt hieraus die Bedeutung 

B = p (ov) . ot p 

Die oben benutzte Konstante n- hat für Wasserdampf den Wert 4/3. 
Der Zuwachs der inneren Arbeit berechnet sich nach Zeuner 16) zu 

du= d(pv) · 
n-1 

Ferner ist die Erzeugungswärme bei konstantem Druck 

i = qP + l + 'Y P ( T' - T), 

und die Wärmegleichung 

14) Die Experimentalphysik ist gegenwärtig (1904) am Werke, unsere noch 
sehr lückenhaften Kenntnisse in Bezug auf das Verhalten der überhitzten Dämpfe 
zu vervollständigen, namentlich in Bezug auf Zustandsgleichung und spezifische 
Wärme (letztere in Abhängigkeit von Temperatur und Druck) - die Rücksicht 
auf den Raum verbot hier, über das im Text gegebene hinauszugehen. 

16) Zeuner, Techn. Thermodynamik 2, Leipzig 1901, p. 221. 
16) Ebenda, p. 213 ff. 

17* 
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Zur Ableitung der Entropie kann man wieder von der Grenzkurve 

ausgehen und den Zuwachs der Entropie gegenüber dem gesättigten 

Zustande berechnen, indem man entweder den Druck oder das Volumen 

konstant hält. Mit konstanten W erlen von rD und 'J'p hat man dann 

(a) s=s'+rPiog~ oder (b) s=s'+rDlog;; 
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in der technischen Thermodynamik benutzt man einfach das Wärme

diacrramm in welches die Kurven konstanten Druckes nach der vor-
o ' 

stehenden Formel (a) eingezeichnet werden. Für ~0-Dampf ist dies 

in Fig. 17, für 002 in Fig. 18 geschehen; beidemal ist das zugehörige 
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is-Diagramm hinzugefügt. Fig. 17 schliesst sich an Fig. 11 und 13, 
Fig. 18 an Fig. 16 an. Was die is-Diagramme betrifft, so beachte 
man, dass in ihnen die Kurven konstanten Druckes beim Übergange 
aus dem Sättigungszustand in das Gebiet der Überhitzung keine Dis
kontinuität der Tangentenrichtung zeigen; es ist nämlich nach Gl. (12) 

(~!)P = T, 

d. h. die Tangente des Neigungswinkels einer Kurve konstanten Druckes 
gegen die s-Axe ist gleich der absoluten Temperatur und verhält sich 
daher beim Durchgange durch die Grenzkurve stetig. 

II. Kreisprozesse der thermodynamischen Maschinen. 

8. Allgemeines über die technischen Kreisprozesse. Alles vor
hergehende, aus der Experimentalphysik und der allgemeinen Thermo
dynamik herübergenommene liefert nur die notwendige, freilich noch 
sehr viele Lücken aufweisende Grundlage für die Lösung der Haupt
aufgabe der technischen Thermodynamik, die Arbeitsprozesse der thermo
dynamischen Maschinen so rationell und vorteilhaft als möglich zu ge
stalten. Den Ausgangspunkt hierfür bildet das Studium des Kreis
prozesses, zunächst in der Form des allgemeinen, umkehrbaren 17) Pro
zesses, wie er in den Koordinaten p, V und T, S in den Fig. 19 
und 20 dargestellt ist. Das Wesen desselben geht aus dieser Dar
stellung klar hervor: nach dem ersten Hauptsatz ist 

A W = (J) d Q = Q1- Q2, 

wenn Q1 die zugeführte, Q2 die gesamte entzogene Wärme bedeutet, 
nach dem zweiten Hauptsatz dagegen ist 

(J)di = o, 
was darin zum Ausdruck kommt, dass das Wärmediagramm, wenn 
Punkt für Punkt des Arbeitsdiagrammes abgebildet wird, sich 
schliesst. Soll, wie es die Technik verlangt, dauernd mit einem be
liebigen arbeitenden Körper ein solcher Prozess beliebig oft ausgeführt 
werden, so muss einer Volumvergrösserung bei hohem Druck (ge-

17) Die Umkehrbarkeit des Prozesses, die in Wirklichkeit nicht statt hat, 
wird bei den allgemeinen Überlegungen im Sinne einer Idealisierung und Ver
einfachung des Problems stets vorausgesetzt. Man denkt also bei diesen Über
legungen nicht eigentlich an die wirklichen Prozesse in den Maschinen, sondern 
an ideale Grenzfälle derselben. 
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leistete Expansionsarbeit) eine Volumverminderung bei niederem Druck 
(aufgewendete Kompressionsarbeit) beziehungsweise einer Wärmezufuhr 
bei höherer Temperatur eine Wärmeentziehung bei niederer Tempe
ratur gegenüberstehen- die gewonnene Arbeit ist immer die Differenz 
von positiver und negativer Arbeit, ihr Wärmeäquivalent die Differenz 
zwischen zugeführter und entzogener Wärme. 

Denkt man sich die Richtung, in der der Prozess durchlaufen 
wird (in der Fig. 19 und 20 durch Pfeile angedeutet), umgekehrt, so 
ist auch das Resultat das entgegengesetzte: es wird nicht Arbeit ge
wonnen, sondern es muss solche aufgewendet werden, die sich in 

Fig. 19. Fig. 20. 

Wärme verwandelt und, zu der zugeführten Wärme addiert, bewirkt, 
dass bei höherer Temperatur eine grössere Wärmemenge abgegeben 
wird als bei niederer Temperatur aufgenommen wurde. Während der 
direkte Prozess in den Wärmekraftmaschinen verwirklicht wird, bezieht 
sich der umgekehrte auf die Kältemaschinen (bei welchen der Haupt
nachdruck auf der Wärmezufuhr bei niederer Temperatur liegt). Kenn
zeichnend für die Ökonomie des Prozesses ist im einen wie im andern 
Falle der Wirkungsgrad, d. h. das Verhältnis des Erzeugnisses der 
Maschine (bei den Wärmekraftmaschinen: mechanische Arbeit; bei der 
Kältemaschine: erzeugte Kälte) zu dem dafür zu leistenden Aufwand 
(bei der Wärmekraftmaschine: zugeführte Wärme; bei der Kälte
maschine: aufgewendete mechanische. Arbeit); der Prozess ist jederzeit 
so zu leiten, dass der Wirkungsgrad unter den gegebenen Bedingungen 
ein Maximum wird. 
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9. Die Wärmekraftmaschinen nnd ihr Wirkungsgrad. Eine 
allgemeine Formulierung der Bedingungen des maximalen Wirkungs
grades gewinnt man durch Zerlegung des Diagrammes in Elementar
prozesse besonderer Art, wie sie von Garnot betrachtet worden sind 18); 

man legt eine Schar von unendlich benachbarten adiabatischen Kurven 
durch das Diagramm (vgl. Fig. 21 und 22) und denkt sich mit ver
schwindend kleinem Fehler die Stücke der Diagrammkurve zwischen je 
zwei aufeinander folgenden Adiabaten durch unendlich kleine Stücke 

fl 
~--_--.,..u..----

Fig. 21. 

--..s 
Fig. 22. 

~ 
I 

von Isothermen ersetzt, auf welchen z. B. bei der Temperatur T' das 
Wärmeelement dQ' zugeführt , bei T" das Element dQ" abgeleitet 
wird. Für einen solchen elementaren Carnot'schen Prozess gilt die 
Beziehung für den Wirkungsgrad (vgl. Art. 3, Nr. 7) : 

YJ = T' ;, l"' AdW = dT~, ( T' - T") ; 

hieraus leitet man als Grundregel für Wärmekraftmaschinenprozesse 
ab: Jedes zugeführte Wärmeelement muss bei der höchstmöglichen Tem
peratur zugeführt, jedes abzuleitende bei möglichst tiefer Temperatur ab
geleitet werden. 

Danach ergiebt sich die Bedeutung des zweiten Hauptsatzes für 
die Technik, indem er darüber aufklärt, wie ein Kreisprozess mit 
Rücksicht auf ökonomische Verwertung der Wärme eingerichtet werden 

18) Sadi Carnot, Reflexions sur Ia puissance motrice du feu 1824. W ieder
abdruck 1878 Paris, Gauthier -Villars. Auch in Ostwald's Klassikern, Nr. 37, 
Leipzig 1892. 
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muss und welchen Grenzwert die überhaupt mögliche .Ausnützung 
einer gegebenen Wärmemenge besitzt. Von besonderer Wichtigkeit 
ist die mit Hilfe des zweiten Hauptsatzes für einen Carnot'schen 
Elementarprozess gewonnene Einsicht, dass das Wärmeäquivalent der 
nach aussen abgegebenen .Arbeit d W ein Produkt aus zwei Faktoren 

ist: Entropie (~f) mal Temperaturdifferenz (T1 - T2). Man kann 

dies so aussprechen: Die aus Wärme zu gewinnende mechanische 
Energie hat zwei Faktoren, einen Extens-itäts- und einen Intensitäts
faktor; denkt man sich im Wärme
diagramm die in der Natur ein für 
allemal fest gegebene tiefste Tempera-
tur T2 eingetragen und zählt man die 
Ordinaten von dieser Axe aus, so ist 
der geometrische Ort aller Punkte, 
welche gleichen .Arbeitsleistungen ent
sprechen, eine gleichseitige Hyperbel; 
einer .Abnahme des Intensitätsfaktors 
entspricht bei festgehaltener .Arbeits
leistung eine solche Zunahme des Ex- &.,. 
tensitätsfaktors, dass das Produkt das 
gleiche bleibt. 

In Fig. 23 sind drei endliche Fig. 23. 

Carnot'sche Prozesse von der gleichen 
Arbeitsleistung eingetragen, die sich also im Wärmediagramm 
der Fig. 23 durch inhaltsgleiche Rechtecke darstellen; allein diese 
verschiedenen, endlichen Carnot'schen Prozesse sind nicht etwa gleich
wertig, denn der Wirkungsgrad nimmt mit zunehmendem Extensitäts
faktor ab, weil 

T1 - T'J 1 
7J= = 

(T1 - T 2 ) + T'!l 1 + T2 

Tl- T'~~ 

Ist also, wie angenommen, T2 gegeben, so wird der Wirkungsgrad 
desjenigen Carnot'schen Prozesses am günstigsten, für den T1 mög
lichst gross ist. In Fig. 23 ist dies derjenige Prozess, der durch das 
Rechteck von grösster Höhe dargestellt wird . 

.Aus Fig. 24 und 25 ist leicht ersichtlich, dass und warum irgend 
ein Kreisprozess (1-2-3-4 -1 ), bei welchem während des Über
ganges von T1 nach T2 die Entropie sich verändert, einen kleineren 
Wirkungsgrad haben muss als ein Prozess, bei welchem sie konstant 
bleibt, d. h. als ein Prozess mit adiabatischem Übergang. Nimmt die 
Entropie auf dem Wege 1-2 zu (Fig. 24), so wird bei gleicher zu-
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geführter Wärme (a4bca = a4l2da) die entzogene Wärme bei einem 
Carnot'schen Prozess (a3b' ca) kleiner, als bei dem Prozess mit zu
nehmender Entropie (a32da), daher der Wirkungsgrad des letzteren 
kleiner; bei abnehmender Entropie (Fig. 25) auf dem Wege 1-2 
wird bei gleicher zugeführter Wärme (a4lba) die .Arbeit (34123) 

Fig. 24. Fig. 25. 

kleiner als bei dem entsprechenden Carnot'schen Prozess (341c3) und 
daher abermals der Wirkungsgrad jenes Prozesses kleiner wie der des 
Carnot'schen. 

Für die .Anwendung auf thermodynamische Maschinen folgt nun 
freilich aus der oben dargestellten Zerlegung eines Prozesses in 
Carnot'sche Elementarprozesse nicht, dass man unter allen Umständen 
dahin streben müsse, jedes zuzuführende Wärmeelement d Q' bei einer 
und derselben höchsten Temperatur zuzuführen und sämtliche Wärme
elemente d Q" bei konstanter tiefster Temperatur abzuleiten, also einen 
endlichen Carnot'schen Prozess als Idealprozess einer jeden thermo
dynamischen Maschine anzustreben. .Aus den für die .Ausführung 
solcher Maschinen massgebenden Bedingungen geht vielmehr ein etwas 
anderer Prozess als allgemein giltiges Ideal hervor. 

Bedenkt man nämlich, dass Wärmemitteilung und -entziehung in 
Wirklichkeit nur durch Vermittlung von wärmeren, beziehungsweise 
kälteren Körpern möglich ist, so wird sofort klar, dass zum Prozess 
der Wärmekraftmaschinen ausser dem "arbeitenden" Körper noch ein 
oder mehrere "Heizkörper", welche Wärme liefern, sowie ein oder 
mehrere "Kühlkörper", welche Wärme aufnehmen, gehören. Erstere 
müssen notwendigerweise während der Wärmeabgabe sich abkühlen, 
letztere während der Wärmeaufnahme sich erwärmen, da beide nur 
eine endliche Wärmekapazität haben. Wenn die Wärmeübertragung 
aber vollkommen wäre, so müsste in jedem Moment Gleichheit der 
Temperatur zwischen wärmeaufnehmendem und wärmeabgebendem 
Körper bestehen - der Übergang von den hohen Temperaturen der 
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Wärmeaufnahmeperiode zu den tiefen der Wärmeentziehungsperiode 
müsste durch adiabatische Arbeit (Expansion und Kompression) er
folgen. Während derselben muss der arbeitende Körper sowohl vom 
Kühlkörper als vom Heizkörper vollständig getrennt bleiben, damit 
die Temperaturerniedrigung bis zur tiefsten Temperatur des Kühl
körpers beziehungsweise die Temperaturerhöhung auf die höchste Tem
peratur des Heizkörpers in der günstigsten Weise d. h. bei konstanter 
Entropie erfolgen kann, wie es auch der Carnot'sche Prozess verlangt. 

Mit Recht hat Lorenz 19) hervorgehoben, dass der auf obiger Über
legung beruhende, von ibm eingeführte Prozess, aus zwei Adiabaten 
und zwei polytropischen Kurven bestehend, besser als der Carnot'sche, 
zwischen zwei Isothermen und zwei Adiabaten verlaufende Prozess 
geeignet sei, den Idealprozess der thermodynamischen Maschinen all
gemein da1ozustellen, weil er nicht, wie jener, die Forderung unend
lich grosser Mengen des Heiz- beziehungsweise Kühlkörpers erhebt, 
sondern sich an die in Wirklichkeit bestehenden Verhältnisse besser 
anschliesst, ohne den oben dargelegten Grundsatz zu verläugnen. 

Im p V- und T S- System ist in Fig. 26 und 27 dieser Prozess 

r r6l, 

1~ 
~~ 

1'1 1 
-+71 ~L 

Fig. 26. Fig. 27. 

dargestellt; sei R die Gewichtsmenge des Heizkörpers, die zur Ver
fügung steht, 'Yh seine spezifische Wärme, so ist ein von dem Heiz
körper abgegebenes Wärmeelement d Q1 = rhRdT; mit K und 'Yk für 
den Kühlkörper wird ein von dem Kühlkörper aufgenommenes Wärme
element d Q2 = rkK d T; bedeuten d 81 und d 82 die zugehörigen 

19) H. Lorenz, Die Grenzwerte der thermodynamischen Energieumwandlung. 
Diss. München, Oldenbourg 1895. 
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Entropieänderungen bei der Wärmezufuhr bezw. Wärmeabgabe, so gilt 
für diese: 

dS1 = r'hHd log T; dS2 = rkKd log T 

Nach N r. 4: entsprechen diese Werte in der That dem Gesetz je einer 
polytropischen Kurve bezw. ihrem A.bbild im Wärmediagramm. Mit 
den Bezeichnungen der Fig. 26 und 27 ergiebt sich sodann für die 
Gesamtwärme Q1 oder Q2 , die der Heizkörper abgiebt oder der Kühl
körper aufnimmt: 

Qt = rhH(Tt- ®1); Q2 = YkK(®2- T2); 

wobei nach dem zweiten Hauptsatz sem muss 

d. h. 

( ~:rhH = (~:rkK, 

Der Wirkungsgrad dieses Prozesses berechnet sich nun zu 

- Q, - Q! - 1 - ykK(6J!- T'l.) 
'1'/- Q1 - yhH(T1 - 6J1 ) 

In dem Falle, dass die beiden Polytropen den gleichen Exponenten 
haben (so z. B. beim Otto'schen Viertaktprozess, vgl. Nr. 13) wird 

T-e e,-T2 'l'l= 1 '1. ., T
1 

= -€9-,-· 

Die Natur des arbeitenden Körpers tritt hier, wie beim Carnot
schen Prozess vollständig zurück; in Wirklichkeit spielt dieselbe frei
lich wegen der durch sie bedingten Druck- und Volumverhältnisse eine 
entscheidende Rolle und deshalb ist man heute in der technischen 
Thermodynamik überwiegend dazu gelangt, nicht für alle Wärme
kraftmaschinen einen einzigen Idealprozess aufzustellen, mit welchem 
man die ausgeführte Maschine vergleicht, sondern man leitet für jede 
Kategorie solcher Maschinen (Dampfmaschinen, Gasmaschinen etc.) 
aus den besonderen Eigenschaften des arbeitenden Körpers einen ab
strakten "verlustlosen Prozess" ab und misst an diesem das Ergebnis 
des wirklich ausgeführten Prozesses. 

Unter den verschiedenen A.rten von Wärmekraftmaschinen sind 
die technisch wichtigsten die Dampfmaschinen und die Verbrennungs
motoren (Gasmotoren u. s. w.). Diese beiden Gattungen sollen hier 
allein Behandlung finden. Über Heissluftmaschinen, die heute tech
nisch bedeutungslos sind, existieren aus älterer Zeit eine Reihe schöner 
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Arbeiten, hinsichtlich derer aber hier ein Hinweis auf die Lehrbücher 
genügen mag: Man findet sie behandelt in Zeuner, Thermod. 1, 
§ 49-65, Weyrauch § 51-57. Die Theorie der Arbeitsübertragung 
mit Druckluft, in die auch die Thermodynamik hineinspielt, ist bei 
Weyrauch § 58 dargestellt. 

10. Die Dampfmaschine im besonderen. Für die Dampf
maschine ist, so lange sie mit gesättigten Dämpfen arbeitet, durch die 
Natur der Sache isothermische Wärmezufuhr (während der Dampf
bildung) und Wärmeableitung (während der Kondensation) gegeben 
- es ist hier überhaupt gar nicht möglich, polytropische Kurven 
anzuwenden, sodass der verlustlose ideale Prozess in diesem Falle 
allerdings der Carnot'sche wird (Fig. 28 und 29). Die obere Tempe
ratur T1 ist dabei die dem Kesseldruck entsprechende Siedetemperatur, 
die untere Temperatur T2 ist bei Auspuffmaschinen die atmosphärische 
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Fig 28. Fig. 29. 

Siedetemperatur, bei Maschinen mit Kondensator 20) die im Konden
sator herrschende Temperatur. In diesem Referat ist weiterhin 
immer dieser letztere Fall angenommen; er ist der thermodynamisch 
vollkommenere, und nur dann dem ersten wirtschaftlich unterlegen, 
wenn die Wärme Q2 des Auspuffdampfes zu irgend welchen Heiz
zwecken Verwendung findet. In letzterem Falle wird die Auspuff
maschine die wirtschaftlichste Wärmekraftmaschine. 

20) Über die Theorie des Kondensators vgl. z. B. Zeuner, Thermod. 2, 
§ 18 und 19. Reiches Zahlenmaterial findet man in dem Buche von E. Haui
brand (vgl. Litteraturübersicht). 
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Zur Verwirklichung dieses Idealprozesses müsste, in Anlehnung 
an die ausgeführte Konstruktion, aber unter Abstraktion von allen 
auftretenden Unvollkommenheiten, die in Fig. 30 dargestellte Anord
nung getroffen werden. A.A. ist ein Röhrenkessel, mit Wasser und 
Dampf vom Druck Pi gefüllt und von einem Gefäss B umgeben 1 in 
welchem sich eine Heizflüssigkeit (die Heizgase der Feuerung) be
findet, welche fortwährend Wärme an das Wasser in A. abgiebt 

Fig. 30. 

und dasselbe beim Druck Pi in Dampf verwandelt. Ein ähnlicher 
Röhrenkessel EE bildet den Kühlapparat (Kondensator); er ist eben
falls mit Wasser und Dampf aber von dem niedrigen Druck p1 ge
füllt und wird von einem Gefäss umgeben, durch welches Kühlwasser 
getrieben wird, welches fortwährend dem in EE befindlichen Gemisch 
Wärme entzieht, d. h. den Dampf beim konstanten Druck p2 konden
siert. Beide Apparate sind durch die Cylinder 0 und D mit den 
Arbeitskolben Ki und K2 verbunden, wobei 0 Expansionscylinder, D 
Kompressionscylinder ist. Durch die Rohrleitungen und Ein- sowie 
Auslassorgane wird nun ermöglicht, dass bei jedem Spiel oder Prozess 
G kg im Kessel A. gebildeter Dampf in den Cylinder C eintreten, dort 
bei Hin- und Rückgang des Kolbens das Diagramm I liefernd, wäh
rend gleichzeitig aus E ebenfalls Gkg Mischung nach D übertreten, 
dort komprimiert und verflüssigt werden unter Aufwand der durch 
das Diagramm II dargestellten 1 von aussen in die Maschine einzu
führenden Arbeit und schliesslich in flüssigem Zustand mit dem Druck 
Pi nach A. zurückgelangen, um abermals verdampft zu werden und 
das Spiel von neuem zu beginnen. Man hat es also mit einer so
genannten geschlossenen Maschine zu thun, bei der ein und dasselbe 
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Quantum des arbeitenden Körpers immer wieder den Prozess vollführt. 
Man kann Fig. 28 so auffassen, dass in ihr die Diagramme I und II 
aufeinander gezeichnet sind, wobei dem Diagramme I das bis an die 
Ordinatenaxe heran horizontal verlängerte schraffierte Gebiet der 
Fig. 28, dem Diagramme II die Fläche zwischen Ordinatenaxe und 
schraffiertem Gebiet entspricht. Die Differenz von I und II ergiebt in 
der schraffierten Fläche der Fig. 28 die sogenannte "indizierte Leistung". 

Der Wirkungsgrad einer solchen vollkommenen Dampfmaschine 
ist lediglich eine Funktion der Temperaturgrenzen 

11- Tt 
1]= T. 

1 

und wird im idealen Fall auch dadurch nicht geändert, dass man den 
ganzen Prozess teilt, d. h. dass man z. B. zwischen T1 und T' eine 
erste Maschine mit einer bestimmten Arbeitsflüssigkeit A1 zwischen T' 
und T" eine zweite mit B und zwischen T" und T2 eine dritte 
Maschine mit einer dritten Arbeitsflüssigkeit 0 wirken lässt; es sind 
dann drei solche Kombinationen, wie Fig. 30 deren eine zeigt, nötig; 
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Fig. 31. 

die im ersten Prozess entzogene Wärme dient im zweiten als zugeführte 
(an Stelle der durch die Heizgase abgegebenen) und ähnliches gilt für 
den Zusammenhang des zweiten und dritten Prozesses. Solche 
Kombinationen sind als "mehrstoffige Dampfmaschinen"21), auch 
"Abwärmekraftmaschinen" 22) ausgeführt; das Oarnot'sche Diagramm 
einer dreistoffigen Maschine zeigt Fig. 31. 

21) K. Schreber, Die Theorie der Mehrstotfdampfmaschinen, Leipzig 1903. 
22) E . Josse, Neuere Erfahrungen mit Abwärmekraftmaschinen, München 

und Berlin, Oldenburg 1901. 
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Während Wirkungsgrad und Arbeitsverhältnis in der idealisierten 
Betrachtung durch die Unterteilung des ganzen Prozesses nicht ge
ändert werden und daher eine solche Unterteilung scheinbar zwecklos 
ist, kann dieselbe unter den thatsächlichen Verhältnissen der Praxis 
dennoch V orteile gewähren. 

Die wirklich ausgeführte Dampfmaschine unterscheidet sich von 
der Anordnung in Fig. 30 dadurch, dass der Kompressionscylinder 
nicht ein Gemisch von Dampf und Flüssigkeit dem Kondensator ent
nimmt, sondern nur Flüssigkeit und diese in den Kessel A hinüber
drückt, ohne ihre Temperatur zu ändern; hierzu muss im Kessel noch 
die Flüssigkeitswärme zugeführt werden. Der Cylinder D reduziert 
sich also in der Praxis auf eine Speisepumpe (punktiert gezeichnet 
in Fig. 30) und sein Diagramm auf das Rechteck (p1 - p2)v". Dies 

Fig. 32. 

V 
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Fig. 33. 
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hat zur Folge, dass das Diagramm einer Idealdampfmaschine nunmehr 
die Gestalt annimmt, wie sie in Fig. 32 und 33 dargestellt ist; man be
zeichnet diesen Prozess als den Rankine-Clausius'schen Prozess 23) und 
betrachtet die vorliegende Abweichung vom reinen Carnot'schen Pro
zess nicht als eine Unvollkommenheit der ausgeführten Dampfmaschine. 

Die in neuester Zeit in den Vordergrund des Interesses getretenen 
Dampfturbinen stellen nicht etwa eine prinzipielle Verbesserung der 
Wärmeausnützung dar - es lässt sich leicht zeigen, dass das Dia
gramm des Clausius-Rankine'schen Prozesses auch für diese Maschinen 

23) Rankine, The Steam Engine, IX. Edition, p. 376; Clausius, Mech. 
Wärmetheorie 2, Abschnitt XI, § 4. 
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das Ideal darstellt und die Erfahrung hat gezeigt, das!'! auch die An
näherung der ausgeführten Dampfturbine an den vollkommenen Pro
zess im Grossen und Ganzen dieselbe ist wie bei der Kolbendampf
maschine. V gl. hierzu Nr. 23 dieses Artikels. 

Die Wirkungsgrade der vollkommenen Dampfmaschine nach 
Fig. 32 und 33 sind sehr niedrig, weil die Spannungskurve des Wasser
dampfes (der einzigen Flüssigkeit, die bis heute für die obere Tempe
raturgrenze in Betracht kommt) verhältnismässig niedere Werte von 
T1 bedingt; man erhält z. B. für 

Ps = 0,1 kgjqcm, T2 = 318,6° abs. 
bei 

Pt 6 7 8 10 12 kgfqcm 

1J = 0,239 0,247 0,253 0,266 0,276 

und die wirklich ausgeführte Dampfmaschine erreicht im allergünstigsten 
Fall mit allen modernen Errungenschaften höchstens 73 Prozent 
dieser Werte, also bei p1 = 12 Atm. rund 0,201 

11. Verbundmaschine. Anwendung von überhitztem Dampf. 
Die zuletzt genannten Errungenschaften beziehen sich bei der Kolben
dampfmaschine auf die Anwendung von Mitteln, um den Wärme
austausch zwischen Dampf und Cylinderwandungen möglichst un
schädlich zu machen. Die weitaus wichtigste und für die Ökonomie 
nachteiligste Abweichung der Wirklichkeit von den Voraussetzungen 
des Rankine-Clausius-Prozesses ist nämlich die Unmöglichkeit, in 
einem metallischen Cylinder, dessen Wandungen eine niedrigere Tem
peratur haben, als die Sättigungstemperatur, die dem Druck des ein
tretenden Dampfes entspricht, die teilweise Kondensation des letzteren 
durch Berührung mit den Wänden zu verhindern. Hierdurch geht 
natürlich diejenige Wärmemenge für den Arbeitsprozess zum grössten 
Teil verloren, die man ursprünglich zur Erzeugung des an den W an
dungen wieder verflüssigten Dampfes aufgewendet hat. 

Das Verdienst diese V er lustquelle zuerst erkannt zu haben, ge
bührt A. Hirn (vgl. Nr. 1, p. 241). Eine analytische Untersuchung 
der Wärmewirkung der Cylinderwandungen ist von E. G. Kirsch ge
geben worden (vgl. Litteraturübersicht). 

Die erfolgreichsten Einrichtungen der Neuzeit zur Verminderung 
der durch die geschilderten Umstände bewirkten Abweichung vom 
Idealprozess der Dampfmaschine sind: die Verteilung der gesamten 
Expansion auf mehrere Cylinder ( Compound- oder Verbundmaschine, 
Mehrfach-Expansionsmaschine) und die Uberhitzung des Dampfes. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 18 
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Der Grundgedanke der ersteren besteht darin, die Abkühlung der 
Wandungen, die bei der Eincylindermaschine durch die Berührung der 
Wände mit dem unter dem niedrigen Kondensatordruck p 2 austretenden 

--u - V' 
Fig. 34. Fig. 35. 

Dampf hervorgerufen wird, dadurch zu verringern, dass man das ganze 
Temperatur- bezw. Druckgefälle in mehrere Teile teilt, von denen jeder 
in einem besonderen Cylinder ausgenützt wird, wie dies schematisch 
durch die Fig. 34 und 35 dargestellt ist. Natürlich sind durch das not-

I 

~-

,. 
Fig. 36. 

wendige Hinüberschieben des Dampfes in den jeweils folgenden Cy4 

linder Verluste an Spannung unvermeidlich, die in Fig. 36 durch die 
Zwischenräume zwischen den Einzeldiagrammen dieser Figur und den 
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unvollkommenen gegenseitigen Anschluss derselben dargestellt werden, 
aber die Erfahrung hat längst gezeigt, dass die Vorteile überwiegen. 
Fig. 36 zeigt auch, dass man in Wirklichkeit nicht, wie es in der 
schematischen Fig. 35 geschehen, die gesamte Druckdifferenz, sondern 
etwa die gesamte Arbeitsleistung, d. h. die Diagrammfläche in drei 
gleiche Teile zerlegt und gleichförmig auf die drei Kolben verteilt. 

Wenn man den Dampf von T1 auf T' überhitzen will, so kann 
dies praktisch nur so geschehen, dass man ihm auf dem Wege vom 
Kessel zur Maschine pro 1 kg bei konstantem Druck p 1 die Wärme 
zuführt 

rP(T'- Tl); 

im Arbeitsprozess ändert sich dann bei der Idealmaschine nur die 
Wärmezufuhrperiode, die jetzt aus zwei Teilen, einem isathermischen 
(wie bei gesättigtem Dampf) und einem bei konstantem Druck aber 
steigender Temperatur erfolgenden, besteht; das Diagramm des voll
kommenen Prozesses sieht dann so aus wie die Fig. 37 und 38 zeigen. 
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Fig. 37. Fig. 38. 

Der Gewinn ist für den verlustlosen Prozess äusserst gering; man 
erhält z. B. für 

p1 = 10 kg/qcm p2 = 0,1 kgjqcm T ' = 300 + 273 = 573 

ohne Überhitzung 

mit 

0,266 

0,277 
18* 

~ 
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in Wirklichkeit aber reduziert die Überhitzung des Dampfes den 
Wärmeaustausch mit den Wandungen (wegen der geringen Wärme
leitungsf"ähigkeit des überhitzten Dampfes) erheblich, sodass der that
sächliche Vorteil den theoretischen weit übertrifft. 

-t{J Ol....-~~'lof~~'>"1<'~~~"(5~~·~f,O~~f,.,...,_"_.,~,.- '•SiK~. 

Fig. 39. 

In den Figuren 39, 40 und 41 sind die Wärmediagramme einer 
zweicylindrigen Verbundmaschine unter drei verschiedenen Betriebs
verhältnissen dargestellt. 

Fig. 39 bezieht sich auf gesättigten Dampf, die beiden andern 
Figuren auf schwach und stark überhitzten Dampf. Der Flächen
inhalt der ganz schraffierten Diagramme stellt die Wärmeäquivalente 
der in den beiden Cylindern geleisteten Arbeiten dar; die gesamte 
zugeführte Wärme ist durch den Flächeninhalt der umränderten 
Konturen dargestellt. Man erhält also den Wirkungsgrad des Arbeits-
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prozesses jeweilig als Quotient der erstgenannten dividiert durch die 

letztgenannten Flächen. In den Figuren 39 bis 41 ist auch die Kon

densatortemperatur eingezeichnet; da diese die Fläche des Wärme

äquivalentes der Arbeit bei dem Prozess einer vollkommenen Dampf-

-~0~~~~~~~~~~~~~~~~,-

Fig. 40. 

maschine nach unten hin abgrenzt, so giebt unsere Darstellung auch 
darüber Aufschluss, wie weit die ausgeführte Maschine sich dem Ideal
prozess nähert 24o). 

12. Der Gesamt- oder wirtschaftliche Wirkungsgrad der 
Dampfmaschine. Vom technischen Standpunkt aus genügen die bis-

24) Wegen aller Einzelheiten, in welche hier nicht eingetreten werden 

kann, vgl. M. Sehrtiter und A. Koob, Untersuchung einer von V an den Kerchove 
in Gent gebauten Tandemmaschine, Z. d. Vereins Deutscher Ingenieure 47 (1903), 

p. 1281, 1405, 1488. 
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herigen Betrachtungen über den Prozess der Dampfmaschine aller
dings noch nicht zur erschöpfenden Beurteilung derselben - die Er
zeugung der Wärme aus dem Brennmaterial und der Übergang von 
der im Cylinder geleisteten zu der effektiv abgegebenen Arbeit fehlen 

Fig. 41. 

noch zur Charakterisierung der technischen Wirtschaftlichkeit der 
Umwandlung der chemischen Energie der Kohle in die Form der an 
der Dampfmaschinenwelle abgegebenen mechanischen Arbeit. Nur 
der Vollständigkeit halber sei angeführt, dass durch Aufstellung des 
wirtschaftlichen Wirkungsgrades 'YJ als Produkt von drei Einzel
wirkungsgraden 'YJu n2 , 1/s die Technik diesem Umstand Rechnung 
trägt, indem man setzt: 
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Q1 _ dem arbeitenden Körper zugeführte Wärme 
tjl= H - absoluter Heizwert des dafür verbrauchten Brennmaterials 

= Wirkungsgrad der Erzeugung und Lrbertragung der Wärme, 

A W; Äquivalent der indizierten Arbeit 
't'/2 = Q, = dem arbeitenden Körper zugeführte Wärme = 

= Wirkungsgrad des thermodynamischen Prozesses im Cylinder, 

A w. Äquivalent der effektiven Arbeit an der Welle 
'1/a = A ~ = Äquivalent der indizierten Arbeit im Cylinder 

= Wirkungsgrad der mechanischen Einrichtung. 

Somit 'YJ = 'Yit • fJ2 • 'Y/s = A ;/ · 

Massgebend ist allerdings von den drei Faktoren '1/u 'Yj2, 'Yj3 der in 
den vorangehenden Nummern betrachtete Wirkungsgrad 'Y/si denn die 
beiden andern erreichen als idealen Grenzwert die Einheit und in 
Wirklichkeit bei guten Ausführungen Werte bis 0,80 bezw. 0,93, 
während 1]2 seine obere Grenze in dem Wirkungsgrad des Rankine· 
Clausius-Prozesses findet. 

Was den Wirkungsgrad fJ1 betrifft, so bleibt es fraglich, ob man 
bei seiner Definition als disponible Wärme einfach den absoluten 
Heizwert des Brennmateriales oder vielleicht eine daraus abgeleitete 
Grösse (nach Zeuner den "Arbeitswert der Brennstoffe'~ anzusehen hat 25). 

13. Die Verbrennungsmotoren (Gasmaschine, Dieselmotor) als 
zweite Klasse der thermodynamischen Kraftmaschinen unterscheiden 
sich von den Dampfmaschinen vor allem dadurch, dass es durch V er
wendung von gasförmigem oder flüssigem (entsprechend fein verteiltem) 
Brennmaterial möglich ist, den Prozess der Wärmeerzeugung in den 
Arbeitscylinder hinein zu verlegen, die Wärmeübertragung an den 
arbeitenden Körper (das Gemisch aus Verbrennungsprodukten und 
überschüssiger Luft) also ohne Zuhilfenahme von Heizflächen direkt 
auszuführen und die dabei entstehenden hohen Temperaturen (bis 
1800° C. und darüber) für den Dauerbetrieb dadurch unschädlich 
zu machen, dass die Cylinderwandungen von aussen durch Kühl
wasser auf beliebig niedriger Temperatur erhalten werden. Der weit
aus verbreitetste Arbeitsvorgang zur Realisierung eines solchen Pro
zesses besteht in dem sogenannten Viertaktmir{ahren, nach welchem 
bei seiner ursprünglichen Ausführung ein auf der Vorderseite offener, 
stets mit der Atmosphäre in Verbindung stehender Cylinder benutzt 
wird, dessen Kolben auf der Hinterseite die folgenden vier Phasen 
des Prozesses vollzieht: 

25) S. Zeuner, Techn. Thermodynamik 1, § 77. 
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:1: &k~- , 
I I I !J 

Fig. 42. 

Beim ersten Hub wird das Verbrennungsgemisch in den Cylinder 
bei atmosphärischem Druck und atmosphärischer Temperatur, p 0 und 
T0 , eingeführt, beim zweiten Hub wird dasselbe verdichtet, im Ideal
fall adiabatisch auf p' und T . Die Wärmezufuhr kann nunmehr auf 
drei verschiedene Arten geschehen: entweder im Totpunkt, bei kon
stantem Volumen mit Druck- und Temperatursteigung auf p1 und T1 
(Diagramm a) und nachfolgender adiabatischer Expansion auf p2 und T2 ; 

oder bei konstantem Druck p' mit Temperaturerhöhung auf T/ (Dia
gramm b) und nachfolgender Expansion auf T2' und p2', oder endlich 
(Diagramm c) bei konstanter Temperatur T1 mit sinkendem Druck 
und nachheriger adiabatischer Expansion auf T/' und pt. Prozess a) 
ist der Idealprozess der sogenannten Otto'schen Gasmaschine, b) der
jenige des Dieselmotors, c) wird praktisch nicht benutzt. Der vierte 
Hub dient dem Ausstossen der Verbrennungsgase in die Atmosphäre. 
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Die Arbeit des ersten und vierten Hubes lässt sich auch durch 
besonders angebrachte Lade- und Ausspülpumpen ersetzen; dadurch 
wird es ermöglicht, den Arbeitscylinder, der nunmehr den zweiten 
und dritten Hub zu verrichten hat, im Zweitakt arbeiten zu lassen 
(System v. Ochelhäuser, Körting u. a.). Da der Lade- und Ausspül
hub thermodynamisch keine Rolle spielt, ist weiterhin eine gemein
same Betrachtung von Zweitakt- und Viertakt-V erfahren zulässig. 

Wie ersichtlich, besteht gegenüber dem Arbeitsprozess der Dampf
maschine noch der weitere, fundamentale Unterschied, dass der arbei
tende Körper nicht wirklich einen Kreisprozess mit Rückkehr in den 
Anfangszustand ausführt, sondern dass derselbe durch den chemischen 
Prozess der Verbrennung seine Natur insofern ändert, als damit eine 
Änderung des spezifischen Volumens verbunden ist. Ausserdem muss 
bei jedem Spiel eine neue Menge eines Körpers eingeführt werden, 
der von dem den Prozess verlassenden verschieden ist. 

Es genügt jedoch für die Zwecke der Technik zunächst noch 26) 

diese an und für sich nicht bedeutenden Unterschiede zu vernach
lässigen und den Idealprozess so aufzustellen, als ob es sich nur um 
Erwärmung der liuft in einem geschlossenen um
kehrbaren Kreisprozess handeln würde - die be
schriebenen drei Prozesse bilden sich dann im 
TS-System ab wie Fig. 43 zeigt. Dieselbe ist 
so gezeichnet, dass für die Fälle a) und b) die 
gleiche zugeführte Wärmemenge ins Spiel kommt; 
man sieht auf den ersten Blick, dass der Pro
zess a) den besten, c) den niedrigsten Wirkungs
grad liefert und dass der Carnot'sche Prozess 
hier überhaupt nicht in Frage kommen kann, weil ~ S 
derselbe bei der ihm entsprechenden Forderung, Fig. 43. 

die höchste Temperatur durch adiabatische Kom-
pression zu erreichen, auf enorme Pressungen führt, welche niemals 
realisierbar sind. 

Bei den mit Gemischen aus Luft und Gas arbeitenden Motoren, 
welche das zur Verbrennung fertig bereitete Gemenge ansaugen und 
komprimieren, bildet für den Kompressionsdruck diejenige Pressung, 
bei welcher Gefahr der Selbstentzündung des Gemenges vor Erreichung 

26) Eingehende Würdigung finden die thatsächlichen Verhältnisse in der 
Arbeit von .A. Stodola, Die Kreisprozesse der Gasmaschinen, Z. d. Vereins Deut
scher Ingenieure 1899 und bei .A. Fliegner, Thermodynamische Maschinen ohne 
Kreisprozess, Vierteljahrsschrift d. naturforsch. Gesellschaft, Zürich 1901. 
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des Totpunktes vorliegt, eine unüberschreitbare Grenze - für diese 
ist also der Prozess a) als Idealprozess anzusehen, wenn man die V er
hältnisse so wählt, dass p1 keine unzulässige Höhe erreicht. 

Derselbe ist in Fig. 44 und 45 noch einmal besonders dargestellt 
und zwar sowohl für den Fall der vollständigen Expansion auf atmo
sphärischen Druck (ausgezogen), als auch für die Arbeitsweise im Vier
takt (punktiert). 

Kann man aber, wie dies beim Diesel-Motor, der mit flüssigem 
Brennstoff arbeitet, der Fall ist, Luft und Brennstoff während der 
Kompression getrennt halten, dann liefert der Prozess b) das Maximum 
des Wirkungsgrades, indem man die adiabatische Kompression bis 
auf den höchsten zulässigen Druck treibt. 

-
Fig. 44. Fig. 45. 

In Figur 46 und 4 7 ist derselbe sowohl im Spannungs- als im 
Wärmediagramm noch besonders dargestellt und zwar gilt auch hier 
das zu Fig. 44 und 45 Gesagte, sodass die ausgezogene Linie der voll
ständigen Expansion, die punktierte dem Viertakt entspricht. 

Aus den Wärmediagrammen des Idealprozesses erkennt man 
augenfällig, welch entscheidende Bedeutung unter den für denselben 
gemachten Voraussetzungen (s. oben) für die Beurteilung der Ver
brennungsmotoren dem Wert der spezifischen Wärme (rD und yp) zu
kommt. Ist dieselbe konstant, so sind die Kurven der Wärmezufuhr 
und Wärmeentziehung bei konstantem Volumen oder Druck solche 
mit konstanter Subtangente; nimmt dagegen die spezifische Wärme, 
wie vielfach angenommen wird, mit der Temperatur zu, so sind jene 
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Kurven (wegen Zunahme der Subtangente) unter immer kleiner wer
denden Winkeln gegen die Abscissenaxe geneigt, d. h. bei der Wärme
zufuhr bei konstantem Volumen oder konstantem Druck erreicht man 
bei gleicher Wärmemenge nicht so hohe Temperaturen und bei der 
Wärmeentziehung fallen letztere langsamer - auch die Endtempera
turen adiabatischer Zustandsänderungen werden beeinflusst: kurz, das 
ganze Bild des Idealprozesses verschiebt sich gegenüber der Annahme 
konstanter spezifischer Wärme. Die bezüglichen Verhältnisse sind 
aber noch nicht genügend geklärt 27). 

Obwohl kein Carnot'scher Prozess, so ist doch der Idealprozess 
des Verbrennungsmotors demjenigen der Dampfmaschine an Wirkungs-

~I 

-
Fig. 46. Fig. 47. 

grad meist überlegen; letzterer beträgt bei Begrenzung des Dia
grammes durch zwei Kurven konstanten Volumens oder zwei Kurven 
konstanten Druckes unter Annahme konstanter spezifischer Wärmen 
und einer bei der Verbrennung unveränderlichen Gaskonstanten B 

_ T'-T0 

1J- T' ' 

ist also gleich dem eines Garnotprozesses zwischen Anfangs- und End
temperatur der Kompression. Diese Überlegenheit zeigt sich auch bei 

27) S. z. B. E. Meyer, Untersuchungen am Gasmotor, Z. d. Vereins Deut
scher Ingenieure, 1902, p. 1303. 



284 V 5. M. Schröter u. L . Prandtl. Technische Thermodynamik. 

den ausgeführten Verbrennungsmotoren, weil deren Annäherung an 
ihren Idealprozess ungefähr die gleiche ist wie bei der Dampfmaschine. 

Thatsächlich steht der Diesel-Motor heute in bezug auf Wirkungs
grad an der Spitze aller Wärmekraftmaschinen, im günstigsten Falle 
hat man rJ = 0,40, also das Doppelte der Dampfmaschinen erreicht. 
Die Praxis darf sich natürlich mit dieser thermodynamischen V er
gleichung nicht begnügen, sondern muß eine ökonomische V er
gleichung durchführen. Nach letzterer verdient der Dieselmotor nur 
in solchen Gegenden vor der Dampfmaschine den Vorzug, wo eine aus 
Petroleum gewonnene Wärmeeinheit billiger ist als zwei aus Kohle 
gewonnene Wärmeeinheiten. 

14. Kältemaschinen. Die Umkehrung des arbeitliefernden thermo
dynamischen Prozesses liefert den arbeitkonsumierenden Prozess der 
Kältemaschine, deren Aufgabe darin besteht, die Temperatur gegebener 
Körper auf tiefere Wärmegrade zu bringen (oder auf solchen dauernd 

Fig. 48. Fig. 49. 

zu erhalten) als sie in der Umgebung . sich vorfinden 28). Die Um
kehrung des Lorenz'schen Diagrammes ergibt auch hier den all
gemeinsten Fall; während bei der Wärmekraftmaschine aber die poly
tropischen Kurven möglichst weit auseinander liegen sollen, siehe Fig. 26 
und 27, handelt es sich hier darum, dieselben einander möglichst nahe zu 
bringen, einer möglichst kleinen zu leistenden Arbeit entsprechend, siehe 
Fig. 48 und 49; dieselbe Zerlegung eines beliebigen Kreisprozesses in 
Elementarprozesse wie sie in Fig. 21, 22 ausgeführt wurde, ergibt für 
Kältemaschinen die Grundregel: Das Maximum der Ökonomie tritt 
ein, wenn der arbeitende Körper zur Aufnahme von Wärme (Kälte-

28) S. Luegers Lexikon der gesamten Technik, 5. Artikel: Kältemaschinen 
von C. v. Linde; ferner H. Lorenz, Neuere Kühlmaschinen, 3. Aufi., München, 
Qldenbour~. 
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erzeugung) an keiner Stelle des Prozesses auf tiefere Temperaturen, bezw. 
zur Wärmeabgabe (an das Kühlwasser) niemals auf höhere Temperaturen 
gebracht wird, als sie durch die der Kältemaschine gestellte Aufgabe be
dingt sind. 

Auch bei dem umgekehrten Prozess kann, wie bei dem direkten 
entweder ein verdampfender Körper oder atmosphärische Luft als 
arbeitender Körper Verwendung finden - ersteres entspricht den 
Kaltdampfmaschinen, letzteres den Kaltluftmaschinen. Bei ersteren, den 
technisch weitaus wichtigsten, ist der Prozess der verlustlosen Maschine 
wieder, wie bei den Dampfmaschinen, soweit er im Sättigungsgebiet ver
läuft, ein Carnot'scher; häufig greift er etwas in's Überhitzungsgebiet über. 

"'"" ~~ 'f~'JP..<,t 

ll 1~ ... ~ .93 -

- :---~--~--="' ji::j-'E:::l l ~~ l -- · :r. 
~;;;:;;:~;[f;ä ~,-~e. ~ 

~~Jes29;p . 
~ff1§e:~f!.~~JJ..->=-=----_--"~-

~!:=::::::!;\:~{' ~~ * ~L& 
'<:---~ ~~ = ::E -
--- E?.-te .. ~k::. l ll . 

J: .Je.,U---. 

Fig. 50. 

Die Flüssigkeiten, welche sich für den Kältemaschinenprozess 
als arbeitende Körper eignen, sind Ammoniak (NH3), schweflige 
Säure (S02), Kohlensäure (C02) u. s. f.; ihre Natur und Eigenschaften 
bringen es mit sich, dass man hier den Prozess als einen wirklich 
geschlossenen, mit fortwährender Zirkulation einer und derselben 
Füllung der Maschine ausführen muss. Die ideale Anordnung (Fig. 50) 
entspricht vollkommen der Umkehrung von Fig. 30 und, wie dort die 
wirklich ausgeführte Dampfmaschine durch Weglassung des Kom
pressionscylinders charakterisiert war, so entsteht hier die wirklich aus
geführte Kältemaschine aus der idealen durch W eglassung des Expan
sionscylinders, an dessen Stelle das sog. Regulierventil tritt, ein Drossel
ventil, durch welches der Übergang der Flüssigkeit aus dem Kon
densator E-E nach dem Verdampfer A-A geregelt wird. 

Fig. 51 stellt ein Idealdiagramm der Maschine mit Expansions
cylinder, Fig. 52 das einer Maschine mit Drosselventil dar (für 
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Ammoniak als arbeitenden Körper). Der Drosselungsvorgang wird 
als ohne Wärmemitteilung vor sich gehend betrachtet und vollzieht sich 
dann als Zustand konstanter Erzeugungswärme: i = u + Apv = const. 
(vgl. hierüber Nr. 22). 

In Fig. 51 und 52 bedeuten die weitschraffierten Flächen die Kälte
leistungen, d. h. die der zu kühlenden Substanz entzogenen Wärme
mengen Q2 , die engschraffierten Teile die Wärmeäquivalente der auf
zuwendenden Arbeiten W; die in Fig. 52 augewandte Darstellung 

Fig. 62. 

des nicht umkehrbaren Drosselungsvorgangs ist nach der in Nr. 16 
auseinandergesetzten Art erfolgt; die in Wärme zurückverwandelte 
Arbeit ist dabei durch das Dreieck zwischen den Linien x = 0, 
i = const. und T = T2 dargestellt. 

Der Wirkungsgrad der Kältemaschine (vgl. Nr. 8) ist durch die 
Flächen für Q2 und W mit gegeben; er ist 

1]=}w-· 
Man kann wohl sagen, dass die Kältemaschine von heute im 

Prinzip nicht mehr verbesserungsfähig ist - sie verdankt dies dem 
Umstand, dass ihre Konstruktion von Anfang an (durch 0. v. Linde) 
auf die Grundsätze der Thermodynamik aufgebaut wurde. 

(Abgeschlossen im Dezember 1904.) 
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b) Strömende Bewegung der Gase und Dämpfe. Von L. Prandtl. 

Vorbemerkung. Die Bezeichnung der Formelgrössen ist gernäss 
der Zusammenstellung von p. 235 gewählt. Folgende Grössen kommen 
neu hinzu: 

Zeichen Benennung Dimension 

Geschwindigkeit 
m 

w 
sec 

Scha.llgeschwindigkeit 
m 

a 
sec 

Erdbeschleunigung 
m 

g = 9,81 sect 

1 
Dichtigkeit, Masse der Volumeinheit 

kg sec1 
(!=- m'-gv 

G Sekundliehe Gewichtsmenge, kg 
"Ausfiussgewicht" sec 

F Strömungsquerschnitt m! 

IX Kontraktionsziffer unbenannt 

IL Ausflussziffer 
" z Widerstandsarbeit pro 1 kg Flüssigkeit, 

"Widerstandshöhe'' m 

~. tl Widerstandskoeffizienten 
1 

unbenannt,- · 
m 

Masseinheiten. Als Masssystem ist ebenso wie in dem ersten 
Teil des Artikels das "technische" benutzt, d. h. jenes, in dem Länge, 
Zeit und Kraft die Fundamentaleinheiten sind. Es bedeuten hiermit 
also die Grössen u, v die innere Energie und das Volumen der Ge
wichtseinheit. Die Formeln sind fast durchgängig in den Dimensionen 
homogen, wo nicht, sind als Einheiten das Meter, die Sekunde und 
das Kilogramm gewählt; die Wärmemengen sind in der Regel im 
Arbeitsmass gemessen, d. h. das Wärmeäquivalent A ist = 1 gesetzt 
(vgl. V 3, 2, Bryan); nur in den für den numerischen Gebrauch be
stimmten Formeln ist das Wärmeäquivalent besonders bezeichnet. 

Abkürzungen in den Zitaten: 
Zeuner, Therm. = Technische Thermodynamik, 1. und 2. Aufl. (Leipzig 

1887, 1900). 
Grashof, Masch.-L. = Theoretische Maschinenlehre (Leipzig 1875). 
Stodola, Dampfturb. = Die Dampfturbinen, 3. Aufl. (Berlin 1905); 

(in Klammern sind die §§ der 1. Aufl. beigefügt). 
Forschungsarb. = Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Ge

biete des Ingenieurwesens (herausgeg. vom V er. deutscher lng., 
Berlin). 
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Anmerkung. Eine Darstellung der geschichtlichen Entwicklung 
des Gebietes findet sich in Nr. 18. 

15. Abgrenzung des Stoffes. Die Bewegungserscheinungen der 
Gase zeigen, so lange die Geschwindigkeiten und die Druckdifferenzen 
in mässigen Grenzen bleiben, wesentlich dasselbe Gepräge, wie die der 
volumenbeständigen Flüssigkeiten 29) 7 deren Theorie im Band IV dieser 
Encyklopädie in den Artikeln 15 und 16 (Hydrodynamik) von Love, 
und 20 (Hydraulik) von Fwchheimer behandelt ist. Handelt es sich 
indes um grosse Druckdifferenzen und Geschwindigkeiten 50) 7 so ist 
die Veränderlichkeit des Volumens von grossem Einfluss auf die 
Bewegungserscheinungen. Der Umstand, dass diese Druck- und Volumen
Änderungen nur im Zusammenhalt mit den thermischen V orgä.ngen 
in dem Gase oder Dampfe richtig beurteilt werden können, gab die 
Veranlassung dazu, diesen Abschnitt in Band V in die Wärmetheorie 
einzuordnen, während derjenige Teil, der sich mit den mässigen Ge
schwindigkeiten befasst, die sogenannte Aerodynamik, sich als Arti
kel 17 von Finsterwalder in Band IV bei den hydrodynamischen Ab
handlungen befindet. 

Viele von den hier behandelten Aufgaben gehen in der Problem
stellung, wie in der Art der Behandlung völlig parallel mit ent
sprechenden Aufgaben der Hydraulik. An derartigen Stellen des 
Textes finden sich Hinweise auf die entsprechenden Abschnitte des 
Artikels von Fwchheimer. 

Mit Ausnahme von Nr. 22 beziehen sich die nachstehend zu be
handelnden Aufgaben nur auf stationäre Bewegungen; die Ergebnisse 
l!lind indes ohne grossen Fehler auch für langsam veränderliche Be
wegungen verwendbar 81) 7 wie sie sich z. B. beim Ausströmen aus 
einem Gefäss mit einer nicht zu grossen Öffnung ergeben. 

29) Zur lllustration dieser Bemerkung sei erwähnt, dass für Luft zur Er

zeugung einer Geschwindigkeit von 40 ~ eine Druckdifferenz von 1% des 
sec 

absoluten Druckes genügt; die entsprechende Dichtigkeitsdifferenz ist dann (unter 
Zugrundelegung der Adiabate) 0,7 %· Rechnet man statt mit der veränderlichen 
Dichte mit einer mittleren konstanten Dichte, so wird bei der obigen, etwa einem 
starken Sturme entsprechenden Geschwindigkeit dieser Fehler gegenüber anderen, 
schwerer zu berücksichtigenden Einflüssen ganz bedeutungslos. 

30) Eine Geschwindigkeit oder Druckdifferenz kann als gross oder klein an
gesehen werden, je nachdem sie im Vergleich mit der Schallgeschwindigkeit 
bezw. mit dem absoluten Druck in Betracht kommt oder nicht. 

31) Als langsam veränderlich kann eine Bewegung so lange gelten, als ow ot 
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Die Helmholtischen Wirbelgesetze 89), insbesondere der Satz, dass 
eine anfänglich ruhende Flüssigkeitsmasse sich dauernd wirbelfrei 
bewegt, sind unter Annahme der Reibungslosigkeit auch auf Gase 
anwendbar; ausgenommen sind allerdings diejenigen Bewegungsformen, 
bei denen endliche Drucksprünge 88) auftreten. Diese Überlegung ist 
von Nutzen, wenn man sich Rechenschaft darüber ablegen will, in 
wie weit man berechtigt ist, die Aufgaben über Gasströmung - wie 
das bisher durchaus üblich war - als eindimensionale Probleme zu 
behandeln 34). Man kann die Sache so auffassen, dass man aus der 
ganzen Strömung einen "Stromfaden", etwa den mittelsten, willkürlich 
zur Behandlung herausgreift, und hernach Druck und Geschwindigkeit 
für die korrespondierenden (im selben "Querschnitt" gelegenen) Punkte 
der übrigen Stromfäden gleich den gefundenen W erlen setzt. Für 
ein Rohr von veränderlichem Querschnitt enthalten die hierdurch be
gangenen V ernachlässigungen bei Wirbelfreiheit die Krümmung der 
Rohrwand in der Strömungsrichtung in der ersten Potenz, die Neigung 
der Rohrwand gegen die Achse in der zweiten Potenz. Bei den 
turbulenten Bewegungen 85), die bei längeren Rohren die Regel bilden, 
ist man von vornherein zur Einführung von Mittelwerten gezwungen, 
so dass man hier von selbst auf das eindimensionale Problem ge
führt wird. 

16. Allgemeine Theorie der stationären Strömungen. - Problem
stellung. Eine zusammendrückbare G,elastische") Flüssigkeit sei in statio
närer Bewegung begriffen. Untersucht wird der Bewegungszustand 
eines mittleren Stromfadens, der als Repräsentant für alle übrigen 
Stromfäden betrachtet wird. Es soll, unter Berücksichtigung der 
Wirkung von äusseren Kräften, von Strömungswiderständen und 
Wärmemitteilung durch die Wandungen, das Verhalten von Druck, 
Volumen und Geschwindigkeit in der strömenden Flüssigkeit unter
sucht werden, unter der Voraussetzung, dass für irgend einen Quer
schnitt diese Grössen (p, v, w) gegeben sind. Die thermodynamischen 
Eigenschaften der Flüssigkeit werden dabei als gegeben vorausgesetzt, 
ebenso die - meist durch feste Wände gebildete - Begrenzung des 
Flüssigkeitsstromes. 

ow op 
gegen w ox u. s. w. und gv ox u. s. w. (Euler'sche Gleichungen IV 15, 8) nicht 

in Betracht kommt. 
32) IV 16, 3, auch 2, (Love). 
33) V gl. Nr. 20 u. IV 19, 11 (Zemplen). 
34) Diese Behandlungsart ist auch hier in Nr. 16-20 festgehalten. 
35) IV 15, l'Z (Love). 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 19 
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Zur Behandlung des vorstehenden Problems dienen die im Folgen
den zu gewinnenden Gleichungen. 

Im stationären Strömungszustand muss durch jeden Querschnitt 
des Stromes in der Zeiteinheit dasselbe Flüssigkeitsgewicht G hindurch
treten; es muss also sem: 

F-w 
-- = G = const. 

V 
(a) 

(kinematische oder Kontinuitäts-Gleichung). 

Die Aussage, dass jedes Massenelement in der Bewegungsrichtung 
nach Massgabe der dort wirkenden äusseren Kräfte beschleunigt wird, 
führt zu der mechanischen Gleichung: 

(b) wdw 
-+vdp+dh+dz=O. 

g 

Hierin bedeutet dh eine der Schwererichtung entgegengesetzte, 
also nach oben positive Höhenverände1-ung, dz einen durch Reibung 
u. dgl. verursachten Bewegungswiderstand, gemessen durch die sog. 
Widerstandshöhe. Die einzelnen Terme der GI. (b), wie auch der 
folgenden Gleichungen stellen Energieänderungen (Arbeiten) pro 
Gewichtseinheit des Gases vor. 

Als dritte Gleichung hat man die Aussage, welche der erste 
Hauptsatz der Thermodynamik (GI. 3, p. 243) für den Zustand im 
Innern des Massenelements liefert. Zu beachten ist dabei, dass die 
Widerstandsarbeit dz in Gl. (b) hier als zugeführte Wärme neben der 
von aussen zugeführten Wärme dq wieder auftritt. Die Wärme
gleichung lautet also: 

(c) dq+dz=du+pdv. 

Durch Verbindung von GI. (c) mit (b) erhält man die Gleichung 

du+ d(pv) + wdw + dh = dq, 
g 

die integrabel ist und in dieser Form: 
wl 

(d) u+pv+ 29 +h=const.+q 

als Gleichung der Gesamtenergie angesprochen werden darf. (Mit 

G = F w multipliziert, giebt die linke Seite der GI. den gesamten 
11 

sekundliehen Energietransport durch den Querschnitt F; Gq ist dabei 
die bis zum Querschnitt F dem Gas zugeführte Wärme.) Die Wider
standsarbeit z kommt in dieser Gleich'ung nicht vor 7 da die ver
schwundene Arbeit als Wärme in der Gesamtenergie enthalten bleibt. 

Durch Einführung der "Erzeugungswärme" i = u + pv (thermo-
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dynam. Potential fr, in Art. V 3) 36) gewinnt GI. (d) die im folgenden 
gebrauchte, etwas einfachere Gestalt 

wt 
i + 29 + h = const. + q. 

Ist von der strömenden Flüssigkeit das Gesetz der inneren Energie 

u = {(p, v) 
bekannt, ferner das Gesetz für den Bewegungswiderstand z und die 
Wärmemitteilung q, so reichen die Gleichungen (a) bis (d) aus, um 
für vorgegebene geometrische Verhältnisse der Strömung (Angabe über 
F und h an jeder Stelle des Stromfadens) die Lösung des Problems 
völlig bestimmt zu machen, falls ein Anfangszustand (p0 , v0 , w0) oder 
äquivalente Daten gegeben sind. Wird die Wärmemitteilung als von 
Temperaturdifferenzen abhängig dargestellt, so muss zur Festlegung 
der Temperatur in der strömenden Flüssigkeit noch die "Zustands
gleichung'' 

F(p, v, T) = 0 
hinzugenommen werden. 

Die vorstehende strenge Grundlegung des Problems findet sich 
- allerdings nicht genau in obiger Fassung, und gleich für perma
mente Gase spezialisiert - bei F. Gt·ashof 1863 37). Ausführliche 
Darstellungen finden sich in Grashof, Masch.-L. § 75; Zeuner, 
Therm. § 40. 

Wirklich durchgeführte Rechnungen mit diesen allgemeinen Voraus
setzungen existieren nicht. Die Höhenunterschiede h, die praktisch 
sehr wenig Bedeutung besitzen, sind durchweg vernachlässigt. Meist 
bleibt auch die Wärmemitteilung unberücksichtigt. (Eine Lösung mit 
Wärmeleitung bei Rohrleitungen von konstantem Querschnitt giebt 
Grasho[38), eine Behandlung des Ausflussproblems Fliegner 39)). 

Eine graphische Darstellung der in GI. (b) bis ( d) enthaltenen 
Beziehungen, die sich zuerst bei Zeuner40) findet, möge in der etwas 
veränderten Fassung, die ihr Stodola 41) und Büchner42) gegeben haben, 
hier Erwähnung finden. 

36) V gl. p. 243, Ziff. 5, femer p. 254 und 260. 
37) "Über die Bewegung der Gase im Beharrungszustande in Röhrenleitungen 

und Kanälen", Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 7 (1863), p. 243, 273, 335. 
38) Masch.-L. § 109 u. 115. 
39) Civiling. 23 (1877), p. 433. 
40) Civiling. 17 (1871), p. 71. 
41) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 47 (1903), p. 1 u. f. = Dampfturb. § 21 u. 

22 (§ 2 u. 3). 
42) Zur Frage der Laval'schen Tnrbinendiisen. Diss. Dresden 1903 = 

19* 
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In Fig. 53 soll in einem p-v-Koordinatensystem die Geschwin
digkeitserzeugung in einem Gase (oder Dampfe) verfolgt werden, das 
von dem Zustand Pv v11 wo die Geschwindigkeit w = 0 ist, be

ginnend, längs der Kurve 1-2 
expandiert. Höhendifferenzen und 
Wärmemitteilung sollen ausser Be
tracht bleiben. Gleichung (b) und 
( d) lauten somit in der Integralform 

1 

(b') ~; = j'vdp - z; 
2 

(d') w2 . . 
2g = ~~- ~2' 

0-------------"-- --- Zieht man durch 1 eine Adiabate 
Fig. 53. bis zum Druck p2 herab (1-3), so 

hat man, da diese das Zustands
gesetz bei widerstandsloser Bewegung ist (vgl. den nächsten Abschnitt), 
in der Fläche 0·1-3-4-0 ein Mass für die verfügbare kinetische Energie: 

1 

(b") ~;= jvdp. 
8 

Die wirklich erreichte kinetische Energie ergiebt sich, wenn man 
durch 2 eine Kurve i = const. bis zum Schnittpunkt 5 mit der Adia
bate legt; nach (d') und (b") wird sie durch die Fläche 0-1-5-6-0 
dargestellt. Somit repräsentiert die Fläche 5-6-4-3-5 den durch die 
Widerstände verursachten Energieverlust. 

Durch Vergleich von (b') mit (b") findet man, dass die Wider
standsarbeit z durch die Fläche 1-2-4-6-5-1 dargestellt ist; dass diese 
Fläche um den nicht schraffierten Teil 1-2-3-1 grösser ist als die 
des Energieverlustes, ist damit zu erklären, dass ein Teil der in 
Wärme verwandelten Widerstandsarbeit zur weiteren Expansion nutz
bringend Verwendung findet. 

Eine ähnliche Darstellung lässt sich in Temperatur-Entropie
koordinaten (dem sog. Wärmediagramm) durchführen (Fig. 54). Die 
Flächen oo -1-1'- oo und oo- 2-2'- oo stellen i 1 und i 2 dar, 1-3 ist die 

'i 

Adiabate, die verfügbare Energie 1: 9 = i1 - i 8 ist durch oo-1-3-oo 

dargestellt, der Energieverlust durch 1'-3-2-2'-1', die Widerstands
arbeit z durch 1'-1-2-2'-1'. 

Forschungsarb. Heft 18, p. 47 u. f.; Auszug Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48 
(1904\, p. 1029 u. 1097. 
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Noch einfacher, aber weniger eindrucksvoll wird die Darstellung 
im i-s-System (Fig. 55); die Strecke 1-3 stellt die verfügbare, 1-5 die 
erreichte kinetische Energie, 5-3 den Verlust dar. 

s 

Fig. 54. Fig. 55. 

Ist am Ende des Strömungsvorgangs die Geschwindigkeit wieder 
= 0, so ist nach ( d') i 1 = i 2 . Dies ist die Beziehung, welche beim 
Überströmen mit Vernichtung der Strömungsgeschwindigkeit eintritt 
(vgl. Nr. 22). 

17. Bewegung ohne Widerstände und Wärmemitteilung. 
Gleichung (c) lautet hier: du+ pdv = 0; sie liefert mit u = f(p, v) 
einfach das Gesetz einer adiabatischen Zustandsänderung: 

V= rp(p, Pli vt), 
hiermit wird GI. (b) integrabel; es wird 

~· 
w 2 - w • j 
----"1'- = vdp · 

2g ' 
p 

Pli vll w1 sind dabei die Werte von p, v und w m einem gegebenen 
Anfangsquerschnitt. Gleichung (a) ordnet jetzt mit Hilfe der vor
stehenden Beziehungen jedem Querschnitt F eine bestimmte Ge
schwindigkeit und einen bestimmten Druck zu. 

Ist p1 der Druck in dem Raume, von dem die Flüssigkeits
strömung ausgeht, und kann dort w12 = 0 gesetzt werden, so wird 

~; ]vdp. 
p 

Betrachtet man für diesen Fall den Verlauf des Strömungsquerschnitts 

F- Gv der zu einem bestimmten sekundliehen Gewicht G gehört, als - w' 
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Funktion von p, so findet man, dass nicht nur für p = p1 (wegen 
w = 0), sondern auch für p = 0 (wegen v = oo) F = oo ist (vgl. 
Fig. 56). Für das zwischen beiden Grenzen liegende Minimum von F 
findet man die Bedingung 

2 2 dp dp 
w = - gv · dv = dQ' 

Fig. 56. 

wo Q die Dichte ist. Diese Gleichung besagt nichts anderes, als dass 
die Geschwindigkeit im engsten Querschnitt des Stromfadens gleich 
der dem dortigen Zustande entsprechenden Schallgeschwindigkeit 

a = 1 ;a:p 43) ist. V tQ . 
Dieses Ergebnis scheint zuerst von Hugoniot 44) allgemein be

wiesen worden zu sein, nachdem es etwas früher 0. Reynolds 45) für 
permanente Gase als zutreffend erkannt hatte. 

Der innere Grund dieses eigenartigen Resultates lässt sich etwa 
folgendermassen einsehen: Eine mässige Druckschwankung irgend 
welcher Art rollt in einem cylindrischen Rohr mit Schallgeschwindig
keit über die darin befindliche Flüssigkeit hinweg; lässt man die 
Flüssigkeit mit Schallgeschwindigkeit ßiessen, so wird es dadurch 
möglich, dass die Druckdifferenzen an Ort und Stelle stehen bleiben. 

Da man den Stromfaden an der engsten Stelle (Stetigkeit von ~! 
vorausgesetzt) als Cylinder ansehen darf, fordern hier die stationären 
Pressungsunterschiede eine Strömungsgeschwindigkeit gleich der Schall
geschwindigkeit. 

Nach dem Vorstehenden giebt es für jeden Querschnitt, der 

43) V gL EncykL IV, Art. 24 Akustik, von Lamb. 
44) Paris C. R. 103 (1886), p. 1178. 
45) PhiL Mag. V, 21 (1886), p. 185. = Pap. II, p. 311. 
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gTösser ist, als der engste Querschnitt, je zwei Werte von p und ul. 

Für den Verlauf von p ist dies in Fig. 57 angedeutet (die stark ge
zeichneten Linien). Weiche Kombination der Kurvenzweige in einem 
bestimmten Fall eintreten 
wird, richtet sich nach dem 
Druck an den Enden des 
Rolu·es. 

Untersucht man füreine 
fest vorgegebene Röhre die 
den verschiedenen Strö
mungsvorgängen mit glei-

., 11\ 
L'• I I 

j.' 

chem p 1 und '1\ entsprechende ru,..=.:r.b::~f=:==========~~~~~::_ 
sekundliebe Ausflussmenge 
G, so zeigt sich als Folge
rung aus dem Vorstehenden, 
dass diese einen Grösstwert 
erreicht, wenn im engsten 
Querschnitt Schallgeschwin
digkeit eintritt. 

Verschiedene Druck-
Verteilungen, die kleineren 

Fig. 57. 

Werten von G entsprechen, sind in Fig. 57 durch die dünn aus
gezogenen Linien dargestellt. Die gestrichelten Linien beziehen sich 
auf Ausflussmengen grösser als Gmax.; sie führen nicht von einem 
Rohrende zum andern, entsprechen daher keiner hier möglichen 
Strömung. 

18. Ausströmen aus Öffnungen und Mundstücken. Die Be
antwortung der Frage, welche Luftmenge bei vorgegebener Druck
differenz pro .Zeiteinheit durch eine gegebene Öffnung hindurchtritt, 
entspricht einem alten Bedürfnis der Technik. Dies ist offenbar der 
Grund dafür, dass sich die älteren Arbeiten aus dem Gebiete des vor
liegenden Referates gerade um diese Frage gruppieren. Es mag also 
wohl passend erscheinen, an dieses Thema eine Schilderung der 
historischen Entwicklung der hier auftretenden Gedankenreihen an
zuknüpfen. 

Die älteste Notiz über den Ausfluss "elastischer Flüssigkeitena 
scheint bei Daniel Bernoulli 46) 1738 zu stehen. Er giebt die An
weisung, die Berechnung wie bei einer inkompressiblen Flüsssigkeit 
vorzunehmen; die Geschwindigkeit sei zu setzen: 

46) Hydrodynamica, Strassburg 1738, p 2<!4. 
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die Ausflussmenge wird mit G = F · !!:. berechnet. Diese Be-
vl 

rechnungsweise, der die Vorstellung zu Grunde lag, dass die Ge
schwindigkeit gernäss dem Torricelli'schen Theorem einfach durch die 
im Ausflussgefäss "vorhandene" Druckhöhe h = v1 (p1 - p2) erzeugt 
werde, und dass die Geschwindigkeitserzeugung für jedes Teilchen 
plötzlich beim V erlassen des Gef'ässes erfolge, findet sich bei d' .Alem
bert49) und anderen wieder; sie schien auch durch verschiedene V er
suchsreihen 50), die freilich alle mit kleinen Pressungen angestellt 

Fig· 58. 

waren, bestätigt zu werden. Erst Navier 51) fand 
1829 den richtigen Weg, die unter allmählicher 
Expansion des Gases stattfindende Geschwindig
keitserteilung mit Hilfe von Differentialbetrach
tungen zu berechnen. Er besitzt die Beziehung (b) 
in ihrer einfachsten Form (vgl. p. 293) und er
hält aus ihr mit der Annahme, dass der Druck in 
der Mündung gleich dem äusseren Druck p2 ist, 
unter Voraussetzung des Mariotte'schen Gesetzes: 

pv = C für eine der Fig. 58 entsprechende Mündung 

Pw FV p G= - =- 2gClog - !.. 52) 
Vz v, Pz 

Er diskutiert die Gleichung nach verschiedenen Richtungen, zeigt auch, 
dass sie für sehr kleine Pressungsunterschiede in die bei inkom
pressiblen Flüssigkeiten gebräuchliche übergeht. Er findet auch bereits, 
dass (für konstantes G) der Querschnitt F als Funktion von p ein 
Minimum besitzt, zieht aber daraus falsche Schlussfolgerungen. Des 

48) Im folgenden bezeichnet der Index 1 immer die Zustände in dem Raume, 
aus dem die Flüssigkeit ausfliesst; der Index 2 die Zustände in dem Raume, in 
den sie eintritt. 

49) Traite de l'equilibre et du mouvement des fluides, Paris 1744, p. 165 u. f. 
50) Die bemerkenswerteren Arbeiten über Ausflussversuche bei geringem 

Überdruck sind G. Schmidt, Ann. Phys. Chem. (1) 66 (1820), p. 39; Lagerhjelm, 
Stockholm Akad. 1822; Bericht hierüber von Girard, Journ. genie civil 1829; 

K. L. Koch, Versuche über die Geschwindigkeit ausströmender Luft, Göttingen 
1824; Bericht hierüber von G. Schmidt, Ann. Phys. Chem. (2) 2 (182!), p. 39; 

Aubuisson, Ann. des mines 13 (1826), p. 483; H . Buff, Ann. Phys. Chem. (2) 37 

(1836), p. 277 u. 40 (1837), p. 14; (Neuberechnung der Koch'schen Versuche und 
Bericht über eigene Versuche). 

51) Memoire sur l'ecoulement des fluides elastiques, Paris, Mem. de l'Acad. 
9 (1830), p. 311. 

52) Die sehr verschiedenen Formelbezeichnungen und Bezugsgrössen sind 
überall in die unsrigen umgeschrieben. 
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weiteren werden nach den Methoden der Hydraulik Ausströmung aus 
Öffnungen in dünner ·wand, Energieverluste durch plötzliche Er
weiterung und Kontraktion in Rohren, und ähnliches behandelt. 

Um einen grossen Schritt wurde die Theorie zehn Jahre später, 
1839, von den Ingenieuren B. de Saint-Venant und L. Wantzel 53) 

gefördert. Sie berücksichtigen durch Verwendung des Laplace-Poisson
schen Adiabatengesetzes pv" = const. die bei der Expansion am
tretende Abkühlung des Gases und erhalten so die Formeln: 

W = fJJ Vx2 gx1 PtVt ( 1 - (*)~), 

G = !LFo (::)~V :gxl !: ( 1 - (::) "~ t) 

( rp und !L sind durch V ersuche zu ermittelnde Korrektionsziffern ). 
De Saint- Venant und Wantzel diskutieren die Beziehungen und finden, 
dass G als Funktion von p 2 (bei festgehaltenem p1 und !L) ein Maximum 
bei dem Werte 

" 
, ( 2 ><-t 

p = x+ 1) . Pt 

besitzt. Der Gedanke, dass es widersinnig ist, dass die Ausflussmenge 
abnehmen soll, wenn der Druck auf der Ausströmseite erniedrigt wird, 
führt sie auf den Gedanken, dass der Druck p in der Mündung bei 
grösseren Druckdifferenzen höher sein müsse, als der Aussendruck p2, 

und jedenfalls nie unter den eben definierten Wert p heruntersinken 
könne. Ihre Experimente (Einströmen der Luft in den Recipienten 
einer Luftpumpe) zeigen, obwohl die Messungen wegen Nichtbeachtung 
der auftretenden Temperaturdifferenzen mangelhaft sind, diese An
nahmen bestätigt. (Zwischen p 2 = 0 und p2 = 0,4 Pt war die Aus
flussmenge konstant, nahm dann bei grösserem p2 erst langsam, dann 
rascher ab.) Spätere Versuche von 1843 54) an einem Dampfkessel 
gaben ähnliche Resultate. 

Die Arbeit von de Saint- Venant und Wantzel geriet merkwürdiger 
Weise wieder in Vergessenheit. Zum Teil war daran wohl die schroffe 
Ablehnung schuld, welche ihr von Poncelet55) zu Teil wurde, der, auf 
Versuche von Pecqueur gestützt, die alte Bernoulli'sche Hypothese 

53) Memoire et experiences sur l'ecoulement de l'air, Journ. ec. polyt. 27 
t1839), p. 85. 

54) Paris C. R. 18 (1843), p. 1140. 
55) Paris C, R. 21 (1845), p. 178i Replik und Duplik p. 366 u. 387, 
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verteidigte. Ein anderer Grund mag darin liegen, dass de Saint-Venant 
und Wantzel zur Diskussion ihrer Versuchsergebnisse nicht ihre 
rationelle Formel verwendeten, sondern aus ihnen eine ziemlich will
kürliche empirische Formel ableiteten. 

Die rationellen Formeln für w und G wurden erst 1855 von 
Jul. Weisbach 56) wieder gefunden und führten lange seinen Namen. 
M. Herrmann 51) diskutierte 1860 das Maximum von G und deutete 
es, wie de St. Venant und Wantzel: der Mündungsdruck sinkt nie unter 
p' herab und die Geschwindigkeit steigt erst ausserhalb der Mündung 
unter Ausdehnung des Strahls auf den p2 entsprechenden Wert. 

In derselben Zeit (1856) kamen - wieder unabhängig von den 
bisherigen - W Thomson und Joule 58) von der Seite der Thermo
dynamik her zu einer Lösung des Ausfl.ussproblems. Sie besitzen die 
Gleichung ( d) in der auch bei beliebigen Widerständen giltigen Form 

W 2 Yp 
2 g = ut - U2 +Pt V1 - PsV2 = A (Tl - T2) 

u,nd gewinnen hieraus ebenfalls die Formeln für w und G bei adia
batischer Expansion; sie bemerken dabei auch das Maximum von G. 

Inzwischen war auch das adiabatische Ausströmen des Wasser
dampfes in Angriff genommen. Nach der ersten Theorie von Redren
bacher 59), 1855, die wegen fehlender Berücksichtigung der Condensation 
im expandierenden Dampf unrichtig war, wies 1860 F. Grashof60) auf 
den richtigen Weg. Durchgeführt wurde die Rechnung auf Grund 
unserer Formel (d) aus den Gesetzen für nasse Dämpfe (vgl. Nr. 6) 
von G. Zeuner 186361). Er erhält 

.A~: = ~~ (Tt- T2) + qp,- qh- Tt(s~ -s;) + .Av"(Pt- Pt), 6t) 

wofür er für Überschlagsrechnungen noch die Näherungsformel 
w 1 a:.l1 
2g = ATt (Tl- Tt) 

angiebt. 
Das zur Berechnung des Ausflussgewichtes nötige Dampfvolumen 

wird aus der Gleichung der Adiabate ermittelt. Die Formeln werden 

66) Lehrbuch der Ingenieur- und Maschinenmechanik, 3. Aufl. 1856, § 431. 
57) Zeitschr. d. österr. Ing.-Ver. 12 (1860), p. 34. 
68) London Proc. Roy. Soc. 8 (1866), p. 178. 
59) Gesetze des Lokomotivbaues, Mannheim 1865, p. 34. 
60) Zeitsch. d. Ver. deutsch. Tng. 4 (1860), S. 96. 
61) Das Lokomotivblasrobr, Zi1rich 1863, p. 76 u. f. 
62) In dieser Weise findet sich die Formel erst etwas später in der 2. Au:fl. 

der "Grundzüge", p. 411. 



18. Ausströmen aus Öffnungen und Mundstücken. 299 

für den Ausfluss von trocken gesättigtem Dampf, sowie von heissem 
Wasser (Kesselwasser) 63) spezialisiert und durch Tabellen erläutert. 
l!'ür letzteres findet er das merkwürdige Resultat, dass für Aus
strömen in die Atmosphäre das sekundliehe Ausflussgewicht für 1 qcm 
Öffnung fast unabhängig vom Kesseldruck ungeiähr 0,11 kg betrage 64). 

Die Theorie des Ausströmans wurde nach der thermodynamischen 
Seite hin weiter gefördert von Grasho{, der 1863 in der bereits 
zitierten grundlegenden Arbeit 87) den Einfluss der durch die Wider
stände hervorgerufenen Erwärmung des Gases richtig einschätzen 
lehrte, des weiteren von Zeuner 1871 in seiner "Neuen Darstellung 
der. Vorgänge beim Ausfluss der Gase und Dämpfe aus Geiäss
mündungen"65). Zeuner berücksichtigt hier (bei Luft) den Einfluss 
der Widerstandsarbeit unter der Annahme, dass sie der Temperatur
senkung, d. h. dem Zuwachs der kinetischen Energie proportional wäre: 

dz = ~d(;~ = b 'J:dT (vgl. _P· 298). 

Er erhält so als Gesetz der Zustandsänderung statt pv" = const. die 
Beziehung p v" = const., worin der "Ausflussexponent" n mit dem 
Widerstandskoeffizienten b durch die Gleichung 

(1 + '>x 
n= 1+tx 

zusammenhängt. Das Ausflussgewicht ergiebt sich hiernach zu 

G = aFo(Pt).;-1 J ~Pt (1- (Pt)n:l). 
Pt V x-1 vt Pt 

Der Koeffizient a ist dabei durch den Zusammenhang zwischen 
dem freien Strahlquerschnitt F und dem Mündungsquerschnitt F 0 ge
geben: F .:_ a:F0 • Zeuner empfiehlt unterhalb 

n 

;: = ( n t 1 )" - 1 (kritisches Druckverhältnis), 

bei gut abgerundeten Mündungen a = 1 zu setzen. Bei grösserem 
Druckverhältnis ist a > 1 und es wird hierfür G unabhängig vom 
Aussendruck gleich dem Maximalwert 

1 

G = fX' F. (-2-)n-1 -v 2gx n-1 p1 

On+1 x-1 n+1'v1 ' 

63) Zuerst im Civilingenieur 10 (1864), p. 87. 
64) Neuere Untersuchungen führten zu andern Ergebnissen. Vgl. hierzu 

den Schluss dieser Nuromer. 
66) Civiling. 17 (1871), p. 71. 
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worin der neue Koeffizient a' für abgerundete Mündungen = 1 zu 
setzen ist. Für gesättigte Dämpfe, sowie auch für überhitzte schlägt 
er denselben Rechnungsgang vor 66). Es ist dazu nur nötig, für die 
adiabatische Expansion einen mittleren Exponenten " anzunehmen. 
Für gesättigten Wasserdampf giebt er an: " = 1,035 + 0,10 x1 , wo 
x1 die spezifische Dampfmenge beim Druck p 1 ist. 

Für Ausfluss von trocken gesättigtem Dampf erhält man aus 
obiger Formel, wenn man das Volumen v1 durch den Druck ausdrückt 
(pv1,06S = const.), nach Grasho[61) die einfache Beziehung 

G / a' Fo = 0 p0,96965; 

die Konstante 0 ist für ~ = 0, wenn F 0 lll m2, p in kg/m2, G in 
kg/sec gemessen wird, 0 = 0,02018. 

Inzwischen waren von Verschiedenen V ersuche zur Prüfung der 
Theorie und zur Gewinnung von Korrektionskoeffizienten unternommen 
worden. 

Voranzustellen sind die vorzüglichen V ersuche Weisbach's von 
1856, über die er 1859 68) berichtet, deren Zahlenmaterial er aber erst 
1866 69) ausführlich mitgeteilt und bearbeitet hat. Seine Versuche, 
mit in einem Kessel komprimierter Luft angestellt, waren dadurch 
wesentlich vollkommener als die der früheren Experimentatoren, dass 
Weisbach bei den Druckablesungen, aus denen die Ausflussmengen be
stimmt wurden, jedesmal den Ausgleich der bei der Expansion ent
stehenden Temperaturdifferenzen abwartete. Ein Teil seiner Versuchs
resultate, die sich auf sehr verschiedene Arten von Mündungen, mit 
und ohne Ansatzrohr, beziehen, wurde von Grashof 10) einer ver
bessernden Neuberechnung unterzogen. Die Änderung des Ausfluss
gesetzes bei Überschreitung des kritischen Druckverhältnisses war 
Weisbach unbemerkt geblieben, seine Versuche reichten nur eben bis 
an diese Grenze. Das Verdienst, diese Dinge zuerst einwandfrei nach
gewiesen zu haben, gebührt R. D. Napier 71) (1866). Er stellt die 
Ergebnisse seiner Ausflussversuche mit Wasserdampf (abgerundete Mün
dungen) in folgenden zwei Formeln zusammen: 

66) Vgl. auch die Darstellung in Therm. II, 1. Aufl. § 20 u. 22; 2. Aufl. 
§ 21 u. 23. 

67) Masch.-L. § 111. 
68) Civiling. 5, p. 1. 
69) Civiling. 12, p. 1 u. 77. 
70) Zeitachr. d. Ver. deutsch. lng. 7 (1863), p. 279; Masch.-L. 1875, p. 580. 
71) On the velocity of steam and other gases, Lonc:lon 1866; Engineer 23 

1867), p. 11. 
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Er hat auch zuerst 78) den Druck in der Mündung experimentell er
mittelt (durch Druckmessung an einer feinen Bohrung in der Ausfluss
mündung, vgl. Fig. 59) und damit die Annahme von de Saint- Venant und 
Wantzel, die er selbst nicht kannte, wohl bestätigt. 

Als weitere Versuche über Luftausfluss sind 
vor allem zu nennen die umfangreichen V ersuche 
von Zeuner 1871 74) und Fliegner 1874 und 1877 75). 

In der letzteren Arbeit untersucht Fliegner auch den 
Einfluss der Wärmeleitung im Mundstück theoretisch 
sowohl als auch experimentell, er findet bei einem 
Mundstück aus Messing den Ausflussexponenten 

J<'ig. 59. 

n = 1,37 (~ = 0,077), bei Buchsbaumholz n = 1,395 (~ = 0,027); aus 
diesen Zahlen schliesst er auf eine bedeutende Wirkung der Wärme
leitung. In sorgfältigen Beobachtungen des Mündungsdruckes Pm findet 
er, dass dieser nie unter den "kritischen Druck" 
herabgeht, und immer etwas höher als p2 liegt. 
Als Näherungsformeln fiir gut abgerundete Metall
mündungen empfiehlt er (p in kgfm2, F in m2) 

Q__ = 0 761 /(pl- Pt)P2 für p > .!_ p 
F 0 ' V T1 2 2 1' 

G 3 P1 .• 1 
y= 0, 8 ,,T- fur p 2 <2Pu 

0 y 1 

In Fig. 60 findet man die Ergebnisse der Fliegner
s<'hen Versuche veranschaulicht; es sind die Grössen 
Pm und G in ihrer Abhängigkeit von p2 bei fest
gehaltenem p1 dargestellt. 

Erwähnenswert sind auch die sorgfältigen Fig. 60. 

Versuche, die G. A. Hirn 1884 76) mit Luft bei 
gewöhnlichen und höheren Temperaturen, sowie mit Kohlensäure und 
W assarstoff angestellt hat. Er liess die Gase aus einem Gasometer 

72) So sind die Formeln von Zeuner (Tberm. II, § 24) umgeschrieben worden. 
73) Engineer 28 (1869), p. 287. Vgl. auch Rankine, Engineer 28 (1869), 

p. 352 u. 358 = Civiling. 16 (1870), p. 35. 
74) Vorläuf. Bericht Civiling. 20 (1874), p. l. (Dort ist auch die Priorität 

von de Saint- Venant und Wantzel wieder aufgedeckt.) Ausführlicher in Tberm. I 
(1. Auß.), § 49-51. 

75) Civiling. 20, p. 13 und Civiling. 23, p. 443. 
76) Briissel Mem. Acad. Roy. 156 (18811), Nr. 3; Ann. cbim. phys. (6) 7 
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in einen evakuierten Raum einströmen und erreichte dadurch eine 
sehr einwandfreie Messung der Ausflussmengen. Die Hirn'schen V er
suche bestätigen die früheren Ergebnisse; sonderbarer Weise glaubte 
Hirn selbst, indem er die Geschwindigkeit auch über das kritische 
Druckverhältnis hinaus mit der Formel w = Gv2/F berechnete, einen 
Widerspruch zwischen Theorie und Versuch nachgewiesen zu haben; 
seine Ansicht wurde von Hugoniot 17) und Parenty 78) 1886 widerlegt. 

Parenty hat später 79) 80), auf den Hirn' sehen V ersuchen fussend, 
eine empirische Näherungsformel von grosser Allgemeinheit angegeben. 
Er stellte fest, dass die Ausflussmenge G in ihrer Abhängigkeit von 
p2 (vgl. Fig. 60) sehr nahe durch einen Ellipsenquadranten und dessen 
horizontale Tangente dargestellt werden kann. Es möge nun das 
Verhältnis (p1 - p2)/p1 = o und (p1 - p')jp1 = o' gesetzt werden 
(p' = kritischer Mündungsdruck), ferner sei a0 der Kontraktions
koeffizient, der der Mündung für Wasserausfluss unter Wasser zu
kommt; dann ist nach Parenty für beliebige Mündungen das Produkt 
o' · a0 eine Konstante, ferner Gmax proportional -va;;; die Konstanten 
werden so bestimmt, dass für a0 = 1 der adiabatische Ausfluss er
halten wird. Mit 

wird 

" 
o' · a = o0' = 1 - (lt t 1)"- 1 (vgl. p. 297) 

für 0 < 01
:; = 2ao Vgoo'Pl vl. 0 (1- "; tt:')' 

für d' > o':; = d'o'· V2ao9P1Vl; 

von den Koeffizienten o0' und a0 der vorstehenden Formeln hängt der 
eine nur von der Gasart ab, der andere nur von der Mündungsform. 
Neuerdings hat Parenty an Hand der Rateau'schen Versuche (s. u.) 
die Anwendbarkeit seiner Formeln für Dampfausfluss gezeigt 81). 

Ferner hat Boussinesq 82) gezeigt, dass - für adiabatischen Ausfluss -
eine Reihenentwicklung nach o die Parenty'sche Ellipsenformel als 
zweite, bereits sehr befriedigende Näherung ergiebt. 

(1886), p. 289; Recherehes experiment-ales sur la limite de vitesse que prend 
un gaz etc., Paris 1886. 

77) Paris C. R. 102 (1886), p. 1545. 
78) Paris C. R. 103 (1886), p. 125. 
79) Paris C. R. 113 (1891), p. 184; 116 (1893), p. 1120; 11!l (1894), p. 419. 
80) A.nn. chim. phys. (7) 8 (1896), p. 5. 
81) A.nn. des mines (10) 2 (1902), p. 403. 
82) J. des Mathem. (5) 10 (1904), p. 79. 
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In neuerer Zeit (1897) hat auch Zeuner 83) Luftausflussversuche 
mit einem Vakuumkessel gemacht, die ihn zu einer neuen Hypo
these geführt haben; besonders V ersuche mit grossen Widerständen 
führen ihn auf die Beziehung, "dass die Luft in den leeren Raum 
mit der dem Zustande der Luft in der Mündung entsprechenden 
Schallgeschwindigkeit w$ = -y;gpv ausströmt, welche Widerstände 
hierbei auch beim Hinströmen nach der Mündung vorliegen mögen". 
Diese Geschwindigkeit ergiebt sich aus (d) zu 

,; 2g~
w. = Jl ~ + 1 P1 vl · 

Die Ausflussmenge wird hierbei 

G = F. (-2-)n~l-. ~1 . 
o ~ + 1 V ;+1: ~1 

Wie W. Schüle84) nachwies, ist das Maximum der älteren Zeuner'schen 
Formel, die unter dem kritischen Druckverhältnis weiter gelten sollte, 
grösser als der vorstehende Wert; man kann indes diesen Wert durch 
verschiedenes n in beiden Formeln mit dem Maximum zusammen
fallen lassen. - Zeuner's V ersuche ergaben - für Druckverhältnisse 
über dem kritischen Wert - den Ausflussexponenten n zu 1,375 
bis 1,38; dieses entspricht Werten von ~ = 0,065 bis 0,055. 

Über den Ausfluss von Dampf85) sind nach Napier von Ver
schiedenen V ersuche angestellt worden. So hat Zeuner 1870 Aus
flussversuche mit Hilfe eines Injektors (Dampfstrahlpumpe) gemacht 
(erst 1890 veröffentlicht 86) ). Ferner sind zu erwähnen die V ersuche 
von 0. H Peabody und L. H. Kuhnhardt 87) (mit Messung des Mündungs
druckes), von Parenty 80), von Rosenhain 88) (mit Messung der Reaktion 
der ausfliessenden Strahlen, bei verschiedenen Mündungen, auch konisch 
erweiterten Rohren, vgl. Nr. 20), von Gutermuth und Blaess 89) (mit 
verschiedenen Mündungen, Röhren und Düsen, wie sie bei Dampf-

83) Therm. I (2. Aufi.), p. 242 u. 256. 
84) Dingler's Polyt. Journ. 318 (1903), p. 355, 369 u. 388. 
85) Ein zusammenfassender Bericht über ältere Versuche (auch solche mit 

Luft) findet sich bei R. Kolster, Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 11 (1867), p. 433 u. 
711 u. 12, p. 97. Besonders genannt seien die Versuche von Tremery, Ann. des 
mines (3) 20 (1841), p. 343) und von Minary und Resal, Ann. des mines (5) 19 
(1861), p. 379 (deutsch im Civiling. 8 (1862), p. 101). 

86) Therm. II, § 25. 
87) Trans. Am. Soc. of Mec. Ing. 1890; Bericht im Engineering 49 (1890), p. 64. 
88) Proe. Instit. of Civ. Ing. 140 (1900), p. 199. 
89) Phys. Ztschr. 4 (1902), p. 82; Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48 (1904), 

p. 75 = Forschungsarb. Heft 19 (1904), p. 45. 
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turbinen und bei den Schiebern der Dampfmaschinen in Verwendung 
stehen). Diesen Versuchen, bei denen die Ausflussmengen durch die 
kondensierten Wassermengen gemessen wurden, stehen V ersuche von 
A. Rateau 90) gegenüber, bei denen die Dampfmengen durch die an 
das Kühlwasser abgegebenen Wärmemengen bestimmt wurden. Durch 
gleichzeitige Messung der Dampffeuchtigkeit können diese V ersuche 
fü~ besonders zuverlässig gelten; sie liefern das Resultat, dass die 
Ausflussmengen für abgerundete Mündungen bei grossen Druckunter
schieden sehr gut durch die Formeln für verlustlose Strömung dar
gestellt werden; die Rateau'sche Formel 

Gja' F0 =Pt (0,01904- 0,00096 log10 Pt), 
wo p und F 0 auf Metarmass bezogen sind, stimmt sehr genau mit der 
Grashof'schen Formel p. 300 überein; die älteren Versuche hatten, 
wohl durch mangelnde Trockenheit des Dampfes entstellt, grössere 
Werte ergeben. Für mässige Druckunterschiede liegen die Rateau
seben Zahlen bis zu 5% unter den theoretischen W erlen. 

Bemerkenswert ist auch die von Rateau gefundene Thatsache, 
dass der Kontraktionskoeffizient für Öffnungen in dünner Wand, dar
gestellt durch das Verhältnis der hier auftretenden Ausflussmenge zu 
der bei abgerundeter Öffnung, sowohl für Dampf als auch für Gase 
(V ersuche von Hirn) bis zu Drucken p9 = 0,45 p 1 herab sehr genau 
eine lineare Funktion des Druckverhältnisses ist, z. B. für Dampf 

a1 = 0,645 + 0,35(pt- p9)/Pt· 
Ausfluss von heissem Wasser. Über den Ausfluss von Wasser 

aus dem Wasserraum eines Dampfkessels - also Wasser von der 
dem Druck p1 entsprechenden Siedetemperatur - wurden von den 
Ingenieuren Pulin und Bonnin 1890 V ersuche angestellt, über die 
Sauvage 91) berichtet hat. Die Ergebnisse weichen vollständig von 
den theoretischen Resultaten Zeuner's 68) ab, die Ausflussmengen waren 
10-12mal so gross, als die theoretischen. Zeuner92) erklärte später 
die Differenz durch die Annahme einer verzögerten Verdampfung des 
Wassers, wodurch der Ausflussvorgang sich mehr dem Ausfluss kalten 
Wassers nähere. 

Neuerdings haben unabhängig voneinander A. Bateau 93) und 
A. Fliegner94) nachgewiesen, dass man unter Beachtung des de Saint-

90) Rev. de meeanique 7 (1900), p. 167; A.nn. des mineR (10) 1 (1902), p. 6. 
91) Ann. des mines (9) 2 (1892), p. 192. 
92) Therm., 2. Aufl., § 22. 
98) Rev. de mecanique 9 (1901), p. 660 = Ann. des mines (10) 1 (1902), p. 59. 
94) Schweiz. Bauztg. 45 (1905), p. 282 und 806. 
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Venant~ Wantzel'schen Prinzipes bedeutend höhere Ausflussmengen er
hält, als Zeuner gefunden hatte. Nach Fliegner ergiebt sich z. B. für 
p1 = 6 atm (absolut) das Maximum der Ausflussmenge für 1 qcm Öff
nungsquerschnitt zu 0,42 kg/sec bei einem Mündungsdruck p' = 5,4 atm, 
während Zeuner unter Annahme eines Mündungsdruckes von 1 atm 
die Zahl 0,108 erhalten hatte. 

Beide .Autoren zeigen ferner, dass sich noch viel grössere .Ausfluss
mengen ergeben, wenn man annimmt, dass die Temperatur des aus
fliessenden Wassers um einige Grade unter dem dem Kesseldruck 
entsprechenden Siedepunkt liegt; Rateau und Fliegner verwerten dieses 
Ergebnis zu einer Erklärung der auch gegen ihre Zahlen noch drei
mal grösseren Versuchswerte von Pulin und Bonnin. Fliegner be
rechnet u. a., dass bei 6 atm Dampfspannung für die Verdreifachung 
der Ausflussmenge 6° Temperaturerniedrigung ausreichend sind. Indes 
zeigen neue, noch unveröffentliche V ersuche von J. Adam 95), dass 
die Zeuner'sche Erklärung durch verzögerte Verdampfung die zu
treffendere ist. Adam findet bei vergleichenden Versuchen mit heissem 
und kaltem Wasser, dass das Verhältnis der Ausflussmengen von 
hei;sem und kaltem Wasser (bei 6 atm) von 0,91 bei Öffnungen in 
dünner Wand bis auf 0,56 bei kurzer abgerundeter Mündung und 
weiter auf 0,44 bei einem mässig langen Ansatzrohr herabsinkt. 

19. Strömungswiderstände. Man pflegt die bei den Strömungs
bewegungen auftretenden Widerstände in kontinuierlich verteilte und 
in konzentrierte einzuteilen, je nachdem es sich um die hemmende 
Wirkung eines längeren Rohres oder einer örtlichen Unregelmäßig
keit (plötzliche Verengung, Erweiterung, Richtungsänderung usw.) 
handelt. Das übliche Mass für den Widerstand bildet die durch 
GI. (b) definierte Widerstandshöhe z, bezw. ein durch Vergleich mit 
der Geschwindigkeitshöhe wj /2 g gewonnener Widerstandskoeffizient. 

a) Über die konzentrierten Widerstände ist, abgesehen von den 
im vorigen Abschnitt behandelten Ausflusswiderständen, wenig Litte
rstur vorhanden. Ein Versuch, die Vorgänge bei plötzlichen Ver
engungen und Erweiterungen eines Rohres zu berechnen, findet sich 
bereits bei Navier 51). Er glaubt jedoch, die Widerstandshöhe bei 
plötzlicher Rohrerweiterung einfach, wie bei inkompressiblen Flüssig
keiten 96), als Oarnot'schen Stossverlust 

(w1 -w,)' 
Z=-'--"--:::-~:__ 

2g 

95) Ausgeführt im Laboratorium für technische Physik zu München. 
96) V gl. Encykl. IV 20, 7 (Forchheime1·). 

Encyklop. d. math. Wiosensch. V 1. 20 
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setzen zu dürfen. Erst Grasko[D7) zeigte 1875, dass man bei kom
pressiblen Flüssigkeiten im Falle einer plötzlichen Rohrerweiterung 

~ w1 2 
z = 1 ;- ' + p1 ( v1 - vll) + fpdv 

g t 
setzen müsse. Im besonderen entwickelte &r 98) unter Berücksichtigung 
der Wärmevorgänge die Formeln für einen Widerstandskoeffizienten, 
der nach dem Muster der Hydraulik 

f-= 2gz 
b wt 

gesetzt wird, unter der vereinfachenden Annahme, dass die Zustands
änderung während der Einwirkung des Widerstands als eine Polytrope 
pvm = const. angenommen werden darf. Mit diesen Formeln unter
zieht er einige Versuche von Weisbach 68) 69) über Knieröhren usw. 
einer N euberechnung. Er entwickelt auch die Beziehungen für den 
Widerstand einer plötzlichen Verengung mit darauffolgender Erweite
rung und erläutert die ziemlich verwickelten Formeln durch Zahlen
beispiele. 

A.Jtmerkung. Mit der eben besprochenen Aufgabe ist durch die 
Art der Behandlung (Anwendung des Satzes von der Bewegungs
grösse 99)) die Theorie der Strahlapparate verwandt. Es gehört zu 
diesen das Lokomotivenblasrohr (vgl. hierüber die Monographie von 
Zeuner 61)), ferner das Dampfstrahlgebläse; grosses theoretisches Inter
esse bietet auch die Dampfstrahlpumpe von Giffard (der sogenannte 
Injektor, dessen wärmetheoretische Analyse auch von Zeuner~ ge
geben worden ist), sowie der Strahlkondensator von KO'fting. 

Die Bel).andlung dieser Dinge musste hier ~terbleiben, da eine 
Anzahl Beziehungen, die besser in die Referate über Hydraulik passen, 
hierzu hätten erörtert werden müssen. Die Eigenart der vorgenannten 
Apparate erlaubt fast durchgängig, die wärmetheoretische Bestimmung 
der in ihnen auftretenden Mischungsvorgänge, ohne Hinzunahme der 
Dynamik, vorweg zu behandeln. In dynamischer Beziehung unter
scheiden sie sich in nichts anderem von den im Artikel IV 21 ( Grii.bler) 
zu behandelnden. Strahlpumpen, als dass das Mischungsvolumen nicht 
gleich der Summe der zuströmenden Volumina ist, sondern sich durch 
die vorhergehende thermische Untersuchung bestimmt. 

97) Masch.-L. § 76. 
98) Masch.-L. § 108. 
99) Encykl. IV 20, 2b (ForcMeimer). 

100) Civiling. 6 (1860), p. 811; vgl. auch p. 822. 
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b) Die kontinuierlichen Widerstände werden hier durchgängig nach 
dem in der Hydraulik üblichen .Ansatze101) 

ws 
de = b12g dx 

in Rechnung gesetzt; dx bedeutet dabei ein Längenelement in der 
Rohraxe gemessen, bt einen Widerstandskoeffizienten, der zumeist als 
Funktion des Rohrquerschnitts angesehen wird, manchmal aber als 
auch von der Geschwindigkeit abhängig betrachtet wird. Girard 102), 

Navier 01) und andere setzten, ganz entsprechend den .Ansätzen in der 
Hydraulik bt = ß ><Umfang : Fläche des Querschnitts, also für den 
Kreisquerschnitt (Durchmesser d) 

4p 
bt = (f' 

Bezüglich der Werte von ß (eine reine Zahl) ergeben die verschiedent
lich angestellten Versuchsreihen sehr widersprechende Resultate. 
Während ältere Experimente 108) sowie auch neuere von Zeuner 104) für 
Rohrdurchmesser von 0,5 ,....... 3 cm ß ziemlich konstant = 0,00594 '""' 
0,0064 ergeben, zeigen andere V ersuche merkliche Abhängigkeit vom 
Durchmesser und von der Geschwindigkeit; die von Grashof1°5) neu
berechneten V ersuche von Weisbach 68) 69) 

(d = 1 ,....... 2,5 cm, w = 30""' 110 rn/sec) 

werden gut durch die Formel 
0,0028 

{J = tf!,S& W0,167'6 

dargestellt (d und w in Metern). Die Versuche an technischen Druck
luftleitungen 106) (d = 7,....... 30 cm) ergaben ß unabhängig von w, nämlich 

fJ = 0,00242 • 
afl181 

Ein ähnliches Gesetz wurde übrigens auch schon früher (für 
d = 1 ""'3 cm) von Pecqueur65) gefunden: fJ = constjat. In den theo
retischen Arbeiten über die Strömung mit Widerständen (vgl. hierüber 
den folgenden Abschnitt), wird bt ausnahmslos als unabhängig von 
der Geschwindigkeit, also als Funktion des Durchmessers allein ein
geführt. 

101) Encykl. IV 20, 4 (Forchheimer). 
102) Ann. chim. phys. 16 (1821), p.129 = Ann. Phys. Chem. (2) 2 (1824), p. 59. 
103) V gl. 60) (.Aubuisson, Buff), 56) (Pecqueur). 
104) Therm. I, 2. Aufl., § 48. 
105) Masch.-1., § 106. 
106) Eine Zusammenstellung davon findet sich bei H. Lorene, Zeitschr. 

d. Ver. deutsch. Ing. 36 (1892), p. 621 u. 835. 
20"' 
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20. Strömung durch Röhren und Düsen 107). Die verlustfreie 

Strömung durch Röhren von veränderlichen Querschnitt ist bereits in 
N r. 17 besprochen. Hier handelt es sich also um das Studium der 

durch Widerstände beeinflussten Bewegungen. Die kontinuierlichen 

Widerstände werden in der in voriger Nummer dargelegten Weise 
in Ansatz gebracht; der Koeffizient ~1 pflegt dabei als eine im übrigen 

beliebige Funktion des Rohrdurchmessers betrachtet zu werden. 
Schliesst man Wärmeleitung aus 108), so lauten die Grundgleichungen 

(a), (b) und (d) hier: 

(a) Gv=Fw, 
wt 

(b) wdw + gvdp + ~1 2 ax = 0, 

(d) 

i 1 ist dabei die Erzeugungswärme im Anfangszustand p1 v11 bei welchem 

w = 0 ist. Ist i als Funktion von p und v gegeben, so lassen sich 
aus GI. (a) und (d) bei bekanntem p, F und G die Grössen v und w 
bestimmen, eine für Auswertung von Versuchen sehr nützliche Be
ziehung 109). Hat man hierdurch v und w kennen gelernt, so liefert 
Gl. (b) Aufschluss über ~1 . 

Durch Elimination von dv und dw kann :~ als Funktion von 

1 dF 
p, v, ~1 und F dx, oder, nach Vorstehendem, wenn noch F und ~1 als 

Funktionen von x gegeben sind, als Funktion von p, x und G er

halten werden. Für ein gegebenes G lässt sich also die Aufgabe 

auf die Lösung einer Differentialgleichung ~~ = f(p, x) zurückführen. 

Diesen Weg haben H. Lorenz 110) und L. PrandtP11) - unter der 
vereinfachenden Annahme des Gasgesetzes - beschritten. In seiner 

allgemeinen Bedeutung scheint er von A. Stodola 112) zuerst klar er

kannt worden zu sein. Auf demselben Gedanken beruht auch das 

107) Vgl. hiermit Encykl. IV 20 (Forchheimer) ö b) und d). 
108) Auf die Grashofsehe Theorie der Luft- und Dampfbewegung in Röhren 

mit Wärmeleitung ist schon hingewiesen woraen 88). Die Besprechung der ziem

lich verwickelten Rechnungen mag hier unterbleiben, da sich weitere Arbeiten 

nicht daran angekniipft haben. 
109) Anscheinend unabhängig von Stodola 112) und Büchner 42) gefunden; in 

etwas anderer Weise von .A. Pliegner 115) benutzt. 
110) Phys. Zeitschr. 4 (1903), p. 333 = Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 47, 

p. 1600. 
111) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48 (1904), p. 348. 
112) Dampfturb. § 26 (§ 7). 
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zeichnerische Verfahren von G. Fanno 119), der im T-s-System mit 
Hilfe der Kurven i = const. und v = const. unter Anwendung von 

GI. (a) und (d) Kurven ; = const. ermittelt, und dann für eine ge

gebene Röhre u. s. w. die zu einem bestimmten G gehörige Zustands
kurve durch schrittweises Vorgehen gewinnt. 

Für permanente Gase findet man mit i =" " 1 pv, dass hier w 

einfach als Funktion von P J dargestellt werden kann. Zur Dis

kussion von :: wird zweckmässig die dem jeweiligen Zustande p, v 

entsprechende Schallgeschwindigkeit a = V"9PV eingeführt. 
Erreicht die Strömungsgeschwindigkeit irgendwo die Schall

geschwindigkeit, so ist dies immer für den aus ( d) erhältlichen unver
änderlichen Wert 

' ,[2X
w = a = V K+1 9Pt vt 

der Fall (Zeuner89), Lorenz110)). Das am meisten Ausschlag gebende 

Glied der Formel für :: hat den Faktor 
2 dF w' 
F däi- "t1 a 1 

a 1 -w1 

man sieht, dass~! sein Vorzeichen wechselt, je nachdem w kleiner 
oder grösser ist als die Schallgeschwindigkeit. Für w = a wird 

:; = oo, wenn nicht gleichzeitig der Zähler des Bruches= 0 wird. 

Dies trifft indes regelmässig zu, wenn in einem Rohr mit stetig ver

änderlichem ~: die Schallgeschwindigkeit im Sinne wachsender Ge

schwindigkeit überschritten wird. Die Einzelheiten dieses Wertes ~ 
wurden von R. ProilP14) einer genaueren Feststellung unterzogen. (V gl. 
auch p. 312.) 

Die vorstehenden Beziehungen haben spezielle Anwendung ge
funden, einmal auf das gerade cylindrische Rohr, dann in neuester 
Zeit auf das kegelförmige Rohr und die Laval'sche Dampfturbinen
düse. Um diese Beispiele sei deshalb die weitere Besprechung gruppiert. 

a) Oylindrisches Rohr. Diese Aufgabe wurde, soweit es bei dem 
damaligen Stande der Kenntnisse möglich war, bereits von Navier 51) 

1829 gelöst. Er verwendet - neben den Gleichungen (a) und (b) -

113) Dampfturb. § 28. 
lU) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48, p. 349. 
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an Stelle der ihm unbekannten Gleichung ( d) das einfache Mariotte
sche Gesetz pv = const. Seine Formeln sind übrigens auch nach 
dem heutigen Standpunkte noch richtig, wenn man die Aufgabe so 
stellt, dass durch einen vollkommenen Wärmeaustausch mit der Um
gebung das Gas in der Röhre auf konstanter Temperatur gehalten 
wird. Navier findet p · w = const. und erhält durch Integration 

g(pi-P2)=(-~Yp1 v1 (~1 x+2log~) (p=p1 für x=O), 

woraus sich das Ausflussgewicht bei gegebener Druckdifferenz ergiebt. 

Für sehr lange Leitungen erhält man nach Unterdrückung von log p, 
p 

die Näherungsformel 
1/ w! 

P = P1 J1 1 - gp: v, ~1 X· 

Die Strömung der Luft in einem Rohr ohne Wärmemitteilung wurde 
von Grasho[S7) 1863 untersucht. Mit der von Zeuner 83) eingeführten 

Schallgeschwindigkeit a' = V2 gxp, v, + (x-l)w, 2 erhält man 
x+1 

2x a' 2 w 
-- f- (l- x) = - - 1 + 2log-, · 
x + 1 ~>1 w 2 a 

Die Integrationskonstante l bedeutet die maximale beim Strömungs
zustand p 1, v11 w1 mögliche Rohrlänge. Für x = l wird w = a' und 

~~- = oo. Der obiger Formel entsprechende Druckverlauf (aus GI. (a) 

Fig. 61. 

und ( d) zu gewinnen) ist in Fig. 61 
dargestellt; er ist durch V ersuche 
von Fliegner 115) und Zeuner 88) gut 
bestätigt. Sobald der Aussendruck 
p2 hinter dem Rohrende < p' ist, 
ist im Endquerschnitt w = a'. 

b) Kegelfdrmiges Rohr. Die 
Strömung eines Gases durch ein 
kegelförmig erweitertes Rohr wurde 
unter der Annahme eines konstanten 
Widerstandskoeffizienten ß (vgl. 
Nr. 19 b) von R. Proell 116) theore

tisch behandelt. Ist der Radius eines Querschnitts r = r1 + ax, 
so ergiebt sich die Geschwindigkeitsverteilung aus der Formel 

a' 2 (w2 )1- • 
w 2 a't - c = const. r4, 

115) Schweiz. Bauzeitg. 31 (1898), p. 68, 78, 84. 
116) Zeitschr. f. d. gesamte Turbinenwesen 1 (1904), p. 161 u. 2 (1905), p. 151. 
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wobei a' dieselbe Bedeutung wie im vorigen Absatz hat, und 

8 = ___,.-"_:.( x___c_+_1,-!-)--o-
a(x-1) + ßx 
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ist. Eine Diskussion der Proell'schen Formeln ergiebt das bemerkens
werte Resultat, dass (bei hinreichend schlanken Kegeln) jedem Er
weiternngsverhältnis a eine Geschwindigkeit w' = a' Yc entspricht, 
die sich in der ganzen Erstreckung des Rohres konstant erhält. Ist 
a < t ß x, so ist w' < a' und es treten für w > w' ähnliche V erhält
nisse auf wie beim cylindrischen Rohr (Zustreben der Geschwindig
keit auf die. Schallgeschwindigkeit u. s. w.). Für a > t ßu, also 
w' > a', nähert sich die Geschwindigkeit asymptotisch dem Wert w' 
oder Null, je nachdem sie grösser oder kleiner als a' ist. Für 
a = t ßx (w' = a') ergiebt sich bemerkenswerter Weise ein solcher 
Geschwindigkeitsverlauf, dass die Geschwindigkeit der Querschnitts
fläche umgekehrt proportional ist; die zugehörige Zustandsänderung 
ist eine Kompression bei konstantem Volumen. 

c) Dampfturbinendüse von De Laval. Um die im Dampf verfüg
bare Arbeit in möglichst regelmässiger Expansion in die kinetische 
Energie eines Dampfstrahls zu verwandeln, hat der schwedische Inge
nieur De Laval1889 eine Düse (Strahlrohr) angewandt, die hinter dem 
engsten Querschnitt kegelförmig erweitert ist. 

Die Theorie der verlustfreien Strömung in derartigen Düsen ist 
bereits in Nr. 17 enthalten; vergl. auch Zeuner, Theorie der 
Turbinen 117). 

Für die praktische Berechnung der mit gesättigtem und über
hitztem Wasserdampf betriebenen Düsen hat R. Proell 118) eine nach 
d' Ocagne'schen Methoden 119) entworfene graphische Rechentafel heraus
gegeben. Eine graphische Konstruktion mit Hilfe des T-s-Diagramms, 
die auch eine summarische Berücksichtigung der Widerstände erlaubt, 
wurde von .A. Koob 120) angegeben. 

Zur Untersuchung der Strömung mit Widerständen kann man 
(nach Pmndtl 111) in dem Koordinatensystem von p und x die zu einem 
bestimmten Wert von G gehörigen Kurven gleicher Geschwindigkeit 
zeichnen ( vgl. p. 308) - die gestrichelten Linien in Fig. 62 - und 
dann für eine Anzahl über die Ebene verteilter Punkte die Richtung 

117) Leipzig 1899, p. 267 u. f. 
118) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48 (1904), p. 1418. 
119) Vgl. Encykl. I F 46 von Mehmke. 
120) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 48 (1904), p. 275, 660, 754. 
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tg a = :; auftragen, woraus sich die Strömungskurven - die aus

gezogenen Linien - ergeben. 
Für den Doppelpunkt dieser Kurvenschar tritt der p. 309 erwähnte 

Fall ~ ein. Für den Anfangsdruck p 1 , dem kleinsten, bei dem die 
Menge G noch durch die Düse getrieben werden kann, ergeben sich 
wieder zwei verschiedene Enddrücke Po und Pu· 

Fig. 62. 

V ersuche von A. Fliegner 115), A. Stodola 41)121) und K. Büchner 122) 

haben gezeigt, dass sich bei Gegendrücken p2 zwischen Po und Pu ein 
Ubergang von der stark gezeichneten Linie zu der auf p 2 führenden 
einstellt. Dieser Übergang wurde von Stodola 121) als "Verdichtungs
stoss" gedeutet (entsprechend den Riemann'schen Diskontinuitäten bei 
Luftwellen mit endlichen Druckunterschieden) 128). 

Ist bei einem stationären Verdichtungsstoss der Zustand vor der 
Diskontinuität (p', v', w') gegeben, so ergiebt sich daraus nach Stodola 
der Zustand nach dem Stoss (p", v", w") aus den Gleichungen: 

121) Dampfturb. § 24 (§ 4). 
122) Dessen Abhandlung 41) enthält auch eine Zusammenstellung verschiedener 

früherer Versuche. 
123) Encykl. IV 19, 8 (Art. Zemplen) 



(a*) 

(b*) 

(d*) 
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w' w" 
7 = 1?"' 

I 2 II t 
w w (p" ') v--7=g -p' 

I 2 II 2 2 ( •II "') 124) w-w =g~-1 . . 

In ihrer Anwendung auf permanente Gase wurde die Theorie des 
Verdichtungsstosses von Prandtl 111) und Proell 125) weiter ausgearbeitet; 
u. a. ergibt sich, bei Einführung der Schallgeschwindigkeit a' (vgl. 
p. 309) die einfache Beziehung: w'w" = a' 2 ; da immer w' > w" ist, 
so folgt hieraus, dass zum Zustandekommen eines Verdichtungsstosses 
w' > a' sein muss. 

' ' , I , 

~-\-· 
I 

G 

Fig. 63 . 

Die nach der vorstehenden Theorie für eine Lavaldüse bei einem 
bestimmten Anfangszustand p 1 , v1 sich ergebenden Druckkurven sind 
in Fig. 63 dargestellt. Das Ausflussgewicht G ist zwischen p 2 = p1 

und p2 =Po veränderlich, für p 2 <Po konstant = Gmax (was durch 
V ersuche 89) gut bestätigt ist). 

Anm.: In cylindrischen Rohren sind für w > a' ebenfalls Ver
dichtungsstösse möglich. 

124) Bei Riemann selbst ist statt Gl. (d*) die Beziehung p = !Jl(v) an
genommen, was vom Standpunkt der Wärmetheorie aus unzulässig ist. 

125) Zeitschr. f. d. ges. Turbinenwesen 1 (1904), p. 161. 
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21. Stationäre Wellen in einem freien GasstrahL E. Mach 
und P. Salcher 126) entdeckten 1889 bei der optischen Untersuchung 

von Strahlen ausströmender Druckluft (Schlierenmethode) deutlich 

ausgeprägte stationäre Wellen. Die Erscheinung wurde später an Luft 
und anderen Gasen von L. Mach 127) und 
R . Emden 128), an Wasserdampf von 
P. Emden 129), ebenfalls mit Hilfe von 
optischen Methoden genauer untersucht. 
Druckbeobachtungen sind von P arenty 130) 

und Stodola 131) gemacht worden. Parenty 
fand die Strahlform abhängig von dem 

p uutJrn Verhältnis 'f___ der Drücke in und vor 
I ~ Pi 

--o----'-----'.__~ der Mündung (über den Mündungsdruck 

Fig. 64. p' vgl. p. 297). Im Einklang damit ist 
die von R. E mden (für kegelförmig ver

engte Mündungen, engster Durchmesser d') aufgestellte Gesetzmässig
keit zwischen der Wellenlänge l und obigem Druckverhältnis: 

l = 1,24d' l/P' -1. r P2 

Eine Theorie der Weilen mit sehr kleinen Amplituden gab 

L. PrandtP32). Er findet für einen Strahl von Kreisquerschnitt 
(Cylinderkoordinaten t · und x, vgl. F'ig. 64) das Strömungspotential 

q; = wx + a sin ßxJ0 (ßr Y~-1 )· 
Aus der Grenzbedingung ergeben sich die möglichen Wellenlängen zu 

2n - n 1 / w2 

ln = "R- = d -;- V (iT - 1 ' 
t'n n 

wobei w die mittlere Geschwindigkeit im Strahl, l1 den mittleren 

Strahldurchmesser und an die n1" Wurzel der Bessel'schen Funktion 

J 0 bedeutet. ßn ist mittels der letzten Gleichung durch an erklärt 

und für ß ist in der vorletzten Gleichung einer der Werte ßn ein
zutragen. 

126) Wien Ber. 98 2a (1889), p. 1303; Ann. d. Phys. (3) 41, p. 144. 

127) Wien Ber. 106!& (1897), p. 1025. 

128) Über die Ausströmungserscheinllflgen permanenter Gase, Leipzig 1899. 

Auszüglich in Ann. d. Phys. (3) 69 (1899), p. 264. 

129) Die Ausströmungserscheinungen des Wasserdampfes , Diss. Basel (Mün-
chen) 1903. 

130) Paris C. R. 118 (1894), p. 183; Ann. chim. phys. 12 (1897), p. 289. 

131) Dampfturb. § 35 (§ 11). 
P 2) Ph;rs. Zeitschr, 5 (1904), p. 599. 
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Aus dem Auftreten von stationären Weilen haben Parenty 180), 

R. Emden 128) und A. Fliegner 188), indem sie dieselben als ebene Schall
wellen betrachteten, geschlossen, dass der Strahl sich mit Schall
geschwindigkeit bewege und dass überhaupt die Geschwindigkeit eines 
stationären Gasstromes nicht über die Schallgeschwindigkeit hinaus
kommen könne 134). Die Expansionsarbeit von p' (Mündungsdruck) bis p2 

( Aussendruck) sollte dabei vollständig in "W ellenenergie" verwandelt 
werden. Dem gegenüber lehrt die vorstehende Beziehung für die 
Wellenlänge, dass diese stationären Weilen, die im Gegensatz zu Schall
wellen auch Transversalbewegung aufweisen, nur möglich sind, wenn 
die Strahlgeschwindigkeit w grösser als die Schallgeschwindigkeit ist. 

Bei den beobachteten Weilen finden sich meist gut ausgeprägte 
Diskontinuitäten vor, die mit den Mach'schen Geschosswellen 185) Ähn
lichkeit haben. Aus ihren Winkeln lassen sich wie dort Schlüsse auf 
die Geschwindigkeit w (> a) ziehen 126) 127) 111). Dass die von der Theorie 
geforderten hohen Geschwindigkeiten wirklich erreicht werden (auch bei 
gewöhnlichen Mündungen durch Expansion hinter dem Ausflussrohr), 
ergiebt sich auch aus den Beobachtungen des Stossdruckes von 
Dampfstrahlen von Delaporte 186) und E. Lewicki 187). 

Bemerkung. An dieser Stelle möge eine Untersuchung von 
A. Stodola und A. Hirsch 138) über zweidimensionale Strömung eines 
Gases Erwähnung finden, in der unter der Annahme p v = const. das 
Problem behandelt wird, dem bei inkompressiblen Flüssigkeiten die 
Strömung X+ i Y = (x + iy)n entspricht. 

22. Überströmen. a) Überströmen im Beharrungszustande. Zur 
Herabminderung des Druckes eines Gases oder Dampfes beim Über
strömen von einem Raum in einen zweiten (zum "Drosseln'' des
selben) werden Verengungen des Strömungsquerschnitts (durch Ventile, 
Klappen u. s. w.) angewandt. Ist die Geschwindigkeit weiter ab von der 

133) Zürich Vierteljahrschr. Naturf. Ges. 4 7 (1902), p. 21; Schweiz. Bau
zeitg 43 (1904), p. 104 u. 140. 

134) Die Ansicht, dass die Luft keine größere Geschwindigkeit als Schall
geschwindigkeit annehmen könne, wurde schon früher von 0. Holtzmann (Lehr
buch des theor. Mechanik, Stuttgart 1861, p. 376) vertreten, mit der gleichfalls 
unzutreffenden Begründung, dass die Aussenluft nicht schneller als mit Schall
geschwindigkeit ausweichen könne. 

135) Encykl. IV 18, 4:, Fussnote 52 (Oranz). 
136) Rev. de mecanique 10 (1902), p. 466. 
137) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 47 (1903), p. 4411 491,525 = Forschungsarb. 

Heft 12, p. 73 u. f. 
138) Dampfturb. § 95 (§ 35), 
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Verengung diesseits und jenseits gering genug, so dass die kinetische 
Energie dort ausser Betracht bleiben darf, so giebt Gleichung (d), 
wenn noch von Wärmezufuhr und Höhendifferenzen abgesehen wird: 

il = i2. 

Über den Anteil der "Drosselung" am Kreisprozess der Kaltdampf
maschine vgl. Nr. 14:. 

Fig. 66. 

Bei idealen Gasen ergiebt 
sich mit i = rPT aus dem 
Vorstehenden T1 = T2• Joule 
und W. Thomson 139) fanden 
diese Beziehung in ihren be
kannten "Versuchen mit dem 
Wattepfropfen" bei den wirk
lichen Gasen nicht genau 
bestätigt; sie erhielten eine 
Abkühlung nach der Formel 

dT C 
dp = p' 

Fiir p in kg/m2 ist bei Luft 
C = 2 zu setzen. 

Diese Abkühlung bei Drosselung ist in dem Luftverflüssigungs
verfahren von Linde 140) technisch verwertet. Es wird hierbei (vgl. die 
Fig. 65) in einem Gegenstromapparat (Wärmeaustauscher) die unter 
einem sehr hohen Druck ankommende Luft durch die ihr entgegen
kommende bereits entspannte Luft abgekühlt, so dass sich die Tem
peratur am untern Ende des Gegenstromapparates allmählich bis auf 
die Verflüssigungstemperatur erniedrigt. 

b) Überströmen bei konstantem Gefässvolumen. Die Vorgänge 
beim Überströmen eines Gases oder Dampfes aus einem Gefäss in 
ein anderes, in dem der Druck geringer ist, wurden unter der An
nahme, dass durch die Gefässwände keine Wärmeleitung stattfindet, 
und dass der augenblicklich mit wesentlicher kinetischer Energie be
haftete Teil des Gases jederzeit nur einen zu vernachlässigenden 
Bruchteil der ganzen Gasmenge ausmacht, von J. Bauschinger 141) 1863 
einer ausführlichen Behandlung unterzogen (vgl. auch Zeuner, Therm. I, 

139) Encykl. V 3, 23 (Bryan). 
140) Zeitschr. d. Ver. deutsch. Ing. 39 (1896), p. 1167 (Vortrag von Schröter); 

Ann. Phys. Chem. (3) 67 (1896), p. 328, "Erzielung niedrigster Temperaturen". 
141) Zeitschr. f. Math. u. Phys. 8 (1863), p. 81 u. 163 (Überströmen von Gasen), 

p. 429 (Überströmen von Wasserdampf). Dort findet sich weitere Litteratur. 
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§ 35, 37). Es seien V1 und V2 die beiden Volumina, G1 und G2 die 
anfänglichen Gas- (oder Dampf-) Gewichte 142) in den Gefässen, G:z und 
G11 die augenblicklichen Gewichte. 

Dann gelten die Beziehungen, dass das Gesamtgewicht und der 
gesamte Energiegehalt der beiden Gefässe konstant sind: 

GIZ +Gy= Gl + G2, 
G:zu:z + G11 u11 = G1u1 + G2u2 • 

Ferner ist G:zv:z = V1 und G11v11 = V2 • 

Im Ausfl.ussgefäss findet adiabatische Expansion des jeweils 
zurückgebliebenen Gasquantums statt; hierdurch bestimmt sich sehr 
einfach die zu einem gegebenen augenblicklichen Druck gehörige 
Energie dieses Gefässes und damit nach obigem auch die zugehörige 
des zweiten Gefässes. In diesem wird die Energie durch das Ein-

strömen der Menge d G 11 um d G 11 ( u' + p 11 v' + ~·~ vermehrt ( u', v' im 

Strahl hinter der Mündung). Für die Veränderung von u in beiden 
Gefässen erhält man so (mit dG = dG11 =- dG:z) 

dG dG 
du:z= -p:zv:zai du11 = (p:zv:z + u:z-u11)a· 

iZ !I 

Ist u = f(p, v) gegeben, so ergeben sich Gleichungen für P:z undp11 

als Funktionen der Gewichte G. Die Einführung der Zustands
gleichung (Berechnung von T) lehrt, dass als Kompensation zu der 
adiabatischen Abkühlung im ersten Gefäss im zweiten eine erhebliche 
Temperatursteigerung eintritt. 

Für das Ende des Überströmens, das sich in endlicher Zeit 
vollzieht (bei kleineren Druckunterschieden ist diese Zeit dem Ausdruck 

~ JIP• _P2 proportional 148)) wird p = p · für permanente Gase 
11-F0 p 2g·v ' x Y' 

stellt sich hierbei als Enddruck ein 

P. vl + P2 vi p= . vl +V~ 

142) Hier nicht Gewichte pro Zeiteinheit, sondern einfach Gewichte! 
143) tJber den zeitlichen Verlauf der Ausfluss- und Einströmungsvorgänge 

findet man Notizen bei de Saint- Venant und Wantzel 68), Weisbach 56), § 428, be-
sonders aber bei Grashof, Masch.-L. § 121 u. 122; neuerdings bei Schüle 84). An 
dieser Stelle mag auch Erwähnung finden, dass Zeuner in seinem "Lokomotiven
blasrohr" 61), p. 199 u. f. den zeitlichen Verlauf des Auspuffvorganges bei einem 
Dampfcylinder theoretisch verfolgt hat, unter Berücksichtigung der Veränder
lichkeit der von der Steuerung dem Dampf dargebotenen Ausströmungsö:ffnung. -
Der zeitliche Verlauf des Einströmens des Kesseldampfes in den Cylinder wurde 
neuerdings von V. Blaest~ (Zeitschr. d. Ver. deutsch. lng. 49 (1905), p. 697) und 
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Als Spezialfälle des Vorstehenden sind besonders das Ausströmen 
eines komprimierten Gases in die freie Atmosphäre und das Ein
dringen von Luft in ein evakuiertes Gefäss von Bedeutung; im letzteren 
Falle wird die Temperatur im Gefäss 

Tv = xT1 - ~: (xT1 - T2); 

ist da!! Gefäss zuerst luftleer ( G2 = 0), so ergiebt sich das bemerkens
werte Resultat, dass Ttl während des Einströmens konstant = x T1 ist. 

23. Dampfturbinen. Hier mögen einige Worte über diese 
Maschinen Platz finden, in denen die kinetische Energie des strömen
den Dampfes nutzbar gemacht wird. Man unterscheidet wie bei den 
Wasserturbinen H.t) Reaktions- und Aktions-Turbinen (Überdruck- und 

JlealriioM.sclzaufelung. A l&tio11-88Chaufelung. 

Fig. 66. Fig. 67. 

Druck-Turbinen), je nachdem im Laufrade eine wesentliche Geschwin
digkeitsvermehrung stattfindet oder nicht (vgl. Fig. 66 und 67). Eine 
weitere Unterscheidung ist die in einstufige und mehrstufige Turbinen, 

je nachdem das ganze Druckgefälle in einem 
Rad verarbeitet wird, oder der Dampf 

~.leHrtükr nach einander durch eine Reihe von Rädern 
~mä'er. tritt, und so seine Energie stufenweise ab'" 

giebt. 
Neben Druckabstufung (Expansion von 

Rad zu Rad) findet man auch Geschwindig
keitsabstufung, wo bei die in den Düsen 
erzeugte Geschwindigkeit in mehreren Rädern 

Fig. 68. schrittweise verringert wird. Die Stufen wer-
den angewandt, um die sonst sehr hohen 

Schaufelgeschwindigkeit.en (200-400 mjsec) zu ermässigen. 
Die Dampfarbeit lässt sich an der Hand der Diagramme von 

P. Debye (Ber. d. Aachener Bez.-Ver. deutsch. Ing. 7. Juni 1905) behandelt und 
zu einer Theorie der Abmessungen der Steuerungskanä.le verwertet. 

144) Encykl. IV 21 (Grübler). 
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Nr. 16 zeichnerisch verfolgen; für verlustlosen Arbeitsvorgang 
entsprechen diese Diagramme genau denen für eine verlustlose 
Kolbendampfmaschine. Fig. 68 giebt das Diagramm einer vielstufigen 
Reaktionsturbine. 

Die ersten technisch verwertbaren Turbinen waren die von 
0 . .A. Parsons (1885) - eine vielstufige Reaktionsturbine - und die 
von G. De Laval (1893) 145) - eine einstufige Aktionsturbine. In 
neuerer Zeit sind als vielstufige Aktionsturbinen mit Druckstufen die 
Rateau- und Zoellyturbine hinzugekommen. Eine Aktionsturbine mit 
Geschwindigkeitsabstufung ist die von Curtis. 

Die Litteratur über Dampfturbinen, erst sehr spärlich, ist in den 
letzten Jahren stark im Zunehmen begriffen; den Lesern der Ency
klopädie sei besonders das Stodola'sche Buch empfohlen, in dessen 
dritter Auflage (1905) die meisten neueren Arbeiten Berücksichtigung 
gefunden haben. Als kürzere zusammenfassende Aufsätze seien noch 
genannt die Abhandlung von .A. Rateau in der Revue de mecanique 7 
(1900), p. 167, ferner der Artikel "Dampfturbinen'' in Lueger's Lexikon 
der gesamten Technik, 2. Aufi. Stuttgart 1905, Bd. II, p. 624, von 
R. Proell. Besonders dieser letztere Aufsatz enthält zahlreiche Litte
raturnachweise. 

146) Die Jahreszahlen beziehen sich auf die erste Ausstellung der Maschinen. 

(Abgeschlossen im Juli 1905.) 
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Vorbemerkung der Redaktion. 

Vom mathematischen Standpunkte kann man im Zweifel sein, 
ob eine Darstellung der chemischen Atomistik (Art. 6) in den Rahmen 
einer mathematischen Encyklopädie gehört, da es sich bei den chemi
schen Grundgesetzen nur um einfachste arithmetische Beziehungen und 
bei den Strukturformeln (ebenen und räumlichen) nur um reichlich 
elementargeometrische Bilder handelt. Vom Standpunkte der all
gemeinen Naturerkenntnis aber wird man eine Darstellung der mathe
matischen Grundlagen der Chemie nicht vermissen wollen. Denn es 
giebt in der gesamten Physik der Materie schwerlich ein Kapitel, 
welches sich an Tragweite und zahlenmässiger Präzision mit der 
chemischen Atomistik vergleichen liesse. Ausserdem bildet dieses 
Kapitel die notwendige Grundlage für die mathematisch weiter aus
gearbeitete physikalische Chemie und für die kinetische Theorie der 
Materie. Es kommt hinzu, dass die chemische Atomistik überall das 
Walten tieferer mathematischer Gesetze ahnen lässt - man denke 
z. B. an das periodische System der Elemente - und dass uns die 
neuaste Entwickelung der Dinge hoffen lässt, diese latente Mathematik 
in nicht allzu ferner Zeit zu aktueller Mathematik ausreifen zu sehen. 
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I. Die GrundbegrUfe der chemischen Atomistik 
in historischer Entwickelung1). Von F. W. Hinrichsen. 

1. Die Atomistik bis zum Ende des 18. Ja.hrhunderts 2). Die 

atomistische Hypothese ist auf chemischem Boden erstanden. Schon 
in den ältesten Zeiten hat man die Annahme gemacht, dass die Materie 
nicht bis in das Unendliche teilbar sei, sondern nur bis zu einer be
stimmten Grenze. Jedoch sind die klassischen Anschauungen wesent
lich von den heutigen chemischen Theorien verschieden. Man setzte 
wohl voraus, dass alle Körper aus diskreten kleinsten Teilchen zu
sammengesetzt wären, aber diese sollten aus einer hypothetischen, 
indifferenten Urmaterie bestehen, welche erst durch die Aufnahme 
bestimmter Mengen der zuerst von Empedokles angegebenen, später 
von Aristoteles aufgenommenen und meist nach ihm benannten Grund
elemente Feuer, W a.sser, Luft und Erde die Eigenschaften eines be
stimmten Stoffes erhielt. Das Feuer war wesentlich für den Zustand 
warm und trocken, das Wasser für kalt und feucht, die Luft ver
einigte in sich die Eigenschaften warm und feucht, die Erde endlich 
kalt und trocken. Die Thatsache, dass allen Körpern dieselbe in
differente Urmaterie gemeinsam war, sowie der Umstand, dass die 

1) Unter teilweiser Benutzung meiner Monographie "Über den gegen
wärtigen Stand der Valenzlehre", Stuttgart 1902. 

2) S. die in der Litteraturübersicht zitierten Werke über die Geschichte 
der Chemie, sowie K. Lasswitz, Geschichte der Atomistik 1890. 
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beiden letzteren Elemente des Aristoteles mit den beiden ersten immer 
je eine Eigenschaft teilten, liess von vornherein die gegenseitige Um
wandlung chemischer Substanzen als möglich erscheinen, eine An
schauungsweise, die den Bestrebungen der gesamten Alchimie ihr 
charakteristisches Gepräge gab. 

Auch während dieser grossen Periode in der Geschichte unserer 
Wissenschaft blieb die alte Anschauung in vollem Maasse bestehen, 
nur die Namen wechselten. An die Stelle der vier Elemente Feuer, 
Wasser, Luft und Erde traten mit Geber Quecksilber und Schwefel, 
mit Basilius Valentinus als drittes noch das Salz, Grundstoffe, welche 
mit den heute so bezeichneten nur den Namen gemeinsam hatten 
und oft direkt als "philosophisches Quecksilber" u. s. w. von den be
treffenden chemischen Individuen unterschieden wurden. Das Queck
silber war wesentlich für metallische Eigenschaften, der Gehalt an 
Schwefel bestimmend für Geruch und Brennbarkeit, das Salz endlich 
bedingte die Löslichkeit und den Geschmack der Verbindungen. 

Der erste, der die Begriffe Element und chemische Verbindung 
schärfer präzisierte', war Robert Boyle. Dieser eigentliche Begründer 
der modernen Chemie verurteilt auf das schärfste die Bestrebungen 
seiner Zeitgenossen, nur in Verfolgung alchemistischer und iatro
chemischer Tendenzen sich mit der Wissenschaft zu beschäftigen, und 
stellt die Forderung auf, als Philosoph nur um der Erkenntnis willen 
chemische V ersuche anzustellen und einzig und allein auf die That
sachen des Experimentes gestützt Theorien zu bilden. Er versteht 
unter Elementen die unzerlegbaren Komponenten der Substanzen. 
Durch Vereinigung meh1·erer solcher Elemente zu größeren Komplexen 
entstehen die Verbindungen, die er zuerst von mechanischen Ge
mengen und Lösungen unterscheidet. Nach seiner Korp'uskulartheorie 
sind alle Körper aus kleinen Partikelehen zusammengesetzt, die unter 
dem Einflusse gegenseitiger Anziehung zu neuen Substanzen zu
sammenzutreten vermögen. Aber auch Boyle noch nahm als Stoff 
dieser Partikeln dieselbe indifferente Urmaterie wie seine Vorgänger an. 

Erst um die Wende des 18. und 19. Jahrhunderts begann sich 
jener vollständige Wandel in den chemischen Anschauungen vorzu
bereiten, der zur Aufstellung der auch heute noch gültigen Theorien 
führte. Unter den Begründern der modernen Auffassungen ist neben 
Lavoisier 3), der als erster die Natur der Verbrennungserscheinungen 
aufklärte und genaue quantitative Messungen anstellte, vornehmlich 
Richter zu nennen, der Vater der chemischen Stöchiometrie. 

3) Lavoisier, Oeuvres, 4 vol. 1864-1868. 



2. B. J. Richter. 327 

2. B. J. Richter 4). Bei seinen stöchiometrischen Bestimmungen 
geht Richter von der Beobachtung aus, dass beim Vermischen zweier 
neutral reagierender Salze, auch wenn chemische Umsetzung zwischen 
ihnen eintritt, die Neutralität der Lösung doch erhalten bleibt. Er 
zieht aus dieser Thatsache den Schluss, dass zur Neutralisation be
stimmter Mengen a und b von zwei Basen dieselbe Menge c einer 
Säure, ebenso aber auch eine bestimmte Menge d einer anderen Säure 
nötig sei. Mit anderen Worten: Säure und Base verbinden sich zu 
neutralem Salz in ganz bestimmten Gewichtsverhältnissen, dieselbe 
Säuremenge c, die eine bestimmte Basenmenge a zu neutralisieren 
vermag, ist auch erforderlich, um eine bestimmte Menge b einer 
anderen Base zu neutralisieren, und umgekehrt. Indem Richter die 
relativen Mengen von Säure und Base bestimmt, welche zur Neutra
lisation erforderlich sind, gelangt er zu der "Massenreihe" der Säuren 
und Basen. In seiner mathematisch alchemistischen Art drückt er 
diesen "Lehrsatz, die quantitative chymische Ordnung betreffend" 5) 

folgendermassen aus: "Wenn P die Masse eine.s determinierenden 
Elementes, wo die Massen seiner determinierten Elemente a, b, c, d, e 
u. s. w. sind, Q aber die Masse eines anderen determinierenden Ele
mentes ist, wo die Massen seiner determinierten Elemente a, ß, y, o, s 
u. s. w. sind, doch so, dass jederzeit a und a, b und ß, c und r 
d und IJ, e und s einerlei Element bezeichnen, und sich die neutralen 
Massen P+a und Q+ß, P+a und Q+r, P+c und Q+a u.s.w, 
so durch die doppelte Verwandtschaft zerlegen, dass die daraus ent
standenen Produkte wiederum neutral sind, so haben die Massen 
a, b, c, d, e u. s. w. eben das quantitative Verhältnis unter einander 
als die Massen a, ß, r, o, B u. s. w. oder umgekehrt." 

Unter determinierendem bez. determiniertem Elemente ist Base 
bez. Säure zu verstehen. 

In einem anderen Teile seiner stöchiometrischen 6) Untersuchungen 
beschäftigt sich Richter mit der Ausfällung eines Metalles durch ein 
anderes und berechnet aus den so erhaltenen Äquivalenten die in den 
Oxyden enthaltenen Sauerstoffmengen. 

Wie gross und unbestreitbar aber auch die Verdienste Richter's 

4) B. J. Richter, "Über dieneueren Gegenstände der Chemie", I-IX. Stück 
Breslau und Hirschberg, 3 Bde., 1791-1798. 

o) I. c. Bd. 2, p. 66, IV. Stück, 1791\. 
6) Richter selbst erdachte den Namen "Stöchiometrie" von "al:otzstov, welches 

ein Etwas bedeutet, was sich nicht weiter zergliedern lässt, und !Lfl:Qslv, welches 
Grössenverhältnisse finden heis~t". E. v. Meyer, Geschichte der Chemie, 2. Aufl., 
Leipzig 1891\, p. 160. 
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um das Gesetz der konstanten Proportionen sein mögen, so fanden 
sie doch zu seinen Lebzeiten wenig Beachtung und Anerkennung. 
Der Grund hierfür lag e'inmal in seiner unbeholfenen, schwer ver
ständlichen Ausdrucksweise, von der oben ein Beispiel gegeben wurde, 
andererseits darin, dass er ausgehend von dem Satze, dasR die Chemie 
nur ein Teil der angewandten Mathematik sei, mathematische Gesetz
mässigkeiten auch dort aufzufinden bemüht war, wo in der That keine 
vorhanden waren. So glaubte er, dass die Massenreihe der Basen 
eine arithmetische, die der Säuren eine geometrische Reihe darstelle. 
Diese unrichtige Behauptung hielt er selbst für bedeutsamer als sein 
Neutralitätsgesetz, wenngleich er andererseits auch dessen Bedeutung 
wohl erkannte nnd mehrfach ausdrücklich betonte. Durch seine 
wiederholten vergeblichen V ersuche seine Hypothese zu halten, unter
grub er selbst seinen wissenschaftlichen Ruf. So konnte es ge
schehen, dass das Gesetz der konstanten Proportionen noch nach 
Richter's klassischen Untersuchungen erst wieder von neuem entdeckt 
werden musste. Dieses Verdienst kommt Proust 1) zu und ist um so 
höher anzuschlagen, als gerade gleichzeitig die auf entgegengesetzter 
Grundlage fussenden Lehren Berthollet's vermöge der Autorität ihres 
Urhebers die Wissenschaft beherrschten. 

3. Proust und Berthollet8). Im Jahre 1803 erschien das be
rühmte Buch Cl. L. Berthollet's "Essai de statique chimique", in 
welchem zuerst die chemische Verwandtschaft nicht als etwas Kon
stantes, sondern von den Versuchsbedingungen Abhängiges aufgefasst 
wurde. Indem Berthollet die chemische Verwandtschaft als der Gravi
tation analog betrachtete, konnte er die physikalischen Grundbegriffe 
auf die Chemie übertragen und gelangte so zu dem Begriffe der 
chemischen Masse als Mass der Verwandtschaft, welche sich ihrerseits 
als Produkt von Affinität und vorhandener Menge darstellen liess. 
Auch die Begriffe der umkehrbaren Reaktionen und des chemischen 
Gleichgewichtes führte er in die Wissenschaft ein und zeigte, dass 
z. B. bei doppelter Umsetzung zwischen zwei Salzen der Reaktions
verlauf in erster Linie von der Löslichkeit der einzelnen Salze, mithin, 
da die Löslichkeit eine Funktion der Temperatur ist, von letzterer 
abhänge. Haben wir z. B. in einer Lösung die Bestandteile Natrium, 
Magnesium, Schwefelsäure und Salzsäure, so scheidet sich bei niedriger 
Temperatur, 0°, Natriumsulfat ab, während Chlormagnesium in Lösung 
bleibt, bei höherer Temperatur dagegen tritt der umgekehrte Vorgang 

7) J. de phys. öl (1799), p. 173; Ann. de ehim. 32 (1799), p. 26 ff. 
8) Berthollet, "Essai de statique ehimique", 2 vols, Paris 1803. 



S. Proust und Berthollet. 329 

ein, indem sich Chlornatrium und Magnesiumsulfat bilden. Dadurch, 
dass hier die Abhängigkeit der chemischen Verwandtschaft von der 
Temperatur erwiesen war, wurde gleichzeitig die Unbrauchbarkeit der 
damals üblichen Affinitätstabellen dargethan. 

Insoweit enthielten Berthollet's Anschauungen durchaus richtige 
Prinzipien, die denn auch später in Guldberg und Waage's 9) Gesetz 
der chemischen Massenwirkung wieder aufgenommen wurden. Da
gegen beging er den Fehler, die Lösungen tmd Legierungen ebenfalls 
zu den chemischen Verbindungen zu rechnen, und gelangte dadurch 
zu der Annahme, dass die chemischen Verbindungen innerhalb be
stimmter Grenzen variable Zusammensetzung haben könnten, eine 
Folgerung, die er namentlich an Oxyden und basischen Salzen nach
zuweisen suchte. Indem J. L. Proust streng zwischen Verbindungen 
und Gemengen unterschied, gelang es ihm, die Richtigkeit des Ge
setzes der konstanten Verbindungsverhältnisse und damit die Hin
fälligkeit der Berthollet'schen Hypothese zu erweisen. 

Der Streit zwischen Proust und Berthollet über die Konstanz der 
Verbindungsgewichte dauerte volle sieben Jahre - das klassische 
Beispiel einer wissenschaftlichen Diskussion, charakterisiert ebensowohl 
durch den sachlichen Ernst wie durch die zuvorkommende Höflichkeit, 
mit der sie von beiden Gegnern geführt wurde - und endete mit 
einem vollen Siege Proust's und der endgültigen Anerkennung des 
Gesetzes der konstanten Proportionen. Es gelang ihm nachzuweisen 
dass die von Berthollet angeführten Gegengründe bei scharfer Unter
scheidung von Gemengen und Verbindungen hinfällig werden. Aller
dings konnte Proust selbst für diese beiden Körperklassen keine 
absolut einwandsfreien Definitionen geben, aber dazu sind wir auch 
heute noch nicht imstande. Es giebt eben Gemenge, welche den 
Kriterien für das Vorhandensein von Verbindungen vollkommen ge
nügen, z. B. konstanter Schmelzpunkt bei isomorphen Mischungen 
oder konstanter Siedepunkt bei gewissen ~ösungen (Salzsäure in 
Wasser u. s. w.), so dass auch heutigen Tages noch häufig genug 
Verwechslungen vorkommen. Aber Proust konnte doch in vielen 
Fällen zeigen, wie man beide Körperklassen von einander trennen 
kann, und vor allem an den beiden Oxydationsstufen des Zinns wie 
den beiden Sulfiden des Eisens nachweisen, dass die Eigenschaften 
von chemischen Verbindungen sich nicht kontinuierlich, sondern sprung
weise ändern. Er hatte bereits das Material zusammen, dessen man 

9) G-uldberg und Waage, "Etudes sur les affinites chimiques", Christiania 
1867. Ostwald's Klassiker Nr. 104. 
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zur Aufstellung der Atomhypothese bedurft hätte. Aber wie so oft 
in derartigen Fällen, begnügte sich der kontinentale Forscher damit, 
zur Erklärung von Naturerscheinungen eine mathematische Formulie
rung gefunden zu haben, während englische Forscher eine Thatsache 
erst "erklärt" zu haben glauben, wenn sie ein anschauliches mecha
nisches Bild dafür herangezogen haben. So war es denn kein Zufall, 
dass auch die Atomhypothese von einem Engländer zuerst zur ,,Er
klärung" der Gesetze der chemischen Verbindungen verwertet wurde. 
Dieser englische Forscher war John Dalton. 

4-. Dalton 10). Zur gleichen Zeit wie Proust war auch Dalton 
mit ähnlichen Untersuchungen beschäftigt. Die Analyse der beiden 
Kohlenwasserstoffe Methan und Äthylen gab ihm auf die gleiche 
Menge Kohlenstoff berechnet im Falle des Methans doppelt so viel 
W assarstoff als im Falle des Äthylens. Das gleiche Verhältnis zeigte 
sich bei den entsprechenden Sauerstoffverbindungen, dem Kohlen
oxyd CO und der Kohlensäure 002 • Aus diesen Beobachtungen 
folgerte er, dass bei verschiedenen Verbindungen der gleichen Ele
mente mit einander die Gewichtsmengen des einen Grundstoffes, be
rechnet auf die stets gleiche Menge des anderen immer in einfachen 
ganzzahligen Verhältnissen stehen. Das Gesetz der multipeln Propor
tionen war gefunden. 

Eine Bestätigung dieser Anschauungen ergaben seine weiteren 
Untersuchungen über die versehiedenen Oxyde des Stickstoffes. V er
gleicht man die auf die gleiche Menge Stickstoff berechneten Mengen 
Sauerstoff in den Verbindungen Stickoxydul N20, Stickoxyd NO, 
salpetrige Säure N20 8 , Stickstoffdioxyd N02 bez. N20 4 und endlich 
das Salpetersäureanhydrid N20 5, so erhält man die rationalen V er
hältniszahlen 1 : 2 : 3 : 4 : 5. 

Aber Dalton ging noch einen Schritt weiter, indem er zur Er
klärung dieser Gesetzmässigkeiten die alte Atomhypothese in neuer, 
präzisierter Fassung heranzog. Zu diesem Zwecke sucht er zunäehst 
nachzuweisen, dass die einzelnen Atome ein und desselben Stoffes 
unter einander vollkommen gleich sein müssten. ,,Ob die letzten 
Teilchen der Körper, z. B. des Wassers, alle gleich sind, d. h. die
selbe Gestalt, dasselbe Gewicht u. g, w. besitzen, ist eine Frage vou 
einiger Wichtigkeit. Aus dem, was wir hierüber wissen, geht kein 
Grund hervor, in diesen Stücken eine Verschiedenheit anzunehmen. 
Findet dies aber im Wasser statt, so muss dies gleichfalls bei den 

10) J. Dalton, "Ein neues System des chemischen Teiles der Naturwissen
schaft", übersetzt von F. Wolff, 2 Bä.nde, Berlin 1812. 
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Elementen, welche das Wasser bilden, nämlich beim Wasserstoff und 
Sauerstoff stattfinden. Nun ist es kaum möglich zu begreifen, wie 
die Aggregate so unähnlicher Teilchen so gleichförmig dieselben sein 
können. Wären einige Teilchen des Wassers schwerer als die anderen, 
und bestände ein Teil dieser Flüssigkeit bei irgend einer Veranlassung 
vorzüglich aus diesen schwe1·en Teilchen, so müsste man annehmen, 
dass dadurch das spezifische Gewicht der Masse affiziert werde, ein 
Umstand, welcher keineswegs bemerkt worden ist. Ähnliche Be
merkungen lassen sich bei anderen Substanzen machen. Man kann 
demnach schliessen: dass die letztm Tei'lchm aller homogmm Körper 
vollkommen gleich in Gewicht, Figur u. s. w. sind. Mit anderen Worten: 
jedes Teilchen Wasser ist gleich jedem anderen Teilchen Wasser, 
jedes Teilchen W assarstoff ist gleich jedem anderen Teilchen Wasser
stoff u. s. w." 11). 

Diese Schlussfolgerung ist von ausserordentlicher Bedeutung, denn 
erst durch sie war die Gelegenheit geboten, die relativen Atomgewichte 
aus den V erbindungsgewichten der Elemente abzuleiten. Die Atome 
stellen die letzte Grenze der Teilbarkeit mit chemischen Hilfsmitteln 
dar. "Die chemische Analysis und Synthesis gehen nicht weiter als 
auf die Trennung eines Teilchens von dem anderen und auf ihre 
Wiedervereinigung. Nun liegt aber eine neue Schöpfung oder Zer
störung der Materie ausserhalb der Grenze chemischer Wirksamkeit.'' 

,,Mit Recht hat man bei allen chemischen Untersuchungen es als 
einen wichtigen Gegenstand angesehen, das relative Gewicht der ein
fachen Körper, welche einen zusammengesetzten bilden, auszumitteln. 
Allein unglücklicherweise endigte die Untersuchung hier; obgleich 
man aus den relativen Gewichten in der Masse die relativen Gewichte 
der letzten Teilchen oder Atome hätte schliessen können, woraus sich 
ihre Anzahl und Gewicht in verschiedenen anderen Zusammensetzungen 
würde ergeben haben, um künftige Untersuchungen zu unterstützen 
und zu leiten und ihre Resultate zu berichtigen. Nun ist es eine der 
Hauptrücksichten dieses Werkes, zu zeigen, wie wichtig und vorteil
haft es sei auszumitteln: die relativen Gewichte der letzten Teilchen 
sowohl der einfachen wie der zusammengesetzten Körper, die Anzahl 
der einfachen, elementansehen Teilchen, welche ein zusammengesetztes 
Teilchen bilden, und die Anzahl von weniger zusammengesetzten 
Teilchen, welche in die Bildung eines mehr zusammengesetzten Teil
chens eingehen " 12). 

11) Dalton, a. a.. 0. 1, p. 161. 
12) Dalton 1. c., p. 237, 
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Um nun die relativen Atomgewichte wirklich berechnen zu können, 
bedurfte es noch der Kenntnis der Anzahl, in welcher die Elementar
atome in eine Verbindung eintraten. Dalton definiert dementsprechend 
als zweifache Verbindung eine solche, die durch Zusammentreten von 
einem Atom A und einem Atom B entsteht, analog eine aus zwei 
Atomen A und einem Atom B oder aus einem Atom A und 11.wei 
Atomen B gebildete Verbindung als dreifache u. s. w. und stellt zur 
Berechnung der Atomgewichte folgende Regeln auf: 

"1. Wenn nur eine Verbindung aus zwei Körpern erhalten werden 
kann, so muss man vermuten, dass dieselbe eine zweifache sei, es sei 
denn, dass sich eine Ursache zur Annahme des Gegenteiles vorfindet. 

2. Werden zwei Verbindungen bemerkt, so muss man vermuten, 
dass es eine zweifache und dreifache sei. 

3. Werden drei Verbindungen erhalten, so kann man erwarten, 
dass die eine eine zweifache, die beiden anderen dreifache sein werden. 

4. Werden vier Verbindungen bemerkt, so sollte man eine zwei
fache, zwei dreifache nnd eine vierfache Verbindung erwarten u. s. w. 

5. Eine zweifache Verbindung muss stets spezifisch schwerer 
sein als ein blosses Gemenge aus ihren Bestandteilen"13). 

Eine Folgerung aus diesen Regeln war z. B. die Annahme, dass 
im Wasser, der einzigen damals bekannten Verbindung von Wasser
stoff und Sauerstoff, ein Atom Sauerstoff mit einem Atom W assarstoff 
zusammengetreten sei, mithin die Atomgewichte, bezogen auf H = 1 
als Einheit sich wie 1: 7 verhalten müssten. Abgesehen von der Un
genauigkeit der Analysen - Dalton stand z. B. Proust beträchtlich 
in experimenteller Geschicklichkeit nach - lag es auf der Hand, wie 
viel Willkürlichkeiten die oben zitierten Regeln aufwiesen. Man be
durfte daher zur Ermittelung der wahren Atomgewichte noch anderer 
Kriterien. Solche boten sich zunächst dar in den von Gay-Lussac 
eingehend studierten V olumverhältnissen bei gasförmigen Substanzen. 

5. Gay-Lussac's gasvolumetrische Messungen 14). Nachdem Gay
Ltussac bereits im Jahre 1805 in Gemeinschaft mit A. v. Humboldt 15) 
nachgewiesen hatte, dass bei der Bildung von Wasser aus W assarstoff 
und Sauerstoff genau zwei Raumteile des ersteren mit einem des 
letzteren sich vereinigen, legte er im Jahre 1808 in einer umfang
reicheren Abhandlung dar, dass ganz allgemein Gase nur nach ein
fachsten Volumenverhältnissen miteinander reagieren und dass auch 

13) Dalton, l. e., p. 238. 
14) Gay-Lussac, Mem. de la. soe. d'Areueil 2 (1808), p. 20'7. 
15) J. de phys. 60 (1805), p. 129. 
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das Volumen der entstehenden Verbindung, im Gaszustande gemessen, 
in einfachster Beziehung zu den Komponenten steht. So treten je 
ein Volumen W assersto:ff und Chlor oder Ammoniak und Salzsäure 
zu zwei V olumina Chlorwasserstoffsäure bez. einem Volumen Salmiak 
zusammen, so bilden ferner zwei V olumina Wasserstoff und ein Volumen 
Sauerstoff zwei Volumina Wasser (als Dampf), und das gleiche V er
hältnis gilt idr die Vereinigung von Kohlenoxyd und Sauerstoff zu 
Kohlendioxyd oder von Schwefeldioxyd und Sauerstoff zu Schwefel
säureanhydrid. Ein Volumen Stickstoff endlich giebt mit drei Volu
mina W assarstoff zwei V olumina .Ammoniak. 

Das gleiche V erhalten der Gase in physikalischer Hinsicht gegen 
Änderungen von Druck, Volum oder Temperatur, wie es durch das 
Boyle-Mariotte'sche und Gay-Lussac'sche Gesetz geregelt wird, glaubte 
Gay-Lussac unter Zuhülfenahme der atomistischen Hypothese am ein
fachsten in der Weise deuten zu können, dass er bei allen Körpern 
im Gaszustande im gleichen V olum die gleiche .Anzahl kleinster Teil
chen annahm. Dem gegenüber machte Dalton mit Recht den folgen
den Grund geltend: Im Stickoxyd NO sind zwei V olume aus einem 
V olum Stickstoff und einem Volumen Sauerstoff entstanden. Wäre 
die Voraussetzung, die Gay-Lussac macht, richtig, so dürfte sich nur 
ein Volumen Stickoxyd bilden, da sonst die entstehende Verbindung 
NO nur halb so viel Teilchen im gleichen Volumen enthalten könnte 
als elementarer Stickstoff oder Sauerstoff. Es ist Avogadro's Ver
dienst, diese Schwierigkeit überwunden und die nahen Beziehungen 
zwischen .Atomtheorie und Volumgesetz aufgefunden zu haben. 

6. Die A vogadro'sche Hypothese 16). Der italienische Physiker 
Avogadro konnte die Hypothese, dass gleiche Gasvolumina verschie
dener Substanzen die gleiche Anzahl kleinster Teilchen enthalten, mit 
den Resultaten Gay-Lussac's dadurch vereinen, dass er als erster streng 
zwischen den kleinsten Partikelehen einer Verbindung, die physika
lisch nicht mehr, wohl aber chemisch noch teilbar sind, den molecules 
integrantes und den auch chemisch nicht mehr zerlegbaren Partikel
ehen der Elemente, den molicules e'lementaires, oder in unserer heutigen 
.Ausdrucksweise zwischen Molekülen und Atomen unterschied. Da sich 
aus einem V olum Stickstoff und einem Volum Sauerstoff zwei Volu
mina Stickoxyd bilden, das Volumen also vor und nach der Ver
einigung dasselbe bleibt, so müssen, wenn anders die .Anzahl der 
Teilchen in beiden Fällen die gleiche sein soll, die .Atome nicht nur 
zusammengetreten sein, sondern sich gegenseitig ersetzt haben. Die 

16) J. de phys. 73 (1811), p. 68. 
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einfachste Hypothese ist dann die, dass die physikalisch nicht mehr 
teilbaren Moleküle des Sauerstoffes und Stickstoffes aus je zwei auch 
chemisch nicht mehr teilbaren Atomen bestehen, und das Gleiche 
muss ceteris paribus für die Elemente Chlor und Wasserstoff gelten, 
wie aus den V olumverhältnissen bei der Bildung der Salzsäure her
vorgeht. 

Die .Avogadro'sche Hypothese lässt sich auch in der Form aus
sprechen: Der von dem Grammmolekül 17) eines Gases eingenommene 
Raum ist praktisch für alle Gase unter gleichen äusseren Bedingungen 
der gleiche und zwar beträgt er bei 0° und 760 mm Druck 22,42 Liter. 

Damit war einerseits die Möglichkeit gegeben, die relativen Atom
gewichte frei von Willkür zu bestimmen, da jetzt die Anzahl der in 
einer Verbindung enthaltenen Atome einwandsfrei zu messen war, 
andererseits, die Molekulargewichte von gasförmigen Substanzen direkt 
aus den spezifischen Gewichten, den Gasdichten, zu ermitteln. Da näm
lich im gleichen V olum die gleiche Anzahl von Molekülen (im heutigen 
Sinne des Wortes gebraucht) vorhanden war, mussten sich die Ge
wichte gleicher V olumina verhalten wie die Gewichte der einzelnen 
Teilchen, d. h. wie die Molekulargewichte. Diese sind also den Gas
bez. Dampfdichten direkt proportional. Die Bestimmung des Mole
kulargewichtes einer Substanz war damit bei gegebener Einheit zurück
geführt auf die Ermittelung des Volumens eines bekannten Gewichtes 
oder des Gewichtes eines bekannten Volumens der betreffenden Substanz. 

Trotz ihrer einleuchtenden Vorzüge blieb die .Avogadro'sche Hypo
these zunächst unbekannt. Erst durch die bewunderswerten Unter
suchungen von Berzelius gelangten einwandsfreiere Werte der Atom
gewichte zur Anwendung. 

7. Berzelius' Atomgewichtsbestimmungen und elektrochemische 
Theorie der chemischen Verbindungen. Auch Berzelius 18) erhob 
gegen die von Dalton aufgestellten Regeln über die Anzahl der in 
einer Verbindung vereinigten Atome den Einwand der Willkürlich
keit. Indem er bei einfachen Gasen die Volumverhältnisse als Mass 
für die relative Anzahl der in Reaktion tretenden Atome ansah, konnte 
er die Resultate Gay-Lussac's für Atomgewichtsbestimmungen ver-

17) Unter Grammmolekül versteht man die dem Molekulargewicht gleiche 
.Anzahl von Grammen bez. die Gewichtsmenge, die im Gaszustande unter gleichen 
itusseren Bedingungen dasselbe Volumen einnimmt, wie 32 g Sauerstoff. 

18) J. J. Berselius, Versuch über die Theorie der chemischen Proportionen 
und über die chemischen Wirkungen der Elektrizität, übersetzt von K . ..4.. Blöde, 
Dresden 1820, 
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werten. So schliesst er aus der Thatsache, dass zwei V olume Wasser
stoff sich mit einem V olum Sauerstoff zu Wasser verbinden, dass ein 
"Atom" Wasser aus zwei Atomen Wasserstoff und einem Atom Sauer
stoff besteht. Als Basis der Atomgewichtszahlen nimmt er nicht wie 
JJalton den Wasserstoff = 1, sondern den Sauerstoff = 100. "Die 
Atomgewichte mit dem des Wasserstoffes zu vergleichen, bietet nicht 
nur keine Vorteile, sondern geradezu viele Ungelegenheiten, weil der 
Wasserstoff sehr leicht ist lmd selten in anorganische Verbindungen 
eingeht. Dagegen vereinigt der Sauerstoff alle Vorteile. Er ist so
zusagen der Mittelpunkt, um den sich die ganze Chemie dreht" 19). 

Diese Stelle verdient besondere Beachtung, da auch heutzutage wieder 
der Streit um die Wasserstoff- bezw. Sauerstoffeinheit als Basis der 
Atomgewichte von neuem entbrannt ist. 

Ausser den volumetrischen Messungen Gay-Lussac's, deren An
wendbarkeit nach Berzelius nur auf elementare Gase beschränkt war, 
nicht aber auf Verbindungen sich übertragen liess, kamen zur Ent
scheidung über die Grösse von Atomgewichten zwei weitere Kriterien 
zu Hilfe: die beiden fast gleichzeitig aufgefundenen Gesetze der Kon
stanz der Atomwärme von Dulong und Petit 20) sowie der Erscheinung 
der Isomorphie von Mitscherlieh 21) (1819). 

Nach dem Gesetze von Dulong und Petit sind die Atomwärmen, 
das heisst die Produkte von Atomgewicht und spezifischer Wärme 
der Elemente in festem Zustande gleich, etwa = 6,4. Man brauchte 
nur die spezifische Wärme eines Grundstoffes zu ermitteln und fand 
durch Division in die Zahl 6,4 das betreffende Atomgewicht. Damit 
war eine Methode gewonnen, die zum mindesten erlaubte, zwischen 
verschiedenen möglichen Werten, die in einfachen rationalen Verhält
nissen zu einander stehen mussten, eine Entscheidung zu treffen, wenn 
auch namentlich bei einigen Nichtmetallen der Satz nicht allgemein 
zutrifft 22). 

Auch der von Mitscherlieh entdeckte Satz vom Isomorphismus 
war vornehmlich auf Metalle anwendbar. Danach krystallisieren nur 
solche Substanzen miteinander, bilden also Mischkrystalle derart, dass 
ein Krystall ohne Änderung der Form in der Lösung der anderen 
Substanz weiterwächst, welche gleiche chemische Konstitution haben. 
Er beweist diesen Satz zunächst an einigen Salzen der Phosphor-

19) Berzelius, l. c. p. 123. 
20) Ann. chim. phys. (2) 10 (1819), p. 395. 
21) Ebenda 14 (1819), p. 172; 19 (1821), p. 350. 
22) V gl. hierzu die Kurve in Nr. 11, wo die Gültigkeitsgrenze des Gesetzes 

von Dulong und Petit eingetragen ist, sowie Rudorf, Das periodische System 1. c. 
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und Arsensäure von gleichem Wassergehalt, ferner an den neutralen 
Sulfaten von Magnesium- und Zinkoxyd, Eisen- und Nickeloxydul. 
Umgekehrt führte also die Beobachtung des Isomorphismus dazu, 
gleiche chemische Zusammensetzung der miteinander krystallisierenden 
Körper vermuten zu lassen. Die Gewichtsmengen zweier sich gegen
seitig in isomorphen Verbindungen ersetzender Elemente müssen daher 
im Verhältnis der Atomgewichte stehen. 

Wenn auch das System der Atomgewichte von Berselius noch 
nicht durchaus zuverlässig war, vor allem da er den von Avogadro 
eingeführten Unterschied zwischen Molekülen und Atomen nicht an
nahm und daher nicht die Dampfdichtebestimmung zur Ermittelung 
der Molekulargrösse von Verbindungen verwerten konnte, so zeichnet 
es sich doch vor allen vorhergehenden V ersuchen durch weitaus 
grössere Genauigkeit sowohl in den Analysen selbst wie in der Aus
wahl der einzelnen Werte auf Grund allgemeinerer Kriterien aus. 
Die Verdienste von Berselius um die chemische Wissenschaft liegen aber 
ausserdem noch auf einem anderen Gebiete, denn von ihm stammt auch 
die erste konsequent durchgeführte Theorie der chemischen V erbin
dungen, aufgebaut auf den Gegensatz der elektrochemischen Polarität 

Nach der dualistischen Theorie von Berselius besitzt jedes Ele
mentaratom von vornherein einen positiven und einen negativen Pol, 
die Elektrizitätsmenge an beiden Polen ist jedoch im allgemeinen 
nicht gleich gross, sondern die meisten Substanzen erscheinen in 
höherem oder geringerem Grade unipolar, je nachdem die eine oder 
andere Polarität überwiegt. Ist der positive Pol stärker, so erscheint 
das· Atom elektropositiv, jm anderen Falle elektronegativ. Chemische 
Verbindungen entstehen, indem zwei entgegengesetzt elektrinche Atome 
unter Ausgleich ihrer Elektrizitäten sich neben einander lagern. Auch 
die Verbindungen können noch unipolar erscheinen. So bildet der 
Sauerstoff mit den Metallen die positiv erscheinenden Basen, mit den 
Metalloiden die negativen Säuren, durch deren Vereinigung erst die 

+ -
elektrisch neutralen Salze entstehen, z. B. CuO + S08 = CuS04.. 
Es überwiegt also in den Basen der positive Charukter des Metalls, 
in den Säuren der negative des Sauerstoffs. Dementsprechend zer
fällt auch wieder das Salz bei der Elektrolyse, also unter der Ein
wirkung des elektrischen Stromes, in Säure und Base. 

Aber nicht nur die qualitativen, sondern auch die quantitativen 
elektrischen Verhältnisse sind von Bedeutung für das Zustande
kommen einer Verbindung. So vermag z. B. der für gewöhnlich 
elektronegative Schwefel leichter mit dem Sauerstoff zusammen-
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zutreten als das elektropositive Blei, weil der positive Pol des Schwefels 
mehr negative Elektrizität zu neutralisieren vermag als der des Bleies. 
Es können demnach sämtliche Elemente mit Ausnahme des stets elektro
negativen Sauerstoffes bald positiv, bald negativ auftreten. Das Gleiche 
gilt auch für das Wasser, das z. B. in dem Hydrate des Kupferoxydes 
den negativen, in dem der Schwefelsäure den positiven Bestandteil 

+ - - + 
bildet: CuO + ~0, S03 + H 20. 

Es ist daher möglich, mit dem Sauerstoff beginnend alle chemi
schen Grundstoffe derart in eine "Spannungsreihe" einzuordnen, dass 
jedes Element sich gegen die vorhergehenden Glieder positiv, gegen 
die nachfolgenden negativ verhält. 

Aber so stattlich und auf den ersten Blick bestechend auch das 
Gebäude war, das Berzelius errichtet hatte, sein System war doch 
nicht ohne Fehler. Die vornehmlich auf dem Boden der unorgani
schen Chemie erstandene dualistische Auffassung der chemischen V er
bindungen konnte nicht mehr genügen, als beim eingehenderen Studium 
der Substanzen der organischen Chemie die ersten Fälle der Isomerie 
und die nicht elektrolysierbaren Körper aufgefunden wurden. 

8. Entwickelung der organischen Chemie. Eine Folgerung der 
Auffassung, dass die Säuren die Oxyde der Metalloide darstellen, war 
gewesen, dass der Hauptbestandteil der Säuren der Sauerstoff sein 
müsse. Diese Anschauung wurde erschüttert, als es Davy 23) gelang 
die elementare Natur des Chlors nachzuweisen und damit in der Salz
säure die erste sauerstofffreie Säure kennen zu lehren. Sie musste 
vollends aufgegeben werden, als Liebig 24,) an den mehrbasischen Säuren 
vornehmlich der organischen Chemie zeigte, dass durchaus nicht, wie 
es die Theorie von Berzelius verlangte, stets auf einen Teil Säure
anhydrid nur ein Teil Base zur Absättigung erforderlich war. Liebig 
fasste daher die Säuren richtig als Wasserstoffverbindungen auf, deren 
typische Wasserstoffatome durch Met;:Llle ersetzbar sind und so die 
Salze bilden. 

Aber auch als sich jetzt das Hauptinteresse der organischen 
Chemie zuzuwenden begann, blieb die dualistische Auffassung zu
nächst noch bestehen. Auch die älteren Anschauungen über die Zu
sammensetzung der organischen Substanzen waren rein dualistisch. 
In den klassischen Untersuchungen von Gay-Lussac 25) über das Cyan 

23) London Phil. Trans. 1810, p. 231; 1811, p. 1. 
24) .Ann. d. Chem. u. Pharm. 26 (1838), p. 113. 
25) Ann. de chimie 95 (1815), p. 136. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 22 
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(ON)2, von Liebig und Wähler 26) über das Benzoyl (C7H50) und von 
Bunsen 21) über das Kakodyl hatte sich ergeben, dass in den organi
schen Verbindungen gewisse Radikale 1 die durch Zusammentreten 
mehrerer Elementaratome entstanden waren 1 durchaus dieselbe Rolle 
spielten, wie die Elementaratome selbst in den Körpern der anorga
nischen Chemie. Man fasste demgernäss die organischen Verbindungen 
in derselben Weise wie die anorganischen, also dualistisch auf. 

Schwieriger war es, die Thatsachen der Isomerie im Rahmen der 
alten Auffassung zu erklären. Der erste Fall dieser Art bot sich dar, 
als Liebig 28) bei der Analyse des knallsauren Silbers genau die gleichen 
Zahlen erhielt, wie sie Wähler kurz vorher bei der Untersuchung des 
entsprechenden cyansauren Salzes erhalten hatte. Damit waren zwei 
Substanzen gefunden, die bei gleicher prozentischer Zusammensetzung 
durchaus verschiedene Eigenschaften besassen. Bald darauf isolierte 
Faraday 29) bei der Destillation des Steinkohlenteeres das Butylen, 
welches bei gleichem Gehalt an Kohlenstoff und Wasserstoff wie das 
Äthylen sich doch von diesem in seinem V erhalten wesentlich unter
schied. Wähler 80) endlich beobachtete im Jahre 1828 die Umlage
rung des cyansauren Ammoniums in den isomeren Harnstoff, jene 
folgenschwere Entdeckung, bei der zum ersten Male die Darstellung 
eines spezifischen Stoffwechselproduktes des lebenden Organismus auf 
rein chemischem synthetischen Wege gelungen war. Auf Grund 
dieser Thatsachen schloss Berzelius selbst als erster auf eine ver
schiedene Anordnung der Atome im Molekül und unterschied zwischen 
den beiden besonderen Arten der Isomerie, der Metamerie und Poly
merie, die er ganz im heutigen Sinne der Worte definierte. Danach 
sind metamer solche Körper, die bei gleicher Art und Anzahl der zu
sammensetzenden Atome nur durch ihre Lagerung verschieden sind, 
polymer die, welche die Atome zwar im gleichen Verhältnis auf
weisen, aber verschiedenes Molekulargewicht besitzen. 

Durch alle diese Beobachtungen, die sich durch die Theorie von 
Berzelius schwer erklären Hessen, wurde die dualistische Auffassung 
stark erschüttert, sie erhielt den Todesstoss, als es Dumas 81) gelang, 
durch die Einwirkung von Chlor auf die Essigsäure in letzterer ein 
W assersto:ffatom durch Chlor zu ersetzen, also ein typisch elektro-

26) Ann. d. Pharm. 3 (1832), p. 249. 
27) Ann. d. Chem. u. Pharm. 31 (1839), p. 175 ff. 
28) Ann. chim. phys. (2) 24 (1823), p. 264. 
29) Phil. Trans. 1825; Ann. of philos. 11 (1825), p. 44, 95. 
30) Pogg. Ann. 12 (1828), p. 253. 
31) Ann. chim. phys. (2) 73 (1839). p. 73. 
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positives Atom durch ein solches elektronegativer Natur zu sub
stituieren, ohne dass der Gesammtcharakter der Substanz wesentlich 
geändert wurde. Anf Grund dieser Erscheinung musste die einseitig 
dualistische ~<\nschauung von Berzelius definitiv der allerdings nicht 
minder einseitigen unitären Betrachtungsweise weichen. Jede V er
bindung bildet danach ein in sich geschlossenes Ganze. Das V er
halten eines Körpers .ist gegeben durch Zahl und Lagerung der 
Atome und hängt nur unwesentlich von der chemischen Natur der 
Substituenten ab. 

Zur Klassifizierung der organischen Verbindungen schuf Ger
hardt Sll) die rein formale Typentheorie, wonach sich sämtliche Körper 
gewissen Typen unterordnen lassen. Es wurden folgende typische 
Verbindungen verwandt: Wasserstoff H-H zur Erklärung der Kohlen
wasserstoffe, H-Cl für die organischen Halogenide, H20 für Alkohole, 
Äther und Säuren, NH3 für Amine u. s. w. Die Typenlehre war nichts 
weiter als eine zweckmässige Gruppierung der organischen V erbin
dungen, eine Erklärung war erst ermöglicht durch die Aufstellung 
der Lehre von der Yalenz oder Wertigkeit der chemischen Elemente 
durch Frankland. 

9. Valenztheorie und Struk.turchemie. Durch den Vergleich 
der von ihm entdeckten metallorganischen Verbindungen, d. h. der 
Substanzen, welche organische Reste mit Metall verbunden enthalten, 
mit Körpern der anorganischen Chemie wurde Frankland 33) zu dem 
Schlusse geführt, dass jedes Elementaratom durch die Fähigkeit aus
gezeichnet sei, sich stets mit einer ganz bestimmten Anzahl anderer 
Elementaratome oder Reste zu verbinden. Die Valenzlehre stellt sich 
somit als Erklärung des Gesetzes der multipeln Proportionen dar. 
Dass z. B. bei den Derivaten des Stickstoffes, Phosphors, Arsens und 
Antimons die Anzahl der mit dem betreffenden Grundstoff verbun
denen Atome in der Regel 3 oder 5 beträgt, ist auf eine Funda
mentaleigenschaft dieser Elementaratome, ihr Sättigungsvermögen (Valenz, 
Wertigkeit, Atomigkeit) zurückzuführen. 

Allgemeine Anerkennung fand jedoch die Lehre Frankland's erst, 
als Kekule 84.) in seiner denkwürdigen Abhandlung "Über die Konsti
tution und die Metamorphosen der chemischen Verbindungen und die 
chemische Natur des Kohlenstoffs" zuerst aus der Valenztheorie die 

32) Ann. chim. phys. (3) 37 (1851), p. 331; 'l'raite de chimie organique, 4, 

Paris 1856. 
33) Ann. d. Chemie 85 (1853), p. 329. 
34) Ebenda 106 (1858), p. 129. 

22* 
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Konsequenzen für die organische Chemie zog und aus der Zusammen
setzung der einfachsten organischen Substanzen die Vierwertigkeit 
des Kohlenstoffes folgerte. "Betrachtet man die einfachsten V erbin
dungen dieses Elementes CH,., CH8Cl, CC14 , CHCl8 , COC~, C02 , CSll 
und CNH, so fällt es auf, dass die Menge Kohlenstoff, welche die 
Chemiker als geringst mögliche, als Atom erkannt haben, stets vier 
Atome eines ein- oder zwei eines zweiatoJlligen Elementes bindet, 
dass allgemein die Summe der chemischen Einheiten der mit einem 
Atom Kohlenstoff verbundenen Elemente gleich vier ist. Dies führt 
zu der Ansicht, dass der Kohlenstoff vieratomig ist." Indem Kekule 
ferner die Annahme machte, dass auch mehrere Kohlenstoffatome mit 
einander in direkte Bindung treten können, war der Grund zur Struktur
chemie gelegt. 

Stellt man die einfache Bindung zweier Valenzen durch einen 
Strich, die sogenannte "doppelte Bindung", wie sie z. B. zwischen 
Kohlenstoff und Sauerstoff angenommen wurde, durch einen doppelten 
Strich dar, so gelangt man beispielsweise für das Methan CH,, die 
Kohlensäure C01 und das Äthan C2H6 zu folgenden Konstitutions
formeln: 

H 
I 

H-C-H, 

~ 

~0 
C::::::::..o' 

H H 
I I 

H-C-C-H. 
I I 
H H 

Die Isomerie zwischen z. B. Methyläther und Äthylalkohol (C9H60) 
findet folgendarrnassen ihren Ausdruck: Da im Äthylalkohol bei der 
Einwirkung von Salzsäure ein Chlorid C2H5Cl entsteht, bei dem mit
hin eine OH-Gruppe durch Cl ersetzt ist, muss von vornherein ein 
Sauerstoffatom mit einem Wasserstoffatom in direkter Bindung ge 
standen haben. Von den bei Vierwertigkeit des Kohlenstoffes, Zwei
wertigkeit des Sauerstoffes und Einwertigkeit des Wasserstoffes mög
lichen beiden Strukturformeln für eine Substanz C2H60: 

H H H H 
I I I I 

I. H-C-0-C-H und Il. H-C-C-0-H mussdemnachFormelll 
I I I I 

H H H H 
dem Alkohol, Formel I dem Äther zukommen, womit in der That 
sämtliche Reaktionen der beiden Isomeren durchaus übereinstimmen. 

Die Frage nach der Anzahl der möglichen Isomeren hat gelegent
lich eine weitergehende mathematische Behandlung erfahren. V gl. 
hierzu den folgenden Beitrag von E. Study in Nr. 4:6. 
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Die Valenzlehre feierte ihre grössten Triumphe auf dem Gebiete 
der organischen Chemie, zumal nachdem Kekultf auch die aromatischen 
Verbindungen auf Grund seiner Benzolformel 

CH-CH 

/ ' CH CH 

""" / CH=CH 

zu erklären gewusst hatte. Dagegen war ihre Anwendbarkeit auf 
anorganischem Gebiete nur beschränkt, und zwar aus folgendem 
Grunde: die aus der rein formalen, unitären Typentheorie Gerhardt's 
hervorgegangene Lehre von der Wertigkeit der Elemente berück
sichtigte nicht die elektrochemischen, qualitativen Verhältnisse, die ja 
gerade in der anorganischen Chemie die Hauptrolle spielen. Trotz
dem sind diese Beziehungen auch für die Valenz von grosser Be
deutung. So kann der Stickstoff nur drei Atome des elektropositiven 
Wasserstoffes im Ammoniak NH8 binden, während er im Salpeter
säureanhydrid N20 5 mit fünf Atomen des elektronegativen Sauer
stoffes verbunden ist. Die Wertigkeit des Stickstoffes beträgt daher 
je nach den Umständen 3 oder 5, und gerade derartige Beobachtungen 
veranlassten den auch heute noch nicht vollständig beendigten Streit 
um das Problem, ob das Sättigungsvermögen eines Elementes konstant 
ist oder eine veränderliche Grösse darstellt. 

Kekule selbst fasste die Valenz als Fundamentaleigenschaft der 
chemischen Grundstoffe, daher als konstant, als ebenso unveränderlich 
wie die übrigen Eigenschaften der Atome, z. B. die Atomgewichte, 
auf. Als massgebend für die Grösse der Atomigkeit betrachtete er 
nur die Verbindungen eines Elementes, welche in dampfförmigem Zu
stande beständig sind. So folgerte er aus dem Zerfall des Salmiaks 
in Ammoniak und Salzsäure, NH4Cl = NH8 + HCI, sowie der Spaltung 
des Phosphorpentachlorides in Trichlorid und Chlor, PC15 = PCis + Cl2, 

Reaktionen, die bei höherer Temperatur eintreten, dass die normale, 
konstante Wertigkeit des Stickstoffes und Phosphors drei betrage. 
Zur Deutung derjenigen Derivate, in denen die Elemente anscheinend 
eine höhere Valenz bethätigten, nahm er besondere von Molekül zu 
Molekül wirkende Kräfte an. Derartige Substanzen wurden als "Mole
külverbindungen" von den atomistischen unterschieden. 

In dieser Form konnte sich die Theorie einer konstanten W ertig
keit nicht lange halten. Bald wurde das Phosphorpentafluorid be
kannt, eine auch in Gasform beständige Substanz, in welcher der 
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Phosphor unzweifelhaft mit fünf Affinitäten fungiert. Ferner war es 
ja lange bekannt, dass sich der Stickstoff in den Oxyden NO, N20 8 , 

N02 und N20 5 je nachdem als zwei-, m·ei-, vier- und fünfwertig er
weist. Der Kohlenstoff bethätigt im Kohlenoxyd CO zwei, im Kohlen
dioxyd COll vier Affinitäten. Alle diese Thatsachen führten zur Auf
stellung der Lehre eines W ech.Sels der Valenz. Danach sollte dasselbe 
Atom bald mit der einen, bald mit einer anderen Wertigkeit auf
treten. Die Verbindungen CO und C02 z. B. finden leicht ihre Er
klärung in der Annahme, dass der Kohlenstoff in dem ersten Derivate 
zwei-, im anderen Falle vierwertig ist. 

Demgegenüber mu~s freilich betont werden85), dass die Hypo
these einer wechselnden Valenz in dieser Form überhaupt kein wissen
schaftlicher Erklärungsversuch ist, sondern nichts weiter als eine 
blosse Umschreibung des Gesetzes der multipeln Proportionen. Von 
einer wirklichen Theorie kann erst die Rede sein, wenn man ausgeht 
von der Annahme eines konstanten maximalen Sättigungsvermögens 
und die Gründe aufsucht, weshalb in bestimmten Fällen das Maximum 
nicht erreicht ist. Als solche Gründe kommen in erster Linie die 
rein qualitativen, elektrochemischen Beziehungen in Betracht, und 
hier ist in der That der Punkt, an dem die lange vernachlässigte 
dualistische Theorie von BeJrzelius wieder einsetzen kann. Wirklich 
liegen aus der neuasten Zeit eine Reihe von Arbeiten vor, die auf 
Grund dieser Prinzipien die alte Lehre von der Wertigkeit der Ele
mente zu erneuern und erweitern suchen 86). Der Streit um konstante 
oder wechselnde Valenz ist eigentlich nur ein Streit um Worte, indem 
man mit dem Worte "Valenz" zwei verschiedene Begriffe bezeichnet: 
1) das Sättigungsvermögen, d. h. die grösste Anzahl von Atomen, die 
ein bestimmtes Atom zu binden vermag, die natürlich eine konstante 
Grösse ist; 2) den in einer Verbindung erreichten Substitutionswert, 
d. h. die Anzahl, die in eine Verbindung gerade eingetreten ist. 
Diese ist von äusseren Bedingungen (Temperatur, elektrochemischer 
Charakter u. s. w.) abhängig, mithin wechselnd. 

Immerhin war aus den angeführten Gründen die Theorie einer 
wechselnden Valenz bei ihrer Einführung nicht imstande, ein genügen
des Klassifizierungssystem auch für die anorganischen Verbindungen 
abzugeben. Man war infolgedessen auf einen andern Weg angewiesen. 
Ein solcher bot sich dar in dem periodischen System der Elemente. 

35) F. W. Hinrichsen, "Ober den gegenwärtigen Stand der Valenzlehre, 
Stuttgart 1902, p. 15. 

36) S. z. B. Abegg, Ztschr. f. anorg. Chem. 39 (1904), p. 330; Hinrichsen, 
Ann. d. Chem. 336 (1904), p. 168. 
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10. Das periodische System der Elemente 87). Noch auf einem 
anderen Gebiete als dem der chemischen Verbindungen wurde die 
.Autorität von Berzelius in der Folgezeit stark erschüttert; nämlich 
auf dem seiner .Atomgewichtsbestimmungen. Schon im Jahre 1815 
hatte Prout 88) eine Hypothese aufgestellt, nach welcher die .Atom
gewichte aller Elemente ganze Zahlen darstellten und so W assersto:ff 
gleich 1 gesetzt, als Multipla dieses Wertes erschienen. Er schloss 
daraus, dass der W assersto:ff das schon von den .Alten gesuchte Ur
element sei, durch dessen verschiedenartige Kondensation sich die 
übrigen Grundstoffe gebildet hätten. Der Streit um diese Hypothese 
führte zu einer grossen Reihe von Neubestimmungen der Verbin
dungsgewichte. Gegen die .Annahme der Prout'schen Hypothese 
sprachen in erster Linie die Atomgewichtsbestimmungen von Berze
lius, der beispielsweise für den K ohlensto:ff den Wert 12,12 erhalten 
hatte. Es erregte daher nicht geringes .Aufsehen, als Liebig und 
Redtenbacher 39) für dieses Element nachwiesen, dass die .Analyse von 
Berzilius gewisse Fehlerquellen enthielt nnd der wahre Wert des 
Verbindungsgewichtes genau 12,00 betrüge. Diese Zahl wurde sodann 
durch die folgenden Bestimmungen von Erdmann und Marchand 40) 

sowie von Dumas und Stas 41) bestätigt. Man brachte daher auch den 
übrigen Zahlen von Berzelius grosses Misstrauen entgegen, wie sich 
aber bald zeigte, durchaus zu unrecht, denn weitere .B'ehler waren in 
seinen Messungen nicht nachzuweisen. Die Prout'sche Hypothese 
musste daher wieder fallen gelassen werden, zumal nachdem Stas 42) 

in seinen klassischen Untersuchungen über die V erbindungsgewichte 
der wichtigsten Elemente gezeigt hatte, dass die .Annahme von gan,.;en 
Zahlen für die .Atomgewichte keineswegs allgemein statthaft sei. 
Immerhin ist die .Annäherung an ganze Zahlen bei einer Reihe von 
Elementen doch so gross, dass sie kaum auf Zufall beruhen kann. 
V gl. hierzu den Beitrag von E. Study in Nr. 45. 

Trotzdem finden wir, nachdem einmal in der Prout'schen Hypo
these das Problem der relativen Beziehungen von .Atomgewichten ge
geben war, zahlreiche Versuche, die dahin zielten, genetische Zu-

37) G. Rudorf, Das periodische System, deutsch von H. Rie8enfeld, Harn
burg u. Leipzig 1904. 

38) Ann. of philos. 6 (1815), p. 321; 7 (1816), p. 111. 
39) Ann. d. Chemie 38 (1841), p. 113; Jahresber. über d. Fortschr. d. Chem. 

22 (1843), p. 73. 
40) Jahresber. iiber d. Fortschr. d. Chem. 22 (1843), p. 73. 
41) Ann. d. Chemie 38 (1841), p. 141. 
42) Stas, Oeuvres completes, 3 Bände, Brüssel 1894. 
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sammanhänge zwischen den Elementen der anorganischen Chemie 
aufzufinden. So zeigte, um nur ein Beispiel anzuführen, Döbereiner 43) 

im Jahre 1829 in Fortsetzung früherer Studien, dass es gewisse 
"Triaden" von Grundstoffen giebt, deren charakteristisches Merkmal 
darin bestehe, dass die Eigenschaften des mittleren Elementes, z. B. 
das Atomgewicht, das arithmetische Mittel zwischen den Eigenschaften 
der beiden endständigen Elemente bilde. Solche Triaden sind z. B. 
die Halogene Chlor, Brom und Jod, ferner die Alkalien Lithium, 
Natrium und Kalium, die Erdalkalien Calcium, Strontium und Baryum, 
endlich die Elemente Schwefel, Selen und Tellur. Nehmen wir bei
spielsweise die Alkalien mit den Atomgewichten Li= 7, Na= 23, 

K = 39, so ist Na= 7 ~ 39 = 23. Eine umfassende Gesetzmäst~ig
keit wurde jedoch erst erkannt, als Lotkar Meyer 44) und Mendelejeff4r;) 
unabhängig voneinander und gleichzeitig das periodische System der 
Elemente in seiner auch heute noch gültigen Gestalt veröffentlichten. 

Die Prinzipien, die dem periodischen System zu Grunde liegen, 
lassen sich kurz in folgenden Sätzen zusammenfassen: Ordnet man 
die chemischen Elemente nach steigenden Atomgewichten, so findet 
periodisch nach Verlauf einer bestimmten Anzahl anderer Elemente 
eine Wiederholung der charakteristisehen Eigenschaften des typischen 
Grundstoffes der betreffenden Gruppe statt. Mit anderen Worten: 
die Eigenschaften eines Elementes sind periodische Funktionen des 
Atomgewichtes. 

Dies geht aus der folgenden Tabelle hervor, der zweiten, die 
Mendelejeff aufgestellt hat und die mit der gleichzeitigen Lotkar Meyer's 
so gut wie identisch ist. Um die Analogien gewisser Grundstoffe nicht 
zu verwischen, war es erforderlich, an einigen Stellen des Systemes 
Lücken zu lassen, die möglicherweise durch später zu entdeckende Ele
mente ausgefüllt werden konnten. Solche IJücken befinden sich z. B. 
hinter Bor, Aluminium und Silicium. 

Mendelejeff wagte es daraufhin, neue Elemente Ekabor (Eb ), 
Ekaaluminium (Ea) und Ekasilicium (Es) vorauszusagen, deren Eigen
schaften er aus ihrer Stellung im System bis in Einzelheiten er
schloss. In der That stimmten die bald darauf entdeckten neuen 

43) A.nn. d. Phys. u. Chem. 15 (1829), p. 301. 
44) Lotkar Meyer, Die modernen Theorien der Chemie, 1. A.ufi. Breslau 1864, 

p. 135-139; .A.nn. d. Chem. u. Pharm., 7. Suppl. 1870, p. 354-364; Ostwald's 
Klassiker der exakten Wissenschaften Nr. 68. 

45) Mendelejeff, .A.nn. d. Chem. u. Pharm., 8. Suppl. 1871, p. 133-229; 
Ostwald's Klassiker Nr. 68. 
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Elemente Scandium (aufgefunden von Nilson 46) 1879) mit dem Ekabor, 
Gallium (entdeckt 1875 von Lecoq de Boisbaudran 47) mit Ekaalumi
nium, endlich Germanium (entdeckt 1886 von Winkler 48) mit Ekasi-

Reihe I Gr?pe I G~pe I Gci'pe Gruppe I Gruppe I Gruppe I Gruppe I Gruppe 
IV V VI VII VIII 

I 
- - - RH, RH3 RH! RH I -

R,O RO ~Os ROll R10 6 R08 R207 RO, 

1. H I i 

2. Li Be B c N 0 Fl 
3. Na Mg Al Si p s Cl 
4. K Ca - Ti V Cr Mn Fe Co Ni 
5. Cu Zn - - As Se Br 
6. Rb Sr Yt Zr Nb Mo - Ru,Rh,Pd 
7. Ag Cd In Sn Sb Te J 
8. Cs Ba Di Ce - - -
9. - - - - - - -

10. - - Er La Ta w - Os Ir Pt 
11. Au Hg Tl Pb Bi - -
12. - - - 1 Th ,- Ur -

licium in übelTaschender Weise überein. Als Beispiel seien die Vor
aussagen von Mendelejeff für das Germanium und die gefundenen 
Werte für dieses Element zusammengestellt. 

Ekasilicium: 
Atomgewicht 72 
Spez. Gewicht 5,5 

vorhergesagt: 
Atomvolumen 
Zusammensetzung d. Oxydes 
Spez. Gewicht 
Chlorid 
flüssig, Siedep. wohl unter 
Dichte des Chlorids 
Fluorid 

nicht gasförmig 

Äthylverbindung 
Siedepunkt 
Spez. Gewicht 

13 
Es02 

4,7 
EsCl4 

100° 
1,9 

EsF14 

EsAe4 

160° 
0,96 

Germanium: 
Atomgewicht 72,3 
Spez. Gewicht 5,469 

aufgefunden: 
Atomvolumen 13,2 
Zus. d. Oxydes Ge02 

Spez. Gew. 4,703 
Chlorid GeCl4 

flüssig, Siedep. 86° 
Dichte 1,9 
Fluorid GeF14.3H20 

weisse feste Masse 

Äthylverbindung 
Siedepunkt 
Spez. Gew. etwas unter 

dem des Wassers 

46) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 12 (1879), p. 554. 
47) Paris C. R. 81 (1875), p. 493. 
48) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 19 (1886), p. 210. 
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Waren so einerseits die Lücken im ursprünglichen System be
rechtigt, so mussten andererseits, ebenfalls um natürliche Gruppen 
nicht auseinanderzureissen, manche alte Atomgewichte verdoppelt bezw. 
halbiert werden. So bot also die Stellung eines Elementes im perio
dischen System ein neues sehr wesentliches Kriterium für die wahre 
Grösse des relativen Atomgewichtes eines Grundstoffes dar. Ferner 
war dadurch die Anregung gegeben, einzelne Elemente, die nicht in 
das System hineinpassten, auf die V erbindungsgewichte hin von neuem 
zu untersuchen. So hatte nach den früheren Bestimmungen das 
Tellur, dessen Zugehörigkeit zum Schwefel und Selen wohl kaum 
fraglich ist, ein höheres Atomgewicht als das Jod, das wegen seiner 
Analogie zum Chlor und Brom unzweifelhaft hinter das Tellur ge
hört. Infolgedessen sind in neuerer Zeit eine grosse Anzahl von 
Neubestimmungen der Atomgewichte gerade dieser beiden Grundstoffe 
ausgeführt worden, allerdings bisher, ohne zu dem gewünschten Ziele 
geführt zu haben. Die letzten Werte Te= 127,6 und J = 126,97 
rechtfertigen nicht die Umstellung der beiden Elemente im System. 
Hier liegt also ein schwacher Punkt der Anordnung der Grundstoffe 
nach ihren V erbindungsgewichten vor. Daraus scheint hervorzugehen, 
dass das periodische System zum mindesten in seiner heutigen Fassung 
noch kein streng gültiges Naturgesetz, sondern nur eine annähernde 
Regelmässigkeit darstellt. Immerhin weisen in weitaus den meisten 
Fällen die Eigenschaften der Elemente durchaus regelmässige Be
ziehungen zu ihrer Stellung im Systeme auf. 

11. Abhängigkeit der Eigenschai'ten von Elementen von ihrer 
Stellung im periodischen System. Die deutlichste Abhängigkeit einer 
Eigenschaft vom Atomgewicht zeigt sich, wie schon aus der vorher 
mitgeteilten Tabelle Mendelejeff's hervorgeht, bei der Valenz. Wählen 
wir, wie früher betont, als Mass für die Wertigkeit das maximale 
Sättigungsvermögen, wie es sich von der vierten Gruppe an in der 
Valenz gegen Sauerstoff zeigt, so bemerken wir, dass die Wertigkeit 
von der ersten bis zur achten Gruppe kontinuierlich ansteigt, derart, 
dass die Gruppennummer gleichzeitig die Valenz gegen Sauerstoff 
angiebt. Dagegen nimmt die Wertigkeit gegen W assarstoff von der 
vierten Gruppe an stetig ab, so, dass die Summe der Wertigkeiten 
gegen elektropositive und elektronegative Elemente von der vierten 
Gruppe ab stets acht beträgt. Es wäre danach zu erwarten, dass in 
der letzten, der achtwertigen Familie, die Valenz ausser 8 auch 0 
betragen müsste. In der That hat sich in neuester Zeit diese Lücke 
durch die Entdeckung der nullwertigen Elemente der Argonreihe durch 
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Rayleigh und Ramsay 49) (1895) in befriedigender Weise ausfüllen 
lassen. Da ein näheres Eingehen auf diese Frage hier zu weit führen 
würde, sei auf die unten citierten Arbeiten verwiesen. Erwähnt sei 
nur noch, dass das Argon (Atomgewicht 40) vor dem Kalium (Atom
gewicht 39) bei dieser Anordnung steht, somit hier ein Analogon zu 
der Unregelmässigkeit Tellur-Jod vorliegt. 

Mit Einschluss der Edelgase der Argonreihe und des Radiums, 
das auch seinem V erbindungsgewichte nach als das nächst höhere 
Homologe des Baryums erscheint, stellt sich das periodische System 
der Elemente demnach heute in folgender Form dar: 

I 0 I I II m IV V VI VII VIII 

He Li Be B 11~.00 N /o F 
1. 4 7.08 9.1 11 14.04 16.00 19 

Ne Na Mg Al Si p s Cl 
2. 20 28.05 24.86 27.10 28.40 81.0 82.06 35.45 

A K Ca Sc Ti V Cr Mu Fe Ni Co 
3. 39.9139.15 40.1 44.1 48.1 51.2 52.1 55.0 55.9 58.7 59.0 

Cu Zn Ga Ge As Se Br 
4. - 63.6 65.4 70 72.5 7o 79.2 79.96 

Sr y Zr Nb Mo Ru Rh Pd 
5. 81.8 85.5 KrlRb 87.6 89 90.6 94 96.0 101.7108.0 106.5 

Ag Cd In Sn Sb Te J 
6. - 107.93 112.4 115 119.0 120.2 127.6 126.97 

X 
7. 128 
8. 

9. 

10. 

11. 

Cs Ba La Ce 
182.9 137.4 138.9 140.25 

Yb Ta w Os 
173 183 184 191 

Au Hg Tl Pb Bi 
197.2 200.0 204.1 206.9 208.5 

I Ra Th u 
i- 225 232.5 288.5 

Der stetige 'Übergang der einzelnen Familien ineinander zeigt 
sich noch deutlicher, wenn man sich mit Lotha;r Meyer die Grund
stoffe auf einer um einen Cylinder beschriebenen Schraubenlinie auf
getragen denkt, wobei die achte Gruppe zwischen der siebenten und 
ersten liegt. 

Die nahen Beziehungen nicht nur in den Vertikal-, sondern auch 
in den Horizontalreihen treten besonders in der stetigen Änderung 
des elektrochemischen Charakters der Elemente hervor. Die Positivität, 
die in den Alkalien am stärksten ausgeprägt ist, nimmt in den folgen
den Vertikalreihen allmählich ab bis zum Kohlenstoff, der selbst 
elektrochemisch nahezu indifferent ist. Von hier aus nimmt die N ega-

49) Chem. News 71, 1895. S. Hinrichsen, Valenzlehre, p. 49 :lf. 

Ir Pt 
193 194.8 
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tivität zu bis zu den Halogenen. Zu betonen ist ferner, dass in den 
mit einem negativen Grundstoffe beginnenden Vertikalreihen die Nega
tivität mit steigendem Atomgewicht ebenfalls abnimmt und in den 
letzten Gliedern mitunter sogar wieder der Positivität Platz macht. 
So zeigt in der Reihe des Stickstoffes das letzte Glied, das Wismuth, 
ausgesprochen metallischen Charakter. Besonders interessant ist die 
elektrochemische Indifferenz des Kohlenstoffes. Denn sie giebt erstens 
eine Erklärung für die gleichmässige Bindefähigkeit für positive und 
negative Elemente (Substitution), andererseits für das grosse Selbst
verkettungsvermögen, das wieder die Sonderstellung gerade dieses 
Elementes in der organischen Chemie bedingt. 

Von anderen Eigenschaften, die besonders auffällig die Periodi
zität zeigen, wie sie sich in dem System von Lotkar Meyer zu er
kennen giebt, sei nur noch die Dichte bezw. das damit in naher Be
ziehung stehende Atomvolumen genannt. In der beifolgenden Kurve 
(Lothar Meyer 1870) sind als Ordinaten die Atomvolumina 60) (Atom
gewichte : spezifische Gewichte) A/ D, als Ahacissen die Atomgewichte 
selbst aufgetragen. Analoge Elemente finden sich stets an korrespon
dierenden Stellen der einzelnen Kurvenabschnitte, teils, wie Li, Na, K 
bezw. K, Rb, Cs annähernd auf einer Geraden. 

Trotzdem das periodische System der chemischen Elemente in 
seiner heutigen Form sicherlich noch nicht vollkommen ist, liegen 
doch schon eine Reihe von V ersuchen vor, die darin ausgesprochenen 
Gesetzmässigkeiten in eine mathematische Formel zusammenzufassen. 
Am aussichtsreichsten scheint die Behandlung dieses Problemes durch 
Byaberg 51) in Angriff genommen zu sein, der die Abhängigkeit 
mehrerer physikalischer Eigenschaften von der Grösse des Atom
gewichtes studierte und periodisch verlaufende Kurven erhielt. 

12. Weitere Entwickelung der chemischen Atomistik. Eine 
Erweiterung der Strukturchemie erwies sich als erforderlich, als auf 
dem Gebiete der organischen Chemie neue Isomerieerscheinungen be
kannt wurden, welche sich im Rahmen der alten Anschauung nicht 
mehr erklären liessen. Es handelte sich hierbei um eine spezielle Art 
der physikalischen Isomerie, das Auftreten optischer Antipoden bei 

50) Die Regelmässigkeiten werden noch deutlicher, wenn man anstatt des 
Atomvolumens das Äquivalentvolumen, d. h. Atomvolumen geteilt durch Maximal
wertigkeit, benutzt. Vgl. W. BMchers, "Äquivalentvolumen und Atomgewicht", 
Halle 1904. 

51) Bihang till k. Svenska Vet. Akad. Handl. 12 (1885), p. 31. S. Rudor{, 
Period. System, p. 97. 
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optisch aktiven Verbindungen. Sie fanden ihre Deutung in der un
abhängig von einander durch Le Bel 52) und van't Hoff 53) aufgestellten 
Stereochemie 1 d. h. in der Hypothese der räumlichen Konfiguration 
des asymmetrischen Kohlenstoffatomes, welches mit vier verschiedenen 
Atomen oder Radikalen verknüpft ist. Auch bei anorganischen V er
bindungen, also bei anderen Elementen als dem Kohlenstoff, sind in 
neuester Zeit Fälle von Asymmetrie und optischer Aktivität be
obachtet worden. V gl. dazu das folgende Kapitel von Mamlock. 

Ein weiterer wesentlicher Fortschritt lag in der Übertragung 
der Avogadro'schen Hypothese auf Lösungen. Nach van't Hoff 54) 

verhalten sich gelöste Körper wie gasförmige. Die Gasgesetze be
halten ihre Gültigkeit, wenn man an Stelle des Gasdruckes den osmo
tischen Druck der gelösten Substanz setzt. Der osmotische Druck, 
die Ursache der Diffusion gelöster Körper, kann gemessen werden, 
wenn man durch eine "halbdurchlässige" Wand Lösung und Lösungs
mittel trennt. Die semipermeable Membran gestattet wohl dem Lösungs
mittel, nicht aber der gelösten Verbindung den Durchgang, letztere 
übt infolgedessen einen Druck auf die Wand aus, der nach Pfeff"er 55) 

direkt messbar ist. Überträgt man die Hypothese A.vogadro's auf 
Lösungen, so gelangt man zu dem Satze: Isotonische Lösungen, d. h. 
Lösungen von gleichem osmotischem Druck, enthalten im gleichen 
Volum die gleiche Anzahl kleinster Teilchen. Daraus folgt: Äqui
molekulare Lösungen, d. h. solche, bei denen die Gewichtsmengen der 
gelösten Substanzen im Verhältnis ihrer Molekulargewichte stehen, 
sind isotonisch. Man kann also aus dem osmotischen Druck einer 
Lösung, bezw. aus der damit proportionalen Dampfspannungsvermin
derung, gemessen durch Gefrierpunktserniedrigung oder Siedepunkts
erhöhung, einen Schluss auf die Molekulargrösse ziehen. Während 
man also früher bei den Dampfdichtebestimmungen nur auf vergas
bare Substanzen angewiesen war, kann man jetzt das Molekular
gewicht jeder löslichen Verbindung ermitteln. 

Die anormalen Werte der Gefrierpunktserniedrigung bei anorga
nischen Salzen, Säuren und Basen führten im Verein mit den bei 
dem Studium der Elektrolyse gemachten Erfahrungen zur Aufstellung 

52) Bull. de la soc. chim. (2) 22 (1874), p. 337. 
53) La chimie dans l'espace, 1875; deutsch von Herrmann 1877, 2. Aufl. 

1894, Braunschweig. 
54) Vorlesungen über physikalische und theoretische Chemie, Braunschweig, 

3 Bände, 1898/1900; Über die Theorie der Lösungen, Stuttgart 1900. 
55) Osmotische Untersuchungen, Leipzig 1877. 
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der Theorie der elektrolytischen Dissoziation durch Arrhenius 56) (188 7), 
von welcher ebenfalls in einem folgenden Kapitel ausführlicher die 
Rede sein wird. Die Einführung des Begriffes der in wässerigen 
Lösungen enthaltenen freien Ionen drohte anfanglieh mit der Atom
hypothese nicht recht vereinbar zu sein. .Auch diese Schwierigkeit 
wurde jedoch behoben, als in neuerer Zeit der Begriff des Elektrons 
in die Physik eingeführt wurde. 

Nach dem Faraday'scben 57) Gesetze scheidet derselbe elektrische 
Strom in Elektrolyten stets äquivalente Mengen ab. Faraday selbst 
folgerte daraus, dass äquivalente Mengen stets mit ein und derselben 
Elektrizitätsmenge (96 540 Coulomb pro Grammäquivalent) verbunden 
seien. Die atomistische .Auffassung dieses Elementarquantums der 
Elektrizität durch H. A. Lorentz 58) und Helmholtz 59) führte zu dem 
heutigen Begriffe des Elektrons als elektrischen .Atomes. Die Ionen 
in wässeriger Lösung stellen sich demnach dar gewissermassen als 
gesättigte Verbindungen von .Atom und Elektron. Der verschiedene 
Grad der Positivität bezw. N egativität ist nicht bedingt durch eine 
verschiedene Grösse der Ladung, sondern durch die verschiedene 
Festigkeit, mit der das Elektron von dem Atom gebunden wird, von 
der Haftintensität, der Elektroaffinität. Da diese Eigenschaft für die 
anorganischen Verbindungen wesentlich ist, suchten in neuester Zeit 
Abegg und Rodländer 60) auf diesem Prinzip eine neue Klassifikation 
der unorganischen Verbindungen zu begründen. In der That gelang 
es ihnen, hierbei eine Reihe gesetzmässiger Beziehungen aufzufinden. 

13 61). Die absolute Grösse der Atome 62). Wenn auch bei den 
weitaus meisten physikalischen und chemischen Messungen die abs~ 
lu·ten Dimensionen der Moleküle und Atome nicht in Betracht kommen, 
so hat es doch nicht an Spekulationen gefehlt, welche bezweckten, 
Anhaltspunkte auch für die absoluten Grössen und Dimensionen der 
Moleküle und Atome zu liefern. Die erste darauf hinzielende Be-

56) Zeitschr. f physikal. Chemie 1 (1887), p. 631. 
57) Ostwald's Klassiker Nr. 81, 86, 87, Leipzig. 
58) Vgl. G. 0. Schmidt, Die Kathodenstrahlen, Braunschweig 1904; H . .A. 

Lorentz, Sichtbare u. unsichtbare Bewegungen, Braunschweig 1902. 
59) J. chem. Soc. June 1881; Vorträge u. Reden 2, p. 276. 
60) Zeitschr. f. anorg. Chem. 20 (1899), p. 453. 
61) Diese Nr. ist von Hrn. L. Boltzmann gütigst durchgesehen und wesent

lich vervollständigt worden. 
62) Nernst, Theoretische Chemie, 2. Aufl. 1898, p. 390; J. Traube, Grund

riss d. physikal. Chemie, Stuttgart 1904, p. 96; Maxwell, Scientific papers 2, 
p. 460, Art. "Atom". 
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rechnung stammt wohl aus dem Jahre 1805 von Young 68). Dieser 
fand für den Durchmesser d der Wirkungssphäre der Molekularkräfte 
den Wert 3HjK, wobei K und H die beiden Konstanten der Laplace
schen Kapillartheorie sind, von denen die erste der von der Krümmung 
unabhängige Teil des Kapillardruckes ist. Durch die letztere ist der 
der Krümmung proportionale Anteil dieses Druckes charakterisiert. 
Indem Young Haus der Steighöhe des Wassers in Kapillarröhren 
berechnet, K aber ohne Angabe des Grundes für Wasser auf 23000 
Atmosphären schätzt, findet er für Wasser d gleich dem 250millionten 
Teile eines englischen Zolls (d. i. etwa 10- 8 cm). K kann aus der 
Verdampfungswärme des Wassers 64) oder aus der Konstanten a der 
van der Waals'schen Formel 65) berechnet oder schätzlmgsweise gleich 
der Zerreissungsfestigkeit fester Substanzen gesetzt werden 66). 

Mitteist der Annahmen, dass die Moleküle im flüssigen Wasser 
sich berühren und dass die Kondensation des Wasserdampfes beginnt, 
sobald der Abstand der Mittelpunkte zweier Nachbarmoleküle gleich 
ihrer Wirkungssphäre wird, wovon die letztere Annahme unseren 
heutigen Anschauungen wohl nicht mehr entspricht, findet Young 
dann für den Abstand der Mittelpunkte zweier Nachbarmoleküle 
flüssigen Wassers den lOOOOOmillionten Teil eines englischen Zolls 
(d. i. 2,5-10- 10 cm), welche Zahl zwar bei weitem zu klein ist, aberdoch 
nicht gänzlich von der Grössenordnung der jetzt angenommen abweicht. 

Eine obere Grenze für den Durchmesser der Moleküle liess sich 
aus der Bestimmung der Schichtdicke dünnster Häutchen ableiten. 
So fanden Reinold und Rücker 61) dUI"ch Untersuchungen über den 
schwarzen Fleck von Seifenblasen den Durchmesser zu 12 X 10- 7 cm, 
während Drude 68) in gleicher Weise den Wert 17 X 10- 7 cm erhielt. 

Röntgen 69) und unabhängig von ihm Rayleigh 70) stellten Öl
häutchen auf Wasser dar, deren Dicke sie zu 10,6 X 10-8 bezw. 
5,6 X 10- 8 cm feststellten. 

63) On the cohesion of ftuids, London Phil. Trans. 1805; vgl. Rayleigh, Phil. 
Mag. 30 (1890), p. 474. 

64) Dupre, Theorie mecanique de Ia chaleur 1869, p. 152. 

65) van der Waals, Die Kontinuität des ftüssigen und gasförmigen Zu
standes, 2. Aufi., 1. Teil, 9. Kapitel (über a siehe 10. Kap.). Deutsche Ausgabe, 
1. Auft. Leipzig 1881. 

66) Boltzmann, Wien. Ber 66, Juli 1872; Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 30 

(1890), p. 473. 
67) London Phi!. Trans. 2 (1883), p. 645; Rep. Brit. Assoc. 1885, p. 986. 

68) Ann. Phys. Chem. 48 (1891), p. 158. 
69) Ann. Phys. Chem. 41 (1890), p. 321. 
70) London Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 364 
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In seiner Abhandlung über die Grösse der Moleküle 71) hat dann 
Lord Kelvin diese ebenfalls durch Vergleichung der zur V ergrösse
rung der Wasseroberfläche und zur Verdampfung des Wassers er
forderlichen Arbeit also wieder mit Hülfe der Kapillarkonstanten H 
und K (letztere aus der Verdampfungswärme geschätzt) gefunden 71). 

Die erste genauere Messung der absoluten Grösse der Moleküle 
wurde von Loschmidt (1865) 72) und später von Stoney (1868) mit 
Hülfe der kinetischen Gastheorie ausgeführt. Aus dieser folgt die 

Gleichung L = / , wobei L die mittlere Weglänge eines Mole-
n 2ns' 

küls, s dessen Durchmesser, n die Anzahl der Moleküle in der Volumen
einheit bedeutet. L kann aus dem Reibungs , Diffusions- und Wärme
leitungskoeffizienten nach Maxwell, Clausius, Ste{an u. a. berechnet 
werden. Eine zweite Gleichung zwischen den beiden Grössen n und 
s erhält Loschmidt, indem er aus den V ersuchen Kopp's über die 
Molekularvolumina siedender Flüssigkeiten einen Schluss auf das 
Volumen des von den Molekülen in der Volumeneinheit wirklich er
füllten Raumes zieht. Da letzterer gleich 4nns8/3 ist, so hat man 
jetzt zwei Gleichungen zwischen n und s, aus denen Loschmidt für 
Luft (Stickstoff) findet s = 10- 7 cm, n = 10"1 bezogen auf den ccm 
flüssigen Stickstoff. 

Die zweite Gleichung zwischen n und s erhält Lord Kelvin 73), 

indem er Argon zu Grunde legt und annimmt, dass das Volumen des 
flüssigen Argons gleich dem Volumen q8s8n wäre, welches dessen 
Moleküle einnähme, wenn ihre Mittelpunkte in Würfeln von der 
Seitenlänge qs angeordnet wären. Unter q ist eine von der Einheit 
wenig verschiedene Zahl zu verstehen. L resp. ns" wird dabei durch 
Schätzung des Koeffizienten der Diffusion in sich selbst berechnet. 
Es ergiebt sich für flüssiges Argon pro cm3 n = 8,9.1019, wenn q 
gleich eins gesetzt wird. 

Die zweite Gleichung zwischen n und s erhält van der Waals 
aus semer Theorie. In der van der Waals'schen Zustandsgleichung 
der Gase 

bedeutet b das Vierfache des von den Molekülen eines Mols wirklich ein
genommenen Volumens. Es ist also b = 16nns8f3. Zur Bestimmung 

71) Nature, März 1870; Thomson and Tait, 'freatise on natural philosopby 
appendix F, p. 499; Phil. Mag. (6) 4 (1902), p. 182. 

72) Wien. Ber. 52 (1865), p. 395. 
73) Kelvin, Phil. Mag. (6) 4 (1892), p. 197. 
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von b sind eine Reihe von Methoden anwendbar, z. B. die Messung 
der Abweichungen eines Gases von den Gasgesetzen. Am meisten 
experimentelle Bearbeitung hat die Bestimmung aus kritischem Druck 
:ll"0 und kritischer Temperatur .ß-0 erfahren: 

b=_!._·~· 
8 273 · n 0 

Van d~ Waals findet für Luft s = 2,7 ·l0-8 cm. 74) 

Über Bestimmung der Grösse der Moleküle aus Betrachtungen 
über Gastheorie oder Kapillarität vergleiche ferner Jägfff" 75), MacJte76), 
Müller-Brzbach 77), Galitzine 78), Wilson 79). 

Aus den alten Volta'schen Anschauungen über die Kontaktelek
trizität folgerte Lord Kelvin 80), dass der Abstand zweier benachbarter 
Moleküle für Kupfer und Zink zwischen 10- 8 und 10- 9 cm liegen müsse. 

Die Grösse der Moleküle wurde bestimmt unter Zuziehung der 
Clausius-Mosotti'schen Formel für die Dielektrizitätskonstante von 
Franz Ex~81), aus Betrachtungen über die elektromotorische Kraft 
sehr dünner Gasschichten auf Metallen von H. Kohlrausch 82), über 
kapillar-elektrische V ersuche von J. Bfff"nBtein 88), durch Vergleich der 
Lösungswärme von Zuckerstaub und massivem Zucker von Gfff"stmann 84). 

Rayleigh 86) hat auf Grund seiner Theorie der blauen Farbe des 
Himmels aus der Beziehung zwischen Grösse der kleinsten in der 
Luft befindlichen Teilchen und deren Brechungsvermögen ebenfalls 
derartige Schlüsse gezogen. Aus den Beobachtungen von Zettwuch 86), 

Majorana 81) u. a. lassen sich folgende Werte erhalten: Es beträgt das 
Gewicht eines Atomes Wasserstoff (flüssig): 0,45 X 10-24 g, Sauer-

74) Die Kontinuität etc., 2. Au:ll., 1. Teil, p. 115. 
75) Wien. Ber. 99, p. 679, 860; 100, p. 245, 493, 1122, 1233; 108 (1891), 

p. 54; Wien. Monatsh. 8, p. 235. 
76) Wien. Ber. 111 (1902), p. 381. 
77) Wien. Ber. 109 (1900), p. 9; Ann. Phys. Chem. 67 (1899), p. 899. 
78) Ztschr. f. phys. Chemie 4 (1889), p. 417. 
79) Chem. News 73 (1896), p. 63. 
80) Lord Kelvin, Proc. Manchester literary and pbil. soc., Januar 1862; 

Lord Kelvin and Tait, Treatise on natural philosopby, 2, App. F, 1895, p. 494. 
81) Wien. Ber. 91 (1885), p. 850 
82) Gött. Nachr. 26. Sept. 1872, p. 453. 
83) Ann. Phys. 14 (1904), p. 172. 
84) Verb. d deutsch. phys. Ges. 28. Okt. 1899. 
85) Rayleigh, Collected papers 1, p. 87. 
86) Ricerche sul Bleu del Cielo, Dissertation Rom 1901; Phil. Mag. (4) 6 

(1902), p. 199. 
87) Phil. Mag. 1901; vgl. Lord Kelvin l. c. 

Enc;yklop. d. math. Wissensch. V 1. 23 
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stoff (flüssig) 7,15 X 10-u g, Stickstoff 6,29 X 10-u g, Gold: 
88,52 X 10- u g. Diese Grössen stimmen mit den Berechnungen 
Lord Kelvin's vorzüglich überein. 

Mit Hülfe einer elektrischen Methode gelangte Ridout 88) auf nicht 
näher angegebenem Wege für den Durchmesser des Wasserstoffatomes 
zu dem gleichen Werte. 

In jüngster Zeit endlich hat Planck 89) aus der Theorie der elektro
magnetischen Strahlung abgeleitet, dass die Masse einer Molekel das 
1,62 X 10-u-fache der Masse des gr-Moleküles beträgt. Diese Ab
leitung mag noch Hypothetisches enthalten; sie ist aber bisher die 
einzige, die nicht nur die Grössenordnung, sondern auch einen nume
risch ziemlich exakten Wert zu liefern im Stande ist. 

l 4:. Bedeutung der chemischen Atomistik in erkenntnistheore
tischer und systematischer Beziehung. In erkenntnistheoretischer 
Hinsicht sind gegen die Atomhypothese einige Einwände zu erheben. 
Zunächst ist die Annahme von über 70 Elementen dem monistischen 
Gefühl zuwider. Der alte Wunsch, sämtliche chemischen Grundstoffe 
auf ein einziges Urelement zu beziehen, ist wohl auch heute noch 
nach der Widerlegung der Prout'schen Hypothese durch Stas in jedem 
Chemiker lebendig. Dieses Problem erscheint in jüngster Zeit in 
neuem Lichte. Man nimmt vielfach an, dass die Elektronen, die 
Quelle der optischen und elektrischen Erscheinungen, gleichzeitig die 
lange gesuchte Urmaterie selbst darstellen. 

Schwierig ist ferner die Vorstellung, warum die Materie nur bis 
zu einer bestimmten Grenze teilbar sein sollte. Auch wenn sich die 
angedeutete elektrische Auffassung der Materie bewähren sollte, würde 
damit das Problem doch nur auf das elektrische Gebiet hinaus
geschoben, aber noch keineswegs gelöst sein. 

Noch grösseren Schwierigkeiten begegnet man, wenn man 11ich 
überlegt, wie es möglich ist, dass in einer Verbindung durch die 
blosse Nebeneinanderlagerung der Atome deren Eigenschaften voll
ständig verschwinden und durchaus neuen Platz machen können. 
Zudem ist nicht recht zu verstehen, was denn überhaupt von einem 
Atome übrig bleibt, wenn man ihm seine Eigenschaften nimmt, da 
diese doch das einzige sind, woran wir ein Element erkennen und 
von anderen trennen können. Auf diese und ähnliche Überlegungen 
gestützt wird in neuerer Zeit vornehmlich von Ostwald 90) versucht, 

88} Nature 67 (1902), p. 45. 
89) Ann. Phys. (4) 9 (1902), p. 629. 
90) Grundlinien der anorg. Chemie, Leipzig 1900. 
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die Thatsachen der Chemie frei von der atomistischen Hypothese zu 
entwickeln. 

Demgegenüber ist jedoch hervorzuheben, dass die atomistische 
Hypothese sich als Forschungsprinzip bisher stets bewährt hat, wir 
daher auch keinen Grund haben, vorläufig davon abzugehen. Nur 
müssen wir uns stets bewusst bleiben, dass wir nur ein Bild ge
brauchen, nur eine Analogie mit den thatsächlichen Verhältnissen 
ausdrücken. Vor allem auf dem Gebiete der organischen Chemie dürfte 
vorderhand nicht daran zu denken sein, ohne Atomhypothese und 
ihre Konsequenzen, Valenzlehre und Stereochemie, auszukommen. Zudem 
muss man sich stets vor Augen halten, dass ja im Grunde genommen 
in jeder chemischen Formel, die wir benutzen, implicite die ganze 
Atomhypothese darinsteckt. 

Sobald freilich irgend welche Thatsachen erkannt sind, welche 
mit unserer jetzigen Anschauung nicht vereinbar sind, müssen wir 
bereit sein, die Hypothese fallen zu lassen, jedoch scheint dazu die 
Zeit noch keineswegs gekommen. Denn bisher hat die atomistische 
Auffassung in staunenswerter Anpassungsfähigkeit noch sämtlichen 
Fortschritten der chemischen Wissenschaft zu folgen vermocht und 
sich in allen Fällen als denkbar einfachste, anschaulichste und brauch
barste Hypothese erwiesen. 

II. Stereochemie. Von L. Mamloek. 

15. Einleitung. Als Stereochemie bezeichnet man die Lehre von 
der räumlichen Anordnung der .Atome im Molekül. 

Die Stereochemie stellt eine Entwickelungsstufe der chemischen 
Atomistik, speziell der Strukturchemie dar, die sich ihrerseits mit 
der wechselseitigen V erknüpfung der Molekularatome beschäftigt. 
Während die Strukturlehre sich in ihren :B'ormeln damit begnügte, 
sämtliche Teile des Moleküls als in einer Ebene liegend anzunehmen, 
stellt die Stereochemie das Molekül als ein dreidimensionales Gebilde dar. 

Ihren Ursprung verdankt die Stereochemie der Thatsache, dass 
die Strukturchemie sich ausser Stande erwies, gewisse Erscheinungen 
auf dem Gebiete der Isomerie zu erklären. 

Unter isomeren Körpern versteht man solche, die bei vollkommen 
gleicher atomistischer Zusammensetzung verschieden sind in ihren 
Eigenschaften. 

Eine Fülle von Isomeriefällen liess sich auf Grund der Struktur· 
lehre durch die Annahme erklären, dass die einzelnen Atome oder 
Gruppen der betreffenden Verbindungen in verschiedener Reihenfolge 

23* 
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miteinander verknüpft sind, bis einzelne, allmählich zahlreicher werdende 
Fälle bekannt wurden, in denen die vorhandene Isomerie anderen Ur
sprungs sein musste, da zweifellos strukturidentische Gebilde vorlagen. 
Es handelt sich hierbei um die Erscheinung der optischen Isomerie. 
PastfMY' 91) hatte im Jahre 1848 gefunden, dass neben der schon be
kannten Rechts-Weinsäure eine mit ihr isomere Säure, die Links
Weinsäure existiert, die mit ersterer in allen chemischen Punkten 
völlig übereinstimmt. Der einzige Unterschied bestand darin, dass 
ihre Lösungen die Ebene des polarisierten Lichtes nach entgegengesetzten 
Richtungen drehten und zwar ceteris paribus um den gleichen Betrag. 
Hand in Hand mit der entgegengesetzten Rotationsrichtung ging bei 
den Salzen dieser Säuren das Vorhandensein je einer rechts- resp. links
hemiedrischen Krystallfläche. 

Pasteur erkannte nun, dass die optische Aktivität der Lösung 
und die mit ihr verbundene Hemiedrie der Krystalle auf eine gemein
same Ursache zurückzuführen ist~ nämlich auf eine asymrne&rische 
Gruppierung im Molekül, denn nur ein asymmetrisches Gebilde kann 
die Polarisationsebene ablenken. 

Die Möglichkeit einer asymmetrischen Anordnung im Molekül 
schien aber vom Standpunkte der Strukturchemie, die sich nur ebener 
Formelbilder bediente, unverständlich, da jedes ebene Gebilde eine 
Symmetrieebene besitzt. 

Zur Erklärung molekularer Asymmetrie zog Pasteur 91) selbst 
bereits die Möglichkeit einer räumlichen Atomanordnung in Be
tracht: 

"Sind die Atome der Weinsäure nach den Windungen einer 
rechtsdrehenden Schraube angeordnet, oder befinden sie sich an den 
Ecken eines irregulären Tetraeders, oder bieten sie sonstige bestimmte 
asymmetrische Gruppierung dar? Wir müssen auf diese Frage die 
Antwort schuldig bleiben. Was aber keinem Zweifel unterliegen kann, 
ist, dass dort die Atome eine unsymmetrische Anordnung nach Art 
der keiner gegenseitigen Deckung fähigen Spiegelbilder besitzen. 
Ebenso sicher ist es, dass die Atome der linken Säure genau die 
entgegengesetzte dissymmetrische Anordnung haben." 

Einen ganz ähnlichen Fall von optischer Isomerie bei strukturell 
zweifellos identischen Verbindungen boten die von Wislicenus studierten 

91) .A.nn. chim. phys. (8) 24 (1848), p. 442; Paris C. R. 26 {1848), p. 535; 
27 (1848), p. 867, 401. 

92) Le9ons de chimie 1860, p. 25. Citiert nach van't Hoff, Die Lagerung 
der .Atome im Raume 1894, p. 9. 
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Milchsäuren. Die hier entdeckten Thatsachen veranlassten Wislicenus93) 

zu dem Satze: 
,,Wird einmal die Möglichkeit gleich zusammengesetzter, struktur

identischer, aber in ihren Eigenschaften etwas abweichender Moleküle 
zugegeben, so kann dieselbe nicht wohl anders als durch die Annahme 
erklärt werden, dass die Verschiedenheit ihren Grund nur in einer 
verschiedenartigen räumlichen Lagerung der in gleichbleibender Reihen
folge mit einander verbundenen Atome besitze (physikalische Isomerie)." 

Im Jahre 1874 haben nun fast gleichzeitig van't Hoff 94) und 
Le Bel 95) durch Einführung bestimmter räumlicher Vorstellungen die 
8trukturchemie in eine Stereochemie (Chemie des Raumes) umgestaltet. 

Beide Theorien stimmen, speziell bezüglich der Erklärung der 
optischen Aktivität durch molekulare Asymmetrie, mit einander überein. 
Auf die sonstigen Unterschiede wollen wir hier nicht näher eingehen, 
sondern uns im folgenden ausschliesslich mit van't Hoff's Theorie be
schäftigen. 

Die Betrachtungen über die räumliche Lagerung der Molekular
atome haben ihren Ausgang genommen von den Verbindungen des 
Kohlenstoffs, zu denen z. B. auch Weinsäure und Milchsäure gehören. 
Van't Hoff's Theorie basiert nun auf dem Kekule''schen Satz von der 
Kohlenstoffquadrivalenz, d. h. der Annahme, dass das Kohlenstoffatom 
mit vier gesonderten Valenzkräften ausgestattet ist, von denen jede 
ein (einwertiges) Element oder Radikal zu binden vermag. 

Auch bei anderen Elementen, dem Stickstoff, Schwefel, Selen, 
Zinn, ferner bei anorganischen Salzen ( W erner) sind in neuerer Zeit 
stereochemische Betrachtungen mit grossem Erfolge angestellt worden. 

Wahrscheinlich wird der der Chemie ferner Stehende den etwas 
groben und willkürlichen geometrischen Konstruktionen der Stereo
chemie einigen Zweifel entgegenbringen. Wenn man aber mit 
H. Hertz 96) die Aufgabe der Naturwissenschaft dahin abgrenzt, dass 
sie lediglich Bilder des wirklichen Geschehens von solcher Art zu 
entwerfen hat, dass die denknotwendigen Folgen der Bilder stets 
wieder die Bilder der naturnotwendigen Folgen der abgebildeten Gegen
stände sind, so wird man nicht umhin können, der Stereochemie einen 
hohen erkenntnistheoretischen Wert zuzusprechen (vgl. Nr. 14: des vor-

93) Liebig's Ann. d. Chem. 167 (1873), p. 343. 
94) Voorstel tot uitbreiding der tegenwoordig in de scheikunde gebruikte 

!!truktuurfonnules in de ruimte etc., 5 Sept. 1874. 
95) Bull. soc. chim. (2) 22, p. 337, Novemb. 1874. 
96) Prinzipien der Mechanik, Einleitung, p. 1. 
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hergehenden Kapitels). Der orientierende und heuristische Wert der 
Raumvorstellungen für die chemische Forschung ist längst über jeden 
Zweifel erhoben werden. 

A. Die Stereochemie des Kohlenstoffs. 

a. Das asymmetrische Kohlenstoffatom. 

16. Das Kohlensto:fftetraeder. Die vier Valenf!en des Kohlenstoff
atoms 0 sind nach den Ecken eines Tetraeders gerichtet, dessen Schwer

Fig. 1. 

punkt das Kohlenstoffatom selbst einnimmt. Die 
vier mit dem Kohlenstoffatom verbundenen Gruppen 
(R,_R2R8R4 ) befinden sich an den Ecken des 
Tetraeders (Fig. 1 ). 

17. Symmetrieebenen im Kohlensto:ff-
R. tetraeder. Ein mit vier gleichen Gruppen be

haftetes Kohlenstoffatom, C(R)4 , besitzt ebenso 
viele Symmetrieebenen wie das reguläre Tetraeder 
selbst. Deren Anzahl verringert sich jedoch, wenn 

die Gruppen R von einander verschieden werden. Bei einer Verbindung 
vom Typus CR1R2(R3) 2 (Fig. 2) ist noch eine einzige Symmetrieebene 
möglich, und zwar halbiert dieselbe die Kante R3R3 , um auf ihr senk-

recht stehend durch das Kohlenstoffatom C hin-
durchzugehen. Sind aber alle vier mit dem 
Kohlenstoffatom verbundenen Gruppen verschieden, 
wie bei dem Typus CR1R2R8R4 , so ist keine 
Symmetrieebene mehr vorhanden. 

18. Enantiomorphe Formen. Man überzeugt 
sich leicht an der Hand eines Modells, dass bei 
Gleichheit zweier von den vier mit dem Kohlen-
stoffatom verbundenen Gruppen, CR1R:lR3) 2 iso

mere Formen nicht auftreten können, d. h. dass eine Verbindung 
solcher Zusammensetzung nur in einer Form existiert. Zwei Tetraeder, 
deren vier Ecken in beliebiger Reihenfolge mit diesen Gruppen ver

Fig. 3. 

bunden sind, lassen sich 
zufolge der hier noch be
stehenden Symmetrie stets 
zur Deckung bringen, wie 
man aus der Figur 3 leicht 
ersieht, wenn man die beiden 
Tetraeder so ineinander ge-
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setzt denkt, dass R1Rll auf R1R2 fällt. In solchen Fällen ist also nach 
der Tetraedertheorie in Ubereinstimmung mit allen bisherigen Er
fahrungen keine Isomerie zu erwarten, während die Strukturlehre hier 
isomere Formen möglich erscheinen liess. 

Anders dagegen, wenn das Kohlenstoffatom mit vier verschiedenen 
Gruppen verbunden ist (CR1~R3R,J 

Stellt man eine solche Verbindung an de1· Hand eines Tetraeder
modells dar, und vertauscht die Plätze zweier beliebiger Substituenten 
miteinander, !'!O kann das hierdurch entstehende Tetraeder mit dem 
ursprünglichen nicht mehr zur Deckung gebracht werden, sie ver
halten sich vielmehr wie 
Gegenstand zu Spiegelb~ld 
(Fig. 4). Um z. B. von 
R4 über R:11 Rll nach ~ 
zu gelangen, muss man 
sich in dem einen Fall 113~<::::._~----..:l. 
im Sinne einer Rechts- ······---~-----

schraube, im andern im 
Fig. 4. 

' ' ' ' \ 
\ 

R\ 
-. -~::::JJ.:~:<, \ 

', ·'R' 

.. -·· ;,r 
·---~-------·· 

Sinne einer Linksschraube bewegen. Im übrigen sind an beiden 
Tetraedern sämtliche Atome in Bezug auf ihre wechselseitige Lage 
völlig gleich angeordnet, so dass irgend welche chemische Verschieden
heit der beiden Verbindungen undenkbar ist. Dagegen steht die ver
schiedene schraubenförmige Anordnung im Einklang mit einer Drehung 
der Ebene des polarisierten Lichtes; denn eine solche tritt nur in asym
metrischen Medien auf. 

Man bezeichnet ein mit vier verschiedenen Gruppen verbundenes 
Kohlenstoffatom nach van't Hoff als "asymmetrisches" Kohlenstoffatom. 

Wo also ein asymmetrisches Kohlenstoffatom vorliegt, wird 
man je zwei räumlich isomere (stereomere) Modifikationen zu er
warten haben, die sich zu einander wie Gegenstand zu Spiegelbild 
verhalten. Zufolge ihrer molekularen Asymmetrie lenken sie die Ebene 
des polarisierten Lichtes ab, und zwar in entgegengesetzter Richtung. 
In diesem Sinne betrachtet man die obigen Symbole als die "Konfigu
ration" der rechts- und linksdrehenden Form. Die beiden aktiven 
Formen bezeichnet man als enantiomorph. 

Die Erfahrung hat nun gelehrt, dass, wo immer ein asymme
trisches Kohlenstoffatom vorhanden ist, auch eine Rechts- und Links
form (d- und l-Form) existiert, und dass mit dem Verschwinden der 
Asymmetrie, d. h. bei Gleichheit von mindestens zwei Substituenten 
des Kohlenstoffatoms, auch die optische Aktivität und Isomerie ver
schwindet. 
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Andererseits ist zum Zustandekommen enantiomorpher Formen 
nicht immer die Anwesenheit eines asymmetrischen Kohlenstoffatoms 
erforderlich. In einzelnen Fällen wird ohne Mitwirkung eines asym
metrischen Kohlenstoffatoms durch eine ganz besondere Gruppierung 
im Molekül das Auftreten enantiomorpher1 d. h. optisch aktiver Formen 
ermöglicht. Doch handelt es sich hierbei nur um Ausnahmefälle; 
praktisch kommen für molekulare Asymmetrie fast ausschliesslich die 
Verbindungen des asymmetrischen Kohlenstoffs in Betracht. 

Von den überaus zahlreichen, asymmetrischen Kohlenstoff ent
haltenden, optisch aktiven Verbindungen seien hier nur einige Bei
spiele genannt: Weinsäure, Milchsäure, Äpfelsäure1 Mandelsäure, Trauben
zucker, Amylalkohol, Coniin, Chinin. 

19. Die racemische (r) Verbindung. Neben den beiden optisch 
aktiven Formen ist nun in den meisten Fällen eine dritte Modifikation 
desselben Körpers bekannt, der die beiden charakteristischen Eigen
schaften der aktiven Formen fehlen: weder dreht sie in Lösung die 
Ebene des polarisierten Lichtes, noch besitzt sie im krystallisierten 
Zustande hemiedrische Flächen. Eine solche V erbindru1g kann durch 
Zusammenbringen gleicher Teile der d- und I-Modifikation erhalten 
werden, und ist umgekehrt nach später zu beschreibenden Methoden 
in die beiden optisch aktiven Formen spaltbar. Dementsprechend rührt 
ihre optische Inaktivität davon her, dass die beiden gleich grossen, 
aber entgegengesetzt gerichteten Drehungen der aktiven Formen sich 
paralysieren. Aus dem analogen Grunde heben sich die hemiedrischen 
Krystallflächen der aktiven Formen auf, um einer höheren Symmetrie
form Platz zu machen. Das klassische Beispiel hierfür bietet die 
Traubensäure, entstanden aus gleichen Teilen d- und I-Weinsäure, von 
der auch die Bezeichnung Racemverbindung entlehnt ist (acide racemi
que = Traubensäure). 

b. Die Gewinnung optisch aktiver Verbindungen. 

Wie man durch Vereinigung der beiden optischen Antipoden die 
inaktive (racemische) Verbindung gewinnt, so kann man umgekehrt 
aus einer racemischen Verbindung durch Spaltung die aktiven Formen 
des betreffenden Körpers erhalten. Eine solche Spaltung aber er
fordert wegen der Übereinstimmung der beiden Komponenten in den 
chemischen und physikalischen Eigenschaften ganz besondere Mittel. 

Von den hierzu dienenden Methoden seien hier die wichtigsten 
genannt: 
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1) Spaltung durch Anwendung aktiver Verbindungen,) Methoden 
2) ,, " " von Organismen, von 
3) Spontane Spaltung (U mwandlungstemperatur ), Pasteur. 
4) Spaltung durch fraktionierte Veresterung und V erseifung. 

20. Spaltung durch Anwendung aktiver Verbindungen. Das 
Prinzip dieser Methode ist das folgende: Kombiniert man eine inaktive 
(Racem-)Verbindung, bestehend aus den beiden optischen .Antipoden 
d.A und l.A mit ein und derselben optisch aktiven Substanz z. B. dB, 
so erhält man offenbar ein Gemisch der beiden optisch aktiven V er
bindungen dAdB und lAdB. Die Raumformeln dieser beiden Körper 
verhalten sich ihrerseits natürlich nicht mehr wie Gegenstand zu 
Spiegelbild. In Übereinstimmung hiermit zeigen auch diese beiden 
Verbindungen in ihrem gesamten V erhalten wesentliche Differenzen. 
So besitzen solche Verbindungen z. B. sehr oft eine derartig ver
schiedene Löslichkeit, dass mau sie durch fraktionierte Krystallisation 
von einander trennen kann. Hat man nun dAdB von lAdB auf diese 
Weise gesondert, so kann man durch einfache Spaltungsreaktionen 
dA und lA, jedes für sich, isolieren. 

Diese von Pasteur 9'1) entdeckte und zuerst zur Zerlegung von 
Traubensäure in d- und I-Weinsäure benutzte Methode findet sehr 
häufig Anwendung. Ursprünglich auf die Spaltung inaktiver Säuren 
oder Basen beschränkt, ist sie neuerdings durch Erlenmeyer 98) und 
Neuberg 99) auch auf andere Körperklassen ausgedehnt worden. 

21. Spaltung durch Anwendung von Organismen 100). Lässt man 
in der Lösung einer optisch inaktiven (Racem-)Verbindung gewisse 
Organismen, Hefearten, Spaltpilze vegetieren, so findet in vielen Fällen 
eine Aktivierung der Lösung statt, die dadurch verursacht wird, dass 
der betreffende Organismus resp. die in ihm wirksame Substanz, sein 
"Enzym", die eine aktive Modifikation zerstört, während die enantio
morphe Form nahezu intakt bleibt. 

Die Verschiedenheit im V erhalten solcher Organismen gegen_ die 
stereomeren (d- und 1-)Formen eines Körpers ist darauf zurückzuführen, 
dass die Eiweisssubstanz der Organismen selbst asymmetrische, optisch 
aktive Moleküle besitzt. Einer optisch aktiven Substanz gegenüber 
sind aber die beiden enantiomorphen Formen nicht mehr gleichwertig. 

97) Ann. chim. phys. (3) 38 (1853), p. 437. 
98) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 36 (1903), p. 976. 
99) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 36 (1903), p. 1192. 

100) Pasteur, Paris C. R. 46 (1858), p. 615; 51 (1860), p. 298. 
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22. Spontane Spaltung (Umwa.ndlungstempera.tur). In einigen 
Fällen gelingt die Spaltung eines Ra.cemkörpers in die optischen Anti
poden ohne Zuhülfenahme einer aktiveB Verbindung, lediglich durch 
Krystallisation. Aus einer Lösung von traubensaurem Natrium-Ammo
nium scheiden sich beim Verdunsten neben einander die enantiomorphen 
Krystalle des d-weinsauren und des I-weinsauren Salzes ab, sodass 
sie mechanisch durch Auslesen von einander getrennt werden können 
(Pasteur) 101). Bemerkenswert ist hierbei, dass die Abscheidung der 
beiden aktiven weinsauren Salze neben einander nur bei Temperaturen 
unter 27° erfolgt (Umwandlungstemperatur), während oberhalb 27° das 
inaktive Salz, das Racemat, auskrystallisiert. Von den Fällen, in denen 
diese Methode angewandt worden ist, sei die Spaltung des Methyl
rnannoeids 109) und des IsohydrobenzoinS 103) genannt. 

23. Spaltung durch fraktionierte Veresterung und Verseifung 104). 

Die Basis für diese von Marckwald und McKenrtie 105) entdeckte Spal
tungsmethode bildet die Thatsache, dass zwei optische Antipoden einer 
und derselben optisch aktiven Substanz gegenüber mit verschieden 
grosser Geschwindigkeit reagieren, vorausgesetzt, dass "der V er lauf der 
betreffenden Reaktion ihrer chemischen Natur nach von der räum
lichen Lagerung der Atome im Molekül abhängig ist". Dies ist er
fahrungsgemäss bei der Esterbildung in hohem Masse der Fall. Indem 
man nun die betreffende Reaktion nach einiger Zeit unterbricht, kann 
man den einen, schneller in Reaktion getretenen Antipoden von dem 
anderen, der an der Reaktion gar nicht oder erst in geringerem Masse 
Teil gt:Jnommen hat, bis zu einem gewissen Grade trennen. 

24:. Zusammenhang swischen der Konfiguration und der Ensym
wirkung. Im Anschluss an die Methode der Spaltung von Racem
körpern durch Organismen sei hier einiges über den Zusammenhang 
zwischen räumlicher Anordnung im Molekül (Konfiguration) und der 
Enzymwirkung mitgeteilt, worüber besonders die Untersuchungen 
E. Fischer's die interessantesten Aufschlüsse gegeben haben. 

So zeigte sich bei den Verbindungen der Zuckergruppe, die infolge 
der Anwesenheit mehrerer asymmetrischer Kohlenstoffatome im Molekül 

101) Ann. chim. phys. (3) 24 (1848), p. 442; 28 (1850), p. 66; 38 (1853), p. 437. 
102) E. Fischer und Beensch, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 29 (1896), p. 2927. 
103) Erlenmeyer, Ber. d. deutsch. chem. Ges. SO (1897), p. 1631. 
104) Unter "Veresterung'' versteht man die Kombinierung eines Alkohols 

mit einer Säure, unter "Verseifung" die Spaltung eines "Esters" in Alkohol und 
Säure. 

106) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 32 (1899), p. 2130; 34 (1901), p. 469. 
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sehr komplizierte Gebilde im Sinne der Stereochemie darstellen, ein 
bemerkenswerter Parallelismus zwischen sterischer .Ähnlichkeit und 
Enzymwirkung: sterisch einander sehr nahestehende Körper reagieren 
gewissen Enzymen, z. B. Hefe gegenüber mit gleicher Geschwindig
keit, während sterisch von einander sehr verschiedene Körper auch 
wesentlich von einander abweichende Reaktionsgeschwindigkeiten auf
weisen 106), sodass andererseits das Verhalten gegen Enzyme zur Er
kennung stereochemischer Differenzen dienen kann. 

Eine Erklärung für das verschiedene V erhalten eines Enzyms 
gegen sterisch verschiedene Körper, worunter keineswegs nur Spiegel
bildisomare zu verstehen sind, liegt nach E. Fischer in dem asym
metrischen Bau des Enzymmoleküls: wenn ein Angriff eines Enzyms 
auf ein Molekül erfolgen soll, muss eine Ähnlichkeit der moleku
laren Konfiguration des Enzyms und des Angriffsobjektes bestehen 
wie zwischen "Schloss und Schlüssel'' 107). 

25. Die gegenseitige Uniwandlung optischer Antipoden. Allen 
optisch aktiven Verbindungen ist die Fähigkeit gemeinsam, unter ge
wissen Bedingungen ihre Aktivität einzubüssen und in das Racemat 
überzugehen. 

Eine solche Inaktivierung (Racemisierung) wird in erster Linie 
durch die Wärme, ferner durch gewisse katalytisch wirkende Agentien, 
wie Säuren oder Basen bewirkt. Zum Verständnis dieser Thatsache 
hat man sich zu vergegenwärtigen, dass die Stabilität der beiden aktiven 
Modifikationen nur eine geringe ist. ,,Kinetisch ist vorauszusehen, dass, 
wenn die Stabilität eine geringe ist und zu Umwandlung führt, Gleich
gewicht bei der inaktiven Mischung liegen muss. Da in Anbetracht 
der vollständigen mechanischen Symmetrie das Streben nach Umwand
lung bei beiden Isomeren gleich ist, wird stets von dem im Über
schuss vorhandenen Isomeren mehr zur Umwandlung gelangen, bis 
also gleiche Quantitäten beider Modifikationen vorhanden sind" 108). 

Hierin liegt zugleich die Erklärung für die experimentell be
wiesene Thatsache, dass aus einer Racemverbindung durch Erhitzen 
oder andere katalytische Einflüsse niemals ein optisch aktiver Körper 
entstehen kann. Die direkte Umwandlung einer optisch aktiven Ver
bindung in ihren Antipoden unter Vermeidung des Racemats gelang 

106) E. Fischer u. Thierfelder, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 27 (1894), p. 2036; 
E. Fischer, Ztschr. physiol. Chem. 26 (1898), p. 60. 

107) Ztschr. physiol. Chem. 26 (1898), p. 82; Ber. d. deutsch. chem. Ges. 27 
(1894), p. 2992. 

108) van't Hoff, Die Lagerung der .Atome im Rltume, 1894, p. 32; Ber. 4. 
deutsch. chem. Ges. 10 (1877), p. 1620, 
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Walden 109) in einer Reihe von Fällen dadurch, dass er in der be
treffenden -optisch aktiven Verbindung CR1R2R3R4 einen der am asym
metrischen Kohlenstoffatom stehenden Substituenten durch einen a.ndern 
(R5) ersetzte, wodurch, unter bestimmten Bedingungen, eine neue 
optisch aktive Substanz entstand; wurde sodann diese Substitution 
durch gewisse Agentien wieder rückgängig gemacht, so resultierte die 
Verbindung ORt RsR8R4 in Form des optischen Antipoden des Aus
gangsmaterials. 

26. Die Bildung von Körpern mit asymmetrischem Kohlenstoff. 
Beim Aufbau einer Verbindung des asymmetrischen Kohlenstoffatoms 
aus symmetrischem Material wird niemals direkt ein optisch aktives 
Produkt erhalten. Eine so gewonnene Verbindung (CRtR1RsR4) stellt 
stets ein optisch inaktives, äquimolekulares Gemenge der beiden 
enantiomorphen Formen dar. 

Die Erklärung hierfür bietet nach Le Bel das "Gesetz der grossen 
Zahlen": ,,Kann ein Ereignis sich auf zweierlei Weise vollziehen und 
liegt keinerlei Grund vor, dass die erste Art vor der zweiten den Vor
zug verdient, so wird, wenn das Ereignis m-mal nach der ersten und 
m'-mal nach der zweiten Art stattgefunden hat, das Verhältnis mfm' sich 
der Einheit nähern, wenn m + m' über alle Grenzen wächst. Wenn 
nun aus einem symmetrischen Körper ein asymmetrischer durch Sub
stitution entstanden ist, so ist die Asymmetrie durch die stattgehabte 
Substitution eingeführt. Das Radikal oder das Atom, dessen Sub
stitution die Dissymmetrie bewirkt hat, besass früher eine Homologe, 
welche mit ihm symmetrisch war in Bezug auf einen Punkt oder 
eine Ebene der Symmetrie. Da diese Radikale sich in ganz ähnlichen 
dynamischen und geometrischen Bedingungen vorfinden, so muss, falls 
m und m' angeben, wie oft jedes von ihnen substituiert worden ist, 
mjm' sich der Einheit nähern, wenn die Zahl dieser Substitutionen über 
jede messbare Grenze hinauswächst. Wenn daher die Substitution 
eines dieser homologen Radikale den rechtsdrehenden Körper erzeugt, 
so wird das andere den linksdrehenden bilden; und beide werden dem
nach in gleichen Mengen anwesend sein" 110). 

Der künstliche Aufbau optisch aktiver Verbindungen gelingt daher 
nur auf dem Umwege über die Racemkörper, aus denen dann die 
aktiven Formen durch Spaltung erhalten werden. 

Im Gegensatze hierzu ist der lebende Organismus zur direkten 

109) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 28 (1895), p. 2766; 29 (1896), p. 133; 30 
(1897), p. 3146; 32 (1899), p. 1833 u. 8. w. 

110) Bull: soc. chim. (2) 22 (1874), p. 346. 
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Bildung aktiver Substanzen aus inaktivem Material in hohem Grade 
betähigt. So bildet die Pflanze aus Kohlensäure und Wasser die 
grosse Zahl der optisch aktiven Kohlenhydrate. 

Die Erklärung hierfür liegt nach E. Fiscker's Theorie darin, dass 
die Kohlensäure von den komplizierten optisch aktiven Substanzen des 
Chlorophyllkornes resp. der assimilierenden Pflanzenzelle gebunden 
wird, und dass dann unter dem Einfluss der einmal bestehenden 
Asymmetrie auch die synthetische Umwandlung in Zucker sich asym
metrisch vollzieht 111). 

Mit dieser Erklärung war zugleieh für die direkte künstliche 
Syitthese eines aktiven Körpers der Weg vorgezeichnet: Wenn man von 
einer Verbindung AB, bestehend aus dem optisch aktiven Teil A und 
dem inaktiven B ausgeht, in B ein asymmetrisches Kohlenstoffatom 
einführt, und den ursprünglichen aktiven Teil .A. nunmehr abspaltet, 
so sollte die aus B synthetisch erhaltene Verbindung B' eventuell 
optisch aktiv sein. 

Nachdem eine Reihe von Forschern vergebliche Versuche nach 
dieser und ähnlicher Richtung hin angestellt hatten, gelang es kürz
lich Marckwald, dies interessante Problem zu lösen. Das Wesentliche 
seiner Methode ist die direkte Bildung einer optisch aktiven Substanz 
aus inaktivem Material unter Mitwirkung einer anderen optisch aktiven 
Verbindung. Für die, hierdurch noch nicht aufgeklärte Primärentstehung 
optisch aktiver Substanz in der Natur sucht neuerdings Byk eine experi
mentell begründete Erklärung zu geben m). 

c. Verbindungen mit mehreren asymmetrischen 
Kohlenstoffatomen. 

27. Verbindungen mit zwei asymmetrischen Kohlensto:ff'atomen. 
Betrachten wir im folgenden solche Verbindungen, in denen zwei oder 
mehr asymmetrische Kohlenstoffatome vorhanden sind. Einen Körper, 
der zwei asymmetrische Kohlenstoffatome in direkter Bindung enthält, 
können wir, wie die Figur 5 zeigt, durch zwei in einer Ecke zu
sammenstossende Tetraeder darstellen. Genau so gut wie die in der 
Figur dargestellte Konfiguration entspricht nun aber den Voraus
setzungen der Theorie jede andere, durch Drehung der beiden Te
traeder um ihre Verbindungsaxe erhaltene Stellung. Hieraus würde 
sich eine zahllose Menge von Isomeren ergeben. Dem aber wider-

111) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 27 (1894), p. 3230; s. auch van't Hoff, Die 
Lagerung der Atome im Raume 1894, p. 29. 

112) Marckwalit, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 37 (1904), p. 349; Byk, Ztschr. 
pbysik. Chem. 49 (1904), p. 641. 
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sprechen die experimentellen Erfahrungen. Man muss vielmehr an
nehmen, dass von allen möglichen Konfigurationen eine die stabilste 
ist. "Bei der durch die Grundauffassung zugelassenen 'freien Drehung' 

R,..-------,,.,R2 

R. 
Fig. 5. 

wird die gegenseitige Wirkung der Gruppen 
R1 R2R3 einer- und R4R5R6 andererseits zu einer 
einzigen 'bevorzugten Konfiguration' führen. 
Deren Wahl ist vorläufig einerlei und wir nehmen 
als solche die von der Figur vorgestellte Lage, 
wo R1 über R4 , R2 über R5 , R3 über R6 befind
lich ist" 113). 

Ermitteln wir nunmehr, wieviel Stereomere 
bei Wahrung der "bevorzugten Konfiguration" 
möglich sind. Zu diesem Zwecke stellen wir 
uns die Kombination der beiden Tetraeder durch 

eine Art Projektion in der Ebene nach E. Fischer folgendermassen dar: 

Rs 
I 

R1-C-R2 

I" 
R4-C-R5 

I 
Rs 

aus der man die entsprechenden räumlichen Tetraedersymbole leicht 
rekonstruieren kann. 

Vertauscht man nun R1 mit R2 oder R4 mit R5 , so erhält man 
neben der obigen Form I. die folgenden drei Stereomeren 114): 

Rs Rs Rs Rs 
I I I I 

R1-C-Rll Ra-C-Rl R1-C-R2 R2-C-R1 

I I I I 
R4-C-R5 R4-C-R5 R5-C-R4 R5-C-R4 

I I I I 
Rs Rs RG Rs 
I. II. III. IV. 

Dagegen führt z. B. die Vertauschung von R1 und R3 in I. zu keinem 
neuen Isomeren. Denn im Sinne der Voraussetzung einer "bevor
zugten Konfiguration" würde sich das obere Tetraeder so drehen, 
dass li. resultiert. 

113) van't Hoff, Die Lagerung der Atome im Raume, 1894, p. 36; cf. 1877, p. 6. 
114) Durch Vertauschungzweier an verschiedene Kohlenstoffatome gebundenen 

Gruppen, z. B. R:t unJ R4 würden keine Stereomere, sondern Strukturisomere 
resultieren. 
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Von diesen vier Symbolen verhalten sich je zwei wie Gegenstand 
zu Spiegelbild, und zwar I und IV, Il und III. Sie stellen je zwei 
zueinander gehörige optische Antipoden dar. 

28. Verbindungen mit drei und vier asymmetrischen Xohlen
stoffatomen. Bei Körpern, die drei asymmetrische Kohlenstoffatome 
enthalten, wächst die Zahl der Stereomeren auf acht. Eine Verbindung 
des Typus: 

wird durch Vertauschung von R1 mit R2 , R6 mit R7 zunächst vier 
Stereomare geben, deren Zahl sich verdoppelt, wenn man m ihnen 
R4 mit R5 vertauscht: 

Ra Rs Rs Ra 
I I I I 

R1-C-R2 R2-C-R1 R1-C-R2 Rs-C-Rl 
I I I I 

R4-C-R5 R4-C-R5 R4-C-R5 R4-C-R5 

I I I I 
R6-C-R7 R6-C-R7 R7-C-R6 R7-C-R6 

I I I I 
Rs Rs Rs Rs 
I. I I. Ill. IV. 

Rs Ra Rs Rs 
I I I I 

R1-C-R2 R2-C-R1 ~-C-R2 R2-C-R1 

I I I I 
R5-C-R4 R5-C-R4 R5-C-R4 R5-C-R4 

I I I I 
R6-C-R7 R6-C-R.z ~-C-R6 R7-C-R6 

I I I I 
Rs Rs Rs Rs 
V. VI. VII. VIII. 

Hier stellen I. und VIII., ll. und VII., III. und VI., IV. und V. 
optische Antipoden dar. 

Die entsprechende Aufzählung zeigt unmittelbar, dass bei Anwesen
heit von vier asymmetrischen Kohlenstoffatomen die Anzahl der aktiven 
Formen 16 beträgt, von denen wieder je zwei optische Antipoden dar

stellen. 
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29. Allgemeine Regeln über die Anzahl der Stereomeren. 
Allgemein beträgt daher bei Verbindungen mit n asymmetrischen 
Kohlenstoffatomen die Anzahl der stereomeren Formen 

2n. 

Für die Richtigkeit dieser Formel sind zahlreiche experimentelle Be
lege vorhanden. In vielen Fällen sind die hiernach zu erwartenden 
Stereomeren bereits vollzählig, oder zum grossen Teil bekannt. 

Der für die Anzahl der Stereomeren gegebene Ausdruck 2n be
darf nun aber gewisser Einschränkungen, weil nämlich bei Kon
gruenz mehrerer im Molekül vorhandener asymmetrischer Kohlenstoff
atome 

1) die Asymmetrie sieh innerhalb des Moleküls selbst aufheben 
kann, und 

2) mehrere der sonst denkbaren aktiven Formen einander gleich 
werden. 

1. Es giebt Körper, bei denen trotz des Vorhandenseins asymme
trischer Kohlenstoffatome eine Spaltung in aktive Formen unmöglich 
ist. Solehe Verbindungen treten da auf, wo zwei oder eine andere 
gerade Anzahl von asymmetrischen Kohlenstoffatomen vorhanden, im 
übrigen aber das Molekül derart symmetrisch gebaut ist, dass die unter 
einander verschiedenen Gruppen, die an dem einen asymmetrischen Kohlen
stoffatom haften, dieselben sind wie an einem korrespondierenden andern: 

Rs 
I 

~-0-~ 
I 

~-0-~ 
I 

Rs 

z. B. 

H 
I 

H0-0-002H 
I 

H0-0-002H 

~ 

(Mesoweinsäure ). 

Beide Kohlenstoffatome, das obere wie das untere, sind bei der Meso
weinsäure asymmetrisch, denn sie sind mit vier verschiedenen Sub-

stituenten (H, OH, 002H und OH-b-002H) verbunden. 
I 
H 

Die Gruppierung dieser Substituenten ist aber eine solche, dass 
oberhalb und unterhalb einer zwischen den beiden asymmetrischen 
Kohlenstoffatomen gedachten Ebene Symmetrie herrscht. 

Im allgemeinen Schema der vier, bei Anwesenheit von zwei 
asymmetrischen Kohlenstoffatomen möglichen Stereomeren, stellen 
sich die isomeren Weinsäuren folgendermassen dar. 
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COllH COllH COllH COllH 
I I I I 

H-C-OH HO-C-H H-C-OH HO-C-H 

H-Ö-oH H-6-oH 
I I 

HO-C-H HO-C-H 
I 

Öo1H 
I 

ÖollH COIR C01H 
1. 2. 3. 4. 

Symb. 1 ist offenbar mit der obigen Formel identisch. Symb. 2 und 3 
besitzen keine Symm.etriebenen, sie sind durch Drehung in der Papier
ebene nicht zur Deckung zu bringen, verhalten sich vielmehr wie 
Spiegelbilder zu einander. Sie repräsentieren die beiden aktiven Formen, 
die 1- und d-Weinsäure. 1. und 4. dagegen sind mit einander iden
tisch, denn sie können durch Drehung um 180° in der Papierebene 
zur Deckung gebracht werden. Sie stellen den inaktiven, nicht spalt
baren Typus der Weinsäure, die Mesoweinsäure dar. Die Inaktivität 
wird hervorgerufen durch intramoleklllare Kompensation zweier asym
metrischer Komplexe, resp. die Symmetrie der Formel. 

Die Zahl der Stereomeren beträgt demnach hier nur drei. 
2. Der unter 2) genannte Fall, in dem die Zahl der aktiven 

Formen 2" sich verringert, liegt z. B. bei den Zuckersäuren vor. 
Schreiben wir dieselbe: 

C02H 
I 

H-C-OH 
I 

H-C-OH 
I 

H-C-OH 
H-LoH 

I 
COllH 

so sollten nach der allgemeinen Regel zufolge der Anwesenheit von 
vier asymmetrischen Kohlenstoffatomen zunächst 16 Isomere resultieren. 
Bezeichnen wir die Gruppierung H-C-OH mit +,die daraus durch 
Umtausch gewonnene HO-C-H mit -, so lassen sich die 16 Isomeren 
durch folgende acht Typen darstellen 115): 

1 2 3 4 5 6 7 8 ___._ .----.. -- ___..__ -----.. .---'-.. -----+- +- +- +- -+ +- +- +-
+- +- +- -+ +- +- -+ -+ 
+- +- -+ +- +- -+ +- -+ 
+- -+ +- +- +- -+ -+ +-

115) van't Hoff, Die Lagerung der Atome im Raume, 1894, p. 56. 
Enc;rklop. d. math. Wissenooh. V 1. 24 
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Nun können die beiden Formen 1 durch Drehung um 180° in der 
Papierebene zur Deckung gebracht werden, da hierbei + in - und 
- in + übergeht. Sie sind also identisch. Ferner sind sie infolge 
ihres symmetrischen Baues durch intramolekulare Kompensation in
aktiv und unspaltbar. Dasselbe gilt von den beiden identischen 
Formen 8. Identisch sind ferner die (aktiven) Formen 2 mit 5, und 
endlich 3 mit 4, denn auch diese können durch Drehung um 180° 
in der Papierebene zur Deckung gebracht werden. Es bleiben dem
nach in diesem Fall acht aktive und zwei inaktive unspaltbare Formen. 

Diese sämtlichen zehn Stereomeren sind bei den Zuckersäuren 
experimentell gefunden worden. 

Wenn demnach, wie in 1) und 2), eine gerade Anzahl von 
Kohlenstoffatomen vorliegt, von denen jedes asymmetrisch, aber mit 
einem andern kongruent ist, so erleidet die Formel 2" folgende Ein
schränkung: 

~-1 
Ni =2 2 , 

wo n die Anzahl der asymmetrischen Kohlenstoffatome, 
N die Gesamtzahl der möglichen Stereomeren, 
Na· die Anzahl der optisch aktiven, Ni die der inaktiven, nicht 

spaltbaren Formen darstellt 116). 

Die Anzahl der Racemformen ergiebt sich aus folgender einfacher 
"Überlegung: Da einer jeden optisch aktiven Verbindung eine solche 
von gleich grossem, aber entgegengesetzt gerichtetem Drehungsvermögen 
entspricht, und da beide zu einer Racemform zusammentreten, so ist, 
wenn Na die Zahl der aktiven Formen bedeutet, die Zahl der Racem
verbindungen 

r=fNa. 

30. Umlagerungen aktiver Verbindungen mit mehreren asym
metrischen Kohlenstoffatomen. Eine optisch aktive Verbindung mit 
einem asymmetrischen Kohlenstoffatom liefert als einziges Umlage
rungsprodukt (z. B. beim Erhitzen) ihren optischen Antipoden, der 
mit dem ursprünglich vorhandenen Körper ein inaktives Gemenge 
bildet (s. Nr. 25). Bei Verbindungen mit mehreren asymmetrischen 
Kohlenstoffatomen sind die Verhältnisse komplizierter. 

In einem Molekül, das zwei asymmetrische Kohlenstoffatome ent
hält, kann eine Konfigurationsänderung sowohl an dem einen, wie an 

116) Bezüglich einer weiteren Einschrii.nkung der Formel 2" bei "Pseudo
asymmetrie" vgl. E. Fischer, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 24 (1891), p. 1839 u. 4214. 
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dem anderen asymmetrischen Kohlenstoffatom 
diesem Falle wird offenbar der Körper: 

Rs 
I 

R1-C-R:r 
I 

R4-C-R5 
I 

R6 

m 

vor sich gehen. In 

übergehen und somit das Spiegelbild des ursprünglichen Körpers, sein 
optischer Antipode, resultieren. Die Umwandlungsgeschwindigkeit 
braucht aber nicht für beide asymmetrische Kohlenstoffatome die 
gleiche zu sein. Vielmehr kann sich eine der beiden asymmetrischen 
Gruppierungen umlagern, während die andere noch unverändert bleibt. 
Hierbei geht z. B. 

In 

über. Wie man sieht, verhalten sich diese beiden Symbole nicht wie 
Gegenstand zu Spiegelbild. Sie stellen demnach keine optischen Anti
poden, sondern optisch aktive Stereomare im allgemeinen Sinne dar. 

31. Xonftgura.tionsbestimmung bei Stereomeren. Eine Ent
scheidung, welches von zwei Spiegelbildsymbolen der d-, und welches 
der I-Form einer aktiven Verbindung entspricht, lässt sich nicht er
bringen. Die Wahl zwischen den beiden Spiegelbildern für eine be
stimmte aktive Form, z. B. die d-Zuckersäure, muss willkürlich ge
troffen werden. "Nachdem das geschehen'', sagt E. Fischer 111), "hört 
aber jede weitere Willkür auf; vielmehr sind nun die Formeln für 
alle optisch aktiven Verbindungen, welche jemals mit der Zuckersäure 
experimentell verknüpft worden, festgelegt." 

Hieran anknüpfend hat Fischer für die d-Weinsäure die Kon
figuration 

ermittelt 118). 

117) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 27 (1894), p. 3217. 
118) Ber. d. deutsch. ehem. Ges. 29 (1896), p. 1377. 

24* 
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Von einer solchen Willkür unabhängig aber ist die Wahl des 
"Typus", zu dem die aktiven Formen einer, mehrere asymmetrische 
Kohlenstoffatome enthaltenden Verbindung gehören, wobei unter "Typus" 
der für eine Racemform in Betracht kommende Komplex zweier Spiegel
bildsymbole zu verstehen ist. 

Finden wir z. B., dass eine optisch aktive Verbindung CR1~R8 
-C~ ~R4 beim Ersat~ von R4 durch R8 einen inaktiven, unspaltbaren 
Körper CR1~R3-CR1~R8 liefert, so muss diese Verbindung dem 
Typus 1. angehören; 

Rll R, R2 -~ 
I I I I 

R1-C-R8 Rs-?-Rl ~-C-R3 R8-C-R1 

I I I 
R1-C-R4 R4-C-R1 R4-C-R1 ~-C-R4 

I I I I 
Rll ~ R2 R2 - 1. 2. 

Denn aus dem Typus 1. entsteht offenbar beim Ersatz von R4 durch 
R3 eine symmetrische Formel von der Art der durch intramolekulare 
Kompensation inaktiven Mesoweinsäure, während Typus 2. hierbei eine 
aktive Verbindung von der Art der d- oder I-Weinsäure ergeben 
müsste. 

d. Numerischer Wert des Drehungsvermögens. 

32. Allgemeines. Der numerische Wert des optischen Drehungs
vermögens einer Substanz wird ausgedrückt durch die Molekularrota
tion [ M], d. h. das Produkt aus dem Molekulargewicht und der spezi
fischen Rotation [a], dividiert durch 100. 

Die spezifische Drehung ist für flüssige, im reinen Zustand unter
suchte Körper 

wo a den bei der Versuchstemperatur beobachteten Drehungswinkel, 
l die Länge der drehenden Schicht in Dezimetern, und d die Dichte 
bezeichnet. 

Für Körper, die in einem indifferenten Lösungsmittel untersucht 
werden, ist 

[a] = a · 100 
l·p ·d' 

wo p die Anzahl Gramme aktiver Substanz m 100 g Lösung, d die 
Dichte der Lösung bezeichnet. 
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Die spezifische Drehung eines aktiven Körpers wird von ver
schiedenen Faktoren beeinflusst. 

Bei flüssigen, in reinem Zustande untersuchten Körpern hängt 
sie von der Temperatur und der augewandten Lichtart ab. Man fügt 
daher dem Zeichen [a] eine diesbezügliche Angabe zu, z. B. [a]~ für 
20° und die D-Linie im Natriumspektrum. 

Bei gelösten Körpern kommen hierzu noch als sehr wesentliche 
Momente das Lösungsmittel und die Konzentration. 

Da die Art dieser Einflüsse mit der geometrischen Konfiguration 
in keinem innigen Zusammenhange steht, so dürfen wir hier von ihrer 
Behandlung absehen und auf die Darstellung von Landolt 119) verweisen. 

Dagegen mögen hier einige Gesetzmässigkeiten besprochen werden, 
die die Grösse des Drehungsvermögens mit der Massenverteilung im 
Molekül und mit dem Drehungsvermögen der einzelnen Bestandteile 
des Moleküls verbinden. 

33. Die Hypothese von Gu:ye und Cru.m. Brown. Ersetzt man 
an einem asymmetrischen Kohlenstoffatom einen der Substituenten 
durch irgend ein anderes Element oder ·Radikal, so findet ganz all
gemein eine mehr oder weniger grosse Änderung der Drehung, even
tuell auch eine Umkehrung der Drehungsrichtung statt. 

·Die Gesetze, nach denen sich diese Änderungen vollziehen, sucht 
die Hypothese von Guye 1l!O) und Orurn Brown 121) zu fixieren. Die Auf
fassung Guye's ist im wesentlichen die folgende: Im Tetraeder C(R)4 

befindet sich das Kohlenstoffatom im Schnittpunkte der sechs einander 
schneidenden Symmetrieebenen, d. h. im Schwerpunkte. Betrachten 
wir irgend eine dieser Ebenen und dasjenige Eckenpaar, dessen V er
bindungslinie diese Ebene senkrecht schneidet, so wird man annehmen 
dürfen, dass bei Verschiedenheit der Gewichte 91 und 92 zweier Gruppen, 
die an dem Eckenpaar haften, das Kohlenstoffatom vermöge der ver
schieden grossen Anziehung von 91 und 92 aus der Symmetrieebene 
heraustreten wird. 

Die Differenz der Gruppengewichte 91 - g2 giebt somit ein ge
wisses Mass für den Abstand des Kohlenstoffatoms von der ursprüng
lichen Symmetrieebene. 

Bildet man nun für ein asymmetrisches Kohlenstoffatom das 
Produkt der sechs Differenzen 

119) Landolt, Das optische Drehungsvermögen, 1898. 
120) Paris C. R. 110 (1890), p. 714; 111 (1891), 746; 114 (1892), p. 473; 116 

(1893), p. 1133, 1378, 1461, 1454, etc. 
121) Edinb. Proc. Roy. Soc. 17 (1890), p. 181. 
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P = (gl - g2) (gl - Us) (gl - g4) (g2 - gs) (g2 - gJ (gs - g4)' 

so schien es denkbar, dass dieses "Asymmetrieprodukt" P ein ver
gleichbares Mass für die Grösse der Drehung liefert. 

Zunächst entspricht es den beiden Hauptbedingungen, dass nämlich 

1) bei Gleichheit zweier Gruppen P = 0, d. h. das Molekül sym

metrisch, resp. optisch inaktiv wird; 
2) bei Vertauschung zweier Gruppen mit einander das Vorzeichen 

von P sich umkehrt, d. h. der optische Antipode entsteht. 
Mit den Änderungen des "Asymmetrieproduktes" sollten nun die 

Änderungen des Drehungsvermögens Hand in Hand gehen; es sollte z. B. 
1) dem Maximum der Asymmetrie ein Maximum der optischen 

Drehung entsprechen; 
2) bei gleicher Grösse der Gewichte zweier am asymmetrischen 

Kohlenstoff stehender Gruppen Inaktivität herrschen, u. s. w. 
Die V ersuche haben aber diese Hypothese nur in relativ beschränktem 

Masse bestätigt, vielmehr zeigten sie, dass es keineswegs nur auf die 

Masse der am asymmetrischen Kohlenstoffatom haftenden Gruppen 
ankommt, sondern auch auf ihre chemische Natur, ihre gegenseitige 

Lage, ihre Konfiguration u. s. w. 122). Von den innerhalb dieser Grenzen ge
fundenen Gesetzmässigkeiten sei nur das von Tschugaeff 123) aus zahl

reichen Beobachtungen abgeleitete "Stellungsgesetz" genannt, welches 
besagt, dass der optische Einfluss einer Gruppe um so grösser ist, je 

näher sie dem asymmetrischen Kohlenstoffatome steht, dass derselbe 

dagegen sinkt, wenn die betreffende Gruppe durch Zwischenglieder 
von dem asymmetrischen Kohlenstoffatom getrennt wird. 

34:. Die optische Superposition. Die Drehungsgrösse einer V er
bindung, die mehrere asymmetrische Kohlenstoffatome enthält, steht 

zu den Drehungswerten (optischen Effekten) der einzelnen, das Molekül 
bildenden asymmetrischen Gruppen in einem einfachen mathematischen 

Verhältnis. Wie nämlich van't Hoff 124) schon im Jahre 1875 an
genommen, und Guye 125) und Walden 126) in neuerer Zeit experimentell 
bewiesen haben, ist die Drehungsgrösse einer solchen Verbindung gleich 
der Summe resp. Differenz der optischen Effekte der einzelnen asym,me
trischen Kohlenstoffatome (Gesetz der optischen Superposition). 

122) Guye u. Chavanne, Bull. soc. chim. (3) 15 (1895), p. 196. 

123) Ber. d. deutsch. chem Ges. 31 (1898), p. 1775. 
124) Bull. soc. chim. (2) 23 (1875), p. 298. 

125) Guye u. Gautier, Paris C. R. 119 (1894), p. 740, 953; Guye u. Jordan, 
Paris C. R. 120 (1895), p. 632; Guye, Paris C. R. 121 (1895), p. 827; Guye u. 

Goudet, Paris C. R. 122 (1896), p. 932. 

126) Ztschr. physik. Chem. 15 (1894), p. 638; 17 (1895), p. 721. 
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Die experimentellen Ergebnisse haben dies Gesetz in allen unter
suchten Fällen bestätigt. 

35. Das Gesetz von Oudemans-Landolt. Eine besondere Betrach
tung erfordert das V erhalten von Salzen aktiver Säuren oder Basen. 
Nach den Beobachtungen von Oudemans und Landalt ist die moleku
lare Drehung verschiedener Salze derselben aktiven Säure oder Base 
in verdünnter wässriger Lösung die gleiche 127). 

Die Erklärung hierfür liegt in der Theorie der elektrolytischen 
Dissoziation, nach welcher Salze in verdünnter wässriger Lösung in 
Säure- und Base-Ion gespalten sind. 

Die beobachtete Drehung ist also in derartigen Fällen nur von 
dem aktiven Säure- oder Base-Ion abhängig, und demgernäss für ver
schiedene Salze derselben aktiven Säure oder Base die gleiche. 

Nach den Untersuchungen von H Hädrich 128) kann das Oudemans
Landolt'sche Gesetz dahin ausgedehnt werden, dass es lautet: 

"Das Drehungsvermögen nicht allein von Salzen, sondern über
haupt von Elektrolyten, ist in annähernd vollständig dissoziierten 
Lösungen unabhängig von dem inaktiven Ion." 

e. Ungesättigte Kohlenstoffverbindunge~ 129). 

36. Geometrische Isomerie. Eine neue Art von Raumisomerie 
lernen wir bei den Kohlenstoffverbindungen mit doppelter Bindung, 
den Derivaten des Äthylens 

H-0-H 
II 

H-0-H 

kennen. Zur räumlichen Dar
stellung solcher Verbindungen 
denken wir uns zwei Tetraeder 
so miteinander verknüpft, dass 
sie sich mit je zwei Ecken 
resp. einer ganzen Kante 

Fig. 6. 

durchdringen oder berühren (Fig. 6). Dadurch fallen an jedem 
Tetraeder zwei Ecken fort und es bleiben im ganzen vier übrig, ent
sprechend den vier an den beiden Kohlenstoffatomen haftenden Gruppen. 

127) Landolt, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 6 (1873), p. 1077; Oudemans, 
Liebig's Ann. d. Chem. 197 (1879), p. 48, 66. 

128) Ztschr. physik. Chem. 12 (1893), p. 489. 
129) Unter "ungesll.ttigten" Kohlenstoffverbindungen versteht man solche, in 

denen zwei Kohlenstoffatome durch je zwei resp. drei Valenzen an einander ge
bunden sind. 
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Nach dieser Darstellung liegen also die vier Substituenten m 
einer Ebene mit den .Äthylenkohlenstoffatomen. 

Verbindungen des Typus CR1R2=0R3R4 können nun wie Fig. 7 
zeigt, m zwei stereomeren Formen auftreten, die sich dadurch von 

einander unterscheiden, 
~ R. ~ 

Fig. 7. 

dass in dem einen Falle 
R1 und R3 , im anderen 
R1 und R4 sich gegen
überstehen. 

Zum Zustande
kommen einer solchen 
Stereomerie ist aber 
nicht einmal eme V er
schiedenheit sämtlicher 

vier Gruppen erforderlich. Auch Verbindungen des Typus CR1R2 

=0R1R2 sind dieser Isomerie fähig, je nachdem R1 und R11 oder R1 

und R2 einander gegenüberstehen. (Geometrische Isomerie.) 
Es handelt sich demnach hier nicht um Spiegelbildisomerie, wie 

bei den Verbindungen des asymmetrischen Kohlenstoffatoms. Da sämt
liche Atome einer solchen Verbindung in einer Ebene liegen, fehlt hier 
die Grundbedingung für die Enantiomorphie, nämlich die Asymmetrie. 
Demgernäss besitzen solche Verbindungen auch keine optische Aktivität. 

Einen neuerdings beobachteten Fall von optischer Aktivität bei 
Äthylenderivaten erklärt Erlenmeyer 130) durch die Annahme von 
Zwischenstellungen, die beim gegenseitigen Übergang zweier geome
trisch Isomerer resultieren. Die Umwandlung der einen Form in die 
andere wird nämlich ( vgl. Fig. 7) durch eine Drehung, z. B. des 

R_.....----,R, 
oberen Tetraeders um die Verti
kale durch einen Winkel von 
180° bewirkt, so dass nach der 
Drehung die ursprünglich ge
meinsamen Kanten beider Te
traeder wieder zusammenfallen. 
Zwischen Anfangs- und Endlage 

Fig. s. giebt es eine Zwischenstellung, 
in der diese Kanten unter 90° 

gekreuzt sind, und welche eine labile Gleichgewichtsform der 
beiden Tetraeder darstellt. In diesem Falle liegen die einzelnen 
Atome und Gruppen des Moleküls nicht mehr in einer Ebene; viel-

130) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 36 (1903), p. 2340. 
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mehr befinden sich ~ R,. Ra R, auf den Ecken eines langgezogenen 
Tetraeders. Je nachdem man nun die Drehung im einen oder anderen 
Sinne ausgeführt denkt, erhält man in den entgegengesetzten Zwischen
stellungen enantiomorphe Formen, und somit die Möglichkeit der 
Aktivität 181) (Fig. 8). 

Die Unterschiede zwischen geometrisch Isomeren sind wesentlich 
andere und wesentlich grössere als die zwischen Spiegelbildisomeren. 
Während optische Antipoden sufolge der Gleichheit aller molekularer 
Dimensionen in allen chemischen und physikalischen Eigenschaften, von 
der Krystallform und der optischen Drehungsrichtung abgesehen, über
einstimmen, seigen geometrisch Isomere. wegen der verschiedenen gegen
seitigen Lage der Atome zu einander in chemischer wie physikalischer 
Hinsicht ein völlig verschiedenes V erhalten. 

Das klassische Beispiel für die geometrische Isomerie bildet die 
Äthylendicarbonsäure C011H. C. H = H. C . C02H in ihren beiden 
Formen: der Maleinsäure (I) und der Fumarsäure (TI). 

H-C-C011H 
n 

H-C-C011H 
I. 

H02C-~-H 

H-C-C011H 
TI. 

Die Maleinsäure wird als "plansymmetrische", die Fumarsäure als 
"centrisch symmetrische" Form bezeichnet. Die relative Stellung der 
unter einander gleichen Substituenten (z. B. der C02H-Gruppen) kommt 
zum Ausdruck in der Benennung der Maleinsäure als cis-, der Fumar
säure als trans-Modifikation. · 

Charakteristisch für geometrisch Isomere ist ihre verschiedene 
Stabilität; diese ist abhängig von der mehr oder weniger grossen 
Anziehung, die die in Nachbarstellung befindlichen Gruppen (in diesem 
Falle CO~ und C02H resp. C011H und H) auf einander ausüben. Im 
engsten Zusammenhange hiermit steht die Uberführbarkeit der einen 
Modifikation in die andere, der labilen in die stabile. Im vorliegen
den Falle stellt die cis-Form, die Maleinsäure, die labile, die trans
Form, die Fumarsäure, die stabile Modifikation dar. 

37. X:onftgurationsbestimmung geometrisch Isomerer 182). Für 
die Konfigurationsbestimmung geometrisch Isomerer sind im wesent
lichen zwei Prinzipien massgebend, der Additionsmechanismus und 

131) Das von Erlemneyer 1. c. untersuchte Äthylenderivat entspricht dem 
Typus CR:t R1 =CB,. R1 • 

132) V gl. Wislicenus, Abhandl. d. Königl. Sitchs. Ges. 1887 i van't Hoff, Di~ 
Lagerung der Atome im Raume, 1894, p. 77, 
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die gegenseitige Beeinflussung der Gruppen innerhalb des Moleküls. 
Die auf dem Additionsmechanismus basierende Methode macht die 
Voraussetzung, "dass bei einem chemischen Vorgange, in diesem Falle 
einer Addition, die atomistische Struktur soweit als möglich unver
ändert bleibt". Wenn nun bei der Anlagerung von zwei OH-Gruppen 
an Maleln- und Fumarsäure (unter gleichzeitiger Umwandlung der 

C -C 
Kohlenstoffdoppelbindung II in eine einfache I ) im ersteren Falle 

C -C 
Mesoweinsäure (1.) im zweiten Traubensäure (2.) entsteht, so folgt 
hieraus für Maleinsäure die obige Formel I, für Fumarsäure Formel TI. 

OH 
I 

H-C-C02H 
I 

H-C-C02H 

bH 
1. 

OH 
I 

H02C-?-H 

H-C-C02H 
I 
OH 

OH 
I 

H-?-C02H 

H02C-C-H 
I 
OH 

2. 

In welcher Weise die wechselseitige Beeinflussung zweier Gruppen im 
Molekül eine Konfigurationsbestimmung ermöglicht, zeigt gleichfalls 
das Beispiel der Maleln- und Fumarsäure. Beide Verbindungen ver
danken ihren Säurecharakter den C02H-Gruppen. Da nun erfahrungs
gemäss zwei benachbarte C02H-Gruppen sich in ihrer Wirkung ver
stärken, so dürfen wir schliessen, dass in der stärkeren Säure, der 
Maleinsäure, die beiden C02H-Gruppen in Nachbarstellung vorhanden 
sind, während sich in der schwächeren Fumarsäure die C02H-Gruppen 
in Gegenstellung befinden. Massgebend für diese Auffassung der Kon
figuration beider Körper ist ferner der Umstand, dass in der Malein
säure die beiden C02H-Gruppen leicht mit einander in Reaktion treten, 
nicht dagegen in der Fumarsäure. 

f. Ringförmige Kohlenstoffverbindungen. 

38. Bildung und Stabilität ringf"örmiger Verbindungen. Mit 
Hülfe der Tetraedertheorie gelingt es leicht, die merkwürdigen Ver
hältnisse der Bildung und Stabilität ringförmiger Kohlenstoffverbin
dungen zu erklären. 

Bei Verbindungen von mehreren Kohlenstoffatomen, sogenannten 
Kohlenstoffketten, ist sehr häufig die Beobachtung gemacht worden, 
dass gerade solche Gruppen, die an scheinbar entfernten Kohlenstoff
atomen (z. B. dem ersten und vierten) haften, mit besonderer Leichtig
keit in chemische Wechselwirkung mit einander treten. 
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Stellen wir uns nun auf Grund der Tetraedertheorie eine V er
bindung von vier Kohlenstoffatomen dar, so erkennen wir, dass unter 
Wahrung des Prinzips der freien Drehbarkeit der Kohlenstoffatome 
um ihre Verbindungsaxe eine Stellung möglich ist, bei der die 
Gruppen .A. und B an den Kohlenstoffatomen 1. und 4. sich sehr 
nahe stehen (Fig. 9). Noch geringer ist die Entfernung zweier end-

Fig. 9. ~'ig. 10. 

ständiger Gruppen bei fünf, grösser dagegen bei drei Kohlenstoff
atomen. Zahlenmässig verhalten sich in den aus 2, 3, 4 und 5 Kohleu
stoffatomen bestehenden Systemen die Entfernungen der korrespon
dierenden Bindestellen .AB: .A.C: .A.D: .A.E wie: 

1,000 : 1,022 : 0,667 : 0,068. 133) (Fig. 10.) 

Denken wir uns nun die Kohlenstoffringe cyklisch geschlossen, wie 
es Fig. 11 für den Dreiring, Fig. 12 für den Vierring, Fig. 13 für 

Fig. 11. Fig. 12. Fig. 13. 

den Fünfring zeigt. Dann erkennen wir, dass es zur Bildung eines 
Fünfrings einer wesentlich geringeren Ablenkung bedarf, als zur 

133) Wislicenus, tiber die räumliche Anordnung der .Atome in organischen 
Molekülen etc., Leipzig 1887, p. 72. 
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Bildung eines Vierrings, und zu der des Vierrings wieder einer ge
ringeren .Ablenkung, als zu der des Dreirings. In Übereinstimmung 
mit einer solchen Darstellung steht z. B. die Thatsache, dass die 
Bildung eines Vierrings erheblich leichter erfolgt als die eines 
Dreirings. 

Zum Zustandekommen eines solchen Ringes ist, wie ersichtlich, 
eine jeweils verschiedene .Ablenkung der Kohlenstoffvalenzen aus ihrer 
natürlichen Richtung erforderlich. Die Kohlenstoffvalenzen bilden 
nach der Tetraedertheorie mit einander Winkel von je 109° 28'. Unter 
der Voraussetzung, dass die V aleuzen zweier .Atome geradlinig und 
nicht im Winkel auf einander wirken, ergeben sich für die verschie
denen Kohlenstoffringe folgende W erle der ".Ablenkung" der einzelnen 
Valenzen aus ihrer natürlichen Richtung: 

Dirnethylen 

CH2 

II 
CH2 

Trimethylen Tetramethylen Pentamethylen Hexamethylen 

CH2 CH2 - CH2 CH2 - CH2 C~ 

/"" I I I I /"" 
CH2-CH2 C~- CH2 CH2 CH2 CH2 CH2 

""/ I I 
CH2 CH2 CH2 

""/ CH2 

+ 24° 44' + 9° 44' + 0° 44' - 5° 16' 

Die durch die .Ablenkung der V aleuzen bewirkte Spannung bietet 
nach von Baeyer's "Spannungstheorie" 134) ein Mass für die Stabilität 
des Ringes; je grösser die in einem Ringe vorhandene Spannung, um 
so leiehter findet Aufsprengung statt. Zahlreiche experimentell ge
fundene Thatsachen stehen mit dieser Theorie durchaus im Einklang. 

Die ringförmigen V erbindangen beanspruchen insofern ein be
sonderes Interesse, als bei ihnen geometrische und optische Isomerie 
gleichzeitig auftreten kann und in einer Reihe von Fällen auch auf
gefunden worden ist. Durch die Teilnahme je zweier von den Kohleu
stoffvalenzen an der Ringbildung ist die Lage der beiden anderen 
derart fixiert, dass cis- und trans-Isomerieen auftreten können, ähnlich 
wie bei den Äthylenderivaten. .Andererseits gestattet die Lagerung 
der .Atome in verschiedenen Ebenen das .Auftreten enantiomorpher 
Formen, d. h. optischer .Antipoden. 

Unter den hierher gehörigen Untersuchungen sind in allererster 
Linie die von von Baeyer über den Sechsring zu nennen. 

134) Ber. d. deutsch. ehern. Ges. 18 (1885), p. 2278. 
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39. Die Stereochemie des Kamphers. Spezielle Erwähnung möge 
von den cyklischen Verbindungen seiner eigenartigen stereochemischen 
Verhältnisse wegen der Kampher finden. Der Kampher ist in zwei 
optisch aktiven, enantiomorphen Formen bekannt, als d-Kampher 
(Japankampher) und als l-Kampher (Matricariakampher), deren Formeln 
nach Bredt 185) die folgenden sind (Fig. 14): 

Hiernach enthält der Kampher zwei asymmetrische Kohlenstoff
atome mit ungleichen Substituenten (1 u. 4). Nach der Regel von van't 

I 
=C. 0 =CD. . 
I~ :]1 

Fig. 14. 

Hoff sollte man also vier optische Isomere erwarten, nämlich zwei Racem
verbindungen, die mit einander geometrisch isomer sind. Die Be
trachtung der Bindungsverhältnisse in obigen Formeln führt indessen, 
in Übereinstimmung mit den Thatsachen, nur zu zwei optisch Iso
meren. Sie zeigt nämlich, dass durch das Vorhandensein eines Brücken
kohlenstoffatoms m im Sechsring die Lage der für das Zustandekommen 
von geometrischer Isomerie massgebenden .Atome resp. Gruppen a und 
b in einer Weise festgelegt ist, dass neben den beiden optisch Iso
meren keine geometrisch Isomeren auftreten können 136). 

4:0. Die Stereochemie des Benzols. Entsprechend seiner Be
deutung für die organische Chemie sei ferner unter den cyklischen 
Verbindungen das Benzol erwähnt. 

135) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 26 (1893), p. 3047. 
136) Vgl. hierzu Jacobson, Ber. d. deutsch. ehern. Ges . 35 (1902), p. 3984. 
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Die Kekule''sche Benzolformel wurde p. 341 mitgeteilt. Unter den 
später vorgeschlagenen Formeln befinden sich zahlreiche, in denen eine 
räumliche Verteilung der Atome angenommen wird. Allein alle V er
suche, "die Atome des Benzolmoleküls anders als in einer Ebene ge
lagert darzustellen", sind zu verwerfen 187), denn solche Formeln lassen 
bei gewissen Substitutionsprodukten das Auftreten enantiomorpher, 
d. h. optisch aktiver Formen erwarten 188), was mit den bisherigen 
Versuchsergebnissen in Widerspruch steht. 

Dem gegenüber befürwortet Graebe 189) eine auf der Tetraeder
theorie basierende Formel, in der sämtliche Atome wie in der alten 
Kekule''schen Formel in einer Ebene liegen und somit das Fehlen 
enantiomorpher Formen bei Substitutionsprodukten seine Erklärung 
findet. 

B. Die Stereochemie des Sticksto:ll's, Schwefels, etc. 

Bei den Verbindungen des Stickstoffs sind in stereochemischer 
Hinsicht zwei Fälle zu untel'Scheiden, je nachdem der Stickstoff als 
dreiwertiges oder als fünfwertiges Element auftritt, d. h. mit drei oder 
fünf Valenzen behaftet ist. 

41. Dreiwertiger Stickstoff. Bezüglich der Anordnung der Valenzen 
des dreiwertigen Stickstoffs sind wiederum im wesentlichen zwei Fälle 
zu unterscheiden: 

1) der Stickstoff ist mit drei einwertigen Elementen oder Gruppen 
verbunden, wie in dem Typus: NR1R,R8 ; 

2) der Stickstoff ist einerseits an ein Element (z. B. Kohlenstoff) 
doppelt gebunden, während die dritte Valenz durch ein einwertiges 
Radikal oder Element gesättigt ist: =C N-R. 

R Im Falle 1) darf man annehmen, dass alle 
drei V aleuzen in einer Ebene liegen 140). Die An
nahme einer Lagerung in zwei Ebenen würde näm
lich bei Verbindungen dieses Typus Spiegelbild
isomerie resp. optische Aktivität erwarten lassen, 

R ' ' R eine Vorhersagung, die durch das Experiment bis-
Fig. 15. her nicht bestätigt worden ist 141). Man kann sich 

137) van't Hoff, Dix annees dans l'histoire d'une theorie 1887; vgl. auch 
MarckwaZd, Die Benzoltheorie, Stuttgart 1897, p. 14. 

138) V gl. dagegen Vaubel, Stereochemische Forschungen, München 1898, p. 66. 
139) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 35 (1902), p. 526. 
140) van't Hoff, Die Lagerung der Atome im Raume, 1894, p. 128. 
141) Hantzsck u. Kraft, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 23 (1890), p. 2780; 

Bekrend, Liebig's .Ann. d. Chem. 257 (1890), p. 203. 
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demnach das dreiwertige Stickstoffatom im Mittelpunkte eines gleich
seitigen Dreiecks vorstellen, an dessen Ecken die Substituenten stehen 
(Fig. 15). Bei Gleichheit der drei Substituenten wird die entstehende 
Konfiguration die Symmetrie eines gleichseitigen Dreiecks haben, bei 
Verschiedenheit diejenige eines ungleichseitigen Dreiecks. Hiernach 
sind räumlich Isomere nicht denkbar. 

Fall 2) dagegen giebt Veranlassung zu Isomerie. Man erklärt 
diese Isomerie nach Hantzsch und Werner 142) unter Zuhülfenahme 
räumlicher Vorstellungen folgendermassen: Denkt 
man sich das Stickstoffdreieck mit dem Kohleu
stofftetraeder so kombiniert, dass beide Elemente 
mit einander in Doppelbindung stehen, so resultiert 
Fig. 16. Der am Stickstoff stehende Substituent A 
wird sich nun unter dem Einfluss der Anziehung, 
die X und Y auf ihn ausüben, nach X oder nach 
Y hinneigen, so dass zwei Isomere möglich sind. 
Von diesen beiden Stereomeren ist zufolge der x'-----..:.o 
verschieden grossen Anziehung, die X und Y auf Fig. 16. 
A ausüben, das eine stabil, das andere labil. 

Nach Hantzsch und W erner wird die hier vorliegende Isomerie 
durch folgende Formelbilder veranschaulicht: 

N-A 
II 

X-C-Y 

A-N 
II 

X-C-Y 

Man unterscheidet solche Isomeren als syn- und anti-Körper. Als 
Beispiel seien die beiden "Benzaldoxime" genannt: 

N-OH 
II 

C6H5-C-H 

syn. 

HO-N 
II 

C6H5-C-H 
anti. 

42. Fünfwertiger Stickstoff. Beim fünfwertigen Stickstoffatom 
sind räumliche Vorstellungen von der Anordnung der Valenzen gerade 
in neuester Zeit zur Erklärung der Bildungs-, Stabilitäts- und Isomerie
verhältnisse mit grossem Erfolge angewandt worden. 

Von den für das fünfwertige Stickstoffatom vorgeschlagenen 
Raumformeln seien folgende genannt: 

142) Ber. d. deutsch. ehern. Ges. 23 (1890), p. 11. 
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.s 

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19. 

die von van't Hoff 143) (Fig. 17), von Willgerodt 1") (Fig. 18), und von 
Bisihoff 145) (Fig. 19) herrühren. Auf Grund der Bischoff'schen Pyra
mide lassen sich nach Wedekind 146) Modelle konstruieren, die die 
Isomerien sowohl des dreiwertigen als auch des fünfwertigen Stick
stoffs erklären. Nach Wedekind's .Annahme ist der Stickstoff in allen 
Verbindungen fünfwertig 1 nur vermag er nicht in allen Fällen seine 
fünf Valenzen zu äussem. So können von den fünf Valenzen der 
Bisihoff'schen Pyramide zwei, .z. B. N 4 und N 5, latent werden, wobei 
die in den stereomeren Verbindungen des dreiwertigen Stickstoffs an
genommene Valenz-Gruppierung resultiert. 

4:3. Das asymmetrische Stickstoff'atom. Unter einem asymme
trischen Stickstoffatom versteht man ein mit fünf verschiedenen Ele
menten oder Gruppen verbundenes. Derartige Stickstoffverbindungen 
können, wie Wedekind 147) gefunden hat, in stereomeren Formen er
halten werden, wenn man die mit dem Stickstoff zu verbindenden 
Gruppen in verschiedener Reihenfolge einführt. 

Die so erhaltenen optisch inaktiven Verbindungen lassen sich 
nach den üblichen Methoden in optisch aktive Komponenten spalten, 
wie dies zuerst Le Bel 148) und neuerdings Pope und Peachey 149) und 
Pope und Ha;rvey 150) gezeigt haben. 

44. Das asymmetrische Schwefel-, Selen- und Zinnatom. Das 
Schwefelatom tritt in gewissen Verbindungen als vierwertiges Element 
auf, entsprechend dem Typus S~R2R3R4 • 

143) Ansichten über die organische Chemie, Braunschweig 1881. 
144) J. f. prakt. Chemie 37 (1888), p. 450. 
145) Ber. d. deutsch. chem. Ges. 23 (1890), p. 1970. 
146) Zur Stereochemie des fünfwertigen Stickstoffs, Leipzig 1899, p. 124. 
147) I. c. (Anm. 146), p. 32. 
148) Paris C. R. 112 (1891), p. 726. 
149) Paris C. R. 129 (1899), p. 767; J. chem. soc. 76 (1899), p. 1127. 
150) Proc. chem. soc. 17 (1901), p. 120. 
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Es schien a priori möglich, dass hier die vier Gruppen in ähn
licher Weise räumlich angeordnet sind, wie beim Kohlenstoffatom. 
Danach hätte man sich also auch das vierwertige Schwefelatom als 
Mittelpunkt eines Tetraeders zu denken, an dessen Eckpunkten die 
vier Gruppen stehen. Bei Verschiedenheit aller vier Gruppen sollten 
dann solche V erbi.ndungen, genau wie die des asymmetrischen Kohlen
stoffatoms, in zwei enantiomorphen Formen auftreten, d. h. in optisch 
aktive Komponenten spaltbar sein. 

Die V ersuche von Pope und Peachey 151) und Smiles 152) haben nun 
in der That die Spaltbarkeit solcher Verbindungen ergeben und damit 
die Berechtigung der Annahme einer räumlichen Atomgruppierung 
erwiesen. 

Genau das Gleiche gilt, wie Pope und Neville 153) gezeigt haben, 
für die Verbindungen des vierwertigen asymmetrischen Selenatoms. 

Schliesslich sei bemerkt, dass Pope und Peachey 154) auch bei einer 
Verbindung des vierwertigen asymmetrischen Zinnatoms durch Spaltung 
zu einem optisch aktiven Produkt gelangten. Die genannten Autoren 
knüpfen hieran die Vermutung, dass ebenso wie das Zinn, auch die 
übrigen der Kohlenstoffgruppe des periodischen Systems angehörenden 
Elemente zur Bildung optisch aktiver Verbindungen befähigt sind. 

Ill. Anhang. Von E. Study. 

4:5. Spekulationen über die Atomgewichte. Die auffallende An
näherung der kleineren auf H = 1 oder 0 = 16 bezogenen Atom
gewichte an ganze Zahlen (vgl. Nr. 10) und deren Anordnung im 
periodischen System mussten den Gedanken nahe legen, die Atom
gewichte durch ein mathematisches Gesetz darzustellen. Es ist das 
eine Frage von der grössten theoretischen Bedeutung, und von nicht 
geringerem praktischem Wert. Gelänge es, von den vorhandenen 
Daten aus ein solches Gesetz wahrscheinlich zu machen, so hätte man 
in der Ausgleichungsrechnung ein Mittel, sämtliche Atomgewichte mit 
einem bisher nicht erhörten Grade von Genauigkeit zu bestimmen 
und jede neue stöchiometrische Messung würde diese Genauigkeit bei 
allen Elementen zugleich steigern. Man würde auch ein Mittel haben, 
konstante sog. Verunreinigungen zweifelhafter Elemente zu entdecken, 

151) J. ehern. soc. 77 (1900), p. 1072. 
152) J. ehern. soc. 77 (1900), p. 1174. 
153) Proc. ehern. soc. 18 (1902), p. 198; J. ehern. soc. 81 (1902), p. 1652. 
154) Proc. ehern. soc. 16 (1900), p. 42. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 25 
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wie sie z. B. beim Tellur schon vermutet worden sind, und würde 
überhaupt den schwierigen Elementen ganz anders gegenüberstehen 
als gegenwärtig. Nach bisherigen Untersuchungen kann indessen nur 
die Existenz eines solchen Gesetzes als gesichert gelten, während 
dessen Form noch unbekannt ist. Es ist schwer, die Grenzen zu 
beurteilen, innerhalb deren die Spekulation sich bewegen darf. Von 
der Ausgleichungsrechnung ist bei Bestimmung der Atomgewichte 
bis jetzt nur wenig Gebrauch gemacht worden, und zum Teil wohl 
mit Recht, da die konstanten Fehler, die sicher in einer grösseren 
Zahl von Beobachtungen stecken, die veränderlichen Beobachtungs
fehler öfter bei weitem übersteigen werden 155). - Die Tafeln der 
internationalen Atomgewichts-Kommission bieten nur eine Anzahl von 
Dezimalen, womit Unsicherheiten sehr verschiedener Grössenordnungen 
in eine Klasse geworfen werden, und sie geben überdies bei mehreren 
Elementen verschiedene Dezimalstellen je nach der Wahl der Basis 
H = 1 oder 0 = 16, lassen also bei einem und demselben Element 
die Schätzung des Fehlers im Verhältnis von 1 : 10 variieren! 

B. J. Strutt 156) geht von acht der bestbekannten Atomgewichte 
aus und findet, unter Benutzung einer von Laplace angegebenen Fo1·mel 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung und unter der Annahme 0 = 16 die 
Wahrscheinlichkeit der beobachteten Annäherung an ganze Zahlen 
- wenn sie auf Zufall be1uhen sollte - kleiner als 0,0012. 

Umfassendere Uberlegungen ähnlicher Art hatte zuvor schon 
J. R. Bydberg 15 '1) angestellt, um darauf eine weitere AuEgestaltung des 
periodischen Systems zu gründen. Er findet bei Berücksichtigung 
einer grösseren Zahl von Elementen noch sehr viel kleinere Wahrschein
lichkeiten. Die Atomgewichte werden in der Form P = N + D ge
schrieben (0 = 16), wobei N eine ganze Zahl bedeutet, und D bei 
kleineren Werten von P stark hinter der Einheit zurückbleibt. Bei 
grösseren Werten von P geschieht die Bestimmung von N unter vor-

155) Bearbeitungen der Stas'schen - und zum Teil auch anderer - Ex
perimente haben vorgenommen W. Ostu:ald, van der Plaats, J. Thomsen, F. W. 
Olarke (Zusammenstellung und Litteratur bei Rudorf. Periodisches System, p. 316), 
ferner F. W. Clarke, The Calculation of Atomic Weights, Chem. News 86 (1902), 
p. 78-79, wo 30 sieben Elemente involvierende Messungen ausgeglichen werden. 
Vgl. auch Jul. Meyer, Ztschr. f. anorg. Chem. 43 (1905), p. 242-250, wo noch 
einige weitere Litteratur angeführt wird. - Einen Bericht über - grösstenteils 
dilettantische - Versuche, Gesetzmässigkeiten in den Atomgewichtszahlen zu 
finden, giebt Rudorf a. a. 0. 

156) Phil. Mag. (6) 1 (1901), p. 311. 
157) Seit 1886. Die Hauptarbeit: Studien über Atomgewichtszahlen, Ztschr. 

f. anorg. Chem. 14 (1897), p. 66-102. 
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sichtiger Anlehnung an das periodische Gesetz. D kann dann den 
Betrag von mehreren Einheiten erreichen. N hat bei den Elementen 
ungerader Valenz im allgemeinen die Form 4n - 1, und bei denen 
gerader Valenz die Form 4n, wo n wieder eine ganze Zahl ist. Aus
geiJ.ommen sind in der Reihe H ... Fe nur die Elemente H, N, Sc, 
sowie Be, diese Ausnahmen sind also so wenig zahlreich, dass die 
ganze Anordnung nicht auf Zufall beruhen kann 158). Ausserdem treten 
Gesetzmässigkeiten hervor, wenn die Elemente nach W erlen von N 
in eine Reihe geordnet werden, und der Gang der D-Werte lässt in 
jeder der grossen Perioden (44 in denN-Werten) bei den Elementen 
gerader wie ungerader Valenz zwei Maxima und zwei Minima erkennen. 

Der Wasserstoff nimmt, wie auch im periodischen System, eine 
Sonderstellung ein, und zwischen H und He würde ein hypothetisches 
Element (Coronium?) einzuschieben sein. Die sonstigen Lücken sind 
mit dem periodischen System Valigstens nicht unvereinbar. 

Die einfach der Grösse na.~h geordneten Atomgewichte hat J. H. 
Vincent unter der Annahme H = 1 durch die Formel Nq, wo N eine 
ganze Zahl und q eine Konstante ist ( = 1,21) angenähert darzustellen 
gesucht 159). Es muss dann eine Lücke zwischen H und He, und eine 
zweite zwischen He und Li angenommen werden, die folgende Reihe 
wird lückenlos bis zu den seltenen Erden hin. Die Abweichungen, 
die in extremen Fällen (Jod) bis zu vier Einheiten, und bis zu 4% 
des Atomgewichts (He, C, S u. s. w.) betragen, lassen ein deutliches 
Gesetz nicht hervortreten. 

Mit der hier behandelten Frage stehen spektralanalytische Gesetz
mässigkeiten im Zusammenhang. V gl. den Beitrag von 0. Runge im 
zweiten Halbbande. 

4:6. Kombinatorische Fragen. Nimmt man für jedes Element 
eine bestimmte Maximalvalenz an, setzt man voraus, dass jedes mit 
jedem sich verbinden kann, und sieht man von stereometrischen Uber
legungen ab, so wird die Bestimmung der formal-denkbaren V erbin
dungen und Radikale aus n Atomen eine rein kombinatorische Auf
gabe (vgl. Nr. 9). Der Wert solcher Betrachtungen ist indessen im 
allgemeinen gering angesichts der Unwahrscheinlichkeit schon so ein-

158) R. giebt an, dass die Wahrscheinlichkeit der thatsächlichen Ver
teilung der N-Werte auf die vier Gruppen 4n, 4n + 1, 4n + 2, 4n + 3 über 
sieben Millionen mal kleiner sei als "die wahrscheinlichste Verteilung" derselben
Werte. 

159) Phil. Mag. (6) 4 (1902), p. 103-115. Daselbst auch ein Referat über 
einige ältere V ersuche angenäherter Darstellung der Atomgewichte. 

26* 
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facher Verbindungen wie C C 160) und der Thatsache, dass stereo
chemische Isomere eben nicht als äquivalent erachtet werden dürfen. 
Indessen sind bei Ketten- und Ringbildungen der organischen Chemie 
die Voraussetzungen für die Anwendung der reinen Kombinatorik zum 
Teil günstiger. Als Beispiel betrachten wir kurz die Paraffine. Ein 
Kohlenwasserstoff der Formel C,.H2 ,.+2 ist, wenn Stereomere (die von 
n = 7 an auftreten können) nicht unterschieden werden, völlig be
stimmt durch die Verkettung seiner Ko hlenstoffatome. Von diesen 
ist jedes an ein, zwei, drei oder vier andere einfach gebunden, und 
zwar so, dass die ganze Figur keinen Ring enthält. .Alle sog. Heptane 
C7 H16 z. B. werden durch die folgenden Figuren erschöpft: 

(1) 

~ (6) 

• 

}- T 
(2) (4) F (o) 

I • • • 
-C.Ha =Methyl 

-CH,-C.Ha = Äthyl 

T 

i= (7) T (8) (9) • T • 
T • 

(1) Normales Heptan. 
(2) }iethyl-2-hexan. 
(3) Methyl-3-hexan. 
(4) Äthyl-3-pentan. 
(5) Dimethyl-2, 3-pentan. 
(6) Dimethyl-2, 4-pentan. 
(7) Dimethyl-2 , 2- pentan. 
(8) Dimethyl-3, 3-pentan. 
(9) Trimethyl-2, 2, 3-butan. 

160) Wie weit das wirklich Gefundene hinter solchem Phantasiespiel zurück
bleibt, zeigt bei aller seiner Reichhaltigkeit das grosse Werk von M. M. Richter 
Lexikon der Kohlenstoffverbindungen (Hamburg u. Leip~, 1900-1901). 
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(3) und (6) sind in je zwei enantiomorphen Formen anzunehmen 
(s. Nr. 18). Bekannt sind bis jetzt die Heptane (1), (2), (3) - dieses 
als racemisches Gemisch, vgl. Nr. 19 - (4), (7), (8); ausserdem ist 
noch, ein Heptan von unbekannter Struktur dargestellt worden. Da
gegen kennt man alle Paraffine, die Werten n < 7 entsprechen. (V gl. 
das in Anm. 160 citierte Lexikon von M. M. Richter.) 

Die Anzahl N der einem gegebenen Werte von n entsprechenden 
Figuren der bezeichneten Art, die ,,Bäume" (trees) genannt werden, 
hat .A. Oayley behandelt 161). Entsprechende Werte von n und N sind 

n .:....__ 1, 2, 3, 4, 6, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, .. . 

N = 1, 1, 1, 2, 3, 6, 9, 18, 36, 75, 159, 355, 802, .. . 

Die Anzahlen der entsprechenden Alkohole C,.~-+1 ( OH) sind 162) 

N1 = 1, 1, 2, 4, 8, 17, 39, 89, 211, 507, 1238, 3057, 7638 

(wobei wieder die hier von n = 5 an auftretenden Stereomeren nicht 
unterschieden sind). 

Es liegt in der Natur der Sache, dass solche kombinatorische 
Aufgaben auch in ganz anderem Zusammenhang sich darbieten können; 
so ist Oayley thatsächlich durch rein-mathematische Spekulationen zur 
Betrachtung der ,,Bäume" veranlasst worden. Formale Analogieen zu den 
chemischen Strukturformeln, die in der Theorie der Invarianten binärer 
(und anderer) algebraischer Formen (Art. I B, 2) auftreten, haben zu 
der phantastischen Hoffnung Anlass gegeben, die Chemie könne aus 
diesem Zweige der Algebra Gewinn ziehen 168). Mit Recht hat indessen 
schon M. Noether in einem Referate über solche Bemühungen 164) auf 
das Äusserliche des ganzen Zusammenhanges und auf das Fehlen einer 
wirklichen Analogie aufmerksam gemacht. Gleichwohl ist der er
wähnte Gedanke neuerdings wieder aufgetaucht. Ein Fortschritt in 
der Chemie soll angeblich dadurch herbeigeführt werden, dass man 

161) Die Hauptarbeit: On the Analytical Fotms called Trees, with Appli
cation to the Theory of Chemical Combinations, Rep. Brit. Assoc. 1875, p. 267 
-805 = Coll. Math. Papers 9, Nr. 610. (Vgl. ebenda Nr. 686.) Dazu - ins
besondere wegen der Fälle n = 12, 18: F. Herrmann, Ber. d. deutsch. chem. 
Ges. 13 (1880), p. 792; Delannoy, Bull. Soc. chim. Paris (3) 11 (1894), p. 239-
248; ferner S. M. Losanitssch, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 30 {1897), p. 2423. 

162) .A. Cayley, Coll. Pap. 9, Nr. 621; F. Flavitzky, Ber. d. deutsch. ehern. 
Ges. 9 {1876), p. 267. S. ferner R. Anschitts, ebenda 36 {1902), p. 3457, u. a. m. 

163) J. J. Sylvester, On an Application of the New Atomic Theory etc., 
Amer. Journal of Math. 1 {1878), p. 64; Clifforil, ebenda p. 126. 

164) Fortschr. d. Math. 10 (1878, Berlin 1880), p. 91. 
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die graphischen Strukturformeln durch verwickeltere Zeichen ersetzt, 
z. B. die Strukturformel HOOH in der Form schreibt: (oo') (oh) (o'h'). 165) 

165) P. Gordan und W. Alexejeff, Übereinstimmung der Formeln der Chemie 
und der Invariantentheorie, Sitzgsber. der phys.-med. Societät zu Erlangen 1900 
= Ztschr. phys. Chem. 35 (1900), p. 610-633. Referat darüber Beibl. Ann. 
Phys. 25 (1901), p. 87; Alexejeff, Ztschr. phys. Chem. 36 (1901), p. 740; E. Study, 
ebenda 37 (1901), p. 546. Erwiderung von Alexejeff, ebenda 38 (1901), p. 750. 

(Abgeschlossen im März 1905.) 
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A. Das krystallographische Grundgesetz und seine Anwendung 
auf die Berechnung und Zeichnung der Krystalle. 

Von Th. Liebisch in Göttingen. 

Einheitliche und schwebend gebildete Krystalle bieten poly
edrische Formen dar, deren charakteristische geometrische Eigen
schaft ausgesprochen wird in dem durch die Erfahrung gegebenen 
krystallographischen Grundgesetz - Gesetz der Zonen, der rationalen 
Indices oder der rationalen Doppelverhältnisse. (V gl. hierzu Teil B, 
Nr. 21>.) 

4) Die Arbeiten von Bravais erschienen 1866 in Paris als Etudes cristallo
graphiques. 
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1. Einfache konvexe Polyeder. Ist die Einwirkung äusserer 
Agentien, die eine Störung der natürlichen homogenen Beschaffenheit 
der Krystalle erzeugen können, ausgeschlossen, und bleiben die Tempe
ratur und der äussere allseitig gleiche Druck konstant, so sind die 
Richtungen der Begrenzungsebenen eines Krystallpolyeders unver
änderlich. Daher ist ein solches Polyeder durch seine Flächen
winkel vollständig bestimmt. 

Erfahrungsgernäss bilden die Begrenzungsebenen (Krystallfiächen) 
ein einfaches, im gewöhnlichen. Sinne könvexes Polyeder. Jede Kry
stallfiäehe besitzt also in Bezug auf das Polyeder, zu dem sie gehört, 
eine äussere und eine innere Seite. Werden von einem Punkte im 
lnnern des Polyeders Normalen auf die Flächen gefällt, so sollen die 
nach aussen zeigenden Richtungen als positiv angesehen werden. 
Unter einem FlächeRwinkel soll der am Reflexionsgoniometer mess
bare Aussenwinkel verstanden werden. Er wird beschrieben, wenn 
eine der beiden Flächen aus ihrer ursprünglichen Lage um die Schnitt
gerade gedreht wird, bis sie, ohne dabei das Innere des Polyeders zu 
bestreichen, in die Verlängerung der anderen Fläche fällt. Einen 
gleichen Winkel beschreibt die Normale der Fläche. 

Als positive Richtung einer Kante in Beziehung auf eine Fläche, 
in der sie nicht enthalten ist, soll die Richtung verstanden werden, 
die mit der positiven Richtung der Flächennormale einen Winkel 
< n/2 einschliesst. Dieser Winkel soll der Einfallswinkel der Kante 
in Beziehung auf die Fläche genannt werden. 

2. Gesetz der Zonen. Eine auffallende Eigenschaft der Kry
stallpolyeder besteht darin, · dass an ihnen Scharen von Kanten auf
treten, die untereinander parallel laufen. Ohr. S. Weiss, der zuerst 
die Bedeutung dieser Thatsache für die geometrische Krystallographie 
erkannt hat, nannte die Gesamtheit der Flächen, die sich in parallelen 
Kanten schneiden, eine Zone von Flächen. 

Häufig werden Flächen beobachtet, die gleichzeitig in zwei oder 
mehr Zonen liegen. Zur Bestimmung ihrer Lage gegen die übrigen 
Flächen sind Winkelmessungen nicht erforderlich. Denn eine Ebene 
ist ihrer Richtung nach bestimmt, wenn sie gleichzeitig zwei Kanten 
von verschiedenen Richtungen parallel laufen soll. 

Gehen wir nun dazu über, aus je zwei Zonen schon vorhandener 
Flächen eines Krystallpolyeders eine neue Flächenrichtung abzuleiten, 
die beiden Zonen angehört, so erhebt sieh die Frage, ob stets die auf 
solehe Weise mit beobachteten Flächen in Beziehung stehenden Ebenen 
mögliche Krystallfiächen sind. Die Erfahrung hat gelehrt, dass dieses 
Ableitungsverfahren in der That berechtigt ist Da zur geometrischen 
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Ableitung einer unbegrenzten Zahl von Flächen aus Zonen vier 
Flächen, die ein im allgemeinen unregelmässiges Tetraeder bilden, 
notwendig und ausreichend sind, so können wir die charakteristische 
geometrische Eigenschaft der Gesamtheit von Flächen, die als Be
grenzungsebenen der polyedrischen Formen eines krystallisierten 
Körpers auftreten können, durch folgenden Satz aussprechen: Aus vier 
Flächen eines Krystallflächenkomplexes, die ein Tetraeder bilden, lassen 
sich alle iibrigen Flächen der Reihe nach dadurch ableiten, dass parallel 
zu jedem Paare von Durchschnittslinien der bereits vorhandenen Flächen 
eine neue Fläche gelegt wird1). 

Da krystallographische Begrenzungselemente nur ihrer Richtung 
nach völlig bestimmt sind, so können wir durch ein Zentrum 0 das 
Bündel der Ebenen und Geraden gelegt denken, die den Flächen und 
Kanten eines Krystallflächenkomplexes parallel gehen. Dann ist nach 
dem Gesetz der Zonen jede Gerade der Träger eines Büschels von möglichen 
Flächen und jede Ebene der Träger eines Büschels von möglichen Kanten. 
Flächen- und Kantenrichtungen stehen sich dualistisch gegenüber 2). 

Vier der Ableitung zu Grunde 
liegende Flächen e0 e1 C:J e3 bilden ein 
vollständiges Vierflach mit drei 
Paaren von Gegenkanten (Fig.l, 5): 

e2es = cl; CsCt = ~:2; ele2 =Es 

e0 e1 = ~: 4 ; e0 e2 = s5 ; e0 e3 = ~:6 • 

Je zwei einander gegenüberliegende 
Kanten werden durch eine Diago
nalfläche verbunden: 

cl ~'4 = bl; c2c5 = b2; lisli6 = bs· 
Diese drei Flächen schneiden sich 
in den drei Diagonalkanten des 
Vierflaches: 

b2bs = ß1; bsbl = ß2i bl b2 = ßs· 
Durch jede Diagonalkante kann 
ein Paar Gegenflächen nach den 
beiden mit ihr noch nicht verbun
denen Gegenkanten gelegt werden: 

Vier der Ableitung zu Grunde 
liegende Kanten 80 81 82 o8 bilden 
ein vollständiges Vierkant mit drei 
Paarep. von Gegenflächen (Fig. 1, 5): 

o2 83 = d4 ; 8381 = d5 ; o1 o2 = d6 

o0o1 = d1 ; o0o2 = d2 ; o0o3 = d3. 

Diese sechs Flächen schneiden sich 
ausser in den vier Kanten o noch 
in den drei Diagonalkanten: 

dld4 = ß1; d2d5 = ß2i dad,; = ßs· 
Durch je zwei dieser Kanten geht 
eine Diagonalfläche des Vier
kants: 

ß2ßz = bl; ßsß1 = b2; ß1ß2 = bs. 
Auf jeder Diagonalfläche erzeugen 
die drei Paare von Gegenflächen 
ausser den Diagonalkanten noch 
ein Paar Gegenkanten: 

1) F. E. Neumann, Beitr. z. Krystallon. 1823. De lege zonarum 1826; 
.A.. F. Möbius, Der barycentrische Calcül 1827, p. 266; Ber. Verb. sächs. Ges. d. 
Wiss. Math. phys. Cl. 1849, p. 45; F. Blasius, Ann. Phys. Chem. 41 (1890), p. 538. 

2) H. Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171; Liebisch, Zeitschr. d. 
geol. Ges. 1877, p. 515. 
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{J1 E1 = d1 ; {J2 E2 = d1 ; {J8 E3 = d3 b1d1 = E1 ; b2d, = E2; b8 d8 =Es 

{J1E4 = d4 ; {J2 E5 = d5 ; {J8 E6 = d6• b1 d4 = E4 ; b2 dr, = E5; b8 d6 = E6• 

Diese sechs Flächen schneiden sich Diese sechs Kanten liegen zu je 
zu je dreien in vier Kanten: dreien auf vier Flächen: 

dtdads = ho 

dld5d6 = bl 

d2d6d4, = b2 

E4 E5 E6 = e0 

E4 E2 E3 = e1 

E;;EsEJ = ~ 
dsd4d5 = hs, EsEtEa = eg, 

welche ein vollständiges Vierkant welche ein vollständiges Vierflach 
bilden. bilden. 

In jeder Diagonalfläche b bil
den die auf ihr liegenden Gegen
kanten E und Diagonalkanten fJ 
ein harmonisches Büschel: 

(ßaßsEt E4) =- 1 

CfJsfJ1E5E2) =- 1 
Cßtß2EsEs) =- 1. 

Die in einer Diagonalkante fJ 
sich schneidenden Gegenflächen d 
und Diagonalflächen b bilden em 
harmonisches Büschel: 

(b2 b8 d4 d1) = - 1 

(b8 b1 d5 d2) =- 1 
(b1 b2 d6 d3) = -1. 

Die Fläche e1 und die Kante b1, i = 1, 2, 3, 4, werden an allen 
Kanten des Dreikants ß1ß2 {J8 und auf allen Flächen des Dreiflachs 
b1 b1 b8 voneinander harmonisch getrennt. 

Auf diese Weise kann die geometrische Ableitung neuer Flächen 
und Kanten unbegrenzt fortschreiten. 

3. Raumgitter. Der Zonenzusammenhang der Flächen eines 
krystallisierten Körpers wird veranschaulicht durch das geometrische 
Bild der Struktur einheitlicher Krystalle, das durch die weitere Ent
wicklung der Hauyschen Hypothese über die Krystallstruktur ent
standen ist. (Näheres hierüber in Teil B, Art. Schönflies.) 

In einem unbegrenzt gedachten einheitlichen Krystall sind un
zählig viele Punkte vorhanden von der Beschaffenheit, dass um jeden 
Punkt die Massenverteilung nach parallelen Richtungen dieselbe ist, 
wie um jeden anderen Punkt. Diese Stellen müssen angeordnet sein 
nach Raumgittern, d. h. nach den Schnittpunkten dreier Scharen von 
parallelen äquidistanten Ebenen. Jede durch irgend zwei Punkte des 
Gitters gelegte Gerade (Punktreihe) ist mit unendlich vielen Gitter
punkten äquidistant besetzt; der Abstand zweier benachbarter Punkte 
wird der Parameter dieser Punktreihe und der zu ihr parallelen Punkt
reihen genannt. Legt man durch irgend drei Punkte des Gitters, die 
nicht einer Geraden angehören, eine Ebe~e (Netzebene), so ist sie mit 
unendlichen vielen Punkten parallelogrammatisch besetzt. 
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Die Raumgitterstruktur veranschaulicht das Gesetz der Zonen, 
wenn die Annahme hinzugefügt wird, dass als Krystallflächen nur 
Netsel.enen des Gitters auftreten können. 

4:. Polfiguren. Wir stellen uns vor, dass die Flächen eines 
Krystallpolyeders um die Strecke r von einem Punkte 0 im Innern 
entfernt seien. Dann kann dem Polyeder eine Kugel um 0 mit dem 
Radius r eingeschrieben werden. Der Berührungspunkt einer Fläche 
mit der Kugel wird der Pol dieser Fläche, die Gesamtheit der Flächen
pole die Polfigur des Polyeders genannt. Die Flächen einer Zone 
liefern Pole, die in einem Hauptkreise (Zonenkreise) liegen; die durch 
den Mittelpunkt gelegte Kantenrichtung der Zone schneidet die Kugel 
in den Polen des Zonenkreises. 

Da der sphärische Abstand zweier Flächenpole ein Mass ist für 
den äusseren Winkel der zugehörigen Flächen, so gewährt die Pol
figur eine auf anderem Wege nicht erreichbare llbersicht der Flächen
winkel und damit die zweckmässigste Grundlage für die Ermittlung 
der zur Beschreibung der Krystallpolyeder erforderlichen Grössen. 

In der Polfigur sind einer Fläche und ihrer parallelen Gegen
fläche verschiedene (diametral gegenüberliegende) Punkte zugeordnet. 
Soll die entsprechende Unterscheidung auch in dem Bündel der von 
C ausgehenden Flächennormalen, das die Kugel in den Polen der 
Fläche schneidet, festgehalten werden, so müssen wir den :Flächen
normalen die auf S. 396 eingeführten positiven Richtungssinne beilegen. 
In der Untersuchung projektivischer Beziehungen zwischen einem 
Krystall:flächenkomplex und seiner Polfigur wird hierauf verzichtet; 
dann entspricht einer Flächenrichtung ein Polpaar3). 

5. Projektionen. Hülfsmittel für die geometrische Untersuchung 
der Krystallpolyeder bieten die von F. E. Neumann 1823 eingeführten 
V erfahren zur übersichtlichen Darstellung des Zonenverbandes in einer 
Ebene dar 4). Man gewinnt diese Darstellungen, indem man I. das 
durch ein Zentrum 0 gelegte Bündel von Ebenen eines Krystall
flächenkomplexes mit einer nicht durch 0 gehenden Ebene ~ schneidet 

3) Über die Einführung der Normalen der Krystallß.ächen und der Pol
figuren vgl. F. E. Neumann, Beiträge zur Krystallonomie 1 (1823), p. 5, 55; 
Ann. Phys. Chem. 4 (1825), p. 63; J. G. Grassmann, Zur phy8ischen Krystallo
nomie 1 (1829), p. X, 5, 50; J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 223. 

4) F. E. Neumann, Beiträge zur Krystallonomie 1 (1823). Wesentlich kom
pliziertere graphische Methoden sind von L. Ditscheiner vorgeschlagen worden 
Sitz.-Ber. Wien. Akad. Math. Kl. 26 (1857), p. 279. 28 (1858), p. 93, 134, 201. 32 
(1858), p. 3. 
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oder II. das Bündel der Flächennormalen a) mit einer nicht durch 
0 gehenden Ebene~, oder b) mit einer konzentrischen Kugel schneidet. 

I. Linienprojektion eines Flächerihündels. Da in dem Bündel 
jedem Paare einer Fläche und ihrer parallelen Gegenfläche eine ein
zige Ebene entspricht, so ist deren Schnittgerade mit der Projektions
ebene ~ einer Flächenrichtung zugeordnet. Die Spuren der Flächen
richtunge~ einer Zone bilden ein Büschel von Geraden durch die Spur 
der gemeinsamen Kante (Zonenpunkt). Jeder Kantenrichtu-ng des 
Krystalls ist also ein Punkt in ~ zugeordnet. Aus der perspekti
vischen Lage des Bündels und seiner Projektion folgt die Gleichheit 
der Doppelverhältnisse von vier Elementen eines Büschels im Bündel 
und der vier entsprechenden Elemente in der Projektion. 

Die Linienprojektion (Fig. 1) veranschaulicht den Zonenverband 
der auf S. 397-398 genannten Flächen e0 ••• d6 • 

Linienprojektionen wurden von Fr . .A. Quenstedt, F. H. Sehröder 
und M. Websky in umfassender Weise für die Zwecke der geome
metrischen Krystallographie verwertet 5). 

~ ............... 

~.~-------er-------~----~---------~~~ q. 
Fig. 1. Linienprojektion. 

II a. Punktprojektion eines Bündels von Flächennormalen; gnomo
nische Projektion einer Pol(igur. In der Projektionsebene ~, erzeugen 
die Flächennormalen ein System von Schnittpunkten. Hierdurch wird 
jeder Flächenrichtung des Krystalls ein Punkt (Flächenort) in ~, zu-

5) I!'r . .A. Quenstedt, Ann. Phys. Chem. 34 (1835), p. 503, 661; 36 (1835), 
p. 245, 379; Methoqe der Krystallographie 1840, Beiträge zur rechn. Krystallogr. 
1848, Handbuch der Min. 1865, Grundriss d. bestimm. u. rechn. Krystallogr. 
1873; F. H. Schröder, Elemente d. rechn. Krystallogr. 1852; M. Websky, Ann. 
Phys. Chem. 118 (1863), p. 240; Anwendung d. Linearprojektion z. Berecbn. d. 
Krystalle 1887. 
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geordnet. Den Flächenrichtungen einer Zone entsprechen Punkte einer 
Geraden; jeder Kantenrichtung des Krystalls ist also eine Gerade 
( Zonenlinie) in <\t' zugeordnet. 

Betrachtet man in Fig. 1 die Punkte d'0 , d'11 d'9 , d'8 als Flächen
orte eines vollständigen Vierflachs, so wird der Zonenverband der ab
geleiteten Flächen ß1 ••• E6 veranschaulicht. 

Die Projektion eines Bündels von Flächenormalen ist identisch 
mit der gnomonischen Projektion der zu dem Bündel der Flächen ge
hörigen Polfigur auf die Ebene <\t', wenn man den Radius der Kugel 
gleich dem Abstand des Zentrums 0 von (\t' wählt 6). 

Den Hauptkreis, in welchem die Kugel von der parallel <\t' ge
legten Diametralebene geschnitten wird, nennen wir Grundkreis. Den 
Berührungspunkt 0' von <\t' mit der Kugel, der im allgemeinen nicht 

Fig. 2. Polarkoordinaten a, ..p 
des Poles h. 

Fig. 3. Gnomonische Projektion H 
des Poles h. 

mit dem Pol einer Krystallfiäche zusammenfällt, bezeichnen wir als 
Projektionszentrum. Zu Polarkoordinaten eines Poles h seien gewählt 
der sphärische Abstand (Qh) = 1'1 von dem im Grundkreise gelegenen 
Pole Q und das Azimut 1/J der Zone Qh in Bezug auf diesen Kreis (Fig. 2). 
Dann hat das Projektionszentrum 0' die Koordinaten r1 = 1/J = 900. 

Die Kugel sei mit einem Netz von LängeJ;J.kreisen und Breiten-

6) Nach dem Vorgange von F. E. Neumann wurde die gnomonische Pro
jektion verwertet von: J. Fr. Chr. Hessel, Krystallometrie (1831), p. 225 f. (Lehre 
von der Zeigerß.äche); W. H Miller, Phil. Mag. (4) 18 (1859), p. 37; M. Websky, 
Monatsber. Berlin. Akad. 1876, p. 3, 1879, p. 124; E. Mallard, Traite de crist. 1 
(1879); H. A. Miers, Min. Mag. 7 (1887), p. 145; V. Goldschmidt, m den auf 
p. 394 genannten Schriften und Zeitschr. f. Kryst. 17 (1890), p. 97, 191; 19 (1891), 
p. 35, 352; 20 (1892), p. 143; 21 (1893), p. 210; 22 (1894), p. 20; 25 (1896), p. 538; 
30 (1899), p. 346; E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 21 (1893), p. 574; G. F. H. 
Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309; H. Hilton, Min. Mag. 14 (1904), p. 18. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 26 
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kreisen in der Weise bedeckt, dass die Längenkreise durch Q hin
durchgehen und 0' der Nullpunkt der Länge l ist. Die Breite sei 

bezeichnet mit ro. Es ist l + 1/J = ro + 11 = 90°. Wählt man jetzt 
in der Projektionsebene ~, (Fig. 3) die Schnittgeraden mit der Äquator

ebene und der Ebene des Längenkreises Q 0' zu Koordinatenaxen X, 

Y, so gilt für die Projektion H des Poles h: 

x = r · cotg 'ljJ, 

cotg a 
y=r·-.--· 

sm'I/J 

Fig. 4. Gnomonisches Netz. 

Um die Herstellung gnomonischer Projektionen mit Hülfe dieser 
Koordinaten zu erleichtern, hat G. T. H. Smith 7) eine Tabelle der mit 

10 multiplizierten Werte von cotg 6/sin 'ljJ in dem Gebiete von 90° bis 

25° angelegt. Umgekehrt findet man mit der Tabelle und einem 
Transporteur aus der Projektion den Winkel zwischen zwei Flächen

polen oder zwei Zonenkreisen. 

7) G. F. H. Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 309. 
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Zu demselben Zweck kann das von H. Hilton 8) entworfene gno
trWnische Netz (Fig. 4) benutzt werden, worin die Längenkreise abge
bildet sind durch die Schar der zu Y parallelen Geraden: 

X=r·tangll. 
und die Breitenkreise durch die Hyperbeln: 

- x 11 + y2 cotg11 ro = r 2 • 

Ilb. Stm·eographische Projektion einer Polfigwr. Zur Abbildung 
einer Polfigur auf eine Ebene ist besonders geeignet die stereogra
phische Projektion der Kugelober
:ßäche. Es ist zweckmässig die 
Projektionsebene ~" durch den 
Mittelpunkt 0 der Kugel und in 
einen Zonenkreis ( Grundkreis) zu 
legen, wobei die Symmetrieeigen
schaften der Krystalle zu berück
sichtigen sind ( vgl. in Fig. 5 die 
stereographische Projektion der Pol
figur des Oktaeders, Hexaeders und 
Dodekaeders mit den der Fig. 1 
entsprechenden Bezeichnungen der 
Flächen). Die Projektionsstrahlen 
gehen dann von einem Endpunkte 
0 des zu ~" senkrechten Durch
messers aus. Im allgemeinen ge
nügt die Abbildung der dem 

Fig. ö. Stereographische Projektion der 
Polfigur des Oktaeders, Hexaeders und 

Dodekaeders. 

Punkte 0 gegenüberliegenden Halbkugel, die das Innere des Grund
kreises erfüllt. Indessen ist es z. B. bei der Untersuchung von Sym
metrieeigenschaften nützlich, die Projektion auf das benachbarte Ge
biet ausserhalb des Grundkreises zu erweitern 9). 

Die stereographische Projektion einer Polfigur kann mit Zirkel 
und Lineal konstruiert werden, wenn der Zonenverband und die 
Flächenwinkel des Polyeders gegeben sind. Dabei werden folgende 
Eigenschaften der Projektion benutzt. Bezeichnet man mit 0' den 

8) H. HiZton, :Min. Mag. 14 (1904), p. 18. 
9) Über die Verwertung der stereographischen Projektionen von Polfiguren 

vgl. W. H. MiZler, A Treatise on Cryst. 1839; Phil. Mag. (4) 19 (1860), p. 325; 
V. v. Lang, Lehrb. d. Kryst. 1866, p. 299; E. Reusch, Ann. Phys. Chem. 142 
(1871), p. 46; 147 (1872), p. 069; Die stereogr. Proj. 1881; Th. Liebisch, Geom. 
Kryst. 1881; .A. Breeina, Methodik d. Krystallbestimmung 1884; St. Jolles, Zeitschr. 
f. Kryst. 18 (1891), p. 24; G. WuZff, Zeitschr. f. Kryst. 21 (1893), p. 249; 36 (1902), 

26"' 
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Gegenpunkt von 0, mit ~ die Projektion des Flächenpoles h, mit r 
den Radius der Kugel und mit u den Winkel ( 0' Ch ), so ist (Fig. 6): 

(1) c~ = r . tang ; . 

Die Projektionen aller Kugelkreise sind wieder Kreise. Die Projektion 
eines grössten Kugelkreises schneidet den Grundkreis in zwei einander 
diametral gegenüberliegenden Punkten; geht der Kreis durch 0, so wird 
er abgebildet durch die Schnittlinie seiner Ebene mit der Projektions
ebene. Der Mittelpunkt der Projektion eines Kugelkreises ist die Pro
jektion der Spitze des •rangentenkegels, den man in diesem Kreise an die 
Kugel legen kann. Für einen grössten Kugelkreis geht der Tangenten
kegel in einen Zylinder über; daher liegt der Mittelpunkt m der Pro
jektion eines Zonenkreises .8 im Schnittpunkt der von 0 auf die 
Ebene .8 gefällten Normale Om mit der Projektionsebene ~". In 

Fig. 6. Stereographische Projektionen ~. ~. ~ 
der Pole h, h, p. 

Fig. 7. Konstruktion der sphä
rischen Entfernung zweier 

Punkte ~ f der Kugeloberfläche. 

Fig. 6 bedeutet pp den auf 3 senkrechten Durchmesser; der. durch 
0' und E gelegte Meridian schneidet .8 in h und h, deren Projektionen 
~ und ~ sind. Bezeichnet man den Radius der Projektion von 3 mit 
r und den Winkel (O'Cp) mit v, so ist: 

(2) r=~m=m~= Om= -"-cosv 
Cm = r · tang v. 

Von den Endpunkten des Durchmessers pp wird der auf der Halb-

p. 14; E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 357; 21 (1893), p. 617; 29 
(1898), p. 639; 33 (1900), p. 589; 37 (1903), p. 138; V. Goldschmidt, Zeitschr. f. 
Kryst. 30 (1899), p. 260; 8. L. Penfield, Amer. J. of Sc. (4) 11 (1901), p. 2, 115; 
14 (1902), p. 249; H. Hilton, Phil. Mag. (6) 6 (1903), p. 66; E. SommerfeJdt, Zeitschr. 
f. Kryst. 41 (1905), p. 164. 
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kugel um 0' gelegene Punkt p der Pol des Zonenkreises 3 genannt; 
seine Projektion besitzt folgende Eigenschaft: Sind ~' f die Projek
tionen der Flächenpole h, k, so bestimmen die Verbindungslinien V ~ 
und V f auf dem Grundkreise einen Bogen h1 k11 der gleich dem Bogen 
hk ist (Fig. 7). 

Die Ausführung einer Projektion wird wesentlich erleichtert durch 
eine Hülfsprojektion, die man gewinnt, indem man ein Netz von 
Längenkreisen und Breitenkreisen in der Weise stereographisch pro
jiziert, dass ein Längenkreis mit dem Grundkreise zusammenfällt 
(stereographische Meridianprojektion J!'ig. 8) . .B. Hecht 10) benutzt Netze 
auf Pauspapier, die über der Zeichnung gedreht werden, in Verbin
dung mit einer Tabelle, in der neben den Winkeln u die Strecken: 

t u r r · sin u r · .a,ng 2 ' sin " ' 
angegeben sind. 

Fig. 8. Stereographische Meridianprojektion. 

Zwischen den drei Projektionen bestehen einfache Besiehungen, 
wenn wir voraussetzen, dass die Projektionsebenen ~ der Linienpro
jektion eines Flächenbündels und ~, der Punktprojektion des N or
malenbündels zusammenfallen und parallel zur Projektionsebene ~" 
der stereographischen Projektion der Polfigur liegen, derart dass sie 

10) B. Hecht, Anleitung zur Krystallberechnung, 1898, p. 64. 
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die Kugel im Gegenpunkte 0' von 0 berühren (Fig. 9, 10). Es be
deute 58 eine Flächenrichtung, ß ihre Linienprojektion, b ihren Pol, 
B die Punktprojektion der Flächennormale (oder die gnomanisehe Pro
jektion des Poles b), li die stereographische Projektion dieses Poles, 

b' ~. ~· B 

0 
Fig. 9. Verbindungsebene der Projektionsstrahlen CB und Ob. 

{J 

L .. o' ··: 

/ 

.. ~ ..... / 

6' r·· .... 
' ' ' ' / 

,/ 

·············013 

flFig. 10. Projektionsebene der Linienprojektion und der 
gnomonischen Projektion. 

f Fig. 9, 10. Zusammenhang zwischen der Linienprojektion (j einer Flächen
richtung 5.8, der stereographischen Projektion b und der gnomonischen Pro

jektion B ihres Poles b. 

6' die senkrechte Projektion von 6 auf ~- Dann steht die Gerade 
B6'0' senkrecht auf ß in L und es ist LO = Lb'. Denken wir uns 
nun ~" nach @ verschoben, und beschreiben wir um 0' den Distanz-
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kreis mit dem Radius r, so ist die Linienprojektion {J der Flächen
richtung 58 die Polare der gnomonischen Projektion B des Poles b in 
Bezug auf den imaginären K1·eis mit dem Radius - r und die stereo
graphische Projektion b' des Poles b liegt auf dem zu {J senkrechten 
Durchmesser des Distanzkreises im Abstande L C = L C* von {J. 

6. Ableitung des Gesetzes der rationalen Indices aus dem Ge
setz der Zonen 11). Von den Flächen p1 , p2 , p3 , e eines Tetraeders, 
das zur Ableitung eines Krystallftächen-
komplexes nach dem Gesetz der Zonen 
dient, sollen PP p 2, Ps zu Axenebenen 
gewählt werden (Fig.ll). Ihre Schnitt
geraden n11 n-2 , n 3 bilden ein im all
gemeinen schiefwinkliges Axensystem. Pz 
·Die Fläche e bestimme die Verhältnisse 
der Axeneinheiten 0 E 1 : 0 E2 : 0 E 3 

= a1 : a2 : a3 • Man bezeichnet die Winkel 
zwischen den Axen und die V erhält
niese der Einheiten als Axenelemente. 

In dem Komplex befinde sich die JC, 

Fläche h mit den Axenabschnitten Fig. 11. Zur Definition der Indices 
der Fläche H 1 H, H 8 • 0 H1 , 0 H2 , 0 H 8 , dann verhalten sich 

die Quotienten aus den Axeneinheiten 
und den Axenabschnitten dieser Fläche wie ganze Zahlen hu h2 , h8 : 

(1) ~~ :~~2 =K:: =h1 :h2 :h3 • 
1 2 s 

Man nennt sie die Indices der Fläche h. 
Der Beweis ergibt sich aus folgender Überlegung. Da nur die 

Richtung der Fläche h in Betracht kommt und die Verhältnisse der 
Richtungscosinus ihrer Normale 11 gegeben sind durch: 

1 1 1 h h h 
cos 11 n1 : cos l-f ~2 : cos fl~s = OH-- : OH : OH = _!_ : 2 : __!_' 

1 2 s a1a2as 

so ist die Gleichung der Fläche h in Punktkoordinaten: 

(2) 

Die Koordinaten eines Punktes der Schnittgeraden 1J zwewr 
Flächen h' und h" verhalten sich wie: 

11) F. E. Neumann, De lege zonarum 1826; A.. F. Möbius, Der barycen
trische Calcul, 1827, p. 266; Ber. Verh. sächs. Ges. d. Wiss. math.-phys. Kl. 1849, 
p. 45; W. v. Bezold, Sitz.-Ber. Akad. München, math.-phys. Kl. 1863, p. 350. 
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(3) 

Man nennt die Zahlen 'Iu 112, 'ls die Indices der Kante 'I· Die Be
dingung dafür, dass die Flächen h, h', h" einer Zone angehören: 

(4) 

enthält nur die Indices der Flächen und ist unabhängig von den Axen
elementen. Liegt eine Fläche h gleichzeitig in den Zonen der Flächen 
h', h" und k', k", also parallel den Kanten "l und '1' mit den Indices 

"'u 'YJ:u "'s und 'YJ/, 'YJ/, 'YJs': 
']1' = (k'k")11 'YJs' = (k'k")2 , 'YJs' = (k'k")8 , 

so setzen sich ihre Indices in folgender Weise zusammen: 

(5) h1: h,: h8 = ('YJ'YJ')l: (TJ"'Jll: ( 1J'YJ')s· 

Mit Hülfe von (3) und (5) können die Indices aller Flächen h be
rechnet werden, die sich nach dem Gesetz der Zonen aus den vier zu 
Grunde liegenden Flächen ableiten lassen. Nun sind die Indices dieser 
vie1· Flächen: 

Pt P2 Ps e 
100 010 001 111. 

Hieraus sind die Indices aller übrigen Flächen durch die Operationen 
der Multiplikation und Subtraktion zu bilden. Auf solche Weise 
können aber nur ganze Zahlen entstehen: Die Indices der in eitzem 
Krystallflächenkomplex möglichen Flächen und Kanten verhalten sich 
wie ganze Zahlen, wenn die Richtungen der Koord1'natenaxen und die 
Verhältnisse der .Axeneinheiten durch vier Flächen des Komplexes be-

stimmt werden. 
Zur geometrischen Beschreibung eines Krystallpolyeders sind also 

notwendig: 1. die Axenelemente, 2. die Indices der Flächen. Diese 
Grössen müssen aus Messungen der l!'lächenwinkel berechnet werden. 

Die Zusammenstellung der Indices h11 hll, h8 wird nach einem 
Vorschlage von W. WhewelP2) (1825) zur Bezeichnung der Fläche h 
benutzt und das Symbol von h genannt. Dieselbe Methode der Flächen-

12) W. Whtwell, London Phil. Trans. 1825, p. 87. 
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bezeichnunghaben J. G. Grassmann 15) und L. Frankenheim 14) im Jahre 
1829 und bald darauf auch 0. Fr. Gauss 15) ersonnen und angewandt; 
eine weitere Verbreitung erlangte sie erst durch die krystallo'Zra
phischen und mineralogischen Schriften von W. H. JJ1iller 1t). 

Aus Fig. 11 ist ersichtlich, dass die Indices einer Fläche h auch 
definiert werden können als Verhältnisse der Dreiecke, die von der 
Fläche h und der Einheitsfläche e auf den Axenebenen bestimmt 
werden 11): 

Aus den Gleichungen (2) und (3) ergiebt sich eine in dem Ge
setz der rationalen Indices enthaltene Beziehung zwischen den Fläcben 
und den Kanten eines Krystalls. Betrachten wir das Ellipsoid, in 
welchem "-11 31'21 "-8 nach Richtung und Länge konjugierte Durch-. 
messer sind. Zu der Diametralebene, die parallel der Krystallfl.äche 
mit den Indices h11 h2 , h8 liegt, gehöre der konjugierte Durchmesser 
nach dem Punkte '!ft', '!f2', y8' des Ellipsoids; dann ist die Gleichung 
dieser Ebene: 

'YtYt' + 1I1Y; + YsYs' = 0 
~~ a.• asl • 

Demnach verhalten sich nach (2) die Indices der Krystallfl.äche wie: 

h • h • h - J!i_ • Y•' • Ys' • 
l'll' s-at·a~·as 

13) J. G. Gw.ss'tl.a'fln, Zur physischen Krystallonomie u. geometr. Kcmbina.-
tionslehre 1 (1829). V gl. Ann. Phys. C'hem. SO (18l:!3), p. 1. 

14) M. L. Fra'flke'flheirn, De crystallorum cohaesione, Vratisl. 1t29. 
15) 0. Fr. Gauss, Werke 2 (1863), p. l:!08. 
16) W. H. Miller, Phi!. Mag. (3) 6 (1885), p. 105; A treatise on crystallo

graphy 1839; A tract on crystallograpl•y 1863; An elementary introduction to 
mineralogy by W. Philipps; new edit. by H. J. Bwcke and W. H. Miller 1852. 

17) H. Graesmann, Ausdehnungslehre von 1844, § 171. [Vgl. G. Junghann, 
N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 1 (1881), p. 334.] Die H. Graesmann'sche Fassung des 
Gesetzes der rationalen Indices lautet: "Wenn man viu Flächen eines Krystalles 
ohne Änderung ihrer Richtungen so legt, dass sie einen Raum einschliessen, und 
die Stücke, welche dadurch von dreien derselben abgeschnitten werden, zu 
Riebtmassen macht, so lässt sich jede ar.dere Fläche des Krystalles als Viel
fachensumme dieser Richtn:asse rational ausdrücken." Oder: "Wenn man drei 
Kanten eines Krystalles, welche nicht in derselben Ebene liegen, ohne Änderung 
ihrer Richtung an einen gemeinschaftlichen Anfangspunkt legt, und als ihre 
l!:ndpunkte ihre Durchschnitte mit irgtmd einer Krystallfläche setzt, so lässt sich 
jede andere Kante des Krystalles als Vielfachensumme dieser Strecken rational 
ausdritcken." Wie sich diese Fassung aus dem Gesetz der Zonen ergiebt mit 
Hülfe der Regeln über die Multiplikation von Strecken und Flächenräumen hat 
Fr. Engel gezeigt in: H. Grauma11n, Ges. math. u. phys. Werke 1,1 (1894), p. 411. 
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Andererseits verhalten sich nach (3) die Koordinaten des konjugierten 
Durchmessers mit den Indices 'I'Jv '1]2, 'I'Js wie: 

'!!/: Ys': Ys' = al 'I'J1 : a2'1'J2 : as'I'Js • 

Daraus folgt: 
hl: h2: hs = 'I'J1 : 'I'J2 : 'I'Js, 

d. h. in einem Ellipsoid, in welchem die Krystallaxen nach Richtung 
und Länge konjugierte Durchmesser sind, gehört zu jeder Diametral
ebene, die einer Krystallfläche parallel liegt, ein konjugierter Durch
messer, der die Richtung einer Erstallkante und dieselben Indices wie 
jene Fläche besitzt 18). 

7. Topische Parameter. Setzt man das Volumen des Elementar
parallelepipeds eines triklinen Raumgitters gleich dem Molekularvolumen 
V des Stoffes, so werden die Kantenlängen x, '1/J, w des Parallelepipeds 
topische Parameter genannt. Sie dienen zur Vergleichung der Krystall
formen verschiedener Stoffe 19). Bezeichnet man das Verhältnis der 
Axeneinheiten: 

die Winkel :7r3 tr1 = {J, n:1 :7r2 = r und den inneren Winkel der Ebenen 
:7r3 :7r1, tr1 :7r2 an :7r1 mit A, so ist: 

a: 1 : c = X: '1/J: w, 

V= x'l/Jw sin ß sin r sin A, 
a'V 

Xs = as'lf;s = c sin p sin r sin A' 

s_ V 
'1/J - ac sin p sin r sin A ' 

c'V ws = cs'lf;s = -~:;-;-
a sin p sin r sin A 

8. Transformation der Indices. Eine Veränderung der Axen
ebenen und der Einheitsfläche führt wieder auf rationale Indices, wie 
aus folgenden Relationen hervorgeht 20). 

Erteilt man den Flächen f\ ( 2, [3, k mit den ursprünglichen 
Indices: 

18) Qu. Sella, Nuovo Cimento 4 (1856), p. 93. 
19) F. Becke, Anzeiger Wien. Akad. 30 (1893), p. 204; W. Muthmann, Zeitschr. 

f. Kryst. 22 (1894), p. 497; A. E. Tutton, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 1; 27 
(1897), p. 113, 266; 29 (1898), p. 54. 

20) A. T. Kupfter, Ann. Phys. Chem. 8 (1826), p. 61, 215; Handb. d. rechn. 
Krystallon. 1831, p. 497; J. F. Chr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 214; H. Grass
mann, Ansdehnungslehre von 1844, § 171; Th. Liebisch, Geom. Kryst. 1881, p. 48. 
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{, 1~11"1 (,21"21"2 
1 2 IS I 1 /2 /3 1 

die neuen Indices 
100, 010, 001, 111 

so erhält eine beliebige Fläche h jetzt folgende Indices: 

(1) t1 : t2 : t3 = I h~f31 : 1 r~r 1 : 1 r;;_,h 1, 
1 2 s 

worin z. B. I h([S! gesetzt ist für: 

und: 

hl f12 ft3 
h2 (22 (23 

hs fs2 fs3 

K1 = [kf2( 3 [, K2 = [(lk[S[, Ks = lf1fk[. 

Eine Kante 1J ist nun zu bezeichnen durch: 

(2) ltl = K1Ktift1"h + f21'Yf2 + fs1'Yfs) 

t2 = K2K:Jft 2 '~h + f22"l2 + f3 2'Yfs) 

ts = KsKs(ft3 YJt + f<}"l2 + f331Js)· 

Die Relation (1) ist ein spezieller Fall von (3). 
Sollen die Flächen f\ (2, [3, k die Indices: 

q/q21 qs\ q12q22qs2, q13q2 3qs 3, rl r2rs 

annehmen, so ergeben sich die neuen Indices m11 m2 , m3 der Fläche 
haus: 

. \rqtqsl·lhf'f8 1 1 lqt 1rqs 8 l·!ft 1hf'SI 2 lq1q2rl·lflf2hl s 
m1 = -~-k-(1(8_\_ q1 + ------rf!Ff8 f--- q1 + I f1 1f2 2k I q1 

lrq'q8 l·lhf2 fSI I q1rq8 l·lflhf8 1 I q1q2rl·lf 1f'h I 
(S) m2 = I kf2f3 I q/ + I flkfS I q22 + I ft 1f2k I q23 

lrq2 q8 l·lhf'f 8 1 lq1rq 8 l·lf1hfSI lq1q'rl·lflf'hl 
ms = I kf2f3 I q31 + I f 1kfS I q32 + I flf2k I q38• 

9. Koordinaten von Flächen und Kanten. In einem krystallo
graphischen Ebenenbündel mit dem Zentrum 0 seien :n:11 :n:2, :n:3 die 

zu Koordinatenaxen gewählten Kanten, v1 , v2, v3 die Normalen der 
Axenebenen p11 p 2 , p3 • Nach der Definition der Flächenwinkel (S. 396) 
sind die Aussenwinkel ( 1ti) der Ecke :n:1 :n:2 :n:3 und (vi) der Ecke v1 v2 v8 

gleich folgenden Winkeln 21) (Fig. 12): 

(:n:l) = v2vs, (:n:2) = VaVu (:n:s) = V1v2, 

(vl) = :n:2:n:s, (v2) = :n:a:n:u (vs) = :n:l:n:2, 

21) H. Grassmann, Lehrbuch d. Trigonometrie 1865, p. 100. 



412 V 7. Th. Liebiseh, .A. Schö-nflies u. 0. Mügge. Krystallographie. 

und es gilt: 
1 1 1 

---· ·---
cos n1 v1 • cos n2 v11 • cos n8 v8 

= sin :n:2 :n:3 : sin ";3 ";1 : sin ";1 :n:2 = sin v2 v3 : sin v3v1 : sin v1 v,. 

Bezeichnet man die Cosinus der Einfallswinkel der Koordinatenaxen 

in Bezug a!lf die Fläche h oder die Richtungscosinus ihrer Normale 

Fig. 12. Stereographische Projektion der Pole 

der .Axenebenen, der Einheitsfläche und einer 
beliebigen Fläche. 

JL als Koordinaten u11 u2 , u3 dieser Fläche, so besteht die Beziehung 

(S. 407): 
h h h 

u1 : u2 : u3 = cos p,x1 : cos p,n2 : cos JLX3 = ___!_ : i : ...!.. 
~ al as 

Die durch einen Punkt P einer Kante r; parallel zu den Axenebenen 

gelegten Ebenen mögen die Koordinatenaxen schneiden in II1 , II2 , II, 

und die Normalen der Axenebenen in N 11 N 21 N 3 • Dann ist: 

ONz =Oll,· cos :n:iv, = OP · cos r;vi· 

Bezeichnet man jetzt die Koordinaten Oll11 CII2 , OII3 des Punktes 

P mit ~1 , ~2 , ~3 , so folgt mit Rücksicht auf (3) S. 408: 

~1 : ~2 : ~s = sin :n:2 n8 • cos r;v1 : sin :n:3:n:1 • cos r;v2 : sin ";1";2 • cos r;v8 

= a11J1: a2'Y/2: as'Y/s • 

Die Koordinaten einer Kante verhalten sich also wie die Cosinus der 

Einfallswinkel der Kante in Bezug auf die Axenebenen, jeder Cosinus 

multipliziert mit dem Sinus des in der Axenebene gelegenen Axen

winkels 22). 

22) Th. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 1 (1877), p. 138. 



9. Koordinaten von Flächen u. Kanten. 10. Rationale Doppelverhältnisse. 413 

Hiernach verhalten sich die Quotienten entsprechender Indices 
zweier Flächen h, h' wie die Quotienten aus den Cosinus der Einfalls
winkel der Koordinatenaxen in Bezug auf diese Flächen: 

h1 • h'J • h8 _ cos !LX1 • cos !LX2 • cos !LXs 

h/ • hl' . x;: - COB p: %1 • cos /L1 %1 • cos IL' "s 
und die Quotienten entsprechender Indices zweier Kanten f}, "1' wie 
die Quotienten aus den Cosinus der Einfallswinkel dieser Kanten in 
Bezug auf die Axenebenen: 

!!!._ • .!7! .. _11.!. _ COB 11111 • COS 11111 • COB 1j 118 

11/ • 111' • 'lls' - cos 11' 111 • cos 11' 112 • cos 11' 111 

Wählt man nach J. G. Grassmann 28) die Normalen 111 , 112 , 113 

der ursprünglichen Axenebenen zu Koordinatenaxen, so verhalten sich 
die Koordinaten m11 m2 , m3 der Normale I-' einer Fläche h wie: 

m1 : m2 : m3 = sin 112 113 • cos l"'n1 : sin 113 111 • cos 1"'1r2 : sin 111 112 • cos JL1ts 

oder, wenn die Abschnitte von h auf den ursprünglichen Koordinaten
axen nach S. 407 eingeführt werden: 

oder, wenn: 

• . sin ", "s • sin 118 111 • sin 111 ", 

ml.m2.mS = -Ö~·~· Ofi.-

sin 111 118 
-a--= al, 

1 

1 2 s 

als Längeneinheiten auf den Normalen 111 , 112 , 118 eingeführt werden: 

m1 : m2 : m3 = a1 h1 : a2 h2 : a3 h3 • 

Demnach erhält in dem J. G. Grassmann'schen Koordinatensystem die 
Normale I-' einer Fläche h dieselben Indices hu h2, h3 , die in dem 'I.W

sprünglichen Koordinatensystem der Fläche gegeben werden. 

10. Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse. Die Lage der 
Einheitsfläche gegen die Axenebenen p11 p 2 , p8 kann beschrieben 
werden durch Angabe der Sinusverhältnisse, nach denen die von e auf 
den Axenebenen erzeugten Kanten s4, s5, s6 die Axenwinkel teilen. 
Wird in analoger Weise die Lage einer beliebigen Fläche h bestimmt, 
welche mit den Axenebenen die Kanten ro11 ro2, ro8 bildet (Fig. 11 ), 
so ist das Doppelverhältnis: 

( ) sin x8 E4 • sin x3 ro1 _ OE2 • OH9 _I. • h 
ns n2 84 rot = -.-- · -.--- - _O_E_ • OH. - ''ll • s 

Sln X'J f 4 SlD %9 ro1 s s 

(:n:1 :7ts 85 ro2) = hs: h1 

(7r2 :n:t E6 ros) = hl: h2. 

23) J. G. Grassmann, Zur physischen Krystallonomie 1 (1829), p. X, 5, 50; 

J. Fr. Ohr. Hessel, Krystallometrie 1831, p. 223; M. L. Frankenheim, J. f. Math. 
8 (1832), p. 172; W. H. Miller, Proc. Cambridge Phil. Soc. 5 (1868), § 5. 
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Die projektivischen Koordinaten 24) einer Krystallfläche sind also iden
tisch mit deren Ind1:ces 25). 

Setzt man an Stelle der Geraden, die in diesen Doppelverhält

nissen auftreten, die zu ihnen senkrechten Ebenen, so erhält man das 

Grundgesetz in der Form, in der es von 0. Fr. Gauss 1831 ausge

sprochen wurde 26). Zur direkten Ableitung dient die Polfigur (Fig. 12), 

in der E den Pol der Einheitsfläche e und p, den Pol der Fläche k 

bedeutet. Die rechtseitigen Dreiecke p, n1 v2 , p.. n1 v3 , u. s. w., die den 

Eckpunkt p.. gemein haben, liefern: 

cos ~-Ln1 = sin V2 ~-L sin ~-LV2 v8 = sin v8 p.. sin ~-LV8 v2 

(1) cos ~-L:1l2 = sin Vs/1' sin p..v8 v1 = sin v1 p.. sin ~-LV1 v8 

cos /-L:Ils = sin v1 ~-L sin p,v1 v2 = sin 1'2 P, sin ~-LV2 v1 • 

Hieraus folgt z. B. 

(2) 

Für 

(i?) 

h2 a8 cos p,n2 sin f.'V1 v8 

h8 · a2 = cos p,n8 = sin p,v1 v, 

die Einheitsfläche gilt: 

Demnach ist: 

(4) 
h2 sin Ev1 v2 sin p,v1 v2 
h8 = sin Ev1 v8 : sin p,v1 v8 • 

Der rechtsstehende Quotient ist das Doppelverhältnis der vier Zonen

kreise v1 v2 , v1 v8 , v1 e, v1 p.., die durch den Pol v1 der Axenebene p1 

gehen 2i). 
Den allgemeinen Ausdruck für das Doppelverhältnis von vier 

Flächen k, n:, k", k'" einer Zone als Funktion ihrer Indices hat 

WH. Miller 1839 angegeben 28). Bedeuten 1, 2, 3, 4 vier Punkte 

einer Kugeloberfläche, von denen 1, 2, 3 auf einem Hauptkreise liegen, 

so besteht die Beziehung: 

cos 41· sin 23 + cos 42 · sin 31 + cos 43 · sin 12 = 0. 

Wendet man sie der Reihe nach an auf die Pole k, n, k" und den 

Schnittpunkt der Kugel der Polfigur mit je einer der Axen nv nll, n3, 

so erhält man für die Koordinaten ul, u1.', u/' (l = 1, 2, 3) die 
Gleichungen: 

24) W. Fiedler, Vierteljahrsschr. naturf. Ges. zu Zürich 15 {1870), p. 152; 

Darstellende Geometrie, 3. Aufl. 3 (1888), p. 69, 642. 

25) Liebisch, Geom. Krystallogr. 1881, p. 16. 
26) 0. Fr. Gauss, Werke 2 (1863), p. 308; aus dem Nachlass d. J. 1831. 

V gl. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 3 (1878), p. 28. 
27) W. H. Miller, Proc. Cambridge Phil. Soc. 1866-67, p. 75. 
28) W. H. Miller, A treatise on crystallography, 1839, p. 14. 
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ul • sin h'h" + u/ · sin h"h + u/' · sin hh' = 0, 

aus denen sich ergiebt (a = 1, 2, 3): 
sin h'h" : sin h" h : sin hh' = (u' u")a : (u" u )a : ( uu')a. 

Analog gilt für die Flächen h, h', h"' (fJ = 1, 2, 3): 
sin h'h'" : sin h"' h : sin h1t = ( u' u"){J : ( u"' u ){J : ( uu'){J. 

415 

Bezeichnen wir mit (!, Q', (!", (1111 Proportionalitätsfaktoren, so können 
wir nun die Koordinaten ersetzen durch die entsprechenden Indices 
und Axeneinheiten: 

h,t , , h;.' " " h/' "' ", h:/" u._ = (! • -, ul = (! · - , ul = Q ·- , ul = Q • - • 
al al a;. a;. 

Dann drückt sich das Doppelverhältnis der vier Flächen in folgender 
Weise durch deren Indices aus: 

(h h' h" h:") = s~n h, h:: : s~n ~ ~:: = (h h'}a : (h h"')(J. 
Slll h h BlD h h (h'h")a (h'h"'){J 

Das Doppelverhältnis von vier Flächen einer Zone ist also eine ratio
nale Zahl. 

Hieraus ergiebt sich, dass eine Zone bekannt ist, wenn man in 
ihr zwei aufeinanderfolgende Winkel kennt. 

Das Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse enthält die Lösungen 
der folgenden fundamentalen Aufgaben ( W. H. Miller 1839). 

I. Wenn die Winkel zwischen vier Flächen h, h', h", h'" einer 
Zone und die Indices von drei Flächen h, h', h" gegeben sind, so be
rechnet man die Indices der vierten Fläche aus: 

ht' : ht': h8"' = ®h1 - h1' : ®h2 - h2': ®h3 - h3' 

@j = (h1th"h"') . ~~~:;: 0 

ll. Wenn die Indices der vier Flächen und zwei ihrer Winkel, 
z. B. hh' und hh" gegeben sind, so findet man den Winkel hh"' aus: 

cotg hh"' = (1 - ~) cotg hh' + ~ cotg hh" 
~ = (hh'h"h'"). 

Zur logarithmischen Berechnung bequemer ist: 
tang (hh"- !hh') = tang thh' · tang (45° + ®) 

t "" or sin (h'h + hh") 
ang I&= ~ · sin hn' · 

Zwischen den Winkeln von vier harmonischen Flächen (~ = - 1) 
besteht die Relation: 

2 cotg hn - cotg hh" - cotg hh'" = 0. 
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Ist hh"' = 90° und h'h" bekannt, so ergiebt sich hh' aus: 
sin (2 hh' + lt h") IK + 1 

sin n h" = m: - 1 . 

Fig. 13. Stereographische Projektion. 

0' 
19 

Fig. 14. Gnomonische Projektion. 

Aus dem Gesetz der rationalen Doppelverhältnisse folgt, dass 
die gnomonische Projektion einer Polfigur auf unendlich viele Arten 
in ein Netz von kongruenten Parallelogrammen geteilt werden 
kann 29). Es seien ~' 't] zwei Zonenkreise durch den Pol s (Fig. 13). 

29) G. F. H. Smith, Min. Mag. 13 (1903), p. 314. 
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In ~ seien p der Pol, der gleichzeitig dem Grundkreis angehört, und 
s17 s, zwei beliebig gewählte Pole. Die gnomonischen Projektionen 
von s, s17 s11 seien bezeichnet mit 8, 817 82 (Fig. 14). Dann wird das 
Doppelverhältnis (s9 s1 sp) durch die Projektion auf das einfache Ver
hältnis der Strecken 82 8 und 81 8 zurückgeführt: 

(s2 s1 sp) = (82 81 8oo) = ~~~ · 
1 

Da sein Wert eine rationale Zahl sein muss, so können wir die Strecke 
81 S zur Einheit wählen und auf der Zonenlinie die Pole 82 markieren, 
für die das Verhältnis 82 8 : 81 8 eine ganze Zahl ist. In analoger 
Weise verfahren wir in der Zone 1'J: 

( " ' ) (8" 8' 8 ) S" 8 s s s q = oo = S' S · 

Nun kann durch p und q je ein Büschel von Zonenkreisen gelegt 
werden, deren Projektionen zwei zu den Kugeldurchmessern nach 1> 
und q parallele Büschel von Zonenlinien sind. Da die Zonenlinien 
jedes Büschels äquidistant sind, so ergiebt sich der oben angeführte Satz. 

11. Allgemeine Beziehungen zwischen Winkeln, Axeneinheiten 
und Indices80). Sie ergeben sich aus der Relation· zwischen den 
Winkeln, die "von fünf Geraden oder Ebenen eingeschlossen werden: 

cos 45 cos 41 cos 42 cos 43 

(1) 
cos 15 1 cos 12 cos 13 

cos 25 cos 21 1 cos 23 
=0, 

cos 35 cos 31 cos 32 1 

oder wenn: 
1 cos 12 cos 13 

cos 21 1 cos 23 =A 
cos 31 cos 32 1 

gesetzt wird und die Unterdeterminanten von A mit A.,. bezeichnet 
werden, 

8 

(2) A cos 45 = ~ A;k cos 4i cos 5k. 
ik=l 

Fällt 4 mit 5 zusammen, so erhält man eine Beziehung zwischen den 

30) H. de Senarmont in: Traite de cristallographie par W. H. Mii'Zer, 1842, 
Note p. 198; Th. Liebisch, Zeitschr. f. Kryst. 1 (187i), p. 132; 4 (1880), p. 263; 
Geometr. Krystallogr. 1881, p. 63-98. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 2'1 
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sechs Flächenwinkeln eines vollständigen Vierflachs oder den sechs 
Kantenwinkeln eines vollständigen Vierkants: 

s 
(3) A = ~ A;~c cos 4i cos 4k. 

ik=l 

Es seien 1, 2, 3 die Axen n11 :rr2 , n3 und 4, 5 die Normalen 
p,, p,' der Flächen h, h'. Dann sind die Koordinaten dieser Flächen 
nach (8. 412): 

h
cos p,n, = e · (}_, 

t 

worin e und ~, Proportionalitätsfaktoren bedeuten. Führen wir noch 
die Bezeichnungen: 

8 s 

~ l!!.ik h,hk = rp(h)' ~ l!!.ik h,h; = rp(h, h') 
ilc=l a;ak •k=l a,ak 

mn, so ergiebt sich aus (2) und (3): 

A cos hh' = Qe' · rp(h, h') 
A = (} (} · rp (h) = Q' Q' • rp (h') . 

(4) 

Demnach erhalten wir folgenden Wert für den Cosinus eines Flächen
winkels hh' ausgedrückt durch die Axenelemente und die Indices der 
Flächen h und h': 
(5) hh, !p (h, "/{) 

cos = -.:--;:=~===~ 
V!J!Ch). !JI("/{) 

Es seien 1, 2, 3 die Normalen p11 p9 , p3 der Axenebenen und 
4, 5 die Kanten fJ, n'. Multipliziert man in (1) die zweite, dritte, 
vierte Zeile und die zweite, dritte, vierte Reihe mit 

so ergiebt sich: 
sin :rr2 :rr3 , sin ";3 ";11 sin n1 n2 , 

cos '1J'IJ1 sinn1 n8 cos71v1 smn8 n1 cosnv2 

(6) 
sin :rr2 ";3 cos v1 fJ' Au Äa 
sinn3 n1 cosv2n' Au A»s 
sinn1 :1t2 cosv8 n 

, 
Ast As2 

oder, wenn cos n,nk mit C;k bezeichnet wird: 
3 

sin ";1 n11 cos 1JVs 

Ats 

Ass 
Ass 

(7) A cos fJfJ' = ~ cik sin c~~.) sin (vl:) cos 'YJV• cos 1]1 vk. 
ik=1 

Die Koordinaten der Kanten f}, fJ' sind nach S. 412: 

sin (v,) cos r; v, = 6 • a1171 

sin (vk) cos n' vk = 6' · a" 11:, 

=0 
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worin Ci und tl Proporlionalitätsfaktoren bedeuten. Führen wir noch 
die Bezeichnungen: 

s s 

L c.,.a,a"'Y/''Y/" = f('YJ), ~ cikaiak'Yii'Yik' = f('YI, 'Y/') 
ik=l ik=l 

ein, so ergiebt sich aus (7): 

(8) 
li cos 'YJ'Y/1 = tl6' ·f(YJ, 'Y/') 

li = 66· f('YJ) = tl tl· f(r;'). 

Demnach erhalten wir für den Cosinus eines Kantenwinkels 'Y/'Y/', aus
gedrückt durch die Axenelemente und die Indices der Kanten '1 und 'Y/': 

19) , f(fl, rj') 
' cos 'YI'YI = v f(fl) • f(11'). 

Die ldentitäten, zu denen eine quadratische Form und die zu ihr 
adjungierte Form Anlass geben, lauten in dem vorliegenden Falle: 

f(r;) f('YJ') - f( 'Y/, r;') f( r;, r;') = a 12 a22 a 32 • fP ((r;'YJ')) 

rp(h) tp(h')- fP(h, h') rp(h, h') = ~ a~ ""· f(<hh')). a1 a1 a8 

(10) 

Mit ihrer Hülfe bildet man die Ausdrücke für den Sinus und die 
Tangfmte eines Flächenwinkels: 

sin hh' = va . -v f(<hh'J) ' 
~a1 aa 'fJ(h) · 'fJ(h) 

tan Mt= va . v f((hl&_>) 
a1 a.a8 'fJ(h,h) 

(11) 

Mit den Werten von (! aus (4) und 6 aus (8) erhalten wir für 

die Koordinaten einer Fläche h: 
-va hi (13) cos p,n. =- ·--=-• a, V'fl(h)' 

und für die Koordinaten einer Kante r;: 

(14) . VLS:. a-11· 
sm (v.) cos r;v, = , 1___!:_ '· 

r f(rJ) 

12. Eigenschaften der Büschel von Flächen oder Kanten. 
Sind h, h', h" die Flächen einer Zone, so kann man nach (4) S. 408 
die V ethältnisse der Indices von h" darstellen durch die Indices der 
Flächen h, h' und eine rationale Zahl -r, die mit h" variiert: 

27* 
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h/': h2": hs" = h1 + 1:h/: h! + 1:h2': h3 + 1:h3' 

(15) (hh")a 
T =- (h'h")a (a = 1, 2, 3). 

Gehen w1r zu den Koordinaten der Fläche über, so ergiebt sich mit 
Rücksicht auf S. 415: 

u/' : u2" : u3" = u1 + tu/ : u2 + t·u2' : u3 + tu8' 

Q (u u')a sin h h" 
t = 7' T =- (u'u")a =- sin h'h"' 

t ist das negative Teilungsverhältnis, das die Lage der Fläche h" in 
der Zone der Flächen h, h' bestimmt durch Angabe des Sinusverhält
nisses, nach welchem h" den Winkel hh' teilt. Wir können jetzt t 
und r auch ausdrücken durch die Indices der Flächen h, h', h" und 
die Axenelemente, denn nach ( 4) ist 31): 

(16) 

(hh")a 1 / (/! (h') 
f=- (h'h")a' V rp(h) 

sin hh" , ;q;(fi) 
7: = - sin h' h" ' V ~ 0 

In analoger Weise lassen sich die Indices einer Kante r;", die 
mit 'I} und "1' in einem Büschel liegt, darstellen durch die Indices von 
r;, 'I'J' und eine rationale Zahl d: 

" " " +d ' +d , +d ' 'Y/1 : 1J2 : 7Js = 'Ylt 'Y/1 : 'I'Jt 1J2 : 'IJs 'YJs 
(17) 

d =- s717()a 
(7~' 7l")a ( a = 1, 2, 3). 

Hieraus folgt für die Koordinaten dieser Kante nach So 412, 415: 

~t": ~2": ~s" = ~1 + 0 ~/: ~2 + o ~2': ~s + o ~s' 
~ = .!_ • d = _ (s6")a __ sin7171" 
u a' (6' s")a - sin 71' 71" ' 

worin nach (8): 

(18) d' = - (7171")a 0, J'T{;[) d = - sin 7171" •, /7Tii) • 
(71' 71' )a V 7{il)' sin 71' 71" V rr:;D 

Sind gegeben die Axenelemente des Krystalls, die Indices der 
Flächen h, h' und deren Winkel, so findet man in der Zone dieser 
Flächen diejenige Fläche h", für welche ,; den Wert + 1 hat, aus: 
(19) h/': h/': h3" = h1 + h/: h2' + h2': h3 + h8' 

und den Winkel zwischen h" und h oder h' aus: 
sin hh" sin hh' + h' h" sin hh" _ -, ;q;(l{) 

(20) Sinh'n' =---sinn~= sinh'h+hh" - + r g;(J(:}o 

31) Th. Liebisch, Zeitschr. fo Krystol (1877), p. 149; Geom. Krysto 1881, po 8~, 
76, 77, 86. 
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Zur logarithmischen Berechnung führt man den Hülfswinkel @ ein 
durch: 

tan <9 = +, 1rP7J0 · V q;(h) 

Dann ergiebt sich der Winkel h'h" aus: 

tan (h'h"- th'h) = tan th'h · tan (<9 + 45°). 

Ein analoger Satz gilt für Kantenbüschel. 
Auf die Beziehungen (19) und (20) gründet sich die krystallo

graphische Entwicklung von Flächen oder Kanten eines Büschels aus 

zwei gegebenen Flächen oder Kanten durch . fortgesetzte Addition 

gleichsteHiger Indices 32). Sie lässt sich veranschaulichen mit Hülfe 

der Raumgitterstruktur (Nr. 3). Denn in einem Raumgitter 33) ist der 

Abstand~ benachbarter Punkte auf einer Punktreihe r; gegeben durch: 

(21) 

und der Flächeninhalt ® des Elementarparallelogramms einer Netz
ebene YJ durch: 

(22) 

13. Flächendichte von Netzebenen. Der Flächeninhalt ® und 

der Abstand der Ebene h von der nächsten benachbarten Netzebene 
sind umgekehrt proportional; denn das Produkt beider ist das kon

stante Volumen ~ des Elementarparallelepipeds des Raumgitters: 

(23) ~ = a1 a2 a3 V ß. 

Der Abstand benachbarter Netzebenen ist um so grösser, je dichter 
sie mit Gitterpunkten bP.setzt sind; die Flächendichte t ist gleich dem 

reziproken Werte des Flächeninhaltes ®: 

(24) t. ® = 1. 

Nach einer Hypothese von A. Bravais und E. Mallard treten die 

32) J. F. (Jhr. HesseZ, Krystallometrie 1831, p. 210; H. Gmssmann, Ableitung 

der Krystallgestalten aus dem allg. Gesetz der Krystallbildung, Progr. Otto

schule in Stettin 1839; Ges. math. u. phys. Werke 22 (1902), p. 115; Fr . .A. Quen
stedt, Beitr. z. rechn. Kryst. 1848; Grundr. d. best. u. rechn. Kryst. 1873; E. Weiss, 
"Ober die kryst. Entwicklung des Quarzsystems u. über kryst. Entw. im all

gemeinen, Abh. naturf. Ges. Halle 5 (1860); G. Junghann, Ann. Phys. Obern. 152 

(1874), p. 68; V. GoZdschmidt, Zeitschr. f. Kryst. 28 (1897), p. 1, 414; 29 (1898), 

p. 38; E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 35 (1902), p. 25; H. Baumhauer, Zeitschr. 

f. Kryst. 38 (1904), p. 628; E. Somrnerfeldt, Zentralblatt f. Min, 1903, p. 537; 19051 

p. 427. 
33) .A. Bravais, J. ec. polyt. 19 (1850), cah. 33; 20 (1851) cah. 34; wieder 

abgedruckt in: Etudes cristallogr. 1866; E. Mallard, Traite de crist. 1 (1879), 

p. 12, 298. 
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Netzebenen in dem Masse seltener als Krystalltlächen auf, als sie 
weniger dicht besetzt sind. Diese Annahme dient dazu, das Raum
gitter zu bestimmen, nach dem wahrscheinlich die Molekelschwer
punkte angeordnet sind 34). (Näheres hierüber in Teil C, Art. Mügge.) 

14. Einfallswinkel einer Kante in Bezug auf eine Fläche. 

Aus (2) ist der Zusammenhang der Indices h1 h2h3 einer Fläche h mit 
den Indices [L1 f1 2 [L3 ihrer Normale !-" zu entnehmen. Wir verstehen 
jetzt unter den Geraden 1 bis 5 die Axen x1 x2 x3 , die Normale fL und 
die Normale v; einer Axenebene; dann folgt mit Rücksicht auf: 

cos vkxk sin ( v") = Y 6. 
aus (2) die Helation: 

(25) Y 6. sin (vk) cos fLVk = ßkl cos [L:it'1 + ßk2 cos [L:it'2 + ßks cos P,:it'3 

oder wenn nach (13) und (14) die Indices der Fläche h und ihrer 
Normale p, eingeführt werden: 

(26) P A hl+A h~+A h~ · akfLk = ukl - uk2 - uks -
al a2 as 

p = -vb.. <:p(h). 
{(/-!-) 

Wir können nun den Oosinus des Einfallswinkels 'tJ p.. einer Kante 
'f/ in Bezug auf die Fläche h durch die Axenelemente und die Indices 
von h und r; ausdrücken. Denn die Formel (7): 

3 

6. cos 't]fL = '2 C;k sin (v;) cos (rJv;) sin (v") cos (fLl'k) 

ik=l 

geht nach (14) und (25) über in: 
3 3 

Y 6. · f( 1J) rp (h) · cos 'Y/ fL = '4 a;rJ; :~ .2} cik ßkl. 
:<,t=l k=l 

Die letzte Summe ist gleich 0 für i < ).. und gleich 6. für i = l; 
demnach bleibt: 

(27) cos 'f/1-" = ~(111h1 + 'f/2h2 + 'f/shs)· 

Diese Beziehung gestattet, bei einer Transformation der Indices 
die neuen Axeneinheiten b1 , b2 , b3 zu berechnen. Bezeichnet man die 
Schnittgeraden der auf S. 410 eingeführten Axenebenen f\ [2, f 3 mit 
t/111 1/!2 , 1/!8 und die Normale der Einheitstläehe Je mit u, so verhalten 
sich die Axeneinheiten: 

b ·b ·b __ 1_._1_._1_. 
1 • 2 • 3 - cos 111/J1 • cos -x 1f.!2 • cos u 1/Js 

34) L. Sohncke, Zeitschr. f. Kryst. 13 (1887), p. 209, 214. 
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Nun ist nach (27): 

cos X1/J1 = -vf('l/'1)~ q:>(x) • lxf2[Sj 

u. s. w., demnach 35): 

(28) b . b . b - l'7(liJ- . vrGPJ . v70PJ 
1 • 2 • s - i X f' ( 8 I . I f1 X l' I . I f 1 r X ! 

15. Aufeinander senkrechte Flächen und Kanten. Besitzt ein 
Krystall zwei aufeinander senkrechte Flächenrichtungen h, 1(, so besteht. 
nach (5) die Gleichung: 

3 

(29) ~ Ll;k h.h' =0 
~ a-a • k ' 
ik=l ' k 

d. h. die sechs Grössen: 

sind verbunden durch eme lineare homogene Gleichung mit ganz
zahligen Koeffizienten r;k: 

(30) 

2rik = h,hk' + hkh,'. 

Umgekehrt ist das Bestehen einer solchen Relation zwar eine not
wendige, nicht aber eine hinreichende Bedingung für das Vorhanden
sein von zwei aufeinander senkrechten Flächenrichtungen, denn die 
Zahlen rik sind der Bedingung unterworfen, dass die aus ihnen ge
bildete Determinante verschwindet und die den Koeffizienten r111 r22 , r33 

adjungierten Unterdeterminanten vollständige Quadrate sind. Ein ana
loger Satz gilt für zwei aufeinander senkrechte Kanten 36). 

16. Krystallberechnung. Um die zur Beschreibung eines Krystall
polyeders notwendigen und ausreichenden Grössen zu gewinnen, muss 
ein der Symmetrie des Krystalls entsprechendes Axensystem gewählt 
werden. Dann reduziert sich die Beschreibung auf die Angabe der 
Symmetrieeigenschaften, der Axenelemente und der Indices je einer 
Fläche der vorhandenen einfachen Krystallformen. Im Folgenden sind 
zur Erläuterung der Berechnung nur trikline Krystalle berück-

35) .A. T. Kupffer, Handb. d. :rechn. Krystallonomie 1831, p. 494.; H. de Se
narmont in: Traite de crist. par W. H. Miller, 1842, Note p. 198. 

36) H. St. Smith, Proc. Math. Soc. London 8 (1877), p. 83. Hier sind auch 
die Fälle, in denen die Grössen zik durch zwei, drei, vier oder fünf homogene 
Gleichungen des ersten Grades mit ganzzahligen Koefficienten verknüpft sind, 
ausführlich behandelt. 
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sichtigt, in denen zu Axen irgend drei in einer Ecke zusammen
stoasende Kantenrichtungen gewählt werden können 37). 

Da es sich bei der geometrischen Untersuchung der Krystall
polyeder um Beziehungen zwischen Axenelementen, Indices und Win
keln handelt, so ordnen sich die Aufgaben der Krystallberechnung in 
drei Gruppen. 

17. Berechnung der Axenelemente. Zur Berechnung der fünf 
Axenelemente eines triklinen Krystalls: der drei Winkel zwischen den 
Axen und deT beiden Verhältnisse der Axeneinheiten, sind mindestens 
fünf von einander unabhängige Winkel zu messen. Hierzu können 
benutzt werden: 

A. vier Flächen, von denen nicht drei einer Zone angehören, oder 
B. fünf Flächen, von denen die eine zugleich eine der Diagonal

flächen des vollständigen Vierflachs ist, das von den anderen be
stimmt wird. 

Die einfachsten Fälle (A) und (B) liegen vor, wenn drei dieser 
Flächen, die eine Ecke bilden, zu Axenebenen p 11 p 2 , p8 gewählt 
werden 38). Dann ergeben sich die Winkel zwischen den Axen 
n11 n2 , n8 aus dem sphärischen Dreieck der Pole v11 v2 , v3 der Axen
ebenen (Fig. 12). 

(A) Werden nun die Verhältnisse der Axeneinheiten a1 : a2 : a 3 

dadurch definiert, dass einer Fläche h, welche die Axen in endlichen 
Entfernungen schneidet, die Indices h11 h2 , h8 erteilt werden, so dienen 
zur Berechnung jener Verhältnisse nach (2) S. 414: 

a1 h1 sin fL11s 111 • a2 h2 sin IL''t 112 a8 h8 sin 11-112 118 

a2 = h~ · sin ~118 11; ,; a8 = h8 • sin 11-111 118 ' a1 = h1 • sin 11-112 111 

Sind z. B. die Winkel f1V2 und f1Vs gemessen, so findet man aus dem 
Dreieck p,v2 v3 , dessen Seiten gegeben sind, die Winkel p,v2 v8 und 
p,v3 v2• Daher sind auch die Winkel f1V2v1 und p,v8v1 bekannt. 

(B) W.erden die Axeneinheiten definiert mit Hülfe von zwei 
Flächen, von denen jede in die Zone einer Axe fällt, so benutzt man 
zu ihrer Berechnung die Relationen (1) auf S. 414. Es ist z. B. für 
eine Fläche t1 aus der Zone der Axe n1 mit den Indices Oh2 h3 und 
dem Pol -r1 (Fig. 12): 

oder 

h2 a8 cos T 1 1t2 sin 118 T1 • sin 1:1 118 111 sin 118 T 1 • sin (v8 ) 

h8 a2 = cos T2 n8 = sin 112 T1 • sin 1:1 112 111 = sin 11.2 T1 • sin (112) 

all h2 sin n 8 n1 sin 112 1:1 

Us = h8 • sin n1 n2 • sin [112 v8 - 112 1:1 ] • 

37) Uber die Vereinfachungen, die in der Berechnung höher symmetrischer 
Krystalle eintreten, geben die Lehrbücher der Krystallographie Auskunft. 

38) W. H. Mille1·, Treatise 1839, chapt. VII. 
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Diese Beziehung und die analogen Gleichungen ergeben sich auch 
aus dem allgemeinen Ausdruck (11) S. 419 für die Tangente eines 
Flächenwinkels; zugleich ist ersichtlich, dass durch Auflösung von 
(11) einwertige V erhältniese der A:xeneinheiten nur in dem hier vor
liegenden besonderen Falle zu erhalten sind. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem geht die letzte Formel 
über in: 

.A. Die .Axenelemente eines triklinen Krystalls können allgemein 
dadurch definiert werden, dass vier Flächen, von denen nicht drei einer 
Zone angehören, beliebige ganze Zahlen als Indices erhalten; dabei 
ist zu beachten, dass die Determinante der Indices von drei Flächen 
in ihrem Vorzeichen mit dem Drehungssinn der von den Flächen
normalen gebildeten Ecke übereinstimmen muss 39). Hierdurch sind, 
da es nur auf die Verhältnisse der Indices ankommt, acht Grössen 
willkürlich gewählt. In der That erfordern die Richtungen der drei 
.Axen und die Verhältnisse der .A:xeneinheiten zu ihrer Bestimmung 
je zwei Grössen. 

Sind von den sechs Winkeln zwischen vier derartigen Flächen 
fünf gegeben, so liefert die Relation (3) S. 418 zur Bestimmung des 
sechsten Winkels eine quadratische Gleichung; die Entscheidung über 
die beiden möglichen Fälle ist erst mit Hülfe des sechsten Winkels 
herbeizuführen. 

Zur Berechnung der .Axenelemente aus den sechs Winkeln dient 
nun der .Ausdruck (5) S. 418 für den Cosinus eines Flächenwinkels, 
der mit Benutzung der Bezeichnung z,k (S. 423) lautet: 

Man findet also zunächst die sechs Grössen Zw auf deren V er
hältnisse es allein ankommt, und darauf aus ihnen die A.xen
elemente40). 

Diese Berechnung ist von B. Hecht allgemein in der Weise durch-

:Hl) B. Hecht, N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 5 (1887), p. 587, 589, 590. 
40) Eine ausführliche Darstellung spezieller Fälle gab H. Dufet, Bull. soc. 

tra.w;l. de min. 26 (1908), p. 190, 
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geführt worden, dass die Winkel und die Indices der Ausgangsflächen 
in den Endformeln symmetrisch auftreten41). 

M. Webskg hat gezeigt, wie der Fall A mit Hülfe der Gesetze 
der Zonen und der rationalen Doppelverhältnisse trigonometrisch auf 
(B) zurückgeführt werden kann 411). 

B. Das soeben erwähnte V erfahren von M. Webskg gestattet auch 
in diesem Falle, auf trigonometrischem Wege die Bedingungen von 
(B) zu erfüllen. 

18. Berechnung der Indices. Zur Berechnung der Indices einer 
Krystall:lläche ist die Kenntnis der Axenelemente nicht erforderlich in 
den folgenden l!,ällen: 

Liegt eine Fläche h in zwei bekannten Zonen fJ, 11', so ergeben 
sich ihre Indices nach (5) S. 408 aus: 

hl: ~: hs = (fJ7JJt: (fJ7JJl!: (fJfJJs· 

Fällt eine Fläche h"' in die Zone von drei bekannten Flächen, 
an die sie durch einen gemessenen Winkel angeschlossen ist, so ist 
das Doppelverhältnis der vier Flächen bekannt. Daher gelten die 
Beziehungen unter I, S. 415: 

h1 : hs: h3 = ®h1'- h/': fM"ks'- hg": @h3'- h3", 

(h" h"') 
® = (h'h!'h"'h). (h'h"'):' (a: = 1, 2, 3). 

Auf die Benutzung dieser Beziehungen lässt sich auch die Lö
sung der Aufgabe zurückführen, die Indices einer Fläche h zu be
stimmen, die mit den bekannten Flächen h', h", h"' in einer Zone 
liegt und mit einer dieser Zone nicht angehörenden Fläche k einen 
gegebenen Winkel einschliesst48). Denn man findet z. B. den Winkel 
hh' mit Hülfe der Relation: 

cos kh sin h'h" + cos kh' sin h"h + cos kh" sin hh' = 0, 
oder: 

worin: 
2 sin hh' + IDl cos hh' = 91, 

2 = cos kh"- cos kh' cos h"h', 
IDl = cos k h' sin h" h', 
m = cos kh sin h"h' 

41) B. Hecht, N. Jahrb. f. Min. Beil.-Bd. 7 (1891), p. 488; .Anleitung zur 
Krysta.llberecbnung 1893, p. 15-17. 

42) M. Websky, Monatsber. Berlin . .A.ka.d. 1879, p. 339; Th. Liebi8ch, Geom. 
Kryst. 1881, p. 161. 

43) Th. Liebisch, Geometr. Kryst. 1881, p. 176. 
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gesetzt ist, indem man die Zahl m und den Hülfewinkel tjJ einführt 
durch: 

2 = m cos 1/J, 9R = m sin 1/J, 
so dass: 

si.n (hh' + t/J) = _m;~ = mc~s'J/1. 

Hieraus ergeben sich zwei Werte für den gesuchten Winkel hh'; der 
Anblick des Krystalls entscheidet, welcher von ihnen in Betracht 
kommt.-

Die Kenntnis der Axenelemente wird bei der Berechnung von 
Indices vorausgesetzt in folgenden Fällen. 

Gehört eine Fläche h" einer Zone an, in der nur zwei Flächen 
h, h' bekannt sind, und ist ihre Neigung gegen h oder h' gemessen, 
so kann man zunächst das Teilungsverhältnis jener Fläche (S. 420) 
und darauf ihre Indices ermitteln: 

sin h h" -. fCP7F) 
T =- sinh'h" ·V~' 

ht": ht: h3" = h1 + rh1' : h2 + rh2' : h3 + -r:h3'. 

Um die Indices einer Fläche h zu berechnen, wenn zwei der 
Winkel bekannt sind, die sie mit den Axenebenen einschliesst 
(Fig. 12), beachte man die Beziehung S. 424: 

h~ a8 sin !LV1 v8 

h8 a2 = sin !LV1 v2 

sin [(v1) + fLV1 v2 ] 

sin ILV1 v2 

und die analogen Gleichungen. Wird auf beiden Seiten die Einheit 
addiert und subtrahiert, so erhält man durch Division: 

tan[f1-v1 v2 + (v~)J=tan (v~) tan(135°-it1), 

t h2 as anit1 =--· 
hs a2 

Sind z. B. ftv2 und ftVs gegeben, so findet man im Dreieck f!-V2 v3 

,die Winkel ftV2 v3 , p,v3 v1 und darauf die Werte von it2 , it3 , so dass 
für die gesuchten Indices gilt: 

h1 a1 t <>. h1 a, t<>. -h =- ang'~~s, -=-CO g'~~2· 
2 a2 h8 a8 

Bei dieser Berechnung ist auf den Sinn der mit ihren Scheiteln in 
v2 und v3 liegenden Winkel zu achten44). 

19. Berechnung der Flächenwinkel und Kantenwinkel. Die 
Berechnung der Flächenwinkel und Kantenwinkel eines Krystalls, von 
dem die Axenelemente und die :Endices der Flächen gegeben sind, 

44) Th. Liebisch, Geom'. Kryst. 1881, p. 181. 
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kann immer ausgeführt werden mit Hülfe der allgemeinen Ausdrücke 
für die trigonometrischen Funktionen jener Winkel (5), (9), (11), 
(12) auf S. 418-419. 

Wie eine nach Zonen vorschreitende Winkelberechnung durch
geführt werden kann, hat M. Websky dargelegt4a). 

20. Berechnung der wahrscheinlichsten Werte der A:x:en
elemente. Zwischen den auf solche Weise berechneten Werten der 
Flächenwinkel und den durch Messung erhaltenen Werten bestehen 
Differenzen, die aus Störungen des Krystallisationsvorganges und aus 
Beobachtungsfehlern entspringen. Die berechneten Werte sind Funk
tionen der Näherungswerte der Axenelemente, die aus den fünf Fun
damentalwinkeln nach Nr. 17 abgeleitet wurden. Es sollen nun mit 
Hülfe aller Winkelmessungen die wahrscheinlichsten W erle der Axen
elemente berechnet werden, d. h. die Werte, für welche die Summe 
der mit den zugehörigen Gewichten p multiplizierten Quadrate der 
Differenzen zwischen den beobachteten und den berechneten Flächen
winkeln ein Minimum ist. Diese Rechnung ist zuerst von F. E. 
Neumann46) durchgeführt worden. Ihre praktische Ausführung wurde 
vereinfacht von B. Hecht41), indem er an Stelle der Axenelemente 
die sechs Grössen (S. 423): 

A," Ak; z.,. = -- = z". = --
a; ak • a; ak 

einfiihrte, deren Verhältnisse allein in Betracht kommen. 
Es seien z?k die aus fünf Fundamentalwinkeln abgeleiteten Nähe

rungswerte von z,k, w0 der mit ihrer Hülfe berechnete Wert des 
Winkels der Flächen h, h', dessen gemessener Wert mit w' bezeichnet 
sei; p bedeute das Gewicht der Beobachtung. Ferner seien dz,k die 
zu berechnenden Korrektionen von z1°" und w der mit den korrigierten 
Werten z?" + dzu, berechnete Winkel Bezeichnet man nun: 

so ist: 

w = W0 + Qll dzll + Q22dZ22 + QssdZss + Q2adZas + Qstdzst + Qt2dzn· 

Die Grössen Q;" findet man durch Differentiation von (5) S. 418: 
(h h') cos ro = rp ' 

yrp(h)rp(h'> ' 
worin: 

45) M. Websky, Berlin Ber. 1879, p. 339. 
46) F. E. Neumann, Berlin Abhdl. 1830, p.189 (Krystallsystem des Albites). 
47) B.Hecht, N. Jabrb. f. Min. Beil.-Bd. 5 (1887), p.601, 614,622,627,633, 637. 
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s s s 
rp(h, h') ~snh,h;, rp(h) ~s;A:h;h.,., rp(h') =~Huh/h.,.'. 

i.l:=l ik=l i.l:=l 

Es ergibt sich: 

oder: 

sin rorlro rlrp(h, h') 1 drp(h) 
- cos (iJ = rp(h, h') - 2 rp(h) -

1 drp(h') 
2 rp(h') ' 

dro = cotgro [drp(h) + drp(h') _ .2 drp(h,h')]· 
2 rpth) rp(h') rp(h,h') 

Setzt man hierin: 
s s s 

drp(h) ~hih.,.dai.,., drp(h') =~h;"lt.,.'dz,.,., drp (h, h') = ~hih.,.' dsu, 
i.t=l i.l:=l ik=l 

so erhält man für die Koeffizienten von dz0 ,: 

( Q(IJ )0 COtg mO [ h/ h/'l h;h: J 
Qii = OZii = --2- rpo(h) + rpO(I{) - .2 fJIO(h, h') 1 

. = (~)o = cotg mo [ hihlt h/h~e' _ h;h{ + hkh/ J. 
Q.l: OZ;k 2 rp 0 (h) + rp 0 (h') rp 0 (h, h') 

Es sind nun die Größen da;" so zu bestimmen, dass: 

oder: 
~p(ro'- ro)2, 

»~-~-~~-~~-~~-~~ 
- Qst dzst- Qllldz12)2 

ein Minimum wird. Dabei kann eine der Grössen dz;.,. gleich Null 
gesetzt werden. Ein bequemes Schema für die Rechnung hat Heckt 
a. a. 0. mitgeteilt'"8). 

21. Anwendung mehrkreisiger Re:O.exionsgoniometer. Ab
weichend gestaltet sich die Krystallberechnung, wenn die Flächen
winkel nicht mit einkreisigen Reflexionsgoniometern '9), sondern mit 
zweikreisigen Theodolithgonwmetern 50) gemessen werden. Diese In-

48) "Ober Ausgleichungsmethoden in der Krysta.llberechnung vgl. H. Dauber, 
Sitzungsber. Wien Akad. 39 (1860), p. 685; A. Schmu(, Lehrb. d. physik. Min. 1 
(1866), p. 223; V. von Lang, Lehrb. d. Kryst. 1866, p. 351; J. Beckenkamp, Zeitschr. 
f. Kryst. 5 (1881), p. 463; 22 (1893), p. 376; A. Brezina, Methodik der Krystall
bestimmung 1884, p. 223; A. Sella, Riv. min. crist. 10 (1892), p. 33; 0. Viola, 
Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 333; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 38 (1903), p. 1. 

49) V gl. namentlich M. Websky, Zeitschr. f. Kryst. 4 (1880), p. 545. 
50) S. Ozapski, Zeitschr. f. Instr. 13 (1893), p. 1, 242; V. Goldschmidt, Zeitschr. 

f. Kryst. 21 (1893), p 210; 24 (1895), p. 610; 21.1 (1898), p. 333; E. v. Fedorow, 
Zeitschr. f. Kryst. 21 (1ti93), p.li74; 32 (1900), p. 464; G. Wulff, Zeitschr. f. Krydt. 
37 (1903), p. 50. - Das erste zweikreisige Goniometer wurde von W. H. Miller 
konstruiert Proc. Cambr. Phil. Soc. 4 (1882}, p. 236. 
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strumente gestatten die wiederholten Justierungen eines Krystalls, 
die bei jenen Apparaten für jede einzelne Zone erforderlich sind, zu 
vermeiden; sie bestimmen die Lage jeder Fläche durch zwei Winkel, 
die der geographischen Länge und Breite entsprechen (Polarkoordi
naten Fig. 2). Die Vorzüge beider Messungsverfahren vereinigen die 
dreikreisigen Reflexionsgoniometer 61). Über den Gang der Berechnung, 
der durch geeignete Justierung der Krystalle bedeutend vereinfacht 
werden kann, handelt die unten angegebene Litteratur [2). 

22. Rechtwinklige Hülfsaxensysteme. Zur Berechnung eines 
triklinen Krystalls kann an Stelle des schiefwinkligen Systems kry
stallographischer Axen :~t11 :Jt2 , :~t3 ein Hülfsachsensystem :~t1 *, :Jt2 *, :1t8 * 
von rechtwinkligen gleich langen Axen mit demselben Anfangspunkt 
eingeführt werden, dessen V orteil darin besteht, dass wie bei den 
Krystallen des. regulären Systems die Ausdrücke für die trigono
metrischen Funktionen eines Winkels zwischen Flächen oder Kanten 
die einfachste Gestalt annehmen und die Indices einer Ebene und ihrer 
Normale einander gleich sind. Das Hülfsaxensystem ist so zu wählen, 
dass z. B. :1t3 mit :~t8* und die Ebene :Jt3 :Jt1 mit :~t8 :~t1* zusammenfällt6S). 
Die auf das Hülfsaxensystem bezogenen Werte der Indices von 
Flächen oder Kanten erhält man unter Berücksichtigung der Definition 
der Koordinaten in Nr. 9 mit Hülfe der Transformationsformeln, 
die den Übergang von einem schiefwinkligen Koordinatensystem in 
ein rechtwinkliges Koordinatensystem mit demselben Anfangspunkte 
vermitteln. 

23. Perspektivische Xrystallzeichnungen. Nach dem Gesetz der 
Zonen ist das Auftreten von Scharen paralleler Kanten charakteri
stisch für die Krystallpolyeder. Daher sind die perspektivischen 
Krystallzeichnungen stets Parallelprojektionen. Im Folgenden sollen 
orthogonale Projektionen benutzt werden. Zu ihrer Herstellung bieten 
sich zwei V erfahren dar. 

I. Sind die Axenelemente und die Indices der Flächen eines 
Krystallpolyeders gegeben, so projizi~rt man zunächst das Axensystem 
auf die Bildebene ~ und findet dann die Projektionen der Kanten-

61) G. J. H. Smith, Min. Mag. 12 (1899), p. 176; 14 (1904), p. 1. 
62) E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 32 (1900), p. 131, 446; G. Wulff, Zeitschr. 

f. Kryst. 36 (1902), p. 29; .A. J. Moses u . .A. F. Rogers, Zeitschr. f. Kryst. 38 
(1903), p. 209, 506; K. Stöckl, Zeitschr. f. Kryst. 39 (1904), p. 23; L. Borgström 
u. V. Goldschmidt, Zeitschr. f. Kryst. 41 (1906), p. 63. 

63) C. Neumann, Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p. 492; E. v. Fedorow, Zeitschr. 
f. Kryst. 21 (1893), p. 632, 709; G. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 605. 
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riehtungen mit Hülfe einer, in einer Axenebene entworfenen, perspek
tivischen Linienprojektion des dem Polyeder entsprechenden Flächen
bündels. 

Die indirekten Projektionen der Axensysteme setzen voraus, dass 

eine Projektion von drei gleichen, aufeinander senkrechten Axen 
OA, OB, 00 hergestellt sei. Wir 
nehmen an, dass in der Anfangs
lage die Ebene B 0 C in die Bild
ebene ~ falle und 0 C vertikal stehe. 
Darauf werde das System gedreht 
um OC um den Winkel '! im 
Sinne der Uhrzeigerbewegung und 
nach vorn geneigt, um die in ~ F 

liegende N orfnale 0 E von 0 C um 
den Winkel o. In dieser Stellung 

sind OF, OG, OH die senkrechten F' 15 p . kti d · 1 · h 
. . . 1g. . roJe on von re1 g e1c en, 

ProJektwnen der Axen auf~ (Fig. 15). aufeinander senkrechten .A.xen. 
Bezeichnet man die V erkürzungs-
massstäbe auf den Axen mit a, b, c und die Winkel G 0 H = rp, 

HOF= 1/J, so bestehen folgende Beziehungen: 

a:b:c= OF: OG: OH 

= 'V1= eos2 (! cos2 1.'1 : y'1 - sin2 (! cos2 1.'1 : cos 1.'1 • 

• 2 n•-o•+c• . 9 a•+o•-c• 
s1n (!= 2 c• , sin"o=n•+o'+c•· 

. -v a•- b11 + c• n'+ b"- c• 
tan(rp-90°) =tanQSIDI.'J= -n'+b"+c"' n"+b'+c' 

. -v-a'+b"+c' n'+b'-c' 
tan (1/J- 90°) = cot Q sm o = n' _ b"+ c• · n'+ b" + c• · 

Soll nach der Drehung um '! die Projektion der vorderen Axe 0 A 
gleich 1/t der Projektion OE der seitlichen Axe OB und nach der 
Neigung um o die Abweichung D F von A unter die horizontale Ge
rade gleich 1/ß von OE sein, so finden die Beziehungen statt 54): 

OE OE 1 
r = OD = cotQ, S = OF= sina 

a2: 1)2: c2 = r2 + s2: r2s2 + 1 : (r2 + 1) (~2 _ 1) 

tan (rp- 90°) = r1ß, tan ( 1/J- 90°) = : · 

54) V. v. Lang, Lehrb. d. Krystallogr. 1866, § 71. 
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Die vielbenutzte Mohs'sche orthogonale Parallelprojektion &5) 

fordert, dass in der Projektion des Hexaeders die rechte Seitenfläche 
1fs so breit als die linke und die obere Endfläcbe, % so hoch als die 
linke Seitenfläche breit oder, was dasselbe bedeutet, % so hoch als 
das ganze Hexaeder breit erscheinen soll. In diesem Falle ist r = 3, 
~ = 8 und: 

1 . 1 
tan " = 3 , sm 6 = 8 ; 

" = 18° 26' 6", 6 = 7° 10' 51"; 
a: b: c = 8,54: 24,0~: 25,10. 

cp - 90° = 2° 23' 9"' 1/J - 90° = 20° 33' 22". 

Angenähert ist: 
1 9 

tan (cp- 90°) = 25 , tan (1/J- 90°) = 25 • 

Die Projektion steht sehr nahe der anisometrischen Projektion: 

a : li : c = 8 : 23 : 24 

und der monodimetrischen Projektion: 

a: li : c = 1 : 3 : 3. 

Fr. Naumann 56) wählte r = 3 1 s = 9, so dass: 

Q = 18° 26' 6", 6 = 6° 22' 46"; 

a: li : c = 7 : 19 : 20; 

cp - 90° = 2° 7' 16"' 1/J - 90° = 18° 26' 6". 

Die Projektion ungleich langer schiefwinkliger Axen :n:11 :n:2, ~ 
mit den Axenelementen: 

OA: OB: 00 = a: b: c 1 

:n:ll:n:s = a, :n:a:n:1 = ß, :n:1:n:ll =I' 

ist nun in folgender Weise auszuführen: 
Die Riebtungen von OF, OG, OH in Fig. 15 seien bezeichnet 

mit X*, Y*, Z*. :n:3 falle mit Z* zusammen und :n:2 liege in der 
Ebene Y* Z* (Fig. 16). Bezeichnen wir noch den nach vorn rechts 
sich öffnenden Winkel der Ebenen :n:1 :n:8 und :n:2:n:8 mit 0: 

1 O ysin t(a + ß + y) · sin t (a + ß- y) 
COS 2 = sin a · sin ß ' 

so erhalten wir aus den rechtwinkligen Koordinaten der Punkte A, B, 0: 

55) W. Haidinger, Mem. of the Wernerian Nat. Rist. Soc. 1821-23. Frei 
übersetzt in .Ann. Phys. Cqem. 5 (1825), p. 507. 

56) Fr. Naumann, Lehrb. d. rein. u. angew. Krystallogr. 2 (1830), p. 403. 
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O.A1 = a sin {J sin 0, A1.A8 = - a sin {J cos C, AA3 = a · cos {J 7 
OB1 = bsina, BB1 = b · cosa, 

OC=c, 

durch Multiplikation mit den entsprechenden V erkürzungsmassstäben 
a, b, c die zur Konstruktion der Endpunkte .A *, B*, 0* der Axen m 
der Bildebene erforderlichen Koordinaten: 

A1* As* = .A1.As · b' 
OB1* = OB1 • b, 

.A* .A8* = .A.A8 • c, 
BB1* = BB1 • c, 
00* = c. c. 

Zuweilen ist es zur Gewinnung möglichst anschaulicher perspek
tivischer Zeichnungen zweckmässig, das Axensystem um andere Winkel 

c* 

Fig. 16. Projektion ungleicher langer schief
winkliger Axen. 

gegen die Bildebene 5.8 zu drehen und ohne V ermittelung von drei 
gleichen, aufeinander senkrechten Axen direkt auf 5.8 zu projizieren. 
Eine Anleitung hierzu hat St. Jolles gegeben 57). -

Es handelt sich nun nm die Konstruktion der Kantenrichtungen 58). 

Zu diesem Zwecke entwirft man in einer der Axenebenen eine per
spektivische Linienprojektion des Flächenbündels, dessen Zentrum in 
den Endpunkt der gegenüberliegenden Axe gelegt wird. Die Ver
bindungsgeraden der Zonenpunkte der Linienprojektion mit dem Zen
trum liefern die Gesamtheit der gesuchten Richtungen. Die Zeich
nung des Kantennetzes eines Polyeders kann man an einem Eckpunkte 
beginnen, indem man der Reihe nach die Kanten parallel zu den ent
sprechenden Richtungen des Bündels aneinander fügt. 

57) St. Jolles, Zeitschrift f. Kryst. 22 (1893), p. 1. 
58) F. H. Schröder, Elem. d. rechn. Krystallographie 1852, p. 100. 

Enoyklop. d. math. Wissensoh. V 1. 28 
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II. Perspektische Krystallzeichnungen können auch aus den drei 
in Nr. 6 beschriebenen Projektionen abgeleitet werden. Wir setzen 
wieder voraus, dass die Projektionsebenen ~' ~', ~" zusammenfallen. 
Die Bildebene ~ der perspektivischen Zeichnung gehe durch das Zen
trum 0 des Bündels der Flächen, Kanten und Flächennormalen. Dann 
ist ihre Lage gegeben in ~ durch ihre Schnittgerade {J, in ~' durch 
die stereographische Projektion des Hauptkreises, in dem sie die Kugel 
der Polfigur schneidet. Die Zeichnung soll ausgeführt werden in den 
Projektionsebenen, in die wir die Bildebene durch Drehung um fJ 
umlegen. Dabei gelangt das Zentrum 0 nach dem Punkt b', den wir 

".' ,~.," 

4'/ 
Fig. 17. Projektion der Kantenrichtungen mit Hiilfe einer 
Linienprojektion der Flächen oder einer Punktprojektion 

der Flii.chennormalen. 

erhalten, indem wir die stereographische Projektion b des Poles b 
von ~ auf die Ebene ~ senkrecht projizieren (vgl. Fig. 9). 

a) Es sei gegeben in ® die Linienprojektion der Flikhen eines 
Krystallpolyeders. Wir suchen in ~ die Projektion k der Kanten
richtung x, in der sich die Flächen h, h' schneiden. Die Schnitt
geraden dieser Flächen in ® seien bezeichnet mit Z, Z'; ihr Schnitt
punkt K ist die Spur von x (Fig. 17). Die Gerade x des Bündels 
wird auf ~ senkrecht projiziert durch ihre V erbindungsebene mit der 
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Normale OB von 58; daher geht die Spur dieser Ebene m <i durch 
B und K. Es sei F der Schnittpunkt von BK mit ß. Wird nun 
die Bildebene in die Projektionsebene umgelegt, so bleibt F fest und 
0 gelangt nach b'. Folglich giebt die Verbindungsgerade b'F die 
Richtung der gesuchten Projektion 59). 

b) Gegeben sei in @:' die Punktprojektion der Flächennormalen. 
Die Schnittpunkte der Normalen der Flächen h, h' seien bezeichnet 
mit H, H' (Fig. 17). In dem Bündel steht die Kante " senkrecht 
auf der Verbindungsebene von OH und OH'. Diese Ebene schneide 
die Bildebene in 0 G und ß in G. Wird nun die Bildebene umgelegt 
in die Projektionsebene @:', so bleibt G fest und 0 gelangt nach b'. 
Daher gibt die Senkrechte auf G b' in b' die Richtung der gesuchten 
Projektion 60). 

c) Gegeben sei in @:" die stereographische ProjektWn der Polfigwr 
und des Hauptkreises 58, in dem die Bildebene die Kugel der Pol
figur schneidet. Wir bezeichnen die Pole zwei er Flächen, die sich 

Fig. 18. Projektion der Kantenrichtungen mit Hülfe 
einer stereographischen Projektion der Polfigur. 

in der Kante " schneiden, mit h, h', den Zonenkreis hh' mit ß, den 
Schnittpunkt von 58 und ß mit g, die Pole von 58 und ß mit b und z, 
so dass z der Schnittpunkt der Kante " mit der Kugeloberfläche ist. 
Dann wird 58 von dem Hauptkreise bz in d derart geschnitten, dass 
der Winkel gd = 90° ist. Die stereographischen Projektionen von 

59) E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 30 (1899), p. 9. 
60) H. Dauber, Sitz.-Ber. Wien . .Akad., math.-naturw. Kl. 42 (1860), p. 78; 

V. Goldschmidt, Über Projektion etc. 1887, p. 80; Zeitschr. f. Kryst. 19 (1891), 
p. 352; G. 1?. H. Smitk, Min. Mag. 13 (1903), p. 309. 

28* 
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h, n:, g, s, d seien bezeichnet mit ~' ~', g, ~' b (Fig. 18). Wird nun 
die Bildebene in die Projektionsebene durch Drehung um fJ umgelegt, 
so gelangen nach einem auf S. 404 angeführten Satze (vgl. Fig. 7) 
die Pole g, d in die Schnittpunkte g', b' der Geraden bg, bb mit 
dem Grundkreise. Daher ist g'b' = 90°. Folglich giebt die Senk
rechte auf g'O in 0 die Richtung der gesuchten Projektion 61). 

24:. Homogene Deformationen. Die in Nr.ll-15 angeführten 
Beziehungen zwischen Winkeln, Axeneinheiten und Indices gelten n11T' 
unter der in Nr. 1 betonten Voraussetzung, dass die Temperatur und 
der äussere allseitig gleiche Druck konstant bleiben. 

Erfährt ein homogener Krystall bei konstantem, allseitig gleichem 
Druck eine in seiner ganzen Ausdehnung gleichmässige .Anderung der 
Tempffraflwr, durch die eine Zerstörung des krystallisierten Zustandes 
nicht bewirkt wird, so findet eine homogene Deformation statt, bei 
der die Symmetrie, der Zonenverband und die Indices der Flächen 
erhalten bleiben. Sie ist vollständig bestimmt, wenn das Deformations
ellipsoid bekannt ist, dessen Hauptaxen nach F. E. Neumann 62) ther
mische .Axen genannt werden. 

In den Fällen, in denen die Richtungen der thermischen Axen 
eine durch die Symmetrie des Krystalls bedingte permanente Lage 
nicht besitzen, können sie nur für eine Deformation aus einem be
stimmten Anfangszustand (Temperatur @) in einen bestimmten End
zustand (Temperatur @') definiert werden; in jedem anderen Zustande, 
also auch während der Deformation, stehen diese Richtungen nicht 
aufeinander senkrecht. 

0. Neumann 68) hat gezeigt, wie man die Richtungen der Haupt
axen und die Werte der Hauptdilatationen berechnen kann, wenn 
ausser der Volumendilatation eine geeignete Anzahl von Flächen
winkeln vor und nach der Deformation gemessen sind. Da bei der 
thermischen Ausdehnung fester Körper die Änderungen der Koordi
naten eines Punktes und der Richtungscosinus einer Geraden sehr 
klein sind, hat 0. Neumann ihre zweiten Dimensionen vernachlässigt"). 
Für eine beliebig grosse homogene Deformation eines triklinen Kry
stalls ist die entsprechende Aufgabe von B. Heckt 65) gelöst worden. 

61) F. Stöber, Bull. soc. fr. min. 22 (1899), p. 42; G. Wulff, Zeitschr. f. 
Kryst. 36 (1902), p. 16; S. L. Pe'Yifield, Amer. J. of Sc. 19 (1905), p. 68. 

62) F. E. Neumann, Ann. Phys. Chem. 27 (1833), p. 245. 
63) 0. Neumann, Ann. Phys. Chem. 114 (1861), p. 492; vgl. J. Beckenkamp, 

Zeitschr. f. Kryst. 5 (1881), p. 436. 
64) Vgl. L. Fletcher, Phil. Mag. (6) 16 (1883), p. 276. 
66) B. Hecht, Zeitschr. f. Kryst. 11 (1886), p. 531; 14 (1888), p. 113. 
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Die Hauptaxen einer homogenen Deformation bilden einen be
sonderen Fall der gleichwinkligen Geraden, d. h. der doppelt unendlich 

vielen Tripel von Geraden, die vor und nach der Deformation die
selben Winkel miteinander einschliessen 66). 

Auch die durch einen allseit1"g gleichen Druck bei konstanter 

Temperatur erzeugte Kompression eines einheitlichen Krystalls ist 

im allgemeinen mit einer Änderung der Gestalt verbunden. Nur 

unter der Annahme, dass die Elastizitätsmoduln von der Grösse des 

Druckes unabhängig sind, bewahren die Hauptaxen des Deformations

ellipsoids (von F. E. Neumann 67) Hauptdruckaxen genannt) auch in 
triklinen Krystallen ihre Richtungen, wenn der Druck geändert wird. 

Die durch eine gleichmässige Erwärmung hervorgerufene De
formation kann nur bei regulären Krystallen durch einen allseitig 

gleichen Druck kompensiert werden 68). 

B. Symmetrie und Struktur der Krystalle. 
Von .!. Schönflies in Königsberg. 

25. Einleitende Erläuterungen, insbesondere zum krystallo
graphischen Grundgesetz. Von den grundlegenden Eigenschaften der 

Krystalle sind wesentlich zwei für das Folgende von Wichtigkeit; 
die eine bezeichnen wir kurz als das krystallographische Symmetrie· 
gesetz, die andere ist das Gesetz der rationalen Indices, auch krystallo
graphisches Grundgesetz 69) genannt. 

Im Symmetriegesetz kommt diejenige physikalische Eigenschaft 

der Krystallsubstanz zum Ausdruck, die sie von den amorphen Kör
pern unterscheidet. Während ein amorpher Körper sich längs ver

achiedener Richtungen im allgemeinen physikalisch gleichartig verhält, 

66) H. J. S. Smith, Proc. :Math. Soc. London. 2 (1869), p. 196; L. Fletcher, 
Phil. Mag. (5) 9 (1880), p.81; 16 (1883), p.275; E. Blasius, Ann.Phys. 22 (1883), 

p. 526; Zeitschr. f. Kryst. 11 (1885), p. 140; L. Burmester, Zeitschr. f. :Math. u. 

Phys. 23 (1878), p. 108; 47 (1902), p. 128. 
67) F. E. Neumann, Ann. Phys. Chem. 31 (1834), p. 177. 
68) Liebisch, Physika]. Krystallogr. 1891, p. 576. 
69) Die neueren Erörterungen über die Frage, worin das oberste :Merkmal 

der Krystallsubstanz zu erblicken sei, haben zu den Problemen dieses Artikels 

keine nähere Beziehung und bleiben daher ausser Betracht. V gl. darüber 

11. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 99, 24. (1895), p. 245; Goldschmidt, 28 

(1897), p. 1 u. 414; Viola, 34 (1901), p. 353; 35 (1902), p. 229; G. Friedel, Bull. 

11oc. franc. de miner. 28 (1905), p. 95, sowie die Litteratur von Anm. 102. 
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zeigt ein Krystall nach verschiedenen von demselben inneren Punkt 0 
ausgehenden Richtungen im allgemeinen verschiedenes V erhalten. Giebt 
es unter den von 0 ausgehenden Richtungen solche, längs deren der 
Krystall in jeder Hinsiebt die gleichen physikalischen Eigenschaften 
besitzt (gleichwertige Richtungen), so sind diese nicht etwa regellos 
um den Punkt 0 gelagert, bilden vielmehr stets eine mit geomeflri
schen Symmetrieeigenschaften (Nr. 27) behaftete Figur 70), d. h. eine 
solche, die durch einfache Operationen, wie Drehung, Spiegelung u. s. w 
mit sich zur Deckung,.gelangt (Nr. 29), und zwar mit der Massgabe, 
dass nur 2-, 3-, 4- oder 6-ßählige Symmetrieaxen auftreten. Das gleiche 
gilt von der sogenannten einfachen Krystallform 71), d. h. von den 
Ebenen, die auf den bezüglichen Geraden in gleichem Abstand von 0 
senkrecht stehen, resp. von dem von ihnen gebildeten konvexen 
Polyeder. 

Andere Symmetriearten, als die eben genannten, kommen in der 
Natur nicht vor; insbesondere wird eine fünfzählige Symmetrieaxe 
nie beobachtet. Das Symmet.riegesetz ist daher ein unmittelbares Er
gebniss der Erfahrung. 

Unter· dem Gesetz der rationalen Indices (oder der rationalen 
Doppelverhältnisse vgl. Nr. 6) versteht man bekanntlich das Folgende: 
Wenn man zu drei nicht in einer Ebene gelegenen Krystallkanten 
ein paralleles Dreikant konstruiert und als Masseinheit auf jeder der 
drei Axen des Dreikants eine Länge wählt, welche von einer alle 
drei Axen schneidenden, sonst aber beliebig ausgewählten Krystall
fläche abgeschnitten wird, so schneidet jede andere Krystallfläche von 
jenen Axen Stücke ab, deren V er!tältnisse durch rationale Zahlen ge
messen werden. 

Ob und inwiefern auch dieses Gesetz als ej.ne wirkliche Erfahrungs
tatsache anzusehen ist, bedarf der näheren Erläuterung. Ersichtlich sagt 
es mehr aus, als durch unmittelbare Erfahrung je bestätigt werden 
kann. Denn die Frage, ob eine Zahl rational oder irrational sei, ent
zieht sich dem Genauigkeitsgrade jeder Messmethode. Es kommt hinzu, 
dass die Bildung der Krystalle kleinen Störungen unterworfen ist, die sich 
auch an den vollkommensten Krystallpolyedern durch geringe Winkel-

70) Lange Zeit wurde die geometrische Form als das wesentliche Kenn
zeichen der Krystallsymmetrie angesehen. Die Wichtigkeit des physikalischen 
Verhaltens wurde zuerst von F. Neumann, Beiträge zur Krystallonomie (1823), 
Vorrede, p. 3 u. 4, betont und wird seitdem allgemein anerkannt. In letzter 
Zeit ist man teilweise wieder zu stärkerer Berücksichtigung der morphologischen 
Verhältnisse zurückgekehrt. V gl. auch die in Anm. 102 genannte Litteratur. 

71) Diese soll im Folgenden kurz als "Krystallform" bezeichnet werden. 
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schwankungen verraten (vgl. Nr. 20). Der gewöhnlichen Auffassung 
des Grundgesetzes und seiner vorwiegenden Anwendung in der prak
tischen Krystallographie entspricht es, wenn wir seine Aussage enger 
fassen, wenn wir nämlich unter den rationalen Zahlen, von denen das 
Gesetz spricht, die Verhältnisse kleiner ganzer Zahlen verstehen. In 
der Tat bewegen sich die ganzen Zahlen, welche bei den Indices der 
zumeist vorkommenden und am besten ausgebildeten Krystallfläch(ln 
auftreten, in sehr engen Grenzen; sie überschreiten im allgemeinen 
nicht die Grösse 10. Wir hätten daraufhin nicht von dem "Gesetz 
der rationalen Indices" schlechtweg, sondern von einem "Gesetze dm· 
durch kleine ganze Zahlen ausdrückbaren rationalen Indices" zu sprechen. 
In dieser engeren Fassung würde das Gesetz offenbar direkt durch 
die Erfahrung bestätigt und zwar (mit Rücksicht auf die schon ge
nannten Störungen beim Bildungsprozess der Krystalle) als angenähert 
gültig erwiesen werden können - wenn es in dieser Fassung über
haupt allgemein zutreffend wäre. Letzteres ist indessen nicht der 
Fall. Es kommen nämlich, wenn auch gewissermassen als Aus
nahmen, Flächen vor (z. B. die sog. Vicinalflächen), deren Indices weit 
über die vorhergenannten Grenzen hinausgehen. Hieraus geht hervor, 
dass sich die Grösse der bei den Indices auftretenden ganzen Zahlen 
nicht allgemein gültig einschränken lässt. 

Es bleibt also nichts anderes übrig, als an der ursprünglichen 
Fassung, nämlich der blossen Aussage von der Rationalität der In
dices, festzuhalten. Damit verzichtet man aber zugleich auf die Mög
lichkeit einer direkten Bestätigung durch die Erfahrung, und muss 
sich, wie bei vielen andern physikalischen Gesetzen, mit einem in
direkten Beweis begnügen, d. h. mit der empirischen Bestätigung der 
aus der Rationalität der Indices fliessenden theoretischen Folgerungen. 
Unter allen diesen ist keine umfassender und prinzipieller als die
jenige, die die Symmetrie der Krystalle betrifft. Hier aber werden 
die aus dem Gesetz der rationalen Indices fliessenden Folgerungen 
durch die Beobachtung vollinhaltlich bestätigt. Das Gesetz der ratio
nalen Indices schliesst nämlich ebenfalls das Auftreten von anderen 
als 2-, 3-, 4- oder 6-zähligen Symmetrieaxen absolut aus. Z. B. ist 
die 5-zählige Symmetrieaxe mit diesem Gesetz unverträglich, weil 
sie Flächen mit irrationalen Axenabschnitts-Verhältnissen zur Folge 
haben würde. Indem man alle mit dem Gesetz der rationalen Indices 
verträglichen Symmetrieklassen aufstellt, gewinnt man ein vollstän
diges Einteilungsprinzip, dem sich die wirklich vorkommenden Kry
stalle unterordnen (vgl. Nr. 31). 

In dieser Übereinstimmung dürfen wir einen vom naturwissen-
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schaftliehen Standpunkte aus höchst befriedigenden Beweis des Gesetzes 
der rationalen Indices erblicken 72). 

Eine letzte wichtige Eigenschaft der Krystallsubstanz, die hier 
in Frage kommt, die sie allerdings mit jeder homogenen Substanz 
teilt, ist die physikalische Gleichwertigkeit aller parallelen Richtungen. 
Diese muss sich als Folge einer jeden molekularen Strukturtheorie 
ergeben. 

26. Formulierung der mathematischen Probleme. Aus dem 
vorstehend geschilderten Sachverhalte entspringen zwei Aufgaben. 

Die eine knüpft an die Thatsache an, dass die Symmetrieeigen
schaften, die einem Krystall, wie überhaupt einem Polyeder, ins
besondere einem konvexen Polyeder zukommen können, sich gegenseitig 
bedingen; ihre Art und Zahl ist durch mathematische Gesetze bestimmt, 
und es resultiert daher die Aufgabe, alle theoretisch möglichen Ver
bindungen von Symmetrieigenschaften aufzustellen. Die Lösung dieser 
.Aufgabe schliesst die Aufzählung und Ableitung aller Krystallsysteme 
und ihrer Unterabteilungen in sich ein (Nr. 31). Der erste, der in 
dieser Aufgabe ein geometrisches Problem erkannte und seine voll
ständige Lösung gegeben hat, war 0. Hessel78). 

Das zweite Problem knüpft an die Forderung an, eine Hypothese 
über die molekulare Struktur der Krystalle aufzustellen, aus der sich 
die obengenannten Grundgesetze als notwendige Konsequenzen ableiten 
lassen. Alle Strukturtheorien gehen davon aus, eine regei'mässige 
Anordnung der Krystallmolekeln anzunehmen. Die mathematische 
Formulierung dieser Hypothese operiert mit einer sich nach allen 

'12) Es verdient bemerkt zu werden, dass das Symmetriegesetz und das 
Gesetz der rationalen Indices, wenn sie auch in der oben genannten Beziehung 
zu einander stehen, doch nicht aus einander gefolgert werden können. Einer
seits kann aus dem Gesetz der rationalen Indices nicht entnommen werden, dass 
die Lage der N mit einander gleichwertigen Richtungen eines Krystalles gerade 
eine solche sein muss, 'dass sie, wie oben erwähnt, stets eine mit Symmetrie 
behaftete lfigur bildet. Ebensowenig ist das Umgekehrte der Fall, und zwar 
deshalb, weil sich das Symmetriegesetz nur auf solche Flächen eines Krystalls 
bezieht, die durch das Symmetriegesetz mit einander verbunden sind, also als 
mögliche Flächen einer und derselben einfachen Krystallform auftreten können. 
'Ober die gegenseitige Beziehur.g der Indices solcher Krystall:H.ächen, die ver
schiedenen einfachen Krystallformen angehören, kann es daher nichts aussagen. 

73) Vgl. den Artikel über Krystallographie in Gehler's physikalischem 
Wörterbuch, p. 1062 ff. Eine zweite Darstellung giebt die Marburger Univer
sitätsschrift: Über gewisse merkwürdige statische und mechanische Eigenschaften 
der Raumgebilde (1862). V gl. auch L. Sohnc'tce, Die Entdeckung des Einteilungs
prinzips der Krystalle durch J. F. 0. Hessel, Zeitschr. f. Kryst. 18 (1891). p. 486. 
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Richtungen unbegrenzt ausdehnenden Krystallmasse, ersetzt die Kry
stallmolekeln zunächst durch Punkte (z. B. die Schwerpunkte) und 
gelangt so dazu, in dem unbegrenzten regelmässigen Punktsystem die 
charakteristische Struktur der Krystallsubstanz zu erblicken. Die 
erste Strukturtheorie dieser Art hat A. Bravais 74) aufgestellt. Seine 
grundlegende Vorstellung wurde später durch Ch. Wiener 75) und 
L. Sohncke 76) verallgemeinert, in neuester Zeit endlich durch die Ar
beiten von E. v. Fedorow 77) und unabhängig von ihm durch A. Schoen
flies 78), im Anschluss an einen von F. Klein ausgesprochenen Gedanken 79). 

Die Vorstellung, dass um alle Krystallmolekeln herum die Kry
stallmasse in gleicher Weise gelagert ist, kann kaum durch eine ein
fachere ersetzt werden. Andererseits kann eine molekulare Theorie, 
mit H. Hertz zu reden, immer nur ein Bild der Naturvorgänge geben. 
Inwieweit das Bild den wirklichen Bau der Stoffe und die Wirkungs
weise der Kräfte wiederspiegelt, ist in allen Fällen eine offene Frage. 
Auch wird ein solches Bild im allgemeinen einfachere Annahmen 
machen, als es der Natur der Dinge entspricht. Andererseits besteht 
wieder in der Einfachheit des Bildes sein methodischer Vorzug, und 
die in ihm enthaltene Hypothese wird um so wertv~ller sein, je 
leichter sie die Hauptgesetze des bezüglichen Gebietes abzuleiten ge
stattet. In dieser Hinsicht lässt die Strukturtheorie nichts zu wün
schen übrig; denn sowohl die Symmetriegesetze und die Gleich
wertigkeit paralleler Richtungen, wie auch das Gesetz der rationalen 
Indices sind unmittelbare und prinzipielle Folgerzmgen der Struktur
hypothesen (Nr. 38); auch die übliche Systematik der Krystalle (Nr. 28) 
findet durch sie ihre Begründung. Was allerdings die speziellen ge
staltlichen und physikalischen Eigenschaften der Krystalle betrifft, so 
sind bisher nur wenige zu nennen, die aus den Strukturhypothesen 
ihre Erklärung gefunden haben oder für die eine solche versucht 
wurde - allerdings ist auch kaum eine Erscheinung bekannt, die 
gegen sie spräche 80) (vgl. Nr. 4:9 ff.). 

74) :vü!moire sur les systemes formes etc. und Etudes crystallographiques. 
75) Gn12..dziige der Weltordnung, 2. Ausgabe (1869), p. 82 ff. 
76) V gl. besonders Entwickelung einer Theorie der Krystallstruktur, Leipzig 

1879, in der sich auch eine eingehende historische Darstellung findet. 
77) Gestaltenlehre, Petersburg 1885, und Symmetrie der regelmässigen Sy

liteme von Figuren, ebenda 1890. Für die weitere Litteratur vgl. Anm. 151. 

78) Krystallsysteme und Krystallstruktur, Leipzig 1891, und die vorher er
lichienenen Arbeiten in Math. Ann. 28 (1887), p. 319; 29 (1887), p. 50; 34 (1889), 

p. 172. 
79) V gl. auch W. Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 1 u. 25; (1896), p. 86 
80) Als merkliche Abweichungen sind möglicherweise die -von Beckenkamp 
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In jedem Falle wird man die Vorstellung eines regelmässigen 
Aufbaues der Krystallmolekeln als eine erste Annäherung an die 
wirklichen Zustände der krystallinischen Substanz ansehen dürfen, 
ähnlich wie die Mechanik der sogenannten starren Körper eine erste 
Annäherung für das wirkliche Verhalten der in der- Natur vor
kommenden festen Körper liefert 81). 

I. Die Symmetriegesetze und die 32 Sym.metriegrnppen. 

27. Die Symmetrieeigenschaften und ihre Gesetze. Die Ge
samtheit derjenigen N Richtungen, längs deren sich ein Krystall in 
jeder Hinsicht, also auch in seinen sämtlichen physikalischen Eigen
schaften gleichartig verhält (vgl. Nr. 34), bezeichnen wir kurz als 
Figur F. Die Figur F solcher N gleichwertigen Richtungen ist, wie 
wir bereits oben (Nr. 25) erwähnten, identisch mit den N Loten, die 
man vom Mittelpunkt der allgemeinen einfachen Krystallform auf deren 
Seitenflächen fällen kann. 

Für die in N r. 2o erwähnten geometrischen Symmetrieeigenschaften 
der Figur F giebt es vier einfachste Typen; sie entsprechen der Art und 
Weise, auf die man die Figur F mit sich zur Deckung bringen kann SB). 
Dies kann so geschehen, dass man 1) sie um eine durch 0 gehende 
Axe a dreht - a heisst Symmetrieaxe, genauer Symmetrieaxe erster 
Art 83) -, 2) dass man sie gegen eine durch 0 gehende Ebene t1 

spiegelt - Symmetrieebene -, 3) dass man jede Richtung durch die 
entgegengesetzte ersetzt - 0 heisst Symmetriezentrum 84) -, 4) dass 
man sie um eine durch 0 gehende Axe a dreht und ausserdem gegen 
eine zu dieser Axe senkrechte Ebene spiegelt - a heisst Symmetrie-

und anderen beobachteten anomalen Ätzfiguren zu betrachten. Vgl. Zeitschr. f. 
Kryst. 14 (1888), p. 375 u. ff. 

81) Damit erledigen sich die Ausführungen von Goldschmidt, Zeitschr. f. 
Kryst. 29 (1898), p. 38; Beckenkamp, 82 (1900), p. 46; Viola, 34 (1901), p. 388. 
Vgl. auch die dynamischen Vorstellungen von Lord Kelvin in Nr. 33. 

82) D. h. jede Richtung kommt in eine Lage, in der sich ursprünglich eben
falls eine der N Richtungen befand. 

83) Solche Axen sollen im Folgenden meist als Symmetrieaxen schlechthin 
bezeichnet werden. Die Axen werden als einseitig oder zweiseitig unterschieden, 
je nachdem ihre beiden entgegengesetzten Richtungen gleichwertig sind oder 
nicht. Im letzten Fall heissen sie auch polar, 

84) v. Fedorow sagt "Inversionszentrum" und versteht unter einem Sym
ptetriezentrum den Schnittpunkt der Symmetrieelemente (Axen, Ebenen), Zeitsehr. 
f. Kryst. 20 (1892), p. 28. 
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axe zweiter Art85). Eine Symmetrieaxe erster oder zweiter Art heisst 
n-ziihlig, wenn der kleinste Drehungswinkel, der die Deckung von F 
mit sich herbeiführt, der n te Teil von 2x ist. 

Besitzt die Figur F eine Symmetrieaxe erster Art, so ist sie mit 
sich selbst auf mehrfache Art kongruent; besitzt sie eine der drei 
anderen Symmetrieeigenschaften, so ist sie sich selbst spiegelbild
lich gleich 86). 

Die Symmetrieeigenschaften, die ein Krystall resp. seine Figur F 
besitzen kann, sind, wie in Nr. 26 erwähnt, nicht unabhängig von
einander. Die krystallographisch wichtigsten Gesetze, die hier be
stehen, sind folgende 87): 1) Die Schnittlinie von zwei Symmetrieebenen 
ist eine Symmetrieaxe; der zugehörige Winkel ist das Doppelte des
jenigen, den die beiden Ebenen einschliessen. Insbesondere ist die 
Schnittlinie von zwei senkrechten Symmetrieebenen eine zweizählige 
Axe. 2) Besitzt umgekehrt ein Krystall eine n-zählige Axe und eine 
durch sie gehende Symmetrieebene, so besitzt er n solcher Ebenen, 
die gleiche Winkel miteinander einschliessen. 3) Von den drei Eigen
schaften: Symmetrieebene, Symmetriezentrum und zweizählige Sym
metrieaxe bedingen je zwei die dritte, wenn Axe und Ebene senk
recht aufeinander stehen. 4) Eine n-zählige Symmetrieaxe zweiter 
Art ist zugleich Symmetrieaxe erster Art und zwar vom doppelten 
Winkel. 5) Enthält ein Krystall mehrere Symmetrieaxen, die mehr 
als zweizählig sind, so müssen seine Symmetrieaxen mit denjenigen 
eines der bekannten regelmässigen Euler'schen Polyeder identisch sein. 

28. Historische Entstehung der Krystallsysteme. Die Einteilung 
der Krystalle in Systeme ist ursprünglich unter wesentlicher Anleh
nung an die äusseren Formen der Krystallindividuen erfolgt88). Man 
pflegte solche Krystalle zu einem System zusammenzufassen, deren 
Flächen sich mit rationalen Indices auf gleichartige Koordinatensysteme 
beziehen lassen (Nr. 8). Als Koordinatenebenen und Koordinaten
axen benutzte man einerseits die Symmetrieebenen, die sich anschaulich 
am unmittelbarsten darboten, andererseits solche Richtungen (Axen), 

85) Auch axe de symetrie alterne [ Ourie, Bull. de la soc. min. 7 (1884), 
p. 450). v. Fedorow spricht von "zusammengesetzter Symmetrie": Zeitschr. f. 
Kryst. 20 (1892), p. 28. 

86) Solche Auffassungen des Symmetriebegriffes, die von dem obigen ver
schieden sind [ vgl. z. B. Beckenkarnp, Zeitschr. f. Kryst. 32 (1900), p. 45 u. 48; 
33 (1900), p. 613], müssen hier unberücksichtigt bleiben. V gl. auch Anm. 124. 

87) Für den Beweis vgl. Nr. 29. 
88) Die Arbeiten von Hesse!, Gadolin u. s. w. (s. Litteraturübersicht"p. 394 

u. 395) kamen erst in neuester Zeit zur Geltung. 
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die auf Symmetrieebenen senkrecht stehen, oder sonst im Krystall 
ausgezeichnet sind, die aber nicht in allen Fällen Symmetrieaxen 
waren. Erst in neuerer Zeit ist die Benutzung von Symmetrieaxen, 
sowie überhaupt die Charakterisierung. der Krystalle durch ihre Sym
metrie, allgemeiner geworden. Demgernäss pflegen die Krystallographen 
die Krystalle folgendermassen in Systeme zu teilen: 

1) Reguläre (kubische, tesserale) Krystalle; vier dreizählige Axen. 
2) Hexagonale Krystalle; eine dreizählige oder sechszählige Axe. 
3) Tetragonale Krystalle; eine vierzählige Axe. 4) Rhombische Kry
stalle; drei zueinander senkrechte ungleiche Axen. 5) Monokline 
Krystalle; eine ausgezeichnete Axe. 6) Trikline Krystalle; keine aus
gezeichnete Richtung. 

Im hexagonalen System werden die Krystalle mit dreizähliger 
Axe vielfach auch als rhomboedrisches Krystallsystem oder doch als 
rhomboedrische Unterabteilung des hexagonalen Systems bezeichnet. 

Was die Symmetrie dieser Systeme betrifft, so ist die des rhom
bischen und monoklinen Systems nicht mehr einheitlich bestimmt. 
Die drei Axen des rhombischen Systems sind nicht für alle Krystalle 
zugleich zweizählige Symmetrieaxen, ebenso ist im monoklinen System 
nicht bei allen Krystallen eine zweizählige Symmetrieaxe vorhanden. 
(Vgl. Nr. 32.) 

Die vorstehende Einteilung in sechs resp. sieben Systeme findet 
übrigens in den Strukturtheorien eine wesentliche Stütze (Nr. 36). 

29. Die Deckoperationen und ihre Zusammensetzung. Die 
mathematische Theorie fasst, zumal mit Rücksicht auf die Struktur
theorien, ausser den Symmetrieeigenschaften auch die Deckoperationen 
ins Auge, in denen die Symmetrieeigenschaften gernäss dem Vor
stehenden ihren Ausdruck finden. Der Symmetrieaxe entspricht eine 
Drehung; wir bezeichnen sie, falls sie um die Axe a stattfindet, durch 
~ (a), wo a der Drehungswinkel ist; falls die Axe n-zählig ist, durch 

~e:); ist insbesondere n = 2, also n der Drehungswinkel, so be

zeichnen wir die Drehung auch als Umwendung U. Die drei anderen 
bezüglichen Deckoperationen heissen Spiegelung, Inversion und Dreh-
spiegelung 89), wir bezeichnen sie durch @), ~ und ~ (~n) , wenn a 

89) V gl. .A. Schoenflies, Krystallsysteme und Krystallstruktur, p. 29. Für 
n = 2 ist die Drehspiegelung mit der Inversion identisch. Eine zweizählige Axe 
zweiter Art ist daher einem Symmetriecentrum äquivalent. 

Statt der Drehspiegelung kann auch eine Drehung in Verbindung mit einer 
Inversion benutzt werden; vgl. Minnigerode, Neues Jahrb. f. Min. Beilagebd. 5 
(1887), p. 145, u. 1894, 1, p. 92. 
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wieder eine n-zählige Axe ist. 
zweiter Art, während man die 
Deckoperation erster Art nennt. 

Sie heissen auch Deckoperationen 
Drehung auch Deckbewegung oder 

Theoretisch ist es wichtig, auch diejenigen Deckoperationen zu 
betrachten, bei denen jede Richtung von F mit sich selbst zur 
Deckung gelangt. Man bezeichnet sie als Identität und hat dafür 
das Zeichen 1 eingeführt; es deutet an, dass diese Deckungsart auch 
so herstellbar ist, dass F in Ruhe bleibt. 

Die zur Figur F zugehörige einfache Krystallform kann man in 
N Teilfiguren zerlegen, die bei jeder Deckoperation ineinander über
geführt werden. Sind alle Deckoperationen Drehungen, so sind alle 
Teilfiguren kongruent, im andern Fall sind sie teils kongruent, teils 
spiegelbildlich gleich. 

Seien nun ~ und 9Jl irgend zwei Deckoperationen der Figur F. 
Wird dann auf F zunächst die Operation ~ und dann die Opera
tion 9Jl angewandt, so wird F in der Endlage ebenfalls mit sich zur 
Deckung gelangt sein. Wir haben damit eine neue Deckoperation in 
von F definiert, die in der Aufeinanderfolge resp. in der Verbindung 
von ~ und 9Jl besteht, die man Produkt von ~ und 9Jl nennt und 
durch ~ 9Jl bezeichnet 90). Diese Definition soll auch in dem Fall 
gelten, dass ~ und 9Jl die gleiche Deckoperation bedeuten; alsdann 
bezeichnet man ~ · ~ = ~2, ~ • ~ • ~ = ~3 u. s. w. und nennt ~2, ~3, ••• 

Potenzen von ~. 91) 

Für die durch ~ und 9Jl bestimmte Operation in bestehen in 
den einfachsten Fällen folgende Sätze, die sich unmittelbar ergeben, 
wenn man eine von 0 ausgehende Gerade nacheinander den be
züglichen Operationen unterwirft und die Endlage mit der Anfangs
lage vergleicht. 

1) Sind @5 und @51 zwei Spiegelungen an den Ebenen 6 und 6 17 

ist a ihre Schnittlinie und -1:. (6o1) = a, so ist @5€> 1 = m:(2a). 
2) Ist die Ebene 6 senkrecht zur Axe u, so ist €>~ = U, e>U = ~' 

~U = @5. 3) Ist a eine Symmetrieaxe zweiter Art und 6 die zu ihr 
senkrechte Ebene, so ist gernäss der Definition ~ ( a) = m: ( a) @5; 

auch ist ~2 (a) = 'il( (2a). 
Diese Sätze bilden zugleich die Quelle derjenigen Gesetze, die 

wir oben (Nr. '27) für die Symmetrieeigenschaften ausgesprochen haben. 

90) Die Operationen, die durch 2\ln und lln2 dargestellt werden, sind im 
allgemeinen verschieden. 

91) Ist 2 eine Drehung, so stellen also 22 und 23 eine Drehung um den 
doppelten und dreifachen Winkel dar. 
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Ferner bestehen folgende Sätze allgemeiner Artt die unmittelbar 
evident sind: 1) Das Produkt von zwei Operationen erster Art oder 
zwei Operationen zweiter Art ist eine Operation erster Art. 2) Das 
Produkt aus einer Operation erster Art und einer Operation zweiter 
Art ist eine Operation zweiter Art. 

Endlich erwähne ich noch folgendes: 
Für jede Deckoperation giebt es eine endliche Zahl von Wieder

holungen, die die Figur F in ihre Anfangslage zurückführt; anders 
ausgedrückt, es existiert für jede Deckoperation eine gewisse Potenz, 
die die Identität liefert. Insbesondere ist: 

(1) ®2 =1, 32 =1, ll2 =1. 
Ist ferner a eme n-zählige Axe, so hat man um a die Drehungen 

51{, 5l(21 .~ ., 5l{n-t, 5l{n = 1, 

und wenn a eine 2n-zählige Axe zweiter Art ist, so hat man die 
Drehspiegelungen 

und die Drehungen 
<lU <li'4 <li'2n- 2 <lr2n = 1. 
« ' « ' ... , « ' « 

30. Der Gruppenbegriff. Bezeichnet man durch 

(2) 2, m, m, ... 
die sämtlichen voneinander verschiedenen Deckoperationen einer 
Figur F, so muss die Deckoperation, die durch das Produkt aus 
zweien oder mehreren von ihnen dargestellt wird, ebenfalls in der 
Reihe (2) auftreten. Die Reihe enthält also auch jede Potenz der 
Operationen 2, ffi1, 9l, ... und daher auch (Nr. 29) die Identität. 
Dies ist diejenige Eigenschaft, die man als Gruppeneigenschaft be
zeichnet; man sagt, dass die obigen Operationen eine Gruppe G 
bilden 92). Geht man zu den Symmetrieeigenschaften zurück, so heisst 
dies, dass jede Symmetrieeigenschaft in der Reihe auftritt, die durch 
irgend zwei von ihnen gernäss Nr. 27 bedingt wird. 

Für die Beziehung der Figur F resp. der allgemeinen Krystall
form zu der vorstehenden Gruppe gilt der Satz: Wird irgend eine 
durch den Mittelpunkt der Krystallform gehende Richtung den N 
Operationen der Gruppe unterworfen, so entstehen stets N gleich
wertige Richtungen; analog entstehen sämtliche Flächen der Krystall
form, wenn eine von ihnen allen Operationen der Gruppe unterworfen 
wird. Das Gleiche gilt für die N Teile, in die man die Krystall
form gernäss Nr. 29 zerlegen kann. 

92) Näheres findet man in Bd. I 1 6 dieser Encyklopädie. 
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Hat die durch die Reihe (2) definierte Gruppe G die Eigenschaft, 

dass ein Teil ihrer Operationen gleichfalls die Gruppeneigenschaft 

besitzt, so bilden diese eine Untergruppe von G. Die Zahl dieser 

Operationen ist stets ein genauer Teiler von N. Eine Untergruppe 

von G bilden gernäss Nr. 29 insbesondere die in der Reihe (2) ent
haltenen Bewegungen. 

31. Mathematische Ableitung aller Symmetriegruppen n). Die 
Aufgabe, alle möglichen Krystallklassen abzuleiten, ist gernäss dem 

Vorigen in der allgemeineren Aufgabe enthalten, alle überhaupt möglichen 
Gruppen von Deckoperationen einer Figur F abzuleiten. Diese sollen 

Symmetriegruppen oder Punktgruppen heissen; aus ihnen werden wir 
die krystallographischen dadurch ausscheiden, dass in ihnen nur 2-, 

3-, 4- oder 6-zählige Axen auftreten dürfen (Nr. 25). Man scheidet 

sie in Gruppen erster .Art und Gruppen zweitet· .Art, je nachdem in 
ihnen nur Deckoperationen erster Art oder auch solche zweit,er Art 
vorkommen. 

Die Gruppen erster Art kann man so ableiten, dass man nach 

allen möglichen Verbindungen von Symmetrieaxen fragt, die ein 
Polyeder gernäss den Sätzen von Nr. 27 besitzen kann 94). Es ergeben 
sich die folgenden: 

93) Die .Ableitung aller Symmetriegruppen resp. nur derjenigen, die krystallo

graphische Bedeutung haben, ist von den verschiedensten Seiten nach den ver

schiedensten Methoden ausgeführt worden; sowohl von Krystallographen, wie 

von Mathematikern. .Ausser Hessel (.Anm. 3) ist zu erwähnen: Bravais, Journ. 

de math. Paris 14 (1849), p. 141 und Etudes cristallographiques, Journ. de l'ec. 

polyt. Heft 34 (1851), p. 229. In der ersten Arbeit zählt Bravais nur 31 Arten 

auf; die fehlende .Art wird aber in der zweiten Arbeit p. 275 nebst .Anm. doch 

erwähnt; vgl. Anm. 31. Ausserdem vgl. Gadolin, Acta soc. Fenn. Helsingfors 9 

(1871), p. 1; v. Fedorow, Verhandl. d. russ. min. Ges. 20 (1884), p. 334; P. Curie, 
Bull. de la soc. min. de France 7 (1884), p. 89 u. 418; H. Minnigerode, NeueH 

Jahrb. f. Min. Beilageband 5 (1887), p. 145; F. Becke, Zeitschr. f. Kryst. 25 

(1896), p. 73; Viola, N. Jahrb. f. Min. Beilageband 10 (1896), p. 167 und 497, wo 

die Ableitung mit Hilfe der Quaternionen geschieht; V. v. Lang, WienerBerichte 

105h (1896), p. 362; vgl. auch dessen Krystallographie 1866; K. Rohn, Abh. d. 

naturw. Ges. Isis, Dresden 1896, p. 72; Viola, Zeitschr. f. Kryst. 27 (1897), p. 1; 

v. Fedorow, 28 (1897), p. 468; G. Wulf, .Annuaire geol. et mineral. de la Russie, 2 

(1897); A. Schmidt, Zeitschr. f. Kryst. 33 (1900), p. 620; V. de Souza Brandao, 
Neues Jahrb. f. Min. 1901, 2, p. 37; G. Tschermak, 39 (1904), p. 433. Vgl. auch 
.Anm. 140. 

H. Schoute giebt eine Ableitung aller Unterabteilungen des regulären 

Systems für den vierdimensionalen Raum: Assoc. fran9. pour l'avanc. des sciences, 
Bordeaux 1895. 

94) Geht man von anderen Symmetrieaxen aus, als solchen, die ein Poly

eder. haben kann, so folgen daraus notwendig unendlich viele andere Axen, die 
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1) Die zyklische Gruppe. Sie entspricht einer Figur F, die nur 
eine einzige n-zählige Symmetrieaxe besitzt. Die Gruppe, die durch 
0., bezeichnet werde, besteht aus den Potenzen derselben Operation 

~ = m: r :) und enthält die Operationen 
(3) m:, ~27 ••• , m:n-t, m:n = 1. 

Die Gruppe existiert für jedes n. 95) 

2) Die Diedergruppe, ebenfalls für jedes n existierend. Die 
Figur F besitzt eine n-zählige Symmetrieaxe a (Hauptaxe) und n zu 
ihr senkrechte zweizählige Axen u11 u2 , ••• , u" (Nebenaxen) 96); die 
Axen sind also identisch mit den sämtlichen Symmetrieaxen einer 
Doppelpyramide. Die Gruppe, die wir mit D., bezeichnen, enthält die 
2 n Operationen 

m: 1 m:2, ... , m:n-17 m:n = 1, 

U1 , U2 , ••• , u,._ 1 , u ... (4) 

3) Die Gruppen der regelmässigen Körper, deren Symmehie mit 
derjenigen der regelmässigen Körper identisch ist. Solcher giebt es 
drei: die Tetraedergruppe T, die dem Tetraeder entspricht und vier 
dreizählige und drei zweizählige Axen enthält; die Oktaedergruppe 0, 
die dem Oktaeder und Würfel entspricht und drei vierzählige, vie1· 
dreizählige und sechs zweizählige Axen enthält; endlich die Ikosaeder
gruppe J, die dem Ikosaeder und Dodekaeder entspricht und deren 
Symmetrieaxen besitzt. Sie hat jedoch keine krystallographische Be
deutung97). 

Für Gruppen zweiter Art sind zunächst folgende allgemeine Sätze 
zu erwähnen: 1) In jeder Gruppe zweiter Art giebt es gleich viele 
Deckoperationen erster wie zweiter Art. 2) Die Deckoperationen 
zweiter Art kann man erhalten, indem man die Deckoperationen 
erster Art mit einer und derselben, übrigens beliebigen Operation 
zweiter Art multipliziert. 3) Jede Gruppe zweiter Art entsteht, in
dem man zu einer Gruppe erster Art noch eine geeignete Symmetrie
eigenschaft zweiter Art hinzufügt; sie muss der Bedingung genügen, 
dass die zugehörige Operation zweiter Art die Axen der Gruppe in 

entweder der Symmetrie eines Kegels oder der einer Kugel entsprechen. Vgl. 
Anm 105. 

9n) Für n = 1 besteht die Gruppe nur aus der Identität, was mit einer 
einzähligen Axe identi;ch ist (Nr. 29). 

96) Für n = 2 wird die Gruppe als Vierergruppe bezeichnet. Sie enthält 
drei zweizählige, zueinander senkrechte Axen. Wegen der Bezeichnungen vgl. 
F. Klem, Vorlesungen über das Ikosaeder, Leipzig 1884. 

97) Für ihre mathematischen Eigenschaften vgl. das Citat in .A.nm. 96. 
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sich überführt. In dieser Weise sind alle Gruppen zweiter Art aus 
den Gruppen erster Art ableitbar 98). Man erhält folgende Typen: 

1) Solche, die aus den Gruppen erster Art durch Hinzufügung 
eines Symmetriezentrums oder einer Symmetrieebene entstehen; und 
zwar muss die Symmetrieebene zugleich Symmetrieebene für die Axen 
der bezüglichen Gruppe erster Art sein. So entstehen aus 0,. die 
Gruppen 0,." mit n-zähliger Axe und horizontaler, zur Axe senk
rechter Symmetriebene 99), die Gruppen 011" mit n vertikalen, durch 
die Axe gehenden Symmetrieebenen, und für ungerades n die Gruppen Oni 
mit n-zähliger Axe und einem Symmetriezentrum 100). Aus Dn ent
stehen die Gruppen D,." mit einer horizontalen Symmetrieebene und 
n vertikalen, die durch die Nebenaxon gehen, und die Gruppen D,.a 
mit n vertikalen Symmetrieebenen, die die Winkel der n Nebenaxen 
halbieren. Aus T entstehen zwei Gruppen T" und Ta; die erste be
sitzt drei Symmetrieebenen, deren jede zwei zweizählige Axen ver
bindet, die zweite besitzt sechs Symmetrieebenen, die durch je zwei 
dreizählige Axen gehen. Endlich entsteht aus 0 eine Gruppe Oh, der 
sämtliche eben genannten Symmetrieebenen zukommen; eine analoge 
Gruppe entsteht aus J. 

2) Solche, die eine einzige Symmetrieaxe zweiter Art enthalten. 
Sie entstehen, indem man die n-zäblige Axe einer zyklischen oder 
Diedergruppe in eine 2n-zählige Axe zweiter Art verwandelt. Sie 
existieren nur für gerades n und sollen durch sll,. resp. s;,. bezeichnet 
werden. Die so definierten Gruppen s;n sind aber mit den Gruppen Dna 
identisch. Die Gruppen S2 n sind für ungerades n mit 0,/ identisch; 
neue Gruppen ergeben sich also nur für gerades n. 101) 

Ein Symmetriezentrum enthalten die Gruppen C,,/ = 82 ,. für un
gerades n, die Gruppen Cn" und D,." für gerades n, die Gruppen 
n .. a = s;,. für ungerades n und die Gruppen T" und Oh. In allen 
diesen Gruppen sind wegen des Symmetriezentrums beide Richtungen 
einer jeden Axe gleichwertig83). 

32. Gruppentheoretische Systematik der Krystalle. Mit Rück
sicht auf das Gesetz der rationalen Indices können von den vor
stehenden Symmetriegruppen nur solche die Symmetrie eines wirk-

98) Dies kann auf verschiedene Weise geschehen. Daher ergeben sich 
manche Gruppen zweiter Art im l!'olgenden mehrfach. 

99) Die n-zählige Axe von On und D,. denke man sich vertikal. 
100) Für gerades n ist 0! mit Cf: identisch; vgl. Anm. 98. 
101) Die Gruppen 82 n für gerades n sind diejenigen, die bei Bravais fehlen. 

Dies liegt daran, dass er meinte, mit den damals bekannten Symmetrieigen
schaf'ten (Punkt, Axe, Ebene der Symmetrie) auszukommen. Vgl. Anm. 93. 

Encyklop d. math. Wissensch. V 1. 29 
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liehen Krysta1les darstellen, in denen 2-, 3-, 4- und 6-zählige .Axen 
auftreten. Die Zahl der so definierten möglichen Krystallklassen ist 32. 

Die Krystallklassen lassen sich auch in der Weise in Systeme ein
teilen, dass man diejenigen zusammenfasst, die in gewissen Sym
metrieaxen übereinstimmen. Gegenüber der historisch und praktisch 
entstandenen Einteilung, die sich übrigens auch an der Hand der Gitter
theorien einstellt (Nr. 36), ist diese Systematik insofern eine einheit
liche, als sie nach einem einzigen Prinzip erfolgt. Doch ist zu be
merken, dass keine Systematik etwas absolut zwingendes besitzt, da 
die Art, wie man Krystalle verschiedener Symmetrie zu einer Ge
samtklasse vereinigen will, teilweise subjektivem Ermessen unterliegt. 
Die Einteilung in Systeme ist daher auch nicht überall die gleiche 101). 

Von dem eben genannten Standpunkt aus kommt man zu fol
genden sechs einheitlich definierten Systemen: 

1) Reguläres System; die Symmetrie ist durch die Axen der 
Tetraeder- und Oktaedergruppe charakterisiert. Ihm gehören die 
Gruppen fY', 0, T", Td und T an. 

2) Hexagonales System, durch eine sechszählige Hauptaxe charak
terisiert; zu ihm gehören die Gruppen Ds" 1 Ds, Os" 1 Os" 1 Os, S6" 1 S6 • 

3) Tetragonales System, mit vierzähliger Hauptaxe und den 
Gruppen Di, JJ4 , Ci, 04", 041 S4u, 84 • 

4) Trigonales System, mit dreizähliger Hauptaxe und den Gruppen 
JJ3", JJ8 , Os", 08", 08 • 

5) Digonales System, mit nur zweizähligen Axen und den Gruppen 
])~", Ds, 0/', 02", Os, S2tos). 

6) Monogonales System, ohne jede .Axe, mit den Gruppen 01" 

und 01, wo 01" nur eine Symmetrieebene enthält und 01 eine Gruppe 
ohne jede Symmetrie ist (die also nur die Identität enthält) 95). 

Der Unterschied zwischen der vorstehenden Einteilung und der 
historischen ist folgender: 

Von den Gruppen des vorstehenden hexagonalen und trigonalen 
Systems pflegt man die Gruppen JJ6", D6 , 06", 06", 06 , D 8\ JJ8 dem 

102) Von neueren Arbeiten über Abgrenzung und Definition der Krystall
systeme, bei denen übrigens die Symmetrie nicht mehr den alleinigen Ein
teilungsgrund abgiebt, und für eine damit zusammenhängende Bevorzugung 
des Syngoniebegriffs vgl. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p.107; 24 (1895), 
p. 605; 28 (1897), p. 36; 29 (1898), p.654; Goldschrnidt, 31 (1899), p.135; 32 (1900), 
p. 49; de Souza Brandäo, Neues Jahrb. f. Min. 1901, 2 p. 37; G. Friedel, Bull. 
soc. franc. de minera.l. 28 (1905), p. 142. 

103) Die Gruppe 81 besitzt nur ein Symmetriezentrum, das gemäss Anm. 19-
:mit einer zweizähligen Axe zweiter Art identisch ist. 
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hexagonalen System zuzurechnen, und die Gruppen Dr/', D5 , 03\ 03~, C'3 

als rhomboedrisches System zusammenzufassen resp. als rhomboedrische 
Unterabteilung des hexagonalen Systems. Ferner teilt man die Gruppen 
des digonalen und monogonalen Systems in drei Systeme, in das 
rhombische mit den Gruppen D2h, D 2 , 02~, das monokline mit den 
Gruppen 02", 0 2 , 01h und das trikline mit den Gruppen 82 und 01• 

33. Die Unterabteilungen der Krystallsysteme. Für jede dieser 
Einteilungen giebt eG in jedem System eine Gruppe höchster Sym
metrie; sie heisst die Hauptgruppe oder Holoedrie; die andern Gruppen 
sind Untergruppen der Hauptgruppe (Nr. 30) und enthalten entweder 
die Hälfte oder nur den vierten Teil der Deckoperationen der Haupt
gruppe. Sie heissen demgernäss Hemiedrie resp. Tetartoedrie. Die 
zugehörigen Krystallformen besitzen ebenfalls nur die Hälfte resp. 
den vierten Teil der Flächen der holoedrischen Krystallform. Werden 
die rhomboedrischen Krystalle als Unterabteilung des hexagonalen 
Systems betrachtet, so giebt es eine Gruppe des hexagonalen Systems, 
nämlich 03 , die nur den achten Teil der Operationen der Haupt
gruppe D6h enthält; sie wird als Ogdoedrie bezeichnet. Die den 
einzelnen Untergruppen zukommenden Bezeichnungen stimmen nicht 
bei allen Forschern überein und hängen teilweise von der Gestalt 
der Krystallform ab. 

Hemiedrien und Tetartoedrien, die nur aus Deckbewegungen 
bestehen, insbesondere also diejenigen Hemiedrien, die alle Deck
bewegungen der Hauptgruppe enthalten, pflegt man enantiomorph zu 
nennen. Den zugehörigen Krystallklassen kommt nur Axensymme&rie 
zu, aber keine Symmetrieeigenschaft zweiter Art, und die zugehörige 
allgemeine Krystallform ist sich daher nicht selbst spiegelbildlich 
gleich. Hier können daher Krystallindividuen auftreten, von denen 
das eine das Spiegelbild des anderen ist, die sich also durch einen 
Links- resp. Rechtssinn unterscheiden. 

34. Die Symmetrie der einzelnen physikalischen Erscheinungen. 
Die physikalischen Erscheinungen eines Krystalles stimmen jedenfalls 
längs je N gleichwertiger Richtungen überein. Sie zerfallen überdies 
in zwei verschiedene Klassen, je nachdem sie ihrer Natur nach in 
entgegengesetzten Richtungen übereinstimmen oder nicht; im letzten 
Fall werden sie auch als Erscheinungen polarer Natur bezeichnet. 
Beispiele der ersten Art sind die Ausdehnungserscheinungen, Beispiele 
der zweiten Art die pyroelektrischen. Im ersten Fall besitzen sie ein 
Symmetriezentrum, auch wenn die für den Krystall charakteristische 
Symmetrie ein solches nicht enthält. Die Symmetriegruppe derjenigen 

29* 
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physikalischen Eigenschaften, denen ausser der Krystallgruppe noch ein 
Symmetriezentrum zukommt, ergiebt sich, indem man die Krystall
gruppe mit einer Inversion multipliziert (Nr. 31). Für solche physika
lischen Eigenschaften werden sich daher mehrere Krystallklassen auf 
eine einzige reduzieren; es bleiben nur diejenigen übrig, die bereits 
in Nr. 31 als mit einem Symmetriezentrum behaftet aufgeführt wurden, 
nämlich die Gruppen 0" und Th vom regulären System, D6 h und 06 h 

vom hexagonalen, D4h und 0/ vom tetragonalen, D8d und 08i vom 
rhomboedrischen, D2h und 02h vom rhombischen und die Gruppe 82 

vom monoklinen System. 
In mancher physikalischen Hinsicht können sich die 32 Klassen 

noch weiter reduzieren. So ist für gewisse optische Erscheinungen 
die Krystallsymmetrie stets mit der Symmetrie einer zentrischen 
Fläche zweiter Ordnung, nämlich eines Ellipsoids, identisch. Ein 
solches ist entweder eine Kugel, ein Rotationsellipsoid oder ein drei
axiges Ellipsoid. Demgernäss besitzen in dieser Hinsicht die Krystalle 
des regulären Systems die Kugelsymmetrie, die des hexagonalen, 
tetragonalen und rhomboedrischen Systems die Symmetrie eines Ho
tationsellipsoids und die übrigen die Symmetrie eines dreiaxigen 
Ellipsoids 104) • 

.Allgemein gilt der Satz, dass die Symmetriegruppe, die einem 
Krystall in Bezug auf eine gewisse physikalische Eigenschaft zukommt, 
immer dann mit der spezifischen Symmetriegruppe des Krystalles 
identisch ist, wenn die physikalische Eigenschaft keine Eigensymmetrie 
besitzt, was z. B. für die pyroelektrischen Erscheinungen der Fall ist. 
Wenn aber der physikalischen Eigenschaft eine gewisse Eigensym
metrie zukommt, so besitzt der Krystall bezüglich dieser Eigenschaft 
diejenige Symmetrie, die aus der Verbindung dieser spezifischen Sym
metrie mit der Krystallsymmetrie besteht 105). 

II. Die Strukturtheorien und die 230 Strukturgruppen. 

35. Die Raumgitter und die Gruppen von Translationen. 
Wie in Nr. 26 erwähnt wurde, führen die Strukturtheorien auf das 
mathematische Problem, alle möglichen regelmässigenMolekelanordnungen 
resp. alle 1·egelmässigen Punktsysteme zu bestimmen. 

104) Nach der Lage des Ellipsoids zum Krystall hat man fünf Klassen zu 
unterscheiden. Für weitere Beispiele vgl. Schoenflies, Krystallsysteme, p. 227 :ff.; 
Hilton, Cristallography, p. 98 ff. 

105) Diese Symmetrie braucht nicht immer eine der 32 Klassen zu sein, 
wie es in dem obigen Beispiel der Fall ist, wo die Symmetrie einer Kugel auf
tritt. V gl. Anm. 94. 
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Die einfachsten regelmässigen Punktsysteme sind die Raumgitter, 
bestimmt durch die sämtlichen Schnittpunkte dreier Scharen äqui
distanter paralleler Ebenen, die den Raum in lauter kongruente 
Parallelepipeda II zerlegen 106). Jede dieser Ebenen enthält unendlich 
viele Punkte des Gitters, die ein Netz kongruenter Parallelogramme 
darstellen, und heisst deshalb Netzebene. Desgleichen enthält auch jede 
Ebene, die drei Gitterpunkte verbindet, ein Netz kongruenter Paral
lelogramme und wird demgernäss als Netzebene bezeichnet. Ferner 
enthält jede Gerade, die zwei Gitterpunkte verbindet, unendlich viele 
Gitterpunkte in gleichen Abständen. Der Abstand von zwei benach
barten Punkten dieser Punktreihe heisst ihr Parameter. Ausser dem 
Raumgitter betrachten wir noch die sämtlichen eben erwähnten kon
gruenten Parallelepipeda II. Augenscheinlich ist jedes von ihnen von 
der Gesamtheit der übrigen auf gleiche Art umgeben; man sagt des
halb, dass sie eine reguläre Raumteilung bestimmen (Nr. 4:4:). Auch 
erfüllen sie den Raum lückenlos. 

Wird als Deckbewegung des Raumgitters resp. der Raumteilung 
eine solche Bewegung bezeichnet, die jeden Gitterpunkt in einen 
Gitterpunkt, also auch die Parallelepipeda ineinander überführt, so 
giebt es für ein Raumgitter unendlich viele Schiebungen oder Trans
lationen, die Deckbewegungen sind. Übt man nämlich auf ein Parallel
epipedon II diejenige Translation aus, die es in irgend ein anderes 
Parallelepipedon überführt, so gehen alle Parallelepipeda ineinander, 
und das Raumgitter in sich über. Es ist daher jede Translation 
eine Deckbewegung, die nach Länge und Richtung gleich der Ver
bindungslinie zweier Gitterpunkte ist. 

Unter allen diesen Translationen giebt es drei einfachste, nämlich 
diejenigen, die nach Länge und Richtung durch die Kanten von II 
dargestellt werden; wir bezeichnen sie durch r"'' rr;, r: •. 107) Diese 
heissen primitive Translationen 108) des Gitters. Wendet man nämlich 
den im Gebiet der Zusammensetzung der Strecken üblichen Begriff 

106) Die Raumgitter und ihre Eigenschaften werden zuerst von C. F. Gauss, 
Gött. gelehrte Anzeigen 1831, Juli 9. und Journ. f. Math. 20 (1831), p. 318 er
wähnt. Vgl. auch Werke 2 (1863), p. 188. 

107) Die Bezeichnung setzt die Kanten von II als Koordinatenaxen voraus. 
1 08) Weitere Sätze über solche Translationen ergeben sich durch V erall

gemeinerung derjenigen, die man über die Perioden der elliptischen Funktionen 
ableitet (vgl. Encykl. Bd. II B Art. Harkness, Elliptische Funktionen). Z. B. 
giebt es für ein Gitter unendlich viele Tripel primitiver Translationen. Das
selbe Gitter kann also auf mannigfache Art als Schnitt von drei Scharen paralleler 
Ebenen erhalten werden. Das von je drei primitiven Translationen gebildete 
Parallelepipedon hat konstantes Volumen u. s. w. 
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der geometrischen Summe an, so ist jede Translation -r, die zwe1 
Gitterpunkte verbindet, in der Form 

(5) T = m1 ..:., + m2 -r" + m8 ..:, 

darstellbar, wo m11 m2 , m8 irgendwelche positive oder negative ganze 
Zahlen sind. Diese Gleichung besagt, dass die Lagenänderung, die 
durch die Translation -r herbeigeführt wird, mit derjenigen äquivalent 
ist, die durch m1-malige Folge der Translation -rz, m2-malige von T" 

und 'm8-malige von -r, entsteht. 
Es ist klar, dass alle Translationen, die ein Gitter in sich über

führen, eine Gruppe bilden; zu jedem Gitter gehört also eine Trans
lationsgruppe. Es ist aber auch das Umgekehrte der Fall. Geht man 
nämlich von irgend drei Translationen -r.,, -r", -r. aus, die ein Parallel
epipedon II bestimmen und unterwirft dies den sämtlichen durch die 
Gleichung (5) definierten Translationen, so bilden die Ecken aller aus 
ihm hervorgehenden Parallelepipeds dasjenige Raumgitter, dessen drei 
erzeugende Ebenenscharen den Seitenflächen von II parallel sind, und 
sämtliche Translationen, die dies Raumgitter in sich überführen, sind 
mit denen von Gleichung (5) identisch. 

36. Einteilung der Raumgitter nach der Symmetrie. Man 
kann den Raumgittern Symmetrieeigenschaften erteilen, wenn man das 
Parallelepipedon II geeignet wählt, und zwar so, dass es selbst eine 
gewisse Symmetrie besitzt. Wir bezeichnen es als das charakteristische 
Parallelepipedon. Wählt man z. B. IJ als gerade quadratische Säule 
und legt durch die Mitte dieser Säule alle ihre Symmetrieaxen und 
Symmetrieebenen, so sind sie zugleich Symmetrieaxen und Symmetrie
ebenen des Raumgitters; das Gleiche gilt für die Mitte einer jeden 
derartigen Säule und sogar auch für ihre Eckpunkte. 

Die Aufgabe, alle in Bezug auf die Symmetrie zu unterscheidenden 
Raumgitter zu finden 109), führt zu folgenden viersehn Typen. 

1) Die Gitter vom regUlären Typus. Deren giebt es drei Arten. 
Die einfachste besteht aus lauter Würfeln, deren Ecken die Gitter
punkte bilden. Die andern ergeben sich, wenn man noch die Mitten 
der Würfel oder die Mitten der Seitenflächen hinzufügt; das charak
teristische Parallelepipedon ist in beiden Fällen ein Rhomboeder 110). 

109) Diese .Aufgabe wurde zuerst von M. L. Frankenheim behandelt; vgl. die 
Lehre von der Cohäsion, Breslau, 1835, p. 311, und System der Krystalle, Nova 
.Acta Leopoldina 29 (1842), p. 483. Eine zweite elegante Lösung gab .A. Bravais, 
Journ. ec. polyt. 19, Heft 33 (1850), p. 1. Die Lösung von Frankenheim enthält ein 
Versehen, vgl. Anm. 42. V gl. auch L. &hncke, .Ann. Phys. Chem. 132 (1867), p. 75. 

110) Damit ist gemeint, dass alle Flächen von II Rhomben sind; ein regu
läres Rhomboeder ist es nicht. 
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2) Die Gitter vom hexagonalen Typus. Es giebt nur eine Art. 
Das charakteristische Parallelepipedon ist eine gerade rhombische 
Säule; die in eine und dieselbe Ebene fallenden Grundflächen bilden 
ein rhombisches Netz, das zugleich ein Netz von regulären Drei
ecken oder auch von zentrirten regulären Sechsecken darstellt. 

3) Die Gitter vom tetragonalen Typus. Es giebt zwei Arten. Die 
einfachste ist aus quadratischen Säulen aufgebaut, die andere entsteht, 
wenn man noch die Säulenmitten hinzufügt. Für sie ist das charak
teristische Parallelepipedon wieder ein Rhomboeder. 

4) Gitter vom rhomboedrischen Typus. Es giebt nur eine Art, 
das Gitter ist aus regulären Rhomboedern aufgebaut. 

5) Gitter vom t·hombischen Typus. Es giebt vier Arten. Die 
einfachste ist aus lauter rechtwinkligen Parallepipeden aufgebaut. Zwei 
andere entstehen aus ihr, indem man die Mitten der Parallelepipeda 
oder die Mitten ihrer Seitenflächen hinzufügt, und die vierte Art ist 
aus geraden rhombischen Säulen aufgebaut. 

6) Gitter vom monoklinen Typus. Es giebt zwei Arten. Die 
einfachste ist aus geraden Parallelepipeden mit beliebiger Grundfläche 
aufgebaut, die andere entsteht aus ihm durch Hinzufügung der Mitten 
oder auch der Mitten der Seitenflächen 111). Im ersten Falle heisst 
das charakteristische Parallelepipedon eine rhomboidische Säule, im 
zweiten eine klinorhombische Säule. 

7) Gitter vom triklinen Typus, die aus beliebigen Parallelepipeden 
aufgebaut sind. 

Jedem dieser Gitter kommt als spezifische Symmetrie die lwloedrische 
Symmetrie desjenigen Krystallsystems zu, dem sein Name entspricht, 
was man am Aufbau des Gitters unmittelbar erkennt. 

Die Raumgitter zerfallen also ihrer Symmetrie nach in die näm
lichen sieben Klassen, die die empirisch gewonnene Einteihmg der 
Krystalle geliefert hat. Diese bemerkenswerte Thatsache bat den 
Ausgangspunkt der neueren Strukturtheorien abgegeben. Es war 
Bravais, der es verstand, dies zunächst rein geometrische Resultat 
krystallographisch zu verwerten und darauf eine für alle 32 Klassen 
gleichmässig angelegte molekulare Theorie zu gründen. 

3 7. Die Bravais'sche Theorie. R. J. Raüy '12) ging von der Vor
stellung aus, dass die kleinsten individuellen Teile der Krystalle 
(molecules integrantes) eine :B'orm haben, die durch ihre Hauptspaltungs-

111) Dies Gitter ist bei F!"ankenheim doppelt gezählt; vgl. Anm. 40. 
112) Essai d'une theorie sur la structure des cristaux, Paris 1784, sowie 

Traite de mineralogie, Paris 1801. 
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ebenen bestimmt wird, und sich mit ihren Flächen lückenlos an ein
ander schliessen m). Diese Formen waren entweder parallelepidedisch 
oder tetraedrisch oder prismatisch. In den beiden letzten Fällen 
lassen sie sich gernäss der Annahme Haüy's aber gleichfalls zu Gruppen 
zusammensehliessen, die ein Parallelepipedon bilden, und zwar so, dass 
ihre Schwerpunkte ein Raumgitter bilden. Er dachte sich nämlich 
die parallelepipedischen Bausteine schichtenweise in der Art gelagert, 
dass der Rand einer jeden Schicht gegen die benachbarte (z. B. die 
untere) um einen, zwei oder mehr Bausteine zurückbleibt (molecules 
soustractives). Annäherungsweise bilden dann diese Schichten von 
parallelepipedischen Bausteinen gewisse Pyramiden, deren Flächen 
geometrisch durch die äusseren Kanten der Bausteip.e der einzelnen 
Schichten definiert sind, und die so definierten Pyramidenflächen 
liefern nach Haüy die Krystallfläehen. 

Die Idee, dass die Schwerpunkte von Haüy's Molekeln ein Baum
gitter darstellen, wurde in präziser Form allerdings erst von Seeber 114) 

und Delafosse 115) ausgesprochen. An sie knüpfte Bravais 116) an, der 
von der Einteilung der Gitter nach der Symmetrie ausging und so die 
erste organische Strukturhypothese aufstellte. Seine Theorie läuft 
darauf hinaus, dass die unbegrenzte Krystallmasse aus lauter diskreten 
und kongruenten Molekeln besteht, die gitterartig im Raum verteilt 
sind und sich sämtlich in paralleler Lage befinden. Hat nun die 
Molekel die gleiche Symmetrie, wie das bezügliche Raumgitter, und 
wird sie so in das Gitter eingesetzt, dass ihre Symmetrieaxen und 
Symmetrieebenen mit denen des Gitters übereinstimmen, so wird auch 
das so gebildete Molekelgitter die holoedrische Symmetrie des bezüg
lichen Krystallsystems besitzen. Setzt man ferner in die Gitterpunkte 
Molekeln, deren Symmetrie einer Unterabteilung dieses Krystallsystems 
entspricht, so wird den so konstruierten Molekelgittern gerade die 
Symmetrie dieser Unterabteilung zukommen. In der That geht das 
Molekelgitter in diesem Fall ausser durch die Translationen auch 
durch alle diejenigen Deckoperationen ·in sich übe1·, die eine Molekel 
in sieh überführen, also der bezüglichen Krystallklasse entsprechen. 

Die Verallgemeinerung des Vorstehenden besagt, dass, welcher 
Art auch die Molekeln sein mögen, die man parallel orientiert in die 

113) Er liess allerdings gewisse Ausnahmen zu; vgl. Sohncke, Krystall
struktur, p. 11. 

114) Ann. Phys. Chem. 76 (1824), p. 229, 349. 
115) Memoires presentes par divers savants a I•Acad. roy. de Paris 8 (1843), 

p. 649. 
116) V gl. die in der Litteraturübersicht genannten Schriften. 
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sämtlichen Punkte eines Gitters einsetzt, dem Molekelgitter entweder 
die gesamte Symmetrie des Gitters oder nur ein Teil dieser Symmetrie 
zukommt. Seine Symmetrie ist daher stets mit der Symmetrie einer 
der 32 Krystallklassen identisch. Die Bravais'schen Molekelgitter zer
fallen also rücksichtlich ihrer Symmetrie in die nämlichen 32 Klassen 
wie die Krystalle. 

38. Ableitung der krystallographischen Grundtatsachen aus 
der Bravais'schen Theorie. Die eben genannte Thatsache, der wir 
auch bei den andern Strukturtheorien begegnen werden, bildet unser 
theoretisches Hauptresultat. Das gesamte Symmetriegesetz, insbe
sondere auch der fundamentale Satz, dass Symmetrieaxen nur 2-, 3-, 
4- oder 6zählig sein können, erscheint also als notwendige und prinzi
pielle Folgerung der zu Grunde gelegten Hypothese. 

Dasselbe gilt aber auch von den beiden andern oben (Nr. 26) ge
nannten Grundeigenschaften der Krystallsubstanz, nämlich von der 
Gleichwertigkeit paralleler Richtungen und dem Gesetz der rationalen 
Indices. Die Gleichwertigkeit paralleler Richtungen ist eine unmittel
bare Folge der gitterartigen Struktur. Genau genommen trifft dies 
allerdings nur für diejenigen zu, die irgend zwei Parallelepipeds der 
Raumteilung (Nr. 36) in der gleichen Weise durchdringen. Da aber 
die Dimensionen der Parallelepipeds gleich den Abständen der Krystall
molekeln sind, so ist dies praktisch mit der Gleichwertigkeit aller 
parallelen Richtungen gleichbedeutend 117). 

Um endlich das Gesetz der rationalen Indices abzuleiten, hat man 
von der unmittelbar einleuchtenden Auffassung auszugehen, dass als 
Krystallflächen nur solche Flächen auftreten können, die Netzebenen 
des Gitters sind. Jede derartige_ Ebene ist durch drei Punkte be
stimmt, und diese sind immer Endpunkte dreier von demselben Gitter
punkt ausgehender Translationen. Ihre Koordinaten sind daher ganz
zahlige Vielfache der Translationen -r::e, -r:11 , -r:, (Nr. 36), die bezügliche 
Ebene hat daher rationale Indices 118). Die Indices ergeben sich insbe
sondere als kleine Zahlen, wenn man die weitere Voraussetzung macht, 
dass sich diejenigen Netzebenen im allgemeinen am leichtesten als 

117) Die Konstatierung Ungleichwertiger paralleler Richtungen liegt jenseits 
der Grenzen der Beobachtung. Damit erledigen sich die Bemerkungen von Viola, 
Zeitschr. f. Kryst. 31 (1899), p. 97 u. 34 (1901), p. 353. Sie könnten in gleicher 
Weise gegen jede atomistische Theorie homogener Substanzen gerichtet werden. 

118) Eine Ableitung giebt auch F. Haag, Programm des Gymn. Rottweil 
1887. Auch behandelt er die Aufgabe, auf Grund der Strukturtheorieen die 
Indices aller in einer gegebenen Zone liegenden Flächen zu finden. Zeitschr. 
f. Kryst. 15 (1883), p. 685. 
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Krystallfl.ächen ausbilden, die am dichtesten mit Gitterpunkten be
setzt sind 119). 

Aus dem Umstand, dass jede Netzebene als mögliche Krystall
fl.äche zu betrachten ist, folgt übrigens, dass jede Verbindungslinie 
zweier Gitterpunkte eine mögliche Krystallkante sein kann 120). 

39. Die Bravais'sche Grenzbedingung und die Mallard'sche 
Strukturauffassung. Für den Aufbau eines einzelnen Krystalles aus 
seinen Bausteinen giebt es in der Bravais'schen Theorie noch einigen 
Spielraum. Im allgemeinen hat man für dasselbe Krystallsystem 
mehrere Gitter zur Verfügung 121), andererseits ist die Molekel nur der 
Beschränkung unterworfen, genau die Symmetrie der bezüglichen 
Krystallklasse zu besitzen. Bravais ging nämlich von der Ansicht 
aus, dass die Symmetrie der Molekel diejenige des Gitters mechanisch 
bedingt, so dass das Gitter dem Krystallsystem entspricht, zu dem der 
Krystall gehört 122). Die Molekelsymmetrie darf alsdann nicht unter 
eine gewisse Grenze sinken; sie muss nämlich mit derjenigen einer 
Unterabteilung des bezüglichen Krystallsystems identisch sein. Man 
spricht demgernäss von -einer Grenzbedingung, die die Bravais'sche 
Theorie der Molekel auferlegt. 

Man kann aber auch von der Ansicht Bravais' absehen, zumal 
sie durch besondere Gründe nicht gestützt wird. Dies haben insbe
sondere Mallard 123) und seine Schüler gethan. An und für sich ist 
es nämlich auch möglich, Gitter von symmetrischem Typus mit Mo
lekeln ohne Symmetrie oder von sehr niedriger Symmetrie zu ver
binden, ebenso umgekehrt Molekeln hoher Symmetrie in ein Gitter 
von niedriger Symmetrie einzusetzen. Endlich kann man auch die 
Molekeln so in die Gitterpunkte einsetzen, dass die Symmetrieaxen 
und Symmetrieebenen der Molekel nicht mit denen des Gitters zu
sammenfallen. Wie dem auch sei, so wird jedes so gebildete Molekai
gitter im streng mathematischen Sinn nur diejenigen Symmetrieeigen-

119) f:Jber Netzdichtigkeit vgl. auch E. v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 36 
(1902), p. 209. 

120) Dadurch erledigt sich auch die mehrfach erörterte Frage, ob eine drei
zählige Symmetrieaxe eine Krystallkante sein kann, in positivem Sinne. 

121) L. Wullff hat darauf die Einführung verschiedener Hemiedrien und 
Tetartoedrien gleicher Symmetrie gestützt, Zeitschr. f. Kryst. 13 (1888), p. 474 ff. 
Die Einteilung nach der Symmetrie ist damit allerdings verlassen. V gl. auch 
Blasius, Münch. Ber. 1889, p. 47, sowie Anm. 

122) So heisst es Journ. ec. polyt. 20 (1851), p. 201 ff.: "Polyeder, zu einem 
Krystall zusammentretend, bilden dasjenige Raumgitter, das mit ihnen die 
meisten Symmetrieelemente gemein hat." 

123) Ann. d. mines 10 (1876), p. 60 ff. u. 19 (1881), p. 259. 
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schaften besitzen, die sowohl der Molekel als auch dem Gitter zu
kommen. Es giebt nun aber Krystalle, die man zwar einem System 
niederer Symmetrie zurechnen muss, die sich aber von den Krystallen 
höherer Symmetrie nur wenig unterscheiden (wie die pseudosymrne
trischen) und in ihrem V erhalten denen des höheren Krystallsystems 
sehr nahe kommen. Mallard hat daher pseudoreguläre Krystalle in 
der Weise aufgebaut, dass er in ein reguläres Gitter eine Molekel 
setzt, die nahezu regulär ist, so dass auch das Molekelgitter selbst 
nahezu als eine sich regulär verhaltende Anordnung zu betrachten 
ist. In ähnlicher Weise verfährt auch Walle'rant 124); er benutzt über
dies auch Gitter geringer Symmetrie mit Molekeln hoher Symmetrie, 
um durch sie gewisse physikalische Erscheinungen zu erklären (vgl. 
Nr. 48). 

Die Mallard'schen Modifikationen der Bravais'schen Auffassung 
sind hiermit nicht erschöpft; wir werden ihnen unten (Nr. 41) noch 
einmal begegnen. Ihm und allen denen, die sich ihm in der Struktur
auffassung anschliessen, ist aber das Bestreben gemeinsam, möglichst 
eng an die Bravais'schen Ideen anzuknüpfen und das Gitter als Grund
lage beizubehalten. Ist doch sowohl der Begriff des Gitters, wie auch 
die Symmetrie des mit Molekeln besetzten Gitters der Anschauung 
fast unmittelbar einleuchtend. Thatsächlich führen jedoch auch die 
Mallard'schen Vorstellungen schon teilweise über die Bravais'sche 
Theorie hinaus und liefern Beispiele der allgemeineren Auffassung, 
·clie sich nicht auf gitterartigen Aufbau und parallele Orientierung 
beschränkt, sondern mit dem allgemeinsten Begriff regelmässiger Punkt
systeme und Molekelanordnungen operiert. 

40. Die Verallgemeinerung der Bravais'schen Strukturhypo
these. Es scheint verständlich, wenn sich die mathematischen und die 
krystallographischen Vorstellungen im Gebiete der Strukturtheorien 
nicht völlig decken. Die mathematische Problemstellung muss natur
gemäss nach den allgemeinsten regelmässigen Molekelanordnungen fragen, 
aus denen die Grundgesetze der Krystallsubstanz als unmittelbare Fol
gerungen sich ergeben; der Krystallograph wird bestrebt sein, von 
allen derartigen Anordnungen die einfachsten auszusuchen, und das 
sind unbestreitbar diejenigen, deren Molekeln parallele Lage haben. 

124) Bull. de la soc. min. de l!'rance 27 (1898), p. 625; vgl. auch Becken
kamp, Zeitschr. f. Kryst. 32 (1900), p. 48 u. 34 (1901), p. 596, der allerdings 
meint, dass eine "rhomboedrisch ogdoedrische" Molekel sehr wohl gesetzmässige 
Symmetrie besitze, wenn sie auch nicht durch die bisher üblichen Symmetrie
-elemente definierbar sei! Vgl. auch Anm. 86. 
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Wenn insbesondere Bravais der einzelnen Molekel genau die Sym
metrie zuweist, die der Krystall besitzt, und so die zu erklärende 
Eigenschaft direkt in die kleinsten Teilchen verlegt, so kann dieser 
Grundgedanke sicher an Einfachheit nicht übertroffen werden. Um
gekehrt wird man es aber als einen methodischen Fortschritt betrachten 
können, wenn man im Stande ist 1 für die Erklärung der Symmetrie 
ganz auf die Qualität der Molekel zu verzichten. Vielleicht wird sich 
der Krystallograph zu der Bravais'schen Auffassung, der Mathema
tiker zu der allgemeineren hingezogen fühlen. Übrigens hat die all
gemeinere Auffassung auch unter den Krystallographen Anhänger 
gefunden. Sohncke, dem wir sie in erster Linie verdanken, wies ins
besondere darauf hin, dass in der Bravais'schen Theorie solche An
ordnungen der Molekeln ausgeschlossen sind 1 bei denen ihre Centra 
ebene Netze von lückenlos aneinander liegenden Sechsecken (wie Bienen
zellen) bilden 125). Dazu kommen noch physikalische Erwägungen. Die 
Erscheinungen der Cirkularpolarisation, die man an gewissen Krystallen 
beobachtet, legen es nahe Strukturen in Betracht zu ziehen, bei denen 
die Molekeln eine schraubenförmige Anordnung besitzen, also nicht 
parallel orientiert sein können 126). Zu dieser Auffassung kommt übri
gens auch Mallard; auch er konstruiert für denselben Zweck Molekel
anordnungen schraubenförmiger Art, bei denen die Gitteranordnung ver
lassen ist, und die bereits spezielle Fälle von regelmässigen Molekel
anordnungen allgemeinster Art sind 127). 

Zu diesen Molekelanordnungen kann man übrigens auch so ge
langen, dass man von einem Bravais'schen Molekelgitter ausgeht und 
die in den Gitterpunkten sitzenden symmetrischen Krystallmolekeln 
in N kongruente resp. spiegelbildlich gleiche Bestandteile zerlegt, 
die durch die Deckoperationen der Krylltallklasse in einander über
gehen (Nr. 29). Man kann dies auch so thun, dass diese N Bestand
teile räumlich getrennt sind 128). Wird dies für alle Molekeln eines 
Molekelgitters in gleicher Weise ausgeführt, so werden offenbar seine 
Deckoperationen, also auch seine Symmetrie, nicht geändert. Nichts 

125) Entwickelung einer Theorie der Krystallstruktur, p. 23. 
126) Sohncke zeigt, dass für jede Krystallklasse, in der man optisch drehende 

Krystalle kennt, solche Punktsysteme vorhanden sind, die ihrer Struktur nach 
optisch drehend sein müssen; Zeitschr. f. Kryst. 19 (1891), p. 529 u. 25 (1896), 
p. 529; vgl. auch Barlow, ebenda 27 (1897), p. 468 ff. 

127) Ann. d. mines 10 (1876), p. 181 u. 19 (1881), p. 273. 
128) In dieser Weise hat sich übrigens Bravais seine Molekeln vorgestellt, 

jeder der N Teile kann dann noch aus weiteren physikalischen oder chemischen 
Elementen bestehen. V gl. hierzu auch G. Friedel, Bull. soc. de l'industr. mineral. 
3, 4 (1904). 
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hindert nun, in den N einzelnen Bestandteilen der Molekeln die kon
stituierenden Krystallbausteine zu erblicken. Thut man dies, so ge
langt man zu einem Molekelhaufen allgemeinerer Struktur, bei dem 
die Bausteine nicht mehr sämtlich parallel orientiert sind und der die 
gleiche Krystallsubstanz darzustellen vermag, wie das Molekelgitter, 
von dem wir ausgingen. 

Der prinzipielle Unterschied zwischen den so gebildeten Struk
turen und den Bravais'schen Gittern besteht darin, dass hier die kon
stituierenden Bausteine eine beliebige Form haben können, während 
sie in der Bravais'schen Theorie gewisse Symmetrieeigenschaften be
sitzen müssen. Geht man diesem Gedanken nach, so kommt man zu 
der Forderung, alle Strukturen aufzusuchen, bei denen die Symmetrie 
nur von der Anordnung abhängt und eine besondere Qualität der 
Molekel nicht mehr nötig ist. Eine mit solchen Strukturen operie
rende Theorie kann als reine Strukturtheorie bezeichnet werden. Die 
erste Anregung hierzu ist von Ohr. Wiener 15) und L. Sohncke 76) aus
gegangen. Sie gelangten dazu, indem sie den Begriff der regelmässigen 
Anordmmg dahin ausdehnten, dass sie nur verlangten, jede Molekel, 
resp. der sie geometrisch vertretende Punkt soll von der Gesamtheit aller 
übrigen auf die gleiche .Art umgeben sein. Die Aufsuchung aller der
artigen Punktsysteme, die sich nach allen Seiten unbegrenzt erstrecken, 
ist das allgemeine mathematische Problem (N r. 26), das sich hier ergiebt. 

4:1. Die Deckoperationen und Symmetrieeigenschaften der all
gemeinsten regelmässigen Strukturen. Die eben definierten allge
meinen Punktsysteme sind vollständig durch die Eigenschaft charak
terisiert, dass wenn .A. und B irgend zwei seiner Punkte sind, das 
Punktsystem so Punkt für Punkt mit sich zur Deckung gebracht 
werden kann, dass A auf B fällt. Die Gitter stellen den einfachsten 

Typus dieser Punktsysteme dar. 
Wie in Nr. 29 hat man auch hier t~wei verschiedene Arten von 

Deckoperationen zu unterscheiden. Eine Operation, die einen Molekel
haufen, Molekel für Molekel mit sich zur Deckung bringt, kann wieder 
entweder eine Bewegung oder aber eine Operation zweiter Art sein. 
Im ersten Fall ist der Molekelhaufen sich selbst mehrfach kongruent, 
im zweiten ist er sich selbst auch spiegelbildlich gleich. 

Abgesehen von den Translationen giebt es noch zwei Arten eir1r 
fachster Bewegungen, die einen Molekelhaufen mit sich zur Deckung 
bringen, Drehungen und Schraubungen. Die Schraubungsaxe soll ehen
falls n-t~ählig heissen, wenn ihr Drehungswinkel der nte Teil von 360° 
ist; die zugehörige Gleitungskomponente t hat immer eine solche Länge, 
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dass ihr n-faches eine Decktranslation des Molekelhaufens ist. Auch 
die so definierte Schraubungsaxe muss a]s eine n-zählige Symmetrie
axe des Molekelhaufens angesehen werden, da der Molekelhaufen als all
seitig unbegrenzt angenommen wird (vgl. Nr. 26). Es giebt Fälle, in denen 
Drehungsaxen überhaupt fehlen und nur Schraubenaxen auftreten. 

Von Operationen zweiter Art kann ausser den drei in N r. 29 er
wähnten noch eine Spiegelung an einer Ebene auftreten, die mit einer 
Gleitung längs dieser Ebene verbunden ist. (Ebene gleitender Sym
mef!rie.) Die Gleitung t ist immer die Hälfte einer dem Molekelhaufen 
zukommenden Decktranslation -r. Auch diese Ebene muss als Symmetrie
ebene von ihm betrachtet werden; es kann vorkommen, dass Symmetrie
ebenen ganz fehlen und nur Ebenen gleitender Symmetrie auftreten. 

Ist 15(t) die eben definierte Operation, so ist ®2 = 2t = -r; ist 
ferner ~ die Schraubung um eine n-zählige Axe, so ist ~n = nt = -r. 
In diesen Gleichungen finden die vorstehenden Definitionen ihren mathe
matischen Ausdruck. 

42. Die Bewegungsgruppen und die Gruppen zweiter Art. 
Deckoperationen giebt es bei einem regulären Punktsystem immer 
unendlich viele. Die Zahl der zugehörigen Symmetrieaxen und Sym
metrieebenen ist gleichfalls unendlich gross, und von der Art und 
Verteilung dieser Axen und Ebenen im Raum wird offenbar die Sym
metrieart des Punktsystems resp. des Molekelhaufens abhängen. Die 
genauere Analyse dieser Frage führt wieder auf den Gruppenbegriff. 
Werden nämlich zwei Deckoperationen eines Punktsystems hinter
einander ausgeführt, so stellen sie offenbar wieder eine Deckoperation 
dar; die Deckoperationen besitzen daher Gruppencharakter (Nr. 30), und 
es giebt auch für jedes regelmässige Punktsystem eine ihm zugehörige 
Gruppe von JJeckoperationen. Auch hier besteht der Satz, dass man 
alle Punkte eines regelmässigen Punktsystems erhält, wenn man irgend 
einen Raumpunkt den sämtlichen Operationen der bezüglichen Gruppe 
unterwirft. Die Begriffe des regelmässigen Punktsystems resp. des 
regelmässigen Molekelhaufens und der Gruppe von Deckoperationen 
sind also äquivalent, und die Aufgabe, alle Gattungen regelmässiger 
Molekelhaufen zu finden, ist daher gleichwertig mit der Aufgabe, alle 
räumlichen Gruppen von JJeckoperationen ZU bestimmen. 

Selbstverständlich sind nur solche Raumgruppen krystallographisch 
brauchbar, deren Punktsysteme sich allseitig unbegrenzt erstrecken 
und deren Punkte nicht unendlich nahe aneinander kommen können 199). 

129) D. h. der Abstand zweier Punkte muss oberhalb einer endlichen Grösse 
bleiben, nämlich der Dimension der Molekeln. 
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Die Punkte sind ja Vertreter der Molekeln und je zwei Molekeln 
müssen ausserhalb von einander liegen. 

Alle Punkte, die aus einem Ausgangspunkt durch alle Operationen 
der Gruppe hervorgehen, sollen homologe Punkte heissen. 

Die Bewegungsgruppen, d. h. diejenigen, die nur Bewegungen ent
halten, sind zuerst von C. Jordan 130) abgeleitet worden, später noch
mals von Sohncke 76), der verschiedene Irrtümer der Jordan'schen Re
sultate berichtigte. Solcher Gruppen giebt es 65. 131) Die Gruppen, 
die auch Deckoperationen zweiter Art enthalten, wurden von .A.. Schoen
flies 132) und v. Fedorow 133) bestimmt. Solcher giebt es 165, so dass 
es insgesamt 230 krystallographisch verwendbare Gruppen giebt, d. h. 
solche, die den beiden am Ende der Nr. 41 aufgestellten Bedingungen 
genügen134). Für diese Gruppen und die zu ihnen gehörigen Molekel
hanfen gelten folgende Sätze 1S5). 

1) Jeder zu einer der 230 Gruppen @ gehörige Molekelhaufen 
entsteht, indem man eine beliebige Molekel den sämtlichen Operat-ionen 
der Gruppe unterwirft. 

2) Jede der 230 Gruppen enthält unter ihren Deckoperationen 
unendlich viele Translationen, die eine Gruppe bilden und ein Raum
gitter bestimmen 136). In jedem regelmiissigen Molekelhaufen sind daher 
auch solche Molekeln enthalten, deren Centra ein Gitter bilden. Diese 
Translationsgruppe heisse %. 

3) Jede der 230 Gruppen ist einer der 32 Punktgruppen isomorph, 
worunter folgendes zu verstehen ist. Sei G eine dieser 32 Gruppen 
und @ eine ihr isomorphe Raumgruppe. Enthält dann G irgend eine 
n-zählige Symmetrieaxe a, so giebt es in @ unendlich viele zu a 
parallele n-zählige Symmetrieaxen, die gernäss Nr. 41 Drehungsaxen 
wie Schraubenaxen sein können. Enthält G ferner eine Symmetrie
ebene, so enthält @ unendlich viele ihr parallele Symmetrieebenen, 

130) Ann. di matemat. (2) 2 (1869), p. 167 u. 322. 
131) Bei Sohncke treten noch 66 Gruppen auf, da eine doppelt gezählt ist. 
132) Math. Ann. 28 (1887), p. 319; 29 (1887), p. 50 u. 34 (1889), p. 173. 

133) Symmetrie der regelmässigen Systeme von Figuren, Petersburg 1890 

(russisch). Die Notwendigkeit, auch diese Gruppen in Betracht zu ziehen, wurde 
von Fedorow schon in seiner Gestaltenlehre (1885) betont. 

134) Eine Aufzählung und Beschreibung der Gruppen sowie ihrer Sym
metrieelemente giebt auch Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 23 (1894), p. 1; eine ver
gleichende Zusammenstellung giebt H. Hilton, Centralbl. f. Mineral. 1901, p. 746. 

135) Für diese Sätze vgl. Schoenflies, Krystallsysteme, und H. Hilton, Cristallo
graphy. 

136) Vgl. auch K. Rohn, Ber. d. sächs. Ges. d. Wiss. öl (1899), p. 445 ll. 

Math. Ann. 53 (1900), p. 440. 
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die (Nr. 4:1) auch Ebenen gleitender Symmetrie sein können. Enthält 
G ein Symmetriecentrum, oder eine n-zählige Axe zweiter Art a', so 
enthält @J unendlich viele Symmetriecentren resp. unendlich viele zu 
a' parallele n-zählige Axen zweiter Art. 

4) Dies lässt sich auch so ausdrücken. Seien 

(6) 2, ml, m, ... 
die Operationen von G, an Zahl N, so entsprechen jeder einzelnen 
von ihnen unendlich viele gleichartige Operationen von ®. Ist z. B. 
2 eine Drehung ~(a), so giebt es in @J unendlich viele Drehungen 
oder Schraubungen vom gleichen Winkel um parallele Axen, und zwar 
erhält man alle diese Drehungen oder Schraubungen, indem man irgend 
eine von ihnen mit sämtlichen Translationen, die in @J enthalten sind, 
multipliziert (Nr. 29). Wählt man nun je unter diesen unendlich 
vielen gleichartigen Operationen von @J je eine einselne aus, und sind 

(7) 2', ml', m' ... 
N derartige Operationen, so erhält man dem Vorstehenden gemäss 
alle Operationen von ®, indem man noch jede der Operationen (7) mit 
den sämtlichen Translationen der in @J enthaltenen Translationsgruppe 1: 
multipliziert. 

5) Seim die der Gruppe Gentsprechende symmetrische Bravais'sche 
Molekel, so kann man sie gemäss Nr. 30 so entstehen lassen, dass man 
irgend einen ihrer N Teile den Op3rationan (6) unterwirft. Wenn 
man nun irgend eine Molekel zunächst den Operationen 7) unterwirft, 
so ergiebt sich dadurch gemäss 4) ein Komplex von N Molekeln, 
dessen Individuen zu den N Teilen von m parallel orientiert sind 137). 

Unterwirft man nun diesen Komplex noch den sämtlichen Trans
lationen von 1:, so dass er sich gitterartig im Raum wiederholt, so 
entstehen alsdann gemäss 4) die sämtlichen Molekeln des zu @J gehörigen 
Molekelhanfens. Die Orientierung der Molekeln ist daher für alle 
Gruppen ®, die derselben Punktgruppe G isomorph sind, die gleiche 
und zwar diejenige, die bei der Auflösung eines Molekelgitters in 
einen allgemeineren Molekelhaufen entsteht. 

Da der zu @J gehörige Molekelhaufen so erzeugt werden kann, 
dass man von einem gewissen Komplex von N Molekeln ausgeht und 
ihn allen Translationen von T unterwirft, sagt man auch, dass der 

137) Der Komplex entsteht also immer dadurch aus denN Individuen einer 
symmetri~chen Molekel BraiJais', dass man dieseN Individuen parallel mit sich 
um geeignete kleine Strecken verschiebt. Bei den einfachsten Gruppen GI redu
zieren sich diese Verschiebungen auf Null, und der Komplex ist mit der Molekel 
von Bravais identisch. 
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Molekelhaufen resp. das zugehörige Punktsystem aus N ineinander 
gestellten Gittern besteht. 

6) Die in Nr. 31 abgeleiteten Sätze über Punktgruppen übertragen 
sich auf die räumlichen Gruppen. In jeder Raumgruppe @, die auch 
Operationen zweiter Art enthält, bilden die in sie eingehenden Be
wegungen eine Untergruppe ®', und auch hier können die Deck
operationen zweiter Art von ® so erhalten werden, dass man zu 
ihren Bewegungen noch eine geeignete Operation zweiter Art hinzu
fügt. Der Hauptwert dieses Satzes besteht darin, dass man an ihm 
eine Methode hat, um sämtliche Gruppen @ zweiter Art abzuleiten. 
Um nämlich aus einer der 65 Bewegungsgruppen @' eine Gruppe 
zweiter Art zu erhalten, kann man zu ihr jede Operation zweiter Art 
hinzufügen, die die sämtlichen Axen der Gruppe ®' ineinander über
fdhrt188). 

4:3. Die reine Strukturtheorie. Aus den vorstehenden Gruppen
sätzen ergeben sich für die zu ihnen gehörigen Molekelhaufen die 
folgenden Eigenschaften. 

1) Die Ausgangsmolekeln, aus denen sie gebildet sind, sind durch
aus beliebig. Die konstituierenden Bausteine der Krystallsubstanz 
unterliegen also keinerlei geometrischer oder physikalischer Beschrän
kung. Sie können durchaus asymmetrisch sein 189) und auch selbst 
wieder atomistisch aus einzelnen Teilchen bestehen u. s. w. (V gl. auch 
Nr. 4:o.) 

2) Die in jeder Gruppe @ enthaltene Translationsgruppe i: bewirkt, 
dass der für die Bravais'sche Theorie abgeleitete Satz von der krystallo
graphischen Gleichwertigkeit aller parallelen Richtungen, sowie die Gel
tung des Gesetzes der rationalen Indices auch hier zutrifft. 

3) Aus dem Isomorphismus zwischen der Gruppe ® und der 
Gruppe G folgt, dass dem zu @ gehörigen Molekelhaufen genau die 
Symmetrie der Gruppe G zukommt. Dazu betrachte man die Figur F 
der N gleichwertigen Richtungen der Gruppe G und bezeichne die 
Geraden, die aus einer Richtung g durch die Operationen 2, IDl, ~ •... 
von G hervorgehen, mit g1, Um, g.,, . . . Ist dann g' irgend eine zu g 
parallele Gerade des Raumes, so werden die unendlich vielen Geraden 

138) Diese Methode kann man auch benutzen, um die 65 Bewegungsgruppen 
zu erhalten. Ist IM' eine solche von niederer Symmetrie, so erhält man eine von 
höherer Symmetrie, indem man zu IM' eine .A.xe hinzufügt, die Symmetrieaxe für 
alle .A.xen von IM' ist. 

139) Dies wird neuerdings auch von den Krystallographen mehrfach ge
fordert. Vgl. z. B. Viola, Zeitschr. f. Kryst. 81 (1899), p. 109 und Beckenkamp, 
32 (1900), p. 48. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. llO 
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g,', die aus g' durch die· unendlich vielen Operationen 2' hervorgehen, 
zu g, parallel sein, ebenso alle Geraden Um' zu Um u. s. w. Die zu 
einander krystallographisch gleichwertigen Richtungen des Molekel
haufens sind also genau den N Richtungen der Gruppe G parallel. 

Als Hauptergebnis der Theorie ergiebt sich also auch hier, dass 
die Symmetrie jedes regelmässigen Molekelhaufens einer der 32 Klassen 
entspricht14ll). 

4) Ist @ eine Gruppe zweiter Art, so enthält der zugehörige 
Molekelhaufen zwei .Arten von konstituierenden Molekeln, die einander 
spiegelbildlich gleich sind 141). Jede Deckbewegung von @ führt jede 
Molekel in eine ihr kongruente über, jede Operation zweiter .Art in 
eine solche, die ihr spiegelbildlich gleich ist. Den Krystallen, die in 
enantiomorphen Formen auftreten können, die also zu den 65 Gruppen 
erster Art gehören, entsprechen Molekelhaufen mit nur kongruenten 
Molekeln und zwar ist die eine Form aus Molekeln der einen Art, 
die andere Form aus Molekeln der andern Art aufgebaut 149). 

Es bleibt die Frage offen, welche der 230 Gattungen von Mo
lekelhaufen auch in praktischer Hinsicht brauchbar sind. L. Wulff148) 

hält nur diejenigen für zulässig, in denen je N Molekeln sich zu einer 
natürlichen Einheit zusammenfassen lassen und zwar soll diese natür
liche Einheit wieder ein symmetrischer Komplex sein. Diese Zu
sammenfassung stellt den umgekehrten Prozess dar, durch den wir in 
Nr. 4:8 von dem Bravais'schen Gitter zu den allgemeinen Strukturen 
übergingen, und so sind die Wulff'schen Strukturen mit den Bravais'schen 
Gittern. gleichwertig; geometrisch unterscheiden sie sich von ihnen 
nur in der Bezeichnung und krystallographisch nur in der Frage, was 
man als die Einheit des krystallographischen Aufbaus betrachten will. 

140) Eine Ableitung der 32 Klassen auf Grund der Strukturtheorie giebt 
Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 84 (1901), p. 1. Der analoge Beweis von Viola, ebenda. 
(1902) 36, p. 286 ist irrig. 

141) Die Notwendigkeit, beide Arten von Molekeln zu berücksichtigen, 
wurde zuerst von Fedorow betont in seinen russischen Schriften, vgl. auch 
Zeitschr. f. Kryst 20 (1892), p. 39. Eine eigentliche Beschränkung der Mo
lekelqualität ist hierin übrigens nicht enthalten. Die GleichbtJrechtigung der 
Begriffe kongruent und spiegelbildlich gleich geht durch die ganze Krystallo
graphie, sie muss deshalb auch in den Grundlagen der Theorie notwendig zum 
Ausdruck kommen. Auch führt die Bravais'sche Auffassung, die die Molekel in 
N Elemente auflöstlll8), zu der gleichen Konsequenz. Hierin liegt also keine 
Hypothese, sondern eine mathematische Folge·rung vor. V gl. hierzu Sohncke, 
Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 447 und Schönflies, Zeitsehr. f. phys. Chemie 10 
(1892), p. 617. 

142) Diese Konsequenz trifft übrigens auch fi"ir die Bravais'sche Theorie zu. 
143) Zeitsehr. f. Kryst. 13 (1888), p. 608. 
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44. Reguläre Raumteilungen von gitterartiger Struktur. In 
der Theorie der Raumgitter sahen wir, dass einem Raumgitter eine 
reguläre Raumteilung entspricht, gebildet von den sämtlichen Parallel
epipeden, die das Gitter ausmachen. Sie stellen unendlich viele 
parallel orientierte Polyeder dar, die den Raum regelmässig und lücken
los erfüllen. Dieser Begriff, dessen krystallographische Wichtigkeit 
offenbar ist, lässt sich verallgemeinern; man kann die Aufgabe stellen, 
den Raum in allgemeinster Weise mit kongruenten Polyedern in 
paralleler Lage regelmässig und lückenlos zu erfüllen. In dieser 
Form ist die Aufgabe allerdings noch unbestimmt; bestimmt wird sie 
erst, wenn man die Polyeder als konvex annimmt. 

Die vorstehende Frage hat zuerst E. v. Fedorow gestellt und be
antwortet14'). Es giebt fünf Gattungen solcher Polyeder. Sie haben 
sämtlich einen Mittelpunkt, ihre Flächen paaren sich in kongruente 
parallele Polygone, die selbst parallele Kanten und einen Mittelpunkt 
haben. Fedorow bezeichnet sie deshalb als Paralleloeder (Parallel
:H.ächner ). Sie können 3, 4, 6 und 7 parallele Flächenpaare besitzen, 
und stellen in den einfachsten Fällen einen Würfel, eine gerade sechs
seitige Säule, ein Rhombendodekaeder, einen von vier Sechsecken und 
acht Rhomben begrenzten Körper145), endlich ein Kubooktaeder dar, d. h. 
die Durchdringungsfigur eines Würfels mit einem Oktaeder. Die 
übrigen Polyeder dieser Art entstehen aus ihnen durch affine Änderung. 

Bei jeder Raumteilung, die aus derartigen Polyedern besteht, bilden 
die Centra der Polyeder ein Raumgitter, wie es auch oben für die 
Parallelepipeda der Fall ist. Ferner geht die ganze Raumteilung in 
sich über, d. h. jedes Polyeder in ein anderes, falls man eine diesem 
Gitter zugehörige Translation ausführt. 

4:5. Allgemeinster Begriff der regulären Raumteilung und der 
Fundamentalbereich. Der wichtige Begriff der regulären Raumteilung 
lässt sich auf folgende Art, die auch auf Gitter anwendbar ist, ver
allgemeinem. Man gehe von irgend einem regulären Punktsystem 
aus und lege um alle seine Punkte kongruente Kugeln, die ausserhalb 
von einander liegen, so giebt es zu jedem Punkt einer dieser Kugeln 
in allen andern die homologen (Nr. 42). Dies bleibt bestehen, wenn 
wir die Kugeln wachsen lassen. Dabei werden die Kugeln einander 
allmählich durchdringen, und den ganzen Raum lückenlos ausfüllen. 

144) Gestaltenlehre 1886. V gl. auch Zeitschr. f. Kryst. 26 (1896), p. 115. V gl. 
auch Lord Kelvin, Proc. Lond. Roy. Soc. 55 (1894), p. 1. 

145) Diesen benutzt Fedormv fiir seine krystallographische Theorie nicht; 
vgl. Nr. 4-6 und Anm. 166. 

30"' 
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Auf Grund dieser Vorstellung lässt sich für jeden Punkt, resp. jede 
Kugel ein gewisses Polyeder definieren, das Fundamentalbereich heisst 
und zwar auf folgende Weise. 

Seieu p und p' zwei Punkte des Punktsystems, S und S' die um 
sie gelegten Kugeln und sei S' die resp. eine erste K:ugel, in die die 
Kugel S eindringt. Dann durchdringen sich S und S' in einem 
Kreise k, und es sei E die Ebene dieses Kreises. Wir ersetzen dann 
die Kugeln, für das weitere Wachsturn durch diejenigen Teile, die auf 
der einen resp. der andern Seite von E liegen, dann wird, wenn S 
und S' um p resp. p' wachsen, zwar der Kreis k wachsen, aber so, dass 
die Ebene E sich der Lage nach nicht ändert. Diese Ebene E liefert 
also eine Grenzebene des um p resp. p' sich bildenden Polyeders. Die 
übrigen Grenzebenen werden von den Ebenen gebildet, die sich bei 
der weiteren Durchdringung von S mit andern Nachbarkugeln ergeben. 

Alle sich so um p, p', . . . bildenden Polyeder enthalten in ihrem 
Innem lauter homologe Punkte. Ist nun @ die Raumgruppe, zu der 
das betrachtete Punktsystem gehört, so ist klar, dass alle diese Polyeder 
durch jede Operation von @ mit einander zur Deckung gelangen; sie 
sind entweder sämtlich kongruent oder teils kongruent, teils spiegel
bildlich gleich, je nachdem @ eine Gruppe erster oder zweiter Art 
ist. Diese Polyeder bilden also wieder eine reguläre Baumte't"lung und 
stellen deren FundamentalbereiChe dar 146); wir bezeichnen sie durch cp. 

In jedem Fundamentalbereich cp liegt je eine, die Krystallsubstanz 
bildende Molekel und zwar an homologer Stelle. Dieser Bereich 
bildet also den Spieb·aum, in dem die Molekel an beliebiger Stelle tmd 
von beliebiger Qualität angenommen werden kann; in ihm kann der 
Krystallograph nach Belieben schalten und walten. Die in ihm ent
haltene Substanz stellt daher die kleinste krystallographische Einheit 
des Aufbaues dar 147). 

Der auf die vorstehende Weise sich bildende Fundamentalbereich 
ist immer ein konvexes Polyeder; insbesondere bilden sich für die 
Gitter resp. die Translationsgruppen die soeben in N r. 4:4: abgeleiteten 
Paralleloedertypen. Wir bezeichnen sie in ihrer Bedeutung als Fun
damentalbereiche der Gitter durch CJ>-e· Bei den andern Gruppen @ 

146) Dieser Fundamentalbereich deckt sich im wesentlichen mit dem, was 
Fedorow als Stereoder bezeichnet. 

147) Das Verhä.ltnis der krystallographischen Molekel zur physikalischen 
und chemischen bleibt hier ausser Betracht. "Ober die Form der Molekeln und 
die mit ihnen möglichen dynamisch geschlossenen Gruppen, die rll.umliche Poly
gone sind, hat kürzlich .A. Nold spezielle Hypothesen aufgestellt und nll.her· er
örtert; vgl. Zeitschr. f. Kryst. 40 (1904), p. 13 und 433. 
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kann der Fundamentalbereich rp noch mannigfache Formen annehmen; 
das zu ® gehörige Punktsystem hängt nämlich von der Wahl des 
Ausgangspunktes ab, und dieser ist beliebig wählbar. 

Was den rein geometrischen Begriff des zu einer Gruppe @ ge
hörigen Fundamentalbereichs betrifft, so ist seine allgemeinste Definition 
wesenflieh allgemeiner, als die vorstehende 148). Diese Definition besagt, 
dass das Innere des Bereichs keine zwei' homologen Punkte (Nr. 4:~) 
enthält, aber von jeder Art homologer Punkte mindestens einen, im 
Innern oder auf der Oberfläche 149). Er kann im übrigen beliebig be
grenzt sein, geradflächig und krummflächig 150), konkav oder konvex, er 
kann auch in mehrere Teile zerfallen, und dies gilt, was auch @ für 
eine Gruppe ist 151). Es gilt sogar auch für die Translationsgruppen. 
Insbesondere stellen immer N Fundamentalbereiche rp von @, die sich 
aus einem solchen durch die Operationen 7) von Nr. 4:2 ergeben, 
einen Fundamentalbereich fP..: der in @ enthaltenen Translationsgruppe 
dar, und man kann sie immer so wählen, dass sie zusammen ein 
Polyeder bilden, das freilich nicht immer konvex zu sein braucht. 

4:6. Die Strukturauffassung von E. v. Fedorow 152). Fedorow 
legt den von ihm abgeleiteten Parallelfiächnern eine grundlegende Be
deutung für die Struktur der Krystallsubstanz bei, besonders mit Rück
sicht darauf, dass ihrer nur eine sehr beschränkte Zahl existiert. Seine 
Auffassung kann als eine tiefere Ausgestaltung der Ideen von Haüy 
bezeichnet werden 153). Wesentlich für sie sind zwei grundlegende Vor
stellungen. Erstens gebt auch er davon aus, dass die Krystallmolekeln 
parallel orientiert sind; er erblickt insbesondere in seinen konvexen 
Parallelflächnern die natürlichen Einheiten des Krystallaufbaues, und 
nimmt an, dass die Krystallsubstanz eine lückenlose und regel
mässige Wiederholung solcher Bereiche bildet, innerhalb deren sich· 
die Molekeln in ebenfalls paralleler Orientierung befinden. Er be-

148) V gl. Schönflies, Krystallsysteme u. Krystallstruktur, p. 569 :lf. 
149) Die Punkte der Oberfläche paaren sich im allgemeinen zu je zweien, 

die einander homolog sind. 
150) Man erhält solche, wenn man z. B. die Kugeln durch Ellipsoide ersetzt. 

V gl. Lord Kelvin, The molecular tactics of a cristall, Oxford 1894. 
151) Fedorow nahm ursprünglich an, dass dies nur für seine asymmorphen 

Gruppen zutrifft, nnd sah hierin einen der Gründe, die gegen ihre krystallogra
phische Wahrscheinlichkeit sprechen; vgl. z. B. Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), 
p. 65 und 24 (1895), p. 239. Diese Annahme trifft aber dem Obigen gernäss 
nicht zu; sie beruht auf einer irrtümlichen Auffassung der Arbeiten von Schoenflies. 

162) Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 28; 24 (1895), p, 209; 25 (1896), p. 113; 
28 (1898), p. 238; 37 (1903), p. 22; vgl. auch den Schluss von Nr. 37. 

153) V gl. Zeitschr. f. Kryst. 21 (1893), p. 587. 



470 V 7. Th. Liebisch, .A. Schönflies u. 0. Mugge. Krystallographie. 

zeichnet die Bereiche als Molekelsphäre. Er betrachtet sie jedoch nicht 
als die Molekeln selbst oder als deren Wirkungssphäre, sondern als 
Bereiche, die sozusagen die Krystallsubstanz bei der Bildung des Kry
stalles respektiert. Die physikalische Bedeutung des Wortes ist also 
etwas unbestimmt. 

Es sind aber nicht alle Parallelflächner als Molekelsphären zu
lässig. Bei der grossen Bedeutung, die der Begriff der Affinität in 
der geometrischen und physikalischen Krystallographie besitzt, und 
da insbesondere alle Krystallformen mit denen höchster Symmetrie 
affin sind, soll die Molekelsphäre - und dies ist die zweite Grund
vorstellung - immer ein solcher Parallelflächner sein, der aus einem 
höchster Symmetrie durch affine Veränderung hervorgehen kann IM), 
d. h. aus einem Würfel, einer sechsseitigen regulären Säule, dem regu
lären Rhombendodekaeder und dem regulären Kubaoktaeder 155). Diese 
bezeichnet er deshalb als normale Paralleloeder; ich bezeichne sie im 
Folgenden durch <P. Hierzu kommt endlich noch die durch die Er
fahrung geforderte Annahme, dass die Molekeln aus zwei Arten be
stehen, die einander spiegelbildlich gleich sind. 

Im Anschluss hieran hat Fedorow für jede der 230 Gruppen alle 
diejenigen Raumteilungen bestimmt, bei denen die Fundamentalbereiche 
entweder normale Paralleloeder <P sind, oder sich doch zu solchen 
zusammenschliessen lassen, und teilt darnach die Gruppen resp. die 
Strukturen in symmorphe, hemisymmorphe und asymmorphe. Die sym
morphen Strukturen sind mit den Bravais'schen in der Sache iden
tisch; bei ihnen ist nämlich die Zusammenfassung der Fundamental
bereiche (Stereoder) q; in Paralleloeder so möglich, dass diese direkt 
mit den Fundamentalbereichen tp-e der in @ enthaltenen Translations
gruppe, resp. des zugehörigen Gitters identisch sind; ihre Centra sind 
die Gitterpunkte, und es werden sich also im Centrum von (b alle 
für @ resp. für die bezügliche Krystallklasse charakteristischen Sym
metrieelemente schneiden. Die Centra aller Bereiche c[J bilden also 
ein einziges Raumgitter. 

Hemisymmorph nennt Fedorow die Gruppe @ resp. die zugehörige 
Struktur, wenn sich die Fundamentalbereiche q; von @ nur so zu 
Paralleloedem (b zusammenfassen lassen, dass sich in den Centren 
der Paralleloeder nur die Axen der Symmetrie schneiden. Die Sym
metriecentren und Symmetrieebenen fallen hier in die Oberfläche dieser 

154) Fedorow sagt, durch Zug resp. Schiebung. 
156) Ausser diesen konvexen Paralleloedern giebt es nur noch ein anderes 

und zwar einen Zwölfflächner, der von 8 Parallelogrammen und 4 Sechsecken 
begrenzt ist. Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 66. 
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Paralleloeder. Je zwei solche Paralleloeder sind einander spiegel
bildlich gleich, und erst beide zusammen liefern den Fundamental
bereich fP.: der in @ enthaltenen Translationsgruppe, und bilden 
damit einen Raumteil, aus dem durch parallel orientierte Wieder
holung die ganze Raumteilung sich ergiebt. Dieser Bereich ist aber 
selbst kein konvexes Polyeder. Die Centra der Bereiche t1> bilden in 
diesem Fall zwei Raumgitter, von denen jedes das Spiegelbild des 
andern ist; je eines wird von den Centren solcher Paralleloeder t1> 

gebildet, die unter sich kongruent sind. 

Bei den asymmorphen Gruppen lassen sich aus den Fundamental
bereichen cp keine Paralleloeder t1> bilden, durch deren Centra alle für 
die Gruppe charakteristischen Axen gehen. Paralleloederteilungen 
können allerdings auch hier möglich sein, aber die Paralleloeder 
gehen nur durch Drehungen oder Schmubungen in einander über. 
Ihre Centra bilden mehr als zwei Raumgitter. Solche Strukturen 
hält aber Fedorow für nicht wahrscheinlich; sie verstossen gegen 
seine obige Annahme. Er verwirft also alle diejenigen, die nur 
Schraubenaxen enthalten 156), während gerade sie es waren, die Sohncke 
veranlassten, über die Bravais'sche Theorie und die Idee der parallelen 
Orientierung hinauszugehen. 

Ubl"igens ist die Fedorow'sche Vorstellung in sich nicht völlig 
konsequent. Er postuliert einerseits, dass der Krystall sich aus parallel 
orientierten konvexen Paralleloedern aufbaut, andererseits sind die 
beiden Paralleloeder, die bei den hemisymmorphen Systemen zu
sammen den Fundamentalbereich der Translationsgruppe bilden, nicht 
parallel orientiert; erst ihre Verbindung stellt einen Bereich dar, der 
sich in paralleler Lage durch den ganzen Raum wiederholt; dieser 
aber ist nicht mehr konvex. Allerdings lässt sich diese Inkonsequenz 
im Rahmen der Fedorow'schen Vorstellungen nicht vermeiden 157). 

Gernäss dem Vorstehenden ist nach Fedorow für die Struktur der 
Krystallsubstanz nicht allein die Symmetrie sondern auch die Form 
det· bezüglichen Paralleloeder und ihre Teilung in Stereoder 146) charak
teristisch. Die Struktur ist also ausser durch die Symmetrie auch 
durch die Art der Raumteilung bedingt; erkennbar ist sie an der 
Symmetrie, an den Wachstumsrichtungen und den "polymorphen Varia-

156) Hiergegen polemisiert Barlow, Zeitschr. f. Kryst. 27 (1896), p. 449. 
157) Fedorow bezeichnet die Gesamtmolekel auch als zusammengesetztes 

Paralleloeder und sagt, dass hier nur die untergeordneten Molekeln einfache 
Paralleloeder sind; die Paralleloeder "im strengen Sinn des Worts" seien überall 
parallel orientiert. V gl. Zeitschr. f. Kryst. 25 (1896), p. 116. 
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tionen"158). Er gelangt so zu so vielen verschiedenen Strukturarten, als 
es Raumteilungen der eben genannten Art giebt und zwar zu 353 sym
morphen, zu 287 hemisymmorphen und zu 1725 asymmorphen 159). Er 
unterscheidet schliesslich noch ordinäre und extraordinäre. Diese Unter
scheidung kommt nur für symmorphe und hemisymmorphe in Frage; 
extraordinär sind die Strukturen, resp. Raumteilungen, wenn die Paral
leloeder (]), die man aus den Fundamentalbereichen bilden kann, nicht 
so sind, dass alle charakteristischen A.xen durch ihre Centra gehen, 
sondern wenn sie teilweise auf der Oberfläche liegen. Auch diese 
hält Fedorow nicht für krystallographisch wahrscheinlich 160). 

Die Analogie zu Haüy tritt auch in Fedorow's Ansichten über 
Spaltbarkeit zu Tage 161). Die Spaltung soll immer so eintreten, dass 
sich alle Paralleloeder längs der gleichen Flächen von ihren benach
barten trennen; dies kann längs einer, zweier und drei er Flächen ge
schehen. Als Spaltungsebenen treten daher solche auf, die zu den 
Grenzflächen oder Diagonalflächen der Paralleloeder W parallel sind. 

4:7. Die Xugelpackungen. W. Barlow 16ll) ist der erste gewesen, 
der die regehnässigen Kugelpackungen ableitete und sie benutzte, um 
mit ihnen ein Bild gewisser symmetrischer Strukturen zu gewinnen. 
Auch hat er sie bereits in Bezug auf ihre Dichte untersucht. 

Ausführlicher hat sich Lord Kelvin mit derartigen Packungen 
beschäftigt. Seine Vorstellungen beriihren sich mit denjenigen von 
Fedorow, ohne jedoch vorläufig nähere Beziehung zu den Symmetrie
fragen zu besitzen 163). Lord Kelvin geht von der Bravais'schen Theorie 

158) V gl. besonders Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 66, 21 (1893), p. 590. 
159) Zeitschr. f. Kryst. 25 (1896), p. 218. 
160) Die Ansichten Fedorow's laufen darauf hinaus, dass er nicht allein die 

Form der Bereiche, sondern auch ihre Lage zu den .A.xen und Ebenen der 
Gruppe, d. h. also, ihre gegenseitige Lage in Betracht zieht. Es gibt Gruppen, 
die die gleiche .A.xenverteilung enthalten, und zwar in der Weise, dass alle Axen 
bei der einen Gruppe Drehungsaxen, bei der anderen Schraubenaxen sind. Die 
möglichen Paralleloeder sind in beiden Fällen die gleichen, z. B. quadratische 
oder secbeseitige Säulen, sie haben auch gleiche Lage zu den einzelnen .A.xen, 
ihre Lage zueinander ist aber verschieden. Im ersten Falle bilden ihre Grund
flächen horizontale Schichten, im zweiten sind sie schraubenartig gelagert. Nur 
die erste Lagerung hält Fedorow für krystallographisch möglich, die zweite, die 
einer asymmorphen Struktur entspricht, nicht. 

161) Zeitschr. f. Kryst. 20 (18!!2), p. 70. 
162) Nature 1883, Nr. 738, p.186 und 205. Vgl. auch Zeitschr. f. Kryst. 21 

(1893), p. 692 sowie die ausführliche Darstellung in den Proc. Roy. Soc. Dublin 
N. S. 8 (1898), p. 527. 

163) Proceed. Roy. Soc. Edinburgh 16 (1889), p. 693; Proc. Roy. Soc. London 
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aus, hat sie aber so umgebildet, dass er zum Gitter ebenfalls die Be
reiche t'P konstruiert, und in ihnen die Krystallbausteine sieht. Er 
hat insbesondere auch solche regelmässigen Strukturen aufgestellt, bei 
denen die gitterartig angeordneten Bausteine einander in Punkten be
rühren, und geprüft, wann sie die höchste mechanische Stabilität be
sitzen. Die einfachsten Strukturen dieser Art sind die oben erwähnten 
Kugelpackungen 164). Die Centra der Kugeln, die eine und dieselbe 
Kugel berühren, bilden immer eines der vier regulären Paralle1oeder f'P; 
die Zahl dieser Kuge1n kann 6, 8 und 12 betragen. Die am wenigsten 
dichte und stabile Packung ist diejenige, bei der jede Kugel von 6 
andern berührt wird, so dass t'P ein Würfel ist; die dichteste und 
stabilste ist diejenige, bei der es 12 sind, die ein reguläres Rhomben
dodekaeder bestimmen; je 8 Kuge1n treten für die sechsseitige Säule 
und das Kubooktaeder auf165). 

Durch affine Veränderung kann man derartige Packungen aus 
Ellipsoiden erhalten, die sich je nur in einem Punkt berühren; dabei 
gehen die regulären Paralleloeder in diejenigen über, die Fedorow 
als normale (Nr. 4:6) bezeichnet. Man kann also Kuge1n und ge
eignete Ellipsoide so lagern, dass ihre Symmetrie und Struktur mit 
derjenigen eines der 14 Raumgitter, d. h. also mit der Holoedrie 
eines der sieben Krystallsysteme identisch ist 166). 

Die dynamischen Vorstellungen über das molekulare V erhalten 
der Krystallsubstanz, die Lord Kelvin auf Grund dieser Strukturhypo
these ausgebildet hat, beruhen wesentlich darauf, dass die Molekeln 
von anziehenden und abstossenden Kräften bewegt werden, die in 
den Molekelcentren ihren Sitz haben, und deren Intensität von der 
Entfernung abhängt 166). Für manche Erscheinungen benutzt er auch 
die Vorstellung, dass man zwei Molekelsysteme, die der dichtesten 
Packung entsprechen, bei denen also jede Molekel von 12 andern 
rhombendodekaedrisch umgeben ist, in gewisser Weise kombiniert, 
und zwar so, dass jede Molekel des einen Systems von je vieren des 
andern Systems in der Weise umgeben ist, dass diese ein reguläres 
Tetraeder bilden, und jene dessen Mittelpunkt innehatl67). 

55 (1894), p. 1 u. 'l'he Molecular 'l'actics of a Crystal, Oxford 1894. V gl. auch 
Math. u. phys. papers 3, p. 395. 

164) Sie werden auch schon in Fedorow's Gestaltenlehre (1885) erwähnt. 
V gl. auch Zeitschr. f. Kryst. 28 (1897), p. 232. V gl. auch E. Everett, Proc. Lond. 
Math. Soc. (2) 1 (1904), p. 437. 

165) Rein geometrisch sind es beim Kubaoktaeder 14 Kugeln; diese durch
dringen aber einander. Materielle Kugeln giebt es daher nur acht. 

166) Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 414 u. Proc. Roy. Soc. London 54 (1894), p. 59. 

167) Phil. Mag. (6) 4 (1902), p. 139. Vgl. auch ähnliche Vorstellungen in 
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Barlow 168) und im .Anschluss an ihn W. J. Sollas 169) haben die 
Strukturen Lord Kelvin's so verallgemeinert, dass sie auch Kugeln von 
zwei und drei verschiedenen Grössen benutzen, einerseits um mög
lichst dichte Lagerungen herbeizuführen, andererseits um Bilder solcher 
Substanzen zu gewinnen, bei denen man die Molekel (um dem ver
schiedenen Molekularvolumen der einzelnen chemischen Bestandteile 
gerecht zu werden) als aus zwei und drei verschiedenen Atomen 
oder Atomgruppen bestehend betrachten muss. Barlow macht über
dies für ihre Wirkung aufeinander solche Annahmen, dass die Molekeln 
dem Ziel der dichtesten Lagerung zustreben. 

Der Problem der dichtesten Kugelpackungen ist einer mathema
tischen Verallgemeinerung fähig, indem man die Kugeln durch irgend 
welche kongruente konvexe, sich nirgends durchdringende Körper 
ersetzt. Eine erste Lösung desselben, die jedoch nicht fehlerfrei ist, 
gab Lord Ketvin 170). Nach ihm giebt es nur solche Packungen, bei 
denen sich jeder einzelne Körper entweder auf die Oberfläche von 12 
anderen stützt, die ein Rhombendodekaeder bilden, oder aber von 14, 
die ein Kubooktaeder bilden. Eine abschliessende Behandlung ver
dankt man H. Minkowski 171). Er bestimmt, falls der konvexe Körper K 
- den man übrigens als Körper mit Mittelpunkt voraussetzen darf
beliebig gegeben ist, dasjenige aus den Körpermitten bestehende Gitter, 
das für ihn die dichteste Lagerung bewirkt; er findet insbesondere, 
dass dieses auf drei verschiedene typische Arten möglich ist; darunter 
eine, die Lord Kelvin entgangen ist 172). Es bleibt noch die Frage, 
ob, wenn der Ausgangskörper symmetrisch ist, auch das zugehörige 
Raumgitter symmetrisch ist, und zwar so, dass auch das Molekelgitter 

3 (1902), p. 257. Dies stimmt mit gewissen analogen Resultaten über isomorphe 
Körper überein. Die Cauchy'sche Molekulartheorie, die mit Centralkräften zwischen 
punktuellen Molekeln operiert, führt im Gebiet der Elastizitätstheorie zu einer 
unrichtigen Gleichung zwischen den beiden Elastizitätskonstanten. Dies wird 
durch den Poisson'schen Ansatz, der den Molekeln ihre Körperform lässt, und 
demgemäss mit Kräften und Kräftepaaren operiert, vermieden. Vgl. auch die 
ausführliche Darstellung von W. Voigt, Abhandl. d. Gött. Ges. d. Wiss. Bd. 34 
(1887). 

168) Report of the British Assoc. 1891, p. 581 u. Zeitschr. f. Kryst. 29, 
p. 433 (1898). 

169) Proc. Roy. Soc. London 63 (1898), p. 270 u. 67 (1900), p. 495. 
170) The Baltimore Lectures on molecular dynamics, 2. Auß.., London 1904, 

p. 618 ff. 
171) Nachr. d. Gött. Ges. d. Wiss. 1904. 
172) Lord Kelvin geht bei seinem Ansatz von der nicht zutreffenden An

nahme aus, dass bei der dichtesten Lagerung immer vier sich gegenseitig be
rührende Körper auftreten, wie bei den Kugeln. 
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selbst Symmetrie besitzt; insbesondere ob man zu Molekelgittern 
für jede der 32 Symmetrieklassen gelangt. Erst dann würden diese 
Packungen im Sinne der Strukturtheorien der Symmetrie der Kry
stalle entsprechen. Diese :Frage ist bisher nicht untersucht worden. 

Fedwow, der in seiner Gestaltenlehre die Kugelpackungen eben
falls abgeleitet hat, hält die Vorstellung von Lord Kelvin deshalb für 
nicht wahrscheinlich 173), weil die Krystalle nicht die Tendenz zeigten, 
die rhombendodekaedrischen Formen auszubilden, die den dichtesten 
Packungen entsprechen, sondern vielmehr solche Formen, die bei einem 
Minimum der Oberfläche den grössten Inhalt haben, nämlich die 
kubooktaedrischen 17"'). 

4:8. Beziehungen der verschiedenen Strukturtheorien zu ein
ander. L. Sohncke hat in seinen Arbeiten dem Begriff der regel
mässigen Anordnung nicht die in Nr. 4:1 erörterte allgemeine Be
deutung gegeben. Er ging von der beschränkenden Annahme aus, 
dass die Regelmässigkeit in Deckbewegungen resp. in der Kongruenz 
des Molekelhaufens mit sich zum Ausdruck kommt 175) und operiert 
deshalb nur mit Bewegungsgruppen. Die Bewegungsgruppen führen 
jedoch, wenn man die Molekel belieb1:g annimmt, ihrer Natur nach nur 
zu Molekelhaufen mit Axensymmetrie. Dies tritt in Sohncke's ersten 
Arbeiten nicht deutlich hervor, weil er in ihnen nicht mit den Mo
lekelhaufen, sondern mit den Punktsystemen operierte und im Punkt 
gelegentlich nicht den formalen, sondern den wirklichen Vertreter der 
Molekel sah. Punktsysteme, deren Symmetrie über diejenige der be
züglichen Bewegungsgruppe hinausgeht, kann man dann, wenn über
haupt, nur so ableiten, dass man dem konstituierenden Punkt eine 
besondere Lage zu den Axen der Gruppe anweist 176). Die Symmetrie 
der Struktur beruht aber dann nicht ausschliesslich auf der Anord
nung, sondern auch auf der Symmetrie der Molekel, ähnlich wie es 
bei den Bravais'schen Gittern der Fall ist. 

Sohncke hat deshalb, als die Arbeiten von Fedorow und Schönflies 
erschienen waren, seine Theorie etwas erweitert 177). Er meinte, alle 

173) Zeitschr. f. Kryst. 28 (1898), p. 232. 
17 4) V gl. auch Zeitschr. f. Kryst. 27 (1897), p. 43, wo l!'edorow zeigt, dass 

bei gegebenen Volumen mit höherer Symmetrie die Oberfläche kleiner wird. 
175) Entwicklung einer Theorie der Krystallstruktur, p. 28. Es muss auf

fallen, dass Sohncke im Gegensatz hierzu bei der Ermittlung aller regelmässigen 
ebenen Punktsysteme die Regelmässigkeit im Sinne von N r. 4:1 gefasst hat. V gl. 
J. f. Math. 77 (1873), p. 48. 

176) Für die Verwendung der 65 Gruppen zur Erzeugung von Punktsystemen 
bestimmter Symmetrie vgl. L. Wulff, Zeitschr. f. Kryst. 13 (1888), p. 503 ff. 

177) Zeitschr. f. Kryst. 14 (1888), p. 426 u. 25 (1896), p. 529 
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Fälle zu umfassen, wenn n den erzeugenden Raumpunkt durch eine 
Gruppe von n Punkten ersetzt, die nunmehr zusammen die erzeugende 
Molekel versinnbildlichen. Die Einführung dieser n-Punktner hat 
übrigens einen doppelten Zweck. Ein aus einer Raumgruppe abge
leitetes Punktsystem kann nämlich infolge der Symmetrie des Punktes, 
die derjenigen einer Kugel gleich ist, unter Umständen eine höhere 
Symmetrie erhalten, als der bezüglichen Raumgruppe entspricht 178); 
in einem solchen Fall soll der unsymmetrische n-Punktner die Symmetrie 
des Punktsystems negativ beeinflussen. Er soll sie zweitens auch 
positiv beeinflussen, was natürlich nur bei besonderer Wahl der n 
Punkte möglich ist 179). 

Zu diesem Behuf genügt es aber Zwei-Punktner zu verwenden, 
und zwar ist dies für alle diejenigen Krystalle nötig, die einer Gruppe 
zweiter Art entsprechen. Ist nämlich ® irgend eine Gruppe zweiter. 
Art und ®' die in ihr enthaltene Bewegungsgruppe, so hat man 
zu dem Punktsystem, das mit ®' gebildet ist, nur diejenigen Punkte 
hinzuzufügen, die sich aus ihnen durch die in ®' enthaltenen Ope
rationen zweiter Art ergeben. Dabei sind die Punkte von ®' V er
treter von kongruenten Molekeln, die übrigen Punkte vertreten Mo
lekeln, die ihnen spiegelbildlich gleich sind; je zwei von ihnen zu
sammen bilden die erzeugende Molekel im Sinne Sohneke's. Beschränkt 
man also Sohncke's erweiterte Theorie auf den vorstehend genannten 
Fall, so ist sie von der reinen Strukturtheorie geometrisch nur in der 
Bezeichnung unterschieden. Allerdings ist die Frage, wie der zweite 
Raumpunkt anzunehmen ist, gerade die Hauptsache, und ihre volle 
Beantwortung ist nichts anderes als die Ableitung der 165 Gruppen 
zweiter Art. 

Die Beziehung der Bravais'schen Theorie zu den allgemeineren 
Strukturtheorien ist bereits in Nr. 4:0 angedeutet worden. Konstruiert 
man um die Gitterpunkte die Paralleloeder (/), so enthält jedes von 
ihnen je eine Bravais'sche Molekel. Löst man die Bravais'schen Mo
lekeln in ihre N gleichartigen Bestandteile auf, so liegen diese N 
Bestandteile symmetrisch um die Gitterpunkte herum und man kann 
(/) in N einander teils kongruente, teils spiegelbildliche Teile zerlegen, 
so dass jeder dieser Teile einen dieser Bestandteile einschliesst. Jeder 
dieser Teile stellt überdies einen Fundamentalbereich rp derjenigen 

178) Ein einfaches Beispiel liefert die cyklische Gruppe o ... die zu nEcken 
eines regulären n-Ecks als zugehörigem Punktsystem führt. Dieses Punktsystem 
gestattet stets auch Timwendungen um die Symmetrieaxen des Polygons. 

179) Einzelne Systeme obiger Struktur gab bereits 1. Haag an, Programm 
d. Gymn. Rottweil, 1887. 
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Gruppe @ dar, die den allgemeineren Molekelhaufen in sich überführt, 
der durch Auflösung jeder Bravais'schen Molekel in ihre N Bestand
teile entstanden ist. 

Ist dagegen @ irgend eine andere Raumgruppe, so existiert zwar 
für sie (Nr. 4:2) immer noch eine Gruppe von Translationen und 
man kann zu ihr resp. um die Gitterpunkte immer noch die Funda
mentalbereiche tP des Gitters konstruieren. Auch jetzt noch liegen in 
jedem t/.J die N Punkte, die den N Molekeln entsprechen, aber sie 
liegen ni~ht mehr symmetrisch gegen die Mittelpunkte von tP, son
dern haben allgemeinere Lage. Demgernäss bilden auch die zu ihnen 
gehörigen N Fundamentalbereiche rp nicht mehr das konvexe Paral
leloeder ti.J, sondern ein komplizierteres konkav-konvexes Paralleloeder, 
das ebenfalls ein Fundamentalbereich rp." des Gitters ist; und dieses 
Paralleloeder füllt ebenfalls in gleicher Orientierung lückenlos den 
Raum aus. Man hat also auch hier lauter parallel orientierte Molekel
komplexe 180). 

Für die Anschauung ist es einfacher, auch in diesen Fällen von 
den Bereichen t/.J und ihrer .Anordnung auszugehen, in jeden von 
ihnen die N Molekeln hineinzusetzen 181) und mit N in einander stehen
den Gittern zu operieren (Nr. 4:2). Man darf aber nicht vergessen, 
dass eine beliebige Wahl dieser N Molekeln in tP die Symmetrie der 
Struktur nicht verbürgt, und dass dies nur dann der Fall ist, wenn 
ihre Lage eine solche ist, wie sie einer der 230 Gruppen @ ent
spricht 182). 

Um endlich die Fedorow'schen Strukturen in dieser Hinsicht zu 
charakterisieren, ist zunächst folgendes zu bemerken. Man kann die 
ganz allgemeine Frage stellen, wie man überhaupt die Krystallsym
metrie zerlegen kann, so dass ein Teil durch die Molekelsymmetrie 
repräsentiert wird; während der andere Teil in der .Anordnung, also 
der eigentlichen Struktur zum Ausdruck kommt. Die mathematische 
Erörterung dieser Frage führt zu folgendem Resultat 183). Ist @ 

irgend eine der 230 Raumgruppen, so kann es vorkommen, dass 

180) Es kann hier nicht erörtert werden, ob es krystallographisch zweck
mässiger ist, die Molekeln oder die Molekelkomplexe als die individuellen Ein
heiten aufzufassen. 

181) In dieser Weise hat Mallard die von ihm benutzten allgemeinen Struk
turen konstruiert; vgl. Anm. 57. 

182) Die Krystallographen haben hierauf nicht immer Rücksicht genommen; 
vgl. Mallard a. a. 0. u. Lord Kelvin a. a. 0. 

183) Schönflies, Krystallsysteme, p. 601 und Nacbr. d. Götting. Ges. d. Wiss. 
1890, p. 239. 
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@ eine der 32 Punktgruppen als Untergruppe enthält; sie sei G'. Es 
giebt dann unendlich viele Punkte des Raumes, durch die alle für 
G' charakteristischen Symmetrieelemente hindurchgehen; um diese 
Punkte herum ordnen sich die Fundamentalbereiche zu symmetrischen 
Polyedern P zusammen, die die Symmetrie der Gruppe G' besitzen, 
und die sich ebenfalls lückenlos durch den Raum fortsetzen. Man 
könnte daher auch in diesen Polyedern P, resp. in den in ihnen ent
haltenen Molekelkomplexen, deren Symmetrie der Gruppe G' ent
spricht, die Einheit des Aufbaues erblicken. 

Die Strukturen, die Fedorow allein als krystallographisch wahr
scheinlich hält, sind nun dadurch definirbar, dass bei ihnen die Gruppe 
G' entweder geradezu diejenige Gruppe G ist, die mit @ isomorph 
ist, oder diejenige Untergruppe von G, die aus allen Bewegungen von 
G besteht. Dem ersten Fall entsprechen die symmorphen Systeme, 
dem zweiten Fall die hemisymmorphen. Im ersten Fall ist also wie 
bei Bravais die Symmetrie der Krystallmolekel mit der spezifischen 
Krystallsymmetrie identisch; im zweiten zerfällt der Krystall in zwei 
Arten spiegelbildlich gleicher Molekeln, deren Axensymmetrie mit der 
spezifischen Krystallsymmetrie übereinstimmt und deren Oentra zwei 
Raumgitter bilden. Dies sind diejenigen Strukturen, die Fedorow zu 
den Bravais'schen hinzufügt. Eine weitere Eigenschaft der Fedo~ 

row'schen Vorstellungen ist dann noch die für ihn charakteristische 
Bevorzugung der vier obengenannten Parallelfl.ächner und ihre Be
deutung für die Ausbildung der Krystallfl.ächen. 

ü. Zur Prüfuug der Strukturtheorien an der Erfahrung. 
Von 0. Mügge in Königsberg. 

4:9. Einleitung. Nachdem die 32 Symmetrieklassen der end
lichen Figuren bekannt geworden waren, sind mit Hilfe von Winkel~ 
messungen und Beobachtung der Ätzfiguren, des pyroelektrischen 
Verhaltens, Untersuchung auf Zirkularpolarisation u. a. unter den 
natürlichen und künstlichen Krystallen Vertreter von 29 jener Klassen 
aufgefunden, während von drei Klassen (tetragonal- sphenoidische 
Tetartoedrie; hexagonal-trigonale Hemiedrie 184) und Tetartoedrie) solche 
bisher nicht oder nicht mit Sicherheit bekannt geworden sind. Die
jenigen Elemente dagegen, welche geeignet wären für Krystalle der
selben Symmetrieklasse G die jedem einzelnen zukommende Raum~ 

184) Hierher gehört nach den Untersuchungen von H. Dufet (Bull. soc. fran9. 
de min. 9 (1886), p. 36) das zweibasische Silberorthophosphat. 
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klasse @ zu bestimmen, nämlich die Zahl der Arten der parallel den
selben Richtungen verlaufenden Axen und Ebenen der einfachen und 
zusammengesetzten Symmetrie und die Grösse der Deckschiebungen, 
sind bisher in keinem Falle vollständig und unzweifelhaft bekannt, 
vielmehr nur z. T. und mit einiger Wahrscheinlichkeit und auch dies 
nur für wenige Krystalle ermittelt. Auch nach Bestimmung der Raum
gruppe würde zur vollständigen Kenntnis der Struktur noch erforder
lich sein die Fixierung der Lage der Kristallmoleküle zum Axen
system der Gruppe bezw. zum Fundamentalbereich (vgl. Schoenflies 
Nr. 20) wie die Bestimmung von Form und Beschaffenheit der Mole
küle185), Aufgaben, deren Lösung noch kaum in Angriff genommen ist. 

50. Formen der Krystalle. Vielfache V ersuche sind gemacht 
worden, aus der Art und Grösse der auftretenden Formen wenigstens 
die Art des Raumgitters, d. h. das primitive Tripel der drei kleinsten 
Deckschiebungen festzustellen. Aus dem Umstande, dass Flächen mit 
komplizierten Indizes nur selten auftreten, solche aber nur sehr dünn 
mit N atzpunkten besetzt sein würden 186), hat man geschlossen, dass 
an jedem Krystall diejenigen Flächen vorherrschen werden, welche 
am dichtesten mit Teilchen besetzt sind 187). Damit steht in guter 
Übereinstimmung, dass, wie zuerst P. Curie 188) dargelegt hat, an einem 
Krystall ceteris paribus diejenigen Flächen zur Ausbildung gelangen 
werden, für welche die Oberflächenspannung im Kontakt mit der 
Mutterlauge ein Minimum ist, was dann eintritt, wenn die Oberfläche 
so dicht wie möglich mit Teilchen besetzt ist 189). Die Anwendung 

185) Schoenflies, Krystallsyst. u. Krystallstruktur 1891, p. 609. 
186) Da eine jede Ebene eines regelmässigen Punktsystems, welche unend

lich viele Punkte desselben enthält, einer Ebene, welche durch drei Punkte eines 
seiner Raumgitter geht, parallel ist, gilt das Rationalitätsgesetz auch für jede 
solche Ebene (Sohncke, Ann. Phys. Chem. 16 (1882), p. 489). 

187) Schoenflies Nr. 38, Anm. 119. 
188) P. Curie, Bull. soc. fran9. de min. 8 (1885), p. 145. 
189) Nach Mallard (Traite de cristallographie 1 (1879), p. 303) sind die 

inneren Kräfte, die auf einen in seiner Mutterlauge wachsenden Krystall an der 
Oberfläche einwirken, im allgemeinen erheblich grösser als die äusseren, nament
lich von der Lösung ausgehenden. Gleichgewicht zwischen beiden kann nur 
bestehen, wenn erstere hinreichend klein werden, was dann am ehesten eintreten 
soll, wenn die Maschen der Grenzflächen möglichst eng werden. - Für die 
Berechnung der Netzdichten bestimmter Ebenen in den Raumgittern hat Bravais 
(Etudes cristall. in Journ. de l'ec. polyt. 20, Paris 1851, p. 156) Formeln 
entwickelt; die Lage der Punkte in beliebigen Ebenen einiger Sohncke'scher 
Punktsysteme regulärer Symmetrie ist von Fr. Haag untersucht (Zeitschr. f. 
Kryst. 15 (1889), p. 589). Das von Fr. Haag (Die regulären Krystallkörper, Progr. 
Gymn. Rottweil1887) für reguläre Krystallformen berechnete Verhältnis zwischen 
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dieses Grundsatzes wird, abgesehen davon, dass eine quantitative Be
ziehung zwischen Netzdichte und Flächen-Häufigkeit und -Grösse da
durch nicht gegeben ist, durch folgende, z. T. schon von Bravais 190) 

selbst hervorgehobene Umstände sehr erschwert bezw. unmöglich 
gemacht: 

a) Die Indices der Krystallßächen sind nicht immer einfache 
Zahlen 191); auch bei den an den Krystallen vorherrschenden Flächen 
sind sie vielfach nur vicinal zu solchen 19x). 

b) Welche Flächen für Krystalle einer Art als die hetrschenden 
zu betrachten sind, wäre nur durch eine umfangreiche statistische 
Untersuchung aller an allen Krystallen dieser Art bekannten Flächen 
zu ermitteln. Das Resultat einer solchen Untersuchung wäre gleichwohl 
von geringem Gewicht, denn es ist bekannt, wie auch nach P. Ourie's 
Hypothese zu erwarten, dass der Habitus der Krystalle in hohem 
Grade von den Umständen bei ihrer Bildung abhängt, derart, dass 
z. B. bei künstlichen Krystallen durch bestimmte Zusätze zur Mutter
lauge ein vollständiger Wechsel der auftretenden Formen bewirkt 
werden kann, ohne dass die Struktur, soweit sie in den physikalischen 
Eigenschaften zum Ausdruck kommt, eine merkliche Änderung er
fährt19S). 

c) Die Raumgitter sind ihrem Begriffe nach zentrisch-symmetrisch, 
daher Fläche und Gegenfläche gleichartig erscheinen, während dies 
bei Krystallen durchaus nicht allgemein der Fall ist. 

Die schon von Frankenheim 194) und Bravais195) angestellten, dann 

Oberß!tche und Volumen ist ebenfalls von physikalischer Bedeutung, u. a. für 
die absolute Grösse der Krystalle. 

190) Bravais, l. c. 20, p. 168. 
191) Solche mit komplizierteil Indizes sind z. B. beobachtet am Anatas 

(Seligmann, Zeitschr. f. Kryst. 11 (1886), p. 337), am Wolfsbergit (Penfield und 
Frenzel, Amer. Journ. of sc. 4 (4) (1897), p. 27) u. a. 

192) Vgl. M. Schuster, Tschermaks min. u. petr. Mitteil. 6 (1883), p. 397, u. 
6 (1886), p. 301 (Danburit), ferner Miers, London, Phil. Trans. Roy. Soc. 202A 
(1903), p. 469. Danach ändern sich die Indices der Vicinalß.ächen der Alaun
oktaeder w!thrend des Wachstums derselben und zwar bemerkenswerterweise 
nicht stetig, sondern sprungweise. 

193) Z. B. Steinsalz, Alaun. Wird die Formänderung durch Aufnahme von 
Farbstoffen hervorgerufen, so können diese in sonst farblosen Krystallen Pleo
chroismus bewirken (Gaubert, Bull. soc. fran9. de min. 23 (1900), p. 211; 26 (1902), 
p. 223; 28 (1906), p. 180), mit welchem öfter geringe Änderungen der Brech
ungsexponenten Hand in Hand gehen (Dufet, Bull. soc. fran9. de min. 13 (1890), 
p. 271; Blawatsch, Zeitschr. f. Kryst. 27 (1897), p. 606). 

194) System der Krystalle in Leopoldina, Nova Acta Acad. nat. cur. 19 
(1842), p. 471. Die Ordnungen, in welchen dort die bis dahin bekannten natür-
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von Sokncke 190), Mallard 191), v.Fedorow 198), Muthmann 199) und Tutton 200) 

u. a. wiederholten Versuche, die Krystallen bestimmter Art zukom

mende Struktur aus der Art, Häufigkeit und Grösse der auftretenden 

Krystallfiächen zu ermitteln, sind daher alle mit grosser Unsicherheit 

behaftet und haben gerade für die wenigen Krystalle, über deren 

Struktur, wenn man sie als raumgitterartig annimmt, sich etwas 

Sicheres aussagen lässt, meist zu Ergebnissen geführt, welche mit 

den nach anderen, sichereren Methoden gewonnenen in Widerspruch 

stehen. Ebenso können die Betrachtungen von G. Friedel 201), der den 

Zwillingsflächen eine besonders grosse Bedeutung für die Struktur 

zuschreibt, nicht befriedigen. Er geht von der Thatsache aus, dass 

manche Krystalle (sog. mimetische) Zwillingsbildung namentlich nach 

solchen Flächen und Kanten eingehen, welche für ihren Flächen

komplex nahezu, aber im allgemeinen nicht ganz, Symmetrieebenen 

bezw. Symmetrieaxen sind, gewisse Flächen des einen Krystalls daher 

gewissen (im allgemeinen physikalisch ungleichwertigen) des zweiten 

nahezu parallel werden. Schreibt man den Krystallen also Raum

gitterstruktur zu, so wird nahezu in der V erlängerling gewisser Punkt

reihen des einen Gitters über die Grenzfläche beider hinaus eine Punkt· 

reihe des zweiten liegen; dasselbe gilt von den N etzebenen. Friedel 
macht nun die Annahme, dass allgemein dieser Umstand wesentlich 

für das Zustandekommen einer Zwillingsverwachsung sei, dass man 
daher unter den für eine Krystallart möglichen und nach ihrem 

liehen und künstlichen Krystalle zusammengefasst sind, entsprechen je einer 
seiner Strukturarten. 

196) Etudes 1, p. 171-191. Es werden dort als Beispiele für die Raum
gitter einzelne Minerale namhaft gemacht; Br. giebt aber keine eingehende Be

gründung, sondern empfiehlt seine Annahmen mehr den Beobachtungen der 
Mineralogen. 

196) Namentlich Zeitschr. f. Kryst. 13 (1888), p. 230. 

197) Traite de crist. 1, cap. XVI, 1879. 

198) Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 74. Die hier für die als Metaleucit 
und Metaboracit bezeichneten Modifikationen des Leucit bezw. Boracit ange

gebenen Strukturen sind mit ihrem optischen Verhalten in Widerspruch; auch 

ist nicht ersichtlich, worauf sich die Annahme dieser Strukturen und der für 

Perowskit angenommenen gründet. 
199) Zeitschr. f. Kryst. 22 (1894), p. 620. Die dort für das Monokalium

phosphat und Verwandte zum Zweck der Berechnung des sog. topischen Axen

verhältnisses angenommene Struktur erscheint sehr unsicher, abgesehen davon, 

dass die an·genommene Symmetrieklasse sich als nicht richtig erwiesen hat. 

200) Zeitschr. f. Kryst. 24 (1896), p. 26. 

201) Etudes sur les groupements cristallins (Bull. soc. de l'industrie minerale 

(4) 3 u. 4, Saint-Etienne 1904). 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 31 
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Habitus wahrscheinlichen Gittern dasjenige wählen müsse, bei welchem 
möglichst viele Punktreihen des einen Gitters und möglichst nahe in 
die Verlängerung des damit verzwillingten fallen. Abgesehen davon 
aber, dass das Gitter eines Krystalls so nicht eindeutig zu bestimmen 
ist, muss es sehr zweifelhaft erscheinen, ob die Annahme Friedel's 
allgemein berechtigt ist. In Wirklichkeit ist z. B. das nach diesem 
Gesichtspunkte für ein mimetisches Mineral, nämlich Aragonit, an
genommene Raumgitter mit den einfachen Schiebungen desselben 
nicht verträglich ( vgl. S. 489 u. Anmerkung 226). 

Nach v. Fedorow 202) entsprechen die "Wachstumsrichtungen" eines 
Krystalls den Flächen seiner Paralleloeder, welche die Form der Mole
külsphäre für ihn vorstellen. Zu einer jeden Fläche des Parallelo
eders gehört eine (dazu im allgemeinen nicht senkrechte) Wachstums
richtung, deren Indices bei geeigneter Orientierung die gleichen sind 
und nur die Werte 0 und 1 annehmen. Die Paralleloeder sind nach 
seinen Beobachtungen über das Wachsturn 208) in allen Fällen die durch 
die kleinste Oberfläche bei gleichem Volumen ausgezeichneten Hepta
paralleloeder. Später 204) ist v. Fedorow durch die Diskussion der In
dices der Flächen von acht flächenreichen regulären Krystallen zu 
dem Schluss geführt, dass sämtlichen regulären Krystallen hexaedrische 
Struktur zugeschrieben werden muss; indessen ist er neuerdings 205) zu 
der Überzeugung gekommen, dass das bis jetzt von ihm "angewandte 
V erfahren nicht imstande ist, auf festem Boden die Strukturart auf
zuklären". 

F. Becke 206) schliesst aus der wichtigen Rolle, welche die Okta
ederflächen bei der Ätzung des Flussspates, und zwar unabhängig von 
der Natur des Ätzmittels spielen, dass ihnen eine besondere struk
turelle Bedeutung zukomme, welche sich vermutlich auch in der 
oktaedrischen Spaltung zeigt und auf eine Verwandtschaft mit einem 
Bravais'schen oktaedrischen Gitter (Würfel mit zentrierten Flächen) 
schliessen lässt. 

202) v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 20 (1892), p. 69. 
203) F.'s Mitteilungen (auch diejenigen in Zeitschr. f. Kryst. 28 (1897), p. 235) 

reichen nicht aus, das Gewicht seiner Beobachtungen zu beurteilen. Er betont, 
dass die Heptaparalleloeder nicht der dichtesten Kugelpackung entsprechen. 

204) v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 36 (1902), p. 223. 
205) v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 40 (1905), p. 530. 

206) F. Becke, Tschermaks min. u. petr. Mitteil. 11 (1890), p. 421. Ähnlich 
H. Baumhauer am Anatas, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 255; er betont mit 
Recht, dass ein Schluss aus Form und Lage der Ätzfiguren auf die Struktur im 
allgemeinen nicht statthaft ist, da beide mit der Natur, Konzentration und Tem
peratur des Ätzmittels veränderlich sind. 
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51. Die Spaltung. Die Fähigkeit der Krystalle, nach ebenen 
Flächen von bestimmter Lage, nicht aber mit annähernd gleicher Voll
kommenheit auch nach den ihnen nächst benachbarten Ebenen spalt
bar zu sein, weist, wie neuerdings u. a. v. Fedorow 201) und nament
lich G. Friedel 208) betont haben, auf sprungweise Änderung der 
Kohäsion und damit auf die Unstetigkeit der Krystallsubstanz hin. 
Sie hat zuerst Torbern Bergman 209), dann Haüy auf die Idee gefiihrt, 
die Krystalle sich aus kleinen Teilchen von der Form der Spaltungs
körper aufgebaut zu denken; diese Teilchen wurden schliesslich von 
Bravais 209) durch diskrete Massenpunkte ersetzt. Er berücksichtigte, 
wie auch schon Frankenheim 210) und später fast alle Autoren, die 
Spaltungsebenen namentlich bei der Aufstellung der Krystalle, indem 
er ihnen die einfachsten Indices beilegte. Diese erscheinen dann in 
den Raumgittern als die am dichtesten besetzten Ebenen, haben 
gleichzeitig den grössten Abstand, und in ihnen ist daher die zur 
Ebene parallele (tangentiale) Kohäsion ein Maximum, die dazu senk
rechte ein Minimum. Im Einklang damit steht in der Tat, dass als~ 

dann auch die meisten und namentlich die häufigsten Krystallflächen 
in der Regel einfache Indices erhalten, dass ferner bei Krystallen mit 
sehr vollkommener monotomer Spaltbarkeit (z. B. glimmerähnliche 
Substanzen) die sonst noch auftretenden Krystallflächen meist steil 
zu der Spaltfläche geneigt sind, was also auf grossen Abstand der 
der Spaltfläche parallelen Netzebenen schliessen lässt; dass endlich bei 
regulären Krystallen, wo das Verhältnis zwischen N atzdichte und Ab
stand der Netzebenen für Flächen von einfachen Indices (wie es die 
Spalt:ßächen regulärer Krystalle stets sind) keine so extremen Werte 
annehmen kann wie in Systemen niederer Symmetrie, auch Beispiele 
so vollkommener Spaltbarkeit wie in letzteren kaum bekannt sind 
und Analoges auch zutrifft beim Vergleich der Vollkommenheit der 
Spaltung nach Flächen prismatischer und pyramidaler einfacher Formen 
mit der nach pinakoidalen. Indessen bemerkte schon Bravais, dass 
die Vollkommenheit der Spaltung nach einer Fläche und die Häufig
keit ihres Vorkommens als Krystall:ßäche keineswegs stets Hand in 
Hand gingen, wie es nach seiner Theorie zu erwarten war. In der 
Tat ist anzunehmen, dass für die Spaltbarkeit beiderseits der Spalt-

207) v. Fedorow, Zeitschr. f. Kryst. 15 (1889), p. 116. 
208) G. Friedel, Bull. soc. fran9. de min. 28 (1905), p. 95. 
209) Litteratur bei Sohncke, Entw. einer Theorie d. Krystallstruktur, 

1879, p. 8. 
210) Frankenheim, Syst. d. Krystalle in Leopoldina, Nova Acta etc. 191 

~18,2), p. '71. 
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ebene dieselben Kräfte in Frage kommen, für die Bildung der Krystall
flächen ganz verschiedene. 

Im Speziellen wäre gegen Bravais' Annahme hinsichtlich der 
Ursache der Vollkommenheit der Spaltung namentlich geltend zu 
machen, dass danach die Vollkommenheit der Spaltung bei allen nach 
derselben Form spaltbaren regulären Krystallen genau di~selbe sein 
müsste, nur undeutlich spaltbare, wie Granat, Analcim, Spinelle etc. 
neben so vollkommen spaltbaren wie Bleiglanz, Zinkblende etc. dürften 
nicht vorkommen; auch müsste die Vollkommenheit der hexaedrischen 
Spaltbarkeit zu der der oktaedrischen und dodekaedrischen allemal in 
einem konstanten Verhältnis stehen, wenn es, wie angenommen, auf 
die Qualität der Moleküle nicht ankäme. Das ist indessen kaum zu
lässig; so ist es denn auch kaum gelungen, durch die Annahme be
stimmter Gitter das Vorkommen vollkommener Spaltbarkeit gleich
zeitig nach verschiedenen Flächen dem Verständnis näher zu bringen 
und die Resultate von Versuchen, aus der Spaltbarkeit auf die Art 
des Gitters zu schliessen, sind z. T. sehr zweifelhaftm), z. T. un
richtig212). 

Wie Sohncke 213) gezeigt hat, fallen in den regelmässigen Punkt
systemen die Bedingungen grössten Abstandes zweier paralleler Nach
barebenen und dichtester Besetzung derselben nicht zusammen, und 
die Vollkommenheit der Spaltung kann auch bei regulären Krystallen 
sehr verschiedene Grade annehmen. Dieser Umstand würde also in 
der Tat regelmässige Punktsysteme zur Erklärung der Spaltbarkeit 
besser geeignet erscheinen lassen als die Raumgitter, indessen fehlt 
es jetzt zugleich an einem Kriterium für die Vollkommenheit der 
Spaltung, weil der Begriff der Netzdichtigkeit wie des Abstandes der 
Spaltebenen zunächst seinen Sinn verliert. Die von Sohncke darüber 
(1. c.) gemachten Annahmen sind im Grunde willkürlich, auch auf 
bestimmte Krystalle nicht anwendbar, da bei keinem über die das 
Punktsystem bestimmenden Konstanten auch nur Vermutungen be
rechtigt sein würden 211). 

211) Vgl. z. B. W. Mu.thmann, Zeitschr. f. Kryst. 15 (1889), p. 73. 

212) So an dem krystallographisch und physikalisch von Tutton so ausser
ordentlich sorgfaltig untersuchten Kaliumsulfat, das nach seinen einfachen Schie
bungen nur ein pseudohexagonales Gitter haben kann (vgl. unt. S. 487, Anm. 226), 
während ihm Tutton (Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 30) auf Grund der Flächen
häufigkeit und Spaltbarkeit ein Gitter nach rechtwinkligen rhombischen ParaJ.
lelopipeden zuweist. 

213) Sohncke, Zeitschr. f. Kryst. 13 (1888), p. 220. 
214) Sohncke's Beispiele (1. c.) sind z. T. wenig glücklich, denn die Spaltbah 
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Während nach der .Annahme Bravais' Spaltbarkeit nach belie
bigen rationalen Flächen, wenn auch mit ungleicher Vollkommenheit, 
miteinander verträglich erscheinen, hält v. Fedorow 215) Spaltbarkeit in 
demselben Krystall nur nach gewissen Ebenen für möglich. Er macht 
die Annahme, dass, wenn Spaltung eintritt, sämtliche Paralleloeder 
des einen Teiles sich nach einem und demselben Gesetze von den_en 
des andern, wenigstens in der nächsten Umgebung des Stosspunktes, 
trennen. Sind z. B. die Paralleloeder Hexaeder und trennen sie sich 
nur nach einer Fläche, so herrscht Spaltbarkeit nach dem Hexaeder, 
trennen sie sich nach zweien, so ist Spaltbarkeit nach dem Rhomben
dodekaeder, bei Trennung nach dreien nach dem Oktaeder vorhanden. 
Da aber die Paralleloeder eines Krystalls im allgemeinen noch mannig
faltige Formen haben können, auch die Umstände, von welchen es 
abhängt, ob Trennung nach 1, 2 oder 3 Flächen desselben gleich
zeitig eintritt, nicht bekannt sind, wird auch bei der v. Fedorow'schen 
Annahme nicht ersichtlich, welche Spaltbarkeiten in demselben Kry
stall miteinander verträglich sind 216). 

52. Translationsverm.ögen. Zur Bestimmung der Deckschiebungen, 
welche für jede Strukturart charakteristisch sind, lassen sich die als 
Translationen 217) bezeichneten Vorgänge bisher nicht verwenden. Sie 
bestehen zwar in Bewegungen ganz gleicher Art wie jene gedachten, 
indem sie keinerlei Änderung in der physikalischen Orientierung der 
verschobenen Teile nach sich ziehen, indessen ist ihr Betrag natur
gemäss stets ein so grosses Vielfaches der kleinsten Deckschiebnng, 
dass auf diese selbst kein Schluss möglich ist. In Einklang mit der 
Raumgitterstruktur steht aber die Rationalität der Translationsrich
tung, und die Thatsache, dass deren Indices stets sehr einfache Zahlen 
sind, lässt analog wie für die Spaltflächen vermuten, dass der Ab
stand der Teilchen längs ihnen besonders klein ist; nicht ersichtlich 
ist aber, weder weshalb nicht auch nach anderen Richtungen von 
einfachen Indices als den beobachteten Translation möglich ist, noch 
weshalb die verschobenen Teile gegenüber den in Ruhe gebliebenen 
längs bestimmten Ebenen, den Translationsebenen, sich abgrenzen, 
noch weshalb Translation zuweilen nur in einem Sinne, nicht auch 

keit des Quarzes ist kaum sicher bekannt, die des Orthoklases nach { 110} ver
mutlich nur eine Absonderung. 

215) v. Fedorow, Zeitschr. f. :KJ:yst. 20 (1892), p. 70. 
216) Auch die Annahmen von Barlow (Zeitschr. f. Kryst. 29 (1898), p. 485), 

u. L-iveing (das. 30 (1899), p. 513) erscheinen willkürlich und geben keine Hand
habe zur Ermittlung der Struktur. 

217) 0. Mügge, Neues Jahrb. f. Min. etc. 1 (1889), p. 145. 



486 V 7. Th. Liebisch, .A. Schönflies u. 0. M-ügge. Krystallographie. 

im entgegengesetzten möglich ist. Letzterer Umstand macht es be
sonders wahrscheinlich, dass auch hier die Form (Qualität) der klein
sten Teilchen von erheblicher Bedeutung ist 218). - Sollas' 219) an die 
Translation des Steinsalzes anknüpfende Vorstellungen über dessen 
Struktur tragen der Thatsache nicht Rechnung, dass die Translationen 
keine Änderungen der physikalischen Orientierung nach sich ziehen. 

53. Einfache Schiebungen. Die den Translationen ähnlichen und 
vielfach auch an Krystallen derselben Art beobachteten einfachen 
Schiebungen nach Gleitflächen sind, wie v. Fedorow 220) gezeigt hat, die 
einzigen mit der Raumgitterstruktur verträglichen mechanisch,en De
formationen der Krystalle, bei welchen dieselben ihrer Art nach un
verändert bleiben, und zwar können dieselben nach v. Fedorow nur 
so erfolgen, dass der deformierte Teil in Zwillingsstellung zum ur
sprünglichen entweder nach einer rationalen Fläche oder nach einer 
rationalen Kante gelangt. Im ersten Falle ist jene rationale Fläche 
die Gleitfläche, und zugleich erfährt dann eine ausserhalb derselben 
liegende rationale Richtung keine .Änderung ihrer physikalischen Be
deutung; im zweiten Falle ist jene Kante die Gleitrichtung, und eine 
ausserhalb ihrer Zone gelegene rationale Fläche ändert dann ihre 
physikalische Bedeutung nicht. 

Dies ist in vollständiger Übereinstimmung mit den von Mügge 221) 

angestellten Beobachtungen an Krystallen aller Systeme, speziell auch 
des triklinen. Nachdem die Theorie dieser Deformationen von Lie
bisch222) unter der Beschränkung behandelt war, dass die Ebene der 
Schiebung eine Symmetrieebene sei, in welchem Falle die Deformation 
am einfachsten durch die beiden dann rationalen Kreisschnittebenen 
des Deformationsellipsoides (vgl. Nr. 24) zu charakterisieren ist, ergab 
sich aus den Beobachtungen von Mügge 223), dass dies im allgemeinen 
nicht der Fall sei, vielmehr zweierlei einfache Schiebungen zu unter
scheiden seien. Er charakterisierte die eine durch die rationale Gleit
fläche und eine ausser ihr gelegene rationale Richtung, die er "Grund
zone" nannte, die andere durch die rationale Schiebungsrichtung und 

218) Auch die (stets mit Translation verknüpften) Unelastischen Biegungen 
und Drillungen haben bisher eine Erklärung aus der Struktur nicht gefunden. 

219) Sollas, Proc. Royal Soc. London 63 (1898), p. 285. 
220) v. Fedorow, Verhandlg. der k. russischen mineralog. Gesellschaft zu 

St. Petersburg 26 (1890), p. 433. 
221) 0. Mügge, Neues Jahrb. f. Mineralogie etc. seit 1883. 
222) Th. Liebisch, Nachr. d. kgl. Ges. d. Wiss. in Göttingen Nr. 15 (1887), 

p. 435, u. Neues Jahrb. f. Min. etc. Beil.-Bd. 6 (1889), p. 105. 
223) 0. Mügge, Neues Jahrb. f. Min. etc. Beil.-Bd. 6 (1889), p. 274. 
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die nicht m ihrer Zone gelegene rationale zweite Kreisschnitt
ebene224). 

Bei einer derartigen Def01:mation wird die physikalische Bedeu
tung der den deformierten Teil des Krystalls begrenzenden Flächen 
und Kanten im allgemeinen eine andere, und unter der Voraussetzung, 
dass eine Netzreihe [hkl], welche in [h'k'l'] übergeht, zugleich eine 
solche V erlä.ngerung oder Verkürzung erfährt, wie sie dem Verhältnis 
der Abstände der Teilchen in den Richtungen [hkl] und [h'k'l'] ent
spricht, dass also die Zahl der Teilchen für eine Strecke von ge
gebener Länge bei der Deformation dieselbe bleibt, sind bestimmte 
Schlüsse auf die Beschaffenheit des Raumgitters möglich 225 ). 

Danach können bei Krystallen des rhombischen Systems mit ein
fachen Schiebungen nach { 110), wenn die zweite Kreisschnittebene 
{ 130} ist, die Teilchen in der Ebene der Schiebung, { 001), nur 
angeordnet sein nach Rhomben, und zwar müssen deren Seiten ent
weder { 110) oder { 130) parallel laufen; das Raumgitter würde also 
gebildet von Säulen oder zentrierten Säulen mit rhombischer Basis 226). 

Die~elbe Anordnung der Teilchen gilt fiir monokline Krystalle, wenn 
sie einfache Schiebungen nach [110] mit { h.3h.l) als zweiter Kreis
schnittsebene eingehen fiir die durch [110] gelegte orthodomatische 
Ebene 227), die Struktur solcher Krystalle entspricht der nach klino
rhombischen Säulen. Analoge Anordnung wie fiir die genannten 

224) Die Vorstellungen von Sir Will. Thomson (Edinburgh, Proc. Roy. Soc. 
1889/90, auch Math. and phys. papers 3 (1890), p. 422) über die einfachen Schie
bungen am Kalkspat beruhen auf der Annahme, dass der Kalkspat sich aus 
Teilchen von der Form abgeplatteter Rotationsellipsoide aufbaut, welche sich 
im allgemeinen nicht nur längs ihres Äquators berühren und deren Drehung 
daher ein vorübergehendes Zusammensacken des Ellipsoidhaufens bewirkt, das 
aber durch eine gleichfalls vorübergehende Deformation der Ellipsoide in drei
axige aufgehoben wird. Danach wäre zu erwarten, dass derartige Deformationen 
bei regulären Krystallen, da deren kleinste Teilchen kugelförmig anzunehmen 
wären, nicht stattfinden könnten. Dem widersprechen die Beobachtungen an 
den Krystallen des Eisens (0. Mügge, Neues Jahrb. f. Min. etc. 2 (1899), p. 67). 

225) 0. Mügge, Neues Jahrb. f. 1\'Iin. etc. Beil.-Bd. 14 (1901), p. 289. 

226) Derartige Deformationen sind besonders häufig bei pseudohexagonalen 
Krystallen (Typus Aragonit), d. h. solchen, welche nach ihren Winkeln und 
ihrem Habitus hexagonaler Symmetrie sich nähern und vielfach bei Temperatur
änderung in wirklich hexagonale (rhomboedrische) sich umwandeln. Die Pseudo
symmetriefiächen, welche meist gleichzeitig Zwillingsflächen sind, fallen mit den 
Kreisschnittebenen zusammen, und die herrschenden Flächen werden meist 
solche von grosser Netzdichte. Je grösser die Annäherung an hexagonale Sym
metrie, desto geringer die Grösse der Schiebung. 

227) Auch für derartige Krystalle gilt die Anm. 226 (Typus Leadhillit). 
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rhombischen Krystalle in { 001} gilt auch für solche tetragonale in 
{ 010}, bei welchen einfache Schiebungen mit den Kreisschnittebenen 
{ 101} und { 301) möglich sind (z. B. Rutil). 

Wenn dagegen die beiden Kreisschnittebenen rhombischer Kry
stalle gleichartige Flächen sind, etwa (110) und (ÜO), so ist die Art 
des Netzes in der Schiebungsebene { 001} zwar nicht zu bestimmen, 
indessen müssen die Teilchen in { 001) jetzt entweder nach den Seiten 
oder den Diagonalen der durch die Kreisschnittebenen bestimmten 
Rhomben angeordnet sein 228). Schiebungen mit zwei gleichartigen 
Kreisschnittebenen gehen auch die regulären Krystalle des Eisens ein, 
und zwar nach (112) und (112); daraus folgt, dass seine Teilchen 
nicht nach Würfeln mit zentrierten Flächen angeordnet sein können. 

Eine vollständige Bestimmung der Struktur eines Krystalls hin
sichtlich der Art des zu Grunde liegenden Raumgitters würde nach 
dem Vorigen für manche Krystalle möglich werden durch die Be
stimmung der Elemente von zweierlei einfachen Schiebungen, und 
zwar müssten dieselben im allgemeinen zueinander weder symmetrisch 
noch reziprok 229), sondern voneinander unabhängig sein. Derartige 
Schiebungen sind bisher nur von Krystallen des Leucit bekannt, und 
zwar dreierlei. Da indessen dabei die Paare der Kreisschnittebenen 
höchstwahrscheinlich 230) jedesmal aus zwei gleichwertigen Flächen, 
nämlich (110) und (llO), (101) und (101), (Oll) und (Oll) bestehen, 
kann nach obigem nicht auf die Art des Raumgitters, sondern nur 
darauf geschlossen werden, dass seine Maschen in der jedesmaligen 
Schil3bungsebene, nämlich { 001}, bezw. { 010}, bezw. { 100} entweder 
den Seiten oder den Diagonalen der durch die obigen Flächenpaare 
bestimmten Rhomben parallel sind. Da je zwei solche Flächen hier 
nahezu aufeinander senkrecht stehen, bedeutet dies, dass das Raum
gitter nahezu ein reguläres ist, was wieder mit dem Habitus der 
Krystalle und ihrer Umwandlung in wahrhaft reguläre bei höherer 
Temperatur in guter Übereinstimmung ist. 

Bei einigen Krystallen lässt sich aus der Bestimmung der ein-

228) Die hierher gehörigen Krystalle sind z. T. pseudotetragonal und es gilt 
Analoges wie in Anm. 226), p. 487. Ähnliche Verhältnisse kehren auch hier wahr
scheinlich bei monoklinen pseudorhombischen und zugleich pseudotetragona.len 
Krysta.llen wieder. 

229) Zwei einfache Schiebungen heissen nach 0. Mügge (Neues Jahrb. f. 
Min. etc. 1 (1894), p. 108) "reziprok", wenn die Gleitfläche und Grundzone der 
einen gleichzeitig zweite Kreisschnittebene bezw. Schiebungsrichtung der an
deren ist. 

230) 0. Mügge, Neues Ja.hrb. f. Min. Beil.- Bd. 14 (1901), p. 286. 
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fachen Schiebungen der Schluss ziehen, dass das nach andern Merk
malen für sie als das wahrscheinlichste angenommene Raumgitter mit 
den Elementen der Schiebung nicht verträglich ist. So ist das von 
G FriedeP31) dem Aragonit zugeschriebene Gitter nach rechtwinkeligen 
Parallelopipeden für ihn nicht möglich; ebensowenig das analoge, 
dem Kaliumsulfat von Tutton 23't) zugewiesene; beiden kann vielmehr 
nur eine der oben (p. 487, Anm. 226) erwähnten pseudohexagonalen 
Strukturen zukommen. 

Auch die Fähigkeit mancher Krystalle (z. B. Diopsid, Chlor- und 
Brombaryum, Rutil) zwillingsgernäss nach zwei verschiedenen Gesetzen 
zu verwachsen, bei deren einem die Zwillingsfläche zugleich Gleit
fläche ist, während die Zwillingsebene (bezw. Zwillingsaxe) des 
zweiten Gesetzes die zweite Kreisschnittebene (bezw. Grundzone) der 
dabei vor sich gehenden einfachen Schiebung ist, steht in Einklang 
damit, dass in jedem Raumgitter, soweit seine geometrischen V er
hältnisse in Frage kommen, stets auch die zu einer Schiebung rezi
proke möglich ist, und diese Zwillingsbildung nach dem zweiten Ge
setze bewirken würde. 

Während so die einfachen Schiebungen geeignet sind, über die 
Form der Raumgitter gewisse Aufschlüsse zu geben, vermögen sie die 
Frage, ob einem Krystall Raumgitter- oder andersartige Struktur zu
kommt, nicht zu entscheiden. 

54:. Zirkularpolarisation. Wie Solincke 233) hervorgehoben hat, ist 
nach seiner Theorie im Gegensatz zur Raumgitterstruktur 234) das Vor
kommen von Krystallen derselben Art in zwei enantiomorphen, struk
turell verschiedenen Modifikationen vorauszusehen, und speziell lässt 
sich danach eine manchen derartigen Krystallen zukommende Eigen
schaft, nämlich die Zirkularpolarisation, dem Verständnis näher bringen, 
indem man dieselben auffasst als Aggregate krystalliner Lamellen 
niederer Symmetrie von analoger Anordnung wie in den Reusch'schen 
Glimmerkombinationen. Er zeigte, dass das Verhalten solcher Kombi
nationen um so mehr mit dem optisch einaxiger zirkularpolarisierender 
Krystalle qualitativ übereinstimmt, je geringer die Dicke der ange-

231) G. Friedel, Etude sur les groupements cristallins, Bull. Soc. de !'Industrie 
minerale (4) 3 u. 4, St. Etienne 1904, Sonderabdruck p. 325. 

232) Tutton, Zeitschr. f. Kryst. 24 (1895), p. 30; 27 (1897), p. 276. 
233) Sohncke, Entw. einer Theorie etc. p. 259, Litt. das. p. 242. 
234) Für trigonal-trapezoedrische Krystalle mit Raumgitterstruktur hat 

Beckenkamp (Zeitschr. f. Kryst. 30 (1899), p. 335) eine auf der Annahme elek
trisch umkreister Moleküle gegründete kinetische Theorie des optischen Drehungs
vermögens entwickelt. 
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wandten Lamellen ist 985). Eine Struktur ähnlich der jener Glimmer
kombinationen ist daher namentlich jenen aktiven optisch-einaxigen 
Krystallen zuzuschreiben, deren Substanz nur im krystallinen, nicht 
auch im amorphen Zustande dreht, und als deren Repräsentant der 
Quarz gelten kann. Unter Berücksichtigung seiner Symmetrie, sowie 
des Umstandes, dass am Quarz vorwiegend rhomboedrische, nicht aber 
pyramidale Gestalten auftreten 1186), kann für seine Struktur nur das 
abwechselnde Dreipunkt-Schraubensystem (Nr.23 seiner Theorie, p.133) 
in Frage kommen. Dieses wird dem von Mallara 287) für den Quarz 
angenommenen gleichartig, wenn seine Doppelpunkte in einfache über
gehen. Man erhält dann je drei, in der Richtung der dreizähligen 
Axe übereinander liegende, um 120° um die Axe gedrehte Moleküle. 
Mallara verlässt damit aber die von ihm selbst angenommene Raum
gitterstruktur 238), da die Moleküle sich nicht mehr in Parallelstellung 
befinden, und während er genötigt ist, jedem einzelnen Molekül eine 
bestimmte, nämlich monokline, Symmetrie zuzuschreiben, kommt in 
der Sohncke'schen Theorie erst dem Aggregat von je vier Teilchen 
monokline Struktur und zwar von der Art schiefer rhombischer 
Säulen zu 289). 

Später zeigte Sohncke 240), dass man sich einen Krystall von der 
Symmetrie des Quarzes auch aufgebaut denken kann aus zweierlei ver
schiedenartigen monoklinen Blättchen, von welchen jedes entsprechend 

236) Sohncke, Math. Ann. 9 (1876), p. 604. 
236) Sohncke, Zeitschr. f. Kryst. 13 (1888), p. 23~. 
237) Mallard, Traite de cristallogr. 2 (1884), p. 313. 
238) Ein Modell mit raumgitterartiger Anordnung der Bausteine, bei welchem 

diese lückenlos aneinanderschliessen, enantiomorph sind und speziell der Sym
metrie des Quarzes auch in piezoelektrischer Hinsicht genügen, hat Lord Kelvin 
erdacht (The molecular tactics of a crystal, Robert Boyle Lecture, Oxford 
1894, p. 64). 

239) .A. 0. GilZ (Zeitschr. f. Kryst. 22 (1894), p. 126) denkt sich das Punkt
paar in der Sohncke'schen .Anordnung; ersetzt durch :ein Molekül SiO! von der 
Gestalt eines regulären: Tetraeders (dessen vier Ecken der Vierwertigkeit des 
Siliciums entsprechen), an welchem die beiden Sauerstoffatome etwa stabförmig 
(ihrer Zweiwertigkeit entsprechend) sich längs zweier auf einander senkrechten 
Kanten befinden. In den einzelnen Bausteinen sind die Siliciumatome dann nur 
seitlich, nicht aber nach unten und oben von Sauerstoffatomen umgeben, und da 
bei der Ätzung durch Flusssäure der chemische Angriff sich vermutlich wesent
lich auf das Silicium, nicht aber auf den Sauerstoff richtet, wäre eine besonders 
starke Ätzung in der Richtung nach der dreizähligen Axe, eine besonders 
schwache in Richtungen senkrecht dazu zu erwarten, was mit der Erfahrung 
übereinstimmt. 

240) Sohncke, Zeitschr. f. Kryst. 19 (1891), p. 630. 
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der Dreizähligkeit der Schraubenaxen in drei Orientierungen vorkommt; 
dass ferner auch in allen andern Symmetrieklassen, in denen optisch 
drehende Krystalle zu jener Zeit bekannt waren, solche Punktsysteme 
vorkommen, die Drehung der Polarisationsebene zur Folge haben 
können. Speziell lassen sich auch einige Punktsysteme von tetrago
naler Symmetrie auffassen als zusammengesetzt aus zwei Arten mo
nokliner Punktgruppen, von welchen je zwei in der Richtung der vier
zähligen Axe auf einander folgende gleichartige um 90°, dagegen zwei 
auf einander folgende ungleichartige nur um 45° um die vierzählige 
Axe gegen einander gedreht sind, also einer Glimmerkombination mit 
45°-Stellung der Blättchen entsprechen 241). Dass derartige Packete, auf
gebaut aus abwechselnd dünneren und dickeren Glimmerblättchen, 
sich den Reusch'schen Glimmerkombination ganz gleich verhalten, da
von hat sich Sohncke durch Experiment und theoretische Untersuchung 
der Lichtbewegung überzeugt; letztere ergiebt speziell bei hinreichend 
dünnen Blättchen in Übereinstimmung mit der Beobachtung die Grösse 
der Drehung als proportional der Dicke des Packetes, nahezu um
gekehrt proportional dem Quadrat der Wellenlänge, dabei unabhängig 
von der Schwingungsrichtung des einfallenden Lichtes 242). 

Regulär-tetartoedrischen Krystallen mit Zirkularpolarisation können 
nach Sohncke zweierlei Punktsysteme mit Schraubenstruktur zuge
schrieben werden, bei welchen die Drehung in den Richtungen der 
drei zweizähligen Axen gleich gross sein muss, während die~ Struk
turen allerdings eine Gleichheit der Drehung in allen Richtungen 
solcher Krystalle, wie_ sie die Beobachtung ergiebt, nicht erwarten 
lassen. 

Unter den Strukturarten rhombischer, monokliner und trikliner 
Krystalle enthält nach Sohncke (1. c. p. 541) keine die Bedingungen 
zur Hervorrufung einer Drehung der Polarisationsebene, da etwa vor
handene Schraubenaxen stets nur zweizählig sind. Falls also Krystalle 

241) Unter den tetragonalen enantiomorphen Punktsystemen mit Schrauben
struktur giebt es noch eines in der hemimorph-tetartoedrischen Klasse (Nr. 26, 
27 der Sohncke'schen Tabelle, p. 175), dessen Krystalle aus (im allgemeinen trik
linen) aber unter 90° gedrehten Blättchen aufgebaut gedacht werden können. 
Das in diese Klasse gehörige weinsaure Antimonylbaryum zeigt in der Tat keine 
Zirkularpolarisation (Sohncke, Zeitschr. f. Kryst. 25 (1896), p. 530). 

242) Eine theoretische Untersuchung der Lichtbewegung in aufeinander
geschichteten Krystalllamellen gab auch Mallard in Explications des pheno
mEmes optiques anomaux etc. Paris 1877 und eine Verallgemeinerung derselben 
auf Packete ungleich dicker Lamellen und mit wechselndem Azimuth ihrer 
Schwingungsrichtungen in Bull. soc. min. de France 4 (1881), p. 71, auch Ann. 
des mines 19 (1881), p. 256, und Traite de crist. 2 (1884), p. 313. 
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dieser Systeme zirkular polarisieren, könnte dies nur im Bau der Mole
küle selbst begründet sein, womit bei einigen Substanzen dieser Art 
in Übereinstimmung ist, dass sie Drehung auch im amorphen Zustande 
zeigen (Zucker, Kali- und Ammoniak-Seignettesalz, d-Methyl-a-Glukosid, 
Weinsäure, Rhamnose); indessen sind neuerdings auch solche bekannt 
geworden, welche in Lösung inaktiv sind (Bittersalz, Natriummono
phosphat NaH2P04.2H20) 243). Hier müsste also die Ursache der 
Drehung doch in der Krystallstruktur gesucht werden, und mehr als 
zweizählige Schraubenaxen erscheinen damit nt"cht mehr als unumgäng
liche Bedingung für das Drehungsvermögen 244). 

55. Schlusswort. Wie aus diesem nur das Wichtigste ent
haltenden Überblick hervorgeht, lassen die bisherigen Erfahrungen, 
abgesehen von der bereits unter B hervorgehobenen Übereinstimmung 
der beobachteten Symmetrieklassen mit den aus der Theorie folgen
den, noch nicht erkennen, wie weit das von den Strukturtheorieen 
entworfene Bild der Krystalle der Wirklichkeit entspricht. Es liegt 
das vielleicht daran, dass die bisher vorzugsweise untersuchten Vor
gänge in Krystallen (l!'ortpflanzung und .Absorption der Lichtstrahlung, 
Leitung von Wärme und Elektrizität, elastische und thermische De
formation u. a.) nicht so unmittelbar von der Struktur abhängig zu 
sein scheinen, wie die bisher weniger genau bekannten Vorgänge des 
Wachstums, der Umwandlung von Krystallen ineinander und überhaupt 
ihrer ~tstehung. Darauf weist wenigstens der Umstand hin, dass 
die Symmetrie der erstgenannten Vorgänge im allgemeinen erheblich 
höher ist, als diejenige der Symmetriegruppe, der ein Krystall nach 
der Gesamtheit seiner Eigenschaften und namentlich nach den Vor
gängen des W achatums angehört. Es kommt daher in den ersteren 
die die Symmetrie bedingende Struktur gewissermassen nur verhüllt 
zum Ausdruck und weitere .Aufklärungen über die Struktur sind des
halb vermutlich am ehesten von Fortschritten in der Erkenntnis der 
zu zweit genannten Vorgänge zu erwarten. 

243) H. Dufet, Soc. fran«;l. de phys. Nr. 213 (1904), p. 1, auch Bull. soc. 
fran9. de min. 27 (1904), p. 162. 

244) v. Fedorow hält die Analogie zwischen schraubenförmig angeordneten 
Krystalllamellen und Krystallstrukturen mit Schraubenaxen überhaupt für irre
führend, vgl. Zeitschr. f. Kryst. 25 (1896), p. 220, und die daselbst angeführte 
.russische Litteratur. 

(Abgeschlossen im Oktober 1905.) 
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1. Grundanschauungen der Ga.stheorie. Die kinetische Theori& 
der Materie nimmt an, dass auch in den für das Auge ruhenden 
Körpern die kleinsten Teilchen in steter unregelmässiger Bewegung 
begriffen sind, und zwar entfernt sich in festen Körpern jedes Teil
chen nur wenig von seiner ursprünglichen Lage (oder Ruhelage), in 
tropfbaren Flüssigkeiten kriechen die Teilchen neben einander vorbei, 
an der Oberfläche eines verdampfenden Körpers aber reissen sie sich 
ganz aus dem Anziehungsbereiche der übrigen los. Falls sich der ver
dampfende Körper in einem grossen und allseitig geschlossenen Raum& 
befindet, füllt sich der letztere mit kleinsten Teilchen (den Molekülen),. 
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welche durchschnittlich so weit von einander entfernt sind, dass sie 
keine merkliche Wirkung auf einander ausüben. Nur wenn sich zwei 
Moleküle zufällig ungewöhnlich nahe kommen, üben sie bemerkbare 
Kräfte auf einander aus, so dass die Bahn eines jeden durch das 
andere wesentlich verändert wird, welchen Vorgang man einen Zu
sammenstoss der beiden Moleküle nennt. Eine detailliertere Schilde
rung dieser Ansichten giebt Clausius 1). 

Da auch die Schwere nur eine ganz unmerkliche Krümmung er
zeugt, so ist die Bahn jedes Moleküles von dem MomE:>nte eines Zu
sammenstosses bis zum Momente des nächsten Zusammenstosses, 
welchen dieses Molekül erleidet, fast genau eine geradlinige, die mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit durchlaufen wird. Die gesamte Bahn 
eines Moleküles während längerer Zeit aber besteht aus ausserordent
lich vielen sehr kleinen derartigen geradlinigen Strecken, welche ein 
Zickzack bilden und im allgemeinen mit verschiedenen Gesch windig
keiten durchlaufen werden 2). 

Unter diesem Bilde denkt sich die kinetische Gastheorie sowohl 
die Dämpfe als auch die Gase. In den Momenten, wo sich zwei 
Moleküle genügend nahe kommen, denkt man sich deren Wechsel
wirkung behufs Erleichterung der Vorstellungen meist genau nach 
den Gesetzen des Stoases vollkommen elastischer Kugeln erfolgen. 
Dies kann mechanisch durch die Vorstellung ersetzt werden, dass die 
Moleküle, so lange die Entfernung ihrer Schwerpunkte grösser als 
eine gewisse gegebene Distanz ist, keine Wirkung zeigen, in dem 
Momente aber, wo dieselbe nur im mindesten kleiner wird, sofort 
eine ausserordentlich grosse (unendliche) in die Richtung der V er
bindungslinie ihrer Schwerpunkte fallende Abstossung auf einander 
ausüben. Letztere Ausdrucksweise ist mathematisch exakter, da man 
die inneren Schwingungen, welche beim Stosse elastischer Kugeln 
durch die Zusammenstösse entstehen mussten, nicht berücksichtigt. 

Man denkt sich die Moleküle aber auch manchesmal allgemeiner 
als materielle Punkte, deren Wirkung erst in sehr kleiner Entfernung 
merklich wird und dann irgend eine passend gewählte Funktion der 
Entfernung ist, oder aus zwei oder mehreren solchen materiellen 

1) Gastheorie, p. 3; Warburg, Festrede, Berlin bei A. Hirschfeld 1901. 
2) Die Wirkung, welche die fortschreitende Bewegung der Gasmoleküle 

vermöge des lJoppler'schen Prinzips auf die Wärme und Lichtstrahlung eines 
Gases ausübt, wurde mehrfach mathematisch untersucht ausser in den älteren, 
von Galitzin, Ann. Phys. Chem. 56 (1895), p. 78 zitierten Arbeiten von Michelson, 
Astroph. Journ. 2 (1895), p. 251 und Rayleigh, London Proc. Roy. Soc. A. 76 
(1905), p. 440. 

32* 
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Punkten zusammengesetzt, welche unter einander durch starke An
:ziehungskrä.fte zusammengehalten werden, oder als ponderable Kerne, 
die von Ätherhüllen umgeben sind. Die Kraft zwischen je zwei Mole
külen wird im Falle, dass diese materielle Punkte sind, manchesmal 
nur als eine ahatossende gedacht (vgl. Nr. 22) oder in den kleinsten 
Entfernungen abstossend in grösseren anziehend oder zwar immer an
ziehend aber so, dass den Molekülen ein elastischer Kern beigelegt 
wird (vgl. Nr. 30). Boltzmann 8) zeigte, dass die Eigenschaften der 
Gase auch erklärt werden können, wenn man den Molekülen nur an
ziehende Kräfte und keine elastischen Kerne beilegt. Er erwähnt 
jedoch nicht, dass dann die quantitative Erklärung der Erscheinungen, 
welche sich bei der V erfiüssigung bieten, auf nahezu unüberwindliche 
.Schwierigkeiten zu stossen scheint. 

Zu erwähnen ist noch die besondere Vorstellung, welche sich, 
einer Idee Lord Kelvin's folgend, J. J. Thomson ') von der Beschaifen
heit der Gasmoleküle macht, indem er sich den Lichtäther unter dem 
Bilde einer inkompressiblen Flüssigkeit und die Gasmoleküle als kleine 
:sich in derselben fortbewegende Wirbelringe denkt. Aus chemischen 
Gründen muss angenommen werden, dass die Moleküle der meisten 
Gase aus zwei oder noch mehr Atomen bestehen müssen. Berück
sichtigt man noch, dass die Gasmoleküle, wie die Spektralanalyse zeigt, 
ohne Ausnahme sehr komplizierter elektromagnetischer Schwingungen 
fähig sein müssen, so sieht man ein, dass alle diese Vorstellungen 
wer die Beschaffenheit der Moleküle nur rohe Bilder der noch gänsli.ek 
unbekannten Natur jener Individuen sind, durch deren zickzackiörmige 
Durcheinanderbewegung in der That so viele Eigenschaften der in 
der Natur gegebenen Gase erklärt werden können. 

Man nennt die Distanz der Schwerpunkte zweier Moleküle, bei 
welcher die bemerkbare Wirkung derselben aufhört, die Wirkungs
distans und eine um den Schwerpunkt eines Moleküles mit diesem 
Radius geschlagene Kugel dessen Wirkungssphäre. Wenn die Summe 
der Wirkungssphären aller Moleküle gegenüber dem Gesamtvolumen 
des Gases verschwindet, so wird dieses als ein ideales bezeichnet. Im 
folgenden ist bis Nr. 29 nur von Abhandlungen die Rede, welche 
sich auf ideale Gase beziehen, und zwar enthalten die Nrn. 2-5, 
welche sich mit der Ableitung des Gasdrucks beschäftigen, auch Sätze, 
bei denen innere Bewegungen der Moleküle nicht ausgeschlossen sind. 
Dagegen beziehen sich die folgenden Nummern durchaus auf Abband-

3) Boltemann, Wien Ber. 891 (1884), p. 714. 
4) J. J. Thomson, London Proc. Roy. Soc. 38, p. 464; 39, p. 23. 
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lungen, welche diese inneren Bewegungen nicht in den Kreis ihrer Be
trachtung ziehen und zwar Nr. 7-21 einschliesslich auf solche, welche 
die Moleküle als elastische Kugeln betrachten, wogegen dieselben in 
den Nrn. 22-26 als Anziehnngszentra angesehen werden. In den 
Nrn. 26-28 wird dann über Abhandlungen referiert, welche sich mit 
der innern Bewegung der Moleküle der Gase beschäftigen, wobei aber 
letztere noch immer als ideale aufgefasst werden, welche Voraus
setzung dann erst in dem weiter folgenden aufgegeben wird. 

A.. Gasdruck. 

2. Einfachste Berechnung des Gasdruckes. Der Druck der 
Gase entsteht nach den Vorstellungen der kinetischen Gastheorie 
durch die Stösse der Moleküle auf die Gefässwände. Die ersten 
neueren Berechnungen desselben wurden geliefert von Herapath 6), 

JoUle 6), Krönig 7), Clausius 8), Jochmann 9). Über ältere Berechnungen 
sowie Entwicklungen von Ansichten, welche der kinetischen Gastheorie 
ähnlich sind, vgl. Olausius 10) und Maxwell 11). 

Denken wir uns ein cylindrisches Gefäss vom Querschnitt q und 
vertikaler .Axe. Dasselbe sei oben von einem Stempel om Gewichte 
P verschlossen, der einzig durch die Stösse der darunter befindlichen 
Moleküle schwebend erhalten werden soll. Es soll sich zunächst eine 
einzige sehr kleine Kugel von der Masse m und dem Durchmesser f1 

mit der Geschwindigkeit c zwischen dem Boden des Cylinders und 
dem Stempel in vertikaler Richtung hin und her bewegen und an 
beiden nach den Gesetzen des vollkommen elastischen Stosses abprallen. 
In demselben Momente, wo sie vom Boden ausgeht, soll der Stempel 
frei zu fallen beginnen. Wenn seine untere Fläche die Entfernung h 
vom Boden hat, so soll er mit der Kugel so zusammenstossen, dass 
sowohl seine Geschwindigkeit als auch die der Kugel gerade um-

5) Mathematical physics etc; by John Herapath, Esq. 2 vols, London, 
Whitaker and Co., and Herapath's Railway jonrnal Office, 1847; .Annals of philo
sophy, New series 1 (1821), p. 273, 340, 401. 

6) Joule, Mem. of the Manchester lit. and phil. society, 2d series 9 (1851), 
p. 107; Phil. mag. (4) 14 (1857), p. 211. 

7) Krönig, .Ann. Phys. Chem. 99 (1856), p. 315. 
8) Clausius, .Ann. Phys. Chem. 100 (1857), p. 353; Phil. mag. (4) 14 (1857), 

p. 108; Ges . .Abh. 2, p. 229. 
9) Jochmann, Osterprogramm des Kölnischen Gymnasiums zn Berlin 1859; 

Zeitschr. f. Math. 1860, p. 24, 96; .Ann. Phys. Chem. 108 (1860), p. 153. 
10) Clausius, Ges . .Abh. 2, p. 230; Gastheorie, p. 2. 
11) Maxwell, Papers 2, p. 28; Phil. Trans. 167; Phil. mag. (4) 35, p. 132. 
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gekehrt wird. Wiederholt sich dieser Prozess beliebig oft, so wird 
in der That der Stempel durch die Stösse der Kugel schwebend er
halten, und man findet leicht, dass dann 

mc2 = P(h- 6) 
sem muss. 

Wenn t1 gegen h verschwindet, reduziert sich dies auf 

(1) mcll= Ph. 

Bewegen sich n Kugeln von verschwindendem Durchmesser statt 
einer in der Axe des Cylinders, welche sich sowohl unter einander 
als auch mit Boden und Stempel in äquidistanten Zeiten vollkommen 
elastisch stossen, so wird 

(2) nmc2= Ph. 

Dieselbe Gleichung gilt auch im Mittel, wenn sich die Kugeln in 
Yerschiedenen zur Axe parallelen Geraden bewegen und die Zeitinter
valle zwischen den Stössen bald etwas kürzer, bald etwas länger sind. 

Joule und Krönig nahmen nun l. c. an, dass, wenn in einem 
Gase die Moleküle nach allen möglichen Richtungen unregelmässig 
herumfliegen der Druck derselbe ist, als ob sich ein Drittel der Mole
küle parallel der Axe, ein anderes Drittel parallel einer darauf senk
rechten und das dritte Drittel parallel einer zu beiden vorhergehenden 
senkrechten Geraden hin- und herbewegen würden. Da dann die 
letzten beiden Drittel nicht stossend auf den Stempel wirken würden, 
so wäre 

~mc2 = Ph 
3 ' 

wenn n die Gesamtzahl der Moleküle im Cylinder ist. 
Setzt man das Volumen q · h des Cylinders gleich V und be-

zeichnet mit p = _"!___ den auf die Flächeneinheit wirkenden Druck des 
q 

Gases, so wird 

(3) n~c2 =pV. 

Ola~~sius betrachtet in seiner ersten Abhandlung l. c. ein Geiäss, 
{}as die Gestalt eines sehr niedrigen geraden Cylinders von der, gegen 
die mittlere Weglänge der Moleküle kleinen, Höhe h hat. Darin be
wegen sich n Moleküle, alle mit derselben Geschwindigkeit c, aber 
gleichmässig nach allen Richtungen im Raume, so dass die Bewegungs
richtungen von v = n sin itd& Molekülen mit der Axe des Cylinders 
einen Winkel bilden, welcher zwischen den Grenzen it und it + dit 
liegt. Diese, zwischen Basis und Decke hin- und herfliegenden, 
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11 Moleküle stossen in der Zeiteinheit '~' c :~s 41-mal auf die Decke des 

Gefässes, wobei ein stoasendes Molekül jedesmal die Bewegungs
grösse mc cos -8- an dieselbe abgiebt und beim Zurückprallen wieder 
von ihr empfängt, so dass alle v Moleküle in der Zeiteinheit der 
Decke des Gefässes die Bewegungsgrösse 

nmc1 -r cos' -& sin -&d-8-

mitteilen. Die gesamte an die Decke abgegebene Bewegungsgrösse 
erhält man durch Integration dieses Ausdruckes bezüglich -8- von 

0 bis ; · Olausius setzt dieselbe gleich dem Gesamtdrucke pq, der 

auf die Decke des Gases wirkt, und erhält so wieder die Formel (3). 
Hierbei sind die Zusammenstösse der Moleküle unter einander und 
der Umstand, dass die Moleküle verschiedene Geschwindigkeiten haben, 
nicht berücksichtigt. 

3. Allgemeinere Ableitung des Gasdruckes. In sehr allgemeiner 
Weise kann das Problem der Berechnung des Gasdruckes auf folgende 
Art gelöst werden ( vgl. Ste(an a), Boltzmann 18), Olausius' Gastheorie 1'), 
sowie die Anmerkung, welche er der in Anm. 8 zitierten Abhandlung 
in den gesammelten Abhandlungen beifügt). 

In einem Gefässe vom Volumen V seien beliebige Gasmoleküle 
vorhanden, zwischen denen sich ein stationärer Bewegungszustand 
herausgebildet hat. Die Summe der Wirkungssphären der Moleküle 
verschwinde gegenüber V. Wir betrachten ein endliches oder un
endi.ich kleines ebenes Stück der Gefässwand vom Flächeninhalte q, 
welches wir den Stempel nennen, und ziehen senkrecht dazu aus dem 
Gefässe heraustretend die Abszissenaxe. Im Gefässe seien ~ Mole
küle (jedes von der Masse m1), deren Schwerpunkte in den Koordi
natenrichtungen die Geschwindigkeitskomponenten ~11 'YJu ~1 haben, 
ebenso n, Moleküle, je mit der Masse m2 und den Schwerpunkts
geschwindigkeitskomponenten ~~ 'YJs, bt u. s. f. im Durchschnitte gleich
förmig verteilt. Von den n1 Molekülen stoesen in der Zeiteinheit 

~; q auf den Stempel. Sie prallen jedenfalls durchschnittlich mit 

der gleichen Geschwindigkeit davon zurück. Bezeichnet daher X 1 die 
Kraft, welche der Stempel während irgendeines Momentes der Wechsel
wirkung auf eines dieser Moleküle in der Abszissenrichtung ausgeübt 

12) Stefan, Wien Ber. (2) 65 (1872), p. 360. 
13) Boltsmann, Gastheorie 1, p. 9. 
14) Olausius, Gastheorie, p. 26. 
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hat, so ist der gesamte Antrieb f X1 dt über die ganze Zeit der 
W eehselwirkung zwischen dem Stempel und diesem Moleküle erstreckt 
gleich 2 ~ ~1 • 

Diese Grösse wurde oft nur halb in Rechnung gesetzt, indem 
statt der Summe 2m1~ der Bewegungsmomente, welche das :Molekül 
an den Stempel abgiebt und beim Rückprall wieder von ihm erhält, 
bloss das erstere in Rechnung gesetzt wurde, so schon von Krönig 
1. c., ferner von Puschl 16), Hansemann 16); dadurch erhält man statt 
der Formel (1) die äusserlieh der Gleichung der lebendigen Kraft 
entspreehendere, aber falsche Formel 

(4) m2c• = Ph. 

Noch einen anderen Koeffizienten findet Böhnert 17), dessen Rech
nungen von 0. E. Meyer 18} widerlegt werden. 

Die Summe der Antriebe aller Kräfte, welche der Stempel wäh
rend der Zeiteinheit auf alle ihn treffenden Moleküle ausübt, immer 
erstreckt auf die ganze Zeit der Wechselwirkung zwischen dem Stempel 
und dem betreffenden Moleküle, ist also 

j•dt.E X= i .Enm~2 • 
Nun ist aber für den stationären Zustand .EX konstant gleich dem 

. auf dem Stempel lastenden Drucke pq, wenn p der auf die Flächen
einheit bezogene Druck ist; daher folgt 

pV = 2.Enm~1 , 

wobei die Summe bloss über alle im Gefässe enthaltenen Moleküle 
zu erstrecken ist, für welche ~ einen positiven Wert hat. 

Da sieh durchschnittlich ebensoviel Moleküle in der positiven 
wie mit gleicher Geschwindigkeit in der negativen Abszissenrichtung 
bewegen, so kann man auch schreiben 
(5) p V= .Emn;1, 

wobei jetzt die Summe über alle im Gefässe enthaltenen Moleküle 
zu erstrecken ist. Wenn die Moleküle alle gleichbeschaffen sind, so 
hat m für alle denselben Wert. Wir wollen ferner die Grösse 

x:~· den Mittelwert von es nennen und mit r bezeichnen, wobei 

N = .En die Gesamtzahl der Moleküle ist. Dann folgt also 

16) Puschl, Wien Ber. 45 (1862), p. 367. 
16) Hansemann, .Ann. Phys. Chem. 144 (1871), p. 82. 
17) Biihnert, Na.turw. Wochenschr. 6 (1891), p. 319. 
18) 0. E. Meyer, Na.turw. Wochenschr. 6 (1891), p. 346. 
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Nun ist Nm die gesamte Masse, daher N; die Dichte (J des Gases. 

Ferner ist 

es=~+ '1/2 + r, 
daher, wenn das Gas isotrop ist, ~ = tCI, und man erhält 

(6) 

Der Gmnd, warum man auch numerisch den richtigen Wert er
hält, wenn man statt der wirklichen Molekularbewegung eine solche 
substituiert, wobei sich nach jeder der Koordinatenrichtungen ein 
Drittel der Moleküle bewegt, liegt also darin, dass gerade die Grösse 
r für den Druck ausschlaggebend ist und sich die Mittelwerte der 
Quadrate der Geschwindigkeitskomponenten einfach addieren. 

4. Die Ga.sgesetze. Wählt man ein ideales Gas bei konstantem 
Volumen, also auch konstanter Dichte, als thermometrische Substanz, 
d. h. setzt man dem Drucke eines solchen die Temperatur proportional, 
welche man dann als die absolute bezeichnet, so folgt aus der Glei
chung (6), dass die Grösse CS der absoluten Temperatur T proportional 
sein muss. Bezüglich der :tJbereinstimmung dieser Temperaturskala 
mit der Lord Kelvin'schen absoluten Temperatur vgl. Nr. 26, p. 543. 
Setzt man Ci = 3 B T, so folgt 

(7) p = B(JT, 

also das Boyle-Charles'sche (Gay-Lussac-Mariotte'sche) Gesetz. 
Dies wird noch näher bestimmt durch das zuerst empirisch von 

.Avogadro aufgestellte Gesetz, dass bei allen Gasen bei gleicher Tempe
ratur und gleichem Drucke auf gleiche V olumina gleich viele Mole
küle entfallen. Der mittlere Ausdruck in Formel (6) zeigt, dass das
selbe erfordert, dass bei gleicher Temperatur für alle Gase das Pro
dukt m"Ci, also die mittlere lebandige Kraft der Schwerpunktsbewegung 
oder Progressivbewegung der Moleküle denselben Wert hat. 

Bezeichnet M das sog. Molekulargewicht, d. h. die Masse des 
Moleküls des betr. Gases, geteilt durch die Masse mH eines Wasser
sto:lfatoms, so ist m = MmH und es wird mc2 = MmH3BT. Da 
diese Grösse nach .Avogadro von der Natur des Gases unabhängig ist, 
so muss R =MB eine universelle Konstante sem. GI. (7) schreibt 
sich dann 

(7a) 
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Was den Zahlenwert der Konstanten R anlangt, so findet D. Bertkelotl8a), 
anlässlich einer kritischen Zusammenstellung früherer "und neuerer 
Gasdichtebestimmungen, als wahrscheinlichsten Wert: 

R = 0,08207 [Liter-Atmosph. T- 1_1. 

Unter Zugrundelegung dieses Wertes berechnet dann Nernst 18b) 

R = 0,83155 · 108 [Erg. T- 1] = 1,98507 [g.-cal. T- 1]. 

Wendet man die Formel (5) auf ein Gemisch mehrerer Gase an, 
so sieht man sofort, dass ·der Gesamtdruck desselben gleich der Summe 
der Partialdrucke der einzelnen Gase ist, d. h. derjenigen Drucke, 
welche die Molekiile jedes Gases ausüben würden, wenn dieselben in 
gleicher Zahl und mit gleichem Werte von Ci _allein im Gefässe vor
handen wären. Dies Gesetz, welches sich bei Ausschluss chemischer 
Wirkung erfahrungsmässig bestätigt, heisst das Dalton'sche. Es er
fordert also, dass auch in einem Gasgemische i! denselben Wert hat, 
den es bei gleicher Temperatur für das betreffende einfache Gas 
besitzt. 

Alle diese Gasgesetze sind daher in Übereinstimmung mit der 
kinetischen Theorie, wenn aus derselben gefolgert werden kann, dass 
für beliebige Gase, welche unter beliebigen Drucken durch eine Scheide
wand getrennt mit einander in Temperaturgleichgewicht stehen, die 
mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung eines Mole
küles denselben Wert haben muss, und dass diese Bedingung auch 
gilt, wenn die Gase unter einander gemischt sind. Dass- das letztere 
Gesetz aus den Anschauungen der kinetischen Theorie folgt, wird in 
Nr. 9, p. 510 gezeigt werden. Das erstere lässt sich wenigstens an 
gewissen vereinfachten Modellen ebenfalls mechanisch nachweisen, vgl. 
Nr.13. 

Verbindet sich ein Volumen Chlor mit einem gleichen Volumen 
Wasserstoff zu Chlorwasserstoff, so hat das entstandene letztere Gas 
bei gleicher Temperatur und gleichem Drucke dasselbe Volumen, 
welches das aufgewandte Chlor und der aufgewandte Wasserstoff zu
sammen hatten. Es ist daher nach dem Avogadro'schen Gesetze die 
Gesamtzahl der Moleküle unverändert geblieben. Daraus schliesst 
Clausius 19), dass sowohl im Chlor als auch im Wasserstoff jedes 
Molekül aus zwei einfacheren Bestandteilen, den Atomen besteht, und 
dass ein Molekül Chlorwasserstoff nur aus einem Atome Chlor und 

18") D. Berthelot, Ztschr. f. Elektrochemie 10 (1904), p. 621. 
1Sb) W. Nernst, Ztschr. f. Elektrochemie 10 (1904), p. 629; vgl. auchJahrb. 

d. Elektrochemie 11 (1904), p. 8. 
19) Olausius, Ann. Phys. Chem. 100, p. 368; Gastheorie, p. 20. 
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einem Atome Wasserstoff besteht, so dass ein Molekül Chlor und ein 
Molekül Wasserstoff zusammen zwei Moleküle Chlorwasserstoff liefern. 
Ebenso sind die Moleküle der meisten einfachen Gase zweiatomig. 
Die Bildung des Ozons erklärt Clausius 20) dadurch, dass mehrere 
Sauerstoffmoleküle in ihre Atome zerfallen. Da jedoch die Dichte 
des Ozons bei gleicher Temperatur und gleichem Drucke % mal so 
gross als die des Sauerstoffes ist, so nimmt er an, dass jedes der frei
gewordenen Sauerstoffatome sich mit einem Sauerstoffmoleküle zu 
einem dreiatomigen Moleküle vereinigt. 

ö. Andere Berechnungsarten des Gasdruckes. Es wurde bei 
Berechnung des Druckes vorausgesetzt, dass die Moleküle immer 
wenigstens im Durchschnitte mit derselben Geschwindigkeit vom 
Stempel zurückprallen, mit welcher sie darauf stossen. Dies ist selbst
verständlich, wenn der Stempel als eine vollkommen glatte elastische 
Wand betrachtet wird, könnte aber zweifelhaft werden, wenn der 
Stempel selbst aus Molekülen besteht, welche in Wä1·mebewegung 
begriffen sind. Dass dadurch die früher entwickelten Formeln für 
den Gasdruck nicht unrichtig werden können, sieht man ein, wenn 
man den Druck auf eine beliebige im Innern des Gases gelegene 
Fläche berechnet. Wenn sich z. B. das Gas in einem cylindrischen 
Gefässe befindet, so muss im stationären Zustande der gesamte auf 
irgend eine der zur Cylinderaxe senkrecht gedachten Endflächen 
lastende Druck gleich sein der Summe der in der Richtung der 
Cylinderaxe geschätzten Bewegungsmomente, welche in der Zeiteinheit 
durch einen beliebigen zur Axe senkrechten Querschnitt des Cylinders 
infolge der Molekularbewegung hindurchgetragen werden. Man kann 
daher den Druck wie oben berechnen, indem man statt eines Flächen
elementes des Stempels ein Flächenelement eines beliebigen solchen 
Querschnittes substituiert. An Stelle der zurückpmllenden Moleküle 
treten dann die nach der andern Seite durch das Flächenelement hin
durchgehenden, und da das Gas in seinem Inneren jedenfalls isotrop 
ist, so muss nach der einen Seite ebensoviel Bewegungsmoment hin
durchgetragen werden als nach der entgegengesetzten. Unter einem 
noch allgemeineren Gesichtspunkte erscheint der Druck, wenn man 
aus der kinetischen Gastheorie die hydrodynamischen Gleichungen ab
leitet. Konstruiert man im Gase ein parallelepipedisches V olUDielement, 
dessen Kanten den Koordinatenaxen parallel sind, so ist nach den 
hydrodynamischen Gleichungen die Beschleunigung der darin ent
haltenen Gasmasse infolge des Gasdruckes gleich der Summe der 

20) Clausitts, Gastheorie, p. 157-184. 
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Druckkomponenten, welche auf die Seitenflächen wirken. Nach der 
Gastheorie entsteht diese Beschleunigung dadurch, dass der im Pa
rallelepiped enthaltenen Gasmasse durch die von den Seitenflächen 
ein- und austretenden Moleküle Bewegungsmoment zugeführt wird. 
Der Druck, welcher auf die der YZ-Ebene parallele Seitenfläche des 
Parallelepipedes wirkt, muss also gleich dem in der Abszissenrichtung 
geschätzten Bewegungsmomente sein, welches die Moleküle in der 
Zeiteinheit durch diese Fläche hindurchtragen, wozu natürlich das 
entgegengesetzte Bewegungsmoment zu addieren ist, welches die aus
tretenden Moleküle heraustragen. 

Maxwell 21) bestimmt in seiner ersten gastheoretischen Abhand
lung bei Berechnung des Gasdruckes die Anzahl der auf den Stempel 
treffenden Moleküle, indem er jedes, wie er es bei Berechnung der 
Gasreibung thut, daraufhin prüft, in welcher zum Stempel parallelen 
Schichte es zum letztenmale mit einem andern zusammengestossen ist. 

Über die Berechnung des Gasdruckes aus dem Olausius'schen 
Satze vom Virial und in dem Falle, dass die Moleküle elastische 
Kugeln sind, deren Wirkungssphäre nicht gegen das Volumen des 
Gases verschwindet, werden wir in Nr. 29 sprechen. 

B. Wärmegleichgewicht. 

6. Begriff des Wärmegleichgewichtes. Wenn das Gefäss, wel
ches das Gas umschliesst, absolut glatte elastische Wände und eine 
einfache geometrische Form, z. B. die eines Parallelepipedes hat, so 
werden unter entsprechenden Anfangsbedingungen allerdings Bewe
gungen der Moleküle möglich sein, welch~ ausserordentliche Regel
mässigkeiten zeigen. Es können sich z. B. alle Moleküle in Geraden 
bewegen, welche einer Kante des parallelepipedischen Gefässes parallel 
sind. Allein nach allen Erfahrungen, welche sich auf Ereignisse be
ziehen, deren Eintreffen durch das Zusammenwirken ausserordentlich 
vieler sich in der mannigfaltigsten Weise durchkreuzender Wirkungen 
bedingt sind, können wir erwarten, dass dies nur vereinzelte Aus
nahmefälle sind. 

Sobald die Gestalt 4les Gefässes und der Anfangszustand der 
Moleküle keine einander angepassten Regelmässigkeiten zeigen und 
obendrein die Gefässwände aus Molekülen bestehen, welche ebenfalls 
in Wärmebewegung begriffen sind, wird sich im Gase mit der Zeit 
ein Zustand herausbilden, welchen wir einen molekular ungeordneten 

21) Maxwell, Scientific papers 1, p. 389; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 30. 
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nennen wollen und in welchem die verschiedensten Geschwindigkeiten 
und Geschwindigkeitsrichtungen in der regallosesten Weise unter den 
Molekülen verteilt sind. 

Sei do ein Raumteil innerhalb des Gases, so wird man für die 
Anzahl der Moleküle, für welche der Schwerpunkt innerhalb do liegt 
und dessen Geschwindigkeitskomponenten zwischen den Grenzen 

; und ; + a; 
(9) 1J und 1J + d1J 

~ und ~ + d~ 
liegen, einen Ausdruck von der Form 

((;, 1}, ~) d; d1J d~ do 

erhalten. Ist das Gas an allen Stellen innerhalb des Gefässes gleich
beschaffen, so wird die Funktion f dieselbe bleiben, wie immer der 
Raumteil do innerhalb des Gases gewählt werden mag. Ist jedoch 
das Gas an verschiedenen Stellen verschieden beschaffen, wie es z. B. 
eintreten muss, wenn die Schwere einen erhebliehen Einfluss darauf 
ausübt, so kann die Funktion f verschieden ausfallen, wenn der Raum
teil do an verschiedenen Stellen innerhalb des Gases gewählt wird. 
Man kann aber, wenn die Anzahl der Gasmoleküle genügend gross 
ist, noch immer an jeder Stelle des Gases einen Raum a von der 
Beschaffenheit konstruieren, dass er ausserordentlieh viele Moleküle 
enthält, dessen Dimensionen aber noch immer sehr klein gegenüber 
den experimentell zugänglichen Längen sind, und von dem man 
annehmen kann, dass die Funktion f unverändert bleibt, wenn man 
den oben mit do bezeichneten Raumteil innerhalb des Raumes a 
beliebig wählt. 

Nimmt man noch an, dass der Weg, den ein Molekül von einem 
Zusammenstosse bis zum nächsten zurücklegt, gross ist gegenüber der 
Distanz zweier Nachbarmoleküle, so werden die V erhältniese an der 
Stelle, wo es das erstemal zum Zusammenstoss gelangte, vollkommen 
unabhängig sein von denen an der Stelle, wo es das nächstemal zum 
Zusammenstoss gelangt. Man kann daher die Anzahl der Zusammen
stösse, welche im Gase innerhalb einer gegebenen Zeit in gegebener 
Weise stattfinden, mit genügender Annäherung nach den Gesetzen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung berechnen. Durch alle diese Umstände 
ist derjenige Zustand des Gases bestimmt, welchen wir einen mole
kular ungeordneten nennen. 

Sein Eintreten lässt sich aus den allgemeinen Bewegungs
gleichungen der Mechanik nicht mit mathematischer N otwEmdigkeit 
beweisen, ja er lässt sich vielleicht nicht einmal scharf gegen andere 
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Zustände abgt·enzen, in denen noch gewisse Regelmässigkeiten vor
handen sind, welche molekular geordnet sind. Dagegen sind die V er
suche, zu zeigen, dass der definierte Zustand des Gleichgewichtes der 
lebendigen Kraft auf Widersprüche führe oder mit den Gesetzen der 
Mechanik unvereinbar sei, ebenfalls erfolglos geblieben. 

Die Voraussetzung dieses Zustandes muss also vorläufig als eine 
Hypothese betrachtet werden, welche mathematisch einwandfrei ist, deren 
Zulässigkeit nach allen Erfahrungen über Anwendbarkeit der Wahr
scheinlichkeitsre~hnung sehr plausibel ist und deren praktische Brauch
barkeit durch die mannigfaltigen Übereinstimmungen des mit ihrer 
Hilfe konstruierten Bildes mit der Erfahrung bewiesen wird. 

Nimmt man aber einmal an, dass ein Gas unter unveränderten 
äusseren Bedingungen wälu:end sehr langer Zeit in einem molekular 
ungeordneten Zustande bleibt, so lässt sich beweisen (vgl. Nr. 12 und 
13), dass sich die Funktion f einer gewissen Form immer mehr 
nähern muss, welche sie dann unverändert beibehält. Den durch 
diese Form bedingten Zustand, der sich also gemäss den Wahrschein
lichkeitsgesetzen im Gase stationär erhält, nennt man den des Gleich
gewichtes der lebendigen Kraft oder des Wärmegleichgewichtes. 

7. Erster Beweis Ma.xwell's für sein Gesohwindigkeitsverteilungs
gesetz. Die Form dieser Funktion wurde zuerst von Maxwell be
stimmt. Derselbe setzte bei seiner ersten Ableitung 2') der Form 
dieser Funktion voraus, dass sich das Gas nach allen Richtungen im 
Raume vollkommen gleich verhält, dass daher für die Richtung der 
Geschwindigkeit eines Moleküles jede Richtung im Raume gleich 
wahrscheinlich ist. Diese Voraussetzung ist wohl unbedenklich, wenn 
der Einfluss der Schwere oder sonstiger äusserer Kräfte auf das Gas 
vernachlässigt werden kann. Berücksichtigt man jedoch den Einfluss 
der Schwere, so bedarf sie eines besonderen Beweises. 

Maxwell nimmt hierzu noch die zweite Annahme, dass -die Wahr
scheinlichkeit, dass die X-Komponente der Geschwindigkeit eines 
Moleküles zwischen bestimmten Grenzen liegt, vollkommen unabhängig 
ist von der y- und z-Komponente der Geschwindigkeit desselben Mole
küles. Letztere Annahme, von welcher später ausführlicher gesprochen 
werden soll, wollen wir die Annahme A nennen. Aus ihr folgt, dass 
sich der Ausdruck für die Anzahl der Moleküle, deren Schwerpunkte 
in den Richtungen der Koordinatenaxen Geschwindigkeitskomponenten 
haben, welche zwischen den in voriger Nummer mit (9) bezeichneten 
Grenzen .liegen, in der Form darstellt 

22) Maxwell, Phil. ma.g. (4) 19 (1860), p. 22; Papers 1, p. 380. 
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f (;) f( r;) f(t) a; dr; ar;. 
Da aber anderseits die Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Geschwin
digkeit nur von deren Grösse, nicht von ihrer Richtung im Raume 
abhängen soll, so muss sich das Produkt f(;)f(r;)f(F;) für beliebige 
Werte von ;, r;, 6 auf eine Funktion von ; 2 + 1]2 + b"2 reduzieren, 
woraus sofort folgt 

wobei a und b Konstanten sind. Die letztere muss einen negativen 
Wert haben, wenn sich die Anzahl der Moleküle als eine endliche 
ergeben soll. 

Maxwell bemerkt jedoch selbst 23), dass es nicht gerechtfertigt ist, 
a priori die besprochene Annahme zu machen, dass dieselbe vielmehr 
erst bewiesen werden kann, wenn sein Geschwindigkeitsverteilungs
gesetz schon in anderer Weise abgeleitet worden ist, welche andere 
Ableitung in nächster Nummer besprochen werden wird. Dieselbe 
Bemerkung wurde nachher noch oft wiederholt 24). Trotzdem ging 
dieser erste Maxwell'sche Beweis seiner ausserordentlichen Einfachheit 
wegen in sehr viele Lehrbücher und Darstellungen der Gastheorie 
über und wurde besonders auch von Tait 26) wieder eingehend dis
kutiert. Ja Bertrand und Poincare 26) scheinen das Maxwell'sche Ge
setz nur aus jenen Darstellungen gekannt zu haben, da sie dasselbe 
widerlegt zu haben glauben, indem sie unter Ignorierung seiner spä
teren Beweise wieder neuerdings auf den besprochenen schon von 
Maxwell selbst und nachher so oft erkannten Mangel seines ersten 
Beweises hinwiesen. Andere ebenfalls nicht ganz einwandfreie Beweise· 
des Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes wurden von 
Meyer 27) und Buchanan 28) gegeben. 

8. Zweiter Beweis Maxwell's für sein Geschwindigkeitsvertei
lungsgesetz. Der zweite Beweis 29), den Maxwell für sein Geschwin-

23) Mawwell, Phil. mag. ( 4) 35 (1868), p. 145; Papers 2, p. 43; Phil. Trans.157. 
24) Kirchhoff, Wärmetheorie, 13. Vorles., § 6, p. 140; Voigt, Theor.Phys. 2, 

p. 801; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 53 (1895), p. 958. 
25) Tait, Edinb. Trans. 33, p. 66 und 252; Bwrbury, Phil. mag. (5) 21, 

p. 481; Boltzmann, ebenda 23, p. 305; Burnside, Edinb. Trans. 33, p. 501. 
26) Bm·trand, Paris C. R. 122 (1896), p. 963, 1083, 1314; Boltzmann, Paris 

C. R. 122 (1896), p. 1173; Bertrand, Calcul des probabilites, p. 29-32; Poinca1·e, 
Calcul des probabilites, p. 21. 

27) 0. E. Meyer, Ann. Phys. Chem. 7 <1879), p. 317; 10 (1880), p. 296; Theorie 
der Gase, 1. Auf!. math. Anhang; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 8 (1879), p. 653; 11, 
p. 529. 28) Buchanan, Phil. mag. (5) 25 (1888), p. 165. 

29) Maxwell, Papers 2, p. 44; Phil. mag. (4) 35 (1868), p. 186; Boltzmann~ 
Gastheorie, p. 32. 
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digkeitsverteilungsgesetz liefert, bezieht sich in der Form, die ihm 
Maxwell giebt, auf den Fall, dass die. Moleküle vollkommen elastische 
Kugeln oder materielle Punkte sind, welche eine Kraft auf einander 
ausüben, deren Richtung in ihre Verbindungslinie fällt und deren 
Grösse eine solche Funktion ihrer Entfernung ist, welche nur für sehr 
kleine Entfernungen erhebliche Werte annimmt. 

Im Falle des Wärmegleichgewichtes eines homogenen Gases kann 
der Ausdruck für die auf die Volumeneinheit entfallende Zahl der Gas
moleküle, für welche die Komponenten der Geschwindigkeit in den 
drei Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen liegen, welche in 
Nr. 7 als die Grenzen (9) bezeichnet wurden, nach dem Gesagten in 
die Form gebracht werden 

(10) 

Wir wollen nun die Anzahl dv der Zusammenstösse berechnen, 
welche diese Moleküle während irgend einer Zeit 6t mit solchen Mole
külen erfahren, deren Zustand vor dem Zusammenstosse durch die 
folgenden zwei Bedingungen bestimmt ist: Die eine Bedingung soll 
der Bedingung (9) vollkommen analog lauten, nur dass sämtliche 
darin vorkommenden Grössen im allgemeinen irgend welche andere 
Werte haben, welche wir mit dem Index 1 bezeichnen wollen. Wir 
wollen diese erste Bedingung die Bedingung (11) nennen. Unsere zweite 
Bedingung, welche (11a) heissen möge, soll verlangen, dass die Länge 
der kürzesten ~ntfernung 00' der beiden Geraden, in denen sich die 
Centra der Moleküle vor dem Stosse bewegten, zwischen b und 
b + db liegen und dass die Richtung der Geraden 00' mit einer be
stimmten Richtung G einen Winkel bilde, welcher zwischen E und 
e + dE liegt. Als letztere Gerade kann man die Durchschnittslinie 
einer auf der Richtung der relativen Geschwindigkeit V der Moleküle 
vor dem Stosse senkrechten und einer beliebigen fixen Ebene wählen. 

Da der Zustand des Gases unserer Annahme gernäss molekular 
ungeordnet ist, so kann die .Anzahl dv der Zusammenstösse, welche 
wir berechnen wollen, nach den Gesetzen der Wahrscheinlichkeits
rechnung gefunden werden. Wir ziehen durch den Mittelpunkt jedes 
der Moleküle, deren Anzahl durch die Formel (10) gegeben ist, eine 
Ebene senkrecht zu V, konstruieren in jeder dieser Ebenen den Kreis
ring, welcher von den dem Moleküle konzentrischen Kreisen mit den 
Radien b und b + db begrenzt ·ist. Aus jedem solchen Kreisring 
schneiden wir durch die beiden Radien, welche mit der Geraden G 
die Winkel E und E + dE bilden, ein Flächenelement heraus und kon
struieren über jedem solchen Flächenelemente ein rechtwinkliges 
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Parallelepiped von der Höhe VJt, also dem Volumen bdbdcVht. -
Da die Anzahl dieser Parallelepipeda ebenfalls durch die Formel (10) 
gegeben ist, so erhalten wir das gesamte Volumen aller dieser 
Parallelepipeda, indem wir das Volumen eines derselben mit dem Aus
drucke (10) multiplizieren. Die Anzahl der Moleküle, welche sich in 
einem dieser Parallelepipeda zu Anfang der Zeit ht befinden und für 
welche die Geschwindigkeitskomponenten innerhalb der Grenzen (11) 
liegen, wird nach den Wahrscheinlichkeitsgesetzen gefunden, indem 
man dieses Produkt noch mit ((;1, 7)11 ~1) a;1 df/1 d~1 multipliziert, und 
man sieht leicht, dass alle diese Moleküle während der Zeit ht an 
einem Moleküle, dessen Geschwindigkeitskomponenten zwischen den 
Grenzen (9) liegen, so vorübergehen würden, dass dabei zugleich b 
und E zwischen den Grenzen b und b + db und E und E + dE liegen, 
wenn zwischen den Molekülen keine Wechselwirkung stattfinden würde, 
d. h. dass alle diese Moleküle zugleich unserer Bedingung (lla) ge
nügen. 

Nun ist die Anzahl der so berechneten Vorübergänge gleich der 
früher mit a V bezeichneten Zahl der Zusammenstösse und man hat 

(12) dv = ((;11 ~) rc;t"ll ~) Vb a; d7] a~ a;1 d7]1 d~1 db dc ht. 

Für alle diese Zusammenstösse sollen nun die Geschwindigkeitskompo
nenten der beiden Moleküle nach dem Stosse zwischen den Grenzen 

;2 und ;2 + a;2 

(13) "12 und "12 + d7]2 

~2 und ~2 + d~2 
und 

~3 und ;s + a;s 
(14) "ls und tj3 + d'1}3 

~a und ~s + dbs 

liegen. Dann ist die Zahl der Zusammenstösse, welche in der Volumen
.einheit des Gases während der Zeit ht umgekehrt so erfolgen, dass 
vor denselben die Geschwindigkeitskomponenten der beiden stoasenden 
Moleküle zwischen den Grenzen (13) und (14) liegen, während b und s, 
deren Werte durch die Zusammenstösse so wenig wie der von V ver
ändert werden, zwischen denselben Grenzen liegen, 

(15) dv1 = f(~2 7J2 ~2) ((;sfJs~s) Vb a;2 d1J2 db2 d~s d7]8 d ~3 db dc ht. 

Für die letzteren Zusammenstösse liegen aber umgekehrt die Ge
schwindigkeitskomponenten der beiden stoasenden Moleküle nach dem 
Stosse zwischen den Grenzen (9) und (11 ), und man sieht sofort, dass 
die Zustandsverteilung durch die Zusammenstösse nicht verändert wird, 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 33 
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wenn für alle möglichen Zusammenstösse dv = dv1 ist. Nun ist 
aber, wie wir sogleich ·in Nr. 10 sehen werden, stets 

(16) dg d1J d~ dg1 d1J1 d~1 = dg, d1J1 d~ d~ d1Ja dt3 , 

daher ist die Gleichung dv = dv1 erföllt, wenn man für alle mög
lichen Werte der Variabeln hat 

(17) 
Hieraus folgt, wenn, wie wir bisher vorausgesetzt haben, alle Mole
küle gleichartig sind, mit Rücksieht darauf, dass die Energie beim 
elastischen Stoss erhalten bleibt und dass die Funktion f nur von 
der Verbindung gs + 1J2 + ~2 abhängen kann, 

1 

(18) f(g, 1J1 ~) = .Ae- a• (~+'I'+~) 1 

welche Gleichung das MaxweU'sche Geschwindigkeitsverteilungsgese~ 
ausdrückt. Ist n die Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit, so 

erhält man durch Integration über alle Werte von g, 1/, ~' A = :a • 
a 8 yn8 

Aus Formel (18) kann nun allerdings die Richtigkeit der in Nr. 8 
mit A bezeichneten Annahme Maxwell's bewiesen werden, nicht aber 
darf dieselbe zur Ableitung der Form des Geschwindigkeitsverteilungs
gesetzes benutzt werden. 

9. Bemerkungen zu Nr. 8. Ist das Gas ein Gemisch mehrerer 
einfacher Gase, so gilt für die Zusammenstösse zweier verschieden
artiger Moleküle eine der Gleichung (17) vollkommen analoge Glei
chung, nur dass in derselben die beiden Funktionen (, die sich auf 
verschiedene Gase beziehen, von einander verschieden sein können. 
Man sieht sofort, dass dieselbe erfüllt ist, wenn jede dieser Funktionen 
die Form (18) hat und die Werte de-r Konstanten a1 sich verkehrt 
wie die Massen eines Moleküles des betreffenden Gases verhalten. 
Daraus beweist man leicht, dass die mittlere lebendige Kraft der fort
schreitenden Bewegung eines Moleküles für alle Galilarten denselben 
Wert hat, wodurch eine der zur Erklärung des .Avogadro'schen und 
Dalton'schen Gesetzes erforderlichen Voraussetzungen ( vgl. N r. 4:) gas
theoretisch begründet ist. 

Dass in einem Gemische verschiedenartiger Gasmoleküle durch 
die Zusammenstösse Gleichheit der mittleren lebendigen Kraft aller 
Moleküle bewirkt wird, wurde schon in einer früheren Abhandlung 80) 
Maxwell/s und später von Stefan 81) und Tait 32) bewiesen. Letzterer 

SO) Maa:well, Papers 1, p. S83; Phll. mag. (4) 19 (1860), p. 26. 
31) Stefan, Wien. Ber. (2) 65 (1872), p. SM. 
32) Tait, Edinb. Trans. SS (1886), p. 79; Edinb. Proc. 13, p. 21. 
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sowie auch Natanson 33) berechneten auch die Geschwindigkeit, mit 
welcher der Ausgleich der lebendigen Kraft vor sich geht. Erwähnt 
sei noch eine allerdings einen Spezialfall behandelnde Arbeit Rayleigh's 84). 

Auch Waterston 35) hat diesen Satz in einer schon 1845 überreichten, 
aber erst 47 Jahre später abgedruckten Abhandlung erwähnt, wenn 
auch nicht zureichend begründet. Letztere Abhandlung enthält noch 
vieles Interessante, so eine gastheoretische Ableitung der Schall
geschwindigkeit, des Gasdruckes auf eine bewegte Wand u. s. w. 

Aus dem bisher Entwickelten folgt bloss, dass die Maxwell'sche 
Geschwindigkeitsverteilung, wenn sie unter den Gasmolekülen besteht 
durch die Zusammenstösse den Gesetzen der Wahrscheinlichkeit _ ge
mäss nicht geändert wird. MaxwelZS6) hat auch schon eine Schluss
weise angedeutet, aus welcher hervorgeht, dass sie die einzige ist, 
welche diese Bedingung erfüllen kann. Dieselbe wurde weiter aus
gearbeitet durch Planck 37) und Boltzmann 88) und läuft darauf hinaus, 
dass eine Geschwindigkeitsverteilung, welche dem Wärmegleichgewicht 
entspricht, sich den Wahrscheinlichkeitsgesetzen gernäss durch sehr 
lange Zeit erhalten muss. Kehrt man am Ende dieser Zeit die Rich
tungen der Geschwindigkeiten aller Moleküle um, ohne deren Grösse 
zu ändern, so muss sie daher wieder in eine dem Wärmegleichgewichte 
entsprechende übergehen. Dabei treten aber an Stelle der Moleküle, 
für welche die Variabeln zwischen den Grenzen (9) und (11) liegen, 
diejenigen für welche sie zwischen den Grenzen (13) und (14) liegen 
und umgekehrt, was dann direkt zur Gleichung (17) führt. 

Der gesamte soeben dargestellte Maxwell'sche Beweis für dessen 
Geschwindigkeitsverteilungsgesetz wurde in etwas anderer Weise dar
gestellt von Kirchhoff 39). 

10. Der Satz bezüglich der gastheoretischen Funktionaldeter
minante. Der Beweis der Gleichung (16), welche auch so geschrieben 
werden kann 

33) Natanson, Ann. Phys. Chem. 34 (1888), p. 970. 
34) Rayleigh, Phil. mag. (5) 32 (1891), p. 424. 
·35) Waterston, London Phil. Trans. 183 (1892), p. 1-81. 

36) Maxwell, Papers 2, p. 45; Phil. mag. (4) 35 (1868), p. 187. 

37) Planck, Münch. Ber. 24, Nov. 1894. 
38) Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 55 (1895), p. 223; Gastheorie 1, p. 44. 
39) Kirchhoff, Vorles. über Wärmetheorie, 14. Vorles.; vgl. auch Boltzmann, 

Ann. Phys. Chem. 53 (1894), p. 955; 55 (1895), p. 223; Planck, Münch. Ber. 24, 

Nov. 1894. 
33* 
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(~ll 'YJt ... bs als Funktionen von ~ 'YJ ••. t1 und den früher gebrauchten 
Variabeln b und E gedacht), wurde von Maxwell selbst nur flüchtig 
angedeutet. Ein ausführlicher Beweis. dieser Gleichung, sowie anderer, 
welche teils spezielle Fälle 4erselben, teils allgemeiner sind, wurde 
-zuerst von Boltsmann 40) erbracht. Die Gleichung selbst erwies sich 
als spezieller Fall eines von LiouviUe aufgestellten Prinzipes 41). 

Dieselbe wurde später in ziemlich umständlicher Weise von 
Stankewitsck 'll) bewiesen. Am einfachsten und klarsten jedoch von 
H. A. Lwcnts 43). 

Letzterer belässt in dem Differentialausdrucke de d'YJ dt d~1 d'Yj1 dt1 

zunächst die drei ersteren V ariabeln, führt aber statt der drei letz
teren die Komponenten u, v, w des gemeinsamen Schwerpunktes der 
Moleküle in den drei Koordinatenrichtungen ein. Sind m" und m2 

.die Massen der möglicherweise verschiedenartigen Moleküle, so ver
wandelt sich hier zunächst der Differentialausdruck in 

(fnt + m1) 8d~ d'Yj dt du dv dw. 
m. 

In dem letzteren Differentialausdruck werden nun statt ~, 'YJ, b die 
Geschwindigkeitskomponenten ~' 1]2 , bll desselben Moleküles nach dem 
Stosse eingeführt, u, v, w aber belassen. Man sieht unmittelbar aus 
der geometrischen Konstruktion, durch welche die Geschwindigkeits
komponenten vor und nach dem Stosse, sowie die des Schwerpunktes 
dargestellt werden, dass dann 

d~ d'Yj dt = dell d1Jll aell 
ist. Hierauf wird bei konstantem es, fJs, t, an Stelle von u, v, w 
wieder ~8 , 'TJs, ' 8 eingeführt, was liefert 

dudvdw = (fnt ~mYd~8 d1Jsdbs 7 
womit die Gleichung (16) erwiesen ist. Diese Gleichung ist übrigens 
nur ein ganz spezieller Fall der viel allgemeineren, welche wir in 
Nr. 28 kennen lernen werden. 

11. Das H-Theorem. Es soll nun untersucht werden, unter 
welchen Annahmen sich beweisen lässt, dass der Zustand des Gases 
sich dem von Maxwell angegebenen Zustand des Wärmegleichgewichtes 
nähern und in diesem sehr lange verharren muss. 

40) Boltsmann, Wien. Ber. (2) 58 (1868), p. 517. 
41) Kirchhoff, Vorles. über mathem. Phys.: Theorie der Wärme, p. 144. 
42) Stankewitsch, A.nn. Phys. Chem. 29 (1886), p. 153. 
48) H. .A. Lorents, Wien. Ber. (2) 95 (1887), p. 115. 
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Die allgemeinste Aufgabe, welche man sich da stellen könnte, 
wäre folgende: Es herrsche in einem Gase anfangs nicht die Max
weU'sche Zustandsverteilung, sondern es habe zu Anfang jedes Molekül 
eine gegebene Lage Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung. Es. soll 
nun der ganze zeitliche V er lauf der allmählichen Zustandsveränderungen 
berechnet werden. In dieser .Allgemeinheit lässt sich nun die .Auf
gabe freilich nicht in übersichtlicher Weise mathematisch lösen; man 
muss vielmehr, um zu verwendbaren Formeln zu gelangen, voraus
setzen, dass der Anfangszustand des Gases molekular ungeordnet ist 
und es auch im Verlaufe der Zeit bleibt. Das Gesamtvolumen des 
Gases lässt sich also in Volumenelemente zerlegen, welche noch ausser
ordentlich viele Moleküle enthalten, aber doch noch sehr klein sind 
gegenüber den sichtbaren Räumen, mit denen wir es während der 
Beobachtung zu thun haben. In jedem Volumenelemente sind ferner 
Moleküle mit allen möglichen Geschwindigkeiten und Bewegungs
richtungen unter einander gemischt, so dass der Anfangszustand des 
Gases, sowie auch jeder folgende genügend definiert ist, wenn man 
den Wert einer Funktion f (xyz ;11~ t) für die betreffende Zeit und 
alle möglichen Werte der übrigen Variabeln kennt. Das Produkt 
dieser Funktion in den Differentialausdruck dx dy dz a; d'YJ a; stellt 
dabei die .Anzahl der Moleküle dar, deren Mittelpunkte zur Zeit t in 
dem Volumelemente liegen, welches alle Punkte umfasst, deren Koordi
naten zwischen den Grenzen 

(19) x und x + dx, y und y + dy, z und z + dz 

eingeschlossen sind und für welche gleichzeitig die Komponenten der 
Geschwindigkeit in den Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen 

(20) ; und;+ d~, 'YJ und r; + dn, ~ und ~ + d~ 

liegen. 
Die Verhältnisse an der Stelle, wo ein Molekül zum Zusammen

stosse gelangt ist, sind ausserdem unabhängig von denen an der Stelle, 
wo es das nächstemal zusammenstösst, so dass die Häufigkeit der Zu
sammenstösse von irgend einer Beschaffenheit nach den Gesetzen der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung bestimmt werden kann 44). 

44) Diese Voraussetzung der Ungeordnetheit der Bewegung wird teilweise 
aufgegeben von BU1·but·y, dessen zitiertes Buch, sowie Phil. mag. (5) 50 (1900), 
p. 584; (6) 2 (1901), p. 403; 7 (1904), p. 467; Ann. Phys. 3 (1900), p. 355. Vgl. 
auch Zemplen Gyözö, .Ann.Phys. 2 (1900), p. 404; 3 (1900), p. 761. Mathematisch 
durchgearbeitet wird der Begriff der Ungeordnetheit der Bewegung von Jeans, 
Phil. mag. (6) 5 (1903), p. 597; Quart. journ. of pure and appl. math. 1904, n. 139; 
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Die Gasmoleküle können dabei als elastische Kugeln oder als 
Kraftzentra betrachtet werden, zwischen denen Zentralkräfte wirken. 
Äussere Kräfte wie die Schwere sollen nicht von der Betrachtung 
ausgeschlossen werden, ihre Grösse nnd Richtung soll sich jedoch von 
V olumelement zu Volumelement kontinuierlich ändern, und es seien 
X, Y, Z die Komponenten der beschleunigenden (auf die Massenein
heit des Gases wirkenden) äusseren Kraft an der Stelle mit den 
Koordinaten x, y, z. 

Dann reduziert sich das Problem, die Zustandsänderung des Gases 
zu finden, auf die Aufgabe, die zeitliche Veränderung der oben ein
geführten Funktion f zu finden. Dieselbe· wird hervorgerufen erstens 
dadurch, dass die Moleküle vermöge ihrer Bewegung aus einem V olum
elemente in das andere wandern; zweitens dadurch, dass durch die 
äusseren Kräfte ihre Geschwindigkeitskomponenten verändert werden; 
drittens durch die Zusammenstösse der Moleküle. Fasst man alle 
diese Änderungen zusammen, so erhält man für die Funktion f die 
folgende Differentialgleichung: 

(21) 
li.+tli.+ ~+f.li.+XH_+yof+zH_ 
ot 6 o:x; r;dy b(Jz 0~ 07j 0~ 

= j Cfds- {{1) Vb d~1 df/1 db1 db dE. 

Die Bedeutung der Buchstaben ist hier dieselbe wie in Nr. 9. 
{, ft, {2 , fs sind Abkürzungen für 

f(xyzh~t), f(xyz~1 f/1 b1 t) u. s. w. 

Die Integration erstreckt sich auf alle Werte von ~1 , f/1 , b1, zwischen 
- oo und + oo, auf alle Werte 0 > E > 2% und alle diejenigen 
Werte von b, welche kleiner als der Radius der molekularen Wirkungs
sphäre sind. 

Ist ein Gemisch mehrerer Gase gegeben, so gilt für jedes einzelne 
Gas eine analoge Gleichung, nur dass noch andere dem letzten Gliede 
gleichgebaute auftreten, welche die Veränderung von f durch die Zu
sammenstösse mit den Molekülen anderer Art darstellen. Das Resultat, 
welches man erhält, wenn man diese Gleichung mit dem Produkte 
von d~ dfl db und einer beliebigen Funktion von ~' 'Y/, b multipliziert 
und über alle ~' 'Y/, b integriert, hat schon Maxwell 45) gegeben, die 
Gleichung selbst findet sich zuerst bei Boltzmann 46). Will man bloss 

Parvnekoek, P:roc . .Amst. Ak. 6 (1908), p. 42; Ve:rsl. (1908), p. 63; Liinard, Joum. 
d. phys. (4) 2 (1903), p. 677. 

45) Mawwell, Pa.pe:rs 2, p. 66; Phil. ma.g. (4) 36 (1868), p. 197. 
46) Boltsmann, Wien. Ber. (2) 66 (1872), p. 324. 
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das Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz beweisen, so kann 
man sie natürlich dadurch vereinfachen, dass man die äusseren Kräfte 
weglässt und f von x, y, z unabhängig annimmt. 

Aus der Gleichung (21) lässt sich der Beweis liefern, dass die 
Grösse 

(22) H = jflogfdxdydzd;dndt 

durch die fortschreitende Bewegung der Moleküle und durch die 
äusseren Kräfte gar nicht geändert wird, sobald die Gestalt des das 
Gas umschliessenden Gefässes unverändert bleibt. log bedeutet den 
natürlichen Logarithmus, die Integration ist so wie in dem letzten 
Gliede der Formel (21) über alle möglichen Werte der Variabeln zu 
~rstrecken. Hat man es mit einem Gasgemische zu thun, so tritt an 
die Stelle der durch Gleichung (22) gegebenen Grösse H eine Summe 
gleichgebauter, auf jede einzelne Gasart sich beziehender Glieder. Be
züglich der Veränderung, welche H durch die Bewegung der Gefäss
wände erleidet, vgl. Boltzmann, Gastheorie 1, p. 126. 

Die Veränderung der Grösse H infolge der Zusammenstösse der 
Moleküle stellt bei unveränderlichen Gefässwänden überhaupt die ge
:samte Veränderung dieser Grösse dar. Man findet für dieselbe mit 
Hilfe der Gleichung (21) zunächst den Ausdruck 

d,ii JlogfCfds- ((1)Vb do dw dw1 db d;;. 

Hierbei wurde zur Abkürzung do, dw und dw1 für dxdydz, a; d1J d~ 
und d;1 d1J1 d~ geschrieben. Die Integration ist wieder über alle 
möglichen Werte der Variabeln zu erstrecken. Vertauscht man ein
mal die Rollen der beiden zusammenstoasenden Moleküle, dann in 
beiden Fällen den Beginn und das Ende des Zusammenstosses, so 
kann man unter Benutzung des in voriger Nummer entwickelten 
Funktionaldeterminantensatzes der Gastheorie diesen Ausdruck in drei 
andere transformieren, welche sich nur dadurch vom ursprünglichen 
unterscheiden, dass an Stelle von log( tritt logf1 respektive -logf2 oder 

-logf~. Setzt man dd~ gleich dem arithmetischen Mittel dieser vier 

gleichen Ausdrücke, so folgt 

dd~ = tj[log (fft) - log Cf2fs)J · ((2( 3 - ff1) Vb do dw d W1 db dc. 

Da dieser Ausdruck wesentlich negativ ist, so kann die Grösse H nur 
abnehmen, und da sie nicht - oo werden kann, so muss sie sich 
~inem Minimumwerte nähern, für welchen für alle möglichen Zu
sammenstösse 



516 V 8. L. Boltzmann u. J. Nabl. Kinetische Theorie der Materie. 

(23) f'h = f~fs 
sein muss, wozu für ein Gasgemisch noch analoge Gleichungen für die 
Zusammenstösse verschiedener Moleküle treten. Dieser Minimumwert 
von H entspricht dem Wärmegleichgewicht. Das R- Theorem wird 
entwickelt von Boltzmann 47) und Lorentz 48). 

12. Konsequenzen des H-Theorems. Aus der Gleichung (23) 
folgt unmittelbar das Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 
und für ein Gasgemisch die Gleichheit der mittleren lebendigen Kraft 
der Moleküle je zweier Gasarten. 

Sobald äussere Kräfte wirken, folgt zudem aus der Gleichung (21)t 

in welcher für den Fall des Wärmegleichgewichtes ~ ~ = 0 wird und 

welche für alle möglichen Werte von ~, r;, ~ erfüllt sein muss, dass 
die Dichte in jedem V olumelement denjenigen Wert annimmt, welcher 
den gewöhnlichen aerostatischen Gleichungen entspricht (für ein schweres 
Gas der Formel für das barometrische Höhenmessen), und dass sich 
bei einem Gasgemische jedes Gas unabhängig vom andern verteilt. 
In jedem V olumelemente aber ist unabhängig von den äusseren Kräften 
jede Bewegungsrichtung eines Moleküles gleich wahrscheinlich, und es 
herrscht die Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung, wobei die mitt
lere lebendige Kraft eines Moleküles (die Temperatur) an allen Stellen 
des Gases und für alle Moleküle gleich ist. In einem speziellen Falle 
wurde dies schon von Maxwell 49) nachgewiesen. Über die Berech
nung des Wärmegleichgewichtes in einem schweren Gase vom Stand
punkte der kinetischen Gastheorie ist eine ausgebreitete Litteratur 
vorhanden 50). 

Die Sätze über das Wärmegleichgewicht von Gasen hat Bryan51) 

benützt, um den gastheoretischen Beweis des A.vogadro'schen Gesetzes 
zu vervollständigen. Er denkt sich zwei ebene Wände A. und B. 
Zwischen beiden befindet sich ein Gemisch zweier Gase. B übt auf 

47) Boltzrnann, Wien. Ber. (2) 66 (1872), p. 296; Gastheorie 1, p. 124. 
48) Lorentz, Wien. Ber. (2) 96 (1887), p. 127; .Amsterd. Versl. 5 (1896), 

p. 252. 
49) Maxwell, Papers 2, p. 76; Phil. mag. (4) 36 (1868), p. 215. 
50) Loschmidt, Wien. Ber. 73 (1876), p. 128 und 136; 75 (1877), p. 287; 

76 (1878), p. 209; Bobida, Zeitschr. Math. Phys.1864, p. 218; Clausius, Zeitschr. 
Math. Phys. 1864, p. 376; Guthrie, Nature 8 (1873), p. 67, 486; Hansemann, .Ann. 
Phys. Chem. Suppl. 6 (1874), p. 417; Murplvy, Nature 12, p. 26; Houllevigue, 
Journ. de phys. (3) 4 (1896), p. 130; Bitter, Zahlreiche Monographien und .Abhandl. 
in .Ann. Phys. Chem. speziell über die .Atmosphären der Himmelskörper; F. M. 
Exner, .Ann. Phys. 7 (1902), p. 688. 

51) Bryan, Wien. Ber. (2) 108, p. 1127. 
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die Moleküle des einen und A auf die Moleküle des anderen Gases 

eine bei unendlicher Annäherung unendlich gross werdende Abstossung 

aus, so dass rechts von B nur :Moleküle der zweiten und links von 
.A nur solche der ersten Gasart vorhanden sein können, während B 
für die Moleküle der zweiten und A für die der ersten Gasart per

meabel ist. Die Schicht zwischen A und B ist dann ein mechani

sches Bild einer zwei Gase trennenden wärmeleitenden Wand, für 
welche die Gleichheit der mittleren lebendigen Kraft beider Molekül

gattungen aus den gastheoretischen Sätzen bewiesen werden kann. 

13. Die Entropie. Berechnet man den Ausdruck H für ein im 

Wärmegleichgewicht befindliches einfaches oder zusammengesetztes 
Gas, so findet man, abgesehen von einem konstanten negativen Faktor 

und einem konstanten Addenden, einen Ausdruck, welcher mit der 
Grösse identisch ist, die man in der Wärmetheorie als die Entropie 

des betreffenden Gases bezeichnet. Der Satz also, dass durch alle 

Naturvorgänge die Entropie eines abgeschlossenen Systems nur zu
nehmen kann, ist vom gastheoretischen Standpunkte aus identisch mit 

dem Satze, dass die Grösse H für beliebige in Bewegung begriffene 
und diffundierende, fest umgrenzte Systeme von Gasen nur abnehmen 
kann. 

Dieser Satz erhält noch eine Illustration durch die folgenden Be
trachtungen °2). Wir nehmen an, wir hätten eine gegebene, sehr grosse, 
aber endliche lebendige Kraft L unter eine sehr grosse, aber endliche 
Zahl N von Molekülen (materiellen Punkten oder nicht rotierenden 
Kugeln) zu verteilen. Wir betrachten es als gleich mögliche Fälle, 
dass die Komponenten der Geschwindigkeit eines bestimmten Mole

küles in den Koordinatenrichtungen zwischen den Grenzen 

0 und e, 0 und e, 0 und s 
oder 

0 und E, 0 und E, E und 2 E u. s. w. 

liegen. Die Anzahl der Moleküle, die sich im ersten Falle befinden, 
bezeichnen wir mit ro000 , die Anzahl derjenigen, welche sich im zweiten 

Falle befinden, mit ro001 u. s. w. Sind die Werte von ro000 , ro001 ge
geben, so sagen wir, es ist eine bestimmte Geschwindigkeitsverteilung 

G im Gase gegeben. 
Jede Geschwindigkeitsverteilung kann in verschiedener Weise her

gestellt werden, je nachdem sich die einen oder anderen Moleküle 

52) Vgl. Boltzmann, Wien. Ber. (2) 76, Oktober 1877; Gastheorie 1, p. 38; 

Wien. Ber. (2) 76 (1877), p. 373; vgl. auch das zit. Lehrbuch von Jeans. 
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unter den ro000 oder w001 u. s. w. Molekülen befinden, und da es 
als gleich möglich betrachtet wurde, dass sich ein bestimmtes Mole
kül unter den w000 oder ro001 u. s. w. Molekülen befindet, so ist die 
Anzahl der gleich möglichen Fälle, unter denen die Geschwindigkeits
verteilung G eintritt (die Wahrscheinlichkeit dieser Geschwindigkeits
verteilung) gleich der Zahl, welche angiebt, wievielmal sich n Ele
mente so in Gruppen verteilen lassen, dass der ersten Gruppe ro000 , 

der zweiten ro001 Elemente u. s. w. angehören. Diese Anzahl ist aber 
gleich 

(24) 
N! 

COooo! 6loot ! · · · 

Wir wollen nun ro000 , w001 u. s. w. als sehr grosse Zahlen betrachten 
und für die Faktorielle die bekannte Annäherungsformel gebrauchen. 
Ferner führen wir statt w wieder die Bezeichnung f (~ 1J 1;) ein, 
welche Funktion wir vorläufig unabhängig von x, y, z voraussetzen. 
Dann geht der allein veränderliche Nenner des Ausdruckes (24), ab
gesehen von einem konstanten Faktor und Addenden, in den durch die 
Gleichung (22) der Nr. 12 gegebenen Ausdruck H über. Da aber 
der Ausdruck (24) die Wahrscheinlichkeit der betreffenden Zustands
verteilung angiebt, so besagt der in Nr. 12 entwickelte Satz, dass der 
Ausdruck H nur abnehmen kann, nichts anderes, als dass die Zu
standsverteilung stets von einer unwahrscheinlicheren zu einer wahr
scheinlicheren übergeht und dass die Entropie mit dem Ausdrucke 
der Wahrscheinlichkeit für die betreffende Zustandsverteilung iden
tisch ist. 

Man würde daher irren, wenn man glauben würde, die Max
well'sche Zustandsverteilung sei ein exzeptioneller Zustand. Sobald 
man vielmehr ganz dem Zufalle überlassen die Geschwindigkeiten 
bald so, bald so unter den Molekülen verteilt, so werden bei weitem 
die 1lleisten Verteilungsarten den Charakter der Maxwell'schen ·an 
sich tragen und nur verhältnismässig ausserordentlich wenige in be
merkbarer Weise davon abweichen. Dies ist eben die Ursache, warum 
der Wahrscheinlichkeit gernäss die Maxwell'sche Zustandsverteilung 
eintritt und sich durch enorm lange Zeit erhält. 

Analoges findet man bei der Methode der kleinsten Quadrate. 
Die Gauss'sche Fehlerverteilung ist keineswegs eine exzeptionelle, die 
infolge besonderer Ursachen eintritt, sondern es führen vielmehr bei 
weitem die meisten Anordnungen der Elementarfehler zum Gauss
achen Gesetze, und nur ganz wenige exzeptionelle Verteilungen der 
Elementarfehler führen auf wesentlich abweichende Fehlergesetze. 

Das H-Theorem lässt sich bedeutend verallgemeinern und auf 
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mechanisch viel komplizierter gebaute Systeme übertragen, wie wir 
zum Schlusse der Nr. 28 sehen werden. Es hat daher den Anschein, 
dass die Einseitigkeit des Verlaufes aller Naturvorgänge überhaupt 
darin begründet ist, dass die Zustände immer von unwahrscheinlicheren 
zu wahrscheinlicheren übergehen. 

Die Beziehung zwischen Entropie und Wahrscheinlichkeit zeigt 
sich im Gibbs'schen Paradoxon 53), dass die Entropie eines Ge
misches zweier sehr ähnlicher Gase plötzlich viel grösser ist, wenn 
beide Gase vollständig gleich sind. 

14:. Einwendungen gegen die Anwendung der Statistik auf 
me Gastheorie. Die Beweise des .Maxwell'schen Geschwindigkeits
verteilungsgesetzes sind keineswegs so aufzufassen, als ob sich aus 
den Bewegungsgleichungen der Mechanik allein beweisen liesse, dass 
sich der Zustand einer endlichen Zahl von Gasmolekülen, die sich in 
einem von absolut elastischen Wänden umschlossenen Raume befinden, 
wie immer ihr Anfangszustand beschaffen gewesen sein mag, mit 
mathematischer Notwendigkeit einem stationären Endzustande nähern 
müssten, der dann in alle Ewigkeit fortbesteht. 

Dass dies nicht möglich ist, folgt, wie mehrmals hervorgehoben 54) 

wurde, schon daraus, dass das Gas alle Zustände genau in umgekehrter 
Reihenfolge durchlaufen müsste, wenn in einem Zeitmomente die Rich
tungen der Geschwindigkeiten aller Moleküle umgekehrt würden, ohne 
Änderung ihrer Grösse. 

Poincare 55 ) folgert es aus der vollkommenen Symmetrie der Be
wegungsgleichungen der Mechanik, bezüglich der positiven und nega
tiven Zeit, welche sie zur Erklärung eines einseitigen Verlaufes der 
Naturvorgänge ungeeignet mache. 

Zum gleichen Resultate gelangt Zermelo 56) durch die folgenden 
Betrachtungen: 

Wie wir in Nr. 27 sehen werden, besagt der Liatwille'sche Satz, 
dass, wenn unendlich viele mechanische ,Systeme von unendlich nahe 

53) Gibbs, Thennodynam. Studien, Leipzig 1892, p. 196; fViedeburg, Ann. 
Phys. Chem. 53 (1894), p. 684-. 

54) Breton, :Mondes 2 (1875), p. 38; Loschmidt, Wien. Ber. (2) 73 (1876), 
Jl· 139; Boltzmann, Wien. Ber. (2) 75, 11. Januar 1877. Zahlreiche Briefe in 
Nature 51 vom 25. Okt. 1894 bis 18. April 1895, besonders Burbury, 22. Nov. 
1894, Boltzmann, 28. Febr. 1895; Culverwell, Phil. mag. (5) 30, p. 59. 

55) Poincare, Paris C. R. 108 (1889), p. 550; Thennodynamique, p. 422. 
56) Zermelo, Ann. Phys. Chem. 57 (1896), p. 485; 59 (1896), p. 793; Phys. 

Zeitschr. 1 (1900), p. 317; Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 57 (1896), p. 773; 60 
(1897), p 392. 
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liegenden Anfangsbedingungen ausgehen, das Produkt der Differentiale 
der Koordinaten und Momente, welches angiebt, zwischen welchen 
Grenzen diese eingeschlossen sind, seine Grösse mit der Zeit nicht 
ändert. Daraus schliesst Poincare bei Behandlung gewisser mit dem 
Dreikörperprobleme in Verbindung stehender Fragen, dass, spezielle 
Fälle ausgenommen, ein beliebiges mechanisches System, welches sich 
so bewegt, dass alle seine Koordinaten und Momente stets innerhalb 
endlicher Grenzen liegen, in genügend langer Zeit immer wieder ein
mal beliebig nahe seinem Anfangszustande kommen muss, ferner dass 
dies in entsprechend langer Zeit zum zweiten Male u. s. w. geschehen 
muss 57). 

Diesen Satz verwendet Zermelo, um zu beweisen, dass sich ein 
System einer endlichen Zahl von Molekülen, die in einem starren un
veränderlichen Gefäss eingeschlossen sind, überhaupt nicht einem 
stationären Endzustande nähern kann, sondern immer wieder periodisch 
dieselben Zustände durchlaufen muss. 

So sehr diese Betrachtungen im Stande sind, den eigentlichen Sinn 
der Sätze der kinetischen Gastheorie in ein klares Licht zu setzen, 
so bilden sie doch keineswegs eine Widerlegung dieser Sätze, welche 
ja blosse Sätze der Wahrscheinlichkeitsrechnung sind. Dass ein ab~ 

geschlossenes System einer sehr grossen aber endlichen Zahl mecha
nischer Elemente, wenn die Bewegungsdauer desselben beliebig aus
gedehnt wird, einmal wieder sehr unwahrscheinliche Zustände annehmen 
muss, ist keine Widerlegung der gastheoretischen Sätze, sondern folgt 
vielmehr aus diesen selbst, da für ein abgeschlossenes System einer 
endlichen Zahl materieller Punkte die Wahrscheinlichkeit, dass .das
selbe einen beliebigen, vom Wärmegleichgewichte abweichenden Zu
stand annimmt, zwar enorm klein, aber niemals mathematisch gleich 
Null sein kann. 

Der Zustand des Wärmegleichgewichtes zeichnet sich bloss da
durch aus, dass die bei weitem meisten Arten der Verteilung der 
lebendigen Kraft unter den mechanischen Elementen sich unter ihm 
subsumieren, während die anderen Zustände seltene, exzeptionelle 
sind. Nur aus diesem Grunde nähert sich, abgesehen von einzelnen 
Ausnahmen, jeder anfangs exzeptionelle Zustand, nach vor- und rück
wärts verfolgt, dem des Wärmegleichgewichtes und verbleibt dann 
darin während einer enorm langen, aber nicht mathematisch unend
lichen Zeit, wenn die Anzahl der mechanischen Elemente nicht mathe
matisch unendlich gross ist. 

57) Vgl. Boltsmann, Wien. Ber. (2•) 106 (1897), p. 12. 
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In rein mathematischer Beziehung besteht also der vollste Ein
klang zwischen den Grundgleichungen der Gastheorie und dem von 
Zermelo entwickelten Satze, und letzterer könnte nur dann eine Wider
legung der Gastheorie bilden, wenn daraus folgen würde, dass z. B. 
eine Entmischung diffundierter Gase in beobachtbarer Zeit zu er
warten wäre. 

Man darf sich aber nicht vorstellen, als ob aus Zermelo's Theorie 
folgen würde, dass zwei diffundierende Gase sich etwa alle Tage ein 
paar mal mischen und wieder entmischen. Die Zeit, innerhalb welcher 
wieder eine beobachtbare Entmischung zu erwarten wäre, ist vielmehr 
so beruhigend gross, dass jede Möglichkeit der Beobachtung eines 
solchen Vorganges ausgeschlossen ist. Diese Zeit ist von der Grössen
ordnung derjenigen, innerhalb deren nach den Wahrscheinlichkeits
gesetzen durchschnittlich einmal zu erwarten wäre, dass alle Häuser 
einer grossen Stadt an demselben Tage in Brand geraten, und man 
würde sieh täuschen, wenn man meinen würde, eine solche Unwahr
scheinlichkeit sei praktisch von der Unmöglichkeit irgendwie ver
schieden 58). 

Theoretisch allerdings erfährt dadurch der zweite Hauptsatz (der 
Satz von der Irreversibilität der Naturvorgänge) eine besondere Be
leuchtung. Man gewinnt hiervon, sowie von der Beziehung des H
Theorems zur zeitlichen Umkehrbarkeit aller mechanischen Vorgänge 
am besten eine Anschauung, wenn man mit Boltzmann 59) die H-Kurve 
konstruiert, das heisst, wenn man die Zeit als Abszisse und die dazu 
gehörigen Werte der Grösse H für eine sehr grosse endliche Zahl 
abgeschlossener Gasmoleküle als Ordinaten aufträgt. Die Ordinaten 
dieser Kurve sind stets durch enorm lange Strecken fast genau gleich 
dem Minimumwert von H, nur enorm selten treten grössere Diffe
renzen (Buckeln der H-Kurve) auf, und zwar ist jeder Buckel wieder 
enorm seltener, wenn er nur ein klein wenig grösser ist. 

Wenn man daher von einem Werte von H ausgeht, der erheb
lich grösser als ein Minimumwert ist, so wird man sich höchstwahr
scheinlich, sowohl wenn man in der Richtung der positiven als in 
der Richtung der negativen Seite fortschreitet, bald wieder einem 
Minimumwerte von H nähern, der dann enorm lange bestehen bleibt. 

Will man sich die gesamte \V elt unter diesem Bilde vorstellen, 
so kann man, wenn man die Dauer derselben sich beliebig lange vor
stellt, annehmen, dass hier und da gewisse Partien derselben erheb-

58) Lord Kelvin, Edinb. Soc. 8 (1873), p. 325; Nature 9, p. 441. 
59) Boltzmann, Math. Ann. 50 (1898), p. 325. 
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lieh vom Wärmegleichgewichte entfernt sind. Während sie sich dann 
diesem nähern, geschehen für die Bewohner derselben alle Vorgänge 
irreversibel und es scheint denselben die positive und negative Zeit-. 
richtung unterschieden, während sie es für die Welt als ganzes nicht 
ist. Die statistische Methode zeigt also, dass Irreversibilität der Vor
gänge in einem gegenüber der ganzen Welt kleinen Teile derselben, 
bei speziellen Anfangsbedingungen anch in der ganzen Welt, mit ·der 
Symmetrie der mechanischen Gleichungen gegenüber der positiven 
und negativen Zeitrichtung sehr wohl verträglich ist. Ausführlich 
verbreiten sich hierüber Be!rlrand und Poincare in ihren Büchern über 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. V gl. das Zitat 26). 

C. Reibung, Wärmeleitung und Di:lfnsion. 

15. Verschiedene Mittelwerte 60). Aus der Formel (18) folgt 
sofort für die Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit, fitr welche 
die Geschwindigkeit zwischen den Grenzen c und c + dc liegt, del' 
Ausdruck 

(25) 
.. 

fJJ (c) dc = 4 :zt .Ae- as cldc. 

Die Gesamtanzahl aller Moleküle in der Volumeneinheit aber ist 
00 

(25a) n JfJJ(c)de=A.~. 
0 

Der Mittelwert irgend einer Potenz der Geschwindigkeit ist 

(26) 
- 1}00 C"=-;- e"fJJ(c)de. 

0 

Der Mittelwert des Produktes dreier beliebiger Potenzen der 
Geschwindigkeitskomponenten aber ist 

00 00 00 
(27) ~at;bb" = :JJJ~"'Yn•f(hii.) a~ dt; ar,. 

0 0 0 

Nach Einsetzung der Werte (18) und (25) für die Funktionen 
fJJ und f können die Integrationen ohne Schwierigkeit ausgeführt 
werden. Es ergiebt sich, dass man nicht hat (}. = (c)1, ebensowenig 
r. t;2 = ~ . ~llt}B u. s. w: Das hier definierte Mittel ist das sogenannte 

60) Vgl. ausser den Abhandlungen MatCWell's und den Lehrbii.chem: Meyer, 
Theoria gasorum, Breslau Dissert. 1866. 
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statistische, welches man erhält, wenn man für jedes zu einer be
stimmten Zeit in der Volumeneinheit vorhandene Molekül den be
treffenden Wert z. B. rf' bildet und aus allen diesen Werten das Mittel 
nimmt. Das historische Mittel dagegen ist dadurch definiert, dass man 
ein einziges Molekül während einer langen Zeit t betrachtet und für 
dasselbe das Integral 

bildet. Da sich durchschnittlich alle Moleküle gleich verhalten, so 
haben für den stationären Zustand beide Mittel denselben Wert. 

Unter der wahrscheinlichsten Geschwindigkeit versteht man die
jenige (c = a), für welche die Funktion rp (c) der Gleichung (25) den 
grössten Wert hat, und es verdient bemerkt zu werden, dass für diese 
Geschwindigkeit nicht auch der wahrscheinlichste Wert der lebendigen 
Kraft eintritt. Denn bei Berechnung der ersteren denkt man sich dc, 
bei Berechnung der letzteren aber dx konstant, wobei x = t mc2 die 
lebendige Kraft des Moleküles ist. Die Anzahl der Moleküle, für 
welche die lebendige Kraft zwischen x und x + dx liegt, wäre also 

- 2x 
~l"~_n_ Ae- ma• Vx dx 
mym 

und die wahrscheinlichste lebendige Kraft ist daher diejenige, für 
welche die Funktion 

ein Maximum wird. Dies tritt fiir x = t m a2, daher c = :$2 ein. 

Seien in demselben Ge!ässe zwei Systeme von Molekülen (Gas
arten) vorhanden. Fiir das erste sei die Geschwindigkeitsverteilung 
durch die Formel (18), für das zweite durch eine analoge gegeben, 
in welcher an Stelle der Konstanten a und n (Gl. (25a)) andere, etwa 
ß und n1 ti·eten. Dann findet Maxwell 61) für die Anzahl der Molekül
paare in der Volumeneinheit, von denen das eine der ersten, das 
andere der zweiten Gasart angehört und für welche die Differenz der 
Geschwindigkeitskomponenten in der Abszissenrichtung zwischen u und 
u + du liegt, den Ausdruck 

u• 

61) Maxwell, Papers 1, p. 382; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 24. 
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Daraus ergiebt sich für die mittlere relative Geschwindigkeit zwischen 
je einem Paare von Molekülen, von denen das eine der einen, das 
andere der anderen Gasart angehört, der Wert 

(28) :r = Jlc1ll + c22 , 

wobei c1 die mittlere Geschwindigkeit eines Moleküles der ersten, c1 

eines Moleküles der zweiten Gasart ist. Wenn beide Moleküle der
selben Gasart angehören, so ist die mittlere relative Geschwindigkeit 

(29) 

Für die Wahrscheinlichkeit, dass bei einem einfachen Gase für ein 
willkürlich herausgegriffenes Molekül die relative Geschwindigkeit zu 
einem gegebenen, die Geschwindigkeit c besitzenden Moleküle zwischen 
r und r + dr liegt, findet Maxwell 62) den Ausdruck 

1 r ( _ (r-:c)2 
_ (r-t:c)') 

--- - e a - e a dr. 
ety'n c 

Durch Multiplikation mit r und Integration von r = 0 bis r = oo 
ii.ndet man für den Mittelwert der verschiedenen relativen Geschwin
digkeiten, welche ein mit der Geschwindigkeit c im Gase bewegtes 
Molekül gegen die verschiedenen übrigen Moleküle des Gases hat, 
den Wert 

(30) 

wobei 
X 

(31) 1 +2x9 r 1/J(x) = xe-x' + -x-J e-·y'dy 
0 

ist. 

16. Die mittlere Weglänge. Diese für die Gastheorie so wich
tige Grösse wurde zuerst von Glausius 68) berechnet. Dieselbe lässt 
sich aber nur dann in einfacher Weise definieren, wenn man die Gas
moleküle als vollkommen elastische Kugeln betrachtet. Es bewege 
sich ein Molekül mit der fortwährend gleichen Geschwindigkeit c in 
einem Raume, in welchem sehr viele Moleküle von möglicherweise 
anderer Beschaffenheit, welche aber unter sich gleichartig sein sollen, 
unregelmässig verteilt sind. Letztere sollen alle ruhen, und es sollen 
von ihnen n auf die Volumeneinheit entfallen. Die Summe der Radien 
des bewegten und irgend eines der ruhenden Moleküle sei o, der so-

62) Maxwell, Phil. mag. (4) 19. p. 26; Papers 1, p. 384. 
63) Olausius, Ann. Phys. Chem. 105 (1858), p. 239; Phil. mag. (4) 17 (1859), 

p. 81; Ge~. Abh. 2, p. 260. 
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genannte Radius der Abstandssphäre. Wir konstruieren um das Zen
trom des bewegten Moleküles als Mittelpunkt eine Kugel vom Ra
dius tJ (die Abstandssphäre) und denken uns dieselbe mit dem Mole
küle mitbewegt. Dann wird das bewegte Molekül in der Zeiteinheit 
durchschnittlich mit so vielen ruhenden zusammenstossen, als Mittel
punkte derselben in dem Raume liegen, den die vorangehende Halb
kugelfläche der Abstandssphäre durchsetzt. Die Anzahl dieser Zu
sammenstösse ist: 
(32) 
Sind die anderen Moleküle, mit denen das eine zusammenstösst, eben
falls bewegt, so ist für c die mittlere relative Geschwindigkeit r zu 
setzen, es wird also 

(33) 
Da von einem Zusammenstosse bis zum nächsten durchschnittlich die 

Zeit _!_ vergeht, so ist das Mittel der Wege, welche der Mittelpunkt 
11 

~ines stets mit der Geschwindigkeit c bewegten Moleküles von einem 
bis zum nächsten Zusammenst.osse zurücklegt (die mittlere Weglänge ), 

(34) 

Wenn sich das Molekül mit wechselnder Geschwindigkeit bewegt, so 
ist die mittlere Weglänge 

(35) c c 
Ä.=-=--· v 1tna•r 

Olausius berechnet l. c. die mittlere Weglänge eines Moleküles eines 
einfachen Gases unter der Voraussetzung, dass sich alle Moleküle mit 
derselben Geschwindigkeit in allen möglichen Richtungen des Raumes 
bewegen. Da dann, wie man leicht findet, r = t c ist, so folgt 

3 
l = 47tna• · 

Herrscht unter den Molekülen die Maxwell'sche Geschwindigkeits

verteilung, so ist nach Formel (29) r = c Jl2, daher 

). - 1 
- y2:n:na21 

wie zuerst Maxwell 63 a) zeigte. 
Bewegt sich ein Molekül in einem Gemische zweier Gase, so er

hält man entsprechend kompliziertere Formeln, da dann sowohl die 
Zusammenstösse mit den Molekülen derselben als auch mit denen der 
übrigen Gasarten in Rechnung zu ziehen sind 63 b). 

63a) Maxwell, Papers 1, p. 387; Phil. Mag. (4) 19 (1860), p. 28. 
63h) Maxwell!. c. in Anm. 63•; Boltzmann, Gastheorie 1, p. 65 und 70. 

Encyklop. d. math. Wissenscl1. V 1. 34 
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Im bisherigen ist die mittlere Weglänge stets folgendarrnassen 
definiert worden: Man betrachtet das ganze Gas während einer längeren 
Zeit und nimmt auf allen Wegen, welche entweder alle oder gewisse 
hervorgehobene Moleküle desselben von je einem Zusammenstosse bis 
zum nächsten zurücklegen, das Mittel. Wir können es (vgl. Nr. lö) 
als das historische oder vielleicht besser als das historisch-statistische 
bezeichnen. Als Beispiel, wie oft der Begriff des Mittels kein 
eindeutiger ist, seien noch zwei andere von Tait 64) vorgeschlagene 
Definitionen der mittleren Weglänge erwähnt. Die erste geht dahin, 
dass man das Gas in einem bestimmten Zeitmomente betrachtet, für 
jedes Molekül desselben den Weg notiert, den es von dem diesem 
Zeitmomente nächstvorhergehenden bis zu dem zunächst auf ihn fol
genden Zusammenstosse zurücklegt und aus allen diesen Wegen das 
Mittel nimmt ( statistischE\s Mittel). Die zweite von Tait vorgeschlagene 
Definition geht dahin, dass man die mittlere Geschwindigkeit aller 
Moleküle mit der Zeit multipliziert, die im Mittel von einem Zusammen
stosse bis zum nächsten vergeht. Die nach den beiden letzteren Me
thoden erhaltenen mittleren Weglängen sind von derselben Grössen
ordnung, wie :die früher berechnete, nur der numerische Koeffi_zient 
ist ein wenig verschieden. Für die in der Gastheorie erforderlichen 
Entwickelungen ist wohl nur die ursprünglich angegebene Definition 
der mittleren Weglänge von Wichtigkeit. 

Der Umstand, dass die Zeit, in welcher durchschnittlich der 
nächste Zusammenstoss eines Moleküles eintritt, dieselbe bleibt, ob 
das Molekül soeben zusammengestossen ist oder sich schon länger 
ohne Zusammenstoss bewegt, entspricht ganz der Thatsache, dass die 
Wahrscheinlichkeit, dass eine Lottonummer gezogen wird, dadurch 
nicht erhöht wird, wenn sie schon längere Zeit nicht gezogen wurde 
Analoges gilt für die Wahrscheinlichkeit des Zeitmomentes, in welchem 
ein Molekül den nächstvorhergehenden Zusammenstoss erfuhr 65). 

Es sei zu Anfang der Zeit n0 die Gesamtanzahl der Moleküle 
eines Gases oder die Zahl derjenigen Moleküle, welche gewisse be
schränkende Bedingungen erfüllen, und es sollen von diesen Molekülen 
in der Zeiteinheit v mit anderen zum Zusammenstosse gel~ngen; ferner 
sei n die Zahl derjenigen dieser Moleküle, welche während einer ge
gebenen Zeit t noch nicht mit anderen znm Zusammenstosse gelangt 
sind. Dann ist s5 a) 

dn =- vdt, n = n0 e-vt. 

64) Tait, Edinb. Proc. 15 (1888), p. 225; Edinb. Trans. 33, p. 74. 
65) Clausius, Ga.stheorie, p. 209; Boltzmann, Gastheorie 1, p. 71. 
65•) Olausius, Ga.stheorie, p. 71. 
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Wir setzten bei Berechnung der mittleren Weglänge voraus, dass 
sieh die Anzahl der Molek:ülmittelpunkte, welche sich in dem von 
der vorderen Hälfte der Abstandssphäre des bewegten Moleküles 
durchsetzten Raume .Q, befinden, zur gesamten Anzahl der Moleküle 
des Gases verhält, wie das Volumen .Q, zum gesamten Volumen V 
des Gases. Dies ist nicht mehr genau richtig, wenn die Summe der 
Abstandssphären aller Moleküle nicht gegenüber V verschwindet. Man 
muss dann vielmehr in der Proportion von V die Summe S der Ab
standssphären aller Moleküle abziehen, von .Q, dagegen muss die 
Summe T derjenigen Teile dieses Raumes, welche von Abstands
sphären anderer Moleküle erfüllt sind, abgezogen werden. Der Quo
tient Q, - T : V- S giebt dann die Wahrscheinlichkeit, dass der 
Mittelpunkt eines Moleküles in dem Raume .Q, liegt. Für die unter 
Berücksichtigung dieses Umstandes korrigierte mittlere Weglänge findet 
Olausius 66) unter der Annahme, dass die Korrektion klein ist, den 
Ausdruck 

Denselben Wert hat später Jäger 67) auf anderem Wege gefunden. 
V an der Waals 68), Karteweg 69), Meyer 70) fanden früher andere Werte. 
V gl. auch Kool 71), Jeans 72). 

Eine Korrektion der mittleren W eglänge, welche durch Berück
sichtigung des Einflusses der das Gas umgebenden Wände bedingt 
ist, berechnet Clausius 1. c. p. 66. Eine Korrektion wegen Einflusses 
der Kohäsionskräfte wurde von Sutherland 73) berechnet. Die Korrek
tion der Formel für den Druck wegen endlicher Grösse der Moleküle 
und Kohäsionskräfte siehe Nr. 29. 

17. Ma.xwell's erste Berechnung des typischen Falles der 
inneren Reibung, Wärmeleitung und Di:ffusion. Die Berechnung 
dieser drei für die Beobachtung so wichtigen Vorgänge bildet ein 
Hauptobjekt der Gastheorie. Man begann mit der Berechnung der 
einfachsten zur Definition der betreffenden Naturkonstanten dienenden 

66) Clausius, Gastheorie, p. 63. 
67) Jäger, Wien Ber. 105 (1896), p. 97. 
68) van dm· Waals, Continuität; vgl. auch Kohnstamm, Amsterd. Proc. 23, 

April 1904. 
69) Ko1teweg, Arch. Neerl. 12 (1877), p. 13. 
70) Meyer, Gastheorie, 2. Aufl., p. 78. 
71) Kool, Soc. Vaudoise (3) 28 (1892), p. 211. 
72) Jeans, Phil. mag. (6) 8 (1904), p. 700. 
73) Sutherland, Phil. mag. (5) 36 (1893), p. 507. 

34. 



528 V 8. L. Boltsmann u. J. Nabl. Kinetische Theorie der Materie. 

Fälle (der einfachsten typischen Fälle). Diese wurde für alle drei in 
Rede stehenden Vorgänge zuerst von Maxwell 74) durchgeführt, aller
dings unter manchen die Rechnung vereinfachenden nicht mathe
matisch strengen .Annahmen. Maxwell betrachtet zuerst den typischen 
Fall der inneren Reibung, welcher durch folgende Bedingungen be
stimmt ist: In einem Gase habe jede der xy-Ebene parallele Schicht 
eine der Abszissenrichtung parallele sichtbare Geschwindigkeit u, 
welche eine lineare Funktion der z-Koordinate der betreffenden Schicht 
etwa gleich az ist. Er prüft jedes Molekül darauf, in welcher Schicht 
es das letzte Mal zum Zusammenstosse gelangte (von welcher Schicht 
es ausgesandt wurde), und in welcher Schicht es dann wieder zum 
Zusammenstosse gelangt. Er nimmt an, dass es immer dasjenige in 
der Abszissenrichtung geschätzte Bewegungsmoment von der ersteren 
Schicht zur letzteren überträgt, welches ihm zukäme, wenn es die 
sichtbare Geschwindigkeit u der ersteren Schicht hätte. Indem er die 
Rechnung so durchführt, als ob bei der Molekularbewegung alle Mole
küle ihre mittlere Geschwindigkeit hätten, findet er für das gesamte 
durch eine der xy-Ebene parallele Ebene vom Flächeninhalte 1 hin
durchgetragene Beweguugsmoment, welches durch a dividiert den 
Reibungskoeffizienten fJ liefert, denjenigen Wert, der mit unbedeutenden 
Modifikationen noch heute allgemein angenommen wird (vgl. Glei
chung (38)). 

Unter analogen Vereinfachungen berechnet Maxwell an derselben 
Stelle auch den Wärmeleitungskoeffizienten eines Gases und die Diffu
sion zweier Gase, sowohl die direkte als auch die durch eine poröse 
Scheidewand und eine enge Öffnung. 

18. Andere Berechnungen des typischen Falles der Reibung. 
Derselbe Wert der Reibungskonstante, ebenfalls ohne Berücksichtigung 
der Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilung, wurde noch mehrmals 75) 

nach einer der Maxwell'schen ähnlichen Methode berechnet, doch 
wurde, abgesehen von anderen Verschiedenheiten, meist nicht unter
sucht, in welcher Schicht jedes Molekül wieder zum Zusammenstosse 
gelangt, sondern es wurden blos alle durch eine bestimmte Fläche 
gehenden Moleküle auf die Schicht geprüft, von der sie ausgesandt 
wurden. 

In einer späteren Berechnung von 0. E. Meyer 76), sowie nachher 

74) Maxwell, Papers 1, p. 391; Phil. mag. (4) 19 (1860), p. 31. 
75) Stefan, Wien Ber. (2) 66 (1872), p. 363; Lang, Wien Ber. (2) 64 (1871), 

p. 486; Ann. Phys. Chem. 145 (1872), p. 290; 0. E. Meyer, A.nn. Phys. Chem. 125 
(1865), p. 589. 

76) 0. E. Meyer, Gastheorie, 1. A.ufi., p. 320; 2. A.ufl. 2, p. 102. 
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von Boltzmann 7"), Tait 78), Glausius 79) wurde dem Umstande, dass 
die Moleküle die verschiedensten Geschwindigkeiten haben, durch die 
Annahme Rechnung getragen, dass in jeder Schicht dieselbe Ge
schwindigkeitsverteilung herrscht, welche daselbst herrschen würde, 
wenn sich das ganze Gas mit der sichtbaren Geschwindigkeit dieser 
Schicht bewegen würde. 

Mit einem ziemlich geringen Aufwande von Rechnung ergiebt 
sich das in den zitierten Abhandlungen gefundene Resultat nach der 
folgenden Methode 80). Wir verstehen unter Q irgend eine Eigen
schaft der Moleküle, deren Mittelwert Q für jedes Volumelement einer 
der xy-Ebene parallelen Schicht gleich sein und eine lineare Funk
tion von z etwa az sein soll. Wir betrachten in der xy-Ebene ein 
Stück vom Flächeninhalte Eins. Die Anzahl der Moleküle, welche in 
der Zeiteinheit durch dasselbe so hindurchgehen, dass ihre Geschwin
digkeit zwischen den Grenzen c und c + dc liegt und mit der posi
tiven z-Axe einen Winkel bildet, der zwischen {} und {} + dV' liegt, ist 

dv = ~ q;(c) dc sin {} d-3-. 

Dabei ist r:p ( c) d c die Anzahl der Moleküle in der Volumeneinheit,. 
deren Geschwindigkeit zwischen den oben definierten Grenzen liegt. 
Vorausgesetzt wird, dass bei Berechnung von d v die für den Ruhe
zustand geltende Geschwindigkeitsverteilung an die Stelle der wirk
lichen gesetzt werden darf (vgl. Nr. 19). Nach einer in Nr. 17 ge
machten Bemerkung ist der mittlere Weg, den jedes d~r dv Moleküle 
von seinem letzten Zusammenstosse bis zum Durchgange durch die 
xy-Ebene zurückgelegt hat, gleich der durch Formel (34) gegebenen. 
Grösse A0 • Dieser Zusammenstoss erfolgte daher durchschnittlich in 
einer Schicht mit der z-Koordinate it0 cos V', und wenn wir annehmen,. 
dass jedes Molekül den dort herrschenden Wert von G durch die 
xy-Ebene trägt, so tragen die dv Moleküle durch diese Ebene den 
Gesamtbetrag 

ait0 cos {} dv 

dieser Grösse hindurch. Wenn wir alle Geschwindigkeiten gleich
setzen, so ist für rp(c) dc die Gesamtzahl n der Moleküle in der· 

Volumeneinheit zu setzen. Integriert man nach -3- von 0 bis ; und: 

beachtet, dass ein gleicher entgegengesetzt bezeichneter Betrag in der 

77) Boltzmann, Wien Ber. (2) 84 (1881), p. 45. 
78) Tait, Edinb. Trans. 33 (1867), p. 260. 
79) Clausius, Gastheorie, p. 100. 
80) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 7 4. 
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entgegengesetzten Richtung hindurehgetragen wird, so ergiebt sich 
für die Gesamtmenge der Eigenschaft Q, welche in der Zeiteinheit 
durch die Flächeneinheit getragen wird, der Wert: 

(36) r = tacln. 

Berücksichtigt man dagegen das Vorkommen aller möglichen Ge
schwindigkeiten, so hat man auch noch nach c zu integrieren und 
erhält 

00 

(37) rl = ta J c.ic «p~) dc. 
0 

Setzt man für Q das in der Abszissenrichtung geschätzte Bewegungs
moment mu und für die mittlere Geschwindigkeitskomponente u in 

dieser .Richtung as, so wird r gleich der Reibungskonstante fJ und a 
es folgt, wenn die Geschwindigkeiten aller Moleküle gleichgesetzt 
werden: 

(38) 

Wenn wir das Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz 
annehmen wollen, so haben wir in Formel (37) für «p(c) den Wert 
(25) zu substituieren und erhalten 

(39) 'I'J = kcA~, 
wobei 

(40) 

ao 

_ 1 , Jnf 4x8 _,.,. 

k- 3 r 2 1/J(re) e dx. 
0 

l/J(x) ist die in Nr. 17 durch Gleichung (31) definierte Funktion. 
Das in k vorkommende bestimmte Integral wurde von Bolesmann 81) 

und Tait ss) durch mechanische Quadraturen berechnet. Es ergiebt sich 

k = 0,350271, 

sodass die Werte (38) und (39) von 'YJ nur wenig .verschieden sind. 
0. E. Meyfff' hat in der ersten Auflage seiner Gastheorie die Rechnung 
in etwas anderer Weise durchgeführt und ein etwas anders gebautes 
bestimmtes Integral erhalten; das von ihm in der zweiten Auflage, 
sowie von den anderen zitierten Autoren gefundene Integral aber ist 
mit dem in Gleichung ( 40) gegebenen identisch. 

Schon Boltsmann hat L c. betont, dass auch die Formel (39) für 
'YJ keineswegs mathematisch exakt ist, da nach Gleichung (21) im 

81) Boltsmann, Wien Ber. (2) 84 (1881), p. 45. 
82) Tait, Edinb. Trans. SS (1867), p. 277. 
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reibenden Gase eine von der Maxu•ell'schen etwas verschiedene Ge
schwindigkeitsverteilung herrschen muss und vermöge dieses Um
standes zum Reibungskoeffizienten Glieder hinzukommen, die von 
keiner geringeren Grössenordnung als die in Formel (39) berück
flichtigten sind. 

19. Andere Berechnung des typischen Fa.lles der Wärme
leitung. Noch mannigfaltigere Resultate wurden bei Behandlung des 
typischen Falles der Wärmeleitung erhalten. Olausius 88) hat denselben 
.einer sehr umständlichen Rechnung unterzogen und dabei nachge
wiesen, dass die ursprüngliche Formel Maxwell's nicht exakt sein 
Kann, da aus derselben ein Massentransport durch das wärmeleitende 
Gas folgen würde. Es sind jedoch auch weder die Olausius'sehe noch 
die andern in dieser Nummer besprochenen Formeln exakt 84). Andere 
Berechnungen des typischen Falles der Wärmeleitung wurden ausge
ftihrt von Stefan 85), Lang86), Bühlmann87), O.E.Meyer-88), Tait 89) u.s.w., 
wobei fast jedesmal ein anderer numerischer Koeffizient erhalten wurde. 
Die Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung wird dabei von Meyer 
uud Tait berücksichtigt, doch gilt von der Art und Weise dieser Be
rücksichtigung das bei der inneren Reibung Gesagte. 

Die gleiche Formel für den Wärmeleitungskoeffizienten erhält 
man in sehr einfacher Weise aus den Gleichungen (36) und (37), 
wenn man an Stelle von G den gesamten Wärmeinhalt, also die ge
samte Energie eines Moleküles einsetzt. Dass möglicherweise die 
Energie der inneren Bewegung sich in anderer Weise als die der pro
gressiven beteiligt, wurde von Boltemann 90) diskutiert. 

20. Vergleich mit der Erfahrung. Aus Formel (6) kann zu
nächst ie Quadratwurzel Y? aus dem mittleren Geschwindigkeits
quadrate berechnet werden. Sie folgt für alle Gase beiläufig gleich 
der ltfachen Schallgeschwindigkeit. Daraus folgt dann mittels des 
MaxwelZ'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes die mittlere Ge
schwindigkeit c. Aus dem experimentell bestimmbaren Werte des 
Reibungskoeffizienten lässt sich nach Formel (39) die mittlere Weg-

83) Olausius, Ann. Phys. Chexn. 115 (1862), p. 1 = Ges. Abh. 2, p. 276; Gas-
theorie, p. 105. 

84) Kirckhoff, Vorles. über ma.th. Phys.: Theorie der Wll.rme, p. 210. 
85) Stefan, Wien Ber. 471 (1863), p. 81. 
86) v. Lang, Wien Ber. 64 (1871), p. 486; 66 (1872), p. 416. 
87) Rühlmann, Ha.ndb. d. mech. Wärmetheorie, p. 198. 
88) 0. E. Meyer, Ga.stheorie, 1. Auß., p. 187 u. 188; 2. Auf!.. 2, p. 122 
89) Tait, Edinb. Trans. 33, p. 261. 
90) Boltzmann, Wien Ber. 72 1 (1876), p. 427. 
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länge eines Moleküles berechnen. Sie ergiebt sich für Stickstoff ooim 
Normalbarometerstand und 15° Celsius etwa gleich 0,00001 cm. Daraus 
kann der Durchmesser, also die Grösse eines Moleküles bestimmt 
werden, wenn man annimmt, dass sich die Moleküle in den tropfbaren 
Flüssigkeiten nahezu berühren, wenigstens sehr dicht gedrängt sind, 
wie dies Loschmid 91), Lotkar Meyer 92), Stoney 93), Lord Kelvin 94)r 
Jeans 95) thun. De1·selbe ergiebt sich für Stickstoff etwa gleich dem 
milliontau Teil eines Millimeters. Diese Werte können dann wieder 
in die Formel für die Wärmeleitfähigkeit eingesetzt werden, wodurch 
sich ein mit der Erfahrung wenigstens qualitativ übereinstimmender 
Wert ergiebt. Aus den Formeln (38) und (39) folgt, dass der 
Reibungskoeffizient bei konstanter Temperatur von der Dichte unab
hängig ist, und dasselbe folgt auch für die Wärmeleitungskonstante 
aus der für diese geltenden Formel. Beide Resultate überraschten 
Maxwell sehr, wurden jedoch später durch die Erfahrung bestätigt. 
Freilich können sie nicht bis zur Dichte Null gelten; hier wird die 
Übereinstimmung mit der Erfahrung dadurch hergestellt, dass für 
sehr kleine Dichten die Reibungs- und Wärmeleitungsgesetze eine 
Modifikation erfahren, indem im ersteren Falle erhebliche Gleitung, 
im letzteren ein Temperatursprung auftritt. V gl. Kundt und War
burg 96), sowie Smoluchowski 97). Diese Autoren behandeln das Problem 
sowohl experimentell als auch theoretisch. 

Sowohl die Reibungskonstante als auch die Wärmeleitungskon
stante ergeben sich der Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur 
proportional, und zwar ist dieses Resultat unabhängig von den Un
genauigkeiten der besprochenen Rechnung, sobald die Moleküle als 
undefo1·mierbare vollkommen elastische Körper betrachtet werden, wie 
sich durch blosse Betrachtung der Dimensionen der betreffenden Grössen 
zeigen lässt. Die Erfahrung lehrt, dass beide Koeffizienten mit 
wachsender Temperatur rascher ansteigen. Dies kann aus der An
nahme erklärt werden, dass die Moleküle nicht starr sind, sondern 
um so tiefer in einander eindringen, je heftiger sie auf einander stossen 98). 

91) Loschmid, Wien Ber. 52 (1865), p. 395. 
92) L. Meyer, Ann. Chem. Pharm., 5. Suppl.-Bd. (1867), p. 129. 
93) Stoney, Phil. Mag. (4) 46 (1873), p. 463; Pap. 2 p. 372. 
94) Kelvin, Nature, März 1870; Sill. J. 5 (50), p. 38, 258; Rep. Brit. Ass. 8-!. 
95) Jeans, Phil. mag. (6) 8 (1904), p. 692. 
96) Kwndt u. Warburg, Ann. Phys. Chem. 155 (1875), p. 337, 525; 156 

(1875), p. 171. 
97) v. Smoluchmcski, Ann. Phys. Chem. 64 (1898), p.101;. Wien Ber. 108h

(1899), p. 5. 
98) Stefan, Wien Ber. 65 2 (1872), p. 339. 
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In der That zeigt sich ein anderes Gesetz der Abhängigkeit von der 
Temperatur, wenn man die Moleküle als sich abstossende Kraftzentra 
betrachtet (vgl. Nr. 25). 

21. Andere Berechnung des typischen Falles der Diffusion. 

Die Rechnungen Maxwell's über den typischen Fall der Diffusion 
zweier Gase ohne poröse Scheidewände wurden von Meyer 99) ver
vollständigt. Derselbe gelangt jedoch zu einer Veränderlichkeit der 
Diffusionskonstante, bei wechselndem Mischungsverhältnisse der Gase, 
welche jedenfalls weit grösser ist, als es die Experimente zulassen. 
Tait 100) hat ebenfalls die Diffusion ohne poröse Scheidewände unter 
Berücksichtigung des Maxwell' sehen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes 
untersucht. 

Stefan 101) stellte eine Theorie der Gasdiffusion ohne poröse 
Scheidewände auf, welche nur teilweise auf dem Boden der kinetischen 
Gastheorie steht, indem er den Satz, dass jedes Gas bei der Diffusion 
durch das andere einen Widerstand erfährt, welchen Maxwell aus 
seiner später zu besprechenden Theorie (Nr. 24) kinetisch begründet, 
einfach unbewiesen als Axiom hinstellt. Daraus ergiebt sich dann 
der Diffusionskoeffizient unabhängig vom Mischungsverhältnisse, wie 
es auch Maxwell in jener später zu betrachtenden Theorie findet. Aus 
einem ähnlichen Axiome entwickelt Ste{an eine kinetische Theorie der 
Diffusion durch poröse Scheidewände. Eine Kritik der verschiedenen 
Theorien der Gasdiffusionen sowie eine Berechnung aus seinen An
schauungen giebt Sutherland 102). 

Unter der Voraussetzung, dass die Moleküle undeformierbare, 
vollkommen elastische Körperehen seien, ergiebt sich der Diffusions
koeffizient verkehrt proportional dem Gesamtdrucke, und direkt pro
portional der %ten Potenz der absoluten Temperatur. Erstere Kon
sequenz wurde durch die Erfahrung bestätigt. Auch der a~solute 
Wert der Diffusionskonstante verschiedener Gaspaare, wie ihn die 
kinetische Gastheorie liefert, stimmt wenigstens beiläufig mit der Er
fahrung. 

Aus der Beziehung der Reibungs-, Wärmeleitungs- und Diffusions
konstanten chemisch zusammengesetzter Gase mit denen der Bestand
teile lassen sich Schlüsse über die V olumina, Querschnitte und Durch
messer der Moleküle ziehen 103). 

99) 0. E. JYieyer, Gastheorie, 1. Aufl., p. 327; 2. Aufl., p. 116. 
100) Tait, Edinb. Trans. 33 (1887), p. 266. 
101) Stefan, Wien. Ber. 63 2 (1871), p. 63; 65 2 (1872), p. 323. 
102) Sutherland, Phil. mag. (5) 38 (18!J4), p. 1. 

103) 0. E. JYieyer, Gastheorie, 1. Aufl., § 104; 2. Aufl., § 119. 
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D. Zweite TheQrie Jlaxwell's. 

22. Spätere Theorie Ma.xwell's, welche die lloleküle als Kraft.. 
zentra. auffasst. Von weit allgemeineren Gesichtspunkten ausgehend 
und in einer mathematisch viel befriedigenderen Form wurde die 
innere Reibung, Diffusion und Wärmeleitung der Gase in Maxwell's 
zweiter grosser gastheoretischer Arbeit 104) behandelt. Ziemlich aus
führliche Darstellungen dieser Behandlungsweise geben Kirchkoffl06) 

und Boltemann 106). Hier werden nicht mehr bloss einzelne typische 
Fälle dieser Vorgäng~ ausgewählt, sondern es wird ganz allgemein 
ein Gas betrachtet, in welchem die sichtbare Bewegung, Dichte, Tem
peratur u. s. w. zu Anfang in beliebig gegebener Weise von Punkt 
zu Punkt varjabel ist, und es werden die Bewegungsgleichungen, so· 
wie die Gleichungen für die Veränderung der übrigen Bestimmungs
stücke des Gases in diesem allgemeinen Falle aus der Gastheorie ent
wickelt. In ähnlicher allgemeiner Weise wird das Problem der Diffu
sion behandelt. Dabei werden freilich auch gewisse Grössen als klein 
gegenüber andern vernachlässigt, aber es werden die verschiedenen 
Ordnungen der Kleinheit streng mathematisch definiert und immer 
nachgewiesen, dass die vernachlässigten Grössen wirklich von höhere:~; 

Ordnung der Kleinheit sind, als die beibehaltenen. 
Natürlich legt MaxweU wieder die schon in Nr. 12 skizzierte 

Voraussetzung seinen Rechnungen zu Grunde, der vom Gase einge
nommene Raum lasse sich in Volumelemente zerlegen, welche so 
klein sind, dass innerhalb derselben der sinnlich erkennbare Zustand 
des Gases (Temperatur, Strömung, Mischungsverhältnis u. s. w.) als 
konstant betrachtet werden kann, und dass doch jedes V olumelement 
ausserordentlich viele Moleküle enthält, welche die verschiedensten 
Geschwindigkeiten haben. Er bezeichnet mit Q irgend eine Funktion 
der drei Geschwindigkeitskomponenten ~' 'r/,' eines Moleküls. Er denkt 
sich den Mittelwert Q dieser Funktion für alle Moleküle eines Volum
elementes gebildet und berechnet die gesamte Veränderung dieses 
Mittelwertes während eines Zeitdifferentials. Diese Veränderung setzt 
sich aus vier Teilen zusammen, 1. die infolge der sichtbaren Be
wegung des Gases, 2. die infolge der etwaigen Wirksamkeit iiusserer 
Kräfte, 3. die infolge der Zusammenstösse der Moleküle des Gases 
unter einander, 4. die infolge der Zusammenstösse mit den Molekülen 
anderer etwa in demselben Raume vorhandener Gase. Die Berech-

104) Maxwell, Phil. Trans. 167; Phil. Mag (4) 36, p.129 =Papers 2, p. 26. 
106) Kirchhoff, Vorles. üb. mathem. Physik: Theorie der Wärme, 13 u. d. 

folg. Vorles. 106) Boltzmann, Gastheorie 1, p. 180. 
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nung dieser Veränderungen wird in ähnlicher Weise durchgeführt wie 
in Nr. 12 bei Entwickelung der Gleichung (21) die Veränderung von 
f und H berechnet wurde. Die Ausdrücke für die Veränderungen in
folge der 3. und 4. Ursache vereinfachen sich ausserordentlich, wenn man 
die Moleküle nicht als elastische Kugeln betrachtet (was wir das alte 
Wirkungsgesetz nennen wollen), sondern als Kraftzentra, welche sich 
mit einer der 5. Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen Kraft 
abstossen, was das neue Maxwell'sche "\Virkungsgesetz heissen soll. 
Maxwell führt als Hauptgrund für die Einführung dieser Annahme 
.an, dass sie die Reibungskonstante nicht wie die alte Theorie der 
Quadratwurzel, sondern der ersten Potenz der absoluten Temperatur 
proportional liefert, was mit einigen experimentellen Resultaten Max
well's übereinstimmt. Das Resultat dieser Experimente wurde durch 
spätere V ersuche anderer Physiker zwar nicht bestätigt, aber es ergab 
sich auch nicht eine Proportiollalität mit der Quadratwurzel der ab
soluten Temperatur, sondern ein für verschiedene Gase in verschiedener 
Wflise zwischen diesen beiden Grenzen liegendes Abhängigkeitsgesetz. 
Aus diesem Grunde dürfte die alte (freilich vielleicht anschaulichere) 
Vorstellung, dass sich die Moleküle wie elastische Kugeln verhalten, 
welche sicher auch nicht exakt das thatsächliche V erhalten der Mole~ 
küle ausdrückt, auch kaum eine wesentlich bessere Annäherung an 
die Wirklichkeit bieten als das neue llfaxwell'sche Wirkungsgesetz. 
Letzteres hat aber vor allen andern Wirkungsgesetzen den Vorzug, 
nass sich unter seiner Annahme allein alle gastheoretischen Rech
nungen leicht und bequem durchführen lassen. 

Die Auffindung eines solchen Wirkungsgesetzes durch Maxwell 
ist aber um so wertvoller, als andere Wirkungsgesetze kaum qualitativ 
verschiedene numerische Resultate ergeben dürften. 

Obwohl nach dem neuen Maxwell'schen Wirkungsgesetz die Ab
stossung zweier Moleküle selbst in beliebig grosser Entfernung nicht 
absolut gleich Null wird, so zeigt die Rechnung doch, dass nur, wenn 
sich zwei Moleküle ungewöhnlich nahe kommen, was wir einen Zu
.sammenstoss nennen wollen, eine erhebliche Ablenkung von ihrer 
geradlinigen Bahn eintritt. Es findet dann eine gewöhnliche Zentral
bewegung statt, deren V er lauf Maxwell leicht berechnet. Derselbe 
wird durch elliptische Funktionen dargestellt, deren zahlenmässige 
Auswertung jedoch nur zur Berechnung gewisser (hauptsächlich zweier) 
numerischer Konstanten 10Sa) erforderlich ist; im übrigen spielen sie 
in der Theorie keine Rolle. 

106a) Genauer als llfaxwell berechnete Nagaoka diese beiden Konstanten 
Nature 69 (1903), p. 79. 
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23. Anwendung der Xugelfunktionen. Zur Klarlegung der 
Maxwell'schen Schlussweise mögen folgende Ausführungen dienen. 
Um Betrachtungen über das Verhalten von Gefasswänden zu umgehen, 
denken wir uns in einem unbegrenzten Raume ein einfaches Gas, auf 
welches keine äusseren Kräfte wirken. Die Geschwindigkeitsverteilung 
unter den Molekülen desselben soll nicht die dem Wärmegleichgewichte 
entsprechende sein, aber sie soll zu Anfang der Zeit und daher auch 
für alle folgenden Zeitpunkte an allen Stellen des Gases vollkommen 
gleich sein. Die in Nr. 12 eingeführte Funktion lf) soll also un
abhängig von x, y, z, aber für t = 0 eine beliebig gegebene Funktion 
von ~' 'Y}, b sein. Dann erfährt der Mittelwert Q der übrigens eben
falls beliebig gegebenen oben mit Q bezeichneten Funktion durch die 
sichtbare Bewegung des Gases keine Veränderung, und es bleibt von 
den vier besprochenen Veränderungen, welche Q während einer un
endlich kleinen Zeit dt erfährt, nur die infolge der Zusammenstösse 
der Moleküle, die mit tYQ bezeichnet werden soll. Maxwell berechnet 
in den ersteren der zitierten Abhandlungen nur die V eränderungen1 

welche einige wenige ganz einfache Funktionen von ~' r;, b in diesem 
Falle erfahren. In der zitierten letzten Abhandlung über diesen Gegen
stand aber behandelt er dieses Problem allgemein und gelangt zu. 
folgenden Resultaten, welche natürlich nur für das von ihm ange
nommene Wirkungsgesetz der Moleküle giltig sind. 

1) Wenn Q irgend eine ganze Kugelfunktion von ~' r;, b ist, so
ist lYQjltt immer gleich dem negativen Produkte von Q- Q0 und einem 
Koeffizienten, der für alle Kugelfunktionen gleicher Ordnung denselben. 
Wert hat und den Maxwell den Modulus der Relaxationszeit für die 
betreffende Kugelfunktion nennt. Q0 ist dabei der dem Wärmegleich
gewichte entsprechende Wert von Q. Dasselbe gilt, wenn Q ein 
Produkt ist, dessen sämtliche Faktoren Kugelfunktionen sind, und 
auch wenn dazu noch ein Faktor tritt, der gleich einer ganzen Potenz. 
von ~2 + 'YJ 2 + b2 ist. 

2) Wenn Q eine andere ganze Funktion ist, so wird der Ausdruck 
für oQjltt komplizierter und man findet ihn am einfachsten, indem man 
Q in eine Summe von Gliedern zerlegt, von denen jedes keinen andern 
Faktor als Kugelfunktionen oder eine Potenz von ~2 + "1 2 + b2 enthält~ 

3) Der numerischeWert des Moduls der Relaxationszeit kann durch 
mechanische Quadraturen mittels der besprochenen elliptischen Inte
grale bestimmt werden, welche den V er lauf der Zentralbewegung beim 
Zusammenstosse zweier Moleküle bestimmen, und es ist die einzige in 
der ganzen Theorie vorkommende Grösse, welche von dieser Zentral
bewegung abhängt. 
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Er ist stets enorm gross, so dass Q durch die Zusammenstösse 
jedes Mal ausserordentlich rasch dem Werte Q0 nahe gebracht wird. 
Wenn daher in einem Gase sichtbare Bewegungen, Wärmeleitung 
oder Diffusion stattfinden und sich die sichtbare Geschwindigkeit, die 
Temperatur oder das Mischungsverhältnis der Gase nicht enorm rapid 
von Punkt zu Punkt ändert, so wird stets der Mittelwert einer be
liebigen Grösse Q nur wenig von Q0 entfernt sein, da er durch die 
Zusammenstösse fortwährend wieder sehr nahe an Q0 gebracht wird. 
Wenn später von sehr kleinen Gliedern und ihrer Grössenordnung 
gesprochen wird, so ist dieselbe immer in bezug auf Grössen von 
der Form Q- Q0 zu verstehen. 

24:. Hydrodynamische Gleichungen ohne Reibung. Maxwell 
berechnet ferner die Veränderungen von Q infolge der sichtbaren Be
wegung des Gases und infolge der Wirksamkeit äusserer Kräfte und 
erhält so die allgemeine Gleichung für die Veränderung dieser Grösse. 
Die Anwendungen ergeben sich durch Spezialisierung der Funktion Q. 

Indem Maxwell zuerst für Q eine Konstante, etwa die Masse m 
eines Moleküls setzt, geht die besprochene allgemeine Gleichung über in 
die Gleichung, welche in der Hydrodynamik unter dem Namen der 
Kontinuitätsgleichung bekannt ist, und welche noch vollkommen streng 
ohne alle Vernachlässigung gilt. Mit ihrer Hilfe wird die allgemeine 
Gleichung etwas vereinfacht. 

Hierauf setzt Maxwell Q gleich einer linearen Funktion von 
~' 'Y}, b, et-wa gleich der in einer der Koordinatenrichtungen geschätzten 
Bewegungsgrösse m~, m'Y}, mb eines Moleküls. Er erhält in dieser 
Weise für ein einfaches Gas nur die hydrostatischen Gleichungen, und 
zwar wieder ohne irgend welche V ernachlässigungen, für ein Gemisch 
zweier Gas.e aber die Grundgleichungen der Diffusion. Im letztem 
Falle jedoch treten Glieder von immer höher und höher werdender 
Grössenordnung in dem soeben definierten Sinne auf. Bleibt man bei 
den Gliedern erster Ordnung stehen, so findet man, dass die Anwesen
heit des andern Gases bloss den Effekt hat, dass jedes Gas bei seinem 
Fortwandern einen der relativen Geschwindigkeit gegen das andere 
Gas proportionalen Widerstand erfährt. Hieraus folgen dann die ge
wöhnlichen Diffusionsgesetze. Der Diffusionskoeffizient ergiebt sich 
unabhängig vom Mischungsverhältnisse dem Gesamtdrucke verkehrt, 
dem Quadrate der absoluten Temperatur aber direkt proportional. 
Doch sind diese Gesetze nach der Maxwell'schen Theorie nur an
näherungsweise richtig, da bei ihrer Entwickelung die Glieder höherer 
Ordnung vernachlässigt wurden. 
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Zu den hydrodynamischen Gleichungen gelangt MaxweU, indem 
er für Q quadratische Funktionen von ~' n, ~ setzt. Um den Grund 
hiervon einzusehen, muss man bedenken, dass die sichtbare Geschwin
digkeit eines Gases an irgend einer Stelle des Raumes nichts anderes 
ist, als die mittlere Geschwindigkeit der in einem daselbst konstruierten 
Volumelemente enthaltenen Moleküle. Die Beschleunigung der in 
einem Volumelemente enthaltenen Gasmasse wird, abgesehen von 
äusseren Kräften, in der gewöhnlichen Hydromechanik durch die 
Druckkräfte erzeugt, die von dem umgebenden Gase auf das betreffende 
Volumelement ausgeübt werden. Nach der Gastheorie aber kommt 
diese Beschleunigung dadurch zu Stande, dass die in das Volumelement 
neu eintretenden Moleküle durchschnittlich ein etwas anderes Bewegungs
moment besitzen als die daraus austretenden. Daher setzt die Gas
theorie an die Stelle jeder der Druckkräfte Pu, Pa:u' ... , welche auf 
ein zur x-, y- oder s-Axe senkrechtes Flächenelement in einer der 
Koordinatenrichtungen pro Flächeneinheit wirken, das gesamte in der 
Zeiteinheit von den Molekülen durch die Flächeneinheit des betreffenden 
Flächenelements hindurchgetrageue, in der betreffenden Koordinaten
richtung geschätzte Bewegungsmoment, wofür man leicht den Wert 

(>r, Q~'l'}, •.. findet 106 b), je nachdem die Normale zum Flächenelement 
und die Richtung, nach welcher das Bewegungsmoment geschätzt wird, 
beide mit der x-Axe, die eine. mit der x-, die andere mit der y-.A.xe 
... zusammenfallen. Unter (> ist die Gasdichte zu verstehen. Daraus 
erklärt es sich, dass man die Bewegungsgleichungen für das Gas, 
welches jetzt wieder als ein einfaches zu betrachten ist, erhält, indem 
man in die allgemeine Maxwell'sche Gleichung für Q die ganzen 
Funktionen zweiten Grades m~2, m~t], ... setzt. Behält man nur 
die Glieder der niedrigsten Grössenordnung bei, so ist, wie im ruhenden 
1m Wärmegleichgewichte befindlichen Gase, 

Pa:m = Puu =Pu, Pa:y = Py• = P."' = 0, 
und man erhält die gewöhnlichen hydrodynamischen Gleichungen ohne 
innere Reibung und es tritt jetzt für den im Innern des Gases herr
schenden Druck derselbe Ausdruck auf, welcher in den Nm. 2 und I) 

für den Druck des Gases auf die Gef'ässwand gefunden wurde. 

25. Hydrodyna.m.ische Gleichungen mit Reibung, Wärmeleitung 
und Dül'usion. Behält man die Glieder von der nächst höheren 

106b) m6, 1111), m t sind ja die Bewegungsmomente eines Moleküls, N6, N 71, N~ 
die Zahl der in der Zeiteinheit duxch die Flächeneinheit durchgehenden Moleküle, 
und nm ist = Q· 
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Grössenordnung bei, so erhält man, wie Maxwell zeigt, die bezüglich 
der inneren Reibung korrigierten hydrodynamischen Gleichungen, wo
bei sich zwischen den beiden Konstanten der gleitenden und Kom
pressionsreibung, welche Kirchh<Jff mit p, und v bezeichnet, die schon 
von Stokes angenommene Relation ergiebt. Da die Glieder, von wel
chen die Wärmeleitung abhängt, hierbei noch immer vernachlässigt 
sind, so ergiebt sich die Änderung des Druckes infolge der Aus
dehnung hierbei so, wie es einer adiabatischen, nicht einer isothermen 
Ausdehnung entspricht. Der Wert des Reibungskoeffizienten ist also 
bedingt durch den Modul der Relaxationszeit für die Kugelfunktionen 
2. Grades von ~' f), 6- Da nun diese den Grössen P~~' Pxv' ... pro
portional sind und für den Zustand der Ruhe die p mit gleichem 
Index gleich dem Drucke p sind, der dem ruhenden Gase zukomnit, 
die p mit verschiedenem Index aber verschwinden, so kann jener 
Modul als die Geschwindigkeit betrachtet werden, mit welcher sich 
die Grössen 

P:cx- P 7 Pyy- P 7 Pzz - P 7 Pxy l Pyz 7 Pzx 
infolge der Molekularbewegung der Grenze Null nähern würden, wenn 
sie nicht durch die Veränderlichkeit der sichtbaren Bewegung von Punkt 
zu Punkt wieder fortwährend von diesem Grenzwerte entfernt würden. 

Wären keine Zusammenstösse vorhanden, so würden im unbe
grenzt gedachten oder von einem exakt parallelepipedischen Ge
fasse umgrenzten Gase weder die Tangentialspannungen Pxy' p11 ., p.", 
zum Werte Null herabsinken, noch die Normalspannungen sich unter
einander ausgleichen. Das Gas würde daher die Eigenschaften eines 
festen Körpers, dem die elastische Nachwirkung fehlt, haben. 

Erst indem man die Veränderungen der ganzen Funktion 3. Grades 
von ~' f), 6 in Rechnung zieht, welche sich immer als klein höherer 
Ordnung gegenüber den bisher betrachteten Gliedern erweisen, ge
langt man zu den Erscheinungen der Wärmeleitung, welche Maxwell 
in den ersteren Abhandlungen wieder nur so weit verfolgt, bis er zu 
den gewöhnlichen Gleichungen für die Wärmeleitung und zu dem 
Ausdrucke für die Wärmeleitungsfähigkeit gelangt. Ein kleiner Rech
nungsfehler in den betreffenden Rechnungen wurde verbessert von 
Boltzmann 107) und Poincare 108). 

Alle so erhaltenen Fundamentalgleichungen erscheinen aber im 
Lichte der Maxwell'schen Theorie als blosse Annäherungsformeln. 
Würde man bei der Diffusion die Glieder höherer Ordnung berück-

107) Boltzmann, Wien. Ber. 662 (1872), p. 332; Gastheorie 1, p. 180. 
108) Poincare, Paris C. R. 116 (1893), p. 1020 
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sichtigen, so würde man nicht bloss Veränderlichkeit der Diffusions
koeffizienten, sondern auch, und zwar selbst für die Diffusion ohne 
por.öse Scheidewände, sowohl Temperaturschwankungen als auch Unter
schiede des Drucks nach verschiedenen Richtungen und an verschie
denen Stellen finden, welche Maxwell als thermische Effekte der Diffu
sion bespricht. 

Wie die der innem Reibung entsprechenden Glieder als Kor
rektionsglieder der alten hydrodynamischen Gleichungen erscheinen, 
so würde man zu den ersteren weitere Korrektionsglieder erhalten, 
wenn man die Glieder von noch höherer Grössenordnung berücksich
tigen würde. Hierbei würden sich aber natürlich die den hydro
dynamischen Effekten und die der Wärmeleitung entstammenden 
Glieder nicht mehr von einander trennen lassen, gerade so, wie sich 
in der Theorie der elektrischen Schwingungen die elektrostatischen 
und elektrodynamischen Kräfte von einem gewissen Punkte an nicht 
mehr trennen lassen. Wie mit letzterer Theorie in der Elektrizitäts
lehre, so geht hier in der Gastheorie Maxwell über die Erfahrung hinaus 
und weist auf neue Experimente behufs Auftindung dieser Glieder hin. 

In seiner letzten Abhandlung über diesen Gegenstand beschäftigt 
er sich eingehender mit diesen Gliedern und zwar hauptsächlich in
sofern sie beim Probleme der Wärmeleitung eine Rolle spielen. Es 
zeigt sich, dass im Wärme leitenden Gase der Druck weder nach 
allen Richtungen, noch an allen Stellen genau gleich ist und dass 
die Richtungen des grössten und kleinsten Druckes immer diejenigen 
sind, nach denen genommen der zweite Differentialquotient der Tem
peratur sein Maximum resp. Minimum hat. Diese Erscheinungen 
müssen in sehr verdünnten Gasen am meisten hervortreten und werden 
von Maxwell mit den Radiometererscheinungen in Beziehung gesetzt. 
Sie bewirken, dass kleine kältere oder heissere in demselben befind
liche Körper scheinbare Fernkräfte auf einander ausüben und zwar 
zwei heissere Körper eine Abstossung, ebenso zwei kältere, ein heisserer 
und ein kälterer Körper aber eine Anziehung. 

Maxwell findet unter der Annahme seines neuen Wirkungsgesetzes 
der Gasmoleküle zwar eine Beziehung zwischen der Reibungs- und 
Wärmeleitungskonstante, nicht aber zwischen diesen und dem Diffu
sionskoeffizienten zweier Gase. Letztere kann aber gewonnen werden, 
wenn man die Distanzen, in denen nach Maxwell die Abstossungs
kraft bemerkbar wird, mit dem in Beziehung setzt, was wir schon 
früher die Abstandssphären genannt haben 109). 

109) Boltemann, Gastheorie 1, p. 201. 
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Wir sahen, dass Maxwell seine Resultate aus der allgemeinen 
Gleichung ableitete, welche er für die zeitliche Veränderung des 
Mittelwertes der von ihm mit Q bezeichneten Funktion aufstellte. 
Auf einem andern, zwar etwas weitschweifigeren, aber dafür sehr an
schaulichen Wege gelangt Boltzmann 110) zu den Maxwell'schen Re
sultaten, indem er die die Geschwindigkeitsverteilung bestimmende 
Funktion direkt aus der in Nr. 12 aufgestellten Gleichung berechnet. 
Gerade für das neue Maxwell'sche Wirkungsgesetz führt diese Glei
chung in den Fällen der innern Reibung, Wärmeleitung usw. stets zu 
einer gut konvergenten Reihenentwicklung und ist einmal diese Funk
tion bestimmt, so reduziert sich die Lösung aller andern Aufgaben 
auf Quadraturen. 

Boltzmann 111) versucht auch nach derselben Methode die typischen 
Fälle der innern Reibung und Diffusion unter der Annahme, dass die 
Moleküle elastische Kugeln sind, exakt zu lösen, wird aber dabei 
auf sehr komplizierte, für die praktische Berechnung kaum brauch
bare Reihenentwicklungen oder auf eine Differentialgleichung vierter 
Ordnung geführt, deren Koeffizienten transzendente Funktionen sind. 
Doch bestätigt sich, dass bei den in Nr. 18, 19, 20 und 21 erwähnten 
Berechnungsmethoden Glieder von derselben Grössenordnung wie die 
Ausschlag gebenden vernachlässigt werden. 

In neuester Zeit endlich hat Langevin llla) gleichfalls im An
schluss an die geschilderte Maxwell'sche Methode das Diffusions
problem in vollster Allgemeinheit behandelt; allerdings wiederum 
unter Annahme der Gültigkeit des Maxwell'schen Geschwindigkeits
verteilungsgesetzes (vgl. hierüber das in Nr. 18 Gesagte). Die Spezia
lisierung seines Resultates führt für den Fall des 5. Potenzgesetzes 
selbstverständlich auf das Resultat Maxwell's; für den Fall aber, dass 
sich die Moleküle wie elastische Kugeln verhalten auf einen Wert, 
der sich als identisch erweist mit dem seiner Zeit von Stefan 111 b) 

gefundenen Werte des Diffusionskoeffizienten. 
Eine allgemeine Ableitung der hydrodynamischen Gleichungen 

aus der Gastheorie ohne die spezielle Annahme des Maxwell'schen 
Wirkungsgesetzes der Moleküle wurde von Lorentz 112) und Natanson 113) 

110) Boltzmann, Wien. Ber. 66 (1872), p. 325; Gastheorie 1, p. 184. 
111) Boltzmann, Wien. Ber. 81 (1880), p. 117; 84 (1881), p. 40, 1230; 86 

(1882), p. 63; 88 (1883), p. 835. 
111a) Langcvin, Ann. chim. phys. (8) 5 (1905), p. 245. 
111 b) Stefan, Wien. Ber. 63 2 (1871), p. 63; 652 (1872), p. 350. 
112) Lorentz, Arch. Neerl. 16, Febr. 1880; 17 (1882), p. 179. 
113) Natanson, Krak. Anz. (1897), p. 155. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 35 
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versucht. Hiermit ist zugleich die Schallgeschwindigkeit und die 
gesamte Theorie der Schallbewegung, des Mittelswiderstandes der Gase 
und alles ähnliche aus der Gastheorie abgeleitet, welche auch schon 
Maxwell implicite unter Voraussetzung seines neuen Wirkungsgesetzes 
der Moleküle erhält, da er ja zu den gewöhnlichen hydrodynamischen 
Gleichungen gelangt. Andere auf den Anschauungen der Gastheorie 
fussende Theorien der Schallbewegung, welche meist nur die Gewinnung 
des Wertes der Schallgeschwindigkeit zum Zwecke hatten, wurden 
schon oft versucht114'). Theorien des Mittelswiderstands in Gasen 
wurden aus der Gastheorie abgeleitet von Suslow 115) und E. Töpler 116). 

E. Intramolekularbewegung. 

26. Notwendigkeit der Annahme intramolekularer Bewegungen. 
Wir gehen nun über zur Theorie der Molekularbewegungen, welche 
ausser der fortschreitenden Bewegungen des Schwerpunktes der Mole
küle noch vorhanden sein können und welche man alle gemeiniglich 
unter dem Namen der inneren Molekularbewegungen oder der intra
molekularen Bewegungen zusammenfasst. 

Allgemeine Schlüsse auf die innere Energie der Moleküle wurden 
zuerst von Olausius 117) aus dem Verhältnisse der spezifischen Wärmen 
der Gase gezogen. 

Da die mittlere lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung 
der Moleküle nur von der Temperatur abhängt, so wird auch die bei 
einer unendlich kleinen Erwärmung auf deren Vermehrung verwendete 
Wärme dK nur von der Temperaturerhöhung d T abhängen. Ausser 
der fortschreitenden Bewegung können die Moleküle noch innere Be
wegungen haben tmd es kann bei der Erwärmung auch die mittlere 
potentielle Energie, welche ihren Bestandteilen vermöge der Kräfte, 
welche sie zusammenhalten, zukommt, eine Vermehrung erfahren. 
Aber sowohl die durchschnittliche lebendige Kraft der inneren Be
wegungen als auch der Durchschnittswert der potentiellen Energie 

114) Mulder, Ann. Phys. Chem. 140 (1870), p. 288; Hoorweg, Arch. Neerl. 11 
(1876), p. 131; Roito, Nuovo Cim. (3) 2, p. 42, 218; Ace. Lincei (3) 1 (1876), p. 762;
Preston, Phil. Mag. (ö) 3 (1877), p. 441; Stefan, Wien. Ber. 47 1, p. 87; Mees,. 
Amsterdam Versl.1ö (1880), p. 32; vgl. auch die in Nr.lO cit. Abhandl. Waterston's. 

115) SuskJw, Russ. phys. chem. Ges. (4) 18 (1886), p. 79. 
116) E. Töpler, Zur Ermittelung des Luftwiderstandes nach der kinetischen 

Theorie, Wien Gerold 1886, Exner Rep. 23, p. 162, Beibl. 11 (1887), p. 747. 
117) Clausius, Ann. Phys. Chem. 100 (1857), p. 377; Phil. Mag. (4) 14 (1857). 

p. 124 = Ges. Abh. 2, p. 283. 
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wird ebenfalls nur von der Temperatur abhängen, da ja bei einer 
Ausdehnung des Gases ohne Temperaturänderung die Moleküle bloss 
weiter auseinanderrücken ohne anderweitige Modifikation ihrer Be
wegung 118). 

Es sei bei der Temperaturerhöhung dT auf Vermehrung der 
gesamten progressiven und inneren kinetischen und potentiellen Energie 
die Wärme dU verwendet worden; dann stellt d U die gesamte Wärme
zufuhr dar, welche erforderlich ist, um bei konstantem Volumen die 
Temperatur des Gases um dT zu erhöhen und muss die Form haben 
f(T) dT. Wird dagegen das Gas bei konstantem Drucke erwärmt, 
so kommt dazu noch die Wärme, welche zu der bei der Ausdehnung 
des Gases erforderlichen Leistung äusserer Arbeit verbraucht wird. 
Ist p der Druck auf die Flächeneinheit und d V die V olumvermehrung, 
so ist diese äussere Arbeitsleistung gleich p d V. Die dem Gase bei 
konstantem Drucke zugeführte Wärme ist also f(T) dT + pd V, wenn 
Wärme und Arbeit in gleichem Masse gemessen werden 118"'). Mecha
nisch ist dieser Wärmeverbrauch dadurch begründet, dass, sobald der 
Stempel in Bewegung begriffen ist, die Moleküle mit anderer Ge
schwindigkeit von ihm zurückprallen, als sie darauf treffen, welcher 
Vorgang von Claus'ius 119) mathematisch behandelt wird. 

Es hat dies zur Folge, dass die spezifische Wärme r11 bei kon
stantem Drucke erheblich grösser ist, als die spezifische Wärme '}'" 
desselben Gases bei konstantem Volumen, und Clausius findet, indem 

118) Dass die innere Energie eines Gases angenähert bloss von der Tem
peratur und nicht vom Volumen abhängt, wurde experimentell schon von Gay
Lussac bestätigt; vgl. Anhang zu Mach's Prinzipien der Wärmelehre. 'Öber die 
V ersuche, welche die Abweie.hung von diesem Gesetz beweisen und deren mathe
matische Behandlung siehe: Thomson und Joule, Phil. Trans. 143 (1853), p. 357; 
144 (1854), p. 321; 152 (1862), p. 579; Joule, Papers 2, p. 216; Natanson, Ann. 
Phys. Chem. 31 (1887), p. 502; 37 (1889), p. 341; van der Waals, Kontinuität, p.114; 
Amsterdam Proc. (1900), p. 379; Sutherland, Phil. Mag. 22 (1886), p. 81; Bouty, 
Journ. d. phys. (2) 8 (1889), p. 20; Schiller, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p.149; 
Fireman, Science 16 (1902), p. 285, 705. 

us•) Aus diesen Formeln und der für das Boyle-aharles'sche Gesetz kann 
man leicht die Arbeit berechnen, welche ein ideales Gas liefert, wenn es bei 
einem Oarnot'schen Kreisprozesse als Zwischenkörper verwendet wird. Es ergiebt 
sich, dass man mit der bekannten, auf dem zweiten Hauptsatze der mechanischen 
Wärmetheorie basierenden Lord Kelvin'schen Temperaturskala in tJbereinstimmung 
bleibt, wenn man in der zu Anfang der Nr. 4: besprochenen Weise ein ideales 
Gas als thermometrische Substanz verwendet, vorausgesetzt, dass auf ein solches 
wie auf alle erfahrungsmässig gegebenen Naturkörper der zweite Hauptsatz der 
mechanischen Wärmetheorie anwendbar ist. 

119) Ola1tSius, Gastheorie, p. 29. 
35* 
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er die auseinandergesetzten Prinzipien der Rechnung unterzieht, die 
Relation 

(8) dK = ~(x- 1) ... X= 1p. 
au 2 r~ 

Die Theorie dieser Relation wird auch von Boltemann 1j{)) eingehend 
entwickelt. 

In der citierten Abhandlung in den Ann. d. Phys. u. Chem. setzt 
Clausius voraus, dass das Verhältnis der Energie der progressiven 
Bewegung der Moleküle zu deren Gesamtenergie von der Tempe
ratur unabhängig ist, wie es allerdings die direkte Berechnung des 
Wärmegleichgewichtes für die einfachsten mechanischen Modelle er
giebt, die man sich vom Bau der Moleküle machen kann (vgl. Schluss 
der Nr. 28). Clausius schreibt daher K und U statt dK und dU. 
Erst in seiner kinetischen Gastheorie 121) verwendet er die letztere 
Schreibweise. 

Falls jede innere Bewegung der Moleküle fehlt, hat man, wie 
Clausius ebenfalls bereits in der citierten Abhandlung bemerkt, 
dU= dK, daher ~ = 1}. Es war damals noch kein Gas bekannt, 
für welches das Verhältnis der spezifischen Wärmen diesen Wert hat. 
Später fand man jedoch experimentell in der Tat diesen Wert des ~ 
für Quecksilberdampf und die neu entdeckten Edelgase, also gerade 
für die Gase, deren Moleküle auch aus chemischen Gründen für ein
atomig gehalten werden. 

Es werde nun bei der Temperaturerhöhung dT auf Erhöhung 
der lebendigen Kraft der innern Bewegung der Moleküle die Energie
menge dJ, auf innere Arbeitsleistung gegen die die Moleküle zu~ 

zusammenhaltenden Kräfte die Energiemenge dP verwendet und 
man setze dJ = i dK, dP = h dK. Dann ergiebt sich 

dU= dK + dH + dJ = (1 + h + i) dK, 
und für das Verhältnis der spezifischen Wärmen erhält man den 
Ausdruck: 

(20) rp 1 + 2 r;; = ~ = 3 ( 1;-+-:----;-h-+;--:;-i) • 

Die innere Bewegung der Moleküle wurde zuerst von MaxwelP22) 

in dem speziellen Fall der Rechnung unterzogen, dass diese starre 
Körperehen sind, die während ihrer Bewegung um ihren Schwerpunkt 

120) Boltsmann, Gastheorie, 1, § 8. 
121) Olausius, Gastheorie, p. 36; vgl. auch Cornelius, Zeitschr. f. phys. Chem. 

11 (1893), p. 403; Boltsmann, ebenda, p. 751. 
122) Maxwell, Phil. Mag. (4) 20 (1860), p. 33 =Papers 1, p. 405. 
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rotieren. Er fand, dass dann die mittlere lebendige Kraft der Rota
tionsbewegung immer gleich der mittleren lebendigen Kraft der fort
schreitenden Bewegung des Schwerpunktes, also in Formel (20) h = 1 
ist. Da ferner wegen der Starrheit der Moleküle die Innenkräfte 
keine Arbeit leisten, so ist i = O, daher x = lt, was für die in der 
Natur am häufigsten vorkommenden Gase nicht mit der Erfahrung 
stimmt. 

Boltzmann 128) betrachtet die Moleküle als Aggregate materieller 
Punkte, welche durch Centralkräfte zusammengehalten werden, erhielt 
jedoch anfangs ebenfalls Resultate, welche nicht mit der Erfahrung 
übereinstimmten. Erst später wurde die betreffende Theorie von ihm 
selbstl24) und MaxwelP25) erweitert. Letzterer betrachtete die Moleküle 
allgemein als mechanische Systeme, deren Zustand durch beliebige 
verallgemeinerte (Lagranglsche) Koordinaten bestimmt ist. In dieser 
allgemeinen Form zeigt die Theorie manche bemerkenswerte Über
einstimmungen mit der Erfahrung, wenngleich noch keineswegs alle 
Erscheinungen dieses Gebietes aufgeklärt sind. 

27. Liouville's Satz. Die Grundlage dieser 'fheorie ist ein all
gemeiner Satz über die mittlere lebendige Kraft der Bestandteile eines 
mechanischen Systems, welcher in inniger Beziehung zu einem Theoreme 
steht, das Jacobi126) beim Beweise des Theorems vom letzten Multi
plikator entwickelt, welcher aber selbst wieder Liouville citiert. 

Sei die Lage aller Teile eines beliebigen mechanischen Systemes 
durch n generalisierte Koordinaten p1 , p2 , ••• , Pn gegeben. Die dazu 
gehörigen Momente seien q11 q2 , • • •• , q... Wenn die Werte dieser 
Variabeln zu Anfang der Zeit, also für t = 0 zwischen den Grenzen 

(22) P1 und P1 + dP1 , P2 und P 2 + dP2 , ••• , Q .. und Q .. + d Q .. 

liegen, so sollen sie zu einer beliebigen spätem Zeit zwischen den 
Grenzen 

(23) p1 und p 1 + dpu p2 und P2 + dp2 , ••• , q". und q". + dq". 

liegen. Dann ist immer 

123) Boltzmann, Wien. Ber. 53 (1866), p. 209, 866; 63 (1871), p. 419. 
124) Boltzmann, ebenda, 74 (1876), p. 563. 
125) Maxwell, Cambr. Trans. 12 (1879), p. 547; Papers 2, p. 713; Beibl. 5, 

p. 403. 
126) Jacobi, Vorles. über Dynamik, p. 93. Berlin 1866 und 1884. 
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oder es ist, wenn man p11 Ps, ... , q,. als Funktionen von t, P und Q 
ausdrückt, und in diesen Funktionen t als Konstante ansieht, 

(25) ~ ± ;~ ' :~' ... :~ .. = 1. 
1 B ~ .. 

Dies ist der angeführte Liouville'sche Satz. Derselbe wurde zu
erst aus den Bewegungsgleichungen der Mechanik, von Maxwell jedoch 
I. c. in sehr eleganter Weise aus den Hamilton sehen partiellen Diffe
rentialgleichungen hergeleitet. 

Aus dem Liouville'schen Satze ergeben sich die folgenden Kon
sequenzen. Es seien unendlich viele gleich beschaffene Systeme ge
geben, deren Bewegung von den verschiedensten Anfangswerten der 
Koordinaten und Momente ausgeht. Zu Anfang der Zeit sei die An
zahl der Systeme, für welche die Warte der Koordinaten und Momente 
zwischen den Grenzen (23) liegt, gleich 

f (pt.Pt ... p,.ql ... q,.) dpl dp2 ... dp,.dql ... dq,.. 
Wenn dann f eine Funktion ist, welche während der Bewegung des 
Systems ihren Wert nicht verändert (eine Invariante), so bleibt die 
Zahl der Systeme, für welche die Warte der Koordinaten und Momente 
zwischen den Grenzen (23) liegen, zu allen folgenden Zeiten unver
änderlich, die Geschwindigkeitsval-teilung ist stationär. Diese Bedingung 
ist erfüllt, wenn f gleich der Energie eines Systems gesetzt wird. 
Mechanische Betrachtungen, welche von diesen Formeln ausgehen, 
bezeichnet Gibbs als statistische, weil sie nicht die Betrachtung ein
zelner Systeme, sondern ganzer Scharen von Systemen, die von den 
verschiedensten Anfangszuständen ausgehen können, zum Gegenstande 
haben 127). 

Weitere Konsequenzen erhält man, wenn man zudem statt der 
Momente q1 , q2 , ••• , q,. solche lineare Funktionen r11 r2, ••• , r,. der
selben (Momentoide nach Boltemann) einführt, dass sich die kinetische 
Energie des Systems auf r12 + r21 + · · · + r,.2 reduziert. Wir setzen 
der Einfachheit halber voraus, dass die lineare Substitution so gewählt 
ist, dass die Koeffizienten der r 11, welche gemeiniglich als von 1 ver
schieden angenommen werden, sämtlich gleich ·1 werden. Dann folgt, 
dass der Mittelwert sämtlicher r 2 gleich ausfällt, der der gesamten 
kinetischen Energie also n mal so gross, als der jedes einzelnen r1 ist. 
Dieser Satz muss auch für beliebige warme Körper gelten, wenn man 
annimmt, dass die betreffenden für dieselben berechneten Mittelwerte 

127) Gibbs, Elementary principles in statistical mechanics (1902); Bum
stead, Phil. Mag. (6) 7 (1904), p. 8; van der Waals jun., Rede 1908; Phys. Zeitschr. 
4 (1903), p. 508. 
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nicht von der speziellen Beschaffenheit ihres jeweiligen Anfangs
zustandes und von der speziellen Natur der Einwirkung abhängen, 
die sie etwa von andern Körpern erfahren. Vorausgesetzt ist dabei 
natürlich, dass man sich die warmen Körper unter dem Bilde mecha
nischer Systeme denkt, deren Molekularzustand durch generalisierte 
Koordinaten charakterisiert werden kann. 

28. Berechnung des Verhältnisses der Wärmekapazitäten aus 
dem Liouville'schen Satze. Speziell in der Theorie der Gase mit 
zusammengesetzten Molekülen kann mittels des angeführten Liouville
schen Satzes zunächst eine Gleichung entwickelt werden, welche der 
in Nr. 9 für einatomige Gase entwickelten Gleichung (16) vollkommen 
analog ist, so dass sich also der in Nr. 11 entwickelte Determinanten
satz als spezieller Fall des Liouville'schen Theorems erweist. Die Gas
moleküle werden dabei als beliebige mechanische Systeme betrachtet, 
deren Zustand und Lage im Raume durch n verallgemeinerte Koordi
naten p1 , p27 ••• , Pn charakterisiert werden kann. n heisst die Zahl 
der Freiheitsgrade. Die verallgemeinerten Koordinaten können immer 
so gewählt werden, dass die Koordinaten des Schwerpunkts eines 
Moleküls als 3 derselben figurieren. Die Summe der Quadrate der 
diesen drei Koordinaten entsprechenden Momentoide ist dann immer 
gleich der lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung des be
treffenden Moleküles. 

Als Schlussresultat ergiebt sich, dass auch für Gase mit zu
sammengesetzten Molekülen der Mittelwert r2 des Quadrats jedes 
Momentoids gleich ausfallen mus. Da nun die mittlere lebendige 
Kraft der progressiven Bewegung gleich 3r2, die gesamte mittlere 

kinetische Energie nr2 ist, so folgt i = ; - 1 und daher 

2 
"= 1 + n + 3h · 

Wenn die Moleküle als starre ausgedehnte Körper betrachtet 
werden, so ist h = 0. Sind dieselben vollkommene Kugeln, so ist 
n = 3. Es folgt also der schon von Clausius für Gase mit ein
a.tomigen Molekülen gefundene Wert ~ = 1t. Sind die Moleküle 
starre Rotationskörper, deren Gestalt von der Kugelgestalt verschieden 
ist, so hat man n = 5, daher x = 1,4. Sind es aber anders ge
staltete starre Körper, so wird n = 6, "= 1t. Gerade diese Werte 
von x ergiebt auch das Experiment für eine Reihe von Gasen, welche 
einen chemisch einfachen Bau haben. In diesen Fällen stimmt also 
ein so einfaches mechanisches Bild für die Beschaffenheit der Mole
küle bereits gut mit der Erfahrung. In den übrigen Fällen, vielleicht 
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auch in den betrachteten für sehr hohe Temperaturen tritt aber eine 
Veränderlichkeit von " mit der Temperatur ein us), wahrscheinlich, 
weil da elektrische Schwingungen und Strahlungen der Moleküle in 
den Lichtäther, deren Natur uns noch gänzlich unbekannt ist, mit 
von Einfluss auf die spezifische Wärme sind. Einen Versuch, das 
Gleichgewicht der lebendigen Kraft zwischen Materie und Äther zu be
handeln, macht Jeans 129), 129 a). 

Wenn daher auch die Übereinstimmung mit der Erfahrung sich 
nur auf einen Teil der beobachteten Werte erstreckt, so ist sie doch 
so auffallend 180), dass kaum jemand, der den richtigen Blick für die 
gedankliche Wiedergabe der Naturerscheinungen hat, diese Überein
stimmung für rein zufällig halten, und der Gastheorie keine Förderung 
unseres Einblicks in die Naturerscheinungen zuschreiben wird. 

Natürlich ist auch die Abweichung eines Gases von demjenigen 
Zustande, den wir den eines idealen genannt haben, von Einfluss auf 
das Verhältnis der beiden spezifischen Wärmen. Über die Berechnung 
dieses Einflusses nach der van der W aals'schen Formel vgl. Boltzmann 130a). 

Andere Theorien des Verhältnisses der beiden spezifischen Wärmen 
wurden aufgestellt von A. Naumann 181), Eddy 132), Simon 183), Violi 134), 

Donnini 185), J. J. Thomson 136), Cell&ier 137), Staigmüller 138), Richarz 189). 

128) Regnault, Exper. 2, p. 128; E. Wiedemann, .Ann. Phys. Chem. 157 (1876), 
p. 1; Mallard u. Le Chatelier, Paris C. R. 93 (1881), p. 1014, 1076; Beibl. 14, p. 364; 
Vieille, Paris C. R. 96 (1883), p. 1360; 98 (1884), p. 545, 601, 770, 852. Die 
experimentellen Ergebnisse werden ausfiihrlicher behandelt in dem .Artikel über 
die Zustandsgleichung. 

129) Jeans, London Trans. Roy. Soc. 196 (1901), p. 397; Phil. Mag. (6) 10 
(1905), p. 91; London Proc. Roy. Soc. 76 .A (1905), p. 296; vgl. auch dessen Buch 
und die .Anmerkungen zu p. 513; Planck, .Arch. Neerl. Bosscha Jubelband (1901), 
p. 55; .Ann. Phys. (4) 9 (1902), p. 629, und zahlreiche .Abh. über elektrische 
Strahlung in den Berliner Akad.-Ber.; van der Waals jun., lnaug.-Diss. (1900) bei 
Kröber u. Bokels .Amsterd., und mehrere .Abh. in den .Amsterd. Akad.-Ber. 1901) 
u. 1902. 

129•) Die in jüngsterj Zeit entdeckten elektrischen Strahlungserscheinungen 
haben zur Hypothese geführt, dass die Gasmoleküle aus einer endlichen Zahl 
(tausenden) kleinerer Teilchen, den Elektronen, bestehen, die sich einzeln loslösen 
und streckenweise selbst wie Gasmoleküle bewegen. Die Hypothese erklärt die 
betreffenden Erscheinungen auffallend gut, gehört jedoch mehr in die Elektri
zitätslehre (vgl. 2. Halbb., .Art. H. A. Lorentz, V 14), weshalb hier nicht darauf 
eingegangen wird. 

130) Stoney, London Proc. Roy. Soc. 58, p. 177; Nature 52, p. 286, 895. 
130•) Boltzmann, Gastheorie 2, p. 53, sowie Kamerlingh-Onnes in dem Artikel 

über die Zustandsgleichung. 
131) Naumann, Liebig's .Ann. 142 (1867), p. 265; Phil. :Mag. (4) 34 (1867), 

p. 205. 
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Über die in dieser und der vorigen Nummer entwickelte Theorie 
des Gleichgewichts der lebendigen Kmft giebt es eine reiche Litteratur. 
Lord Kel'Vin 140) und Burnside 141) berechneten spezielle Fälle, welche 
der Theorie widersprechen sollten und an die sich dann Kontroversen 
knüpften; Rayleigh 142) behandelte den Gegenstand von einem etwas 
allgemeine1·en Gesichtspunkte. Bryan 143) giebt eine übersichtliche 
Zusammenstellung. Ferner wurden ihre Beziehungen zu andern Theorien 
erörtert. Die zum zweiten Hauptsatze ergaben sich durch eine solche 
Erweiterung der Funktion H, dass dieselbe ohne Einbusse ihrer wesent
lichsten Eigenschaften auf Gase mit mehratomigen Molekülen an
wendbar wird 144). 

Durch Anwendung der statistischen Methode auf beliebige Körper 
(gewissermassen Behandlung derselben als sehr vielatomige Gasmoleküle) 
können mechanische Systeme aufgefunden werden, welche volle mecha
nische Analogie mit warmen Körpern zeigen 145), nicht bloss teilweise 
wie die cyklischen Systeme Helmholtz's. Zu allen aus dem zweiten 
Hauptsatze fliessenden Sätzen, z. B. denen über die thermodynamischen 
Potentiale, liefe1-t die H- Funktion .Analogien 146). Endlich stimmt 
sowohl der für einatomige als auch der für mehratomige Gase gel
tende Wert der B-Funktion nicht bloss für den Zustand des Wärme
gleichgewichtes mit der Entropie überein, sondern er zeigt analoge 
Eigenschaften auch für die Fälle der innern Reibung, Diffusion und 

132) Eddy, Ohio Mech. Inst. (1883), p. 26. 
133) Simon, Paris C. R. 83 (1876), p. 726. 
134) Violi, Nuovo Cim. (3) 14 (1883), p. 183, 207; Ace. d. Lincei (3) 7 (1883). 

135) Donnini, Nuovo Cim. (3) 6 (1879), p. 97. 
136) J. J. Thomson, London Proc. Roy. Soc. 38 (1885), p. 464; 39 (1885), p. 23. 

137) CeZUrier, J. de math. (4) 7 (1891), p. 141. 
138) Staigmüller, Ann. Phys. Chem.' 66 (1898), p. 654. 

139) Bieharz, Ann. Phys. Chem. 48 (1893), p. 481. 
140) Lord Kelvin, London Proc. Roy. Soc. 50 (1892), p. 79; Phil. Mag. (5) 33 

(1892), p. 466; Nature 44 (1892), p. 355; Baltimore lectures, appendix B; Boltz
mann, Münch.Ber. 22 (1892), p. 334; Bryan, Camb. Trans. 8 (1894), p. 250; Bur
bury, Phil. Trans. 183 (1892), p. 407. 

141) Burnside, Edinb. Trans. (1887); Boltzmann, Berl. Ber. 52 (1888), p. 1395. 

142) Bayleigh, Phil. Mag. (5) 33 (1892), p. 250; ebenda 49 (1900), p. 98; 

Bryan, Arch. Neerl. (2) 5 (1900), p. 279. 
'143) Bryan, Rep. Brit. Ass. Oxford 1894. 
144) Boltzmann, Wien. Ber. (2) 66 (1872), p. 333; 95 (1887), p. 153; Gas

theorie 2, Abschn. VII; Lorentz, Wien. Ber. 95 (1887), p. 115. 

145) Boltzmann, Wien. Ber. 63 (1871), p. 397,; 76 (1877), p. 373; 90 (1884), 

p. 231; J. f. Math. 100 (1886), p. 201; Einstein, Ann. Phys. 9 (1902), p. 417; 

11 (1903), p. 170. 
146) van der Waals, Amsterd. Versl. 3 (1895), p. 205. 
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Wärmeleitung. Er wurde in diesen Fällen von Lord Rayleigh141) als 
Dissipationsfunktion bezeichnet und leistet, abgesehen von seiner 
physikalischen Bedeutung, auch in rein mathematischer Hinsicht gute 
Dienste, indem er die Gewinnung der allgemeinen Gleichungen für 
diese Phänomene auf die Lösung einer Minimumaufgabe zu reduzieren 
gestattet 148). 

Aus den in voriger und dieser Nummer entwickelten Sätzen 
wurde endlich eine Theorie der Dissoziation der Gase abgeleitet, 
welche im Wesen mit der von Gibbs aus der allgemeinen Wärme
theorie hergeleiteten in Übereinstimmung steht, aber noch gewisse 
molekulare Eigenschaften zu berechnen gestattet 149). Andere kinetische 
Theorien der Dissoziation gaben Pf'auniller100), Hicks151), Jägerm). 

F. V an der Waals Theorie. 

29. Berücksichtigung der .Ausdehnung der Moleküle. Der 
Newton für die Theorie der Abweichungen der Gase vom Boyle-Chalrles
schen Gesetz war van der Waals 158). Seine Theorie zerfällt in zwei 
Teile: erstens die Berücksichtigung des Umstandes, dass die Moleküle, 
welche als absolut elastische undeformierbare Kugeln betrachtet werden, 
nicht im mathematischen Sinne unendlich klein sind. Zweitens die 
Berücksichtigung der Anziehungskräfte, welche zwischen den Molekülen 
wirken, wenn die Entfernung ihrer Mittelpunkte grösser als ihr Durch
messer, aber doch noch klein gegenüber den Dimensionen des Ge
fässes ist. 

Im ersten Teile wird folgende Aufgabe der analytischen Mechanik 
behandelt: In einem Geiässe bewegen sich sehr viele Kugeln von der 
erwähnten Beschaffenheit unregelmässig nach allen Richtungen. Ihr 
mittleres Geschwindigkeitsquadrat sei c11 ; pd sei der scheinbare Druck 
auf die Fläeheneinheit, v das Volumen, in welchem durchschnittlieh 
so viele Kugeln enthalten sind, als auf die Masseneinheit gehen; das 

147) Rayleigh, Rep. Brit. Ass. Aberdeen 1886, p. 911. 
148) Boltzmann, Wien. Ber. 78 (1883), p. 861; Gastheorie 2, Abschn. VI; 

Natanson, Phil. Mag. (6) 39 (1896), p. 456; Paris C. R. 117 (1893), p. 639; Zeitschr. 
f. phys. Chem. 13 (1894), p. 437. 

149) Boltzmann, Wien. Ber. 88 (1883), p. 861; 106 (1896), p. 696; Gastheorie 
2, p. 193. 

160) PfaundZer, Ann. Phys. Chem. 131 (1867), p. 65. 
161) Hicks, Phil. Mag. (5) 3 (1877), p. 401. 
152) Jäger, Wien. Ber. 100 (1891), p. 1182; 104 (1895), p. 671. 
153) Siehe die eingangs cit. Lehrbücher. 
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von den Kugeln selbst erfüllte Volumen sei dabei ID, dann findet 
man leicht 
(41) 

oder wenn man der Funktion f(v) die Form giebt v 1 b' wobei im 

allgemeinen b wieder eine Funktion von v ist, 

(42) 

und es wird sich darum handeln, die Funktionen f(v) oder b zu 
bestimmen. 

Diese Aufgabe stellte sich schon Daniel Bernoulli 154) und gelangte 
~infach zum Resultate b = ID. van der Waals findet l. c. b = 4ID, 
bemerkt jedoch selbst, dass b wachsen muss, wenn v nicht mehr gross 
gegen ro ist, dass also die Annahme der Konstanz von b nur eine 
angenähert richtige ist. Zu demselben Werte gelangten Korteweg 155) 

und 0. E. Meyer 156), indem sie wie van der Waals bei ihrer Berechnung 
zunächst den Ausdruck für die mittlere Weglänge korrigierten. KooP57) 

giebt eine Kritik und Verallgemeinerungen. Den Rechnungen Ber
ru;ulli's schliesst sich Dühring 158) an. Schon van der Waals machte bei 
seinen Rechnungen vom Clausius'schen Virialsatze Gebrauch, ohne 
jedoch denselben überall konsequent anzuwenden. Die Notwendigkeit 
hiervon betonte zuerst MaxwelP59), der auch schon eine neue Formel 
aufstellt, die aber offenbar infolge von Rechenfehlern falsch ist. Nach 
derselben Methode löste zuerst H. A. Lorentz 160) das Problem in exakter 
und richtiger Weise. Er findet, dass f(v) für grosse Werte des v in 
eine Reihe von der Form: 

{43) + ( 1 + ~· + ~· + .. ·) 
-entwickelt werden kann, wogegen es, wenn v gleich demjenigen 
Volumen ist, das die Moleküle bei dichtester Lagerung einnehmen, 
also etwa für 

154) D. Bernottlli, Hydrodynamica, Argentorati 1738, p. 202. 

155) Korteweg, Arch. Neerl. 2 (1875), p. 241; Ann. Phys. Chem. 12 (1881), 

p. 136. 
156) 0. E. Meyer, Gastheorie 2. Auß.., p. 326. 
157) Kool, Soc. Vaudoise (3) 28 (1892), p. 1; (3) 30 (1894), p. 209; (4) 37 

(HlOl), p. 383. 
158) Dühring, Neue Grundgesetze zur rationellen Physik und Chemie, 

Leipzig 1878. 
159) Maxwell, Nature 10 (1874), p. 477; Papers 2, p. 414. 

160) Lorentz, Ann. Phys. Chem. 12 (1881), p. 127; van det" Waals, Contin. 
2. Auß.., 1, p. 55. 
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(44) 
3}"2 3}"2 v = -- ro = 1,45048 m = - b n 4n 

unendlich wird. Für den Koeffizienten 01 findet Lorentz den Wert 

b = 4 ro. Die van der W aals'sche Annahme f ( v) = v 1 ii erfüllt also 
nur die zwei Bedingungen: erstens, dass sie für grosse v bis auf 

Glieder von der Grössenordnung :: mit f(v) übereinstimmt und zwei

tens, dass sie für Werte des v von der Grössenordnung des b selbst 
unendlich wird. Diese rohe Nachbildung der wirklichen Form der 
Funktion f(v) genügt schon, eine so frappante qualitative Überein
stimmung zwischen der van der Waals'schen Formel und der Er
fahrung zu bewirken. Um die wahre Form von f(v) zu erhalten, 
müsste man b gleich einer solchen Funktion von v setzen, welche für 
grosse Werte des v gegen die Grenze 4 m konvergiert, mit abneh-

mendem Werte des v aber so abnimmt, dass sie für v = 3~ m gleich 

v wird. Jäger161) berechnete die Funktion f(v), indem er aus der 
korrigierten Zeit, die im Mittel zwischen zwei Zusammenstössen ver
geht, die Vermehrung der Bewegungsgrösse der Moleküle berechnet. 
Er fand die Resultate Lorentz' bestätigt und berechnete auch den 
Koeffizienten Oll. Es ergab sich 

6 b' 
02 = -s-· 

Boltzmann 162) bestätigte die Jäger'schen Rechnungen durch direkte 
Berechnung der Stösse an die Wand und der dieser mitgeteilten 
Bewegungsgrösse168) und ausserdem noch durch Berechnung des Druckes 
mittels der durch die H- Funktion dargestellten Wahrscheinlichkeits
grösse 164). van der Waals findet einen andern Wert für 02• 165) 

Der Koeffizient 03 wurde zuerst von van Laar 166), dann von 
Boltzmann 167) berechnet. Beide Werte stimmen nicht überein. Über 
den Wert von 02 und die mittlere Weglänge vergleiche auch van 
der Waals jun. 168) und Kohnstamm 169). Van der Waals behandelte 
dieselbe Aufgabe auch für Gasgemische 170). 

161) Jäger, Wien. Ber. 1051a (1896), p. 15. 
162) Boltzmann, Wien. Ber. 106 (1896), p. 6M. 
163) Boltzmann, Gastheorie 2, p. 148. 
164) Boltzmann, Gastheorie 2, p. 17 4. 
166) van der Waals, Continuität 1, 2. Aufl., p. 65. 
166) van Laar, Amsterd. Proc. Roy. Acad. 1 (1899), p. 273; Arch. Teyler, 

(2) 6, sm• partie (1899), 7, sm• partie (1901). 
167) Boltzmann, .Amsterd. Proc. Roy. Acad. 1 (1899), p. 398; vgl. auch Happel, 

Gött. Nachr. 1905, Heft S. 
168) Van der Waals jun., Amsterd. Proc. Roy. Acad. 5, März (1902), p. 487. 
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Weitere Ausführungen hierzu bringt der Artikel von Kamerlingh
Onnes über die Zustandsgleichung. 

30. Va.n der Wa.als'sche und andere Zustandsgleichungen. Der 
kinetische Druck Pa, den die Moleküle vermöge ihrer fortschreitenden 
Bewegung ausüben, hat das Gleichgewicht zu halten, erstens dem 
äusseren auf dem Gase lastenden Drucke p und zweitens dem Be
streben sich zusammenzuziehen, welches die Gasmasse vermöge der 
anziehenden Kräfte der Moleküle hat und welches die Oberflächen
spannung p; heisst. Diese letztere Grösse berechnet van der Waals 
nach einer der Kapillaritätstheorie von Poisson und Laplace nach
gebildeten Weise. 

Wenn die Wirkungssphäre der Molekularattraktion zwar klein 
gegen die Dimensionen des Gefasses, aber gross gegen den durch
schnittlichen Abstand zweier Moleküle ist, so ist p 1 von der Tempe
ratur unabhängig und dem Quadrate des Volumens v der Massen
einheit verkehrt proportional. Es ist also 

(45) 
a 

Pi= v!· 

Wenn die letztere Bedingung nicht erfüllt ist, so erscheint a alS' 
Funktion der Temperatur 171). 

V an der l'fl aals betrachtet a als konstant und erhält aus der 
Gleichung Pa= p + p; durch Substitution der Werte (42) und (45) 

(P + v~) (v- b) = c2.A., 

wobei A eine Konstante ist. Unter der Annahme, dass bei gleicher 
Temperatur die mittlere lebendige Kraft eines Moleküls für alle voll
kommenen und unvollkommenen Gase dieselbe ist und bei Wahl eines 
idealen Gases als thermometrische Substanz, folgt also die definitive 
van der Waals'sche Formel 

(46) 

Genauere Angaben über dieses Gesetz, insbesondere auch nach 
der historischen und experimentellen Seite, bringt der Artikel von 
Kamerlingh-Onnes über die Zustandsgleichung. Hier mögen nur einige 
allgemeine Erläuterungen Platz finden. 

169) Kohnstamm, Amsterd. Proc. Roy. Acad., Mai 1904. 
170) l. c. und Amst. Akad. 23, Nov. 1898. 
171) TumZirz, Wien. Ber. 111 (1902), p. 524; Bakker, Zeitschr. f. phys. Chem. 

14 (1894), p. 664. Die Betrachtung der Wirkung einer teilweisen Assoziation der 
Moleküle zu grösseren liefert ähnliche Formeln. Jäger, Wien. Ber. 101 (1892), 
p. 1675. V gl. auch den Artikel von Kamerlingh-Onnes über die Zustandsgleichung. 
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Die Relation zwischen p und v, welche folgt, wenn man die 
Temperatur T konstant setzt, nennt man eine Isotherme. Wenn T 
grösser ist als eine bestimmte (die kritische) Temperatur, so nimmt 
p mit wachsendem v kontinuierlich ab. Dies gilt auch noch für die 
kritische Temperatur, für welche aber p bei einem gewissen v (dem 
kritischen Volumen) ein Maximum-Minimum hat, dessen Betrag der 
kritische Druck heisst. Für Temperaturen, die kleiner als die kri
tische sind, zeigt p mit wachsendem v zuerst ein Minimum und dann 
ein Maximum. Zwischen beiden wächst der Druck p mit wachsendem 
Volumen, was also, praktisch unmöglich, labilen Zuständen ent
spricht. 

An Stelle dieser Zustände tritt tatsächlich ein Nebeneinander
bestehen der tropfbarflüssigen und dampfförmigen Phase, welches 
graphisch durch eine konstantem Drucke entsprechende Gerade dar
gestellt wird. Dieselbe ist nach Maxwell und Olausius 1711) in solcher 
Höhe zu ziehen, dass kein Widerspruch mit dem zweiten Hauptsatze 
eintritt, wenn ein Durchlaufen der labilen Zustände als möglich vor
ausgesetzt wird. Alles dies entspricht qualitativ dem wirklichen V er
halten der Gase, Dämpfe und Flüssigkeiten. Nur quantitativ zeigen 
sich Abweichungen, die sonst klein, aber in der Nähe des kritischen 
Punktes erheblich sind. Die Bestimmung der Grösse b aus den Ab
weichungen eines Gases vom Boyle- Oharles'schen Gesetz liefert eine 
neue Methode zur Bestimmung der Grösse der Moleküle. V ergleiehe 
die citierten Bücher von van der W aaZs und Jeans. 

Drückt man Druck, Temperatur und Volumen als Vielfache der 
entsprechenden kritischen Grössen aus, so erhält man für jede Sub
stanz drei Zahlen, zwischen denen eine, von der Natur der Substanz 
völlig unabhängige, Gleichung besteht. Diese heisst das Gesetz der 
kon·espondierenden Zustände, welches in dem Artikel von Kamerlingh
Onnes über die Zustandsgleichung ausführlich behandelt werden wird. 

Über die Anwendung der van der W aaZs'schen Formel auf die 
Berechnung des Joule-Thomson'schen Versuches vergleiche die An
merkungen 118) zu p. 543. Da die van der Waals'sche Formel die 
Kohäsionskräfte der Gasmoleküle liefert, so kann aus derselben auch 
die Verdampfungswärme berechnet werden 178). 

172) Maxwell, Nature Mä.rz 1875; Clausius, Ann. Phys. Chem. 14 (1881), p. 279, 
492. 'Ober die kinetische Interpretation dieser Bedingung siehe KamerUngh-Onnes, 
Arch. Neerl. 30 (1896), p. 128; Boltsmann, Gastheorie 2, p. 175; Verhandl. Ges. 
Natuxf. u . .Äxzte, Düsseldorf 74 (1898). 

173) Bakker, Zeitsehr f. phys. Chem. 18 (1895), p. 519. Vergl. auch Stefan, 
Ann. Phys. Chem. 29 (1886), p. 655. 
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Eine Formel für die Abweichung der Gase vom Boyle-Charles'schen 
Gesetze wurde schon von Regnault aufgestellt. Uber diese und andere 
ältere Formeln sowie über Modifikationen des van der W aals'schen 
Gesetzes vergleiche F. Roth 114) und Guye 115); eine ausführliche Dar
stellung bringt der Artikel von Kamerlingh-Onnes. 

Sutherland 176) findet eine Zustandsgleichung unter Voraussetzung 
einer der vierten Potenz der Entfernung der Moleküle verkehrt pro
portionalen Anziehung, während BohP11) eine der zweiten Potenz der 
Entfernung verkehrt proportionale Anziehung annimmt. 

G. Vet·allgemeinerung der kinetischen Methoden. 

31. Kinetische Theorie der tropfbaren Flüssigkeiten und festen 
Körper. Da die van der Waals'sche Formel ebenso das Verhalten 
der tropfbaren Flüssigkeiten wie das der Gase bestimmt, so ist in 
dieser bereits eine kinetische Theorie der tropfbaren Flüssigkeiten 
implizite enthalten. Von diesem Standpunkte ausgehend, hat zuerst 
Kamerlingh- Onnes 178) eine spezielle Theorie der tropfbaren .Flüssig
keiten ausgearbeitet, welche in dessen Artikel über die Zustands
gleichung dargestellt werden wird. 

Eine Reihe von Abhandlungen widmet Jäger 179) diesem Gegen
stande. Derselbe geht von den beiden Laplace'schen Kapillaritäts
konstanten und deren V exänderlichkeit mit dex Tempemtur, sowie von 
dem Maxwell'schen Geschwindigkeitsverteilungsgesetze aus, welches 
er in eigentümlicher Weise auf die Lostrennung der Dampfmoleküle 
von der Flüssigkeit anwendet. Er behandelt die Gesetze des Dampf
druckes, der Ausdehnung, innern Reibung, Wärmeleitung der tropf
baren Flüssigkeiten und anderes. 

Eine mathematisch konsequente, aber von speziellen Vorstellungen 
ausgehende kinetische Theorie der Flüssigkeiten entwickelt Voigt 180). 

Derselbe beschränkt sich nämlich auf ideale tropfbare Flüssigkeiten. 
Ex nennt eine tropfbare Flüssigkeit ideal, wenn die Moleküle bei 

174) Roth, Ann. Phys. Chem. 11 (1880), p. 1. 

175) Guye, Chem. News 64 (1891), 281. 
176) Sutherland, Phil. Mag. 22 (1888), p. 81; (5) 35 (1893), p. 211; (5) 39 

(1895), p. 1. 
177) P. Bohl, Ann. Phys. Chem. 36 (1889), p. 334. 
178) Kamerlingh-Onnes, Amsterdam Acad. 1881; Arch. Neerl. 30 (1896), p.101. 
179) Jäger, Wien. Ber. 99 (1890), p. 860, 1028; Wien. Ber. 100 (1891), 

p. 245; 101 (1892), p. 920; 102 (1893), p. 254, 484; 110 (1901), p. 1142; Ann. 
Phys. Chem. 67 (1899), p. 894. 

180) Voigt, Gött. Nachr. 1896 Heft 4, 1897 Heft 1. 
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unmittelbarer Berührung sich wie unendlich wenig deformierbare 
elastische Körperehen stossen und ausserdem eine Fernwirkung auf 
einander ausüben, welche zwar in endlicher Entfernung verschwindet, 
aber doch mit wachsender Entfernung so langsam abnimmt, dass für 
ihre Gesamtwirkung auf ein Molekül nicht die wenigen unmittelbar 
benachbarten Moleküle, sondern fast nur die in einem grösseren Um
kreise liegenden in Betracht kommen. Ohne behaupten zu wollen, 
dass diese Annahme für wirkliche Flüssigkeiten unbedingt erlaubt 
sei, stellt sich Voigt bloss die Aufgabe, sie mathematisch konsequent 
durchzubilden und ihre teilweise Trbereinstimmung mit der Erfahrung 
zu konstatieren. · Voigt unterscheidet zwischen Flüssigkeiten mit ein
atomigen Molekülen und solchen, wo sich die Moleküle zu grösseren 
Aggregaten vereinigen. Er berechnet die Gesetze des Dampfdruckes, 
die Verdampfungswärme, spezifische Wärme, Kompressibilität, sowie 
auch die innere Reibung und Wärmeleitung. 

Die kinetische Bedingung des Gleichgewichtes zwischen der· ver
dampfenden Flüssigkeit und den darüberstehenden Dampfmolekülen 
wird sehr eingehend untersucht von Dieterici 181). Speziell die Theorie 
der Kapillarität vom Standpunkte der van der Waals'schen An
schauungen wurde von diesem selbst182) und mehreren andem ent
wickelt 188). 

Auf einer an.dern Basis als der t•an der W aals'schen Theorie 
beruhen die kinetischen Theorien der Flüssigkeiten von de Heen und 
Eddy 184). Ersterer unterscheidet die gasogenen und liquidogenen 
Moleküle, welche letztere weit zusammengesetzter sind. Er gelangt 
zu einer der siebenten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen 
Anziehung der Flüssigkeitsmoleküle; letzterer versucht verschiedene 
Anziehungsgesetze, Summen zweier Potenzen trigonometrischer Funk
tion u. s. w. 

181) Dieterici, Ann. Phys. Chem. 66 (1898), p. 826. 
182) van der WaaZs, .A.msterda.m .A.ca.d., Deel 1, Nr. 8 (1893); Zeitschr. 

f. phys. Chemie 13 (1894), p. 657. 
183) Stefan, .A.nn. Phys. Chem. 29 (1886), p. 655; Janet, J. de phys. (2) 5 (1886), 

p. 328; Eötvös, .A.nn. Phys. Chem. 27 (1886), p. 448; DeZsaul, Ann. Soc. sc. de Bruxellea 
1887/88, 12, p. 18; Sutherland, Zeitschr. f. phys. Chemie 17 (1895), p. 536; 
Bakker, Zeitachr. f. phys. Chemie 28 (1899), p. 708; 34 (1900), p. 168; 48 (1904), 
p. 1; J. de phys. (3) 8 (1899), p. 545; (3) 9 (1900), p. 394; ~4) 1 (1902), p. 105; 
(4) 2 (1908), p. 854; .A.nn. Phys. (4) 11 (1908), p. 207; Rayleigh, Phil. Mag. (5) 
33 (1892), p. 209, 468. 

184) De Heen, .A.nn. chim.. phys. (6) 5 (1885), p. 83; Eddy, Ohio Proc. mech. 
Instit. 2 (1888), p. 82; vgl. auch Konowaloff, J. d. russ. phys.-chem. Ges. 18 (1) 
(1886); p. 395; Stankewitsch, Warschau Mem. Naturf. Ges. 1889-1890. 
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Eine Theorie der festen Körper versuchen Slotte185) und Suther
land186); auch Mie 181) kommt auf die festen Körper und sogar deren 
elektrische Eigenschaften zu sprechen. Dynamische Modelle zur Dar
stellung der Eigenschaften fester Körper giebt Lord Kelvin in den 
Baltimore Lectures. 

Die Theorie der Lösungen, welche wegen der Analogien der Ge
setze für· das V erhalten verdünnter Lösungen mit den Gasgesetzen in 
so engem Zusammenhange mit der Gastheorie stehen, wurden vom 
gastheoretischen Standpunkt behandelt von Boltzmann 188) und Lo
t'entz189). Auf einem mehr allgemeinen kinetischen Standpunkt stehen 
die Arbeiten von Riecke 190), Jäger 191), Sch&nkl92). Den osmotischen 
Druck bestimmen durch die analoge Formel, wie sie van der Waals 
für den Gasdruck aufstellte, Bredig 193), Noyes 194), Barmwater195). Uber 
die vielfach auf demselben Standpunkte, wie die Gastheorie, stehende 
Theorie der Elektronen vgl. Nr. 28 gegen Schluss. 

185) Slotte, Helsingfors 1899, Förhandling. Finska. Vet. Soc. (1901), 43. 
186) Sutherland, Phil. Mag. (5) 32 (1891), p. 524. 
187) Mie, Ann. Phys. (4) 11 (1903), p. 657; vgl. auch Mousson, Arch. sc. 

phys. (3) 2 (1879), p. 505. 
188) Boltzmann, Zeitschr. f. phys. Chemie 6 (1891), p. 418; 7 (1891), p. 88. 
189) Lorentz, Zeitschr. f. phys. Chemie 7 (1891), p. 36. 
190) Riecke, Zeitschr. f. phys. Chemie 6 (1890), p. 565; Phil. Mag. (5) 32 

(1891), p. 562). 
191) Jäger, Wien Ber. 100h· (1891), p. 493; 1012& (1892), p. 400. 
192) Schenk, Zeitschr. f. phys. Chemie 20 (1896), p. 141. 
193) Bredig, Zeitschr. f. phys. Chemie 4 (1889), p. 444. 
194) Noyes, Zeitschr. f. phys. Chemie 5 (1890), p. 53. 
195) Barmwater, Zeitschr. f. phys. Chem. 28 (1899), p. 115. 

(Abgeschlossen im Oktober 1905.) 

Encyklop. d. math. Wissenaoh. V 1. 36 
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C. Fr. Gauss, Principia. genera.lia. theoria.e :figura.e fluidarum in statu a.equilibrii, 
Comment. soc. reg. scient. Gotting. recent. 7 (1830), wiederabgedruckt in Werke 
5, p. 29, Göttingen 1867, übersetzt von R. H. Weber in Ostwa.ld's Klassiker 
d. exakten Wiss. Nr. 135, Leipzig 1903. 

8. D. Poisson, Nouvelle theorie de l'a.ction capillaire, Paris 1831; in einem kurzen 
Auszuge übersetzt von Link, in Ann. Phys. Chem. 25 (1832), p. 270; 27 (1833), 
p. 193. 

E. Betti, Teoria della capillarita, Nuovo Cimento 25 (1867), p. 81, 225. 
J. Plateau., Statique experimentale et tMorique des liquides soumis aux seules 

forces moleculaires, 2 Bde, Ga.nd 1873. 
J. C. Maxwell, Capilla.ry action, Encycl. Brit: 1875 (9. Aufl.), wiederabgedruckt 

in Scientific papers 2, Cambridge 1890, p. 541. 
J. W. Gibbs, Equilibrium of heterogeneaus substa.nces, Connectieut Acad. Trans. 3, 

New Haven 1876 und 1878, deutsch in: Thermodynamische Studien, über
setzt von W. Ostwald, Leipzig 1892, p. 66. 

E. Mathieu, Theorie de la capillarite, Paris 1883. 
J. D. van der Waals, Die Continuität des gasformigen und flüssigen Zustandes, 

Leipzig 1881, 2. Aufl. 1. Teil, Leipzig 1899. 
B. Weinstein, Untersuchungen über Capillarität, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), 

p. 544. 
J. D. van der Waals, Thermodynamische Theorie der Kapillarität unter Voraus

setzung stetiger Dichteänderung, Verh. d. Kon. Ak. v. Wet. Amsterdam, 
Deel I, Nr. 8 (1893), übers. in Zeitschr. f. phys. Chem. 13 (1894), p. 657; 
Arch. Neerl. 28 (1894). 

Fr. Neumann, Vorlesungen über die Theorie der Ca.pillarität, herausg. von 
.A. Wangerin, Leipzig 1894. 

H. Poincare, Capilla.rite (Le90ns), Paris 1895. 
Litteratumachweis: Domke, Wiss. Abhancil. der kais. Norma.laichungskommission, 

Berlin 1902, p. 81-99. 

1. Kapillarität und Kohäsion. An den Grenzen einer Flüssig
keit gegen die sie umgebenden Medien äussert sich eine besondere 
Form der Energie, welche namentlich Gestalt und Lage der freien 
Grenzflächen beeinflusst, wie z. B. die Höhe des Ansteigans der 
Flüssigkeit in einer Kapillarröhre, und welche von diesem speziellen 
Phänomene her allgemein den Namen Kapillarität erhalten hat. Diese 
Energie ist sichtlich verknüpft mit dem, sei es nun diskontinuier
lichen, sei es schnellen kontinuierlichen Wechsel des Zustandes über 
eine Trennungsfläche hinüber. Theoretisch wird sie entweder un
mittelbar angesetzt mit einem Term, welcher dem Flächeninhalt der 
Trennungsfläche proportional ist, und wobei der Proportionalitäts
faktor eine Spannung in dffr Obffr{läche angibt. Oder aber sie wird 
erklärt als die potentielle Energie von besonderen Anziehungskräften, 
welche zwischen allen Massenteilchen unter einander, jedoch mit 
wahrnehmbarem Betrage nur auf äusserst kleine Distanzen wirksam 

36* 
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sind. Alsdann ist ein überwiegender Anteil dieser Energie dem 
Volumen der Flüssigkeit proportional, wobei der Proportionalitäts
faktor, negativ genommen, einen Druck im Raume angibt, den man 
die Kohäsion der Flüssigkeit nennt. 

Es soll hier die erstere Auffassung der Kapillarität vorange.stellt 
werden, welche dieser Energieform die Trennungsflächen als aus
schliesslichen Sitz zuweist. Diese Auffassung erscheint hernach als 
ein mathematisch einfacher Grenzfall der anderen tieferen Auffassung, 
welche die ganzen Massen als Spielraum von Kohäsionskräften an
nimmt. 

I. Kapillarität als Flächenenergie. 

2. Oberfiächenenergie und deren Variation. Eine Trennungs
fläche zwischen einer Flüssigkeit A und einem zweiten Medium B 
ist verknüpft mit einer potentiellen Energie T.uFAB, wobei FAB den 
Flächeninhalt der Fläche und TAB eine von den beiderseits angrenzen
den Medien abhängende Konstante ist. Dabei sind A und B homogen 
gedacht und sollen .Änderungen von Temperatur und Dichte zunächst 

nicht in Betracht kommen. TAB hat die Dimensionen er~ und heisst 
cm 

Oberflächenspannung von A gegen B. Unter der Oberflächenspannung 
schlechthin versteht man für eine Flüssigkeit diejenige gegen ihren 
gesättigten Dampf, wovon die einer Trennungsfläche gegen Luft 1) 

vielfach keine Verschiedenheit zeigt. Für Wasser gegen Luft ist 

T = 74 erg = O 075 gr Gewicht 
cm:~ ' cm ' 

für Quecksilber gegen Luft T = 0,55 gr Gewichtjcm, für Quecksilber 
gegen Wasser T = 0,42 gr Gewicht;cm. 

Die Folgerungen aus dem Bestehen des Terms TABFAB in der 
Energie Iiessen sich am kürzesten darlegen auf Grund der Be
merkung, dass genau derselbe Ausdruck der Energie Platz greifen 
würde für eine unendlich dünne elastische Haut, welche die Trennungs
fläche bedeckt, wenn in ihr überall eine konstante Spannung = TAB 
herrscht, d. h. jede in ihr angebrachte Schnittlinie an beiden Ufern 
eineJ;J. von dem anderen fort gerichteten Zug TAB auf die Längenein
heit erfährt. Diesen Vergleich von vorn herein einzuführen, hiesse 
aber, die Schwierigkeit, welche für die Theorie der Kapillarität in 
der Notwendigkeit der Annahme von Druckdiskontinuitäten trans-

1) Von einer Oberflächenspannung gegen eine gasförmige Phase kann, 
streng genommen, nur bei Flüssigkeiten die Rede sein, welche mit der gas
förmigen Phase in chemischem Gleichgewicht koexistieren. 
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versal zu einer Trennungsfläche liegt, nicht beseitigen, sondern nur 
sie einem anderen Kapitel der Mechanik zuschieben. Um hinsichtlich 
der Voraussetzungen der Theorie Klarheit zu gewinnen, ist es des
halb notwendig, im wesentlichen den Gang von Gauss einzuhalten 
und den Einfluss des Terms TF der Energie auf Grund eines all
gemeinen Prinzips der Mechanik zu verfolgen, wie des Prinzips, dass 
Gleichgewicht durch ein Minimum der potentiellen Energie oder, bei 
Berücksichtigung auch thermodynamischer Umstände, durch ein Mini
mum der Energie bei konstanter Entropie charakterisiert wird. 

Hiernach muss vor allem die virtuelle Veränderlichkeit von T F 
betrachtet werden. Gauss hat, indem er bei diesem Anlasse über
haupt die Prinzipien für die Variation von Doppelintegralen mit ver
änderlichen Grenzen schuf, eine fundamentale Transformation für die 
Variation von TF entwickelt. Man kann sich allerdings, worauf 
auch Gauss beiläufig hinweist, das Resultat dieser Transformation 
durch infinitesimale Betrachtungen leicht plausibel machen, indem 
man eine beliebige unendlich kleine V errückung einer Fläche in eine 
erste V erriickung, wobei jeder Punkt normal zur Fläche fortschreitet, 
und eine zweite Verriickung, wobei jeder Punkt tangential zur Fläche 
fortschreitet, zerlegt. Doch erscheint es angemessen, hier auch das 
eigentliche analytische Prinzip jener Umwandlung, welches in einer 
gewissen partiellen Integration besteht, anzugeben. In Anbetracht des 
Umstandes jedoch, dass die Variationsrechnung, namentlich in Hin
sicht auf Probleme mit Nebenbedingungen, wie sie hier schliesslich 
vorliegen werden, noch keine allgemein anerkannte Darstellung be
sitzt, auf die sonst einfach zu verweisen wäre, mag es zur Durch
sichtigkeit beitragen, wenn wir nur auf bekanntere Hilfsmittel der 
Integralrechnung rekurrieren. 

Die Trennungsfläche FA B, die wir uns berandet denken wollen, 
durchlaufe bei einer virtuellen Bewegung, während welcher der Para
meter w von w = 0 an wächst, eine Schar von Flächen F(w). 
Wir konstruieren auf jeder Fläche die zwei zueinander orthogonalen 
Scharen von Krümmungslinien und sodann zwei Flächenscharen 
u2 = const., u1 = const., welche aus den F(w) gerade diese Krüm
mungslinien herausschneiden. Wir stellen uns der Einfachheit halber 
die Flächen F ( w) sämtlich als auseinanderliegend und derart vor, 
dass in dem von ihnen erfüllten Gebiete jedem Punkte sich hiernach 
Werte u1 , u2 , w eindeutig zuordnen. Die Richtungen von einem 
Punkte u1 , u2 , w aus, in denen nur ut, nur u2 , nur w und zwar zu
nehmend variiert, sollen in Argumenten trigonometrischer Funktionen 
kurz durch u11 u2, w angedeutet werden, und n bedeute die nach B 
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hin gerichtete Normale auf F(w); die tt11 u2 , n-Richtung sollen stets ein 
Rechtsschraubensystem wie die Ko-

B ordinatenaxen x, y, z bilden (Fig. 1 ). 
Die Berandung von F ( w) wird 

durch eine Gleichung u2 = X ( u11 w) 
dargestellt sein, und da wir irgend 
eine Funktion von u1 und w als 

n s einen neuen Parameter an Stelle 

Fig. 1. 

von u1 einführen können, so dürfen 
wir diese Gleichung als w nicht 
enthaltend: u2 = x(ttl) annehmen. 
Das Quadrat des Linienelements in 
dem von den F ( w) erfüllten Ge
biete wird sich 

(1) ds2 = dx2 + dy2 + dz2 

= L12(du1 -l1 dw)2 + L 22(du2 -l2 dw)2 + N 2dw2 

schreiben lassen, wobei L 1 > 0, L 2 > 0 und__!!__( ) = L > 0 sei, also cos wn 
N mit dem Vorzeichen von cos ( wn) gerechnet werde. Nun ist 

F= JJL1L2 du1du2 , 

(2) 

wo das Doppelintegral sich über das Innere von u2 = x(u1 ) erstreckt. 
Der Ausdruck hier gestattet auf Grund der charakteristischen 

Eigenschaft der Krümmungskurven, dass die Normalen längs ihnen 
eine abwickelbare Fläche bilden, eine wichtige Umformung durch 
Produktintegration 2). Zu einem Punkte P(u11 u2 , w) liegt auf der 
benachbarten Fläche F(w + dw) in der kleinstmöglichen Distanz 
Ndw=dn, also auf der Normalen von F(w) der Punkt Q(u1 +l1 dw, 
u2 + l2 dw,w +dw). Entsprechend liegenormal über P1 (u,1 + du11 u2 , w) 
auf F(w + dw) der Punkt Q1 ; es sei M1 der Krümmungsmittelpunkt 
der Krümmungslinie PP1 auf F(w), also der Treffpunkt der Geraden 
P Q und P1 Q11 R1 der Krümmungsradius M 1 P und zwar positiv, 
falls M 1 P die Richtung n nach B hin hat, anderenfalls negativ. Man hat 
PP1 = L 1du1• Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke M1 PP1 , M1 QQ1 

und im Hinblick auf (1) folgt 

2) Die zunächst folgende infinitesimale Betrachtung dient nur dazu, diese 
Eigenschaft der Krümmungslinien schnell in eine Formel umzusetzen. 
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PQ _ QQ,-PP, dn = _!_(oL, dn + L ~ dw) 
M,P- PP, ' R, L, on 1 ou, ' 

d. i. nach Fortlassung des Faktors dw 

N = _!_ (oL, l1 +·oL, z2 + oL, + L1 .'!!l)· R, L, ou, ou2 ow ou, 

Eine entsprechende Relation gilt für den zweiten Hauptkrümmungs
radius R2 in P und durch Addition beider entsteht 

N (_!_ + _!_) L L = L 0 L2 + L 0 L, + 0 L, L2ll + 0 L, LI l2 . 
R, R1 1 2 1 ow 2 ow ou, ou2 

Macht man hiervon in (2) Gebrauch und führt partielle Inte
grationen nach u1 und u2 aus, so ergibt sich 

dF =JN(_!_ + _!_) df- JL L (l dtt2 - l du,) ds 
dw R, R'l. 1 2 1 ds 2 ds ' 

(/) (•) 

darin bedeutet allgemein df das Flächenelement, ds das Randlinien
element von F(w) in positivem Umlauf um die Normale n. Be
zeichnet man mit j die Richtung, die normal auf ds ins Innere der 
Fläche F ( w) hineinführt ( s. Fig. 1 ), so ist 

L du, ( ') L du2 ( ') 
1 ds = cos u2 J , 2 ds = - cos UtJ , 

- L 1 l1 = L cos (u1 w), - L2 l2 = L cos (u2w); 

schreibt man noch L cos (wj)dw = dj, so entsteht daher aus der 
letzten Gleichung die folgende Darstellung der ersten Ableitung der 
Kapillarenergie T F nach dem Variationsparameter w: 

(3) T dF = Tjdn (_!_ + _!_) df- Tfdj ds 
dw dw R, R2 dw ' 

(/) (•) 

die insbesondere für w = 0 anzuwenden sein wird. Darin bedeuten 
dann die dn = N dw für die Punkte der Trennungsfläche die zur 
Fläche normalen und die dj = L cos (wj)dw für die Punkte ihres 
Randes die in die Fläche fallenden, zum Rande normalen Kompo
nenten der einem Zuwachs dw entsprechenden Verrückungen; hierauf 
fussend kann man sich die Transformation (3), wie schon oben an-

gedeutet, unmittelbar geometrisch plausibel machen 2 "). ~ (~, + ~J 
soll, wie die Vorzeichen von R1 und R2 oben festgelegt sind, die 
mittlere Krümmung der Stelle d f nach B hin heissen. 

2a) Wir haben im Übrigen die gebräuchlichen Zeichen iSF, O'w u. s. w. der 
ersten Variationen vermieden, um evident zu machen, dass es sich schließlich 
nur um Differentialquotienten im gewöhnlichen Sinne handelt. 



564 V 9. H. Minkowski. Kapillarität. 

Da in (3) die Parameter der Krümmungskurven wieder eliminiert 
sind, so ist diese Darstellung nicht an die anfänglich betreffs der 
Koordinaten u11 u2 , w gemachte Beschränkung gebunden. 

Die Volumina von A und B seien VA, VB, ihre Dichten (JA, QB· 
Wir merken noch an, dass bei den fraglichen virtuellen V errückungen 
die V olumina gernäss 

(4) avA = (an df 
dw J dw ' 

FAB 

dVB Jdn 
-=- -df dw dw 

F.AB 

variieren, ferner die potentielle Energie bezüglich der Schwerkraft 
für beide Medien zusammen die Ableitung nach w: 

(5) 

erfährt; dabei ist die $-Axe vertikal nach oben gedacht. 

3. Differentialgleichung für eine freie Oberfläche. Die Tren
nungsfläche von A gegen B sei frei beweglich (B eine Flüssigkeit 
wie A oder ein Gas), und neben der Kapillarität komme nur noch 
die Schwere in Betracht. Stabiles Gleichgewicht des Systems wird 
durch ein Minimum der potentiellen Energie gegenüber allen vir
tuellen V errückungen charakterisiert. Nun liegt aber eine Neben
bedingung in der Konstanz des Gesamtvolumens von A (oder von B, 
vgl. (4)) vor. Um dieser Nebenbedingung Rechnung zu tragen, ziehen 
wir die Regeln der Differentialrechnung für ein sogenanntes relatives 
Extremum heran. 

Wir denken uns wieder die Trennungsfläche FA B als das Element 
w = 0 einer beliebigen von einem Parameter w abhängenden Schar 
von Flächen z = f/J(x, y, w), welche alle den Rand gemein haben 
mögen. Der Nebenbedingung würde allerdings, während w sich ver
ändert, nicht mehr genügt werden. Denken wir uns aber noch eine 
beliebige zweite solche Schar von Flächen z = '1/J*(x, y, w*), welche 
wieder für w* = 0 von der gegebenen Fläche ausgeht, und erweitern 
wir diese zwei einparametrigen Scharen irgendwie zu einer Flächen
schar mit zwei Parametern z = f/J(x, y, w, w*), welche für w* = 0 
in die erste, für w = 0 in die zweite einparametrige Schar übergeht, 
so wird die Grösse des Volumen~ V-" bei den Flächen dieser all
gemeineren Schar eine Funktion VA ( w, w*) der zwei Parameter sein, 
und innerhalb der zweiparametrigen Schar gibt uns diejenige ein
parametrige Schar, welche durch die Bedingung VA(w, w*) = VA(O, 0) 
ausgeschieden wird, jetzt eine tatsächliche virtuelle Bewegung der 
Trennungsfläche. Danach haben wir die Bedingung zu formulieren, 
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dass unter allen Flächen der zweiparametrigen Schar, für welche 
VA(w, w*) = V.a(O, 0) ist, die Fläche w = O, w* = 0 das Minimum 
der potentiellen Energie 

E = TABFAB. + g(! Ajzav + gQBJzav 
.d B 

liefert; (die Bezeichnung hier ist so zu verstehen, dass dv in dem 
ersten Integral die Volumenelemente von A, in dem zweiten die
jenigen von B durchläuft). Für dieses Extremum mit einer Neben
bedingung liefert nun die Differentialrechnung in bekannter Weise 
die zwei Gleichungen 

oE oVA (}E oVA 
ow +A.AB ow =0, ow*+AABow*=O (w=0,w*=0) 

mit einer geeigneten Konstante A.A B. Die zweite Gleichung dient uns 
jetzt nur dazu, um zu erkennen, dass der Wert von AAB in keiner 
Weise von der beliebig angenommenen ersten Schar z = 1/J(x, y, w) 
abhängt, also für die Trennungsfläche FA B an sich eine bestimmte 
Bedeutung hat; und bei ausdrücklicher Hinzunahme dieser Tatsache 
vertritt die erste Gleichung bereits das System der beiden. Danach 
muss (vgl. (3), (4), (5)) mit einer geeigneten Konstante AAB, die sich 
schliesslich aus dem Werte von VA bestimmen wird, die Bedingung 

J N(TAB (~1 + ~.) + g(QA- QB)z + A.AB)df= 0 
FAB 

gelten. Dabei unterliegt vermöge der willkürlichen Wahl der Schar 

F ( w) die Funktion N = ~-;; auf der Fläche FA B einzig der Be

schränkung, dass sie durchweg stetig ist und am Rande gleich 
Null genommen wird. Für N in diesem Umfange kann das vor
stehende Integral nur dann beständig gleich Null ausfallen, wenn der 
Faktor von N an jeder Stelle innerhalb F AB verschwindet, d. h. die 
Gestalt der freien Oberfläche muss der Differentialgleichung 

(6) TAB (~1 + ~;) + g(QA- QB)z + AAB = 0 

genügen 3). 

Es kann FA B auch aus mehreren getrennten Stücken bestehen 
und llA B hat für die verschiedenen Stücke denselben Wert. 

Ein Minimum von E ist hier jedenfalls nur möglich, wenn 
TA 8 ::?- 0 ist, da sonst durch ein Hin- und Herfalten der Trennungs
fläch;- an ihrem Orte sich E beliebig verringern liesse. 

3) Laplace, Supplement au livre X de la Mec. celeste, no. 4. 
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Es möge (! A < (JB sem. Setzen wir 

ÄAB z = - --,-----,-
AB g(QA-QB)' 

so wird durch z = z AB eine bestimmte horizontale Ebene angewiesen, 
welche Niveauebene heissen soll. V erlegen wir z = 0 nach der Niveau
ebene, so folgt die Gleichung (6) in der Gestalt 

(6a) TAB (~1 + ~J =- g((!A- (JB)z. 

Danach ist an jeder Stelle der Trennungsfläche aus der mittleren 
Krümmung nach B hin sofort auf die Lage der Niveauebene zu 
schliessen. Ist (! A > (! 8 , so liegen die Stellen der Trennungsfläche, wo 
diese mittlere Krümmung positiv ist, d. h. die Fläche nach B hin 

.B 

Fig. 2. 

konvex-konvex oder konvex-konkav mit 
grösserem Betrage der ersteren Haupt
krümmung ist, unterhalb der Niveau
ebene und zwar um so tiefer darunter, 
je stärker jene mittlere Krümmung ist; 
Stellen, wo diese Krümmung nach B hin 
negativ ist, liegen oberhalb der Niveau
ebene, Stellen, wo sie Null ist, notwendig 
genau in Höhe dieser Ebene (Fig. 2). 

Insbesondere kann die Trennungsfläche asymptotisch eben nur in 
Höhe dieser Ebene sich gestalten, wodurch ihre Bezeichnung als 
Niveauebene begründet ist. 

4. Randwinkel. Zur vollständigen Festlegung von FA B sind 
ausser der Differentialgleichung (6) weitere Bedingungen für den 
Rand der Fläche dort, wo ..A und B an dritte Medien C grenzen, er
forderlich. 

Grenzen drei Flüssigkeiten A, B, 0 mit drei Trennungsflächen 
FAB, FAc, Fsc, in denen die Oberflächenspannungen TAB, TAc, TBc 

B herrschen, längs einer Kurve zusammen 
(Fig. 3), so würde zwar mit jedem vir
tuellen Bewegungszustand der Rand
kurve stets auch der entgegengesetzte 

-- -- Bewegungszustand für sie virtuell sein; 
Fig. 3. immerhin wollen wir (weil hernach 

auch ein Fall von nicht in diesem Sinne 
umkehrbaren V errückungen in Betracht kommt), zunächst nur von 
dem vorausgesetzten Gleichgewichtszustand an (nicht durch ihn hin
durch) variieren, und wir denken uns eine von einem Parameter w (::?. 0) 
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abhängende Schar von Lagen dieser Randkurve, mit den nämlichen 
Endpunkten, falls nicht die Kurve geschlossen ist, und von gewissen 
damit verbundenen Lagen der drei Trennungsflächen; dabei sollen diese 
stets gemeinsam an der Randkurve ansetzen, ihre sonstigen Randteile 
aber fest behalten und zugleich in ihren inneren Partien solche De
formationen erfahren, dass die ganzen V olumina von .A., B, 0 unver
ändert bleiben. Um zum Ausdruck zu bringen, dass die Gesamt
energie E im Gleichgewichtszustand für w = 0 am kleinsten ist, haben 
wir dann in Anbetracht der erst einseitigen Variation bloß die Un
gleichung 

dE>O (w= 0) 
dw = 

zu fordern. Da aber für die Trennungsflächen gernäss (6) bereits 
solche Gleichungen feststehen, dass die hierin als Flächenintegrale 
auftretenden Terme für sich Null sind, so zieht sich diese Ungleichung 
gernäss (3) zu 

- jL(TAB cos (wj.AB) + TAo cos (wjAo) + TBc cos (wjBo))ds > 0 

zusammen, wobei das Integral über die gegebene Lage der Randkurve 
zu erstrecken ist und an jedem Elemente ds unter w die Richtung, 
unter Ldw die Grösse der dem Zuwachs dw entsprechenden V er
rückung des Randpunktes, unter jAB, jAo, jBo die auf ds ins Innere 
der Flächen hin errichteten Normalen zu verstehen sind. Da die 
Funktion L hier beliebig gewählt werden kann, nur dass sie stetig 
und stets ~ 0 ist und an den Endpunkten der Randkurve verschwindet, 
so folgt hieraus 

(7) - TAB cos (wüB)- TAo cos (wjAc) - TBc cos (wjBc) > 0 

längs der ganzen Randkurve, und zwar noch für beliebige Richtungen 
w. Nun können wir aber mit jeder Richtung w die entgegengesetzte 
kombinieren, und ist daher das Zeichen > hier durch = zu ersetzen. 
Hiernach müssen sich drei Vektoren von den Längen TAB, TAo, 
TBc und den zu jAB, jAc, jBc parallelen Richtungen zu einem ge
schlossenen Dreiecke aneinanderfügen 4). Der Winkel (jABj.w) = roA 
z. B. ist dann der von den zwei ersten Seiten in diesem Dreieck ge
bildete Aussenwinkel und hat hiernach längs der ganzen Randkurve 
einen konstanten aus den drei Spannungen folgenden Wert. Dieser 
Winkel roA heisst der Randwinkel von .A. gegen B und 0. 

Ein erstes Erfordernis für das angenommene Gleichgewicht ist 

4) Diese Bedingung ist von F. Neumann aufgestellt und zuerst in der 
Dissertation von Paul du Bois-Beymond (Berlin 1859) veröffentlicht worden. 



568 V 9. H. Minkowski. Kapillarität. 

nun, dass aus den drei Längen TAB, TAo; TBc überhaupt ein Dreieck 
zu bilden ist, d. h. dass von jenen drei Spannungen keine grösser als 
die Summe der beiden anderen ist. Ist jedoch etwa TAB> TAo+ TBc, 
so wird vielmehr 0 sich zwischen .A und B ausziehen, eventuell zu 
einer dünnen Schicht mit zwei einander derart nahe liegenden Trennungs
flächen gegen .A und B, dass dadurch Umstände resultieren, die erst 
auf Grund der Annahme einer räumlichen Verteilung der Kapillar
energie genauer zu verfolgen sein werden. 

Die Relation TAB> TAo+ TBc für drei Medien dient als hin
reichende Erklärung der mannigfachsten Kapillarphänomene 5). 

Nach den Beobachtungen von Marangoni 6) ist in allen Fällen 
für zwei Flüssigkeiten die gegenseitige Oberflächenspannung kleiner 
als die Differenz ihrer Oberflächenspannungen gegen Luft 1), hierbei also 
niemals jenes Dreieck von Spannungen realisierbar. Der Fall von 
Quecksilber und Wasser, den Marangoni als eine Ausnahme ansah, 
fügt sich dieser allgemeinen Regel 6a). Wenn Wasser auf Quecksilber 
m emem Tropfen steht, so haften der Quecksilberoberfläche fremde 

c 

Fig. 4. 

(8) 

Bestandteile an, die ihre Spannung herabsetzen 7). 

Stellt 0 einen festen Körper vor, so kann die Treff
linie von .A, B, 0 nur auf der Oberfläche dieses frei' ver
schoben werden, und erhalten wir die Relation (7) in 
dem entsprechenden beschränkteren Umfange, nämlich, 
wenn 0 keine Diskontinuität der Tangentialebene an der 
Randkurve hat (Fig. 4), einmal so, dass w mit jAc, das 
andere Mal so, dass w mit jsc zusammenfällt, und wir 
erschliessen damit 

5) Eine bis zur Gegenwart reichende i:Jbersicht der Beobachtungsmethoden 
und -ergebnisse zur Kapillarität bringt der Artikel von F. Pockels im Handbuch 
der Physik, herausg. von A. Winckelmann, Bd. 1 (Breslau 1907). 

6) Marangoni, Sull' espansione delle goccie di liquido galleggiante sulla 
superficie di altro liquido, Pavia 1865; Ann. Phys. Chem. 143 (1871), p. 348. 
Dieselbe Tatsache fanden van der Mensbmgghe, Mem. cour. de l'Acad. de Belg. 
34 (1869); ferner Lüdtge, Ann. Phys. Chem. 137 (1869), p. 362. 

6a) Quincke, Ann. Phys. Chem. 139 (1870), p. 66. Lord Rayleigh, Sc. papers 
3, p. 562. 

7) Das Ausbreiten eines Tropfens einer Flüssigkeit auf einer anderen 
Flüssigkeit geschieht jedesmal in charakteristischen Formen, die mit den Sub
stanzen sehr mannigfaltig variieren, den Tomlinsonschen Kohäsionsfiguren; vgl. 
darüber 0. Lehmann, Molekularphysik 1 (Leipzig 1888), p. 260; Paul du Bois
Reymond, Ann. Phys. Chem. 139 (1870), p. 262. 
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wo mA wieder den Randwinkel (jABjAc) von A gegen B und C be
zeichnet 8). 

Diese Relation würde unmöglich sein, wenn der Quotient rechts 
dem Betrage nach > 1 (oder <- 1) ausfällt. Im Falle TBc> TA c + TAB 
(es brauchten hier TAc, TBc nicht ~ 0 zu sein) kommt dann Gleich
gewicht dadurch zu Stande, dass sich die Flüssigkeit A am festen 
Körper C in einer selbst mikroskopisch nicht messbaren dünnen 
Schicht entlang zieht, C benetzt, wodurch an der zu bemerkenden 
Randlinie B beiderseits an A grenzt und daher eben nach dieser 
Formel (8), worin nun A statt C und TAA = 0 zu nehmen ist, sich 
der Randwinkel von A gleich Null herausstellt. 

Hat die Wand des festen Körpers 
C an der Randkurve gerade eine Schneide, 
(ein Fall, wie er sich bei der Adhäsion 
einer Flüssigkeit an einem festen Körper 
leicht darbietet (Fig. 5)), so kommen 
zweierlei nicht entgegengesetzte V er

Fig. 5. 

schiebungen der Randkurve auf C in Betracht. Das Ergebnis ist 
dasselbe, als wenn man sich die Schneide als Grenze abgerundeter 
Formen denkt; man kommt zur Ungleichung (7) einmal so, dass 
darin w durch jAc, aber jBc durch die zu jAc entgegengesetzte Rich
tung, das andere Mal so, dass darin w durch isc, aber jAc durch 
die zu jBc entgegengesetzte Richtung vertreten wird; man erhält 
demnach 

-TAB cos (jAcjAB)- TAc + TBc> O, 
-TAB cos (jBdAB) + TAc- TBc> O, 

d.h. 

(9) 

wo mA den durch (8) bestimmten Winkel 2::: 0 und < n bedeutet. 
Aus beiden Relationen zusammen folgt 

(jA dBc)?::; n. 

Danach kann im Zustande des Gleichgewichts die Grenzlinie der 
freien Oberfläche niemals längs eines endlichen Stücks auf einer kon
kaven Schneide des festen Körpers liegen 9). 

8) Quincke (Ann. Phys. Chem. 137 (1869), p. 42) fand, dass längs einer auf 
Glas keilförmig aufgetragenen dünnen Silberschicht Wasser oder Quecksilber 
einen konstanten Randwinkel erst dort ergibt, wo die Dicke der Silberlamelle 
mindestens 50>< 10-7 cm beträgt. 

9) Gauss, Principia generalia theoriae figurae fluidorum, art. 30. 
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Die Bedingungen für das Zusammentreffen von vier Flüssigkeiten 
in einem Punkte sind nunmehr ohne weiteres ersichtlich. Die Mög
glichkeit der Bildung einer neuen Trennungsfläche an einer Linie, 
längs der mehr als drei Flüssigkeiten zusammentreffen, erörterte Gibbs 10). 

5. Kapillardruck. Oberflächenspannung. Wollen wir den Be
griff des Drucks in einer Flüssigkeit auch bei Erscheinungen der 
Kapillarität verwenden, so wird die ·Vorstellung notwendig, dass 
dieser Druck an einer Trennungsfläche zweier Flüssigkeiten im All
gemeinen sich diskontinuierlich ändert. Die Diskontinuitäten sind 
mit den Schwerpunkts- und Flächensätzen der Mechanik in Überein
stimmung zu bringen. Will man die Diskontinuitäten weiter be
gründen, ohne jedoch Hypothesen über Molekularkräfte einzuführen, 
so kann man von dem Ansatze ausgehen, dass in einer Flüssigkeit 
an jeder Stelle eine räumliche Energiedichte besteht, welche von der 
Massendichte daselbst und auch noch von den örtlichen Differential
quotienten der Massendichte abhängt. Man hat sodann einen Grenz
übergang in der Weise zu vollziehen, dass die Differentialquotienten 
der Massendichte im Allgemeinen gleich Null gesetzt werden und 
nur an gewissen Flächen derart unendlich werden, dass dort die 
Massendichte einen konstanten Sprung erfährt. Der Begriff des 
Druckes entsteht dabei als der negativ genommene Differentialquotient 
der Energie einer Masse nach ihrem Volumen (Gl. (42) in Nr. 18). 

Der Kürze wegen begnügen wir uns hier mit folgenden mehr 
axiomatischen Festsetzungen: Innerhalb einer einzelnen Flüssigkeit A 
variiert der Druck stetig mit der Dichte, ist aber nur bis auf eine 
additive Konstante zu bestimmen; bei gewisser Verfügung über diese 
Konstante wollen wir von ihm als kinetischem Druck sprechen. Nun 
seien zwei verschiedene, der Schwere unterworfene Flüssigkeiten A 
und B durch eine horizontale Ebene z = 0 getrennt und eine jede 
derart beschaffen, dass in ihr Dichte und Temperatur überall nur 
von der Vertikalhöhe z abhängen. Alsdann erleidet der kinetische 
Druck beim Übergang von A nach B eine Diskontinuität, die wir 
als Kohäsionssprung bezeichnen wollen. Die bezügliche Abnahme 
des kinetischen Drucks von A nach B können wir in die Form 
KA - KB setzen, so dass KA nur von A, KB nur von B abhängt. 

Die Differenz PA - KA = PA soll dann der hydrodynamische 
Druck in A heissen; dieser Druck würde nun an horizontalen Tren
nungsflächen keinerlei Diskontinuität erfahren. In einer ruhenden 
Flüssigkeit A, in welcher die Dichte nahezu als konstant anzusehen 

10) Gibbs, Equilibrium of heterogeneaus substances, p. 453. 
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ist, variirt der Druck PA derart, dass er abhängig von der Vertikal
höhe z allgemein den .Ausdruck p 0 - [JAg z hat, wo p 0 eine Kon
stante ist. 

Nun mögen zwei ruhende Flüssigkeiten A und B von verschiedener 
Dichte eine beliebige, der Differentialgleichung (6) entsprechende 
Trennungsfläche F .d B haben; wir bestimmen die Niveauebene dazu, 
wählen sie als Ebene z = 0 und denken uns andererseits in einem 
sehr weiten Gefässe ebenfalls A und B und beide durch eine hori-
zontale Ebene und zwar genau in Höbe jener Niveauebene getrenn~r 
und verbinden endlich die A beiderseits 
und die B beiderseits je durch eine kom
munizierende Röhre (Fig. 6), so wird das 
Gleichgewicht nach der Gleichung (6a) 
bestehen bleiben. Ist nun p0 der in jener 
horizontalen Trennungsfläche in A und B 
gleiche hydrostatische Druck, so ist dieser 
Druck in A in einer Höhe z gleich 
PA = Po - Q Ag z und in B in einer Höhe 

Fig. 6. 

z gleich PB= Po- QBgz . .An einer beliebigen Stelle der Trennungs
fläche FA B findet daher gernäss (6a) eine Druckdiskontinität 

(10) PA- PB=- g (QA-QB) z =TAB (~. + ~J 
statt. Diese Differenz heisst der Kapillardruck an der Stelle m A. 

Stellt B den gesättigten Dampf der Flüssigkeit A vor, so ist p(} 

der Sättigungsdruck über einer ebenen Flüssigkeitsoberfläche, und 
würde dagegen pB den Druck des im Gleichgewicht mit der Flüssig
keit befindlichen Dampfes über einer solchen Stelle der Flüssigkeit, 

welche nach dem Dampfe hin die mittlere Krümmung ~ (~. + ~J 
zeigt, angeben; danach überwiegt der letztere Sättigungsdruck }JB um 

___!_!!__ T A B (__!_ + __!_) 
(JA-QB R. R! 

den Druck p0 11). Es folgt daraus z. B. ein vermehrtes Verdampfungs
bestreben kleinster Wassertröpfchen in der Luft, weil mit dem Gleich-

11) W. Thomson, Edinburgh Proc. Roy. Soc. 7 (1870), p. 63. - In einer 
Kapillarröhre vom Radius 0,00012 cm, in welcher Wasser 1300 cm steigt, 
würde der Gleichgewichtsdruck des Wasserdampfes um etwa 1/ 1000 kleiner als 
der Wert dafür über der Niveauebene sein. Mit den durch die Relation (10) 
gegebenen Umständen hängt auch der Siedeverzug luftfreier Flüssigkeiten, ferner 
die Schwierigkeit der Bildung der ersten Bläschen bei der Elektrolyse zusammen. 
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gewichtsdruck des Dampfes über einer ebenen Wasseroberfläche noch 
nicht der Gleichgewichtsdruck über den Oberflächen der Tröpfchen 
erreicht ist. 

Ist in dieser Weise einmal die Druckdiskontinuität des Kapillar
drucks eingeführt, so würde das Bestehen der Trennungsflächen
energie nach dem Ausdrucke (3) ihrer Ableitung vollständig mit 
der weiteren Annahme zu erschöpfen sein, dass ausserdem an jedem 
Randelement der Trennungsfläche in ihr, normal gegen den Rand 
nach innen gerichtet, eine konstante Zugspannung = TAB, auf die 
Längeneinheit der Randlinie berechnet, herrscht. 

Indem nun die Formel (3) sich auch auf jeden beliebigen Aus
schnitt aus der Trennungsfläche anwenden lässt, würden die Kapillar
drucke längs der Fläche und diese Zugspannungen an ihrem Rande 
für die virtuelle Arbeit gleichbedeutend mit der Annahme sein, dass 
überall innerhalb der Trennungsfläche eine konstante Spannung = TAB 
herrscht. Aber sprechen wir in solcher Allgemeinheit von einer 
Spannung innerhalb der ganzen Fläche, so heisst dieses im Grunde 
nichts anderes als: Es besteht für die Trennungsfläche eine potentielle 
Energie = TABFAB, wovon wir eben ausgegangen sind. 

Auf diese Analogie einer Flüssigkeitsoberfläche mit einer elasti
schen Haut gründete Thomas Young 12) eine vollständige Theorie der 
Kapillarphänomene, die allerdings durch Vermeidung mathematischer 
Symbole an Durchsichtigkeit einbüsste. Den Begriff der Oberflächen
spannung einer Flüssigkeit hat Segner 13) eingeführt. 

6. Formen freier Oberflächen. Tropfen. Die Differentialgleichung 
einer freien Oberfläche kommt in V ersuchen namentlich unter zweierlei 
speziellen Umständen in Betracht; nämlich es handelt sich meist ent
weder um Rotationsflächen um eine vertikale Axe oder aber um 
Zylinderflächen mit horizontalen Erzeugenden, wobei letztere Flächen 
auch noch als eine Approximation der ersteren bei grossem Quer
schnitt dienen. 

Im Falle einer Rotationsfläche um die e-.Axe sei für die Meridian
kurve r der Abstand von der Axe, qJ der Neigungswinkel der Tangente 
gegen die horizontale r-Axe (Fig. 7), also tg qJ = dejdr, so ist die 

12) Th. Young, Essay on the cohesion of fluids, Phil. Trans. Roy. Soc. 
London 1805. - Für die Würdigung der Leistung von Young vgl. Lord Ray
leigh, Phil. Mag. 30 (1890), p. 285, 456 = Scientific papers 3, p. 397. 

13) Segner, Comment. soc. reg. Gotting. 1 (1751), p. 301.- Plateau (Statique 
des liquides, chap. V) gibt eine bis 1869 geführte historische tibersicht über die 
Arbeiten zur Theorie der Oberflächenspannnng. Mannigfache Belege zu dieser 
Theorie hat namentlich Van der Mensbrugghe beigebracht. 
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K d K 1 dcp 
rümmung er urve - - = 

R (coscp) 1dr 
und die reziproke Länge 

der Normale - R1 = sin cp, die Gleichung 
i r 

(6) geht also in 

( ) d(r sin cp) 
11 TAB-rar-= ÄAB + g(QA- QB)z 

über. 
Zumeist handelt es sich um eine solche parti

kuläre Lösung dieser Gleichung, welche die Axe 
trifft und sie dann notwendig senkrecht durchsetzt, 
damit die Fläche sich an der Stelle regulär verhält. 

llfP-lJj.,o) 
NP-n.~ f<OJ 

Diese Lösung hängt nur noch von einer Konstante r 

ab, da dz/dr = 0 für r = 0 gefordert wird. Ver- Fig. 7· 

legt man den Koordinatenanfang in jenen Treff-
punkt mit der Kurve, so bedeutet 2 TAB/ Ä.A B den Krümmungsradius 
daselbst und bei Wahl dieser Grösse als Längeneinheit hängt die Form 
der Kurve nur noch von einem Parameter ab, der die Relation zwischen 
dem vorgeschriebenen Werte des Randwinkels von A am Ende der 
Meridiankurve und dem Volumen von A vermitteln muss. 

Laplace 14) und in der Folge Lord Kelvin 15) haben die Meridian
kurve der kapillaren Rotationsfläche aus kleinen Kreisbögen mit stetig 
sich aneinanderreihenden Tangenten unter Berechnung der Krümmung 
am Anfange jedes Bogens gernäss der Gleichung (11) angenähert auf
gebaut. 0. V. Boys 16) hat diese Methode besonders handlich gemacht, 
indem er die Kreisbögen durch eine feste Marke an einem ( durchsich
tig hergestellten) Lineal beschreibt, auf dem das Drehungszentrum 
sukzessive verändert wird, wodurch die Stetigkeit in den Tangenten 
der sukzessiven Kreisbögen gesichert wird. Zudem sind die Teilstriche 
des Lineals durch ihre reziproken Entfernungen von der festen Marke 
bezeichnet, an der selbst dann oo steht. Bashforth 17) lieferte aus
gedehntes Tabellenmaterial zu jener partikulären Lösung von (11). 
0. Runge 18) nahm die Gleichung als Beispiel bei Darlegung einer 
numerischen Integrationsmethode für die Differentialgleichungen zweiter 

14) Laplace, Connaissance des Temps, 1812. 

15) W. Thornson, Capillary attraction, Proc. Roy. lnst. 11 (1886), aufgen. in 
Popular lectures and addresses 1, London 1889. Der Aufsatz enthält verschie
dene Diagramme zur lllustrierung des Verfahrens. - J. 0. Schalkwijk, Leiden 
Communic. No. 67 (1901). 

16) 0 . V. Boys, Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 75. 

17) Bashforth and Adams, An attempt to test the theories of capillary 
action, Cambridge 1883. 

18) 0. Runge, Math. Ann. 46 (1895), p. 167. 
Enoyklop. d. math. Wissensch. V 1. 37 
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Ordnung. Eine im Bereiche 0 < qJ < %/2 konvergente Entwicklung 
von ß nach Potenzen von r für die Lösung von (11) behandelten 
K. Lasswits 19), Th. Lohnstein90). Allerhand Annäherungsformeln, bez. 
des Krümmungsradius für r = O, des Maximalwertes von r u. s. w. findet 
man bei Poisson 91 ), Fr. Neumann 99), .A. K.önig 18), H. Siedentopf24). 

Die Formen eines Quecksilbertropfens auf einer horizontalen 
Unterlage, einer gegen eine Horizontalebene stoasenden Luftblase, 
eines an einer Horizontalebene hängenden Wassertropfens sind Rota
tionsflächen, bestimmt durch die Differentialgleichung (11), durch die 
Forderung, die Axe zu treffen, durch den Randwinkel am End
punkt der Meridiankurve und durch das vorliegende Volumen. 

Hängt die Lösung der Gleichung (6) von y nicht ab, ist sie also 
eine Zylinderfläche mit horizontalen Erzeugenden paraUel der y-.Axe, 
so wird die Gleichung ihres vertikalen Querschnitts mit der xe-Ebene, 
wenn qJ den Winkel der Tangente gegen die x-Axe, ds das Bogen
element bedeutet: 

) dsincp dcp ( ) (12 TAB~= TAB(ii = lAB + g qA- qB e. 

Es ist das die Gleichung der Gleicbgewichtsform, die ein elastischer 
gleichf'örmiger unendlich dünner und ohne äussere Kräfte geradliniger 
Stab annimmt, wenn an den Enden zwei in die Richtung der positiven 
und negativen x-Axe fallende entgegengesetzt gleiche Kräfte und da
zu die geeigneten Kräftepaare angreifen ll5). Die Differentiation von 
(12) nach s ergibt 

dlcp • 
TAB dsz = g(q A- ()B) sm (/J 1 

und ist danach, () A > qB angenommen, die Abhäng~gkeit des Winkels 
% - qJ von s dieselbe wie des Ausschlags eines gewöhnlichen mathe

T 
matischen Pendels mit der Länge AB von der Zeit. Wird e = 0 

~A-~B 

nach der Niveauebene gelegt, also lAB = 0 angenommen, so erhält 
man aus (12) durch Multiplikation mit tg qJdx = de und Integra
tion, entsprechend dem Integral der lebendigen Kraft in der Pendel-

19) K. Lasswits, Inaug.-Diss. Breslau 1873. 
20) Th. Lohnstein, Inaug.-Diss. Berlin 1891. 
21) Poisson, Nouv. th6or. de l'act. capill., Paris 1831. 
22) Fr. Neumann, Vorl. über Capill. 1894. 
23) ..4. König, Ann. Phys. Chem. 16 (1882), p. 10. 
24) H. Siedentop{, A.nn. Phys. Chem. 61 (1897), p. 236. 
25) Vgl. z. B. A. E. H. Love, A treatise on the mathematical theory of 

elasticity 2 (Cambridge 1893), Arts. 227-229. 
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bewegung: 

(13) 

Darin ist die Integrationskonstante c = 1, wenn die Fläche sich 
asymptotisch an die Niveauebene heranzieht, und c > 1, wenn sie 
sonst eine horizontale Tangente hat; andererseits ist, wenn die Fläche 

einen Wendepunkt (dd~ = 0) besitzt, notwendig c < 1. 

Die Form eines an einer Horizontalebene hängenden zylindrischen 
Tropfens, wie er durch Austreten einer Flüssigkeit aus einem langen 
Spalt entstehen könnt~, hat Fr. Neumann 26) behandelt. Um über 
die Stabilität der Form zu entscheiden, haben wir das Jacobische Kri
terium für ein Extremum in einem Variationsproblem heranzuholen. 
Benetzt .A die Ebene und wird der Einfachheit halber 2 TAB: g(Q A- QB) 
als Flächeneinheit eingeführt, so kommt hier das Variationsproblem 
darauf hinaus, in einem Intervalle - x0 < x < x0 , dessen Länge 2x0 

ebenfalls noch gesucht wird, eine an den Enden verschwindende stetige 
Funktion .z(x) derart zu bestimmen, dass 

Xo 

zu einem Minimum wird, währendjzdx = J gegeben ist. In emer 

gewissen Tiefe tz0 unter der Horizontalebene zeigt das tellerförmige 
Profil des Tropfens durch einen Wendepunkt die Niveauebene an und 
verläuft sodann gernäss (13) bis zum tiefsten Punkte als spiegelbild
liche Fortsetzung am Wendepunkt, so dass z0 die ganze Tiefe des 
Tropfens wird. Ist 2 () die Neigung der Wendetangente gegen die 
Horizontale und "= sinO, so findet man auf Grund von (13): 

Z0 = 2 J(2", x0 = ß(2E- K), J = X0Z0, 

wo Kund E die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung vom Modul " sind. Der Ausdruck J = x 0 z0 hat ein Maxi
mum ungefähr bei () = 35° 32' mit J = 2,606. Nur wenn das Vo
lumen des Tropfens auf die Längeneinheit des Spalts, J, unterhalb 
dieser Grösse liegt, gibt es überhaupt Tropfenformen, welche den 
Gleichungen des Problems entsprechen, und zwar dann eine breitere 
und weniger tiefe Form, wobei () < 35° 32' ist, und eine schmälere 
tiefer herunterhängende, für welche diese stärkste Neigung gegen die 
Horizontale > 35° 32' ist. Nur die erstere Form ist stabil. 

26) Fr. Neumann, Vorl. über Capill., p. 117. 
37* 
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Dass für rotationsförmige hängende Tropfen die Verhältnisse 
analog liegen dürften, geht aus einem Experiment von Lord Kelvin 27) 

hervor, wonach eine um einen horizontalen Metallring gespannte dünne 
Kautschukhaut, die durch Hinaufgiessen von Wasser in eine tropfen
ähnliche Form gedehnt wird, in einem gewissen Stadium der Füllung 
ruckweise eine Lage instabilen Gleichgewichts passiert. 

Nach dem Abreissen eines Tropfens zieht sich der ausgezogene 
zurückschnellende Hals in einen oder mehrere kleinere Tropfen zu
sammen. Der Vorgang wird der Beobachtung zugänglicher, wenn die 
Tropfenbildung in einer nur wenig leichteren. Flüssigkeit erfolgt, ist 
jedoch einer mathematischen Behandlung noch nicht unterzogen 28). 

7. Steighöhen. Die in einem Gefässe 0 senkrecht unterhalb der 
Trennungsfläche F .. u, von der Niveauebene z = ZAB an gerechnet, 
stehende Masse von A überwiegt die dadurch verdrängte Masse von 
B um 

g(QA- Q8 )J(z- ZAB) cos (nz)df=- TABj(;1 + ;J cos (nz)df 
~B ~B 

(14) 
=-TAB Jcos (jABz)ds, 

wo letzteres Integral sich über den Rand von FA 8 erstreckt. Die 
erste Umformung folgt aus (6), die zweite durch Anwendung der 
Formel (3) auf eine Parallelverschiebung der Fläche in der z-Rich· 
tung, wobei ihr Flächeninhalt sich nicht ändert. Steht die Gefäss
wand am Rande von F AB überall vertikal, so ist hier (hB!!) = n- wA, 
unter WA den Randwinkel von A verstanden, und wird daher der 
letzte Ausdruck in (14) =TAB cos WAU, wo U den Umfang der 
Randkurve bedeutet, insbesondere demnach positiv, Null oder negativ, 
je nachdem der Winkel WA spitz, ein rechter oder stumpf ist. 

Stellt C eine vertikale Kapillarröhre mit kreisförmigem Quer
schnitte vom Radius R vor, so tritt in der Röhre ein Aufsteigen 

27) W. Thomson, Populax lectures and addresses 1, London 1889, p. 38. 
- Daraus sind die Tropfenformen in Fig. 8 oben entnommen. 

28) G. Hagen, Ann. Phys. Chem. 67 (1846), p. 1, 152; 77 (1849), p. 449. -
C. V. Boys, Seifenblasen. Vorl. über Capill. Deutsche 'Obers. von G. Meyer, 
Leipzig 1893, p. 33, 65. - Die Beziehungen zwischen dem Durchmesser einer 
Röhre und dem Gewicht daraus abfallender Tropfen behandeln Lord Rayleigh, 
Phil. Mag. 48 (1899), p. 321 (Sc. papers 4, p. 415), Th. Lohnstein, Ann. Phys. 
Chem. 20 (Hl06), p. 237, p. 606. - A. M. Worthington and R. 8. Cole, Impact with 
a liquid surface, London Phil. Trans. 189 (1897), p. 137. 
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oder eine Depression von Flüssigkeit ein (wir denken uns hier Q A > QB 

und B oberhalb A gelegen), je nachdem der Randwinkel von A spitz 
oder stumpf ist, im speziellen also ein Ansteigen, wenn A die Röhre 
benetzt. Die mittlere Steighöhe über der Querschnittsfläche der Röhre 
ist nach (14) 

h = 2TABCOSWA =2 TBC-TAG 

m U(I!A-I!s)R g(QA-I!s)R' 

also umgekehrt proportional dem Radius der Röhre 29). Der Meniskus lässt 
sich in erster Annäherung als eine Kugelfläche ansehen. Approximiert 
man ihn genauer als ein Rotationsellipsoid um die Röhrenaxe 80), 

welches mit ihm im Randwinkel, in dem Krümmungsradius auf der 
Axe und im angehobenen Gewicht übereinstimmt, so folgt z. B., 
wenn A die Röhre benetzt, als Steighöhe auf der Axe 

h= hm 

1+_!_~ 
3 hm 

Werden in einer Kapillarröhre mehrere die Wand nicht be
netzende Flüssigkeiten A, B, B,* . . . übereinander geschichtet, so ist 
das gesamte angehobene Gewicht das nämliche, als wenn sich über A 
nur B befände. Ein Einwand, den Young aus Beobachtungen gegen 
diese Schlussfolgerung und damit überhaupt gegen die Theorie von 
Laplace erheben zu müssen glaubte, wurde durch Poisson 31) entkräftet. 

Zwischen zwei parallelen vertikalen Platten ist zufolge (14) die 
mittlere Steighöhe halb so gross als in einer Kapillarröhre von einem 

Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. Fig. 11. 

Durchmesser gleich dem Abstand der Platten. Stehen die zwei 
vertikalen Platten mit geringer Keilöffnung gegeneinander, so steigt 

29) Die Proportionalität der Steighöhe in einer Kapillarröhre mit dem Rezi
proken des Durchmessers scheint zuerst von Borelli (De motionibus na.turalibus 
a gravitate pendentibus, Reggio 1670) ausgeführt zu sein; der Satz wird von 
manchen Autoren Jurin (Phil. Trans. 30 (1718)) zugeschrieben. 

30) Mathieu, Capillarite, Paris 1883, p. 49. 
31) Poisson, Nouv. theor. de l'act. capill., p. 141. 
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die Flüssigkeit an ihnen zu einer gleichseitigen Hyperbel empor 

(Fig. 9). In einer konischen Röhre kann unter Umständen ein Tropfen 

im Gleichgewicht sein bei spitzem Randwinkel, wenn die Röhre sich 

nach oben verjüngt (Fig. 10), oder bei stumpfem Randwinkel, wenn 

sie sich nach unten verjüngt (Fig. 11 ). 

8. Kapillarauftrieb. Adhäsion. Der Körper 0 sei nur mit den 

Flüssigkeiten A und B in Berührung. Um den von 0 zur Erhaltung 

des Gleichgewichts gegen A und B zu leistenden Gegendruck in der 

Komponente - Pw nach einer beliebigen Richtung w zu ermitteln, 

lassen wir 0 in dieser Richtung parallel mit sich verschiebbar sein. 

Wir nehmen sodann eine von einem Parameter w abhängende Schar 

von Verrückungen des Systems vor, wobei 0 in jener Richtung um 

die Längen w fortschreitet, die Partien F •40, F8 c, also auch ihre ge

meinsame Randlinie unverändert mitgehen, alle Grenzflächen in denen 

A und B an andere Medien als 0 anstossen, festbleiben, endlich F AB 
noch sich derart deformiert, dass die V olumina VA und V8 ungeändert 

bleiben. Wir können alsdann für die gesamte ins Spiel kommende Energie 

E, einschliesslich des Terms wPw für den Gegendruck -Pw, die Relation 

{! = 0 ansetzen. Nun sind die Flächeninhalte von FAc, F8 c unver

ändert, längs FAB besteht die Differentialgleichung (6), zur Verein

fachung legen wir z = 0 in die Niveauebene von A, B, haben also 

ÄAB = 0. Im Hinblick auf (3) und (5) erhalten wir daher: 

Pw-.fg(QA- Q0)zcos(wn) df -,{9(Q8 - Q0)z cos (wn)df 
(15) FAC FBC 

- TABJcos(wjAB)ds = O, 

wo sich das erste Integral auf FAc, das zweite auf F8 c, das dritte 

auf ihren gemeinsamen Rand bezieht und n die äussere Normale von 
0 bezeichnet. 

Der auf 0 ausgeübte vertikale Auftrieb berechnet sich hieraus, 

indem wir für w die ;;-Richtung nehmen. Hat die Trennungsfläche 

FA B keine Begrenzung ausser ihrer Randlinie auf 0, d. h. verläuft sie 

im Übrigen asymptotisch an die Niveauebene, so zeigt die bei (14) 

vorgenommene Transformation, dass der letzte Term in (15) alsdann 

= g (QA- Q8) VAB wird, unter VAB das unterhalb FAB bis zur Niveau
ebene reichende Volumen verstanden (soweit FAB unterhalb der 

Niveauebene verläuft, ist das dazwischenliegende Volumen in VAB 
negativ einzurechnen). Von diesem Volumen entfalle der Anteil V 

auf das Medium A (Fig. 12, daselbst steht i'JAB an statt FA 8 ). An
dererseits werde 0 durch Fortführung der Niveauebene in einen 
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unteren Teil vom Volumen VtA) und einen oberen Teil vom Vo
lumen VhB) zerlegt, so werden der zweite und dritte Term in (16) bez. 

- g (QA- Qc) (VbA) + VAB- V), - g (QB- Qc) (VtJ~>- VAB + V) 

und folgt demnach 

(16) P.= g(QA- Qc) V\CA) + g(QB- f!c) vw>- g (QA- QB) V. 

Die ersten zwei Terme bilden den hy
drostatischen Auftrieb, falls die Trennungs
fläche in die Niveauebene fiele, der dritte 
Term, der kapillare Auftrieb (bezw. negative 
Abtrieb) ist entgegengesetzt gleich dem 
infolge der Kapillarität über die Niveau
ebene gehobenen Flüssigkeitsgewicht. Hier
nach kann bei stumpfem Randwinkel roA 

unter Umständen ein Körper auf einer 
Flüssigkeit von geringerem spezifischen Ge
wicht schwimmen. 

B 

Fig. 12. 

Wird eine kreisförmige Scheibe 0 auf eine weite horizontale 
Oberfläche von A in B gelegt (Fig. 5) und mit horizontal bleibender 
Basis, die stets ganz mit A in Berührung sei, kontinuierlich senkrecht 
gehoben, so entspricht die am Rande der Scheibe ansetzende freie 
Rotationsfläche wieder der Gleichung (11); die Meridiankurve ver
läuft asymptotisch an die Niveauebene, während der Randwinkel cp 
von A gegen die horizontale Basis der Scheibe kontinuierlich abneh
mend zufolge der ersten Ungleichung (9) nur bis zu dem durch (8) 
bestimmten Werte roA heruntergehen kann, wobei dann die Flüssig
keit abreisst. Bei grossem Flächeninhalt S der Scheibe ergibt sich die 
maximale Höhe z0 des Anhebens angenähert aus (13) für c = 1, 
cp = GJA und zwar als unabhängig von Sund folgt das dabei über die 
Niveauebene gehobene maximale Flüssigkeitsgewicht + dem Gewicht 
der Scheibe aus (16), indem dort Vl/> =- z0 S substituiert und 

V= VAB aus (14) mitteist (jABz) = ; + roA berechnet wird. 

Bei der Adhäsion zweier sehr nahe befindlicher gleicher horizon
taler Platten, sie mögen etwa wieder kreisförmig vom Flächeninhalte 
S sein, vermöge einer zwischen ihnen befindlichen dünnen und sie 
benetzenden Flüssigkeitsschicht A vom Volumen V<~ ist für die ange
nähert durch (12) bestimmte Meridiankurve die Höhe z, die wir von 
der oberen Fläche der Schicht rechnen, und damit auch dcpfds wenig 
veränderlich und daher die Kurve angenähert ein Halbkreis vom 
Durchmesser VA/S (Fig. 13). Nach (12) befindet sich dann die Niveau-
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Meniskus in der xz-Ebene zwischen den Platten notwendig eine Stelle 
mit horizontaler Tangente und ist daher nach (13): c > 1, es findet also 
eine scheinbare Anziehung der Platten statt und zwar, da c - 1 nach 
(13) dem Quadrat der Steighöhe an jener Stelle proportional ist, an
genähert umgekehrt proportional dem Quadrat des Abstandes der 
Platten. Bildet .A an einer Platte spitze, an der anderen stumpfe Winkel, 
so entspricht einer gewissen Distanz der Platten ein labiles Gleich
gewicht, das bei Annäherung der Platten (durch stärkere Krümmung 
des Meniskus) zu einer Anziehung, bei Entfernung zu einer Abstossung 
führt 52). 

9. Ausschaltung der Schwerkraft. Die Wirkung der Schwere 
auf die Gestalt der Trennungsfläche von A gegen B erscheint 
nach (6) ausgeschaltet, wenn (>A = (>B ist, die beiden Flüssigkeiten 
also gleiche Dichte haben. Dieser Umstand, an den schon Segner 13) 

gedacht hat, wurde von Plateau 88) vielfältig benutzt, um reine Kapillar
wirkungen zu studieren. 

Ein Öltropfen, in eine gleich schwere Mischung von Wasser und 
Alkohol gebracht, nimmt nach (6) im Gleichgewicht die Figur einer 
Fläche konstanter mittlerer Krümmung an. Schwebt der Tropfen 
vollkommen frei, so zeigt er daher notwendig Kugelgestalt, denn die 
Kugel ist die einzige geschlossene singularitätenfreie Fläche von 
konstanter mittlerer Krümmung 84). Ist die Oberfläche des Tropfens 
nicht allseitig geschlossen, sondern lehnt sie sich teilweise an ein
getauchte Rotationskörper an, so mag sie sich als eine Rotationsfläche 
um die bezügliche Axe bilden. Sind nun auf einer beliebigen Normale 
der Meridiankurve dieser Fläche nacheinander (Fig.16) P der Punkt der 
Kurve, M das Krümmungszentrum, N der Treffpunkt mit der Axe, 
also PM, PN die zwei Hauptkrümmungsradien der Rotationsfläche 
und ist endlich Q derart gelegen, dass P N Q M vier harmonische 
Punkte sind, also 

1 1 2 
PM+ PN = PQ 

ist, so muss nach (6) oder (11) die Länge PQ konstant ausfallen; 

32) Laplace, Suppl. a la theor. de l'act. capill. (De l'attraction et de la 
repulsion apparente des petits corps qui nagent ä. la surface des fluides). -
Poisson, Nouv. theor. de l'act. capill., chap. VI. - Allgemeinere Theoreme über 
Anziehung und Abstossung achwimmender Körper entwickelt W. Voigt, Kom
pendium der theor. Phys. 1, Leipzig 1895, p. 239. 

33) Plateau, Mem. de l' Acad. de Belgique, 1843 bis 1868; Statique experi
mentale et theorique des liquides (Gand 1873). 

34) Vgl. Liebmann, Math. Ann. 53, p. 81. 
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-das Spiegelbild Q* von Q an der Axe liefert daher eine konstante 
Summe PN + NQ*= PQ, während PN und NQ* entgegengesetzt 
gleiche Neigung gegen die Axe zeigen. Lassen wir nun P die Meri
diankurve beschreiben und konstruieren fortwährend in der dargelegten 
Weise N, Q, Q*, so wird, weil P Q konstant ist, Q eine Parallelkurve 
zur Meridiankurve beschreiben, daher die Bewegung von Q stets 
normal zu NP und also die spiegelbildlich dazu an der Axe ver-

I 
I 
I 
I 
I 
I / 
I / 
I / 
Y./ 
Q 

Fig. 16. 

Unduloid 

V 
Katenoid 

Nodoid 

Fig. 17. 

laufende Bewegung von Q* stets normal auf N Q* sein. Daraus ist 
ersichtlich, dass die Meridiankurve unserer Rotationsfläche durch den 
Brennpunkt P eines bestimmten Kegelschnittes erzeugt wird, den man 
ohne Gleiten auf der Rotationsaxe abrollen lässt, dessen anderer Brenn
punkt Q* und dessen doppelte große Axe P Q ist 35). 

Wird der Tropfen durch zwei mit den Zentren vertikal über
einander liegende horizontale Scheiben oder Ringe gestützt, so können 
durch Abänderung der Distanz dieser Stützen sowie der zwischen 
ihnen befindlichen Ölmasse die verschiedenen Formen dieser Rotations
flächen konstanter mittlerer Krümmung erzielt werden, das Unduloid 
in den Grenzen Kugel- Zylinder- Katenoid, das Nodoid in den 
Grenzen Katenoid- Kugel, welche bzw. einer rollenden Ellipse oder 
Hyperbel und den Grenzflächen Strecke, Kreis, Parabel entsprechen 
(Fig. 17). Dabei werden ausserhalb an den Ringen sich jedesmal noch 
Kugelkalotten von der nämlichen mittleren Krümmung wie der da
zwischen befindliche Tropfen ansetzen. Das Katenoid ist hier eine 

35) Ch. Delaunay, J. de math. (1) 6 (1841), p. 309. - Die Litteratur über 
die Flächen mittlerer Krümmung bis 1869 bespricht ausführlich Plateau (Sta
tique des liquides 1, p. 131). 
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stabile Gleichgewichtsfigur, nämlich wirklich eine Fläche von kleinstem 
Flächeninhalt bei gegebener Grösse des zwischen den zwei Basiskreis
flächen gehaltenen Volumens, nur so lange die Tangenten in den zwei 
Endpunkten der sie erzeugenden Meridiankurve ihren Schnittpunkt vor 
der Rotationsaxe finden 86), und die Zylinderfläche ist in demselben 
Sinne stabil, nur so lange die Höhe des Zylinders nicht den Umfang 
des Querschnittes erreicht 37). 

Wird der freischwebende und eine Kugelgestalt bildende Öltropfen 
mit Hülfe einer in das Öl eingetauchten Scheibe in gleichförmige 
Rotation um eine Axe - etwa die z-Axe - gesetzt, so entsprechen 
wachsenden Werten der Winkelgeschwindigkeit ro der Rotation ver
schiedene Gestalten des Tropfens; er erscheint zuerst ellipsoidisch, 
vertieft sich oben und unten, endlich löst sich am Äquator ein Ring 
ab, der an der Rotation teilnimmt 38). Denkt man sich, was freilich dem 
V ersuche nur unzureichend entspricht, es rotiere nur der Tropfen A, 
nicht die umgebende Flüssigkeit B, und behandelt die Bewegung von 
mitrotierenden Koordinatenaxen aus unter Einführung des Potentials 

der Zentrifugalkräfte - ~! (J Ajr2dv, so erhält man (mit Bezeich-
A 

nungen wie in (11)) als Gleichung für die Meridiankurve des rotieren-
den Tropfens: 

T d(rsintp) 1 ro 1 2 
AB rdr =hAB- 2 QAr 

Hieraus bestimmt sich z als hyperelliptisches Integral in r vom 
Geschlecht 2 und kommt man je nach den Werten von ro auf 
sphäroidische oder ringförmige Flächen 39). - Einen Vergleich der hier 
auftretenden Figuren mit den Gestalten gravitierender in stationärer 
Rotation befindlicher Flüssigkeitsmassen könnte man allenfalls zu 
Stande bringen, indem man von Fernkräften mit dem Ausdrucke 

- k e-rcr ( c > 0) als Potential für zwei Masseneinheiten in der Di

stanz r ausgeht, woraus einerseits Gravitation, andererseits Oberflächen
spannung als die zwei Grenzfälle c = 0 und c = oo folgen. 

10. Flüssigkeitshäute. Unter Umständen kann eine Flüssigkeit A 
in einem Medium B längere Zeit hindurch als eine dünne Haut mit 
zwei einander sehr nahen Trennungsflächen gegen B bestehen. Die 

36) L. Lindelöf in Moigno-Lindelöf, Calcul des variations, Paris 1861, 
p. 209, 231. - Poincare, Capillarite, p. 66. 

37) Plateau, Statique des liquides 2, chap. IX. - Poincare, Capillarite, p. 96. 
38) Plateau, Mem. de l'acad. de Bruxelles 16 (1843). 
39) Beer, Einl. in die math. Theorie der Elastizität u. Capillarität, Leipzig 1869. 
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Dauerhaftigkeit solcher Flüssigkeitshäute beruht nach Plateau40) auf 
einer vornehmlich nach den Grenzschichten hin hervortretenden gallert
artigen Beschaffenheit (Oberflächenviskosität). Diese wieder erklärt 
sich durch eine andere Verteilung der stofflichen Bestandteile in den 
Oberflächenschichten als im Inneren der Haut, wodurch jene Schichten 
elier die Eigenschaften eines festen Körpers als einer Flüssigkeit 
haben 41). In Häuten von sehr geringer Dicke wird dann ein Fliessen 
des Inneren zwischen den Oberflächenschichten ausaarordentlich durch 
die innere Reibung der Flüssigkeit verzögert49) und dadurch eine 
Variation des gegenseitigen Abstandes der zwei Trenmingsfl.ächen sehr 
erschwert. Sind FiB, F}B die Flächeninhalte der zwei Seiten der 
Haut, so ist alsdann zum Gleichgewicht der Haut das Minimum der 
potentiellen Energie 

T...tB(F...tß+F...t-ls) + g(q...t- qB)jedv + gqBjsdv 
..4 ...t+B 

ganz allein in Bezug auf solche virtuelle V errückungen von A zu 
fordern, wobei die nonnalen Abstände der zwei Trennungsflächen un
geändert bleiben; denn andere V errückungen sind als unausführbar 
anzusehen. Diese Forderung kommt nun, wenn noch die Dicke der 
Haut als verschwindend zu betrachten ist, im Hinblick auf (3), ( 4), 
(5) einfach darauf hinaus, dass für die Haut 2T...tBF...tB oder also F...tB, 
darunter die ganze Ausdehnung der Haut verstanden, ein Minimum 
sein soll. Wird z. B. ein Rahmen, irgendwie aufgebaut aus festen 
Drähten, beweglichen Fäden, als Stütze dienenden festen Oberflächen, 
in eine Seifenlösung getaucht, so spannt sich hiernach innerhalb der 
vorgeschriebenen festen und veränderlichen Grenzen die Seifenlösung 
in der Form einer Minimalfläche (Art. von LiUenthal, 111 D 5, p. 307) 
aus, und man trifft hier einen der seltenen Fälle an, dass ein rein 
mathematisches Gebiet aus einer verhältnismässig leichten Experi
mentierkunst die vielseitigste Anregung zu schöpfen vennocht hat. 

Als Differentialgleichung für die Form der Haut erhält man 

(17) 1 1 
R+R=O, 

1 !I 

während für ihren Rand, soweit er nicht fest vorgeschrieben ist, die 
Bedingung resultiert, auf die dazu dargebotenen Flächen senkrecht 

40) Plateau, Statique des liquides 2, chap. Vll. 
41) Marangoni, Nuovo Cimento (2) 5, 6 (1871/72); (8) 8 (1878). - Lord 

Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 48 (1890), p. 127 (Sc. papers 8, p. 368). 
42) V gl. die bezüglichen Rechnungen bei Gi'bbs, Equilibrium of hetero

geneaus substances, p. 475. 
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aufzutreffen. Dabei können sich infolge der vorgeschriebenen Grenz
bedingungen Kreuzungsstellen der Haut in ihrem Verlaufe als not
wendig erweisen; in stabilem Gleichgewicht können aber niemals mehr 
als drei Lamellen längs einer Kurve und zwar dann immer nur unter 
gleichen Flächenwinkeln, also von 120°, zusammentreffen und höchstens 
vier, und zwar mit gleichen Raumwinkeln um einen Punkt herum an
setzen48). So bildet sich z. B. in dem Kantengerüst eines regulären 
Tetraeders eine Seifenhaut, bestehend aus sechs ebenen Lamellen, den 
sechs Dreiecken vom Schwerpunkt des Tetraeders aus nach den ein
zelnen Kanten, dagegen entsteht innerhalb des Kantengerüsts eines 
Würfels jedesmal eine Fläche, die nicht alle Symmetrien des Würfels 
übernimmt, sondern ein beliebiges Paar seiner Seitenflächen be
günstigt (Fig. 18)44). 

Es ist eine charakteristische Eigenschaft der Minimalflächen, dass 
ihre Abbildung durch parallele Normalen auf eine Kugelfläche eme 
konforme mit Umlegung der Winkel ist. Soll 
nun die Begrenzung der Minimalfläche ein ge
gebener geschlossener Streckenzug sein oder all
gemeiner, soll sie stückweise in vorgeschriebenen 
Geraden oder Ebenen verlaufen, so müssen die 
Geraden Asymptotenkurven auf der Fläche werden 
und die Ebenen Krümmungskurven aus ihr heraus-
schneiden, und jene sphärische Abbildung wird ein Fig. 18. 

Kreisbogenpolygon von bekanntem Umriss. Die 
analytische Bestimmung der fraglichen Minimalfläche erfordert die 
konforme Abbildung dieses Polygons auf eine Halbebene, diese ~b
bildungsaufgabe hängt von einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung mit rationalen Funktionen als Koeffizienten ab, und schliess
lich soll man eine endliche Anzahl von Parametern, die in diese 
Gleichung eingehen, den Längen und Winkeln des gegebenen Rahmens 
entsprechend einrichten, worin transzendente Relationen liegen, deren 
Theorie erst in Spezialfällen zu befriedigendem Abschluss gebracht 
werden konnte45). 

Plateau 88) und in der Folge HA. Schwars 46) haben eine Menge 
verschiedenartiger Minimalflächen ( z. B. das Katenoid innerhalb zweier 
senkrecht übereinander gehaltener Kreisringe, eine Schraubenfläche 
innerhalb eines Glaszylinders zwischen zwei Erzeugenden) durch 

43) Lamarle, Mem. de l'acad. de Belg. 35, 86. - Plateau, Statique des 
liquides 1, chap. V. 

44) Plateau, 1. c. p. 318. 
45) V gl. H . .A. Schwarz, Gesammelte math. Abh. 1, Berlin 1890. 
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Seifenlamellen realisiert und zugleich die Grenzen ihres extremalen 
Charakters sowie die Umlagerungen bei eintretender Instabilität theore
tisch wie experimentell festgestellt. - Innerhalb eines Drahtes, der 
in den sechs Kanten eines geraden, regelmässigen, sechsseitigen Prismas 
und den sie abwechselnd in der einen und der anderen Grundfläche 
verbindenden Seiten ausgespannt ist, bildet sich, falls die Prismenkanten 
im Verhältnis zu den Basisseiten hinreichend lang sind, eine Lamelle 
aus, die auf der Mittellinie des Prismas einer der zwei Grundflächen 
wesentlich näher liegt und die durch ein leichtes Schütteln in das 
Gegenbild in Bezug auf die andere Grundfläche überspringt; diese auf
fallende Erscheinung soll aber ganz allein auf die stets vorhandenen 
geringen Unvollkommenheiten der Modelle zu schieben sein. 

Für die Stabilität einer Flüssigkeitshaut in einem festen Rahmen 
ist die Bedingung die, dass keine unendlich nahe Minimalfläche durch 
irgend ein auf der Fläche liegendes geschlossenes Kurvensystem mög
lich ist 46). Für den Fall beweglicher Grenzen geben die allgemeinen 
Kriterien von Hilbert 47) bezüglich des Vorhandenseins eines Extre
mums Aufschluss über die Stabilität. 

Indem man geeignet verfährt, kann man innerhalb eines festen 
Rahmens auch Seifenlamellen einspannen, in denen vollständig ge

schlossene Flächen (Blasen) auftreten. (Zum Bei
spiel kann man innerhalb des Kantengerüsts eines 
Würfels eine Seifenhaut herstellen, welche aus einer 
innen schwebenden geschlossenen nach aussen ge
krümmten Fläche mit den Symmetrien des Würfels 
und zwölf, deren Schneiden mit den entsprechenden 
Würfelkanten verbindenden trapezartigen, ebenen 

Fig. 19· Lamellen besteht (Fig. 19)48) .) Dabei enthält jede 
geschlossene Blase B<1> ein ganz bestimmtes Luft

quantum bei irgend einem Volumen V<1l und irgend einem Druck p(iJ, 

und ist demgernäss zur potentiellen Energie des gesamten Systems 
jedesmal noch der entsprechende Term- p(iJV<1l hinzuzufügen. Da
durch folgt dann für eine Seitenfläche der Blase, auf welche auf der 
anderen Seite ein Druck p(h) herrscht, in Anbetracht der zwei Trennungs
flächen der Lamellen anstatt (17) allgemeiner und im Einklang mit (10): 

p(i)- p(h) = 2 TAB (~1- + _!___) ' 
R1 R! 

46) H . .A. Schwarz, Acta soc. scient. Fennicae 15 (1885), p. 315 (Ges. math. 
Abh. 1, p. 223). 

47) Hilbert, Gött. Nacbr. 1905, p. 159. 
48) Plateau, l. c. p. 361. 
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wo die Krümmungsradien positiv bei nach aussenkonvexer Krümmung: 
zu rechnen sind; zur Festlegung der p(i) dienen der Wert des äusseren 
Druckes sowie die Beträge der einzelnen eingeschlossenen Luftquanta. 
Die Randbedingungen beim Zusammentreffen dreier Flächen sind die
selben wie im früheren Falle nicht geschlossener Lamellen. So lassen 
sich z. B. mit Hülfe zweier fester Ringe wieder alle Formen des 
Unduloids und Nodoids, geschlossen durch angesetzte Kugelkalotten~ 
erzielen. Eine einzelne freie Seifenblase hat notwendig Kugelgestalt 
und ist der Überdruck innen umgekehrt proportional ihrem Radius 
und der Proportionalitätsfaktor das Vierfache der Oberflächenspan
nung. 

11. Stabilität einer Trennungsfläche. Für das stabile Gleich-
gewicht einer Trennungsfläche F AB, die bereits der früher erörterten 

Bedingung :: = 0 ( w = 0) in jeder von einem Parameter w abhängen

den und durch sie hindurch führenden Schar von virtuellen V eiTüokungen 
entspricht, ist weiter der definit-positive Charakter der zweiten Ab
leitung der poümtiellen Energie nach dem Variationsparameter w, d. i .. 
die Ungleichung: 

(18) für w = 0 

erforderlich. Nehmen wir an, der Rand von F AB sei festzuhalten, so-
dass das Kurvenintegral in (3) fortfällt, so folgt durch Differentation 
nach w aus (3), (4), (5) im Hinblick auf (6): 

~2! = jN{TAB0:(~1 + ~J +g(QA-Q8);~}df. 
FAB 

Hiervon sei eine spezielle Anwendung gemacht. Die 
Trennungsfläche falle in die Niveauebene z = 0. Die Flüssig-
keit B befinde sich oberhalb A in einem nach unten offenen A 

Gefässe, sei aber schwerer als A, also Q8 > Q A (Fig. 20). Fig. 20. 

Hier ist für die variierten Flächen 

o ( 1 1 ) o• N o• N z = Nw (modw2), ow ~ + ~ =- ox•- oy• (modw), 

(wobei durch das Zeichen _ und den Zusatz (mod w2) bzw. (mod w} 

eine Gleichheit bis auf Glieder von der Ordnung w2 bez. w ange
deutet werden soll), und kommt die Bedingung (18) auf 

(19) j . { (o•N o'N) } N -TAB ox• + oy• -g(QB-QA)N df>O 
FAB 

hinaus, während die Konstanz des Volumens VA die Gleichung 



588 V 9. H. Minkowski. Ka.pillaritil.t. 

(20) .[Ndf=O 
FAB 

erfordert und ferner N am Rande von F AB durchweg Null sein soll. 
In einer mehr elementaren Ausführung sagt MaxweU49), der 

Integrand in (19) müsse durchweg ~ 0 sein, was überhaupt niemals 
für den ganzen Umfang der hier zuzulassenden Funktionen N zu er
'zielen wäre. 

Ist die Öffnung des Gef"ässes ein Kreis vom Radius B um den 
Nullpunkt, so trägt man der Bedingung des Verschwindans von 
N ( x, y) am Rande in allgemeinster Weise Rechnung durch den An
satz: 

00 00 

N(rcoscp, rsincp)-~ ~ Jm c~r) (am~:cosmcp + bmksinmcp), 

worin Jm(J.) die BesseZ'sche Funktion erster Art von der Ordnung m 
und A.mu lmu .. . Ihre der Grösse nach geordneten positiven Nullstellen 
bedeuten 50). Aus (19) entsteht dann 

n Bll ~ ~ (m'l~k ( )) )ll( 2 ll ) 2 ;:8, 61. -w-TAB- g (}B- (} A (Jm+1 (J.m,) amk + bmk > o, 
während aus (20) die Gleichung: 

00 J.(l. \ 
2 Bll ~ 1 Ok/ -0 n: ~ -1-- ao.l:-

k=1 Ok 

wird. Nach der Grössenfolge der lm.l: kommt die Forderung hier in 
der Tat auf das von MaxweU angegebene Kriterium idr Stabilität 
hinaus, dass 

B<2Y TAB 
"11 g(qB _ q ..J 

sein soll. Benetzt B die Gefässwand, so kann die obere Grenze hier 

~ Yhm geschrieben werden, wenn hm die mittlere Steighöhe in einer 

Kapillarröhre vom Radius 1 ist (vgl Nr. 7) 61); die Konstante ~tf"V2 
hat den Wert 2, 709 ... 

Ist die Öffnung des Gefässes ein Rechteck mit den Seiten a, b 
und a ~ b, so wird für die Stabilität des Gleichgewichtes 

49) J. 0. Maxwell, Scien.tific pa.pers 2, p. 585. 
50) Vgl. Die pa.rt. Diff'erentialgl. d. math. Physik, nach Biemann's Vor]. 

neu bearbeitet von H. Weber, 2, p. 262; 1, p. 164. 
51) Beobachtungen von Dupree (Mem. de l'Acad. de Belgique 26 (1861}, 28 

(1854)) sind in "Obereinstimmung mit diesem theoretischen Ergebnisse. 
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t2 (:.+:~)TAB- g(QB- QA) > 0 

erfordert, woraus zugleich für a = oo die entsprechende Bedingung 
in Bezug auf einen langen Spalt ersichtlich ist. 

12. Xa.pilla.rschwingungen. Im Gleichgewichtszustand befinde 
sich ..A ganz unterhalb, B ganz oberhalb der Niveauebene z = 0, und 
ihre uribegre:nzt gedachte Trennungsfläche führe nunmehr unter Ein
fluss der Oberflächenspannung und der Schwere flache Schwingungen 

z = E f(x, y, t) (mod EI) 
aus, worin E einen Parameter in gewisser Umgebung von 0 bedeutet. 
In ..A wie in B mögen Geschwindigkeitspotentiale =Elf! A bez. == ElfiB 
(mod Ell) gelten, welche der Laplace'schen Differentialgleichung genügen 
und deren rtegativ genommene Differentialquotienten nach den Koordi
naten die bezüglichen Geschwindigkeitskomponenten darstellen. An 
der Trennungsfläche haben wir einerseits für ..A, andererseits für B 
erstens die kinematische l!'orderung einer zur Fläche tangentialen 
Relativgeschwindigkeit, zweitens für den dort geltenden Druck 
-Po+ EpA bez. -Po+ EpB (modE2) das Integral der lebendigen Kraft 
und bestimmt sich drittens die Druckdifferenz _ E (p A-pB) ( mod Ell) 
als Kapillardruck gernäss (10). Für lim E = 0, d. h. für unendlich 
flache Wellen werden diese Beziehungen: 

of ocpA ocpB PA ocpA 
-ar=-o-z=Tz, QA =Tt -gf, 

( ()2f ()2f) 
p A -PB = - TAB ox• + ()yl • 

Soll noch ..A für limz = - oo, B für limz = + oo ruhen, so 
wird allen hier genannten Bedingungen in einer Weise, die zur addi
tiven Konstruktion ihrer allgemeinen Auflösung hinreicht, durch den 
partikulären Ansatz: 

f= fft(e-ioiF(x,y)), lfiA = fff(- i: tf'•-iotF), tpB=ffte;e-lu-totF), 

()tF + asF+ k»F=O 
oxt ()y2 

genügt, worin t1, k reelle positive Konstanten sind, ffi das Zeichen 
für den reellen Teil der dahinter aufgeführten Grösse ist und wo dann 
noch aus den letzten Relationen die Beziehung: 

(21) (11)2 (>.A- QB g + TAB k 
k = (>A + QB k QA + (>B 

zwischen k und t1 folgt. 
Enc;yklop. d. math. Wissensch. V 1. 38 
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Wellen, die von y nicht abhängen, folgen bei dem Ansatze 

F = Ceik(z-~~:.) und damit ist A = 2;; die Länge horizontal-zylindri

scher, in einer Richtung fortschreitender oder auch stehender Wellen 

von der Schwingungszahl 2
6n · Diese Beziehung (21) haben Lord 

Kelvin 5'), ferner KolaCek 53) gegeben; sie findet Anwendung auf die 
Fortpflanzung von Weilen einer unbegrenzten Wasserfläche unter der 
gemeinsamen Wirkung von Schwere und Kapillarität ohne Wind, 
ferner auf solche erzwungene stehende Kapillarschwingungen, bei 
denen die Knotenlinien als parallele Geraden gelten können 54). 

Der Gleichung (21) zufolge hat, (' .A > VB vorausgesetzt, die Fort-

pflanzungsgeschwindigkeit c = : ein Minimum cm bei einer gewissen 

Wellenlänge Am, mit welchen Grössen dann (21) sich 

(21a) ~=..!..(~+ i.m) 
c~ 2 i.m i. 

schreibt. (In Fig. 21 ist die hierdurch bestimmte Kurve i.:J;l A. und c 
nebst den Kurven c9jc~ = fl/Am und c2/~ = fAm/A. dargestellt, um 

die Wirkungen von Schwere und 
Kapillarität zu vergleichen.) Mit einem 
jeden Werte c > cm vertragen sich 
alsdann zweierlei Wellenlängen, eine :;..----

// kürzere A1 < A.m und eine längere .... --
1 /,,/ ~ > ).m, wobei die Quotienten ~. und 
\,, // l ,( i.~ reziprok sind. Die Wellen mit 
/ ',, 

1 ',, A <Am, bei denen in (21) der Term 
/ ---------------- mit TAB gegenüber demjenigen mit g 

~r----------A. überwiegt, bezeichnet Lord Kelvin als 
0 ,,ripples". Für Wasserwellen in Luft 

Fig. 21. 
ist etwa Am= 1, 75 cm, cm = 23,2 cm • 

sec 
Lord Kelvin erörterte ferner den Einfluss des Windes auf die 

Geschwindigkeit von Wasserwellen. Hierbei wird die Annahme ge
macht, dass die obere Flüssigkeit B für lims = oo mit einer gegebenen 
Geschwindigkeit u in Richtung der x-Axe fortschreitet. Bei der 

52) W. Thomson, Phil. Mag. (4) 42 (1871), p. 368; Edinburgh Proc. Roy. 
Soc. 1870/71, p. 374. 

53) Kolacek, Ann. Phys. Chem. 5 (1878), p. 425; 6 (1879), p. 616. 
54) Vgl. die ausgedehnten Versuchsreihen von L. Grunmack, Wiss. Abh. 

d. kais. Normalaichungskommission, Berlin 1902, p. 101. 
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Wellenlänge l sind alsdann zweierlei Fortpflanzungsgeschwindigkeiten 

möglich, wo c die durch (21 a) bestimmte Geschwindigkeit für u = 0 
ist. Ein imaginärer Wert der Quadratwurzel hier würde bedeuten, 
dass die unverändert als Ausgangspunkt zu nehmende komplexe Parti
kulärlösung nunmehr in ihrem reellen Teile Weilen mit beständig zu
nehmender Amplitude darstellt. Diese Instabilität kommt für sämt-

liche Wellenlängen nicht in Frage, sowie u < 1 +! '! cm ist. 
. Q 

Denkt man sich wieder .A in horizontal-zylindrischer, von y nicht 
abhängender Bewegung derart, dass das von z = 0 wenig abweichende, 
im übrigen aber völlig willkürlich angesetzte Wellenprofil von .A 
gleichförmig mit der Geschwindigkeit c in der x-Richtung fortschreitet 
und andererseits .A für z = - oo ruht, so gewinnt man durch das 
Integral der lebendigen Kraft an der Oberfläche von A und anderer
seits den Kapillardruck eine Integralgleichung (Fourier'sches Integral), 
um das Wellenprofil gerade einer willkürlich angenommenen Verteilung 
des äusseren Druckes pB an der Oberfläche anzupassen. Insbesondere 
wirkt eine mit einer Geschwindigkeit c > cm in der x-Richtung schwim
mende zur y-Axe parallele Gerade, welche an ihrem Orte den Gesamt
betrag des Druckes auf die Längeneinheit um P vermehrt, während 
sonst der Druck pB konstant sei, genau •wie eine sprungweise Zu
nahme des Richtungskoeffizienten dzjdx des Wellenprofils um den 
Betrag 2P/TAB und ruft in einiger Entfernung vor sich her einfach
harmonische Wellen von der Länge lt ( < lm), hinter sich von der 
Länge la (> lm) hervor. - Eine gegen ihre Fortschreitungsrichtung 

einen Winkel ; - () bildende Drucklinie wirkt dann, als wenn sie 

nur senkrecht gegen sich die Geschwindigkeit c cos () hat, woraus durch 
eine Integration nach () sich die Wirkung eines gleichtörmig mit der 
Geschwindigkeit c schwimmenden, druckvermehrend wirkenden Punktes 
berechnet und insbesondere sich zeigt, dass ein solcher eine keilförmige 
Wellenfront (man denke an das Bild von Schiffswellen) mit dem 

durch c cos () = cm bestimmten Öffnungswinkel 2 (; - ()) vor sich 
hertreibt 54). 

Die Berücksichtigung der inneren Reibung wird für flache, in 
einer Richtung fortschreitende Weilen auf einer reinen Wasserober-

54) Lord Rayleigb, Proc. Lond. Math. Soc. 15 (1883), p. 69 (Sc. pa.pers 2, 
p. 258). 

88* 
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fläche derart zu geschehen haben, dass an der Oberfläche die Schub
spannung gleich NuU angenommen, die Zugspannung dem Kapillar
druck entsprechend berechnet wird. Ist !-' der Reibungskoeffizient und 
v = p,j(!A, so findet man zu gegebener Wellenlänge l anstatt der 
früheren Fortpflanzungsgeschwindigkeit c, wofern ~ = 2nvjcl klein 

ausfällt, (für Wasserwellen ist 2 :n: 11 = 0,0048 cm), eine modifizierte 
Cm 

Wellengeschwindigkeit = c (1 - }12 ~t), während zugleich die .Am
- 81%'1' t 

plit.uden einen Dämpfungsfaktor e .<• , also eine Relaxationszeit 

aufweisen. 

l2 . 
-8 2 (= 0,712 l 2 sec für Wasser) 

:n: 11 

Die beruhigende Einwirkung von Öl auf Wasserwellen wird da
durch erklärt 56) 57), dass zunächst infolge Überwiegens der Oberflächen
spannung von Wasser gegen Luft über die Summe der zwei Ober
flächenspannungen von Öl gegen Wasser und gegen Luft das Öl sich 
zu einer äusserst dünnen Haut auf dem Wasser auszieht und für die 
Oberflächenschicht mit der Beimengung von Öl dann elastische Eigen
schaften zu Tage treten; ihre Spannung bleibt nicht länger konstant, 
sondern wächst, wenn die Dicke durch Streckung weiter zu reduzieren 
gesucht wird; dadurch wirkt sie gleichsam wie eine biegsame und 
schwer dehnbare Membran und hindert durch ihren Zug auf das darunter 
befindliche Wasser die freie Entfaltung und Fortpflanzung der Weilen. 
Infolgedessen ist, wenn man den Einfluss der inneren Reibung er
mitteln will, nicht mehr, wie im Falle einer reinen Wasseroberfläche, 
mit der Grenzbedingung an der Oberfläche zu rechnen, dass dort die 
Schubspannung Null ist, sondern eher mit der anderen, dass dort die 
horizontale Geschwindigkeitskomponente Null· sei 58). Für diesen an
deren extremen Fall ergibt sich eine gegen die vorhin betrachteten 
Umstände im Verhältnis 4~: 1 kleinere Relaxationszeit. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfläche von der Gestalt 
eines Kreiszylinders behandelte Lord Rayleigh 59), um von da aus die 
Stabilität der Flüssigkeitsstrahlen beurteilen zu können. Die Schwere 

55) Vgl. H. Lamb, Hydrodynamics, 3r<1 ed., Cambridge 1906, p. 563. 
56) Reynolds, Brit. Ässoc. Rep. 1880 (Sc. papers 1, p. 409). 
57) Aitken, Edinburgh Roy. Soc. Proc. 12 (1883), p. 56. 
58) H. Lamb, Hydrodynamics, ard ed., Cambridge 1906, p. 570. 
59) Lord Rayleigh, Lond. Proc. Math. Soc. 10 (1878), p. 4; Proc. Roy. Soc. 

29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p. 361, 377; Theory of sound, 2. ed. chapt. XX); 
in Phil. Mag. 34 (1892), p. 145 (Sc. papers 3, p. 585) wird noch der Einfluss der 
inneren Reibung der Flüssigkeit in Betracht gezogen. 
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wird nicht berücksichtigt. Es sei .A innerhalb, B ausserhalb des 
Zylinders befindlich, R der Radius des Zylinders, seine Axe die z
Axe, und 

r- R + sf(z, 8, t) (mod s2), (x + iy = re'8), 

im lim c = 0 seine Schwingungsgleichung. Wird der äussere Druck 
in B konstant angenommen, was damit gleichwertig ist, QB = 0 zu 
nehmen, so kann man für das Geschwindigkeitspotential in .A den par
tikulären Ansatz 

E ffi( Cei(kz- at+ma) Jm (ikr)) (mod s2) 

machen, wobei Jm die Bessel'sche Funktion erster Art von der Ord
nung m bedeutet, und man gelangt durch die kinematische Bedingung 
und andererseits die Druckgleichung an der Oberfläche zu der Relation 

ikRJ:"(ikR) TAB 
a2 = J (ikR) (k2 R2 + m2- 1) ---:R"". 

m ~ 

Für m = 0 wird o2 < O, falls kR < 1 ist, was den instabilen 
Charakter von Störungen bedeutet, deren Wellenlänge 2,-cjk den Umfang 
des Zylinders überschreitet. Die Instabilität wird infolge des Fak
tors e!a\t in den Amplituden am grössten, wenn dabei lol am grössten 

ausfällt, was auf 2: = 4,51 X 2R hinführt, so dass für Schwellungen 

und Kontraktionen von dieser Wellenlänge die Tendenz des Strahls .A 
zum Zerfallen in Tropfen am stärksten ist. 

Nach ähnlichen Prinzipien behandelt Lord Rayleigh 60) den Pali 
Q A = 0, QB > 0, wobei sich als die Wellenlänge grösster Instabilität 

2t = 6,48 X 2R ergibt. 
Das erste Ergebnis findet Anwendung auf das Zerfallen eines 

vVasserstrahls in Luft, das zweite auf das Zerreissen eines durch 
Wasser geschickten Luftstrahls. Die Schwingungen für m = 2, 3, 4 
treten prädominierend hervor, wenn der Strahl aus einer Öffnung von 
elliptischer, dreieckiger, quadratischer Form austritt. 

Die kleinen Schwingungen einer Trennungsfläche von der Gestalt 
einer Kugel erledigen sich ausgehend von dem gleichzeitigen An
satze 61) 62) 

cpA = ffi( mC ;:. Ym(O,w)e-iat), cpB= ffi(m~1 ~~·:11 Ym(8,1j!)e-iat), 

drp A drpB 
wobei der kinematischen Bedingung dr = dr an der Oberfläche 

60) Lord Rayleigh, Phil. Mag. (5) 34 (1892), p. 177 (Sc. papers 3, p. 594) 
61) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 29 (1879), p. 71 (Sc. papers 1, p 377). 
62) Webb, Mess. of math. 9 (1880), p. 177. 
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Rechnung getragen ist; darin bedeuten r, O, 1/J Polarkoordinaten vom 
Kugelzentrum, .Ym(O, 1/J) die Kugelflächenfunktion mter Ordnung, R den 
Radius der Kugel. Es stellt sich alsdann 

TAB 
f1a= m(m + l)(m -l)(m + 2) (Cm+ 1)QA +mQB)Bs 

heraus. Das Ergebnis findet Anwendung auf die Schwingungen eines 
Wassertropfens in Luft, einer Luftblase in Wasser; in abfallenden 
Tropfen treten durch ein Nachwirken des Abreissens der Tropfen 
noch die Schwingungen 3. Ordnung ( m = 3) hervor 68). 

TI. Kapillarität als räumlich verteilte Energie. 
13. Die Hypothese der Kohäsionskrifte. Die Kapillaritäts

erscheinungen ergeben sich als notwendige Folgerungen aus einer 
Hypothese, wonach zwischen zwei materiellen Teilchen gleicher oder 
verschiedener Substanzen neben der Gravitation noch eine andere, nur 
von der Distanz abhängende Anziehungskraft in der Verbindungslinie 
wirksam ist, die man Kohäsümskra{t nennt und deren Gesetz irgend 
welcher Art sein mag, nur dass sie mit wachsender Entfernung der
art rasch abnimmt, dass sie bereits auf eine äusserst kleine, mikro
skopisch nicht wahrnehmbare Distanz ganz ausser Betracht fällt. 

Zunächst wurde das Ansteigen von Flüssigkeit in einer kapillaren 
Röhre allein mit einer von der Röhre auf die Flüssigkeit ausgeübten 
Anziehung erklärt, die nach der Unabhängigkeit der Erscheinung 
von der Dicke der Röhre nur von den der Wand nächstgelegenen 
Partikeln ausgehen konnte"). Olairaut 65) erkannte es als notwendig, 
eine Anziehung der Flüssigkeitsteilchen unter einander mit in Rück
sicht' zu ziehen. Laplace 66) konnte sodann eine vollständige Theorie 
der Kapillarität einzig mit der vorhin skizzierten Hypothese über die 
Kohäsionskräfte aufbauen. 

Laplace berechnete für eine Flüssigkeitsmasse, deren Teile ge
mäss jener Hypothese kohärieren, in der Hauptsache das Potential 
der Kohäsionskräfte für eine Stelle der Oberfläche und fand es als 
eine lineare Funktion der mittleren Krümmung daselbst. Er betrachtete 
zunächst das Potential einer Kugel auf eine Stelle der Oberfläche, 
ging von da zum Potential eines durch zwei unendlich nahe Meridian-

68) Lenard, Ann. Phys. Chem. 80 (1887), p. 209. 
64) Hawkesbee, London Trans. R. Soc. 26, 27 (1709-1713). 
65) Olairaut, Traite sur la figure de la terre, Paris 1743, chap. X. 
66) Laplace, Theorie de l'action capillaire. 



13. Die Hypothese der Kohäsionskräfte. 595 

schnitte der Kugel gebildeten Keiles über und approximierte endlich 
eine beliebige Flüssigkeitsoberfläche in der Nähe eines Punktes durch 
die dort aus den Krümmungskreisen der Normalschnitte erzeugte 
Fläche, d. i. ungefähr durch das Oskulationsparaboloid. Die Diffe
rentialgleichung einer freien Oberfläche erhielt er nunmehr aus dem 
Satze der Hydrostatik, wonach diese bei konstantem äusseren Drucke 
eine Fläche konstanten Potentials aller wirkenden Kräfte ist 66a). 

In einer zweiten Darstellung berechnete Laplace 6'1) für eine Stelle 
der Flüssigkeitsoberfläche die tangentiale Komponente der gesamten 
dort ausgeübten Kohäsionskraft, wozu die Flächengleichung an der 
Stelle bis einschliesslich der Grössen 3ter Ordnung zu entwickeln ist, 
und erhielt die Gleichung der freien Oberfläche aus der Bedingung, 
dass an ihr die Resultante aus Kohäsion und Schwere stets normal 
zur Fläche steht. - Für die Konstanz des Randwinkels der Flüssig
keit an einem festen Körper hatte jedoch Laplace keinen Beweis, 
sondern zeigte nur, dass, wenn der Körper die Form von vertikalen 
Zylindern irgend welcher Querschnitte hat, der Mittelwert des Cosinus 
jenes Winkels längs der ganzen Randkurve stets auf die nämliche 
Konstante führen muss. 

Diese Lüc.ke in der Laplace'schen Theorie ergänzte Gauss 68). Aus
gehend von dem Prinzip der virtuellen V errückungen für einen Gleich
gewichtszustand formte Gauss dieses Prinzip zu der Forderung eines 
Minimums der potentiellen Energie um und betrachtete nunmehr die 
gesamte potentielle Energie der ins Spiel kommenden Kohäsionskräfte. 
Diese Energie erscheint in Form eines Doppel-Raumintegrals. Für 
jede Raumintegration lässt sich eine lineare ausführen, wobei ein Term 
proportional dem Volumen und ein zweiter proportional dem Flächen
inhalt der Oberfläche besonders heraustreten, und von dem übrig 
bleibenden Doppel-Oberfl.ächenintegral wies Gauss nach, dass bei der 
Laplace'schen Annahme über das Abnehmen der Kohäsionskraft die 
Vernachlässigung desselben geboten ist, insofern als verglichen mit 
der Distanz, auf die allein die Kohäsionskräfte in Betracht kommen, 
die Krümmungsradien der Oberfläche als unendlich gross, die Fläche 

66 a) Genauer gesagt, verfuhr Laplace so: er dachte sich in der Flüssigkeit 
einen unendlich schmalen Kanal gelegt, der am Anfang und Ende senkrecht 
gegen die Oberfläche einmündet, berechnete den durch die Kohäsionskräfte zu 
Stande kommenden Druck auf einen Querschnitt des Kanals und brachte endlich 
das "Prinzip des Gleichgewichts in Kanälen" zur Anwendung. 

67) Laplace, Suppl. a la theorie de l'act. capill. 
68) Gauss, Principia generalia, Göttingen 1830. - Selbstanzeige der Abh.: 

Gött. gel. Anz. 1829 {Werke 5, p. 287). 
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als nahezu eben gelten darf. Aus dem extremalen Charakter der 
potentiellen Energie entnahm sodann Gauss nach den Methoden der 
Variationsrechnung (ungefähr wie oben in Nr. 3 und 4: dargelegt ist) 
die Differentialgleichung für die freie Oberfläche, dann aber auch den 
Beweis für den Laplace'schen Satz vom konstanten Randwinkel. 

14:. Potentielle Energie der Kohäsion in einem Medium. Die 
von Gauss vorgenommene Transformation der Energie von Kohäsions
kräften 69) lässt sich gegenwärtig als eine zweimalige Anwendung des 
Green'schen Satzes darstellen. 

Wir betrachten zunächst die Kohäsionsenergie innerhalb eines 
einzelnen homogenen Mediums A. Seine Dichte heisse Q; zwischen 
je zwei Volumenelementen dv, dv' von A an den Stellen x, y, z und 
x', y', z' im Abstande r wirke als Kohäsion eine Anziehungskraft 
= Q2 dv dv' q;(r), wo q; (r) in später noch genau festzusetzender Weise 
mit zunehmendem r rapide nach Null sinken soll. Führt man 

00 00 

jq;(r)dr = 1/J(r), jr21fJ(r)dr = x(r) 
r r 

ein, so lässt sich die gesamte potentielle Energie dieser Kohäsions
kräfte für A: 

(22) - l;QjjlfJ(r)dvdv' 

=- !QJ/(;;. :;. + ~:' :t + ~!, :;, ) dvdv' 

schreiben, wobei einerseits dv, andererseits dv' unabhängig von einan
der das ganze Volumen von A zu durchlaufen hat und der Faktor i 
vorzusetzen ist, weil auf diese Weise jedes Paar von Elementen dv, dv' 
zweimal in Betracht kommt. Fassjiln wir zunächst die Integration 
nach dv' bei festgehaltenem dv ins Auge, so können wir den zweiten 
Ausdruck in (22) nach dem Green'schen Satze umformen, wobei wir 
die Laplace'sche Differentialgleichung für ljr verwenden, aber infolge 
der Unstetigkeit von ljr an der Stelle dv noch aus dem Integrations
raume für dv' eine kleine Kugel um dv auszuscheiden haben, deren 
Radius wir schliesslich nach Null konvergieren lassen. Bezeichnen 
wir mit df (später auch mit df) ein Oberflächenelement von A, mit 
n' (und n) die äusseren Normalen dort, so transformiert sich nun-

69) Vereinfachte Darstellungen dieser Transformation gaben Bertrand, Journ. 
de math. (1) 13 (1848), p. 185; Weinstein, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. 544. -
L. Boltzmann, Ann. Phys. Chem. 141 (1870), p. 582 setzte Summationen über 
Moleküle an Stelle der Integrationen. 
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mehr (22) in: 
a.!. 

- 2nrlx(o)Jav- i~javjx(r) a:,ar . 

. Im ersten Term hier ist Jav= YA das gesamte Volumen von A. 
Im zweiten Term kehren wir die Integrationsfolgen um, führen 

00 

Jx(r)dr = {}(r) 
r 

ein und beachten, dass r nur von den Differenzen x- x', y- y', z- z' 
abhängt, ferner 

_!__ ((or)a + (or)a + (or) 2) _ 0 on' ox oy oz -
ist. Wir können alsdann diesen zweiten Term 

[. jl(o3-(r) or, 0 .:':_ o3-(r) or, 0 .:':_ 0 3-(r) or; 0 .:':_) 
1 a df' on _r + on _r + on ~ dv 
2 ~ ax ax oy oy az oz 

schreiben und erhalten die Möglichkeit, ein zweites Mal bei der Inte
gration nach dv die Formel für Produktintegration, den Green'schen 
Satz, in Anwendung zu bringen. Hier liegt die Unstetigkeit von 1/r 
jedesmal an einer Oberflächenstelle df' und ist deshalb aus dem In
tegrationsraume für dv nur der in den Bereich von A fallende Teil 
einer kleinen Kugel um diese Stelle auszuscheiden, d. i. hernach bei 
unendlich abnehmendem Radius der Kugel wesentlich eine Halbkugel, 
ausser an den Stellen, wo eine Schneide der Oberfläche von A vor
handen ist. Hiernach transformiert sich der letzte Ausdruck, indem 

noch j;:, df über die Halbkugel ihre Projektion auf die Tangential

ebene in df' darstellt, in 

!t;;n~2f1(o)Jar- t~2J J:2 ;~ ;~,f1(r)dfdf', 
wo ja{'= F den Flächeninhalt der Oberfläche von A bildet. Schreiben 

wir noch 
(23) 

so resultiert endlich det folgende Ausdruck für die Energie der Kohä
sionskräfte innerhalb A: 

(24) ! (!1 OT OT 1 E =- KV + !t;;HF- t~:;, r 2 on on' -l}(r)dfdf. 

Damit die Integrale für {}(r), x(r), 1/J(r) einen Sinn haben, nehmen 
wir an, dass mit wachsendem r jedenfalls rx(r), sodann r41J;(r), r5 q;(r) 
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noch hinreichend stark nach Null konvergieren. Des weiteren nehmen 
wir an1 dass für mikroskopisch messbare r schon rp(r), t/J(r), x(r), -IT(r) 
ausser Betracht fallen und erst bei weit stärkerer Annäherung des r 

an Null x(r) und -IT(r) endliche Grösse erlangen und dann bestimm
ten oberen Grenzen x(O) und -!T(O) zustreben; es ist hierfür notwen
dig und hinreichend, dass r8t/J(r) für lim r = 0 nach Null konvergiert. 
Bezeichnet man als Wirkungsradius für die Kohäsionskräfte eine solche 
Grösse r0 , wofür eben noch 4T(r0) gegen -lr(O) zu vernachlässigen ist, 
so ersieht man aus 

ro 

-lr(O)- 4T(r0 ) = jx(r)dr < z(O)r0 , 
0 

dass :~~~ eine äusserst kleine Länge, allenfalls von der Ordnung von 

r 0 sein wird. 
Um das Doppel-Flächenintegral in (24) abzuschätzen, führen wir 

dort durch d~' !r, = do' den körperlichen Winkel ein, unter dem das 
r un 

Element df' von der Stelle von df erscheint. Jenes Integral schreibt 
sich dann 

(25) 

Nun ist nur für kleine r (< r0) der Faktor -lr(r) von merklicher 
Grösse, und für solche r<r0 andererseits ist or/on angenähert =r/R, 
unter R den Krümmungsradius desjenigen Normalschnittes für die 
Stelle df, der durch df' führt, verstanden. Sind also die Krümmungs
radien der Oberfläche von .A überall als gegen r0 äusserst gross zu 
betrachten, so erscheint die Vernachlässigung des Integrals hier ge
boten und reduziert sich damit der .Ausdruck (24) auf 

(26) E=-KV+tHF. 

Ein .Ausnahmefall wird statthaben, wenn die Oberfläche .A eine 
Partie <S von endlicher .Ausdehnung aufweist, zu der eine andere 
Partie <S' von ihr fortwährend in äusserst kleinen .Abständen verläuft, 
wie z. B. wenn die Flüssigkeit sich in einer äusserst dünnen Schicht 
an einem festen Körper entlang zieht. .Auch längs <S und <S' mögen 
die Krümmungsradien nicht unter eine gegen r 0 äusserst grosse Grenze 
sinken. Fasst man in dem Integral (25) ein Element df innerhalb 
<S mit der ganzen Partie <S' zusammen auf und fällt ein Lot von df 
auf <S', dessen Länge s sei, so kann in denselben Fehlergrenzen, wie 
sie vorhin galten, <S' als eine unbegrenzt ausgedehnte Ebene senk-

recht auf dieses Lot betrachtet und, indem man !r, = _!_ = cos r ein-
un r 
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führt, aus konzentrischen Ringen um das Lot, die von df in körper

lichen Winkeln 2:n: sin ydy erscheinen, aufgebaut werden; dazu kann 
wegen der annähernden Parallelität von df zu ®' der Faktor cr/on 
in (25) durch orjon' ersetzt werden, wodurch für den betreffenden 
Anteil aus (25) sich ergibt 

n: 
2 00 

- itldfj2:n: sin r cos r .fT(r)dr =-:n:(larf;: .fT(r)dr. 
0 s 

Wird nun 

O(r) = 2r2f;r~) dr = .fT(r) + r 2J;;:) dr 
r r 

eingeführt, wobei 0(0) = .ft(O) ersichtlich ist, und beachtet man, dass 

im Doppelintegral (25) sowohl eine Kombination ~' ~' wie ~', ~ 

auftritt, so kommt schliesslich wegen der Flüssigkeitsschicht zwischen 

® und ~' zum Ausdruck (26) der Energie noch der Zusatzterm 

(27) - :n:QjO(s)df, 
@; 

über die ganze eine Seite ~ der Schicht erstreckt, hinzu. 
Für das Anziehungsgesetz mit folgendem Ausdrucke des Poten

tials 70) 
-er 

(28) - tjJ (r) = - k ~, 

wobei k und e positive Konstanten sind, würde man erhalten: 
-er 

rp(r) = k~ (1 +er), r 
k 2k 2k 

x(r) = 2 e-er (1 + er), .ft(r) = 3 e-er (1 + t er), O(r) = 3 e-er, 
c c c 

(0) k "-(O) = O(O) = 2k e = 2;c(O) = ~. 
X = (;2-' v c• ' -3'(0) B 

Wir berechnen noch das Virial der Kohäsionskräfte. (Unter dem 
Virial einer Kraft wird bekanntlich die halbe Arbeit der Kraft bei 
Verschiebung ihres Angriffspunktes nach dem Koordinatenanfange ver
standen.) Für die zwei Kräfte, welche zwei Volumenelemente dv, dv' 
gegenseitig auf einander ausüben, ist die Summe der Viriale firp(r)rdvdv'. 
Das gesamte Virial der Flüssigkeit auf sich selbst wird daher 

{ lljjrrp(r)dvdv' 

und würde aus dem Ausdrucke ( 22) für die Energie hervorgehen, 

70) Van der Waals, Zeitschr. f. physik. Chem. 13 (1894), p. 657. 
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wenn man t/J(r) dort durch - trtp(r) ersetzt. Dabei würde dann an 

Stelle von x (r) die Funktion 
~ ~ 

- !}t 3tp(r)dr =-! rt/J(r)- ifr2t/J(r)dr =- !r8t/J(r)- t x(r), 
r r 

weiter an Stelle von ol)o(r) die Funktion 
~ ~ 

- !Jr8t/J(r)dr- tfx(r)dr =- trx(r)- 2-l)o(r) 
r r 

zu treten haben und also die Rolle der Konstanten x(O), ol)o(O) von 
- tx(O), - 2-l)o(O) übernommen werden. Der Formel (26) entspre
chend resultiert dann als Ausdruck jenes Gesamtvirials: 

(29) tKV- HF. 

15. Potentielle Energie der Adhäsion zweier Medien. Grenzt 
A an ein zweites Medium B, so mögen zwischen den Teilchen von 
A und denen von B Anziehungskräfte wirksam sein, die hinsichtlich 
ihrer Abnahme mit der Distanz analogen Charakter tragen wie die 
Kohäsionskräfte innerhalb .A, und die man hier im Falle verschiede
ner Substanzen wohl auch als Adhäsionskt·äfte bezeichnet. Die den 
Funktionen rp(r), 1/J(r), x(r), ol)o(r), O(r) oben entsprechenden Funktio
nen für das neue Anziehungsgesetz mögen in derselben Weise unter 
Anfügung der unteren Indizes AB bezeichnet werden, während die 
früheren Funktionen den Index A erhalten mögen. Die gesamte 
Energie der Adhäsion von B auf A berechnet sich der l!'ormel (22) 
analog mit 

(30) - QAQJavJt/JAB(r)dv, 
B A 

wo dv die Volumenelemente von A, dv' diejenigen von B zu durchlaufen 
hat. Ein Faktor t ist jetzt nicht hinzuzusetzen, weil die Räume von 
A und B völlig getrennt sind. Der Ausdruck hier gestattet wieder 
die zwei entsprechenden Umformungen mitte1st des Green'schen Satzes. 
Aber in der ersten Umformung, wobei etwa unter Festhaltung der 
einzelnen dv operiert werde, tritt kein Raumintegral besonders heraus, 
weil jetzt 1/r im Integrationsraume B keine Unstetigkeitsstelle hat, 
in der zweiten hernach kommt bei festgehaltenem Oberflächenelement 
df' von B eine Diskontinuität von 1/r im Integrationsraume A nur 
für solche Elemente df' in Betracht, die gerade der Trennungsfläche 
von A und B angehören, und hat alsdann für die um df' herum aus 
dem Integrationsraume A auszuscheidende kleine Halbkugel das Inte-

gral J::,df wegen der anders liegenden Normalen' entgegengesetzten 
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Wert wie oben. Infolge dieser Umstände erlangt endlich nach der 
wie oben vorzunehmenden Vernachlässigung die potentielle Energie 
der Adhäsion von B auf A den Ausdruck 

(31) - %Q A(!B.ftAB(O)FAB = - HABFAB' 

wo FAB den Flächeninhalt der Trennungsfläche von A und B be
zeichnet. 

Nehmen wir jetzt den typischen Fall von drei zusammentreffen
den Medien A, B, C an und bezeichnen ihre V olumina V, ihre Kon
stanten K und H mit den entsprechenden einzelnen Indizes, die 
Flächeninhalte ihrer Trennungsflächen und deren Konstanten H mit ent
sprechenden zwei Indizes, während ihre an weitere Medien angrenzen
den Flächen hier nicht als veränderlich in Frage kommen sollen, so 
haben wir als veränderlichen Teil der potentiellen Energie der in 
ihnen wirkenden Anziehungskräfte: 

(32) (!HA+ tHB- HAB)FAB+ (tHA +!He- HAc)FAC 

+ (tHB+ tHc- HBc)FBc- KA VA- KB VB- Kc Vc. 

So lange die V olumina sich nicht ändern, kommen wir damit auf 
den Ansatz in Nr. 2 zurück, wobei die Oberflächenspannung zweier 
Medien A und B durch 

(33) 

gegeben erscheint. Im Falle QB = 0 gesetzt werden kann, folgt einfach 

TAB=tHA. 

Stellt 0 einen festen Körper vor und darf QB = 0 gesetzt werden, 
so folgt für den Randwinkel ro A von A. am Körper gernäss Gl. (8): 

(34) 

der Winkel ro A ist spitz oder stumpf und es findet demgemäss, falls 
C ein vertikaler Zylinder ist, ein Ansteigen oder eine Depression von 
A an 0 hinsichtlich der Niveauebene statt, je nachdem 2HAc >HA 
oder <HA ist (d. h. wenn man so sagen will, der Meniskus vom 
Körper eine mehr oder weniger als doppelt so starke Anziehung wie 
von der Flüssigkeit erfährt 65) ). 

Die Relation (34) ist unmöglich, wenn HAc >HA ist. Nehmen 
wir jedoch an, dass alsdann sich die Flüssigkeit A noch in einer 
äusserst dünnen Schicht an einer Partie· @5 der Wand von 0 entlang 
zieht, und verstehen wir jetzt unter FAB' FAc nur die Flächeninhalte 
der betreffenden Trennungsflächen abgesehen von dieser Schicht, so 
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würde im Hinblick auf (27) und auf die Relation -&(0) = 0(0) zum 
Ausdrucke (32) in der gesamten Energie noch ein Term hinzutreten: 

- /( HAa( 1 - :~:~~))-HA ( 1 - :~~;)) d{, 

erstreckt über die Fläche ~~ wobei s die Dicke der Schicht am Ele
mente d f von @5 bezeichnet. Bei geeignetem Kraftgesetz, z. B. dem 
in (28) angeführten, würde damit die Möglichkeit einer Verringerung 
der potentiellen Energie vermöge der Schicht vorliegen; also müsste 
dann wirklich eine solche Schicht (Benetzung der Wand) zu Stande 
kommen und dadurch am Rande der wahrnehmbaren Trennungsfläche 
der Randwinkel Null entstehen 71). 

16. Eingehen der Kohäsion in die Beziehung zwischen Dichte 
und Druck. Das Auftreten des Terms - K V in der Energie einer 
Flüssigkeit A ist nach hydrodynamischen Prinzipien gleichbedeutend 
mit der Annahme, dass im Inneren von A neben dem sogenannten 
hydrostatischen Druck ein weiterer konstanter Druck K herrscht. 
Schreibt man K = aQ~, so hängt a nur von dem Kraftgesetz cp(r), 
nicht von der Dichte Q A ab. Stellt man sich unter B den gesättigten 
Dampf der Flüssigkeit A vor, so hat daher eine Menge M der Sub
stanz -, homogene kontinuierliche Massenverteilung bis zu den Grenzen 
und Unabhängigkeit des Kohäsionsgesetzes von der Temperatur an
genommen (wegen allgemeinerer Vorstellungen siehe den Artikel 
V 10 von Kamerlingh Onnes) und vorausgesetzt auch, dass nicht 
etwa FjV gegen 1/r0 in Betracht kommt -, in flüssiger Phase 

die Energie -KM=- aQAM, in dampfförmiger die Energie 
QA 

-aQ; ~ =- aQBM und wird deshalb a(QA- QB) als die innere la-

tente spezifische Verdampfungswärme (siehe ebenfalls V 10) ange
sprochen72). (Die additive Konstante in der Energie war derart 
fixiert, dass der Wert Null für die Energie als obere Grenze bei 
Auflösung des Mediums in lauter unendlich weit voneinander ent
fernte Volumenelemente entsteht.) 

In denjenigen Erscheinungen, welche bei konstantem Volumen 
vorgehen, kommt die Grösse K gar nicht zur Geltung, während doch 
der erste Term - KV in de1· Energie den anderen tHF ausser
ordentlich überwiegt. Aufschluss über die Grösse von K kann des-

71) Gauss, Prineipia generalia, art. 32. 
72) Dupre, Theorie mecanique de la chaleur, 1869, p. 152. 
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halb nur von Vorgängen erwartet werden, die mit Änderungen der 

Dichte verknüpft sind, und van der Waals 13) hatte deshalb die Idee, 
zunächst theoretisch das Eingehen dieser Grösse in die Beziehung 

zwischen Druck und Dichte bei konstanter Temperatur zu untersuchen. 
Der Ableitung dieser Beziehung legte van der Waals den Virialsatz 

von atausius zu Grunde 74). Der Satz kommt bei folgenden Anschau

ungen zustande: Die Materie ist nicht kontinuierlich verteilt, sondern 
besteht aus Molekülen; diese unterliegen neben den Laplace'schen 
Kohäsionskräften weiteren repulsiven Kräften (Zusammenstössen) und 
sind dadurch in nicht sichtbaren Bewegungen begriffen, und zwar 

dergestalt, dass man bei Vergleichung ihrer Bewegungszustände in 

irgend zwei Momenten t und t + -r; sich angenähert vorstellen kann, 
die Teilchen hätten nur unter einander Ort und Bewegung gewechselt. 

Jedenfalls soll, wenn man den Mittelwert von der kinetischen Energie 
der progressiven Bewegung der Moleküle über den Zeitraum t bis 
t + -r; bildet, gegen diesen Mittelwert der Differenzenquotient 

!_ [_!_ dim (x' + y• + z')]t+'< 
~ 4 dt t 

schon bei verhältnismässig kleinem 1: zu vernachlässigen sein; darin 

ist die Summe über alle Moleküle zu erstrecken und bedeuten m die 
Masse, x, y, z die Koordinaten des Schwerpunktes eines Moleküls. 
Eine partielle Integration transformiert nun diesen Mittelwert der 
Energie bei der angegebenen Vernachlässigung sofort in das mittlere 
Virial der in den Molekülen angreifenden Kräfte, über den Zeitraum 

t bis t + -t. Nun ist nach den Prinzipien der Gastheorie jenes Mittel 
R 

der Energie der progressiven Bewegung t M Q V T, wo R die uni-

verselle Gaskonstante, M das Molekulargewicht, Q V die Gesamtmasse, 
T die absolute Temperatur der Flüssigkeit vorstellt. Das Virial der 
Kohäsionskräfte berechnet sich unter der Voraussetzung, dass der Wir

kungsradins noch sehr gross gegen die Grösse der Moleküle ist, wie bei 
kontinuierlich homogen verteilter Masse und ist daher nach (29) gleich 
taQ 2 V zu setzen. Das mittlere Virial des auf die Oberfläche wirkenden 
konstanten Druckes p findet sich durch Zerlegung des Volumens in die 
Elementarpyramiden mit dem N nilpunkte als Spitze und den Oberflächen

elementen als Grundflächen unmittelbar = fp V. Das mittlere Virial 
der repulsiven Kräfte berechnet sich nach den Methoden der Gas-

73) V an der Waals, Die Continuität des gasf. u. flüss. Zustandes, Leipzig 1881. 

74) Vgl. auch Maxwell, Sc. papers 2, p. 407, 418; H. A. Lorentz} Boltz

mann-Festschrift (1904), p. 721 (abgedr. in Abh. üb. theor. Phys. 1 (1906), 

p. 192). 
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theorie und lässt sich schreiben als ein Bruchteil 1 bQb" der mitt

leren Energie der progressiven Bewegung, worin b annäherungsweise 
als konstant gilt und mit dem von den Räumen der Moleküle in einer 
Masseneinheit besetzten Raume in Verbindung gebracht wird (über 
die Abhängigkeit der Grösse b von Volumen und Temperatur siehe 
weiteres im Artikel Kamerlingh Onnes V 10). Damit resultiert end
lich die van der Waals'sche Zustandsgleichung in der Form 

( 5) + 2 RT (I 3 p an=---· 
" M 1-bQ 

Aus beobachteten Daten berechnet sich auf Grund dieser Be
ziehung bei 0° und 1 Atm. Druck für Wasser K = 10500 Atm., für 
Äther K = 1430 Atm., während der Quotient H/ K, der als Mass für 
den Wirkungsradius der Kohäsionskräfte dient, für Wasser 15 -10-9 cm, 
für Äther 29 · 10-9 cm beträgt. 

17. Theorien zur Vermeidung von Diskontinuitäten der Dichte. 
Der Laplace'schen Kapillaritätstheorie liegt die Annahme durchweg 
homogener Flüssigkeiten zu Grunde. Poisson 75) führte aus, dass an den 
Grenzflächen einer Flüssigkeit eine rapide .Änderung der Dichte statt
haben müsse, und trug diesem Umstande Rechnung, zugleich in der 
Absicht, die Schwierigkeiten zu beheben, welche in der Annahme von 
Druckdiskontinuitäten an Trennungsflächen liegen. In der Poisson
schen Theorie modifizieren sich nicht die Gleichungen für die Kapil
laritätsphänomene, sondern nur die Bedeutung der zwei Konstanten 
K und H für das Gesetz der Kohäsionskräfte. 

Maxwell 76), Lord Rayleigh 77), van der Waals 78) verfolgten die 
Annahme einer stetigen Variation der Dichte an den Trennungsflächen 
in ihren weiteren Konsequenzen. Als einfachster Fall wird das Gleich
gewicht einer Flüssigkeit .A. in Berührung mit ihrem gesättigten 
Dampfe B behandelt. Von der Schwere soll abgesehen werden. Der 
ganze Raum von Flüssigkeit und Dampf werde von Flächen, auf denen 
jedesmal die Dichtigkeit konstant ist, durchzogen; transversal zu diesen 
variiert der Wert der Dichtigkeit rapide innerhalb einer äusserst 

75) Poisson, Nouvelle tMorie de l'action capillaire. - Kritische Be
merkungen zur Theorie von Poisson lieferten Minding, Dove's Repert. d. Phys. 
Bd. 5; J. Stahl, A.nn. Phys. Chem. 189 (1870), p. 289; B. Weinstein, A.nn. Phys. 
Chem. 27 (1886), p. 544. 

76) Maxwell, Capillary action (Sc. papers 2, p. 541). 
77) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 88 (1892), p. 209 (Sc. Papers 8, p. 518). 
78) van der Waals, Zeitschr. f. phys. Chemie 18 (1894), p. 657; H. Huls

hof, Ann. Phys. Chem. (4) 4 (1901), p. 165. 
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schmalen Schicht und kommt nach der einen wie nach der anderen 
Seite sehr bald bestimmten Grenzwerten Q A bezw. QB nahe. 

Für die vollständige Durchführung des durch hydrodynamische 
(oder thermodynamische) ·Prinzipien gelieferten Ansatzes hat sich ein 
spezielles Kraftgesetz der Kohäsion als hervorragend geeignet er
wiesen 79), das nun hier sogleich zu Grunde gelegt werde, nämlich das 
in (28) angeführte, wobei die Potentialfunktion für zwei Massenein
heiten in einer Entfernung r durch 

dargestellt wird und k wie c positive Konstanten sind. Das von der 
gesamten Masse der Substanz (.A und B) herrührende Potential auf 
eine Masseneinheit an einer Stelle x, y, s ist dann 

"ll'(x, y, s) =- kf(!' e~cr dv', 

wo das Integral sich über alle Volumenelemente dv' der Substanz er
streckt und r die Entfernung des Aufpunktes x, y, s vom Elemente 
dv' bezeichnet. Diese Funktion "ll'(x, y, s) genügt nun im Raume der 
Substanz überall der Differentialgleichung 

(36) 

und auf Grund dieser Beziehung kann das vorliegende Kraftfeld an
statt als von Fernkräften herstammend auch als ein ursprünglich ge
gebener Spannungszustand in der Substanzfolgendermassen beschrieben 
werden 80). Es werde 

eofil + (~~r + CO/if = ~ll, 
s~k (c2qt2_ ~2) = Iu s:k(cllqrll+ ~ll) = Is 

gesetzt; die Substanz erscheint von den gerichteten "Kraftlinien", die 
senkrecht zu den Flächen "IJf = const. von grösseren zu kleineren 
Werten von qr führen, durchzogen; an jeder Stelle herrscht in Rich
tung der dort durchlaufenden Kraftlinie und in der entgegengesetzten 
Richtung eine Zugspannung E17 in allen Richtungen senkrecht dazu 
eine Zugspannung I 2, dergestalt, dass für jeden abgeschlossenen Teil I 
der Substanz sich die Komponenten und Drehungsmomente der von 

79) van der Waals, l. c. p. 706. 
SO) G. Bakker, Zeitschr. f. phys. Chemie 48 (1904), p. 17. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 39 
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dem übrigen Teil li auf I ausgeübten Kohäsionen gerrau wie aus der 
Verteilung diesPr Spannungen auf der Oberfläche von I berechnen. 

In einer sehr geringen Entfernung von der Übergangsschicht ist 
bereits nahezu 'P' konstant, f1l Null, und .E1 · 22 er klären die frühere 
Kohäsion K, in der Übergangsschicht resultieren aus der Differenz 
.!72 - .E1 die Erscheinungen der Oberflächenspannung. 

Nach hydrodynamischen Prinzipien ist für das Gleichgewicht des 
Systems Flüssigkeit und Dampf bei gleicher Temperatur erforder
lich, dass das vollständige Differential 

(37) 

und darin II eine nur von Dichte und Temperatur der Stelle ab
hängige Funktion ist, die als thermischer Druck 81) angesprochen wird. 

Schreiben wir 2;k = a, so ist nach (36) in einiger Entfernung von der 

Übergangsschicht, wo die Flüssigkeit homogen erscheint, 'P' = - 2 a (JA, 

und wo der Dampf homogen erscheint, 'P' =- 2aQs· Wir setzen 
allgemein II = p + a (1 2 und nennen p den hydrostatischen Druck; nach 
beiden Seiten von der Schicht fort wird dann p sich einer und der
selben Konstante p0 nähern, dem äusseren Drucke, Sättigungsdrucke 
des Dampfes. Die Gleichung (36) schreibt sich noch im Hinblick 
auf (37): 

(38) 

Nunmehr wird angenommen, dass die Abhängigkeit des p von Q 
und der Temperatur auch in der Übergangsschicht durch eben die
selbe van der Waals'sche Formel (35) wie in den homogenen Phasen 
dargestellt wird, was freilich mehr an die Macht dieser Formel glauben 
heisst, als es in ihrer Ableitung eine Stütze fände. Die dadurch 
gegebene Kurve für p als Funktion des wachsenden Arguments 1/ Q 

(siehe Artikel Kamerlingh Onnes V 10) verläuft in dem Intervalle 
1/QA bis 1/Qs zwischen den zwei Punkten p0 , 1/(JA und p 0 , 1/Qs ab-, 
auf- und wieder absteigend, zuerst unterhalb der Geraden p = p0 bis 
zu einem gewissen Treffpunkte mit ihr, hernach oberhalb derselben, 
und auf ihrem ersten unterhalb p = p0 liegenden Stücke muss es 
offenbar einen bestimmten Punkt p 1 , 1/rh geben, für den das bis 
dahin auf der Kurve genommene Integral 

81) Diese Bezeichnung gebraucht van der Waals; für denselben Begriff 
sagt H. A. Lorentz (Z. f. physik. Cbem. 7): kinetischer Druck. 
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ist (Fig. 22). Für diese Stelle der Kurve ist dann nach (38): A 'lJf = 0. 
Die der Wellenlinie Ü> A > Q > QB) entsprechenden Kombinationen 

p, 1/Q sind für homogene Phasen instabil, 
in der Übergangsschicht findet van dor 
Waals sie nun stabil. Wird (37) auf einem 
Wege aus dem homogenen Inneren der 
Flüssigkeit nach dem homogenen Inneren P· I:I~W.J!:ll...o.!..Jl...li\ 
des Dampfes integriert, so entsteht 

über jene Wellenlinie, genau die Formel, 
welche Clausius und JJ:faxu;ell zur Be-

Fig. 22. 

stimmung des Druckes p0 des gesättigten Dampfes vermöge der Iso
therme durch Anwendung des zweiten Hauptsatzes der Wärmetheorie 
auf labile Zustände aufgestellt haben. 

Es mögen nun die Flächen konstanter Dichte speziell als eine 
Schar paralleler Ebenen z = const. angenommen werden. Die Diffe
rentialgleichung (37) schreibt sich dann 

d 2 lJf • dJI 
dz' = c2 'lJf -t- 4nkQ = c2 '1Jf- 4:n:k d lJf 

und liefert integriert 

(~~J'r = c2 p2_ 8nlc (p + aQ2- Po} 

F .. ltd!lp' 
ur Q = 1?11 P = P1 ge 1 d7 

langt also ~_1f = iP(z) seinen 

hierhin werde z = 0 gelegt. 
spannung tritt jetzt 

abnehmend durch Null hindurch, er-

grössten Wert iP1 = V8:n:k(p0 - P1); 

An Stelle der früheren Oberflächen-

{-il J(E2 - 171) dz = 4 ~kj(iP(z))2 dz, 
auf der z-Axe aus der homogenen Flüssigkeit nach dem homogenen 
Dampfe genommen. 

Die Kurve für iP(z) als Funktion von z verläuft beiderseits von 
z = 0 sehr bald asymptotisch an die z-Axe. Wird sie durch das ober-

39* 
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halb der s-A:xe liegende Stück einer sie im Scheitel berührenden Pa

rabel <l>1 - w = W1 ~ ) 11 und die links und rechts daran ansetzenden 

Stücke s < - s0 und s0 < s der s-Axe bei gleichem Flächeninhalt über 
der s-Axe angenähert ersetzt, so folgt 

J.H = ~ V2nk(po- Pt) 
Y 5 c1 ' 

•• . 15 l. It .. 
wahrend zugleich 2 s0 = 16 - 11-- ungefahr als diejenige Dicke der 

Po-Pt 
Übergangsschicht aufzufassen wäre, innerhalb deren die inhomogenen 
V erhältniese hervortreten. 

In einer jüngsten Arbeit sucht Bakker 82) durch seine Theorie die 
Beobachtungen von Reinold und Rücker 88) zu erklären, welche fanden, 
dass Seifenlamellen an den dünnsten Stellen, die durch ein diskonti
nuierliches A~ftreten von schwarzen Flecken gekennzeichnet sind, eine 
Dicke von rund 10-6 cm haben und unmittelbar daneben plötzlich 
auf eine Dicke von rund 5 ·10-6 cm ansteigen. 

Bakker berechnet daselbst die Konstante k 
für Wasser k = 7,53 ·1 028 bei T = 325°, 
für Äther k = 1,54 ·10ll3 bei T = 125°. 

18. Entropie und Massendichten einer Trennungs:O.ii.che. Wenn 
zwei aneinander grenzende Flüssigkeiten .A und B sich im Gleich
gewicht, auch in thermischer und chemischer Hinsicht, befinden und 
sie auch schon in sehr geringer Entfernung von der Trennungsfläche 
homogen erscheinen, wird doch eine jede in der unmittelbaren Nach
barschaft der Grenze durch den Einfluss der anderen verändert sein. 
Gibbs 84) hat einen Ansatz entwickelt, um diesen Einflüssen Rech
nung zu tragen, ohne irgend eine Hypothese bezüglich molekularer 
Anziehungskräfte zu machen. Die inhomogene Übergangsschicht zwi
schen A und B ist erfahrungsgernäss von äusserst geringer Dicke. 
Man wähle irgend einen Punkt in dieser Schicht und lege eine Fläche 
durch ihn und alle anderen Punkte in der Schicht, welche hinsicht
lich der unmittelbar angrenzenden Materie entsprechend liegen; diese 
Fläche heisse Teilungsfläche. Die Wahl der Fläche ist noch einiger
rnaasen willkürlich; man wird annehmen können, dass man sie be
liebig aus einer Schar sehr nahe gelegener Parallelflächen, welche die 

82) G. Bakker, Zeitschx. f. phys. Chemie 51 (1905), p. 344. 
83) Proc. Roy. Soc. 26 (1878), p. 334; Phil. Trans. 172 (1882), p. 447; Phil. 

Trans. 174 (1884), p. 645; Ann. Phys. Chem. 44 (1891), p. 778. 
84) Gibbs, Equilibrium of heterogeneaus substances, p. 380. 
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ganze Schicht ausfüllen, herausgreifen kann. Die in A, Bund in der 
Übergangsschicht in Betracht kommenden Stoffverbindungen mögen 
sich aus den Stoffen a, b, . . . als unabhängigen Bestandteilen aufbauen 
lassen. Für das ganze aus A, B und der Übergangsschicht bestehende 
Gebilde sei U die gesamte innere Energ.ie, S die gesamte Entropie 
und seien Ma, Mb, ... die gesamten Massen von a, b, . . . Wir be
zeichnen mit V', V" die Volumina von A und B, gerechnet bis zur 
Teilungsfläche, mit F den Flächeninhalt der Teilungsfläche. Weiter 
seien u', s', f.!a', (!6', ••• die räumlichen Dichten der Energie, Entropie 
bez. diejenigen der Bestandteile a, b, . . . im Raume von A dort, wo 
A homogen erscheint, und u", s", (!;,', (!;', . . . die entsprechenden 
Dichten für B, wo B homogen erscheint. Die Quotienten aus den 
Differenzen 

U- V'u'- V"u", S- V's'- V"s", Ma- V'Qa1
- V"Qa", ... 

durch den Flächeninhalt F endlich schreiben wir u, s, roa, ro6, ••• ; diese 
Quotienten heissen die Flächendichten der EnC'rgie, Entropie und der 
MaBsenbestandteile für die Teilungsfläche zwischen A und B. 

Es wird angenommen, dass u' eine Funktiol!- der .Argumente 
s', 'Ja', (!6', ... , desgleichen u" eine Funktion der .Argumente s", 'Ja", 
'Jb", . . . ist, und nunmehr die weitere .Annahme eingeführt, dass auch 
u nur eine Funktion der .Argumente s, roa, ro61 ••• ist (vgl. hierzu 
die am .Anfange von Nr. 5 berührte allgemeine .Auffassung der räum
lichen Energiedichte), und es wird daraufhin die Charakterisierung 
des Gleichgewichtszustandes durch das thermodynamische Prinzip 
geleistet, dass U ein Minimum bei konstanten Werten von~ S, Ma, 
M 6 , • •• ist. Dieser .Ansatz, soweit er die homogenen Massen betrifft, 
ist bereits im .Artikel Bryan V 3 Nr. 26 zur Sprache gekommen. 
Hier soll es sich nur darum handeln, die besonderen Konsequenzen, 
welche aus der neuen Annahme einer Übergangsschicht fliessen, zu 
verfolgen. 

Entwickelt man das vollständige Differential 

(39) du= Tds + ILadroa + /L6 dro6 + · · ·, 
so ist T die Temperatur und /La, ILb, .•. heissen die Potentiale für 
die Bestandteile der Übergangsschicht. Zum Gleichgewicht ist er
forderlich, dass die Temperatur dieselbe wie in den angrenzenden 
homogenen Massen ist, weiter dass für jeden Bestandteil der Schicht, 
der auch in einer angrenzenden homogenen Masse vorkommt, das 
Potential das gleiche wie dort ist. Kommt ein Bestandteil nur m 
der Schicht vor, so ist für ihn dagegen die Flächendichte in der 
Schicht von vornherein angewiesen. 
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Aus (39) folgt 

d(Fu) = Td(Fs) + odF + tLad(Fwa) + p,bd(Fwb) + · · ·, 
indem 

(40) 6=u-Ts-p,awa-p,bwb-··· 

gesetzt wird; 6 ist nunmehr als die Oberflächenspannung m der 
Teilungsfläche anzusprechen, und es entsteht 

(41) da=- sdT- wadfLa- wbdp,b- · · ·. 

Eine Beziehung, welche u als Funktion von s, wa, wb, ... oder 6 als 
Funktion von wa, wb, ... gibt, wird als Fundamentalgleichung für die 
Teilungsfläche bezeichnet. 

Analog hat man in der homogenen Masse A: 

(42) d(V'u') = Td(V's')-p' dV' + tLad(V' ~a') + p,bd(V' ~b') + · · ·, 
- p' = u'- Ts'- ILa~a'- lLb~b'- · · ·, 

(und zwar mit den nämlichen Werten von T und von !La' p,b, .•• , so
weit die betreffenden Bestandteile in A wirklich vorkomll!en), und 
die entsprechenden Beziehungen in der homogenen Masse B; dabei 
bedeuten dann p'. und p" den hydrostatischen Druck in A bzw. in B. 
Für die Gestalt der Teilungsfläche folgt, wie (10) gewonnen wurde: 

(43) , " (1+1) p -p =6- -. 
R1 R~ 

Von der Schwere ist einstweilen abgesehen. Die Dichten u, s, wa, wb, ... 
sind im allgemeinen noch abhängig von der Wahl der Teilungsfläche 
in der Schicht; im Falle einer ebenen Teilungsfläche ist jedoch der 
Wert 6 von dieser Wahl unabhängig, wie sich leicht auf Grund von 
( 43) ergibt. 

Sind die unabhängigen Bestandteile a, b, . .. demrt fixiert, dass 
nicht ~a' < 0 sein kunn und wird die homogene Phase A nur in Be
zugauf f!a' bei konstant gehaltenen T,p', (!b', ... abgeändert, so spricht 
das V erhalten der idealen Gase und verdünnten Lösungen dafür, dass 

f!a' d!L~ mit nach Null abnehmendem f!a' einem bestimmten (und aus 
d(!a 

Stabilitätsrücksichten notwendig) positiven Grenzwerte zustrebt, dass 
mithin für sehr kleine Werte !!a' das Potential P-a wesentlich durch 
einen Ausdruck Ka log f1a' dargestellt werden kann, worin Ka eine 
positive Funktion von T, p', f!b', . . . bedeutet85). Die Gesamtmenge 
von a ist 

85) Gibbs, l. c. p. 194. 
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wenn nun weder Ma noch f!a', f?a" negativ sein können, so kann bei 
kleinen Werten der räumlichen Dichten f?a', f?a" die Flächendichte roa 

beliebig grosse positive, aber nur kleine negative Werte haben. Die 
Relation (41) zeigt nunmehr auf Grund der eben gemachten Aus
führungen, dass eine geringe Beimengung eines Stoffes die zwischen 
zwei Medien bestehende Oberflächenspannung sehr stark vermindern, 
aber nicht sie beträchtlich vermehren kann. Ganz frisch gebildete 
Oberflächen lassen in der Regel eine Änderung der Oberflächenspan
nung nicht erkennen, insofern die Herstellung der statischen Ober
flächendichte Zeit beansprucht 86). 

Bringt man auf eine reine Wasseroberfläche kleine Kampher
stückchen, so löst sich der Kampher an den Berührungsstellen mit 
dem Wasser und wird dort die Oberflächenspannung herabgesetzt. 
Die Kampherpartikelchen geraten in lebhafte Bewegung dadurch, dass 
diese Änderung der Oberflächenspannung an verschiedenen Stellen in 
verschiedenem Masse geschieht 87). Lord Rayleigh 88) fand, dass die 
Bewegung des Kamphers erlischt, wenn die Wasseroberfläche durch 
eine 'Ölschicht, gleichgültig welcher Art, soweit verunreinigt wird, bis 
die Spannung eben auf den Betrag sinkt, den sie für Wasser, das mit 
Kampher gesättigt ist, erlangt, nämlich bis auf 53 ergjcm2, d. i. 72% 
des Wertes 74 für reines Wasser. Diesen "Kampherpunkt" bringt bei 
Olivenöl eine Schicht von ungefähr 2 x 10-7 cm Dicke hervor. Lord 
Rayleigh 89) hat den Einfluss noch geringerer Verunreinigungen des 
Wassers auf die Oberflächenspannung gemessen und fand, dass der 
Abfall der Spannung erst bei einer Ölschicht von etwa 1 x 10-7 cm 
mehr diskontinuierlich beginnt und nach Überschreitung des Kampher
punktes wieder träger wird. 

Der Ansatz (39) gibt Gibbs insbesondere Gelegenheit zu mannig
fachen Ausführungen über das V erhalten von Fliissigkeitshäuten. 

Dieselben Prinzipien bringt Gibbs auch auf die Trennungsflächen 
einer Flüssigkeit gegen einen festen amorphen oder kristallinischen 
Körper in Anwendung. Bei Kristallen würde die Spannung o an 
den begrenzenden Flächen noch eine Funktion der Stellung der 
Flächen im Kristall sein, und die Gestalt sehr kleiner, im Gleich
gewicht mit der umgebenden Lösung stehende1· Kristalle würde 

86) .A. Dupre, Theorie mecanique de la chaleur, Paris 1869, p. 377; 

Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 281 (Sc. papers 3, p. 341). 

87) V an der Mensbrugghe, Mem. couronnes de l'acad. de Belg. 34 (1869). 

88) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 30 (1890) (Sc. papers 3, p. 383). 

89) Lord Rayleigh, Proc. Roy. Soc. 47 (1890), p. 364 (Sc. papers 3, p. 347); 

.A. Pockfls, Nature 43 (1891), p. 437; 48 (i893), p. 153. 
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wesentlich durch die Bedingung bestimmt sein, dass die Summe :EtJF 
der Oberflächenenergien aller einzelnen Flächen ein Minimum in be
zug auf das vorliegende Volumen ist. 

Bei Rücksichtnahme auf die Schwere modifiziert sich infolge des 
Ansatzes ( 41) die frühere Bedingung ( 43) für die Gestalt der Trennungs
fläche zu den Gleichungen: 

, " ( 1 + 1 ) + ( ) da p - p = tJ ~ R. gw co s ns , de = gw, 

wobei n die nach B hin gerichtete Normale, ~ + ~ die mittlere 
1 I 

Krümmung nach B hin und w = w .. + w6 + · · · die totale Massen
dichtigkeit an der variablen Stelle der Teilungsfläche bedeutet. 

Die thermischen Beziehungen 1 zu denen der Ansatz ( 41) hin
führt, waren bereits zuvor von W. Thomson 90) durch Betrachtung ge
eigneter Kreisprozesse gewonnen worden. Um ein Beispiel zu geben, 
befinde sich eine ebene flüssige Lamelle A in gesättigtem Dampfe B. 
Die Teilungsfläche sei auf jeder Seite der Lamelle derart gelegt, dass 
die Oberflächendichte des einzigen vorhandenen Bestandteiles a .Null 
wird, dann folgt aus (41): dtJ =- sdT. Wird die Lamelle aus
einander gezogen und leitet man den Vorgang isothermisch und ohne 
Kondensation, also bei festbleibendem Gesamtvolumen, so ist für die 
Einheit entstandener Fläche die zuzuführende Wärmemenge 

da da 
Q = Ts = - T d T = - d logT' 

Leitet man dagegen . den Vorgang adiabatisch und bei konstantem 
äusseren Druck p, so gehört zu p als Druck des gesättigten Dampfes 
eine festbleibende Verdampfungstemperatur T, und um diese aufrecht 
zu erhalten, muss sich für die Einheit entstandener Fläche eine Menge 
~ .. Dampf kondensieren, deren Betrag sich durch die Bedingung der 
Wärmezufuhr Null: 

s - ~ a ( s" - s') = 0 

ergibt. Dem entspricht eine V olumzunahme ~ .. 1 Q .. ' der Flüssigkeit 
und eine Volumabnahme ~ .. /Q .. " des Dampfes und ist danach zur 
Erhaltung des Druckes von aussen her für die Einheit entstandener 
Oberfläche die Arbeit 

W = ps [s" 1 s' (~ - 2_)] 
'Ia 'Ia 

zu leisten. Der hier in eckige Klammer gesetzte Ausdruck folgt aus 

90) W. 1homson, Proc. Roy. Soc. 9 (1858), p. 255 oder Phil.Mag. (4) 17 (1859), 
p. 61; van der Mensbrugghe, Bull. de l'Acad. de Bmxelles 51 (1876), p. 769, 1\2 
(1876), p. 21; P. Duhem, Ann. de l' ec. norm. sup. (3) 2 (1885), p. 207. 
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der Abhängigkeit zwischen Temperatur und Druck des gesättigten 
Dampfes als der Differentialquotient dTfdp (vgl. Artikel Bryan V 3 
GI. (138)) und es entsteht demnach 

da dT da 
W = - P dT dp = - d log p · 

Das Produkt aus 6 in die t-te Potenz des Molekularvolumens 
M. der Flüssigkeit ( d. i. des Volumens einer Menge M Grammen, wenn 
M das Molekulargewicht bezeichnet), nennt Ostwald molekulare Ober-
{läihe'Yißfte'l'gie der Flüssigkeit. Der Differentialquotient- d(M}ti)fdT, 
(man könnte ihn molekulare Oberflächenentropie nennen), liegt für eine 
grosse Reihe von Flüssigkeiten nahe am Werte 2,1 erg f cm2 grad 91). 

Dieses merkwürdige, von Eötvös 92) und von Ramsay und Shields98) 

experimentell festgestellte Gesetz (siehe darüber den Artikel Kamer
lingh Onnes V 10) bietet eine Methode dar, das Molekulargewicht 
von Flüssigkeiten auf Grund von Kapillarkonstanten zu ermitteln. 

Zu denjenigen Kapillaritätserscheinungen, deren Theorie sich auf 
den Gibbs'schen Ansatz (41) basieren lässt, gehört endlich die Ab
hängigkeit der Oberflächenspannung einer flüssigen Metallelektrode 
gegen einen Elektrolyten von der elektromotorischen Kraft ihrer 
Polarisation 94). 

91) Für Wasser, das hier zu den Ausnahmen gehört, liegt die molekulare 
Ober:flächenentropie zwischen 0,9 und 1,2; danach ist für eine Wasserlamelle die 
oben besprochene latente Ausdehnungswärme nahezu gleich der halben zu ihrer 
Bildung gegen die Ober:flächenspannung aufzuwendenden Arbeit (Q = -!a). 

92) Eötvös, Ann. Phys. Chem. 27 (1886), p. 452. 
93) Ramsay und Shields, Zeitschr. f. physik. Chem. 12 (1893), p. 433. 
94) Für die Theorien in diesem experimentell reich durchforschten Kapitel 

der Elektrokapillarität vgl. F. Krüger, Gött. Nachr. 1904, p. 33; Jahrbuch d. 
Radioaktivität und Elektronik 2 (1904). 

(Abgeschlossen im Herbst 1906.) 



Dem Andenken Ludwig Boltzmanns. 

Dieses Heft bringt an erster Stelle den Artikel Boltzmanns über 

die kinetische 'l'heorie der Materie und damit zugleich das letzte 

Werk seiner Hand, die an dem Aufbau gerade dieser Theorie so 

entscheidend mitgewirkt hat. Die Niederschrift des ersten Teiles fiel 

noch in seine Leipziger Zeit; der Schluß wurde unter Mitarbeit von 

Dr. Nabl unmittelbar nach der californischen Reise Sommer 1905 

geschrieben, von der Boltzmann seelisch gestärkt zurückkehrte. So 

zeigt denn diese letzte Arbeit neben der Tiefe und umfassenden Trag

weite des Gedankens die Frische der Auffassung und die Lebendig

keit des Ausdruckes 1 die wir in den Zeiten der Blüte an ihm be

wunderten. 

Aber nicht nur durch diesen Artikel hat Boltzmann unser Unter

nehmen gefördert und ausgezeichnet; als Mitglied der akademischen 

Kommission hat er der Redaktion des physikalischen Bandes bei den 

allgemeinen Vorbesprechungen und bei der Wahl der Referenten 

wiederholt mit seinem Rat und Interesse beigestanden; auch bei be

sonderen unser Unternehmen betreffenden Anfragen teilte er gern 

aus der Fülle seiner Wissensschätze mit. 

Wie sein gesamtes Wirken in der Geschichte der Naturwissen

schaften fortlebt, so wird auch seine Mitarbeit in unserem engeren 

Kreise unvergessen bleiben; seiner tätigen Hilfe und seiner wuchtigen, 

einzigartigen Persönlichkeit werden wir ein treues und dankbares 

Andenken bewahren. 
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V 10. DIE ZUSTANDSGLEICHUNG. 
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H. KAMERLINGH ONNES UND W. H. KEESOM 

Litteratur. 
Bezeichnungen. 
Einheiten. 

IN LEIDEN. 

Inhaltsübersicht. 

I. Allgemeines U.ber thermodynamische Zustandsgleichungen und 
Diagramme. 

a) Thermodynamische Zustandsgleichungen. 

1. Bestimmung der thermodynamischen Grössen einer Phase durch ihre 
Komponenten und ihren Zustand. Bemerkungen über ihre Bestand
teile und ihre Molekülarten. 

2. Näheres über die Art des Gleichgewichts. 
3. Thermische Zustandsgleichung, kalorische Grundgleichung und fun-

damentale Zustandsgleichungen. 
4. Experimentelle und empirische Zustandsgleichungen. 
&;. Molekulartheoretische Untersuchungen über die Zustandsgleichung. 
6. Andere als molekulartheoretische Untersuchungen über die Zustands

gleichung. 

b) Thermodynamische Diagramme. 

7. Ebene Diagramme für einkomponentige Stoffe. 
8. Thermodynamische Flächen für einkomponentige Stoffe. 
9. Thermodynamische Diagramme auch für mehrkomponentige Stoffe. 

10. Gibbs'sche Tangentialflächen. 
11. Falten. 
12. Faltenpunkte. 
13. Faltentheoretische Betrachtungen. 
14. Gibbs'sche Tangentialkurven und Doppelpunktskurven. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 40 

Dieser Artikel ist nicht in der Druckerei von B. G. Teubner sondern zur grösseren 
Bequemlichkeit der Autoren in der Leidener Offlein von Ed. Ydo gesetzt und gedruckt. Der 
Leser wolle hiermit einige unvermeidliche Abweichungen in Schrift und Figuren von dem 
in der Encyklopädie sonst Herkommlichen entschuldigen. 
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II. Thermische Zustandsgleichung fU.r den 11uiden Zustand. 

a) Die Hauptzustandsgleichung von van der Wa.als, 
Historisches und Allgemeines. 

15. Untersuchungen über die Eigenschaften von Gasen, Dämpfen und 
Flüssigkeiten vor .Andrews und van der W aals. 

16 . .Andrews' p, V-Diagramm der Isothermen von C011, kritischer Punkt 
Liquid-Gas. 

17. Die Kontinuität des ßüssigen und des gasförmigen Aggregat
zustandes. Ableitung der heterogenen Gleichgewichte aus den 
homogenen. 

18. Die Hauptzustandsgleichung von van der Waals. 
19. Ableitung bekannter und Vorhersagung unbekannter Eigenschaften 

der Stoffe aus der van der ·w aals'schen Hauptzustandsgleichung. 
20. Die Verßüssigung früher permanent genannter Gase. 
21. Die Bedeutung der tiefen Temperaturen für die Zustandsgleichung. 
22. Die p, V, T-Fläche für die qualitative Diskussion der Eigenschaften 

des Fluidgebietes. Nahezu invariante Funktionen. 
23. Kontinuität oder Identität der ßuiden Zustände P 
24. Behauptete Unbestimmtheit gewisser ßuider Zustände bei gegebenem 

p und T. 
25. Die van der W aals'sche Hauptzustandsgleichung fiir binäre Gemische. 

b) Van der Waals' Gesetz der korrespondirenden Zustl.nde. 

26. Die reduzirte thermische Zustandsgleichung. 
2'i. Ableitung des Gesetzes der korrespondirenden Zustände aus dem 

Prinzip der mechanischen Ähnlichkeit. 
28. Die affine Verwandtschaft der Fluidgebiete der p, V, T-Flächen. 
29. Weitere Folgerungen aus der mechanischen Ähnlichkeit. 
30. Bedingnngen fü.r die mechanische Ähnlichkeit stationär sich bewe

gender :Molekülsysteme. 
31. Die tieferen Gründe der stationären Ähnlichkeit verschiedener 

Stoffe. 
32. Weitere Ausarbeitung des auf Grund des Korrespondenzgesetzes 

gewonnenen Bildes der molekularen Wirkungen. 

c) Vergleichung des Korrespondenzgesetzes mit der Erfahrung. 

33. Prüfung des Korrespondenzgesetzes durch affin transformirte, durch 
logarithmische und durch teilweise invariante Diagramme. Verwen
dung derselben zur Bestimmung der kritischen Grössen. Die Kor
respondenz binärer Gemische. 

34:. Gruppen korrespondirender Stoffe. 
35. Normale und assoziirte Stoffe. 
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36. Empirische rednzirte Zustandsgleichung für normale Stoffe. 
37. Kriterien für die Ähnlichkeit und für die Assoziation. 
38. Abweichungen von der Korrespondenz bei nicht assoziirten Stoffen; 

die Deviationsfunktionen. 

d) Berücksichtigung der experimentellen Ergebnisse bei Versuchen zur 
Darstellung der in der van der Waals'schen Hauptzustandsglei

chung eingeführten Grössen als Funktionen des Zustandes. 

39. Extreme Zustandsgebiete. 
40. Darstellung von bw als Volumfunktion durch Berechnungen über 

die Stossfunktion harter Kugeln. 1 e Modifikation von bw. 
41. Der kritische Virialquotient, der kritische Spannungs- und der 

kritische Dampfspannungsquotient. 
42. Das p, T-Diagramm der Isopyknen. Abweichung der p, V, T-Fläche 

von einer Regelfläche. 
43. Berücksichtigung der Freiheitsgrade im Molekül mittels der Zu

standsgleichung des Moleküls nach van der Waals. 26 Modifika
tion von bw. 

4:4:. Die Abweichung des zweiten Virialkoeffizienten von einer linearen 
Funktion der reziproken Temperatur. 

4:5. Experimentelles über die Volnmäuderung der inneren Energie. 
46. Die Ableitung der Zustandsgleichung aus der statistischen Mechanik. 
4:7. Berücksichtigung der Vergrösserung der Stosszahl bei der Annahme 

Boltzmann-van der Waals'scher Kräfte. 36 Modifikation von hw. 
4:8. Berücksichtigung des Aufbaus des Kohäsionsdruckes aus Boltzmann

vart der Waals'schen Kräften bei Konglomeratenbildung. Modifika
tion von aw. 

4:9. Berücksichtigung der Bildung von Konglomeraten bei der Berech
nung der Stossfunktion. Modifikation von Rw. 

50. Die Zustandsgleichung in der Nähe des kritischen Punktes Liquid
Gas. 

öl. Andere Formen der Zustandsgleichung. 
52. Weitere Probleme der Kinetik der Gase mit Rücksicht auf die 

Zustandsgleichung. 

III. Kalorische Grundgleichungen für den fluiden Zustand. 

a) Formelles. 

53. Bestimmung sämtlicher kalorischen Grössen durch die thermische 
Zustandsgleichung und eine kalorische Grundgleichung. 

54:. Umrechnung. verschiedener experimenteller Daten auf rv und x 
im Avogadro'schen Zustand mit Hülfe der thermischen Zustands
gleichung. Darstellung von :Yv und :Yp mit Hülfe des S, T- und 

des S, logT- Diagramms. ru für Gemische im .Avogadro'schen Zustand. 
40* 
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b) Experi.ID.itntelles. 

liö. Experimentelle Ergebnisse über die Temperaturabhängigkeit voD 
rtJA für schwer zerlegbare Moleküle. 

li6. Experimentelle Ergebnisse über die Temperaturabhängigkeit voD 
rtJA für leichter zerlegbare Moleküle. 

c) Molekulartheoretisches. 

li'i. Die BedeutiiDg der Molekularwärme bei konstantem Volumen im 
Ät10gadro'schen Zustande für die Kenntnis der Struktur der Moleküle. 

IV. Die Funda.ment&lgleichungen ftir den fluiden Zustand. 

a) Die Fundamentalllll.chen für normale einkomponentige Stoffe. 

58. Die Gibbs'schen Fundamentalgleichungen. Darstellung derselbeo 
durch die Gibbs'schen Fundamentalß.ächen. Ableitung der thermi
schen und der kalorischen Eigenschaften einer Phase aus denselben. 

li9. Beziehung der Fllndamentaldächen, sowie der aus denselben abge
leiteten ebenen Diagramme, unter einander. 

00. Die Liquid-Gas-Falte in der Energieß.äche. 
61. Das Maxwell'sche Kriterium für die gesättigte Koexistenz zweier 

Phasen. 
62. Die thermodynamische Ähnlichkeit verschiedener Stoffe. Anwendung

auf die Verftüssigung des W asserstoifs und des Heliums. 
63. Die reduzirten Energieß.ächen für normale Stoffe. Bau des Flüssig

keitskammes der Energießäche. 
64:. Die Konnodale auf der Energieß.äche. 
65. Die Darstellung der Abweichungen von der Korrespondenz der 

Energiefiächen. 

b) Thermodynamische Flächen für mehrkomponentige 
und für assoziirte Stoffe. 

66. Die van der Waals'sche ~-Fläche für binäre Gemische. 
6'i. Van der Waals' Methode zur Ableitung der heterogenen Gleich

gewichte zweikomponentiger Stoffe. Die Querfalte in der ~-Fläche. 
Einß.uss einer kleinen Quantität Beimischung zu einem einkomponen
tigen Stoffe auf die Koexistenzbedingungen. 

68. Die Längsfalte u.s.w. der ~-Fläche für den ß.uiden Zustand. 
69. Ternäre und quaternäre Gemische. Thermodynamische Flächen für 

assoziirte Stoffe. 

V. Ergänzung der Energiefliehe durch die 'J'eile, welche 
den festen ZustiLD.den entsprechen. 

'iO. Der glasig-amorphe Zusl:and. 
'il. Der kristallinisclle Zustand. 
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72. Mehrere Kristallzustände. 
73. Die Ergänzung der experimentellen Fundamentalfläche durch Extra

polation. Die Frage der Kontinuität des kristallinischen und des 
fluiden, bzw. glasigen Aggregatzustandes. 

74. Theoretische Ansätze über die Zustandsgleichung für den festen 
Zustand. 

75. Berücksichtigung der festen Phasen in den Fundamentalflächen für 
Gemische. 

VI. Kontrolirung der thermischen Zustandsgleichung und 
des Gesetzes korrespondirender Zustä.nde f\ir das Fluidgebiet 

bei speziellen Zuständen und Prozessen. 

A. Untersuchungen über die thermische Zustandsgleichung 
des Gaszustandes in der Nähe der Normaldichte. 

76. Die thermische Zustandsgleichung des Gaszustandes in der Nähe 
der N ormaldichte. 

a) Bestimmung der Molekulargewichte von Gasen und Dämpfen. 

77. Korrektion der Normaldichte auf die theoretische N ormaldichte. 
78. Ausdruck für die theoretische Normaldichte auf Grund von Dich

tigkeits- und Kompressibilitätsbestimmungen. 
79. Anwendung des Korrespondenzgesetzes. 
80. Vergleichung der physikalischen mi.t den chemischen Bestimmungen. 

b) Reduktion des Gasthermometers auf die Kelvinskala. 

81. Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient. 
82. Die absolute Temperatur und der absolute Nullpunkt. 

B. Ausführungen zur Liquid-Gas-Konnodale und ihrer 
unmittelbaren Umgebung. 

83. Die Dampfspannungsformeln. 
84. Korrespondenz der Dampf8pannungsformeln. Siedepunktsregeln. 
85. Cailletet und Mathias' Gesetz der geraden Mittellinie. 
86. Grenzlinie, Dichte des gesättigten Dampfes, Dichte, isobare Aus

dehnung und isathermische Kompressibilität der Flüssigkeit. 
87. Die Verdampfungswärme. 
88. Die spezifischen Wärmen der gesättigten Flüssigkeit und des gesät

tigten Dampfes. 

0. Die adiabatischen Prozesse. 

:89. Der isentropische Prozess. Die adiabatische Expansion ohne äussere 
Arbeitsleistung. 

90. Der Joule-Kelvin-Prozess. 
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Bezeichnungen. 

Dieselben wie Enc. V 3, Art. Bryan, mit Ausnahme von :x: ••• und X • •. 
und von der Unterscheidung zwischen Grössen in kleiner 

I 
I 
l 

und in kapitaler kursiver Schrift, z. B. v und V. 

Weiter 1): 

BBZEICHNUNG. 

A,B,C,D,E,F 
B<P>1 Q(P) 

ad, bd, ttd, bd 

aw, bw 
awaa1 awab, 
bwaa1 bwab 

u.s.w. 
bw11 bw2 U.S,W, 

DP 

fw 

G, L, s 
hp 

BEDEUTUNG. 

Die angehängten Indizes bilden, wenn in stehen
der römischer Schrift gedruckt, die Anfangsbuch
staben eines die bezeichnete Grösse oder einen 
besondren Zustand charakterisirenden Stichwortes 
(Majuskel für Personennamen, sonst Minuskel), z. B. 
aw, ad, vk, oder die chemische Formel des Stoffes, auf 
dt}n sich die Grösse bezieht, z. B. bwHe, Fussn. 337; 
wenn in kursiver römischer Schrift, deuten a, b auf 
die Komponenten (Nr. lc, 25), die übrigen auf eine 
durch den Buchstaben gekennzeichnete Grösse, z. B. 
~sv; wenn in griechischer Majuskel, deuten sie auf 
die zu Grunde gelegte Volumen- oder Masseneinheit. 

Virialkoeffizienten Nr. 36. 

Koeffizienten der nach p entwickelten empirischen 
Zustandsgleichung Nr. '78. 

Konstanten des geraden Durchmessers von Cailletet 
und Mathias (Nr. 22b und 28a). 

Van der Waals'sche Grössen, definirt Nr. lSa. 

} Id. Nr. 2iia. 

Koeffizienten der Entwicklung von bw Nr. 30b. 

Ordinate der Mitte1linie von Cailletet und Mathias 
Nr. 22b, S~. 

Die Konstante der van der Waals'schen Dampf
spannungsformal (Nr. 22b). 

Deuten auf Gas, Liquid, Solid Nr. '71, 72, 73. 

Das Planck'sche Wirkungselement, vergl. Fussn. 834. 

1) Die Bezeichnungen, die nur vorkommen in der Nummer, in welcher ihre 
Definition gegeben wird, oder für welche im Text auf die Definition hingewiesen 
wird, sind hier nicht aufgenommen. 
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Indizes 
r,®,M,N 

KH K 2, K 3 

K4.,K5,K6 

M 

[L], [M], [Z] 

Pkoex• Tkoex 

R, Rr, R9 , 

RM,RN 

T 

V, v, X, X 

U.S. W. 

Vum, Plim 

Vuq, Vvapo 

Pliq, Pvap 1 

7"Iiq, 7"vap1 

Grössen, in deren Definition die Volumen- oder 
Masseneinheit [siehe Einh. b 2)] eingeht, wird der 
(griechische) Buchstabe, welcher der gewählten Ein
heit entspricht, nur angehängt, wenn auf die Wahl 
der letzteren geachtet werden muss. So z.B. awr 
wenn die von van der Waals eingeführte Kohä
sionsgrösse aw sich bezieht auf das Volumen eines 
Grammes. 

Kritische Verhältniszahlen Fussn. 284. 

Kritischer Virial-, Spannungs-, bezw. Dampfspan
nungsquotient Nr. 4:la. 

= RM/ N. Diese Planck'sche Konstante giebt mit 1 T 
multiplizirt die mittlere kinetische Translations
energie eines Moleküls bei der Temperatur T, 
vergl. Fussn. 17 4. 

Molekulargewicht. 
Fundamentaleinheiten von Länge, Masse und Zeit 

Nr. 27. 1 

Avogadro'sche Zahl, vergl. Fussn. 173. 

Auf den kritischen Zustand Liquid-Gas sich be
ziehende Grössen (Nr. l6b). 

Koexistenzdruck, bzw. -temperatur Nr. l7b, 67f. 
Die Gaskonstante. Die Indizes deuten die Volumen

einheit an 23). So ist RM die molekulare Gas
konstante (= R von Enc. V 3, Art. Bryan), 
R r die spezifische Gaskonstante ( = B von Enc. V 3, 
Art. Bryan). 

Die Grösse R in der van der W aals'schen Hauptzu
standsgleichung (Nr.lSa). Als Funktion von v und 
T betrachtet Nr. 30 u.f. (vergl. Nr. lSc, 22d). 

Temperatur auf der absoluten oder Kelvinskala 
(Einh. c). 

Temperatur auf der Celsiusskala. 

Wir bezeichnen das Volumen, den molekularen Ge
halt u.s.w. einer homogenen Phase mit v, x u.s.w., 
einer Gewichtsmenge, die in verschiedene Phasen 
geteilt sein kann, mit V, X u.s.w. 

Limitvolumen, bzw.-dichte Nr. 39b. 

Volumen, Dichte, spezifische Wärme (r" bzw. r' von 
Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 24:) der gesättigten 
Flüssigkeit, bzw. des gesättigten Dampfes. 

. 2t Wir zitiren mit J<:inh. a, Einh. b u.s.w., deu folgenden Abschnitt "Ein
heiten unter a, unter b u s. w. 
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X, Y, x, Y i Molekularer Gehalt (Nr. 1c). 
u.s.w. 
«, ß 

ßr 

I ßp 
rv<cal), r V (caJ) I 

rp(cal) 

N 

Allgemeine unabhängige Variabelen der Gibbs'schen 
Fundamentalgrössen (Nr. lOa). 

Ausdehnungskoeffizient, Verhältnis der spezifischen 
Wärmen bei konstantem p und v u.s.w., im 
Avogt·ado'schen Zustande, Nr. 39a. 

Isothermische Kompressibilität Nr. 86{. 

== hpfkp. Vergl. Fussn. 834. 

Der Index (cal) deutet an dass die spezifische Wärme 
in Kalorien (siehe Einh. d) gemessen ist 599). 

Koeffizient der inneren Reibung Nr. 29b. 

Theoretisches Normalvolumen definirt in Einh. b. 

Innere Verdampfungswärme Nr. 8'7d. 

(als griechische Majuskel aufzufassen) Normalvolu
men definirt in Einh. b. 

Pnorm=Pooc,p=1 Normaldichte Nr. 7'7b, Einh. b. 

(/>s, (/>•1.• (/>s2l Stossfunktion, Stosskoeffizienten Nr. 
u.s.w. 

30b. 

1/J Statt ~vTa: Nr. 66, 6'7, 68. 

B, «, IJ, <1, -1 

II, 

p, '· t 

\ ,koex• 'uq• 'vap 
\ u.s.w. 

Freie Oberflächenenergie Nr. 29a. 

Reduzirte Virialkoeffizienten Nr. 36. 

Ordinate der reduzirten Mittellinie von Ca.illetet und 
1~1athias, Nr. 26a., S:i. 

Reduzirte Grössen definirt Nr. 26a. 

Von Pkoex, Vuq, Vvap u. s. w. abgeleitete reduzirte 
Grössen N r. 26a. 

Nicht näher spezifizirte Gibbs'sche FundamentA.l
grösse (Nr. IOa). 

~Die Gibb•'•chen Fundament&lg•ö•oen (N•. ii8). 
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Einheiten 8). 

a) Vorschläge 4) zur Einführung absoluter Einheiten sind auf diesem 
Gebiet noch nicht in die allgemeine Praxis durchgedrungen. Bei vielen 
Beobachtungen wird sogar der Druck noch gegeben in lokalen Milli
metern Quecksilberdruck (bei 0° C) oder lokalen Atmosphären (760 
mm) 5). Atmosphäre ohne weiteres wird theoretisch definirt als der 
Druck letztgenannter Säule am Meeresspiegel bei 45°N.B. 6). In der Defi
nition der normalen Atmosphä1·e ist vom Comite International des Poids 
et Mesures zunächst die normale Intensität der Schwerkraft gleich der 
Intensität der Schwerkraft im Bureau International dividirt durch 
1,0003322 angenommen 7). Sodann wurde in I dieselbe die normale 
Dichte (vergl. Fussn. 14) des Quecksilbers 8) = 13,59593, und die 
normale Intensität der Schwere 9) = 980,665 cmjsk2 aufgenommen. 
Um die jetzt eingebürgerte internationale Temperaturskala (vergl. c) 

S) Bei Rechnungen über die Zustandsgleichung kommen öfters die geringen 
Unterschiede von etwas verschieden gewählten Einheiten wesentlich in Betracht. 
So z. B. der Einfluss dl's Unterschiedes der Schwere an verschiedenen Orten auf 
die Bestimmungen der spezifischen Masse von Gasl'n, vergl. Leduc [a] p. 25, sowie 
die Abhängigkeit des Siedepunktes von der Definition der Atmosphäre 10) 11). (Vergl. 
auch Fussn. 915). 

4) H. Kame1•lingh Onne11 [a] p. 6 (daselbst ist die m.kg.sk-Druckeinheit, vergl. 
Fussn. 19, benutzt). M. Planck, Ann. Phys. Obern. 32 (1887) p. 479. Für ein System 
natürlicher Einheiten vergl. M. Planck, Ann. d, Phys. (4) 1 (1900) p. 120. 

5) In der Technik verwendet man noch die von der Atmosphäre wenig verschiedene 
Einheit 1 kg*fcm9, 

6) Die Reduktion eines an einem bestimmten Ort beobachteten Druckes auf 
nach der theoretischen Definition bestimmten Atmosphären ändert sich also wenn 
man für das Verhältnis der Schwerkraftsintensität am Ort zu der bei 45° N. B., die 
durch Angabe der geographischen Länge noch näher zu präzisiren wäre, durch weitere 
Untersuchungen über die Schwerkraft einen andern Wert findet. 

7) Proces Verbaux du Comite Internat. des Poids et Mesures, 1887, p. 86. 
Sanktionirt durch die Erste Allgemeine Konferenz "des Poids et Mesures" [0. R. 
des Seances de Ia Premiere Conference generale des Poids et Mesores (Trav. 
et Mem. du Bureau Internat. t. 12) p. 38]. 

8) Proc. Verb. du Comite Internat. etc. 1887 p. 86. 
9) Proc. Verb. du Comite Internat. etc. 1901 p. 120; angenommen durch die 

Dritte Allgemeine Konferenz etc., C. R. des Seances de Ia Troisieme Conf. gen, et<'. 
(Trav. et Mem. etc, t. 12) p. 68 (vergl. Fussn. 10). 
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weiter au-enge unverändert beibehalten zu können schlagen wir vor, 

an der ursprünglichen Sanktionirung 10) (760 mm Quecksilber bei 0° C 

unter 9norm = 9Bur. Int.: 1,0003322) festzuha.lten, und die in dieser Weise 

definirte Atmosphäre ( vergl. auch Fussn. 15 ), welche als experimentelle 

Grundlage der Messungen brauchbar ist, internationale Atmosphdre zu 

nennen H) in Analogie mit der Bezeichnung anderer realisirbarer 

Einheiten. 
Die cgs-Einheit des Druckes nennt man nach dem Vorschlag der 

"Commission chargee de l'etude des propositions relatives aux unites 

physiques du Congres International de Physique, Paris 1900," Barye 12). 

Die Megabarye, 106 cgs-Druckeinheiten, ist auch kurz Megabar 13) 
genannt worden. Nimmt man die Dichte 14) des Quecksilbers nach 

10) Das Internat. Bureau blieb auch in Übereinstimmung mit dieser Sank

tionirung und nicht mit dem Wortlaut von Proces Verbaux etc. (1887) p. 86, 

in dem die normale Dichte (vergl. Fussn. 14) des Quecksilbers nach Regnault 
= 13,59593 gesetzt wurde, indem dasselbe die Temperatur des Quecksilbers stets 

auf 0° C reduzirte, und nicht auf -0,0 1 bzw. -0,0 2 C, wie bei Festhaltung an 

dieser Dichte nach den Bestimmungen von Marek 14) bzw. Thiesen und Schee/ 11) der 

Fall sein sollte. Würde man an jenem Wortlaut festhalten, so wären alle Drucke, 

wenn sie in normalen Atmosphären oder in Quecksilberhöhe angegeben sind, sowie 

alle Temperaturen auf der internationalen Skala, so weit sie sich auf die Angaben 

des Bureau Internat. stützen, einer wenn auch kleinen Korrektur unterworfen 

(vergl. F. Kohlrausch, Lehrbuch der praktischen Physik, Hte Aufl., Leipzig und 

3erlin 1910, p. 669). Dasselbe würde gelten, wenn man die Festsetzung der normalen 

Intensität der Schwere= 980,665 cmfsk2 (Fussn. 9), die ohnehin mit der genannten 

Festsetzung der Ersten Konferenz nicht mehr verträglich ist, beibehalten würde 

(vergl. Fussn. 18). 
11) Uml dementsprechend Siedepunkt des Wassers die Temperatur, bei welcher 

es unter dem Druck einer internationalen Atmosphäre siedet. Neben dem Siedepunkt 

könnte mann weiterhin die Temperatur betrachten, bei welcher eine Flüssigkeit 

unter 1 Kilotor (vergl. Fussn. 19) siedet und die man KilotoYpunkt nennen könnte. 

12) Travaux du Congres Internat. de Phys., Paris 1900, t. 4, p. 63, 

13} Th. W. Richards und W. N. Stull, ZS. physik. Chem. 49 (1904) p. 9; die 

Abkürzung zu Bar, von . V. Bjerknes vorgeschlagen, siehe V. W. Ekman, Publi

.:ations de Circonstance du Conseil perman. intern. pour l'explor. de Ia mer Nr. 43 

(1908), p. 7, ist der Verwechslungsmöglichkeit mit Barye wegen, nicht zu 

empfehlen. 
14) Masse der Substanz dividirt durch die Masse eines gleichen Volumens 

destillirten Wassers bei der Temperatur seiner grössten spezifischen Masse 16), Die 

Definitionen von Dichte und spezifischer Masse 16) sind in Anschluss an Benoit 1') 

und Guillaume [Rev. gen. des Sc. 19 (1908) p. 262] genommen, im Gegensatz zu 

den früheren (Trav. Congr. Internat, de Phys. Paris 1900, t. 4, p. 61; Guillaume, 
Rapp. Congr. Internat. etc. 1900, t. 1, p. 99, siehe die ebenda p. 100 zugefügte Be

merkuug), die nocl!. Enc. V 1, Art. Runge, Nr. 8 beibehalten worden sind. 



628 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Zustandsgleichung. 

Thiesen und Scheel t5) 13,59545, für die spezifische Masse t6) des 
Wassers bei der Temperatur seiner grössten spezifischen Maue unter 
einer Atmosphäre 0,999973 i 7), und die normale Intensität der Schwer
kraft .9norm == 980,625 cm/sk2 1.8), so wird die internationale Atmosphäre== 
1,01321 x J06 Baryen. Unser p ist immer in intemat. Atmosphären 
(weiter kurz Atmosphären) gemessen. 

Für praktische Zwecke dürfte das m.kg.sk-System Vorteile vor dem 
cgs-System haben. Ein durch eine Quecksilbersäule an bestimmter Stelle 
(Bur. Intern. des Poids et Mesures) zu realisirender Druck der praktisch 
gleich 1 m.kg.sk-Druckeinheit ist, ist von der Commission der Assooia
tion Internationale du froid in Analogie mit dem praktischen elektromagne
tischen Maasssystem ein internationales Centitorricelli, abgekürzt Oentitor 
genannt worden 1.9). 

b) Einige Beobachter geben in ml (Milliliter) 20) das auf das Gramm als 

15) Thiesen und Scheel, ZS. fül' lnitrumentenk. 18 (1.898) p.138. W.l. Marek, 
Trav. et :Mem. du Bureau Internat. 2 (1.883), fand 13,5~56. Im Wortlaut der 
Definition der internatioualen Atmosphäre haben wir den Einfluss der Kompressibilität 
des Quecksilbers durch sein eigenes Gewicht aufgenommen entsprechend der Sach
lage, dass es sich nur um das genaue Angeben eines realisirten Druckes handelt. 
Dieser Einfluss ist aber bei den bis jetzt in Betracht gezogenen Genauigkeits
grenzen zu vernachlässigen. 

16) Masse eines dm3 der Substanz, gemessen in kg (Enc. V 1, Art. Runge, 
Nr. ö und 7). Vergl. Fussn. U. 

-17) Benoit, Trav. et Mem. du Bur. Internat. 14 (1910). Die spezifische Masse 
des Quecksilbers bei 0° C ist dann 13,5951. 

18) Nach der Definition im Text (vergl. Fussn.10) berechnet aus Yaur.lnt.=980,95i 
(Ch. Ed. Guillaume, Rapport presente a Ia Quatr. Conf. Gen. des Poids et Mesures, 
Paris 1907, p. 29). Vergl. Euc. V 1., Art. Runge, p. 7, Fussn. 4. 

19) Bull. Ass. Internat. du froid 2 (1911) p. 38. Die Bezeichnung Centitor 
statt Tor ist gewählt um die Benennung der vielfach vorkommenden Drucke zu 
vereinfachen. Nach dieser Bezeichnung wäre z. B. ein Kilotor = 751009 cm Queck
silber (vergl. Guillaume Fussn. 18) unter Ynorm = YBur. Int.: 1,00033221 oder 74,984. cm 
im Bureau International, sowie im Bureau International : 1 mm Quecksilber = 
1,3336 Tor, 0,001 mm wie in Röntgenröhren = 1,3336 Millitor. Nach dem jetzigen 
Stande der Wissen~chaft wäre 1. Tor= f Kilobar, 1 Kubikmete1·centitor = 1 Joule 
(vergl. Fussn. 20). 

20) Da das Volumen von Gasen und Flüssigkeiten, an denen die genauen Mes
sungen über die Zustandsgleichung bis jetzt hauptsächlich gemacht worden sind, 
durch auskalibriren des sie enthaltenden Gefasses ermittelt wird, behalten wir 
als absolute Volumeneinheit in diesem Art. das ml bei. Übrigens kommt nur bei 
einigen sehr genauen zur Zeit vol'liegenden Beobachtungen der Unterschied zwischen 
ml und cma (ve•·gl. a) in Betracht (z. B. Fussn. 23). 

Unsre Einheit des pvr ist die Milliliteratmosphäre = 1,01323 x 10e Erg; t 
Literatmosphäre = 1,01323 dmi.Megabarye = 1,01323 Kubikmetertor II) to). 
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Masseneinheit(vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, p. 73) bezogene spezifische Volu
men vr, oder die Dichte Pr= vr - 1, andere das auf das Grammmolekül 21) 

bezogene Molekularvolumen vM = Mvr. Für Gase ist, um beobachtete 

Volumina möglichst unabhängig von anderen Daten anzugeben, als Einheit 
das Normalvolumen 22) N (als griechische Majuskel aufzufassen) sehr 
geeignet, d. h. jenes welches die untersuchte, sonst nicht festgesetzte, 
Menge bei 0° C und 1 Atm einnimmt. Wir schreiben das in dieser 

Einheit gemessene Volumen VN = V~r. ooo,p = 1. Für Vergleichungen 

verschiedener Stoffe dagegen ist das theoretische Normalvolumen 23), 

das Volumen 8, welches die untersuchte Quantität einnehmen würde, 
wenn sie bei 0° C aus dem Avogadro'scben Zustande (Nr. 39a) 
nach dem Boyle'schen Gesetz auf 1 Atm gebracht gedacht wird, 
besser geeignet. Wir nennen das so gemessene Volumen ve. Es ist 

f.!e=VN Ne, Ne= M~ r,otc,p=1eM-1 (siehe Fussn. 23). 

c) Zu der Definition der absoluten oder thermodyna.mischen Tem-

21} Bei genauen Rechnungen wären die Atomgewichte anzugehen oder wenn 
dieselben der 'l'abelle, welche von der Internationalen Atomgewichtskoromission festge
stellt wird, entlehnt sind, die Jahreszahl beizufügen. Wir legen letzterer entdpre
chend den Atomgewichten 0 = 16 zu Grunde, H ist also 1,008 (1.911), vergl. Enc. 
V 3, Art. Bryan, Nr. 22. 

Verschiedene Autoren bezeichnen das Grammmolekül mit Mol, und dement
sprechend dessen Volumen, Wärmekapazität 10) u.s.w. mit Molvolumen, Molwärme 
(vergl. Nr. oöb), u.s.w. 

22) Diesen Namen finden wir in dieser Bedeutung zuerst bei J. E. Ve1·scha{feU, 
Leiden Oomro. Nr. 4.7 (1.899) p. 12. 

23) Im Gegensatz zu Normalvolumen bei /. E. Verschaffelt, Leiden Comm. 
Nr. 4.7 (1899) p. 12. Schc>n bei Rankine, Phil.Mag.(4.)2(1851)p.527,findetsichder 
Begriff als theoretical density. Auch schon benutzt von Sarrau, Paris C. R. 94. (1882) p. 
639, 101 (1885) p. 94.1; volume normal bei D. Berthelot Paris C. R. 126 (1898) p. 
141.5; dem entspricht Normaldensität bei van der Waals [e] Nov. 1898 p. 258. 

Das Avogadro könnte man das theoretische Volumen des Grammmoleküls hei 0° C 
und unter einem Kilotor (= Megabar, vergl. Fussn. 19) nennen, 

Nach D. Berthelot, ZS. f. Elektrochemie, 1904., p. 621 ist das theoretische 
Normalvolumen eines Grammmoleküls e.u = 224.12 ml. Dieselbe Zahl geben die 
Daten von Kamerlingh Onnes [e) Nr. 74 (1901) p. 5. Das Avogadro wird dann 22708 
ml. Die molekulare Gaskonstante RM (Nr. lSa, vergl. auch Fussn. 324) ist 
(Berthelot I. c., vergl. Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 4) 82,07 Milliliter
atmosphärefl0K (vergl. c) [= 83,15 Litertorf1°K 10) = 8,315 Clausius (vergl. e) = 
1,985 calf1°K (vergl. d und Fussn. 28)). 

Das thermodynamische Molekül nach Planck "> = 1,2026 x 10-8 Gramm
molekül (vergl. Fussn. 21). Für dasselbe mit den Einheiten ml und Barye wird 
(vergl. Nr. 18) Rn = 1. 
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peratur (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 9) ist näher hinzuzufügen, dass 
(vgl. Nr. 82) D. Berthelot 24) Too c = 273,0 09 findet. Wir werden den 
absoluten Temperaturgrad ein Kelvingrad nennen, und geben also z.B. 
den Siedepunkt des Wassers ( vergl. Fussn. 11 ) auf der Kelvinskala mit 

878,0 09 K(elvin) an. Als normale oder internationale Temperaturskala 25) 
ist angenommen die des Wasserstoffthermometers bei konstantem Volumen 

unter 17~00° = 113158 Atm bei 0° C 26). Die Abweichungen der Angaben 

von der absoluten Temperatur (siehe Nr. 82) sind bei diesem Thermo
m.eter zwischen 0° und 100° C zu vernachlässigen. Über 200° C wird 
aus experimentellen Gründen auf Stickstoff übergegangen; bis l 000° C 
würde die Korrektion dieser Skala (bei poo c = 1,3) nach GI. (37) 
Nr. 36 nur 0°,4 erreichen 27). Bei tiefen Temperaturen sind die 
Abweichungen der Angaben des Wasserstoffthermometers von der abso
luten Temperatur nicht zu vernachlässigen. Es ist also wünschenswert, 
der Feststellung hinzuzufügen, dass für Temperaturen unter 0° C auf 
Helium übergegangen wird 31), 

d) Betreffs der Einheit des Wärmequantums, der Kalorie, ist 
hinzuzufügen (vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 2), dass wir unsren 
Rechnungen 28) die 15°-Kalorie (14°,5-15°15 auf der internationalen 
Temperaturskala, das Wasser unter konstantem Druck = 1 Atm, bei 
Verhindrung oder Eliminirunt; von Verdampfung) zu Grunde legen. 

Eine praktisch gleich der m.kg.sk-Wärmeeinheit (= 107 Erg) zu 

24) D. Berthelot. ZS. f. Elektrochemie, 1904, p. 621. 
25} Da. der Normalzustand sich bezieht auf 0° 0 und 1 Atm (vergl. b), ziehen 

wir den Namen internationale Temperaturskala vor [Kamerlingh Onnes [e] Nr. 102b 
(1907), vergl. auch Harker, London Proc. Roy. Soc. A 78 (1906) p. 225, Wiebe, 
ZS. f. Instrumentenk. 28 (1908) p. 293]. 

26) Procl!s-Verbaux du Comite Internat. des Poids et Mesures, 1887, p. 85. 
Sa.nktionirt durch die Erste Allgemeine Konferenz, I. c. Fussn, 7. Vergl. Fussn. 
10. Vergl. auch Enc. V 1, Art, Runge, Nr. 2. 

27) Vergl. Nr. 82a und D. Barthelot (b] p. 102. Für die Strahlungsskala 
vergl. Enc. V 1, Art. Runge, Nr. 2. 

28) Wir entlehnen für dieselben (vergl. Fussn. 600) dem Art. von Scheel und 
Luther, Elektrotechnische ZS. 29 (1908) p. 746, Verb. d. D. physik. Ges. 10 (1908) 
p. 584 (vergl. auch Graetz, Winkelmann's Handbuch 2te Autl. III p. 561)1 die 
spezifische Wärme des Wassers bei 15° 0 in Arbeitsma.ass (Enc, V 3, Art, Bryan, 
Nr. 2) J = 4,188'107 [nach Diesselhorst, Elektrotechn. ZS. 1909 p, 337-339, wäre 
4,187•107 vorzuziehen, der Ausschuss für Einheiten und Formelgrössen, Verb. d. D. 
physik. Ges. 12 (1910) p. 476, hat 4,189•107 angenommen]. 
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setzende Wärmeeinheit definiren wir durch 1 cal = 4,188 internationale 
Thermojoule 29). 

e) Für die durch die Bestimmungen von c und d für Kelvingrad 

und Thermojoule mit Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (14) festgelegte Entropie

einheit ( 1 Thermojoule/ 1 oK) 30) ist der Name Glausius, für dieselbe pro 

Sekunde, die Einheit der Änderung der Entropie mii der Zeit, der Name 

Garnot vorgeschlagen 81). 

I. Allgemeines über thermodynamische Zustandsgleichungen 
und Diagramme. 

a) Thermodynamische Zustandsgleichungen. 

1. Bestimmung der thermodynamischen Grössen einer Phase 82) 

durch ihre Komponenten und ihren Zustand. Bemerkungen über ihre 

Bestandteile und ihre Molekülarten. a) Wir beschränken uns zu

nächst 88) auf die Betrachtung von mit der Zeit unveränderlichen 84), 

29) International, weil es als realisirte Einheit dienen soll um die Ergebnisse 
genauer Wärmemessungen möglichst unabhängig von anderen Daten anzugeben, 
Thermojoule im Gegensatz zu dem auf elektrischem Wege realisirten internationalen 
Elektrojoule. Es ist das internationale Thermojoule, bis spätere Messungen einen 
anderen Wert für J liefern (vergl. z.B. Fussn. 28 Schluss), gleich 10-2 dm3-Megabarye, 
oder Fussn. 20 entsprechend 1 m8-Centitor. 

30) Die von Th. W. Richards, Proc. Amer. Acad. 36 (1901), p. 327, vorge
schlagene gleichdimensionale Einheit von Wärmekapazität, der Mayer (~ Joule/1 Grad), 
bezieht sich auf Temperaturdifl'erenzen, nicht auf absolute Temperaturen. Unter 
Warmekapazität eines bestimmten Körpers verstehen wir die Wärmemenge, die nötig 
ist, um diesen Körper 1 Grad zu erwärmen. Um Zweideutigkeiten (vergl. Fussn. 599) 
zu vermeiden, wäre es besser, den Namen Wärmungswert des Körpers einzuführen. 

31) H. Kamerlingh Vnnes. Bull. Ass. Internat. du froid 2 (1911), p. 68. In 
Verbesserung des Rapp. 1er Congr. Internat. du froid (1908) t. 2, p. 439 von ihm 
gegebenen Vorschlags. Es wäre dem von der Commission der Ass. Internat. du 
froid 19) gemachten Vorschlag entsprechend Centitor 19), Kubikmeter 10), Kel
vingrad, Joule [wenn es sich um eine Wärmeeinheit handelt präzi~er Thermojoule 19)], 

Clausius, Oarnot, das für die praktische Thermodynamik geeignete internationale 
M aasssystem. 

32) Wir sprechen kurz von einer Phase auch in der Bedeutung des strengeren 
Ausdrucks: Stoff, der sich in einer Phase befindet. 

33) Für den weiter von uns betrachteten Fall des gesättigten Gleichgewichts 
koexistirender Phasen siehe Nr. Sc, 7 u.s.w., für Betrachtungen über statistische 
Mechanik Nr. 46 (vergl. Fussn. 38). 

34) llie Zeit, während welcher wir eine Phase betrachten, soll also noch klein sein, 
verglicheu mit der Zeit, in welcher eine aus einer solchen Zahl von Atomen bestehende 
Menge, dass in deren Mittelwertseigenschaften die individuellen (generalisirten) Koordi
naten und (generalisirten) Geschwindigkeiten der Atome nicht mehr bestimmend 
auftreten (vergl. Fussn. 38), eine merkliche Änderung erleiden kann (J. J. Thomson, 
Electricity and Matter, Westminster 1904, p. 103), gro'iS aber verglichen mit der 
mittleren Zeit, die zwischen den aufeinanderfolgenden Zusammenstössen eines Mole
küls mit anderen verläuft. Vergl. auch Fussn. 52. 

Encyklop. d. math. Wisseneeh. V 1. 



682 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Znatandagleicbnng. 

ruhenden llli), gleichtemperirten, von gerichteten Spannungen freien 86), 
iiber Dimensionen, welche gross gegen die molekularen sind, sich 
homogen 37) ausdehnenden, und allseitig homogen umringten Phasen 88) 

und sehen ab von der allgemeinen Gravitation sowie von elektrischen 
und magnetischen Erscheinungen 59). Der Wert der thermodynamischen 
Grössen fiir eine bestimmte Gewichtsmenge eines Stoffes in einer 
homogen aequilibrirten Phase wird dann erstens bestimmt durch die 
Anzahl und Art der Gibbs'schen Komponenten 40) dieser Phase und, wenn 
die Zahl der Komponenten grösser als eins ist, durch den Gehalt des 
Gemisches an denselben, sodann durch den Zustand 38), der bestimmt 
wird durch das Volumen und die Temperatur, zu welcher Angabe noch 
solche hinzugehören können, welche nötig sind, eine etwaige Mehr· 
deutigkeit aufzuheben, z.B. Angaben über den Kristallzustand. 

Um über die Zahl der Komponenten der Phase zu entscheiden, 
hat man zu untersuchen, ob aus derselben durch andere -'1.) als chemi
sche Mittel in wechselnden Verhältnissen Stoffe von verschiedenen ehe-

35) Für die Thermodynamik bewegter Systeme entsprechend den Gleichungen der 
elektromagnetischen Theorie bewegter Körper, siehe M,Plnnck,Derlin Sitz.-Ber. 29 (1907), 
p. 54.2, Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 1, F. Hasenöhrl, Wien. Sitz.-Ber. (2a] Hfi (1907), 
p. 1391, 117 (1908), p. 207, A. Einstein, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektr. 4 (1907), p. 411, 
F. J~ttner, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 145 (vergl. Nr. 8). Vergl. auch Fussn. 519. 

36) Über die Beziehung der Gleichungen zwischen den gerichteten Spannungen 
und den entsprechenden Deformationen zu der Zustandsgleichung; siehe Fussn. 60. 

37) Allerdings wird bei der ·Betrachtung von einigen für die Kenntnis der 
Zustandsgleichung wichtigen Erscheinungen die "Kapillarität 8114) sowie auch die 
Gravitation 671) berücksichtigt oder kommen durch die Molekularbewegung bedingte 
beobachtbare lnhomogenitäten in Betracht (Nr. öO). 

38) Enc. V 3, Art. Bryan, Nr, 24 und 28 (siehe auch /, W. Gibbs [c] p.152). 
Wir bestimmen die Phase nur durch die Mittelwerte über eine so grosse Zahl von 
.Molekülen und über eine so lange (vergl. aber Fussn. 34.) Zeit, dass dieselben als 
konstant angesehen werden können, betrachten also den Makrormtand (vergl. 
M. Planck [c) p. 47 u.f.), im Gegensatz zu dem Mikrozmtand, in dessen Bestim
mung die speziellen (generalisil'ten) Koordinaten und (generalisirten) Geschwin
digkeiten der individuellen Moleküle in einem bestimmten Zeitmoment eingehen, 
und der die statistische Phase (Nr. 4:8c, vergl. auch Nr. 4:8a) bildet. 

39) Bemerkt sei aber, dass jedem Stoff gleichgewichtsmässig immer Ionen 
oder Elektronen zugefügt sind, Von den, falls keine besondere Fürsorge getroffen 
ist, durch eine durchdringungskräftige, von radioaktiven Stoffen herrührende Strah
lung bedingten zugefügten sehen wir aber ab. 

40) Vergl. I. W. Gibbs [c) p. 117 u, f. Dieselben sind die unabhängig veränderlichen 
Bestandteile einer Phase, mit denen sich die ande1·n, dem jeweiligen Zustand nach, 
in, ein bestimmtes Gleichgewicht einstellen. Erläuterungen zur Wahl der Kompo
nenten H. W. ßakhuiB Roozeboom ZS. physik. Ohem. 15 (1894), p. 145 und [a] p.16, 

41) Z.B. Diffusion oder Überführung in andere Phasenkomplexe (Frak.tionirung). 
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mischen Eigenschaften, die abtrennbaren Bestandteile -'2), auszuscheiden 
sind, und zu sehen, wie dieselben in ihrer Gesamtheit bei den Bedin
gungen des Versuchs aus einer kleinst möglich angenommenen Zahl 
chemisch von einander unabhängiger Bestandteile 42) oder Gruppen von 
Bestandteilen, welche eben die Komponenten sind, abgeleitet werden 
können. Ist die Zahl der Komponenten grösser als eins, so gehört die 
Phase einem zwei- oder mebr-komponentigen Gemisch (Mischung) an. 
(Vergl. auch Enc. V 3, Art. Bryan, Fussn. 75.) 

b) Im Allgemeinen bleibt die Zahl der Komponenten eines Stoffes 
von sWchiometrisch unveränderlicher Zusammensetzung bei kontinuir
licher Überführung einer Phase in andere unter verschiedenen Versuchs
bedingungen nicht dieselbe "3) und noch weniger ist dies der Fall mit 
der Zahl der abtrennbaren Bestandteile, von welchen jeder wieder der 
Inbegriff verschiedener zu einem oder mehreren Bestandteilen gehörenden 
Molekülarten in bestimmten Verhältnissen zu einander sein kann. 

Ein einkomponentiger Stoff, in dem keine Veranlassung ist, mehr 
als einen Bestandteil anzunehmen, kann unter kontinuirlicher Ände
rung der Phase bei der Überschreitung einer gewissen Temperatur
grenze in ein Gemisch verschiedener abtrennbarer Bestandteile übergehen 
(Beispiel Wasserdampf nach Sainte-Claire-Deville oberhalb 1000° C "-')]. 
Tritt der spezielle Fall ein, dass aus dem Gemisch die Stammkomponente 
und derivirte Bestandteile von derselben stöchiometrischen Zusammen
setzung, aber anderen Eigenschaften bei geänderten Versuchsbedingungen 
abgetrennt werden können, so ist der ursprüngliche Stoff unter diesen 
Versuchsbedingungen teilweise isomerisirt,polymerisirt oder depolymerisirt 
(Beispiel Acetaldehyd). Es bilden beide letztgenannte Änderungen spezielle 
Fälle fortschreitender oder rückgehender Dissoziation. 

Sind aus einer Phase keine verschiedenen Bestandteile abzutrennen, 
so kann dennoch in gewissen Fällen sicher gestellt werden, dass poly
merisirte oder depolymerisirte Stoffe als weitere Bestandteile anzunehmen 
sind, deren Gleichgewicht sich so schnell einstellt M), dass die sich auf 

42) Wir verwenden das Wort Bestandteil in seiner allgemeinen Bedeutung, 
beschränken diese also nicht wie Bryan, Enc. V S Nr. 28 (siehe auch Bancro(t, 
The Phase Rule, Ithaca N. Y. 1897, p. 226, dessen Konstituenten an1lh denkbare 
Bestandteile umfassen). 

43) Beispiele siehe Bakhuis Roozeboom, I. ll. Fussn. 40. 
44) Vergl. W. Nernst und H. "· Wartenberg, Göttinger Nachrichten, Matb.

phys. Kl. 1905, p. S5. 
45) Eine Spur eines Katalysators kann hierauf von Eintluss sein. H. W. Bakhuia 

41* 
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die Phase beziehenden thermodynamischen Grössen eindeutig durch die 

Angabe eines der Bestandteile neben Temperatur und Volumen bestimmt 

werden [so z.B. i6) bei der Dissoziation von N20 4]. Auch diese Fälle 

gehören ebenso wie die vorher angeführten in die Chemie. 
Wir schliessen alle solche Fälle aus und beschränken uns also bei 

den einkomponentigen Stoffen auf den Fall, dass die einkomponentige 

Phase nur einen Bestandteil enthält 47). 

Verschiedene Erscheinungen können veranlassen, auf weniger zwin

gende Gründe als für den letzten Fall angeführt werden können, bei einem 
einkomponentigen Stoff mit nur einem Bestandteil eine der Beimischung 

(vergl. Nr. 35a) eines polymeren Stoffes analoge, durch jeweilige Werte 

von Temperatur und Volumen vollständig bestimmte Beimischung von Mole
külarten oder Gruppen von Molekülarten zu den gewöhnlichen Molekülarten 

oder Gruppen von Molekülartenanzunehmen (BeispieleNr. 3öb, vergl.Fussn. 

340). Man hat dann einen assoziirten einkomponentigen Stoff (Nr. 8ö) 4s). 

c) Ausser mit der Klasse der Stoffe mit einer Komponente, speziell der 

Stoffe mit einem Bestandteil, die nach vielen Riebtongen hin stark bearbeitet 
ist, werden wir uns mit der mit zwei Komponenten 49), wenngleich die

selbe quantitativ kaum durchmustert ist, zu beschäftigen haben wegen der 

sich auf dieselben beziehenden wichtigen, vorzugsweise qualitativen Unter

suchungen (Abschn. IVb); die mit drei und mehr Komponenten 49), die nur 

noch eben in Angriff genommen ist, werden wir nur ganz kurz berühren. 

Den Gehalt eines Gemisches an den Komponenten geben wir durch 
die molekularen Gehalte 50) a:, g .••• an, welche wir durch 

Roozeboom [a] p. 54; Amsterdam Akad. Vers!. Sept. 1902, p. 280; vergl auch 
J. D van der Waal6 [ej Okt. 1902. 

46) Durch die den Dissoziationsgesetzen entsprechende Färbung. Vergl. weiter 
J. W. Gibb&, Amer. J. of Sc. (3) 18 (1879), p. 277, 371. 

47) Siebe weiter den Artikel über Physikalische Chemie. 
48) Bei den assoziirten Stoffen (Nr. 86) werden die Gründe dieselben als solche 

aufzufassen der Zustandsgleichung oder Erscheinungen, die enge mit derselben zu
sammenhangen, entlehnt. 

49) Die mit zwei Komponenten werden auch wohl binäre, diE' mit drei ternllre 
Gemische (Mischungen) genannt u.s.w. Für die Bedeutung der Untersuchung binärer 
Gemische mit kleinem Gehalt an einem dE'r Komponenten für die experimentelle 
Bestimmung der Zustandsgleichung reine~ einkomponentigP.r Stoffe vergl. Nr. 67e. 

Die Untersuchung der binären Gemische ist unumgänglich für das·Vor-studium 
der Zustandsgleichung der einkomponPntigen Stoffe, sowohl der assoziirten (Nr. 69c), 
wie auch der nicht assoziirten wegen der immer anzunehmenden Konglomeraten
bildung (Nr. 48, 4:9). 

50) Zuerst M. Planck l. c. Fussn. '· Man gibt auch wohl die Konzentration, 
d. h. den nach Gewichtsmengen berechneten Gehalt, an. Z.B. Enc. V 3, Art. Bryan, 
Nr. 28, Planck [a] § 216. (Vergl. Fussn. 92.) 
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X= ,y u.s.w., (la) 

wo ma, mb . . • die in dem Gemisch anwesenden Gewichtsmengen der Kom

ponenten mit den Molekulargewichten Ma, Mb .•. vorstellen, definiren. Wir 

definiren weiter die molekulare Gewichtsmenge des Gemisches 51) durch 

M = Ma X + Mb y + .. ' .. U.S.W. (lb) 

2. Näheres über die Art des Gleichgewichts. a) Wir nennen 

in Ausführung von Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 17 eine Phase lokal 

stabil oder kurz stabil, wenn sie für alle kleinen Änderungen stabil ist, 

relativ stabil 52) eine solche, die in ein stabiles System von demselben 

Volumen und derselben Energie mit grösserer Entropie (ein mehr stabiles 

System) übergehen kann, wenn diese Überführung in mehr stabile Zu

stände bei ungeänderter Temperatur entweder nur durch labile Zustände 

hindurch oder gar nicht durch Gleichgewichtszustände bindurch stattzu

finden gedacht werden kann, absolut stabil, wenn sie sich in dem bei ge

gebener Energie und gegebenem Volumen am meisten stabilen Zustande 

befindet, metastabil 5S), wenn sie in ein mehr stabiles System stabil koexis

tirender Phasen (vergl. b) mit demselben Volumen und derselben Energie 

übergehen und ohne Überschreitung von labilen Zuständen in eine dieser 

Phasen übergeführt werden kann 54) 55) (vergl. auch Fussn. 160). Die Gren-

51) Entsprechend einer für jeden Gehalt gleichen Zahl von Molekülen, 
52) Auf die Frage ob nach genügend langer Zeit, den Gesetzen der statistischen 

Mechanik gernäss (Nr. 46), jede relativ stabile Phase in ein absolut .stabiles 

System übergeht, gehen wir nicht ein. Für den Begriff "fauro equilibres" von 

Duhem, welcher nach Ansicht der Ref. sich auf den des relativ stabilen Gleich

gewichts zurückführen lässt, sei auf den Art. Physikalische Chemie verwiesen. Für 

einen möglichen Zusammenhang mit dem Verschwinden von Freiheitsgraden vergl. 

Fussn. 643, Für einen solchen mit der den inneren Zustand der Atome bedingenden 

Corpusculartemperatur, indem z.B. die hohe Corpusculartemperatur des H2-Moleküls 

dasselbe für andere Moleküle, z.B. 02, solange die Molekular- oder Corpuscular

temperatur der letzteren noch nicht hoch genug ist, unangreifbar macht, vergl. 

J. J. Thomson, I. c. Fussn. 34, p. 101. 
53) Diese Bezeichnung wurde eingeführt von Ostwald [b] p. 517, 
54.) Die Kennzeichnung einer Phase als metastabil hat sich denn auch immer 

auf eine bestimmte, in stabiler Koexistenz mit einer anderen mögliche Phase zu 

beziehen. Eine Phase kann zu gleicher Zeit stabil, metastabil mit Bezug auf eine 

Phase a oder mehrere Phasen a, b, • , .. , und relativ stabil mit Bezug auf ein oder 

mehrere Systeme oder Phasen l, m, .... sein. Man ziehe zur Erläuterung die 

Gibbs'schen Tangentialllächen und ihre Berührungsebenen (vergl. Fussn. 108) heran. 

55) Metastabile Phasen, die nur bei Temperaturerhöhung entstehen können, 

nennt F. M. Jaeger, Ohem. News 96 (1907), p. 100, prostabile Phasen, 
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zender Temperatur und des Volumens, innerhalb welcher die verschiedenen 
Phasen bei unveränderter Zusammensetzung in diesen verschiedenen Arten 
des Gleichgewichts (vergl. auch Fussn. 101) sich befinden, bestimmen die 
absolut stabilen, relativ stabilen und metastabilen (Beispiel Nr. 17c) Exi
stenzgebiete. Labile Gleichgewichtszustände, die bei unveränderter Zusam
mensetzung mit der Natur der Phase vereinbar sind, bilden das labile 
Existenzgebiet (Beispiel Nr. 17c). Die Existenzgebiete der verschiedenen 
Phasen eines Stoffes bilden zusammen das entsprechende homogene Exi
stenzgebiet dieses Stoffes. Es wird durch Werte der Temperatur und des 
Volumens abgegrenzt, die im Allgemeinen verschieden sein werden je 
nachdem man für die Beurteilung, ob die Zusammensetzung der Phase sich 
ändert, die Existenz von Komponenten oder von Bestandteilen ins Auge fasst. 

b) Die heterogenen Gleichgewichte von gesättigt koexistirenden 
(Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 24) Phasen (vergl. Nr. 3c), welche Gleichgewichte 
neutral (Enc. V 31 Art. Bryan, Nr. 17, vergl. auch Fussn. 101) sind, 
werden nach den gleichen Merkmalen wie die einzelne Phase ( vergl. a) 
in lokal stabile, relativ stabile, absolut stabile unterschieden. 

3. Thermische Zustandsgleichung, kalorische Grundgleichung und 
fundamentale Zustandsgleichungen. a) Die thermische Zustandsgleichung 
für einen Stoff 56) 57) nennen wir die Gleichung 58), welche erlaubt, den 
Druck zu bestimmen, unter dem dieser Stoff mit bestimmten x, y, ..... 
bei gegebenem Volumen, gegebener Temperatur und gegebenen etwaigen 
Kristallparametern in ruhenden (vergl. Fussn. 35), homogenen (vergl. 
Fussn. 176 und Fussn. 37), aequilibrirten Phasen bestehen kann, abge
sehen von der Frage, ob dieser Gleichgewichtszustand experimentell 
erhalten bleiben kann oder nicht (vergl. c). 

Eine kalot·ische Grundgleichung nennen wir eine solche, welche 

56) Dem entsprechend nennen wir nach van der Waals [b] p, 51, (d] p. 3 
thermische Grössen die, welche aus p, v, T aufzubauen sind, wie dpfdT, dvfdT u.s. w. 
und in welchen 3uJ() T nicht eingeht. Aus den thermischen Grössen ableitbare 
kalorische sind z. B. isotherme Energiedifferenzen, latente Wärmen, Unterschiede 
verschiedener spezifischer Wärmen. Gleichungen für diese sowie für jene sind als 
Teile der Zustandsgleichung aufzufassen. Ist z. B. A gegeben, so bedeutet dies, dass 
dpjdT. (v'-v") [Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (138)] bekannt ist. 

57) Über den Beweis der Existenz einer solchen mit Hilfe der beiden Haupt
sätze der Thermodynamik und gewisser auf elektromagnetische Vorgänge im Vakuum 
bezüglicher Tatsachen siehe A. Byk, Ann. d. Phys. (4) 19 (1906), p. 441. 

58) Wir verstehen hierunter auch einen etwaigen Komplex von Gleichungen, 
Nr. lilb, Nr. 4:8, vergl. auch Fussn. 60, 
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für eine zusammenhängende, das ganze Temperaturgebiet durchlau
fende Reihe von Zuständen eines einkomponentigen Stoffes die Energie
differenzen mit einem Nullzustand anzugeben erlaubt. Eigentümlich
keiten derselben, durch welche sich verschiedene Stoffe unterscheiden, 
können (Nr. 43) mit solchen der thermischen Zustandsgleichung in 
Beziehung gebracht werden. Es sind beide Gleichungen also nicht 

mehr, wie früher üblich, als voneinander unabhängig zu behandeln 
und werden für die Ableitung der thermischen Zustandsgleichung die 
Beziehungen der kalorischen Grundgleichung zu der Konstitution (Abschn. 

Ilb und d, Nr. 57) von besondrem Interesse. 
Aus den kalorischen Grundgleichungen der Komponenten sind für 

alle Zustände eines eventuell mehrkomponentigen Stoffes, letzterenfalls 
unter der Nr. 54-e erwähnten Voraussetzung (vergl. Nr. 66b und 53c), 
mit Hilfe der thermischen Zustandsgleichung (Nr. 54) die Energiediffe
renzen mit demselben als Ausgangspunkt gewählten Zustand, also die 
kalorische Zustandsgleichung, abzuleiten. 

Die fundamentalen Zustandsgleichungen, abgekürzt Fundamental
gleichungen, von Gibbs werden aus der thermischen Zustandsgleichung 
und der kalorischen Grund~leichung gebildet und geben geeignete ther
modynamische Grössen, jede als Funktion der dabei geeigneten unabhän
gigen Variabeln 59), in der Weise, dass man aus einer solchen Funktion 
alle thermischen und kalorischen Grössen ableiten kann. Man kann 
(vergl. c) die Fundamentalgleichungen, wenn sie sich über alle homogenen 
Zustände desselben Stoffes erstrecken, als die vollständigen Zustands

gleichungen betrachten 60). 

b) Die thermische Zustandsgleichung für den fluiden Zustand 
normaler (Nr. 35b) einkomponentiger Stoffe bildet, dem Stande der 
molekulartheoretischen Forschung entsprechend, den Hauptgegenstand 
unsrer Betrachtungen (in Abschn. II und VI). Der fluide Zustand geht 
aber kontinuirlich in den glasigen über. Auch aus anderen Gesichts
punkten muss weiterhin bei dem Studium der Zustandsgleichung auf 

59) Gibbs [c] p. 142. Die vier ersten der dort p. 143 genannten 5 einander voll
ständig äquivalenten Arten von Gleichungen bestimmen je eine der Grössen tJ811 •• ·• 

%'11 ~1'·. ,, %'sp•. ,1 %'pT• • •• Sind diese Grössen in den zugehörigen unabhängigen Varia
beln explizite dargestellt, so nennen wir dieselben Fundamentalgrössen (vergl. Nr.lOa). 

60) Für 002 findet sich Nr.l8a die Hauptzustandsgleichung von vanderWaals, 
die (vergl. Nr. 18r) z. B. mit der Zustandsgleichung des Moleküls Nr. 48 zusammen 
annähernd die thermische Zustandsgleichung für das Fluidgebiet gibt; Nr. 66a weiter 
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die Eigenschaften des festen Zustandes geachtet werden (vergl. Nr. öc). 
Um diesem Gedanken Ausdruck zu verleihen, haben wir die Flächen
darstellungen der Fundamentalgleichungen für die einkomponentigen 
Stoffe (N r. 8a ), welche für die übersichtliche und . heuristische Darstel
lung der Ergebnisse betreffs der kristallinischen Zustände in ihrer 
Beziehung zu denen ftir den fluiden und den glasigen Zustand recht 
geeignet sind, besonders berücksichtigt (Abschn. IVa). 

c) Sind die homogenen Gleichgewichte durch die Zustandsgleichung 
(vergl. a) dargestellt, so können die heterogenen Gleichgewichte der 
betrachteten Stoffmenge in gesättigt koexistirenden (vergl. Nr. 2b) Phasen 
auf thermodynamischem Wege mit der Bedingung, dass p, T, /J-a· •••• 

rür sämtliche Phasen gleich sind, daraus abgeleitet werden. Für die
jenigen Grössen, deren Gesamtwert die Summe der Werte für die ein
zelnen Phasen ist (Nr. Sd, 9c) 61), kann der Wert dieser Grössen auch 
ftir alle Werte der unabhängigen Variabeln, für welche heterogene 
Gleichgewichte vorkommen, den von der Zustandsgleichung direkt gege
benen zugefügt werden. 

4. Experimentelle und empirische Zustandsgleichungen. Von den 
meisten Stoffen ist nur ein kleiner Teil des Existenzgebietes experi
mentell durchforscht. Die Resultate bilden die experimentelle Zustands
gleichung. Einzelne Gruppen dieser Resultate sind gewöhnlich in 
empirischen, nur jene Gruppe umfassenden und die Fehler der experi-

eine kalorische Grundgleichung für dasselbe, und Nr. 72 endlich für die 4 jetzt 
bekannten Aggregatzustände dieses Stoffes die fundamentale u,s,tt-Gieichung darge
stellt durch die u,s,v-Fläche, welche, wenn derselben noch die Gleichungen, die für 
jeden kristallinischen Zustand die Verhältnisse der Längen in verschiedenen Rich
tungen im Kristall als Funktion von v und T darstellen, zugefügt sind, die voll
ständige Zustandsgleichung ergibt. 

Indem wir die allgemeinen Beziehungen zwischen Deformationen und gerich
teten Spannungen (vergl. Fussn. 36), wie gewöhnlich geschieht, noch zur Ther
moelastizität rechnen (siehe Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 21), beschränken wir uns 
auf eine engere A.ullassung als die von Gibbs [cJ p. 362, bei dessen A.uffassung der 
Zustandsgleichung auch die Deformationen als unabhängige Variabeln in die Gibbs'
schen Fundamentalgleichungen eingehen. Es ist die Gibbs'sche Auffassung nicht 
nur umfassender, sondern auch rationeller, da jene Beziehungen mit der Zustands
gleichung für spannungsfreie Zustände einen zusammenhangenden Komplex von Glei
chungen bilden, deren molekulartheoretische Interpretation nicht voneinander getrennt 
werden kann (vergl. Nr. 47b). Für den Zweck der Enzyklopädie scheint unsere Be
schränkung aber vorläufig noch erwünscht. 

6t) Es setzt dies voraus, dass der Beitrag der Kapillarschicht vernachlässigt 
werden darf. 

Für die Einstellung des heterogenen Gleichgewichts vergl. Fussn. 804 und Nr. 88b. 
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mentellen Bestimmung möglichst ausgleichenden (vergl. Fussn. 84) 

Einzelformeln niedergelegt. So findetd man empirische Formeln für 

Ausdehnungskoeffizienten, latente Wärmen u.s.w. von verschiedenen 

Stoffen. Wenn man diesen Tatbestand, nötigenfalls durch Vermittelung 

thermodynamischer Formeln und mit Hülfe von weiterer Ausgleichung 

und Extrapolation ausserhalb des Gebietes der Beobachtung nach Ana

logie mit Beobachtungen von anderen Stoffen, vereint, so kann man 

zusammenfassende empirische Gleichungen verschiedener Art bekom

men, die bei der Berechnung verschiedener thermodynamischer Grössen 

(vergl. Nr. 6) Anwendung: finden. Man kann in dieser Weise fort

schreitend zu der empirischen fundamentalen Zustandsgleichung für 

einen Stoff auf Grund des gesamten Versuchsmaterials über denselben 

aufsteigen. Eine derartige einheitliche und rationelle Zusammenfassung 

verschiedenartiger, denselben Stoff betreffender experimenteller Einzel

ergebnisse ist sowohl für die Vergleichung von Theorie und Beobach

tung einerseits, als für die Vergleichung der verschiedenen Stoffe 

andrerseits erwünscht. Sehr erleichtert wird sie, wenn man über ge

eignete, leicht zu handhabende, über ein grosses Gebiet für alle Stoffe 
anwendbare empirische thermische Zustandsgleichungen verfügt 62), die 

sich flir die verschiedenen Stoffe nur durch individuelle Parameter 
unterscheiden. Kamerlingh Onnes hat versucht, solche für den fluiden 
Zustand normaler (Nr. 3äb) einkomponentiger Stoffe aufzustellen (vergl. 

Nr. 36, für mehrkomponentige Nr. 66c). In verschiedenen Nrn. ist 
angedeutet, wie die Rechnungen mit einer den Beobachtungen entspre

chenden Genauigkeit mit Hülfe von empirischen Zustandsgleichungen 

dieser besondren Form geführt werden können (Abschn. VI). 

5. Molekulartheoretische Untersuchungen über die Zustandsglei
chung. a) Als wichtigste Aufgabe der Untersuchung der Zustandsglei

chung betrachten wir die Ableitung der fundamentalen Zustandsglei
chung für verschiedene einkomponentige Stoffe aus Voraussetzungen 

über den atomistischen Mechanismus derselben, und die Verbesserung 

dieser Voraussetzungen auf Grund der Vergleichung von Rechnung und 
Beobachtung. Bei Voraussetzungen, die den auch auf anderen Gebieten 

gewonnenen Einsichten (vergl. Nr. 32) Rechnung tragen, ist es aber klar, 
dass die Rechnung gleich auf unüberwindliche Schwierigkeiten führt. 

62) Diese dürften zugleich bei der kritischen Bearbeitung der sehr ungleich
wertigen Messungen von Wert sein. 
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Man muss also die Voraussetzungen möglichst vereinfachen, und wird 
dann bei verschiedenen Rechnungen zu verschiedenen vereinfachenden 
Vorstellungen geführt, sodass z.B. jene, aus welchen man die thermische 
Zustandsgleichung für den fluiden Zustand eines Stoffes ableitet, sich 
gewöhnlich nicht mehr decken mit jenen, welche man für die Ablei
tung der kalorischen Grundglßichung desselben braucht. Die kogeiför
migen Moleküle, mit welchen bei der Ableitung der thermischen Zu
standsgleichung im Allgemeinen operirt wird, sind schon, wenn es 
einen zweiatomigen Stoff gilt, ungeeignet für die Ableitung der kalo
rischen Grundgleichung und werden dann durch Rotationsellipsoide 
ersetzt. Derartige Unterschiede in den Vorstellungen, von denen man in 
zwei Teilen desselben Problems ausgebt, werden unzulässig, wenn es auf 
strenge Rechnung ankommt. Ebenso z.B. im Allgemeinen, wem1 es sich 
um das Verknüpfen von aus den Voraussetzungen abzuleitenden Eigen
tümlichkeiten in der thermischen Zustandsgleichung mit solchen, welche 
die kalorische aufweist, handelt (Nr. 4.3). Dennoch werden die gedachten 
Unterschiede ganz a.m Platz bleiben, wenn die weitere Vereinfachung 
der Vorstellung in dem einen Teil des Problems als ein Schritt in der 
Lösung dieses Teils betrachtet wird, bei welchem durch Mutmassung 
über das wahrscheinliche Resultat eine für die Bildung von Mittelwerten 
nötige aber unausführbare Berechnung in für den betrachteten Fall 
zulässiger Weise übersprungen wird. Beim oben angegebenen Teil des 
Problems, welches sich auf die Volumkorrektion in der thermischen 
Zustandsgleichung bezieht, dürfte dies bei der Ersetzung des Volumens 
des Ellipsoids durch jenes einer Kugel für nicht kompressibele Mole
küle bei geringen Dichten der Fall sein. Bei der Schwierigkeit der 
vielen Teilprobleme, welche die meisten Fragen mitbringen, macht sich 
das Bedürfnis an richtigen Griffen fast überall geltend und ist der 
relative Mangel an strengen Rechnungen auf dem Gebiet der mole
kulartheoretischen Erklärung lei$t zu verstehen. 

Von strengen molekulartheoretischen Rechnungen ist bis jetzt über
haupt nur dann die Rede gewesen, wenn es sich um Ableitung. der
jenigen Gleichungen handelt, in welche die thermische und kalorische 
Zustandsgleichung im Grenzfall geringer Dichten übergehen. Das Pro
blem geht dann ein in die "Kinetik der wenig komprimirten Gase", in 
welcher die Rechnungen nach den Grundsätzen der statistischen Me
chanik (Nr. 4:8) geführt werden und gewiss noch wohl weiter gefO.hrt 
werden können (Nr. 62). Auch dann hat man aber bis jeut vom Einfluss 
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der mit den molekularen und intramolekularen Bewegungen verknüpften 

Strahlungserscheinungen für die Ableitung der thermischen Zustands

gleichung abgesehen (vergl. aber Nr. 43d), für die kalorische Grundglei

chung sind für dessen Berücksichtigung nur noch die ersten Ansätze 

gemacht (vergl. Nr. 57{). 

Sehr weit in dem Ausdenken einer Vereinfachung des vorgelegten 

Problems ist van der Waals (Nr. 18a) gegangen, als er die Berech

nung des Einflusses der molekularen Anziehung durch die Berechnung 

des Kohäsionsdrucks ersetzte. Durch diesen Rechnungssprung gelang 

es ihm aber unter Berücksichtigung des Molekularvolumens, die kriti

schen Erscheinungen abzuleiten und damit zugleich die "Kinetik 

der komprimirten Gase und der Flüssigkeiten" zu schaffen. Wie 

im Anfang wird auch weiter der Weg in dieser Kinetik nur "gewisser

massen durch Inspiration" 63) zu finden sein. Denn auf diesem 

Gebiet scheint wohl nichts anderes möglich als durch Extrapolation 

oder durch Hypothesen, wie vorher genannt, die Lösung von den 

Teilproblemen, die hier zu vorläufig noch unausführbaren Rechnungen 

leiten, vorzugreifen. (Vergl. Nr. 18a und Abschn. IId). Es sind in 

dieser Richtung schon erfolgreiche Ansätze zu verzeichnen. Dieselben 

finden ihre Rechtfertigung dann vor der Hand zwar nur in der Über

einstimmung des Resultats der weiteren Rechnung mit der Beobach

tung. Wir halten es aber für wahrscheinlich, dass es einmal gelingen 

wird, dieselben als Bild der dann erhaltenen Lösung eines jetzt 

jedesmal noch mit Hülfe einer Hypothese eliminirten Teilproblems 

erscheinen zu lassen. So dürften der schöne qualitative Anschluss 

der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten 

aw, bw und Rw (Nr. 18a) in gewissen Zustandsgebieten, und die 

Erfolge, welche . in Zustandsgebieten, wo dieselbe quantitativ abweicht, 

bei der Betrachtung von aw , bw , Rw als Funktion des Zustandes 

erhalten sind, daraus zu erklären sein, dass für jeden dieser Fälle 

die gewählte Darstellung mit dem, was eine strenge Anwendung 

der statistischen Mechanik für jenes Gebiet liefern würde, mehr 

oder weniger übereinstimmt. Abschn. Ud sucht dies möglichst her

vorzuheben. 
b) Zu dem merkwürdigsten auf dem Gebiet der Forschung der 

Zustandsgleichung gehört gewiss wohl das Zutreffen des van der 

68) L. Boltzmann [b] p. 154. 
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W aals'schen Gesetzes der korrespondirenden Zustände f'l1r den fluiden 
Zustand M) , weit über die Grenzen der Gültigkeit der Zustandsglei
chung (Nr. 18), aus welcher es ursprünglich abgeleitet wurde, hinaus. 
Indem man das Prinzip der mechanischen Ähnlichkeit heranzieht, 
lässt sieb dieser Umstand erklären und kann man versuchen, Rück
schlüsse auf gewisse Eigentümlichkeiten der stationären Prozesse, welche 
hier in Betracht kommen, zu machen (Nr. 31b, c). Wir haben jenes 
Gesetz in den Mittelpunkt unserer Betrachtungen gerückt (Abschn. 
Ilb, Ilc, VI). Von den Abweichungen haben wir diejenigen, die 
bei tiefen Temperaturen sieb zeigen (Nr. 34c, 38d, 76b, 8ob, 87b, 
90c), besonders beachtet. Es scheinen die Zustandsgleichungen der 
nicht assozürten Stoffe mit schrittweiser Deviation (Nr. 84, 38) auf 
weit abweichenden Verhältnisse für die Stoffe mit tiefen kritischen 
Temperaturen zu führen und dies weist wahrscheinlich auf eine Ver
einfachung der VerbältniBBe der Molekularwirkung bei denselben 
hin. Aus jenen Abweichungen wäre also der wichtige Schluss zu 
ziehen, dass die ersten weiteren Erfolge im Aufstellen einer quanti
tativ zutreffenden molekulartheoretischen Zustandsgleichung fiir -den 
fluiden Zustand bei dem Studium der Stoffe mit tiefer kritischer 
Temperatur und ~sonders des extrem gestellten und dazu noch ein
atomigen Heliums zu erwarten sind (Nr. 21c und d). Dies wäre insbe
sondre auch der Fall, wenn die Vereinfachung in dem Aussterben von 
Schwingungen nach der Hypothese der elementaren Wirkungsquanten 
(Nr. o'if) bestehen würde. 

c) Die einfacheren Vorstellungen, mit welchen man bei den Be
trachtungen des fluiden Zustandes arbeitet, entfernen sich besonders 
von denjenigen, welche man über den Atommechanismus des festen 
Zustandes von anderer Seite bekommt (z.B. Nr. 'i4c und Fussn. 828). 
Speziell weist hier die wohl nicht zu umgehende Frage nach der 
Rolle freier und gebundener Elektronen, sowie die Berücksichtigung 
des Strahlungsgleichgewichts auf die Unmöglichkeit, weiterbin die 
Thermodynamik in der gewöhnlieben Weise abzugrenzen (Nr. 74:). 
Wir werden, um die gewöhnliche Abgrenzung möglichst wenig zu 
überschreiten, dem angrenzenden Gebiet nur die Vorstellung der 

64) Dieses Gesetz ist, wie in Abschn. Ilc auseinandergesetzt wird, ein Annähe
rungsgesetz. Die übrig bleibenden Abweichungen sind aber in Yielen Fällen so gering 
dass das Auffinden der reduzirten (Nr. 26) Zustandsgleichung des einen Stotfes aus 
der eines andern als Korrektionsproblem (Nr. 88g) erscheint.. 
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Planck'schen Vibratoren entlehnen, welche die kalorische und die 

thermische Zustandsgleichung bei den festen Stoffen aufs Engste 

verknüpft. 

Das Studium der Zustandsgleichung des fluiden Zustandes lässt_sich 

a.ber, wie in Nr. Sb hervorgehoben, nicht mehr von dem des festen 

Zustandes trennen. Zunächst wird letzteres also zu einer schrittweisen 

Verfeinerung der einfachen Bilder des Flüssigkeitzustandes drängen 

in der Richtung, welche dieselben für die Erklärung des festen Zu

standes besser geeignet macht und zur Wiederholung der bisher ge

führten Rechnungen mit Berücksichtigung dieser Verfeinerungen. Umge

kehrt sind die aus dem Studium des fluiden Zustandes gewonnenen 

Vorstellungen bei der Betrachtung des festen einzuführen. Wir haben 

diesen beiden Richtungen Ausdruck verliehen, indem wir versucht haben, 

so viel wie es uns möglich war, die Boltzmann'schen Haftprozesse 

(Nr. 3tb) in die Darstellung einzuführen (Nr. 31, 32, 48c, 49a, 73a), 

auf die in verschiedenen Fällen sehr verschiedene Ausbildung der

selben gernäss den Prinzipien der statistischen Mechanik hinzuweisen 

(vergl. Nr. 47b) und einfachere Bilder als der jedAsmaligen Verteilung 

angepasste Mittelwertsvorstellungen zu erklären (Nr. 47c, 48b, 49a). 

Der feste Zustand bietet seinerseits wieder ein Mittel zu sehr 

vereinfachten Problemen vorzudringen. Denn bei weitgehender An

näherung an den absoluten Nullpunkt gehen verschiedene die Zustands

gleichungen des festen Zustandes betreffende Probleme in solche über 

(vergl. Nr. 2te), welche sich auf 8chwingungen kleiner Amplitude 

oder vereinzelter Teileben beziehen (vergl. Nr. 74e). Es scheint also 

das Studium dieser Probleme bei tiefen Temperaturen in erster Reihe 

geeignet, um zur richtigen Wahl der zur Erklärung des fluiden 

Zustandes einzuführenden Bilder beizutragen. 

6. Andere als molekulartheoretische Untersuchungen über die Zu
standsgleichung. a) J?urch Anwendung der thermodynamischen For

meln auf die Zustandsgleichung 65) kann man über allerlei Eigen

schaften und Prozesse, insbesondre über die heterogenen Gleichgewichte 

(vergl. Nr. 3c), in theoretisch strenger Weise Schlüsse ziehen, welche 

entweder für die Kenntnis dieser Eigenschaften oder Prozesse von Wich-

65) Über die zu verneinende Frage, ob die thermische Zustandsgleichung aus kalori
schen Beziehungen oder energetisch abgeleitet werden kann, vergl. J. D. van der Waals 
(b] p. 51, (d] p. S und Ph. Kohmtamm, J. chim. phys. 3 (1905), p. 665. 
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tigkeit sind, oder umgekehrt durch ihre Vergleichung mit der El1ah
rung über die Richtigkeit der benutzten Zustandsgleichung zu urteilen 
erlauben. Letzteres ist von unsrem Gesichtspunkt aus das wichtigere 
(vergl. Nr. ia). Wenn man sich mit einer qualitativen Erklärung der 
Erscheinungen oder mit qualitativen Rückschlüssen begnügt, wird man 
dabei gewöhnlich eine einfache molekulartheoretische Zustandsgleiclaung 
benutzen. Vergl. z. B. Abschn. IV. Nach dem Muster der mit dieser 
angestellten Rechnungen werden dann vielfach die Verwertung der 
experimentellen Daten und die Bearbeitung der empirischen Zustands
gleichungen (Nr. 4) geführt (vergl. Abschn. VI). 

b) Graphische Behandlung der Zustandsgleichung. Bei den unter 
a genannten Untersuchungen werden öfters allerlei graphische Vor
stellungen, Schaulinien, - kurven, - fliehen verschiedener Art benutzt, 
die wir zusammen als thermodynamische Diagramme bezeichnen (vergl. 
Fussn. 68). Wie fruchtbar dieselben sein können 66), beweisen die 
Folgen, welche sich an das Aufstellen des Diagrammes der Kohlensäure
isothermen von Andrews (Nr. 17, vergl. Nr. 18) knüpften. 

Die meiste Anwendung finden Diagramme qualitativer Art 67) mit 
bisweilen weitgehender Extrapolation über das Beobachtungsgebiet hinaus 
gezeichnet. 

Gehen die Energie und Entropie in die bestimmenden Grössen ein, 
so kommen der erste und zweite Hauptsatz besonders einfach zum 
Ausdruck, was vielleicht noch mehr als ihre Anschaulichkeit zu der 
vielfachen Anwendung dieser Diagramme führt. Von den Diagrammen 
dieser Art ist von besondrer Bedeutung die Fläche der freien Energie, 
mit welcher van der Waals die Gleichgewichtszustände koexistirender 
Phasen binärer Gemische abgeleitet hat (Abschn. IVb). Weitere Dia
gramme dieser Art sind die übrigen Flächendarsteilungen der Gibbs
schen Fundamentalgrössen. Die allgemeinen Eigenschaften dieser Flä
chen, welche durch die eben genannte Anwendung auf die binären 
Gemische eine grosse Bedeutung bekommen haben, werden wir in 

66) Augenfällig ist, dass dieselben auf die auszufüllenden Lücken in der Erfahrung 
hinweisen (z.B. Tafel I Nr. 86 nnd Abschn. V). 

67) Wir sind, sowohl was die Beobachtungen als was die Bearbeitung derselben 
zum Zweck der Vergleichung mit der Theorie betrill't, noch weit davon entfernt, 
dass die qualitativen Diagramme nur noch als Erläuterungsbilder der in geeignete 
analytische Form gebrachten empirisch ea:akten Darstellung der experimentellen 
Ergebnisse und die Konstruktionen als die der Näherungsrechnung entsprechende 
graphische Lösung zu betrachten seien. 
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Abschn. IVa erläutern an der Gibbs'schen Energiefläche für einkom

ponentige Stoffe, deren Anwendung auf den festen Zustand wir schon 

Nr. 3b erwähnten, und die sich in dieser Beziehung mit Rücksicht 

auf Abschn. V (vergl. Nr. 3b) besonders empfahl. 
Um die Ausführungen, welche wir über verschiedene Eigenschaften 

der Diagramme zu machen haben, unter einen gemeinsamen, sämtliche 

Eigenschaften derselben umfassenden Gesichtspunkt zu bringen, schicken 

wir eine angerneine Behandlung der Diagramme in Abschn. Ib voraus. 

b) Thermodynamische Diagramme 68). 

7. Ebene Diagramme fiir einkomponentige Stoffe 69). a) Die von 

zwei unabhängigen Variabeln, als welche wir Temperatur und Volumen 

gewählt haben (vergl. Nr. 1), bestimmten Zustände einer bestimmten 

(Gewichts-) Menge einer einkomponentigen Substanz in homogen aequi

librirten Phasen (Nr. Ia) können sämtlich dargestellt werden durch die 

Punkte eines ebenen für diese (Gewichts-) Menge 70) konstruirten Dia

gramms 71); im Indikatordiagramm (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 8) sind 

als solche p und V als rechtwinklige Koordinaten gewählt (verschiedene 

andere Nr. 33a, vergl. auch Nr. 76b und 8äa). Gibt es mehrere homo
gene Zustände, die zu einem und demselben Wartepaar der unabhängigen 
Variabeln gehören, so sind die darstellenden Punkte aufzufassen als 

verschiedenen Blättern, die man homogene Blätter 72) nennt, angehörend, 

68) Einen Teil der allgemeinen Bemerkungen ülier die thermodynamischen Dia
gramme sowie der faltentheoretischen Betrachtungen verdanken wir der Freund
lichkeit von Herrn D. J. Korteweg. 

Um die Tragweite der in diesem Abschnitt gegebenen allgemeinen Betrachtungen 
deutlich zu machen, werden wir in den meisten Fällen auf die Diagramme, die in 
verschiedenen späteren Nrn. enthalten sind (für einkomponentige Stoffe sind die
selben ziemlich vollständig zitirt), verweisen. 

69) Eine allgemeine Theorie hat J. W. Gibbs [a] gegeben. 
70) Wenn es nötig ist, dieselbe zu bestimmen (vergl. Einh. b), gewöhnlich 

die Gewichtseinheit (vergl. Fussn. 92). 
71) Man benennt die ebenen Diagramme nach den unabhängigen Variabeln, 

die Linien in denselben entweder nach der Grösse, die längs der Linie konstant 
bleibt, z.B. die cl-Linien im «, {3-Diagramm (Nr. Sa), oder nach den zwei Variabeln, 
z.B. die \J{I),{3-Km·ven (Nr. 14a), wobei zur unzweideutigen Bestimmung noch die 
konstant gehaltenen Grössen anzugeben wären. (Vergl. Nr. 16, Nr. Sb und Fussn. 78). 

Auch schiefwinklige Diagramme werden benutzt, vergl. Fussn. 678. 
72) Die Überlagerung hängt von der Wahl der Stoffe und des Diagrammes 

ab. So z.B. im p, V-Diagramm und dann auch, wie Gibbs [a] p. 334-337 beweist, 
in jedem Diagramm konstanten Maassstabes (siehe Fussn. 77) bei Stoffen, die wie 
WasRer bei der Abkühlung unter konstantem Druck ein Minimalvolumen besitzen. 
Hier hängen die beiden Blätter längs der Linie des Minimalvolumens zusammen. 
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in welchen man die Ebene des Diagramms spalten kann und die in 
gewissen Linien (oder Punkten) zusammenhängen. 

Die Stabilitätslinie (vergl. Nr. 17c) teilt das homogene in das 

homogen stabile und homogen labile Gebiet (Nr. !a). 
In demselben Diagramm kann im Allgemeinen ein Punkt auch ange

ben, dass die gegebene Gewichtsmenge de1:1 Stoffes in einem gesä~n 
Komplex verschiedener koexistirender Phasen (Nr. 2b) bei den en~pre
chenden Werten der unabhängigen Variabeln den Raum heterogen aus
füllt, indem man die diesen heterogenen Gleichgewichten entsprechenden 
heterogenen Blätter den homogenen ii.be!'lagen (ein· einfaches Beispiel 
Nr. 16). 

Die Linien, mit welchen die homogenen und heterogenen Blätter 
zusammenhangen, sind, weil sie sämtliche koexistirende Phasen enthalten, 
die Linien der koezistirenden Phasen. Gewöhnlich werden dieselben 
Grenzlinien iM) genannt (vergl. Nr.16b), weil sie die keterogenen&is
tenzgebiete, die zweiphasiscken, dreipkasischen, eventuell auch mehr
phasischen, abgrenzen 78). Jede Grenzlinie hat einen Zweig für die 
höhere, einen für die niedere Phase 158) (Enc. V 3, Art. Brgan, Nr. 24). 
Wenn diese beiden Zweige zusammenkommen und zugleich die höhere 
und niedere Phase gleich werden (vergl. Nr. 9b), so entspricht diesem 
Zustand ein kritischer Punkt (Beisp. Nr. 16b) "). 

b) Die beim Durchlaufen eines Weges im Diagramm von der be-

trachteten Stoffmenge geleistete Arbeitjp dV und aufgenommene Wärme 

J dQ nennt Gibbs die Wärme und die Arbeit dieses Weges. Für 

jeden Zyklus ist (j) dQ = (j) dW [Enc. V 3, An. Brgan, Nr. 4 
und GI. (3)] 75). 

Ist in irgend einem Diagramm dA der je nach der Beschreibungs
richtung positiv oder negativ genommene Inhalt eines unendlich kleinen 

In dem S, V-Diagramm BIU) findet in diesem Fall keine Überlagerung statt (Vergl. 
Fussn. 813 und Nr. 721>.) 

73) Sind die Koordinaten des Diagramms Grössen, welche in beiden Phasen 
gleichen Wert haben [wie p, T, p., Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (t41)), so sind die zwei
phasischen Gebiete Linien (die zwei Zweige jeder Grenzlinie fallen aufeinander, vergl. 
Nr. 42, Fig. 17), die dreiphasischen Gebiete Punkte, in welchen sich diese Linien 
begegnen (Beisp. Nr. 7lb). 

74) In dem Fall von Fussn. 73 endet die zweiphasische Linie im Diagramm 
in einen Punkt; dieser Endpunkt ist ein kritischer Punkt (vergl. Nr. 4!!b). 

75) Für ungeschlossene Wege siehe Gibba [a] p. 31.5. 
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von einem Zyklus umschlossenen Flächen teils, dQ = d W die Wärme 
dieses Zyklus, dann besteht zwischen diesen beiden Grössen ein be-

stimmtes Verhältnis ;;. 76), das zwar im allgemeinen von Ort zu Ort 

wechselt, aber von der Gestalt und der Beschreibung des Zyklus unab
hängig ist. Dieses Verhältnis, wenn die Wärme in Arbeitsmaass gemessen 
wird, nennt Gibbs den Maassstab des Diagramms 77). 

8. Thermodynamische Flächen fUr einkomponentige Stoffe. a) Zu 
jedem Punkt oe, ß des ebenen Diagramms kann man den Wert irgend 
einer thermodynamischen Funktion ?' für die gewählte Stoffmenge in dem 
entsprechenden Zustand als dritte rechtwinklige Koordinate zuordnen. Die 
Funktion ?' wird dann geometrisch von einer thermodynamischen Fläche 
dargestellt 78). Auf dieser sind im allgemeinen (siehe e) im Raume 
übereinander liegende Teile zu unterscheiden, die den heterogenen ~d 
homogenen Blättern des ebenen Diagramms entsprechen und die nun 
im Allgemeinen nur längs den Grenzlinien zusammenhängen (z.B. die 
p, V,T-Fläche Nr. 22, vergl. weiter Abschn. IV und V). 

Denkt man sich auf einer solchen Fläche zwei Linienachaaren mit 
unabhängigen Funktionen ~(oe,ß) = konst. und E(oe,ß) = konst. als Para
meter gezogen, so wird jeder Zustand auch bestimmt von den zwei 
im Punkte oe, ß sich schneidenden ~-. E-Linien doppelter Krümmung 
(vergl. z.B. Nr. 63b und Nr. 66d). Sämtliche ,.., ~. E-Flächen und ge
radlinigen, geradlinig-krummlinigen oder krummlinigen ebenen ~. E·Dia
gramme mit den darin verzeichneten Wegen kann man als durch 

76) Analytischer Ausdruck für dA/dW Gibbs [a] p. 31.4. 
77) Diagramme, in welchen dieses Verhältnis überall dasselbe ist, nennt Gibln 

Diagramme mit kOMtantem Maassstab. Diagramme, in denen es örtlich veränder
lich aber von der Beschaffenheit des Stoffes unabhängig ist, Diagramme bestimmten 
Maassstabes (z.B. das log p, log V-Diagramm, Nr. 88a, das s, log T-Diagramm, Nr. o4d), 
in jedem anderen Falle heisst der Maassstab un.be8timmt, z.B. das p, T-Diagramm 
(Nr. Ü) oder daR S, V-Diagramm (vergl. FuRsn. 90, Nr, 68c). So gibt z.B. für 
den Carnot'schen Kreisprozess in dem T, S-Diagramm (Nr. o4d) der Inhalt des Recht
eckes (T1-T1) {S1-S1) die Wärme des Zyklus und im entsprechenden Indikator
diagramm der Inhalt (/) p dV die Arbeit des Zyklus und ist deshalb in beiden 
Fällen der Maassstab konstant und gleich eins. Vergl. Fussn. 90. Näheres J. W. 
Gibbs [a], vergl. über die Abbildung Nr. &, Beispiele Nr. ö9, und Enc, V 5, Art. 
Schröter, Nr. 8. 

78) Wir benennen die thermodynamischen Flächen nach der dargestellten Funk
tion und den unabhängigen Variabeln, so ')', 411, {ii-Fläche (vergl. aber Fussn. i07), 
die Linien auf denselben wie in den ebenen Diagrammen ~'). 

Encyklop. d. matb. Wlssenscb. V 1.. 42 
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Transformation (eventuell Projektion) aus einander hervorgegangen be
trachten (siehe f, vergl. weiter Nr. 59). 

b) Die Anordnung von irgend welchen ~-. E-, u.s.w. Linien um 
einen Punkt bleibt bei dieser Transformation ungeändert und ist also 
von der Wahl des Diagramms unabhängig. Gibbs 79) hat die Anord

nung der S = konst., T 
= konst., V= konst., 
p = konst. Linien um 
einen Punkt herum unter

...:.+---~---+~$ ~+"------*""'"---=~ $ sucht. Dieselbe hängt von 

dem Vorzeichen von~ f!JS 
+ auf den Linien V konst. 

+ - ab und wird in Fig. 1 für 
Fig. 1. ~,ig. 2. (1Jp(3S)v > 0 und Fig. 2 

fur (!Jpf!JS)v < 0, beide für stabile Zustände, gegeben 80), wobei die 
Figuren qualitativ aufzufassen sind. .Jene Richtung, nach welcher hin 
man von der Linie ausgehend die Fläche betreten muss, damit die 
Werte der längs der Linie konstanten Grösse wachsen, ist als positive 
Seite der Linien 81) bezeichnet. An der Grenze des stabilen und des labilen 
Gebietes berühren Isotherme (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 8) und Isobare 82) 

(p = konst., auch L~opieste genannt) einander 88). 

c) Die Isothermen und Isobaren fallen im zweiphasischen Gebiet 
zusammen ; wir nennen dieselben in diesem Gebiet nach einem Vor
schlag von Karteweg die Isophasen 84). Im mehrphasischen Gebiet 
können dieselben sich zu einer Fläche ausbreiten (z.B. Nr. 'ilb). 

79) J. W. Gibbs [a] p. 339 u. f. Siehe daselbst für ('iJpf'iJS)v = 0. 
80) In gewissen Diagrammen hat man aber die durch Spiegelung aus denselben 

hervorgehenden anzuwenden, entsprechend der Betrachtung des Diag..ammes von 
der entgegengesetzten Seite der Diagrammfläche, vergl. J. W. Gibbs [a] p. 341. Bei
spiele : Adiabaten und Isothermen im Indikatordiagramm und viele der weiteren 
Figuren, u. a. Fig. 27. 

81) Die positive Seite einer Fläche werden wir ebenso wählen. Vergl. weiter 
Fussn. 84. 

82) Dieser Name entspricht dem Vorschlag des wissenschaftlichen Ausschusses 
d. D. Physik Ges. [Verh. d. D. Physik. Ges. 5 (1903), p. 68]. 

83) Für den kritischen Punkt haben dieselben eine Berührung zweiter Ord
nung. Ein Beispiel Nr. l8b. 

84) Ihre Punkte (vergl. Fussn. 88) bestehen aus denselben zwei koe1dstirenden 
Phasen in wechselnden Mengenverhältnissen. Die koexistirenden Phasen bilden die 
Endpunkte der Isophase (vergl. auch Nr. 67a). Der positive Endpunkt entspricht der 
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d) Stellen die Koordinaten der Fläche Grössen dar, deren Werte in 

beiden Phasen gleich sind [wie p, T, p.,, die Intensitäten 85) des Systems, 

vergl. aber e], oder deren Gesamtwert die Summe der Werte in den 

einzelnen Phasen ist [wie V, S, U, ffvT• ffsp• ffpT• die Quantitäten 85) 

des Systems] 86), so sind die Isophasen Geraden 87). Die heterogenen 

Blätter des zweiphasischen Gebietes derartiger thermodynamischer Flächen 

sind Regelflächen (vergl. Nr. 22a). 

Es stellen die Punkte der heterogenen Geraden, welche zwei, oder 

der heterogenen Dreiecksflächen, welche drei koexistirende Phasen 88) 

auf den Grenzlinien verbinden, sämtliche heterogene Gleichgewichte dar, 

und zwar bestimmt ein heterogener Zustand (Punkt) als Schwerpunkt der 

in die Endpunkte gelegten relativen Massen der Phasen die Verteilung 

der Gewichtsmenge des Diagramms über dieselben bei dem gedachten 

Gleichgewicht [vergl. Nr. 16 und Nr. 60, weiter Enc. V 3, Art. Bryan, 
GI. (132) u. f.], während seine Koordinaten die demselben entsprechenden 

Funktionswerte für jene Gewichtsmenge angeben 89). 

e) Sind in einem ebenen Diagramm beide Koordinaten für zwei 

koexistirende Phasen gleich, dann reduzirt sich das ganze zweiphasische 

höheren Phase (Nr. 'ia). (Über Linien konstanter Teilung Fussn, 152). Die Linien 

T = konst. u.s.w. im heterogenen Gebiet werden statt heterogene Isothermen auch 

wohl empirische (van der Waals, z.B. (a], p. 1M), wirkliche [Clausius, Ann. Phys. 

Chem. 1.4 (1881), p. 279, im Gegensatz zu den theoretischen d. h. nicht im Ganzen 

realisirbaren, vergl. Planck, Ann. d. Phys. (4) 9 (1902), p. 630, =homogenen] oder 

praktische (Kuenen [b]) genannt. Wir behalten aber (Nr. 4) die Bezeichnung empi

risch für die Zusammenfassung der aus den Beobachtungen abgeleiteten von experi

mentellen Unzulänglichkeiten befreiten Daten, die sich also sowohl auf den homo

genen 180), wie auf den heterogenen Zustand beziehen können, vor. Es scheint 

unzweckmässig wperimentell auf etwas anderes als reine Beobachtungstatsachen 

mit ihren Unzulänglichkeiten (vergl. z. B. Fussn. 150) anzuwenden. 

85) J. C. Maxwell (1876), Phi!. Mag. (6) 16 (1908), p. 818. Brunhes, Einlei

tung zu Gibbs [d], unterscheidet variables de position V, S, und variables de ten
sion, p, T, die \J's; H. le Chatelier, J. de phys. (3) 3 (1894), p. 289, nennt die 

ersteren capacite de puissance motrice. 
86) Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 24. Für einen einkomponentigen Stoff in homo· 

gener Phase ist Enc. V 3, Art. Bryan, Nr, 26 gernäss für die Masseneinheit p. = \JpT' 

87) Vergl. aber für ein ebenes Diagramm Fussn. 73. 
88) Punkte, welche den Zustand der koexistirenden Phasen darstellen. Wir 

kürzen überall in ähnlicher Weise ab. 
89) Im Allgemeinen kann jeder Punkt der Dreiecksfläche oder geraden Linie 

eine Funktion darstellen, die für drei oder zwei Phasen additiv aus mit den Massen 

m', m" und m'" proportionalen Grössen der einzelnen Phasen gebildet wird. So im 

heterogenen Gebiet z.B. V= v'm' + v"m" + v"'m"', ffpT = p. m' + p. m" + p. m'" 
(Enc. V 3, Art. Bryan, GI. ('155)). 

42* 
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Gebiet auf einige Linien, die sich in Tripelpunkten {Nr. 'ilb und Enc. V 3, 
Art. Bryan, Nr. 25) begegnen, welche letztere dann zusammen das drei
phasische Gebiet vergegenwärtigen 90). Das dreiphasische Blatt einer 
zugeordneten thermodynamischen Fläche fällt in eine zur Ebene des 
Diagrammes senkrechte Gerade zusammen. 

Ist die dritte Koordinate auch für beide Phasen gleich, so werden 
die zweiphasischen Blätter zu Linien, die dreiphasischen Blätter zu 
Punkten (Beispiel Nr. 72a). 

f) Graphische Konstruktionen (Nr. 6b) mittels thermodynamischer 
Flächen können entweder an einem räumlichen materiellen Modell 
(Nr. 63, 66, 72) ausgeführt werden, oder auch in vom Raumdiagramm 
abgeleiteten ebenen Diagrammen [graphische Methode mittels des Modells 
bzw. in der Ebene 91) ]. 

9. Thermodynamische Diagramme auch für mehrkomponentige 
Sto1fe. a) Für einen zweikomponentigen Stoff kann man die homo
genen Blätter der in Nr. Sa betrachteten Flächen für dieselbe Gewichts
menge 92) nach :c (Nr. lc) als Parameter ordnen zu einem Raumdiagramm. 
Man kann aber hier auch zu thermodynamischen Flächen und ebenen 
Diagrammen gelangen, wenn man entweder eine der thermodynamischen 
Grössen oder die Grösse X als konstant und gegeben betrachtet (z.B. das 
V, X-Diagramm bei konstantem T, Nr. 66d) oder sich auf Abbildung 
gewisser Zustände (der koexistirenden Phasen) beschränkt, die eine 

90) Dieses letztere Gebiet reduzirt sich in allen Diagrammen konstanten Muss
stabes (Nr. 7b) auf einzelne Linien. Das geht schon daraus hervor, dass die Arbeit und 
also auch der Flächeninhalt eines jeden in diesem Gebiete vollzogenen Zyklus not
wendig Null sein muss. Nur in Diagrammen mit veränderlichem Maassstabe, wo 
dieser über einen endlichen Flächenteil unendlich gross werden kann, ist eine voll
kommenere Abbildung der dreiphasischen Zustände in einer zweifach dimensionirten 
Mannigfaltigkeit möglich, wie es der Abhängigkeit der dreiphasischen Zustände von 
zwei Parametern (den beiden Mengenverhältnissen) entspricht. Das V, S-Diagramm 
genügt dieser Anforderung (vergl. Nr. 72a). 

91) H. Kamerlingh Onnes Le] Nr. 59 (1900). (Vergl. Nr. 66a.) 
92) Gewöhnlich nimmt man dafür ,V (Nr.lc). Bisweilen aber auch die Gewichts

einheit (vergl. Fussn. 70)1 nach welcher dann auch der Gehalt X u.s.w. an den 
einzelnen Komponenten gerechnet wird 10). Für die graphischen Darstellungen macht 
dies auch bei der Vergleichung von Phasen verschiedener Zusammensetzung keinen 
wesentlichen Untt'rschied. Sind A, B, C ••• P die Mengeneinheiten der Komponenten, 
X, Y, . •• die Parameter mittels welcher wir ihre Massenverhältnisse in den Gemengen 
bestimmen, so beziehen sich alle thermodynamischen Grössen auf die Mengen 
X A + Y B + ... + (1-X-Y- .. . ) P. Änderung der Einheiten entspricht linearer 
Transformation (vergl. Nr. lOa und 66h) der graphischen Darstellung. 
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Mannigfaltigkeit oo 2 bilden (z.B. die p, T, x-Fläche der koexistirenden 

Phasen, Nr. 6'ib, vergl. auch Nr. 75b). Und für drei und mehr Kompo

nenten gelten natürlich ähnliche Betrachtungen (vergl. Nr. 69). 

b) Im Allgemeinen nennt man kritische Zustände oder kritische 

Phasen 93) die Zustände, welche auftreten, wenn irgend zwei koexistirende 

Phasen durch Änderung eines Parameters identisch werden (vergl. Nr. t2a). 

In Nr. 1Gb wird ein Beispiel eines kritischen Punktes (Nr. 7a) für 

einen einkomponentigen Stoff gegeben. Der Eigenschaft, dass die durch 

denselben gehende Isotherme da einen Inflexionspunkt mit einer der 

V -Achse parallelen Tangente hat, entspricht bei den Gemischen der Punkt, 

den van der Waals (b] p. 10 kritischen·Punkt bei ungeänderter Zusam

mensetzung (vergl. Fussn. 251) genannt hat, weil das Auftreten von 

zwei koexistirenden Phasen, die in diesem Punkte identisch werden, 

verlangen würde, dass die Zusammensetzung in jedem Volumenelement 

ungeändert gehalten wird. Nur in Ausnahmefällen (Nr. 67b) ist dieser 

Punkt realisirbar (vergl. Nr. 25b und 33b). 
Es gibt aber bei den Gemischen Fälle, wo der Unterschied eines 

koexistirenden Phasenpaares (nach v und x z.B.) durch irgend einen 

Parameter (z.B. p bei gegebenem T für die zweikomponentigen) gegeben 

wird und eine Anderung dieses Parameters diesen Unterschied zu Null 

macht (van der Waals [b] p. 11), vergl. Nr. 6'ia. In einem solchen 

Fall bekommt man also eine im Allgemeinen (vergl. Nr. 68a) realisir

bare kritische Phase. 
c) Da X, Y . . . für einen Phasenkomplex additiv aus Grössen gebildet 

sind, die für die einzelne Phase gegeben und mit den in dieser Phase 

befindlichen Massen proportional sind, so gelten die Nr. Sd aufgestellten 

Eigenschaften allgemein für isophasische Geraden und Dreiecksflächen 

in thermodynamischen Flächen und ebenen Diagrammen, welche Ko

ordinaten aus den Grössenreihen p, T, fka, fkb... und V, S, U, ~pT, 

~Sp• ~VT• X, Y, ... enthalten 94). 

10. Gibbs'sche Tangentialß.ächen. a) Ist die von der Fläche mit 

den unabhängigen Veränderlichen ot und ß dargestellte Funktion eine 

Gibbs'sche Fundamentalgrösse 95) ~«ßr~ ... , in welcher r, ($, •• konstant 

93) Siehe J. W. Gibbs [c] p. 187. 
94) In besonderen Fällen fallen die Linien zu Punkten u.s.w. zusammen. F.ür et

waige isophasische Vielecke gilt ebenfalls die Schwerpunktsregel von Nr. Sd, genügt aber 
nicht mehr allein zur Bestimmung der Verteilung der Gewichtsmenge über die Phasen. 

95) Vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 16 und diesen Art. Nr. 3a. Gibbs '9) nennt 
\fSVXY ••• = e, \fpTXY ••• = ~. iJVTXY ••• = .jl, iJSpXY ••• =x; van der Waal8 
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gehalten werden, und sind .x, ß so gewählt, dass cfj/IJ.x, cffJcß für koexi
stirende Phasen gleich sind, während dies auch für die Grössen ,.-, rJ .. •• 
selbst gilt, so haben koexistirende Phasen eine gemeinschaftliche Berüh
rungsebene 96), in welcher die isophasische Gerade oder das isophasische 
Dreieck, oder Vieleck liegt. Bei diesen Flächen berühren 97) also die 
heterogenen Blätter die homogenen. Nach einem Vorschlage Korteweg's 
nennen wir dieselben Gibbs'sche Tangentialflächen 98). Es gibt weiter 
jede lineare Transformation einer Tangentialfläche wieder eine solche 99). 

Es gehören zu diesen Tangentialflächen die sehr wichtige van der 
Waals'sche ijvrx, a:, v-Fläche (Nr. 66) für zwei- und die Gibbs'sche 
ffpTxy, a:, y-Fläche (Nr. 69a) für dreikomponentige Stoffe, sowie die 
Gibbs'sche u, s, v-Fläche (Nr. 58b). Alle diese haben einen Komplex 
von Eigenschaften gemein, was die Einführung eines besonderen Namens 
für diese Klasse von Flächen rechtfertigt. 

b) Die Bedingung 100) für die (lokale, vergl. Nr. 2a) Stabilität des 
Gleichgewichtes einer homogenen Phase ist, dass die fj-Tangentialfl.äche 

benutzt dieselben Bezeichnungen, die man auch bei den Autoren, welche seine 
Theorien ausgearbeitet haben, findet. Vergl. weiter Nr. 58 und 58. 

96) Cayley, Cambridge and Dublin Math. J. 7 (185'.!), p. 166 = Math. Papers 
2 p. 28, nennt den Berührungspunkt einer Ebene mit der Fläche Node, weil 
Doppelpunkt (node, Enc. lii 0 4, Art. Berzolari, Nr. 2) der Schnittkurve der Berüh
rungsebene und der Fläche (Enc. 111 0 2, Art. Staude, Nr. 18), die zwei Berüh
rungspunkte einer zweifachen Berührungsebene node-couple, jeden dieser Punkte 
node-with-node (wir nach Korteweg (b] p. 296 Konnode, Nr. 12a), den Ort dieser 
Punkte node-couple-curve (wir Konnodalkurve, Nr. 12a, vergl. Fussn. 113). 

97) Die isophasische Gerade wird auch wohl Berührungssehne genannt [Hartman, 
Leiden Oomm. Suppl. Nr. 3 (1901)], von van der Waals (b] p. 100 Nodengerade 
(vergl. Fussn. 96). 

98) Da man für dreikomponentige (vergl. Nr. 69b für vierkomponentige) Stoffe 
die «, (3 auf 6 verschiedene Weisen aus s, v, x, y wählen kann, gibt es für diese 
Stoffe, ausser den durch lineare Transformation aus denselben abzuleitenden, 6 ver• 
schiedene Tangentialflächen, und zwar 1' ~sv . . - (die ~svc~/'ax 'a~f'ayo s, v-Fläche), 
2 ~11 T .. • (die ~vTc~/axy• v, y- und die ~vTx'a~j'ay, v, x-Fläche), 2 ~sp .. , 
1 ~pT . • -Tangentialflächen; ebenso für zweikomponentige 1 ~sv • (die ~sv'a~/'ax, 
s, v·Fläche), 1 ~vT ,., 1 ~sp .-Tangentialflächen; endlich fü1· einkomponentige Stoffe 
nur eine Tangentialtläche, nämlich eine ~sv·Fläche (die Gibbs'sche u,s,v-Fläche). 
Wir haben hierbei, weil wir die Flächen nach s, v, T, p ordneten, in den Indizes 
die Ordnung, in welcher a, (3, r,lJ ••• geschrieben werden, so abgeändert, dass die 
zwei der Gruppe s, v, T, p angehörenden Grössen vorankommen, und, um die Schreib
weise nicht allzu komplizirt zu machen, mit 'a~j'ax bzw. 'a~j'ay in den Indizes den 
Koeffizienten des dx bzw. dy angedeutet in dem vollständigen Differential &9) einer 
anderen Gibbs'schen Fundamentalgrösse !8 in der ro bzw. y als geeignete unabhän
gige Variabele (Nr. 8a) auftritt (vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 26). 

99) Vergl. W. H. Keesom in Leiden Comm. Nr. 81 (1902), p. 36, und Nr. 66b. 
100) Gibbs zeigt dies für die ~SV• s, v-und für die ~pTa:y, ro, y-Fläche; in ähn

licher Weise lässt dieses sich allgemein für irgend eine ~-Tangentialfläche beweisen. 
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für dieselbe konvex nach der Seite der abnehmenden ff ist. Von ver

schiedenen homogenen und heterogenen Gleichgewichten ist, bei denselben 

Werten der unabhängigen Variabeln, dasjenige am meisten stabil (in 

absolut stabilem Gleichgewicht, Nr. 2) für welches ff den kleinsten 
Wert hat 101). 

11. Falten. a) Führt eine Zustandsgleichung auf labile Zustände, 

so sind dieselben nach Nr. lOb auf der Tangentialfläche durch die 

Spinodalkurve 102) 103) oder Spinodale (vergl. die gebrochene Linie der 

Figur 4), welche die Grenze zwischen den negativ und den positiv 
gekrümmten Teilen der Fläche bildet 104), von den stabilen getrennt, 

und ist für letztere nach Nr. lOb die Tangentialfläche konvex nach der 

Seite der abnehmenden ff. Es tritt eine Falte 120) in der Fläche auf, 

die nach der Seite der abnehmenden ff von der berührenden hetero

genen Regelfläche (Nr. lOa, ein Beispiel Nr. 60) bedeckt wird. 

Die Falten in den Tangentialflächen sind von besonderer Bedeutung 

Einen sehr eleganten geometrischen Beweis für die u, s, v-Fläche, der sich auch un
mittelbar auf den allgemeinen Fall übertragen lässt, gibt Maxwell [a] p. 200. 

101) Ist ein Teil von ~ eine mehrphasische Ebene (vergl. Nr. 2b) oder konvex 
bei Krümmung 0 (wie in einem kritischen Punkt, vergl. Nr. 60), so werden die 
entsprechenden Gleichgewichte neutrale genannt. 

102) So genannt, weil die Punkte derselben als Spinoden (Spitzen) in der Schnitt
kurve der Berührungsebene mit der Fläche auftreten (Cayley, Fussn. 96, vergl. van 
der Waals [d] p. 135). Weil in einer Spinode die Indikatrix eine Parabel, werden 
diese auch parabolische Punkte der Fläche genannt (Salmon-Fiedler, Anal. Geom. 
des Raumes II, Ste Aufl., Nr. 7; Enc. 111 D 1, 2, Art. von Mangoldt, Nr. 86). 

103) Oder Zweig der Spinodalkurve. Derselbe ist also identisch mit der Stabili
tätslinie (Nr. 'ia). Die Flecnodalkurve, d. h. der Ort der Punkte, die in der Schnitt
kurve ihrer Berührungsebene mit der Fläche als Flecnode (Doppelpunkt, in dem 
der eine Zweig der Kurve einen Inflexionspunkt hat) auftreten (Cayley, Fussn. 
96), und in denen eine der Tangenten mit der Fläche eine Berührung 3ter Ord
nung hat [Salmon, Cambridge and Dublin Math. J. 4 (1849), p. 258, vergl. Salmon
Fiedler l. c. Fussn. 102, Nr. 467], begegnen wir in der Thermodynamik nur in 
besonderen Fällen. Der kritische Punkt bei ungeänderter Zusammensetzung K (Nr. 9b) 
auf der van der Waals'schen ~v2W• x, v-Fläche, siehe Fig. 46 und 47, liegt auf 
derselben. Vergl. weiter Fussn. 685. In beiden Fällen ist die zum genannten Punkte 
der ~. «, (3-Fläche gehörende Tangente Ster Ordnung // der ~.(3·E!:>ene (Nr. lOa). 

Im Faltenpunkt hat die Tangente an die Spinodale, Konnoda\e (Nr. 12a) und 
Flecnodale eine Berührung 3er Ordnung mit der Fläche. Die Spinodale wird be
rührend umhüllt (vergl. Nr. 12a) von der 'a~Jc«- und der 'a~/'a(3-(Nr.l0a) Linie (d. h. 
die Linie 'a~f'a" oder 'a~f'J(3 = konstant, Fussn. 78), sowie von der \\'(III)-Linie 
(in Nr. 14c angegeben). 

104) Die punktirte Linie in Fig. 4 hat keinen andern Zweck, als die allgemeine 
Gestaltung der Fläche näher zu verdeutlichen. 
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geworden (Nr. 6b), seit van der Waals [b] gelehrt hat dieselben auf 
die Bestimmung der Gleichgewichtsbedingungen für koexistirende Phasen 
von Gemischen, zunächst binärer Gemische, anzuwenden (Nr. 66a). 

b) Weist eine Tangentialfläche eine Falte auf, so kann man ihr 
als Primitivfläche 105) eine abgeleitete oder derivirte Fläche 106) in 
folgender Weise zuordnen. Während die Primitivfläche sich ausschliesslich 
auf sämtliche homogenen Zustände, welche sämtlichen homogenen Exi
stenzgebieten des dargestellten Stoffes angehören, bezieht, stellt die ab
geleitete Fläche dagegen die sämtlichen stabilen heterogenen Gleich
gewichte in gesättigtem Komplexe koexistirender Phasen, welche sich 
den homogenen anschliessen, dar ; sie besteht also aus den zwei und 
mehrphasischen Blättern (Nr. 8d), welche die Falten überdecken. Die 

beschränkt sich auf die Teile der f 
Fläche der zerstreuten Energie 107) 1 ce 

Primitivfiäche, welche sich als abso- 1.> 
lut stabile ergeben, und nimmt dabei 
weiter die Teile der abgeleiteten 
Fläche, die absolut stabilen Gleich
gewichten entsprechen, auf tOS) 109). 

c) Da die Berührungsebene an 
die koexistirenden Phasen ( ~,, ß') und 
(~", ß") auf einer ff, ~. ß-Tangential
fläche sich bei dem Weiterrollen über Fig. 3. 

105) .Manchmal hat man dazu Teile zu rechnen, die nach allen oder einigen 
Seiten in der + \V-Richtung so schnell abfallen, dass man sie einfachheitshalber als 
isolirte Punkte oder Linien (Spitzen oder Kanten) behandeln kann. So z. B. Teile, 
welche festen Zuständen mit unveränderlichen oo .... entsprechen (vergl. Nr. 76a 
und Fussn. 881 ). 

106) I. W. Gibbs (b] p. 385. 

107) /. W. Gibbs [b) p. 398, [c] p. 178. Sie wird (in einer von Fussn. 78 abwei
chenden Weise) Fläche der zerstreuten Energie genannt, weil sie Zustände darstellt, 
in denen die Energiezerstreuung (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr.lo), in so weit es innet·e 
Prozesse betrifft, zu Ende geführt ist. Dieses alles wird in Nr. 60 durch Figut·en 
für den speziellen Fall der Gibbs'schen U, S, V-Fläche näher erläutert. 

108) Hierbei fallen auch die den relativ-stabilen neutralen Gleichgewichten entspre
chenden Teile aus. Die Konstruktion folgt gleich aus der Definition Nr. lOa. Man hat 
1. an der Primitivfläche [mit zugehörenden Spitzen und Kanten 10&)] alle mehrfachen 
Berührungsebenen zu legen und die zugehörigen Drei- und Vielecke zu konstruiren, 
jede dieser Ebenen von jeder Seite der erwähnten Drei- und Vielecke anfangend, 
über die Primitivfläche unter zweipunktiger Berührung fortrollen zu lassen, bis 
entweder die Ränder der Fläche oder oo erreicht sind, oder eine dritte oder mehr
fache Berührung tJntsteht, oder endlich auch die beiden Berührungspunkte in einem 
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die Falte um die Isophase dreht, folgt nach Fig. 3 unmittelbar HO), dass 

(1%'-1%") d i)iJ«/3 = - (ß'-ß") d i)ff«/3 . (2) 
i)l% i)ß 

Ein spezieller Fall dieser Gleichung ist die Clapeyron-Clausius'sche 
(siehe Nr. 61) 11i). 

12. Faltenpunkte. a) Ein kritischer Punkt (Nr. 9b)ist auf den Tangen

tialfiächen ein Faltenpunkt (Beisp. 
Nr. 60, 67a) 1.12). Für die rein 
mathematische Behandlung dieser 
Punkte verweisen wir auf die Ar
beitvonKorteweg [a]. Vonden bei
den dort angegebenen Arten kommt 
für die abgeleitete Fläche nur die 
erste in Betracht. 

Fig. 4 gibt die Abbildung einer 
Fig. 4. von einem Faltenpunkte dieser 

Art abgeschlossenen Falte (Nr. 60, 66, 68a). a' und a" sind Konnoden 96), 

die zusammengehörenden Berührungspunkte der Fläche mit einer zwei-

emz1gen Punkt der Fläche zusammenkommen, 2. zu untersuchen, ob noch weitere 
zweifache Berührungsebenen anzubringen sind, und diese abzurollen, 3. die Teile mit 
grösserem lf den entsprechenden mit kleinerem lf gegenüber fortzulassen. 

109) Es lassen sich diese Definitionen leicht auf die thermodynamischen 
Flachen im Allgemeinen übertragen, wobei allerdings die derivirte Fläche zu Linien 
zusammenfallen kann (vergl. Nr. 14c). 

11.0) In Fig. 3 ist d f die der lf·Achse parallele Gerade, welche die von den 
Konnoden a' («', /3') und a• («', /3") ausgehenden der /3-, bezw. «-Achse parallele 
Geraden schneidet, a' a• e und a' a• f die zwei Berührungsebenen. Aus 

d <1lf«(3 =- _!]_ = - _!]_ d IJlf«t3 = _!}__ = _!]_ 
a.. a• c « 1-<1" ' 3j3 a' d t3'-t3" 

folgt GI. (2). 
Für die analytische Ableitung hat man die Gleichung der Berührungsebene im 

Punkte (<~', /3') zu bilden, die zugleich durch («", /3") hindurchgeht, und die Bedin
gung dafür anzuschreiben, dass auch die benachbarte Berührungsebene durch die
selben Punkte («', /3') , («", /3") hindurchgeht. 

111) Ein anderer Fall ist die wichtige van der Waals'sche GI . .! [b] p.1.3 für 
binäre Mischungen [Nr. 67a GI. (114)]. Fig. 3 gibt Gibbs [b] p. 387 für die Clapeyron
Clausius'sche Gleichung. 

11.2) Von D. J. Korteweg [a] definirt als den Punkt, wo bei dem Fortrollen 
einer zweifach berührenden Ebene auf der Fläche die zwei Berührungspunkte zum 
Zusammenfallen kommen. Schon von Gibbs [b] p. 395 wurde darauf gewiesen, dass 
diese Punkte die kritischen Punkte bei einem einkomponentigen Stoff bezeichnen. 
Maxwell [a] p. 205 nannte sie auf Vorschlag von Cayley tacnodal points (vergl. 
Enc. III C 4, Art. Berzolari, Nr. 2 und Fussn. 11). 
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(bzw. mehr-)fach tangirenden Ebene. Die Gesamtheit der Punkte a', a" 
bildet die Konnodalkurve oder Konnodale 113). Im Faltenpunkte f be

rühren sich die Konnodalkurve und die Spinodalkurve ( vergl. Fussn. 103 ). 

b) Ausser den einfachen Faltenpunkten bespricht fJ 
Korteweg [a] und [b] die Ausnahmepunkte erster Ord

nung w.). Unter diesen sind für die abgeleitete Fläche 

nur die beiden Arten der homogenen Doppelfalten
punkte von Bedeutung H5). 

Dieselben unterscheiden sich durch die Art, in 

welcher man sie bei der Veränderung der Fläche 

entstanden denken kann. Das Auftreten eines homo-
genen Doppelfaltenpunktes der ersten Art auf einer ~ 

veränderlichen Fläche bedingt das Entstehen oder Ver- Fig.' 5. 

schwinden einer von zwei Faltenpunkten abgeschlossenen Falte (Fig. 5) 116), 

das eines homogenen Doppelfaltenpunktes zweiter Art dahingegen das 
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Zusammenfliessen zweier Falten oder die Teilung einer Falte, wie das 

durch die Figuren 6-8 oder 8-6 verdeutlicht wird, welche Figuren 

113) Van der Waals nennt sie meistens ßinodale. 
114) A.usnahmepunkte (oder im A.llgemeinen Ausnahmesingularitäten) erster 

Ordnung nennt Korteweg solche, deren A.uftreten auf einer Fläche, deren Gleichung 
veränderliche Parameter enthält, nur eine einzige Bedingung zwischen diesen Para
metern fordert. 

115) Die Betrachtung heterogener Doppelfaltenpunkte, die im nicht absolut sta
bilen Teil der Primitivfläche auftreten, kann dazu dienen, um das Verhalten der Falten 

bei sich änderndem Parameter (z.B. T der van der Waals'schen lrvTw• v, x-Fläche), 
insbesondere das A.uftreten zuRammengesetzter Falten, besser verständlich zu machen 

(vergl. Fussn. 122): van der Waals [e] März 1907, p. 841 u. f., Mai 1907, p. 20 
(vergl. Nr. 68c). 

116) ( 1 und {, sind die Faltenpunkte der neuentstandenen Falten; a' und a•, 
b' und. b" zusammengehörige Konnoden, die gebrochene Linie gibt die Spinodal

kurve, im lnnern dieser Kurve ist die Fläche negativ gekrümmt. Vergl. Nr. 68c. 
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sich auf die Gestaltung der Fläche vor, während und nach dem Auf

treten eines solchen Doppelfaltenpunktes beziehen 117) 118). 

13. Faltentheoretische Betrachtungen. a) Korteweg [b] 119) teilt die 

Falten 120) in drei Arten, von welchen aber nur zwei, die geschlossenen 
Falten (Fig. 5) und die ungeschlossenen Ringfalten (Fig. 9) 121), für die 

117) Wenn (1 und {1 derselben Falte angehören, entsteht eine Ringfalte (Nr.13, 

Fig. 9). 
118) Wie man sieht, kann in Fig. 8 ein ungestörtes Fortrollen der zweifachen 

Berührungsebene von dem Kannodenpaar (a', a") zu dem Kannodenpaar (b', b") statt

finden d. h. die koexistirenden Phasen (a', a") können unter den Bedingungen, welche 

für jeden Punkt der Fläche erfüllt sein müssen (also für die van der Waals'sche 

Wvrx• V, X-Fläche bei konstanter Temperatur, bei derGibbs'schen WpTXY• X, Y-Fiäche 
bei konstanter Temperatur und konstantem Druck), allmählich in die Phasen (b', b") 

ohne Unterbrechung der Heterogenität übergehen, was bei Fig. 6 unmöglich ist. Das 

erste experimentelle Beispiel bei Kuenen, Leiden Comm. Nr.16 (1895), vergl. Nr. 67b. 

119) In dieser Arbeit behandelt Karteweg alle solche Ausnahmeerscheinungen (die 

Knotenpunkte, ohne Bedeutung für die Thermodynamik, später : Nieuw Archief 

voor Wisk. 18 (1891), p. 153] erster Ordnung, welche auf das Entstehen und 

Verschwinden, auf das Verhalten der Falten im Allgemeinen und der thermodyna· 

misch wichtigen vielfachen Berührungsebenen einer veränderlichen Fläche (z.B. der 

van der Waals'schen WvTa.:, v, re-Fläche mit T) Einfluss haben können, insoweit 
nämlich als eine solche Fläche als eine punktallgemeine Fläche betrachtet werden 

kann. Dabei ist nun zu bemerken, dass dieses nicht bei allen Gibbs'schen Tangen

tialflächen der Fall ist. Wohl bei der van der Waals'schen WvTx, v, x-Fläche, 

nicht aber bei der Gibbs'schen lJpTa.:y, a:, y-Fläche. lnfolge dessen können, wie uns 

vom Autor freundliehst mitgeteilt wurde, bei dieser letzteren Singularitäten sowie 

Ausnahmesingularitäten erster Ordnung auftreten, welche bei Karteweg [b] nicht 

angegeben sind ; so z. B. können die zwei Seiten einer Falte sich zu durchschneiden 

anfangen, sodass unter Bildung von zwei Kehrkanten eine dreiblättrige Falte (van 
der Waals [e] Febr. 1902, p. 560) entsteht, oder es können zwei Blätter sich zu 

berühren anfangen (ohne einen kegelformigen Knotenpunkt zu bilden), um bei 

weiterer Änderung der Parameter sich zu schneiden, wobei eine Ringfalte entstehen 

kann (vergl. Gibbs [c] p. 184, van der Waals [e] März 1902, p. 673), und das 

Alles ohne Auftreten von Singularitäten höherer Ordnung. 
120) Die mathematische Definition einer Falte ist nicht ohne Schwierigkeit. Der 

übliche Begriff muss verallgemeinert und verschärft werden. Siehe Korteweg [a] 

p. 95. Als lehrreiches Beispiel gibt derselbe da den Fall von drei Kugeln; diesem 
könnte man den eines oder mehrerer Toroid.e an die Seite stellen. Nach Karteweg 

vergegenwärtigt jeder Zweig der Konnodalkurve, der sich wie in Fig. 5 verhält, 

eine geschlossene, jedes Paar wie in Fig. 9 (vergl. Fussn. 121) eine Ringfalte, die 

weitere Gestalt der Fläche ·möge dann sein wie sie wolle. 
121.) Hiersind a',a"; b',b"; c',c•; d',d" Konnodenpaare; diedoppeltberührende 

Ebene kehrt zuletzt in ihre ursprüngliche Lage zurück. Wenn die doppelt berüh

rende Ebene von o.' nach b' d', und von a• nach b" d" rollte, hätte man zwei ge
schlossene Falten. 
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abgeleitete Fläche in Betracht kommen. Daneben kann es selbstverständlich 

cf 

a: 

0 . 
auch vorkommen, dass eine Falte, ohne sich zu 
schliessen, nach a:> geht oder die Ränder der 
Fläche erreicht. 

. Von den Ausnahmeerscheinungen erster Ord-
g nung erwähnen wir nur solche, die sich auf 

der Fläche der zerstreuten Energie (Nr. Ub) 
abspielen, weil sie die einzigen sind, die zur 
Bildung stabiler oder neutraler Zustände Ver

e· 
Fig. 9. anlassung geben können i22). 

Von diesen verdeutlichen wir durch die Fig. 10-12 die Entstehung 
eines dreiphasischen Dreiecks dadurch, dass der Faltenpunkt feiner ersten 
Falte (a', a") die Konnodalkurve (b', b") (c', c .. ) einer zweiten Falte 
erreicht i 28). In Fig. l2 sind die Kannodalkurven streckenweise auf das 
metastabile und labile Gebiet übergetreten. Diese Teile sind punktirt iM) • 

.... -........ 
...... -... -------------

-~-------------------

Fig. 10. 

----- ---- -- -- -

-------------- ---

Ffg. 11. 

---

' ' ' 

t22) Dabei ist ab~r zu erwähnen, dass Ereignisse, die sich im metastabilen oder 
labilen Teil der Primitivfläche abgespielt haben, späterhin, d. h. bei fortgesetzter 
Änderung der Parameter, ihren Einfluss auf den stabilen Teilen fühlbar machen 
können (so z.B. beim Übergang von einer Seitenfalte in eine Hauptfalte, Nr. 68a, und 
umgekehrt, Karteweg (b) p. 315, van derWaals [e] März 1905, p. 625). Vergl. Fussn. 115. 

123) Ausnahmeerscht>inung {er Ordnung, denn die Fig. 11 fordert zu ihrer 
Entstehung nur, dass die Berührungsebene des Faltenpunktes eine zweite Berührung 
mit der Fläche bekommt (im Punkt e• der Figur). 

124) Weiteres für dreiphasische Gebiete Gibbs [c] p. 181-182, Korteweg [b] 
p. 31.3-314, für das Auftreten einer vierfachen Berührungsebene Gibb1 [c] p.185-188 
(dort vollständiger als Korteweg [b]). 
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Die Figur 12 erläutert zugleich den Satz, dass die Rückkehrpunkte 

ß~···· . ···- -ft" 
--- - ---

Fig. 12. 

--· 

(hier g", h") der einen Kannodalkurve 
b" e"' h• g" e"' c" korrespondiren mit den 

Schnittpunkten der anderen und der 

(hier gebrochen gezeichneten) Spino
dalkurve 1.25). Auf die Einzelheiten 

in dem Teile e' h' g' e" wird in der 

Figur nicht eingegangen (ein Beispiel 

Nr. 68a). 
b) V an der W aals 1.26) hat an 

seiner ffvrx, v, x-Fläche gezeigt (vergl. 
Nr. 68c), wie aus dem Lauf der cfffil.x
und der cff/ilß-Linien die Spinodal
kurve als Ort der Berührungspunkte 

einer cfffil.x- mit einer cff/3ß-Linie, 
und damit das Verhalten der Falten 

abzuleiten ist. Für die Konstruktion der Konnoden können dann die 
ff(III).Linien (Nr. l4c) dienen 1.27) 1.2s). 

14. Gibbs'sche Tangentialkurven und Doppelpunktskurven. a) Aus 

einer Tangentialfläche ff, IX, ß lassen sich Kurven ableiten, welche man 

Gibbs'sche Tangentialkurven nennen kann, indem man auf der Fläche 

eine Berührungsebene mit der konstanten Neigung 3ff/il IX= konst. oder 

3ff/ilß = konst. rollen lässt, welche dann zu gleicher Zeit über die Kurve 

125) Weiter erläutern die Figuren die von D. J. Korteweg und F. A. H. 
Schreinemakers, Amsterdam Akad. Vers!. Nov. 1911 [vergl. auch J. P. Kuenen, 
Amsterdam Akad. Vers!. Okt. 1911 = Leiden Comm. Suppl. Nr. 22a] abgeleiteten 

Sätze, dass bei der Berührung von zwei Kannodalen im Faltenpunkt der einen 

(f in Fig. 11) diese beiden ihre Krümmung in derselben Richtung haben (für eine 

numerische Beziehung zwischen diesen und der Krümmung der berührenden Spino

dale vergl. den zitirten Art. von Korteweg und Schreinemakers), und dass die Pro

jektionen der zwei in einem Eckpunkt des Dreiphasendreiecks sich schneidenden 

Kannodalen entweder beide in die Projektion des Dreiecks hineinlaufen (z. B. in e' 
Fig. 12) oder beide ausserhalb derselben bleiben (wie in e'" Fig. 12). 

126) J. D. van der Waals [e] Febr.-Sept. 1907, Juni 1908-Apri\1909, Nov.1911. 
127) Figuren: H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 59a (1900), vergl. Nr.66d, auch 

Nr. 68c. 
128) Man kann aber auch das Maxwell'sche Kriterium der Gleichheit von 

Flächenräumen (Nr. 17b) anwenden auf eine c~/"Cß-Linie in einem geradlinigen 

c~fc"' «-Diagramm (van der Waals [e] Mai 1907, p. 20, Juni 1907, p.149, vergl. 
Nr, 6'ic). 
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doppelter Krümmung "tJfff~oe = konst., oder ~ff~ß = konst. auf der Fläche 

rollt, und die Umhüllende der Spur dieser Ebene ff (I) = ff - oe <lß" /crx 
oder ff(II) = ff- ß 'Jß"j'J{3 auf der ff, ß- oder ff, .x-Koordinatenebene sucht 

(Beispiele das ffvn V-Diagramm Nr. 60, das ffsp, s-Diagramm Fussn. 678). 

Die koexistirenden Phasen, welche als Kennoden auf der Fläche gefunden 

werden, sind ebenfalls die Berührungspunkte der Ebene mit der Kurve 

~fff~.x = konst. oder "dff/(Jß = konst. 129); sie werden auch bestimmt 

durch die Berührungspunkte 13°) der an die ffO>, ß- oder ffCII) , oe-Kurve 

gezogenen Doppel- oder Mehrfachtangenten 131). Ordnet man die ff<1>, ß
Kurven nach dem Werte von "tJfff~.x. die ff<m, oe-Kurven nach demjenigen 

von ~ff/Ciß als dritter rechtwinkligen Koordinate, so bekommt man zwei zu 

der Tangentialfläche gehörende aus Tangentialkurven in parallelen Ebenen 

gebaute Flächen, auf welchen die koexistirenden Phasen dadurch gefunden 

werden, dass man die der einen der Koordinatenebenen parallelen Doppel
tangenten zieht (Beispiele die ffvr, v, T-Fläche und die ffsp, .s, p-Fläche, 

Nr. 58b). Die mehrphasischen Drei- oder Vielecke reduziren sich auf 

diesen Flächen immer zu einer Geraden. Das heterogene Blatt wird 

eine schiefe Regelfläche. 

b) Die Bestimmung der koexistirenden Phasen ph' und ph" durch 

die Doppeltangenten an die Tangentialkurven lässt sich allgemein 

schreiben 132) : 

c) Sucht man (vergl. Fig. 23) die Abschnitte 

ff (III) = ff - oe !)ff - ß c)ff 
~.% "tJß 

(4) 

129) Sie können auf der lJ, «, {3-Fläche als Schattenkurven erzeugt werden durch 
Licht, welches der W, 11- bzw. lJ, {3-Ebene parallel und den Werten von 'JW{'J11 bzw. 
'JW f'J{3 entsprechend geneigt ist. 

130) Erstes Beispiel Gibbs [c] p.178 (Fig.1 ebenda). Auf die Konstruktion die~er 
Schlagschattenkurven führt Brunhes, Einleitung zu Gibbs (dJ, p. 9 die Notwen

digkeit des Auftretens der Binome W- « 'JWfo11 zurück (vergl. Fussn. 679). 
131) Die Stabilität einer homogenen Phase wird dadurch bedingt, dass die lJ(I), {3-

bezw. ß"CII), 11-Linie nach der Seite der abnehmenden W konve1 gekrümmt ist (vergl. 
Nr. lOb), 

132) Verallgemeinertes Marowell'sches Kriterium. Siehe Nr. 61. 
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der Berührungsebene (für bestimmte 3ff/3Pt, bzw. 3fj/3ß) an der fj, Pt, ß· 
Fläche auf der fj-Achse, so sind die 3ff/3Pt-Linien 71) im fj(III), 

3ff/3ß-Diagramm und die 3ff/3ß-Linien 71) im ff<III>, 3ff/3a:-Diagramm 

Linien, welche für koexistirende Phasen einen Doppelpunkt aufweisen, 

und die man Gibbs'sche Doppelpunktskurven nennen kann (Beispiel das 

ffpr,p-Diagramm Fig. 28); die Doppelpunkte reihen sich zu doppelpunktigen 

Grenzlinien ff<UI) = f (3ff f3Pt) oder ff<III> = f (3ff /3ß) aneinander 133). 

n. Thermische Zustandsgleichung fU.r den :O.uiden Zustand 134). 

a) Die Hauptmlstandsgleichung von van der Waals, Historisches 
und Allgemeines. 

15. Untersuchungen iiber die Eigenschaften von Gasen, Dämpfen und 
Fliissigkeiten vor Andrews und van der Waals. Die Unterscheidung des 

gasförmigen und des tropfbar flüssigen Zustandes als zweier, obgleich 

durch das Pascal'sche Gesetz vereinter, dennoch wesentlich verschiedener, 

Aggregatzustände entstammt der Zeit, als der Unterschied zwischen 

den durch Druck wenig kompressibelen und durch Wärme wenig ausdehn

baren Flüssigkeiten und ihren gasigen Dämpfen, besonders aber zwischen 

ersteren und den Gasen, für welche die nach Boyle 135) und Charles 136) 

133) Dies entspricpt der Eigenschaft, dass die lf{III), clfßt~, clffc(3- und die 
W, "• (3-Fläche polarreziprok sind, sodass einer zweifachen Berührungsebent> in der 
einen ein Doppelpunkt in der anderen entspricht (Nr. 59b). 

Die heterogenen Blätter von lf(III), clffcce, clffc(3 fallen zusammen zu Schnitt
linien von den homogenen. 

Der Spinodalen in lf, rx, ß entspricht eine Kehrkante in lf(III), clffcrx, clffcß, einem 
Faltenpunkt auf der lV-Fläche der Endpunkt einer Schnittlinie von zwei Blättern 
von lf(III), vergl. Nr. 61, einem isophasischen Dreieck in W der Schnittpunkt dreier 
stabiler Blätter, zugleich von drei Schnittlinien von lf(III) (vergl. Nr. 7lb und 'Z2a). 
Beispiel die lfpT, p, 1'-Fläche Nr. 58c, vergl. auch Fig. 29. 

134:> Wir behandeln bis Nr. 25 nur einkomponentige Stoffe. Auch beschränken 
wir uns hier auf normale Stoffe (siehe Nr. So). Für assoziirte Stoffe vergl. N1·. Soc. 

135) Siehe Enc. V 3, Art. Bryan, Fussn. 64:. 
136) Siehe Enc. V 3, Art. Bryan, Fussn. 65. Amontons, Paris. Mem. de l'Acad. 

1699 (M. Ameterdam 1706) p. 154 und 1702 (ed. Amsterdam 1707), p. 204:, sprach 
schon auf Grund seiner Messungen für Luft den Satz aus, dass die Druckzunahme 
durch "denselben Wärmegrad" bei konstantem Volumen unabhängig ist vom Anfangs
volumen, aber proportional mit dem Anfangsdruck. J. Dalton, Manchester memoirs, 
vol. 5, part 2 (London 1802), p. 595; Gilb. Ann. Phys. 12 (1803), p. 310 undGay
Lussac, Ann. de chim. 4:3 (1802), p. 137; Gilb. Ann. Phys. 12 (1803), p. 257, 
fanden fast gleichzeitig und unabhängig von einander, dass die verschiedenen Gase 
sich bei konstantem Volumen alle pro Grad gleich viel ausdehnen. Nach Gay-Lussac, 
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genannten idealen Gasgesetze iB') aufgestellt waren, ein grundsätzlieber 

schien. Dieser Gegensatz ist mehr und mehr verwischt durch drei 
Gruppen hauptsächlich in der ersten Hälfte des vorigen Jahrhunderts 

gesammelter experimenteller Ergebnisse. 
Zunächst durch die Versuche über die Eigenschaften der Flüssig

keiten, welche unter höherem Druck als dem atmosphärischen zum 

Sieden gebracht werden. Diese fanden einen vorläufigen Abschluss, als 
Oagniard de la Tour 138) den nach ihm benannten Oagniard de la 
Tour'schen Zustand kennen lehrte, bei dem die Dichte der stark 

erhitzten Flüssigkeit (z. B. Äthyläther) bis zu der des gesättigten aber 
jedenfalls noch gasförmig zu nennenden Dampfes abnimmt und ihr 
Ausdehnungskoeffizient und ihre Kompressibilität sogar grösser als die 
eines gewöhnlichen Gases werden. 

Weiter durch das V er flüssigen mittels Druck von Stoffen, die 

man vorher nur als Gase kannte, so zuerst des Ammoniaks durch 
van Marum i 89), dann des Chlors unter dem eigenen Entwickelungsdruck 

im geschlossenen Gefäss durch Faraday i40) und der Kohlensäure in 

grossen Mengen nach demselben Prozess durch Thilorier Ui), dann wieder 

in der zweiten Faraday'schen Versuchsreihe 142) das Verflüssigen durch 
Abkühlung mittels der nunmehr zur Verfügung stehenden festen Kohlen

säure von fast allen damals zugänglichen Gasen, sodass nur noch 

H2, N2, 0 2, C O, N 0, C H4 (und Luft) als ,.permanent" im Gegensatz 

zu jenen ,.koerzibelen" Gasen sich den vereinten Angriffen von Druck 

und damals erreichbarer Abkühlung entziehen konnten. Insbesondere war 
dabei die Beobachtung wichtig, dass verflüssigte Gase unter Umständen 
grosse Ausdehnbarkeit m) und Kompressibilität t4S) sowie den Oagniard 
de la Tour'schen Zustand zeigten iM). 

Ann. de chim. l. c. p, 157 hatte Cliarles schon 15 Jahre früher dieses Gesetz ge
funden, aber es nie veröffentlicht. 

137) Siehe Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 22. 
138) Cagniard de la Tour. Ann. chim. phys. 21 (1822)1 p. 127 u. 178. 
139) M. van Marum. Description de quelques appareils chimiques nouveaux ou 

perfectionm\s de Ia Fondation Teylerienne et des experiences faites avec ces appa
reils. Haarlem, 1798; Gilb. Ann. Phys. 1 (1 799), p. 14.5. 

UO) M. Faraday. London Phi!, Trans. 1823, p. 160 u. 189. 
141) Thilorier. Ann. chim. phys. 60 (1835), p. 427 u. 432. 
142) M. Faraday. London Phi!. Trans.1845, p. 155, Für die Vorgeschichte dieser 

Methode vergl. weiter z.B. W. L. Hardin, Liquefaction of Gases, Newyork 1899. 
143) J. Natterer. Wien Sitz.-Ber. 5 (1850), p. 851. 
144) Am auffallendsten wird dieser Zustand in jenen an beiden Seiten zugeschmol-
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Die dritte Gruppe der oben genannten Ergebnisse betrifft die Ab
weichungen vom Boyle-Charles'schen Gesetz. Insbesondere zeigten die 
Versuche Natterer's 145), dass unter einem Druck von 3600 Atm zusam
mengepresste Gase nur noch sehr wenig kompressibel sind, die genauen 
Messungen Regnault's U6) bewiesen andrerseits, dass die ."unvollkom
menen" Gase, also mit alleiniger Ausnahme des Wasserstoffs 147) auch 
alle "permanenten" Gase, bei gewöhnlichen Drucken eine grössere Kom
pressibilität zeigen, als das Boyle'sche Gesetz erfordert, und in dieser 
Beziehung der verdichtbaren Kohlensäure verwandt sind 148). 

16. Andrews' p, V-Diagramm der Isothermen von 0 0111 kritischer 
Punkt Liquid-Gas. a) Die drei in voriger Nr. geschilderten Richtungen 
der Forschung wurden vereint durch die bis auf weite Grenzen von 
Temperatur und Druck ausgedehnten Messungen von Andrews (a, b] an 
Kohlensäure. Dieselben erlaubten ihm ein einziges, alle die erforschten 
Erscheinungen umfassendes lichtvollea Diagramm zu konstruiren, welches, 
wie aus dieser und folgender Nr. hervorgehe:li wird, für die Aufklärung 
der Beziehungen von Flüssigkeiten und Gasen eine grosse Bedeutung 
gehabt hat (vergl. Nr. 6b). 

b) In dem Andrews'schen Diagramm Fig.13 149) (siehe auch Fig. 14) 

zenen gläsernt~n, mit einer Teilung versehenen Röhren, welche teilweise mit Flüs
sigkeit oder verflüssigtem Gas gefüllt sind, zur Anschauung gebracht, die öfters 
(besonders in Frankreich) nach Natterer, besser aber nach Cagniard de la Tour 
benannt werden. So weit Ref. bekannt, hat Natterer nicht mit solchen Röhren 
gearbeitet. 

145) J. Natterer. Ann. Phys. Chem. 62 (1844), p. 132; Wien Sitz.-Ber. 5 (1850), 
p. 351; 6 (1851), p. 557; 12 (1854), p. 199. 

146) V. Regnault. Mem. de l'Inst. de France 21 (1847). 
147) Regnault sagt I. c. Fussn.146 p. 402 von diesem abnormen Verhalten des 

Wasserstoffs, vielleicht ironisch über den Begriff »Vollkommene Gase« (vergl. van der 
Waals, [a] p. 80): "Si Ia loi de Mariotte etait l'expression mathematique de l'etat gazeux 
parfait, le gaz hydrogene constituerait un fluide elastique plus que parfait". Zu 
derselben Klasse gehören die damals nicht bekannten Gase Helium 814) und Neon. 

148) Eine vierte Gruppe, die Versuche von Kelvin und Joule (vergl. Enc. V 3, 
Art. Bryan, Nr. 28 und diesen Art. Nr. 90) - welche zeigen, dass die Energie 
der Gase mit wachsendem Volumen zunimmt- ist erst von van der Waals zur näheren 
Begründung der Annahme anziehender Kräfte zwischen Gasmolekülen in seiner Theorie 
der Kontinuität des flüssigen und des gasförmigen Aggregatzustandes herangezogen. 

149) Th. Andrews [a] p. 583. Für die Herleitung der Drucke aus den Andrews'
schen Ablesungen des Luftmanometers vergl. C. G. Kr.ott, Nature 78 (1908) p. 262, 
Edinb. Proc. Roy. Soc. SO (1909) p. 1 (wit Angabe der Ostwald's Klassiker Nr.132, 
p. 79 Anmerkung 5 angeführten Korrektion). 

Encyklop. d. math. Wlssenseh. V 1. 
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sind für C 0 2 die Isothermen (Nr. Sb) 
gezogen. Dieselben zeigen bei den höhe

ren Drucken die von Natterer hervorgeho

bene geringe Kompressibilität stark zusam

mengedrückter Gase (Nr.t5). Bei den niedri

geren Drucken und den höheren Tempera

turen ist die Kompressibilität grösser als 

den Hyperbeln (in der Fig. gestrichelt) des 

Boyle-Charles'schen Gesetzes entspricht, 

aber nur wenig. Bei 40° C wird diese Ab

weichung bei mittleren Drucken 1;10 gross, 

dass auch von einer angenäherten Gültigkeit 

jenes Gesetzes nicht mehr die Rede sein 

kann. Unter 31° C enden die Isothermen 

von der Gasseite aus in den Zustand des 

gesättigten Dampfes, b, g (Fig. 14), von 

der Flüssigkeitsseite aus in den Zustand der mit gesättigtem Dampf 

koexistirenden (siehe Nr. 'ia) gesättigten Flüssigkeit, a, f (Fig. 14). 

Die Isophase (Nr. Sc), zugleich heterogene Isotherme 84) und 

heterogene Isobare (Nr. Sb), welche hier die isotherme Kondensation oder 

Verdampfung andeutet, z.B. f g, ist (Nr. Sd) eine horizontale Gerade 150). 

Jeder Punkt, z.B. s, dieser Linie entspricht (Nr. Sd) je einer Gewichtsmenge 

der beiden homogen aequilibrirten Phasen Flüssigkeit und Dampf bei 

gleichem Druck und gleicher Temperatur, die im Verhältnis g s zu f s 
(Nr. Sd) auf die beiden Phasen verteilt ist 151); der einzelne Punkt stellt 

150) Die kleinen Abweichungen im Andrews'schen Diagramm können auf kleine, 

wirklich konstatirte Beimischungen bei der Kohlensäure zurückgeführt werden. 

Wenn ein reiner Stoff mit einer geringen Quantität (Nr. 6'i'e) einer einkomponen

tigen Beimischung verunreinigt ist, so ist die Isophase ein Zweig einer gleichsei

tigen Hyperbel (für den Fa ll, dass die Beimischung bei der Temperatur der Isophase 

ein Gas ist, bewiesen von Kuenen [c] p. 36), dessen eine Asymptote die Isophase des 

reinen Stoffes bildet ; falls die Beimischung sehr viel flüchtiger oder sehr viel 

weniger flüchtig ist als die llauptkomponente, fällt der Mittelpunkt der Hyper

bel in den Flüssigkeits- bzw. Dampf-Endpunkt der Isophase des reinen Stoffes, 

was also im ersten Fall eine Abrundung der Isophase an der Flüssigkeits-, im 

zweiten an der Dampfseite ergibt (vergl. Nr. 6'i'e). Die Form der Isophase im 

Andrews'schen Diagramm (Fig. 13) weist also auf eine flüchtige Beimischung (Luft). 

151) Vergl. Nr. 'ia. Zu bemerken ist, dass diese Phasen nicht in unmittelbarer 

Berührung koexistiren können, sondern nur vermittelst der Mitwirkung der (un

endlich vielen) Schichten in nicht homogen aequilibrirten Phasen der Kapillarschicht1 
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auf diese Weise den gemeinschaftlichen Druck und die Summe der 
Volumina dieser beiden Teile in stabil koexistirenden Phasen 152) dar. 

Fig. 14. 

welche, wenn die Dicke der Kapillarschicht den molekularen Dimensionen gegenüber 
gross ist, was freilich nur in der unmittelbaren Nähe des kritischen Zustandes der 
Fall ist, den Zuständen a c d e b (Nr. l'ia, vergl. Fussn. 176) entsprechen (vergl. 
van der Waals [c], vergl. auch Enc. V 9, Art. Minkowski, Nr. 17). Auf Grund 
der statischen Kapillaritätstheorie wurde etwas derartiges vermutet von J. Thomson 
[a] p. 7. 

152) Vergl. Nr. 8d. Die Isopsychren [Mathias, J. de phys. (3) 9 (1.900), p. 479, nennt 
dieselben Linien konstanten Tite1·s] verbinden im heterogenen Blatt den Punkt k mit 
den Punkten r, s, welche die Linien ab, fg in gleichem Verhältnis teilen und einem selben 
Verhältnis der Mengen beider Phasen im heterogenen Gleichgewicht entsprechen 
[ Raveau, J. de phys. (3) 1 (1892), p. 461]. Die Linien konstante1· Volumenteilung k tu 
vereinen die Punkte t, u, mit konstantem Verhältnis der Volumina der koexistirenden 
Phasen [Amagat, J. de phys. (3) 1 (1892), p. 288]. Die in Fig. 14 gezeichneten k r s 
und k tu entsprechen beide dem Verhältnis 1 (Amagat I. c. findet diese Linie kon
stanter Volumenteilung bis 0,9Tk fast geradlinig), berühren einander in k (Mathias 
I. c.) und enden, vorausgesetzt, dass die beiden Zweige der Grenzlinie in k ohne 
Unstetigkeit der Krümmung in einander übergehen (vergl. Fussn. 155), daselbst 
unter endlichem Winkel mit der Grenzlinie [vergl. Raveau I. c.; GI. (156) Nr. 86b 
gil>t für du /dt längs krs oder ktu 0,928 bei t = 1]. Für jedes andere Verhältnis 
enden die betreffenden Linien in k mit horizontaler Tangente. Vergl. auch van de1· 
Waals [d) p. 98 u. f., wo der Ort der Minimalvolumina und der Ort der InOexions
punkte der Isopsychren diskutirt werden. 

43* 
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Die Linien g k und f k, zu welchen 158) die bei einer Temperatur koexi
stirenden Zustände f, g und a, b sich bei verschiedenen Temperaturen jeder
seits an einander schliessen, sind der Flüssigkeits- und der Dampfzweig der 
Grenzlinie 154) Liquid-Gas (Nr. 'ia), die sich im Punkte k begegnen, welcher 
den Oagniard de la Tour'schen Zustand vorstellt 155). Die Isotherme hat 
hier einen lnflexionspunkt (vergl. Nr.t8b) mit einer der V-Achse parallelen 
Tangente, es gehört hierzu eine bestimmte Temperatur, die kritische 
Temperatur 156) Tk, und ein bestimmter Druck, der kritische Druck Pk· 
Nach Andrews und van der W aals definiren diese beiden Grössen einen 
bestimmten Zustand (vergl. Nr. 24:), den man kurzweg den kritischen nennt 
(Nr. 9b). Wenn nötig, wird der jetzt betrachtete Zustand schärfer ange
deutet als kritischer Punkt Liquid-Gas. Die kritische Temperatur bat 
noch diese gleich von Andrews betonte Bedeutung, dass man unter dieselbe 
hinabgehen muss, um ein Gas kondensiren zu können (vergl. Nr. 20). 

c) In Fig. 14 sind zu dem .Andrews'schen Diagramm noch die von 
J. Thomson [a] gezogenen gestrichelten Linien a c d e b und f h i l g 
aufgenommen, über welche folgende Nr. näheres bringt. Thomson liess 
dadurch noch deutlicher hervortreten, dass die Isothermen eine einheit
liche Schaar von Linien mit der Temperatur als Parameter bilden ( vergl. 
Fussn. 812} und dass die Eigenschaften der Flüssigkeit in die des Gases 
stetig übergehen. 

17. Die Kontinuität des flüssigen und des gasförmigen Aggregat
zustandes. Ableitung der heterogenen Gleichgewichte aus den homo
genen. a) Wenn man die Zustände auf einer die Endpunkte a, b 
einer heterogenen Isotherme in dem .Andrews'schen Diagramm {Fig. 14) 
verbindenden, ganz ausserhalb der Grenzlinie verlaufenden Kurve an b 
in dem einen oder andern Sinn durchläuft, so wird ein Flüssigkeit
zustand a durch eine Reihe von Zuständen hindurch, welche mit der 

153) Wir bedienen uns weiter dieser schematischen Figur 1 statt der An
drews'schen. 

154) Van der Waals [a] p.135. Sättigungskurve (Enc. V 31 Art. Bryan, Nr. 24:). 
155) Wir übergehen hier die {teilweise unklaren, teilweise widerrufenen) Vor

stellungen von J. lamin., Paris C. R. 96 (1883), p. 1448; 97 (1883), p. 10; J. de 
phys. (2) 2 (1883), p. 389; H. PeUat, J. de phys. (3) 1 ('1892), p. 225; R. v. Hirsch, 
Ann. Phys. Chem. 69 (1899), p. 456, 837, vergl. Ann. d. Phys. (4) 1 (1900), p. 655, 
die eine Änderung des Diagrammes bei k bedingen würden. Vergl. I. P. Kuenen 
[c] p. 53, 54. Vergl. weiter Nr. 24 und 60. 

156) Von Men.delejetf (siehe z. B. Ann. Phys. Chem. Hof (1870)1 p. 618] absolute 
Siedetemperatur genannt. 
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Temperatur sich kontinuirlich deformirenden Isothermen oder Isothermen

teilen angehören, in einen Gaszustand b kontinuirlich übergeführt oder 

umgekehrt, während dies entlang der heterogenen Isotherme mit Spal

tung in zwei verschiedenen Phasen stattfindet. In diesem Sinne besteht 

nach Andrews Kontinuität des flüssigen und des gasförmigen Aggregatzu

standes 157) 158). Tiefer geht die Auffassung von van der Waals, welche 

in der Schrift "die Continuität des gasformigen und flüssigen Zustandes" 

(a] niedergelegt ist. In derselben wird die kinetische Theorie des gas

förmigen und des flüssigen Aggregatzustandes auf gemeinsamer Grundlage 

entwickelt. Die Moleküle der Gase und der Flüssigkeiten werden als 

dieselben (Nr. 23; vergl. auch Nr. 73a), und zwar als vollkommen 

elastische harte Kugeln betrachtet; für die Anziehungen, welche mit den 

Zusammenstössen der raumerfüllenden Moleküle die Abweichungen vom 

Boyle-Charles'schen Gesetz im Gaszustand und bei der Verflüssigung 

bewirken, werden keine andere Kräfte herangezogen als die, welche 

schon in der Kapillaritätstheorie (vergl. Enc. V 9, Art. Minkowski, Nr. 13) 

angenommen werden müssen. Es ergibt sich (Nr. 18) eine kontinuirliche 

Folge von mit der Natur des Stoffes verträglichen Gleichgewichtszu

ständen, durch welche hindurch die Flüssigkeit bei gleich bleibender 

Temperatur in Gas übergeführt werden kann. Diese vereinen den Flüs

sigkeits- und den Dampfzweig einer Isotherme wie in der Zeichnung von 

J. Thomson [a] durch ein Kurvenstück a c d e b (Fig. 14), welches also 

durch die Theorie von van der Waals die von J. Thomson ( vergl. 

Fussn. 151) vermutete physikalische Bedeutung erlangt 159). 

157) Einwände gegen diese Auffassung sind nicht gemacht worden (vergl. Nr. 28). 

158) Während für die Grenzlinie die Unterscheidung zwischen Gas- oder Dampf

zustand einerseits und Flüssigkeitzustand andrerseits bei niedrigen Temperaturen 

durch ihre spezifischen Eigenschaften (Nr. lo), bei höheren Temperaturen durch das 

Prinzip der Kontinuität der Phase längs der Grenzlinie [Kamerlingh Onnes und 

Keesom, Leiden Comm. Suppl. Nr. 15 (1907), Keesom ibid. Suppl. Nr.18b (1907)] 

(vergl. Nr. 7a), nach welchem eine Änderung im Charakter der Phase auf einem 

kontinuirlichen Zweig einer Grenzlinie nur in einem kritischen Punkte stattfinden 

kann, festliegt, so muss man, wenn man dieselbe Unterscheidung auch für nicht einer 

Grenzlinie angehörende Zustände durchführen will (vergl. dagegen Kuenen [b] p. 67), 

diese durch eine kontinuirliche Reihe von homogenen stabilen Zuständen hindurch, bei 

der eine Änderung des Aggregatzustandes nicht anzunehmen ist, in erstere Zustände 

überzuführen suchen. Für einkomponentige Stoffe führt am zweckmässigsten isather

mische Expansion oder Kompression zum Ziel, '<ergl. Fussn. 162. Für binäre Gemische 

siehe Kamerlingh Onnes und Keesom J. c. (vergl. Fussn. 763). 

159) Nach G. Bakker, Phi!. Mag. (6) 15 (1908), p. 413, ist der Teil cde Ort 

der Minima der Kurven, die für verschiedene Krümmungen der Kapillarschicht das 
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Die durch letzteres Kurvenstück angegebenen Zustände sind nur 
teilweise stabil. Die Zustände a-c und e-b sind metastabil (vergl. 
Nr. 2a) 160). Was die labilen Zustände zwischen c und e betrifft, sowie 
alle andern nicht experimentell realisirten Zustände auf dem homogenen 
Zweig der theoretischen Isotherme a c d e b, der die metastabilen und 
labilen Zustände umfasst, siehe Fussn. 151. 

b) Zur Zeit, als van der Waals den Zweig a c d e b nach Nr. l8a 
zeichnete, war es noch nicht bekannt, dass dieser zu der Geraden 
a b in einfacher Beziehung steht. Wir können hier aber vorgreifen, um 
gleich allgemein anzugeben, wie die Beziehung der heterogenen zu den 
homogenen Gleichgewichtszuständen abgeleitet wird. 

Wendet man die Gleichung (j) dQ = 0 und also (j)pd V= 0 

des isathermischen Kreisprozesses (Rnc. V 3, Art. Bryan, Nr. 8, 12) 
an auf den aus dem heterogenen und dem homogenen Zweig einer 
Isotherme gebildeten Zyklus, so ergibt sich die Gleichheit der Flächen
räume a c d === d e b, also 

JVvap 

p d V + Pkoex (vliq -Vvap) = 0. 
vuq 

(6) 

Die zu jeder Temperatur gehörende heterogene Isotherme kann nach 
diesem Maawell'schen Kriterium 161) in die Isotherme hinein gezeichnet 

.Mittel von den Drucken in der Kapillarschicht senkrecht und parallel derselben 178) 

längs einer die beiden koexistirenden homogenen Phasen verbindenden Linie ahc 
Funktion von v darstellen. 

160) Vergl. Nr. 60. In der Tat sind Teile der Zweige ac und be verwirklicht: 
ac beim schon längst bekannten Siedeverzug, z. B. L. Dufour, Paris 0. R. 53 
(1861), p. 846, der in einem Oel-Ohloroformgemisch schwebende Wassertropfen bei 
Atmosphärendruck bis 178° 0 erhitzen konnte. Dieser Siedeverzug kann bei isother
mischer Druckvermindrung so weit gehen, dass, wie beim Haften von Quecksilber 
an der Spitze eines gut ausgekochten Barometers (vergl. Fussn. 797) und wohl 
am meisten ausgeprägt in den Versuchen von Donny [Ann. chim. phys. (3) 16 (1846), 
p. 167], und denen von M. Berthelot [Ann. chim. phys. (3) 30 (1850), p. 232], 
Worthington [London Phi!. Trans. 183 (1893), p. 355], vergl. auch J. Meyer, ZS. r. 
Elektrochem. i7 (1911.), p. 743, der Druck negativ wird (für die höchste Tempe
ratur, bei der noch negativer Druck auftreten kann, berechnete van der Waals 
[a] p. 109: 17/ 81 Tk). Der Teil be ist, wie schon van der Waals [a] p. 98 bemerkte, 
verwirklicht im Dampfraum über einer konvexen Flüssigkeitsschicht und mehr 
ausgedehnt im von J. Thomson [a] vermuteten und von Coulier [J. pharm. chim. 
(4) 22 (1875), p. 165 und 254] zuerst bei adiabatischer Expansion eines von Staub 
und Ionen (Nr. 88b) freien gesättigten Dampfes (vergl. Nr. 88c) beobachteten 
Gbersättigten Dampfe. 

i.61) I. C. Maa:weU. Nature H (1.875)1 p. 357. Derselbe Satz wurde von R. Clau-
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werden, was Pkoex• Vvap und Vuq bestimmt. In Nr. 81 wird bewiesen, 
dass diesen Werten ein stabiles Gleichgewicht der koexistirenden Phasen 
unter dem Koexistenzdruck, Pkoex1 der Maximalspannkraft der gesättigten 
Dämpfe, entspricht. 

c) Das mit den Kurvenstücken a c d e b ergänzte Andrews'sche 
Diagramm Fig. 14 besteht aus zwei übereinander liegenden Blättern 
(Nr. 'Za). Dieselben hängen längs f a k b g zusammen ; das eine Blatt, 
welches zu dem homogenen Gebiet gehört und in jedem Punkt einer 
homogenen Ausbreitung der Gewichtsmenge entspricht, wird durch k c k e l, 
die Stabilitätslinie (Nr. 'Za), in das homogen stabile und das homogen labile 
Gebiet geteilt, das erstere wiederum durch die Grenzlinie (Nr. 7a) in 
das absolut stabile und das homogen metastabile Gebiet 162). Das zweite, 
dem heterogenen Gebiet entsprechende Blatt wird nach der Seite der 
höheren Temperaturen von der Grenzlinie begrenzt. 

Nicht dargestellt ist, wie das Diagramm nach Aussen einerseits 
durch die Existenzgrenze des Stoffes, andrerseits durch den festen Aggre
gatzustand (vergl. Abschn. V) begrenzt wird. 

18. Die Hauptzustandsgleichung von van der Waals. a) Sämtliche 

denkbaren homogenen fluiden Gleichgewichtszustände anzugeben, bezweckt 
die von van der W aals [a] auf Grund seiner kinetischen Theorie auf
gestellte Zustandsgleichung 

(P + av~) (v-bw) = Rw T. (6) 

Dieselbe enthält, neben der Grösse Rw aus der kinetischen Theorie 
der vollkommenen Gase (vergl. weiter unten) 174) 163), zwei für jeden 
Stoff individuelle Grössen aw und bw, die zunächst konstant gesetzt 

sius, Ann. Phys. Ohem. 9 (1.880), p. 337, noch einmal abgeleitet, Eine Ableitungauf 
Grund von Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen (vergl. Nr. 4:6) gab M. v. Smoluchowski, 
Ann. d. Phys. (4) 25 (1908), p.205. 

162) Fussn. 1.58 entsprechend kann man definiren: Die Isotherme der kriti
schen Temperatur begrenzt das Ga.sgebiet nach der Seite der kleineren Temperaturen, 
weiter mit dem Flüssigkeitszweig der Stabilitätslinie das Flü88igkeitsgebiet, mit dem 
Dampfzweig derselben das Dampfgebiet. Die zwei metastabilen Gebiete entsprechen 
der überhitzten FlüBsigkeit und dem unterkühlten oder übersättigten Dampf (siehe 
Fussn. 160). Jenseits (vergl. Nr.16b) der Grenzlinie liegt das Gebiet der ungesättigten 
Dämpfe und der komprimirten Flüssigkeiten. Vergl. die verschieden schraffirten Teile 
der Fig.U. Für die Definition von Thiesen, ZS. compr. u. ß. Gase 1. (1897), p. 86, 
und die Unterscheidung von 0. Lehmann, Ann. d. Phys. (4) 22 (1907), p. 474, siehe 
Kamerlingh Onnes und Keesom, l. c. Fussn. 158. Die Definition Boltzmann's [b) 
p. 45 umfasst nicht die metastabilen Zustände. Für TumUrz siehe Fussn. 688, 
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wurden f6B). Zur Kennzeichnung dieser wichtigen GrOssen iM) sei angeführt, 
dass van der Waals seine Gleichung ableitet (vergl. Nr.17a), indem er das 
Virialgesetz 1.65) anwendet auf das in stationärer Wärmebewegung befindliche 
System der Moleküle. Das Virial der Stosskräfte, welche vom Druck her-

rühren, ist~ p v. Zur Berechnung des Virials der inneren Anziehungs

kräfte 166) werden diese ersetzt durch einen auf die Oberfläche 1.67) wirken
den Molekulardruck 1.68), den van der W aals'schen Kohäsionsdruck 1.69)•Kw. 

der berechnet wird, indem man die anziehenden Massen der Moleküle nach 
Laplace als ein homogenes Kontinuum durch das Volumen v verbreitet denkt. 
Derselbe ergibt sich dann als proportional dem Dichtigkeitsquadrat, und 

es wird Kw = ~ gesetzt (vergl. Enc. V 9, Art. Minkowski, Nr. 16). 
V 

Wenn die Moleküle materielle Punkte wären, so wäre das Virial 
dieser beiden Drucke zusammen einfach der gesamten lebendigen Kraft 

derselben : Bw T (siehe unten) gleichzusetzen. Der Faktor v _:'lwl 
wurde von van der W aals als Korrektionsfaktor der lebendigen Kraft 
eingeführt, um die Raumerfiillung der von van der Waals als harte 

1.63) Für eine allgemeinere Auffassung vergl. c. 
1.64.) Zahlenwerte nach GI. (9) berechnet siehe Kohmtamm, Landolt-Bömstein 

physik. ehern. Tabellen (1.905), p. 187. Vergl. auch Nr. 88c. GI. (9) gibt zur Berech
nung von bwN [GI. (7)] aus Pk und Tk eine Gleichung dritten Grades : M. Altschul, 
ZS. physik. Chem. 1 t t1893), p. 577, Ph. A. Guye und I.. Friderich1 Arch. d. sc, 
phys. et, natur. (4.) 9 (1.900), p. 505. Letztere geben zur bequemeren Rechnung 
auch eine Näherungsformet Eine andere wird unter Heranziehung einer geometri
schen Konstruktion abgeleitet von E. Haentzschel, Ann. d. Phys. (4.) 16 (1.905), 
p. 565. J. P. Kuenen, Ann. d. Pbys. (4.) 1.7 (1.905), p. 1.89, hebt aber die auch 
von G. 11an Rfj, Diss. Amsterdam 1908, p. 39, benutzte einfache Methode nachfol
gender Approximationen als schnell zum Ziel führend hervor. 

1.65) R. CkltUJim, Ann, Phys. Cbem. 141. (1870), p. 124. (vergl. Enc. IV 1., Art. 
Vou, Nr. 4:8 und IV 2, Art. Timerding, Nr. 28). 

1.66) Boltzmann (b] p. 2: Waals'sche Kohäsionskräfte. 
1.67) Betrachtung einer Kapillarschicht von endlieber Dicke brachte 11an der 

Waal8 [c] nicht zu einer Anderung in dieser Annahme. Bei dieser ist eine als Grenze 
einer Phase (Nr. la) aufzufassende Schnittfläche durch die Substanz durch eine 
vollkommen harte elastische anziehungslose Wand ersetzt gedacht. 

1.68) Die Grösse K von Lapwce, Mec. Cel. t . .t., 18U, p. 889. Werte für Wasser 
und Ather nach 11an der Waals [a] p. 1.75 siehe Enc. V 9, Art. Minkowski, Nr. 16. 
Vergl. Fussn. 1.69. 

169) Bevor man im Stande sein wird aus Versuchen über die Zugfestigkeit 
von Flüssigkeiten [Donny, Berthelot, Worthington l.c. Fussn. 160; H. 11on Helmholtz, 
Berlin Verb. Physik. Ges. 6 (1887), p.16; Leduc und Sacerdote, J. de phys. (4) t 
(1.902), p. 364.] mehr als einen Wert den der Kohäsionsdruck übersteigen muss 
abzuleiten (G. van der Membrugghe, BuH. Classe des Sc. Acad. Roy. de Belg. 1.9071 

p. 1.020), ist eine nähere Untersuchung der Bedingungen, unter welchen das metastabile 
Gleichgewicht bestehen bleibtln kann, nötig. 
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vollkommen elastische Kugeln gedachten (vergl. Nr. 5a) Moleküle und 
den Einfluss der hierdurch bedingten Stösse in Rechnung zu ziehen 170). 

Derselbe wurde von van der Waals bei Ersetzung (vergl. oben) der Attrak

tionskräfte durch den Kohäsionsdruck aus bei geringen Dichten gültigen 

Betrachtungen über die Weglänge gewonnen und auf alle (vergl. aber 

INr. 30b) Dichten extrapolirt (Nr. 5a), später, zuerst von Lorentz (näheres 

Nr. 40) einer konsequenten Durchführung des Virialgesetzes mehr ent
sprechend auch aus dem Virial der Stosskräfte bei den Stössen der Mole

küle unter sich, aber ebenfalls nur für kleine Dichten, abgeleitet 171) ; 

bw erscheint in beiden Fällen als das 4 fache der Raumerfüllung 

der Moleküle (im Avogadro'schen Zustand, Nr. 39a, siehe Nr. 40) und 
wird von van der W aals Kernvolumen 172) genannt 173). 

170) Ein Vorläufer der van der Waals'schen Gleichung ist die von Hirn, Theorie 
Mecanique de Ia Chaleur, Paris 1865 t. 1: (v-,!J) (p + Kw) = c (1 + «t), insofern 
dieselbe beabsichtigt auch Flüssigkeitzustände darzustellen, und das "Volumen der 
Atome" ,!J und den .,inneren Druck" (vergl. Fussn. 178 und Nr. f:oa) Kw uerück
sichtigt. Dieselbe ist aber nicht kinetisch abgeleitet und da Kw nicht analytisch 
dargestellt ist, kann aus dieser Gleichung der kritische Zustand [vergl. GI. (9)] 
nicht deduzirt werden. 

171) Eine andere Ableitung siehe Boltzmann [b] p. 8; aus der statistischen 
Mechanik Nr. (6b und c. Bei der Berechnung von van der Waals, Arch. Neer!. 
12 (1877), p. 200, [a) p. 45 u, f., wird zur Berechnung von Mittelwerten die Wahr
scheinlichkeit der verschiedenen Geschwindigkeiten der Moleküle betrachtet. Die 
explizite Durchrechnung derselben ist aber für das Resultat nicht nötig. Erst wenn 
man die Auffassung des Kohäsionsdrucks fallen lässt, wird man mit Notwendigkeit 
auf das Gebiet der statistischen Mechanik geführt, vergl. Nr. 4:6a. 

172) Von Dupre, Theorie mecanique de Ia chaleur, Paris 1869, wurde eine Zu-

standsgleichung für Gase aufgestellt p (v + (3) = C (~ + t). Aus leicht ersichtlichem 

Grunde nannte Dupre (3 das Kovolumen. Später ist besonders von französischen 
Autoren dieser Name auf die van der Waals'sche Grösse bw übertragen. Für 
letztere ist der Name Kernvolumen mehr zu empfehlen; Kovolumen könnte man die 
Differenz von Kernvolumen und Limitvolumen (Nr. 48) nennen (Traube, vergl. 
Fussn. 498, 868, nennt v-bw das molekulare Kovolumen; für die Bedeutung in der 
Ballistik vergl. Enc. IV 18, Art. Cranz, Nr. Sc). 

173) Es war van der Waals [a] p. 118 durch Verbindung des von ihm p;efun
denen Wertes für bw und der von Maxwell aus Reibungsversuchen abgeleiteten 
mittleren Weglänge möglich, die früheren Schätzungen durch eine Berechnung der 
Anzahl, N, der im Grammmolekül enthaltenen Moleküle, die wir nach Pm·rin (vergl. 
unten) die Avogadro'sche Zahl nennen werden (vergl. Enc. V 8, Art. Boltzmann 
und Nabl, Nr. 20), zu ersetzen. Die Übereinstimmung der auf diesem, mit den auf 
anderen sehr verschiedenen Wegen [vergl. den zusammenfassenden Bericht von E. 
Ruther(ord, Brit. Ass. Rep.1909; Physik. ZS. 10 (1909), p. 762] gefundenen Werte 
für jene Zahl hat schlies~lich eine wertvolle quantitative Befestigung unserer An
schauungen über die molekulare Struktur der Materie und die molekulare Wärme
bewegung gebracht (vergl. Fussn. 583 und 518). Letztere wird durch die Brown'sche 
Bewegung [wie besonders durch die Untersuchungen von A. Einstein, Ann. d. Phys. 
(4) 17 (1905), p. 549; (4) 19 (1906), p. 371, M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. (4) 
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Rw ist dadurch definirt, dass ~ RwT die lebendige Kra.ft der fort

schreitenden Bewegung der Moleküle darstellt, welche van der Waals, 
entsprechend seiner Annahme unveränderlicher Moleküle, in allen Zu
ständen bei derselben Temperatur gleich setzt 174). 

In der Form GI. (6) der thermischen Zustandsgleichung ist die 
Volumeneinheit nicht spezifizirt. V an der Waals legte seiner Darstel· 
Jung das Normalvolumen (Einh. b) als Einheit zu Grunde. Es ist dann, 
bei der van der Waals'schen Annahme unveränderlicher Moleküle, RwN 

eine von den konstant vorausgesetzten awN und bwN durch 
RwNT = ( 1 + awN) (1 -- bwN) (1 + aA t) (7) 

abhängige Konstante f 75). 
GI. (6) und (7) vereint führen zur Form, in der van der Waals 

seine Zustandsgleichung gab und die wir seiner historischen Bedeutung 
wegen hier in den van der W aals'schen Bezeichnungen wiedergeben wollen: 

(P + : 2 ) (v-b) =(I+ a) (1- b) (1 + at). 

21 (1906), p. 756, J. Perrin, Ann. chim. phys. (8) 18 (1909), p. 5, Physik. ZS. H (1910), 
p. 461, gezeigt wurde) in grossen Zügen in vergrössertem Maassstabe sichtbar ge
macht. Perrin fand, Paris C. R. 152 (1911), p.1380, aus der Untersuchung derselben 
N = 6,85"10 28, Die Zahl der in 1 cm 8 im theoretischen Normalzustand !II) enthaltenen 
Moleküle, die Loschmidt'sche Zahl (vergl. Enc. V 23, Art. Wien, Nr.l2), ist dann 3,06·1 010• 

17 4) Die Annahme der Gleichheit der lebendigen Kraft der fortschreitenden 
Bewegung der Moleküle bei verschiedenen Dichten (und in dem flüssigen sowie in 
dem gasförmigen Zustand) und ihrer Proportionalität mit der Temperatur wurde 
von van der Waals in Übereinstimmung mit seiner oben angeführten Voraussetzung 
getroffen, nach der das Innere der Flüssigkeit sich nicht unterscheidet von dem 
eines Gases mit attraktionslosen Molekülen unter einem Druck gleich der Summe 
des äusseren Druckes und des Kohäsionsdruckes. Was die Proportionalität der 
lebendigen Kraft mit der Temperatur betrifft, so gab er der Annahme, dass die
selbe für die fortschreitende Bewegung gilt, den Vorzug vor derjenigen, nach welcher 
sie für die gesamte lebendige Kraft gelten würde (Yergl. Nr. 46 und ö7(). 

Solange Rw als konstant betrachtet wird (vergl. Fussn. 163), ist sie mit R, der 
Gaskonstante (yergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 22, diesen Art. "Bezeichnungen", den 
Zahlenwert Fussn. 23) identisch, und zwar ist nach der kinetischen Theorie der voll
kommenen Gase RM 1' gleich der Zahl N (Fussn. 173) multiplizirt mit '/8 der mitt
leren lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung eines Moleküls bei der Tempe
ratur T. Wird RM/N = kp gesetzt, so ist also kp T gleich '/8 der mittleren lebendigen 
Kraft der fortschreitenden Bewegung eines Moleküls bei der Temperatur T. Mit Nnach 
Perrin 178) und RM nach Fussn. 23 ist kp = 1,21•1 o-16 [Ergf1 °KJ(vergl. Fussn. 518). 

175) Stellt mau die van der Waals'sche Gleichung unter Beibehaltung der 
Kelvinskala (Einh. c) für andere Einheiten auf so findet man dementsprechend andere 
Werte für aw , bw und Rw. Misst man das Volumen v in dem theoretischen Normal
volumen (Einh. b) und den Druck in Atmosphären, so werden z.B. awe, bwe und Rwe 
(vergl. Fussn. 23) : 

1 
Rwe= Tooc. 
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Schreibt man die Gleichung in der Form 

Rw T aw p . Rw T 
p = b - 2 , oder p = - Kw, mit P = , (8) 

V- w V v- bw 

so zeigt sich der Druck 176) als Differenz des kinetischen Druckes 177), 

P, und des Kohäsionsdruckes 178). 

b) Für Werte des Parameters T < Tk (kritische Temperatur) 

hat die Gleichung dritten Grades nach v drei reelle Wurzeln entsprechend 

den stabilen Flüssigkeit- und Dampfzuständen a und b (Fig. 14) und 

dem labilen Zustand d (Fig. 14), für T > Tk nur eine. 

Den kritischen Zustand bestimmte van der Waals mittels 

Bedingung, dass die drei Wurzeln gleich werden. Dies gibt 179) 

für aw , bw , Rw konstant 

1 aw b R 8 
Pk = 27 b..}' Vk = 3 W> w Tk = 27 

aw i 
bw' ~ 

der 

(9) 

1715) Bei nicht homogener Stoffverteilung, wie in der Kapillarschicht, ist der 
Druck, der vom Stoff an der einen Seite einer kleinen ebenen Fläche auf den Stoff 
an der anderen Seite ausgeübt wird, abhängig von der Dichteänderung senkrecht 
zu dieser Fläche, und also auch von der Orientirung derselben [Hulshof, Dis:r. 
Amsterdam (Delft) 1900, van der Waala [d] p. 250, vergl. L. S. Ornstein, Amsterdam 
Akad. Vers!. Dez. 1908; vergl. weiter Fuchs, Ann. d. Phys. (4) 21 (1906), p. 814 und 
verschiedene Arbeiten von Bakker, 1.usammengefasst in G. Bakker, Theorie de Ia 
Couche Capil!aire Plane des Corps Purs, Paris 1911]. Der von Gl. (8) gelieferte 
Druck ist (Nr. Sa) der Druck, der bei homogener Stoffverteilung dem Volumen v 
bei der Temperatur T entspricht. 

177) H. A. Lorentz, ZS. physik. Chem. 7 (1891), p. 39. Van der Waals [e] 
Jan. 1895, p. 212 verwendet für dieses Glied nach Bakker [ZS. physik. Chem. 
13 (1894), p.146] den Namen thermischer Dt•uck (vergl. Ene. V 9, .Art. Minkowski 
Nr. l'i, wo dieser Name Verwendung findet; Ref. ziehen aber, vergl. auch van der 
Waals (d) p. 221, den Namen kinetischer Druck vor). 

178) Binnendruck von Ostwald (a] p. 678, I. Traube FuEsn. 868, innere Druck 
von Boltzmann (b] (vergl. Fussn. 170 und Nr. 45a). Der Binnendruck oder 
innere Druck von Tarnmann lZS. physik. Chem. Bd. 14-21 ; Ueber die Bezie
hungen zwischen den inneren Kräften und Eigenschaften der Lösungen, Harnborg 
und Leipzig, 1907; Kristallisieren und Schmelzen, I.eipzig 1908, p. 22] ist die 
Summe von Kohäsion~druck und äusserem Druck, also gleich dem kinetischen 
Druck. Es ist wohl nicht zulässig, die Änderung, welche die Lösung eines be
stimmten Stoffes in die Eigenschaften des Lösungsmittels hervorruft, ganz einer 
Änderung dieses Binnendruckes, also des Kohäsionsdruckes, zuzuschreiben, solange 
nicht nachgewiesen ist, dass dieselbe Änderung dieses Druckes für die Erklä
rung der Änderungen sämtlicher Eigenschaften genügt [vergl. L. H. Siertsema, 
Leiden Comm. Nr. 38 (1897) ], was angesichts der Änderung des Kernvolumens, 
welche durch die Mischung bedingt sein wird (Nr. 25a), wohl nicht wahrscheinlich 
ist [vergl. auch Lussana, Nuov. Cim. (4) 2 (1895), p. 233, zitirt nach Beibl. 20, 
p. 345; Winther, ZS. physik. Chem. 60 (1907), p. 595]. 

Der Begriff des inneren Druckes bei de Heen [z.B. BuH. Acad, Roy, de Belg. 
(3) 27 (1894), p. 885] scheint Ref. zu unbestimmt, um darauf näher einzugehen. 

179) J. D. van der Waals (a] p. 100. 
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Es ist die Erfüllung dieser Bedingung ein besonderer Fall von der 
Errüllung der allgemeinen, dass im kritischen Zustand die Isotherme im 
p, V-Diagramm einen Infl.exionspunkt mit einer der V-Achse parallelen 
Tangente hat tSO) :· 

[( ~~ )T]fk Vk = O, [( !2~ )T]fi Vk = O, (lO) 

welche aus der Kontinuität des flüssigen und des gasförmigen Aggregat
zustandes und der Existenz eines kritischen Punktes unabhängig von der 
spezielleren Form der Zustandsgleichung folgt. GI. (9) folgt aus GI. (6) 
mit Gl. {10). 

c) Wie in Abschn. ii ausführlich gezeigt wird, entspricht die GI. (6) 
mit konstanten aw , bw und Bw den Erfahrungstatsachen nicht ganz tBt). 

Bei einer allgemeineren Auffassung werden dementsprechend aw , bw und 
Bw zu Funktionen von v und T abgeändert, die im extremen Fall des 
nahezu glasigen Zustandes (vergl. Nr. 4:'ib und Fussn. 945) vielleicht 
sehr komplizirt sind und ganz abgeänderte Werte annehmen. Wir haben 
mit Rücksicht auf diese allgemeinere Auffassung GI. (6) die van der 
Waals'sche Hauptzustandtrgleichung genannt. Mit den Gleichungen, die 
aw, bw, Rw als Funktionen von v und T bestimmen (zuerst Nr. 30, 
vergl. weiter Abschn. IId), zu welchen für die Nähe des kritischen 
Punktes noch eine spezielle Gleichung (Nr. 50) zuzufügen ist, bildet sie 
dann zusammen die thermische Zustandsgleichung (Nr. 3a). 

19. Ableitung bekannter und Vorhersagung unbekannter Eigen
schaften der Stoffe aus der van der Wa.als'schen Hauptzusta.ndsglei· 
chung. Das Studium von sämtlichen thermischen und aus thermischen 
ableitbaren kalorischen Eigenschaften (Nr. 3a, vergl. Fussn. 56) eines 
Stoffes im fluiden Zustand, die vorher unvermittelt da standen, hat, 
als dieselben von der van der Waals'schen Gleichung (6) zusam
mengefasst wurden, eine neue Grundlage bekommen, auf welcher es 
sich schnell entwickelt hat (vergl. auch Nr. 22b). Wäre GI. (6) strenge 
richtig mit konstanten aw , bw , Bw , so würde man aus einer Gruppe 
von thermischen Eigenschaften in einem Gebiet (von Volumen und 
Temperatur) sämtliche Eigenschaften derselben Art in jedem andern 

180) Die Bedingungen (10) sind wohl zuerst von I. D. H. Dickson, Phil. :Mag. 
(5) 10 (1.880), p. 40, zu1· Bestimmung des kritischen Punktes angewandt. Kurz 
nachher unabhängig von H. Kamerlingh Onnea [a] p. 12. 

181) Sehr deutlich tritt dieses bei den Sättigungserscheinungen {z.B. Nr. 88c) 
hervor, Vergl. Fussn. 185. 
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Gebiet mit Hülfe der Hauptzustandsgleichung deduziren, nachdem man 

die aus der ersten Gruppe abgeleiteten Werte von aw und bw in die 

Zustandsgleichung eingeführt, und Rw Gl. (7) entlehnt hat 170). 

Besonders glücklich 182) ist es für die Entwicklung der Theorie 

gewesen, dass van der Waals, als er für C02 aus Regnault's Beob

achtungen über die Spannungskoeffizienten und über die Abweichungen 

vom Boyle'schen Gesetz, welche Beobachtungen später als nicht richtig 

erkannt sind, aw und bw und mit Hülfe dieser (nach Nr. 18b) die 

kritischen Daten pk, vk, Tk berechnete, letztere mit den von Andrews 
beobachteten in befriedigender Übereinstimmung fand 1.83). Ebenso dass 

er später, als er den kritischen Punkt von Äthylen berechnet hatt.e, 

diesen durch die eigene Beobachtung 184) bestätigt fand. 

Es hat sich zwar später herausgestellt, dass es (Nr.l8c) unmöglich ist, 

Werte von aw, bw und Rw zu finden, die für verschiedene Gebiete von v 

und T zugleich gelten, und dass man nur zu bestimmten Werten dieser 

Grössen kommen kann, wenn man sie auf einen bestimmten Zustand (und 

streng genommen dann noch nur auf bestimmte thermodynamische 

Grössen, vergl. Nr. 38c) bezieht Man kann also mit konstanten aw, bw 

und Rw bei einer Rechnung wie die von van der W aals günstigen

falls nur eine angenäherte Übereinstimmung mit der Beobachtung er

warten, bei der die Genauigkeit des Resultats von der Wahl der beiden 

Gebiete des Diagrammea abhängt 185) 186). Wenn man aber dement-

182) Dies wird besonder·s hervorgehoben von Weinstein, Thermodynamik und 

Kinetik der Körper I, Braunschweig 1901, p. 419. Man sehe hier·zu auch van der 
Waals, Boltzmann Festschrift 1904, p. 309. Vergl. Fussn. 185. 

188) J. D. van der Waals (a) p. 102. 
184) J. D. van der Waals [e) Mai 1880, p. 426. Ein anderes Beispiel guter 

Übereinstimmung Fussn. 201. 
185) Im Falle des Äthylens fand Kuenen [c] p. 81, dass aw und bw, die die 

Isotherme bei 20° C recht gut darstellen, zu stark abweichenden Werten für die 

kritische Temperatur und den kritischen Druck führen. 
Wenn quantitative Übereinstimmung in grösserer Annäherung erreicht ist, ist 

dies wohl besondern Umständen zuzuschreiben und ist dieselbe mit denselben aw, 
bw und Rw in entlegenen Gebieten nicht mehr zu erhalten. Bisweilen sind die quan

titativen Abweichungen sehr gross, z. B. Riecke, Ann. Phys. Chem. 54 (1895), p. 739. 

Vergl. übrigens van der Waals [e] Juli 1903, p. 86. Über die Notwendigkeit der 

Änderung von Rw bei sehr tiefen Temperaturen vergl. Fussn. 945. 
Das Gesetz der Änderung von aw und bw zu suchen wurde schon bald eine besondere 

Aufgabe für das kryogene Laboratorium in Leiden (vergl. Nr. 2ld und ~'ussn. 49). 
186) Gar nicht ist diese Übereinstimmung zu bekommen bei den assoziirten 

Stoffen, vergl. z. B. die Berechnung von Hall über aw für Alkohol Fussn. 343. 

Vergl. auch Fussn. 518. 
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sprechend auch aw, bw, Rw als Funktionen des Zustandes (Nr.l8c) hat 
auffassen müssen, so ist es aber bei der Verbesserung und Erweiterung der 
experimentellen Resultate immer deutlicher geworden, dass die Haupt
lliustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw für die qualitative Dar
stellung der Eigenschaften des fluiden Zustandes merkwürdig geeignet 
ist t87). (Vergl. weiter Nr. 22). Quantitativ ist überhaupt bis jeut nur 
die Vorhersagung der Eigenschaften eines Stoffes aus denen eines andem 
möglich. Das Gesetlll der übereinstimmenden Zustände (Nr. 26), welches 
hierzu dient, ist merkwürdigerweise von van der W aals auch aus seiner 
Haupuustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw gefunden. 

20. Die Ver:IUissigung früher perm&nent gen&nnter G&se. a) Unter 

der schnell wachsenden Zahl von Tatsachen und Ergebnissen, welche 
in den Arbeiten von Andrews und van der Waals (Nr. 16-19) ihren 
Ausgangspunkt finden, und bei deren Ermittelung die Theorie des letlliteren 
Führetin war, ist die Verflüssigung früher permanent genannter Gase 
wohl eine der wichtigsten. Sie bildet das Gegenstück zu der mit groBBar 
Anstrengung besonders von Faraday in der ersten Hälfte des vorigen Jahr
hunderts zu Stande gebrachten Verflüssigung der koerziblen Gase (Nr.lö). 

Schon van der Waals 188) berechnete aus den Beobachtungen von 
Regnault 146), dass es bei der VerflüBBigung der Luft darauf ankommen 
würde, dieselbe unter -158° C abzukühlen. Eine vorläufige Bestätigung 
dieser Ansicht folgte bald. Bei der adiabatischen Abkühlung in Folge plöu
licher Entspannung des stark •usammengedrückten 0 2 (später auch N2) 

beobachtete Oailletet 189) vorübergehend Nebelbildung und Pictet 190) sah 
beim Ausströmen von Sauerstoff, der durch im luftleeren Raum ver
dampfendes C 0 2 191) (vergl. Nr. 1ö) abgekühlt un~ stark komprimirt 
war, in der freien Luft einen Teil des Strahls sich ebenfalls vorüber
gehend, "dynamisch", verflüssigen 192). Die bei der Abkühlung erreichte 
Temperatur blieb aber unbekannt. 

187) Man könnte dies die erste Annäherung nennen. Siebe auch das Urteil 
Boltzmann's (b] p. 13 und 154 und D. Berthelot's.[a]. 

188) J. D. van der Waals [a] p. 109. 
189) L. Caületet, Paris C. R. 85 (1877), p. 1213; ausführlicher Ann. chim. 

phys. (5) 15 (1878), p. 132. 
190) R. Pictet, Paris C. R. 85 (1877), p.12U; ausführlicher Arch. d. sc. phys. 

et natur. (nouv. per.) 61 (1878), p. 16. 
191) Bei fortwährendem Betrieb mit einerKaskadetJonZykltmmitVerdampfern. 
192) M. Berthelot. Paris C. R. 85 (1877), p. 1271. 
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Sarrau 198) berechnete später nach den Beobachtungen von Ama
gat 194,) für die kritische Temperatur des Sauerstoffs -105°,4 C. 
Wroblewski und Olszewski 195) bedienten sich, um tiefere Temperaturen 

als diese zu erreichen, des von Cailletet 196) als kräftiges Abküh

lungsmittel eingeführten flüssigen Äthylens (Siedepunkt -104° C) 
und erreichten bei Verdampfung desselben im Luftleeren Tempera

turen unter (vergl. Nr. 16b) der kritischen von 0 2 (-119° C), 
sodann auch von N 2 ( -146° C), sodass es endlich gelang, diese Gase 

und die Luft (sowie CH4,, CO, NO) "statisch" längere Zeit als Flüssig
keit in dem dickwandigen gläsernen Gefäss, in welchem dieselben 
verflüssigt waren, zu erhalten. 

b) Die Verwendung der soeben genannten verflüssigten Gase, 
in freie Gefässe übergegossen, zu wissenschaftlichen Untersuchungen 

zwischen -164° C und -217° C (vergl. Nr. 21), wurde in verschie
dener Weise von Olszewski 197), von Dewar 198) bei Aufbewahrung des 

in grossen Mengen verflüssigten Gases in seinen adiabatischen Behältern, 
den für das Experimentiren bei tiefen Temperaturen sehr wichtigen, 

doppelwandigen, im evakuirten Hohlraum versilberten Vakuumgläsern 199), 

und von Kamerlingh Onnes 200) verfolgt. 
c) Es hatte sich bald ergeben, dass die statische Verflüssigung 

193) E. Sarrau. Paris C. R. 94 (1882), p. 639. 
194) E. H. Amagat. Paris C. R. 91 (1880), p. 812. Diese gehören zu den ersten 

in der Beobachtungsreihe, durch welche Arnagat (besonders [a]) die Versuche Reg
nault's 146) und Natteret•'s 145) ergänzt und wiederholt hat, und welche die Grund
lage für die meisten Rechnungen über die Zustandsgleichung im Gebiet starker 

Kompressionen bilden. 
195) S. Wroblewski und K. Olszewski. Paris C. R. 96 (-1883), p. H40. 
196) L. Cailletet. Paris C. R. 94 (1882), p. 1224. 
197) Bei möglichster Ausnutzung eines einmal hergestellten Versuchsquantums. 

K. Olszewski. Krakau Anz. Juni 1890, p. 176. 
198) J. Dewar. Notices Roy. Jnst. of Great Britain 14 (1893), p. 1. 
199) Siehe betreffend Vakuumgläser auch Weinholti, Physik. Demonstrationen, 

Leipzig 1881., p. 479, und d'Arsonval, Paris C. R. 126 (1.898), p. 1688. 
200) Bei Einrichtung (vergl. Fussn. 221) eines (ohne Hülfe von Vakuumgläsern) 

permanenten Bades mittels fortwährender Wiederverflüssigung des Verdampfenden 
im kontinuirlichen Kaskadeprozess von Zyklen mit regenerativen Verdampfern, 
H. Kamerlingh Onnes (e] Nr. 14 (1894). Die Leideuer Kaskade gab, so weit sie 
damals ausgeführt war, die Verfügung über Bäder für das ganze Gebiet von 
-23" C bis -200° C Bei det·selben wurden schon auch für die spätere Verflüs
sigung des Heliums in Betracht kommende Fragen betreffs Kompression und Zir
kulation in Zyklen unter Beibehaltung vollständiger Reinheit der zu verflüssigenden 

Gase gelöst. 
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des Wasserstoft's nicht mit Hilfe von Abkü.hlung durch Verdampfen 
der zuerst verflüssigten permanenten Gase (b) gelingen würde. Die 
kritische Temperatur des Wasserstoft's, welche van der Waals 1.88) schon 
sehr niedrig geschätzt hatte, konnte nämlich von Wroblewski 201.) nach 
der mit Hilfe tiefer Temperaturen ermittelten Zustandsgleichung (vergl. 
Nr.19) auf -240°,4 C berechnet werden und wurde von Olszewski 202) 
bei dynamischer (vergl. a) Verflüssigung auf -234°,5 C bestimmt 203). Die 
statische Verflüssigung gelang denn auch erst, als Dewar 2M), nachdem er 
bei Vorversuchen derselben Art schon eine dynamische V erfliissigung erreicht 
hatte, eine geeignete Regeneratorspirale mit Drosselventil (Nr. 90a) 
in ein versilbertes Vakuumglas (siehe b) einschloss und durch dieselbe 
den auf hohen Druck gebrachten und von :flüssiger Luft vorgekü.hlten 
W asserstoft' längere Zeit entspannen liess. 

Es war diese Anwendung des Joule-Kelvin-Elfaktes (Nr. 90) auf 
die Herstellung eines bei fortgesetztem Betrieb zu sehr grossen Werten 
anwachsenden Temperaturfalles bei einem Gas, welches sich oberhalb 
seiner kritischen Temperatur befindet, kurz vorher von Linde ll05) 

(vergl. Enc. V 5, Art. Schröter, Nr. 14:) erfunden 206). Bei hochge
spannter Luft von gewöhnlicher Temperatur hatte dieselbe sogar zur 
V er:tlüssigung ohne Vorkü.hlung geführt. Dass dieser Prozess sich auf 
den mit :flüssiger Luft vorgekühlten Wasserstoff nach dem Ähnlichkeits-

201) S. von Wroblewski, Wien Bitz.-Ber. (2a) 97 (1888)1 p. t32i (dt>r Wasser
stoff enthielt 1 % Verunreinigung, wahrscheinlich Luft); neuere Messungen von 
J. C. Schalkwijk, Leiden Comm. Nr. 70 (1.901) geben mit der van der Waals'schen 
Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw : Tk = 28°,5 [Diss. Amster
dam (Leiden) 1902, p. 119], 

202) K. Olszewski. Cracovie Bull. Intern. de l'Acad. des Be. Juni 1.895, p. 1.92; 
extrapolirend nach einem Platin-Widerstandsthermometer. 

203} Später wurde von Dewar 29° K (B. A. Report 1.902, p. 33 gibt 30° bis 
32°, der Sonderabdruck, p. 31. : 290), von Olszewski, Ann. d. Phys. (4) i 7 (1.905), 
p. 986, - 240°18 C nach dem Wasserstoffthermometer (Nr. 82a) gefunden. 

204) J. Dewar. Proc. Roy. Soc. 63 (Mai 1898), p. 256; ausführlicher Proc, 
Roy. Instit. of Great Britain, Meeting of Jan. 201 1.899. Für eine Übersicht der 
Arbeiten Dewar's über die Eigenschaften der Stotle bei tiefen Temperaturen vergl. 
1Vi88 Agnes M. Clerke, Proc. Roy. Instit. of Great Britain, 190i, p. 699, H. E. 
Armstrong, ibid. 19081 p. 354. Vergl. in Beziehung auf Nr. 21e auch Nr. 14:. 

205) C. Linde, Ann. Phys. Chem. (3) 57 (1896), p. 328. Von Linde hat hiermit 
zugleich die, andrerseits von G. Claude bei Anwendung von EntRpannung mit äusserer 
Arbeitsleistung angebahnte Industrie der Trennung der Loft in ihre Bestandteile 
mit Hülfe tiefer Temperaturen geschaft'en. 

206) Hampson hat nach demselben Prinzip einen sehr geeigneten Apparat 
konstruirt. Nature 53 (1.896)1 p. 51.5. 
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satz (vergl. Nr. 62) übertragen lassen würde, hatte Kamerlingh Onnes 207) 

abgeleitet. 
Die Errungenschaft Dewar's eröffnete (vergl. Fussn. 204) das 

Gebiet der Temperaturen von 20(),5 K [Siedepunkt 208)] bis 14° K 
[Schmelzpunkt des H2 208) ], also 4 Mal tiefere als mit den vorher 
bezwungenen permanenten Gasen zu erreichen waren. Mit den" Wasser
stofftemperaturen" fängt das Gebiet der tiefsten Temperaturen an, in 
welchem sich bei vielen Stoffen und Erscheinungen wichtige Eigentüm
lichkeiten zeigen (vergl. Nr. 2lc). Der Anforderung, andauernd über Bäder 
von flüssigem Wasserstoff, deren Temperatur bis auf 0,01 Grad konstant 
bleibt, für Untersuchungen zu verfügen, wird mittels der von Kamerlingh 
Onnes in Anschluss an b ausgearbeiteten Methoden genügt 209). 

d) Die Verflüssigung des Heliums schien lange Zeit unerreichbar. 
Die Versuche von Deu:ar 2f 0) über plötzliche Expansion von mit ge
frierendem Wasserstoff abgekühltem hochgespanntem Helium blieben 
ohne Erfolg. Er schätzte daher (durch Vergleichung mit Entspannungs
versuchen an H2) den oberen Wert für die kritische Temperatur des 
Heliums auf 9° K, später 21f) den Siedepunkt auf 5 bis 6° K. 

207) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 23 (1896). Derselbe zeigt dort auch die Vorteile 
der von ihm später (siehe Fussn.209) angewandten Verdampfung der Luft im Luftleeren. 

208) J. Dewar, Abstract Opening address B. A. 1902, p. 31; cf. Travera, 
Senter und Jaquerod, London Phil. Trans. A 200 (1902), p. 155, H. Kamerlingh 
Onnes und C. Braak, Leiden Comm. Nr. 95e (1906). 

Die Einrichtung zur Verflüssigung des Wasserstoffs betreffend sind noch beson
ders zu erwähnen die Arbeiten von Travers (zusammengefasst in M. W. Travers, 
The Experimental Study of Gases, London 1901, Deutsche "Ö"bersetzung von T. 
Estreicher, Braunschweig 1905, Researches on the Attainment of Very Low Tem
peratures, Smithsonian Miscellaneous Collections 46, Washington 1904), und von 
Olszewski, Cracovie Bull. Acad. des Sc. Dez. 1902, p. 619; Mai 1903, p. 241; ZS. 
kompr. u. fl. Gase 14. (1911), p. 1. 

209) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 94. (1906). Die getroffene Einrichtung· 
eines geschlossenen Zyklus für kontinuirlichen Betrieb (vergl. Fussn, 200) mit 
reinstem Gas (hier H1) hat auch bei der Anwendung auf He die Verflüssigung des 
letzteren ermöglicht. 

2i0) J. Dewar. Chem. News 84 (1901), p. 49 = London Proc. Roy .. Soc. 68 
(1901), p. 360. Die hohen Drucke sind wegen der erforderten engeren Röhren eben 
im Nachteil gewesen (vergl. Nr. 89c). 

2H) J. Dewar. Chem. News 90 (1904), p. 141. Paris C.R. 139 (1904), p. 421. 
Chem. News 94 (1906), p. 173. Auf Grund von dem Maass in dem die von ihm 
entdeckte für die Herstellung hochgradiger Vakua jetzt allgemein benutzte Eigen
schaft der starken Absorption von Gasen in Kohle, die unterhalb ihrer kritischen 
Temperatur abgekühlt wird, bei tiefen Temperaturen auch dem Helium zukommt. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 44 
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Olszewsid fand aber ebenso wenig wie Dewar Verflüssigung bei weit
gehender plötzlicher Expansion, obgleich er die erreichten Temperaturen 
bei seinen letzten Versuchen sogar auf 1°17 K 212) schätzt. [Vergl. die 
Erklärung in Nr. 89c 218) }. Über den kritischen Zustand war man also 
ganz im Unsicheren. 

Kamerlingk Onnes fasste das Problem der Verflüssigung des Heliums 
an mit einer Bestimmung des kritischen Zustandes durch Messungen 
über die Isothermen bei mögliehst tiefen Temperaturen, und ging dabei 
mit Hülfe der in c erwähnten Bäder von flüssigem Wasserstoff bis 
- 269° C hinab. Als die Arbeit bis - 21 7° C gekommen war 21•), 

entnahm er derselben unter Schätzung der Abweichung, die das Helium 
vom Gesetz der übereinstimmenden Zustände zeigen würde (Nr. 38), 
als Werte für den kritischen Zustand des Heliums Tk = 5° K und 
Pk = 6 bis 7 Atm, und konstruirte mit diesen Daten auf Grund seines 
Ähnlichkeitssatzes (Nr. 62b) uud seines Wasserstoffzyklus 209) einen 
diesen nachgebildeten Zyklus 200) für Helium, mit welchem ihm die 
statische Verflüssigung des Gases gelang 215), indem eine beschränkte 
Menge äusserst reinen 216) Heliums in diesem Zyklus längere ZeU 
herumgeführt wurde. Das Gas wurde dabei auf 60 Atm komprimirt, 
bis zum Schmelzpunkt des Wasserstoft's abgekühlt und durch eine in 
einem Dewar' sehen Glas eingeschlossene Linde-Hampson-Regenerator
spirale mit Drosselventil entspannt 217). 

Mit flüssigem Helium verfügt man jetzt über Temperaturen von 

2i2) K. Olszewaki. Krakau Anz. Juni 1896, p. 297, Math. Naturw. 01. Juli 
1905, p. 407, Ann. d. Phys. (4.) 17 (190&), p. 994.. 

213) Versuche mit plötzlicher Expansion (vergl. Fussn.1083) unter günstigeren 
Verhältnissen durch Kamerlingh Onnes [eJ Nr. 105 (1908) führten zuerst (vergl 
Fussn. 763) zu Täuschung, später zu nicht entscheidendem Resultat. Die Stufe 
der dynamischen Verflüssigung ist bei der Verflüssignng dieses Gases also eigentlich 
übersprungen. 

2U) H. Kamerlingh. Onnes [e] Nr. 102a (1907). 
215) Juli 1908. H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 108 (1908). 
216) Ohne Anwendung der kontinuirlichen Zyklenmethode (vergl. Fussn. 200 

und 209) wäre, bei der Schwierigkeit der Reinigung und damals auch der Beschaf
fung durch eigene Bereitung, an Erfolg nicht zu denken gewesen. 

217) Wenn der kritische Druck des Heliums [2,75 Atm, Il. KamerlinghOnnea 
[e} Nr. 112 (1909); nach einer neueren Bestimmung 2,26 Atm, B. Kamerlingh 
Onnes [e] Nr. 124.b (1911) J unterhalb einer Atmosphäre gelegen hätte, so hätte 
Verflüssigung unter atmosphärischem Druck stattfinden können, ohne dass ein 
Meniskus gesehen worden wäre (vergl. den horizontal schratlirtt>n Teil von Fig.14). 
Erst bei Drucken unterhalb 1 Atm wäre dann dieser aufgetreten. 
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4° K bis ungefähr 1°15 K [Kamerlingh Onnes 1009) schätzt die tiefste 

von ihm erhaltene Temperatur auf 1°,15 K]. Dieselben sind ungefähr 
10 Mal tiefer als die, welche mit flüssigem Wasserstoff und 40 Mal 

tiefer als die, welche mit flüssigem Sauerstoff zu erreichen sind. 

e) Die Frage, ob die Abweichung des Heliums von der van der 
Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit den normalen Stoffen ent

sprechenden aw, bw , Rw und vom Gesetz der korrespondirenden Zu
stände so weit gehen würde, dass die dem Verflüssigungsversuch ( d) 

zu Grunde liegenden Betrachtungen keine Anwendung mehr finden 

würden, war eine sehr spannende, als zu der bestehenden Unsicher

heit (vergl. d und weiter Fussn. 763) über den kritischen Punkt sich 
die Tatsache fügte, dass bei der Wahl tiefer gelegener Isothermen 

bis - 217° C sich immer niedriger gelegene TkHe ergeben hatten 

(Nr. 38, vergl. Fussn. 399). Wenn auch ein positiver Wert von aw 

schon durch die bis - 21 7° C fortgesetzten Isothermenbestimmungen 
festgestellt schien 218), so blieb es doch möglich, dass derselbe sich 

bei Benutzung noch tieferer Isothermen immer kleiner ergeben würde, 
und es brauchte TkHe nicht viel unter 5° K zu sinken, um an die 
Grenze des von 14 o K aus mit der Methode der Regeneratorspirale 

Erreichbaren zu kommen und auch den Wert der übrigen Betrach
tungen in Frage zu stellen. 

Kurz vor dem Verflüssigungsversuch konnte glücklich noch fest
gestellt werden, dass die Isothermen von - 252° C und - 259° C 219) 

nur noch geringe Änderung in der Schätzung von TkHe brachten und 
der Versuch also Aussicht bot. Erst die Verflüssigung des Heliums aber 

bewies, dass die Abweichung desselben von der van der Waals'schen 

Hauptzustandsgleichung mit den normalen Stoffen entsprechenden aw, 
bw, Rw innerhalb der Grenzen bleibt, welche für die qualitative Anwend

barkeit der letzteren in dem in Betracht kommenden Gebiet gelten, und 
dass das Helium wenn auch rojt einem sehr kleinen Wert von aw in 

dieser Beziehung sich den anderen Stoffen anschliesst. So konnte die 

Theorie von van der Waals auf diesem Gebiet bis zu Ende Führerin bleiben. 

218) Dieses wurde bestätigt als Dewar (.Juni 1908, Chem. News 98, p. 37) 
fand, dass der Joule-Kelvin-Prozess für He bei Wasserstofftemperaturen Abkühlung 
ergab. Van der Waals [e] Juni 1908, p.145, wiederholte wenige Tage vor der Verflüssi
gung für Helium noch seinen früher ( vergl. c) in Bezug auf Wasserstoff geäusserten Aus
spruch: "Stoff wird wohl immer Anziehung zeigen müssen." 

219) Nur noch teilwP.ise publizirt. H. Kamerlingh Onnes [e) Nr. 102c (i908). 

4.4* 
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21. Die Bedeutung der tiefen Temperaturen filr die Zustands 
gleicbung. a) Nr. 20 hat schon die Wechselwirkung gezeigt, welch~ 
bisher zwischen der schrittweisen Ausdehnung des zugänglichen Gebietes 
der tiefen Temperaturen und der jedesmal neu gewonnenen Kenntnis über 
die Zustandsgleichungen verschiedener Stoffe im fluiden Zustand bestand. 

b) Mit Hülfe der tiefen Temperaturen sind alle Flüssigkeiten und 
Gase, mit . nur einer Ausnahme, in den festen Zustand gebracht. Das 
Helium wurde nämlich bei Verdampfung unter 0,2 mm Druck [bei einer 
(vergl. Nr. 20d) auf etwa 1°,15 K geschätzttln Temperatur] von Kamer
lingh Onnes noch eine leicht bewegliche Flüssigkeit gefunden. Zunächst 
schien es selbstverständlich, auf Grund der Analogie (vergl. Nr. 29b) zu 
schliessen, dass bei noch tieferer Temperatur dasselbe in den festen, 
wenn auch nur in den glasig-amorphen (Nr. 70) Zustand übergeht. Als 
aber beim Helium eine Maximumdichte aufgefunden wurde 1009), ist 

diese Analogie weniger zwingend geworden. 
Sieht man aber vom Helium ab, so hat die Untersuchung bei tiefen 

Temperaturen gezeigt, dass, der Hypothese, von welcher Faraday 140) U2) 

bei seiner Experimentaluntersuchung über die Gase ausging, entsprechend; 
die Zustandsgleichungen von allen Stoffen (insofern es die Existenz• 
bedingungen erlauben) die den drei Aggregatzuständen entsprechenden 
Gebiete aufweisen 220). 

c) Für die Kenntnis der Zustandsgleichung sind auch weiter in 
erster Reihe Untersuchungen bei tiefen Temperaturen nötig. Die in 
Nr. äb hervorgehobene Aneinanderreihung der Stoffe nach den kritischen 
Temperaturen in Bezug auf die Abweichungen vom Korrespondenzgesetz 
(Nr. 26) beruht schon auf solche. Dieselbe hat bei dem vergleichenden 
Studium der Stoffe die Frage nach den Grenzen der Anwendbarkeit de& 
Satzes der mechanischen Ähnlichkeit auf den fluiden und festen Zustand 
in den Vordergrund gebracht. Die bei höheren reduzirten rremperaturen 
hervortretende Anwendbarkeit, welche die Gültigkeit des Korrespondenzge~ 
setzes bedingt, wird bei tiefen reduzirten Temperaturen und bei Stoffen mit 
tiefer kritischer Temperatur von Verhältnissen zurückgedrängt (Nr. 34:d)1 

deren Kenntnis neue Grundlagen für die Rechnungen über die Zustands~ 
gleichung liefern wird. Besonders würde dies der Fall sein, wenn man 
dabei (vergl. Nr. 34:d) zu einer Auflösung des Anziehungspotentials 

220) Von H. MoisBan, siebe Ann. chim. phys. (8) 8 (1906), p. 145, ist gezeigt, 
dass die festen Stoffe (soweit sie sich nicht Zf'rsetzen) alle in den ßuiden A.ggre-o 
gatzustand üliergehen. 
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des Moleküls in ein langsamer und ein schneller abfallendes ge· 

führt werden würde, und nur ersteres bei den Temperaturen des 

flüssigen Heliums übrig bliebe, oder wenn die Kompressibilität der 

Moleküle durch inneres Gefrieren gewisser Teile verschwinden würde 

~Aussterben von Schwingungen, Nr. 74c, e, 43d). In einem Wort, es 

werden Untersuchungen bei tiefen Temperaturen lehren müssen, wie 

die von dem Korrespondenzgesetz bedingten Eigenschaften in die vom 

.Nernst'schen Wärmetheorem in der Planck'schen Formulirung (Nr. 74e) 

zusammengefassten übergehen, und ob dies bei dem Helium vielleicht 

zum grössten Teil schon im Flüssigkeitszustande stattfindet. 

d) Wie überhaupt die Abweichungen der empirischen Zustands

gleichungen für den fluiden Zustand von der van der Waals'schen 
Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw (Nr. 18c) immer 

zu der Untersuchung von Stoffen mit der einfachsten Konstitution 

der Moleküle 221), als den Voraussetzungen, aus welchen jene Glei

chung abgeleitet ist, am meisten entsprechend, gedrän~t haben, bleibt 

auch jetzt das Bedürfnis, Wasserstoff, Neon und Helium zu unter

suchen und dabei bis an die tiefsten Temperaturen hinunterzugehen, 

ungeschwächt bestehen. 
e) Die eben angebahnten Untersuchungen des festen Zustandes bei 

tiefen Temperaturen haben (Nr. 74) in letzter Zeit eine ganz neue Einsicht 

in das Wesen desselben geöffnet. Zur Vertiefung dieser Einsicht wird eine 

vielseitige Fortsetzung jener zur Zeit vorwiegend noch die spezifische Wärme 

betreffender Arbeiten bei grossen Werten von ßpvT-1 (Nr. 74c) für Stoffe 

mit verschiedenen v dringend gefordert. Auch zu der Ergründung des fluiden 

Zustandes wird diese Fortsetzung von Untersuchungen über den festen 

Zustand beitragen können. Denn nach Nr. 5c ist weiterhin der feste Zustand 

bei dem Studium der Zustandsgleichung des fluiden Zustandes zu berück

sichtigen (Dampfspannung Fussn. 945, Verdampfungswärme Nr. 87c, spezi

fische Wärme Nr. 88c, 56b). Das Gebiet des festen Zustandes fällt aber für 

die am besten untersuchten fluiden Stoffe in das nunmehr für genaue 

Messungen zugänglich gewordene Gebiet der tiefen Temperaturen. 

Andrerseits ist für die nach Nr. 5c erwünschten Untersuchungen 

221) Dieses zu ermöglichen war der Gedanke, der die Ausstattung eines physika
lischen Instituts mit Pictet'schen Zyklen nötig erscheinen liess (H. Kamerlingh Onnes, 
Antrittsrede Leiden 1882, p. 32) und zur Einrichtung des kryogenen Laboratoriums 
in Leiden führte ! 00). Die Leitung d;eses Instituts wurde weiterhin von den im 
vorliegenden Artikel entwickelten AnsichtPn beherrscht, vergl. H. Kamerlingh Onnes 
{e] Nr. 14 (1894) und Fussn. 225 und 338. 
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des festen Zustandes bei Temperaturen nahe an dem absoluten Null~ 
punkt die Möglichkeit eröffnet. Denn fiir viele Stoffe dürfte in dem 
ziemlich leicht 209) zu benutzenden Schmelzpunkt des Wasserstoffs schon 
der absolute Nullpunkt praktisch erreicht sein 222). 

f) Auf eine Illigentümlichkeit der Untersuchungen betreffs der· 
Zustandsgleichung bei Stoffen mit tiefer kritischer Temperatur möge
hier noch hingewiesen sein. Das zum Experimentiren geeignete Gebiet"· 
von reduzirter Temperatur (Nr. 26) oberhalb 1 ist bei diesen Stoffen. 
viel grösser als bei anderen. Und dann ist der kritische Druck dieser 
Stoffe gewöhnlich such klein. Es kann also bei denselben ein viel 
grösseres Gebiet 228) der reduzirten Zustandsgleichung untersucht werden 
als bei anderen, was für das Urteil über verschiedene Eigenschaften 
(vergl. Nr. 4:4, 36 und Fussn. 370) von grösstem Wert ist 2M) 225). 

Dies alles lässt die nach Nr. 20 mit Hülfe der Zustandsgleichung: 
erschlossenen tiefen Temperaturen nun wieder als ein mächtiges Hülfe
mittel für das Studium der Zustandsgleichung erscheinen. 

22. Die p, V, T-Fläche 111) fiir die qualitative Diskussion der 

222) Bei optischen Erscheinungen zeigt sich diese Ruhe des Gerüstes der Mole~ 
küle bei der Absorption der seltenen Erden mit und ohne Magnetfeld, vergl. J. Becque1'6l' 
und H. Kamerlingh Onnes, Leiden Comm. Nr.103 (1908), und bei der Phosphoreszenz 
der Uranylverbindungen, H. und J. Becquerel und H. Kamerlingh Onnes, Leide& 
Comm. Nr. HO (1909), sowie der Erdalkaliphosphore, P. Lenard, H. Kamerlingh 
Onnes und W. E. Pauli, Leiden Comm. Nr. 111 (1909). 

223) Für He Pk = 2,26 Atm 1U), 3000 Atm entspricht also 97000 Atm bei C01 ;: 

für H1 Tk = 32° K, 200°0 entspricht also 4000°0 bei C01 (verg,l. Fussn. 424). 
224) Eine ähnliche Bedeutung wie für das Erreichen hoher Werte der redu

zirten Temperatur haben die tiefen Temperaturen für das Studium des Para
magnetismus, wo nach der Theorie 'Ion LangllfJin, Ann. chim. phys. (8) 5 (1905), 

p. 70, die Erscheinungen bestimmt werden durch aL = ; , wo H die magnetische

Kralt ist, H. Kamer/ingh Onnes, Bericht II. Internat. Kältekongress Wien 1910r 
Bd. 2, p. 1 = [e] Suppl. Nr. 21b. 

225) Von der Untersuchung des Wasserstoffs und des Neons ist, weil dieselbe
bei tiefen reduzirten Temperaturen ebenfalls im festen Zustand fortgesetzt werden 
kann, viel zu erwarten, besonders weil eine ausgedehnte Vergleichung mit denen 
für ·die "halbpermanenten" Gase {A, 011'1 N1 u.s.w.) möglich sein wird. 

Weiteres über die wissenschaftliche Bedeutung der Untersuchungen bei tiefen 
Temperaturen und über die bei diesen zu unternehmenden Untersuchungen H. Ka
merlingh Onnes [e] Suppl. Nr. 9 (1904), sowie spätel'e Communications und Rapp. 
ier Congr. internat. du froid (1908) t. 2, p. 121 = [e] Suppl. Nr. 21a, p. 26. 

226) /. Thomson [a], vergl. Andrews, Nature 4 (1871), p.1t'6, A. Ritter's Temw 
peraturfläche, Ann. Phys. Chem. 2 (1877), p. 273; 4: (1878), p. 550, Volumenfläche 
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Eigenschaften des Fluidgebietes. Nahezu invariante Funktionen. 
a) In Nr. 19 haben wir hervorgehoben, dass die van der W aals'sche 
Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw für die qualitative 
Diskussion des fluiden Zustandes recht geeignet ist. Dies gibt der mit 
Hülfe jener Gleichung konstruirten p, V, 1'-Fläche einen besonderen 
Wert. 

Die p, V, T-Fläche für das Fluidgebiet hat zwei Blätter, die sich 
in der Grenzlinie schneiden. Das heterogene Blatt ist allgemein eine 
Regelfläche (Nr. 8d). Wenn man die p, V, T-Fläche nach Gl. (6) mit 
konstanten aw , bw und Rw konstruirt, so ist augenfällig auch das 
homogene Blatt eine Regelfläche. In dieser Hinsicht kommt die Vor
stellung der Wirklichkeit besonders nahe. Denn obgleich, wie wir in 
Nr. 4:2 zeigen werden, die empirische Zustandsfläche diesen Charakter 
nicht hat, treten die Abweichungen erst hervor, wenn man die Linien 
gleichen Volumens über ein grosses Temperaturgebiet verfolgt oder von 
der Krümmung derselben stark beeinflusste Eigenschaften ins Auge 
fasst. Hierin liegt gewiss einer der Gründe, weshalb die mit konstanten 
aw , bw und Rw konstruirte Fläche unbeschadet ihrer äusserst einfachen 
Form den Charakter des fluiden Zustandes für die Beantwortung der 
Mehrheit der Fragen genügend richtig darstellt. 

b) Diese qualitative Geeignetheit beruht weiter auf Folgendem. 
Durch Konstruktion der Grenzlinie nach dem Maxwell'schen Krite
rium (Nr. 17b) ergibt sich aus Gl. (6) mit aw, bw, Rw konstant auf 
graphischem Wege 22'), teilweise auch durch Rechnung 228): 

DP = { (Puq + Pvap) angenähert = ad + bct T, (11) 

wo ad und bct zwei Konstanten für jeden Stoff, 

T-Tk 
log Pkoex angenähert = fw T + logpk, (12) 

wo f w eine Konstante für jeden Stoff (welche für verschiedene Stoffe 
angenähert gleich ist, Nr. 26a und 84), 

Ai = aw (Piiq - Pvap ). (13) 

Die erste Gleichung ist das Gesetz der geraden Mittellinie von Oailletet 

von G. Tarnmann (a] p. H6 (siehe die auch den festen Zustand umfassende Dar
stellung der Fläche daselbst). 

227) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 66 (1900). 
228) J. D. van der Waals [e] Juli 1903, p. 82. 
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und Mathias 229), die zweite ist die van df!f' Waals'sche Dampfspan~ 
nungsforrn.el 2SO), die dritte gibt die Differenz des van der Waals'schen 
Ausdrucks für die potentielle Energie des Dampf~ und des Flüssigkeits~ 
zustandes 231), von welcher Bakkflf' die Übereinstimmung der Form der 
Gleichung nach (wegen der KQnstante vergl. aber Nr. S'id und e) 
mit Beobachtungen von Oailletet und Mathias angab 232). Alle diese 
Gleichungen gelten qualitativ auch flir die empirische Zustandsgleichung 
mit grosser Annäherung. 

c) Im Lichte der in Nr. 19, 20, 21 geschilderten Erfolge, die mit 
Hülfe der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung erreicht sind, 
sowie des über letztere in der vorliegenden Nr. unter a und b ange~ 

rü!trten, bleiben Diskussionen dieser Gleichung mit konstanten aw, bw 
und Rw für die Einsicht in die Erscheinungen von grossem Wert. Solche 
Diskussionen finden sich in den angeführten Schriften von van dflf' W aals 
(a] und Boltzmann [b), sowie Nr. 63 233). Wir behandeln besondere Linien 
auf der p, V, T-Fläche Nr. 48e und Nr. 64c und besondere Punkte in 
Nr. 'i6b und Fussn. 706. 

d) Die Grössen aw, bw, Rw, welche bei dem tieferen Studium der 
·Zustandsgleichung (vergl. Abschn. Ilb und IId) als Funktionen von " 
und T aufgefasst werden, kann man dabei in zweierlei Weise behandeln. 
Man kann entweder von der denselben in Nr. ISc gegebenen Bedeutung 
ausgehen. Man kann dieselben aber auch als nahezu invariante Funktionen 
von thermodynamischen Grössen betrachten, die, falls die Hauptzustands· 
gleichung mit konstanten aw, bw, Rw strenge richtig wäre, auch strenge 

konstant sein würden. So z.B. aw als v2 tT(;~t- p~=-(!;)T 
(Nr. 4Ga), bw als v-R / (:: t (vergl. Fussn. 174). 

Ebenso kann man die in dieser Nr. b eingeführt~n Grössen bd, fw 
als durch GI. (11) bzw. (12) bestimmte nahezu invariante Funktionen 
behandeln 2M). 

229) L. Cailletet und E. Mathias. J. de phys. (2) 5 (1886), p. 519. Vergl. Nr. 81). 
230) J. D. van der Waals [a] p. 158. Vergl. Nr. 88. 
231) J. n. van der Waal& [a] p. 32, siebe auch H. Kamerlingh Onnes (b) p. 

H, wo A gegeben wird. 
232) G. Bakker. Diss. Amsterdam (Schiedam) !888. Vergl. Nr. 87. 
238) Auch Fussn. 160. Die der p, V, T-Fläche mit konstanten aw, bw, Rw 

entsprechenden GibbB'schen Flächen haben für Diskus~ionen eine ähnliche Beden.. 
tung (Nr. 88). 

284) Vergl. J. D. van der Waals (e] Mai 1910, p. 78. 
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23. Kontinuität oder Identität der 1l.uiden Zustände ? Kehren wir 

jetzt in dieser und der folgenden Nummer zu den Grundlagen der van 
der Waals'schen Hauptzustandsgleichung zurück. Man kann sie kenn
zeichnen, indem man sagt, dass sie auf der Annahme der Identität des 
gasförmigen und flüssigen Zustandes beruht. V an der Waals setzte näm
lich bei seiner Ableitung nicht nur eine isothermisch-kontinuirliche Reibe 
von Gleichgewichtszuständen unter identischen Kräften (Nr. 17a und 
t8a) voraus, sondern auch, dass die Gasmoleküle bei grösserer Dichte 
des Stoffes unverändert bleiben und nicht beim Übergehen in den 
Flüssigkeitszustand alle zu grösseren Konglomeraten zusammenfallen, die 
Moleküle im Gaszustand und im Flüssigkeitszustand also identisch sind. 
Zum Kern der van derWaals'schen Vorstellungen gehört aber die Voraus
setzung, dass gar keine Konglomeraten vorkommen, nicht notwendig. Bei 
Berücksichtigung eventueller Bildung von komplexen Molekülen aus einem 
Teil der einfachen (Änderung vonRw, vergl. Nr.18c), welche vander Waals 
in seinen späteren Arbeiten ins Auge gefasst bat 235), wird die van der Waals'
sehe Gleichung (entsprechend Nr. 18c) modifizirt, der Charakter der konti
nuirlichen Reihe iE!othermischer Gleichgewichtszustände bleibt aber bestehen, 
wenn nur die Zahl der Konglomerate (vergl. Nr. 49) bei derselben Tempe
ratur eine kontinuirliche Funktion der Dichte ist (sei es sogar mit imaginären 
Zwischenzuständen, vergl. Fussn.Sll, oder mit solchen, die statistisch, even
tuell auf Grund der Anforderungen des Strahlungsgleichgewichtes, eine 
mit Unmöglichkeit gleichbedeutende Unwahrscheinlichkeit haben). Ebenso 
steht es mit den Änderungen, welche die Moleküle unter dem kinetischen 
Druck (vergl. Nr. 43) und bei der gegenseitigen Annäherung erleiden 
können 236). Da dann graduelle Änderungen entweder der Zahl der Konglo
merate oder der Moleküle selbst oder beider mit Temperatur und Volumen 
auch innerhalb des Gaszustandes anzunehmen sind, kann man auch bei 
dieser erweiterten van der W aals'schen Auffassung des gasförmigen 
und des flüssigen Zustandes noch mit demselben Recht von der Iden
tität der letzteren sprechen als von der Identität des gasförmigen Zu
standes an und für sich 237). 

235) J. D. van der Waals [a] p. 179. Vergl. Nr. 4:Dc. 
236) Dieselben können, wie vi.m der Waals [e] Juni 1903, p. 82, zeigte, Erschei

nungen von derselben Art wie das Zusammenfallen von Molekülen hervorbringen. 
237) Über Einwände, die sich meist an Betrachtungen über den kritischen 

Zustand knüpfen, vergl. Fussn. 239. 
Die Annahme besonderer liquidogener und gasogener .Moleküle (de Heen, 
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24. Behauptete Unbestimmtheit gewisser :O.uider Zustände bei 
gegebenem p und T. Dass das Volumen einer gegebenen Gewichts
menge in homogenem Gleichgewicht bei gegebenem p und T, wenn 
auch mehrdeutig, doch jedenfalls~ bestimmt ist, ist ein grundsätzlicher 
Teil der van der Waals'schen Anschauungen. Nach de Hewn 238) wäre 
dasselbe aber in unmittelbarer Nähe vom kritischen Punkt auch noch 
- ob vorübergehend ist nicht klar ausgesprochen - abhängig von dem 
Verhältnis, in dem die Substanz vor der letzten Erwärmung bis über 
die kritische Temperatur in flüssiger und gasförmiger Phase geteilt war. 
Ref. scheinen die vorliegenden Untersuchungen 239) ganz ungenügend, 
um Zweifel an der Richtigkeit der van der Waals'schen Anschauung 
zuzulassen. Dass eine gewisse Zeit notwendig ist, bevor sich der von 
van der Waals gedachte Gleichgewichtszustand in jedem Volumen
element für sich nach irgend einer Änderung einstellt, scheint a priori 
nicht zu bezweifeln, nur scheint diese Zeitdauer bei reinen und einer 
chemischen Zersetzung nicht unterliegenden Stoffen kleiner als die, 
welche notwendig ist, um Druck- und Temperaturgleichgewicht zwischen 

vergl. Fussn. 238 und Fussn. 563), oder Liquidonen und Gasonen (Traube, vergl. 
Fussn. 498 und ·1065), wird zwar von diesen Forschern notwendig geachtet für die 
Erklärung verschiedener Verhältnisse (für die experimentellen Grundlagen dieser 
Theorien vergl. aber Fussn. 239), ist aber nicht zu einer Zustandsgleichung ausge
arbeitet. (Vergl. weiter Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 31). 

238) P. de Heen. Bull. Acad. Roy. de Belg. (3) 31 (1896), p. 147. 
239) Für eine Übersicht derselben siehe E. illathias [g] p. 19 u. f., Winkel

mann's Handbuch der Physik li I 2te Aufl. Leipzig 1906, p. 837, I. P. Kuenen [c], 
G. H. Fabius, Diss. Leiden 1908, wozu noch zu erwähnen F. B. Young, Phil. 
Mag. (6) 20 (1910), p. 793. Die besonders charakteristischen Versuche von Galitzine, 
von de Heen und von Teichner wurden genügend widerlegt (de Heen gibt dies, 
Bull. Acad. Roy. de Belg. Classe d. Sc. 1907, p. 8591 für reine Stoffe zu) von denen 
von I. P. Kuenen, Leiden Comm. Nr. 8 (1893), 11 (1894), von H. Kamerlingh Onnet 
(e] Nr. 68 (1901), und von demselben und G. H. Fabius, Leiden Comm. Nr. 98 
(1907), vergl. auch W. H. Keesom [a] p. 50, indem die abnormalen Erscheinungen 
beim kritischen Punkt Temperaturunterschieden und nicht gleichgew1chtsmässiger, 
erst durch lange dauernde Diflusion [nach Gouy, Paris C. R. 116 (1893), p. 1289, 
mehrere Tage, vergl. P. Duhem, Paris C. R.134 (1902), p. 1272] sich ausgleichender 
Verteilung kleiner Quantitäten Beimischung (für den Einfluss dieser vergl. die Berech
nungen von J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Suppt. Nr.10 (1904), vergl. wei.ter Nr. 67e) 
zugeschrieben werden (vergl. Fussn. 572). Auch die von W. P. Bradley, A. W. 
Browne und C. F. Hale, Phys. Rev. 27 (1908), p. 90, beobachteten Erscheinungen 
sind hierauf zurückzubringen. 

Nach den statistischen Betrachtungen Nr. 46 u. f. ist der Zustand streng genom
men von der Molekülzahl abhängig, bei grosser Zahl aber nur äusserst wenig. 
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den verschiedenen Volumenelementen herzustellen 240), so dass sie durch 

die Beobachtungen nicht festgestellt werden kann. 

25. Die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung für binäre 

Gemische 24"1). a) V an der W aals 242) hat seine Zustandsgleichung erweitert 

für binäre Gemische. Für solche mit dem molekularen Gehalt x an der 

Komponente mit dem Molekulargewicht Ma, und y = 1 - x an der 

Komponente mit dem Molekulargewicht Mb (Nr. lc), wird dieselbe 243): 

Rwe T awex 
p = Ve - bwex ~ 

mit awea: = aweaa x2 + 2aweab x (1-x) + aweub (I -x)2 

und nach Lorentz 244) 

(14) 

{15) 

bwe~ = bweaa x2 + 2bweab X (1-x) + bwebb (I-x)2, (16) 

240) E. Mathias, J. de phys. (4) 2 (1903)1 p. 172, nimmt an, dass eine län· 

gere Zeit notwendig ist, um Iiquidagene in gasogene Moleküle zu dissoziiren. [Vergl. 

Ph. Kohnstamm, J. chim. phys. 3 (1905), p. 694]. Es würde demnach in die 

Änderung einer Phase eine Reaktionszeit zu konstatiren und Dampf und Flüssig

keit als chemisch verschiedene (vergl. Nernst [c] p. 38 und 286) Phasen, wie etwa 

allotrope Modifikationen, zu betrnchten sein. Diese, nach Ansicht von Ref. not

wendige, Konsequenz wird nicht gezogen. Von unseren Betrachtungen sind derartige 

Reaktionen ausgeschlossen. 
241) Wir behandeln die Gemische (vergl. Nr. lc) nur insoweit sie für die 

Kenntnis der Zustandsgleichung und ihre graphische Behandlung bis jetzt in Betracht 

gezogen sind (vergl. Nr. S3b, Abschn. IVb und Nr. 71)). Weiter sei für ternäre 

und quaternäre Gemische auf die Arbeiten SchrP-inemakers', ZS. physik. Chemie 22 

{1897) u.s.w., H. W. Bakhuis Roozeboom [c]; J. D. van der Waals [e) Febr.-Juni 

1902, p. 544, 665, 862, 88, 224, vergl. auch B. M. van Dalfsen, Diss. Amsterdam 

1906, verwiesen, für binäre Gemische weiter J. D. van der Waals (b) und viele Art. 

in Amst. Akad. Versl., vergl. auch Rapports congr. internat. de phys. Paris 1900, 

t. 1, p. 583, J. P. Kuenen [bJ, wohin wir auch für die sämtlicl!e Litteratur verweisen, 

H. W. Bakhuis Roozeboom [b]. 
242) J. n. van der Waals, Theorie moteculaire d'une substance composee de 

deux matieres differentes, Arch. Neerl. 24 (1890)1 p. 1. Aufgenommen in van deP 

Waals (b). 
243) Die Notwendigkeit, das theoretische Normalvolumen als Volumeneinheit 

zu Grunde zu legen, wurde betont von .T. E. Verschaffett ! 3), vergl. auch J. D. van 
der Waals [b] p. 79 und diesen Art. Fussn. 4. 

244-) H.A. Lorentz, Ann. Phys. Chem. 12 (1881), p. 127. H. Happel, Ann. d. 

Phys. (4) 26 (1908), p. 95, berechnete für harte kugelförmige Moleküle und van 
der Waals'sche Kräfte (Nr. SOd) den zweiten Stossk•leffizienten C/>s2a: (Nr. 30b, vergl. 

Nr. 40a); L. S. Ornstein, .A.msterdam Akad. Vers!. Juni 1908, p.107, kam zu dem

selben Resultat nach der Gibbs'schen Methode (Nr. 46c); dieser Koeffizient wurde 

aber noch nicht geprüft. 
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wo die Grössen awab, bwab sich auf die gegenseitige Wirkung der Moleküle 
beider Komponenten beziehen 245), und awaa, •••• bwbb die Grössen aw, bw 

für die Komponenten für sich darstellen 246). Die Gleichung wurde in erster 
Reihe zur Ableitung (Nr. 3c) der Koexistenzbedingungen (siehe hierfür 
Abschn. IVb) aufgestellt. Wir wollen hier nur die von der Gleichung 
unmittelbar dargestellten homogenen Zustände ins Auge fassen. Van 
der W aals hat dieselben später 247) einer Untersuchung unterzogen und 
dabei aus der Zustandsgleichung ein paar Annäherungsgesetze abgeleitet, 
die er an den Messungen von Kutmen, Verschaffelt und Quint 248) prüfte. 
Er leitete aus der Zustandsgleichung in erster Annaherung (Beschrän
kung in der Entwicklung nach v-1 auf das Glied mit 'Psi Nr. BOb) 
ab, dass die Abweichungen vom Dalton'schen Gesetze (Enc. V 3, Art. 

Bryan, Nr. 22, V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 4): pa (~, T) + 

+ Pb ( _v -, T) - Px (v, T) (die Druckkontraktion, weil die Glieder p .. 
1-x 

und Pb die Drucke der Komponenten bei den angegebenen Werten von 
Volumen und Temperatur, die Partialdrucke, Px den Druck des Gemisches 
darstellt), denselben Verlauf und dieselbe Grössenordnung haben als die Ab
weichungen vom Boyle'schen Gesetz bei den Komponenten, sodann dass die 
von Amagat 249) aufgestellte Regel: x va T P + ( 1--x) vb T P- va: T P (die 
Volumkontraktion) = 0, oder die von 1Jan der Waals selbst aufge

stellte: Px v T = x Pa v T + ( l-x) Pb v T (ein Stoff übt in einem 
Gemisch denselben Druck aus wie wenn die Moleküle der andern 

245) Für harte Kugel wäre 2b'1*wenb = b''•weaa + b'1•webb• Für qualita
tive Rechnungen wurde manchmal 2bweab = bweaa + bwabb• daher bwez = 
= bwaaa x + bwabb (1-x), und a2weab = aweaa ·awebb [B. GaUtzine, Ann. 
Phys. Chem. 41 (1890) p. 770, D. Berthelot, Paris C. R. 126 (1898), p. 1.703, 
1.857] gesetzt [vergl. auch J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Suppl. Nr.H (1906)}. 
Diese Beziehungen werden aber von der Erfahrung nicht vPrifizirt (vergl. J. D. van 
der Waals, Paris C. R. 126 (1898), p. 1856, und [e] Febr. 1907, p. 696). 

246) In den van der Waals'schen und diesen direkt sich ansebliessenden Ar
beiten werden diese Grössen durch a1 oder a1u a11, t; oder a,,, bzw. b1 u.s.w., 
angegeben. Wir werden weiter abkürzen zu awaa u.s. w.; ebenso wird awex u. s. w. 
abgekürzt zu awx, bwx, Rwx. 

247) J. D. van der Waals [e] Nov., Dez. 1898, März 1899, p. 239, 281, 469, 
[b) p. 53-89. 

248) J. P. Kuenen [a). J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Nr. 45 (1898), 47 (1899); 
Diss. Leiden (Dordrecht) 1899. N. Quint Gzn, Amsterdam Akad. Vers!. Juni 1899, 
p. 57; Diss. Amsterdam 1900. Vergl. J. D. van derWaals [b] p. 53. 

249) E. H. Amagat. Paris C. R. 127 (1898), p. 88. va und Vb beziehen sich 
auf dieselbe Molekülzahl wie v:x:, also Vx=1 = t>a. 
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Komponente durch eigene Moleküle ersetzt wären), relativ beträchtlich 

kleinere Abweichungen von dem wirklichen Verhalten wie das Dalton'sche 
Gesetz aufweisen 250). 

b) Der von Gl. (I 0) bestimmte Punkt Tkx, Pkx, Vkx im Isothermen
diagramm für Gemische, der kritische Punkt bei ungeänderter Zusammen
setzung 251) [Nr. 9b, für die Hauptzustandsgleichung mit von v und T 
unabhängigen aw.r, bwx und Rwx werden Tkx'lpkx, Vkx durch GI. (9) bestimmt 

mit awx, bwx• Rwx 246) statt aw, bw, Rw], fällt im Allgemeinen in das 
unstabile Gebiet und hat daher seine direkte experimentelle Bedeutung 

verloren 252). Für dessen BedAutung für das Gesetz korrespondirender 

Zustände vergl. Nr. 26c. 

b) Van der Waa.ls' Gesetz der korrespondirenden Zustände. 

26. Die reduzirte thermische Zustandsgleichung. a) Indem van 
der Waals 253) in GI. (6) für einen einkomponentigen Stoff mit den 

kritischen Grössen Pk• Tk. vk die durch 
p T V 

11 = Pk , t = Tk , t1 = 1J;:- ( 17) 

defi.nirten 2M), von den gewählten p, v, T-Einheiten unabhangigen Grössen: 
reduzirten Druck, reduzirte Temperatur und reduzirtes Volumen ein

führte, erhielt er mit Gl. (9): 

( p + !2) (3 u - 1) = 8 t. (18) 

Es ergab sich seine reduzirte Zustandsgleichung alsQ als unab

hängig von der Natur des betreffenden Stoffes. Wenn man den Druck 
in Teilen des kritischen Druckes, das Volumen in Teilen des kritischen 

Volumens und die absolute Temperatur in Teilen der kritischen abso
luten Temperatur ausdrückt, so wird nach dieser Ableitung die Zustands-

250) Für die weitere Diskussion vergl. van der Waal& Fussn. 247. Vergl. aucb· 
J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Suppl. Nr. 13 (1906). 

251} Kürzer: isomignischer kritischer Punkt. Auch wohl kritische1· Punkt (ur das 
homogene Gemisch, von J. P. Kuenen [b) p. 75 einheitlicher kritischer Punkt genannt. 

252) Eine Ausnahme vergl. van der Waols [a] p. H6/i.:l7. Vergl. Nr. 67b. 
253) J. D. van der Waal&. Onderzoekingen omtrent de overeeustemmende eigen

schappen der normale verzadigden-damp- en vloeistoflijnen u.s.w. Over de coefficienten 
van uitzetting en van samendrukking u.s.w. Amsterdam Akad. Verb. 1880. Weiter 
[a] p. 137. 

254) V entspricht in reduzirten Grössen ~ = V/vk (vergl. Nr. 6{). 
Van der Waal& wird zu dieser folgenreichen Substitution wohl dadurch ge

kommen sein, dass er "die Zustände suchte, für welche die Abweichungen der ver
schiedenen Stoffe von seiner Zustandsgleichung GI. (6) zu vergleichen wären, um 
Gesetzmässigkeiten zu zeigen (vergl. Fussn. 258). 
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gleichung für alle Körper dieselbe. Das den Stoffen Eigentümliche, 
das "Spezifische" ist aus der reduzirten Gleichung weggefallen 255). 

In ähnlicher Weise wie die reduzirten Werte der Zustandsgrössen 
p, v, T kann man auch den reduzirten Wert irgend einer homogen 
dimensionirten. einer reduzirbaren, Funktion derselben (oder der Diffe
rentiale und Integrale einer solchen Funktion derselben) bestimmen, 
indem man diese Funktion entweder aus p, 11, t bildet, oder die aus 
p, v, T gebildete Funktion durch eine gleich dimensionirte Form von 
pk, 1'k, Tk teilt. Für gleiche Werte von p, u, t sind auch die redu
zirten Werte von reduzirbaren Funktionen dieselben. 

Zustände, für welche zwei den Zustand bestimmende reduzirte 
Grössen (z. B. t und v, oder t und p wenn die Mehrdeutigkeit bei letz
teren durch eine nähere Bestimmung gehoben ist) denselben Wert 
haben, nennt van der W aals übereinstimmende oder korrt',spondirende 
Zustände. Das van der Waals'scbe Gesetz der korrespondirenden Zustände 
sagt aus, dass in korrespondirenden Zuständen verschiedener Stoffe die 
Werte derselben t·eduzirten Funktionen der Zustandsgrössen gleich 

sind. So z. B. bei gleichem t und v : .V, 2 ~ P [reduzirter Spannungs-
P ut 

koeflizient 915) ],2 ~ v [reduzirter Ausdehnungskoeffizient 915), vergl.Nr .86d], 
1! IJ f 

.!:_ !v (reduzirte Kompressibilität, vergl. Nr. 86{). 
V up 
So ergibt sich aus dem Maxwell'schen Kriterium in reduzirten GröRsen, 

Vvap 

J p d V + Pkoex (Vuq - 11vap) = 0, (19) 

1Jliq 

auf GI. (18) angewendet, dass die reduzirte Dichte des gesättigten Dampfes 
(vergl. Nr. 86b), die reduzirte Flüssigkeitsdichte (vergl. Nr. 86b) und die 
reduzirte Dampfspannung (vergl. Nr. 84:), und weiter [nach GI. (138) Enc. 

Ä 
V 3, Art. Bryan] die reduzirtt' Verdampfungswärme 1 = _r_ 256) 

P~r. vkr 

255) Vergl. Fussn. 270, und I. D. van der Waals [a] p. 137. Vergl. auch das von 
van der Waals, Deutsche Revue März 1904, Wetenschappelijke Bladen 1904, 2, p.161, 
entworfene Bild der verschiedenen Stoffe als verschiedener Individuen eines selben 
Geschlechts. Ein anderes Bild H. Kamerlingh Onnes [e] Suppl. Nr. 9 (1904). 

256) Von van der Waals [a] p. 147 gegeben in der Form: i: = f6 (t). 

Hiermit gleichbedeutend die von Darzens 690) abgeleitete Beziehung: ;.; = fs (t). 
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für alle Stoffe dieselbe Funktion der reduzirten Temperatur sind, also 

,koex = f1 (t), llvap = f2 (t), lluq =fa(t), 1={, (t) (20) 

und auch II, = ~ (-f-+ -1--) angenähert = «d + bd t, (21} 
vap hq 

sodass auch die t·eduzirten Konstanten der Mittellinie gleich sind, vergl. 
GI. (11) und Nr. 85. 

b) Obgleich die Zustandsgleichung (6) mit konstanten aw, bw und Rw, 
wie van der W aals schon betonte (vergl. Nr. 30b), der Ableitung nach nicht 

mehr für v < 2 bw oder v < ~ vk gültig sein kann, und dementsprechend 

auch bei der Vergleichung mit der Beobachtung (vergl. Nr. 19 und Abschn. 
IId) ziemlich grosse Abweichungen aufgefunden wurden, fand van der 
W aals das aus derselben abgeleitete Gesetz der korrespondirenden Zustände 
weit ausserhalb des für die Anwendung von Gl. (6) mit konstanten aw, 
bw und Rw geeigneten Gebietes mit auffallender Annäherung bestätigt 257) 

(vergl. Nr. 5b). Schreiben wir für irgend einen Stoff die genauere reduzirte 
Zustandsgleichung, nach welcher viele Forscher gesucht haben (vergJ. 
Abschn. Ud), an Stelle von Gl. (18): 

, = f (ll, t), (22) 

so ist nach dem Korrespondenzgesetz diese Gleichung für alle 258) Stoffe 
mit grosser Annäherung dieselbe. Sämtliche thermischen und aus der 
thermischen Zustandsgleichung ableitbaren kalorischen Eigenschaften 58) 259) 

der Stoffe sind in dieser Gleichung enthalten 260). Man hat, um für irgend 
einen Stoff die individuellen Eigenschaften zu finden, nur mit den ihm 
eigenen Werten 281) von Tk, Pk (oder aus diesen berechneten, wie V)( 

oder auch aw und bw nach Gl. (9}] von den nach Gl. (22) bestimmten 
reduzirten auf die nicht reduzirten Werte zurück zu gehen. 

Wir haben gesehen (Nr. 19 und Nr. 22), dass die empirische Zu-

257) J. D. van der Waala [a] Kap. XII und XIII. Ober die Bedeutung des 
Gesetzes auch E. MathiaB, Travaux recents sur Ia continuite des etats gueux et 
liquide et sur Ia notion generalisee d'etats correspondants, Tours (lmpr. Deslis 
Freres) und J. Dewar, B. A. Report 1902, p. 29. 

258) Die Abweichung von GI. (18) ist also für alle Stoffe annähernd dieselbe 
(vergl. Fussn. 254). Für die Ausnahmen siebe Nr. 86. . 

259) Diese hängen nicht wie ')'VA (vergl. Nr. 64: und 67) von Änderungen in 
der inneren Energie der- Moleküle im Avogadro'schen Zustand (Nr. 8Da) ab. 

260) "Es ist nicht ganz leicht, sich einen Begriff von, man möchte fast sagen, 
der Kiihnheit dieser Gleichung zu machen" (Nernst [c) p. 225). 

261) Wie diese Grössen auf Grund von Nr. 28b aus Teilen der Zustandsfläche 
gefunden werden siehe Nr. 88. 
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Standsgleichung der im fluiden Zustand vorkommenden Stoffe von der 
van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw 
qualitativ oder, wie man sagen kann, in erster Annäherung gegeben 
wird. Das Gesetz der übereinstimmenden Zustände gestattet in zweiter 
Annäherung für alle nicht assoziirten (Nr. 35) Stoffe die thermischen 
Eigenschaften vorherzusagen oder m. a. W. ihre empirische Zustands
gleichung zu geben, wenn man die empirische Zustandsgleichung filr 
einen kennt. Die Genauigkeit, mit welcher dies geschieht, ist für viele 
Stoffe überraschend gross. Dies hat gemacht, dass das Korrespondenz
gesetz weiterhin die Grundlage für das vergleichende Studium der ver
schiedenen Stoffe geworden ist. 

c) Später (vergl. Nr. 33b) hat sich noch herausgestellt, dass auch die 
binären Gemische in vielen Fällen unter das Korrespondenzgesetz gebracht 
werden können, entsprechend der Tatsache, dass die Anwendung der
selben Transformation, welche von Gl. {6) zu Gl. (18) führt, auf GI. 
{14) mit Pkx, Tkx• Vka: ebenfalls GI. (18) ergibt. 

27. Ableitung des Gesetzes der korrespondirenden Zustände a.us 
dem Prinzip der mechanischen Ähnlichkeit 262). Kamerlingh Onnes 263) 

zeigte, dass die Gleichheit der reduzirten Zustandsgleichung verschiede
ner Stoffe mit Umgehung der Aufstellung der Zustandsgleichung selber 
abgeleitet werden kann auf Grund folgender Voraussetzungen: 

I. die Moleküle der verschiedenen Stoffe sind gleichförmige, voll
kommen harte, elastische Körper ; 2. die Fernkräfte, welche sie ausüben, 
gehen von homologen Punkten aus und sind proportional derselben 
Funktion homologer Abstände von diesen; 3. die absolute Temperatur 
ist der mittleren lebendigen Kraft der fortschreitenden Bewegung der 
Moleküle proportional. 

262) Vergl. Enc. IV '61 Art. StäckeZ, Nr. 8. Für Anwendungen dieses Prinzips 
auf Hydrodynamik und Aerodynamik, bei denen aber nur die Ähnlichkeit molarer, 
nicht molekularer Ausbreitungen in Betracht gezogen ist, siehe z. B. Smoluchowski, 
Phi!. Mag. (6) 7 (1904), p. 667; Jouguet, J. ecole polytechn. stir. 2, 10il!me cah. 
(1905), p. 79, Paris 0. R. 145 (1908), p. 475, 500. Bemerkt sei noch, dass. es Andeu
tungen gibt, dass das Ähnlichkeitsprinzip auch auf Iien Magnetismus, sowie auf 
Systeme stationär sich bewegender Elektronen [P. Weiss, J. de phys. (4) 6 (1907), 
p. 661, Physik. ZS. 9 (1908), p. 358, H. Kamerlingh Onnes und Alb. Perrier, Leiden 
Comm. Nr. 124a (1911), J. Becquerel und H. Kamerlingh Onnes, Leiden Oomm. 
Nr.103 (1908), § 7, vergl. H. Kamerlingh Onnes [e] Suppl. Nr. 9 (1904), p. 26 u. f.], 
und demgemäss auf die Zustandsgleichung der Elektronen, auszudehnen is.t. 

263) H. Kamerlingh Onnes [a] p. 22, [d] p. i12. 
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Bei Betrachtungen über die mechanische Ähnlichkeit sind korre

spondirende Massen bei zwei Stoffen proportional den Molekulargewichten, 

korrespondirende Längen proportional homologen Abständen in den 

Molekülen, korrespondirende Zeiten proportional denjenigen zu setzen, 

in welchen je zwei Moleküle bei diesen beiden Stoffen ln homologe 

Stellung gebracht über eine homologe Strecke einander entgegen fallen 

würden. Auf diesen, jedem Stoff eigenen, seinen spezifischen, Einheiten 
kann man ein absolutes Maasssystem aufbauen. Korrespondirende Werte 

von irgend einer Grösse für zwei Stoffe sind die, welche, jede in dem dem 

Stoff eigenen, dem spezifischen Maasssystem gemessen, durch denselben 

Zahlenwert angegeben werden. Mechanisch korrespondirende Zustände 
von stationär sich bewegenden Molekülschaaren sind solche, bei welchen 
gleichzahlige Schaaren geometrisch ähnlicher Moleküle in korrespondirende 

Räume (dem Volumen der Moleküle proportional) gebracht werden, also 

geometrisch stationär ähnlich nach Maassgabe einer einzelnen Strecke 

geworden• sind, die Moleküle korrespondirende Kräfte ausüben, und bei 
denen weiter, dadurch dass die mittleren Geschwindigkeiten auf korre

spondirende Werte gebracht worden sind, auch die mechanisch stationäre 
Ähnlichkeit nach Maassgabe einer einzelnen Strecke und einer einzelnen 
Zeitlänge erreicht ist. Denken wir uns eine ·Schaar von n Molekülen 
mit dem Molekulargewicht 1, mit einer gewissen den Molekülen eigenen 
Fundamentallänge 1, und mit einer solchen Fundamentalzeit als Einheit 
gemessen, dass die Kräfte zwischen zwei Molekülen denselben die Be

schleunigung. 1 erteilen, wenn man sie auf einen gewissen l Mal grösseren 
Abstand als die Fundamentallänge gebracht bat, denken wir uns weiter 

diese Schaar in stationäre Bewegung von einer gegebenen mittleren 

lebendigen Kraft T(r) gebracht in einem gegebenen Raum V(I)· Die Lö
sung des kinetischen Problems: den Druck zu berechnen, den diese Schaar 

auf die Wände ausübt, ist noch nicht gefunden, und ist gewiss nur schwer 

zu erhalten. Aber wäre sie als p(1) = f (V( I), T(1)) gegeben, so finden 
wir aus dieser unmittelbar die Lösung desselben Problems für eine Schaar 

mit denselben Zahlen n und l, aber bestehend aus Molekülen mit den 
Massen M, der Fundamentallänge L und der Fundamentalzeit Z. Wird 

diese Schaar in V(1) Raumeinheiten [L3] bei T(1) Temperatureinheiten 
[L2 M Z-2] gebracht, so ist der Druck p(1) Druckeinheiten (L-1 M Z-2] 264), 

264) Wir deuten die auf die Grundeinheiten L, M, Z aufgebauten absoluten 
Einheiten mit ihren Dimensionsformeln an. 

Encyklop. d, math, Wissensch, V 1. 45 
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Für zwei natürliche Systeme von derselben Molekülzahl ergeben 
sich dementsprechend identische Zustandsgleichungen, wenn man die 
Volumina durch die korrespondirenden Einheiten [LB], die Temperaturen 
durch die korrespondirenden Einheiten (L2 M Z-2), die Drucke durch 
die korrespondirenden Einheiten [L-1 M Z-2] misst 265). 

28. Die affine Verwandtschaft der Fluidgebiete der p, V, T-Fli
chen für die verschiedenen Stoffe ergibt sich unmittelbar, wenn man 
die mechanische Ähnlichkeit der Molekülsysteme annimmt. 

a) Die auf die molekulare Gewichtsmenge sich beziehenden Flächen 
für zwei verschiedene, durch mechanisch ähnliche Molekülsysteme dar
stellbare Stoffe können durch lineare Vergrösserung in der Richtung der 
Koordinatenachsen in einander übergeführt werden. Von diesen Verän
derungen sind der Ableitung nach nur zwei unabhängig. Denn die 
Masseneinheiten M sind durch die Molekulargewichte, d. h. die chemische 
Natur der Stoffe, festgelegt, wir können zur Abänderung der Flächen 
also nur über L und Z (Nr. 27) verfügen, oder, was auf dasselbe hin
auskommt, über [LS] und [L2M z-2], sodass, wenn eine diesen ent
sprechende passende Veränderung nach V und T vorgenommen ist, die
jenige nach p, welche die Flächen zum Zusammenfallen bringt, gegeben 
ist. Entsprechende Punkte auf den p, V, T-Flächen verschiedener Stoffe, 
welche den Bedingungen der Ähnlichkeit unterliegen, stellen übereinstim
mende oder korrespondirende Zustände dieser Stoffe dar. Umgekehrt 
sind aus den Koordinaten irgend zweier korrespondirender Punkte, Pt• Vt, Ti 
und p 2, V2, T2, welche an einer Eigenschaft, die bei der affinen Transfor
mation ungeändert bleibt, zu erkennen sind, die Verhältniszahlen der 
Vergrösserung, die Äknlickkeitskoeffizienten, abzuleiten, welche die Flä
chen zum Zusammenfallen bringen 266). 

Das einfachste Beispiel 26') eines derartigen Punktes ist der kriti
sche (auf Grund von GI. (10)], die Ähnlichkeitskoeffizienten sind dann 
die Verhältnisse der kritischen Drucke, Volumina und Temperaturen, und 
die Zahlen, durch welche man Druck, Volumen und Temperatur zu 

265) Dasselbe gilt natürlich, wenn man statt zweier korrespondirender Einheiten 
gleiche Vielfache derselben nimmt. 

266) Nimmt man einen willkürlichen Punkt Pi, V111i 1 Ti der Fläche, so hat nach 
dieser Ableitung in den mit diesem übereinstimmenden Punkten bei allen Stoffen 
piVMi Ti denselben Wert. 

267) H. Kamerlingh Onnes [a] p. 17, [d) p. 109. 
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teilen hat, um die p, V, T-Flächen verschiedener Stoffe auf denselben 

.Maassstab zu reduziren und so zum Zusammenfallen zu bringen, sind 

.dann der kritische Druck, das kritische Volumen und die kritische 

'Temperatur 268), und korrespondirende Zustände solche mit gleichen 

!feduzirten Zustandsgrössen 269). Die reduzirte Zustandsgleichung (Nr. 2Gb) 

tist also, wie das Korrespondenzgesetz aussagt, für alle den Bedingun

~en der Ähnlichkeit genügende Stoffe dieselbe. 

Die weitgehende Gültigkeit des Korrespondenzgesetzes scheint darin 

:zu wurzeln, dass die bei dieser Ableitung zu Grunde gelegte Ähnlich

Jreit nach Maassgabe einer einzelnen Strecke und einer einzelnen Zeit 

.tiber ein grosses Gebiet für die hier in Betracht kommenden Fragen der 

Wirklichkeit genügend entspricht. Jener Gültigkeit wäre dann dadurch eine 

<Grenze gesteckt, dass neben der einen Längen- oder Zeiteinheit auch 

.eine andere für das Problem von Bedeutung wird. 

b) Die Bemerkung, dass die affine Verwandtschaft der p, V, T-Flä

.chen mit dem Gesetz der korrespondirenden Zustände äquivalent ist, 

wurde später noch in verschiedener Form wieder ausgesprochen. 

So zeigt L. Natanson 270), dass die Zustandsgleichungen aller dem Ge

:aetz der korrespondirenden Zustände gehorchender Stoffe "das Spezifische 

verlieren werden, wenn man die Zustandsgrössen in den entsprechenden 

:irgend zwei er korrespondirender Punkte ausdrückt." Zu demselben Resultat 

.kamen später P. Curie 271), Meslin 272) und Amagat 273). 

Meslin beweist weiter, in's Geometrische übersetzt, dass für die 

affine Verwandtschaft der Zustandsgleichungen genügt, dass dieselben, 

so lange p, v, T in nicht näher spezifizirten Einheiten ausgedrückt 

268) Bei einer erweiterten Auffassung des Korrespondenzgesetzes (Nr. 38) wer
den statt für das ganze Gebiet gültige Ähnlichkeitskoeffizienten Ähnlichkeitsfunk
tionen eingeführt. Für die kritischen Reduktionsgrössen, als diesen Ähnlichkeitsfunk
tionen entsprechende Funktionen von v und T aufgefasst, vergl. Nr. 88b. 

269) D. Berthelot, J. de phys. (4) 2 (1.903), p. 186, empfiehlt für Fragen, die 
Energie betreffend, der Einfachheit der Formeln wegen den Punkt im p v, p-Dia
gramm, wo die Kurve p v = R T eine der p v-.A.chse parallele Tangente hat; 
Kirstine Meijer 888) nimmt (um die Unsicherheit in der Bestimmung des kritischen 
Zustandes zu umgehen) den Dampf- oder den Flüssigkeitszustand, bei welchem 

Vvap = 100 VJiq. 

270) L. Natanson. Paris C. R. 109 (1889), p. 890; ZS. physik. Chem. 9 (1892), 
p. 26. Das Spezifische ist in die Maasse übergegangen (vergl. Fussn. 255). 

271) P. Curie. Arch. d. sc. phys. et natur. (3) 26 (1.891), p. 13. 
272) G. Meslin. Paris C. R. 116 (1893), p. 135. 
\173) E. H. Amagat. Paris C. R. 124 ~1897), p. 547; Rapp. Congr. intern. de 

phys. Paris 11100, t. 1, p. 551. 

45* 
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sind und sich auf eine nicht näher bestimmte Gewichtsmenge be
ziehen, nicht mehr als drei individuelle Konstanten enthalten. Dass 
hierbei von drei Konstanten die Rede ist, sagt nicht etwas Allge
meineres aus als die unter a gegebene kinetische Ableitung, welche 
nur zwei individuelle Konstanten für die affine Transformation der dort 
betrachteten Flächen zulässt. Denn die drei individuellen Konstanten, 
die für willkürliche der Meslin'schen Bedingung genügende Flächen 
existiren können, sind nicht unäbhangig, wenn die Flächen wirklieb 
Zustandsgleichungen darstellen sollen, und also in dem .Avogadro'scben 
Zustand (Nr. 39a) das .Avogadro'sche Gesetz zu erfüllen haben. Durch 

die Beziehung Pt ;Mt = PsT.vM2 bleiben bei gegebenen Stoffen nur zwei 
i 2 

Verhältnisse zur Verfügung, wenn man die Zustandsfläche für die mole-
kulare Menge des einen Stoffes in die entsprechende des a.ndern 
affin transformiren will. Dem entspricht das oben unter a angeführte 
Resultat, dass bei ähnlichen Systemen neben der gemeinschaftlichen 
reduzirten Zustandsgleichung zwei für jeden Stoff individuelle Kon
stanten, wie aw und bw von van der Waals, das Verhalten der 
verschiedenen Stoffe von gegebenem, für den .Avogadro'schen Zustand 
(Nr. 39a) geltenden Molekulargewicht nach dem Gesetz der korrespon
direnden Zustände festlegen. 

29. Weitere Folgerungen a.us der mechanischen Ähnlichkeit 274), 

a) Die freie Oberflächenenergie lfJ~ (entsprechend der Schreibweise 
ffvT = 1/J, vergl. Fussn. 95 und Enc. V 3, Art. Bryan, p. 74. abgekürzt für 

freie Energie der Flächeneinheit, ff vr~) der Grenzschicht zwischen der 

Flüssigkeit und der gesättigten Dampfphase, in die sich das System 
der Moleküle von Nr. 27 bei seiner stationären Bewegung behufs Er
reichung der meist stabilen Bewegungsart unter gewissen Bedingungen 
teilt, ist durch die Daten dieses mechanischen Systems bedingt. Es 
gehört also die freie Oberflächenenergie (= Oberflächenspannung) zu 
den reduzirbaren Funktionen, welche unter das Gesetz der korrespondiren 
den Zustände fallen. In übereinstimmenden Zuständen besteht demnach 
das Verhältnis 275) 276) : 

27 i) Folgerungen, welche Prozesse bei sich ändernder Temperatur oder Erschei
nungen bei Gemischen betreffen, Nr. 62 und Abschn. IVb. 

275) Diese Beziehung wurde gleichzeitig von van der Waals [a] p. 176 und von 
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~11'1: "'11'2=M1Z1-2 : M2Z2-2 = TktVMki- 213 : Tk2 VMk2_2,3• (23) 

Hiernach muss z. B. die Änderung der reduzirten Oberflächenspannung, 

Tk - 1 1/;11' vMk 213 , mit der reduzirten Temperatur für alle Stoffe dieselbe 

sein oder auch die in der kinetischen Auffassung ebenfalls null-dimen-

sionirte Grösse 277) : T ( 1/;11' VJiq M 213). 

b) Wie die freie Oberflächenenergie ist auch der Koeffizient der inneren 

Reibung 11 unter den Voraussetzungen von Nr. 27 reduzirbar. Derselbe wird 

definirt als die bei laminarer Strömung (Enc. IV 15, Art. Love, Nr. 16) pro 

Zeiteinheit durch die Flächeneinheit übergeführte Bewegungsgrösse, wenn 

der Geschwindigkeitsgradient senkrecht zu dieser Fläche 1 ist. Auf 

Grund dieser Definition folgt 278) : 

11t: 112 = Mi L1-1 z1-t: lf2 L2-t z2-t = 
(24) 

Kamerlingh Onnes [c) p. 6, [d) p.134 aufgestellt. Von van der lVaals wurde dieser 
Schluss (in der Form o/11'1 : ,),11'2 = Tk11/3 pk12/3: Tk91/3 pk12/3) gezogen auf Grund von 

Betrachtungen über die Proportionalität des Radius der Wirkungssphäre mit dem 
der Moleküle. Eine neue Ableitung wurde von van der Waals [c], [d] p. 207 gege
ben. Für die freie Oberflächenenergie wird daselbst mit Hülfe der Zustandsgleichung 
ein Ausdruck b~rechnet, welcher mit Berücksichtigung des Korrespondenzgesetzes zu 
übereinstimmenden Werten von ,),11' führt, 

276) Oie von Th. W. Richards und /, H, Mathews, ZS. phydk, Chem. 6'1 (1908)1 

p. 449, gefundeue Beziehung zwischen isothermischer Kompressibilität (Nr. 86/) und 
Oberflächenspannung verschiedener Stoffe: ßT'VII' 4/3 = konst,, von der aber nicht 
deutlich ist, ob sie sich auf korrespondirende Temperaturen bezieht, deckt sich nicht 
mit dem Korrespondenzgesetz. Die Cantor'sche (Ann. Phys. Chem. 4.7 (1892), p. 422) 
Beziehung, dass das Verhältnis vom Temperaturkoeffizienten der Oberflächenspannung 
zum Ausdehnungskoeffizienten konstant sei, deckt sich nur damit, wenn mandie Stoffe 
bei korrespondirenden Temperaturen vergleicht, Vergl. auch Ter Gazarian Fussn. 278. 

277) In letzterer Form wurde die Reduzirbarkeit der freieu Oberl'lächenenergie 
noch einmal durch ähnliche Betrachtungen, aber unabhängig, abgeleitet von R. Eötvös, 
Ann. Phys, Chem. 27 (1886), p. 448. Vergl. weiter Nr. S7b und Fussn. 378. 

278) H. Kamerlingh Onnes [c] p. 8, (d] p. 134. Daselbst ebenfalls über mole
kulare Wärmeleitung. 

Die Abhängigkeit der inneren Reibung (vergl. auch Fussn. 824) ''On Dichte und 
Temperatur (thermo kinetische Zustandsgleichung) in der Nähe des kritischen Zustan
des wurde von E. Warburg und L. v. Babo, Ann. Phys. Chem. 17 (1882), p. 390, die 
innere Rtibung der Flüssigkeit (unter dem Druck des gesättigten Dampfes) als Funktion 
.der Temperatur bis nahe an t = 1 von L. M. J. Stoel, Leiden Comm. Nr. 2 (1891), 
Diss. Leiden 1891, festgestellt. Die Beziehung (24) wurde geprüft von llf. de Haa3, 
Diss. Leiden 1.894., Leiden Comm. Nr. 12 (1894), von H. Kamerlingh Onnes, ibid., 
end von A. Heydweiller, Ann. Phys. Chem, 59 (1896), p. 193, Einen Ansatz zur 
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30. Bedingungen für die mechanische Ähnlichkeit stationä.r sieht 
bewegender Molekülsysteme. a) Die weitgehende Bedeutung des Kor

respondenzgesetzes legt es nahe bei dem Studium, welches zu der Dar

stellung von aw, bw und Rw als Funktionen von v und T ( vergl. 

Nr. 18c und Nr. 22d) führt, dieses Gesetz in erster Reihe zu berücksich-

Konstruktion der thermokinetischen Zustandsfläche macht M. Brillouin, Lecons sur
la Viscosite des Liquides et des Gaz, 2e partie, Paris 1907, p. 130. 

Nach M.Reinganum (d] entsprechen die I\oeffizienten der inneren Reibung der unvoll
kommenen Gase in übereinstimmenden Zustäntlen in der Tat derselben Funktion von t· 
(vergl. Nr. <l'ic). Die reduzirte Ronstante c8 Tk-1 der von demselben gegebenen Formel 

[ver~!. Nr. 47c, wegen einer für Stoffe mit tiefer kritischer Temperatur in Betracht kom-
menden Korrektur derselben vergL K.Rappenecker, Diss. Freiburg i. Br.1909, ZS. physik. 
Chem. 72 (1910), p. 695] ist, ebenso wie die reduzirte Konstante c8 Tk-1 der Formell 
von Sutherland (Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 507: lf proportional T1f• (1 +es T-1)-1Jr 
wenn man ein ausgedehntes Gebiet der reduzirten Temperatur in Betracht zieht,. 
wohl als Funktion von t aufzufassen. ludessen machen die Messungen von Bestelmeyer,. 
Ann. d. Phys. (4) 13 (1904), p. 944, des Koeffizienten der inneren Reibung von N, für t 
etwa von 0,65 bis 4,5 [vergl. K. Schmitt, Ann. d. Phys. (4) 30 (1909), p. 393, dagegen
A. 0. Rankine, Phi!. Mag. (6) 21 (1911), p. 45) nicht wahrscheinlich [vergl. auch M. 
Reinganum, Ann. d. Phys. (4) 28 (1909), p.142], dass die abweichenden Werte, die
für H, und He gefunden sind, ganz dieser Veränderlichkeit mit t zuzuschreiben sind; 
es scheinen vielmehr diese Abweichungen dP.r Nr. 34c behandelten Deviation der
Zustandsgleichung für Stoffe mit tiefem Tk unterzuordnen zu sein. 

A. Batsohinski, ZS. physik. Chem. 37 (19tl1), p. 214, Moscou Bulletin de
la Soc. lmp. des Nat. 16 (1902), p. 265, prüft die Ähnlichkeit für solche Flüs
sigkeiten, die seinem Gesetz des Viskositätsparameters (Elf= lfTS = unabhängig-

M1/2 Tk 7/2 
von T) folgen, durch die Formel Elf (M Rr)2/3 = konstant, wo M Rr die Moleku~ 

larrefraktion ist. In ZS. physik. Chem. 75 (1911), p. 655 findet er die nicht aus

der mechanischen Ähnlichkeit folgende Formel Tk712 Pk1 /2 = konst. besser erfüllt. 
Elf 

Diemolekulareinnere Reibung lfVJiqM 213 , und molekulareinnere Reibungsm·beitlfvliq* 
[T. E. Thorpe und J. W. Rodger, London Phi!. Trans. A 185 (1894), p. 397; A 189 (1897),
p. 71] sind nach GI. (24)proportional (MTk)1/2 bzw. (MTk)1/2vMk1f3. Die Tempera~ 
turen, bei denen dlfjd T für verschiedene Stoffe gleich wird ( Thorpe und Rodger l.c.)r 
sind nicht korrespondirende. G. Ter Gazarian, Paris C. R 153 (1911), p. 1071, 
vergleicht den Koeffizienten der inneren Reibung, sowie n. a. (vergl. Fussn.1035, 1051} 
auch die kapillare Steighöhe und die freie Oberflächenenergie (vergl. a), verschiedener
Flüssigkeiten bei gleichen Tk- T. 

Aus vorliegender Fussn. ist für Nr. 37 zu entnehmen, wie die innere Reibung
al~ Kriterium der Ähnlichkeit dienen kann. 

Weiter sei für die innere Reibung verwiesen auf M. Brillouin, Lecons sur Ia Vis
cosite etc., 2 parties, Paris 1907, und den Art. von Graetz, Winkelmann's Handbuch d. 
Phys. '.!te Auß.; vergl. auch E. C. Bingham und Frl. J. P. Harrison, ZS. physik. Chem. 
66 (1909), p. 1, M. Brillouin, Ann. chim. phys. (8) 18 (1909), p. 197. Für dieselbe
bei niedrigen Drucken: M. Knudsen, Ann. d. Phys. (4) 28 (1909), p. 75. 
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tigen. Halten wir zunächst fest an der strengen Gültigkeit desselben 279), 

so müssen die soeben genannten Funktionen für verschiedene Stoffe 
übereinstimmende sein. Dies wird der Fall sein, solange die Voraus~ 
setzungen für die Ableitung der aw, bw und Rw bestimmenden Hülfs~ 
gleichungen bei der Zustandsgleichung den Annahmen, die wir der 
Ableitung des Korrespondenzgezetzes aus dem Prinzip der mechanischen 
Ähnlichkeil in Nr. 27 zu Grunde gelegt haben, genügen. Wir haben 
uns also die Frage zu stellen, in welcher Weise die van der 
Waals'schen Voraussetzungen, um das betrachtete mechanische System 
einem wirklichen Stoff besser entsprechen zu lassen, durch andere 
erweitert und ersetzt werden können, ohne mit den Bedingungen der 
mechanischen Ähnlichkeit in Streit zu kommen. 

b) Zuerst sei aber noch bemerkt, dass schon auf Grund der Ableitung 
von GI. (6) bw vom Volumen abhängig sein muss. Die dieser Bemerku!lg 
entsprechende Auffassung von bw als Volumfunktion, welche sich noch 
ganz innerhalb der Voraussetzungen von Nr. 27 und der näheren van 
der Waals'scheu Voraussetzung, dass die anziehenden Kräfte durch 
ausschliesslich über die Oberfläche verteilte Kräfte, welche sich zu einem 
Kohäsionsdruck (Nr. l8a) zusammenfassen lassen 28°), bewegt, ist von 
Kamerlingh Onnes [a] p. 3 (1881) der Erweiterung von Gl. (6) zu 
Grunde gelegt. Derselbe betrachtete die von van der Waals wohl betonte 
aber ursprünglich bis v = 2bw herunter als in der Rechnung zu vernachläs
sigen betrachtete Veränderlichkeit von bw mit v als Grund für die meist 
auffallenden Abweichungen zwischen der Hauptzustandsgleichung mit kon
stanten aw, bw und Rw und der Erfahrung und meinte, dass dieselbe des
halb in erster Reihe in die van der Waals'sche Rechnung zu berücksich
tigen sei. Er denkt sich das Problem der Bewegung gleichförmiger, vollkom
men elastischer, harter [kurz harter 281)] Moleküle allgemein gelöst und 

an Stelle des van der Waal.~'scben Korrektionsfaktors v b (vgl. Nr. 
v- w 

l8a) mit konstantem bw in die Hauptzustandsgleichung die aus dieser 
Lösung folgende Stossfunktion 282): 

279) Die Abweichungen vom Korrespondenzgesetz Abschq., He und VI. 
280) Man denkt sich dabei eine die Molekiile einschliessende vollkommen harte 

elastische anziehungslose Wand (vergl. Fussn. 167). 
281) Dies zur UnterscheitJung von den in Nr. 43 eingeführten van der Waals'schen 

Molekülen mit innerer Beweglichkeit. 
282) Was iu diesem Artikel der übersichtlichen Darstellung wegen Stosskorrek

tionsfunktion genannt wird, wurde in der erwähnten Arbeit Stossfunktion genannt. 
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V bwA (bwA)s C/'s =-b- = 1 + C/'st'- + C/'s2' - + • ... • 
V- w V V 

(25} 

eingeführt (wo bwA der Wert von bw im Avo,gadro'schen Zustand, Nr. 39a), 
welche nach diesen Voraussetzungen in übereinstimmenden Zuständen für 
alle Stoft'e dieselbe sein muss 28S). Die Zustandsgleichung wird dann 174.) 

{26) 

oder mit Einführung einer Stosskorrektionsfunktion 282) ::t8 , welche für 
nicht zu grosse Dichten (solche bis etwa 2 Pk) 

( bwA)2 + (bwA)S %8 = 1 + Xst' V Xs2' V + ..... (27) 

zu _setzen wäre, 
R T aw 

b ( bwA)- "V2' 
(v- wA) Xs V 

p= (28). 

Mit Hülfe dieser Gleichung liess sich erklären, was aber durch 
Anwendung des Ähnlichkeitssatzes in ausgedehnterem Maasse (Nr. 27) ge
schieht, dass die Gültigkeit des Korrespondenzgesetzes viel weiter reicht 
als die Anwendbarkeit von GI. (6) mit konstanten aw, bw und Rw (verg1. 
Nr. 19). Auch haben spätere Untersuchungen von van der Waals 
(Nr. 4la und Fussn. 463, vergl. auch Fussn. 2R4) ergeben, dass für 
ein den kritischen Punkt einschliessendes Zustandsgebiet der Einfluss der 
Anderung von bw mit dem Volumen die anderen, welche zu Abweichun
gen von GI. (6) mit konstanten aw, bw, Rw führen, überwiegt. Demzu· 
folge kann man mit GI. t28) und den zwei GI. (10) (vergl. Fussn. 284) 
die Darstellung der kritisahen Grössen in Vergleich mit der Hauptzu
standsgleichung mit konstanten aw, bw, R w sehr verbessern. Aber im 
Allgemeinen genügt GI. (28) den Anforderungen einer quantitativen 
Richtigkeit nicht. 

Wäre die richtige Deutung und Form der Zustandsgleichung mit 
GI. (28) gefunden, so hätte man, insofern es nicht gelänge %8 zu 
berechnen, diese Funktion bei jedesmal konstant gehaltenem v nur 
den Beobachtungen über zwei einzelne Isothermen eines bestimmten 
Stoffes zu entlehnen, um die Zustandsgleichung für alle (vergl. Nr. 42 

283) H. Kamerlingh Onnes [a] p. 5. Vergl. J. D. van der Waals [a) p.150 unten. 
Das Volumen bwA ist allgemein als ein näher zu bestimmendes Multiplum des 

Volumens, welches die Moleküle einnehmen, zu betrachten. Nur für Kugeln ist 
claflir 4 (vergl. Nr. 18a) abgeleitet 
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und 4:5) zu bekommen. Dass letzteres aber nicht gelingen konnte (vergl. 

auch Nr. 4:2 und 4:5), ist jetzt leicht zu zeigen. 

Die empirische Form, welche Xs [oder 'Ps in GI. (26)] zugeschrie

ben werden muss, wäre nämlich den damals noch nicht aufgestellten Gl. 

(31)-(37) Nr. 36 zu entnehmen, in welchen das Beobachtungsmaterial 

zusammengefasst ist. Es zeigt sich dann, dass, wenn man aus denselben 

die mit T multiplizirte Volumfunktion heraushebt, eine komplizirte 

Funktion von v und T übrig bleibt. 

Dieses der Veränderlichkeit von aw allein zuzuschreiben, wäre ganz 

willkürlich. Es weist hin auf die Schwierigkeiten, welche mit den Vor

aussetzungen unveränderlicher Moleküle und eines ran der Waals'schen 
Kohäsionsdruckes, die wir noch beibehalten haben, verbunden sind. Doch 

war es natürlich, diese Voraussetzungen zunächst als Grundlage der 

Rechnungen beizubehalten, und ist es gelungen, dann für Kugeln die 

Koeffizienten der ersten Glieder von q;. zu berechnen (siehe Nr. 4:0). 
Gewöhnlich werden die Resultate in der Weh:;e angegeben, dass man 

das Ve1'hältnis ks von bw zu dessen Wert bwA im Avogadt·o'schen 
Zustande bei derselben Temperatur (Nr. 39a) einführt, und 

( 1 ) [ bwA + { bwA)2 J bw=ksbwA=V 1-q)~ =bwA I -f-bw1'v bw2'\ V +. (29) 

setzt, also, weil bei der Voraussetzung harter Kugeln unter einem van 
der Waals'schen Kohäsionsdruck bw1 negativ ist, eine Quasiverklei
nerung der Moleküle annimmt (siehe Nr. 4:0a). Wir behandeln diese 

Berechnungen in Nr. 40 und 4:1 und beschränken uns jetzt auf die Fol

gerung, welche in Bezug auf die in a aufgeworfene Frage aus Gl. (28) zu 

ziehen ist. Diese ist, dass die Gleichheit des Quasiverkleinerungsverhält
nisses lc. und der Quasiverkleinerungskoeffizienten hw1 u. s. w. für 

verschiedene Stoffe bei dieser unter Annahme des van der Waals'schen 
Kohäsionsdruckes geführten Rechnung nur zu erhalten ist, wenn man 

sich an die erste Voraussetzung obiger Ableitung, die Formähnlichkeit 

der Moleküle, hält 284). 

284) Die Werte der kritischen Verhältniszahlen K1 , K!, K8 (vergl. H. Kamer
lingh Onnes (d] p. 108 u. f., vergl. auch J. D. van der Waals, Fussn. 464-), welche 
definirt werden durch 

awf awf 
vk = Kl bwf' pk = Ks -.-' Rwf Tk = Ka -b-' (30) 

bwf ~ 

wo f sich auf einen Fundamentalzustand (vergl. Nr. 38b) bezieht, werden aus dieser 
Rechnung bei den genannten Annahmen daher auch für alle Stoffe dieselben ge-
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c) Verlässt man die Voraussetzung vollkommen harter Moleküle und 
nimmt man eine elastische Jl erkleinerung der Moleküle durch den 
kinetischen Druck an, so muss diese eine korrespondirende sein, wenn 
das Gesetz der übereinstimmenden Zustände gültig bleiben soll. Unter 
korrespondirender Kompressibilität des Moleküls ist zu verstehen, dass 
die von einem homologen Stoss in den stoasenden Molekülen hervor
gerufene Änderung bei zwei Stoffen ähnlich ist, und die dabei auftre
tenden Kräfte in einer feHten mit dem Kohäsionsdruck zusammen
hangenden Proportion stehen 285). 

Es wäre auch eine Au.qdehnung des Moleküls unter der Wirkung 
anziehender Kräfte, die von sich nähernden oder in der Nähe angehäuften 
Molekülen herrühren, oder endlich durch teilweise Aufhebung der das 
Molekül zusammenhaltenden (elektrischen) Kräfte bei der Annäherung 
anderer Moleküle zulässig 286), wenn diese Ausdehnung eine ähnliche ist 287). 

d) In dem unter c behandelten Falle wird bw im Allgemeinen 
eine Funktion nicht nur von v, sondern auch von T. Dass im Allge
meinen auch aw und Rw als Funktionen des Zustandes aufzufassen sind, 
ergibt sich auf theoretischem Wege sofort, wenn man auf den wirklichen 
Sachverhalt eingeht, an dessen Stelle van der Waals in Nr.18a bebufs 
Ableitung der Hauptzustandsgleichung attraktionslose Moleküle im Innern 
und den Kohäsionsdruck an der Oberfläche gesetzt hat. Dieser Sachverhalt 
ist von van der W aals in seiner Schrift 288) nur skizzirt, aber doch 
im Prinzip klargelegt. Durch Berechnung des Radius der molekulat·en 

funden. Die zwei Gleichungen (10) mit GI. (28) kombinirt bestimmen diese Verhält

niszahlen und zeigen (8. Kamerlingh Onnes l. c.), wie dieselben von <a:: )Tk und 

(a:~s) abhängen, vergl. weiter Nr. 41a und Fussn. 4.59 und 499. 
oll Tk 

Lässt man die bei obiger Rechnung beibehaltene Voraussetzung der Form
ähnlichkeit fallen, so werden für verschiedene Klassen von Stoffen mit unter sich 
gleichförmigen Molekülen verschiedene K10 K2, K8 gelten. 

285) Dieses verlangt, dass die Poisson'sche Zahl fü1· die verschiedenen Moleküle 
gleich angenommen werden sollte. Berücksichtigt man elastische Schwingungen in 
den elastischen Kugeln, so kommen Schwingungszeiten heraus, die in gleichem Ver-_ 
hältnis zu der mittleren Zeit zwischen zwei Zusammenstössen stehen sollten; da 
eine solche Proportionalität schwierig anzunehmen ist, erfordert die Bedingung der 
Korrespondenz, dass diese Schwingungszeiten auf die thermische Zustandsgleichung 
keinen Einfluss haben sollen (vergl. Fussn. 295). 

286) Vergl. Fussn. 641 über die Verhinderung der Erstarrung der einzelnen Mole
küle in den M:etallzustand. Vergl. auch Brillouin Fussn. 344. 

2R7) Kommen in verschiedenen Verhältnissen Ionen "YOr, oder gehen von diesen 
nicht korrespondirende Kräfte aus, so wird die Ähnlichkeit gestört. 

288) J. D. van der Waals (a] p. H7, 118. 



30. Bedingnngen für die mechanische Ähnlichkeit. 705 

Wirlcungssphäre findet van der W aals [a] p. 117, dass derselbe den 
Radius des Moleküls nicht viel überschreitet (vergl. Fussn. 378)1 und es wäre 
also statt von einem Kohäsionsdruck an der Oberfläche vielmehr von den bei 
der gegenseitigen Annäherung der Moleküle im Innern auftretenden Kräften 
mit beschränkter Wirkungssphäre auszugehen. Die Integrale, deren Summe 
das Virial des Kohäsionsdruckes ist, wären also nicht über Wirkungs
sphären zu nehmen, welche sich in jedem Augenblick übereinander lagern 
und gegen die Moleküle gross sind, sondern über meist nur teilweise 
übereinander greifende, um die Moleküle gelegte Schalen von einer den 
Radius des Moleküls nicht viel übertreffenden Dicke, welche wir empfind
liche Hüllen nennen werden. Der einfachste Fall wäre, dass diese 
Kräfte als äquivalent mit einer von einem einzelnen Punkt in jedem 
kugelförmigen Molekül ausgeübten angesehen werden könnten. Die 
Wirkung solcher Kräfte ist besonders von Boltzmann 2S9) studirt; 
wir werden dieselben daher Boltzmann- van der W aals' sehe Kräfte 
nennen in Gegensatz zu solchen, deren Wirkungssphäre einen Radius hat, 
welcher viele Male grösser ist als der des Moleküls. Letzteren werden 
wir weiter kurz als van der Waals'sche- Kräfte bezeichnen, weil die
selben als Grundlage für die Aufstellung des van der Waals'schen 
Kohäsionsdrucks gedient haben. Die auf eine derartige Auffassung gebaute 
Rechnung führt dazu, nicht nur bw sondern auch aw, unter Umständen 
(vergl. Nr. 4:7a und 49) Rw. durch Funktionen von Volumen und Temperatur 
zu ersetzen 290). Und die Voraussetzungen sind leicht so zu treffen, dass 
die Rechnung auf korrespondirende Funktionen führen wird. Auch 
Systeme, in denen Boltzmann- van der Waals'sche Kräfte wirken, fallen 
nämlich, unter Beibehaltung der zwei ersten Voraussetzungen von Nr. 27, 
noch unter das Prinzip der mechanischen Ähnlichkeit, sogar wenn ver
schiedene Moleküle sich während kürzerer oder längerer Zeit zu Doppel
molekülen (oder Molekülen mit grösserer Komplexität) vereinen. Es müssen 
diese Kräfte bei homologen Stellungen der aufeinander wirkenden Moleküle 
in den zwei Stoffen sich zurückführen lassen auf homolog gerichtete 
Kräfte, welche an homologen Massen in homologen Punkten 291) an
greifen und in einer für jeden Fall bestimmten Proportion stehen. In 
diesem Fall wären z. B. der molekulare Gehalt (vergl. Nr. lc) an gleich-

289) Insbesondere in seinem Buch (a] und (b]. Boltzmann-van der Waals'sche 
Kräfte findet man wieder bei Einstein, Fussn. 378. 

290) H. Kamerlingh Onnes [a] p. 9. 
291) Es könnten dies auch mehrere homologe Punkte in jedem Molekül sein. 
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zeitig anwesenden komplexen Molekülen oder Konglomeraten (Nr. 49) oder 
die Wahrscheinlichkeit des Auftretens korrespondirender Dichteabweichungen 
(Nr. 50) korrespondirende Funktionen von v und T. Ähnliche Bemerkungen 
könnten bezüglich bw und aw gemacht werden. 

e) Es ist zu bemerken, dass die zwei ersten Voraussetzungen von 
Nr. 27 zusammen nicht die einzig möglichen sind, bei welchen dem 
Prinzip der Ähnlichkeit genügt wird und die gedachten Molekülsysteme 
korrespondirende Stoffe vorstellen können. 

Die Moleküle können auch als materielle Punkte aufgefasst werden, 
wenn in dem Kraftgesetz eine lineare Grösse und nur eine einzelne 

h k . B . L' a ( L2 ) d . . solo e vor ommt, Wie lll .• m L' = r 3 1 - ~ o er m emem von van 

der Waals aufgestellten Kraftgesetz 292), nach welchem das Potential 
r 

e L 
Pw = - f- (Enc. V 9, Art. Minkowski, Nr. 14 und 17). Dieser 

r 
linearen Grösse würde dann der Radius einer scheinbaren Raumerfüllung 
entsprechen. Vom Gesichtspunkt des Korrespondenzgesetzes würde also 
gegen die Einführung derartiger Kräfte behufs Ableitung der Gleichun
gen für aw, bw und Rw nichts einzuwenden sein. 

f) Man kann die Betrachtungen unter b, c, d, e zusammenfassen 
und erweitern, indem man als Bedingungen für die von einer einzelnen 
Strecke und einer einzelnen Zeit bedingte mechanisch stationäre Ähn
lichkeit stationär sich bewegender gleichzähliger Molekülsysteme, welchen 
die zur Ableitung der Funktionen aw, bw. Rw dienenden Voraussetzun
gen bei der angenommenen Gültigkeit des Korrespondenzgesetzes bei 
Anwendung auf verschiedene Stoffe zu genügen haben, die folgenden stellt: 

1. Es müssen die zu vergleichenden Systeme geometrisch stationär 
ähnlich sein ( vergl. N r. 27) ; 

2. An homologen Punkten müssen sich proportionale Massen befinden; 
3. Sämtliche Kräfte (Fernkräfte elektrischer and anderer Art, 

Stosskräfte, Elastizität der Moleküle) in homologen Punkten müssen 
homolog gerichtet sein und in fester Proportion stehen, weiter müssen 
dieselben in den Molekülen nur solche Deformationen hervorrufen, welche die 
geometrische Ähnlichkeit mit den entsprechenden Molekülen nicht stören 
(vergl. auch Fussn. 295); 

292) J. D. van der Waals [c] p. 706, besonders auch Zusatz 5; [d] p. 207. Irn 
Falle raumerfüllender harter elastischer Moleküle müsste diese lineare Grösse bei 
zwei Stoffen zugleich der molekularen Dimension proportional sein. 
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4. Die Temperatur muss aufgefasst werden können als eine und 

dieselbe Funktion der mittleren lebendigen Kraft einer homologen Masse. 

g) Soll aber das zum Ableiten der Zustandsgleichung zu wählende 

System nicht nur dem Korrespondenzgesetz genügen, sondern auch ein 

zutreffendes Bild der Wirklichkeit liefern, so scheint es noch dahin 

spezialisirt werden zu müssen, dass die Moleküle jedes für sich einen 

bestimmten [man möchte zufügen von dem Zustand des Systems 

innerhalb der jetzigen Grenzen des Experimentirans (vergl. Nr. 39c) nur 

wenig beeinflussten] Raum erfüllen. Das Ersetzen eines Moleküls durch 

ein einziges Boscovich'sches Kraftzentrum ist nach e zwar zulässig, aber 

für die Deutung der mit dieser Raumerfüllung zusammenhangenden 

thermodynamischen Eigenschaften der Stoffe weniger geeignet als die 

Annahme raumerfüllender Atome. Nach dem Kopp'schen Gesetz (vergl. 

Nr. 86g), wenn es auf übereinstimmende Zustände bezogen wird 293), 

sind nämlich die Molekularvolumina annähernd additiv aus gewissen den 

Atomen zuzuerkennenden Grössen aufzubauen, welche man Atomvolumina 

nennt. Die Raumerfüllung der Moleküle ist mit diesem Gesetz (besonders 

bei Berücksichtigung von Nr. 3lb) leicht in Einklang zu bringen, wenn man 

den Atomen eine durch die Atomvolumina angegebene nahezu konstante 

Raumerfüllung zuschreibt. Dagegen ist nicht gezeigt, wie sich für ein, auf 

einen einzelnen Punkt des Moleküls sich beziehendes, Kraftgesetz ( vergl. e) 

eine mit dem Kopp'schen Gesetz verträgliche Beziehung der Fundamental

längen L für verschiedene Moleküle ergäbe. Auch erfordert die spezifische 

Wärme mehratomiger Stoffe die Annahme von mehr als einem einzelnen 

Kraftzentrum im Molekül. Man hat also, wenn man ein Kraftgesetz 

der erwähnten Art einführen will, jedenfalls auf die Atome zurückzugehen, 

und zu berücksichtigen, dass dieselben sich, wenn sie als einatomige Mole

küle auftreten, beim Zusammenstoss den anderen Molekülen ganz ähnlich 

betragen. Das den Atomen zuzuschreibende Kraftgesetz muss also auch mit 

einer innerhalb der Grenzen der Existenzbedingungen oder der experimen

tellen Grenzen nicht viel sich ändernden Raumerfüllung gleichbedeutend 

sein (vergl. Fussn. 337). Das ist aber nichts anderes als genau dasselbe 

mathematisch umschreiben was man aussagt wenn man den Atomen Raumer

füllung zuschreibt. Ob diese Raumerfüllung der Atome auf Boscovith'schen 
Kräften, die von Teilen derselben (zahlreiche Punkte der Oberfläche z. B.) 
ausgehen, zurückgeführt werden kann, können wir unentschieden lassen 
(vergl. Nr. 31b). 

291:1) J. D. van der Waals [a] p. 151. 
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31. Die tieferen Gründe der stationären Ähnlichkeit verschiedener 
Stoffe. a) Von den in Nr. 30/ aufgestellten und in Nr. 30g näher 
beschränkten Voraussetzungen, bei welchen die Rechnung zu mit dem 
Korrespondenzgesetz verträglieben Zu!ltandsgleicbungen führen wird, ist 
wohl die der geometrischen Ähnlichkeit nach Maassgabe einer einzelnen 
Strecke, also der Formähnlichkeit der Moleküle, auf Grund der aus den 
chemil;!chen Eigenschaften abzuleitenden Struktur wenig wahrscheinlich. 
Bei den Gemischen ist die geometrisch stationäre Ähnlichkeit nach 
Maassgabe einer Strecke mit einem einkomponentigen Stoff ganz ausge
schlossen, auch wenn man eine Verteilung der Schwerpunkte zu Stande 
gebracht denkt, mit der man bei einem einkomponentigen Stoff mit form
ähnlichen Molekülen auf geometrische Ähnlichkeit kommen würde. Wenn 
man dennoch das Korrespondenzgesetz so vielfach bei einkomponentigen 
Stoffeu mit nur einem Bestandteil (Nr. lb) in grosser Annäherung 
und auch bei Gernischen (Nr. 26c, vergl. weher Nr. 33b) bestätigt 
findet, so deutet dies darauf hin, dass es für die Korrespondenz der Zu
standsgleichungen nur auf die geometrische stationäre Xhnlichkeit von 
mittleren Strecken ankommt. So lange für jedes System nur eine ein
zelne mittlere Strecke 294), die man dann als Fundamentallänge L nehmen 
kann, für die Erscheinungen entscheidend ist, wird man das gegebene 
Molekülsystem für die Anwendung des Ähnlichkeitsprinzips wohl durch 
eines ersetzen dürfen, dessen Moleküle Kugeln sind mit einem dieser 
Strecke proportionalen Radius. Ähnliches wie von der einen Längen
grösse L gilt von der einen Zeitgrösse Z, der Fundarnentalzeit. Die 
mechanische stationäre A.'hnlichkeit braucht also nur für mittlere Strecken 
und mittlere Zeitgrössen erfüllt zu sein 295). 

b) Aus dem soeben entwickelten Gesichtspunkt ist auch einzusehen, 
dass die Boltzmann'sche Auffassung 296), dass die Moleküle nur mit ver-

294) Vergl. E. Mathias, Remarques sur Ia theorie generaledes fluides. Toulouse 
Mem. de l'Acad. des Sc. etc. (10) 4 (1904), p. 306. 

295) Schliesslich sei noch erwähnt, dass innerhalb des Moleküls mechanische Pro
zesse vorkommen können, welche für die Zustandsgleichung gar nicht (oder nur 
sekundär, wie z, B. die Ausdehnung oder die Komp~essibilität des Moleküls bestim
mend, vergl. Nr. SOc und Nr. 43) in Betracht kotnmen, und die also nicht (oder 
nur in ihren Folgen) ähnlich zu sein brauchen ohne dass deshalb die Korrespon
denz beeinträchtigt wäre (vergl. Nr. 62). Beispiele von Bewegungserscheinungen, 
die die Konespondenz bei genügend niedrigen oder tiefen Temperaturen wohl 
beeinträchtigen, können Schwingungen, deren Energie wie die der Planck'schen 
Oszillatoren mit der Temperatur zusämmenhängt, liefern (vergl. Nr. 43d). 

296) L. Boltzmann [b] p. 177 u. f. 
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einzelten empfindlichen Stellen 297) der Oberfläche an einander haften, 
unter verschiedenen Umständen mit der Korrespondenz verträgliche Resul
tate geben kann. Wir werden die ein Haften dieser Art bewirkenden 
Kräfte Boltzmann'sche Kräfte nennen, um d!eselben von den Nr. 30d 
behandelten zu unterscheiden. Für die Annahme derselben spricht, 
dass dadurch die Molekularwirkungen unmittelbar auf die von den ein
zelnen Atomen ausgebenden Kräfte 29S) zurückgeführt werden. Die 
WirkungsAphäre der Boltzmann'schen Kräfte wird kleiner als das Mole
kül anzunehmen, also etwa der Raumerfüllung eines Atoms, oder noch 
besser der Wirkungssphäre einer Valenz, gleich zu setzen sein 2911). 

Um mit dem Korrespondenzgesetz verträgliche Resultate zu geben, 
muss der Umstand, dass die Boltzmann'schen Kräfte nicht von homologen 
Punkten in den (verschieden gebauten) Molekülen ausgehen, der bei der 
beschränkten denselben zugeschriebenen Wirkungssphäre im Allgemeinen 
Schwierigkeiten erwarten lässt, nicht ins Gewicht fallen. Dies wird der Fall 
sein, wenn wir in übereinstimmenden Zuständen es einerseits mit Haftpro
zessen, andrerseits mit Stossprozessen zu tun haben, von denen wir folgendes 
voraussetzen dürfen: von den Haftprozessen, dass jeder, als mechanischer 
Einzelprozess betrachtot, den Bedingungen der mechanischen Ähnlichkeit mit 

dem korrespondirenden genügt, oder dass sie jedenfalls zu einem mittleren 
mechanischen Prozess vereint werden dürfen, bei dem (z.B. dadurch, dass nur 
die ausgelöste Energie in Betracht kommt) keine zweite mit der Fundamen
tallänge für verschiedene Stoffe in verschiedenem Verhältnis stehendeLänge 
eingeführt wird, und sie also zur Bestimmung von Z benutzt werden können; 
von den Stossprozessen, dass dieselben auf dasselbe Z führen, oder was 

297) L. BoZtzmann (b] p. 178. Dieselben können über der Oberfläche beweglich 
sein, lb] p. 206. Vergl. weiter Fussn. 528. 

298) Übereinstimmungen in diesen Kräften können vielleicht auch damit in 
Beziehung stehen, dass in dem Aufbau der verschiedenen Atome denselben gemein
same aneinandergereihte Teile (vergl. Fussn. 309} eingehen. 

299) Das Vfrial des Kohäsionsdrucks wäre nun nicht mehr auf Integrale über 
Schalen um die Moleküle (Nr. SOd) sondern nur auf atomartige oder sogar gegen 
das Atomvolumen kleine Räume, die am augenblickli~:hen Ort der Stösse auf Haft
stellen beschränkt sind. die empfindlichen Räume, zu1ückzuführen. 

Zu bemerken ist, dass, wenn die Boltzmann'schen Kräfte zur Bildung von Konglome
raten führen, welche längerer Zeit (als zwischen zwei Zusammenstössen) fortbestehen, 
dieselben nicht mehr in das für die Zustandsgleichung in Betracht kommende Virial 
eingehen, sondern als Atomkräfte im komplizirteren Molekül aufzufassen sind (vergl. 
van der Waals [a1 p. 61, Nr. 47a und Fussn. 527). 

In Molekülen wie H1, 0 1 scheint die Bindung der Atome durch diese Kräfte 
so stark zu sein, dass sie für die spezifische Wärme über ein gewisses Gebiet 
ebenso stark ist wie die ,·on Teilen eines Atoms unter sich (vergl. Nr. o'ia). 
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einfacher ist, dass dieselben wie zwischen vollkommen elastischen, harten 
Körpern vorgehen und dass in diesem Fall die Zeit, in der dieselben 
sich abspielen, vernachlässigt werden darf. Unter diesen Umständen wird 
dann L bastimmt durch die mittlere Dimension des Moleküls, an dessen 
Oberfläche die Stoss- und Haftprozesse zu Stande kommen, Z durch 
die Art des Haftprozesses soo). 

Diese Boltzmann'scben Kräfte scheinen uns in zweiter Annäherung 
ein sehr geeignetes, mit der in vielen Fällen zutreffenden ausgedehnten 
Giiltigkeit des Korrespondenzgesetzes verträgliches, dieselbe begreiflich 
machendes Bild der in dem van der Waals'schen Kohäsionsdruck sich 
äussernden molekularen Wirkung zu geben. Dieses Bild trägt zugleich die 
Beschränkungen der Gültigkeit des Korrespondenzgesetzes (Nr. 38) in sich, 
indem z. B. in verschiedenen Zustandsgebieten wegen Änderung in dem 
Verhältnis, in dem verschiedene Prozesse zu den Mittelwerten beitragen, 
verschiedene Werte von L und Z gelten können (vergl. Nr. 38). Beim 
Hinuntergehen in der Temperatur können schliesslich z. B. die Werte 
von L und Z, die im Gaszustand oberhalb der kritischen Temperatur 
gelten und von den Eigentümlichkeiten der Bewegungen im Molekül 
wenig beeinflusst sind, ganz ersetzt werden durch neue, welche für 
den festen Zustand gelten und von den im Molekül vorgehenden Prozessen 
(Schwingungen z. B.) beherrscht werden. 

c) Ohne Zweifel gehen in die Boltzmann'schen Kräfte elektrische 
Kräfte ein (vergl. Nr. 32a) 801). Neben jenen wird man, sei es als 
Mittelwerte, auch wohl Boltzmann • van der Waals'sche, von denen 
die elektrische Natur nicht so unmittelbar feststeht, anzunehmen haben. 
Bei diesen müsste dann, damit dem Korrespondenzgesetz genügt 
wird, das Verhältnis der Längen, über welche die Kraft in einer 
gewissen Proportion verkleinert wird (vergl. Nr. 34d), zu dem von den 
Stossprozessen bestimmten L für die verschiedenen Stoffe dasselbe 
Rein. Weiter müssten sie mit den Boltzmann'schen Kräften in der 

800) Dass auch für die Masse bei Gemischen oft ein mittlerer Wert angege
ben ·werden kann (vergl. Nr. SSb), ist vielleicht darauf zurückzuführen, dass dieselbe 
alsdann nur durch die kinetische Energie in das Problem eingeht. 

801) Besondere Abweichungen wä•·en z. 8. von den im Sauerstoffmolekül kt't'i· 
senden, die magnetischen Eigenschaften und vielleicht auch die Absorptionsbänder 
veranlassenden Elektronen zu erwarten. 

In den Gemischen können die Boltzmann'schen Kräfte wohl ganz die Be· 
ziehung der Ähnlichkeit zu den Boltzmann-van der ßraals'schen .Mittelwerten 
verlieren. Dies gilt auch von etwaigen elektrischen Teilen der BoUzmann'schen 
Krifte in diesem Fall. 
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Beziehung der Ähnlichkeit stehen. Für Kräfte elektrischer Art können 
Konstruktionen, die dieses ergeben, gefunden werden, Es ist aber 

zu erwarten, dass, sobald die Boltzmann'schen Kräfte sich nicht 

ganz im Mittelwerte zu Boltzmann- van der Waals'schen vereinen lassen, 

von diesen beiden Bedingungen keine erfüllt ist und dass dement

sprechend dann, schon auf Grund der Formverschiedenheit, Abweichungen 

bei Stoffen, deren Moleküle sich der linearen Form nähern, von solchen, 

welche sich der Kugelform nähern, zu erwarten sind. 

d) Dass auch noch Kräfte mit grösserem Wirkungsradius als die Boltz
mann-van der W aals'schen zu der Kohäsion beitragen, scheint zweifelhaft. 

32. Weitere Ausarbeitung des auf Grund des Korrespondenz
gesetzes gewonnenen Bildes der molekularen Wirkungen. a) Man wäre 

geneigt, in der Analyse, welche das Virial der Attraktionskräfte in 

erster Annäherung auf dasjenige Boltzmann-van der Waals'scher 
Kräfte, in zweiter Annäherung auf dasjenige Boltzmann'scher Kräfte 
zurückführt und daneben das Virial der Stosskräfte beibehält, einen 

Schritt weiter zu gehen und schon jetzt sämtliche molekulare Wir

kungen als ausschliesslich elektrischer Art anzusehen 302), z. B. das 
Virial der Stosskräfte auf Begegnungen gleichnamiger elektrischer 
Quanten 303), das der Haftprozesse auf solche ungleichnamiger oder auf 
Annäherung von Elektronen an dielektrisch polarisirbare Teile der Atome 

zurückzuführen. Richarz 304) ist wohl der erste gewesen, der die 
Helmholtz'sche Valenzladung zn der Berechnung von Atomanziehungen 
benut~t hat. Später haben J. J. Thomson 305), Kelvin 306), Lenard 307), 

S02) W, Wien. Lorentz vol. jubilaire, Arch. Neer!. (2) 5 (1900), p. 96; Ann. d. 
Phys. (4) 5 (1901), p. 501; vergl. Enc. V 14, Art. Lorentz, Nr. 66. 

SOS) Nach Jeans, Phi!. Mag. (6) 2 (1901), p, 421, besteht die äussere Schale 
der aus elektrischen Quanten gebildeten Atome aus gleichnamigen Quanten (vergl. 
Fussn. S11 ). 

S04) F. Richarz. Bonn Sitz .• ßer, 48 (1891), p. 18. Vergl. auch R. A. Fessenden, 
Chem. News 66 (1892), p. 206, 217. 

S05) J. J. Thomsun. Phi!. Mag. (6) 7 (1904), p. 237 ; Conduction of Electricity 
through Gases, Cambridge 1903, p. 535; Electricity and Matter, Westminster 1904, 
p. 90; Phi!. Mag. (6) 11 (1906), p. 769; The Corpuscular Theory of Matter, London 
1907. Siehe auch Phi!. Mag. (5) 44 (1897), p. 293, H. Nagaoka, Tokyo Procee
dings Physico-Math. Soc. 2 (1903/05), p. 92, 140, 240, 316, 335, Phi!. Mag. (6) 7 
(1904), p. 445, Rayleiqh, Phil. Mag. (6) 1.1 (1906), p.117, Jeans, ibid. p. 604, G. A, 

Schott, Phi!. Mag. (6) 13 (1907), p.189, H. Pellat, Paris C. R. 144 (1907), p. 480, 
744, 969, Th. Tommasina, ibid, p. 746. Ein Atom kann auch als aus verschiede
nen dem Thomson'schen. Atombild entsprechenden Teilen aufgebaut gedacht werden. 

306) Kelvin. Bosscha vol. jubilaire, Arch. Neer\. (2) 6 (1901), p. 8S4 = Phi!. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 46 
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Stark 308) Bilder von elektrisch gebauten Atomen 309) entworfen, die man 
dabei zu Hülfe ziehen möchte. Im Besonderen scheinen diese Bilder 
recht gut geeignet, um die RaumerfüUung des Atoms zu vereinen mit 
der Möglichkeit für schnell bewegte Elektronen 310) es zu durchqueren. 

Mag. (6) 3 (1902)1 p. 257 = Haitimore Lectures, London 1904-, p. Mt. Vergl. auch 
Phil. Mag. (6) 8 {1904.), p. 528; (6) 10 (1905), p. 695; (6) 14 (1907), p. 317. 

307) P. Lenard. Ann. d. Phys. (4) 12 (1903), p. 735; 15 (1.904), p. 507. Mit 
Berücksichtigung von Valenzelektronen und besondrem Hinweis auf den Aufbau 
verschiedener Atome aus gemeinsamen linear angeordneten Elementen, P. Lenard 
Ann. d. Phys. (4) 31 (1910), p. 641. 

308) J. Stark, Physik. ZS. 8 (1907), p. 881, versucht sogar zu zeigen, wie das positive 
Atomion aus nur negativen Quanten, allerdings unter Heranziehung einer dieselben in 
stabilen Bahnen zusammenhaltenden Kraft, aufgebaut gedacht werden könnte. Die 
Valenzelektl'onen, welche das [aus Arebioneo (/. Stark, Prinzipien der Atomdynamik, 
Leipzig 1910) aufgebaute] positive Atomion neutralisiren und die chemische llin· 
dung vermitteln [ vergl. auch J. Stark, Die Valenzlehre auf atomistisch elektl'ischel' 
Basis, Jahrb. d. Rad. u. EI. 5 (1908), p. 1'24, sowiA H. Kaufmann, Physik. ZS. 9 
(1908)1 p.3HJ, sollen bei ihre!' Wiedervereinigung mit dem Atomion, wenn sie bei 
der Ionisation von diesem losgelöst waren, ZU!' Emission der Bandenspektren Anlass 
geben: Stark, Physik. ZS. 9 (1908), p. 85, 356, W. Steubing, Ann. d. Phys. {4) 33 
(1910), p. 553. 

309) Das Thomson'sche 8°6) Atom besteht aus einer grossen, später [J. I. Thomson 
(1906, vel'gl. Fussn. 305), J. Bosler, Paris C. R.146 (1907), p. 686, vergl. N. Campbell, 
Garnbridge Proc. Phi!. Soc. 14 (1907), p. 287] dem Atomgewicht etwa gleich gefundenen 
Zahl negativer Quanten, welche sich inmitten einer oder !'und um (vergl. Fussn. 31.0) 
eine, sie in stabilen, sei es auch quasipermanenten [G. A. Schott, Phil. Mag. (6) 
15 (1.908), p. 438, vergl. Fussn. 34] Bahnen zusammenhaltenden kugelförmigen 
positiven Ladung bewegen [vergl. auch E. Ruther(ord, Phil. Mag. (6) 21. (1911), 
p. 669, J. W. Nicholaon, Phi!. Mag. (6) 22 (1911), p. 864]; das Lenard'sche 80":) 

aus einer grossen Zahl mit einander zu Dynamiden verketteten positiven und nega· 
tiven Teilchen, zwischen denen einige negative Quanten sich frei bewegen können. 
Diese Bilder werden u. A. auch geeignet gedacht, das Auftreten der Spektrallinien· 
serien [ vergl Fussn. 419; eine Obersicht gibt E. E. llfogendorff, Diss. Amsterdam 
(Borne) t 906] und nach Nagaoka 303) auch der Spektralbanden (vergl. auch Fussn. 808) 
zu erklären. Eine Prüfung an den weiteren Tatsachen der Spektroskopie : H. Crew, 
Science N. S. 25 (1907), p. 1, Auszug: Nature 75 (1907), p. 353. 

Besonders zielt auf jenes die Vorstellung von Ritz [A.nn. d. Phys. (4.) 25 (1908), 
p. 660, vergl. Fussn. 419), nach welcher die Atome aus linear (vergl. Fussn. 
307) angeordneten magnetischen Elementen aufgebaut sind [vergl. auch P. Weiss, 
Paris C. R. 152 (1911), p. 585]. Solche Elemente sind vielleicht die von P. JJ'eiss, 
Paris C. R. 152 (1911), p. 79, 187, A!'ch. sc. phys. et natur. (4) 31 (1911), p. 401, 
entdeckten Magnetonen. Für die Litteratur betreffs der weiteren Ausarbeitung eines 
Atommodells in Bezug auf Lichtemission und Absorption, Einfluss des magnetischen 
Feldes auf dieselben, lichtelektrischen Effekt, Radioaktivität, chemische Affinität, 
die sich meistens an das Thomson'sche Atom anknüpft und welche ausserhalb 
des Rahmens dieses Al'tikels fällt, vergl, Fussn. 305. 

310) Eine homogene Raumerfüllung kann von einem schnell bewegten Teilchen 
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Bei verschiedenen Betrachtungen wird man auf die Annahme einer 
Hülle von Elektronen geführt (vergl. Fussn. 308 und Nr. o'ib). Viel
'leicht werden bei höheren reduzirten Temperaturen abstossende Kräfte 
:auch in grösserer Entfernung von der Oberfläche des Moleküls verursacht 
von einer solchen Hülle von Elektronen, die nahe an die Oberfläche des 
.Moleküls (mit Ausnahme von einigen Stellen) treten oder aus dem Molekül 
,binausgeschleudert werden und bei der Rückkehr auf dasselbe gleichsam 
.aufprallen 311). In den Boltzmann'schen Kräften käme die Energiever
minderung zur Äusserung, welche die Folge ist von örtlichen Verkettungen 
{ vergl. Stark 308)] von positiven und negativen Teilen, die bei gegen
,seitiger sehr kurzdauernder und bei niedrigen Temperaturen bevorzugter 
Durchdringung dieser Hüllen auftreten werden 312), wie z. B. bei der Wirkung 
-von Elektronen, die aus der positiven Thomson'schen 3ü9) Kugel des 
~inen Atoms auf die positive Kugel eines andern übertreten. Es wären 
..diese Verkettungen von derselben Art wie die, welche, länger anhaltend, 
im festen Zustand (vergl. Nr. 74: und 4:7b) die Struktur bestimmen 313) • 

..Auch die chemischen Kräfte scheinen (vergl. Nr. 4:7b, besonders Fussn. 
!128) derselben Natur zu sein. 

Doch ist es immer noch nicht bewiesen, dass man ohne besondere, 
-von den elektrischen verschiedene Kräfte auskommen kann, sei es denn, 
-dass dies diejenigen sind, welche in dem Atom den positiven Quanten 
ihr festes Gefüge oder die grosse Stabilität ihrer Bahn geben 314) 315), 

hervorgebracht werden, L entspricht dann einer Weglänge, vergl. W. Sutherland, 
Phil. Mag. (6) 19 ( 191 0), p. 1. Die Möglichkeit eines Durchgangs schneller "-Strahlen 
wird durch das Lenard'sche Bild einerseits, durch das von Rutherford 309) und 
Nicholson 309) moditlzirte Thomson'sche Bild, in dem die positive Ladung ein gegen 

. .die Dimensionen der Elektronenbahnen kleines Volumen einnimmt, andrerseits, 
.unmittelbar ausgedrückt. 

311) Amagat ist für H2 auf einen negativen Wert von (cUfcv)T geführt, J. de 
•phys. (3) 3 (1894)1 p. 3071 vergl. dazu Nr. 46a. Lenard [Ann. d. Phys. (4) 12 
.( 1903), p. 7 42; 17 ( 1905), p. 206, vergl. auch A. Becker, ibid. p. 469] schreibt dem 
;H-Atom ein starkes elektrisches l"eld zu. Eine derartige Hülle denkt sich J. J. 
Thomson, Phil. Mag. (6) 11 ('1906), p. 774, als Strahlungsquelle. 

312)Vergl. Emissivität durchAnnäherung,Lenard,Ann. d.Phys. (4) 17(1905),p. 244. 
313) Vergl. M. Reinganum, Ann. d. Phys. (4) 10 (1903), p. 347. Wegen der 

Ansichten von Sutherland vergl. Kayser, Handbuch der Spectroscopie II, Leipzig 
1902, p. 603 und Mie, Beibl. 28 (1904), p.1273, auch A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 
:3-1. (1911 ), p. 170. 

314) Die in den radioaktiven Erscheinungen zum Vorschein tretende Atom
.energie scheint ganz ohne Vermittlung mit der Wärmebewegung zu sein und 
sich am Strahlungsgleichgewicht nicht zu beteiligen, und spielt deshalb auch 
·.wohl keine Rolle in der Zustandsgleichung. 

315) Kräfte von derselben Klasse wie diese dürften die sein, welche die nega
i.iiven elektrischP.n Quanten innerhalb des ihnen zugewiesenen Volumens zusammen-

46* 
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oder die Elektronen an der Oberfläche halten. Reinganum 816) legt, indem er 
die molekularen Kräfte auf die gegenseitige Wirkung zweier Ionenpaare 817) 

zurückführte, und auch die Möglichkeit, die Stosswirkungen der Moleküle 
aus elektrischen Kräften zu erklären, erwähnt, seiner Ableitung der Zustands
gleichung (Nr. 4:'ic) dennoch das Eigenvolumen der Moleküle zu Grunde. 
Solange nicht verschiedene Atomwirkungen (z. B. die molekularen und die 
chemischen Anziehungen) zugleich auch quantitativ ausschliesslich durch 
eine und dieselbe Voraussetzung über die elektrischen Teile erklärt sind, 
geben die Boltzmann'schen, eventuell zu Boltzmann-vander Waals'schen 
erweiterten, Kräfte und raumerfüllenden Atome 318) (vergl. Nr. 30g) wohl 
das den Tatsachen am besten entsprechende und von Hypothesen möglichst 
freie Bild der molekularen Wirkungen. 

b) Bei Stoffen mit höheren kritischen Temperaturen scheinen die 
Boltemann'schen Kräfte über die Boltzmann-van der Waals'schen im 
Mittel {über die verschiedenen Stellen der Oberfläche genommen) 
hervorzutreten und ein relativ schnelles Abfallen des Potentials, 
zugleich mit grösseren Werten desselben zur Folge zu haben. Dies 
könnte dem Umstande zugeschrieben werden, dass an bestimmten 
Stellen, vielleicht durch Bewegungen verschiedener Perioden in ver
schiedenen Stoffen, Elektronen mehr nach der Aussenfläche der Moleküle 
treten und dadurch die obengenannten Verkettungen in den Vordergrund 
bringen. Es dürfte dies weiter zu verwerten sein bei einer Erklärung 
für das Zusammentreffen grösserer Assoziationsbestrebung und grösserer 
Änderung von aw bei Stoffen mit höheren kritischen Temperaturen, und 
dementsprechend für eine reihenweise auftretende Abweichung von dem 
Gesetz der korrespondirenden Zustände (vergl. weiter Nr. 34:). 

c) Vergleichung des Korrespondenzgesetzes mit der Erfahrung. 

33. Prfifung des Korrespondenzgesetzes durch a.f:fin tra.nsformirte, 
durch logarithmische 819) und durch teilweise invariante Diagramme. 

halten. Vergl. W. Wien, Verb. d. Ges. d. Naturf. u. Aerzte, 1905, 1, p. 35, Physik. ZS. 
6 (1905), p. 806. Vergl. auch T. Levi-Civita, Paris C. R.145 (1907), p. 417 und H. Th. 
Wollf, Ann. d. Phys. (4-) 36 (1911), p. 1066. Für die Zustandsgleichung kommen letztere 
wegen der· verschwindenden Dimension der Elektronen nicht in Betracht. 

816) M. Reinganum, am strengsten [e]. Vergl. Nr. 48. 
317) Die Erklärung der Molekularkräfte durch Anziehung von je einem Ionen

paar, Bipol, für jedes .Molekül, würde, um die Korrespondenz zu erzielen, einen 
Polabstand proportional dem molekularen Radius erfordern und Beziehungen zwischen 
aw und bw verlangen, die nicht zutreffen. 

318) Vergl. auch Fussn. 119 und Fussn. 309. 
319) Über logarithmische Diagramme, welche den Vorteil haben, für ideale Gase 
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Verwendung derselben zur Bestimmung der kritischen Grössen. 
Die Korrespondenz binärer Gemische. a) Amagat 320) verglich die Iso
thermennetze im p v, p-Diagramm, indem er sie photographisch auf die
ßelbe Platte projizirte und die lineare Verkleinerung durch geeignete 
Neigung gegen die Projektionslinie bewirkte. Raveau 321) benutzteamersten 
die Eigenschaft, dass die Logarithmen korrespondirender Funktionen sich 
in korrespondirenden Zuständen nur durch eine additive Konstante unter
scheiden, und brachte log p, log v-Diagramme der Isothermen zur 
Deckung. Es ist dazu eine Verschiebung nach den beiden Koordinaten
achsen nötig [wie auch bei den Kirstine Meyer'schen aus log (p-pk), 
log (T-Tk), log (v-vk) kombinirten (siehe Nr. 88a) Diagrammen]. 
Die zwei entsprechenden Komponenten dieser Verschiebung können 
dienen, um die Verhältnisse zweier kritischer Grössen z. B. Pk und Tk, 
oder vk und Pk• bei den beiden Stoffen auch aus unvollständigen Dia
grammen, und also wenn dieselben bei einem der Stoffe bekannt sind, 
die des zweiten Stoffes zu bestimmen 322) (vergl. Nr. 88d). 

Die Vorteile einer getrennten Bestimmung mittels je einer Verschie
bung in der Richtung einer einzigen Koordinatenachse wurden von 
Kamerlingh Onnes und Reinganum 323) mit Diagrammen erhalten, 
in denen für die eine Koordinate eine logarithmische Zustands
grösse, für die andere eine Funktion gewählt wurde, die in dem spezifi · 
sehen Maasssystem des betrachteten Stoffes (Nr. 27) die Dimension Null 
hat, und also in übereinstimmenden Zuständen für alle Stoffe densel
ben Wert annimmt. Als solche sind Darstellungen von Isothermen im 

Yerschiedene Grössen durch Geraden vorzustellen u. s. w. Gibbs [a] p. 321, 325. 
Dieselben enthalten log p, log V, logT, log S, log U. Vergl. Nr. Md. 

320) E. H. Amagat. Paris C. R. 123 (1896), p. 30. Die Genauigkeit des Ver
fahrens wird beanstandet von Mathias, J. de phys. (3) 8 (1899), p. 407. 

321) C. Raveau. J. de phys. (3) 6 ('1897), p. 432. 
322) Die Bestimmung von kritischen Temperaturen, wie von Quecksilber ( 1000° K), 

Kupfer (:3900° K), Gold (4300° K) von Gu/dberg, ZS. physik. Chem. 1 (1887), p. 231 
{Happel, Ann. d, Phys. (4) 13 (1904), p. 340, findet dagegen für Hg :1370° K, einen 
erheblich abweichenden Wert findet (vergl. Fussn.1026 und 381) P. Walden, ZS. physik, 
Chem, 65 (1908), p. 167, 179J, und det für die kosmische Physik wichtigen kritischen 
Temperatur von Eisen (nach Berichtigung für die krit. Temp. des Hg 3400° K) 
von D. Kreichgauer, Natur und Offenbarung 53 (1907), p. 362, 401, kann als 
Beispiel dieser Anwendung des Korrespondenzgesetzes angeführt werden, Es sind 
auch die Schätzungen von Crookes, Nature 72 (1905), p. 595, für Kohle: Tk = 5800°, 
pk = 2320 Atm, hierauf zurückzuführen. Wegen der Anwendung auf feste Stoffe vergl. 
Nr. '14:g und h. Vergl. auch die Vorausberechnung von 1k und Pk des He Nr. 20d. 

323) H. Kamerlinyh Onnes und M. Reinganum. Leiden Comm. Nr. 59b (1900). 
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_k~,. log v-oder~~' log p-Diagramm oder auch im log ~~,log v-oder 

log E~, log p-Diagramm 8~), oder endlich von Isobaren oder Isochoren 

im 1~, log T- oder auch im log J;T' log T-Diagramm geeignet 3211). 

b) Bei Gemischen können die Koexistenzbedingungen nicht wie 
bei einkomponentigen Stoffen direkt zur Prüfung der Korrespondenz 
(Nr. 26a, für die indirekte Prüfung dieser mittels der Koexistenz
bedingungen vergl. weiter unten) und zur Ableitung von p ka:, vka:, Tka: 

(Nr. 26c) herangezogen werden. Denn bei denselben korrespondiren 
die Koexistenzbedingungen nur in Ausnahmepunkten (Nr.67b, Fussn. 747). 
Man ist bei Gemischen für diese Aufgaben also besonders auf die in 
a erwähnten Methoden angewiesen, Sie wurden für binäre Gemische
ausgearbeitet und verwendet von Kamerlingh Onnes 326), demselben 
und Reinganum 823), Verschaffelt 327), Keesom 3~), Brinkman 324), 

Schamhardt 324), Dorsman 324). Es hat sich dabei ergeben, dass 
viele binäre Gemische das Gesetz der korrespondirenden Zustände 
etwa in derselben Annäherung befolgen wie die einkomponentigen Stoffe. 
Nach Nr. 31 besagt dieses, dass man auch in binären Gemischen, die 
als geometrisch einander nicht ähnlich zu betrachten sind, eine mittlere 
Strecke, eine mittlere Zeitgrösse und eine mittlere Masse soo) angeben 
kann, von denen die Glieder der Virialgleicbung in erster Linie ab-

324) Die Ausarbeitung findet man bei W. H. Keesom (a], und etwas ausführlicher 

Diss. Amsterdam (Leiden) 190,, Arch. Neer!, (2) 12 (1907), p.1. Da R11 = EIMT ji;.~ r 

Ra = T C1"C1 (Fussn. 175 und 17 4) für verschiedene Sto1fe gleich sind, kann für die 

durch M und EI angewiesenen Einheiten PVM bzw. pva statt .E!!. genommen werden. 
T T RT 

Das log p;a, log v-Diagramm wurde auch verwendet von C. H. Brinkman, Diss. 

Amsterdam 1904, H. C. Schamhardt, Diss, Amsterdam 1908, C. Dorsman, Diss. 
Amsterdam (Edam) 1908, Wenn negative Drucke auftreten 100) kann man die log. 
der absoluten Werte in die Diagramme einführen (vergl. Fussn. 896), 

325) In den log p V, log V- bzw.log p-, und den log ~~, log V- bzw. log p-Dia· 

grammen ist der kritische Punkt ein lnftexionspunkt der Isotherme, und sind die 

Isophasen Geraden,- wie im p, V-Diagramm (Nr. lSb), Ein Vorteil der log .E!..Grös
RT 

sen ist dass dieselben erlauben einen Fehler im Normalvolumen (vergl. Einh. b) oder 
der Versuchsquantität zu entdecken. 

326) H. Kame1•lingh Onnes [e] Nr. 59a (1900). 
327) J. E. Verschaffelt. Leiden Comm. Nr. 65 (1900). 
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hängig sind. Allerdings ist 828), weil die Abweichungen von der Gleich
förmigkeit zwischen verschiedenen Gemischen unter einander oder zwi
schen diesen und den Komponenten grösser sind als die zwischen ein
komponentigen Stoffen, zu erwarten, dass die Gemische das Korrespon
denzgesetz nicht in demselben Maass befolgen als die Komponenten. 
Tatsächlich leitete Keesom 829) aus seinen Messungen an Gemischen von 
C02 und 0 2 ab, dass die bei grösseren Dichten (vergl. Fussn. 830) in 

den Vordergrund tretenden Unterschiede zwischen den derselben redu-· 
zirten Temperatur entsprechenden reduzirten Isothermen der Gemische 
etwas grösser sind als zwischen denselben der Komponenten. 

Es ist nun auch klar, wie die in a angegebenen Methoden für 
die binären Gemische verwendet werden können, um zu sehen, ob aus 
den Koexistenzbedingungen, welche selber, wie oben gesagt, im Allge
meinen nicht mit denen eines einkomponentigen Stoffes korrespondiren, 
dnrauf geschlossen werden kann, dass das Gemisch an und für sich 
dem Korrespondenzgesetz gehorcht. Man bedient sich zunächst jener 
Methoden zur Ableitung des kritischen Punktes bei ungeänderter Zu
sammensetzung Pkx. Vkx• Tkx (Nr. 25b und 9b, vergl. auch 38d). Mit 
diesen Daten konstruirt man mit Hilfe des Korrespondenzgesetzes die 
a\ls korrespondirenden ~vTx• v-Kurven aufgebauten ffvTx• v, x-Flächen. 
Mit diesen schreitet man zur Ableitung der Koexistenzbedingungen (Nr. 67), 
die man dann mit der Erfahrung vergleichen kann 830). 

34. Gruppen korrespondirender Sto:tfe. a) Obgleich aus den in vo
riger Nummer und schon in Nr. 26 angeführten Untersuchungen von 
van der W aals, Raveau, A magat hervorgeht, dass das Gesetz der 
korrespondirenden Zustände innerhalb sehr weiter Grenzen die Eigen-

328) H. Karnerlingh Onnes [e] Nr. 59a (1900), p. 8; vergl. denselben und 
C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppl Nr. 8 (1904), p. 8. Besonders stark kann die 
Abweichung von der Korrespondem: wer·den, wenn in awab stark hervortretende 
Boltzmann'sche Kräfte auftreten (vergl. Fussn. 713). 

329) W. H. Keesom [a]. Zu demselben Ergebnis kamen Brinkman 8' 4) und Scham
hardt 814). 

330) Dass H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Com111. Nr. 92 (1:904.), 
p. 19, B:x: (vergl. Nr. 36) für Gemische von CO, und CH 3 01 aus Kompressibilitäts
bestimmungen (vergl. Ji'ussn. 7H) nach den aus Kuenen's Isothermen a)lgeleiteten 
Pkx1 Tk:x: korrespondirend fanden, ist dahin zu deuten, dass diese Gemische u,nter 
einander und mit C02 der Genauigkeit jener Bestimmungen entsprechend bis etwa. 
Z.Ul' kritischen Dichte korre11pondiren (vergl. Brinkman Fussn. 329). 
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schaften einer grossen Zahl von Stoffen numerisch auffallend genau auf
einander zurückführt, ist es, wie erwähnt (Nr. 3lb), doch nicht als 
exaktes Naturgesetz aufzufassen. Verschiedene Stoffe zeigen bei Ver
gleichung verschiedene Abweichungen (Nr. 35 und 37). Bleiben diese 
klein, so kann man die betreffenden Stoffe zu einer mehr oder weniger 
scharf begrenzten Gruppe zusammenfassen. 

Aus der Ableitung der Korrespondenz auf Grund der mechanischen 
Ähnlichkeit war gleich der Schluss zu ziehen S3t), dass, um gute An
näherung zu erzielen, die Prüfung auf Moleküle zu beschränken wäre, 
die einander ähnlich gebaut seien und ähnliche Wirkungen ausüben. 
Nur dann wird (vergl. Nr. 31) die Zurückführung der Vergleichung der 
Zustandsgleichungen verschiedener Stoffe auf die von Mittelwerten von 
L und Z gut gelingen. Dies lässt die Unterscheidung von Gruppen als 
naturgernäss erscheinen. In Anbetracht der Vorstellungen der Stereochemie 
besteht andrerseits alle Veranlassung, um in verschiedenen Gruppen von 
Stoffen auf Grund der individuellen konstitutionellen Unterschiede 382) 

die Stoffe in Bezug auf die Abweichungen von der Ähnlichkeit in Reihen 
anzuordnen. Dieses ist z. B. der Fall, wenn jene Vorstellungen dazu 
führen eine fortschreitende Änderung von der kugelförmigen zur linea
ren, bei noch grösserer linearer Ausdehnung vielleicht wieder zusam
mengeknäuelten, Form anzunehmen (vergl. Nr. 3lc). 

b) Weder die Auslesung der Gruppen, noch das Aneinanderreihen 
der Stoffe in Bezug auf ihre Abweichungen von der Korrespondenz ist 
aber bis jetzt einwandsfrei gelungen, und dies vielleicht, weil jedesmal 
nur auf eine einzelne Eigenschaft geachtet ist. 

Young [c] unterschied auf Grund seiner Messungen über Dampf
spannungen (Nr. 84:) und Dichten der gesättigten Flüssigkeit und Dampf 
(Nr. 86) 4 solcher Gruppen S33). 

331) H. Kamerlingh Onnes [a] p. H, [e] Nr. 23 (1896), p. 7. Vergl. E. Ma
thias und H. Kamerlingh Onnes, Leiden Comm. Nr. H7 (19H), p. 3. Es wurde 
dabei der hauptsächliche Grund der Abweichungen in der verschiedenen Form der 
Moleküle gesucht. 

332) Vergl. das Bild Fussn. 255 und H. Kamerlingh Onnes [e] Suppl. Nr. 9 (1904), 
p. 18. Vergl. Nr. 84b und Fussn. 985. 

333) Nämlich: I. Benzol und seine Halogenester, Äthyläther, die Paratllne: 
Pentan, Isopentan, Hexan, u.s.w., CCJ,, Sn 014, zu denen Kuenen und Robson, Phi!. 
~ap;, (6) 3 (1902), p. 622, 0011 fügen; II. verschiedene Fettsäure-Ester ; 111. Methyl-, 
Athyl- und Propylalkohol, aber Methylalkohol merklich abweichend von den 
andern; IV. Essigsäure. Von diesen werden letztere zwei Gruppen zu den assoziirten 
Stoffen gerechnet (auch bei der Gruppe II vermutet Young, Brit. Ass. Rep. 1904, 
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Nernst 334) geht von der Betrachtung der Dampfspannungen aus. 
Es wären nach ihm die nicht assoziirten (Nr. 35) Stoffe mit Rücksicht 
auf die Dampfspannungen (Nr. 84:) in einer Reihe nach zunehmendem 
Molekulargewicht einerseits und nach zunehmender Zahl der Atome im 
Molekül andrerseits zu ordnen 335), 

Mathias 386) teilt die Stoffe auf Grund des Wertes des Richtungs
koeffizienten der geraden Mittellinie in Serien dermassen ein, dass, 
wenn man die Stoffe in denselben nach ihren kritischen Temperaturen 
ordnet (vergl. c), in denselben die reduzirten Richtungskoeffizienten 
regelmässig ansteigen nach einem einfachen Gesetz, das für jede Serie 
einen charakteristischen Parameter zur Bestimmung der reduzirten Mit
tellinienneigung aufweist. Die durch Gleichheit derselben charakterisir
ten, und also in dieser Hinsicht dem Korrespondenzgesetz unterliegen
den Gruppen enthalten so Stoffe aus verschiedenen Serien. Die Frage 
aber, in wie weit die in einer Serie zusammengefügten Stoffe auch in 
"Bezug auf ihre anderen von der p, V, T-Fläche abhängigen 84.2) Eigen
schaften derselben Serie angehörend zu betrachten sind, ist noch eine 
offene, vergl. e 387). 

p. 4921 Assoziation). Die Gruppen von Mathias [c), [e] und [f], vergl. Fussn. 336, nach 
dem reduzirten Richtungskoeffizient der geraden Mittellinie (vergl. Nr. 81)) stimmen 
nicht mit diesen (vergl. e). 

334) W. Nernst [a] p. 10. Vergl. auch H. von Jüptner, ZS. physik. Chem. 55 
(1906), p. 738. 

335) Vergl, auch H. Rappel, Fussn. 988. 
336) E. Mathias [g] p. 61, [f]. Vergl. Fussn. 1007. 
337) Ph. A. Gu.ye, J. de phys. (2) 9 (1890), p. 312, Arch. d. sc. phys. 

et natur. (3) 23 (1890), p. 204, bringt die Molekularrefraktion (vergl. Fussn. 278 
und Fussn. 426) mit dem Korrespondenzgesetz in Verbindung [vergl. auch H. 
Rappel, Habilitationsschrift Tübingen (Leipzig) 1906, p. 31 Fussn. 1] und prüft die 

Konstanz von MRTrPk = (Gu. Er fand die mehratomigen in dieser Beziehung einer 
k . 

Gruppe, die zweiatomigen 0 2, N., CO einer andern Gruppe (aber mit Unterschieden 
von 30% zwischen den verschiedenen Gliedern der Gruppe) zugehörend, während nach 
Kamerlingh Onnes und Keesom, Leiden Cornm. Suppl. Nr. 15 (1907), p. 20 Fussn. 
1, auch die einatomigen A, Kr, X in Bezug auf die Molekularrefraktion (für andere 
Eigens.:haften vergl. Happel Fussn. 988) eine (ebenfalls nicht enge begrenzte und etwa 
zwischen den beiden erstgenannten sieb einordnende) Gruppe bilden [ vergl. auch 
G. Rudorf, Phi!. Mag. (6) ·17 (1909), p. 805]. Eine Abschätzung tles bw für He [Kamer
lingh Onnes und Keesorn, Leiden ()omm, Nr. 96c (1907), p. 23 Fussn, 1 ; neuere 
Bestimmungen des Brechungsindex von He, K. Scheel und R. Schmidt, Verh, 
d. D. physik. Ges. 10 (1908), p. 207, vergl. auch die Physik. ZS. 9 (1908), p. 923 
angeführten Arbeiten, würden einen noch kleineren Wert ergeben] durch Ver
gleichung des Refraktionsvermögens mit dem des H2, als noch keine Daten 
über deren gegenseitige Abweichung, noch über die Veränderlichkeit von bwHe mit 
der Temperatur [ vergl. jetzt lf. Karnerlingh Onnil.~ [e] Nr. 102a (1907), p. 8 und 
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c) Ref. möchten bei der Unterscheidung in Gruppen und bei der 
Aneinanderreihung der Stoffe innerhalb derselben sich auf systematische 
Abweichungen, die sich über das ganze Isothermennetz ausdehnen, 
stützen. Von diesem Gesichtspunkt aus sind die Abweichungen, die in den 
bis jetzt zwar auch noch nur spärlich vorliegenden Beobachtungen über die 
baterogenen Gleichgewichte längs der Liquid-Gaskonnodale von Stoffen mit 
tiefen kritischen Temperaturen hervortreten, und die sowohl bei den Betrach
tungen von Nernst 334) über Dampfspannungen, als bei denen vonMathias336) 

über die Konstante bd der geraden Mittellinie eine bedeutende Rolle spielen, 
ebenfalls als Ausdruck einer Eigenschaft des homogenen Gebietes zu be
trachten. Es scheinen dieselben die mehr umfassende Schlussfolgerung zu 
rechtfertigen, dass (vergl Nr. 84b, 85b) für Sto.ffe, bei denen Assoziation 
ausgeschlossen ist, jedenfalls die kritische Temperatur einen bedeu
tenden Einfluss 338) auf das Verhalten des gesamten Isothermennetzes 

Nr. 108 (1908), p. 22, wozu noch Nr. 119 (1911), p.13] vorlagen, ergab für bwll8 
dagegen einen zu kleinen Wert. Es scheinen sich die einatomigen Gase [,·on He bis 
Hg, vergl. dazu die Messungen von C. und M. Cuthbertson, z. B. Proc. Roy. Soc. A 84 
(1910), p. 13] mit den zweiatomigen H2, N2, 0 2 in einer Reihe nach den kritischen 
Temperaturen anordnen zu lassen, Ob die beträchtlichen Abweichungen von He und 
H2 einel'Seits, von Hg andrerseits, von den anderen ganz einer solchen Abhängigkeit 
von der kritischen Temperatur (vergl. c und d), oder bzw. teilweise einer Änderung 
des Refraktionsvermögens bei höheren und bei niedrigen reduzirten Temperaturen 
[Scheel, Verb. d. D. physik. Ges. 9 (1907), p. 241 findet dasselbe aber für H11 von 
t = 2,5 bis t = 1.0 nahP.zu konstant] zugeschrieben werden muss, ist unentschieden. 

Die Beziehung: {ou ist dieselbe für verschiedene Stoffe, könnte dahin gedeutet 
werden, dass die elektrische Polarisirbarkeit (elektrisches Moment dividirt durch hervor
rufende elektrische Kraft, Enz. V 14, Art. Lorentz, Nr. 4&) pro Einheit des vom Mo
lekül wirklich eingenommenen Volumens (vergl. Nr. SOg) für jene Stoffe dieselbe sei, 
welcher Beziehung z. B. das Kelvin'sche Atombild 306), wie auch das J. J. Thomson'
sche 809) genügt [vergl. H. A. Lorentz, van Hemmelen Jubiläumbuch, den Helder 
1910, Physik. ZS. 1t (1910), p. 1.252]. Unterschiede von {au wären damit auf ver
schiedene Polarisirbarkeit zurückgeführt. Für die Beziehung der Dielektrizitätskon
stanten zum Korrespondenzgesetz vergl. H. Happel, Habilitationsschrift Tübi.ngen 
(Leipzig) 1.906, p. 3t. 

338) Die Unte1·suchung der Stoffe mit tiefen kritischen Temperaturen gewinnt 
eine erhöhte Bedeutung, da eine derartige Abhängigkeit dazu beitragen dürfte [wie 
auch die Kenntnis von ')'VAM bei tiefen Temperaturen (Nr. 67) ], die verschiedenen 
Faktoren (vergl. Nr. 80 und 81) der Abweichung von der Ähnlichkeit nach Form (An
ordnungskompressibilität, siehe weiter), Kompressibilität oder Deformirbarkeit lvergl. 
H. Kamerlingh Onnes und C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr. 121b (1.911)] der 
Moleküle, und nach Art der Haftprozesse, zu trennen und bei der Anordnung der 
Stoffe zu berücksichtigen. 

In der eben zitirten Arbeit ist ein Beispiel der Darstellung der im Text 
genannten systematischen Abweichungen gegeben. 
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in Bezug auf das Korrespondenzgesetz ausübt 839). Dem entspricht, dass 
auch die reduzirte Temperatur des Boyle-Punktes (Nr. 7Gb) höher zu 
sein scheint, je tiefer die kritische Temperatur des Stoffes ist. Vergl. 
weiter die kritischen Reduktionstemperaturen (Nr. 38b) des Wasserstoffs 
und des Heliums für die verschiedenen Isothermen derselben Nr. 38d. 
Vergl. auch Nr. 38a, 87b, 90c und Fussn. 337, 381, 452. 

d) Es können die Abweichungen der Zustandsgleichungen verschie
dener Stoffe von der Korrespondenz, in so weit sie nicht der Assoziation 
(Nr. 30) zugeschrieben werden müssen, verschiedenen Ursachen zuge
ordnet werden, von denen wir schon die Abweichungen von der Form
ähnlichkeit nannten (Nr. 31c). Von der Kugelform abweichende Moleküle 
werden bei grösserer Dichte sich in einen anderen, eventuell kleineren 
Raum als demjenigen, der dem mittleren Radius der denselben im Gas
zustand äquivalenten kugelförmigen Moleküle mit demselben Volumen 
entspricht, zusammendrängen lassen. Man kann diese Erscheinung als 
eine Anordnungskompressibilität solcher Moleküle kugelförmigen gegen
über betrachten. Weiter kommt eine nicht korrespondirende Distribution 
des mittleren Anziehungspotentials der Moleküle [ein verschiedenes Ver
hältnis der Halbwertsstrecken (Strecken, über welche das Potential auf 
die Hälfte herabfällt, vergl. Nr. 30d) zu dem Moleküldurchmesser, auf 
welches eine Formverschiedenheit gewiss einen grossen Einfluss bat], 
welche auch eine Verschiedenheit in der Zahl der zeitweise je zu einem 
Konglomerat zusammentretenden Moleküle, der Konglomeratenkomplexi
tät, bei der Scheinassoziation (Nr. 4:9c), sowie in dem Grade der Schein
assoziation, d.h. der Anzahl der in Konglomeraten vereinten Moleküle im 
Verhältnis zu der gesamten Anzahl [vergl. auch die Erklärung der GI. (87) 

in Nr. 4:8( Schluss] zur Folge haben kann, in Betracht. Zweitens eine 
nicht korrespondirende Kompressibilität der Moleküle (bzw. eine nicht 
korrespondirende Distribution des Abstossungspotentials, vergl. Nr.· 32a). 
In dieser Beziehung wird sieb die verschiedene Komplizirtheit des Moleküls 
(verschiedene Anzahl der Freiheitsgrade, Nr. 57c, 4:3), und das nach Maass
gabe der betreffenden Frequenz Hervortreten von Schwingungen im Mole
kül (Nr. 57(, 4:3d) ganz wesentlich bemerkbar machen. Wir möchten auf alle 
diese Umstände bei der Koordination der Zustandsgleichungen verschiedener 
Stoffe nach Ausschluss der assoziirten achten. Es könnte so eine (bei 
nicht korrespondirender Temperaturabhängigkeit nach tieferen Tempera-

339) Vergl. auch J. P. Kuenen [c] p. 142. 
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turen fortschreitende) kontinuirliche Deformation des Isothermennet
zes für Stoffe mit tiefen kritischen Temperaturen (vergl. c), deren 
Moleküle von ähnlicher Form und Kompressibilität sind, besonders 
von dem Mangel an Ähnlichkeit des Anziehungspotentials bedingt 
werden. Bei der Vergleichung von Stoffen mit nicht viel verschiedenen 
kritischen Temperaturen wäre vielleicht mehr auf verschiedene Kompres
sibilität - auf Grund verschiedener Festigkeit d_er intramolekularen 
Bindungen nach Maassgabe verschiedener Frequenzen - einerseits, auf 
Formverschiedenheit, verschiedene Konglomeratenkomplexität und ver
schiedenen Grad der Scheinassoziation andrerseits, zu achten. Erstere 
müsste, wenn sie zu beachten ist, sich auch in der Molekularwärme 
:Y11u 1 (Nr. 43 und ö'i) zurückfinden lassen. 

e) Aus der kombinirten Wirkung der verschiedenen in d genannten 
Abweichungsgründe könnte hervorgehen, dass Stoffe, die jeder dieser Be
ziehungen an und für sich nach n~cht korrespondiren, für bestimmte Eigen
schaften (wie z. B. H2 und Isopentan für die Konstante bd der geraden 
Mittellinie, Mathias, vergl. b) in derselben Gruppe oder Serie zusammen
treffen, ohne dass dieses deshalb für andere Eigenschaften der Fall zu 
sein braucht. 

35. Normale und assoziirte Sto:tfe. a) Da (Nr. 33b) das Gesetz der 

korrespondirenden Zustände in ähnlicher Weise wie. für einfache Stoffe 
auch für das homogene Blatt der p, V, T-Fläche für Gemische mit 
ungeiindertem Gehalt x gültig ist, so sind bei einem bestimmten Gehalt 
x bestimmte La:, Za:, Ma: (vergl. Nr. 31 und für Ma: Nr.lc) anzunehmen. 

Denkt man sich den Gehalt x von Temperatur und Dichte abhiin· 
gig, so werden La:, Za:, .1Jla: Funktionen derselben. Dieser Fall tri1ft zu 
bei Stoffen, welche sich polymerisiren oder depolymerisiren und daher 
(vergl. Nr. lb und Fussn. 240) einen vom Zustand abhängigen Gehalt, 
x = f (v, T), an dem nicht polymerisirten oder depolymerisirten Be
standteil haben 340). Was das auf Grund des endgültigen Gleichgewichtes 
konstruirte homogene Blatt der p, V, T-Fläche eines derartigen Stoffes 
betrifft, so wird dieses in dem Gebiet wo x = I ist mit dem homogenen 
Blatt der p, V, T-Flii.che eines Stoffes mit x = konst. affin sein, im 

weiteren Gebiet aber aus der affinen durch eine stetige, von obiger 

310) Wenn im unpolymerisirten Stoff sowohl wie im Polymer verschiedene 
Molekülarten (vergl. Nr. lb) in bestimmten Verhältnissen anwesend sind (vergl. b), 
so haben alle jene Verhältnisse in dem Gemisch eine Änderung erfahren. 
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Funktion bestimmte Deformation erhalten werden können. Die Deforma

tion des homogenen Blattes bedingt ebenfalls eine Änderung des hetero
genen Blattes, und zwar kann so eine Änderung thermischer Grössen 

hervorgerufen werden, welche hineingreift in Gebiete von V und T, für 
die das homogene Blatt noch undeformirt ist 341). 

Derartige Unterschiede, wie die durch Polymerisation hervorgeru

fenen, bestehen aber auch zwischen den p, V, T-Flächen 342) mancher 
Stoffe, in denen man nicht auf Grund physikalischer oder chemischer 

Erscheinungen die Anwesenheit polymerisirter oder depolymerisirter Be

standteile nachweisen kann. So z. B. zwischen den p, V, T-Flächen für 

Isopentan und für Wasser, und zwar zeigt die p, V, T-Fläche von 
Wasser der von Isopentan gegenüber den Charakter, welchen die 

p, V, T-Fiäche eines sich polymerieirenden Stoffes gegenüber der eines 
sich nicht polymerisirenden Stoffes hat 343). 

Man setzt gewöhnlich als selbstverständlich voraus, dass bei sol

chen Stoffen, welche sich den polymerisirenden ähnlich verhalten, die 

Moleküle zu grösseren Komplexen zusammengefallen sind [und hat 
dabei dann wohl anzunehmen, dasa verschiedene Arten in bestimmten 
Verhältnissen SIJ.O) auftreten}, zufolge eines Prozesses, den man Asso
ziation nennt und dem eine fortschreitende Änderung des Molekular
gewichtes mit u und t entspricht. Es soll aber nicht übersehen wer
den, dass man für die Erklärung der Abweichungen von der Ähnlich

keit in derjenigen Grösse, wie sie bei diesen Stoffen vorkommen, nicht 

ausschliesslich auf die Assoziation angewiesen ist, sondern dass diesel
ben daneben wohl (vergl. Nr. Md) hervorgerufen werden können durch 

eine mit v und t zusammenhangende aussergewöhnlich grosse Änderung 

des Volumens eines Einzelmoleküls (Kompressibilität, vergl. Nr. 30c, 

Änderung von bw , vergl. Nr. 43), oder durch eine aussergewöhnliche 

341) So z. B. das Volum des gesättigten Dampfes, wenn die koexistirende Flüssig
keit assoziirt ist, vergl. Fig. 27 wenn der Flüssigkeitskamm steigt. Stoffe, deren 
Moleküle in koexistirenden Dampf- und Flüssigkeitszuständen gleich oder in gleichem 
Grade assoziirt sind, nennt Batschinski, ZS. physik. Chem. 40 (1902), p. 629, Moscou 
Bulletin de Ia Soc. Imp. der Nat. 17 (1903), p. 188, orthomer. 

3"2) Dies fasst alle auf die thermische Zustandsgleichung zurückführbare 
Eigenschaften zusammen. 

343) So weist der grosse Unterschied von aw für Alkohol berechnet aus der 
Verdampfungswärme und aus der inneren isothermischen Ausdehnungsarbeit (vergl. 
Fussn. 513) der komprimirten Flüssigkeit, verglichen mit dem für Äther (Hall. 
Bollzmann-Festschrift 1904, p. 899, vergl. Fussn, 186) auf Assoziation von Alkoho) 

im Flüssigkeitszustand. 
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Auslösung von Energie durch die Annäherung der Moleküle [vergl. Nr. 30d, 
Änderung von aw, vergl. Nr. 48 ( vergl. Fussn. 343)] SM), oder eine ausser
gewöhnliche Änderung der Konglomeratenkomplexität oder des Grades der 
Scheinassoziation (Nr. 49c). Wir wollen die Stoffe, welche aus letzteren 
Gründen Abweichungen von der Ähnlichkeit zeigen, auch wenn diese 
Abweichungen so stark werden, dass sie einer ausgesprochenen Assoziation 
gleichen, als ohne Assoziation deviirende Stoffe unterscheiden und für 
die Stoffe, welche Abweichungen zeigen, die durch den der Polymeri
sation analogen Prozess hervorgerufen sind, den Namen assoziirte Stoffe 
reserviren 345) 846). 

b) Je nachdem bei einem Stoffe weniger Grund zur Annahme eines 
Assoziationsprozesses (oder eines Deviationsprozesses) vorliegt, kann der
selbe mit mehr Recht normal genannt werden. Welche Stoffe man 
normale nennen soll, bleibt also etwas unbestimmt, und der Begriff des 
ganz normalen Stoffes ein Grenzbegriff. Beispiele assozürter Stoffe sind 
Wasser und Alkohol (vergl. Fussn. 333), Beispiele normaler Isopentan 
und Kohlensäure. 

Was das Zusammentreten der Moleküle aus dem Avogadro'schen Zustand 
(Nr.39a) zu komplexen Molekülen oder Konglomeraten und besonders zu 
solchen, die der Scheinassoziation (Nr. 49c) zuzuordnen sind, betrjfft, so ist 
die Annahme, dass dies auch bei den normalen Stoffen geschieht, an und 
für sieb (Nr. 30) gar nicht unverträglich mit der mechanischen Ähn
lichkeit der die normalen Stoffe bildenden Molekülsysteme, wenn das
selbe nur ein korrespondirendes ist. Es liegt daher auch kein Grund vor, 
dasselbe nicht bei allen normalen Stoffen anzunehmen (vergl. Nr. 23, 4:8 
und 49) 559). Der Bildung jener Konglomerate, welche man normale (oder 
physikalische) nennen könnte, steht als Assoziation eine weitergebende, 
die Ähnlichkeit in dem Sinne der chemischen Wirkung störende Bildung 
von weiteren oder grösseren, längere Zeit bestehenden komplexen Mole
külen gegenüber. Die möglichst vollständige Abwesenheit über ein grosses 
Gebiet der Zustandsgleichung aller dieser, den chemischen ähnlichen 
Wirkungen [sowie auch der obenerwähnten (vergl. a), physikalisch 

34.4) Es haben die assoziirten Stoffe meist eine grosse Dielektrizitätskonstante, 
vergl. M. Brill.ouin, Ann. chim. phys. (8) 7 (1906), p. 289. 

345) Diese Definition, die Kapillarität und Reibung einschliesst, geht weiter als 
die auf Grund der thermischen Zustandsgleichung allein. Bei ohne Assoziation stark 
deviirenden Stoffen können die Abweichungen grösser werden als bei solchen mit 
schwacher Assoziation. 

346) Assoziationsgrad siehe Nr. 37b. 
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äquivalenten, der Ähnlichkeit auch nicht annähernd gehorchenden, 

ausaargewöhnlich grossen (vergl. Nr. Md) Änderungen von aw und 

bw] vereint die normalen Stoffe zu einer besonderen Klasse. Wir wollen 

mit Rücksicht auf die Eigentümlichkeiten der Stoffe mit tiefen kritischen 

'femperaturen statt des Begriffes der Gruppe normaler Stoffe den 

Begriff der Reihe von normalen Stoffen einführen, indem wir die 

normalen Stoffe als eine dem Korrespondenzgesetz, wenn man sich 

auf die nächstvorangehende und nächstfolgende beschränkt, am besten 

genügende mechanisch nahezu ähnliche Klasse von Stoffen, die im Ganzen 

aber nach einer Reihe fortschreitende Änderungen zeigt, auffassen. 

Die Kriterien für die Unterscheidung der normalen Stoffe von den 

anderen, unserer Definition nach zugleich die für die mechanische 

Ähnlichkeit, behandeln wir Nr. 37. 

c) In verschiedenen Gebieten kann die Assoziation mehr oder 

weniger hervortreten ; es kann daher auch wohl ein Stoff in einem 

bestimmten Gebiet (oberhalb einer bestimmten Temperatur) normal sein, 

während er in einem andern assoziirt ist, so ist z. B. Wasser oberhalb 

230° C normal, unterhalb assoziirt gefunden 347). Auch kann für eine 

bestimmte Reihe von Zuständen (für die der Assoziationsgrad, Nr. 37, kon

stant bleibt) der Stoff sich als ein normaler verhalten 3118), z. B gesättigter 

Essigsäuredampf von t = 0,97 bis t = 1 (Young [cl), dessen Volumina 

z. B. wenigstens angenähert 349) mit denen Fluorbenzols 333) korrespon-

h PVMk 
diren; Vergleichung mit dem Normalzustande, z. B. durc RMT' zeigt 

in diesem Fall die Assoziation 350). 

Wir berücksichtigen weiter in Anbetracht des für diesen Art. ver-

347) J • .f. van I-aar. ZS. physik. Chem. 31 1 van 't Hoff-Jubelb. (1899)1 p. 1 ; 
Amsterdam Akad. Vers!. Jan. 1905, p. 582; für Wasserdampf vergl. auch E. Rose, 
ZS. für Elektrochemie 14 (1908), p. 269. Für Kräfte in awab, die den bei der Asso
ziation auftretenden ähnlich sind, siehe aueh Fussn. 713. 

348) Vergl. auch Ph. A. Guye und A. Baud, Arch. d. sc. phys. et natur. (4) 
11 (1901), p. 541. 

349) Van der Waals [e] Okt. 11}021 p 391 achtet für gesättigten Essigsäure
dampf das Auftreten eines Minimums des A~soziationsgrades für t zwischen 0,8 und 
0,9 möglich. V an Laar 851) stellt dasselbe in die Nähe des kritischen Punktes. 

350) Auch der Flüssigkeitszweig der Grenzlinie von Essigsäure korrespondirt 
angenähert mit dem von C6 H6 F, was entweder dem Umstande zugeschrieben werden 
kann, dass der Assoziationsgrad da wenig oder mit C6 H6 F korrespondirend variirt, oder 
dass die Assoziation auf das Volumen von Essigsäure im Flüssigkeitszustand nur 

einen geringen Einfluss ausübt. 
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fügbaren Raumes die assoziirten Stoffe, deren theoretische Behandlung noch 
in den ersten Anfängen ist 851), nur in soweit dies für das Verständnis 

der normalen und der ohne Assoziation deviirenden unumgänglich ist. 

d) Die Vergleichung der Stoffe untereinander in Bezug auf Kor
respondenz, eventuell behufs Bildung der Nr. 34-a genannten Gruppen, 

wird vereinfacht durch die Zurückführung der gegenseitigen Unterschiede 
auf die eines jeden einzelnen Stoffes mit einem Vergleichstypus. Es 

würden die einatomigen Stoffe, wenn genügende Beobachtungen über 
dieselben vorlägen, wohl am meisten zu empfehlen sein, um zusammen 
die Reihe 352) von normalen Vergleichstypen, welche dem in b eingeführten 

Gedanken entspricht, zu bilden. Auf die Erweiterung des diesbezüglichen, 
zur Zeit vorliegenden und noch wenig ausgedehnten Beobachtungs

materials wird in Leiden 353) hingearbeitet. 
Wir sind noch weit entfernt davon, dass jene möglichen, für das 

Verständnis der Zustandsgleichung unentbehrlichen Messungen ausge
führt wären (vergl. Nr. 34:c), und haben uns zu den Stoffen, über welche 

einigarmaasen ausgedehnte Messungen vorliegen, zu wenden. Von diesen 
ist vorläufig keiner für sich allein geeignet, um als Typus eines nor

malen Stoffes zu dienen. Denn zusammenhangende Messungen über 

verschiedene Zustände, sowohl oberhalb der kritischen Temperatur, wie 
in der Nähe des kritischen Zustandes, im überhitzten und im gewöhn

lieben Dampf- und Flüssigkeitszustand, und im stark komprimirten Zu· 

stand, liegen nur bei Äthyläther vor. Und bei diesem, leider auch 
wohl nicht ganz assoziationsfreien Stoff, ist das Gebiet der reduzirten 

Zustände nach oben hin immerhin sehr beschränkt (siehe Tafel I Nr. 36) 

und sind die Beobachtungen teilweise nicht sehr genau. 

851) Vergl. weiter J. W. Gibbs [c] p. 234 u. f., J. D. van der Waals [b] p. 27 u. f., [d) 
p. 159 u. f. und I. c. Fussn. 349, I. J. van Laar (d]. Auch Nr. 49. 

352) Auch Nernst 884) weist darauf hin, dass Argon und Krypton nicht ganz 
korrespondiren in ihren Dampfspannungen. Vergl. H. Happel, Habilitationsschr. Tü· 
bingen (Leipzig) 1906, vergl. auch Fussn. 988 und 989. 

353) Vergl. H. Kamerlingh Onnes [e] Suppl. Nr. 9 (190i). Als Vorbereitung 
waren daselbst schon früher die zweiatomigen Gase in Angriff genommen : R. Ka
merlingh Onnes mit H. H. F. Hyndman, Leiden Comm. Nr. 69 (1901), 78 und 
84 (1902); mit C. Braak, Leiden Comm. Nr. 97a (1906), 99a, 100 (1907). Jetzt 
sind die ersten Messungen über He: H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 102a (1907) 
und c (1908), 112 (1909), 119,124b (1911), und über A: H.KamerlinghOnnesmit 
C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr. 118b (1910), C. A. Crommelin, Leiden Comm. 
Nr. 115, 118a (1910), angestellt. Es hat die Verflüssigung des Heliums (Nr. 20d) für 
das einatomige Helium ein sehr ausgedehntes Gebiet der Zustandsgleichung genauen 
Messungen zugänglich gemacht (vergl. Fussn. 370). 



36. Empirische reduzirte Zustandsgleichung für normale Stoffe. 727 

36. Empirische reduzirte Zustandsgleichung flir normale Sto:ffe. 
Aus Tafel I ist zu ersehen, dass die Beobachtungen sich bei 
den verschiedenen Stoffen mit Ausnahme von nur einigen jedesmal 
nur innerhalb enger (den gewöhnlichen Versuchsverhältnissen ent
sprechenden) Grenzen bewegen. Es sind daselbst in einem log p ll, 
log li-Diagramm die Felder, welche einerseits den wichtigsten und 
genauesten, andrerseits den zur Ergänzung der empirischen Zustands
gleichung besonders geeigneten Beobachtungen entsprechen, ange
geben SM) 355). 

Ungeachtet der geringen Ausdehnung des Feldes flir jeden einzelnen 
Stoff würde man doch, wenn das Gesetz der korrespondirenden Zustände 
für alle normalen Stoffe strenge gültig wäre, p = f (11, t), die reduzirte 
Zustandsgleichung [Gl. (22)], m. a. W. den Typus des normalen Körpers, 
auf Grund der Beobachtungen wohl zur Darstellung bringen können. 
Man hätte dazu die teilweise übereinander fallenden Gebiete für Stoffe, 
die im gemeinschaftlichen Gebiet als normal erkannt sind, an einander 
zu reihen 356). Nun das Gesetz numerisch nicht exakt gilt und die syste
matischen Abweichungen der verschiedenen Stoffe von einander nicht 
bekannt sind, ist es nur möglich eine gewisse mittlere Zustandsgleichung 

354.) Das Diagramm ist mit ll konstruirt, vergl. dazu Fussn. 362. Es sind 
dargestellt die Beobachtungen von Regnault (CO,, N1, H1) 148), Andrews (C01) 

[a, b], Amagat (C4 H10 0, C01, 01 , N1 , H1) [a], Ramsay und Young (C4 H10 0) 886), 

Young (Isopentan) [d) [für den Dampf bei niedrigen Drucken siehe Young und 
Thomas, London Froc. Phys. Soc. 13 (1895), p. 658], Leduc [a], Chappuis 
(C01 , N1, H2 ), Trav. et Mem. Bur. Intern. des Poids et Mes. t. 6 (1888), p. 1 ; 
t. 13 (1907), Bestelmeyer und Valentiner (N1), Ann. d. Phys. (4) 15 (1904), p. 61, 
Rayleigh (H1 , N1 , 0 9, C02), Phi!. Trans. A 204 (Hl05), p. 351, Keesom (C01) [a], 
Schalkwi,jk (H2), Leiden Comm. Nr. 70 (1901), Kamerlingh Onnes und Byndman 
(01), Leiden Comm. Nr. 78 (1902), Witkowski (H1), Krakau Anz. 1905, p. 305, 
Kamerlingh Onnes und Braak (H1), Leiden Comm. Nr. 97a (1906), 100a (1907), 
Kamerlingh Onnes (He), (e) Nr. 102a und c (1907/08), Nr. 119, 124b (1911), 
Kamerlingh Onnes und Crommelin (A), Leiden Comm. Nr.118b (1910), Crommelin 
(A), Leiden Comm. Nr. 115 und 118a (1910). Augenfällig ist z. B. das Bedürfnis 
an Beobachtungen bei hohen Drucken (vergl. Nr. 89b). 

In diesem Diagramm treten einige Abweichungen vom Gesetz korrespondirender 
Zustände unmittelbar zum Vorschein, die erst in Nr. 38 weiter behandelt werden 
(vergl. Fussn. 355). 

355) Es können durch andere Annahmen über die kritischen Grössen (vergl. auch 
Nr. SS) der dargestellten Stoffe kleine Verschiebungen der Beobachtungsgebiete 
bediugt werden. Die Grenzlinie nsch Isopentan ist gezogen, die nach He durch 
--·- dargestellt. 

356) Vergl. H. Kamerlingh OnMB (e] Suppl. Nr. 9 (1904), p. i5. 
Encyklop. d. matb. Wissenscb. V f. 47 
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durch Berücksichtigung möglichst vieler sorgfältiger Beobachtungen über 

normale Stoffe abzuleiten und in dieser Weise einen fingirten Stoff als 

mittleren Typus der normalen Stoffe aufzustellen. 
In dieser Weise hat K amerling h Onnes 357) das Aufstellen einer 

Zustandsgleichung behufs systematischer Zusammenfassung (vergl. Nr. 4:) 
und Diskussion des Beobachtungsmaterials 358) und der Abweichungen 

von dem Gesetz der übereinstimmenden Zustände angefasst. 
Ausgehend von der van der W aals'schen Hauptzustandsgleichung 

(Nr. 18a und Nr. 30b) denkt derselbe sich p nach Potenzen von ~und ~ 
entwickelt. Die Glieder der unendlichen Reihe werden zusammenge
zogen zu einem nur innerhalb des Gebietes der Beobachtungen giltigen 

Polynom 859) : 

pv = A ~1 + ~ + ~ + ~ + ~ + ~~· (31) 

welches so gewählt ist, dass die Koeffizienten sich über den grössten 

Teil des von den Beobachtungen umfassten Temperaturgebietes mit 
genügender Sicherheit bestimmen lassen 360). Die Koeffizienten A, B, .... 

werden Virialkoeffizienten (vergl. Nr. 18a) genannt und als Polynome 
nach T dargestellt 361); dabei ist (vergl. Nr. 18a), wenn durch geeignete 

357) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 71, 74 (190l). 
358) Auch die theoretischen Zustandsgleichungen können behufs Vergleichung 

mit den Beobachtungen in diese Form gebracht werden. Vergl. die ersten Koeffi
zienten der Entwickelung der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit 
konstanten Koeffizienten Nr. 44a. 

359) Wird v zu ve spezialisirt (Einh. b), so werden demt!ntsprechend die von 
den Einheiten abhängigen Grössen (vergl. Fussn. 175) A zu Ae, B zu Be, u.s.w. 

Wegen des Abbrechens der Reihe in GI. (31) werden die Virialkoeffizienten 
B, C . . . . sich unterscheiden von dPn entsprechenden Koeffizienten in der unend
lichen Reihe (vergl. Fussn. 358 und 360). 

360) Die Koeffizienten können (auch mit kleinsten Quadraten berechnet) nur 
eine angenäherte Darstellung für ganz bestimmte Beobachtungen geben. Die ge
troffene Wahl entRpricht einigermassen der Genauigkeit und dem Umfang des 
vorliegenden Beobachtungsmaterials. 

Die Bezeichnungen sind hier etwas andere als in den unter Fussn. 357 ange
führten Abhandlungen ; dies ist besonders zu berücksichtigen bei den Zahlenwerten 
in GI. (37). Es entsprechen diese den in den Leiden Comm. mit VII, 1 angedeuteten 
Koeffizienten. 

361) Es sollen also in die Koeffizienten dieser Polynome die Koeffizienten aller 
empirischen Formeln für Ausdehnungskoeffizienten, Dampfspannungen, Dichten von 
gesattigtem Dampf und Flüssigkeit, Unterschiede der verschiedenen spezifischPn 
Wärmen, latente Wärmen u. s. w. enthalten sein. 
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Experimente festgestellt worden ist, dass die .Avogadroskala (Nr. 82a) 

mit der Kelvinskala zusammenfällt, was wir (vergl. Nr. 82a) voraus

setzen werden, 

zu setzen. 

Mit 

.A = RT 

K _ RTk 
4 - pkvk' 

-wergl. Nr. 41, wird die reduzirte Zustandsgleichung: 

(32) 

(33) 

P _!__ = t ~1 + lll K4 + « K42 + 1!1 K44 + «K46 + ~ ![_48~ (34) 
K 4 ( 11 112 v4 116 118 ~ • 

-wo lll, « ..... , die reduzirten Virialkoeffizienten 362), nach dem Muster 

(36) 

,und 

13 = Pk B Pk2 
R Tk ' « = R2Tk2 C, u. s. w. (36) 

.gebildet sind 363). Eine Darstellungsform 364), welche sich bei den Beob

achtungen von .Amagat [a] über H2, 0 2, N2, C4 H10 0, von Ramsay und 

Young 365) über C4 H10 0 und von Young (d} über Isopentan möglichst 

anschliesst 366), hat die Koeffizienten 367) 

362) Diese sind nicht von den Einheiten abhängig (vergl. Fussn. 359). Die 
Einführung von K4 in GI. (34) hat den Zweck, die Beziehungen (36) unabhängig 
von der experimentell gegenüber Pk und Tk weniger verlässlichen Bestimmung 
von Vk zu machen. Für die Vergleichung von zwei Stoffen empfiehlt sich also auch 
~as log pK4-11J, log K4 -11!-0iagramm (vergl. Fussn. 35-i). Für K4 wird in dieser 
Gl. die mit Vkd berechnete K4d (vergl. Nr. liOb und Fussn. 453) benutzt. 

363) Anwendungen dieser GI.: Einh. c, Nr. 88b, d, 42d, Fussn. !>74, 635 und 646, 
Nr. 66c, 76, 77, 78, 79, 81, 82, 90c. 

364) Zur Ableitung dieser Polynome aus den Isothermenbestimmungen werden 
zunächst für jede Isotherme an sich individuelle Virialkoef{izienten berechnet, 
diese sodann reduzirt, für die verschiedenPn in Betracht gell.ogenen Stoffe aneinander
gereiht und zuletzt zu Temperaturpolynomen ausgeglichen. 

365) W. Ramsay und S. Young. London Phil. Trans. A 178 (1.887), p. 57. 
366) Der Wert der Koeffizienten hängt ab von der Wahl der Stoffe und der 

Verteilung der Beobachtungen (vergl. weiter im Text). 
367) H. Kamerlingh Onnes [e] Suppl. Nr. 19 (1908), p. 1.8. Individuelle Virial

koeffizienten (vergl. Fussn. 364 und 360) für H1 : H. Kamerlingh Onnes und C. Braak, 
Leiden Comm. Nr. 100a und b (1907), für He: H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 102a 
,(~907), für A: H. Kame1·lingh Onnes und C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr. H8& 

1(1910). 
47* 
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I 1 2 3 I 4 
I 

5 

103 b 117,796 -228,038 -172,891 - 72,765 - 3,1718 

104 ' 
135,5~0 -135,788 295,908 160,949 51,1090 (37) 

106 ]) 66,0235 - 19,9678 -137,1572 55,8508 -27,1218 
107 t - 179,9908 648,5830 -490,6830 97,9402 4,58195 
109 f 142,3482 -547,24.87 508,5362 -127,7356 12,21046 

Es ist wahrscheinlich, dass die Temperaturpolynome systematisch 
durch die Reibenfolge der gewählten Substanzen beeinflusst werden 
(ähnlich wie wenn man eine Kurve an Stelle einer Folge verschieden 
geneigter Geraden stellen würde). Doch sind dieselben vorläufig als die 
beste Darstellung der mittleren empirischen reduzit·ten Zustandsglei· 
chung zu betrachten. 

Bildet man derartige Formeln, welche nicht einen möglichst guten mitt· 
leren Anschluss an verschiedene Stoffe haben, sondern möglichst gut für das 
Beobachtungsgebiet eines einzelnen Stoffes sich diesem Stoff selbst und 
im weiteren Gebiet möglichst sich der mittleren Zustandsgleichung an
scbliessen, so findet man spezielle empirische reduzirte Zustandsgleichun
gen 368), deren Differenz für normale Stoffe die Abweichungen von der 
Korrespondenz systematisch, wenn auch empirisch, darstellen. 

Einen Übergang von den mittleren zu den speziellen bilden die mittleren 
empirischen ZustandRgltdchungen für spezielle Klassen, z. B. die mittlere 
empirische reduzirte Zustandsgleichung für die einatomigen Stoffe 369). 

Insofern die Stoffe sich für die Bestimmung der aufeinanderfo~enden 
Koeffizienten nach den kritischen Temperaturen ordnen, nach welchen 
wieder systematische Unterschiede der Stoffe vorzukommen scheinen 
(Nr. 34c), wird der Einfluss des Umstandes, dass verschiedene Stoffe 
sich am Aufbau der mittleren reduzirten Zustandsgleichung (sei es der 
allgemeinen oder der einer Klasse) beteiligen, deutlich hervortreten und 

368) H. Kamerlingh Onnes (e] Nr. 74 (1901) für C02 (neuerdings angewendet 
von Worthing, Fussn. 637, Nr. 89a und d, Fussn. 1123). Für H2 : H. Kamerlingh 
Onnes, siehe I. P. Dalton, Leiden Comm. Nr. 109a (1909), p. 9. Die speziellen empi
rischen Zustandsgleichungen sind angewiesen für die thermodynamische Umrechnung 
{Nr. ö4a). Für die Vergleichung verschiedener Beobachtungsreihen mit einander genügt 
öfters schon die mittlere empirische Zustandsgleichung. Vergl. Fussn. 363. 

369) H. Kamertingh Onnes und C. A. Crommelin. Leiden Comm. Nr. 120a 
(1911). Es wird da auch gezeigt, wie man die Stoffe durch Vergleichung der Ab· 
weichungen der experimentellen Isothermen von GI. (37) mit einander verglei• 
chen kann. Vergl. auch Fussn. 920. 
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berührt (es ist hier selbstverständlich nur von angenäherter Berührung 

die Rede) jede spezielle Zustandsgleichung die mittlere nur in einem be

stimmten Gebiet. Es ist die mittlere Zustandsgleichung dann gewisser

massen die Umhüllende der reduzirten speziellen Zustandsgleichungen 370). 

37. Kriterien für die Ähnlichkeit und für die Assoziation. a) So 

lange man sich auf den Standpunkt stellen konnte 371), dass die grösse

ren Abweichungen der Stoffe von dem Gesetz der übereinstimmenden 

Zustände auf Rechnung der Assoziation (Nr. 3ö), die kleineren auf 

Rechnung restirender Ungleichheiten der Moleküle (vergl. Nr. 34:d) zu 

setzen sind 372), konnte man die Kriterien für die Abweichung von der 

Ähnlichkeit zugleich als solche für die Assoziation betrachten. Die neben 

der Assoziation in Nr. 34:d angeführten Umstände können aber, wie beson

ders für Stoffe mit tiefer kritischer Temperatur der Fall zu sein scheint, 

Abweichungen von derselben Grösse als die Assoziation zu Folge haben. Es 

müsste also, bevor ein Kriterium für die Assoziation angewandt wird, aus

gemacht werden, ob dasselbe eindeutig auf diesen Prozess hinweist. Vor der 

Hand scheint es nicht möglich, dieses von irgend einem der Kriterien, 

welche als solche aufgestellt sind, auszusagen (vergl. weiter d). 

Die Kriterien für die Ähnlichkeit sind der Vergleichung der Zu

standsgleichungen nach GI. (22) oder den Beziehungen (2u) und (21) 

in Nr. 26, sowie (23) und (24) in Nr. 29 zu entnehmen. 

b) Urteilt man nach der Grösse der Abweichungen, so ist die 

innere Reibung wohl das schärfste Kriterium, um über die Ähnlichkeit 

verschiedener Stoffe zu urteilen 373). Man darf erwarten, dass es auch 

über einen, der Gründe der Abweichung Aufklärung geben kann, denn 

Formunterschiede der Moleküle werden sich für die innere Reibung in 

gewissen Zustandsgebieten stark bemerkbar machen. 

370) Hier leuchtet ein, wie erwünscht die Untersuchung der Zustandsglei
chung desselben Stoffes über ein so grosses Gebiet der reduzirten Temperaturen 
und Drucke ist, wie das durch die Verflüssigung des Wasserstoffs und des Heliums 
(Nr. 20c, d) möglich geworden ist [ vergl. Nr. 21{ und weiter H. Kam~ lingh Onnes [e] 
Suppl. Nr. 9 (1904)]. 

371) Vergl. J. D. van der Waals, Deutsche Revue, März 1904, Wetenschappe· 
lijke Billden 1904, 2, p. 161. 

372) Vergl. auch Fussn. 255. 
373) Siehe über die verschiedenen Weisen, in der dieses geschehen ist, Fussn. 

278. Dieses Kriterium zeigt aber Abweichung, wo sonst gute Übereinstimmung 

besteht, sodass die Bildung der Mittelwerte für L und Z bei den Vorgängen der 
inneren Reibung in ganz anderer Weise als bei den thermischen Vorgängen zu 

Stande kommt. Vergl. M. v. Smoluchowski, Kosmos 35 (1910), p. 549. 
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För die Erkenntnis anderer spezieller Gründe für die Abweichung· 
von der Ähnlichkeit ist von den verschiedenen thermischen [ vergl. Nr. 26,. 
besonders Gl. (20) und {2 L} ], sowie kapillaren und Reibungsabweichungen 
keine prinzipiell den andern vorzuziehen. Das von Eötvös hervorgehobene
Kriterium der Kapillarität 874) wird, seit Ramsay und Shields 375) das
selbe auf viele Stoffe anwendeten, als Kriterium für die Assoziation bevor~ 
zugt. Wir besprechen also zunächst dieses noch etwas ausführlicher. 

Eötvös 277) fand die Nr. 29a angeführte Grösse :T ( o/r Vuq 14 213) = 
- kEö, welche för verschiedene Stoffe in übereinstimmenden Zuständen 
denselben Wert hat, in einem weiten Temperaturbereich konstant; was
von Ramsay und Shields bis etwa t = 0,95 bestätigt wurde; un€t 
zwar ist nach diesen für viele Stoffe kEö = 2, 12 [Erg/ 1° K] 876) 877). 

Das Zutreffen dieser Beziehung 378) ist leicht zu konstatiren und 
dies spricht für dia Anwendung derselben als Kriterium für die Ähn~ 

lichkeit. Wird der Grösse o/r v11q 142/3 der Name freie Oberflächenenergiff 
pro Molekül der Oberfläche 879) beigelegt, so kann dies an den BaG 

374) Dasselbe gilt nur für eine bestimmte Reihe von Zuständen: Flüssigkeit 
in Berührung mit gesättigtem Dampf und die benachbarten Zustände, welche unter 
Mitwirkung von Kapillarkräften im zweiphasischen Gleichgewicht bei gekrümmter 
(und zwar bei Vergleichung zweier Stoffe ähnlich gekrümmter) Trennungsflächet 
koexistiren können (vergl. Fussn. 4.00). 

375) W, Ramsay und J. Shields. J. ehern. soc. 63 (1893), p. 1089, ZS. physilt. 
Chem. 12 (1893), p. 433. 

376) Oder 0,212 Mikroclausius (Einh. e). 
377) ,Jir = f (t) wurde zuerst beinahe bis an die kritische Temperatur untersucht 

von R. Eötv&J 17'), sodann mit Anschluss an sehr tiefe Temperaturen von E. C. de 
Vriu, Leiden Comm. Nr. 6, Diss. Leiden 1893, vergl. auch van der WaalB [c] p. 
695 Fussn. 2, weiter von Ramsay und Shields Bn), sodann zur Prüfung dea
van der Waals'schen Gesetzes (van der WaalB [c] p. 716, [d) p. 265) 

,Jir = A Tk 1/3 Pk 2/3 (t-t)3/2 

bis ganz nahe an t = 1 verfolgt von J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Nr.18 {1895) 
und Nr. 21! (1896), Vergl. auch D. A. Goldhammer, ZS. physik. Chem. 71 (1910), 
p. 577. 

378) A. Eimtein, Ann. d. Phys. (i.) 34. (191 1), p. 165, führt die Eötvös'schw 
Beziehung auf Proportionalität zwischen der Oberflächenenergie pro Molekfl,l der Ober'
fläche (ur Vllq M 213) und der molekularen inneren Energie zurück, und leitet diese mit 
einem der Grössenordnung nach richtigen Proportionalitätsfaktor sodann ab aus der· 
Annahme, dass die Attraktion eines Moleküls sich nur auf die unmittelbar angren~ 
zenden Moleküle erstreckt (vergl. Nr. SOd). 

379) Von W. Ostwald [a] p. 542 weniger geeignet molekulare Oberflächen-
energie genannt. Minkowski, Enc. V 9, Nr. 18, hat für d/aT (.Vr vuq 14 213) den Namen 
molekulare Oberflächenentropie vorgeschlagen. Es wäre aber besser den entsprechenden 
Namen Oberflächenentropie pro Molekül der Oberfläche füt· vuq u213 d,Ji r/ dT zu reservirerr. 
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derselben erinnern. Wenn aber Ramsay und Shields für den Fall, dass 

k 2,12 0 

Eö = - 213 [Ergfl K] (38) 
XR 

gefunden wird, auf das Vorliegen einer Flüssigkeit schliessen, in welcher 

die Moleküle aus Konglomeraten oder Komplexen von im Mittel je xR 

einfachen chemischen Molekülen bestehen, also mit ~R = xR oder mit 

dem Assoziationsgrad xR (wenn man will, dem Verhältnis der Mole

külzahl im Avogadro'schen Zustand zu der durch die Assoziation ver

kleinerten entspreehenden Molekülkonglomeratenzahl), so darf diese Be

stimmung nur als eine neue Hypothese angesehen werden 380) 381). 

380) /. D. van der Waals [c] p. 714, wo der Assoziationsgrad in anderer Weise 

berechnet wird; vergl. auch W. Ramsay, ZS. physik. Chem. ·15 (1894), p. 106 

und A. Bat~chinski, ZS. physik, Chem. 75 (1911), p. 665, Vergl. auch Ph. A. Guye, 

J. chim. phys. 9 (1911), p. 505. 

381) Übrigens haben spätere Messungen, P. Dutoit und L. Friederich, Arch. 

sc. phys. et nat. (4) 9 (1900), p.105, Ph. A. Guye und A. Baud, Arch. sc. phys. et 

nat. (4) 11 (1901), p. 449, 537, Mlle. I. Homfray und Ph. A. Guye, J. chim. phys.1 

(1903), p. 505, an einer Anzahl komplizirter organischer Flüssigkeiten, bei denen 

aber zur Annahme \'On Dissoziation im Flüssigkeitszustand keine genügenden Gründe 

vorliegen, für kEö Werte ergeben, die beträchtlich grösser als 2,12 sind. Diese Daten, 

kombinirt mit denen von E. C. C. Baly und F. G. Donnan, J. ehern. soc. 81 (1902), 

p. 907, von B. D. Steele, D. Mc Intosh und E. H. Archibald, London Phi!. Trans. 

A 205 (1905), p. 9\l. und von L Grunmach, Physik. ZS. 7 (1906), p. 740, über 

verflü~sigte Gase scheinen darauf hinzuweisen, dass auch betreffs kEö die Stoffe 

(mit für die komplizirtere kleinen mit der Konstitution zusammenhangenden Ab

weidmngen) nach ihren kritischen Tetnperaturen aneinandergereiht werden können 

(vergl. Nr. S(c), und es könnte dann als Kriterium für die Assoziation jedenfalls 

nur ein beträchtliches Austreten aus dieser Reihe gelten (vergl. aber diese Nr. a). 

Dutoit und Friederich, I. c. p. 128, ziehen als Kriterium dafür die Nichtkonstanz 

von kEö mit ändernde•· Temperatur [ vergl. auch G. Garrara und G. Ferrari, Gazz. 

chim. ita\. 36, 1 (1906), p. 419] vor. P. Bogdan, ZS. physik. Chem. 57 (1906), p. 

349, sieht in der Abweichung von der van der lVaals'schen Hauptzustandsglei

chung mit konstanten aw, bw, Rw einen Grund, allen beobachteten Stoffen Assozia· 

tion zuzuschreiben ( ,·ergl. Fussn. 559), dessen Grad in einer nach kEö geot·dneten 

Reihe kontinuirlich zunehme; eine quantitative Verbindung zwischen den Unte•·

schieden von kEö und den sonstigen Abweichungen von der genannten Zustandsgleichung 

wurde aber von diesem Forscher nicht festgestellt. Wegen der von P. Walden, ZS. 

physik. Chem. 65 (1908), p. 129, vergl. auch ZS. f. Elektrochem. 14 (1908), p. 713, 

angegebenen Kriterien für die Assoziation mittels der von ihm geprüften empirischen 

Beziehungen der Oberftächenspannung, deren verschiedene sich nicht decken mit dem 

Korrespondenzgesetz, vergl. die zitirten Arbeiten. Vergl. weiter auch Fussn. 278. 

R. 0, Herzog, ZS. f. Elektrochem. 14 (1908), p. 830, verbindet die van der 

Waals'sche Formel (Fussn. 377) mit der Avenarius'schen. Ausdehnungsformel für 

die Flüssigkeit (Fussn. 1019) zu einer Bezu1hung log .V.,. + P.H Vliq = konst. und 

prüft dann für verschiedene Stolfe die Proportionalität von p. H mit Pk • 
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c) Zu den sehr empfindlichen Kriterien für die Ähnlichkeit gehört 
das der Dampfspannung. Für die Unterscheidung von normalen und 
assoziirten Stoffen wird es gewöhnlich in der Form von GI. (12) ange
wandt und wird für assozürte Stoffe 882) 

fw > 2,9 (39) 
gesetzt. 

fw = 2,9 (40) 

wie gewöhnlich für alle nicht assoziirte Stoffe zu setzen (Nr. 83c), wäre u. a. 
mit der Aneinanderreihung der Stoffe nach Nr. 35b nicht verträglich. 

Dass auch bei kleinen Abweichungen von der Ähnlichkeit ziemlich 
grosse Abweichungen von der Korrespondenz der Dampfspannungen 
auftreten, kommt daher, dass einer kleinen Abweichung in v durch die 
Anwendung der Maxwell'schen Konstruktion G1.(19) bei niedrigen Werten 
von p ein prozentiscb grosser Fehler entsprechen kann. Eben diese 
Empfindlichkeit des Kriteriums der Dampfspannung für jede Abweichung 
macht die Brauchbarkeit dieses Kriteriums um die Assoziation von anderen 
die Abweichungen von der Ähnlichkeit beeinflussenden Umständen zn 
trennen, sehr fraglich. 

Nach der Prüfung von Mathias (vergl. Nr. 85 und 34:b) über den 

Wert der Konstante der geraden Mittellinie bd = bd Tk [vergl. Gl. (11)] 
Pk 

jn der Gleichung (21) hat darauf der Wert der kritischen Temperatur 
einen so grossen Einfluss, dass eine Anwendung dieses Wertes als 
Kriterium an und für sich für die Assoziation verworfen werden muss. 

ti) Die verschiedenen thermischen Kriterien werden systematisch ver
eint in der Vergleichung (vergl. Fussn. 369) einzelner Stoffe mit der 
mittleren Zustandsgleichung (Nr. 36). Diese Vergleichung kann, wenn 
die mittlere und die speziellen Zustandsgleichungen in weniger beschränk
tem Gebiet als bis jetzt (Nr. 36) gegeben sein werden, zu einer über
siebtliehen Darstellung sämtlicher Klassen von Abweichungen führen. 
Unter diesen wird es vielleicht gelingen, das von Assoziation allein 
herrührende Abweichungsbild herauszuheben. Man wird dabei besonders 
das spezielle Gebiet der Prüfungen bei den kleinen Dichten, für welche 
aus GI. (34) allein IJ, nötigenfalls mit kleinen K<1rrektionen wegen «, 

382) Als Kriterien, aus denen auf Assoziation (aber nicht umgekehrt) zu 
schliessen sei, verwendet Ph. A. Guye, Arch. sc. phys. et nat. (3) 31 (t894), p. 
88, t64 (vergl. auch Fussn. 337), ausser die~em noch: den Wert von K4d (Nr. 4:1, 
vergl. Nr. oOb), die Krümmung der Cailletet-Mathias'schen Mittellinie (vergl. Nr. 8ö), 
das Auftreten eines Maximums in der Verdampfungswärme (Fussn.104.8, vergl. Nr. 87c). 
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in Betracht kommt, und das jedenfalls für die Erkennung der von Asso

ziation freien Erscheinungen wichtig ist, zur Hilfe zu ziehen versuchen. 

In jenem Gebiet werden, weil da das Ersetzen der Moleküle durch Kugeln 

von mittlerem Radius auch für ganz anders gestaltete wohl erlaubt scheint, 

der Einfluss der Abweichung von der Formähnlichkeit und der mit dieser 

unmittelbar zusammenhangenden Eigenschaften (z. B. Anordnungskom

pressibilität, Nr. 34d) zurückgedrängt. 

38. Abweichungen von der Korrespondenz bei nicht assoziirten 
Stoffen; die Deviationsfunktionen. a) Kirstine Meyer 383) hat versucht, 

durch eine empirische Abänderung in der Fassung des Gesetzes der 

übereinstimmenden Zustände dasselbe numerisch zutreffender zu machen, 

indem die Temperaturen und das Volumen von einem anderen Nullpunkt 

ab gezählt 384), dementprechend 

( 41) 

gesetzt werden, die p, v, T-Zustandsflächen also reduzirt werden, nach

dem man dieselben ein wenig verschoben hat. Es ist deutlich, dass 

man in dieser Weise über zwei weitere spezifische Konstanten T0 MEY 

und V0 MEY verfügt, mit denen man ausser dem kritischen Punkte noch 

einen anderen Punkt auf der einen mit einem entsprechenden auf der 

anderen reduzirten Ji'läche zum Zusammenfallen bringen und also jeden

falls in dem zwischen beiden liegenden Gebiet näheren Anschluss 

erzielen kann. Berthelot 385) kam zu demselben Resultat. Es kann die 

Betrachtung der Beziehung von To MEY als Funktion von Tk wieder 

beitragen zu der in Nr. 34 betrachteten Aneinanderreihung der Stoffe 386). 

Prüft man die Annahme aber mit Rücksicht auf eine empirisch richtige 

Darstellung der Abweichungen im ganzen Gebiet, so ergibt sich, dass 

dieselbe die Schwierigkeiten nicht hebt. Soll weiter das Gesetz der 

korrespondirenden Zustände nach der Einführung derartiger Änderun

gen nicht jede theoretische Bedeutung verlieren, so müssten für die 

Einführung der Meyer'schen Konstanten auch annehmbare Gründe bei-

383) K. Meyer geb. Bjerrum, Kon. Danske Vid. Selsk. Skr. Nat. Afd. (6) 9 
(1899), p. 155; ZS. physik. Chem, 32 (1900), p. 1; 71 (1910), p. 325. 

384) Vorschläge in dieser Richtung wurden schon erbracht von M. Brillouin, 
J. de phys. (3) 2 (1893), p. 113, und C. Raveau, Fussn. 321. Vergl. Fussn. 1025. 

385) D. Berthelot. Paris 0. R. 130 (1900), p. 713 und 131 (1900), p. 175. 
386) So findet K. Meyer bei Vergleichung mit H2, wofür T0 MEY = 0 gesetzt wird, 

für N2 ToMEY=0,19 Tk, für 002 ToMEY=0,23 Tk, für Äther ToMEY=0,29 Tk. 
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gebracht werden 881). Ein solcher Grund könnte sein, dass die kritischen 
Konstanten durch einen sekundären Einfluss, welcher nicht dem Korre
spondenzgese,tz unterliegt, gefälscht 388) wären, denn es ist dann formell 
eine Abänderung von der Art wie die von Kirstine Meyer gemachte 
zu erwarten. Es wären dann aber ToMEv und tloMEY nicht konstant, 
sondern als Funktionen von v und t anzunehmen 889). 

b) Abweichungen, welche durch Einführung derartiger Funktionen 
dargestellt werden können, und welche bei den nicht assoziirten Stoffen 
zu betrachten sind, wenn es sich z. B. um die Aneinanderreihung der 
normalen Stoffe (vergl. Nr. 35b) handelt, kann man in folgender Weise 
im Allgemeinen zum Ausdruck bringen. 

Wir verstehen allgemein unter P«• 11«, t« Grössen, die aus p, v, T 
und Pk• vk, Tk gebildet werden, und die wir .x-reduzirten Druck, .x-redu
zirtes Volumen, .x-reduzirte Temperatur nennen werden, unter Pkrv7'' 

VkrvT• TkrvT 890J Funktionen von v, T, welche bestimmt werden durch 

(42) 

und nehmen an, dass die ""'• v«, t .. so gebildet und die PkrvT. Vkrvl'• TkrvT 

dementsprechenrl so bestimmt sind, dass die P«, 1J«, t«-Flächen (die .x
reduzirten Flächen) für verschiedene Stoffe dieselben werden 891). 

Umgekehrt gehen wir von der .x-reduzirten Zustandsfläche für einen 
als Vergleichstypus (Nr. 35d) gewählten Stoff zu der Zustandsfläche 
eines bestimmten Stoffes über, indem wir für jeden Zustand 1J«, t .. 

diesem Zustand entsprechende pkr:ut , Vkrvt , Tkr:ut in Rechnung bringen. 
Den Zustand v« = 101 f« = I [ein Zustand geringer Dichte 892} 

bei, oder unmittelbar in der Nähe der kritischen Temperatur] wollen 

387) Mit Rücksicht auf eine Vorstellung von To MEY als Verdampfungsgrenze 
vergl. Nr. 88h. 

388) Vergl. Nr. oOb und Fussn. 574. Immerhin gilt es dort viel kleinere Unter
schiede als die von Kirstine Meyer eingeführten, vergl. Fussn. 31:!6 und 574. 

389) Es könnte so z. B. eine Verschiedenheit in der Kompressibilität der Mole
küle durch eine an der Stelle von Vo MEY tretende Funktion von lJ und t ausgll· 
drückt werden (vergl. Fussn. 369). 

390) Der Index kr deutet auf kritische Reduktions-, siehe weiter im Texte • 
. 391) Wird eine Reihe von Zuständen, z. B. eine Kurve, auf der Zustandsfläche 

eines Stoßes mit der entsprechenden eines anderen Stoffes verglichen, so stellt sich 
die Frage, welche Zustandsgrösse dabei am geeignetsten als unabhängige Variabele 
'Zu wählen ist. Hierüber handelt z. H. Fussn. !l85. 

392) Bei dieser Dichte kommt bei der den Beobachtungen entsprechenden Ge
nauigkeit in GI. (31) das Glied mit C, aber nicht mehr dasselbe mit D in Betracht, 
Andere als Fundamentalzustand anzunehmende Zustände wären z. B. V= 10, t = 2, 
oder ll = 108, t = 1 (vergl. Fussn. 398), 
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wir als Fundamentalzustand wählen ; die Werte von pkrtJt , Vkrvt , Tkrvt, 

welche diesem Zustand entsprechen, seien Pkrf, vkrf, Tkrf. Diese Werte, 

mit welchen man bei dem Fundamentalzustand aus der .x-reduzirten 

Zustandsfläche zu der Zustandsfläche des untersuchten Stoffes übergeht, 

nennen wir die Fundamentalwerte des kritischen Reduktionsdruckes, 

des kritischen Reduktionsvolumens, und der kritischen Reduktionstem
peratur, diejenigen mit welchen man dies bei irgend einem andern 

Zustand tut, pkrt~t, Vkrvt , Tkrtlt , die kritischen Reduktionsgrö:;sen 393) 

für den jeweiligen Zustand, endlich mögen als Deviationsfunktionen 

Dpvt• L:':.vvt, 6 Tvt• die Verhältnisse von beiden bezeichnet werden, 

sodass z.B. Tkrvt = L\ Tvt Tkrf· Diese Deviationsfunktionen bestimmen 

also, wie man die Zustandsfläche des betreffenden Stoffes durch eine 

mit tl«, t« fortschreitende Deformation erhält aus der Zustandsfläche des 

Vergleichsstoffes, nachdem diese den Verhältnissen der Fundamentalwerte 

der kritischen Reduktionsgrössen, also den fundamentalen Xhnlich

keitskoeffizienten (Nr. 28a), entsprechend transformirt ist 394) 395). 

Das Studium dieser Deviationsfunktionen wird wahrscheinlich zu 

der rationellen Klassifizirung der Stoffe nach der Korrespondenz (Nr. 34) 

beitragen können, was für ein weiteres Vordringen in der Kenntnis des 

molekularen Baues und der molekularen Kräfte (Nr. 34d) wohl zunächst 

erwünscht wäre (vergl. Nr. 52). 
Als einen ersten Versuch zu einer geeigneten .x-Zustandsfiäche zu 

kommen, können wir die Aufstellung der Gl. (34) betrachten, indem 

wir t1 und t in derselben als tl« und t« ansehen. 

393) A. Batschinski 841) führt in dieser Bedeutung metakritische Grössen ein 

[vergl. H. Happel, Physik. ZS. 6 (1905), p. 397). Vergl. auch die scheinba~·en kritischen 
Daten von K. Drucker, ZS. physik. Obern. 52 (1905), p. 641 (vergl. auch Fussn. 905). 

394) Es stellen die Deviationsfunktionen also im van der H'aals'schen Bilde 

(Fussn. 371, vergl. Fussn. 255) die persönlichen Unterschiede zwischen den ver· 

schiedenen Individuen des Geschlechts dar. 
395) Wenden wir die allgemeinen Bestimmungen auf das Meyer'sche Verfahren 

an, so haben wir MEY statt « zu setzen und ebenso die weit('ren Grössen mit diesem 

Index zu versehen. Das teilweise Zutreffen der Meyer'schen Abänderung hängt, 

wie die Ausführung der Rechnung ergibt, damit zusammen, dass die von den 

Deviationsfunktionen ß TtltMEY, ßvtJtMEY (ßptltMEY = 1) gegebenen Deformationen 

der reduzirten Zustandsfläche, welche dieselbe mit der reduzirten typischen zum 

Zusammenfallen bringen, im Allgemeinen bei niedriger reduzirter Temperatur und grös· 

serer reduzirter Dichte grösser zu nehmen sind. Im übrigen dürfte die Form, welche 

die Deviationsfunktionen der Meyer'schen Abänderung zufolge annehmen, nicht wahr

scheinlich sein. 
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c) Wir wollen jetzt noch, indem wir bei einem anderen als dem 
soeben als typischen angenommenen Vergleichsstoff (ß) in allen Zuständen 
dieselben kritischen Reduktionsgrössen anwenden und demgernäss !lac 

und t" durch u und t nach Nr. 26 ersetzen, die Beziehung eines andern 
Stoffes (:r) auf diesen Vergleichsstoff durch relative Deviationsfunktionen 
(vergl. d) aus dem Gesichtspunkte betrachten, dass dieselben von Störungen 
in der mechanischen lhnlichkeit bestimmt werden. 

Solange jene Störungen klein sind, wird man bei der Vergleichung 
von irgend einem normalen Stoff mit dem Vergleichsstoff (ß) zu jedem 
Zuf!tand des letzteren noch einen in erster Annäherung ähnlichen Zustand 
des ersteren, sowie auch des als ~:~:-Typus angenommenen, aufgefunden 
denken können. Für verschiedene Zustände werden dem untersuchten 
Stoff aber in yergleich mit den für den Stoff (ß) in allen Zuständen 
unveränderlich gesetzten L und Z verschiedene Werte von L(r:ß) und 
Z(r:ß) beizulegen sein. Dem Fundamentalzustand t= 1, v = 10 des 
Vergleichsstoffes entsprechen besondere Werte, Lr(r:ß)1 Zt(r:ß), .für 
den untersuchten Stoff, Fundamentalwerte, aus welchen Tkrf(r:ß), Pkrr(r:f3) 

[mit welchen Vkrr(r:ß) nach Gl. (38) durch RTkrf(r:ß) = K6 (für 
Pkrr( r:f3) Vkrt( r:f3) 

die zu vergleichenden Stoffe alsdann gleich zu setzen) verbunden ist], 
so wie auch Fundamentalwerte für andere Grössen [z. B. für die sonst 
unbestimmt (vergl. Nr. 19) bleibenden van der Waals'schen Grössen 
aw. bw die Fundamentalwerte awr(r:f3), bwr(r:ß)] zu berechnen sind. 
Lv t(r:/3) und Zv t(r:/3) für irgend einen andern Zustand bestimmen 

Lu t(r:/3) Zu t(r:/3) 
dann LJ. Lu t(r:/3) = Lr(r:/3) , ~zu t(oy:f3) = Zf(r:f3) , aus welchen 

wieder die relativen Deviationsfunktionen ~Pu t(r:/3) , ~v" t(oy:fi), 
6 Tu t(r:ß) leicht zu berechnen sind. 

So einfach dies nun formell erscheint, so ist es vor der Hand 
doch nicht möglich, diese Bestimmung auf Grund der Beobachtungen 
für jeden Zustand des untersuchten Stoffes auszuführen. 

d) Am leichtesten scheint noch die Bestimmung der Reduktionsgrössen 
für die Reduktion auf die am Schluss von b angenommene a-Zustandsftäche 
in einem Gebiet, für das in GI. (34) die zwei reduzirten Virialkoeffizienten 
ll und « maassgebend sind, z. B. in dem in b angenommenen Funda
mentalzustand 892). Als Kriterium, dass bei t = 1 und " = 10 die 
Deckung der Isothermennetze möglichst gut ist, kann man von der Über
einstimmung von Neigung und Krümmung der Isotherme mit Neigung 
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und Krümmung der typischen für t = 1, t1 = 10, oder von der Über

einstimmung von Neigung und Divergenz mit der Temperatur der 

Isothermen mit Neigung und Divergenz mit der Temperatur der typischen 

bei t = 1, u = 10 ausgehen. Es seien im ersten Fall log B als 

Funktion von log T, und log C als Funktion von log '1' in recht

winkligen Koordinaten gezeichnet 396). Die log B, log T-Kurve wird 

den Koordinatenachsen parallel auf die log ~, log t-Kurve gescho

ben. Hierdurch ist die Verschiebung der log 0, log T-Kurve auf die 

log«, logt-Kurve bestimmt [GI. (36)]. Es seien nun diese beiden zusam

menhangenden Verschiebungen 397) so gewählt, dass die Schnittpunkte 

der log B, logT-Kurve und der logO, logT-Kurve zugleich auf t = 1 

fallen. Im zweiten Fall sei die log B, log T-Kurve so zu ver

schieben, dass sie im Punkt t = 1 die log ~, logt-Kurve berührt. 

Diese Konstruktionen entsprechen den genannten Kriterien, falls man 

36vvt 36vvt 36Tvt 36Tvt. 
----und --- und ebenso ---- und --- Im Fundamentalzu-

llv llt llv llt 

stand = 0 setzen darf, was wegen der Annahme, dass D vernachlässigt 

werden kann, wenn auch die Ableitungen nach T nicht störend einwirken, 

erlaubt ist, wozu flir die zweite Methode noch hinzuzufügen ist, dass man für 

diese auch die nicht korrespondirenden Änderungen von C vernachlässigen 

könne (vergl. Fussn. 392}. Gelangt man auf beide Weisen zu genügend 

übereinstimmenden Werten L und Z, so spricht dies für die Annahme, 

dass man in erster Annäherung ähnliche Zustände aufgefunden hat. 

Dieselben Methoden sind unter denselben Voraussetzungen, für genü

gend grosse 398) u, geeignet, die relativen Deviationsfunktionen, z. B. 

6 Tut (He: Hs) , 6 pvt (He: H2) , vergl. c, auch für andere Temperaturen 

als t = 1, oder, wenn die fundamentalen Ähnlichkeitskoeffizienten ( vergl. b ), 

weil Isothermen bei t = 1 nicht vorliegen, nicht bekannt sind, dagegen 

wohl Tk und Pk des einen Stoffes (im gewählten Beispiel H2), die 

Ähnlichkeitskoeffizienten für das den reduzirten Beobachtungsgebieten 

der beiden zu vergleichenden Stoffe gemeinsame Gebiet, als Funktionen 

396) Für negative Werte von B oder C vergl. Fussn. 399. 

397) Wird log C im halben Maassstab nach demselben in die log B, log T

Figur eingezeichnet (vergl. Fig. 15), so führt, GI. (36) entsprechend, dieselbe Verschie

bung nach den beiden Koordinatenachsen für die log C, log T- und die log B, log 

T-Figur zum Ziel. 
398) Die zweite Methode verlangt (und ist auch geeignet für) grössere 1J als 

die erste. Eine dritte Methode operh·t mit der Berührung der log C, log T-Kurve 

mit der log «, log t-Kurve. 
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von t zu bestimmen. Ein Beispiel .llierfiir geben Fig. 15 und 16 399). 
Ein Beispiel der Anwendung dieser Methode für binäre Gemisohe 

399) Es sind daselbst die von Kamerlingh Onnes und von demselben mit Braa.k 
aus ihren Isothermenbestimmungen 814) berechneten individuellen Virialkoefßzien
ten 1'') des He und des H1 (in den Fig. durch E9 bezw. X angegeben) benutzt, 

, A , , , Tkr(He:H1) , . , 
um d1e hnhchkeJtskoeffiz1enten T , u.s.w. zu bestimmen. D1e (n)-Zwe1ge kH, 
stellen für negative Be die log der absoluten Werte dar; für He lag für die Kon
struktion dieser Zweige ausser der dem Boyle-Punkt entsprechenden Asymptote nur 
je ein Beobachtungspunkt vor; um die dadurch verursachte Unsicherheit anzudeuten 
sind diese Zweige für He gestrichelt gezeichnet. In Fig. 15 ist die Durchschneidung der 
log BeH1 , logT-Kurve mit der log BeHe, logT-Kurve, sowie bei gleichem t der 
logCeH1 , logT-Kurve mit der logCeHe, logT-Kurve fürtHe=-258,83 erhalten, 
in Fig, 16 die Berührung der log BeH,, log T-Kurve mit der log BeHe, log T-Kurve 
für IRe= -216,56. Folgende Tabelle gibt die nach den angeführten Methoden 
erhaltenen Ahnlichkeitskoel'ßzienten fiir die in der ersten Kolumne enthaltenen 
Temperaturen des Heliums und (Fussn. 392 entsprechend) t1 etwa = 10: 

tue I 
Tkr(He:Hs) 

I 
Pkr(He:Hg) 

Tkr(He:H1) I Pkr(He:H1) TkH, PkHt 

log B, d log Bfd log T-Methode (Fig. 16) 
0 0 

- 182,75 0 

I 
0,251 I 0,298 8,1K 

I 
4,2Atm 

- 216,56 0,220 

I 
0,267 7,1' 3,8 

- 252,72 0,179 0,283 5,8 4,0 
- 258,83 I 0,183 0,459 5,9 I 6,5 

log B, log C-Methode (Fig. 15) 
- 252,72 I 0,176 I 0,384. I 5,7 I 5,5 
- 258,83 0,178 o,a80 5,7 5,4 

Letztere Kolumnen geben die daraus berechneten kritischen Reduktionsgrössen 
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gibt Keesom 324), der durch direktes Übereinanderschieben der log 
PVe PVe T' log v- und der log T, log p-Isothermen der von ihm untersuchten 

C02-02-Gemische (vergl. Nr. 33b) in solcher Weise, dass die Deckung 
der Isothermennetze bei etwa 11 = I 0 möglichst gut war, die Funda
mentalwerte der kritischen Reduktionsgrössen bei ungeänderter Zusammen
setzung Plafx, VJata:, Tkrfa:, bestimmte. 

e) Stellt man sich die weitere Frage, wie aus den Beobachtun
gen ohne weitere Hypothesen als die behufs Aufstellung von Lr und 
Zr gemachten auch ohne Beschränkung auf das in d betrachtete Gebiet 
~t 1 Zut, also die Deviationsfunktionen abzuleiten wären, so ergibt 
sich, dass dazu die Zustandsgleichung allein nicht ausreicht. Sogar 
nicht, wenn wir uns bei der Definition der nicht assoziirten Stoffe als 
solche mit unveränderlichem M auf zwei Funktionen L 11 t und Z 11 t 
beschränken (obgleich nach unseren Betrachtungen über Konglomeraten
bildung, Nr. 80d, 34:d, vergl. Nr. 4:9, wegen des verschiedenen Grades 
der Scheinassoziation und der verschiedenen Konglomeratenkomplexität 
in derselben auch bei den normalen Stoffen eine dritte Funktion 
M v t wohl notwendig eingeführt werden müsste). Auch bei dieser Ver
einfachung hat man doch schon eine zweite von p verschiedene und nicht 
auf p, v, T zurückführbare Grösse, welche dem Prinzip der Ähnlichkeit 
unterliegt und die als Funktion von 11 und t gegeben ist, heranzuziehen. 

Wir finden diese (vergl. aber Nr. 37b) in dem schon Nr. 29b er
wähnten Koeffizienten der inneren Reibung. Wenn wir annehmen, dass 11 = 

von He in Bezug auf H1, wenn für H9 T'k und Pk = 32,3 bzw. 14,2 (vergl. 
Nr. 20c) angenommen werden. Es Prgibt sich also eine beträchtliche Änderung von 
Tkr(He:H2) bei den höheren t, sodass für diese die relativen Deviationsfunktionen 
Ar(He:Ht) beträchtlich von 1 verschieden ausfallen werden. Eine entsprechende gra
phische Behandlung von H1 in Bezug auf N• und 0 2 [nach Amagat BU)] gibt für 
die mit dem Beobachtungsgebiet dieser Stoffe korresponJirenden Wasserstofftem
peraturen (etwa t = 1, 7 bis 3, 7) in Übereinstimmung mit dem nach Nr. 88a 
erhaltenen Resultat von Kamerlingh 01mes und B1·aak, Leiden Comm. Nr. 97b 
(1907), p. 39, Tkr(H1:N1,o2) = 43, wenn TkN, und 7ko1 = 127 bzw. 15-l,2 
(Olszewski) gesetzt werden. Vergleicht man diesen We!"t mit TkH1 = 32,3 
(Olszewski, Fussn. 203), so ergibt sich der Schluss, dass He in Bezug auf H, in dem
selben Sinn von der Korrespondenz abweicht als H1 in Bezug auf N1 und 01• Für 
ein weiteres Vordringen in der Kenntnis der relativen Deviationsfunktionen dieser 
Stoffe sind mehr experimentelle Daten erforderlich. 

Wie Fig.16 und auch eine einfache Überlegung lehrt, ist die log B, d log B/d logT
Methode in der Nähe des Boyle-Punktes (Nr. 'i6b) zur Bestimmung von Pla unge
eignet. 



742 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Zustandsgleichung. 

f ( v , t ), also die thermokinetischen Zustandsgleichungen 278), ebenso wie die 
thermischen Zustandsgleichungen für die untersuchten Stoffe gegeben 
sind (leider fehlen dieselben noch fast ganz), und weiter voraussetzen 

dürften, dass die Mittelwerte L, Z, um die es sich bei den Erscheinungen 

der inneren Reibung handelt, in erster Annäherung dieselben Änderungen mit 
v und t erleiden, wie diejenigen, welche für die Zustandsgleichung in 
Betracht kommen (vergl. aber Fussn. 373), so Hessen sich aus den 

Gleichungen p = {p (v, t) und ~ = { 11 (v, t) die Funktionen L v t und 

Z v t bestimmen 400). 

{) Wenn das vorhergehende zeigt, dass es prinzipiell nicht unmög
lich erscheint 401), durch Kombination von Beobachtun!!:sresultaten L u t 
und Z v t 402) jedes für sich zu bestimmen, so zeigt es doch zu gleicher 

Zeit, dass dies nur möglich werden wird in l!'olge eines bis jetzt nicht 
ausgeführten Studiums der nach v, t geordneten Abweichungen von mole

kularphysikalischen Eigenschaften verschiedener Stoffe, die ausserhalb 
der thermischen Zustandsgleichung liegen 403). 

g) Besonders erwünscht ist es für das Verständnis der beobachteten 
Abweichungen vom Gesetz der übereinstimmenden Zustände, die hier 
berührten Fragen unter gewissen vereinfachenden Voraussetzungen theo

retisch in Angriff zu nehmen. Man wird sich zunächst die Frage stellen 

400) Eine andere Gruppe von Erscheinungen, die nach Nr. 29 der Ähnlichkeit 
genügen, bietet die Kapillarität, dieselbe kann aber nur für ein sehr beschränktes 
Gebiet von 11'· und t-Werten zusammen mit der thermischen Zustandsgleichung Auf
schluss über L v t und Z 11' t geben ( vergl. Fussn. 374). Theoretisch kann dies 
sogar wohl erst geschehen, wenn auch berücksichtigt wird, dass es bei der
selben Temperatur (wenn auch bei geringer Dampfdichte nur äusserst wenig) ver
schiedene· Oberflächenspannungen gibt, je nachdem die Flüssigkeit bei verschiedener 
Krümmung der Oberfläche mit Dampf von verschiedener Dichte in Berührung ist. 
Auf andere Erscheinungen als Reibung und Kapillarität einzugehen, würde uns hier 
zu weit von unserem Gegenstand entfernen. 

401) Vergl. Mathias [g] p. 64. 
402) Wenn man berücksichtigt, dass bei den assoziirten Stoffen für den gesät

tigten Flüssigkeitszustand (Nr. 16b) L, M, Z besonders von t abhängen werden, 
scheint es nicht unmöglich, aus p, 11, und o/". (Nr. 37b) Mut und also den Assozia

tionsgrad (Nr. 37b) an der Flüssigkeitsseite der Grenzlinie formell wenigstens ab
zuleiten. 

403) Batschinski 893) zeigt, wie man für orthomere 341) Stoffe entlang der 
Grenzkurve aus der p, v, T-Fiäche allein (vergl. Fussn. 402) die kritischen Reduk
tionsgrössen mitsammt Mut, und daraus den Assoziationsgrad bestimmen kann. 
Die der Anwendung an Essigsäure zu Grunde liegende Voraussetzung, dass diese 
orthomer ist, wird von ihm aber nicht geprüft (vergl. Nr. 35c). 



39. Extreme Zustandsgebiete. 743 

können, wie die verschiedenen Unterschiede in den Eigenschaften des 
Moleküls in Änderungen der Zustandsgleichung zum Ausdruck kommen 
werden. Mit dem Studium der Zustandsgleichung des Moleküls hat van der 
Waals (siehe Nr. 43) den ersten Schritt in dieser Richtung gemacht. 

Wenn nur geringe Unterschiede der Moleküle, also nur geringe 
Änderungen in den Mittelwerten L und Z betrachtet werden und die 
Deviationsfunktionen sich nicht weit von 1 entfernen, so bekommen 
diese Änderungen der Zustandsgleichung den Charakter von Korrektionen 
und die Bestimmung der Zustandsgleichung aus der bekannten eines 
typischen Stoffes (mit Molekülen von den einfachsten Eigenschaften), die 
eines Korrektionsproblems. Es wäre nicht unmöglich, dass letzteres sich 
für verschiedene Arten der Änderungen lösen liesse, während doch die 
Lösung des Hauptproblems (z. B. die Bestimmung der Zuliltandsgleichung 
eines einatomigen Stoffes) nur den experimentellen Bestimmungen ent
nommen werden könnte. 

d) BerU.cksichtigung der experimentellen Ergebnisse bei 
Versuchen zur Darstellung der in der van der Waals'schen 

Hauptzustandsgleichung eingefU.hrten Grossen als 
Funktionen des Zustandes 404). 

39. Extreme Zustandsgebiete. a) Alle aus theoretischen Betrach
tungen bis jetzt (vergl. Fussn. 517) abgeleiteten Zustandsgleichungen stim
men hierin überein, dass dieselben bei kleinen Dichten auf die thermische 
Zustandsgleichung für ideale Gase führen. Dabei wird die Voraussetzung 
gemacht, dass die Moleküle auch bei äusserst geringen Dichten keine 
Zersetzung erleiden. Diese Voraussetzung kann nach den Boltzmann'
schen Entwickelungen 405), die sich zwar nur auf mehratomige Moleküle 
beziehen, aber bei den in Nr. 32 behandelten Ansichten über die Konsti
tution des Atoms sich auch auf einatomige übertragen lassen, nicht strenge 
erfüllt sein, und entspricht bei unendlich kleinen Dichten wohl bei keinem 
Stoff dem wirklichen Sachverhalt 406), scheint aber nach denneueren Ver-

404) Für verschiedene Stoffe sind, wie wir sehen werdeu, verschiedene Funk
tionen einzuführen, denen wieder Abweichungen von dem Korrespondenzgesetz ent
sprechen. In Abschn. VI kommen verschiedene Abweichungen, die für die Abänderung 
der jetzt behandelten Grössen hier noch nicht herangezogen sind, speziell auch die
jenigen von Stoffen mit tiefen kritischen Temperaturen, in Betracht (Nr. 84b, 8ob, 
8'lb, Fussn. H 21 ). 

405) Boltzmann [b) Abschn. VI, in Übereinstimmung mit den Sätzen der 
Thermochemie. 

406) Es sei denn, dass man darnuf zu achten hat, dass im Innern des Moleküls, 
bzw. des Atoms die Gleichungen der Mechanik nicht mehr geltan, z. B. dass bei 

Encyklop. d. math. Wlssenscb. V t. 48 
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suchen von Ragleigk 407), TMesen 408), Hering 4.09), SchP.el und Heuse t.to), 

und wie auch die von Knudsen 41.1) schliessen lassen, jedenfalls für viele 
Stoffe (entsprechend der hohen Dissoziationstemperatur, vergl. Fussn. 629) 
mit der jetzt bei den Beobachtungen erreichbaren Genauigkeit innerhalb 
dieses Gebietes gültig zu sein bis zu Drucken von 0,0 I mm oder bis 
zu Dichten, wofür etwa tt = 107• 

Die zu dem entgegengesetzten Schluss führenden Versuche von 
Bohr 4.12), Baly und Ramsay 4iS), Battelli 4.14.) sind von den obenge
nannten genügend widerlegt und deren abweichende Ergebnisse auf 
Adsorption durch nicht ganz trockene Gefässwände zurückgeführt 415). 

Die Frage, ob die Zustandsgleichung bei den obengenannten kleinen 
Dichten auch bei äusserst tiefen Temperaturen noch mit der Gleichung 
der idealen Gase zusammenfällt, ist noch nicht durch Versuche entschieden 
(vergl. Nr. 82a und 36, und Fussn. ö 17). 

Das Zustandsgebiet, in welchem die Gleichung 

{43) 

(vergl. Nr.18) gilt, werden wir den Avogadro'schen 4.16) Zustand nennen 417). 

tiefen Temperaturen die Schwingungen, deren kinetische Energie die Zersetzung 
hervorbringt, gänzlich aussterben (vergl. Nr. 74:c), 

407) Rayleigh. London Phil. Trans. A 196 (1901), p. 205. 
408) M. Thiesen. Ann. d, Phys (4) 6 (1901), p. 280 (besonders auch wichtig 

für die Kritik der zum entgegengesetzten Schluss führenden Versuche). 
409) E. Hering. Ann. d. Phys. (4) 21 (1906), p. 319. 
41.0) K. Scheel und W. Reuse. Verh. «!. D. physik. Ges. 1.0 (1.908), p. 785. 
4H) M. Knudsen. Ann. d. Phys. (4) 28 (1909), p. 75, 999. Derselbe fand sogar 

bis 10-4 mm herunter mit einer Genauigkeit von einigen Prozenten eine Bestätigung. 
412) C. Bohr, Ann. Ph}s. Chem. 27 (1886), p. 459. 
41.3) Baly und Ramsay. Phi!. Mag. (5) 38 (1894), p. 301. 
414) A. Battelli. N. Cim. (5) I (1901), p. 5, R1. Ann. chim. phys. (7) 25 (1.902), 

p. 308. Physik. ZS. 2 (1901), p. 409; 3 (1901), p. 17. 
415) Über behauptete Abweichungen in demselben Sinne, welche sich bei der 

Bestimmung des Spannungskoeffizienten und des Molekulargewichts gezeigt hätten, 
vergl. Nr. Slb und Nr. SOb. 

416) Der Satz, dass die Gase bei gleichem p und T im gleichen Volumen die
selbe Anzahl von Molekülen enthalten, ist zuerst von Avogadro [J. d. phys. par 
Delametherie 73 (1811), p. 58, Ostwald's Klassiker Nr. 8] aufgestellt. Erst später 
und in einer für diesen Gegenstand weniger wichtigen Arbeit wurde dieser Satz 
auch aufgestellt von Ampere (Amt. d. chim. 18141 p. 43, Ostwald's KI. Nr. 8). 

417) Zu unterscheiden einerseits vom idealen Gaszustand, in welchem auch 'Yv 
= unabhängig von T gilt, andrerseits vom unendlich verrlünnten Gaszustand wirk
licher Gase, in dem die Moleküle, es sei denn, dass der Fussn. 406 erörterte Umstand 
eintritt, zersetzt sein werden. Es sollen auch im Avogad1·o'schen Zustand die 
Zusammenstösse noch häufig genug vorkommen, um das Momentoidengleichgewicht 
(Nr. o7a) zu bewirken. Falls die molekulare freie Weglänge gross ist gegen eine 
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b) Wenn man (vergl. Nr. 18a) annimmt, dass die Moleküle voll
kommen harte, d. h. auch unter dem grössten Druck nur unendlich 
wenig deformirbare, elastische Kugeln sind, wird man theoretisch auf ein 
Limitvolumen (vum = bw um, vergl. Nr. 43) geführt, das kleinste Volumen, 
zu welchem ein Stoff bei p = oo oder bei T = 0 zusammenfallen würde. 
Um die Beziehung desselben zu bwA (vergl. Nr. 30b) anzugeben, wäre 
dementsprechend das Verhältnis ks [GI. (29) ], das für p = 0 gleich 1 ist, 
türp = oo gleich3 Vif/471-=0,838 zu setzen UB). Zu der Vorstellung eines 
Limitvolumens kommt man auch, wenn man (vergl. Nr. 43) das Molekül 
in Anbetracht der demselben zuzuschreibenden Kompressibilität als System 
.gegen einander mehr oder weniger beweglicher kugelförmiger Atome 
mit den Eigenschaften der einfachen harten elastischen Moleküle auffasst, 
Atome, die wir in Gegensatz zu den in Nr. 32 erwähnten komplizirter ge
.dachten kurz van der Waals' scheA tome nennen werden ( vergl. Nr. 30g) 419). 

Auch aus den Beobachtungen hat man auf ein Limitvolumen 
schliessen wollen. Die in der mittleren empirischen Zustandsgleichung 
von Nr. 38 verarbeiteten Beobachtungen, welche auch die von Amagat 
[a] über den. Flüssigkeitszustand von lther unter hohen Drucken 
,umfassen, würden sich zwar vielleicht mit Vum = 0 vereinen lassen. 
Wenn man aber die Beobachtungen von Amagat [a] an verschiedenen 
'Flüssigkeiten bei den höchsten Drucken (1000-3000 Atm und reduzirte 
Temperatur etwa < 0,8) für sich behandelt, kann man deutlich 

.oder mehrere Dimensionen des Gefässes, wie bei den Experimenten von Knudsen, 
Fussn. U1, Ann. d. Phys. (4) 32 (1910), p. 809, wird das Momentoidengleichgewicht 
durch die Wände oder eine an den Wänden adhärirende Gasschicht bewirkt. 

418) Vergl. aber J. D. van der Waals [a] p. 181. Bei der grösstcn Flüssig
keitsdichte nach der Mathias'schen Regel (Fussn. 1003) ist der Abstand der 
.Zentren zweier benachbarter Molekült' im Mittel 1,25 X dem Diameter dieser als 
Kugeln gedacht [wie aus vuq=lf9 vk, Vk=2,1.7bwA (Fussn. 459), vum=0,338 bwA 

hervorgeht]. 
419) Elastische Atome, welche geeignet aufgebaut sein sollen, um die Spektra 

zu erklären, sind eingeführt von F. Lindemann, München Sitz.,Ber. 31 (1901), 
p. 441; 33 (1903), p. 27 (vergl. Nature 73 (1906), p. 392). Vergl. W. Ritz, Ann • 
. d. Phys. (4) 12 (1903), p. 264. Derselbe setzt später 8011) molekularmagneti~che Kräfte 
:an die Stelle der elastischen, wobei er durch eine spezielle Annahme über die 
Wirkung sowohl des molekularmagnetischen als eines äusseren magnetischen Feldes 
auf die Bewegung der Atome zu gleicher Zeit verschiedene experimentelle Ergebnis~e 

..den Zeeman-Effekt betreffend zu deuten versucht, vergl. A. Cotton, Rev. gen. des sc. 
22 (1911), p. 597, vergl. aber W. Voigt, Ann.d.Phys. (4) 36 (1911), p. 873. Vergl • 
.weiter Fussn. 309. 

Für die Richards'sche Aull'assu.ng von kompressibelen Atomen siehe Fussn. 855. 
48* 
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auf ein VJim kommen. Guldberg 420) findet aus den eben angeführten 
Isothermen durch Extrapolation, entweder bei konstantem Druck bis zu 

T = 0, allerdings mit Vernachlässigung der Änderung der Ausdehnung 
bei tiefen Temperaturen, oder bei konstanter Temperatur bis zu p = oo 
die Limitdichte Pum = 8, 7 5 Pk 4.2i) ; D. Berthelot 422) extrapolirt nach 

dem Gesetz der geraden Mittellinie {Nr. 85) und findet 8,8 Pk, van 
't Hoff 423) 4 Pk (vergl. Fussn. 1008). 

Vielleicht wird noch deutlicher ein Vum herauskommen, wenn man 

Beobachtungen in der Nähe des glasigen Zustandes heranzieht, denn am 
meisten empfiehlt siub die Annahme des Limitvolumens durch wahr
scbeinliebe Eigenschaften des festen Zustandes bei T = 0 (vergl. Nr. 74e). 

c) Bei den in b angeführten Extrapolationen ist nicht zu vergessen, 
dass das experimentell durchforschte Gebiet nur ein kleiner Bruchteil der 

nach p = oo und T = 0 bin denkbaren Zustände umfasst 424). Wenn 
diese Extrapolationen also auch mit Recht zum Ausdruck bringen sollten, 
dass flir das gesamte sich auf den fluiden Zustand beziehende Beob

achtungsgebiet die Auffassung des Moleküls als aus van der Waals'
sehen Atomen gebaut sich mit der Zustandsgleichung (vergl. Nr. 30g 
und Nr. 43) am besten verträgt und die Moleküle sowie die Flüssig

keit bei niedrigerem t und grösserem p zunächst einem Limitvolumen 
zustreben sollten, so können dieselben doch nicht lehren, ob dieses 

Limitvolumen bei Zuständen, die sieb ' = oo und t = 0 nähern, bei
bebalten bleibt. Um über die fundamentale Frage, ob das van der 
Waals'sche Bild der Atome, auch wenn man nur auf die Zustands-

420) C. M. Guldberg. ZS. anorg. Chem. 18 (1898), p. 87. G. Tammann, Gött. 
Nachr. 1911., p. 527, benutzt zur Konstruktion seiner für Drucke oberhalb 1000 Atm 
als hyperbolisches Paraboloid angesetzten Volumenfläche (vergl. Fussn. 226) dieselben 
Daten und setzt ebenfalls die durch Extrapolation erhaltenen Werte vP=O und vp =ao 
einander gleich. 

421) J. D. van der Waals (e) Mai 191.0 weist auf die approximative Gleichheit 
von Pllm{Pk und K.M (Nr. 41a). Vergl. auch Fussn. ·t.18. 

422) D. Berthelot. Paris C. R. 130 (1900), p. 713. 
423) J. H. van 't Hoff. Vorlesungen über theoretische und physikalische Chemie, 

111, Braunschweig 1900, p. 20. 
424) Durch die Verß.üssigung des Wasserstoffs und des Heliums (Nr. 20c und d) 

ist das Gebiet, in welchem Versuche bei hohem ' und niedrigem t (z. B. Wieder
holung von Versuchen wie die von Amagat über 001 und 0 4 H10 0 mit anderen 
Stoffen bei niedrigem t und Fortsetzung bis zu viel höheren ') ausgeführt werden 
können, bedeutend erweitert (vergl. Fussn. 223). 

Wegen eines Beispiels von iiber das Beobachtungsgebiet hinaus mit Berück~ 
sichtigung des festen Zustandes extrapolirten Isothermen vgl. Nr. 78a und Fussn. 813. 
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gleichung achtet ~25), noch bei weiterer Analyse geeignet ist, zu ent
scheiden, sind weitere Versuche bei sehr hohen Drucken äusserst wichtig. 
Wir erachten es als wahrscheinlich, dass das Bild ungefähr richtig bleibt bis 
zu der Grenze, auf welche der auf ein Gas ausgeübte Druck steigen kann, 
bevor das mutmassliche Zusammenfliessen des druckausübenden Stoffes 
mit dem Gas zu einer einzigen Phase (vergl. Abschn. IVb und Nr. 'i5) 
stattfindet. In wie weit über dieser Grenze das Bild noch richtig bleibt, lässt 
sich kaum schätzen, und ob bei Drucken, wie dieselben von der allgemeinen 
Gravitation innerhalb kosmisch ausgedehnter Massen hervorgerufen werden 
können, die Atome die van der Waals'schen Raumerfüllungen beibe
halten ~26) oder ob dieselben, wie bei den aus elektrischen Quanten 
aufgebauten (Nr. 32) 427) denkbar wäre, einander durchdringen oder zu 
einem kleinen, vielleicht der gewöhnlichen Raumerfüllung gegenüber sogar 
sehr kleinEm 428) Volumen zusammenfallen, bleibt unentschieden. 

Innerhalb der Grenze unserer Experimente ist aber zunächst die 
Annahme eines Limitvolumens von der Art des Limitvolumens des festen 
Zustandes bei sehr tiefen Temperaturen auch für alle Temperaturen 
recht geeignet. 

40. Darstellung von bw als Volumfunktion durch Berechnungen 
iiber die Stossfunktion harter Kugeln. 1e Modifl.kation von bw. a) Mit 
der Besprechung derjenigen Klasse von Untersuchungen, welche in 
enger Anknüpfung an kinetische Vorstellungen bei Festhaltung an 
den van det· Waals'schen Grundanschauungen 429) eine genauere Dar
stellung der Stossfunktion oder der Quasiverkleinerung der kugelför-

425) Für Durchquerung durch Elektronen vergl. Nr. 82a. Bei der Durchquerung 
durch •Strahl-partikel dringt ein Atom in daR durchquerte ein (vergl. Fussn. 310). 

426) Die wichtigen Beziehungen dieser Atomvolumina, sowie der aus diesen 
abgeleiteten Limitvolumina der Moleküle bw !im (vergl. Nr. 48) zu den optischen 
(und dielektrischen) Konstanten (vergl. Fussn. 337) fallen ausserhalb des Rahmens 
dieses Artikels. 

427) Besonders wenn man die Raumerfüllung (vergl. Nr. 82a) der stabilen Be
wegung von Teilchen zuRchreibt, die in Bahnen 'I'OD grossen Dimensionen in Ver
gleich zu den ihrigen kreisen (vergl. a01~h Fussn. 425). 

428) Die nähere Erörterung gehört zu der Elektronentheorie (wegen der Frage 
nach dem Eigenvolumen der Elektronen vergl. Enc. V 14, Art. Lorentz, Nr. 24, 
vergl. auch Fussn. 315). 

429) Im Jahre 1891 ist ausführlich die Form der van der Waals'schen Haupt
zustandsgleichung angegriffen von Tait, Nature 44, p. 5461 627; 45, p. 199, und 
verteidigt von Rayleigh1 Nature 44, p. 498, 597; 45, p. 80 und Korteweg, Nature 
45, p. 152, 277. 
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migen Moleküle bezweckt, milChten wir Nr. 30 einen Anfang. Der
Charakter des dort eingeführten Verhältnisses ks (vergl. Nr. BOb)' 
kann z. B. ausgedrückt werden, indem man 430) in empirischer Weise-

v 
-<ZL-

ks = 1 - ~Le bwA setzt .t.3t), wodurch eine Zustandsgleichung entsteht,. 
die geeignet ist, eine individuelle Isotherme darzustellen 432). Die Berech
nungen der ks bestimmenden Stossfunktion C/)8 oder der Stosskoeffizienten 
4'st. C/)82, 'Psa in Gl. (25), und der Quasiverkleinerungskoeffizienten. 
hw1. bw2 in Gl. (29), sind für die Kugel wirklich ausgeführt 433). E& 
ist dabei die Abweichung erster Ordnung (cp62 bzw. bw1) vom meisten. 
Interesse (vergl. Nr. 52), während C/)81 , der Definition von hwA ent
sprechend, immer = 1 ist. Zuerst hat Jäger 434) die Möglichkeit 
des gleichzeitigen Zusammentreffens dreier Moleküle in Rechnung ge-

5 
bracht, derselbe fand C/)62 = 8 . Zu demselben Resultat kam Boltz-

mann 435) bei strenger Anwendung der Virialgleichung auf ha.rte
Moleküle (Nr. 80b). V an der Waals 4.86) berechnete den für 

480) Diesen Ansatz machte Kamerlingh Onnu, siehe J. J. van l..aar [b]. 
481.) SL, <ZL und bwA sind hier als Funktionen der reduzirten Temperatur aufzu

fassen. Bemerkt sei, dass für 001 bei 40° C: SL = 0,9, <ZL = 1., für 8 1 ber 
0°0: SL = 1.,0, «L = 1,5. Es war auszudrücken, dass ungefähr bwum= 'l/8bwA 
(vergl. Nr. 89b). 

482) Dieselbe wurde von van Laar [b) geprüft. Die Prüfung geschah bei CO, und Hl' 
je nur für eine Temperatur. Zu bemerken ist, dass bei den hier erwähnten nicht pu
blizirten Berechnungen von Kamerlingh Onnes, um genauen Anschluss an die 
Beobachtungen zu bekommen, aw in der Clausim'schen Weise (Sr. 48e) abgeändert 
und auch noch das Clamim'sche f3c (Nr.fSe) gleich einer Temperaturfunktion gesetzt 
wurde. Die Form der Gleichung wird dann so komplizirt und enthält so viele 
Konstanten, dass die in Nr. 86 aufgestellte derselben bei weitem vorzuziehen ist. 

488) bwA ist für harte Kugeln immer (vergl. Nr. 18a) das 4 fache des Volumens, 
welches die Moleküle ausfüllen. 0. E. Meyer, Kinetische Theorie der Gase, Breslau 
1877, p. 229, der bwA = 4 V2 Vol. des Molek. ableitete [diese Beziehung wurde 
auch von Heilburn, Ann. chim. phys. (0) 27 (1.892), p. 852 befürwortet], nahm dies 
nach der Widerlegung van der Waals' Areh. Neer). 12 (1877), p. 200 zurück. Der 
Meinung von Guye, Arch. d. sc. phys. et natur. (8) 81. (1894), p. 1.79, und Young, 
Trans. Chem. Soc. 1.897, p. 452; Rep. Brit. Ass. 1.898, p. 888, dass Einfühl'ong 
dieses Wertes in die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten 
aw, bw, Rw, einen den Beobachtungen mehr entsprechenden kritischen Virialquoti
enten (Nr. 41) ergeben würde, ist nicht beizupflichten. 

484) G. Jäger. Wien Sitz.-Ber. [2a] 1.05 (1.896), ·p. 15, 97. 
485) L. Boltzmann. Wien Sitz.-Ber. [2a] 1.05 (1.896), p. 695 = Wiss. Abh. 8, 

p. 547, und (b] p. 152. Vergl. auch Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 29. Die 
weiter im Text erwähnte Abhängigkeit von T bei der Annahme zentraler abstossender 
Kräfte f(r) insbeRondere in der zuerst zitirten Arbeit p. 698 und [b] p.1.57. Letzteres 
Problem gehört eigentlich zur statisti~chen Mechanik, vergl. Nr. 46a. 

436) J. D. van der Waals [e] Okt. 1.R96, p. 150; [a] p. 65. 
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ein hartes kugelförmiges Molekül bei seiner Bewegung zwischen eben 

solchen Molekülen verfügbaren Raum in zweiter Annäherung auf 

( 17 b2 ) v-2 bwA- 32 ;A • Boltzmann 437) leitete hieraus das Jäger'sche 

Resultat ab. Auch van der W aals Jr. 1!38) kam hierzu auf anderem 

Wege li39). 

Bei der Annahme zentraler abstossender Kräfte f (r) =Kr - 5 statt 

harter Kugeln wurde bwA von Boltzmann abhängig von der Temperatur 

(vergl. Nr. 4:2) gefunden 435). 

b) Den ersten Ansatz, welcher zur Berechnung des zweiten Koeffi

zienten 'Ps3 oder bw2 für harte Kugeln bei Beschränkung der Attrak

tionskräfte auf einen Kohäsionsdruck führte, hat van der Waals 440) 

gegeben. Van Laar ql1f) berechnete dazu das Volumen, welches gleich

Zflitig den Abstandssphären (Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 16) 

von drei Molekülen angehört, auf 2 ßL b~i, mit ß~. = 0,0958. Boltz-
v 

mann 437) fand weiter: 
5 1283 3 ßL 

([:is2 = S' 'Ps3 = 8960 + - 2- = 0,2868, (44) 

3 957 3ßL 
b 1 =- - b 2 = '-- ----- + - = 0 0369 

W 8 > W 8960 2 I ' 

Der Wert von ([)83 wurde von Rappel Iili2) nach anderer Methode 

geprüft. 
Eine halb empirische Vorstellung, die sich in den ersten Gliedern 

der Entwickelung dem theoretischen Wert anschliesst, wurde in ver-

schiedeuer Weise gegeben. 

So gab van der W aals [a] p. 180 als Stossfunktion : 

1 + kw bwA 
V 

([:is - ----- b 1 

WA 
l-(1-kw)V 

{45) 

437) L. Boltzmann. Amsterdam Akad, Vers!. März 1899, p. 477 = Wiss. 

Abh. 3, p. 658, Vergl. auch J. D. van der Waals [e] Apr. 1899, p. 537. 
438) J. D. van der Waals Ir. Amsterdam Akad. Vers!. Febr. 1903, p. 640. 
439) Für binäre Gemische vergl. Fussn. 244. 
440) J. D. t>an der Waals [e] Okt. 1898, p. 160. 
441) J. J. van Laar. Amsterdam Akad. Vers!. Jan, 18991 p. 350; in extenso [a). 

J. Nabl, Wien Sitz.-Ber. [2a] 120 (1911), p. 851, hat eine unabhängige Nach

prüfung dieser schwierigen Rechnung angefangen. 
442) H. Rappel. Habilitationsschrift Tübingen (Leipzig) 1906 = Ann. d. Phys. 

(4) 21 (1906}, p. 342. 
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welche Formel ~st = 1 und Vum = (1-kw) bwA gibt. Brechen wir die 

Entwicklung von ~s mit ~82 ab, so entspricht ~82 = ~ dem Wert 

.,. 8 d ·· ·t di A ··h r·· k 5 b n-w = B un ware m1 eser nna erung ur w: vum = S wAJ 

während bei kubischer Anordnung Vum = 0,477 bwA, bei dichtstmöglicher 
Annäherung mit Aufhebung der Bewegung (Nr. 89b) Vum = 01888 bwA• 

Geht man von Kugelmolekülen auf solche verschiedener Form über, 
so darf angenommen werden, dass kw verschieden ausfallen wird, sodass 
sich durch Differenzen der Molekülformen Abweichungen von der Korre
spondenz (vergl. Nr. 38) schon auf Grund der Quasiverkleinerung bei 
Annahme eines Kohäsionsdruckes erklären lassen. 

Um dem Werte von bw1 aus GI. (44) zu genügen und den Wert 

VJ.im = ~ bwA (nahezu gleich dem oben erörterten 0,338bwA) zu bekom

men, setzt Boltzmann [b] p. 153 

1 +~ bwA+2_ 
~s = 3 V 24 

1 _ .!:_ bwA 
3 V 

(46) 

weiter, indem nicht an dem Wert von bw1 festgehalten wird, einfacher 
zusammen mit Mache ~&8) die vorher schon erwähnte Form von van 

der Waals GI. (45) mit kw = ~· Kohnstamm ~") schreibt 

b 1 _!..!:. bwA+ ..•••.... 
_ 1 + wA. ----:-B_v_--:-=-~•---~s - b b• ' 

V 1 _ 2 ~+17~+-· 
v 16 v2 

(47) 

indem er die Verminderung der Weglänge durch das Volumen der Mole
küle und den Einfluss der gleichzeitigen Begegnung mehrerer Moleküle 
auf derselben. nach Clausius 445) berechnet. Die Koeffizienten von Zähler 
und Nenner hält derselbe für mehr konvergent als die Stosskoeffizienten. 

443) Boltnnann und Mache. Ann. Phys. Chem. 68 (1899), p. 350 = Boltz
mann Wiss. Abh. 3, p. 651. 

444) Ph. Kohnstamm. Amsterdam Akad, Versl. April 1904, p. 948. Die Glei
chung führt auf ein Limitvolumen [ebenso wie GI. (45), (46) ), J. chim. phys. 3 
(1905), p. 706, vergl. Nr. 89c. 

445) R. Clausius. Die kinetische Theorie der Gase. 2te A ufl., Braunschweig 
1889-91., p. 60. 
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c) Das Zutreffen der GI. (26) in gewissen Fällen kann man in 

der Weise deuten, dass die Annahmen kraftloser harter Moleküle und 

eines van der Waals'schen Kohäsionsdruckes in dem Gebiet, wo diese 

Formel gilt, den Tatsachen im grossen und ganzen entsprechen. Es 

können aber auch die Folgen der zwei Abweichungen von der Wirk

lichkeit, welche in diesen Annahmen enthalten sind, einander in dem 

betrachteten Gebiet nahezu aufheben. Wir wollen einen Fall anführen, 

in dem das Zutreffen von Gl. (26) wohl in letztgenannter Weise zu 

erklären sein wird. 

Bt·inkman 446) konnte durch Anwendung der Gl. (26) mit (29) bis 

zu bw8 für Luft bei 15°,7 C, rmn Rij " 7) für 0 2 und H2 bei 0° bis 

200° C, ziemlich gute Ü'bereinstimmung mit den Amagat'schen Beob

achtungen erlangen. Dabei wurde für bw1 gute Ü'bereinstimmung mit 

{44) gefunden, nicht aber für bw2 und bws· Man könnte nun einerseits 

diese Abweichung der nichtkugelförmigen Gestalt der Moleküle (vergl. b) 

zuschreiben " 8), und, indem man weiter von der Abweichung von der 

Kugelform absieht, andrerseits die Ü'bereinstimmung von bw1 als Beweis 

für die obige Deutung ansehen wollen. Dieser verliert aber sein Gewicht, 

wenn man darauf achtet, dass, wie aus Nr. 41 und Nr. 42 hervorgeht, die 

Quasiverkleinerung, wenn auch in dem betrachteten Gebiet am wich

tigsten, doch nicht allein in Betracht kommt 449) 450). 

41. Der kritische Virialquotient, der kritische Spannungs- und der 

kritische Dampfspannungsquotient 451). a) Mit den in Nr. 40 angegebenen 

Abänderungen hat man besonders auch gehofft, den sehr auffallenden 

quantitativen Unterschied des aus der van der Waals'schen Haupt-

446) C. Il. B1·inkman. Amsterdam Akad. Vers!. Jan. 1904, p. 758. 

447) G. van Rlj. Diss. Amsterdam 1908. 

448) Auch für diese Frage ist die experimentelle Untersuchung einatomiger 

Gase sehr wichtig, Yergl. Fussn. 353. Vergl. weiter H. Kamerlingh Onnes und 

C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr. 118b (1910), '120a und 121b ('1911). 

449) Vergl. J. D. van der Waals [e] Sept. 1905, p. 252. 

450) Dasselbe wäre besonders nach Nr. 45a zu bemerken zu dem Ergebnis von 

Rappel 44~), der wenigstens für t > 0,8 die Dampfspannungskurve des Argons von 

Ramsay und Travers, Lon•lon Phi!. Trans. A 197 (1900), p. 47, mit ll>s2 und ll>s3 

nach GI. (44) in Übereinstimmung fand. Vergl. C. A. Crommelin, Leiden Comm. 

Nr. 115 (1910). 
451) Das Verhältnis TkiPk, JJewar Phi!. Mag. (5) 1R (1884), p. 210, wird von 

Guye 537) kritischer Koeffizient genannt. Über dessen Beziehung zur Molekular

refraktion siehe Fussn. 337; dessen Beziehungen zu den Atomen zuzuschreibenden 

Parametern fallen ausserhalb des Rahmens dieses Artikels. 
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ZUStandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw für den kritischen Virial
quotienten (vergl. Nr. 36) 

K _RwATk 
4 - Pk vk 

folgenden Wertes ~oder 2,67 mit dem aus den Beobachtungen folgenden, 

nicht für alle Stoft'e gleichen 452), aber doch immer höheren Wert, für C02 

z. B: 3,61 453), zu berichtigen 454), Die durch Rechnung (von Jäger, Boltz
mann, Nr. 40) gefundenen Glieder in <Ps ]Q!nnen aber, bei der Annahme, dass 

auch die weiteren Stosskoeffizienten in der Entwickelung Gl. (2o) alle 

positiv sind, unter Beibehaltung von °w2 , wie Dietet·ici 455) gezeigt hat, 
. V 

den kritischen Virialquotienten höchstens auf 3 bringen 456). V an der 
Waals 457) zeigte zwar, dass kw < 1 in Gl. (45) auf kleinere Werte 

von vk führt als kw = 1 und später 458), indem er von Gl. (29) 

ausging, dass der Boltzmann'sche Wert für bw1 bei Weglassung der 

höheren Glieder für normale Stoffe mit nicht tiefer kritischer Temperatur 

(vergl. Fussn. 404) die richtige Zahl für K4 ~iefert (vergl. Fussn. 559). 
Ebenso dass damit in roher Annäherung Übereinstimmung erhalten wird 

für K1, K 2 und K3 284), wenn der Fundamentalzustand 284) im Avogadro'
schen Zustand genommen wird 459). Es ergibt sich dann aber ein zu 

452) P. Walden, ZS. physik. Chem. 66 (1909), p. 385, findet für nicht asso
ziirte Stoffe Pk VkdM/Tk = 53,5/log Tk + 0,004 Tk (wegen Vkd vergl. Nr. oOb), was 
der Nr. 34c behandelten Aneinanderreihung der Stoffe nach den kritischen Tempera
turen unterzuordnen ist. 

453) Nach den Versuchen von Amagat [a]. Vk ist hier mittels des Gesetzes des 
geradlinigen Diameters (Nr. 86) berechnet (vergl. Nr. öO und Fussn. 576). W. H. 
Keesom [a] findet aus seinen Messungen über die experimentelle Zustandsgleichung 
des CO, mit Vk mittels des geradlinigen Diameters : KM = 3,65, wenn aber vk 

durch die Beziehung K3 = K6 bei T = Tk bestimmt wird (vergl. weiter im Text 
und Nr. öOb): K4s = 3,45 ([a] p. 56), die mittlere reduzirte Zustandsgleichung (37) 
liefert K, = 3,34. 

454) Vergl. J. J. van Laar [b). 
455) C. Dieterici. Ann. Phys. Chem. 69 (1899), p. 685. H. Happel, Ann. d. Phys. 

(4) 13 (1904), p. 340. 
456) Es ist dies in Übereinstimmung mit D. Bt!f'thelot [a] p. 442, der fand, dass 

GI. (26) mit (U) die kritische Isotherme für p <::: Pk nicht besser, für p :::> Pk 

sogar schlechter darstellt als die Gleichung mit 4>s2 = 4>s3 = 0. 
457) J. D. van der Waals [a] p. 181. 
458) J. D. van der Waals, Boltzmann-Festschrift, 1904, p. 305. 
459) Dabei ist merkwiirdig, dass K, und K8, in dieser Weise berechnet, 

allnähernd gleich den in GI. (9) angegebenen Werten bleiben, vergl. J. D. 11an 
der Waals [e) Mai 1910, wo dagegen für K1 der Wert 2,17 abgeleitet wird 
(vergl. Fussn. 499). Vergl. auch J. D. van der Waals [e] März 1911. 
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boher Wert für den kritischen Spannungsquotienten 460) 

K5 = [iG~)vJk. (48) 

Planck 461) zeigte, dass dieser Wert auf thermodynamiseben Gründen 

= dem kritischen Dampfspannungsquotienten 

K6 = ('!_ d Pkoex) (49) 
p dT k 

sein muss. Letzterer wird ziemlich scharf von den Beobachtungen 

(vergl. Nr. 83) für verschiedene normale Stoffe mit nicht tiefer kriti

scher Temperatur 002) (vergl. b) gegeben zu 6, 7, während der oben 

erwähnte Bolf<:mann'scha Wert für bw1 bei Nullsatzung der weiteren 

Quasiverkleinerungskoeffizienten auf 8 führt 458). Die Berücksichtigung 

des Boltzmann'scben Wertes für bw2 hebt die Schwierigkeit nicht 458). 

Andrerseits gibt die van der W aals'sche Hauptzustandsgleichung mit 

konstanten aw, bw, Rw für K 5 und K 6 den viel zu niedrigen Wert 4. 

(
()2b ) 

Aus dem Studium des Wertes, welchen man ()v; k zuzu-

schreiben hat, wenn man mit unveränderlichen aw und Rw die experi

mentellen Werte von K 6 und K 4 erhalten will, vergl. Fussn. 499, 

zog van der Waals neuerdings 463) den Schluss dass bei Tk von dem 

460) Nach C. Dieterici, A.nn. d. Phys. (4) 12 (1903), p.14~, ergeben die Beob
achtungen die Beziehung K5d = 2 K4d; J. E . .lfills, J. phys. ehern. 9 (1905), p. 406, 
findet dieselbe in Übereinstimmung mit einer Crompton'schen Beziehung für die 
Verdampfungswärme (Fussn. 1050). Vergl. Fussn. 464 und 1062. 

Die Versuche, welche in erster Reihe die Aufhebung der Abweichung des 
aus der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw 
folgenden Wertes für K 5 und K6 von dem experimentellen beabsichtigen, gehen 
nicht wie die in dieser Nr. behandeltPn auf K4 gerichteten Versuche von den 
Vorstellungen des van der Waals'schen Kohäsionsdr·uckes und harter :Moleküle aus 
(vergl. Nr. 4:8e und 43). 

461) M. Planck. Ann. Phys. Chem. 15 (1882), p. 457. Van der Waals, siehe 
Leiden Comm. Nr. 75 (1901), p. 8, leitete dies ab aus den Eigenschaften der 
p, V, T·Fläche. Als Kriterium für die Bestimmung des kritischen Zustandes im Dia
gramm der Isopyknen (Nr. 4:2) zuerst benutzt von Ramsay und Young, Phil. mag. 
(5) 23 (1887), p. 457, später von Cailletet und Colardeau, J. de phys. (2) 10 (1891), 
p. 337. Den in der experimentellen Zustandsgleichung beobachteten Unterschied 
zwischen K5 und K6 behandeln wit· in Nr. oO. 

462) W. H. Keesom [a] fand für C0 2 K6 = 6,712. 
463) J. D. van der Waals [e] März 1911. Die Scheinassoziation (Nr. 49c) hat 

auf die kritischen Grössen nur einen geringen Einfluss. 
Für die Behandlung der Zu~tände in der Nähe des kritischen, besonden auch 

für die Ableitung der homogenen Gleichgewichte, wurde von van der Waals Lc] 
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Avogadro'schen Zustande bis zu v = vk Gl. (29) durch 

(50) 

mit n etwa = 4,84 zu ersetzen wäre 464), was nicht mit GI. (44) 
übereinstimmt. 

Man kann aus alledem schliessen, dass, wenigstens für die norma
len Stoffe mit nicht tiefer kritischer Temperatur, in dem Dampf- und 
Flüssigkeitsgebiet jedenfalls auch andere Umstände als die Quasiver
kleinerung harter Moleküle in Rechnung zu ziehen sind (vergl. Nr. 43). 

b) Dasselbe gilt, wie für Argon aus den Werten K48 = 3,288 466) 453) 

und K6 = 5, 712 466) zu schliessen ist, auch für die einatomigen Gase, 
bei denen man am ersten erwarten würde, mit Nr. 4:0 auszukommen. 

42. Das p, T-Diagramm der Isopyknen. Abweichung der p, v, T-Fläche 
von einer Regelfläche. a) Der Wert des Spannungskoeffizienten wird 
dargestellt durch die Neigung der Linien gleichen Volumens auf der 
p, v, T-Fläche. Nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung 
mit konstanten aw, bw, Rw wären (Nr. 22a) diese Linien, welche man isome
trische Linien 467), Isopleren 468'), Isopyknen 469) oder Isochoren ' 70) nennt, 
Geraden. Durch Diskussion der Regnault'schen 146) Bestimmungen von 

p. 691 u. f., [d] p. 263, eine Reihenentwicklung der Zustandsgleichung in der Nähe 
des kritischen Punktes nach den Unterschieden von p, v, T mit pk, Vk, 7'k ein
geführt, die auch von van Laar, z. B. ZS. physik. Chem. H (1893), p. 721 (vergl. 
auch Fussn. 1013) benutzt ist. Vergl. die Entwicklung von J. E. Versohatfelt, 
Leiden Comm. Nr. 81 (1901/02), Suppl. Nr. 6 (1903). Vergl. auch Nr. öO. 

464) Weiter fand van derWattls [e] März 1911 die Beziehungen: :~1 = !:9 = :~ 
(wie bei aw, bw und Rw konst.), KM K1 nur wenig kleiner als 8, (Ko-1) K11 nur wenig 
kleiner als 27 (welche beiden letzten Werte für aw, bw und Rw konst. gelten würden). 

465) H. Kamerlingh Onms und C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr.120a (1911). 
Dabei war tlk aus K6 = K8 bestimmt (vergl. Nr. öO und Fussn. 453). Entgegen 
der Meinung HappeZ's, Ann. d. Phys. (4) 21 (1906), p. 366, sind die Isothermen des 
Argons also nicht mit den Boltzmann'schen qls2 und qls3 mit Weglassong der höhe
ren Glieder übereinzubringen (vergl. a und Fussn. 466). 

466) C. A. Crommelin. Leiden Comm. Nr. 115 (1910). HappeZ 48') berechnet 
aus den Boltzmann'schen <1>s2 und qlss mit Weglassong der höheren Glieder K8 = 5,17. 

467) J. W. Gibbs La] p. 311. 
468) A. Ritter. Ann. Phys. Chem. 3 (1878), p. 44.9. 
469) S. v, Wroblewski. Wien. Sitz.-Ber. [2al94 (1886), p. 257. Dieser Name wurde 

vom wissenschaftlichen Aussehuss der D. Physik. Ges. 81) bevorzugt. 
470) W. Ramsay und S. Young. Phil. Mag. (5) 23 (1887), p. 437. 
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Spannungskoeffizienten 915) schloss van der W aals [a] p. 7 4 auf eine 

Bestätigung (vergl. aber Nr. 8lc). Dies spricht im Vorteil der Modifikation 

von bw nach Nr. 40, bei welcher die Isopyknen Geraden bleiben. 

Die Frage ob im Allgemeinen 471) 472) 

p = R T C/)s(v)+C/)e(v), kürzer p = Ps T + Pe, (51) 
V 

also (:f)v = f(v), oder G~)v = 0 (52) 

ist, hängt aufs engste zusammen mit der Frage, ob im Allgemeinen 

( ~v) = 0 ist 473). Wir behandeln letztere Frage, welche sonst in Ab
()v T 

schnitt 111 zu erörtern wäre, deshalb auch gleich in dieser Nummer. 

b) Sehen wir jetzt, was die Experimente über die Frage, ob die 

Isopyknen geradlinig sind, also GI. (51) und (52) gelten oder nicht, 

gelehrt haben. Wiewohl schon die Andrews'schen Versuche 474) ergaben, 

dass für v> vk, (~~)v < 0, ist jene Frage lange Zeit unentschieden 

geblieben. Amagat 1!75) stellte GI. (51) innerhalb gewisser Grenzen des 

471) Von diesem Typus sind auch z. B. die von Rose Innes, Phi!. Mag. (5) 44 (1897), 

p. 76, für Isopentan und von Rose Innes und Young, Phi!. Mag. (5) 47 (1899), p. 353; 
e 

4.8 (1899), p. 213, für Pentan aufgestellten Gleichungen mit 'l>s = 1 + _2 
v + k-gv 

1 
und 'l>e =- v (v + k) (vergl. Nr. 47 und 4S). 

472) Die Indizes in 'l>s (Nr. 30 b) und C/>e, bzw. Ps, Pa, deuten auf Stoss- und 

Energiefunktion. 
4.73) Siehe den Streit zwischen Levy und H. F. Weber, Boltzmann, de Saint 

Venant, C/ausius, .'\fassieu in Paris C. R. 87 (1878). Dupre, Theorie mecanique de Ia 

chaleur, Paris 1869lsiehe auch Massieu, Paris C.R. 87 (1878), p. 73t], hatte schonfrüher 

daraufhingewiesen,dasswegen ( ~:v )T = T ( :~ )v,Enc. V3, Art.Bryan,Gl.{92), 

( ~~ )v = f(v) für alle Stoffe, bei denen ( ~: ) 2, = f(v), oder Ca:v )T = 0. 

Levy, Paris C. R. 87 (1878), p. 449 und 4-88, und später Fitzgerald, London Proc. 

Roy. Soc. 42 (1887), p. 50, fügten noch bei, dass dann Entropie und Energie als 

f 1 (T) + {2 (v) ausgedrückt werden können. Vergl. auch .'\!. Thiesen, Ann. Phys. 

Chem. 63 (1897), p. 329. Weiter A. Wassmuth, Ann. d, Phys. (4) 30 (1909), 

p. 381. 
474) Th, Andrews [b] p. 437. 
1-75) Der Typus GI. (51) ist wohl zuerst von Amagat Paris C. R. 94 (1882), p. 847 

gebraucht. Vergl. auch E. H. Amagat, Paris 0. R. 153 (1911), p. 852. 
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Dampf- und Gasgebietes als angenähert richtig hin. Ebenso Rwmsay und 
Youn,q " 6J, indem sie jene Gleichung in ausgedehnter Weise prüften. 
Die Abweichungen, welche sie bei Essigsäure und Stickstoff'peroxyd 
fanden, schreiben sie der Assoziation zu ' 77) 1!78), 

Bei Flüssigkeiten unter hohen Drucken widersprechen die Resultate 
verschiedener Beobachter einander. Barus " 9) fand bei Drucken von 
1000 bis 1500 Atm sehr bestimmte Krümmung, im Allgemeinen 

(~~j)v < 0 (bei Alkohol aber umgekehrt, vergl. unten). Mack 1!80) 

schreibt die bei seinen Versuchen an Äthyläther vorkommenden Krüm
mungen Beobachtungsfehlern zu ; zu bemet·ken ist aber, dass dieselben 
(in Gegensatz zu den Barus'schen Beobachtungen) der allgemeinen 
Regel folgen, die wohl zuerst von Sydney Young [d] auf Grund seiner 
genauen Bestimmungen an Isopentan klar ausgesprochen ist, dass 
nämlich 

( "32p) >O (~21!_) <O (53) 
() T2 v < ungefähr 'Vk ' () 1'2 v > ungefähr Vk • 

Dieselbe Regel leitete Keesom 1!81.) unabhängig aus seinen Beobach
tungen für C 0 2 ab. Auch Amagat's [a] Beobachtungen für H2, N2 , 0 2, 

C1 H4, C 0 2 stimmen mit derselben. Dasselbe ist der Fall mit .Amagat's 
Beobachtungen bei hohen Drucken im Flüssigkeitsgebiet bei Alkohol 
(vergl. aber Fussn. 343). Dagegen würde sich Äthyläther auch nach 
.Amagat (vergl. oben bei Barus und dagegen Mack) umgekehrt ver
halten 1182). Während genügend feststeht, dass das Verhalten im Gas
zustand durch die Young'sche Regel wiedergegeben wird, ist also das 
Verhalten im Flüssigkeitszustand noch nicht sicher festgestellt. 

476) W, Ra.msay und S. Young. Phil. Mag. (5) 23 (1.887), p. 435. 
477) Ebenso Wasser, wohl mit Recht entgegen Battelli, Ann. chim. phys. (7) 

3 l1894), p. 408, der nur wenige Punkte bestimmte. 
478) Dementsprechend verteilt P. T. M'ain, B. A. Report 1888, p. 514, die 

Stoffe in zwei Klassen, je nachdem sie GI. (51) befolgen oder nicht. Dennoch 
erachtete derselbe schon es nicht als unwahrscheinlich, dass weitere Untersuchungen 
lehren würden, daqs die beiden Klassen GI. (51.) nicht genau, sondern nur in ver
schiedener Annäherung befolgen. 

479) C. Barus. Phil. Mag. (5) 30 (1890), p. 338. 
480) E. Maok. Paris 0. R. 132 (1901.), p. 1035. 
481) W. H. Keesom [a] p. 54. 
482) Vergl. auch die Berechnungen von ')'v für .Ä.ther \'On I. P. ,Dalton, Phil. 

Mag. (6) 13 (1.907), p. 525, aus denen in diesem Gebiet ( :~ )v :::> 0 folgt, 
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Bei sehr hohen Drucken (oberhalb einer mit der 'femperatur ver· 

änderlichen Grenze von etwas mehr als 1000 Atm) leitet Tarnmann 420) 

aus den Amayat'schen Beobachtungen an Flüssigkeiten (reduzirte 'rempe-

ratur < 0,8) ab, dass dafür ( :~2t= 0. 

Fig. 17. 

Fig. 17 stellt das nach den thermischen Beobachtungen der 

Young'schen Regel entsprechend konstruirte empirische p, T-Diagramm 

der Isopyknen schematisch dar 483). 

c) Ziehen wir jetzt die :rv in Betracht. Joly 484) fand bei Luft und 

C02 ():rv < 0 (273 < T < 373 und v > vk), bei H2 "711 > 0, und stellte 
~ uV 

483) Nach einer freundlichen Mitteilung kam van der Waals auf Grund des 
Studiums der Konglomeratenbildung (vergl. Nr. 49) zu de~ Ansicht, dass man 
in allen lsopyknen Teile positiver und negativer Krümmung in derselben Folge 
finden würde, wenn man dieselben in das nicht beobachtbare Gebiet verfolgen könnte. 

484) J. Joly. London Phil. Trans. A 182 (1891), p. 73. Schon Krajewitsch, J. d. 
russ. phys.-chem. Ges. (1) 19 (1887), p. 1; zitirt nach Beibl.11 (1887), p. 572, bemerkte, 

( 3 'Yv ) > ( 32 p ) > dass das Experiment ~ T < 0 gibt, und daher 0 r 2 v <: 0. 
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bei späterer Wiederholung 485) die Form der Funktion ();; = f ( ~) bei 

einigen Temperaturen fest. Dieterici 486) untersuchte den Verlauf von :rv 
bei co2 und Isopentan auch für V < vk und fand ein deutliches Maxi
mum bei ungefähr vk 487). Die hier erörterten Resultate für C02 und 
Isopentan sind mit der in b behandelten Young'schen Regel in Über
einstimmung. 

d) Die gestrichene Linie(--------) im p,u-Diagramm Fig. lR zeigt, 

wie die Grenze zwischen ( :~2)v > 0 und < 0 zu erwarten wäre nach 

der mittleren empirischen Zustandsgleichung von Nr. 36 4BB). Nach höhe-
ren Temperaturen und kleinen Dichten geht dieser zufolge der Wert 

von ( ~2p) ~ T 2 v nach 0. 

In Fig. 18 ist weiter die Verteilung des Zeichens von (:~)v 
auf Grund der angeführten Beobachtungen in verschiedenen Gebieten 
angegeben 489); die gezogenen Linien deuten die in Betracht kommenden 

485) J. Joly. London Phi\. Trans. A 185 (1894), p. 943. Die Koeffizienten in 

der Entwicklung (aa'Y:) T = f ( ~) würden durch Vergleichung mit einer entsprechen-

den Entwicklung von ( :":. ) v die Beziehung zwischen der Kelvinskala und der 

Avogradoskala (vergl. Nr. 82a) abzuleiten (was besonders für tiefe Temperaturen 
erwünscht wäre) erlauben. Wir setzen diese als zusammenfallend an (Nr. 82a). 

486) C. Dieterici . .\nn. d. Phys. (4) 12 (1903), p. 154. Vergl. E. Mathias, J. de 
phys. (4) 3 (1904), p. 939, (4) 4 (1905), p. 76 und C. Dieterici, J. de phys. (4) 4 
(1905), p. 562. Die Messungen von W. A. D. Rudge, Cambridge Proc. Phi\. Soc. 
14 (1907), p. 85, an 001 sind wohl sehr unsicher. 

487) Die Übereinstimmung dieses Resultates mit den Isothermenbestimmungen 
von Young an Isopentan wurde bestätigt von .111. Reinganum [f] (vergl. Fussn. 608). 

488) Dieselbe verläuft bei v 0::::::: Vk, während dagegen Reinganum [f] in Über
einstimmung mit Young (d] bei etwa t = 1 Umkehr des Zeichens von ('d2pfaT'l)v 
bei v :::> Vk findet. Vergl. auch G. Vogel, Fussn. 513, 

489) M. Reinganum [a] p. 43 ist der Meinung, dass für sehr kleine Volumen 

wieder ( ~·:3 )v< 0 auch für Temperaturen, die von der kritischen nicht viel ver

schieden sind. In der Fussn. 487 zitirten Arbeit findet er für Isopentan (Young) 

bei kleinem v zwar ein Maximum für ( ~~ :! )v und bei kleinerem v schnelles Ab-

nehmen, damit ist aber noch nicht sichergestellt, dass ( :;: )" 0::::::: 0 wird [vergl. 

hierzu G. Vogel, ZS. physik. Chem. 73 (1910), p. 465]. 



42. Das p, T-Diagramm d. Isopyknen. Abweichung d. p, v, T-Fläche u.s.w. 759 

0 J 

~~~=. 

g a ~.U.t<ä. 

J "]·~· 
.2J = ..:l"""'B· 

Fig. 18. 

---------- - ·--- - -:__. ~~ 

!S %0 ~~ 15 

(durch punktirte J.Jinien abgegrenzten) Isothermenbestimmungen [ vergl. 

b 490)], die durch zwei benachbarte (bzw. zu einer zusammengefallene) 

Strich-Punkt-Linien (- · - • - · - • ) abgegrenzten Bezirke die Bestimmungen 

von :rv an. 

( ~2p) Da bei höheren reduzirten Temperaturen nach Amagat ---
~ 'J'2 V 

< 0, nach Joly > 0 wäre, so ist für Gl. (31) angenommen 491) 

( ~2{,2) v, T= ~· 
( "d2 P) e) Dass "d'f2 v = 0, was der Fall sein würde, wenn die van 

der W aals'sche Hauptzustandsgleichung nur die in Nr. 40 behandelte 

490) Nicht alle sind aufgenommen. 
491) Es hätten sonst in GI. (35) Glieder mit positiven Potenzen von t vor

kommen sollen. 
Encyklop. d. math. Wlssensch. V 1. 49 
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Modifikation von bw bedürfte, wäre wohl am ersten bei den einatomigen 
Stoffen, wie Quecksilber, Argon u. s. w. zu erwarten, deren Moleküle der 
van der Waals'schen Voraussetzung am nächsten kommen dürften "92). 

43. Berücksichtigung der Freiheitsgrade im Molekül mittels d.er 
Zustandsgleichung des Moleküls nach van der Waals. 26 Modifikation 
von bw. a) Den grösseren Wert des kritischen Spannungsquotienten und 
teilweise auch den des kritischen Virialquotienten, verglichen mit den aus der 
van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, hw, Rw 
folgenden, hat van der Waals ~93) auch (vergl. Nr. 41a) auf die Zusam
mendrückbarkeit, m. a. W. die reelle Verkleinerung des Moleküls ,.9") 

unter dem Einfluss des kinetischen Druckes p + a;, zurückzuführen 
V 

versucht. V an der W aals legt seinen Betrachtungen dabei die Beweg
lichkeit der Atome im Molekül zu Grunde, und zieht für die Bestim
mung derselben den Wert von ?'vM im .Avogadro'schen Zustand flir 
verschiedene Stoffe heran (Nr. &7c). 

Mit Hülfe der Theorie der zyklischen Bewegungen und indem die 
Wirkung der Atomanziehung otw ( bw - bwum) gesetzt wird (für bwum 
vergl. Nr. 39b), findet van der Waals (1. c.) für die Zustandsgleichung 
des Moleküls : 

~ + :; +otw (bw- bw !im)~ (bw- bw !im) = fz Rw T, (54) 

wo fz eine Grösse ist, die zwischen 1 (für zweiatomige Stoffe) und 2 

492) Es käme dabei ja die Nr. 43 zu behandelnde Kompressibilität nicht in 
Betracht. Nach Nr. 47c wird aber auch bei diesem einfachsten Molekülbau 
('dlpf'd T ~v = 0 nicht genau erfüllt sein, wie denn auch Kamerlingh Onnes und 
Crommelin aus noch nicht publizirten Rechnungen an den Isothermen von Argon Bit) 

finden. 
493) J. D. van der Waals [e] Febr., März und April 1901, p. 586, 614, 701. 
494) Von J. B. Goebel, ZS. physik. Ohem. 47 (1904), p. 471, wird, um mit 

dem Ansatz Fussn. 502 eine den Beobachtungen entsprechende Darstellung für 
N2 und 0 2 zu bekommen, bw = bwA- 'YLP gesetzt (vergl. Fussn. 502, siehe weiter 
Fussn. 547). 

N. Quint, Diss. Amsterdam 1900, Schamhardt 314), und Dorsman 814) berechnen 
aw für Tk aus GI. (9) und finden dann für diese und benachbarte Temperaturen 
bw zunehmend bei höherem p. Es ist dies wohl als ein Hinweis aufzufassen, dass 
aw nicht richtig gewählt ist (vergl. Fussn. 499, und van der Waals [e] März 
1901, p. 621) oder dass aw als Volumfunktion angesehen werden muss (vergl. 
Fussn. 543). 
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liegt und u. A. von der Zahl der Atome und der Beweglichkeit derselben 

(Zahl der Freiheitsgrade), bei drei- und mehratomigen aber auch vom 

jeweiligen ZutJtand 1i95) abhängt. Unter Einführung von bwA (Nr. 80b) 

kommt 

bw - bwlj'!! - f, i 1- ( bw - bwlim )2~ = fz (1- z2). 
V - bw - z ~ bwA - bwum ~ (55) 

bw und v gehen zugleich über in bwum, (i) bw) steigt von 0 bei v = oo bis 
c)v T 

_1:__ bei V = b 1. 496) 497) 
l+{z w 1m • 

b) Die Gleichung (55) ist von van der Waals 493) 495) aUgemein dis

kutirt worden 498). Um für normale Stoffe mit nicht tiefer kritischer 

Temperatur den richtigen Wert der K, und K5 (Nr. 41a) zu erhalten, 

wäre fl.w proportional T zu setzen 1!99) (bwum unabhängig von T), was 

495) J.D. vander Waals. Bosschavol.jubilaire, Arch. Neerl.(2) 6(1901), p.47. 

Hier finden sich auch die komplizirten Gleichungen für dreiatomige Moleküle. 

496) Über die Beziehungen von bw!im zu den optischen Grössen vergl. Fussn. 426. 

497) H. Moulin, J. de phys. (4) 6 (1907), p. 111., bringt die Zustandsglei· 

chung des Moleküls dadurch in Rechnung, dass er dem kinetischen Druck noch 

ein Glied CT (v-bw)-3 zufügt: es ist dann aber bw nocb eine unbestimmte Funk

tion von v und T. 
498) Zu einer ähnlichen Anschauung über das Volumen des Moleküls, wie sie in 

der van der Waals'schen Zustandsgleichung desselben ausgedrückt ist, gelangte schon 

früher I. Traube auf Grund von spekulativen chemischen Rechnungen, optischen 

und elektrischen Beziehungen. Auf p. 70 seiner Schrift "Ueber den Raum der Atome", 

Stuttgart 1899, sagt derselbe: "Die Vermutung liegt nahe, dass das atomare Co

volumen durch die Affinität (bei einatomigen Elementen durch die Kohä'lion) nach 

demselben Gesetze beeinflusst wird, als das molekulare Covolumen der Gase, Flüs

sigkeiten und festen Stoffe durch die Kohäsion, dass das Gesetz von Boyle auch 

für die .Anziehungen der Atome Giltigkeit hat". Für eine Übersicht über Traube's 

zahlreiche Schriften sei verwiesen auf die Boltzmann-Festschrift 1904, p. 430 

und Jahrb. d. Radioakt. und Elektronik 3 (1907), p. 168, 184; vergl. auch Ann. 

d. Phys. (4) 22 (1907), p. 519, Physik. ZS. 10 (1.909), p. 667. Es möge, da aus den 

Betrachtungen dieses Forschers keine Folgerungen in mathematischer Weise abgeleitet 

werrlen (wie z. B. die Beziehung zwischen fz und " bei van der Waals), dieser 

Hinweis auf dieselben hier genügan. Vergl. auch Nr. 74g. 
499) V an der Waals 488) findet aus seiner Hauptzustandsgleichung mit aw und 

Bw unabhängig von v und T, bw unabhängig von T: K, = 3
8 (~- "k- :;>' , 

-"k- k 

1 - «k - (3k (dbw) [v - bw d'bw ( dbw)--1] 
K& = 4 1. - «k - 4(3k ' wo "k = Tv k ' f3k = - --2- dv' 1- dv k • 

Diese Gleichungen können auch dazu dienen, aus den experimentellen Werten ,·ou 

49* 



762 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Zustandsgleichung. 

einschliesst, dass die Moleküle, obgleich kompressibel, als nicht ausdehn
bar durch die Wärme zu betrachten sind. .Auch in andrer Hinsicht 
leistet die Gleichung dann Vieles. V an der W aals 500) zeigt, dass 
bei Berücksichtigung der Zustandsgleichung des Moleküls in der 
Dampfspannungsformel GI. (12) für niedere t der richtige Wert von {w 
(vergl. Nr. san gefunden wird . .Auch für den .Ausdehnungskoeffizienten 
und die Kompressibilität der Flüssigkeit bei niedrigem t findet er alsdann 
richtige Werte (vergl. Nr. 86e und f). Indem van der Waals die Zustands
gleichung des Moleküls auch benutzt, um "A abzuleiten, bringt er eine vor
her fehlende Verbindung zwischen den kalorischen und den thermischen 
Eigenschaften (vergl. Nr. 3a und öa ), sodass der Unterschied verschiedener 
Gruppen (Nr. 34:), und verschiedener Individuen in den Gruppen (ibid.) 
nicht nur unmittelbar durch Verschiedenheiten in fz gedeutet, sondern 
auch zu den Unterschieden in "A oder in der Änderung von x.A mit 
der Temperatur (Nr. 66, 56, 67) in Beziehung gebracht werden kann 501). 

c) Es wird aber bei «w proportional T wieder bw eine reine Vo
lumfunktion 502), und es bleiben die lsopyknen (entgegen Nr. 42) Geraden. 
Insbesondere ist dann auch die Erklärung für die Änderung der 
Kompressibilität und des Spannungskoeffizienten der Gase und Dämpfe 
bei geringen Dichten mit T (Nr. 44) ausgeschlossen. 

Zu diesen Schwierigkeiten kommt erstens, dass die Quasiverkleinerung 
(Nr. 40) nicht in Rechnung gebracht ist. Weiter, dass wahrscheinlich 
noch andere Umstände als die bis jetzt berücksichtigten in Betracht zu 

K4 und K6 unter den genannten Voraussetzungen (dd~)k und ca;:: )k abzuleiten 

(vergl. Fussn. 286). Aus Pk und 7'k folgen dann weiter aw und bwk· Dabei zeigen 
sich die erste und dritte von GI. (9) mit. bwk noch annähernd erfüllt (vergl. Nr. Ua), 
in der zweiten nähert sich der Koeffizient an 2 (vergl. Fussn. 459). 

500) J. D. van der Waals [e] Juni 1903, p. 82. 

501) Eine besonders grosse Zusammendrückbarkeit des Moleküls kann zu Er
scheinungen, die der Assoziation analog sind, Anlass geben (vergl. Nr. Böa). 

502) Einer der bei eew proportional T angenommenen Freiheitsgrade ('l"ergl. 
Fussn. 660) ist schwer zu erklären. 

J. J. van Laar, Amsterdam Akad. Vers), März 1903, p. 713, der die Glei• 
chungen (54) und (55) prüfte für H2 (Amagat) bei 0°1 100°, 200° 0, fand «w 
unabhängig von der Temperatur aber bw !im bei steigender Temperatur abnehmend. 
Er findet dann bw = bwA - 'YLP mit 'YLN = 10-7 unabhängig von T. Bei 
konstant gehaltenem aw ergibt sich hier ein bedeutend kleinerer Wert für die 
Kompressibilität des Moleküls als mit der von Goebel 041) angesetzten Propor
tionalität von aw mit (1- {3v -1)- 2, die z. B. für N~ 'YLN = 13 ·10 -7 verlangt 
(vergl. Fussn. 494). 
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ziehen sind (Nr. 47a ). Man darf also aus der unter b gefundenen Überein
stimmung nicht auf die Richtigkeit der Voraussetzungen schliessen. 

d) Aus dem Gesichtspunkt der neueren Theorie der spezifischen 
Wärme von Einstein und Nernst (Nr. 74c und 57!) wird die Intensität 
der von van der W aals betrachteten zyklischen Bewegungen ( Atombewe
gungen, die, weil ilerselbe, vergl. Nr. 57c, Rotationen ausschliesst, als Schwin
gungen von Vibratoren im Molekül aufzufassen sind) durch das Strahlungs
gleichgewicht nach der Planck'schen Formel bestimmt (vergl. Nr. 57) und 
ist sie bei tiefer Temperatur= 0. Es wird die Anzahl Cler Freiheitsgrade mit 
der Temperatur in einer durch die Frequenz der Vibratoren bestimmten 
Weise zunehmen und die in letzteren aufgenommene Energie innerhalb 
eines gewissen Temperaturgebietes viel schneller wie die Temperatur 
ansteigen können. Dies wird in der Zustandsgleichung sowie in der 
spezifischen Wärme zum Vorschein treten, und zwar, wie sich nach 
dieser Anschauung erwarten lässt, für verschiedene Stoffe, den ver
schiedenen Frequenzen entsprechend, in verschiedener Weise. 

44. Die Abweichung des zweiten Virialkoeffizienten von einer 
linearen Funktion der reziproken Temperatur. a) Es kommt hier be
sonders dasjenige Gebiet in Betracht, in welchem die Zustandsgleichung 

p v = A ( 1 + ~ + ~) 503) (56) 

und mit grosser Annäherung [besonders nach einer der mittleren empi

rischen Zustandsgleichung (37) entnommenen Korrektion ß1~) = ACv-2, 

sodass [pv]korr« = pv- ß1'!?l 
- A (1 [p v]korr « - + B) 

V ' 
(57) 

503) Die von Regnault, Mem. de l'lnst. de France 21 (1847), p. 419, augewandte 
empirische F01·mel ist auf diese zurückzuführen. M. Thiesen, Ann. Phys. Chem. 
24 (1885), p. 467, hat die Koeffizienten B und C aus den Bestimmungen Regnault's 
berechnet, sie stimmen ziemlich mit den aus der mittleren reduzirten Zustands
gleichung (37) abgeleiteten. 

504) Dieselbe ist des genauen Anschlusses wegen einer Entwickelung nach p 
mit derselben Anzahl Glieder vorzuziehen. Für Rechnungen, bei denen v auf das 
theoretische Normalvolumen bezogen werden muss, ist, wenn dieses nicht gegeben 
ist, die Umrechnung auf eine Formel nach p [H. Kamerlingh Onnes und C. Zakr
zewski, Leiden Comm. Nr. 92 (1904)] manchmal vorteilhaft (vergl. Nr. 78a). Schon 
von Wroblewski, Wien Sitz.~Ber. [2a] 97 (1888), p. 1321, gebrauchte eine drei-
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reduzirt also p 11 = K 4 t (1 + K" II + K~ 2 !_) 
tl vs 

(58) 

oder [ .p t1] korrat = K 4 t ( 1 + K 4 ! ) (59) 

geschrieben werden darf. Nach der van der W aals'schen Hauptzustands
gleichung mit konstanten aw, bw, Rw, wäre 

1 27 -1 1 11=---t at=-8 64 • 64 
(60) 

zu setzen. Die Geradlinigkeit der Isopkynen, welche jene Gleichung 
(nach Nr. 42) mit konstanten aw, bw, Rw (und auch noch mit bw von 
Nr. 40 und 43b) ergibt, offenbart sich in dem jetzt betrachteten Gebiet 
also darin, dass il eine lineare Funktion der reziproken Temperatur wird. 

b) Die Frage, ob dies der Fall ist, lässt sich nur entscheiden durch 
Abweichungen, welche p v gegenüber unbedeutend sind, und deren 
Unsicherheiten in B stark vergrössert auftreten. Glücklicherweise sind 
aber diese Abweichungen sehr genau zu bestimmen. Da nun dieselben 
mit der Art, in der die Moleküle bei ihrer gegenseitigen Annäherung, 
bei der planetarischen Wechselwirkung 505) von zweien, ausserhalb der 
Wirkungssphäre (vergl. Nr. 30d) der andern, sich verhalten, aufs engste 
zusammenhangen müssen, so sind sehr gerraue Untersuchungen über 
B (oder 11) für die Ansichten über die Moleküle und deren Kräfte von 
höchster Wichtigkeit 506). 

Was die Versuche bis jetzt über 11 lehren, ist in erster Annähe
rung niedergelegt in der mittleren reduzirten Zustandsgleichung (37). 
Dass dieselbe, obgleich hauptsächlich auf Amagat'sche (vergl. Nr. 36) 
Beobachtungen (also meistens nur bis p =50 Atm herunter gehende 
Drucke) fussend, mit der von Leduc 507) aus den von ihm und Sacerdote 

gliedrige Entwickelung von p v nach p. Weiter 0. Knoblauch, R. Linde und 
H. Klebe, Mitt. ü. Forschungsarb. Heft 21 (1905), Sonderabdr. p. '20. A.uf zwei 
Glieder beschränkten sich 0. Tumlirz, Wien Sitz.-Ber. [2a) 108 (1899), p. 1058, 
M. Thie8en, Ann. d. Phys. (4) 9 (1902), p. 80, A. Bestelm11yer und S. Valentiner 834). 

505) M. Reinganum [d], [c]. 
506) Die Bedeutung, welche die Bestimmung von Bin dieser Richtung hat, über

trifft vielleicht noch die von Rayleigh, London Proc. Roy. Soc. 73 (1904.), p. 153, 
betonte Bedeutung für die Bestimmung des Molekulargewichts (vergl. Nr. 78). 

507) A. Leduc [a] p. 81 (vergl. Nr. 54:b), vergl. auch die Fussn. 889 zitirte 
Arbeit. A.uch die Entwickelung von B nach T durch Rose Innes, Phi!. Mag. (6) 
2 (1901), p. 130, stimmt befriedigend mit der mittleren reduzirten Zustandsgleichung. 
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gemachten Kompressibilitätsbestimmungen (vergl. Fussn. 902) abgeleiteten 
Formel nach t, so wie der vereinfachten von D. Berthelot 903) im 
grossen und ganzen stimmt, stellt die Tatsache wohl ausser Zweifel, 
dass JJ nicht 508) eine lineare, sondern GI. (37) entsprechend eine 
ziemlich komplizirte Funktion der reziproken Temperatur ist (vergl. 
Abschn. VI.A b) 509). 

c) Man kann natürlich versuchen, die van der Waals'sche Glei
chung (54) mit diesem Resultat zu versöhnen, indem man in den Be
trachtungen der vorigen Nr. Otw nicht proportional der Temperatur an
nimmt oder bw um mit derselben veränderlich setzt. Mit dil:lsen Annah
men, die nur für diesen Zweck. zu machen wären (auch die von Nr. 4:3b 
haben keinen theoretischen Hintergrund), gibt man aber (Nr. 43b) die· 
(freilich durch Nr. 4:3c in Bedeutung verminderte) Ableitung der richtigen 
Werte von K 4 und K 5 preis. Jedenfalls ist es (vergl. Nr. 4:7) angezeigt, 
auch die Auflösung des Kohäsionsdrucks in Boltzmann-van der Waals'sche 
Kräfte {Nr. 30d) zu Hülfe zu ziehen. 

45. Experimentelles über die Änderung der inneren Energie mit 
dem Volumen. a) Dass die van der Waals'schen Voraussetzungen bezüg
lich der zwischen den Molekülen wirkenden Kräfte (Nr. ISa) für ver
schiedene Gebiete abzuändern sind, geht am direktesten hervor aus der · 
Betrachtung der Änderung der inneren Energie mit dem Volumen für 
Fälle, in denen die Kompressibilität der Moleküle (Nr. 4:3) nicht besonders 
in den Vordergrund tritt. Nach der van der Waals'schen Hauptzustands
gleichung mit konstanten aw, bw, Rw wäre 

( ~u) = T (~p) _ p _ aw 
~V T ~T" ?)2• 

(61) 

Wenn nur auf die Quasiverkleinerung der Moleküle (Nr. 4:0) zu 
achten ist, bleibt dies der Fall ; ebenfalls wenn die Kompressibilität 
der Moleküle nach Nr. 43b zu nehmen ist. 

508) Dies zeigt auch die aus ganz anderen Erscheinungen hergeleitete Zu~tands
gleichung in Fussn. 543. 

509) Der Einfluss der Adsorption an den Gefässwänden dürfte bei niedrigen t 
von Einfluss werden auf den expel'imentellen Wert von B; in welchem Maasse 
muss noch durch genaue systematische Kompressibilitätsbestimmungen bei stark 
geändertem Verhältnis von Oberfläche und Volumen, bei denen auch auf die Be
schaffenheit der Oberflächenschicht geachtet werden soll wie bei den Versuchen von 
Scheel und Heuse 41"), weiter quantitativ festgestellt werden (vergl. NI'. 89a). 
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Die Grösse T (:; t- p ist nun von Amagat 510), der dieselbe 

den inneren Druck 511) heisst, untersucht. Er fand dieselbe bei 

C02 und C2 H4 bis zu 1000 Atm und zwischen 0° und 200° C nur 

wenig veränderlich mit T (vergl. Nr. 42b); bei 0 2 und N2 nimmt 

dieselbe mit abnehmendem v bis zu einem Maximum zu, um dar-

auf wieder abzunehmen 512) ; bei ~ wird T ( :~) v - p sogar be

trächtlich negativ (vergl. Fussn. 311 ). Letzteres Resultat ist mit den 

der Ableitung der van der W aals' sehen Hauptzustandsgleichung mit 

konstanten aw, bw, Rw gleichwie der Modifikation von Nr. 40 zu Grunde 

liegenden Voraussetzungen einer scharfen Trennung der Anziehungs- und 

der nur beim Stoss auftretenden repulsiven Kräfte bei Unveränderlich

keit des Moleküls nicht zu vereinen ; dasselbe gilt für die Ersetzung des 

harten Moleküls durch gegen einander bewegliche einander anziehende 

harte Atome in Nr. 43. 

Die Messungen Amagat's über den Flüssigkeitszustand bei sehr 

hohen Drucken ergeben für die untersuchte Grösse eine reine Tempe

raturfunktion (vergl. die Zustandsgleichung von Tumlirz Nr. 86f). 

Reinganum 513) untersuchte in ähnlicher Weise die (nach N r. 22 als 

nahezu invariant zu betrachtende) Funktion 

510) E. H. Amagat. J. de phys. (3) 3 (1894), p. 307. 

511) Die Funktion T (~~)v- p ist aus den Isothermen im u, v-Diagramm 

(Nr. 68c) unmittelbar abzuleiten, vergl. das experimentella Diagramm für Wasser 

von Dieterici, l<'ussn. 699. Was den Begritf des inneren Druckes betrifft vergl. Fussn. 

170 und 178. In Paris C. R. 142 (1906), p. 371, nennt Amagat den Druck 

RT{v- p, der dem äusseren Druck p zugefügt werden muss, um ein ideales Gas 

bis zu v zusammenzudrücken, auch inneren Druck, später, Paris C. R. 153 (1911), 

p. 851, zur Unterscheidung totalen inneren Druck. Amagat (vergl. Fussn. 512) 

findet letzteren für grosse Volumina umgekehrt proportional v 2, was mit GI. (31) 

in Übereinstimmung ist. Für Binnendruck vergl. Fussn. 178. 
512) Vergl. weiterE. H. Arnagat, Paris C. R. 148 (1909), p. 1135, 1359; 1f>3 (19H), 

p. 851; A. Leduc, Paris C. R. 148 (1.909), p.1391. Dass Amagat T G~,) v- p bei 

grossen Volumina v2 umgekehrt proportional findet, ist in Übereinstimmung mit 

GI. (31.). Für die Abhängigkeit von der Temperatur vergl. auch noch A. Leduc, Paris 

C. R. 153 (1911), p. 179. In letztgenannter Arbeit wird für einige Gase, deren 

Moleküle ähnlich konstituirt sind (folglich eine gleiche Anzahl Atome im Molekiil 

haben), T (~~ )"- p in korrespondirenden Temperaturen bei gleichem mittleren 

Molekularabstande dem Quadrate des Molekulargewichts proportional gefunden. 

513) Jlf. Reinganum [a], [f]. Eine empirische Darstellung von aR für Isopentan 

mit Heranziehung von Beobachtungen von Verdampfungswärme und spezifischer 

Wärme gibt G. Vogel, ZS. physik. Chem. 73 (1910), p. 429, vergl. Jlf. Reinganum, 
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(62) 

die mit der Energie durch aR = - ( (lu) zusammenhängt und deren 
(lp T 

Änderung mit der Temperatur durch(~~) V= - e~v) T = v2 T (:~)V 
aus Nr. 4:2 hervorgeht. Bei T unweit von Tk (z. B. t = 1,03) nimmt 
aa bei kleiner werdendem v bis zu einem Minimum ab, und nimmt 

dann wieder zu. Es ist aamin = 0,5 aaA (aR im Avogad1·o'schen Zu
stand, Nr. 39a) bei v = 0, 7 5 vk. Bei höheren t (permanenten Gasen) 

ist aa bei v > vk ziemlich konstant ( vergl. Fussn. 512) und nimmt dann 
bei den Drucken, bis zu denen Amagat seine Beobachtungen anstellte, 

erst langsam und dann rascher ab. Beim H2 wird aa bei diesen höheren 
Drucken, wie aus dem oben bei der Betrachtung von ((luj(lvh· angeführten 

unmittelbar folgt, negativ. Dieses Verhalten verdient besondere Auf

merksamkeit weil Konglomeratenbildung (Nr. 49) bei hohen Werten von t 

wohl nicht in Betracht kommt. 

b) Für die Grenzlinie gilt 
Vvap 

j~T(:~t- p~dt• = ( Td~Tx- Pkoex)(vvap - Vuq)=Uvap- U!iq• (63) 

Vuq 

Nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstan-

ten aw, bw, Rw wäre dieses gleich aw (~ - ~ ) 
Vuq Vvap 

, also 

(T dpkoex ) k dT - Pkoex Vuq Vvap = aw = onst., (64) 

oder 

( t ~:koex - Pkoex) lluq :Uvap = konst. = Ks - I. (65a) 

Die Beobachtungen ergeben dieses aber nicht. Yan der Waals 5n) 

findet für C6 H5 F u. s. w. nach den Messungen von Young, und ebenso 
van Rij M7) für co2 nach den Messungen von Cailletet und .Jfathias, 
Amagat, Keesom bis etwa t = 0,93: 

Physik. ZS. H (1.910), p. 735 (vergl. Fussn. 554). Die von Hall 848) für Alkohol 
und Äther nach den Beobachtungen Amagat's [ vergl. auch A. W. Smith, Proc. Amer. 
Acad. of Arts and Sc. 42 (1.907), p. 421] studirte Funktion aH = v' («p er T- p) 

ist dieselbe wie aa (vergl. weiter Fussn. 343 und Fussn. 1.86). 
51.4) .1. D. van der Waals, siehe t•an Rlj, 1. c. Fussn. 447, p. 62. 
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( t ~ koex - Jlkoex) 11uq 11vap = llvR = (K6 - 1) ( J +V l- t ), (65b) 

van der Waals II21) wiederum für Äther nach Ramsay und Young bis 
t = 0,68 hinunter 

llvR = (K6-1) { 1 + V1-t-!(1-t) f· (65c) 
Er 515) schliesst, dass eine Abhängigkeit von aw oder bw von der 

Temperatur allein diese Änderung nicht geben kann. 
c) Die empirische Zustandsgleichung GI. (31) gibt 

aR = - R cc;;_1 + ~ d;~1 + .. · · ). (66) 

Das Studium von aR ist also sehr geeignet als eine zweite Methode 
(vergl. Nr. 44), die Temperaturabhängigkeit der ersten Virialkoef:fizienten 
aus den Isothermenbestimmungen abzuleiten. Versuche bei kleinen Dichten 

(vergl. Nr. 44) geben durch aRA =- R dBfdT-1 gleich die Tem

peraturabhängigkeit von B, Versuche bei etwas grösseren Dichten (z.B. etwa 
4 bis 20 Atm für C02 bei gewöhnlicher Temperatur) sind geeignet, die zweite 

Annäherung (vergl. Nr. 52) und also dCj dT-1 zu liefern. Es kann dazu 

K 2 (ds K des: u--;!P 
ltvR = IJ dt-1 + IJ dt-1 

auch in Betracht gezogen werden. 

-1 + Vuq 

2 
+ ..... ) (67) 

Umgekehrt kann aus den Werten, welche die empirische Zustands
gleichung (37) für f3 und es; ergeben, wie in Nr. 44c geschlossen 
werden, dass das Kraftfeld, in welchem die Moleküle im Innern des 
Stoffes sich bewegen, nicht von homogener, sondern von körniger 
Struktur ist. Wir werden sehen, dass auch die in dieser Nummer ange
führten Tatsachen sich dadurch jedenfalls teilweise erklären lassen. 

46. Die Ableitung der Zustandsgleichung a.us der statistischen 
Mechanik. a) Nr. 42, 44 und 45 :;o;ufolge werden wir in den folgenden 
Nummern von unseren Voraussetzungen diA in Nr. 40 und 43 noch beibe
haltene fallen lassen, dass die anziehenden Kräfte sich im Innern des 
Stoffes heben. Wir fassen dabei erst den Fall ins Auge, dass die an
ziehenden Kräfte der Moleküle als Boltzmann-van der Waals'sche Kräfte 

51!'>) Siehe van der Waals bei van Rij, Fussn. 447, p. 74-84, und Fussn. 421. 
Er schreibt diese Temperaturabhängigkeit von JlvR der in Nr. 4:8 und 49 zu 
bP.handelnden Scheinassoziation zu. 
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aufgefasst werden können, die an die Schwerpunkte der Moleküle an
greifen, die Richtung der Verbindungslinie derselben haben und nur 
eine Funktion derer Abstände sind, und dass auch die Stosskräfte den
selben Voraussetzungen unterliegen. Bei den bezüglichen Rechnungen 
kommt die Verteilung der Moleküle unter dem Einfluss der gegenseitigen 
Kräfte wesentlich in Betracht, und ist man deshalb auf die Berechnung 
der Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Verteilung der Moleküle über 
den ihnen zugewiesenen Raum bzw. auf die Abzählung der einer ent
sprechenden Bedingung unterliegenden Fälle aus der Gesamtzahl der 
möglichen Fälle angewiesen. Die Grundlage für diese Rechnungen bildet 
ein von Boltzmann aufgestaUter Satz, den wir erst in der Form, zu der 
sie für die Anwendung auf diesen Fall zu spezialisiren ist, binschreiben 
wollen. Es brauchen in diesem Fall, um die Virialgleichung anwenden 
zu können, nur die Geschwindigkeiten und die Abstände der Schwer
punkte der Moleküle bekannt zu sein. Erstere werden durch das 
Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz beherrscht. Um über die 
Lage der Schwerpunkte etwas auszusagen, betrachten wir die verschiede
nen Schwerpunktsdistributionen, die bei einem durch Energie und 
Volumen bestimmten Zustand möglich sind. Wir verteilen das Volumen 
in bestimmte Volumenelemente d6J1 , d6J2 • . • • dGJk, deren jedes noch 
viele Molekülschwerpunkte enthalten kann, aber dennoch so zu dimen
sioniren ist, dass die Änderungen des Potentials der Kraftwirkungen der 
Moleküle innerhalb derselben vernachlässigt werden können. Den Fall, 
dass z. B. der Schwerpunkt des 
1. Moleküls innerhalb eines bestimmten Volumenelements d6Ji , 

2. " " " " " dGJj u. s. w. 
liegt, nennen wir eine individuell-bestimmte Distribution der Schwer-
punkte. Der erwähnte Boltzmann'scbe Satz 516) sagt nun aus, dass die 
Wahrscheinlichkeit einer solchen individuell-bestimmten Distribution der 
Schwerpunkte proportional 

U011 

kp T 
e dcui d6Jj • . . • • (68) 

ist, wo U011 die totale potentielle Energie des Systems in Bezug auf die 
gegenseitigen Kraftwirkungen zwischen den Molekülen vorstellt. 

51.6) L. Boltzmann, Wien Sitz.-Ber. 105 (1896), p. 695 = Wiss. Abh. 3, p. 547. 
Z. J. de Langen, Diss. Groningen 1907, leitete aus diesem eine mit der Gleichheit 
des thermodynamischen Potentials übereinstimmende Gleichgewichtsbedingung zwi
schen koexistirenden llampf- und Flüssigkeitsphasen ab, vergl. BoUzmann [b) § 60. 
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Aus diesem Bolt.emann'schen Satz lässt sieb unter den angeführten 
Voraussetzungen bezüglich der gegenseitigen Kräfte ableiten, wieviel 
Molekülpaare in einem System von Molekülen im als wahrscheinlieb
sten Zustand aufgefassten Gleichgewichtszustand vorkommen, deren 
Schwerpunktsabstand zwischen zwei gegebenen, gegen den mittleren 
Schwerpunktsabstand angrenzender Moleküle und gegen den Abstand, 
über welche die gegenseitigen Kräfte eine merkliche Änderung aufwei
sen, nur wenig dift'erirenden Grenzen liegt. Dabei sind die Volumen
elemente d(Jü1 • • • • jede als eine Gesamtheit von Schalen geringer Dicke 
um die Moleküle anzunehmen, und zwar um jedes Molekül eine das 
ganze Molekül einschliessende, so lange die Fälle, in denen mehr als zwei 
Moleküle Kräfte auf einander ausüben, gegen die, wobei in der Wirkungs
sphäre eines Moleküls nur ein anderes Molekül vorkommt, vernachlässigt 
werden können. Die Ableitung der Zustandsgleichung ist dann so zu führen, 
dass bei Berücksichtigung der Anzahl der aufeinander wirkenden Mole
külpaare die verschiedenen Glieder der Virialgleichung berechnet werden. 
Will man auch bei weiterer Annäherung die Fälle, in denen zwei oder mehr 
Moleküle in der Wirkungssphäre eines anderen Moleküls liegen, berück
sichtigen, so ist das Problem in analoger Weise zu behandeln. 

Die Berechnung wird beträchtlich komplizirter, wenn die Moleküle 
Boltzmann'scbe Kräfte auf einander ausüben und auch die Stosskräfte 
nicht mehr den oben angeführten vereinfachenden Bedingungen unter
liegen. Dieselben gründen sich dann, wie erwähnt, auf einen allge
meineren von Boltzmann aufgestellten Satz. Zu dessen Formulirung 
ziehen wir jetzt mit Boltzmann ganz allgemein zur Bestimmung eines 
augenblicklieben Zustandes (eines Mikrozustandes, vergl. Fussn. 38) 
eines li!ystems von Molekülen auch die Schwerpunktsgeschwindigkeiten 
der Moleküle, weiter die Koordinaten, welche die Richtung von im Molekül 
fest angebrachten Koordinatenachsen bestimmen, sowie die bezüglichen 
Rotationsgeschwindigkeiten und schliesslich die (generalisirten) inneren 
Koordinaten und die bezüglichen Bewegungsmomente der Moleküle in 
Betracht und definiren allgemein als Mikrokomple:eion den Fall, dass 
z. B. die Koordinaten (q) und Momente (p) des 1. Moleküls liegen 
zwischen den Grenzen 

q1i und q1i + dqu , q2i und q2i + dq2i ••.•• , 
Pii und Pti + dpH , P2i und P2i + dp2i •.• :. , 

jene des 2. ten Molekül~!~ zwischen den Grenzen 

% und % + dq1i , q2.1 u. s. w. 
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Dabei sind die Mikrodifferentiale (Planck [c] p. 59) dq1i , dq2; •••• , 

dq 1; •• •• so klein zu wählen, dass die angedeutete Angabe der Vertei

lung der Moleküle nach generalisirten Koordinaten und Momenten in 

det· Mikrokomplexion genügt, um auch alle generalisirten Kräfte ein

deutig als zwischen Grenzen liegend, deren Differenz für das betrach

tete Problem zu vernachlässigen ist, zu bestimmen. Wir setzen weiter 

voraus, dass die verschiedenen Elemente dq1i dq2;. • • • dp1i dp2; • • • • der 

sich auf die Koordinaten q und die Bewegungsmomente p beziehenden 

Mannigfaltigkeit, die Mikroelemente, gleich gross sind. 

Wir fassen jetzt die Zustände des Molekülsystems ins Auge, die 

durch gewisse Bedingungen bestimmt sind, welche je nach dem spe

ziellen Problem verschieden zu formuliren sind, im Allgemeinen so, dass 

die Zahlen der Moleküle oder der Gruppen von Molekülen, für welche 

z. B. gewisse Koordinaten, gegenseitige Abstände oder Orientirungen, Bewe

gungsmomente, relative Geschwindigkeiten der Moleküle zwischen vor

geschriebenen Grenzen liegen, gegeben sind. Diese Bedingungen sollen 

darrnassen formulirt und die Grenzen so gewählt sein, dass die oben 

angedeutete Angabe der Zahlen der Moleküle u. s. w. genügt, um den 

Zustand für einen Makrobeobachter (Planck [c] p. 46 u. f.), insoweit es 

die Beantwortung des behandelten Problems erfordert, für den Augenblick, 

für den jene Zahlen gegeben sind, eindeutig zu bestimmen. Dabei geht 

jedenfalls die Individualität der einzelnen Moleküle in diese Bestimmung 

nicht ein. Es sollen die Grenzen weiter so angenommen werden, dass der 

durch s!e bestimmte Makrozustand as) durch eine sehr grosse Zahl Mikro

komplexionen realisirt werden kann. Die Gesamtheit dieser Mikrokom

plexionen nennen wir eine nicht-individuell-bestimmte Makrokomplexion. 

Der erwähnte allgemeine Boltzmann'sche Satz ist nun so zu for

muliren, dass jede Mikrokomplexion eine gleiche Wahrscheinlichkeit 517) 

517) Es ist hier und weiter immer die Wahrscheinlivhkeit a pl'iori (vergl. Enc.l 
D 1, Art. Czuber) gemeint. Um mit der gewöhnlichen Definition der Wahrschein
lichkeit als einer Zahl zwischen 0 und 1 völlig in Übereinstimmung zu sein, sollten 
wir durch die als sehr gross anzunehmende und als immer konstant zu be
trachtende Zahl der im Ganzen möglichen Mikrokomplexionen, welche z.l:l. alle 
möglichen Werte des Volumens und der Energie umfassen sollen, Llividiren. 
Wir sehen von dieser Konstante als für unsere Betrachtungen völlig belanglos ab. 
Die Wahrscheinlichkeit a posteriori (vergl. Enc. I D 1, Art. Czuber), dass der Zustand 
eines Systems bei ~egebener Energie und gegebenem Volumen einer bestimmten 
Makrokompleüon entspricht, und die dadurch erhalten wird, dass man die Zahl der 
Mikrokomplexionen die in der Makrokomplexion enthalten sind, dividirt durch die 
Zahl der bei gegebener Energie und gegebenem Volumen überhaupt möglichen 
Mikrokomplexionen, geht in unsere Betrachtungen nicht ein (vergl. M. Planck 
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hat. Daraus folgt sogleich, dass die Wahrscheinlichkeit einer nicht
individuell-bestimmten Makrokomple:eion proportional oder, falls man 
von einem willkürlichen konstanten Multiplikanden. absieht, gleich der 
.Aneahl der Mikrokomple!cionen zu setzen ist, die in der nicht-individuell
bestimmten Makrokomplexion enthalten sind. 

Zur Berechnung jener Zahl ist es in vielen Fällen angewiesen, 
erst die Zahl der Mikrokomplexionen zu berechnen, die in einer indi
viduell-bestimmten Makrokomplexion enthalten sind. Die Definition 
der letzteren ergibt sich aus der der nicht-individuell-bestimmten Makro
komplexion dadurch, dass die Individualität der einzelnen Moleküle in 
die Bestimmung des Zustandes eingeht. Die Berechnung der Zahl der 
Mikrokomplexionen, die in einer individuell-bestimmten Makrokomplexion 
enthalten sind, ist für jedes spezielle Problem für sich zu führen. Diese 
ist dann, um die Zahl der in der nicht-individuell-bestimmten Makro
komplexion enthaltenen Mikrokomplexionen zu bekommen, noch zu 
multipliziren mit der Zahl der individuell-bestimmten Makrokomplexionen, 
die in der nicht-individuell-bestimmten Makrokomplexion enthalten sind. 
Letztere Zahl, die allgemein auf einfache Weise mittels der Permuta-

[b] § 137). Diese Bemerkung fällt ins Gewicht, wenn man Zustände bei verschiedener 
Energie oder bei verschiedenem Volumen mit einander vergleicht [vergl. H. A. l..orentz, 
Physik. ZS. H (1910), p. 1254). 

Die Planck'sche Hypothese. des elementaren Wirkungsquantums (Nr. ö7n lässt 
sich in diese Betrachtungen einführen, vergl. M. Planck [c] p. 88 u. f., als die 
von A. Sommerfeld, Physik. ZS. 12 (19H), p. 1057, besonders hervorgehobene 
Hypothese der endlichen Zustandsbereiche. Dieselbe verteilt die sich auf einen 
Oszillator beziehende Phasenebene (vergl. c) in elementare elliptische Ringe einer 
gewissen endlichen Grösse, und setzt die innerhalb dieHer Ringe dargestellten 
Zustände als nicht unterscheidbar an (man fasst dabei die Zeitmittelwerte ins 
Auge). DiP.se Ringe sind für diesen Fall als die Mikroelemente, denen die gleiche 
Wahrscheinlichkeit zukommt, nnzusehen. 

Eine Verwertung der von Sommerfeld (vergl. die eben zitirte Arbeit) auch auf 
nicht periodische Bewegungen übertrsgenen Hypothese des elementaren Wirkungs
quantums auf die Probleme der Zustand2gleichung, anders als bei der Betrachtung 
von Vibrations- und Rotationsfreiheitsgraden (Nr. ö'Zf), liegt nicht vor. Man könnte 
sich vorstellen, dass bei ganz tiefen Temperaturen die Dauer eines Zusammenstoases 
soweit verlängert wird, dass dieselbe bei Dichten, bei denen bei höheren Tempe
raturen der Avogrado'sche Zustand verwirklicht ist, gegen die mittlere freie Zeit 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zusammenstössen nicht mehr zu vernachlässigen 
ist. Weil experimentelle Ergebnisse, die hierfür einen Beleg geben könnten, bisjetzt 
aber ausstehen, werden wir diese Möglichkeit weiter nicht berücksichtigen. Auch 
was die für die Zustandsgleichung in Betracht kommenden Rotations- und Vibra
tionsfreiheitsgrade betrifft, werden wir in dieser Nummer an der Gültigkeit des aus 
den HamiUtm'schen Gleichungen folgenden Liouville'schen Satzes, auf dem der. Boltz
mann'sche Ansatz der gleichen Wahrscheinlichkeit der Mikrokomplexionen beruht, 
festhalten. 
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tionsrechnung erhalten wird, definiren wir als das Permutabilitätsmaass 
der Makrokomplexion. 

Aus dem Ergebnis für die Wahrscheinlichkeit einer nicht-individuell

bestimmten Makrokomplexion ist für ein nach aussen abgeschlossenes 

System von Molekülen, so bei gegebener Energie und gegebenem Volu
men, abzuleiten, für welche der nicht-individuell-bestimmten Makrokom

plexionen die Wahrscheinlichkeit einen Maximalwert hat. Boltzmann 
setzt nun allgemein an, dass die für diese Makrokomplexion gefundene 

Verteilung der Moleküle nach den zur Bestimmung der Makrokomplexion 

dienenden Koordinaten u. s. w. im makroskopischen Sinne einen Gleich

gewichtszustand des Molekülsystems bestimmt. Tatsächlich ist es 

Boltzmann für einige spezialisirte Fälle gelungen, mittels der H-Funk

tion (Boltzmann [a] § 5) zu beweisen, dass die Stösse der Moleküle, 

wenn gewisse Bedingungen (der molekularen Ungeordnetheit, vergl. 

Fussn. 521 ), auf die wir nicht eingehen können, erfüllt sind, dahin 

gehen, das System in wahrscheinlichere Zustände überzuführen, wenn 

es sich noch nicht in einem Gleichgewichtszustand befindet. 

Weiter lässt sich aus der Verteilung der Moleküle in der nicht

individuell-bestimmten Makrokomplexion, der eine maximale Wahrschein

lichkeit zukommt, die Verteilung der Moleküle im entsprechenden Gleich

gewichtszustand je nach einer gewissen Zahl bestimmter Koordinaten, 

relativer Abstände oder Orientirungen u. s. w. ermitteln, indem man über die 

übrigen Koordinaten oder Momente integrirt. Die Ableitung der Zustands

gleichung ist dann weiter so zu führen, dass mit Berücksichtigung der so 

gefundenen Verteilung der Moleküle im Gleichgewichtszustand die ver

schiedenen Glieder der Virialgleichung berechnet werden. Die Behand

lung in den Nrn. 47, 48, 49 entspricht dieser Darstellung. Wenn wir 
weiter in diesem Art. von einer Berechnung anführen, dass sie mittels 

des Boltzmann'schen Verteilungsgesetzes geführt oder zu führen ist, so 

verstehen wir darunter die oben skizzirte Berechnungsweise. 

Die Ableitung der Zustandsgleichung kann aber auch auf direk

tere Weise bei Umgehung der Virialgleichung geführt werden, indem 

man von der von Boltzmann aufgedeckten Beziehung zwischen der 

Entropie eines Systems und seiner Zustandswahrscheinlichkeit ausgeht, 

auf die auch die Gibbs'sche Darstellung (vergl. c) zurückgeführt werden 

kann (vergl. d). Wir behandeln diese Methoden hier (in b und c), weil 

dieselben bei weiterer Ausarbeitung auch zur Lösung der hier betrach

teten Probleme der Zustandsgleichung führen können, in einigen ein-
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fachen Fällen (vergl. b und c) in erster Annäherung auch schon geführt 
haben und bemerken hier nur noch, dass auch die oben angeführten Boltz
mann'schen Verteilungssätze in der Boltzmann'schen Beziehung zwischen 
Entropie und Zustandswahrscheinlichkeit enthalten sind. Dementsprechend 
faBSen wir alle in dieser Nummer skizzirten Rechnungen, die im Grunde 
genommen allgemein durch die Abzählung von gewissen Bedingungen 
unterliegenden Fällen ( Mikrokomplexionen, statistische Phasen vergl. c) 
charakterisirt werden, als zur statistischen M eckanik gehörend auf, 
dabei den Begriff der statistischen Mechanik etwas allgemeiner fassend 
als dies von ll'laxwell und Gibbs, vergl. Enc. V 8, Art. Boltzmann und 
Nabl, Nr. 27, getan ist. 

b) Die von Boltzmann [a] § 8 und 6 aufgestellte Beziehung zwi
schen Entropie und Zustandswahrscheinlichkeit geht dahin, dass die 
Entropieen verschiedener nicht-individuell-bestimmter Makrokomplexionen, 
die mittels derselben Grenzen für die Koordinaten u. s. w. (vergl. a) 

charakterisirt sind, mit Fortlassong einer willkürlichen additiven Konstante 
den Logarithmen der in a definirten Wahrscheinlichkeiten, W, derselben, 
proportional sind. 

Für die nicht-individuell-bestimmte Makrokomplexion, die dem 
Gleichgewichtszustand entspricht und die in a als diejenige charakteri
sirt wurde, welche die grösste Wahrscheinlichkeit W hat, ist dann bei 
gegebener Energie und gegebenem Volumen die so definirte Entropie 
maximal. 

ln dem einfachen Fall, in dem die Zahl der Mikrokomplexionen in 
jeder individuell-bestimmten Makrokomplexion dieselbe ist wie bei der 
Ableitung der Zustandsgleichung für Moleküle, von denen man die 
Attraktion und die Ausdehnung vernachlässigt, wird die Entropie bei Fort
lassung einer additiven Konstante einfach proportional dem Logarithmus 
des Permutabilitä.tsmaasses der Makrokomplexion. 

Setzen wir mit Fortlassong einer willkürlichen additiven Konstante 
allgemein (für eine Definition von W, die der in a gegebenen äquivalent 
ist, vergl. d) : 

(69) 

wo kp = RM/N (vergl. FuBBn. 178 und 174) 51.8), so findet man für 

518) M. Planck [b] p. 162 leitet aus den .Messungen der Wärmestrahlung den 
Wert kp = 1,3~6 ·10-16 [EJ•g/1° K] ab, dessen Übereinstimmung mit der von 
Perrin, vergl. Fussn. 174, aus Beobachtungen der Brown'schen Bewegung ge
fundenen Zahl eine quantitative Befestigung der heutigen Anschauungen über 
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die Entropie in dem Gleichgewichtszustand eines Gases mit Molekülen, von 
denen man die Ausdehnung und die Attraktion vernachlässigt, eine Funktion 
von v und 7', die mit der aus der thermodynamischen Definition folgenden, 
vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Gl. (113), identisch ist. 

Mit diesem Ansatz, welchen wir das Boltzmann'sche Entropieprinzip 
nennen werden, hat Boltzmann eine Definition der Entropie gegeben, die 
auch für Zustände, die keine Gleichgewichtszustände sind, geeignet ist. 

Die in dieser Weise bei speziellen Voraussetzungen über die Mole
küle und deren Kraftwirkungen geführte Berechnung der Entropie 8 im 
Gleichgewichtszustand bei gegebener Energie und gegebenem Volumen 
führt direkt auf die entsprechende fundamentale Zustandsgleichung, aus 
der sowohl die spezifische Wärme wie auch die thermische Zustandsgleichung 
unmittelbar folgt. 

Mittels der Berechnung von W auf Grund der in a angeführten 
Definition leitete Boltzmann [b] § 61 für ein System harter elastischer 
Kugeln bei Annahme eines van der Waals'schen Kohäsionsdruckes 
die Entropie ab und aus dieser auf thermodynamischer Weise den Druck, 
dabei die Stossfunktion bis zu '/)82 (siehe den Wert Nr. 40b) entwickelnd. 
Planck 519) nennt die Gleichung, welche S als Funktion von U und V 
(vergl. Nr. 58a) darstellt, die kanonische Zustandsgleichung, leitet dieselbe 
ebenfalls für harte elastische Kugeln und einen van der W aals'schen 
Kohäsionsdruck in der Boltzmann'schen Weise ab und erhält daraus, 
nur die Glieder erster Ordnung in b f v berücksichtigend, 

V ( 2bwA) 'Ps = - -- In 1 - -- 1 
2bwA V 

(70) 

welche bis zur genannten Grössenordnung mit Gl. (6) übereinstimmt. 
Einige weitere Anwendungen dieser Methode zur Ableitung der Zustands
gleichung werden demnächst in Amsterdam Akad. Versl. gegeben werden. 

letztere Erscheinunp;en einerseits, über die Anwendbarheit des Boltzmann'schen 
Ansatzes GI. (69) auf die Probleme der Wärmestrahlung andrerseits liefert (vergl. 
Fussn, 173), 

519) M. Planck, Berlin Sitz,-Ber. 32 (1908), p. 633. 
F. Jüttner, Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 856, leitet die kanonische Zu

standsgleichung für ein Gas mit attraktions· und ausbreitungslosen Molekülen auf 
Grund der Relativtheorie ab (vergl. Fussn. 35). Für die zu verwirklichenden Tem
peraturen fällt das Resultat mit dem der Newton'schen Mechanik zusammen. Vergl. 
weiter F. JAttner, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p, 145, W. H. Westphal, Verb. d. 
D. physik. Ges. 13 (19H), p. 5901 A. Weber, Verb. d. D. physik. Ges. 13 (1911), 
p. 695. 974. 

Encyklop. d. math. Wlssensch. V 1. rro 
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c) Die von Boltzmann und von Maxwell gegründete 520), besonders 

von Gibbs [e] ausgearbeitete Darstellung kennzeichnet sich durch die 
Betrachtung eines Stoffes in einem bestimmten Zustande als eines Indi
viduums aus einer grossen Anzahl von einander unabhängiger Systeme, 

einer Gesamtheit von Sy.~temen. Boltzmann [h] § 26 hatte insbeson
dere eine unendliche Anzahl mechanischer Systeme, alle von gleicher 
Natur und denselben Bewegungsgleichungen unterworfen, aber jedes 
von verschiedenen Anfangswerten ausgehend, die jedoch der Bedingung 

unterliegen, dass die verschiedenen Systeme alle dieselbe totale Energie 
haben, der Betrachtung unterzogen. Wenn weiter die Verteilung der 

Systeme nach den generalisirten Koordinaten und Momenten so ist, 

dass dieselbe mit der Zeit sich nicht ändert, so hat man eine Gesamt
heit, die von Boltzmann [b] p. 89 Ergode genannt worden ist. Boltz
mann leitete für solche Gesamtbeitau gewisse Mittelwertsätze bezüglich 

der den verschiedenen Momentoiden (Enc. V 8, Art. Boltzmann und 
Nabl, Nr. 27) entsprechenden kinetischen Energie (vergl. Nr. 57a) ab, 

die er dann als gültig ansetzte für Körper, die sich im Wärmegleich
gewicht befinden ( [b] p. 102). 

Gibbs (e] fasst besonders die auch schon von Boltzmann studirten, 
und von diesem Holoden genannten, kanonischen Gesamtheiten ins Auge. 

Bei diesen wird die Verteilung der Systeme nach den generalisirten 

Koordinaten und Momenten q1 •..•. qn, p1 •.... Pn, welche zusammen 
die statistische Phase bestimmen, bei gegebenen äusseren Koordinaten 
(in dem von uns betrachteten Fall, in dem das System durch T und 
V bestimmt ist, das Volumen) durch die Formel 

1/Jo- E 

e (71) 

charakterisirt, wo wir in diesen Gibbs'schen Betrachtungen durch E die 

totale Energie (kinetische + potentielle) des Systems als Funktion von 

p1 ••.•• qn vorstellen, und Oo und 1/;0 Konstanten für die kanonische System
gesamtheit sind. Gibbs macht bei dem Studium dieser Gesamtheiten eine 

ausgiebige Anwendung der Vorstellungen der mehrdimensionalen Geometrie, 

indem er jede statistische Phase durch einen Punkt in einer 2 n-dimen
sionalen Mannigfaltigkeit darstellt. Ein System beschreibt dann bei seiner 

520) L. Boltzmann. Wien Sitz.-Ber. 63 (1871), p. 679 = Wiss. Abh. f, p. 259. 
J. f. d. rte'ine u. angew. Math. 98 (1884.), p. 68 = Wiss. Abh. 3, p. 122. 
J. G. Maxwell. Oambridge Phi!. Soc. Trans.12 (1879), p. 547 = Scient. pap. 2, p. 713. 
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Bewegung eine Bahn in der Pkasenmannigfaltigkeit. GI. (71) gibt für 

jedes Element in der Phasenmannigfaltigkeit die Phasendichte. Aus 

dem Liouville'schen Satz (Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr. 2'i) 

wird leicht bewiesen, dass die Phasendichte sich mit der Zeit nicht 

ändert, die Gesamtheit also in statistischem Gleichgewicht ist, wenn 

die Phasendichte als Funktion der Energie allein vorgestellt werden 

kann, wie das bei der kanonischen Verteilung der Fall ist. 

Bei seiner Untersuchung fand Gibbs, dass für verschiedene Mittel

werte einer kanonischen Gesamtheit Sätze aufgestellt werden können, 

die mit den thermodynamischen Sätzen für beliebige Körper vollkommen 

übereinstimmen. Es sind dann 80 (Modul der kanonischen Gesamtheit), 

bzw. o/0 (statistische freie Energie ff VTG) der Temperatur, bzw. freien 

Energie analog. 

Die kanonische Gesamtheit ist dementsprechend als eine Gesamtheit von 

Systemen mit gegebenem Volumen und gegebener Temperatur aufzufassen. 

Zu einer mit der Ergode von Boltzmann übereinstimmenden Gesamt

heit von Systemen gelangt Gibbs dadurch, dass er eine Gesamtheit 

betrachtet, bei der die Systeme in der Phasenmannigfaltigkeit zwischen 

zwei Flächen (2 n-I-dimensionalen Mannigfaltigkeiten), die durch zwei 

Werte E' und E" für die totale Energie cbarakterisirt sind, eingeschlossen 

und da mit konstanter Dichte verteilt sind, und dann die zwei ein

scbliessenden Flächen sich bis zum Zusammenfallen einander nähern 

lässt. Eine so erhaltene Gesamtheit, die auch in statistischem Gleich

gewicht ist, nennt er eine mikrokanonische. 
Lorentz 521) fügt den Gibbs'schen Betrachtungen die Annahme hinzu, 

jeder Körper, an dem wir einen Gleichgewichtszustand beobachten, habe 

dieselben messbaren Eigenschaften wie ein beliebig aus einer geeigneten 

(die Anzahl Freiheitsgrade n jedes Systems sehr gross vorausgesetzt) kano

nisch oder mikrokanonisch verteilten Systemgesamtheit herausgegriffenes 

System [nach Ornstein 522): das in einer Systemmenge am meisten 

t'orkommende System, genauere Definition siehe ebenda] 52S), und gelangt 

521) H. A. Lorentz. Abhandlungen I, Leipzig und Berlin, 1906, p. 287. Diese 

Annahme entspricht der Boltzmann'schen der molekularen Ungeordnetheit (vergl. a). 

Vergl. auch L. Boltzmann [b] § 35. 
522) L. S. Ornstein. Diss. Leiden, 1908. 
523) Dieses gilt soweit man nicht, wie z. B. Nr. 60, im System die Abwei

chungen von dem wahrscheinlichsten Zustande studirt. Man hat in diesem Falt 

anzunehmen, dass die Werte der· messbaren Eigenschaften in einem wirklichen System 

nO* 
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damit zum Beweise, dass das kanonische Verteilungsgesetz nicht allein 
die Grundgesetze der Kinetik: das Ma:ewell'sche Geschwindigkeitsver
teilungsgesetz, sowie das Boltzmann'sche Verteilungsgesetz für mehr
atomige Moleküle unter der Wirkung äusserer Kräfte umfasst, sondern 
auch zum Entropieprinzip der Thermodynamik führt 524.). 

Die Gibbs'sche Methede der statistischen Mechanik wurde von 
Ornstein 52f) zur Ableitung der Zustandsgleichung angewandt. Diese 
erfolgt, indem der Druck eines Gases gleich dem Mittelwert des 
Druckes in einer kanonisch verteilten Menge von aus den Molekülen 
gebildeten Systemen gesetzt wird, aus 

-at~;G 
p=-~ 1 wo (72) 

Er löste dieses Problem I. bis zu -<Ps2 (Nr. 40b) in GI. (25) für 
vollkommen elastische harte (Nr. BOb) kugelförmige Moleküle mit einem 
van der Waals'schen Kohäsionsdruck (Nr. 18a), 2. leitete er bw und aw 
in erster ·Annäherung ab für ebensolche Moleküle und Bolizmann- van 
der Waals'sche Attraktionskräfte (Nr. 30d), siehe Nr. 47c. 

d) Die Gibbs'sche Methode (c) führt allgemein für ein System 
mit sehr viel Freiheitsgraden zu denselben Resultaten wie die Boltz
mann'sche (a und b). Bei einer kanonischen Gesamtheit solcher Systeme 
liegt nämlich die überaus grosse Mehrheit derselben zwischen zwei 
sehr dicht benachbarten Flächen (vergl. c) E und E + dE in der 
Phasenmannigfaltigkeit, und zwar in diesem Gebiet mit konstanter 
Dichte verteilt, sodass die Mittelwerte für die kanonische Gesamt· 
heit dieselben werden wie für die entsprechende mikrokanonische (c). 
Wie Lorentz 525) zeigt, ist nun wieder die Betrachtung einer mikro· 
kanonischen Gesamtheit der Boltzmann'schen Methode äquivalent. 
Lorentz 526) gewinnt so aus der Theorie der mikrokanonischen Gesamt· 

unter gegebenen Bedingungen gleich den Mittelwerten derselben in der ent• 
sprechenden Gesamtheit sind. 

524.) Nach A. Wassmuth, Wien. Sitz.-Ber. [2a] 117 (1908), p. 1253, soll der 
Gleichgewichtssatz für die kinetische Energie zweier sich berührender Systeme, 
zwischen denen kein Energieübergang stattfindet, auf die kanonische Verteilung führen. 

525) H. A. Lorentz. Physik. ZS. 1.1 (1910), p. 1257. 
526) Den Vorlesungen des Herrn Lorentz entnommen, vergl. J. W. Gibbs [e] 

p. 1'19. Vergl. auch A. Einstein, Ann. d. Phys. (4.) 1.1 (1903), p. 170, P. Debjje, 
Ann. d. Phys. (4.) 33 (1.910), p. 4.41.. 

Auch die von Boltzmann, vergl. Beibl. 5 (f881), p. 4.03 = Wiss. Abh. 2, 
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heiten eine der Gibbs'schen Darstellung entlehnte Deutung des der 

Boltzmann'schen Methode zu Grunde liegenden Begriffes der Wahr

scheinlichkeit eines Zustandes (eines Makrozustandes, entsprechend einer 

nicht-individuell-bestimmten Makrokomplexion, vergl. b und a), indem er 

W d E = J dp1 . . . . dpn . dq1 • • . . dqn 

de 

(73) 

setzt, wo das Integral das Volumen jenes Teiles der von den Flächen 

s und s + ds begrenzten Schicht der Phasenmannigfaltigkeit darstellt, der 

Phasen entspricht, die dem betreffenden Zustand unterzuordnen sind. 

47. Berücksichtigung der Vergrösserung der Stosszahl bei der 

Annahme Boltzmann•van der Waals'scher Kräfte. 3e Modifikation 

von bw. a) Im Allgemeinen lässt sich, wenn man Nr. 46a entsprechend 

die Voraussetzung fallen lässt, dass die anziehenden Kräfte sich im 

Innern des Stoffes heben, aussagen, dass die Moleküle längs gekrümm

ter Bahnen zum Stoss gelangen, die Bewegungen in der Nähe von 

einander beschleunigt sind, und den Prinzipien der statistischen Mecha

nik (Nr. 46) gernäss [besonders GI. (68)] kleinere Abstände der Moleküle 

relativ mehr wahrscheinlich sind. Es sind dann bw und aw im Allge

meinen notwendig als Funktionen von v und T zu setzen. Ob dieses auch 

mit Rw (vergl. Nr. 18a) der Fall ist oder nicht, hängt davon ab, ob man die 

sich genäherten, bzw. Zentralbahnen um einander beschreibenden Mole

küle als Doppel- bzw. mehrfachen Molekülen (Konglomeraten) angehörend 

auffasst und also das Virial ihrer gegenseitigen Attraktionskräfte in die 

Zustandsgleichung des Konglomerats, welches dann als ein zusammen

drückbares Molekül (Nr. 43) zu betrachten ist, eingehen lässt, oder ob 

man dabei bleibt, die einfachen Moleküle ins Auge zu fassen und das 

Attraktionsvirial der obengenannten Moleküle in die Hauptzustandsgleichung 

p. 5821 stammende, von Einstein, Physik. ZS. 10 (1909), p. 187, wieder besonders 

hervorgehobene Definition der Wahrscheinlichkeit des Zustandes mittels einer 

Zeitgesamtheit führt zu denselben Resultaten wie die Betrachtung einer mikro

kanonischen Gesamtheit. Vergl. weiter P. Hertz, Ann. d. Phys. (4) 33 (1910), 

p. 225, 537, Amsterdam Akad. Vers). Dez. 1910, p. 824, L. S, Ornstein, Amsterdam 

Akad. Versl. Dez. 1910, p. 809, Jan. 1911, p. 947, Sept. 1911, P• 243, J. D. van 

der Waals Jr., Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 185. 

Wegen der Fr·age, ob sich das statistische Gleichgewicht einstellt, vergl. J. Kro6, 

Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 907, F. Hasenöhrl, Wien Sitz.-Ber. [2a]120 (1911), 

p. 923. 
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aufnimmt (vergl. Fussn. 299 und weiter Nr. 49) 527). Bei den zu 
referirenden Arbeiten, welche unter den Gesichtspunkt der Auflösung 
des Kohäsionsdruckes in Boltzmann-van der W aals'sche und Boltzmann' 
sehe Kräfte gebracht werden können, wird die entsprechende Änderung 
der Zustandsgleichung meistenfalls in eine (oder zwei) dieser Grössen 
verlegt; dem entspricht die Einteilung unter dieser und den beiden fol
genden Nm. 48 und 49. 

b) Es wird für die Verlegung der Änderungen in bw und aw beson
ders dann Grund sein, wann beim Annähern der Moleküle unter ge
wissen Verhältnissen für ein Umkreisen eine geringe Wahrscheinlichkeit 
sich ergibt, für Änderung von Rw, wenn das umgekehrte der Fall ist ; 
dabei geht dann der Fall einer langdauernden Umkreisung langsam in 
den zusammendrückbarer mehrfacher Moleküle mit veränderlichem bw 
über. Geschieht die Umkreisung in der Weise, dass pendelnde Be
wegungen der Moleküle gegen einander in den Vordergrund treten, oder 
zwei Stellen der beiden Moleküle innig verbunden bleiben, so nähert 
man sich dem Fall chemischer Verbindung 5118) (vergl. Nr. 49a) und, 

527) Man kann in der Analyse behufs Anwendung des Virialsatzes verschie
dene Stufen unterscheiden, je nachdem man eventuelle Konglomerate, nur ein
fache Moleküle, AtomP., oder scbliesslicb die die Atome aufbauenden kleineren Teileben 
(Dynamiden oder Elektronen, Nr. 82) den Rechnungen zu Grunde legt. Je nach
dem man in dieser Analyse tiefer gebt, treten in der Virialgleicbung an beiden 
Seiten neue Glieder auf (Bewegungsenergie der Moleküle im Konglomerat, der Atome 
im Molekül, •... , Virial der Kräfte zwischen den Molekülen des Konglomerats, der 
Atome des .Moleküls, .... ), die stets einander gleich sind (vergl. van der Waal8 
[a] p. 61 ). 

528) Aus der Übereinstimmung der Grössenordnung von chemischer Energie 
und Verdampfungswärme, wie z. B. der molekularen Bildungswärme von H10 
(gasförmig) bei 0° 0: 58100 cal nach Berthelot und Matignon, Ann. cbim. phys. 
(6) SO (189:\), p. 553, und der molekularen Verdampfungswärme des H20 bei 
0° 0: 10700 cal nach Dieterici, Ann. Phys. Cbem. 87 (1885), p. '94, kann man 
schliessen, dass die chemischen Kräfte desselben Ursprungs sind als die Kohäsions
kräfte (vergl. Stark, Fussn. 308). Andere Beispiele liefert die Vergleichung der 
Dissoziationswärmen von J2 und N1 Ou vergl. Boltzmann (b] p. 194, mit ihren 
Verdampfungswärmen, vergl. Landolt-.Bilrnstein's Physik. Ohem. Tabellen 3te Auß., 
p. ""· Verp;l. auch Fussn. 713 für grössere in awab auftretende Boltzmann'sche 
Kräfte neben zu Boltzmann-van der Waals'schen Kräften sich mittelwertlieb zusam
menfassenden Kräften. 

Die Haftprozesse mittels empfindlicher Stellen der Oberfläche hat Boltzmann nur 
auf die Erklärung der chemiRchen Erscheinungen angewandt, und zwar um das Nicht
zusammenfallen zu Konglomeraten von viel grösserer Komplexität zu erklären, während 
letzteres bei grösserer Dichte mit der Annahme von empfindlichen Hüllen nicht zu 
umgehen ist, vergl. Boltzmann [b) § 73. Wir haben gemeint, diese Auffassung auf 
die Molekularkräfte ausdehnen zu dürfen, und fassen also die Molekularkräfte als 
durch Boltzmann'sche Haftprozesse bedingt auf, welche mit den Haftprozessen, die 
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wenn die Erscheinung zu gleicher Zeit an verschiedenen Seiten des 

Moleküls auftritt und sich auf mehrere benachbarte Moleküle zugleich 

erstreckt, der Wirkungen, welche die vielleicht sperrige Struktur des 

festen Zustandes zur Folge haben (vergl. Nr. 32a) und in letzterem 

Zustand bei sehr tiefen Temperaturen nach dem Planck-Einstein'schen 
Gesetz (Nr. 74c) die 'feile eines ganzen Körpers wie zu einem einzigen 

Atom vereinen. In dem Falle, dass sich in dieser Weise schon im Flüssig

keitszustand Andeutungen des festen Zustandes bemerkbar machen, wird die 

Ausführung der Rechnung zeigen, dass unter den Prozessen, welche die 

Kompressibilität beherrschen, langsam solche in den Vordergrund treten, 

welche zu gleicher Zeit eine Formelastizität bedingen. Fassen wir jetzt 

wieder das Fluidgebiet im Allgemeinen ins Auge, so können sich bei 

verschiedenen Verhältnissen die Bedingungen flir das Auftreten oder 

Vorherrschen von Umkreisung in verschiedenem Maasse bei verschiedener 

Komplexität der Konglomerate (Nr. 34d) entwickeln und es können folg

lich in verschiedenen Zustandsgebieten in verschiedenen Verhältnissen 

Änderungen von aw, bw und Rw bedingt werden. 

Die Anzahl und die Art der Umkreisungen und der Zusammenhar

tungen 529) stehen ganz unter dem Boltzmann'schen Verteilungsgesetz 

(Nr. 46a ), wenn dieses, wo nötig, auch für Prozesse, bei denen die Gleichungen 

der Mechanik nicht mehr gelten (vergl. Fussn. 406 und 517) verallgemeinert 

gedacht ist. Nur dieses Verteilungsgesetz kann darüber entscheiden ob man 

in aw, bw oder Rw die Hauptänderung zu verlegen hat. Wenn wir also Rw eine 

Änderung zuschreiben, so schliesst dies ein, dass angenommen wird, dass 

die Ausrechnung auf Grund dieses Gesetzes 53°) in irgend einer Weise 

eine Bevorzugung von Umkreisen oder Zusammenhaften ergeben würde. 

Das Boltzmann'sche Gesetz lässt jedenfalls die Möglichkeit offen, dass 

in der chemischen Bindung zur Äusserung kommen, identischen Ursprungs sind. 
Diese Auffassung, die also den Angriffspunkt der Molekularkräfte in die Valenzstellen 
und etwaigen denselben analogen Stellen lokalisirt, geht weiter als die yon E. und 
M. Bose, ZS. physik. Chem. 69 (1909), p. 52, welche den Angriffspunkt der Mole
kularkräfte zwar in den einzelnen Atomen des Moleküls lokalisirt, aber dieselben in 
Bezug auf die Atome wieder als den Boltzmann-.van der Waals'schen Kräften analog 
auffasst. In der Litteratur finden wir ausser in letztgenannter Arbeit nur die Zurück
führung auf vom Molekül ausgehende Boltzmann-·van der WaalR'sche Kräfte, welche 
also eine Krafthülle um das ganze Molekül herum voraussetzen, erwähnt. 

529) Dies gilt sogar von dem Aufbau des Moleküls aus den Atomen zufolge der 
zwischen denselben wirkenden und von den Molekularkräften nicht ~~:rundsätzlich 
verschiedenen Kräften. 

530) Vergl. L. S. Ornstein, Fussn. 522, p. 74. 
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in gewissen Gebieten entweder a,..., bw, oder Rw mit seiner Änderung 
in den Vordergrund tritt, sowie auch dass die Änderungen von den 
drei Grössen oder von zweien einander in der Weise heben, dass 
man mit der Annahme, dass eine von diesen oder zwei oder alle 
drei konstant sind, auskommt. Aus dem hier etwas ausführlicher 
erörterten Ergebnis der statistischen Mechanik, dass bw und aw , und 
bei Annahme von Konglomeratenbildung auch Rw, zugleich vom Boltz
mann'schen Verteilungsgesetze beherrscht werden, beruht auch unsere 
in Nr. &a ausgesprochene Ansicht, dass empirisch gelungene Ansätze 
sich durch Ausrechnung auf Grund der statistischen Mechanik erklären 
lassen werden ; insbesondere auch, dass wir die Gültigkeit des Korre
spondenzgesetzes innerhalb weiter Grenzen erklären durch die Ähnlichkeit 
von Mittelwerten innerhalb gewisser Gebiete (Nr. 31 ). 

c) Wir gehen jetzt von dem allgemeinen Bilde über zu den 
Fällen, in welchen die Rechnung auf Grund der Annahme Boltz
mann-van der Waals'scher Kräfte geführt oder versucht oder durch 
empirische Ansätze vorweggenommen ist und betrachten zuerst den 
Vorgang, wenn Umkreisungen, obgleich dieselben in gewisser Zahl wohl 
nach dem Boltzmann'schen Gesetz anwesend sein werden, nicht in den 
Vordergrund treten. 

Schon Lorentz 581) hatte den Umstand, dass die Wirkungssphäre 
eines Moleküls nicht mit andem Molekülen gleichmässig gefüllt 
angenommen werden kann und demgernäss die anziehenden Kräfte 
sich im Innem des Gases nicht in jedem Augenblick heben, in 
Betracht gezogen und darauf hingewiesen, dass dieser Umstand nicht 
nur auf die Berechnung des Attraktionsvirials (vergl. Nr. 48), sondern 
auch auf das repulsive Virial einen Einfluss 582) haben muss. 

531) H. A. Lorentz. Ann. Phys. Chem. i2 (1881), p.135 =Abhandlungen I, p.121. 
532) Su.therland 178) war der erste, der diesen berechnete, indem er die Vergrösse

rung der Stosszahl durch die Attraktionskräfte in Betracht zog und dabei annahm, 
dass die gegenseitigen Beschleunigungen eine grössere mittlere Geschwindigkeit unmit
telbar vor dem Stoss und S!l auch eine entsprechende Vergrösserung des Stossvirials 
bedingen. Er findet (vergl. Fussn. 278) 

(74) 

Reinganu.m [a] wandte dazu das Boltzmann'sche Verteilungsgesetz [in der 
Form von GI. (68)] an und erhielt mit dem Kraftgesetz Kr-q wo q > 4 (vergl. 
Nr. 48d) eine Zustandsgleichung, welche er in die Jäger'sche (Wien. Sitz.-Ber. 
[2a] 105 (1896), p. 15) Form 
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Für das Virial der Stosskräfte bei geringen Dichten findet Rein

ganum 533) mit Hülfe des Boltzmann'schen Verteilungsgesetzes (Nr. 4:6a) 

einen Wert, der zu der Stossfunktion (Nr. 30b) 

b CB 

cp. = 1 + ; e T, (77) 

führt, wo wir c11 die Boltzmann'sche Konstante nennen werden, sodass 

CB 

T 
pv = R T + RT bR e - a (T) 

V 

(78) 

in welcher Formel a (T) aus dem Virial der anziehenden Kräfte zu 

berechnen ist (Nr. 4:8f). Die Ersetzung der einfachen Stossfunktion der 

van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstantem bw durch 

diese neue Reinganum'sche, welche auf (vergl. Nr. 36) 

CB 
a (T) 

CB 

B bR e T 13 = bR e t - f (t) (79) 
- RT' 

c11 
(80) 

und bw = bR e r 
führt, lässt auf eine Änderung der für die Reibung in Betracht kom-

(75) 

bringt unter Einführung komplizirter Funktionen von Temperatur und Volumen 

aJ und bJ (daselbst p. 102). Nach der Prüfung von D. Berthelot [a] stimmt diese 

Gleichung nicht mit den Beobachtungen bei etwa t = 0,5, und ebenfalls nicht bei 

hohen Drucken. 
Bei dieser ersten Reinganum'schen Berechnung (vergl. weiter im Text und 

Fussn. 533), wie bei der Sutherland'schen, wurde noch eine Vergrösserung der 

mittleren kinetischen Energie durch die Beschleunigungen vor dem Stoss ange

nommen. Nach den Boltzmann'schen und den Gibbs'schen Betrachtungen (Nr. 46a und c) 

aber wird das mittlere Geschwindigkeitsquadrat auch durch innere Kräfte nicht 

geändert, und bedingt dieser Umstand also keine Vergrösserung des Stossvirials. 

Es ist deshalb der Exponent 1/ 2 in GI. (74) als nicht richtig zu betrachten, wie 

aus Vergleichung mit GI. (77), die für genügend hohe T übergeht in 

( -1) bR 
<t>s = 1 + 1 + CB T -v-' (76) 

hervorgeht (der Unterschied im Nenner ist, weil von zweiter Ordnung in bfv, hier 

nicht wesentlich). 
Reinganum nahm seine erste Berechnung teilweise zurück, [b]. Vergl. J. J. van 

Laar [b] p. 212. 
533) M. Reinganum [c] und Ann. d. Phys. (4) 6 (1901), p. 549. 
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menden Dimension der Moleküle schliessen, die mit den Beobachtungen 

über die Änderung der aus der Reibung sich ergebenden mittleren 

Weglänge mit der Temperatur recht gut verträglich ist 534<). Reinganum hat 

bei den Berechnungen, welche dies zeigten, Cn für verschiedene Stoffe nach 

dem Gesetz der übereinstimmenden Zustände gewählt, welches sich auch 

in den Koeffizienten der inneren Reibung bestätigt (vergl. Nr. 29b). 

Dieselbe Gleichung (78) erhielt Ornstein (Nr. 46c) nach der Gibbs'
schen Methode der statistischen Mechanik. 

d) Die angeführten Ergebnisse der Berücksichtigung der Vergrösse

rung der Stosszahl bei der Annahme Boltzmann-van der Waals'scher 
Kräfte sind noch nur in wenigen Fällen mit Beobachtungsresultaten ver

glichen. De Langen 516) kombinirte die Hauptzustandsgleichung (6) mit 

GI. (80) und 535) C/)82 aus Gl. (44), indem er Cn der inneren Reibung 

entlehnte, und weiter mit GI. (86) aus Nr. 48 und fand dann einen 

zu kleinen Wert für ( :~ )1,, sodass er die sich für ( :~,)v ergebende 

Formel in empirischer Weise abändern musste, um Übereinstimmung 

mit den Beobachtungsresultaten zu erhalten. Auch die Kombination von 

der Hauptzustandsgleichung (6) mit GI. (80) und GI. (4 7) und weiter 

mit (86) aus Nr. 48 stimmt nicht für (:~)v· Braak o36) leitete aus 

den von Kamerlingh Onnes und ihm bestimmten Wasserstoffisothermen 3M) 

Werte von bw ab, die sich an GI. (79) erst anpassen lassen, wenn 

dabei Cn von dem aus Reibungsexperimenten hervorgegangenen Werte 

verschieden angenommen wird. 

Jedenfalls wäre es unbefriedigend (siehe auch Nr. 47a), wenn man 

bei der Annahme harter Moleküle und der Voraussetzung, dass Konglo

merate nur nebenbei vorkommen, die Auflösung des Kohäsionsdruckes 

in Boltzmann- van der Waals'schen Kräften nur bei der Berechnung 

des Stossvirials, nicht aber bei der Berechnung des Attraktionsvirials 

berücksichtigen würde. 

48. Berücksichtigung des Aufbaus des Kohäsionsdruckes aus 
Boltzmann-van der Waals'schen Kräften bei Konglomeratenbildung. 

· Modifikation von aw. a) Für das Attraktionsvirial wird die Annahme 

534) .U. Reinganum [d), le]. 
535) In wiefern dieses erlaubt ist, würde erst eine nähere Berechnung des zweiten 

Stosskoeflizienten <fls2 auf Grund des Boltzmann'schen Verteilungsgesetzes bei Boltz
mann-van de1· Waals'schen Kräften ergeben (vergl. Nr. 62). 

536) C. Rraak. Diss. Leiden 1908. 
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Boltzmann- van der W aals'scher Kräfte (Nr. 30d) oder, bei weiterer 

Analyse, Boltzmann'scher Kräfte (vergl. Fussn. 528), im Allgemeinen 

auf verwickeltere Volum- und Temperaturfunktionen führen, wie es auch 

durch die experimentellen Ergebnisse von Nr. 45 verlangt wird. 

b) Nur in besonderen Fällen wird für diese (vergl. Nr. 47b) auch 

das Boltzmann'sche Verteilungsgesetz auf ein nahezu konstantes aw 

führen; ein solcher Fall ist der, dass das Kräftepotential (vergl. Nr. 34d), 

von dem Zentrum des Moleküls aus gerechnet, ausserhalb des von bw 

bestimmten Volumens des Moleküls sich zuerst nicht sehr schnell ändert, und 

die Moleküle in so geringen Abstand von einander gebracht sind, dass über 

den Weg, den eines derselben zwischen den benachbarten ablegt, die 

Änderungen dieses Potentials nur gering sind 537). 

c) Als Grundlage einer Theorie der Kohäsionskräfte, die für den 

allgemeinen Fall nötig ist, wird man wohl die Annahme elektrischer 

Wirkungen zu bevorzugen haben, deren Vorteile in Nr. 31 (vergl. auch 

Nr. 32) besprochen sind. 

Aus den Berechnungen von van der Waals Jr. 538), der das 

Boltzmann'sche Verteilungsgesetz (Nr. 46a) auf die Richtung der als 

elektrische Bipole gedachten Moleküle anwendet, lässt sich auf eine 

Temperaturabhängigkeit des Attraktionsvirials schliessen 539). Man erhält 

dafür eine unendliche Reihe mit T-1 im ersten Glied, wenn das 

elektrische Moment des Bipols konstant angenommen wird. Ray

leigh MO) kommt zu einem ähnlichen Schluss aus allgemeinen Dimen

sionsbetrachtungen. Dass man so zu einer von empirischer Seite wie

derholt (vergl. Fussn. 543) eingeführten Temperaturabhängigkeit des aw 
kommt (vergl. e), gibt jener Annahme eine wichtige Stütze. Auch für 

die Erklärung des Einflusses tiefer Temperaturen auf die Abweichungen 

von der Ähnlichkeit scheint diese Annahme wichtig. 

d) Ist man in dieser Richtung noch wenig über allgemeine Gesichts

punkte hinausgekommen, und ist für die Darstellung von aw kein fester 

537) Bei denselben Stoffen in geringer Dichte wird aber wieder das Boltzmann'sche 
Verteilungsgesetz ein veränderliches aw bedingen (vergl. f). 

538) J. D. van der Waals Jr. Amsterdam Akad. Versl. Mai 1900, p. 461 Juni, 
Okt. 1908, p. 130, 391. 

539) Vergl. Fussn. 317. Reinganum [e] hatte die Moleküle bei ihrer gegen

seitigen Annäherung einfachheitshalber als gleich gerichtet angenommen [vergl. 
Fussu. 823 und Nagaoka Fussn. 305; vergl. auch M. Reinganum, Physik. ZS. 
12 (1911), p. 670]. 

540) Rayleigh. Phi!. Mag. (6) 9 (1905), p. 49~. Vergl. S. H. Burbury, Phi!, 
Mag. (6) 10 (1905), p. 33. 
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Halt gewonnen, so haben die verschiedenen Versuche, welche gemacht 
worden sind, um aus den experimentellen Daten ein bestimmtes Abstands
gesetz für die als van der Waals'sche oder Boltzmann-van der Waals'sche 
Kraft aufgefasste Molekularattraktion abzuleiten, bis jetzt noch weniger 
Erfolg gehabt. Es ist dabei hauptsächlich nur zum Ausdruck gebracht, 
dass, damit sämtliche Eigenschaften der Phase von der Masse der
selben unabhängig werden (die Dimensionen gross gegen die molekula
ren vorausgesetzt, Nr. la), das Attraktionsgesetz eine genügend schnell~ 
Abnahme bei zunehmendem Abstand aufweisen muss. Dieses wird erreicht, 

r 
wenn man, wie van der W aals 292), das Potential P w = - f r - 1 e - L 
setzt. Bei F = Kr-q muss dazu 541) q > 4 sein. Die Annahme von 
elektrischen Bipolen, deren Richtung durch das Boltzmann'sche Vertei
lungsgesetz beherrscht wird ( vergl. c ), genügt ebenfalls jener Forderung 5'2). 

541) Vergl. M. Reinganum [a] p. 69 und Fussu. 532. 
542) Dagegen nicht die von P. Bohl, Ann. Phys. Chem. 36 (1.889), p. 334, 

B. Galitzine, ZS. physik. Chem. 4 (1889), p. 417, Ann. Phys. Chem. 41 (1.890), 
p. 781, befürwortete Kraftfunktion F = Kr-2. G. Bakker, Ann. d. Phys. (4) 11 
(1903), p. 207, meint, dass die dieser Kraftfunktion anhaftende Schwierigkeit 
durch die Anordnung der Moleküle rings um das anziehende Molekül nach 
dem Boltzmann'schen Verteilungsgesetz gehoben wird; dieses wird jedenfalls bei 
grosser Dichte oder bei hohe1· Temperatur nicht der Fall sein. J. E. Mills, 
J. phys. ehern. 6 (1902), p. 209; 8 (1904), p. 383, 593; 9 (1905), p. 402; 
10 (1906), p. 1; 11 (1907), p. 132, 594; 13 (1909), p. 512; 15 (1911), p. 417, 
J • .A.mer. Chem. Soc. 31 (1909), p. 1099, Phi!. Mag, (6) 20 (1910), p. 629; 22 

(1911), p. 84, schliesst aus Ai: (P~:- P!~) = konst. (vergl. Fussn.1060) eben· 

falls auf F = Kr-2, Fm dann aber die spezifische Energie unabhängig von der 
totalen Masse zu bekommen, muss er eine nicht näher bestimmte Schirmwirkung 
der Moleküle für die Molekularattraktion annehmen, vou der er dann wieder den 
Einfluss auf die Energie nicht in Betracht zieht. 

W. Sutherland, Phi!. Mag. (5) 22 (1886), p. 81; (5) 35 (1893), p. 211, schliesst 
daraus, dass er aus den Joule-Kelvin'schen Experimenten (Nr. 90) die Energie
änderung, aus den Ramsay und Young'schen Bestimmungen das Attraktionsvirial, 
- v <Pe (v) (Nr. 42a), proportional v-1 findet, auf q = <i, wobei Abweichungen von 
<Pe (v) proportional v-2 einem Glied r-6 zugeschrieben werden. Es gibt aber jedes 
Attraktionsgesetz, in dem ein Glied r-q vorkommt, für das nicht q ::;:-- 4, zu der 
obengenannten Schwierigkeit Anlass, dass der Einfluss weiter entfernter Massen auf 
die Energie nicht verschwindet [vergl, die Hypothese von Sutherland zur Vermei
dung dieser Schwierigkeit Phil, Mag. (5) 35 (1893), p. 251]. Vergl. weiter E. H. 
Amagat, Paris C. R. 148 (1909), p.1135; 153 (1911), p. 851, R.D.Kleeman, Phi!, 
Mag. (6) 19 ('1910), p. 783; 20 (1910), p. 665, 905; 21 (1911), p. 83, 325, 535; 
22 (1911), p.355, 566; A,Leduc, Paris C.R. 153 (1911), p.179(vergl.Fussn.512). 

In verschiedenen dieser Arbeiten wird bei der Berechnung der inneren Arbeit 
bei Expansion eines Gases oder einer Flüssigkeit aus einem bestimmten Abstands-
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Bei den Versuchen, die man gemacht hat, um für den fluiden 

Zustand ein Abstandsgesetz für die als van det· Waals'sche oder 

Boltzmann- van der W aals'sche aufgefasste Molekularkräfte aufzustellen, 

hat man die Frage, ob, was für den fluiden Zustand abgeleitet wurde, 

auch für den festen Zustand (vergl. Nr. 74) passt, bis jetzt nur 

ausnahmsweise (vergl. Fussn. 539 und 823) gestellt. 

e) Die Vorschläge zur Modifikation von aw sind in der Hauptsache 

nur empirisch begründet. Clausius M3) hat in Anschluss an allgemeine 

Überlegungen über Konglomeratenbildung als empirische Darstellung 

aw = ac ( 1 + ~c ) -
2 ~c und für co2 ~c = ~ (81) 

gewählt. Sarrau 544) hat ~c =e-r T gesetzt und van der Waals, um 

eine weniger starke Zunahme von aw bei niedriger Temperatur zu be

kommen und zugleich das Gesetz der übereinstimmenden Zustände zum 

Ausdruck zu bringen (bei ßc = 0), 

Tk-T 

(82) 

gesetz für die zwischen den Molekülen wirkenden Kräfte die Abstandsänderung je 

zweier aufeinander wirkender Kraftzentren gleich rler Änderung der linearen Dimension 

bei gleichförmiger Volumenänderung angenommen und also von dem Einfluss der 

molekularen Bewegung abgesehen ; dieses wird aber bei Boltzmann-van der Waals'

schen Kräften, und besonders bei Boltzmann'schen Kräften nicht erlaubt sein. 

543) R. Clausius. Ann. Phys. Chem. 9 (1880), p. 337. Vergl. Fussn. 945 und 

1010. Vergl. auch Fussn. 553. Diese Zustandsgleichung wurde zur Darstellung ihrer 

Isothermenbestimmungen angenommen von J. P. Kuenen [a], H. C. Schamhardt, 

Fussn. 324., C. Dorsman, ebenda (vergl. Fussn. 494). Für das Gebiet ihrer Messungen 

kann mittels derselben eine ziemlich gute Übereinstimmung erhalten werden, ausser

halb desselben aber nicht (vergl. weiter die Prüfung Berthelot's [a] ). Wie Rein

ganum [f] p. 1013 bemerkt, gibt Gl. (81) c2pfcT2 < 0 für jedes V (vergl. Nr. 4:2b), 

nnd aR zugleich mit v abnehmend, aber kein Minimum (vergl. Nr. 4:5a). 

Ein Vorläufer der Clausius'schen Modifikation ist die Zustandsgleichung von 

a 
Rankine, pv = RT- Tv' siehe Joule und Thomson, London Phi!. Trans. 144 

(1854), p. 337, und die mit derselben in erster Annäherung übereinstimmenden von 

Joule und Thomson (London Phi!. Trans. 1.52 (1862), p. 579]. Dieselbe gibt aber 

nicht den kritischen Punkt und nicht die Flüssigkeit. Vergl. auch die Ableitung 

einer nicht weiter geprüften Zustandsgleichung aus den Ergebnissen der Joule

Kelvin'schen Experimente (Nr. 90) und 'i'pA = konst. (Nr. 54:, 66, 66): M. Planck, 

[a] p. 132. 

54.4) E. Sarrau. Paris C. R. 101 (1885), p. 941 u. s. w.; 110 (1890), p. 880. Von 

Wroblewski, Wien Sitz.-Ber. [2a] 97 (1888), p. 1::!59, setzt dabei ßc = 0. 
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Später suchte Olausius 545) eine bessere Annäherung zu erhalten, indem 

er setzte 80=ATt-n_BT, Battelli M6) endlich 80 =m T-~'- -n T". (83) 

Was den Faktor ( 1 + ~c )-2 betrifft, wird angegeben, dass die Aus-

führung der Berechnungen M7) für bestimmte Kraftgesetze 

( 1 - ~ )-2 führt MB). Schiller M9) findet 

l+fl.P . 
aw = ao ß )2 (bei bw = " T) 

T(1 +-; 

vielmehr auf 

(84) 

geeignet, um die E. Natanson'schen 550) Versuche über den Joule
Kelvin-Effekt (Nr. 90) wiederzugeben 551). Aus der eingehenden Prüfung 
D. Berthelot's [a], welche sich speziell auf die Linien pv = minimum 
bei T = konst., pv = RT 552), und die besonderen Linien für den 
Joule-Kelvin-Effekt (Nr. 90) bezieht, folgt aber, dass sämtliche Modifi-

545) R. Clausius. Ann. Phys. Chem. 14 (1881), p. 279 und 692. 
546) A. Battelli. Ann. chim. phys. (6) 25 (11:!92), p. 38 u.s.w. bis (7) 9 (1896), p. 409. 
547) Vergl. auch 1. B. Goebel, ZS. physik. Chem. 47 (1904), p. 471; 49 (1904), 

p. 129. Die Möglichkeit die Molekülanziehung auf gewisse den zusammentretenden 
Atomen zuzuschreibende Parameter zurückzuführen, vergl. J. B. Goebel, ZS. physik. 
Chem. 50 (1.905)1 p. 238, würde die Annahme der Wesensgleichheit der Boltzmann
van der Waals'schen und Boltzmann'schen Kräfte (vergl. Nr. 81 und Fussn. 528) 
stützen. Diese Zurückführung fallt weiter ausserhalb des Rahmens dieses Art. 

548) 0. Tumlirz, Wien Sitz.-Ber. [2al 111 (1902), p. 524, findet aus seinen 
Rechnungen auf Grund der Füllung des Attraktionsraumes mit diskreten .Molekülen 

aw = K ( 1 - l 3/ ~-), mit einem der Prüfung an den Experimentalergeb-1/ 4V2v1 

nissen für 081 entnommenem K: für T ;::::- 273°: A-B ~:;-273)', für T < 273°: T:.S. 

Für die Behauptung von Tumlirz : die Stabilitätsbedingungen führen bei Annahme 
der van der Waals'schen Form für den Kohäsionsdruck auf einen Widerspruch mit 
der Gleichheit des Druckes in koexistenten Phasen, vergl. Fussn. 688. 

549) N. Schiller. Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p. 149. 
550) E. Natanson. Ann. Phys. Chem. 31. (1887), p. 502. 
551.) D. Berthelot, Paris C. R. 130 (1.900), p. 69 u. 713, kam empirisch auf 

a 
aw = b b2 • Diettwici, Ann. Phys. Obern. 69 (1899), p. 685, setzte 

t+2Z-;;-+mv-

aw = av 113 (vergl. auch Fussn. 590). 

552) A. Batschinski, Ann. d. Phys. (4) 19 (1.906), p. 307, nennt diese Zustände 
orthometrische, und findet die Linie im p1 T-Diagramm für Äthyläther gerade. Für 
die Linie (3!pf'dv1)T = 0 vergl. H. C. Schamhardt, Diss. Amsterdam 1908, p. 62 u. f. 
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kationen für quantitative Darstellung des Sachverhaltes unbrauchbar 
sind 553) 554). 

f) Es sind nur noch wenig Berechnungen des Einflusses, den die 

Verteilung der Moleküle über den ihnen zugewiesenen Raum nach den 

in Nr. 46 angeführten Prinzipien auf das Attraktionsvirial hat, durch

geführt. 

Wir erwähnen erst die Smoluchowski'schen 555) Rechnungen über die 

Schwarmbildung (vergl. auch Nr. 50), bei denen die von den Prinzipien 

der statistischen Mechanik beherrschten zufälligen Unterschiede der Dichte 

in den Wirkungssphären der verschiedenen Moleküle bei Annahme van 
der W aals'scher Kräfte berücksichtigt werden. Er kommt zu der Form 

(85) 

wo b8 M, E, ~. y Konstanten sind. 
Die explizite Ausführung der Berechnung des Attraktionsvirials 

(vergl. auch Fussn. 562) bei Berücksichtigung der Verteilung der Mole

küle unter dem Einfluss der als Boltzmann -van der W aals'sche Kräfte 

aufgefassten Attraktionskräfte nach Nr. 46 ist bis jetzt auf kleine Dichten 

beschränkt geblieben. Dieselben könnten an den Koeffizienten ~ der 

mittleren reduzirten empirischen Zustandsgleichung geprüft werden. Rein
gunum 533) findet für kleine Dichten mit dem Kraftgesetz Kr-q mit 

q > 4 (vergl. d und Fussn. 532) das Attraktionsvirial a(T) [GI. (7S)] mit 
V 

R bH Cs (q-1) ~ q-4 C8 (q- 4) C8 2 

a ( T) = q-4 ( 1 + 2q-5 T + 2! (3q - 6) T 2 + 
(q- 4) Cs8 l 

3 l (4q- 7) TS + ... ·~. (86) 

Ornstein 556) behandelt dieses Problem nach der Gibbs'schen Methode 

553) Für Gl. (81) schon von D. J. Korteweg, Ann. Phys. Chem. 12 (1881), 

p. 135, nachgewiesen. 
554) Eine auf Grund der Untersuchung von aR (Nr. 45) aufgestellte Zustands

gleichung gibt G. Vogel, Fussn. 513. 
555) M. von Smoluchowski. Boltzmann-Festschrift 1904, p. ü26. S. H. Burbury, 

Phi!. Mag. (6) 2 (1901), p. 403, deutete die Notwendigkeit, die Schwarmbildung zu 
berücksichtigen, an. Die Form von Boltzmann und Mache (Nr. 4:9b) ist formell eine 

Änderung von aw bei ungeändertem Rw. 
556) L. S. Ornstein. Diss. Leiden 1908, p. 73. 
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der statistischen Mechanik und kommt zu einem gleichen Resultat ( vergl. 
Nr. 4:6c und 4:7c). Es wäre interessant zu wissen, in wie weit die Rech
nungen von Reinganum über die Zustandsgleichung schwach komprimirter 
Gase (vergl. Nr. 4:4:b) eine Stütze für die von ihm abgeleitete Tempe
raturfunktion geben. Vergl. weiter Nr. 4:7d. 

Von van de;r Waals 557) wird (vergl. Nr. 4:0b) der Einfluss der 
Konglomeratenbildung, dem er auch durch eine Modifikation von Rw (vergl. 
Nr. 47b), also eine Scheinassoziation, Rechnung trägt (Nr. 4:9), in aw 
berücksichtigt, indem 

(87) 

gesetzt wird, wo ka < 1, wahrscheinlich unweit von 0,5, und :x: die 
relative Zahl der als einfach gezählten Moleküle, die zu komplexen. 
Molekülen zusammengetreten sind (vergl. Nr. 4:9c), vorstellt. Dies ent
spricht der Annahme, dass aw durch Aneinanderlagerung der Moleküle 
vermindert wird, indem die zu einander gekehrten Teile der Moleküle 
nicht oder nur abgeschwächt nach aussen zur Wirkung kommen, z. B. 
dadurch, dass dieselben dem Auftreten von Haftprozessen (vergl. Nr. 3lb) 
mit anderen Molekülen nicht zugänglich sind. 

49. Berücksichtigung der Bildung von Konglomeraten bei der Be
rechnung der Stossfunktion. Modifikation von Rw. a) Wir kommen 

jetzt zu den Fällen (vergl. Nr. 47a und b), in denen das Boltzmann
sche Verteilungsgesetz (Nr. 4:6a), wenn man die Rechnung durchführen 
könnte, lehren würde, dass bei dem Zusammentreffen zwei Moleküle 
relativ häufig einige Zeit nahezu geschlossene Bahnen um einander 
beschreiben, bzw. eines in der Nähe eines anderen verbleibt, sodass 
sie als ein Doppelmolekül (vergl. Nr. 35), oder dass verschiedene Mole
küle während kurzer Zeit einander aüsserst nahe sind, sodass sie 
als mehrfache Moleküle aufgefasst werden können. Es ist besonders 
Grund vorhanden, vorübergehende Konglomeratenbildung ins Auge zu 
fassen, wenn in dem mittleren zur Wirkung kommenden Attraktions
potential rund um ein Molekül, das im Allgemeinen als aus verschie
denen Teilen bestehend aufgefasst werden kann (vergl. Nr. 3lc), der 

557) /, D. van der Waals, Fussn. 421. In [e] Okt. 1910 beweist derselbe, dass 

die Annahme eines Kohäsionsdruckes gleich .!:. mit konstanten a und ,. nicht die 
vf' 

richtige Form für llvR (Nr. 4ob) gibt. 
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den Boltzmann- van der Waals'schen Kräften zuzuschreibende Teil über

wiegt. Man könnte diesen Fällen die van der Waals'sche Scheinassoziation 

zuordnen, während bei dem Überwiegen des zweiten Teiles des Anzie

hungspotentials, jenes der Boltzmann'schen Kräfte, von der zu den 

chemischen Wirkung!'ln übergehenden (vergl. Nr. 47b) Assoziation 558) 

zu sprechen wäre 559). 

b) Man kann diese Doppel- oder mehrfachen Moleküle (vergl. a) 

als einem in Dissoziation begriffenen Stoff angehörend betrachten und 

die nach der Berechnung auf dieser Grundlage augenblicklich anwesende 

Zahl derselben bei der Angabe von Rw für den jetzt als Gemisch 

(vergl. Abschn, IVb) aufgefassten Stoff berücksichtigen 560). In dieser 

Weise kam Natanson 561) zu der Gleichung 

RT ( aNATTe m~AT bNAT) (88) 
pv = 1 - --v- . + Tv2 

für nicht sehr grosse Dichten. Für grössere wäre dieselbe durch sehr 

komplizirte Glieder zu ergänzen. Sie stimmt aber auch bei niedrigen 

Drucken nicht recht gut. 

Zu der Form p = RT (v- baM)-1 - AaM (v - baM)-2 gelangten 

bei kleinen Dichten Boltzmann und Mache 562), und zwar setzen sie 

mit Vernachlässigung der Quasiverkleinerung (Nr. 30b) baM = konst.; 

die Gleichung gibt dann aber nicht nur keinen kritischen Punkt, sondern 

auch keine Flüssigkeit; um diese zu erhalten, muss dann die Bildung 

von Konglomeraten, welche auf höhere Potenzen von (v-baM)-1 führen, 

angenommen werden 563). 

558) Vergl. für diese Nr. Soc und Fussn. 351. 
559) Weil aber jedenfalls die Quasiverkleinerung (Nr. 40) in Rechnung gezogen 

werden soll, so gehen P. Bogdan, ZS. physik, Obern. 57 (1907), p. 349, vergl. 
Fussn. 381, der jede Abweichung von der van der Waals'schen Hauptzustands
gleichung mit konstanten aw, bw, Rw auf Rechnung der Assoziation schreibt, und H. v. 
Jüptner, ZS. physik. Chem. 63 (1908), p. 579, besonders 64 (1908), p. 709, der dasselbe 
für die Abweichung, welche K 4 von 8fs zeigt (Nr. 4la), tut [vergl. J. J. van Laar, 
Arch. Teyler (2) 11 (1908), p. 267, 276], zu weit, wenn sie ausjenen Abweichungen 
den zwingenden Schluss ziehen wollen, dass jede Flüssigkeit als polymerisirt ange
sehen werden soll (vergl. Nr. 35b). 

560) Vergl. Drucker, Nr. Ma. 
561) L. Natanson. Diss. Dorpat 1887; Ann. Phys. Chem. 33 (1888), p. 683. 
562) Boltzmann und Mache. Garnbridge Trans. Phil. Soc. 18 (1899), p. 91 = 

Boltzmann Wiss. Abh. 3, p. 654. 
563) Von G. Jäger, Wien. Sitz.-Ber.101 (\892)1 p. 925, vergl. Enc. V 8, Art. Boltz

mann und Nabl, Nr. 31, wird angenommen, dass der Flüssigkeitszustand einfach durch 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 51 
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c) V an der Waals 564) und Swart5ß5) haben die als Dissoziations

problem gefasste Bestimmung der Zahl von Komplexen von zwei Mole
külen allgemeiner behandelt für den Fall, dass man die weiteren Kräfte 
zu einem Kohäsionsdruck zusammenfassen kann und die Moleküle 
harte (Nr. 30b) sind. Die gefundene Lösung ist fÜJ' kleine Dichten wohl 

anwendbar. 
In Ausführung der van der W aals'schen Anschauungen über die 

Scheinassoziation (vergl. Nr. 48{ und 23) behandelt van Rij 566) dasselbe 
Problem weiter. Merkwürdig ist, dass in Übereinstimmung mit van 
der Waals 567) aus vorliegenden Bestimmungen der Grenzlinie und aus 
den Amagat'schen Isothermen für C02 Bildung von Konglomeraten aus 
mehr als zwei Molekülen zugleich gefunden wird. 

Bei der weiteren Entwicklung der Zustandsgleichung auf Grund 
dieser Anschauungen, bei der aw nach Gl. {87) und 

n-1 
Rw=Rwa{l-n x 1 (89) 

angesetzt werden, und nach Nr. 69c eine Beziehung zwischen x (vergl. 
Nr. 48{) und v und T abgeleitet wird, findet van der Waals 568) 

Zusammenballen der Moleküle mittels Boltzmann'scher Kräfte entsteht, sodass die Zal_ll 
der komplexen Moleküle jedesmal mit pvM = RJM (1 + « t) und die mittlere Geschwin
digkeit UJ derselben mit MJuJll = Mu1 aus M und u im Avogadro'schen Zustand 
gefunden werden. Diese Vorstellung von übereinander rollenden, tropfenartigen 
[H. Mache, Wien. Sitz.-Ber. [2a] HO (1901)1 p.17ö; 111 (1902), p. 382] Kugelhau
fen von Hunderten Molekülen ist wohl zuerst von de Heen [Bull. de l'Acad. roy. 
de Belgique (3) 27 (1894), p. 885) ausgedacht. Anknüpfung an eine weiter ausge
arbeitete Theorie besteht nicht. In Winkelmann's Handbuch der Physik 111 2te 
Aufl., Leipzig 1906, p. 711, kommt Jäger durch Betrachtung der Änderung von Rw 
infolge von Komplexbildung und Einführung von bw zur van der Waalll'schen 
Hauptzustandsgleichunp;. Für eine besondere Zustandsgleichung für Flüssigkeiten 
vergl. Fussn 587. 

564) J. D. van der Wa'lls [bJ p. 29. 
565) A. J. Swart, ZS. phys•k. Obern. 7 (1891), p. 1.20. Diss. Amsterda.m 1890. 
566) G. van Rjj, Diss . .Amsterdam 1908, p. 85. 
567) Siehe bei G. oan Rjj, Diss. A.msterdam 1908, p. 82. 
568) J. D. van der Waals [e] Mai 1910 p. 78. Vergl. weiter [e] Okt.1910, p. 

549, März, April 1911, p. 1.3-tO, 1458. Dabei wird vorläufig der Einfluss der Konglo
meratenbildung auf bw nicht mit in Betracht gezogen. J. J. van Laar, Amsterdam 
Akad. Vers!. Sept. 1911, p. 367, verlegt dagegen jenen Einfluss in Rw und bw und 
lässt aw ungeändert. Dabei nimmt er in der Umgegend des kritischen Punktes die 
Konglomerate als aus 2 bis 3 Molekülen bestehend an (vergl. Fussn. 569). Vergl. 
Fussn. 10i3. 
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(vergl. auch Fussn. 463) sogar die Zahl der zu einem Konglomerat 

zusammentretenden Moleküle grösser als sieben (vergl. Nr. 86a) 569). 

50. Die Zustandsgleichung in der Nähe des kritischen Punktes 

Liquid-Gas. a) Da b.ei der Annäherung an den kritischen Punkt Liquid

Gas die von den Boltzmann-GibbR'schen Prinzipien (Nr. 46) beherrschten 

Dichteunterschiede (Schwarmbildung Nr. 4:8{), der bis oo ansteigenden 

Zusammendrückbarkeit der Substanz wegen, besonders hervortreten, ist 

zu erwarten, dass bei der Entwicklung der Zustandsgleichung für die 

Umgebung des kritischen Punktes nach jenen Prinzipien Glieder auf

treten werden, die mit der grossen Zusammendrückbarkeit in der Nähe 

des kritischen Punktes zusammenhängen. Diese Glieder werden wahr

scheinlich durch die Art der Abweichung der Zusammendrückbarkeit in 

dem kritischen Gebiet ( oo im kritischen Punkt und von diesem aus, 

soweit sie das realisirbare homogene Gebiet betrifft, allseitig schnell 

abfallend) für dasselbe eine besondere Bedeutung erlangen, während 

sie für benachbarte Gebiete nicht mehr in Betracht kommen. Während 

eine allmählige Verschiebung oder Verzerrung, die sich durch das ganze 

Diagramm durchzieht, wie z. B. eine kontinuirliche Änderung von 

aw, bw oder Rw, sich experimentell nicht besonders zeigen würde, 

werden die betreffenden Glieder in der Zustandsgleichung in der Nähe 

des kritischen Punktes demgernäss zum Schluss führen können, dass die 

Eigenschaften in diesem Gebiet in beobachtbarer Weise abweichen von den 

Eigenschaften, die man durch Interpolation zwischen Zuständen, die um 

den kritischen herumliegen, aber weiter von ihm entfernt bleiben, erwarten 

sollte 570). 

b) In der Tat scheint nach Kamerlingh Onnes und Keesom 571) aus 

den vorliegenden genauestau Messungen in der Nähe des kritischen 

569) Es könnten diese aus mehreren Molekülen bestehenden Konglomerate, 
die vielleicht sperrige Struktur haben, den Übergang in den festen Aggregatzustand 
vorbereiten und schliesslich (vergl. Nr. 47b) bewirken, während die an bestimmte 
empfindliche Stellen (Boltzmann [b] Abschn. VI) gebundene, im Gegensatz zu der 
oben behandelten als chemisch zu betrachtende Assoziation {Nr. 35) dagegen in 
Konglomeratenbildung aus nur wenigen (z. B. zwei) Molekülen bestehen könnte. 

570) Dieser Fall würde z. B. eintreten, wenn die betreffenden Glieder eine Form 

hätten wie 
-n10 (v-vk)1 - n02 (T-Tk)2 

Pst = -)m10 (v-vk) + m01 (T-1'k) ..... l e 

571) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Leiden Comm. Nr.104a (1908). 

51* 
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Punktes hervorzugehen, dass dieser Schluss von den Tatsachen bestätigt 
wird. Man hat dann zu unterscheiden zwischen der von den experimentellen 
Unzulänglichkeiten befreiten (vergl. Fussn. 84) Zustandsgleichung in der 
Nähe des kritischen Punkte.<J 572) und der Zustandsgleichung, die z.B. 
nach Nr. 36 aus lsothermenbestimmungen, die den kritischen Punkt 
umfassen, aber sich nicht zu dicht demselben nähern, abgeleitet wird, 
und die von Kamerlingh Onnes und Keesom 571) die spezielle unge
störte Zustandsgleichung genannt wird. Der Unterschied zwischen diesen 
beiden ist dann die Störungsfunktion in der Zustandsgleichung in der 
Nähe de.<J kritischen Punktes 578). 

Dass eine solche Störungsfunktion vermutlich existirt, wurde abge
leitet aus: 

or,. dem Unterschied der aus der empirischen Zustandsgleichung 
(Nr. 36) berechneten kritischen Daten und den experimentellen 574) ; 

572) Es wird dabei vorausgesetzt, dass die einkomponentige Substanz in thermo
dynamischem Gleichgewicht ist und keinen andern äussern Kräften als dem 
äussern Druck unterliegt (vergl. Nr. la), sodass Einflüsse, wie die von Temperatur
unterschieden, von kleinen Quantitäten Beimi~chung und besonders von nicht 
gleichgewichtsmässiger Verteilung derselben (vergl. Fussn. 239), von Gravitation 
[Gouy, Paris C. R. 115 (1892), p. 720, 116 (1893), p. 1289, J. P. Kuenen, Leiden 
Comm. Nr. 17 (1895), W. H. Keesom [a) p. 51, G. H. Fabius, Diss. Leiden 1908, 
p. 86, bei AnwesenhAit einer geringen Quantität Beimischung Fussn. 728], von 
Kapillarität, von Adsorption der Gefässwände, eliminirt oder berücksichtigt sind 
(vergl. van der Waals [e] Juni 1903, p. 106). 

573) Von experimenteller Seite treten noch Störungen, die verursacht sein kön
nen durch Beimischungen, ·die chemisch eine eigene Existenz führen können, welche 
zu entfernen es aber nicht möglich gewesen ist, und welche immer in bestimmten 
Quantitäten auftreten, in die Störungsfunktion ein, so lange die Natur und die 
Quantität dieser Beimischungen nicht bekannt sind (vergl. weiter Leiden Comm. 
Nr. 104.a, p. 5). 

574.) H. Kamerlingh Ormes und Frl. T. C. Jolles, Leiden Comm. Suppl. Nr. 14. 
(1907), p. 5, berechneten aus der speziellen empirischen reduzirten Zustandsgleichung 
für C01 (Fussn. 868) nach GI. (10) für den kritischen Punkt in dieser ungestörten 
Zustandsgleichuag : 

tk.ungest. = 1,010595, tlk.ungest. = 1,0379, ,k.ungest. = 1,06566. 

Die beträchtliche Verschiebung des kritischen Punktes, welche man hier findet, 
wird von einer relativ geringen Neigungsveränderung der Isothermen in diesem Ge· 
biete hervorgerufen. 

Eine rlerartige Abweichung im Isothermendiagramm zeigte sich schon H. Kamer
lingh Onnes [e] Nr. 74 (1901), p.15, vergl. auch A. Batschinski, Ann. d. Phys. (4) 
19 (1906), p. 330 und für die Kee8om'schen 001-Isothermen Leiden Comm. Nr.104a 
(1908)1 p. 6. Es ist indessen die Möglichkeit zu berücksichtigen, dass eine Störung, 
wie sie hier hervortritt, dadurch bedingt sein könnte, dass die empirische Zustands-
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ß. der Ungleichheit, welche die genauesten bis jetzt vorliegenden 

Messungen ergeben zwischen K 5 und K 6 (Nr. 4la), wenn K 5 aus 

Isothermbestimmungen oberhalb Tk, K6 aus der Dampfspannungskurve 

abgeleitet wird 575) ; während 

r) in den Dampfspannungskurven, und vielleicht auch in dem 

Sättigungsvolumen, für C02 und CH3Cl einige ~o unter Tk Andeutungen 

einer Störung vorliegen 576). 

Aus dem unter ß gefundenen folgt, dass man mittels der Planck
schen Beziehung (Nr. 4la) 

(90) 

ein anderes vk ableitet als mittels des Gesetzes der geraden Mittellinie 

aus den Volumina der gesättigten Flüssigkeit und des gesättigten Dampfes 

gefunden wird. Wir werden das erstere 577) Vks , das letztere vkd nennen, 

gleichung mit der beschränkten Zahl Virialkoeffizienten von Nr. 36 nicht im Stande 
sei, den von den experimentellen Unzulänglichkeiten befreiten Isothermen in der Nähe 
des kritischen Punktes zu folgen. 

575) Aus den Messungen für COs von Amagat folgt: K5d = 7,3, K6 = 6,5 
[ W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 75 (1901), p. 9], aus denen von Keesom [a]: 
K5d = 7,12, K6 = 6,71 (Leiden Comm. Nr. 104a, p. 7). Einen gleichartigen Unterschied 
fanden Brinkman, Diss. Amsterdam 1904, für 002 und CH8 Cl, und Mills, J. phys. 
ehern 8 (1904), p. 594, 635, vergl. 9 (1905), p. 402, für Äthyläther (Messungen 
von Ramsay und Young), Isopentan und normales Pentan (Young). Es liegt hier 
jedenfalls ein Verhalten vor, das auf eine Störung in der Zustandsgleichung, sie 
möge den in a erwähnten Dichteunterschieden zuzuschreiben sein oder nicht, hin
weist. Vergl. auch Fussn. 577. Die Messungen an Argon, C. A. Crommelin, Leiden 
Comm. Nr. 118a (1910), p. 6, scheinen anzudeuten, dass für diesen Stoff der Unter
schied zwischen K5d und K6 kleiner ist. 

576) Siehe weiter Leiden Comm. Nr. 104a. Aus der Vergleichung der Messungen 
von Keesom mit denen von Kamerlingh Onnes und Fabius an 002 würde z. B. 
eine Krümmung des Cailletet- und lllathias'schen Durchmessers {Nr. 86) in der 
unmittelbaren Nähe des kritischen Punktes hervorgehen (vergl. die eben zitirte 
Arbeit, p. 10). Dieses findet eine weitere experimentelle Bestätigung durch die 
Beobachtungen an 802 von E. Cardoso, Paris C. R. 153 (1911), p. 257. Dagegen 
ist hervorzuheben, dass aus den sehr sorgfältigen Messungen von Young an Isopentan 
eine Störung, wie unter· oy erwähnt (verg!. aber Fussn. 575), nicht hervorgeht. 

577) Dieses wurde von Keesom [a] als kritisches Reduktionsvolumen (vergl. 
Nr. 38b) der Vergleichung von binären Gemischen mit einem einkomponentigen 
Stoff nach dem Gesetz der übereinstimmenden Zustände zu Grunde gelegt, um 
dadurch den Einfluss der durch ß angezeigten Störung, die bei GemischAn im 
Faltenpunkt, also in einem nur ausnahmsweise (Nr. 67b) mit dem kritischen Punkt 
des einkomponentigen Stoffes korrespondirenden Zustande zu erwarten ist, zu elimi-
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und dementsprechend z. B. K 58 = Ka und K5d, K4s und K4d (vergl. 

Fussn. 453) unterscheiden. 
Wie für K 4d und K 6 (Nr. 4la und b) für verschiedene Stoffe 

verschiedene Werte gefunden werden, so wird auch die Störungsfunk

tion für verschiedene Stoffe verschieden sein 575), und dürfte diese 

sowie auch die verschiedenen Werte von ToMEY und VoMEY (vergl. 

Nr. 38a und Fussn. 386) in Beziehung stehen zu den entsprechenden 

Werten von fwk (Nr. 83, 84). 
c) Eine in der Nähe des kritischen Punktes auftretende Erschei

nang ist die zuerst von Avenarius 578) erwähnte kritische Opales
zenz. Von den vorliegenden Erklärungsversuchen für die dadurch ange

zeigten Dichteunterschiede von Konowalow 579) (Kondensation um Kerne, 

vergl. Fussn. 937), Donnan 58°) (Bildung von kleinen Flüssigkeitstropfen, 

weil diese noch eine positive Oberflächenspannung haben sollten bei 

niren. Dabei wurde angenommen, dass für den einkomponentigen Stoff die Störung 

in Pk und Tk in erster Annäherung zu vernachlässigen sei. Die weitere Unter

suchung der Störungsfunktion soll hierüber näheres lehren. 
578) .. \f. Avenarius. Ann, Phys. Chem. 151 (1874), p. 306. Vergl. weiter für 

einkomponentige Stoffe: A. Nadeschdin, Exner's Repertorium 23 (1887), p. 633; 

M. Altschul, ZS. physik. Chem. H (1893), p. 579; K. v. Wesendonck, Naturw. 

Rundschau 9 (1894), p. 209, 22 (1907), p. 145, ZS. physik. Chem. 15 (1894), p. 262; 

W. Ramsay, ZS. physik. Chem. 14 (1894), p. 486 ; P. ViUard, Ann. chim phys. 

(i) 10 (1897), p. 408 ; W. H. Keesom [a] p. 51 ; M. W. Travers und F. L. Usher, 
London Proc. Roy. Soc. A 78 (1906), p. 247; S. Young, London Proc. Roy. Soc. 

A 78 (1906), p. 262; H. Kamerlingh Onnes und G. H. Fabius, Leiden Comm. 

Nr, 98 (1907); F. B. Young, Phil. Mag. (6) 20 (1910), p, 793; E. Cardoso, J. 

chim. phys. 9 (1911), p. 769. Die von Bradley, Browne und Hale, Phys. Rev, 19 

(1904), p. 258, 26 (1908), p. 470, studirte Erscheinung wird wohl Temperatur

unterschieden zuzuschreiben sein, die durch Dichteschwingungen hervorgerufen werden. 

579) D. Konowalow. Ann, d. Phys. (4) 10 (1903), p. 31\0. Diese Arbeit betrifft 

zwar die Opaleszenz in Flüssigkeitsgemischen nahe am kritischen Trennungspunkt 

(Nr. 68a), zu bemerken ist aber, dass das Verhalten hier, sowie beim Faltenpunkt der 

Gas-Liquid-Falte (Nr. 67) für binäre Gemische, dasselbe ist als bei einkomponentigen 

Stoffen beim kritischen Punkt Gas-Liquid. Vergl. hierüber, sowie auch über ternäre 

Gemische, weiterS. v. Wroblewski, Ann. Phys. Chem. 26 (1885), p. 144; J. P. Kuenen [a) 

p. 375, Diss. Leiden 1892, p. 21; W. H. Keesum [a) p. 57; F. Guthrie, Phi!. Mag. (5) 

18 (1884), p. 30, 497, 504; V. Rothmund, ZS. physik. Chem. 26 (1898), p. 433; 

63 (1908), p. 54, Löslichkeit und Löslichkeitsbeeinflussung (Bt•edig's Handbuch der 

augewandten physikalischen Chemie Bd. 7) Leipzig 1907, p. 76; J. Friedländer, 
ZS. physik. Obern. 38 (1901), p. 385; W. Ostwald [c] p. 684; F. A. H. Schreine
makers, ZS. physik. Chem. 29 (1890), p, 585; J. Timmermans, ZS. physik. Chem. 

58 (1907), p. 129, Amsterdam Akad. Vers!. Okt. 1910; W. v, Lepkowski, ZS. 

physik. Chem. 75 (1910), p. 608. 
580) F. G. Donnan. Chem. News 90 (1904), p. 139. Vergl. Fussn. 582. 



50. DieZustandsgleichung in der Nähe des kritischen Punktes Liquid-Gas. 797 

Temperaturen, bei denen grössere Tropfen nicht mehr stabil sind), und 

von Smoluchowski 581) [durch die Wärmebewegung bedingte, von den 

Boltzmann-Gibbs'schen Prinzipien (Nr. 46) beherrschte Dichteunter

schiede, vergl. a], wird der letzte durch die spektrophotometrischen 

Messungen von Kamerlingh Onnes ilnd Keesom 582) als wahrscheinlich 

richtig hervorgehoben 583). 

d) Es bleibt noch übrig, wenn möglich aus der Annahme der 

Smoluchowski'schen Dichteunterschiede (c), welche durch die grosse 

Zusammendrückbarkeit in der Nähe des kritischen Punktes (a) besonders 

in den Vordergrund treten, eine Störungsfunktion abzuleiten und zu 

untersuchen, ob die in b x, ß, r, erwähnten Abweichungen dieser Störungs

funktion unterzubringen und so mit der in c behandelten Opaleszenz in 

Zusammenhang zu bringen sind 584). 

581) M. v. Smoluchowski. Ann. d. Phys. (4) 25 (1908), p. 205. Einen ersten 

Versuch zur kinetischen Erklärung der kritischen Opaleszenz gab Kftster, Lehrbuch 

der physik. Chemie, p. 1907 (zitirt nach F. B. Young, Fussn. 578). 

582) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Leiden Comm. Nr.104b ('1908). 

Die Intensität des zerstreuten Lichtes wird lmit Ausnahme eines unmittelbar an 

1k heranliegenden Gebietes) mit T-Tk annähernd umgekehrt proportional gefunden 

(vergl. auch die Messungen von F. B. Young, Fussn. 578); es folgt hieraus die 

mittlere Dichteabweichung annäherend umgekehrt proportional (T- Tk)'l•, was mit 

der Smoluchowski'schen Annahme stimmt. Dieselbe Beziehung prüfte Wo. Ostwald, 
Ann. d. Phys. (4) 36 (1911), p. 848, für Flüssigkeitsgemische in der Nähe des 

kritischen Trennungspunktes. Ebenfalls fanden Kamerlingh Onnes und Keesom 
bei einer vorläufigen Messung des Absolutwertes der Intensität des zerstreuten 

Lichtes, wenigstens der Grössenordnung nach, Übereinstimmung. Dazu wurde die 

absolute Intensität des zerstreuten Lichtes auf Grund jener Annahme abgeleitet 

von lV. H. Keesom, Leiden Comm. Nr.104b ('1908), p. 27 Fussn. ·1, Ann. d. Phys. (4) 

35 (1911), p. 591 [dabei wurde der in letzter Arbeit p, 598 Fussn. 2 erörterten 

neuen Berechnung die Perrin'sche Zahl N= 7,05"1023, Physik. ZS. H (1910), 

p. 461, zu Grunde gelegt, vergl. die neuere von Perrin gegebene Zahl Fussn.173]. 

Eine andere Ableitung gab A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 33 (1910), p. 1275. Es ist 

als wahrscheinlich zu betrachten, dass die Donnan'schen Tröpfchen sich auf denselben 

Grund wie die Smol-uchowski'schen Dichteunterschiede zurückführen lassen, und 

dass daher die Ausarbeitung der Donnan'schen Hypothese zu denselben quantitativen 

Verhältnissen führen sollte [ vergl. V. Rothmund, ZS. physik. Chem. 63 (1908), 

p. 54; K. v. Wesendonck, Verh. d. D. physik. Ges. 10 {1908), p. 483]. 
583) Es dürfte diese Erscheinung, deren weitere experimentelle und thP.oretische 

Untersuchung erwünscht ist, vergl. W. H. Keesom, Ann. d. Phys. (4) 35 (19H), p. 591, 

eine sehr anschauliche Befestigung der Ansichten über die molekulare Bewegung 

(vergl. Fussn. 173) darstellen. 
584) Auf Grund dieser Dichteunterschiede reiht Wo. Ostwald 68') die ein

komponentigen Stoffe in der Nähe des kriti•chen Punktes Liquid-Gas in der Klasse 

der Isodispersaide ein. 
Nach K. ·v. Wesendonck, Fussn. 578 und 582, soll der Übergang vom hete

r·ogenen zum homogenen Gleichgewicht, wenn bei konstanter kfltischer Dichte die 
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51. Andre !'ormen der Zustandsgleichung. a) Die vorigen Nummern 
haben uns für die Zustandsgleichung schon auf Beispiele einer Reihe, 
von der nur einige Glieder berücksichtigt werden, geführt (vergl. Nr. 40b, 
4&, 4'ic, 4Sf, 49b). Zu dieser Form, und sich am nächsten an Natanson 
(vergl. Nr. 49b) anschliessend, gehört die von Drucker 585) gegebene 
Gleichung, die als eine Entwicklung von pvfRT in eine Reihe nach v-1 

(vergl. Nr. 86) aufgefasst werden kann. 
b) Sutherland 586) lässt den Gedanken, dass eine einzelne Gleichung 

den Flüssigkeits- und den Gaszustand umfassen soll (vergl. Nr. 23), fallen 
und gibt für die Bezirke v >. vk , v angenähert = vk, v < vk, eine 
suprakritische, circumkritische und infrakritische Gleichung, erstens 
ftir elementare, zweitens für mehr komplizirte Stoffe, dann für Äthylen 
noch wieder eine Intermediärform an. Es ist ganz gut denkbar, dass in 
einem Gebiete Funktionen praktisch Null werden, die in einem anderen 
Gebiete die Eigen~:~chaften beherrschen (vergl. Nr. 4'ib), oder dass, auch 
bei Identität des Mechanismus, die z. B. durch dieselben Differential
gleichungen ausgedrückt wäre, in verschiedenen Gebieten die Integrale 
durch verschiedene Funktionen dargestellt werden 587). Solche Gleichungen 
müssen dann an den Grenzen kontinuirlich sich anschliessen lassen, da 
sie sonst zu Resultaten führen, die schon qualitativ unrichtig sind. Die 
Gleichungen von Sutherland genügen dieser Forderung nicht ; dieselben 
bieten also nur die Möglichkeit eines empirischen Anschlusses, wenn 
man sich mit den Rechnungen innerhalb eines bestimmten Gebietes hält, 
und stehen in dieser Beziehung schon in der Darstellung von p hinter 
den empirischen von Nr. 86 zurück 588). 

Was hier von den Suthet·land'schen Gleichungen gesagt ist, dürfte 
von den empirischen Änderungen, so z. B. von aw (Nr. 48e), im Allge
meinen behauptet werden. Wenn nur richtige Darstellung, aber über das 

kritische Temperatur überschritten wird, nicht schroff, sondern kontinuirlich statt
finden. In der Tat könnten die die Opaleszenz hervorrufenden Dichteunterschiede 
hierzu führen. Jedenfalls ist aber der diesen Übergang darstellende Wesendonck'sche 
Nebelzustand auf ein Temperaturintervall, das nach Kamerlingh Onnes und Fabius, 
Leiden Comm. Nr. 98 (1907), p. 18, kleiner als 0,002 Grad ist, btlschränkt. 

585) K. Drucker. ZS. physik. Chem. 68 (1909), p. 616. 
586) W. Sutherland. Phi!. Mag. (5) 35 (1893), p. 211. 
587) Auch G. läge•• leitet, siehe Winkelmann·~ Handbuch der Physik lli 2te 

Autl. Leipzig 1906, p. 716, für den Flüssigkeitszustand eine besondr·e Gleichung ab 
(vergl. Fussn. 563). Vergl. G. Tammann, Fussn. 420, für das Gebiet hoher· Drucke. 

588) So auch die von A. Keindor{, Die Zustandsgleichung der Dämpfe, Flüssig-
keiten und Gase, Leipzig 1906. 
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ganze Gebiet der Beobachtungen, verlangt wird, möchten die andren 

Gleichungen, welche vorgeschlagen sind, alle zurückstehen hinter den 

mittleren empirischen Gleichungen von Nr. 36, die auch den van der 
Waals'schen Grundgedanken der Identität des flüssigen und gasförmigen 
Zustandes (Nr. 23) und das Gesetz der korrespondirenden Zustände zum 

Ausdruck bringen, und deren quantitative Richtigkeit so weit reicht wie 
letzteres Gesetz selbst 589) 590). Die erwähnten Gleichungen von Nr. 36 

sind aber andrerseits, wo es auf Verständnis der Zustandsgleichung an
kommt, jeder Gleichung unterlegen, welche, sie möge denn quantitativ 

unrichtig sein, aus bestimmten, wenn auch (Nr. 5a) mit weitgehender 
Vereinfachung der Wirklichkeit gewählten Voraussetzungen strenge abge
leitet ist 591). 

52. Weitere Probleme der Kinetik der Gase mit Rücksicht auf 
die Zustandsgleichung. Die öfters grossen Abweichungen, welche zwischen 

strenge abgeleiteten Gleichungen (vergl. Nr. 51b Schluss) und den die Beob

achtungen zusammenfassenden empirischen Gleichungen bestehen bleiben, 

werden unablässig dazu auffordern, neue scharf formulirte Voraussetzungen 

auszudenken, welche geeignet sind, zu theoretischen Gleichungen zu führen, 

die in besserer Übereinstimmung mit den empirischen sind als die 
jetzigen. Man wird bei der B~handlung derselben, das Beispiel von van 

589) Eine Formel [Amagat, J. de phys. (3) 8 (1899), p. 353], welche die Eigen
schaften der Kohlensäure innerhalb des Gebietes der Versuche von Amagat da!·stellt, 
enthält 10 Konstanten, ist aber der Form nach für Rechnungen weniger leicht zu 
handhaben als die von Nr. 36. 

590) Erwähnt seien noch die Gleichungen von Dieterici, Ann. Phys. Chem. 
69 (1899), p. 703, Ann. d, Phys. (4) 5 (1\!01), p. 51, welche letztere als nicht 
genügend von Keesom, Leiden Comm. Nr. 75 (1901), p. 10, erwiesen ist [vergl. 
C. Dieterici, Ann. d. Phy~<. (4) 35 (1911), p. 222 u. f.]. Vergl. auch Thorkell 
Thorkelsson, Physik. ZS. 12 (1911), p. 633. Weiter Berthelot Paris C. R. 130 
(1900), p. 118 mit bw = bwk [1 + 0,3 (t - 1)] und p. 565 mit bw = 
bwk • e 0,475 (f-1) + 0•300 (f-1 )S für das Flüssigkeitsgebiet bis p = 20 pk. 

Vergl. J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Nr. 55 (1900), und später allgemeiner, 
Arch. Neerl. (2) 6 (1901), p. 650, für die Nähe des kritischen Punktes. 

Siehe auch W alter, die Durchdringlichkeit zweier Moleküle, Ann. Phys. Chem. 
16 (1882), p. 500. Ch. Antoine, Paris C. R. 110 (1.890), p. 632, 112 (1891), p. 284.. 
Brillouin, J. de phys. (3) 2 (1893), p. 113. A. Batschinski, Ann. d. Phys. (4) 19 (1906), 
p. 310, Für das assoziirte Wasser noch Starkweather, Sill. J. (4) 7 (1899), p. 129. 

Für Weinstein sei auf dessen Lehrbuch, Thermodynamik und Kinetik der 
Kört:et·, Braunschweig 1901-1908, verwiesen, 

591.) Vergl. Boltzmann's Bemerkungen über die Notwendigkeit, die Rechnungen 
auf Grund bestimmter Vorstellungen exakt durchznführPn, Boltzmann [bJ p. 4. 
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der W aals befolgend, der einmal die Quasiverkleinerung, ein anderes 
Mal die Scheinassoziation, ein anderes Mal die Kompressibilität des 
Moleküls für sich behandelt, jedesmal wohl nur einen Umstand in 
Rechnung ziehen. Verschiedene derartige Probleme gehen aus der 
Darstellung der vorigen Nummern naturgernäss hervor und wurden teil
weise schon ausdrücklich angedeutet. 

Als eine Aufgabe, die in dieser Hinsicht zunächst in Betracht 
kommen dürfte, wäre die theoretische Behandlung der zweiten Annähe
rung in der Zustandsgleichung mittels der Boltzmann- Gibbs'schen 
Prinzipien (Nr. 46) für harte kogeiförmige Moleküle und Boltzmann
tlan der Waals'sche Kräfte, welche Behandlung zur Kenntnis des dritten 
Virialkoeffizienten nach diesen Voraussetzungen führen würde! vergl. Nr. 4:7 d, 
besonders Fussn. 535, Nr. 48f), hervorzuheben. Es können dann die Mes
sungen bei nicht zu kleiner Dichte (für C02 z. B. bei etwa 4-20 Atm 
und gewöhnlicher Temperatur, vergl. Nr. 45c und Nr. 44b) zur Prüfung 
der Voraussetzungen herangezogen werden 592). 

Auf demselben Gebiet wäre noch bei der ersten Annäherung die 
Beziehung zur inneren Reibung auf derselben Grundlage durchzmnustem, 
weiter der Einfluss einer ellipsoidischen Form der Moleküle, sowie der 
eines verschiedenen Verhaltens der Potentialhalbwertsstrecken (Nr. 34:d) 
mit der Temperatur nachzuspüren. 

Andrerseits wäre es erwünscht, die Theorie der van der W aals'schen 
Grössen aw (Nr. 48c) und bw (Fussn. 337, Nr. 43) sowie Rw (Nr. 49) 
auf Grund der elektrischen Theorie (Nr. 32) mit Berücksichtigung der 
Konglomemtenbildung weiter auszuführen und mit dem Experiment zu 
vergleichen 598). 

Schliesslich dürfte der Einfluss der Temperatur auf die Energie 
von Vibratorbewegungen, welche die Kompressibilität der Moleküle ent
sprechend den verschiedenen inneren Freiheitsgraden derselben zur Folge 
haben, in Betracht gezogen und durch Deviationsfunktionen in Anschluss 
an die Theorie der spezifischen Wärme (Nr. 57) zum Ausdruck ge
bracht werden. 

592) Es bekommen dadurch Experimente in diesem Gebiet, die nach Nr. 36 
.Tafel I nur spärlich vorliegen, eine erhöhte Bedeutung. 

593) Die Berechnung des besondren Einflusses der Schwarmbildung, die vielleicht 
zu der Störungsfunktion in der Nähe des kritischen Punktes führen könnte (Nr. 60d), 
erscheint schon als ein nach den Boltzmann-GibbB'schen Prinzipien (Nr. 46) zu 
behandelndes Korrektionsproblem der ungestörten Zustandsgleichung. 
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Natürlich wird man hierbei wünschen, von der Zustandsgleichung 

der einatomigen Stoffe als einfachstem Fall ausgehend (für Helium 

könnte aber nach Fussn. 517 bei ganz tiefen Temperaturen der Einfluss 

der Stossdauer Komplikationen bedingen), die komplizirteren Zustands

gleichungen aufzubauen. 

Erst wenn derartiges vorliegt, scheint es, dass man an eine ratio

nelle Anordnung der Stoffe bezüglich ihres Verhaltens zum Korrespon

denzgesetz (vergl. Nr. 34d und Nr. 38) in Verbindung mit den Eigen

schaften hinsichtlich Bau und Wirkung der Moleküle (vergl. Nr. 31) 

denken könnte. 

ITI. Kalorische Grundgleichungen fiir den fluiden Zustand. 

a.) Formelles. 

53. Bestimmung sämtlicher kalorischen Grössen durch die ther

mische Zustandsgleichung und eine kalorische Grundgleichung. a} Um 

die Werte von S, U, ffvT. ffsp, ffpT und irgend einer weiteren kalo

rischen Grösse mit Hülfe der Formeln der allgemeinen Thermodynamik, 

Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 16, angeben zu können, genügt, wenn man 

die van der Waals'sche Auffassung der Kontinuität längs einer Isotherme 

zu Grunde legt 594), die Kenntnis der thermischen Zustandsgleichung 

einerseits und einer jener Funktionen S, U, ffvT. ffsp. ffpT in einem 

Zustand für jede Temperatur, also entlang einer das ganze in Betracht 

kommende Temperaturgebiet durchlaufenden Linie in einem Zustands

diagramm, z. B. auf der p, V, T-Fläche, andrerseits. Der Einfachheit 

der Darstellung halber denken wir U entlang einer isometrischen 

Linie V= V0 gegeben. Für das ganze Fluidgebiet gilt dann (T0 ein 

bestimmter Wert von T) : 
T V 

UTVo = Ur0 v0 + .r rvo dT, U = Urv0 +.f~r(:~)v- P~ d V, (91) 

T0 Vo 

594) Wenn man diese Annahme nicht macht, so komplizirt sich die Sache. Es 

genügt aber dann, wenn man ausser der kalorischen Grundgleichung (Nr. 3) für 

eine das ganze Temperaturgebiet im homogenen stabilen Gebiet durchlaufende Linie, 

unabhängig von der thermischen Zustandsgleichung noch die Gleichung der beiden 

Zweige der Grenzlinie, oder die Energie für eine um den kritischen Punkt im homogen 

stabilen Gebiet bis zu den in Betracht kommenden Temperaturen herumgehende Linie 

(bzw. für jede solche Temperatur den Energieunterschied von je einem Punkt des 

flüssigen und des gasförmigen Zustandes), kennt. 



802 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom .. Die Zustandsgleichung. 

(rvo der Wert von rv für V0 , also eine reine Temperaturfunktion), 
welches Integral immer (bei unserer Annahme sogar auch für labile 
Zustände) ausgeführt werden kann. 

Eine Vereinfachung gibt die nähere Bestimmung, dass das Volumen 
Vo in den Avogadro'schen Zustand gelegt wird. r Vo wird dann r VA' 

dessen Wert aus Nr. 54:a hervorgeht. 
In ähnlicher Weise wird gefunden : 

T V 

Srv0 = Sr0 v0 + {"J,o dT, S = Srv0 +.JG~),v dV, (92) 
T0 Vo 

und sind auch ffvT, ffsp, ffpT für jeden Zustand zu berechnen (vergl. 
Nr. 58a). 

b) Gleiche Werte der Entropie und der Gibbs'schen Fundamental
grössen (Nr. 10) für verschiedene Zustände werden vereint durch die 
Isenergen, U (oder ffsv) = konst., die Isentropen, S = konst., (auch 
Adiabaten, Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 8, genannt), die Isodynamen 
ffvT = konst. 595), die Isopotentialen, ffpT = konst., und die Isenthalpen, 
ffsp = konst. 596) 597). 

Die durch diese Gleichungen dargestellten Linien finden bei der 
graphischen Behandlung verschiedener Prozesse Verwendung (vergl. 
Nr. 63, 64:, 89, 90). 

c) Für Gemische ist nach dem Gibbs'schen Satze 598), dass für 
Gase im Avogadro'schen Zustand, die bei der Mischung in diesem 
Zustande keine Wärmewirkung zeigen, U und S sich additiv zusammen
setzen aus den betreffenden W erte'n, die für die Komponenten gelten 
würden, wenn jede in d,er im Gemisch vorhandenen Quantität bei T0 

in dem vom Gemisch eingenommenen Volumen allein anwesend wäre, 

U r 0 v0 A = 0 unabhängig von X, y ... (93) 
und 

Sr0v0 AM = - RM {x In X + yln y +. , .... J (94) 

zu setzen (vergl. Nr. lc), wobei UaToVoA = ubToVoA = 0 und SaTovoA = 
sbTovoA = 0 angenommen werden (vergl. Nr. 66b) und VoA bedeutet, 

5\15) Isodynamen werden auch wohl die Linien gleicher Energie genannt. Es dürfte 
zu empfehlen sein, diesen Namen für die Linien gleicher freier Energie zu reRerviren. 

596) J. W. Gibbs [a] p. 311. Der Name Isenthalpe wurde von Kamerlingh Onnes 
vorgeschlagen (vergl. Fussn. 670). 

597) ~'ür diese Linien auf der Energiefläche vergl. Nr. 63c. 
598) J. W. Gibb.• [c] p. 218. Vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 22. 
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dass v0 im Avogadro'schen Zustande genommen wird. Es ist dement

sprechend für dieselben in Gl. (91) und (92) :Yv0 für V0 im Avogadro'

schen Zustand Nr. 54:e zu entlehnen und Gl. (92) mit dem Beitrag 

GI. (94) zu addiren. 

54. Umrechnung verschiedener experimenteller Daten auf :Yv und 

" im Avogadro'schen Zustand mit Hülfe der thermischen Zustands

gleichung. Darstellung von :rv und :Yp mit Hülfe des S, T- und des 

S, log T-Diagramms. :rv für Gemische im Avogadro'schen Zustand. 

a) Die in den Formeln von Nr. 53 einzuführende Grösse :YvA sowie den 

Wert von " im Avogadro'schen Zustand, "A, findet man, wenn experi

mentelle Bestimmungen von :r~Vai), :r~al) oder " 599) vorliegen, mit 

Hülfe der thermischen Zustandsgleichung und 

:Y(cal) 
pA 

p 

:r(cal) + Jy T J( (;)2 Ve ) dp 
P M cT 2 

PA p 

V 

(95) 

:r~~I) = :r~ca!) _ J~T JG2! 2)}ve 600), 

VA 

mit welchen man auch verschiedene experimentelle Werte auf einander 

zurückführen kann. 
r. 

599) Nur die mittleren spezifischen Wärmen T 1 T J :r~cal) 
.- 1 

T1 
T1-T2 

T1-T2 
d T = :Y~ca!) und 

ebenso :r<cal) und " sind der experimentellen Bestimmung direkt zugänglich. Die 
p 

spezifische Wärme wird bisweilen auch Wärmekapazität genannt (vergl. Fussn. 30). 
600) Nach den GI. (100), (93) und (92) von Enc. V 3, Art. Bryan, unseren Bestim-

( 1 01321 ) 
mungen über die Einheiten (Einh., besonders Einh. d). ly = 0,~99973 X 106 eM J-1 

= 542, 2, welche wir die Mayer'sche Zahl nennen werden (vergl. Einh. a, 

Fussn. 23, und Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 2 mit J = 4,188 X 101 nach Fussn. 28). 

M (lGA- 1) :Y~~l) = O(,A ly [Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (111)] gibt eine Kontrol

beziehung zwischen Gasdichte, Molekulargewicht und absoluter Temperatur einerseits 

und :YvA, XA, J (spezifische Wärme des Wassers in absolutem Maass, vergl. Enc. 

V 3, Art. Bryan, Nr. 2) andrerseits. PA, bzw. v A in GI. (95) bezeichnen irgend einen 

Druck, bzw. ein Volumen im Avogadro'schen Zustande. 
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Hat man die spezielle empirische Zustandsgleichung (Nr. 36) für 
den betrachteten Stoff, so lassen sich die Rechnungen alle genau aus
führen (vergl. Fussn. 604). Die graphische Behandlung bekannter Iso
thermen 601) leistet dasselbe, ist aber nicht so scharf als diese Rech
nungen. Ist das spezielle Zustandspolynom noch nicht aufgestellt, so 
ermöglicht die mittlere reduzirte Zustandsgleichung (Nr. 36) die ange
näherten Rechnungen bei normalen Stoffen 602). 

b) Die Rechnungen vereinfachen sich sehr, wenn die Dichten so klein 
sind, dass von der empirischen Zustandsgleichung nach Nr. 88 nur noch das 
zweite und dritte Glied mitgenommen zu werden brauchen. Dieselben 
decken sich dann mit den für Gase von nahezu normaler Dichte auf
gestellten Rechnungen von Leduc 603). Im Falle von Gasen von nahezu 
normaler Dichte werden die Korrektionen so klein 604), dass dieselben 
nicht grösser als die Unsicherheiten in der Bestimmung von ?'vA 

sind 605), sodass man annäherend einfach :rvA = :rv(p=tl , ?'pA = ?'p(p=1) 

setzen darf. 
c) Ober die Abweichung des Wert.es von ?'v - ?'vA vom Wert 

Null, der z. B. nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung 
mit konstanten aw, bw, Rw zu erwarten wäre, haben wir schon Nr. ü 
gehandelt. 

Ein Bild von den Änderungen von ?'p 606) nach den in a ge-

601) Joule und Thomson, London Phil. Trans. tU (1854)1 p. 321. M. Margulell1 

Über die spezifische Wärme komprimirter Kohlensäure, Wien. Sitz.-Ber. [2a] 97 
(1888), p.1385, wendet die Andrews'schen Isothermen an. Amagat, Paris C.R. 121 
(1895), p. 863; 122 (1896), p. 66, 120; '130 (1900), p.1U3, seine eigene Beobachtungen. 
Witkowski1 Fussn. 607, ebenso. M. Reinganum [f] p. 1016, die Young'schen Iso
thermen von lsopentan. A. Wigand, Marburg Sitz.-Ber. Febr. 1907, prüfte direkt 
GI. (93) von Enc. V 3, Art. Bryan, an den Messungen von Lmsana (Fussn. 621 ). 

602) Um ')'vA, 'YpA oder "A zu berechnen, wenn die Beobachtungen von ')'v1 ')'p 
1 1 

und x nach -; oder p entwickeltgegeben sind, braucht man nur auf -; = 0 oder p=O 

zu extrapoliren (vergl. Fussn. 621 und 625). 
603) A. Leduc [b] pp. 27-46, vergl. Nr. Ub. Weiter Paris C. R.153 (1911), p. 51. 
604) Dieselben finden sich angegeben bei Leduc, vergl. Fussn. 603. Siehe 

auch Kamerlingh Onnes und Rappel, Leiden Comm. Nr. 86 (1903)1 p. 21. Für COz 
bei 0° C und 1 Atm weicht 'Yp - 'Yv nach GI. (37) + 3,6 °/0 von dem Wert im 
Avogadro'schen Zustand ab. 

605) Vergl. auch S. R. Cook, Phys. Rev. 22 (1906), p. 115. 
606) llie Kenntnis derselben ist wichtig für die Behandlung des adiabatisch 

isenthalpischen Prozesses (Nr. 90). M. Planck [a] p. 131, leitet umgekehrt aus 
letzterem eine Differentialgleichung für 'YP ab, 
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gebenen Formeln gibt unter der Voraussetzung von ?'vA = konst. 
(Nr. ö5) Fig. 19 607) 608) 609). 

Fig. 19. 

d) Zur Darstellung der Änderungen 

von rv und 'Yp bei verschiedenen Dich
ten mit der Temperatur ist das S, T
oder das S, log T-Diagramm am besten 
geeignet 610). In Fig. 20 werden die 

Isopyknen im S, T-Diagramm zu beiden 

Seiten der Grenzlinie für Stoffe mit 

KA = 1 ,41 gegeben 611) 612). Für den 

Avogadro'schen Zustand bei 'YvA = konst. 
(Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 22) werden 
dieselben logarithmische Kurven. Im 

S, log T-Diagramm werden die spezifi
schen Wärmen höchst einfach durch 

die Tangente des Neigungswinkels der 

Linie p = konst. 612) für 'Yp und der 

607) A. Witkowski, Cracovie Bull. Acad. d. Sc. 1895, p. 290, für Luft entlehnt. 
Vergl. die Messungen von P. P. Koch, Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 551, 27 
(1908), p. 311 und von K. Scheel und W. Heuse, Physik. ZS. 12 (1911), p. 1074. 
Die Isobaren im 'YP• T-Diagramm für Stickstoffdampf zeichnet R. Plank, Physik. 
ZS. 11 (1910), p. 633; für Wasserdampf: 0. Knoblauch und M. Jakob, Mitt. ü. 
Forschungsarb. Heft 35 und 36 (1906), p. 109, 0. Knoblauch und Hilde Mollier, 
München Sitz.-Ber. 1910, p. 3, ZS. d. Ver. d. Ing. 1911, p. 665, vergl. dazu H. Levy, 
Verh. d. D. physik. Ges. 13 (1911), p. 926. 

608) Für eine Isotherme im 'Yv, V-Diagramm nach GI. (95) siehe die Berech
nung von M. Reinganum [f) p. 1016 (vergl. Fussn. 487). Für " als Funktion von 
von T und p für C02 : A. G. Worthing, Fussn. 637. 

609) Berechnungen nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit 
konstanten aw, bw, Rw geben van der Wttals [a] p. 127, 131, [d] p. 53, Boltz
mann [b) p. 53, W. P. Boynton, Phys. Rev. 12 (1901), p. 353, /. P. Dalton. Phi!. 
Mag. (6) 1.3 (1907), p. 525, P. P. Koch, München Akad. Abh. [2] 23 (1907), p. 379, 
mit b =f(v) van der Waals [d] p. 60. Vergl. weiter Boltzmann [b] p. 171. 

610) Die Vorteile des S, T- und des S, log T·Diagramms sind von Gibbs [aJ 
auseinandergesetzt. (Vergl. auch Nr. 6b, Fussn. 77 und Nr. 59a). 

611) Nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung (6) mit konstanten 
aw , bw , llw . Die gestrichene Linie in l"ig. 21 gibt schematisch und extrapoli•·t 
die experimentelle. 

612) Die Isobaren in der Nähe des kritischen Zustandes sind ausführlicher 
Enc. V 5, Art. Schröter, Nr. 7 abgebildet nach Mollier, ZS. f. Kälteindustrie 3 
(1896), p. 65, der die Clausius'sche Zustandsgleichung (81) mit Oe = konst. und 
für ßc eine Volumfunktion zu Grunde legte. Eine genauere Darstellung werden 
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Linie V= konst. für ?"v mit der log T-Achse gegeben 613) [Fig. 21, 
Isopyknen für Stoffe mit xA = 1,41 oder ?"~~t~ = 4,84 611) ]. 

Fig. 20. Fig. 21. 

e) Für vollkommene Gase wäre nach Enc. V 3, Art. Bryan, N,r. 22 
die spezifische Wärme eines Gemisches, in dem keine chemischen Wir
kungen auftreten, linear durch die Molekularwärmen der Komponenten 
und die molekularen Gehalte gegeben 614). Inzwischen ist es aber als 
möglich zu betrachten, dass die bei den Zusammenstössen zur Geltung 
kommenden Struktureigenschaften (wie die Zusammendrückbarkeit und 
Zerlegbarkeit, Nr. 43, 55, 56) des Moleküls, die den Wert und die 
Temperaturabhängigkeit von ?"v beeinflussen (und die z. B. bei Cl2 , Br2 , 

J2 einen von dem der andren zweiatomigen Gasen abweichenden Wert 
des xA hervorrufen) bei den im Avogadro'schen Zustand immerhin noch 
das Momentoidengleichgewicht (vergl. Nr. 57a) für die fortschreitende 
und im Allgemeinen auch für die drehende Bewegung realisirenden 
Zusammenstössen (vergl. Fussn. 417) mit den Molekülen der andren 
Komponente (wie z. B. H2) in andrer Weise zur Wirkung kommen als 
bei den Zusammenstössen mit den eigenen Molekülen. Es wäre dann 
im Avogadro'schen Zustande der Zusammenhang zwischen spezifischer 
Wärme und Zusammensetzung weniger einfach. Das Experiment muss 
hier entscheiden. Die Messungen von Kapp 615) an Gemischen von 

Rechnungen nach der ipeziellen empirischen Zustandsgleichung (vergl. Fussn. 646) 
ergeben. 

613) Im S, T-Diagramm wird y durch die Subtangente dargestellt, Enc. V 5, 
Art. Schröter, Nr. 3. 

6H) Vergl. F. Richarz, Ann. d. Phys. (4) 19 (1906), p. 639. 
615) J. Kapp. Diss. Marburg 1907. 
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C02 mit 0 2 oder mit A haben Abweichungen von einer linearen 

Beziehung von rvAM zu den molekularen Gehalten nicht ergeben. So 

lange abweichende Ergebnisse nicht vorliegen, werden wir daher (vergl. 

Nr. lc, ö3c und 66b) : 

rvAMxy .. = !Ma X+ Mb 11 + .... }rvAxy .. =Ma zrvAa + Mb'!/rvAb+ .. (96) 

annehmen (vergl. auch Fussn. 623). 

b) Experimentelles 616). 

55. Experimentelle Ergebnisse über die Temperaturabhängigkeit 

von rvA für schwer zerlegbare Moleküle. a) Schon ihre Bedeutung 

für die Aufstellung der kalorischen Grundgleichung behufs der Ableitung 

der Entropie und der Gibbs'schen Fundamentalgrössen (Nr. 53, vergl. Nr.Ö8) 

erfordert eine Betrachtung der experimentellen Resultate iiber die Werte 

und die Temperaturabhängigkeit von rvA, bezw. rpA oder "A• welche letztere 
durch GI. {111) von Enc. V 3, Art. Bryan, sogleich auf rvA schliessen 
lassen. Um so mehr ist diese erwiinscht wegen der wichtigen, schon in 
Nr. ö und Nr. 4:3b angedeuteten Beziehungen zwischen der kalorischen 
und der thermischen Zustandsgleichung, welche der über Struktur und 

innere Bewegungen der Moleküle (vergl. auch Enc. V 8, Art. Boltzmann 
und Nabl, Nr. 28) durch die spezifische Wärme zu erhaltende Aufklärung 
eine grosse Bedeutung auch für die thermische Zustandsgleichung geben. 
In letzter Zeit ist das Studium dieser Fragen durch Einstein in eine 

neue Bahn gelenkt und ist die Bestimmung der Schwingungszahlen, 

welche nach dieser Theorie die Moleküle charakterisiren, besonders von 
Nernst und seinen Mitarbeitern zur Hand genommen. Vergl. weiter Nr. 57. 

b) Für einatomige Stoffe wurde die Erwartung bestätigt, dass rvA, 

rpA und "A von der Temperatur unabhängig oder jedenfalls mit ihr änsserst 
wenig veränderlich sind 617). Entsprechend der Vorstellung, dass die zuge

führte Wärme ganz in die lebendige Kraft der Fortbewegung der Molekiile 

616) Für das wenige Experimentelle über die Abhängigkeit der spezifischen Wärme 
von Gemischen vom molekularen Gehalt vergl. Nr. 54e. 

617) Für "A von Argon zwischen 0° und 100° C bestätigt von 0. Niemeyer, 
Diss. Halle 1902. Später für 'YvA bis 2300° C von M. Pier, ZS. f. Elektrochemie 
15 (1909), p. 536. Für Quecksilber vergl. A. Kundt und E. Warburg, Ann. Phys. 
Chem. 157 (1876), p. 353. 

Eneyklop. d. math, Wissenscb. V t. 52 
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umgesetzt wird, ergab sich weiter für diese Stoffe : pvA = rvA T, also 

(vergl. Fussn. 600 und 21) die Molekularwärme bei konstantem Volumen 
im Avogadro'schen Zustande 

( I) 3 (cal) 3 
"vÄ'M = 2 RM = 2 aA J'Y = 21979. 618) (97) 

c) ()(,, Gehen wir zu den schwer zerlegbaren zweia\Omigen Mole

külen über, so hat Regnault619) bei rp(p=i) (Nr.ö4b) zwischen 0° und 
200° C für H2 keine Änderung mit der Temperatur bemerken können. 
Dem entspricht, dass Holborn und Henning 620) dieselbe bei N2 bis 

O-t 
1400° C nur sehr gering finden, nämlich 'Yp = r".ooc {1 + 0,00008 t). 

Auch aus den Versuchen von Lussana 621) von 0° bis 170° C und 

zwischen 30 und 150 Atm würde für Luft uur eine Zunahme mit 

1,8% pro 100 Grad folgen. Weiter ist hiermit in Übereinstimmung, dass 
Kundt 622) und Wüllner 629) keine Änderung von x bei Luft feststellen 

konnten. Dass diese Änderung auch bei tiefen Temperaturen gering 

bleibt, kann aus den Beobachtungen von Witkowski 624) über 'Yp von 

618) Weiter, vergl. Fussn, 173 und 17 4., ist für einatomige Stoffe 'YvAM = ~ Nkp. 

Für den Zahlenwert von R~al) vergl. Fussn. 23. 

619) V. Regnault. Mem. de l'Ac. d. Sc. de I'Inst. 26 (1862), p. 1. 
620) L. Holborn und F. Henning. Ann. d. Phys. (4) 23 (1907), p. 809. L. Hol

born und L. Austin, Wiss. Abh. d. Phys. Techn. Reichsanst. 4 (1905), p. 133, hat-

ten für N1, 0 2 (und Luft) e>;y;,t = 'Yp.OOC (1 + 0,00004 t) gefunden. Die Genauigkeit 
der Messungen lässt al:.er nicht zu, auf eine Abweichung von linearer 'l'emperatur
abhängigkeit bei N2 mit Sicherheit zu schliessen (vergl. Nr. 56a). 

621) S. Lussana. Nuovo Cimento (3) 36 (1894.), p. 51 70, 130, <4.) 1 (1895), 
p. 327, (4) 3 (1896), p. 92, (4) 6 ( 1897), p. 81, (4.) 7 (1898), p. 365, Atti del R. Inst. 
Veneto (7) 8 (1897), p. 1018, vergl. auch Nuovo Cimento (5) 16 (1908), p 456. 
Derselbe gibt 'YP nach p-1 entwickelt. Es wären die Koeffizienten mittels GI. (95) 
in Nr. 1)4,a und der speziellen empirischen Zustands~~tleichung zu kontroliren. 

622) A. Kundt. Ann. Phys. Chem. 135 (1868), p. 527. 
623) A. W~llner. Lehrbuch der Experimentalphysik 111, 4te Aufl., Leipzig 18851 

p. 523 [verbessert nach Strecker, Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. 2R]. Luft gehört 
zu den Gemischen, vergl. für diese Nr. 54e. Die von E. H. Stevens, Ann. d. Phys. 
(4) 7 (1902), p. 285, in x für Luft gefundene grosse Abnahme bei 950° C ist von 
A. Kalähne, Ann. d. Phys. (4) 11 (1903), p. 225, nicht bestätigt worden; 0. Bucken
dahl, Diss. Heidelberg 1906, fand ebenfalls bis 1000° C eine kleinere Abnahme 
(0,56 %), vergl. auch R. Fürstenau, Fussn. 636. 

624) A. Witkowski. Oracovie Bull. Acad. d. Sc. März 189;>, p. 290. Vergl. auch 
die neueren Ergebnisse von Scheel und Heuse, Fussn. 607. 
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Luft und von Valentiner 625) über " von Stickstoff 626) geschlossen 
·werden. 

Alle diese 

abweichen von 

.siehe :y. 

Bestimmungen ergeben Werte für :YvAM, die nur wenig 
5 
2 aA J'Y = 4,962. Für H2 bei niedrigen Temperaturen 

ß. Die sehr hohen Temperaturen, welche bei der indirekten Bestim

mung 627) von :Yv durch Entzündung von Gasgemischen im geschlossenen 

-Gefäss und Messung des bei der Explosion auftretenden Druckes 

.erreicht werden, haben vorläufig noch wenig Bedeutung für die Zu

:atandsgleichung 628). Doch ist es wichtig, dass die Explosionsversuche 

nur eine kleine, regelmässige Änderung von :YvA und "A ergeben. 

M. Berthelot 627) schloss aus denselben zuerst darauf, dass :Yv sich mit 

der Temperatur ändert, Mallard und le Chatelier 629) fanden dann für 

625) S. Valentiner. Münch. Ber. 33 (1903), p. 691, Ann. d. Phys. (4) 15 (1904), 
p. 74. Die Resultate sind nach p entwickelt. Für höhere Temperaturen vergl. 
ZS. f. lmtrumentenk. 26 (1906), p. 114. 

626) Für Luft vergl. auch S. R. Cook, Phys. Rev. 23 (1906), p. 212 und 
P. P. Koch, Fussn. 607. 

627) R. Bunsen, Ann. Phys. Chem. 131 (1867), p.161, wandte dieses Verfahren 
unter der Voraussetzung d'Yv(dT = 0 zuerst an, um den Dissoziationsgrad der Ver
hrennungsprodukte bei der Verbrennungstemperatur zu bestimmen. M. Berthelot, 
.A.nn. Sc. de l'ec. norm. sup. (2) 6 (1877), supplement p. 94, berichtigte die Inter
.pretation der Versuche. Die Änderung ,·on 'Yv mit T wurde vorhergesagt von 
P. de Heen, Mem. cour. Acad. R. des Sc. etc. Belgique 36 (1884), p. 1. Vergl. 
Fussn. 629. 

628) J. H. Jeans, The Dynamical Theory of Gases, Garnbridge 1904, bringt die 
Änderung von 'Yv mit T bei Glühtemperatur in Verbindung mit der Ausstrahlung, 
vergl. Boltzmann [b] p. 131 und weiter Nr. 57d. H. Nagaoka, Tokyo Proc. Math.
Phys. Soc. ':.! (1905), p. 338, bemerkt, dass die vermehrten inneren Bewegungen im 
.Molekül sich auch in einer Änderung des Brechungsindex mit T äussern. 

629) E. Mallard und H. le Chatelier, Paris C. R. 93 (1881), p. 962, 1014, aus
führlich Ann. des Mines (8) 4 (1883), p. 274. Ihre Resultate setzen voraus, dass 
.()02 und H20 unterhalb 1800° C uicht dissoziirt sind, wie sie aus der Abkühlungs
.kurve schlossen, und was im wesentlichen von den Dissoziationsbestimmungen von 
W. Nernst und H. v. Wartenberg, Gött. Nachr. 1905, p. 35 (H2 0), 64 (C02), 

H. v. Wartenberg, Verh. d. D. phys. Ges. 8 (1906), p. 97 (H~ 0), L. Löwenstein, 
:ZS. physik. Chem. 54 (1906), p, 707 (C02), 715 (H20), vergl. auch F. Emich, 
Monatshefte für Chemie 26 (1905), p. 505, 1011 (zitirt nach Chem. Centralb!. 1905 
li, p. 314, 1238), bestätigt wurde. Die obige Formel wird gegeben in Seances de Ia 

:Soc. Franl(. de Phys. 1888, p. 308. ViP.ille, Paris C. R. 96 (1883), p.1218, 1358, und 
M. Berthelot und Vieille, Paris C. R. 98 (1884), p. 773, 852, fanden bei den noch höheren, 
.durch Verbrennung mit Cyangas erreichbaren Temperaturen (3000° bis 4000°) die Dis
.soziation immer noch relativ klein, die Zunahme von 'Yv noch stärker. Dem entge
,gen Clerk, J. Soc. of Chem. Industr. 5 (1886)1 p.11, E. Meyer, Physik. ZS. 1 (1899), 

52* 
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o--t(cal) 
H,a1 N2, 02 ." = 418 + 0,0006 t, welches Resultat von Langen 6110) 

'IIAM 

bestätigt wurde. 

Auch die Bestimmungen von Nernst und seinen Mitarbeitern nach 
der Explosionsmethode haben die kleine regelmässige Veränderung von 
:rvA mit der Temperatur für die schwer zerlegbaren Gase hervorgehen 
lassen : nach Pier 631) ist in naher Übereinstimmung mit dem von 
Holborn und Henning für N2 gefundenen Resultat 

für N2 , 0 2 oo-t<cal) = 4 9 + 0 00045 t 
:,YvAM 1 ' 1 

oo-t(cal) = 4 7 + 0 00045 t 
:,YvAM ' 1 1 

dementsprechend 

für• N 0 ( cal) 
2> 2 :,YvAM - 4,9 + 0,0009 t, 

4, 7 + 010009 t. (cal) 
:YvAM 

(98) 

Dem Wert für 0° C entsprechen nach Nr. o7a ziemlich genau 
5 Freiheitsgrade. 

:y. Auffallend ist in GI. (98), dass der Wert von :r~~U bei 0° C 
5 

etwas unter 2 R~al) = 4,96 bleibt. Bei H2 ist dies besonders der Fall. 

Dies hat die Frage MS) nahegelegt, ob der H2 bei dem Siedepunkt 
desselben vielleicht schon deutlich in der Richtung der einatomigen 

p. 146 und A. Fliegner, Vierteljahrschr. d. Naturf. Ges. Zürich 44 (1899), p. 192, 
45 (1900), p. 137, letztere mit Rücksicht auf die Theorie der Gasmotoren, für 
welche die ganze Frage (vergl. Enc. V 5, Art. SchrlJter, Nr. 18) von grosser 
Bedeutung ist. Die von Berthelot aufgefundene, besonders von H. B. Dia:on, Lon
don Phi!. ·Trans. A 200 (1903), p. 315 studirte, Explosionswelle, sowie die von 
H. Finkh und W. Nernst, ZS. anorg. Chem. 45 (1905), p. 116 und 126, studirte 
Stabilität endothermer Verbindungen bei hoher Temperatur [vergl. auch W. Nernst, 
Physikalisch-chemische Betrachtungen über den Verbrennungsprozess in Gasmoto
ren, Berlin 1905 (aus ZS. d. Ver. d. Ing.), für das Nachbrennen vergl. D. Clerk, 
London Proc. Roy. Soc. (A) 77 (1906), p. 500] bilden Komplikationen, welche den 
Schluss auf 'Yv aus diesen indirekten Bestimmungen erschweren. 

630) A. Langen. ZS. d. Ver. d. Ing. 47 (1903), p. 622. Hier auch eine ausführ
liche J.itteraturübersicht. Von besondrer WichtigkPit ist, dass Langen die sehr 
brisanten Gemische, vergl. Schluss von Fussn. 629, bei der Ableitung von 'Y11 ausser 
Betracht liess. 

631) M. Pier, Fussn. 617 und ZS. f. F.lektrochernie 16 (1910), p. 897. 
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Gase abweicht. Wird dieses gefunden, dann wäre dies ein Grund um 
mit Nernst die Einstein'sche Theorie auch auf die Rotationsbewegungen 
anzuwenden (vergl. Nr. 57(). 

Le Ohatelier MO) (vergl. Nr. ö6b) extrapolirt die Formel von Mallara 
und le Ohatelier (vergl. ß) bis T = 0 und findet dann für diese Gase 
die Molekularwärme bei konstantem Druck dem Dulong und Petit'schen 
Gesetz etwa entsprechend ?'~~ll = 6,8. Es ist aber sehr die Frage, ob 

man nach 0° K extrapoliren darf. Der Vorstellung der Einstein'schen 
Vibratoren (Nr. ä'if) nach ist die Extrapolation nur erlaubt für Tempe
raturen, die sich 0° K nicht sehr nähern. 

d) Den elementaren Gasen N2 , 02 , ~ schliessen sich 682) (auch 
was die nach le Okatelier (c ?') auf T = 0 extrapolirte Molekular
wärme, über die wir in Nr. 56b näher handeln, betrifft) CO und HCl 
an. Siehe für CI2 , Br2 , J2 Nr. 56c. 

56. Experimentelle Ergebnisse über die Temperaturabhängigkeit 
von ?'vA für leichter zerlegbare Moleküle. a) ()!,. Für co2 ist ein 
Anstieg von ?'p mit der Temperatur von 0° bis 200° 0 schon von 
Regnault 619) bemerkt, diese wurde bestätigt von E. Wiedemann 633), 

der ebenfalls einen deutlichen Anstieg von ?'p bei C2H4 , NHs und ver
schiedenen Dämpfen fand. Holborn und Henning 620) leiten aus den 
Holborn- und .Austin'schen 620) Messungen, die bis 800° C, und den 
ihrigen, die bis 1400° c fortgesetzt waren, für co2' in guter Überein
stimmung mit dem Wiedemann'schen Resultat, 

oo-t (cal) 

?'v = 0,2010 + 0,0000 742 t - 0,07 18 t2 ab, 

was ?'~~ ~ 6,86 + 6,53·10-s t- 2,37·10-6 t2 entspricht. (99) 

Über ?'v bei grosl!len Dichten zwischen 0° und 100° C liegen Ver-

632) E. Mallard und H.le Chatelier, Fussn. 629, M. Pier, Fussn. 631, W. Nemst, 
ZS. f. Elektrochemie 17 (1911), p. 265. 

633) E. Wiedemann • .A.nn. Phys. Chem. 157 (1876), p. 1 ; 2 (1877), p.195. Aus 
seinen Versuchen schloss lViedemann schon, dass die beobachtete Änderung von 
'YP nicht Abweichungen vom Boyle-Charles'schen Gesetze zugeschrieben werden 
konnten (dass die Korrektionen dafür klein sind vergl. Nr. 5411, vergl. auch E. Na
tanson, Ann. Phys. Chem. 31 (1887), p. 522]. Weiteres Material sowie Litteratur 
über Gase und Dämpfe Landolt-Börnstein's Phys. Chem. Tabelle. 
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suche 63~) von Joly (vergl. Nr. 4:2) vor. Dieselben erlauben zwar das
Zeichen von drvAfdT abzuleiten, nicht aber dessen Wert festzustellen 685). 

Eine numerische Bestätigung des Holborn und Renning'schen Resultats· 
durch direkten Versuch gibt aber die von W üllner 628) gefundene

Änderung von "ooc = 1,3113 zu "toooc = 1,2843 bei co2 686) 637). 

ß. Gewissermassen befriedigend ist auch die Übereinstimmung mit" 
den indirekten Bestimmungen durch Explosionsversuche von Langen 630),. 

welche, ebenso wie die von le Chatelier und Mallard 629) und von 
Berthelot und Vieille 629) in das Dissoziationsgebiet hineinreichend, eine
anfangs ebenfalls noch nahezu lineare Änderung von ?'vA mit der Tem
peratur bei den zusammengesetzten Gasen [C02 und H20 688) ], die aber 
bei diesen viel stärker ist als bei den zweiatomigen (H2 , N 2 , 02), ergeben. 

In jüngster Zeit fanden diese Ergebnisse eine Bestätigung durch 
die von N ernst und seinen Mitarbeitern 639) ausgeführten Messungen ;. 
Pier 631) fand aus Explosionsversuchen 

für co2 und 802 bis 2000° c : 
r~C:~ = 6,8oo + 6,6·10-3 t- 2,85·10-6 t2 + o,4·I0-9 ts, 

für H20 bis 2350° C: {100)' 
",.(cal) = 6 065 + 1 0·1 o-3 t + 0 8•10-9 t8 
'VAM 1 ' ' ' 

634) Bei den Versuchen von H. B. Düvon und F. W. Ria:on über 001 (bis· 
400° 0), Manchester Mem. and Proc. of the Litt. and Phi!. Soc. 45 (1900), p.II, fehlt 
leider die Angabe des Druckes. 

635) Die Versuche von Lussana 611), die auf die Abhängigkeit von 'l'p von P' 
gerichtet waren, geben für die Temperaturabhängigkeit von 'YpA keine sicheren 
Resultate. 

636) Eine fast gleiche Abnahme fand Valentiner, ZS. f. Instrumentenk. 2& 
(1906), p. 114. Dagegen fand Buckendahl 811) eine viel kleinere Abnahme (0,54% 
zwischen 0° und 1000° 0), R. Farstenau, Ann. d. Phys. (4) 27 (1908), p. 735-
dagegen wieder 8,5 % zwischen 0° und 500° 0. 

637) Extrapolation auf den Avogadro'schen Zustand der von A. t;, Worthing, 
Phys. Rev. 32 (1911), p. 243, bei 10-60 Atm bestimmten Werte von x für 001' 
(Yergl. Fussn. 368 und Nr. 89a) geben ebenfalls eine Bestätigung. 

638) Für HsO vergl. 0. Knoblauch und M. Jakob, München Sitz.-Ber. 1905, 
p. 441, vergl. auch Fussn. 607, L. Holborn und F. Btmning, Fussn. 620, 0. Knob
lauch und Bilde MoUier, l<'ussn. 607 und Pier, weiter im Text. Vergl. auch W. Nernst, 
Verh. d. D. physik. Ges. i2 (19i0), p. 565. Für Berechnung unter Heranziehu~~g 
der thermischen Zustandsgleichung (vergl. Nr. ö4b) von x aus Verdampfungs
wä1·men, spezifischen Wärmen der Flüssigkeit und Dampfdrucken vergl. A. Leduc, 
Paris 0. R. 153 (1911), p. 51. Für die Ableitung von spezifischen Wärmen aus 
Drosselversuchen vergl. Fussn. H 03. 

639) Vergl. auch die Messungen von 'YPA und "A an verschiedenen Gasen und 
Därnpfen von R. Thibaut, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 347. 
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Es geht also nach a und ß die Molekularwärme von C02, S02 , H20 

bei gewöhnlichen und höheren Temperaturen deutlich über 3 R~al) = 5,96 

hinaus, sodass (vergl. Nr. 57) ausser für die der fortschreitenden und 
dreien Rotationsbewegungen entsprechenden Momentaide noch Energie für 
innere Bewegungen verfügbar ist. Und dies wird um so deutlicher, je 
leichter zerlegbar die Verbindung ist (vergl. die Diskussion der Ergebnisse 
für C02 durch Bjerrum Fussn. 651). 

b) Über den Wert, den ?'vAM bei sehr tiefen Temperaturen für diese 
Stoffe annimmt, ist man ganz im unklaren (vergl. Nr. 55c"-). 

Nach le Chatelier MO), der die Resultate von Mallard und 
ihm bis T = 0 extrapolirt (vergl. Nr. 55c"-), wäre die Molekularwärme 
bei T = 0 auch für die zusammengesetzten Stoffe H20 und C02 

dieselbe wie für H2 , 0 2 u.s. w. Dagegen schloss Nernst 6~1) aus seiner 
Darstellung der Dampfspannungskurven (Nr. 83i) behufs Anwendung 
seines Wärmetheorems (Nr. 83i, vergl. auch Fussn. 953), dass bei T = 0 

für jedes Gas "-~~~ 3,5 cal grösser sei als die Molekularwärme seines 

flüssigen oder festen Kondensationsproduktes, was, wenn man für den 
festen und flüssigen Aggregatzustand den Limitwert der Atomwärme 
bei T = 0 für alle Atome gleich, und zwar 1,5 ansetzen dürfte, "-~~~ = 
3,5 + n · 1,5 (n = Zahl der Atome im Molekül) ergeben würde. Es 
wäre dann also bei T = 0 7~~~ = (n + l) · l ,5. Zwar stimmt sowohl 

die Extrapolation der von Holborn und Henning in Nr. 55ca, und dieser 
Nr. aa für H20, erhaltenen Resultate, als der Ergebnisse von Pier 
(Nr. 55cß, dieser Nr. aß) für H2 , N2 , 0 2 , H20 6~2) mit dieser Regel. 
C02 und S02 scheinen aber eine Mittelstellung zwischen den drei- und 
den zweiatomigen einzunehmen, nach den Messungen von Pier sogar 
sich den zweiatomigen zu nähern (vergl. weiter Fussn. 661). Dieses 
entnimmt jener Regel, deren Ableitung übrigens nach Fussn. 642 auch 
hinfällig geworden ist, ihre experimentelle Basis. 

640) H. le Chatelier. Paris C. R. 104 (18R7), p. 1780; ZS. physik. Chem. 1: 
(1887), p. 456; vergl. auch S8ances de Ia Soc. fran<;. de phys. 1888, p. 326. 

641) W. Nernst [a] p. 12, lb] p. 62, 
642) Die Mallard- und le Chatelier'schen Resultate hatten für H,O und CO,. 

einen zu grossen Temperaturkoeffizient. 
Zu bemerken ist, dass bei der Planck'schen Formulirung des Nernst'schen 

Wärmetheorems (Nr. 74e) die spezifische Wärme des Kondensats bei T = 0 Null 

wird und also die Formel nicht 'Y~~~ = 3,5 + n ·1,5, sondern einfach = 3,5 zu. 
setzen wäre. 
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Wie in Nr. 55cr bemerkt wurde, ist nach den jetzigen Ansichten 
die Extrapolation bis T = 0 für die inneren Bewegungen auch nicht 
erlaubt. Nernst erachtet es jetzt 6~3) bei Ausbreitung der Einstein'schen 
Ansichten (Nr. 74c) über die spezifische Wärme nicht nur auf die 
Vibrationsenergie, sondern auch auf die Rotationsenergie (vergl. Nr. ö7D 
der Gasmoleküle für wahrscheinlich, dass für alle Gase bei T = 0, ent
sprechend dem schon oberhalb T = 0 Aussterben der Vibrations- und 

der Rotation~:~bewegungen, r v<.i~ für mehratomige Moleküle noch weiter 

als auf (n + 1) · 1,5, und zwar auf 2,98 (Nr. 5Sb) herabgesunken ist 6~fl). 

c) Den zusammengesetzten Stoffen schliessen sich, was den Wert 

von r~~ll betrifft, auch CI2 , Br2, J 2 an, in Bezug auf die Temperatur

abhängigkeit reihen sie sich den schwer zerlegbaren (Nr. 5Sc) an 6~5). 

d) Das bei niedrigen reduzirten Temperaturen für die spezifische 
Wärme der mehr zusammengesetzten Stoffe im flüssigen Zustande 
vorliegende reiche Beobachtungsmaterial wird seiner Zeit recht geeignet 
werden, um mit Hülfe der Zustandsgleichung auf rvA umgerechnet oder 
jedenfalls mit demselben verknüpft zu werden 6\6). Vorläufig kann aber 

643) W. Nernst. ZS. f. Elektrochemie 17 (1911), p. 265. Nach Nemstkommen 
die Schwingungen der Atome von Gasen wie H1 , 01, u. s. w. gegen einander erst bei 
sehr hohen Temperaturen in Betracht. 

644) Bestimmungen bei tiefen Temperaturen müssen hier eine Ent~cheidung 
bringen. Für H1 liegt schon (vergl. auch Nr. o5c'Y) eine experimentelle Andeutung 
vor: A. Eucken, Physik. ZS. 12 (19H), p. 1101. 

645) K. Strecker. Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. 20, 17 (1882), p. 85. Die 
direkten Bestimmungen von 'Yv für Cl1 von 1\f. Pier, ZS. physik. Chem. 62 (1.908), 
p. 385 ergeben dasselbe (bei der Umrechnung auf 'YvA unterhalb 300° C muss die 
A~soziation im Dampfzustand in Rechnung gezogen werden; diese genügt nach den 
betreffenden Messungen und Rechnungen Pie1•'s aber nicht, um den Unterschied von 
diesen und den andern zweiatomigen Gasen zu erklären). Für diese Gase würde 
also die Extrapolation der bisherigen Messungen nicht mit der früheren Nernst'schen 
Regel 'YvAM=(n+ 1)·1,5 für T=O (vergl.b) stimmen. 

646) Derartige Rechnungen finden sich bei Kamerlingh Onnes und Happel, 
Leiden Comm. Nr. 86 (1903), p. 21. In dieser Weise wären auch das Material 
Fussn. 633 sowie die von M. A. v. Reiss, Ann. Phys. Chem. 13 (1881), p. U7, 
R. Schiff, Lieb . .Ann. 234 (1886), p. 300, und A. Nadeschdin, Rep. d. Phys. 20 (188,), 
p. 441, gefundenen Regelmässigkeiten zu bearbeiten. Mit Hülfe der Clausius'~chen 
Zustandsgleichung (Nr. 48e) für Äthyläther rechnete H. C. Los, Diss. ('s Gravenhage) 
Leiden 1897. 

Von exp~>rimentellen Bestimmungen bei den in d betrachteten Flüssigkeiten 
sind besonders Kompressibilitätsmessungen erwünscht, um das vorliegende Versuchs
material für Berechnung von 'YvA verwerten zu können. 
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davon noch nicht viel für die Kenntnis von 'YvA erwartet werden. Denn 
die Rechnungen setzen eine gerrauere Kenntnis der empirischen Zustands
gleichung voraus, als uns für die meisten in Betracht kommenden Stoffe 
zur Verfügung steht. 

Die oben angeführten Versuche machen es wahrscheinlich, dass für 
die elementaren und die wenig zusammengesetzten Gase 'YvA auch für 
t < 1 sich nur wenig mit der Temperatur ändert. Besonders gilt dies für 
die stark gebundenen, bei welchen die Änderung in erster Annäherung 
wohl linear gesetzt werden darf ("vergl. Fussn. 620 und diese Nr. a). 
Dann wären füt· jene Stoffe die spezifischen Wärmen der Flüssigkeit 
(vergl. auch Nr. 88) we!!:en der Unzulänglichkeit der thermischen 
Bestimmungen vor der Hand mehr geeignet, um bei der Aufstellung 
empirischer Zustandsgleichungen zu dienen, als umgekehrt letztere, um 
aus 'Yv im Flüssigkeitszustand 'YvA abzuleiten. 

Mehr Erfolg kann für die Ableitung der Temperaturabhängigkeit 
von 'YvA aus Messungen der spezifischen Wärme im Flüssigkeits
zustand bei den mehr zusammengesetzten und leichter zerlegbaren Stoffen 
erwartet werden wegen der entsprechenden grösseren Veränderlichkeit 
von 'YvA mit der Temperatur, die eine Folge der grösseren Teilnahme 
der inneren Energie der Moleküle an der spezifischen Wärme ist, und 
besonders wird dies der Fall, wenn die thermischen Daten für diese 
Stoffe in solcher Genauigkeit vorliegen, als dies für Isopentan z. B. der 
Fall ist. So konnte Dieterici 647) für diesen Stoff aus seinen 486) im 
heterogenen Gebiet dicht an der Flüssigkeitsseite der Grenzlinie ausge
führten kalorimetrischen Messungen mittels der Isothermenbestimmungen 
von Young SM) für 0° bis 180° C Werte von 'YvA ableiten, die durch 

<v(cal) = 21 84 + 0 1029 t 
; vAM ' ' 

(101) 

dargestellt werden können. 

e) Verschiedene dieser Stoffe legen den Wunsch nahe, ein klares 
Bild von der Beziehung der Änderung der spezifischen Wärme der Flüssig
keit zu der Änderung der inneren Reibung zu haben. Denn eine sehr 
grosse Zunahme der letzteren führt die Flüssigkeit in den glasigen Zustand 
über und bringt uns in das Gebiet, auf welches die Einstein-Nernst'sche 
Theorie der spezifischen Wärme ( vergl. Nr. 74c) anwendbar ist. 

647) C. Dietel'ici, Ann. d. Phys. ( 4) 35 (1911 ), p. 220. 
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c) Molekulartheoretisches. 

57. Die Bedeutung der Molekularwärme bei konstantem Volumen 
im Avogadro'schen Zu11tande für die Kenntnis der Struktur der Mole

küle. a) Die Werte von :YvAM geben wohl 6"8) das einfachste Krite
rium, um zu entscheiden, in welchem Maasse das Molekül geeignet ist, 
Rotationsenergie und Energie innerer Verschiebungen, welche letztere 
nach Nr. 43 in die Zustandsgleichung des Moleküls M9) eingeht, auf
zunehmen 650). Nach dem Maxwell-Boltzmann'schen Theorem der Gleich
heit der Mittelwerte der den verschiedenen Momentoiden (vergl. Nr. 46c) 
entfallenden Teile der kinetischen Energie (vergl. aber e und f), dem 'rheorem 
der gleichen Verteilung der kinetischen Energie (equipartition of energy), 
entspricht nämlich jedem Freiheitsgrad entweder der fortschreitenden oder 
der rotirenden Bewegung des Moleküls oder der inneren Bewegungen 

in demselben in :y(caMll ein Beitrag .!_ R<cal) = 0,993 (vergl. Nr. 50b). 
t•A 2 M 

Dazu kommt noch für die Vermehrung der potentiellen Energie für 
jeden Freiheitsgrad, dem eine Bewegung entspricht, bei welcher (quasi-) 
elastische Kräfte heryorgerufen werden, die z. B. der Abweichung aus 
einem Gleichgewichtszustand proportional sind, ebenfalls jedesmal ein 
gewisser Beitrag 651). Aus den Studien Boltzmann's [b], der besonders den 

648) Bei Temperaturen, bei denen das Gas im Avogadro'schen Zustand nicht 
in Dissoziation begriffen ist. 

649) Für die Wichtigkeit der Verbindung zwischen der spezifischen Wärme 
und der Zustandsgleichung in Bezug auf das Korrespondenzgesetz vergl. Nr. 48b. 
Vergl. weiter Nr. 65. 

650) In einer Zeit, welche nicht gross ist gegen die, welche bei der Bestimmung 
der spezifischen Wärmen in Betracht kommt und in welcher sich andere Gleich
gewichte von fortschreitender und innerer Energie (vergl. d und Fussn. 658) her
stellen könnten. 

651) Dieser Beitrag wird unabhängig von der Temperatur, und zwar für jeden 

entsprechenden Freiheitsgrad ~ R~al), wenn die potentielle Energie als eine Summe 

von quadratischen Gliedern aller oder einiger Koordinaten geschrieben werden kann 
und die lebendige Kraft, als quadratische Funktion der Momentaide ausgedrückt, 
diese Koordinaten nicht enthält. Letztere Bedingung, die der allgemeinen Berechnung 
von Boltzmann (b] p. 132 oben zu Grunde liegt, aber da nicht erwähnt wird, ist 
im Falle eines Moleküls, das aus zwei materiellen Punkten oder aus zwei zentral 
gebauten glatten Kugeln bestehend gedacht wird, welche bei einer bestimmten 
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Wert von "A 652) an diesen theoretischen Ergebnissen prüfte, ging 

gleich hervor, dass die für die spezifische Wärme zur Wirkung ge

langende Zahl der Freiheitsgrade kleiner ist, als wenn die Drehungen 

der Moleküle mit in Rechnung gebracht werden müssen und die Atome 

im Molekül beweglich angenommen werden. Dies zwingt bei Festbalten 

an dem Theorem der gleichen Verteilung der kinetischen Energie dazu, 

anzunehmen, dass in fest gebundenen Molekülen der in Nr. 55c und 

der in Nr. 56a, c und d behandelten Stoffe bei gewöhnlichen Tem

peraturen entweder gewisse Rotationen der ponderabelen Massen 

oder gewisse relative Atomverrückungen nicht durch den Stoss zu 

Stande kommen oder geändert werden 653). Wir behandeln dieses 

näher in b und d. 
b) Von grosser Bedeutung für das Bild, welches man sich von den 

molekularen Wirkungen bildet, ist es geworden, dass Boltzmann, um 

den Wert "A = 1,667 für die einatomigen Gase zu erklären, voraus

zusetzen hatte, dass die Atome derselben keine Rotationsenergie aus 

der Stosswirkung aufnehmen können und dieselben demgernäss als voll

kommen harte und glatte Kugeln aufgefasst werden müssten. Dement

sprechend wären die zweiatomigen Moleküle als harte und glatte 

Rotationskörper zu betrachten. 

Das in Nr. 31 entwickelte und in Nr. 32 näher elektrisch ausge

arbeitete Bild eines Atoms macht es aber unwahrscheinlich, dass die 

Kraftwirkung eines Atoms in der Nähe eines andern die Symmetrie 

Entfernung r 0 keine Kraft, bei einer grösseren eine Anziehung, bei einer kleineren 

eine Abstossung, jedesmal proportional der Entfernungsänderung r-r0, auf einander 

ausüben, Boltzmann (b) p. 132 unten, nicht erfüllt. Der dieser potentiellen Energie 

entsprechende Beitrag . in 'Y~~~ ist denn auch in Abhängigkeit von dem Grad der 

Festigkeit dter Bindung mehr oder weniger mit der Temperatur veränderlich und 

variirt im Allgemeinen zwischen { R~al) und i R~al). Wegen der diesen beiden 

Grenzwerten entsprechenden Bilder des Moleküls vergl. Kelt"in, Fussn. 665. 

Auch bei rotirender Bewegung anders gebaut gedachter Moleküle ist auf die 
entsprechende potentielle Energie zu achten, wenn das rotirende Molekül nicht als 
ideelles starres Gebilde anzusehen ist und die Rotation an dem Wärmegleichgewicht 

teilnimmt. Diese Energie käme aber nach N. Bjerrum, ZS. f, Elektrochemie 17 
(1911), p. 731, nur bei sehr loser Bindung der Atome im Molekül in Betracht. 

652) Wir gehen auf das vergleichende Studium dieses Parameters nicht weiter 
ein, als fü1· die Kenntnis der Zustandsgleichung im Allgemeinen notwendig ist. (Vergl. 
aber die allgemeine Bemerkung in Fussn. 661). 

653) Bei zweiatomigen findet man z. B. 5 ;tatt 6 Freiheitsgrade. 
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einer Kugel hat und dass die verschiedenen Teile der Oberfläche des
selben dann dieselben Wirkungen ausüben. Dass es dennoch doch nicht 
zur Teilnahme der Drehungen an dem Momentoidengleicbgewicht kommt, 
kann man dadurch erklären, dass die Teile der Atome, die man sich 
ausserbalb des Schwerpunktes zu denken hat, wenn man sich nicht 
auf die Angabe ihrer Koordinaten in dem mathematischen Ausdruck 
für die Kraftwirkung beschränken will, dieselben sind als die, deren 
Freiheitsgrade das Strahlungsgleich~ewicht mit dem Äther vermitteln. 
Denn auch für letztere muss (vergl. d und f) angenommen werden, 
dass sie sich nicht an dem Momentoidengleicbgewicht beteiligen. Ref. 
möchten, um dem Bild, zu dem wir in Nr. 31 und 32 gelangten, die 
entsprechenden Züge beizufügen, sodass es in der jetzt betrachteten 
Beziehung für zwei- und mehratomige Moleküle sowohl wie für ein
atomige zulässig wird, annehmen, dass die beim Stoss wirkenden an
ziehenden und abstossenden Teile frei um den Schwerpunkt des Atoms 
drehbare (eventuell aus schnell um das Zentrum des Atoms sich herum
bewegenden Teileben bestehende) Hüllen bilden; bei chemischer Bindung 
behielte jedes Atom seine (vielleicht mehrfache) Hülle, was z. B. unter 
den gleich näher zu erörternden Voraussetzungen bei zweiatomigen 
Molekülen das Auftreten von ?!lomenten von Bewegungsgrössen durch 
den Stoss in zwei Ebenen möglich macht. Was die Bindung der 
Hüllen aneinander betrifft, wären zwei Fälle zu unterscheiden. Erstens 
dass die Bindung derselben Art ist wie die tler Teile der Hülle eines 
Atoms unter sich, sodass für die Momentoidverteilung das Molekül als 
nicht kugelförmiges Atom mit zwei oder drei verschiedenen Trägheits
achsen zu betrachten ist. Zweitens dass die Bindung der Hüllen durch 
Prozesse gelockert wird, welche gegenseitige Bewegung der Hiillen 
hervorrufen und derselben Art sind (vergl. d und f) als die, welche 
in den Hüllen des Atoms eines einatomigen Stoffes auftreten, wenn 
eine Änderung der Strahlung eine Änderung der fortschreitenden Bewe
gung zur Folge hat. 

Es ist, um dieses Bild zutreffend zu machen, anzunehmen, dass 
die den Stoss auffangenden Teile im Atom auf einander so starke 
Kräfte ausüben, dass die Störung der Bewegung der einzelnen Teile 
sich auf alle derselben Art in so kurzer Zeit fortpflanzt und gleich
mässig verteilt, dass der Schwerpunkt der Atome der Wirkung jener 
Teile, bevor dies stattgefunden hat, noch nicht merkbar Folge geleistet 
hat, weiter dass von allen den Teilen, welche die Hülle bilden, nur 
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auf den Schwerpunkt des Atoms eine Wirkung ausgeübt wird 654), 
und dass diese Wirkung stark genug ist, um eine merkliche Verrückung 
der Hülle gegen den Schwerpunkt, es sei denn beim Einstellen des 
Strahlungsgleichgewichtes, zu verhindern. Jene Teilchen, welche den 
Stoss auffangen, wären dann, der weiteren Spezialisirung des Bildes 
in Nr. 32 nach, die negativen Elektronen, deren äusserste durch ihre 
Abstossung eine Hülle um das Zentrum des Atoms bilden, welche in 
verschwindend kleiner Zeit eine gemeinschaftliche, den Schwerpunkt des 
Atoms als zentralen Stoss angreifende Bewegung erhalten würde 655). 

Die innere Bewegung der Hülle müsste nur für die Strahlung 
in Betracht kommen, die Schwingungen von ganzen Hüllen gegen 
einander wären weiterhin einer Dämpfung unterlegen 656), derselben 
Art wie die, welche bei der Absorption von strahlender Energie 657) 

in einem einatomigen Stoffe sich zeigt. Das atomfeste Zusammen
treten mehrerer Hüllen würde verschiedene Freiheitsgrade innerhalb der 
gemeinsamen Hülle von der Teilnahme am Momentoidengleichgewicht 
ausschliessen 658). 

654) Bei dem Thomson'schen Bild 309) ist dies von selbst der Fall, weil die 
negativen Quanten die positiven Kugeln nur in ihrem Zentrum angreifen. Es würde 
nicht gelten für Atome, die aus mehreren Thomson'schen Kugeln bestehen, vergl. 
Fussn. 305. 

655) Die Strahlung wird den negativen Elektronen zugeschrieben, vergl. Fussn. 
311 und 303. 

656) Dass dieselben einen Einfluss bekommen, indem ihre lebendige Kraft für 
die der Moleküle in Betracht kommt, geschieht erst bei höheren Temperaturen 
(vergl. diese Nr. d und Fussn. 628). Es folgt erst intramolekulare Strahlung bei 
festgebundenen, intraatomare und intramolekulare bei lose gebundenen Molekülen, 
wenn die lebendige Kraft der besprochenen Teile anfängt in Betracht zu kommen. 
Es kann schliesslich die lebendige Kraft der Elektronen je der eines Gasmoleküls 
gleich werden. 

657) Dass die für die Vergrösserung Jer inneren Strahlungsenergie eines Gases 
zu verwendende Energie bei nicht zu hohen Temperaturen und zu kleinen Drucken 
verschwindend klein ist, findet Planck, Berlin Sitz.-Ber. 29 (1907), p. 543. Ebenso 
Einstein (Nr. 'i4c) für die Resonatoren, welche die Strahlung für genügend kleine 
Frequenzen (etwa}.::::> 4,8 p. bei T=300) vermitteln tvergl. Nr. 'i4c), 

658) Das Bild lässt sich mit Fussn. 661 gut vereinen. 
Änderungen von "A nach einem geeigneten Gesetz für die Lockerung atom

fester Bindungen mit T entsprechen relative Bewegung verschiedener Teile der 
Gesamthülle gegen einander und relative Verrückung der Atome in Folge der 
Hüllenbewegungen. Nach Jeans, The Dynamical Theory of Gases, Garnbridge 1904, 
wäre die Dämpfung der die Lichtausstrahlung bewirkenden Bewegungen so stark, 
andrerseits die Übertragung der lebendigen Kraft der Bewegungen der Schwerpunkte 
des Moleküls oder der Atome, bzw. deren Rotationen, auf jene so langsam [vergl. 
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c) Die von der Theorie der zyklischen Bewegung ausgehenden 
Berechnungen von van der W aals 1t98) fiihren bei gegeneinander be
weglichen Atomen auf andere, den Beobachtungen besser entsprechende 
Beziehungen von "A zn der Anzahl der A~me als die von Boltz
mann 659). Die der Mechanik entlehnten Grundlagen der Rechnungen 
von van der W aals und Boltzmann sind aber dieselben. Es ist dieser 
Unterschied denn auch darauf zurückzuführen, dass van der W aals 
annimmt, dass die zwei- und mehratomigen Moleküle beim Stoss nicht 
in Drehung gebracht werden können, indem er bei der Aufstellung der 
gesamten lebendigen Kraft des Moleküls nur ganz bestimmte Bewegungen 
der Atome innerhalb des Moleküls gegen einander in Betracht zieht 660). 

Dieses schliesst eine neue, nicht ausgesprochene Hypothese ein, die 
.nach e nicht mit der gewöhnlichen Mechanik zu verein~n ist. 

d) In dem vorigen ist schon betont, dass nicht alle Freiheitsgrade 
sich immer an der spezifi.Rchen Wärme beteiligen. Man hat am Mole
kül im Allgemeinen zu unterscheiden : Freiheitsgrade, die sowohl am 
Wärmegleichgewicht sich beteiligen als für die Zustandsgleichung be
stimmend sind, solche die für die Zustandsgleichung ohne Interesse 
sind, und solche die sich nicht am Wärmegleichgewicht beteiligen 
(vergl. Fussn. 664). 

F. Hasenöhrl, Wien Sitz.-Ber. [2a] H9 (1910), p. 1327], dass die lebendige Kraft 
derselben für die spezifische Wärme als verschwindend klein angesehen werden 
kann, während die in der zur Bestimmung von 'Y verwendeten Zeit (vergl. Fussn. 650) 
auf jene Bewegungen übertragene lebendige Kraft ebenfalls ausser Betracht gl.'lassen 
werden kann, oder nur soweit in Betracht kommt, dass dadurch für harte .Moleküle 
(KliSel, Rotationskörper u. s. w.) eine kleine Änderung der von Boltzmtmn abgeleiteten 
Werte (Fussn. 66t) hervorgerufen werden kann. 

659) Bei einem zweiatomigen Gas findet van der Waals [e] März 190t, p. 599, 
z. B. für "A den Wert 7/1, der mit der Beobachtung, die im Mittel 1,·U bei 0° 0, 
vergl. GI. (98), gibt, übereinstimmt, während Boltzmann [b] p. 132 bei einem 
solchen mit gegeneinander beweglichen Atomen Df7 findet. 

Erwähnt sei noch, dass van der Waals für H1 N die Konstitution H1 als Stern 
um N als Schwerpunkt findet. 

660) Für zweiatomige Moleküle, wenn «w (Nr. 48a) = konst. gesetzt wird, nur 
radiale Bewegungen der Atome, wenn «w proportional T (Nr, 43b), soll dazu noch 
eine Bewegung senkrecht zur Verbindungslinie angenommen werden; für dreiatomige 
siehe van der Waals [e] April 1901, p. 615 und 6t8, Vergl. auch H. Staigmflller, 
Ann. Phys. Obern. 65 (t898), p. 655. 

Die Annahmen sind an und für sieb unverträglich mit derjenigen van der 
Waals'scher Atome (Nr. 89b), und auch mit der unter b angegebenen Auffassung 
sind sie im Allgemeinen nicht zu vereinigen. 
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Wie wir in Nr. 55 und 56 gesehen haben, ergeben die Experimente 

auf zweierlei Weise weitere Abweichungen von dem nach a auf Grund 

des Theorems der gleichen Verteilung der kinetischen Energie, wenn 

für die potentielle Energie die in Fussn. 651 formulirte Bedingung 

erfüllt ist, anzunehmenden einfachen Verhalten : erstens wird, wenn man 

nur auf Bestimmungen bei gewöhnlieber Temperatur achtet, in vielen 

Fällen r vAM nicht als ganzes Vielfaches von ~ RM gefunden, sodann 

ist auch die aus Nr. 55 und 56 sich ausser für die einatomigen Moleküle 

ergebende Veränderung von "A mit der Temperatur, die im Allgemeinen 

bei den mehr zusammengesetzten Molekülen stärker in den Vordergrund 

tritt 661) als bei Iien einfacher zusammengesetzten 662), nicht im Einklang 

mit einer vollständigen Beteiligung eines jeden Freiheitsgrades, die sich. 

bei der genannten Voraussetzung bezüglich der potentiellen Energie 

in diesen ganzen Vielfachen aussprechen würde. Boltzmann 663) bringt 

letzteres in Verbindung mit Eigentümlichkeiten der Freiheitsgrade der 

inneren Bewegungen, die bei höheren Temperaturen die Ausstrahlung 

vermitteln. Für diese denkt er sich 663), dass bei den nicht hohen 

Temperaturen die für das Einsetzen des Momentoidengleichgewicbts nötige 

Zeit gross ist gegen die für eine Bestimmung der spezifischen Wärme 

erforderte (vergl. Jeans Fussn. 658). Es sollte dann bei den Zwischen-

661) Man wäre geneigt, dies der grösseren Nähe der Dissoziationstemperatur zuzu
schreiben. Andrerseits dürfte, wenn man von dem in f zu behandelnden absieht, die Ver
mutung nahe liegen, dass bei Extrapolation nach T = 0 für "A ein Grenzwert erreicht 
wird, der entweJer 1,66 oder 1,40 oder 1,33 [vollkommene Kugeln (A, He), zwei unver
rückbar verbundene Kugeln, Rotationskörper (H2, 02, N2, CO), starrer Körper willkür
licher Form (Boltzmann [b] p.129)] ist. Wenn nach le Chatelier (Nr. 56b) für C01 (für 
H20 vergl. Nr. 56b) derselbe Limitwert als für H2 gefunden werden sollte (vergl. 
fussn. 644), so dürfte dies für eine Konstitution CO.O (Hüllen mit gemeinsamer 
Rotationsachse) sprechen. (Ähnliches für S02 nach Pier, Nr. o6b). Wenngleich C02 

nicht ganz der le Chatelier'schen Annahme zu entsprechen scheint, so wäre doch 
eine Konstitution CO.O mit den neueren Messungen (besonders nach f) in Einklang 
zu bringen, wenn man nur die Bindung von CO durch das Eintreten des zweiten 0 als 
etwas gelockert annehmen würde (vergl. Stark Fussn. 308). Vergl. dagegen die 
Extrapolation von Nernst Nr, ii6b, die er auf Grund seiner Dampfspannungsformel 
mit der spezifischen Wärme des festen Zustandes in Verbindung stellt, und 
weiter die jüngere auf Grund der Einstein-Nernst'schen Theorie der spezifischen 
Wärme ebenda. 

662) Dem entsprechend wären die leichter zerlegbaren Moleküle mehr kompres
sibel, die schwer zerlegbaren mehr als starre Körper zu betrachten. 

663) Boltzmann [b) p. 131. 
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temperaturen der experimentell beobachtete Wert von "A von der Beobach
tungsdauer abhängig gefunden werden 668), wofür experimentelle Belege 
aber ausstehen 664). Auch die Annahme, dass fiir die potentielle Energie 
die obengenannte (in Fussn. 651 formulirte) Voraussetzung nicht erfüllt 
ist, kann z. B. für ein zweiatomiges Gas die kontinuirliche Zunahme 

(siehe GI. (!J8)] von ?'vAM von ~ RM ab nicht erklären. 

e) Der in a erörterten Boltzmann'sohen Theorie hat sich Kelvin 665) 

schroff gegenübergestellt, indem er einige Fälle von Bewegung materieller 
Punkte vorführte, in denen er das Theorem der gleichen Verteilun,g der 
kinetischen Energie nicht erfüllt fand und demgernäss dieses Theorem als 
ungültig ansah 666). Einerseits haben aber die theoretischen Ausführungen 
nach den Methoden der statistischen Mechanik (Nr. 46), 'besonders die Arbeit 
von Gibbs [e], klar zum Vorschein gebracht, dass jedem System, das 
den Hamilton'schen Gleichungen der Mechanik unterliegt, wenn nur 
die Zahl der Freiheitsgrade wie bei einem System von Molekülen, mit 
dem wir physikalisch zu experimentiren im Stande sind, genügend gross 
ist, was seine Mittelwerte betrifft, dem Theorem der gleichen Verteilung 
der kinetischen Energie unterworfen ist. Andrerseits haben die Beobach
tungen der Brown'schen Bewegung (vergl. Fussn. 173) eine experimen
telle Bestätigung jenes Theorems, besonders auch was die Verteilung 
der kinetischen Energie zwischen Rotationsbewegung und Translations
bewegung multimolekularer Teilchen betrifft 667), erbracht. 

f") Die in d erörterten Schwierigkeiten zwingen dennoch dazu, das 
Theorem der gleichen Verteilung der kinetischen Energie bei den für die 

664.) J. J. Thomson, Electricity and Matter, Westminster 1904, p.1.05, postulirt, 
dass die die Strahlung bzw. Absorption vermittelnden Bewegungen der Teilchen im 
Molekül 309) sich an der gleichen Verteilung der kinetischen Energie nicht beteiligen, 
indem er zwischen der Corpusculartemperatur (mittlere Energie dieser Bewegungen, 
Fussn. 52, vergl. die subsidiären Temperaturen von Jeans, Fussn. 658) und der 
Molekulartemperatur (Fussn. 52) keine Wechselwirkung voraussetzt. Vergl. aber 
P. Lenm·d, Ann. d. Phys. (4) 17 {1905), p. 243 Fussn. 3. Vergl. auch den Einfluss 
der Temperatur auf Absorption, J. Becquerel und H. Kamerlingh Onnes, Leiden 
Comm. Nr. 103 (1908). 

665) Lord Kelvin, Haitimore Lectures, London 1904, Appendix B. 
666) Vergl. Enc. V 8, Art. Boltzmann und Nabl, Nr·. 28 und weiter W. Peddie, 

Edinburgh Proc. Roy. Soc. 26 (1906), p. 130, 27 (1907), p. 181, P. Ehrenfest, 
Edinburgh Proc. Roy. Soc. 27 (1.907), p. 195, M. Brillouin, J. de phys. (4.) 6 
(1907), p. 32. 

667) J. Per1·in, C. R. 149 (1909), p. 549, Physik. ZS. 11 (1910), p. 470. 
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spezifische Wärme in Betracht kommenden Prozessen fallen zu lassen 668) 
und laufen in dieser Richtung zusammen mit den Schwierigkeiten, die sich 
in der Strahlungstheorie ergeben, wenn man bei der Ableitung einer Strah
lungsformel an der Gültigkeit der Maxwell-Lorentz'schen Grundgleichungen 
des elektromagnetischen Feldes einerseits und an der gleichen Verteilung 
der kinetischen Energie im emittirenden Körper andrerseits festhält 669). 

Dem entspricht, dass im Bild, welches wir in b entwickelten, die 
Prozesse, welche den Übergang einer atomfesten Verbindung in einer 
Bindung, bei welcher Beteiligung an dem Wärmegleichgewicht möglich 
wird, bewirken, derselben Art gesetzt sind wie diA, welche die Beteili
gung des Atoms eines einatomigen Stoffes an dem Strahlungsgleich
gewicht beherrschen. Dass diese Prozesse ausserhalb der gewöhnlichen 
Mechanik und Elektrodynamik stehen, ist durch die Einführung des 
Planck'schen elementaren Wirkungsquantums klar geworden, welche 
die Schwierigkeiten in der Strahlungstheorie, wenn man von der 
Deutung dieses Quantums absieht, aufhebt, und dasselbe für die Theorie 
der spezifischen Wärme leistet. Der freie AustausQb. von Energie 
zwischen den verschiedenen Freiheitsgraden wird nämlich bei dieser 
Auffassung dadurch beschränkt, dass das Molekül, was seine Vibra
tionsfreiheitsgrade betrifft, nach Art der Planck'schen Resonatoren 
nur im Stande ist, eine ganze Zahl von ihrer Frequenz an Grösse 
proportionalen Energieelementen auszutauschen (vergl. Fussn. 833). Diese 
Anwendung wurde zuerst von Einstein auf die festen Stoffe gemacht 
(Nr. 74c) und ist sodann von Nernst 643) auf die Gase übertragen. Da 
die spezifische Wärme des Fluidzustandes mit der des glasigen Zustandes 

668) Vergl. M. Planck, J. de phys. (5) 1 (1911), p. 345. Die Ausführungen 
Boltzmann's (diese Nr. e) und besonders Jean's 8111) gingen praktisch schon dahin, 
jenem Theorem seine Gültigkeit zu entnehmen. Wir weisen hier schon auf die 
bald zu erwartende Veröffentlichung der Beratungen des Kongresses Solvay, der 
im November '1.911 in Brüssel tagte und sich mit den Schwierigkeiten, welche auf 
die Quantentheorie geführt haben, sowie mit der weiteren Anwendung dieser Theorie 
beschäftigte. 

669) H. A. Lorentz, Nuovo Cim. (5) 16 (1908), p. 5, Physik. ZS. 9 (1908), 
p. 562, vergl. Physik. ZS. 11 (19'1.0), p. 1~34, 0. Lummer und E. Pringsheim, 
Physik. ZS. 9 (1908), p. 449, J. H. Jeans, Physik. ZB. 9 (1908), p. 853, Phi!. 
Mag. (6) 17 (1909), p. 229, 20 (1910), p. 943, W. Ritz, Physik. ZS. 9 (1908), 
p. 903, 10 (1909), p. 224, A. Einstein, Physik. ZS. 10 (1909), p. '1.85, W. Ritz 
und A. Einstein, Physik. ZS. 10 ('I. 909), p. 323, J. D. van der Waals Ir., Amsterdam 
Akad. Vers!. Jan.1909, p. 659, M. Planck, Ann. d. Phys. (4) 3'1. (1S10), p. 758, W.Peddie, 
Phi!. Mag. (6) 22 (19'1.1), p. 663. Vergl. auch Enc. V 23, Art. Wien, Nr. 7 und 18. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 53 
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(vergl. Nr. 56e) kontinuirlich zusammenhängt, kann man jedenfalls 

nicht umhin, das im glasigen Zustand für die Bewegung der Vibratoren 

in dem Molekül anzunehmende Strahlungsgleichgewicht auch auf die 

Bewegung nach den inneren Freiheitsgraden in dem Molekül, wenn 

sich dieses im Fluid- (speziell auch in dem gasförmigen) Zustand befindet, 

anzuwenden. Eine Diskussion der experimentellen Ergebnisse für Gase 

(Nr. öö und 56) auf Grund dieser Anschauungen hat Bjerrum 651) 

gegeben. 
Nernst ist aber zu gleicher Zeit weiter gegangen, inrlem er an

nimmt, dass auch die Drehung des Moleküls nicht mehr durch die 

gewöhnliche Mechanik beherrscht wird, sondern dem Planck'schen Gesetz 

nach Maassgabe der Tourenzahl unterworfen ist. Die Entscheidung über 

diese Ansicht, bei welcher die Schwierigkeit, welche durch den Mangel 

an Symmetrie bei der Kraftwirkung der Atome bei Annäherung an 

einander verursacht wird, gehoben sein würde, die aber nicht zugleich 

an anderen Erscheinungen beurteilt werden kann, kann nur durch das 

Experiment gebracht werden, und die Rechnung ergibt, dass dieses nur 

bei H2 unmittelbare Resultate verspricht (Nr. ööcr). 

IV. Die Fundamentalgleichungen für den fluiden Zustand. 

a) Die Fundamentalgleichungen für normale 
einkomponentige Stoffe. 

58. Die Gibbs'schen Fundamentalgleichungen. Darstellung der
selben durch die Gibbs'schen Fundamental:ll.ächen. Ableitung der ther

mischen und kalorischen Eigenschaften einer Phase aus denselben. 

a) Mit Hülfe der thermischen Zustandsgleichung (Abschn. II) und der 

kalorischen Grundgleichung (Abschn. 111) lassen sich jetzt die Gibbs'
schen Fundamentalgleichungen (Nr. 3a) bilden. Wenn das Studium jener 

beiden Hülfsgleichungen, sowie der Beziehung des festen zu dem fluiden 

Zustand weiter vorgeschritten sein wird, werden die Fundamental

gleichungen gewiss eine grössere Rolle für das Verständnis der thermo

dynamischen Erscheinungen spielen als bis jetzt. Insbesondere dürfte 

die thermische Zustandsgleichung, jetzt noch der Mittelpunkt der mole

kulartheoretischen Betrachtungen, weiterhin, wie dies bei der Behandlung 

derselben nach den Methoden der statistischen Mechanik schon der Fall 

wird, nur als eine abgeleitete Gleichun~ erscheinen, die aus einer die 

Eigenschaften, insbesondere die Entropie des betreffenden Systems 
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mehr unmittelbar ausdrückenden Fundamentalgleichung hervorgeht. Bis 

jetzt dienen die Fundamentalgleichungen einkomponentiger Stoffe haupt

sächlich zum Zweck graphischer übersichtlicher Darstellung und Be

handlung des fluiden und festen Zustandes. Dementsprechend wollen 

wir uns darauf beschränken, die Fundamentalgleichungen in algebraischer 

Form aufzustellen für den Fall, dass als thermische Zustandsgleichung 

die van der T-Vaals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, 

Bw und als kalorische Grundgleichung die einfache Form 'YvA = konst. 

gilt, und weiter nur auf die graphische Behandlung der Fundamental

gleichungen eingehen. 
Die Fundamentalgleichungen ergeben sich (vergl. Nr. 53a) für den 

gedachten Fall aus 

u=Ku + 'YvA T- aw, 
V 

S = Ks + 'YvA ln T + Rw In (tJ-bw)1 

aw ( ffvr= Ku- T K 8 + 'YvA (T- Tin T) - Rw Tin (v-bw)- -, 102) 
V 

v 2 aw 
ffsp =Ku+ 'YvA T + Rw T--b- - --, 

V- w V 

V 
iJpr=Ku-TKs+ 'YvA(T-Tln T) + Rw T-b-v- w 

- Rw Tln (v-bw)- 2 aw 
V ' 

m aw 
WO Ku=Uv 1'- 'YvA.I.o+-~, 

o o t'o (103) 

Von den Fundamentalgrössen ist in Gl. (102) nur ffvr in den 

gehörigen, jedesmal durch die an ff angehängten Indizes angezeigten, 

unabhängigen Variabeln (Nr. 3a und Fussn. 59) explizite gegeben. Die 

für die explizite Aufstellung der anderen Fundamentalgleichungen nötige 

Elimination gelingt in endlicher Form nur t'ür ff 811 = u, und zwar gibt 

sie für diese 

s-K8 
-- - (ICA-1) 
'YA U =Ku+ 'YvA e v (v-bw) (104) 

b) Die Fundamentalflächen stellen U als Funktion von S und V 
(Energiefläche, vergl. Tafel II Fig. 31, 32 und 33), ffv-r als Funktion 

53* 
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von V und T (Arbeitsfläche, Fläche der freien Energie), ffsp als 
Funktion von S und p [ Enthalpiefläche 670) ], ffpT als Funktion von p 
und T (Potentialfläche, vergl. Fig. 29) dar 671). 

Die wichtigste von diesen ist die Energiefläche, die auch wohl 
kurzweg die Gibbs'sche Fläche genannt wird. Ihre Gleichung ist für den 
Fall, dass die van der W aals' sehe Hauptzustandsgleichung mit konstanten 
aw, bw, Rw, und ?'vA = konst. gelten, in Gl. (104) gegeben. Sie hat dl3n 
Vorteil, dass sie einblättrig und eine ihrer senkrechten Projektionen 

Fig. 22. 

das wichtige S, V-Dia
gramm 672) ist, weiter 
ist es die einzige Gibbs-
sehe Tangentialfläche 
für einen einkomponen
tigen Stoff (Nr. 8, 10 
und Fussn. 98) 673). 

Von den 8 thermo
dynamischen Grössen 

V, S, U,p, T, ffrn ffsp, 
ffpr, werden die drei 
ersten für jeden Zustand 
unmittelbar durch die 

Koordinaten der Fläche gegeben. Auch die andern fünf sind an derselben 
einfach abzulesen. Fig. 22 bringt die dazu dienende Konstruktion, welche 
den Gleichungen in Enc. V 3, Art. Bryan, Nr.16 entspricht, zum Aus
druck 674) 675). 

670) Für 'lJSp wurde von Kamerlingh Onnes LLeiden Comm. Nr.109 (1909), p. 3 
Fussn. 2] der Namen Enthalpie vorgeschlagen (vergl. Fussn. 596). In der techni
schen Thermodynamik findet man die Namen Wärmeinhalt für gleichen (besser 
konstanten) Druck, R. Mollier, ZS. d. Ver. d. Ingenieure 48 (1904), p. 271, und 
Erzeugungswärme für konstanten Druck, Enc. V 5, Art. Schröter. 

671) Was den Nutzen derselben betrifft, siehe Nr·. 6b, weiter Nr. o8 und Enc, 
V 3, Art. Bryan, Nr. 16. 

672) Siehe Fussn. 72 und 77. Weiter Gibbs [a] p. 330 und Fussn. 90. 
673) Planck 619) sieht S als Funktion von U und V (Nr. 46b) als die allge• 

meinste Zustandsgleichung an, weil U und V (entgegen p und T) für jede be• 
stimmte Stoffmenge, auch wenn dieselbe nicht eine nach Nr. la definirte Phase, 
oder einen Komplex derselben, bildet, definirt ist. 

674) Vergl. van der Waals ld) p.112. Eine entsprechende graphi~cheAbleitung 
von 'ljpT bei Maxwell [a] p. 199, G. Mouret, J. de phys. (2) 10 ('1891), p. 253. 

675) Die Figuren sind hier schematisch gezeichnet. Für die numerisch exakte 
Darstellung siehe Nr. 63, D. Goldhammer, Moskau A.bh. d. Univ., 1884, Beibl. 10 



58. Die Gibbs'schen Fundamentalgleichungen, u.s. w. 

Die an den Punkt w ge

legte Tangentialebene gibt 

durch die Neigung der der 

S, U-Ebene parallelen Tan

gente gegen die 8, V-Ebene 

T, durch die der U, V
Ebene parallelen Tangente 

gegen die 8, V-Ebene p. 
Die V-Ordinaten der Schnitt

punkte der ersten Tangente 

mit der U, V-, der zweiten 

$ 

mit der U, 8-Ebene, und der F1g. 23. 

827 

Berührungsebene mit der U-A.chse geben lJYT· ffsp. lJpT· Die Bezie

hungen lJYT = U- TS, ffsv = U + pV und lJpr= U-r pV- TS 
sind in der Figur unmittelbar abzulesen. Die von Planck 676) benutzte 

Funktion <I> = - lJvT/T ebenfalls. Fig. 23 bringt einen kleinen Teil einer 

Isotherme sowie einer Tsobare zur Anschauung 675); beide sind Schatten

linien für Licht, welches der U, S- oder U, V-Ebene parallel einfällt 

in der T oder p entsprechenden Neigung. Es sind weiter zwei aufein

ander folgende Tangenten aus jedem Bündel sowie eine ffvT, V-Isotherme 

in der U, V-, und eine ffsv, S-Isobare in der U, S-Ebene gezogen. 

Man entnimmt der Figur sogleich (vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 16) 

lSVT (1' = konst.) = J -pdV, lSpT(1'=konst.) = J Vdp, 
T= konst. 1'= konst. 

(105) 
lSSp(p = konst.) = J TdS, 

p=konst. 

lSpT (p = konst.) =-J SdT. 
p=konst. 

p. 333, und auch W. P. JJoynton, Phys. Review 11 (1900), p. 291 und 20 (1905), 
p. 259, der verschiedene Durchschnitte der Fundamentalflächen, nach der van der 
Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw 1 bw , Rw berechnet, vorführt. 

Für die Diagramme ist der Nullpunkt der Entropie ( vergl. N r. 68) immer 
so genommen, dass für die betrachteten Zustände S positiv ist. Für Berechnungen 
in Verbindung mit dem Gesetz korrespondirender Zustände werden am einfachsten 
U und S im kritischen Punkt = 0 gesetzt (vergl. Fussn. 697). Wenn man sich 
den experimentellen Daten für kleine Dichten und gewöhnlicher Temperatur möglichst 
eng anschliessen will, ist es besser, als Nullpunkt den Normalzustand, bzw. den theo
retischen Normalzustand zu wählen. Vergl. für einen anderen Nullpunkt Nr. 74e. 

676) M. Planck. Ann. Phys. Chem. 32 (1887)1 p. 469, [a) p. 116. Diese Funk
tion wurde auch schon eingeführt von F. llfassieu, Paris C. R. 69 (1869), p. 858, 

zugleich mit der Funktion - \J;T, aber später (Mem. presentes a l'Acad. des Seiences 
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~-------...,"V Da die Fläche in w (Fig. 22) 
•"U konvex gegen die abnehmenden U 

~=~~ 

gezeichnet ist, entspricht w nach 
Nr. JOb einem stabilen homo
genen Gleichgewicht; d in Fig. 
27 stellt ein labiles vor 

c) ln ähnlicher Weise wie 
Fig. 24,. bei der Energiefläche werden 

auf den anderen Fundamentalflächen diejenigen der Grössen S, V, p, T1 

welche nicht zu den 
Koordinaten gehören, 
durch die erste und 
zweite Tangente gege- $, 
ben, entspricht der Ab
schnitt der Berührungs
ebene jener Fundamen
talgrösse, in deren 
Darstellung die Koor
dinaten nicht eingehen, 
und die zwei andern 
Abschnitte den resti-

I 
I 
I 
I 
I 

l~1' 
I 
I 
I 
I 

renden Fundamental- Fig. 25. 

grössen ( U ist als ~sv zu bezeichnen, Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 16). 

I 

:~5 
-- I 
--~~~'V 

Fig. 26. 

fläche oder der Potentialfläche zu rp· 

Fig. 24, 25, 26 geben 
dies an. Auch sind aus 
diesen Figuren Integral
formeln, welche GI. ( l 05) 
entsprechen, zu entneh
men 615). 

Die Krümmung der 
Isopyknen der En~rgie
:fläcbe oder der Arbeits· 
fläche steht in Bezie
hung zu rv. die der 
Isobaren der Enthalpie-

22 ('1876)) auf einen Vorschlag Bertrand's von ibm verlassen für die zu einfacheren 
Formeln führenden Funktionen - \JYT und - \JpT· 
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59. Beziehung der Fundamentaldächen, sowie der aus denselben 
abgeleiteten ebenen Diagramme unter einander. a) Diese Beziehungen 
sind in Nr. 8 allgemein für verwandte graphische Darstellungen angegeben. 
Man hat, um auf diesen speziellen Fall überzugehen, dort für x, für ß und 
für r je eine der Grössen p, V, T, 8, U, ffvx. ffsp. ffpT gewählt zu denken. 
Zeichnen wir z. B. auf die Energiefläche das doppeltkrummlinige Netz 
a) der T- und der S-, b) der p- und der V-Linien 677) und zeichnen darin den 
Oarnot'schen Kreisprozess, projiziren das Netz und die Zeichnung a) auf 
die U, S-, b) auf die U, V-Ebene, transformiren dann die krummlinig
geradlinigen Diagramme a) in ein rechtwinkliges T, S-, b) in ein 
rechtwinkliges p, V-Diagramm, so gibt a) das Rechteck (vergl. Fussn. 77), 
welches die im Prozess verbrauchte Wärme, b) das bekannte im Allge
meinen krummlinige Viereck, welches im InQikatordiagramm die Arbeit 
vorstellt 678). 

Im Allgemeinen kann man sich auf der U, S, V-Fläche leicht orien
tiren über den Lauf von irgend einer der obigen 8 Linien ot = konst. 
in einem aus zwei andern ß = konst., r = konst. gebildeten recht
winkligen Diagramm. 

b) Weiter ist auch aus Nr. 58 zu ersehen, wie man durch Defor
mation der Energiefläche die ffvT-, ffsp-, ffprFlächen erhalten kann. 
Für die ffvrFläche ist dies sehr einfach. Ähnlich erhält man die 
ffpr aus der ffsp·Fläche. Da im Fluidgebiet im Allgemeinen zu dem
selben Druck drei Volumina gehören und die ffpr· und ffsp-Flächen 
(vergl. Fig. 27) dreiblättrig sind, ist die Deformation der U- oder der 
ffvrFläche in eine der ffpr oder ffsp-Flächen eine sehr komplizirte. 
Einfacher ist die Beziehung durch homographische Transformation der 
Polarreziproken in Bezug auf eine Kugel von ffpT zu U, und von 
ffsp zu ffvT. sodass einem Punkt in dem einen Gebilde eine Ebene 
in dem andren entspricht, einer zweifachen Berührungsebene ein Dop
pelpunkt, einer zweifachen Tangente wieder eine zweifache Tangente 
(vergl. Nr. 14c), wie aus den Fig. 23, 24, 25, 26 in Nr. 58 ein
leuchtet 679). 

677) Es sind dies nach Fussn. 71 die Linien T = konst. u.s. w. 
678) Für das dritte für die Technik wichtige ebene, das Mollier'sche Wsp, S-Dia-

gramm vergl. Enc. V 5, Art. Schröter, Nr. 6. Dieses Diagramm wird auch schief
winklig genommen,· um übersichtlich zu sein, R. Mollier, Fussn. 670. 

679) Brunhes, Einleitung zu Gibbs [d], p. 12. Nach G. H. Bryan, Thermody
namics, Leipzig 1907, p. 95, bekommt man aus der U, S, V-Fläche die !HYT, V, T-r 
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60. Die Liquid-Gas-Falte in der Energieftäche. Der stabile Teil der 

Energiefläche fällt, weil konvex nach der negativen Seite der U, in Fig. 27 

I 

Fig. 27. 

nach vorn ( + Seite der S) und nach der U, 8-Ebene (Seite der kleinen V) 
ab; dem entspricht der Lauf der Isentropen (- - - - ). In Fig. 27 

(vergl. Tafel II Fig. 31, 32 und 33) stellen a und b koexistirende Flüssigkeit 

und Dampf vor. Dieselben gehören (Nr. 7a) den Zweigen der Grenzlinie 
(gr in Fig. 28) an, welche zugleich (Nr. 12a) die Zweige der Konnodale 

konn sind. Die gemeinschaftliche Berührungsebene entspricht (Fig. 22) 

den zusammengehörenden Pkoex und T und dem gemeinsamen ffpT (Nr. 8d 
und Fig. 27). Die Gerade (Nr. 8d) a b ist die Isophase, eine der Linien 

der heterogenen Regelfläche, welche dem heterogenen Blatt der p, V, T-Fläche 
(Nr. 22, 8a und 17c) entspricht. Verkleinert man, der Isophase entlang 
gehend, V, so nimmt die Menge der Flüssigkeit (Nr. 8d und Nr. 16b) im 

Verhältnis zu der des Dampfes zu wie b1· zu ra. 
Die homogene Isotherme (nach van der Waals) a d b liegt überall 

unter dieser Regelfläche und geht durch labile Zustände d (vergl. Nr.16, 

Fig. 14); dieselben sind durch die Spinodale spin, die also auch Stabili-

bzw. 'RpT, p, T-Fläche als Polaneziproke in Bezug auf einen parabQiischenZylinder 
bezw. ein Rotationsparaboloid. Vergl. auch G. Mow·et, J. de phys. (2) 10 (1891), 
p. 265. Wie man aus einer Fundamentalfläche '8 eine zweite bekommt, indem 
man statt der Variabele a (insofern dies S oder V ist) 'a'Raßf'Jrx als Variabete 
einführt, oder umgekehrt in einem der beiden Potentiale bei 'a'Rf'arx = konst. ('RSP 
oder 'RpT, Enc . V 3, A1·t. Bryan, Nr. 16) statt 'J'Rßa (p oder 7") ein « (S oder V) 
als Variabele einführt, daselbst p. 7. Vergl. Nr. Ua und Fussn. 130. 
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tätslinie ist (Nr. 7a, 17c und Fig. 14), abgegrenzt von den metastabilen 
und stabilen. Die Gestalt der entsprechenden Falte (Nr. 11) zwischen 
dem gasförmigen und dem flüssigen Zustand wird näher gezeigt von der 
a d b entsprechenden Isotherme a' d' b' im ffvT. V-Diagramm; k zeigt 
den kritischen Punkt (Nr. 9b und 16), Faltenpunkt (Nr. 12) der Liquid
Gasfalte. 

Die Isobare Pkoex T schneidet (vergl. Nr. 16) dreimal die Isotherme 
'1' 680). In k sieht man Isotherme und Isobare, indem sie einander 
durchschneiden, sich nach Gl. (I 0) und zugleich die Konnodale (und 
Spinodale) berühren (vergl. Fussn. 103 und Nr. 8b). 

61. Das Maxwell'sche Kriterium für die gesättigte Koexistenz 
zweier Phasen. In der vorigen Nummer wurde ausgegangen von der 
Bedingung, dass die bei T gesättigt koexistirenden Phasen a und b 

·~ 

Fig. 28. 

Konnoden für die T entsprechend geneigte Ebene doppelter Berührung 
sind. Dieselben, Flüssigkeit und Dampf (vliq und Vvap), entsprechen aber, 

680) Die Isothermen und Isobaren gehen über den Kamm, der dem Flüssigkeits
zustand entRpricht. Näheres über den Bau des Flüssigkeitskammes Nr. 63. 
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Fig. 27, auch den Berührungspunkten der 'I' entsprechend auf der U, V-Ebene 

geneigten Ebene mit der Isotherme T als Raumkurve (Nr. 59a), und 

weiter den Berührungspunkten a' und b' der an die Isotherme im 

ffvT. V-Diagramm (vergl. Fig. 28) gezogenen Doppeltangente. ffvT ist 

nämlich eine Gihbs'sche Tangentialkurve (Nr. 14). Es folgt aus Fig. 28 

und der Integralformel (I 05) sogleich 

VJiq 

ffvTliq - ffv2'vap = r- p dv = Pkoex ( Vvap - Vaq). (I 06) 
, , T= konst. 
Vvap 

Es ist diese GI. ein besonderer Fall der GI. (3). Dieselbe stellt 

das schon Nr. 17b behandelte Maxwell'sche Kriterium vor. 

Fig. 29. 

Setzt man in der GI. (2) und in Fig. 3 a: = s, ß = v, so kommt 

dpkoex ( ) T dpkoex( ) (lO~) 
Svap - SJiq = ~ Vvap - VJiq Oder }. = ~ Vvap -Vliq , I 
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die Clapeyron-Clausius'sche Gleichung 681) für die gesättigte Liqnid
Gaskoexistenz. 

Wir betrachten jetzt noch die graphische Darstellung dieser 
Koexistenz mit Hülfe des thermodynamischen Potentials (Abschnittes 

ffpT Fig. 22). Nach Nr. 14c, wo ff = ffsv, a = s, ß = v, also 
ff(m) = ffpx zu setzen, werden die Isothermen im ffpT, p-Diagramm 
für die koexistirenden Phasen einen Doppelpunkt (Fig. 25 und 28) 

aufweisen. Ebenso steht es mit den Isobaren im ffpT, T-Diagramm. 

Die ffpT• p, T-Fläche wird mit den Isobaren in Fig. 29 (vergl. Fussn. 133) 

dargestellt 682) 683). gr in Fig. 28 gibt die Grenzlinie; zu dieser ist 

das heterogene Gebiet im ffpT• p-Diagramm zusammengefallen {Nr. Se); 
sie endet da im kritischen Punkt k, die Projektion der Grenzlinie 

auf der ffpx-Fläche auf die p, T-Ebene gibt die Dampfspannungslinie 
im p, T-Diagramme 68~) (vergl. Fig. 17). Figur 2!:! 685) 686) 687) erläu

tert die Bildung von GI. (1 06), und den Zusammenhang des ffpT• p und 

des ffvT. V-Diagrammes, sowie deren Beziehung zum Gleichgewicht 
zweier Phasen 688), 

62. Die thermodynamische Ähnlichkeit verschiedener Stoffe. 
Anwendung auf die Verflüssigung des Wasserstoffs und des Heliums. 

a) Bei den in Nr. 31 angestellten Betrachtungen über die mechanische 

681) Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (138) und Fussn. 31. 
6!:12) Diese Fläche wurde schon gezeichnet von P. Duhem, Trav, et Mem. des 

Fac. de Lilie 1 (1891), 5ieme memoire, p. 82. 
683) Fig. 28 und Fig. 29 unterscheiden sich dadurch, dass in letzterer im kri

tischen Punkt k s = 0 angenommen ist' (vergl. Fussn. 675), in der ersteren behufs 
der Deutlichkeit der Zeichnung für das dargestellte Gebiet überall s > 0. 

684) Vergl. das p, T-Diagramm der lsopyknen (Nr. 42); bei der Durchschneidung 
Piner v-Linie mit der Grenz(Dampfspannungs)linie liest man die zu v als vvap oder 
Vllq gehörende Tkoex und Pkoex ab. 

685) Der kritische Punkt i8t ein Punkt der Flecnodale, nicht aber der Spinodale, 
auf der 1fvT, v, T-Fläche, und also kein Faltenpunkt (Nr. 12) für diese Fläche, 
die nicht eine Tangentialfläche, sondern eine aus Tangentialkurven (Nr. 14) ge
baute Fläche ist. 

686) Die Punkte c und e sind Rückkehrpunkte im 1fpT, p-Diagramm. 
687) Der kritische Punkt auf der 1fpT, p, T·Fläche hat sehr eigentümliche Eigen

schaften. Vergl. Enc. 111 D 1, 2, Art. von Mangoldt, p. 41. 
688) stab ist die Stabilitätslinie, entsprechend spin von Fig. 27. Die Betrach

tungen von Tumlirz, Wien Sitz.-Ber. [2a] 114 (1905), p. 167, vergl. Fussn. 54.8, 
über die Stabilität der Phase für adiabatische u. s. w. Zustandsänderungen, sind 
unvollständig, weil nicht auf alle Änderungen, die innerhalb einer Phase, der keine 
Wärme zu- bzw. abgeführt wird, möglich sind, Rücksicht genommen wird. 
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Ähnlichkeit haben wir schon Moleküle in's Auge gefasst, in deren 

Innerm mechanische Vorgänge stattfinden 295). Für die thermische 

Zustandsgleichung kommen diejenigen, welche die Ansammlung von 

Energie im Molekül bei steigender Temperatur nach Maassgabe der 

"A bestimmenden Freiheitsgrade betreffen, nur indirekt in Betracht, in 

so weit mit denselben nur die, gegen die durch Unterschiede in "A be

dingten kleinen Abweichungen verschiedener normaler Stoffe vom 

Korrespondenzgesetze (vergl. Nr. 43 und Nr. 38, sowie Nr. 67) zusam

menhangen (vergl. für diese Nr. 65). Sehen wir von letzteren ab, 

so ist also die Wärmetönung bei korrespondirenden isothermischen 

Prozessen eine korrespondirende, obgleich die gedachten und relativ 

bedeutenden Vorgänge im Molekül dies nicht sind. Anders ist es bei 

Prozessen mit sich ändernder Temperatur. Den Vorgängen im Molekül 

bei dieser Änderung entspricht bei korrespondirenden Änderungen eine 

Wärmemenge, welche im Allgemeinen nicht korrespondirend ist. Nur in 

dem Fall, dass das Verhältnis der gesammten Energiezunahme des 

Moleküls zu derjenigen der fortschreitenden Bewegung, also "A, für die 

zu vergleichenden Stoffe denselben Wert hat, werden alle korrespon

dirend eingeleiteten und unter korrespondirenden äusseren Bedingungen 

fortgesetzten, kurz korrespondirend geleiteten, thermodynamischen Prozesse 

korrespondirend verlaufen. So z. B. die korrespondirend geleiteten adia

batischen. Normale Stoffe mit demselben xA (weniger streng: derselben 

Anzahl von Freiheitsgraden im Molekül) sind 689) nicht nur thermisch 
sondern auch thermodynamisch ähnlich, d. h. korrespondirenden Wegen 

auf der p, V, T-Fläche entsprechen gleiche Entropieänderungen (Dimen

sion nach [L Z M] Null, wenn die Temperatur als lebendige Kraft ge

messen wird) und korrespondirende Änderungen der Energie 690). Auf 

den reduzirten Energieflächen bilden sich korrespondirend geleitete Pro

zesse durch dieselben Linien ab. 

Da der Joule-Kelvin-Effekt (Nr. 64:c, 90) bei kleinen Drucken (Nr. 90c) 

bei gewöhnlicher Temperatur für H2 positiv, für andere zweiatomige 

Gase negativ ist, folgt 689) aus diesem Satz bei jenen Drucken ein 

689) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 23 (1896), p. 6 (wie schon in Nr. 20c er
wähnt und in Fussn. 207 zitirt). 

690) Auch abgeleitet von G. Darzens, Paris C. R. 123 (1896), p. 940, vergl. 
Fussn. 256. 
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Inversionspunkt 691) dieses Effektes für diese letzteren sowie auch 
für ~ 692). 

b) Es ergibt sich 689) weiter, dass man nach diesem Satz die 
Anwendbarkeit von Apparaten für die Verflüssigung eines schwer v.u 
verflüssigenden Gases angenähert studiren kann mit leichter zu hand
habenden Gasen. Man hat dazu den Apparat zusammen mit dem 
speisenden Gas, d. h. zusammen mit dem eingeführten System von 
Molekülen, als ein einziges dem Ähnlichkeitssatz unterliegendes System 
aufzufassen, welches man mit einem andern korrespondirenden ver
gleicht 693). Wenn es z. B. gelingen soll, mit einem Apparat flüssigen 
Wasserstoff zu sammeln, so muss in einem korrespondirenden Appa
rat 694) in einer korrespondirenden Zeit eine korrespondirende Menge 
von flüssigem Stickstoff sich sammeln, wenn man in den Apparat bei 
korrespondirender Temperatur eine korrespondirende Menge von diesem 
Gase unter korrespondirendem Druck einführt. 

Vorversuche dieser Art waren es, die bei der Einrichtung des 
Wasserstoffzyklus (Nr. 20c) von Kamerlingh Onnes gemacht wurden. 
Auch Dewar (Nr. 20c) war bei seinen Versuchen, die zuerst zur Ver
flüssigung des W asRerstoffs führten, in dieser Richtung von dem van 

der W aals' sehen Korrespondenzgesetz inspirirt 695). 

Bei der Verflüssigung des Heliums (Nr. 20d) wurde wiederum nach 
dem soeben entwickelten Satz verfahren, indem als Ausgangspunkt für 

69t) Der in dieser Weise vorhergesagte Punkt war schon zu finden in den 
van der Waals'schen Formeln [a] p. 123. Vergl. auch die spätere Arbeit Fussn. 705. 

1\92) Eine .A.bkühlung für H11 aber bei Expansion von HO Atm ins Vakuum, 
wurde zuerst von Olszewski beobachtet, Krakau Anzeiger, 1901, p. 453, Ann. d. 
Phys. (4) 7 (1902), p. 818. Vergl. Nr. 90a für die Frage, ob diese Versuche sich 
tatsächlich auf den Joule-Kelvin-Prozess beziehen. 

693) Unter dem Ähnlichkeitssatz fallen auch die sehr komplizirten turbulenten 
Bewegungen, die, wie z. B. bei dem Wärmeaustausch in einer Hampsonspirale 
(Nr. 20c), für das Ergebnis sehr wichtig sein können. Man wird in anderer Hin
sicht aber die Betrachtungen gewöhnlich durch geeignete Annahmen vereinfachen. 
So wird man z. B. bei einer kupfernen Regeneratorspirale die Leitung der Wand 
in der Länge = O, in der seitlichen Richtung = oc setzen. 

694) Von korrespondirenden Dimensionen mit korrespondirender Wärmeleitung 
und weiter adiabatisch geschützt. 

Bei den weiter im Text. genannten Versuchen wurde der Stickstoff dem Sauer
stoff vorgezogen wegen der mit letzterem bei Kompression auf 200 Atm bei Anwesenheit 
von Oe! in den Pumpen zu befürchtenden Explosionen. 

695) Vergl. J. Dewar, Paris C. R. 126 (1898),.p.1408, Abstract opening address 
B. A. t902, p. 27. 
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die Einrichtung des Heliumzyklus die Erfahrungen mit dem eben er

wähnten Wasserstoffzyklus dienten. Aus denselben war zu schliessen, 
dass es genügen würde, mit der Vorkühlung des Gases bis in die Nähe 

seines Boyle-Punktes (Nr. 76b), ungefähr das dreifache seiner kritischen 

Temperatur, zu geben, um noch Flüssigkeit zu bekommen. Zwar bezogen 
diese Erfahrungen sieb auf ein zweiatomiges Gas, da aber ein ein

atomiges, wenn kein anderer Unterschied als der von "A zwischen 

beiden besteht, leichter verflüssigt wird als ein zweiatomiges, war die 
einfache Übertragung auf das Helium, als wäre es zweiatomig, zum 

Vorteil des Versuchs. Für die Feststellung der Ähnlichkeitskoeffizienten 
(Nr. 38) dienten (vergl. Nr. 20d) Vergleichungen von Isothermen von 
H2 und He (Nr. 38), insbesondere die Bestimmung des vorhin genannten 

Boyle-Punktes, dessen Temperatur nach dem van der Waals'schen 
Korrespondenzgesetz der kritischen proportional ist, und welcher sich 

als mit Hülfe von ins Vakuum verdampfendem flüssigem Wasserstoff 

erreichbar herausstellt. 

63. Die reduzirten Energie:ll.ächen für normale Stoffe. Bau des 
Flüssigkeitskammes der Energie:ll.äche 696). a) Während, abgesehen von 
den Deviationsfunktionen (Nr. 38), für sämtliche normalen Stoffe die 

gleiche reduzirte thermische Zustandsgleichung gilt, ordnen dieselben 
sich in Bezug auf die Fundamentalgleichungen in verschiedene Gruppen, 

von denen jede durch einen eigenen Wert von "A charakterisirt ist. 

Jede Gruppe hat dann, abgesehen vo11 den Deviationsfunktionen und 
von den Änderungen von "A mit der Temperatur, eigene Fundamental

gleichungen und eigene Fundamentalflächen, deren Bau mit dem ent
sprechenden der andern Gruppen in einfacher Weise zusammenhängt. 
Die Energieflächen für die durch verschiedene Werte von ;.:A charakte

risirten Gruppen zeigen neben diesem Zusammenhang recht auffallend 

die Unterschiede der Fundamentalflächen für verschiedene Gruppen, in 
welchen sich das verschiedene thermodynamische Verhalten derselben 

ausspricht. 
b) Setzen wir (vergl. Nr. 58a) für die verschiedenen Stoffe zur 

Vereinfachung dxAfdT = 0 und entsprechend GI. (51) auch noch 

p = l's t + l'e, wo 1)8 und l'e die reduzirten Ps und Pa von Nr. 4:2 
sind, zählen wir die Energie und Entropie vom kritischen Punkte als 

696) H. Karnerlingh Onnes [e] Nr. 66 (1900). 



TAFEL II. 

Encyklop. d. math . Wissensch. V 1 (zu S. 837). 



63. Die redm~irten l!:nergieflächen. Ban des Flüssigkeitskamme~. 837 

Nullpunkt (Nr. 53) ab 697), während nach Nr. 26 u = u (pk vk) -1 

die reduzirte Energie, und Jl = Tk s (pk Vk)-1 = K 11 sR - 1 (also für 

verschiedene korrespondirende Stoffe in gleich verkleinertem Maassstab) 

die reduzirte Entropie darstellt, so erhalten wir die reduzirten Gibbs'schen 
Flächen für verschiedene Stoffe, indem wir entsprechend 

u = u1 + u2 und Jl = ll1 + ll2 

die fiir alle gleiche Isothermen-Raumkurve 
V V 

U1 = - J :t'e dv, ll1 = J :t's dv 
1 1 

an der von "" bestimmten logarithmischen Leitlinie 

K 
ll =--4-ln t 

2 )(,A-1 

1J 
•, 

·-. ! (7:-p! 
"U. ··. '------------------------------~~o>t) 

Fig. 30. 

(108) 

( 109) 

( 1 1 0) 

verschieben. Fig. 30 zeigt schematisch diese Konstruktion. In Tafel II 

Fig. 31, 32 und 33 sind die Flächen 698) abgebildet, welche man erhält, wenn 

man für p die spezielle van der Waals'sche Form GI. (18) nimmt, also 

3 
111 = 3---, 

V 
K l 3v-l 

ll1 = 4 n --2-, (111) 

697) Entsprechend der Bemerkung von H. A. Lorentz, siehe H. Kamerlingh 
Onnes [e] Nr. 23 (1896), p. 6 Fussn.1. Allgemeiner könnte man von irgend welchen 

korrespondirenden Nullpunkten abzählen. Vergl. Fussn. 675. 
Die Entropie, von einem korrespondirenden Nullpunkt aus gerechnet, hat als 

nach [L M Z] nicht dimensionirte Grösse (vergl. Nr. 62) für korrespondirende 
Zustände bei verschiedenen einander thermodynamisch ähnlichen (Nr. 62) Stoffen 

gleichen Wert. 
698) Dargestellt ist der Teil in der Nähe des kritischen Zustandes. Auf den 

Flächen sind gezeichnet: in Fig. 31 die reduzirten Isothermen für t = 1, t = 0,8 

und t = 0,5, in Fig. 32 und 33 dieselben für t = 1, t = 0,9 und t = 0,8. 
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setzt ( vergl. Nr. 26), und zwar bezieht sich Fig. 31 auf Stoffe mit "A = J ,66, 

Fig. 3::! auf solche mit "A = 1 ,20, Fig. 33 auf solche mit "A = J ,Oö. 

c) Das Flüssigkeitsgebiet tritt, wie aus den Figuren deutlich, als 

ein Kamm auf der Fläche hervor. Dies trägt viel dazu bei, die Gibbs'sche 

Fläche zur anschaulichen und zusammenfassenden Darstellung sämtlicher 

- J:cp,,l\.tlt 
- --..lo:6e:uu'>'l. 

Fig. 34. Fig. 35. 

thermischen und kalorischen Eigenschaften des Fluidzustandes, sowie 

der Beziehung desselben zu dem festen Zustand besonders geeignet zu 

machen. (Vergl. weiter folgende Nr. a) . 
Der Flüssigkeitskamm wird bei niedrigen Temperaturen sehr scharf; 

die~ entspricht (vergl. Nr.58b) der star-

ken Druckänderung, welche schon 

eine kleine Zusammendrückung der 

Flüssigkeit erfordert. In Fig. 32 und 

33 Tafel II sieht man die Isother

men, welche sich (vergl. Fig .. 34 

mit Fig. 32) nach b bei der Ver

schiebung an der Leitlinie zu dem 

Kamm aneinander reihen, über den 

Kamm laufen. Fig. 34, 35 und 36 

erläutern den Bau der Fläche (für 

~.Jwl\tt;gcn. 

- ---..J>oGa.tt'f\.. 

Fi~. 36. 
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"A = 1,41} näher durch die Isopyknen und Isothermen im s, u-, die 
Isentropen und Isothermen 699) im u, v- (Fussn. 511), und die Isener
gen und Isobaren im s, V-Diagramm; die Konnodalen behandeln wir in 
folgender Nummer. 

64. Die Kannodale auf der Energiefläche. a) Durch das charak

teristische Hervortreten des Flüssigkeitskammes sind die Gibbs'schen 
Flächen bei ihrer theoretischen Bedeutung wie gemacht für die graphische 
Behandlung verschiedener Prozesse, welche aus dem Gas- oder dem 
Dampfzustand in den flüssigen führen, z. B. der Erscheinungen, welche 
von dem Vorzeichen der spezifischen Wärme des gesättigten Dampfes 
(b) abhängen, und des isenthalpischen Prozesses (c), wenn dieser zur 
teilweisen Verflüssigung eines über seinem kritischen Punkt sich befin
denden komprimirten Gases führt. Die besondere Gestalt dieser Flächen 
für verschiedene Werte von ltA kommt dabei am schärfsten zum Aus
druck in der Konnodale. 

Der Konstruktion der Konnodale auf der Gibbs'schen Fläche mittels 
einer rollenden Glasplatte (graphische Methode mittels des Modellil, 
Nr. 8f) ist, weil direkt an einer Isotherme auszuführen 700), eine 
graplrische Methode in der Ebene (Nr. 8f) vorzuziehen. Kamerlingh 
Ormes 696) benutzte dazu das ffvr, V-Diagramm (Fig. 28) 701), und fand 
dabei als Folgen (vergl. aber Nr. 83c) der van der Waals'schen Haupt
zustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw: die van der W aals'sche 
Dampfspannungsformel (Nr. 22b, vergl. weiter Nr. 83 und 84), das 
Gesetz der geraden Mittellinie (Nr. 22b, vergl. weiter Nr. 85) und für 

1,-t als Funktion von t eine Parabel (vergl. weiter Nr. 86). In Fig. 37 vap 
sind die so erhaltenen v-Werte auf der kritischen Isotherme (-- -) durch 
die entsprechenden t angegeben. Man hat, um die in GI. (108) und (109) 
angedeutete Konstruktion auszuführen, die Punkte dann nur noch dem 
Werte von .112 entsprechend an ihre Stelle zu schieben, um die Kannodalen 

für die verschiedenen "A zu erhalten. 

699) Experimentell für Wasser dargestellt von C. Dieterici1 Verh. d. D. physik. 
Ges. 6 (1904), p. 228, Ann. d. Phys. (4) 16 (1905), p. 907. Vergl. auch A. Schükarew, 
ZS. physik. Chem. 55 (1906), p. 99. 

700) Für melukomponentige Stoffe vergl. aber Nr. 66a. 
701) Es wurde dabei nach einer, auch bei andren derartigen Konstruktionen 

zu verwendenden Methode sukzessiver Annäherungen verfahren (siehe die zitirte 
Arbeit). 

Encyklop. d. math. Wlssensch. V 1. 54 
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b) Für die weitere Diskussion der Form der Konnodale benutzte 
Kamerlingh Onne1:1 für t > 0,75 Fig. 37, welche nach den GI. (110) 
und ( 111) den entsprechenden Teil der Konnodalen im 3, V-Diagramm 
gibt, für niedrigere Warte von t das für diese besser geeignete 

tll, .$-Diagramm, Fig. 38. Der Verlauf der Verdampfungswärme ist den 

Diagrammen sogleich zu entnehmen (vergl. weiter Nr. 87), wenn die 
t-Werte auf der Konnodale angegeben sind, wie es in diesen Figuren 
der Fall ist. Ebenso der Verlauf der spezifischen Wärmen von gesättigter 

6 

Fig. 37. 

Flüssigkeit und Dampf, :Ytiq, :Yvap· Man findet, wenn nötigenfalls die Liquid
Gaskonnodale nach ihrer Durchschneidung mit der Solid-Gaskonnodale 

(Nr. 71, vergl. Nr. 70) genügend fortgesetzt gedacht wird, :Yvap in der Nähe 

von t = 1 und bei niedrigen t stets negativ, bei grösserem "A dasselbe 
über das ganze Gebiet, bei kleinerem "A zwei Umkehrpunkte 702), 

zwischen denen :Yvap positiv 703). In Fig. 78 gibt die Kurve v. d. W. 

702) Auf Grund von Enc. V, A.rt. Bryan, GI. (139) und Messungen der Ve•·damp
fungswärme wurden zwei Umkehrpunkte als möglich vorhergesagt von E. ilfathias [a], 
experimentell an S02 konstatirt von demselben (d] (vergl. dazu Fig. 78). 

(cp) dt•vap . 
703) A.us')'vap ='l'v + T cT V d1' leitet man bei der Voraussetzung, dass 

')'vA = konst., ab, dass das Maximum von 'Yvap für verschiedene dem Korrespondenz
gesetz unterliegende Stolle bei derseihen reduzirten Temperatur liege (vergl. Nr. 88b); 
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~lie Temperaturen der Umkehrpunkte von ,.-vap für verschiedene "A• 

berechnet nach den GI. (110) und (111) 704). Die Diskussion siehe Nr. 88. 

c) Unter den Prozessen, welche aus dem Dampf- oder Gaszustand 

in den Flüssigkeitszustand führen, ist der isenthalpische Prozess, wenn 

aJ9' derselbe zur teilweisen 

u 

11 -1,00 

Verflüssigung eines über 

seinem kritischen Punkt 

sich befindenden kompri

mirten Gases führt, be

sonders wichtig. Für die 

Konstruktion der Isen

thalpen (Nr. 53b) ist das 

u, v-Diagramm geeignet, 

dieselben ergeben sich 

als Ort der Berührungs

punkte der Isentropen 

mit Tangenten aus einem 

Punkt der Achse v = 0. 

Fig. 39 zeigt die lsen

thalpen aus Fig. 35 ab-

geleitet, zusammen mit 

den Isobaren und der 

Konnodale. Auf dieser 

Figur ist also der Joule
-- - oF Kelvin-Effekt (Enc. V 3, 

Fig. 38. Art. Bryan, Nr. 23, vergl. 

weiter diesen Art. Nr. 90) zu verfolgen. Es gehört hierzu das Isother

mennetz, welches man Fig. 35 entnehmen und Fig. 39 überlagern kann. 

Die Isenthalpen im p, T-Diagramm wären hieraus durch Transformation 

des krummlinigen Netzes der p, T-Kurven in ein gradliniges und recht

eckiges zu erhalten. 

fü r die van der Waals' sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw 

und 'YvA = konst. also bei der reduzirten Temperatur des Scheitels der Kurve der 

Umkehrpunkte v. d. W. in Fig. 78, t = 0,72 (vergl. Nr. 88). 

704) H. Kamerlingh Onnes, Fussn. 696. J. P. Dalton, Phi!. Mag. (6) 13 

(1907), p. 536. Oie Angabe t•an der Waals (d] p. 70, dass nur Umkehrpunkte für 

" < ·19f17 vorkommen, sowie die Fig. 22 ebenda, sind nicht in Übereinst immung 

mit der van de1· Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten a w, bw, Rw 

und " A = konst. 
54* 
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Auf die Gasverflüssigung bezieht sich der Fall, dass die lsen~ 

thalpen mit der Konnodale zum Schnitt kommen. 
Wenn man, wie soeben angedeutet, die Isothermen von Fig. 35 

'" ',, 
"--'c.:;....::.,--.c..--'~, ______ ',, 

' \ \ 
\ 

' ·, ', '. \ \ 
I ', \ \ 

' 
' 

--·---

über die Isenthalpen von Fig. 39 legtr 
so zeigt sich, dass unter gewissen 

Umständen durch eine isenthalpische 
Ausdehnung eine Temperaturerhö

hung, in andern Fällen eine Tempe~ 
raturerniedrigung erfolgt. Nach van 
der Waals 705) ist das Gebiet, in 

dem eine unendlich kleine isenthal

pische Druckerniedrigung eine ent

sprechende Abkühlung gibt, im p, T
Diagramm nach höheren p begrenzt 

durch die Kurve der Inversions
punkte des Joule-Kelvin-Effektes fur 
unendlich kleine Druckunterschiede, 
abgekürzt die Kurve der differen
ziellen Inversionspunkte 706). Ebenso 

ist das Gebiet, in dem eine isenthal~ 

Abkühlung 

Expansion 

Fig. 39. 
pisehe Expansion bis ins Vakuum 

gibt, begrenzt durch die Kurve der Inversionsdrucke für 
ins Vakuum 692) 707). Vergl. weiter Nr. 90. 

705) J. D. van der Waals [e] Jan. 1900. 
706) Dieselbe schneidet nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung 

mit konstanten aw, bw, Rw, die t-Achse (p = 0) bei t = 27/4, was die höchste· 
Inversionstemperatur ist. Bei niedrigen t endet sie von der Flüssigkeitsseite aus 
in der Dampfspannungslinie (vergl. Fussn. 707). Ein experimenteller Hinweis auf 
die Existenz der Kurve der differenziellen Inversionspunkte (wobei aber zu beachten 
ist, dass die Expansion durch einen Reduzirhahn nur unter speziellen Bedingungen 
den Joule-Kelvin-Effekt richtig liefert, vergl. Nr. 90a und Fussn. 1 107) als Ort der 
für die Abkühlung günstigsten Anfangsdrucke, H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 108· 
(1908), p. 18. Vergl. J. E. Lilienfeld, ZS. f. kompr. u. ß. Gase 13 (1911), p. 189. 
Vergl. auch E. Vogel, Diss. München (Berlin) 1910, p. 50 und C. Linde, ZS. f. d. 
ges. Kälteindustrie 18 (1911), p. 136. 

707) Diese beiden Kurven wurden nach der van der Waals'schen Hauptzustands• 
gleichung mit konstanten aw, bw, Rw gezeichnet (die erste auch schon von A. W. 
Porter, Phi!. Mag. (6) 11 (1906), p. 554) von J. D. Hamitton Dickson, Phi!. Mag. 
(6) 15 (1908), p. 126. Entgegen p. 139 von demselben ist zu bemerken, dass die 
von ihm gezeichneten Kurven nicht, wie tatsächlich die von A. Witkowski, Cracovie 
Bull. Acad. d. Sc. Juli 1898, p. 282, und die auf Grund der van der Waals'schen 
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65. Die Darstellung der Abweichungen von der Korrespondenz der 

Energieflächen Bis jetzt haben wir (Fig. 31-39) nur durch Annahme 

der thermischen Zustandsgleichung und der kalorischen Grundgleichung 

nach Nr. 58a schematisirte Figuren betrachtet. Die der Wirklichkeit 

entsprechenden reduzirten Gibbs'schen Flächen für normale Stoffe im 

Fluidgebiet, welche mit Hülfe der reduzirten speziellen empirischen 

Zustandsgleichungen (Nr. 36) und mit dem experimentellen :YvA nach 

Nr. 55 und 56 konstruirt werden, unterscheiden sich, vergl. Nr. 68, 

I. durch Differenzen der Leitkurve, die nicht nur mit dem Wert (wie 

in Nr. 63 allein berücksichtigt wurde), sondern auch mit der Änderung 

von "A mit der Temperatur zusammflnhangen, 2. durch Differenzen 

der, jetzt als sich mit der Temperatur kontinuirlich ändernd aufzu

fassenden, beschreibenden Kurve, die mit den Deviationsfunktionen 

(Nr. 38) zusammenhangen und bei den verschiedenen Stoffen für jede 

Temperatur im Allgemeinen etwas verschieden sind. 

Die von van der W aals auf Grund der Kompressibilität des Mole

küls (Nr. 43b) gebrachte Verbindung zwischen "A und Eigentümlich

keiten der thermischen Zustandsgleichung (vergl. auch Nr. 57c) wird 

also hier einen Zusammenhang zwischen den unter 1. und 2. genannten 

Differenzen bedingen, die besonders im Lichte der Einstein-Nemst'scheu 

Untersuchungen (vergl. Nr. 43d und 57f) wichtig geworden ist. 

Man kann eine Darstellung der unter 2. genannten, also nur von 

der thermischen Zustandsgleichung abhängigen Differenzen für sich, 

bekommen, indem man die jetzt mit der Temperatur sich etwas ver

ändernden Isothermen im u1, g1, v-Diagramm (Nr. 63b) von einer für 

alle Stoffe fest angenommenen reduzirten Leitlinie aus darstellt. Es sind 

dann diese Flächen besonders geeignet, die aus den Deviationsfunktionen 

{Nr. 38) hervorgehenden Abweichungen von der Korrespondenz (Ab

schnitt VI B) der Dampfspannungen, Dampf- bzw. Flüssigkeitsdichten, 

des Cailletet- und Mathias'schen Durchmessers, der Verdampfungs

wärmen, sowie der isothermen Unterschiede in den spezifischen 

Wärmen zusammenzufassen und in dem Formunterschied der in dieser 

Weise erhaltenen Konnodalen sehr deutlich zur Anschauung zu bringen. 

Der Nr. 34c behandelte Einfluss der kritischen Temperatur auf das 

Verhalten zum Korrespondenzgesetz würde hier .dadurch zum Ausdruck 

Hauptzustandsgleichung mit kon~tanten aw, bw und Rw und 'YvA = konst. von 

A. Fliegner, Zürich Vierteljahrsschr. naturf. Ges. 55 (1910), p. 203, gezeichneten, 

Isenthalpen darstellen. 
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kommen, dass die Flächen und ihre Kannodalen eine nach der kritischen 
Temperatur fortschreitende Deformation aufweisen. 

Statt dieser reduzirten Flächen und dieser reduzirten Kannodalen 

kann man auch die Flächen selbst in einer Flächenachaar und die· 
Kannodalen selbst mit (behufs Angabe der Temperaturen) den Leitlinien, 

welche für jeden Stoff der angenommenen gemeinsamen reduzirten 
entsprechen, in einer Konnodalenschaar darstellen. Dieselben zeigen dann, 

abgesehen von den den Werten vonpk und Tk entsprechenden Dilatationen, 
ebenfalls eine nach der kritischen Temperatur fortschreitende Deformationr 

b) Thermodynamische Flächen fUr mehrkomponentige 
und fUr a.ssozürte Stoffe. 

66. Die van der Waals'sche ~-Fläche ffir binäre Gemische. a) Nach

dem van der W aals durch seine Theorie der binären Gemische 242) die

Bedeutung der graphischen Behandlung der Koexistenzbedingungen ver

schiedener Phasen mittels der ffvTx, t•, x-Fläche (weiter abgekürzt zu 
~-Fläche) hervorgehoben hat, sind diese graphischen Methoden mittels 
des Modells {Nr. 8() für die Behandlung der mehrkomponentigen Stoffe

von besondrer Wichtigkeit geworden. In der Tat sind die Gibbs'schen 

Tangentialflächen (Nr. 10) besonders geeignet, für die mehrkomponen

tigen Stoffe das Kontinuitätsprinzip zum Ausdruck zu bringen, indem 
sie die manchmal verwickelten Verhältnisse besonders klar vor Augen 

führen (vergl. Nr. 6b). Für die zahlenmässige Ableitung der Koexistenz
bedingungen aus der Zustandsgleichung ist sogar das realisirte Modell ein 

im Allgemeinen fast unumgängliches Hilfsmittel 70S) (für einkomponentige 
Stoffe reichen Konstruktionen an ebenen Kurven aus,· vergl. Nr. 64a). Und 

weil die Koexistenzbedingungen für die Prüfung der Zustandsgleichung 

ein sehr scharfes Kriterium geben, werden die Flächendarstellungen 
für die Kenntnis derselben, und besonders für Aufklärung über die 

Bedeutung von awab und bwab (Nr. 25 und Fussn. 246) mehr und mehr 
an Bedeutung gewinnen. 

b) Von den Tangentialflächen für zweikomponentige Stoffe 98) kommt 

vor allen die van der Waals'sche ~/!·Fläche in Betracht 709), deren 

708) Für graphische .Methoden in der Ebene vergl. Nr. 67c. Die zu ihrer An
wendung nötigen Kurven verlangen aber, wenn nicht vom Modell abgeleitet, ver• 
wickelte Rechnungen. 

709) Weil sie als Projektion das für die Beurteilung der koexistirenden Phasen 
wichtige v, ro-Diagramm liefert. 
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Wichtigkeit durch die im Folgenden öfters zu erwähnenden Arbeiten 
Kuenen's hervortrat. Ihre Gleichung wird aus Nr. 53a und c, Nr. lc, 
mit ?'vAMx nach Nr. 54e abgeleitet 710) zu: 

T T 

\fiM = J rv. AMx dT-T J 
To To 

VM 

+ x In x ~ - J Px dvM , 

VOM 

dT+ RM T~(l-x) In (1-x) + 

(112) 

indem vorausgesetzt wird, dass der Nullzustand für V und S für 
beide Komponenten bei T0 , v0 gewählt wird (Nr. 53c). Die Tempera
turintegrale von Gl. ( 112) stellen bei der Annahme Gl. (96) eine 
lineare Funktion von x dar, ihre Fortlassung bildet eine lineare Trans
formation der ~,{;-Fläche und bedingt also nach Nr. lOa keine Änderung 
der Konstruktion der koexistirenden Phasen. Wir verstehen weiter 
unter \f.iM die rechte Seite von GJ. ( 112) mit eventuell jedesmaliger 
Fortlassung von linearen Funktionen von x, und unter 1,1; die entsprechende 
Grösse für eine nicht festgesetzte Quantität des G~n:isches. 

c) Die ~,{;-Fläche einer bestimmten Temperatur T für die Gemische 
eines bestimmten Stoffepaares kann nach b konstruirt werden, wenn 
die Zustandsgleichung dieser Gemische für T gegeben ist, z. B. durch 
B, 0.. . . von Gl. (31) als Funktionen von x 711). Für die qualitative 
Diskussion (vergl. Nr. 22) wird manchmal die van der Waals'sche 

Hauptzustandsgleichung mit aw, bw, Rw unabhängig von v und 7' zu 
Grunde gelegt (vergl. auch Fussn. 245). Bei Anwendung, der ge
wünschten Genauigkeit entsprechend, des Gesetzes übereinstimmender 
Zustände (vergl. Nr. 33b) ergibt sich die ~,{;-Fläche aus der Kenntnis 

710) J. D. van der Waals (b] p. 9, 93. 
711) Als ein erster Schritt zur Bestimmung dieser x-Funktionen sind die 

Kompressibilitätsbestimmungen bei Dichten, bei denen das Glied mit C nicht in 
Betracht kommt oder nach dem Gesetz korrespondirender Zustände auskorrigirt 
werden kann (vergl. Nr. 44a), zu betrachten, wie die für Gemische von CO, und 
O, von W. H. Keesom (a) p. 27, von C02 und CH3Cl von H. Kamerlingh Onnes 
und C, Zakrzewski, Leiden Comm. Nr. 92 (1904), p. 19 (vergl. auch Fussn. 330). 
Dass dieselben in erster Annäherung eine Funktion zweiten Grades in x liefern, 
wäre als eine Bestätigung von GI. (15) und (16) anzusehen (vergl. aber Fussn. 713). 
Bestimmungen, wie die von U. Lala, Toulouse Ann. de Ia Fac. des Sc. 5 G (1891), 
bei etwas höheren Drucken (vergl. Nr. 52), wären dann geeignet, C als Funkti.m 
von x zu ergeben. 
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von Pw und Tw (Nr. 26c) und der reduzirten Zustandsgleichung für 
die reduzirten Temperaturen fx = T/Tkx, indem z. B. aus GI. (112) 
mit Fortlassung nach b : 

11 

In (1-x) + x In x- _Kl J'tx dv +In 
4fx 

tlo 

abgeleitet und zur Darstellung gebracht wird 712) 71.3). 

Pk:r (113) 
Tkx 

Tafel III Fig. 40-42 stellen so konstruirte II;-Flächen für Gemische 
von C02 und CH8 Cl vor, und zwar Fig. 40 bei I 00° C (vergl. 
Fussn. 726), Fig. 41 bei 9,0 5 C, Fig. 42 bei -25° C. Fig. 43-45 

Tafel IV ebenso für Gemische von C2 H6 und N20 bei 5°, 20° und 
26° c 71.4). 

712) H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppl. Nr. 8 (1904). 
713) In nächstfolgender Annäherung sollten die Deviationdfunktionen (Nr. 88) 

in Rechnung gebracht werden. Die Fundamentalwerte der kritischen Reduktions
grössen bei ungeänderter Zusammensetzung (Nr. 38d) als l~unktion von x Eiehe 
W. H. Keesom [aj p. 71. Es wären aus diesen die Fundamentalwerte awrx uud bwra: 
(Nr. 38c) abzuleiten und mit awraa u. s. w. (Nr. 25) in Verbindung zu bringen. Die 
für Vkf.x gefundene Funktion dritten Grades gibt eine weitere Annäherung als 
GI. (16). Vergl. hierzu auch H. Kamerlingh Onnes und M. Reinganum, Leiden 
Comm. Nr. 59b (1900), p. 32, C. H. Brinkman. Diss. Amsterdam 1904, p. 74. 
Auch die Abweichungen von Bx von einer Funktion zweiten Grades: W. H. Keesom [a] 
p. 27, H. Karnerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Nr. 92 (t 904), p. 19, 
vergl. Fussn. 711, sind hiermit in Übereinstimmung. 

Betreffs awab wäre zu bemerken, dass unter Umständen dasselbe viel grösser 
als awaa und awbb werden kann. Solche Fälle dürften Lösungen von HOl und 
von NH8 in Wasser darstellen. Van der Waals findet in derartigen Fällen (einer 
freundlichen Mitteilung nach) alle Veranlassung, um awab in zwei Teile zu spalten, 
einen stärkeren und einen schwächeren, die verschiedene Gesetze befolgen. Dies 
stimmt mit unserer Auffassung in Nr. Slb, 32, dass neben Boltzmann-van der 
Waals'schen auch Boltzmann'sche Kräfte auftreten können (vergl. Fussn. 328), von 
denen letztere den Kräften, welche die Assoziation bedingen, ähnlich sind (vergl. 
Fussn. 347). Oie Verteilung in diese beioen Teile wird nach Nr. 47b zn fassen 
sein (vergl. Fussn. 528). 

714) Die Fläche Fig. 40 wurde von H. Karnerlingh 0'1'mes [e] Nr. 59a (1900) 
nach Me~sungen von J. P. Kuenen [a] modellirt, vergl. auch denselben und M. Rein
ganum, Comm. Leiden Nr. 59b (1900), Fig. 41 von Ch. M. A. Hartman, Leiden 
Comm. Nr. 64 (1900), mit der Zustandsgleichung nach GI. (81) und Sc nach (82) 
zum Vergleich mit Messungen von ihm selbst, Leiden Comm. Nr. 43 (1898), 
Fig. 42 von H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Fussn. 712, nach GI. (113) 
und (34), Fig. 43-45 von H. Kamerlingh Onnes und Fr!. T. C. Jolles, Leiden 
Comm. Suppl. Nr. 14 (1907) nach Messungen von J. P. Kuenen, Leiden Comm. 
Nr·. 16 (1895), Phil. Mag. (5) 40 (1895), p. 173. 



TAFEL li I. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1 (zu S. 846). 



TAFEL IV. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1 (zu S. 84.6). 
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d) Die Gestalt der Isopyknen und der Isomignen 715) (x = konst..) 
ist an den Flächen (Taft1llll und IV Fig. 40-45) deutlich. Fig. 46 gibt 

Fig. 46. 

die Isobaren und die Substitutionspotentialkurven oder abgekürzt Substi

tutionsku1·ven 716): ~~ [nach der van der Waals'schen Bezeichnungs-

,x ..... - ---------~~~-==~=---~---- ----~~~-=:---~=-~~---~~=l 
--- ----

Fig. 47. 

weise 717) = q] = konst. (---- -), Fig. 47 dazu die Potentialkurven 
der zweiten Komponente (vergl. Nr. 67a), abgekürzt Potentialkw·ven 716): 

715) H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 96b (1906), 

p. 13. 
716) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 59a (HIOO), p. 15 und 16. 
717) J. D. Mn der Waals [e] Dez. HI06, p. 5,2, 
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() tPM () tPM tPM- X-- - VM -- = Mb fl.b = konst. (v ist in 100 ooosten Teilen 
()X () VM 

des theoretischen Normalvolumens angegeben). 
Die Eigenschaften dieser Kurven wurden von van der W aals 126) 

eingehend diskutirt und für die Ableitung allgemeiner Sätze über den 

Verlauf der Falten angewandt (vergl. Nr. 13b und weiter Nr. 68c). 

Im Isobarendiagramm (Fig. 46) wird der kritische Punkt K bei 

ungeänderter Zusammensetzung (Nr. 9b, vergl. auch Fussn. 251) für die 

Temperatur der Fläche gegeben durch den Inflexionspunkt mit einer 

der v-Achse parallelen Tangente 718). 

Man findet die Konnoden als zwei oder mehr zusammengehörende 

Punkte, in denen dieselbe Isobare, Substitutions- und Potentialkurve 

zusammenkommen 719). Die Spinodale wird gefunden als Ort der Berüh

rungspunkte von Substitutions- und Potentialkurven (vergl. Nr.l3b). 

e) Nach GI. (113) geht eine ~/;-Fläche in die für eine andere Tem

peratur über, indem man die (für jedes T von entsprechenden t0 und 

t1 begrenzte) den reduzirten Temperaturen fx entsprechende Kurvenachaar 
tl 

- -K1 f lltx dv über die Leitlinie (1-x) In (1-x) + x ln x + ln ~kx 
4 tx, L kx 

tlo 

herüberschiebt 720). Die Vergleichung der auf einander folgenden ~/;-Flächen 

für verschiedene Temperaturen führt zu Betrachtungen über das Ent

stehen und das Verschwinden von Falten, vergl. Korteweg [a, b] und 

diesen Art. Nr. 11, 12, 13. 

67. Van der Waals' Methode zur Ableitung der heterogenen 

Gleichgewichte zweikomponentiger Stoffe 721), Die Querfalte in der 

~/;-Fläche. Ein1luss einer kleinen Quantität Beimischung zu einem 

einkomponentigen Stoffe auf die Koexistenzbedingungen. a). Die Fig. 

40, 41, 42 Tafel lii zeigen die Entwicklung bei sinkender Temperatur 

718) Die Lage von K bestimmt xKT• analog die von P und R Xpr und xRT• 

d. h. den Gehalt, fiir welchen bei bestimmter Temperatur das Gemisch die Eigen
schaft des Punktes K, P oder R aufweist. 

719) Vergl. Nr. 13b. Eine andre Konstruktion vergl. Fussn. 128 und Nr. 67c. 
720) Vergl. H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Suppt. 

Nr. 8 (1904), p. 10. 
721) Angesichts des für diesen Artikel vorgesehenen Raumes müssen wir uns auf 

die Anführung der wichtigsten Begriffe der van der Waals'schen Theorie der binären 
Gemische beschränken. Die sehr einseitige Wahl von dem, was ausser diesem weiter 
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einer Querfalte in der ~/;-Fläche. Es gibt diese durch die Berührungs

punkte der doppeltberührenden Ebenen (siehe in der Fig. die Berührungs

sehnen, Fussn. 97, oder Isophasen, Nr. Be) die koexistirenden Gas- und 

Flüssigkeitsphasen. 
Die Berührungsebene schneidet (vergl. Fig. 48 und Fussn. 724) 

auf den beiden Achsen x = 1, v = 0, und x = 0, v = 0 der 1/;M-Flii.che 

(Nr. 66b) Stücke ab, die gleich Ma f.l-a bzw. Mb f.kb sind, wo f.ka und 

f.kb die Potentiale der Komponenten (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 26) 

vorstellen (vergl. Nr. 66d). Aus Gl. (2) mit ffpT = ~ 95) für ffa(3 

folgt die van der Waals'scbe Gleichung 722) 

bzw. 

!v'-v" (i)v') l 
x' -x" - i)x' pT 

dp 
dx' 

(()2~~) 
()x , pT 

i v'-v" (~v") l dp (()2 ~") 
! x' -x" - i)x" pT I dx" = ()x"2 pT ' 

{114) 

welche die Änderung der sich auf das Zweiphasengleichgewicht bezie

henden Grössen p und x' bzw. x" bei der Temperatur T 723) angibt. 

Die Entwicklung der Falte wird auch gezeigt von den Isobaren 

im ffprx, X-Diagramm für T = konst., Fig. 48 (schematisch) 724). 

Fig. 49 (schematisch) zeigt in der v, X-Projektion das Ausbreiten der 

Querfalte bei fallender Temperatur 725). 

P, Fig. 46 und 4 7, ist der Faltenpunkt der Querfalte in der 

hervorgehoben wird, obgleich es vom Gesichtspunkte dieser Theorie für sich in 
Wichtigkeit öfters weit hinter anderem zurücksteht, wurde bestimmt tlurch das 

Verlangen, wenn möglich alles anzuführen, was sich direkt auf die quantitativA 
(hier graphische) Prüfung der Zustandsgleichung zum Anbahnen von Rückschlüssen 
auf awab und bwab bezieht. Für die eingehendere Behandlung verweisen wir auf 

I. D. van der Waals [b), I. P. Kuenen [b), R. W. Bakhuis Roozeboom [b). 
722) J. D. van der Waals [b) p. 13 GI. A. 
723) Für die von Duhem 781) zuerst abgeleitete Gleichung, in welcher auch T 

veränderlich gedacht wird, vergl. Fussn. 731. 
724.) Vergl. /. D. van det• Waals [e] Febr., März 1902, J. P. Kuenen (b] p. 29. 

Die Figur besteht (Nr. Ha) aus den Umhüllenden der Spuren der Berührungsebenen 

an den Punkten der Isobaren auf einer .V-Fläche. 
725) Dass der Flüssigkeitszweig der die Seite a: =1 erreichenden Konnodale 

von der Geraden in der Richtung der kleineren v abweicht, deutet auf die Kontraktion 

bei der Mischung der Flüssigkeiten (vergl. Fussn. 741). Die Kurve XXXX ist der 
Ort der Faltenpunkte. 
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' 

l' ' ·------------~r.---~ 

Fig. 48. 

~-Fläche Nr.l2) 726), in diesem Punkt 

werden die koexistirenden Phasen iden

tisch und gehen also in eine kritische 

Phase (vergl. Nr. 9b) über 727). 

Die isomignische (Nr. 66d) Kon

densation verläuft bei der in Fig. 46 

und 4 7 verwendeten Bezeichnungs

weise für x < Xp normal, für 

Xp < x < XR dagegen ist sie 

retrograde, wie K uenen 728) aus der van 
der W aals'sc!Jen ~-Fläche ableitete, 

siehe Fig. 50 (schematisch), wo 

BC: AC (vergl. Nr. 8d) das Verhältnis 

der Zahlen der molekularen Gewichts

mengen (Nr.lc) in der Flüssigkeits- und 

Dampfphase gibt 729), für x > XR hat 

keine Kondensation statt. Man nennt R 
den kritischen Berührungspunkt 730). 

726) In Leiden Comm. Nr. 59b (1900), H. Kamerlingh Onnes und M. Reinganum, 
wird der Teil einer .)1-Fläche in der Nähe des Faltenpunktes der Querfalte 
besonders dargestellt. 

727) Die freie Oberflächenenergie wird in dem FaltP.npunkt Null. Dement
sprechend fand Kundt, Berl. Sitz.-Ber. Okt. 1880, p. 812, dass die kapillare Steig
höhe einer Flüssigkeit durch Hineinpressen einer zweiten, bei der Versuchstemperatur 
im Gaszustand sich befindenden Komponente verkleinert wird. Hieraus schloss er 
auf die Möglichkeit, eine Flüssigkeit durch Hineinpressen eines Gases in den 
Cagniard de Ia Tour'schen Zustand (Nr. 16b) überzuführen, welcher Prozess von 
A. t>an Eldik, Leiden Comm. Nr. 39 (1897), der die Steighöhenmessungen bis an 
den Faltenpunkt fortsetzte, gedeutet wurde als die Bestimmung des der Versuchs
temperatur entsprechenden Faltenpunktsdruckes. Fälle, in denen dieses nicht zu 
realisiren sein wird, diskutirten H. Kamerlircgh Onnes und W. H. Keesom, Leiden 
Comm. Suppl. Nr. 16 (1907), p. 6 Fussn. 1. 

728) J. P. Kuenen [a) p. 379, wo auch die experimentelle Verifizirung. Für 
de11 Einfluss der Gravitation vergl. J. P. Kuenen, Leiden Comm. Nr. 17 (1895), 
W. H. Keesom [a) p. 76 (vergl. Fussn. 572). 

729) Die Ableitung des Verhältnisses zwischen den Volumina der Flüssigkeits
und der Dampfphase vergl. J. D. van der Waals [bJ p. 128, J. E. Verschaffelt, 
Arch. Neer!. (2) 12 (1907), p. 225, Leiden Comm. Suppl. Nr.19, p.12, die graphische 
Darstellung experimenteller Ergebnisse: J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Nr. 45 
(1898), W. H. Keesom [a], vergl. auch F. Caubet, Liquefaction des Melanges Gazeux, 
Paris 1901, PI. I Fig. 2 und 3, ZS. physik. Chem. 40 (1902), p. R04. 

730) J. P. Kuenen [b) p. 61 nennt denselben den zweiten oder höheren kritischen 
Punkt, der Faltenpunkt ist dann der el'ste kritische Punkt. 



67. Die heterog. Gleichgewichte zweikomponentiger Stoffe. Die Querfalte. 851 

b) Die Koexistenzbedingungen bei den verschiedenen Temperaturen 
x.. werden besonders klar 

X 

jf-,; 
Fig. 49. 

(x = konst.) 733). Fig. 52 (schematisch) 
schnitte T = konst., alRo die Iso
thermen im p, x- Diagramm 734), 

Fig. 53 (schematisch) die zugehö
rigen Durchschnitte p = konst., die 
Isobaren im T, x-Diagramm 735). 

dargestellt durch die 
p, T, x-Fläche der ko
existirenden Phasen 731). 

Figur 51 732) gibt mit 
den Dampfspannungs
linien der Komponenten 
die verschiedenen iso
mignischen Durchschnitte 

gibt die zugehörigen Durch-

731) P. Duhem, Thermodynamique et chimie, Paris 1902, nennt dieselbe die 
Grenzfläche und unterscheidet die den Flüssigkeits-, bzw. den Dampfphasen ent
sprechenden Blätter als surface d'ebullition, bzw. de rosee. Ihre Differentialglei
chung: P. Duhem, Trav. et Mem. Fac. de Lilie 3 (1894) Mem. No. 13 p. 53, 
J. D. van der Waals [b] p. 108, vergl. Fussn. 111. Eine Zeichnung der Fläche 
H. W. Bakhuis Roozeboom [b] p. 80. Vergl. auch Nr. 7oa. 

Die p, T, x-Fläche ist nur eine graphische Darstellung einer von zwei Variabeln 
abhängenden Grösse (p, T oder x). Die Gibbs'schen Fundamentalflächen dagegen 
schliessen thermodynamische Beziehungen ein (vergl. Nr. 6b). Dementsprechend dient 
die p, T, x-Fläche nur zur Darstellung, die \VvTx, v, x-Fläche aber zur Ableitung 
der Koexistenzbedingungen (vergl. Fussn. 882). 

732) J. P. Kuenen, Leiden Comm. Nr. 13 (1894), für Gernische von 002 und 
CH3 Cl entlehnt. Vergl. F. Caubet, Fussn. 729. 

733) Diese Isornignen sind besonders geeignet, daran den Temperaturbereich 
der retrograden Kondensation (Unterschied der Abszissen von P und R) für jedes 
Gemisch abzulesen. 

734) An diesen wie an den in Fig. 53 dargestellten Kurven 736) ist die Zusam
mensetzung der koexistirenden Phasen einfach abzulesen. Vergl. für diese Kurven, 
auch für mehr verwickelte Fälle, besonders H. W. Bakhuis Roozeboom [b]. Von 
den in Fig. 52 gezeichneten Isothermen im p, x-Diagramm bringt der Flüssigkeits
zweig der unteren (niedrigere Temperatur) die Mischung in allen Verhältnissenzweier 
Flüssigkeiten, jener der oberen die Gasabsorption zum Ausdruck. Ein dem letzteren 
analoger für den Fall, dass Px=O = 0 gesetzt werden kann, würde durch den sich 
der Tangente für x = 0 an denselben ansebliessenden Teil das Henry'sche Gesetz 
(vergl. dazu J. P. Kuenen (b]) zur Darstellung bringen. 

735) Die beiden Zweige dieser Kurven bilden die für die Theorie der Destil
lation wichtigen Siedepunkts- bzw. Kondensationskurven, vergl. J. P. Kuenen [b] 
Vergl. auch Fussn. 734. 
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Fig. 51. 

K gibt in Fig. 51 

für die gezogene Iso-

e7.,Gf migne den kritischen 
Punkt bei ungeänderter 
Zusammensetzung (Nr. 
66d) an. Aus der Ver
gleichung verschiede
ner Isomignen mit den 

zugehörigen Punkten K 
erhellt, dass dieselben 

nicht ähnlich sind und also die Koexistenzbedingungen binärer Ge

mische nicht korrespondiren ( vergl. g-

Nr. 33b) 786). 

Fig. 52. Fig. 53. 

Die Enveloppe der Isomignen im p, T-Diagramm ist die Falten
punktskurve 787). Die der Querfalte entsprechende Faltenpunktskurve 788) 
kann entweder die kritischen Punkte der beiden Komponenten stetig 

nach fortschreitender Temperatur verlaufend verbinden. oder ein Tempe

raturminimum oder -Maximum zeigen 739). Bartman 740) unterscheidet 

736) Dasselbe gilt für Gemische von mehr als zwei Komponenten (Nr. 69). 
737) Abgekürzt für Faltenpunktskurve im p, T-Diagramm. 

738) Allgemeines über den Verlauf der Faltenpunktskurve J. D. van der Waals 

[e] Nov. 1897. 
7a9) Für verwickeltere Faltenpunktskurven vergl. Nr. 68a. 
740) Ch. M. A. Hartman, Diss. Leiden (1899), J. phys. ehern. 5 (1901), p. 425, 

Leiden Comm. Suppl. Nr. 3. 



67. Die heterog. Gleichgewichte zweikomponentiger Stoffe. Die Querfalte. 853 

nach dieser Eigenschaft Gemische des ersten, zweiten und dritten Typus. 
Fig. 43-45 Tafel IV stellen die ~-Fläche für den zweiten Typus dar, 

~ 
I 

Fig. 54 

~-Fläche, bei derselben teilt sie 

faltenpunkt zweiter Art (Nr. 12b) 
auftritt, in zwei Falten. Im All

gemeinen ist in der einen dieser 

Falten die relative Lage von P und :t 

R, was v betrifft, wie in Fig. 46 

und 47 und P1 und R1 in Fig. 56, 

in der andren vp > VR, siehe 
P2 und R2 in Fig. 56 742). Deroge

rnäss unterscheidet Kuenen die re
trograde Kondensation als erster 
undzweiter Art743). In Fig. 54 744) 
werden die Isomignen ausser 

..:n,o Fig. 54 ist dazu das 
p, T-Diagramm der 

koexistirenden Phasen. 
Fig. 55 lässt das Zu

sammenziehen der 
Falte bei wachsender 
Temperatur sehen 741). 

Bei Temperaturen un
terhalb der Minimal
faltenpunktstempera-

tur überspannt die 

Querfalte die ganze 

sich, indem ein homogener Doppel-

durch die Faltenpunktskurve noch Ol...--.L.J.L.-___ .).___---l~----'.__-n 

durch die Kurve C B umhüllt; Fig. 55. 

es ist dieses die Kurve der Maximaldampfspannun,qen, sie endet, die 

Faltenpunktskurve berührend, in B, wo für das betreffende Gemisch 

741) H. Kamerlingh Onnes und Frl. T. C. Jolles, Leiden Comm. Suppl. Nr.14 
(1907) für GemiRche von ~ H6 und N9 0 entnommen. Der Flüssigkeitszweig der 
Konnodale deutet für diese Gemische auf Ausdehnung bei der Mi~chung der be
treffenden Flüssigkeiten (vergl. Fussn. 725). 

742) In dieser Fig. ist ein Teil der in zweien auseinandergefallenen Falte 
von Fig. 55 vergrössert und schemati~ch dargestellt. 

743) Vergl. weite1 J. P. Kuenen [b] p. 60 und 64. Ve1·g!. auch Fussn. 746. 
744) Für die p, X- und T, X-Diagramme vergl. J. P. Kuenen [b] p. 86 und 93. 
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Fa.ltenpunkt, kritischer Berührungspunkt und kritischer Punkt bei unge

änderter Zusammensetzung zusammenfallen 745). Bei den Ma.ximaldampf

spa.nnungen ist die Kondensation isobarisch 

und sind die koexistirenden Phasen iso

mignische 746). Die betreffende Isophase, die 

wir die Konowalow'sche nennen wer

den, Kon. in Fig. 55, ist der V-Achse 

parallel 71!7). 

· c) Die koexistirenden Phasen können 

durch eine Konstruktion in der Ebene (Nr. 8{, 

vergl. Nr. 66a) ermittelt werden (auch für 

die Nr. 68 zu behandelnden Fälle), indem sie 

z. B. nach Kamerlingh Onnes 71!8) den Doppel-

punkten der Potentialkurven (Nr. 66d) in einem tx 

p, q (Nr. OOd)-Diagramm entsprechen, oder I 
nach van der W aals 128), indem man auf die ~ 

Substitutionskurven in einem p, V-Diagramm Fig. 56. 

die Maxwell'sche Konstruktion (Nr. l7b) anwendet 749). 

745) Da der kritische Punkt bei nngeänderter Zusammensetzung, wegen 

~z.v ~z.v ( ~ z.v )2< _ ~z.v 
~vz ~x"Z - cx cv = Ü fur ~vz == O, nicht innerhalb des homogen stabilen 

Gebietes liegen kann (in B von Fig. 54, sowie für ro = 0 und ro = 1, liegt derselbe 
an der Grenze dieses Gebietes), so geht aus dem p, T-Diagramm sogleich hervor, 
dass das Auftreten einer Minimalfaltenpunktstemperatur auch ein Minimum der 
kritischen Temperatur bei ungeänderter Zusammensetzung bedingt. Van der Waals 
[b] p. 20 leitete unter Zugrundelegung von GI. (14), (15) und (1.6) die Bedingung 
ab, welcher awab und bwab unterliegen müssen, damit letzteres auftritt, und zeigte, 
dass, wie in Fig. 54, dasselbe meistPnteils mit der Erscheinung von Maximaldampf· 
Spannung zusammengehen wird. 

746) Für Maroima~fa~tenpunktstemperatur und Minimaldampfspannung, die 
viel seltener vorkommen als die umgekehrten Erscheinungen, verweisen wir auf 
J. P. Kuenen [b) p. 90. 

747) D. Konowalow. Ann. Phys. Chem. t4 (1881), p. 49. Für die Konowalow'sche 
Isophase gilt das Marowell'sche Kriterium, und sind dementsprechend, in der 
Annäherung, mit welcher das Korrespondenzgesetz für Gemische gilt (vergl. Nr. 8Sb), 
Pkoex, Vvap, Vliq korrespondirende Grössen, sodass dieselben jener Annäherung ent
sprechend dazu dienen können, Pkx, Vkm, Tkm für dieses spezielle ro zu bestimmen 
(vergl. Nr. 88b). 

748) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 59a (1.900). 
749) Annäherungskonstruktionen an der Querfalte, besonders auch für Tem

peraturen, die beträchtlich unter der kritischen der Komponenten liegen, vergl. 
H. Kamet•lingh Onnes und C. Zakrewski, Leiden Comm. Suppl. Nr. 8 (1904), den
selben und Frl. T. C. /olles, Leiden Comm. Suppl. Nr. 14 (1907). 
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d) Die analytische explizite Ableitung der Koexistenzbedingungen 
steht im Allgemeinen aus. Nur ist man annäherungsweise in zwei 
Richtungen weiter gekommen. Erstens ist die explizite Gleichung jenes 
Teiles des Flüssigkeitsblattes der p, T, x-Fläche der koexistirenden 
Phasen, für den die koexistirenden Dampfphasen sich im Avogadro'schen 
Zustande befinden, abgeleitet 750). GI. (114) gibt dann bei Vernachlässi
gung des Flüssigkeitsvolumens für T = konst. die Formel 751) 

1 dp Xvap - Xuq 

p dXvap = Xvap (1-Xvap) 
(115) 

(vergl. weiter f). 
e) Andrerseits ist die Frage der koexistirenden Phasen in erster 

Annäherung behandelt für kleine x (oder 1-x); sind in erster Annähe
rung die thermischen Zustandsgleichungen der Gemische mit kleinem x 
als mit der thermischen Zustandsgleichung der Komponente x=O korres
pondirend anzusetzen, so lassen sich alle Koexistenzbedingungen jener 
Gemische in erster Annäherung nach x ausdrücken mittels der ther
mischen Zustandsgleichung dieser Komponente und der zwei Grössen 

(dTk:c/dx).'K:=O und (dPkx/dx}:c=O• und analoges gilt für kleines 1-x 752). 
Die für diesen Fall ausgeführten Rechnungen sind von Bedeutung für 
die Aufklärung über die abnormalen Erscheinungen in der Nähe des 
kritischen Punktes Liquid-Gas eines einkomponentigen Stoffes 239) und 
für die Ableitung der Zustandsgleichung einer beschwerlich rein zu 
bekommenden einkomponentigen Substanz aus Messungen an einer nicht 
ganz reinen (vergl. Fussn. 49 und 239) 753) und wurden die betreffenden
Leideuer Arbeiten 752) teilweise auch bestimmt durch die geplante An wen-

750) Wir verweisen auf J. D. van der Waals (b] p. 146 u. f., J. P. Kuenen (b] 
p. 45, H7 u. f. 

751) J.D.vanderWaals [b] p. 137. Formeln, die wesentlich mit dieser über
einstimmen, wurden abgeleitet von P. Duhem, Ann. de l'Ec. norm. sup. (3) 4 
(1887), p. 9, 6 (1889), p. 153, M. Margules, Wien Sitz.-Ber. [2a) 104 (1895), 
p. 1243, R. A. Leh{eldt, Phil. Mag. (5) 40 (1895), p. 397. 

752) J. D. van der Waals [e] Mai, Juni 1895, Sept. 1905, p. 230, 240, 249, 
W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 75 (1901), 79 (1.902), [a], J. E. Ver
schatfelt, Leiden Oomm. Nr. 81. (1902), Suppl. Nr. 6 (1903), vergl. auch Su.ppl. 
Nr. 7 (1903), D. J. Korteweg, Amsterdam Akad. Versl. Jan. 1903. 

753) Anwendung auf Messungsergebnisse von Kuenen an Äthan: W. H. Keesom, 
Leiden Comm. Nr. 79 (1902), auf eigenen an CO,: [a). Die da gegebenen Formeln 
ermöglichen an der Dampfdrucksteigerung bei der isathermischen Kondensation den 
Gehalt an Beimischung zu beurteilen. Vergl. auch Fussn. 756. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 55 
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dung auf die Korrektion experimenteller Zustandsgleichungen der Edelgase, 

von denen gefürchtet wurde, dass dieselben nicht rein darzustellen 
wären 754) 755). 

f) Sind die beiden vereinfachenden Annahmen von d und e zu

gleich erfüllt, so ergibt sich die Theorie der verdünnten Lösungen. 
Für diesen Fall geht GI. (115) über in 

Pkoex, Xvap,Xliq,T- Pkoex,Xvap =XJiq = O,T 
= Xvap- X!iq, 

Pkoex, Xvap = Xiiq = O,T 

( 116) 

die Planck'sche 756) Formel für die Dampfspannungserniedrigung ver

dünnter Lösungen, aus der mit der Clapeyron-Olausius'schen Formel 

für die Hauptkomponente 

T -T =X!iq-Xvap 
koex,Xvap, XJiq,p koex,Xvap = XJiq=O,P (_!:_

2 
) (117) 

RTkoex Xvap = Xtiq = o,p 

für die Siedepunktset·höhung folgt 756). 

Wir können nun den Fall denken, dass an der einen Seite der 

Fläche die Flüssigkeit schon in den glasigen Zustand übergeht, und 

werden so dmch unsere Betrachtungen zum Fall der Lösung eines 

glasig festen Körpers in einer Flüssigkeit geführt, den wir sowie den 

Fall der Lösung eines kristallinischen Körpers analog Abschn. V 

behandeln. Wir beschränken uns hier auf den Teil der Fläche, welcher 

dem gewöhnlichen fluiden Gleichgewichtszustand ganz nahe dem der 

754) Vergl. die Anwendung auf Argon von C. A. Crommelin, Leiden Comm. 
Nr. 115 (1910), Diss. Leiden 1910. 

755) Die Messungen Verschatfelt's, Leiden Comm. Nr. 45 (1898), 47 (1899) 
beziehen sich auf den Fall, dass bei grosser Differenz der kritischen Temperaturen 
der beiden Komponenten bei einer Temperatur, die noch wenig unterhalb der 
höchsten jener kritischen Temperaturen ist, die Falte noch kaum auf der o/-Fläche 
zum Vorschein tritt. Ein andrer Fall ist der, dass die Falte an der einen Seite 
schon eine äusserst grosse Ausdehnung hat, wie bei den Versuchen mit llelium
gemischen mit seht· wenig Wasserstoff beim Schmelzpunkt des letzteren. Noch 
weiter geht z. B. Quecksilber in Berührung mit Wasserstoff. Doch ist an der 
Lösung des Wasserstoffs in Quecksilber nach der Theorie wohl nicht zu zweifeln. 
Dieser Fall gehört schon zu den in { behandelten. 

756) M. Planck. ZS. physik. Chern. 2 (1888), p. 405. Der Nernst'sche Vertei
lungssatz, W. Nernst, ZS. physik. Obern. 8 (1891), p. 110, [c] p. 490, gibt für 
die hier behandelten Fälle die Beziehung Xliq: Xvap = konst. bei gegtlbenem T. Vergl. 
W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 79 (1902), p. 5 u. f., für den Wert dieses 
Verhältnisses für die in e behandelten Fälle (vergl. Fussn. 753). 
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reinen Flüssigkeit entspricht, unter der Voraussetzung, dass Xvap = 0. 
Dann folgen aus GI. (116) und (117) die van 't Hoff'schen Dampf
spannungserniedrigungs- und Siedepunktserhöhungsgesetze, auf welche 
auch die Einführung des osmotischen Drucks führt 757) 758). Für die 
Erforschung der Zustandsgleichung haben die hier erwähnten Erschei
nungen, in welchen alles spezifische der Stoffe bis auf die molekulare 
Menge wegfällt, auch nur insofern Bedeutung, als dieselben benutzt sind, 
um auf das Molekulargewicht der Komponente, dessen Konzentration in 
der Dampfphase Null ist, also auf dessen Rw bei sehr niedriger redu
zirter Temperatur (im festen Zustand) zu schliessen. 

68. Die Längsfalte u.s.w. der ~-Fläche für den fluiden Zustand 759). 

a) Schon bei der ersten Aufstellung seiner Theorie zog van der 
W aals ein komplizirtere~;~ Verhalten der Falten in der ~-Fläche in 

Betracht, indem er, vergl. das sche
matische Modell van der Waals (b] 
p. 23, ausser der Querfalte (Nr. 67) 
eine in der Hauptsache der v-Achse 
parallel nach der Seite der kleinen 
Werte von v verlaufende Längsfalte 
annahm. Es bedingt diese die Koexistenz 
zweier Flüssigkeitsphasen bei be
schränkter Mischbarkeit der Kompo
nenten im flüssigen Zustande und 
kann mit der Querfalte zum drei
phasischen Gleichgewicht führen (vergl. 
Nr. 13a). Angesichts des für diesen 
Artikel vorgesehenen Raumes 721) ver-

Fig. 57. weisen wir für dieselbe auf die Arbeiten 
von van der Waal3, Kuenen, van Laar 760). Nur stellen wir in Fig. 57 

757) J. H. van 't Hoff. ZS. physik. Chem. 1 (1 887), p. 481. 
758) Das Sinken des Druckes durch die Lösung eines nichtflüchtigen Stoffes 

ergibt sich unmittelbar aus dem Steigen des Potentia\abschnittes, wenn man die 
Berührungsebene für diesen Fall von der Seite x = 0 auf die \VvTx·Fiäche über
gehen lässt. 

759) Die Berücksichtigung der festen Phasen vergl. Nr. 75. 
760) J . D. van der Waals [b], vergl. auch Fussn. 122, J. P. Kuenen [b], 

J. J. van Laar [c], auch Amsterdam Akad. Vers!. 1905 Jan. p. 573, Mä1·z p. 660, 685, Mai 
p. 14, Dez. p. 582, 1906 Sept. p. 227, Arch. Teyler (2) 9 (1905), p. 369, (2) 10 

55* 
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(schematisch) das Heraustreten einer Seitenfalte mit Faltenpunkt f 2 aus 

der Querfalte als Hauptfalte dar. Es ist x x x x die Faltenpunktskurve 

im x, v-Diagramm (vergl. Nr. 67b), -- - - die Spinodale und a'a"a'" 
das isophasische Dreieck (Nr. Sd) für die Temperatur T, (-" ist ein 

verborgener (nicht realisirbarer) Faltenpunkt 115). 

Die Gestalt der Faltenpunktskurve und das Auftreten der Drei

phasengleichgewichte werden, wie van der W aals bei seinen allgemeinen 

p 

.. . · 

; 

Fig. 58. 

... '11.!111"11: ... .. 

5 

Fig. 59. 

Untersuchungen gezeigt hat ( vergl. c), stark beeinflusst durch den 

Wert der Grösse lw = a~ab- awaa awbb· Je nach dessen Wert zeigt 
sich eine grosse Verschiedenheit von Fällen, die nach c zu behandeln 

sind. Um ein Beispiel für den Einfluss der Verhältnisse Tka J Tkb und 

Pka /Pkb zu geben, wollen wir uns Fälle denken, in denen lw = 0 245). Fig. 58, 

59 und 60 (schematisch) stellen nach van Laar 760) einige Typen 

(1905), p. 19, (1906), p. 109, (2) 11 (1907), p. 51. Auch J. Timmermans, Diss. 
Bruxelles 1911. 

Die Fig. 12, vergl. auch Kuenen [b] p. 147, kann annähernd zur Erläuterung 
des dreiphasischen Gleichgewichts von Gemischen von Äther und Wasser dienen. 
b" e"' c• wäre die Projektion auf der x, v-Ebene des Dampfzweiges der Konncdale 
der ,P-Fläche, deren w-Achse parallel den Zeilen und deren v-Achse senkrecht zu 
•len Zeilen des Textes laufen. b" b' stellen die Koexistenz von Dampf mit der einen 
Flüssigkeit (z. B. feuchtem Äthet·), c" c' die Koexistenz von Dampf mit der andern 
Flüssigkeit (z. B. ätherhaltendem Wasser), a' a" die Koexistenz zwischen zwei Flüs
sigkeitsphasen dar. e' e" e'" ist das Dreiphasendreieck. Der Faltenpunkt f liegt im 
metastabilen Gebiet. Ist die l(onnodale a' e' f e" a• auch an der anderen, den kleinen 
v entsprechenden Seite geschlossen, so ergibt sich die Möglichkeit der Mischung 
von Flüssigkeiten durch Druck, was van der H'aal.q bei genügend hohem Druck 
immer möglich meint. 
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Faltenpunktskurven 761) für diesen speziellen Fall dar, wenn auch 

2 bwab - bwaa - bwbb = 0 angenommen wird 245). 

x x x x ist die Faltenpunktskurve (Nr. 67b), 
A A A A die Dreiphasenkurve. Die Punkte T 

·. 

Fig. 60. 

stellen kritische Trennungspunkte 762) dar, und 

zwar To ein oberer, Tu ein unterer lcritischer 
Trennungspunkt. In diesen Punkten geht das 

dreiphasische Gleichgewicht in ein zweiphasisches 

über, indem zwei der Phasen (in Fig. 58 und 60, 

sowie in T02 von Fig. 59 zwei Flüssigkeits

phasen) in einer kritischen identisch werden 

(vergl. Fussn. 579) . 

b) Bei grossem Unterschied der kritischen Temperaturen und 

schwacher gegenseitiger Anziehung (awab) der Moleküle der Kompo-

nenten wird in gewissen Fällen eine 

von der Seite x = 0 nach der Seite 

v = bwrr. schief überlaufende Falte 
auftreten. Auf dieser kann, wenn 

bw r b < bw r a, eine barotropische 
Berührungssehne ( b in der schema

tischen Fig. 61) die Koexistenz zwi-

sehen einer Gas- und einer Flüssig-
keitsphase gleicher Dichte anzeigen, Fig. 61. 

sodass bei Überschreiten des betreffenden Druckes die beiden Phasen 

unter dem Einfluss der Schwere und bei Aufhebung von hemmenden 

kapillaren u. s. w. Wirkungen ihren Platz gegenseitig wechseln 763). 

761) Durch T0 , bzw. To und Tu, abgegrenzte Teile dieser Faltenpunktskurven 
gehören dem nicht absolut stabilen Gebiet an. 

762) Vergl. J. P. Kuenen [b] p. 153. lu einem solchen Punkt trennen sich 
zwei Zweige von Konnodalen auf der lji-Fläche bei wachsender oder abnehmender 
Temperatur von einander in der durch Fig. 10-12 erläuterten Weise. Orme Masson, 
ZS. physik, Chem. 7 (1891), p. 500, nannte dens~lben einen kritischen Lösungs
punkt, E. H. Büchne1·, Diss. Amsterdam 1905, führte den Namen kritischer 
Endpunkt an. 

763) Das Sinken der Gasphase in der Flüssigkeitsphase wurde von H. Kamerlingh 
Onnes [e] Nr. 96a (1906) beobachtet an einem Gemisch von He und H2• Wir \"er
weisen weiter auf H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 96b 
(1906), Suppl. Nr. 15, 16 (1907), W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 96c (1906f07), 
Suppl. Nr. 18b (1907), /. J. van Laar, Arnsterdam Akad. Vers!. Juni 1905, April 
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c) V an der W aals 126) hat in einer Reihe von Abhandlungen die 
Eigenschaften der Isobaren [Fig. 62 gibt nach van der Waals ?64) ein all-

gemeines Isobarendiagramm, aus welchem e::~x ist > 0 vorausgesetzt) 

für ein gegebenes Stoffpaar bei gegebenem T das v, X-Diagramm der 
Isobaren durch Ausschneiden eines entsprechenden horizontalen Streifens 
zu erhalten ist], Substitutions- und Pot(lntialkurven eingehend unter
sucht, und gezeigt, wie man aus denselben und besonders aus der 

Fig 62. 

relativen Lage und bzw. Durch
schneidung der Kurven 

ganz allgemeine Schlüsse über den 
Verlauf der Spinodal-, Konnodal
und Faltenpunktskurven, über das 
Auftreten homogener und hetero
gener Doppelfaltenpunkte (Nr.l2b), 
realisirbarer und verborgener (a) 

Faltenpunkte u. s. w. ableiten, und 
z. B. mit dem Verhalten von awx 

und bwx als Funktionen von x, oder, 
wenn wir speziell GI. (15) und (16) 

annehmen, von awab, bwab zu awaa u.s.w. in Verbindung bringen 
kann (vergl. auch Nr. 13b). Es wäre so möglich, umgekehrt aus Experi-

1907, vergl. auch J. D. van der Waals [e] Dez. 1906. Schwimmen eint>s festen 
Körpers (H~) in einem Gasgemisch (He und H2): H. Kamerlingh Onnes bei dem 
in ~'ussn. 213 erwähnten Versuch. Es liegt Grund vor, beim Auftreten dieser schief 
überlaufenden Falte unter gewissen Bedingungen beschränkte Mischbarkeit im 
Gaszustande zu erwarten, vergl. Fussn. 158. 

764) J. D. van der Waals [e] Febr. 1907; vergl. H. Kamerlingh Onnes und 
Fr!. T. C • .Tolles, Leiden Comm. Suppl. Nr. 14 (1907) PI. II und 111, Fig. 3. Vergl. 
dazu auch Ph. Kohnstamm, Amsterdam Akad. Vers!. Jan., Febr .. April 1909. 

Van der Waals wurde bei dieser Untersuchung auf die Möglichkeit doppelter 
t·etrograder Kondensation geführt [e] März 1909, p. 856. Yergl dazu Ph. Kahn
stamm und J. Chr. Reeders, Amsterdam Akad. Vers!. April 1909, p. 1036, Sept. 
1911, p. 359. 
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menten über Mischbarkeit im flüssigen Zustande und über die Änderung 

jener Mischbarkeit mit Druck und Temperatur Schlüsse über aw ab 

und bw ab zu ziehen. 
Nach dieser Theorie wurde 

an der Hand der vorliegenden 
Experimente 763) der mutmass

liche Lauf der Faltenpunkts

knrve für Gemische von He und 
H2 von van der W aals 765) in 

Fig. 63 schematisch dargestellt. Fig. 63. 

69. Ternäre und quaternäre Gemische. Thermodynamische Flä
chen für assoziirte Stoffe 766). a) Für die dreikomponentigen Stoffe 

oder ternären Gemische 767) kommt von den Gibbs'schen Tangential

flächen 98) hauptsächlich nur die Gibbs'sche ~pTxy , x, y-Fläche (abge
kürzt die ~-Fläche) in Anwendung. Die Zusammensetzung einer 

a Phase, gegeben durch die molekula

I 
L-------~----------~~~ 

Fig. 64. 

ren Gehalte x , y, 1-x-y an den 
Komponenten A, B, C, wird nach 
Gibbs 768) durch einen Punkt in einem 
gleichseitigen Dreieck angegeben (Fig. 

64). Es gibt dann die ~-Fläche 769) 

durch ihre mehrfachen Berührungsebenen 

die bei bestimmten p und T koexis
tirenden Phasen, deren Zusammenset-

765) J. D. van der Waals [e] Sept. 1907, Fig. 28. E und F sind heterogene 
Doppelfaltenpunkte, C ist ein homogener· Doppelfaltenpunkt der ersten Art (Nr. 12b). 
Vergl. mit dieser Fig. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. 
Suppt. Nr. 16 ( 1907) Fig. 5, in der die Maximumfaltenpunktstemperatur (C in 
Fig. 63) nicht auftritt. 

766) Vergl. Fussn. 241 und Nr. 35c. 
767) Es sind diese besonders eingehend sowohl nach theoretischer wie nach 

experimenteller· Seite untersucht von F. A . H. Schreinemakers. Wir verweisen 
hierfür auf die Originalarbeiten ZS. physik. Chf'm. 22 (1897) u . s. w. und H. W. 
Bakhuis Roozeboom [c]. 

768) .!. W. Gibbs [c) p. 176. Bakhuis Roozeboom, ZS. physik. Chem. 12 (1893), 
p. 359, und van der Waals [e] Febr. 1902, p. 556 verwenden ein gleichschenkliges 
rechtwinkliges Dreieck. Eine andere Darstellung : van Rijn van Alkemade, ZS. 
physik. Chem. 11 (1893), p. 306. 

769) Es tritt in der ~-Fläche für einen gewissen Temperaturbereich eine drei
blättrige Falte 119) auf, die aber in der Nähe des Faltenpunktes dieselben Eigenschaften 
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zung in der x, y-Projektion durch die Projektion der Konnodalkurven 
mit den Nodengeraden angegeben werden kann 770). 

Da die Zustandsgleichung eines ternären Gemisches in erster 
Annäherung 77t) nur vom paarweise gegenseitigen Verhalten der Mole
küle (awa b, aw b c, . . , bw ab, .• . ) abhängig ist, so ist die ffvTxy• X, y
Fläcbe durch die ffvT darstellenden Kurven in den Ebenen x = 0, 
y = O, x + y =I, bestimmt 772). 

b) Für quaternäre Gemische, für die der molekulare Gehalt an den 
Komponenten durch x, y,z, 1-x-y-z angegeben wird, kann man sich 
zur Ableitung der koexistirenden Phasen Gibbs'scher Tangentialflächen 
bedienen wie z. B. jedesmal bei gegebenen p, T und ?lff/3z einer 

ffpTxy 'Jf8j'iJz, x, y-Fläche (vergl. Fussn. 98) 773). 

Sämtliche Koexistenzbedingungen bei p, T dagegen können abge
leitet werden mittels eines Gibbs'schen Tangentialraumes, der in der 
4-dimensionalen Mannigfaltigkeit ffv Txy z als Funktion von x, y, z, welche 
analog Fig. 64 durch die Punkte innerhalb eines regelmässigen 
Tetraeders angegeben werden, darstellt. Die die koexistirenden Phasen 
anweisenden Kannoden 77~") bilden in der 4-dimensionalen Mannigfaltig
keit eine Konnodalfiäche, deren Projektion im x, y, z-Tetraeder die 
x, y, z-Projektion der Kannodalfläche gibt. Der Zusammenhang der 

hat wie die Falte in der .ji-Fläche für binäre Gemische, und daher zu denselben 
kritischen Erscheinungen wie dort führt (van der Waals [e] Febr. 1902, p. 559, 
vergl. J, P. Kuenen [b] p. 216). Vergl. für die ~-Fläche auch W. Ostwald [c] 
p. 1003. 

770) Für die p, re, y-Flächen der koexistirenden Phasen bei konstantem T vergl. 
auch W. Ostwald [c] p. 988, B. 111.. van Dalfsen, Diss. Amsterdam 1906. 

771) Dieses gilt aber jedenfalls nur, solange Stösse zwischen mehr als zwei Mole
külen und Anwesenheit von mehreren Molekülen in der Wirkungssphäre eines 
Moleküls nicht in Betracht kommen, Über den Einfluss dieser Umstände ist bis 
jetzt nichts bekannt. 

772) Vergl. J. D. van der Waals [e] Sept. 1902, p. 285 über das Auftreten eines 
Minimums der kritischen Temperatur bei ungeänderter Zusammensetzung bei ter
nären Gemischen, Bei mehrkomponentigen : B. M. van Dalfsen, Amsterdam A.kad, 
Vers!. Juni 1904, p. 167. 

773) Es ist dieses analog der Konstruktion der koexistirenden Phasen für binäre 
Gemische mittels Doppeltangenten an den Gibbs'schen Tangentialkurven (Nr. H) q = 
konst. (Substitutionskurven Nr. 66d) im ,JJ-qro, v-Diagramm, vergl. weiter die Anwen
dung der Marowell'schen Konstruktion auf die Substitutionskurven im p, v-Diagramm 
Nr.6'l'c. 

774) Berührungspunkte eines den Gibbs'schen 'l'angentialraum zwei- (oder mehr-) 
fach berührenden ebenen Raumes. 
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verschiedene Phasen darstellenden Blätter derselben kann durch kritische 
Kurven ermittelt werden 775). 

c) Assoziirte Stoffe, in denen zwei 776) Molekülarten (Nr. lb) 
auftreten, sind als binäre Gemische aufzufassen, bei denen aber die 
Komponenten in einander übergehen bis ffvT bei gegebenen T und V 
minimal wird. Es kommt also von der ffvT. v, x-Fläche für T nur die 
Schattenkurve 129) für der x-Achse paralleles Licht in Betracht 777). Das 
thermodynamische Verhalten des assoziirten Stoffes wird über das ganze 
Temperaturgebiet durch den Komplex dieser Schattenkurven gegeben 778). 

Ordnet man die auf der ffvT• v-Ebene durch der x-Achse 
paralleles Licht gebildeten Schlagschattenkurven 18°) nach T, so be
kommt man eine aus Gibbs'schen Tangentialkurven (Nr. 14) aufge
baute ffvT, v, T-Fläche für einen assoziirten Stoff, die sich bei niedri
gen und hohen Werten von T den ffvrFlächen der beiden Molekülarten 
anschliesst. Zu derselben kommt man auf andre Weise als Enveloppe 
der ffvTx, v, T-Flächen für konstant gehaltenes x. In ähnlicher Weise 
kann eine Gibbs'sche ffsv·Fläche 779), im Allgemeinen eine ff.:r,e-Fläche 780) 

(Nr. lOa), für einen assozirten Stoff gebildet werden. 

V. Ergänzung der Energiefläche durch die Teile, welche den 
festen Zuständen entsprechen. 

70. Der glasig-amorphe 781) Zustand. a) Der in Nr. 3b angegebe

nen und in Nr. 47b entwickelten Auffassung entsprechend können die 

775) Vergl. weiter F. A. H. Scht·einemakers, Amsterdam Akad. Ver81. Jan.1907, 
p. 580, April 1908, p. 843, ZS. physik. Chem. 59 (1907), p. 641. Die Verallgemei
nerung dieser Darstellungen für mehrkomponentige Systeme ist einleuchtend. 

776) Wir beschränken uns in dieser Darstellung auf die Annahme zweier 
Molekülarten. Die Verallgemeinerun!!; für mehrere Molekülarten (vergl. Fussn. 340) 
ist im Allgemeinen nach b zu führen. 

777) Es muss hier die lineare :~:-Funktion (Nr. 68b) in Rechnung gezogen 
werden, vergl. van der Waals lb] p. 28, 

778) J. D. van der Waals [bJ p. 28. 
779) Vergl. weiter H. Kamerlingh Onnes [e) Nr. 66, p. U, die Gibbs'sche Fläche 

für Wasser denselben und H. Happel, Leiden Comm. Nr. 86 (1903), für mögliche 
barotropische (Nr. 68b) Erscheinungen für einen assoziirten Stoff H. Kamerlingh 
Onnes und W. H. Keesom, Leiden Comm. Suppl. Nr. 15 (1907), p. 8, W. H. Kee
som, Leiden Comm. Suppl. Nr. 18b (1907). 

780) G. Mouret. J. de phys. (2) 10 (1891), p. 253, Die Zusammensetzung der 
Phasen muss bei diesen Flächen an den auf denselben gezogenen Isomignen abgelesen 
werden. 

781) Vergl. G. Tarnmann [a] p. 4 und Nr. 78, auch H. Kamerlingh Onnes 
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Zustandsgleichungen für den fluiden und für den festen Zustand nicht 
mehr unabhängig von einander ergründet werden. Die Ansätze, welche 
bisher für die Erklärung des festen Zustandes gemacht sind (Nr. 74), 
genügen nicht, um die Zustandsgleichung des fluiden Zustandes zu 
einer auch die festen Zustände ·umfassenden zu erweitern. Wir dürfen 
aber davon ausgehen, dass die thermische Zustandsgleichung für den 
festen Zustand jedenfalls aus der entsprechenden Gibbs'schen Funda
mentalfläche abgeleitet werden kann. Die Behandlung der Prozesse, die 
den festen Zustand bedingen (Nr. 4'ib), nach den Prinzipien der statisti
schen Mechanik, führt sogar notwendig dazu, zuerst die entsprechende 
Gibbs'sche Fundamentalgleichung aufzustellen (vergl. Nr. ö8a) 7'32). Dem
gernäss bringen wir die Behandlung derselben unter dem Gesichtspunkt, 
die Gibbs'scben Fundamentalflächen für den fluiden Zustand zu solchen 
zu ergänzen, welche sämtliche Aggregatzustände umfassen. Wir erlangen 
in dieser Weise zugleich die übersiebtliebste Darstellung der Beziehungen 
zwischen dem fluiden und den verschiedenen festen Zuständen. 

b) Bei sinkender reduzirter Temperatur nimmt die Viskosität der Flüs
sigkeiten stark zu, bei vielen setzt sich dieses soweit fort, dass dieselben 
durch einen syrupartigen Zustand kontinuirlich in einen glasig-amorphen 
übergehen, nämlich einen solchen, der, wenn man ihn einer gerichteten 
Spannung 783) unterhalb einer gewissen Grenze (der Bruchgrenze) aussetzt, 

und H. Happel, Leiden Comm. Nr. 86 {1903), p. i 2. Auf den kolloidal-amorphen 
Zustand von einfachen Körpern und Gemischen wird hier nicht eingegangen. Bei 
demselben spielt die Kapillarität eine bedeutende Rolle. Siehe für Kolloide : 
Zsigmondy, Zur Erkenntniss der Kolloide, Jena ·1905; A. MaUer, Allgem. Chemie 
der Kolloide (Bredig's Handbuch der angew, physik. Chemie Bd. 8), Leipzig 1907; 
und die Kolloid-Zeitschrift. 

782) Zwar ist die Behandlung der statistischen Mechanik hier mit Hülfe der 
Gleichgewichtsgesetze der molekularen Schwingungen (Nr. a'l/) zu ergänzen, denn 
letztere gehen in die Ableitung der spezifischen Wärme ein (Nr. 74:c) und Eigen
tümlichkeiten der letzteren sind mit solchen der Zustandsgleichung (vergl. Nr. 4:3d) 
innig verknüpft. 

Eine Fundamentalgleichung, bei welcher nicht zugleich das Entstehen Nr. 4:'lb 
gernäss (vergl. Nr. 74a) der Elastizität für gerichtete Spannungen hervortritt, kann 
nur als eine rohe Skizze der anzustrebenden betrachtet werden. Wir müssen uns 
aber auf die von gerichteten Spannungen freien Zustände beSflhränken (vergl. 
Fussu. 60). 

783) Für in alle Richtungen gleiche (hydrostatische) Zusammendrückung ist das 
Nachgeben für den festen Zustand gleich wie für den liquiden, wenn überhaupt 
auftretend, jedenfalls bei den bis jetzt erreichten Drucken noch nicht konstatirt. Bei uni
lateraler Zusammendt:ückung kann der kristaJiinische (Nr. 'II) Stoff nach W. Spring, 
Recueil des trav. chim. des Pays·Bas et de la Belgique 23 (190,), p. 1, 187, teil• 
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eine Formänderung erleidet, die ganz oder teilweise als eine elastische 
Formänderung anzusehen ist, d. h. eine solche, welche bei Aufhebung 
der Spannung nach einer endlichen Zeit mit einer durch eine Extink
tionszeit bestimmten Geschwindigkeit (entweder anfangs mit gedämpft 
periodischer Bewegung oder von Anfang an gleich aperiodisch) wieder 
abstirbt 7114). Teilweise kann er auch noch mit einer sehr grossen inneren 
Reibung 785) der Spannung nachgeben 786) 787). Mit dem kontinuirlichen 

weise übergehen in eiuen mit kleinerer innerer Reibung behafteten pseudo-liquiden 
Zustand [vergl. auch G. F. Beilby, Phi!. Mag. (6) 8 (1904), p. 258], wobei die Dichte 
nach Zurückkehr zum Nulldruck meistens kleiner geworden ist (vergl. Fussn. 787). 

784) Für die Litteratur über elastische Nachwirkung verweisen wir auf Chwolson, 
Lehrbuch der Physik I, p. 752, Guillaume, Rapports etc. Paris 1900 t. 1, p. 432, 
A. Joffe, Ann. d. Phys. (4) 20 (1906), p. 919. 

785) Für die innere Reibung plasti~cher und fester Körper verweisen wir auf 
Winkelmann's Handbuch der Physik I 2, Leipzig 1908, p. 1394, 1410. 

786) Ob bei glasig-amorphen Stoffen immer ein teilweises Nachgeben stattfindet 
und daher für diese eine Elastizitätsgrenze nicht existirt oder umgekehrt, ist nicht 
sichergestellt. Th. Schwedoff 788) meint, dass sogar bei einer Gelatinelösung, deren 
Rigidität er angibt als 1,8 X 10-12 X die des Stahls, das Nachgeben erst anfängt, 
wenn die Deformation eine gewisse Grenze überschreitet, sodnss für kleinere Defor
mationen die genannte Lösung vollkommen elastisch sei (vergl. aber Fussn. 788). 
Man siehe auch die Versuche von C, Rohlaff und Shinjo, Physik. ZS. 8 (1907), p. 442, 
über die Grenze zwischen dem festen und dem flüssigen Zustand bei Gelatinelösungen, 
vergl. auch R. Reiger, Physik. ZS. 8 (1907), p. 537, und die Versuche von A. 0. Ranktne, 
Phil. Mag. (6) 11 (1906), p. 447, über die Abnahme der Tor~ionskraft in denselben. 

787) Die Grösse der inneren Reibung (vergl. Fussn. 824) wird bedingen, ob ein 
regelmässiges Fliessen längs Stromlinien zur Beobachtung kommt oder ob das Nach
geben sich nur noch in dem Überbleiben einer geringen permanenten Deformation 
äussert. Ob bei vollkommeri homogenen glasig-amorphen Stoffen diese permanente 
Deformation den Gesetzen des Fliessens entsprechend mit der Zeit, während welcher 
die deformirende Kraft gewirkt hat, proportional ansteigt, oder ob dieselbe einem 
gewissen Grenzwert zustrebt, oder vielleicht bei denselben gar nicht auftritt, ist 
nicht entschieden. 

Feste homogen kristallisirte Körper (Kristalle, Nr. 71) können einer gerichteten 
Spannung ohne Verlust des kontinuirlichen Zusammenhangs durch Gleiten längs 
Gleitflächen in eine andere Gleichgewichtslage hinein permanent nachgeben. 0. Famt 
und G. Tammann, ZS. physik. Chem. 75 (1910), p. 108, nehmen dafür eine Elasti
zitätsgrenze als unteren Wert der nötigen Spannung an. Dagegen nimmt W. Voigt, 
Lehrbuch der Kristallphysik, Leipzig und Berlin 1910, p. 192, als Folge jeder 
Einwirkung einer gerichteten Spannung eine permanente Deformation an. 

Der Anfang des Nachgebens mikrokristallinischer Stoffe [Metalle, vergl. auch 
G. MaBBol und A. Faucon, Paris C. R. t53 (19H), p. 268, über Fettsäuren], die 
aus kleinen Kristallen in einer amorphen Masse ein~ebettet bestehen, ge~chieht 
nach 0. Faust und G. Tarnmann J. c., der verschiedenen Festigkeit jener Modifi
kationen entsprechend, entweder dadurch, dass die Kristalle längs ihren Gleitflächen 
in andere Gleichgewichtslagen gleiten, oder dadurch, dass die amorphe Masse nach-
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Anwachsen der Viskosität 788) und Rigidität geht eine kontinuirliche Än
derung sämtlicher thermodynamischen Grössen zusammen, es lässt sich 
demzufolge der glasige Zustand als eine kontinuirliche Fortsetzung des 
Liquidkammes (vergl. Nr. 63) auf der Energiefläche darstellen 789). Dieser 
Kamm bleibt durch eine Falte mit dem entsprechenden zugehörigen 
Dampfgebiet zusammenhangen 790). Die Liq.-Gaskonnodale setzt sich dabei 

gibt. Vergl. auch G. Tammann, Gött. Nachr. 1911, p. 181. E. Rasch, Berlin 
Sitz.-Ber. 1908, p. 210, will das Fliessen der festen Körper (Metalle) durch die 
Annahme erklären, dass im Material eine zähflüssige Phase mit einer festen in 
Berührung steht, welche jede in die andere übergehen kann (vergl. Fussn. 783). 
Siehe über das Fliessen fester Körper noch Spring, Rapports etc. Paris 1900, t. 1, 
p. 402, A. von Obermayer, Wien Sitz.-Ber. [2a] H3 (1904), p. 511, R. Threlfall, 
J. ehern. soc. 93 (1.908), p. t333, E. N. da C. Andrade, Physik. zs. H (1910)1 

p. 709. Bei den eigentlichen Gläsern ist aber das Fliessen nicht konstatirt. 
788) Die Fluidität (das Reziproke der Viskosität} wird auch aufgefasst als bedingt 

durch die Rela.llation von rigiden Deformationen: Poisron, J. ecole polytechn. t.13, 
20ieme cah. (1829), p. t, G. G. Stokes, Cambr. Phi!. Trans. 8 (1849), p. 312, 
J. C. illarowell, Phi!. Mag. (4) 35 (1868), p. 133. Ob die Versuche über die Doppel
brechung des Lichtes in bewegten Flüssigkeiten [J. C. illaxwell, Proc. Roy. Soc. 22 
(1873), p. 46; A. Kundt, Ann. Phys. Chem. 13 (1881)1 p. 110; G. de Metz, Ann. 
Phys. Chem. 35 (1.888), p. 497, Paris C. R. 134 (1902), p.135S, 136 (1903), p. 604, 
La double refraction aceidenteile dans les liquides, Paris 1906] sowie in deformirten 
halbflüssigen (plastischen) Körpern (Mach, optisch-akustische Versuche, Prag 1873, 
p. 25), oder die Torsionsversuche von Th. Schwedoff, J. de phys. (2) 8 (1889), 
p. 341., Rapports congres intern. de phys. Paris 1.900 t. 1, p. 478 [siehe auch J. 
de phys. (3) 1. (1892), p. 49 über die Ktmdt'schen Versuche mit Kollodium; und 
die Versuche von L. Lauer und G. Tammann, ZS. physik. Chem. 63 (1908), p. U.1, 
und von 0. Faust und G. Tammann, ZS. pbysik. Chem. 71 (1.910), p. 51, über 
Verschiebungselastizität bei Flüssigkeiten) das Auftreten und in einer messbaren 
Zeit Relaxiren rigider Deformationen in Flüssigkeiten [die Theorie der Bewegung 
dieser plastiko-visköser Körper wurde besonders ausgearbeitet von L. Natanson, 
Cracovie Ball. de l'Acad. des Sc. 1901, p. 971 1.61.; 1902, p. 19,488,494; 1901, p.1, 
Natanson-Zaremba ibid, 1903/04 passim, C. Zakrzewski ibid. 1902; p. 235, 1904, 
p. 50] anzeigen, und demnach den Übergang von sehr grossen Relaxationszeiten der 
festen Kö•·per zu den sehr kleinen der Flüssigkeiten aufweisen, oder ob jene der 
Relaxation zugeschriebenen Erscheinungen der optisch nicht-homogenen Struktur 
der Versuchskörper (Kolloide): C. Zakrzewski und C. Kraft, Cracovie Bull. de l'Acad. 
des Sc. (1905), p. 506, zuzuschreiben sind, bleibe noch dahingestellt. 

789) Ob bei denselben p und T mehrere glasig-amorphe Zustände den Bedin
gungen des Gleichgewichts entsprechen können, ist nicht sichergestellt (vergl. BakhuiR 
Roozeboom [a] p.181 und Ostwald [c] p. 456). für die Limitdichte ohne Druck bei 
T= 0 vergl. Nr. 39b. 

790) Es ist keine Erscheinung bekannt, wodurch der Kannodale Gas-Glasig
amorph und mit dieser der betreffenden Falte nach niedrigen Temperaturen hin an 
der Gasseite eine Grenze gestellt wird (vergl. Fossn. 801). Der dem glasig-amorphen 
Zustand entsprechende Zweig dagegen wird, wie die ganze Energiefläche an dieser 
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kontinuirlich bis zu unmerkbaren Dampfdichten fort (vergl. Nr. 71b). 
Umgekehrt sind viele keine merkbare Dampfspannung zeigende amorphe 
feste Stoffe bei steigender Temperatur kontinuirlich in Flüssigkeit über
zuführen, dieselben sind als in einem glasigen Zustand sich befindend 
aufzufassen. 

71. Der kristallinische Zustand. a) In anderen Fällen 791) tritt aber 
bei Erniedrigung der Temperatur 792) plötzlich 793) Übergang in den kris
tallinischen Zustand ein, die Solidifikation, während umgekehrt das 
Schmelzen der einmal gebildeten Kristalle bei derselben Temperatur 
stattfindet. Wie James Thormwn 794) zeigte, muss dies strenger so 
ausgesprochen werden, dass für jede Temperatur ein bestimmter 
Schmelzdruck für die gesättigte Koexistenz von Kristall und Flüssigkeit 
besteht 795). 

Die Zustände der Flüssigkeit, welche dem jeweiligen Schmelzdruck 

Seite (vergl. Nr. 73e), nach den Nernst-Planck'schen Anschauungen (Nr. 74e) bei 
einem endlichen Wert von 8 zu Ende kommen. Ob man die Isothermen durch die 
Falte hindurch, ohne dass dieselben durch nicht als möglich denkbare Zustands
gebiete abgebrochen werden, verfolgen kann, bleibt dahingestellt (vergl. Nr. 23 
und Fussn. 811). 

791) Ob alle Stoffe entweder in den glasigen oder in den kristallinischen 
Zustand übergehen, ist durch die Eigenschaften des flüssigen Heliums, insbeson
dere durch das Auftreten eines Maximums der Dichte (vergl. Nr. 2lb), wieder in 
Frage gestellt. Vergl. weiter Fussn. 814. 

792) Die Temperatur, bei welcher dies geschieht, ist bei vielen Stoffen unge
fähr '/5 (etwa 0,3-0,5) der kritischen Temperatur Liquid-Gas. Bei Stoffen mit 
tiefer kritischer Temperatur dürfte jener Bruchteil durchschnittlich etwas grösser 
sein als bei solchen mit höherer kritischer Temperatur. 

793) G. Quincke, Proc. Roy. Soc. A 78 (1906), p. 60 [vergl. auch das Autoreferat 
Fortschr. d. Phys. 62, 1 (1906), p. 195], und verschiedene Artikel in Ann. d. Phys., 
nimmt für einen bestimmten Temperaturbereich beim Übergang vom kristallinisch 
festen in den flüssigen Zustand das Vorhandensein von ölertigen sichtbaren oder 
unsichtbaren Schaumwänden an. 

794) J. Thomson1 Edinb. Phil. Trans. 1.6 part 5 (1849), p. 575; experimentell 
am ersten an Wasser konstatirt von Kelvin, Phil. Mag. (3) 87 (1850), p. 123. 

795) Kristallographisch verschiedene Kristallflächen an demselben Kristall (und 
auch Kanten und Ecken) haben bei derselben Temperatur einen verschiedenen 
Schmelzdruck: R. Schenck, Centralblatt f. Min., Geol. und Pat 1900, p. 313; 
P. Pawlow, ZS. f. Krist. 40 (1904/1905), p. 189, 555, 42 (1906), p. 120. [Die 
von Pawlow entwickelte thermodynamische Kristalltheorie wird wohl unberechtigt 
von F. Pockels, Centratblatt f. Min., Geol. und Pal. 1907, p. 737, vergl. Keesom, 
l:leibl. 30 (1906), p. 1179, bestritten]. Auch der Dampfdruck ist für verschieden
artige Kristallflächen desselben K-ristalls nicht derselbe, vergl. P. Pawlow, ZS. 
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und der jeweiligen Schmelztemperatur entsprechen, reihen sich auf dem 
uns schon bekannten Teil der Energie:O.äche (Nr. 63) zu einer Linie 
aneinander, welche wir als Teil einer Grenzlinie aufzufassen haben. 
Ist für eine Temperatur auch noch die Schmelzwärme, und die Dichte des 
Kristalls durch t1soh für weitere Temperaturen die Dichte und die spezi
fische Wärme beide im Sättigungszustand (vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, 
Nr. 24:) gegeben, so lassen sich die darauffolgenden Sättigungszustände 
des Kristalls in dem u, s, V-Diagramm als eine Linie, Teil des Solid
zweiges der Grenzlinie S L, der Sckmelzlinie, darstellen 796). Die Iso
phasen bilden zusammen einen Teil des S L-Blattes der derivirten (Nr. llb) 
Fläche, welche die Grenzlinien und in dem Liquidzweig der S L-Grenz
linie zugleich den Flüssigkeitskamm berührt. Es lassen sich aber noch 
andere homogen-aequilibrirte Zustände des Kristalles angeben als 
der S-Zweig der S L-Grenzlinie. Auf Grund der Kompressibilität des 
Kristalles ergänzt dieser S-Zweig sich zunächst nach den kleinen Werten 
von v mit einem bald steil abfallenden Flächenstreifen, auf dem die 
derivirte Fläche wie auf einer Kante (vergl. Fussn. 1 05) berührend 
aufliegt. Dann können wir nach der Seite der grösseren Werte von 
v Zustände der Kristalle realisiren oder wenigstens realisirt denken 797), 

f. Krist, 40 (1904), p. 205. Vergl. Fussn. 934. Es entspricht also jeder Kristallform 
ein Kamm der u, s, v-Fläche. 

Es setzt dies voraus, dass Gleichgewicht unendlich ausgedehnter Flächen mit 
Dampf oder Flüssigkeit möglich ist. Wegen des Auftretens von Kanten und Ecken 
wird das Gleichgewicht eine Krümmung der Flächen bedingen (vergl. J. W. Gibbs 
[cl p. 494). Auch könnte die Frage aufgeworfen werden, ob nicht für jede Kri
stallform eine LimitgröBBe bei Gleichgewicht mit Flüssigkeit (und eine andere 
Limitgrösse bei Gleichgewicht mit Dampf) existire. Es ist jedenfalls auft'allend, 
dass nicht Kristalle in jeder Grösse vorkommen. Vergl. dazu J. W. Retgers, ZS. 
physik. Chem. 9 (1892}, p. 278, G. Wulff, ZS. f. Krist. 34 (1901), p. 462. Käme 
einem Kristall gleichgewichtsmässig eine gewisse Grösse zu, so wären die vorigen 
Betrachtungen hinfällig. 

796) Die von G. Tarnmann [a] p. 55 aufgestellte Regel, dass bei gleichenp und 
T die glasig-amorphen Silikate durchweg reaktionsfähiger sind als die kristalli
nischen, besagt also, dass bei gleichen p und T die Berührungsebene am S-Kamm 
(vergl. weiter im Text) durchwP.g höher (in der Richtung von -U) liegt als dit> 
an der glasig-amorphen Fortsetzung des L-Kammes. 

797) Wenn nach G. Tarnmann [a] p. 93 Kristalle sich überhaupt nicht überhitzen 
lassen sollten, eine metastabile Fortsetzung des S-Kammes unterdem fundamentalen 
Dreieck SLG (vergl. L•) also nicht zu rEalisiren sein sollte, so würde di~er Teil der 
Energiefläche wenigstens nicht die einfache Form bezw. Bedeutung haben können 
wie der entsprechende Teil des Liquidkammes. Bakhuis Roouboom [a] .p. 64, ist 
dagegen andrer Meinung. Vergl. auch die Beobachtungen von F. M. Jaeger, 
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welchen auch der obere nach der Flüssigkeitsseite abfallende Streifen 
des Kammes entspricht, sodass die S L-Grenzlinie als eine Kannodale auf 
der mit einem alleinstehenden Kamme ergänzten Energiefläche aufzu
fassen ist. Es lassen sich dieselben Betrachtungen über das Rollen 
der Berührungsebene über diese S L-Konnodale [deren einer Zweig auf 
dem L-, deren anderer auf dem S-Kamm 798) liegt] anstellen wie bei 
der Konnodale der L G-Falte. 

b) Können die drei Phasen wie bei C02 zugleich bestehen, so gibt 
es einen Druck und eine Temperatur, den Tripelpunkt (vArgl. Enc. V 3, 
Art. Bryan, Nr. 25), dem auf der Energiefläche ein dreiphasisches Dreieck 
entspricht 799). Im Falle, dass nur ein S1-Zustand bekannt ist, ist dies 
das fundamentale Dreieck SOO), dem sich die S1 L- und L G-Blätter 
berührend anschliessen. In diesem Falle ist auch noch ein S1 G-Blatt 
der derivirten Fläche zu realisiren, indem man von der S1 G-Seite 
des dreiphasischen Dreiecks aus über die S1- und G-Kämme die 
Berührungsebene weiter rollt. Es setzt sich auch dieses Blatt ( vergl. 

Amsterdam Akad. Vers!. Okt. 1906, p. 345. A. L. Day und E. T. Allen, ZS. physik. 
Chem. 54 (1.906), p. 1, schliessen aus ihren Bestimmungen der Schmelzpunkte der 
Feldspate, da!!s Kristalle von Albit und Orthoklas sich überhitzen lassen. Die 
von ihnen oberhalb der Schmelztemperatur realisirten Zustände stellen aber 
keine mit der Zeit unveränderlichen (Nr. la) Phasen dar [vergl. G. Tammann, 
ZS. physik. Chem. 68 (1909), p. 257]. Vergl. weiter W. Ostwald La) p. 994, 
A. Berthoud, J. chim. phys. 8 (1910), p. 337. 

Dass der S-Kamm einen metastabilen Teil an der Seite der grösseren Werte 
von v hat, geht wohl am besten aus der Möglichkeit einer allseitigen Tension 
hervor; sonst wür·de z. B. das Haften des Quecksilbers 160) bei Anwesenheit eines 
sogar kleinen Teiles einer kristallinischen Substanz unmöglich sein (Gleiches gilt 
für den glasig-amo1·phen Zustand). 

In der Schlussfolgerung von P. Pawlow, ZS. physik. Chem. 65 (1908), p. 30, 
die grösseren Kristallfragmente seien in einem gewissen Temperaturbereich über
hitzt gegen die kleineren, wird das Wort "überhitzt" in andrem Sinne als hier 
verwendet: die von ihm realisirten Phasen stellen durch v und T charakterisirte 
Zustände dar, die in genügend grossen Dimensionen, sodass die Form und Grösse 
der Oberfläche nicht in Betracht kommen (vergl. Nr. la), stabil sind. 

798) Nach G. Tarnmann [a] p. 70, ist die Kompressibilität des Kristalls immer 
kleiner als die seiner Schmelze ; dieses sagt aus, dass der S-Kamm schärfer ist als 
der L-Kamm. 

799) Manchmal wird der Druck des Tripelpunktes einfach Schmelzdruck, sogar 
der Tripelpunkt einfach Schmelzpunkt genannt (vergl. F. Kohlrausch, Lehrbuch 
der praktischen Physik, 11 te Aufl., Leipzig und Berlin 19t O, p. t 73). Es ist dies, 
wenn man Verwirrung vermeiden will, nicht zu empfehlen. 

800) Vergl. I. W. Gibbs [b] p. 394. 
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Nr. 70b) bis nach unmerkbaren Dichten fort 801) . Fig. 65 zeigt die bei
den Kämme von grossau Werten von V aus gesehen. Die verschiedene 

Fig. 65. 

'1.' Krümmung derselben entspricht 
--_-..,..;._. dem Unterschied der spezifischen 

". ". "" 

Wärmen (vergl. Nr. 58c); b liegt 
auf dem 81 -, c auf dem G-Teil. 
Von bc aus rollt die Berührungs
ebene nach den- S das S1G-Blatt 
ab. In dieser Weise wird die Subli-

mationslinie (Rauhfrostlinie) beschrieben. Stellt man die Änderung von 
p mit T entlang der LG-, LS1-, S1G-Konnodalen im p, T-Diagramm 802) 

vor (Projektion der Kanten der ffp:r-Fläche auf die p, T-Ebene), so 
kommt man auf Fig. 5, Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 25. 

72. Mehrere Kristallzustände. a) Tarnmann [a] p. lOO hat gezeigt, 
dass viele Stoffe, von denen bis jetzt nur eine kristallinische Aggregats
form bekannt war, durch höheren Druck in andere kristallinische Aggregats
formen übergehen. Besonders nach diesen Versuchen darf man annehmen, 
dass die Fähigkeit in verschiedenen Kristallformen aufzutreten, Polymorfie, 
eine allen 803) Stoffen gemeinsame Eigenschaft so4) ist. Fig. 66 Tafel V zeigt 

801) F. Krafft und L. Bm·gfeld, Ber. d. D. ehern. Ges. 38 (1905), p. 254, fanden 
Cd bei 156,5° C, K bei 90° C noch verdampfend. Nach C. Zenqhelis, ZS. physik. 
Chem. 50 (1905), p. 219, wäre die Existenz des Dampfdrucks z. B. von schwer
schmelzbaren Metalloxyden, wie CuO u. s. w. , bei gewöhnlicher Temperatur noch 
nachzuweisen. Wiewohl aus Extrapolation der GI. (143) (vergl. Fussn. 953) wohl 
geschlossen werden dürfte, dass bei niedrigen t der Dampfdruck sehr rasch abnimmt 
[K. Scheel, Physik. ZS. 6 (1905), p. 867, vergl. auch Keesom, Leiden Comm. Nr. 94( 
(1906), p. 60, W. Nernst, Verh. d. D. physik. Ges. 20 (1!HO), p. !)69], so scheinen 
diese Versuche das Bestehen einer von t = 0 verschiedenen schroffen Verdampfungs
grenze (Nr. 83h) wohl wenig wahrschdnlich zu machen (vergl. Fussn. 790). Auch 
der Umstand, dass bei tiefer Temperatur das Aussterben der molekularen Schwin
gungen im festen (eventuell amorphen) Zustand (Nr. 74:c) in die Koexistenzbedingungen 
hineinspielt, scheint das Auftreten einer solchen Verdampfungsgrenze nicht herbei
zuführen. 

802) Über die Bedeutung der durch den Tripelpunkt hindurch verlängerten 
virtuellen p. T-Kurven sehe man H. W. BakhuiR Roozeboom [a] p. 96. 

803) Ausnahmen könnten durch besonders einfachen Bau bedingt sein (vergl. 
übrigens Helium Nr. 2lb). 

R04) Nach 0. Lehmann, Molekularphysik I, Leipzig 1888 (zitirt nach Reibl.13, 
p. 251), unterscheidet man Enantiotropie und Monotropie. Im ersten Fall existirt ein 
absolut stabiler Tripelpunkt SI st G, die den beiden Kristallformen entsprechenden 
Blätter der JrpT, p, T-FUiche hangen dann durch eine stabile Umwandlungslinie 



TAFEL V. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1 (zu S. 871). 
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den experimentell durchforschten Teil der Gibbs'schen Energiefläche für 

den Fall von C02 805), von dem zwei kristallinische Formen bekannt sind. 

Es existirt also ausser S1 noch ein zweiter S2-Kamm. Fig. 67 Tafel V 

gibt die drei Kämme in besonders nach V stark vergrössertem Maass

stab, Fig. 68 dieselben in Projektion auf die S, V-Ebene (für die 

kontinuirliche Verbindung der S- und L-Kämme vergl. Nr. 73a, für das 

Enden der Sn S2- und L-Kämme nach der Seite der abnehmenden S 
Fussn. 790 und Nr. 73e). Von den vier dreiphasischen Dreiecken, welche 

bei zwei festen Aggregatsformen des Stoffes möglich sind (vergl. Enc. V 31 

Art. Bryan, Nr. 25), sind bei C02 zwei absolut stabil 805). Von diesen 

zeigt Fig. 66 G L 82, Fig. 67 und 68 81 S2 L und einen Teil von LS2 G. 

Das Dreieck G S1 L, sowie S1 82 G ist relativ stabil nach Fussn. 108. 

(siehe weiter im Text) derart zusammen, dass bei gegebenem Druck oberhalb der 
Umwandlungstemperatur die eine, unterhalb derselben die andre Form absolut stabil 
ist. Bei Monotropie existirt kein absolut stabiler Tripelpunkt 81 82 G, dement
sprechend ist auch die Umwandlungskurve S1 82, wenn überhaupt existirend, wenigstens 
für ein bestimmtes Druckgebiet, nur relativ stabil. Vergl. Fig. 71 (Enantiotropie) und 
Fig. 70 (Monotropie, für Drucke unterhalb dessen von 0 4 ist stets 81 nur relativ 
stabil; besteht kein stabiler Tripelpunkt von 81 mit S2, vergl. Fig. 43 von Bakhuis 
Roozeboom [a], so ist 82 über das ganze Gebiet relativ stabil). Für ausführlichere 
Besprechung dieses Gegenstandes verweisen wir auf H. W. Bakhuis Roozeboom [aj 
p. 109 u. f. 

Ein bestimmtes Maass der relativen Stabilität von zwei verschiedenen Aggregats
formen gegen einander ist schwer zu geben. Beiderseits der Umwandlungstemperatur 
vergrössert sich nämlich wohl stets die treibende Kraft jeder Umwandlung, für diese 
könnte der Unterschied in Vfp'l' als ein Maass angesehen werden, vergl. G. Tammann, 
Gött. Nachr. 1911, p. 325; bei Temperaturerniedrigung nehmen aber auch alle 
hemmenden Wirkungen stark zu, und deren Grösse wechselt mit den Umständen 
(H. W. Bakhuis Roozeboom [a] p. 123). Dies ist so zu sagen eine Erweiterung der 
Auffassung über das Maximum der Kristallisationsgeschwindigkeit. (Siehe Bakhuis 
Roozeboom [ a] p. 79). Nach Tarnmann [ a] p. 156 wäre die Anzahl der Kristallisa
tionskerne, die bei ~inkender Temperatur unterhalb der Schmelztemperatur ebenfalls 
ein Maximum zeigt, ein umgekehrtes Maass der Stabilität. (Dieses Maximum ergibt 
sich wohl infolge des Umstandes, dass bei sinkender Temperatur die grössere Wahr
scheinlichkeit (vergl. die Wahrscheinlichkeit von örtlichen Verdichtungen Nr. 48{}, 
dass Moleküle, die unter für die Bildung von Kristallisationszentren geeigneten 
Bedingungen zusammentreffen, zur stabilen Existenz dieser Zentren Anlass geben, 
mehr und mehr aufgehoben wird durch die abnehmende Wahrscheinlichkeit eines 
derartigen Zusammentreffens infolge der geringeren Beweglichkeit]. 

805) H. Kamerlingh Onnes und H. Rappel, Leiden Comm. Nr. 86 (1903). Das 
Existiren von zwei kristallinischen Modifikationen wurde den Reobachtungen von 
G. Tammann, Ann. Phys. Chem. 68 (1899), p. 553, [a] p. 296, entnommen. Die 
Polymorfie des C02 wird jetzt von G. Tammann, Gött. Nacl1r. 1911, p. 357, ange· 

zweifelt (vergl. Fussn. 807). 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 56 
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Die U, S, V-Fläche und auch schon das 8, V-Diagramm ist beson
ders geeignet, den Unterschied und die Beziehungen _zwischen den 

_" verschiedenen Modifikationen 
zum Ausdruck zu bringen. 
Die experimentellen Bedin

j gungen nach p und T, nach 
welchen sich die Zustände 
und Gleichgewichte realisiren 
Jassen, treten besser hervor 

~..::>.~>------! in der p, T-Projektion der 

---- ffprFläche. Fig. 69 zeigtnach 
den früheren Beobachtungen 
Tammann's 805) den der ab

geleiteten (Nr. llb) U, 8, V
Fläche entsprechenden Teil 
dieser Projektion für C02• 

Man nennt die Konnodalen 
bei zwei festen Aggregatzu-

Fig. 68. 
ständen Umwandlungslinien; 

diese begrenzen also mit der Schmelz- und der Sublimationslinie (Nr. 7la 
und b) die Gebiete der verschiedenen festen Zustände. Fig. 70 (sehe-
matisch) gibt auch die letztgenannten 
Linien in p, T-Projektion (vergl 
Fig. 42 von Bakhuis Roozeboom [a]). 
Dieselben schneiden sieb (Nr. 14c) 
in den Tripelpunkten (vergl. Enc. 
V 3, Art. Bryan, Nr. 25). Die 
Ebene der Diagramme wird in ver
schiedene Zustandsgebiete geteilt ; 
die Namen derselben sind in der 
Figur durch Buchstaben angedeutet. 
Man kann die Umwandlungslinie 
fortsetzen, entsprechend dem Weiter
rollen der Berührungsebene auf der 
u, s, v-Fläche an der Lage des 
dreiphasischen Dreiecks vorbei in 

~l 

I 

.' 

Fig. 69. 

metastabile Lagen hinein. Die Berührungsebene der u, s, v-Fläche rollt 
dann auf einem Teil eines Kammes, der sich unter der abgeleiteten 
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Fläche senkt. Diese Verlängerung der Schnittlinie zweier Blätter der 

ffpr·Fläche in die Teile hinein, welche dem nicht zur abgeleiteten 

Fläche gehörenden Teil der Primitivfläche entsprechen (vergl. Fussn. 108), 
ist in unseren Figuren gestrichelt (vergl. Fussn. 802). Die Zustands

gebiete setzen sich bis zu diesen Linien metastabil fort 806) • 

.J I ~~~/~-
1./ 

' 

XP I_/ 

' ' ' / 

' ' ' ' / ' 

Fig. 70. 

_.1 ____ _" 

_a: 

Fig. 71. 

Ähnliche p, T-Diagramme, wie Fig. 69 für C02 gibt, kann man 

für andere Fälle entwerfen. Im Allgemeinen wird die Diagrammebene 
von Systemen von Umwandlungslinien durchschnitten, welche sich in 

Tripelpunkten schneiden und die Ebene der Diagramme in Zustands
gebiete teilen. Bei einigen Stoffen werden dieselben sehr komplizirt; 

dies weiter zu verfolgen, würde uns zu weit in das Gebiet des Studiums 

der individuellen Eigenschaften verschiedener Stoffe führen 807). Wir 
geben noch die Bakhuis Roozeboom [a] entlehnte Fig. 71, welche sich auf 

806) Wir haben hier im ebenen p, T-Diagramm also eine Übereinanderlagerung 
(vergl. Fussn. 72) von stabilen und metastabilen Blättern. 

807) Eine Übersicht davon gibt Bakhuis Roozeboom [a]. 
G. Tammann, Gött. Nachr 1911, p. 325, teilt die verschiedenen Kristallformen 

eines Stoffes in Gruppen ein, derart, dass die ~pT-Fläche der verschiedenen Individuen 
einer Gruppe über ihr ganzes Existenzgebiet sich nicht schneiden; dieselben z11igen 
also keine Umwandlungskurven. Die ~pr-Flächen von Individuen verschiedener 
Gruppen können einander schneiden, und diese also Umwandlungslinien mit einander 
bilden. Weiter findet Tammann, vergl. auch ZS. f. Elektrochem. 16 (1910), p. 717, 
die Existenz verschiedener Gruppen mit dem Auftreten von Assoziation in dem 
Flüssigkeitszustand verknüpft und folgert daraus, dass die Elemente der Raumgitter 
verschiedener Individuen derselben Gruppe aus denselben, diejenigen verschiedener 

56* 
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Schwefel bezieht 808). Auf Grund der Richtung der Umwandlungslinien 
in dieser Figur sagte Bakhuis Roozeboom den Tripelpunkt 04 vorherr 
der dann von Tammann gefunden wurde. 

b) Ausser den in a behandelten Umwandlungen unter Bedingun
gen, bei denen beide Phasen koexistiren können, sind auch Umwand
lungen unter andren Bedingungen, von weniger zu mehr stabilen 
(Nr. 2) Zuständen zu betrachten. Die Umwandlungen bei konstanten 
p und T werden im p, T-Diagramm bei gleich bleibender Lage de& 
vorstellenden Punktes durch das Übergehen von einem auf das andre der 
einander überlagernden Blätter (Fussn. 72, vergl. Fussn. 806) angegebenr 
Im Allgemeinen tritt bei einer Umwandlung eine Änderung des Volumens t:J. 'V 

und der Entropie A s auf. Diese Änderungen sind Funktionen der Tempera
tur. und des Druckes. Nach Tarnmann gibt es nun in der p, 7'-Projektion 
zwei Linien, auf welchen t:J. v, bezw. A s gleich Null ist. Er nennt 
diese Kurven neutmle Kurven (zur Unterscheidung von den Nr. 89c
erwähnten kann man nötigenfalls hinzufügen: fur die Umwandlung 
kristallinisch-amorph, bzw. kristallinisch-kristallinisch) und eine Um
wandlung, bei welcher eine dieser Bedingungen erfüllt ist, eine neutrale 
Umwand~ung 8011). Die neutrale Kurve A v = 0 schneidet nach Tarnmann 

Gruppen aus verschiedenen Molekülarten bestehen. Enantiotropie 804) wäre demnach· 
nur bei im Flüssigkeitszustand assoziirten Stoffen möglich. Andrerseits wird bei 
nicht assoziirten Stoffen nur die Möglichkeit von Monotropie 804) angenommen. 

808) Die Figur bezieht sich nu•· auf die Mitscherlich'schen «- und {3-Schwefel
Modiflkationen. Wenn, wie R. Brauns, Neues Jahrbuch f. Min. u.s.w., Beilage-Band 
13 (1899-1901), p. 39, vergl. H. W. Bakhuis Roozeboom [a] p.181, annimmt, acht 
verschiedene kristallisirte Formen existiren, so wird die vollständige Figur für 
Schwefel be~onders komplizirt sein (vergl. auch Fussn. 789). Dazu kommt nochr 
dass im fluiden Zustande dynamische Isomerie (ch~mische Metamerie nach 
K. Schaum, Hahilitationsschr. Marburg 1897) von s,. und SP. [A. Smith und 
W. B. Holmes, ZS. physik. Chem. M (1905), p. 257] mit bei nicht zu hohen Tempe
raturen geringer Reaktionsgeschwindigkeit auftritt. Wir verweisen hierfür auf 
H. R. Kruyt, Diss. Utrecht 1908, ZS. physik. Chem. 64 (1908)1 p. 513, wohin auch für 
die frühere Littarator dieses Gegenstandes verwiesen sei, 65 (1909), p. 486, 67 (1909), 
p. 321, A. Wigand, ZS. physik. Chem. 63 {1908), p. 273,65 (1909), p. 4421 72 (1910)r 
p: 752, 75 (1910), p. 235, Ann. d. Phys. (4) 29 (1909), p.l-64, L. Rotinjanz,ZS. 
physik.Chem. 62 (1908), p.609, G. Quincke, Ann. d. Ph)'s. (4) 26 (1908), p. 625,A, Smits, 
Amsterdam Akad. Versl. Sept. 191.1, p. 231, A. Smits und B. L. de Leeuw, ibid. p. 400. 

809) Wenn man einen amorphen Stoff erwä1·mt, so kann eine Entglasung ein
treten (Tammann la] p. 49 u. f.). Dieses Kristallisiren tritt nach ihm ein bei einer· 
Temperatur, bei der die Dichten des amorphen und des kristallisirten Stoffes einander 
gleich sind, und ist dann eine neutrale Umwandlung. Der Übergang des durch
sichtigen, wohl mikrokristalliniscblc'n, also pseudoglasigen Sauerstoffs in den un-
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{vergl. Nr. 73b) die Schmelzkurve in den Punkten der höchsten (ein 

solcher Punkt wurde von Tarnmann in der Schmelzkurve von Glaubersalz 

konstatirt, vergl aber Fussn. 822) und eventuell der niedrigsten Tempe

ratur. Die neutrale Kurve ~ s = 0 ebenso in den Punkten des grössten 

und niedrigsten Druckes ( Tarnmann [a] p. 26 u. f., p. 32; siehe über 

die Form der Schmelzlinie Nr. 73). 

73. Die Ergänzung der experimentellen Fundamental1l.ä.che durch 

Extrapolation. Die Frage der Kontinuität des kristallinischen und des 

:1l.uiden, bzw. glasigen Aggregatzustandes. a) Bis jetzt Rind nur be

stimmte Teile der SG-, bezw. SL-Konnodalen des Solidkammes, sowie 

ein kleiner Teil der beiden Abhänge desselben experimentell erforscht 

worden. Aus der Übereinstimmung, die im grossen und ganzen besteht 

zwischen Ausdehnung, Zusammendrückbarkeit, spezifischer Wärme, 

u. s. w. des festen und des flüssigen Zustandes, folgt, dass der feste 

Kamm etwa dieselbe Form haben muss wie der Flüssigkeitskamm. Es 

liegt dann auf der Hand, anzunehmen, dass die Fortsetzung der Isother

men nach den grösseren v's auf dem festen Kamm in derselben Weise 

gebildet ist wie auf dem Liquidkamm, und dass der experimentell festgelegte 

Isothermenteil auf dem Solidkamm mit dem Liquid-Gasteil derselben 

Isotherme durch einen kontinuirlichen, metastabile und eventuell [alsdann 

von einer Spinodale 810) begrenzten] labile Zwischenzustände 811) dar-

durchsichtigen kristallinischen scheint von einer Volumänderung begleitet zu sein, 

vergl. H. Kamerlingh Onnes und Alb. Perrier, Leiden Comm. Nr. 122a (1911), p. 9 

Fussn. 1. 
810) Dass die hier angeführte Vorstellung über den Bau der Solid- und Liquid 

(amorph)-Kämme und deren kontinuirliche Verbindung nicht mit dem Verhältnis 

zwischen dem Temperaturbereich der möglichen Unterkühlung (vergl. Fussn. 804) 

der ~'lüssigkeit (amorph) und dem von C. Barus, Amer. J. ofSc. (3) 42 (1891), p.125, 

beobachteten Druckbereich des Kristallisationsverzuges bei isothermer Zusammen

drückung verträglich sein sollte, wurde von Bakhuis Roozeboom [a) p. 77 nicht mit 

Recht geschlossen. Der diesem Teile der Spinodale auf der Energiefläche entspre

chende Teil der Stabilitätslinie im p, T-Diagramm wird von höheren nach niedrigeren 

Drucken gehend sich von der Schmelzkurve abneigen, könnte sogar bei tieferer 

Temperatur ein Druckminim,um zeigen, um bei noch tieferer Temperatur nach unend

lich hohen oder jedenfalls die experimentell realisirbaren überschreitenden Drucken 

zu verlaufen, entsprechend der Aussage Tammann's, Gött. Nachr. 1911, p. 240, 

"die Isotherme einer Flüssigkeit sei, wenn nur das spontane Kristallisationsvermögen 

der Flüssigkeit gPring sei, bis zu beliebig hohen Drucken zu verfolgen." 

811) Es ist mit dem Kontinuitätsprinzip sogar noch sehr gut verträglich, dass 

bestimmte Zwischenzustände imaginäre Werte der Energie geben würden und also 

nicht realisirt gedacht werden können (ver·gl. Nr. 23). 
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stellenden Kurvenzug verbunden werden kann 812). Für das Entstehen 
eines festen Kammes ist dann nur eine geringfügige, einer Änderung 
in bw entsprechende (vergl. Nr. 74g), am deutlichsten in der s, v-Projektion 
hervortretende Änderung im Gebiet der kleinen v's der van der Waals'schen 
Isothermen, die in Nr.63 schon den Liquidkamm auftreten liessen, nötig 818). 

Es bedingt diese Vorstellung eine Fortsetzung des Solidkammes nach 
der Seite der + s, bis derselbe sich bei den höheren Ts im allseitig 
konvexen Teil der Fläche auflöst. Es endet dann die Solid-Liquid
Falte in einen Faltenpunkt, der als kritischer Punkt Solid-Liquid auf
zufassen ist 8U). 

Wir werden so durch einfache Extrapolation der experimentellen 
Tatsachen auf die Möglichkeit eines kontinuirlichen Überganges zwi
schen kristallisirten und flüssigen (amorphen) Zuständen geführt, welche 
Möglichkeit von Ostwald [c] p. 389, 432, Poynting 815), Planck 816) 

und gestützt auf die angeführten Gründe von Kamerlingh Onnes und 
Happel 818) angenommen wurde. Diese Möglichkeit wurde von Tam
mann [a] und auch von Bakhuis Roozeboom [a] p. 80 verneint. Nach 
denselben ist der kristallinische Zustand ein von dem fluiden im Grunde 
verschiedener. Es ist aber zu bemerken, dass es mit unseren moleku
larkinetischen Vorstellungen sehr gut vereinbar ist 81'), dass die Eigen-

812) Es ist dies das Analogon zum Ziehen der Verbindungskurve für Liquid-Gas 
durch /. Thomson (Nr.lflc), ist hiervon aber verschieden, insoweit Thomson vom 
Bestehen des kritischen Punktes Liquid-Gas ausgehen konnte, während hier aus 
der angenommenen Form der Isothermen zum kritischen Punkt Solid-L1quid bzw. 
Solid-Gas geschlossen wird. 

813) Vergl. weiter H. Kamerlingh Onnes und H. Rappel, Leiden Comm. N1·. 86 
(1908). 

814) Es könnte der Solidkamm sich in der Richtung von + • soweit fortsetzen, 
dass die Solid-Liquid-Falte entweder ganz unter der derivirten Fläche Solid-Gas bleibt, 
oder bei den höheren Werten von T wieder darunter verschwindet. In diesem Fall 
würde ein stabiler kritischer Punkt Solid-Gas auftreten, und würde man bei Ver
flüssigungsversuchen (wie entsprechend dieser Auffassung irrtümlich von Kamerlingh 
Onnes einen Augenblick beim Helium vermutet wurde, vergl. Fussn. 213) zuerst auf 
den festen Zustand geführt werden. Dass dieses nie beobachtet wurde, muss besondren 
Bedingungen der möglichen Änderungen von aw und b'w bei kleinen Werten von v 
entsprechen. 

815) I. H. Poynting. Phil. Mag. (5) 12 (1881), p. 82, 
816) .V. Planck. Ann. Phys. Chem. io (1882), p. 446. Vorl. über Thermo

dynamik, Leipzig 1897, p. 18, 152, fa] p. 20, 166. Vergl. weiter P. P.von Weimarn, 
Kolloid ZS. 6 (1910), p. 307, P. Pawlow, ZS. physik. Chem, 76 (1911), p. 450. 

817) 0. Lehmann, Ann. d. Phys (4) 20 (1906}, p. 77 u. f., 22 (1907), p. 469 u. f. 
bestreitet die Kontinuität zwischen kristallisirt und flüssig auf Grund der Existenz 
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scha.ften des krista.Uisirten Zustandes lediglich durch die entsprechenden 
Werte von v und T bedingt werden, indem bei dichterer Annäherung 
der Moleküle dieselben durch die dann in den Vordergrund tretenden 
Boltzmann'schen Kräfte (vergl. Nr. 4'ib) den Prinzipien der statistischen 
Mechanik (Nr. 4:6), eventuell auch dem Planck-Einstein'schen Gleich
gewichtsgesetze der molekularen Schwingungen gernäss mehr oder weniger 
regelmässig gerichtet und geordnet, bezw. durch den kinetischen Druck 
(vergl. Nr. 4:3) in bestimmten Richtungen zusammengedrückt werden. 
Bei zunehmendem T werden dann diese von dem Boltzmann'schen 
Verteilungsgesetz (Nr. 46a) beherrschten mittlere Vorzugsorientation und 
-Anordnung, bezw. -Zusammendrückung durch die zunehmende Bewegungs
energie verwischt, wobei es schliesslich sehr gut möglich ist, dass für die 
Eigenschaften der betreffenden Zustände die Unterschiede nach verschie
denen Richtungen gegen die Unterschiede nach v und T (bzw. s) allmählich 
ganz in den Hintergrund treten und vielleicht sogar schon verschwunden 
sind, bevor letztere Null werden 818) 819). 

der flüssigen (ßiessenden) Kristalle bzw, der [verg\. G. Friedel und F. Grandjean, 
Paris C. R. 151 (1910), p. 988 und 0. Lehmann, Beideiberg Sitz.-Ber. 1911, 22, 
auch H. Pick, ZS. physik. Chem. 77 (1911.), p. 577) anistropen Flüssigkeiten. Er 
will den Flüssigkeitsmolekülen andere Eigenschaften zuschreiben wie den Molekülen des 
kristallisirten Zustandes. F. M. Jaeger, Amsterdam Akad. Vers!., Okt. 1906, p. 345 u. f., 
Nov., p. 389 u. f., Febr. 1907, p. 721, adoptirt diese Annahme (p. 348), aber nimmt sie 
als sehr gut vereinigbar mit dem Kontinuitätsprinzipe an. Ob also die flüssigen Kristalle 
den direkten Beweis geliefert haben, dass ein kontinuirlicher Übergang zwischen 
kristallisirt und flüssig möglich sei, bleibe noch dahingestellt. Jedenfalls hat ihre 
Existenz gezeigt, dass anisotrope Körper in allen denkbaren Graden von Festigkeit 
auftreten können. .Man wird sich vorstellen müssen, dass in anisotropen Flüssigkeiten 
das Boltzmann'sche Verteilungsgesetz die Bildung von Gruppen gerichteter Moleküle 
bedingt von solcher Grösse und in solcher Zahl, dass die Erscheinungen der Ooppel
bt•echung wahrzunehmen sind, dass bei isotropen Flüssigkeiten hingegen die ent
spt·echenden Gruppen zu klein oder in zu geringer Zahl sind. Es liegt ausserhalb 
des Rahmens dieses Artikels, auf diesen Gegenstand tiefer einzugehen; wir verwei
sen daher auf 0. Lehmann, Flüssige Kristalle, Leipzig 1904, D. Vorländer, Chem. 
Ber, 41 (1908), p. 2033, H. W. Bakhuis Roozeboom [a) p. 142 u. f., E. Bose, 
Physik. ZS. 8 (1907), p. 518, 9 (1908), p. 708, 10 (1909), p. 32, 230, 12 (19H), 
p. 60, R. Schenck, Kristallinische Flüssigkeiten und flüssige Kristalle, Leipzig 1905, 
und die oben erwähnten Arbeiten von Lehmann und Joeger. Nach P. P. von Weimarn, 
Kolloid ZS. 8 (1908), p. 1681 wäre jede Substanz in den kristallinisch-flüssigen 
Zustand zu bringen. 

818) In dieser Weise wäre z.B. das Übergehen eines Raumgitters in das andere, 
wie es der kontinuirliche Übergang 81 S1 erfordert, zu erklären. 

819) Verg\. auch M. Thiesen, Verb. d. 0. physik. Ges. 10 (1908), p. 4.14. 
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b) Die Fig. 67 und 68 (Nr. 72) erläutern die Gestalt der ergänzten 

Energiefläche nach Kamerlingh Onnes und Happel813). Es sind KLsi 

der kritische Punkt LS1, Ks1 S2 der kritische Punkt s1 s2' für den 
ganz analoge Betrachtungen wie in a für den kontinuirlichen Übergang 

S L angestellt werden können. 

Tarnmann [a] denkt sich die experimentelle Zustandsfläche fort

gesetzt, bis das der Flüssigkeit und das dem Kristall entsprechende Blatt der 

p, v, T- bzw. der p, T, s-Fläche sich in einer Linie, deren p, T-Projektion 

die neutrale Kurve .6. v = 0 bzw . .6. s = 0 (vergl. Nr. 72b) ist, schneiden 820). 

Statt bei dieser Extrapolation die Schmelzkurve im p, T-Diagramm in einen 

kritischen Punkt enden zu lassen, schreibt er derselben eine geschlossene 

Form zu mit der p- bzw. T-Achse parallelen Tangenten in den Schnitt

punkten mit den neutralen Kurven, oder eine, die aus dieser ge

schlossenen Kurve durch Fortlassung eines T < 0 entsprechenden Ab

schnittes hervorgeht. Nach Bakhuis Roozeboom [aj p. !J3, der ebenfalls 

Fig. 72. 

den kontinuirlichen Übergang kri

stallisirt-flüssig (amorph) verneint, 

und ebenso nach van Laar 869) 

wäre nur letzterer Fall realisirbar. 

Fig. 72 gibt schematisch das ent

sprechende allgemeinste S, V-Dia

gramm nach Tammann. Es stellen 

b c, d e, f g die den Schnittpunkten 

der neutralen Kurven mit der 

Schmelzkurve im p, T-Diagramm 

entsprechenden neutralen Umwand-

Jungen dar. Gegen die Hypothese Tammann's spricht sofort, dass er 

die Schmelzlinie des schon im Flüssigkeitszustande mit Volumzunahme 

assoziirten 821) Wassers verbindet mit der Schmelzlinie von im Flüssigkeits

zustande nicht assoziirten Stoffen, es sei denn, dass ein Grund aufgefunden 

würde, wodurch, auch wenn Assoziation nicht notwendig vorliegt, bei hohen 

Drucken die zur Kristallisation führende Richtung und Anordnung der 

Moleküle ein grösseres Volumen bedingt. 

c) Aus der ringförmigen Gestalt des Solid-Kammes in dem allge-

820) G. Tarnmann ( a J p. 117. 
821) Für die ergänzte Energiefläche des Wassers ve•·gl. H. Kamerlingh Onnes 

und 11. Rappel Fu.sn. 813. Vergl. auch G. Tammann, ZS. anorg. Chem. 63 (1909), 
p. 285, ZS. physik. Chem. 72 (1910), p. 609, Gött. Nachr. 1911, p. 335. 
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meinsten Falle nach Tammann, würde weiter hervorgehen, dass es 

einen zweiten Tripelpunkt bei niedriger Temperatur geben könnte, wo 
die Schmelzung von Wärmeentbindung begleitet ist. Dieser Punkt soll 

bei so niedriger Temperatur liegen, dass die Flüssigkeit dort die Eigen
schaften eines amorphen Stoffes hat. Ein solcher zweiter Tripelpunkt 

ist aber niemals beobachtet worden; gleichfalls ist die Wahrscheinlich

keit des Auftretens negativer Schmelzwärmen, welche aus Tammann's 
allgemeinster Figur hervorgehen würde, sehr gering (vergl. Bakhuis 
Roozeboom [a] p. 92). 

d) Da die Tammann'sche Hypothese der geschlossenen Schmelz

kurve oder des Endens derselben in der p-Achse ebenfalls auf Extra

polation ausserhalb des erforschten Gebietes beruht 822) und die 
Unmöglichkeit der Existenz eines kritischen Punktes fest-flüssig oder. 

fest-gasig keineswegs erwiesen ist (vergl. Bakhuis Roozeboom [a] 

p. 83), so hat die einfachere Hypothese der Möglichkeit des kontinuir
lichen Übergangs (vergl. Nr. 74g) wohl grössere Wahrscheinlichkeit. 

e) Achtet man darauf, dass für den glasig-amorphen wie für die 

kristallinischen Zustände die Entropie nach der Planck'schen Formu

lirung des Nernst'schen Wärmetheorems (Nr. 74e) bei tiefer Temperatur 

einem endlichen Grenzwert zustrebt, so muss man der Energiefläche 

nach der Seite der - 8 bei den kleinen Werten von v eine ent
sprechende Grenze zuschreiben. Zieht man dabei weiter den Umstand, 

dass schon oberhalb T = 0 rv = 0 wird (Nr. 74c), in Betracht, so 

folgt, dass die Isothermen, für welche dieses gilt, jene Grenze be
rührend zusammenkommen. 

74. Theoretische Ansätze über die Zustandsgleichung für den 
festen Zustand. a) Die verschiedenen vorliegenden Ansätze 823) zu einer 

Theorie des festen Aggregatzustandes beziehen sich im Allgemeinen 

822) Der von Tarnmann beobachtete angebliche neutrale Punkt von Glaubersalz 
bezieht sich nicht auf einen Stoff mit nur einem Bestandteil (Nr.lb), da Glaubersalz 
beim Schmelzen sich teilweise spaltet in wasserfreies Na2 804 und Wasser. 

823) Für die älteren molekulartheoretischen Begründungsansätze der Elastizitäts
theorie, bei denen die Moleküle als ruhende ausdehnungslose Kraftzentra angenom
men wurden, vergl. Enc. IV 23, Art. Müller und Timpe; für die elastische Nach
wirkung vergl. Fussn. 784.. Vergl. auch M. Beinganum, Ann. d. Phys. (4,) to 
(1903), p. 334,, 354,, welcher das Aufwecken einer Gegenkraft durch eine Zug
kraft dadurch erklärt, dass die mit positiven und negativen Ladungen behafteten 
Moleküle sich derar·t 1·ichten, dass in der Zugrichtung ungleichnamige Ladungen 
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auf spezielle Eigenschaften des festen Stoffes. Dieselben werfen bis 
jetzt kein Licht auf die Beziehung der Formfestigkeit zu der Kohäsion 
im fluiden Zustand 821!). Auch nicht auf die Frage, wie bei Mole
külen, deren Potential nach bestimmten Kugelfunktionen entwickelt 
werden kann 825), das Bevorzugen eines speziellen Raumgitters für die 
Anordnung der Moleküle aus dem Boltzmann'schen Verteilungsgesetz 
{Nr. 46a) bei Vergleichung des wiederum nach Kugelfunktionen ent
wickelten gesamten Potentials für verschiedene Gitter hervorgeht. 

Mehrere theoretische Betrachtungen haben sich angeknüpft an das 
Gesetz von Dulong und Petit, dass das Produkt aus Atomgewicht und 
spezifischer Wärme bei konstantem Volumen konstant =ungefähr 6 ist. 
Boltzmann 826) leitete dieses Gesetz ab, indem er die Kraft, welche das 
Atom nach seiner Gleichgewichtslage zurücktreibt, proportional der 
Entfernung aus derselben setzt, so dass die auf die innere Arbeits
leistung verwendete Wärmemenge gleich der auf Erhöhung der mittleren 
kinetischen Energie verwendeten ist. Nur für feste Körper, die das 
Dulong- und Petit'sche Gesetz befolgen, soll die genannte Proportiona
lität gelten. Richarz 827) zeigte näher, dass das Gesetz von Dulong 

einander zugewandt werden (vergl. Fussn. 539). Sind alle Moleküle auf diese Weise 
völlig gerichtet, so ist die Festigkeitsgrenze erreicht (\·ergl. Nr. 82}. Diese Aus
führung von Reinganum bringt eine Beziehung zwischen der Theorie fies festen 
Zustandes und seiner wichtigen Erklärung der Kohäsionskraft durch die Anziehung 
molekularer Bipole, deren Bedeutung wir in Nr. 32 und 48c erörterten. Vergl. auch 
W. Sutherland, Phil. Mag. {6) 7 (1904), p. 417. 

A. Dupre, Theorie mecanique de Ia chaleur, Par·is 1869, p. 147 u. f., leitete 
aus einer molekulartheoretischen Betrachtung die Beziehung 

"v T = konst. f3r P2 

ab zwischen dem Ausdehnungskoeffizienten, dem Kompressibilitätskoeffizienten und 
der Dichte. 

8~4) Die Theorie, welche diese Beziehung auf Grund des Boltzmann'schen 
Verteilungsgesetzes ableiten wird, wird wahrscheinlich auch die innere Reibung der 
fluiden 178) 1 der glasig-amorphen und der kristallisirten 786) 787) Zustände umfassen. 

825) Vergl. W. Voigt, Lehrbuch der Kristallphysik, Leipzig und Berlin 1910, 
p. 616. 

826) L. Boltzmann, Wien Sitz.-Ber. [2] 63 (1871), p. 712 = Abh. I, p. 288. 
H. Staigmi&ller, Ann. Phys. Chem. 65 (1898), p. 670. C. Puachl, Wien Sitz.-Ber. 
[2a] H 2 (1903), p. 1230, will den ganzen Wärmeinhalt eines festen Körpers der 
zwischen den Molekülen befindlichen Strahlungsenergie zuschreiben. 

827) F. Richarz, Ann. Phys. Chem. 48 (1R9S), p. 708, 67 (1899), p. 702; Lim
pricht Festschrift, Greifswald 1900; ZS. anorg. Chemie 58 (1908), p. 356, 59 (1908), 
p. 146; Marburg Sitz.-Ber. 1905, p. 100; 1906, p. ·187. Auch findet Rioharz einen 
Zusammenhang zwischen der Abweichung vom Gesetz von Dulong und Petit und der 
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und Petit in aller Strenge erfüllt sein soll, wenn nur die Verrückungen 
des Atoms aus der Gleichgewichtslage klein sind gegen die Abstände 
von den benachbarten Atomen. Dementsprechend lassen die Abwei
chungen von jenem Gesetz&, sowie die Abhängigkeit der spezifischen 
Wärme von der Temperatur, die sich besonders bei C, Si und B, wie H. F. 
Weber S28), und für C auch Dewar 828) konstatirten, aber in weiteren 
Temperaturintervallen auch bei den andren Elementen erheblich geltend 
macht 829), sich daraus erklären, dass diese Bedingung bei weitem nicht 
erfüllt ist. Richarz nimmt dann bei seinen Ableitungen das nächste 
Glied in der Entwickelung des Potentials der das Atom an seine Gleich
gewichtslage bindenden Kräfte in die Betrachtungen auf. Es ergibt sich 
die schon von Lotkar Meyer 880) gefundene Regel, dass die Abweichun
gen vom Gesetz von Dulong und Petit besonders in den Vordergrund 
treten, wenn kleines Atomvolumen und kleines Atomgewicht zusammen
treffen. 

b) Bei diesen Betrachtungen ist von einer Drehung der Moleküle 

Neip:ung zur Komplexbildung, z. B. in dem Sinn, dass Elemente, die in verschiedenen 
allotropischen Zuständen vorkommen, die grössten Abweichungen aufweisen, und zwar 
dass die Modifikationen mit kleinerem spezifischem Volumen auch kleinere spezifische 
Wärme haben, was A. Wigand, Ann. d. Phys. (4) 22 (1907), p. 64, P. Oberhoffer, Diss. 
Aschen 1.9071 experimentell bestätigten, oder dass dieselben, wie schon H. F. Weber 
(Fussn. 828) fand, grössere Änderung der spezifischen Wärme mit T zeigen. Einen 
ähnlichen Einfluss des Bearbeitungszustandes tles Metalls fand W. Schlett, Ann. d. 
Phys. (4) 26 {1.908)1 p. 201. Vergl. weiter noch A. Wigand, Physik. ZS. 8 (1.907)1 

p. 3·U, U. Behn, Fussn. 838, F. Streintz, Ann. d. Phys. (4) 8 (1.902), p. 847 
(Zusammenhang zwischen den Abweichungen vom Dulong und Petit'schen Gesetz 
und dem Temperaturkoeffizienten des elektrischen Widerstandes, vergl. Fussn. 262 
und 846), M. Thieaen, Verh. d. D. phys. Ges. 10 (1908), p. 410 (Ableitunp, einer 
Zustandsgleichung für Metalle mit Hülfe der von G1-üneisen, Fussn. 856, gefundenen 
experimentellen Beziehung zwischen «p und ')'v, vergl, aber ebenda p. 604), 0, Richter, 
Diss. Marburg 1. 908. Für eine Ausführung eineil Unte1·teils der Richarz'schen Ableitung 
siehe H. Happel, Ann. d. Phys. (4) 13 (1904)1 p. 340, vergl. A. Wigand, Ann. d. 
Phys. (4) 22 (1907), p. 65 Fussn. 4. 

828) H. F. Webm·. Phil. Mag. (4) 44. (1872}1 p. 251. 1 Ann. Phys. Chem. 154 (1875), 
p. 367, 553. I. Dewar, Phil. Mag. (4) 44 (1.872), p. 461. Die Atomwärme von C in 
Form von Diamant und Graphit bei tiefen Temperaturen: /. Dewar, Proc. Roy. 
Inst. March 25, 1904, Proc. Roy. Soc. A 76 (1905), p. 325. Die Bestimmungen 
der spezifischen Wärme des Diamants von H. F. Weber und von Dewar sind 
Ausgangspunkt einer weiteren Gruppe von Folgerungen geworden (vergl. c). 

829) Dass dadurch die Tragweite des Dulong- und Petit'schen Gesetzes beein
trächtigt wird, wurde besonders betont von R. Laemmel, Ann. d. PhyR. (4) 16 
(190l'l), p. 551.. 

830) Lothar Meyer. Moderne Theoden der Chemie, Breslau 18841 p. 167. 



882 V 10. H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom. Die Zustandsgleichung. 

(Atome) abgesehen. Weiss 831) macht bei seiner Theorie der spezifischen 
Wärme der ferromagnetischen Stoffe die Annahme, dass die die 
Abhängigkeit der Magnetisirung von der Temperatur bedingenden 
Bewegungen drehende (wenn auch vielleicht nur pendelnde) sind, die, 
abgesehen von den Drehmomenten, welche durch das molekulare Feld 
hervorgerufen werden, ebenso frei sind wie in einem Gas. Die durch 
das Boltzmann'sche Verteilungsgesetz (Nr. 46a) beherrschten, bei Tem- · 
peraturerhöhung wachsenden Orientirungsabweichungen der Elektronen
bahnen im Molekül gegen das molekulare Feld bedingen einen messbaren 
Aufwand von Energie und daher einen grösseren Wert der spezifischen 
Wärme, die sich durch eine plötzliche Verminderung derselben beim 
Austreten aus dem spontan magnetischen Zustande kund gibt. 

c) Einstein 832) fasst die Wärmebewegung der kristallisirten und 
amorphen festen Stoffe als Schwingungen von Vibratoren auf, die, wie 
die von Planck in seiner Strahlungstheorie 833) eingeführten Resonatoren, 
die Energie nur in einer ganzen Zahl ihrer Eigenfrequenz proportionaler 
Elemente aufnehmen bzw. abgeben können (vergl. Nr. 57f). Er setzt 
dementsprechend 

ßp1J u=3RL----
(3p 1J 

e 1' -1 

(118) 

l: bezieht sich auf die verschiedenen Arten von im Molekül anwesenden 
Vibratoren, deren Eigenfrequenz (Zahl der Schwingungen in 1 sk) 
1111 112 •••• ist, während ßp mit dem Planck'schen Wirkungselement 834) 

8'31) P. Weiss. Paris C. R. H5 (1907), p. 1417. Physik. ZS. 9 (1908), p. 358. 
P. Weiss und P. N. Beck. J. de phys. (4) 7 (1908), p. 249. 

832) A. Eirn<tein. Ann. d. Phys. (4) 22 (1907), p. 180, M. Thiesen, Verb. 
d. D. physik. Ges. 10 (1908), p. 947. Vergl, P. Rohktncl, Physik. ZS. 7 (1906), 
p. 832. 

833) M. Planck. Ann. d. Phys. ( 4) 1 (1900), p. 69, (b). Die neuere Hypothese 
Planck's, Verb. d. D. physik. Ges. 13 (1911), p. 138, Berlin Sitz.-Ber. Juli 19U, 
p. 723, dass nur die Emission, nicht die Absorption quantenhaft stattfindet, bringt 
in die Ergebnisse für die spezifische Wärme keine Änderung. 

834) Nach M. Planck (b) p. 161, folgt aus der Konstanten des Wien'schen 
Verschiebungsgesetzes (3p = 4,86 · 10-11. Hieraus und aus dem in Fussn. 174 ge
gebenen Wert für kp ergibt sich das Planck'sche Wirkungselement zu hp = 
5,88 ·10-27 [Erg. sk]. 

llie Bezeichnung Frequenz für Zahl de1· Schwingunp;en in 1 sk ist gewählt in 
Übereinstimmung mit dem Vorschlag des Ausschusses für Einheiten und Formel
grössen, Verh. d. D. physik. Ges. 11 (1909), p. 552. 
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hp durch ßp = hP/kp (vergl. Fussn. 17 4) zusammenhängt. Die spezi

fische Wärme 

(119) 

wird dann für Vibratoren mit genügend kleiner Eigenfrequenz (bei 

T = 300 etwa Wellenlänge > 48 p., also weit im Ultrarot) mit 

dem Dulong- und Petit'schen Gesetz für Elemente, dem Neumann
Kopp'schen für Verbindungen in Übereinstimmung gefunden; für grössere 

Eigenfrequenzen (Wellenlänge zwischen 48 p. und 4,8 p. bei T = 300) 

ergibt sich eine bestimmte Temperaturabhängigkeit, die bei Annahme 

einer [entweder aus der Strahlung bzw. der Absorption nachweisbaren 

oder nicht auf dieser Weise nachweisbaren 835)] Eigenfrequenz bei 11 p. 

mit den Beobachtungen von H. F. Weber 828) über die spezifische Wärme 

von Diamant etwa oberhalb - 50° C gut stimmt ; Vibratoren mit noch 

grösseren Frequenzen z. B. Verschiebungselektronen in Isolatoren mit 

Frequenzen im Ultravialet tragen zu der spezifischen Wärme bei diesen 

Werten von T nicht merklich bei 836). 

Man hat versucht, für Elemente mit der Annahme einer einzigen 

Frequenz in Gl. (119) auszukommen 837). Für niedrigere Temperaturen 

835) A. Einstein. Ann. d. Phys. (4) 22 (1907), p. 800. 0. Reinkober, Diss. 
Berlin (Leipzig) Hl10, fand für Diamant keine selektive Reflexion zwischen ·1 und 
1.9 ,.,., sodass für diesen Stoff die für die spezifische Wärme anzunehmenden 
Vibratoren im Ganzen als nicht geladen angenommen werden müssen. Auffallend 
schön ist die Bestätigung der die spezifische Wärme [nach GI. (120)) bestimmenden 
Eigenfrequenz bei Sylvin (vergl. W. Nernst und F. A. L-indemann, Fussn. 839) 
durch die auf optischem Wege von H. Rubens und H. Hollnagel, Berlin Sitz.-Ber. 
1910, p. 26, Verh. d. D. physik. Ges. 12 (1910), p. 83, H. HolZnagel, Diss. Berlin 
191. 0, gemessenen. 

836) Zu einer anderen Formel für 'Yv gelangte M. Reinganum, Physik. ZS. 10 
(1909), p. 351. 

837) 0. Sackur, Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 455, führt den Begriff des 
idealen festen Körpers für einen dieser Annahme entsprechenden ein. Für den

selben wäre 

( (3p11) 
tTvr = 3 R T ln 1 - e T 

die einfachste fundamentale Zustandsgleichung. Vergl. auch F. Jüttner, ZS. f. 
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(z. B. -180° C) stimmt dann aber die Einstein'sche Formel nicht gut 
mit den Beobachtungsresultaten von Dewar 828) über die spezifische 
Wärme des Diamants, indem sie viel zu kleine ?" gibt und dasselbe 
zeigte sich beim Hinuntergehen bis dicht an die Siedetemperatur des 
Wasserstoffs heran für verschiedene Metalle 838) 839). Diesem entspricht, 
dass nach Nernst und Lindemann 840) 

ßp 11 
(~p;r 

ßp 11 
(ß~11r 1' 'l.T 

3R 
e e 

?"v=2 

(~ )' + c·' )' 1' 2T e 1 e - 1 

(1 20) 

für viele Elemente eine gute Darstellung gibt 841) 842). 

Elektrochem. 17 (1911), p. 139. Die von Sackur ebenda gegebene Beweisführung 
für das Nernst'sche Wärmetheorem (Nr. 83i) ist nicht zwingend. 

838) Vergl. besonders die Messungen von W. Nernst, F. Korefund F. A. Linde
mann, Berlin Sitz.-Ber. 1910, p. 247, W. Nernst, ibid. p. 262, 306, Ann. d. Phys. 
(4) 36 (1911), p. i:l95, F. Pollitzer, ZS. f. Elektrochem. 17 (1911), p. 5, F. Kore(, 
Ann. d. Phys. (4) 36 (19:1.1), p. 49. Von diesen heben wir als die interessanteste 
Messung die von Nernst hervor, welche dem Dewar'schen Resultat, dass die 
mittlere spezifische Wärme des Diamants zwischen -180° und -252° C seht• 
geriug ist, hinzufügte, dass sie bei -230° C schon verschwindet. Vergl. weiter die 
Messungen der spezifischen Wärmen bei tiefen Temperaturen von U. Behn, Ann. 
Phys. Chem, 66 (1898), p. 237; Ann. d. Phys. (4) 1 (1900), p. 257, Dewar, Fussn. 
828, vergl. Fussn. 8~9, A. Wigand, Ann. d. Phy>~. (4) 22 (1907), p. 64 u. 99, 
Th. W. Richards und F. G. Jackson, ZS. physik. Chem. 70 {1910), p. 414, H. Schimptf, 
Diss. Göttingen (Leipzig) 1909. 

839) A. Einstein, Ann. d. Phys. (4) 35 (1911), p. 679, führt dieses darauf 
zurück, dass in GI. (118) nur diejenige Energie des Resonators berücksichtigt wird, 
welche von Schwingungen herrührt, die sehr nahe den Eigenschwingungen des 
Vibrators entsprechen. Der Dämpfung desselben wegen kann aber auch Energte 
von Schwingungen andrer Frequenz aufgenommen werden, was besonders bei niedrigen 
Temperaturen in Betracht kommen würde. Schwer wiegende Bedenkungen gegen 
diese Einstein'sclte Auffassung erhoben aber Nernst und Lindemann, ZS. f. Elek
trochem. 17 ( 1911 ), p. 817, H. Rubens, vergl. die Beratungen des Kongresses Solvay, 
Fussn. 668. Vergl. Fussn. 841. 

840) W. Nernst unrl F. A. Lindemann. Berlin Sitz -Ber. 1911, p. 494. Auch 
für einige Verbindungen, für welche die den verschiedenen Atomen entsprechenden 
Eigenfrequenzen einander genügend nahe sind, wie bei K Cl, Na Cl, K Br, kommt 
man mit einer Frequenz in GI. (120) aus. Von den Elementen erfordern Schwefel 
und Graphit die Annahme mehrerer Eigenfrequenzen. 

841) Die Frequenz der Vibratoren, wenn ungedärnpft schwingend gedacht, sollte 
V 

dann nach Einstein (vergl. Fussn. 839) zwischen v und 2 1iegen. Nernst und Linde-
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Die Eigenfrequenzen, die hier in Betracht kommen, können teil
weise nach Einstein 832) optisch ermittelt werden. Nachdem Madelung 843) 

eine Beziehung zwischen den optischen Frequenzen und den elastischen 
Eigenschaften aufgefunden hatte, indem er die Frequenz longitudinaler 
elastischer ~chwingungen mit der halben Wellenlänge gleich dem Mole
külabstand der in der Dispersionstheorie angenommenen Frequenz gleich 
fand, wies Einstein BM) nach, dass man die die spezifische Wärme 
darstellende Frequenz auch angenähert aus der Betrachtung der Schwin
gungen des Moleküls unter der Anziehung der benachbarten 378) mit 
Heranziehung des Wertes der Kompressibilität bekommen kann. Linde-

mann IMD) deuten das zweite Glied in der Klammer dahin, dass das schwingende Molekül die 
potentielle Energie in halbsogrossen Quanten aufnimmt als die kinetische. Rubens 889) 

denkt sich z. B. bei NaCl ausser den Schwingungen der elektrisch geladenen Atome 
Na und Cl noch Schwingungen des neutralen Moleküls NaCI. Bei Elementen würde 
man dann auch Schwingungen von Atomgruppen annehmen müssen. Nach Kamer
lingh Onnes, Beratungen des Kongresses Solvay, Fussn. 668, wäre zu untersuchen, 
ob nicht der Molekularverband Schwingungen zweierlei Art von benachbarten Mole
külen zulässt, etwa in derselben Weise wie beim bei elastischen Schwingungen 
vorherrschenden grosszahligen Molekularverband die transversalen und die longitudi
nalen Schwingungen. Wegen noch einer anderen Auffassung vergl. Lindemann, 
dieselben Beratungen. 

842) A. Magnus und F. A. Lindemann, ZS. für Elektrochemie 1.6 (1910), p. 
269, fassen den Wert von ')'p-')'v [vergl. F. Pollitzer, ZS. f. Elektroehern 1.7 
(1911), p. 9 Fussn. 2, W. Nernst, Ann. d. Phys. (4) 36 (1911.), p. 425) und den 
eventuellen Einfluss der Leitungfelektronen in ein nur bei hohen Temperaturen 
in Betr!i'Cht kommendes additives Glied a T 111 zusammen. Die Versuche von 
0. Richter Iiesgen keinen Einfluss der Leitungselektronen auf die spezifische Wärme 
eines Metalles erkennen. Bei niedrigen Temperaturen wird ein solcher Einfluss 
dennoch von Thiesen 88') als denkbar erachtet, wodurch bei denselben ')' etwa pro
portional T• werden sollte. J. Koenigsberger, ZS. f. Elektrochem. 17 (1911), p. 289, 
ist der Meinung, dass die freien Elektronen die Atomwärme der Metalle bei hohen 
Temperaturen von 6 auf 9 bringen. Vergl. weiter die Annahme von Jeans, Phil. 
Mag. (6) 17 (1909), p. 773, welche die spezifische Wärme fast ganz den freien 
Elektronen bzw. der Energie zuschreibt, die nötig ist, um dieselben loszulösen. 
Der völlig analoge Verlauf der spezifischen Wärme für Leiter und Nichtleite1·, 
wenigstens bei nicht hohen Temperaturen, spricht aber gegen die Annahme, dass 
den Leitungselektronen bei jenen Temperaturen ein beträchtlicher Teil der spezifi
schen Wärme zukommt. 

843) E • .'11adelung. Gött. Nachr. 1909, p. 100. Vergl. auch Gött. Nachr.1910, 
p. 431 Physik. ZS. 11 (1910), p. 898, 

844) A. Einstein. Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 170. kEin GI. (121) für die 
Darstellung von ')'11 mittels einer Frequenz in GI. (119) ist 2,8 · 1.07, Für den 
Einfluss des Druckes auf die Eigenfrequenz vergl. E. G~neisen, ZS. f. Elektro
ehern. 17 (1911), p. 737, 
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mann 8\5) bringt die Eigenfrequenz mit der Schmelztemperatur Ta, dem 
Molekulargewicht und dem Molekularvolumen in Beziehung 8' 6). In 

(121) 
sind die Einstein'sche und die Lindemann'sche Beziehung vereinigt. 

d) Ein ähnliches Verschwinden 110n Freiheitsgraden, wie sich in 
der Einstein'schen Theorie (c) den Eigenfrequenzen entsprechend er
gibt, folgt auch aus der Annahme, dass bei tiefer Temperatur eine 
atomfeste (Nr. 57b) Bindung zwischen den verschiedenen Atomen auf
trete, die schliesslich bis zur Agglomeration des ganzen Körpers zu 
einem atomfesten Molekül bei T = 0 gehen könnte (vergl. Fussn. 836). 

e) Bei der ersten Aufstellung seines Wärmetheorems (vergl. Nr. 83i) 
nahm Nernst 847) an, dass bei sehr tiefer Temperatur die Atomwärme im 
flüssigen (glasig-amorphen) Aggregatzustande und in den verschiedenen 
allotropischen kristallisirten Zuständen denselben Wert hat (für den gas
förmigen Zustand vergl. Nr. 56b), und auch unabhängig von der Natur 
der andern Elemente, mit denen das Atom verbunden ist, was dem 
Neumann-Kopp'schen Gesetz entsprechen würde. Er setzte behufs Ab
leitung der chemischen Konstante (Nr. 83i) die Atomwärme bei T = 0 
für alle Elemente gleich, und zwar 1,5 (vergl. Nr. 56b und Fussn. 661). 
Neuerdings bringt aber Nernst 848) sein Wärmetheorem mit der Einstein'
schen Theorie (vergl. c) in Verbindung, nach der bei tiefen Temperaturen 
im Wärmegleichgewicht die Atome nur in geringer Zahl in Schwingung 
versetzt werden, und daher die spezifische Wärme bei tiefen Tem
peraturen asymptotisch Null zustrebt 849). 

845) F. A. Lindemann. Physik. ZS. 11 (1910), p. 609. Vergl. auch A. Stein, 
Physik. ZS. 11 (1910), p. 1209. Für die Darstellung von 'Yv durch GI. (120) wird 
von Nernst und Lindemann 840) kL = 2,80 · 1012 gefunden. 

846) Für eine Beziehung zur Abhängigkeit des elektrischen Widerstandes von 
der Temperatur vergl. H. Kamerlingh Onnes [e] Nr.119 (1911), W. Nernst, Berlin 
Sitz.-Ber. 1911, p. 306, F. A. Lindemann, .ibid. p. 316. Bei der Wahl der Frequenz des 
Quecksilbers, welche zur Vorhersagung des Verschwindens des Widerstandes desselben 
im Gebiet der Heliumtemperaturen führte, ging Kamerlingh Onnes davon aus, dass 
seinem Ähnlichkeitssatz entsprechend v - 1 proportional der in Nr·. 27 eingeführten, 
einem jedem Stoff eigenen Zeiteinheit ist, vergl. H. Kamerlingh Onnes le] Nr. 123 
(1911), p. 7 Fussn. 2, wo derselbe auch hervorhebt, dass er sich einfach der schon 
vorlie~enden Lindemann'schen Formel hätte bedienen können. 

847) W. Nernst [b] p. '121. 
848) W. Nernst [c] p. 700. J. chim. phys. 8 (1910), p. 228. Vergl. weiter 

W. Nernst, Physik. ZS. 12 (1911), p. 976. 
849) Dabei wird dann bei Anwendung auf den flüssigen Zustand die Temperatur 

so tief gedacht werden müssen, dass derselbe in den glasig-amorphen Zustand über-
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Dieser bei tiefen Temperaturen geringen Zahl der schwingenden 
Atome würde weiter entsprechen, dass bei tiefer Temperatur auch der 
Ausdehnungskoeffizient 850) von amorphen oder kristallisirten Substanzen 
der Null zustrebt (vergl. f, vergl. auch Thiesen Fussn. 832). Aus GI. 
( 156) Enc. V 3, Art. Bryan, folgt dann, dass s bei T = 0 vom Druck 
unabhängig ist. Kombinirt mit dem Nernst'schen Wärmetheorem in 
der ursprünglichen Fassung, nach der die Entropie in verschiedenen 
festen, bzw. glasig-amorphen Aggregatsformen bei gleichem Druck und 
T = 0 gleich sei (Nr. 83i), und dem experimentellen Ergebnis über 
das Verschwinden der spezifischen Wärme bei tiefer Temperatur führt 
dieses zu der von Planck 851) gegebenen erweiterten Fassung des 
Nernst'schen Wärmetheorems, nach der bei T = 0 die Entropie un
abhängig vom Druck und vom Aggregatzustand der Substanz (gas
förmig ausgeschlossen) einen bestimmten endlichen Wert annimmt, 
der dann als geeigneter Nullpunkt für dieselbe anzusehen ist 852). 

f) Was die thermische Zustandsgleichung betrifft, so hat, ausgehend 
von denselben Annahmen wie Richarz (vergl. a), Mie 853) eine kinetische 

gegangen ist. Die Tatsache dass, wie Dewar, Proc. Roy. lnst. March 25, 1.904, fand, 
die spezifische Wärme des flüssigen H1 gleich der des in Palladium okkludirten ist, 
liegt dann also ausserhalb des Gültigkeitsbereichs der dem Nemat'schen Wärme
theorem zu Grunde liegenden Annahme betreffs der spezifischen Wärme. 

850) W.Nernst. J. chim. phys. 8 (191.0), p. 228. Physik. ZS.12(1.9H),p.976. 
Aus dem obengenannten additiven Verhalten der spezifischen Wärme und der Gffin
eisen'schen Beziehung (vergl. n würde folgen, dass der Ausdehnungskoeffizient bei 
T = 0 auch eine rein additive Eigenschaft ist, vergl. Nernst (b] p. 1.22. 

851.) .. v. Planck [a] p. 266. 
852) Das Nernst'sche Wärmetheorem, schon in der ursprünglichen Fassung, 

ermöglicht es, durch die Gleichung 
Tkoex 

11 (<1.\umw) Aumw koE'x = Tkoex T ~ p dT 

0 

die Temperatur Tkoex, bei der die betrachteten festen bzw. glasig-amorphen Phasen 
(z.B. monokliner und rhombischer Schwefel, vergl. W. Nernst [c] p. 703, M. Planck, 
Fussn. 851) unter dem Druck p koexistiren können, aus Messungen der Umwand-

lungswärme Aumw zwischen T = 0 und Tkoex, oder wenn ?'p "- ?'p' statt (<l";;w) P 

geschrieben wird, die Umwandlungswärme bei der Koexistenztemperatur aus 
Messungen der spezifischen Wärmen zu berechnen. 

853) G. Mie. Ann. d. Phys. (4) 11 (1903), p. 657. Vergleiche auch K. F. Slotte, 
Öfv. Fin~k. Vet. Soc. Förh. 35 (1892), p. 16, 38 (1896), p. 64, Acta Soc. scient. 
Fenn. 26 (1.900), Nr. 5, 40 (1911) Nr. 8, Öf. Finska Vet. Soc. Förh. 53 (1910) Nr.1, 

Encyklop.d.math. Wissenseb. Vi. 57 
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Theorie der einatomigen Körper entwickelt, in welcher u. A. aus dem 
Clausius'schen Virialsatze und bei Annahme eines van der Waals'sohen 
Kohäsionsdrucks als angenäherte Zusta,ndsgleichung für die festen ein
atomigen Körper die Gleichung 

r 
pt'=r+ 2 RT+_!:_b1141E v-3-awv- 1 

2 3 
(122) 

abgeleitet wird. Dabei ist das Potential der elastischen Abstossungs
kraft der Atome der rt"n Potenz des Abstandes umgekehrt proportional 

gesetzt. Mie leitet aus Gl. (122) die Beziehung. 

(123) 

ab 856), findet dieselbe für viele Metalle annähernd erfüllt, wenn für die 

Metalle, welche der Theorie am besten folgen, r = 5 angenommen 
wird 855). Aucb Grüneisen, nachdem er früher 856) experimentell für 

der theoretisch verschiedene Eigenschaften der Metalle (z. B. Wärmedruck und 
Elastizität) ableitet, wie auch W. SutherZand, Phi!. Mag. (5) 32 (1891), p. 215 
u. 524, welcher ebenfalls mögliche Änderungen der Moleküle mit der Temperatur 
in Betracht zu nehmen versucht. 

Gl. (122) beansprucht nur Gültigkeit für solche Temperaturen, bei denen ?'v = 3 R 
(vergl. c). Eine Weiterentwicklung dieser Theorie für Temperaturen, bei denen 
dieses nicht mehr gilt, zugleich eine Verknüpfung mit den Einatein-Nermt'schen Vor
stellungen (vergl. c) gibt E. GrGneiRen,Verh. d. D. physik. Ges.13 (1911), p. 836, Physik. 

ZS. 12 (1911), p.1023. Derselbe ersetzt dabei das Glied,. t 2 RTin GI, (122) durch 

T 

,. t 2 J ?'v dT, findet aw für Elemente mit sehr verschiedenem Atomgewicht relativ 

0 
wenig verschieden und leitet bei der weiteren Annahme, dass die relative Ausdehnung 
vom absoluten Nullpunkt bis zum Schmelzpunkt für verschiedene einatomige Stoffe 
gleich ist, eine angenäherte Beziehung zwischen der Änderung des Schmelzpunktes 
durch Druck und der Kompressibilität ab. 

854) Dieselbe ergibt sich schon aus der allgemeinen Form 

r+2 
pv = - 2- RT+f(v). 

855) Im Gegensatz zu der van der Waals'schen Auffassung (Atomkerne und freie 
Räume um die Kerne) denkt Th. W. Richards, Proc. Am. Soc. of Arts and Sc. 
37 (1901), p. 1 und 397, 38 (1902), p. 293, 39 (1904), p. 581 = zs. physik. Chem. 
49 (1904), p. 15, sich die Atome als aneinanderschliessende zusammendrückbare Kraft-
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Metalle av/'Yv nahezu unabhängig von T gefunden hatte, findet 857) 

.eine Gl. (123) entsprechende Beziehung zwischen av = vapffJT und 'Yv 

.angenähert erfüllt. 
Die weiteren Beobachtungen und Rechnungen Grüneisen's 858) 

über den Ausdehnungskoeffizienten bei tiefen Temperaturen weisen 
tatsächlich in der in e erörterten Richtung, dass nämlich dieser Koeffizient 
für tiefe Temperaturen sehr klein wird. Andrerseits kann für Tempera
turen, bei denen 'Yp-'Yv nicht in Betracht kommt (vergl. Fussn. 842), 
-die experimentell bestätigte Beziehung ap{'Yv = unabhängig von der 
'Temperatur (vergl. oben) ganz aus dieser der Planck'schen Erweite
rung des Nernst'schen Wärmetheorems entsprechenden Annahme über 
.das Verschwinden von a 11 bei T = 0 und aus Gl. (120) für 'Yv abge
leitet werden 859). Weitere experimentelle Bestimmungen sind erwünscht, 
um zu einer genaueren Kenntnis der schon von Nernst [b] p. VIII 
vermuteten Gesetzmässigkeiten bei tiefen Temperaturen in Anschlies
sung an das N ernst'sche Wärmetheorem zu kommen. Siehe weiter für 

Untersuchun~~:en von Elastizität, Kohäsion, Dilatation bei tiefen Tempe
raturen: Dewar 860), Travers, Senter und J aquerod 865), Kamerling h Onne.~ 

felder, die zwei attraktive, etwas unbestimmt definirte Eigenschaften besitzen, 
chemische Affinität und Gravitation (= Kohäsion), .,welche in irgend einer rezipro
ken Verwandschaft zu einander stehen". Zur Prüfung seiner Theorie sind wertvolle 
.experimentelle Untersuchungen gemacht von Riohards und W. N. Stull, F. N. Brink, 
F. Bonnet Jr., J. H. Matthews, ZS. physik. Chem. 61 (1907), p. 77,100,171, 1.83, 449. 

Eine Theorie von W. Barlow und W. J. Pope, J. Chem. Soc. 89 (1.906), p. 
1.675, 91 (1.907), p. 1.150, 93 (1908), p. 1528, 97 (1910), p. 2308, vergl. W. J. Pope, 
'Nature 84 (1.910), p. 1.87, trachtet durch dichte Aufeinanderpackung von Kugeln, 
.deren jede einem Atom zugeordnet ist, und deren Radius mit der Valenz zusam
menhängt, bestimmte kristallographische Eigenschaften zu erklären, und setzt ebenfalls 
.das Atomvolumen variabel. 

856) E. Grüneisen. Ann. d. Phys. (4) 26 (1908), p. 21.1, 33 (1.910), p. 65. 
857) E. Grüneisen. Ann. d. Phys. (4) 26 (1.908), p. 393. Vergl. aber M. Thiesen, 

f'ussn. 832, wozu E. Grüneisen, Fussn. 858. 
858) E. Grüneisen. Ann. d. Phys. (4) 33 (1910), p. 33. Verb, d. D. physik. Ges. 

13 (1.911.), p. 426, 4.91. Vergl. auch Fus~n. 853. Auf die beschleunigte Abnahme 
.des AusdehnungskoeffiziE'nten des Platins bei tiefen 'l'E'mperaturen wurde zuerst binge
wiesen vou H. Kamerlingh Onnes und /, Clay, Fussn. 865. 

8~9) Vergl. E. Grüneisen, Fu~sn. 844. Beim Auftreten mehrerer Eigenfrequenzen 
{vergl. Fussn. 84.0) würde jene Beziehung nicht mehr gelten. Die bis in flüssigem 
Wasserstoff ausgedehnten Messungen der Ausdehnungskoeffizienten einiger Metalle 
.durch Ch. L. Lindemann, Physik. ZS. 1.2 (1911), p. 1197, geben eine Bestätigung 
.der Grüneisen'schen Beziehung. 

860) J. Dewar. London Proc, Roy. Soc. 70 (1902), p. 237. 
57* 
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und Heuse 865), sowie denselben und Clay865), Scheel 861), Scheel und 

Heuse 862), Henning 863), Kamerlingh Onnes und Braak SM), u.s.w. 886). 

g) Die Begründung einer thermischen Zustandsgleichung für alle 

drei Aggregatzustände 867) hängt selbstverstandlieh auf das engste zu

sammen mit der Kontinuitätsfrage (vergl. Nr. 73, 32a und 4:7b) und 

wird von den Prinzipien der statistischen Mechanik (Nr. 4:6), eventuen 

mit Heranziehung der Gleichgewichtsgesetze der molekularen Schwin

gungen (vergl. c und e und Fussn. 517) beherrscht (vergl. Nr. 70a). 

Siebe auch die in Fussn. 827 genannte Arbeit von Thiesen sowie 

die von ..~_lfie 853) und Sutherland 853). Man kann bei passender 

Bestimmung der Funktionen aw. bw, und Rw die van der Waals'sche 
Hauptzustandsgleichung auch auf die verschiedenen festen Aggregat

zustände anwenden. Kamerlingh Onnes und Happel 813) haben den 

wesentlichen Unterschied dieser Zustände in Hinsicht auf die Dichte 

gesucht in einer weiteren unter dem Boltzmann'achen Verteilungsgese~ 
(Nr. 4:6a) stehenden Volumänderung des Moleküls von ähnlicher Art wie 

die, welche in Nr. 4:3 eingeführt wurde, und deren Bedeutung für die 

Bildung des Solidkammes in Nr. 73a angegeben wurde. Es kommt Ref. 

nicht unwahrscheinlich vor, dass eine derartige Volumänderung näher 

in dem Aussterben von Schwingungen begründet ist von derselben Artr 

wie in Nr. 4:3d erwähnt wurde. 
Bei der von Traube 868) gemachten Anwendung der van der W aals'-

861) K. Scheel. Verh. d. D. physik. Ges. 9 (1907), p. 3 u. 717. 
g62) K. Scheel und W. Reuse. Verh. d. D. physik. Ges. 9 (1907), p. 449. 
863) F. Henning. Ann. d. Phys. {4) 22 (1907), p. 631. 
864) H. Kamerlingh Onnes und C:. Braak. Leiden Comm. Nr. 106 (1908). 
865) ,l{, W. Travers, G. Senterund A. Jaquerod, Phil. Trans. A 200 (1902), p.138. 

H. Kamerlingh Onnes und W. Heuse. Leiden Comm. Nr. 85 (1903). H, Kamerlingh 
Onnes und J. Clay. Leiden Comm. Nr. 95b (1906) und Suppl. Nr. 17 (1907), 

866) R. G. Dorsey, Phys. Rev. 25 (1907}, p. 88, 27 (1908}, p. 1, 30 (1910}r 

p. 271. E. C:ohen und J. Olie Jr., Leiden Comm. Nr. 113 (1909). Weiter noch 

über Wärmeleitfähigkeit Ch. H. Lees, Phi!. Trans. A 208 (1908), p. 381, A. Eucken, 
Ann. d. Phys. (4) 34 (1911), p. 185, Physik. ZS. 12 (1911), p. 1005, über innere 
Reibung der Metalle C:. E. Guye und J7• Freedet•ickz, Arch. sc. phys, et nat. ( 4} 26 

(1908), p. 679, 29 (1910), p. 49, 261, C. E. Guye und H. Schapper, Arch. sc. phys. 
et nat. (4) 30 (1910), p. 133. 

867) Schon C:. M. Guldberg 8!11) bemerkte, dass die wahre Zustandsgleichung, 

die nicht unwahrscheinlich aus einer unendlichen Reihe bestehe, die drei Aggre
gatzustände umfassen soll. 

R68) I. Traube, ZS. anorg. Chem. 34 (1903), p. 413, Jahrb. f. Radioakt. u. 
Elektronik 3 (1907), p. 168, Verh. d. D. physik. Ges. 11 (1909}, p. 231, vergl. 
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sehen Hauptzustandsgleichung auf den festen Zustand wird (vergl. Nr. 86h) 

dieselbe mit besonderen, dem festen Zustand eigenen Konstanten aw, bw 
und Rw zur Berechnung dieser Grössen aus einem Volumen und dem 

dazu gehörenden Ausdehnungskoeffizienten unter 1 Atm einfach 

(124) 

geschrieben. Die Verdampfungswärme wird dann für einige Metalle mit 
aw - + Rw T stimmend gefunden. In roher Annäherung stimmt mit 
V 

jenem Ansatz auch die von Traube gefundene angenäherte Beziehung 

(vergl. Nr. 86h), dass für verschiedene Metalle bei derselben Temperatur 

aw -
2 . V t'ßT = konst. 
V 

(125) 

Bei der geringen Änderung von v der wahrscheinlich grossen von 

v-bw gegenüber scheint es nicht möglich aus den Versuchen auf die 

Richtigkeit der Darstellung des Kohäsionsdrucks bei konstanten aw, bw, 
Rw zu schliessen. 

Van Laar 869) hat eine Theorie des Festwerdens auf Grund der 

Annahme von Assoziation gegeben. Diese Theorie beruht ebenso wie 

die obengenannte graphische Darstellung von Kamerlitagh Onnes und 

Happel darauf, dass eine Änderung von bw angenommen wird. Der 

Betrag dieser Änderung unter verschied~nen Umständen wird auf Grund 

der Vorstellung, dass dieselbe durch die Assoziation ausgelöst wird, 

berechnet und eingehend diskutirt. 

h) Während seit der theoretischen Ableitung des Gesetzes der 

korrespondirenden Zustände von van der Waals (vergl. Nr. 26) schon 

viele Untersuchungen vorliegen, welche sich auf dieses Gesetz, in· 

soweit es fluide Phasen anbelangt, beziehen (Abschn. Ub, c), sind nur 

noch wenige Versuche gemacht, auch den festen Zustand in dem Gesetz 

zu umfassen. Eine erste Andeutung finden wir in der zuerst von de 

auch Fussn. 4.98. Traulle's Begründung der Aussage, dass der kubische Ausdehnungs

koeffizient des Kovolumens 172) 2~3 ist, unterliegt nach C. Benedicks, ZS. anorg. 

Chem. 4.7 (1905), p. 455, sehr ernsten Bedenken. Tatsächlich wird dieselbe erst 
einigermassen gestützt durch die anderen im Text genannten Anwendungen von 
Traube. 

869) J. J. van Laar, Amsterdam Akad. Vers!. Febr. 1909-Mai 1911, p. 828, 
956, 27, 97, 405, 675, 3, [e]. 
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Heen 870), später von Lemeray 871) aufgefundenen Beziehung, dass das 
Produkt der Schmelztemperatur und des Ausdehnungskoeffizienten (bei 
gewöhnlicher Temperatur genommen) für verschiedene Stoffe, wie de Heen 
fand innerhalb verschiedener Gruppen, dasselbe ist oder in der von 
Oarnelley 872) ausgesprochenen allgemeinen Regel, dass, je niedriger der 
Schmelzpunkt eines Elementes, desto grösser sein Ausdehnungskoeffizient 
ist. Nach Wiebe 873) ist das mit der Schmelztemperatur multiplizirte 
Produkt der Molekularwärme und des Ausdehnungskoeffizien~n (beide bei 
gewöhnlicher Temperatur genommen) für verschiedene Stoffe dasselbe. 
Daraus geht mit Hilfe des für die betrachteten Stoffe bei der ge
nannten Temperatur gültigen Gesetzes von Dulong und Petit der 
de Heen'scbe Satz hervor. Walden 874) findet die molekulare Schmelz
wärme, dividirt durch die Schmelztemperatur, konstant (vergl. Nr. 8'1b). 
Man kann dies Alles dadurch ausdrücken, dass die Schmelzpunkte, 
somit auch gleiche Fraktionen derselben, übereinstimmende Tempera
turen des festen Zustandes sind 875). 

Die Betrachtung der durch die Einstein-Nernst'scbe Theorie der 
spezifischen Wärme in den Vordergrund des Interesses gerückten mole
kularen Eigenfrequenzen ergibt, dass in Gebieten, in denen Abweichungen 
vom Dulong-Petit'schen Gesetz merklich werden, die Gültigkeit des 
Korrespondenzgesetzes an die Bedingung gebunden ist, dass in der 
Bestimmung die!iler Zustände nur eine Zeitgrösse eingebt, und diese 
also auch jene Frequenzen bestimmt. Die Schätzung der Eigenfrequenz 
des Quecksilbers, die für das elektrische Leitvermögen in Betracht kommt, 
durch Kamerlingh Onnes 846), sowie die von ihm 876) gegebene Ableitung 
der Lindemann'schen Formel GI. (121) beruhen auf der Annahme, dass 
dieses der Fall ist. 

Wenn zwei Stoffe auch im festen Zustande dem Gesetze der korre-
spondirenden Zustände unterliegen 877), so werden bei korrespondirender 

870) P. de Heen. Bruxelles Bull. de l'Acad. des Sc. (~) 41 (t876), p. 1019. 
87t) Lemeray, Paris C. R. t31 (1.900), p. 1.291. 
872) Th.Carne!ley. Ber. d. D. chem. Ges.11(1878), p.2289; t2(1879),p.439. 

Auch J. v, Panayef, Ann. d. Phys. (4) 18 (1905), p. 2t0. 
873) Siehe H. F. Wiebe, Verb. d. D. physik. Ges. 8 (1906), p. 91. 
874) P. Walden. ZS. f. Elektrochem. 14 (1908), p. 71i:J. 
875) Auch von V. Kourbatow, J. chim. phys. 6 (1908), p. 337, und W. Broni• 

ewski, J. chim. phys. 4 (1906), p. 285, 5 (1907), p. 57 u. 609, ausgesprochen. 
876) H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. t23 (19H), p. 8. Vergl. auch A. Einstein, 

Fussn. 839. 
877) Eine Anwendung, bei welcher überein~timmende Zustände für den festen 

Zustand auch als solche für den Fluidzustand angesehen werden, ist die Voraus-
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spezifischer Wärme auch ihre reduzirten vervollständigten Gibbs'schen 
Energieflächen (vergl. Nr. 63 und 72a) einander gleich sein 878). Abwei
chungen dieser Flächen untereinander geben ebenso zusammen mit 
Unterschieden in den reduzirten Isothermen. Wenn man ohne Zweifel 
anch höhere Virialkoeffizienten als in Nr. 36 herbeiziehen mnss, so wird 
man die verschiedenen Stoffe in allen drei Aggregatzuständen wahr
scheinlich doch wohl durch dasselbe Isothermpolynom vorstellen können. 
Abweichungen des Gesetzes der übereinstimmenden Zustände werden sich 
vielleicht dann auch zeigen in Unterschieden zwischen den reduzirten 
Virialkoeffizienten von niedriger Ordnung, und die Abweichungen der 
Stoffe im fluiden Zustand werden dann schon empirisch in Verbindung 
gebracht werden können mit den Eigentümlichkeiten des festen Zustandes 
(vergl. Nr. 4:7b und Fussn. 878). In der Theorie werden diese Abweichungen 
sich vielleicht auch als dadurch beherrscht herausstellen, dass an Stelle 
der für die Bestimmung der übereinstimmenden Zustände im fluiden Zustand 
massagebenden Zeitgrösse Z die für den festen Zustand charakteristische 
Zeitgrösse Z' (vergl. oben und Fussn. 846) hervortritt. 

75. Berücksichtigung der festen Phasen in den FundamentaUI.ä.
chen für Gemische. a) Zur Ableitung der Koexistenzbedingungen binärer 
Gemische 879) bei Temperaturen, bei denen feste Phasen auftreten können, 
ist wieder die van der Waals'sche ffv 1x. x, v-Fläche am meisten ge
eignet 880). Am leichtesten übersehbar ist der Fall, dass nur eine feste 
Phase auftritt ; dabei trifft es sehr häufig zu, dass die mit andren 
koexistirende feste Phase insoweit nachweisbar aus nur einer Kompo
nente besteht. Die ffvrx, v, x-Fläche für T hat dann an den Solidteil 
der ffvT·Isotherme dieser Komponente ansebliessend eine Solidspitze, 
die, besonders in der x-Richtung äusserst schnell abfallend, dennoch 
Nr. 73 entsprechend als mit dem Liquidkamm kontinuirlich verbunden 
aufzufassen sein wird 881 ). Es tritt dabei die Möglichkeit einer vier-

berechnung des kritischen Punktes Gas-Liquid aus Eigenschaften des festen 
Zustandes Fussn. 322. 

878) Siehe H. Kamerlingh Onnes und H. Rappel, Leiden Oomm. Nr. 86 (1903). 
879) Wir werden nns auf diese beschränken. Wie für mehrkomponentige StotJe 

zu verallgemeinern ist, ist durch Vergleichung mit Nr. 69 einleuchtend. 
880) J. D. van der Waals [e] Okt., Nov.1903, vergl. weiter die v, a:-Diagramme: 

H. W. Bakhuis Roozeboom [b) p. 359 u. f., A. Smits, Amsterdam Akad. Versl. 
Dez. 1903, Juni 1904, I. P. Kuenen [b] p. 184. 

881) Eine wenn auch äusserst geringe Löslichkeit auch in der festen Phase 
wird wohl immer angenommen werden müssen. Dennoch wird in vielen Fällen 
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punktigen Beriihrungsebene auf, entweder bei beschränkter MischbarkaU 
im flüssigen Zustande (Nr. 68a) die Koexistenz von einer Gas-, zwei 
Flüssigkeits- und einer festen Phase darstellend, oder wenn zwei den 
beiden Komponenten entsprechende Solidspitzen auftreten, von einer 
Gas-, einer Flüssigkeits- und zwei festen Phasen. 

Bakhuis Roozeboom, [b] Tafel I und II, hat die Koexistenzbedin
gungen binärer Gemische, auch für Temperaturen, bei denen feste 
Phasen auftreten, in einem p, T, :c-Modell zur Darstellung gebracht 882) ; 
dabei wurde angenommen, dass in den ffvT.r·Flä.chen nur die zwei den 
Komponenten entsprechenden Solidspitzen auftreten, dass die Kompo
nenten im flüssigen Zustande unbeschränkt mischbar sind, und dass 
bei den Faltenpunktstemperaturen Liquid-Gas feste Phasen nicht auf
treten. Der vierfachen Berührungsebene entspricht in dieser Figur der 
Quadrupelpunkt. Das Zusammentreten von festen Phasen mit den 
kritischen Erscheinungen Liquid-Gas behandelte zuerst Smits 883). 

Es können die Verhältnisse sehr verwickelt werden, besonders 
wenn auch die verschiedenen allotropischen Zustände sowie das Auf
treten von festen Lösungen, Mischkristallen oder Verbindungen zwischen 
den Komponenten (z. B. Kristallwasser u. s. w.) in Betracht gezogen 
werden. Auf diese Verhältnisse, an denen sieb die neuere Metallo
graphie anknüpft, weiter einzugeben verbietet der für diesen Art. vor
gesehene Raum. 

b) Van Laar 884) leitete aus ffvTx unter Zugrundelegung der 
van der Waals'schen Ha.uptzustandsgleichung, Gl. (14), für binäre 
Gemische, die Gleichung der Schmelzkurve im T, :c-Diagramm (für 

p = konst.) ab für den Fall, dass nur die eine Komponente als feste 
Phase auftritt. 

davon abgesehen werden können und der Solidkamm der WuTm, "• a:-Fiäcbe für 
T als eine isolirte Spitze (Fussn. 105) behandelt werden können. 

882) Es sind diese Figuren zum Klassifizh·en und Überseben der Experimental
ergebnisse, besonders bei sieb ändernder Temperatur, sehr geeignet (vergl. Nr. 6'ib). 
Zur Ableitung der be~ondren Verhältnisse wird man aber immer zu den Funda
mentalßächen zurückgreifen mlissen (vergl. van der WaalB Fussn. 8801 vergl. auch 
Fussn. 731). 

883) A. Smits. Amsterdam Akad. Vers!. Sept., Dez. 1903, Juni 190-1, Sept. 
1909. H. W. BakhuiB Roozeboom und E. H. Biichner, Amsterdam Akad. Vers!. 
Jan. 1905. F. E. C. Scheffer, Amsterdam Akad. Versl. Juni 1910. 

88.1) J. J. van Laar, Amsterdam Akad. Vers!. Dez. 1902, Jan. 1903, Jan. 190-1, 
vergl. auch H. W. Bakhuis Roozeboom (b] p. 274. 
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VI. Kontrolirung der thermischen Zustandsgleichung und des 
Gesetzes korrespondirender Zustände für das Fluidgebiet 

bei speziellen Zuständen und Prozessen. 

A. Untersuchungen Uber die thermische Zustandsgleichung in 
der Nähe der Normaldichte. 

76. Die thermische Zustandsgleichung in der Nähe der Normal
dichte. a) Nachdem wir im Vorigen ein allgemeines Bild der Unter

suchung über die Zustandsgleichung entwickelt haben, erübrigt es noch, 

dasjenige zusammenzustellen, was verschiedene Gruppen von For

schungen über die Gesetze verschiedeuer vereinzelter Zustände und 

Zustandsgebiete festgestellt haben. Die Kenntnis dieser Gesetze war 

bei denselben das eine Mal eigenes Ziel, ein anderes Mal wurde sie 

für die Beurteilung der Tragweite des Gesetzes der übereinstimmenden 

Zustände verwendet. Meistens überschreitet die Genauigkeit, mit wel

cher in dieser Weise gewisse Stellen oder Linien auf der Zustands

fläche ermittelt sind oder ermittelt werden könnten, die, welche im 

Allgemeinen bei den Untersuchungen über diese Fläche erreicht wird, 

in einzelnen Fällen übertrifft sie dieselbe sogar bedeutend. Daher 

kommen die Resultate, insoweit dieselben nicht in der mittleren 

empirischen Zustandsgleichung verwertet sind, hauptsäeblich für die 

Bestimmung der speziellen empirischen Zustandsgleichungen [also der 

speziellen Werte. von A, B, 0, D, E, F in GI. (31), und zwar be

sonders von A und B] sowie deren Unterschiede für verschiedene 

Stoffe 885) in Betracht. Wenn auch von den Ergebnissen, welche wir 

im Auge haben, für die Kontrolirung molekulartheoretisch abgeleiteter 

Zustandsgleichungen Gebrauch gemacht werden kann, so ist man mit 

dem Anschluss der Theorie an die Beobachtung noch so wenig vorge

schritten, dass zunächst für diese Prüfung die mittlere empirische 

Zustandsgleichung im Allgemeinen genügen könnte. Wir werden die 

verschiedenen im Folgenden zu behandelnden Untersuchungen über 

vereinzelte oder zusammenhangende Zustände denn auch von dem 

oben angegebenen Gesichtspunkte aus betrachten und, wo die betreffenden 

Gesetze es erlauben, dieselben möglichst explizite in M, T [diese Grösse 

hängt durch GI. (32) unter der da erwähnten Voraussetzung mit A 
zusammen], B und C ausdrücken. 

885) Diese könnten weiter zur Kontrolirung der Behandlung eines nach Nr. 88g 
gefassten Korrektionsproblems Anwendung finden. 
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In erster Reihe sind nun hervorzuheben die Untersuchungen über 

die Gase und Dämpfe einkomponentiger Stoffe (vergl. Fussn. 711 für 

Gemische) in . der Nähe der Normaldichte. Diese sind teilweise grund

legend für die Bestimmung der Temperaturskala, auf die sich wie die 

ganze Thermodynamik so auch die Zustandsgleichung bezieht. Andrer

seits sind sie bisweilen unumgänglich, um das Molekulargewicht (ebenfalls 

eine der Grundlagen für die Rechnungen über die Zustandsgleichung) 

festzustellen. Sie haben weiter, besonders wenn wir die Nähe der 

Normaldichte nicht zu enge begrenzen (b), eine besondere Bedeutung 

für die Vergleichung von Rechnung und Erfahrung für Zustände, in 

welchen der Zusammenstoss zweier Moleküle durch die Anwesenheit 

der andren nur wenig beeinflusst wird (nahezu planetarische Wechsel

wirkung, siehe Nr. 4:4:b), was um so wichtiger ist, als dieser Fall der 

Rechnung leicht zugänglich scheint (vergl. Nr. 5a und 52). 

-/ . ..-

-i.J 

-1.:-,u 

~-L 

I.J 

f•C,.f 

Fig. 73. 

b) Unter Untersuchungen über die 

thermische Zustandsgleichung in der Nähe 
der Normaldichte verstehen wir dieje
nigen, welche sich einerseits von Unter

suchungen im At•ogadro'schen Zustande 
(Nr. 39a), andrerseits von solchen in 

Zuständen, bei denen das Glied mit 0 
in Gl. (56) eine bedeutende Rolle er
langt, abheben. Dieselben sind daher 

besonders geeignet, auf die Eigenschaften 

des Avogadro'schen Zustandes durch 
Extrapolation zu schliessen oder über 
den Virialkoeffi.zienten B, eventuell nach 

Nr. 4:4:a wegen 0 korrigirt, Aufklärung 
zu bringen. Fig. 73 zeigt die den ver
schiedenen Werten von B entsprechende 

Abweichung vom Boyle'schen Gesetz 

. 1 D' ( ) 886 1m pv, 11- mgramm nach Gl. 37 ). 

Bei t = 2,54 (dem Punkt b, Fig. 73, 

886) Die Figur wurde deutlichkeitshalben bis ! = 0,1 fortgesetzt, d. h. be

trächtlich über das Gebiet, in welchem das Glied mit C vernachlässigt werden kann 
~~ I 
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welchen wir den Boyle-Punkt nennen werden) wechselt das Zeichen 
jener Abweichung (vergl. Fussn. 552). /J. Berthelut 8M7) gibt nach Leduc 
[a] die reduzirte Boyle-Temperatur zu 2,1-.1 (vergl. Fussn. 902), nach 
Chappuis 1;88) für N2 2,4, Leduc neuerdings 889) 2,56. Dagegen findet 
man für Wasserstoff 890) den Boyle-Punkt bei t = 3,3, für Helium 
wahrscheinlich bei t etwa 3,8. Die reduzirte 'Te~peratur des Boyle
Punktes scheint also desto höher zu sein, je niedriger Tk ist (vergl. 
Nr. !._4c) 891). 

c) Während GI. (6) bei konstanten aw, bw, Rw erfordert, dass B 
eine lineare Funktion der reziproken Temperatur ist, ist dies nach Nr. 4:4: 
in Wirklichkeit nicht der Fall. Wir werden daher die Rechnungen über 
die quantitativen Resultate für Zustände in der Nähe der Normaldichte 
auf die empirische Zu~Jtandsgleichung beziehen und in dieselben b1, b2, 

b3, b~, b5 von GI. ( 35) einführen. Als solche Rechnungen behandlen 
wir zunächst die Bestimmung des Molekulargewichts von Gasen und 
Dämpfen aus der Gasdichte und der Kompressibilität (Nr. 77 -80) und 
die Reduktion der Skala des Gasthermometers (vergl. Einh. c) auf die 
Kelvinskala (Nr. 81 und 82). Für den Joule-Kelvin-Effekt in der Nähe 
der Normaldichte vergl. Nr. 90c. 

d) Wenngleich in den Formeln der in c genannten Nummern B 
nur in Korrektionsgliedern auftritt, so ist derselbe doch, wie in Nr. 44b 
hervorgehoben wurde, experimentell recht genau zu bestimmen. Mit 
Hülfe der mittleren Werte von B und C in Nr. 36 ist sogleich zu 
ersehen, in welchem Gebiet der Dichte bei einem bestimmten Stoff bei 
bestimmter Temperatur die betreffende Erscheinung verfolgt werden muss, 
um die beste Bestimmung von B zu bekommen und zu entscheiden, 
welches die zu erreichende Genauigkeit ist. 

887) D. Berthelot [a] p. 433, [b] p. 44. De Heen und Dwelshauvers-Dery, Bull. 
Ac. R. de Belg. (3) 28 ('1894), p. 46, fanden, aber· durch starke Extrapolation, aus 
den C02-lsothermen von Amagat 2,98. 

888) P. Chappuis. Trav. et. Mem. Bur. Internat. 13 (1907). 
889) A. Leduc. Ann. chim. phys. (8) 19 (1910), p. 441. 
890) Für Wasserstoff vergl. H. Kamerlingh Onnes und C. Braak, Leiden Comm. 

Nr. 100a (1907). Für Helium vergl. H. Kamerlingh Onnes [e] Nr. 102c (1908). 
Für die Angaben im Text ist für H1 Tk = 32, für He Tk = 5,25 angenommen. 

891) Nach van der Waals, [e] April1901, p. 705, wäre aus der reduzirten Boyle
Temperatur ein Schluss über die Änderung von l>w mit der Temperatur zu ziehen. 
Die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw , bw , Rw 
gibt den Boyle-Punkt bei t = 38/8• 
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a) Bestimmung der :Molekulargewichte von Gasen und 
Dämpfen. 

77. Korrektion der Normaldichte auf die theoretische Normal
dichte. a) Schon aus dan van der Waals'schen Grundanschauungen 892) 

folgt unmittelbar, dass das Avogadro'sche Gesetz bei den Gasen und 
Dämpfen in nahezu normaler Dichte erst zur Geltung kommt, nachdem 
an demselben eine der Zustandsgleichung zu entnehmende Korrektion 
angebracht ist 893). Diese Korrektion wurde zuerst experimentell be
rücksichtigt von Leduc 894), sodann teilweise mit Hilfe der in 
Nr. 18 gegebenen van der Waal.<~'schen Hauptzustandsgleichung, GI. (6), 

mit konstanten aw, bw, Rw von D. Berthelot 895) berechnet und ange
wandt und von van der W aals 896) allgemein aus Gl. (6) mit kon-

stanten aw, bw, Rw entwickelt und für p = 7
1
6 näher diskutirt. 

Kennt man das Molekulargewicht und bei gegebener Gasdichte 
also auch diese Korrektion, so wird dieselbe Rückschlüsse auf den 
Wert von B in dem betreffenden speziellen Zustand erlauben. An
drerseits schaffen aber die nachf~lgenden Entwicklungen die Möglich
keit, das Molekulargewicht mit Hilfe der Zustandsgleichung selbst abzu
leiten. Unsere Darstellung entspricht unmittelbar dieser Seite der Frage. 

b) Die empirische Zustandsgleichung vereinfacht sich für die hier 
in Betracht kommenden Dichten (vergl. Nr. 'i6b) jedenfalls zu der 
GI. (56). Die Normaldichte p = v.,-1 ist dann mit der zu M 

rnorm .. QOCp=1 

proportionalen Grösse M e;1 (vergl. Einh. b und besonders FuBBn. 23), 
welche man theoretische Normaldichte Prthnorm nennen kann, verbunden 
durch [vergl. GI. (56) auf vN (Einh. b) bezogen, vergl. Fussn. 359): 

Prthnorm = Prnorm Na= Prnorm (1 + BNOOC + ONOO c>· (126) 

78. Ausdruck fUr die theoretische Normaldichte auf Grund von 
Dichtigkeits- und Kompressibilitll.tsbestimmungen. a) Um die Bezie
hung von p in der Nähe der Normaldichte zu der theoretischen Normal
dichte anzugeben, kann man Gl. (56) nach p entwickeln 897). Mit 

892) Wie von H. Kamerlingh Onnes [a] p. 7 zuerst ausgesprochen wurde. 
893) Vergl. Rayleigh, London Proc. Roy. Soc. 50 (1892), p. 448. 
894) A. Leduc. Paris C. R. 125 (1897), p. 299; [a] p. 55. 
895) D. ßerthelot, Paris C. R. 126 (1898), p. 954, 1030, 1.415, 1501. ; J. de 

phys. (3) 8 (1898), p. 263. Vergl. Paris 0. R. 144 (1907), p. 77. 
896) J. D. van der Waals [e] Nov. 1898, [a] p. 85. 
897) H. Kamerlingh Onnes und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Nr. 92 (1904). 
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B<Pl - BA-1, C<Pl = (0-B2) A-2 

ist 504) pv A { l + B<Pl p + Q<Pl p2} , 

(127) 

(128) 

sodass die von Regnault eingeführte und von Leduc [a] und D. Ber
tlwlot 895) benutzte, aus einer Kompressibilitätsbestimmung sich experi

mentell ergebende Grösse 

ff = P2 v2Jp v - 1 = d$P• (p2 - P1) 
1 1 p, 

(129) 

und die also ebenfalls aus einer Kompressibilitätsbestimmung sich erge

bende Grösse 
~ 2 

d$ = ßiP) + Q(P) (p1 + P2) - ß(P) Pi (130) 
p, 

ist. Es wird p VM = p p-1 M = Ae eM (1 + .6.), wo (131) 
r 

p2 ~( P2 )2 ; .6.=ß\Plp+C<Plp2=pdJ?J + p d$ p1+0<Pl{p-(p1+p2)} . (132) 
p, p, 

Es sind also drei Bestimmungen, z. B. eine Dichte 898) Pr und zwei 

Kompressibilitäten ff notwendig um M zu finden oder umgekehrt B zu 

kontroliren mit M und Pr, wenn aA (vergl. Nr. 82b) und eM ander

weitig bekannt sind. E>M erhält man aus drei entsprechenden Opera

tionen mit eiuem Gas (02), dessen M man den Atomgewichten zu 

Grunde legt (vergl. Einh. b). 
b) Kann man in der empirischen Zustandsgleichung (z. B. auf Grund 

des Korrespondenzgesetzes) C bei Pnorm vernachlässigen 899), so vereinfacht 

sich Gl. (56) zu Gl. (57), und dementsprechend Gl. (132), sodass eine 

Pr· und eine ~Bestimmung genügt. Bei einer geforderten Genauigkeit 

von 1 o-4 in M, welcher in B bei gewöhnlicher Temperatur z. B. eine 

Genauigkeit von 14 ° I 0 bei H2, von 1 ,4 ° I 0 bei co2 (bei 100° c eine 

von 0,2 °10 bei Isopentan) entspricht, muss dazu bei 0° C t etwa 1,8 

oder höher sein 900). 

898) Eine Übersicht über die neueren Gasdichtebestimmungen : Ph. A. Guye, 
J. chim. phyq, 5 (1907), p. 203, der mit seinen Schülern viele Anwendungen der

selben auf die genaue Bestimmung des Atomgewichts gemacht hat (vergl. Fussn. 909). 

899) Durch Vergleichung von C(P) mit C findet man, wie D, Berthelot, Paris 

0. R. 144 (1907), p. '.!69, 145 (1907), p. 317, besondet·s betont, GI. (57) bis zu grös

seren Dichten gültig als die entsprechende Entwicklung nach p. Vergl. Fussn. 504, 

900) Es ist die Tatsache, dass Guye, Paris 0. R. '144 (1907), p. 976, E>M mit Tk 

regelmässig veränderlich findet, nicht auf Vernachlässigung von C(p) zurückzuführen. 

Bevor ein Grund angeführt wird, E>M mit Tk zu verknüpfen, ist es nicht zulässig, 

E>M einer Extrapolation nach Tk = 0 zu entnehmen. Vergl. weiter Guye, Paris 

o. R. 144 (1907), p. 1360, 145 (1907), p. 1164, 1330. 
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79. Anwendung des Korrespondenzgesetzes. a) Muss das Moleku
largewicht eines Stoffes aus seinen Zustandsgrössen abgeleitet werden 
(Nr. 77), so kann man unmittelbar, aber nur mit der dem Korrespon
denzgesetze entsprechenden Annäherung, M : M' zweier Stoffe finden 
durch das Verhältnis Pr: p' r in korrespondirenden Zuständen (Nr. 26), 
und so, wenn man sich mit dieser Genauigkeit zufrieden gibt, die 
Kompressibilitätsbestimmungen umgehen 90t). 

b) Mit derselben Genauigkeit kann man zu demselben Zweck auch 
B und C einem gemeinschaftlichen mittleren ~ und « als Funktion 
von t für alle normalen Stoffe (Nr. 36) entlehnen. Die Bestimmungen 
von ~von Leduc 902) kommen darauf hinaus. Eine einfache Formel 
für 1 gab D. Berthelot 90S). Beide decken sich nahezu (vergl. Nr. 76b) 
mit unserem 1 (und «). Dasselbe gilt für die von Leduc 889) neuer

dings gegebenen Formeln in Bezug auf l(p) und «(P). 

c) Der GI. (6) zufolge wäre 904) 

(133) 

ll'ormal kann man diese Beziehung beibehalten, wenn man wie in 
Nr. 38c aw und bw als Funktionen von t und 11 {oder p) auffasst 905) 906). 

901) A. Leduc, Fussn. 894, und Ph. A. Guye, Paris C. R. 1.40 (1905), p. 1386. 
902) Die von A. Leduc und P. Sacerdote, Paris C. R. 125 (1897), p. 297, 

Leduc [a] p. 60, im Anschluss an die Entwickelung iif= aL (p2-p1) + bL (p11-Pt)• 
(die Versuche von Leduc und Sacerdote geben den Wert von bL nur sehr unsicher) 

eingeführte Grösse ~ = r:v ctv)T]P findet sich bei H. Kamerlingh Otmes 

und C. Zakrzewski, Fussn. 8971 ausgedrückt in den Virialkoeffizienten A, B, C (siehe 
aber Fussn. 360), welche nach GI. (36) und (35) Funktionen von t sind. Nach 
Leduc ist g;t,p eine ziemlich komplizirte Funktion von t, welche abgeleitet wurde 
aus Kompressibilitätsbestimmungen bei einer grossen Zahl von Gasen. Diese Funk
tion ist hiermit auf die mittlere reduzirte Zustandsgleichung GI. (34) wohl genügend 
zurückgeführt. 

903) D.Berthelot [b] p. 31. Vergl. Paris C. R. 144.(1907), p.194, woaucheine 
Kritik auf die Rechnungen Guye's, Fussn. 906. 

904) J. D. van der Waals [a] p. 85. 
905) Die Änderung von aw und bw mit 11 und t ist besonders zu beachten, wenn 

man für assoziirte Stoffe awN und bwN für GI. (133) aus pk und Tk ableiten 
wollte, vergl. Ph. A. Guye, J. chim. phys. 8 (1910), p. 222. In seiner früheren 
Arbeit [a] unterschied Leduc auf Grund der Vergleichung von ~(p) und «(') 
verschiedene Gruppen von Stoffen (Nr. 8!), entsprechend dem Umstande, dass nur in 
diesen Gruppen die Änderungen von aw und bw mit 11 und t korrespondirende sind. In der 
neueren Arbeit 889) Iiessen dieselben sich aber zurückbrinp;en zu einer Gruppe vQn 
normalen Stoffen und zu einigen i~olirten deviirenden Stoffen, die sich, was die unter-
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tl) Wenn Dichtebestimmungen bei genügend hohen reduzirten Tem
peraturen 907) zulässig sind, haben diese den Vorteil, dass die Kompres
sibilitätskorrektion A (Nr. 78) bei demselben Druck viel kleiner wird 
als bei niedrigem t. A wird nämlich bei hohen Temperaturen ( vergl. 
Nr. 78 und 36) proportional t-1 und fällt bei genügend hohem t fort. 

80. Vergleichung der physikalischen mit den chemischen Bestim
muJJ.gen. a) Die nach Nr. 78b bei Vernachlässigung von 0 von D. Ber
thelot ll95) mit ~Bestimmungen (Nr. 78) von Leduc und Sacerdote 902), ebenso 
von Rayleig h 908) mit eigenen ~Bestimmungen aus ebenfalls eigenen Pr norm 
abgeleiteten M für H2, N2, CO mit Beziehung auf 0 2, stimmen vortrelf-
lich mit den auf chemischem Weg gefundenen, was N2 betrifft, nachdem 
das Atomgewicht von Stas durch Guye 909) u. A. berichtigt ist. Die~ 

verbürgt schon, dass auch die Verwendung der Bestimmungen von 

Prnorm zur Ableitung der Werte von B gerechtfertigt ist, was man 
auch durch Übereinstimmung der auf diese Weise mit den durch 
Kompressibilitätsbestimmungen erhaltenen Werten, z. B. für C02 910), be
stätigt findet. 

suchten Grllssen betrifft, als durch Einführung eines scheinbaren kritischen Druckes 
(vergl. Nr. 88b und Fussn. 898) auf die ersteren reduzirbar herausstellen. 

906) Es ist dies nicht, wie Guye, Paris 0. R. 188 (1.904), p.121.3, i40 (1.905), 
p. 1241, J. chim. phys. 3 (1905), p. 821, meint, eine unabhängige Methode, sondern 
nur eine andre Rechnungsweise nach denselben Daten wieb. Vergl. auch Fussn. 908. 

907) A. Jaquerod und F. L. Perrot, Paris C. R. 140 (1905), p. 1M2. Guye nennt 
diese die Methode der hohen Temperaturen. Vergl. D. Berthelot, Fussn. 909. Vergl. 
weiter die Übersicht von Ph. A. Guye, J. chim. phys. 6 (1908), p. 769, wo noch 
zwei von Baume stammende Methoden und eine von Guye zur Ableitung des Mole
kulargewichts angeführt werden. 

908) Lord Rayleigh. London Proc. Roy. Soc. 73 (1904), p. 153; ZS. physik. 
Chemie 52 (1905), p. 705. Die betreffenden Dichtebestimmungen brachten Rayleigh 
auf die Sp)lr des Argons. 

909) Ph. A. Guye und S. Bogdan, J. chim. phys. 3 (1.905), p. 537; A. Jaquerod 
und S. Bogdan ibid. p. 562; R. W. Gray, Proc. Chem. Soc. 21. (1905), p. 156, 
J. Chem. Soc. 89 (1906), p. 1173. Übersicht: Ph. A. Guye, Paris Bull. Soc. chim. 
(3) 83 (1905), p. I = Arch. sc. phys. et nat. (4) 20, p. 231., 35:1, und J. chim. 
phys. 4 (1906), -p. 174. Vergl. Ph. A. Guye und seine Mitarbeiter, Genave Mem. 
Soc. de phys. et d'hist. natur. 35 (1907), p. 547, und Th. W. Richards, J. chim. 
phys. 6 (1908), p. 92. Vergl. auch D. Berthelot, Paris C. R. 145 (1907), p. 65,180. 

9'10) Man findet für 001 aus Prnorm nach Guye 898) und dem Ausdehnungskoeffi
zienten zwischen 0° C und 20° C nach ChappuiB 9!1) mit einer Korrektion für C(p) 
nach GI. (87) : B~~ = - 0,00552, während die Kompressibilitätsbestimmungen 
von Keesom, [a] p. 23, ebenfalls für C(p) korrigirt [vergl. H. Kamerlingh Onnes 
und C. Zakrzewski, Leiden Comm. Nr. 92 (1904), p.18] B2~)C = -0,00561 geben. 
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b) Besonders erwähnt 

' 
' 

' ' 
' 
' ' ' <l 

' 

seien noch die von Ramsay und Steele 911) 

gemachten Versuche mit Dämpfen (Fig. 
7 4 gibt z. B. p v als Funktion von 
p für Toluol bei 129,0 6 C), aus wel
chen sie folgern, dass die Dichtebestim
mung ungeeignet ist, um M zu finden. 
Denn wenn letztere Folgerung richtig wär~, 
so würden die Betrachtungen der vorigen 
Nummern und dieser Nr. a ihren Boden 
verlieren. Für eine richtige Beurteilung 
der Resultate von Ramsay und Steele ist 
aber nicht zu übersehen : ~) dass nach 
Nr. 'i8b nach Gl. (132) gerechnet werden 

\ muss und Vernachlässigung von C hier 
l'"tr--"Ol....---rur--~.....",.-

0 'f' nicht erlaubt ist, ß) dass die Reduktion 
Fig. 7 4. für die Temperatur nach der Sauerstoffskala 

gemacht ist, aber mit aA zu geschehen hätte, r) dass nicht aufgeklärte 
systematische (vielleicht auch auf Adsorption, vergl. Nr. 39a, beruhende) 
Unterschiede zwischen den Bestimmungen bei kleineren und denjenigen 
be1 grösseren Dichten bestehen 91.2). Was die Ramsay und Steele'scheu 
Bestimmungen bei grösseren Dichten für sich betrifft, hat Reinganum 918) 

gezeigt, wie man mit Berücksichtigung von B auf bessere M kommt, 
und dies durch eigene Messungen bei Vernachlässigung von C bestätigt. 
Nach Ref. wäre mit Rücksicht auf das eben unter r) angeführte bei 
Dampfdichtebestimmungen immer darauf zu achten, dass man auch 
0 zu berücksichtigen hat, und wäre, wenn man nicht nach Nr. 'i8a 
drei Bestimmungen vornimmt, die Korrektion für C nötigenfalls der 
mittleren empirischen Zustandsgleichung zu entnehmen. Mehr zu empfehlen 
ist es aber drei Bestimmungen zu machen, was dann in vielen Fällen 

911) W. Ramsay und B. D. Steele. Phil. Mag. (6) 6 (1903), p. 492. 
91 2) Dem entspricht die von Ramsay und Steele befolgte, in Fig. 7 4 durch 

die gezogene Kurve angedeutete Extrapolation, welche von dem Gedanken ausgeht, 
dass die Isothermen bei abnehmender Dichte sich nach der Druckachse biegen. Die 
Erwartung von Ramsay und Steele, dass das Ende der Isotherme der p·Acbse parallel 
ist, steht mit GI. (128) in offenbarem Widerspruch. Die gestrichelte Linie gibt das 
richtige M. Vergl. auch Ph. p. Guye, Paris C. R. 1.45 (1907), p. 1330 und beson
ders A. Lecluo, Paris 0. R. US (1909), p. 832 und Fussn. 889. 

913) M. Reinganum. ZS. physik. Chemie 48 (1904), p. 697; Verh. d. D. pbysik. 
Ges. 7 (1905), p. 75. 
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auch erlauben wird, den Druck zu steigern, bei einer der Bestimmungen 

unter Umständen z. B. bis auf 2 Atm. 

c) Zu besonders grossen Werten von B gehören die abnormen 

Dampfdichten. Insoweit dieselben nicht mit der Assoziation (Nr. 35 

und 69c) oder mit Polymerisationen (Nr. 1b) zusammenhangen, sind diese 

auf GI. (131) zurückzuführen. GI. ( 132) lässt beträchtliche Werte von 

ß zu 914). 

b) Reduktion des Gasthermometers auf die Kelvinskala. 

81. Spannungs- und Ausdehnungskoeffizient. a) Bei thermometri

schen Bestimmungen spielt der Unterschied des mittleren Spannungs-

koeffizienten 915) zwischen zwei Temperaturen : av = - .!____.! , 
lt-12 1 (p -p ) 

Pt t2-tt 

und des mittleren Ausdehnungskoeffizienten 915) zwischen zwei Tempe-

raturen : a - - --~~-~. _ 1 (v2-v1 ) 

P v1 t2-t1 
von dem Wert für den Avogadro'schen 

Zustand ( 1+a:A t1 = ~J eine grosse Rolle. In diesen Unterschieden 

sowie in den Abweichungen der Gasthermometerskalen bei konstantem 

Volumen und bei konstantem Druck von der Kelvinskala (Nr. 82) kommt 

besonders die Änderung von ill mit der reduzirten Temperatur zum Ausdruck. 

Dies zeigt sich bei dem zu einer gegebenen Dichte gehörenden 

absoluten Spannungskoeffizienten, der nach der van der W aals'schen Haupt

zustandsgleichung (Nr. 18) mit konstanten aw , bw , Rw , wie im Allge

meinen, so auch bei thermometrischen Gasdichten d. h. in der Nähe der 

Normaldichte, unabhängig von der Temperatur = v R~w sein würde. 

Wir haben aber schon Nr. 42 gesehen, dass die Sache durch die Ver

änderlichkeit von aw , bw und Rw nicht so einfach liegt. 

914) Nach van der Waals (vergl. Nr. 'na) bis 2%. Verg!. auch Nr. 86a. 

915) Wir nennen(~) v bzw.(~~) P den absoluten Spannungs- bzw. Ausdehnungs-

kneffizienten, !._ (~) = .. 1 bzw. _!._ (~) = "'t den relativen oder kurz Span-
p ot V V V ct p P 

nungs- bzw. Ausdehnungskoeffizienten. Der direkten Beobachtung sind nur die mitt

leren Spannungs- und Ausdehnungskoeffizienten zugänglich. Auf den Einfluss der 

Definition der Atmosphäre (vergl. Fussn. 3) machte D. Mendelejeff, Ber. d. ehern. 

Ges. 10 (1877), p. 81, aufmerksam. 
Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 58 
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b) Die empirische Zustandsgleichung (31) gibt 916): 

( OOC-t ) [ 
aiJ - «A t = (1 + «A t) (Bt- Booc) Pooc + 

+ 1ot- Oooc- 2 Booc (Be - Booc) ~ Pooc 2 ••.• J (134) 

Dass bei sinkendem P0oc dieser Unterschied Null zustrebt, folgerte 
Regnault 146) aus seinen Versuchen. Die entgegengesetzten Resultate der 
Versuche Melander's 917) für ß2 sind durch die entsprechenden Beobach
tungen von Ohappuis 918) für N2 genügend widerlegt 

c) Aus GI. (35) und (36) ergibt sichbehufsder ersten Annäherung 

OOC-t 

von «v «A: 

RTk 2 j ( 1 1 ) ( 1 I ) l Be-·Booc=---p;;- ~b2 T - Tooc + b8 Tk 7,2 - T&>c .... ~· (136) 

Man findet aus dieser Formel für verschiedene Gase bei demselben T 
im Allgemeinen 919) eine um so kleinere Differenz, je kleiner Tk ist. Bei 
H2 und He ist dementsprechend der Unterschied nur sehr gering 920). Bei 

916) Leitue [a] p. 94 u. f. leitete entsprecheolle Formeln ab, um aus seinem~ 
mit Berücksichtigung von bL (Fussn. 902) Spannungs· und Ausdehnungskoeffizien
ten für verschiedene Gase zu berechnen. Ve•·gl. die neueren Berechnungen von 
A. Leduc, Paris 0. R. 148 (1909), p. H73. 

9t 7) G. Melander. Ann. Phys. Chem. 47 (1892), p. 135, VP-rgl. Boltzmann·Fest
schrift 1904, p. 789, Acta Soc. Scient. Fenn. 33 Nr. 10 (1905). 

918) Versuche von Chappuis, Trav. et Mem. Bur. Intern. 6 (1888), 13 (1907), 
sowie die Arbeiten von D. Berthelot [b], CaUendar, Phil. Mag. (5) 48 (1899), 
p. 540, (6) 5 (1903), p. 48, Travers, Senter und lttquerod, London Phil. Trans. 
A 200 (1903), p. 105, sind besprochen in den Arbeiten von Kamerlingh (Jnnes und 
Boud.in, Leiden Comm. Nr. 60 (1900), Kamerlingh Onnes und Braak, Leiden 
Comm. Nr. 97b, 101b (1907), und Kamerlingh Onnes [e] Nr.102b (t907). Für 
neue Bestimmungen von Spannungskoeffizienten siehe weiter: Jaq_uerod und Perrot, 
Paris C.R. 138 (1904)1 p. 1032, Jaquerod und Scheuer, Paris C.R. 140 (t905), 
p. 1384, Makower und Noble, London Proc. Roy. Soc. 72 (1903), p. 379, J. Lebedetf, 
J. de phys. (3) 10 (1901), p. 157, A. Leduc [a] p. 100. 

919) Es kann aber bei nicht viel verschiedenen Werten von Tk durch Pk ein 
Unterschied in andrer Richtung bedingt werden. 

00 -1000C 
920) In Leiden Comm. Nr. 102b (1907) hat Kamerlingh Onnes für He ~<v bei 

pooc = 1,3 aus den individuellen Virialkoeffizienten berechnet. Es ist dieser Wert mit der 
Vergleichung von dem H1 - und dem He-Thermometer durch TraverB, Senterund Jaque-

00-1000C 
rod 9111)in Übereinstimmung zu bringen. Dass für He bei pOOC=1,3 ~<v-•A, in Übereinstim· 
mung mit dem Wert von Bt-Booc, negativ gefunden wird, sagt aus, dass, um Anschluss 
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so grossem v, dass in GI. (3l) das Glied mit C (vergl. Nr. 78b) u. s. w., 

und so hohem t, dass in ill die Glieder b2 u. s. w. nicht mehr in Betracht 

kommen, ist der Spannungskoeffizient unabhängig von der Temperatur. 

Regnault H 6) schloss, dass dieses bei seinen Gasthermometern mit Il:!. 
Luft, C02 der Fall sei, nicht aber für S02 , dessen abweichendes Verhalten 

jedoch von van der Waals [a] p. 70 durch Adsorption erklärt wurde. 

Aus den Versuchen von Chappuis 918) mit H2, N2, C02 geht aber hervor, 

dass die Unabhängigkeit von der Temperatur nur annähernd stattfindet. 

d) Betrachtet man den Spannungskoeffizienten bei derselben 're~pe

ratur, aber bei verschiedenen Dichten 921), so deutet der Verlauf des 

Spannungskoeffizienten in der Nähe der Normaldichte nach GI. (134) schon 

auf das von Amagat 922 ) aus seinen Versuchen mit H2 bei viel grös

seren Dichten gefolgerte Verhalten, dass nämlich der Spannungskoeffizient 

anfänglich mit pooc zunimmt, nachher aber ein Maximum erreicht, um 

dann wieder abzunehmen. 

e) Für den mittleren Ausdehnungskoeffizienten (vergl. a) können 

analoge Betrachtungen, wie für den Spannungskoeffizienten gegeben sind, 

angestellt werden. In erster Annäherung gibt die empirische Zustands

gleichung (vergl. Nr. 78a) : 

der mittleren reduzirten Zustandsgleichung an He für 0° und 100° 0 zu bekommen, b1, b8 

u.s.w.[ vergl. GI. (37)] für diesen Stoff nil:ht alle negativ bleiben können. Wenn GI. (37) 

sich auch für diese Werte vontalsden zwei- und mehratomigen Stoffen angeschlossen 

zeigen würde [vergl. für H1 aber auch schon Leiden Oomm. Nr.109a (1909), p. 9], so 

dürfte die sich hier zeigende Deviation der einatomigen darauf hinweisen, dass die 

Moleküle der ersten in Vergleich mit denen der letzten Stoffe eine gewisse Ausdehnung 

mit der Temperatur zeigen, eine Lockerung, welche auch durch das Anwachsen 

ihrer spezifischen Wärme 'YvA mit der Temperatur angezeigt wird (Nr. 55 und 56) 

und mit derselben vielleicht in numerische Beziehung zu setzen wäre. Die ein

atomigen würden dann nicht in der allgemeinen reduzirten Zustandsgleichung 

aufgenommen werden können, sondern eine Klasse für sich beanspruchen (vergl.Nr.86). 

921) Die Temperaturbestimmungen unter dem Siedepunkt des Heliums geschehen 

bei Dichten, die weniger als 1/ 3 der Normaldichte sind. Der Druck ist dann nur 

noch etwa 2 mm. 
922) E. H. Amagat, Rapp. Oongr. intern. de Phys. Paris 1900 t. 1, p. 551, 

Phi!. Mag. (6) 2 (1901), p. 651. Bei H1 fand er sogar, dass der Spannungskoeffizient, 

nachdem das Maximum passirt ist, wieder den Wert, welchen er bei niedrigen 

Drucken hat, zurückbekommt, wenn nämlich der Ausdruck T ( 3P) - p (vergl. 
cT v 

Nr. 45a) wieder durch den Nullwert geht. 
58* 
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Bei sinkendem p strebt auch dieser Unterschied nach Null, so
dass tipA = f!vA· Ans GI. {186) und (184) ergibt sich in erster 
Annäherung die ffir die Beurteilung von B anwendbare Gleichung 

OOC-t OOC-t 

av - aP = Bt aA pooc, (187) 

in welcher Gleichung ap für den Druck Pooc , der in der Bestimmung 
von av als Druck bei 0° C eingeht, zu nehmen ist. 

• 
Da meistens das Gasthermometer mit konstantem Volumen (Nr. 82) 

benutzt wird, liegen Bestimmungen der Ausdehnungskoeffizienten in ge-
ringerer Zahl als solche der Spannungskoeffizienten vor. Es seien 
genannt die von Chappuis (vergl. Fussn. 918). Vergl. ebenfalls die 
Bestimmungen von Regnault U6) und die Arbeit von Buckingham 928). 

82. Die absolute Temperatur und der absolute Nullpunkt. 
a) Die Bestimmung der absoluten Temperaturskala, eine für die Rech
nungen der vorigen Nummern nötige Grundlage, beruht teilweise ebenfalls 
auf der Anwendung der Zustandsgleichung, indem die Korrektionen 
an der direkten Angabe der Gasthermometer mit konstantem Volumen 
oder Druck (Enc. V 8, Art Bryan, Nr. 22), um dieselbe auf absolute 
Temperatur (vergl. Enc. V 8, Art. Bryan, Nr 22 und 9) zu reduziren, 
teilweise (oder, bei der später in dieser Nr. erörterten Annahme, ganz) 
nach Nr. 81 angebracht werden können. Wir werden diese Korrektion 
serlegen in die Korrektion des gewöhnlichen Gasthermometers auf die 
Skala, welche ffir ein Gasthermometer mit Gas gelten würde, welches 
sich in dem Avogadro'schen Zustande befindet, und in die Korrektion, 
welche von dieser Skala, welche man die Avogadroskala nennen 
könnte, auf die Skala der absoluten Temperatur führt, die wir die 
Kelvinskala genannt haben. 

Zur Bestimmung der letzteren Korrektion können mit dem Ther
mometergas angestellte Messungen des Joule-Kelvin-Effektes (Nr. 90) 
herangezogen werden 926), indem aus GI. ( 17 8 ), in der Tauf die Kelvin-

928) E. Buckingham. Bull. Bureau Standards (1907), p. 287. 
924) Vergl. die Arbeiten von J. P. Joule und W. Thomson, Phil. Mag. (4) 4 (1852)1 

p. 481, London Phil. Trans. 143 (1853), p. 857, 1.45 (18M), p. 321, 152 (1862), 
p. 579, J. Rose-Innes, Phil. Mag. (5) 45 (1898), p. 227, (5) 50 (1900), p. 251, (6) 2 
(1901), p. 130, (6) 6 (1903), p. 358, (6) 15 (1908), p. 301, H. Pellat, Paris C. R. 
186 (1903), p. 809, R. A. Lehfeldt, Nature 67 (1903), p. 550, Chem. News 87 (1903), 
p. 177, H. L. Callendar, Phil. M,ag. (6) 5 (1903), p. 48 (vergl. Fussn. 918), 
E. Buckingham, Fussn. 923. Für die Temperaturmessung mittels der Verdampfungs
wärme vergl. F. Henning, Verh. d. D. physik. Ges, 13 (1911), p. 645. In diesen 
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skala bezogen werden muss, was nötigenfalls durch T(Kl angegeben 

werden soll, und aus Gl. ( 128) mit Gl. (32), in der T sich auf die 

A11ogadroskala bezieht, was wir nötigenfalls durch T(A) angeben werden, 

in erster Annäherung als Beziehung zwischen jenen beiden Temperatur

skalen die Gleichung 

d In T<Kl = d In T\Al ·[1 + p j :n; - rRrT<Al (ddT<Al) lJ (138) 
In (A) (A) p %'sr=k9nst I 

abgeleitet wird. Die vorliegenden experimentellen Bestimmungen des 

Joule-Kelvin-Effektes (Nr. 90a) haben einen Unterschied zwischen der 

Kelvinskala und der Avogadroskala über das von denselben umfasste 

Temperaturgebiet nicht ergeben. Für hohe Temperaturen wird die Über

einstimmung beider Skalen innerhalb der bis jetzt erreichten Genauig

keitsgrenzen dargetan durch die Übereinstimmung zwischen der auf 

Strahlungsmessungen russenden Temperaturskala 27) und der Avogadro

skala. Bei tiefen Temperaturen steht der Realisirung der Kelvinskala 

durch Bestimmungen des Joule-Kelvin-Effektes die auch bei anderen 

Temperaturen schwer wiegende Schwierigkeit der Verwirklichung des

selben als isenthalpischen Prozesses entgegen 925). Man wird densel

ben in diesem Gebiet z. B. Bestimmungen von r v(A) für das Thermo

metergaB bei verschiedenen Drucken, die mittels GI. (1:12) Enc. V 3, 

Art. Bryan, oder Bestimmungen von >. (vergl. Fussn. 924), die mittels 

Gl. (138) Enc. V 31 Art. Bryan, die Korrektion von der Avogadro

skala auf die Kelvinskala zu berechnen erlauben, vorziehen. Wir haben 

mit Rücksicht auf die Tatsache, dass entgegengesetzte Ergebnisse nicht 

vorliegen, diese Korrektion Null gesetzt. 

Die Korrektion des Gasthermometers mit konstantem Volumen 926) 

(vergl. Einh. c) auf die Avogadroskala, bei jener Annahme zugleich die Kor-

Arbeiten wird sogleich die Gesamtkorrektion von Gasthermometerskala auf Kelvinskala 

behandelt, vergl. auch M. Planck (a] p. 132. 
925) Verg!. wegen dieser Schwierigkeiten J. P. Dalton, Fussn. 1095 (vergl. 

Fussn. 1107). 
Auf die Frage, wie die Kelvinskala zu realisiren ist für Temperaturen, bei welchen 

die Dampfspannung des Heliums zu gering geworden ist, um eine Anwendung als 

Thermometergas zu ermöglichen, obgleich dieselbe sich bei dem Studium der Zu

standsgleichung des festen Zustandes in diesem Gebiet stellen wird, gehen wir in 

diesem Artikel nicht ein. 
926) Wie die entsprechende Korrektion für das Gasthermometer bei konstantem 

Druck abzuleiten ist, ist einleuchtend. Wir beschäftigen uns weiter nur mit dem

selben bei konstantem Volumen. 
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rektion auf die Kelvinskala t(K)- tgas 11 , als fgasv = p- Pooc . 100, 
P10ooc-pooc 

ergibt sich in erster Annäherung zu t(A) - tgas v = 

__pooc. ~ ~B1()0oc(1+aA. 100)- Booc _ Bt (1 +aA t)- Bood. (139} 
aA Aooc ( 100 t ) 

D. Berthelot [b] legte seinen Berechnungen z. B. der Korrektionen des 

internationalen Wasserstoffthermometers (Einh. c) auf die Kelvin
skala seine Formel für ~ (vergl. Nr. 79b) zu Grunde, die er mit den 

Kompressibilitätsbestimmungen nahe der Normaldichte für verschiedene 

Gase nach dem Korrespondenzgesetz und besonders mit den gerrauen 

Messungen von Chappuis 927) über H2-, N2- und C02-Thermometer als 

übereinstimmend nachwies. Kamerlingh Onnes und Braak 928) verwen

deten dazu die aus ihren Isothermenbestimmungen 354) hervorgegangenen 

individuellen Virialkoeffizienten 367), was die Feststellung dieser Korrek

tionen für die tiefen Temperaturen bis -217° C ohne Extrapolation 

gestattete 929). 

b) Gl. (134) bzw. (136) geben an, wie aus Bestimmungen von Span

nungs- bzw. Ausdehnungskoeffizienten aA abgeleitet werden kann, ent

weder aus Bestimmungen von av oder ap bei verschiedenem (Anfangs-) 

Druck durch Extrapolation bis zum Druck 0, oder aus Bestimmungen 

bei einem Druck und Hinzuziehen von B1 und Booc (wenn nötig Ct und 

Cooc) aus Kompressibilitätsbestimmungen. Erstere Methode liefert aus 

Bestimmungen des Spannungskoeffizienten von N2 durch Chappuis und 

Harker 930) aA = 0,00366178. D. Berthelot [b] fand nach der zweiten 

aus Bestimmungen von Spannungs-, bzw. Ausdehnungskoeffizffinten und 

Kompressibilität von N2 sowie aus solchen von H2 in einem Hartglas

reservoir931) durch Chappuis 927) aA = 0,00366180. Wir runden ab zu 

aA = 0,0036618 und setzen dementsprechend 0° C =273°,09 K (Einh. c), 

welche Zahl Be·rthelot auch mit den Bestimmungen des Joule-Kelvin-

927) P. Chappuis. Trav, et Mem. Bur. internat. 13 (1907). 
928) H. Kamerlingh Onnes und C.Braak. Leiden Comm. Nr.101b(1907). Für 

das internationale He-Thermometer: H,Karnerlingh Onnes [e] Nr. 102b (1907). 
929) GI. (37) ist an diese Bestimmungen noch nicht angeschlossen. und gibt dem

entsprechend etwas verschiedene Werte, vergl. H. Kamerlingh Onnes und C. Braak, 
Leiden Comm. Nr. 97b (1907). 

930) P. Chappuis und J. Harker. Trav. et Mem. Bur. internat. 12 (1902). 
931) Die Bestimmungen an H1 in einem Platiniridiumreservoir lieferten etwas 

abweichende Werte. Vergl. auch E. H. Amagat, Paris C. R. 153 (1911), p. 854. 
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Effektes in Übereinstimmung fand und Kamerlingh Onnesund BraakDS2) 

mit ihren B-Werten aus dem Kamerlingh Onn68 und Boudin'schen 9SS) 

Spannungskoeffizienten von H2 ableiteten. 

B. Ausftihrungen zur Liquid-Gas-Konnodale und ihrer 
unmittelbaren Umgebung. 

83. Die Dampfspa.nnungsformeln. a) Die Liquid-Gas-Konnodale 

(vergl. Nr. 60 und 61) bietet ein sehr scharfes Mittel, um die Richtig
keit der Gibbs'schen Fläche entlang einer Linie zu prüfen. Kleine 
Formunterschiede dieser Fläche zeigen sich im Allgemeinen sogleich durch 
bedeutende Änderungen der Kurve. Man hat guten Grund, zu erwarten, 
dass eine thermische Zustandsgleichung, welche für die auf der Kanno
dale liegenden Dichten den richtigen Wert von p liefert, und die weiter 
auf den Avogadro'schen Zustand führt und nahezu geradlinige Isopyknen 
im p, T-Diagramm gibt (vergl. Nr. 42), bei höheren Temperaturen jeden
falls annähernd der Wirklichkeit entsprechen wird. So ist denn auch 
die Form, welche Clausius aw gab (Nr. 48e), gewählt, damit die Kanno
dale richtig herauskommt. Wir vereinen im Folgenden die Untersuchungen 
verschiedener Art, welche sich auf die Liquid-Gas-Konnodale beziehen. 
Auf viele Ergebnisse wurde bei den Betrachtungen der vorigen Abschnitte 
schon hingewiesen. 

b) Der Gleichgewichtsdruck Liquid-Gas für ebene 984.) Trennungs
flächen, Maximumdampfspannung, kurz Dampfspannung, stellt sich 
nur ein, wenn Flüssigkeit mit einer ebenen Fläche anwesend ist. Ist 
dies nicht der Fall, so wird der metastabile Zustand 985) bei bestimmter 

932} H. Kamerlingh Onnes und G. Braak, Leiden Comm. Nr. 101b (1907}, 
besonders p. 14 Fussn. 2. 

933} H. Kamerlingh Onnes und M. Boudin. Leiden Comm. Nr. 60 (1900}. 
!l3') Für den Gleichgewichtsdruck bei gekrümmten Flächen siehe Enc. V 9, Art. 

Minkowski, Nr. o (vergl. auch Fussn. 1.60). 0. Lehmann, Physik ZS. 7 (1.906), 
p. 392, sieht in der Erfahrung, dass z. B. 'l'röpfchen ungleicher Grösse während 
längerer Zeit nebeneinander bestehen bleiben können, einen Widerspruch gegen den 
Kelvin'schen Satz der Abhängigheit des Gleichgewichtsdruckes von der Obertlä
chenkrüromung. Man soll dabei aber nicht übersehen, dass solche Tröpfchen 
trotz verschiedener Krümmung ihrer verschiedenen Dichte wegen mit demselben 
Dampf in Druckgleichgewicht sein können und dass daher, wiewohl die Unterschiede 
des thermodynamischen Potentials dahin wirken müssen, dass schliesslich die klei
neren Tropfen in die grösseren aufgenommen werden, dieses eine sehr viel längere 
Zeit beanspruchen wird als das Überdestilliren, wenn im Dampf Druckunterschiede 
existiren. Vergl. auch Fussn. 795. 

935) Vergl. Fussn. 1.60. 
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Obersättigung 986) nur aufgehoben durch die Anwesenheit von be
stimmten Kernen 987). 

Dass die Dampfspannung nur durch die Temperatur bedingt wird 938), 

ist bezweifelt von Wüllner und Grotrian 939) sowie von Battelli 940), 

aber festgestellt durch die Versuche von Young 94.1), Tammann 942) und 

Julius 943) [vergl. Kohnstamm 944)]. 

936) G. T. R. Wilson siehe Fussn. 937. 
937) Staub im weitesten Sinne: I. Aitktm, Edinb. Trans. Roy. Soc. 30 (1880), 

p. 837, vergl. ibid. 39 (1897), p. 15 ; J. Kiessling, Gött. Nachrichten 188~, p. f22. 

Vergl. Mme. Curie, Paris C. R. 145 (1907)1 p. 1145, 147 (1908), p. 379; sowie 

J. Kiessling, Marburg Sitz.-Ber. 1904, p. 87; 1905, p. 49; E. Barkow, Diss. Mar

burg 1906, Ann. d. Phys. (4) 23 (1907), p. 317; E. Pringal, Ann. d. Phys. (~) 26 

(1908), p. 727; F. Richarz, Marburg Sitz.-Ber. 1908, p. 78; G. Leithäuser und 

R. Pohl, Verh. d. D. physik. Ges. 10 (1908), p. 249, 420; P. Lenard und G. Ram
sauer, Beideiberg Sitz.-Ber. 1911, 24. 

Ionen: R. von Helmholtz und F. Richarz, Ann. Phys. Chem. 40 (1890), p.161; 

C. T. R. Wilson, London Phi!. Trans. A 189 (1897), p. 2651 192 (1899), p. 403, 

193 (1900), p. 289, Proc. Roy. Instit. Great Britain 17 (1904), p. 458 [t•egenähnliche 
Kondensation von Wasser bei vierfacher (durch Expansion hervorgerufener) Übersät· 

tigung bei Anwesenheit negativer, bei sechsfacher Übersättigung bei Anwesenheit 

positiver Ionen [Anwendung dieses Unterschieds auf die Theorie der atmosphärischen 

Elektrizität I. J. Thomson, Phi!. Mag. (5) 46 (189ß), p. 533], wolkenähnliche Kon
densation bei achtfacher Übersättigung; Kondensation von andren Dämpfen als Wasser, 

die leichter auf positive Ionen stattfindet: F. G. Donnan, Phi!. Mag. (6) 3 (1902), 

p. 805, K. Przibram, Physik. ZS. 8 (1907), p. 561, Wien Sitz.-Ber. (2a] 118 (1909), 

p. 331, T. Il. Laby, London Phi!. Trans. A 208 (1908)1 p. 445). Anwendung auf 

die Zählung der Ionen siehe: I. 1. Thomson, Conduction of Electricity through 

Gases, Cambridge 1903, p. 121. 
Das Verhalten der verschiedenen Arten von Kernen (Nuclei), welches die zahl

reichen Versuche von C. Barus zeigen, ist noch nicht ganz aufgeklärt (Phys. Re
view 22 (1906), p. 82; Smithson. Contrib. 34 (1905); The Nucleation ofthe Uncon

taminated Atmosphere, Washington 1906; Condensation of Vapor as induced by 

Nuclei and Ions, Washington 1907; vergl. auch Nature 68 (1903), p. 5-18 und 69 

(1903), p. 103, 74 (1906), p. 619). 
938) Vergl. Fussn. 1014. 
939) A. Wüllner und 0. Grotrian. Ann. Phys. Chem. t1 (1880), p. 5~5. 

940) A. Battelli. Ann. chim. phys. (6) 25 (1892), p. 38. 
941) S. Young. Phi!. Mag. (5) 38 (189~), p. 569; Nature 73 (1906), p. 599; 

J. chim. phys. 4 (1906), p. 425. Auch Ramsay und Young, Phi!. Mag. (5) 37 (1894), 

p. 217. 
942) G. Tammann. Mem. Acad. Sc. St. Petersb. (7) 35 (18!!7) Nr. 9, p. 17, 

ebenso wie Julius »48), fand eine Vergrösserung des Dampfdruckes bei der Konden

sation bei unreinen Stoffen (vergl. Fussn. 150 und Nr. 67e), welche nach Reinigung 
verschwand. 

943) V. A. lulius. Amsterdam Akad. Versl. Jan. 1897. 
944) Ph. A. Kohnstamm. Diss. Amsterdam 1901, p. 121 u. f. 
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c) Die Rechnungen um Pkoex als f ( T) aus der Zustandsgleichung 

mit Hülfe des Maxwell'schen Kriteriums GI. ( 5) zu finden \J45) ( vergl. 

e), führten nicht auf explizite Gleichungen. Es liegt auf der Hand, die 

Resultate in derselben Weise als experimentelle Tatsachen, also durch 

empirische Formeln, zusammenzufassen (vergl. g). 

Wenn man 227) aus der van der Waals'schen Hauptzustandsglei

chung mit konstanten aw, bw, Rw graphisch das Dampfspannungsgesetz 

ableitet, findet man dasselbe annäherend 94ß) durch die in Gl. ( 12) 

niedergelegte van der Waals'sche Dampfspannungsformel wiederge

geben, wobei f w den Wert f wh = 1,5 hat (für Briggische Logarith

men) 947). Der experimentelle Mittelwert für normale Stoffe. mit mittleren 

kritischen Temperaturen (vergl. Nr. 37c) 948) ist fwe = 2,9 (vergl. {). 

945) Solche Rechnungeu sind für die Clausius'sche Zustandsgleichung GI. (81) 

ausgeführt von M. Planck, Ann. Phys Chem. 13 (1881), p. 535, R. Clau.,ius, Ann. Phys. 

Chem. 14 (1881), p. 279, 692, J. J. van Laar, ZS. physik. Chem. 11 (1893), p. 433. 

Für Ge= 1 und ßc = 0 (Nr. 48e) können dieselben auf die van der Waals'sche GI. (6) 

mit konstanten aw, bw, Rw angewendet werden. H. Hilton, Phi!. Mag. (6) 1 (1901), p. 579, 

(6) 2 (1901), p, 108, P. Ritter, Wien Sitz.-Ber. [2a) 111 (Hl02), p.1046 und /, P. 

Dalton, Phi!. Mag. (6) 13 (1907), p. 517 operirten mit der reduzirten van der 
Waals'schen GI. (18). F. G. Donnan, Nature 52 (1895), p. 619, zeigte, wie man aus 

der van dP-r Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw durch 

Benutzung der Gleichung für die gerade Mittellinie, welches Verfahren also eine 

Annäherung einschliesst (vergl. Fussn. 955), eine explizite Gleichung erhalten kann. 

Für niedrige reduzirte Temperatur folgt nach/. D. van der Waals [e] Juni 1903, 

vergl. M. Planck [a] p. 277, durch Anwendung des Maxwell'schen Kriteriums aus 

der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw die GI. (140) 

mit aRw =log 27 Pk und bRw =- 27f8 Tk • Mbrigg. Achtet man aber darauf, dass 

bei tiefen Temperaturen Rw für den flüssigen bzw. glasig-amorphen Zustand wegen 

anwachsender Assoziation (vergl. Nr. 4-9) sich der Null nähert, sodass statt 

')lllq - 'YvA = 0, wie der van der Waals'schen Hauptzustaudßgleichung mit kon

stanten aw, bw, Rw entspricht, etwa 'Yllq - 'YvA = c0 + c1 T (vergl. Fussn. 953) 

zu !Iatzen ist, so ergeben sich das logarithmische und das mit Tproportionale Glied 

in GI. (146). 
946) Die Annäherung des aus der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung 

mit konstanten aw, bw, Rw abgeleiteten Dampfspannungsgesetzes an GI. (12) ist 

aber weniger gut als die Annäherung, die z. B. die Beobachtungen an 002 an die

selbe ergeben, vergl. /. P. Kuenen (b) p. 101. 
947) Der Index h deutet auf die Hauptzustandsgleichung. Beim kritischen 

Punkt ergibt sich strenge (wh = 1,74 (vergl. Nr. 41a). J. J. van Laar, Arch. 

Teyler (2) 9 (1905), p. 413, findet bei etwa t = 0,5 mit Zuhilfenahme des 

Cailletet-Mathias'schen Satzes (Nr. 85) (w = fw0 ( 1- 4 t). Vergl. auch /, P. 

Dalton, Fussn. 945. Für tiefe Temperaturen vergl. Fussn. 945., 
948) H. v. Jüptner, ZS. physik. Chem. 55 (1906), p. 738, 60 (1907), p.101, 63 

(1908), p. 355 [vergl. auch H. Kamerlingh Onnes und W. H. Keesom, Leiden 
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d) An Stelle von Gl. (5) kann zur Ableitung des Dampfspannungs
gesetzes jede andere Fassung der thermodynamischen Gleichgewichts
gesetze herangezogen werden, z. B. die Gleichheit der thermodynami
schen Potentiale 1149). Auf letztere führt die kinetische Theorie der Ver
dampfung 950). V an der W aals 951) zeigte, dass dieselbe eigentlich eine 
kinetische Theorie der Gleichheit der thermodynamischen Potentiale ffpT 
in Dampf und Flüssigkeit ist. Es wird nämlich die Zahl der aus jeder 
Phase in die andere eindringenden Moleküle auf Grund des Maxwell
Boltzmann'schen Geschwindigkeits- und Dichteverteilungsgesetzes be
rechnet. Die Gleichsetzung dieser Zahlen, aus welcher dann weiter die 
Dampfspannungsformel folgt, ergibt dieselbe Gleichung wie die Gleich
setzung der ffpT· 

e) Man hat die Kenntnis der Zustandsgleichung im metasta--
bilen und labilen Gebiet umgangen, 
gleichungen der Flüssigkeit und des 

indem man 952) die Zustands
Dampfes 953) mit dem Satz 

Comm. Nr. 104a (1908), p. 8 Fussn. 3] findet in fw (bei nicht korrespondirendem T) 
ein Minimum (vergl. Fussn. 947). Für Argon ergibt sich eine Abnahme von 
(w bei abnehmendem T: H. Kamerlingh Onnes und C. A. Crommelin, Leiden 

Comm. Nr.120a (1911), für Helium: H. Kamerlingh Onnes [e) Nr. 119 (19H),124a 
(1911), sogar eine Abnahme von (wk = 1,95 auf fw = 0,9 bei tiefer Temperatur. 
Dagegen ergeben die Beobachtungen von Keesom P71) und die von Brinkman 971) 

für C02 sowie die von letzterem für CH8 Cl eine Zunahme von (w bei •on 7'k aus 
abnehmendem T (vergl. aber wieder (w für 002 nach den Beobachtungen von Ama
gat und von Kuenen und Robson, Kuenen (c] p. 101); ebenso, aber weniger ausge
prägt, die von Ramsay und Young 865) für Äthyläther. Statt der von v. Juptner 
gegebenen verwickelten Darstellung von fw wäre eine Entwicklung nach T-1 nach 
dem Muster von GI. (1'4) und (145) vorzuziehen. 

949) E. Riecke, Ann. Phys. Chem. 53 (1894), p. 379, wandte dies auf die van 
der Waals'sche 'Hauptzustandsgleichung (6) mit konstanten aw , bw , Rw an. 

950) Von H. Kamerlingh Onnes [b) p. 1, [d) p. 115; später von W. Voigt, Gött. 
Nachr. 1896, p. 341 und 1897, p. 261, C. Dieterici, Ann. Phys. Chem. 66 (189f!), p. 826. 

951) J. D. van der Waals [e] Jan. 1895. 
952) J. W. Gibbs (c] p. 213. L. Grae{z, ZS. für Math. und Phys. 49 (1903), 

p. 289. W. Voigt, Thermodynamik, Leipzig 1904, Bd. 2, p. 60. 
953) Für den Dampf: p Vvap = RT, für die Flüssigkeit vuq= konst. und gegen 

vvap zu vernachlässigen (welche Annahmen für genügend niedrige Werte von t gelten) 
und weiter ')'liq - 'YvA (verg]. Nr. 88 und 54) = konst. Man kommt hiermit zu 
GI. (143), in der dann aber die Koeffizienten für niedrige Werte von t ausgedrückt 
sind in 'Yliq, 'YvA, R und Ai bei einer bestimmten Temperatur, wodurch die 
empirische GI. (143) eine theoretische Bedeutung gewinnt (besonders betont von 
Kraevitch, Fnssn. 954, vergl. auch J, Bertrand, Thermndynamique, Paris 1887, 
p. 92). Behufs Erweiterung dieser Gleichung könnte man für jene Grössen em
pirische Formeln, wie pvvap = R T {1 + B(P) p + ... J (vergl. Nr. 78), VJiq 
= "o (1 + « 1 t + ... ) (vergl. Nr. S6c), 'Yliq - ')"vA = c0 + c 1 t ••• (vergl. Fussn. 
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der Gleichheit der thermodynamischen Potentiale 954) verbunden hat. 

Setzt man an Stelle des thermodynamischen Gleichgewichtsgesetzes 

oder eines mit diesem aequivalenten kinetischen Prinzips einerseits 955) 

oder an Stelle der Zustandsgleichung andrerseits 956) eine Beziehung 

zwischen thermischen 955) oder zwischen thermischen und aus thermischen 

ableitbaren kalorischen Grössen (vergl. Fussn. 56) 956), so muss zuerst 

bewiesen werden, dass diese mit den thermodynamischen Prinzipien 

bzw. der Zustandsgleichung allgemein verträglich ist 957) bzw. müssen 

die Grenzen de'r Gültigkeit der Ableitung angegeben werden. 

f) Der in c gefundene Unterschied zwischen fwh und (we kann 

nach van der W aals 958) erklärt werden durch die Variabilität von 

bw, welche durch die Zustandsgleichung des Moleküls (Nr. 43) ausge

drückt wird. Dies wird bestätigt durch die von van der W aals für 

etwa t < 0,6 mit der einigermaassen empirischen Annahme fz = 1 

und verschiedenen Vernachlässigungen durchgeführte Rechnung, welche 

nahezu fw = 2,9 ergibt 959). Man kommt dabei wegen fz = 1 zu der 

9'5) anwenden. Graetz 91'} entnahm B(p) der van der Waals'schen Hauptzustands

gleichung mit konstanten aw, bw, Rw und setzte V!iq = konst., aber nicht zu ver
nachlässigen gegen vvap. Eine andre Erweiterung gibt Gibbs Fussn. 952. Für Nernst 
vergl. weiter i. 

95') Statt dessen hat man auch die Clapeyron-Clausius'sche Gl. (107) oder 
mit dieser aequivalenten benutzt. So: W. J. M. Rankine, Phi!. Mag. (4) 31 (1866), 
p. 199. H. Hertz, Ann. Phys. Chem. 17 (1882), p. 193. G. Kit•chhoff, Vorles. über 
die Theorie der Wärme, Leipzig 1894, p. 95. K. D. Kraevitch, Phi!. Mag. (5) 37 

(1894), p. 38. 
955) Donnan 1141) ersetzt das thermodynamische Gleichgewichtsprinzip durch 

den Satz der geraden Mittellinie (Nr. 85). Es ist dies für die Fälle, wo derselbe 
mit der Zustandsgleichung stimmt, wie im Falle der van der Waals'schen Haupt
zustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw, erlaubt, doch ist die Bestimmung von 
vuq mit Hülfe einer empirischen Dampfspannungsformel viE'l genauer als die umge
kehrte Bestimmung von p aus VJiq, auf welchejenes Verfahren bei niedrigem t führt. 

956) Man hat z. B. gesetzt (vergl. Nr. 87a) ;.. = J.ooc - l t [dies gibt mit 
den Vliq und Vvap betreffenden Annahmen von Fussn. 953 die GI. (143), mit l = 0 
GI. (140)]. So A. Dupre, Ann. chim. phys. (4) 3 (1864), p. 76; Theorie mecanique 
de Ja Chaleur, Paris 1R69, p. 97. Van der Waals, Diss. Leiden 1873, p. 122. 
U. Dühring, Ann. Phys. Chem. 52 (1894), p. 576, erweiterte die ;.. betreffende 
Annahme zu GI. (162). ~'ür Nernst vergl. i. 

957) Wenn Bakker, ZS. physik. Chem. 18 (1895), p. 654, behufs Ableitung der 
Dampfspannungsformel neben der Zustandsgleichung und der Clapeyron~Clausius'
Bchen Gleichung noch den Satz der geraden Mittellinie (Nr. 85) annimmt, so ist diese 
Notwendigkeit besonders dringend. 

958) /. D. van der Waals [e] Juni 1903. 
959) Da in der Nähe von Tk für normale Stoffe mit nicht tiefer kritischer 
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Vorstellung, dass die Moleküle im Flüssigkeitszustande ungefähr die 
Hälfte des Kernvolumens im Gaszustande ausfüllen. Es ist aber der 
Unterschied zwischen f wh und f we wohl nicht ausschließBlich auf die 
Variabilität von bw zurückführen, da auch die Bildung von Konglome
raten in Betracht kommt (vergl. Nr. 48 und 4:9), wie auch aus den 
Betrachtungen von van der W aals über die Scheinassoziation hervor
geht 960). 

g) Von den empirischen Formeln 961) (vergl. für die Konstanten 
Nr. 84:) erwähnen wir neben der von August 962)-Rankine 969)-van der 

Waals [vergl. GI. (12) und Fussn. 945]: 

log Pkoex = aRW + bRw T-t, (140) 

die von Biot 964) : log Pkoex = a + b ß <t-to> + c ,- <t-to>, (141) 

" " Roche-Antoine 965): log Pkoex = a + b (t + e)-1, {142) 

" " 
Kirchhoff-Rankine-Dupre 966): log Pkoex =a + b T-1 + 
+ c log T, (143) 

" " 
Wrede-Rankine-Keesom 967) : log Pkoex - aRK + bRK T-'1 + 
+ CRK T-2, (144) 

Temperatur auch {w = 219 gefunden wird (van der Waal& [e] April 19011 p. 703), 
ist es wahrscheinlich, dass die Hauptzustandsgleichung Gl. (6) mit GL (M) über das 
ganze Gebiet mit genügender Annäherung die Dampt:~pannungsformel für jene 
Stoffe liefert. 

960) Vergl. Nr. 45b, und für Beziehungen zwischen {wk • .Mb~g = K1 zu ande
ren Grössen Fussn. 464. 

961) Siehe weiter Winkelrnann's Handbuch der Physik III (zweite Auflage) 
p. 949 ; Chwol&on, Lehrbuch der Physik 111, Braunschweig 1905, p. 733. K. TBUI'Uta, 
J. de phys. (3) 2 (1893), p 272, fand Pkoex=a+bT+cT1 für 001 zwischen0°0 
und Tk geeignet. Vergl. noch Ph. A Guye, zs. physik. Ohem. 56 (1~06), p. 461 
und A. Keindorlf, Fussn. 588. 

962) E. F. August, Ann. Phys. Chem. 13 (1828), p. 129; Wrede (Fussn. 967) ; 
F. Strehlke, Ann. Phys. Chem. 58 (1843), p. 334; Holtzmann, Ann. Phys. Chem. 
Ergbd. 2 (1848), p. 183. 

963) W. J. M. Rankine. Edinb. New Phil. Journ. 1849, Mise. Scientif. Papers, 
London 188f, p. 1. Weiter Phi!. Mag. 1854; Papers p. 4t0. 0. PiUing, Physik. 
ZS. 10 (1909), p. 162, findet für einige Stolle über ein nicht sehr ausgedehntes 
Temperaturgebiet log Pkoex = a + b 'r-312 geeignet. 

964) Biot. Oonnaissance des Temps 18391 Additions p. 19; 18441 Add. p. 3. 
965) Roche, siehe .Mem. de l'lnst. 10 (1831), p. 227. Ch. Antoine. P-ris 0. R. 

107 (1888), p. 681, 778, 836, Ann. chim. phys. (6) 22 (1891), p. 281. 
966) G. Ki•·chhoff, A~n. Phys. Ohem. 104 (1858), p. 612. Rankine Fussn. 9M. 

Dupre ~·ussn. 956. 
967) F. v. Wrede, Ann. Phys. Chem. 53 (184.1), p. 225. Rankine Fussn. 963. 

W. H. Keesorn [a]. 
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und die von Rankine-BoHe 968): log Pkoex = aRs + bRs T-1 + CRs T-2 + 
+ dRB T-3 969). ( 145) 

GI. (140) und {143) sind an theoretische Ableitungen (Fussn. 227, 

945, 953, 956) angeschlossen worden. Man kann das Auftreten des 

Gliedes mit log T mit einer linearen Änderung von ?-'!iq-YvA 945) 953) in 

Beziehung bringen. Wenn sich eine beschleunigte Änderung zeigt, so 

kommt noch das der Temperatur proportionale Glied von Nernst hinzu 

(siehe i und Fussn. 945 ). 

GI. (141) wurde von Regnault 970 ) zur Darstellung seiner Messungen 

benutzt. 

GI. ( 144) und ( 145) schliessen sich als nächste Schritte in der 

Entwickelung nach T-1 bei GI. (140) an (vergl Nr. 84a, Fussn. 986) 971). 

h) GI. (142) führt auf eine von T = 0 verschiedene Verdamp
fungsgrenze912), (141) auf gar keine, weil (140), (143), (144) und 

(145) nur für T = 0 eine Dampfspannung 0 geben. Wiewohl bei 

tiefen Temperaturen die Dampfspannung äusserst klein (bei t = 0,?. 

für Hg etwa p = 10-9) wird, scheint doch eine von T = 0 verschie

dene schroffe Verdampfungsgrenze nicht zu bestehen (vergl. Fussn. 790). 

Vergl. für tiefe Temperaturen auch i. 

i) Die Messungen der Dampfdrucke bis zu tiefen Tempera

turen haben eine besondere Bedeutung bekommen, seitdem Nernst 973) 

968) Rankine Fussn. 963. E. Bose. Physik. ZS. 8 (1907), p. 94.4. (vergl. auch 
Fussn. 986). Es zeigt sich diese der Nernst'schen (vergl. i) mit gleicher Kon
stantenzahl bei höheren Temperaturen bis zur kritischen überlegen. 

969) Statt von GI. (140) ausgehend durch Weiterentwicklung des zweiten 
Gliedes in eine Potenzreihe, wie durch GI. (144) und (145) geschieht, näheren 
Anschluss an die Beobachtungsresultate zu bekommen, kann man diesen auch durch 
eine entsprechende Weiterentwicklung des ersten Gliedes jener Gleichung erzielen. 
Tatsächlich fand I. W. Cederberg, ZS. physik. Chem. 77 (1911), p. 707,dassHinzu
fügung von einem mit log2p proportionalen Glied einen guten Anschluss bewirkt. 

970) Biot, Connaissance des Temps 1844, Add. p. 3, Regnault, Mem. de l'Inst. 
21 (1847), p. 592; 26 (1862), p. 647. Diese Gleichung wurde ebenfalls sehr aus
führlich geprüft von S. Young, Dublin Proc. Roy. Soc. 12 (1910), p. 374.. 

971) Nach Keesom [a] p. 53 kann für 002 , nach Brinkman, Diss. Amsterdam 
(1904.), p. 4.0 ebenfalls für CH3 Cl, in der Nähe von t = 1 in GI. (144) statt der 
dritten Konstante CRK, - bRK geschrieben werden (vergl. Fussn. 982). GI. (144) 
wurde auch benutzt von C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr.115 (1910), für Argon. 

972) J. A. Groshans, Ann. Phys. Chem. 104 (1858), p. 651. E. Duhring, Neue 
Grundgesetze zur rationellen Physik und Chemie, Leipzig 1878, p. 88. 

973) W. Nernst [a], llerlin Sitz.-Ber. 52 (1906)1 p. 933, [!:), vergl. auch [c) 
p. 699. 
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sein neues Wärmetheorem aufgestellt hat, welches die Tatsache, dass 
bei nicht zu hohen Temperaturen die Änderung der freien Energie 
ffVT"- ffv/ bei einer chemischen Reaktion oder einer Aggregats
änderung zwischen kondensirten (kristallinischen oder glasig-amorphen) 
Stoffen von der Energieänderung ffsv" - ffsv' relativ nicht viel 
verschieden ist, dahin interpretirt, dass bei T = 0 für eine solche 
S' - 8' = 0 ist 974) 975). Aus diesem Wärmetheorem ergibt sich das 
Gesetz, nach dem das chemische Gleichgewicht in homogenen gas
förmigen Systemen kleiner Dichte oder in verdünnten Lösungen bestimmt 
ist durch die Reaktionswärme als Funktion der Temperatur und einer 
jedem 976) der reagirenden Stoffe eigenen, aus der Dampfdruckkurve zu 
ermittelnden chemischen Konstante. Nernst leitet seine Dampfdruck
formel 977) 978) 

Äo T ENE T n 
log Pkoex = - 4 5 71 T + 1 '7 5 log - 4 5 71 + '-'NE• 

I I 

(146) 

in der Äo die bis T = 0 extrapolirte Verdampfungswärme, eNE eine aus 
der Verdampfungswärme oder den spezifischen Wärmen zu bestimmende, 
CNE die chemische Konstante ist, ab aus GI. (107) mit 

(147) 

wo er für T = 0 provisorisch (vergl. Nr. 74e) dJ..fdT = 'YpA- 'Ykond = 3,6 
(Nr. ö6b) annimmt, und 979) 

Pkoex {Vvap - Vkond) - RT (I - Pkoex/Pk)• (148) 

97') Nach S. Arrhenius, Rev. gen. des sc. 22 (1911), p, 261, wäre S"-S' 
nicht exakt = 0, aber klein gegen den entsprechenden Unterschied bei nicht kon
densirten Systemen. 

975) Vergl. Nr. 74e die von Planck gegebene erweiterte Fassung, nach der 
S bei T = 0 unabhängig vom Zustand des kondensirten Systems ist. 

976) Die Stoffe, die zugleich im kondensirten Zustand als Bodenkörper anwesend 
sind, fallen hierbei aus, vergl. Nernst, Fussn. 973. 

977) Vergl. auch die Ableitung in Fussn. 9'5; aus dieser geht hervor, dass die 
Konstante 'NE mit dem Anwachsen des Assoziationsgrades der Flüssigkeit nach 
tiefen Temperaturen hin zusammenhängt. Vergl. noch M. Planck [a) p. 275, 

978) Vergl. R. Naumann, Diss. Berlin 1907, E. Fnlck, Physik. ZS. 9 (1908), 
p. 433 (festes und flüssiges COJ. Dass GI. (140) über ein grosses Temperaturgebiet 
annähernd zutrifft, ist nach Nernst einer teilweisen Kompensation der Glieder mit 
T und log T zuzuschreiben. 

979) Es wird hier bei den in Betracht kommenden niedrigen Temperaturen der 
Unterschied zwischen Vsol und VJiq gegen Vvap vernachlässigt. 
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Die Ermittlung von ONE für verschiedene Stoffe ergab dann ange

nähert die Beziehungen ONE = 1,1 fwe (vergl. c) und = 0,14 ÄM.{Tkoex P=i 

(vergl. Nr. 87b). 

84. Korrespondenz der Da.mpfspa.nnungsformeln. Siedepunktsregeln. 
a) Das Korrespondenzgesetz verlangt zwischen den individuellen Werten 
der Konstanten bei verschiedenen Stoffen in den Dampfspannungsformeln 
von Nr. 83g und i solche Beziehungen, dass GI. (20) entsprechend die 
reduzirten Gleichungen für alle jenem Gesetze unterliegende Stoffe die
selben werden. Es wäre, der stufenweisen Entwicklung980) vom kritischen 
Punkt aus entsprechend, nacb den GI. (140), {144) und (145) 981) 

nach van dm· W aals : log Pkoex = fwk ( 1 - t-1), {149) 

nach Keesom 982): log Pkoex = fKk (1- t-1) + 9Kk (1 - r-1)2, (150) 

nach Bose 983) : log Pkoex = fsk ( l - t-1) + 9Bk ( 1 - t-1) 2 + 
+ iJBk (1-t-1) 8• (151) 

Die Nernst'sche Formel {146), wenn bis zu Tk gültig vorausge
setzt 984), gibt : 

log Pkoex = kNE logt+ tNE (1 - t) + fNE (1- t-1). (152) 

b) Die in vielen Fällen zutreffende Anwendbarkeit des Korrespon
denzgesetzes ist (vergl. Nr. 37) besonders durch die ausgedehnten und 
genauen Messungen von Y oung 985) bewiesen, welche Messungen eben-

980) Für die Ableitung aus der empirischen reduzirten Zustandsgleichung (mit 
eventuellet· Berücksichtigung der Deviationsfunktionen, Nr. 88, und der Störungs
funktion, Nr. 50) wäre diese zuerst nach 11 - 1 und t-1 - 1 zu entwickeln, und 
dann auf die so erhaltene Gleichung das MaxweU'sche Kriterium anzuwenden [vergl. 
J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Nr. 8l (1902), p. 5]. 

981) Für die Vergleichung von GI. (143) mit dem Korrespondenzgesetz siehe 
Graetz, Winkelmann's Handbuch der Physik, 2te Aufl. 111, p. 958, nach Rechnungen 
von JuZi'USburger, Ann. d. Phys. (4) 3 (1900), p. 618. 

982) Fussn. 971 entsprechend für 001 und CH8 Cl in der Nähe von Tk: 
log Pkoex = fwk (1-t-1) t-1 (vergl. Fussn. 987). Für die unmittelbare Nähe von 
Tk vergl. Nr. 50b<y. 

983) Dte Koeffizienten der Bose'schen Gleichung wurden nicht nach der Korre
spondenz geprüft. 

984.) Vergl. Fussn. 968 und Nernst [a] p. l5. 
985) S. Young [a], (b] (vergl. J. D. van der Waals Jr., Amst. Akad. Versl. 

Nov. 1.896, p. 248) für verschit>dene Stoffe, u. A. Halogenester und Benzol, S. Young 
und G. L. Thomas J. Chem. Soc. G3 (1893), p. 1191 sodann für verschiedene 
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falls die Abweichungen von demselben klargelegt haben 986) (vergl. 
Nr. 34b). Nernst 973) findet für die verschiedenen nicht assoziirten Stoffe 
kNE = l, 76 (seine in Nr. ö6b und 74e erwähnte Annahme betreffs der spezi
fischen Wärme bei T = 0 entspricht diesem Ergebnis, vergl. aber die 
jüngeren Ergebnisse bezüglich ,... ebenda), weiter tNE: fNE = konst. 987), 

fNE dann aber, Nr. 34:b entsprechend, einerseits mit dem Molekular
gewicht, anderseits mit der Atomzahl variirend 988). 

Der in Nr. 6ö erwähnten nach der kritischen Temperatur fortschrei-

Ester (siehe auch Yott:ng [c]). Dieselben nehmen Fluorbenzol zum .Ausgangs
punkt, entnehmen T:k und Pk der direkten Beobachtung und tlk einer Extra
polation nach der geraden Mittellinie (Nr. 85}. Nach Young wäre 'koex besser 
geeignet zur Charakterisirung von übereinstimmenden Zuständen als tkoex (vergl. 
Nr. 86b). Es ergibt sich, nach 'koex geordnet, Vllq in ausgezeichneter Übereinstim
mung, tkoex nicht so gut und ebenfalls Vvap nicht. Young und Thomas I. c. finden 
eine systematische Änderung von tkoex für bestimmte 'koex in homologen Reihen, So 
findet Young Rep. Brit, Ass. 1898, p. 831 bei den von ihm untersuchten normalen 
Stoffen tkoex mit höherem Molekulargewicht grösser: für die drei normalen Paraffine: 
Pentan, Hexan und Heptan, und dazu 0014 und SnC14 Vliq kleiner, Vvap grösser mit 
höherem Molekulargewicht. Young [d] wies dann noch eine vortreffliche Überein
stimmung des Benzols mit Isopentan nach. 

986) Ph. A. Guye, Arch. sc. phys. et nat. (3) 31 (1894}, p. 170, 463, be
nutzt, wie zuerst van der Waals [a] p. 158, (w als Kriterium der Ähnlichkeit 
(vergl. Nr. 87c), besonders um assozürte Stoffe zu unterscheiden. Bei letz
teren wie Wasser, Äthylalkohol, trifft nach Nernst auch die Fussn. 978 erwähnte 
angenäherte Kompensation zu, aber ist fNE sehr verschieden. Starkweather, AmPr. 
J. of Sc. ( 4) 7 (1899}, p. 139, wandte schon für Wasser die Formel log Pkoex = a + 
bT-1 + cT-2 + dT-3 an (vergl. Nr. 83g}. [Vergl. auch Ekholm, Ark. f. Mat., Astron, 
och Fysik 4 (1908) Nr. 29, zitirt nach Fortschr, d, Phys. 64, 2, p. 568]. 

987) Nach Nernst [aJ ist fNE : tNE = 2,36. Die aus GI. (152} hervorgehende 

Beziehung K1 = kNE + (fNE- tNE) Mb'rt~g geht dann mit kNE = :1,75 über in 
-t 

K. = 1,75 + 0,576 fNE Mbrtsg, wodurch fNE bzw. tNE mit den van der Waals'schen 
Regeln für K 6 9111)' verknüpft sind. Man firidet dann weiter für Stoffe mit kleinem 
fNB und demnach kleinem K 0 tiK > 0 und fw von Tk nach kleinerem T abnehmend, 
für solche mit grösserem K. fK < 0 und fw von Tk nach kleinerem T anfangs 
zunehmend (vergl. Fussn. 982), spiter durch ein Maximum hindurchgehend. Es 
stimmt dieses im Allgemeinen mit den in Fussn. 968 erwähnten Messun!!;Sergeb
nissen, nicht aber mit den Angaben von JfeptnBY''s ebenda, Vergl. E. C. Bingham, 
J. Amer. Ohem, Soc. 28 (1906), p. 717, für das Studium der individuellen fNE nach 
den Atomen zuzuschreibenden Parametern. Nernst [a] gibt für H1 fNE = :1,65, für 
C01 2,94. In den Verschiedenheiten der Werte von f~>E äussern sich die verschie
denen Werte von A01 ENE und CNE (Nr. 88i) für verschiedene Stoffe. 

988) Nach Rappel, Physik. ZS. 8 (1907), p. 204, wären die Stoffe in Bezug auf 
ihre Dampfdruckkurven in drei Gruppen (Nr, Ma), die der ein-, der zwei-, und 
der mehratomigen einzuteilen. Vergl. Fussn. 989. 
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tenden Deformation der Energieflächen werden nach Tk zu ordnende 

Veränderungen der Koeffizienten fwk, bezw. fKk. !lKk• oder fsk, !lsk, bsk. 

entsprechen. Vergl. für fwk z. B. die Werte dieser Grösse für He und A 989) 

mit denen für N2, 0 2 und weiter für Stoffe mit mittleren kritischen 

Temperaturen 990) 991) (vergl. für die Beziehung zu dem Gesetz der 

mechanischen Ähnlichkeit Nr. Mc und 37c und zu dem Nernst'schen 
Wärmetheorem Nr. 83i). 

c) Nach dem Korrespondenzgesetz, bzw. mit Hilfe von Devia

tionsfunktionen (vergl. Nr. 88) wären auch die zahlreichen Siede

punktsregelmässigkeiten 992) zu behandeln und auf Regelmässigkeiten 

in den individuellen kritischen Parametern bzw. der Deviations

runktionen zurückzuführen. Dies fällt ausserhalb des Rahmens dieses 

Artikels 

989) Für He und A siehe Fussn. 948. Die Einteilung von Fussn. 988 
(vergl. Nr. 86) wird bei grösser Verschiedenheit der kritischen Temperaturen durch 
den Einfluss der letzteren überwogen (vergl. Nr. 8ob und Fussn. 399). Für !IK vergl. 
Fussn. 987. 

990) Siehe J. P. Kuenen [c] p. 142. 
991) Für die von van der Waals neuerdings gegebenen Beziehungen der mit 

fwk = fwk unmittelbar zusammenhangenden (vergl. Fussn. 960) Grösse K6 zu anderen 
sich auf den kritischen Punkt Liquid-Gas beziehenden Grössen vergl. Fussn. 464, 
für die von van der Waals eingeführte, eine Beziehung zwischen Jlkoex, tliiq und 
tlvap ergebende Funktion ltvR Nr. 4:ob. 

992) V an der Waals [a] p. 149 zeigte, dass die Dühring'sche [siehe Ann. Phys. 
Chem. 11 (·1880), p. 163, weiter Ann. Phys. Chem. 52 (1894), p. 556 und E. Colot 
Paris C. R. 114 (1892), p. 653] Beziehung zwischen Siedetemperaturen, die dem
selben Druck für verschiedene Stoffe angehören, Tkoex p = q T'koex p + r aus 
GI. (20) folgt, wenn Pk = p'k. Die Ramsay- und Young'sche [Phi!. Mag. (5) 21 
(1886), p. 33, 135, vergl. Young [b] p. 510, Young und Thomas, J. Chem. Soc. 63 
(1893), p. 1258, Young, Brit. Ass. Rep. 1904, p. 494, Ramsay und Travers, T,ondon 

Phil. Trans. A 197 (1901), p. 68) Beziehung: T ;"!x P = q T' ;:o!x P + r [mit 

r = 0 für verwandte Stoffe, was schon J. A. Groshans, Ann. Phys. Chem. 78 
(1849), p. 112, vergl. Ann. Phys. Chem. 60 (1897), p. 169, für alle Stoffe als gültig 
meinte] wurde von Ayrton und Perry [Phil. Mag. (5) 21 (1886), p. 255], J. D. Everett 
(Phi!. Mag. (6) 4 (1902), p. 335, vergl. auch A. W. Porter, Phi!. Mag. (6) 13 (1907), 
p. 724] auf GI. (HO), von S. A. Moss [Phys. Rev. 16 (1903), p. 356, vergl. 25 
(1907), p. 453, 26 (1908), p. 439] auf GI. (144) mit einer festen Beziehung zwischen 
den Koeffizienten zurückgeführt [ vergl. G. Bakker, Diss. Amsterdam (Schiedam) 1 888, 
p.17]. Vergl. weiter die im nächsten Absatz dieser Fussn. zitirte Arbeit von Young, 
und G. Urbain und C. Seal, Paris C, R. 152 (1911), p. 769. 

~'ür das Kopp'sche Gesetz der Siedepunktsregelmässigkeiten in homologen 
Reihen vergl. Ostwald [a], p. 3~5 u. f., Young, Brit. Ass. Rep. 1904, p. 488, Phi!. 
Mag. (6) 9 (1905), p. 1, H. Ramage, Nature 69 (1904), p. 527. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V.1. 59 
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85. Oailletet und :Ma.thias' Gesetz der geraden Mittellinie. 
a) Dieses Gesetz 99S) wurde gefunden durch die Darstellung der Grenz
linie im p, T·Diagramm [siehe Fig. 7o 994)]. Die Kurve ist einer Parabel 
ähnlich 995) und hat, der linearen angenäherten Beziehung GI. (11) 

01 

zwischen ! (Puq + Pvap) und T entspre
chend, eine nahezu gerade Mittellinie. 
Wir schicken die Behandlung dieser der 
Behandlung der Dichten der Flüssigkeit 
und des Dampfes an und für sich 
(Nr. 86) voraus 996). 

Besonders genau fand Y oung 997) das 
~'1141' 

-h ...... -......"~o.,.· -=====11}():;:;;;=. =----..,..-,--;2.007m' Gesetz der geraden Mittellinie bei n. Pentan 

Fig. 75. erfüllt. In reduzirter Form ist 99S) : 

11 = 12 (~ + -1-) = 1 + o,92so (1-t). 
P Vllq Vvap 

(t o8) 

993) L. CaiUetet und E. Mathias, J. de phys. (2) 5 (1886), p. 549 und {2) 6 
(1887), p. 414 für t etwa 0,99 bis etwa 0,8. Bestätigung durch E. Mathias [b] 
und [c], und durch S. Young [b], (d] p. 635, Fussn. 994 (n. Pentan, bis 0,05 Grad 
unter 7'k), J. Chem. Soc. 73 (1898), p. 675 (n. Heptan); S. Young und G. L. 
Thomas, Phi!. Mag. (5) 34 (1892), p. 5071 J. Chem. Soc. 63 (1893), p.H91 (vergl. 
Fussn. 985), ibid. 67 (1895), p. 1071 (n. Hexan); eine Übersicht: S. Young, Rep. 
Brit. Ass. 1898, p. 831 ; Amagat, Paris C. R. t14 (1892), p.1093, 1322; BatteUi, siehe 
Fussn. 995; E. Mathias und H. Kamerlingh Dnnes, Leiden Comm. Nr.H 7 (1911) (Os). 

994) Für n. Pentan den Daten Young's, J. Chem. Soc. 7t (1897), p. 446, entlehnt. 
995) Mathias [b] gibt für Flüssigkeit und Dampf zwei verschiedene Parabel

zweige, die im kritischen Pimkt zusammenkommen (wenn A = 0178 B): 

Pllq = A (t- 0,569 + 1,655 V1-t), 

pvap= B (t- t- 1,124 V1-t+0,5792 ), 

gültig für etwa 1 :::::=- t > 0,8, und bemerkt, dass öfters A und B dem Werte von Pk pro
portional sind, wie das Korrespondenzgesetz erfordert (vergl. Nr. 86). Widerlegung 
einer Einwendung von A. Battelli, Mem. dell' Acad. di Torino (2) 45 (1895), p. 235, 
der die Formel für Pliq für t < 0,8 anwendet: Mathias, Nuovo Cimento (4) 9 
(1899), p. 327. Eine besHere Formel für die Grenzlinie siehe Nr. 86b. Für die Anwen
dung der geraden Mittellinie zur Bestimmung von VJiq bei niedrigem t vergl. Nr. 88c. 

996) Experimentell lässt sich auch dirPkt die Summe der Dichten der Flüssig
keit und des Dampfes ermitteln, vergl. E • .MathiaB und H. Kamerl.ingh Onnes 
Fussn. 993. 

997) S. Young. Phi!. Mag. (5) 50 (1900)1 p. 291. 
998) Nach der Rechnung von Keesom, Leiden Comm. Nr. 79 (1902), für Pentan 

über das ganze Beobachtungsgebiet (zwischen t = 0,68 und t = 0,996) bis auf 0,2% 
genau, vergl. Fussn. 1013. 
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Die Differenz in den reduzirten experimentellen Zustandsgleichungen 

verschiedener Stoffe spricht sich, wie im Allgemeinen in der Grenzlinie 

(oder Liquid-Gas-Konnodale ), so auch in der Mittellinie aus. Die Ab

weichungen von der linearen Beziehung werden bei den normalen Stoffen 

.im Allgemeinen erst unter t = 0,8 (etwas über dem gewöhnlichen 

.Siedepunkt) beträchtlich 999). Um den komplizirteren Fällen Rechnung 

zu tragen, sprechen Mathias [c] und Young 1ooo) dann von einer 

.krummen Mittellinie: 

DP = ! (Pliq + Pvap) = act + bct T + Cct T 2 1001). (I54) 

Bei Stoffen mit mehr abweichenden experimentellen Zustandsglei

chungen, wie z. B. den assoziirten 1002), wäre diesem Polynom behufs 

.genauer Darstellung z. B. noch dct T3 zuzufügen. 

b) Nach dem Korrespondenzgesetz (Nr. 26a) sind die Koeffizienten 

·lld und bct in der Gleichung für das Mittel der reduzirten Dichten, 

GI. (21), die, da für t = I: II = I, in: 
p 

jJ angenähert = 1 - bct (1 - t), (155) 
p 

übergeht, für alle Stoffe dieselben 1003) 1004). Mathias ( vergl. Nr. 37c) 

999) Für die unmittelbare Nähe von Tk vergl. Fussn. 576. 
1000) S. Young [b], weiter Fussn. 997 und J. Chem. Soc. 77 (1900), p. 1145. 

Young und Fortey. J. Chem. Soc. 75 (1899), p. 873, 77 (1900), P• 1126. 
1001) Vergl. Nr. 86c. Bei der Berechnung ist Pvap mit Vernachlässigung von 

B und C der Zustandsgl. (56) bestimmt. Es wäre dies leicht mit Gl. (132) zu kor

rigiren. 
1002) Z. B. die ersten Alkohole der Fettreihe, Young, Fussn. 997. Vergl. Ph • 

.A. Guye, Arch. sc. phys. et nat. {3) 31 (1894), p. 38. 
1003) Da für viele normale Stoffe mit mittleren kritischen Temperaturen 

bct angenähert = - 1 (vergl. a), wird llp angenähert = 2 - t. Hieraus folgt für 

t < 0, 7 : Pk = 2 (~1~ t) ; für t = 0,5 wird Pk = -j Pliq : die Regel des Drittels 

der Dichte von Mathias [c] (vergl. Fussn. 1008, und für t = 0 Nr. S9b). 
D. Berthelot, Paris C.R. 128 (1899), p. 606, verbindet diese Gleichung mit Gl. 

(33) unter Rücksichtnahme auf Einh. b und Fussn. 23, setzt K 4 = 3,6 und kommt so zu 

Jlf=11,4 ~ • Pliqt , welche Formel er gibt zur Bestimmung des Molekularge-
Pk 2-t 

wichts der Flüssigkeit. Die Werte K4 = 3,6 und - bct = 1 (mit Cd= 0) schliessen 

aber schon ein, dass der Stoff zwischen dem untersuchten Zustand und dem 

kritischen nicht assoziirt ist (vergl. Nr. 35) und keine tiefe kritische Temperatur 

hat (vergl. Nr. 41 und diese Nr. b). 
1004) Eine andre Beziehung zwischen Vvap und V!iq, in welcher auch lJkoex 

eingeht, vergl. E. Haigh, Phi!. Mag. (6) 16 (1908), p. 201; für den Zusammenhang 

zwischen den geringen Abweichungen von jener Beziehung mit dem Wert von Cd 

(vergl. c) siehe die Bemerkung Young's, Phi!. Mag. (6) 16 (1908), p. 222. 
59* 
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hat diese Formel zur Prüfung des Korrespondenzgesetzes herange
zogen 1005). Es ergeben sich auch bei normalen Stoffen mit mittleren 

kritischen Temperaturen bisweilen nicht geringe Abweichungen vom 

reduzirten Richtungskoeffizienten der Mittellinie - bd = 0,93 (vergl. 
a) 1.006). Beträchtlich fand Mathias 1007) die Abweichungen bei Stoffen 

mit tiefem Tk. Es lassen sich diese im Allgemeinen in Bezug auf 
bd nach abnehmendem Tk ordnen (vergl. Nr. 34:c). Für H2 findet 

Mathias 1008) - bd = 0,23, für He Kamerlingh Onnes 1.009) 0,255. 

Es gewinnen durch diese Abweichungen weitere Beobachtungen bei 
tiefen Temperaturen die in Nr. 2lc und d erwähnte erhöhte Bedeutung 

·(vergl. weiter Nr. 34c). 
c) Young 997) hat für die von ibm untersuchten Stoffe SSS) einen 

innigen Zusammenhang der Krümmung und der Richtung der Mittellinie 

mit dem aus derselben durch Extrapolation bis auf die kritische Tem

peratur erhaltenen Wert VJtd (Nr. 50b) gefunden. Wird nämlich der 

invariant€1 (vergl. Nr. 33a) kritische Virialquotient (vergl. Nr. 41) K4d mit 

flkd berechnet, so ergibt sich in IJ = 4d + bd t + t.J. t2 als jedes-
P 

mal (mit nur vereinzelten Ausnahmen) zusammengehörend : 

- bd < 0,93' KM < 3,77, Cd > 0 

- bd - 0,93, KM= 3,77, td - 0 (n. Pentan) 

- bd > 0,93, KM> 3,77' 'd < 0. 

Den Ergebnissen für 0 2 von Mathias und Kamerlingh Onnes 993) 

entsprechend scheinen für tiefe Temperaturen die zu Cd = 0 gehörenden 

1005) E. MathiaB [c], [eJ, [f], S. Young (b]. G. Ter Gazarian S78) vergleicht 
die Ordinate der geraden Mittellinie für verschiedene Stoffe bei gleichen Werten 
von T-Tk (vergl. Fussn. 1035 und 1051). 

1006) Systematische Änderung von - bd in homologen Reihen, z. B. für zehn 
der niedrigeren Fettsäureester der Paraffinreihe von 0,997 bis 11090: Youf'lg und 
Thomas, J. Chem. Soc. 63 (1893), p. 1255. 

1007) E. Mathias, Paris C. R. 139 (1904), p. 359, [f], verteilt die Stoffe in (dem 
Korrespondenzgesetz entsprechende) Gruppen mit konstantem bd und in (nicht aus 
chemisch nahe verwandten Stoffen bestehende) Serien mit bd 7\- '/2 = konstant 
(zu einer solchen Serie gehören z. B. Isopentan, Wasserstoff, n. Pentan, n. Hexan). 
Siehe weiter Nr. 84b. 

1008) E. Mathias. Rapp. 1ier Congr. intern. du froid, Paris 1908, II, p. 145. 
Für He schätzte er sogar - bd auf 0,1. Die Regel des Dnttels der Dichte 10011) geht 
dann beim Annäheren an - bd = 0 über in eine der halben Dichte. 

1009) H. Karnerlingh Onnes [e] Nr. 11.9 (19H). Das beirn He auf~retende 

Maximum in der Flüssigkeitsdichte (Nr. 2lb) führt eine ent!lprechende Krümmung 
der Mittellinie herbei. 
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Grössen - bct und KM sich nach kleineren Werten zu verschieben. 

d) Gelingt es für eine Zustandsgleichung zu zeigen, dass dieselbe 

angenähert eine gerade Mittellinie aufweist, so gibt die Vergleichung der 

letzteren mit der beobachteten ein recht bequemes Mittel zur Beurtei

lung der Zustandsgleichung. Analytisch braucht diese gerade Mittellinie 

nicht aus der Zustandsgleichung hergeleitet werden zu können, da ja 

das Gesetz der geraden Mittellinie ein empirisches ist 1010). 

86. Grenzlinie, Dichte des gesättigten Dampfes, Dichte, isobare 

Ausdehnung und isothermische Kompressibilität der Flüssigkeit. 

a) Bei der Behandlung des Gesetzes der geraden Mittellinie (Nr. 85) 

haben wir die Dichte des gesättigten Dampfes und der gesättigten Flüs

sigkeit als bekannt angenommen. Wir gehen jetzt auf diese Grössen 

an und für sich näher ein. 

Die Bestimmung der Dichte des gesättigten Dampfes bietet viele 

experimentelle Schwierigkeiten. Es empfiehlt sich daher 1011) die in-

1010) So fand Kamerlingh Onnes (vergl. Nr. 22b, 64a) graphisch, dass die van der 
Waa!s'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw angenähert eine gerade 
Mittellinie hat [der reduzirte Richtungskoeffizient ergab sich aber (vergl. b) zwischen 
t = 1 und t = 0,8 \m Mittel zu 0,40, zwischen t = 1 und t = 0,5 im Mittel zu 0,47]. 
Auch J. P. Dalton, Phi\. Mag. (6) \3 (1907), p. 517, und J.J. van Laar, Amsterdam 
Akad, Vers!. Okt., Nov, 1911 (wo auch eine Entwicklung der Ordinate der redu
zirten Mittellinie, l!lp, nach Potenzen von 1 - t auf Grund der van der Waals'schen 
Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw gegeben wird, vergl. Fussn.1013) 
fanden rechnerisch keine grosse Abweichung von der Geradlinigkeit. Es dürfte der 
Clausius'schen GI. (81) auf Grund der guten Übereinstimmung mit 002 auch ein gerad· 
liniger Diameter zukommen. Dagegen findet Bakker 961) für die in GI. (82) angegebene 
Form von aw Abweichung (vergl. Nr. 86{). A. Batschinsky, ZS. physik. Chem. 41 (1902), 
p. 741, findet das Gesetz der geraden Mittellinie aus der van der Waa!s'schen Haupt
zustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw in Verbindung mit dem Maxwell'schen 
Kriterium GI. (5) und der Dampfspannungsformel GI. (143) (vergl. hierzu Fussn. 957). 
Für die Anwendungen des Satzes der geraden Mittellinie zur Ableitung einer Dampf
spannungsformel siehe Nr. 83e. 

1011) Man kann dies die iBothermische Methode nennen, Ramsay und Young, 
London Phi!. Trans. 177 (1886), p. 152, Young fd] p. 619, [e], und Battelli, Ann, 
chim. phys. (6) 25 (1892), p. 72, ersetzen die im Text angeführte Benutzung von 
B(p) und C(P) durch graphische Extrapolation, Eine annähet·nde Darstellung gibt 
z. B. die Rankine-Bo.~e'sche Dampfspannungsformel (145), eingeführt in GI. (56): 

log vvap = logA-aRB-bRB T-1-cRB T-2-dRB T-3+ MbriggS Bv-1 + (c- !!_2 
2)v - 2 l, l vap vap5 

wenn die aRB, bRB, CRB, dRB als mit der mittleren empirischen Zustandsgl. (31) 
in Übereinstimmung aufgefasst werden. Young, J. de phys. {4) 8 (1909), p. 5, 
findet, dass in der Nähe von 1 Atm log Vvap + "~ log Pkoex + Ay = 0, wo 
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direkte Bestimmung aus nahezu gesättigten Zuständen bei bekanntem 

Pkoex mittels der Zustandsgleichung mit Berücksichtigung von B<Pl undt 

O<Pl in GI. (128) (bis zu etwa t = 0,9), sei es dass diese durch zwei 

Messungen bestimmt (vergl. Nr. 'i8a) oder der empirischen Zustands

gleichung, eventuell der mittleren, entnommen werden. (Über die Kon

densationserscheinungen vergl. Nr. 83b.) 

V an der Waals 1°12) leitet in Anlehnung an seine Rechnungen 

uber die Scheinassoziation (Nr. 49c) aus den Messungen Young's 1011} 

über die Dicht·e des gesättigten Dampfes die Zahl der Konglomerate in 

demselben ab und findet z. B. für Äthyläther bei Zusammentreten von 

jedesmal 9 Molekülen zu einem Konglomerat die Zahl der zusammen

getretenen Moleküle (Nr. 48f) bei t = 0,58 zu x = 0,023, bei t = 1 

flU X= 0,16, 

b) Die reduzirte Grenzlinie wird für n. Pentan (vergl. Nr. 8äa)' 

bis zu t = 0,7 hinunter (wenigstens was tluq betrifft befriedigend) dar
gestellt 1013) durch 1014) : 

«v und Av Konstanten sind, eine gute Darstellung gibt. Nernst 973) findet von nie
drigen Temperaturen an bis t = 0,85 GI. (148) geeignet. G. Zeuner, Technische
Thermodynamik, Bd. 2, 3te Anfl. Leipzig 1890, p. 36, fand für Wasserdampf bis 
zu 14 Atm die Beziehung zwischen vvap und Pkoex genügend genau durch eine 
polytropische Kurve (Enc. V 5, Art. Sch!-öter, Nr. ö) darstellbar. 

1012) J. D. van der Waals [e] April 1911. 
1013) W. H. Keesom, Leiden Comm. Nr. 79 (1902), p. 11, einer Form folgend, 

welche J. E. Verschaffelt, Leiden Comm. Nr. 28 (1896), p. 13 und Nr. 55 (1900), 
p. 4, zuerst versuchte. Diese Formel gibt Pllq - Pvap bis auf 1,5 %, Pliq llis auf 
0,5% genau; der Dampfzweig zeigt bedeutende Abweichungen, bis t = 0,91) 
hinunter aber < 2 o;.,. Eine Zustandsgleichung, die in erster Annäherung diese 
Formelliefert, gibt J.E. Verschaffelt, Arch. Neerl. (2) 9 (1904), p.125. Vergl. auch 
Nr. 87a wegen der aus GI. (156) folgenden Entwicklung für die Verdampfungswärme. 
Aus der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw , bw , Rw 
abgeleitete Werte für tl!iq und tlvap finden sich bei J. P. Dalton, Fussn.1010. Vergl. 
auch If. v. Jüptner, ZS. physik. Chem. 63 (1908), p. 355, 73 (1910), p. 173, 343, 
wo in der Entwicklung nach Potenzen von (1 - t)'/• das nächstfolgende Glied be
rücksichtigt wird. Weiter D. A. Goldhammer, ZS. physik Chem. 71 (1910), p. 577. 
GI. (156) wurde für Argon mit etwas veränderten Werten der Konstanten geprüft 
von C. A. Crommelin, Leiden Comm. Nr. 118a (1910). 

J. J. van Laar 1010) entwickelt auf Grund der van der Waals'schen Haupt
zustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw vjj.J und v;,_~ nach Potenzen von 
(1 - t)'l• und setzt diese Entwicklung bis zu (1 - t)'/z fort. In Amst. Akad. Vers!. 
Nov. 1911 gibt er auch die ersten Glieder dieser Entwicklung bei Annahme von 
Assoziation (vergl. Fussn. 568). 

1014) Für die Frage, ob VJiq und vvap durch T allein bedingt sind, vergl. 
Nr. 8Sb, siehe Nr. 24. 
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.-1 = 11 + 1,8893 (t-t)0·3327, u-1 = Jll - t,8893 (1-t)0.3327. (156) 
liq p vap p 

Für andre normale Stoffe mit mittleren kritischen Temperaturen 
gilt bis auf die kleinen Abweichungen vom Korrespondenzgesetz dasselbe. 

Die AbweiClhungen von der Korrespondenz kommen, wie Young [a] 

hervorgehoben hat, weniger zum Ausdruck, wenn man die Pvap und Pliq 

bei korrespondirenden Drucken vergleicht, als wenn man dies bei korres
pondirenden Temperaturen tut (vergl. Fussn. 985); dem entspricht, dass 
Kirstine Meyer (vergl. Nr. 38a), um den reduzirten Druck zu berechnen, Pk 
ungeändert gelassen hat, dagegen t korrigirt hat zu tMEv 1015). Es sind 

weiter die Abweichungen im Pvap -Zweig grösser als im Puq- Zweig 1016). 

Zur Ableitung einer Gleichung für die Grenzkurve kombinirt t•an 
der Waals lt21) das Cailletet-Mathias'sche Gesetz der geraden Mittel

linie GI. ( 155) mit der im ersten Teil von Gl. (65b) gegebenen Definition 
von llvR und mit Gl. (149) (vergl. Fussn. 991 und 960) und findet 1:10: 

1 -
u-2 - 2 11 - bct (1-t) l u-1 +- (K6 t-1 -1) 'koex = O, {157) 

t f llvR 

aus welcher uuq und tlvap bei gegebenem t und dadurch bestimmtem 
'koex als die zwei Wurzeln dieser Gleichung in :u folgen. 

Weiter findet derselbe annäherend in der Nähe von t = 1 

(158) 

Damit werden auch die Abweichungen von der Korrespondenz 
von u11q und Uvap mit Unterschieden in bct (Nr. 85b) und K6 oder fwk 

(Nr. 84:) in Beziehung gebracht. 
c) Die Änderung der Flüssigkeitsdichte p11q mit der Temperatur 101.7) 

folgt aus der Gleichung für die Mittellinie (Nr. Sä) bei niedrigem t 

mit einer leicht zu berechnenden Korrektion für Pvap• Der Formel 
Dp = ad + bct t + Cct t2 + dd t3 von Nr. 85a entspricht daher sehr nahe 

vu 1 
bei nicht zu grossem t : __g = k 2 ks 3 • Mit ks = 0 

v0 1 - 1 t + k2 t + t 
wird sie zur Grimaldi'schen 1018), und wenn auch noch k2 = 0 gesetzt 

1015) Nach der in Nr. 88 entwickelten Anschauung wären beide als mit Ab
weichungen belastet zu betrachten. 

1016) Nach S. Young ist daher Vvap besonders geeignet, ebenso wie K4 , vergl. 
Nr. 41, die verschiedenen Gruppen zu charakterisiren (vergl. Fussn. 333). 

1017) Siehe die Tabellen von Landolt-Börnstein-Meyerhotfer. 
1018) G. P. Grimaldi, ZS. physik. Ohem. 1 (1887), p. 550; 2 (1888), p. 374; 

J. de phys. (2) 7 (1888), p. 72. 
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wird, zu der Mendelejetf'schen 1019) Ausdehnungsformel: _!_ = 1 , 
Vo 1- kME t 

in welcher ~E der .A.usdeknungsmodulus genannt wird. Bei der Ge
nauigkeit t020), mit welcher die Ausdehnung der Flüssigkeiten mit Rück
sicht auf thermometrische Fragen, auf die chemisch wichtigen Volum
beziehungen und auf die Prüfung der Mittellinie studirt ist, reicht diese 
Formel ohne k2 und k8 aber nur in besonderen Fällen aus. Die 
Koeffizienten des Ausdehnungspolynoms (für Ausdehnungskoeffizient 
siehe Nr. 81), welches bei kleinerem t Anwendung findet und bis
weilen zu to2t) 

(169) 

ausgedehnt wird um die genaue Darstellung zu erzielen (das Polynom 
für die Flüssigkeit unter dem Sättigungsdruck wäre bei entsprechender 
Genauigkeit zu unterscheiden von dem bei konstantem Druck), genügen 
nur ausnahmsweise der Beziehung t022): t:; = a~t 2, a~8 =alt s, a~4 =a~t '· 
welche für die ersten Glieder gefunden. wird, wenn man die Mendelejeff'
sehe Form in einer Reihe nach ganzen positiven Potenzen von t 
entwickelt. So ist auch die Formel v = v0 elllt, mit welcher 
Bosscha 102s) die Regnault'schen Beobachtungen der Ausdehnung des 

1019) D. Mendelejetf, Ann. chim. phys, (6} 2 {1884.), p. 271, J. Chem. Soc. 45 
(1.884.), p. 126. Derselbe weist darauf hin, dass Groshans i853, Waterston, Potter 
1863, u. A. (vergl. Fortschr. der Phys.) schon ähnliche Formeln vorschlugen. Aus 
derselben ist abgeleitet die Dichtigkeitsregel von Thorpe und Rücker, vergl. Fussn. 
1026. Die Mendelejetf'sche (aus der geraden Mittellinie mit VernachläRsigung von pvap 

folgende) Formel gibt mit der van der Waals'schen Beziehung u = ~ {vergl. Nr. 22b) 
tl 

und aw = konst. eine lineare Temperaturbeziehung für A (vergl. Fussn. 10,4.). 
Avenarius, Bull. de St. Petersb. 24. {1878), p. 525 setzt: v = a + b log {7'k- T), 

Rankine, Ed. New Phi!. Journ. Oct. 1849, Papers p,' 13: log v=a T-b+cT--i, 
1 020) Die Genauigkeit, welche insbesondere bei den metrologischen Untersu

chungen erreicht ist, bat vorläufig noch wenig Wert für das Studium der Zustands
gleichung, weil dieselbe nur an sehr vereinzelte, meist nicht korrespondirende 
Stellen für die betreffenden Stoffe fällt. 

1021.) Die Beobachtungen von Kopp und Piert•e sind nach dieser Gleichung 
mit ~~:4 = 0 dargestellt, die neueren Beobachtungen über Wasser (Scheel, Chappuis, 
Landesen) und über einige Flüssigkeiten bei höherem Druck (Hirn) durch das 
Polynom mit • 4• Wiebe berechnete sogar für einige Flüssigkeiten «s· Für die Litte
rstur vergl. Fussn. 1.017. 

1022) Allerdings bedingt das Abbrechen der Potenzentwicklung1 der Genauigkeits
grenze der experimentellen Ergebnisse entsprechend, einen gewissen Spielraum be
sonders in den Koeffizienten der höheren Potenzen. 

1.023) /. Bosscha. Ann. Phys. Chem, Ergbd. 5 (1871), p. 276. 
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Quecksilbers 1024) auffallend genau wiedergab [dieselbe erfordert, wenn 

die Reihe unbegrenzt fortgesetzt wird 1022), a:2 = t .:t1 2, a:3 = t a: 1 s, 

a:4 = l-4 a:1 4], eine AusnahmeformeL 

d) Was bezüglich der Korrespondenz der Mittellinie bemerkt wurde, 

lässt sich sogleich auf die reduzirten Ausdehnungsformeln: 

t1 = v0 + v1 t + v2 t2 + v3 t3 + . . . (160) 

übertragen 1025). Die Umrechnung der Formeln ( 159) für verschiedene 

Stoffe mit Hülfe dieser Gleichung 1026) auf einander bildete eine der 

ersten Bestätigungen des Korrespondenzgesetzes. 

e) Eine theoretische Ableitung des Ausdehnungsgesetzes ist bis 

jetzt nicht gelungen 1027). Am nächsten kommt derselben ein skizzen-

1024) Die neueren Bestimmungen (Chappuis, Thiesen, Scheel und Sell, siehe 
Fussn. 1017) stimmen nicht mit dieser Beziehung (vergl. aber Fussn. 1022). 

1025) Die Abweichungen von der Korrespondenz, welche sich in Nr. 85b und c 
durch verschiedene Werte von bd und td kund gaben, können auch darin Ausdruck 
finden, dass nach K. Schaposchnikow, ZS. physik. Chemie 51 (1905), p. 542, 

PP! ascH = tp (:! cscH), wo tp eine für alle Stoffe gleiche Funktion ist, 
pk ascH k cscH 
wodurch also das Korrespondenzgesetz in der in Nr. 88 behandelten Kirstine 
Meyer'schen Weise korrigirt ist, indem man den Temperaturen und Dichten einen 
für jeden Stoff individuellen Betrag beifügt [vergl. C. Forch, Physik. ZS. 6 (1905), 
p. 633]. Ebenso verfahren Mallet und Friderich, Arch. sc. phys. et nat. (4) H 
(1902), p, 50, bei ihrer Abänderung der Formel von Avenarius 101 ~), welche auch 
darauf hinaus kommt, dass man der kritischen Temperatur bei verRchiedenen Stoffen 

einen verschiedenen Betrag zufügt. 
1026) Van der Waals [a] p. 161. Durch Kombination der von der Waals'schen 

1 dvt 
Beziehung: vt dt. Tk = f (t) mit der Mendelejeff sehen Formel folgt die 

Dichtigkeitsregel von Thorpe und Racker, J. Chem, Soc. 45 (1884), p. 135: 

~ = a Tk - 1' , welche von Guye und Jordan, Bull. Soc. Chim. Paris (3) 15 (1896), p. 
PO aTk -273 

. . Pt bTkoexp=1- T 
306, mit der Annahme fkoex p=1 = 0,64,5 umgesetzt wurde m: - = b T 7,, 

PO koex p=1 - 0 
wo im Allgerneinen b = 3,09, genauer b abhängig von der chemischen Konstitution. 
Mathias, J, de phys. (3) 8 (1899), p. 407, leitete die Thorpe und Racker'sche Regel, 
die zur Berechnung von Tk ans pt AnwP.ndung finden kann (vergl. dazu auch 
D. A. Goldhammer, Fussn. 1013), aus dem Gesetz der geraden Mittellinie ab und 
brachte den KoE>ffizienten a mit bd in Verbindung. P. Walden, ZS. physik. Chem. 65 
(\90R), p. 129, findet den Ausdehnungsmodul, dem Korrespondenzgesetz entsprechend, 
Tk umgekehrt proportional. 

1027) Oie theoretischen Betrachtungen von Heilborn, ZS. physik. Chem. 7 ('1891), 
p. 367, stehen nicht in genügendem Zusammenhang mit denen für andre Gebiete 
des fluiden Zustandes, um hier berücksichtigt zu werden. Auch schliessen dieselben 
empirische Annahmen ein. Die Betrachtungen von de Heen, La Chaleur, Lüttich 
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mässiger Versuch von van der W aals 1028) bei Berücksichtigung der 
Zustandsgleichung des Moleküls, der wohl eine genauere Ausführung 
zuliesse. Van der Waals setzt dabei der Einfachkeit halber einiger
rnaasen empirisch fz = 1 und bwA = 2 bwum (siehe Nr. 4:3). Die 
Grösse (bwuq - bw!im) (bwA - b wlim)-1 = z wird dann zur bestimmen
den Grösse ; van der W aa ls findet für niedrige Temperaturen annä-

T dv 2z 
herend : - - = -- und so für Äthyläther bei t = 0,615 v dT 1-z 

1 dv 
z = 0,143 und v dT = 0,00146 statt experimentell 0,00151. 

f) Dass auf Grund der in e genannten Voraussetzungen richtige 

Werte für die isathermische Kompressibilität 1029) fh = - ~ e;) T 

durch Rechnungen der in e beschriebenen Art gefunden werden können, 
ist von van der W aals 1028) wahrscheinlich gemacht. In derselben Arbeit 
zeigt van der Waals, dass seine Modifikation für aw : GI. (82), zusam
men mit Berücksichtigung der Zustandsgleichung des Moleküls nicht 
verträglich ist mit der gefundenen Ausdehnung und demgernäss 
aw = konst. zu setzen wäre 1030). Andrerseits findet van der W aals 1031) 

dvuq dvvap f (T) 
~ - - -- und weil sich diese Beziehung aus - 2- als Kohä-
fJn;q - fJTvap' V 

sionsdruck ergibt, dürfte im Flüssigkeitszustand die Einführung der 
Zustandsgleichung des Moleküls in die weiter unveränderte Hauptzu
stands?;leichung den Tatsachen am besten entsprechen. Aus diesem 
Gesichtspunkt lässt sich auch die von Tumlirz 1°32) gefundene überra-

1896, p. 164, sind mit den von uns angestellten nicht in Zusammenhang zu bringen. 
Luther, ZS. physik, Chemie 12 (1893), p. 524, sucht die Mendelejeff'sche Formel 
mit der GI. (51) in Beziehung zu bringen. Konowalow, J. der Russ. phys. ehern. 
Ges. (8) 18 (1887), p. 395 (zitirt nach dem Ref. Beibl.), benutzt zur Ableitung dieser 
Formel die de Heen'sche Hypothese, dass die (innere und äussere) Ausdehnungs
arbeit unabhängig von der Temperatur sei. 

Dies alles sind scheinbare theoretische Ableitungen, in denen empirische Bezie
hungen in ein theoretisches Kleid eingeführt werden. 

1028) J. D. van der Waals [e] Juni 1903. 
1029) Gesetze für dieselbe bei E. H. Amagat, Rapp. Congr. Intern. Paris 1900, 

1, p. 551. 
1030) Die Clausius'whe Annahme 8c betreffend [GI. (81)] würde wohl noch 

grössere Abweichungen ergebeu. 
1031) J. D. van der Waals, Arch. Neer!. (2) 5 (1902), p. 407. 
1032) 0. Tumlirz, Wien. Sitz.-Ber. [2a] 109 (1900)1 p. 837, HO (1901), p. 437. 
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sehende Bestätigung fiir den Flüssigkeitszustand von (p + KT) 
( v - bwum) = RT, bei welcher in der Hauptzustandsgleichung von 

van der W aals a; durch KT = f ( T) ersetzt ist und bwum das den 
V 

darzustellenden Kompressibilitätsbeobachtungen entlehnte Limitvolumen 
(Nr. 39b, mit T nur sehr wenig veränderlich) wäre, erklären, und folgt 
unmittelbar, dass diese Beziehung nur in einem beschränkten Gebiet 
(vergl. die Beobachtungen van Amagat Nr. 36, vergl. auch Nr. 4öa) 
gültig ist. 

g) Die ausführlichen und genau erforschten Volumbeziehungen, 
insbesondere dass Kopp'sche Gesetz 1.033) (vergl. Nr. 30,q), welche auf 
korrespondirende Zustände 10M), wo möglich mit Berücksichtigung von 
Deviationsfunktionen (Nr. 38) umzurechnen wären 1.035), fallen als Studium 
der individuellen Parameter ausserhalb des Rahmens dieses Artikels. 

h) Van der Waals 1036) leitet aus der Hauptzustandsgleichung, 

GI. (6), mit konstanten aw. bw, Rw, indem für den Flüssigkeitszustand p 
gegen Kw (Nr.l8a) vernachlässigt und v-bw durch v ersetzt wird, 
für denselben die angenäherte Gleichung 

(161) 

Für hohe Drucke vergl. auch G. Tammann, Fussn. 420. Für die Zustandsgleichung 
im Gaszustand vergl. Fussn. 548. 

1033) Vergl. Ostwald [a] p. 356 u, f., Young, Fussn. 992. Auch G.le Bas, Phi!. 
Mag. (6) 14 (1907), p. 324. 

·1034) Als solcher kommt zunächst der kritische Zustand in Betracht. Vergl. 
die Regelmässigkeiten in den nach der Formel in Fussn. 1003 berechneten Werten 

von Pk: Mathias (c]. 
1035) V an der Waals [a] p. 150 weist schon darauf hin, dass man für die Ver• 

gleichung verschiedener Stoft'e statt den gewöhnlich zu Grunde gelegten Siedepunkt 
besset• gleichem reduzirtem Druck entsprechende Temperaturen nehmen würde. Es 
geht so z. B. die von Groshans, Ann. Phys. Chem. 6 (1879), p. 119, angegebene, 
für bestimmte Gruppen von Stoft'en [nämlich nach GI. (20) wenn Pk = P'k] gültige 

B · h Pliq P=1 M T'koex p=i über in eine dem Korrespondenzgesetz ez1e ung , = ---, .• ----
p liq p=1. M Tkoex p=1 

entsprechende. Ebenso die von P. Walden, ZR. physik. Chem. 66 (1909), p. 385, mit 

tkoex p=1. = 0,1\59 (vergl. Fussn. 1026) gefundene Beziehung 11jj~ P=i = 2,67. 

Vergl. auch G. Ter Gazarian, J. chim. phys. 4 (1906), p. 140, 6 (1908), p. 492, 7 
(1909), p. 273, wo die Glieder homologer Reihen, und Paris C. R. 153 (1911), p. 871, 
wo auch nicht homologen Reihen angehörende Stoffe bei gleichen Werten von 1k - T 
untersucht werden. Für die Umrechnung der Volumina auf den absoluten Nullpunkt 
vergL Nr. 89b. 

1036) J. D. van der lVaals. Diss. Leiden 1873, p. 99. 
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ab t037). Eine Gleichung dieser Form kann nach Traube (vergl. Nr. 74g) 

auch auf den Metallzustand angewendet werden toss). 

87. Die Verdampfungswärme. a) Die Verdampfungswärme 1039) kann 

im s, v- oder im u, s-Diagramm 

der Konnodale, wenn bei den ver

schiedenen Temperaturen die Kon

noden angegeben sind (Fig. 37 und 
38), sofort abgelesen werden 1040). 

Fig 76 stellt die Abhängigkeit der

selben von T für einen normalen 
Stoff dar 1041) 101!2). 

o~--.T.,~-.M~.---.•,.~-.,o7,--,,~~--»'•~ 

Fig. 76. 

Regnault 1043) fasste seine 

Beobachtungsresultate in Formeln 

der Art 

1037) Vergl. auch W. C. Röntgen und J. Schneider, Ann. Phys. Chem. 29 

(18ß6), p. 213. 
1038) Die Konstante der Traube'schen Gl. (125) ist aber etwa dreimal so 

gross, als GI. (161) entspricht. 
1039) Wenn genügend genaue Messungen dieser Grösse nicht vorliegen, wird 

dieselbe meistens mittels der Clapeyron-Clausius'schen Gleichung, GI. (1.07), aus 

Messungen von Pkoex, vvap und Vlfq abgeleitet. Für viele Fälle kann beim Siedepunkt 
Gl. (107) genügend genau durch A = RTJ d In pkoex/dT ersetzt werden. Nernst 
[c] p. 64 integrirt dieselbe zwischen zwei nicht Tiel verschiedenen Temperaturen 

T1 und T1, indem er dabei A konst. ansetzt, zu A = RT Tl TT, In Pkoexs. 
,- 1 Pkoex1 

Für die Bedeutung der Messungen von 11. bei tiefen Temperaturen für die 
Festlegung der absoluten Temperaturskala vergl. Nr. 82a. 

1040) Vergl. C. Dieterici, Ann. d, Phys. (4) 25 (1908), p. 569, und Fussn. 699. 
1.041) E. Mathias [a] für 001 entlehnt. 
1042) Den Einfluss von Oberflächenkrümmung auf Verdampfungswärme: Houlle

vigue, J. de phys. (3) 5 (1896), p. 159, von elektrischer Ladung: Fontaine, J. de 
phys. (3) 6 (1897), p. 16. 

1.043) V. Regnault. Mem. de I'Inst. 21 ('1847), p. 635, 26 (1862), p. 761., 37 II 
(1870)1 p. 925, Ann. chim. phys. (4) 24 (1871.), p. 375. Vergl. E. Mathias [a]. 

t 

Regnault beobachtete direkt die Gesamtwärme des Dampfes J 'Yllq dt + 1t. und 

0 

brauchte also zur Ableitung von 11. die Kenntnis von 'Yiiq, die seinerzeit nicht ein
wandsfrei war, vergl. besonders auch J. Bosscha, Amsterdam Akad. Versl. April1893. 
Seine Beobachtungen sind später wiederholt durch genauere Formeln als die von 
Regnault selbst gegebenen dargestellt. So für Wasser von Starkweather, Amer. 
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zusammen 10M). Die Tatsache 1045), dass bei Tk ausser J.. = 0 auch 

dA d b ''k'h' . n dT = - oo, wur e eruc s1c tigt m der Formel von uailletet und 

Mathias 1046) 

(163) 

Diese Formel ist jedoch von den Autoren nur für höhere reduzirte 

Temperaturen bestimmt, auf niedrige T extrapolirt würde dieselbe z. B. 

für C02 ein Maximum geben. Letzterem Verlauf widerspricht, dass 

Kuenen und Robson 1047) nicht nur kein Maximum 1048), sondern sogar 

bei niedrigen Temperaturen wieder ein stärkeres nach oben Wenden 

der Kurve fanden. 
Die von Thiesen 1049) aufgestellte Gleichung 

J.. = l ( Tk - T)1/3 (164) 

kann als erstes Glied in der Entwicklung in der Umgebung von Tk aus 

Gl. (156) abgeleitet werden 1050). 

J. of Sc. (4) 7 (1899), p. 13 (vergl. auch Fussn. 1049 und Arthl,tr W. Smith, Phys. 

Rev. 25 (1907), p. 144]. 
1044) Für mittlere Temperaturen ist (vergl. Fig. 76) über ein ziemlich ausge

dehntes Temperaturgebiet J. als linear von T abhängig zu betrachten, vergl. Fussn. 

1019. 0. Pilling, Physik. ZS. 10 (1909), p. 162 fand über ein beschränktes 

Temperaturgebiet J. T 1/2 = konst. 

1045) Dieselbe folgt nach GI. (107) aus der entsprechenden Eigenschaft von 

vvap - Vliq, die (vergl. Nr. 24: und 86b) genügend begründet ist, wodurch die 

Einwände von Traube, Ann. d. Phys. (4) 5 (1901), p. 548, 8 (1902), p. 267, 

Physik. ZS. 4 (1902), p. 569, vergl. auch Mathias, J. de phys. (4) 4 (1905), p. 733, 

Paris C. R. 140 (1905), p. 1174, hinfällig werden. 

1046) L. Cailletet und E. 1'Yf'athias. J. de phys. (2) 5 (1886), p. 549, (2) 6 (1887), 

p. 414, Paris C. R. 102 (1886), p. 1202, 104 (1887), p. 1563. Die Entwicklung von 

Vvap- vuq nach Potenzen von (Tk- T)1/2 (Yergt. Fussn. 1013) gibt in die Cla
peyron-Clausius'sche Gleichung eingeführt eine Entwicklung von J. ebenfalls nach 

Potenzen von (Tk - T)f/2, 
1047) J. P. Kuenen und W. G. Robson. Phi!, Mag. (6) 3 (1902), p. 622. 

1048) Dagegen ~ann bei Stoffen, die im Flüssigkeitszustand mehr als im Dampf

zustand assoziirt sind (vergl. Nr. 3oc), weil bei denselben die Dissoziationswärme in 

die Verdampfungswärme eingeht, vergl. Ph. A. Guye, Arch. sc. phys. et nat. (3) 

31 (1894), p. 38, ein Maximum auftreten: W. Ramsay und S. Young, J. ehern. 

soc. 49 (1886), p. 790 für Essigsäure (vergl. Fussn. 1051 ), K. Tsuruta, Phi!. Mag. 

(5) 35 (1893), p. 435 für HCI. Vergl. Fussn. 382. Vergl. auch c. 
1049) Jf. Thiesen. Verb, d. physik. Ges. Berlin 16 (1897), p. 80. Nach GI. (20) ist 

lM Tk-2/3 für korrespondirende Stoffe gleich, und zwar findet Thiesen dafür 20. 

Für Wasser vergl. auch F. Henning, Ann. d. Phys. (4) 21 (1906), p. 849. 

1050) H. Crompton, London Proc. Chem. Soc,17 (1901), p. 61, findet annäherend 
vvap 

J. = 2 R T In --;- (vergl. Fussn. 460); Mills, J. phys. ehern. 8 (1904), p. 593, 
t!hq 
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b) Die Trouton'sche Regel 1051) ;M P = 1 = konst. für verschie-
koexp = 1 

dene, dementsprechend in Gruppen zu ordnende Stoffe, ist als aus dem 
Korrespondenzgesetz Gl. (20), vergl. Fussn. 256, hervorgehend anzusehen, 
wenn man mit Guldberg 1052) annimmt, dass der Einfluss des Unter
schieds der Siedetemperaturen von korrespondirenden Temperaturen zu 
vernachlässigen ist, was nur der Fall sein wird, wenn die kritischen 
Drucke nicht zu verschieden sind. 

Nernst 1053) findet die Trouton'sche Konstante regelmägsig mit der 
Siedetemperatur variirend und gibt als revidirte Regel von Trouton: 

ÄM p = 1 = 9," I T 0 007 T T u og koexp--=1- ' koex p=-1· 
koexp=1 

{165) 

prüft diese Beziehung, findet bei niedrigen t aber beträchtliche Abweichungen 
(vergl. Fussn. 1062). W. C. Mcc. Lewis, Phi!. Mag. (6) 22 (1911), p. 268, prüft 
die Beziehung A = Teepliq/Pliq ßnlq für verschiedene nicht assoziirte Stoffe. 

1051) F. Trouton, Phi!. Mag. (5) 18 (1884), p. 54. Geprüft von R. Schiff, Liebig's 
Ann. 234 (1886), p. 338, M·iss D. Marshall und W. Ramsay, Phi!. Mag. (5) 41 
(1896), p. 38, D. Marshall, Paris C. R. 122 (18\!6), p. 1333, I. Traube, Berlin Ber. 
30 (1897), p. 265, 31 (1898), p. 1562, L. Kahlenberg, J. phys. ehern. 5 (1901), 
p. 215, 284, W. Kurbatoff, Chemiker Ztg. 26 (1902), p. 780, J. d. russ. phys, ehern. 
Ges. 35 (1903), p. 319 (referirt Chem. Zentralbl. 1903, 2, p. 323), ZS. physik. Chem. 
43 (1903), p. 104, J. Campbell Brown, J. ehern. soc. 83 (1903), p. 987, 87 (1905), 
p. 265, 89 (1906), p. 311, und besonders von W. Louguinine, Paris C. H. H9 (1894), 
p. 601, 645, 121 (1895), p. 556, 128 (1899), p. 366, 132 (1901), p. 88, A.nn, chim. 
phys. (7) 7 (1896), p. 251, (7) 13 (1898), p. 289, (7) 26 (1902), p. 228, (7) 27 (1902), 
p. 105, und von C. E. Linebarger, Am er. J. of Sc. (3) 49 (1895), p. 380: Mittel• 
wert der Trouton'schen Konstante 20,7; höhere Werte bei Alkoholen, Wasser, 
Azeton werden Dissoziation während der Verdampfung zugeschrieben, niedrige Werte 
bei Ameisensäure, Essigsäure einem Assozil1tionszustande, der bei der Verdampfung 
sich nir.ht überwiegend ändert, und der sich auch durch abnorme Dampfdichte 
zeigt. Es gehen im Allgemeinen mit diesen Abweichungen solche vom Tempera
turkoeffizienten· des Diameters (Nr. 85) und der molekularen Oberflächenenergie 
(Nr. S7b) zusammen, vergl. Ph. A. Guye, Arch. sc. phys. et nat. (3) 31. (1894), 
p. 38, Louguinine, I. c. Für eine Ausdehnung auf Dissoziationswärme vergl. H. le 
Chatelier, Paris C. R. 104 (1887), p. 356, C. Matignon, Paris C. R. 128 (1899), 
p. 103, de Forcrand, Paris C. R. 132 (1901), p. 879, A. Bouzat, Ann. chim. phys. 
(8) 4 (1.905), p. 145, vergl. dazu Nernst, Fussn. 973. Vergl. auch A. Findlay, ZS .• 
physik. Chem. 41 (1902), p. 28. G. Ter Gazarian, Paris C. R. 153 (1911), p 87:1., 
1071, vergleicht die Verdampfungswärmen verschiedener Stoffe bei gleichen Werten 
von Tk- T. 

1052) C. M. Guldberg. ZS. physik. Chem. 5 (1890), p. 374. 
1053) W. Nernst [c] p. 279. Vergl. auch E. C. Bingham1 J. Amer. Chem. Soc. 

28 (1906), p. 723. Eine andre Beziehung, in der Pk und Tk des Stoffes eingehen, 
gibt 1. W. Cederberg, ZS. physik. Chem. 77 (1911), p. 498. 
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In soweit der Einfluss des Unterschiedes von Tkoex P = 1 von über
einstimmenden Temperaturen auf den Wert von A vernachlässigt wer
den kann und Tkoex p = 1 also als übereinstimmende Temperaturen 
allZtlsehen sind 1054), gibt dieses wieder eine Abweichung vom Kor
respondenzgesetz, die als eine Funktion von Tk aufgefasst werden kann 
(vergl. Nr. 61) und 34:c). 

Darzens 1055) findet }..; gruppenweise annäherend als dieselbe Funk

tion von t, und zwar die entsprechende Kurve von Tk mit vertikaler 
Tangente einer Parabel ähnlich anfangend, bei etwa t = 0, 75 einen 
Wendepunkt aufweisend und dann weiter sehr sanft nach oben ge
krümmt 1056) 1057). 

c) Wir haben die von Nernst für nicht zu hohen Werte von t in 

Beziehung zu seinem Wärmetheorem aufgestellte Formel für }.. ihrer Be
deutung für die Dampfspannungsformel wegen schon in Nr. 83i behandelt. 
Nach derselben würde bei niedrigen Werten von T, und zwar solchen, bei 
denen ?'kond beträchtlich abgenommen hat (Nr. 74c), }.. mit wachsendem T 
zunehmen und also ein Maximum von }.. auftreten (vergl. a) 1058). 

d) Es setzt sich }.. aus der inneren Verdampfungswärme Ai und 
der äusseren V erdarnpfungsarbeit Äe = Pkoex (vvap - Vuq) zusammen. 
Letztere ist 0 bei Tk, eiTeicht ein Maximum, nach van der Waals für 

1 054) Sogar H1 gibt für tkoex p = 1. keinen sehr abweichenden Wert. Für H2 erge
ben die Messungen der Verdampfungswärme AM/Tkoex p =1 = 11,0: W. H. Keesom, 
Hand. Ned. Nat. en Geneesk. Oongr. 1.911, p. 181. 

1.055) G. Darzens, Paris 0. R. 124 (f897), p. 61.0, vergl. Fussn. 256 und Fussn, 
690. Vergl. auch Nr. 66. Die von Linebarger 1061) geprüfte le Chatelier'sche 

Formel A~ + 2 log Pkoex = konst für verschiedene Stoffe und bei verschiedenen 

Temperaturen, entspricht nur der Korrespondenz wenn Pk nicht zuviel verschieden 
ist. Ebenso die Ramsay- und Young'schen [Phi!. Mag. (5) 20 (1885), p. 51.5, 

21. (1.886), p. 33, 1.35, 22 (1886), p. 33] Beziehungen: AM beim Siedepunkt= 
Vvap- Vliq 

AM 
konst., welche dann dem van der Waals'schen Satze ( VJI ) = f (t) entspricht, p Vvap- q 

und ( A ) : ( A ) = konst. für verschiedene Stoffe bei den-
Vvap-Vliq P1 Vvap-VJiq p1 

selben p 1 und Ps· Vergl. auch S. A. Moss, Phys. Rev. 25 (1907), p. 453. 
1.056) Die grösseren Divergenzen beim Annäheren an den Schmelzpunkt wären 

der Assoziation zuzuschreiben. 
1057) D. Tyrer, Phi!. Mag. (6) 20 (1910), p. 522, prüft die Beziehung 

AM v;;~/~ = konst. für verschiedene Stoffe beim Siedepunkt. 

1058) Eine Andeutung für dieses Verhalten liegt bei Helium vor. 
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verschiedene Stoffe bei demselben t, und zwar 0, 7 7 nach Dietet·ici 1059), 

und kann von etwa t = 0,5 ab gleich RT gesetzt werden. 
In der Beziehung 

Ai = AB (Piiq- PTap) (166) 

wurde von Bakker 1060) und Mathias 1061) AB annäherend konstant ge-

funden. Es kann aber nach Nr. 47, 4:8, 4:9 nicht AB= aw- T!~· wie 

1 .. d b d R bh" · T T '3aw fo gen wur e, wenn w un w una ang1g von , aw - '3T un-

abhängig von v wären, viel weniger AB = aw [GI. {13)] gesetzt 
werden (vergl. e) 1062). 

Eine der Trouton'schen Regel für die totale Verdampfungswärme 

analoge, für die innere Verdampfungswärme : T AfM = konst. wurde 
· koex p=1,. 

ausgesprochen von de Heen 1063) i061I). 

e) Die van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten 
aw, bw, Rw liefert Werte für .t., die etwa 2/ 3 der wirklichen sind 1065). 

1059) C. Dieterici. Ann. d. Phys. (4) 6 (1901), p. 861. S. Meyer, Ann. d. Phys. 
(4) 7 (1902), p. 937, Wien, Sitz.-Ber, (2 a) H1 ( \902), p. 305, und P. Ritter, Wien 
Sitz.-Ber. [2 al 111 (1902), p. 10.\6, finden 0,70 aus der van der Waal3'schen Haupt
zustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw. 

1060) G. Bakker, Fussn. 232, ZS. physik. Obern, 12 (1893), p. 670. Eine andre 
Beziehung vergl. Mills, Fussn. 5.\2. A. Batschinski, Ann. d. Phys. (4) 14 (1904), p. 307, 
fand angenähert über ein beschränktes Temperaturgebiet Ai: (P'Iiq - p1vap) = konst. 
Vergl. auch R. D. Kleeman, Phi!. Mag. (6) 20 (191.0), p. 665 und Thorkell 
Thorkelsson, Physik. ZS. 12 (1911), p. 633. W. Steinhaus, Diss. Kiel 1910, 
findet Ai =: As (Pliq-Pvap) + Bs (Tk - T). 

1061) E. Mathias [a]. Vergl. auch A. Schukarew, Fussn. 699. 
1062) Dieterici, Fussn. 1040, Ann. d. Phys. (.\) 35 (1911), p. 220, findet Ai = 

c R T Jn Vvap' wo c nach dem Korrespondenzgesetz für verschiedene Stoffe gleich ist. Vliq 
Derselbe bringt in letztgenannter Arbeit c mit K4<i (Nr. 4:1) und der Dieterici'schen 
Beziehung Fussn. 460 in Verbindung. Vergl. auch A. Richter, Diss. Rostock 1908, 
J. E. Mills, J. Amer, Chem. Soc. 31 (1909), p.1099; Phil. Mag. (6) 22 (1911), p. 84. 

1063) P. de Heen. Bull. Acad. des Sc. Belgique (3) 9 (1885), p. 281. Vergl. auch 
Pagliani, Atti della R. Ac. dei Lincei (5) 3 (1894), p. 69. 

1064) Für die Stefan'sche Theorie vergl. J. P. Kuenen [c) p. 124. 
1065) G. N. Lewis. ZS. physik. Chem. 32 (1900), p. 364. I. Traube, Ann. d. 

Phys. (4) 8 (1902), p. 267, vergl. Fussn. 237. W. Nemst [c] p. 242. Vergl. 
auch D. Konowalo/f, ZS. physik. Chem. 1 (1887), p. 39. A. Batschinsky, ZS. physik. 
Chem. 43 (1903), p. 369, geht aus von der Clausius'schen Modifikation GI. (81), 
W. Sutherland, Phil. Mag. (5) 35 (1893), p. 211, 40 (1895), p. 1, 46 (1898), p. 345, 
von seinPr eigenen, Nr. olb. 
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Van der Waals i066) zeigt, dass die Annahme aw = f(T) allein, und 
ebenso bw = f (T) allein keine Verbesserung geben. Aus der Tatsache, 
dass die Einführung der Zustandsgleichung des Moleküls (Nr. 43) in 
die Hauptzustandsgleichung für t < 0,6 annäherend richtige Werte für 
Pkoex gibt (Nr. 83(), kann man schliessen, dass für t < 0,6 auch die 
Verdampfungswärme durch die in dieser Weise erweiterte Zustands
gleichung annäherend richtig wiedergegeben wird. 

88. Die spezifischen Wä.rmen der gesättigten Flüssigkeit und des 
gesättigten Dampfes. a) 1V.athias [d] fand bei seiner vollständigen 
kalorimetrischen Untersuchung (Bestimmung von }.1 Ai , ruq und rvap) 

+ 

+ 

+ 

-c.l 

Fig. 77. 

von S02 die in Fig. 77 dargestellte Abhängigkeit von ruq und rvap 
von T. Aus 

7-'sat=rv + T(~)v d;Tt {167) 

(rsat bzw. 'llsat = r bzw. V für gesättigte Flüssigkeit oder Dampf) 
ergibt sich sogleich ruq = oo bei T = Tk 1067), ebenso 7-'vap = - oo 

1066) I. D. van der Waals (dl p. 76 u. f. 
1067) Bewiesen von Raveau, J. de phys. (S) 1 (1892), p. 4.61. Vergl. P. Duhem, 

J. de phys. (S) 1 (1892), p. 470. Vergl. auch H. Monnory, J. de phys. (4) 5 (1906), 
p. 421. 

Encyklop. d. math. Wlssensch. V 1. 60 
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bei T = Tk 1.06'), und zwar ist lim 'Yvap/'Yuq = - 1 bei T = Tk 1068). 

Es ist stets 'YIIq- 'Yvap > 0, und zwar ist, wie Mathias [a] tatsichlieh 
fand, Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (13~) entsprechend, ('Yuq- :Yvap) T = 
konst. in dem Gebiet, wo in Gl. (162) 4, = 0 gesetzt werden kann. 
Bei den tiefen Temperaturen, bei denen der Flüssigkeitszustand · in den 
glasig-amorphen Zustand übergeht, wird 'Yliq sich der spezifischen Wärme 
(mit genügender Annäherung 'Yv) dieses Zustandes (Nr. '74:e) kontinuir
lich anschliessen müssen. 

b) Die in Fig. 77 dargestellten Kurven, wenn in übereinstimmendem 
Maassstabe gezeichnet, verschieben sich nach dem Korrespondenzgesetz, 
und wenn von der verschiedenen Abhängigkeit von "A von der Tempe
ratur (Nr. oo, 56) abgesehen wird, für verschiedene Werte von "A einfach 
in vertikalem Sinn; es gehen so die verschiedenen Fälle, die Nr. 64:b 
diskutirt wurden, in einander iiber. 

c) Wie besonders van der Waals 1069) klar machte, bedingt das, 
wie derselbe zeigte, eng mit dem Wert von " zusammenhangende 
Zeichen von 'Yvap, ob die lsentrope mit wachsendem v in das heterogene 
Gebiet hineingeht oder nicht (vergl. Fig. 37). Die Ableitung der ver
schiedenen Fälle aus der für verschiedene Werte von "A verschiedenen 

'I< 

•JJC. 
Fig. 78. 

funden. Beide durch Mathias 702) 

Form der Konnodale haben 
Z,.S5t. wir in Nr. 64:b gegeben. Von 

den zwei möglichen Umkehr
punkten des Zeichens von 
'Yvap (Nr. 64:b) wurden für 
OHOJ8 und 06 H6 diejenigen, 

t.U 

welche den niedrigeren Tem
peraturen entsprechen, durch 
Oazin 1070) experimentell ge

für 802 (Fig. 77). Fig. 78 gibt für 
die verschiedenen Werte von "A die Werte von t für die Umkehr
punkte, und zwar sind die experimentellen Punkte für 802, OH018, 06 H6 

durch X angegeben to7t). Die Kurve Dexp ist den auf die Bestim-

1068) Raveau Fussn. 10671 Yergl. Duhem Fussn. 1067. Vergl. auch 1. I. van 
Laar, ZS. pbysik. Cbem. H (1893)1 p. 721. 

1069) I. D. van der Waals, Amsterd. Akad. Versl. en M:eded, (2) 12 (1878), 
p. 169, (d] p. 71, 72. Vergl. auch Raveau Fussn. 1067. 

1070) Cazin, Paris C. R. 62 (1866), p. 56. Ann. chim. phys. (4) 14 (1868), p. 374-. 
1071) Es sind immerbin die Werte von XA nicht sehr sicher. 
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mungen von Dieterici 1072) fussenden Rechnungen Dalton's 1078) entlehnt, 
die Kurve v. d. W. der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung 
mit konstanten aw, bw, Rw (Nr. 64:b) 1071l). 

Man findet bei solchen Werten von t, bei denen der Dampf sich 
im Avogadro'schen Zustand (Nr. 39a) befindet: 

T dlnpkoex 
rvap='YpA- R dT ' (168) 

den Umkehrpunkt bei diesen Werten von T also bei 

"A d ln Pkoex -"A- 1 dT 
(169) 

Kamerlingh Onnes 696) benutzte bei seiner in dieser Art geführten 
Berechnung dieser Umkehrpunkte die aus der van der Waals'schen 
Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw ' bw I Rw abgeleitete Dampf
spannungsformal GI. (12) mit (wh = 1,5 (Nr. 83.c); dieselben werden 
sieb bis etwa t = 0,5 der Kurve v. d. W. in Fig. 78 anschliessen. 
Dargestellt sind noch die Kurve fw = 2,9, die mit GI. (12) und dem 
experimentellen Wert fwe = 2,9 berechnet ist, und die sich aus der 
Nernst'scben Dampfspannungsformel GI. (146) ergebende Kurve Nernst. 

Für höhere Werte von "A bleibt also in Fig. 77 die rvap·Kurve 
ganz unterhalb der T-Achse 1075) 1.076). 

0. Die adiabatischen Prozesse. 

89. Der isentropische Prozess. Die adiabatische Expansion ohne 
ä.ussere Arbeitsleistung. a) Wir wollen schliesslich noch die Beziehung 
der bei der Untersuchung der adiabatischen Prozesse zu erbaltenden Ergeb
nisse zu dem Studium der Zustandsgleichung erörtern. Van der 
Waals 1077) leitete für den reversiblen adiabatischen oder isentropischen 

1072) C. Dieterici. Ann. d. Phys. (4) 12 (1903), p. 154. 
1073) J. P. Daltun, Fussn. 704. Die, nicht mit dem Korrespondenzgesetz 

zusammenfallende, Dalton'sche Annahme über 'Yv/'YvA wird das Resultat wohl nicht 
überwiegend beeinflusst haben. 

1074) Ebenfalls nach Rechnungen Dalton's, Fussn. 1073. 
1075) Fig. 78 beleuchtet auch deutlich, dass die Umkehrpunkte für 'Yvap fiir 

Stoffe mit verschiedenen Werten von "A bei verschiedeuen Werten von t gefunden 
werden, entgegen der Annahme t'Vatanson's (ZS. physik. Chem. 17 (1895), p. 267]. 

1076) Für die Zeichnung und Diskussion der isopsychrischen 1311) 'Y-Kurven siehe 
E •. Mathias, J. de phys. (4) 7 (1908), p. 618, 8 (1909), p. 888. 

1077) J. D. van der Waals [a] p. 131, (d) p. U. 
60* 
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Prozess aus seiner Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw 
und "A = konst. die Gleichung 

"A 
(P + :;) (v - bw) = konst. (170) 

ab, die für den .Avogadro'schen Zustand in die Poisson'sche 107S) Gleichung 

XA p v = konst. (171) 

[Enc. V 3. Art. Bryan, GI. (112)] übergeht. Letztere gibt für die ver

schiedenen Werte von "A ein System von Polytropen (Enc. V o, Art. 
Schröter, Nr. ö). 

Perman, Ramsay und Rose-lnnes t079) fanden in empirischer Weise 

aus ihren Bestimmungen der Schallgeschwindigkeit in Ätherdampf und 

mit GI. (o1) für die Gleichung der Isentrope 

11/9 B. 08 D8 

P v = ks - tfl/9 + v10/9 + v16/9' (172) 

in der Bs u. s. w. Konstanten sind und k8 ein die verschiedenen Isen
tropen charakterisirender Parameter ist. Es wäre diese Gleichung unter 

Heranziehung der thermischen Zustandsgleichung zur Ableitung der 

kalorischen Grundgleichung zu verwenden. Eine derartige Anwendung 

macht Worthing 1080), indem er aus Messungen der Druckänderung 

bei isentropischer Expansion oder Kompression von 002, dabei die 
entsprechende isothermische Druckänderung der empirischen Zustands

gleichung GI. (31) entlehnend, mittels Enc. V 3, Art. Bryan, GI. (7o) 
" ableitet (vergl. Fussn. 368 und 637). 

b) Die Bestimmungen der Temperaturänderung bei isentropischer 
Expansion von Flüssigkeiten 1081) haben zur Kontrolirung der Zustands

gleichung noch keine Anwendung gefunden. 

1.078) PoiBson. Ann. chim. phys. 23 (1.823), p. 1. G. Moreau, Paris 0. R. 133 
(1901.), p. 732, benutzte zur Ableitung der Gleichung der Isentrope die Mallard- und 
le Chatelier'schen Resultate für rv (Nr. ooc ß) und setzte p v = p0 v0 (1. + "t + ß t '), 
durch den letzten Ansatz in das Gebiet der Dissoziation bei höheren Temperatu
ren 6") vordringend. 

1.079) E. P. Perman, W. Ramaay und J. Rose-lnnts. London Phi!. Trans. A 
1.89 (1.897), p. fti7. 

1.080) A. G. Worthing. Phys. Rev. 32 (19U), p. 243, 33 (19H), p. 2t7. 
1081.) J. P. l01.,le, London Phi!. Trans. 1.4.9 (1.859), p. 133. H. G. Creelman 

und J. Cracket, Edinb. Proc. Roy. ~oc. 13 (1885), p. 311. C. I. Burton und 
W. MarshaU, London Proc. Roy. Soc. 50 (1.891.), p.130. Vergl. auchdie Bestimmungen 
von Perman, Ramsay und Rose.Jnnes 1079) an ßüssigem Äthyläther. 
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c) Es ist das S, V-Diagramm, wenn darin die Kannodale mit 
den Isophasen (Fig. 37), und im homogenen Gebiet das Netz der 
Isothermen und Isobaren verzeichnet sind, besonders geeignet zur 
Darstellung, wie die Isentropen in das heterogene Gebiet eintreten 
und verlaufen 1082). Diese Verhältnisse sind von besondrer Wichtigkeit 
für die Frage, ob und von welchem Druck ausgehend bei einer ge
gebenen Temperatur durch adiabatische Expansion die Verflüssigung 
früher permanent genannter Gase (Nr. 20) möglich ist. Man muss 
hierbei achten auf die seitens der Wände des Gefässes, in dem sich 
das expandirende Gas befindet, zugeführte Wärme, welche eine 
Ablenkung der den Prozess vorstellenden Linie von der lsentrope 
nach der Seite der + S bedingt. Diese kann so weit gehen, dass es 
gar nicht zum Schneiden mit der Grenzlinie kommt 1083). 

Die Frage, ob bei isentropischer Expansion eines Gemenges von 
Flüssigkeit und Dampf Kondensation oder Verdampfung eintritt, wird 
durch die Art der Durchschneidung von lsentrope und lsopsychre 152) 

beantwortet 108~). Nach Natanson 108') nennt man neutrale Kurve (zur 
Unterscheidung von den Nr. 72b eingeführten kann man hinzufügen: 
füt· die isentt·opische Expansion eines Gemenges von Dampf und Flüssig
keit) den Ort der Berührungspunkte von Isentropen und Isopsychren, 
wo also eine elementare isentropische Expansion isopsychrisch vorgeht. 

d) Gay-Lussac 1085) und Joule 1086) schlossen aus ihren Ver
suchen, dass beim Überströmen von Gas aus einem Gefäss in einen 
mit demselben verbundenen leeren Raum, der Wärmeverlust des im 
Gefäss übrig bleibenden Gases gleich der Wärmeentwicklung in dem 

1082) Ein Beispiel der Behandlung für ein Gemisch (Luft mit Wasser) und Dar
stellung in einem log p, log T-Diagramm: H. Hertz, Meteorol. ZS. 1 (1884), p. 
421, Gesammelte Werke I, p. 320, vergl. W. Voigt, Thermodynamik II, Leipzig 
1904, p. 92. 

1083) Diese Ablenkung erklärt, dass dPr Versuch von Olszewski, Fussn. 212, 
sowie der mit grösserer Weite des Expansionsrohres bei geringerem Drucke ange
stellte ähnliche von Kamm•lingh Onnes, Fussn. 213, durch adiabatische Expansion 
das He zu verflüssigen, erfolglos waren. 

1084) Ravo~au, J. de phys. (3) 1 (1892), p. 461. Weiter L. Natanson, ZS. physik. 
Chem. 17 (1895), p. 267, E. Mathias, J. de phys. (S) 7 (1.898), p. 397, (4) 7 
(1.908), p. 618. 

1085) Gay-L1.tSsac, Mem. d' Arcueil l (1807), wieder abgedruckt in Mach, Prinzi
pien der Wärmelehre, Leipzig 1896, p. 461. 

1086) J. P. Joule. Phil. Mag. (3) 26 (1845), p. 369. 
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in den leeren Raum hineinströmenden Gas ist (Enc. V 3, Art. Bryan, 
Fussn. 65). Hieraus würde folgen, dass die Expansion ohne äussere 
Arbeitsleistung zugleich isothermisch und adiabatisch geführt werden 
könnte. Cazin 1087), der dieselbe adiabatisch leitete 1088), fand aber für 
002 eine Temperaturerniedrigung, die er mit der Rankine'schen Zustands
gleichung MS) und den Regnault'schen Kompressibilitäts- und Ausdehnungs
bestimmungen in ziemlicher Übereinstimmung fand. Rechnungen über 
die adiabatische Expansion ohne äussere Arbeitsleistun~ (freie Expansion) 
auf Grund der empirischen Zustandsgleichung (Nr. 36) gab Worthing 1089), 

dabei für Luft experimentelle Werte von ~ nach Koch 607), fiir 002 

von ihm selbst bestimmte (vergl. a) benutzend. Besonders aber ist die 
Expansion mit äusserer Arbeitsleistung, wie der adiabatisch isenthal
pische Prozess, der Joule-Kelvin-Prozess (vergl. Nr. 64:c), zur Prüfung 
der Zustandsgleichung herangezogen. Wir gehen auf diesen in Nr. 90 
weiter ein. 

90. Der Joule-Kelvin-Prozess. a) Nachdem Gay-Lussac und be
sonders Joule (Nr. 89d) eine Abhängigkeit der inneren Energie eines 
Gases von v nicht gefunden hatten (vergl. Enc. V 3, Art. Bryan, 
Nr. 22), wurde zur empfindlicheren Prüfung jener Abhängi~keit die 
isenthalpisch (Nr. 53b) adiabatische Expansion 1090) vorgeschlagen von 
Kelvin 1091) und ausgeführt von Joule und demselben 1092) mit 
~, N2 , 0 2 , Luft, C02 , zwischen 0° und 100° C und mit Anfangs
drucken bis zu 6 Atm. Ausser diesen Versuchen sind noch zu 
erwähnen die MessO.ngen von E. N atanson 1093) und von Kester 109') 

1087) A. Cazin. Ann. chim. phys. (4) 19 (1870), p. 5. 
1088) Indem er den Druckunterschied zwischen zwei mit einem Gas (H1, C01 , 

Luft) gefüllten Behältern sich adiabatisch ausgleichen liess, und den Enddruck 
beobachtete, gleich nachdem die Strömungsgeschwindigkeiten dissipirt waren. 

1089) A. G. Worthing. Phys. Rev. 32 (1911), p. 245, 33 (1911), p. 217. 
1090) H. L. Callendar, Phi!. Mag. (6) 5 ( 1903), p. 50, nennt dieselbe im Gegen

satz zu der adiabatischen reversiblen oder isentropischen ''adiathermal". 
1091) W. Thomson. Edmb. Trans. Roy. Soc. 20 (1853), p. 289. 
1092) J. P. Joule und W. Thomson. Phi!. Mag. (4) 4 (1852), p. 481; London 

Phi!. Trans. 143 (1853), p. 357, 144 (1~54), p. 321 ; Report B. A. 1861, Trans. of 
the Sections p. 83; London Phi!. Trans. 152 (1862), p. 579. 

1093) E. Natanson. Ann. Phys. Chem. 31 (1887), p. 502. 
1094) F. E. Kester. Physik. ZS. b (1904), p. 44. Phys. Rev. 21 (1905), p. 260. 

Vergl. auch noch die Versuche von W. A. D. Rudge, Phi!. Mag. (6) 18 (1909), 
p. 159, Cambridge Proc. Phi!. Soc. 161 I (1911)1 p. 48. 
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mit C02 , die von J. P. Dalton 1095) und von Bradley und 
Hale 1096) mit Luft, von E. Vogel 1097) mit Luft und 0 2 , die von 

Hirn 1098), Grindley 1099), Griessmann 1100), Peake 1101) und Dodge 1102) 

mit H2 0 1103) 1104). 

Die Versuche von Olszewski 1105) über die Inversionspunkte des 

Joule-Kelvin-Effektes (Nr. 64:c) können nach den Ausführungen von 

Hamilton Dicksan 707) 11°6) und besonders den Experimenten Dalton's 11°7) 

nicht einwandfrei als solche betrachtet werden. 
Wegen der Anwendung des Joule-Kelvin-Prozesses in Linde's 

Methode {Nr. 20c) zur Verflüssigung von Gasen 1108) vergl. Nr. 20. 

1095) .T. P. Dalton. Leiden Comm. Nr. 109c (1909). 
1096) W. P. Bradley und C. F. Hale. Phys. Rev. 29 (1909), p. 258. Bei diesen 

Versuchen wurde aber nicht bewiesen, dass die Expansion tatsächlich isenthalpisch 
vorging (vergl. Fussn. 1107). 

1097) E. Vogel. München Sitz.-Ber. 1909, Abh. 1. Diss. München (Berlin) 1910. 
Vergl. auch C. v. Linde, Fussn. 1108. 

1098) G. A. Hirn. Theorie mtkanique de Ia chaleur, 2te Aufl. 1865, p. 179. 
1099) J. H. G1•indley. London Phi!. Trans. A 194 (1900), p. 1. 
1100) A. Griessmann. ZS. des Ver. d. Ingen. 47 (1903), p. 1852, 1R80. 
1101) A. H. Peake. London Proc. Roy. Soc. A 76 (1905), p. 185. 
1102) Dodge. J. Amer. Soc. Mech. Engs. 28 (1907), p.1265, 30 (1908), p.1227. 
H03) Bei diesen Versuchen wurde Wasserdampf durch Austreten aus einer 

engen Öffnung ged1•osselt; an den Isenthalpen (vergl. aber Fussn. 1107) im 
p, T-Diagramm, den Drosselkurven, kann, wenn der Wert von \!sp für jede bekannt 
ist, durch (<l\!sp f<l T)p = 'YP letztere Grösse abgelesen werden ( vergl. Fussn. 638). Falls 
man von einem Gemenge von Dampf und Wasser ausgeht, kann aus der Endtemperatur 
der anfän~~:liche Wassergehalt abgeleitet werden: Drosselkalorimeter, Osborne Reynolds, 
Manchester Mem. and Proc. Litt. and Phi!. Soc. 41 (1896) Nr. 3. 

1104) Regnault, Mem. de l'lnst. 37 II, p. 579, Paris C. R. 69 (1869), p. 780, leitete 
die Expansion isotherm [Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 23, Vorgang a, der neuerdings 
wieder von E. Buckingham, Phi!. Mag. (6) 6 (1903), p. 518, empfohlen ist] und 
bekam nur nach Überwindung vieler Schwierigkeiten Resultate, die mit denen der 
isenthalpisch adiabatischen Expansion in Übereinstimmung sind, vergl. auch 
E. Buckingham, Nature 76 (1907), p. 493. 

1105) K. Olszewski. Ann. d. Phys. (6) 7 (1902), p. 818. Phi!. Mag. (6) 13 (1907), 
p. 722. 

1106) Vergl. auch W. Peddie, Edinb. Proc. Roy. Soc. 28 (1908), p. 394. 
1107) Nachdem Joule und Kelvin mit Expansion durch eine enge Öffnung keine 

befriedigenden Resultate bekommen hatten, sahen sie einen Wn.ttepropfen im Expan
sionsrohr vor. J. P. Dalton 1095) zeigte, dass man unter gewissen Bedingungen auch 
mit einem Reduzirhahn den richtigen Jou.le-Kelvin-Effekt bekommen kann. 

1108) Vergl. auch C. v. Linde, ZS. f. d. ges. Kälteindustrie 18 (1911), p. 132. 
Nach der van der Waals'schen Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw 

ist es mit diesem Linde-Prozess noch möglich, von T = n /4 Tk ab zur Verflüssigung 
zu gelangen. 
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b) Aus den in a erwähnten Messungen geht tatsächlich eine 
Abhängigkeit der inneren Energie eines Gases von v hervor, wie 
dieselbe in der Abweichung der experimentellen Zustandsgleichung 
von der eines vollkommenen Gases (Enc. V 3, Art. Bryan, Nr. 22) 
zum Ausdruck kommt. Schon die Joule-Kelvin'schen Resultate ergaben 
dieses. Dieselben sind mancherseits zur Kontrolirung von Zustands
gleichungen herangezogen. So von Joule und Kelvin selbst (Fussn. 
543, vergl. auch Planck ebenda), van der Waals 1.109), der mit 
seiner Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw , bw, Rw Über
einstimmung für Luft bei 17° C, weniger aber 1110) iür 90° C und 
nicht für C02 fand, Sutherland 1111), L. Natanson 1112) (vergl. Nr. 49b), 
Bouty111S), Schiller (Nr. 48e), Leduc (vergl. Fussn. 1118), Nakamura 11U), 
Bevan 1115), Porter 1116) 1111). Der Ableitung einer für ein grosses 
p, T-Gebiet als gültig anzusetzenden Zustandsgleichung mittels des Joule
Kelvin-Effektes, der zur Kontroliruug zwar ein empfindliches Kriterium 
darstellt, steht zur Zeit die geringe Ausdehnung des experimentell 
erforschten p, T-Gebietes desselben entgegen. 

c) Für die differenzielle isenthalpisch adiabatische Expansion, oder 
den differenziellen Joule-Kelvin-Effekt (Nr. 64c) gilt die Gleichung 

dT(ffsp=konst.) =- :P tv-T(:~)J dp. (173) 

Wegen der Diskussion auf Grund der van der Waals'schen Haupt
zustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw siehe Nr. 64c. 

1109) J. D. van der Waals [a] p. 123. 
1i 10) Leduc [b] p. 51 meint diese Beobachtung unrichtig. 
1111) W. Sutherland. Phil. Mag. (5) 22 (1886), p. 81 
1112) L. Natanson. Diss. Dorpat 1887, p. 42. 
1113) E. Botdy, J. de phys. (2) 8 (1889), p. 20, fand, dass sich für C09 die 

Clausius'sche GI. (81) besser den Joule-Kelvin'schen Resultaten anschliesse als die 
van der Waals'sche Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw. Wie auch 
J. Rose-Innes, Phi!. Mag. (5) 48 (1899), p. 286, bemerkt, ist, entgegen der Meinung 
von E. F. J. Love, Phi!. Mag. (5) 48 (1899), p. 106, ('aUfav)p nicht ohne weitere 
Daten aus (aTj(Jp)'!Ssp abzuleiten. 

1114) S. Nakamura. Referat J. de phys. (4) 2 (1903), p. 704. 
1115) P. V. Bevan. Cambridge Proc. Phi!. Soc. 12 (1903)1 p. 127. 
1116) A. W. Porter. Phi!. Mag. (6) 11 (1906), p. 554. 
111 7) Für besondere Linien und Punkte des Joule-Kelvin-Effektes vergl. auch 

D. Berthelot, Nr. 4:8e. 



90. Der Joule-Kelvin-Prozess. 943 

In erster Annäherung 1118) für kleine p gibt die empirische Zustands

gleichung in der Form (128): 

d T (ffsp = konst.) 
1 dB<Pl 

'YpA AT dT dp. (1 74) 

Dabei ist, wie bei der weiteren Diskussion, Nr. 82a entsprechend, 

die Avogadroskala als mit der Kelvinskala zusammenfallend ange

nommen 1119). 

Aus GI. ( 17 4) geht hervor, dass auch in dem Avogadro'schen Zustande 

(3Tj()p)ffsp nicht = 0 ist, ausser für einen solchen Wert von T, für den 

dB<PlfdT = 0 oder nach Gl. (127): 

dB 
B- T dT = o. (175) 

Die Inversionstemperatur des Joule-Kelvin-Effektes im Avogadro

schen Zustande ist also (für die Vorhersagung der Inversion für H2 

vergl. Nr. 62a) eine korrespondirende. GI (37) gibt für dieselbe t = 4,8 

(vergl. für die van der W aals'sche Hauptzustandsgleichung mit kon

stanten aw, bw, Rw Fussn. 706). Dalton 1120) findet aus speziellen Virial

koeffizienten für H2, die den Isothermen von Kam.erlingh Onnes und 

Braak SM) angeschlossen sind, t = 6,9 1121). 

Aus GI. (173) folgt, entsprechend dem in Nr. 62a für die Korre

spondenz thermodynamischer Prozesse abgeleiteten Satze, unmittelbar, 

dass nur Gase mit gleichem "A für korrespondirende Druckänderungen 

auch korrespondirende Temperaturänderungen zeigen werden 1122). 

In zweiter Annäherung und nach p integrirt, aber die auftretende 

Temperaturänderung noch so klein vorausgezetzt, dass die Virialkoeffi-

1118) Rechnungen auf Grund seines J4/p (vergl. Fussn. 902 und Fussn. 916): 

Leduc [b] p. 47 u. f. 
111 9) GI. (138) entsprechend ist die experimentelle Bestätigung von GI. (174) 

als ein Kriterium für die Gültigkeit jener Annahme anzusehen (vergl. weiter Nr. 82a). 

1120) /. P. Dalton. Leiden Comm. Nr. 109a (1909). 
1121) Es zeigt sich hier wieder (vergl. z. B. Nr. 'i6b, und weiter Nr. S4:c u.s.w., 

zuletzt Nr. S'ib) die Abweichung zwischen H2 einerseits und N2 und 02 andrerseits 

in dem Unterschied zwischen der speziellen Zustandsgleichung für H, und der mitt· 

leren empirischen Zustanrlsgleichung (37), die in diesem Gebiet vom Anschlu~s an 

0, und N2 zu demjenigen an H, übergeht. 
1122) Vergl. E. Buckingham, Fussn. 923, und auch H. N. Davis, Phys. Rev. 26 

(1908), p. 407. 
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zienten und ihre Ableitungen sowie r pA dabei als konstant angesehen 
werden können, ist 1128) : 

T2 - T1 (ffsp = konst.) = :Y~A ( T :~- B) (p2-p1) + 

1 ! dO ( dB ) ( 1 d2 B)~ 2A:YpA~TdT-2C- TdT-B 2B-:YpATdT2 ~(p22-pt2).(176) 

Hiermit wäre z. B. die von E. Vogel 1097) beobachtete Abhängigkeit 
des Joule-Kelvin-Effektes vom Druck zu vergleichen. 

Für kleine p nach T-1 entwickelend kommt 

aA Tk tb 2b2 3b8 5b4 7b5~ T2-T1 (~8p=konst.)=- t+-1 +!2+-14 +-16 • 
:YpAPk 

<P2- Pt), • (177) 

in der noch :YpA als mit T relativ wenig veränderlich (Nr. öö und 56) 

anzusehen ist. Diese Gleichung umfasst die Temperaturabhängigkeit 
tJ& T-1 - ß, die van der Waals 1109) (auch Love, Fussn. 1113) aus 
seiner Hauptzustandsgleichung mit konstanten aw, bw, Rw ableitet (vergl. 
Nr. 44:), sowie tJ& T-2 - ß, die Love i11S) aus der Clausius'schen GI. (81) 

()(, 

ableitet, und den empirischen Ansatz von Rose-Innes 11.24) l: ; (vergl. 

Fussn. 507) U25). 

Wegen der Verwendung des Joul6-Kelvin-Eff'ektes für die Ableitung 
der absoluten Temperaturskala vergl. Nr. 82a. 

d) Wir wollen hiermit die Behandlung spezieller Zustände bzw. Zustands
gebiete und spezieller Prozesse sowie derer Verwertung für die Kenntnis der 

11.23) Vergl. die Formeln Dalton's, Fussn. 11.20, wobei Fussn. 360 zu be
achten ist. In GI. (1. 76) ist auch die Änderung von 'Yp mit p aufgenommen (vergl. 
Nr. o4c). Diese wirkt dahin, den Unterschieden zwischen der von Dalton, Fussn. 1095, 
beobachteten und der von ihm mittels der den Isothermen Amagat's angeschlossenen 
individuellen Virialkoeffizienten berechneten Abkühlung für Luft bei den höheren 
Drucken noch einen kleinen Beitrag hinzuzufügen, wie auch aus Fig 19 unmittelbar 
hervorgeht. Vergl. auch die Rechnungen für den differenziellen loule-Kelvin-Eft"ekt 
auf Grund der in Nr. 89d erwähnten Daten TOn Worthing 10811). 

112.&) J. Rose-Innes. Phil. Mag (5) .&5 (1898), p. 227, (6) 2 (:190:1)1 p. :130. 
11.25) Für den Joule-Kelvin-Eft"ekt für Gemische vergl. J. P. Joule und 

W. Tlwmson, London Phil. Trans. :152 (:1862), p. 579, W. Sutherland, Phil. Ma.g. (5) 
22 (1886), p. 81, E. Bouty, J. de phys. t2) 8 (:1889), p. 20, sowie die Rechnungen 
Witkowski's 70') und die Bestimmungen Yon Joule und Kelvin I09t), Dalton 1°91)1 

Bradley und Hale 1098) und E. Vogel 1091) an Luft. 
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Zustandsgleichung abschliessen. Zunächst scheint eine Fortführung der in 

diesem Abschnitt behandelten Untersuchungen zu einer genaueren Kenntnis 

der empirischen Zustandsgleichung und zum Ausarbeiten der Bilder, die in 

Nr. 31 und 34: behandelt sind, führen zu können. Es werden durch dieselben 

jedenfalls wichtige Linien über die ganze Zustandsfläche festgelegt. Eine 

systematische Fortführung der in A behandelten Untersuchungen dürfte 

die Lösung verschiedener der in Nr. 52 genannten Probleme näherrücken. 

Als besonders vielversprechend dürfte die in Nr. 3a und 58a angegebene 

Richtung, die auf eine Verknüpfung der Betrachtungen über kalorische 

und thermische Eigenschaften hinweist, mit Berücksichtigung der Gesetze 

der molekularen Schwingungen (Nr. 74c, e, {, vergl. auch Nr. 43d und 5'if) 
in Betracht kommen. 

(Abgeschlossen Dezern ber 1911 ). 
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Bezeichnungen. 
Alle Größen beziehen sich auf Mol, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes 

U Energieinhalt. 
gesagt ist. 

U = U1 - U,. Energiedifferenz. 
Q Wärmemenge . 
.A äußere Arbeit. 
r.,l TP spezifische Wärme bei konstantem Volumen (Druck). 
V Volumen, ~ = t:. V Volumenänderung. 
p Druck. 
n osmotischer Druck. 

C Konzentration in Mo! · 
cm 

n0 in der Elektrochemie Lösungstension. 

00 die zur Lösungstension gehörende Konzentration 00 = ;~ · 
n Mol- oder MolekelzahL 
N Zahl der Moleküle im Mol (Loschn1idtsche Zahl) 6,06 • 1013• 

n faeh normal ist eine Lösung, die n Mol gelöste Substanz im J.iter enthält. 



Begrenzung des Sto:lies. 

% = U + p V Wärmefunktion bei konstantem Druck. 
8 Entropie. 
1JI = N 1JI' = U- T 8 freie Energie. '= U- T 8 + p V zweites thermodynamisches Potential. 
T absolute Temperatur. 

erg 
k Boltznumnsche Konstante 1,372 · 10-16 Grad· 

erg 
R = kN Gaskonstante = 8,3186 · 107 Grad· 

h Plancksche Konstante 6,55 · 10-n ergsec. 
m Masse eines 1\Ioleküls. 
M Molekulargewicht = mN. 
' Dielektrizitätskonstante. 
F Äquivalentladung = 96 494 Coulomb. 

t&, v Beweglichkeit unter der Kraft 1 Volt . 
cm 

D Di:ffusionskonstante. 
rp elektrisches Potential. 
E Klemmenspannung. 

Begrenzung des Stoffes. 

951 

Im folgenden Artikel sind mit Rücksicht auf die Raumbegren
zung nur diejenigen Fragen besprochen, die si.ch als Anwendungen der 
thermodynamischen und statistischen Gesetze auf physikalisch-che
mische Dinge behandeln lassen. Der Zusammenhang von Eigenschaften 
und chemischer Konstitution der Körper sowie die Frage der zwi
schen den Molekülen und Atomen herrschenden Kräfte . ist nicht be
t·ücksichtigt, ebenso wurde auf die Besprechung der Adsorptions
erscheinungen und der Photochemie verzichtet. 

Es wurde viel Gewicht darauf gelegt, thermodynamisch abge
leitete Formeln statistisch verständlich zu machen und so eindring
lich zu zeigen, daß Thermodynamik und Statistik nur zwei formal 
verschiedene Betrachtungsweisen desselben Vorgangs sind. Als thermo
dynamische Methode wurde im Zwang der Raumbeschränkung die der 
thermodynamischen Potentiale gewählt, durch die sich die Beweise 
am kiirzesten geben lassen, trotz der Vorteile der Methode der Kreis
prozesse. 

Auf den Vergleich der allgemeinen Gesetze mit der Erfahrung 
wurde iiberall eingegangen, nicht aber auf die Untersuchung der Eigen
schaften spezieller Systeme. 

Die ausländische Literatur der letzten Jahre ist dem Referenten 
nur teilweise zugänglich gewesen. 
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I. Allgemeine thermodynamische und statistische Gesetze. 

1. Erster und zweiter Hauptsatz. L Hauptsatz. Die Energie U 
ist eine Größe, die durch den Zustand des betrachteten Systems ein
deutig gegeben ist. Führen wir unser System aus dem Zustand 1 in 
den Zustand 2 über, so ist die Energiedifferenz 

u2- ul = Q + A, 
wo Q die zugeführte Wärmemenge, A die aufgewendete Arbeit ist. 
Von unserem jetzigen Standpunkt aus ist nur die Differenz U2 - U1 

definiert, Zustände, die sich nicht ineinander überführen lassen, sind 
in bezug auf ihrt:) Energie miteinander nicht vergleichbar. 

Bei Prozessen unter konstantem Druck Po ist A = -Po ( V2 - V1), 

also QP = ( U +Po V)2 - ( U +Po V)1• Die Größe QP nennt man die 
Wärmetönung bei konstantem Druck, die Größe X = U + p0 V die 
Wärmefunktion bei konstantem Druck.1) 

Weiter ist selbstverständlich 
T 

(1) (U2- U'..)r= (U2- U1)ro +.[(~~;- ~~~.)dT, 
To 

und wenn, wie gewöhnlich bei konstantem Volumen A = O, u;- U1 = Q. 
ist, T 

Q~r= Q.To +JCr •. - r,)dT, 
1;, 

(la) T 

ebenso Qpr = Qp1·. + j'crp.,- rp)dT.•) 
l'o 

Wir ~achen für U folgende Voraussetzung: Es soll U für ein 
homogenes System von der gewöhnlich benützten Größenordnung 
in eine gut konvergente Reihe entwickelbar sein, det·en erstes Glied 
proportional dem Volumen, aber unabhängig von seiner Form und 
von der Umgebung, deren zweites Glied proportional der Oberfläche, 
aber unabhängig von der Form und von der weiteren Umgebung der 
Oberfläche ist, usw. 

Diese Annahme wird stets gemacht, konnte aber bisher nur in 
einzelnen Fällen bewiesen werden. In dieser Annahme steckt, daß die 
Volumenenergie (das erste Glied der Reihe) additiv ist. Das zweite 
Glied gibt Anlaß zu den Kapillarerscheinungen. 

II. Hauptsatz. Die Thermodynamik sagt aus, daß eine weitere 
eindeutige Funktion des Zustandes die Entropie S ist. Die Differenz 

1) Gibbs, p. 110; B1·yan, p. 74. 
2) G. Kirchhoff, Pogg. Ann. 103 (1858), p. 203; B1·yan 68 u. 69. 
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der Entropien der Zustände 1 und 2 ist 
2 2 

(2) s.- 81 f"j =.I~ U_:f/~-~=s), 
1 1 

wenn h Q die bei reversiblem Übergang zugeführte Wärmemenge ist. 
Auch die Entropien zweier Zustände lassen sich nur vergleichen, wenn 
die beiden Zustände reversibel ineinander überführbar sind. 

Über die Entropie machen wir die gleiche Annahme der Ent
wickelbarkeit wie über die Energie. 

Aus Gleichung (2) ergibt sich für homogene, einheitliche Körper 
T T 

(2a) S f~aT + t;_(p) Jr; dT + f1 (V), 

wo {11 { 2 noch vom Bezugszustand und den Mengen, nicht aber von 
T abhängen. 

2. Allgemeines über Gleichgewichte. Unsere Aufgabe wird im 
allgemeinen die Betrachtung von Gleichgewichten sein. Wir unter
suchen ein System, das aus (einem oder mehreren) homogenen Teilen 
(Phasen) besteht, die einzeln so ausgedehnt sind, daß wir uns mit 
dem ersten Glied unserer Reihenentwicklung begnügen können. Jede 
Phase kann auch mehrere unabhängige Bestandteile enthalten. 

Dann ist es wesentlich, ob die Phasen direkt aneinandergrenzen 
oder ob die Trennungsflächen die Eigenschaften halbdurchlässiger 
Wände haben. Im letzteren Fall seien etwa A die Stoffe, für die die 
Wand durchlässig ist, B diejenigen, für welche sie es nicht ist. Die 
Undurchlässigkeit besteht darin, daß die Einstellung des Gleichge
wichtes von B auf beiden Seiten viel länger dauert als bei A, nicht 
aber etwa darin, daß im Gleichgewicht B auf der einen Seite der 
Wand in viel größerer Menge vorhanden ist als auf der anderen:') 
Bei Vorhandensein solcher halbdurchlässiger Wände stellen wir unsere 
Betrachtungen zu einem Zeitpunkt an, wo sich für A das Gleichge
wicht schon hergestellt hat, für B aber nicht. Mit ähnlichen Ab
straktionen von künstlich herabgesetzten Teilreaktionsgeschwindigkeiten 

3) Bryan 13. 
4) In einem Gas, das nur Moleküle durchläßt, deren Normalgeschwindig

keit über einer gewissen Grenze liegt, vermindert ein Potentialfeld zwar die 
absolute pro Zeiteinheit durchtretende Ga.smenge, nicht aber ihr Verhältnis zur 
Gleicbgewichtsmenge, also auch nicht die Einstellzeit, hat daher nicht die Eigen
schaften einer solchen W a.nd, wohl aber genügen zwei entgegengesetzte solche 
Felder. Auch materielle Wände können wir als zwei entgegengesetzte Potential
felder idealisieren. Vgl. K. F. Herefeld, Ann. Phya. 56 (1918), p. 133. 
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müssen wir noch öfter arbeiten, wenn sie sich auch im Gegensatz zu 
den hälbdurchlässigen Wänden nicht realisieren lassen. 

JedenfaUs aber neh'»>ten wir an, daß für den Stoff A clie Gleick
gewichtsformeln anzuwenden sind, obwohl sich das ganze System noch 
nicht im Gleichgewicht befindet.6) Eine Arbeitsiähigkeit des Systems 
kann natürlich nur von dem nicht im Gleichgewicht befindlichen B 
herrühren. 

Nun lehrt die Thermodynamik, daß jedenfalls überall gleiche 
Temperatur6) und in den Phasen, die nicht durch halbdurchlässige 
Wände getrennt sind, auch gleicher Druck herrschen muß. 

Sind ferner zwei Bestandteile mit einem dritten im Gleichgewicht, 
so sind sie es auch untereinander. 

Für die Ableitung der weiteren Bedingungen sind in der physi
kalischen Chemie im wesentlichen drei Methoden üblich: 

Die erste Methode, die von Horstmann eingef'lihrt ist, betrachtet 
die Entropie. Wir führen Jna Mol der Substanz a aus dem Zustand 
1 in den Zustand 2 isotherm über. Die Entropie des Zustandes 1 sei 
811 die des Zustandes 2 sei 82 • Dann entspricht dieser Überführung 
eine Änderung der Gesamtentropie 

Jn (os. _ ~s~)· 
a ona ona 

~ 8• ist hier eine Funktion der Konzentration 0 2 a von a im Zustand 2, una 
von T und anderen Variabeln, die bei der Umsetzung ungeändert 

bleiben, entsprechend ist ~81 eine Funktion von 01 a· Bei reinen 
una 

Stoffen und auch bei Mischungen von idealen Gasen sind die ~~ die 
,,spezifischen Entropien", bezogen auf ein Mol. 

Wenn der "Übergang isotherm und reversibel erfolgt, ist die En-

tropieänderung ~l, wo J Q die Wärmetönung des Prozesses bedeutet. 

Die so entstehende Gleichung zwischen ~~Jn und JQ, als Gleichung 

für die 0 aufgefaßt, ergibt die Gleichgewichtsbedingung fdr den Stoff a. 
Es ist nämlich klar, daß die 0 Gleichgewichtskonzentrationen sein 
müssen, wenn der "Übergang reversibel erfolgen soll. Dies gilt sowohl 
für chemische Umsetzungen innerhalb einer Phase, wie für Uhergänge 
aus einer Phase in die andere. 

o) Das ist z. B. der Fall, wenn etwa Wasser bei gewöhnlicher Temperatur 
in Berührung mit Wasserdampf und merkbaren Mengen Wasserstoff und Sauer
stoff steht. Siehe P. H. J. Hoenen, Z. f. ph. Ch. 82 (1913), p. 695. 

6) Bryan, p. 141. 
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Wenn wir nun eine Theorie der spezifischen Wärmen und die 
Zustandsgleichung haben, lassen sich auf Grund von Formel (2) die 
Entropien, bezogen auf eine bestimmte Konzentration und Tempera
tur usw. der gleichen Phase und Substanz, angeben. Wollen wir dar
über hinaus den Übergang aus einer Phase oder Substanz in die 
andere berechnen, so bleibt in unserer Gleichung eine Konstante, näm
lich die Entropiedifferenz der Bezugszustände, unbestimmt (sie ist 
natürlich überhaupt nur durch unsere Gleichung definiert), solange 
wir keine Theorie dieses Überganges haben. 

Verstehen wir unter ,:E eine algebraische Summation, bei wel
cher jede Größe für entstehende Körper positiv, für verschwindende 
negativ zu rechnen ist, so wird die Entropieänderung 

~oS 
.:::;"; 0 n an. 

Führen wir den Prozeß bei konstantem Druck, so gilt als V erall
gemeinerung von (1 a) (T0 = 0) 

T 

oQp,T = oQp,o + ~ o~~JrpdTiin. 
0 

Also wird ( vgl. (2 a)) 
1' T 

~ 0°nf1(p)on + ~ 0°nf~d1'on = ~~JI._O_ + -f~ iJ~jrpdTon 
0 

T 1' 

oder ~ :n.ft(p)on = ~~!_o_-}·~~~ oonfrpd1'on + konst. 
0 

und entsprechend 
T T 

~ J_t; (V)iin = ~_Q~1~ -j~_! ~ 1_ j•r dTon + konst . .:::;"; on 2 T T~ ~ on, ~ 
0 

Die unteren Grenzen der Integrale sind nicht festgelegt. 
Die zweite Methode (van 'I/Hoff, Nernst) pflegt von der Betrachtung 

isothermischer reversibler Kreisprozesse auszugehen, bei deren Durch
laufung im ganzen die Arbeit Null geleistet wird. Man hat nun den 
Kreisprozeß so zu führen, daß die Arbeit während der Durchlaufang 
des einen Teils nur bekannte Größen enthält, wogegen im übrigen Teil 
die Größen auftreten (z. B. Dampfdruck, elektromotorische Kraft), die 
man kennen lernen will. Aus der Gleichung, die ausdrückt, daß die 
Summe beider Teile Null ist, lassen sich die gewünschten Größen 
berechnen. Beispiele hierfür sind: Um den Dampfdruck einer Lösung 
zu finden, entfernt man die gelöste Substanz mitte1st einer semiper
meablen Wand (Arbeit aus dem osmotischen Druck, vgl. Nr. 29, be-
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rechenbar), verdampft das reine Lösungsmittel (Arbeit - RT), dehnt 
den Dampf isotherm auf den Dampfdruck der Lösung, wobei sich die 
Arbeit in diesem (gesuchten) Druck und dem des reinen Lösungs· 
mittels ausdrücken läßt, und kondensiert in die Lösung (Arbeit+ RT). 

Oder man berechnet das Elektrodenpotential E, indem man die 
dem Durchgang einer bestimmten Elektrizitätsmenge d e entsprechende 
Umsetzung erst unter Leistung osmotischer Arbeit vor sich gehen 
läßt und dann durch Hindurchsenden von - de (aufgewendete Arbeit 
+ Ede) rückgängig macht. 

Wie in diesen Beispielen sucht man allgemein isotherme Volumen
änderungen und Destillationen einzuführen, da sie besonders leicht 
berechenbar sind. Daher tritt immer wieder der osmotische oder der 
Dampfdruck auf. 

Ähnlich wie bei der ersten Methode ist auch hier in allen 
Formeln der uns aus der Erfahrung bekannte Gleichgewichtsdruck 
eines bestimmten Normalzustandes (z. B. Dampfdruck des reinen Lö
sungsmittels, Lösungstension) enthalten, zu dessen Berechnung die 
Kenntnis de1· Entropiekonstanten erforderlich wäre. 

Für die Arbeit eines isotherm reversiblen Prozesses gilt bei kon
stantem Volumen (Bri.Jan 162) 

(3) A-U=T(~~t 
Da die Temperaturabhängigkeit von U, der Gesamtenergieänderung, 
sich aus den spezifischen Wärmen berechnen läßt, gibt die Integration 

(3a) A =-Tj; dT+ bT. 

In b stecken wieder die Entropiekonstanten der entstehenden und 
verschwindenden Stoffe. 

Hierbei ist A gleich der Änderung der freien Energie A'l/1. Ar
beitet man bei konstantem Druck statt bei konstantem Volumen, so 
tritt 1) an Stelle von 1/1 das zweite thermodynamische Potential b und 
an Stelle von (3) 

(3b) 

Die Betrachtung der Kreisprozesse ist sehr anschaulich, wurde aber 
hier im Interesse <ler Kürze nicht gewählt. 

Die dritte Methode, die von W. Gibbs eingeführt und dann be
sonders von Riecke, Planck sowie der neueren holländischen Schule 
(van der Waals, Backhuis Rooseboom, van Laar) weitergeführt wurde, 
beruht auf der Anwendung des thermodynamischen Potentials. Es 

7) Vgl. z. B. R. Lorenz u. llf. Katayama, Z. f. ph. Ch. 62 (1908), p. 119. 
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se1 1m Gesamtsystem Druck und Temperatur gegeben, die zu ver
wendende Gleichgewichtsfunktion ist daher8) 

b=U+pV-TS=-tfJT. 

Sie ist noch Funktion der Mengen der unabhängigen Bestandteile in 
den verschiedenen Phasen; die Gesamtmenge jedes Bestandteiles ist 
natürlich fest. Da U, V, S sich aus den Teilgrößen für jede Phase 
additiv zusammensetzen, ist dies auch für ~ (bzw. 4') der Fall. Die 
Gleichgewichtsbedingung wird Sa) (die Striche bezeichnen die Phase, 
die Indizes den Stoff) 

(4) 

0 = ~fo= -T8<P = _or 8n '+ ."~-[8n '+ ... 
I> on; 1 on~ I 

+ *fi Jn/' + ~{~ Jns'' + · · · 
+ .... 

mit den Nebenbedingungen für k = 1, 2 ... 

(4') Jn~ + 8n~ +. · · = 0. 

D. G ··ß or;<•> - ot b · h t ·t c.> d t · te ro e .,. C•> - "--rlf ezelC ne man m1 fLr un nenn ste un,. unr 
das chemische Potential des Stoffes r in der sten Phase.9) Aus (4) 
und ( 4') folgt als Gleichgewichtsbedingung 

, " !-'-t =p,l =· .. 
(5) p,; = P.s" = ... 

Da ~ eine homogene Funktion erster Ordnung in den Massen ist, 
sind die fL nullter Ordnung, und es gilt (Bryan 146) 

~ =~p,rnr. 
r 

Für p. findet man folgende Pormeln, in denen die als Indizes stehen
den Größen beim Differenzieren konstant zu halten sind: 

(5') t-t=(o.,.U) .=(~lP) =(~[;') (Bryan144Vorzeichenfehler!150). un s, J un T, v un T,p 

Seien nun nicht mehr alle Bestandteile unabhängig, sondern etwa 
der Stoff 3 aus 1 und 2 nach der chemischen Formel a(1) + b(2) 
= c (3) zusammensetzbar, so bleibt (4) unverändert, dagegen tritt 

8) Bryan, p. 105. Bei halbdurchlässigen Wänden kann der Druck der ein
zelnen Phasen verschieden sein. An Stelle von p V tritt dann die entsprechende 
Summe. iJ> ist die von Planck eingeführte thermodynamische Funktion. 

8a) Wir beziehen alles auf Mol statt auf die Masseneinheit. 
9) Bryan, p. 141. J. J. van Laar hat in zahlreichen Arbeiten in der Z. f. 

ph. Ch. von Bd. 15 an die chem.-phys. Anwendungen des Potentials dargestellt. 
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als Nebenbedingung statt (4') 

8n/ + 8nt" + · · · + ~ 8n8' + ~ 8n8'' + · · · = O, c c 

8n2' + 8n2" + · · · + ~ 8n8' + _b_ 8ns" + · · · = 0. c c 

Die Gleichungen (5) bleiben erhalten, nur tritt noch als Bedingung 
für das Gleichgewicht zwischen 1, 2 und 3 hinzu 

(6) ap,i•> + bp,~•> = cp,~>. 

Oft ist es nützlich, die Energie in zwei Teile zu teilen, deren 
einer der gewöhnliche thermodynamische (vom Wärmeinhalt und 
inneren Kräften herrührende) ist, während der andere von äußeren 
z. B. Schwere- oder elektrischen Kräften herstammt, die ein den 
Mengen proportionales Potential~.Qn besitzen, aber keinen Beitrag 
zur Entropie liefern. Dann teilen sich auch die Größen p, entspre
chend, und man pflegt nur die auf den thermodynamischen Teil be
züglichen Summanden als chemische Potentiale p, zu bezeichnen. Die 
Gleichgewichtsbedingungen lauten dann: 

(7) ",<•> + a<•> = ",cq) + acq) r-r r r-r r • 

Aus der Definitionsgleichung für p., nämlich 

(•) = ..E1_ = o(U+pV-TS) 
P.r on<•> on<•> r r 

wird, wenn wir für U + pV = x und S ihre Werte nach (la) und 
(2 a) einsetzen, 

(8) ~~'~a:l"jb.r=o + Jr,dT-T~~dT- Tf,(p)l 

= T-?_~~.!!.:=_o -j~TJTr dT- ~ (p) + konst )· 
an~> T 1'1 P 1 • 

0 

In den p. 954 erwähnten Fällen, wo sich Energie und Entropie 
aus den mit den Mengen multiplizierten spezifischen Größen additiv 
zusammensetzen, tritt an Stelle der Differentiation Ersatz aller Größen 
durch die spezifischen. In den Größen p. treten zwei unbestimmte 
Konstante auf, eine von der Energie, die zweite, mit T multipliziert, 
von der Entropie herrührend. 

Nun sehen wir aber, daß die nach der ersten Methode abge
leitete Gleichgewichtsbedingung sich nur dadurch von (8) unter
scheidet, daß die einzelnen Glieder der Summe auf verschiedenen 
Seiten der Gleichung stehen. In der Tat können wir die auf isotherme 
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Zustandsänderungen augewandte Gleichung (2) offenbar so schreiben 

oS" _oS' _ _!._[o(U+pV)" -~_(U_t1J~1] 
on" on' - T on on' 

Oder o(TS- U-pY)" _ o(TS- U-pV)' d "_ , 
on" - on' 0 er lL - lL' 

Das gleiche sehen wir an Gleichung (3 b) unter Berücksichtigung von 
Bryan 152. 

Die Potentiale hängen bei konstantem Druck und gegebener 
Temperatur nur von der Zusammensetzung, nicht _von den absoluten 
Massen der Phasen ab. Führt man die Molenbrüche 

(9) 

ein, wo die n die Molzahlen sind, so wird die Gleichung Bryan 159 

(1-x)ott;_ ~O!L;x =(1-x)o!Lk_ ~o"'kx 
k oxk ~ ox, • j OX; ..:::..; ox. • 

•+i,k •+t,k 
(10) 

(i = 1, 2 ... ' k = 1, 2 ... ). 

3. Abhängigkeit des Gleichgewichtes von Druck und Tempe

ratur. Phasen gleicher Zusammensetzung. a) Abhängigkeit von Druck 
und Temperatur. Wenn ein beliebiges System gegeben ist, so lautet 
die Gleichgewichtsbedingung 

(4) ~ll'~k>on~k> = 0. 
i," 

Das ist eine Gleichung zwischen p, T und den n. Ändern wir T, p 

um dT, dp, so ändern sich auch die n um dn; diese Änderungen 
erhält man aus 

(11) o = a(~!L~k>onlk>) = dT~~~onl> + dp~0t~k!on~k> 
~k 4k ~k 

oder mit Einführung der entsprechenden Wärmetönung 

JJ =-~O:%~on}kl (Bryan 157) 

und V o]umenänderung 

oV =L:o;~> on}kl (Bryan 158) 10) 

(12) -~TC{ dT + oV dp +""' ~ 011~k> d'n\kl dn<k> = 0 
..:::..;.~ on<k) • ,. . 
i,k r r 

Hier bedeuten also oQ, clV die zugeführte Wärmemenge und Volumen-

10) M. Planck, Vorlesungen über Thermodynamik, 1. Aufl. Leipzig 1897, p.176. 
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äna"rung beim virtuellen Umsatz dnlkl, während dT und dp die Ände
rungen von 1' und p sind, die einer Änderung der Zusammensetzung 
der Phasen dn~k) im Gleichgewicht entsprechen. 

Bei konstanter Zusammensetzung der Phasen ist dn = O, also 
(Bryan 89) 

(13) 

Dies ist identisch mit der Gleichung von Olausius-Clapeyron (Bryan 138) 
dp 1 Q 

(13a) d 1' = 1' v' - v" 

Aus der Gleichung (12) folgen die Sätze von van t'Hoff und Braun
Le Chatelier 11), daß bei Temperaturerhöhung das Gleichgewicht sich so 
verschiebt, daß Wärme absorbiert wird, bei Druckerhöhung so, daß das 
Volumen kleiner u·it·d. Denn da ~!L; > 0 (wegen der Stabilität, Bryan 

un; 

Nr. 17), so hat ~C.) das gleiche bzw. ~V das entgegengesetzte Zeichen un un 
wie dn. 

b) Phasen gleiche1· Zusammensetzung.Ua) Es seien zwei Stoffe in 
zwei Phasen gegeben. Man nehme zwei einfachste virtuelle Um
setzungen vor: 

1. dn/ =- ~nt, ~n2' = on2'' = Üy 

2. ~n2' = - dna", ~n/ = ~n/' = 0. 

Aus Gleich. (12) erhält man: 

1. _JQ1 d1' +~Y1 dp+dn ' 01!~- dn " 011~'+ dn'~~~ -dn"~lll=o 
il'n~ 1' /Jn~ 1 on~ 1 on~· 2 on~ 2 on~· ' 

2 (j Q. d 1' + d' v. d + d '0 !L~ d "ö !L': + d ' 0 !L~ l "(} !L~· 0 . - s:~- 1' _"-, p nl "'--i - nl --::,--,-, n2 ;;,--,- ( n2 "--:-" = . 
un~ un• un1 un1 un2 on2 

Führen wir den Molenbruch x = ~+1 ein und berücksichtigen, daß 
n 1 n1 

!k nur von x, nicht aber von den n einzeln abhängt, so wird 

_IJ_Ql_aT+<~'_vt 7 +o~~a ,_otL'ta "_ 0 
lJ n; T d' n; (I P o x' X (} x" X - ' 

_ ~.2· a T + (j v. d + o_~; d , _ a ~~-~ d 1, _ 0 IJn~ T d'n; p ox' X ox" X - ' 

11) J. Moutier, BulL de la Soc. Philomath. (7) 1 (1877), p. 39; G. Robin, 
ebd. (7) 4 (1879), p. 2t; J. W. Gibbs, I. c. p. 36, lH, 146, 202; J. H. van t'Hoft~ 
Etudes de dynamique chimique, Amsterdam 1884,; H. Le Chatelier, Paris C. R. 
99 (1S84), p. 786; 100 (1885), p. 50, 441; Recherehes experimentales et theoriques 
sur les equilibres chimiques, Paris 1888, p. 48, 210; F. Braun, Wied. Ann. 33 
(1888), p. 337; Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 269. Die übliche Anwendung des "Braun
Le Chatelierschen Prinzips" kritisiert P. Ehrenfest, Z. f. ph. Ch. 77 (1911), p. 227. 

11 a) W. Gibbs, Thermodynamische Studien, p. 118; D. Konowalow, Wied. 
Ann. 14 (1881), p. 3t. 
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Schreiben wir noch 

~~:- = AQ11 
1 

(das sind also die Wärmetönungen und Volumenänderungen beim 
Übertritt von ein Mol 1 bzw. 2 in die andere Phase) und beriicksich
tigen als Spezialfall von (10) 

(10') 

so können wir auflösen und erhalten: 

dx' = -- 1 - !!'_ -,{CA Q2 (1 - x") + A Q1x")dT 
(x"- x') ~ E} T 

uX 
- (AV2(1- x") + A V1 x")dp}: 

(14) 
dx" = 1 - x~___t_,, { (A Q2 (1 - x') + A Q1 x') ~1:__ 

(x" -x')~IL~, T 
ox 

- (A V2(1- x') + A V1 x') dp} · 

D. h., wenn die Zusammenset.z·ung beider Phasen gleich wird (x" = x'), 
wird T bei konstantem p bztv. p bei konstantem T ein Extremwert. 

Für die im Nenner vorkommenden Größen -~~- kann man natür

lich unter Einführung des mit p, gleichen Potentials der mit dem 
Stoff im Gleichgewicht befindlichen Dampfphase schreiben 

o ILl = R T o lg 1!Jc 
ox dx ' 

wo p 1 der Dampfdruck des Stoffes 1 ist. 

4. Nernstsches Wärmetheorem. \Vir haben im vorhergehenden 
gesehen, daß wir aus der Kenntnis der spezifischen Wärmen und der 
Zustandsgleichung, die uns durch Messungen oder durch die Theorie 
bekannt sein mögen, alle thermodynamisch wichtigen Größen be
rechnen können, wenn wir sie auf einen Normalzustand beziehen, der 
durch bloße Temperatur- oder Volumenänderung erreichbar ist. Bei 
Übergängen in eine andere Phase oder Substanzumwandlung geht 
dann in unsere Gleichungen eine Konstante ein, die der Entropie
änderung beim Übergang aus dem Bezugszustand der einen Phase 
(Modifikation usw.) in den Bezugszustand der neuen Phase entspricht. 
Diese Entropieänderung ist nicht anders zu definieren als durch eben 
jenen reversibel gedachten Übergang. Soll sie allgemeineren Cha
rakter haben, so kann sie nur durch eine allgemeine Theorie oder 
einen allgemeinen, aus der El'fahrung abstrahierten Satz gegeben 
werden. 
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Auf dem letzteren Wege löst folgender von Nemst 12) gegebener 
Satz das Problem für eine große Gruppe von Fällen: 

Bei allen Änderungen, die an reinen kondensierten (d. h. festen 
oder flüssigen) Stoffen beim absoluten Nullpunkt vor sich gehen, ist 
die Entropieänderung Null. 

Dieser Satz geht sogar über die oben gestellte Aufgabe hinaus, 
indem er auch über Änderungen innerhalb derselben Modifikation, 
d. h. über die Zustandsgleichung beim absoluten Nullpunkt, Aussagen 
macht. 

Sei die Entropieänderung beim Übergang aus dem ersten in den 
zweiten Zustand nach (2 a) 

T T 

(15) S"- S' J~ dT-fr.j.aT +f,"(Y")- { 2'(V'). 

Die Differenz soll bei T = 0 Null werden, also 

Das von 

(16) 

oder 

(16') 

0 0 

0 j·r; dT-f-~dT + f!"(V")- h'(Y'). 

(15) subtrahiert, ergibt 
T 

{." ' 
S"- S' = 1'.!'-=-r~ dT 

v T 
0 

T T r" S" ._ ~-dT+a, S' J1aT+ a. 
0 0 

Die Konstante a kann nur Größen enthalten, die in allen Zuständen, 
in die der Körper übergehen kann, gleich sind, und kann als bedeu
tungslos weggelassen werden. Wenn allerdings das Integral an der 
unteren Grenze unendlich würde, E!O müßte a gleich oo gewählt wer
den, um der Entropie bei endlichen Temperaturen endliche Werte zu 
geben. Tatsächlich bleibt das Integral endlich, wenn die spezifischen 
Wärmen reiner kondensierter Stoffe für T = 0 in hinreichendem 
Maße verschwinden. Das haben aber die nach der Veröffentlichung 
Nernsts besonders im Nernstschen Institut angestellten Untersuchungen 
durchweg bestätigt. Das gleiche Resultat ergibt die Quantentheorie. 
So konnte Plancklll) dem Nernstschen Satz folgende erweiterte Fassung 
geben: 

12) W. Nemst, Nachr. d. Ges. d. Wisa. in Göttingen, Math.-phya. Kl. 1906, 
p. 1; Berlin Ber. 1906, p. 933. 

13) M. Planck, Phys. Z. 13 (1912), p. 165; Ber. d. D. chem. Ges. 45 (1912), p. 5. 
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Beim absoluten Nullpunkt ist die Entropie allm· reinen lwnden
sim·ten Stoffe null. 

1' 

An Stelle von S =J· r_.,_ d T können w1r natürlich ebensogut 
• T T 0 

S j" "'; dT benützen.u.) 
0 

In der freien Energie t/J ist nach der Planckschen Formulierung 
das mit T proportionale Glied T S0 , das auch bei der Integration von 

(3) auftrat, zu streichen. Aus S = (~~)~ folgt (}}t,T=O = 0, aus 

(~~1.= r" und dem Verschwinden der r" folgt (~~)v,T=O = 0. So

mit ergibt sich auch: 
Beim absoluten Nullpunkt ist für alle reinen kondensierten Stoffe 

(17) (~~)"= (~~t= 0. 

Dies ist zugleich die ursprüngliche Nernstsche Fassung seines Theo
rems, wenn man unter 1/J die Differenz der freien Energie, unter U 
die Differenz der Gesamtenergie bei einer chemischen Umsetzung ver
steht. Umgekehrt folgt aus (17) die Plancksche Formulierung des 
Satzes. 

T 

14) Diese Gleichungen ergeben zusammen .f·r__p T ~'• d T = 0. Hier ist zu 

0 

bemerken, daß 1'p und y" sich während der Integration nicht auf den gleichen Zu
stand beziehen, sondern nur an der oberen Grenze. Dort ist in y" das Volumen 
einzusetzen, das zu dem in 1'p auftretenden Druck gehört. Diese Größen bleiben 
jeweils konstant (V in y", p in 1'p), gehören aber bei anderen Temperaturen als 
der oberen Grenze nicht zusammen. Es ist daher auch nicht, wie bei zusammen
gehörigen Zuständen, stets 7P > .,". 

Um nun die vorangehende Gleichung als Identität zu erkennen, bezeichnen 
wir die obere Grenze mit ,0. und differenzieren nach ihr bei festgehaltenem p. 
Dann wird 

~ ~ 

z11 = .," +j_!_(or") dT= r. +j"_!_(or") (oX) dT . .o- .o- T .o.o- p .o- T o v T o.o- p 
0 0 

~ ~ enthält T nicht, ferner ist nach Bryan 92 (~ ~) T T (~ ~)" . Also ist 
~ 

rp=r +.o- - - dT=r +.o-- - - ·--(ov) f(o'p) (ov) [(op) (op) J " o.ßo p oT2 " " o.ßo p oT ",T=~ oT v,T=O • 
0 

Das letzte Glied verschwindet nach (19), die dann übrigbleibende Gleichung er
gibt sich aus Bryan 71 und 89: 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 62 
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Auch in der Funktion ~ und in den damit zusammenhängenden 
Potentialen wird alles Wichtige bestimmt; insbesondere nehmen die 
Formeln (8) und (5') die Gestalt an 

(18) 

Die einzige unbestimmte Konstante, die noch in ~ wie in t/J steht, ist 
der Absolutwert der Gesamtenergie, der für unsere Zwecke bedeu
tungslos ist. 

Eine Reihe von Aussagen ergeben sich aus dem Nernstschen 
Theorem für Veränderungen innerhalb der gleichen Phase bei T = 0, 
Aussagen, welche die Zustandsgleichung betreffen. 

Aus (~~)T- (-Z~·). (Bryan 89) folgt 

(19) ~·· (;~).,2'=0= o, 
also das Verschwinden des Spannungskoeffi~ienten. 

(~!)2' =- (~~t (Bryan 90) ergibt ebenso das Verschwinden des 
Ausdehnungskoeffi ~ienten 

(19a) ~ (H~)p,T=O= 0. 

Auch für andere Eigenschaften (Thermoelektrizität, Magnetismus) gilt 
ähnliches.15) 

Um alle Umwandlungen berechnen zu können, müssen wir nur 
noch die Entropieänderung bei der Verwandlung des untersuchten 
Körpers in den kondensierten Zustand kennen. Für Gase reicht die 
Kenntnis des Dampfdruckes aus, um die unbekannte Konstante zu be
rechnen. Aus dem Dampfdrucke können wir die Entropie des Gases, 
bezogen auf den festen Stoff, berechnen, das Nernstsche Theorem er
gibt dann die Entropieänderung bei weiterer Verwandlung des festen 
Stoffes. Wie wir weiter sehen werden, ist die theoretische Berech
nung des Dampfdruckes für Gase gelungen und damit deren Entropie 
bekannt, bei Lösungen liegen für die entsprechende Berechnung der 
Löslichkeit erst vorläufige Ansätze vor. 

Nernst war auf sein Theorem durch die Erkenntnis geführt wor
den, daß für Reaktionen zwischen reinen kondensierten Stoffen oft 
D.t/J = D. U, also TD.S klein ist. Er und nach ihm andere Forscher 

15) W. Nernst, Die Grundlagen des neuen Wärmesatzes, Kap. XV. 
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versuchten später, das Theorem thermodynamisch unter der Voraus
setzlmg zu beweisen, daß für T = 0 die spezifischen Wärmen ver
schwinden. 

Die Nernstsche Schlußfolgerung16) baut sich auf zwei Sätzen auf 
1. Die Erreichung des absoluten Nullpunktes unter endlicher Ar

beitsleistung widerspricht dem zweiten Hauptsatz. 
2. Bei verschwindender spezifischer Wärme wäre der absolute 

Nullpunkt erreichbar, wenn das Nen1stsche Theorem nicht gilt. 
Der zweite Punkt ist leicht nachzuweisen. Bei reversiblen adia

batischen Prozessen ist 

ßS = (:~-).ßT + (;~)Tß V= 0; 

andererseits ist nach Bryan 98 ";.=(;~).,'daher 
as 

ßT=- Fv AV. 
r. -,[ 

Damit bei genügend tiefer Temperatur nicht ein endliches A V 

eine endliche Abkühlung AT hervorruft, muß :~ klein gegen 'IT sein; 

das gleiche gilt, wenn ein anderer Abkühlungsvorgang statt der adia
batischen Ausdehnung .gewählt wird. 

Dagegen ist der Satz 1 nicht unbestritten. 
T 

PoZanyil") gibt folgenden Beweis des Theorems: Da J-~;dT bei 
0 

verschwindendem rT=o endlich bleibt, kann man durch Abkühlung einem 
Körper nur eine endliche Entt·opiemenge entziehen. Man verknüpfe 
nun in wiederholter Aufeinanderfolge adiabatische Ausdehnung und 
isotherme Verdichtung. Dabei wird die Entropie dauernd vermindert. 
Wenn man den Vorgang beliebig lange fortsetzen kann, muß man in 
ein Gebiet kommen, wo keine me1·kliche Entropie dem Körper mehr 
entzogen werden kann, wo also die Entropie während der isothermen 
Verdichtung konstant bleibt. Einstein 18) leugnet die allgemeine :Mög
lichkeit, den Vorgang beliebig fortzusetzen. 

In Beschränkung auf Volumenänderungen läßt sich der Beweis 
dU 

. as av+P . 
folgendermaßen führen: In der GleiChung fJ V= - 1-, - w1rd beim 

16) ß": Nernst, Berlin Ber. 1912, p. 134, Die Grundlagen usw., Kap. VII. 
17) M. Polanyi, Verh. d. D. ph. Ges. 16 (1914), p. 333; 17 (1916), p. 360. 
18) Briefliche Mitteilung an Polanyi, l. c. 17 (1916), p. 360. 

62* 



966 V 11. K. F. He1·z(eld. Physikalische und Elektrochemie. 

absoluten Nullpunkt der Zähler Null, da dann die Kräfte infolge de1· 
verschwindenden kinetischen Energie rein statisch sind; um also den 
Wert .des Bruches zu erhalten, hat man Zähler und Nenner zu diffe
renzieren, also 

(;~)T=O= (a~fv)T=O+ (;;)T=O= (~~)T=O+ (;~,)T=O· 
Bryan 100 ergibt 

op -ll~--1--:e -;.; op =1/l'e- "" oi u. 
oT- T o V T o V! 

Daher (;;)T=o= (~~)T=o + yrp ~ r~ (f~t=o· 
Da ~$unmöglich unendlich werden kann 19), so verschwindet ;~ bei 

hinreichend starkem Verschwinden- von re und r"-
5. Statistische Deutung der thermodynamischen Formeln. 

a) Die Bedingungen des statistischen Gleichgewichts. Im folgenden 
wollen wir eine statistische Deutung der abgeleiteten Fonnein geben, 
ohne uns auf die schwierigen prinzipiellen Fragen der Statistik einzu
lassen, für die Art. IV 32 von P. u. T. Ehrenfest -einzusehen ist. 

Wir betrachten ein aus N Molekülen zusammengesetztes System. 
Den Zustand eines Moleküls wollen wh· durch einen Bildpunkt 

im sogenannten "p,-Raum" darstellen. Dessen Koordinaten seien die 
Lagenkoordinaten des Moleküls und (unter Abänderung der Ehrenfest
sehen Definition) seine Energie. Der [L-Raum sei irgendwie in Zellen, 
die wir fortlaufend mit t' = O, 1 ... numerieren, geteilt, so daß 
jeder Zelle eine bestimmte mittlere Energie E,. des Moleküls und eine 
Lage innerhalb eines bestimmten Be1·eiches im dreidimensionalen Raum 
zukommt. Die Werte E,. hängen von den äußeren Umständen ab, die 
durch eine Reihe von Parametern a; (Schwerefeld, Lage eines Stem
pels, elektrische Felder usw.) vollständig definiert seien. 

Der Lage eines Moleküls in einer bestimmten Zelle kommt eine 
Wahrscheinlichkeit a priori G,. zu, wobei G,. (außer evtl. von r) nur 
von der Natur des Systems abhängt. Im Fall der klassischen, stetigen 

E+AE 

Theorie und punktförmiger Teilchen ist die Größe G = 6.V:{dpdqdr 
E 

bei beliebigen Zellen ( 6. V dreidimensionales Volumen, p q r Momente), 
in der Quantentheorie bei fest vorgegebenen Zellen = h8 in soge
nannten nichtentarteten Problemen, bei entarteten nicht allgemein an
gebbar. 

19) Das ergäbe unendlich kleine Kompressibilitiit! 
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Die Zahl der Teilbereiche im dreidimensionalen Raum setzen 
wir 20) für reine kondensierte Stoffe der Teilchenzahl proportional 
(jedes Teilchen nimmt sozusagen seinen Zellenanteil mit), für Gase 
und Lösungen von der Teilchenzahl unabhängig, aber dem Volumen 
proportional. 

Ein "individueller" Zustand ist nun bekannt, wenn von jedem 
Molekül die Lage im f&-Raum bekannt ist. Liegen in der rt•n Zelle 
Nwr Moleküle, so ist die relative Wahrscheinlichkeit 

Doch sind unsere makroskopischen Beobachtungen nur dadurch be
einflußt, wie viele, nicht welche Teilchen in jeder Zelle liegen. Eine 
Verteilung, die angibt, daß irgend Nwr Teilchen in der rten Zelle 

liegen, läßt sich durch IT(~~;l) verschiedene, aber gleichwahrschein

liche individuelle Zustände herstellen, ihre Wahrscheinlichkeit ist 

W = N! li(GNu•r). 
1I(NW7 !) 

Unter allen Verteilungen ist nun eine die wahrscheinlichste, und zwar 
ist sie, wenn man den wr auch nur einen kleinen Spielraum läßt, im 
allgemeinen auch so überwiegend wahrscheinlich, daß man bloß mit 
ihr zu rechnen braucht. Der Bequemlichkeit halber bildet man lg W, 
benützt die Stirlingsche Annäherungsformel und sucht das Maximum von 

(20) lg lV =-2 {Nwr lg~~- )+ ~ Nwr + Nlog N- N 

= -~Nwrlg~: 
unter Festhaltung der Nebenbedingungen 

(21) 

(22) 

l=~w,. 

""' Bezeichnen -8 und @ zwei noch unbekannte Funktionen der 

äußeren Parameter, so erhält man 

1 G 1/1'-Er 
(23) lgw,= g r+ e ' 

tll-E.,. 

Wr=Gre_€-J_, 

20) In Wirklichkeit ist das wohl durch die Berücksichtigung der gegen
seitigen Energie der Teilchen zu ersetzen (mündliche Bemerkung von Herrn 
W. Paulil. 



968 V 11. /{. F. Herz{eld. Physikalische und Elektroeheade 

Einsetzen in (21), (22) ergibt 
1/l E,. 

(21 a) 

(22a) 

e--0 =~Gre-i!i, 
11•'-Er , 

U = N~-. GJ<}re ~--- = - fFJ2 /e ~ N. 

Zur Erkenntnis der Bedeutung von fF) betrachten wir zwei Systeme, 
jedes in der wahrscheinlichsten Verteilung, die aber untereinander 
verschiedene Werte der Parameter und damit der Er haben. Nach 
Vereinigung in einem System 11) wird sich dann und nur dann an der 
Verteilung nichts ändern, wenn sie schon vorher gleiches fF) hatten, 
wie eine einfache Rechnung zeigt. Mit Rücksicht auf die Temperatur
definition als Gleichgewichtsbedingung folgt, daß fF) nm· eine Funk
tion der Temperatur, nicht der Parameter oder der Systemnatur ist. 
Wir müssen nun die Temperaturskala suchen. Dazu bilden wir die 
äußere Arbeit an einem Teilchen bei Änderung eines Parameters, ste 
ist d'Er. Die Gesamtarbeit ist daher 

oder, mit Rücksicht auf (21 a), 

N8A = N(8!J/)1:J. 

Da fFJ nur Funktion von T ist, gilt auch 

N8A = N(hw')r. 

Diese Gleichung weist auf die Definition der freien Energie durch 
die isotherme Arbeitsleistung hin, so daß lj! = N f/1' die freie Energie 
wird. Aus dem Vergleich der Gibbs-Helmlwltzschen Gleichung (3) 

U = - T 2 0~, ;, die wir als Definition der Temperaturskala ansehen 

können, mit (22a) folgt dann 

(24) @ = kT. 

(25) 

Die zugeführte Wärme ist statistisch definiert: 
u 

~Q=N(~N-~A) 

= N(2,~wrEr +~wrhEr-~WrdEr) = N~Er~Wr· 

Die Wärmemenge 8 Q ist hiernach diejenige Energie, die bei den er
forderlichen Umordnungen 8wr der Teilchen aufgenommen werden 
muß. Solche werden nötig, um die Verteilung für den neuen Zustand 
zur wahrscheinlichsten zu machen. 

21) Vereinigung Ledeutet, daß nur die Summe der Energien vorgegeben ist. 
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Hierbei zeigt Formel (25), daß o Q desto größer ist, je mehr die 
hohen Energien in der Teilchenzahl bevorzugt werden. Insbesondere 
kommt bei der Temperaturerhöhung die Wärmeaufnahme (die die spe
zifische Wärme bestimmt) dadurch zustande, daß sich mit steigendem 
T die Zahl der Teilchen mit großer Energie erhöht.22) 

Um auch die Entropie statistisch zu definieren, bilden wir nach 
(22) und (23) 

~=~E,.w,., -lg Wr = E,.-1JI'. 
1' 

G,. kT 

Also 
U "' 1l'r 'ljl' "' ~ Wr 'ljl' 

NkT = -..:,;;;.Wr lg7; + kT ..:,;;;.Wr = -",;;;;;.w,.lgG + kT. 
r r r r r 

Daher 

(26) S = !L-;,Y = Nk (N~T- k~.) =- Nk~w,. lg :~ = k lg W, 

wie es nach Boltzrnann sein muß. 
b) Die füt· die vm·schiedenen Körper charakteristischen statistischen 

Eigenschaften und ihr Zusammenhang mit dem Nernstschen Theorem. 
Wir haben nun zu untersuchen, auf welchen Zustand als Normal
zustand (26) bezo~en ist, d. h. wann lg W Null wird. Hierzu unter
scheiden wir folgende Fälle: 

I. Reinet· fester Köt]Jer mit Gültigkeit der Quantentheorie. 
Die Lage jedes Moleküls ist bei T = 0 so weit festgelegt, daß nur 

Vertauschungen unter den n Volumenelementen des dreidimensionalen 
Raumes stattfinden können. Ihre Zahl ist 

W N! Gtv 
(~~r, = (~~Y" 0, 

NI 

wo G0 = _!_ das "relative Gewicht" emes solchen Volumenelementes 
n 

ist. Bildet man lg W, so ist dies in der hier gebrauchten Näherung 
Null, es gilt also das Nernstsche Theorem, und zwar deshalb, weil 
(infolge der Quantentheorie) jedes Teilchen nur eine ganz bestimmte 
Energie haben kann und infolge der Eigenschaften der festen Körper 
nur eine einzige Raumanordnung möglich ist. 

II. Ideales Gas oder verdiinnte Lösung ohne äußet·es Kraftfeld. 
Das Molekül kann verschiedene Lagen mit einer Wahrscheinlich

keit annehmen, die von der Anwesenheit anderer Moleküle unabhängig 
ist. Jeder Zelle entspricht ein mittlerer Energiewert E,. und ein drei-

22) Für das Nernstsche Theorem ist wesentlich, daß bei reinen konden
sierten Stoffen die zugeführte Wärme in der Nähe von T = 0 von höherer Ord
nung Null wird, weil bis auf eine verschwindend kleine Teilchenzahl alles in 
den Zellen kleinster Energie sitzt. 
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dimensionales Volumenelement ß. Vm, doch ist dessen Besetzung (im 
Gegensatz zum festen Körper) nicht von vornherein gegeben.23) Wir 
bezeichnen eine solche Zelle durch die Indizes r, m. Wählen wir 
alle ß. Vm gleich groß = ß. V, so sind alle "Gewichte" Gnn mit 
gleichem m gleich = G,. und alle w,.". mit gleichem m unterein
ander gleich, d. h. es sitzen in jedem Volumenelement gleichviel 
Teilchen, und auch ihre Energieverteilung ist gleich. Die Gesamt
zahl der Teilchen im Energiegebiet r wird 

V V >J/-Er 

w,. = ~ W,.m= AVWrm= .6.V G,.e kT , 

da :V die Zahl der Volumenelemente ist. 

Gleichung (21) schreibt sich jetzt 

(27) 
,. m r 

Damit wird nach (26) und (27) mit R = kN 
U-N1p' U A V 

(28) S=klgW= T = T-- Rlg E,.- +RigV: 
_;sG,.e- k1' 

Dieser Entropieausdruck wird bei T = 0 infolge des Gliedes 
R lg V nicht von V unabhängig, gehorcht also nicht dem Nernstschen 
Theorem 1 andererseits ist gerade das Glied R lg V, das dadurch zu
stande kommt, daß alle möglichen individuellen Raumanordnungen als 
gleichwahrscheinlich betrachtet werden, für das Gas charakteristisch. 
Es ergibt sich nämlich nach Bryan 89 die Zustandsgleichung der 
idealen Gase 

p"V= RT, 

wenn die ersten beiden Glieder von V unabhängig sind, sonst kommen 
noch van der Waalssche Zusatzglieder hinzu. 

Im folgenden Abschnitt III werden wir dann sehen, daß und 
warum die obige Betrachtung ungültig wird und daher das Glied 
R lg V mit sinkender Temperatur doch verschwindet. 

23) Den Unterschied beider Fälle sieht man am deutlichsten beim Ver
gleich reiner Kristalle und kristallisierter fester Lösungen (Mischkristalle). Man 
trenne zu diesem Zweck die Energiestatistik von der Anordnungsstatistik und 
betrachte nur letztere. Stehen den N Molekülen a Plätze zur Verfügung, so ist 

die Zahl der möglichen Vertauschungen -~a!N)- -. Für a} N (verdünnte Lö-
(a- ! 

sung) wird dieser Ausdruck aN also proportional VN, f(ir a = N (reiner Kri
stall) dagegen gleich N! 
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Nun haben wir noch die Entropiekonstante, bezogen auf den 
festen Stoff beim absoluten Nullpunkt zu berechnen. 

Das wurde zuerst von Sackur und Tetrode ausgeführt 24), indem sie 
die Zahlengröße Grm wie bei festen Körpern = h8 annahmen und den 
gleichen Vorgang wie bei I. benutzten, doch dürfte die Methode nicht 
einwandfrei sein, im Gegensatz zu einer zweiten 25), welche direkt vom 
Gleichgewicht zwischen Gas und Kondensat ausgeht und auf dem 
Vergleich der "Gesamtwahrscheinlichkeit" von Gas und festem Körper 
(siehe c) und Nr. 27) beruht. Man erhält so für einatomige Gase 

(2=r:mkJ ·5 
(29) S =- RlogO + rDiogT + Rlog- Nft"t'-- + 2R. 

Bei mehratomigen Gasen kommen noch Glieder dazu (Nr. 7), die von 
der Rotation und den Schwingungen der Gasmoleküle herrühren, so 
bei zweiatomigen mit Rotation allein 

Sn!ki 
(30) R lg T + R + R lg --;-r (i Trägheitsmoment). 

III. Übergang vom Gemenge zur Lösung. 
Wir haben nun zu untersuchen 26), ob der Summand R lg V in (28), 

bzw. der Faktor V in (27) für kleine T nicht mehr auftritt. Nach 
der Ableitung dieser Formeln folgt er daraus 23), daß jede einzelne An
ordnung gleichwahrscheinlich, ihre Zahl aber proportional VN ist. 
Wenn nun die verschiedenen Anordnungen verschiedene Energien 
haben (was sich am ehesten bei festen Lösungen bemerkbar machen 
wird), so wird die erstere Voraussetzung ihre Gültigkeit verlieren; je 
größer die Energie einer Anordnung ist, desto seltener wird sie. Der 
mittlere Zustand besteht nicht mehr aus zahlreichen gleichhäufigen 
individuellen Anordnungen 1 sondern bei sinkender Temperatur schei
den immer mehr Anordnungen praktisch aus. Ist die Temperatur ge
nügend tief geworden, so sind zwei Fälle zu unterscheiden: 

1. Es gibt nur eine Anordnung kleinster Energie. 
Dann bleibt diese praktisch allein übrig, wir haben die gleichen 

Verhältnisse wie beim reinen festen Körper, bei genügend tiefer Tem
peratur ist alles festgelegt, das Nernstsche Theorem gilt. 

2. Es gibt mehrere Anordnungen kleinster Energie. 

24) 0. Sackur, Nemstfestschrift 1912, p. 405, Ann. Phys. 40 (1913), p. 67 
(seine Formel weicht von (29) um R ab); H. Tetrode, Ann. Phys. 38 (1912), 
p. 434; 39 (1912}, p. 255; P. Ehrenfest u. V. Tikal, Amst. Proc. 23 (1920), p. 162. 

25) 0. Stem, Phys. z. 14 (1913), p. 629; Z. f. El. 25 (1919), p. 66; H. Tetrode, 
Amst. Proc. 17 (1915), p. 1167. 

\!6) 0. Stern, Ann. Phys. 49 (1916), p. 823. 
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Diese treten dann gleich oft auf, das Nernstsche Theorem gilt 
nicht, weil bei der Mischung der beiden reinen Komponenten an Stelle 
einer Anordnung mehrere treten können, also eine Entropievermeh
rung eintritt. Doch ist dieser Fall sehr unwahrscheinlich, weil auch 
der geringste Energieunterschied bei T = 0 merkbar wird. 

In Formeln drückt sich das eben Gesagte nach Stern folgender
maßen aus. Die Häufigkeit einer Anordung ist, wie eine einfache 

1/J 
Betrachtung lehrt (vgl. auch d!m folgenden Abschnitt c)) "'e- RT, wo 
'1/J die freie Energie der Anordnung ist. Die mittlere freie Energie 
des Zustandes fij erhält man aus den freien Energien der Anord
nungen, die ihn zusammensetzen, zu 

- fij = RTlg(~e- ; 1). 

Solange T genügend groß ist, sind die Unterschiede der '1/J zu ver
nachlässigen, man kann sie durch '1/Jo e1·setzen und findet 

1iJ = '1/Jo - RT lg Z. 
Hier bedeutet Z die Zahl der Anordnungen, sie wird bezogen auf 
1 Mol des gelösten Stoffes 

- lg Z = N lg N + N (a-N lu a-N) 
a a. 0 c' 1 

wo a wieder die Zahl der Plätze bedeutet, also ~ "' C "' ~ ist. Der 

zweite Summand stellt die Änderung der Entropie des Lösungsmittels 
dar, vgl. Nr. 10. ..Pmin 

Bei T = 0 bleibt dagegen in der Summe nur das Glied e- lif 
übrig, die Zahl der Plätze ist verschwunden. 

IV. Beispiel hiers~t. 

Bei sinkender Temperatur laufen vier Einflüsse nebeneinander, 
die wir am Beispiel des osmotischen Druckes, Nr. 29, erläutern wollen. 

Erstens nimmt die Diffusionsgeschwindigkeit ab. Solange sie 
groß ist, wechseln die verschiedenen Anordnungen seh1· schnell, der 
Druck ist (zeitlich und örtlich) sehr gleichmäßig. Mit sinkender 
Diffusionsgeschwindigkeit wird er immer unregelmäßiger, da jeder Zu
stand länger erhalten bleibt. Es werden also merkbare Zeiten vor
kommen, wo kein Druck ausgeübt wird (kein gelöstes Molekül ist an 
der Wand), dann wieder solche, wo er sehr stark (wenn auch wohl 
experimentell kaum bestimmbar) ist, weil gelöste Moleküle dauernd 
gegen die Wand schwingen. Zuletzt wird die Diffusion so langsam 
werden, daß während unsere1· Messungen sich praktisch überhaupt 
nichts ändert, der Körper sich also praktisch wie ein Gemenge ver-
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hält. Gemittelt über unendlich lange Zeiten behält er aber die Eigen
schaft der homogenen Lösung.27) 

Zweitens nimmt die Heftigkeit der einzelnen Stöße ab, das gibt 
mit Punkt 1 zusammen die Abnahme des osmotischen Druckes pro
portional T. 

Drittens nimmt nicht nur die Geschwindigkeit ab, mit der die 
Zustände ineinander übergehen, sondern es tritt auch die am Ende 
von III besprochene Annäherung an eine einzige Anordnung auf, die 
den Druck weiter herabsetzt. 

Viertens kann die Quantentheorie den Druckabfall weiter be
schleunigen. 28) 

c) Anwendungen mtf' das chemische Gleichgewicht. Wir können 
mit Einstein 29) schon Formel (23) als chemische Gleichgewichtsbe
dingung auffassen, indem wir die Moleküle verschiedenen Energie
inhaltes als chemisch verschieden _betrachten. In dieser Auffassung 
besteht jede Stoffgruppe des Systems nur aus einer Zustandszelle. 

Haben wir aber zwei wirkliche Stoffgruppen (Phasen, chemische 
Verbindungen) 1 und 2, so besteht jede aus einer bestimmten Gruppe 
von Zellen des ~-Raumes. Das Verhältnis der Teilchenzahlen in den 
Gruppen 1 und 2 wird sich nach (23) verhalten wie 

(23') 

Als Maß fti.r diese Summen können wir die Teilchenzahl n0 benutzen, 
die unser System in eine Probezelle vom "Gewicht" 1 entsenden 
würde. Wir legen dieser Probezelle die Energie 0 bei, d. h. wir 
zählen unsere Er von dem Energieniveau dieser Zelle aus. Im Falle 
eines Gases ist die fragliche Teilchenzahl nach (27) 

1 ~V 
(31') tlo = N Er V ' 

~Gre-kT 

1m Fall des festen Körpers nach I. mit n = -f~ .. 
(32) 

27) Experimentelle Nachweise dafiir, wie bei sinkender Diffusionsgeschwin
digkeit ein Körper sich aus dem Zustand der Lösung praktisch in ein Gemenge 
verwandelt, in dem für unsere Messungen die Lösungsgesetze nicht gelten, weil 
die Messung zu schnell erfolgt, s. bei G. Tammann, Z. f. anorg. Ch. 107 (1919), 
p. 7, 144, 150. 

28) Ganz befriedigend sind diese Betrachtungen hier und noch mehr beim 
Dampfdruck u. ä. Erscheinungen noch nicht. 
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Also erweist sich beidemal n0 umgekehrt proportional zu den in (23') 
vorkommenden Summen. 

Sollen nun zwei Körper 1 und 2 im Gleichgewicht sei.u, so 
müssen sie die gleiche Teilchenzahl in eine beide verbindende Probe
zelle entsenden. Anderenfalls würde ein Ausgleichstrom durch die
selbe hindurchgehen. Die Gleichgewichtsbedingung lautet also 

nol = nos· 
Nun überzeugt man sich leicht durch Vergleich der Formeln (31), 

(32) mit (27) und (18), daß RT lg ~ identisch mit '1/J, beziehungs

weise in diesem Fall (reiner Stoff) mit p, ist.80) 81) Die Gleichheit der 
chemischen Potentiale als Gleichgewichtsbedingung ist so statistisch 
gedeutet. Wir verstehen nun auch den Sinn der in (18) auftretenden 

T T ~~ f 'dTf ~Ge- kT 
Integrale r• rodT. Sie stammen aus dem Ausdruck lg--7;;----

o 0 

und bedeuten, daß mit steigender Temperatur die "Gesamtwahrschein
lichkeit" des Zustandes steigt. Allerdings haben wir diese Bedeutung 
nur f'ür die reinen kondensierten Stoffe und für Gase bewiesen. 

Hierbei ist noch folgendes wichtig. Im klassischen Fall können 
Er 

wu die Summe ~ G re- k T, die hier in ein Integral ausartet, in drei 
Eo 

Faktoren zerlegen: 1. Den Faktor e-kT, 2. einen Faktor, der von der 
kinetischen Energie herrührt und für 3 Freiheitsgrade stets y'2:1rmkT8 

ist. Ihm entspricht die spezifische Wärme t R, 3. einen Faktor, der 
von dem im Mittel zur V erfiigung stehenden dreidimensionalen Raum 
herrührt. Er ist z. B. beim Gas ohne Schwerefeld V, beim mono
chromatischen Resonator pro Molekül das ,,mittlere Schwingungs-

29) .A. Einstein, Verh. d. D. ph. Ges. 16 (1914), p. 820; s. auch L. Natan
son, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. 151; W. Schottky, Würzburger Habilitationsschrift 
1920, Ann. Ph. 62 (1920), p. 118; K. Herzfeld, Z. f. ph. Ch. 95 (1920), p. 189. 

80) Also R lg j{ identisch mit Plancks - ~~. 
31) Wir haben hierbei konstantes Volumen vorausgesetzt, wobei I'= ~1/J. Zur 

un 
Erzeugung konstanten Druckes denken wir uns unser System von einer idealen 
elastischen Hülle umgeben, deren potentielle elastische Energie p V, also für 

jedes Teilchen p ;, dem System zugerechnet werden muß. Man hat dann in 

allen Formeln Er durch Er +p: zu ersetzen, in (21 a) tritt an Stelle von 1/J 

~ = 1/J + p V, p. wird ;.! , wie es sein muß. 
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volumen" v = - - 1--1 / 2 nk T
8

• Je nachdem, ob er mit der Tempe-
(2:n:v)8 r m 

ratur zunimmt oder von ihr unabhängig ist, gibt es noch eme von 
der potentiellen Energie (die an der Veränderung dieses mittleren 
Volumens schuld ist) herrührende spezifische Wärme 

' - R 0 (T2 0 I -) r - oT o T gv · 
Gibt es nun Quanten, so bleiben bei hoher Temperatur die V er-

Ih•. 
hältnisse ganz ungeändert (bis auf einen Faktor e- 2ki, der evtl. durch 
Nullpunktsenergie zu kompensieren ist 5~), d. h. bei genügend großen 
Summen ist die Art und Feinheit der Unterteilung gleichgültig. Bei 
tieferen Temperaturen ist die Trennung in die Faktoren 2 und 3 
nicht mehr zulässig, das so erhaltene "mittlere Phasenvolumen" zieht 
sich weniger stark als nach der klassischen Theorie zusammen, bis 
es bei ganz tiefen T (sobald die spezifische Wärme Null geworden 
ist) seine Minimalgröße h pro Freiheitsgrad angenommen hat, wäh
rend es nach der klassischen Theorie 0 würde. Aus solchen Betrach
tungen sind die Gleichgewichtsverhältnisse gut zu übersehen.3la) 

6. Allgemeines über Reaktionsgeschwindigkeit. 32) Der Umstand, 
daß die chemischen Reaktionen mit endlicher Geschwindigkeit vor 
sich gehen, beweist nach van t'Hoff38), daß zum Eintritt der Reak
tion die Moleküle Bedingungen erfüllen müssen, die nicht bei allen 
gleichzeitig vorhanden sind. Je nach der Zahl der Moleküle, die dieser 
kritischen Bedingung gleichzeitig genügen müssen, damit eine einzelne 
Umsetzung stattfindet, unterscheidet man mono-, bi-, tri ... molekulare 
Reaktionen. Im ersten Fall ist für den Eintritt der Reaktion nur der 
Zustand des reagierenden Moleküls selbst maßgebend, dann lautet die 
Gleichung für die Konzentration des verschwindenden Stoffes 

dO 
(33) - dt = kC. 

Hierbei ist k eine Funktion von p und T, eventuell auch des Me
diums. Daraus ergibt sich aber, daß diese Beziehung nur bei Gasen 
und verdünnten Lösungen (auch heterogenen Umsetzungen) strenge 
Gültigkeit hat, während bei konzentrierten Lösungen die Reaktions
geschwindigkeit zwar nicht vom Zustand, wohl aber von der An
wesenheit anderer Moleküle des gleichen Stoffes beeinflußt sein wird, 
was eine Abhängigkeit des k von C bedeutet, die die Reaktionsordnung 

31 a) K. F. Herzfeld, Phys. Z. 22 (1921), p. 186. 
32) Zusammenfassende Berichte von M. Trautz, Z. f. El. 18 (1912), p. 908; 

19 (1913), p. 133. 
33) J. H. van t'Hof(, Etudes de dyn. chim., Amsterdam 1884, p. 187. 
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verwischt. Einen solchen Einfluß wird man gegebenenfalls unter die 
"katalytischen" rechnen. 

Die Integration der obigen Gleichung ("des radioaktiven Zer
falls"), nach der für ein Molekül die Wahrscheinlichkeit, sich im 
nächsten Moment umzusetzen, unabhängig davon ist, wie lange es 
schon unzerfallen vorhanden ist, ergibt 

(34) 0 = C0e-kt. 

Ist fdr den Eintritt der Reaktion nötig, daß die kritischen Be
dingungen an zwei Molekülen der Stoffe 1 und 2 gleichzeitig erfüllt 
sind, so gehorcht dieselbe der bimolekularen Gleichung 

(_35) - dCl =leGt C. =- dCt 
dt • d t ' 

bzw. wenn nur ein Stoff da ist (z. B. J + J = J 2), der Gleichung 

(35') 
dC - -- = k()2 
dt 

usw. Über die Methoden, praktisch die Ordnung einer Reaktion zu 
erkennen, vgl. Ostwald, Lehrb. d. allg. Ch., 2. Aufl., Leipzig 1896 Il1, 

p. 233 :ff. 
· Für den Gesamtverlauf einer Reaktion ist aber nicht nur die 

eben besprochene einseitige Geschwindigkeit maßgebend, sondern es 
setzt sofort auch eine Rückbildung der neu entstandenen Stoffe ein. 
Die wirklich gemessene Geschwindigkeit ist die Differenz der Ge
schwindigkeiten von Reaktion und Gegenreaktion. Handle es sich 
um die Umsetzung 

a1A1 + a3 A 2 - a8A8 + a4A 4 , 

dann ist die Gesamtgeschwindigkeit 
dO dC. dC. dC " 

(35) - a1 dt1 = -a9 d: = a3 d; = a, dt' = ltOr1C;•- k 0~0~·-

Im Gleichgewicht sind die linken Seiten 0, man erhält so das Guld
berg- lV aagesche Massenwirkungsgesets 48) (N r. 12): 

(36) 
()~1~2 k" - --- = --,- = K. 
ifs• c:· k 

Hierzu sind einige Bemerkungen zu machen: 
1. K ist thermodynamisch bestimmt, k' und k" einzeln nicht. 
2. Wenn man vom Gleichgewicht noch weit entfernt ist, kann 

man die Gegenreaktion oft vernachlässigen. 
3. Bei konzentrierten Lösungen gilt (36) oft nicht mehr (vgl. 

Nr. 12). Daraus folgt die frühere Bemerkung über die Abhängigkeit 
Jer k von 0. 
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4. Aus der Gleichgewichtsformel kann man nicht ohne weiteres 
auf die Ordnung der Reaktion schließen, da die erstere auch richtig 
bleibt, wenn man sie zn einer beliebigen (ganzen oder gebrochenen) 
Potenz erhebt. 

5. Weitere Komplikationen ergeben sich aus den jetzt zu be
sprechenden Folge- und N ebenreaktionen. 

Die Reaktion verläuft häufig nicht in einem Schritt aus dem 
Anfangs- in den Endzustand. Dann ergeben sich ebenso viele Ge
schwindigkeitsgleichnngen als Schritte. Die Integration dieser simul
tanen Differentialgleichungen ist oft in Strenge undurchführbar 34), läßt 
sich aber vereinfachen, wenn ein Schritt merklich langsamer verläuft 
als die übrigen. Dann ist er allein für die Geschwindigkeit der Ge
samtreaktion maßgebend; die vorausgehenden schnellen Reaktionen 
lassen sich dann als Gleichgewichte unter Vernachlässigung der Stö
rung, die durch den Ablauf der erwähnten langsamen Umsetzung er
folgt, berechnen; die so gefundenen Gleichgewichtskonzentrationen 
werden in die Geschwindigkeit der maßgebenden, langsam ablaufen
den Reaktion eingesetzt, während für die noch nachfolgenden schnellen 
Schritte ebenfalls sofortige Einstellung des Gleichgewichtes mit den 
Endprodukten der langsam verlaufenden Reaktion sich ergibt. Aus 
der Ordnung der Gesamtreaktion, ausgedrückt in den Konzentrationen 
der Anfangsstoffe, läßt sich dann manchmal erkennen, welches die 
langsame Reaktion ist. So folgerten Bodenstein und Lind36 ) daraus, 
daß die Bromwasserstoffbildung proportional OH,yO;;, ging: die lang
same Umsetzung müsse der Reaktion H2 + Br entsprechen, da 1m 
Gleichgewicht OBr = Kyc;:. ist.36) 

Häufig stehen einer Reaktion mehrere vV ege zur Verfügung. 

Ist die Geschwindigkeit der verschiedenen Wege merkbar ver
schieden, so kommt praktisch nur der Weg mit der größten Ge
schwindigkeit in Betracht. Welcher das ist, hängt von der Tempe
ratur ab, aber auch von den Konzentrationen. Es können so in ver
schiedenen Konzentrationsgebieten ganz verschiedene Reaktionsord
nungen überwiegen. Geht man von Bedingungen aus, die weit ab vom 

34) Siehe z. B. F. Jiittuer, Z. f. ph. Ch. 77 (1911), p. 735; R. Wegscheider, 
Z. f. ph. Ch. 30 (1899), p. 593; 35 (1900), p. 513. 

35) Jtf. Bodenstein u. S. C. Lind, Z. f. ph. Ch. 57 (1907), p. 168. 

36) Beispiele für diese und die folgenden Erörterungen siehe: 1J!f. Trautz, 
Z. f. anorg. Ch. 104 (1918), p. 164; K. F. Herzfeld, Ann. Phys. 59 (1919), p. 635; 

J. Christiansen, Kgl. Danske Vid. eelskab. Math. fys. Medd. I (1919), Nr. 14; J. H. 
van t'Ho{f; Studien z. ehern. Dynamik, 2. Auf!. Leipzig 1896, p. 109; L. T. Reicher, 
Rec. trav. cbim. 4 (1885), p. 347. 
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Gleichgewicht liegen, und nähert sich diesem allmählich, so können neben 
der ursprünglich überwiegenden Teilreaktion andere merkbar werden. 
Auf jedem einzelnen Wege entspricht nun der Reaktion eine Gegenreak
tion, die im Gleichgewicht ihr gleich wird. Jede Reaktion muß im 
Gleichgewicht mit ihrer Gegenreaktion, ganz ohne Berücksichtigung 
der auf anderen Wegen laufenden Vorgänge, die gleiche thermodyna
mische Gleichgewichtsbedingung liefern.8'1) Geht man nach der anderen 
Seite über das Gleichgewicht hinaus, so ist die Sachlage ganz ent
sprechend. Es muß aber die dann überwiegende Reaktion nicht ge
rade die Gegenreaktion der auf der anderen Seite überwiegenden 
Reaktion sein (wenigstens ist dies bisher nicht bewiesen), so daß die 
weitab vom Gleichgewicht experimentell gefundenen Reaktionen und 
Gegenreaktionen nicht durch das Massenwirkungsgesetz nach (35), 
(36) verknüpft zu sein brauchen. 

Es ist frühzeitig aufgefallen, wie selten Reaktionen höherer Ord
nung auftreten 88); oft zeigen sich niedrigere Ordnungen als erwartet. 
Das rührt wohl daher, daß das gleichzeitige Eintreten der kritischen 
Bedingungen an mehreren Molekülen sehr selten ist, seltener als das 
Eintreten an und für sich weniger häufiger Bedingungen an wenig 
Molekülen, d. h., es ist die Geschwindigkeit von Reaktionen niederer 
Ordnung meist größer als die der von vornherein erwarteten höherer 
Ordnung, so daß nur die ersteren experimentell gefunden werden.89) 

Wahrscheinlichkeitsüberlegungen dieser Art haben Trauts zu seinem 
Stoßdauersatz geiührt, nach welchem das Zusammentreffen von drei 
oder mehr Gasmolekülen so unwahrscheinlich ist, daß in Gasen nur 
mono- oder bimolekulare Umsetzungen auftreten und daß solche von 
scheinbar höherer Ordnung durch überlagerte Gleichgewichte, wie vor
her besprochen, zu erklären wären. 

Den den Gleichungen (33), (34) zugrunde liegenden Gedanken 
hatte schon 0. F. Wenzel und 0. L. BerthoUet40) ausgesprochen. Für 
homogene monomolekulare Vorgänge in Lösung stellte Wilhelmyu) 
die Gleichung vollständig auf. Die bimolekulare Formel wurde zuerst 

37) S. jedoch R. Wegscheider, Z. f. ph. Ch. S9 (1902), p. 267. 
38) Die erste trimolekulare A. A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 16 (1896), p. 64.6; s. 

auch A. A. Noyes u. R. 8. Wason, Z. f. ph. Ch. 22 (1897), p. 210. 
39) M. Trauts, Z. f. El. 22 (1916), p. 104.; J. H .• van t'Hoff, Studien zur 

chem. Dyn. 1898, p. 197. 
40) 0. F. Wensel, Lehre von der chemischen Verwandtschaft der Körper, 

Dresden 1777, p. 28f.; 0. L. Berlhollet, Essai de statique chimique I, p. 409, 
Paris 1803. 

41) L. Wilhelmy, Pogg. Ann. 81 (1860), p. 413, 499; Ostwaids Klassiker 29, 
Leipzig 1891. 
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von Bertltelot in einem nicht geeigneten Fall, dann richtig von Har
cout·t undEsson49) angewandt. Schließlich haben Guldberg und Waage 43) 

die abschließenden Formeln gebracht und vor allem den Zusammen
hang mit den Gleichgewichten hervorgehoben. 

Die Geschwindigkeit der meisten Reaktionen nimmt mit stei
gender Temperatur stark zu 44), und zwar steigt sie oft bei Tem
peraturerhöhung um 10° auf das Doppelte bis Dreifache. Die Thermo
dynamik gibt keine Angaben über die Geschwindigkeitskonstanten 
und ihre Temperaturabhängigkeit, sie lehrt nur 

(37) lg k"- lg k' = lg K, ddT lg k"- ddt lg 7( = d~ lg K =- j[~z· 
Man kann daher für k<•l = k', k" den Ansatz versuchen 45) 

(38) lgk<•/ =- }f~ + BT + C, 

unter welche Form sich eine Reihe von Formeln unterbringen lassen.46) 

.Arrhenius41) hat die vorliegenden Verhältnisse durch die Annahme 
gedeutet, daß nur ein Teil der Molekeln, die "aktiven", reaktionsfähig 
seien. Deren Zahl soll mit T zunehmen, und zwar geschieht dies 
nach einer Formel der Form (38), in der dann q, die Wärme
tönung bei der Verwandlung der inaktiven in aktive Molekeln, die 
"AktivierungswärmeM8), bedeutet. Eine Reaktion geht unter sonst 
gleichen Umständen desto langsamer, je höher die letztere Größe ist. 
JJI. Trauts 48) hat anfangs gemeint, daß die Aktivierungswärme für alle 
Reaktionen, an denen eine Substanz teilnehmen kann, die gleiche ist 
(die aktiven Bestandteile sollten Atome sein), doch steht jetzt wohl 
fest, daß es auch von der Reaktion, d. h. vom Endprodukt, abhängt, 
unter welchen Bedingungen ein Molekül aktiv ist. Jedenfalls kann 
die aktive Substanz ein eigenes chemisches Zwischenprodukt oder 
auch der ursprüngliche Stoff unter bestimmten Bedingungen sein. 

42) D. Berthelot, Ann. chim. phys. (3) 66 (1862), p. 110; Harcourt u. Esson, 
Phil. Trans. p. 193 (1866), p. 117 (1867). 

43) 0. M. Guldberg u. P. Waage, Etudes sur les affinites chimiques, Chri
stiania 1867; J. f. prakt. Ch. (2) 19 (1879), p. 69. 

44) Ausnahmen: B.J.Strutt, Proc. Roy. Soc. A. 86 (1912), p. 262; .A.Skrabal, 
Z. f. El. 21 (1915), p. 461; M. Bodenstein, Z. f. El. 16 (1910), p. 876; 24 (1918), 
p. 183; F. Foerster u. J. Blich, Z. f. angew. Ch. 23 (1910), p. 2017. 

46) J. H. van t'Hoff, Studien zur chem. Dyn., Amsterdam 1896, p. 127. 
46) D. Berthelot, Ann. Chim. Phys. (3) 66 (1862), p. 110; D. M. Kooy, Z. f. 

ph. Ch. 12 (1893), p. 155; dagegen .A. V.Harcourt, Chem. News 106 (1912), p. 246. 
47) S . .Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 226; siehe auch H. Euler, Z. f. 

ph. Ch. 36 (1901), p. 641; C. Kullgren, Z. f. ph. Ch. 43 (1903), p. 701. 
48) M. Trautz, Z. f. EI. 15 (1909), p. 692, Z. f. ph. Ch. 66 (1909), p. 496; 

siehe auch E. B1·iner, Paris C. R. 157 (1913), p. 281. 
Jo:neyklop. d. math. Wiaaensch. V 1. 63 
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Für die Druckabhängigkeit läßt sich eine ähnliche Beziehung 
aufstellen. 

Es sind von mehreren Forschern Ansätze gemacht worden, um 
allgemeine Formeln zur Berechnung der Reaktionsgeschwindigkeiten 
anzugeben. 

Van der Waals 49) und nach ihm andere zeigen durch Ausrech
nung bestimmter Fälle, daß die Geschwindigkeit zahlreicher Einzel
vorgänge mit dem Potential p, durch die Formel zusammenhängt: 

(39) 

MarcelUn hat darauf hingewiesen, daß für Reaktion und Gegenreak
tion dieselbe Funktion f gelten müsse, da die Gleichgewichtsbedingung 
p,1 = p,2 das Gleichwerden der Geschwindigkeit der beiden entgegen
gesetzten Reaktionen bedingt. Er setzt als Geschwindigkeit des Ge
samtvorganges an: 

(40) 

In einer weiteren Arbeit 50) deutet er diese Formel statistisch. Es ist 
die Wahrscheinlichkeit beispielsweise des Zustandes 1, der durch eine 
Grenzfläche G im Phasenraum von einem zweiten Zustand getrennt 

,.., 
wird, nach (31), (32) e- RT. Die :lahl der Systemteilchen, die nach 
der klassischen statistischen Mechanik in der Zeiteinheit die Fläche G 
durchschreiten, daher 

,.,1 1'>. r E 
(41) f(T)e-RT = e-RTJ e-R 1'(~q;dq1 .•. dqn), 

G ' 

wo q die Koordinaten und Impulse bedeutet. Ähnliche Betrachtungen 
unter Beschränkung auf Gase hat .A. March 51) entwickelt. 

Perrin 52) hat eine allgemeine Theorie aufgestellt, nach der Um
wandlungen nur unter Absorption oder Emission von Licht statt
finden. 

49) J. D. van der Waals, Versl. Kon. Ac. v. Wet. Amst. III (1895), p. 205; 
Z. J. de Langen, Diss. Groningen 1907; Ph. Kohnstamm, ebd. XIX (1911), p. 864; 
Ph. Kohnstamm u. F. E. C. Scheffer, ebd. XIX (1911), p. 878; van der Waals
Kohnstamm, Lehrb. der Thermodynamik, Leipzig 1908, 1. Bd. p. löö; 1912, 2. Bd. 
p. 103; R. Marcellin, Paris C. R. 151 (1910), p. 1052; löS (1914), p. 116; J. chim. 
phys. 9 (1911), p. 399. 

50) R. Marcellin, Paris C. R. 158 (1914), p. 407; Ann. chim. phys. (9) 3 
(1915), p. 120, 185. 

51) .A. March, Phys. Z. 18 (1917), p. 53. 
52) J. Perrin, Ann. de phys. (9) 11 (1919), p. 1. 
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II. Homogene Gasgleichgewichte. 

7. Thermodynamische Potentiale von Gasen und Gasmischungen. 
a) Entropie und Potential eines vollkommenen Gases. Die Entropie 
eines vollkommenen Gases ist nach Bryan 113, wenn wir zulassen, 
daß r v von T abhängt T 

( 42) S f j_, d T - R lg C + S0 , 

wo S0 die in (29), (30) angegebene Konstante, die Entropiekonstante, 
bedeutet. 

Hierbei ist im Integral die untere Grenze weggelassen, um anzu
deuten, daß jener Wert des Integrals zu nehmen ist, der für kon
stante r in r lg T übergeht. Die Formel gibt die Entropie bezogen 
auf den festen Körper beim absoluten Nullpunkt. Würde man auch 
eine untere Grenze T0 einführen, so gäbe das Integral die Entropie
differenz zwischen T und T 0 für das Gas, und man müßte den Wert 
der integrierten Funktion bei T0 mit entgegengesetztem Vorzeichen 
wieder einführen (wobei er herausfiele), um die Entropiedifferenz 
gegen den festen Körper zu bilden. 

Statistisch bedeutet das im wesentlichen, daß es auf das V er
hältnis des Phasenvolumens des Gaser;; bei T zu dem des festen Kör
pers bei 0° (= h8N) ankommt, wobei also das Phasenvolumen des Gases 
bei 0° nicht eingeht.- Das Phasent•olumen des Gases bei T > 0 können 
tvit· angeben, ohne auf eine eventuelle Entartung Riicksicht nehmen zu 
miissen (s. Nr. 5 gegen Ende). 

Die Größe rD besteht nun aus mehreren Teilen. Bei ganz tiefer 
Temperatur ist (vgl. Encykl. V 10, Nr. 55, 56, 57) 53) nur die Energie 
der fortschreitenden Bewegung merklich, das Gas verhält sich ein
atomig, im Integral tritt nur das der fortschreitenden Bewegung ent
sprechende rD = tR und die Entropiekonstante slo der Formel (29) 
auf. Dann kommt ein Gebiet, wo die Rotationsbewegung einsetzt; hier 
fehlt noch der mathematische Ausdruck für rD, nur bei H2 könnte 
man zahlenmäßig integrieren. Hat die spezifische Wärme den Wert 
r ~ = % R erreicht, so kann man diesen im Integral einsetzen und er
hält ~- R lg T, muß aber zu S1 ° den von der Rotation herrührenden 
Wert (30) hinzusetzen. Bei noch höheren T wiederholt sich Ähn
liches für die anderen Freiheitsgrade. 

Bei Nernst tritt S0 in der Verbindung 2!s0 (lg R - 1 - ~ + ~1 
auf, die er als "chemische Konstante' bezeichnet und auf Atmosphären 

63) S. W. Nemst, Die Grundlagen usw., p. 58f. 
63* 
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und Brigg sehe Logarithmen bezieht. 54) Für einatomige Gase ist ihr 
theoretischer Wert 55) in diesen Einheiten - 1,603 (- 1,587) + llg10 M, 
bzw. die entsprechende Größe in absoluten Einheiten und natürlichen 

Logarithmen 10,12 + t lg 11.{ (dann fällt 2 ~0 fort). 
' Zur Zeit der Aufstellung seines Theorems, als die Kenntnis des 

Verlaufs der spezifischen ·wärmen noch gering war und man die En
tropiekonstanten noch nicht theoretisch berechnen konnte, hat Nernstl2) 

eine Näherungsformel für kleine T gegeben, die auch heute noch 
öfters benützt wird. Er setzt nämlich 

'Yv = 3,5 + ßT + • · · 
und daher 
(43) S = 3,5 In T + ß T- R ln 0 + S'. 
S' ist auf Grund des Theorems für jedes Gas eine bestimmte Größe, 
hat aber keine absolute Bedeutung, sondern ist so zu wählen, daß der 
Erfahrung möglichst gut genügt wird. Nernst hat festgestellt, daß die 
entsprechende "konventionelle'' chemische Konstante 

~1 (10' R - 1 - 3,5 + §~) 
2,30 to R R 

angenähert 0,14 der Trautonsehen Konstanten (Nr. 27) und weiter 
""1,1 a ist, wobei a die Größe in der Bet·tlwlotschen Zustandsgleichung 

lg-i; = a(~ -1) 
bedeutet. Doch hebt er selbst den zufalligen Charakter dieser Tat
sachen hervor, der sich aus den unrichtigen Dimensionen ergibt. 

Das gleiche läßt sich gegen die von Oederberg 56) angegebene For
mel einwenden. 

Endlich hat JJ!. Trautz 51 ) aus seiner The01·ie der Reaktionsge
schwindigkeiten für die chemische Konstante einen anderen Wert be
rechnet. 

Für das chemische Potential des Gases erhält man 

(44) 1-' = U- TS + p Y 
T T 

= U0 + fr.dT- T(,J~ dT -RlgO +so)+ RT 
0 

= p.,0 + RT1g 0. 

54) Zahlenwerte bei A. Langen, Z. f. El. 25 (1919), p. 25. 
55) 0. Stern, Z. f. El. 25 (1919), p. 66. 
56) J. TV. Cederberg, Thermodynamische Berechnung chemischer Affinitäten, 

Diss. Upsala 1916. 
57) JJf. Trautz, Z. f. anorg. Ch. 102 (1918), p. 81. 
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b) Thermodynamik von Gemischen idealer Gase (siehe auch V 3, 
Nr. 22). Gibbssches Paradoxon. Zur thermodynamischen Behandlung 
von Gasgemischen müssen wir zwei Erfahrungssätze heranziehen. 

1. Wenn wir zwei Gase ohne äußere Arbeitsleistung sich ver
mischen lassen (z. B. durch Diffusion), wird keine Wärme entwickelt 
oder aufgenommen. Daher hängt der Energieinhalt (der ja nicht vom 
Volumen abhängt) auch nicht von der Zumischung eines fremden 
Gases ab. 

2. Wenn wir zwei Räume betrachten, deren einer vom Gase 1, 
der andere von einem Gemisch der Gase 1 und 2 erfüllt ist und die 
durch eine nur für 1 durchlässige Wand getrennt werden, so lehrt 
die Erfahrung, daß Gleichgewicht für 1 herrscht, wenn seine Konzen
tration in beiden Räumen gleich ist. Die Potentiale des reinen Gases 1 
und des Gases 1 im Gemisch sind also dann gleich, wenn die Kon
zentrationen (und Temperaturen) gleich sind, es hängen folglich Energie 
und Potential und daher auch Entropie und f1·eie Energie eines ide
alen Gases nur von seiner eigenen (Temperatur und) Konzentration ab. 

Da bei der Diffusion zweier auch noch so ähnlicher Gase stets 
Konzentrationsänderung eintritt, entspricht ihr eine Entropievermeh
l'ung, die bloß von den Mengen und Rauminhalten abhängt; beim 
Zusammenbringen zweier gleich konzentrierter Mengen desselben Gases 
dagegen bleibt die Entropie konstant, da dies auch für die Konzen
tration gilt ( Gibbssches Paradoxon). 

Diese Resultate folgen sofort aus der statistischen Betrachtung, 
da erstens die Zahl der Anordnungen der Moleküle 1 durch das Hinzu
bringen der fremden Moleküle 2 nicht geändert wird, also nur von 
der Zahl der Moleküle 1 und dem Volumen abhängt, zweitens es für 
die statistische Betrachtung kein mehr oder weniger ähnlich, sondern 
nur ein gleich oder verschieden gibt. 

8. Homogene Gasgleichgewichte.58) a) Reaktionsisotherme. In 
einem Gasgemisch sei eine chemische Umsetzung möglich, bei der 
a1 Moleküle A1 , a2 Moleküle A 2 ••• zu b1 Molekülen B 1 usw. zusammen
treten können. 

Die Gleichgewichtsbedingung lautet 

(45) a1P,A1 + a2 P,A2 + ·' · = b1 P,B1 + b2 P,B2 + ''' 
Wenn wir p, = p,0 + RT lg 0 schreiben, so wird dies 

RT~algOA -~b1g08) =~bp,'JJ-~ap,~ 
-----

58) Literatur zu dieser und den folgenden Nummern siehe bei K. Jellinek, 
Die physik. Chemie der Gasreaktionen; neuere Arbeiten s. Anm. 64 u. 67 sowie 
M. Trautz u. V. P. Dalal, Z. f. anorg. Ch. 110 (1920), p. 1. 
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oder 
0".' C""' CU? ••• 
Ad·~·~·.. = K" (Massenwirkungsgesetz) 

B1 B, 

(46) 

(46a) 
~bl'~-~al'~ 

lgK"= RT . 

Man kann an Stelle der Konzentration auch die Partialdrucke 
einführen und schreiben 

(46') 

(46a') lgKP = lgK" + lgRT~(a- b). 
Endlich kann man die prozentische Zusammensetzung xr = Pr 

p 
einführen, wobei p den Gesamtdruck bedeutet, und erhält dann 

(47) 

Man sieht, daß das Gleichgewicht vom Druck unabhängig ist, 
wenn ~(a-b)= 0, also auf beiden Seiten der Umsatzgleichung 
gleich viel Moleküle stehen. Ist~a >~b, so nimmt bei Kompres
sion der N enne1· zu (der Zähler ab), d. h. es erfolgt bei Kompression stets 
jene Umsetzung, die Volumenverminderung bewirkt.11) 

Eine Dissoziation wird bei Druckverminderung vollständiger. 
b) Reaktionsisochore. Aus ( 46 a), ( 46 a ') erhält man durch par

tielles Differentiieren nach T 
0 u 

(48) oT (InK.,)" =- RT" 

(48') 0~ (lnKP)P =- u t~113 • 

Hier ist U = ~ (b U B - a UA) die Energieänderung und zugleich 

negative Wärmetönung Q bei konstantem Volumen, ~ = RT ~ (b- a) 
p 

die Volumenänderung bei konstantem Druck. U + p~ ist also die 
negative Wärmetönung bei konstantem Druck. 

Bei Temperaturerhöhung werden nach ( 46), ( 48) diejenigen Pro
dukte begünstigt, die unter Wärmebindung entstehen (analog dem Satz 
über den Druckeinßuß), so daß bei hohen Temperaturen hauptsächlich 
endotherme, bei tiefen exotherme Verbindungen stabil sein werden. 

Integration der Gleichungen (48), (48') ergibt natürlich wieder 
(46a), (46a'), aber mit unbekannten Integrationskonstanten. Die Kennt
nis der r und U genügt also zur Ableitung der Temperaturabhängig
keit der Gleichgewichtskonstanten, nicht aber ihres absoluten Wertes. 
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c) Anwendtmg des Nernstschen Wärmethoorems. Das Nernstsche 
Theorem liefert uns nun auch die Konstanten. 

Die chemischen Konstanten geben uns die Entropie, gerechnet 
von dem festen Zustand des gleichen Körpers beim absoluten Null
punkt. Aber dadurch, daß wir wissen, daß sich in diesem Zustand 

die Entropie bei einer Umwandlung, etwa A + B- AB, nicht än
dert, geben sie uns darüber hinaus auch die Entropie des Gasge

menges A + B, bezogen auf festes AB beim absoluten Nullpunkt. 
Oder anders ausgedrückt: Wir kennen den Potentialunterschied einer

seits des Gasgemenges A + B gegen festes A und B als getrennte 
Bodenkörper, andererseits des Gases AB gegen den festen Bodenkörper 

AB. Um den Potentialunterschied des Gasgemenges A + B und des 
Gases AB kennen zu lernen, brauchen wir noch die Kenntnis des 

Potentialunterschiedes von festem, reinen AB gegen festes A + B. 
Das Nernstsche Theorem zeigt nun, daß dieser beim absoluten Null

punkt gleich U~, der Energiedifferenz ABrest - Arest - Brest ist. 
So findet man für das Gleichgewicht A + B- AB, wenn die 

spezifische Wärme von AB bei konstantem Volumen fR ist 59): 

(49) 

Hier ist v die Schwingungszahl der Atome im Molekül gegeneinander, 

d ihr Abstand. Ist die Temperatur so niedrig, daß die Schwingung 

fehlt, also rD = t R, so gilt 

C.A.CB 1 1/ mAmB -:;. 
--=-2-V . kTe . 

c.AB d Nh m.AB. Sn 
(49') 

Nernstl2) 60) hat seine Näherungsformel ( 43) auch auf die vor

liegenden Gasgleichgewichte angewandt. Man erhält dann z. B. 

(50) lg KP =- RQ~ + 3: lg T ~(a-b) + i ~(aß.A- bßs) 

+ 2,30~(arl- br~), 

wo r' die im Anschluß an ( 43) definierten "konventionellen" chemi

schen Konstanten bedeuten. 
Auf Grund dieser und der genauen Formel sind zahlreiche Reak

tionen berechnet und in Einklang mit den Messungen befunden 

worden.61) 

59) 0. Stern, Ann. Phys. 44 (1914), p 497. 

60) W. Nernst, Z. f. El. 15 (1909), p. 546. 
61) Außer der bei Jellinek und der oben angeführten Literatur siehe noch 

W. Nernst, Berl. Ber. 1909, p. 247, Z. f. El. 22 (1916), p. 185; 0. Brill, Z. f. ph. 
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d) Statistische Bedeutnng 61 a) nnd allgemeine Diskussion. Zu den 
abgeleiteten Formeln kann man auch folgendermaßen kommen. Es 
liege wieder der einfache Fall der Dissoziation vor. Dann vergleiche man 
nach N r. 5 c die Raum teile, die einem Partikel A. zur Verfügung stehen, 
wenn es frei ist, mit jenen, die ihm zur Verfügung stehen, wenn es 
mit einem Atom B zum Molekül zusammentritt. Hierzu kommen 
noch Faktoren, die davon herrühren, daß die relative Häufigkeit der 
verschiedenen Zellen im IL Raum sich mit der Temperatur verschieden 
stark ändert, was sich in verschiedener spezifischer Wärme äußert. 
Ein solcher Faktor ist z. B. im einatomigen Gas V2nmkT3 (s. Nr. 5 
gegen Ende). Endlich tritt noch eine e-Potenz hinzu, die die Wärme
tönung für T = 0 enthält. 

Die Zahl der freien und gebundenen Atome A. ist den so er
haltenen W ahrscheinlichkeiten proportional. So erhält man wieder 
( 49).59) 

Man kann in jenen Gebieten, wo r. temperaturunabhängig ist, 
schreiben 

welche Formel von Gibbs 62) stammt, nur ist bei ihm die Konstante 
noch nicht gedeutet. Die letzte e-Potenz rührt von der Arbeit her, 
die jedes einzelne Molekül beim Übergang aus dem einen in den 
andern Zustand leisten muß. Wenn ~a =~b ist, dann ist häufig 
dieses Glied allein entscheidend, da die Größenordnung aller r und 
r ähnlich ist. Dagegen ist bei ~ a ~ ~b das Gleichgewicht nach 
der Seite der größeren Summe verschoben, entgegen dem Berthelotschen 
Prinzip. Der Faktor mit T tritt (bei genügend hoher Temperatur) 
ganz allgemein (auch bei heterogenen Gleichgewichten) dann und nur 
dann auf, wenn die spezifische Wärme der entstandenen Stoffe von 
der der verschwundenen verschieden ist. Er rührt daher, daß die für 

Er 

die spezifischen Wärmen entscheidenden Summen (Integrale) über G re- k r 
verschieden sind und sich daher die W ahrscheinlichkeiten mit der 
Temperatur verschieden ändern. Die Konstante endlich ist wesentlich 
durch die Differenz der Entropiekonstanten t~nd r bestimmt. 

Ch. 57 (1907), p. 721; H. v. lVartenbe1·g, Z. f. ph. Ch. 61 (1908), p. 366, Z. f. EI. 
20 (1914), p. 443; H. Bttdde, Z. f. anorg. Ch. 78 (1912), p. 169; lV. Siegel, Z. f. 
ph. Ch. 87 (1914), p. 641; A. Langen, Z. f. El. 25 (1919), p. 25. 

61a) S. auch L. Boltzmann, Vorlesungen über Gastheorie, 2. Bd., Leipzig 
1898, p. 177 f., auch Anm. 24). 

62) J. lV. Gibbs, I. c. p. 203. 
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9. Reaktionsgeschwindigkeit in Gasen.63) Die Zahl derjenigen 
Gasreaktionen, die' ohne Einfluß der Geiäßwände gut meßbar ver
laufen, ist nicht sehr groß, die meisten neueren Messungen stammen 
von M. Bodenstein und seinen Schülern. 

Es ist bisher nur eine monomolekulare Reaktion, nämlich der Zer
fall von PH3 , gemessen 64), bei den sonst gemessenen Umsetzungen hö
herer Ordnung ist stets mindestens ein zusammengesetztes Molekül 
beteiligt. Die Geschwindigkeit nimmt mit der Temperatur stark zu. 

Schon in den ersten kinetischen Ableitungen des Dissoziations
gleichgewichtes stecken auch Formeln für die Geschwindigkeit. Jäger65) 

nimmt an, daß zwei Atome nur dann zu Molekülen zusammentreten 
können, wenn ihre relative Geschwindigkeit unter einer Grenze liegt, 
während Zerfall eintritt, wenn die Energie des Moleküls genügend groß 
ist. Das gibt unter Umständen negative Temperaturkoeffizienten der Ge
schwindigkeit. Goldschmidt und Krüger 66) gehen von der monomoleku
laren Reaktion aus, ersterer nimmt an, daß alle Moleküle, deren Energie 
eine bestimmte Grenze übersteigt, mit konstanter Geschwindigkeit zer
fallen, während Krüger diese der fortschreitenden Geschwindigkeit der 
Atome, also y' T proportional setzt. Bimolekular wird nur die Vereinigung 
von Atomen betrachtet, wobei jeder Zusammenstoß Verbindung ergibt. 

Trautz 67) hat zahlreiche theoretische und experimentelle hierher 
gehörige Arbeiten veröffentlicht. Sein leitender Gedanke ist, daß die 
Geschwindigkeit eines Vorgangs nur von den Ausgangsstoffen be
dingt ist, was sich kaum aufrechterhalten läßt; sie hängt auch vom 
Vorgang ab. 

Für die bimolekularen Prozesse setzt er die Geschwindigkeit 
q 

gleich der Stoßzahl der aktiven Moleküle, deren Bruchteil e-RT be-

63) Literatur siehe bei K. Jellinek, Phys. Chem. der Ga.sreaktionen. Leipzig 
1913, p. 711f. Ferner Anm. 44, 64, 67; K. Sachtleben, Diss. Hannover 1915. 

64) M. Trautz u. D. 8. Bhandarkar, Z. f. anorg. Ch. 107 (1919), p. 95. 
65) L. Natanson, Wied. Ann. 38 (1889); p. 288; G. Jäger, Wien. Ber. 100 

(1891), p. 1182; 104 (1895), p 671; Z. Klemensiewicz, Bull. Ac. Kraka.u 1914, 
p. 312. 

66) H. Goldschmidt, Phys. Z. 10 (1909), p. 206, 421; F. Krüger, Gött. Nachr. 
1908, p. 318. 

67) M. Trautz, Z. f. EI. 15 (1909), p. 692; 18 (1912), p. 513; 18 (1912), p. 908; 
21 (1915), p. 111!; 22 (1916), p. 104; 25 (1919), p. 4; Z. f. pb. Ch. 66 (1909), p. 496; 
68 (1910), p. 295, 637, 76 (1911), p. 129; Ber. Heidelberger Ak. Abt. A, 1915, 
2. Abh.; 1917, 3. A.bh.; Z. f. anorg. Ch. 88 (1914), p. 285; 93 (1915), p. 177; 95 
(1916), p. 79; 96 (1916), p. 1; 97 (1917), p. 113, 127, 241; 102 (1917), p. 81, 149; 
104 (1918), p. 169. In seiner letzten Arbeit, Z. f. Phys. 2 (1920), p. 117, 296, 
nimmt auch Trautz unseren Standpunkt ein. 
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trage (q Aktivierungswärme ). Auch den monomolekularen Zerfall setzt 
er proportional der Stoßzahl der gebundenen Atome gegeneinander, 
doch scheinen alle Ansätze für diesen Fall wegen des unbekannten 
Quantenmechanismus derzeit zwecklos. Eine große Rolle spielt in 
seinen Arbeiten die Diskussion des Einflusses der spezifischen Wärme. 

Der Stand des Problems ist nun folgender: Bei bimolekularen Re
aktionen ist jedenfalls die Geschwindigkeit gleich der Stoßzahl der 
aktiven Moleküle, evtl. multipliziert mit einem "sterischen Faktor" der 
Größenordnung 1, der wohl von den geometrischen Verhältnissen ab
hängt und nötig ist, um nach (36) den richtigen Wert für die thermo
dynamische Gleichgewichtskonstante zu erhalten. Die Hauptaufgabe 
liegt in der Beantwortung der Frage, wann ein Teilchen aktiv ist, 
wobei wieder die .Aktivierungswärme der hauptsächlich bestimmende 
Faktor ist. Unter der Annahme des Gleichgewichts zwischen aktiven 
und nicht aktiven Teilchen ist 

T 

(51) CA q fyA-Yt ( , lg-= ---+ -~dT+230 r, -I) C RT R1' ' .... • 
' ( r ehern. Konstante). 

Hierbei können wir folgende Fälle unterscheiden: 
Bei Stößen von Atomen untereinander werden allgemein alle 

Stöße als wirksam angenommen, wenn überhaupt Verbindung eintritt, 
was bei exothermen Reaktionen der Fall ist. Doch wäre es immer
hin bei hohen T (RT > Q) möglich, daß dies nicht mehr richtig 
wäre. Dann würde die Bildungsgeschwindigkeit abnehmen. Messungen 
liegen nicht vor. 68) 

Trifft ein Atom mit einem Molekül zusammen, und wird bei der 
Bildung der neuen Verbindung Wärme frei, so wollen wir annehmen, 
daß wieder jeder Stoß zur Vereinigung führt. Diese Annahme wurde 
von Nernst 69) zur Deutung· gewisser photochemischer Beobachtungen 
gemacht und hat sich auch weiterhin bewährt. 

Auch hat Langmuir gezeigt 70), daß sich Wolframdampf bei jedem 
Auftreffen auf ein Stickstoffmolekül mit ihm zu WN2 vereinigt. 

Ist die Verbindung endotherm, so ist die Annahme plausibeF1 ), 

68) Vielleicht mit Ausnahme von 2N~N1 , R. J. Strutt, Proc. Roy. Soc. 86 
(1912), p. 262, auch J. Langmuir meint das Bestehen von HAtomen annehmen 
zu müssen, dieselben scheinen aber an der Wand adsorbiert zu sein, J. Am. 
Chem. Soc. 34 (1912), p. 1310; s. auch .A. Koenig, Z. f. El. 21 (1915), p. 267. 

69) W. Nernst, Z. f. El. 24 (1918), p. 335. 
70) J. Langmuir, J. Am: Chem. Soc. 35 (1913), p. 931. 
71) K. Herzfeld, Z. f. El. 25 (1919), p. 301; Ann. Phys. 59 (1919), p. 635. 

Diese Annahme ist mit der vorherigen insofern verknüpft, als beim Auftreten 
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daß nur die Stöße zur Vereinigung führen, bei denen die kinetische 
Energie hinreicht, die (negative) Bildungswärme zu liefern. Hierbei 
kann entweder die gegenseitige Gesamtgeschwindigkeit oder nur die in 
der Zentralenrichtung in Betracht kommen. Der Bruchteil der wirk-

Q Q 

samen Stöße ist entsprechend (1 + BQT) e-RT oder e-RT. Auf Grund 

dieser Annahmen hat sich die Bromwasserstoffbildung gut erklären 
lassen.11a) 

Wenn zwei Moleküle zusammentreffen, ist nur bekannt, daß bei 
exothermen Reaktionen ein kleiner Bruchteil, der stark mit der Tem
peratur zunimmt, zur Verbindung führt. 72) 

Bei monomolekularen Zerfällen läßt sich nachträglich aus der An
nahme über die Bildungsgeschwindigkeit des Moleküls aus den Atomen 
und der Gleichgewichtsformel die Zerfallsgeschwindigkeit ableiten 71) 72&) 

dC s1 k T 
-dT = 0· ds --;:;P, 

wo s die Radiensumme der Atome beim Stoß, iJ ihren Abstand im 

Molekül und P=(1-e-:;)e-R~ den Bruchteil der Moleküle be
deutet, deren Energie gleich der Bildungswärme Q ist. (Hier ist vor
ausgesetzt, daß der Rotation die spez. Wärme R zukommt.) 

Nun ist noch der 'Einfluß de:r Rotations- und Schwingungsbestand
teile de:r spezifischen Wärmen zu besprechen, der nach (18) und ( 46a) 
in der Gleichgewichtskonstanten in der Form 

T T 

(52) -f :::.JdT(y1 -y.) 
e o o 

T T 
,_ ldT r, 

'JRT>J dTy 
steckt. Aus (31), (32) folgt, daß e o o die Zunahme der Ge-
samtwahrscheinlichkeit des betreffenden Zustandes bedeutet. 

Das Auftreten der spezifischen Wärmen bedeutet also eine Zu
nahme der Geschwindigkeit eines Vorganges mit der Abnahme der 
Wahrscheinlichkeit des Ausgangsstoffes oder der Zunahme der Wahr
scheinlichkeit des Endstoffes; welches von beiden eintritt, läßt sich 

einer Aktivierungswärme > 0 im ersteren Fall auch ~er die Aktivierungawärme 
um den gleichen ·Betrag zu erhöhen ist. 

71 a) Siehe auch J. Ch1·istiansen, Kgl. Danskes Vid. sels. Math. fys. Medd. I 
(1919), p. 14. 

72) M. Bodenstein, Z. f. ph. Ch. 29 (1899), p. 296; B. J. Strutt, Proc. Roy. 
Soc. 87 (1912), Nr. 302. 

72a) Siehe auch E. K. RideaZ, Phil. Mag. 40 (1920), p. 461. 
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thermodynamisch nicht entscheiden, da ja nur das V erhältnie der Ge
schwindigkeit von Reaktion und Gegenreaktion feststeht. Zahlen
mäßige Diskussion ergibt für solche Vorgänge, bei denen ein Atom 
mit einem Molekül reagiert und der eine Elementarvorgang exotherm, 
der andere endotherm ist, daß vermutlich beide Einflüsse gleichzeitig 
auf den endothermen Vorgang und nur auf diesen wirken, was sich 
so deuten läßt, daß ein bestimmter innerer Zustand des 1·eagierenden 
Moleküls nur in einen bestimmten Zustand des neuen Moleküls über
gehen kann. Bei gewöhnlicher Temperatur ändert dies die Zahlen
werte der Reaktionsgeschwindigkeit in der Größenordnung nicht. 

Etwas anders als in den besprochenen Arbeiten geht Polanyi 73) 

bei der Berechnung der HEr-Bildung vor, indem er die Geschwindig
keiten proportional der Gesamtwahrscheinlichkeit im Gleichgewicht 
setzt (vgl. Nr. 5). Seine Endformeln sind praktisch die gleichen wie 
in der Anm. 71 zitierten Arbeit. 

Doch liegt hier noch eine prinzipielle Schwierigkeit vor, nämlich 
die Frage, woher das Molekül die zum Zerfall nötige Energie nimmt. 
Daß es zum Zerfall nicht durch die Stöße anderer Moleküle angeregt 
wird, folgt aus der Unabhängigkeit der Zerfallsgeschwindigkeit vom 
Zusatz fremder Gase. Doch könnte es immerhin die Energie durch 
Stöße erhalten. Nun kann man durch Verdünnen stets die Zahl der 
Stöße gegenüber der aus der monomolekularen Formel folgenden Zahl 
der Zersetzungen beliebig herabsetzen. Dann müßte also bei genügen
der Verdünnung stets eine Abweichung vom monomolekularen Gesetz 
auftreten, weil nicht mehr genug Energie nachgeliefert wird. Po
lanyi74) glaubte zeigen zu können, daß das nicht der Fall ist, und 
schloß zuerst daraus, daß die Energie durch Strahlung geliefert wird. 
Doch scheint dieser Ausweg auf Schwierigkeiten und Widersprüche 
zu führen. 75) 

Endlich sei erwähnt, daß manche Reaktionen nur in Anwesen
heit von Wasserdampf (oder bestimmter anderer Gase) mit merkbarer 
Geschwindigkeit gehen; die Erklärung dürfte in der Bildung von 
Zwischenprodukten liegen. 76) 

73) 2J:f. Polanyi, Z. f. El. 26 (1920), p. 49, 228, 231; Z. f. Phys. 2 (1920), p. 90. 
74) M. Polanyi, Z. f. Phys. 1 (1920), p. 337. 
75) W. M. C. Lewis, Phil. Mag. 39 (1920), p. 26; M. Polanyi, Z. f. Phys. 3 

(1920), p. 31. 

76) H. Dixon, J. Chem. Soc. 49 (1886), p. 94; H. B. Baker, Proc. Chem. Soc. 
1893, p. 129, J. Chem. Soc. 65 (1894), p. 611. 
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111. Homogene Lösnngsgleichgewichte. 

a) Das Potential von Lösungen. Gleichgewichte neutraler Moleküle. 

10. Verdünnte Lösungen. Betrachten wir eine homogene Sub
stanz, in welcher ein Bestandteil in überwiegender Menge vorhanden 
ist7 so nennen wir diesen das Lösungsmittel, die andern die gelösten 
Stoffe, das ganze eine verdünnte Lösung. In der Volumeneinheit 
seien n0 Mol des Lösungsmittels, n1 ••. der gelösten Stoffe enthalten. 

Wir bilden die Größe _.!::_ und nehmen an, daß sie nach den kleinen 
no 

Größen n1 in eine Reihe entwickelbar ist. Diese Reihe brechen wir 
no 

nach dem linearen Gliede ab. Dies bedeutet, daß wir nur die "Wir
kungen der gelösten Stoffe auf das Lösungsmittel, nicht die der ge
lösten Stoffe aufeinander beibehalten, denn diese wären proportional 

n1 n2 • Bis zu welchen Mengenverhältnissen das erlaubt ist, kann nur 
no no 
die Erfahrung lehren, andererseits kann man aus der Gültigkeitsgrenze 
der so abgeleiteten Gesetze die Entfernung entnehmen, auf welche 
gelöste Moleküle noch merkbar aufeinander wirken.77) Unter diesen 
Annahmen ist 

(53) 

Wir wollen jetzt die (;-Funktion der Mischung, bezogen auf die 
reinen festen Komponenten beim absoluten Nullpunkt, berechnen. Da
zu bestimmen wir zuerst die Änderung von f;, wenn wir die ganze 
Lösung L durch Volumenvergrößerung (Druckverminderung) isotherm 
in ein Gemisch idealer Gase G überführen. Es ist 

bL- bG = u[,- Ua - T(SL- Sa) + (p V)L- (p V)a 
L JdU+pdV ( ( ) = UL- Ua- 1 - -1:-·- + p V)L- p V G 

(j 

L L 

= (P V)L- (p V)a -.fpa v j·vap 
G G 

L L 

= n0Jv0 dp + n1Jv1 dp + · · · 
G G 

77) Setzt man dieGrenze für Salzlösungen zu 1-facher Normalität(~= 18 ·10- 3 ) 

so wird der Abstand 1,2 · 10-7 cm. 
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Andererseits ist nach (44), bezogen auf die reinen kondensierten Sub
stanzen, 

to = n0 (tg + RTlg ;~) + n1 (~ + RTlg ~) + · · · 
-= n0 (~ + RTlg;~ + RTlgx0) 

+n1 (~ + RTlg;~+ RTlgx1) + · · ·, 
wo diex0,x1 ••• die Molenbrüche bedeuten 78) und V0 = (n0+ n1 + · · ·)RT 
gesetzt ist. Also Po 

(54) tL = n0 (1'g + RTigx0) + n1 (/'~ + RTigx1) + · · ·, 
wo ~t0 folgende Abkürzung bedeutet: 

r L 

(55) Po f ~t~ = t!! + RT log R T + vrdp. 
G 

Aus (54) und (5') folgt 
(56) ~Lr = p~ + RT lgxr, 
wofür man oft bei den gelösten Komponenten 1, 2, ... mit genügender 
Genauigkeit unter Einführung der Volumenkonzentrationen 0 schrei
ben kann: 
(57) 1-'r = /'~ + RT logv0 + RTlog Or. 

Aus 79) 

folgt wegen (54) 

(58) - (U + p V)= n0T2 ~~ ~ + n1 T 2 ./T ~ + · · ·, 
ein in den n linearer Ausdruck. Man erhält also aus der Annahme 
einer linearen Abhängigkeit des Volumens von 
hängigkeit für U + p V und daher auch für U 

I U=u0 n0 +u1n1 +··· 

l u +pv =- Ts (_i_ IL~) · 
r r oT T p 

(59)80) 

n die gleiche Ab-

Aus der Additivität von U und V folgt, daß beim Mischen zweier 
verdünnter Lösungen die Energieänderung (V erdünnungswärme) und 
Volumendilatation Null sind. Die Formeln (außer (57)) gelten, so 

78) Siehe V 10, 1 c) sowie die "Bezeichnungen". 
79) Einfach durch Einsetzen von ~ abzuleiten. 
80) Es ist also u0 n0 die Energie des reinen Lösungsmittels, die in n0 Mol 

Lösungsmittel enthalten ist. Die u1 enthalten nicht etwa nur die Energiewerte 
des gelösten Stoffes, sondern auch die Energieänderungen, die die Lösungsmittel
moleküle erlitten haben. 
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lange und so genau (53) gilt, also evtl. auch dann noch, wenn man 

nicht mehr ~+1 durch ~1 ersetzen kann.81) 81 a) 
no n1 no 

11. Konzentrierte Lösungen. Zur Erklärung der Abweichungen 
konzentrierter Lösungen von den obigen Gleichungen wurden zahl
reiche Formeln gegeben, anfangs meist als Verallgemeinerung der 
van der Waalsschen89); so setzten einige Forscher83) für den osmo-

tischen Druck vRTb. Van der Waals selbst gab eine allgemeinere For

mel für beliebige Gemische, von denen die hier betrachteten mäßig 
konzentrierten Lösungen einen Spezialfall bilden (s. Encykl. V 10, 
Nr. 257 66, 67)-'l') Ähnliche Formeln gab auch Barmwater.85) 

F. Dolesalek 86) setzt für beliebige binäre Gemische ebenso wie für 
verdünnte Lösungen IL1 = !"'~ + BTlgx, fLs = ILg +BTlog(l- x) 
und führt alle Abweichungen auf Assoziationen zurück, doch scheint 
die Formel aus theoretischen Gründen unwahrscheinlich, da ein be
stimmtes Molekül von einem gleichen wohl durch andere Kräfte fest
gehalten wird als von einem Molekül der anderen Komponente. Nur 
bei einem Gemenge chemisch ähnlicher Flüssigkeiten werden die 
Unterschiede nicht groß sein. Streng gilt das Gesetz bei zwar glei
chen aber "gekennzeichneten" Molekülen. 

Besonders veranlaßt durch die Abweichungen der starken Elektro
lyte (Nr. 16b), haben Jahn und Nernst 87) die Theorie systematisch 
durch Berücksichtigung höherer Glieder erweitert, was auf das Po
tential übertragen dem folgenden Ansatz entspricht: 

81) Die Auftindung der Gesetze stammt von van t' Hoff, Planck und Gibbs, 
s. Anm. 100, 294, 295, 296. Die obige Ableitung schließt sich an die von Planck 
an, mit einer von van der Waals in seinem Lehrbuche gegebenen Abänderung. 

81a) Die gleichen Überlegungen gelten für Stoffe, die an einer Fläche ad
sorbiert sind. Ist so wenig adsorbiert, daß nur ein kleiner Teil der Fläche be
deckt ist, so daß sich benachbarte adsorbierte Moleküle nicht beeinflussen·, so 
ist alles dem Fall der verdünnten Lösung analog und es gilt (56). Rein thermo
dynamisch läßt sich nicht unterscheiden, ob Adsorption oder Lösung in der Ober
:ßächenschicht stattfindet. 

82) G. Bredig, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 444. 
83) .A.. A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 5 (1890), p. 53; 0. Sackur, Z. f. ph. Ch. 70 

(1910), p. 477. 
84) Siehe auch 0. Stern, Diss. Breslau 1912, Z. f. ph. Ch. 81 (1913), p. 441. 
85) F. Barmwater, Z. f. ph. Ch. 28 (1899), p. 424. 
86) F. Dolezalek, Z. f ph. Ch. 64 (1908), p. 727; 71 (1910), p. 191; 83 (1913), 

p. 40, 45; 93 (1919), p 585; auch G. N. Lewis, Z. f. ph. Ch. 61 (1908), p. 129; 
L. Gay, Paris C. R. 151 (1910), p. 612, 754. 

87) H. Jahn, Z. f. ph. Ch. 37 (1901), p. 490; 38 (1901), p. 125; 41 (1902); 
p. 257; 60 (1905), p, 129; W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 38 (1901), p. 484. 
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(60) _t = [~Lg + RT lg(1 - (x1 + x2 + x3))] + n1 (~L~ + RT lg x1) 
~ ~ 

+ :~ (~g + RT lgx2) + · · · + :1 :~L11 (p, T) + n~ ~~ ~Lu(P, T) + · · · 
0 0 0 

Erfahrungsgemäß zeigt sich, daß man die Wirkung neutraler 
Moleküle aufeinander meist vernachlässigen kann (keine Beeinflussung 
der gegenseitigen Löslichkeit von Nichtelektrolyten). An Stelle der 

Formel ~~ = K (61') tritt dann z. B. 
1 n~-n2 2 n12 

C,! = ke --,;;;-- R T («u+!'u)+ n~ R T(p" + •"•• + ,,.,) 
Ct 

wo der erste Summand die Wirkung der Ionen 2 und 3 auf die neu
tralen Moleküle 1, der zweite die gegenseitige Einwirkung der Ionen 
ausdrückt. 

G. Tammann 88) hat gezeigt, daß ~ich Lösungen in vieler Bezie
hung so verhalten, wie das reine Lösungsmittel unter einem um einen 
gewissen Zusatzdruck l:l.K höheren Druck. Hierbei ist l:l.K im großen 
ganzen der jeweiligen Konzentration proportional, wobei unter Kon-

. Gramm Gelöstes . 
zentrat10n m = 100 Lö "tt 1 verstanden 1st. Im besonderen fallen g sungsm1 e 

für starke Elektrolyte in Wasser die Quotienten p = ~.1!. etwas mit 
m 

steigender Konzentration in dem Intervall von 0,2fach normaler bis 
5fach normaler Lösung, was möglicherweise mit der Nichtberück
sichtigung der Dissoziation zusammenhängt (zur Entscheidung hier
über reicht die Genauigkeit nicht aus). Bei schlecht leitenden Lö
sungen ist p konstant oder steigt etwas mit m. Bei einzelnen starken 
Elektrolyten steigt p erst nach einem Minimum an. Mit der Tempe
ratur nimmt p meist zu (zwischen + 5° und 40° der Größenordnung 
nach um 10-30%), bleibt aber auch bei manchen Salzen konstant, 
sehr selten nimmt p ab. Bei Alkoholen ist die Zunahme abnorm 
hoch. Elektrolyte und Nichtelektrolyte haben p Werte der gleichen 

Größenordnung, und zwar schwankt p! (d. h. l:l.K für eine einfach 

normale Lösung) zwischen 46 (Ö2H60H) und 1675 (K3P04) Atmo
sphären. Für Salze scheint sich s aus spezifischen Werten für das 
Anion und das Kation additiv zusammenzusetzen. Für Lösungen in 
Alkohol, Äther, Schwefelkohlenstoff und Aceton gilt ähnliches, nur 
scheint p weniger stark von T abzuhängen als bei wässeriger Lösung, 

88) Zusammengefaßt bei G. Tammann, Über die Beziehungen zwischen den 
inneren Kräften und den Eigenschaften der Lösungen, Harnburg u. Leipzig 1907. 
Dort auch die Zitate für das experimentelle Material. 
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außerdem nehmen die {J ~ gewöhnlich mit zunehmendem Molekular

gewicht des Lösungsmittels ab. CH30H und C11H50H haben bei kleinen 
Konzentrationen in H20 negative 6.K. 

Die Tatsachen, aus denen Tammann auf die Größe von {J schließt, 
sind folgende: 

Die Wärmeausdehnung des Wassersonimmt mit steigendem Druck 
zu, ebenso die der Lösungen mit der Konzentration. Die V, T Kurve 
zeigt ein Minimum, das mit steigendem p zu niederen Temperaturen 
rückt, flacher wird und endlich ganz verschwindet. Die V, T Kurven 
einer Lösung in der Umgebung des 1\finimums decken sich mit denen 
des Wassers unter dem Druck ll.K. Bei höheren Temperaturen treten 
für konzentrierte Lösungen stärkere Abweichungen auf. 

Andere Lösungsmittel zeigen unter höherem Druck kleinere Wärme
ausdehnung (auch Wasser über 50° verhält sich so), entsprechend 
nimmt die Wärmeausdehnung von Lösungen in ihnen mit der Kon
zentration ab. 

Die Kompressibilität - ~ ~; ist bei Lösungen unter dem Druck p 

die gleiche wie beim Lösungsmittel unter dem Druck p + 6.K. 
Die Zähigkeit als Funktion des Druckes hat ein Minimum, das 

mit steigender Temperatur zu kleineren Drucken rückt und flacher 
wird. Die Zähigkeit von Salzlösungen verschiedener Konzentration 
sinkt oder steigt mit dem Druck, je nachdem der Wert von p + 6..K 
noch vor oder schon jenseits des Minimums liegt. Beim Vergleich 
der Zähigkeit verschieden konzentrierter Lösungen findet man aller
dings keine genaue Übereinstimmung mit der Kurve des Wassers, 
weil die Zähigkeit des gelösten Stoffes hinzukommt. Infolge des Ein
flusses auf die Zähigkeit beein:ß.ußt der Druck 6.K auch die lo:p.en
beweglichkeiten. Das optische Drehungsvermögen von Rohrzucker 
wird durch Konzentrationsänderung und Zusatz fremder Salze ge
ändert, welche Änderung dem entsprechenden Einfluß äußeren Druckes 
parallel geht, wenn sich auch nicht entscheiden läßt, ob sie nur da
durch bedingt wird. 

Wichtig sind folgende Punkte: Die spezifische Wärme von Lö
sungen ist oft kleiner als die des darin enthaltenen reinen Wassers. 
Das rührt davon her, daß bei zunehmendem Druck die spezifische 

Wärme des Wassers nach Bryan 93 °:; =- T(:;;) abnimmt. Es 
ist also die spezifische Wärme der Lösung P 

t;.K ( roro,p ) 
fp=O = no fo,p=o+, Tp"dp + ntfll 

Q 

Encyklop. d. m&th. Wiasensoh. V l. 64 
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oder, wenn die Lösung genügend verdünnt ist, 

+ ( To1 v0 ß100M1) 
Yp=O = noro,p=O nl 1'1- ()Tl ~ . 

Die scheinbare spezifische Wärme des gelösten Stoffes rührt also 
großenteils von der Änderung der Eigenschaften des Lösungsmittels 
durch die Auflösung her. Tammann setzt für y1 bei einatomigen 
Ionen l R, bei mebratomigen i mal die Molekularwärme des festen 
Stoffes, doch spielt y1 eine verbältnismässig kleine Rolle. Die Über
einstimmung ist im allgemeinen befriedigend, bei manchen Stoffen 
sind aber noch recht große Differenzen vorbanden, meist in dem 
Sinn, daß der Druckeinfluß zu groß angesetzt ist. 

Endlich bat Tammann die Volumenänderungen beim Verdünnen 
untersucht. 

12. Homogene Lösungsgleiohgewichte. Für chemische Gleich
gewichte zwischen gelösten Stoffen, die der Umsetzung 

a1A 1 + a1 A2 + · · · = b1 B1 + · · · 
unterliegen, gilt 
(6') a1 P,.A1 + a,p,.A. + · · · = b1P,B1 + · · ·, 
oder nach Gleichung (56), wenn wie dort die x die Molenbrüche der 
gelösten Stoffe bedeuten, 

(61) 

Für K gilt 
(62) - RTlgK = a1 p,~t + a1p,~ + · · ·- b1 p,~~- · · · 

Aus (59) folgt wie bei Gasen die Gleichung der Reaktionsisotherme 

(63) olgK _ + AQ 
oT - RT1 ' 

wo 6. Q die Wärmetönung bei der Verwandlung von fltMolA11 a2 MolA2 ... 

in b1 Mol B1 bedeutet, also gleich a1 (u + pv).A1 + a2 (u + pv).At + · .. 
- b1 (u + pv)B, ... ist. Nach Bryan (158) haben wir andererseits 

olgK A V 
ap-=-RT' 

wo 6. V die entsprechende Volumenänderung ist. Es gelten also ins
besondere auch hier die gleichen Sätze von Moutier und Robin 11) wie 
bei Gasen (Nr. 3 und 8). 

Die Theorie ist hier aber deshalb von der Vollständigkeit wie 
bei Gasreaktionen weit entfernt, weil sich die Abhängigkeit der p,0 

von T und den Eigenschaften der Substanzen noch gar nicht angeben 
läßt; dazu würde eine Kenntnis des Temperaturverlaufs der r und der 
chemischen Konstanten gehören. 
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Beteiligt sich das Lösungsmittel mit l Molekülen am Gleichgewicht, 
so können wir lJL0 mit RT lg K zusammenziehen, da wir ja Größen von 
der Ordnung x neben lg x im allgemeinen vernachlässigt haben und 
lJLo nur um solche Größen von einer Konstanten sich unterscheidet. 
Daher ist an der Form der Gleichung (61) eine Beteiligung des Lö
sungsmittels nicht zu erkennen. Infolge dieser Genauigkeitsgrenze 
können wir auch wie in (57) die Molenbrüche x durch die Volumen
konzentration C ersetzen und finden 

(61') 

Man erkennt aus (61 ), daß bei Verdünnung die Seite der Gleichung, 
für die die Summe der beteiligten Molzahlen die größere ist, begün
stigt wird (vgl. Nr. 8). Man sieht andererseits, daß, wenn sich eine 
Verbindung mit dem Lösungsmittel bildet, deren relative Menge von 
der Verdünnung unabhängig ist. 

Es sind sehr zahlreiche hierher gehörige Fälle durchgemessen 
und in guter Übereinstimmung mit den Formeln gefunden worden.89) 

Wenn die Stoffe A, B . . . ohne Lösungsmittel direkt gemischt wer
den, so werden die Konzentrationen so groß, daß unsere Ableitung 
hinfällig ist. Ein Kunstgriff, solche Fälle doch berechenbar zu machen, 
besteht darin, den einen reagierenden Stoff in großem Überschuß zu 
nehmen.90) Dann kann man sein Potential (nahe) konstant setzen 91) 

und die anderen Stoffe als in ihm verdünnt gelöst auffassen. 
Im allgemeinen Fall beliebiger Mischungsverhältnisse läßt sich 

noch keine l!'ormel angeben. Auch sind die vorliegenden Messungen 
nicht selu: zahlreich.92) Doch haben sich einige Fälle gefunden 90) 93), 

wo auch bei hohen Konzentrationen die einfache Formel (61') recht 
gut gültig bleibt, also die Theorie von Dolezalek (Nr. 11) stimmt; 

89) Z. B. J. H. Jellet, Trans. Ir. Ac. 25 (1875), p. 371, Ostw. Klass. Nr. 163; 
.A • .A. Jakowkin, Z. f. ph. Ch. 13 (1894), p. 539. 

90) W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 345; W. Nernst u. C. Hohmann, 
Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 352; D. Konowalow, Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 63; 2 
(1888), p. 6, 380. 

91) Genauer !Lo + RT lg des Dampfdruckes. 
92) J. Wislicenus, Dekanatsschrift, Leipzig 1890; F. W. Küster, Z. f. ph. Ch. 

18 (1895), p. 161; W. Perkin, J. Chem. Soc. 61 (1892), p. 800; 65 (1894), p. 815; 
K. H. :ß'Ieyer, Hab.-Schr. München 1911. 

93) D. Berthelot u. L. Pean de St. Gilles, Ann. chim. phys. (3) 65 (1862), 
p. 385; 66 (1862), p. 5; 68 (1863), p. 225; J. H. van t'Hoff, Ber. d. D. chem. Ges. 
10 (1877), p. 669; N. J.tienschutkin, Ann. chim. phys. (5) 20 (1880), p. 289; 23 (1881), 
p. 14; 30 (1883), p. 81; A. Zaitschek, Z. f. ph. Ch. 24 (1897), p. 1. 

64* 
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die Gültigkeit von (61) ist natürlich ebenso wie die Geradlinigkeit 
der Dampfdruckkurve daran gebunden, daß (56) auch noch auf kon
zentrierte Lösungen angewendet werden kann. 

Über Assoziation s. Enzykl. V 10, Nr. 35, 37, 69. 

b) Ionengleichgewichte. 

13. Elektrolytische Dissoziationstheorie. Grothuss94.) meinte, die 
elektrolytische Leitung rände so statt, daß sich die Moleküle wie eine 
Kette aneinanderreihen und unter dem Einfluß der elektrischen Kraft 
ihre Bestandteile gegenseitig austauschen. Gegen diese Vorstellung 
sprach, daß schon die kleinsten elektrischen Kräfte reichen, um Strom
durchgang zu erzielen. Olausius 96) nahm daher an, daß die den Strom 
leitenden Bestandteile, die Ionen, auch ohne Stromdurchgang zeitweise 
frei sein müßten, welche Hypothese Williamson 96) zur Erklärung che
mischer Vorgänge schon ausgesprochen hatte. Allerdings führte Olau
sius seine Annahme nur schüchtern durch, um den Einwänden der 
Chemiker auszuweichen, indem er meinte, daß nur ganz wenige Ionen 
für kurze Zeit frei zu sein brauchten. Einen großen Fortschritt 
brachte Arrhenius. Er hob hervor 97), daß die Leitfähigkeit mit der 
chemischen Aktivität parallel gehe, und schrieb beide der Betätigung 
von "aktiven" Molekeln zu; und zwar sollten die einfachen Molekeln 
aktiv sein, während die nicht aktiven komplex sein sollten. Diese 
Anregung griff Ostwald 98) auf und wies experimentell an zahlreichen 
Beispielen die geforderte Übereinstimmung von Leitfähigkeit und che
mischer Aktivität nach. Inzwischen hatte van t' Hoff99) seine Lösungs
theorie aufgestellt. Hierbei zeigte es sich, daß gerade bei Salzen und 
Säuren die berechneten Molekelzahlen hinter den beobachteten wesentlich 
zurückbleiben. Dem trug van t' Hoff rein formal durch Einführung 
eines Koeffizienten i Rechnung, der das Verhältnis der beobachteten 
zur berechneten Zahl darstellt. Fast gleichzeitig hatte Planck 100) die 
gleichen Formeln abgeleitet und war auf denselben Umstand aufmerk
sam geworden. Er schrieb ihn, geleitet durch die analogen Verhält-

94) (Jh. J. D. v. Grothuss, Ann. de chim. 58 (1806), p. 54, vorher 1806 zu 
Rom und 1806 zu Mitau erschienen. 

96) R. Clausius, Pogg. Ann. 101 (1857), p. 338. 
96) A. Williamson, Liebigs Ann. 77 '(1851), p. 37. 
97) S. Arrhenius, Bijh. till K. Sv. Vet. Ak. Handl. 8 (1884), Nr. 13 u. 14. 
98) W. Ostwald, J. f. prakt. Ch. 30 (1884), p. 93, 226; 31 (1885), p. 433. 
99) J. H. van t'Hoff, Kgl. Sv. Vet. Ak. Handl. 21 (1886), Nr. 17, siehe auch 

Anm. 294. 
100) M. Planck, Wied. Ann. 32 (1887), p. 462; Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 577; 

2 (1888), p. 405. 
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nisse bei Gasen, sofort einer Dissoziation zu, ohne aber auf die Art 
derselben näher einzugehen. Doch übte diese Ansicht keinen Einfluß 
auf die_ Meinungen der Chemiker aus. Da tat Arrhenius 101) den ent
scheidenden Schritt, indem er die Spaltung der Moleküle in Ionen, 
welche für die Stromleitung und die chemische Aktivität verantwort
lich sein sollten, annahm und die dUl·ch diese Spaltung erfolgte Ver
mehrung der Molekelzahlen aus van t' Hoffs i berechnete. Die Disso
ziationshypothese fand anfangs den heftigsten Widerstand bei den 
Chemikern, der sich gleichzeitig auch gegen die t•an t'Hoffschen An
schauungen richtete.102) 

14:. Verdünnungagasetz und Löslichkeitsbeeinflussung. a) All
gemeines. Wir schreiben den Ionen mit At·rhenius die gleiche Form 
des Potentials zu wie neutralen Molekülen. Zerfällt ein Molekül M 
m a1 positive und a2 negative Ionen, so gilt 

(6") ~t- + RT lg Xy = a1 (~~ + RT lgx1) + a~(!Lg + RT lg x,) 

(61") 

Ferner ist 

Je größer die Verdünnung, desto mehr zerfällt nach (61"). 
Den Bruchteil der zerfallenden Moleküle bezeichnet man als Dis-

soeiationsgrad u 

(64) 

Nun bedeute v das Volumen der Lösung in Litern, welches 1 Mol 
des unzenallen gedachten Elektrolyten enthält, n0 die entsprechende 
Molzahl des Lösungsmittels (Molekulargewicht M 0 , Dichte s). Dann 
ist bei genügender Verdünnung 

n0 M 0 . vs · 1000 

..!._ = XJI + ~1' 
11o al 

also 

(64') 

Wir setzen nun a1 = a2 = 1, d. h. wir nehmen an, daß der Zerfall 

101) S. Arrhmius, 6. Circ. Brit. Ass. Com. f. El. Ma.y. 1887; Z. f. ph. Ch. 1 
(1887), p. 682. 

102) Siehe die Literatur zu Nr. 2D. 
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nur in je ein positives und negatives Ion stattfindet. Dann ergibt Ein

setzen von (64), (64') in (61') (mit der Abkürzung K' = lOOOK ~J 
das Ostwaldsehe Verdünnungsgesetz 103) 

(65) o:' --=K'v. 
1-o: 

Für kleine a ist der Nenner nahe konstant, der Dissoziationsgrad also 
proportional yv, für große a kann der Zähler durch 1 ersetzt wer
den, der unzerfallene Bruchteil wird umgekehrt proportional v. 

Die Konzentration des unzersetzten Salzes hängt nur von dem 
Produkt der lonenkonzentratüYnen ab; wird jene konstant gehalten (etwa 
durch Sättigung der Lösung über festem Salz), so muß auch dieses Pro
dukt konstant bleiben (Löslichkeitsprodukt). 

Bei Substanzen, die in mehrere Ionen zerfallen können, besonders 
also bei mehrbasischen Säuren und sauren Salzen, geht der Prozeß 
stufenweise vor sich; die Gleichgewichte der aufeinanderfolgenden 
Dissoziationsstufen sind unabhängig voneinander zu behandeln. Im 
allgemeinen ist bei schwach dissoziierten Stoffen die Konstante der 
zweiten Dissoziationsstufe (also bei Säuren die für das zweite Wasser
stoffion, bei sauren Salzen die für das Wasserstoffion) wesentlich 
kleiner als die der ersten Stufe, so daß man sie meist nicht direkt 
bestimmen kann; doch gelingt dies 104), indem man die Wasserstoff
ionenkonzentration des sauren Salzes mißt, die sich nahe unabhängig von 
der Konzentration desselben ergibt. Häufig wird bei schwachen mehr
basigen Säuren die zweite Dissoziation merkbar, wenn die erste etwa 
50% erreicht hat, was sich durch ein Steigen der Konstanten bei 
weiterer Verdünnung anzeigt. In homologen Reihen erniedrigen die
jenigen Einflüsse die zweite Dissoziationskonstante, welche die erste 
erhöhen. 

Die Dissoziationswärrne, die bei der Dissoziation verbraucht wird, 
folgt aus 0 lg K ll. Q 

fiT-= RT1 • 

Sie ergibt sich 105) für die meisten schwachen Elektrolyte als negativ 
(was einer Abnahme von a mit steigendem T entspricht) und von 
der Größenordnung einiger hundert bis tausend kleiner Kalorien. Mit 

103) W. Ostwald, Lehrb. d. allgem. Chemie, 1. Auß.. Leipzig 1887, 2, p. 723. 
104) .A • .A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 495; W . .A. Smith, Z. f. ph. Ch. 

25 (1898), p. U4; R. Wegscheider, Wr. Monatsh. f. Ch. 23 (1902), p. 599; 26 (1906), 
p. 1235. 

106) 8 . .Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 96; 9 (1892), p. 339; H. Jalm, 
Z. f. ph. Ch. 16 (1896), p. 72; H. Euler, Z. f. ph. Ch. 21 (1896), p. 257; R. Schaller, 
Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 497. 
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steigender Temperatur nimmt sie algebraisch stark ab, doch kommen 
auch Maxima und Minima vor. Eine zahlenmäßige Diskussion dieses 
Verlaufs fehlt noch vollständig. 

Für nicht gelöste dissoziierende Substanzen106) (z. B. flüssiges Ammo
niak oder geschmolzene Salze) gilt bei geringer Dissoziation als Spezial
fall von (61") die Gleichung 

,.. "" xt x. = K· 
1-x1 -x, ' 

was bei höherer Dissoziation an deren Stelle tritt, läßt sich nicht 
sagen, auch fehlen die Mittel, in diesem Falle die Dissoziation zu be
stimmen. Die Dissoziationswärme ist meist positiv. 

b) Gernische von Salzen ohne gemeinsames Ion. Mischen wir zwei 
Lösungen verschiedener Salze, so stellen sich in der Lösung für jede 
mögliche Kombination Gleichgewichte ein. Ist die Lösung so ver
dünnt, daß keine merklichen Mengen undissoziierten Salzes vorhanden 
sind, also nur die Ionen, so ist es gleichgültig, in welcher paarweisen 
Kombination diese in der ursprünglichen Salzlösung vorhanden waren. 
Es tritt beimMischen keine Wärmeentwicklung ein (Gesetz der Thermo
neutralität) 107). 

Ist die Konzentration einer Molekülart A. fest vorgeschrieben (ge
sättigte Lösung), so ändert Hinzufügen eines fremden Salzes weder 
da1·an noch an den Ionenkonzentrationen et.was (bis auf den Aussalz
effekt, Nr. 36d). Wohl aber steigt die Gesamtmenge des in Lösung 
befindlichen Salzes A, wenn sich neue wenig dissoziierende Komplexe 
bilden. Setzt man etwa zu einer über festem Bodenkörper gesättigten 
AgBr-Lösung Ammoniak, so löst sich festes AgBr auf, weil sich in 
der Lösung das komplexe Ion Ag(NH8)~ bildet, das sehr wenig in 
Ag+ und NH3 dissoziiert ist. Erst bis sich so viel komplexes Ion ge
bildet bat, daß die durch die gesättigte AgBr-Lösung vorgeschriebene 
Ag+-Konzentration auch mit dem Komplex im Gleichgewicht steht, 
ist wieder Gleichgewicht eingetreten. 

Aus solchen Komplexen kann das Ion nur in der Form von Salzen 
ausgefällt werden, deren Löslichkeitsprodukt so klein ist, daß es durch 
die mit dem Komplex im Gleichgewicht stehende Konzentration des 
einfachen Ions überschritten wird (im obigen Beispiel wird Ag+ durch 
J- ausgefällt, da das Löslichkeitsprodukt von AgJ bei merklichen J-
Konzentrationen durch jene Ag+-Konzentration überschritten wird, die 
mit Ag(NH3); im Gleichgewicht ist). 

106) F. Kohlrausch und A. Heydweiller, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. 317; 
K. Frenzel, Z. f. El. 6 (1899), p. 4 77, 485. 

107) W. Ostwald, Z. f. ph. Ch. S (1889), p. 588. 
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c) Beein{lttssung durch Salze mit gemeinsamem Ion, isohydrische 
Lösun,qen.108) Wir sahen, daß die Dissoziationsverhältnisse eines Salzes 
AB durch das Ionenkonzentrationsprodukt CA CB bestimmt wird. Dieses 
kann auch verändert werden durch Zusatz eines anderen Salzes A' B, 
das dasselbe Ion B enthält. Denn für das Ionengleichgewicht kommt 
jetzt die Gesamtmenge von B in Betracht und da diese steigt, muß 
sich ein Teil von A mit B zu unzersetztem AB vereinigen. Durch 
Zusatz eines gleichionigen Salzes wird daher die Dissoziation zurück
gedrängt, und zwar desto mehr, je mehr von dem gemeinsamen Ion 
hinzukommt. So kann man den Dissoziationsgrad einer schwachen 
Säure dadurch herabsetzen, daß man ein weitgehend dissoziiertes 
Neutralsalz mit dem gleichen Anion zusetzt (Abstumpfen einer Säure). 
Durch Messung des Unterschiedes der übergeführten Salzmengen bei 
Stromdurchgang vor und nach der Mischung zweier Salze kann 
man, wenn auch ungenau, auf den Unterschied in der .Änderung 
des Dissoziationsgrades schließen.109). 

War vor dem Zusatz die Konzentration von AB so groß, daß 
die Lösung gesättigt war, hatte also CA CB den Wert des Löslichkeits
produktes, so wird dieses durch Zusatz von A' B überschritten und es 
muß festes AB ausfallen. 

Bei Fällungen werden diese desto vollständiger, je mehr Fällungs
mittel zugesetzt wird.l1°) (Fällt man z. B. AgN03 mit KCl, so bleibt 
desto weniger Ag-Ion in Lösung, je höher die Konzentration von CI
wird, abgesehen von Komplexbildung.) 

Arrhenius hat untersucht 111) 1 wann beim Mischen beliebiger Vo
lumina v und V zweier Lösungen mit einem gemeinsamen Ion keine 
.Änderung des Dissoziationsgrades auftritt (isohydrische Lösungen) 
Er findet, daß dies dann der Fall ist, wenn in beiden das gemein
same Ion die gleiche Konzentration hat, denn dann bleibt, wenn 

108) A. A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 9 (1892), p. 602; 27 (1898), p. 267; A. A. 
Noyes u. D. Schwartz, Z. f. ph. Ch. 27 (1898), p. 279. 

109) A. Schrader, Z. f. El. S (1897), p. 498; K. Hopfgartner, Z. f. ph. Ch. 25 
(1898), p. 115; H. Hoffmeister, Z. f. ph. Ch. 27 (1898), p. 345. 

110) S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 284; 5 (1890), p. 1; W. Nernst, 
Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 372; A. A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 6 (1890), p. 241; 9 (1893), 
p. 602; 0. Hoitsema, Z. f. ph. Ch. 20 (1896), p. 272; F. Barmwater, Z. f. ph. Ch. 
45 (1903), p. 557. Ausführliche Anwendungen bei W. Ostwald, Die wissenschaftl. 
Grundlagen der anal. Chemie, 6. Aufl., Dresden u. Leipzig 1917. 

111) S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 5 (1890), p. 1, nach Messungen von 0. Ben 
der, Wied. Ann. 22 (1884), p. 179; 31 (1887), p. 872; S. Arrhenius, Wied. Ann. 
30 (1887), p. 51; H. Wolf, Z. f. pb. Ch. 40 (1902), p. 222; A. J. lVakemann, Z. f. 
ph. Ch. 15 (1894), p. 159. 



lö. Mitwirkung des Lösungsmittels. Hydrolyse. 1003 

keine Umsetzung eintritt, beim Mischen diese Konzentration konstant, 
während die Konzentration des anderen Ions 01 und die des unzer-

. C v Cxv 
setzten Salzes 0 Jl die Werte v -f.--v, v +v annehmen, so daß den Gleich-

gewichtsbedingungen weiter genügt wird. Entsprechendes gilt für die 
zweite Lösung. 

lnfolge der überwiegenden Ionenbeweglichkeit des H+ haben iso
hydrische Säuren nahe gleiche Leitfähigkeit A. US) Die Isohydrie 
bleibt auch noch bei solchen Konzentrationen bestehen 118), bei wel
chen man eine Gültigkeit der Formeln nicht mehr erwarten kann. 
Abweichungen deuten auf chemische Reaktionen. (Solche sind auch 
dann zu vermuten, wenn geringere Gefrierpunktserniedrigungen auf
treten, als erwartet werden.m)) 

15. Mitwirkung des Lösungsmittels. Hydrolyse. Im Wasser 
besteht das Gleichgewicht (bei Konstantsatzung des Wasserpotentials) 

(66) 

Bei einer Säurelösung in Wasser ist die H + Konzentration durch die 
Säure gegeben und nimmt einen wesentlich größeren Wert an als in 
reinem Wasser. OoH- stellt sich dementsprechend kleiner ein, umge
kehrt ist es bei Basen. Beim Neutralisieren von vollständig disso
ziierten Basen und Säuren, die ein vollständig dissoziiertes Neutral
salz geben, ist der einzige Vorgang der (infolge der Kleinheit von 
KR,.o praktisch vollständige) Zusammentritt von H+ und OH- zu UD

dissoziiertem ~0, die freiwerdende Neutralisationswärme ist gleich 
der Dissoziationswärme QR,.o des Wassers, muß also bei allen Säuren 
und Basen, die obigen Bedingungen genügen, gleich sein. Sonst tritt 
noch die bei der .Änderung des Dissoziationsgrades auftretende Wärme
menge hinzu.116) Ist z. B. nur die Base nicht ganz dissoziiert, so ist 

Q·= QH,O- QB(l- a). 

Es gibt nun Ionen, welche mit einem der Ionen des Lösungs
mittels Verbindungen mit ähnlich kleip.er oder noch geringerer Dis-

112) S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 31 (1899}, p. 197. 
113} R. Hofmann, Z. f. pb. Ch. 45 (1903), p. 584; 51 (1906), p. 59. 

114} M. Le Blanc u. A. A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 6 (1890), p. 385. 
115) W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. 155; S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 

11 (1898), p. 805; J. Wijs, Z. f. ph. Ch. 12 (1893), p. 514; F. Kohlrausch u. 
A. Heydweiller, Wied. Ann. 58 (1894), p. 209; A. Heydweiller, Ann. d. Ph. 28 
(1909), p. 50S. 

116) S. z. B. S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 96; 9 (1892), p. 339. 
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soziationskonstante als der des Wassers bilden.117) Dann tritt die 
sogenannte Hydrolyse ein, das andere Ion des Wassers tritt im Über
schuß auf, die Lösung reagiert nicht neutral. Es sei unter S das 
Säureanion, unter B das Kation verstanden. Dann gelten die Gleich
gewichtsformein 

(67a) OH+Os- = K'OsH, OoH-OB+ = K"CnoH· (67b) 
Ist K" < KH..o > K', so ist in der Lösung wesentlich das unzersetzte 
Hydroxyd und die unzersetzte Säure nebeneinander vorhanden. Ist 
K'OnoH < KH".o < K'OsH (starke Säure, sehr schwache Base), so ist 
OH+ groß, weil OoH- durch das Gleichgewicht (67 b) klein gehalten wird, 
während das Gleichgewicht (67 a) nur das (klein bleibende) CsH be
stimmt. Die Lösung reagiert dann sauer (z. B. BiCl8 + 3H20 
= Bi(0H)8 + 3H+ + 301-). 

Wie Pfeiffcr gezeigt hat, ändert auch die veränderte Auffassung 
Wcrncrs 118) über den chemischen Vorgang bei der Hydrolyse (67) 
nicht. 

Ganz Analoges tritt auch bei anderen Lösungsmitteln ein (Alkoho
lyse).119) 

16. Schwache und starke Elektrolyte. a) Schwache Eliktrolyte. 
Beim Vergleich mit der Erfahrung hat es sich herausgestellt, daß ein 
wesentlicher Unterschied zwischen schwachen und starken Elektro
lyten besteht. Erstere, d. h. solche, welche erst bei großen V erdün
nungen merklich dissoziiert sind, gehorchen den theoretischen For
meln. Wenn man nach der Gleichung von Arrkenius und Ostwald bei 
verschiedenen Verdünnungen die Dissoziationskonstante berechnet, 
findet man sie tatsächlich gut konstant.120) Allerdings zeigen sich. 
manchmal bei sehr großen Verdünnungen Abweichungen, sei es ein 
Ansteigen oder das Auftreten von Minimis oder Maximis. Doch kann 

117} J. Walker, Z. f. ph. Ch. 32 (1900}, p. 137; J. Shields, Z. f. ph. Ch. 12 
(1893), p. 167; H. Lunden, J. chim. phys. 5 (1907), p. 145; J. Lundberg, z. f. 
ph. Ch. 69 (1909), p. 442; .A . .A. Noyes, Y. Kato u. B. B. Sosman, Z. f. ph. Ch. 73 
(1910), p. 1; Th. Madsen, Z. f. ph. Ch. 36 (1901), p. 290. 

118) .A. Werner, Neuere Anschauungen auf dem Gebiete der anorganischen 
Chemie, p. 232, 2. Aufl. Braunschweig 1913. P. Pfeiffer, Ber. d. D. chem. Ges. 
40' IV (1907), p. 4036. 

119) H. Goldschmidt, Z. f. El. 22 (1916}, p. 11. 
120) W. Omcald, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 270; 3 (1889), p. 241, 369; H. G. 

Bethmann, Z. f. ph. Ch. Ii (1890), p. 386; B. Bader, Z. ·r. ph. Ch. 6 (1890}, p. 289; 
P. Walden, Z. f. ph. Ch. 8 (1891), p. 433; 10 (1892), p. 563, 638; F. P. Ebers
bach, Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 609; G. Bredig, Z. f. ph. Ch. 13 (1894}, p. 289; 
E. I/ranke, Z. f. ph. Ch. 16 (1895), p. 463; E. Batter, Z f. ph. Ch. 56 (1906), 
p. !16. 
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dies auf Unsicherheiten der Bestimmung zurückzuführen sein, da man 
von den gemessenen W erlen auf unendliche Verdünnungen extra
polieren und die Eigenleitfähigkeit des Lösungsmittels abziehen muß. 
Kleine Fehler hierbei fallen für die Rechnung stark ins Gewicht.m) 
Die aus der Leitfähigkeit bestimmten Dissoziationsgrade stimmen mit 
den nach den anderen Methoden (Nr. 21) gemessenen gut überein.12ll) 

b) Starke Elektrolyte.128) Ganz anders liegt es bei starken Elektro
lyten, die schon bei geringer Verdünnung weitgehend dissoziiert sind. 
Berechnet man hier die Dissoziationskonstante, so findet man stets 
eine sehr starke Abnahme derselben mit steigender Verdünuung.124) 

Auch stimmen die nach der Leitfähigkeitsmethode berechneten Disso
ziationen meist ungefähr, aber durchaus nicht genau mit den aus den 
Gefrier- usw. Methoden berechneten.125) Endlich zeigt sich ein starker 
Einfluß von Neutralsalzen auf die Löslichkeit (s. Nr. 34-, 36) und das 
Potential von Ketten.126) Auch findet sich eine Wirkung von Neutral
salzen in Fällen, wo sie nicht erwartet wird, z. B. bei Katalysen 
(Nr. 24-). 

Man hat versucht, den tatsächlichen Gang der Dissoziation durch 
eine Reihe von Interpolationsformeln darzustellen, von denen einige 
im folgenden zusammengestellt sind (die Indizes J und M weisen auf 
Ionen und Salzmoleküle hin, die Größen D und Q sind Konstante, v 
bedeutet das in Nr. Ua definierte Volumen): 

K = -~- -= m), 
(1-a)Vv 

121) S. z. B. R. Lorens, Z. f. anorg. Ch. 108 (1919), p. 81, 191. 
122) 8 . .Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 632; · J. H. van t' Hoff u. L. Rei

cher, Z. f. ph. Ch. 3 (1889), p. 198; H. 0. Jones, Z. f. ph. Ch. 12 (1893), p. 623; 
R . .Abegg, Z. f'. ph. Ch. 20 (1896), p. 207; M. Wildermann, Z. f. ph. Ch. 15 (1894), 
p. 337; R. Wegscheider, Wr. Monatsh. f. Ch. 23 (1902), p. 317. 

123) Zu11ammenfassungen und Literatur: K. Dntcker, Die Anomalie der 
starken Elektrolyte, Stuttgart 1906; J. R. Partington, J. Chem. Soc. 97 (1910), 
p. 1158; .A. Sachanow, Z. f'. EI. 20 (1914), p. 529; N. Dhar, Z. f. El. 22 (1916), 
p. 24-5; a. ferner z. B. .A . .A. Noyes u. W. D. Ooolidge, Z. f. ph. Ch. 46 (1903), p. 323; 
W. Roth, Z. f. ph. Ch. 42 (1903), p. 228; B. Schapire, Z. f'. ph. Ch. 49 (1904), p. 513. 

124) Allerdings ist auch bei starken Elektrolyten manchmal gute Überein-
stimmung behauptet worden; s. W. Ostwald, Z. f. ph. Ch. 3 (1889), p.170, 241, 369. 

125) S • .A . .A. Noyes u. K. G. Falk, J. Am. Chem. Soc. 34 (1912), p. 485. 
126) Z. B. G. Poma, Z. f. ph. Ch. 87 (1914), p. 196; 88 (1914), p. 671. 
127) M. Rudolphi, Z. f. ph. Ch. 17 (1895), p. 385. 
128) J. H. van t'Hoff, Z. f. ph. Ch. 18 (1895), p. 300. 
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_ u.n 119 K- ~---= ), 
(1-a)y'v 

an·v 
K = 1 _" 1,4 < n < 119 180) 1 

K' = OJn 1,36 < n < 1,55 181), 
Oy 

K = __ al_ - D (_!_)m.133) 
(1-a)v v 

Die ersten drei sind häufig benützt und stimmen in vielen :Fällen 
besser als das Ostwaldsehe V erdünnungsgesetz ( 65), reichen aber 
ebenfalls nicht immer aus. 

Die beiden ersten hat man durch Annahme von Komplexbildung 
sei es der Ionen, sei es der unzersetzten Moleküle zu deuten versucht. 

Andererseits hat man angenommen 1 daß sich die Dissoziation 
nicht aus den Leitfähigkeiten berechnen lasse oder daß die Ionen 
selbst eine dissozüerende Wirkung ausüben.1") 

So hat P. Walden 185) die Dielektrizitätskonstante schwach lei
tender Lösungen (gute Elektrolyte in schwach ionisierenden Medien) 
untersucht und eine starke Zunahme derselben mit der Konzentration 
gefunden, und zwar eine desto größere, je besser die Leitfähigkeit ist 
(daß leichter dissoziierbare Salze eine größere Dielektrizitätskonstante 
haben, ist leicht erklärlich, da diese ja den Widerstand des Moleküls 
gegen elektrische Deformation mißt). Diese Wirkung wird sowohl 
den neutralen Molekülen als auch den Ionen zugeschrieben. Infolge 
des großen Einflusses der Dielektrizitätskonstante der Umgebung auf 
die Dissoziation (Nr. 17) glaubt nun Walden dadurch die Abwei
chungen von (65) (und eventuell auch den Gang der Leitfähigkeit, 
Nr. 20) erklären zu können, daß mit steigender Konzentration die 
Dielektrizitätskonstante der Lösung und damit die Dissoziationskon
stante zunimmt. Natürlich sollte auch die Dissoziationskonstante des 
Lösungsmittels selbst zunehmen. 

Doch haben Bain und Ooleman 186) keine Zunahme des Ionisations
grades von Wasser durch Salzzusatz feststellen können. Auch scheint 
es unwahrscheinlich, daß dieser Effekt bei wässerigen Lösungen viel 

129) F. Kohlrausch, Berl. Ber. 1900, p. 1002; Z. f. EI. 13 {1907), p. 333. 
130) L. Storch, Z. f. ph. Ch. 19 (1896), p. 13. 
131) W: D. Banc-ro{t, Z. f. ph. Ch. 31 (1899), p. 188. 
132) J. Larmor, Mem. Manch. Phil. Soc. 52 (1908), p. 33, 53. 
133) Oh. Kraus u. W. Bray, J. Am. Chem. Soc. 36 (1913), p. 1316. 
134) S. z. B. Oh. Kraus, Z. f. El. 20 (1914), p. 524; A. SachanolfJ, Z. f. El. 

20 (1914), p. 629; s. auch H. Euler, Z. f. ph. Ch. 29 (1899), p. 603. 
136) P. Walden, Bull. Ac. St. Petersb. 6 (1912), p. 305, 1956. 
136) J. H. Mc Bain u. F. Ooleman, nach Nature 102 (1919), p. 432. 
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ausmachen kann, denn bei verdünnten Lösungen wird die Erhöhung 
der an und für sich hohen Dielektrizitätskonstante des Wassers kaum 
genügend groß sein, um den Dissoziationsgrad merklich zu ändern. 

Einen wesentlichen Fortschritt brachte der experimentelle Be
weis, daß bei immer weiter getriebener Verdünnung die .Abweichungen 
vom Ostwaldsehen Gesetz schließlich verschwinden: nach A.rrhenius 
für kleinere Konzentrationen als 2 ·10-4 normal, nach Washburn und 

Weiland für 2-7 . 10-5 normale KCl-Lösungen, wobei -1-"
1
--· = 0,02 v.187) 

- « 

Man mußte also vermuten, daß bei Ionen die Gesetze verdünnter 
Lösungen als Grenzgesetze gelten, aber früher als bei neutralen Mole
külen ihre Gültigkeit verlieren. 

Bezüglich der Lösungen der üblichen Konzentrationen liegt ein 
V ersuch von Jahn und Nernst 87) vor, ihre früher genannten Formeln 
(60) anzuwenden. 

Erfolg brachte erst die Berücksichtigung der elektrischen Kräfte 
zwischen den Ionen. Unter der .Annahme, daß die Dichte der Ionen 
eines Vorzeichens durch die Anwesenheit anderer nicht beeinfiußt 
wird, haben Türin, Malmström und Kjellin 138) Ansätze gemacht, wo
bei sie so rechnen, daß sie in die mittlere potentielle Energie den 
mittleren .Abstand einsetzen (was unrichtig ist, die richtige Art zu 
rechnen s. Debye139)). Es ergibt sich hierbei das Gesetz von Walden 
(E =Dielektrizitätskonstante) 

(75) a =fkvv) (Nr.l7). 

Erst Milner 14.0) führt die Rechnung konsequent durch unter Be-
x 

rücksichtigung des Umstandes, daß nach dem Boltzmannschen e-,.-.z. 
Satz (Encykl. V 10, Nr. 4:6) entgegengesetzt geladene Ionen im Mittel 
einen kleineren Abstand haben als gleichgeladene. Er berechnet das 
gegenseitige, von den elektrostatischen Kräften herrührende Virial 
(Encykl. IV 1, Nr. 4:8; IV 2, Nr. 28; V 10, Nr. 18) der Ionen, das bei 
Coulombsehen Kräften identisch ist mit der negativen potentiellen 
Energie U ( d. h. der Arbeit, die nötig ist, um die Ionen in unend-

137) S • .Arrhenius, Medd. K. Vet. Nobelinstitut 2 {1913), 42; E. W. lVash
burn, J. Am. Chem. Soc. 40 (1918), p. 106, 122, 160; H. J. Weiland, ebenda 40 
(1918), p. 131. . 

1118) Vl. v. Türin, Z. f. ph. Ch. 84 (1900), p. 408; 36 (1901), p. 624; R. Malm
ström, Z. f. EI. 11 (1906), p. 797; E. Baur, Z. f. EI. 11 (1905), p. 936; 12 (190ö), 
p. 725; F . .A. Kjellin, Z. f. ph. Ch. 77 (1911), p. 192. 

189) P. Debye, Phys. Z. 21 (1920), p. 178. 
140) S. R. Milner, Phil. Mag. 28 (1912), p. 551; 25 (1913), p. 743. 
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liehe Entfernung zu bringen) und daher aus der Bolesmannsehen 
Funktion X durch Mittelung erhalten wird. 

Milner findet hierfür bei gleichwertigen Ionen (N = LJsckmidt
sche Zahl pro Mol, E = Dielektrizitätskonstante, e = Ionenladung) 

(6S) U = (8nN o\i ~ (fl[(8n N~)fJ. 
N 3 J E 3 s8 (k T) 8 

(fl läßt sich nur für kleine Argumentwerte geschlossen darstellen und 
wird dann 

(69) "'-v2,~T ee~N o)t.14oa) 
Diese Energie gibt ein Zusatzpotential zu (57) 

T :x: 

(70) ßiL = T f(!; dT)o = RT Jax (P(x), 
.. 0 

was sich bei Konzentrationen von 10-4 bis 10-1 normal durch 

(71) 6. p, = - 1,62 V; cal. 

angenähert darstellen läßt.149) Aus ßp folgen dann (Nr. 33) alle 
anderen Eigenschaften der Lösung. Die Gefrierpunktserniedrigungen 
lassen sich ohne weitere Konstante gut darstellen. 

Milner 1u) hat auch den Einfluß der elektrischen Kräfte auf die 
Beweglichkeit untersucht, ein Problem, das schon von P. Herts 189) be
handelt wurde und Abnahme der Beweglichkeit mit steigender Kon
zentration ergeben hatte (Nr. 19). 

Im Anschluß an diese Untersuchungen vertritt N. Bjerrum 1") 

die Ansicht, daß die starken Elektrolyte vollständig dissoziiert sind. Der 
bisher angenommene Wert von a < 1 sei vorgetäuscht, und zwar 
bei Leitiähigkeitsmessungen (vgl. Nr. 18) durch den Effekt von Hertz, 
der einen (allerdings theoretisch noch nicht berechenbaren) "Leit
fäkigkeitskoefftsienten" (...1. < 1 ergebe. 

Ebenso erklärt die Untersuchung von Milner folgende Abwei
chungen von dem V erhalten neutraler MolEiküle: Bei den Potential
messungen an Ketten das Auftreten eines "Aktivitätskoefftzienten" fa, 
(72) RTlgfa = l:l.p, 

140a) Bei Milner steht ~. doch sind seine Zahlen mit obiger Formel 
gerechnet. 

141) S. R. Milner, Phil. Mag. 35 (1918), p. 214, 352. 
142) N. Bjerrum, Z. f. EI. 24 (1918), p. 321; Z. f. a.norg. Ch. 109 (1920), 

p. 275. Dies hat Sutherland (Anm. 188) schon früher für alle Elektrolyte be
hauptet. 
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bei den Gefrierpunkts- usw. Messungen das Auftreten eines "osmo
tischen" Koeffizienten (0 , definiert durch das Lösungsmittelpotential 
(vgl. (56)) 
(73) p.0 + RT (0 lg(1- x), 
der mit fa durch 

(74) 

nach (72) und (10') verknüpft ist. 
Auch die "Neuwalsalzwirkung" (vgl. Nr. 36) läßt sich entspre

chend aufklären. 
J. 0. Gkoshu8) rechnet weniger korrekt als Milner. Er betrachtet 

die Lösung als ein Ionengitter, wie es der entsprechende Salzkristall ist. 
Für die Leitfähigkeit kommen nur die Ionen in Betracht, deren kine
tische Energie größer als die potentielle Gitterenergie U ist, so daß 
sie sich aus dem Gitter losreißen können (tatsächlich fehlt da wohl 
ein Zahlenfaktor ). Aus der potentiellen Energie des Gitters folgt 

7' 

wieder das Zusatzpotential ßp. = T j;; dT. Beim NaCl-Typus wird 
... 

Ne 1 .l};--
U = 2;- y 20N gesetzt, also t::.p. =- U. 

Die Leitfähigkeit ergibt sich durch Multiplikation des Wertes, 
u 

der ohne elektrostatische Kräfte auftreten würde, mit e- RT. 

17. Ein:fluß des Lösungsmittels auf die Dissoziation. Es war 
schon früh aufgefallen, daß gerade das Wasser, das ja noch in man
cher anderen Beziehung eine Sonderstellung einnimmt, so stark ioni
sierend wirkt, aber bald zeigten sich auch andere Flüssigkeiten wirk
sam. Dutoit und A.ston14aa) meinten, daß das Lösungsmittel, um eine 
starke ionisierende Wirkung auszuüben, stark assoziiert sein müßte. 
BrühP") führte diese Wirkung auf das Vorhandensein ungesättigter 
V aleuzen (besonders von Sauerstoff, Schwefel oder Stickstoff) im Mole
kül des Lösungsmittels zurück. Thomson und Nernst 145) wiesen darauf 
hin, daß eine große Dielektrizitätskonstante E günstig wirken müßte, 

da sie die Kraft zwischen den getrennten Ionen auf den Bruchteil ~ 

143) J. C. Ghosh, J. Chem. Soc. 113 (1918), p. 449, 627, 707. 
143a) P. Dutoit u. E. Aston, Paris C. R. 125 (1897), p. 240; P. Dutoit u. 

L. Friderich, Bull. Soc. Chim. Paris (3) 19 (1898), p. 321. 
144) J. W. Brühl, Z. f. ph. Ch. 27 (~898), p. 319; 30 (1899), p. 3. 
145) J. J. Thomson, Phil. Mag. (5) 36 (1893), p. 320; W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 

13 (1894), p 531. 
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herabsetzt. Brillouin 146) hat diese Wirkung sehr ausführlich diskutiert, 
indem er annahm, daß das Ion in einer kugelförmigen Höhlung innerhalb 
des kontinuierlichen Lösungsmittels sitze. Er zeigte, daß dann ohne 
thermische Agitation ein Zelfall nicht möglich sei (da auch die größte 
Dielektrizitätskonstante die Dissoziationswärme nicht negativ machen 
kann), daß aber bei Vorhandensein derselben der z",{an wesentlich 
erleichtert wird und zwar desto mehr, je näher die Ladung an der 
Wand der Höhlung sitzt. Walden 147) hat nun systematisch einen 
Elektrolyt, das Tetraäthylammoniumjodid (C2 H6)".N J (und einige an
dere) in zahlreichen organischen Lösungsmitteln untersucht und die 
Thomson-N~stsche Regel durchaus bestätigt gefunden, während die 
beiden anderen oben erwähnten Voraussetzungen nicht eintrafen (übri
gens ist es sehr leicht möglich, daß Assoziation, ungesättigte Valenzen 
und große Dielektrizitätskonstante häufig parallel gehen). 

Walden zeigt außerdem, daß für diejenigen Verdünnungen in ver
schiedenen Lösungsmitteln, bei welchen die aus der Leitfähigkeit ge
fundenen Dissoziationsgrade gleich sind, folgende Formel gilt: 

(75) E }lv = konst, 

so daß man, wenn die Abhängigkeit der Dissoziation von dem die 
Verdünnung messenden Volumen v (Nr. lia) in einem Lösungsmittel 
bekannt ist, diese Abhängigkeit für jedes andere berechnen kann. 

Außer den von Walden untersuchten organischen Lösungsmitteln 
sind auch zahlreiche anorganische untersucht worden, so flüssiges 
Ammoniak 148), flüssiges 802 149). Hier liegen manchmal komplizierte 
V erhältniese vor, die wohl auf chemische Reaktionen zwischen Ge
löstem und Lösungsmittel zurückzuführen sind.150) 151) 

Der Einfluß von Zusätzen von Nichtelektrolyten ist sehr häufig 
durch Bestimmung de1· Leitfähigkeit untersucht worden. Derselbe 
teilt sich in einen Einfluß auf die Fluidität und in einen solchen auf 

146) M. Brillouin, Ann. chim. phys. (8) 7, (1906), p. 289. 
147) P. Walden, Z. f. ph. Ch. 54 (1906), p. 129; Bull. Ac. St. Petersb. 71 

(1913), p. 907, 987, 1075; s. auch G. Carrara, Elektrochemie nichtwässeriger Lö
sungen, Stuttgart 1908 (Sammlung Ahrens). 

148) H. P. Cady, J. Phys. Chem. 1 (1897), p. 707; E. C. Franklin u. Oh. A. 
Kraus, Am. Ch. J. 23 (1900), p. 277. 

149) P. Walden u. M. Oentnerszwer, Z. f. ph. Ch. 39 (1902), p. 513. 
150) Daß solche für die Ionisation nötig sind, haben L. Kahlenberg u. 

H. Schlundt, J. Phys. Chem. 6 (1902), p. 447, angenommen. 
151) Für weitere Fälle s. P. Walden, Z. f. ph. Ch. 43 (1903), p. 385; L. Bru

ner u . .A. Galecki, Z. f. ph. Ch. 84 (1913), p. 513. 
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die Dissoziation. Arrhenius 152) fand bei Alkoholzusatz eine Vermin
derung der letzteren (was mit der Abnahme von E gut übereinstimmt), 
bei Zusatz von Ammoniak 153) zeigte sich erst Verstärkung, dann V er
minderung. Andererseits fand Wildermann 154) und Osaka 15.5) keinerlei 
Einfluß auf die Dissoziation, bestimmt aus Gefrierpunktmessungen. 

c) Geschwindigkeit und Größe der Ionen. 
18. Elektrizitätsleitung in Elektrolyten, Überführungszahl. Eine 

Lösung enthalte im Kubikzentimeter 01 Mol positive vcwertige und 
02 Mol negative v2-wertige Ionen. Das Salzmolekül zerfalle in a1 po
sitive und a2 negative Ionen, so daß wegen der elektrischen Neutra
lität v1 a1 = v9a2 gilt. Sei 0 die Konzentration, die das Salz hätte, 
wenn es nicht zerfiele. Diese hängt mit dem Dissoziationsgrad a und 
den Ionenkonzentrationen 01 02 folgendermaßen zusammen 

aO = ~! = c~. 
a1 a1 

Die Geschwindigkeit, welche die positiven Ionen beim Potentialgefälle 
ein Volt pro cm annehmen, sei u, die der negativen v. Dann ist 
der Strom, den beide Ionenarten bei 1 Volt pro cm transportieren, 

(i6) J = (01 v1 tt + 02v2v)F. 
Man bezeichnet die Leitfähigkeit dividiert durch v1 a1 0 = v8a2 0 als 
äquivalente Leitfähigkeit A und erhält also 
(77) A = a(u + v)F. 
Geht die Elektrizitätsmenge F = 96494 Coulomb durch die Lösung, 
so werden an der Kathode ..:_ gr Mol Ionen ausgeschieden. Zugewan-

"1 
dert ist aber die Menge ..:_ +u , da der Bruchteil +u des Stromes 

v1 U V U V 

von den positiven Ionen getragen wird. Infolgedessen ist an der Kathode 

eine Verarmung um _!_ +v Mol eingetreten. Entsprechend sind an 
V1 U V 

der Anode nur _!_ +v Mol zugewandert, wodurch dort eine V erminde-
v1 u v 

rung der Konzentration um ..:_ +u erfolgt ist. Die Zahlen 
v1 U V 

(78) n = _u_ 1-n =-v- =n 
+ u +v' + u+v -

152) S . .Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 9 (1892), p. 487; ferner: .A. J. Wakemann, 
Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 49; R. J. Holland, Wied. Ann. 50 (1893), p. 261; N. Ze
linsky u. S. Krapiwin, Z. f. ph. Ch. 21 (1896), p. 35; E. Cohen, Z. f. ph. Ch. 25 
( 1898), p. 1; W. Roth, Z. f. ph. Ch. 42 (1903), p. 209. 

153) .A. Hantzsch, Z. f. anorg. Ch. 25 (1900), p. 332. 
154) M. Wildermann, Z. f. ph. Ch. 46 (1903), p. 43. 
155) Y. Osaka, Z. f. ph. Ch. 41 (1902), p. 560. 

Enoyklop. d. math. Wiaaensch. V 1. 65 
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nennt man die Überführungszahlen des Kations und Anions. Schon 
Hittorfl56) hat diese Verhältnisse klar erkannt. Auf die Diskussion der 
Abhängigkeit der Überführungszahlen von äußeren Umständen 157) 

gehen wir nach der Diskussion der entsprechenden Abhängigkeit der 
Ionenbeweglichkeiten u, v ein. Die tatsächlich durch Konzentrations
änderung der Elektrolyten gemessenen Überführungszahlen, die man 
auch als Hittorfsehe Überführungszahlen llH bezeichnet, werden aber 
mit den "wahren" Überführungszahlen Uw dann nicht übereinstimmen, 
wenn ungleiche Hydratation eintritt, d. h. wenn die Ionen ungleiche 
Mengen des Lösungsmittels gebunden mit sich führen; wenn in einem 
Mol Elektrolyt die Kationen um b Mol Wasser mehr mit sich führen, 
als die Anionen, so besteht folgende Beziehung: 

(79) llH = nw - Cb. 
Bei unendlicher Verdünnung (C = 0) stimmen hiernach die UH mit 
den llw überein. Auf diesem Wege haben Riesenfeld und Reinhold 158) 

die Größe b zu bestimmen gesucht, indem sie die Neigung der Kurve 
maßen, welche die Überführungszahl als Funktion der Konzentration 
beschreibt. Ähnlich hatte vorher schon Bousfield159) die Abhängig
keit der Ionenbeweglichkeit von der Konzentration benützt, um den 
Radius des wandernden Komplexes Ionenkern plus Wasserhülle als 
Funktion der Konzentration zu bestimmen, doch sind die Grundlagen 
seiner Rechnung recht unsicher. 

Eine sichere Methode .zur Bestimmung von b stammt von Nernst160) 

und seinen Schülern und beruht darauf, daß man zur Lösung eine 
kleine Menge eines Nichtelektrolyten zusetzt; wenn Wasser übergeführt 
wird, so nimmt dadurch die Konzentration des Nichtelektrolyten dort 
ab, wohin die größere Wassermenge gewandert ist. Natürlich besteht 
die zweite Möglichkeit, daß statt des Wassers der zugesetzte Nicht
elektrolyt an die Ionen gebunden und übergeführt wird, man muß 
sich daher überzeugen, daß die scheinbar übergeführte Wassermenge 

lö6) W. Hittor{, Pogg . .Ann. 89 (1863), p. 176; 98 (1866), p. 1; 103 (1868), 
p. 1; 106 (1869), p. 337. 613. 

167) .Aus Überführungsmessungen lassen sich auch Schlüsse auf die Zu
sammensetzung komplexer Ionen ziehen, s . .A . .A. Noyes, Z. f. ph. Ch. 36 (1901), 
p. 63; R. Kremann, Z. f. anorg. Ch. 33 (1903), p. 87; J. W. Mc Bain, Z. f. El. 11 
(1906), p. 216; C. Drucker, Z. f. El. 19 (1913), p. 797; R. Lorenz u. J. Posen, Z. f. 
anorg. Ch. 96 (1916), p. 340. 

168) E. Riesenfeld u. B. Reinhold, Z. f. ph. Ch. 66 (1909), p. 672. 
11i9) W. R. Bousfield, Z. f. ph. Ch. 63 (1906), p. 21i7. 
160) W. Nernst, Gött. Nachr. 1900, p. 68; H. Lotmat·, ebenda, p. 70; 0. 0. 

Garrard u. E. Oppe·rmann, ebenda, p. 86. Wie diese Versuche nach der neueren 
.Auffassung der Hydrate (Nr. 23) zu deuten sind, ist noch nicht geklärt. 
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-ron der Art des zugesetzten Nichtelektrolyten unabhängig ist. Solche 
Bestimmungen wurden von Morgan und Kanolt, sowie von Lobry de 
Bmyn 161) ausgeführt, doch ohne die envähnten Vorsichtsmaßregeln, 
später von Buchböck 162) und Wa.shburn 163). Diese Autoren geben Ta
bellen an, nach denen sich die Hydratation des Kations bestimmen 
läßt, wenn man für die von Chlor eine bestimmte Zahl einsetzt. End
lich hat Remy 164) versucht, die Wasserüberführung direkt zu messen, 
indem er zwischen die Elektroden eine Gallertschicht legte, doch stört 
hier die unbekannte Elektroendosmose. 

19. Ionenbeweglichk:eit. Durch die Untersuchungen von Kohl
·rausch war gezeigt, daß sich mit zunehmender Verdünnung die Leit
fähigkeit einer bestimmten Grenze näherte. Nach der Dissoziations
theorie ist bei sehr großer Verdünnung der gesamte Elektrolyt in 
Ionen zerfallen, also a = 1. Die äquivalente Leitfähigkeit wird dann 
(u + v)F und aus dem Kohlrauschsehen Befund folgt, daß auch die 
lonenbeweglichkeiten von der Verdünnung unabhängig werden. Die 
Leitfähigkeit gibt die Summe der Ionenbeweglichkeiten, die Überfüh
rungszahl (bei unendlicher Verdünnung) ihr Verhältnis, man kann 
also die Absolutwerte einzeln bestimmen.165)166) 167) 

Sie betragen 168) z.B. für K6,65 ·10-'v cl~t 1 -,für H32,6·10-'vcl~t-~~-. 
o sec o sec 

Ebenso wie für das Wasserstoffion ist auch der Wert für das Hydro
xyli6n auffallend groß. Man hat diese großen Werte entweder damit 
zu erklären gesucht, daß diese Ionen nicht hydratisiert seien; oder 
darauf hingewiesen, daß es gerade die Ionen des Lösungsmittels seien, 
daher ihre Fortbewegung ähnlich erfolgen könnte, wie es die alte 
Theorie von Grottlws annahm, indem ein Wasserstoffion an ein 

161) J. L. R. Morgan u. C. W. Kanolt, Z. f. ph. Ch. 48 (1904), p. 365; C. A. 
Lobry de Bruyn, Rec. trav. chim. 22 (1903), p. 430. 

162) G. Bucllböck, Z. f. ph. Ch. 55 (1906), p. 563. 
163) E. W. Washburn, Z. f. ph. Ch. 66 (1909), p. 513. 
164) H. Remy, Z. f. ph. Ch. 89 (1915), p. 529. Die theoretischen Betrach

tungen, ebenda, p. 467, scheinen mir doch zu unsicher. 
165) Zuerst F. Kohlrausch, Wied. Ann. 6 (1879), p. 199ff. 
166) Ältere Messungen bei F.Kohlrausch, Z. f. El. 13 (1907), p. 333; A. Heyd

treiller, Z. f. ph. Ch. 89 (1915), p. 281. 
167) Neuere Literatur bei G. v. Hevesy, Jahrb. f. Rad. u. El. 13 (1916), p. 271; 

E. Rona, Z. f. ph. Ch. 95 (1920), p. 62. 
168) Nach M. Le Blanc, Lehrbuch der Elektrochemie, 6 . .Aufi., p. 106. 
169) W. Sutl!erland, Phil. Mag. (6) 3 (1902), p. 161; S. Tijmstra Bz., Z. f. ph. Ch. 

49 (1904), p. 345; H. Daneel, Z. f. El. 11 (1905), p. 125, 249; A. HantzEch u. K. S. 
Caldwell, Z. f. ph. Ch. 58 (1907), p.·575; K.Frycz u. St.Tolloczko, Chem. Zentra.lbl. 
I (1913), p. 91. 

6ö* 
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Wassermolekül anprallt und dieses auf der anderen Seite sein 
eigenes W assersto:ffion weitergibt, das Ion also den Durchmesser des 
Moleküls gleichsam überspringt.169) Lorenz 170) hat diese Auffassung 
dadurch zu stützen gesucht, daß er zeigte, daß bei geschmolzenen 
Salzen die Ionen des Salzes selbst schneller wandern als fremde 
Ionen.171) 

Kohlrausch 172) maß auch die Temperaturabhängigkeit der Beweg
lichkeiten und fand, daß dieselbe der Größenordnung nach bei allen 
Ionen die gleiche ist und mit dem Temperaturkoeffizienten der inneren 
Re~'bung von Wasser iibereinstimmt. Doch ist der Temperaturkoeffi
zient bei den Ionen mit größerer Beweglichkeit kleiner, so daß sich 
mit steigender Temperatur die Unterschiede der Beweglichkeiten ver
wischen, dies haben besonders Messungen von Noyes bis zu 300° be
stätigt.173) Das hat zur Folge, daß die Überführungszahlen sich mit 
steigender Temperatur dem Werte -} nähern. Kohlrausch konnte die 
Temperaturabhängigkeit der Beweglichkeiten u durch die quadra
tische Formel 
(80) u = u18 [1 + '-'(t- 18) + 0,0163("- 0,0174)(t- 18)2] 

gut ausdrücken, andererseits den Temperaturkoeffizienten " verschie
dener Ionen in Abhängigkeit von der Beweglichkeit durch 

(80') " = 0,03536 - 0,000329 u + 0,0000018u2• 

Aus den Formeln (80) und (80') scheint ein V arschwinden von u für 
etwa - 35° zu folgen.U4) Der Umstand, daß der Temperaturkoeffi
zient so nahe mit dem der inneren Reibung des Wassers überein
stimmt, wurde von Kohlrausch durch die Annahme erklärt, daß die 
Ionen mit einer Wasserhülle umgeben sind, also die Reibung von 
Wasser an Wasser erfolgt.175) 

Der Zusammenhang mit der inneren Reibung wurde schon früh 
untersucht. Ein großer Teil dieser früheren Arbeiten ist deshalb 
nicht brauchbar, weil sie den Einfluß der Dissoziation übersehen 

170) R. L01·enz, Z. f. ph. Ch. 79 (1912), p. 63; 82 (1913), p. 613. 
171) Dagegen P. Walden, Z. f. El. 26 (1920), p. 72; G. v. HeveS'JI, Z. f. El. 

27 (1921), p. 21. 
172) F. Kohlrausch, Berl. Ber. 1901, p. 1026; 1902, p. 672; Z. f. El. 14 

(1908), p. 129. 
173) A. A. Noyes, A. C. Meldtet', H. C. Cooper, G. W. Eastman, Z. f. ph. Ch. 

70 (1910), p. 336. 
174) Tatsächlich stimmt das nicht, die Leitfähigkeit verschwindet asympto

tisch beim absoluten Nullpunkt. J. Kunz, Dias. Zürich 1902; Z. f. ph. Ch. 42 
(1903), p. 591; P. Walden, Z. f. ph. Ch. 73 (1910), p. 257. 

175) Entsprechend in Alkohol D. N. Bhattacharyya u. N. Dhar, Amst. Proc. 
18 (1916), p. 373. 
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haben. Vielmehr sind nur die Leitfähigkeiten A.. bei unendlicher 
Verdünnung zu benutzen. Meistens wird die Änderung der Leitfähig
keit durch Zusatz von anderen Nichtelektrolyten zu Wasser beob
achtet und mit der inneren Reibung verglichen. Arrhenius176) fand 
bei Lösungsmittelgemischen ein Parallelgehen der Leitfähigkeit mit 
der Reibung der Gemische. 

So zeigte Massoulier 177), daß bei Glyzerinzusatz zu Wasser die Leit
fahigkeit umgekehrt proportional der inneren Reibung sich ändert.178) 

Endlich hat Walden 179) die Beweglichkeit der Ionen seines Normal
elektrolyten, des in Nr. 17 genannten Tetraäthylammoniumjodids 
(C2H5) 4NJ, in zahlreichen Lösungsmitteln untersucht und gefunden, 
daß die Grensleitfähigkeiten in ihnen umgekehrt proportional der inneren 
Reibung 'YJ sind und daß die Proportionalitätskonstante auch von der 
Temperatur unabhängig ist. Es gilt nämlich 

(81) Ar:c'YJ = 0,700 

für alle Lösungsmittel (mit Ausnahme von Glykoll und Wasser). 
Daß die umgekehrte Proportionalität mit der inneren Reibung 

nicht für alle Elektrolyte gilt, zeigen Untersuchungen von Jones 
und seinen Schülern 180) an Lösungsmittelgemischen, nach denen zwar 
die Leitfähigkeit zahlreicher Salze in Gemischen von organischen 
Lösungsmitteln als Funktion des Mischungsverhältnisses Minima auf
weisen, welche den Maximis der Kurven der inneren Reibung parallel
gehen, aber einzelne Salze, wie z. B. Lithiumsalze diese Minima nicht 
haben. Das wird von den Autoren auf den geänderten Ionenradius 
geschoben, womit man auch die Nichtübereinstimmung der Tempe
raturkoeffizienten von Beweglichkeit und Reibung erklären kann. 

Die Abhängigkeit der Beweglichkeit vom Aufbau der Ionen hat 
zuerst Ostwald181), dann ausführlich Bredig 182) an zahlreichen orga
nischen Ionen studiert. Er findet, daß bei analoger Zusammensetzung 

176) S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 9 (1892), p. 487; R. J. Holland, Wied. Ann. 
50 (1893), p. 261; N. Strindberg, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. 161. 

177) P. Massoulier, Paris C. R. 130 (1900), p. 773. 
178) 8. auch F. Krüger, Z. f. EI. 22 (1916), p. 445; H. Krumreich, ebenda, 

p. 446. 
179) P. Walden, Z. f. ph. Ch. 55 (1906), p. 207; Bull. Ac. St. Petel'sb. 1913, 

p. 559; s. auch R. 0. Herzog, Z. f. El. 16 (1910), p. 1003. 
180) H. G. Jones, G. F. Lindsay u. G. G. Garoll, Z. f. ph. Ch. 56 (1906), p. 129; 

H. G. Jones, E. G. Bingham, L. JJ:Ic. Master, Z. f. ph. Ch. 57 (1907), p. 193, 257; 
s. auch N. Zelinsky u. S. Krapiwin, ebenda 21 (1896), p. 35; E. Oohen, ebenda 
25 (1898), p. 1. 

181) W. Ostwald, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 840. 
182) G. B1·edig, Z. f. ph. Ch. 13 (1894), p. 191. 
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die Beweglichkeit mit steigender Atomzahl abnimmt, und daß im all
gemeinen die Ersetzung eines leichteren durch ein schwereres Atom 
ebenso wirkt (nur bei Ersetzung von 0 durch S tritt das Gegen
teil ein). Ferner sind im übrigen ähnliche Ionen desto beweglicher, 
je symmetrischer sie gebaut sind. 

Wegscheider 183) hat darauf hingewiesen, daß bei organischen Ionen 
mit gleicher Atomzahl und Wertigkeit die Beweglichkeit recht ähn
lich ist; wenn man die entsprechenden Mittelwerte bildet, steigen sie 
mit der Atomzahl, und wenn man die Mittelwerte durch die W ertig
keit dividiert (also die Beweglichkeit für die Einheit der Kraft bildet), 
dann ist diese für die einwertigen Ionen im allgemeinen etwas, aber 
nicht viel größer als für die zweiwertigen, für diese wieder größer 
als für die dreiwertigen. 

Lorenz 184) hat von der Stokessehen Formel 

(82) 

ausgehend den Rauminhalt der Ionen berechnet, und mit dem Vo
lumen, das das entsprechende Radikal in einer "benachbarten" V er
bindung einnimmt, verglichen, er findet bei zahlreichen organischen 
Kationen und bei den einwertigen Anionen für das Verhältnis dieser 
beiden Größen, die Raumerfülltmgszahl, Werte zwischen 1/4,5 bis 1/1,3, 
während nach van der Waals (Erklärung seiner Größe b) der Wert 1/4, 
bei möglichst dichter Packung 1/1,35 auftreten sollte. Weiter zeigt er, 
daß der Radius r, der aus Formel (82) folgt, mit der Zahl der Atome 
im Ion durch eine lineare Gleichung verbunden ist, die für Zahlen 
zwischen 12 und 50 Atomen gültig bleibt. Daraus wäre zu schließen, 
daß diese großen organischen Ionen nicht mehr merklich hydratisiert 
sind. In der benachbarten Verbindung dagegen ist das Ionenvolumen 
dieser Zahl direkt proportional. 

Hevesy 185) lenkt die Aufmerksamkeit darauf, daß die Beweglich
keit der Ionen im Mittel von der gleichen Größenordnung ist wie die 
recht großer Teilchen, wie z. B. von Kolloiden oder Gasblasen. Da bei 
letzteren die Beweglichkeit proportional dem Potential des Kolloitl-

teilchens ist, d. h. dem Verhältnis LRadd~n![ und die gleiche Größe, 
a ms 

183) R. Wegscheider, Monatsh. 23 (1902), p. 604. 
184) R. Lorenz, Z. f. ph. Ch. 73 (1910), p. 252; R. Lorenz u. J. Posen, Z. f. 

anorg. Ch. 94 (1916), p. 265; R. Lorenz, Z. f. anorg. Ch. 105 (1919), p. 175; Z. f. 
El. 26 (1920), p. 424. 

185) G. v. Hevesy, Jahrb. f. Rad. u. El. 11 (1914), p. 419; 13 (1916), p. 271; 
Z. f. Kolloidchemie 21 (1917), p. 129. 
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wenn auch mit einem anderen Zahlenkoeffizienten, auch bei den Ionen 
auftritt, so nimmt er an, daß sich zur Erhaltung der Stabilität bei 
jedem Teilchen der gleiche Potentialwert (in Wasser ca. 70 Millivolt) 
einzustellen sucht, bei den Kolloidteilchen mit vorgegebener Größe 
durch Einstellung der Ladung, bei den Ionen mit vorgegebener La
dung dadurch, daß sich der richtige Radius durch Wasseranlagerung 
herstellt. Nur bei denjenigen organischen Ionen, die schon an und 
für sich zu groß sind (wie bei den von Lorenz betrachteten), kann der 
hiernach richtige Wert nicht erreicht werden, so daß ihre Beweglichkeit 
geringer ist, als erwartet. Er zeigt auch, daß bei anorganischen Ionen, 
die in versc,hiedener Wertigkeit auftreten, die Beweglichkeiten gleich 
sind. Jedenfalls ist aber, wie all diese Betrachtungen lehren, die Be
weglichkeit (auf die Krafteinheit bezogen) von einfachen mehrwertigen 
Ionen umgekehrt proportional der Wertigkeit, bei komplizierten von 
ihr nahe unabhängig. 

Walden 186) hat die Formel (82) für eine Reihe organischer Ionen 
geprüft und gut bestätigt gefunden, er schließt, daß diese daher nicht 
hydratisiert sind, und kann durch Anwendung von (82) auf Salze vom 
Typus NaCl die Hydratation berechnen; er findet für das Natrium 
3t Mol Wasser. · 

Born 181) hat den Umstand, daß das Alkalimetall mit dem klein
sten Atomvolumen (Li) sich am langsamsten bewegt, folgendermaßen 
gedeutet: Die Wassermolekeln sind Dipole, die ihre Achsen auf das 
Ion richten, aber infolge ihrer gegenseitigen Reibung etwas zurück
bleiben, was eine bremsende, der inneren Reibung proportionale Kraft 
ergibt. Dieser Widerstand folgt der Stokessehen Formel mit einem 
"scheinbaren Radius", der für große Kugeln gleich dem wirklichen ist 
(da dann die gewöhnliche Reibung überwiegt), dann zu einem Minimum 
geht und zuletzt mit abnehmendem wahren Radius, z. B. bei Li, wie
der steigt (da bei den kleinen Ionen die Felder sehr intensiv sind). 

Früher hatte Sutherland188) eine elektrische Reibung angenom
men, die aus zwei Teilen bestehen sollte, einem von der gegenseitigen 
Einwirkung der Ionen herrührenden (der also dem sogleich zu be· 
sprechenden Hertzeffekt entspricht) und einem von der elektrischen 
Arbeit am Lösungsmittel herrührenden. Er konnte mit seiner Formel 
den Gang der Leitfähigkeit bei starken Elektrolyten gut erklären, 
wenn er vollständige Dissoziation annahm (vgl. Nr. 16), er erweiterte 
diese Annahme aber wohl unberechtigterweise auf alle Elektrolyte. 

186) P. Walden, Z. f. El. 26 (1920), p. 65. 
187) llf. Born, Z. f. Phys. 1 (1920), p. 221; Z. f. El. 26 (1920), p. 401. 
188) W. Sutherland, Phil. Mag (6) 14 (1907), p. 1. 
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P. Herlz 189) hat den gegenseitigen Einfluß der Ionen auf die 
Leitfähigkeit bestimmt, indem er die Formeln flir die Verteilung an
setzte und löste. Es ergibt sich mit zunehmender Konzentration eine 
Abnahme der Leitfähigkeit, die mit der Erfahrung (unter der An
nahme a = 1) recht gut stimmt, wenn man die Konstanten passend 
wählt, doch lassen sich diese noch nicht vorherberechnen. 

d) Vermischte Probleme der Lösungstheorie. 

20. Die Bruttoleitfähigkeit. Die Leitfähigkeit bei unvollkom
mener Dissoziation selbst ist eine ziemlich komplizierte Größe, da 
sie sowohl von der Dissoziation als auch von den lonenbeweglich
keiten abhängt. Zahlreiche Messungen der Leitfähigkeit sind daher 
für direkte theoretische Betrachtungen nicht brauchbar. In Abhängig
keit von der Konzentration kann die Leitfähigkeit Maxima oder Mi
nima zeigen 190) (und zwar nach Walden stets erst ein Maximum, 
dann ein Minimum), was auf die entgegengesetzte Änderung von a 
und den Beweglichkeiten zurückzuführen ist. Doch nimmt bei ge
nügender Verdünnung die Äquivalentleitfähigkeit mit wachsender V er
dünnung stets zu, Komplikationen können durch Polymerisierung oder 
auch durch chemische Reaktionen mit dem Lösungsmittel hervorge
rufen werden.191) Für die Abhängigkeit von der Temperatur hat, wie 
erwähnt, schon Kohlrausch bequeme Rechenformeln gegeben. Da der 
Dissoziationsgrad mit steigender Temperatur meist abnimmt, die 
Beweglichkeit dagegen zunimmt, können auch bei steigender Tempe
ratur Maxima auftreten, worauf At·rhenius 19') hingewiesen hat. Er 
stellt die Temperaturabhängigkeit durch folgende dreikonstantige For
mel dar: A = Ae-B1(1 + at). In neuerer Zeit sind die Messungen 
bis zu ziemlich hohen Temperaturen ausgedehnt worden.193) 178) In der 
Nähe der kritischen Temperatur nimmt die Leitfähigkeit sehr stark 

189) P. Hertz, .Ann. d. Phye. 87 (1912), p. 1; K. Schellenberg, .Ann. d. Phye. 
47 (1915), p. 81; B.Lorenz, Z. f. anorg. Ch. 113 (1920), p. 135; B. Lorenz und 
P. Osswald, ebenda. 114 (1920), p. 209. 

190) Z. B. A. Saposchnikow, Z. f. ph. Ch. 49 (1904), p. 697; 51 (1905), 
p. 609; P. Walden, Bull. .Ac. St. Petereb. 71 (1913)', p. 1075; ferner ein Referat 
von .A. Sachanow, Z. f. El. 20 (1914), p. 529. 

191) B. D. Steele, D. Mac Intosh u. E. H. Archibald, Z. f. ph. Ch. 55 (1906), 
p. 150; L. Kahlenbe1·g u. 0. E. Buhoff, J. Phys. Chem. 7 (1903), p. 264; P. Düll
berg, Z. f. ph. Ch. 45 (1903), p. 129; S. Tijmstra Bz., Z. f. ph. Ch. 49 (1904), p. 346. 

192) S. Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 96. 
193) I?. Exner u. G. Goldschmiedt, Wied. Ann. 6 (1879), p. 73; P. Sack, 

Wied. Ann. 48 (1891), p. 212; A. A. Noyes u. W. D. Ooolidge, Z. f. ph. Ch. 46 
(1903), p. 823. 
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ab 1u), um über derselben in den verschwindenden Wert für den 
Dampf überzugehen. Bei sehr tiefen Temperaturen geht die Leit
fähigkeit asym.ptotisch zu Null, beim Durchschreiten des Schmelz
punktes zeigt sich in unterkühlten Flüssigkeiten keinerlei Unstetig
keit.174) 

Ostwald190) hat empirisch eine Regel gefunden, welche zur Be
stimmung der unbekannten Wertigkeiten von Ionen dienen kann; es 
ist nämlich die Leitfähigkeit bei einer bestimmten Verdünnung dar
stellbar durch .A = .Ace - v1 vd, wo f nur von der Verdünnung ab
hängt. 

21. Methoden zur Bestimmung der Dissoziation. 1. Aus der 
Formel für die elektrische Leitfahigkeit (77) folgerte Arrhenius101) 

für den Dissoziationsgrad a, der das Verhältnis der zerfallenen zu den 
unzerfallenen Molekeln angibt 

(83) 
A 

a=--· 
A"' 

Da die Beweglichkeiten bei mäßiger Verdünnung evtl. noch von der 
Konzentration abhängen, wurde diese Formel in 

(83') 
korrigiert. 

2. Gefrierpunkt- bzw. Siedepunktbestimmungen (Nr. 31, 32). Aus 

dem van t' Hoffsehen Koeffizienten i folgt a nach der Formel tx = i- 1
1 

a-
(a Zahl der aus 1 Molekel entstehenden Ionen). Leider ist bei großen 
Verdünnungen die Genauigkeit der Messung wesentlich geringer als 
bei der Leitfähigkeitsmethode. 

3. Die Methode des Verteilungsgleichgewichtes: Jede Substanz 
verteilt sich zwischen zwei nicht mischbare Lösungsmittel mit einem 
konstanten Verteilungskoeffizienten (Nr. 3ö). Haben wir in dem einen 
Lösungsmittel keine Ionisation, so geht relativ desto mehr Substanz 
(Gesamtmenge der zelfallenen und der unzerfallenen) in das andere, 
je größer die Ionisation ist. Man bestimmt daher das Teilungsver
hältnis der Gesamtmengen bei wachsenden Verdünnungen.197) 

194) P. Walden u. M. Centnerszwer, Z. f. ph. Ch. 39 (1902), p. 613; A. Hagen-
bach, Ann. d. Phys. 6 (1901), p. 276. -

196) W- Ostwald, Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 97. 
196} w_ Ostwald, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 270; W. Sutherland, Phil. Mag. 

(6) 3 (1902), p. 161; L. Pissarjewsky u. N. Lemcke, Z. f. ph. Ch. 62 (1906), p. 479. 
197) A.. Hantzsch u. F. Sebaldt, Z. f. ph. Ch. 30 (1899), p. 268; die dort aus 

der Temperaturabhängigkeit gezogenen Schlüsse sind wohl nicht berechtigt. 
V. Rothmund u. K. Drucker, Z. f. ph, Ch. 46 (1903), p. 827. 
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4. Berechnung aus der Löslichkeitsänderung, die durch den Zu
satz eines anderen Stoffes mit gemeinsamem Ion hervorgerufen wird 198) 

(Nr. 14:c). 
5. Chemische Reaktionsgeschwindigkeiten, die proportional der 

Konzentration des zu untersuchenden Ions sind (z. B. Verseifung von 
Estern durch Säuren) (Nr. 24). 

6. Direkte Bestimmung der Ionenmenge durch bequeme äußere 
Mittel, z. B. Farbtöne von lndikatoren.199) 

7. Aus den Potentialen von Ketten nach der Nernstschen For
mel.200) 

Die Methode Nr. 3 bestimmt direkt das Potential der unzersetzten 
Substanz, die Methoden 6 und 7 das der Ionen, die Methode 2 das 
des Lösungsmittels, welches mit dem des gelösten Stoffes nach 
Gleich. (10) zusammenhängt, während die Methoden 1 und 5 nicht 
direkt chemische Potentiale festlegen (da es sich nicht um Gleich
gewichtsmessungen handelt) und Methode 4 das Potential der Ionen 
mit dem der undissoziierten Moleküle vergleicht. 

22. Diffusion. a) Nichtelektrolyte in Lösungen. Die Diffusion in 
Lösungen war schon Par1·ot 201 ) bekannt, wurde zuerst von Gmham 202) 
ausführlich experimentell untersucht und von Fick 208) der strengen 
mathematischen Behandlung zugänglich gemacht, indem er aus der 
Analogie mit der Wärmeleitung die nach ihm benannte Gleichung 
aufstellte: 

) 0 0 ( o1 o1 ß!) (84 -8--;; = Dll.C 1:1 = ax! + av! + ai! . 

Sie ist die Kontinuitätsgleichung (Encykl. IV 15, Nr. 7) 

(8 ..-) ao d. c ·t n d c D ift = lV tJ mi b =-= O gra . 

Nemst 204) hat die Ableitung dieser Gleichung geändert, indem er 
den osmotischen Druck einführte als die Kraft, die den gelösten Stoff 
1m Sinn der Gleichung 

198) Z. B. N. Dhm· u. A. K. Datta, Z. f. El. 19 (1913), p. 407. 
199) V. H. Veley, Z. f. ph. Ch. 57 (1907), p. 147; Trans. Chem. Soc. 91 (1907), 

p. 153; 93 (1908), p. 662, 2114; E. SaZ.m, Z. f. ph. Ch. 63 (1908), p. 83. 
200) Nr. (49 a), s. z. B. K. Drucker, Z. f. El. 19 (1913), p. 797. 
201) G. F. Parrot, Gilb. Ann. 51 (1816), p. 300. 
202) Th. Graham, Lieb. Ann. 77 (1861), p. 56, 129; 80 (1861), p. 197. 
203) A. Fick, Pogg. Ann. 94 (1855), p. 59. Weitere ältere Literatur Ost

wald, Lehrbuch. 
204) W. Nernst, Z. f. 1)h. Ch. 2 (1888), p. 613. Vgl. A. Einstein, Ann. d. 

Phys. 17 (1905), p. 549; 19 (1906), p. 371; P. Debye, Anm. 408a sowie eine kine
tische Deutung von E. R1:ecke, Z. f. ph. Ch. 6 (1890), p. 564. 
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(86) Cu= k grad% 
antreibt, was für 
(87) %=RTC kRT=D 
mit (84) übereinstimmt. Äußere Kräfte treten einfach zu grad n hinzu. 

Die tiefste Erkenntnis der Diffusion gewinnen wir aber erst aus 
den Arbeiten Einsteins und Smoluchowskis 205), die zeigten, daß die Zu
sammenfassung der BrÖwn sehen Bewegungen aller Einzelteilchen ge
rade zu der Gleichung (84) führt. Hierbei ist das Wesentliche, daß 
in genügend verdünnter Lösung für ein bestimmtes Teilchen die 
Wahrscheinlichkeit einer bestimmten Geschwindigkeit (ohne äußere 
Kräfte) in allen Richtungen gleich groß ist, unabhängig davon, wo 
die anderen Teilchen liegen. Daher ist die Anzahl der Teilchen, die 
in einer Richtung wandern, proportional 0, der Überschuß der Teil
chen, die in einer Richtung wandern, über die in entgegengesetzter 
Richtung gehenden proportional grad 0. Die mittlere Wanderungs
geschwindigkeit eines einzelnen Teilchens hängt dabei weder von der 
Richtung noch von 0 ab. 

Die Einflihrung des osmotischen Druckes darf nicht zu dem Miß
verständnis führen, als ob er auf das einzelne Teilchen als wirkliche 
Kraft wirken würde. Der osmotische Druck ist nur ein anderer Aus
druck für die Gesamtwirkung der Brownschen Bewegung, und hat für 
ein einzelnes Teilchen keine Bedeutung. Seine Einführung hat fol
genden Sinn: Denken wir uns in der Lösung ein Volumenelement 
durch halbdurchlässige bewegliche Wände abgegrenzt 1 so wirken auf 
diese Wände wirklich die Kräfte, wie sie in (87) formuliert sind; 
das Volumenelement würde sich a]so nach (86) bewegen 1 wenn die 
Wände dem Druck frei nachgeben können. 

Die Benutzung des osmotischen Druckes setzt daher voraus, daß 
die Diffusion im Groben durch solche Wände nicht geändert würde. 

Bei dieser statistischen Auffassung des Vorganges hat es auch 
einen Sinn, nach der Geschwindigkeit des "Kopfes" der Diffusion zu 
fragen (die nach der Differentialgleichung unendlich wäre), d. h. nach 
der Zeit, die das erste Teilchen im Mittel braucht, um eine gegebene 
Entfernung zu erreichen.206) 

Bezüglich der Diffusionskonstante hat Euler 201) aus V ersuchen 
gefunden, daß sie häufig (im gleichen Lösungsmittel) proportional 

205) A. Einstein, Ann. d. Pb. 17 (1905), p. 549; M. v. Smoluchowski, Phys. Z. 
17 (1916), p. 557, 585. 

206) Pli. Frank, Phys. Z. 19 (1918), p. 516; H. Baue'r, Phys. Z. 20 (1919), 
p. 339. 

207) H. Euler, Wied. Ann. 6S (1897), p. 273. 
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der Quadratwurzel aus dem Molekulargewicht ist, Hersog 208) hat ge
zeigt, daß sie proportional der dritten Wurzel des Verhältnisses von 
Molekularvolumen und Dichte ist. Beim Wechsel des Lösungsmittels 
soll sie umgekehrt proportional der inneren Reibung sein, was sich 
aus der Anwendung der Stokessehen Formel auf die Molekularbewegung 
ableiten läßt. 

b) Elel.trolyte. Nernst 204) hat die gleichen Prinzipien auf Elektro
lyte angewandt, wobei jedes Ion seine eigene Diffusionsgeschwindig
keit hat. Das würde zu einer Trennung der Ionen und damit zu 
einer elektrischen Kraft führen, welche das schnellere Ion zurückhält, 
das langsamere beschleunigt, bis gerade beide die gleiche Geschwin
digkeit haben. Natürlich stellt sich dieser stationäre Zustand unmeß
bar schnell ein. 

Die Bewegungsgleichung der Ionen findet sich in Nr. 4:6. Führt 
man die Bedingung gleichschneller Wanderung beider Ionen ein und 
eliminie1·t die elektrische Kraft, so ergibt sich für ein binäres Salz 
mit gleichwertigen Ionen 

(88) ...!.. = _1_ (_!_ + _!_)· 
D 2RT u V 

Diese Gleichung ist gut bestätigt. 
Bei nicht vollständiger Dissoziation ist auch der Anteil der un

dissoziierten Moleküle zn berücksichtigen.209) 

In Salzgemischen wird die Auflösung der Gleichungen schwie
riger, doch hat Arrhenius gezeigt, daß bei einem binären Salze die 
Diffusion des schnelleren Ions durch Zusatz eines Salzes, das auch 
das andere Ion enthält, beschleunigt wird.210) 

c) In festen Körpern. Auch in festen Körpern ist Diffusion vor
handen. Colson und Campbell 211) zeigten, daß Kohlenstoff sowie Oxy
sul:fide durch glühendes Eisen wandern könne:n. W. Spring 212) wies 
nach, daß Zylinder aus verschiedenem Metall aneinandergepreßt bei 

208) R. 0. Herzog, Z. f'. El. 16 (1910), p. 1003; .A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 
(1905), p. 649; 19 (1906), p. 289; P. Walden, Z. f. El. 12 (1906), p. 77; 26 (1920); 
p. 65; L. W. Öholm, Z. f. ph. Ch. 50 (1904), p. 309. 

209) Siehe z. B. J. J. v. Laar, Lehrb. d. Elektrochemie, p. 92. 
210) W. Nernst, 1. c.; J. J. v. Laar, l. c. p. 112 f.; 8 . .Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 

10 (1892), p. 51. 
211) .A. Oolson, Paris C. R. 93 (1881), p. 1074; 94 (1882), p. 26; J. Violle, 

Paris C. R. 94 (1882), p. 28; E. D. Oampbell, Am. Chem. J. 18 (1896), p. 707. 
212) W. Spring, Z. f. ph. Ch. 15 (1894)1 p. 65; W. 0. Roberts Austen, Phil. 

Trans. 187A (1896), p. 383; E. Warburg, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 327; 
G. Schulze, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 335. 
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höherer Temperatur verschweißen und ineinander diffundieren. Die 
ausführlichsten Versuche hat Roberts-Austen angestellt. 

Ferner gehört die den Metallographen bekannte Tatsache hier
her, daß Mischkristalle, die bei der allmählichen Abscheidung aus der 
Schmelze eine schichtenweise sich ändernde Konzentration aufweisen, 
diese bei genügend langsamen Arbeiten ausgleichen (Temperung). 
Hierbei ist bemerkenswert, bei wie tiefen Temperaturen die Diffusion 
noch merklich ist, um dann bei einer relativ kleinen Temperatur
erniedrigung praktisch zu verschwinden.213) Masing hat die elek
trische Widerstandsänderung eines aus abwechselnden Schichten zweier 
Metalle bestehenden Leiters bei allmählicher Vermischung verfolgt.214) 
Endlich hat Hevesy die Methode der radioaktiven Indikatoren ange
wandt.214a) 

Die Möglichkeit der Diffusion folgt auch aus der Ionenleitung 
in Kristallen. Da in festen Lösungen die gleichen thermodynamischen 
Gesetze gelten wie in flüssigen, also auch der gleiche osmotische 
Druck herrscht, liegt die Langsamkeit der Diffusion nur an der Größe 
der inneren Reibung, die aber mit steigender Temperatur rasch ab
nimmt. 

23. Hydrate in Lösungen.215) Vor Aufstellung der van t'Hoff
schen Lösungstheorie waren sehr häufig stöchiometrisch definierte che
mische Verbindungen zwischen Lösungsmittel und Gelöstem angenom
men worden. Unmittelbar nach van t' Hoffs V erötfentlichung hielt 
man oft das Auftreten solcher Verbindungen für unvereinbar mit 
dessen Anschauungen, erst später wurde man sich allgemein darüber 
klar, daß die Theorie nur die Unabhängigkeit der gelösten Moleküle 
in ihrer Bewegung untereinander fordert, während über die Mitnahme 
von Lösungsmittel nichts ausgesagt wird. Die Annahme von V erbin
dungen zwischen Lösungsmittel und Gelöstem gewinnt wieder Boden, 
doch meist in der Form, daß eine mit zunehmender Entfernung vom 
gelösten Molekül lockerer werdende Vereinigung, nicht aber eine 
stöchiometrisch definierte Verbindung angenommen wird. 

Die Methoden der Untersuchung stützen sich auf folgende Er
scheinungen: 

213) Siehe besonders z. B. G. Tammann, Z. f. anorg. Ch. 107 (1919), z. B. 
p. 60, 67, 151, 195, 197 ff. 

214) G. Masing, Z. f. anorg. Ch. 62 (1909), p. 265. 
214a) G. v. Hevesy, Z. f. Phys. 2 (1920), p. 148. 
215) Vgl. die Zusammenfassungen von E. W. Washbum, Jahrb. f. Rad. u. El. 

5 (1908), p. 493; 6 (1909), p. 69; E. Baur, Von den Hydraten in wässeriger Lö
sung, Stuttgart 1903 (Sammlung Ahrens VIII); N. Dhar, Z. f. El. 20 (1914), p. 57 
mit Nachträgen von K. Drucke!'. 
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I. Auf Abweichungen der in Nr. 29-32 besprochenen Erschei
nungen bei konzentrierten Lösungen vom van t'Hoffschen Gesetz, die 
alle auf die Abweichungen des Potentials der Flüssigkeit von der 
Form (56) 11° + RT lg (1 - x) zurückzuführen sind, Sie werden so 
gedeutet, daß die Zahl der Flüssigkeitsmolekeln um die Zahl der 
hydratisierten zu verkleinern, also x zu vergrößern ist. Diese beson
ders von H. 0. Jones und seinen Schülern 216) angestellten Unter
suchungen setzen aber voraus, daß die Gesetze der verdünnten Lö
sungen bei beliebiger Konzentration noch gelten. Jeder auf diese 
Abweichungen sich stützende Schluß muß irgendein Gesetz für "voll
kommene" konzentrierte Lösungen voraussetzen, z. B. das von Dole.
zalek und Lewis (Nr. 11), wie es Washburn 215) tut. 

Il. Auf den Aussalzeffekt, eine Löslichkeitsverminderung durch 
zugesetztes indifferentes Salz, der als Verminderung des Wassers, das 
zur Auflösung zur Verfügung steht, gedeutet wird 217), aber auch auf 
Wirkung des Binnendrucks (Nr. 11) oder gegenseitiger Einwil·kung 
des Gelösten geschoben wird.218) Jetzt wird man die Nr. 16 ange
führten Umstände, die einen direkten Einfluß der Ionen auf das Po
tential des gelösten Stoffes bedeuten, als maßgebend ansehen. 

III. Darauf, daß die Löslichkeits-Temperaturkurve mit dem festen 
Hydrat als Bodenkörper eine desto flachere Form zeigt, je stärker 
das Hydrat in Lösung dissoziie1·t ist (Nr. 38). 

IV. Auf die Abweichungen physikalischer Eigenschaften von der 
Mischungsregel.219) Die Kurven, welche Dichte, Wärmeausdehnung, Vis· 
kosität als Funktion der Zusammensetzung geben, weisen oft Maxima 
oder Minima auf, die durch das Auftreten von Verbindungen erklärt 
werden. Knicke sind meist durch experimentelle I!"'ehler vorgetäuscht. 

Die spezifische Wärme von Lösungen (vgl. Nr. 11) ist oft kleiner 
als die Summe bei beiden Bestandteilen, was schon Be-rthelot auf Bin
dung eines Teils des Wassers zurückgeführt hatte. 220) 

V. Farbänderungen 2!1) an Cu- und Co-Salzen durch Zusatz in-

216) H. C. Jones, Publ. Carn. Inst. Nr. 60 und zahlreiche Arbeiten im J. Am. 
Chem. Soc., s. ferner C. Poma, Z. f. ph. Ch. 87 (1914), p. 196; 88 (1914), p. 6il. 

217) V. Rothmund, Z. f. ph. Ch. 33 (1900), p. 413. 
218) H. Euler, Z. f. ph. Ch. 31 (1899), p. 360; G. Geffken, Z. f. ph. Ch. 49 

(1904), p. 287; M. Levin, Z. f. ph. Ch. 55 (1906), p. 530. 
219) Literatur s. bei Washburn, 1. c. 
220) D. Berthelot, Mech. chimique I, p. 508, II, p. 174 (Paris 1879). 
221) P. Vaillant, Ann. chim. phys. (7) 28 (1903), p. 213; G. N. Lewis, Z. f. 

ph. Ch. 52 (1\!05), p. 224; 56 (1906), p. 223; V. Kohlschütter, Ber. d. D. ehern. Ges. 
37 (11104), p. 1168; ferner Referat über eigene Arbeiten mit Literaturangaben 
H. C. Jones, Z. f. El. 20 (~914), p. 552. 
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differenter Salze, die eine spezifische Wirksamkeit ausüben, welche 
als Änderung des Wasserpotentials gedeutet wird. Diese läuft par
allel der in I. besprochenen. 

VI. Auf Bestimmungen des Teilchenradius. Soweit diese auf der 
Beweglichkeit der Ionen beruhen, sind sie in Nr. 19 besprochen. 
Einstein 399) gibt eine Formel, die die Viskosität einer Lösung mit 
dem Volumen der gelösten Moleküle verknüpft, und findet bei Zucker, 
daß das hydratisierte Zuckermolekül das vierfache Volumen desselben 
Moleküls im festen Zustand einnimmt. 

VII. Auf die direkte Messung der mitgeführten Wassermengen 
durch Überführungsbestimmungen (Nr. 18). 

VIII. Auf chemische Gründe. Die Werne-rache TheorieU8) ver
langt in Analogie mit Ammoniakverbindungen eine Bindung von 
(meist 6) Wassermolekülen an die Metallatome, wodurch das nega
tive Radikal in die zweite Sphäre gedrängt und "jonogen" gebunden 
wird. Auch Abegg, Bodländer 224) und Eule-r 219) führen chemische Gründe 
für die Hydratisierung an. 

24. Reaktionsgeschwindigkeit in Lösungen.32) Für homogene 
Flüssigkeiten liegt ein sehr großes Material an Messungen vor, so 
gehört, ein großer Teil der früher Nr. 6 zitierten Arbeiten hierher. 

Wie bei den Gleichgewichten schon bemerkt wurde, zeigen auch 
hier die Versuche von Bertl~-elot und L. Pean de St. Gilles 98) .An
schluß an die 'fheorie in einem Gebiet, wo man die Gültigkeit der 
Gesetze verdünnter Lösungen nicht mehr erwarten sollte. 

Die Theorie ist noch wenig entwickelt. Smoluchowskin6) hat ge
zeigt, daß es in einer Lösung von der Konzentration 01 der Teilchen 1 
und 0 2 der Teilchen 2 in der Sekunde 
(90) 01 02 (D1 + D2)N~ 4na 
mal vorkommt, daß ein Teilchen 1 sich einem Teilchen 2 auf die 
Entfernung a nähert, wo D der Diffusionskoeffizient ist, der bei großen 
Teilchen, für welche die Stokessehe Formel gilt, nach (82) und (86) 

gleich 6 ~~r ist. In Übereinstimmung damit stünde, daß Schilow und 

Pudofkin 216) die Reaktionsgeschwindigkeit proportional ~ fanden. Meist 
1j 

222) .A. Einstein, Ann. d. Phys. 19 (1906), p. 289. 
223) .A. Werne1·, Z. f. anorg. Ch. 3 (1893), 'p. 294. Neuere Anschauungen 

auf dem Gebiet der anorg. Chemie, Braunschweig (2. Aufi. 1913). 
224) R. Abegg u. G. Bodländer, Z. f. anorg. Ch. 20 (1899), p. 453. 
225) M. v. Smoluchowski, Z. f. ph. Ch. 92 (1918), p. 129; s. auch M. T1·autz, 

Z. f. anorg. Ch. 106 (1919), p. 149. 
226) N. Schilow u. A. Pt~dofkin, Z. f. EI. 16 (1910), p. 125; G. Buchböck, 

Z. f. ph. Ch. 23 (1897), p. 123; 34 (1900), p. 229. 
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wird aber dies durch den anderweitigen Einfluß des Mediums ver
deckt. 

Nun entsteht wieder die Frage, welcher Bruchteil dieser "Zusam
menstöße" wirksam ist (vgl. Nr. 9). 

Für den Reaktionsverlauf von Ionen meßbarer Konzentration unter
einander hat bisher nie eine merkliche Zeitdauer festgestellt werden 
können 227), so daß wir annehmen können, daß in diesem Fall prak
tisch alle Stöße zur Vereinigung führen. So hat sich die allgemeine 
Anschauung gebildet, daß Ionenreaktionen stets unendlich schnell ver
laufen. Haben wir aber nur eine sehr kleine Ionenkonzentration, so 
kann der Umsatz doch endliche Zeit dauern. Andererseits behauptet 
die Ionentheorie durchaus nicht, daß dies nur für Ionenreaktionen zu
trifft, es könnten auch andere Reaktionen ähnliche Geschwindigkeiten 
haben 228), wenn die "Aktivierungswärme" genügend klein ist. Daraus 
folgt, daß es nicht berechtigt wäre, aus einer solchen Tatsache mit 
Kahlenberg 229) Einwände gegen die Ionentheorie zu erheben. Übrigens 
wird auch die Richtigkeit der experimentellen Befunde Kahlenbergs 
bestritten. 230) 

Andererseits sind Fälle bekannt, daß die Anlagerung von Ionen 
an neutrale Teilchen Zeit braucht.131) 232) 

Das gleiche gilt für den Zerfall komplexer Ionen (vgl. Nr. 58b, 
chemische Polarisation). 

Die Temperaturabhängigkeit der Reaktionsgeschwindigkeit k läßt 

sich meist durch die Formel von .Arrhenius41) In k = -lr + B 
gut darstellen; Halban 133) hat hervorgehoben, daß monomolekulare 
Reaktionen im allgemeinen größeres q haben als polymolekulare. 

Mit steigendem Druck findet sich sowohl Ab- wie Zunahme der 
Reaktionsgeschwindigkeit. 234) 

227) Z. B. C. Benedicks, Z. f. ph. Ch. 70 (1910), p. 12; G. Kornfeld, Monats
hefte 86 (1915), p. 941. 

228) S. z. B. M.Le Blanc, Lehrb. d. Elektrochemie, 6. Aufl., p. 127; F. Haber 406). 

229) L. Kahlenberg, J. Phys. Chem. 6 (1902), p. 1; J. L. Sammis, ebenda. 
10 (1906), p. 593; C. B. Gates, ebenda. 15 (1911), p. 97. 

230) H. C. Allen, Kansas Un. Sc. Bull. 1905; H. P. Cady u. H. 0. Lichten
walter, J. Am. Chem. Soc. 85 (1913), p. 1434. 

231) Siehe z B . ..4.. Thiel, Ber. d. D. chem. Ges. 46 (1913), p. 241, 867; 
..4.. Thiel u. B. Strohecker, ebenda 47 (1914), p. 1061. 

282) D. Vorländer u. W. Strube, ebenda. 46 (1913), p. 172; D. Vorländer, 
ebenda, p. 181; L. Pusch,. Z. f. El. 22 (1916), p. 206, 293; ..4.. Thiel, ebenda., p. 423. 

233) ..4.. v. Halban, Ber. d. D. chem. Ges. 41 (1908), p. 2417; Z. f. ph. Ch. 67 
(1~09), p. 129. 

234) Zuerst festgestellt durch W. Röntgen, Wied. Ann. 45 (1892), p. 98. 
Weitere Literatur bei E. Cohen u. W: Schut, Piezochemie, Leipzig 1919. 
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Nun wird oft die Geschwindigkeit einer Reaktion durch fremde 
Stoffe, die sich mit den umgesetzten Stoffen nicht in stöchiometri
schem V erhältnie umsetzen, stark beeinflußt. Eine solche Beeinflussung 
nennt man Katalyse. (Diese Definition stammt von Bredig, der Name 
von Bereelius; ein großer Teil der Klarstellung von Ostwalrl).235) 

Eine besondere Klasse dieser Wirkung ist der Einfluß des Lö
sungsmittels, der zuerst ausführlich von Menschutkin, dann von zahl
reichen anderen Forschern untersucht wurde, ohne geklärt worden zu 
sein.236) 

Van t'Hoff hat angegeben, wie man den gleichgewichtsverschie
benden Einfluß des Mediums von der Wirkung trennen kann, die auf 
Reaktion und Gegenreaktion gleich stark wirkt, indem man durch die 
Löslichkeit dividiert, doch hat Halban gezeigt, daß dies nicht ein
deutig ist und nichts vereinfacht.237) 

Zur Erklärung dieses Einflusses liegen zwei Möglichkeiten vor: 
Es können sich Verbindungen mit dem Medium als Zwischenprodukte 
bilden, oder es kann auch ein direkter Einfluß des Mediums auf A 
vorliegen in der Art, wie Wasser die Dissoziationswärme verkleinert.145) 

Von den eigentlichen Katalysen 288) ist eine der wichtigsten die 
durch H+-Ionen, wie sie z. B. bei der Esterbildung auftritt. An
fangs schien es, als ob die katalytische Wirkung der Konzen
tration der H+-Ionen streng proportional wäre. Genauere Unter
suchungen 289) zeigten aber, daß dies weder bei den aus der Ostwald
scben Gleichung oder der Leitfähigkeit bei Änderung der Säurekon
zentration zu erwartenden Werten der H+-Konzentration galt, noch 
beim Zusatz eines Neutralsalzes, welches stets die Wirkung erhöht, 
wenn es nicht das Säureanion enthält. 

235) Für die historische Entwicklung sehe man G. Woker, Die Katalyse, 
Bd. 1, Stuttgart 1910. 

236) N. liienschufkin, Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 611; 6 (1890), p. 41; 0. Dim
roth, Lieb. Ann. 336 (1904), p. 1; 377 (1910), p. 127; St. Bugarszky, Z. f. ph. Ch. 
71 (1910), p. 706; J. H. van t'Hoff, Vorlesungen über phys. Chem., Braunschweig 
1901, I, p. 214ff. 

237) H. v. Halban, Z. f. ph. Ch. 84 (1913), p. 129. 
238) Zusammenfassend W. Ostwald, Z. f. El. 7 (1901), p. 996; E. Abel, Z. f. 

El. 19 (1913), p. 933 (dort sehr viel Literatur); G. Woker, Die Katalyse, Stutt
ga.rt 1910 u. 1916; P. Sabatier, Die Katalyse, Leipzig 1914 (hauptsä.chlich eigene 
Arbeiten). 

239) S. A1·rhenius, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 236; H. Goldschmidt u. 0. Udby, 
Z. f. ph. Ch. 60 (1907), p. 728 (die in dieser Arbeit abgeleiteten Formeln scheinen 
mir nicht korrekt); 70 (1910), p. 627; H. Goldschmidt u. A. Thuesen, Z. f. ph. Ch. 
lU (1913), p. 30, W. S. Milla1·, Z. f. ph. Ch. 86 (1913), p. 129; H. Bmu~e, ebenda 
p. 170; weitere Literatur bei E. Abel, Anm. 238. 

Encyklop d. math. Wissensch. V 1. 66 
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Beide Resultate führten zu der Annahme, daß auch den unzer
setzten Salz- und Säuremolekülen eine katalytische Wirkung zukommt, 
so daß sich die Reaktionsgeschwindigkeit in der Form darstellt: 

k = k0 + kn0n+ + kMOM. 
k 

Snethlage 2' 0) glaubte nun beweisen zu können, daß t eme für 
H 

die katalysierende Säure charakteristische Zahl unabhängig von der 
Reaktion sei und mit der Stärke der Säure selbst wachse. Bei Salz
säure in Wasser ergibt sich die Wirkung sogar proportional der 
Bruttokonzentration (kM= kn) also unabhängig vom berechneten Disso
ziationsgrad. Diese Umstände führten Snethlage zur Lengnung der 
Dissoziationshypothese. 

Doch scheint die neuere Auffassung der starken Elektrolyte die 
Schwierigkeiten zu heben, da nach ihr die bisher berechneten Disso
ziationsgrade nicht die wahren sind. Überschlagsrechnungen von 
Bjerrum 14ll) sprechen dafür, daß die Katalyse der wahren H+-Ionen
Konzentration gut proportional ist, so daß man keine Wirkung der 
undissoziierten Moleküle anzunehmen braucht. 

In ähnlicher Weise wie H+ verhält sich auch OH-. 
Während aber die bisher genannten Katalysatoren auf zahlreiche 

Reaktionen wirken, gibt es auch Fälle, wo spezifische Wirkungen 
vorliegen. So hat Fajans 241) gezeigt, daß optisch aktive Stoffe die 
Reaktionsgeschwindigkeit zweier entgegengesetzt drehender Isomeren 
verschieden beeinflussen. 

Außer den bisher besprochenen "positiven" Katalysatoren gibt 
es auch "negative", die die Geschwindigkeit herabsetzen; ihre Wir
kung wird auf Vernichtung sonst anwesender positiver zurückge
führt.24ll) 

Als Erklärung für die Wirkung dieser Stoffe gewinnt die An
sicht immer mehr Boden, daß der Katalysator mit den reagierenden 
Stoffen Zwischenprodukte bildet und auf dem neuen Weg die Ge
schwindigkeit größer ist.243) 

Der strenge Beweis für die Richtigkeit dieser Erklärung ist zwar 
nicht sehr oft erbracht (für die Esterbildung unter dem Einfluß von 

240) H. 0. 8. 8nethlage, Z. f. ph. Ch. 85 (1913), p. 211; 90 (1916), p. 1, 139. 
241) K. Fajans, Z. f. ph. Ch. 73 (1910), p. 26. 
242) 8. L. Bigelow, Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 498; .A. Titoff, Z. f. ph. Ch. 45 

(1903), p. 641; H. Lachs, Z. f. ph. Ch. 78 (1910), p. 291. 
243) Zuerst Climent u. Desormes, A.nn. chim. phys. 59 (1806), p. 329. Sie 

wird auch von .Abel und besonders 8abatifA', Anm. 238, vertreten. 
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H+ hat GoZdschmidt die Bildung von H+C2H00H angenommen)J sie 
gilt heute aber als sehr wahrscheinlich. 2") 

Es kann auch vorkommen, daß der Katalysator einer der Aus
gangestoffe selbst ist oder im Verlauf der Reaktion entsteht (Auto
katalyse).245) Im ersten Fall nimmt die Reaktionsgeschwindigkeit 
schneller mit der Zeit ab als gewöhnlich, im zweiten Fall ist sie an
fangs, wo der katalytische Stoff nicht in merklicher Menge vorhanden 
ist, sehr klein, um dann_sehr schnell, oft scheinbar plötzlich, zuzu
nehmen. Dieses V erhalten ist schon lange bekannt, es tritt z. B. beim 
Auflösen der Metalle in HN08 ein, wobei HN02 katalysiert. 

IV. Heterogene Gleichgewichte.246) 

a) Systeme mit einer Komponente. 

25. Allgemeines Verhalten. a) Eine Phase. Bei einer einzigen 
Phase haben wir zwei Freiheitsgrade, können also zwei Bestimmungs
stücke, z. B. p und T oder p und V oder V und T frei wählen, 
das dritte dieser Stücke ist dann durch die Zustandsgleichung bestimmt, 
ebenso sind alle Bildungen von Doppelmolekülen usw. nach den Ge
setzen der Nr. 12 zu berechnen. 

b) Zwei Phasen. Hier ist ein Freiheitsgrad vorhanden ( univari
antes System), wir können p oder T oder V vorgeben, alles andere ist 
dann bestimmt. Man pflegt das graphisch durch Kurven (p, T-Kurve, 
p, V-Kurve, V, T-Kw.rve, häufig die erste, z. B. Fig. 1) darzustellen. 

Nimmt man beliebige p, T-Werte, so werden sie im allgemeinen 
nicht auf der Umwandlungskurve liegen, es ist also nur eine be-

244) Siehe die in .A.nm. 239 erwähnten .Arbeiten von Goldschmidt, dann 
zahlreiche Untersuchungen von J. Stieglitz und seinen Schülern einerseits, S. Ae1·ee 
und seinen Schülern andererseits im J . .Am. Chem. Soc., etwa 1908-1914, ferner 
von .A. Kailan, Monatsh. f. Chem., von 1908 an. 

245) Formeln bei W. Ostwald, Lehrb. d. a.llg. Ob., 2 . .A.ufl. Leipzig 1896, 14, 
p. 263 f.; E. Millon, Ann. Chim. Phys. (3) 6 (1842), p. 73; P. Henry, Z. f. ph. Ch. 10 
(1892), p. 96; U. Collan, Z. f. ph. Ch. 10 (1892), p. 130; N. Schilow, Z. f. ph. Ch. 
42 (1903), p. 641; 46 (1903), p. 777; F. Meinecke, Diss. Leipzig 1905; H. v. Halban 
u. A. Kirsch, Z. f. ph. Ch. 82 (1913), p. 325; H. v. Halbm~ u. W. Hecht, Z. f. EI. 
24 (1918), p. 65. 

246) Die .Ableitung der Phasenregel Encykl. V 3, Nr. 26, s. auch V 10, Nr. 1, 
NeÜere Fragen R. Wegscheider, Z. f. ph. Ch. 43 (1903), p. 89, 93, 376; 45 (1903), 
p. 496, 697; 47 (1904), p. 740; 49 (1904), p. 229; 50 (1904), p. 357; 52 (1905), 
p. 171; A. Byk, Z. f. ph. Ch. 45 (1903), p. 465; 47 (1904), p, 223; 49 (1904), p. 233; 
W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 43 (1903), p. 113; 49 (1904), p. 232; J. J. van Laar, Z. f. 
ph. Ch. 43 (1903), p. 741; 47 (1904), p. 228; J. D. van der Waals, Lehrbuch, Il. Bd. 
1912, p 27 ff., 44 ff. 

66* 
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stimmte Phase möglich. Man befindet sich in der graphischen Dar
stellung im Gebiet einer Phase. Erreicht man bei einer Veränderung 
der Koordinaten die Grenzkurve, so tritt auch die zweite Phase auf. 

Hält man nun T unter Koexistenz beider Phasen konstant, so 
ändert sich auch p nicht, man bleibt im selben Punkt der Kurve 
so lange, bis eine Phase verschwindet; bei Wärmezufuhr oder Volumen
änderung ändern sich nur die :Massen der Phasen. (Vollständiges 
heterogenes Gleichgewicht nach Roozeboom; es liegt stets vor, wenn 
die Zahl der Phasen die der Komponenten um 1 übertrifft.) Erst 
wenn eine Phase vollständig verschwunden ist, bewirkt eine weitere 
Wärmezufuhr (V olumenänderung) eine Änderung von T (p), man ver
läßt die Grenzkurve und tritt in das Gebiet der übrig gebliebenen Phase. 

Eine solche Grenzkurve scheidet also das Gebiet zweier Phasen, 
sie kann ins Unendliche gehen, kann aber auch durch das Auftreten 
einer neuen Phase (Tripelpunkt, siehe d)) begrenzt sein, kann endlich 
in einem "kritischen Punkt'' enden, wo die beiden Phasen identisch 
werden. 

c) ÜberschreitungsM·scheinungen. Bei vorsichtiger Vornahme der 
Veränderung gelingt es, die Grenzkurve zu überschreiten, ohne daß 
die zweite Phase sofort auftritt; diese Erscheinung ist schon lange 
bekannt. Setzt man eine Spur 247) der zu erwartenden Phase zu 
("impfen"), so wird dadurch die Verzögerung aufgehoben. Bei ge
nügender Überschreitung erfolgt das Auftreten der neuen Phase meist 
von selbst und zwar in der Form von ,,Keimen'", von denen aus dann 
die Umwandlung wie beim "Impfen" regelmäßig fortschreitet. Ost
wald248) hielt es für sehr wahrscheinlich, daß im ersteren Gebiet, dem 
"metastabilen" Gebiet, niemals, im zweiten, dem "labilen", stets von 
selbst die Umwandlung eintritt. Doch haben neuere Untersuchungen 2" 9) 

gezeigt, daß allgemein das Auftreten der Keime nur durch wahr
scheinlichkeitstheoretische Gesichtspunkte geregelt wird, im metasta
bilen Gebiet wird die mittlere Zeit für ihr erstes Auftreten sehr groß. 
Hierbei zeigen sich merkwürdige Einflüsse der Oberfläche, auch ganz 
fremde Körper können anregend wirken. Mechanische :Mittel befördern 

247) W. Ostwald, Z. f. ph. Ch. 22 (1897), p. 289. 
248) W. Ostwald, Lehrbuch, 2. Aufl.. Bd. II2 , p. 349, 432. 

249) Entsprechend kinetischen Vorstellungen L. P(aundler, 'Wien. Ber. 72 
(1875), p. 61; 73 (1876), p. 707; L. C. de Coppet, Ann. Chim. Phys. (5) 6 (1875), 
p. 275; (8) 10 (1907), p. 457; N. Stücker, Wien. Ber. 1H IIa (1905), p. 1389; 
P. Othmer, Z. f. anorg. Ch. 91 (1915), p. 209; G. Komfeld, Monatshefte 37 (1916), 
p. 609. Ansätze zu einer Theorie M. v. Smoluchowski, Ann. d. Phys. 25 (1908), 
p. 205; W. J.Jones u. J. R. Partlngton, Z. f. ph. Ch. 88 (1914), p. 291. 
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den Eintritt der Umwandlung ebenfalls; so wurde die Stärke des 
Stoßes gemessen 250), der unterkühlte Flüssigkeiten zur Kristallisation 
bringt. Diese Stärke nimmt bei abnehmender Unterkühlung schnell zu. 

Die Überschreitungserscheinungen lassen sich nur beim Übergang 
aus dem festen in den flüssigen oder gasförmigen Zustand nicht reali
sieren. 251) 

Bei Umwandlungen solcher Körper, bei welchen mehr als zwei 
Phasen möglich sind, soll der Prozeß nach Ostwald 252 ) nicht direkt von 
der unbeständigsten zur beständigsten führen, sondern es sollen der 
Reihe nach auch alle Zwischenstoffe auftreten (z. B. übersättigter 
H20-Dampf unter 0°---+ unterkühltes Wasser---+ Eis). 

Zahlreiche Körper kommen in verschiedenen, "allotropen" Modifi
kationen vor. Hierbei kann zwischen den beiden Phasen eine stabile 
Grenzkurve der vorherbetrachteten Art liegen. Solche nennt man nach 
Lehmann 253) enantiotrop. Es kann aber auch die eine Phase nirgends 
stabil und nur beim Übergang aus einem Zustand in den anderen als 
Zwischenzustand erreicht 252) und infolge zu geringer Umwandlungs
geschwindigkeit bemerkbar werden Solche Stoffe heißen monotrop253), 

weil sie nur von einer Seite her erreichbar sind. 
d) Tripelpunkt. .Allgemeines iiber Lage der Grenzku1·ven im p, T

Diagramm. Bei drei Phasen 
bleibt keine Freiheit übrig, sie 
sind nur bei einem Punkt ko-

.. p 
existent, dem Tripelpunkt. Uber 
diesen siehe Encykl. V 3, Nr. 25. 

Die Neigungen der dort zu
sammentreffenden Grenzkurven 
hängen von den Umwandlungs

8 
Siedepunktskurt•e 

G 

wärmen nnd Volumenänderungen L--------------T 
ab. Da für Verdampfung d Q und Jiig. 1. 

dV stets > 0, liegt nach (13) das Gasgebiet stets rechts unten (Fig. 1). 
Ferner ist die Volumenänderung bei der Verdampfung d VL;G stets 
groß gegen d Vs L, die Volumenänderung beim Schmelzen, und daher 

250) S. W. Young, J. Am. Chem. Soc. 33 (1911), p. 148. 
251) Während des Schmelzans gelingt es allerdings, durch starke Wlirme

zufuhr eine Überhitzung des Kristalls zu erreichen, nicht aber sie dauernd auf
recht zu erhalten wie die Unterkühlung einer Flüssigkeit. V gl. G. Tammann, 
Z. f. ph. Ch. 68 (1910), p. 257; .A. L. Day u. E. T. Allen, Z. f. ph. Ch. 54 (1906), 
p. 1; H. Leitmeier, Z. f. anorg. Ch. 81 (1913), p. 209. Vielleicht handelt es sich 
auch in den Anm. 358 erwähnten Erscheinungen um Überschreitungseffekte. 

252) W. Ostwald, Lehrbuch II,, p. 445. 
253) 0. Lehmann, Molekularphysik, Braunschweig 1888. 
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(! ~) 8 L i!J> (! ~t 0 , wenn nicht die Verdampfungswärme sehr groß 

gegen die Schmelzwärme ist. Somit verläuft die Schmelzkurve steiler 
als die Verdampfungskurve. 

Man sieht auch leicht, daß die flüssige Phase rechts von der 
festen liegt, solange die Schmelzwärme positiv ist. 

Wir fragen nun, wie sich ein System im Tripelpunkt bei Wärme
zufuhr bei konstantem Volumen oder Volumenänderung verhält. 

A) Bei Wärmezufuhr: Eine der drei Phasen hat im Tripelpunkt 
. T maximum s· . d b . W"" entzug d b 'd em emperatur . . . 1e wir e1 armezufuhr aus en e1 en m1mmum 

anderen entstehen, beim entgegengesetzten Prozeß sich in sie ver
wandeln. Solange alle drei Phasen noch vorhanden sind, bleibt p, V, T 
konstant. Sind nur mehr zwei da, so wird (bei unverändertem p und 
T) eine in die andere übergehen. 

B) Bei Volumenänderung: Hier liegen die Verhältnisse analog, 
nur gibt es bei Vorhandensein der Gasphase keine Phase mit Druck
maximum (wenn der obenerwähnte Fall ausgeschlossen wird, daß 
die Verdampfungswärme sehr groß ist). Die Phase mit Druckmini
mum wandelt sich bei Volumenvergrößerung in die beiden anderen 
um. Sind nur mehr zwei Phasen da, so geht man bei adiabatischem 
Arbeiten auf der entsprechenden Grenzkurve weiter, bis eine Phase 
verbraucht ist, während man beim isothermen Prozeß bei den ·werten 
des Tripelpunktes bleibt, bis nur mehr eine Phase übrig bleibt. 

Das Mengenverhältnis, in dem die beiden Phasen aus der dritten 
im Tripelpunkt entstehen, hängt von den Werten 8 Q und h V ab. 

Jedenfalls liegt stets zwischen zwei stabilen Kurvenstücken die 
metastabile Verlängerung der dritten Kurve (vgl. Fig. 5, Encykl. V 3, 
Nr. 25). Aus dieser Figur und dem Zusammenhang (Nr. 27) zwischen 
Potential und Gasdruck ist zu ersehen, daß die instabile Form stets 
den höheren Dampfdruck hat, also z. B. die unterkühlte Flüssigkeit 
einen höheren als der Kristall. Da sich die Kurven im Tripelpunkt 
schneiden, und in ihm die Dampfdruckkurve des instabilen Zustandes 
bei Temperaturerhöhung ins stabile Gebiet übergeht, muß sie das 

kleinere ;~ haben. 

Gibt es mehrere feste Modifikationen, so besitzen nicht mehr alle 
Phasen gegenseitig direkte stabile Grenzkurven. Wohl aber kann man 
infolge der langsamen Umwandlungsgeschwindigkeit oft die Phasen in 
metastabiles Gebiet bringen und so zu metastabilen Schmelzkurven 
und Tripelpunkten gelangen. So kann man metastabiles Schmelzen 
von rhombischem Schwefel erzielen. Im zugehörigen metastabilen 



26. Allotrope Umwandlungen und Schmelzen. 1033 

Tripelpunkt sind rhombischer, flüssiger und dampfförmiger Schwefel 
gegenseitig stabil, dagegen in bezug auf monoklinen unstabil. 

Bei monotropen Stoffen liegt die Dampfdruckkurve der meta
stabilen Form dauernd über der der stabilen festen und flüssigen und 
weiter links. Daraus folgt, daß der Tripelpunkt: instabile Form, 
flüssige und gasförmige Phase tiefer liegen M/ .-D 

/ / 

muß als bei der stabilen Form. Er ist infolge P ~'--_. F 

geringer Umwandlungsgeschwindigkeit oft er- c-: ' 
reich bar. Ostwald254) und Schaum 255) nehmen B~ -
an,. daß die Dampfdruckkurve der instabilen A T 

Form den metastabilen Teil der Dampfdruck- Fig. 2· 
.A 0 N Dampfdruckkurve der sta-

kurve der stabilen Form oberhalb der Kurve bilen Phase; BND Dampfdruck

der Schmelze schneidet, so daß ein infolge vor
her eintretenden Sehruelzens unerreichbarer 
Umwandlungspunkt vorliegt (Fig. 2). 

kurve der metastabilen Phase; 
GOF Dampfdruckkurve der flüs
sigen Phase ; 0 Schmelzpunkt ; 
M metastabiler Umwandlungs

punkt. 

26. Allotrope Umwandlungen und Schmelzen. a) Allotrope Um
wanillungen. Die Grenzkurve im p, T Diagramm pflegt sehr steil zu 
verlaufen (da in (13) I o Q I ~ I o VI), so daß einer großen Druckände
rung nur eine kleine Temperaturänderung entspricht. Man kann da
her von einer "Umwandlungstemperatur bei gewöhnlichem Druck" spre
chen, oberhalb welcher die eine, unterhalb welcher die andere Form 
stabil ist. Die Umwandlungsgeschwindigkeit ist im allgemeinen klein, 
so daß Überschreitungen leicht möglich sind 206); Zugabe der stabilen 
Phase beschleunigt manchmal die Verwandlung. 

Für den Umwandlungspunkt gilt 

(91) !11 = !1-s 

oder nach dem Nernstschen Theorem 257): 

T T 

(91') ul- u2 = T Ja,T~J[(rp)l- (rp)2] dT + p(Va- 1';.). 
0 0 

b) Schmelzen. Die reinen Körper treten gewöhnlich nur in einer 
isotropen flüssigen Phase auf. Doch haben Reinitzer 258) und besonders 

264) W. Ostwald, Z. f. ph. Ch. 22 (1897), p. 313. 
255) K. Schaum, Lieb. Ann. 300 (1898), p. 215. 
256) Siehe besonders zahlreiche Untersuchungen von E. Cohen mit seinen 

Schülern, Z. f. ph. Ch. von Bd. 30 an. 
257) W. Nernst, Gött. N achr. 1906, p. 1; Berl. Ber. 1910, p. 262; Z. f. ph. Ch. 

83 (1913), p. 546; F. Pollitzer, Das Nernstsche Wärmetheorem, p. 134 (Stuttgart 
1912); J. N. Brönsted, z. f. ph. Ch. 88 (1914), p. 479; E. Baur, K. Siekling u. 
E. Schenker, Z. f. anorg. Ch. 92 (1915), p. 313. 

258) F. Reinitzer, Monatsh. f. Ch. 9 (1888), p. 421. 
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0. Lehmann 959) für viele Stoffe eine weitere anisotrope flüssige Phase 
(flüssige Kristalle) aufgefunden. Ihre Natur ist noch nicht geklärt. 
Lehmann nimmt an, daß die Anisotropie den Molekülen, die in dieser 
Phase von denen in der isotropen verschieden sein sollen, zukommt. 
Jedenfalls hat sich kein Raumgitter nachweisen lassen.260) 

Bei Abkühlung erfolgt der Übergang zum festen Körper dann 
scharf, wenn dieser kristallinisch ist, aber kontinuierlich, wenn es 
sich um amorphe, glasige Stoffe handelt. Diese werden daher häufig 
als flüssig mit sehr hoher Viskosität betrachtet.261) Der wirkliche 
Gegensatz wäre: kristallisiert - amorph-flüssig. Zwei verschiedene 
amorphe Zustände wären also als zwei verschiedene flüssige isotrope 
Phasen aufzufassen.262) 

Für das Schmelzen gelten die gleichen thermodynamischen For· 
mein (13), (91 ), (91') wie im vorigen Abschnitt. Da bei gewöhnlichem 
Druck die Schmelzwärme > 0 ist, ist, falls beim Schmelzen Volumen-

zunahme eintritt, :~ > O, d. h. der Schmelzpunkt steigt mit dem Druck. 

Nach Tammann 268) krümmen sich nun die Schmelzkurven bei 
hohen Drucken gegen die p-Achse, was wesentlich durch Abnahme 
von ,Y V verursacht ist; er schließt, daß dies bis rY V= 0 geht, wel
chem Punkt eine muimale Schmelztemperatur entspricht, daß dann 
rJQ zu Null abnimmt (maximaler Schmelzdruck) und endlich die Kurve 
sich schließt. 

Im Gegensatz hierzu wird nach Ostwald, Poynting, Planck, K. Ormes 
und Happel ~ Q und ,Y V gleichzeitig Null, was einem ,,kritischen 
Punkt" entspricht. Näheres und Zitate s. Encykl. V 10, Nr. 73. 

Orompton 264) hat die Regel aufgestellt, daß für Metalle ~. "" 4,8 

ist (Q Schmelzwärme in Kai., T, Schmelztemperatur), P. Walden 265 ) 

hat dies dahin erweitert, daß für zahlreiche andere Körper ~ "' 13 . 
• 

259) 0. Lehmann,. Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 462 sowie zahlreiche andere Ar
beiten. Literatur bei 0. Lehmann, Ann. d. Phys. 48 (1915), p. 177, 725. 

260) 8. auch Encykl. V 10, Nr. 73, Anm. 817. J. St. van der Lingen, Verb. 
d. Deutsch. phys. Ges. 15 (1913), p. 913. 

261) Encykl. V 10, Nr. 70. 
262) Encykl. V 10, Nr. 70, Anm. 789. 
263) G. Tammann, Z. f. ph. Ch. 21 (1896), p. 17; Wied. Ann. 62 (1897), 

p. 280; 66 (1898), p. 473; 67 (1899), p. 871; 68 (1899), p. 553, 629; Ann. d.Phys. 
1 (1900), p. 275; 2 (1900), p. 1; 3 (1900), p. 161; 36 (1911), p. 1027; Krystalli
sieren und Schmelzen 1903. 

264) H. Orompton, J. Chem. Soc. 67 (1895), p. 315; 71 (1897), p. 929; Chem. 
News 88 (1903), p. 237. 

265) P. Waiden, Z. f. EI. 14 (1908), p. 713. 
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Nach einer Zusammenstellung von Tamman 266) gilt das zwar nicht 
allgemein, aber doch für 65 Körper unter 175, wenn man statt 13 
die Werte 11 bis 16 zuläßt. 

Tammann denkt sich die Schmelzwärme in folgende Teile zer
legt: 1. Die Arbeit gegen den äußeren Druck; sie ist sehr klein. 
2. Die Arbeit gegen den inneren Druck (die Anziehungskräfte), die 
bei isothermer Kompression auf die Dichte der anderen Phase zu 
leisten ist. 3. Die Arbeit, die bei unverändertem Volumen zum Über
führen der 'im Raumgitter geordneten Molekiile in Unordnung zu 
leisten ist. 4. Die Arbeit, die daher rührt, daß die flüssigen Moleküle 
mehr Freiheitsgrade haben. 5. Evtl. Assoziationswärme. 1. und 2. 
ist berechenbar, sie sind nur kleine Teile der gesamten Wärmetönung, 
dasselbe ist seiner Ansicht nach bei 3. der Fall; 4. schiebt er den 
Hauptanteil zu.267) 

Weitere Regelmäßigkeiten s. Encykl. V 10, Nr. 7 5. 
An theoretischen Ansätzen liegt folgendes vor: F. A. Lindemann 268) 

nimmt, anknüpfend an einen Gedanken von G. Mie, an, daß beim 
Schmelzpunkt die schwingenden Moleküle aneinanderstoßen. Ist die 

Raumerfüllung der Atome (1 - (J )8, der Mittelpunktsabstand = f:;, 
die Frequenz v, so wird kT,- ~; = n 2v2m(J2"}1;. Streicht man 

nun h[, sei es wegen seiner Kleinheit, sei es wegen des Auftretens 

von Nullpunktsenergie, so wird die gesuchte Schmelztemperatur für 
einatomige Stoffe 

) n 1 (l 1 (V) 2 v1M 2 
(92 T, = R- M N -a·v; "' 4 •01014 · v.-s-, 
wo v0 die Jj'requenz bei kleinem T, der Zahlfaktor empirisch ist. 
In diesen Zahlenfaktor ist auch (J mit hineingezogen, indem es als 
universell vorausgesetzt wird. Dies stimmt mit der Erfahrung ganz 
gut, wie Grüneisen 969) zeigt, der die gleiche Formel ableite\. 

S. Ratnowsky270) setzt für die Entropie des geschmolzenen und 
festen Körpers die gleiche aus der Quantentheorie gefundene Formel, 
aber mit verschiedenem v, und berechnet aus ihrer Differenz die 
Schmelzwärme. Er erhält bei zahlreichen Stoffen gute Übereinstim-

266) G. Tammann, Z. f. ph. Ch. 85 (1913), p. 273. 

267) Er muß gleich j ('Y~- r~)d T sein, doch ist diese Größe nicht be

rechenbar, da 'ID für die Flüssigkeit unbekannt ist. 
268) F . .A. Lindemann, Phys. Z. 11 (1910), p. 609; G. Mie, Ann. d. Phys. 11 

(1903), p. 657. 
269) E. Grüneisen, Ann. d. Phys. 39 (1912), p. 257. 
270) S. Ratnowsky, Verb. d. Deutsch. phys. Ges. 16 (1914), p. 1033. 
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mung mit der Erfahrung, wenn er bei einatomigen 'l'!~•t"' 1,3-1,5, 
1ffi. 

bei mehratomigen 1,58-1,8 setzt. 

27. Verdampfen, Die allgemeinen Verhältnisse liegen wie im 
vorigen Abschnitt. Die Gleichgewichtsbedingung lautet 
(!::.") U P.Gas = P,kond. 

Wenn es sich um einen reinen fll) Bodenkörper handelt, ist nach (18) 
T T 

P,kond. = D;,kond.- T fd;:: frpkond. dT + P Vkond. 1 

0 0 

wobei man das letzte Glied gewöhnlich vernachlässigen kann. 
Ist der Dampf ein vollkommenes Gas 179), so ist nach (44) bei 

konstantem r ~ 
P,Gas = Uoa + r-.aT- r.a lg T + RT log 0- TSO + RT, 

und es folgt aus (5") die Gleichgewichtskonzentration 0 

(93) 

T T 
SO-r-.a-R Y'DG lfdTJ• Q" 
--1!=-- RlgT-R ~ Ypkond.dT - RT 

O=e e o o e 

Für die Diskussion dieser Gleichung gilt das gleiche wie in Nr. 8: Die 
letzte e Potenz enthält die Verdampfungswärme Q0 = Uo G - U0 kond. 

für T = 0, der übrige von T abhängige Faktor den Einfluß der ver
schiedenen spezifischen Wärmen, der von T unabhängige erste Faktor 
die chemische Konstante. Dieselbe Gleichung (ohne die Kenntnis der 
Konstanten) ergibt auch die Integration von (13a). 

(93) dient bei zahlreichen Stoffen zur experimentellen Bestim
mung von 8°.173) Nernst hat seine Näherungsgleichung (43) benützt 
und bei tiefen Temperaturen r.ukond. vernachlässigt. 

Über weitere Dampfdruckformeln s. Encykl. V 10, Nr. 83. 
Ist ~er Bodenkörper kristallisiert und der Dampf einatomig, so 

ergibt statistische Rechnung einen theoretischen Wert von SO unter 
der Annahme, daß bei hohen T die klassische Theorie richtig ist. 

271) rein bedeutet hier, daß nur eine Molekülart vorhanden sein darf. 
272) Ist ein gesättigter Dampf bei bestimmtem T ein vollkommenes Gas, 

so ist er es auch bei kleineren T, da der Einfluß der Dichteabnahme überwiegt. 
273) 0. Bn'll, Ann. d. Phys. 21 (1906), p. 170; R. Naumann, Dias. Berlin 

1907; E. Falck, Phys. Z. 9 (1908), p. 433; J. Barker, Z. f. ph. Ch. 71 (1910), 
p. 235; W. Nernst, Verb. d. D. phys. Ges. 13 (1910), p. 565; C. JP. Mündel, Z. f. 
ph. Ch. 85 (1913), p. 435; v. Kohner u. P. Winternitz, Phys. Z. 15 (1914), p. 398, 
645; .A. C. Egerton, Phil. Mag. 39 (1920), p. 1; ferner die in den Anm. 24, 25, 
54, 276, 287 genannten Arbeiten. Für die Berechnung s. H. v. Sanden, Z. f. 
anorg. Cb. 109 (1919), p. 126. 
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Dazu gehen wir folgendermaßen vorM) 174·) 115): Wir haben die 
"mittleren Phasenvolumina" (s. Nr. 5 gegen Ende) 

(x, y, z Koordinaten) 
-oo 

für den festen Körper und das Gas zu vergleichen. In das obige Inte
gral verwandelt sich ja bei hohen Temperaturen die Summe in (32). 

Der feste Körper habe ein Spektrum mit den Frequenzen v 1 , 

1121 • • • Dann ergibt eine leichte Rechnung für das mittlere Phasen
volumen eines jeden der n Moleküle des festen Stoffes 

(94) 
31'}'-

il = r Ilv, ist das geometrische Mittel der Frequenzen, der Faktor n 
• 

tritt auf, weil für jedes Molekül des Körpers alle n Plätze zur V er
fiignng stehen.175) Zweitens ergibt sich für das Gas entsprechend 

8 
(2 :rmkT)2 V. 

u. 
Das ist noch mit e- RT zu multiplizieren, wo Uo die statische Über-
trittsarbeit ·ist. 

Das Verhältnis der Zahl der Gasmoleküle 0 VN zu n, der Zahl 
der festen, ist daher 

3 u. 

n 
(2 nmk T)B. Ve-R 7' 

n(k:r (95) GVN 
3 lf0 

(2nm)-;;s ---0= __ 2_e RT 
kT N .• 

Man sieht hier sehr schön, warum die Zahl n der festen Moleküle 
herausfällt. Hätten wir die Vertauschbarkeit der n Plätze nicht be
rücksichtigt, so wäre der Dampfdruck proportional zu n, also zur 
Masse des festen Körpers, herausgekommen. 

Setzt man den Wert von fkond. in die thermodynamische Formel 
(93) ein, so ergibt sich volle Übereinstimmung mit dieser statistischen 
mit Ausnahme des Umstandes, daß thermodynamisch Q0 + i~hv 
statt U0 auftritt. Dies kann man entweder mit Stern dahin erklären, 
daß es Nullpunktsenergien i~hv = U0 - Q0 gibt, oder damit, daß 
die klassische Theorie auch im Gebiet hoher Temperaturen nur bis 

274) G. Mie, Ann. d. Phys. 11 {1908), p. 667. 
275) Eigentlich sind diese Plätze schon bei der Integration über dx dy az 

von - oo bis oo mitgerechnet, a.ber mit verschwindendem Gewicht infolge der 
hohen Energie, die der angenommenen Elonga.tion zukommt. Da. aber da.s 
lineare Kraftgesetz nicht soweit gilt, sondern bei Annäherung a.n einen anderen 
(leeren) Pla.tz die Energie wieder abnimmt, wird näherungsweise so gerechnet. 
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auf Energiegrößen von der Ordnung hv ausschließlich genau ist, 
ebenso wie die Energie der Wärmebewegung danach stets um t hv 
hinter kT zurückbleibt. 

Der Vergleich der Phasenvolumina ist der sicherste Weg zur 
Berechnung von 8° für einatomige Gase. 

Kinetische Theorien der Verdampfung s. Encykl. V 8, Nr. 31, Re
geln, die über den Zusammenhang von Verdampfungswärme und Ka
pillar konstante bestehen, s. Encykl. V 10, Nr. 87. 

Für die sogenannte Trautonsehe Regel -~· = 33 (Encykl. V 10, 

Nr. 87) hat Nernst'76) gezeigt, daß sie nur bei mittleren T gilt. Eine 
entsprechende Regel 277) ist für die Sublimation aufgestellt worden, sowie 
auch für die ähnlichen Gesetzen gehorchenden Gleichgewichte, in denen 
eine feste Phase sich unter Gasabgabe in eine andere verwandelt (Nr.44:). 
Sie ist nach Nernst 278) folgendermaßen zu erklären: Bei genügend tiefen 
Temperaturen können wir die Entropie der festen Phasen vernach
lässigen. Dann gilt mit de1· Näherungsformel ( 43) für p = 1 Atmo
sphäre 

(96) 46~ T = 1, 75 lg10 T + r'. 
' 

Das ergibt für Prozesse mit jenen Gasen, deren konventionelle 
chemische Konstante r' in der Nähe von 3 und deren Siede(Disso-

ziations-)temperatur in einem mittleren Bereich liegt, ~ "'34, wäh

rend die Regel 32-34 verlangt. Winternits 279) hat gezeigt, daß sie 
bei sehr hohen und sehr tiefen Temperaturen versagt. 

Polymerisation. Die Formeln dieser Nr. gelten nur, wenn bloß 
eine Molekelart vorhanden ist, während (13a) stets gilt. 

Bei der Anwesenheit komplexer Moleküle werden diese infolge 
ihres meist kleineren Dampfdruckes im Dampf seltener sein als in 
der Flüssigkeit. Man kann die Zusammensetzung des Dampfes aus 
seiner Dichte, diejenige der Flüssigkeit aus der Obedl.ächenspannung 
(Encykl. V 10, Nr. 37) ableiten. Ferner kann durch die Komplexbil
dung die Verdampfungswärme bei einer gewissen Temperatur ein 
Maximum haben. Ist die Umwandlungsgeschwindigkeit klein genug, 
so verhält sich die Substanz wie eine Mischung, bei isothermer Korn-

276) W. Nernst, Gött. Nachr. 1906, p. 1. 
277) H. Le Chatelier, Paris 0. R. 104 (1887), p. 366; 0. de Matig-non, Paris 

C. R. 128 (1899), p. 103; de Forcrand, Ann. chim. phys. (7) 28 (190:!), p. 384 
u. 531. 

278) W. Nernst, Theor. Chem., 7. Aufi. 1913, p. 294, 746. 
279) P. Winternits, Phys. Z. 16 (1914), p. 397. 
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pression bleibt der Druck nach Einsetzen der Kondensation anfangs 
nicht konstant. All dies hat Ramsay 280) z. B. an Essigsäure nach
gewiesen. 

28. Schmelz- und Verdampfungsgeschwindigkeit. a) Schmelz
geschwindigkeit.281) Im allgemeinen hängt die Schmelzgeschwindigkeit 
nur von der zugeführten Wärmemenge ab, doch gelingt es bei manchen 
Substanzen, so viel Wärme zuzuführen, daß der Kristall überhitzt wird 
und eine spezifische Schmelzgeschwindigkeit zutage tritt 

Wenn wir umgekehrt eine KristaUfläche in einer unterkühlten 
Schmelze haben, so hängt auch hier die Geschwindigkeit der Kristal
lisation vom Wärmefluß und daher von der Unterkühlung ab. Haben 
wir z. B. die Schmelze in einem engen Rohr, so kristallisiert anfangs 
nicht alles aus, sondern es bleiben Flüssigkeitsfäden zwischen den 
Kristallnadeln bestehen, weil die in der Nachbarschaft entwickelte 
Schmelzwärme die Kristallisation hindert. Die Kristallisationsge
schwindigkeit nimmt mit wachsender Unterkühlung zu und wird bei 
etwa 15-20° Unterkühlung oft konstant. Bei noch größerer Unter
kühlung, wenn keine Flüssigkeitsfäden mehr da sind, nimmt. die Kri
stallisationsgeschwindigkeit mit wachsender Unterkühlung wieder ab 
(analog einer Reaktionsgeschwindigkeit, Nr. 6). Manchmal entfällt der 
konstante Bereich und wird durch ein Maximum ersetzt. 

In einer unterkühlten Schmelze ohne Berührung mit fertigen 
Kristallen tritt das Festwerden an diskreten Punkten (Kernen) ein, 
deren Zahl proportional der Menge der Schmelze und der Zeit ist, 
mit sinkender Temperatur anfangs steigt, dann aber ein Maximum 
erreicht (das stets tiefer liegt als das obenerwähnte Maximum der 
Kristallisationsgeschwindigkeit) und bei noch tieferer Unterkühlung 
wieder abnimmt. Man kann das so deuten, daß die Unterkühlung an 
sich die Kernbildung befördert, die bei tieferer Temperatur zuneh
mende Viskosität ihr aber entgegenwirkt. Die einzelnen Kerne wachsen 
dann nach den vorhin festgestellten Regeln weiter. 

Arbeitet man in Temperaturbereichen mit wenig Kernen und 
großer Kristallisationsgeschwindigkeit, so hat der feste Körper ein 
grobkörniges Gefüge, bei vielen Kernen, die nicht Zeit zum Wachsen 
hatten, ein feinkristallinisches. 

280) W. Ramsay, Z. f. ph. Ch. 15 (1894), p. 106. 
281) G. Tammann, Z. f. ph. Ch. 23 (1897), p. 326; 24 (1897), p. 152; 25 

(1898), p. 441; 26 (1898), p. 307; 28 (1899), p. 96; 29 (1899), p. 51; 68 (1910), 
p. 257; 81 (1913), p. 171. Kristallisieren und Schmelzen, Lehrb. d. Metallographie 
s. Literaturverzeichnis; siehe auch J. Pet·rin, Soc. fran~. de Phys. 289 (1909), p. 3. 
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Wenn mehrere Modifikationen existieren, treten in der Schmelze 
gleichzeitig Kerne aller auf (dagegen Ostwald 252) ). 

Die ganze Erscheinung zeigt Unregelmäßigkeiten; so scheint die 
Oberfläche und die Anwesenheit fremden Staubes eine Rolle zu spielen, 
ebenso die Vorbehandlung. 249) 

Zusätze zur Schmelze ändern die KristaHisationsgeschwindigkeit 
stark. 

E. v. Pickatrdt zeigte, daß die maximale Kristallisationsgeschwin
digkeit G. in der verunreinigten und G0 in der reinen Substanz sich 
häufig so darstellen lassen: 

G0 - G. = ky'O, 
wobei k für verschiedene Substanzen nahe gleich ist. Dreyer bestritt 
diese Formel und erklärte den Effekt damit, daß sich das Maximum 
der Kristallisationsgeschwindigkeit mit 0 verschiebt, doch wies Freund
liCh nach, daß bei Stoffen mit breitem Maximum, wo dies nicht zur 
Geltung kommt, folgende Formel gut gilt: 

1 

Go - G. = k Qil; ( 1 1 2) -<-<-· 8 n 3 

Die Form dieses Ausdrucks weist auf Adsorption hin.ll82) 

b) V erdampfungsge.r;chwindigkeit. Implizite stecken in den kine
tischen Theorien der Verdampfung (Encykl. V 8, Nr. 31) auch For
meln über die Geschwindigkeit des Vorganges. So wird stets ange
nommen, daß an einer Fläche der gleichen Substanz jedes auftreffende 
Molekül kondensiert wird, welche Zahl sich pro Sekunde und cm2 zu 

(97) ON1 /!!__: Jl 2:7r:~lll 

ergibt. Eine gleich große Zahl wird im Gleichgewicht verdampfen. 
Wäre diese Annahme unrichtig, so wäre noch der Faktor 1 - a hin
zuzufügen, wo a den Reflexionskoeffizienten bedeutet. 

Die Verdampfungsgeschwindigkeit wurde von Knudsen 288) an Hg 
in hohem Vakuum direkt bestimmt. Es ergab sich bei ganz reiner 
Oberfläche (97) als erfüllt, aber schon Spuren von Verunreinigungen 
setzten die Verdampfungsgeschwindigkeit stark herab; an Hg bestätigte 
K. Bennewitz 289•) dieses Resultat, während an Cd sich die Oberfläche 
nicht genügend reinigen ließ, um 1 - a über 0,65 zu bringen. 

282) E. v. Pickardt, Z. f. ph. Ch. 42 (1902), p. 17; F. Dreyel", Z. f. ph. Ch. 
48 (1904), p. 467; M. Padoa u. D. Galeati, Gazz. chim. it. 36 I (1905), p. 181; 
H. Freundlich, Z. f. ph. Ch. 76 (1911), p. 246; H. Freundlich u. E. Posnjak, Z. f. 
ph. Ch. 79 (1912), p. 168. 

283) M. Knudsen, Ann. d. Phys. 47 (1916), p. 697; 50 (1916), p. 472. 
28Sa) K. BenneiiJitz, Ann. d. Phys. 69 (1919), p. 193. 
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Mat·cellin 284) benutzte organische Flüssigkeiten und fand 1 - a 
zu etwa [o; bei steigender Temperatur nahm es zu. 

Andere Arbeiten bestimmen 1 - a bei der Kondensation. Hier
bei ergibt sich als ziemlich sicher, daß an neu entstandenen, also 
reinen Oberflächen des gleichen Metalls 1 - a = 1 ist. Das bewiesen 
Knudsen (zweite Arbeit 2811)) sowie Wood 285) dadurch, daß Blenden, die 
in einem "eindimensionalen Gasstrahl" (ein Gas in so hohem Vakuum. 
daß praktisch keine. Zusammenstöße zwischen den Molekülen vorkom
men) eingesetzt wurden, ein scharfes Abbild gaben, so daß offenbar 
der Metallspiegel alle auffallenden Moleküle festhält. Benutzt man 
dagegen eine fremde Auffangefläche 288) 285) 286), so wird zwar unterhalb 
einer ,,kritischen Temperatur", die im allgemeinen mit dem Siede
punkt des untersuchten Dampfes (also mit den Kräften, die die 
Dampfmoleküle ausüben) steigt, von der Wand alles festgehalten, 
oberhalb dieser Temperatur aber nur ein kleiner Bruchteil (ob es 
sich geradezu um einen Sprung handelt, steht noch nicht fest). Die 
Größe dieses Bruchteils scheint von der Natur der Auffangfläche ab
zuhängen 286) (für Hg Dampf bei Au größer als bei Fe, Glas). Außer
dem fand Knudsen ll88), daß schon niedergeschlagene Moleküle durch 
neu auftreffende wieder vertrieben werden können (Durchlöcherung 
des Belages). 

Im Gegensatz hierzu ist Langmui1· 281) der Meinung, daß beim 
Auftreffen eines Metalldampfmoleküls auf jede reine Metartoberfläche 
1 - a = 1 ist. Er stützt sich auf V ersuche iiber Schattenwirkung 
und die Geschwindigkeit heterogener Reaktionen (Nr. 4:6) und erklärt 
die abweichenden Resultate Woods durch nachträgliche V erdarnpfung. 
Auch wenn ein H 2-Molekül auf eine reine Metalloberfläche trifft, soll 
es stets haften bleiben, nicht aber, wepn dieselbe schon von Gasmole
külen bedeckt ist, was auf Verminderung der Anziehung zurückgeführt 
wird. Er leitet auch für 1 - a Formeln ab. Es ist darauf hinzu
weisen, daß einerseits seine V ersuche wohl unter der kritischen Tem
peratur angestellt sind, andererseits die anderen Experimentatoren 
vielleicht nicht genügend die adsorbierten Gashäute beachtet haben. 

Planck 288) hat auf Grund von (97) und der theoretischen Formel 
für den Dampfdruck die Zahl der mit der Geschwindigkeit l.l im 

284) R. Marcellin, Paris C. R. 168 (1914), p. 1674. 
285) R. W. Wood, Phil. Mag. {6) 30 (1915), p. 300; (6) S2 (1916), p. 364. 
286) J. Weyßenhoff, .Ann. d. Phys. 58 (1919), p. 505. 
287) J. Langmuir, Phys. Z.14 (19111), p.1278; Phys. Rev. (2) 8 (1916), p. 14-9. 
288) M. Planck, Vorträge über die kinetische Theorie der Materie und 

Elektrizität, Leipzig 11H4, p. 10fT. 
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Kegel d.Q. verdampfenden Atome pro Flächeneinheit zu 

'111. ~'+Q 
mBtJB __ 9 ___ 1 

(98) 71T e kT du cos .ßo d.Q. 

berechnet und auch hierfür eine Ableitung skizziert, nach der (98) 
gleich ist der Zahl der Moleküle mit einer Energie zwischen (n -1)hv 
und nhv(nhv = Q) dividiert durch die Zeit des Aufenthalts in die
sem Energieintervall; für diese setzt er hv dividiert durch die Strah
lungsintensität der Frequenz. Die Formel hat den verlangten Cha
rakter. Andere Annahmen macht Bennewits.'83"') 

Die beim Verdampfen ins Vakuum erhaltene Dampfmenge ist 
aber viel größer als die verdampfende Menge in Gegenwart eines 
fremden Gases. Dann kehren viele Moleküle sofort wieder zur Flüssig
keit zurück, das Ganze ist ein Diffusionsproblem 989) (Verdunstung), 
Nr. 46. Erst wenn der Dampfdruck dem äußeren gleich ist, steigt 
bei Anwesenheit von Luft- oder Dampfblasen infolge der vergrößerten 
Oberfläche die Geschwindigkeit stark an (Sieden). Bei Abwesenheit 
der Blasen tritt infolge des höheren Dampfdrucks von Hohlräumen 
Siedeverzug ein. 

b) Systeme mit mehreren Komponenten. 

29. Der osmotische Druck. Es stehe ein reines Lösungsmittel 
unter dem Druck p mit einer verdünnten Lösung unter dem Druck 
p' durch eine Wand hindurch in Berührung, die nur das reine Lö
sungsmittel durchläßt (semipermeable Wand). 

Wir unterscheiden zwischen dem Potential des reinen Lösungs
mittels tt~(p, T) und dem des Lösungsmittels in der Lösung, das 
nach (56) 
(56') ttg(p', T) + RT lg (1 - x) 

beträgt. Da für x = 0 das reine Lösungsmittel vorliegt, muß l'g(p', T) 
identisch mit IL~(p', T) sein. 

Die Gleichgewichtsbedingung an der Membran erfordert für das 
Lösungsmittel Gleichheit der Potentiale auf beiden Seiten der Membran 

(99) IL~(p, T) = IL~(p', T) + RT lg (1 - x) 

= IL~(p,T) + (p'- p) 0{j- + RT lg(l- x) 
oder nach Bryan 158 

(100) (p' -p)v0 =- RT lg(l- x). 

289) J. Stefan, Wien. Ber. (math.-naturw. Kl. Abt. li) 68 (1873), p. 385; 98 
(1889), p. 1418. 
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Hier ist v0 das Volumen von 1 l\fol Lösungsmittel, V in (101) das 
der Lösung = v0 n0 + v1 n1 (53), n1 die Molzahl des Gelösten. 

Der Druck, der auf die Lösung ausgeübt werden muß, um Gleich
gewicht zu haben, ist um den osmotischen Druck ~ höher als der im 
reinen Lösungsmittel vorhandene: 

, RT RT 
(101) :lt = p - p = ~-X + · · · = -V n1 + · · · · 

Vo 

Der osmotische Druck gehorcht also angenähert dem Boyle-JYlariotte
scben Gesetz. 

Schon AbM Nollet 290) hatte bemerkt, daß Wasser von außen in 
ein dicht mit einer Bebweinsblase abgeschlossenes Gefaß mit Wein
geistlösung eintrat. Weitere Versuche stammen von Parrot, R. Du
trochet, K. Vierodt, Th. Graham und M. Traube 291), der Membranen 
aus Ferrozyankupfer einführte. Die Erscheinung hat für die Physio
logen Interesse, da sich zeigte, daß in einer Flüssigkeit mit hö
herem osmotischen Druck als das Protoplasma sich dieses von der 
Zellwand loslöst. Das gibt neben den gewöhnlichen Methoden ein 
weiteres Mittel zur Messung dieses Druckes.292) Die ersten präzisen 
Messungen stammen von W. Pfeffer 298) und wurden mit einer Ferro
zyankupfermembran in Tonzellen ausgeführt. Auf sie gestützt, wesent
lich aber ausgehend vom Henrysehen Gesetz (Nr. 34:) und den 
Messungen von Raoult nebst dem Zusammenbang zwischen osmo
tischem Druck und Siedepunktserhöhung bzw. Gefrierpunktserniedrigung 
(Nr. 331, bat van t'Hoff294) Formel (101) abgeleitet, nahezu gleichzeitig 
M. Planclc 295) und etwas später W. Gibbs 296) auf einem dem hier ver
folgten ähnlichen Weg. 

Gegen die Theorie des osmotischen Druckes, die in der Diskus
sion mit der Dissoziationstheorie verknüpft wurde, erhoben sich zahl-

290) J. A.. Nollet, Recherehes sur les causes du bouillonement des liquides, 
Paris 1748. Für die historische Entwicklung s. P. Walden, Bull. Ac. St. Petersb. 
6 (1912), p. 453. 

291) R. Dtctrochet, Ann. chim. phys. 35 (1827), p. 393; 37 (1828), p. 191; 
49 (1832), p. 411; 51 (1832), p. 159, G. P. Parrot, Dorpat 1802; K. Vierordt, 
Pogg. Ann. (3) 73 (1848), p. 519; Th. Graham, Phil. Trans. 144 (1854), p. 177; 
M. Traube, Zentralbl. f. med. Wissen 1864, Nr. 39; Arch. f. Anat. u. wiss. Med. 87 
u. 129 (1867). 

292) H. de Vries, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 415. 
293) W. Pfeffm·, Osmotische Untersuchungen, Leipzig 1877 (Engelmann). 
294) J. H. van t'Hoff, Z. f. pb. Ch. 1 (1887). p. 481; Kongl. Sv. Vet. Ak. 21 

(1886), Nr. 17; Arch. Neer!. 20 (1885), p. 239; Rec. trav. chim. 4 (1885), p. 424; 
Ostwaids Kla.ssiker 110, Leipzig 1900. 

295) M. Planck, Z. f. ph. Ch. 6 (1890), p. 187, s. auch Anm. 100. 
296) J. lV. Gibbs, Nature 55 (1897), p. 461. 

Encyklop. d. math. Wissensch. V 1. 67 
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reiche Einwände besonders gefühlsmäßiger Natur 1 die hauptsächlich 
durch die anfängliche Meinung verstärkt wurden, daß die Theorie V er
bindungen zwischen den gelösten Molekülen und denen des Lösungs
mittels verbiete.297) Es wurde auch versucht, den osmotischen Druck 
auf Änderung der Beweglichkeit der Flüssigkeitsmoleküle 298) und auf 
Oberflächenspannung 299) zurückzuführen. Die thermodynamische Ar
gumentation machte auf die Gegner anfangs keinen Eindruck, nur 
Campbell 800) erklärte sich konsequenterweise gegen die Anwendbarkeit 
der Thermodynamik überhaupt. Indessen waren besonders von H. N. 
JJ!orse 301) und seinen Mitarbeitern sowie durch Earl of Berkeley und 
E. J G. Hartley 302) weitere direkte Messungen an Rohrzucker mit 
3-5% Genauigkeit durchgeführt worden. Diese Versuche ergeben, 

daß bis zu Konzentrationen von 0,2 L~otl und bei Temperaturen von 
1 er 

0-60° Celsius die Formel (101) innerhalb der Versuchsfehler stimmt. 
Weiter ergibt sich, daß bei höheren Konzentrationen, bis zu etwa 
0,8 normal die Formel 

(101') n: = RT n1 (Raoult-Beckmann-Morse) 
v0 n0 

besser stimmt als die Formel 

(101") n: = R_']_'"!J_ = _ll,_~~ (Arrhenius) 
V v0 n0 + V1 n1 

(10% gegen 25% Abweichung). Natürlich liegt das schon außerhalb 
unserer Theorie, in der Abweichungen von der Größe x, wie sie zwi
schen diesen beiden Formeln bestehen, vernachlässigt sind. 

Neuerliche Messungen von L. Kahlenberg 303) an Gummimembranen 
ergaben dagegen Abweichungen von der Theorie, die ihn zur Be
streitung derselben veranlaßten; Cohen und Commelin 304) bestätigten 

297) Siehe Z. f. ph. Ch. 7 (1891), p. 378 (Sp. U. Pickering, W. Ramsay, 
Gladstone, H. E. Armstrong, J. Walker, J!'itzgerald, 0. Lodge, W. Ostwald, J. H. 
van t'Hoff, W. N. Shaw); Nature 55 (1896/97), H. E. Armstrang p. 78, J. W. G~"bbs, 
p. 461, E. F. Herroun p. 152, Kelvin p. 272, J. Larmor p. 645, 0. J. Lodge p. 150, 

Sp. U. Picke1·ing p. 223, J. H. Poynting p. 33; W. C. D. Whetham p. 151, 606; 

Nature 74 (1906), H. E. Armst1·ong p. 79, Eat·l of Berkeley u. E. G. J. Hm·tley 
p. 64, 245, L. Kahlenberg p. 222, W. C. D. Whetlunn p. 54, 102, 295. 

298) J. H. Poynting, Phil. Mag. (ö) 42 (1896), p. 289. 

299) J. Traube, Phil. Mag. (6) 8 (1904), p. 158, 704. 
300) ·N. R. Campbell, Nature 74 (1906), p. 79. 

301) Am. Chem. J. 26 (1901), p. 80 und die folgenden Jahre. 

302) Lord Berkeley u. E. G. J. Hm·tley, Proc. Roy. Soc. 82 A (1909), p. 271 

Phil. Trans. Ac. 206 (1906), p. 481; 209 (1909), p. 177, 319. 
303) L. Kahlenberg, J. Phys. Chem. 10 (190ß), p. 141; 13 (1909), p. 93. 

304) E. Coh<;n u. J. W. Commelin, Z. f. ph. Ch. 64 (1908), p. 1. 



30. Die kinetische Bedeutung des osmotischen Druckes. 1045 

seine Messungen. Doch wies Antropoff105) darauf hin, daß hierbei das 
Gleichgewicht nicht erreicht wurde, da die Maximaldrucke nicht kon
stant blieben, sondern absanken, so daß trotz der nachgewiesenen ge
ringen Durchlässigkeit der Membran für den gelösten Stoff die Mem
bran wahrscheinlich deshalb ungeeignet sei, weil es auf das Verhältnis 
der Durchlässigkeiten für den gelösten Stoff und das Lösungsmittel 
ankomme. 

30. Die kinetische Bedeutung des osmotischen Druckes. Die 
Gleichung (101) hat natürlich wegen ihrer Ähnlichkeit mit der Gas
gleichung zu einer kinetischen Deutung herausgefordert, auf die schon 
van f Hoffi94) hingewiesen hat, die dann von zahlreichen :Forschern 
behandelt 806), aber sehr häufig auch beanstandet worden ist. 801) Wegen 
der Bedeutung der Sache sei näher darauf eingegangen, und zwar 
hauptsächlich im Anschluß an H. A. Lorentz und die letztzitierte Ar
beit von Jäger. 

Der Druck, den eine l!'lüssigkeit auf der einen Seite einer be
liebigen :Fläche ausübt, rührt von der pro Zeiteinheit durch die Stöße 
übertragenen Bewegungsgröße her. Wir nennen ihn den thermischen 
Druck, an ein~r Grenze ist er gleich dem äußeren Druck und heißt 
dann. thermischer Grenzdruck Im Innern der :Flüssigkeit ist der 
thermische Druck um den Kohäsionsdruck 808) (innerer Druck bei 
Jäger), der die :Flüssigkeit nach innen zieht, größer als der Grenz
druck. Bei Volumenänderung ändert sich der Kohäsionsdruck wenig, 
der thermische Druck (innerer Druck bei Tammann) sehr stark. 

Betrachten wir das Gleichgewicht an einer semipermeablen Mem
bran, an der das Lösungsmittel im Gleichgewicht sein soll und die so 
beschaffen ist, daß in ihrer unmittelbaren Nähe die Moleküle des ge
lösten Stoffes keine mittlere Kraft erfahren, ebenso wie im Inneren 
der Lösung. Dann wird die Konzentration der gelösten Moleküle 
bis zu einer Referenzfläche, die um den Radius der Moleküle von der 

305) A. v. Antropoff, Z. f. ph. Ch. 76 (1911), p. 721. 
306) L. Boltsmann, Z. f. ph. Ch. 6 (1890), p. 4 7 4; 7 (1891), p. 88; Ges. Abh. 

III, p. 386, 395; H. A. Lorents, Z. f. ph. Ch. 7 (1891), p. 36; Arch. neerl. 25 
(1892), p. 107; Ges. Abh. I, p. 175; E. Riecke, Z. f. ph. Ch. 6 (1891), p. 664; 
0. Stern, Dies. Breslau 1912; Z. f. ph. Clt. 81 (1913), p. 441; G. Jäger, Ann. d. 
Phys. 41 (1913), p. 854; Wien. Ber. 122 (1918), p. 979; Z. f. pb. Ch. 98 (1917), 
p. 276; P. Lenard, Sitzber. Haideiberg Ak. Abt. A 1914, Abh. Nr. 27, 28; P. Ehren
fest, Ann. d. Phys. 48 (1915), p. 369; K. Jellinek, Z. f. ph. Ch. 92 (1917), p. 169; 
F. Tinker, Phil. Mag. 88 (1917), p. 428. 

307) Z. B. L. Meyer, Z. f. ph. Ch. 5 (1890), p. 28. 
308) S. zahlreiche Arbeiten von, G. Bakker in der Z. f. ph. Ch., dann Encykl. 

V 10, Nr. 18, !8. 
67* 
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Membran absteht, die gleiche sein wie in der Lösung. Ein Teil 
der Unklarheit rührt nun daher, daß man den thermischen Druck 
auf zwei Weisen betrachten kann. Nach der ersten Methode wird 
er in einen von n0 und einen von n1 herrührenden Teil zel'legt, 
die als thermische Partialdrucke bezeichnet werden, einzeln aber nur 
unter speziellen Annahmen (z. B. Gültigkeit der van der Waalsschen 
Theorie) berechenbar sind. Nach der anderen Methode zerlegt man 
die Drucke bzw. die ihnen entsprechenden pro Zeiteinheit durch die 
Oberfläche transportierten Bewegungsgrößen, in einen Teil, der von 
der Durchquerung der Referenzfläche durch Mittelpunkte von Lösungs
mittelmolekülen herrührt, und einen zweiten Teil, der vom Stoß der 
Molekülmittelpunkte des Gelösten auf die Fläche stammt. Dieser ist 

von J'dger im Anschluß an E. Riecke berechnet und zu R ~n1 gefunden 

worden, wenn die gelösten Moleküle aufeinander nicht merkbar wir
ken. Diesem Druckanteil ist oft der thermische Partialdruck irrtüm
lich gleichgesetzt worden. Daß letzterer um so viel größer ist, rührt 
von den Zusammenstößen der gelösten Teilchen mit denen des Lösungs
mittels her, die jedesmal ein Weiterspringen der Bewegungsgröße um 
den Durchmesser eines Lösungsmittelmoleküls zur Folge hat (,,Förde
rung der Bewegungsgröße"). Doch ist diese Wirkung für den Druck 
auf die Membran gleichgültig, da ja Lösungsmittelmoleküle glatt durch 
sie hindurchgehen. Die bei dieser zweiten Zerlegung erhaltenen Teil
drucke sind die thermischen Grenzdrucke an der Membran. Damit 
Gleichgewicht herrscht, müssen die thermischen Grenzdrucke des Lö
sungsmittels, die die Zahl der auftreffenden Moleküle bestimmen, auf 
beiden Membranseiten gleich sein. 

Besteht zwischen gelösten und Lösungsmittelmolekülen keine An
ziehung, so sind die Kohäsionsdrucke und daher auch die thermischen 
Drucke des Lösungsmittels im reinen Mittel und in der Lösung gleich, 
folglich auch die thermischen Grenzdrucke des Lösungsmittels auf die 
Stempel, die den Gesamtdruck regulieren; in der Lösung kommt noch 
der thermische Grenzdruck des Gelösten (gleich dem osmotischen Druck) 
hinzu, so daß der äußere Druck um den osmotischen Druck höher ist 
als im reinen Lösungsmittel. 

Führen wir nun Anziehungskräfte zwischen gelöstem Stoff und 
Lösungsmittel ein, wie es nötig ist, um Verdampfen des Gelösten zu 
verhindern, so bleibt trotzdem an der Membran die Dichte der ge
lösten Moleküle gleichmäßig bis an die Membran, weil das Lösungs
mittel auf beiden Seiten der Membran sie gleich stark anzieht. Außer
dem geschieht zweierlei: Erstens erhöht sich in der Lösung der Ko-
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häsionsdt-uck des Lösungsmittels infolge der Anziehung der gelösten 
Moleküle und damit auch der innere thermische Druck desselben um 
eine Größe Ku (erhöhter Binnendruck, siehe Nr. 11). Dies hat keinen 
Einfluß auf den äußeren Druck, da auch am Stempel der Kohäsions
druck um die gleiche Größe wächst, also der thermische Grenzdruck, 
der gleich dem inneren thermischen Druck weniger dem Kohäsions
druck ist, unverändert bleibt. Zweitens werden aber am Stempel die 
gelösten Moleküle entgegen ihrer Wärmebewegung nach innen gezogen, 
so daß ihr thermischer Grenzdruck am Stempel sinkt, dieser Zug 
nach innen verursacht aber einen gleich großen Druck auf die Lö
sungsmittelmoleküle nach außen 809), d. h. eine Verminderung des Ko
häsionsdruckes und daher eine Vermehrung des thermischen Grenz
druckes des Lösungsmittels, der, wie man leicht zeigen kann, gerade 
so groß ist, wie die Verminderung des thermischen Grenzdruckes der 
gelösten Moleküle. Die Anziehung hat also zur Folge, daß der Druck, 
der ohne sie von den gelösten Molekülen ausgeübt wurde, nun von 
den Lösungsmittelmolekülen übernommen wird. - Entlasten wir den 
Stempel nach Abschließen der Membran, so dehnt sich die Lösung, 
bis der Gesamtdruck gleich dem neuen äußeren Druck ist. In diesem 
Zustand wird an der Gefäßwand natürlich der osmotische Druck nicht 
verspürt, aber die ganze Lösung befindet sich gegenüber den V erhält
nissen, in welchen sie mit dem reinen Lösungsmittel im Gleichgewicht 
ist, in gedehntem Zustand 810), hervorgerufen durch den Druck der ge
lösten Moleküle auf die Kapillarschicht. 

Bringen wir daher eine Lösung mit dem reinen Lösungsmittel 
unter dem gleichen äußeren Dmck durch Vermittlung halbdurchlässiger 
Wände in Berührung, so dringt das letztere infolge des geringeren ther
mischen Grenzdrucks des Lösungsmittels in der Lösung in diese ein; 
dieser geringere Wert des Grenzdrucks aber ist von den Stößen der 
gelösten Moleküle gegen die Kapillarschicht v~rursacht, so daß wir 
das Einströmen durch den Druck des gelösten Stoffes auf die be
wegliche Oberfläche der Lösung anschaulich deuten können (an der 
Membran werden diese Stöße von der Membran statt von der Kapil
larschicht aufgenommen). Die Anziehungskräfte spielen daher nur 
insofern eine Rolle, als sie die gelösten Moleküle am Verdampfen 
aus der freien Oberfläche hindern (vgl. Ehrenfest, I. c.8011)), ihr Betrag 

309) Dieser Druck nach außen ist kein statischer Effekt (wenn die gelösten 
Moleküle im Gleichgewicht festgehalttln würden, würde er nicht eintreten), 
sondern rührt davon her, daß die gelösten Moleküle in ihrer Wärmebewegung 
vor Erreichung der Oberfläche zur Umkehr gezwungen werden. 

310) G . .A. Hulett, Z. f. ph. Ch. 42 (1903), p. 353. 
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ist gleich.gültig, weil sie allerdings, je stärker sie sind, desto mehr den 
gelösten Stoff nach innen ziehen, aber nach dem Satz von Wirkung 
und Gegenwirkung dafür das Lösungsmittel den entstehenden Fehl
betrag des Druckes übernimmt. 

Durch ganz ähnliche Betrachtungen sieht man, daß es für die 
Gesamtwirkung gleichgültig ist (was auch die Thermodynamik ver
langt), welches der Mechanismus der Wand ist, ob eine einfache Sieb
wirkung oder eine teilweise Löslichkeit des Lösungsmittels in der
selben (was auf Einführung von Kräften zwischen letzterem und der 
Wand hinauskommt). Man sehe auch die Untersuchungen von Bartell 
und Tinker über die Porengröße und Struktur der Membranen. Bartell 
fand unter Umständen negative Osmose, die er auf elektrische (elek
trosmotische) Effekte an der Membran zurückführt.311) 

Die Dampfdruckerniedrigung ist nach Lorentz auf die über die 
Oberfläche hinausgreifenden Anziehungskräfte der gelösten Moleküle 
zurückzuführen. 

31. Gefrierpunktserniedrigung. Es war das Potential des Lö
sungsmittels in der Lösung nach (56') 

(102) t.t&L> = fLg(p, T) + RT lg (1 - x). 

Wir fragen, bei welcher Temperatur es mit dem reinen gefrorenen 
LösungsmittelS beim Druck p im Gleichgewicht ist. Ist der Gefrier
punkt des reinen Lösungsmittels T0 , so gilt 

(91'') fLbS)(p, T0) = fLg(p, T0 ). 

Für die Lösung lautet die Gleichgewichtsbedingung bei Temperaturen 
T' in der Nähe von T0 

oder 
fLb8> (p, T') = fLbL> (p, T') = /Lg (p, T') + R T' lg ( 1 - x) 

(103) 
O[L(S) 0 0 

---0 -- (T'- T) =~ (T'- T.) + RT' 10' (1- x) oT .o oT o o · 

o p.(S) 0 l'o Q 
Nun ist-~-~-- iJT = To (Bryan 157), wenn + Q die Schmelz 

wärme des reinen Lösungsmittels pro Mol ist, also 

(104) 1"- T0 RT'n1 

T0 Q(n0 + n1) • 

Diese Gefrierpunktserniedrigung ist also unabhängig von der Art des 
gelösten Körpers; durch Beobachtung derselben läßt sich seine Mol-

311) G. Tammann, Z. f. ph. Ch. 10 (1892), p. 255; F. E. Bartell, J. phys. 
chem. 15 (1911), p. 61\9; 16 (1912), p. 318; J. Am. Chem. Soc. 36 (1914), p. 646; 
F. E. Bartell u. C. D. Hocker, ebenda 38 (1916), p. 1029, 1036; F. Tinker, Proe. 
Roy. Soc. 92A (1916), p. 357; 1'. Hamburger, Z. f. ph. Ch. 92 (1916), p. 385. 
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zahl n1 und daher sein Molekulargewicht bestimmen, es sind hierfür 
zahlreiche Apparate ausgearbeitet. Dagegen läßt sich über den Mole
kularzustand der Flüssigkeit nichts aussagen, da bei genügende:r: V er
dünnung nur die Schmelzwärme Qn0 der wirklich in der Lösung 

RT1 
enthaltenen Lösungsmittelmenge auftritt. ~ ist für Wasser zu 

wno 
GradLiter 

1,859 - Mol ~.~ berechnet. 

Die Tatsache einer der Salzkonzentration proportionalen Gefrier
punktserniedrigung hatte schon Ch. Blagden 812) entdeckt, sie wurde von 
Despretz und Fr.Rüdorffunabhängig untersucht. L. 0. de Coppet 813) zeigte 
dann, daß sie bei gleicher molarer Konzentration vom Gelösten unab
hängig ist, was Paterno und Nasini bestätigten. F.M. Raoulta14') variierte 
die Versuchsbedingungen weitgehend und gewann besonders durch 
Verwendung organischer Substanzen einfache Resultate, während die 
seiner Vorgänger bei Verwendung von Salzen durch Dissoziation oft 
entstellt waren. Er fand auch die Parallelität mit der Siedepunkts
erhöhung experimentell, die Gulrlberg acht Jahre früher theoretisch 
abgeleitet hatte (s. Nr. 33). Aus seinen Messungen glaubte er den 
Schluß ziehen zu dürfen, daß für verschiedene Lösungsmittel die Siede
punktserhöhung ihrer molaren Konzentration umgekehrt proportional, 
sonst aber vom Lösungsmittel unabhängig sei. Diese letztere Aussage 
steht mit der Formel in Widerspruch und stimmt auch nicht mit der 
El'fahrung, wie Eykman 815) nachher zeigte. Formel (104) wurde von 
van t'Hoff auf Grund seiner Untersuchungen über den osmotischen 
Druck abgeleitet.294) Seitdem hat sich eine Präzisionskryoskopie ent
wickelt.316) 

312) Oh. Blagden, Phil. Trans. 78 (1788), p. 277; Ostwa.lds Klassiker 56, 
Leipzig 1894; 0. M. Despretz, Paris C. R. 2 (1837), p. 19; Pogg. Ann. (2) 41 
(1837), p. 492; Fr. Büdorff, Pogg. Ann. (2) 114 (1861), p. 63; 116 (1862), p. 06; 
1112 (1864), p. 337; uc (1872), p. 599. 

318) L. C de Coppet, Ann. chim. phys. (4) 23 (1871), p. 366; 25 (1872), p. 502; 
26 (1872), p. 98; E. Patel'm l> R. Nasini, Ber. d. Deutsch. chem. Ges. 19 (1886), 
p. 2527. 

314) F. M. Raoult, Paris C. R. 87 (1878), p. 167; Ann. cbim, phys. (5) 20 
(1880), p. 217; 28 (1883), p. 133; (6) 2 (1884), p. 66, 93, 99, 115; 4 (1885), p. 401; 
g (1886), p. 289, 317; J. d. phys. (2) 3 tt884), p. 16; 5 (1886), p. 65; Cryoscopie, 
Scientia Nr. 13, Paris 1901. 

315) J. F. Eykman, Z. f. ph. Ch. 3 (18a9), p. 208; 4 (1889), p. 497. 
316) H. 0. Jones, Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 111, 529; 12 (1893), p. 623; 18 

(1895), p. 283; Phil. Mag. (5) 36 (18!13), p. 46c, M. Nernst u. R . .Abegg, Z. f. ph. 
Ch. 15 (1894), p. 681; R . .Abegg, Z. f. ph .. Ch. 20 (1896), p. 207; H. Hausrath, 
Ann. d. Phys. 9 (1902), p. 322; W. Nernst u. H. HaUMath, Ann. d. Phys. {4) 17 
(1905), p. 1018; E. H. Loomis, Diss. Straßburg 1894 Wied. A.nn. (3) 51 (1894), 
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An experimentellen Ergebnissen über die Gültigkeit von (104) 
ist folgendes anzuführen: Die Resultate an Rohrzucker ergeben Pro
portionalität mit der Konzentration von unendlicher Verdiinnung bis 

zu solcher von 0,03 L~~otl auf 1%, ob man mit Raoult-Beckmann n1 
1~ ~ 

oder mit Arrhenius "!~.tjj~ schreibt (der Unterschied beider AusdrUcke 

geht iiber die Genauigkeit unserer Entwicklungen hinaus). Die Kon
stante ist hierbei 1,86. Bei einer Reihe von Alkoholen, Aceton, Ace
tamid, Chloralhydrat, Salizin und Glyzerin stimmt die Abhängigkeit 

bis etwa 0,2 L~otl auf 1%- Die Konstante liegt hierbei zwischen 1,83 
1 er 

und 1,885 gegen 1,859 berechnet. Bei höheren Rohrzuckerkonzentra-

tionen nimmt die Abweichung zu, sie beträgt bei 0,8 ML'otl , je nachdem 
1 er 

man n1vv• oder 'nt_ setzt, 30 oder 10%. Schließlich sei erwähnt, daß 
no 

G. Tammann 817) sowie Heycock und Neville auch Amalgame untersucht 
haben und hierbei das gelöste Metall meist einatomig fanden, wenn 
auch die Fehler ziemlich groß waren. 

32. Siedepunktserhöhung, Dampfdruckerniedrigung. Formell 
genau gleich wie die Gefrierpunktserniedrigung läßt sich die Siede
punktserhöhung ableiten, indem man an Stelle des Potentials der festen 

0 /L(G) O/l0 Q 
Phase p,(s) das des Dampfes p,CG) setzt. Nur ist jetzt 0 T - 0 f = - 1'~ , 

wo Q die (positive) Verdampfungswärme bedeutet. Also gilt 

T'-T RT' (105) -----0 =- -- n 
T0 Qn0 11 

wobei die Diskussion genau so zu führen ist ·wie bisher. An Stelle 
der Temperaturdifferenz bei gleichem Dampfdruck kann man anch 
nach der Druckdifferenz bei gleicher Temperatur fragen, d. h. nach 
dem Dampfdruck der Lösung bei T0• Er folgt aus der Clausius
Clapeyronschen Gleichung (13a) 

Q 1::,.1' 
l:::.p= .y -Y T' 

G L 

p. 500; 57 (1896), p. 514; Z. f. ph. Ch. 32 (1900), p. 578; 1.17 (1901), p. 407; P. B. 
Lewis, Z. f. ph. Ch. 15 (1894), p. 365; JJI. Wildermann, Z. f. ph. Ch. 15 (1894), 
p. 337; 19 (1896), p. 63; 25 (1898), p. 699; 30 (1899), p. 508, 577; H. Hausrath, 
Ann. d. Phys. (4) 9 (1902), p. 543; 1'. G. Bedford, Proc. Roy. Soc. 83 A (1910), 
p. 454; Th. W. Richards, Z. f. ph. Ch. 44 (1903), p. 563; F. Flügel, Diss. Berlin 
1911; Z. f. ph. Ch. 79 (1912), p. 577 .. 

317) G. Tammann, Z. f. ph. Cb. 3 (1889), p. 441; C. T. Heycock n. F. H. Ne
ville, J. of Cbem. Soc. 55 (1889), p. 666; 57 (1890), p. 376. 
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indem man für AT gemäß (105) RQT 2
n:! und für den Nenner (unter Ver-
no 

RT nachlässigung von VL) V6 '"" -- - setzt p 

(106) ~IJ_ = ~~' 
wobei aus dem Ansatz JL(G) = JL(L) folgt, daß sowohl n0 als auch Q sich 
auf solche Mengen Lösungsmittel beziehen, denen im Dampf 1 Mol 
entspricht, so daß auch hier auf den Molekularzustand des Lösungs
mittels keine Schlüsse gezogen werden können. 

Die anfänglichen Messungen der Siedepunktserhöhung haben kein 
Gesetz ergeben.318) Prinsep, der wie Gay-Lussac die relative Dampf
druckerniedrigung untersuchte, fand sie gemäß (106) von T unabhängig, 
v. Babo 319) und Wüllner bestätigten das und erkannten die Propor
tionalität mit der Menge des gelösten Salzes. · Die Vermutung, daß 
bei gleicher Molzahl des Gelösten die Dampfdruckerniedrigung gleich 
sei, wurde von W. Ostwald und G. Tammann 320) ausgesprochen. 

Raoult 321) hat dann wieder durch seine systematischen Unter
suchungen den Fortschritt erzielt, daß er die bei den Elektrolyten 
auftretenden Unregelmäßigkeiten vermeiden lehrte. Er stellte empi
risch die nach ihm benannte Formel (106) auf. Die Übereinstimmung 
mit der Erfahrung822) liegt bei Rohrzucker bis 0,15 normal innerhalb 
der Fehlergrenzen (3%) und ist auch bei höheren Drucken für (106) 
besser als bei Ersatz von ti0 durch V. 

Vo 

van t' Hoff hat dann in seiner mehrfach zitierten Arbeit 294) For-
mel (106) theoretisch erhalten, während (105) durch A1·rhenius 323) 

318) M. F'araday, Ann. chim. phys. (3) 20 (1822), p. 320; T. Grif{iths, J. of 
Science 18 (1825), p. 89; Pogg. Ann. 2 (1824), p. 227; J. Legmnd, Ann. chim. 
phys. (2) 59 (1835), p. 423; J. Gay-Lussac, Ann. chim. phys. 20 (1822), p. 325. 
In Baumgartners Naturlehre., 3. Auf!. Supplementband, Wien 1831, findet sich 
eine Tabelle von Gay-Lussac, deren Original ich nicht auffinden konnte, dort 
ist auch Prinsep erwähnt. 

319) L. v. Babo, Lrber die Spannkraft des Wasserdampfes in Salzlösungen, 
Freiburg 1847. .A. Wüllner, Disa. 1856; Pogg . .Ann 103 (1858), p. 529; 105 (1858), 
p. 85; 110 (1860), p. 564; bestätigt von R. Emden, Wied . .Ann. 31 (1887), p. 145. 

320) lV. Ostwald, Lehrb. d. allg. Chem., 1. Auf!. Leipzig 1884; G. Tammann, 
Wied . .Ann. 24 (1885), p. 523; 36 (1889), p. 692. 

321) F. M. Raoult, Paris C. R. 103 (1886), p. 1125; 104 (1887), p. 976, 1430; 
107 (1888), p. 442; Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 353; Ann. chim. phys. (6) 15 (1888), 
p. 375; 20 (1890), p. 297; Tonometrie, Sammlung Scientia Nr. 8, Paris 1900. 

322) 0. Dieterici, Wied . .Ann. (3) 50 (1893), p. 4 7; 62 (1897), p. 616; 67 
(1899), p. 859; H. Sei{erheld, Diss. Tübingen 1911; .A. Smits, Z. f. ph. Ch. 39 
(1902), p. 386. 

323) S . .Arrhenius, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 550. 
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abgeleitet wurde. Die Messungen über Siedepunktserhöhung wurden 
besonders von Raoult 824) und E. Beckmann 326) durchgeführt. Die 

Experimente ergeben für die Größe b.T:_"'o (welche die molekulare 
nt 

Siedepunktserhöhung in Raoult-Beckmannscher Zählung heißt) bis 
0,2 n Lösungen verschiedener Stoffe Konstanz auf 1,5%. Auch daß ihr 

Wert nach (105) 1! Jo 2 ist, b~stätigt sich im Temperaturintervall von 

18-100° innerhalb der Meßgenauigkeit. 326) Bei hohen Konzentra

tionen (bis 3 ~~~r) Rohrzucker sind die Abweichungen von der Kon

stanz in Raoult-Beckmannscher .l';ählung noch relativ gering. 
Bekanntlich wird die Methode häufig zu Molekulargewichtsbestim

mungen benutzt. Sie ist auch auf Amalgame angewendet worden.m) 

33. Allgemeiner Zusammenhang der besprochenen Größe:A. 828) 

Auch wenn man in einer verdünnten Lösung die Formel für das 
Potential des Lösungsmittels nicht kennt, läßt sich ein Zusammen
hang zwischen den drei behandelten Erscheinungen angeben. Sei das 
unbekannte Potential 
(107) u.(L) = uO + fl.n .-o , o .-' 
so finden w1r den osmotischen Druck wie in Nr. 29 aus 

0 0~ b.~ (108) = ~ "; + f:lp, ZU "; = - - 1 
~ ~ 

die Gefrierpunktserniedrigung aus 
O~(S) 0/Lo 

(109) (T'- T0)--'JT- = 0 T (T'- T0) + f:ltt zu T' -T =I!~ 6.u 0 Q • 

und die Dampfdruckerniedrigung aus 

p,0 <0 > + RT Igp = p,g(p), 

und p,0 (0 ) + RT lgp' = p,g(p) + o~~p) (p'- p) -t- l:lp, 

(110) zu RT lg; = -v0(p'-p)- 6.p, = v0 "; 

unter Vernachlässigung von p - p' neben ";. 

324) Jl.M.BaouZt, Paris C. R. 87 (1878), p. 167; 122 (1896), p. 1175; J. de 
phys. (2) 8 (1889), p. 1; Tonometrie, s. Anm. 321. Siehe z. B. B. F. Looelace, J. C. 
W. Frazer und E. li'IiZler, die für KCl von 0,2 bis 2 Mol die gleiche mol. Dampf
druckerniedrigung nach Baoult fanden, J. Am. Chem. Soc. 38 (1916), p. 515. · 

325) E. Beckmann, Z. f. ph. Ch. 3 (1889), p. 60S und folgende. 
326) E. Reckmann und 0. Liesclu!, Z. f. ph. Ch. 88 (1914), p. 23; K. Drucke1·, 

Z. f. ph. Ch. 74 (1910), p. 612. 
327) W. Bamsay, J. Chem. Soc. 55 (1889), p. 521. 
328) 0. Guldberg, Paris C. R. 70 (1870), p. 1349; F. M. Baoult, Paris C. R. 

87 (1878), p. 167. 
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Hieraus läßt sich D.p. eliminieren und umgekehrt, wenn eine der 
Größen experimentell gegeben ist, l:!.p. berechnen. 

Bei höheren Konzentrationen kann man die Entwicklung über 
die ersten Glieder hinaus treiben und erhält die richtigen Formeln, 

Ofl-0 
wenn man in (108) und (110) off = v0 durch 

0 ~t& 1 o2 ~t& , ( 1 ) fJp + 2-op•(p- Po)+···= v0 1 + 2-xn 

ersetzt ( x Kompressibilität), in (109) Q durch Q + ~ ~ ~ ( T'- T0) + · · · 
34. Löslichkeit von Gasen. Wenn in der zweiten Phase der 

gelöste Stoff als Gas vorhanden ist, so lautet die Gleichgewichts
bedingung 

(111) ~tg + RT lg09 = p.~ + RTlgx = p.~0 + RT lg 01 • 

Hier bezieht sich 1 auf die flüssige, 2 auf die Gaspbase, 0 sind Vo

lumenkonzentrationen, 01 also i. Aus (111) folgt 

'O 0 0. 1'-1 -P.t 
-~ = e RT = K 
01 

(d. h. von 011 09 unabhängig). 
Dieses Gesetz wurde schon 1803 von W. Henry entdeckt.8ll9) Es 

folgt statistisch sofort aus der Annahme, daß die Bewegung der Mole
küle sowohl im Gas wie in der Lösung voneinander unabhängig er
folgt, denn 'dann ist das Verhältnis der Aufenthaltszeiten eines Mole
küls in Gas und Lösung und daher auch das der Molekülzahlen kon
stant.830) - Man kann in Umkehrung unserer Darstellung -von diesem 
Gesetz ausgehend für das Potential des Gelösten Formel (56) und 
daraus nach (10') für das Potential des Lösungsmittels Formel (56') 
gewinnen, woraus die in Nr. 29-33 behandelten Erscheinungen 
folgen. Diesen Weg hat van t'Hoff294) (unter Benutzung von Kreis
prozessen statt des Potentials) bei seiner Ableitung der Gesetze ver
dünnter Lösungen eingeschlagen. 

K nennt man nach Ostwald die Löslichkeit, während R. Bunsen 881) 1 

von dem die ersten ausführlichen Messungen stammen, K 2~3 als Ab

s&rptionslwefßsient definiert hatte. Führt man den Gasdruck p = 01RT 
ein, so kann man ohne die Vernachlässigung, die im Ersatz von x 

329) W: Bem·y, Phil. Trans. 1803, p. 29, 274; Gilb. Aun. 20 (1806), p. 147. 
330) J. W: Gibbs, Nature 50 (1897), p. 461. 
331) R. Runsen, Lieb. Ann. 93 (1856), p. 1; Gasometrische Methoden, Braun

schweig, 1. Aull. 1857. 
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durch 01 liegt (s. Formel (57)), schreiben 

!!!___ = K' 
p ' 

wo K' eine in demselben Sinne wie K konstante Größe ist. 
Es ist, wenn Q die entwickelte Lösungswärme bedeutet, 

(112) (8-~ff't=- R~·· 
Zahlreiche Untersuchungen haben die Abhängigkeit des K von 

der Temperatur zum Gegenstand. Während anfangs die Meinung galt, 
K nehme stets mit wachsendem T ab, zeigte Chr. Bohr 382), daß H2 

in Wasser bei 60° ein Minimum hat. Gleiches wurde dann auch bei 
anderen Gasen gefunden. 338) 

Zur Darstellung wurden Interpolationsformeln gegeben. So setzt 

LW Winkler 334) K(T)-K(T.) = 7J(T)-7J(T.) \IM wo 1J der Reibungs-
. ' K(T0 ) 7J(T0 ) k ' 

koeffizient des Wassers, M das Molekulargewicht des Gases und k für 
einatomige Gase "' 4,5, für zweiatomige "' 3,8 usf. ist. M. Tmutz und 
H. Henning 385) haben gezeigt, daß das Gesetz für die Temperatur
abhängigkeit nicht genau genug gilt, daß aber bemerkenswerterweise 

dl_~K JJ,~ für Molekulargewichte 2-160 und K Werte zwischen 0,06 
dT vli'I 

und 1300 nicht stark schwankt. Chr. Bohr l. c.832) hat die Tempe
raturabhängigkeit bis in die Nähe des Löslichkeitsminimums durch 
K(T- n) =" (n und " Konstante) ausgedrückt. St. Meyer 836) stellt 
die Löslichkeit zahlreicher Gase in verschiedenen Lösungsmitteln durch 
K = A + Be-~T gut dar, wo A, B, v Konstante sind und v vom Gas 
fast unabhängig, für verschiedene Lösungsmittel der Temperaturdiffe
renz Siedepunkt- Schmelzpunkt nahe umgekehrt proportional ist. 

Ebenso gut stimmt die Formel von G.Jäger 887), der aus kinetischen 
A 

Betrachtungen K = e- RT ableitet und A = A 0 { 1 + at (1 - bt)ll} 
setzt. Hier sind t Celsiusgrade, b erweist sich für verschiedene Gase 

332) Chr. Bohr, Wied. Ann. 62 (1897), p. 644. 
333) T.Estreicher, Z. f. ph. Ch. 31 (1899), p. 176; s. auch R.Bunsen, 1. c. 331); 

E. Wiedemann, Wied. Ann. 17 (1882), p. 349; A. Naccari u. S. Paggliani, Nuov. 

Cim. (3) 7 (1880), p. 71; M. Kof/er, Wien. Ber. 121 (1912), p. 2169; 122 (1913), 
p. 1461, 1473; G. Hofbatter, Wien. Ber. 123 (1914), p. 2001. 

334) L. W. Winkler, Z. f. ph. Ch. 9 (1892), p. 171; 55 (1906), p. 346; A. Rex, 
Z. f. ph. Ch. 55 (1906), p. 355. 

335) JJ!. Trautz u. H. Henning, Z. f. ph. Ch. 57 (190i), p. 251. 
336) St. Meye1·, Wien. Ber. 122 (1913), p. 1281. 
337) G. Jäger, Wien. Ber. 124 (1915), p. 287. 
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als nicht sehr verschieden und nahe gleich dem Temperaturkoeffi
zienten der Oberflächenspannung. 

G. Just 338) hat die Löslichkeit von H37 N21 CO, C01 in zahl
reichen organischen Flüssigkeiten untersucht; hierbei zeigt sich ein 
gewisses Parallelgehen der Löslichkeiten für alle vier Gase, doch ist 
eine Proportionalität nur für N9 und CO vorhanden, vielleicht auf 
Grund des gleichen Molekulargewichts. Bei Flüssigkeitsgemischen 
konnte F. W. Skirrow 339) die Löslichkeit manchmal aus der Mischungs
regel berechnen, doch fanden sich auch Paare (Alkohol- Wasser, 
H2S04 - Wasser) mit ausgesp1·ochenem Minimum bei einem gewissen 
Mischungsverhältnis. Ungefahr an derselben Stelle besteht stets auch 
Maximum der Oberflächenspannung. 

Die Auflösung eines Salzes vermindert im allgemeinen die Lö
sungsfähigkeit eines Gases sowie die eines anderen Nichtelektrolyten 
(Aussalzen). 

Ein tieferer Einblick wird sich wohl erst erzielen lassen, wenn man 
den Einfluß der Lösungswärme und der multiplikativen Konstante in 

Q 

K = K .. e-Ri" (die mit der Entropiekonstante zusammenhängt) ge-
trennt diskutiert. 

36. Nemstscher Verteilungssatz.M0) Ganz analog Nr. 34: haben 
wir bei zwei verdünnten Lösungen mit gemeinsamem Gelöstem glei
ches Potential des gelösten Stoffes in den Phasen 1 und 2 

(113) t-t-~ + RTlgx1 = t-t-g + RTlgx2 , 

(114) 

wo die x Molenbrüche sind. Hier ist also der Verteilungskoeffizient 
K' von der Konzentration unabhängig. 

Bei partieller Differentiation nach T erhalten wu 
oigK' Ql -Q. 

(115) --]T-- = --RT'-· 

In dissozüerten Lösungen hat jedes Ion seinen eigenen Teilungs
koeffizienten, d. h. in Abwesenheit elektrostatischer Kräfte wäre das 
Konzentrationsverhältnis zwischen beiden Phasen für die beiden Ionen 

338) G. Just, Z. f. ph. Ch. 37 (1901), p. 342; siehe auch J. Langmuir, .T. Am. 
Chem. Soc. 41 (1919), p. 1543. 

339) F. W. Skirrow, Z. f. ph. Ch. 41 (1903), p. 139; ..4.. (Jhristoff, Z. f. ph. Ch. 
63 (1905), p. 321; 55 (1906), p. 622; siehe schon bei 0. Müller, Wied. Ann. 37 
(1889), p. 24; 0. Lubm·sch, Wied. Ann. 37 (1889), p. 524; 0 MtHler, Z. f. ph. Ch. 
81 (1913), p. 483. 

340) W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 8 (1891), p. 110. 
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verschieden. Da aber äquivalente Mengen der Ionen beider Vorzeichen 
in jeder Phase auftreten müssen, bilden sich elektrische Phasengrenz
kräfte mit der Potentialdifferenz cp aus, so daß 

(116) - ••p_!_ + '"'P_F_ 
K+e RT = K_e RT 

ist. Hierüber wird in Nr. 4:6, 53 noch näher gesprochen. Für die 
Bezeichnungen siehe Nr. 4:6. 

Wie stets beziehen sich unsere Formeln auf unveränderte Mole
küle. Treten daneben Umsetzungen ein, so ist die Verteilung der 
Gesamtmenge des Salzes auf die Phasen natürlich eine andere, und 
man kann die Abhängigkeit der Gesamtmenge des Salzes in einer 
Phase von der Konzentration der anderen Phase zur Erforschung der 
Umsetzung benutzen 341); es läßt sich daher auch eine Vergleichung 
der Molekulargewichte in den Phasen ausführen.842) 840) 

36. Löslichkeit fester Körper konstanter Zusammensetzung. 
a) Abhängigkeit von TemperafMr und Druck. Es liege der Stoff 1 als 
Bodenkörper s neben einem flüssigen Gemisch L von 1 und 2 vor. 
Dann muß in bezug auf 1 an der Grenzfläche Gleichgewicht herrschen 

(117) p,~•l(T) = f4L>(p,T,x). 

Um die Abhängigkeit der Löslichkeit (d. h. des Molenbruches x des 
Stoffes 1 in der gesättigten Lösung) von p und T kennen zu lernen, 
benutzen wir (12), beachten, daß im Bodenkörper x~•J = 1, ~·J = 0, 
also dn~•J = dn~•> = 0 ist, andererseits die Menge des Stoffes 2 kon
stant, also dn~LJ = 0, und führen endlich statt der Differentiation nach 
n eine solche nach x, welche Größe die Zusammensetzung vollständig 
charakterisiert, ein. So erhalten wir 

J Q 0/'(L) 
(118) + bVdp- :[dT + dx 0} ~n~LJ = 0. 

Bei konstantem p wird die Gleichung der Löslichkeits-( d. h. x, T)Kurve 
JQ 

(119) :,; = + -/a~ALJ_. 
ox 

o~~ dx 
Da 0~ > 0 (Stabilitätsbedingung), hat dT das Vorzeichen der auf-

341) W. 8. Hendrixson, Z. f. anorg. Ch. 13 (1897), p. 73; 111. Roloff, Z. f. 
ph. Ch. 13 (189!l), p. 341; A. A. Jakowkin, Z. f. ph. Ch.13 (1894), p. 639; 18 (1896), 
p. 585; 20 (1896), p. l9; 29 (1899), p. 613; Ber. deutsch. Chem. Ges. 30 (1897), 
p. 518. 

342) D. Be·rtheiot u. E. Jungfleisch, Ann. chim. pbys. (4) 26 (1872), p. 396; 
D. Berthelot, ebenda p. 408. 
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genommenen Lösungswärme ~Q, die meist positiv ist. (119) wird be-
an1 

sonders einfach, wenn einer der Stoffe in großem Überschuß ist. 
a) Am oberen Ende der Löslichkeitskurve (x nahe 1) haben wir 

eine verdünnte Lösung von 2 in geschmolzenem 1. Dann erhält man 
p.~L) nach (56'); nur ist zu beachten, daß sich dort x auf den Stoff 2, 
hier auf 1 bezieht, also 

p.~L) = !t? + RT lg x, 
(119) wird dann 

(120) 
dx JQ x 
([T = + -Jn RTt' x nahe 1. 

I 

~Q bedeutet hier die Schmelzwärme von 1, dessen Schmelzpunkt 
un. 
durch den Zusatz des Stoffes 2 um d 1' erniedrigt ist. Tatsächlich 
fällt obige Gleichung mit (104) zusammen. 

ß) Am unteren Ende der Löslichkeitskurve (x sehr klein) haben 
wir eine verdünnte Lösung von 1 in 2, es ist nach (56) 

p.~L) = p.~0 + RT lg x, 
und (119) hat die Form 

(121) 

oder bei angenäherter Konstanz von -f <;?_, das jetzt die aufgenommene un1 

Lösungswärme von 1 in 2 ist, T 

JQ 1 
lgx =- Jn~ RT + konst. 

Hat das dazwischen liegende Stück eine aufrechte 
S-Form, so muß an den Stellen mit vertikaler 

Tangente nach (119) ~: = 0 sein und dann ne

gativ werden, was der Stabilitätsbedingung wider
spricht, d. b. es teilt sich die flüssige Phase in 
mehrere (Fig. 3), siebe Nr. 39. 

y) Mit sinkender Temperatur sinkt aber auch 
das Potential von 2 in der Lösung, bis es den 
Wert !1-~'l erreicht hat. Dann scheidet sich also 
neben festem 1 auch festes 2 ab, es gelten dann 

Fig. S. 
.ABC D Löslichkeitskurve der 
festen Phase; E B F C G Kurve 
der gegenseitigen Löslichkeit 
der beiden flüssigen Phasen; 
B C Kurve des Gleichgewich-
tes zwischen &Iien Phasen. 

343) H. Le Chatelier, Paris C. R. 100 (1885), p. 50, 441, geprüft und be
stätigt von G. v. Marseuen, Z. f. ph. Ch. 25 (1898), p. 384, Ref. über die Diss. 
Zürich 1897; E. v. Stackelbe·rg, ebenda 26 (1898), p. 533; A. A. Noyes u. V. Sammet, 
Z. f. p. Ch. 43 (1903), p. 513 mit Berücksichtigung der bei Elektrolyten nötigen 
Änderungen; J. Schröder, Z. f. ph. Ch. 11 (1893), p. 449; M. Etard, Ann. chim. 
phys. (3) 2 (1894), p. 503, gibt Temperatur-Löslichkeitskurven. 
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folgende Gleichungen: 

(122) 
p,tl = !L~ + RT0 lg x0 

p,~•l = p,g + RT0 lg(l - x0). 

Diese bestimmen T0 und x0, diejenige Temperatur und Konzentration, 
bei welcher Lösung neben beiden festen Phasen bestehen kann. Diese 
Werte sind natürlich von p abhängig, wenn auch nur so wenig 344'), 

daß man darauf meist keine Rücksicht nimmt. Den Punkt T0, x0 

nennt man kryohydratischen oder eutektischen Punkt, den Bodenkörper 
Kryohydrat oder Eutektikum. 

Eine Lösung dieser Konzentration gefriert also mit konstanter 
Zusammenset~ung wie ein einheitlicher Körper. Man hielt den Boden-

körper, der beide Stoffe im Verhältnis 1-~ x enthält, daher anfangs 

für eine Verbindung.345) L. Pfaundler 346) hat diese Verhältnisse klar 
&hmelzpunkt des Salzes erkannt, sie sind dann von Guld

~------------~~~~ berg ausfiihrlich besprochen und 

{r.sles Salz a/ 
Boden/Wrper. 

I ,IJSI icJikeitsku noe 

T 
Fig. 4. 

noch öfters geprüft worden. 
Stabile Gleichgewichte von noch 

höherer Konzentration an 2 als im kryo
hydratischen Punkt hat man, wenn der 
Stoff 2 statt des Stoffes 1 den Boden
körper bildet; die beiden Löslichkai ts
linien schneiden sich im Punkt T0 , x0 , 

doch kann man die erste natürlich 
durch Unterkühlung, die zweite durch 

Übersättigung fortsetzen (Fig. 4). 
Bezüglich der Übersättigungserscheinungen gilt das gleiche wie be

züglich Überkaltung (Nr. 25 c ). Sie haben schon sehr früh die Auf
merksamkeit auf sich gelenkt, als ihr Entdecker kann Lowit~ gelten.347) 

344) Bei Hinzunahme der Dampfphase erhalten wir einen Quadrupelpunkt, 
wo auch p fest gegeben ist. Von hier geht die Linie (p, T0 x 0 ) ab, und zwar zu 
steigenden Drucken; da 1 Atm. meist über dem Quadrupelpunkt liegt, kann man 
bei normalem Druck meist dieses Gebiet erreichen. 

345) E'. Gutlwie, Phil. Mag. (4) 49 (1875), p. 1, 206, 366; 50 (1875), p. 266, 
354, 446; (6) 1 (1876), p. 49; 2 (1876), p. 211. 

346) L . Pfaundler, Münch. Naturf.-Vers., Ber. deutsch. Chem. Ges. 10 (1877), 
p. 2223; C. Guldberg, Ostwaids Kla.ss. 139, p. 27; H . Offer, Wien. Ber. 81 (1880), 
p. 1058; M. Roloff, Z. f. ph. Ch. 17 (1895), p. 326; .A. Dahms, Wied. Ann. 54 
(1896), p. 486; 64 (1898), p. 507; .A. Miolati, ~. f. ph. Ch. 9 (1892), p. 649. 

34 7) J. T. Lowitz, Crells ehern. -Ann. 1 (1795), p. 3; Ch. Violette, Paris C. R. 
60 (1866), p. 831, 973; Ann. Ec. Norm. 3 (1866), p. 205; D. Gernez, Paris C. R. 
60 (1865), p. 833, 1027; 61 (1866), p . 71, 289; Ann. Ec. Norm. 3 (1866), p. 167; 
L'Institut (2) 3 (1875), p. 228; P . E. L ecoq de Boisbaudran, Paris C. R. 63 (1866), 
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Den Nachweis, daß das Auskristallisieren an Spuren von Kristallen 
des gelösten Stoffes ansetzt, erbrachten Violette und Gernes, daß iso
morphe Stoffe ebenso wirken, zeigten dieser und Lecoq de Boisbaudran. 
Ostwald bestimmte die wirksame Minimalmenge.247) 

Hinsichtlich der Lösungswärme :~ ist zu beachten, daß bei kon

zentrierten Lösungen verschiedene Größen unter diesem Namen ver
standen werden. Man unterscheidet34B): 

1) Die erste Lösungswärme, die beim Auflösen von 1 Mol in einer 
unendlichen Menge Lösungsmittel entwickelt wird. 

2) Die intermediäre Lösu.ngswärme, die beim Auflösen von 1 Mol 
in einer Lösung von bestimmter Konzentration entwickelt wird. 
Sie hängt von der Konzentration ab und unterscheidet sich von 
1) um die Verdünnungswärme, die beim Verdünnen auf die 
Konzentration Null entsteht. 

3) Ist die Lösung gesättigt, so wird 2) zur leisten Lösungswärme. 
Diese Größe tritt in (119)-(121) auf. 

4) Löst man in so viel Lösungsmittel, daß gerade eine gesättigte 
Lösung entsteht, so wird die integrale Lösungswärme entwickelt, 
die sich aus 2) durch Integration berechnet. 

Die Abhängigkeit der Löslichkeit vom Druck folgt sofort aus 
(118) zu 349) 

(123) 

Die Löslichkeit steigt also mit p, wenn beim Lösen Kontraktion ein

tritt, da ~: > 0. 

b) Abhängigkeit vom Bodenkörper.350) Da p.(•> bei verschiedenen 
polymorphen Formen verschieden ist, gilt das auch für die Löslich
keit, und zwar ist die stabilere Form, die das kleinere Potential hat, 
schwerer löslich (122). Beim Umwandlungspunkt schneiden sich die 
Löslichkeitskurven, und es ist nach (119) 

p. 95; Ann. chim. phys. (4) 9 (1866), p. 173. Weitere Literatur bei W. Ost~oalä, 
Lehrbuch, 2. Aufi. II1 , p. 705-784. 

348) H. W. B. Roozeboom, Rec. trav. chim. 5 (1886), p. 335; Oh. M. van Deventer 
u. H. J. van äe Stadt, Z. f. ph. Ch. 9 (1892), p. 43. 

349) Literatur siehe bei E. Cohen u. W. Schut, Piezochemie, Leipzig 1919. 
350) J. Walker, Z. f. ph. Ch. 5 (1890), p. 198; V. Rothmwnd, Z. f. ph. Ch. 26 

(1898), p. 484; W. Ostwald, Z. f. ph. Ch. 18 (1895), p. 159; 29 (1899), p. 170; 
34 (1900), p. 495; G . .A. HuZett, ebenda 37 (1901), p. 385; 47 (1904), p. 357; 
K. Schick, ebenda 42 (1903), p. 155; J. H. van t'Hoff, Vorlesungen 2 (1899), p. 129. 

Encyklop. d. math. Wiaaenach. V 1. 68 
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dx dx' 1 (~Q) 1 (JQ)' 
dT- dT = + -- OfL~L) Jnl - oi4L) Jnl . 

T-- T---ox ox 
(124) 

Nun ist ~~Q.., JQ' gleich der Umwandlungswärme W. Also beim Um-
"nt 

wandlungspunkt u allgemein 
dx dx' W 1 
dT- dT = + r-: ä~;~L). 

ax,. 
Andererseits ist im Gebiet der verdünnten Lösungen, wie durch Integra

tion und Differenzbildung aus (121) folgt, In?- = - ~; + konst., 
also unabhängig vom Lösungsmittel. 

Auch die Korngröße ist von Einfluß auf die Löslichkeit; bei 
kleinen Körnern ( < 2 p.) ist diese merkbar größer. 

c) Allgemeine Formeln und Regelmäßigkeiten. A. Findlay 851 ) hat 
als angenähert für viele Stoffe gültig folgende Formel gegeben: 

T 
---;p=a+bT. 

Hier sind T und T' Temperaturen, bei welchen die zwei zu verglei
chenden Stoffe gleiche Löslichkeit haben. 

Nach Nordenskjöld 852) gilt häufig mit großer Genauigkeit für die 
Volumenkonzentration 0 der gesättigten Lösung 

lgO=- a + bT+ cT2. 
Bei Isotopen sind nach Fajans 858) die Löslichkeiten innerhalb der 

Versuchsfehler gleich. 
Oarnelley 85') hat gefunden, daß bei Isomeren dasjenige mit dem 

niederen Schmelzpunkt leichter löslich ist und ein ähnlicher Satz wie 
bei polymorphen Formen (Verhältnis der Löslichkeit unabhängig vom 
Lösungsmittel, siehe b)) auch hier gilt. 

Würde man die Entropie gelöster Stoffe, d. h. den ganzen Ver
lauf der spezifischen Wärmen und die Entropiekonstante, kennen, so 
könnte man (bei verdünnten Lösungen) die Löslichkeit auf Grund des 
Nernstschen Theorems genau so berechnen wie die Dampfdrucke von 

351) A. Findlay,- Z. f. ph. Ch. 41 (1902), p. 28; 42 (1903), p. 100. 
352) A. E. Nordenskjöld, Pogg. Ann. 136 (1869), p. 309. 
353) K. FoJans u. J. Fischler, Z. f. anorg. Ch. 95 (1916), p. 284; K. FoJans 

u. M. Lembert, ebenda., p. 297. 
354) Th. Oarnelley, Phil. Mag. (5) 13 (1882), p. 180; Th. Oarnelley u. A. Tlwm

son, J. Chem. Soe. 53 (1888), p. 782. Dagegen J. Walker u. J. K. Wood, ebenda. 
73 (1898), p. 618; A.. F. Holle1nan, Rec. trav. chim. l-7 (1898), p. 249; 22 (1903), 
p. 273. 
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Gasen. Der einzige V ersuch, der hierzu bei Elektrolyten unter der 
Annahme, daß gelöste einatomige Ionen sich ganz gleich wie Gase 
verhalten, gemacht wurde, führt zu Resultaten (vgl. Nr. 4:8), die so
gar in der Größenordnung ganz falsch sind. Die theoretische Be
rechnung würde die Kenntnis der Kräfte zwischen den Molekülen von 
Lösungsmittel und Gelöstem erfordern, doch sind auch dann noch die 
mathematischen Schwierigkeiten sehr groß. 

d) Gemische, Löslichkeitsbeeinfhtssung, Neutralsalzwirkttng. Über 
die Löslichkeit in Gemischen, bzw. die Löslichkeitsbeeinflussung liegen 
zahlreiche Untersuchungen vor.855) Rothmund und Nernst 856) haben 
nachgewiesen, daß allgemein, wenn ein Körper die Löslichkeit des 
anderen erniedrigt, auch der Zusatz des zweiten die des ersten ver
mindert. Es folgt dies einfach wieder aus (10). 

Zusatz von Salzen setzt die Löslichkeit von Nichtelektrolyten 
meist herab, und zwar ist dieser "Aussalzeffekt" häufig unabhängig 
von dem Nichtelektrolyt. Auch die Löslichkeit anderer Salze wird 
durch diesen Zusatz gemindert. Als Erklärung wird Wasserbin
dung durch Hydratbildung, Erhöhung des Binnendruckes usw. an
genommen. 

Inwieweit der Effekt durch die direkte gegenseitige Einwirkung 
der Ionen bedingt ist (Nr. 16), ist noch nicht streng untersucht. 

3 7. Die Kristallisationsgeschwindigkeit aus Lösungen. Nach 
der Theorie von Nernst-Brunner (Nr. 4:5) wäre zu erwarten, daß die 
Auflösungs- und Kristallisationsgeschwindigkeit (A.-G. und K.-G.) durch 
die Diffusion an die Grenzfläche bestimmt ist und bei gleicher Ab
weichung vom Sättigungszustand nach der einen oder anderen Seite 
diese beiden Größen A.-G. und K.-G. gleich werden. Diese Voraus
setzung hat sich oft bestätigt.857) (Allerdings scheint es auch hier 
Verzögerungen zu geben, die katalytisch beseitigt werden können.S58)) 

355) H. Schiff, Lieb. Ann. 118 (1861), p. 362; Z. f. ph. Ch. 23 (1897), p. 355; 
A. Gerardin, Ann. chim. phys. (9) 5 (1865), p. 129; G. Bodländer, Z. f. ph. Ch. 7 
(1891), p. 308; C. Scheibler, Ber. Deutsch. Chem. Ges. 5 (1872), p. 343; C. A. Lobry 
de Bruyn, Z. f. ph. Ch. 10 (1892), p. 782; F. A. Holleman u. C. A. Antusch, Rec. 
trav. chim. 13 (1894), p. 277; L. Bruner, Z. f ph. Ch.26 (1898), p. 145; E. Boedtker, 
ebenda 22 (1897), p. 505; D. St1·ömholm, ebenda 44 (1903), p. 63, 721. 

356) V. Rothmund, Z. f. EI. 7 (1901), p. 675; W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 38 
(1902), p. 487. 

357) G. Andrejew, Z. f. Kryst. 43 (1907), p. 39; L. Bruner u. St. Tolloczko, 
Z. f. ph. Ch. 35 (1900), p. 283; 56 (1908), p. 58; Z. f. anorg. Ch. 28 (1900), p. 314; 
35 (1903), p. 23; Ch. Leenhardt, Paris C. R. 141 (1905), p. 188. . 

368) K. Drucker, Z. f. ph. Ch. 36 (1901), p. 173; Z. f. anorg. Ch. 29 (1902), 
p. 459. 

68* 
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Doch hat Marc859) gezeigt, daß bei genügend intensiver Rührung 
sich Kristalle finden lassen, wo dies nicht mehr gilt. 

In einer ersten Gruppe, die langsam kristallisierende Stoffe ent-

hält, zeigt sich, daß (bei über 300 Um~i::~:gen des Rührers) die K.-G. 

größer (bis zu lOmal) ist als die A.-G. Die erstere wird nur über 
17° C. durch eine Reaktionsgleichung erster Ordnung, unterhalb 13 ° 
durch eine solche zweiter Ordnung bestimmt; doch gilt das nicht in 
der ersten Zeit, wo der Vorgang schneller ist. Der Temperatur
koeffizient ist im ersten Fall ,...... 2, im zweiten "" 1,5. Ferner zeigt 
sich, daß Zusatz von Stoffen, die adsorbiert werden, die A.-G. nicht, 
dagegen die K.-G. stark beeinflussen, und zwar so, daß dieselbe schein
bar bei einer von 0 verschiedenen Übersättigung zum Stillstand kommt. 
Für die Abhängigkeit von der Konzentration des adsorbierten Stoffes 
(meist Farbstoffen) gilt bei mäßigen 0 für die Kristallisationsgeschwin-

1 

digkeit die Gleichung (Nr. 28a) lg ~o = kOn, die für kleine 0 in die 
c 

Gleichung von Freundlich 282) übergeht. Für große 0 hängt die K.-G. 
(ebenso wie die adsorbierte Menge) nicht mehr von 0 ab. Die Lös
lichkeit soll durch den Farbstoffzusatz nicht verändert werden. 

In der zweiten Gruppe (schnell kristallisierende Stoffe, hier sind 
natürlich höhere Rührgeschwindigkeiten nötig) findet sich ohne Zu
satz oft Gleichheit von K.-G. und A.-G., bei Zusatz von Farbstoffen 
wird außer der K.-G. auch die A.-G. etwas herabgesetzt, im übrigen 
läßt sich der schnellere Vorgang bei Beginn der Kristallisation nicht 
nachweisen. 

Aus diesen Ergebnissen schließt JJfarc auf die Existenz einer Eigen
geschwindigkeit der Kristallisation. Besonders wichtig scheint der 
Umstand ungleicher K.-G. und A.-G. als Einwand gegen die dyna
mische Auffassung des Gleichgewichts (Nr. 6). Direkte Messungen 
der Geschwindigkeit, mit der Salz und Lösung Moleküle austauschen, 
hat Hevesy gemacht.S59a) 

359) R. Mare, Z. f. ph. Ch. 61 (1908), p. 385; 67 (1909), p. 470; 73 (1910), 
p. 685; 75 (1911), p. 710; 79 (1912), p. 71; Z. f. El. 16 (1910), p. 201; 17 (1911), 
p. 134; 18 (1912), p. 161; R. Mare u. W. Wenk, Z. f. ph. Ch. 68 (1910), p. 104; 
W. Wenk, Z. f. Kryst. 47 (1910), p. 124; M. Le Blane u. W. Sehmandt, Z. f. ph. Ch. 
77 (1911), p. 614; M. Le Blane, Z. f. ph. Ch. 86 (1914), p. 334; dagegen C. L. 
Wagner, Z. f. ph. Ch. 71 (1910), p. 401; Z. f. El. 17 (1911), p. 125, 989; J. H. 
Walton u. A. Brann, J. Am. Chem. Soc. 38 (1916), p. 317, 1161, die auch bei 
schwach absorbierbaren Stoffen starke Hemmungen finden und sie auf Hydrat
bildung zurückführen. 

359a) G. tJ. HetJesy u. E. R6na, Z. f. ph. Ch. 89 (1915), p. 294. 
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38. Schmelzpunkt von dissoziierenden Verbindungen (Hy

draten). Etwas komplizierter als in Nr. 36 liegen die Verhältnisse 
bei Verbindungen, die beim Schmelzen teilweise nach der Formel 
(vgl. p. 957 unten) c(3) = a(l) + b(2) dissoziieren. Es sei der Molen
bruch von 1 in der Schmelze x1 , der von 2 x2 , der von 3 also 
1- x1 - x2• 

Dann haben wir die allgemeine Gleichung (12), in der wir dp = 0 
setzen, auf zwei Teilgleichgewichte anzuwenden. (Wir lassen der Be
quemlichkeit halber an den !"' den Index L weg.) 

a) Auf das Gleichgewicht von 3 zwischen Schmelze und Boden-
körper: 

(125) 

oder nach Einführung von x1 und x2 statt der n 

(125') - oQ, dT + 8 ~-'s dx1 + q_~ dx2 = 0. on5 T ox, ox, 
b) Die .Anwendung auf das Gleichgewicht zwischen 3, 1 und 2 

in der Schmelze ergibt bei einer virtuellen Umsetzung, die einer Ver
wandlung von c~n Mol3 in a~n Mol (1) + b~n Mol2 entspricht, 

(125") - ~~2- ~T_ + dn (a ~~ + b o~-t, - co~-'s) on T 1 on, on1 on1 

+ d n2 (a o ILt + b q_~ - c o 1-Ls) + d na (a qf1_ + b o IL'J - c o lls) = 0 on, on2 on, ons ons ons, 
oder nach Einführung der Molenbrüche 

(125"') -~_9,dT + 0 (au +bp -cn)dx on 1' ()x1 • 1 2 rS 1 

0 + ~ (aft1 + b!-"2 - C!"'s) dx2 = 0. ux2 

Auflösung von (125') und (125"') nach dx1 ergibt 

o(a~-t1 + b~-t2 -C~-t8) oQ1 0/Ls oQ2 

(126) 
dx = _ dT ----ox. -- · ~- äx; -on 

1 T 0/Ls o(a~-tt+b,.",-c,."s) 0/Ls o(a!L,+b~-t,-C!Ls) 
ifx, ox, - -8x~ ox, 

Es sei nun 3 so wenig dissoziiert, daß wir die Gesetze verdünnter 
Lösungen auf 1 und 2 anwenden können, so daß die von der Zu
sammensetzung abhängigen Teile von /-"p !-"2, 1-"s gleich R T lg Xv 

RT lg x2 , RT lg (1 - x1 - x2) werden. Das ergibt 

oQ, + (oQ, 1 oQ,) 
dT (1-x,-x,)bx,ons cx,x2 ons +cTn 

(127) dxl = + ifi'* ---- -- ax.- bx, ------· 



1064 V 11. K. F. Herz{eld. Physikalische und Elektrochemie. 

Für ax2 = bx1 wird ~~ = 0; dann hat die Flüssigkeit die Brutto

zusammensetzung des Bodenkörpers und ergibt ein Maximum der 
Temperaturkurve (N r. 3 b ). Setzen wir eine merkliche Menge 1 zu, 
so daß bx1 ~ ax,, so gibt Vernachlässigung von x2 neben x1 

dT ( ) JQ1 (128) dx1 = -if'i' l- xt J-n · 
s 

Das ist die gleiche Formel wie beim Zusatz eines fremden Stoffes 
(Nr. 31), entsprechend der gewöhnlichen Gefrierpunktserniedrigung. 
Beim Zusatz von (1) wird allerdings durch Zusammentritt von 1 und 
2 zu 3 das Gleichgewicht verschoben (Nr. 14:), doch reicht dies nicht, 
um die große zugesetzte Menge von 1 merkbar zu vermindern. Setzt 
man dagegen nur so kleine Mengen von 1 zu, daß nicht mehr bx1 ~ ax2 

ist, so vermindert die Gleichgewichtsverschiebung die Menge von 1 so 
stark, daß (prozentisch) merkbar weniger freies 1 übrigbleibt, als der 
ursprünglich vorhandenen Menge + der neuzugesetzten entspricht; 
die Gefrierpunktserniedrigung ist kleiner, als man nach (128) erwarten 
sollte, die Kurve l.:'riimmt. sich gegen das Maximum zu. Entsprechen
des gilt fiir die andere Seite (Überschuß von 2). Aus der Stärke 
der Krümmung kann man auf den Dissoeiationsgrad schließen. Wäre 
3 gar nicht dissoziiert, so würden die beiden Kurven der Gefrier
punktserniedrigung durch 1 und 2 unabhängig voneinander geradlinig 
verlaufen und sich in einem Winkel treffen. 

Diese "rückläufigen" Lösungskurven wurden zuerst von Ordway 
entdeckt, dann von P(aundler und Schnegg untersucht, endlich von 
Rooeeboom erklärt.360) 

Es kann also hier der Bodenkörper 3 mit zwei verschiedenen 
Lösungen bei der gleichen 1.'emperatur im Gleichgewicht sein, einer 
an 1 reicheren als er selbst (Gefrierpunktserniedrigung durch 1) und 
einer an 2 reicheren (Gefrierpunktserniedrigung durch 2). Diese bei-

360) J.M. Ordway, Sill. J. (2) 27 (1859), p. 16; L. Pfaundleru. E.Schnegg, Wien. 
Ber. 71 (1876), p. 361; H. W. B. Roozeboom, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 449; 4 (1889), 
p. 31; 10 (1892), p. 477; H. Le Cllatelier, Paris C. R. 108 (1889), p. 665,801, 1015; 
H. W. B. Roozebomn, Paris C. R. 108 (1889), p. 7U, 1013; J. H. van t'Hoff u. 
H. M. Dawson, Z. f. ph. Ch. 22 (1897), p. 698; J. H. mn t'Hoff', Vorlesungen I, 
p. 66; W. Stortenbeker, Z. f. ph. Ch. 10 (1892), p. 194; F. A. Lidbury, Z. f. ph. Ch. 
39 (1902), p. 463; F. W. Küster u. R. Kremann, Z. f. anorg. Ch. 41 (1904), p. 34; 
R. Kremann, Wien. Monatsh. f. Ch. 25 (1904), p.121ö; J.D. van der Waal8-Kohn
stamm, Lehrbuch der Thermodynamik II (Leipzig 1912), p. 624; W. Bray, Z. f. 
ph. Ch. 80 (1912), p. 261, 378; 0. Sacl.:ur, Z. f. ph. Ch. 80 (1912), p. 264, 380; 
P. H. J. Hoenen, Z. f. ph. Ch. 83 (1913), p. 613; G. N. Lewis, Z. f. ph. Ch. 61 (1908), 
p. 168. 
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den selbst sind natürlich nur in bezug auf 3 im Gleichgewicht, nicht 
aber in bezug auf 1 und 2. 

Die Schmelz- bzw. Löslichkeitskurve eines Hydrats kann von 
der eines anderen ( evtl. des Anhydrids) in einem Tripelpunkt ge
schnitten werden. Geschieht dies so, daß die beiden Kurven im sta
bilen Teil einen spitzen Winkel T.---------r------, 
bilden (vgl. Fig. 7, die in Nr. 4:2 180, 

erklärt wird), dann ist das Maxi
mum vorhanden, der Schnittpunkt 
ist ein eutektischer Punkt, die Zu- 120' 

sammensetzung der Schmelze liegt 
zwischen der der beiden festen 
Phasen. 60° 

Ist dagegen der Winkel stumpf 
(Fig. 5), so kann sich das Mini- 0o 

mum im stabilen Gebiet nicht aus-
bilden, die Zusammensetzung der 
Lösung und die der einen Phase - 600 

100 2oo :wo 4UO 

schließen die Zusammensetzung der g CaCI. auf 100 g H,O 

anderen Phase zwischen sich ein, Fig. 5· 

oder mit anderen Worten, das an Lösungsmittel reichere Hydrat 
Rchmilzt unter A.bscheidung der anderen festen Phase. 

Goldschmidt 361 ) hat gezeigt, welchen Einfluß der Zusatz eines 
fremden Stoffes in kleiner Menge auf die Löslichkeit von Hydraten 
hat. Sei 1 das Lösungsmittel, 2 das um a Moleküle desselben reichere, 
3 das ärmere Hydrat. Dann ist in der Lösung 

!':! + ap,l = IL2· 

p,2 ist durch das Potential des festen Hydrats (Bodenkörper) fest
gelegt, dtwch Zttsatz des fremden Stof{'es sinkt nach (56') das Poten
tial l't des Lösungsmittels, daher muß p,8 und damit die dissoziierte 
Menge steigen. Hierdurch steigt aber die Gesamtmenge des Salzes in 
Lösung (denn die von 2 ist konstant). 

39. Schmelzen unter dem Lösungsmittel 362) (Fig. 3). Besondere 
ETscheinungen treten ein, wenn der Stoff unter dem Lösungsmittel zu 
einer zweiten flüssigen Phase schmilzt, die sich also mit dem Lösungs
mittel nicht unbeschränkt mischt (über diesen Gegenstand Encykl. V 10, 

361) H. Goldschmidt, Z. f. ph. Ch. 17 (1895), p. 145. Nach R. Löu:enherz, 
Z. f. ph. Ch. 18 (1895), p. 70 zeigen sich Komplikationen. 

362) V. Rothmttnd, Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 484; lV. Alexejew, Wied. Ann. 
28 (1886), p. 305. 
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Nr. 68). Es findet das nicht beim gewöhnlichen Schmelzpunkt statt, 
sondern derselbe ist durch das Lösungsmittel erniedrigt. Ist alles 
geschmolzen, so läßt sich die Gleichgewichtskurve der beiden flüssigen 
Phasen durch Überkaltung auch in das metastabile Gebiet fortsetzen. 
F ist der kritische Punkt, wo beide Phasen identisch werden, die 
Kurve EBF stellt die Zusammensetzung der an Lösungsmittel rei
cheren, FCG die der ärmeren Phase als Funktion von T dar. In B 
schneidet EF die Lösungslinie AB des festen Salzes, dort sind also 
festes Salz und beide flüssigen Phasen in Gleichgewicht. Wärme
zufuhr ergibt Schmelzen des festen Stoffes unter gleichzeitiger Um
wandlung der an Lösungsmittel reicheren Phase in die andere. Dabei 
wandert der die Gesamtzusammensetzung der beiden flüssigen Phasen 
darstellende Punkt bei konstanter Temperatur von B nach C (da 
die Menge der an Lösungsmittel ärmeren Phase zunimmt), bis alles 
Lösungsmittel in der an Lösungsmittel ärmeren Phase ist und die 
andere verschwunden ist. Dann en-eicht unsere Gerade in 0 die Kurve 
C G, die die Zusammensetzung der jetzt allein vorhandenen flüssigen 
Phase darstellt. Bei weiterem Sinken der Temperatur ändert sich das 
Gleichgewicht längs CD, es ist fester Stoff in Berührung mit der an 
Lösungsmittel ärmeren Phase vorhanden. 

Doch ist es auch möglich, wie Alexejew gefunden hat, daß die 
Löslichkeitskurve des festen Stoffes die Gleichgewichtskurve der bei
den flüssigen Phasen nicht schneidet, weil sie bei höheren Tempera
turen verläuft, d. h. es verläuft ABCD rechts von EFG. 

40. Feste Lösungen und Mischkristalle. Veranlaßt durch die 
Beobachtung von zu geringen Gefrierpunktserniedrigungen hat van 

t' Hoff363) die Annahme ausgesprochen, daß in solchen Fällen nicht 
das reine Lösungsmittel, sondern eine gemischte Phase auskristallie
siere, die thermodynamisch ebenso wie eine flüssige Lösung zu be
handeln sei. Daß in diesem Fall die Gefrierpunktserniedrigung herab
gesetzt wird, folgt aus (14). 

Ebenso verlieren alle Aussagen, die wir für reine kondensierte 
Stoffe im Gegensatz zu anderen Phasen gemacht haben, ihre Gültig
keit; wir haben es vielmehr mit Lösungen zu tun, für die die glei
chen Gesetze gelten wie für flüssige Lösungen, wenn das Gleichge
wicht sich einstellt, was allerdings infolge der Langsamkeit der Diffu
sion bei normaler Temperatur (Nr. 22) unter den gewöhnlichen Mes-

363) J. H. van t'Hoff, Z. f. ph. Ch. 5 (1890), p. 322; siehe auch J. F. 
Eykman, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 497; .A. Horstmann, Z. f. ph. Ch. 6 (1890), 
p. 1. 
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sungsbedingungen oft nicht der Fall ist. In solchen Fällen 364) wür
den uns die Messungen Eigenschaften von Gemengen, nicht von Lö
sungen zeigen, die sich mit der Zeit ändern würden, und erst die 
Mittelung über unendlich lange Zeit wird uns die Lösungsgesetze er
kennen lassen. Daß aber bei genügend schneller Diffusion die Gesetze 
der Lösungen (Nr. lOf.) auch auf feste Stoffe anwendbar sind, lehren 
die Überlegungen in Nr. 5. 

Der wichtigste und zugleich typische Fall fester Lösungen ist 
die Bildung von Mischkristallen. E. Mitscherlich 365) hat schon 1819 
gezeigt, daß bei vielen chemisch ähnlichen Körpern eine große Ähn
lichkeit der Kristallform auftritt, die wohl auf sehr ähnliche Raum
gitter zurückzuführen ist (Isomorphie). Solche Stoffe können gemein
sam kristallisieren (Mischkristalle). Es gibt zwar auch einige Fälle, 
wo die Mischkristallbildung bei verschiedener Kristallform eintritt, 
doch kann man annehmen, daß dann der eine Stoff in zwei Formen 
auftreten kann (Dimorphie), deren eine mit dem anderen Stoff iso
morph, für sich allein aber instabil ist und nur durch die Anwesen
heit des anderen Stoffes stabilisiert wird ( Isodimorphie ). 

Die Atome der beiden Substanzen könnten nun auf die Raum
gitterplätze regellos verteilt sein oder auch mit bestimmter Anordnung. 
Hierüber kann die Röntgenstrahlanalyse (Encykl. V 24) prinzipiell 
Aufschluß geben, und zwar scheint das Experiment für die erste Alter
native zu sprechen.366) Doch meint Tarnnta.nn 364), daß dies nur für 
solche Mischkristalle gelte, die keine merkliche Diffusion besitzen, 
während bei höheren Temperaturen abgeschiedene und dann sehr lang
sam gekühlte Stücke bestmögliche Durchmischung in Zusammenhang 
mit der nötigen Symmetrie zeigen werden (es werden jedenfalls auch 
die Nr. 5 26) besprochenen Umstände eine Rolle spielen). Mit diesen 
Annahmen deutet er dann seine V ersuche über "Resistenzgrenzen''. 
Ein AgAu-Kristall z. B. wird nur dann von HN03 angegriffen, wenn 
weniger als t Molenbrüche Au darin sind, weil nur dann ein voll
ständiges Herauslösen des Ag, das sonst von Au geschützt wird, statt
finden kann. Zweiwertige Agentien (N~S) wirken nur bei weniger als 
-} Au, da sie an zwei Ag-Atomen gleichzeitig angreifen müssen. Er be
schreibt und deutet auch die Löslichkeit und das Eindringen von H2 in Pd. 

364) G. Tammann, Z. f. anorg. Ch. 107 (1919), p. 1. 
365) E. Mitscherlich, Berl. Ber. 1819, p. 427; s. auch J. W. Betgers, Z. f. 

ph. Ch. 4 (1889), p. 593; 5 (1890), p. 436; ferner .A . .Arzruni, in G1'(iha1n- Otto, 
Lehrb. d. phys. u. theor. Chemie, Bd. 18 , 3. Aufi., Braunschweig 1898. 

366) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 56 (1918), p. 497; L. Vegard u. H. Schjel
derup, Phys. Z. 18 (1917), p. 93. 
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Die beiden Stoffe können in beliebiger Menge mischbar sein 
( Mischungsreihe ohne lYlischungsliicke) oder sie können zwei gesättigte 
Mischkristalle bilden, die miteinander im Gleichgewicht stehen und 
zwischen denen eine Mischungslücke besteht. 

Die verschiedenen Eigenschaften der Mischkristalle 1 die 1 wie er
wähnt, thermodynamisch die gleichen sind wie die von Lösungen, 
sind besonders von italienischen Forschern 367), dann von Metallo
graphen untersucht worden. Das wesentliche ist, daß durch die Auf
lösung von 1 in 2 sowohl das Potential von 2 gegenüber reinem 2 
sinkt (und zwar mit steigender Konzentration von 1), als auch das 
des gelösten 1 kleiner ist als das von reinem 1, desto mehr 1 je ver
dünnter es ist. Bei weiterem Zusatz von 1 hat der an 1 gesättigte 
Kristall das gleiche Potential von 1 und 2 wie der an 2 gesättigte 
Kristall auf der anderen Seite der Mischungslücke. Entsprechend 
dieser Potentialherabsetzung ist auch das Potential anderer mit dem 
Mischkristall im Gleichgewicht stehender Phasen kleiner, so der 
Dampfdruck (Nr. 44) von Salzhydratmischkristallen.868) Ähnlich be
ruht auch das Mitfällen von Radioelementen mit anderen Nieder
schlägen weit unterhalb der Sättigungsgrenze 369) der Lösung auf Bil
dung von Adsorptionsschichten (Anm. 81a), denn die für das Mit
fällen maßgebende Bedingung, daß das ltadioelement mit dem be
treffenden Anion ein schwerlösliches Salz geben muß, bedeutet wohl 
eine große Wärmetönung bei der Adsorption, also hohe Adsorbierbar
keit an der festen Phase. 

41. Zustandsdiagramme und thermische Analyse. a) Dm·stellung 
in Diagrammen. Die Zustände binärer Systeme pflegt man in Dia
grammen darzustellen, deren Ordinatenachse T, deren Abszissenachse 
der Molenbruch des Bestandteiles B im Gesamtsystem ist, so daß 
links bei x = 0 reines A, rechts bei x = 100% reines B steht. Von 
der Abhängigkeit von p darf man absehen. Dann zeichnet man für 
das Gleichgewicht zweier beliebig herausgegriffener Phasen 1 und 2 

die beiden Kurven ein, die die Zusammensetzung der Phasen 1 und 2 
darstellen. Durch sie zerfällt das Diagramm in solche Gebiete, die homo· 
genen Systemen entsprechen, und in solche, die heterogenen entsprechen. 

367) S. z. B. G. Bntni, Feste Lösungen und Isomorphismus, Leipzig 1908. 
368) R. Hollmann, Z. f. ph. Ch. 37 (1901), p. 193. 
369) K. Fajans u. P. Bee·r, Ber. Deutsch. Chem. Ges. 46 (1913), p. 3486; 

K. Fajans u. F. Richter, ebenda 48 (1915), p. 700; K. Fajans u. K. v. Beckerath, 
Z. f. ph. Ch. 97 (1921), p. 478; F. Paneth, Phys. Z. 15 (1914), p. 924; Jahrb. f. 
Rad. u. El. 11 (1915), p. 463: s. auch F. Mylius u. 0. Fromm, Ber. Deutsch. 
Chem. Ges. 27 (1894), p. 630. 
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Die letzteren liegen zwischen den Kurven der beiden Phasen, die sie 
zusammensetzen, da der Gesamtmolenbruch zwischen denWerten liegen 
muß, die den beiden Teilphasen zukommen. In diesem Gebiet erhält 
man die relative Menge der beiden Phasen folgendermaßen: Man legt 
durch den Punkt, der das Gesamtsystem darstellt (x0 , T0), eine Hori
zontale ( T = T0), die die beiden Phasenkurven in zwei Punkten x1 

und x2 schneidet; diese geben die Zusammensetzung der Phasen an, 

die bei T0 im Gleichgewicht sind. Dann ist x,_ =-~ das Verhältnis 
Xo -xl 

der Menge von 1 zu 2, wie sofort aus der Bedeutung von x0 folgt. 

b) Beispiel hierzH (Fig. 8). Es stelle die obere Kurve die Zu
sammensetzung der Schmelze ( Erstarrungskurve) dar, die untere die 
Zusammensetzung der Mischkristalle (Schmelzkurve), wobei so lang
sam gearbeitet werde, daß letztere durch Diffusion stets homogen 
bleiben. 

Kühlen wir von der Schmelze x = x0 ausgehend ab, so bleibt 
die Gesamtzusammensetzung dauernd x0, wir gehen daher auf einer 
vertikalen Geraden zu immer kleinerem T. Die Schmelze bleibt homo
gen, bis wir die Erstarrungskurve im Punkt a = x0 schneiden; in 
diesem Moment scheiden sich die ersten Kristalle der Zusammen
setzung b ab. Bei weiterem Abkühlen bleibt die Zusammensetzung 
des Gesamtsystems x0 , die der Schmelze geht auf der Erstarrungs
kurve weiter, etwa bis x2 , die gleichzeitige Zusammensetzung des 
Bodenkörpers ist x11 entsprechend hat die Menge des letzteren zuge-

nommen, so daß das Mengenverhältnis zur Schmelze x,- x. ist. 
x0 -x1 

Schneiden wir endlich die Schmelzkurve in d, so hat der Boden
körper die Zusammensetzung x0 , die letzten Reste der Schmelze die 
Zusammensetzung c. 

Die Strecke a - d, innerhalb welcher das System bei dauernd 
sinkender Temperatur erstarrt, heißt das Kristallisationsintervall. 

c) V erhalten im eutektischen Punkt und in Extremwerten. In 
einem eutektischen Punkt (Nr. 36) hat die Schmelze eine genau de
finierte Zusammensetzung, nicht aber der Bodenkörper, da das Gleich
gewicht durch Vermehren der Menge einer reinen festen Komponente 
nicht geändert wird. Die Gesamtzusammensetzung des Bodenkörpers 
kann daher irgendeinen vV ert zwischen den reinen festen Kompo
nenten haben, die Schmelzkurve ist dort eine Horizontale durch den 
e~tektischen Punkt der Erstarrungskurve (Fig. 6). - In Maximis 
oder Minimis müssen sich Erstarrungs- und Schmelzkurve beriihren 
(Nr. 3b). 
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d) Thermische Analyse. Ein wichtiges Hilfsmittel zur Erkenntnis 
der Verhältnisse bietet die von Tammann 570) ausgebaute thermische 
Analyse, d. h. die Verfolgung des Temperaturverlaufs bei langsamer 
Abkühlung (oder Erwärmung). Solange kein Übergang aus einer 
Phase in die andere stattfindet, haben wir einen regelmäßigen Gang 
der Temperatur; findet der Übergang in die andere Phase statt, so 
zeigt die Kurve einen Knick, der von der Umwandlungswärme her
rührt. Hinter dem Knick sinkt die Temperaturkurve weiter, aber in
folge der Wärmeentwicklung weniger schnell als ohne Umwandlung. 
Bei denjenigen Umwandlungen, bei denen die Temperatur konstant 
bleibt, wo also die Umwandlung wie bei einem einheitlichen Körper 
stattfindet (Eutektikum oder reine Verbindung), ist die Erstar
rungskurve horizontal (eutektischer Haltepunkt), bis alles erstarrt ist. 

hmelz-
jJimkt VOtl 

r i11em A 

Es schließt sich also an den ab-
&ltmell- . 

pzmkt von fallenden Ast, sobald dte Schmelze 
nine>n B diese dem Eutektikum entsprechende 

Zusammensetzung erreicht hat und 
daher einheitlich erstarrt, das für 
Eutektika charakteristische horizon-
tale Stück an. Je näher die Konzen-

{estes A + B tration der Ausgangsschmelze der 
eutektischen liegt, desto früher tritt 

A x - 0 B x - 100 das ein, desto länger ist daher die 
Fig. 6· "eutektische Zeit". Durch graphische 

Extrapolation von beiden Seiten her läßt sich so die Konzentration 
im Eutektikum feststellen. 

4:2. Spezialausführungen hierzu (Metallographie).871) a) K eine 
Mischkristalle und keine Verbindungen (Fig. 6). Als feste Phasen 
treten die beiden reinen Stoffe auf, die Schmelzkurven sind die bei
den vertikalen x = 0, x = 100, dazu kommt die Horizontale durch 
den eutektischen Punkt. Das Eutektikum ist zwar keine eigene Phase, 
hat aber doch eigene Struktur (ein fein lamellares Gefüge), so daß 
man evtl. durch den eutektischen Punkt eine Vertikale nach unten 
ziehen kann, links von welcher Eutektikum + A, rechts von der 
Eutektikum + B sich abscheidet. 

b) Keine Mischkristalle, aber Verbindungen (Fig. 7). Bei der Kon-

370) G. Tammann, Z. f. anorg. Ch. 37 (1903), p. 303; 45 (1905), p. 24; 47 
(1905), p. 289. 

371) Außer den Lehrbüchern der Metallographie s. z. B. R. Ruer, Phys. Z. 
20 (1919), p. 64 ; 21 (1920) , p . 16, 51, 74, 102, 129. Die Systematik zuerst bei 
H. W. B . Roozeboom, Z. f. ph. Ch. 30 (1899), p. 385. 
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zentration der Verbindung hat die Erstarrungskurve ein Maximum 
(Ni. 38). Links und rechts von diesem sind die Verhältnisse ganz so 
wie oben, es gibt einen eutektischen Punkt der Verbindung mit A, 
einen eutektischen Punkt der V er- 1~--------------. 
bindung mit B. Über die gegen-
seitige Höhe dieser beiden Punkte Schmelze 

läßt sich nichts Allgemeines sagen. 
Die Schmelzkurven sind die V er-
tikalen durch reines A, reines B e es 

und die Verbindung. 1 M, 
Liegen mehrere Verbindun· Schmelze : festes 1-l-..lL.--

gen vor, so können entweder alle Schmelze + festes I A, B. + : 
I I 

Erstarrungskurven derselben voll festes , -L--A.:...B..:.,_' A, B 1 
h ~ I I ausgebildet sein und einfac ne- festes A : 1 

beneinanderliegen (Fig. 7, wo die + A, B, 1 I 
I I 

Verbindungen A2 B8 und A2 B an- 1 1 

genommen sind) - dann gibt es 
für je zwei in ihrer Zusammen
setzung benachbarte V erbindun

z - 0 
.A 

}'ig. 7. 

x-zoo 
B 

gen einen eutektischen Punkt, und jede Verbindung schmilzt ,,unzer
setzt" (d. h. ohne Abscheidung einer anderen festen Phase) - oder 
aber dieselben schneiden sich schon, bevor das eine Maximum voll 
ausgebildet ist (Nr. 38) - dann gibt T 

es nur einen Knickpunkt, an welchem r-----------~ 

beide festen Phasen mit der Lösung 
im Gleichgewicht sind. 

c) Mischkristalle, unbeschränkte 
Mischbarkeit. Hier liegen die V erbält
nisse wie beim Dampfdruck vollkom
men mischbarer Flüssigkeiten (Encykl. 
V 10, Nr. 67). Die Kurven können 
monoton verlaufen (Fig. 8, Typus I nach 
Roozeboom ), Maxima (Typus II), Wende- x - o 

A tangenten (Ia) und Minima (Typus III) 

&hmelze 

Mischkristalk 

Fis. a. B X= 100 

haben. Der letztere Fall unterscheidet sich vom Eutektikum expen
mentell durch das Fehlen der eutektischen Horizontalen. 

d) Mischkristalle mit Mischungslücke (Fig. 9 u. 10). Typus IV. 
Die Mischkristalle a haben, im Falle sie an B gesättigt sind, eine 
Konzentration, die mit der Temperatur leicht variiert (meist zu
nimmt). Bei größeren Mengen von B in der festen Phase haben 
wir ein Gemenge von Mischkristallen a + ß mit steigenden Mengen 
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von ß, je größer x wird, bis wir zu den an A gesättigten Misch
kristallen ß kommen. 

Die Kurve, die die Zusammensetzung der Schmelze angibt, läuft 
kontinuierlich so wie A C in Fig. 9, solange wir nur Kristalle a 
haben, während sich die Zusammensetzung der Mischkristalle a längs 
AD ändert. Beim Auftreten von ß neben a haben wir einen Tripel
punkt, hier bleibt die Zusammensetzung der Lösung konstant C, wie 
wir auch die relative Menge von a + ß wählen, d. h. wie wir auch 
die Gesamtzusammensetzung der festen Phase (bei der Temperatur 
des Tripelpunktes) durch horizontale Verschiebung nach rechts an
nehmen, solange nur überhaupt Tr--------------, 
a noch da ist. Erst sobald diese 
Phase verschwunden ist, steigt die 

Fig. 9. 
Fig. 10. 

ß 

a;-100 
B 

neue Gleichgewichtskurve, die ein Gleichgewicht der Schmelze mit ß 
darstellt, mit einem Knick weiter auf (OB), während EB die Zu
sammensetzung der Mischkristalle ß angibt. 

Typus V hat den Zipfel CA der Kurve hinaufgehoben (Fig. 10) 
( d. h. hier liegt im Gegensatz zum Typus IV die Zusammensetzung 
der Schmelze zwischen derjenigen der Mischkristalle a und ß), so 
daß sich ein Eutektikum bildet. Am eutektischen Punkt sind die 
gesättigten Mischkristalle a und ß gleichzeitig mit der Schmelze im 
Gleichgewicht, natürlich aber nicht ungesättigte. Die eutektische Hori
zontale geht daher nur bis zu den Sättigungskonzentrationen. 

Außerdem können auch noch Maxima oder Minima auftreten, ferner 
Verbindungen, die mit den reinen Stoffen und untereinander Mischkri
stalle geben. Auch die Schmelze kann in zwei Phasen zerfallen, wenn be
schränkte Mischbarkeit der flüssigen Phase besteht. Endlich können die 
festen Phasen beim weiteren Abkühlen Umwandlungen erleiden, was ein
fach eine weitereGliederungdes Diagramms in seinem unteren Teil bedeutet. 
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Für diese Dinge muß ebenso wie für die Behandlung der Systeme 
höherer Ordnung auf die zitierten Lehrbücher, ferner Ostwald Il3 , ver
wiesen werden. 

Die V erhältniese bei der Verdampfung und Kondensation binärer 
Gemische sind ganz ähnlich; man vgl. hierfür Encykl. V 10, Nr. 67. 

4:3. Chemische Umsetzungen zwischen einer festen und einer 
gasf"ormigen Phase. Ein System, das zwei unabhängige Bestandteile 
in einer festen und einer gasförmigen Phase enthält, hat 2 Freiheits
grade, man kann also zwei der drei Größen T, p und Zusammen
setzung des Gases frei wählen. 

Dabei sind zwei Fälle möglich: 1. Zwei Gase treten mit den Mole
külzahlen a1 unda2 zum festen Körper zusammen(NH3 +HCl=NH4Cl). 
Die Gleichgewichtsbedingung lautet: 

(129) Ctl f't + aal-'2 = p.<•>, RT lg 0~1 o;- = p.<•> - (alp.~ + a.2p.g). 
Bei konstantem T ist noch 01 : Os variabel; je größer 01 , desto 
kleiner 02•372) Sind die Gase in äquivalenten Mengen vorhanden, so 
verhält sich das System wie ein einkomponentiges.246) 

2. Das Gas verbindet sich mit dem festen Körper zum anderen 
Gas (02 + C = C02): 

ca, 
(130) a1 p.1 = 1-'l•l + UatL2 , RT lg ~ = 1-'l•J- (a1 11~- a2p.g). 

Wenn 01 steigt, steigt auch 02 ; ist a1 > a2 , so liegt das Reaktions
gleichgewicht für höheren Druck bei größerem 02 und kleinerem 01• 

Man kann das Gleichgewicht auch in zwei Teile zerlegen: 
a) Heterogenes Gleichgewicht zwischen festem Körper und seinem 
unzersetzten Dampf, b) homogenes Gleichgewicht zwischen den drei 
Gasen. Diese von Nernst bevorzugte Betrachtung empfiehlt sich durch 
ihre Anschaulichkeit. Wenn der Druck des unzersetzten Dampfes 
merklich ist, so ändert sich die Druckabhängigkeit in leicht ersicht
licher Weise. 

Diese V erhältniese wurden zuerst von Horstmann und Gibbs theo
retisch gefunden, dann besonders von Isambert experimentell bestä
tigt.878) Sie haben auch große praktische Bedeutung, da z. B. die 
Verbrennung fester Stoffe hergehört. 

372) Siehe jedoch die noch unaufgeklärte Beobachtung von R. A.begg, Z. f. 
ph. Ch. 61 (1908), p. 455; 63 (1908), p. 623; F. M. G. Johnson, ebenda 61 (1908), 
p. 457; A.. Smits u. F. E. C. Schetfer, ebenda 65 (1909), p. 70; R. Wegsclteider, 
ebenda 66 (1908), p. 97; 75 (1911), p. 369; F. E. 0. Scheffer, ebenda 72 (1910), 
p. 451; s. jedoch A.. Smith u. R. H. Lombard, J. Am. Chem. Soc. 37 (1915), p. 38. 

373) A.. Horstmann, Ber. d. Deutsch. chem. Ges. 2 l1869), p. 137; 4 (1871), 
p. 635; Lieb. Ann. Suppl. 8 (1870), p. 112; 170 (1873), p. 192; F. Isambert, Paris 
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Das Nernstsche Theorem gestattet die vollständige Berechnung 
der Gleichgewichte. Es ist nach Einsetzen von (18) und (44) in (129) 

T T 

(131) lg0~·0~=- RQt+ ~ (a1 rh + a2rh) IgT -~j·~~Jr,dT 
0 0 

+ a Sf- Ytp + a S~- Yil' 
1 R 2 R ' 

wo 8° die Entropiekonstanten, Q0 die Wärmetönung bei T = 0 be
deutet. Im Fall 2 ist einfach a2 negativ zu rechnen. 

Die Gleichung ist an zahlreichen Fällen geprüft und hat stets 
zur Übereinstimmung geführt.574) 

44. Chemische Umsetzungen zwischen zwei festen und einer 
gasf"örmigen Phase mit zwei Komponenten. Das System ist uni
variant, bei gegebenem T (oder p) ist alles festgelegt, natürlich un
abhängig von der Menge des festen Stoffes. Wegen der Häufigkeit 
des Vorkommens [Dampfdruck von kristallwasserhaltigen Salzen, Dis
soziation (CaO + 002 = CaC05), Oxydation (Me + n02 = Me02,.)] hat 
diese Gruppe früh die Aufmerksamkeit auf sich gelenkt, die Konstanz 
des Zersetzungsdruckes wurde schon 1844 von Mitscherlieh ausge
sprochen, dann von Debray auf Grund ungenügender Versuche neuer
lich behauptet, aber von anderen bekämpft. Für kristallwasserhaltige 
Stoffe wurde der Satz dann von Pareau, für CaC05 von Le Ollatelier 
experimentell bewiesen. Seitdem wurden zahlreiche andere Unter
suchungen ausgeführt.575) Die Thermodynamik wurde von A. Horst
mann313) und unabhängig von Peslin und Montier auf den Vorgang 
angewandt, die zeigten, daß wie bei der gewöhnlichen Verdampfung die 
Clausius·Clapeyronsche Gleichung gilt. Diese letztere wurde zuerst von 
Frowein geprüft. 376) 

C. R. 92 (1881), p. 919; 94 (1882), p. 958; 95 (1882), p. 1355; 96 (1883), p. 340, 
643, 708; A.Naumann, Lieb. Ann. 160 (1871), p.1; J. Walker u. J.S.Lumsden, 
J. Chem. Soc. 71 (1897), p. 428. Weitere Literatur siehe bei K. Jellinek, Phys. 
Chemie der Gasreaktionen, Leipzig 1913. 

374) W. Nernst, Gött. Nachr. 1906, p. 1; H. v. Wartenberg, Z. f. anorg. Ch. 52 
(1907), p. 299; Z. f. ph. Ch. 61 (1908), p. 366; 67 (1909), p. 446; Z. f. El.18 (1912), 
p. 658; F. Pollitzer, Z. f. anorg. Ch. 64 (1909), p. 121; F. Kore(, Z. f. anorg. Ch. 
66 (1910), p. 7 3. 

375) E. Mitscherlich, Lehrbuch der Chemie I, 4. Auf!., Berlin 1844, p. 565; 
H. Debray, Paris C. R. 64 (1867), p. 603; 66 (1868), p. 194; H. Le Chatelier, Paris 
C. R. 102 (1886), p. 1243; .A. H. Pareau, Wied. Ann. 1 (1877), p. 39; J. L. An
d!f"eae, Z. f. ph. Ch. 7 (1891), p. 241. 

376) Peslin, Ann. chim. phys. 24 (1871), p. 208; J. Moutier, Paris C. R. 72 

(1871), p. 759; P. C. F. Frowein, Z. f. ph. Ch. 1 (1887), p. 5. 
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Es gilt die Gleichgewichtsbedingung 

(132) p,~•l + (a1 - a,)(p,0 + R1' lg C) = p,~•>, 

wo a1 die Molekülzahl des Gases in der Phase 1, a2 in der Phase 2 
ist. Wie man sieht, hängt C von den Potentialen der beiden festen 
Phasen ab; haben wir z. B. Glaubersalz Na2 S04 • 10H10 einmal neben 
N a2 SO, · 7 H20, andererseits neben wasserfreiem Salz, so ist in beiden 
Fällen die Dampfdruckkurve ganz verschieden. 

Bei drei Hydraten mit a11 a2 , a3 Wassermolekülen gilt, wie aus 
(132) sofort folgt, für die drei jetzt möglichen Kombinationen der 
festen Hydrate C~~-a·O;'!J-a' = 0~~-a,, wo die unteren Indizes die 
gleichzeitig vorhandenen Phasen angeben. 

Ist dagegen nur eine feste Phase vorhanden, so ist das System 
bivariant, es ist kein festes p bei gegebenem T vorgeschrieben. Wenn 
Po der Gleichgewichtsdruck der Kohlensäure über CaC03 + CaO ist, so 
kann über CaC03 ohne CaO Kohlensäure bei beliebigem p > p0 vor
handen sein, über CaO ohne CaC03 bei beliebigem p < p0•371) Doch 
scheint der Dmck p0 auch überschreitbar zu sein. Diese t'rbersätt.i
gung wird durch einen Keim der anderen festen Phase aufgehoben, 
dessen Wirkung von Punkt zu Punkt allmählich fortzuschreiten 
scheint. 378) 368) 

Auch auf ( 132) läßt sich das Nernstsche Theorem ohne weiteres 
anwenden und ergibt 

(133) (a1 - a2) lg 0 = - i-'t + (a1 - a!l) ~-lg T 

T 1' 

+ _!__!~ Tf(r - r ) d T + (a - aQ) eo :::- fp + .P_{_~::Y•) 
R T' 2 1 · 1 •· R RT ' 

0 0 

wobei das letzte Glied meist zu vel'Ilachlässigen ist. 
Häufig wird auch die Nernstsche Näherungsformel ( 43) benutzt 

und dann (133) für a1 - a2 = 1 geschrieben: 

(134) la10p =- _Qi) __ . + 1 7510'10 T + r, 
0 4,51 T ' o 1 . 

377) lV. Ostwald, Lehrb. 2. Aufl. II1 , p. 539. Diese Verhältnisse sind zuerst 
von H. W. B. Roozeboom, Rec. trav. chim. 4 (1886), p. 108, 355; 8 (1889), p. 56; 
Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 41 klar ausgesprochen worden. 

378} O.Pape, Pogg.Ann. 124 (1865}, p.329; M.Faraday, Experimental
untersuchungen über Elektrizität (1883), § 656, deutsch Berlin 1889, p. 175; Ost
waids Kla.ss. 87, p. 33; D. Gernez, Paris C. R. 78 (187 4), p. 68; 0. v. Hauer, 
Jahrb. d. k. k. geol. Reichsanstalt 1877, p. 63. Man sehe auch die Theorie der 
Verwitterungsgeschwindigkeit bei Ch. Boulanger u. G. U1·bain, Paris C. R. 155 
(1912), p. 1246; 156 (1913), p. 135. 

Enoyklop, d. math. Wiaaensch. V 1. 69 
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Hier ist erstens~ lgT +so R '/P + lgR durch 1,75 lg T + 2,30 T/ 
ersetzt, was wenig ausmacht. Zweitens ist aber das Integral vernach
lässigt, was bei tiefen Temperaturen, für die Nernst ursprünglich seine 
Näherung angewandt wissen wollte, exakt ist. Später wurde die For
mel aber besonders bei hohen T angewandt, wobei der Fehler merk
lich wird. 

Im übrigen hat sich das Gesetz (133) bei den sehr zahlreichen 
Prüfungen gut bestätigt.379) 

Nach dem gleichen Schema erhält man die Gleichgewichtsbedin
gung zwischen beliebig vielen Gasen und festen Körpern zu 

(135) ~lgC=R1T(-~t-to+~t-t<•l), 
wo t-to aus ( 43), ( 44), p.<•l aus ( 18) einzusetzen ist. 

Entsprechend (Nr. 26a) kann man durch Nullsetzen der Poten
tialdifferenz von festen Phasen die Umwandlungstemperatur erhalten. 

4:5. Reaktionsgeschwindigkeit in heterogenen Systemen. Bei 
den heterogenen Reaktionen hat man die Geschwindigkeit zu unter
scheiden, mit der sich a) das eigentliche Gleichgewicht an der Grenz
fläche einstellt und b) die Geschwindigkeit, mit der die Grenzfläche durch 
Diffusion mit der übrigen Masse ins Gleichgewicht kommt. Normaler
weise ist nun nach Noyes und Whitney 380) sowie Nernst 381) die letz
tere Geschwindigkeit die allein in Betracht kommende, nur in Aus
nahmefällen, wo entweder die Diffusion stark beschleunigt oder die 
Oberflächenreaktion durch Verdünnung sehr verlangsamt ist, läßt sich 
die andere Geschwindigkeit bestimmen. 

Endlich kommen auch Fälle vor, wo der heterogenen Reaktion 
eine so langsame Reaktion in der einen homogenen Phase vorgeschaltet 
ist, daß die Diffusionsgeschwindigkeit nichts ausmacht, sondern die 
homogene Reaktion die Gesamtgeschwindigkeit bestimmt. Hierher ge
hören einige heterogene Gasreaktionen. 38lt) 

a) Die Geschwindigkeit der Oberflächenreaktion. J. Langmuir 883) 

hat die Oxydation glühenden Wolframs bei so tiefen Drucken unter
sucht, daß die Sauerstoffmolekeln direkt von der Glashülle kommend 

379) 0. Brill, Z. f. ph. Ch. 57 (1907), p. 721; H. Schottky, Z. f. ph. Ch. 64 
(1908), p. 415; .A.. Siggel, Z. f. El. 19 (1913), p. 340; W. Nernst, Berl. Ber. 1910, 
p. 262. 

380) .A. . .A. Noyes u. W. R. Whitney, Z. f. ph. Ch. 23 (1897), p. 689. 
381) W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 47 (1904), p. 52. 
382) M. Bodenstein u. W. Karo, Z. f. ph. Ch. 75 (1911), p. 30. 
383) J. Langmuir, J. Am. Chem. Soc. 35 (1913), p. 105; Z. f. anorg. Ch. 85 

(1914), p. 261; Phys. Rev. 8 (1916), p. 156. 
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ohne weiteren Zusammenstoß, also ohne Hemmung durch Diffusion, 
auf das Metall treffen. Dann kommt der Gastemperatur, die gegen 
die des Metalls sehr klein ist, kein Einfluß zu. Der Bruchteil E der 
zur Verbindung führenden Stöße steigt mit der Temperatur des Drahtes 

nach der empirischen Gleichung an lg E = Ig 0,85 + t lg T - ~ 820 ; 
. Draht 

das gibt E = 3.10-4 für T = 1070, E = 0,15 für 2770°. 
Strutt 884) zeigt, daß in manchen Reaktionen jeder Stoß einer 

Molekel gegen die Oberfläche, in anderen nur ein kleiner Bruchteil 
wirksam ist. 

Auch die chemische Polarisation (Nr. 58 b) hat man teilweise auf 
zu langsame Gleichgewichtseinstellung an der Oberfläche zurückgeführt. 

b) Diffusionsgeschwindigkeit. Im allgemeinen ist aber der Diffu
sionsvorgang der langsamer verlaufende Teil. 

Im stationären Zustand diffundiert ein Stoff mit der Diffusions
konstante D durch eine Schicht der Dicke ~, an deren einen Grenze 
die Konzentration C, an der anderen die Konzentration C0 herrscht 
mit der Geschwindigkeit (Nr. 22) 

D (136) "6 (C- C0). 

Hierbei kann es sich entweder um die Wegführung des Endpro
duktes handeln, wobei die Anfangsstoffe in konstanter Menge vor
handen sind, z. B. um die Auflösung eines Kristalls (s. auch Nr. 37), 
wobei C0 die Sättigungskonzentration am Kristall, C die (bestimmte) 
Konzentration in der Lösung ist, oder um das Herandiffundieren der 
Ausgangsstoffe, z. B. des H+-Ions bei der Auflösung von Metallen, wo
bei dann C wieder den Wert in der Lösung, 00 die diesmal praktisch 
verschwindende Gleichgewichtskonzentration des H + am Metall ist. 

Die äußeren V erhältniese bei der Diffusion können verschieden 
sein. Bei heterogenen Gasreaktionen müssen die Ausgangsstoffe manch
mal durch eine allmählich dicker werdende Schicht der Endprodukte 
diffundieren. 

Die beim Rühren einer Lösung eintretende Bewegung stellt man 
durch das vereinfachte Schema dar, daß an der Grenzfläche eine 
Schicht, deren Dicke mit steigender Stärke des Rührans abnimmt 
("ungerührte Schicht"), nicht mit bewegt wird und allein den Diffu
sionsprozeß bestimmt, während außerhalb derselben die Konzentration 
00 herrscht. Die Rührung ist also notwendig, um definierte V erhält
nisse zu haben. 

38\l) R. J. Strutt, Proc. Roy. Soc. 87 A (1912), p. 302. 
69* 
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Aus diesen Annahmen folgt (K ist eine Konstante) 
dC 

(137) dt =K0(00 - 0), 

wo 0 die Oberfläche, 00 die Gleichgewichtskonzentration bedeutet. 
Diese Gleichung war für monomolekulare Reaktionen schon von Guld
berg und Waage48) aufgestellt, dann von Hurter, Bogu,ski und Spring 885) 

verwendet, endlich durch Noyes und Whitney 380) nach ausführlicher 
Prüfung im obigen Sinne gedeutet. Nernst 881) hat dann die Deutung 
auf alle heterogenen Reaktionen ausgedehnt. Die Gleichung hat sich 
bei zahlreichen Fällen gut bewährt.386) Wenn die Größe der Ober
fläche sich während der Reaktion ändert, kann die Integration von 
(137) Schwierigkeiten machen.387) 

Bei neuentstehenden Niederschlägen kann auch die Übersättigung 
eine Rolle spielen.388) 

Wenn eine homogene Reaktion an einer Phasengrenze durch die 
Anwesenheit derselben beschleunigt wird, so spricht man von hetero
gener Katalyse. Diese Katalyse spielt eine große Rolle in zahlreichen 
Gasreaktionen, die praktisch nur an der Gefäßwand vor sich gehen, 
was sich darin äußert, daß die Umsatzgeschwindigkeit von dem Ver
hältnis Volumen zu Oberfläche abhängt. 

Die Wirksamkeit des Katalysators läßt sich in verschiedener Weise 
deuten. 

Erstens bewirkt schon die erhöhte Dichte der reagierenden Sub
stanzen in der Adsorptionsschicht eine Vergrößerung der Geschwin
digkeit. 

Zweitens ist auch, wie bei den homogenen Katalysen (Nr. 24:), 
Bildung von Zwischenverbindungen möglich. 389) 

Drittens kann der Katalysator als Medium mit erhöhter Reak-

385) F.Hurter, Chem. News 22 (1870), p. 193; J.G.Boguski, Ber. d. D. chem. 
Ges. 9 (1876), p. 1646; TV. Spring, Z. f. ph. Ch. 2 (1888), p. 13. 

386) E. Brunner, Z. f. ph. Ch. 4 7 (1904), p. 56; weitere Literatur bei H. Hey
mann, Z. f. ph. Ch. 81 (1913), p. 204; M. Bodenstein u. C. G. Fink, Z. f. ph. Ch. 
60 (1907), p. 1, 46; G. Tammann, Z. f. anorg. Ch. 111 (1920), p. 78; Gött. Nachr. 
1919, p. 225; R. G. v. Name u. R. S. BoS'lcorth, Z. f. anorg. Ch. 74 (1912), p. 1. 

387) S. auch F. JtUtne·r, Z. f. ph. Ch. 65 (1909), p. 595; J. Boselli, Paris 
C. R. 152 (1911), p. 256, 374, 602. 

388) S. jedoch A. Findlay, Z. f. ph. Ch. 34 (1900), p. 428; 82 (1913), p. 743; 
K. Jablczynski, Z. f. ph. Ch. 82 (1913), p. 115. 

389) Hierfiir würde die Beobachtung von G. v. Elissafoff, Z. f. El. 21 (1915), 
p. 352 sprechen, daß die Katalyse an Glas durch Zusatz von Schwermetallsalzen, 
die auch als homogene Katalysatoren der betreffenden Reaktion (~01 Zer
setzung) wirken, verstärkt wird, und zwar ungefähr proportional der adsorbierten 
Sahnnenge. 
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tionsgeschwindigkeit wirken. Dies könnte z. B. so zustande kommen, 
daß die "aktive" Form in größerer Menge oder überhaupt eine andere 
aktive Form gebildet wird. Bei dem so stark katalytisch wirkenden Pt 
ist es wahrscheinlich, daß die Gase in ihm als Atome gelöst sind (im 
Gegensatz zu Lösungen in Quarz z. B.890)); man könnte dies auf die 
hohe Dielektrizitätskonstante von Pt zurückführen. Doch haben Will
stätter890a) und Hofmann nachgewiesen, daß zur Hydrierung organi
scher Substanzen das Pt Sauerstoff enthalten muß. Sie schließen da
her auf eine Wasserstoffverbindung eines Platinoxyds als Zwischen
verbindung. 

Bei diesen Betrachtungen ist es gleichgültig, ob die Vorgänge 
im Metall oder an seiner Oberfläche vor sich gehen; einer verdünnten 
Lösung im ersten Fall entspricht es im zweiten Falle, wenn nur ein 
Bruchteil der Metalloberfläche bedeckt ist.891) 

Hier sei die merkwürdige Tatsache erwähnt, daß manche Körper 
als "Gift" wirken, indem kleine Mengen den Katalysator unwirksam 
machen. Man kann die Deutung versuchen, daß sie die Oberfläche 
besetzen. 

Auch bei katalysierten Reaktionen kann die Diffusions-(Okklu
sions)geschwindigkeit oder die Geschwindigkeit der homogenen Reak
tion maßgebend sein.892) 

V. Elektrochemie. 

4:6. Die Bewegungsgleichungen der Ionen. Di:ft'usionspotentiale. 
Bei den elektrolytischen Lösungen ist die Bewegung der Materie mit 
Verschiebungen der Elektrizität (vgl. Nr. 18 ff.) unlösbar verknüpft. 
Infolgedessen treten bei den Umsetzungen, an denen sich Ionen be
teiligen, häufig elektrische Kräfte auf. 

Wir müssen diesmal mit der Betrachtung von Nichtgleichge
wichtszuständen beginnen, um die von der Diffusion herrührenden 
Potentialdifferenzen, die bei fast allen Ketten. auftreten, berechnen zu 
können. Die folgende Theorie behandelt also den Mechanismus von 
Diffusions potentialen. 

390) .A. Jaquerod n. St. Przemyski, Arch. sc. phys. nat. (4) 34 (1912), p. 255. 
390a) R. Willstätter u. D. Jacquet, Ber. d. D. chem. Ges. 51 (1918), p. 767; 

R. Willstätter u, E. Waldschmidt-Leitz, ebenda 54 (1921), p. 113; K . .A. Hofmann 
u. L. Zipfel, eben da 53 (1920), p. 298; s. auch K . .A Hofmann u. R. Ebert, ebenda. 
49 (1916), p. 2369. 

391) J. Langmuir, J . .Am. Chem. 38 (1916), p.1145; Z. f. EI. 26 (1920), p. 197. 
392) Siehe z. B. J. Eggert, Z. f. El. 20 (1914), p. 370; 21 (1915), p. 349 
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Die Bewegungsgleichung der Ionen wurde zuerst von Nernst 898) 

aufgestellt und ihre Integration zur Berechnung der Potentiale zwi
schen zwei Lösungen benützt, dann wurde diese Rechnung von 
Planck 89') erweitert. 

Es seien in einer wässerigen Lösung eine Reihe von Kationen 
und Anionen der Konzentration Ot, Ot 0:;, 0; gelöst, deren W ertig-
keiten vt ... betrage. Ihre Beweglichkeiten (Geschwindigkeit bei der 
Kraft 1) lt ... seien von den Konzentrationen unabhängig, ferner 
sei die Dissoziation vollständig, endlich soll der osmotische Druck 
n = ORT sein. Diese Bedingungen sind nur bei hinreichender Ver
dünnung erfüllt. 

Dann wirkt auf die Ionen einer beliebigen Art pro Volumenein-

heit in der x Richtung die osmotische Kraft - ~= und die elektrische 

-vOF~: (da vOF die Ladung der Volumeneinheit ist). Es wan

dern daher in der Zeiteinheit durch 1 cm1 in der x-Richtung896) 

(138) -l (RT~~ + OvF~~) = J Ionen. 

Sie tragen den elektrischen Strom 

(139) -· vFl(RT~~ + OvF~~) · 
Die Zunahme der Ionenzahl in der Volumeneinheit ist nach (138) 

(140) N~~ = la~ (RT~~ + OvF~:) +entsprechende Glieder 

mit y und z. 
Für die Anionen gilt die entsprechende Gleichung mit - F. 

Hierzu kommt die Poissonsche Gleichung für rp. Die elektrische 
Dichte wird 
(141) q = F ~(v+O+- "-o-). 
also die Poissonsche Gleichung 

(142) E/).rp =- 4n(J =- 4nF~(v+O+- v-C-) 
(Encykl. V 13, Nr. 11, 12). Hier bedeutet E die Dielektrizitätskon
stante. 

393) W. Nemst, Z. f. ph. Ch. 4 (1889), p. 129. 
394) M. Planck, Wied. Ann. 39 (1890), p. 161; 40 (1890), p. 561. 

396) Das Glied RT~~ gibt kinetisch die infolge der Brownschen Bewe

gung nach der Richtung kleinerer Konzentration stärker stattfindende Wanderung. 
S. auch Nr. 22. F ist oben in gewöhnlichen elektrostatischen Einheiten ge-

messen, l = ~ .. 
vF 
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Betrachtet man stationäre Zustände (;t = 0) und nimmt an, daß 

alles nur von x abhängt, so gibt Integration von (140) 

(143) - _!_t = l1 (RT 001 + 01 v1 F 0 cp1)· 
v1 F ox (-) (:).~ 

Hier ist i1 der Teil der Stromdichte, der vom Ion 1 getragen wird; 
das obere Zeichen gilt bei positiven, das untere bei negativen Iouen. 

Die weitere Integration wollen wir für den Fall durchführen, 
daß alle Ionen die gleiche Wertigkeit v haben. Arp wird meist in 
(142) nicht sehr groß und daher infolge der Größe von F der Klammer
ausdruck sehr klein sein. Nernst und Planck setzen daher die freien 
Ladungen überall null 
(144) ~."+o+ =~v-o-. 

Ferner denkt man sich zwei homogene .Lösungen a und b, in welche 
die Elektroden tauchen. Zwischen beiden Lösungen bildet sich eine 
dünne stationäre Übergangsschicht aus. 

Die Integration führt im allgemeinen zu transzendenten Glei
chungen. Nur falls beide Lösungen a und b denselben Elektrolyten, 
aber in verschiedener Konzentration enthalten, ergibt sich das ein
fache Resultat 

(145) 
wobei 

(146) 

rp -rp =RT (1- 2n)lg 0~ 
b " vF Oa' 

z+ -z-1-2n=- ----z++z-
und n nach Nr. 18 die Überführungszahl bedeutet. 

Hat man zwei verschiedene Elektrolyte verschiedener Konzentra
tion, so kann man das zwischen ihnen herrschende Diffusionspotential 
durch Hinzufügen eines dritten im Überschuß vermindern. Das Diffu
sionspotential wird dann angenähert 

(M7) RT~-~~-~-~~ 
fPb- fPa = vF' (l! + la)Os ' 

so daß man durch genügend große Werte von 03 die schon an sich 
kleinen Potentialdifferenzen weiter herabdrücken kann; von diesem 
Kunstgriff wird experimentell oft Gebrauch gemacht. Eine andere 
Methode besteht in der Zwischenschaltung einer konzentrierten Chlor
kaliumlösung, deren bei~e Ionen nahe die gleiche Beweglichkeit haben.396) 

396) Erweiterung der Theorie bei K. Johnson, Ann. d. Phys. 14 (1904), 
p. 995; P. Henderson, Z. f. ph. Ch 59 (1907), p. 118; 63 (1908), p. 825; H. Pleijel, 
Z. f. ph. Ch. 72 (1910), p. 1; K. H . .A. Melander, Z. f. ph. Ch. 90 (1915), p. 59; 
J. M. Loven, Z. f. ph. Ch. 20 (1896), p. 598; J. Guyot, J. chim. phys. 6 (1908), 
p. 424. 



1082 V 11. K. F. Herzfeld. Physikalische und Elektrochemie. 

Die Formeln sind durch die Erfahrung gut bestätigt. 397) 

Jedenfalls sind die Potentialdifferenzen cpb- Cfla meist nur von 
der Größenordnung einiger Millivolt. Sie treten nur auf7 solange die 
Diffusion dauert; sobald sich überall Gleichgewicht eingestellt hat, vel'
schwinden sie. 

Auch durch Bewegung der Lösungen können Potentialdifferenzen 
en tstehen.1198) 

4:7. Zusammenhang zwischen elektrischer und gesamter Energie. 
Es sei eine vollständige Kette gegeben, an deren Klemmen die Poten
tialdifferenz E herrsche. Nun passiere die Elektrizitätsmenge de die 
Kette und bewirke in ihr bestimmte chemische Umsetzungen. Es 
gibt Fälle, in denen beim Durchgang von - de diese Umsetzungen 
gerade rückgängig gemacht werden. Dann spricht man von umkehr
baren Ketten oder Ketten mit umkehrbaren Elektroden. Zugleich 
zeigt sich, daß E während des Stromdurchganges nicht verändert 
wird, wenn nur die Stromstärke klein genug ist. Deshalb heißen 
solche Elektroden auch unpolarisierbar. Dann können wir das System 
als im Gleichgewicht, die Vorgänge als reversibel betrachten. Bei sol
chen umkehrbaren Ketten dürfen natürlich keine Gase verloren gehen 
oder dergleichen. Wenn keine andere als die elektrische Arbeit ge
leistet wird, ist die äußere Arbeit E de1 beim Durchtt·itt von F Cou
lomb FE. Anfangs setzte W Tlwmson und Helmholtz 399) diese Arbeit 
gleich der Änderung der Gesamtenergie. Dies bewährte sich am 
Daniell-Element (Messungen von Joule, Berechnung durch Tlwmson) 
und an mehreren anderen von J. Thomsen 400) untersuchten. 

Spätere Untersuchungen von Helmholtz 401) 1 F. Braun und Gibbs 

397) Nernst bei Planck 89i); W. Negbauer, Wied. Ann. 44 (1891), p. 737; 
W. Nernst u. R. Pauli, Wied. Ann. 45 (1892), p. 353; 0. F. Tou·er, Z. f. ph. Ch. 
20 (1896), p. 198; St. Bttgarsky, Z. f. anorg. Ch. 14 (1897), p. 150; R . .A.begg u. 
E. Bose, Z. f. ph. Ch. 30 (1899), p. 545; 0. Sackur, Z. f. ph. Ch. 38 (1901), p. 129; 
39 (1902), p. 364; L. Sauer, Z. f. ph. Ch. 47 (1904), p. 146; N. Bjerrum, Z. f. ph. 
Ch. 53 (1905), p. 428; G. N. Lewis u. L. W. Sm·gent, J. Am. Chem. Soc. 31 (1909), 
p. 363. 

398) E. Bouty, J. de phys. (1) 9 (1880), p. 232; J. Pionchon, Paris C. R. 
153 (1911), p. 47; 154 (1912), p. 865; St. Procopiu, Paris C. R. 164 (1915), p. 492; 
R. 0. Tolman, Earl W. Osgerby u. T. D. Stewa1·t, J. Am. Chem. Soc. 36 (1914), 
p. 466. 

399) W. Thornson, Phil. Mag. 2 (1851), p. 429; H. v. Helmholtz, Über die 
Erhaltung der Kraft, Berlin 1847, Ges. Abh. I, p. 50. 

400) J. Thomsen, Wied. Ann. 11 (1880), p. 246. 
401) H. v. Helmholtz, Berl. Ber. 2/II. 1882, Ges. Abh. II, p. 958; F. Braun, 

Wied. Ann. 5 (1878), p. 182; 16 (1882), p. 561; 17 (1882), p. 593; J. M. Raoult, 
Ann. chim. phys. (4) 4 (1865), p. 392; E. Edltmd, Pogg. Ann. 159 (1876), p. 420; 
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fiihrten erst zum richtigen Resultat. Da dA = Ede ist, gilt bei iso
thermer Anordnung die Gleichgewichtsbedingung (Br11an 42) 81/l- 8A 
= 81/J- E8e = 0 und daher (Encykl. V 3, Nr. 27) 

oFE 
(148) FE- T-aT-= U, 

wo U die Energieänderung b~deutet, die denjenigen Umsetzungen ent
spricht, welche mit dem Durchgang der Elektrizitätsmenge F ver
knüpft sind. 

Von U wird der Teil FE in elektrische Energie verwandelt, 

während T ~:: = Q e.ine von außen zur Konstanthaltung von T 
aufgenommene bzw. abgegebene Wärmemenge bedeutet (sekundäre 
Wärme). Es kann auch U = 0 sein, wie bei den im folgenden be
sprochenen Konzentrationsketten. Dann ist FE = Const. T. · Über 
die Integration gilt ganz wie bei (3), daß sie sich bei Kenntnis der 
Temperaturabhängigkeit von U, d. h. der spezifischen Wärmen, durch
fUhren läßt, daß aber wieder unbestimmte Integrationskonstanten, 
nämlich die Entropiekonstanten7 auftreten. 

Messungen, welche die in (148) auftretenden Größen gaben, lagen 
schon vor und •wurden zur Prüfung noch zahlreich angestellt.'02) 

Während sich in den ersten Arbeiten infolge der Schwierigkeit der 
Messungen nur ein Parallelgehen mit der Theorie ergab, zeigte sich 
später gute Übereinstimmung (die also im wesentlichen die Reversi
bilität der Vorgänge beweist). 

Man kann die Gleichung (148) nach Ostwald403) auch auf eine 
einzelne Elektrode anwenden und erhält dann aus den gemessenen 
Werten des Einzelpotentials und seines Temperaturkoeffizienten die 
"Ionisationswärme11 des Elementes, aus dem die Elektrode besteht. 

Genauere Diskussion zeigt'), daß diese "lonisationswärme" die Ar-

W. Gibbs, Trans. Conn. Ak. Ill (1878), p. 343; Am. J. of Science III 16 (1878), 
p. 441; Therm.odyn. Studien, p. 388 ff'. 

402) Außer den schon in Anm. 400) genannten: P. A. Favre, Paris C. R. 
63 (1866), p. 369; 66 (1868), p. 252; S. Czapski, Wied. Ann. 21 (1884), p. 209; 
.A.. Gockel, Wied. Ann. 24 (1885), p. 618; H. Jalvn, Wied. Ann. 28 (1886), p. 21 
u. 491; 50 (1893), p. 189; 63 (1897), p. 44; E. Levay, Wied. Ann. 42 (1891), 
p. 103; W. Hittorf, Z. f. ph. Ch. 10 (1892), p. 593; .A.. Overbeck u. J. Edlet·, Wied. 
Ann. 42 (1891), p. 209; C. R . .A.. Wright, Phil. Mag. (5) 9-19 (1880-18.86); 
F. Streintz, Wied. Ann. 49 (1893), p. 564; F. Dolezalek, Wied. Anu. 65 (1898), 
p. 894; St. Bugarszky, Z. f. anorg. Ch. 14 (1897), p. 145; E. Cohen, Z. f. ph. Ch. 
34 (1900), p. 62 u. 612; 60 (1907), p. 706. 

403) W. Ostwald, Lehrb. d. allg. Ch., 2. Aufi. II" (1893), p. 953; Z. f. ph. Ch. 
11 (1893), p. 501. Siehe auch E. Bouty, J. de phys. 8 (1879), p. 341; 9 (1880), 
p. 229 u. 306. 
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beit ist, die beim Überführen eines Ions aus dem Metall in die Lö
sung beim Potential 0 zu leisten ist, vermehrt um die halbe Arbeit, 
die bei der Zerlegung des Atoms in Ion und freies Elektron im Metall 
erforderlich ist. Die andere Hälfte dieser Arbeit bildet den Beitrag 
des einen Metalls zu der Peltierwärme an der Berührungsstelle der 
beiden Metalle. 

48. Umkehrbare Elektroden I. Art. Nemstsche Formel. Es 
tauche eine reine, einfache Metallelektrode in eine Lösung, die das 
ihr entsprechende v wertige Ion als Kation enthält. Eine solche Elek
trode ist umkehrbar (umkehrbare Elektrode. erster Art). Das che
mische Potential der positiven Ionen in der Elektrode sei p,<:', in der 
Lösung p,~~>, das Potential der elektrischen Kräfte EvF. (Das Vor
zeichen von E ist das der Ladung der Elektrode.) Dann lautet die 
Gleichgewichtsbedingung 

(149) p,~Ml- p,'{:> =- EvF, 

und da in der Elektrode zwischen positiven Ionen, Elektronen (mit 
dem Potential p,~) und Metallatomen (mit dem Potential p,Cf>) Gleich
gewicht bestehen muß: 
(150) p,<jtJ = p,<f>- "~. 

Nun wollen wir annehmen, daß die Konzentration der Ionen so 
klein sei, daß für sie die Gesetze der vet·dünnten Lösungen gelten. 

Also ist p,<f> = p,~<L> + RT lg 0 
(151) - EvF = p,~Ml- p,~<Ll- RTlg C. 

Setzt man 
(152) p,~Ml- p,~<L> = RTlgC0, 
den osmotischen Druck :n: = RTC, 
(153) :n:0 = RTC0 , 

so kann man schreiben 
(154) - E = RT la~ = RT lg no . 

."F "'0 ."F n 

Das ist die von Nernst im Jahre 1889 abgeleitete Formel.895) Rechnet 

man E in Volt, so wird ; = 8,61 · 10-5 oder für T = 18° Celsius 

und Verwendung Briggsscher Logarithmen 0,43 · ~F!_ = 0,05771 Volt. 

Die Deutung von Nernst ist nun folgende. Damit E = 0 wird, 
muß :n: = :n:0 sein. Dann ist die Elektrode mit der Lösung im Gleich
gewicht. Wir können den Ionen in der Elektrode eine "Lösungstension" 
zuschreiben, die entgegengesetzt gleich dem für E = 0 herrschenden 
osmotischen Druck :n:0 ist. Ist der Druck in der Lösung größer, 
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so schlagen sich Ionen nieder, wodurch die Elektrode positiv geladen 
wird, bis die elektrische Abstoßung der geladenen Elektrode das wei
tere Niederschlagen verhindert. Zur Ladung der Platte reichen so ge
ringe Ionenmengen, daß sich dadurch die Konzentration der Lösung 
nicht merklich ändert.404) 

Ist umgekehrt%< %0 , so überwiegt die Lösungstension, die Elek
trode gibt Ionen ab und wird negativ. 

Das Potential läßt sich also kontinuierlich durch Änderung der 
Konzentration variieren. Allerdings kann man für gewöhnlich den 
Wert des Potentials nicht sehr stark beeinflussen, da er ziemlich un
empfindlich ist (Änderung von 0 im Verhältnis 1 : 1000 ändert E um 
8:><00577 0173 ---'''----- = ...! __ - Volt), doch kann man durch Anwendung von Kom-

71 '/) 

plexsalzen bei Silber oder Kupfer die Konzentration sehr herabdrücken. 
Haber bestreitet allerdings, daß so kleine Konzentrationen noch poten
tialbestimmend wirken, und nimmt eine direkte Wirkung der Komplex
ionen an.406) 

Bei den sogenannten elektropositiven Metallen, etwa Zink, kann 
man dagegen 0 nicht so groß machen, daß es z. B. gegen Wasser
stoff negativ würde. 

Die hier vorangestellte Nernstsche Ableitung der Gleichung (155) 
ist thermodynamischer Natur. 

Dieselbe Gleichung läßt sich statistisch folgendermaßen deuten. 
Schreiben wir die Formel 

(154') 

so nimmt sie die Form des sogenannten Bolsmannsehen e- 1• x-Theorems 
an, das im Wesen mit der Barometerformel identisch ist (Nr. 5). 
Wir könnten uns nun mit dem Metall eine Schicht Lösung ohne 
elektrische Ill-äfte in Berührung denken, in der die Gleichgewichts
konzentration 00 herrscht; diese Schicht grenzt an die Lösung mit 
einer Trennungsfiäche, an der die Potentialdifferenz E besteht, bei 
deren Durchschreiten die Ionen also die Arbeit = EvF gewinnen. 
Dann gilt für ein Gas und daher auch für die Lösung Gleichung (154'). 

Diese Betrachtung wird mehr als eine bloße Veranschaulichung 
der Bedeutung der Nernstschen Formel, wenn wir uns den Potential
abfall über eine endliche Strecke in der Lösung verteilt denken. Bleibt 
dann 00 klein genug zur Anwendung der Theorie der verdünnten 

404) F. Krüger, Z. f. ph. Ch. 85 (1900), p. 18. 
405) I!'. Haber, Z. f. El. 10 (1904), p. 438 u. 773; G. Bodländer, eb~da 

p. 604; R. Abegg, ebenda p. 607; H. Daneel, ebenda p. 609. 
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Lösungen und greifen von der Elektrode nur elektrische Kräfte in 
die Lösung über, so läßt sich die Potentialverteilung berechnen.406) 406 a) 
Das Potential ändert sich allmählich von der Elektrode bis in die 
Lösung hinein, ebenso die Konzentration, wobei beide auch für jeden 
Punkt der Übergangsschicht durch (154') verknüpft bleiben. 

Endlich und drittens erhält man die Nernstsche Formel auch auf 
kinetischem Wege, wenn man in den Ionenbewegungsgleichungen (138) 
den Massenstrom J = 0 setzt, als Bedingung dafür, daß die Diffusion 
die elektrische Strömung kompensie1·t, oder was dasselbe ist, daß 
der osmotische Druck den elektrischen Kräften das Gleichgewicht hält. 

Wir sehen an der letzten Ableitung, daß die Nernstsche Formel 
eigentlich nur für die Ionen gilt, die keinen Strom transportieren 
(vgl. Nr. 58 a) 407), da die andern irreversibel Joulesehe Wärme ent
wickeln. 

Die in der Formel auftretenden Konzentrationen sind die der 
freien Ionen. Sind Komplexionen mit dem Lösungsmittel H20 ge
bildet, so gilt 
(155) n(L) + X ll.u 0 = "_(L) • 

r+ r...... r"komplex' 

sind auch die Komplexionen genügend verdünnt (Nr. 12), so steht 
ihre Zahl zu der der freien Ionen in einem konstanten Verhältnis 
1: k, so daß 

(156) 

Es gilt also 

(157) 

auch 
RT c;, RT C'; - E= -·- -lg-- = --lg~--~ 
vF Ckomplex vF Cgesamt 

mit C' = ~~ C." = k + 1 C. 
0 k' 0 k 0' 

so daß man aus Gleichgewichtsmessungen Komplexbildung nicht ent
decken kann, solange C nicht anderweitig bekannt ist. 

4:9. Anwendungen. a) Konsentrationselemente. Wir stellen nun 
folgende Kette zusammen: Metall I Lösung C1 I Lösung 02 I Metall. Die 

1 s J 

beiden Elektroden sind gleich, auch die Lösungen unterscheiden sich 
nur durch die Konzentrationen. Es herrschen die Potentialdifferenzen, 

406) D. L. Chapman, Phil. Mag. 25 (1913), p. 475. 
406a) K. F. Herzfeld, Phys. Z. 21 (1920), p. 28, 61. 
407) Analog den obigen drei Ableitungen kann man auch die Barometer

formel auf 3 formal verschiedenen Wegen finden, nämlich 1. thermodynamisch, 
2. statistisch durch Aufsuchen der wahrscheinlichsten Verteilung bei gegebener 
Ge~amtenergie und 3. kinetisch durch Berechnung der einen Querschnitt passie
renden Molekülzahl. 



49. Anwendungen. 1087 

von links nach rechts gerechnet: An der Stelle 1: - E 1 = :J.lgi}-, 
1 

an der Stelle 2: - E 9 = f-]. lg g:, dazu in 3 das Flüssigkeitspotential 

(145) E.=RFT (1-2n)lgc.C.1 , also in Summe 
0 ~ i 

(158) E = 2nRT lgfL 
SIF Ci 

.Abgesehen von n, ist die rechte Seite von (158) vom Metall unab
hängig. Fließt ein Strom, so sucht er die Konzentrationen auszu
gleichen, an der Elektrode, welche in die verdünntere Lösung taucht, 
gehen also Ionen in Lösung. Chemische Umsätze finden nicht statt, 
die elektrische Energie stammt aus der osmotischen Arbeit, die vom 
Konzentrationsausgleich herrührt. 

Die Formel hat sich an zahlreichen Messungen bestätigt.408) 

Sie läßt sich auch benützen, um unbekannte Konzentrationen 
(z. B. bei Komplexsalzen) zu bestimmen (vgl. Nr. 21). 

Eine kinetische Theorie, die unsere Gleichungen (158) auf Grund 
der Brownschen Bewegung395) ableitet, hat Debye gegeben.408 '") 

Man kann (158) auch direkt durch Betrachtung der Arbeits
leistung in der ganzen Kette thermodynamisch ableiten, ohne auf die 
Potentiale an den einzelnen Grenzflächen einzugehen, indem man be-

achtet, daß beim Durchgang von F. Coulomb je ~ Kationen und 
" Anionen aus der konzentrierteren in die verdünntere Lösung über-

gehen. 
b) Zwei verschiedene Meta:Uelektroden. Die betrachtete Kette sei 

folgendermaßen zusammengesetzt: 

Metall1j Salzlösung von Metall1, 01 \ Salzlösung von Metall 2, 021 Metall2. 
1 s ll 

Das Diffusionspotential an der Stelle 3 wollen wir der Bequemlich
keit halber hier und auch weiterhin durch einen der in Nr. 4:6 er
wähnten Kunstgriffe ausgeschaltet denken. Sonst ist es einfach zu 
addieren. 

408) W. Nernst, 1. c.; .A. Ogg, Z. f. ph. Ch. 27 (1898), p. 285; F. Dolezalek, 
Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 321; G. Preuner, ebenda 42 (1903), p. 50; Unabhängig
keit vom ~<\.nion: B. Neumann, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. HJS; Methylalkohol alß 
Lösungsmittel: C. Dempwolff, Phys. Z. 5 (1904), p. 637. In geschmolzenen Salzen 
als Lösungsmittel (oft nur bei geringen Konzentrationen gut): A. Roshdestwensky 
u. W. C. Mc. Len·is, J. Chem. Soc. 99 (1911), p. 2138; 101 (1912), p. 2094; J. M. 
Bell u. A. L. Fe'ild, J. Am. Chem. Soc. 35 (1913), p. 715; Cl. Gm·don, Z. f. ph. Ch. 
28 (1899), p. 302; ll. M. Goodwin u. ll . .A. Wenttvorth, Phys. Rev. 24 (1907), p. 77; 
0. Sackur, Z. f. ph. Ch. 83 (1913), p. 305. 

408a) P. Debye, Phys. Z. 18 (1917), p. 144. 



1088 V 11. K. F. Hersfeld. Physikalische und Elektrochemie. 
, 

Dann herrscht an der ersten Grenzfläche das Potential - ~ T lg 0.001 , 
"1 1 

an der zweiten - !jl_'!'_ lgQC.I!.!' wo 0011 002 die zu· den Metallen 1 und 
11s I 

2 im Sinne der GI. (152) zugehörigen Größen 00 bedeuten. Hierzu 
kommt noch die Potentialdifferenz E12 an der Berührungsstelle beider 
Metalle außerhalb der Kette, doch pflegt man sie wegen ihrer Klein
heit nicht zu berücksichtigen. Es gilt exakt nach (149) und (150) 
für das Ionengleichgewicht in 1 und 2 und das Elektronengleich
gewicht an der Kontaktstelle 12 

E - _1_ ( (L) - <Ml) = _1_ ( (L) + (M) - <Ml) 
1 - 11 F f't+ fi-t+ v F 1-'t+ 11tl-'tE! 1-'u ' 

1 1 

1 1 
(149') E2 = v-;F (p.~L)- ~~-~~) = Vz E' (p,~L) + 112~~-~~1- /L~~), 

E12= ~ c~~-~~~-~~-~~). 
Also 

(149'') -E=E -E +E = _!____ (p.CLl- p.<Ml)- -~- (u<Ll- p.<HJ) 
1 2 12 v1 F 1+ t.A v,F•2F 2.A' 

Es sind also aus Gleichung (149") die auf die Elektronen bezüglichen 
Glieder verschwunden, bzw. an Stelle der Ionenpotentiale im Metall 
die Atompotentiale getreten. Das ist auch zu verlangen, denn beim 
virtuellen Umsatz an einer Elektrode allein sind die den abgegebenen 
(aufgenommenen) Ionen äquivalenten Elektronen in der Elektrode 
überschüssig (fehlen dort), während fü1· die ganze Kette sich das ge
rade kompensiert und die Übertrittsarbeit aus der einen in die andere 
Elektrode das Kontaktpotential liefert, das in (149") nicht expli
zite auftritt. Überhaupt beziehen sich alle thermodynamischen For
meln stets auf eine vollständige Kette und da auch alle Messungen 
sich auf solche beziehen, sind auch die Kontaktpotentiale richtig be
rücksichtigt. 

Zur Angabe der sogenannten Normalpotentiale pflegt man als 
die eine Elektrode nach dem Vorschlag von Nernst'09) eine soge
nannte Normalwasserstoffelektrode zu benutzen und setzt ihr Poten
tial Null. Dem Potential von Metallen, die gegenüber einer solchen 
sich in normaler Lösung ihrer Salze negativ laden, gibt man das 
negative Vorzeichen.409a) Sie haben also einen stärkeren Lösungsdruck 
als die W asserstoffelektrode. Man nennt sie auch unedle oder elektro
positive Metalle (letzteres, da sie ein besonders starkes Bestreben haben, 

409) W. Nernst, Z. f. EI. 7 (1900), p. 263. Für den Bau einer solchen Elek
trode sehe man die zitierten Lehrbücher. 

409a) Nach R. Luther. Doch wird auch das entgegengesetzte Vorzeichen 
benutzt. 
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positive Ionen zu bilden).410) An Stelle des angegebenen Nullpunktes 
ist auch die Normalkalomelelektrode nach Ostwald in Gebrauch.409b) 

Über die Frage, welches Potential diesen Elektroden wirklich 
zukommt, welcher Wert also zu den so gemessenen zu addieren ist, 
um den wahren zu bekommen, vgl. die zitierten Lehrbücher von Le 
Blanc, Förster nsw. 

Die gewöhnlichen Normalpotentiale gelten nur bei dicken Schichten 
der Elektroden. Besteht die Elektrode aus einem auf Platin nieder
geschlagenen anderen Metall, so nähert sich unterhalb einer Dicke 
von einigen ILIL das Potential dem des Platins.m) Jedenfalls hängt 
das mit einer Änderung der Haftintensität und damit der Größe U 
(Nr. 54:) zusammen. Ist nur mehr ein Teil der Oberfläche bedeckt, 
so haben wir das Verhalten einer Legierungselektrode (Nr. öO), wo
bei es thermodynamisch gleichgültig ist, ob es sich wirklich uni eine 
feste Lösung oder um einen Teil einer Molekularschicht handelt (Nr.lO). 

Auch aus zwei Elektroden des gleichen Metalls in verschiedenen 
Zuständen 1 und 2 läßt sich eine Kette zusammenstellen. Tauchen 
sie in die gleiche Lösung, so ist 

c 
(159) +vFE=P,tA-P,u=RTlg 001 , 

O! 

die instabilere Form mit höherem Potential geht in die stabilere über. 
Endlich entstehen Potentialunterschiede, wenn sich die beiden Elek
troden unter verschiedenem Druck oder auf verschiedenen Höhen be
finden.412) 

Zur direkten BereChnung der Potentiale aus thermodynamischen 
Daten wären, da die Größen p, der reinen festen Elektroden aus dem 
.Nernstschen Theorem bekannt sind, nur noch die der Lösungen nötig. 
Nun kann man sehr wahrscheinlich machen, daß die Ladung der 

409b) W. Ostwald, Lehrb. d. allg. Ch., 1. Aufl. Leipzig 1888, 2. Bd. p. 947. 
410) Für Isotope haben G. v. Hevesy u. F. Paneth, Wien. Ber. 124 (1915), 

p. 381 bis auf weniger als 10-4 Volt gleiche Werte gefunden. 
411) .A. Overbeck, Wied. Ann. 31 (1887), p. 337; K. Schreber, Wied. Ann. 36 

(1889), p. 662; J. Koenigsberger u. W. J. Müller, Phys. Z. 6 (1905), p. 844; 7 
(1906), p. 796. 

412) Th. Descoudres, Wied. Ann. 49 (1893), p. 284; 57 (1896), p. 232; R. R. 
Ramsey, Phys. Rev. 13 (1901), p. 1. Bei reinem Eisen unter Zug konnte keine 
Änderung nachgewiesen werden. Th. W. Richards u. G. E. Behr, Z. f. ph. Ch. 58 
(1907), p. 301. Formeln hierfür bei P. Duhem, Le potential thermodynamique, 
1886, p. 117; H. Gibault, Paris C. R. 113 (1891), p. 465; Lum. el. 42 (1891), p. 7, 
63, 174, 226; R. Gans, Ann. d. Phys. 6 (1901), p. 315; siehe auch R. Oolley, Pogg. 
Ann. 157 (1876), p. 370 u. 624; E. Eiehat u. R. Blondlot, J. d. Phys. (2) 2 (1883), 
p. 503; G. Gore, Phil. Mag. 35 (1893), p. 97; negativ: H. Wild, Pogg. Ann. 125 
(1865), p. 119. 
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Ionen ihre Entropie nicht verändert.415) Es gilt also nur die Entropie 
beliebiger Lösungen zu berechnen. Der erste Ansatz von Planck 414) 

hat noch keine Prüfung erlaubt, da die spezifischen Wärmen von 
Lösungen bei tiefen Temperaturen unbekannt sind. Herzfeld4) nimmt 
an, daß Lösungen die gleiche Entropie haben wie der Gaszustand bei 
gleicher Konzentration. Dabei ergeben sich Gruppen von Elementen, 
die untereinander gleiche, aber bis in die Zehntelvolt gehende Unter
schiede gegen die Messung ergeben, z. B. Zn, Cu+, Cu++ oder Ag, Tl, Pb. 
Ferner ergeben sich die Gruppen als identisch mit den Gruppen der 
Beweglichkeit. 

50. Gemischte Elektroden. Bisher haben wir einfache Elek
troden betrachtet. Nun bestehe die Elektrode aus zwei Metallen und 
tauche in eine Lösung beider Ionen. Dann sind nach Ostu:ald fol
gende Fälle möglich. 

I. Die beiden Metalle bilden ein mechanisches Gemenge. Dann 
muß sich an beiden Bestandteilen das gleiche Potential einstellen, 
sonst bilden sich Lokalströme, bis Gleichgewicht eintritt. Es muß 
dann gelten 41r;) 
(160) 

Da im allgemeinen 001 und 002 sehr verschieden sind, wird dies auch 
bei den 0 der Fall sein. Sei etwa 001 > 002 , also 2 das edlere. 
Dann wird, da 01 nicht sehr wachsen kann, 02 sehr klein werden 
müssen, d. h. es wird das edlere Metall fast vollstä.ndig niedergeschla
gen. Tauchen wir unsere Elektrode in eine Lösung des Ions 1 all
ein, so werden anfangs die Lokalströme eine sehr geringe Menge von 
2 in Lösung bringen müssen, bis die durch (160) geforderte Konzen
tration q~ erreicht ist; dabei ändert die äquivalente abgeschiedene 
Menge des Ions 1 die große Konzentration 01 nicht merklich. Um
gekehrt muß in einer Lösung von 2 fast alles niedergeschlagen wer
den. Es bestimmt also praktisch das unedlere Metall das Potential. 

Il. Bildet sich eine Legierung, so liegen die Verhältnisse ganz 
ähnlich, nur sind die Werte der ,.,_~> (d. h. der dadurch nach (150), 
(152) bestimmten Lösungstensionen) nicht mehr die gleichen wie im 
massiven Metall. Handelt es sich um eine verdii.nnte Lösung des einen 
Metalls (1)_ im anderen, so kann man416) 

413) W. Nernst, Die Grundlagen des neuen Wärmesatzes, Halle 1918, p. 154; 
K. F. Herzfeld, Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 261. 

414) M. Plan,ck, Thermodynamik, Leipzig 1917, p. 281. 
416) W. Nernst, Z. f. ph. Ch. 22 (1897), p. 539. 
416) Die Arbeit von W. Ramsay, Z. f. ph. Ch. 3 (1889), p. 359 hat gezeigt, 

da.ß die in Quecksilber gelösten Metalle einatomig sind. 
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(161) p,~~=!J-~:f>+RT1g01 ..t, d.h. 001 =K01 ..t (KvonOu unabhängig) 
setzen, während der Wert von p,~~ fast der gleiche bleibt wie beim 
reinen Metall. Die Bedingung (160) wird dann 

(162) - E = 1 - (uO(Ml- u0<LJ + RT 10' Cu- v p,<M)) 
111 Jj' • 1.4 • 1+ - 0 Cl 1 EI 

= _1 . (u'M)- V.!J-<Ml- p,O(L)- RT lg 0.) 
v1 F • 2..11 • EI I+ J • 

Sei 2 Quecksilber, 1 unedler als Quecksilber. Wenn trotz der 
Lösung die Stellung des Metalls in der Spannungsreihe gegen Queck
silber nicht geändert wird, also !1-~<fl + R T lg Cu> ~~~ bleibt, so be-
stimmt wieder 1 das Potential. ' 

Wir können so eine Koneentrationskette aus zwei Amalgamen des 
gleichen Metalls in der gleichen Lösung zusammenstellen, deren EMK. 

(163) +E=RTigC1 ~m) · 
vF C1 ..t 

ist. Der Strom sucht wieder die Konzentrationen auszugleichen. 
Jedenfalls ist aber wichtig, daß wir durch genügende Verdünnung 

jedes Metall beliebig edel machen können. 
Ist ein edles Metall in Quecksilber gelöst, so arbeitet die Kette 

als Konzentrationskette in bezug auf Quecksilber. 
Im allgemeinen kann man 

p,~~ = p,~~> + RT lgx, !'~M] = p,~<fl +-RTlg(_l- x) 

setzen und in grober Näherung p,~<fl, p,g~ von x unabhängig machen 
Ist v1 = v2 = v, so wird mit RT lg K 1 = p,~<f>- p,~{_fJ und entspre
chender Bedeutung von K 2 

(164) -E=RTlg~tKt __ _ 
vF K2 C1 +K1 02 ' 

also entsteht für K 1 = K 2 , d. h. sehr ähnliche Metalle, die Nernstsche 
Formel mit 01 + 01 , der Gesamtkonzentration.409) 418) 

In der Elektrode selbst stellt sich jedenfalls außer dem Gleich
gewicht für das erste Metall ein solches für das zweite 

"_(M) = n(Jf) + Va u(M) 
r"ll..d r2+ •• E! 

ein. Wenn durch dieses zweite Gleichgewicht i'Et abgeändert wird, än
dert sich auch das Kontaktpotential im Vergleich zum reinen Metall 1. 

417) Th. W. Richm·a, u. G. S. Forbes, Z. f. ph. Ch. 68 (1907), p. 683; Th. W. 
Bicha-rds, J. H. Wilson u. B. Garrod Thomas, Z. f. ph. Ch. 72 (1910), p. 129; 
ferner Th. W. Richarda u. G. Lewis, Z. f. ph. Ch. 28 (1898), p. 1; N. v. Türin, 
Z. f. ph. Ch. 6 (1890), p. 840; 7 (1891), p. 221; G. Meyer, Z. f. ph. Ch. 7 (1891), 
p. 477; Wied. Ann. 40 (1890), p. 244. 

418) G. v. Hevesy u. F. Paneth, Wien. Ber. 128 IIa (1914), p.1909; Phys. Z. 
15 (1914), p. 797; K. Fajans, Phys. Z. 15 (1914), p. 936. 

Encyklop. d. math. Wiasensch. V 1. 70 
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III Es bilde sich eine Verbindung, dann kommen drei Ionen
arten im Metall und der Lösung vor, nämlich- die der Komponenten 
und die der Verbindung. Zwischen diesen gilt die Dissoziationsglei
chung. Besteht bezüglich der erstgenannten beiden Ionen Gleich
gewicht, so auch für das dritte, wie man beim Hinschreiben der 
Potentialgleichung sofort sieht. Ausführliche Diskussion der V erhält
nisse, die irrfolge begrenzter Löslichkeit der beiden Metalle eintreten 
können, findet man im angeführten Lehrbuch von van Laar, p. 231 f.419 ) 

Bei all diesen Überlegungen ist vorausgesetzt, daß genügende Dif
fusion die Gültigkeit der Lösungsgesetze ermöglicht, vgl. Nr. 40.864) 

51. Gaselektroden. a) Die elektromotorische Wirksamkeit von 
Gasen. Auch Gase, sowohl Kationen bildende (H2) als auch Anionen
bildner (02 , die Halogene) können sich elektromotorisch betätigen.420) 

Wenn man ihre wässerigen· Lösungen, im Gleichgewicht mit Gas von 
1 Atmosphäre, zu einer Kette zusammenstellen würde, würde diese 
aber nicht wirken. Der Grund liegt in viel zu langsamer Nachliefe
rung der Ienen, die wohl auf dem Umweg über freie Atome erfolgt.431) 

Die einzige Möglichkeit, eine schnellere Einstellung des Gleichgewichts 
zu erreichen, liegt darin, das Gas in einem Medium zu lösen, wo das 
Gleichgewicht viel stärker von der Seite der Moleküle nach der Seite 
der Atome und Ionen verschoben ist, denn dann ist auch die Ein
stellungsgeschwindigkeit hinreichend. Als solche Medien genügen nun 
für Wasserstoff Metalle, besonders Platin und Palladium, für die 
Anionenbildner neben diesen auch Kohle, die bei Wasserstoft unwirk
sam bleibt.412) Es scheint ziemlich sicher, daß der Wasserstoff in den 
Platinmetallen größtenteils in Atome zerfallen ist und diese mit dem 

4,19) Weitere theoretische Arbeiten W. Reinders, Z. f. ph. Ch. 42 (1903), 
p. 225; 54 (1906), p. 609; J. J. van Laa·r, Amst. Ak. 1903, p. 558; Arch. 
Neerl. (2) 8 (1903), p. 296; F. Haber, Z. f. El. 8 (1902), p. 541; experimentell: 
M. Berschkowitsch, Z. f. ph. Ch. 27 (1898), p. 123; A. Ogg, Z. f. ph. Ch. 27 (1898), 
p. 285; W. Jäger, Wied. Ann. 65 (1898), p. 106; H. Bijl, Z. f. ph. Ch. 4-1 (1902), 
p. 641; E.S.Shepherd, J. ph. Ch. 7 (1903), p. 15; 1lf.Sack, Z. f. anorg. Ch. 34 (1903), 
p. 286; N. Puschin, Z. f. anorg. Ch. 56 (1908), p. 1; H. P. Oady, J. ph. Ch. 2 
(1898), p. 551; 3 (1899), p. 95; A. Schoeller, Z. f. EI. 5 (1899), p. 259; S. Lindeck, 
Wied. Ann. 35 (1888), p. 311, ferner die in Anm. 364 genannte Arbeit. 

420) W. R. Grove, Phil. Mag. (3) 14 (1839), p. 127. 
421) ·Wie weit man vom Gleichgewicht entfernt ist, erkennt man an der 

Betrachtung der kleinen Wasserstoffdichte, die mit Wasserdampf im Gleich
gewicht ist. 

4,22) A. Nobis, Diss. Dresden 1909. Es scheint plausibel, daß im Gleich
gewicht Wasserstoffion (Halogenatom) + Elektron~ Wasserstoffatom (Halogen
ion) die rechte Seite bevorzugt ist, also die Ionenbildung bei den Anionenbildner 
leichter erfolgt. 
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zurück, doch ändert sich z. B. bei 0 2 das Potential noch nach Wochen. 
Bei 300° dagegen geht die Einstellung ohne Störung vor sich:'14) 

Für Messungen der Überspannung siehe die unten zitierten Ar
beiten.'35) 426) 

H. G. Möller426) hat gezeigt, daß die Überspannung der Ober
flächenspannung parallel geht, und schloß daraus, daß an die Elek
trode eine Haut von verdichtetem Gas anschließt, deren Druck die 
Überspannung entspricht und deren "Einsturz" irreversibel erfolgt. 
Foerstcr497) hat dagegen eingewandt,. daß bei dieser Erklärung der 
Überspannung in der Schicht unwahrscheinlich hohe Drucke (bis 
1040 atm.) herrschen müßten. 

c) Gaskonzentrationsketten. Man kann aus Gaselektroden ganz wie 
bei den Amalgamen Konzentrationsketten herstellen, für die die For
mel gilt: 

(167) E = + _R_I_lg 0• 
--2"'F C,' 

wo die 0 die Gaskonzentrationen bedeuten, positives oder negatives 
Vorzeichen sich auf Kationen oder Anionen bildende Gase beziehen 
und der Nenner 2 von der Zweiatomigkeit herrührt. 

Die Formeln (166) und (167) sind oft geprüft438), doch ist nur 
an ~-Elektroden die Übereinstimmung stets gut. 

Da in wässerigen Lösungen stets H+ und OH- Ionen vorhanden 
sind, werden sich alle Metallelektroden im Gleichgewicht nach den 
für gemischte Elektroden gültigen Gesetzen mit Wasserstoff und 
Sauerstoff beladen. Man kann sie dann stets als Wasserstoff- oder 
Sauerstoffelektroden berechnen. 

424) F. Haber, Z. f. El. 12 (1906), p. 415; F. Haber u. F. Fleischm.ann, Z. f. 
anorg. Ch. 51 (1906), p. 245; F. Haber u. G. W. A. Foster, Z. f. anorg. Ch. 51 
(1906), p. 289. 

425) E. Pirani, Wied. Ann. 21 (1884), p. 64; W. A. Caspari, Z. f. ph. Ch. 
SO (1899), p. 89; E. Müller, Z. f. anorg. Ch. 26 (1900), p. 1; A. Coehn u. K. Dannen
berg, Z. f. ph. Ch. 38 (1901), p. 609; A. Thiel u. E. Breuning, Z. f. anorg. Ch. 83 
(1913), p. 329. 

426) H. G. Mölle'r, Ann. d. Phys. 25 (1908), p. 725; Z. f. ph. Ch. 65 (1909), 
p. 226. 

427) F. Foerster, Lehrbuch, 2. Aufi., p. 279. 
428) F. Smale, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. 577; 16 (1895), p. 562; L. Glaser, 

Z. f. El. 4 (1897), p. 355, 373, 424; V. Czepinski, Z. f. anorg. Ch. 30 (1902), p. 1; 
E. Bose, Z. f. ph. Ch. 84 (1900), p. 701; 38 (1901), p. 1 u. 28; E. Müller, Z. f. 
ph. Ch. 40 (1902), p. 158; Th. Wulf, Z. f. ph. Ch. 48 (1904), p. 87; J. Macintosh 
nach Jahn, Lehrbuch d. El., p. 387. Ältere Literatur bei Bose l. c. N. E. Loomis 
u. S. F . .4crec, J. Am. Chem. Soc. 38 (1916), p. 2391. 
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62. Oxyda.tions- und Reduktionspotentia.le. Einige Elemente 
vermögen mehrere verschiedenwertige Ionen zu bilden (Eisen Fe++ 
und Fe+++, Kupfer Cu+ und Cu++, Quecksilber Hg2 ++ und Hg++). 
Wir können z. B. eine Kupferelektrode als gemischte Elektrode aus 
Cu+ und Cu++ auffassen, in der Gleichgewicht zwischen den einwer
tigen Ionen Cu+ und ihren Dissoziationsprodukten, nämlich den zwei
wertigen Ionen und den Elektronen, besteht: 

IL(M) = u(.M) -f- uPlJ 
r+ '++ 'EI • 

Betrachtet man die einzelnen Ionenarten für sich, so gilt nach (154) 
für das Potential an der Elektrode 

(168) E1 =---: :~lg~t, E 2 =-~~In%~, 
1 1 ! 2 

wo 0011 009 die jeder Ionenart entsprechenden Größen sind. An der 
Metallelektrode als einer gemischten Elektrode müssen sich nach (160) 
die Konzentrationen so einstellen, daß E 1 = E 2 wird, also 

(169) ljl_T_ lnQo-1 = RT lngo_!. 
111 F 01 v2 F 0 1 

Durch die Konzentration eines Ions ist das Potential und damit 
auch die Konzentration des anderen gegeben. Tauchen wir aber in 
eine Lösung, die die beiden Ionen in beliebigem Verhältnis enthält 
(nicht in dem Gleichgewichtsverhältnis (169)), eine Platinelektrode 
statt einer Kupferelektrode, so scheidet sich auf ihr eine bestimmte 
Menge Cu aus, und diese Menge (und damit das Potential) kann sich 
so einstellen, daß das Konzentrationsverhältnis bestehen bleibt. Neh
men wir an, daß das Verhältnis der Lösungstensionen 001 (x) von Cu+ 
und 002(x) von Cu++ unabhängig sei von der Menge x des abgeschie
denen Kupfers, also 

(169') 001 (x): 002 (x) = K1 : K 2 , 001 (x) = Kd(x), C02 (x) = K 2{(x), 
wo f eine unbekannte Funktion ist, so sind die Gleichgewichtspotentiale 
nach (168) 
(170) EPt = - 1!._1: lg !fl f = - Rl' lg K,f' 

t>1 1! 01 t>2 F 02 

Elinlination von { ergibt 
(171) EPt=- RT_ 1 lgK' 01. 

F 111 -t>1 K 1 C, 

Die Formel wurde gut bestätigt.4ll9) Wenn man Strom mit dem Platin 

429) R. Peters, Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 193; K. Schaum, Sitzber. Nat. Ges. 
Marburg 1898, Nr. 7, p. 137; Z. f. EI. 5 (1899), p. 316; C. Fredenhagen, Z. f. 
a.norg. Ch. 29 {1902), p. 396; R . .Abegg u. J. F. Spencer, Z. f. anorg. Ch. 44 (1905), 
p. 379; W. Maitland, Z. f. El. 12 (1906), p. 263; R. Luther u . .A. 0. JJiichie, Z. f. 
El. 14 (1908), p. 82ft 
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als Kathode durchschickt, also das Potential von Pt negativer. macht, 
steigt die Menge des niederwertigen Ions, wobei der Mechanismus 
:vielleicht der ist1i80), daß durch die Doppelschicht die hochwertigen 
Ionen am Austritt aus der Elektrode stärker gehindert werden als die 
niederwertigen. Einen Prozeß, bei dem die positive Ladung eines Ions 
steigt, nennt man in übertragenem Sinn Oxydation, den umgekehrten 
Vorgang Reduktion. 

Luther'31) hat darauf hingewiesen, daß die Arbeit die gleiche 
sein muß, ob man das Metall direkt in das Ion 2 überführt oder auf 
dem Umweg über 1. Daher gilt 

Es= E1"1 + Ept("t-111). 
~'t 

~2 liegt also stets zwischen E 1 und EPt. 

Beziehung (171) wurde von Luther und Wilson 481) sowie von 
lmmerwahr432) geprüft. 

Taucht man in eine Lösung, die etwa einen Kupferstab in Cupri
ionen (und natürlich damit nach (169) in Gleichgewicht befindlichen 
Cuproionen) enthält, eine Platinelektrode, so stellt sich an ihr das 
Potential (171) ein, nur gilt jetzt zwischen 01 und 02 die Gleichge-

wichtsbeziehung (169) für die Cu-Ionen. Aus (169') folgt ~1 = g01
1 

I 01 

wobei 001 und OOll die in (168) gemeinten Werte für massives Kupfer 
sind; hieraus und aus (169) und (171) findet man leichtE= E 1 = E 2 , 

die Platinelektrode nimmt das Potential des Kupferstabes an.4ss) Das 
ist auch selbstverständlich, sonst würde beim Schließen der Kette ein 
Strom fließen, der die Pt-Elektrode mit einer massiven Kupferschicht 
bedecken würde. Diese schon von Luther gefundene Potentialüber
tragung wurde von Fr. Fischer'34) eingehend untersucht. 

In einer wässerigen Lösung sind stets auch H+ und OH- Ionen 
vorhanden. Es werden daher, um beim Beispiel der Cu-Ionen zu 

430) Doch hat Hevesy nachgewiesen, daß in der Lösung direkt Ladungs
tausch zwischen den verschiedenwenigen Ionen erfolgt; G. v. Hevesy u. L. Zeck
meister, Z. f. El. 26 (1920), p. 161. 

431) R. Luther, Z. f. ph. Ch. 34 (1900), p. 488; 36 (1901), p. 885. 
432) 01. Immerwahr, Z. f. anorg. Ch. 24 (1900), p. 269. 
433) Das beweist andererseits, daß Ktf bzw. Ktf auch bei so kleinen ab

geschiedenen Mengen, daß kein tlberzug entsteht, den gleichen Wert wie für 
massives Metall annehmen kann. Es scheidet sich eben soviel aus, daß diese 
Beziehung besteht, sonst kann die Elektrode nicht gleichzeitig mit 01 und 01 

im Gleichgewicht sein. 
434) Fr. Fischer, Z. f. ph. Ch. 52 (1906), p. 66. 
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bleiben, auch Reaktionen nach folgenden Gleichungen erfolgen: 

a) 2Cu+ + 2H+ ~ 2Cu++ + H1 

b) 2Cu+ + ~~ + H20 ~ 2Cu++ + 2HO-. 

Entsprechend der Wasserstoffionenkonzentration und dem Poten
tial der Platinelektrode wird sich diese mit Wasserstoff beladen, und 
zwar wird das chemische Potential des Wasserstoffs gerade der Um
setzung a) entsprechen, wie das Hinschreiben der Gleichgewichtsbe
dingung und des Elektrodenpotentials sofort zeigt. Das gleiche gilt 
iür die Sauerstoffreaktion b). Nernst436) hat daher angenommen, daß 
das Potential solcher Oxydations-(Reduktions )elektroden durch Ab
scheidung von H (0) aus der Lösung zustande kommt. Natürlich 
führt diese Auffassung zum gleichen Resultat für das Gleichgewichts
potential und gibt nur einen anderen Mechanismus der Potentialein
stelluug. Foerster431) macht indessen den Einwand, daß Formel (1 71) 
auch in nichtwässerigen Lösungen (Pyridin) gilt:'36) 

Außer den eben besprochenen gibt es noch andere Möglich
keiten 436) 499)•142), bei denen Oxydations- oder Reduktionsprozesse sich 
elektromotorisch betätigen. In diesen Fällen dürfte es das einfachste 
sein, die eben beschriebene Wasserstoff-, bzw. Sauerstoffbeladung als 
den primären Vorgang anzusehen. Daß sie tatsächlich eintritt, haben 
Nernst und Lessing dadurch gezeigt436), daß das Gas von der be
ladenen Seite eines dünnen Palladiumbleches nach der anderen durch
diffundierte. 

Solche Vorgänge gehen anfangs offenbar in der ganzen Lö
sung vor sich, zwar irreversibel (da das gebildete ffs weggeht) aber 
sehr laugsam. An der Elektrode kann sich der Vorgang dauernd 
abspielen, weil dort die gebildeten OH- durch die Umsetzung 

485) W. Nernstu. A. Lessing, Gött. Ber.1902, p. 146; vgl. G. Bredig, Maand
blatt v. Nat. 1894. 

486) R. Abegg u. J. Neustadt, Z. f. El. 15 (1909), p. 264; Diskussion Z. f. El. 
16 (1910), p. 520. 

487) F. Foerster in seinem Lehrbuch, 2. Aufl., p. 175. 
488) W. D. Baneroft, Z. f. ph. Ch. 10 (1892), p. 387; W. Nernst u. 0. Sand, 

Z. f. ph. Ch. 48 (1904), p. 601; 0. J. Thatcher, Z. f. ph. Ch. 47 (1904), p. 641; 
0. Flaschner, Monatshefte 28 (1907), p. 209; F( Haber, Z. f. ph. Ch. 32 (1900), 
p. 193; R. Ruß, Z. f. ph. Ch. 44 (1903), p. 641; W.Löb, Z. f. ph. Ch. 34 (1900), 
p. 641 schreibt den Metallionen den Hauptanteil an der Potentialbildung zu. 
W. Löb u. R. Moore, Z. f. ph. Ch. 47 (1904), p. 418 und J. Tafel, Z. f. ph. Ch. 
34 (1900), p. 187 nehmen eine Wirkung der Ionen an der Elektrodenober
fläche an. 

439) 0. F. Tower, Z. f. ph. Ch. 18 (1895), p. 17. 
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2 OH--- ~ 0 2 + H20 uuter elektrischer Arbeitsleistung verschwinden 
können. 

Unter je höherem Druck der entwickelte Wasserstoff (Sauerstoff) 
steht, je niedriger (höher) also das Potential ist, desto stärker ist das 
Reduktions-(Oxydations )mittel.488) 

Ist das Potential höher als das der Sauerstoffelektrode, d. h. ist 
das Oxydationsmittel mit 0 2 von höherem als Atmosphärendruck 1m 

Gleichgewicht, so entwickelt es von selbst 0 2• 

Häufig werden verschiedene Reaktionswege nebeneinander mög
lich sein, die aber alle zum gleichen Resultat führen, da im Gleich
gewicht die chemischen Potentiale gleich sind und nur diese in die 
EMK. eingehen. 

53. Chemisches Gleichgewicht und Potentiale der ganzen Kette. 

Die zuletzt besprochenen Erscheinungen lassen sich auch durch For
meln beschreiben, mit denen van t'Hoff 1886 die Potentiale in Zu
sammenhang mit den Abweichungen vom Gleichgewicht gebracht 
hat.294) Wir müssen nun die ganze Kette betrachten, ohne die Po
tentialdifferenzen zu lokalisieren. Mit dem Durchgang der Elektrizitäts
menge F sei der Umsatz verknüpft 

a1 A1 + a2 A 2 + · · ·- b1B1 + b2 B 2 + · · ·, 
dann lautet die Gleichgewichtsbedingung 

(172) a1 /L.A, + a2 /LA, + · · · - b1 /Ln,- b2/Ln,- · · · = EF. 

Kann man den gleichen Umsatz (bei anderer Anordnung) erzielen, 
ohne daß elektrische .Arbeit geleistet wird, so treten im Gleichgewicht 
andere Konzentrationen auf, für die mau eine Beziehung erhält, wenn 
man E = 0 setzt, nämlich 

(173) 

Subtrahiert man das von (172), so fallen alle Glieder, die sich auf 
reine kondensierte Stoffe beziehen, weg, da für sie !L = IL' ist; wir 
denken uns diese Glieder also im folgenden weg. Sind im übrigen 
nur verdünnte Lösungen vorhanden, so ist 

(174) 
c 

"'- u' = RT 10" ·-
r- ' '=' C'' 

wo die C' nach (173) zueinandergehörige Gleichgewichtskonstanten 
sind. Es wird also 

(175) EF = RT(a1 lgCA, + al!lgC.A, + · · ·- b1 lgCe, -· · · ·) 

- RT(a1 lg~, + a:IgC~" + · · ·- b1 lgC~,- · · ·), 



53. Chemisches Gleichgewicht und Potentiale der ganzen Kette. 1099 

c'alc'a. 
oder, da die Gleichgewichtsgleichung nach Nr. 12 ~; ~ = K lautet, 

c ~c • 
B1 B. 

( 
C01 ca• ) 

EF= RT lg-..t~·- -Io-K · 
ob~ cb• o 

B1 B 2 

(176) 

Es mögen z. B. zwei Zn-Elektroden in zwei sich berührende 
Lösungen eines Zinksalzes in Wasser und Phenol tauchen. Im 

Verteilungsgleichgewicht (Nr. 35) gilt die Gleichung gi = K; Ketten, 

in denen dieses Gleichgewicht erreicht ist, haben also die EMK. 
null.440) Außerhalb des V ert.eilnngsgleic.hgewichtes gilt nach (176) 

(177) 

Ähnlich verhält sich das System m) 

Ag I AgClreet I AgClgesättigi I Ag. 

Auch hier ist wegen der Sättigung ( 0 = C) die EMK. null. Daran än
dert sich auch nichts, wenn wir zu der gesättigten Ag Cl-Lösung noch CI-
Ion im Überschuß (Konzentration 0) setzen, so daß OAgOCl = K (Nr. U) 

bleibt. Da an der rechten Ag-Elektrode das :Potential- RJ lg ~~:: 
(Nr. 4:8) herrscht, ist das Potential an der mit festem AgCl bedeclcten 
linken Ag-Elektrode 
(178) - ~ lgQ~!! = _ll,_T_ Ia CmCoAg. 

F CAg F ° K ' 

eine solche Elektrode ist für das Anion CI- ttmkehrbar (umkehrbare 
Elektrode II. Art). 

Ein komplizierterer Fall ist 

Tl I TlClteat I KCll KSCN I TlSCNrest I Tl.442) 

Die Umsetzung geht nach der Gleichung 

TlCireot + KSCN--+ TlSCNrest + KCL 

440) R. Luther, Z. f. ph. Ch. 19 (1896), p. 529, dort auch experimentelle 
Bestätigungen; ferner E . .Abel, Z. f. ph. Ch. 66 (1906), p. 612. 

441) F. Haber, Ann. d. Phys. 26 (1908), p. 927. 
442) C. Knüpfer, Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 255. Weitere Beispiele: .A. Find

lay, Z. f. ph. Ch. 34 (1900), p. 409; F.Haber u. R. Rup, Z. f. ph. Ch. 47 (1904), 
p. 267; V. Rothmund, Z. f. ph. Ch. 31 (1899), p. 69; G. N. Lewis, Z. f. ph. Ch. 65 
(1906), p. 466; .A. J . .Allmand, Z. f. EI. 16 (1910), p. 264; 0. Sackur u. E. Frit;
matm, Z. f. EI. 15 (1909), p. 842; R. Luther u. V. Sammet, Z. f. EI. 11 (1905), 
p. 293; R . .Abegg, Z. f. EI. 13 (1907), p. 440; P. P. Fedotieff, Z. f. anorg. Ch. 69 
(1910), p. 22; K. JelliMk, Z. f. El. 17 (1911), p. 167; L. Kovach, Z. f. ph. Ch. 80 
(1912)1 p. 107; V. Sammet, Z. f. ph. Ch. 53 (190ö), p. 641; J. N. Brönsted Z. f. 
ph. Ch. 66 (1909), p. 84, 744. 
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Im Gleichgewicht wäre bei gesättigtem TlCl, TlSCN 

O'c; K 0'0' K 1 OscN K! K Tl Cl = ll Tl SCN = 21 a SO - 0-,-- = K = 1 
Cl 1 

welche Zahl sich aus der Löslichkeit direkt bestimmen lä.ßt. Dann wird 

RT( OscN) (179) E = F - lg K + lg 001 · 

Den Umstand, daß beim Gleichgewicht E = 0 wird, kann man 
zur B.estimmung von Umwandlungspunkten benutzen, indem man etwa 
folgende Kette bildet: 

Zn I ZnSO" mit ZnS04 • 7 aq als Bodenkörper I 
Zn804 mit ZnSO, · 6 aq als Bodenkörper I Zn 

und die Änderung von E mit der Temperatur beobachtet.""S) 

54:. Berechnung der EMK. aus anderen Größen, konzentrierte 
Lösungen. Endlich haben wir eine Reihe von Fällen zu besprechen, 
in denen man ohne Rücksicht darauf, ob die Lösungen verdünnt sind, 
die EMK. aus anderen Größen zu bestimmen sucht und die Ionen
konzentrationen nicht einführt. 

a) Bei gesättigten Lösungen mit festem Bodenkörper finden alle 
Umsetzungen nur zwischen reinen kondensierten Stoffen statt, das 
Nernstsche Theorem gestattet die vollständige Berechnung der che
mischen Potentialdifferenzen aus der Wärmetönung und den spezi
fischen Wärmen (Gleich. (18)) 

T T 

(180) Ege•.F=~.u=ll0 -J;.~[~~-dT+p~-r · 
Hier ist also die in (176) aus der Erfahrung zu bestimmende Gleich
gewichtskonstante K aus dem Nernstschen Theorem berechnet. 

Sind die gesättigten Lösungen genügend verdünnt, so gestattet 
die Kenntnis ihrer Konzentration Oges. den Übergang zu beliebigen 
Konzentrationen 0 mitteist 

E - Eges. = """"'R ~ lg _Q_ • 
~ 'JIF Oges. 

Die theoretische Berechnung der Löslichkeit erfordert wieder Kennt
nis der Entropie der Lösung und führt auf diesem Umweg zur glei
chen Formel wie die direkte Rechnung. Gleichung (180) ist an zahl
reichen Beispielen geprüft und stets sehr gut bestätigt.""') 

443) E. Cohen, Z. f. ph. Ch. 14 (1894), p. 53; 34 (1900), p. 179; E. Cohen 
u. G. Bredig, Z. f. ph. Ch. 14 {1894), p. 535; J. H. van t'Hoff, E. Cohen, G. Bredig, 
Z. f. ph. Ch. 16 (1895), p. 453. 

444) W.Nernst, Berl. Ber.1909, p. 247; F. Halla, Z. f.El.14 {1908), p. 411; 
17 (1911), p. 179; W. Nernst, Z. f. El. 16 (1910), p. 517; .A. Magnus, Z. f. El. 16 
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b) Der zweite Fall betrifft Reaktionsprodukte mit merklichem 
DamlJf'druck. Untersuchen wir z. B. die Kette H2 I HCl I Cl2 , so hat 
die Salzsäure über ihrer wässerigen Lösung eine gewisse Konzentra
tion aHCl und diese ist im Geichgewicht mit (sehr kleinen) Konzen
trationen OH.. von H2 und Oc~s von Chlor. Es ist dann in unserer For
mel (175) für die a zu setzen OH., Om., OHm, für die 0' entsprechend 
Off., 0(;~, O~m = OHc1; das ergibt 

(181) BT CH,Cc1, E = ----lg --· 
'JF Cff.Cci, 

Nun kann man die OH.. und Oc1. auch nach den theoretischen For
meln berechnen 445), die aus dem Nernstschen Theorem folgen. So
mit ist E bekannt, wenn man OH.01, die Dichte des HCI dampfes über 
der Lösung, kennt. 

Eine ganz analoge Formel gilt für die Knallgaskette, nämlich 

(181') BT Ci Co 
E=4F 1gc,:a,·· 

H 2 0 2 

Da die Konzentrationen 0' sich ebenso wie vorher finden lassen, 
kommt man auf diesem Wege zu einem einwandfreien Wert für die 
Sauerstoffelektrode, die sonst der direkten Ermittlung große Schwierig
keiten in den Weg setzt. 

c) Die dritte Gruppe bilden reine Konzentrationsketten beliebiger 
Konzentrationen, die schon HelmhoZtz 446) der Berechnung zugänglich 
machte, indem er sie als Konzentrationskette in bezug auf Wasser 
ansah. 

Bei einem Konzentrationselement (Nr. 4:9a) werden beim Durch
gang der Elektrizitätsmenge vF n_ Mol Salz aus der Umgebung 
der Kathode zur Anode geschafft, abgesehen davon, daß Metall ohne 
Arbeit oder Energieänderung von der Anode zur Kathode geht. n_ 
ist die Überführungszahl des Anions und kann von der Konzentration 
abhängen. Dasselbe Resultat können wir auch erreichen, wenn wir 
die entsprechende W assarmenge in umgekehrter Richtung bewegen. 
Sei die Menge Wasser, die auf ein Mol Elektrolyt kommt, in Molen 

(1910), p. 273; F. Pollitzer, Z. f. EI. 17 (1911}, p. 5; 19 (1913), p. 513; U. Fischer, 
Z. f. anorg. Ch. 78 (1912), p. 41; L. Wolff, Diss. Berlin 1913; Z. f. EI. 20 (1914), 
p. 19; H. Braune u. F. Kore(, Z. f. anorg. Ch. 87 (1914), p. 175. 

445) M. Bodenstein u. A. Geiger, Z. f. ph. Ch. 49 (1904), p. 70; W. Nernst 
u. H. v. Wartenberg, Z. f. ph. Ch. 66 (1906), p. 634; R. Wegscheider, Z. f. ph. Ch. 
79 (1912), p. 223. 

446) H. v. Helmholtz, Berl. Monatsber. 'J6./XI. 1877; Wied. Ann. 3 (1878), 
p. 201; Ges. Abh I. p 840; Berl. Ber. 27 .fVII. 1882; Ges. Abh. II, p. 979. 
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ausgedrückt m ( C), dann ist die Gleichgewichtsbedingung 

vF dE = n_m(C) dp,n..o, 
.A 

(182) vF E Jn_ m(C) dp,H.o, 
Ka 

zu integrieren von der Kathode zur Anode. Nun ist das Wasser 
dauernd mit seinem Dampf im Gleichgewicht, es gilt also 

1-'H.O = P,Dampf· 

Es ist aber nach (Bryan 158) für konstantes T 

(183) dp,nampf = VodP · 

Führen wir das in (182) ein, so erhalten wir die Formel von Helmlwltz. 
Setzt man andererseits die Werte für verdünnte Lösungen ein, 

so wird man wieder auf die Nernstsche :E'ormel (158) zurückgeführt. 
Jaltn 447) hat dabei in der Entwicklung das quadratische Glied der 
Konzentrationen beibehal,ten. 

Helmholte konnte seine Formel an Messungen von J. .1Jtioser448) 

prüfen und bestätigen. Auch Dolezalek449) hat die Akkumulatoren 
nach dieser Formel berechnet. 

55. Das Elektronengleichgewicht. Betrachten wir eine Kette 

Metall 1 I Ionen 1 I Ionen 2 \ Metall 2 
I III II 

so wissen wir, daß in bezug auf die positiven Ionen an den Grenzen 
I und II Gleichgewicht herrscht. Das folgt daraus, daß sich bei 
Änderung der Zahl der positiven Ionen sehr schnell die Gleich
gewichtsbedingung (Nr. 4:8) 

- v1 FE1 = .u~1~ - P-W , - v 2F E2 = p,~1~- p,~L~ 

einstellt. An III herrscht kein Gleichgewicht. Das in III bestehende 
Flüssigkeitspotential, das mit dem Gleichgewicht nichts zu tun hat, 
wollen wir uns durch eines der in Nr. 4:6 angegebenen Mittel unter
drückt denken. 

Im Innern jeder einzelnen Elektrode wird nun zwischen positiven 
Ionen und Elektronen einerseits, neutralen Atomen andererseits, Gleich
gewicht herrschen. Wir haben nun noch zu betrachten, inwieweit für 
die beiden letztgenannten Bestandteile sich das Gleichgewicht herstellt. 

Zwischen zwei Metallen herrscht bei direkter Berührung Elek
tronengleichgewicht, wenn ihre Potentialdifferenz gegeneinander das 

447) H. Jahn, Grundriß der Elektrochemie 1905, p. 345. 
448) J. Moser, Wied. Ann. 3 (1878), p. 216; 14 (1881), p. 62. 
449) P. Do7ezale1:, Wied. Ann. 65 (1898), p. 894. 
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Kontaktpotential E12 beträgt. Da es für das Gleichgewicht gleich
gültig sein muß, ob sich die beiden Metalle direkt oder durch V er
mittlung zweier Lösungen berühren, so folgt, daß nur dann zwischen 
beiden Elektroden Elektronengleichgewicht herrscht, wenn 

(184) 

also die gesamte EJJIK (N r. 4:9 b) gleich null ist. Da dies im allge
meinen nicht der Fall ist, besteht für gewöhnlich kein Elektronen
gleichgewicht. Das Resultat der Überlegung ist auch sehr einleuch
tend, denn beim Schließen der Kette ist es gerade der Umstand, daß 
die Elektronen nicht im Gleichgewicht sind, der einen arbeitsliefern
den Strom fließen läßt. 

Wir müssen jetzt fragen, an welcher der drei Grenzflächen I, II, 
III sich das Gleichgewicht nicht einstellt. Es scheint sehr unwahr
scheinlich, daß es nur die Grenze Ill ist; denn diese ist für Elek
tronen in keiner Weise ausgezeichnet, auch müßten sich dann in man
chen Fällen in den Lösungen merkliche Elektronenmengen befinden, 
die sich optisch bemerkbar machen würden. Wir kommen also zu 
dem Schluß, daß die Elektrodenoberflächen fiir Elektronen praktisch 
undurchlässig sind. 

Was die Atome betrifft, so haben wir für sie die Gleichgewichts
einstellung an der Elektrodenoberfläche zwischen Metall und Lösung 
und die Gleichgewichtseinstellung zwischen Atomen, Ionen und Elek
tronen in Lösung. Da die Elektronen in der Lösung, wie eben be
sprochen, nicht im Gleichgewicht sind, muß offenbar einer der beiden 
angeführten Prozesse nicht genügend rasch gehen. 

In einem System, in dem für alle verschiebbaren Bestandteile 
Gleichgewicht herrscht, gilt die Spannungsreihe; in ihm kann ohne 
Temperaturdifferenzen kein Strom entstehen. 

Auch wenn die üblichen Vorstellungen über die Elektronenleitung 
in Metallen falsch wären, würde sich an diesen Betrachtungen nichts 
ändern. Der genauere Leitungsmechanismus hätte wohl nur Einfluß 
auf die speziellere Form der Größe !-Lt;>, von der wir nirgends Ge
brauch machen. 

56. Die Einstellungsgeschwindigkeit der Potentiale. Tauchen 
wir eine Metallelektrode in eine Lösung ihres Salzes, so wird sich 
wegen der geringen Ionenmenge 404), die zur Aufladung nötig ist, das 
Potential praktisch sofort einstellen. 

Wenn wir dagegen eine Elektrode in eine fremde Lösung tau
chen, so muß sich erst die gemischte Elektrode (Nr. 50) bilden (wenn 
auch nur an der Oberfläche), die Gleichgewicht ermöglicht. Hierüber 
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liegen keine systematischen Untersuchungen vor. Anhaltspunkte geben 
die Untersuchungen von F. Fiselter über Potentialübertragung184) so
wie Arbeiten von G. v. Hevesy 400), der fand, daß z. B. in einer 10-4 

normalen Pb(N08) 2 Lösung in 1 Minute etwa eine molekulare Schicht 
einer Bleielektrode ausgetauscht wird. Jedenfalls können wir aber 
sagen, daß, wenn man an einer Elektrode einen Teil der Lösung durch 
eine andere von gleichen Eigenschaften (Isotope) ersetzt418), sich das 
Potential nicht ändern wird, da die in der Zeiteinheit in Lösung 
gehende und abgeschiedene Ionenzahl sich nicht ändert. 

57. Elektrolyse. Schließen wir eine Kette, bestehend aus einer 
Salzlösung und Elektroden aus dem Material der Kationen und 
Anionen, durch einen StJ:omkreis, in den eine elektromotorische Kraft 
entgegengesetzt gleich der der Kette eingeschaltet ist, so herrscht 
Gleichgewicht. Erhöhen wir die EMK. nur um weniges, so geht die 
chemische Umsetung in der dem freiwilligen Verlauf entgegengesetzten 
Richtung. Die hierzu erforderliche "Zersetzungsspanmmg" ist also gleich 
dem Potential der Kette.451) 

So haben alle Sauerstoffsäuren die gleiche Zersetzungspannung402) 

1,68 Volt (infolge der Überspannung höher als die Knallgaskette ). 

Wir betrachten eine elektrolytische Zelle, d. h. eine Salzlösung, 
in die wir zwei unangreifbare mit einer äußeren EMK. verbundene 
Elektroden eintauchen, und untersuchen die Zunahme des Stromes 
bei Zunahme der angelegten EMK. von 0 an. Dann geht im ersten 
Moment ein Strom durch die Zelle, während sich die Elektrolysen
produkte an den Elektroden abscheiden. Es bilden sich aJ.so ge
misChte Elektroden.(N1·. 50). Ist die äuße1·e EMK. kleiner als die Zer
setzungsspannung, so hört der Strom auf, sobald die Elektroden 
jenen Zustand erreicht haben, in dem die EMK. der Kette gleich 
der angelegten EMK. ist. Da aber aus äußeren Gründen (W egdi:lfu
sion der Elektrolysenprodukte) dieser Zustand meist nicht erhalten 
bleibt, so fließt dauernd ein schwacher Strom, der die Verluste er
gänzt (Reststrom). So bleibt es bis zur Zersetzungsspannung. Da 
bei dieser die gemischte Elektrode mit einer massiven Schicht des 
abzuscheidenden Metalls bedeckt ist (bzw. das Gas den Partialdruck 
des äußeren Gases erreicht hat), so erfolgt von da ab eine glatte 
Elektrolyse. 

450) G. v. Hevesy, Wien. Ber. 124, math.-nat. Kl. Abt. IIa (1915), p. lllt. 
451) M. Le Blanc, Z. f. ph. Ch. 12 (1893), p. 333. Ausführliche Besprechung 

der Erscheinungen bei F. Foerster, Elektrochemie. 
452) M. Le Blanc, Z. f. ph. Ch. 8 (1891), p. 299 
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Oberhalb der Zersetzungsspannung müßte nunmehr der Strom 
linear mit der Spannung steigen (wenn der Widerstand konstant ist), 
da zur konstanten Zersetzungsspannung nur der Ohmsehe Spannungs
abfall hinzukommt. Das ist aber nicht der Fall, die Stromspannungs
kurven sind nach oben konvex; wenn man die Zelle schnell wechselnd 
mit der äußeren EMK. und einem Spannungsmesser verbindet, zeigt 
sie höhere Potentiale als im Gleichgewicht, sie ist "polarisiert11 (Nr. 58). 

Elektrolysieren wir statt einer einfachen Salzlösung eine ge
mischte, so wird bei einigermaßen verschiedenem Normalpotential das 
unedle Metall in sehr geringer Menge in der gemischten Elektrode vor
handen sein, also das edlere sich fast rein abscheiden. Nur wenn die 
Ionen des edleren in sehr geringer Konzentration vorhanden sind 
(was sich durch Anwendung von Komplexsalzen erreichen läßt), kann 
man das unedlere in beträchtlicher Menge zur Abscheidung zwingen. 
Ein anderes Mittel besteht in der Erhöhung der Stromdichte und da
mit der Polarisation (des unedlen Ions). Da in wässerigen Lösungen 
stets H+ vorhanden ist, könnte man eigentlich (bei gleicher Ionen
konzentration) nur Metalle abscheiden, die edler als H2 sind. Doch 
gestattet die Überspannung (Nr. 51) weiter zu kommen. 

Die Struktur des abgeschiedenen Metalls hängt von den äußeren 
Umständen ab, kleine Stromdichte gibt dichtes Gefüge. 

58. Polarisation.453) a) Konzentrationspolarisation. Wir betrachten 
eine Metallkathode 1 (z. B. Hg) in einer Lösung ihres Salzes (z. B. 
Hg2S04), die noch ein weiteres Ion 2 eines unedleren Metalls (z. B. 
Mg++) enthalten möge. Dann wird (Nr. 18, 4:6) ein Teil des Stromes 
durch Zuführung von Kationen 1 und 2, ein Teil durch Abtrausport 
von Anionen übertragen. An der Elektrodenoberfläche wird der ganze 
Strom von den Ionen 1 vermittelt, nachdem sich die sehr geringe 
zum Gleichgewicht nötige Ionenmenge 2 im ersten Moment an der 
Elektrode abgeschieden hat (Nr. 50). Infolgedessen findet in der Nähe 
der Kathode eine Anreichcrung von 2, eine Verarmung an Anion und 
Kation 1 statt; diese Prozesse dauern so lange, bis die osmotischen 
Kräfte den elektrischen das Gleichgewicht halten (Nr. 4:6, 4:8). Die 
Anhäufung des Kations 2 und die Verarmung am Anion bewirkt 
einen Überschuß an positiver Ladung in der Lösung und damit eme 
Verstärkung der Doppelschicht, also eine Vergrößerung von - E. :b'üJ 
das Kation 2 und das Anion gilt dann 

(185) 

453) Siehe den zusammenfassenden Vortrag von F. Kriiger, Z. f. El. 16 
(1910), p. 522. 
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wobei sich der Index i auf das Innere der Lösung, der Index a auf 
die Elektrodenoberfläche bezieht. Integriert man die Bewegungsglei
chung (140)-(143) für das Ion 1 unter Vernachlässigung des Poten
tialgefälles neben dem Diffusionsgefälle fiir den Fall gleicher W ertig
keit v aller Ionen v = v1 = v2 = v _, so findet man in erster Nähe
rung für die Stromdichte folgende Formel, wenn D die Diffusions
konstante,. 8 die Dicke der Diffusionsschicht ist: 

(186) . D Cil- Cat 
~ = ---- . ------- -- . 

vF Ii 

t5 kann fest, etwa durch eine Kapillare, vorgegeben sein oder durch 
äußere Umstände, z. B. Bewegen der Lösung, definiert werden. Eine 
Berücksichtigung der in der Nähe der Elektrode bestehenden Raum
ladungen gibt (praktisch meist bedeutungslose) Korrekturglieder.40&a) 
Die Formel wurde zuerst von Salomon 464) auf Grund der 'Überlegungen 
Jahns 465) mitgeteilt, später von Oottrell 456) aus anderen Überlegungen 
abgeleitet und mehrfach geprüft.457) Der Strom setzt erst ein, wenn 

E > E0 = RFT lg -0°•.1., also größer als die Zersetzungsspannung ist, 
11 a1 

hängt nach einer e-Potenz von der Polarisationsspannung ab und 
nähert sich für E = oo einem Grenzwert. Jahn hatte schon früher 
eine solche Formel für i gegeben.458) 

Unterbrechen wir den Polarisationsstrom und schließen die Kette 
kurz, so wirkt sie als Konzentrationselement in bezug auf das Anion 
und das Ion 2 (nicht in bezug auf das Ion 1, da dessen Konzentration 
an der Elektrode Oa 1 konstant die Sättigungskonzentration 001 ist). 

Die Differenz E - E0 leistet also in bezug auf Anion und Ion 2 
osmotische Arbeit, während sie in bezug auf Ion 1 Ohmscher Span
nungsabfall ist (dieser ist infolge der geringen Konzentration des Ions 
1, das allein den Strom überträgt, sehr groß, vgl. Nr. 18). 

b) Chemische Polarisation. Doch reicht diese Erklärung oft nicht 
aus, wie die von Le Blanc469) durch den Oszillographen auch bei ge
nügend großer Ionenkonzentration oft nachgewiesene Polarisation, die 
gleichzeitig an Anode und Kathode auftritt, zeigt. In einer Reihe von 

454) E. Salomon, Z. f. ph. Ch. 26 (1898), p. 366; 24 (1897), p. 65. 
465) H. Jahn, Grundriß d. Elektrochemie 1905, p. 417. 
456) F. G. Cottrell, Z. f. pb. Ch. 42 (1903), p. 385. 
457) E. B1·unner, Z. f. ph. Ch. 47 (1904), p. 56; F. Weigert, Z. f. ph. Ch. 60 

(1907), p. 618; U. Grassi, Z. f. ph. Ch. 44 (1908}, p. 460; W. Nernst u. E. MetTiam, 
Z. f. ph. Ch. 63 (1905}, p. 236; A. Eucken, Z. f. ph. Ch. 69 (1907}, p. 72. 

468) H. Jahn u. 0. Schönrock, Z. f. ph. Ch. 16 (1895), p. 45. 
459) M. Le Blanc, Abh. d. Deutsch. Bunsen-Ges. Nr. 8, Halle 1910. 
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Fällen, wie bei der Elektrolyse komplexe1· Salze, kann man ohne wei
teres zur Erklärung eine zu langsame Nachbildung des abgeschiedenen 
Ions anfiihren (z. B. bei dem Vorgang Cu(CN);--.. Cu+ + 2 CN-).460) 

Aber auch bei scheinbar einfachen Ionen ist zu bedenken, daß 
sie wahrscheinlich mit dem Lösungsmittel Komplexe bilden, so daß 
man die Umsetzung 1\I+ + xH20 ~ (MxH20)+ als langsam verlaufend 
ansehen kann.461) Auch das gibt wieder Anhäufungen der Komplex
ionen und daher indirekt Konzentrationspolarisation. 

Es ist auch die Ansicht ausgesprochen worden 462), daß die ano
dische Auflösung eines Metalles nicht durch direkten Übertritt der 
Metallionen in die Lösung vor sich geht, sondern durch primäre Ab
scheidung des Anions, das sich uann rein chemisch mit dem Elek
trodenmetall verbindet. Doch scheint die kinetische Auffassung filr 
einen direkten Austritt der Metallionen zu sprechen. 

c) Langsame Vm"f}änge in Gaselektroden (Nr. 51). Die bisherigen 
Polarisationsursachen lagen in der Lösung, sie können aber auch in 
der Elektrode liegen. Das ist besonders bei Gasen der Fall, wo die 
schon Nr. 51 erwähnte Überspannung eintritt. Die Gasionen treten 
aus der Lösung in das Metall der Elektrode ein und verwandeln sich 
in Atome, die Vereinigung dieser Atome zu Molekülen und ihr Aus
tritt aus der Elektrode in das Gas geht aber langsam vor sich (siehe 
dagegen Anm. 422 a); als Grund sind physikalische Vorgänge (Diffu
sion) oder eher chemische (Legierungs- bzw. Verbindungsbildung) an
zusehen. 

Die Legierung ist im Gleichgewicht mit nur geringen Konzen
trationen gelöster freier Moleküle und bildet diese daher langsam 
nach. Bei gröMrer Stromdichte werden so viel Gasatome in das Metall 
geschafft, daß mehr Legierung gebildet wird als zerfällt, daher steigt 
deren Menge bis zu einem stationären Zustand, in dem mehr vor
handen ist, als mit Gas von Atmosphärendruck im Gleichgewicht 
wäre. Infolgedessen ist auch das Potential entsprechend höher. Die 
Aufnahmsfähigkeit einer Elektrode hängt von ihrer Oberflächenbe
schaffenheit ab, die selbst durch den Vorgang wieder verändert wird. 
Das Volumen im Metall, das für die Gasaufnahme frei ist ( Adsorp-

460) M. Le Blanc u. K. Schick, Z. f. ph. Ch. 46 (1903), p. 218; Z. f. El. 9 
(1903), p. 636. 

461) G. Mie, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 381. 
462) 0. Sackur, Z. f. EI. tO (1904), p. 841; E. Schoch u. 0. P. Randolph, 

J. ph. Ch. 14 (1910), p. 719; F.Haber u. J.Zawadtki, Z. f. ph. Ch. 78 (1911), p. 228. 
Hier wird an der Grenzfläche: festes AgSO, 1 Ag starke anodische Polarisation 
nachgewiesen. 

EncykloJI. d. math. WiseenBch. V 1. 71 
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tionsvolumen mal) hängt von der schon vorhandenen Legierungsmeng'3 
ab. Infolge der Langsamkeit des Zerfalls klingt die Polarisation 
nach dem Ausschalten des polarisierenden Stromes nur allmählich ab, 
auch entwickelt die Elektrode noch nachträglich Gas. Über die ge
bildeten Verbindungen liegen besonders bei Sauerstoff zahlreiche Unter
suchungen vor.463) 

Ähnliche Erscheinungen treten auf, wenn die Gasheiadung in· 
direkt durch einen langsamen chemischen Prozeß geliefert wird 
(z. B. bei Reduktionen 464)). Haber hat filr diese Fälle die Gleichung 

R1' i 
E = a Fv 1g ·(] + konst. gegeben, wo der Erfahrungskoeffizient 

a < 1, i der Strom, 0 die Konzentration des maßgebenden Stoffes ist. 

d) Passivität. Bei den Metallen der J<~isengruppe Fe, Ni, Co 
und der Platingruppe Pt, Jr sowie Cr und Pd, schwächer bei V, 
Nb, Mo, W, Ru tritt die schon von J. Keir, dann von Wetzlar, 
l"'echner und Schönbein 465) gefundene und neuerdings oft unter
suchte466) Erscheinung ein, daß unter bestimmten Bedingungen, wie 
z. B. Behandlung mit Salpetersäure, das Metall edler erscheint al:; 
gewöhnlich. Dies äußert sich darin, daß das Metall von Säuren nicht 
angegriffen wird und als Anode nicht in Lösung geht, sondern 0 2 

entwickelt. Die gleichen Metalle zeigen aber auch Verzögerungen 
(hohe Polarisationen) bei kathodischer Abscheidung. Vor allem 
scheint Sauerstoffheiadung passivierende Wirkung zu haben, also die 
anodische Auflösung zu hemmen. Bei Verminderung der Sauerstoff
beladung geht dieser passive Zustand wieder verloren, am schnell
sten "aktivierend" wirkt Wasserstoffbeladung, ja diese erschwert so-

462 a) D. Reichinstein, Die Eigenschaften d. Adsorptionsvolumens, Zürich 1916. 
463) L. Wöhler, Z. f. anorg. Cb. 40 (1904), p. 423; Z. f. El. 15 (1909), p. 769; 

L. lVöhler u. W. Ft·ey, Z. f. El. 15 (1909), p. 129; G. Grube, Z. f. El. 16 (1910), 
p. 621. 

464) F. Haber, Z. f. pb. Ch. 32 (1900), p. 193; R. Ruß, Z. f. pb. Ch. 44 (1903), 
p. 641; F. Haber u. R. Ruß, Z. f. pb. Ch. 47 (1904), p. 257. 

465) J. Keir, Pbil. Trans. 80 (1790), p. 359; G. Wetzlar, Schweiggers Journ. 
f. Chem. Pbys. 49 (1827), p. 470; 55 (1829), p. 206; G. Fechner, ebenda 53 (1828), 
p. 141; F. Schönbein, Phil. Mag. 9 (1836), p. 53, 269; 10 (1837), p. 172; Pogg. 
Ann. 37 (1836), p. 390, 590; 38 (1836), l'· 444, 492; M. Faraday, Phil. Mag. 9 
(1836), p. 57' 122; 10 (1837), p. 175. 

466) Zusammenfassend: G. Fredenhagen, Z. f. ph. Ch. 63 (1908), p. l; 
F. Foerst&r, Abhandl. d. Deutsch. Bunsen- Ges. Nr. 2, Halle 1909; :l. f. El. 16 
(1910), p. 980; 17 (1911), p. 877; Elektrochemie, D. Reichinstein, Z. f. El. Bd. 15 
bis 21; E. G1·ave, Jabrb. f. Rad. u. EL 8 (1911), p. 91; Diskussion: Trans. 
Faraday Soc. 9 (1914), p. 203; G. lV. Benett u. W. S. Burnham, Z. f. El. 22 (1916), 

p. 377. 
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gar die kathodische Abscheidung und macht das Potential unedler. 
Ebenso wirkt eine Beimischung von Zink zum abgeschiedenen Me
tall.467). 

Faraday46~) führte diese Erscheinung auf eine schützende Oxyd
haut zurück, doch zeigte die optische Untersuchung~68) keine Unter
schiede nach der Passivierung, auch ist z. B. bei Ni kein unlösliches 
Oxyd mit passenden Eigenschaften bekannt. Le Blanc 469) erklärt die 
Passivität durch die unter b) besprochene Bildung von Ionenhydraten, 
die hier besonders langsam erfolgen soll. Eine verbreitete Ansicht 
nimmt als Grund die Bildung von Sauersloff'verbindungen(legierung~n) 
in der Elektrode an 470), die als "negative Katalysatoren" fiir den an 
sich trägen Übergang in Ionen wirken sollen, ohne daß diese Wir
kung sich näher erklären ließe. Für diese Deutung spricht eine Reihe 
experimenteller Tatsachen. 

Vielleicht könnte man annehmen, daß diese Oxyde mit dem 
freien Elektrodenmetall feste Lösungen bilden und so das chemische 
Potential des Metalls herabsetzen, in passivem Zustand wäre nur sehr 
wenig freies Metall vorhanden.471) .Andere Forscher erklären den pas
siven Zustand als normalen, dem gegenüber Wasserstoff zur Aktivie
rung nötig ist.m) 

Allerdings gibt es auch Fälle, wo tatsächlich Oxydhäute auf
treten (mechanische Passivität) 478), ja, manche Metalle, wie Alumi-

'67) Th. Richards u. G. E. Behr, Z. f. ph. Ch. 58 (1907), p. 801; R. Schild
bach, Z. f. EI. 16 (1910), p. 967; M. Schade, Diss. Dresden 1912; H. W: Toepffer, 
Z. f. EI. 6 (1899), p. 342; F. W. Küster, Z. f. El. 7 (1900), p. 257; 7 (1901), p. 688; 
E. P. Scltoch u. A. Hirsch, J. Am. Chem. Soc. 29 (1907), p. 314; w: Treadwell, 
Dias. Zürich 1909; lV. v. Escher, Diss. Dresden 1911. 

468) lV. Hittorf, Z. f. ph. Ch. 34 (1900), p. 385; W. J. Miille1· u. J. Koenigs
bergel', Z. f. El. 13 (1907), p. 659; 15 (1909), p. 742. 

469) M. Le Blanc, Lehrbuch p. 306. 
470) W. Muthmann u. F. Fraunberge1·, Münch. Ber. 34 (1904), p. 201; Freden

hagen, I. c. Anm. 466; E. P. Schoch u. C. P. Randolph, Anm. 462; F. Foerster, 
I. c.; F. Flade, Z. f. ph. Ch. 76 (1911), p. 513; 1/redenhagen, 1. c. und schon 
Z. f. ph. Ch. 43 (1903), p. 1 scheint die Wirkung der Gasbel!Ldung der einer Gas
haut gleichzusetzen. 

471) D. Reichinstein, Z. f. El. 16 (1910), p. 916; 19 (1913), p. 520. Dooh 
nimmt Reichinstein noch einen langsam verlaufenden chemischen Prozeß an. 

472) E. Grave, Z. f. ph. Ch. 77 (1911), p. 513, W. Ratf1ert} Z. f. ph. Ch. 86 
(1914), p. 567; F. Foerster, 1. c. 

473) F. Haber u. F. Goldschtnidt, Z. f. EI. 12 (1906), p. 49; K. E'lbs u. R. Nüb
ling, Z. f. El. 9 (1903), p. 776; W: J. Müller, Z. f. El. 16 (1909), p. 696; H. Gold
schmidt u. M. E'cka1·t, z. f. ph. Ch. 56 (1906), p. 885; E. Müller, Z. f. EI. 13 (1907), 
p. 133; C. Sprent, Disa. Dresden 1910; R. Goebel, Diss. Dresden 1912. 

71* 
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nium m), überziehen sich mit gut isolierenden sperrenden Schichten, 
was man zum Bau von Gleichrichterzellen benutzt. 

e) Annahme verzögerter Einstellung von Ionengleichgewichten. Man 
könnte ferner an eine verzögerte Einstellung des Gleichgewichts 
Ion+ Elektronen~ Atom innerhalb des Metalles denken475) oder an 
eine Verschiebung in der Art, daß höherwertige Ionen in größerer 
Zahl auftreten 476), endlich an eine Zusammenballung der Atome zu 
größeren Komplexen.477) Doch ist mau bisher gewöhnt, Elektl'onen
vorgänge im Metall als sehr schnell verlaufend anz1I8ehen, auch 
dürften sich Änderungen im Elektronen- oder Ionengehalt optisch 
zeigen. Die letzte Annahme erscheint nach den jetzigen Kenntnissen 
über den Kristallbau unwahrscheinlich. 

Endlich ist eine zu langsame Einstellung des Gleichgewichtes 
Ion im Metall~ Ion gelöst möglich, die auf eine zu langsame Nach
lieferung solcher Ionen zurückzufühl'en wäre, die genügende Energie 
haben, um in Lösung zu gehen. 

59. Polarisationskapazität. Schickt.man in eine Zelle Strom, so 
steigt die Gegenkraft der Zelle, und wenn die angelegte EMK. unter
halb der Zersetzungsspannung liegt, so geht nach kurzer Zeit nur 
mehr der schwache Reststrom durch. Vernachlässigt man diesen, so 
verhält sich die Zelle wie ein Kondensator, der nach Kurzschluß unter 
Absinken der EMK. Elektrizität abgibt. Diese von F. Kohlt'ausch478) 

vertretene Ansicht würde bei Anschalten von Wechselstrom ein der 
Frequenz proportionales Verhältnis von Strom und Spannung und 
eine Phasendifferenz -B- von 90° ergeben, die Zelle verhält sich also 
wie ein Kondensator konstanter Kapazität st'. Hierbei bilden die Pro
dukte der Elektrolyse die der Polarisation entspre~henden neuen La
dungen der Doppelschicht. 

Doch zeigten sich die Resultate nicht in Übereinstimmung mit 
der Erfahrung:m) E. Warburg 480) nahm daher an, daß die Produkte 

474) H. Buff, Lieb. Ann. 102 (1857), p. 265; G. Schulze, zahlreiche Arbeiten 
in den Ann. d. Phys., seit 1906, Bd. 21; L. Graetz, Wied. Ann. 62 (1897), p. 323. 

476) .A. Smits u . .A. H. W . .Aten, Z. f. ph. Ch. 92 (1916), p, 1. 
476) .A. Finkelstein u. F'. Krüger, Z. f. ph. Ch. 39 (1902), p. 107; W. J. Müller, 

Z. f. El. 10 (1904), p. 518; 11 (1905), p. 765, 823; Z. f. ph. Ch. 48 (1904), p. 577; 
.A.Smits, Z. f. ph. Ch. 88 (1914), p. 743; ..A.Bmits u . .A. H. W . .Aten, Z. f. ph. Cb. 
90 {1915), p. 723. 
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478) F. Kohlrattsch, Pogg. Ann. 148 (1873), p. 143. 
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11'. Orlich, Diss. Berlin 1896. 
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60. Zusammenfassung. 1111 

der Elektrolyse wieder abdiffundieren. Dann ergibt sich die Kapa
zität umgekehrt proportional der Wurzel aus der Frequenz. Die 
Phasenverschiebung wird gleich 45°; sie äußert sich in einer schein
baren Widerstandsvermehrung.479) Weiter ist die Kapazität von der 
Stromstärke abhängig, nur bei sehr kleiner Stromstärke wird sie 
konstant (Initialkapazität ). 481) Die Stromstärke muß desto kleiner sein, 
je kleiner sich die Kapazität ergibt. Endlich wurden beide Theorien 
vereinigt. 482) 

Es ergibt sich, daß für kleine Konzentrationen die Formel 
der "Ladungsstromtheorie" von Kohlrausch, bei großen der "Lei
tungsstromtheorie" von Warburg gehorcht. St ergibt sich zu etwa 
7 Mikrofarad. Bei langsam verlaufender Dissoziation ändern sich die 
·verhältnisse.488) 

60. Zusammenfassung. In dem Gegenstand dieses Artikels, 
welcher die Anwendung der Thermodynamik und Statistik auf die 
physikalisch-chemischen Erscheinungen zum Inhalt hat, lassen sich 
die Gleichgewichtsverhältnisse bei Gasen und festen Stoffen fast voll
ständig übersehen. Bei verdünnten Lösungen ist dagegen nur die Ab
hängigkeit der Eigenschaften von der Konzentration gut, die von der 
'l'emperatur nur ungefähr bekannt, dagegen fehlt die Berechenbarkeit 
der absoluten Größen, was auf der Unkenntnis der spezifischen Wärmen 
beruht. Eine der dringendsten Aufgaben ist es, diese Lücke auszu
fiillen. Als nächstes schließt sich das Problem der konzentrierten Lö
sungen an, wobei für den Fall mäßig konzentrierter Elektrolytlösungen 
ein Anfang gemacht ist. Hieran anknüpfend wäre die Natur des 
flüssigen Zustandes, also der Schrnelzvm-gang, zu behandeln. Das 
dritte große Problem ist die Frage nach der theoretischen Voraus
berechnung von Reaktionsgeschwindigkeiten. 

In der Elektrochemie sind die Gleichgewichtsbedingungen in ge
nau dem gleichen Bereich bekannt, wie es soeben bei den chemischen 
Gleichgewichten angegeben ist. Mit der Frage der Geschwindigkeiten 
hängt hier die Behandlung einer Reihe von Fällen zusammen, deren 
Mechanismus aufzuklären ist, so vor allem die Passivität der Reak
tionen mancher Metalle. 

Die Entwicklung der Photochemie haben wir hier nicht berührt. 

481) E. Neumann, Wied. Ann. 67 (1899), p. 500. 
482) E. Warburg, Drudes Ann. 6 (1901), p. 125; 1/. Kriigm·, Z. f. ph. Ch. 45 

(1903); p. 1; Ann. d. Phya. 21 (1906), p. 701. 
483) F. Krüger, l. c.; M. Le Blanc u. K. Schick, Z. f. ph. Ch. 46 (1903), 

p. 213; D. Reichinstein, Z. f. El. 15 (1909), p. 913. 



1112 V 11. K. F. Herzfeld. Physikalische und Elektrochemie. 

Ein großes Kapitel, in welchem gerade die allerletzte Zeit ver
heißungsvolle Erfolge erzielt hat, das wir aber in unserer Darstellung 
ganz unberücksichtigt ließen, ist die Frage nach der Natur der zwi
schen den Atomen sowie zwischen den Molekülen herrschenden Kräfte. 
Hier läßt sich hoffen, daß es in absehbarer Zeit gelingen wird, Größen 
wie Wärmetönung, spezifische Wärme, Dichte, die wir als experimen
tell gegeben ansehen mußten, von vornherein zu berechnen. 

(Abgeschlossen Ende 1920.) 
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