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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Тонкостенные конструкции оболочечного типа 
составляют обширный класс механических объектов , кото
рые используются в современном машина- и приборострое
нии , в ракетной и космической технике , а также строитель
стве . В условиях эксплуатации такие конструкции обычно 
подвергаются действию интенсивных динамических нагру
зок . Это обусловливает появление в элементах конструкций 
больших циклических напряжений , приводит нередко к ко
лебательной потере устойчивости , возникновению других 
сложных процессов, нежелательных с точки зрения дина
мической прочности и надежности машин,  приборов, аппа
ратов . Поэтому понятен тот большой и постоянный интерес 
многих исследователей , инженеров и конструкторов к зада
чам динамики оболочек и оболочечных систем,  особенно к 
нелинейным задачам . Это естественно, поскольку учет не
линейных факторов (нелинейных зависимостей деформаций 
от перемещений и деформаций от усилий , а также нелиней
наго демпфирования) при колебаниях оболочек позволяет 
определить их истинные динамические характеристики и , 
следовательно , получить реальную картину динамического 
напряженно-деформированного состояния в упругой системе. 
На ее основании можно надежно решать такие кардиналь
ные задачи , как лучшее использование несущей способнос
ти конструкций , уменьшение их массы . 

Нелинейные задачи динамики тонкостенных оболочек 
принадлежат к числу наиболее сложных в современной ме
ханике и технике .  Для их решения разработаны различные 
приближенные методы и подходы . Большинство таких задач 
предполагают предварительное сведение континуальной обо
лочечной системы к некоторой дискретной модели с одной , 
реже с двумя степенями свободы, что эквивалентно учету при 
ее колебаниях соответственно одной-двух q:орм изгибных 
колебаний . При одномерной идеализации в качестве форм 
нелинейных колебаний оболочки используются собствен
ные формы этой оболочки при малых прогибах . Последние 
находятея из решения соответствующей линейной краевой 
задачи на собственные значения . В случае двумерной идеа-
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лизации одна из форм линейных колебаний рассматривает
ся обычно в сочетании с осесимметричной формой с удвоен
ным числом полуволн вдоль образующей , которая отражает 
специфику выпучивания оболочки при немалых прогибах , 
заключающуюся в несимметрии ее колебаний относительно 
ведеформированной срединной поверхности (размахи коле
баний в направлении внутренней нормали превышают раз
махи колебаний вдоль внешней нормали) . 

В монографии А. С. Больмира «Нелинейная динамика 
пластинок и оболочею> даны основные результаты, полу
ченные по проблеме нелинейных колебаний оболочек различ
ной конфигурации при представлении их указанными одно
и двумерными моделями . Такие модели позволили устано
вить ряд важных закономерностей неJ1 инейного деформиро
вания оболочек , которые впос.'lедствии были подтверждены 
соответствующими экспериментальными исследованиями .  
Вместе с тем эти модели принципиально неприемлемы для 
описания многих нелинейных явлений ,  в основе которых 
лежит взаимодействие нескольких форм изгибных колеба
ний . Взаимосвязанность этих форм создает предпосылки для 
реализации интенсивного энергообмена между различными 
модами колебаний , обусловливает качественно новые виды 
деформированного состояния оболочек ,  отличные от тради
ционных движений типа стоячей волны .  В научной литера
туре описаны случаи,  когда «скрытый» эпергообмен между 
изгибными формами в некоторых тонкостенных упругих и 
упруго-жидкостных объектах приводил к аварийным ситуа
циям. Разрушению конструкций при этом предшествовало 
их довольно сложное напряженно-деформированное состоя
ние. Наблюдались , в частности , бегущие в окружном и про
дольном направлениях изгибвые волны, нестационарные и 
циклические процессы перехода от одних изгибных форм 
к другим и т. п .  

Итак , для теоретического обоснования этих и им подоб
ных явлений требуется разработка нелинейной динамиче
ской теории оболочек как систем с несколькими степенями 
свободы,  позволяющей описать особенности энергообмена 
и взаимодействия между различными формами,  выявить ос
новные закономерности нелинейнога деформирования 
оболочек при представлении их многомерными моделями .  
Задачи такого рода , несмотря на их научную и прикладную 
значимость , практически не отражены в литературе. В мо
нографии [29] впервые были представлены некоторые ре
зультаты исследований по данной проблеме. 



В пособии с единых методологических позиций (учиты
вается взаимосвязанность нескольких различных изгибных 
форм) изложены обобщающие результаты по исследованию 
нелинейных свободных , вынужденных и параметрических 
колебаний , наиболее распространенных в технике цилинд
рических и квазицилиндрических оболочек .  

«Нелинейное» поведение оболочек рассматривается при 
действии различных динамических нагрузок : поперечных 
периодически изменяющихся во времени сил , осевых пуль
сирующих сил , комбинированных нагрузок . Проведено по
дробцое исследование возможных колебательных и волновых 
форм движений оболочек, построены амплитудно-частот
ные характеристики их вынужденных и параметрических 
колебаний ,  рассмотрены многочастотные колебания . Глав
ное внимание уделено описанию тех нелинейных и резонанс
ных явлений , которые порождены взаимосвязью и взаимо
действием различных форм колебаний оболочек. В книге приведены решения некоторых линейных и не
линейных задач о колебаниях оболочек с жидкостью. 



Г Л А В А  1 
ОСНОВНЫЕ ЗАВИСИМОСТИ И УРАВНЕНИЯ 

НЕЛИНЕЯНОЯ ТЕОРИИ ОБОЛОЧЕК 

В настоящей главе кратко приводятся необходимые све
дения о тонких упругих оболочках , их напряженном и деформирован
ном состояниях,  нелинейных уравнениях движения,  которые исполь
зуются в последующих главах при решении конкретных задач. 
Р ассматриваются некоторые упрощенные варианты основных динами
ческих уравнений цилиндрических оболочек, приводятся нелиней
ные уравнения движения квазицилиндрических оболочек (оболочек с ма
лыми начальными неправильностями геометрической формы) . 

С различными нелинейными теориями оболочек (классической , 
корректированной классической Тимошенко, неклассической) можно 
ознакомиться в фундаментальных работах В .  3. Власова [7), В .  В. Но
вожилова [40), Х. М. Муштари и К. 3. Галимова [38), А. С. Больмира 
[8, 9), А.  Л .  Гольденвейзера [16). 

§ 1.1. Вводные замечания. 
Гипотезы Кирхгофа-Лява 

В механике сплошных твердых деформируемых 
сред оболочкой принято называть тело, ограниченное дву
мя криволинейными поверхностями, расстояние между ко
торыми (толщина оболочки) мало по сравнению с прочими 
его размерами . 

Геометрическое место точек , равноудаленных от обеих 
поверхностей , образующих оболочку , называют срединной 
поверхностью оболочки .  

В дальнейшем будем рассматривать оболочки постоян
ной толщины h. В этом случае геометрия оболочки полно
стью определена, если заданы форма срединной поверхнос
ти , значение параметра h и граничный контур . 

В зависимости от очертания срединной поверхности обо
лочки бывают цилиндрические, конические, эллиптические,  
тороидальние и пр . В реальных конструкциях наиболее 
распространенными являются оболочки, имеющие форму 
развертывающихся поверхностей , причем чаще всего встре
чаются цилиндрические оболочки .  

Основной задачей теории упругих оболочек является, 
как известно, изучение их напряженно-деформированного 
состояния под действием некоторых заданных статичес
ких ,  динамических или комбинированных нагрузок . В об-
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щем случае решение такой задачи сопряжено со значитель
ными математическими трудностями , поскольку оболочка,  
с точки зрения теории упругости , представляет собой трех
мерную конструкцию, и проблема, таким образом , сводится 
к рассмотрению сложных трехмерных задач механики де
формируемого твердого тела .  Поэтому исследователи идут 
обычно по пути введения некоторых априорных предполо
жений относительно напряженного и деформированного 
состояния оболочки ,  позволяющих исходную трехмерную 
задачу свести к двумерной , после решения которой можно 
приближенно восстановить трехмерные поля смещений ,  де
формаций и напряжений в изучаемой оболочке. 

В большинстве случаев проблема сведения уравнений 
трехмерной теории упругости к уравнениям для двух изме
рений основывается на гипотезе прямых ведеформируемых 
нормалей ,  т .  е .  гипотезе Кирхгофа - Лява. Согласно этой 
гипотезе любое волокно оболочки , нормальное к средин
ной поверхности до деформации , остается прямым и нор
мальным и после деформации . Кроме того, длина волокна 
вдоль толщины оболочки остается неизменной . Дополни
тельное допущение состоит в том , что компоненты нормаль
ных напряжений в направлении перпендикуляра к средин
ной поверхности малы по сравнению с основными напряже
ниями и ими можно пренебречь .  Заметим, что под основными 
напряжениями в теории оболочек понимают нормальные и 
касательные напряжения в лх срединной поверхности и в 
слоях оболочки ,  параллельных ей .  

В рамках сформулированной выше гипотезы исследова
ние поведения элемента оболочки сводится по существу к 
исследованию поведения ее срединной поверхности . Есте
ственно, возникает вопрос о погрешностях такого подхо
да , о пределах применимости теории оболочек , построенной 
на основании гипотезы прямых ведеформируемых нормалей , 
иначе , «классической» теории оболочек [7, 22] .  

Многочисленными теоретическими и экспериментальны
ми исследованиями установлено ,  что классическая теория 
вполне удовлетворительно описывает статику достаточно 
тонких оболочек , т .  е .  оболочек , определяемых соотноше-
нием ( � ) :::::; 0,05, где R - радиус кривизны срединной 

max 
поверхности . Погрешность обсуждаемой теории в данном 
случае несущественна, и, как правило, не превышает 5 %. 

Что касается задач динамики, тсr классическая теория 
позволяет без заметных погрешностей определять, напри-
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мер , интегральные характеристики ко.1ебаний ,  в частности , 
низшие собственные частоты, решать многочисленные нели
нейные проблемы теории оболочек (более подробно об этом 
см . [22]) . 

Вместе с тем необходимо отметить , что классическая тео
рия оболочек непригодна к изучению явлений вблизи то
чек приложения сосредоточенных нагрузок . Она приводит 
к весьма заметным погрешностям также при изучении высо
кочастотных процессов , нестационарных процессов, быстро 
протекающих во времени ,  и пр . Во всех этих случаях необ
ходимо использовать другие уточненные теории оболочек , 
в частности корректированную классическую теорию 
С.  П. Тимошенко, различные неклассические теории или их 
комбинации .  С основными принцилами построения урав
нений оболочек, соответствующих указанным теориям, мож
но ознакомиться в работах [7 ,  8, 22, 38, 43, 46, 48]. 

§ 1.1. Деформации и перем�щения 

Используя принятое допущение о нерастяжимос
ти и несжимаемости материала оболочки в направлении 
толщины, приведем основные геометрические и физические 
соотношения классической теории оболочек . 

Рассмотрим вначале деформированное состояние обо
лочки произвольного очертания ,  предполагая , что прогибы 
точек ее срединной поверхности могут быть одного порядка 
с толщиной оболочки h (h = const) . 

Будем пользоваться правой декартовой системой коор
динат х, у, z, причем координатные линии х, у условимся 
совмещать с линиями кривизны срединной поверхности , 
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а ось z направим вдоль нор
t мали к срединной поверхнос

л-,....._- --+1-==-=------......... _-х ти к центру кривизны. Отме
тим, что линии кривизны пред
ставляют собой такие линии , 

ow/ix касате�ьные к котор�rм в 
каждои точке срединнон по
верхности совпадают с глав
ными направлениями [7 ,  8]. 

Обозначим компоненты пе
ремещения точек срединной 
поверхности в направлениях 
х, у, z соответственно через 

Рис. 1.1 и, v, w. Тогда, если предста-



вим себе деформацию элемен
та в сечении оболочки плос
костью, касательной к линиям 
х, z (рис . 1.1), то перемеще-
ние произвольной точки обо- dy 
л очки с· координатой z до де- l 

dx 

в соответствии с гипотезой r'1/diJ-формации uz = uz (х, у, z, t) 

_ t с Kиpxгoфa - Лява -'-+---+'---

дw 
uz = и - z дх ' ( 1. 1) lj 

Рис. 1 .2 
дw v где дХ - угол , на которыи поворачивается нормаль к ли-

нии х в результате деформации элемента . 
Аналогично для vz и wz получим 

дw 
vz = v- z ау ; wz = w. (1.2) 

Определим деформации удлинения 8� и 8Z в направлении 
линий х, у и деформацию сдвига у7 в слое оболочки ,  уда
ленном на расстоя ние z от срединной поверхности . 

Полные выражения для деформаций 8� и 8Z [ 17] представ
ляют наложение трех видов деформаций :  обусловленных 
перемещениями uz, vz; связанных с радиальным переме
щением (перемещением к центру кривизны или от него) ; воз
никающих вследствие изменения прогиба вдоль координат
ных линий х, у .  

Для определения деформаций удлинения ,  обусловленных 
перемещениями uz и vz, �ыделим элемент слоя оболочки 
ABCD , параллельного срединной поверхности , ·l. рассмот
рим его деформацию (рис. 1.2). Пусть координаты точки А 
до деформации (х, у) и эта точка получает перемещения 
uz, vz. Перемещения точки В с координатами (х + dx, у) 

( auz avz ) 
при этом соответственно равны uz + дх dx, vz + ах dx . 
Следовательно, новая длина элемента dx после деформации 
составит 

ds1 = А1В1 = [(dx+ d;; dxY + ( �; dхуг·
. ( 1.3) 

или после разложения в ряд 

dsl = dx { 1 + + [ 2 а;; + ( а;; у+ ( �; n} . (1.4) 

9 



В выражении ( 1 .4) отброшены нелинейвые члены высшего 
порядка малости . Таким образом , искомая деформация 
удлинения 

2 дuz 1 { ди2 )2 1 ( дv2 )z 
Ех=ах+Т\дХ +т ах . 

По аналогии 

z дvz 1 ( дvz )1 1 ( диz )2 
еу=ах+т ах +т дiJ, · 

( 1 .5) 

( 1 . 6) 

Используя результаты работы [7], приведем без вывода 
выражения для компонент деформаций е�, eZ, вызванных 
радиальными перемещениями оболочки 

( 1 . 7) 
и изменением прогиба вдоль координатных линий (х, у) 

2 1 ( дw )2 2 1 ( дw )2 Ех = Т дх ; Ву = Т ду • ( 1 . 8) 

1 1 В соотношениях ( 1 . 7) kx = - ; ky = - - значения кри-
Рх Ру 

визны срединной поверхности оболочки; р х• Ру- радиусы 
кривизны линий соответственно вдоль х и у (предполага
ются постоянными) . 

Полное выражение для деформации сдвига yz в произ
вольном слое оболочки имеет следующий вид: 

( 1 .9) 

Поскольку оболочка предполагается тонкостенной 

(( � )max « 1 ) • то естественно принять, что углы поворота 

иwг иwz ах• -ау• связанные с_прогибом , з начительно превышают 
дuz дuz 

значения производных дх• -ау и т .  д . , относящихся к де-
формациям в массиве материала .  Будем также считать , что 

квадраты производных ( a;z У одного порядка с состав-

аи2 ди2 
ляющими дх• Ту и т .  д. В результате на основании выра-
жений ( 1 . 5) - ( 1 .9) получаем такие окончательные соот
ношения для полных деформаций удлинения и сдвига в 
слое об<Jлочки , удаленном на расстоянии z от срединной по-
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верхностиt 

z дuz 1 (дw)2 Вх =ах+ 2 дх -kxw; 

е� = дri + _1 ( д
w )2- k w· 

ду 2 ду У '  

ди2 дv2 дw дw yz =Т+ дХ + дх ду • 
(1.1 О) 

Воспользуемся далее зависимостями (1.1), (1.2). Под
ставляя их в ( 1.1 О), получаем 

где 

Вх = �� - kxW + + ( �: )2; 
еу = �; -kyw + + ( �� )2; 

ди дv дw дw 
'\' 

= ду + дх + дх ду 

(1.12) 

- выражения деформаций среди нной поверхности обо
лочки (когда z = 0) , а 

- деформации изгиба . 

аэw Уи =- 2z дхду (1.13) 

Таким образом, для определения полных деформаций 
произвольной точки по толщине оболочки е; , е� , yz необ· 
ходимо «просуммировать» деформации срединной поверх· 
ности Вх, еу, у с соответствующими деформациями изгиба 
Bx,u , By,u, Yu· 

На основании соотношений ( 1.12) нетрудно получить 
уравнение совместности или неразрывности деформаций в 
срединной поверхности оболочки :  

(1.14) 

Подчеркнем, что это уравнение характеризует чисто гео
метрические свойства оболочки до и после деформации ,  

Jl 



поскольку не зависит ни от причин ,  вызвавших деформацию, 
ни от закона сопротивления материала внешним нагруз
кам . 

§ 1.3. Деформации н наnряжения 

Рассмотрим кратко физические соотношения тео
рии оболочек , устанавливающие взаимосвязь деформаций и 
напряжений . При этом исходим из того, что деформации 
лежат в пределах упругости и подчиняются закону Гука . 

Если обозначить через (Jx и (]У- нормальные, а чер<'з 
rt - касательные напряжения в срединной поверхности, то 
отвечающие этим напряжениям нормальные (N х• N у) и ка
сательное (Т) усилия ,  приходящиеся на единицу щшны rра
ней (рис . 1.3), запишем так: 

Nx=(Jxh, Ny =(Jyh, T=-r:h. (1.1G) 
Выражения для изгибающих М х• М у и крутящего Н 

моментов (рис. 1 .3) имеют вид 
h h 

2 т 
Мх = � (Jx,иzdz; 

h 
h 

2 
Н= � •иzdz, 

h 
-т 

� (Jy,иZd?; 
h 

(1.16) 

где (Jх,и, (Jу,и- нормалрные и •и- касательное напряже
ния изгиба . 

Приведем также выражения поперечных сил Qx и QY, 
приходящихся на единицу длины граней (рис. 1 .3) . Они 

12 

определяются соотношениями 
h 

т 
Qx = � 'rxzdz; 

h 
-т 

h 
т 

Qy = � 'ryzdZ, (1 . 1 7) 
h 

-т 
где •хг. 1:yz - напряжения по
перечного сдвига. 



В соответствии с введенной статической гипотезой для 
деформаций в срединной поверхности запишем известные 
формулы [40] : 

1 1 
Вх = у(ах- fiOy); Ву= у(ау- f.tax); 

,; 2 (1 + u) 
у=а= Е · ... 

(1.18) 

где Е - модуль упругости первого рода , G - модуль упру
гости при сдвиге,  JL - коэффициент Пуассона . 

Отсюда имеем 
Е Е ах = 1 _ 112 (вх + JLBy); ау= 1 _ 112 (ву + ft8x); 

, Е 
't' = 2 (1 + /1) у. 

( 1.19) 

Подставляя зависимости (1.12) в (1.19), а (1.19) в (1.15), 
получаем связь между усилиями , действующими в средин
ном слое оболочки , и перемещениями : 

где 

Nx = 1�112 { �� -kxw+ +( �� )2 + 

+ JL [ �� -kyw+ +( �; n}; 
Nu = 1 :h!-tz { � - kp + + ( �; )z + 

+ JL [ �� - kzW + + ( �: n} ; 
Т _ Eh ( ди + ..Е!!_ + дw it.JJ ) - 2 (1 + /1) ду дх дх ду • 

(1 .20) 

В свою очередь , на основании соотношений ( 1.16) имеем 

Мх = -D ( �:� + !1 ��) = D(xx + ftXu); 

Му = -D ( �� + ft �:�) = D(xu+ ftXx): (1.21) 

Н= -D(1- !1) :;� = D (1-ft)X, 

Eh8 D - цилиндрическая жесткость оболочки, D = 12 (1 _ 112) ; 
13 



Хх, xu - параметры изменения кривизны; Х - кручение 
.срединной поверхности . 

Зависимости поперечных сил Q" и Q11 от перемещений бу
дут приведены несколько позже. 

§ 1.4. Вариационное уравнение движения 

Представленные в предыдущих параграфах гео
метрические и физические соотношения теории оболочек 
являются исходной предпосылкой для вывода дифферен
циальных уравнений движения оболочки . 

Динамические уравнения оболочки могут быть получе
ны с использованием принципа Д' Аламбера или вариацион
ного принципа Гамильтона - Остроградского . Согласно 
последнему, истинное движение выделяется из всех возмож
ных движений , переводящих систему из одного и того же 
начального положения за один и тот же промежуток вре
мени [t0 , t1] в одно и то же конечное положение тем, что для 
него выполняется условие 

t, 
М = 5 (бК- бП + б'W) dt = О, (1.22) 

to 
где К - кинетическая и П - потенциальная энергии сис
темы; б'W- сумма элементарных работ внешних сил . 

Воспользуемся в дальнейшем принципом Гамильтона
Остро градского . 

Кинетическая энергия оболочки в случае, если не учи
тывается инерция вращения элемента , определяется сле
дующей формулой :  

ph ss [( ди )2 ( дv )2 ( дw )2] К= -2- дГ + дГ + дt dxdy, .(1.23) 
s 

где р - плотность материала оболочки . 
Потенциальная энергия П представляет собой сумму 

энергий ,  соответствующих деформации конструкции в 
срединной поверхности Пс и деформации изгиба Пи: 

П = Пс + Пи• (1.24) 
Энергия деформации срединной поверхности определяется 
так : 

(1.25) 
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или, с учетом выражений ( 1 . 1 2) ,  

+ N у [ : -kyw + -} ( �� Л + 

+ т (3!!_. + ..Е!!_+ 2!:_ 2!;_)} d d ду дх дх ду х у. 

В свою очередь, 

Ли = +) S (Мххх +Муху + 2Ну.) dxdy = 
s 

( д2w )2] + 2 ( 1 - r.t) дхду dxdy. 

Элементарная работа внешних сил 

б'W = S S (рхби + Рубv + qбw) dxdy, 
s 

( 1 . 26) 

( 1 .2-7) 

( 1 .28) 

где Рх• Ру• q - интенсивность заданных внешних нагру
зок , приложеиных к оболочке по направлениям х, у, z со
ответственно . 

Определяя вариацию кинетической и полной потен
циальной энергии и подставляя полученные при этом выра
жения совместно с ( 1 .28) в условие ( 1 . 22) , получаем следу
ющие нелинейные дифференциальные уравнения движения 
элемента оболочки : 

дNх дТ h д2u . ---ах + ду + Рх - Р дlГ = О, 
дNу дТ h д2v . 

ау + дх + Ру - Р 7fi2 =О, ( 1 .29) 

kxNx+ kuNy+ :Х (Nx �� +Т��)+ 
+ д (т дw 

+ N дw ) 
+ 

д2Мх + 
д2Му + ду дх у ду (fX2 -v 

д2Н д2w 
+ 2 дхду + q - ph дlГ = О. 
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Уравнения вида ( 1 . 29) нетрудно получить и исходя из 
условий равновесия элемента оболочки ,  по граням кото
рого действуют усилия в срединной поверхности, моменты 
и поперечные силы (рис . 1 .3) . Первые два уравнения ( 1 .29) 
представляют собой в данном случае не что иное, как урав
нения движения элемента в проекциях на направления ка
сательных к линиям х и  у соответственно. Уравнение в про
екциях всех сил на направление нормали к срединной по
верхности с учетом принятых допущений имеет вид дQх + дQу + k N -L- k N + _а_ (N дw +

. 
Т дw ) + дх ду х х 1 у у дх х дх ду 

д ( дw дw ) д2w + ду Т ах-+ N ду + q -рhдfГ =О. ( 1 . 30) 

Его следует рассматривать совместно с уравнениями мо
ментов относительно касательных к линиям х, у*: дМх + ан - Q =О ан + дМу -Q =О. ( 1 . 3 1 ) дх ду х ' дх ду у 

Вводя последние соотношения в ( 1 . 30) , получим третье урав
нение движения оболочки ( 1 . 29) . Из соотношений ( 1 . 3 1 )  
с учетом ( 1 . 2 1 )  находим также зависимости поперечных сил 
от перемещений оболочкИ: 

Q = -D � V'2w· х дх ' 

( V'2 = :х: + ::2 ) . 

(1 . 32) 

К дин<lмическим уравнениям ( 1 . 29) должны быть присо
единены граничные и начальные условия . 

Если края оболочки не получают нормальных переме
щений , то на них должно выполняться условие w = О. При 
шарнирном опирании краев реализуется условие М х = д2w д2w = О или дх2 + 1.t ду2 = О .  В случае же жесткого защем-

ления края оболочки не могут смещаться вдоль граничной 
линии , следовательно, v = О. А в случае свободного сме-

* Третье уравнение моментов, как известно, не выполняется, 
что является следствием наложения гипотез Кирхгофа - Лява. Вно
симая при этом логрешиость имеет тот же порядок, что и другие соот
ношения теории тонких оболочек [22, 40]. 
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щения точек незагруженного края оболочки вдоль норма
ли к граничной линии следует принять N х = О. 

Если одновременно выполняются условия 

w='O, V=O, Мх=О, Nx=O (1.33} 

при х = О, х = l (l - длина оболочки) , то они соответ
ствуют так называемому «классическому» свободному опира
нию оболочек . 

L{ругие виды граничных условий приведены в работах 
[8, 9, 38]. 

§ 1.5. Частные случаи динамических 
уравнений. 
Учет начальных несоверwенств 

Рассмотрим замкнутую круговую цилиндриче
скую оболочку, радиус срединной поверхности которой ра
вен R. Тогда, если выразиТ!'! усилия и моменты, входящие 
в уравнения (1.29) через перемещения и, v, w в соответствии 
с зависимостями (1.20) , (1.21) , и положить kx =О, ky  = -}. 
то получим следующие уравнения движения данной оболоч
ки в перемещениях :  

д2и 1 -/.1. д2и 1 + /.1. д2v /.1. дw 
дх2 + -2- ду2 + -2- дхду 

-
R дх + 

дw д2w 1 +IL дw д2w 1-!.f. дw д2w + дх дх2 + -2- ду дхду 
+ -2- дх ду2 + 

1 -/.1.2 1 - /.1.2 д2u - О· + Eh Рх-р Е дt2 - ' 
1 + /.1. д2и д2v 1 - /.1. д2v 1 дw дw д2w -2- дхду + ду2 + -2- дх2 

-
R ду 

+ 
ау ду2 + 

1 + /.1. дw д2w 1 -/.1. дw д2w 1 - !.f.2 
+ -2- ах дхду + -2- ду дх2 

+ 
Eh Pu-

1-/.1.2 д2v - . -р Е дfГ-0, (1 .34) 
� �?4w _ ...1:.. ди __ 1_ � + � _ L ( дw )а_ 12 R дх R ду R2 2R дх 

1 ( дw )2 д [ дw ( ди дv /.1. ) 
- 2R ду - дх дх дх + 1-tay-Rw + 
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1 - f1 дw ( ди дv )] д [ дw ( ди дv 1 ) +-2-дi/ ду + дХ -ау ду f.t дх +ay-l[W + 
1 - f1 дw ( ди дv )] 1 - f12 1 - 112 д2w + -2-дх ау+ дх - Eh q,t р -Е- дt2 =О, 

где 
V"' V2V2 д' 

+ 2 д4 д4 
= = дх4> дх2ду2 + ду' • 

При получении уравнений (1.34) были отброшены неко
торые члены высшего порядка малости [8]. 

Из (1.34) следует, что малые (линейные) колебания круго
вых цилиндрических оболочек описываются системой урав
нений вида 

д2и 1 - f1 д2и 1 + f1 д2v f1 дw 
дх2 + -2- ду2 + -2- дхду - R дх + 

1 - !12 1 - !12 д2и - . + Eh Рх - р Е дt2 - 0, 

1 + f1 д2и д2v 1 - f1 д2v 1 дw -2- дхду + ду2 + -2- дх2 -R дУ + 

1 - !12 1 - !12 д2v . + Eh Ри-Р Е дt2 =0, (1.35) 
h2 4 f1 ди 1 дv w - Vw - - --- - -- + - -12 R дх R ду R2 

1 - !12 
Eh q + 

1- !12 д2w 
+ р Е (jj2" = 0. 

В ряде случаев динамические процессы в оболочке мож
но рассматривать без учета распространения упругих волн , 
вследствие чего становится возможным отбросить инер
ционные члены в первых двух уравнениях системы (1.34). 
Эти уравнения тождественно удовлетворяются , если ввести 
функцию напряжений в срединной поверхности Ф (при ус
ловии Рх = Pu = О) такую, что 

д2Ф Nx 
ду2 =О'х = h; 

д2ф т --=-1:---
дхду 

-
h • ( 1.36) 

Основное (третье) уравнение движения (1.34) примет тог
да ВИД 
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Здесь L (w, Ф) - дифференциальный оператор вида 
д2w д2ф д2w д2Ф д2w д2ф 

L (w,  Ф) = дх2 ду2 + ду2 дх2 - 2  дхду дхду • ( 1 . 38) 

Полученное динамическое уравнение ( 1 .37) следует рас
сматривать совместно с уравнением неразрывности дефор
маций ( 1 . 1 4) ,  которое с использованием зависимостей ( 1 .20) 
и ( 1 .36) можно представить в форме 

1 1 1 д2w -V4Ф- -- L (w w) -- -- ( 1 . 39) Е - 2 ' R дх2 ' 

где 

( 1 . 40) 

Приведем в заключение систему разрешающих динами
ческих уравнений для цилиндрической оболочки с малой на
чальной погибью w0 = w0 (х, у) (малым отклонением от 
идеальной цилиндрической формы) в срединной поверх
ности . В этом случае в выражениях для деформаций ( 1 . 1 2) 
изменятся лишь составляющие, обусловленные перемеще
нием w [8]: _ _!!!__ +-1 [ д(w0+w1) ]

2- _!_l д:1.1о )
2• 

f-x -- дх 2 дх 2 дх ' 

е - �+ _1 [ д(w�+wl) ] 2 __ 1 ( д.Д)о )
2 - �L . ( 1 . 4 1 )  и - ду 2 ду 2 ду . R ' _ � + � + д (wo + wl) д (wo + W1) д:1.1о д.Д)о 

у- ду дх дх ду - (f)C дjj ' 
где w1 - «дополнительный» упругий прогиб; w = w1 + w0-
полный прогиб. 

Повторяя вывод основных уравнений вместо ( 1 .37) и 
( 1 .39) ,  полуjlим соответственно: 
D 1 д2ф q д2w h V4 (w - Wq) = L (w, Ф) + R дх2 + Т- Р (fl2 ; 

1 V4Ф 1 [L ( ) L ( ) 1 д2 (w - w0) Е = - 2 w, w - Wo, Wo ]-R дх2 
или с учетом замены w1 = w - w0 

D V4 - L ( + Ф) + 1 д2Ф , q д2w1 • h wl - wl Wo, R дх2 -г h- р � ' 

( 1 . 42) 

( 1 . 43) 
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Выписанные выше системы уравнений в форме ( 1  .37). 
( 1 . 39) и ( 1 .42) являются одними из основных при определе
нии и исследовании нелинейных динамических характерис
тик цилиндрических и близких к ним по геометрии оболо
чек . Имеются в виду частоты собственных колебаний при 
больших (конечных) прогибах , формы колебаний , амплитуд
но-частотные и фазаво-частотные зависимости при действии 
продольных или поперечных осциллирующих нагрузок 
и т. п .  Эти уравнения, а также уравнения в форме (1 .35) будут 
использоваться нами в дальнейшем при решении соответ
ствующих задач о колебаниях . Отметим, что уравнения ти
па { 1 .37) ,.{ 1  . 39) являются обобщением на случай криволи
нейной поверхности уравнений Т. Кармана для плоских 
упругих пластин ,  полученных в 1 9 1 0  г .  В научной литера
туре уравнения ( 1  . 42) называют еще уравнениями Донелла
Муштари - Власова . 

Г Л А В А  2 
ЛИНЕАНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ОБОЛОЧЕК 

Исследование системы динамических уравнений оболочек 
(1 .37), ( 1 .39) или ( 1 .43) представляет собой весьма сложную в математи
ческом отношении задачу, поскольку общие методы решения нелиней
ных дифференциальных уравнений пока отсутствуют. Для приближен
ного решения указанных задач в настоящее время применяются раз
личные аналитические и численные методы, в частности прямые 
»<lриационные методы (Бубнова - Галеркина, Ритца и др.) , сводящие 
решение исходной системы в частных производных к анализу пекото
рой конечной системы нелинейных обыкновенных дифференциальных 
уравнений (см .  гл . 3) , метод возмущений, метод конечных элементов 
и т. д. Среди аналитических методов чаще всего используется метод 
Бубнова - Галеркипа в сочетании с асимптотическими методами не
линейной механики. 

Отметим, что одним из основных вопросов при применении прямых 
вариационных методов для решения нелинейных задач является вопрос 
о выборе аппроксимирующих выражений для функций, описывающих 
динамические перемещения оболочки и, v и w. В качестве таких аппро
ксимаций обычно используются формы собственных линейных колеба
ний исследуемых оболочек. Эти формы, как известно, определяются 
«внутренними» (геометрическими) свойствами оболочки такими, напри
мер, как замкнутость контура, круговое поперечное сечение, начальные 
отклонения от идеальной цилиндрической поверхности и т. п. , а также 
физическими параметрами. В первом приближении они (формы) харак
теризуют движение оболочки и при немалых (конечных) прогибах, 
когда деформации становятся нелинейно зависящими от перемещений. 
В связи с этим большое значение приобретает решение линейных задач 
теории колебаний оболочек, позволяющих точно определить их основ
ные динамические характеристики. 
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В настоящей главе рассматриваются собственные формы, а так• 
же отвечающие им частоты колебаний цилиндрических и близких к 
ним обоЛочек, соответствующие малым перемещениям последних, т. е. 
линейным колебаниям. Наряду с известными традиционными результа
тами здесь представлены также решения некоторых новых линейных 
задач динамики оболочек. Речь идет об определении и аналитическом 
представлении форм собственных колебаний оболочек с осесимметрич
ной и неосесимметричной начальными погибями, о волновых формах 
движения обоJючек, об особенностях частотного спектра оболочек с 
«динамической асимметрией» (эффект «расщепления» частот) , о влия
нии граничных условий на динамические характеристики оболочек с 
начальными неправильностями формы. 

§ 2.1. Собственные копебвния круrовой 
ципиндрической обопочки 

Рассмотрение задач о линейных колебаниях обо
лочек начнем с исследования собственных частот и форм 
оболочки ,  имеющей идеальную цилиндрическую срединную 
поверхность с круговым поперечным сечением . Причина вы
бора такой оболочки в качестве исходного объекта очевидiJа 
и обусловлена тем , что , с одной стороны, она является про
стейшим типом оболочек вообще, с другой - обладает многи
ми свойствами ,  характерными для оболочек произвольнаго 
типа . Кроме того, изучению колебаний таких оболочек по
священо большое количество публикаций (см . ,  например, 
[4, 7- 1 1 , 1 6, 1 8 , 26 , 27, 33, 43, 46] и др . ) . 

Исходные динамические уравнения оболочки выберем 
в форме ( 1 .35) , в которых положим Рх = О, Pu = О, q = О. 
Вводя безразмерные переменвые 

�=;; (jJ = k 
и используя обозначения 

А 
h2 

L* = 1 � f.L2 pR2, �" = l2R2 ; 

запишем эти уравнения в операторном виде 

L11 (и)+ L12 (v) + L13 (w) = L* =� ; 

(2.1) 

(2 .2). 

д2v L21 (и) + L22 (v) + L23 (w) = L * 7fiГ ; (2 . 3) 

L31 (и)+ L32 (v) + I33 (w) = L* =� . 
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Здесь 

L _ fP 1 -!J. д2 • L 
1 + !1 as -11 - дs2 + -2- дqJ2 • 12 = -2- дsдqJ ; 

L - 11. д • L - 1 + 11 д2 - L · 13 - - 1:"' ar ' 21 - --2 - дsдqJ - 12• 
1 -!J. д2 д2 . д L22 = -2- дs2 + дqJ2 , L2з =- дqJ ; (2.4} 
д д . Lз1 = !.t дr = -L1з; Lз2 = дqJ = -L2з; 

Lзз = - 1 - �V4; V4 = ( �2 + �2 )2• 
Как видно, уравнения системы (2.3) связаны между со

бой, поскольку каждое из них содержит все три неизвест
ные переменные и, v и w, определяющие перемещения обо
лочки . Для исследования этих уравнений более удобной яв
ляется «несвязанная» форма, когда одно из них содержит 
лишь одну переменную, а два других связывают функции 
и и v с w. Часто на практике требуется определить лишь 
решение уравнения относительно компоненты w, посколь
ку оно выражает самое существенное условие равновесия 
всех сил (включая силы инерции) в наиболее «слабом» по
перечном направлении оболочки .  

С целью получения уравнений в несвязанной форме рас
смотрим первые два уравнения системы (2 . 3) .  Исключая из 
них поочередно перемещения и и v, получаем следующие 
зависимости : 

[L�1 (L;2)- Lf2J v = [L1з (L21)- L�1 (L2з)J w; (2.5) 
[L�1 (L;2) - Lf2] и = [L12 (L23)- L13 (L22)] w. 

Здесь использованы символические обозначения :  
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= ( ;2 + 1 2 11 �2 ) ( 1 2 11 д� + �2 ) + 
o• iJI * д2 ( д2 1-11 д2 + L дfГ- L  дt2 д�2 + -2- д<р2 + 

+��+_j}_) = 1-11 V4+r··�-2 д;2 д<р� 2 дt4 
- L * ;;2 3 

2 
11 ( �2 + �2 ) + ( 1 1 11 ) 2 д;�rра 

и т .  д .  
Если аналогичным путем исключить перемещения и и v 

из третьего уравнения (2 .3) ,  учитывая (2 . 5) ,  то получим урав
нение относительно прогиба w: 

L• L" L2 * 
[( 11 22 - 12) Lзз + (L1зL21- L11L2з) L32 -

- (L;2L1з- L12L23) L31] w = О, (2. 7) 

после раскрытия которого имеем 

� д'w L* д2 1-112 vsw + � + 1- 11z 7fiГ(V4w) = 

L* д2 [ д2w д2w ' 3-11 - 1 _ 112 (fi2 дrр2 + (3 + 2ft) д�2 + 1 _ 11 �V6w + 
2L* д2 ( 3-11 U2 RV4 L* д2w )] + 1_11 дi2 -2- v w-w-t' w- (fj2 , 

где 

V6 = ( :;а + :;2 ) 8; V8 = ( :�: + :;2 ) 4• 

Уравнения (2 .5) примут соответственно вид 

V4 - _2_ L* � ( 3-f.t V2 - L* д2u ) -и 1-(.t дt2 2 и дt2 -
д ( д2w д2w 2ft * д2w ) 

• = дf' f.L � - дrр2 - -г=-ft L (Ji2 , 

V4 __ 2_L"'� ( 3-f.t V2 - L*�) -v 1-(.t дt2 2 v дt2 -
д [ д2w д2w 2 * д2w ] = д(j) (2 + f.L)�+ дrр2- 1-f.t L дt2 . 

(2.8) 

(2.9) 

Таким образом , если из уравнения (2 .8) найдено значе
ние прогиба w, то , подставляя его в уравнения (2 . 9) ,  легко 
можно перейти к определению перемещений и и v. То 
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обстоятельство, что порядок уравнений (2 .8) ,  (2 . 9) несколько 
выше, чем порядок исходной системы (2 .3) ,  на первый 
взгляд несколько усложняет математическую сторону зада
чи ,  поскольку число краевых условий в обоих случаях ос
тается неизменным, а количество независимых решений 
может возрасти . В этом случае из числа. всевозможных ре
шений (независимых) следует рассматривать лишь те, ко
торые не противоречат физическому содержанию задачи .  
Остальные решения , лишенные физического смысла,  сле
дует опустить , поскольку они обусловлены математически
ми преобразованиями , которые привели к повышению по
рядка уравнений . 

Общее решение систем уравнений (2 .3) или (2 .8) , (2 . 9) 
может быть представлено в виде разложения по формам 
собственных колебаний : 

и = f � Ап,тiт6 cos ncp/001; 
n=Om=l 

v = f f Bn,mei:ms sin ncpe1001; (2 . 1 О) 
n=Om=l 

w = f f Cп,mim6 cos ncpe1001, 
n=Om=l 

где An,m, Вп,т. Cn,m - произвольные nостоянные, опреде
ляемые из граничных условий на каждом краю оболочки; 
ro - собственная частота . В случае однородных краевых 
условий частота ro зависит лишь от некоторого одного пара
метра n ,  характеризующего число окружных волн деформа
ций , и тогда становится возможным в рядах (2 . 1 0) не произ
водить суммирование по n .  Функцию nрогиба w в этом слу
чае можно заnисать в форме 

w = f Cmei:ms cos ncpe1001• (2. 1 1 ) 
m=l 

Аналогичный вид имеют разложения и для и, v. 
Подставляя ряд (2 . 1 1 ) в уравнение (2 .8) ,  получим харак-

теристическое уравнение для определения параметра 'Лт. 
Оно имеет вид 

gs - Qll [ 1 + з 2 !!. n2 ( 1 -k2) + �п4 ( 1 - k2)11 J + 

+ Q [ Ч n2(1- k2) -n2 (1-JL2k2) + 1 2!!. n4(1--k2)'��+ 
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где 

+ 3 2 f.t �пв (l - k2)з J - 1 2 f.t ( 1 - �2) k2n4-

- 1 2 f.t � ns ( 1 - k2)4 =О, 

k= 

(2 . 1 2) 

(2 . 1 3) 

Эrому уравнению можно придать форму 

(2 . 1 4) 

где gi - постоянные коэффициенты, легко определяемые 
на основании (2 . 1 2) . 

Поскольку корнями уравнения (2 . 1 4) обычно являют
ся [7] 

'Am = + р; 'Am = ± iq; 'Am = + (с + id), i = У- 1 
(2 . 1 5) 

(р, q, с, d- действительные числа) , то решение (2 . 1 1 ) мож
но, очевидно, представить так : 

w = [С1еР6 + С2е-Р6 + С3 cos q� + С4 sin q� + 

+ ес6 (С5 cos d� + ёв sin d�) + 
+ e-cs (С7 cos d� + С8 sin d�)] cos nrp/wt, (2 . 1 6) 

где Ci, j = 1 + 8 ,- постоянные, определяемые из гра
ничных условий . 

Аналогичный вид имеют выражения для перемещений 
и и v, причем в качестве постоянных коэффициентов в них 

входят некоторые комбинации параметров Cj, j = 1 + 8 .  
Удовлетворяя краевым условиям, получим восемь урав-

нений относительно неизвестных Ci, содержащих парамет
ры р, q, с, d. Приравнивая определитель системы к нулю, 
можно найти значения собственных частот ro. 

Рассмотрим оболочку с краевыми условиями Навье: 
ди д2w ( l ) v = w = О; д[ = � = О � = Of � = R . (2 . 1 7) 
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В этом случае для и, v и w получаем точное решение .  Каж
дый член рядов (2. 10) будет при этом равен 

ип,т = An,m cos Лт6 cos пер cos rot; 
Vn,m = Bn,m siп Л"'6 siп пер cos rot ;  (2 . 1 8) 
Wn,m = Cn,m sin Лт6 cos пер cos rot , 

Л mnR • й где т = -1- - параметр продальнон волны, котары 
характеризует количество продольных полуволн деформа
ций (т = 1 ,  2,  3, . . .  ) . 

Частотное уравнение в данном случае можно получить 
на основании (2 . 1 2) , если положить : Лт = iЛт. В итоге име
ем 

Q3- k2Q2 + k1Q- k0 = О, 

rде введены обозначения 

k� = 1 
2 

lt [( 1 - !-t2) Лirz +�(Л�+ п2)4); 

kl = 3 
2 

lt (Л� + п2) [ 1 + �(Л� + п2)2] + 
+ 1 

2 lt (Л�+ п2)2- �-t2J..�- п2; 

k2 = 1 + 3 2 
lt (Л� + п2) + � (Л� + п2)2. 

(2 . 1 9) 

(2 .20) 

Исследования показывают, что д.т�я фиксированных т 
и п уравнение (2 . 1 9) всегда допускает три действительных 
корня Q1, Q2, Q3, соответствующие различным отношениям 
амплитуд и, v и w [ 17]. При этом два из них, как правило, 
значительно больше третьего ,  то есть 

Ql « Q2, Q3· (2 . 2 1 )  
Меньшему корню Q1 (меньшей частоте) соответствует форма 
колебаний, при которой нормальное перемещение w зна
чительно преаосходит перемещения и и v. 

С учетом соотн')шений (2 . 2 1 ) ,  (2 . 1 9) можно определить 
nриближенное значение корня Q1 : 

n � � + (�)2 .!:.L 
�'1 � 

kl kl kl . 
Пример 1. Рассмотрим оболочку с параметрами 

l 
7[ = 2,5; 

(2 .22) 

Rh = 3,125. ю-3; Е= 2 · 1011 Па; р = 7,8 · 103�; �.t = 0,3. мз 
(2.23) 
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Для случая n = 6, т= 1 находим, что корнями уравнения (2.1 9) 
являются 

Q1 = 2,62 · 1 0-3; Q2 = 1 3 ,207; Q3 = 38 ,523. (2.24) 

Подставляя (2 . 1 8) в уравнения (2 .9), нетрудно получить такие зависи-
мости: 

A11.m с
п,т = 

i = 1, 2, 3; 
(2 .25) 

сп,т - _
1
_2_ Q; - 3

1 
- �t Qin2 ( 1 + J-:) + п4 (1 + л: )2 • 

-�t - � n n 
Отсюда имеем 

А 
при Q = Q1 � = 0, 032; cn,m 

А 
при Q=Q2 с::: = - 24,3 1 1 ;  

в 
� = 0  168· с ' ' 

n,m 
в � = - 3 006· с ' ' n,m 

Anm В 
при Q = Q3 у'-- = 2,673: Сп.т 

= - 6, 1 75. 
п,т n,m 

Следовательно, при Q = Q1 оболочка совершает преимущественно 
сп т сп т изгибвые колебания, поскольку Г� 1 и -·-_ � 1 .  

n,m Вп.т 
Если использовать формулу (2 .22) , то получим 

R1 = 2,677 . 1 0-3• (2 .2 6) 
Как видно, Q1 из выражения (2.26) нез·начительно отличается от точного 
значения Q1 из выражений (2 .24) . 

Рассмотрим теперь кратко осесимметричные колебания ,  
т. е .  колебания, при  которых поперечные сечения оболочки 
остаются круговыми . Уравнения этих колебаний нетрудно 
получить из уравнений (2 .3) ,  отбросив члены, зависящне 
от <р: 

д2и дw * д2и • 
� - f.1 "д[' = L - дt2 ' 

1 -� д2v * д2v • --2- а;2 = L дf2 , 
ди Р. д4w * д2t'J f.1 дГ -- i" д�4 - w = L дi'Г . 

(2 .27) 
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Подстановка 
и = Am cos Лт� cos rot; 
V = Вт sin Лт� cos rot; 

w = С т sin Лт� cos rot, 

(2 . 28) 

удовлетворяющая краевым условиям Навье, в уравнения 
(2 .27) приводит к двум независимым частотным уравнениям 

Q - 1 -; �-t л� = о; 
(2 .29) 

Q2-[l + Л�(l +�Л�)] R+ Л� [1-�-t2 +�Л�]= О. 
Из первого уравнения получаем частоту чисто крутильных 
колебаний оболочки 

Г\ Г\ 1 -�t � 2 �' = �'кр = --
2
- лт. (2.30) 

Второе уравнение позволяет определить частоты осесим
метричных колебаний оболочки- Q1, Q2, соответствующих 
перемещениям и и w: 

Q _ 1 +�Л� -1- л� 1,2- 2 
.. f (1 -1- АЛ4 Л2)2 

=F V f' : - т + �-t2Л�. (2 . 3 1 )  

Значение отношения �: дает возможность оценить «вклад» 
каждой из компонент w и и в «суммарное» движение обо
лочки .  В данном случае 

(2 . 32) 

Пример 2. Оп ределим ха ракте ристи ки осесиммет ричн ых собств ен· 
ных колебаний оболочки с па рамет рами (2 .23). Полагая т= 1 ,  по фо р· 
муле (2 .3 0) нах одим низшую ча стоту к рутильных колебаний Qкр = = 0,553 . В свою оче редь ,  на основании у равнений (2 . 3 1 )  получаем зна
чения двух д ругих частот, ха ракте ризу ющих осесиммет ричн ые коле -

А 
бания 01 = 0,8 1 4; 02 = 1 , 765 . П ри этом С т = -0,4 1 1 , если Q = 01, 

А 
т 

и с: = 0,245 , если Q = 02• 
Таким об разом , как п ри nе рвой , так и п ри вто рой частоте пе ре ме · 

щения в п родольном и п опе речном нап равлениях будут п ри п рочих 
равн ых условиях близки по ве личи не. 

В заключени.е отметим, что аналогично изложенному 
выше могут быть рассмотрены собственные колебания обо
лочек, нагруженных постоянными осевыми силами или 
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внешним давлением . Уравнения движения оболочки в дан
ном случае запишем в форме 

д2и 1 - fJ. д2и 1 + fJ. д2v дw _ * д2и • av- + -2- дtр2 + -2- a�arp - ft д[ - L дl2 , 
1 + fJ. д2и 1 - fJ. д2v д2v дw _ * д2v • -2- д�д<р + -2- av- + д<р2 - д<р - [. .iJt2 ' (2 . 33) 

ди дv 4 1 - f!.2 N х д2w 
ft a[ + дrр 

- w -�V w -
Е 2nRh � -

1 - f!.2 pR д2w * д2w -
Е -h- дср2 = L дi2 ' 

где N х - сжимающая осевая статическая нагрузка, р -
давление. 

Разрешенное относительно w уравнение, полученное 
на основе (2 .33) , примет более сложный , чем (2 . 8) ,  вид, а 
именно: 

� д4w L *  д2 
1 - f!.2 vsw + д64 + 1 - f!.2 дl2 (V lw) = 

L* д2 [ д2w д2w 3 - f!. в 
- 1 _ ,...2 at2 аср2 + (3 + 2ft) � + ��v w + 

+ �� ( 3 - f!. V2w - w -�V4w - L* д2w ) ] -1 - f!.  дt2 2 дt2 

Nx [ ( 1 ) д2 (V4 ) + 2L•" д,w 
- 2 ( 1  - f!.) nRhE - ft а�2 w д�2дt' -

- (3 - ft) L * a��t2 (V2w) ] - ( 1 _Р� h E [ 2L •• а::�4 + 

+ ( 1 - ft) :;2 (V4w) - (3 - ft) L* a:2
4
at2 (V2w) J . (2 . 34) 

Анализируя это уравнение обычным способом , можно ис
следовать зави�имость частот и форм собственных колеба
ний от параметров нагружения N х и р , определить крити
ческие значения этих параметров, при которых может про
изойти потеря устойчивости оболочки . 

§ 1.1. Коnебания обоnочки без учета 
расnространения уnругих воnи 

Во многих случаях динамические процессы в 
оболочках можно рассматривать , не учитывая волновой ха
�актер распространения деформаций .  Это означает, что 

29 



при решении соответствующих задач о колебаниях могут 
быть приняты во внимание лишь силы инерции ,  отвечаю· 
щие нормальным перемещениям w. Инерционными членами 
в первых двух уравнениях системы (2 .3) можно пренебречь. 

Разрешающие уравнения оболочки примут вид 
д2и I - ft  д2и l + ft д2v дw _ . -ar + -2- дrр2 + -2- а�а<р - �-t ar -:  о. 
I + ft д2и I - ft  д2v д2v дw . 

-2- д/;дrр + -2- ""дr + дrр2 - дrр = О, (2 . 35) 

ди дv Rt74 
L

* д2w 1-t д6 + д<р - w - t' "  w = (fi2 . 
Как и в предыдущем параграфе, на основании уравне

ний (2 . 35) , можно получить несвязанные уравнения типа 
(2. 8) , (2 . 9) ,  которые в данном случае существенно упроща
ются : 

� д4w L* д2 
1 - ft2 vвw + дV" + 1 - ft2 дt2 (V4w) = О; 

д ( д2w д2w ) 
V"'u = дr 1-t а�2 - дrр2 ; 

V4v = :6 [ �IP� + (2 + 1-t) ��� ] • 
(2 .36) 

Упростится , естественно, и частотное уравнение (2 . 1 9) , от
вечающее системе (2 .36) . Оно имеет лишь один действитель
ный корень Q = Q1 (nри краевых условиях Навье) : 

(2 . 37) 

Следовательно ,  круговая собственная частота оболочки ro 
выразится так : 

или 

где 
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w = 11 f 1 [ Er4 + D ( 2 + 2)2] V р R2 (г2 + s2)2 h r s ' 

т:тr. n Eh3 
' = -l- ' s = R ' D = 1 2 ( 1 - !!2) • 

(2 . 38а) 



В задачах динамики и ус- Q1 ·1Q2'.----..,.---т------. 
тойчивости оболочек наиболь-
ший практический интерес 
представляет минимальная '1 1+---+-+---+-----1 
частота собственных колеба-
ний , часто называемая еще 
основной или фундаменталь
ной . Ее ветрудно определить 
из анализа зависимости (2 .38) 
или (2 . 38а) . Эта частота соот
ветствует одной продольной 
полуволне деформаций,  то 

2 л 
Рис. 2 . 1  

есть реализуется при т = 1 .  
Значение же n = nm1n определяется из условия экстре-
м ума д(J)2 

дs2 = 0 . (2 39) 

Используя его,  получаем 

2 1 / 1 - f.L2 2 (2 40) nmin = r � '}.,т - 'Лт. • 
Отсюда непосредственно следует, что при увеличении отно-u l h б сительпои длины R или толщины R о олочки значение 

nmin убывает . 
Подставляя (2 .40) в (2 .37) , находим минимальное зна

чение частотного параметра Q1: 

Q1 = Ql mtn = 2Л� V� ( l - !12) =  ;З �� л2 V l - !12• (2 . 4 1 )  

Пример 3. Пусть оболочка характеризуется параметрами (2 .23) . 
Тогда на основании формул (2 .4 0) ,  (2 .4 1 )  получаем соответственно 

(2 .42 )  

Сравнение найденного значения частот ы Q1 min с соответствующими 
частотами , полученн ыми для общего случая,  когда учит ываются про
цесс ы распространения волн в материале оболочки (см. (2 .24) , (2 .26)) , 
свидетельствует о незначительном их расхождении . Следовательно, 
можно сделать заключение о слабом влиянии тангенциальн ых инер
ционн ых сил на основную частоту собственн ых колебаний.  

Общий характер зависимости Q1 = Q1 (n) , построенн ый по форму
ле (2 .38) , приведен на рис. 2 .1 .  Кривая 1 отвечает одной продольной по
луволне деформации (т = 1 ) ,  кривая 2 - т = 2 .  

Рассмотрим теперь оболочку, нагруженную осевыми сжи
мающими усилиями N х и испытывающую одновременно 

3 1  



радиальное давление р .  С учетом принятых выше предполо
жений «несвязанное» уравнение системы (2 .36) примет в 
данном случае вид 

13 iJ4w L * д2 
1 - !!2 vвw + д�4 + 1 - !!2 дt2 (V4w) + 

+ 211;�Е �2 (V4W) + �� �2 (V4w) = О. (2 .  43) 

Полагая динамячеекий прогlj:б 

w = С sin Лms cos n<p cos rot , 
после подстановки его в (2 .43) находим следующее значение 
частоты собственных колебаний : 

Л� ( 1 - j.t2) + l3 (Л� + п2)4 - 2!;�Е Л� (Л� + n2)2 ( 1 - j.tз) ± 

рп2 
± hE (Л� + п2) ( 1 - j.t2) 

Q = -----------------n--------------------(Л� + n2)2 

(2 . 44) 
Знак «+» перед последним членом в числителе соответ
ствует действию на оболочку внутреннего давJiения , знак 
«-» - действию внешнего давления . 

Анализируя зависимость (2 .44) , можно исследовать , как 
статическое нагружение оболочки сказывается на ее час
тотном спектре, и в частности на его плотности , значении. 
основной частоты, параметрах волнообразования , соответ
ствующих основной частоте , волновых параметрах, при ко
торых происходит статическая потеря устойчивости обо
лочки , и т. п .  Непосредственно из выражения (2 .44) видно, 
что сжимающие осевые усилия , а также наличие внешнего 
давления обусловливают уменьшение собственных частот 
оболочки . Внутреннее же давление, наоборот, увеличивает 
указанные частоты. 

Можно также показать, что осевая нагрузка при изоли
рованном ее действии на оболочку (когда р = О) не влияет 
на волновые параметры т и n, которые отвечают основной 
частоте колебаний . Иначе говоря ,  эти параметры в данном 
случае для нагруженной и иенагруженной оболочек одни и 
те же, т . е . 

2 vl - !!2 2 nR т = 1 ; n = -13- Лт - Лт, Лт = -1- • (2 . 45) 

В то же время радиальное давление может существенно из· 
менять моду, соответствующую минимальной частоте. 
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Если принять Q = О, то из выражения (2 .44) получаем 
значение критических нагрузок Nx и р (точнее говоря ,  за
висимости между ними) ,  при которых происходит статиче
ская потеря устойчивости оболочки .  Так, в случае р = О 
имеем 

2лRhE 

Nкр 2лRhE 
л;" + 1 � 

2 (Л� + п2)4 
--"---7/l'----- = 2 v-;--'-�---,;-л� (Л� + n2)2 1 - ft2 

(2 . 46) 
Параметры волнообразования при потере устойчивости оп
ределяются из условия 

(2 . 47) 

При радиальном нагружении оболочки (когда N х = О) 
потеря устойчивости реализуется при 

Л4 + 
� (Л2 + n2)4 

Р Ркр h т 1 - ft2 т 
Е = --в- = R п2 (Л� + п2)2 

и возможна лишь при наличии внешнего давления . Парамет
ры Лт и n в этой формуле необходимо выбрать так , чтобы 

выражение Р;р было минимальным . 

В заключение приведем кратко основные соотношения 
теории собственных осесимметричных колебаний оболочек . 
Уравнения для определения динамических перемещений 
и, v и w имеют вид (при отсутствии статических нагрузок) 

д2и дw 
av- - f.t ar = о; 

ди д4w 
* 

д2w f.t ar - w - � т = L дtГ ·  

(2 . 48) 

Рассматривая , как обычно, краевые условия Навье, 
на основании этих уравнений получаем следующее значе
ние параметра собственной частоты оболочки :  

Ql = 1 - f-12 +�л;". (2 . 49) 
Поскольку значение параметра � очень мало, то из (2 .49) 
можно сделать заключение, что частоты осесимметричных 
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колебаний слабо зависят от числа продольных волн дефор
маций . 

При сжатии оболочки осевой нагрузкой N х вместо (2 .49) 
имеем 

Q = I - �-t2 + �л� - 2�,'�%в л�, (l - rл2) . (2 . 50) 

Отсюда получаем 

Nx Nкр . 1 - J.t2 + �Л� v � 
2зtRhE = 2зtRhE = �Ш 2 = 2 1 - f.t2 • 

'"т < 1 - fl2) Л.т 
(2 . 5 1 ) 

Что касается радиального давления на оболочку, то оно, 
очевидно, не влияет на значения ее собственных частот (в 
случае осесимметричных колебаний) . 

§ 1.3. Волновые формы 
движения обоnочек 

Представлен<fе решения уравнений (2 .3) или 
(2 . 8) ,  (2 .9) в форме (2 . 1 0) ,  т .  е .  в виде суперпозиции стоячих 
волн ,  не является единственным . Можно использовать и 
другие способы решения указанных уравнений , которые 
более приспособлены для исследования нестационарных 
процессов . Наиболее распространенным из них является 
«волновой» метод, являющийся аналогом метода Д' Алам
бера в теории стержней . В соответствии  с этим методом ре
шение рассматриваемых уравнений в случае краевых усло
вий Навье ищем в виде 

00 00 ( 1 ) U = }: }: An,m cos (mp - 'Фп.т) cos Лтs; 
n=0 m=1 

v = :Ё � Вп,т sin (n<:p - 'Ф�!m) sin Лтs; 
n=O m=l 

W = :Ё � Сп,т cos (n(j) - 'Ф��) sin Л111s ,  
n=O m=! 

(2 . 52) 

где Ап,т, Вп,т. Сп,т. 'Ф��� . 'Ф��. 'Ф�!т - некоторые функ

ции времени ,  подлежащие определению, Лт = т1 . 
Подставляя разложения (2 . 52) в уравнения (2 .3) и при

меняя метод Фурье (метод разделения переменных) , полу-
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чаем следующую систему относительно искомых функций:  
( 2 1 - ,_.,s ) А. .  А . < 1 > Ап,т Лт - 2 n2 - L * [ п,т - п.� ('Фп,m)2] + 

' 1 + f1 � в ( ( 1 ) (2) ) + --2- "'тn n,m COS 'Фп,т - 'Фп,т -

- J!AmCn,m COS ('/'�.� - 'Ф�!т) = О; 
* . . (1 )  • • (1 ) 1 + f1 • ( ! }  (2) L (Ап,т'Фп,т + 2Ап,т'Фп,т) + -2- АтnВп,т SlП ('Фп,т - '/'п,т) -

- J!АтСп,т sin ('Ф�!т - 'Ф�!т) = О; 

( 
1 - f12 2 ) • •  • (2) Вп:т n2 - 2 Лт + L * [Вп,т - Вп,т ('Фп,т)2] + 

1 + f1 � А ( 
О> (2> ) + --2- "'тn п,т COS 'Фп.т - '/'п,т -

- пСп,т cos ('Ф�!т - '!'�!т) =  О; (2 . 53) 

L* ( · ·  <2> 2 · <2> 1 + 1-t � А . 
( 

<1 > <2> Вп,т'Фп,т + Вп,т'Фп,т) + -2- "'тn п,т SlП '/'п,т - 'Фп,т) + 

+ nCп,m sin ('Ф�!т - 'Ф�!т) = О; 
Cn,m [� (n2 - Л�)2 + 1 ] + L* [ёп,т - Сп,т (ф��)2] -

- J.tЛтАп,т cos ('Ф�!т - 'Ф�!т) - пВп,т cos ('!'�!т - 'i'�>m) = O; 
" " (3) • • (2) ( 1 )  (3) L* (Сn,т'Фп,т + 2Сп,т'Фп.т) - J.tЛтАп,т s in ('Фп.т - 'Фп.т) -

- nBп,m sin ('/'�т - ЧJ�3!т) = О . 

Система (2 .53) весьма сложна для исследования , поско.1Iь
ку является нелинейной и связанной . Однако непосред
ственной подстановкой можно убедиться , что ей тождествен
но удовлетворяет решение вида 

Ап.т = А�!т = const; Вп.т = В�!т = const; 

Сп,т = С�� = const ; (2 . 54) 
( 1 )  (2) (3) t t 'Фп.т = 'Фп.т = 'Фп,т = ron ,m + �п.т; �п.т = cons ' 

где параметр ron,m определяется из уравнения (2 . 1 9) . 
Очевидно, что это решение описывает по каждой из ко

ординат и ,  v и w волны, распространяющиеся в окружном 
2зt направлении с периодом Т = -- и соответствующими aм-

ron,m 
плитудами .  Эго свидетельствует о принципиальной 
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возможности реализации волновых форм деформирования 
оболочки, отличающихся от стоячих волн .  Для их возбужде
f!ИЯ нео.бходимо задать определенные начальные условия u0 ,  
u0 ,  V0 ,  v0 ,  w0 ,  w0 •  

Решение (2 .54) системы (2 .53) не является единствен
ным . Другие волновые решения более сложные, а, есте
ственно, более сложным будет общее движение оболочки ,  
поскольку бегущие волны могут иметь переменвые во вре
мени амплитуды и скорости . 

Для выяснения этого вопроса рассмотрим частный слу
чай уравнений движения оболочки (2 . 3) , принимая во вни
мание лишь силы инерции,  соответствующие нормальным 
перемещениям . Основное разрешающее уравнение относи
тельно w (2 .35) дополним членом, характеризующим кон
струкционное демпфирование при движении оболочки . Это 
уравнение примет, таким образом , вид 

� iJ4w L* д2 
1 _ 11� V8w + д�• + 1 _ 112 7fi2 (V4w) + 

eL* д 
+ 1 - 112 дГ (V4w) = О , (2 . 55) 

где е - коэффициент конструкционного демпфирования.  
Полагая 00 00 

W = L L Cn,m COS {mp - 1�n,m) s in Лт� •  
n=O m=l 

после подстановки в (2 . 55) имеем 

где 

• •  ? • 2 
Сп,т + (ю�.т - �п.т) Сп,т + еСп,т = О; 

<'tiп.m + еФп.т) Сп,т + 2Сп,т0Фп.т = О, 

2 Q 
ffiп,m = --г* , 

чичем Q выражается по формуле (2 .37) . 
Вводя замену 

- .!. t 
Cn,m = En,me 2 ; �п.т = l>п,m , 

преобразуем систему (2 .57) к виду • •  •• • 2 En,m + (ffin,m - l>п,т) En,m = О; 

бn,mEn,m + 2Ёn,mбn,m = О, 
•• 2 е2 

Где OOn,m == OOn,m - 4 • 

(2 . 56) 

(2 . 57) 

(2 . 58) 

(2 . 59) 

(2 . 60 ) 



Одно из решений полученной системы очевидное: 
о • о "' ... о En,m = En,m COS (ffiп,mf + СХп,т) ; Un,m = Un,m (2 . 6 1 )  

(Е�.т , сх�.т .  б�.т - постоянные интегрирования) 
ветствует стоячей изгибной волне в оболочке . 

и соот-

Для определения других решений представим 
уравнение (2 . 60) с учетом обозначения 

в форме 
бп,т = Fn,m 

. -1  . -1 F n,mF n,m = - 2Е n,mE n,m• 
(Предполагается Fn,m =1= О ; En,m =1= 0. ) 

Интегрируя уравнение (2 . 63) , получаем 

с г 2 n,m Fn,т = -2- , 
ь п,т 

где Сп,т - постоянная интегр ировани я .  

второе 

(2 . 62) 

(2 . 63) 

(2 64) 

Таким образом , первое уравнение (2 . 60) можно преобра
зовать к виду 

Отсюда получаем 

. . • • с�.т Еп,т + ffiп,mEn,m = -3- • 
Еп,т 

(2 65) 

2 1 [d2 v 4 •• 2 . • ] 
Еп,т = 200��

т 
n,m ± dn,m - 4ffin,mCn ,m SlП (2ffin,mt + Уп.m) , 

причем 

d�.m = Е� .т (О) + (J)��mE� .m (О) + Ь�.т (О) Е�.т (О); 

Уп.т = arcsш . 
. ( 2Еп ,т (О) - d� ,m ) 

V d� .m - 4u{mc� .m 
Возвращаясь к обозначению (2 .62) , находим 

1 � 1 • • с [d2 v 4 •• 2 Un,m = 2ffin,m п,т п,т + dn,m - 4ffiп,mCn,m Х 

(2. 66) 

х sin (2ffi� ,mt + '\'n,m) ]-1 • (2 . 67) 

В формулах (2 . 66) , (2 . 67) каждый раз нужно брать верхние 
или нижние знаки.  

Итак , движение оболочки в данном случае представляет 
собой суперпозицпю «обобщенных» затухающих бегущих 
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волн вида 
_ .!!.... t 

Wn ,т = Еп,те 2 cos (n<p - бп,т) sin Ат�· (2 . 68) 

где Еп,т и бп,т - периодические функции времени ,  опре
деляемые из (2 . 66) , (2 . 67) . Отметим, что режимы бегущих 
во.'IН FВ ,1яются следствием наложения двух стоячих волн ,  
определенным образом «ориентированных» относительно друг 
друга, а именно сдвинутых по фазе в окружном направле-

нии на угол <р = � .  Действительно, функция Wn,т (2 . 68) 

может быть представлена так: 

Wп,т = Ml (t) cos n<p sin Ат� + м2 (t) sin n<p sin Лт�; 
_ !... t Ml (t) = Еп,те 2 COS 'Фп.т; 
_ .!!.... t 

М2 (t) = Еп,те 2 sin 'Фп.т. 

(2 . 69) 

откуда следует это утверждение. 
Из выражения (2 . 66) видно, что если выполняется ус

ловие 
? • 

d�.т = 2ron,т 1 Сп ,т 1 , 
то получаем важный частный случай : функция Wп,т описы
вает бегущую волну с постоянными (при отсутствии зату
хания ) амплитудой и фазовой скоростью: 

Wn,т = с�.т cos (n<p - Фп,тt - ��.т) sin Лт�· (2 . 70) 

Здесь сZ.т, ��.т - константы, которые выражаю:Ся через 
начальные условия w�.т и w�.m следующим образом: 

( 
· о• 

) О 2 О" wn , m  • -2 • (Cn,m) = Wn,m + -2- SШ AmS• 
ron,m 

· о 
о wn,m �n,m = n<p - arctg --'-;0.-

00n,mwn,m 

(2 . 7 1 ) 

Учитывая демпфирование, вместо выражения (2 . 70) в 
данном случае имеем 
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Дадим физическую тр.актовку на•шльных условий (2 .7 1 ) .  
С этой целью соотношение (2 . 70) представим в виде 

ffiп,m = С�.т cos (n'p - �0) s in ЛmG sin ( ffiп,mt + � ) + 
+ с�.т s in (пер - �о) s in  л."G sin (ffi",mt) . (2 .73) 

Отсюда следует, что для практической реализации движения 
(2 . 73) необходимо в общем случае располагать двумя сис
темами распределенных гармонических сил , прпкладывае
мых к оболочке в начальный момент времени .  Первая сис-
те.\1а должна возбудить изгибную форму С�.т cos (n<p - 
- �о) sin ЛmG , вторая - форму С�.т sin (mp - �0) s in ЛmG . 
при этом между силовозбудителями обеих систем должен 
существовать сдвиг по фазе во времени, равный � . Заметим, 

что если собственные частоты оболочки достаточно «разне
сены», то приближенно возбудить в ней бегущую волну 
(2 . 70) (реализовать условия (2 . 7 1 ) ) можно с помощью лпшь 
двух гармонических силовозбудителей [34 , 35 ] . Амплитуды 
и частоты обоих силовозбудителей должны быть при этом 
равны::\ш по величине .  Если амплитуды первого и второго 
силовозбудителей раз.шчны ,  то движение оболочки пред
ставляет собой «обобщенную» бегущую волну (2 . 68) с пе
риодически изменяющимиен во вре::\1ени амплитудой и фа
зовой скоростью . 

§ 2.4. &еrущие волнь1 в обоnо'!ке 
nри nериодическом возбуждении 

Волновые формы движения оболочек , описанные 
в предыдущем параграфе, с течением времени постепенно 
затухают из-за неизбежных энер гетических потерь в упру
гой системе вследствие влияния сил диссипации .  С целью 
компенсации расхода энергии и поддержания таким обра
зом режима бегущих волн с некоторыми постоянными ампли
тудами можно использовать внешние, постоянно действую• 
щие на оболочку,  источники периодического возбуждения. 
Уравнение , оnисывающее поведение оболочки в этом слу
чае, имеет вид 

� д4w L* д2 
1 - 1!2 vsw + дV" + 1 - 1!2 (f[J (V4w) + 

вL "' д L *  
+ 1 _ 1!2 дt (V4w) = ( l  _ !!2) ph V4q, (2 . 74) 
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где q = q (� . <р ,  t) - поперечная периодическая на
tрузка . 

Поскольку уравнение (2 . 74) неоднородное, его решение 
можно представить следующим образом : 

00 00 
w ж: � � Сп,т cos (n<p - 'Фп.т) sin Лт6 + 

n=0 m=1 
00 00 

( 1 )  + � � Мп,т COS (n<p - 'Фп,т) sin Лт� •  
n=0 m=1 

(2 . 75) 

где первый ряд в правой части представляет собой общее 
решение однородного уравнения , второй - некоторое част
ное решение неоднородного уравнения . Для определения 
неизвестных функций времени Сп,т . 'Фп.т , Мп.т, 'Ф�:� под
ставим, как обычно, разложение (2 . 75) в уравнение (2 . 74) 
и применим метод Фурье. В результате получим две систе
мы нелинейно связанных уравнений,  одна из которых , оче
видно, совпадает с системой (2 .57) , а вторая имеет вид 

.. . "2 • ( 1 )• Мп,т + еМп,т + [Фп,т - 'Фп,т] Мп,т = 
1 ( 1 )  ( 1 )  (2) • ( 1 )  • = ph (Qп,m COS 'Фп,т + Qп,m SlП 'Фп,т] ,  

" ( 1 )  . (1 ) • ' ( 1 )  ('Фп,т + Е'Фп,т] Мп,т + 2Мп,т'Фп,т = 
1 (2) ( 1 )  ( 1 )  • ( 1 ) = ph (Qп,т COS 'Фп,т - Qп,m SlП 'Фп,т] ,  

(2 . 76) 

где обозначено 
l 

2 2nR R 

Q�1.� = nR.l � � q (� . <р, t) sin Лт6 cos n<pd<pd6; 
о о (2 . 77) 

l 
2 2nR R 

• . 

Qп,m = nRl � S q (6 , <р, t) SlП Лт� SlП n<pd<pd6 . 
о о 

Для построения частных решений уравнений (2 .76) не
обходимо располагать информацией о законе изменения 
внешней нагрузки q со временем. 
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Пусть , например , 

q = f f [Q�1.� cos n<p + Q��� sin n<p] sin Лт6 cos vt; 
n=0 m=1 (2.78) 

Q�� = const; Q�� = const. 



Полагая е = О, находим, что уравнениям (2 . 76) удовлетво-
ряет такое решение: • 

в<о> _ V Q�.� + Q�� 
n,m - ph ( co� ,m - v2) Мп,т (t) = Е��� cos vt; 

Q(2) ( 1 )  t n,m 'Фп,т = arc g -( ,-) - . Qn ,m 

При этом предполагается Фп,т ::::/= v .  

(2 .79) 

Используя результаты предыдущего параграфа, устанав
ливаем, что общий прогиб оболочки (2 . 75) 

оо оо [ Ц,(О) (0) n,m • W = � � Wn,m COS Фn,mt + -- SlП Фn ,mt -
n=0 m=1 con,m 

Е(О) t ( ( 1 ) ) - n,m COS Фп,т COS пер - 'Фп,т + 
Е(О) ( ( 1 )  ) ] • � 1:: 

+ n,m COS пер - 'Фп,т COS vt SlП "'т':>· (2 . 80) 

Здесь первые два слагаемые соответствуют свободным ко
лебаниям оболочки , третье - свободным «сопровождаю
щим» * и ,  наконец, четвертое - вынужденным колебаниям. 
Если учесть демпфирование, то свободные и сопровождаю
щие колебания с течением времени затухают. Чисто вы
нужденные колебания ,  которые характеризуют движение 
оболочки по истечении достаточно продолжительного пери
ода времени,  обусловливают стоячие изгибные волны в 
оболочке . «Суммарное» движение обо.'lочки представляет 
наложение таких волн .  

Если Фп,т = v , то имеет место резонанс и функция w 
(2 .75) примет вид 

оо со [ U,(O) 
W = � � W�� COS Фn,mt + � sin Фn ,mt + 

n=0 m=1 con,m 

v Q�1� + Q�� ( 1 ) • ] • 
� + 2' h ' t COS (пер - 'Фп,т) SlП  Фn,mt S lП "'mS •  (2 .8 1 ) 

Р con,m 

т .  е .  содержит «прогрессирующие» (с нарастающими ампли
тудами) стоячие волны. При наличии демпфирования ампли
туды этих волн принимают постоянные значения . Соответ-

* См. :  Бабаков И. М .  Теория колебаний .- М . ,  1 968.- 560 с. 
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ствующее решспае в данном случае нетрудно получить , ес
ли использовать замену (2 . 59) .  

Рассмотрим такую задачу. Потребуем, чтобы решение 
уравнения (2 . 76) имело вид 

м - м<О> - t ·  n,m - n , m  - cons ' '\'��.� = Qt' (2 . 82) 

т.  е . , как с.1едует из выражения (2 .75) , отвечало бегущей 
изгибной волне, обусловленной внешней нагрузкой . Такое 
решение возможно в случае в = О лишь nри условиях 

(2 ) ro. ( 1 ) • пt qn,m COS � "' = qn,m SШ � ' ;  
( 1 ) ( )) 

Qn,m Qt + Qn , -n • п, _ М(О) ( 2 О�) -h- COS -h- S I П  � "' - n т ffiп т - . . , р р . . 
вытекающих из системы (2 . 76) . 

(2 . 83) 

Следовательно, функции q��� и q�!m. характеризующие 
нагрузку q и оnределяющиеся по формулам (2 .77) , должны 
быть представлены так : 

( 1 ) р Г\J qn,m = n,m COS � ц ; 

(2) р . Г\J qп,m = n,m SIЛ � "' , 

где Р п,т - постоянные величины. 
Общий динамический прогиб w в данном случае наряду 

с компонентами , характеризующими стоячую волну, со
держит в своем составе бегущие изгибные волны с перио-
дами Т�.� = � и т<2> = � соответственно :  00n,m •• 

оо оо {[ w<O> ] W = L L W��>т cos ffiп,ml + 00 
п,т sin ffiп,ml + 

n=O m=l п,т 

г <О> t) м<о> ( 1 
о ) + l- Мп,т COS (n<:p - ffiп,т + п,т - oo
n,m Х 

х sin nq> sin roп,mt + М��� cos (пер - Qt)] sin Лтs} . (2 . 84) 

Здесь 

М(О) _ Pn,m 
n,m - ph (w�.m - Q2) 
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Путем предельного перехода из (2 .84) нетрудно получить 
«резонансное» решение, когда Q = ron,m· Оно имеет вид 

W = f f {[wh�� cos ron,mt + Wh�� sin ron,mt] + 
n=O m=l ron,m 

[ pn mt + - 2ph� sin (n<p - ro n,mt) + 
n,m 

+ Рп,; sin n<p sin ron,mt] sin Лт�} . 2p hron,m 
Если е =1= О, то в представленном решении  амплитуды 

бегущих волн примут постоянное значение, а собственные 
и сопровождающие колебания с течением времени постепен
но затухают. Установившееся движение оболочки будет 
следующим : 

00 00 р 
W = ,L L У 

n ,m sin (n<p - ron,mt) siп Лт�· 
n=O m=l p h (ro� .m - QS)2 + e2Q2 

Таким образом , в зависимости от вида внешней перио
дической нагрузки движение оболочки может соответство
вать наложению стоячих или бегущих волн ,  а также ком
бинации тех и других .  При этом необходимо отметить , что 
бегущие изгибвые волны в оболочках представляют собой 
весьма вежелательные формы движения (с точки зрения 
динамической прочности этих оболочек) .  Непрерывная пе
р естройка поверхностной формы оболочки , наложение бе
гущих и стоячих волн могут обусловить не только появле
ние опасных напряжений ,  но и привести к быстрому накоп
лению усталостных трещин ,  вызывающих преждевременное 
разрушение. В этой связи следует избегать нагрузок , ко
торые могут возбудить такого рода волновые формы дви
жения оболочек . 

Описанные выше формы движения оболочек имеют мес
то и при граничных условиях,  отличающихся от условий 
шарнирного опирания оболочек . Это следует из того, что 
в формировании тех или иных воJшовых движений оболочки 
определяющую роль играют те компоненты изгибных форм,  
которые зависят от окружной координаты <р .  Такое заклю
чение представляется естественным, поскольку дл я замк
нутой оболочки , уравнение колебаний которой имеет вид 
(2 .55) , всегда можно записать 00 00 

W = L L an,m (f) Xm (�) COS (n<p - 'Фп,т) ,  
n=O m=l 
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где Хт (6) - некоторые функции, удовлетворяющие урав
нению 

� [Х��ш - 4s2X�1 + 6s4X�v - 4s6X� + s8Xтl --

2 xiV 2 ,2XI I  4Х 
Е 

XIV - о n 
- ffiп,т [ т - S т + S т] - RZ т - ' S = R • 

а также заданным граничным условиям .  

§ 2.5.  Формы изгибных коnебани.:t 
обоnочек с осесимметричными 
неправиnьностями 

Основываясь на линеаризонаином варианте урав
нений ( 1 .43) , рассмотрим теперь вопрос о формах , а также 
частотах изгибных колебаний оболочек , срединные поверх
ности которых имеют малые отклонения от кругового по
перечного сечения , или, иначе говоря ,  начальные прогибы . 
Необходимо отметить , что строгое определение этих форм 
представляет в общем случае весьма сложную математиче
скую задачу .  Их аналитическое представление пока не опи
сано в научной литературе по механике оболочек даже в слу
чае весьма простых выражений начального прогиба w0 (х, у) .  
Правда, в последнее время получены некоторые численные 
результаты по определению изгибных форм «несовершен
ных» (с начальным прогибом) цилиндрических оболочек, 
однако очевидно, что они имеют ограниченную область при
менения и не обладают той общностью, которая свойствен
на аналитическим результатам . 

В расчетной практике при анализе колебаний и устой
чивости цилиндрических оболочек с начальными неправиль
ностями формы функции динамических прогибов аппрокси
мируют обычно формами собственных колебаний идеальных 
оболочек , т .  е . оболочек без начальных прогибов . При этом 
ограничиваются , как правило, рассмотрением одной , «ре
зонирующей» с внешним возбуждением формы. 

Такой , ставший традиционным , подход не всегда явля
ется правомерным и в ряде случаев может привести к су
щественным погрешностям в определении напряженно-де
формированного состояния оболочек , поскольку оболочки  
с начальными прогибами и соответствующие им круговые 
оболочки характеризуются различными формами и частс
тами собственных колебаний .  Особенно велика роль началь-
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ных неправильностей геометрии оболочек в задачах дина
мической устойчивости . Это связано с тем, что критические 
нагрузки ,  при которых происходит динамическое «прощел
кивание» (потеря устойчивости) оболочек , очень «чувстви
тельны» к начальным прогибам, существенно зависят и от 
«амплитуд» этих прогибов и от характера их распределения 
по поверхности оболочки .  

Проанализируем влияние начальных несовершенств на 
основные динамические характеристики оболочек - формы 
и частоты их изгибных колебаний - на примере задачи о 
ко.1ебаниях оболочки с осесимметричным начальным про
гибом . 

Предположим, что функция начального прогиба w0 име
ет вид 

k · - - nk 
w0 = w0 (x) = fo sш kx; k = -1- , (2 . 85) 

где параметр k может принимать любое целочисленное зна
чение (k = 1 ,  2 ,  3 , . . . ) . 

Отметим, что полученные результаты могут быть обоб
щены на случай , когда эта функция представляется в виде 
соответствующего ряда , где суммирование ведется по ин
дексу k.  

Считаем, как обычно, что начальный прогиб не вызывает 
в оболочке предварительных напряжений . 

Линеаризованные уравнения движения оболочки при
мут в данном случае форму 

D V�w - д2wо д2Ф + 1 д2Ф р д2wl • 
h 1 - (fX2 ду2 R дх2 - (Jj2 ' 

_1_ V4ф - - д2wо д2wl - _1_ д2wl 
Е - дх2 ду2 R дх2 • 

(2 . 86) 

Поскольку рассматривается задача о собственных колеба
ниях ,  принято q (х, у, t) = О .  

Полагая w = 
д
д� = О при х = О , х = l, динамический х ... 

прогиб w1 представим в виде разложения по формам соб
ственных колебаний круговой оболочки,  удовлетворяющего 
условию замкнутости : 

wl = f -f т·т cos sy + ,�.т sin sy) sin rx, 
n т 

n mn 
где s = R ; r = -1- ; n,  т = 1 ,  2 ,  . . . 

(2 . 87) 
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. Для определения фуНКЦИЙ fl•m = n·m (t) , i = 1 ,  2 ,  ИС· 
пользуем метод Бубнова - Галеркипа (более подробно он 
изложен в §  3 . 1 ) .  При этом предварительно найдем функцию 
напряжений Ф в срединной поверхности . С этой целью под
ставим разложение (2 .87) и соотношение (2 .85) во второе 
уравнение системы (2 .86) . В результате получим 

Ф = f f [Ф7·т cos sy sin rx + Ф�·т sin sy sin rx + n т 
+ Ф�·т cos sy cos (k - r) х + Ф�·т cos sy cos (k + r) Х + 

+ Ф�·т sin sy cos (k - r) х + Ф�·т sin sy cos (k + r) х] ,  (2 . 88) 

где 

Уравнения Бубнова - Галеркипа имеют следующий вид: 

где 

l 2:п:R д l 2:п:R д i r Х w� dxdy = О; i i Х w� dxdy = О; (2 . 90) J J дfn, J J дfn, о о 1 о о 2 

n, т =  l , 2 . . . .  , 
D д2w д2Ф 1 д2ф д2w Х s= т  V4wl - дх2о ду2 - R дх2 + Р ata l ; 

дnw1m = cos sy sin rx; (2 . 9 1 ) дfl ' дwl • • -- = sш sy sш rx. д�·т 
Подставляя в равенства (2 .90) найденное значение функ

ции напряжений (2 .88) и выражения (2 . 87) , (2 . 85) , выводим 
уравнения для оnределения искомых временных функций 

f�.m . � . 
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s2k2fk 
О (Фп .т+2k фп,т) О· - -2- б - б = ' 

- qл q = -l- , n ,  т, q = 1 ,  2 ,  . . • 

(2 . 92) 

Эги уравнения после соответствующих подсталовок пред· 
ставим так : 

. .  00 
tf·m + (ro�'m)2 f?·m + ro�jmf?,m + � a.;·mf?,q = О; (2 .93) 

q=l 
q=!.m . .  00 

f2•m + (roo'm)2 f�·m + ro�2mn,m + � a.;·mf2·q = О. (2.93а) 
Q=l fPFm 
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Здесь 

( п,т)2 _ 1 [ D ( 2 + 2}2 + Е r4 ] 
ffio - р h r s [[Г (r2 + 82)2 (2 . 94) 

частота собственных КОJ1ебаний идеальной оболочки ,  
когда w0 == О ; ffi�im , а;·т - коэффициенты, ,эависящие от 
параметра начального прогиба f� , причем при f� = О вы
полняются соотношения ffi�im = О и а�·т == О . 

Пусть параметр k начального прогиба (2 . 84) является 
нечетным числом . В этом случае имеем 

где 

п ,т п ,т p,n.m (fk)2 p,n,mfk ffio1 = ffioz = 1-' 1  о - 1-'2 о, 

n т Ek4s4 { 1 + дk т 1 } �� ·  = � [s2 + (k � r)2]2 + [s2 + (k + r)2]2 ; 

n т 2Eks2r { 4r3 
�2 '  = --юр- (s2 + r2)2 ( 4r2 _ fi2) + 

(2 . 95) 

(k - r)2 (k + r) 2 } · + (s2 + (k - r)2] 2 (2r - k) + (s2 + (k + r)2] 2 (2r + k) ' 
бk,m - символ Кронекера (бk,m = при k = т, Ok,m = О 
при k -=!=  т) .  В случае четного k соответственно получим 

п,т (l)п.т p,n,m ({k)2 ffi o1 = oz = 1-'1 о , (2 .96) 
где параметр �1 определяется так же, как и при нечетнам k . 

Таким образом , наличие осесимметричной неправильнос
ти (2 . 85) обусловливает связанность обобщенных коорди-
нат оболочки пт и отдельно координат t�·m. n , т =  1 ,  2, . . .  
Следовательно, системы уравнений (2 .93) и (2 .93а) можно 
рассматривать независимо одна от другой . Причем видно, 
что при одних и тех же начальных условиях эти системы 
имеют одни и те же решения , поскольку корни характерис
тических уравнений у них равны. Эти корни определяются из 
уравнения 

� �1 {а� ·т + [ffi�im + (ffi3'т)2 - /..2] бq,m }  1 1 = О. (2 . 97) 

Таким образом, собственные колебания с частотами 
'Ап.т . определяемыми из (2 .97) , являются «двукратно вырож
денными» [29] , поскольку существует два класса независи-
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мых решений 

(2 . 98) 

w12) = � � п·т sin sy sin rx, (2 . 98а) 
n=l m=l 

удовлетворяющих и уравнениям движения (2 .86) и приня
тым граничным условиям. Это означает, что осесимметрич
ный начальный прогиб не снимает «вырождения», характе
ризующего собственные колебания оболочки . Для идеальной 
оболочки, как уже отмечалось ранее, одной и той же соб
ственной частоте ro�·m , определяемой по формуле (2.94) , от
вечают две различные формы изгибных колебаний : 
С1 cos sy sin rx и С2 sin sy sin rx (С1 ..,. const ,  С2 = const ; 

n mn s = R ; r = -l- ; n ,  т =  1 ,  2 ,  . . . ) .  

Для определения форм изгибных колебаний оболочки 
с начальным проrибом, отвечающих собственной частоте 
'Лп,т . рассмотрим некоторое конечное число членов ряда 
(2 . 87) . Примем, например , n ,  т = 1 ,  2, . . .  , N и запишем 
прогиб w1 в виде 

N 
w1 = � 'Рп (х, у, t) ; 

n=! (2 . 99) N N 
'Pn (х, у, t) = cos sy � n·m (t) s in rx + sin sy � n·m (t) sin rx. 

m=l m=l 

Введем вместо обобщенных координат f7·m главные коорди
наты �7·m с помощью линейного преобразования [3 1 ,  35] 

Здесь 
{!, } = [Ч'] { � t } , i = 1 ,  2 .  (2 . 1 00) 

{ft } -

f7'N �7 ,N 
[Ч'] - квадратная матрица размерности (N Х N) ,  столбцы 
которой образованы собственными векторами алгебраи
ческой системы, соответствующей уравнениям (2 . 93) (или 
(2 . 93а)) . Подставляя (2 . 1 00) в исходные уравнения (2 . 93) 
и умножая затем их на транспонированную матрицу ['l'] ' ,  
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получаем систему независимых уравнений в новых пере
менных 67'm : 

�r·m + ('А7'т)2 �7·m = О, i = 1 ,  2 ;  n ,  т =  1 ,  2 , . . .  , N, 
(2 . 1  0 1 ) 

где ')..�,т = ')..�·т - частоты собственных колебаний обо
лочки с начальным прогибом (главные частоты) . 

Используя соотношения (формулу преобразования) 
N fn,m � �тtn.Pt n,p i = .kJ Y m  ';ol , 

p=l 
(2 . 1  02) 

где w:;;P - элементы m-й строки матрицы [Ч' ] ,  полученные 
на основании (2 . 1 00) , динамический прогиб w1 (2 . 99) можно 
представить в виде 

или 

N N N 
w1 = � cos sy � � w:;;P6?·P siп rx + 

n= l m=l p=l 

N N N 
+ � siп sy � � w:;;P��·P sin rx, (2 . 1  03) п�l m=l p=l N N [ N ] 

w1 = � � 67'0 cos sy � w::;t' sin rx + 
n= l p=l m=l N N [ N ] 

+ �1 �! s� ·p sin sy �1 v::;o sln rx . (2 . 1 04) 

Отсюда заключаем, что искомые собственные формы коле
_баний , соответствующие частоте ').. п.т, определяются такими 
разложениями : N 

Х?•Р (Х, у) = Cl COS sy � чг::;о SiП ГХ; 
m=l 

N 
х�·р (х, у) = с2 sin sy � v::;o sin rx 

m=l 
(С1 = const , С2 = coпst) . 

(2 . 1 05) 

Следовательно , для аналитического представления форм 
изгибных колебаний оболочки с осесимметричным прогибом 
(2 .85) необходимо в соответствии с формулой (2 . 1 05) «про
суммировать» формы колебаний соответствующей идеаль
ной оболочки, связанные с продольной координатой х, т .  е . 
той координатой , по которой распределена начальная по� 
гибь. 
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Пример 4. Определим частоты и формы собственных колебаний 
оболочки с начальной погибью (2 .85) при представлении ди намиче
ского прогиба w1 четырехчленным разложением по формам собствен
ных колебаний идеальной оболочки : 

w1 = f1 cos sy sin rx + fв sin sy sin rx + 
+ fa cos sy sin qx + {4 sin sy sln qx, (2 . 106) 

причем r = -k , q + r ( q = q; , q - целое число) . 
Система уравнений (2.93, 2 .93а) примет в этом случае форму 

Здесь 

• •  2 f1 + Wof1 + ffio1f1 + а1зfз = О; • • 2 
fв + Wof2 + ffio2f2 + a24f4 = О; 

f� + Q�fз + Qo1fз + йзtfl = О; 

n n An,q (fk)2 An, qfk ••о1 = ••о2 = t'l о - t'2 о• 

(2 . 107) 

nричем коэффициенты �r·ll оnределяются точно так же, как и в фор
муле (2 .95) ; 

Es2r3f� { 4q2r 
й1з = й24 = - pRlq (s2 + q2) 2 (4q2 _ r2) + 

-::-:""""'-:--�( r--::-;;-,
q )2 ( r + q)2 

} + [s2 + (r - q)2]2 (2r - q) + [s2 + (r + q)2]2 (2r + q) А; 

4Er&s2f�A 
йзt = а42 = - lpqR (r2 + 82)2 (4r2 _ q2) 

А =  1 - (- l )q.  
(Предполагается Зr + q, 2r + q.) 

Составляя характеристическое уравнение (2 .97) , находим глав
ные собственные частоты колебаний рассматриваемой оболочки : 

Л� = w� t w� + V ( wy -; w� У + а1заз1 : 
(2. 1 08) 
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- -1'10 1/ 2 D 
Рис. 2 .2  

nричем 

/ 

/ 
": 2 1, ID, м  

где 

roi = ro� + rooi: ro� = gg + Qof· 
(2 . 109) 

Соответствующие этим частотам 
формы изгибных колебаний могут быть 
nредставлены так: 

Х11 = С11 cos sy (sin гх + и sin qx) ; 

xl2 = с12 sin sy (sin гх + и sin qx); 

\':21 = с21 cos sy (sin гх + v sin qx) ; 
х22 = с22 sin sy (sin гх + v sin qx) , 

(2 . 1 1 0) 

Са/3 = const . 
Существенно отметить, что частоты собственных колебаний Л1 , 

Л2 (2 . 108) зависят не только от амплитудного значения начального 
прогиба w0 , но и от того , как «распределяется» этот прогиб по отноше
нию к исходной («невозмущенной») среди нной поверхности оболочки , 
т. е. срединной поверхности идеальной оболочки . Это заключение вы
текает из анализа nоведения nарциальных частот о(iолочки ro1 и ro2 
(2. 1 09) nри изменении параметра f�. Так, если nараметры волнообразо

вания г ,  s и q таковы, что ��,т > О и ��,'q > О , то при f� < О указан
ные частоты всегда возрастают с увеличением амnлитудного значения 
w0 • .Ясно, что в этом случае соответственно возрастают и главные час
тоты . Если же f� > О , то с ростом начального nрогиба частоты могут 
уменьшаться по сравнению с соответствующими частотами идеальной 

lk fl� ·т 
оболочки . Такая ситуация реализуется , в частности , если 0 < --

��,т -
A.n,q 

k t'2 
или fo < --- . 

�7·q 
На рис. 2 .2 изображены графики зависимости ro1 = rо!·т (/�) . 

построенные для оболочки с параметрами 

Е = 2 · 1 011 Па; 
l h 3 

R = 2, 5; R = 3, 1 25 . ю- ; 

р = 7 , 8  · 1 03 кгjм3; 11 = 0, 3; R = 0, 1 6  м, 
(2 . 1 1 1 ) 

nричем кривая 1 соответствует волновым числам т = 1 , n = 6 ,  k = 1 , 
кривая 2 - т = 2 ,  n -=  9, k = 1 .  Из представленных кривых видно 

52 



пт ....-.....------..-------'--,'----, ltJ,, Гц 

6 
Рис. 2 .3  

л 

что оболочка с «отрицательной» начальной неправильностью характе
ризуется более высокими собственными парциальными частотами , 
чем эта же оболочка,  но с «nоложительной» неправильностью. При этом 

с ростом f� при f� > О наблюдается тенденция к замедлению убывания 

частоты rо?·т. Начиная с некоторых относительно больших значений 

параметра fg, эта частота начнет возрастать. 
Соответствующие частотные кривые рассматриваемой оболочки при 

т = 1 представлены на рис. 2 .3 .  Штриховая кривая здесь отвечает 
случаю f� = О (идеальная оболочка) , кривая 1 - f� = -5 . 10-4 м, 

кривая 2 - �� = 5 . ю-4 м .  
Аналогичн�е рассуждения можно �ровести и для других �лучаев 

(��·т < О ; ��,q < О; ��·т > О; ��,q < О; ��·т < О; ��,q > 0) .  
Пример 5 .  Пусть начальный прогиб w0 имеет вид 

w0 = fio sin rx + fg0 sin qx,  (2. 1 1 2) 

а динамический прогиб w1 соответствует разложению (2 . 106) . Для уп-- lq lr 
ращения nредполагаем nараметры q = Л и т = Л четными чис-

лами , В этом случае 

2 2 Er2 [ s• ] r 001 = 00о + 4Р 2 + (s2 + 4r2)2 (/10)2 + 

Es4q4 { 1 1 } ( q \2 • 
+ 4Р [s2 + (q _ r) 2]2 + [s2 + (q + r)2]2 /201 • 
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2 2 + Eq4 [2 + s4 ] (fq )2 + Ф2 = 00о 4р (s2 + 4r2) 2 20 
Es4r4 { 1 1 1 r s 

+ ---rp- [s2 + (q _ г)2]2 + [s2 + (q + r)2]2 J U1o> • 
Для главных частот получим такие выражения : 

Здесь 
Eq2r2s4 { 1 1 } 

У = 4р [s2 + (q _ r)2]2 + [s2 + (q + г)2] 2 f�o�o + 
+ Е 2 2f'

fq 2р '  q 10 20· 

Собственные формы иэгибных колебаний имеют такой же вид (2 . 1 10) , 
как и в предыдущей задаче, при этом следует положить 

§ 1.6. Обоnочки с неосесимметричными 
неправиnьност.ями 

Рассмотрим оболочку с начальными неправиль
ностями ,  предполагая их «распределенными» по обеим коор
динатам х и у: 

Wo = (ffoq COS ky + f�oq s in ky) s in qx. (2.113) 
Динамический прогиб w1, как и прежде, будем представлять 
разложением (2.87). Линеаризованные уравнения движения 
оболочки имеют в этом случае вид 

54 

D 4 1 д2Ф д2rщ. azwo д2ф 
Т V wl =- R дх2 - р (fl2 + -ахг ду2 + 

+ д!wо д2ф 2 д!wо д2ф • 
---aij2 дх2 - дхdу дхду ' 

(2. 114) 
1 V"Ф - -

д2wо д2wl - д!wо д2wl + 2 д2wо д2wl 
Е - дх2 ду2 ду2 дх2 дхду дхду • 
Введем обозначения 

А fn,mf
k,q + fn,mfk,q, - 1 10 2 20 • 



в fn,mfk,q fn,mfk.q, = 1 1 0 - 2 20 . 
(2 . 1 1 5) 

с _ fn,mfk,q + fn,mfk,q, - 1 20 2 1 0 .  

D fn,mfk,q fn,mfk,q = 1 20 - 2 1 0 . 
Тогда функцию напряжений Ф, найденную из второго урав
нения (2 . 1 1 4) ,  можно записать так : 00 00 

Ф = l; � [Ф3·m cos (k - s) y cos (q - r) x + m=l n=l 
+ Ф7·т cos (k + s) y cos (q - r) х + Ф�·m sin (k - s) y )( 

х cos (q - r) х + Ф1·т sin (k + s) у cos (q - r) х + 
+ Ф�·т cos (k - s) y cos (q + r) х + Ф5·т cos (k + s) у Х 

х cos (q + r) х + Ф�·m sin (k - s) у cos (q + r) х + 
+ Ф]·т sin (k + s) у cos (q + r) х + Ф�·т cos sy sin rx + 

+ Ф9·т sin sy s in rx] . (2 . 1 1 6) 
Здесь 

фп,т ЕА (kr - qs) 2 . ф'',т _ ЕВ (kr + qs) 2 • 
0 .... - 4  [ (s -k) 2 +  (r - q) 2]2 ' 1 - - 4  [(k + s)2 + (r - q)2P ' 

фп,т 
ED (kr - qs) 2 • ф11,m _ ЕС (kr + qs)2 • 

2 = - 4 [ (s - k) 2 + (r- q) 2] 2 ' з - - 4 [(k + s)2 + (r - q) 2J 2 ' 
ф�·т = .....,..,,..,..-E_A..,..;.,(k:-

r�+-:q"'-s:.,.)2-,..,:=-4 [ (s - k)2 + (q + r)2]2 
ф�·т = �-:-:-E_D_,(::..,k....,r ..:..+�q'--is),_s.....,..":::-

4 [ (k - s) 2 + (q + r) 2]2 

Фs'm = 
ЕВ (kr - qs) 1 

4 [ (k + s)2 + (r + q)2] 2 

n.m Er2fnl ,m Er2f2n,m 
ф Фэп,т = -:::-.,..-;:-..::--� 

8 = R. (r2 + s2)2 R. (r2 + s2)2 • 
Применяя далее метод Бубнова - Галеркина к первому 

уравнению (2 . 1 14) , приходим к следующим дифференциаль
ным уравнениям, описывающим колебания оболочки с рас
сматриваемым начальным прогибом (2 . 1 1 3) : 

fl'·m + ( (J)�'m)2 п·т + Q�·mп,m + (J)�jmn,m + 

+ Yn,mf'i'm + L af·mtf,m + L a�·mfg•m = О; 
ii=l p=l 
P+n p+m 
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;r·m + (ro� 'm)2 п·т + Q�·mn,m + 0>�2mfi,m + (2 . 1 1 7) 

+ 1n,mfi,m + }: �f·mff·m + }: ��·mf�·m = О. 
�=1 �=1 
r> + n  p+n 

Здесь ro� ·m - частота собственных колебаний идеальной 
оболочки (см. (2 .94)) : 

Q�·m = l�p { (kr + qs)4 [ [ (k + s) 2 � (г - q) 2] 2  + 

+ ( (k - s) 2  � (г + q)2]2 ] + (kr - qs)i [ [ (k + в) 2 � (г + q) 2]a + 
+ 1 ] } [(fk,q)2 + (fk,q)2] + 

[ (k - s) 2 + (г - q)2]а 1 0 20 
+ ��4 [(!76171)2 + ma171)2] бk,sбq,r + �;; { [4s2 � t �4r)S] 2 + 

(q - r)4 } fn,q 2 (f
n.ii 2 .11 

+ [4s2 + (q + r) 2JZ [( 1 0 ) + 20 ) ] Uk,s + 

+ �{4 + 1 6р 
(k + s)' (k - s)4  } 

[ (k - s) 2  + 4г2]il + [ (k + s)§ + 4г2]2 Х 

Х [ (f�6m)2 + (f}om)2] бq,, ; 

n,m Es4 fn,m 2 .�: .�: Es4 pt./i О>о2 = ар ( 20 ) Uk,suq,r + 4j) (/ 20 )2 бk,s: 

n,m Es4 k.'iif'k;q.�: Es4 n,qpt,q У = ар f1o 20 Uk, sl3q,r + 4i) /10 1 20 бk,s; 

ад·m ' м·т - некоторые постоянные коэффициенты, кото
рые отличны от нуля при нечетнам т и при  одновременном 
выполнении одного из условий : р ± k + n = О. Их вы
Dажения из-за громоздкости здесь не приводятся . 

Структура полученных уравнений свидетельствует о 
более сложном, чем в случае осесимметричной начальной 
погиби , зависимости обобщенных координат !1'171 в процессе 
колебаний оболочки .  Связанными между собой оказыва
ются координаты f'i'm и f;·m . При этом парциальные частоты 
колебаний оболочки ,  соответствующие обобщенным пере
мещениям оболочки fl'171 и n·m 1 являются в общем случае 

56 



различными : 
( ш7'т)2 =F ( Ш�'т)2; 

(ш7'т)2 = (ш3'т)2 + Q�·m + ш3im; (2 . 1 1 8) 
( Ш�'т)2 = ( ш3'т)2 + Q�·m + ш32т, 

из-за ш3im =F Шо2т (при /10 =F [20) . (При осесимметричной 
начальной погиби эти частоты совпадали . ) 

Подобно тому, как это было сделано в предыдущем па
раграфе, · путем введения нормальных координат - можно оп
ределить собственные изгибные формы для данного случая . 
По аналогии они будут представлять собой сумму форм из
гибных колебаний идеальной оболочки с коэффициентами ,  
являющимися элементами модальной фундаментаJJьной мат
рицы . 

Рассмотрим некоторые важные частные примеры пред
ставления функций динамического w1 и начального w0 про
гибов . 

Пример 6. Предположим ,  что прогиб wJ может быть аппроксимиро
ван двучленным разложением по сопряженным формам 

w1 = (f1 cos sy + f2 sin sy) sin гх ,  (2. 1 1 9) 
и функция w0 имеет вид 

w0 = (f10 cos ky + f20 sin ky) sin qx. (2 . 1 20) 
Здесь возможны различные варианты соотношений между волновыми 
параметрами s, г и ll , q . Исследуем nодробно эти варианты . 

Пусть s = k и г = q. В этом случае начальный прогиб «повторяет» 
как бы динамический прогиб по обеим координатам х и у . Главные час
тоты колебаний л1 ,2 определяются так: 

Е 
')"2 = (ron,m) 2 + -- (f2 + f2 )  [2г4 + s4 ( 1 ± 1 ) ] .  (2 . 1 2 1 )  1 ,2 о 1 6р 1 0  20 

Из этой формулы следует, что частоты «нечувствительны» к знаку на
чального прогиба - при fiO > О и /io < О получаем один и тот же ре-
зультат. 

«Расстройка» главных частот, обусловленная вдиянием начадыrых 
несовершенств , 

(2 . 1 22) 

т. е. существенно зависит от числа волн в окружном направдении n 
и не з ависит от числа водн т по образующей . 

Интересно отметить, что «расстройка» соответствующих парциадь
ных частот ободочки 

2 2 Es4 2 2 
11ro2 = rol - ffi2 = - U1o - f2o) (2 . 1 23) 

8р 
может быть как подожитедьной величиной , так и отрицательной, в 
то время как «расстройка» /1'}.,2 всегда подожитедьная ведичина, 
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Что касается собственных форм 
иэгибных колебаний ,  соответствующих 
частотам Л1 и Л2 , то в рассматриваемом 
случае они характеризуются такими 
представлениями :  

Х1 (х, у) =  = cl s in rx (cos sy + fэо sin sy) ; 
f1o 

Х2 (х , у) = JIQЦ=:��==t=:=J J 5 7 9 = С1 sin rx (cos sy - � sin sy) ; f2o л 
Рис. 2 .4 (2 . 1 24) f1o =F O; fэo =F- 0. 

На рис .  2 .4 изображены частотные кривые, построенные по фор
муле (2 . 1 2 1 )  для оболочки с параметрами (2 . 1 1 1 ) при т = 1 .  Вычисле
ния показывают, что частоты колебаний идеальной оболочки (кри 
вая 8) nрактически совпадают с соответствующими главными частотами 
Л1 = Л1 (п) . Частоты Л2 = Л2 (n) nри этом существенно nревышают час-
тоты ro0·m. (К:ривая 2 nостроена при f1 0 = О, f20 = h, кривая 1 - при 

Ао = f2o = h . )  
Из соnоставления полученных графиков следует также, что вве· 

дение начальных неправильностей может обусловить изменение основ
ного тона колебаний оболочки . Частота основного тона «несовершен
ной» оболочки , кроме того , что увеJшчивается с ростом нача.1ьного nро
тиба,  отвечает меньшему количеству поперечных во.1н,  чем в случае 
идеальной оболочки . 

Расс:-.ютрим случай , когда s = k, r =1= q .  Здесь имеет мес· 
то соответствие динамического и начального прогибов лишь 
по окружной коодинате у . 

Главные частоты и формы из гибных колебаний определя
ются при этом такими соотношениям и :  

Л�2 = ((l)o'm)2 + 1:Р {fio + tШо) { 4 + [4sэ ���',)эр + 
(q - r) ' } Es4 2 2 + [4s2 + (q + r) 2]2 ± вр <f1o + f2o) ; 

xl (х, у) =  cl sin rx ( cos sy + ;:: sin sy) ; (2 . 1 25) 

х2 (х, у) = с2 sin гх ( cos sy - ;:: sin sy) . 
,«Расстр1ЙКИ» частот !1Л2 и /1(1)2 равны соответственно 
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!1 � 2 Es4 2 2 1'. = 4Р (fiO + f2o) ; 
!1 2 Es4 (fz f2 

• 
(1) = 4Р 10 - zo) . 

(2 . 1 26) 



Если же s =1= k, r = q, то вместо (2 . 1 25) и (2. 126) Полу
чим соответственно 

ЛI2 = ((1)3'm)2 + М  (fio + /�о) ± N V fio + f�o; 

xl (х, у) = cl sin rx ( cos sy + Vtio + f�o - fxo .0 ) 
f 

Si sy ; 10 
(2. 1 27) 

. (' V fio + f�o + fxo . ) Х2 (Х, у) = С2 S !П ГХ COS sy - f20 SlП sy ; 

11Л2 
= 2NVtro + f�o; /1(1)2 = 2Nf10• (2 . 1 28) 

Здесь 
Er4 { (р + s)' (р - s) 4 } k М = J 6p 4 + ( (р - s) 2 + 4r2] 2 + ( (р + s)2 + 4r2j 2  ' Р = ' 

2Erssз [ 1 3 ] т N = - ---рщ- (r2 + 82)2 + (s2 + 4,2} 2 б2s,k [ 1 - (- 1 )  ] .  
Формулы (2 . 1 27) , (2 . 1 28) имеют место лишь при т не

четном и при одновременном вьшолнении условия 2s = k . 
В противном случае главные частоты совпадут с парциаль
ными , причем 

лi = � = <(1)3.т)2 + м  Uio + Ла) , 
т. е. расщепления частот не произойдет. Формы колебаний 
при этом совпадут с формами колебаний соответствующей 
идеальной оболочки . 

Расщепления частот не произойдет (11Л2 = О) и тогда ,  
когда в выражениях (2 . 1 1 9) , (2 . 1 20) одновременно s =1= k 
и r =1= q. 

Для частот л, в этом случае получим 

Л 2 _ Л 2 _ ( n,m)2 + Е {
< 

+ 
)

' Г 1 
1 - 2 - (l)o lбр pr qs L ( (s + р) 2 + (r _ q) 2] 2 + 

+ 
[ (s - р) 2 � (r + q) 2] 2  ] + (pr - qs)4 [ [ (s + р) 2 � (r + q) 2]Z + 

+ [ (s _ р) 2 � (r _ q) 2j 2 ] • 
Пример 7. Рассмотрим более сложные аппроксимации динамиче

ского и начального прогибов оболочки , а именно: 
w1 = (/1 cos sy + /2 sin sy) sin rx + (f3 cos sy + f4 sin sy) s in qx; (2. 1 29) 
w0 = (!10 cos ky + {20 sin ky) sin rx + (f80 cos ky + f40 sin ky) sin qx, 

rде k =F s, q =F r, k =F 2s, (2. 1 30) 
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Уравнения для определения неизвестных обобщенных перемещениА 
оболочки ft (i = 1 + 4) имеют вид 

. .  2 ft + rolft + аtзfз + atJ4 """ О; • •  2 fs + Ф2fs + asafa + az4f4 = О; 
i� + ro�fз + aзtft + aasfs = О; • •  2 !, + Ф4f4 + a,tft + a42f2 = О, 

(2 . 1 3 1 )  

ai4 = - а2з = - aas = a,i = (Р - Q + R - S) (fsofзo - ftof40); 
(kr - qs)2 (kr + qs)2 Р -.  Q [ (k _ s)2 + (r _ q) 2]2 = [ (k + s) 2 + (r _ q)2]2 

S = (kr - qs)2 
[ (k + s) 2 + (г + q)2]2 

С целью определения главных частот составим х арактеристическое 
уравнение для сн етемы (2 . 1 3 1 ) .  После некоторых иреобразований оно 
мовtет быть представлено в виде 

(ro� - 1..2) (ro� - 1..2) = а�з + а�4· 
Отсюда получаем 
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1 2 1 - 2 2 002 + 002 v (Ф2 002)2 
1..1,2 = 2 ± 4 

+ '\' . (2 . 1 32) 



где 
"1'2 = атз + ат4 · 

Для нахождения форм изгибных колебаний , соответствующих 
найденным частотам, в системе (2 . 1 3 1 )  целесообразно ввести новые пе· 
ременные 

У1 = aaft + а1зf2; 
Уз = аtзfз + al4f4; 
У2 = f4; 
У4 = fi · 

Система (2 . 1 3 1 )  примет тогда вид 

У1 + roiYt + У2У2 = О; • .  2 У2 + rozY2 + Yt = О; 
Уз + rо�Уз + У2У4 = О; 
У4 + roiy4 + Уз =  О. 

(2. 1 33) 

Здесь первые два уравнения связывают переменные у1 , у2 и независимы 
от других двух уравнений , связывающих у8 , у4. Поэтому переход к 
нормальным координатам в (2 . 1 33) не вызывает особых затруднений. 

где 

Действительно , полагая 

Yt = 61 + Чt; 
У2 = A16i + Bt'I'Jt; 
Уз = 62 + 'I'J2; 
у, = A2G2 + В2Ч2 • 

(2 . 1 34) 

достигаем указанной цели . 
Возвращаясь к введенным ранее обозначениям, находим 

f1 -= А2�2 + B2'YI2; 
1 /2 = - (�1 + 'YI1 - a14A2s2 - a14B2'YI2); а1з (2. 1 35) 
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Затем на основании (2 . 1 29) находим искомые формы: 

Х11 = С11 -1- [s in sy (sin rx + А1а13 sin qx) -а1э 
(2 . 1 36) 

Х12 = С11 -1- [sin sy (s in r х + В1а13 s in  qx) -al8 
- а14В1 cos sy sin qx] ;  

Х21 = С21 -1- [ cos sy (А2а18 s in rx + s in qx) ala 
- а14А2 sin sy sin rx] ; 

Х22 = С22 -1- [cos sy (В2а13 sin rx + s in qx) а1 з 

- а14В2 sin sy si n  qx] . 

Г Л А В А  3 
МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

НЕЛИНЕАНЫХ КОЛЕБАНИй 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК 

(2 . 1 37) 

Нелинейные задачи динамики оболочек в общем случае не под
даются точному решению. Для получения приближенного решения при
ходится пользоваться различного рода приближениями,  или числен· 
ными методами , или комбинацией тех и других . Настоящая глава по
священа описанию некоторых наиболее распространенных в nрактике 
методов исследования нелинейных ко.11ебаний оболочек, nодверженных 
nериодическим возмущениям, или совершающих «свободное» движение. 
Обсуждаются,  в частности ,  методы сведения исходной "расnредель
ной" оболочечной конструкции к эквивалентной сосредоточенной мо
дели, рассматриваются некоторые асимnтотические методы нелинейной 
механики (Крылова - Боголюбова, усреднения и др . ) .  

§ 3.1. «Линейность>> и сснеnинейность» 
коnебаний ynpyrиx систем. 
Некоторые особенности неnинейных систем 

Реальные механические колебательные системы 
как с дискретными, так и с распределенными параметрами 
являются , по существу, нелинейными динамическими си
стемами, поскольку всегда содержат нелинейвые зависимости 
в объективных закономерностях ,  определяющих их движе
ние. В этой связи используемое обычно на практике деление 
таких систем на «линейные» и «нелинейные>> является чисто 
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условным и связано непосредствен
но с процессом перехода от реаль
ных физических явлений к их ма
тематическому абстрагированию, 
выраженному в соответствующих 

Рис. 3. 1 

дифференциальных уравнениях ,  описывающих эти яв
ления . 

Под «Линейными» механическими систеыа\Ш обычно по
ПИ'\1ают такие системы, колебательные процессы в которых 
с достаточной для практических исследований точностью 
описываются линейными дифференциальными уравнениями . 
К нелинейным системам относят,  в свою очередь , системы,  
колебания которых приходится исследовать по не.тrинейным 
дифференциальным ур авнениям. 

Существует целый ряд характерных признаков , поз
воляющих практически определить «принадлежность» той 
или иной колебательной системы соответственно к классу 
динейных или нелинейпых систем . Остановимся кратко на 
некоторых из них .  

Рассмотрим одномер ную колебател ьную систему 
(рис .  3 . 1 ) ,  для которой соответствие между входной функцией 
{внешним возмущением) q (t) и ее выходной функцией (реак
цией системы) у (t) можно записать в виде 

у (t) = А { q (t) } .  (3 . 1 )  

Здесь А - некоторый оператор (дифференциальный , ин
тегральный , интегродифференциальный) , определяющий со
вокупность действий ,  которые необходимо осуществить над 
входной функцией ,  чтобы получить реакцию системы . Про
гр амма этих действий обусловлена математической моде
лью системы . 

Очевидно, что динамическая система (3 . 1 )  будет «линей
ной» , если ее оператор А линеен .  Эго следует непоср едствен
но из самого определения линейной колебательной системы. 
При  этом справедJ!ИВО следующее равенство : 

(3 .2) 
называемое принципом суперпозиции (наложения) . Оно 
утверждает, что для произвольной линейной системы сумме 
двух любых внешних возмущений соответствует сумма соот
ветствующих двух реакций ; при любом усилении внешних 
возмущений без изменения его формы реакция системы 
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претерпевает точно такое же 
усиление, также не изменяя 
своей формы. 

Нетрудно видеть , что вы
полнение принцила суперпо
зиции является как необходи
мым, так и достаточным усло
вием того , чтобы колебатель-
ная система была линейной 

о t динамической системой . 
Следует отметить, что при н-

Ри с. 3.2 цип суперпозиции не только 
является глобальным приз

наком линейности колебательных систем ,  а и лежит в 
основе общих методов решения многочисленных задач 
линейной теории. Это естественно потому, что с его 
помощью всегда можно выразить реакцию линейной си
стемы на любое возмущение через ее реакцию на определен
ный вид элементарных возмущений . Для этого достаточно 
разложить Произвольное возмущение q (t) на элементарные 
возмущения выбранного типа ,  определить реакцию систе
мы на эти возмущения и затем просуммировать их . 

Например ,  р ассмотрим колебания системы, описываемые 
уравнением 

(3 . 3) 
где q (t) - пекоторая заданная возмущающая сила (рис .  3 . 2) .  
Представим эту силу как последовательность бесконечно 
малых импульсов q ('t) d1: (на рисунке заштрихован) . 
Тогда перемещение от одного такого импульса при t > 1: 
будет 

У1 = q (-r) d,; sin ro (t - -r) . (!) (3 . 4) 
Перемещение же, вызванное всей последовательностью им
пульсов , расположенных в интервале (0, t) ,  МОЖf!О найти 
при помощи интегрирования 

у (t) = � S q (1:) sin ro (t - -r) d1:. 
о 

(3 .5) 

Если , например ,  нагрузка возрастает со временем по 
линейному закону 
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q (t) = �t; � = const, (3 .6) 



то на основании (3 . 5) получаем 
t 

у (t) = -1 S �'t sin ro (t - 't) d't = �; - � sin rot. (3. 7) ro 0 ro ro 

В случае 

q (t) = �e-vt (3 .8) 
имеем 

�гvt � У (t) = 112 + 002 + 00 ('\12 + 002) (у s in rot - ro cos rot) . (3 . 9) 
Если же 

q (t) = q0H (t) , (3 . 1 0) 
где Н (t) - единичная функция (функция Хевисайда) . 

H (t) = O  при t < O; H (t) = 1 при t > O, (3 . 1 1 ) 
то перемещение упругой системы будет равно 

у (t) = 
q0

2 (1 - cos rot) . ro (3 . 1 2) 
Рассмотрим еще один пример . Пусть нагрузка имеет вид 

q (t) = �t sin pt. (3 . 1 3) 
В этом случае из (3 .5) получаем 

t 
у (t) = i- S �'t sin p't sin ro (t - 't) d1i -

о 

= А [ t sin t + р2 + ro2 
t + 1"' ro2 - р2 Р ro (р2 - ro2)2 cos р 

+ (р2 � 002) 2 cos rot] . 
Полагая здесь р = ro , приходим к зависимости 

у (t) = � (t sin rot - t2ro cos rot) . ro 

(3 . 1 4) 

(3. 1 5) 

Что же касается нелинейных колебательных систем , то 
для них принцип наложения в общем случае * не выполня
ется . В этом нетрудно убедиться даже в случае простейших 
видов оп€ратора А из уравнения (3 . 1 ) .  Нелинейным систе
мам присущ при этом целый ряд других специфических 

* Для специального класса нелинейных систем справедлив так 
называемый принцип «слабой» суперпозиции (см. : Блаr>ьер О, Анализ 
нелинейных систем .- М . ,  1969 .- 400 с. ) .  
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особенностей , не свойственных линейным колебательн�М' 
системам . В частности, периоды собственных колебаний та
ких систем могут существенно зависеть от уровня амплитуд 
колебаний (нарушение изохронности колебаний) . В составе 
как свободных , так и вынужденных колебаний этих систем 
всегда присутствуют гармоники с частотами , кратными соб
ственным частотам и частотам внешнего воздействия (суб
гармонические и ультрагармонические колебательные ре
жимы) . Для большинства нелинейных систем характерны, 
кроме того , такие явления ,  как неоднозначность возможных 
режимов колебаний, устойчпвые и неустойчивые режимы 
стационарных колебаний, специфические колебательные 
процессы типа «срывов» амплитуд, «затягивания» частоты, 
синхронизации колебаний, зависимость характеристик коле
баний от свойств источников энер гии  (эффект ограниченного 
возбуждения ) ,  режимы асинхронного гашения и возбужде
ния колебаний и многое другое . Если на нелинейную систе
му действуют одновременно несколько гармонических сил , 
в составе ее реакции обязательно будут присутствовать 
гармоники с комбинационными частотами .  

К числу специфических явлений,  характерных только 
для многомерных нелинейных систем, в том числе автоном
ных, следует отнести также резонансные режимы колебаний , 
соответствующие так называемым «внутренним» резонансам, 
одночастотные режимы колебаний ,  режимы косвенного 
возбуждения колебаний и другие . 

Перечисленные и другие более «тонкие» особенности ди
намического поведения нелинейных систем описаны в рабо
тах многих советских и зарубежных авторов , рассматривав
ших саmые различные механические колебательные объекты 
как с дискретными,  так и с непрерывными, а также с дискрет
но-непрерывными параметрами .  Эти особенности свойствен
ны, естественно, и колебаниям оболочечных конструкций .  
Изучение данных особенностей в последнем случае весьма 
важно, поскшiьку многие нелинейвые явления весьма неже
лательны с точки зрения динамической прочности и надеж
ности тонкостенных конструкций .  В дальнейшем при реше
нии конкретных задач динамики оболочек на эти моменты 
будет постоянно обращаться внимание читателя .  
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. § 3.1. Сведение расnредепенной системы 
к сосредоточенной модепи. 
Метод &убнова-Гаперкина 

Приступая к динамическому расчету реальных 
оболочечных объектов в нелинейной постановке, неизбежно 
приходится решать одну из самых ответственных задач в 
теории колебаний распределенных систем - задачу схе
матизации объекта исследования . Ее существо зг.ключастся 
в выборе определенной идеализированной дискретной физи
ческой модели такой , которая достаточно правильно отоС
ражала бы динамические свойства исходного объекта и в 
то же время была бы в математическом отношении значите
льно проще его. 

Как следует из предыдущей главы, оболочка ,  как и любая 
другая тонкостенная конструкция , характеризуется бес
конечным набором собственных частот . С.l!едовательно, ус
ловно в соответствие ей можно поставить бесконечный набор 
сосредоточенных колебательных систем с одной степенью 
свободы, каждая из которых имеет собственную (парциаль
ную) частоту , совпадающую с одной из собственных частот 
оболочки .  Ограничиваясь некоторым конечным числом ука
занных сосредоточенных систем (равным ,  например , N) , 
задачу о колебаниях оболочки можно таким образом свести 
к анализу N связанных нелинейных дифференциальных 
уравнений второго порядка .  Чем больше при этом число N, 
которое характеризует число степеней свободы оболочки 
(число независимых координат) , тем выбранная модель лучше 
описывает колебания оболочки .  

Для построения модели с сосредоточенными параметрами 
в настоящее время используются р азличные приближенные 
методы, наибольшее р аспространение из которых полу
чили прямые вариационные методы, * позволяющие осуще
ствить редукцию от распределенной системы, описываемой 
уравнениями в частных производных, к системе с конечным 
числом степеней свободы, описываемой обыкновенными 
дифференциальными уравнениями . 

Чаще других используются при этом методы Ритца и 
Бубнова - Галеркина (последний уже применялея нами в 
предыдущей главе) . 

* См. :  Михлин С. Г. Вариационные методы в математической физике.- М . ,  1957,- 440 с, 
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По методу Ритца для осуществления указанного выше 
перехода динамические перемещения упругой системы ап
проксимируют таким образом, чтобы удовлетворялись лишь 
геометрические граничные условия . Деформации ,  а по ним 
напряженное состояние, находят путем дифференцирования 
приближенного перемещения . 

Следствием такого подхода является относительно низ
кая точность-аппроксимации напряженного состояния ,  а так
же недостаточная для многих прикладных задач точность 
первых приближений частот свободных колебаний . 

Более общим и в то же время более универсальным мето
дом приближенного решения нелинейных задач динамики 
у 1ругих тел является метод Бубнова - Галеркина . Он 
может быть применен как к консервативным системам, так 
и к системам, в которых действующие силы не обладают 
потенциалом .  Этот метод с успехом применяется к самым 
различным типам дифференциальных уравнений :  эллип
тическим, гиперболическим, параболическим. 

Основная идея метода состоит в следующем. 
Пусть требуется определить решение динамического 

уравнения 

L (w, t) = О, (3 . 1 6) 

удовлетворяющее однородным граничным условиям.  Здесь 
L - некоторый вполне непрерывный дифференциальный 
оператор (в общем случае нелинейный) ; w - искомая функ
ция , причем w = w (х ,  у , t )  (х ,  у - координаты системы) . 

Приближенное решение будем искать в форме 

N 
w = � fi (t) cpi (х, у) , (3 . 1 7) i=l 

где {cpi (х , у) } - некоторая система заранее выбранных 
1 функций ,  удовлетворяющих тем же граничным условиям, 
а fi (t) - неопределенные пока функции времени .  Функции 
<pi (х , у) предполагаются линейно независимыми и представ
ляющими первые N функций некоторой системы функций 
{<ri (х ,  у) } ,  i = 1 ,  2; . . .  , полной в данной обJ!асти . Для того 
чтобы выражение (3 . 1 7) представляло точное решение урав
нения (3 . 1 6) ,  необходимо, чтобы 

(3. 1 8) 
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а это требование, если учесть, что оператор L (w, t) непреры
Еен , равносильно требованию ортогональности выражения 
L (w. t) ко всем функциям системы ( cpi (х , у) } ,  i = 1 ,  2 ,  . . .  
Однако , имея в своем распоряжении только N временных 
функций f1 (t) , f2 (t) , . . .  , {N (t) ,  можно , вообще говоря , удов
летворить Лишь N условиям ортогональности вида 

J � L (w, t) ЧJi (х , у) dxdy = 
D 

= S) L [�1 fi (t) ЧJi (х , у)] Cf!i (х , у) dxdy = О, (3 . 1 9) 

i = 1 ,  2 ,  . . .  , N, 

которые можно записать еще так : 

Н L [f fi (t) ер; (х, у)] дw dxdy = О, 
D J=l дfi 

i = 1 , 2 ,  . . . , N , 

(3 . 20) 

где D - область определения координат системы х и у . 
Физический смысл процедуры метода Бубнова - Галер

кина заключается в следующем. Задание формы решения 
в виде разложения (3 . 1 7) эквивалентно наложению на упру
гую систему некоторых связей . Требуя равенства нулю ра
боты сил реакции данных свя зей на произвольнам вирту
альном перемещении ,  получаем таким образом уравнения 
(3 .20) .  Их и можно трактовать как уравнения колебаний в 
векоторой эквивалентной сосредоточенной системе с конеч
ным числом степеней свободы , равным N .  

Кроме метода Бубнова - Галеркина для сведения нели
нейных распределенных систем к сосредоточенным моделям 
в настоящее время используются другие методы, в частнос
ти метод разложения решения по собственным формам по
рождающей линейной системы, метод коллокаций (см. Кол
латц Л. Задачи на собственные значения .- М. , 1 968) и 

некоторые другие методы . 

§ 3.3. Вывод неnинейных уравнений 
движения модели обоnочки 

Как следует из материала ,  рассмотренного в § 1 . 4 , 
задача о нелинейных колебаниях цилиндрических оболочек 
при достаточно общих предположениях сводится к рассмотре-
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нию системы уравнений в частных производных 

д2w D 4 1 д2Ф 1 ф Q ,  дtГ + -тv w - y  дх2 = - L (w, > + ----г • 
р р р р (3. 2 1 ) 
1 1 n2w 1 

т v'Ф + R дх2 = - -y L (w, w) ,  
интегрирование которой должно проводиться при некоторых 
заданных граничных и начальных условиях .  В правых час
тях этих уравнений находится нелинейный дифференциаль
ный оператор L (z1, z2) ,  который «описывает» нелинейвые 
свойства оболочки геометрического происхождения . Прежде 
чем перейти к выводу на базе системы (3 . 2 1 )  динамических 
уравнений сосредоточенной модели оболочки ,  покажем, 
что все нелинейные члены в системе (3 . 2 1 )  малы по сравнению 
с линейными членами этой системы. С этой целью введем в 
(3 .2 1 )  безразмерные переменвые и параметры 

s = � . е = _lL .  w = _w_ .  't" = root; l ' R. ' wmax ' 
ф- ( 1 - !J.2) Ф . l h . 

= EhR.wmax ' k = 7[ ; 11 = V 1 2  R. ' (3.22) 

(1 - !12) R.2 q· q 
= -'-;:;-;-'--'--'-Ehwmax ' 

где ro0 - частота линейных колебаний оболочки , которая 
была определена в предыдущей г лаве; Wmax - максималь
ное радиальное перемещение оболочки ; fA. - коэффициент 
Пуассона .  

Подставим выражения (3 .22) в (3 . 2 1 ) .  Учитывая равен
ства 

д2w 2 д2W д4w Wmax д4W (fi2" = Wmaxffio до2 ; дх4 = -l-,- д�4 ; 

д4w Wmax д4W д4w wmax д4W ду4 = -r ду' ; ""'дх2дW = l2R.2 д�2д(Р ; (3 .23) 

д2ф EhR.wmax д2ф д4ф EhRwmax д4Ф 
дх2 = ( 1 _ 112) [2 ""'Щ2 ;  дх' = ( 1 _ 112) [4 д[;4 

и т. д. ,  получим систему уравнений в безразмерной форме 

10 

[ 1 д4W 2 д4W д4W ] д2W 
112 7 д�4 + 7 д�2д82 + """'д84 + Ло д,;2 -

1 д2ф ( 1 - !12) R.2 Wmax [ д2Ф д2W 
- 7  д62 = Ehwmax q + k2R. д62 � -



а2Ф д2 W а�Ф a " W  ] 
- 2 аеа� аеа; + д62 д82 ; (3.24) 

1 [ 1  д4Ф 2 д4Ф д4Ф ] 
1 - 112 -;;г -щг + 

k2 д62д82 + д64 = 
1 д2 W wг.:ах [( д1W )2 д2 W  д2 W ] 

= - kз а�2 + ---ri2JГ д�дО - av- дёГ · 
Из уравнений (3 . 24) следует, что все нелинейвые члены 

U'wax пропорциональны коэффициенту R = �::0 • Поскольку pac-
h сыатриваются тонкостенные оболочки , для которых  7[ « 1 ,  

и так как максимальные амплитуды динамических прогибов 
оболочки должны быть величинами порядка толщины обо
.почки h, то очевидно, что коэффициент �::0 может р ассматри
ваться в данной задаче как м алый пар аметр . Следовательно, 
сис1 ема уравнений (3 .24) может трактоваться как квазили
нейная система [3 ,  3 1 ] , т .  е .  кю< система , близкая к линейной .  
Такой же системой является и исходная система (3 . 2 1 ) ,  
хотя малый параметр в нее явно н е  в ходит. 

Сделанное выше замечан ие относителыю малости нелинейных членов в разрешающих динамических уравнения х 
оболочки очень важно, так как я вляется основанием для 
применения к анализу системы (3 . 2 1 )  приближенных методов 
асимптотического интегрирования . Такие методы будут 
использоваться в дальнейшем. 

Пусть на  торцевых сечениях оболочки реализуются ус
ловия шарнирного опирания . Динамический прогиб такой 
оболочки представим в виде следующего разложения по 
формам собственных колебаний соответствующей линейной 
задачи (см. гл . 2) : 

{, � (tn.m ny + fn,m • ny ) . mnx (3 25) w = � � 1 cos-R 2 sш -R s m -1- . 
n=O m=I 

и применим для определения неизвестпых функций време
ни fl·m (t) , i = 1 ,  2, метод Бубнова - Галерюш а, о котором 
шла речь в предыдущем параграфе . Пр и этом,  используя 
второе уравненпе системы (3 . 2 1 ) ,  найдс:v1 предвар ительно 
функцию напряжений Ф в срединной поверхности оболочки. 
С этоii целью подставим в это ур авнение двойной ряд (3 . 25) . 
В результате после несложных прсобразований приходим 
к такому соотношению: 

-1 V4Ф = - � � � � � n2k2 [ (f�·mt{·k + t�·mf�'k) х 
2 { N N N N 

Е 4R l n=O m=I i=O k=I 
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)( cos (s - р) у + <n ·mf{,k - n·mt�·k) cos (s + р) у +  
+ (f� ·mt{·k - n·mt�'k) sin (s - р) у + (f�·mt{·k + n·mt&'k) )( 

х sin (s + р) у) [ cos (r - q) х - cos (r + q) х] -
N N N N - L L � � n2k2 [(f?•mf{,k + f�'тf�'k) cos (s - р) у -

п-о т=! f=O k=! 
- (/7'тt{·k - n·mt�'k) cos (s + р) у +  (f'i'тt{·k - п·mt�'k) х 

х sin (s - р) у - (f2'тf{'k + n·тt�'k) sin (s + р) у] х 

)( [COS (r - q) Х + COS (r + q) Х]} + я;2 п�О т�! m2 {f).'т COS sy + 

где 

+ n·m sin sy) sin rx, (3 .26) 

mn n nk j 
r = -

z
- ; S = R ; q = -

z
- ;  Р = т ·  

Отсюда имеем 

Ф = � � � � [Ф3'm,f,k cos (s - p) y cos (r - q) x +  
n т j k 

+ Ф?·m, f,k cos (s + р) у cos (r - q) х + Ф� ·m,f,k sin (s - р) у Х 

Х cos (r - q) х + Ф�·m,J,k sin (s + р) у cos (r - q) х + 
+ Ф� ·m,f,k cos (s - р) у cos (r + q) х + Ф�,т,j, k cos (s + р) у Х 

. k 
Х cos (r + q) х + Ф�·m,J , sin (s - р) у cos (r + q) х + 

nричем 

Т2 

+ Ф7'm,J,k sin (s + р) у cos (r + q) х + 
+ � L (Ф�·т cos sy + Ф�·т sin sy) sin rx, (3 .27) n т 

фn,m,j,k ЕА (sq - rp)2 
о = - 4 [ (s - p) 2 + (r - q) 2]2 

фn,m,j,k _ _ ЕВ (sq + rр) З 
1 - 4 [(s + p) 2 + (r - q)2] 2 

фn,m,f,k _ _ ED (sq - rp)2  
2 -

4 [ (s - p) 2 + (r - q) 2] 2  

n,m,j,k ЕС (sq + rp)2 
Фз = - 4 ( (s + p) 2 + (r - q)2]2 



Ф'l,m,J,k ЕА (sq + rp)' 
4 = 4 [ (s - p) 2 + (r + q)i]B ;  

Ф:1,m,j,k _ ЕВ (sq - rp)2  • 
5 - 4 [ (s + р) 2 + (r + q)2]a , 

фn,m,f,k _ ED (sq + rp)2  • 
б - 4 [ (s _ р) 2  + (r + q) 2]2  t 

фn,m.j,k _ ЕС (sq - гр) 2 • 
7 - 4 [ (s + р)2 + (r + q)l]' 1 

фп,т 8 = 

Кроме того, 
А fn,mfj,k + fn,mff,k = 1 1 2 2 ; 
в �.m#,k 1п,mfj,k 

:::s l l l l  - 2  2 ; 

с :3 n·mf{,k + n·mt''k; 
D fn,mff,k fn ,mff,k = 2 1 - 1 2 . 

(3.28) 

(3.29) 

Подо-тавим найденную функцию Ф (3 .27) в первое уравнение 
системы (3 .21 )  и запишем уравнения Бубнова - Галеркипа 

2:n:R 1 r s х пу • mrr:x d d о J cos т sш -l - х у = ; 
о о 

2:n:.R l . (3.30) 
J J X sin d sin m7 dxdy = О, 

где 
v .�  l q2Ф д2w q X ;;a T V w - L (w, Ф) - 7[ ах2 + р (JlГ - T · (3 .3 1 ) 

После интегрирования на основании (3 .30) получим систему 
уравнений, из которой надлежит определить неизвестные 
временные функции п ·т и n·m, входящие в (3 .25) : 

f . .  n,m + (ron,m)2 fn,m + � ( (1 )n,mfc,dfq,p + A(1)n,m �.dP/,P) + 1 О 1 kJ rx.c,d,q,p 1 1 t'c,d,q,p/ 2 1 2 
c,d,q,p 

+ � fk,f ( (1)n,m fC,dPI•P + .1!(1 )n,m fC,dP/.P) n,m (t) 
kJ 1 Yc,d,q,p,k,j 1 / 1  Vc,d,q,p,k,j 2 / 2 = q1 ; 

c,d,q,p,k,f 
(3 .32) 

f .. п,т + (ro"'m)2 fn,m + � (a.(2)n,m �.d,q,p + A(2)n,m ;:c,dfq,p) + 
2 О 2 kJ c,d,q,p/ 2 1 t'C,d,q,pJ l  2 

c,d,q,p 
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+ � r"· f  ( (2)n ,m .,c,dfq,p + {j(2)n,m .fC.d(!l,p) = qn,m (f) .;...J 2 Yc ,d,q,p,k,J 1 1 c,d,q, o , lч/ 2 1 2  2 • c,d,q .г .k ,j 
т, n , с, d, q , р , k , j = О, 1 , 2, . . . , N .  

Здесь ащ, �(1) . y(l> , б(! > , а<2> , �<2> , '\'<2> ,  б<2> - постоянные 
коэффициенты, зависящие от геометрических и физических 
параметров оболочки , а также параметров волнообразова
ния ; 

23t Rl 

q1•m = nR�ph I S q (x, у, t) ддf:т dxdy, i = 1 ,  2 ; (3 . 33) 
о о l 

n,m /r 1 [ D ( 2 + 2)2 + Er4 ] roo = 1 р h r s R2 (r2 + s2)2 (3 . 34) 

- собственные частоты линейных колебаний оболочки , со
ответствующие ее дефор:\Нrров.энию с параметрами волнооб
разования n и т в окружном и продольном направлениях 
соответственно. 

Таким образом, исходпая задача о колебания х  оболоч
ки с распределенными параметрами (3.21) свелась к иссле
дованию конечной системы обыкновенных нелинейных диф
ференциальных уравнений (3 .32) . Из их вида следует, что 
учет геометрической неливейности обусловил связанность 
всех форм малых собственных колебаний (в случае линейной 
задачи последние формы независимы, их можно определить 
с точностью до произвольных констант из решения соответ
ствующей задачи на собственные значения) .  Действительно, 
если попытаться определить «изолированную» форму соб
ственных нелинейных колебаний оболочки , то она будет 
выражаться через все формы вида 

.-.п.т ny . mruc . '-- 1 cos т sш -1 - '  Cn,m . ny . mnx 2 sm т sш -l- . 
n, т = О , 1 ,  2 ,  . . . , N. 

С подобной ситуацией мы уже встречались при анализе дви
жения оболочки с начальным прогибом (см . гл . 2) . Прин
ципиальное отличие состоит в том, что в рассматриваемой 
задаче связь между формами я вляется существенно нели
нейной . Благодаря этой связи можно ожидать на.пичия ряда 
специфических явлений резонансного характера, свойствен
ных многомерным нелинейным системам. Это, в частности , 
появление в резонансных областях неустойчивых вынужден
ных и параметр ических одномадовых (соответствующих 
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одной из изгибных форм) колебаний,  возбуждение в этих 
же областя х многомадовых - движений,  в том числе неста
ционарных циклических процессов перехода от одной изгиб
ной формы к другой . Это возникновение качественно новых 
видов деформирования поверхностной формы оболочки (ти
па  бегущих в окружном направлении волн) . Это возбужде
ние колебаний с комбинационными частотами и специфи
ческие эффекты дестабилизации,  порождаемые связаннос
тью форм,  и многое другое , о чем в конкретном плане будет 
идти речь в последующих главах книги . 

Решая каким-либо из методов систему уравнений (3 .32) , 
мы тем самым найдем обобщенные перемещения оболочки 
п·т {t) ,  подставляя которые в соотношение (3 .25) , определим 
функцию динамического прогиба w. Если известен прогиб, 
то ветрудно найти динамические напряжения и деформации 
в оболочке, т. е. восстановить напряженно-деформирован
ное состояние в оболочке, подверженной некоторым задан
ным динамическим нагрузкам (вибрационным, импульс
ным, нестационарным и т. п . ) .  

Если оболочка имеет начальный прогиб w0, который не 
вызывает в ней предварительных напряжений и может быть 
представлен в виде разложения , аналогичного (3 .25) , 

wo = f f (nот cos n:_ + nот sin n:_ ) siп mlroc ; 
n=O m=l 

{3 . 35) 
17om = coпst; nот = const , 

то, поступая точно так же, как и в случае идеальной оболоч
ки, можно вывести уравнения для определения неизвест· 
НЫХ функций времени fl'т (t) ,  i = 1 ,  2 , ВХОДЯЩИХ В СООТНО• 
шение (3 .25) . Эти уравнения имеют вид 

tr·m + ((1)3'т)2 ,�.т + � rл:�:�tf·q + р�·т = q�·m; 
l ,p,q (3 .36) 

f2п.т + ((1)3'т)2 п·т + � xr:�:�tf·q + р�·т = q�·m , (, p,q 
n = О ,  1 ,  2 , . . .  , N; т = 1 ,  2 ,  . . . , N,  

где хr:�.т - коэффициенты, зависящие от параметров началь
ного прогиба, nот, !�от, i = 1 ,  2; р�·т, р�·т - нелинейвые 
относительно tf·q функции,  совпадающие по форме с соот
ветствующими нелинейными фун кциями в уравнениях (3 . 32) , 
однако коэффициенты сх, � . у, б в данном случае зависят и от 
параметров !Iom, и nьт. 

75 



Следовательно, связь между обобщенными координатами 
оболочки может быть и линейной и нелинейной . Это , есте
ственно, внесет некоторые коррективы в методику построе
ния приближенных аналитических решений по сравнению 
со случаем идеальной оболочки . 

§ 3.4. Асимптотические методь1 
нссnедования кваэнnинейных снетем 

Количество дифференциальных уравнений в си
стеме (3 . 32) или (3.36) , на базе которых проводится анализ 
движения оболочки ,  существенно зависит от многих факто
ров : требуемой точности решения задачи , степени квазили
нейности системы, наличия резонансных соотношений в этой 
системе. 

Ранее уже отмечалось ,  что в основе общих методов реше
ния задач теории линейных колебаний лежит принцип супер
позиции или наложения . Нелинейпая теория , к сожалению, 
не располагает такими мощными и универсальными метода
ми исследования , какими располагает линейная теория . 
Анализ нелинейных систем передко оказывается весьма 
трудной проблемой . Существует лишь несколько типов не
линейных дифференциальных уравнений колебаний ,  точ
ные интегралы которых могут быть выражены в замкнутой 
форме элементарными функциями.  

В общем случае методы исследования нелинейных коле
баний состоят из ряда специализированных приемов , имею
щих различную силу и область применення . В их р азработ
ке и р азвитии выдающаяся роль принадлежит советским 
ученым Л .  И. Мандельштаму , Н. Д. Папалекси , А . А . Андро
нову, Н. М. Крылову , Н. Н. Боголюбову ,  Ю. А. Митрополь
скому , Е .  П. Попову и др . 

Можно выделить два основных направления в современ
ном развитии методов анализа нелинейных колебаний . Пер
вое направление связано с развитием аналитических мето
дов исследования , второе - с развитием топологических 
методов графического интегрирования . 

Среди аналитических методов в настоящее время наи
большее распространение получили :  1 )  метод малого пара
метра Ляпунова - Пуанкаре; 2) методы линеаризации (гар 
монической , эквивалентной) ; 3) метод медленно изменяющих
ся амплитуд (метод Ван дер Поля ) ;  4) асимптотические мето
ды Крылова - Боголюбова и усреднения Боголюбова .  
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Метод малого параметра берет свое начало от работ 
Пуанкаре и основан на  отыскании решения нелинейных диф
ференциальных уравнений в виде рядов по степеням малого 
параметра, первые члены которых представляют «порожда
ющие» решения (периодические решения соответствующих 
линейных систем) . Метод применяется для определения па
раметров стационарных периодических режимов колебаний. 

Методы линеаризации заключаются в замене в уравне
ниях движения нелинейных зависимостей линейными , при 
этом оператор преобразования зависит от  амплитуд коле� 
баний .  

Метод медленно изменяющихся амплитуд пригоден для 
исследования нелинейных систем, близких к линейным кон
сервативным. Для такого рода систем характерно сравни
тельно медленное изменение во времени амплитуды и фазы 
колебаний (малое относительное изменение этих пар аметров 
за период колебаний) . Использование этой особенности поз
воляет упростить и понизить порядок исходных нелинейных 
дифференциальных уравнений .  

Асимптотический метод Крылова - Боголюбова. Многие 
методы исследования пелинеИных систем пригодны для по
строения решения соответствующих задач лишь в первом 
приближении и не дают возможности рассчитать процессы 
установления периодических режимов , которые в ряде слу
чаев представляют интерес. Не все методы позволяют нахо
дить периодические и непериодические режимы в системах 
с двумя и большим числом степеней свободы. От этих недо
статков свободен асимптотический метод Крылова - Бого
любова ,  который чаще других методов используется в на
стоящее время для решения самых разнообразных нелиней
ных задач теории колебаний .  Этот метод является одним из 
наиболее эффективных и универсальных методов нелиней
ной механики . 

Изложим в общих чертах основные идеи асимптотиче
ского метода Крылова - Боголюбова в применении к системе 
типа (3 . 32) . Последнюю представим в виде 

. .  2 • 
Yk + rokyk = eYk (у , у, vt) , (3 . 37) 

где е - мал:ый параметр ; у = {у1, у2 , • • • , ур } - вся сово
купность переменных yk; р - число пелинеИных уравнений 

(3 .32) ; v - частота внешнего возбуждения (Функция У (у, 
у, vt) предполагается периодической с перио�ом Т = :n ) ·  
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Схема построения асимптотических приближений суще
ственно зависит от того, выполняются ли в системе (3 . 37) 
резонансные (в нелинейнам смысле) соотношения или не 
выполняются . Эти соотношения , о которых более подроб
но будет идти речь в 4-6-й главах книги , связывают час
тоты собственных колебаний оболочки с частотами внешних 
возбуждений .  В общем случае их можно представить в ви
;:.е такого приближенного равенства [3 ,  3 1 ] :  

р :Е тkrok + т0v � О, k=l 
(3 .38) 

где тk, т0 - целые положительные и отрицательные числа, 
для которых 

р :Е 1 тk 1 � 4. (3 .39) 
k=O 

При этом в каждом из соотношений (3 . 38) , по крайней мере ,  
одно из  чисел тk, k = 1 ,  2 , . . . .  , р ,  отлично от нуля (если 
т0 = О, то таких чисел должно быть не менее двух) . 

Предположим, что все собственные частоты оболочки 
и частота внешней силы v не удовлетворяют ни одному из 
р езонансных соотношений (3 .38) . Решение системы (3 . 37) 
в этом случае согласно обсуждаемому методу может быть 
представлено в виде ряда по степеням малого параметра в: 
Yk = ak cos 'Фk + вU1k (а, '1\J, vt) + в2U2k (а, '1\J, vt) + . . .  ; 

(3 . 40) 
а = {а1 , а2 , • • •  , ар } ;  'Ф = {'Фt •  'Фs · . . .  , '1\Jp } · 

Здесь функции Ulk, U2k , . . . - периодические по обеим уг
ловым переменным 'Ф и vt с периодом 2л ;  ak и 'Фk - функции 
времени , определяемые из дифференциальных уравнений 

d�k = eA1k (а) + в2А2k (а) + . . . ; 

d�tk = rok + вВ1k (а) + в2Bzk (а) + . . . . 
(3 . 4 1 ) 

Цель метода состоит в том, чтобы определить неизвест
ные функции U I k ,  U 2k, . . . , А I k , A zk, . . .  , В ! k, Bzk, . . . так, 
чтобы решение (3. 40) удовлетворяло системе (3. 37) , как 
только ak и 'Фk удовлетворяют уравнениям (3 . 4 1 ) .  

Ограничимся построением первого приближения * .  
С этой uелью вычислим производвые Yk• Yk с учетом (3 .40) и 

* Т а кое п р и ближение для больши нства р асп ределенных снетем 
достаточно хорошо описывает их динамическое поведение, 
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(3 .4 1 ) ,  отбрасывая члены ,  пропорциональные е2 • В результа
те получим 

Yk = - akrok sin 'Фk + е ( A1k cos 'Фk - akBlk sin 'Фk + 

� дUlk ) дUi k  + ""'" (J)j --а:;г + 8 (JГ + . . .  ; 
i=l 't'f 

Р Р д2U ) 
- 2rokakBik cos 'Фk + � � ro1ror дф .а� + 

i=l l=l 1 l 
" 

д2U 
+ е2 � ro1 дф -�� + . . .  

j=l 1 

(3 . 42) 

Правые части уравнений (3 . 37) разложим в ряд по е, учи

тывая (3 .40) : 
eYk (у , vt) = eYik (у0 , vt) + . . .  , (3 . 43) 

где Уо = {а соs -ф1 , а2 соs -ф2 , . . . , а" соs -ф" } . 
Подставляя соотношения (3 .43) ,  (3 .42) в уравнения (3 . 37) 

и приравнивая члены при е, получаем уравнение для опре
деления неизвестных функций U1k 

� � д2И1k 2 д2Uik � д2Ui k ""'" .l.l ro jro z U\iJ .аФ + ro ku 1 k + ifi'Г + 2 "'-" ro 1 � = 
j=l l=l . 1 l j=l 1 = 2rokA1k sin 'Фk + 2rokakBik cos 'Фk + Ylk · (3 . 44) 

Очевидно, что функции Y1k = Y1k (а, ф, vt) являются 
периодическими функциями с периодом 2л по обоим аргу
ментам 'Ф и vt и, кроме того , зависят от а1 ,  а2 ,  • • •  , а" . Явное 
выражение этих функций станет известным, как только будут 
найдены величины A1k (а) и Blk  (а) . Полагая их извест
ными , представим функции Y1k в виде разложения по все
возможным гармоникам и комбинационным частотам ro1, 
ro2 , . . .  , ro"; v:  

Y1k ""' У\� (а) sin 'Фk + УШ (а) cos 'Фk + :Е i"•ty\};•> (а) . (3 . 45) 
v, + rok 

Подставляя (3 .45) в уравнение (3 .44) и требуя , чтобы функ
ции U Ik  не содержали резонансных членов, можно найти 
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неизвестные величины A 1k и B1k· При этом 

1 у<О) 1 y<I) ( A1k = - -2- Ik (а); B1k = - -2-- Jk а) , Wk Фkak 
так что 

dak 1 у<О> ( ) · --ж- = - 2wk l k а ' 

d�k = rok - -1 - УШ (а) . at 2wk 

(3 . 46) 

(3 . 47) 

Представляя затем функции U1k в виде разложения в ряд, 
аналогичный (3 . 45) ,  из (3 .44) нетрудно найти неизвестные 
коэффициенты этого разложения , а значит и сами функции 
ul k· 

Пример 1. Ограничимся в системе (3 . 37) двумя степенями свободы. 
Уравнения движения системы запишем (с учетом сил демпфирования) 
в виде 

.. 2 • 3 2 У1 + Ф1У1 + вh1У1 + 8 (УнУ! + Yt2Y1Y2) = Q1 (t) ; 
.. 2 • '? 3 Уа + Ф2У2 + вhzYa + в (YaiYJY2 + Yz2Y2) = Qz (t) , 

(3 .48) 

причем для определенности полагаем 

q1 (t) = Е1 cos vt; q2 (t) = Е2 cos vt. (3 . 49) 
В уравнениях (3 .48) и (3 .49) Ф1 ,  Ф2 ,  Yik • Е1,  Е2,  h1, h2 - некоторые по
стоянные параметры .  

Вводя замену переменных 

El 
у1 = cos vt + х1; 

ooi - vz 

Ez у2 = cos vt + х2 , 
w� - va 

систему (3 .48) можно иреобразовать к виду 

где 

х1 + wixi + sh1x1 + в  (М cos vt + х1) [у11 (М cos vt + х1)2 + 
+ у12 (N cos vt + х2)2] = sh1M sin vt; 

�2 + Ф�2 + в (N cos vt + х2) [ у21 (М cos vt + х1)2 + 
+ у22 (N cos vt + х2)2] = вh2 N sin vt, 

М = Ei . N - Еа 
2 2 • - 2 • wi - v  w2 - vz 

(3. 50) 

(3 .5 1 ) 

Воспользовавшись формулами (3 .47) , получаем решение уравнений 
(3 .5 1 )  в первом приближении 

(3 . 52) 
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nричем 
da2 вh2а2 -- = - -- ;  dt 2 

d'Фl ( 3 2 3 ) 81'12 2 "dt = Фt + Вi'н В al + 4 мз + -4- (N2 + а2) ; (3. 1S8) 
d'Фа ( 3 2 3 ) Si'вt 2 --;и- =  оо2 + Вi'вв В Cl2 + 4 N2 + -4 - (М2 + а1) . 

Отсюда nолучаем 

-� t _ ..!l!!. t 
а1 = а10е 2 ; а2 = а20е 2 (3 .54) 

где а10 , �о - начальные значения амnлитуд (оnределяются из началь
ных условий задачи),  

3 
( aro ) (t)le (t) = (i)l + 4 Вi'н -2

- Гeh,t + МВ + 

+ s 1'12 (�oгeh.t + N2) ; 4 

3 ( � ) 
(3 . 55) 

w2e (t) = Фв + 7 Bi'22 _Т e-h.t + N2 + 
+ е i'�i (aioГh,t + М2) ' 

где w1e ,  (1)28 - «мгновенные» значения частот собственных колебаниА 
системы, 

Для функции х1 (t) в nервом nриближении на основании уравне
ния (3 .44) nолучаем { h1M 

� 00 = � � � - s - � � +  
wi - vв 

М (3y1'J.M2 + 3y12N2 + 6;'11ai + 2Уtв�) 
+ � � +  

4 (wf - v2) 

+ М (уllмв + 'VtzN'? cos 3vt + а1 (3у11мв + i'tsN2) cos <'Фi - 2vt) + 
4 (wi - 9v2) 4 [wi - (w1 - 2v)2] 

+ at (3YttM2 + 'Y12N2) __;;;.__;...;;;;;..... _ _..;..;=--...;.... cos ( 1jJ1 + 2vt) + 4 [wi - (w1 + 2v)2] 

3y11Mai 3у11Ма� 
+ cos (2'Ф1 - vt) + )4 

4 [w� - (2w1 - v)2] 4 [wi - (2w1 + v)2J 

i'tвNMaa Х cos {:l'ф1 + vt) + 2 cos ('Ф2 - 2vt) + 
2 [w1 - (w2 - 2v)2] 
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+ 
у12Ма� 

2 cos (2'1jJ1 - vt) + 
4 [оо1 - (2оо2 - v)2] 

'\'12Ма� у11аТ + ----::------ cos (2'1jJ2 + vt) - -- cos 3'1jJ1 + 
4 [оо� - (2оо2 + v)2] 32ooi 

+ 
l'laNalaa cos ('Ф2 - 1jJ1 - vt) + 

2 [ооТ - (оо2 - оо1 - v)2] 

+ '1'12Na1as cos ('Ф1 + 'ljJ2 - vt) + 
2 [ооТ - (оо1 + оо2 - v) 2] 

+ '\'aNa1aa cos ('Ф2 - 'Фt + vt) + 2 [ooi - (оо2 - оо1 + v)2] 

+ '\'t aNalaa 
cos ('Ф1 + 'ljJ2 + vt) + 

2 [ooi - (oo1 + oo2 + v)2] 

+ 
1'12а1а� 

cos (2'1jJ2 - 'Ф1) + 
4 [ооТ - (2оо2 - оо1) 2] 

2 

+ 
l'1aa1ll2 cos (2'1jJ2 +' 'ljJ1) . 4 [ooi - (2оо2 + оо1) 2] 

(3. 56) 

Аналогичное разложение можно получить и для другой коорди
наты х2 (t) . 

Рассмотрим далее случай, когда в системе (3 .37) выпол
няется одно из резонансных соотношений (3 . 38) . Пусть это 
будет, например, резонанс вида 

(3. 57) 

где р1 и q - некоторые взаимно простые числа, 1 ::::;;; l � р . 
Предполагается , что какие-либо другие резонансные со

отношения не реализуются . Основная идея построения асим
птотического решения системы (3 . 37) остается прежней . Ре
шение ищем в виде разложения , аналогичного по фор 
ме (3 .40) ,  

Yk "... ak cos 'Фk + eU1k (а, -ф,  vt) + 
+ в11Uzk (а ,  ф, vt) + . . .  , (3 . 58) 

однако функции ak и 'Фk определяем из уравнений, вид кото
рых зависит от того, какая из координат р ассматр ивается : 
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«резонирующая» с внешним возбуждением, т. е. координата у1 , или «не резонирующая» (yk , k =/= l, k = 1 , 2 , . . . ) . В част
ности , для резонирующей координаты эти уравнения име
ют вид 

daz 2 dГ = вАц (а , ez) + е А2, 1  (а , et) + . . . ; 
d'Фz Р1 dГ = q "  + вВ1 , 1  (а , et) + е2В2, 1 (а , ez) + . . . , 

для остальных координат 
d�k = eAl .k (а) + e2A2,k (а) + . . .  ' 

d'Фk (lГ = rok + eB l .k (а) + e2B2,k (а) +  . .  . 

(3 . 59) 

(3 . 60) 

В уравнениях (3 . 59) функции А ц, А 2, 1 ,  . . .  , В ц, Вц,  . . .  
являются периодическими функциями угловой переменной 
е с периодом 2:n: . При ЭТОМ 

е, = 'Фz - J!..L vt q • 
Поскольку резонансное соотношение (3 .57) выполняется 

приближенно, то в р ассмотрение вводится обычно «расстрой
ка» частот 

вLl = ro2 - ( p�v у, (3 . 6 1 )  

которую, ввиду е е  малости , относим к возмущающим силам вУ1 (у, vt) . 
Как и р анее ,  функции A 1 , t ,  A 2, t ,  . . . , В � , � ,  В2, 1 ,  . . .  , 

A l , k, A2,k, . . . , B l .k, B2 ,k ,  . . .  из (3 .59) , (3 . 60) находятся из 
условий отсутствия в решениях для Ul .k, U2,k, . . . резонанс
ных членов . 

Пример 2. Рассмотрим систему, описываемую уравнениями (3 .48) , 
в которой полагаем 

q1 (t) = еЕ1 cos vt; q2 (t) = Е2 cos vt. (3 . 62) 

Приближенное решение системы (3 .48) запишем в этом случае в 
виде * 

у1 = а1 cos (vt + Ot) ; 
Е2 Уа = а8 cos 'Ф2 + cos vt. ro� - v2 

(3 .63) 

* Поскольку нас интересуют вынужденные колебания системы 
х1 .,. х1 (t) в окрестности резонанса , то амплитуда возбуждения q1 (t) 
должна быть малой величиной из·за малости демпфирования в системе. 
В противном случае можно получить результаты, не имеющие физиче
ского смысла. 

83 



Амплитуда и фаза а1 и 81 определяются при этом из си стемы урав
нений 

Соответствующие уравнения можно получить и для оп ределения 
функций а2, '1\'2 • 

. При других резонансных соотношениях ,  отличных от 
(3 .57) , следует поступать аналогичным образом, т. е. для 
ревонирующих координат использовать соответственно урав
нения (3 . 59) , запliсанные с учетом конкретного резонанса, 
для нерезонирующих - уравнения (3 . 60) . 

84 



Мет од усреднения разработал Н. Н . Боголюбов и раз
вил Ю. А . Митропольский . Этот метод применим к так назы
ваемым уравнениям в стандартной форме (уравнениям для 
медленных переменных� . Если ,  например , в системе (3 . 37) 
вместо переменных f!k• Yk ввести переменные ak и qJk, кото
рые связаны с Yk и Yk соотношениями 

Yk = ak cos (roi + (/Jk) ;  Yk = - a11rok s in (roi + qJk) , (3 . 66) 
то на основании (3 .37) и (3 . 66) нетрудно получить такие урав
нения : 

ak cos ·фk - ak�k sin 'Фk = О; - akrok s in  'Фk - akrok�k cos 'Фk = еУ k (а cos 'Ф.  - а  sin 'Ф.  vt); 
'Фk = rokt + (/)k· (3 . 67) 

Отсюда, разрешая относительно ak и �k• имеем уравнения в 
так называемой стандартной форме: 

d;tk = - : Yk (а cos 'ljJ, - aro sin  'ljJ,  vt) sin 'Фk; k 
(3 . 68) 

d
df!Jt

k = - -8 - У k (а cos 'ljJ,  - aro s in 'ljJ, vt) cos 'Фk · .akWk 
Поскольку в правых частях этих уравнений стоит малый 
параметр е, то введенные переменные ak, qJk я вляются мед
ленно изменя ющимися функциями времени .  

Представляя уравнения (3 . 68) в компактной форме 

�� = еХ (t , х) ,  (3.69) 

где символом х обозначена вся совокупность перемен-

Х (t , х) = L eivtxv (х) , 
'11 (3 .70) 

приближенное решение х = х (t) будем искать как супер
позицию плавно изменяющегося члена � и суммы малых виб-
рационных членов е Х (t, �) . 

где 

В первом приближении имеем 
dx d6 dt = dt = еХо Ф• 

Х0 (�) = М  {Х (t , �) } ,  
t 

(3 .7 1 ) 

(3 .72) 
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а М - оператор усреднения при постоянных х, или опер а
t 

тор усреднения по явно содержащемуся времени .  
Таким образом, уравнения первого приближения п о  ме

тоду усреднения . получаются из точного уравнения (3 .69) 

путем усреднения его правой части по t . Возвращаясь к урав

нениям для амплитуд и фаз (3 .68) , в первом приближении 

можно записать 

dak 
Е У ( 

. .1, t) . • 1, • dГ = - -- k а cos '\J,  - а (1) sш "' '  sш 'l'k; (J)k (3 .73) 

ddiPtk = - -8- У k (а cos '\J, - a(l) sin '\J, t) cos 'i'k· akOOk 
Черта означает здесь усреднение по явно входящему време

ни . Полагая 
dx -

dt = еХ (t ,  � + еХ) (3 . 7 4) 

и выполняя операцию усреднения , можно получить уравне

ния второго приближения . 
Аналогично строятся уравнения более высоких приб.'IИ

жений.  
Нетрудно показать, что в первом приближении уравне

ния для определения амплитуд и фаз , полученные методом 

усреднения , в точности совпадают с соответствующими урав
нениями, полученными методом медленно изменяющихся 

амплитуд и асимптотическим методом Крылова - Боголю-
6ова. 

§ 3.5. «Внутренние)) реэон11нсы 
при коnебаннJiх обоnочек 
н метод их нссnедовання 

Ранее уже отмечалось, что алгоритм nостроения 
приближенных периодических решений многомерной си
стемы (3 . 37) с помощью асимптотических методов существен
но зависит от возможностей реализации в ней тех или иных 
резонансных соотношений, определяемых формулой (3. 38) . 
Если в этой формуле г.оложить т0 = О, то получим 

р 
:Е mk(l)k � О.  (3 .  75) 
k=l 

Резонансы,  которые определяются последней зависимостью, 
именуются «внутренними», поскольку в (3 . 75) входят лишь 
частоты собственных колебаний оболочки и отсутствует час-
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Рис. 3 .3  

тота внешнего возбуждения . Это очень важные, хотя и не
традиционные резонансы , если иметь в виду линейные f!.!1И 
нелинейвые системы с одной степенью свободы. Проявляются 
они только в многомерных нелинейных системах .  

Реализация этих резонансов сказываетс-я прежде вс&го 
на характеристиках свободных колебаний оболочек : возни
кают режимы биений , которыми сопровождается: энерго
обмен (перераспределение энергии) между различными из
гибными формами . На рис . 3 . 3  показава типичная осцилло
грамма свободных не.'Iинейных затухающих колебаний обо
лочки ,  имеющих две близкие собственные частоты, что и 
предопределяет внутренний резонанс при колебаниях этой 
оболочки . Осциллограмма характеризует процесс затуха
ния в одной из точек оболочки, которая в момент отклю
чения внешнего возбуждения совпадала с пучностью изгv.б
ной формы. Если бы резонансы вида (3 . 75) отсутствовали , 
то осциллограмма должна была бы представлять экспонен
циально убывающую зависимость . 

Итак, обратимся к динамическим уравнениям оболочки , 
точнее ее модели (3 . 37) , полученным из (3 . 32) . Нетрудно 
видеть, что эти уравнения всегда можно разбить на пары 
уравнений колебаний,  характеризуемых одними и теми же 
линейными собственными частотами ro�·m. Эта особенность, 
как было показано во второй главе, является следствием 
того , что двум различным, хотя и геометрически подобным, 
изгибным формам cl cos sy sin rx и с2 sin sy sin rx отвеча
ет одна и та же частота изгибных колебаний ro�·m (в случае 
идеальной оболочки) . СледоватеJ1ьно, независимо от того, 
действует ли на оболочку внешняя периодическая сила или 
оболочка является незагруженной, при ее колебаниях всег
да реализуется внутренний резонанс 

(3 . 76) 
связывающий две обобщенные координаты f7·m и n·m. При
чем, если w0 = О, этот резонанс выполняется точно. 

В случае неидеальной оболочки (w0 =F О) указанное ре
зонансное соотношение выполняется приближенно:  

(3 . 77) 
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вследствие чего появляется пекоторая расстройка 

Ll = 1 (J)�,m - ro?·m 1 , (3 . 78) 
которая оказывает существенное влияние на характер дви
жения оболочки, на  устойчивость стационарных режимов. 

В системе (3 .37) возможны также другие типы внутрен
них резонансов, в частности резонансы 

(3 .79) 

r:де :в общем случае n1 =Р n2 ;  m1 =1= m2 . 
Они имеют место при выполнении следующего соотношения : 

h 2 2 Е (r�M� - rfM�) 
12 ( l - f!2) (MI - М2) - R2M2M'l. (3 .80) 1 2 

2 2 mi'Jt ni где M1 -= rt + st ;  r� = -1 - ;  st = т ;  i =  1 ,  2 .  
Если предположить r1 = r2 = r ,  s1 =1= s2 , то формула 

(3.80) упрощается и Принимает вид 

2 2 r2 V (s1 + r2) (s2 + r2) = hR 1 2  ( 1  -· �2) .  (3. 8 1 )  

Отсюда следует, что путем подбора одного и з  трех геомет
рических параметров оболочки (толщины, длины или радиу
са) , не изменяя при этом двух других, всегда можно добить
ся выполнения условия (3 . 79) . 

Среди других внутренних резонансов системы (3 .37) , 
имеющих практическое значение, отметим следующие: 

(3. 82) 

где k = 2,  3, 1/9, 1/8, которые легко обнаруживаются иэ 
анализа этой системы в первом приближении [3 ,  3 1 ] . На 
основании (3 .82) петрудно получить расчетную формулу, 
позволяющую так выбрать параметры оболочки,  чтобы по
следняя им:ела р авные (3 . 79) и кратные (3 .82) частоты: 

(-4-)2 = �2112 r (1 +k���(;) 2 ( 1  + �1�(;)2 J 
.n; 1] [ ( 1 + п1�о2 - k2 ( 1 + n��(;) 2] (3 .83) 

( 1
')2 l l 

rде � = R ; rt = 1 2  ( 1 _ 112) ; � = nm .  Формула (3 . 83) 
соответствует частному случаю m1 = m2 = т. На рис. 3 .4-

h 3 .6  показаны зависимости z = R = F Ш .  построенные в со-
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Рис. 3 . �  

ответетвин с формулой (3 . 83) 
при k = 1 , 2, 3 соответственно 
(предполагалось т = 1 ) .  Из 
полученных графиков следу
ет, что многие оболочки при 
одних и тех же параметрах 
могут иметь одновременно 
как близкие, так и кратные 
частоты. 

Что касается метода реше
ния нелинейных задач о коле
баниях оболочек при наличии 
внутренних резонансов (3 . 75) , 
то он , по существу, содержит 
элементы , которые характерны 
для исследования других ре
зонансов (внешних,  комбина-

Рис.  3 . 5  

Р и с .  3 . 6  

ционных и т. п . ) ,  а именно устанавливается конкретный вид 
исследуемого резонанса, и тем самым фиксируются те обоб
щенные координаты оболочки , которые характеризуют ре
зонансные колебания . Затем составляется форма решения 
отдельно для резонирующих и нерезонирующих координат 
и применяется асимптотический метод Крылова - Бого
любова , метод усреднения или другие методы . 

Например , р ассмотрим систему (3 .48) с учетом (3 .49) , в, 
которой примем 

(3 .84) 
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и ,  кроме того , положим 

(f)i � 'V ,  i = 1 '  2 , (3 .85) 
так что одновременно с внутренним (3 . 84) выполняется и 
внешний (3 .85) резонансы. 

Очевидно, что в данном случае возникает необходимость 
введения в рассмотрение двух «расстроею> частот: �1 = -= ooi - v2 и �2 = ro� - v2, которые являются малыми ве
.qичинами . Решение уравнений (3 . 48), ищем при этом в виде 
(в первом приближении) 

у1 = а1 cos (vt + Э1) ; Ys = а2 cos (vt + е1) , (3. 86) 

где а1 , а2 , el и 62 удовлетворяют следующим уравнениям :  

2я 
v 

��2 = 2�v J Ф1 (а1 , й2 , -ф1, 'Ф1) sin '\j?8dt; 

'11 
dOs �2 + 1 r Ф ( ) (JГ = 2V 2:nva J 2 а1- а2 , '�1 • 'Ф2 cos 1j.12dt. 1 о 

(3 . 87) 

.8десь • 2 2 
Ф1 (. · . ) = eh1Y1 + е  (УнУ! +  У12У2) У1 - El cos vt; • 2 2 Ф2 ( . · . ) = eh2Y2 + е  ("'?21У1 + У22У2) У2 - Е2 cos vt; 

У1 = а1 cos 'Ф1 ; У2 = а2 cos -ф2; 'Ф1 = v! + 
е1 ; 

'Ф2 = vt + е2 ; у1 = - a1v sin -ф1 ; у2 = - av sin �'2 • 
После интегрирования в (3 .87) получим 

10 

da1 eh1ai + еу. . 2 • 2 (е е ) Ei · е 
(JГ = - -т=- В�, й1й2 SШ 1 - 2 - zv SШ 1 ; 

de зev11ai B'\'is 2 2 (е С\ -?f- -= (J)1 - 'V + Bv + -gv а2 cos 1 - u2) -

- _Ej_ cos е + Bi'lD а�· 2va1 1 4v ' (3 .88) 



da2 eh2a2 + "'1'21 2 • 2 (е е ) Е2 • е dГ = - -2- ---gv- а1а2 sш 2 - 1 - 2v sш 2; 
d02 + Зе'\'22 _2 + "'i'21 _2 2 (е е ) dГ = <02 - v ---в:;- а2 ---в;у а1 cos 1 - 2 -

Es е + "'i'!t 2 - -2-- cos 2 -4- а1 , va2 v 

6. 
где использованы приближенные соотношения 2� � ro1 - v; 
6.2 2V � (1)2 - 'V .  

Анализируя уравнения (3 .88) , можно исследовать как 
стационарные режимы резонансных колебаний,  так и прс · 
цессы установления этих режимов , изучить явления энеr • 
гопереноса между координатами у1 и у2 в условиях резонан
сов .  Такого рода задачи рассматриваются · в последующих 
главах книги, где исследуются как собственные ,  так и вы
нужденные нелинейные колебания оболочек . 

Г Л А В А 4 
НЕЛИНЕАИЫЕ СБОБОДНЫЕ 
КОЛЕБАНИЯ ОБОЛОЧЕК 
В настоящей главе рассматриваются нелинейные колеба

ния оболочек, обусловленные заданием некоторых начальных условий 
(начальных отклонений и скоростей , отличных от нуля) . Такие коле
бания называются свободными (собственными) .  

Информация о таких колебаниях является весьма ценной для 
решения многочисленных задач проектирования и оптимизации тонко
стенных конструкций .  Она позволяет, прежде всего , выявлять возмож
ные «собственные» формы движения оболочек, связанные с «внутренни 
ми» геометрическими и физическими свойствами этих оболочек. С дру
гой стороны, на  основании этой информации можно надежно прогнози
ровать резонансные (в том числе нелинейные) ситуаци и ,  которые мо
гут возникнуть при воздействии на оболочку внешних периодических ,  
почти периодических ,  аэродинамических или  иных нагрузок. Речь 
идет, в частности , о субгармонических ,  комбинационных , «внутренних» 
и других типах резонансов , которые не проявляются при малых (ли
нейных) колебаниях оболочек, поскольку порождены именно нелиней
ными фактораыи : нелипейной упругостью, нелинейной инерционностью 
или недпнеirной диссипацией энергии .  

Свободные колебания реальных оболочек, как  и любых других 
физических систем, являются з атухающими из-за необратимых по
терь ,  обусловленных внутренним ИJIИ конструкционным трением , аэ
родинамическим демпфированнем и т .  п. Учитывая с.1абую зависимость 
колебательных свойств 1\Шогпх оболочечных объектов от величины и 
характера затухания,  в ряде случаев оболочки можно рассматривать 
как консервативные уnругие системы. Основная задача заключается 
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w при этом в определении «нелинейных» 
собственных форм и частот идеализи
рованных (незатухающих) колебаний 
оболочек. 

Необходимо отметить, что понятие 
собственные формы и частоты оболочек 
при колебаниях с большими прогибами 
не имеет пока такого четкого и физи
чески ясного определения ,  как в слу
чае линейных колебаний .  Известно , что 
в случае линейных колебаний собствен
ные формы и частоты определяются из 
решения соответствующих линейных 

Q краевых задач на  собственные значе-
Рис. 4 . 1 ни я * .  При нелинейных колебаниях 

под собственными формами обычно по
нимают форму изогнутой поверхности 

оболочки , вызванную действием сил и нерции и соответствующую 
одной из нелинейных собственных частот. Последняя не является по· 
стоянной индивидуальной характеристикой оболочек , как при линейных 
колебаниях , а существенно зависит от амплитуд динамических переме· 
щений оболочек. 

«Неизохронность» колебаний оболочек ,  т. е .  изменение частот 
.собственных колебаний с увеличением (уменьшением) амплитуд переме· 
шений является наиболее характерным свойством нелинейных колебаний , 
сбусловливающим «искривление» амплитудно-частотных характерис
ти к  этих оболочек при воздействии на них внешних периодических про· 
.дольных или поперечных нагрузок. 

На рис. 4 . 1 показаны типичные зависимости между поперечным 
прогибом w (его амплитудным значением) и частотой собственных не
линейных колебаний оболочек Q (на рисунке w0 - частота собственных 
линейных колебаний оболочки ) .  Х арактер нелинейности (точнее, ЭФ· 
фективной нелинейной восстанавливающей силы) - «мягкая» (кривая 
1) , «жесткая» (2) , «жестко-мягкая» (3) - зависит при этом от многих 
факторов: геометрических и физических параметров оболочки , парамет· 
ров волнообразования ,  граничных условий ,  начальных неправильнос· 
тей формы и т. п .  

Зависимость частот колебаний от  величин прогиба порождает 
при этом ряд нелинейных явлений ,  таких как срывы колебаний в резо
нанспой области , затягивание колебаний по частоте (гистерезис) ,  скач
кообразная «неустойчивость» при параметрическом возбуждении и 
.другие (более подробно об этом будет идти речь в последующих главах 
книги) .  

Вместе с тем нали чие нелинейных факторов может существенно 
повлиять на  «собственные» формы движения оболочек. Эти формы во 
многих случаях качественно отличаются от традиционных стоячих 
волн ,  характерш.rх для колебаний с ма,1ыми прогибами , и могут пред
ставлять собой бегущие в окружноы направлении волны, имеющие как 
постоянные, так и персменные амплитуды и фазовые скорости . Такого 
рода волновые движения являются следствиеы энергообмена между 
изгибными формами оболочки , обусловленного их нелинейной взаимо-

• См. ,  например , Неймарк М . А . Линейные дифференциальные 
<>Ператоры.- М . ,  1 969 .- 420 с. 
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связью nри движении оболочки . Наложение взаимодействующих форм 
и nриводит к nоявлению бегущих волн .  

В данной главе обсуждаются nодробно как стоячие ,  так и бегущие 
волн ы, возникающие в оболочках nри задании некотор ых н ачальных 
условий .  Р ассматривается влияние  rео11етрических нелинейностей на 
собственн ые частот ы и форм ы  иэrибных колебаний оболочек , исследу
ются также вопрос ы взаимодействия и энерrообмена между формами . 

§ 4.1. О формах изrибных колебаний 
обоnочек при конечных проrибах 

Прежде чем присrупить к решению конкретных 
задач о нелинейных собственных колебательных и волно
вых формах движения оболочек,  рассмотрим кратко вопрос 
о приближенном аналитическом представлении этих форм, 
пр именяемом при теоретических расчетах . С этой целью об
р атимся к динамическим уравнениям (3. 32) . Из них следует , 
что геометрическая нелинейность оболочки , как уже отме
чалось, обусловливает в общем случае связанность всех 
без исключения форм ее малых собственных колебаний 
Cn,m ny • m:nx cn,m . ny . m:nx - о 1 2 . , cos R sш -z - и 2 sш R sш -z - •  n - , , , . . . , 
т = 1 ,  2, . . . .  Причем связь я вляется существенно нелиней
ной . Это весьма усложняет задачу определения в аналити
ческом виде нелинейных собственных форм изгибных коле
баний, представляющих собой некоторую функцию коорди
нат (х , у) , описывающую изогнутую поверхность оболочки 
при  ее «нелинейном» движении .  Естественно, это побуждает 
искать пути приближенного решения данной задачи такого , 
которое, с одной стороны , было бы аналитически достаточно 
простым, с другой - правильно бы отображало свойства 
реальных оболочек при больших динамических прогибах . 

В большинстве практических случаев производится «уко
рочение» бесконечной системы нелинейных уравнений (3 .32) , 
что равносильно, в свою очередь , удержанию в разложе
нии (3 . 25) нескольких главных форм колебаний . Такая 
конечномерная идеализация «нелинейной» оболочки бази
руется на определенных физических представлениях,  со
поставлении результатов теоретических и экспер именталь
ных исследований . 

Предположим, что оболочка совершает колебания с не
которой частотой ,  близкой к резонансной,  и демпфирование 
в оболочке невелико. Тогда, при любом возможном про
странетвеннам р аспределении внешней нагрузки ,  в общем 
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движении оболочки ,  преобладают колебания по «резониру
ющей» собственной форме. В ряде (3 .25) , следовательно, мож
но ограничиться учетом лишь двух резонирующих с внеш
ним возбуждением слагаемых 

1 пу . тл:х + l . ny .  тл:х w = 1 cos R sш -1- 2 sш R sш -1 - (4. 1 )  

( б ф ,.,n т ny . тл;х Сп т . ny . mnx о е ормы v t '  cos y sш -1- и 2 ' sш R sш -1 -
соответствуют одной и той же частоте линейных колеба-u пт ) нии roo . • 

Одновременно, для отражения специфики деформирова
ния оболочек при больших прогибах («преимущественное 
выпучивание вовнутрь» [8 ] ) ,  данное слагаемое рассматрива
ется в сочетании с векоторой функцией ер (х , у) ,  характери
зующей в большинстве случаев осесимметричную форму с 
кратным (чаще всего удвоенным) числом полуволн вдоль 
образующей . При расчетах обычно принимается 

а) ер == ер (х) = lз sin2 rx; 
б) ер = ер  (х) = lз sin4 rx, 

т л: Г = -l - ; 
(4 .2) 

nричем lз = lз (t) представляет независимую обобщенную 
координату оболочки (наряду с координатами 11 (t) и 12 (t)) . 

В некоторых случаях функция ер (х , у) имеет более слож
ный вид, а именно: 

а) ер =  ер (х, у) = lз sin2 sy sin2 rx; 
б) ер = ер  (х, у) = lз sin4 sy sin4 rx; ( 4. 3) 

) ( ) 1 ' 4 · 2 n 
в ер = ер х, у = 3 sш sy sш rx, s = R , 

т . е. характер изует неосесимметричную форму с кратными 
гармониками (sin 2sy, s in 2rx , s in 4sy и т .  д. ) . 

Некоторые авторы используют другой способ задания 
функции ер ,  заключающийся в установлении связи между 
обобщенными перемещениями 11 , 12 и lз путем наложения 
дополнительных предположений относительно характера 
деформирования оболочек . Так обычно принимают, напри
мер , что контур поперечного сечения срединной поверхнос
ти оболочки при колебаниях не изменяет своей длины, т .  е .  

2nR 

� [ : - � + + ( �; У] dy = о. (4. 4) 
о 
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Эrо предположение несколько «ужесточает» упругие харак
теристики оболочки при ее колебаниях .  Однако , как пока
зывают соответствующие вычисления [8, 12 , 66, 67] , а так
же экспериментальнь· е  факты [ 1 3 ] , на конечных результа
тах исследований оно мало сказывается . В то же время это 
предположение существенно упрощает решение динамиче
ской задачи, поскольку число независимых переменных 
уменьшается и становится равным двум . При анализе нели
нейных систем очень важно максимально уменьшить число 
степеней свободы, так как многомерные нелинеi1ные системы 
трудно поддаются последовательному анализу и не допуска
ют ряда качественных и наглядных приемов , которые воз
можны для систем с одной степенью свободы . При этом 
объем вычислений быстро растет с увеличением р азмер но
сти системы хотя бы на единицу [3, 3 1 ,  32 , 46 , 47] . 

Итак , представим динамический прогиб w в виде 

w = /1 cos sy siп rx + fz siп sy siп rx + <р (х, у) . (4. 5) 
Учитывая то , что общие выражения для радиального про
гиба и углов поворота должны удовлетворять условиям 
периодичности , дшiжно выполняться условие 

2лR 
s : dy = O. (4.6) 
о 

Из выражения (4 . 4) получим 

n� 2 2 n1 2 2 <р (х, У) =  BR (f l + /2) - BR (fl + fz) cos 2rx. (4 . 7) 
Следовательно, 

w = (f1 cos sy + /2 siп sy) siп rx + ;; (fi + f�) -
n2 2 2 - BR (f1 + /2) cos 2rx. (4.8) 

Возникает естественный вопрос: какой из предложенных 
подходов, точнее говоря ,  какая из аппроксимаций динами
ческого прогиба более правильно отражает динамические 
свойства оболочки при ее колебаниях? 

Однозначный ответ на этот вопрос дать , по-видимому, 
невозможно без проведения соответствующих эксперимен
тальных исследований и тщательного сопоставления этих 
результатов с теоретическими расчетами . Предпринимаемые 
некоторыми авторами попытки обойтись без эксперимен-
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тов , используя чисто энергетические .соображения ,  не увен
чались пока успехом , поскольку строгое математическое 
описание нелинейной динамики таких сложных конструк
ций ,  как замкнутые оболочки, задача весьма трудная . 

В преобладающем большинстве случаев при теоретиче
ских расчетах собственных колебаний оболочек используют
ся две аппроксимации прогиба : 

w = /1 cos sy sin rx + /2 sin sy sin rx + /3 sin2 rx; (4 .9) 

w = /1 cos sy sin rx + /2 sin sy sin rx + 
n2 2 2 

+ 4R (/J + /2) sin2 rx. (4. 1 0) 

Эги аппроксимации приводят к результатам, хорошо со
гласующимся с опытными данными [8 ,  2 1 ,  28, 54 , 56] . 

Из представлений (4 .9) ,  (4 . 1 0) видно, что колебания обо· 
лочки происходят несимметрично относительно ведеформи
рованной срединной поверхности . Прогибы точек в направ
лении внутренней нормали (положительное направление 
оси Oz (см . рис. 1 . 1 ) превышают прогибы в направлении 
внешней нормали .  Появляется смещение положения дина
мического равновесия ,  которое равно: в случае (4 .9) -

1 f 1 
n2 2 2 Т ,  в случае (4 . 10) - BR (/t + /2) .  Вследствие этого сме-

щения узловые (неподвижные) точки на оболочке при ее 
колебаниях будут «размазанными» . 

Отметим также, что функции (4 .9) ,  (4 . 10) , аппроксимиру
ющие прогиб, удовлетворяют граничным условиям шар
нирного опирания на обоих торцах лишь в первой (линей
ной) аппроксимации .  Граничное условие по моменту Мх = = О не выполняется , однако, как показано в ряде работ [8 ,  
66, 67] , это обстоятельство не  сильно скажется на результа
тах решения задачи . 

Используя разложения (4 .9) и (4 . 1 0) ,  перейдем к анали
зу собственных частот колебаний оболочек , имеющих малые 
начальные неправильности цилиндрической формы. 

§ 4.2. Собственные частоты 
непине14ных коnебани14 обоnочки 

Предположим, что оболочка имеет начальные 
неправильности формы, так что уравнения ее свободных 
колебаний можно записать в следующем виде: 
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iJ2wt + D 4 1 iJ2Ф L ( + п)) · P (jj2 т V Wt - 7[  дх2 = W1 Wo , "" , 

1 4 1 д2wl 1 
(4

.
1 1 ) 

7 V  Ф + R 7fi2  = - 2 L (w1 + 2w0 , w1) . 

Дополнительный динамический прогиб w1 аппроксимируем 
при этом выражением 

w1 = /1 cos sy sin rx + /2 sin sy sin rx + /3 sin2 rx, (4 . 1 2) 
n mn где, как обычно, s = R' r = -1- и функция /3 = /3 (t) 

рассматривается как независимая обобщенная координата 
модели оболочки (наряду с координатами /1 и /2) . 

Используя результаты исследований , изложенные во 
второй главе книги ,  зададим начальный прогиб w0 в анало
гичном виде :  

% = � � � � � -�- � � � � � -�- � � �  (4. 1 3) 
. f10 , f20 , /30 = const . 

IJpи таком задании начального nрогиба его влияние на ди
намическое поведение оболочки наиболее существенно 
(см . § 2 . 6) .  

Подставляя (4 . 1 2) и (4 . 1 3) во второе уравнение системы 
(4 . 1 1 ) , определим функцию напряжений 

Ф = Ф0 cos 2rx + Ф1 sin rx cos sy + Ф2 sin rx sin sy + 
+ Ф3 ccs 2sy + Ф4 sin 2sy + Ф5 sin 3rx cos sy + 

Здесь 

4 8 - 2628 

+ Ф6 sin 3rx sin sy + Ф*. (4 . 1 4) 

ф Е s2 ( 2 /2 f f 
4fз ) о = 32 7 /1 + 2 + 2 1 1n + 2/2f2o - Rs2 ; 

Ф1 = (r2 �:2)2 [ � - S2 <tзfto + fsft + ftfзo) ] ; 
Ф2 = (r2 :::2)2 [ � - S2 (fзf2o + f2fз + /2/зо)] ; 

Фз = :�: (f� - fi -!- 2fJ2o - 2ftfto); 

Е r2 
Ф,. = ·- w 7 (f1f2o + blto + fJJ; 

(4. 1 5) 
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Er2s2 Фв = (s2 + 9г2)2 (fзfzo + fzfз + f2fзo) ; 

ф* = - Кх2 2 . 
Последний член в соотношениях (4. 1 5) Ф* отвечает напря

жениям в срединной поверхности , определяемым по безмо
ментной теории [8 ] . Для определения параметр<1. К, входя 
щего в Ф* ,  используем условие периодичности, имеющее в 
случае неидеальной (с начальным прогибом) оболочки вид 2:tR 2:tR 

5 : dy = 5 {( �� - � �; ) -
о о _ � [ ( д;1 )2 + 2 д�о :1 J + Е;1 } dy = о . (4 . 1 6) 

В результате приходим к следующей зависимости:  

К = - Е;2 (ti + f� + 2flflo + 2f2f2o - %� )  · (4. 1 7) 

Подставляя затем выражения (4 . 1 2) - (4 . 14) в первое 
уравнение (4 . 1 1 ) и выполняя известную процедуру  метода 
Бубнова - Галеркина, получаем нелинейную систему для 
определения неизвестных функций ft (t) ,  i = 1 ,  2, 3 : 

где 
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. .  2 2 2 fl + rolfl + r/2 + dlfз + d2fi + dзflt2 + d4f2 + 
+ dьf1fз + dвf� + d1f1 (fi + f�) + dsf1f� -

s2K - -р- (fl + f1o) = О; 
. .  2 2 2 
f2 + ro2f2 + Yf1 + с1fз + c2f1 + cзf1f2 + c.i2 + сьМз + 

(4. 1 8) 

2 2 Ег4 2 2 Es4 � А 
(f ro1 = roo + Вр (fiO + /2о) + 8р 1 10 + зо); 



2 2 Er4 2 2 Es4 2 
(()2 = (J)o + Вр (ft o  + f2o) + вр f2o + А (fзо); 

2 1 6  Dr4 Е 2Е 2 2 (J)з = -3- рг + ЗpRz + зр � <ft o  + f2o) ; 

с - d f, o . С - d f2o • С - d . С - Е Af . з - 3 -, - . 4 - 2 -, - '  5 - 5•  6 - -. t' 20• 00 w р 
с -- d . е - 2 d . е - 2 d f2o • 8 - 8• 1 - 3 1 •  2 - 3 1 f10 • 

е - 4 d . е - 4 d f2o • 
Б -., 3 6 • 6 - 3 6 -,- t . 10 

2 е? =  ев = 3dв. 

Представим полученную систему уравнений в виде 

/1 + Qif1 + 'V1f2 + dнfз = F1 <f1 , f2 , fз) ; 

где 

4* 

• •  2 
f2 + Q2f2 + 'V1f1 + снfз = F2 <ft , f2 • fз) ; • .  2 
fз + Qзfз + eaft + e21f 2 = Fз (fl , f2 , fз) , 

2 2 Es4 2 Qt = (J)t + 4Р fto ;  

Es4 'V1 = "У + 4р- f1of2o; 

2 2 Es4 2 Q2 = (()2 + 4р f2o; 
Es2 dн = d1 - 2pR f1o; 

(4.20) 
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n2 2 2 Е о:.�з = rоз + 3 pR2 ; 

Es2 Es2 
ен = el - ЗрR f1o ; е21 = е2 - ЗрR f2o; 

(4 .2 1 ) 

f, ( !1 . !2 . fз) . i = 1 ,  2 ,  3 ,- нелинейные относительно обоб· 
щенных перемещений ft функции ,  которые петрудно полу
чить из выражений (4 . 1 8) . 

Составляя характеристическое уравнение для левой час
ти системы (4 .20) и решая его, можно найти собственные час
тоты линеаризованных колебаний оболочки .  Они определя
ются как корни уравнения 

р3 + а1р2 + а2р + аз = О, ( 4 .22) 
в котором 

at = - (QT + Q� + Q�) ; 
а2 = (QTQ� + QIQ� + Q�Q�) - с11е21 - у Т - d11 е11 ; ( 4 .23) 

n2n2n2 n2 2n2 аз = - о:. � l о:. а2о:.�з + c11e21:.4 J + '\'Ji:a4З - у1с11е11 -

- dнl'1e21 + dненQ§. 

Соответствующие вычисления показывают, что для обо
лочек «среднего изгиба» (для которых справедливы дина
мические уравнения (4 . 1 1 ) [8]) один из корней уравнения 
(4 .22) р{ по величине значительно превышает два его дру
гих корня р1 , р2 , т . е. Рз :» р1 , р2 • Это связано с тем, что на
чальные неправильности оболочки предполагаются малыми 
величинами (w0 "' h) и, кроме того, выполняются следующие 
условия : ro3 » ro1 и ro1 � ro2 . В связи с этим можно не
сколько упростить систему (4 . 1 8) , опред�ив функцию {3 , из 
«статического» варианта рассматриваемой задачи [8] . По-
лагая /з = О, из третьего уравнения (4 . 1 8) находим 

(4 .24) 

где 
Es2 Es2 

езt = е а - 6pR ; e<Il = е4 - 6pR • 
Поскольку Q� :» eJ1 + eJ2 + e7{I + евf� , то после раз-

ложения (4 .24) в ряд имеем 

1 00 

f _ _ .!д_ f _ е21 f _ езt �� _ e,i {§ + 
з - g2 1 g2 2 g2 • g2 2 

3 3 3 3 



+ �4 (eнfi + e21f2 + ез1fТ + e41f�) (esft + евf2 + 
3 

(4.25) 

Из характеристического уравнения ,  составленного для 
(4 .20) , в данном случае получим 

(4. 26) 

Подставляя сюда значения коэффициентов (4 .2 1 ) ,  можно 
исследовать зависимость частот линеаризованных колеба
ний оболочки от параметров начального прогиба и волновых 
параметров . Общий анализ соотношений (4 .26) при этом по
казывает, что «расщепление» частот р1 (р1 =1= р2) имеет мес
то лишь в случае {10 =/= О или {20 =/= О, или {10 =/= О  и {20 =/= О, 
т .  е .  при наличии неосесимметричного начального прогиба . 
Что касается параметра осесимметричного начального про
гиба {30 , то он не приводит к изменению расстройки д = = 1 рТ - р� 1 .  поскольку обе частоты р1 и р2 с изменением 
значения fзо увеличиваются или уменьшаются на одну и ту 
же величину. Если {10 -+ О и {20 -+  О, то р1 -+ ш0 и р2 -+ ffio , 
т . е . происходит сближение главных частот и в пределе 
(при w0 = О) эти частоты становятся равными частоте соб
ственных колебаний идеальной оболочки .  

Для определения частот нелинейных собственных коле
баний следует подставить соотношение (4 . 25) в первые два 
уравнения общей системы (4 . 1 8) .  В результате приходим к 
уравнениям вида 

(4 .27) 

1 0 1  



где 

d1e2 с1е1 i'н = i't - Q2 ; i'21 = i' - 7  ; 
3 3 

(4.28) 

Fi (f1 , {2} , i = 1 ,  2,- нелинейвые относительно обобщен
ных перемещений f1 и f2 функции (из-за громоздкости не при
водятся} . 

где 

С помощью замены 

/1 = � + 1); f2 = А� + Brt.  

2 n2 
А = Р� - ··� � 

i'н 
р� - oiJ в = __.:.._--'-".. i'st 

2 Q�J + Q�2 -. f (Q�I - Q�2) 2 
Р1 .2 = 2 + V - 4 + i'нi'2t • 

(4.29) 

(4.30) 

систему (4 .27) целесообразно представить в квазинормаль
ной форме * 

� + р�� = (F1 + AF2) ( 1 + А2Г
1
; 

fi + Р�11 = (F1 + BF2) ( 1 + В2Г1 • 
(4 . 3 1 )  

Дальнейший анализ уравнений (4 . 3 1 )  с целью определе
ния параметров собственных колебаний существенно зави
сит от того, выполняются ли резонансные соотношения (в не
линейном смысле} между собственными линейными часто
тами р1 и р2 или не выполняются . 

Если предположить, что эти частоты не равны, не близ
ки и не кратны, то стационарное решение системы (4 . 3 1 )  в 
первом приближении можно записать в виде 

� = a cos [р1 (а , Ь) t + 81] ; rt = Ь cos [р2 (а ,  Ь) t + 82] , (4 .32) 

где а, Ь , 81 , 82 - постоянные амплитуды и фазы, определяе
мые из начальных условий задачи :  

ДО) ДО) • • (0) • • (О) /1 (0) = n ;  fs (O) = J 2 ; /1 (0) = !1 ; /2 (О) = /2 ;  (4.33) 

* Разделение nеременных осуществлено лишь в «Линейной» части 
системы, 
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р1 (а , Ь) ,  р2 (а , Ь) - значения искомых нелинейных соб
ственных частот оболочки ,  причем 

2:тt 2:тt 
1 \ \ F1 + AFz 

Pt (а , Ь) = Pt - 4л:2рt J J 1 + А2 siп 'Фtd'Фtd'Ф2; 
о о 
2:тt 2:тt 

1 (' \ F1 + BF� 
Pl (а , Ь) = Pz - 4л:2р2 J J 1 + 82 sin 'Фzd'Ф2d'Фt ·  

о о 

(4 .34) 

В подынтегральные функции F1 и F2 в (4 . 34) следует под
ставить соотношения 

(4 . 35) 

Частотам р1 (а, Ь) и р2 (а, Ь) соответствуют следующие 
формы: 

Х1 (х, у) = С1 sin rx [у11 cos sy + (pi - QI I) sin sy] ;  
(4 . 36) _ Х2 (х, у) =  С2 sin rx [ у21 cos sy + (р� - QII ) sin sy] ;  

С1 , С2 = const. 
Поскольку начальные неправильности оболочки малы 

(не nревышают ее толщины) , то частоты р1 и р2 близки по 
величине (или могут даже совпадать) . В этой связи «соб
ственное» движение оболочки не соответствует стоячим 
волнам типа (4 .36) . Это будет более сложное движение типа _ 
бегущих в окружном направлении волн (см . § 4 .4) . Чтобы 
движение оболочки в рассматриваемом случае nредставля
ло стоячую волну, необходимо «зафиксировать» одну из обоб
щенных координат оболочки f1 или f2 путем наложения неко
торых дополнительных связей на ее движение. Практически 
этого можно добиться , используя специальные упоры, кото
рые исключали бы возможность возбуждения сопряженной 
изгибной формы . Упоры следует ставить в узловых точках 
исходной (фиксируемой в начальный момент времени) из-

' 

гибной формы. 
Рассмотрим случай, когда начальный прогиб является 

несимметричным и имеет вид 

W0 = /10 cos sy sin rx. (4. 37) 
Уравнения (4 .27) nреобразуются при этом так : 

.. 2 2 2 � 2 f1 + Q1 1f1 + k1f1 + kzf2 + k31 1 + k4f 1!2 + k5fi. + 

+ kв� + k7fИ + k�f �� + kuf� = О; (4 .38) 
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k _ d _ daeзl _ d,lelf + dвei1 • 
1 - 21 g2 g2 � • 3 3 3 

k - d - dне41 • 2 - 41 � • 3 

k _ d _ d51ез� + 2d e11e4i + ..!!!.._ 2 • 
з - 71 g2 в g4 � ен , 

3 3 3 

g = с - Cr.Ieн • 
1 31 g2 • 

3 

2 
2cselle4i свез ! 2ез1е41Сs g6 = g2 g7 = � ;  gs = g4 

3 3 3 
ЗЕs" Es2 

d21 = d2 + ---вр f1o ; езi = е41 = ез - 6pR ; 

3Es4 Es2 d41 = d4 + -вр- f1o; d51 = d5 - 2pR ; 

Es4 Es4 
d71 = d7 + 8j) ;  Cs1 = Са + 4i) f1o· 

При выводе уравнений (4 .38) было принято 

fз = - � (eнft + e2f2 + ea1fT + e4tf�) . 
3 

(4 . 39) 

(4 . 40) 

Полагая в первом уравнении системы (4 .38) {2 == О, 
находим, что в первом приближении квадрат собственной 
частоты нелинейных колебаний осолочки, отвечающей фор
м е  cl cos sy sin rx, 

1 04 
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Анализируя второе уравнение (4 .38) , а' 
при f1 == О  соответственно получаем � · 

2 n2 3 2 5 Ь4 ;. Р2 (Ь) = �'22 + Т gзЬ + в go · 11 
(4. 42) � 

Частота р2 (Ь) характеризует колебания 
по  сопряженной изгибной форме 
С2 sin sy siп rx. ;;,: 11 

Рассмотрим выражение (4 .4 1 ) .  Если Рис.  4 .2 
учесть обозначения (4 .39) ,  то становится 
очевидным, что при любых параметрах волнообразования 
выполняется условие k9 > О .  Что касается коэффициента 
k3 ,  то он может быть и больше и меньше нуля ,  причем 
k3 < О при сравнительно больших числах окружных волн 
n .  Это означает ,  что скелетные линии оболочки бывают 
и мягкого , и жесткого типов, т. е. собственные частоты с 
ростом амплитуд колебаний могут при одних условиях 
уменьшаться , при других - увеличиваться . 

Пусть , например , k3 > О. В этом случае собственные час
тоты всегда представляют собой зависимости жесткого ти
па (рис .  4 . 2) .  

Если  k3 < О ,  то реализуется более сложная картина 
изменения частот с ростом амплитуд: на начальном участке 
(при относительно малых амплитудах) имеем скелетную кри
вую мягкого типа, которая затем (при увеличении амплитуд) 
переходит в кривую жесткого типа (рис .  4 .3 ,  а) . На рис .  4.3 , а 
обозначено 

о• 

а' • 

• • 2 9 k� Q, ,  = Qн - 4o k;" ; 

52:, Р,' 

2 3 k3 
ао = - т -;г;- . 

ь '  -• 

а о 
Рис . 4.3 

(4 .43) 
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К аналогичному заключению приходим и при анализе 
одномодовых колебаний по изгибной форме С2 sin sy sin rx 
(рис. 4 .3 ,  б) .  При этом 

Q,;z' = Q222 - � _ga_ · Ь2о � - _i3_ _gL • (4 44) - 40 g9 ' 5 g9 

Поскольку k3 > g3 , то Ь� > а6 и д< 1 >  > д<2> , где д< 1 > = 
Q2 Q *' А (2J Q2 Q • 2  = 1 1 - 1 1 , Ll = 22 - 22 - зоны «затягивания» ам-

плитуд собственных колебаний по частоте . 

§ 4.3. Об энергообмене 
между изгибнымн формами 

Ранее уже отмечалось , что благодаря нелиней
ным связям между обобщенными координатами оболочки ,  
характеризующими различные формы изгибных колебаний , 
в�буждение одной из них может привести к «косвенному» 
возбуждению других ,  не резонирующих с внешним воз
буждением форм .  Следовательно, собственные колебания 
'Оболочки не соответствуют традиционным движениям типа 
стоячих волн из-за возможного наложения нескольких из
гибных форм колебаний . В одних случаях такое наложение 
может- привести к тому, что процесс деформирования пред
ставляет собой некоторый нестационарный циклический про
цесс перехода от одной изгибной формы к другой . В других 
случаях это может быть установившаяся бегущая в окруж
ном направлении изгибная волна,  фазовая скорость которой 
зависит от физических и геометрических параметров обо
лочки , параметров волнообразования , а также граничных 
условий . 

Для выяснения специфики этих явлений рассмотрим 
связанные уравнения (4 .38) , описывающие свободные коле
бания оболочки с неосесимметричным начальным прогибом 
вида w0 = f10 cos sy sin rx . С учетом замечаний , сделанных 
в предыдущем параграфе, запишем эти уравнения в упро
щенном виде 

.. 2 2 2 3 2 ft + Q1 1f1 + k1f1 + k2f2 + kзfi + k4ftf2 = ql (t) ; 
. .  2 2 3 
'2 + Q22f2 + glftf2 + g2!If2 + gi2 = g2 (t) . 

(4 . 45) 

Предположим, что внешняя нагрузка в некоторый на
чальный момент времени t0 «резонансным» образом возбуж
дает изшбную форму С1 sin sy sin rx. Очевидно, что эта на-
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грузка имеет следующий вид: 
q = Е2 sin sy sin rx cos p2t; 
Е 2 = const ; р2 = Q22 • 

(4 .46) 

Движение оболочки после «отключения» нагрузки при
ближенно можно описать так [3 ) :  

f2 = b0 cos p2t . (4 . 47) 
Подставляя (4 .47) в первое уравнение системы (4 .45) , по
лучаем 

(4 .48) 

Отсюда видно, что параметры,  определяющие значение 
собственной частоты оболочки по координате {1 , оказываются 
периодически изменяющимиен во времени, что может обу
словить параметрическое возбуждение этой координаты [4 ] . 
Такое возбуждение, если оно реализовано, осуществляет 
энергообмен между сопряженными формами при колебани
ях . Из уравнения (4 .48) следует, что наиболее интенсивно 
этот энергообмен реализуется при следующих резонансных 
соотношениях между собственными частотами :  

..!!.L � 1 ,  2 ,  3 , . . . (р1 = Q11) .  (4.49) 
р2 

Аналогичную картину можно получить по координате 
{2 • Энергия от первой обобщенной координаты {1 , возбуж

даемой непосредственно внешней силой 

где 
q = Е1 cos sy sin rx cos p1t, (4 .50) 

Е1 = const ; Р1 = Qн,  
передается ко второй координате {2 согласно уравнению • •  2 t3 g 2 f2 + P2f2 + g3/ 2 + g1aofз cos P1t + + aof2 + 

если принять 

ft = tlo cos ptf. 

( 4 . 5 1 ) 

(4. 52) 
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В этом случае резонансными соотношениями будут 

Р2 1 2 3 
53 р;- � 2 • Т • Т • · · ·  <4 · ) 

Рассмотрим возможность выполнения резонансных соот
ношений (4 . 49) и (4 . 53) . Для этого вернемся к формулам 
(4 . 28) для частот Q11 и Q22 • Найдем «расстройку» квадратов 
этих частот 

л Q2 Q2 Es4 f2 d1 1 e1 1 
Ll == н - 22 = -4- ю - --2 - =  

Р Qз 

= �: fTo { l - p�fR2 [ f + (r2 : 82} 2 ] [ + + 3 (r22� 52} 2 ] }  • 
(4 . 54) 

Отсюда видно , что при достаточно малом начальном про
гибе w0 и при сравнительно небольших числах окружных 
волн n частоты р1 и р2 близки по величине. 

Следовательно, в этом случае из соотношений (4 .49) 
и (4 . 53) практически осуществимым является лишь соотно
шение вида 

(4 . 55) 

определяющее основной «внутренний» резонанс [3 ,  3 1  1 .  
И поскольку этот резонанс встречается в обоих случаях 
(4 .49) и (4 . 53) , то в оболочке с начальным прогибом при за
дании некоторых иенулевых начальных условий имеет мес
то попеременная перекачка энергии колебаний от одной 
изгибной формы к другой, сопряженной с ней . 

Этот процесс происходит до тех пор , пока энергия , сооб
щенная в начальный момент оболочке, полностью не из
расходуется на компенсацию работы сил внутреннего и 
внешнего трения. Отметим, что переход энергии от одной фор
мы к другой осуществляется как бы самопроизвольно, без 
какого-либо внешнего «вмешательства» . Иными словами , 
процессом энергопереноса «управляет» сама упругая систе
ма посредством нелинейных связей между ее подсистемами .  

Чтобы определить возможные режимы движения оболоч
ки при резонансе (4 . 55) , вновь вернемся к уравнениям (4 . 45) . 
Представим приближенное решение этих уравнений при 
а \  = q2 = О в форме [ 3 ]  
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где а, Ь, 81 ,  82 - амплитуды и фазы соответствующих гар
моник,  которые определяем из системы 

�� = 8� аЬ2 sin 2 (01 - 82) ; 11 
� - 3 k 3 + � аЬ2 � аЬ2 2 (а а dГ - � за -;т- + -8n cos u1 - 82); 11 11 .. 11 

.!!!!._ _ J!..._ 2Ь · 2 (а а ) • dt - 8Q а SlП u2 - ul ' 22 (4 . 57) 

Ь dB2 = � Ь3 + J!..._ а2Ь + J!..._ а2Ь cos 2 (81 - 82) . dt 8Q22 4Q22 8Q22 
Для нахождения возможных стационарных режимов при

равняем правые части уравнений (4 . 57) к нулю. В результа
те приходим к таким соотношениям: 

1) а =  О; Ь = О , (4 . 58) 

. . . . ' 

(4. 59) 

g2a2 + f g3b2 + � a2 (- l )k = 0, a =F O, b =F O. 
, Решение (4 . 58) , соответствующее состоянию покоя обо
лочки (w == 0) ,  может быть получено лишь при нулевых 
начальных условиях . 

В свою очередь, система (4 . 59) допускает нетривиальное 
стационарное решение при условиях 

или 
k4k3 < О; k4g2 = k�3, (4 . 60) 

(4 . 6 1 )  

Однако из выражений коэффициентов k3 , k4 , g2 , g3 следует, 
что эти условия практически невыполнимы. Эго означает, 
что уравнения (4 . 57) не имеют стационарных решений для 
амплитуд и фаз . Для определения нестационарных решений 
необходимо проинтегрировать эти уравнения . 

Из первою и третьего уравнений (4 .57) нетрудно полу
чить первый интеграл в виде 

(4. 62) 

где С0 = const .  
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Отсюда следует, что колебания оболочки , характери
зуемые обобщенными координатами f1 и f2 , всегда связаны, 
так что сопряженные изгибвые формы С1 cos sy sin rx и 
с2 sin sy sin rx не могут «существовать» в рассматриваемом 
случае изолированно . Возбуждение какой-либо одной из 
них неизбежно обусловит возбуждение другой формы, со
nряженной ей . При этом увеличение амплитуды колебаний 
а (t) приведет к соответствующему уменьшению второй амп
литуды Ь (t) и наоборот . Следовательно, можно ожидать по
переменной перекачки энер гии от одной формы к другой . 
Наложение обеих форм (если они одновременно возбужде
ны) обусловит сложное движение типа стоячих или бегу
щих волн в зависимости от соотношений меЖду фазами 
е1 и 82 • 

Если учесть демпфирование в системе (4 .45) с помощью 
_ выражений е/1 и ef2 (матрица коэффициентов демnфирова
ния предполагается диагональной) , то уравнения nервого 
nриближения (4 . 89) допускают интеграл вида 

Q 2 k Q  ь2 c2 -et 
g2 на + 4 22 = ,е ; 

cl = const , ( 4. 63) 

свидетельствующий об асимптотической устойчивости систе
мы по отношению к функциям f1 и f2 • 

Существенно отметить , что первые интегралы (4 . 62) , 
(4 . 63) являются следствием внутреннего резонанса в систе
ме (4 .45) . Именно соотношение (4 . 55) создает предпосылки 
для существенной взаимосвязанности колебаний оболочки ,  
соответствующих сопряженным изгибным формам, и ,  таким 
образом , для передачи энергии от одной формы к другой . 

§ 4.4. Неnинейные бегущие волны 
в обоnочках 

Вернемся к нелинейным динамическим уравне
ниям оболочки (3 . 2 1 ) ,  дополнив их членом, характеризую
щим конструкционное трение, 

D 4 _ 1 д2Ф д2w дw q • 71 v  w - L (w, Ф) + R  ах2 - р дi2-ер -ат +т • 
(4. 64) 

и построим их приближенное решение, имеющее непосред
ственно форму типа бегущих в окружном направлении волн ,  
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т. е .  примем 

w = а cos ( ; у - ер) sin rx + w0 (х) ,  (4 . 65) 

где а, ер - некоторые неизвестные функции времени ,  под
лежащие определению; w0 (х) - осесимметричная состав
ляющая прогиба , отражающая специфику нелинейнога 
деформирования оболочек , которая заключается в «преиму
щественном выпучивании вовнутрь» [ 8 ,  9] . При этом функ
цию w0 определяем из условия отсутствия деформаций в 
окружном направлении ,  т .  е .  из равенства 

2nR S eydy = О . (4 . 66) 
о 

В результате получим следующую зависимость : 
n2.z2 • 2 W0 (х) = """41Г sш rx. (4 . 67) 

Подобно тому, как в задаче о нелинейных свободных ко
лебаниях оболочки (см . § 4 . 2) , определим вначале функцию 
напряжений в срединной поверхности . С этой целью под
ставим выражение (4 . 65) с учетом (4 . 67) во второе уравне
ние системы (4 . 64) , откуда получим 

Ф = Ф0 cos 2rx + Ф1 sin rx cos 'Ф + Ф2соs 2-ф + Ф3sin Зrх cos '1\J. 
(4 . 68) 

Здесь 

En2r2s2a3 • 
4R (r2 + s2)2 ' 

Er2a2 - Er2s2n2aз ф2 = - 32s2 ; Фз = 4R (9r2 + s2)2 • 
(4. 69) 

Вычислим далее nроизводные по времени от функции 
прогиба w: . • • n2 • 

w = (а cos 'Ф + аер sin 'Ф) sin rx + 2R aa sin11 rx; 
w = [(а - а�2) cos 'Ф + (2а� + а�) sin 'ФJ sin rx + 

пz . . . 
+ 2R (а2 + аа) sы� rx. (4 . 70) 
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Подставляя затем выражения (4 . 65) , (4 .68) и (4 . 70) в 
первое уравнение (4 . 64) , применим метод Бубнова - Галер
кина , выбрав в качестве координат Гплеркина функции а и 
ер .  Полагая q = О, после выполнения операций интегриро
вания , получим следующие два уравнения для определения 
а и ер :  

а� + 2а� + ва<Р = О; 

( 4. 7 1 )  

Здесь 

(4.72) 

- частота собственных колебаний оболочки .  
В качестве первого (линейного) приближения уравнения 

(4 . 7 1 ) допускают решения , полученные во второй _главе, ко
торые соответствуют движению оболочки типа стоячей или 
бегущей волны (см . § 2 . 3) .  

Введем обозначения 
3 ( n2 )2 г4 [ Es4 Е Dn4 ] 

Х = 2 2R ; V = -р- (r2 + s2)2 - --тб - hR2 ; 

3En2r4s6 [ 1 1 

J g = 1 6р (r2 + 82)2 + (9r2 + s2) 2 · ( 4. 73) 

Система (4 . 73) с учетом замены 

а = Ь ехр (- �� ) (4 74) 

преобразуется тогда к виду 

Ь� + 2Ь� = О; Ь + ( w� - 8: - �2) Ь = Ь ехр (- вt) х 

)( [ х ( вЬЬ + � ,  Ь2 - 62 - ЬЬ) + vb2 - gb4 ехр (- вt) J . ( 4 . 75) 

Рассмотрим случай , когда диссипация энергии при коле
баниях оболочки отсутствует, т. е. е = О. При этом пред
полагаем, что амплитуда бегущей волны а в соотношении 
(4 . 65) является постоянной величиной : а = а0 = const . Из 
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второго уравнения (4 . 75) получаем 
. 2 2 1 <р2 = roo - уао + gao (4 . 76) 

или , учитывая малость нелинейных сил по сравнению с ли
нейными , имеем 

. ( уа� gаб ) <р = ± roo - 2w0 + 2w0 = ± 00 (ао) · (4 .77) 

Отсюда 
<р = <ро + ro (а0) t ;  <р0 = const .  (4. 78) 

Таким образом, фазовая скорость волны в рассматривае
мом случае имеет вид 

(4. 79) 

т .  е .  является нелинейной функцией амnлитуды этой волны 
(в линейной задаче vФ не зависит от амплитуды) . При этом 
с ростом амплитуды а0 указанная скорость может как уве
личиваться (по модулю) , так и уменьшаться (из-за у <1:: 0) . 
Отметим аналогию с «нелинейными» частотами собственных 
колебаний оболочки ,  которые также могли с увеличением 
амплитуд либо возрастать (при одних значениях амплитуд) , 
либо убывать (см . § 4 .2) . Вместе с тем необходимо иметь в 
виду, что функция ro (а0} не совпадает в данном случае с 
собственными частотами нелинейных колебаний .  

На рис .  4 .4 изображены графики зависимости фазовой 
скорости vФ от волнового параметра n, построенные для 
случаев а0 = О (кривая 1) ,  а0 = Зh (кривая 2) и а0 = бh 
(кривая 3) . Рассматривалась оболочка с параметрами (2 . 1 1 1 ) .  
Отсюда видно, что минимальная скорость волны реализует
ся при n = 7 .  Заметим при этом, что n = 7 соответствует · не самой минимальной частоте собственных колебаний рас
сматриваемой оболочки по одной из форм cl cos sy s in rx 
или С2 s in sy s in rx (минимальная частота оболочки будет 
при n = 6) . 

На.рис .  4 . 5  показано влияние амплитуды бегущей волны 
на фазовую скорость при трех значениях параметра n ,  от
меченных на графиках . Представленные результаты позво
ляют сделать вывод о том, что фазовая скорость «нелиней
ной» бегущей волны в оболочке при увеличении амплитуд 
уменьшается (в данном конкретном примере) , причем степень 
уменьшения существенно зависит от параметра n. В част
ности , при n = б фазовая скорость убывает интенсивнее, 
чем при n = 7 или n = 8. 
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Рис. 4 .4 Р и с .  4 .5 
На основании (4 . 77) можно определить также групповую 

скорость волны 
± dro (а0) Vгр = ds ' 

которая позволяет описать изменение характера волнового 
процесса . При этом vФ =1= Vгр · 

Если начальные условия (начальные амплитуды) подо
брать такими , что выполняется соотношение 

а� = 2� + v 4�2 - :� (4. 80) 
(предполагается у > О, у2 > 4gffi�) .  то бегущая волна вы
рождается ,  так как в этом случае vФ = О.  Следовательно, 
волновое движение отсутствует, а сама обоJJочка находится 
в «равновесном» состоянии - начальные условия не при
ведут к возбуждению каких-либо колебательных или волно
вых процессов в ней . 

Для определения других решений системы (4 .75) , кото
рые характеризуются переменными во времени параметра
ми бегущей волны (4 . 65) ,  необходимо проинтегрировать эту 
систему, полагая а Ф О . Последняя может быть сведена (в 
случае в = О) к одному разрешающему уравнению относи
тельно а . Действительно, из первого уравнения (4 . 75) по
лучаем 

с2 
<р1 = а� ; С0 = const. 

Второе уравнение примет соответственно вид 
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• • ( 2 с� ) . .  
а + ffio - аг а + ха (а2 + аа) - уа3 + ga5 = О. 

(4. 8 1 ) 

(4 . 82) 



Если пренебречь нелинейной инерционной силой , то на 
основании (4 . 82) можно получить первый интеграл вида 

где 
а2 + F (a) = С1 , 

2 ra4 ga6 с� F (а) = u}oa2 - -2- + -3- + аг , С1 = const. 

Отсюда имеем 

t = + + С2,  S 
da 

УС1 - F (а) с2 = const .  

(4 . 83) 

(4 .84) 

Соотношение (4 .84) позволяет установить зависимость 
амплитуды бегущей волны в оболочке а от времени .  На ос
новании (4 . 8 1 )  находим соответствующее изменение фазы 
этой волны <р .  

В заключение отметим , что учет демпфирования п ри  дви
жении оболочки (в =1= О) обусловит с течением времени посте
пенное затухание амплитуд волновых движений оболочки ,  
будь то  стоячая или бегущая волны. 

Г Л А В А  5 
КОЛЕ&АНИЯ О&ОЛОЧЕК 
ПРИ ПЕРИОДИЧЕСКОМ ВОЗ&УЖДЕНИИ 

Р ассмотрим многомерные задачи о нелинейных колебаниях 
цилиндрических оболочек, в том числе с начальными неправильностя· 
ми формы, при воздействии на них внешних периодических нагрузок. 
Исследуем, в частности , «нелинейное» поведение оболочек при нерав· 
номерном радиальном осциллирующем давлении .  Такое давление об
условливает возбуждение вынужденных колебаний обо.1очки в отли· 
чие от параметрических ,  вызываемых продольными пульсирующими 
силами (или всесторонним давлением) , которые будут обсуждаться в 
шестой главе. ' 

Особенностью вынужденных колебаний является то, что они не 
затухают со временем, как свободные, поскольку потери на вн�·трен· 
нее, конструкционное и другие виды трения непрерывно восполняют
ся здесь некоторым внешним источником энергии .  

Таким образом, свойства этих колебаний завися1 не только от 
параметров оболочки , но и от амплитуды и частоты внешней силы. 
Очевидно ,  что и процесс энергообмена между изrибными формами обо· 
лачки также в значительной степени определяется параметрами внеш
него нагружения ,  наличием резонансных соотношений между собствен
ными частотами оболочки и частотой внешней силы. 

Существование определенных резонансных соотношений между 
указанными частотами является , как отмечалось ранее, необходимым 
условием тог о ,  чтобы возни кла «неустойчивость» традиционных одно· 
модовых вынужденных колебаний оболочки и возбуждались колебания 
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по другим модам,  не индуцируемым неnосредственно внешней снлой . 
Однако в обrцем случае наличие резонансов недостаточно для реали
зации nерерасnределения энергии между формами изгибных колебаний 
оболочки . Здесь еrце очень важно взаимодейсtвие факторов , содейст
вуюrцих возбуждению колебаний в областях неустойчивости одномодо
вых режимов , и факторов , nреnятствуюrцих ему [ 1 3 ,  14 ] . Эти воnросы 
nодробно обсуждаются ниже. При этом значительное внимание уделя
ется изучению влияния на  энергообмен между формами начальных 
геометрических несовершенств , близости собственных частот и других 
факторов . 

§ 5. 1 .  Постановка задачи. 
Вывод динамических уравнени14 

Предполагаем, что шарнирно опертая по обеим 
торцам обо.'lочка подвергается воздействию неравномерно 
распределенной по боковой поверхности нагрузки вида 

q = q (x, у, t) = q0 (x, y) cos Qt , (5 . 1 )  

где q0 (х, у) - векоторая функция «распределения» нагруз
ки по поверхности оболочки . 

. Динамический прогиб w1 аппроксимируем точно так же, 
как и при анализе свободных нелинейных колебаний ,  т. е .  
положим 

w1 = /1 cos sy sin rx + /2 sin sy sin rx + f3 sin2 rx. (5.2) 

Выражение (5 .2) , как уже отмечалось ,  удовлетворяет при
нятым граничным условиям в первой (линейной) аппрокси
мации .  Эго существенно скажется на конечном результате, 
если по длине оболочки в процессе ее деформации образуется 
несколько выпуклостей [8 ] . 

Задавая начальный прогиб w0 в виде (4 . 1 3) и применяя 
метод Бубнова - Галеркина к первому уравнению систе
мы ( 1 . 43) , nолучим следующую систему для определения 
неизвестных обобщенных перемещений ft (t) ,  входя
щих в (5 .2) :  • •  2 2 2 f1 + ю1f1 + 'Vf2 + difз + d2f1 + daf1f2 + dJ2 + 

+ dsf1fз + dJ� + d1f1 (ff + �) + d&fJ� + 

+ ��4 <t1 -t- fto) (tr + f� + 2f1f10 + 2f2f2o - i/s� ) = ql (t) ; 

1 16 

. .  2 2 2 f2 + ю2f2 + 'Vf1 + с1fз + c2f 1 + cJ1f2 + cJ2 + 
+ csf2fз + сьf� + c1f2 (fi + f�) + cJ2f� + 



1 2:лR 

q1 (t) = 2 cos Ш S S q0 (х, у) cos sy sin rxdxdy; 
:лRlph о о 

1 2:n:R 

. q2 (t) = 2 cos Qt S S q0 (х, у) sin sy sin rxdxdy; 
:лRlph 0 0 

1 2:n:R 

q� (t) = �����: S S q0 (х, у) sin2 rxdxdy. (5. 4) 
о о 

Остальные коэффициенты выражаются согласно (4 .'1 9) . 
Дальнейший анализ системы (5 . 3) может быть проведен 

по схеме, аналогичной той , которая использовалась при 
изучении свободных колебаний оболочки (см . § 4 . 2) .  Однако 
здесь необходимо принимать во вflимание возможность реа
лизации «внешних» резонансных соотношений , связывающих 
собственные частоты оболочки с частотой внешнего перио
дического воздействия Q .  

Для иллюстрации рассмотрим случай идеальной оболоч
ки ,  когда w0 == О, т. е. {10 = f2o = fзо = О. Уравнения (5 . 3) 
примут тогда вид 

Здесь 

2 2 2Е 
Фз1 = Фз + ЗрR2 ; 
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1 2:nR 

ct1 = :rtR� h � � q0 (х ,  у) cos sy sin rxdxdy; 
р о о 

1 2:nR 
а;2 = �о� h S � q0 (х, у) sin sy sin rxdxdy; (5 . 6) 

' "' р о о 
1 2:nR 

а;3 = З:rt;l h S S q0 (х , у) sin2 rxdxdy. 
р о о 

Анализируя структуру нелинейных уравнений (5 .5) ,  не
трудно установить, что резонансные режимы движения обо
лочки имеют место при выполнении одного из следующих 
соотношений между частотами [3 1 ] : 

ffio � Q; ffiз1 � Q; ffio ± ffiз1 � Q; 
ffiз1 - ffio � Q; ЗО>о � Q; ffio + 2О>зt � Q; 
2О>з1 - ffio � Q; 2О>о � Q; ffiзl ± 2О>о � Q; 

2О>о - ffiз1 � Q. 

(5 . 7) 

Здесь не выписаны чисто «внутренние» резонансы , которые 
связывают лишь собственные частоты оболочки 0>0 и 0>31 
(о таких резонансах шла речь в предыдущей главе) . Нас же 
интересуют резонансы ,  которые возникают и поддержива
ются за счет вынужденных колебаний ,  т .  е. резонансы ви
да (5 . 7) ,  в каждый из которых входит частота в_нешнего воз
буждения Q .  Наибольший интерес при этом представляет 
резонанс вида 

(5 . 8) 
поскольку при его реализации осуществляются наиболее 
сильная связь и энергообмен между основными изгибными 
формами оболочки cl cos sy sin rx и с2 sin sy sin rx . Дей
ствительно, собственные частоты, отвечающие этим формам, 
в случае идеальной оболочки тождественно равны ( 0>01 == 
== 0>02 = 0>0) , так что резонансное возбуждение внешней 
силой неизбежно приведет к немедленному возбуждению 
другой (сопряженной) формы. Кроме того , резонансная об
ласть, в которой реализуются колебания оболочки с часто
тами Q � 0>0 , значительно шире других резонансных 
областей оболочки ,  отвечающих соотношениям (5 .7) .  Для воз
буждения этих колебаний требуются меньшие энергетиче
ские затраты, чем для возмущения колебаний с другими ре
зонансными частота�.ш. 
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Приближенное стационарное периодическое решение си .. 
стемы (5 .5) , соответствующее резонансу Q = ro0, можно 
представить в виде 

f� = а cos (Qt + 81); 
,; = ь cos (Qt + 82) ;  

(5 . 9) 
f; = 2 аз 

2 cos Qt + С cos -ф8; 
0)31 - Q 

'Фз = ffiз1t + 8з , 
где а, Ь ,  с, 81 , 82 , 83 - некоторые неизвестные параметры, 
для определения которых по асимптотическому методу 
Крылова - Боголюбова получаем уравнения 

:: = - iг sin 81 + �g аЬ2 sin 2 (81 - 82) + 

+ :Q аа�1 sin 281 = О; 

db а.2 • е + dn 2Ь . 2 (8 е ) dГ = - 2n- sш 2 8n- а sш 2 - 1 + 

+ :Q Ьа�1 sin 282 = О; 

df) ro� - Q2 3 ( 2 ) а ---it- = 2g а - ;�- cos 81 + BQ d71a а2 + з Ь2 + 

+ �Q ab2 cos 2 (81 - 82) + :Q а2 [ с2 + а�1 ( 1 + cos2281 ) 
J = О; 

dfJ ro� - gз аз 3 ( 2 2 2) Ь Т = 2g 
b - 2Q' eos 82 -!- BQ d71b Ь -!- 3 а + 

+ �Q а2Ь cos 2 (81 - 8з) + 
+ {Q- ь2 [ с2 + а�1 ( 1 + cos228

2 ) J = О; 

dc t fiГ = О; с = с0 = cons ; 
d-ф3 + ds ( 2 + t.�>.) "lit" = ffiзl 6roal с 

а 
сг ' аз где а31 = 2 • 

0)31 - gз 

(5. 1 0) 
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Ур�;�внения (5. 1 0) могут иметь несколько различных кор
ней для амплитуд и фаз стационарных колебаний . Эго озна
чает, - что движение оболочки ,  определяемое соотношением 
(5 .2) ,  также может быть различным и представлять собой 
либо движение типа стоячей волны, либо бегущую волну, 
JJИбо нестационарные процессы перестройки от одного вида 
движения к другому . Чтобы ответить на вопрос о реализуе
мости того или иного динамического режима, необходимо 
исследовать устойчивость каждого из них ,  используя для 
этого известные приемы, в частности теорию устойчивости 
движения Ляпунова [32 ] . В соответствии с этой теорией доба-
вим к стационарным решениям f� , f; и f; («невозмущенное 
движение») малые возмущения , т .  е .  положим 

f1 = f; + �; f2 = f; + '1');  fз = f; + �. (5 . 1 1 ) 

Подставляя (5 . 1 1 ) в (5 .5) и учитывая , что f; (i = 1 ,  2 ,  3) 
удовлетворяют (5 . 9) с учетом (5 . 1 0) , получаем следующую 
систему уравнений возмущенного движения : .• 2 • ... *2 * * .s 

� + roo� + d51 <f1 � + fa �) + d71 (3{1 � + 2f1 f2 '1'J + /2 �) + 
* * .2 

+ d8 (2fJ fз � + fз �) + Jl ( � .  fl ,  �) = О; . •  2 • * .2 • • . э  '1') + roofl + dsl <!2 � + fз 11) + d71 (3/2 1 1  + 2f1f2 � + ! 1  'I'J) + 
. s * * 

+ dв (fз '11 + 2fз f2�) + J2 (� . '1') ,  �) = О ; . • 2 • • 2 .2 • • .2 
� + rоз1� + 2ез1 (/J � + !2'11) + 3 ds (f1 � + 2fl fз� + /2 � + 

+ 2f;f;11) + Jз (� . '1') ,  �) = О , (5. 1 2) 
где J1 , J2 , J3 - функции ,  содержащие возмущения в степе
нях выше первой . Отбрасывая эти члены и подставляя  в 
уравнения (5 . 1 2) значения f; , f; , f; , соответствующие най
денным корням уравнений (5 . 10) , получаем систему трех 
J1инейных уравнений с периодическими коэффициентами. 
Известная теория Флоке [3 1 ,  32 , 48 , 49 ]  дает основные све
дения о свойствах решений таких уравнений , их устойчивос
ти . Устойчивость тривиальных решений системы и предопре
деляет устойчивость соответствующих стационарных реше
ний общей системы (5 . 5) . 

Для получения в обозримом аналитическом виде крите
риев устойчивости упростим несколько математическую мо
дель (5 .5) ,  сохраняя при этом основные черты исходной за-
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дачи .  Поступим так , как в предыдущей главе ,- определим 
функцию fз из квазистатического варианта задачи ,  полагая {; = О , а также положим а3 = О. В результате система раз
решающих динамических уравнений оболочки примет вид 
(4 .27) (с учетом w0 == О) с неавтономной правой частью: • .  2 2 2 2 J:2 

ft + rooft + kft ([ 1 + М +  gft (fi + / 2)2 = а1 cos Qt; . •  2 2 2 2 2 (5 . 1 3) 
f2 + roof2 + kf2 ([1 + М +  gfз ([1 + [2)2 = а2 cos Qt, 

d; 1ез1 lз 1 где k = d71 - -2- ; g = d8 - -4 - .  
W31 W31 

Вместо уравнений (5 . 9) , (5 . 10) в данном случае имеем соот-
ветственно 

�� = а cos (Qt + 01); ,; = ь cos (Qt + 02) ; (5 . 1 4) 

�� = - ;� sin 01 + в� аЬ2 sin 2 (01 - 02) + 

+ вЪ аЬ2 (а2 + Ь2) sin 2 (01 - 02) = О; 

+ :� [3а2 + 2Ь2 + Ь2 cos 2 (01 - 02) ] + 

+ ;� [ (а2 + Ь2) (2а2 + Ь2) + 

� + � ] + 2 + Ь2 (2а2 + Ь2) cos 2 (02 - 01) = О; 

:� = - ;Q sin 02 + в� а2Ь sin 2 (02 - 81) + 
+ вЪ а2Ь (а2 + Ь2) sin 2 (92 - 01) = О; 

d8 ' (J)� - Q2 
ь --л- = 20 ь - ;Q cos 02 + 

bk + BQ [3Ь2 + 2а2 + а2 cos 2 (02 - 01)] + 
+ :� [ (а2 + Ь2) (а2 + 2Ь2) + 

+ ас t Ь4 + а2 (262 + а2) cos 2 (02 - 81)] = О. 

(5. 1 5) 
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Что касается уравнений в вариациях ,  соответствующих 
системе (5 . 1 3) и составленных с учетом (5 . 14) , (5 . 1 5) ,  то 
они пр имут следующий вид: 

� + P1s + g11 (t) ; + ga (t) 11 = О; 
� + P�I'J + 

gSl (t) s + g22 (t) 11 = о. 
(5 . 1 6) 

Здесь 
. 2 2 + 3k 2 + kb1 + 1 5 4 + 3 Ь' + 3ga2b2 • Pt = roo -2- а -2 - -в- ga 8 g -2- ' 

2 2 + 3k ьа + ka1 + 1 5  Ь' + 3 4 + 3gazьz • 
Р2 = roo -2- -2- -в- g 8 ga -

2- ' 

1 22 

3ka2 kb2 gll (t) = -2 - cos 2 (Qt + 81) + -2- cos 2 (Qt + 8s) + 
5 + 8 ga4 [cos 4 (Qt + 81) + 4 cos 2 (Qt + 01) 1  + 
gb4 + -8- [cos 4 (Qt + 82) + 4 cos 2 (Qt + 82)1 + 
3a2b2g + -2 - [ cos 2 (Qt + 81) + cos 2 (Qt + 8а) + 

+ cos 2 (Qt + 81) cos 2 (Qt + 82)] ; (5 . 1 7) 
g12 (t) = kаЬ cos (82 - 81) + kab cos (2Qt + 81 + 8z) + 

+ 4gb3a cos3 (Qt + 82) cos (Qt + 81) + 
+ 4ga3b cos3 (Qt + 81) cos (Qt + 82) ;  

g21 (t) = kab [ cos (81 - 82) + cos (2Qt + 81 + 82) 1 + 
+ 4gab [а2 cos3 (Qt + 81) cos (Qt + 82) + 

+ Ь2 cos (ru + 81) cos3 (ru + 82) J ;  
3kb2 ka2 g22 (t) = -2 - cos 2 (Qt + 82) + -2- cos 2 (Qt + 81) + 

5 + 8 gb4 [cos 4 (Qt + 82) + 4 cos 2 (Qt + 8s}J + 
ga' + -в- [cos 4 (Qt + 81) + 4 cos 2 (Qt + 81) 1 + 
3a2b2g + -2 - [cos 2 (Qt + 81) + cos 2 (Qt + 82) + 

+ cos 2 (Qt + 81) cos 2 (Qt + 82} ] , 



причем а , Ь, 81 , 82 - стационарные значения амплитуд и 
фаз , определяемые из уравнений (5 . 1 5) . 

Уравнения (5 . 1 6) позволяют получить в замкнутой форме 
критерии неустойчивости тривиального решения � = О, 11 = = О и дать, таким образом, заключение об устойчивости или 
неустойчивости (реализуемости или нереализуемости) ста
ционарных режимов (5. 14) .  Эти критерии обсуждаются в 
§ 5 .2-5 .5  при анализе конкретных стационарных режимов 
колебаний оболочки ,  определяемых на основании уравне
ний (5 . 1 5) .  

Если w0 =1= О, то разрешающие уравнения (5. 1 3) не
сколько усложнятся - появятся четные степени обобщен
ных перемещений {1 и {2 ,  изменятся коэффициенты, а также 
парциальные частоты ro0 • Соответственно видоизменятся и 
уравнения в вариациях (5 . 1 6) .  В дальнейшем подробно будут 
рассмотрены динамические эффекты, обусловленные влия
нием начальных неправильностей формы (§ 5 . 5) .  

§ 5.2. Вынужденнь1е коnебания обоnочки 
по одной иэrибной форме 

При относительно малых амплитудах нелиней
ных колебаний оболочки в уравнениях (5 . 1 3) можно пре
небречь нелинейными членами выше третьей степени отно
сительно обобщенных перемещений {1 и {2 • Уравнения пер
вого приближения (5 . 1 5) примут в этом случае более 
удобный для исследования вид 

da - al • е + k Ь2 • 2 (е е ) о· Т - - 2Q Stn 1 8Q а S\Л 1 - 2 = ' 

а �� = ( ro0 - Q) а - � cos 2е1 + 8� ka3 + 

k k + 40 аЬ2 + 80 аЬ2 
cos 2 (е2 - е1) = О; 

�� = - ;� siп е2 + -8� а2Ь sin 2 (е2 - е1) = О; t5. 1 8) 
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Здесь учтено приближен
ное равенство 

(\)� - Q2 
2Q � 

� ....:(_оо�о +�Q....:,)�( OO...,:,o�_Q,:_) 
Q + ooo 

= roo - Q· 
Основываясь на этих 

1110 52 уравнениях ,  рассмотрим 
Рис .  5 . 1 возможные стационарные 

режимы колебаний оболоч
ки и исследуем их устойчивость, предполагая , что внешняя 
нагрузка возбуждает непосредственно лишь одну изгибную 
форму, а именно форму С1 cos sy sin rx . Это значит, что 
функция «распределения» нагрузки q0 (х, у) в (5 . 1 )  должна 
иметь вид 

q0 (х, у) = Е1 cos sy sin rx; 
(5 . 1 9) Е1 = const . 

Коэффициенты а1 и а2 в уравнениях (5 . 1 8) 
Е 

а1 = -р} ; а 2 = О. (5 .20) 

Система (5 . 1 8) допускает в данном случае одно очевид
ное полутривиальное решение: 

а2 
а2 - 1 • Ь = О; 

- ( 00� _ g2 + + ka2 )2 ' 
(5 . 2 1 ) 

81 = k1n; k1 = О, + 1 , + 2 ,  . . .  
Эrо решение соответствует одномадовым колебаниям обо
лочки ,  т. е . колебаниям по одной изгибной форме, которая 
непосредственно возбуждается внешней силой . Поскольку 
k < О  (см . гл . 4) ,  то очевидно, что общий вид зависимости 
амплитуды одномадовых колебаний от частоты внешней си
лы Q будет таким, как показано на рис .  5 . 1 .  

С целью определения областей устойчивости рассматри
ваемого одномадового режима -выпишем уравнения в вариа
циях ,  отвечающих решению (5 .2 1 ) :  

� + ( ro� + -} ka2) s + -} ka2s cos 2Ш = О; � ( 2 ka2 ) ka2 '11 + roo + -2- '11 + -2- '11 cos 2Qt = О. (5 . 22) 
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Эти уравнения независимы одно от другого,  каждое из них 
характеризует «свою» область неустойчивости . Определим 
эти области, учитывая условие ro0 ::::::: Q и малость нелинейных 
сил по сравнению с линейными в уравнениях (5 . 1 3) .  С этой 
целью представим уравнения (5 .22) в виде 

где 

• •  2 
6 + Pt ( 1 - �1 cos 2Qt) 6 = О; • •  ? 11 + Р2 ( 1 - �2 cos 2Qt) 'I'J = О,  

2 2 3 k 2 . Pt = roo + Т а ' 

3ka3 
�1 = - 2ro� + 3ka2 ; 

2 2 1 k 2 pz = roo + т а ; 

(5. 23) 

Поскольку ro� ))  {- ka2 , параметры �1 � �2 можно прибли
женно записать так : 

3ka2 ka2 
�1 = - -2- ; �2 = - -2 . (5 .24) 2ro0 · 2ro0 

Как известно, каждое из уравнений (5 .23) может иметь , 
в зависимости от параметров , три вида решений [32 , 49] : 
а) неограниченно возрастающее во вr е 11ени при t -+- оо ,  ина
че «неустойчивое» решение; б) почти периодическое ре
шение, являющееся ограниченным, и наконец, в) периоди-

л 2n ческие решения ,  имеющие период т1 = Q или т2 = Q ' 
соответствующий границам областей неустойчивости . 

При этом два решения одинакового периода ограничива
ют области неустойчивости , два решения разных периодов -
области устойчивости . Таким образом, определение границ 
областей неустойчивости сводится по существу к отыска
нию условий, при которых дифференциальные уравнения 
(5.23) имеют периодические решения с периодами т1 и т2 . 
Для этих целей в настоящее время используются различные 
:-.1етоды - метод тригонометрических рядов [4} , метод Буб
нова - Галеркина,  асимптотические методы Крылова - Бо
голюбова [3] , методы численного интегрирования исходных 
уравнений (см . : Болотин В .  В .  Случайные колебания упру
гих систем .- М . ,  1 979 .- 336 с.) и др . 

Принимая во внимание лишь главные области неустой
чивости , лежащие вблизи частот Q ::::::: р1 и Q ::::::: р2 , найдем 
эти области соответственно для первого· и второго уравне-
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ний (5 .23) . Для этого используем асимптотический метод, 
методика применения которого приведена в § 6 .2 ,  где рас
сматриваются задачи динамической неустойчивости при па
раметрически возбуждаемых колебаниях оболочки .  

В первом приближении искомые области определяются 
следующими неравенствами : 

или 

pi ( 1 _ 1 �1 1 ) � Q2 � рТ ( 1 + 1 �1 1 ) ; 
р� ( 1 - l �2 l  ) � Q2 � p� ( t + l �2 l ) (5 .25) 

(5 . 26) 

Учитывая малость параметра k ,  а также условие k < О , 
критерии  (5 .26) можно представить в виде 

ro� - f 1 k 1 а2 � Q2 � ro� - : 1 k 1 az ; 

ro� - � 1 k 1 а2 � Q2 � ro� - + 1 k 1 а2• 
(5. 27) 

Рассмотрим подробнее эти критерии .  Вернемся к урав
нению амплитудно-частотной кривой а2 = а2 (Q) (5 .2 1 ) .  
«Скелетная» линия (001 н а  рис . 5 . 1 )  этой кривой соответ
ствует, очевидно, уравнению 

Поскольку 
Q2 = ro� + f ka2• (5 . 28) 

rog + + ka2 = ro� - f 1 k 1 а2 
Из- за k < О, то Щiдно , что данная «скелетная» линия совпа
.дает с одной из границ областей неустойчивости,  определяе
мых первым и вторым неравенствами (5 .27). 
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Далее, граничная кри
вая области неустойчивос
ти , определяемая первым 
неравенством (5 .27) , 

Q2 = wg - : 1 k 1 а2 
пересекает частотную кри
вую а2 = а2 (Q2) в точке М 
(рис. 5 . 1 ) ,  в которой каса
тельная к ней является вер
тикальной [3 ] .  Действитель
но, в этой точке 

= оо .  (5 . 29) 

На рис. 5 .2  показавы области неустойчивости А и В , со
ответствующие первому и второму критериям (5 .27) . Заме
тим , что область А является <<Традиционной» для нелинейных 
систем с одной степенью свободы с мягкой характеристи
кой восстанавливающей силы . Ее ветрудно получить, ана
лизируя первое уравнение системы (5 . 1 3) (полагая в нем 
g = О) и «замораживая» вторую координату f2 (полагая 
'2 :::::! 0) . 

Нелинейнан связанность изгибных форм ,  отвечающих 
координатам f1 и f2 , обусловливает появление «дополнитель
ной» области неустойчивости В , в которой , как и в области 
А ,  решение (5 .2 1 ) неустойчиво . Таким образом , при частоте 
внешнего возбуждения Q из области 

(5 . 30) 

колебания оболочки по непосредственно возбуждаемой из
гибной форме С1 cos sy sin rx нереализуемы . Здесь осущест
вляются некоторые другие формы движения , для опреде
ления которых необходимо исследовать нетривиальные ре
шения системы (5 . 1 8) , отличающиеся от решения (5 . 2 1 ) .  

В заключение отметим ,  что если внешняя нагрузка воз
буждает непосредственно сопряженную изгибную форму 
С2 sin sy sin rx (а1 = О; а2 =1= О) , то приходим к результатам, 
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которые в качественном отношении аналогичны изложен
ным выше. Роль «дополнительно возбуждаемой формы» 
здесь играет изгибная форма cl cos sy sin rx. 

§ 5.3. Двухвоnновые формы 
движения обоnочек 

Вернемся вновь к системе уравнений (5 . 1 8) и 
найдем нетривиальные решения для а и Ь , т. е. решения а = 
= а1 =1= О ,  Ь = Ь1 =1= О . Эти решения характеризуют более 
сложное, чем стоячая волна, движение оболочки . Это есте
ственно , поскольку в данном случае возбуждаются одновре
менно обе сопряженные изгибные формы С1 cos sy s in rx и 
С2 sin sy sin rx . Общий вид движения существенно зависит 
при этом от соотношений между фазами 81 и 82 , входя
щими в уравнения (5 . 1 4) ,  от того , какие формы возбуждаются 
непосредственно внешней силой , и от других факторов . 

Рассмотрим, как и прежде, случай непосредственного 
возбуждения лишь одной изгибной формы cl cos sy sin rx, 
когда выполняются соотношения (5 .20) .  Из третьего урав
нения системы (5 . 1 8) имеем 

(5 . 3 1 ) 
т. е. 

81 - 82 = k�n , k1 = о , + 1 , ± 2 , . . . (5 . 32) 

Поскольку в этом случае cos 2 (81 - 82) = ± 1 в за
висимости от значения параметра k1 в (5 . 32) , в дальнейшем 
целесообразно рассмотреть отдельно значения k1 : нечетные 
k1 = ± 1 , +3 , . . . и четные - k1 = О,  ±2, ±4 ,  . . . . 

Когда k1 - нечетное число, на основании (5 . 1 8) полу
чаем такие зависимос1:и между амплитудами колеба
ний а1 и Ь1 : 

2 2 k 2 ь2 а roo - Q + -4 (3а1 + 1 ) = ± -1 ; al (5 . 33) 

2 4 ( 2 k 2) Ь1 = Зk Q2 - roo - Т а1 • (5 . 34) 

Отсюда видно, что действительные значения амплитуд Ь1 
возможны лишь при условии 

(5 . 35) 
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2 kат 
причем при Q2 = ro0 + -4- амплитуда колебаний по форме 
с2 sin sy s in rx обращается в нуль (bl = 0) . 

Подставляя выражение (5 . 34) в (5 . 33) , получаем уравне
ние, связываю

_
щее амплитуду а1 с частотой Q :  

Отсюда имеем 

2 Q2 1 k 2 ± за, roo - т а1 =  -- .  2а1 

ат = --;;--2_, 2_5_a.:..i --;,.--(w6 - Q2 + kaT) 2 

(5 . 36) 

(5. 37) 

Сравнивая соотношения (5 .37) с (5 . 2 1 ) , видим , что амплитуд
но-частотная характеристика аТ = аТ (Q2) ПО форме СО>
падает с соответствующей характеристикой ,  полученной 
для «изолированного» возбуждения изгибной формы 
С1 cos sy s in rx , когда а =1= О ,  Ь = О. Отдичие обеих характе
ристик состоит в том , что наклон характеристики (5 . 37) 
влево более выражен , чем наклон характеристики (5 .2 1 ) ,  
поскольку «скелетные» кривые каждой и з  них имеют соот
ветственно вид 

(5 .38) 

Интересно отметить , что пересечение частотных кривых 
а = а (Q) и а1 = а1 (Q) происходит в точке, через которую 
проходит левая граница области неустойчивости (В) одно
мадового режима с амплитудой (5 .2 1 ) ,  т. е .  в точке N на 
рис. 5 .2 .  
Для определения значения частоты внешнего возбуж

дения QN, отвечающей этой точке, следует обратиться к со-
2 ka2 

отношениям (5 .2 1 ) ,  (5 .27) . Полагая в (5 . 2 1 )  Q2 = ro0 + 4, 
2 u находим квадрат амплитуды aN в этои точке: 

Следовательно, 

з 1 4а2 2 v 1 aN = fi2 ·  

2 2 1 v-2 -QN = roo + 4 a1 k. 

(5 . 39) 

(5 . 40) 

Если подставить найденные значения QN и aN в правую часть 
уравнения (5 .34) , то получим 

5 8 -2628 

Ьi = о. (5 . 4 1 ) 
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� 2  f, J  
Рис. 5 .3 

Эго значит, что А ЧХ bi = bi (Q) , определяемая зависимостью 
(5 .34) ,  при Q = QN пересекает ось абсцисс. --

Рассмотрим численный пример . 

Пример. Пусть оболочка характеризуется следующими парамет
рами : 

Е= 2 · 1 011 Па; 
кг h 

р = 1 ,в . 1 о3 7а ;  R = 3, 1 25 . t o-3; 

l 
R = 2 , 5 ; R = 0, 1 6  м; !J- = 0,3.  (5. 42) 

На рис. 5 .3  изображена резонансная кривая этой оболочки , nостроен· 
ная по уравнению (5 . 2 1 )  в случае т = 1 ,  n = 6, Е1 = 100 Па.  Здесь 
же п о к а з а н ы  две области неустойчивости А и В рассматриваемого ста· 
цианарного режима колебаний оболочки , соответствующие критери
ям (5 .27) . 

Резонансная кривая (5 .37) , характеризующая двухволновое дви· 
жение указанной оболочки , показана на рис. 5.4 (кривая 1}. На этом же 
рисунке изображена также зависимость Ь1 = Ь1 (Q) (кривая 2) , постро
енная по уравнению (5 .34) . 

Таким образом , в некотором диапазоне частот внешне
го возбуждения Q , где одномодавое движение оболочки 
(а =1= О, Ь = О) неустойчиво , возможны двухмодавые дви
жения (а1 =t= О , Ь1 =t= 0) , несмотря на то что внешняя нагруз
ка везбуждает непосредственно лишь одну изгибную фор
му cl cos sy sin rx. При этом вторая форма Сз s in sy sin rx «ВО
влекается» в движение косвенно, благодаря нелинейным 
связям в уравнениях (5 . 1 3) .  Динамическое перемещение 
оболочки в радиа.'lьном направлении в произвольной ее точ
·ке и в произвольный момент времени может быть представ
лено в данном случае так: 
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w = а1 cos (Qt + Э1) cos sy sin rx -
- Ь1 sin (Qt + Э1) sin sy sin rx + /3 (t) sin2 rx, (5. 43) 



причем 

Если использовать замену 

а1 cos (Qt + 61) = А (t) cos 1Р (t) ; 
Ь1 sin (Qt + 61) = А (t) sin <р (t) , 

то прогиб (5 . 43) примет вид 
w = А  (t) cos [<р (t) - sy] sin rx + /3 (t) sin2 rx, 

где 
r if. + ь2 ь2 - а2 

А (t) = �/ 1 2 1 + 1 2 1 cos (2Qt + 61) ; 

tg 1Р (t) = J!L tg (Qt + 61) .  al 

(5 . 44) 

(5 . 45) 

Отсюда следует, что движение оболочки представляет со
бой бегущую в окружном направлении изгибную волну с 
переменными амплитудой А = А (t) и фазовой скоростью . 
Если при этом а1 = Ь1 , то обобщенная бегущая волна вы
рождается в бегущую волну, характеризуемую постоянными 
значениями амплитуды и фазовой скорости . Действительно , 

ai ( 2d8ai ) 
w = а1 cos (Qt + 61 - sy) sin rx + -2- --2 - - 1 sin2 rx. 

roзl ЗrоЗI 
(5. 46) 

В заключение отметим ,  что если в соотношениях (5 .32) 
положить k1 = О, ±2, ±4,  . . .  , то уравнения (5 . 1 8) в этом 
случае не имеют действительных корней для амплитуд а1 и Ьр 
Такие корни появятся , если ввести в эти уравнения некото
рую «несимметрию» - учесть , например , начальные не
правильности геометрической формы оболочки . 

§ 5.4. Устойчивость двухволновых форм 

Чтобы описанное в предыдущем параграфе дина
мическое деформирование оболочки типа бегущей волны име
ло место (было реализовано) , необходимо выяснить вопрос 
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об устойчивости стационарных решений а1 (Q) и Ь1 (Q) (а1 =1= 
=1= О , Ь1 =1= 0) , удовлетворяющих системе уравнений (5 . 33) , 
(5 .34) .  С этой целью рассмотрим уравнения в вариациях 
(5 . 1 6) , полагая в них 

е е kл: 2 - 1 = -2- ; k = ± 1 , + 3, . . .  (5 . 47) 

Не ограничивая общности задачи , примем также е1 = О. В результате исследование устойчивости указанных реше
ний сводится к анализу двух связанных уравнений Матье 
с коэффициентами ,  зависящими от стационарных ампли
туд а1, Ь1: 

Здесь 

• •  2 � + р,� + а10� cos 2Qt - Р1Ч sin 2Qt = О; • •  2 1] + Pz'll + а201] cos 2Qt - Р2� sin 2Qt = О. 

2 2 k 2 ? Р2 = Wo + 2 (ЗЬ1 + а, ) ; 
k ( � 62 k ? 62 а10 = 2 За, - , ) ; а20 = 2 (а 1  - 3 1 ) ;  

Р1 = Р2  = katbt .  

(5. 48) 

(5. 49) 

Поскольку параметрические члены в системе (5 . 48) яв
ляются малыми по сравнению с другими членами , для по
строения ее решений можно применить асимптотический 
метод. Учитывая соотношение р1 � р2 и принимая во вни
мание лишь основной параметрический резонанс Pi � Q , j = 1 ,  2 , в соответствии с [3] приближенно можно зцписать 

� = �0 cos (Qt + <р1); 1] = 1]0 cos (Qt + <р2) , (5. 50) 
где �0 , 1]0 , <р1 , <р2 - функции времени ,  определяемые из сле
дующих дифференциальных уравнений первого порядка: 

d�O = (Х10;0 SiП 2m - f:\Io'IJo COS (rn + rn ) • dt 4Q 'Yl 4Q 'Yl '1'2 ' 

t dcpl ( Q) r- + а1о�о 2 + �to'llo · ( + ) · <:>о {fГ = Pt - \'=о 4�J cos <pl 4Q SIП <pl q>2 ' 
d'IJu - tX2o'llo siп 2rn - �20;0 cos (rn + (() ) ·  dt - 4Q '�'2 4Q 'Yl '1'2 ' 

(5 . 5 1 ) 

d<p2 ( , ) + a2o'llo 2 + �2�'1Jo , • ( + ) 'llu ([Г =  Р2 - - llo � cos <jJ2 --;ш- sш <pl <jJ2 . 
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Здесь учтены приближенные равенства 

i = 1 , 2 .  
Введем замену 

и1 = So cos <р1; V1 = so sin <р1; 
u2 = 'I'Jo cos <р2; v2 = 'llo sin <р2• 

Система (5 .5 1 )  в новых переменных примет вид 

'::;1 = Av1 + Ви2; ':;;2 = Ev2 + Fu1 ;  

d;: = Cu1 + D�; �2 = Gu2 + Hv1,  

где обозначено 

А _ atl!.. _ А • В = _ �1 0 • С _ а1о + А , 
- 4Q L.l1 ' 4Q ' - 4Q L.l l • 

D = �g = - В ; Е = а2о _ д . р = _ �2о • 
4Q 2 ' 4Q ' 

(5 . 52) 

(5 . 53} 

G - .::.� + А • н - r2q = - F· А Р Q J. 1 2 - 4Q L.l2 ' -- 4�2 ' /J.j = i - ' = • . 
Составим характеристические уравнения для системы 

(5 .53) .  Положим 

(5 .54) 

где ul , u2 , VI , v2 - постоя нные коэффициенты . Подстав
ляя (5.54) в (5 .53) для определения Л, получим такое урав
нение: 

Л4 + МЛ2 + N = О , (5 . 55) 
где 

М = AC + FB + GE +  HD; 

N = AGCE + EBHD - ВЕНС - ADGF. 

Для устойчивости тривиального решения системы (5 .53) 
необходимо , чтобы · Л было вещественным числом. Это оз
начает, что Л2 , которое выражается следующим образом: 

М v мз 
Л2 = - - ± - - N 2 4 ' (5. 56) 
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должно быть числом вещественным и положительным. У с
ловие вещественности имеет, очевидно, вид 

M2 � 4N, (5 . 57) 
а условие положительности -

М < О, N > O. (5 . 58) 

Объединяя эти два условия , устанавливаем область ус
тойчивости , характеризуемую двумя веравенетвами 

N > O; М < - 2 VN. (5 .59) 

Рассмотрим подробнее каждое из этих неравенств . 
Первое из них с учетом принятых ранее обозначений мож

но представить в форме 

(AG - ВН) (ЕС - FD) > О, (5 .60) 

или 

Здесь 

4 
Ф (Q) = П (Q2 - Qj) > 0. 

/=1 

n2 2 3 k 2 2 k Ь 
� ' 1 ,2 = roo + 4 (a t + bt) ± т al 1; 

n2 _ 2 + � k ( 2 + Ь2) + ka1b1 1 + 1 - 1 
V 

4 (а2 b2)z 
�'3.4 - roo 4 а1 1 - 2 2ь2 а! 1 

Учитывая равенство 

м = (Q2 - �) (Q2 - �). 
где 

(5 .6 1 )  

(5 . 62) 

(5. 63) 

аХ.в = rog + k (а� + Ь�) ± : V<ar + bi)2 + 4aiьi, (5 . 64) 

второй критерий устойчивости (5 .59) примет соответствен
но вид 

(Q2 - �) (Q2 - �) � - 2 v �� (Q2 - Qj). (5. 65) 

Аналитическое исследование критериев (5 . 6 1 ) и (5 . 65) 
в общем случае затруднительно. Их проверку можно осу
ществить, например , численным путем, подставляя конкрет
ные значения параметров рассматриваемой обелочки ,  па
раметров нагружения и соответствующих амплитуд а1 и Ь1• 
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Рассмотрим оболочку , амплитудно-частотные характе
ристики которой а1 = а1 (Q) и Ь1 = Ь1 (Q) изображены .на 
рис. 5 .4 .  Численный анализ критериев устойчивости (5 .6 1 )  
и (5 .63) , проведенный с учетом (5 .42) при Е1 = 100 Па , т = 
= 1 ,  n = 6 , позволяет заключить , что в данном конкретном 
случае устойчивые двухволновые движения оболочки с ам
плитудами а1 и Ь1 возмож�ы лишь при частотах внешнего 
воздействия из диапазона Q1 < Q < Q2 (см . рис.  5 .4) . При 
этом Q2 = QN , где ,QN определяется согласно (5 . 40) , 

,- --------

v 2 Зk v� Q1 = Qм, = roo + -4- 36 Ji2 . 

Таким образом , движение оболочки при сканировании 
частоты внешнего возбуждения Q происходит следующим 
образом (рис. 5 . 4) .  При прямом сканировании частоты , на
чиная с малых значений , оболочка совершает вынужден
ные колебания вида 

w = а cos sy sin rx cos (Qt + е1) + fз sin2 rx, (5 .66) 

причем амплитуда а определяется из уравнения (5 . 2 1 )  (функ
ция fз выражается согласно (5 144) с учетом равенств а1 = = а, Ь1 """ 0) . Это соответствует прохождению участка RM. 
Затем после кратковременного нестационарного процесса 
с увеличением частоты Q реализуется движение типа бе
гущей в окружном направлении волны (5 . 43) .  При этом ам
плитуда а1 изменяется вдоль кривой N1N, а амплитуда Ь1 -
вдоль кривой М101 • После прохождения частоты , отвечаю
щей точке N, вновь реализуется движение типа стоячей 
волны вида 

w1 = - а  cos sy sin rx sin (Qt + е1) + /3 sin2 rx, (5.67) 

где а изменяется вдоль линии N L. 
Аналогичная картина наблюдается при обратном ска

нировании частоты внешнего возбуждения Q .  Заметим при 
этом , что с увеличением нагрузки Е1 возможно некоторое 
«затягивание» режима бегущей волны левее точки N1• Это 
значит, что в небольшой частотной области Q < Q1 устойчи
выми оказываются два режима: одномодавый (5 .66) с ам
плитудой а, изменяющейся вдоль кривой RM,  и двухмодо
вый (5 .67) . Для реализации каждого их этих режимов не
обходимо задание соответствующих начальных условий . 
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§ 5.5. Вnияние начаnьных несоверwенств 
на резонансные коnебания обоnочки 

Все предыдущие задачи рассматривались в пред
по.тtожении идеальности соответствующих оболочек : счи
талось что оболочки имеют цилиндрическую форму с круго
вым поперечным сечением. Наличие начальных неправиль
ностей привнесет некоторую «динамическую асимметрию» [28 , 
58 , 65] в упругую систему , обусловит изменение вида ам
плитудно-частотных характеристик, трансформирует об
ласти неустойчивости стационарных режимов , приведет к 
появлению качественно новых по сравнению со случаем иде
альной оболочки форм динамического деформирования обо
лочки . 

Рассмотрим оболочку с неосесимметричным начальным 
прогибом 

Здесь 

g _ с _ Сп t е41  • э - - 71 2 • 0031 
2 l 6Dr4 Е 2Е f2 • rоз1 = � + pRz + 3р � ю; 

� = r4s4 [ (r2 � s2)2 + (s2 ; 9r2)2 ] ; dн = d1 - ::; f1o; 

3Es4 • Es4 Es2 
dsl = ds + ---вр ; d41 = d4 + вр ; d51 = d" - 2pR ; 
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Съ1 = d51 ; С.71 = dn; d1 = - Е��10 [ + + (г2 : s2)2 ] J 
ЗЕ Е d2 = l6j) (S4 + г4) ftu; d4 = 'Т6'Р (г" + s4) fto; 

Es2 [ 1 2г4 
] 

dъ = е5 = - pR' Т + (s2 + г2)2 ; 

Е d С7 = d7 = l6j) (г4 + s") ; е3 = е4 = + . (5 .70) 

При выводе коэффициентов k1 и gi (i = 1 + 4 , j = 1 + 3) 
не были учтены члены более высокого порядка ма.хюtти 

("' �� ) · 
Поскольку р1 � р2, то, рассматривая основной резонанс 

в системе (5.69) , т. е. полагая р1 � Q ,  приближенное ре
шение этой системы можно представить в виде 

(5. 7 1 )  

где а , Ь , 81 и 82 - медленно изменяющиеся функции вре
мени ,  для определения которых необходимо проинтегриро
вать уравнения 

2Q 
da k4 ь2 • 28 · А & = 4 а stn - сх1 stn u1 ; 

d8 2 3 k 2Qa ---а}- = (PI - Q2) а + Т k3a3 + + аЬ2 + 

+ � ab2 cos 28 - cx1 cos 81 ; 2Q :� = - � a2b sin 28 -cx2 sin 811; 

2Qb d:; = (р� - Q2) Ь + �2 а2Ь + g; а2Ь cos 28 + 

(5. 72) 

где е = el - е2 . 
Приравнивая правые части уравнений (5 .72) к нулю, 

можно определить параметры (амплитуды и фазы) стацио
нарных режимов колебаний оболочки . 

Как и в предыдущих параграфах , предполагаем , что внеш
няя нагрузка q «резонансным» образом возбуждает лишь од
ну изгибную форму, в частности форму С1 cos sy sin гх. Это 
значит, что функция q = q (х , у, t) имеет вид q = Q cos sy Х 
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Х sin rx cos Qt . Тогда в (5 .72) следует положить 

,.. Q • 
.... 1 = ph ' 

(5 . 73) 

Стационарные режимы колебаний соответствуют при этом 
решениями одной из следующих систем уравнений : 

(cxf = (Pi - Q2 + {- k3a2 ')
2 
а2; 

(5. 7 4) 
Ь = О; 

[ а.1а' � [ (p1 - QO +  {-k,a
'

) a
'
-

� - ;: b2 (p� - Q2 + fgзь2) ]
2 ; (5 .75) 

! "'::' � (� - Q' + � а
' + {-g,h')

'
. 

Рассмотрим подробнее каждую из этих систем. 
Первое уравнение (5 .74) целесообразно записать в виде, 

разрешенном относительно частоты внешнего возбужде
ния Q: 

Г\2 2 +  3 k 2 (Xl � ' = Pl Т за ± а ' (5 . 76) 

где знаки «±» перед последним членом соответствуют син
фазным (81 = О) или противофазным (81 = :п:) по отноше
нию к вынуждающей си.пе колебаниям . Следовательно , р е
зонансная кривая а2 = а2 (Q) по форме будет такой же, как 
изображенная на рис. 5 . 1 ,  которая соответствует идеальной 

оболочке. Однако области неус-
а;п тойчивости раGсматриваемого ста

Рис. 5.5 
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ционарного режима колебаний 
(а =1= О ,  Ь = О) - традиционная 
(А ) и порожденная взаимосвязью 
обобщенных координат (В) - не 
будут иметь в таком случае об
щей границы (рис. 5 .5) .  Область 
А определяется при этом вера
венетвами 

Р� + 
+ f k4a2 � Q2 � р� + f k4a2, 

(5. 77) 



а область В - соответственно 6/h """'"""'""'"""г---.----. 
н еравенетвами 

р� + + k4a2 � Q2 � p� + + k4a2, 
(5 . 78) 

которые получены из анализа 
уравнений в вариациях , состав
ленных для системы (5 .69) . Кри-
терии неустойчивости (5 . 77) и , 0 t,o t.t  (<б . 78) выписаны с учетом усло-
вий k3 = g2 = g3 = k4 < О , вы

Рис. 5.6 

текающих из выражений (5 .70) . Резонансные кривые и об
ласти неустойчивости , представленные на рис. 5 .5 ,  соответ
ствуют оболочке с параметрами (5 . 42) при f10 = h, Е1 = 
== 1 00 Па , т = 1 ,  n = 6. 

Таким образом , поведение «несовершенной» оболочки 
при периодическом возбуждении существенно отличается 
от поведения соответствующей идеальной оболочки , по
скольку область нереа Jiизуемости одномодового режима 
колебаний MN в зависимости от величины начального про
гиба может располагаться на любом участке верхней резо
нансной кривой а = а (Q2) . Действительно , путем варьи
рования параметра начального прогиба f10 можно «управ
лять» положением «дополнительной» области неустойчи
вости В , приближать или удалять ее от традиционной 
области (А ) .  При этом возможен вариант, когда на верхней 
резонансной кривой LQ имеются два участка реализуе
мости одномадовых режимов движения оболочки (см. рИс. 
5.5 рри a/h � 3) . 

Если предположить , что внешняя нагрузка q = q (», 
у , t) непосредственно возбуждает вторую сопряженную фор�. 
му С2 sin sy sin rx, то области неустойчивости А и В nepece· 
каются , как показано на рис .  5 .6 ,  поскольку р2 > р1 , а кри
терии неустойчивости имеют вид 

2 9 2 2 3 ь Р2 + T k4b < Q2 < Р2 + т k4 2 , 
2 3 2 1 

Р1 + т k4b2 < Q2 < Р1 + T k4b2• 
(5 . 79) 

Рассмотрим теперь уравнения (5 .75) , описывающие бо
лее сложные, двухмодавые движения обо.rочки , в которых 
«участвуют» со пряженные формы cl cos sy sin rx и с2 sin sy х 
Х sin rx. Эти уравнения имеют два вида решений (в случае 
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а1 =1= О и а2 = 0) : 
1 2 3 2 1 а 1 Q2 = PI + 4 k4a1 + Т k4b2 ± а: ; 
{ ь2 4 ( 2 2 1 2 ) . 

1 = Зk4 Q - р2 - т k4а 1 , 
1 

el - е2 = k�n ; k1 = ± 1 ,  ± 3 ,  . . .  , 
� 

1 1 Q2 = Р� + � k4 (а2 + Ь2) + :; ' 
{ Ь� = 3:4 ( Q2 - р� - + k4a�) ; 1 

el - е2 = k1 � ; k1 = о, ± 2 , ± 4 . 
� 

Эти решения можно представить еще в таком виде: 

2 2, 25а� ai = ( 2 2 )2 
; 

Зрl ;- Р2 - Q2 + ka2 

ЬТ = k� [ 2 (рТ - р�) + ka2 + 2 d ] ; 
2 ai а - . 2 - (р� - РТ) 2 ' 

2 

ь� = з: (Q2 - р�) - ( 2 
al 2)2 • э р2 - PI 

(5 . 80) 

(5 . 8 1 )  

(5. 82) 

(5 .83) 

причем решение (5 .83) существует лишь при р2 =1= р1• 
Для выяснения вопроса об устойчивости соответствую

щих пар корней (al , Ьд ,  определенных зависимостями (5 .82) 
или (5 .83) , необходимо провести анализ уравнений в вариа
циях , составленных для исходной системы (5 .69) с учетом 
этих корнt:й . Применительно к соотношениям (5 .82) уравне
ния в вариациях имеют вид 

где 

1 40 

�· + Qi5 + als cos 2Qt - � :ч  s in 2Qt = О; • •  2 1 1 '1 + Q2ч + a21J cos 2Qt - �26 s in 2Qt = О,  
(5 . 84) 



(5 85) 

Тривиальное решение � = 1J = О будет при этом устойчи
во, если выполняются одновременно следующие два ус
ловия:  

(AG - ВН) (ЕС - FD) > О; 

(АС -1- BF + DH + GE) < - 2 V(A G - BH) (EC- FD). 
<5 ·86) 

Здесь 

al 

� � 

а1 
А = 4� -1- Q - Ql; В = - 4� ; С = 4� -1- Q1 - Q; 

�: � D = 40 ; G = 40 + Q2 - Q; 

(5 .87) 

Выполнение критериев (5 . 86) обусловит, очевидно , и устой
чивость решения (5 .82) . 

Что касается решения (5 .83) , то уравнения в вариациях , 
составленные с его учетом , несколько отличаются от урав
нений (5 .84) : 

Здесь 

�· + Qi� + а:� cos 2Qt - �:'11 cos 2Qt + уJ ч  = О; 0 0  2 1 1 1 (5 о 88) Ч + Q2'11 + а2Т} cos 2Qt - Р2� cos 2Qt + 1'2� = О. 

Qi = pi + + (За� + Ь�); 
Г\� 2 k ь2 2 �'2 = Р2 + 2 (3 2 + az); 

�� = + k4a2b2; yJ = ± k4a2b2 ; 
�� = =f k11,a2b2 ; i'� = + k4azbz . 

(5 0 89) 

Критерии устойчивости указанного решения (а2 , Ь2) по фор
ме совпадают с критериями (5 .86) , в которых надлежит 
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ofh, г--..---""'..----...---.-------,----т-----, 
b/h \ \: \ 

принять 
a.l 

\ \\ \ \ �  \ 

\ \\\ \ \ . 

1, 1  1,2 !,J 
Рис.  5 . 7  

L 

А = 4� - ��; �� = Q� - '�; 
1 ( 1 �� ) yJ в = 2Q '\'! - -2- = 4Q ; 

a.l Зуt 
С =  �� + 4� ; D = - 4� ; 

(5 .90) 

Рассчитаем , например , двухволновые формы движения 
оболочки с начальным прогибом (5 .68) . Пусть /10 =- h, а 
остальные параметры оболочки совпадают с (5 . 42) . На 
рис. 5 .  7 приведены амплитудно-частотные зависимости а1 = 
= а1 (Q2) (кривая 1) и Ь1 = Ь1 (Q2) (кривая 2) , построенные 
на основании уравнений (5 .82) при значении амплитуды 
нагрузки Е1 = 100 Па и следующих параметрах волнообра
зования :  т = 1 ,  n = 6 .  Сплошные участки А ЧХ соответ
ствуют устойчивым режимам колебаний , причем области 
устойчивости определялись на основании критериев (5 .86) . 

Сравнивая полученные результаты с соответствующими 
результатами для идеальной оболочки (см. рис. 5 .4) ,  мож
но сделать вывод, что наличие начального прогиба оболоч
ки w0 существенно сказывается и на форме резонансных 
кривых а = а (Q2) , Ь = Ь (Q2) ,  и на областях неустойчиво-
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сти режима бегущей волны . Кривые 1 и 2 в случае неидеаль
ной оболочки пересекаются . При этом не во всей зоне не
устойчивости одномодового режима движения (зоне М N) 
режим бегущей волны реализуем . Существует некоторая 
небольшая частотная область (на рисунке заштрихованная) ,  
в которой решения уравнений (5 .82) и (5 . 74) неустойчивы. 
Численный анализ показывает, что в этой области неустой
чивым является также и решение (5 .83) . Аналоговое моде
лирование уравнений (5 .69) на АВМ ЭМУ- 1 0  при значени
ях частот Q из указанной заштрихованной зоны позволило 
установить зависимость решений системы (5 . 69) от выбора 
начальных условий .  Динамическое поведение оболочки об
наруживает в этой зоне специфические «странные» свойства , 
выражающиеся в реализации хаотических движений , для 
описания которых необходимо использовать либо аппарат 
теории вероЯтностей ,  либо другие приемы исследований 
«странных аттракторов» * .  Следует отметить, что аналогич
ные аномалии (появление «случайностей» в детермирован
ной системе) были обнаружены в последнее время в самых 
разнообразных динамических системах , встречающихся , 
в частности , в нелинейной оптике, физике плазмы , в зада
чах биологии и экологии .  

Г Л А В А  ь 
НЕЛИНЕАНЫЕ ПАРАМЕТРИЧЕСКИЕ 

КОЛЕ&АНИЯ 

В данной главе р ассматриваются нелинейные колебания 
оболочек nри воздействии на них так называемых nараметрических на
грузок. Последний термин означает, что эти нагрузки входят в урав
нения движения оболочек в качест
ве некоторых nараметров . Тиnичны
ми nримерами «nараметрических» 
нагрузок являются сжимающие nе
риодические усилия ,  действующие 
вдоль образующей оболочки 
(рис. 6 . 1 ) ,  или всестороннее внеш
нее nульсирующее давление. 

С математической точки зрения 
общим для nараметрического воз
буждения оболочек является то , что 
их колебательные режимы оnисы-

* См. :  «Странные аттракторы» 
Сб. статей (пер . с англ . nод ред. 
Я. Г. Синая и Л. П. Шильникова) .
М . ,  1 98 1 .- 253 С ,  Рис. 6 . 1 
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ваются дифференциальными уравнениями с коэффициентами ,  явно за
висящими от в.ремени (в случае вынужденных колебаний (см . гл. 5) 
внешние нагрузки обусловливали появление лишь неоднородного чле
на в разрешающем уравнении) . Такие уравнения характеризуются 
рядом специфических особенностей . В частности , их триви.альное реше
ние при определенных условиях может оказаться !'lеустойчивым по 
Ляпунову.  При этом возникают колебания ,  амплитуды которых воз
растают со временем и могут достигать достаточно больших значений .  
Ограничение амплитуд происходит благодаря влиянию нелинейных 
сид (нединейной упругости , инерционности , демпфирования и т .  д . ) .  

Ниже рассматриваются многомерные задачи , связанные как с оп
ределением областей динамической неустойчивости оболочек (облас
тей , в которых имеет место интенсивное нарастание амплитуд коде
баний ободочки) , так и с изучением нединейных установившихся ко
дебатедьных и волновых процессов , возникающих после потери устой
чивости . 

§ 6. 1 .  Постановка задачи и вывод 
уравнений движения обоnочки 
при параметрическом возбуждении 

Рассмотрим круговую цилиндрическую оболоч
ку с малым начальным прогибом w0 , сжатую вдоль образую
щей периодическими усилиями N х • равномерно распреде
ленными вдоль дуговых кромок (см . рис .  6 . 1 ) .  При этом 

Nx = N0 + N1 cos vt , (6 . 1 ) 
причем N0 = const > О , N1 = const > О . 

Предполагаем, что оболочка по торцам скреплена со шпан
гоутами , остающимися при деформации оболочки круговыми . 

В отличие от задачи о вынужденных колебаниях оболоч
ки ,  рассмотренной в предыдущей главе, динамический про
гиб w1 ,  соответствующий парам�трическому возбуждению 
(6 . 1 ) ,  аппроксимируем чегырехчленным разложением 

w1 = {1 cos sy sin rx + {2 si п sy sin rx + {3 sin2 rx + {4 • (6 . 2) 
Здесь первые два слагаемые совпадают с выражениями для 
прогиба в задаче о статической устойчивости оболочки 
в «малом» (в линейной задаче [8]) , третье слагаемое отра
жает несимметрию прогиба относительно срединной поверх
ности с преимущественным направлением к центру кривиз
ны . Что же касается последнего слагаемого в (6 .2) , то оно 
соответствует радиальным перемещениям точек , принадле
жащим торцевым сечениям х = О и х = l. Это слагаемое 
не зависит от окружной координаты у , т. е .  предполагает
ся , что указанные торцевые сечения при колебаниях обо
лочки могут «дышать» [8] . Напомним , что именно такое до
пущение, по существу , кладется в основу решения нелиней· 
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ных задач об устойчивости оболочек при осевом сжатии 
постоянными продольными нагрузками или постоянным 
внешним давлением (9] .  Если этого допущения не сделать , 
то нельзя считать напряженное состояние оболочки до 
потери устойчивости безмоментным. 

Таким образом, функция динамического прогиба w1 со
держит четыре варьируемых параметра /1 , /2 , /3 , /4 • Для 
определения этих параметров используем подход, который 
применялея при обсуждении вынужденных колебаний . 

Зададим начальный прогиб w0 в виде, аналогичном (6 .2) :  
W0 = {10 cos sy sin rx + /20 siп sy siп rx + /30 s iп2 rx. (6 . 3) 

При принятых предположениях функция напряжений Ф в срединной поверхности оболочки может быть представ
лена в форме (4 . 1 4) ,  где коэффициенты Фi, i = О , 1 ,  . . .  , 6 ,  
имеют вид (4. 1 5) ,  а функция 

Ф* = _ к;э _ N�y2 ' 
(6. 4) 

причем 

(6 . 5) 

вs2 ( tr t� 2 ) Фо = --r6r2 f1of1 + fзэfз + 2 + 2 - Rs2 fз · (6 . 6) 

Равенство (6 . 5) получено путем подстановки выраже
ний (6 . 1 )  - (6 .4) в условие периодичности (4 . 6) .  

Используя затем метод Бубнова - Галеркина, выводим 
уравнения для определения неизвестных функций времени 
fi (t) , i = 1 -:- 4, входящих в (6 .2) :  

. .  ( 2 N r2 Ks2) 2 2 /1 + ro1 - -g- - -р  f1 + Yf2 + d1fз + d2f1 + dзf1 f2 + dJ2 + 
+ duf1fз + dвf� + di1 (fi + f�) + dвf1f� - 52К � Nxr2 /10 = О; 

. . ( 2 N r2 Ks2 ) ? 12 /2 + ro2 - т- -р - f2 + с1fз + c2fi + cJ1f2 + C4f 2 + 

f f f2 f (f2 f2 J f2 s2K + Nxr2 f + сs 2 з + со з + с7 2 1 +  2) + с  2 з - 2о = О; (6 . 7) р 
. .  4 . .  ? 2 2 fз + 3 !4 + rоЗfз + e1f1 + ез/2 + езf 1 + e4f2 + esf1fз + евfJз + 

+ e7fffз + esf�fз - 3� (Nxr2fзo - � ) = О; 
. .  ;� к f4 + -;: + pR = 0. 
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Все коэффициенты этих уравнений точно такие же, как 
в уравнениях (4 . 1 8) . 

Таким ибразом , задача о параметрическом возбуждении 
колебаний оболочки с начальным прогибом свелась к анализу 
системы четырех обыкновенных нелинейных дифференциаль
ных уравнений с периодическими коэффициентами (6 .7) .  На 
основании этих уравнений можно найти области динами
ческой неустойчивости оболочки,  определить параметры ее 
изгибных колебаний (амплитуды и частоты) , устанавливаю
щихся после потери устойчивости . При этом для нахожде
ния границ областей динамической неустойчивости доста
точно воспользоваться линейными частями этих уравнений 
[ 1 , 4 ,  37] . С учетом соответствующих подстановак линей
ные уравнения можно представить в виде 

. . 2 f1 + (QI - !11 cos vt) f1 + a1J2 + а1зfз + анf4 = = а1 (N0 + N1 cos vt) ; 
. . 2 [2 + (Q2 - !12 cos vt) f2 + a21f1 + а2зfз + �J4 = 

= а2 (N0 + N1 cos vt) ; (6 . 8) 
i� + (� - f-tз cos vt) [8 + а31[1 + a32f2 = а3 (N0 + N1 cos vt) ;  

. .  2 !4 + ro4{4 + a41f1 + a42f2 + а4зfз = а4 (N0 + N1 cos vt) . 
Здесь 

а31 = 3е1 ; а32 = Зе2 ; о: == 7 (r2 + S2f-t) ; (6 . 9) 

а2 = f�o (r2 + S2f1) ; а3 = 4�2 
fзо; ci4 = - + ( � + 2r2fзo) ; 

Nl ( 2 ' 2 ) · 4 r2 
!11 = !12 = -р- Г 1 s  fl ,  !1з = 3 N1 -p- ; 

а41 = - ( 3�1 + ::; f1o) ; а42 = - ( 3�2 + ::; f2o) ; 
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Вводя соответствующие замены переменных,  систему 
(6 .8) можно представить в виде однородной системы (без пра
вых частей) , которая имеет тривиальное решение. Области 
неустойчивости этих решений (по Ляпунову) и представляют 
собой области динамической неустойчивости рассматриваемой 
оболочки .  Задачи определения этих областей и анализ пове
дения оболочки в них будут рассмотрены в § 6 .2-6.4 .  

§ 6.1. Обnастн дннамическо14 неусто14чивости 
круrово14 обоnочки и обоnочки 
с начаnьными неnравиnьностями формы 

Практическое определение в общем виде обла-
стей неустойчивости системы (6 .8) представляет сложную за
дачу из-за связанности динамических уравнений , обуслов
ленной начальными неправильностями формы оболочки . 
Если предположить , что оболочка идеальная (w0 == 0) , то 
система (6 .8) значительно упрощается и сводится к виду 

i� + (QI - !11 cos vt) {1 = О; . .  2 !2 + (Qz - !12 cos vt) {2 = О; • • 2 fs + (Qз - f-ts cos vt) f3 = О. 

(6. 1 О) 

Здесь Q� --: � = ro5 - �о (r2 + s2f1) ; ro0 - частота собствен
ных колебаний незагруженной оболочки 

2 I [ D ( 2 + 2)2 + E  г4 ] roo --: Р h r s R2 (г2 + 52)2 • (6 . 1 1 ) 

Четвертое уравнение системы (6 .8) можно пре�ста-
вить так: 

(6. 1 2) 

и оно ,  очевидно , не будет влиять на области устойчивости 
оболочки . 

Действительно , если принять здесь fз == О , то система 
(6. 1 2) описывает обычные вынужденные резонансные коле
бания при ro4 = v или нерезонансные колебания в осталь-
ных случаях.  _ 

Что ка�ается уравнений (6 . 10) , то каждое из них пред• 
ставляет собой известное уравнение Матье, исследованию 
которых посвя:дены многие работы .  В дальнейшем при 
анализе этих уравнений предполагаем «глубину» моду-
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ляции nараметра f.tt , i = 1 , 2 ,  3 ,  малой величиной : ""; «. 1 .  
Qi 

Тогда в соответствии с идеей асимnтотических методов Кры
лова - Боголюбова приближенное решение каждого из 
уравнений (6 . 1 0) ,  соответствующее демультипликационно
му резонансу , обнаруживаемому в первом приближении * 

Q1 � ; [3 ] ,  можно записать в форме 

ft = ai cos ( � + ei ) ' i = 1 ' 2 ,  3, (6. 1 3) 

где ai , ei - должны быть определены из системы уравне
ний 

dai atflt . (]Г = - 2V SlП 20i ; 
d8i '\1 GJL . 

-- = Q· - - - --1 cos 20t . dt 1 2 �'\1 

(6 . 1 4) 

Чтобы исследовать устойчивость тривиального решения, 
ц�есообразно ввести новые . переменные 

Щ = ai COS 01; Vt = ai sin Oi . (6 . 1 5) 

Используя при этом уравнения (6 . 1 4) , получаем 

(6 . 1 6) 

где 

s� = - �� - ( Q�-+) ; rJt = - :� + (g� - � ) . (6 . 1 7) 

Поскольку систему (6 . 1 6) можно представить в виде 
d2u d2v 
dt/ - SifltUt = О; dt2i - SifltVi = О, (6 . 1 8) 

то очевидно , что тривиальное решение щ = О, v1 = О бу
дет устойчиво, если выполняется условие 

stflt  < 
о

. (6 . 1 9) 
В случае Stfl t > О  амnлитуды at в соотношении (6. 1 3) с 

течением времени также возрастают по экспоненциальному 

* Этот резонанс называют еще главным, или основным, nарамет
рическим резонансом.  Кроме него возможны другие резонансы ,  кото
рые можно выявить в системе (6 . 10) на уровне второго и более высоких 
приближений.  
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закону . Это следует из того , что общее решение уравнений 
(6. 1 6) имеет вид 

(6 .20) 
где Лоi - действительное число ,  а 

2 2 2 a i = щ + Vt . (6 . 2 1 )  
На рис .  6 .2  представлен график зависимости а.1 = �i1'J i  = 
= а.1 (v2) , где использовано обозначение 

v� = 4� - � ; 
2 2 f.tt V2 = 4Qi + -2- ; 

,...� а.о · - -' -
1 6Q2 • 

l 

(6.22) 

Таким образом , если частота внешнего возбуждения v 
находится в интервале 

"'f < v2 < v� , (6.23) 
то возникает главный параметрический резонанс , при кото
ром амплитуда колебаний оболочки возрастает по экспонен
циальному закону. Заметим при этом , что главных областей 
динамической неустойчивости оболочки будет три ,  посколь
ку исходных уравнений 1акже три (см . (6 . 10)) . Первые две 
области (А , В на р ис .  6 .3) ,  отвечающие обобщенным пере
мещениям оболочки fl и '2 по формам cl cos sy sin rx и с2 х 
Х sin sy sin rx, совпадают между собой из-за равенства всех 
коэффициентов в первых двух 
уравнениях (6. 1 0) . Третья область Jl,· 

(С) , соответствующая координате 
ri; 

Рис.  6.2 Рис.  6.3 
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{3, находится обычно на значительном удалении от первых 
двух областей , поскольку Q� )) Q�.2 (для оболочек средней 
длины) . 

Наличие начальных неправильностей геометрической 
формы оболочки приводит к «расщеплению» областей дина
мической неустойчивости А и В . С целью приближ�нного 
определения этих областей возвратимся к исходным уравне-
ниям (6 .7) , в которых примем fз = О и j4 = О. Такие пред
положения , как показано во многих работах [ 1 7 ,  2 1 ,  66, 
67 и др . ] ,  несущественно скажутся на окончательных резуль
татах исследований.  Уравнения , на основании которых 
можно найти указанные области , имеют следующий вид: 

i� + (PI - N�2 cos vt) f1 + Yf2 = N�r2 {10; 

.. ( 2 N r2 ) N r2 f2 + P2 - т cos vt f2 + Yf1 = -f;-f2o· 
(6 .24) 

Они получены непосредственно из (6 . 8) с учетом принятых 
выше предложений . Здесь обозначено 

2 2 Er4 (f2 f2 Es4 f2 Е f2 Pl = roo + --вр 10 + 20) + 8j) 10 + Р зо -

(6 .25) 2 2 Er4 f2 il Es4 il Е il Р2. = roo + вр ( 10 + 1 20) + ""'8j) 1 20 + Р �/зо -

Если использовать замену 

(6 .26) 
где 

N r2 ао = т ; 

(6 . 27) 

то в правых частях уравнений (6 .24) можно избавиться от 
постоянных слагаемых , обусловленных начальными непра
вильностями оболочки .  В результате получим такие урав-
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пения : 

i�1 + (Р� - N1г2 
cos vt) fн + у/22 = N1г1 (f1o + k1) cos v#1 р . р 

(6 .28) · •  ( 2 N г2 
) N г2 

!22 + Pz - Т cos vt !22 + yf11 :::к Т (!20 + k2) cos vt. 

Введем затем еще одну замену 

где 

t = f22 - Вfн � А - В  
Аfн - f22 'I'J = А - В  (6 .29) 

(6 . 30) 

Система (6 .28) может быть представлена тогда в удобной для 
расчетов «несвязанной» форме 

Здесь 

. . ( 2 N r2 
) � + рн - -t- cos vt � = Е1 cos 'vt; 

. . ( 2 N r2 ) 11 + Pzz - --tJ- cos vt 11 = Е2 cos vt. 

2 PI + P� - Vё·, Pt t = 
2 

Р�2 = �� р� + Vё; 

(6 .3 1 ) 

(6 .32) 

'V Полагая Pl i � Т ,  что соответствует основному демуль-
типликационному резонансу , имеющему, как отмечал ось, 
наибольшее практц.ческое значение, определяем главные 
области динамической неустойчивости рассматриваемой 
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оболочки ,  по предложенной выше методике: 

4 2 2N1r2 < 2 < 4 2 + 2N1r2 Р1 1 - --Р- v Pt t  --Р - ; 

4 2 2N1r2 < .2 < 4 2 + 2N1r2 Р22 - --- v Р22 --- • р р 

(6 . 33) 

Характерной особенностью этих областей является су
щественная зависимость критических частот параметриче
ского возбуждения v , т. е .  частот, отвечающих границам об
ластей неустойчивости , от параметров начального проги
ба w0 • 

Пусть 

где 

2 
Рн -2- = а; р22 

l - !L2o 
1 + fl1o 

= а*, 

N r2 /-1.10 = -2 1 2 ' i = 1 , 2 . 
PP u 

(6 . 34) 

Поскольку р22 > р11 (для неидеальной оболочки) , то оче-- о* видно , что всегда а < 1 .  В то же время параметр а = -(f 
может быть как больше, так и меньше единицы .  При а >  1 
(а * > а) области динамической неустойчивости (6.33) не 
пересекаются . При этом в зонах v < Vш v12 < v < v21 и 
v > v22 (рис. 6 .4 , а) оболочка не возбуждается . Значения 
частот Vjk определяются выражениями 

'-н = 2рн V 1 - 1-"Io; V1 2 = 2рн V 1 + l-"1o ;  
V21 = 2р22 V 1 - �2о ;  V22 = 2Р22 V 1 + !l2o· 

(6 . 35) 

При а <  1 (а * < а) существует область частичного пе
рекрытия указанных зон (v21 < v < v12) (рис . 6 .4 ,  б) ,  в ко
торой имеет место потеря устойчивости по обеим координа
там � и ТJ. Перекрытие областей реализуется при 

N A l* р ( 2 2 ) 1 > ' v = -2 P22 - Pt l  · r (6. 36) 

Отметим , что в случае идеальной оболочки , когда w0 = О , 
всегда выполняются равенства v11 = v21 ;  v12 = v22 •  

В заключение рассмотрим возможные формы потери 
устойчивости в соответствующих зонах основного параметри
ческого резонанса . Эти формы не обязательно соответству
ют описанным в научной литературе традиционным движе-
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fi •  6 >1 

о 
Рис. 6 . 4  

ниям типа «прогрессирующих» (с нарастающими во времени 
амплитудами) стоячих волн .  Это следует из представления 
функции динамического прогиба w1 (6 .2) , которую,  если 
учесть замену (6 .29) , можно записать так :  

где 
wl = xl (х , у) 6 + х2 (х , у) 'YJ , (6 . 37) 

Х1 (х, у) = cos sy sin rx + А  sin sy sin rx; 
Х2 (х , у) = sin sy sin rx + В  sin sy s in rx. 

В соотношении (6 .37) выписаны лишь «линейные» аппрок
симирующие члены из выражения (6 . 2) , поскольку, как от
мечалось выше, именно на основании линейных уравнений 
движения оболочки (6 . 7) решается вопрос о ее динамиче
ской неустойчивости [4 ] .  Функция w1 (6 .37) характеризует 
прогрессирующую стоячую волну, если выполняется одно 
из соотношений 

1) s == О; 
2) s =F O; 
3) s = 'YJ. 

ТJ =i= O; 
ТJ ==

О; (6 . 38) 

Во всех остальных случаях эта функция описывает более 
сложные формы движения ,  в частности бегущие в окружном 
направлении волны.  

§ 6.3. Поведение обоnочки в rnавной 
зоне динамической неустойчивости 
nри пуnьсирующем сжатии 

Рассмотрим нелинейную задачу о параметриче
ски возбуждаемых колебаниях оболочки с начальным про
гибом . В целях упрощения математических выкладок на
чальный прогиб w0 зададим в «несимметричном» виде 

w0 = {10 cos sy sin rx. (6 . 39) 
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Такое задание указанного прогиба избавляет от необходи
мости введения нормальных координат , поскольку главные 
час.тоты линейных колебаний оболочки совпадают в данном 
<:Лучае с ее парциальными частотами .  

Как и ранее учитываем , что вклад параметров fз и {4 в 
«суммарный» прогиб (6 . 2) незначителен по сравнению с вкла
дом основных параметров {1 и {2 • Определяя функции {3 и {4 
из соответствующих «квазистатических» уравнений (6 .  7) и 
подставляя их в первые два уравнения системы (6 .  7) , по
лучаем 

.. ( 2  N r2 ) N r1 ft + Pl - -1 - cos vt ft + Ft (ft , f2) = -x - fto; р р 
(6 . 40) 

ts + (Р� - N{ cos vt) f2 + F2 (ft , f2) = О. 

Здесь 

2 2 Е ....4 4 f2 N0r2 2df Р1 = rоо + - (г + s ) 1о - -- - -- · 
Вр Р Зю� ' 

2 2 Fr4 2 N0r2 P2 = roo + -вp f1o - -Р- ; 

F1 , F2 - нелинейвые функции ,  причем 

F1 = ktf� + kJ� + kзft + k4{�; 
Fa = gtftf2 + g2f�f2 + g:A; 
k - d 

dleз dьet • 1 - 2 - --;;г - -;;т • 3 3 

_ d4 d5e1. • d� 
gl - -2- - -2- • gs = gз = d7 - -2- • оо3 3оо3 

(6 . 4 1 ) 

(6 . 42) 

Отметим, что в коэффициентах k1 , gi (6 .42) не учтены ма
-4 лые члены, пропорциональные величине ro3 . 

Как и при анализе вынужденных колебаний (см . гл . 5) , 
'Ограничимся рассмотрением лишь основного (параметри-· 
Ческого) резонанса 

(6 . 43) 
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В этой связи приближенное решение уравнений (6 .40) ищем 
в виде [3 ] 

/1 = а cos -ф1 ; /2 = Ь cos -ф2; 
vt vt 

'Фl = -2- + е1 ; 'Фs = -2- + е2 , 
(6 . 44) 

где а, ь, е1 , е2 - медленно изменяющиеся функции вре
мени , которые надлежит определить из системы 

где 

v �� = - аа sin 201 + + k4ab2 sin 20; 

va d:: = (Pi - �2 ) а - аа cos 201 + f k3a3 + 

+ � аЬ2 (2 + cos 20) ; 

v :: = - аЬ s in 282 - g; а2Ь sin 20; 

de ( 2 v2 ) 3 3 vb Тt = Р2 - 4 Ь - аЬ cos 2011 + 4 g3b + 
+ �2 а2Ь (2 + cos 28) , 

(6. 45) 

N r2 а = у ; е = 01 - е2 · (6 . 46) 

Приравнивая правые части уравнений (6 .45) к нулю, уста
навливаем ,  что стационарные закритические режимы коле
баний оболочки соответствуют одному из следующих реше
нИй : 

2) 

3) 

�) 2 а1 = 

ь� = 

1 )  а0 = О; Ь0 = О, 
4 ( 2 v2  ) а2 = - Зkз 

Pl - -4- ± а  ; 
4 ( 2 v2 ) Ь2 = -

Зgз 
Р2 - 4 ± а ; 

Ь = О , 

а = О, 

( 2 v2 ) ( 2 v2 ) 4k4 р2 - -4- =F а. - 1 2ga Pi - -4- ± а. 

9kaga - k4g2 

( 2 v2 ) ( 2 v2 ) 4g2 P i - -4- ± а. - 1 2kз Р2 - -4- =F а. 

9k�a - k4g2 

(6 . 4.7) 

(6 . 48) 

(6. 49) 

; (6. 50) 
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ell - el = l;1t ; lo = -±:: 1 ,  ± 3 '  

2 4 k4 ( Р� - �2 + rx) - gз ( Pi - �2 + rx) � а2 = -- -�------����------� (6 . 5 1 ) 3 k�3 - k4g2 

2 4 kз (р� - �2 
+ rx) - g2 (Pi - �2 

+ rx) ь2 = -- -...,.....;----...,....:----;-,;...._---� 
3 g2k4 - gзkз 

62 - 61 = . l�л: , l0 = О , ± 2 ,  ± 4, . . .  , 

6) а� = - 4rx s in 2� ; ь� = 4rx sin 282 
g2 s in  20 k4 sin 2t! 

sin 20 =1= О (6 = 01 - '82) 

(6. 52) 

(if1 , "82 - стационарные значения фаз , определяемые из 
(6.45)) . 

Первый режим (6 .4  7) определяет состояние покоя обо
лочки .  Однако этот режим неустойчив в областях 

4 (р� - а) � v2 :::;;;;; 4 (р7 + а); i = 1 ,  2 . (6 . 53) 
Среди нетривиальных режимов колебаний оболочки наи

больший интерес представляют режимы (6.48) - (6 . 50) , 
которым в дальнейшем уделяется основное внимание . Ре
жим (6 . 5 1 )  при принятых ранее предположениях нереали
зуем из-за соотношений между коэффициентами k3 , k4 ,  g2, g3 (знаменатель обращается в нуль) . Лишь в случае w0 = О  
из соотношений (6 . 5 1 )  получаем имеющую смысл зависимость 

а� + ь� = - 3:3 ( (!)� - �2 ± а) ' (6. 54) 

идентичную зависимостям а2 = а2 (v2) (6.48) и ьа = Ь2 (v2) 
(6.49) , в которых надлежит принять {10 = О . 

Что касается решений (6 .52) , то в качественном отно
шении оно аналогично решению (6.50) , которое будет под
робно рассматриваться в следующем параграфе . Ниже ис
следуются решения (6 . 48) и (6 .49) . Очевидно ,  что каждо<· 
из них легко получить на основании анализа уравнений 
.(6 .40) , если поочередно «заморозить», т .  е . пр иравнять к ну 
лю, координаты {2 и {1 • 

Поскольку обычно k3 < О ,  то амплитудно-частотные ха 
рактеристики (А Ч Х ) ,  определенные уравнениями (6.48) и 
(6.49) , наклонены влево , ка к показано на рис .  6 .5 .  При этом 
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а 
Рис .  6 . 5  

нижние ветви АЧ Х а = а (v) и Ь --=- Ь (v)  при отсутствии 
нелинейной связанности обобщенных координат оболочки 
/1 и {2 , отвечали бы неустойчивым (нереализуемым) режи
мам параметрических колебаний ,  верхние - устойчивым . 
Наличие связанности координат приведет , как и при вынуж
денных колебаниях, к появлению дополнительных («нетради
ционных») областей неустойчивости , вследствие ч_его неко
торые участки верхних ветвей А Ч Х  будут нереализуемы. 

Для выяснения этого вопроса составим уравнения в ва
риациях , используя исходные уравнения оболочки (6. 40) 
и соответствующие решения (6.48) и (6 .49) . Уравнения в 
вариациях получаем тем же способом, что и в предыдущей 
главе, т. е. полагаем 

fl = a cos ( � + el) + s; fз = b cos ( ;t + е2) + 11 · ( 6 . 55) 

В результате получаем следующую систему : 

� + (р� - 2а cos vt) s + ( 2k1a cos 'lj/1 + -} k3a2 + 

+ f k3a2 cos 2ф1 + �4 Ь2 + �4 Ь2 cos 2ф2) s + 
+ [2k2b cos 'Ф2 + k4аЬ cos (vt + е2 + 81) + 

+ k4ab cos (81 - 82) ] 'YJ = О; (6. 56) 

1i + (р� - 2а cos vt) '11 + [g1b cos ф2 + g2ab cos (vt + е1 + 82) + 
+ g2ab cos (81 - 82) ] s + [ g1a cos ф1 + g� а2 + д;:t а2соs 2ф1 + 

+ f g3b2 + f g3b2 cos 2ф2 ] 'У) = О; 

'Ф, = � + е,, i = 1 , 2.  
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Если в первом уравнении (6 . 56) положим Ь = О ,  а во вто
ром а = О, то на основании анализа этих уравнений -можно 
получить <<Традиционные» области неустойчивости , которые 
обусловливают нереализуемость нижних (штриховых) вет
вей А Ч Х  а = а (v) и Ь = Ь (v) , показанных на рис .  6 . 5 .  

Аналитически эти области можно записать таю 

(6 . 57) 

Верхние знаки в круглых скобках в первом и втором не
равенствах (6.57) отвечают значениям стационарных фаз 
el и е2 , для которых cos ei = 1 '  нижние - cos е, = - 1 
(заметим, что при cos 81 = 1 получаем нижние ветки А ЧХ 
параметрических колебаний, а при  cos В1 = -1 - верх
ние) . 

«Дополнительные» области неустойчивости стационар
ных режимов параметрических колебаний, обусловленные 
нелинейной связанностью изгибных форм С1 cos sy sin rx 
и С2 sin sy sin rx ,  для решений (6 .48) и (6 .49) имеют соот
ветствен&о вид 

р§ + g'2a2 _ (а + g�a2 ) < 

< � < 2 + g2a2 + ( _ g2a2 ) • 
4 Р2 2 а +  4 ' 

2 + k4b2 ( -г k4b2 ) < Pl -2- - а -г -4-

< �2 
< PI + kf2 

+ (а =t= k�2 ) • 
(6. 58) 

Характерной особенностью условий (6 .58) является су
щественная зависимость границ областей неустойчивости 
стационарных режимов движения оболочки от амплитуд 
nараметрических колебаний а и Ь. Это и обусловит появле
ние на верхних ветках А ЧХ (рис. 6 . 5) некоторых нереали
зуемых участков, вследствие чего возможна перестройка 
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движения оболочки на другой динамический режим .  Про· 
иллюстрируем это на таком примере . 

Пример. Пусть параметры оболочки и ее нагружение определи· 
ются следующим образом: 

Е = 2 • 1 011 Па; р = 7 , 8 . 1 03 � .  
мз ' 

l h -3 
R = 2 ,5 ;  Т =  з ,  1 25 . ю ; 

Нетрудно проверить, что в данном случае области неустойчивости 
тривиального решения (6 .47) , определяемые критериями (S . 54) , не пе
ресекаются , поскольку cr* > а. На рис. 6 . 6  представлены амплитудно· 
частотные кривые а =  а (v2) и Ь = Ь (v2) , построенные по формулам 
(6 .48) и (6 .49) с учетом критериев неустойчивостн (6 . 58) (область не
устойчивости заштрихована) .  J-' стойчивым участкам кривых отвечают 
сплошные линии . 

Как следует из рис. 6 .6 ,  при увеличении частоты параметрического 
возбуждения наблюдается «двойная» потеря устойчивости оболочки -
вначале nри v = v1 1 , когда возбуждается изгнбная форма С1 cos sy Х 
Х sin rx с амплитудой а = а (vп ) , затем при v = v21 ,  когда возбужда· 
ется сопряженная ей форма С2 sin sy sin rx с амплитудой Ь = Ь (v2 1) . 
Интересно отметить, что в небольшой области значений частот v 1 2  < 
< v < v2 1  оболочка находится в покое (если нет каких-либо случай
ных внешних воздействий ,  способных «забросить» систему на верхнюю 
ветку АЧХ, ветку КР) .  

При обратном прохождении резонансной зоны наблюдается явле
ние «двойного гистерезиса» (затягивания колебаний по частоте возбуж· 
дения v) . Вначале при v; < v < v22 реализуются колебания по <j: op· 

ме С2 sin sy sin rx с амплитудой Ь, изменяющейся вдоль кривой РК. 
Затем в точке К амплитуда этих колебаний уменьшается скачком до 
нуля , и одновременно возбуждаются колебания по другой форме cl х 
Х cos sy sin rx с амплитудой а на частотной кривой RS.  Перестройка 

afh, ���;r--l---т--l 1/IJ 1;: 

о _  -
11,8 11,9 12,0 

Рис. 6.6 
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о �  
ff. 8 • 1!,9 /2,1 

Рис. 6 . 7  

Рис. 6 . 8  

nоверхностной формы оболочки от  одной изгибной формы к другой реа
лизуется nри 

v2 = vj2 = 2 (Зр� - р�) - Ва. (6. 60) 

Рассмотрим случай , когда оболочка с nараметрами (6 .59) nодвер
жена действию осевой nульсирующей нагрузки с несколько большей 
амnлитудой , т. е.  nримем N1 = 4 · 106 Па .  При этом области неус;той
чивости (6 .54) частично nересекаются , что естественно внесет корректи
вы в расnоложение областей неустойчивости стационарных режимов. 
На  рис. 6 .7  и 6 .8  изображены АЧХ и соответствующие области неустой
чивости закритических режимов движения оболочки . Область D1 на 
рис. 6 . 7  «лимитирует» неустойчивость колебаний с амnлитудой а =  
= а (v) , а область D2 на рис. 6 .8 является областью неустойчивости 
режима колебаний с амnлитудой Ь = Ь (v) . Итак, nоведение исследуе
мой оболочки отличается от nредыдущего случая . Так nри nрямом ска
нировании частоты v (рис.  6 .7) nотеря устойчивости , как и nрежде, nро
изойдет nри v = v11 ,  но nерестройка оболочки на новый режим движе-
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ния (по сопряженной изгибной 
форме) реализуется не при v = 
= v21 ,  а несколько ранее, при • v = v2 , причем 

v22 = 2 (Зр� - Pi> - еа. 
(6. 6 1 )  

В этот момент амплитуда а убы
вает скачком до нуля ,  возбуж. 

�n, r.r�--,---.----,ro 
6/1! 

даются одновременно колебания о '----_J.J..---"-�:J..L�..L.f.Lt'-' 
с амплитудой ь = ь (v;) . 11,9 12.1 w; •/to . Pilil'c ... 

При обратном сканировании Рис. 6 .9  
частоты v (рис. 6 .8) гистерезисное 
затягивание колебаний оболочки по форме С2 siп sy sin rx осуществля
ется до тех пор , пока частотная кривая КР не пересекается с границей 
области неустойчивости D2 • В этот момент при v = v � (см . соотношение 
6 .60) происходит нестационарный переход упругой системы на но
вый динамический режим, амплитуда которого изменяется вдоль 
ветки RS. 

В заключение предположим ,  что исследуемая оболочка с пара-
метрами (6 .59) является идеальной , т. е. f10 = О. Поскольку р� = р� = = ro�, то очевидно, что частоты v; (6 .60) и v; (6 .6 1 ) совпадут, причем 

.• •' .• 2 "1 = v2 = v = 4ro0 - 8a. 

Верхние ветки А ЧХ а =  а (v) и Ь = Ь (v) кроме того, что сов
падJт, одновременно являются одной из границ областей неустойчи
вости обоих режимов (6 .48) и (6 .49) (рис. 6 .9) .  Вторая граница области 
неустойчивости А С пройдет через точку Q, отвечающую частоте воз
буждения v* . 

§ 6.4. Движение типа ссбегущая воnив)) 
при параметрическом резонансе 

Исследуем теперь динамическое поведение рас
сматриваемой оболочки , соответствующее решению (6 .50) . 
Последнее может быть представлено еще так : 

2 2 (р� - Зрi) + v2 + 8а al = ----...-:-----
4k3 

2 (Pi - Зр� + v2 ± 8а ьi = --"--�;-----
4k3 

(6. 62) 

Заметим, что здесь каждый раз нужно брать либо верхние, 
либо нижние знаки . 

У "rоh��_воguешений (6.62) обусловливается устойчи
во_с;"� трив;альн-ых .рёi.Пеикit уравнений в вариациях ,  имею-
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щих в данном случае вид 

· · ( 2 Зk а2 k Ь2 

) � + Pl + --}- + + + а1 cos vt � - �1 'У) sin vt = О; • · ( 2 Зg Ь2 g а2 

) 'У) + Р2 + ---t- + + + а2 cos vt YJ - �2� sin vt = О, 

где 

Полагая затем 

vt . vt � = u1 cos -2- + v1 sш -2- ; 

vt . vt 'У\ =  u2 cos -2- + V2 sш -2-

(6. 63) 

(6. 64) 

(6 . 65) 

и применяя метод усреднения , для определения функций 
щ ,  vi , i = 1 ,2 , получим следующую систему уравнений пер
вого порядка :  

где 
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du dv · Т = Av1 + Bu2; Т = Cu1 + Dv2; 

A = � -2v В = - .1!_ .  2v ' 

F _ _  __ь_ .  - 2v ' 

(6 .66) 

G = .5.. + _(.:....P_22_z -=-v_4_z_):_ . P.�i' � � "� 87) 
2v v _ . . �··- - 1  - 2v ' (17< 



2 g а2 • 2 + 3g3 Ь2 + 2 1 Р22 = Р2 -2- 1 -2- · 
Исследование устойчивости системы (6. 66) эквивалентно 

исследованию устойчивости двух уравнений второго по
рядка 

(6 . 68) d2v 
dt22 = (GF + НС) и1 + (GE + HD) v2 • 

Критерии устойчивости , легко полученные на основании ана· 
лиза уравнений (6 . 68) , имеют вид 

где 

N > O; M � - 2 VN, (6. 69) 

N = (AG - ВН) (ЕС - DF); М =  АС + BF + GE + HD. 
(6 . 70) 

Рассмотрим подробнее функциональные зависимости 
al = al (v) и bl = ь1 (v) ,  определяемые формулами (6 . 62) . 
Поскольку одновременно должны выполняться условия 
ai > О  и bi > О, то нетрудно видеть , что это возможно в 
частотной области 

v2 � vi = 2 (Зр� - р�) + 8а; 

v2 � v� = 2 (Зр� - рТ) - 8а. 
Пусть внешняя нагрузка N 1 такова , что 

т. е .  

N r2 
а = -1- = 2р 

(6. 7 1 )  

(6 . 72) 

(6 . 73) 

В этом случае ai == hi (с учетом верхних знаков в (6 . 62)) . 
Следовательно, обе частотные кривые ai = ai (v2) и bi = = Й (v2) выходят с одной точки М (рис .  6 . 10) 

6* 

2 
4 (  2 ) ( 

2 2 2 vм = Р1 + а = 4 р2 - а) = v12 = v2 1 .  (6. 74) 
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Рис. 6 . 10  

амплитуд а и Ь ,  
(6 .49) . 

причем 
2 ь2 а, = , = 

= - �3 (Pi - �� + et) =-
= - �3 (р� - �� - et) . 

(6. 75) .  
V.� v' Штриховыми линиями на 

(рис . 6 . 1 0) изображены изо
лированные решения для 

определяемые по соотношениям (6 .48) ,  

Таким образом, если учесть фазовые соотношения (6 .50) , 
движение оболочки представляет собой «идеальную» (с 
постоянными амплитудой и фазовой скоростью) бегущую 
в- окружном направлении волну, поскольку динамический 
прогиб w1 имеет вид 

w1 = а  cos (sy - �t - е1) sin rx + [3 sin2 rx + [4 • (6. 76) 

Если 

=1= р� - РТ Ct 2 

то происходит «расслоение» указанных частотных кривых 
а (v) и Ь (v) (а =/= Ь) , причем одновременно действительные 
значения амплитуд а и Ь возможны при v2 < 2 (Зр� - рТ) -
- Bet, если (р� - pi) < 2et, а* < а; и при v2 < 2 (Зрi -- р�) + Bet, если р� - pi > 2et . 

Движение оболочки в данном случае представляет собой 
обобщенную бегущую волну, поскольку из-за а =1= Ь ампли
туда и фазовая скорость этой волны суть периодические 
функции времени . 

. К аналогичным результатам приходим и в случае рас
смотрения нижних знаков в выражениях (6 . 62) . 

В заключение рассмотрим численный пример , полагая 
что оболочка с параметрами (6 . 58) является идеальной (/10 = 
= О) и подвержена пульсирующему осевому сжатию с ам
плитудой N1 = 2 · 1 06 Па. Зависимости а1 = а1 (v2) и Ь1 = = Ь1 (v2) , построенные по формулам (6 .62) , показаны на 
рис. 6 . 1 1  (штриховой линией изображены частотные кривые 
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щ� �----.------.------.-----, !J/h 

12,1 
Рис. 6 . 1 1  

а = а (v2) ,  Ь = Ь (v2) , соответствующие изолированным воз
буждениям сопряженных изгибных форм (см . рис .  6 .9)) .  

Проведеиное п о  критериям (6 .69) исследование показы
вает, что движение типа бегущей волны будет устойчиво 
при 

* v 2 4N r2 v < v = 4roo - --1- • 
р 

(6 . 77) 

т. е. в области существования положительных корней для 
а1 и Ь1 • 

При v * < v < v22 устойчивым движением оболочки бу
дет обобщенная стояЧая волна, . полученная в результате 
наложения двух изгибных форм С1 cos sy s in rх-и  С2 s in sy х 
Х s in rx со сдвигом по фазе, равным 

где l = О, +2, ±4, 
ш es - el = -2- ' 

Динамический прогиб w1 в этой области математически 
выражается так : 

w1 = а0 cos (sy - <р0) sin rx cos ( � + е1) + fз sin2 rx + {4 , 
(6. 78) 

где 

(6 .79) 

(6 .80) 

1 65 



Как видно из (6 .78) , функция прогиба w1 будет определена,  
если известен постоянный фазовый сдвиг <р0 • Его мы будем 
знать , если в начальный момент времени заданы либо ам
плитуда а2 , либо амплитуда Ь2 • 

§ 6.5. Резонансные коnебания обоnочки 
nри комбинированном 
периодическом нагружении 

В реальных условиях эксплуатации тонкостен
ные оболочечные элементы конструкций нередко подвер
гаются комбинированному нагружению - сочетанию про
дольных и поперечных периодических усилий . Так ,  напри
мер , корпус летательного аппарата , помимо продольных 
пульсаций сил тяги , испытывает обычно воздействие интен
сивных поперечных вибрационных нагрузок . Последние 
обусловлены неуравновешенностью силовых установок , 
аэродинамическим давлением , вызывающим флаттерную 
(колебательную) неустойчивость, и т. д .  Поэтому представ
ляет интерес исследование динамических характеристик 
оболочек , находящихся в условиях сложного продольно
поперечного нагружения . Рассмотрим такую задачу при
менительно к замкнутой круговой цилиндрической оболоч
ке, полагая ,  что она подвержена одновременно действию oce
вoii сжимаемой силы 

Nx = N0 + N1 cos vt ; N0, N1 = const > О (6 . 8 1 )  
и внешнего поперечного давления 

q = q11 (х , у) cos Qt. (6 . 82) 
Выбирая в качестве исходных уравнений движения оболоч
ки уравнения (4 . 1 1 ) и представляя динамический и началь
ный прогибы w1 и w0 соответственно в форме 

w1 = {1 cos sy s in rx + {2 sin sy sin rx + {3 sin2 rx + {4 ; (6 . 83) 
w0 = {10 cos sy s in rx (6 . 84) 

для определения обобщенных перемещений {1 (t) и {2 (t) , 
входящих в (6 .83) , получим следующие уравнения: 

. . , ( ? N 1r2 ) 2 2 t3 2 
{1 т р, - -Р - cos vt {1 + k1f 1 + k2f2 + kзt l + k4fJ2 = 

N r2 = _х - /10 + Е1 cos Qt; (6 . 85) 
р 

/2 + (Р� - N�2 cos vt-) f� + g1{1{2 + gsfl. = Е2 cos Qt, 

1 66 



где 
1 2nR 

Е1 = nR� h S S q (х, у, t) cos sy sin rx dxdy ; 
р о о 

l 2nR (6 .86) 

Е2 = :Z h S S q (х, у, t) sin sy sin rx dxdy. n Р о о 
Рассмотрим интересный с практической точки зрения 

случай , когда частоты внешних воздействий v и Q удовлет
воряют резонансному соотношению 

v = 2Q; v � р�. i = 1 ' 2 , (6 .87) 
создающему предпосылки для возбуждения как параметри
ческих колебаний в главной зоне щшамической неустойчи
вости [3) , так и резонансных колебаний с частотой Q .  

Полагая 
fl = а  �os 'Фl; '2 = ь cos 'Ф2; '1\'1 ,2 = Qf + e J ,2 ,  (6 .88) 

в первом приближении получаем на основании (6 .85) сле
дующую систему уравнений относительно амплитуд а, Ь и фаз 
el , е2: 

v �� = - f.11pia sin 2е1 + + k4аЬ2 sin 2е - Е 1 sin е1 • ' 
d8 2 Г\ 2 3 va -F = (р1 - � ,2) а - f.11p1a cos 2е1 + 4 k3a3 + 

+ + k4ab2 + + k4ab2 cos 2е - Е1 cos е1; 
(6 . 89) 

v �� = - f.12p�b sin 2е2 - + g2a2b sin 2е - Е2 sin е1; 

Здесь 

vb d:; = (р� - 02) Ь - f.12p�b cos 2е2 + -{- g3b3 + 

N r2 
1-11 = -�-2- ; 

РР1 
N r2 

1-12 = _1_ . 
РР� 

Пусть Е2 = О,  т . е. поперечная нагрузка возбуждает 
непосредственно лишь одну изгибную форму, а именно 
С1 cos sy sin rx. Приравнивая в этом случае правы е части урав-
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нений (6 .89) к нулю , находим из них амплитудно-частотные 
соотношения вида -

где 
[сх + G (а) ] { EI - а2 [сх - G (а) ]2 } = О; Ь = О , (6 . 90) 

Отсюда следует, А ЧХ оболочки при комбинированном на
гружении соответствует трем независимым уравнениям: 

1 ) Е cx - G (a) = --;}- ; 

2) сх - G (а) = - �1 ; (6 . 9 1 )  

3) сх + G (a) = О, 
причем корни третьего уравнения должны удовлетворять 
условию 

(6. 92) 

На рис.  6 . 1 2  изображен общий вид амплитудно-частот
ных кривых (6 .9 1 ) ,  построенных с учетом (6 .59) (номера кри
вых на р исунке соответствуют номерам уравнений (6 .9 1 )) . 
При этом использованы обозначения 

Q2 2 
1 1  = Pt - CX; .--2 2 2 р 

�&12 = Pt  + сх; ао = 4аз • 
Уравнение «скелетной» кривой TS следующее: 

Q2 = Qit + + kза2• 

(6 . 93) 

(6 . 94) 

Таким образом , А ЧХ состоит из участков , характерных 
как для чисто вынужденных колебаний (CPQ и LDM) , так 
и для параметрических колебаний ( VD) .  Однако в отличие от 
рассматривавшихся в пятой главе вынужденных колебаний , 
скелетная кривая TS не проходит через основную «резо-
нансную» частоту Q2 = pi , а смещена влево по частотной 
оси OQ2 на величину сх и совпадает с нижней веткой А ЧХ 
изолированных параметрических колебаний оболочки (ког
да Е1 = О) (см . рис.  6 .6) .  В то же время верхняя ветка А ЧХ 
параметрических колебаний V К реализуется не при всех 

1 68 



частотах Q2 � Qi2 . Такие oJh г-...--и...---;;---т-----, 
колебания возможны лишь 

2 ........_ 2 при а � а0 , т. е . при 

gз � QЪ = р� + 
3k8E� 00/h 

+ а +  --т6а2 . (6 . 95) 

Для исследования устой
чивости стационарных ре
жимов колебаний оболоч-
ки , отвечающих частотным Рис.  6 . 1 2  
кривым 1-3, nернемея к 
исходным уравнениям (6 .85) . Составляя для них уравнения 
в вариациях и анализируя их, устанавливаем , что р ешения 
первых двух уравнениЦ (6 .9 1 )  неустойчивы в двух облас-
тях 

причем 

�� + -} ksa2 < Q2 < QI2 + : ksa2; 

Q§I + + g2a2 < Q2 < Q�2 + {  а2, 
(6 . 96) 

Q� I = р� - а; Q�2 = р� + а. (6 . 97) 
По виду области (6 .96) сходны с областями неустойчи

вости , полученными ранее при исследовании парамегр и
ческих колебаний , соответствующих основному демульти
пликационному резонансу (см. § 6 .3) .  

Остановимся несколько подробнее на анализе устойчи
вости решений третьего уравнения (6 .9 1 ) .  Уравнения в ва
риациях в этом случае имеют вид · · 2 [ Зk 

6 + Р1 1 - 2fl1 cos vt + -+ а2 + 
2р! 

+ Зk� а2 cos (vt + 281)] 6 = О; 
2р! 

� + р� [ 1 - 2fl2 cos vt + g22 а2 + 
2р2 

+ 4 а2 cos (vt + 281)] 11 = О, 2р2 

(6. 98) 
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где стационарная фаза el удовлетворяет условию 

е вl cos 1 = - 2аа (6 . 99) 

Систему (6.98) с учетом (6 .99) можно преобразовать к та
кой форме: 

Здесь 

s + PI 1 + -+ а2 - А cos (vt + 1/Jt) s = О; .. 2 [ 3k ] 2pl (6. 1 00) 
Ч + р� [ 1 + 4 а2 - В cos ( vt + 'ljJ2)J YJ = О. 

2р2 

А = _1_ � ((2а + � kза2)2 - ЗkзЕf . � V 2 . а 

В = � � /(2а + �2 а2)2 - g:Ef ; р2 v 
(6. 1 0 1 ) 

'ljJ1 , 'ljJ2 - некоторые постоянные фазы , не влияющие на 
устойчивость тривиальных решений системы (6 .98) . 

Таким образом, критерии неустойчивости стационарных 
колебаний оболочки , соответствующие кривой 3 на 
рис. 6 . 12 ,  имеют вид 
2 + 3 k 2  1 А 2 Q" 2 + 3 k 2 + 1 A 2  PI 2 за - 2  PI < " < PI 2 за 2 р1 ; 

. 
. 

(6. 1 02) 2 1 2 1 в 2 Q2 2 + 1 2 1 в 2 
P2 + 2 g2a - 2  Р2 < < Р2 2 g2a + т Р2· 
Обл�сти неустойчивости в этом случае в отличие от обла
стей (6 .96) зависят как от величины амплитуды поперечного 
возбуждения Е1 , так и от уровня параметрического воз
буждения N 1 . 

На рис. 6 . 13 изображены А ЧХ для оболочки с парамет
рами (6 .59) в случае Q1 = 3 1 , 1  Па и N1 = 3 ,4  · 106 Па 
(Q1 = E1ph) . Устойчивым участкам отвечают сплошные 
кривые, неустойчивым - штриховые. Кроме того , на 
рис. 6 . 1 3, а показаны области неустойчивости (6 .96) , обозна
ченные соответственно А 1 ,  В1 , а на рис.  6 . 1 3 ,  б - обла
сти (6 . 102) , обозначенные А 2 ,  В2 • 

Проследим за движением оболочки при медленном пря
мом и обратном прохождении резонансной зоны . При пря
мом сканировании частоты Q ,  начиная с малых значений , 
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v 

Рис.  6 . 1 3  

оболочка совершает вынужденные колебания вида 
w1 = а cos sy sin rx cos (Qt + 01) + {3 sin2 nc + {4 , (6 . 1 03) 

причем амплитуда а изменяется вдоль кривой СР,  а фаза 
01 = 2kn . Затем в точке Р происходит срыв и при дальней
шем увели"'ении частоты Q реализуется другой стационар
ный режим колебаний 

wl = а  cos sy sin rx cos (Qt + en + fз sin2 rx + '4 (6 . 1 03а) 

с амплитудой а на кривой VD . При этом е� = arccos (- 2�1а) • 
т .  е .  фаза колебаний зависит о т  амплитуды а .  В последую
щем попадаем н область неустойчивости В2 (6 . 1 02) , вслед
ствие чего при ��D < �� < QE стационарные режимы ко-
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и 
Рис. 6 . 14  

лебаний а = а0 ,  Ь = О невозможны. Далее, при Q > Rв 
вновь реализуются вынужденные колебания такого же ви
да , как и на участке СР, но 81 = (2k - 1)  n. 

При обратном медленном прохождении резонансной зо
ны наблюдается аналогичная картина (рис. 6. 1 3 ,  б) с той лишь 
разницей , что затягивание колебаний вдоль частотной кри
вой DR может происходить левее точки V, т.  е .  при Q < Rv. 

Если принять Е1 = О ,  Е2 =F О ,  т .  е. внешняя нагрузка 
возбуждает вторую сопряженную форму колебаний С2 х 
х sin sy sin rx, то из-за того , что р2 > р1 области неустой
чивости А1 и В1 (соответственно А 2  и В2) , изображенные на 
рис. 6. 1 3 ,  меняются в данном случае местами (рис.  6 . 1 4) .  
Срыв вынужденных колебаний с амплитудой Ь осуществля
ется при этом в точке Е, причем Rв < QP . Участки частотных 
кривых VS и SL соответствуют устойчивым колебаниям 
(при построении графиков и областей неустойчивости на 
рис. 6 . 1 4 предполагалось Q2 = 3 1 , 1 Па) . В точке S 
происходит перестройка фазы колебаний системы е� = 

= arc cos (- :::Ь ) . реализующейся на кривой VS на стаци
онарную фазу 82 = (2k - 1 )  n, которая соответствует ампли
тудно-частотной кривой SL . 

Важно отметить , что обратное затягивание колебаний 
вдоль частотной кривой SR возможно лишь до частоты 
Q = QD (рис.  6 . 1 4 ,  6) , при которой происходит срыв ко
лебаний и переход на установившиеся колебания с фазой 
82 = 2kn и амплитудой Ь,  отвечающей кривой ЕН. 

Для определения поведения оболочки в зонах неустой
чивости одномадовых режимов (когда а =F О,  Ь = О либо 
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Ь =#= О, а = О) найдем нетривиальное стационарное реше
ние системы (6.89) вида а =#=  О ,  Ь = О. В случае Е1 =#= О, 
Е2 = О оно имеет вид 

Е2 
ат = 1 • 

( 2 2 3 2 1 2)2 ' 
р1 - а.  - Q + 4 k8a1 + 4 k4Ь1 

ь2 4 (Г\2 2 gg 2) 1 = зg2 � ' - pz - �  - -4- а 1 . 
(6. 1 04) 

Соответствующие зависимости а1 = а1 (Q2) (кривая ЕФ) 
и Ь1 = Ь1 (Q2) (кривая KJG) при 81 = kл изображены на 
рис. 6 . 1 5 ,  где для сравнения показавы также АЧХ (6 . 9 1 ) .  
Таким образом, в области QD  < Q < Q8  движение оболоч
ки представляет собой бегущую волну, наложенную на осе
симметричный прогиб , поскольку динамический прогиб w1 
в этом случае можно записать в виде 

Здесь 

w1 = С (t) cos [ sy - <р (t)] sin rx + fз sin2 rx + f 4 • 

С (t) = V а� cos2 Qt + Ь� sin2 Qt ; 

tg <р (t) = ..!L tg Qt. 
al 

При частоте Q = QD наблюдается «разрыв» решений -
переход из одномадового режима на режим бегущей волны 
происходит скачком. В случае же Q = Qв имеет место 
плавный переход из одного режима в другой . 

Режим типа бегущей волны ,  аналогичный описанному 
выше, ветрудно найти и для случая Е1 = О, Е2 =1: О. Ампли-

[. 
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тудные значения а2 и Ь2 составляющих этой волны имеют вид 
Е2 ь2 = 2 

( 2 2 3 2 g2 2)2 P2 - cx - Q  + 4 gзЬ2 + 4 а2 (6. 1 05) 
2 4 ( � 2 1 ь2) а2 = 3kз ��- - Р1 - а - Т k4 2 • 

Г Л А В А  7 
КОЛЕ&АНИЯ О&ОЛОЧЕ К С ЖИДКОСТЬЮ 

Н астоящая глава содержит кр аткое изложение некоторых 
новых вопросов ди нами ки цили ндрических оболочек , части чно запол
ненных жидкостью . Идей ная общность рассматриваемых ниже задач 
заключается в представлении оболочек многомерными моделями , поз
воляющими , как известно, и сследовать взаимодействие изгибных 
форм при колебаниях и выявить специфи ческие формы движения обо
лочек, отличающиеся от традиционных движений ти п а  стоячих вол н .  
Н аличие жидкого наполнителя может существенно повли ять как н а  
цроцессы взаимодействия форм,  т а к  и на общи й характер К'I':Jлебательных 
и волновых движений несущей оболочки . 

Заранее необходимо отметить, что чита1ель не найдет в главе 
детального обсуждения nроблем , св язанных с nостроением и обосно
ванием расчетных моделей упруго-жидкостных си стем , выбором мето
дов их и сследов ани я ,  анализом имеющихся теорети ческих и эксnери
ментальных результатов . Все эти проблемы в той или и ной мере от
р ажены в известных монографи ях советски х  и зарубежных авторов: 
В. В. Болоти н а ,  Г. Н. Ми кишева и Б. И. Р аби новича ,  Н. Н. Моисеева 
и В .  В .  Румя нцев а ,  К. С. Колесников а ,  Г. С. Н арим анов а ,  Л.  В .  Доку
чаева и И. А .  Луковского, Абр амеона и в других обобщаютих публи 
кациях (соответствующие ссылки на работы перечисленных авторов 
можно найти , напри мер , в монографи ях [ 1 0 ,  1 1 , 34 , 35,  39, 45] ) .  

В данной главе nри решении конкретных з адач используются апро
бированные и достаточно nростые линейные модели систем оболочка -
жидкость, nолученные с учетом традиционных ограничений и nред
положений относительно свойств несущего тела и з аполнителя,  х а р ак
тера деформирования тела и свободной поверхности жидкости и т. д .  
Н а  основании анализа этих моделей решаются задачи по оnределению 
форм и частот свободных колебаний оболочек, частично з аполненных 
жидкостью, р ассматриваются волновые формы движени й  оболочки с 
жидкостью , обусловленные как з аданием некоторых н ач альных усло
вий ,  так и nериодическим воздействием на оболочку. 

При написании этой главы авторами и спольэовались некоторые 
матери алы, представленные Т. С. К расноnольской . 

§ 7. 1 . Формы н частоты свободных 
колебаний оболочки, 
частично заполненной жидкостыо 

Рассмотрим задачу об аналитическом представ
лении форм изгибных колебаний оболочки , частично запол
ненной жидкостью (рис. 7 . 1 ) ,  а также об определении соб-
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ственных частот системы обо
лочка - жидкость . Информа-
ция об этих характеристиках 11 

представляет существенный 
интерес не только с точки зре- у 
ния выявления и прогнозиро
вания возможных резонансных 
ситуаций в совокупной упру
го-жидкостной системе при 
действии на нее внешних пе
риодических или почти перио
дических (в том числе парамет
рического типа) нагрузок . Она 
необходима также для при
ближенного решения нелиней-
ных задач динамики обола- !1 

х 

чек с жидкостью, поскольку Рис. 7 . 1 

позволит выявить возможные 

z 

формы колебательных движений и оболочки и свободной по
верхности жидкости , связанные с «внутренними» свойства
ми рассматриваемой системы (такими , например , как кру
говое поперечное сечение несущего тела, несжимаемость 
жидкого наполнителя и т. д . ) , а также установить особен
ности распределения частот, отвечающих указанным фор
мам . В первом приближении эти формы характеризуют 
движение оболочки и свободной поверхности жидкости 
при их немалых перемещениях .  

Итак , уравнения движения оболочки , содержащей 
жидкость, запишем в следующем виде: 

где 

D п4 1 д2Ф + д2w q Р (х , у, t) Т v W - R дх2 Р дl2 = Т - h 

1 1 д2w Т V4ф = -- R дх2 ' 

Р (х, у , t) = а  (х) р (х, у , t) ; 
{ 1 , если О � х � h0 , а (х) = О ecJI И h < х· • о • 

(7 . 1 )  

(7 .2) 

р (х, у, t) - поперечное гидродинамическое давление на 
стенки оболочки ;  h0 - уровень заполнения оболочки 
жидкостью. 

Систему (7. 1 )  можно привести к одному разрешающе
му уравнению восьмого порядка относительно функции 
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динамического прогиба: 

D 8 Е д4w 4 ( д2w ) 1 4 
т V  w + F дх4 + pV дi2 = 71 v (q - P) .  (7 .3) 

Предполагая оболочку шарнирно опертой на обоих 
торцах , прогиб w представим в виде разложения по формам 
собственных колебаний соответствующей «сухой» оболоч
ки , т . е. оболочки без жидкости , 

00 00 
\.� '\., (fn т а • тлх fn т . а . тлх ) w = � � 1 '  cos n.;;, sш -t- + z '  sш nu sш -l- , 
n=O т=l ' 

(7 . 4) 

где е =  � . 
Для определения гидродинамического давления р (х, 

у, t) сформулируем задачу о движении жидкости , 
заполняющей оболочку. Считая жидкость идеальной и не
сжимаемой , движение жидкости безвихревым , а поле мас
совых сил потенциальным, введем в рассмотрение потен
циал скоростей частиц жидкости с:р, т. е. 

; = grad c:p ,  (7 . 5) 

где v - векторное поле скоростей частиц жидкости . 
Для потенциала с:р задача записывается в следующем 

виде: 

1 ) 

2) 

3) 

4) 

�с:р = о в 

дер --а:;- = Uv 

дер - о дv -

на 

на 

дер дw 
т = - аг  

� · ' 

So; 

на 

Q; 

Sl; 

дер 1 
дГ + 2 (Vc:p)2 + gx = О  

(7 . 6) 

на � .  

Здесь Q - объем, заполняемый жидкостью; S0  - поверх
ность днища оболочки; S1 - смачиваемая боковая поверх
ность оболочки; v - орт внешней нормали;  Иv - нормаль
ная к свободной поверхности составляющая скорости 
жидкости; � - свободная возмущенная поверхность жидкос-
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ти . Заметим-, что положительным полагаем прогиб w, напра
вленный к центру кривизны оболочки .  

�роме того , помимо (7 .6) потенциал ер должен удовлет
ворять внутри области Q интегрглу Лагранжа - Коши, 
а именно: 

д<р +-1 (V'ep)2 + Р - Ро + gx - 0 (7 . 7) дt 2 Ро - ' 

где р0 - плотность жидкости ; р0 - давление на свободней 
поверхности жидкости . 

Отыскивать потенциал ер будем в виде суммы двух функ
ций 

(7 . 8) 
каждая из которых является решением уравнения Лапла
са при следующих граничных условиях :  

д<р1 = - дw при r = R· дr дt ' 

д<р1 - о дх -
epl = о 

д<р2 - о дr 
-

при Х = О; 
при Х = h0 

при r = R; 
д<р2 = О при х = О. дх 

(7. 9) 

(7 . 1 0) 

При этом функция ер2 должна быть такой , чтобы в сумме 
с ер1 выполнялось условие 

д (<pl + <р2) - дs (7. 1 1 ) ах - аг  · 
Здесь s = s (r, е , t) - возмущение свободной пов.ерхности 
жидкости . 

Решая краевую задачу и определяя потенциал ер1 в ли
нейном приближении , получаем 

00 � 
k=O 

n,m=l 
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Здесь l n (akr) - функция Бесселя 1 рода п-го порядка мни-

. (k + +) n  
мого аргумента , ak = ho • Аналогично отыскиваем 
значение потенциала: 

ср2 = � В\�} (t) ch �n.jXln (�п.JГ) cos ne + i=l п=О 00 
+ � В�7} (t) ch �n. jXJ n (�п.JГ) sin ne. i=l n=l 

(7. 1 3) 

где Jn (�п. JГ) - функции Бесселя п-го порядка ; �ni = соб- . 
ственные числа , определяемые как корни уравнения 

dln (�п .(> • 
dr = О при r = R. (7. 1 4) 

Входящие сюда неизвестные функции Bij> и B�j> следует най
ти из уравнений 

" (n) (n) 
в , ,j + g�n,j th (�п. jho) в,i + 

ho 
2 (�п./) 2 Rg � i?·m s ch <�п.1х) sin �n xdx 

+ ____ ..;.;.m:...=...:.l_..."....:O'---------- = О; 
ch2 (�п .jho) Ф�.jR2 - n2) 1 n Фn,jR) 

Ё�7} + g�n . i th (�n, jho) В�7} + 
ho 

2 (�п.Р Rg � ��,т S ch (�n. jx) sin т� xdx 
m=l О О ( 1 5  + ---:.:..:........:----".2 -=-------- = ' 7. ) 

ch2 Фn,jho) (�n.jR2 - п2) J n (�n.iR) 
полученных 
Коши (7 .7) .  

на  основании (7 .6) и интеграла Лагранжа -

Таким образом , если известны параметры движения 
оболочки п·т и t� ·m , как функции времени ,  то , используя 
уравнения (7 . 1 5) и соотношения (7 . t2) , можно опре�елить 
значения потенциалов ср1 и ср2 , а значит, найти общий по
тенциал ер и гидродинамические нагрузки , действующие со 
стороны жидкости на оболочку.  Кроме того , используя 
условие (7 . 1 1 ) , нетрудно найти уравнение самой свобод
ной поверхности � · 

Основываясь на представленных выше зависимостях ,  
рассмотрим вопрос о формах изгибных колебаний обола-
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чки , формирующихся в процессе взаимодействия оболочки 
с жидкостью . При этом , чтобы придать задаче более наглядное 
физическое содержание, выберем в качестве исходных обоб
щенных переменных амплитудные значения форм колебаний 
свободной поверхности жидкости , которые обозначим через 
d?·i и d�· i .  Первое из них соответствует форме J n (Рп. i  r) cos ne 
и определяется так: 

dn,j 1 B' (n) h А h 1 = - - l i С vni о ·  g 
(7 . 1 6) 

Второе d�i характеризует «сопряженную» форму J п (Pпir) х 
х sin n е '  причем 

dnj 1 в· (n) 
h А h (7 1 7 2 = - g 2i с vni о · · ) 

Зависимости (7 . 1 6) и (7 . 1 7) получены из уравнений сво
бодной поверхности 

6 = - -1 � iз\j) ch Фпihо) J n ФпjГ) cos ne - '  g n=O,j=l 
00 

(7 . 1 8) 

выведенной из интеграла Лагранжа - Коши (7. 7) с исполь
зованием граничного условия (7 . 1 1 ) . 

Дифференцируя по t (7 . 1 8) и учитывая зависимости 
(7 . 1 6) и (7 . 1 7) , получаем уравнения, связывающие, с одной 
стороны, обобщенные перемещения оболочки t7·т и п·т, с 
другой - обобщенные перемещения свободной поверхности 
жидкости dj·i '  d�·j : 

Здесь 

d .. n , j + ,,,2 ·dn.i _ � �,n. i 't' п,т, 
1 VJnj 1 - ..:... ,т 1 ' 

т 
00 

dn, j + 2 dn,j � n,j 'f' n,т 2 Фnj 2 = .!..J Ут 2 • 
т 

(7 . 19) 

(7 . 20) 
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Для «замыкания» системы (7 . 1 9) вернемся к уравнению 
движения оболочки (7 . 1 ) и примен им к нему метод Буб
нова - Галеркина , используя в качестве весовых функ
ций функции cos sy s in rx и sin sy sin rx, предварительно 
nри этом (на основании интеграла Лагранжа - Ко
ши (7 .7)) определив величину гидродинамического дав
ления р. В результате получим такие уравнения :  • • 00 • •  00 

п·т + (rо7'т)2 п·т + � q';;';fl'т, = - � gj·тd'l' ' ; т, ' /= 1 
т,=f=т • •  00 • •  00 

fn,т + ( n,m)2 1п,т + \,, п.т,п,т _ � gl!•тdn,/ 

Здесь 

2 (i)2 2 � Qт, 2 - - � 1 2 • 

ho 

т, /=1 
т,=f=m 

S . тл d Pkm = cos akx sш -1 - х х; 
о 

(rо"•т) 2 
((i)n,т)2 = (rо"'т)2 = о • 1 2 �n,m • 

ho 
2pog J n (�njR) s , тл gj·т = пт ch (�ntX) sш -1- xdx. � lh ch (�111h0) 0 

(7 . 2 1 ) 

(7.22) 

Итак, системы уравнений (7 .2 1 )  и (7 . 1 9) полностью 
определяют «свободное» движение связанной системы 
оболочка - жидкость . Характер движения обусловлива
ется при этом начальными условиями , которые должны 
быть заданы как для несущей оболочки , так и для свобод
ной поверхности жидкости . 

Из общего вида уравнений (7. 1 9) и (7. 2 1 )  следует, что 
не все обобщенные координаты оболочечно-жидкостной 
системы, а значит и соответствующие им формы , связаны 
между собой при колебаниях .  В частности , формы , содер
жащие в качестве координатной собственной функции функ
цию cos ne (при каждом конкретном значении n) , не связа
ны с формами, характеризуемыми функцией sin ne. Это 
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обстоятельство позволяет рассмотреть при анализе дви· 
жения оболочки с жидкостью две независимые подсистемы 
уравнений : 

и 

00 0 0  00 
f'i'm + (ro'i'т)2 п·т + � q��f7'т, + � gj·md'i'l = О; 

т, i= l  
т,.f;т 

d• • n, /  + ('·' ·)2 dn,i  _ � n, j,"n,m, 1 "'nJ 1 - .t..J. Ут, 1 • 
т, 

00 • •  00 
��·т + (rо�'т)2 n·m + � q����·т• + � gj тd�·i = О; 

т ,  j= J m,=Fm 
00 d• · n , j + ( ·)2 dn, j _ � n.(f' n,;n 

2 Wn,J 2 - .t..J. Ут 2 , 
т 

n = О ,  1 ,  2 , . . . ; т , m1 , j = 1 ,  2 ,  3 . . .  

(7 .23) 

(7 .24) 

При одних и тех же начальных условиях эти две под
системы имеют одинаковые решения , поэтому дальнейшие 
рассуждения , связанные с определением изгибных форм 
оболочки , можно провести , исходя из анализа любой из 
подсистем .  

В целях конкретизации аналитического представления 
искомых форм ограничимся в разложении (7 . 4) N1-й формой 
изгибных колебаний «сухой» оболочки , приняв т = 1 , 
2, . . . , N1, и N2-й формой колебаний свободной поверхности 
жидкости . Параметр n предлагается при этом фиксиро
ванным n = п * . 

Для удобства изложения материала представ�:�м си
стему уравнений (7 . 23) в форме 

Здесь. 

х _ fn* ,т ; - 1 
х - dn•, j l - 1 

при i = т � N1; 

при i = N 1 + j � Nз; 

(7 . 25) 
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1 { О при i, с �  N1; ас = п• т . N + . __. лт g0 • при t ,  с = 1 J :::::::: 3; 

( q�• ,m при i = m; c � N1;  
я.l • . 
t'c = - у� '1 при i = NI+i; с � N1 ; О при c > N1• 

(7.26) 

Приведем полученную систему (7 .25) к нормальной 
форме. С этой целью составим ее характеристическое 
уравнение 

(7.27) 

где i = 1 , 2 ,  . . .  , N3 , б - символ Кронекера ,  и обозначим 
корни этого уравнения через Q1 , Q2, . . .  , QN. ·  

Используя далее : амену 
N, 

х, == :Е Xk, i�k• (7.28) 
k=l 

где i = 1 , 2, . . . , N3; x� . i - компоненты собственных век
торов систем'>� (7.25) , соответствующих каждому из най
денных корней Q1 , уравнения (7 .25) можно представить 
в «развязанной» форме 

. .  2 �k + Qk�k = O, k = 1 ,  2, . . .  ; N3• (7.29) 

При этом согласно соотношениям (7 .26) обобщенные коор
динаты оболочки примут вид 

No п• т � f1 ' = � Xk,m�k• 
k= l  

а обобщенные координаты свободной поверхности 
ти - вид 

No 
d�· .J = L Xk,Nt+i�k· 

k= l  

(7 .30) 

жидкое· 

(7 . 3 1) 

Систему дифференциальных уравнений (7 .24) , имеющую 
такие же коэффициенты, как и система (7.23) , можно ана
.погичным путем преобразовать к нормальной форме 

. .  2 'I"Jk + Qk'lk == О , k == 1 , 2, • • · • N8, (7 . 32) 

nричем обобщенные координаты оболочечно-жидкостной си-
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стемы в данном случае таковы: 

(7.33) 

(7 .34) 

Следовательно, динамический прогиб оболочки w в но
вых переменных можно представить так :  со N, N1 
w = � � :Е [Xk,m�k cos ne + Xk,m'l1k s in n6]  sin т� (7 . 35) 

n=O m=l k=l 

или 
оо N8 

( N
, 

) w = п� �1 �k cos n6 �1 Xk,m sin �n х + оо N8 

( N
, 

) + �о �1 'llk sin ne т� Xk,m sin т; х . (7 .36) 

На основании (7 .36) заключаем , что собственные фор
мы изгибных колебаний оболочки , частично заnолненной 
жидкостью, характеризуются в рамках принятых ранее ·  
предположений следующими представлениями: 

N,  
w?k (х, у) = cl cos sy L Xk,m sin �1t х; (7 . 37) 

m=l 

N, 
nk ( ) С . � Х . тn W2 х, у = 2 sш sy ....:,. k,m sш -1 - х, 

m=l 
s = � . (7 . 38) 

А Итак , для определения форм изгибных колебаний обо
лочки , содержащей жидкость со свободной поверхностью, 
необходимо в соответствии с (7 .34) и (7 .38) «просумми
ровать» формы колебаний соответствующей «сухой» (без 
жидкости) оболочки , связанные с продольной координа
той , т .  е .  координатой , которая характеризует уровень 
заполнения оболочки жидкостью . Что же касается форм 
колебаний свободной поверхности жидкости , то их мож
но определить, используя вышеизложенную методику прц
менительно к гидродинамической «части» задачи .  Так, 
представив уравнение свободной поверхности жидкости 
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с учетом (7 .3 1 )  и (7 . 34) в виде 

или в виде 

� (t) = �о �1 �k cos ne [�1 Xk,N,+iJ n (�njГ}] + 

+ �1 �1 'llk sin ne [�1 Xk,N,+iJn ФпjГ)] ' (7 . 40) 

находим эти формы: 
N, 

�l (r , у) = С3 cos sy � Xk,N,+iJ n (�пir); j=l 
N, 

��� (r , у) = с4 sin sy � Xk,N,+iJn (�njГ) . j=l 

§ 7 .1. &еrущие воnны в обоnочке, 
содержащей жидкость 
со свободной поверхность10 

(7. 4 1 )  

(7. 42) 

Во второй главе книги было показано , что 
одной из возможных форм «свободного» движения круго
вых цилиндрических оболочек являются бегущие в окру�
ном направлении волны перемещений .  Целесообразно 
рассмотреть такого рода волновое движение оболочки , ча
стично заполненной жидкостью.  С этой целью представим 
динамический прогиб оболочки w в виде волнового раз
ложения (см. гл. , 2) 

� �  ( пу ) ·  mn w = � � Anm COS R - 'Фпт sш -l - x' 
n=O m=i 

(7 .43) 

где Anm и 'Фпт - некоторые неизвестные пока функции вре
мени , которые могут быть интерпретированы как обобщен
ные координаты этой оболочки. Поскольку разложение 
(7 .43) можно получить из (7 .4) , полагая 

n,m А • l• fn,m А ' • l• 1 = nm COS 't'nm; 2 = nm SlП 't'nmo (7.44) 

то на основании nреДБiдущего параграфа получаем потен-
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циал с:р1 ,  выражаюiцийся через функции Anm и 'Фптf 

ho · s mn - Anm cos (sy - 'Фпm)] cos akx sin -1 - xdx. 
о 

(7 . 45) 

Таким образом, данный потенциал в общем случае (когда 
Anm =1= О, 'Фпт =i= 0) представляет собой наложение свое· 
образных «бегущих» в окружном направлении волн (их 
иногда называют круговыми) , имеющих постоянные или 
переменные амплитуды и фазовые скорости . 

Что касается nторого слагаемого с:р2 общего потенциа
ла скорости (7.8) , то с учетом обозначений 

В\'Р = c�n) (t) cos 'Ф�п) ; В�'У (t) = c�n) (t) sin 'Ф�п) (7 . 46) 

его можно представить как сумму круговых волн:  со 
с:р2 = � c�n) (t) ch �njXJn ФпJГ) cos (sy - 'Ф)п') . (7. 47) n=O /=1 

Для вывода уравнений, связывающих параметры бегу
щей волны оболочки и круговой волны свободной поверх
ности жидкости, вернемся к соотношениям (7 . 1 5) ,  которые 
с учетом (7 . 46) преобразуются к виду 

�: [qn> COS (sy - 'Ф�п)) ]  + g�
nj 

th (�niho) [C)n) COS (sy - 'ФJn))] + 
2 (�n/)2 Rg 

+ ch2 (�njho) (��1R2 - n2) J n Фn1R) Х 

Х 
т
� [1 ch (�пJХ) sin �n xdx] d� [Anm cos (sy - 'Фпт)J = О. 

(7. 48) 
Кроме того , используем «волновое» представление свобод
ной поверхности жидкости ; (t) (7 . 1 8) , полагая со 

6 (t) = � D)n> cos (sy - 8)n>) J п (�пJГ) , (7. 49) 
n=O 
/=1 
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где функции времени D}"> и et> удовлетворяют уравнению 
d c<n) ( (n)) [ h (R h ) -1 D(n) ( 

• e<n) ) dt [ i cos sy - 'Ф i ] = - g с t'ni 0 ] 1 cos sy - i . 
(7 . 50) 

Таким образом , искомые уравнения связи параметров 
Dt> , е}"> и Anm. 'Фпт имеют вид 

:; [D}"' cos (sy - е}">)] + (ffiп1)2 D)"> cos (sy - е)">) = 

d2 
А 

-
dt2 [Апт COS (sy - 'Фпт) ] + (ffiпm)2 [ nm COS (sy - 'Фпт) ] + (7 . 5 1 } 

00 
� " ,т d2 

+ � qm, dt2 [Апщ, COS (sy - 'ФптJ] + m1=1 m,.f=m 
00 

+ � gjmD}"> cos (sy - е}">) = О. 
j=l 

Из полученной системы следуют такие уравнения :  

D}"> + [(ffin/)2 - (ej">)2] D}"> = f у';/ { (A
.
nm - �птАпт) Х 

m=l 
(n) • •  • • • (n) Х COS (е/ - 'Фпт) + (Апт'Фпт + 2Апт'Фпт) SlП (ej - 'Фпт) } ; 
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D}">ё}n> + 2D}">e)"> = f у';/ { (Апт\iJпт + 2АптФпт) Х m=l 
х cos (e}n) - 'Фпт) - ( Anm - 'Ф�тАпт) sin ( tt)"> - 'Фпт) } ;  

00 

. .  2 • � Anm + (ffinm - 'Фпт) Anm = 
= - � q;:;� { (Anm, - 'Ф�т,Апт,) �OS <'Фпт - 'Фппz.) + (7 . 52) m,=l 

+ (Апт,'Рпт, + 2Апт ,Фпт,) sin ('Фпт - 'Фпт ,) ) -
00 

- L gj·mD)") cos ('Фпт - е}">) ;  
j=l 00 

Апт'Рпт + 2Апт'Фпт = L q':;.� { (Апт, - 'Ф�т,Апт) Х m1=1 



00 - _Е gj•m D�n> sin (е }п> - 1J'пт) 
i=l 

которые в качественном отношении сходны с уравнениюv. и 
(7 .23) , (7 .24) . Интегрируя эту систему уравнений , можно 
найти все параметры, характеризующие поведение упру
гой оболочки и свободной поверхности жидкости . 

Рассмотрим частный случай. Предположим, что при 
взаимодействии оболочки с жидкостью прогиб оболочки 
(7.43) и деформация свободной поверхности жидкости (7.49) 
могут быть описаны с помощью одночленных аппрокси
маций вида (индексы у всех параметров опускаем) 

w = А cos ( ';: - 1jJ) sin �n х; 

s = D cos ( п; - е) Jn (�njГ) . (7 . 53) 

Такое представление справедливо, когда глубина заполне
ния жидкости либо относительно мала ( �о � 0+0,25) . 

либо сравнима ( �о � 0,75 + 1 ) с длиной оболочки . Урав

нения (7 .52) примут в данном случае вид 

iJ + (ro� - ё2) D = у [ (А - ф2А) cos а +  (А� + 2Аф) sin а]; 

D\'t + 2De = у [(А� + 2Аф) cos а - (А - ф2А) sin а] ;  
(7.54) 

А + ( ro2 - ф2) А = - gD cos а; 

А� + 2Аф = - gD sin а. 
Здесь у = у�; g = tfi; ro0 = Фnf• ro = Фпт (см. (7 .20)1 
(7 .22)) , а = е - 1jJ. 

Сметему (7 .54) можно представить еще так:  • •  2 • -
D + (roo - е2) D = - ygD - yro2A cos а; 

Dё + 2Ьё = yro2 А s in а; 

А +  (ro2 - ф2) А = - gD cos a; 

А� + 2Аф = - gD sin a. 

(7.55) 
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ИссЛедуем некоторые частные решения последней си
стемы . Предположим, что 

А =  А0 = const; � = Q = const. (7. 56) 
Такое решение соответствует движению оболочки типа бе
гущей волны с амплитудой А 0  и постоянной фазовой ско-
ростью vФ = � . Поскольку нас интересует случай D =1= О, 
при D = О для удовлетворения уравнений (7 .55) положим у = = О и ,  таким образом , приходим к уравнениям, которые рас
сматривались в гл . 2, то на основании последнего уравнения 
системы (7 .55) следует принять 

sin сх = О. (7. 57) 
Отсюда е = '1' + nk1; k1 = О, 1 ,  2 ,  . . .  , е = ,Р = Q .  
Анализируя затем третье уравнение (7 .55) , находим выра
жение для амплитуды кругозой волны в жидкости 

причем cos сх = ± 1 . 

(Q2 - ro2) А D - о - - ' 
g cos а. 

(7. 58) 

На основании первых двух уравнений (7 .55) устанав
ливаем еще одну зависимость между амплитудами D и А 0: 

D = A0yro2 cos а. 
• 2 -

Q2 - roи - yg 
(7. 59) 

Из условий совместности уравнений (7 . 58) ,  (7 .59) по
лучаем соотношение 

(ro2 - Q2) (ro3 - Q2) = у�2, (7 . 60) 
устанавливающее связь между частотами ro , ro0 и Q.  

Таким образом, движение оболочки и свободной 
поверхности жидкости в рассматриваемом случае имеет 
волновой характер (типа бегущей волны перемещений в 
оболочке и круговой волны в жидкости) ,  причем фазовые 
скорости обеих волн одинаковы: 

где 
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2 -

Q2 = Q� 2 = ro2 + roo + yg ± 
. 2 

(7 . 6 1 ) 

(7 . 62) 



_ Р�ссмотрим еще одно решение уравнений (7 .55) . Пред
положим, что 

'Ф = 'Фо = coпst; sin а = О; е =  ео = const. (7 .63) 
Для определения амплитуд А и D в этом случае полу

чим такие уравнения:  
. .  2 -
D + rooD = - ygD - yro2A cos сх.; 

А + ro2A = - gD cos сх. ,  

решение которых имеет вид 

(7. 64) 

D = D0 cos (Qt + б1); А = А0 cos (Qt + б2) . (7 . 65) 
Здесь D0, А0 , б1, б2 - постоянные интегрирования , Q -
частота колебаний ,  определяемая согласно (7 .62) . Следо
вательно, движение оболочки и свободной поверхности 
жидкости представляет собой стоячие волны. 

Для получения общего решения системы (7 .55) вернем
ся к исходным переменным 
{1 = А cos 'Ф; {2 = А s in 'Ф; d1 = D cos е; d2 = D sin е. (7.66) 
На основании уравнений (7 .43) и (7 . 44) имеем 

f1 = cl cos (Qlt + el) + с2 cos (Q2t + е2) ; 
{2 = С3 cos (Q1t + е3) + С4 cos (Q2t + е4) ; 

d1 = xlcl cos (Qlt + el) + Х2С2 cos (Q2t + е2) ;  
d2 = Х1С3 cos (Q1t + es) + Х2С4 cos (Q2t + е4) ,  

где С1 , • • • , С4, е1 , • • •  , е4 - постоянные интегрирования ; 
Q1 , Q2 - главные частоты системы (7 .62) ; Х1 , Х2 - коэ р
фициенты распределения , 

Q� - (1)2 Q� - (1)2 
xl = - ; х2 = __.;;-=--

g g 
Тогда очевидно , что искомая функция амплитуды волно
вого движения оболочки А ,  входящая в (7 .66) , имеет вид 

А2 = а0 + а1 cos 2Q1t + а2 cos 2Q2t + а3 sin 2Q1t + 
+ а4 sin 2Q2f + а5 cos (Q1 + Q2) t + а6 cos (Q1 - 02) t + 

+ а7 s in (Q1 + Q2) t + ав sin (Q1 - Q2) t , (7 . 67) 
где а0 + а8 - постоянные коэффициенты, выражающиеся че
рез коэффициенты Ci , el ,  i = 1+4. Аналогичный вид 
имеет также функция D . 
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Фазовые функции ф и е в волновых решениях (7 .53) 
опр�еляются соответственно из уравнений 

tg ф _ С3 cos (Q1t + 83) + С4 cos (02t + 8J . (7 . 68) 
- С1 cos (Q1t + 81) + С2 cos (02t + 82) • 

tg е = х1сз cos (Qlt + 83) + Х2С4 cos (Q2t + 84) 
Х1С1 cos (Q1t + 81) + Х2С2 cos (02t + 82) 

Из соотношений (7 .67) , (7 .68) следует, что в зависимости 
от задаваемых начальных условий для оболочки и жидко
сти могут быть реализованы самые разнообразные волно
вые формы движения оболочечно-жидкостной системы, в том 
числе и рассматриваемые выше движения , соответствую
щие частным решениям (7 . 56) , (7 .63) , (7 . 65) . Это могут быть 
движения типа «простой» (� = ё = О) и со сложным релье
фом стоящей волны (как в оболочке, так и в жидкости) , 
движение типа «простой» и «сложной» (с переменными 
амплитудой и фазой) бегущей волны и т. д. 

В качестве иллюстрации на рис .  7 .2 ,  7.3 прив�ены ре
зультаты численного интегрирования уравнений (7 .55) ме-
тодом Рунге - Кутта при раз- Р. 
личных начальных условиях . 

12 
'В 

В частности , на рис. 7 .2 , 4 
а, в, 7 .3  представлены графики 4� 
функций е (t) , D (t) и А (t) , ао 
когда начальное состояние 
оболочки с жидкостью соот· 
ветствует реализации состоя-

qv 

ния типа «стоячая волна» в 
жидкости и «бегущая волна» на 
поверхности оболочки . Для 
оболочки с параметрами 

r/8/tf!,г-----r-------т-----, patlfc 

Рис. ?,2 
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(2 . 1 1 1 ) ,  заполненной водой на zна'м 
3 глубину ho = тl, были заданы 

следующие начальные условия :  
А (О) = О ,  1667 · 10-3 м; А (О) = 
= О; '!' (О) = О; ф (О) = 
= 1 362,9 рад/с; D (О) = 0 ,533 х 
х 1 0-1 м; Ь (О) = О ,  е (О) = 
= О, ё (О) = О . Согласно по
лученным численным данным 
в течение анализируемого ин

5 

1/ 

� 
"" i'-.. 

1, 1/1/ !.88 
Рис. 7 .3  

' 
'-.. \ 

тервала времени амплитуда бегущей волны в оболочке А (t) 
практически остается постоянной , равно как и вид функции 
ф (t) . При этом , как следует из рис .  7 .2, в,  функция А (t) 
представляет собой периодическую функцию, однако ее сред
нее значение равно нулю , что обусловливает практически 
постоянство А (t) .  Как видно из графика рис. 7 .2 ,  а, на сво
бодной поверхности жидкости бегущая волна в обоJючке 
индуцирует также бегущую волну в жидкости с возрастаю
щей средней скоростью u (t) (кривая 1) и уменьшающейся 
амплитудой D (t) , так как е (t) «черпает» энергию из D (t) . 

На рис.  7 . 2 , б приведен график функций D (t) для случая , 
когда начальные условия соответствуют реализации движе
ния типа «бегущая» волна как в оболоЧке, так и в жидкости: 
А (О) = О ,  1 667 · 1 0-3 м; А (О) = О; ф (О) = 1 362 ,9 рад/с; 
D (О) = 0 , 1 667 · 1 0-1 м ;  D (О) = О; е (О) = 1 362 ,9 рад/с. 

Как следует из графика , амплитуда колебаний свобод
ной поверхности жидкости монотонно возрастает, при этом 
численное значение е (t) резко падает от 1362 ,9 рад/с до 
1 6  рад/с. Таким образом , «бегущая» волна на поверхности 
жидкости с течением времени характеризуется параметра
ми , свойственными волновому процессу в· жидкости , со
держащейся в жестком сосуде. Что же касается «бегущей» 
волны в оболочке, то в исследуемом интервале времени 
последняя сохраняет начальные значения амплитуды и фа
зовой скорости . Поэтому рост амплитуды волны в жидкости 
D (t) обусловлен уменьшением фазовой скорости е (t) . 
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§ 7.3. Периодическое воздеjiствие 
нв обопочку с жидкостыо 

До сих пор волновые формы движения свобод
ной поверхности жидкости и оболочки , в которой она со
держится , рассматривались в предположении отсутствия 
постоянно действующих внешних возмущающих сил , кото
рые могли быть приложены либо к оболочке, либо к свобод
ной поверхности, лИбо и к оболочке и к жидкости . Иными 
словами,  взаимодействие оболочки и жидкости исследова
лось при «свободном» движении совокупной упруго-жидкос
тной системы, обусловленном заданием некоторых началь-
·ных условий .  / 

Представляет интерес задача о «вынужденных» движе
ниях этой системы , когда она подвержена действию пери-_ 
одических нагрузок, частоты которых могут «резонировать» 
с собственными частотами всей системы. Рассмотрим крат
ко одну из таких задач, полагая что периодическая нагруз
ка q = q (х , у , t) приложена непосредственно к оболочке, 
действуя по нормали к ее боковой поверхности . На торце
вых сечениях оболочки реализуются условия шарнирного 
опирания . 

Поскольку исходная постановка краевой гидродинами
ческой задачи , как и ранее, предполагается линейной , для 
решения этой задачи воспользуемся принципом наложения -
суперпозиции .  В соответствии с ним представим функцию 
прогиба оболочки w и возмущенную форму свободной по
верхности жидкости � в виде 

w = w1 + w2; � = �1 + �2 , (7 . 69) 
где w1, �1 - общее решение «однородной» системы урав
нений в частных производных (7 . 1 ) (когда q == 0) , а w2, 
�2 - некоторое частное решение этих уравнений в пред
положении q =F О. Для упрощения задачи рассмотрим од· 
ночленные аппроксимации функций Wt ,  61 , i = 1 , 2 , 
т. е. положим 

W1 = а1 (t) cos [sy - 'Ф1 (t)] sin �n х; 

�1 = D1 (t) cos [sy - el (t) ] Jn (�п.jГ} ; (7 . 70) 

W2 = а2 (t) cos [sy - 'Ф2 (t) ] sin �n х; (7 . 7 1 )  

1 92 



Тогда неизвестные функции времени at ,  dt , 'Фt и et надле
жит определить из следующих систем нелинейных урав-
нений:  -• .  • 7 -

а1 + (ro2 - 'ФI) а1 = - gD1 cos а1; 

а1�1 + 2а1�1 = - gD1 s in a1 ; 
. .  2 ' 2 -
D1 + (roo - ·  81)  D1 = - ygD1 - yro2a1 cos а1; 
D1-61 + 2D181 = yro2a1 s in а1 (а1 = 81 - 'Ф1) ; 

. .  . 2 
а2 + (ro2 - 'Ф2) а2 = 

D 1 ( ( 1 ) (2) • 
= - g 2 COS Gt2 + ph�n,m qn,m COS 'Ф2 + qn,m SШ '1/'2); 

а2�2 + 2a21ji2 = 

1 ( (2) ( 1 )  i ) 

(7.72) 

= - gD2 sin а2 + h�п,m qп,m cos 'Ф2 -- qп,m s n 'Ф2 ; 
. .  р 2 ' 2 (7 . 73) 
D2 + (roo - 82) D2 + . .  • 2 . .  - • • + у [(а2 - а2'Ф2) cos сх2 + (а2'Ф2 + 2а2'Ф2) sш сх2) = О; 

D2ё2 + 2DsfJ2 = . .  • • .. . 2 
= у [ (а2'Ф2 + 2а2'Ф2) cos сх2 - (а2 - а2'Ф2) sin сх2) = О 

(сх2 = еа - 'Ф2) . 

Для коэффициентов здесь использованы обозначения § 7 .2 , 
а также выражения (7 . 22) . 

Система (7 . 72) и ее возможные решения подробно были 
исследованы в предыдущем параграфе. Что же касается 
системы (7 .73) , то вид ее частных решений определяется 
законом изменения во времени и «распределения» по по
верхности оболочки внешней нагрузки q. 

Пусть нагрузка q = q (х, у ,  t) имеет вид окружной «вол
новой» функции 

q = Q cos (sy - Q0t) sin �1t х. (7 .74) 

В этом случае в (7 .73) следует принять 
1 1 ) Q n t (2) Q • n 1 qп,m = COS �'о ;  qn,m = SШ �'О" · (7.75) 
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При этом из уравнений (7 . 73) нетрудно получить для ампли
туд а2 и D2 стационарные решения вида 

Q (ffi5 - Q5) QjiQ а2 = ; D2 = - 0 (7. 76) ��n,mhp ��n,mhp ' 

а �ля фаз '1\'2 и 62 - решение 

'Ф2 = 62 = Qot. (7.77) 
В решениях (7 . 76) обозначено 

� = ( ro2 - Q5) ( (!)� - Q�) - gyQ� (7. 78) 
(предполагается � =1= 0) . 

Следовательно, чисто «вынужденное» движение оболоч
ки (не зависящее от начальных условий) , представляет со
бой в данном случае бегущую волну, которая , в свою 
очередь, индуцирует круговую волну в жидкости . Фазо
вые скорости обеих волн при этом равны между собой: 

v Ф  = Q�R • (7. 79) 

«Суммарное» движение оболочки (свободной поверхно
стИ жидкости) характеризуется наложением бегущих (кру· 
говых) волн со свободными и сопровождающими колебания· 
ми (см . § 2 . 4) . 

Из формул (7 .76) следует, что если частота внешнего 
возбуждения Q0 подобрана так ,  что совпадает с частотой 
собственных колебаний жидкости ro0 (ro0 = Q0) , то ампли
туды а2 и D2 получают такие значения :  

а2 = 0; D2 = _ Q (7 .80) gph�n,m 
Это означает, что оболочка , заполненная жидкостью, оста
ется неподвижной , хотя именно к ней по условиям зада
чи была приложена внешняя  периодическая нагрузка . 
Вносимая в систему оболочка - жидкость энергия пол
ностью израсходуется на реализацию круговой волны 
в жидкости , амплитуда которой достигает максимальных 
значений . Это явление называют «антирезонансом» , его 
принцип положен !1 основу устройств динамических гаси
телей колебаний (виброгасителей) * .  

Пусть теперь � = О .  Как следует из предыдущего па
раграфа , частота Q0 совпадает в данном случае с одной из 

* См. :  Тимошенко С, П. Колебан!fя в и нженерном деле,- М. , 
1967,- 444 с, 
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собственных частот системы оболочка - жидкость Q1 или 
Q2, где QI ,2 определяются формулой (7 .62) . Это обусловит 
резонансный режим движения как оболочки , так и своеод
ной поверхности жидкости . Вид решения для w2 и 62 за
висит от того , с какой из частот Q1 или Q2 «резонирует» 
внешнее возмущение. · 

Пусть Q0 = Q1• Поступим точно так же, как и в пре
дыдущем параграфе при построении общего решения . При 
этом примем во внимание лишь чисто вынужденные, про
исходящие с частотой Q0 колебания , имея в виду, что дру
гие виды колебаний (собственные и сопровождающие) с те
чением времени постоянно затухают (из-за неизбежных 
энергетических потерь) . В результате получим такие за
висимости : 

Ф1t (Q� - Q�) 
tg Ф3 (t) = 20 Ф ; Х2 = • 1 2 

tg Ф4 (t) = �: tg Ф3 (t) . 

(7 . 8 1 ) 

g 

(7 .82) 
g 

Динамический прогиб оболочки w2 и перемещение свобод
ной поверхности жидкости примут соответственно вид: 

w2 = [ :;,zxi 2 cos (sy - Q1t) -2 - Ql 
Фlt . 

( n t ] . mn; 
- 201 sш sy - �,1 sш -1 - х; 

6� = [ �zXs 2 cos (sy -- Q1t) Q2 - Q) 
- Ф;��1 sin (sy - Q1t) ] J n Фп.JГ). 

(7.83) 
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Таким о(разом , ампли гудные значения бегущих волн 
Б оболочке и жидкости с течением времени возрастают (ре· 
жим «прогрессирующей» бегущей волны) . Однако , если 
учесть силы диссипации энергии (конструкционное демп
фирование в материале оболочки или силы вязкости Б 
жидкости) , то для амплитуд а2 и D2 получим некоторые конеч
ные значения , совпадающие по форме с выражениями,  
приведеиными в § 2 .4 .  

В заключение приведем еще частные решения уравнений 
(7 .73) при другом представлении динамической нагрузки q:  

q = (Q1 cos sy + Q2 sin sy) sin �л х cos Qof. 

При отсутствии резонансов в системе вместо (7 . 7 1 ) ,  с уче
том (7 .76) и (7 .77) , в данном случае имеем 

ro5 - Q6 mn W2 = (Q1 cos sy + Q2 sin sy) sin -z - х cos Qof; (7 .84) 
�ph�n ,m 

yQ2 
�2 = - 0 

(Q1 cos sy + Q2 sin sy) Jn (�njГ) cos Quf (7.85) �ph�n,m _ 
при д ;:;f= О; 

W2 = [ 2�11Qt sin Q1t + Ф2 cos Q1t] х (Q� - Qт> Q 
Х (Q1 cos sy + Q2 sin sy) sin �л х; 

t [ Ф1Х1t . � t + Ф2Х2 n tl '<>2 = 2g Q Slll 1 2 2 COS � 'l Х 
- 1 (Q2 - Ql) Q . 

Х (Q1 cos sy + Q2 sin sy) Jn (�пjГ) 
при резонансе D0 = QI· 

Постоянные значения Ф1 ,  Ф2 ,  Х1 , Х2 даны в соотноше
ниях (7 .82) . Следовательно , «вынужденное» движение обо
л:;чки и свободной поверхности жидкости соответствует 
стоячей волне с постоянной или возрастающей со временем 
амплитудами в зависимости от того , реализуется ли в си
стеме резонанс или отсутствует. 

Не представляет особых трудностей получить соответ
ствующие решения для w2 , �2 в случае резонанса Q0 = D2• 
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§ 7.4. Нелинейное взаимодействие 
обоnочки с жидкостью 

Рассмотрим кратко нелинейную задачу о вынуж
денных колебаниях оболочки с жидкостью, полагая , что 
«нелинейность» исследуемой упруго-жидкостной системы 
обусловлена большими градиентами смещений лишь обо
лочкИ .  Колебания свободной поверхности жидкости будем 
предполагать соответствующими линейной теории .  В рам
ках линеаризированных представлений формулируем и со
ответствующие граничные условия для жидкого наполни
теля . 

Ограничимся анализом не.аинейных колебаний системы 
оболочка - жидкость , соответствующих некоторой одной 
из собственных частот совокупной системы . Обозначим эту 
частоту через Qk· Очевидно , что она должна быть корнем 
приведеиного в §  7 . 1 характеристического уравнения (7 .27) . 
составленного д.ТJя конечного числа членов в разложениях 
функций динамического прогиба w и возмущения свободной 
поверхности жидкости �· 

Уравнения движения оболочки примем в виде (7 . 1 ) ,  
полагая w0 = О (рассматривается оболочка идеальной фор
мы) . Используя при этом результаты исследований , изло
женные в § 7 .2 ,  динамический прогиб w аппроксимируем 
таким разложением : 

w = ta.• (х, у, t) = �k (t) w!·k (х, у) +  'Yik (t) w�·k (х. у) ,  (7. 86) 

где �k (t) , 'Yik (t) - обобщенные перемещения оболочки, от
вечающие выбранной собственной частоте Qk; wJ·k , i = = 1 ,  2 ,- соответствующие собственные формы этой обо
лочки, причем 

N,  n,k ( ) С \.-., Х . тл w1 х, у = 1 cos sy .l..J k,m SlП -1 - х; 
m= l  

N ,  n,k ( ) С . � Х . тл w2 х, у = 2 sш sy .l..J k,m sш -1 - х, 
m=l 

(7 .87) 

где N1 - количество удерживаемых в ряде (7 .4) собствен
ных форм соответствующей «сухой» оболочки; Xk,m - эле
менты фундаментальной матрицы ,  с помощью которой осу
ществляется переход к главным координатам в линейной 
системе уравнений движения оболочечно-жидкостного 
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объекта (см . выражение (7 .36)) . Волновой параметр n в (7 .87) 
предполагается фиксированным (n = n* ) .  

Таким образом, прогиб оболочки w выражается непо· 
средственпо через формы ее изгибных колебаний , найден· 
ных с учетом взаимодействия с жидкостью. Обычно при 
решении нелинейных задач динамики оболочечно-жид· 
костных систем используется упрощенный подход, заклю
чающейся в том, что в качестве базисных функций оболочки 
с жидкостью используются формы собственных колебаний 
этой оболочки без жидкости , причем рассматривается 

� одна , иногда две формы . Такой подход может в ряде слу· 
чаев привести к существенным погрешностям в определе
нии нелинейных динамических характеристик совокупной 
упруго-жидкостной системы . 

Подобно разложению (7 .86) следует представить и де· 
формацию свободной поверхности жидкости , выражая ее 
через формы колебаний этой поверхности , найденные с уче
том взаимодействия жидкости с упругой оболочкой : 

� = 6 (х, у ,  t) = �k (t) s�.>k (r , у) + 'I'Jk (t) s�)k (г , у) . (7 .88) 

Здесь обозначено 
Nв 

s�k (г, у) = Са cos sy :Е Xk,N,+iJ n (�п.JГ} ;  
j=! 
No 

s�k (Г, у) = C4 sin sy :Е Xk,N,+iJп (�п.jГ} , 
j=! 

(7 .89) 

N2 - количество собственных форм жидкости , удержива· 
емых в ряде (7 . 18) при n = n * . 

Используем в дальнейшем волновые представления функ· 
ций w (7 .86) и (7 .88} , полагая 

где 

Nt 
w = А (t) cos [sy - 'Ф (t)] � Xk,m sin �tt х; 

m=l 
N. 

� = А (t) COS [sy - 'Ф (t) ] :Е Xk,N,+/ n (�п. JГ} , 
j=l 

. . 

(7. 90) 

Пусть оболочка подвергается воздейсТвию внешней пе
ременной нагрузки , также «волновым» образом распреде· 
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ленной по боковой поверхности оболочки: 
N, 

q (х, у,  t) = Q � Хk,т sin �n х cos (sy - Qt); (7 . 92) 
т=l 

Q = const ;  (� = const. 

Для определения неизвестных функций А и \jJ примении 
метод Бубнова - Галеркина . С этой целью на основании 
второго уравнения (7 . 1 ) найдем функцию напряжений 
Ф с учетом .(7 .90) . Подставляя затем ее в первое уравне
ние (7 . 1 ) и выбирая в качестве весовых функций функции 

N, 
дw \....., • mn дА = cos (sy - '1') � Хk,т sш -1 - х; 

т=l 
N, дw А 

. ( •1') '-.., Х . mn дф = sш sy - '1' � k,т SlП -1 - х, 
т=l 

выводим уравнения Бубнова - Галеркина: 

+ А [ � ((l)g'т)2 Х�.т - ± � Xk.�J·тXk,N,+i] = 
т т J=l 

N, = � Х� т Q cos (•I, _ Qt) -� • ph�n ,т 't' 
N, 

- А 3 � � Xk,тa��':gsdXk,cXk,gXk,d ;  
т c,g,d 

(7. 93) 

(7 . 94) 

(7 .95) 

Здесь a���sd - постоянные коэффициенты, обусловленные 
геометрической нелинейностью оболочки и зависящие от 
физических и геометрических параметров этой оболочки. 

Если использовать обозначения 
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N, 
1 \., \.., х s,т х х х У = Т .l..J .l..J k,miY.scsgsd k,c k,g k,d; 
о т c,g,d  

N,  N 1  N 2  

(7 . 96) 

Ао = � х�.т + L L xk.тqs,n7xk,т, =/= О; 
т т 1 

где параметр �п,т определяется согласно (7 .22) , то уравне
ния (7 .95) можно представить в форме 

А + (d. - ф2) А + уАз = aQ cos ('ф - Qt) ; 

А� + 2Аф = aQ
.sin ('\' - Qt) . 

(7 . 97) 

С учетом замен (7 .9 1 )  на основании (7 . 97) получаем соответ
ствующие уравнения относительно обобщенных пере· 
мещений �k и 'll k : 

. ._ 2 2 2 
�k + Q.�k + Y�k (�k + 'llk) = aQ cos Qt; 
�k + �'llk + Y'llk (�� + '11%) = aQ sin Qt. (7 .98) 

Из сопоставления (7 .97) и (7 .98) становится очевидным, 
что параметр Q* '  определяемый соотношением (7 .96) , пред
ставляет собой не что иное, как частоту собственных коле
баний системы оболочка - жидкость Qk ,  о которой шла 
речь выше. Следовательно ,  в соотношениях (7 .97) можно 
положить Q* = Qk. 

Рассмотрим вначале случай , когда внешняя нагрузка на 
оболочку отсутствует, т. е. q = О.  Тогда умножение втора- . 
го уравнения (7 .97) на А и последующее его интегрирова
ние приводит к зависимости вида 

. 2 4 '\'2 = СоА- ; С0 = const. (7. 99) 
Так что первое уравнение (7 .97) можно записать в форме 

А + А (Q� - C�A-4) + уАЗ =  О. (7. 1 00) 

Если начальные условия рассматриваемой системы та
ковы , что ф (О) = О , то уравнение (7 . 1 00) упростится : 

А + QkA + уА3 = о. (7. 1 0 1 ) 

Поскольку нелинейный член здесь мал по сравнению с ли
нейными членами ,  то стационарное решение этого уравне
ния можно в соответствии с [3] записать так: 

(7 . 1 02) 
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где А0  - постоянная начальная амплитуда; 80 - началь· 
ная фаза ; 

(7. 1 03) 

- эквивалентная частота нелинейных колебаний оболоч
ки с жидкостью .  Таким образом , движение оболочки в дан
ном случае соответствует стоячей волне со сложным релье
фом, характеризуемым разложениями (7 .87) . Функция про
гиба w имеет вид 

N, 
W = А0 cos [Q (А0) t + 80] cos (sy - 'Фо) � Xk,m s in �:n: Х. 

т 
(7 . 1 04) 

В общем случае, когда � =/ж  О ,  уравнение (7 . 100) допус
кает следующf!:Й интеграл :  

)12 + ( Q�A2 + -v:4 + �� ) = С1 ;  С1 = const. (7. 1 05) 

(Для его получения необходимо умножить (7 . 1  00) на А . )  
Деформирование оболочки представляет бегущую окруж

ную волну, амплитуда которой А является функцией вре
мени и определяется из уравнения 

dA = + -. f С - (Q2 А а + уА4 + s_) dt - v 1 k 4 А2 • (7. 1 06) 

Для приближенного определения аналитической зави
симости А = А (t) можно применить метод усреднения 
Боголюбова непосредственно к уравнению (7 . 1  00) . Это 
уравнение, как было показано во второй главе книги , до
nускает при 'V = О точное решение вида 

(7 . 1 07) 

где М , У 1 , У 2 - некоторые Г!9стоянные интегрирования . 
Согласно общей идее асимптотических ме-тодов р ешение 
общего уравнения (7 . 100) , когда 'V =1= О ,  будем искать в виде 
(7. 1 06) , полагая У1 = У1 (t) и У2 = У2 (t) . Дифференци
альные уравнения для У 1 и У 2 , которьiе могут трактовать
ся как уравнения в стандартной форме, будут такими : 

d:1 = - V М2 + Yi 'V [ V М2 + YI + 
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+ У1 sin (2Qi + У2)] cos (2Qi + У2); 

dY [ V мz + у2 ] gk --af = 1 + у 1 1 sin (2Qi + У 2) у Х 

х rV М2 + Yi + yl sin (2Q,! + Уа)] . 

(7. 1 08) 

Производя операцию усреднения на основании (7 . 108) , 
получим dY1 = 0. dY2 = .2!_ Vм2 + у2 

dt ' dt 2Qk 1 ' 
Оiедовательно , 

z2 = const. 

(7. 1 09) 

(7. 1 1 0) 

Окончательно для функции динамического прогиба обо
.лочки w получим следующую зависимос1;ь: 

. . . .... 
+ Z1 sin [ (2Qk +  :Jk V M2 + Zi) t + z2] х 

N, 
Х � Xk,m sin �� x cos [sy - '/'1 (t) ] ,  (7 . 1 1 1 ) 

т 

nричем 

V М2 + ZI tg ( Qkt + �2 ) ± Z1 
1jJ1 (t) - ± arctg у2 м + Z3• (7. 1 1 2) 

Аналогично можно исследовать периодическое воздейст
вие на оболочку с резонирующей частотой Q � Qk· 
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