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ПРЕДИСЛОВИЕ

Математическая генетика представляет собой одну из
наиболее формализованных областей биологии. Она вклю-
чает в себя как построения, имеющие целью достигнуть
понимания характера эволюционного процесса, так и чи-
сто практические направления, используемые, например,
в животноводстве и растениеводстве, в задачах искусст-
венной селекции и др. В пределах одной книги трудно
осветить все области приложения математических методов
к генетическим задачам, поэтому наша книга посвящена
преимущественно эволюционному аспекту генетических
проблем. В первой части рассматриваются детерминист-
ские, во второй — стохастические модели математиче-
ской генетики. Представлены краткие сведения из гене-
тики, достаточные для понимания рассматриваемых задач.
Предполагается, что читатель владеет основами интег-
рального и дифференциального исчисления и качествен-
ной теорией дифференциальных уравнений. Авторами бы-
ли предприняты усилия, облегчающие возможность не-
зависимого чтения глав. Для понимания материала глал
III—IX части I, где возрастная структура популяций
не рассматривается, можно ограничиться прочтением
§§ 15, 16 главы II. В части II главы могут читаться не-
зависимо, если известны результаты главы X; если чи-
татель знаком с уравнениями диффузии, то можно огра
ничиться прочтением §§ 4—6 и 9 этой главы.

Каждая глава заканчивается библиографическими
ссылками и комментариями, составленными таким обра-
зом, чтобы читатель получил представление не только об
источниках происхождения изложенных методов и ре-
зультатов, но и о направлениях их дальнейшего развития
и обобщения.

Коротко о принятой в книге нумерации формул и па-
раграфов. При ссылках на формулы в пределах одной гла-
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вы номер формулы состоит из двух чисел — номера пара-
графа и номера собственно формулы. Если было необходи-
мо сослаться на формулу из другой главы, то первое чис-
ло есть номер главы, второе — параграфа и третье — фор-
мулы. Аналогично, ссылки на параграф в пределах одной
главы содержат лишь его номер, а при ссылке на пара-
граф из другой главы — еще и номер главы.

Из-за обилия используемых переменных не удалось
использовать символы алфавита только в одном смысле.
Однако в пределах параграфов и, в значительной мере,
глав каждый символ относится к одной переменной.

Главы I—VIII написаны Ю. М. Свирежевым, главы
IX—XIII - В. П. Пасековым.

И в заключение нам бы хотелось сказать несколько
слов об истории написания этой книги. В середине
60-х годов наш учитель, выдающийся биолог современно-
сти Николай Владимирович Тимофеев-Ресовский, выдви-
нул большую программу математизации популяционной
генетики и теории эволюции. В процессе реализации этой
программы появлялись главы нашей книги, каждая под-
робно обсуждалась. Николай Владимирович предлагал
концептуальную схему, а мы пытались перевести ее на
математический язык. Далее наступила очередь интерпре-
тации полученных результатов; в этой части работы его
роль была также огромной.

К сожалению, Николай Владимирович не дожил до
выхода в свет этой книги. Поэтому, выполняя свой долг,
мы посвящаем ее светлой памяти Николая Владимирови-
ча Тимофеева-Ресовского.

Ю. М. Свирежев, В. П. Пасеков



ЧАСТЬ I

ДЕТЕРМИНИСТСКИЕ МОДЕЛИ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ГЕНЕТИКИ

ГЛАВА I

КРАТКИЙ ОЧЕРК ТЕОРИИ МИКРОЭВОЛЮЦИИ
С НЕКОТОРЫМИ СВЕДЕНИЯМИ ИЗ ГЕНЕТИКИ

§ 1. История и personalia

Общая популяционная генетика является в настоящее
время идейной основой современной так называемой «син-
тетической» теории эволюции. Фундаментальный принцип
естественного отбора как основного фактора эволюции был
сформулирован Ч. Дарвином задолго от открытия меха-
низмов генетики. Незнание основных закономерностей на-
следуемости привело Ч. Дарвина к гипотезе о слитной на-
следственности, согласно которой задатки родителей пере-
мешиваются наподобие жидкостей в организме потомка.
В этом случае теория отбора наталкивается на серьезные
возражения, высказанные впервые Ф. Дженкинсом: скре-
щивание приводит к быстрой нивелировке наследствен-
ных различий, а в однородной популяции отбор не дей-
ствует (так называемый «кошмар Дженкинса»).

Лишь открытие в 1865 г. Г. Менделем основных зако-
нов передачи наследственных факторов от родителя к по-
томку, показавших их дискретность, позволило устранить
«кошмар Дженкинса», поскольку в результате дискретной
природы наследственности никакого «растворения» на-
следственных различий не происходит.

Менделевские законы стали известны в мировой науке
лишь после их вторичного открытия в 1900 г., независимо
друг от друга, Г. де Фризом, К. Корренсом и К. Черма-
ком. Дальнейшее развитие генетика получила в трудах
Т. Моргана с сотрудниками, экспериментально доказав-
шими, что основными носителями наследственной инфор-
мации являются хромосомы, в которых наследственные
факторы — гены — располагаются линейно. Затем накоп-
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ление экспериментальных фактов показало универсаль-
ность менделевских законов для всех организмов, размно-
жающихся половым путем.

Однако и после вторичного открытия законы Менделя
и дарвиновская теория естественного отбора оставались
двумя самостоятельными, никак не связанными направ-
лениями. Более того, происходило их известное противо-
поставление друг другу. И лишь к 30-м годам (см., на-
пример, классическую работу С. С. Четверикова «О не-
которых аспектах эволюционного процесса с точки зрения
современной генетики») было показано, что менделевская
генетика и дарвиновская теория естественного отбора не
только не противостоят друг другу, но и образуют новый
синтез — современную эволюционную теорию.

Одновременно с возникновением фундаментальной си-
стемы концепций общей популяционной генетики, с их
экспериментальной проверкой в лабораторных и природ-
ных условиях, происходило становление математической
популяционной генетики. Одной из первых работ в этом
направлении была работа известного английского мате-?
матика Г. Г. Харди (1908 г.). В дальнейшем произошел
настоящий «взрыв», когда число работ по математической
популяционной генетике начало стремительно расти.
(К настоящему времени библиография работ по математи-
ческой генетике насчитывает сотни названий.)

Тогда же сформировались два основных подхода к за-
дачам популяционной генетики. Первый, так называемый
«детерминистский» связан в основном с работами
Дж. Б. Холдена и Р. А. Фишера. При этом подходе по-
пуляции предполагаются достаточно большими, флуктуа-
циями фазовых переменных пренебрегают и весь процесс
эволюции популяций описывается изменением средних
величин этих переменных во времени. В качестве фазо-
вых переменных обычно используются концентрации или
частоты как самих генов, так и некоторых их комбинаций
(гамет или зигот) в популяции. Модель обычно описывает
изменение этих концентраций или частот под действием
таких факторов, как отбор, миграция, нарушение пан-
миксии и т. п. Сами факторы задаются некоторыми пара-
метрами, входящими в правые части разностных или диф-
ференциальных уравнений модели. Например, коэффици-
енты отбора являются параметрами, задающими давление
отбора на различные генотипы. По сути дела, детермини-
стские модели являются динамическими моделями, где
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популяция представляется некоторой динамической систе-
мой, поведение которой как под действием различных
внешних воздействий, так и при изменении внутренних
закономерностей функционирования системы описывается
траекторией в фазовом пространстве частот — единичном
симплексе, расположенном в положительном ортанте.

Второй подход к задачам популяционной генетики, так
называемый «стохастический» берет свое начало с работ
С. Райта и Р. А. Фишера. При этом подходе изменение
числа генов или их комбинаций в популяции рассматри-
вается как марковский процесс. Здесь уже не требуется
предположения о достаточно большой популяции, и сто-
хастические модели с успехом применяются для анализа
генетических процессов в малых популяциях (точнее,
в популяциях конечной численности), где флуктуации за
счет слз'чайности выборки (так называемые «генетико-ав-
томатические процессы» или «генный дрейф») могут быть
значительными.

Эти два подхода в достаточной степени отличаются
друг от друга как по структуре моделей, так и по исполь-
зуемому математическому аппарату. Если в детермини-
стском подходе это качественная теория интегральных,
дифференциальных и разностных уравнений и теория
устойчивости, то в стохастическом это методы теории слу-
чайных процессов (в основном методы цепей Маркова и
диффузионного приближения).

По этой причине наша книга состоит из двух более
или менее самостоятельных частей, довольно заметно от-
личающихся друг от друга по используемому в них ма-
тематическому аппарату. Но это в значительной степени
формальное различие, поскольку два основных подхода
в популяциопной генетике вовсе не противоречат друг
ДРУгу; они отражают две различные стороны одного и
того же явления — эволюции популяций живых организ-
мов. Если популяции достаточно велики, давление отбора
выражено достаточно сильно, действие других факторов
также весьма ощутимо, то поведение популяции на до-
статочно большом промежутке времени (большое число
поколений) можно рассматривать как поведение некото-
рой динамической системы и описывать его детермини-
стской моделью. Если же давления отбора, мутационного
процесса, миграции и других факторов слабы и практиче-
ски не изменяют концентрации генов в течение одного
поколения, а сама популяция имеет малую численность,
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то поведение популяции на достаточно малых временных
промежутках (малое число поколений) в весьма большой
степени определяется случайными факторами. По сути
дела, стохастические модели нужно применять в том слу-
чае, когда типичные скорости направленных эволюцион-
ных изменений трудно уловить; тогда основную роль при-
обретают случайные воздействия (например флуктуации
численности популяции).

Вообще, проблема соотношения детерминистского и
случайного в эволюции является одной из основных проб-
лем современной эволюционной теории. Высказываются
самые крайние точки зрения, подкрепляемые зачастую
весьма наукообразными и модернистскими рассуждения-
ми. Сама же проблема, по-видимому, столь же древняя,
как и история человечества. Как только человек стал
задумываться о своем месте в меняющемся мире и о
своей собственной эволюции, сразу же возникли две точки
зрения. Одна из них, связанная с восточной философией,
ее фатализмом и верой в предопределение, движущей си-
лой развития считала Случай. «Опять видел я под солн-
цем, что не в воле проворных бег, не в воле храбрых
война, равно как не у мудрых хлеб, также и не у разум-
ных богатство и не у знатоков снискание благоволения;
но судьбе и случаю подчинены все они»*).

Вторая же точка зрения, тесно связанная с эллинисти-*
ческим аристотелевским мировоззрением, была принци-
пиально детерминистской '(мы думаем, что другой и не
могло возникнуть в упорядоченном греко-римском мире
эпохи расцвета).

«В пору ту многие виды животных должны
были сгинуть

И не могли свою жнзпь продолжать, размножая
потомство.

Виды же те, что доныне вдыхают живительный
воздух,

Испокон века от гибели племя свое сохраняют
Хитростью, или отвагой, или же ловким про-

ворством»**).
Математическая теория микроэволюции и математиче-

ская популяционная генетика представляют собой обла-
сти биологии, куда количественные методы проникли наи

*) Библия. Экклезиаст.
**) Лукреций Кар «О природе вещей».
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более глубоко, настолько, что их даже можно считать вет-
вями прикладной математики. Благодаря алгебраической
природе менделизма современная теория микроэволюции
и популяционная генетика являются в очень большой сте-
пени формализованными системами.

Однако, прежде чем перейти к изложению этих си-
стем, мы хотим дать своеобразное биологическое введение
в проблемы микроэволюции и популяционной генетики.
Эта часть очень важна как для понимания существа
проблемы (т. е. каким образом, из анализа какого при-
родного явления возникают рассматриваемые нами далее
формальные задачи), так и с точки зрения терминологи-
ческой, поскольку даже формальные задачи содержат чисто
биологическую терминологию. Более того, в книге будут
встречаться и описания биологических экспериментов —
проверка наших умозрительных построений и напоми-
нание о реальном существовании объекта моделиро-
вания.

И в заключение нам бы хотелось привести высказы-
вание известного английского биолога К. Уоддингтона *).
Оно, как нам кажется, очень хорошо определяет значение
таких работ, как наша, и их место в ряду исследований,
посвященных проблеме эволюции.

«Математико-генетическая теория естественного
отбора в значительной степени неприложима к
практике, поскольку в ней рассматриваются
переменные..., значения которых почти невоз-
можно определить. Но никто в настоящее вре-
мя не сможет отрицать огромного значения по-
добных теорий для создания общей схемы кон-
цепций, в рамках которой наши представления
об эволюционном процессе могли бы развивать-
ся, не подвергаясь большой опасности впасть
попросту в туманное многословие.»

§ 2. Концептуальная модель микроэволюции

Развитие любой количественной теории, использующей
те или иные математические модели, невозможно без
концептуальных схем, которые, по сути дела, представ-
ляют собой те же модели, но сформулированные на обыч-

*) У о д д и н г т о н К. (Waddington С. Н.). Морфогенез и ге-
нетика. Пер. с англ.— М.: Мир, 1964.
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ном, а не формальном языке. Наша задача облегчается
тем, что такая система была построена к 30-м годам на-
шего века — это теория микроэволюции. Здесь мы дадим
лишь краткое ее изложение, следуя идеям выдающегося
русского биолога Н. В. Тимофеева-Ресовского.

Микроэволюция имеет дело лишь с исходными пуско-
выми механизмами эволюции. Конечной же стадией мик-
роэволюции является начало видообразования — макро-
эволюция. Процессы микро- и макроэволюции протекают
с различными скоростями и имеют разные характерные
времена. Мы уже многое знаем о микроэволюционных яв-
лениях и факторах и можем описывать этот процесс ко-
личественно достаточно надежно. К сожалению, этого
нельзя сказать о макроэволюции, поэтому она остается
за рамками нашей книги.

§ 3. Элементарная эволюционная структура
н элементарное эволюционное явление

Жизнь представлена на нашей планете иерархической
системой дискретных форм. На низшем уровне находятся
виды, которые далее более или менее естественно объеди-
няются как по сходству некоторых признаков, считаемых
существенными, так и по общности происхождения (фи-
логенетическое родство) в категории более высоких по-
рядков (роды, семейства, отряды, классы, типы). Вид,
являясь основной категорией этой системы, характеризу-
ется практически полной в природных условиях биологи-
ческой изоляцией от других, даже близких видов, т. е.
особи из двух различных видов либо не могут скрещи-
ваться, либо их потомство нежизнеспособно или бесплод-
но. В то же время особи внутри вида свободно скрещи-
ваются и производят вполне жизнеспособное потомство.
Каждый вид населяет определенную территорию или ак-
ваторию — обладает определенным ареалом распространен
ния. Внутри ареала особи каждого вида никогда не бы-
вают распределены равномерно; они всегда образуют со-
вокупности разной численности, отделенные друг от друга
пространствами, либо совсем не заселенными особями
данного вида, либо с заметно меньшей плотностью на-
селения. Такие совокупности обычно называют популя-
циями. Популяция — это совокупность особей, в течение
многих поколений занимающих определенный ареал,
внутри которой в той или иной степени осуществляется
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панмиксия (случайное свободное скрещивание) и которая
отделена от таких же соседних совокупностей той или
иной степенью изоляции. Очевидно, что это определение
весьма широко и обладает достаточной степенью общно-
сти. В то же время популяции в этом смысле являются
реально и исторически существующими, далее разумно
неподразделимыми сообществами организмов в пределах
каждого вида. Они являются элементарными репродуктив-
ными группами и, в этом смысле, элементарными эволю-
ционными структурами, без изменения наследственного
состава которых невозможно протекание какого бы то ни
было эволюционного процесса.

Все популяции благодаря постоянному возникновению
наследственных изменений и скрещиванию гетерогенны
по наследственному составу особей. Следовательно, в лю-
бой момент времени генотипический состав популяции
может быть охарактеризован общей численностью попу-
ляции и распределением частот различных содержащихся
в ней генотипов. Если внешняя среда постоянна, то по-
пуляция может находиться в состоянии относительного
динамического равновесия, так что в течение многих по-
колений как средняя численность, так и генотипический
состав популяции не меняются. Но при достаточно силь-
ном или длительном изменении условий среды такое ди-
намическое равновесие может быть нарушено и популя-
ция перейдет в другое состояние. При этом распределение
генотипов изменится. Подобное изменение генотипическо-
го состава популяции, при котором популяция из одного
более или менее длительного состояния динамического
равновесия переходит в другое, будем называть элемен-
тарным эволюционным явлением (или, более коротко, эво-
люцией популяции).

§ 4. Элементарный эволюционный материал

Для осуществления любых эволюционных изменений
необходима наследственная гетерогенность популяций.
Естественно, возникает вопрос — что представляют собой
элементарные единицы наследственной изменчивости, мо-
гущие служить элементарным эволюционным материалом?
Такие наследственные изменения должны прежде всего
затрагивать все признаки и свойства, способные изме-
няться у данного вида организмов; при этом изменения
должны происходить в разных направлениях, т. е. пред^
2 Ю. М. Свирежев, В, П. Насекав 17



ставлять собой ту «неопределенную наследственную из-
менчивость», которую Ч. Дарвин постулировал в качестве
одной из основных предпосылок своей теории эволюции.
Эти изменения должны постоянно появляться у всех жи-
вых организмов, и они должны встречаться во всех при-
родных популяциях. И наконец, установимые путем
скрещиваний наследственные различия между уже су-
ществующими в природе таксонами (сортами, расами,
подвидами), должны сводиться к комбинациям этих эле-
ментарных наследственных изменений.

Из огромного экспериментального материала нам из-
вестен единственный тип наследственной изменчивости,
удовлетворяющий этим условиям,— мутации. Спонтанно
возникающие у всех живых организмов мутации насле-
дуются далее по менделевским законам. Поэтому мы мо-
жем считать, что элементарным эволюционным материа-
лом являются достаточно хорошо известные нам пз экспе-
риментальной генетики различные типы мутаций.

Число типов различных мутаций (в связи с большим
числом разных генов) у всех, даже просто организованных
живых организмов весьма велико, поэтому вероятности
возникновения каких-либо определенных типов мутаций
весьма малы (10~5—10~7). Большинство возникших му-
таций сразу же отметаются отбором, и лишь очень немно-
гие из них имеют шансы закрепиться в популяции. Это
указывает на то, что генотипы живых организмов весьма
стабильны, будучи, по-видимому, в процессе длительного
естественного отбора стабилизированными на определен-
ном оптимальном (с эволюционной точки зрения) уровне.
Если бы генотипы были слишком лабильными структура-
ми, реагирующими на любые изменения природных ус-
ловий, то целенаправленный эволюционный процесс ока-
зался бы практически невозможным: наследственные
свойства организмов постоянно изменялись бы при изме-
нении различных факторов и условий.

§ 5. Элементарные эволюционные факторы

Мы различаем четыре элементарных эволюционных
фактора: мутационный процесс, популяцпонные волны
(«волны жизни»), изоляция и отбор.

Мутационный процесс, характеризующийся средней
частотой возникновения мутаций и их качественным
спектром, в силу своей случайной ненаправленной приро-
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ды является лишь фактором-поставщиком элементарного
эволюционного материала.

Популяции всех живых организмов испытывают коле-
бания численности, амплитуда которых (например, у ви-
дов с коротким жизненным циклом) может быть очень
велика. Так, у насекомых отношение максимума к мини-
муму может достигать величин 106. Во время резкого
уменьшения численности происходит случайный (не за-
висящий от свойств генотипов) отбор. Полученное таким
образом случайное изменение распределения генотипов в
популяции, служащей «стадом-воспроизводителем» для
нового пика численности, попадает под быстрое и интен-
сивное действие направленного отбора, вследствие чего
при помощи этого механизма в популяции закрепляются
мутации и генотипы, имевшие вначале пренебрежимо ма-
лые концентрации. Следовательно, популяционные волны,
резко отличаясь по своей природе от мутационного про-
цесса, являются, как и последний, фактором-поставщиком
эволюционного материала, который с помощью случайно
действующего механизма уничтожает часть содержащих-
ся в популяции мутаций, а остальные переводит в иные
условия отбора; все это повышает вероятность закрепле-
ния относительно редких мутаций и генотипов.'

Третьим элементарным эволюционным фактором явля-
ется изоляция. Под изоляцией мы понимаем любую сте-
пень и форму нарушения панмиксии (случайного свобод-
ного скрещивания). Изоляция закрепляет все, по любым
причинам возникшие генотипические различия в преде-
лах популяции или между различными популяциями. Без
изоляции все вновь возникшие внутри- и межпопуляци-
онные различия нивелируются скрещиванием и переме-
шиванием. Изоляция является, следовательно, фактором,
ускоряющим и даже осуществляющим дифференциацию
одной популяции на две или несколько и появление новых
форм. Форм изоляции может быть множество, но все
их можно разделить на два основных типа — территори-
альные и биологические. Территориальные формы весьма
разнообразны и определяются внешними условиями (на-
пример, изоляция островных фаун и флор). Все же формы
биологической изоляции обусловлены, в конечном счете,
генетическими различиями между соответствующими осо-
бями, т. е. причинами, лежащими не вне, а внутри самих
организмов (например, стерильное или нежизнеспособное
потомство межвидовых гибридов). Хотя изоляция и яв-
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ляется фактором, способствующим возникновению разли-
чий и поддерживающим их, но сама по себе она не мо-
жет служить направляющим фактором эволюции.

Наконец, последним и самым важным элементарным
фактором эволюции является естественный отбор. Прин-
цип и наличие в природе естественного отбора были уста-
новлены Ч. Дарвином. Предпосылками неизбежности
естественного отбора являются следующие основные свой-
ства живых организмов. Всем живым организмам, хотя
и в разной степени, свойственно явление перепроизвод-
ства потомства. Очевидно, что для поддержания постоян-
ной численности популяции пара особей предыдущего
поколения должна в среднем оставлять только пару по-
томков. Однако все виды живых организмов производят
много больше потомков на пару (у некоторых растений,
насекомых и рыб число «детей» на пару родителей до-
стигает тысяч, десятков и сотен тысяч и даже миллио-
нов). Из перепроизводства потомства неизбежно следует
борьба за существование. Вторым свойством живых орга-
низмов является наличие у них наследственной изменчи-
вости, нами выше уже рассмотренной; это неизбежно ве-
дет к неидентичности, а следовательно, в определенных
условиях и неравноценности особей. Из этого же в свою
очередь неизбежно следует, что разные особи в условиях
жесткой конкурентной борьбы должны иметь различную
вероятность достижения репродуктивного возраста. В об-
щей форме давление (количественная сторона действия)
отбора измеряется тем, например, насколько вероятность
достижения репродуктивного возраста у одной генетиче-
ски определенной формы выше или ниже по сравнению
с другой. Мы знаем, что мутации и их комбинации могут
обладать весьма различными относительными жизнеспо-
собностями (по сравнению с исходной формой) в разных
условиях внешней генотипической, популяционной и био-
геоценотической среды; это значительно повышает и рас-
ширяет потенциальные возможности отбора. Принцип вы-
живания наиболее приспособленных определяет «движе-
ние» генотипической структуры популяции в сторону
«улучшения» всей популяции в целом. Этот принцип ука-
зывает на то, что естественный отбор является единствен-
ным направляющим элементарным эволюционным факто-
ром, способным в комбинации с тремя остальными созда-
вать адаптацию, дифференцировку, специализацию и ко->
ординацпю частей и органов в онтогенезе, тем самым
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создавая то, что мы называем направленностью и прог-
рессом в эволюции живых организмов.

Любопытно отметить, что сам принцип отбора из не-
которого множества (траекторий, комбинаций, особей п
т. п.), удовлетворяющего какому-либо критерию подмно-
жества, и дальнейшее «движение» по нему — это прин-
цип, общий для всех эволюционирующих систем. Прин-
ципы отбора (вариационные принципы) положены в ос-
нову механики, физики. При этом из всего множества
траекторий оставляется только одна, «наилучшая» по
некоторому критерию траектория. В биологии же каждому
множеству допустимых траекторий (возможных путей
эволюции) ставится в соответствие некоторое оптимальное
распределение, и выбор дальнейшего пути носит до из-
вестной степени вероятностный характер. Другими сло-
вами, в каждый момент времени биологическая система —
популяция — имеет несколько различных возможностей
своего дальнейшего эволюционирования, по реализуется
лишь один путь.

Эти четыре элементарных эволюционных фактора мож-
но разбить по характеру их действия на три группы: му-
тационный процесс и популяционные волны являются
«поставщиками» эволюционного материала, изоляция —
«инициатор и закрепитель» внутринопуляционных и меж-
популяционных групповых различий (основной фактор
дифференциации форм), а естественный отбор является
«направляющим и творческим» фактором эволюции (соз-
дающим адаптации, переходы на более высокие уровни
взаимоотношений организмов со средой и, в результате
всего этого, эволюционный прогресс).

§ 6. Законы наследственности. Элементарное введение

Вся современная генетика развилась из законов, от-
крытых Г. Менделем в 1865 г. Эти весьма простые и яс-
ные законы формулируются в терминах частот и явля-
ются по существу вероятностными. Поскольку для наших
целей достаточно лишь самых общих сведений из гене-
тики, то изложение будет очень схематичным, сильно
упрощающим истинную картину такого сложного при-
родного явления, как наследственность.

В каждой клетке любого организма данного вида со-
держится определенное число хромосом — материальных
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носителей наследственной информации. У человека, напри-
мер, их 46. Хромосомы диплоидных особей парны; каждой
всегда соответствует ей гомологичная. Любая хромо-
сома состоит из расположенных в линейной последова-
тельности элементарных единиц — генов; каждый ген
контролирует наследование одного или нескольких при-
знаков. Гомологичные хромосомы имеют одинаковую по-
следовательность генов. Гены определенных признаков ле-
жат в определенных местах хромосомы, называемых ло-
кусами. Любой признак (например цвет глаз) у особей
может проявляться по-разному; говорят, что ген может
находиться в нескольких состояниях, называемых аллеля-
ми. Иногда сами эти состояния гена называют генами.

Процесс размножения состоит из двух этапов: фор-
мирования половых клеток — гамет и оплодотворения.
Постоянство числа хромосом обеспечивается происходя-
щим при созревании гамет процессом мейоза — двух по-
следовательных клеточных делений, при которых число
хромосом уменьшается вдвое. Таким образом, гаметы име-
ют вдвое меньшее число хромосом {гаплоидный набор),
чем другие клетки {диплоидный набор). Для простоты
предположим, что клетка содержит только одну хромо-
сомную пару: &{Аа) — у самцов и 2{Аа) — у самок, где
А — хромосома, а — гомологичная ей хромосома. На рис. 1:

а) Мужская и женская клетки с двумя хромосомами
А и а. Тетрады уже образовались: каждая хромосома
представлена двумя сестринскими хроматидамн —
А(А{, А2), a{aif а2).

б) Те же клетки, но с разорванными хроматида-
ми. Хроматиды Аг и a t перекрутились и в месте пере-
креста порвались. Образовавшиеся части аи, а12, A2i, Агг

начинают двигаться более или менее независимо друг от
ДРУга.

в) Начинается первое деление мейоза. Если у самцов
гомологичные хроматиды обменялись участками, то у са-
мок обмена не произошло и хроматиды те же, что и были.

г) Закончилось второе деление мейоза и образовалось
по четыре гаметы. Если у самцов все гаметы различны,
то у самок можно выделить только два типа гамет.

д) В результате слияния двух случайным образом вы-
бранных гамет образуется новая клетка — зигота.

В начале мейоза каждая хромосома удваивается и об-
разуется тетрада (рис. 1, а), состоящая из четырех хро-
мосомных нитей — хроматид. Удвоенная хромосома на-
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зывается диадой, а составляющие ее хроматиды — се-
стринскими. В следующей стадии происходит перекручи-
вание хроматид н, как следствие этого, разрывы в иден-
тичных участках гомологичных хроматид. Разрыв про-
исходит с определенной вероятностью в любом месте

<а2

а)

Рис. 1. Процесс мейоза и оплодотворение.

хроматиды между локусами (рис. 1,6). Хроматида может
разорваться на произвольное число частей, но не больше,
чем т—1, где т — число локусов. На рис. 1, б изобра-
жен простейший случай разрыва на две части. После раз-
рыва хроматиды вновь объединяются, но не обязательно
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в том же порядке. Например, в нашем случае происходит
одно из двух событий: либо обе части соединяются в том
же порядке, что и до разрыва (рис. 1, в, схема для са-
мок), либо часть одной хроматиды соединяется со второй
частью другой (рис. 1, в, схема для самцов). Этот процесс
называется рекомбинационным. В результате пего проис-
ходит обмен участками между гомологичными хромосо-
мами, т. е. кроссинговер. Затем гомологичные хромосомы,
каждая из которых представлена парой сестринских хро-
матид, расходятся к противоположным полюсам. На этом
первое деление мейоза заканчивается. В результате об-
разуются две дочерние клетки с вдвое меньшим числом
хромосом.

Во втором делении каждое дочернее ядро вновь де-
лится, в результате расходятся хромосомы, представлен-
ные сестринскими хроматидами. Следовательно, из каж-
дой клетки, вступившей в мейоз, после двух последова-
тельных делений образуются четыре клетки с половинным
(гаплоидным) набором хромосом — гаметы. Этот процесс
изображен на рис. 1, г.

При оплодотворении две случайным образом выбран-
ные гаметы — одна от отцовского и другая от материн-
ского организмов — сливаются в одну клетку — зиготу,
с которой и начинается жизнь нового организма — по-
томка родительской пары (рис. 1, д). Заметим, что реком-
бинационный процесс при образовании отцовской и ма-
теринской гамет может протекать по-разному (что и по-
казано на рис. 1, б, в). Если кроссинговера не происходит,
то, пользуясь тем, что при этом образуются только два
типа гамет, каждая из которых содержит одну из гомоло-
гичных хромосом, весь вышеописанный процесс можно
представить в виде более простой схемы. На рис. 2:

а) Мужская и женская клетки содержат по паре го-
мологичных хромосом. Считается, что тетрады не обра-
зуются и деление начинается тогда, когда гомологичные
хромосомы расходятся к разным полюсам. Если не про-
исходит кроссинговера, то этот процесс аналогичен пер-
вому делению мейоза.

б) Процесс образования гамет закончен. Вместо четы-
рех в этой схеме образовалось по две гаметы. Но по-
скольку при мейозе без кроссинговера четыре гаметы
отличаются только попарно, и для оплодотворения слу-
чайным образом выбирается только одна гамета, то веро-
ятность выбора этой гаметы одинакова для обеих схем.



в) В результате слияния двух случайным образом вы-
бранных гамет образуется новая клетка — зигота.

а)

a с:

А

а

6)

в)
Рпс. 2. Упрощенная схема образования гамет и оплодотворения.

Несмотря на то, что эта схема не отражает реального
процесса, конечный результат ее тот же, что и у более
правильной, но и более сложной схемы. В дальнейшем
мы будем широко пользоваться модельными схемами
именно второго типа.

Пусть теперь в хромосоме имеется только один локус
и локализованный в нем ген может находиться в двух
состояниях: G и g, т. е. давать два проявления некоторо-
го признака. Если скрещиваются две особи, имеющие та-
кую пару хромосом, то в потомстве могут быть зиготы
следующих четырех типов: {&G%G), {&G$g} или {<?g?G},
{tfgSg}. Зиготы (и развивающиеся из них организмы),
содержащие два одинаковых аллеля, например, {&G$G)
или {&g$g}, называются гомозиготными по данному ло-
кусу, содержащие два разных аллеля, например, {$G Sg}
или {<?g SG},— гетерозиготными, или просто гомозиготами
и гетерозиготами (гибридами).

Необходимо заметить, что проявляемое в зиготе сум-
марное действие двух генов (аллелей) далеко не всегда
аддитивно (более того, почти всегда неаддитивио). Если
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гетерозигота {&G Sg} либо гетерозигота {&g$G} ничем не
отличается по проявлению данного признака от гомози-
готы {&G 9G-), то о гене (аллеле) G говорят как о доми-
нантном, а о гене (аллеле) g — как о рецессивном. В про-
межуточных случаях говорят о частичной доминантности.
Весьма часто гетерозигота по проявлению данного при-
знака (например интенсивности окраски) превосходит обе
гомозиготы. В этом случае говорят о сверхдоминантности.

В дальнейшем в тех моделях, где в хромосоме рас-
сматривается только один локус, обозначения хромосом —•
А и а — мы будем использовать и для обозначения раз-
личных аллелей гена, локализованного в этой хромосоме.
Выше это свелось бы к замене G на А и g на а.

Этим мы и заключаем наш краткий обзор пекоторых
сведений из генетики и теории эволюции, конечно, хоро-
шо известных всем биологам, но, по-видимому, малоиз-
вестных представителям других профессий.
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ГЛАВА II
ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ПОПУЛЯЦИОШЮП ГЕНЕТИКИ

§ 1. Описание популяции

Мы рассматриваем популяцию как совокупность осо-
бей, которые могут скрещиваться между собой и произво-
дить жизнеспособное потомство. Особи внутри популяции
могут различаться по генотипу, возрасту и полу. Пусть
популяция состоит из iV генотипических групп с числеи-
ностями хМ, хх) и yt(t, Xy), i = l, N. Здесь хМ, хх) — ко-
личество самцов возраста хх с генотипом {0 в момент t,
yAt, xv) — количество самок возраста ху с генотипом Ш
в момент t. Естественно, что т*, ху > 0. Распределение
Xi(t, xj и y^t, Ху) по переменной х > 0 будем называть
возрастным распределением соответствующих генотипов,
а изменение этих величин во времени — эволюцией по-
пуляции.

Эволюция популяции есть следствие двух процессов:
размножения и гибели.

Процесс размножения можно разбить на два этапа:
скрещивание (образование репродуктивных пар) и произ-
водство потомства. Рассмотрим каждый из них в отдель-
ности.

а) Скрещивание. Пусть самец возраста хх с генотипом
Ш в момент времени t скрещивается с самкой возраста ху,
имеющей генотип {/}. Будем обозначать число таких пар
в популяции через niijit, т*, т„, X, Y). Здесь XU, T J И
Y(?, т„) — векторы с компонентами x-Xt, xx), yt{t, т„),
г = 1, N.

Будем называть системой скрещивания либо задание
конкретного вида этих зависимостей, либо некоторые пра-
вила, которым должны удовлетворять элементы матрицы
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Одна из самых простых (и в то же время распростра-
ненных в природе) систем скрещивания — это панмик-
сия*}, или случайное скрещивание. Сам термин «пан-
миксия» был введен еще Гальтоном. Согласно его опре-
делению при панмиксии вероятность образования пары
не зависит от генотипов самца и самки (как это и должно
следовать из другого определения — случайного скрещи-
вания). Но при нашем описании, когда мы учитываем воз-
расты скрещивающихся особей, эта вероятность зависит
от соотношения возрастов. Поэтому мы дополним это оп-
ределение, различая генотипическую (гальтоновскую) пан-
миксию, когда при априорно заданных возрастах самки
и самца выборы их генотипов (при образовании пары)
не зависят друг от друга, и возрастную, когда при апри-
орно заданных генотипах партнеров выбор возрастов так-
же независим. Когда же выбор самца с генотипом Шхх

не зависит от выбора самки генотипа {/} т при фикси-
рованных возрастах тх, ху и наоборот, и это справедливо
для всех возрастов и генотипов, мы будем говорить о
глобальной панмиксии.

б) Производство потомства. Мы считаем, что каждая
пара с? {i}xxi $ {/}тупроизводит Ffj(t, тх, ху) потомков муж-
ского пола и Gijit, г,, т„) потомков женского. Величины
Fi} и Gy мы будем называть функциями рождаемости со-
ответствующих пар. В общем случае они могут зависеть
и от X и Y. Эта зависимость возникает, например, при
учете конкуренции как между генетическими группами,
так и внутри них, влияющей на плодовитость.

Как было показано ранее, за счет менделизма пары
могут производить не только себе подобных, но и потомков
других генотипов. Поэтому мы введем величины «у ( ? ) и

^ ( с ) которые означают доли генотипа {к} в потомстве
пары с? {г}тж> $ О'}* среди потомков женского и мужского
пола соответственно. Очевидно, что

S 4 ( ? ) = 24(c?) = i, *,/,* = 17Ж (1.1)

Выбор того или иного конкретного вида набора констант
Q [coy) определяет задание соответствующего закона на-
следования.

*) Более строгое определение панмиксии будет дано в § 5 этой
главы.
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Учитывая все вышесказанное, численность новорож-
денных с генотипами &{к} и ?Ш соответственно в мо-
мент t будет равна

X j dxy j F i ;- (£, тж, Ту, X, Y) m y (f, т*, ru, X, Y) йт х,
"у °x

h(t, 0) = 2 < в ? , - ( ? ) х (1.2)

X X, Y) nnj (t, rx, Ty, X, Y) dxx,

Здесь [ax, bj и [av, bv] — репродуктивные промежутки
для самцов и самок, т. е. возрасты, в которые они могут
размножаться. Очевидно, что, доопределив соответствую-
щим образом функции плодовитости (например, положив
их равными нулю вне репродуктивных промежутков), мы
можем положить в (1.2) в, = в, = 0 и Ъх = Ъу = °°. Урав-
нения (1.2) мы будем называть уравнениями рождае-
мости.

Второй процесс, определяющий наряду с процессом
размножения эволюцию популяции,— это процесс гибели.
Если через Dh и Ек обозначить доли особей генотипов
<?Ш и ^Ш, погибших за единицу времени, то скорости
гибели этих генотипов будут равны D$xk и Ehyh. Есте-
ственно, что величины Dh и Eh, которые мы будем назы-
вать функциями смертности, зависят как от t и х, так и
от самих численностей. Например, конкуренция, которая
в свою очередь зависит от численностей конкурирующих
групп, приводит к росту функций смертности.

§ 2. «Бесполая» популяция

Уже сам процесс скрещивания у высших организмов
предполагает наличие в популяции полового диморфизма,
т. е. разбиения популяции на две подпопуляции: самцов
и самок. Предположим, что самцы и самки в популяции
неразличимы ни по генотипическим, ни по эколого-физио-
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логическим характеристикам. Следовательно, можно по-
ложить, что Dk = Eh для всех к = 1, N.

Генетическая детерминация пола обуславливает рав-
ное соотношение полов в потомстве, так что Fti as Gv для
всех i, / — 1 , N. Кроме того, предположим, что распреде-
ление потомства по генотипам также не зависит от пола
потомки. Отсюда следует, что (оу (с?) — Щ} ( $) = Щ} для
всех f, у, к — 1, N.

Поскольку процессы рождения и гибели являются*
единственными процессами, определяющими изменение
численностей во времени, то если в начальный момент
времени ж<(0, т) = г/ДО, т) для всех i => 1, N, то и для
любого t>0 xAt, %) = yiit, т). Такую популяцию мы бу-
дем называть «бесполой». Так как эволюция подпопуля-
цпй самцов и самок в этом случае совершенно одинакова,
то описание эволюции одной из них достаточно для опи-
сания эволюции всей популяции в целом.

§ 3. Уравнения эволюционирующих популяций

Использование различных законов сохранения (мас-
сы, энергии и т. п.) является широко распространенным
приемом при построении механических и физических мо-
делей. Поскольку эти законы универсальны, то вполне
естественно использовать их и при построении биологи-
ческих моделей. Здесь мы используем один такой закон —
закон сохранения числа частиц (особей).

Пусть каждая особь генотипа {к) характеризуется на-
бором п параметров, зависящих от возраста особи т:
Л). Ц2, • •., Tin- Это могут быть размеры особей, их био-
масса, подвижность и т. п. Естественно, что биологиче-
ское время (возраст) для каждой особи и астрономиче-
ское время (общее для всей популяции) могут не совпа-
дать, хотя бы потому, что особи отличаются временем
своего рождения. Пусть законы изменения этих парамет-
ров описываются некоторой динамической системой, где
в качестве времени выступает возраст особи:

dt\i/dr = ФГ(ТЬ ••-, Пп, т), Tjj(T=O)=£i, i = 1, п. (3.1)

Но поскольку возраст — индивидуальная характеристика
особи, то, в отличие от астрономического времени t, он
является фазовой переменной. Примем самое простое
предположение о связи возраста и времени: dx/dt = 1,
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т. е. скорость изменения возраста равна скорости изме-
нения времени. Тогда, расширяя наше га-мерное фазовое
пространство до (ге+ 1)-мерного введением координаты т,
мы получим следующую систему для описания состояния
особи в расширенном фазовом пространстве {r\i, г]2, . . .

dr\ifdt = 9 , (%,.. ., Tin, т), dxfdt=i, 1=1, п. (3.2)

Определим функции xk{t, т, t]u ..., т)„) и yh(t, т, г\и ...
..., T]n) как плотности распределений самцов и самок
с генотипом Ш по фазовому пространству. Эти функции
определяют численности особей с соответствующими ха-
рактеристиками. Смертность можно рассматривать как
распределенные по фазовому пространству стоки с ин-
тенсивностями Dh и Ек. Все рождающиеся особи должны
быть расположены на фазовой гиперплоскости т. = 0, по-
этому любой оператор, описывающий процесс рождения
(например (1.2)), должен быть оператором проектирова-
ния на эту плоскость.

Рассмотрим некоторый произвольный объем V фазо-
вого пространства, причем этот объем не должен захва-
тывать границу т = 0. Из того очевидного факта, что
внутри фазового пространства не происходит возникнове-
ния новых особей (все новые особи появляются только
на границе т =• 0), следует, что общее число особей (жи-
вущие в настоящий момент плюс все умершие к этому
моменту) должно сохраняться постоянным, т. е.

j xh (t, т, %, . . . , т)„) dv + ) ) DhXh {t, т, rii, • • •, tin) dv dt =
v iov

= const. (3.3)

Дифференцируя (3.3) no t и перенося в первом слагаемом
операцию дифференцирования под знак интеграла, по-
лучим

j [-^ -|- div ((pn+1xft)] dv + J Dhxh dv - 0. (3.4)
V

Здесь <pn+i = {фь ..., ф„, 1}. И окончательно, в силу про-
извольности выбора фазового объема V, получим

dxjdt -j- div (<f>n+1xh) = — Dhxh, к = 1,N. (3.5)

Аналогичные уравнения получают и для yh(t, т, ци ..., Tin).
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В нашей книге мы будем рассматривать только один
частный случай уравнений (3.5), когда особь каждого
генотипа характеризуется только одной фазовой перемен-
ной — возрастом т. В этом случае система (3.2) содержит
только одно уравнение: dx/dt—1 и <рп+1 = 1. Тогда из
(3.5) мы сразу получаем

dxhldx + dxnidt = - Dhxk, k=l,N. (3.6)

Это известные уравнения, широко используемые в демо-
графии. Аналогичные уравнения будут иметь место и
для yh(t, т):

дук/дх + dykldt = - Ehyh, k=l,N. (3.6')

Система (3.6) и (3.6') с граничными условиями (1.2)
и начальными условиями х-к (О, т) = x%(x),yh (О, x)=yh(x)
полностью определяет эволюцию популяции.

§ 4. Эволюция популяций
и интегральные уравнения восстановления

Если относительно функций рождаемости мы не будем
делать никаких специальных предположений, то для
функций смертности мы будем считать, что они могут
зависеть от т, t и от общих численностей генотипических
групп Xi(t) и у At). Общие численности определяются как

= jx t(t, %)dx,
66

(4.1)

Тогда общее решение системы (3.6), (3.6') можно запи-
сать в виде

xh(t, т ) = ^ ( ^ - т ) Ф , ( < ? ) , yh(t, т)==Д*(*-т)Ф»(?), (4.2)

где Sh и Rh — некоторые функции, имеющие очевидный
биологический смысл, который будет ясен несколько
позднее.

Более сложно обстоит дело с функциями Фк. Пусть

Dh=*Dh(t, х, X, Y), Eh = Eh{t, x, X, Y). Здесь~Х и Т -
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векторы с компонентами xt(.t) и yt(t), i = 1, N. Тогда

ФЛс5') =

= ехр - J Дл [t - т + S, g, Х(* - т + £), Y (*-т-Ь£)] dgj,

(4.3)

= ехр \- \ Ek[t-T + t,l,*(t-T + I), Y(t- x+l)\ t

о

Если зависимости Dh и Eh достаточно «хорошие»
(а это обычно всегда можно считать в этих задачах), то
интегралы в (4.3) не имеют особенностей и при х -+• О
Фк(с?) = ФА(2) = 1. Тогда из граничных условий (1.2) на-
ходим, что xk(t, O)=Sh{t), yk(t, O)—Rh(t), т. е. функции
Sh(t) и Rk(t) есть не что иное, как численности новорож-
денных.

Подставляя решения (4.2) в граничные условия (1.2)
и в начальные условия, мы получаем

X ] dx,j J F.u (t, ty, x x , X , Y ) rriij (t, x v , rx, X , Y ) dxx,
ay aX

(0 2 4 ( ? ) Х ( 4 ' 4 )

X \ dxy \ Gij (t, Xy, xx, X, Y) тц (t, xy, xx, X, Y) dxx,

Sk ( - т) =
М?) ( = 0

(4.5)

Здесь компоненты векторов X и Y согласно (4.2) и (4.3)
зависят от Sjit — т) и ЛД£ —т), i = 1, ./V, п от интегралов
от известных функций. Очевидно, если t < ax, ау, то аргу-
менты стоящих под интегралами функций 5< и /?4 будут
отрицательны и, согласно (4.5), мы получим значения
функций St и Ri на отрезке [0, min {ax, ау}]. Если же
^>min{a x , а,,}, то интегралы в (4.4) можно представить
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в виде суммы
ьу ъх t t ьу t t ьх by bx

Л-П+П+П+П-
ayax ayax t ax ayt t t

Тогда в последнем слагаемом t — т ==£ 0 и, следовательно,
интегралы

by bx

Qh {t) =-= 2 «у (с?) dxv\ Fijmijdtx,

by bx

(4.6)

*'} t t

будут зависеть только от начальных условий и от из-
вестных функций. И окончательно систему (4.4) можно
записать в виде

t tbx by

П
ayax ayt t ax

П П П
aa at t a)

l j
<*x J j/* ' aX>

Эти интегральные уравнения, которые полностью описы-
вают эволюцию популяции, называют уравнениями вос-
становления. Вопросы существования и единственности
решений этих уравнений не представляют сложной проб-
лемы. В самом деле, нетрудно показать, что если репро-
дуктивные периоды самцов и самок различаются в био-
логически разумных пределах, то текущее значение пере-
менной в этих уравнениях определяется интегрированием
по некоторому предшествовавшему отрезку времени либо
самих неизвестных, либо начальных условий. Если вхо-
дящие в уравнения известные функции и начальные ус-
ловия достаточно «хорошие» (например, интегрируемые),
то интегралы всегда существуют, а тем самым существу-
ет и решение. Причем это решение единственно в том
смысле, что по каждому начальному значению соответ-
ственное решение «восстанавливается» единственным об-
разом (интегрированием). Более того, поскольку по био-
логическому смыслу все функции смертности, плодовито-
сти, скрещивания, начальных численностей неотрицатель-
ны, то неотрицательным будет и само решение.
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Из (4.6) и (4.7) следует, что если t > bx, by, т. е. длины
репродуктивного периода, то Qh{t), Ph(t), а также второй
и третий интегралы в (4.7) обращаются в тождественный
нуль. Поэтому при достаточно больших t (больших, чем
длина репродуктивного периода) вместо (4.7) можно за-
писать

Ь„ bf

Sk (t) -=-• S <oy ( d 1 ) \ dxy \ Рц1Щ}<1тх> t > bx, bv,

7 Iх <4-8>
ьу ъх

j
Rk (t) = E 4 ( ?) j <*%y j FiimiidTx, i, i, к = T7N.

Ы ay ax

Как следует из сказанного выше, влияние начальных
условий сказывается только на временах, меньших, чем
длина репродуктивного периода. А поскольку характер-
ные времена эволюции — это десятки и сотни поколений,
то при рассмотрении эволюционных процессов вместо
точных уравнений (4.7) можно использовать асимптоти-
ческие уравпения (4.8), которые совпадают с точными
уравнениями (4.7), если в последних взять нулевые на-
чальные условия. Из (4.5) сразу следует, что задание ну-
левых начальных условий эквивалентно предположению
о равенстве нулю величин Si и i?,- при отрицательных
значениях аргумента.

В дальнейшем в качество уравнений эволюции мы бу-
дем рассматривать только асимптотические уравнения
вида (4.8).

§ 5. Панмиксия и другие системы скрещивания

Предположим, что в каждый момент времени t в по-
пуляции имеет место двусторонняя моногамия, т. е. каж-
дая самка спаривается только с одним самцом и каждый
самец оплодотворяет только одну самку. Пусть нам за-
дана матрица Intuit, т*, т„)11, i, / = 1, Л7, в которой эле-
мент Щи есть число пар типа с?{0тх> $ {/}т,,-Безуеловная
вероятность того, что самец возраста тх имеет генотип
Ш, равна
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Здесь М (t) = 2 j J Щ3 d%ydxx — общее число пар в попу-
ляции, существующее в момент t; интегрирование произ-
водится по всем репродуктивным возрастам. Аналогично,
безусловная вероятность того, что в паре самка возра-
ста Ту имеет генотип {/}, равна

Будем называть глобальной панмиксией такую систе-
му скрещивания, когда выборы самца с? Щхх и самки

? {]}гу взаимно независимы, причем это справедливо для
любых генотипов и любых фиксированных возрастов.

Для проверки этого утверждения нам необходимо вы-
числить теперь уже условную вероятность того, что один
партнер имеет данный возраст и генотип при априорно
заданных возрасте и генотипе второго партнера. Напри-
мер,

р { с? {Цхх | 9 {/}т„} = »Ч*/2 J mijdxx,

Р { ? Vhy | С? {Цхх} =

Если теперь

" W 2 J niijdxx = 2 j mijdxv/M(t),
1 Г j (5.1)

m y / 2 J rriijdXy = 2 J mijdxxlM{t)

для всех возрастов и генотипов, то условные вероятности
равны безусловным, выборы самца и самки являются не-
зависимыми, а система скрещивания, описываемая мат-
рицей WrriijW, элементы которой удовлетворяют условиям
(5.1), будет глобальной панмиксией. Условия (5.1) можно
записать в виде

т = ± i , i, j = i, N. (5.2)

Более слабым ограничением является геногипическая
(или локальная) панмиксия. Она определяется по отно-
шению к уже априорно заданным возрастам самца и сам-
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ки. Будем считать, что для возрастов т* и т„ система скре-
щивания является локальной панмиксией, если выборы
генотипов самца и самки взаимно независимы. Для про-
верки этого условия мы должны убедиться, что элементы
матрицы \\т{1\\ удовлетворяют равенствам

ту = 2 ту 2 игу/2 mv (5-3)
i з П,5

для всех i, / = 1, N и заданных возрастов т.* п ху.
Похожим образом определяется и возрастная панмик-

сия, в которой при априорно заданных генотипах самца
и самки выборы их возрастов взаимно независимы. При
возрастной панмиксии элементы \\т^\\ должны удовлет-
ворять условиям

тц = j m^drx j niijdXy/j J тфтх&ху (5.4)

для всех репродуктивных возрастов и заданных генотипов
самца &Ш и самки ?{/}.

Заметим, что совместное выполнение условий (5.3) и
(5.4) вовсе не гарантирует выполнения (5.2). Другими
словами, совместная локальная и возрастная панмиксии
не означают существования глобальной.

В случае, когда условие (5.2) не выполняется, имеет
смысл говорить о «нарушении» панмиксии или об изби-
рательной (ассортативной) системе скрещивания. Напри-
мер, если

"Ч;7 2 j niijdxx> 2 J mi'jdXy/M (t),

т. e. P{<3 {i}%x| $ {/}Tyj >P[d{i}xx}, то можно сказать,
. что самцы возраста т« и генотипа Ш предпочитают скре-
щиваться с самками возраста т„ и генотипа {/}. Опреде-
лим тогда функции %{t, xx, т„) > 0 так, чтобы

ц = 2 J mydXx 2 J mijdXy/2 j j m$dxvdxx. (5.5)
i 5 1 i J

Величины %&, xx, xy) мы будем называть функциями
предпочтения. При &ц = 1 особи скрещиваются случайно,
т. е. мы имеем панмиксию. При %> 1 самцы {Цхх пред-
почитают скрещиваться с самками {/}т , а при 8« < 1 сам-
Ч ы ( 0 % избегают этих самок. Если 6,Д£, Ti, TV) =
== Bit, Xx, xy) для всех i, j = 1, N, то в этом случае имеют
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место возрастные предпочтения; если же 0У не зависит
от хх и ту, то при скрещивании существуют только гено-
типические предпочтения. Функции 0Ч не могут быть
выбраны произвольно — из (5.5) следуют очевидные со-
отношения

2 1 [mi} (6Ъ- - 1)] dxy =-- 2 J [/^ (0« - 1)] dr. = 0. (5.6)

Эти ограничения есть следствие предположения о дву-
сторонней моногамии, поскольку наличие предпочтения
между какими-либо особями автоматически приводит к
уменьшению числа других пар.

Рассмотрим следующий закон формирования пар.
Пусть выбор с? {Цхх происходит случайно из множества
всех самцов. Тогда вероятность его выбора равна

хМ, xj/xit), где х(£)=-- 2i)Xi(t, хх) dxx. Выбор ? {]'}Хд

происходит также случайно из множества всех самок
с вероятностью yj{t, xx)/y(t), y{t) = *2i)y}{t,xy)dxv- Если

S
эти выборы независимы друг от друга, то вероят-
ность образования пары rf {i}rx, ? {j}rv равна
х№, Tx)yjit, Tv)/x(t)y(t). Если соотношение полов в репро-
дуктивной части популяции равно 1:1, то число возмож-
ных пар пропорционально x{t) =y{t). Но если равное
соотношение полов нарушено, то число пар определится
либо числом самок, либо числом самцов. У большинства
животных, даже при большом числе самок, самцов обыч-
но хватает для оплодотворения всех самок. В этом случае
число репродуктивных пар пропорционально числу са-
мок, а если предположить, что все самки в репродуктив-
ном возрасте вступают в скрещивание, то это число про-
сто равно числу самок. В дальнейшем мы будем рассмат-
ривать именно эту ситуацию. Тогда

niijit, tx, т„) =Xi(t, хх)уМ, xy)/x(t), i, j = 1, N. (5.7)

Заметим, однако, что существуют виды, у которых са-
мец может только один раз совершить акт оплодотворе-
ния. Тогда число репродуктивных пар будет определять-
ся числом самцов.

Легко убедиться, что система скрещивания, задавае-
мая матрицей (5.7),— глобальная панмиксия. Более того,
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для нее выполнены условия как локальной, так и воз-
растной панмиксий.

Справедливо и более общее утверждение: если эле-
менты матрицы lltfiyli представимы в виде

(5.8)

то соответствующая система скрещивания является гло-
бальной панмиксией. Более того, для любой пары возра-
стов здесь имеет место локальная, а для любой пары
генотипов — возрастная панмиксий. Это легко проверя-
ется подстановкой выражения (5.8) в соответствующие
условия.

Аналогично показывается, что если возможно пред-
ставление

Tilsit, х„ ХУ) = Ц^(Г, xx)\.iiS(t, ху)ч>Ш, (5.9)

то соответствующая система скрещивания — возрастная
панмиксия, а если

тпц{1, т х, ху) = [ltd, хх, xy)\Xj{t, тх, Ту)ф(^), (5.10)

то локальная панмиксия.
Почти всюду в дальнейшем (если противное не будет

специально оговорено) мы будем предполагать, что систе-
ма скрещивания — глобальная панмиксия с матрицей
\1тпц\\, задаваемой выражениями (5.7).

§ 6. Законы наследования

Как уже говорилось в главе I, в зависимости от того,
содержат организмы ординарный или двойной набор хро-
мосом, правила, по которым определяется генотип потом-
ка, будут резко отличаться. У гаплоидных организмов
(с ординарным набором хромосом), как правило, отсут-
ствует половое размножение, организмы размножаются
делением, почкованием, спорообразованием и, вследствие
этого, могут производить только себе подобных (если
исключить случай мутаций). Гаплоидами являются бак-
терии, водоросли, дрожжи, грибы. Если xAt, x) — числен-
ность генотипа Ш возраста т, то уравнения эволюции
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для гаплоидов будут иметь вид

(6.1)

Это есть не что иное, как широко используемые в демо-
графии уравнения Лотки, теория которых достаточно хо-
рошо разработана. По этой причине мы в нашей книге
на них не будем останавливаться.

Диплоидные организмы (с двойным набором хромосом)
размножаются, как правило, половым путем, и потомок,
соединяющий в себе хромосомные наборы родителей, сов-
сем не обязательно будет иметь генотип одного из роди-
телей. Диплоидами являются высшие растения и живот-
ные, так что диплоидия и половое размножение, по-види-
мому, эволюционно более «молодые» системы.

Существуют организмы, имеющие хромосомные набо-
ры большей кратности, чем два (полиплоиды). Но по-
скольку они в природе встречаются гораздо реже, чем
гаплоиды и диплоиды, то мы их также не будем рас-
сматривать.

Рассмотрим самую простую ситуацию, когда наследо-
вание некоторого признака, по которому только и раз-
личаются особи в популяции, определяется одним ауто-
сомным геном, который может находиться в нескольких
состояниях Аи А?,, ..., Ап, п^2. Этот ген расположен в
одном локусе хромосомы, которая не связана с генетиче-
ской детерминацией пола. Поскольку организмы содержат
двойной набор хромосом, то здесь возможно образование
/г2 генотипов AtAj. Зигота образуется при слиянии двух
гамет — по одной от самца и самки, поэтому более пра-
вильно было бы обозначать генотип через {&Ai$Aj} и с
этой точки зрения генотипы {&At$Aj} и {<ЗА}2А{} должны
различаться. Но реально при данной схеме наследования
эти генотипы неразличимы (так называемый «принцип
равноправия полов в наследовании»), и на самом деле
в популяции могут образоваться только и(п+1)/2 раз-
личных генотипов. Однако (по чисто формальным сооб-
ражениям) мы будем эти генотипы различать.
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Рассмотрим механизм образования особей нового по-
коления при скрещивании пары <? {A(Ah), 2 {А,А). Каж-
дый из партнеров с вероятностью 1/2 производит одну
из составляющих его генотип гамет: &{А{Ак) — гаметы &А{

и &Ак, S {ASA5} — 2А 5 и %Aj. Эти гаметы при слиянии
образуют зиготу, дающую начало особи другого поколе-
ния. Следовательно, с вероятностями 1/4 в потомстве па-
ры <? {AtAh}, %{ASA3) появляются генотипы {&Ai$As},
{&AfiAj}, {$Ah$As}, {<?Ah2Aj}, или, опуская обозначения
с? и ?, 4{Лз, i4j4j, AhAs, AhAj. (Повторяем, что чисто фор-
мально мы различаем генотипы AtAh AjAt и т. п.)

Для того чтобы отобразить принципиальное наличие
диплоидности, мы введем новую нумерацию всех величин,
относящихся к генотипам,—двумя индексами вместо од-
ного. Тогда генотип AiAj будет обозначаться через iij},
численность самцов возраста тх с генотипом А(А} — через
Xijit, Хх) И Т. Д.

Поскольку в потомстве пары с? {j/c}, S{s/} с одинако-
выми частотами могут появиться только генотипы {is},
{i]'}, {ks}, {kj}, причем пол потомка в данном случае не
зависит от его генотипа, то конкретные выражения для
компонент Q можно записать в виде

(6.2)

И 7' — 7, I '-— (-,

одесь Oj = ip . , —символ Кронекера.
Подобный механизм передачи наследственного мате-

риала описывается законами Менделя, и поэтому закон
наследования (распределения по генотипам среди потом-
ства), задаваемый выражением (6.2), мы будем называть
менделевским законом.

Возможны и более сложные ситуации, например, ког-
да генотип определяет пол потомка; наследование опре-
деляется несколькими генами, локализованными или в
разных участках хромосомы, или в различных хромосо-
мах; нарушается нормальная сегрегация гамет, т. е. га-
меты продуцируются с различной вероятностью, и т. п.
Однако здесь мы их рассматривать не будем, отложив
это до тех глав, которые будут специально посвящены
таким ситуациям.
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§ 7. Полиаллельный аутосомный ген —
уравнения эволюции

Пусть нам задана достаточно большая популяция, на-
следование в которой определяется одним ге-аллельным
аутосомным геном.

Мы будем рассматривать две системы скрещивания:
одну, которая задается соотношениями (5.7), или, в но-
вых обозначениях,

mih:Sj = xik{t, Tx)ysj(t, xy)/x(t), i, к, s, / = 1, n,

*?. (7-1)
x(t) = Zi I Xi}{t,xx)dxx,

и вторую, задаваемую соотношениями

mik, „,- = xih(t, xx)yai(t, xv)$(xx — xy)/x(t), i, к, s, / = 1, n,

(7.2)
x (t, xx) = 2 XH {t, xx), б — дельта-функция.

Если первая система скрещивания, являющаяся глобаль-
ной (а также локальной и возрастной) панмиксией, опи-
сывает случайное скрещивание и среди генотипов, и среди
всех репродуктивных возрастов, то вторая, являющаяся
только локальной панмиксией, означает, что скрещивание
происходит только между особями одного возраста.

Относительно функций рождаемости и смертности бу-
дем предполагать, что, во-первых, они зависят только от
возраста и, во-вторых, функции рождаемости допускают
одно из двух представлений:

F<k..j(xx, xv) =F1k(rjFsl{xy),
(7.3)

Gih, ,j(xx, xy) = Gih{xx)G-,j(xy),
или

Fik,,} (Xx, Ту) = "о" [^tft (TJC) -I- Fs; (xy)],

\ (7-4)
Gik,sj (xx, т„) = Y [Gik (тж) + Gsj (xy)].

Другими словами, плодовитость пары является мульти-
пликативной или аддитивной функцией плодовитости со-
ставляющих ее особей.
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Из условия равноправия полов в наследовании сле-
дует, что

а для величин с двухбуквенными индексами их симмет-
ричность по этим индексам Fik = FM, Д;- = DH и т. д.
Соотношения (7.3), (7.4) налагают еще более жесткие
условия на функции рождаемости:

Г ih, s; = Fsi ц,, Gih Sj — &,} ft.

Предположим, что в популяции поддерживается со-
отношение полов 1 : 1 и смертность не зависит от пола
особи. А поскольку ген аутосомный (не сцепленный с по-
лом), то популяцию можно считать «бесполой» (в смысле
определения § 2). Поэтому мы будем рассматривать толь-
ко эволюцию Хц, считая, что г/у = Хц.

Подставляя конкретные выражения для miK,}, Fiki „
(формулы (7.1), (7.3)) в уравнение рождаемости (1.2) и
используя закон наследования, задаваемый выражениями
(6.2), получим

ь ь
X j* j" Fih (xx) x i h (t, xx) F,i (xP) xs; (t,~xy) dxvdxx, (7.6)

a a

b

x (t) ---= 2 xa {t, xx) d%x, i, к, s, ]', I, m = 1, re.
г>-' а

Производя суммирование и учитывая вид подынтеграль-
ного выражения, уравнение (7.6) можпо записать в форме

ь

где Xi -= 2 J Fih (т) xik (I, т) dx, i, к^ 1, п.
k a

Следуя теории, изложенной в § 4, мы можем записать
интегральные уравнения эволюции для Stm{t) — xmkt, 0)
(частный случай системы (4.8)):

Stm (0 = ot (tyam\t)/x (t), I, m = T775, (7.8)
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где
ь

Oi (t) = Ц j " Kih (t) Sih (t - X) dX, (7.9)

, Й, (7.10)

(7.11)

и

• (t) = 2 j Ф/т (х) Slm (t - T) dx. (7.12)

Из (7.8) следует, что при симметричности функций Fa,
Da и Sij(t-x) по индексам эта симметричность сохраня-
ется и для Sijit), так что Sij(t) =Sji(t).

Пусть теперь скрещивание снова определяется форму-
лами (7.1), но плодовитость аддитивна, т. е. функции
рождаемости представимы в виде (7.4). Тогда, повторяя
те же операции, что и в предыдущем случае, мы полу-
чим следующие уравнения эволюции для величин Slm(t):

"£m(t; 2xTT) ' ' ~~ ' ' ' ' л ^

где
b

<t>ih(i)Sih{t-x)dx, i,k = T~kt (7.14)

а величины <тг, om, x{t) определяются по формулам (7.9) —
(7.12). Заметим, что и здесь S{jU) =S}i{t).

Если система скрещивания задается соотношениями
(7.2), то уравнения эволюции запишутся в следующем
виде (для мультипликативной плодовитости):

a

где

£ if q-\ __. ^ (T) /q-\ С // чЛ /7 1 y\
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И наконец, если плодовитость аддитивна, то уравне-
ния эволюции можно представить в форме

Z, m = 1, п.

Здесь

TT^, (7.19)

а г|(, г\т, x{t, т) определяются по формулам (7.16), (7.17).
Очевидно, что и для этих двух моделей, как и для двух
предыдущих, Suit) = Sj4-U).

Полученные здесь уравнения эволюции, представляю-
щие собой нелинейные интегральные уравнения, весьма
трудны для исследования и мало похожи на широко из-
вестные уравнения популяционной генетики Фишера —
Холдена — Райта. Поэтому возникает естественный во-
прос: при каких условиях эти уравнения будут переходить
в классические? Какие еще типы уравнений, кроме клас-
сических, можно получить?

§ 8. Уравнения эволюции при специальном выборе
демографических функций. I. Глобальная

панмиксия, мультипликативная плодовитость

В этом параграфе мы рассмотрим ситуации, когда де-
мографические функции (функции рождаемости и смерт-
ности) не зависят от возраста.

Пусть заданы уравнения эволюции в виде (7.8) —(7.12).
Введем новые переменные: si = ^ £ ц — количество алле-

i

лей среди новорожденных и частоты генотипов и алле-

лей— щ$— Sjj/2 £у и P i = S i / S s i - Тогда из (7.8) следу-

ет, что
iiij = PtPi, U / = 1, п. (8.1)

Соотношения (8.1) широко известны в генетике под на-
званием закона Харди — Вайнберга. Кроме того, из (7.8)
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мы сразу получаем, что

р, ----.ОГ/а, ст-~2ст;, (8.2)

Su (0 = -щ-- (8.3)

Тогда вместо уравнений (7.8) для описания эволюции
можно рассматривать уравнения для частот р{ и общей
численности S:

J * |/
~ Ь i ч % Рг Т Рз % % Х\\°

(8.4)
ъ

о ( 0 = S j ^ У ( т ) P i (^ — т ) Pi (t — x ) S (t — т ) O!T, ( 8 . 5 )

(8.6)

Сделав замену переменных | = t — т, любой интеграл
в наших уравнениях можно записать в несколько другой
форме. Например,

ь
/ - j Кц (Т) Pi (I - Т) Р} (t-x)S(t- X) dx =

t-a

t-ь

Будем считать, что репродуктивный промежуток начи-
нается с пулевого возраста, т. е. а = 0. С другой стороны,
при выводе асимптотических уравнений эволюции мы по-
ложили, что S{j = 0 при отрицательных значениях аргу-
мента (см. § 4). Поэтому вместо нижнего предела t — Ъ
мы можем взять нуль. И окончательно

t

I = j Кц (t - I) Pi (t) Pi (1) S ф dl. (8.7)
о
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Интегралы, записанные в такой форме, удобно дифферен-
цировать по параметру Л.

Дифференцируя (8.4) по t, получим

~ V' <*'

__ Ш j P i {t) Г у Ki3 (0) Pi (t) - 2 к ц (0) Pi (t) Pi (i) 11,

(8.8)
где

v[ (t, I) - %К'» (t - 1) Pi (S), v' =%Кц (t - I) Pi (l)pi(l),
j i,i

K{j— производная K^ no аргументу t — | , которую мож-
но записать в виде

A'y = ( F y / / ^ - J D y ) Z i i . (8.9)

Предположим, что функции рождаемости и смертности
не зависят от возраста, причем генотипы не различаются
по смертности, т. е. Д ; = /) = const. Тогда, согласно (8.9),
Kij = — DKij и первое слагаемое в (8.8) обращается в
нуль. В самом деле,

T(7) 2 i] ^ ~ ^ P i ® Pj ® ® ^ =

о »

" \ > К•• It lr\ n• (lr\ <\ (£\ № — T)n- (t\
— a (t) ) -^ J ^ ^>) P' \Ъ) ° \ъ) иЧ— '-'Pi^it

о i

^^•{ук'( - ^ (& msndt-

i > p . (t) Г -^

= - -^тА1 2 ^« (f - £) Pi (̂ ) w (5) 5 (5)d^ = - .^* (0-
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Следовательно, остается только второе слагаемое, и мы
получаем уравнения эволюции в виде

d p , (t) с /f\

^ 4 ( f ) [ ( f ) (* ) l
417)

v v • • т— ( 8 Л 0 )

w = 2J щрг = iL waPiPh *. / = 1, «,
i i

где и?ц = АнДО) — F{j. Остановимся более подробно на мно-
жителе S(t)/a(t). При наших предположениях

t

а ( 0 ^ J,j о

= ^
о С) *(0 " *

2 j Ф('-5) 5(s) Pi(5)p,-(S)d6

или, учитывая условия нормировки 2 P-i -•= 1 и используя
Г

обозначение w = 2 PijPiPh

f f = j Ф (t - £) 5 (?) «> (?) dl/J Ф (t - I) S (?) dg.
о /o

(8.11)

По своему определению функция Ф(£—-£)£(!) не меняет
знака на интервале [0, t), поэтому, применяя к этому
выражению теорему о среднем, получим

S(t)/a{t) = w{Q), 0<9<£.

Очевидно, что npi iF i 3 ->0 w(Q) ^minFij> 0 (можно

показать, что положительность w имеет место и при более
слабых ограничениях Fa ^ 0, но здесь мы этого делать
не будем). Поэтому в (8.10) можно перейти к новому вре-
мени

t

J T § H (8Л2)

о
50



и записать систему (8.10) в виде

= РГ(Щ—Ю), i — 1, п. (8.13)

Система (8.13) есть не что иное, как хорошо известные
в популяционной генетике классические уравнения Фи-
шера — Холдена — Райта. Величины ivi} (в данном слу-
чае совпадающие с плодовитостями) принято называть
мальтузианскими параметрами соответствующих геноти-
пов. Очевидно, что системы (8.10) и (8.13) имеют одина-
ковые фазовые портреты — разница между ними состоит
лишь в разных скоростях движения изображающей точки
по фазовым траекториям.

Полученные выше уравнения описывают эволюцию
только генетической структуры популяции. Для полного
описания эволюции к ним надо добавить уравнения эво-
люции общей численности популяции S(i) или величин,
с ней связанных — a(t), x(t). Дифференцируя выражения
для a(t) и x{t) no t (см. формулы (8.5) и (7.12)), получим

daldt = wS — Da, dxldt = S — Dx, (8.14)

или, учитывая, что S — oz/x,

da wo „ dx a „
— . T)ri r— Г) г

dt x dt x , o ._.

(2wSDa
dx a \ a I

Из (8.15) легко получить уравнение для отношения
z = S/o:

dz/dt = z2(w — z), (8.16)

или, в новом времени #,

z(w — z). (8.17)

Пусть рг(~&), i = 1, п,— некоторое решение системы (8.13).
Тогда wlpiift), ..., />,ДО)] = ю(^), Предположим, что су-
ществует lim w(O') = н>*.Тогда при •& ->- °° z -*- w* и, как

0

это следует из третьего уравнения (8.15), S —
— D]S = sS, где е = const. Другими словами, при доста-
точно больших временах общая численность популяции
будет изменяться экспоненциально по мальтузианскому
закону.
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И в заключение заметим, что аналогичная форма эво-
люционных уравнений получается, если предположить,
что Кц не зависят от возраста. Тогда Кц == 0, первое сла-
гаемое в (8.8) обращается в нуль и мы получаем урав-
нение эволюции в форме (8.10). Уравнения (8.14) для
общей численности переходят в

t

•зг = s ~ 2 [
(8.18)

а уравнение для z = S/o — в

dz/dt = z2(w-z + ID/o), (8.19)

где ID — интеграл во втором уравнении (8.18). Отсюда
сразу видно, что хотя фазовые портреты этих систем в
пространстве {pi ^ 0, 2 Л = 1; i = l, га} и совпадают, но

i

скорость эволюции различна.
Из требования независимости

от возраста сразу следует, что^-(т) — A'jj'expj JZ)y (i)dgb

l o J
т. е. рождаемость должна увеличиваться с возрастом
обратно пропорционально вероятности дожития до это-

[ * 1
го возраста (функция Ф^(т) = expj— \ Dy(|) щ

* о J
и определяет эту вероятность). При этом уже в
нулевом возрасте особи плодовиты. Можно спорить о том,
более биологически оправдана эта гипотеза, чем гипотеза
о независимости демографических функций от возраста,
или нет — это обсуждение не входит в наши задачи. По-
скольку обе эти гипотезы приводят примерно к одинако-
вым результатам, в следущих параграфах мы будем ис-
пользовать только гипотезу о независимости F,,- и Вц от
возраста.
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§ 9. Уравнения эволюции при специальном выборе
демографических функций. II. Глобальная

панмиксия, аддитивная плодовитость

Рассмотрим теперь уравнения эволюции популяции с
глобальной панмиксией и аддитивной функцией рождае-
мости — систему (7.13). Переходя к частотам генотипов
и аллелей щ} и ри а также определяя новые частоты
Щ = Gi/^jGi и pi = Xi/^Xi, вместо (7.13) мы получим

» г

Щ) = у (Яф,- + П}(ч), Pi=Y ("Г + Pi)' ( 9 Л )

Так же, как и в предыдущем случае, предположим, что
Fa и D{j не зависят от возраста, причем Г>1} = D = const.
Тогда, применяя ту же самую технику, что и в § 8,
мы придем к следующей системе уравнений:

4 (ni 2 F«Pi + Р 1 2 Риъ) — я* 2 ^««iPi.
*-i (9.2)

5(0

Очевидно, что для Six имеет место оценка, аналогич-
ная оценке предыдущего параграфа,

т. е. wx (0) ̂  mm Fy > 0 и эволюцию р4 можно рассмат-

t

ривать в новом времени ф = J ^ ( 0 ) dQ.
о

Рассмотрим теперь уравнения, описывающие эволю-
цию общей численности. Из (7.13), суммируя по всем

53



индексам, сразу получим
t

S(t) = a (t) = 2 j Ki} (t - I) Pi (I) p} (1) S (I) d\, (9.5)
U) о

или, дифференцируя по параметру t,

dS/dt = (w1 — D)S. (9.6)

Динамика отношения zl = S/x, определяющая скорость
эволюции генетической структуры, будет описываться
уравнением

dzjdt = z1 {wx — Zj). (9.7)

Система (9.2) совместно с уравнением (9.7) полностью
описывает эволюцию генетической структуры популяции.

§ 10. Уравнения эволюции при специальном выборе
демографических функций. III. Локальная панмиксия

Рассмотрим теперь модели с локальной панмиксией.
Если плодовитость пары мультипликативная — уравнения
(7.15), то при тех же самых предположениях относитель-
но функций рождаемости и смертности, что и выше (не-
зависимость от возраста и одинаковая для всех генотипов
смертность), уравнения эволюции запишутся в виде

dpi'dt =-- V (t) pi (wi — w),

Здесь по-прежнему «;„• = Ftj, но частоты pt уже не яв-
ляются частотами аллелей, а выражаются через S,-, по
формулам

з п>5

Функция V (t) = 2 FijUjj, где и.и —частоты генотипов,

при Fa > 0 положительна, и поэтому можно ввести новое
X

время # = J V (£) d\ и записать (10.1) в форме класси-
о

ческих уравнений:

dpildft — Pi(wi—w), i~i,n. (10.3)

54



Очевидно, что фазовые портреты систем (10.1) и (10.3)
одинаковы.

Уравнения для общей численности н множителя V
будут иметь вид

dS/dt=(y* — D)S, dV/dt = Vs(w—V). (10.4)

Если же плодовитость аддитивна, то при не завися-
щих от возраста Ftj и Dti = D уравнения (7.18) переходят
в уравнения, по форме совпадающие с (9.2), но в которых
вместо Я; стоят р,-, вместо р; — /?,-, а вместо множителя
SU)/x(t) -V(t) =ЪРциц.

Таким образом, мы могли убедиться, что классические
уравнения популяционной генетики получаются из общих
уравнений эволюции при весьма и весьма искусственных
предположениях, а именно, когда рождаемость и смерт-
ность не зависят от возраста и, более того, смертность
одинакова для всех генотипов. Конечно, мы не доказали,
что эти предположения единственные — может быть, су-
существуют и другие, при которых этот переход возмо-
жен. Однако нам не удалось их найти. А то, что имеется,
уже должно нас настораживать — все ли хорошо в ос-
новах классической теории — ибо эти предположения с
точки зрения биолога противоестественны. И тем не менее
мы будем широко использовать подобные модели: отча-
сти из-за их относительной простоты, а отчасти из-за
того, что, несмотря на всю искусственность предположе-
ний, при которых они получены, они все же отражают
основные механизмы микроэволюционного процесса.

§ 11. Уравнения эволюции — плодовитость пары
определяется только плодовитостью самки

Довольно часто предполагается, что число потомков
репродуктивной пары зависит только от генотипа и воз-
раста самки, т. е.

Fik. «(тх, TJ,) =FSj(iy), FSj = Fjs,
(11.1)

Gut, <J(TX, xv) = GSj{xy), GSj = Gjs.

Мы не будем здесь останавливаться на биологической
Корректности этого предположения — скажем только, что
подобная гипотеза очень популярна в работах по мате-
матической популяционной генетике.

55



Очевидно, что принятие этой гипотезы (в отличие от
гипотез § 7) сразу приводит к нарушению симметрично-
сти величин Suit) и Rijit) — численностей генотипов <? {щ
и ${/£}, т. е. Sij^Sji и Rtl¥=Rji, хотя реально генотипы
{0 и {]i} неразличимы. Чтобы доказать это утверждение,
мы выпишем уравнения эволюции для «бесполой» попу-
ляции с глобальной панмиксией. Так же, как в § 7, вы-
писываются уравнения рождаемости:

ь ъ
X j j xih (t, т*) Fsj (ту) xsi (t, rv) dxvdxx, (11.2)

x (t) = E j zy (f, тх) йтж.

*.i a

Суммируя по i, к, s, /, мы получим

xlm (t, 0) = Xl (t) l m (t)/x (t), I, m = пп, (11.3)
где

%i (*) = 2 j ^fti (t) *АГ (^ т ) й т» г . к = 1, /г.
ft о

Переходя к интегральным уравнениям для Sim(i), вместо
(11.3) мы будем иметь

Sin = xt(t)om(t)/x{t), 1,т = пЪ, (11. Г))
где

ъ
Щ (t) = S j ^ м (*, т) 5 М (f - т) dx,

ж* (*) = S f ф ^ (т) 5» (i - т) dt, Г, А - 1, п.
h a

Функции Км и Фл определяются так же, как и в § 7.
Из (11.5) сразу следует несимметричность Stl(t) по индек-
сам. Впрочем, это вполне естественный результат, по-
скольку, приняв такую гипотезу о плодовитости, мы те»
самым ввели предположение о неравноправии партнеров
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D процессе размножения. Однако, если теперь определить
численность генотипа iij} как5гу=-^-(5{5+5'л), ТО^Г; = Sji

и мы приходим к модели с аддитивной плотовитостью
(см. уравнение (7.13)). Поэтому не имеет смысла специ-
ально рассматривать этот случай.

§ 12. Одинаковая рождаемость, различная смертность —
еще одна форма эволюционных уравнений

До сих пор мы предполагали, что генотипы различа-
ются только по не зависящей от возраста плодовитости —
смертность была одинаковой для всех генотипов. Рас-
смотрим теперь обратную ситуацию: плодовитость всех
генотипов одинакова и равна F, но генотипы различаются
по смертности Д,-. Как и прежде, будем считать, что F
и Вц не зависят от возраста.

Поскольку плодовитость одинакова, то не имеет смыс-
ла рассматривать случаи мультипликативной и аддитив-
ной плодовитости раздельно, так как они будут давать
одно и то же. Единственное различие (связанное с опре-
делением плодовитости) заключается в том, что в первом
случае будет фигурировать постоянная F2, а во втором —
F. Поэтому мы ограничимся случаем мультипликативной
плодовитости.

Пусть в популяции существует глобальная панмиксия.
Тогда из (7.8) —(7.12) при наших предположениях сле-
дует

Su (t) = F*Xi (t) x} (t)/x (t), S (t) = FH (t),

* ( 0 = 2 *<(*). «i(*) = 2 *«(*). ( 1 2 Л )
i

Ь

x{-} (£) --= Фу (т) Su (t — т) dx, i, j = 1, n.
и
a

Дифференцируя .т,; по t, получим (при а = 0)

dxi}/dt - - Daxa + Si}, i, j = TTn, (12.2)

или, переходя к частотам uti = Sv/S и йц = х\$/х,
du,*

а

i,j=\,n. (12.3)
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ТГз (12,1) сразу следует соотношение

~ X1 / V "" / АО /\
Uij — PiPjy Pi — jLJxiil х "- Zj uij- \^^-V

3 3

Уравнения (12.3) вместе с соотношениями (12.4) пол-
ностью определяют эволюцию генотипической структуры
популяции. А поскольку S — F2x, то, суммируя (12.2),
мы получим и уравнение для численности:

dSfdt - SIF" - 2Dijuij\. (12.5)

Уравнения для генных частот получаются суммиро-
ванием (12.3) по /. Поскольку Pi = 2 u y = Ри то

)

i.i з

Правые части этих уравнений зависят от му, для кото-
рых нельзя написать соотношения типа Харди — Вайн-
берга. Поэтому, чтобы замкнуть систему (12.6), мы долж-
ны написать уравнения для |« = р{р, — й«:

dli}/dt = - F%; + (PiPj + lij) (W + Da) -

- (PiW; + pjWi), i, j = T~h, (12.7)

где Wi= 1£iDij(PiP$-{- %i}), W=^Wi. При достаточно боль-

ших F > max Di} эти уравнения можно записать в виде

dUldt = - F 2 £ y +e<py(Pl, ...,Рп, 5 Ц , . . . , Ы - (12.8)

При малых £ i ( - > » ;£у ->• 0, н тогда вместо (12.6) мож-
но использовать их асимптотический аналог

•^ = Pi С 2 Z? i j P i A- - 2 ^ w ) . (12.9)

Легко видеть, что, положив wiS = 1 — Diit мы приходим
к классической форме уравнений популяционной гене-
тики.
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Рассмотрим случай локальной панмиксии. Тогда из
(7.15)—(7.17) сразу следует

dx'

«...(•/ т \ — (Т)., (т\ С.. / * т \ ; ; — л п

хи \i, \) ~ 4J,3 \i) OJJ \i — х;2 t, j — i, n.

Введем переменную
Xij (t) = J Ф и (т) Si} (t — x) dx, i,j = T T n . ( 1 2 . 1 1 )

a

Дифференцируя x^t) no t при a = 0, получим

ax\jjdi = — uijXij —j— o$j, t, у =^ l , J^. ^iz.iii)

Эти уравнения совпадают с (12.2), которые были полу-
чены в предположении глобальной панмиксии.

Пусть Pi= 2 Sxjj S и Uij = Xij (t) 2^ x^ (t). Сумми-

руя (12.10) по /, дифференцируя по t и переходя

к частотам pt и йц, мы получаем

-jf-^Pi^DijUij —^DijUij, i, j = i7«. (12.13)
i.j i

Уравнения (12.13) совпадают с (12.6). Аналогично и
для Sit) мы получаем уравнение (12.5). Следовательно,
гипотеза локальной панмиксии приводит к тем же урав-
нениям эволюции, что и гипотеза глобальной панмиксии.
Этот результат вполне естествен, поскольку разные типы
скрещивания влияют на эволюцию популяции только в
том случае, когда функции рождаемости различны.

§ 13. Однократное размножение — модели
с дискретным временем

Предположим, что размножение в популяции проис-
ходит однократно при фиксированном возрасте т*. Уже
само это предположение говорит о том, что если система
скрещивания — панмиксия, то она может быть только
локальной. По этой причине мы будем использовать толь-
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ко модели (7.15) или (7.18). Однократное размножение
можно описать выбором функции рождаемости вида

Fu.»(x)=Ft.iUMx-x*), (13.1)

где >бСт — х*) — дельта-функция.
Если плодовитость мультипликативна, т. е. Fts, ы —

= FuFu, то эволюция популяции будет описываться урав-
нениями

Slm(t) = — JJJ— , I, m = l, n, ШМ

!U (t, x*) = S Fv&tkSib (t - x*), i, к =
k

(13.3)

T *{ T

- J " Dih(l)

ЭТИ уравнения представляют собой частный случай урав-
нений (7.15) при Fik(r)Fsj(x)=FikFsj8(x~%*).

Обозначим через w^ = F^^ мальтузианский пара-
метр {£/}-го генотипа. Тогда гц (t, х*) = 2 WihSih {t — х*).

к
Если теперь перейти в (13.2) к частотам генотипов щ —
= SQ/S, где S= 2 5 i j , то2

U e W - ^ - T ' W i - T » ) , i, / = 1, га. (13.4)
Здесь

~ ' п а г*) 51 «"« î ('-•=•) 5]«'ii«ii( (-^)
p.(t — <t*)= ^ *

Очевидно, что Pi= 2 "ij есть частота аллеля At. Тогда

суммируя (13.4) по /, получим рМ) = piit — т*). Отсюда
сразу следует, что

О, i, /=ЛГ». (13.5)
Соотношения (13.5) есть не что иное, как закон Харди —
Вайнберга. Из условия pt(t) — pAl— x*) и определения
Pi(i — х*) мы получаем

Pi (t) = 2 ^ij"ij (f — T*)/2 «'ijWjj (f — X*),
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или, используя (13.5),

(13.6)
Уравнения (13.6) — это классические уравнения популя-
ционной генетики для популяции с неперекрывающимися
поколениями (модель с дискретным временем). Если т*
рассматривать как среднюю длину поколения, то эти
уравнения описывают эволюцию генных (аллельных) ча-
стот в чреде поколений. Пусть штрих означает, что со-
ответствующее значение переменной относится к следую-
щему поколению. Тогда (13.6) перепишется в виде

Pi —\PiWilwi wi = 2

W = 2J U>i}PiPj> I, / = 1 , П .

Из (13.2) легко получается и уравнение для общей
численности S = 2 Si}'

S' = Sw2/<$*, Ф* = 2 J ®aPiPr (13.8)

1,5

Если теперь мы предположим, что плодовитость адди-

на, т .е. ^ > f t i = i . ( ^ i . + ^ ) ,

(учитывая (10.1)) сразу получаем

р р д , д дд
тивна, т. е. Fu hl = — (Fit-{- Fkl), то из уравнений (7.18)

где 1]г и х определяются по (13.3), а

1,т=1,п,

(13.9)

х ;(г,т*) = Ц Ф 1 А ( г - т * ) , i,k=l,n. (13.10)
к

Переходя в (13.9) к частотам, будем иметь

" « (*) = y{Pi(« - T*)Pi (* - х * ) 'I- ?J ( f - x * ) Pi (* ~ **)}.

(13.11)

где частота ps определяется так же, как и выше,
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a pi = Xi/x. Суммируя (13.11) по /, сразу получаем

Pi (t) = \ {Pi (t - X») + Pi(t- T * ) } . (13.12)

Учитывая, что

Pi = 2 ">ij«ij/2 WijUi-j, p.; = 2 Ф*з"

и используя (13.11), мы приходим к следующим урав-
нениям эволюции:

p'i = [piWi (р) + piWi (p)]/(2w),

Pi = [ Л Ф Г (P) + РгФ? (Р)]/(2Ф*), (13.13)

Wi (P) = 2 ^JiPi. Wi (p) = 2 wHPi > w = 2 WyPiPj,

Ф* (p) = 2 Фъ-pi, Ф* (Й = 2 фцл-pj, Ф* = 2 ф*^,
i i i,j

j , / = 1, n.

Здесь, как и прежде, знаком «'» обозначается следующее
поколение. Уравнение для общей численности S, полу-
чаемое суммированием (13.9), будет иметь вид

S' = wS. (13.14)

Легко видеть, что если Fti — F, т. е. плодовитость
одинакова для всех генотипов, то правые части уравне-
ний для р4 и р; совпадают и при одинаковых начальных
условиях pi = р,. Тогда р г — р{, иц = Pifj и уравнения
(13.13) приобретают классическую форму (13.7).

§ 14. Более реалистические предположения
о конкретном виде функций рождаемости и смертности

Хотя однократное размножение характерно для мно-
гих популяций насекомых и рыб (типичным представите-
лем последних являются лососевые), но природа много-
образна и она в изобилии поставляет нам примеры, ко-
торые никак не укладываются ни в гипотезу о независи-
мости функций рождаемости н смертности от возраста,
ни в гипотезу об однократном размножении. Рассмотрим
несколько более реалистических гипотез о конкретном
виде демографических функций.

а) Выше мы предполагали, что репродуктивный период
начинается с нулевого возраста. Более естественное пред-
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положение, что а > 0. В остальном мы по-прежнему будем
считать, что при т > a Fi} и D{j не зависят от возраста,
причем Dij = D. Очевидно, что Fa{x) = 0 для 0 < т < а.

Рассмотрим случай глобальной панмиксии и мульти-
пликативной плодовитости. Тогда мы можем использовать
модель (8.4) — (8.6), но при дифференцировании по f в
соответствующих интегралах вместо верхнего предела
t будет стоять предел t — a, и вместо системы (8.10) мы
получим

^ z r - = S(ou"] { P i ( t ~ а ) щ { t ~ а ) ~ P i { t ) w { t ~ a ) } >
(14.1)

где Wij^Fijia) =F«.

Аналогично, для уравнений динамики численности

da (t)'dt = w(t — a)S{t — a) — Da (t), 4

dx(t)/dt--=S(t — a) — Dx{t), S (t) = o2(t)/x(t).
Итак, мы получили для описания эволюции систему диф-
ференциальных уравнений с запаздывающим аргументом,
поведение решений которых может быть гораздо более
сложным, чем решений соответствующей системы диф-
ференциальных уравнений при а = 0.

б) Не делая пока никаких предположений о конкрет-
ном виде зависимостей демографических функций от воз-
раста, мы примем единственную гипотезу качественного
характера, а именно, предположим, что смертность вели-
ка, т. е. Dij(x) — \i,Dn{x), где \i > 1 — большой параметр,
а величины £>« ~ 1. По-прежнему будем рассматривать
случай глобальной панмиксии и мультипликативной рож-
даемости.

Заметим, что соответствующие уравнения эволюции
(8.4)—(8.6) содержат интеграл вида (при я = 0)

ь
h; = [ Кц (т) р, (t - т) р} (t -t)S{t-T) dx,

о
который можно записать в форме

Ь С т \
hi = J ZV, (t, т) exp - ]i J 5 y (1) dt\ dx,

1 ° > (14.3)
Zi} (t, x) = Fi} (x) Pi (t - x) Pi (t-x)S(t-x).
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Предположим, что функции /%•,- и Di} в окрестности точки
т = 0 имеют представление

Fuix) = /«тх Л Д Д т ) - г 7 , ^ - ' , (14.4)

где Я-> 1, v > 0. Принимая условие А, > 1, мы тем самым
учитываем тот факт, что в реальной ситуации /"„(О) = 0.
Более того, возрастание Ftiix) с ростом т вначале может
быть очень медленным, так что и Fy (0) = 0, и F^ (0) = 0.
С другой стороны, смертность среди новорожденных мо-
жет быть очень высокой, что обычно описывается членом
типа йу/та, где 0 < а < 1 . Условие а < 1 обеспечивает
существование нулевого предела

т

lira —£• dx == 0 при а < 1,
Т->0 " V

о

т. е. выполнение условия, что Ф,Дт) — вероятность дожи-
тия новорожденных до возраста т — при т -*• 0 должна
стремиться к единице.

Предположим, что рМ) =И= 0, Sit) Ф 0. Тогда разложе-
ние функции Zijit, т) в окрестности т = 0 должно начи-
наться с тех же степеней т, что и для F^ix). Для ин-
тегралов типа (14.3) можно по методу Лапласа получить
асимптотическую оценку вида

Т /

Ii} = JZ i } (t, т) ехр -

Здесь Г(...) —гамма-функция Эйлера. Используя (14.5)
для оценки интегралов в (8.4) — (8.6), мы получим

Pi{t) = Pi (t)wi{t)/w{t)-\-o(\)t i , / = = l 7 » , ^ 1 4 6 )

2 w -= S WiiPiPi-
j

Но, в отличие от предыдущих параграфов, здесь мальту-
зианские параметры ;% сложным образом зависят от ха-
рактеристик демографических функций:
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Эта асимптотическая оценка показывает, что в популяции
очень быстро устанавливается равновесие по генным ча-
стотам (уравнение (14.6) есть не что иное, как уравнения
для определения стационарных решений системы (8.13)
или неподвижных точек системы (13.7)).

Заметим, что асимптотика типа (14.5) пе единствен-
ная. Возможны и другие асимптотики, которые будут

10

О 2 8 /0 12 т
Возраст 5 днях

приводить к другим выражениям для мальтузианских ко-
эффициентов и, более того, к другим уравпениям эволю-
ции. Рассмотрим конкретный пример. Пусть функции
Кц(х) имеют вид

Кц{х)=*ких
пе-Л\ (14.8)

где т достаточно велико. Такая зависимость достаточно
хорошо аппроксимирует реальные демографические
кривые.

На рис. 3 сравниваются демографическая функция

К(х) = F (т) ехр | — J D (£ для популяции жуков
J ^

(Calandra oryzae) и ее аппроксимация К{х) = kxme~d%.
Функция К(х) рассчитана по данным Л. Бирча
(Birch L. С. The intrinsic rate of natural increase of in-
sect^population.— J. Anim. Ecol., 1948, 17, № i ; p . 15—26).
в K{x) m = 7, d = l , 4 ( ° — значения Kix) для исследо-
ванных возрастов).
5 Ю. М. Свирежев, В. П. Пасеков 65



Здесь мы приняли некоторую гипотезу подобия: де-
мографические функции генотипов отличаются друг от
друга только не зависящими от возраста множителями кц.
Тогда интеграл 1Ч можно записать в форме

6

где Pi}{t — x)=Pi{t — x)pj{t — x)S{t — x). Поскольку при
% -v оо Кц -*• О, то в этих интегралах верхний предел
можно считать бесконечным. Сделав замену переменной
т = wd, получим для / у:

оо

/ ц = ki}m
m+1 f Рц (t — mb) exp {m(— d$ + In в)} d$. (14.9)

Функция fid}) = —d& + In 0 имеет максимум в точке
•О* = 1/d. Поэтому мы можем применить к (14.9) фор-
мулу Лапласа и получить следующую асимптотическую
оценку /«:

/у ~ V2nrne~mmmPi} (t - x*)kiS/dm+1, x* = mid. "(14.10)

Так же, как и выше, используя (14.10) для оценки ин-
тегралов в (8.4) — (8.6), мы приходим к следующим асимп-
тотическим соотношениям:

Pi (t) &Pi(t- X*) WK (t - X*)/W (t - T*), I, j = i^Tl,

UH (t — T*) = 2 ЮЦР1 (t — X*),
II (14.11)

W (t - T*) = 2 WiiPi (t - X*) p-} (t ~ X*),

где мальтузианские параметры шц = кц. Система (14.11)
по форме совпадает с (13.6) — дискретной моделью, по-
лученной в предположении одноразового размножения.
Однако фактически эти модели различны: во-первых,
в них по-разному определяются мальтузианские парамет-
ры (или коэффициенты отбора) и)ц, и, во-вторых, различ-
ны времена запаздывания (или величины шага по време-
ни) х*. Если в модели однократного размножения т* —
это возраст размножения, то в модели (14.11) т* — это
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возраст, при котором К$(х) достигает максимума. Обычно
второй всегда меньше первого.

Здесь мы вплотную подошли к очень важному (и, за-
метим, очень болезненному) для математической генетики
вопросу о содержательном определении мальтузианских
параметров или коэффициентов отбора. Уже из изложен-
ного ясно, что эти величины являются сложными функ-
ционалами от демографических функций, и различные
гипотезы об их конкретном виде приводят к разным ве-
личинам мальтузианских параметров. Более подробно на
этом вопросе мы остановимся в § 3.7.

§ 15. Некоторые обобщения классических уравнений
популяционной генетики. Другой вывод

этих уравнений

В предыдущих параграфах этой главы мы показали,
что при достаточно жестких предположениях о демогра-
фических функциях общие уравнения эволюции могут
быть сведены к классическим уравнениям Фишера —
Холдена — Райта. Здесь при тех же предположениях от-
носительно демографических функций мы получим неко-
торые обобщения этих уравнений.

При глобальной панмиксии и мультипликативной
функции рождаемости, не зависящей от возраста, числен-
ность новорожденных с генотипом {ij} описывается фор-
мулой (7.7). Пусть теперь а = О, а Ъ = xmsx — предельно-
му возрасту особей. Интегрируя уравнение (3.6) по т е
е [О, Ь\, в котором одноиндексные обозначения генотипов
заменены на двухиндексные и не зависящие от возраста
функции смертности одинаковы для всех генотипов, мы
получим

xli(tt0) — Dx\i{t), i, / = 1, n, (15.1)
ь

где хц (t) =J#jj(£, x)dx— численность особей генотипа {ij}
о

всех возрастов. Легко видеть, что уравнение (15.1) не из-
менится, если предположить, что D = Dlx(t)], т. е. смерт-
ность зависит от общей численности популяции.

Аналогичный вывод справедлив и для формулы (7.7),
в которой можно считать, что Fy = Fijixitfl. Подставляя
выражение для xti(t, 0) при независимости {Fti} от воз-
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раста из (7.7) в (15.1), мы получим

Щ1 = Л^У^ Fi3xis (t)

i,j,k,s^T7^. (15.2)

Уравнение для общей численности x(t) получается сумми-
рованием (15.2) по г и /:

Т
Dx С). к>

Определим новую переменную щ = 2 FisXu, представляю*
s

щую собой среднее число аллелей As, взвешенное по пло-
довитости. Тогда, умножая обе части (15.2) на F{j и сум-
мируя по /, будем иметь

(In, П; Ж^

~df :r" 7TJ) 2i Fvni — Dnu i, i = 1 > n, (15.4)

и, для Лг =- 2 "i,
x

FijiiiUj- DN, i, j = 1, n. (15.5)

Введем частоту аллеля AL по формуле р< = nJN. Тогда из
(15.4) и (15.5) мы получим

dt

w, = y,Ftw,. (15-0)

S 4 J i llvpiPj, ,j ,
i %,}

Выпишем дополнительно уравнения для N, х и z = N/x:

dz 2 / ч (15.7)

1 F = z 2 ( w - z ) . ^1 U ̂

Одной из часто используемых гипотез (которую мы уже
неявно использовали в § 12) является гипотеза так назы-
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ваемого «слабого отбора». Суть ее заключается в следую-
щем. Предполагается, что мальтузианские параметры,
роль которых здесь играют рождаемости, могут быть пред-
ставлены в виде

F,j = F + eftl, где е « 1. (15.8)

Подставляя эти выражения в (15.5) и (15.6), мы получаем

'i — w), i — 1, n,

dN/dt = N(zF — D + ewz),

dxldt = x{zz-D), (15.9)

dz/dt -=z2(F — z-{- ew).

Принятие гипотезы о слабом отборе сразу разделяет пе-
ременные системы на «медленные» — аллельные частоты
и «быстрые»—численности N и х, и их отношение z.
При достаточно малых е z быстро стремится к значению
F и дальнейшая эволюция системы происходит в окрест-
ности плоскости z = F. Поэтому для достаточно больших
времен при описании эволюции системы вместо полных
уравнений (15.8) можно пользоваться «усеченной» систе-
мой, в которой положено z = F:

dpi/dt — Fpi (Wi — w), i = 1, n,

dN/dt = N (Fw - D), (15.10)

dxldt = {F2 — D).

В дальнейшем мы будем предполагать, что F = 1 и от
общей численности зависит только функция смертности.
В этом случае уравнения для частот полностью совпада-
ют с классическими:

-jp = Pi (Wi - W), Wi =

(15.11)
w = 2 PiW\, i, j = lj n

i

(здесь мы обозначили Рц = ю^), а уравнение для общей
численности iV приобретает вид

(15.12)

И если при t-*-oo Pi{t)-+pi, так что wit) -*• w* и
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D'(N*) > 0, где iV* — единственное положительное реше-
ние уравнения D(N*) = w*, то Nit) -> N*.

Мы получили эти уравнения из общих уравнений эво-
люции, сделав предположения, которые фактически эк-
вивалентны пренебрежению возрастной структурой попу-
ляции. Ниже мы дадим вывод тех же уравнений, может
быть, менее строгий, но зато более наглядный, когда воз-
растная структура популяции вообще не рассматрпвается.

Пусть ХцШ, i, j = 1, п,— численность генотипа {ф
(мы рассматриваем «бесполую» популяцию). Предположим,
что плодовитость любой пары одинакова и равна F. Смерт-
ность же мы будем рассматривать двух типов: зависящая
от генотипа вероятность выживания на интервале 8t
есть Wifit, а не зависящая от генотипа конкурентная
смертность есть D{N)8t, где N=^Xi} —общая чнслен-

i.i

ность популяции.
Пусть теперь miki s} = miki eiixlu ж12, . . . , xnn), i, /, к, s =

= 1, n,— число пар вида iik}, {sj}. Если закон наследо-
вания задается оператором Q (оо/мЛ, то уравнения дина-
мики численностей генотипических групп можно записать

—Jf = *Щт ,Jmd 4®ih,simik,s} — L> \N) Xlm,

i, к, s, /, I, m = 1, n.

Когда наследование определяется одним геном с множе-
ственными аллелями, а система скрещивания — панмик-
сия, то (Oik, si задается формулами (6.2), a miki „,- = xihxsi/N
и (15.13) переходят в

dt iV ^™ ^"*
ft s

(15.14)

Переходя от числениостей генотипическпх групп к чпс-
ленностям аллелей xi == 2 яу» мы получим

i

f!L = ZfL 2 и;1Л- - Z> (Л') arif i, / == 1 ^ . (15.15)

Если теперь ввести новые мальтузианские параметры
по схеме Fwu => wi} и перейти к частотам, то мы придем
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к стандартным уравнениям Фишера — Холдена — Райта,
но с другим уравнением для общей численности вида
(15.12).

В дальнейшем вместо строгого вывода эволюционных
уравнений мы будем часто пользоваться схемой вывода,
изложенной выше. И наконец, для величин w{j наряду с
названием «мальтузианский параметр генотипа {£/}» мы
будем также использовать название «приспособленность
генотипа {г/}».

§ 16. Уравнения эволюции с дискретным временем

Только что изложенную схему вывода эволюционных
уравнений можно применить для случая, когда время из-
меряется дискретно, например, в поколениях. Эволюцию
популяции мы представим в виде следующих последова-
тельных событий: образование репродуктивных пар, про-
изводство особей нового поколения и гибель родителей —
в конце поколения, дифференциальное выживание потом-
ков на протяжении всего следующего поколения.

Пусть численность особей генотипа {ф к концу
it— 1)-го поколения равна x~[j (t—1). (Значение величины
до момента смены поколений мы будем обозначать индек-
сом «—», после — индексом «+».) Число пар вида iik),
{sj} обозначим через пцк^ = тщь^ [хп (t — 1), . . .
. . . , Хпп (t — 1)],г, к, s, } = 1, п. Предположим, что каждая
такая пара производит одинаковое число потомков 2F.
Распределение потомков по генотипическим группам

снова описывается оператором Q {©гм;}, I, пг— 1, п.
Если теперь wlm — доля особей генотипа {lm}, дожива-

ющая до конца поколения и вступающая в скрещивание,
то

XJm{t) = WlnZ
+(t), I, j = 1, П. (16.1)

Учитывая, что xTm(t) — это потомки особей предыдущего
поколения,

xlm (t) = ^Fll'im 2J (i>ih,simik, sj>

«.*•«•* (16.2)
i, j , k, s, I, m= 1, n.

В предположении, что наследование определяется одним
геном с множественными аллелями, а система скрещи-
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вания — панмиксия, уравнения (16.2) можно записать
в виде (N = 2 xij\-

г, ]', к, s, I, т= 1, п.

Уравнения (16.3) представляют собой рекуррентные соот-
ношения, связывающие численности генотипических групп
в конце двух последовательных поколений. Переходя в
(16.3) к частотам аллелей Pi — 2 #y/iV, мы получим

з
РТ (0 = РТ (t — 1) wT it — i)[w~ (t — 1), ( 1 6 4 )

w~ = 2 ЩРТРТ, i, j = l, w.2
Очевидно, что связь числеыностей генотипических

групп в конце предыдущего и в начале последующего по-
колений задается соотношением

Переходя в (16.5) к частотам аллелей, мы получаем
pt(t) = pr(t—1)» т. е. при переходе от одного поколе-
ния к другому генные частоты непрерывны. Поэтому в
(16.4) мы можем опустить индекс «—» и записать эти
уравнения в виде

i (16.6)
w = 2 w«PiPj» i,j=l,n.

(Здесь индекс «'» указывает, что величина относится к
следующему поколению.)

Суммируя (16.3) по индексам, мы получим уравнение
для общей численности популяции:

N-(t) = Fw-(t-l)N-(t-l). (16.7)

Но поскольку N+(t) = FN+(t - 1) и pt (t) = рТ (t - 1),
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то уравнения для численностей в начале п в конце поко-
ления будут одинаковыми, и поэтому мы можем написать

N' = FwN, w = 2 WijPiPj. (16.8)

Легко видеть, что система (16.6) не изменится, если
предполояагть, что F = F(N) и и>ц•, — г^йф(Лг). Кроме того,
не меняя (16.6), мы можем положить Fwn^Wjj, что эк-
вивалентно предположению F = 1. В этом случае изменит-
ся лишь скорость изменения общей численности — ско-
рость эволюции генной структуры останется без изме-
нений.

И в заключение мы остановимся на концепции так
называемого «гаметного резервуара». Представим процесс
образования новых зигот (особей нового поколения) в ви-
де следующих этапов:

1. Каждый из родителей производит одинаковое чис-
ло гамет, причем частота гамет каждого типа, производи-
мых гетерозиготами, равна 1/2; все гаметы образуют но-
вую популяцию гамет («гаметный резервуар»).

2. Из популяции гамет случайным образом делается
выборка по два; таким образом, эти выборки образуют
популяцию зигот-потомков.

Ясно, что если гаметы не коррелируют друг с другом,
то вероятность образования зиготы Uj) (которая в попу-
ляции большой численности может быть описана часто-
той этой зиготы u{j) равна

4 ( 0 = Р Г ( * - 1 ) Л ~ ( * - 1 ) > *,./ = Г£. (16.9)
Отбор на протяжении следующего поколения модифици-
рует эти частоты, так что

Подставляя (16.9) в (16.10) и учитывая, что2 иц = pi,

получим уравнение для pt в форме (16.6).
Из (16.9) следует, что предположение о некоррелируе-

мости гамет эквивалентно предположению о панмиксии.
Концепция «гаметного резервуара», в которой взаи-

моотношения на уровне генотипов переводятся во взаимо-
отношения на уровне гамет, представляет собой очень
удобный аппарат для значительного упрощения эволюци-
онных уравнений. Естественно, что, приняв ее, мы сразу
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выкидываем из рассмотрения многие механизмы эволю-
ции, которая все-таки идет на уровне генотипов, а не
гамет; однако это иногда бывает просто необходимо, для
того чтобы прийти к какому-то конечному результату, не
потонув по пути в формальных сложностях.

§ 17. О связи между непрерывными
и дискретными моделями

Заметим, что формально уравнения (16.6) и (16.8)
можно рассматривать как конечно-разностную схему
с шагом h = 1 для дифференциальных уравнений вида

pi {wi — w)lw, dNldt = N (Fw — 1), i = 1, n,

(17.1)

где pi ^ pit) — pit — 1). Уравнения (17.1), по-видимому,
самые простые из множества дифференциальных уравне-
ний, для которых (16.6), (16.8) являются разностной схе-
мой с й = 1 . Однако, если в теории разностных схем мы
можем показать, что при h -*• 0 решение уравнений (16.6),
(16.8) и (17.1) отличаются сколь угодно мало (при опреде-
ленных ограничениях на правую часть дифференциально-
го уравнения), то здесь этот предельный переход невоз-
можен по смыслу самой задачи.

Оценим ошибку, возникающую при замене разностных
уравнений (16.6) и (16.8) дифференциальными (17.1). Их
решения будем сравнивать на достаточно больших отрез-
ках времени, включающих много поколений.

Будем рассматривать только поведение ошибок Ei =
= Pi — pt ip{ — решение дискретной системы), рассмотре-
ние для общей численности аналогично. Из (17.1) для од-
ного поколения получим

1-11 • • 1 — (1 7-2)
Л 1J> г7 / 1> Я .
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Здесь Д — правые части уравнений (17.1). Вычитая (17.2)
из (16.6), получим

(17.3)

Здесь ф( — правые части уравнений (16.6). Вводя нормы

) е | = max|8j|, |Ф| | = тах , Pi e= [0,1],

М || = max
l

j£fM\> «./ = !.«. в,-е[0,1],

из (17.3) мы получаем

lle(* + l)H<II

При НфН < 1 из (17.4) будем иметь

(17.4)

(17.5)

Для того чтобы ошибка была ограниченной, необходимо
и достаточно: НФН < 1. С другой стороны, ошибка мала,
если мала величина

| М || = max 2 °h ,

Поэтому, если первое требование есть не что иное, как
требование малости изменения генных частот за поколе-
ние, то второе требует достаточной гладкости кривой ген-
ной частоты (кривизна графика зависимости генной час-
тоты от времени должна быть мала). Так как pi =
= ^jfj9fi/dpj, то второе требование автоматически вы-

полняется, если выполнено первое, и производные
ограничены.

Конечный результат всех этих рассуждений можно
сформулировать следующим образом: если переменные pi
за шаг меняются мало, то замена разностных уравнений
(16.6) дифференциальными (17.1) не приводит к большой
ошибке. А малое изменение р{ возможно либо в том слу-
чае, когда значения pt, i—1, и, близки к неподвижной
точке действующего на р оператора <р = {<рД/̂ )}, либо
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имеет место слабый отбор, например, приспособленности
мало отличаются от единицы ( F = 1). В последнем случае
из (17.1) получаем

dpi/dt — pi (wi — w) -f- о (e), i = 1, n. (17.6)

Здесь e = max | u\j — 11 <Cl. Уравнения (17.6) с точностью

до o(e) совпадают с уравнениями непрерывной модели
(15.10).
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Предполагая, что демографические параметры всех генотипов близ-
ки друг к другу, автор одновременно делает предположение о ма-
лом изменении генной частоты на некотором отрезке времени и
пользуется аппроксимацией вида

p(t — x) =p(t) —xdpldt,

т. е. априорно накладывает на решение системы некоторые огра-
ничения.

С выделением быстрых и медленных переменных при анализе
решений на конечном промежутке времени можно познакомиться
по монографии:

В а с и л ь е в а А. В., Б у т у з о в В. Ф. Асимптотические раз-
ложения решений сингулярно возмущенных уравнений.— М.:
Наука, 1973.
Аппроксимация систем уравнений с быстрыми и медленными

переменными на полубесконечном промежутке времени изучена
в работе:

Б у т у з о в В. Ф. Асимптотические формулы для решения си-
стемы дифференциальных уравнений с малым параметром при
производной на полубеоконечном промежутке (0 ^ t < оо).—
Вестник МГУ, 1963, № 4, с. 3—14.



ГЛАВА HI

ПРОСТЕЙШИЕ ПОПУЛЯЦИОННЫЕ МОДЕЛИ

§ 1. Введение

В этой главе мы покажем, как даже простые модели,
описывающие наиболее элементарные популяционно-гене-
тические процессы, позволяют прийти к выводам, инте-
ресным своей биологической наглядностью. Простые мо-
дели хороши еще тем, что их легко проверить экспери-
ментально. А это позволяет ясно увидеть их достоинства
и недостатки и оценить степень применимости математи-
ческих методов, используемых для описания популяцион-
но-генетических процессов. Сложную модель большой
общности трудно применить к конкретной биологической
ситуации. Возникающие при этом математические слож-
ности могут совершенно заслонить первоначальное биоло-
гическое происхождение задачи, и основной целью иссле-
дования станет их преодоление.

Здесь мы рассмотрим один из наиболее простых объек-
тов, встречающихся в популяционной генетике: достаточно
большую панмиктическую популяцию организмов, насле-
дование некоторого признака в которой определяется од-
ним двухаллельным геном. Популяция считается «беспо-
лой», т. е. оба пола равноправны и в наследовании, и в
отборе.

Если обозначить аллели через А и а, то популяция бу-
дет содержать только три генотипические группы: АА, Аа
и аа. Описание динамики численности этих групп в зави-
симости от их демографических функций и будет нашей
задачей. Иногда же для описания эволюции будет доста-
точно динамики численностей двух аллелей либо даже
одного.
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§ 2. Уравнения эволюции

Очевидно, что уравнение эволюции для двухаллельного
гена есть частный случай уравнений, полученных в пре-
дыдущей главе, для п = 2. Мы будем предполагать, что
в популяции имеет место глобальная панмиксия и рож-
даемость мультипликативна. Как и прежде, будем счи-
тать, что размножение в популяции происходит на воз-
растном интервале [а, Ы, где 0 < а< Ъ ̂  °°. Пусть, кро-
ме того, Ftj{x) —Ft = const. Уравнения (8.4) — (8.6) преды-
дущей главы принимают в этом случае более простой вид:

ъ
%)S(t-z)[K1 (г) Р(1~т) + Кг(х)д^- т)] dx

_ ,

(2.1)

* 4 " ' S(t)

pit) + qit) = 1,

где через р и q мы обозначили частоты аллелей А и
а среди новорожденных, а индексы 1, 2, 3 соответству-
ют употреблявшимся ранее двойным индексам 11,
12, 22. Функции Kiix) имеют теперь вид K(ix) =•

[ Г ' 1 2
= /?^ехр1— 1 Di{z) d%), где наличие множителя Fc свя-

\ о J
зано с нашим предположением о мультипликативной рож-
даемости. Обозначив F == F\, мы перейдем к прежней фор-
ме записи этих функций. Уравнения (2.1) для частот
можно переписать, введя новые переменные Stit) — чис-
ленности новорожденных, принадлежащих i-му генотипу
И = 1,2,3):

ь ь
Si (t) + S2 (t) = j # ! (т) 5X (* - т) dx + J K% (T) S2 (t -x) dx,

a a
b b

Ss(t) + S2 (t) = j ^з (T) SS it -x)dx+ J Kt (x) S2 Ц -x) dx,
a a

(2.2)
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В дальнейшем при необходимости мы будем использовать
эту эквивалентную форму записи уравнений (2.1), помня,
что iS'i + 2Sz + S3 = iS. И если ранее, для того чтобы прий-
ти к известным уравнениям популяционной генетики, мы
вообще пренебрегали спецификой возрастных распределе-
ний, то здесь мы попытались сохранить хотя бы мини-
мальную зависимость демографических функций от воз-
раста.

§ 3. Условия существования полиморфизма

Одним из наиболее интересных стационарных состоя-
ний популяции является состояние, в котором устойчиво
сосуществуют все три генотипа — генетический полимор-
физм. На языке аллелей это означает, что в популяции
присутствуют оба аллеля: А и а.

Поэтому для анализа условий существования полимор-
физма мы будем искать условия, при которых популяция
при t -> оо эволюционирует к состоянию р* = const,
О < р* < 1, т. е. pit) ->• р*. Подставляя в (2.1) вместо pit)
его предельное значение р*, получим

ъ
S (I) - f S (t - т) [Кх (т) р* + Кг (Т) q*\ dx,

\ ( З Л )

S (t) = J S(t-j) [Кг (т) р* + Кя (т) д*] dx,

Здесь S{i) — значения 5 при достаточно больших t. Урав-
нение вида

ь
х (t)^-\ К (т) х {t — т) dx

а

•это известное уравнение восстановления*). С урав-
нениями такого типа (более сложными) мы уже встреча-
лись в главе II при выводе уравнений эволюции. Оно име-
ет решение вида

*) Б е л л м а п Р., К у к К. Дцфферепциально-разностные
уравнения.--М.: Мир, 1967, с. 255.

80



где 2< — корни уравнения
ь
J К (т) в"«Л = 1,

причем Л = Zj > Re Zj, i = 2, 3, . . . (мы предполагаем, что
корни занумерованы в порядке невозрастания их вещест-
венных частей).

Так как Кх (т) р* -f- К2 (т) g* ^ 0 (и не тождественный
ъ

нуль), то уравнение J [К± (т) р* -f- # 2 (т) Я*\ s~zxdx — 1
а

имеет на вещественной оси единственный корень Я,*. По-
скольку этот корень превосходит вещественные части всех
остальных корней, асимптотика функции S(t) будет опре-
деляться членом се , остальные же слагаемые дадут ос-
цилляторный эффект, относительное влияние которого
с течением времени будет ослабевать.

Подставляя в (3.1) вместо S(t) выражение се , получим
1,

(3.2)

ь

где щСк*) = J Ki (т) е-%**<1%, i = 1, 2, 3. Введем в рассмот-
а

рение числа Kt, являющиеся (единственными) веществен-
ными корндми уравнений ©4(z) = 1, i = 1, 2, 3. Очевидно,
что (3.2) удовлетворяется, если со,(Я*) = 1, т. е. Я4 = Х*,
i = l, 2, 3. Значения р* и q* в этом случае могут быть лю-
быми. Подобная ситуация соответствует малоинтересному
для нас состоянию безразличного равновесия популяции.
Поэтому мы будем искать нетривиальное решение систе-
мы (3.2), рассматриваемой как система линейных алгебра-
ических уравнений относительно р* и q*:

р*(1 - (о,) + q*(i - ш2) = О,
(3.3)

<о2) + д*(1 - юа) = 0.

Условие существования нетривиального решения:

1 — со 1 — со

Ю, м. Соирежав, В. П. Пасеков 81



Кроме того, из условий положительности р* и q* следует,
что

и,а*) > 1, м,а*)' > 1, ю2(Я*) < 1,
или (3.5)

Поскольку функции юДЯ) строго монотонны, то неравен-
ства (3.5) можно заменить неравенствами

Я* < Xi, Я* < Яз, Я* > Я2,
или (3.6)

Я * > Я И Я * > Я 3 , Я * < Я 2 .

Уравнение (3.4) имеет единственный корень Я*, удов-
летворяющий одному из условий (3.6). Докажем это.

Пусть Я2 > Ki, Я3 и для определенности Xi 5* Я3. Рас-
смотрим функцию

/ (Я) = [1 - 0)! (Я)] [1 - С03 (Я)]/[1 - С02 (1)}\

Очевидно, что /(?.J = 0. С другой стороны, при X ->• Х2

/(Я) -»- + оо, так как из монотонности юДЯ) следует,
что (Oi(X2) < fi>i(A,i) = 1 и, кроме того, (в3(Я2) < 1. Посколь-
ку f{%) непрерывна на [Xt, Я2) и, как легко проверить,
монотонно возрастает на [Xi, Яг), то существует только од-
на точка Я*, в которой /(Я*) = 1. А это означает, что вы-
полняется равенство (3.4). Аналогично рассматривается
и случай Я2 <Xi, Яз-

Для р* и q* мы получаем следующие выражения:

в (о2 (Я*) - со3 (I*) m_ (o^W-at^k»)

(3.7)

Сформулируем основные результаты этого параграфа.
Если популяция под давлением отбора эволюционирует
к состоянию полиморфизма, то

1) численности составляющих популяцию генетических
групп изменяются по экспоненциальному закону с одним
и тем же показателем Я*;

2) число Я* однозначно находится из уравнения (3.4)
с учетом выполнения одного из неравенств (3.6), т. е. воз-
можное состояние полиморфизма является единственным;

3) равновесные частоты аллелей среди новорожденных
определяются по формулам (3.7);
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4) необходимые условия существования полиморфизма
имеют вид

Ai, Лз "^ Аг, (3.8)
ИЛИ

Итак, мы получили, что необходимые условия суще-
ствования полиморфизма определяются только соотноше-
ниями между параметрами Я,- или, что аналогично, между

ь
вещественными корнями уравнений \ К{ (т) е zxdx = i,

а
i = 1, 2, 3. В следующем параграфе мы получим в не-
котором смысле достаточные условия достижения популя-
цией того или иного состояния, а именно условия устой-
чивости предельных траекторий при малых (в смысле мет-
рики, которую мы определим ниже) отклонениях от на-
чального равновесного возрастного распределения.

§ 4. Достаточные условия устойчивости
предельных состояний популяции

Поскольку при исследовании устойчивости нельзя
обойтись без учета влияния начальных возмущений, то
здесь мы будем пользоваться полными (не асимптотиче-
скими) уравнениями эволюции — частным случаем урав-
нений (4.5) — (4.7) главы II. Уравнения (4.5) для нашего
случая запишутся в виде:

5 r

i ( — т ) = £;(т)ехР

где gi(i) — известные функции, описывающие начальное
возрастное распределение (при t = 0) генотшшческих
групп в популяции. Выписанные в § 2 этой главы урав-
нения (2.2), которые являются полными, с учетом началь-
ных условий можно представить в форме

^ (0 + S2 (t) = j К, (Т) S, (t - Т) dX -г
о

t

+ f Kt (т) S2 (t -x)dx + G1 + G2,
0

(4.1)
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S9 (t) + S2 (t) = j K3 (т) S3 (* - т) dx +

2 ( T ) 5 2 ( f - T ) c Z T + G 3 + G2

(4.1)

где

i = 1 , 2 , 3 .

Для простоты мы будем рассматривать бесконечный ре-
продуктивный промежуток с началом в нуле. Можно пока-
зать, что все дальнейшие рассуждения справедливы и для
произвольного репродуктивного промежутка [а, Ь].

Разделив первые два уравнения (4.1) на е% *,
а третье — на е-2*- * {%* — корень уравнения (3.4), удовлет-
воряющий одному из условий (3.6)), мы получим новую
систему для функций Q* (t)= Si (t) <?-*• *, по форме совпа-
дающую с системой (4.1), но в которой вместо функций
Ki(x) будут стоять функции К\ (т) = К\ (т) е~% х, а вш-

^(<)-Л(0 = ^(0е-х*'.
Для вещественных корней Э4 уравнений

l, 1 = 1 , 2 , 3 ,

имеет место равенство 0,- = Я,- — X*, в чем легко убедиться
непосредственной подстановкой. Так как

то при стремлении популяции к полиморфизму

SiWjzz+c£(t) = (&•*',• г = 1,2,3,
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и, следовательно, Qt(t) -*• си где сг = р* 2 , с2 = p*q*, с& =
= q*2. Пусть е,(«) = й,(г) — с<, i = 1, 2, 3. Уравнения для

Ш (с точностью до членов о(е,)) будут иметь вид

t t

+ *2 (<) = J К\ (т) ех (« - т) йт + J ^г(т) е2 (t - т) йт +

(4.2)

dn,

где а = q*/(2p*), p = p*/(2q*).
Будем говорить, что начальные условия двух решений

задачи (4.1) отстают друг от друга не более чем на б,
если

$[Gl(t)-Gl(t)]dt
О

oo

Здесь G\ (t) = \КГ (T) g\ (x - t) exp j j Dt

< 6 , i = l,2,»3.

x-i

(4.3)

- функ-

ции, определяемые начальными распределениями
gi (x), где & = 1, 2 — номера двух различных распределе-
ний. Заметим, что в случае конечного репродуктивного
промежутка [а, Ъ] Gi (t) == 0 при t > Ъ и, следовательно,
интегралы (4.3) заведомо сходятся.

Применяя к каждому из уравнений (4.2) преобразова-
ние Лапласа и исключая одну из переменных, получим

£ 0О[1 + а (1-£$(*))]+
- £ 2 СО) = # „

z) [1 - К% (z) + р (1 _ = Я з а (г),
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где
со

Я 1 2 (г) = h, (z) + A, (z) = J [ht (t) + h2 (t)] e-«dt,

Здесь мы использовали известное свойство свертки двух

функций:*1 nf(t)g(t-x)dr) = , где F - пре-

образование Лапласа. В дальнейшем изображение функ-
ции по Лапласу будем обозначать волнистой чертой свер-
ху, как это сделано в (4.4).

Для ei(z) и ё3(г) мы получаем следующие выражения:

ei(z) = Ai(z)/A(z), es(z) = A,(z)/A(z),

где

Аз («) =

Можно показать, что изображения функций е4 и е3 удов-
летворяют второй теореме разложения *) и, следовательно,
сами функции будут иметь вид

<я(*) = 2 т И ' , i = 1,2,3,

где г, — корни функции А (г), а у?— вычеты функций
A;(z)/A(z) в полюсах zj. Наша задача свелась, таким обра-
зом, к определению расположения нулей A(z) на комп-
лексной плоскости.

В § 3 этой главы мы показали, что полиморфизм мо-
жет достигаться лишь при Я2 > А,|, Я3, либо при Я2 < Я4, Я3.
Очевидно, что для 04 должны иметь место аналогичные
неравенства, причем, если Я* — корень уравнения

[1 - <в,(г)][1 - со3(г)] = [(B2(z) - I] 2 ,

*) Лаврентьев М. А., Ш а б а т Б. В. Методы теории функ-
ций комплексного переменного.— М.: Наука, 1958, с. 483.
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то 0* = 0 будет корнем уравнения

[1 - (ol(z)] [1 - co°(z)] = [а>2° (г) - I ] 2 , (4.5)
где ~

<о?(*)^Я?(а).
Пусть теперь Я2 > А ̂  К3 (из-за симметрии индексов 1

и 3 можно, не нарушая общности, предположить, что
Xi ^ Ха). Представим определитель Д(г) в виде

ДЫ = d e t [ E - A ( z ) ] ,

где Е — единичная матрица, а А(г) — матрица вида

Для 0;, очевидно, имеют место неравенства 93 < 0i <
< 0 < 02. Рассмотрим A(z) на интервале [9(, 0'2]. Посколь-
ку сог(2)>1 при z < 02, то на этом интервале A(z) будет
матрицей с положительными монотонно убывающими эле-
ментами.

Следовательно, для этой матрицы справедлива теория
Фробениуса — Перрона *). Используя эту теорию, полу-
чим оценки для корня Перрона (наибольшего собственно-
го числа матрицы A(0i)). Так как о)а(01)> 1,то

«и Фг) ^ <»1 (9i) + « [<в$ (60 - l] = 1 + а [<о°. Фг)~ l] > 1.

Здесь ан — левый верхний элемент матрицы А. Тогда,
по известному свойству матриц с положительными эле-
ментами**), корень Перрона г[А(в4)] > 1. С другой сто-
роны, непосредственным вычислением показывается, что
r[A(02)J < 1. Следовательно, согласно известной теоре-
ме***), на отрезке [04, 02] существует действительное чис-
ло 0* такое, что г[А(0*)] = 1, откуда Д(0*)=О.

*) Б е л л м а н Р., К у к К. Дифференциально-разностные
уравнения.— М.: Мир, 1967, с. 282—287.

**) Там же, с. 283.
***) Там же, с. 283 (теорема 8.3).
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Покажем, что 0* = 0. Вспоминая, что а = q*/(.2p*) и
§ = p*/(2q*), представим ДЫ в виде

0 * [ l
? 1 1 -

Так как, согласно (3.2), р*со? (0)+g*co°. (0)= jp*co1(X*)+
+ q*(x>2 (К*) = 1 и />*со°. (0) + д*©з(О) = 1, то, раскрывая
определитель ДЫ, мы получим

А (0) = р*д* [(1 - а»» (0)) (1 - со» (0)) - (1 - со» (О))2].
В состоянии полиморфизма р*, q* Ф 0, а поскольку 0* =
= 0 — корень уравнения (4.5), то и А(8* = 0) = 0, что и
требовалось доказать.

Таким образом, на отрезке [0!, 02] функция ДЫ имеет
единственный вещественный корень, равный нулю, в то
время как вещественные части всех комплексных корней
(по той же теореме) меньше нуля. Кроме того, записав

A (z) = [1 - со? (z)] [1 - со» (г)] + а [1 - co2»(z)] [ l-co^)] +
co°.(Z)], (4.6)

мы легко можем установить, что при вещественных z,
больших62, со» (z)<;l, i = l , 2, 3, и, следовательно, ДЫ > 0.

Ясно, что у ДЫ нет и комплексных корней с R e z >
> 02. Если бы это было не так, то, применяя вышеупомя-
нутую теорему к интервалу (02, °°), мы получили бы, что
у ДЫ должен существовать действительный корень, боль-
ший 02, что невозможно.

Таким образом, мы доказали, что максимальный веще-
ственный корень функции ДЫ равен нулю, а веществен-
ные части всех комплексных корней отрицательны. Следо-
вательно, функцию еМ) можно представить в виде

Ч (*) = Vi + П (9i (4-7)
где

V*)
г=о(dA/dz)

(4.8)
= Я 1 2 (0) [1 - cog (0) + р (1—со2 (0))] - р Я з а (0) [1—tog (0)] =
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Заметим, что 0 < 1 — со3

0 ( 0 ) < 1 и (dh/dz) | г = 0 > 0 . Функция
•цШ -*• 0 при t -*• °°, и, следовательно, начиная с некото-
рого момента t, r) (t) < | vl | для всех t > t.

Аналогичное представление имеет место и для e2it)
и e3(t).

Сформулируем теперь основное утверждение этого па-
раграфа, доказанное нами выше.

Т е о р е м а . Если числа Xt, являющиеся единственными
вещественными корнями уравнений соДг) = 1, 2 = 1, 2, 3,
удовлетворяют неравенству

%2 > К К (4.9)

то для любого, сколь угодно малого е > О существует б ==
= 1/3s(dA/dz)\z=g такое, что, как только

1М0)1
о *

i = 1,2,3,

С

будут иметь место неравенства

\Si(t)e-b*t-a\<B, « = 1,2,3

(быть может, начиная с некоторого момента I).
Другими словами, при малых (в смысле введенной

метрики) отклонениях начальных возрастных распределе-
ний от равновесных решение нашей задачи будет откло-
няться от равновесного стационарного возрастного распре-
деления, соответствующего полиморфизму, не более чем
на е. Это утверждение естественно назвать теоремой об
устойчивости полиморфизма для популяции, эволюция ко-
торой описывается системой (4.1).

Пусть Я, > К, > Л2 и соответственно 0( > 83 > 0 > 92,
т. е. 82 и пара 0( и 63 находятся по разные стороны от
нуля. Тогда АШ^Д^з) < 0 И, В силу непрерывности ДЫ,
должен существовать корень 9 такой, что 0 < Э3 < Э < 9t.
В этом случае заведомо |е;Ш[ -*• °° при £-»-<», т. е. со-
стояние полиморфизма неустойчиво. Аналогичное утверж-
дение имеет место и при Х3 > ^i > Я,2. Таким образом, вто-
рое альтернативное (из необходимых) условие существо-
вание полиморфизма (условие (3.9)) соответствует на са-
мом деле состоянию неустойчивого полиморфизма.

Используя этот метод, аналогичным образом можно до-
казать, что при %Г > Я2 будет устойчивым состояние с

89



р* = 1; при этом величина Я3 не влияет на устойчивость
этого состояния, если только эволюция популяции начи-
нается достаточно близко от точки р* = 1. В случае Кг ^
> Я2 устойчивым будет состояние р* — О, причем вне за-
висимости от %i. К сожалению, здесь мы не можем сде-
лать каких-либо глобальных выводов об устойчивости и
указать области притяжения устойчивых стационарных
состояний. Например, мы знаем, что при А2 < Яц Я3 поли-
морфизм неустойчив. Однако сказать, когда траектории
будут приходить в окрестность состояния р* = О, а ког-
да — р* = 1, мы не можем.

§ 5. Популяция без возрастной структуры.
Непрерывная модель

Исключение из рассмотрения возрастной структуры
популяции позволяет максимально упростить модель, со-
хранив, однако, некоторые основные черты эволюции ге-
нетической структуры популяции под действием диффе-
ренциального отбора. Возможность независимого рассмот-
рения эволюции аллельных частот и общей численности
популяции еще более упрощает исследование, сведя его,
по сути дела, к анализу решений одного дифференциаль-
ного уравнения первого порядка.

Из (2.15.11) при п = 2 мы получаем

dp/dt = р(1- р)[ф-у)- (2$-а-у)р]. (5.1)

Здесь мы ввели новые обозначения: р4 = р, рг = 1 — р,
wu = a, wl2 = w2i = p\ w22 = у. Фазовый портрет этого
уравнения на плоскости {р, р; р е [0, 1]} будет зависеть
от соотношений между а, р\ f- Возможны следующие
случаи:

1. Пусть а > р S* Y, т. е. наиболее приспособлена гомо-
зигота АА. Фазовый портрет для этого случая изображен
на рис. 4, а. Поскольку р > 0, то имеется только одно ус-
тойчивое состояние р* = 1, соответствующее полному вы-
теснению аллеля а.

2. Пусть 3 < а, ч- Тогда р < 0 при р е= (0, р) и р > 0
при р <= (р, 1), р = (р* — if)/(2p — ос — f)- Следовательно, в
популяции существуют два устойчивых состояния: р* = 0
и ft = 1, причем первое достигается, если /)(£0) > р, а вто-
рое — если p{t0) > р. Фазовый портрет для этого случая
изображен на рис. 4, б.
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3. Пусть [5 > а, у, т. е. наиболее приспособлена гетеро-
зигота Аа. Тогда р > О при р е ( 0 , р) и р < 0 при р ^
е (р, 1). Следовательно, существует только одно устойчи-
вое состояние р* = р — полиморфизм. На рис. 4, в приве-
ден фазовый портрет этой популяции.

- Q 2j L-

Рис. 4. Фазовые траектории системы, описываемой уравнением
(5.1) (О—устойчивое состояние, •—неустойчивое состояние).
а) а-= 1, В = 0,9, Y = 0,5. б) а = . 1, В = 0,5, у — 0,9. в) а = 0,8,

В = 1, if = 0,7.

4. Пусть а < р < if, т. е. наиболее приспособлена гомо-
зигота аа. Этот случай заменой а на А сводится к пер-
вому, в котором утверждения для аллеля А заменяются
на аналогичные, но уже для аллеля а, и наоборот. Напри-
мер, в этом случае полностью вытесняется аллель А.

5. Пусть а — {J > у, т. е. приспособленности гомозиго-
ты АА ц гетерозиготы Аа совпадают и максимальны.
В этом случае р* = 1, поведение системы аналогично рас-
смотренному в 1.

6. Пусть а < [1 = ч, т. е. совпадают приспособленности
Аа и аа. Этот случай заменой а на Л приводится к 5.

7. Приспособленности обеих гомозигот совпадают, так
что а = f. В этом случае, если жизнеспособность гетеро-
зитоты больше жизнеспособности гомозиготы, то поведе-
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ние системы аналогично рассмотренному в 2; если мень-
ше — аналогично рассмотренному в 1.

8. Приспособленности всех трех генотипов одинаковы,
т. е. а = {J = 7- Рассмотрим случай, когда р = 0 для всех
р. Легко видеть, что необходимым и достаточным услови-
ем для этого является выполнение условий

2р - -у - а = 0, Зр - 2f - а = 0, 0 - ^ = 0.

Эта система имеет нетривиальное решение: а = [J = f.
Следовательно, если в популяции отсутствует дифферен-
циальное давление отбора на генотипы, то генетическая
структура такой популяции не изменяется — вывод до-
статочно очевидный. Этот случай соответствует состоянию
безразличного генетического равновесия.

Что же происходит с общей численностью популяции,
которая описывается уравнением

= N[w-d(N)],
( 5 2 )

Поскольку pit) -*• р* при t -*- оо, то ее равновесная нену-
левая численность есть корень уравнения diN*) = wip*),
которое имеет единственное решение, если diN) — моно-
тонно возрастающая функция. Более того, это равновесие
будет устойчивым, поскольку для устойчивости JV* необ-
ходимо и достаточно d'iN*) > 0. Следовательно, при
t -*- оо N(t) ->• N*, причем, если Nit0) < N*, то для любых
t0 < t < оо Nit)<N*. В самом деле, если в какой-либо
точке Nit) > N*, то (по непрерывности) обязательно долж-
на найтись точка, в которой N = 0 я N <0. Но в этой
точке, согласно (5.2), N = Nw. А так как w = idw/dp)p —
= pii — p)2L(p — j) — (2^ — a — "f)/?J2 > 0, то отсюда сразу
следует, что такой точки не существует. Доказанное выше
утверждение означает, что в популяции не может быть
колебаний численности.

§ 6. Популяция без возрастной структуры.
Дискретная модель

Из (2.16.6) при п = 2, используя те же обозначения,
что и в § 5, мы получим

р'= Р ((<* - Р) Р + ft] (6.1)
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и уравнение для общей численности:

N' = Nw, и> = (а + 4 - 2 £ ) / + 2(р --у)р + f. (6.2)
Выше мы уже говорили, что приспособленности a, P и f
могут зависеть от общей численности N. Очевидно, что ес-
ли эти приспособленности модифицируются общим мно-
жителем F(N), то уравнение (6.1) не изменится и, следо-
вательно, эволюцию генной частоты можно изучать неза-
висимо от эволюции общей численности, которая уже бу-
дет описываться уравнением N' = NF(N)w(p).

Легко показать, что точки р* — О, р* = 1 и р* = р —
= ({} — f)/(2р — a — if) будут неподвижными точками диф-
ференцируемого отображения (6.1), переводящего отрезок
[О, 1] в себя. Известно *), что если существует точка
р3 е [0, 1] (причем р3 Ф р*), в которой df/dp = О,
dzf/dpz Ф О, то уравнение р' = f{p) может иметь либо пе-
риодические, либо «хаотические» траектории. Непосред-
ственной проверкой убеждаемся, что для f(p), задаваемой
формулой (6.1), такой точки не существует, d(f)/dp = О
только в точках р* = 0, 1, р. Единственные режимы, ко-
торые могут существовать в этой системе,— это р->-р*.
Более того, всегда р' =£1 р или р'' S* р (равенство имеет
место только для р = р*). Особенно наглядными эти ут-
верждения становятся, если использовать для решения
(6.1) так называемую «диаграмму Ламерея»**). Суть ее
состоит в следующем.

На плоскости ip', p; р', р^ [О, 1]} построим графики
функций р' = /(/>) и р' — р (рис. 5). Далее берем на оси р
точку р0 (пусть это будет Ai) и проводим через нее пря-
мую, параллельную оси р', до пересечения с кривой f(p)
(на рисунке — отрезок А^Аг). Затем из точки пересечения
проводим параллельно оси р прямую до пересечения
с прямой р' = р (на рисунке — АгА3). Из новой точки пе-
ресечения проводим прямую, параллельную оси р', до пе-
ресечения с f(p) и т. д., пока не достигнем некоторой пре-
дельной точки или предельного цикла. Иногда возможна
ситуация, когда этот процесс не сходится ни к какому оп-
ределенному множеству, и тогда говорят о «хаотическом»

*) Я к о б с о н М. В. О свойствах динамических систем, по-
рождаемых отображениями вида x-+Axe~Vx.— B кн.: Моделирова-
ние биологических сообществ, Владивосток, ДВНЦ АН СССР, 1975,
с. 141—162.

**) А н д р о н о в А. А., В и т т А. А., Х а й к и н С. Э. Тео-
рия колебаний.— М.: ГТТИ, I960.

93



режиме. Пример такой ситуации изображен на рис. б.
Видно, что здесь существует точка р„ в которой f(p) до-
стигает максимума. Заметим, однако, что это условие яв-
ляется только необходимым.

Выше (см. рис. 5) мы разобрали случай, когда а > ,3 ^
Зг ^ и происходит элиминация (вытеснение) аллеля а.

Рис. 5. Графическое решение
уравнения (6.1) при a > p ^ f -
(Видно, что происходит моно-
тонное вытеснение аллеля о).

Рис. 6. Графическое решение
некоторого гипотетического
уравнения р' = f(p) с «хаоти-
ческими» траекториями. Ре-
ально такая ситуация может
возникнуть, когда приспособ-
ленности определенным обра-

зом зависят от частоты р.

Пусть теперь $>а, f. Тогда из графического решения
(6.1) видно (рис. 7, а), что в популяции устанавливается
полиморфизм — траектории сходятся к точке р*. Если же
Р < а, у, то полиморфизм неустойчив и в зависимости от
начальных значений частоты происходит либо элиминация
аллеля А, либо аллеля а (рис. 7, б).

И наконец, остановимся на динамике общей численно-
сти популяции. Уравнение вида N' = Nf(N), где f(N) —
монотонно убывающая функция и /(0) = г > 0, исследова-
но достаточно хорошо *). Показано, что в зависимости от
г и скорости убывания / спектр поведения траекторий
этого уравнения содержит и устойчивые равновесия, и ус-
тойчивые циклы любой длины, и даже «хаотические» ре-
шения, возникновение которых зависит от начальных ус-
ловий. В нашем случае f(N) = F(N)w(p), т. е. характер

*) С в и р е ж е в Ю. М., Л о г о ф е т Д. О. Устойчивость био-
логических сообществ,— М.: Наука, 1978, с. 42—55.
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поведения траектории зависит не только от конкретного
вида функции, описывающей падение вероятностей выжи-
вания с ростом общей численности, но и от генетической
структуры популяции. Другими словами, не зависящая
от численности эволюция генетической структуры популя-
ции может приводить к принципиальному изменению ди-
намики общей численности — например, к возникновению

Р i

а)
Рис. 7. Графическое решение уравнения (6.1).

> os, Y — устойчивый полиморфизм, б) Р < a, *[ — неустойчи-
вый полиморфизм.

циклических колебаний в популяции. Проблема эта пока
не исследована, но, несомненно, очень интересна.

Заметим, что если генетическая структура эволюцио-
нирует более или менее регулярным образом (стремление
к устойчивому равновесию — «чистому» или «полиморфно-
му»), то общая численность может изменяться достаточно
разнообразно.

§ 7. Полиморфизм. Эксперименты и теория.
Что же такое мальтузианские параметры

или приспособленности генотипов

Проблема существования генетического полиморфиз-
ма — одна из важнейших проблем современной популяци-
онной генетики. Многочисленные наблюдения над реаль-
ными природными популяциями показывают, что все они
в той или иной степени полиморфны. С другой стороны,
до сих пор еще непонятны механизмы, которые обеспечи-
вали бы существование полиморфизма. В этой главе чисто
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теоретически мы показали, что один такой механизм —
преимущество гетерозигот перед гомозиготами — может
привести к существованию полиморфизма. Однако в этой
ситуации остается непонятным, что же такое мальтузиан-
ские параметры генотипов (или их приспособленности),
как их измерять.

Сравнивая результаты §§ 3—6 этой главы, мы можем
сказать, что во всех моделях необходимым и достаточным
условием полиморфизма является преимущество гетерози-
гот. Однако, если в модели с учетом возрастной структу-
ры это преимущество измерялось в Я< — максимальных
действительных корнях уравнений

Fe f exp - J ZV(g) dl - Ц dx = 1, I = 1, 2, 3, (7.1)

которые, по сути дела, определяли некоторую максималь-
ную скорость роста каждой генотипической группы, то в
моделях без возрастной структуры оно измерялось в при-
способленностях а, Р и у. А эти параметры определяются
либо дифференциальной плодовитостью, либо вероятно-
стями выживания. Естественно, что в каждом из пере-
численных выше вариантов для определения этих пара-
метров должны производиться разные наблюдения или
ставиться различные эксперименты. Например, в первом
случае нам необходимы так называемые «демографиче-
ские таблицы».

Из этого небольшого «биологического» отступления вид-
но, что проблема определения мальтузианских параметров
или приспособленностей остается очень неопределенной и
неясной. Из-за этой трудности некоторые исследователи
вообще ставят под сомнение ценность математических
моделей в генетике. Может быть, они и правы, когда
речь идет о количественном предсказании генетической
эволюции. Заметим, однако, что во всех этих моде-
лях, несмотря на различные определения мальтузианских
параметров, имеется нечто качественно общее — для поли-
морфизма необходимо и достаточно, чтобы имелось пре-
имущество гетерозигот — независимо от того, в чем оно
выражено или как измерено. И именно этот результат
дает нам некоторое основание для более оптимистиче-
ской точки зрения. Второй довод в пользу нашего опти-
мизма дает нам следующий классический эксперимент



Н. В. Тимофеева-Ресовского, который мы сочли просто не-
обходимым привести в нашей книге.

Для эксперимента использовались модельные популя-
ции Drosophila melanogaster (плодовой мушки — класси-
ческого экспериментального объекта генетики). Каждая
такая популяция содержала три генотипа: нормальный
АА, гетерозиготы Аа и гомозиготы аа по мутации ebony.
Непосредственным гене-
тическим анализом бы- /да-
ло установлено, что эта
мутация затрагивает
только один локус. Для
того чтобы исключить
такой фактор, как зави-
симость давлений отбо-
ра от общей численно-
сти, популяции при по-
мощи специальной си-
стемы смены корма в
продолжение всего экс-
перимента (~650 суток)
поддерживались на од-
ном уровне ( — 15—16
тысяч), соответствующем уровню максимальной плотности.
В начальный момент времени численно стабильные по-
пуляции ebony были заражены 50 парами нормальных
мух. Через каждые 50 дней (~3 поколения) производи-
ли подсчет числа мух различных генотипов. Результаты
эксперимента приведены на рис. 8. Из него видно, что,
несмотря на относительно быстрое вначале вытеснение
мух ebony нормальными, ebony не исчезают из популя-
ции, а стабилизируются на некотором уровне (~8—9%).
Наблюдается устойчивое состояние полиморфизма, когда
в популяции сосуществуют три генотипически различ-
ные формы.

Для того чтобы экспериментально определить мальту-
зианские параметры или приспособленности генотипов, не-
обходимо было поставить дополнительные эксперименты.
Заметим, что в популяциях дрозофилы, которые обычно
в высокой степени панмиктичны, отбор действует в ос-
новном на стадии личинок, которые активно конкурируют
между собой за корм. Эксперименты заключались в сле-
дующем. Одинаковое число яиц, отложенных гетерози-

Рис. 8. Вытеснение мух Drosophila
melanogaster номальными в мо-
дельных популяциях (О —экспе-

риментальные значения).
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готами, помещалось в пробирки с кормом и затем подсчи-
тывалось число вылупившихся мух с различными гено-
типами. Если бы отбор действовал недифференцированно,
то отношение численностей генотипов должно было быть
равно 1 : 2 : 1 . Это и наблюдалось в слабо населенных про-
бирках. Однако в сильно перенаселенных пробирках (сте-
пень перенаселения соответствовала модельным популя-
циям) это отношение было равно 0,815 : 1 : 0,518. По-
скольку вылупившиеся мухи практически всегда дожива-
ют до репродуктивного возраста и производят потомство,
то если принять, что гетерозигота доживает до репродук-
тивного возраста с вероятностью единица, то вероятности
дошивания нормальной и мутантной гомозигот будут рав-
ны 0,815 и 0,518 соответственно. Очевидно, что эти вели-
чины можно принять за мальтузианские параметры пли
приспособленности генотипов: а = 0,815, $ — 1, f = 0,518.

В равновесии можно считать, что частота генотипа
аа — w 3 ^ ( l — Р*)2- Принимаяи3^0,085, мы получим р* ^
^ 0,71. С другой стороны, из теории мы знаем, что р* =
= ('(J — f)/(2fJ — а — f) = 0,72. Сравнение этих двух значе-
ний указывает просто-таки на уникальную (для биологи-
ческого эксперимента) степень совпадения определенного
экспериментально и предсказанного теоретически уровней
полиморфизма. При этом необходимо заметить, что, в от-
личие от большинства других экспериментов, в которых
приспособленности определялись по траектории эволюции
генотипического состава, здесь эти параметры определя-
лись из другого, дополнительного эксперимента.

При сравнении теоретической и экспериментальной
кривых на нестационарном участке мы сталкиваемся
с двумя трудностями: первая — это трудность определе-
ния начальной частоты нормального аллеля и вторая —
это трудность определения временного масштаба (средней
длины поколения) и выбора типа модели (дискретная или
непрерывная). Для преодоления первой трудности мы при-
нимали за общую начальную точку теоретической и экс-
периментальной кривых значения в момент ta = 50 суток.
При выборе типа модели мы остановились на дискретной,
так как в популяциях дрозофилы существовала довольно
сильная синхронизация поколений. И наконец, при выбо-
ре средней длины поколения мы остановились на двух
значениях: 16 и 25 суток. На самом деле эта величина
весьма чувствительна как к температуре, при которой жи-
вет популяция, так и к другим факторам среды. Обычно
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в экспериментальных исследованиях эта величина варьи-
рует от 12 до 26 суток. Очевидно, что неточное определе-
ние длины поколения сказывается только на нестационар-
ном участке кривой; стационарное значение, достигаемое
при t -> °°, никакие зависит от выбора масштаба времени.

На рис. 9 приведены кривые частоты аллеля А, рас-
считанные по экспериментальным результатам и вычис-
ленные по уравнению (6.1). Поскольку частота генотипа
аа определялась достаточно редко, через интервалы, боль-
шие длины поколения, то можно считать, что в попу-
ляции в момент подсчета выполняются соотношения
Харди — Вайнберга и

/>(*) = 1 - / M i ) -
Из сравнения кри-

вых рис. 9 видно, что
совпадение между тео-
рией и экспериментом
на нестационарном уча-
стке хуже; однако, если
в модели увеличить
среднюю длину поколе-
ния до 25 суток, то рас-
хождение между теоре-
тической и эксперимен-
тальной кривыми будет
гораздо меньше.

Тем не менее можно
считать, что получено
достаточно хорошее
(учитывая трудность по-
лучения подобных экс-
периментальных дан-
ных) соответствие между теоретическими и эксперимен-
тальными данными, описывающими динамику генного
состава популяции. Это указывает, что, несмотря на
весьма жесткие ограничения, положенные в основу мо-
дели, она достаточно хорошо описывает реальную биоло-
гическую систему — популяцию.

§ 8. Генетико-экологнческпе модели

Существует и другой класс генетических моделей, ве-
дущих свое происхождение от моделей математической
экологии вольтерровского типа — модели Костицына.
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Рис. 9. Сравнение теоретических
и экспериментальных кривых вы-

теснения мутантного аллеля:
— экспериментальная кривая;

теоретическая кривая
(длина поколения 16 суток);

теоретическая кривая
(длина поколения 25 суток).



Частотные модели Фишера — Райта — Холдена (клас-
сические модели популяционной генетики) оперируют с
самым примитивным описанием отбора через мальтузиан-
ские параметры или приспособленности. При таком опи-
сании давление отбора на генотип зависит только от са-
мого генотипа, и никак не связано с взаимодействием
между ними. Однако, как мы знаем из популяционной
экологии, основную роль в динамике численности видов
играют конкурентные взаимоотношения, т. е. парные вза-
имодействия между особями разных видов или внутриви-
довых групп (например генотипических). Моделями, учи-
тывающими этот эффект, являются широкоизвестные в
математической экологии уравнения Вольтерра:

^ = Л Г { n i - n 4 - 2 ( v « + | i u ) t f j , i = T^, (8.1)

где
N{ — численность особей в популяции г'-го вида;
щ — коэффициент естественной рождаемости;
т( — коэффициент естественной смертности;
v«i M-»j — коэффициенты, учитывающие падение рожда-

емости и увеличение смертности как за счет межвидовой
конкуренции или «пожирания» одного вида другим (i Ф /),
так и за счет внутривидовой конкуренции или канпиба-
лизма в пределах одного вида (г = /);

п — число видов в биоценозе (сообществе).
Здесь и в дальнейшем все коэффициенты считаются

неотрицательными. Можно показать, что при определен-
ных ограничениях, наложенных на коэффициенты, эта си-
стема имеет устойчивое стационарное решение, дающее
равновесные значения численности. Однако в этой моде-
ли никак не учитываются расщепление каждой популя-
ции на группы с разными генотипами и процессы насле-
дования, поскольку предполагается, что особи одной
популяции производят только себе подобных. Если же рас-
сматривать Ni как численности разных генотипов, конку-
рирующих между собой, то ситуация значительно услож-
няется, поскольку особи i-й популяции могут производить
не только особей той же группы, но и особей других
групп. С другой стороны, в этих уравнениях никак не
учитывается возрастная структура популяции. Поэтому
при выводе моделей, в которых рассматриваются как кон-
куренция, так и генетические процессы (мы будем их в
дальнейшем называть «генетико-экологическими» моделя-
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мп), пренебрегаем возрастной структурой и считаем, что
процессы рождения и гибели происходят одновременно.

Пусть
iVt — численность особей с генотипом АА — {1);
N2 — численность особей с генотипом А а — {2};
Лг

3 — численность особей с генотипом аа — {3}.
Общая численность популяции: Л' — Nx + N?. + N,. Пред-
полагается, что особи скрещиваются между собой случай-
ным образом (панмпкеня) и п потомстве получается оди-
наковое число мужских и женских особен. Вероятность
образования пары ?Ш, <?{/}, г, / = 1, 2, 3, в этом случае
равна NiNj/N2 (аналогично для пары S{/}, <?Ш). Пусть
каждая такая пара без учета конкуренции производит за
единицу времени щ потомков. Например, пара %{Аа),
&{Аа) дает в благоприятных условиях без учета конку-
ренции и2з потомков, среди которых пгз/2 мужских и /г23/2
женских особей. Не обязательно, чтобы ntl = щ. По сути
дела, щ — коэффициент естественной рождаемости или
коэффициент плодовитости, зависящий как от генотипа
самки, так и от генотипа самца.

Пусть влияние конкуренции на самок приводит к па-
дению рождаемости, так что коэффициент рождаемости
уменьшается на величину o,i = ff,i(Nj, t). Влияние конку-
ренции на самцов приводит к уменьшению коэффициен-
та рождаемости на величину т<, = tjF(N,-, t), i, j = 1, 2, 3.
(Здесь запятая перед индексом указывает на принадлеж-
ность данного индекса самкам, после — к самцам, в двух-
индексных обозначениях первый индекс связан с геноти-
пом самца, второй — самки.) При этих предположениях
коэффициент рождаемости для пары: самец £-го генотипа
и самка /-го генотипа U, / = 1, 2, 3) запишется в виде

• Fts = niS - т,. - о,,. (8.2)

Назовем Fi3- обобщенным коэффициентом рождаемости для
пары S{0, &{]}. Подсчитывая общее число различных пар
и учитывая, что эти пары имеют различные коэффициен-
ты рождаемости, можно вычислить прирост общей числен-
ности популяции за время 8£, вызванный рождением осо-
бей нового поколения:

p / V 2 F 4 - F ч F 4- F
i r v l I ' i 2 T ' a i » r »r ! 13 " 31 ЛГ ЛТ|

2N ^ 1 Л а ^ 2 N

д/2 р -1- F
(8.3)
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Здесь мы использовали тот факт, что если известна веро-
ятность образования, например, пары ${АА), &{Аа}, рав-
ная NiNJNz, то в популяции из N особей с одинаковым
соотношением полов таких пар может образоваться
NiNz/(2N) и каждая такая пара производит за единицу
времени Fl2 потомков.

Поскольку, согласно законам Менделя, в потомстве
пар ?{/L4}, &{аа) будут только особи с генотипами А А,
пар ${««}, &{аа}~с аа, пар ЦАА), &{аа} и ${аа),
&{АА} — с генотипами Аа, в потомстве пар 2{АА}, <${Аа}\
${Аа], <${АА) — с частотой 1/2 особи генотипов А А и аи,
в потомстве пар %{Аа), &{аа}; 9{аа}, ${Аа) — с частотой
1/2 особи генотипов Аа и аа и, наконец, в потомстве пар
%{Аа), &{Аа) — особи генотипов АА, аа, Аа с частотами
1/4, 1/4, 1/2 соответственно, то суммарный прирост 8NF

распределяется по генотипическим группам следующим
образом:

6N1F =

8N2F =

~- (8-4)

Здесь мы ввели новые обозначения: 2ф« = (F ; j + FH)/2, так
что щ = ф3ч, i, 7 = 1, 2, 3.

Вернемся к нашей старой модели (8.1) и перепишем
ее в виде

Величина Pt описывает прирост численности i-ii популя-
ции за счет рождаемости, величина Mt — убыль численно-
сти за счет смертности. Естественно, что mi и \1ц не зави-
сят от репродукционных взаимоотношений между группа-
ми различных генотипов, а зависят только от генотипов
особей. Поскольку в нашем случае происходит процесс
скрещивания особей из различных групп и процесс по-
рождения особями одной группы особей других групп, то
в (8.5) член Pi нужно заменить членом типа (8.4). Тогда
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уравнения дипамики генотипических групп запишутся
в виде

-NAmi + JZIUJNA,

~ (2Ф з 17У1Л
г

3 + ф22ЛГ2

2 + 4ф 1 3ЛГ 1^ 3 + 2ф23ЛГаЛГ8) -

( S W L (8-6)
3 = 1

~N3(m3+ 2
\ 5 = 1

Мы еще не определили конкретную зависимость вели-
чин ф у от Nk. Простейшим предположением является пред-
положение о постоянстве этих величин, либо о линейной
'зависимости щ от Nh. Например,

з з
ij — 2 ^i/Дй — S

где %ih, p w — коэффициенты, которые могут явно зависеть
от времени, но не зависеть от Nk, к — 1, 2, 3. Xik описыва-
ют приводящее к падению рождаемости влияние конку-
ренции на самцов, р ы — на самок.

Данная модель, построенная для численностей отдель-
ных генотипов, позволяет более наглядно рассмотреть вли-
яние различных экологических факторов отбора на гено-
типическую динамику популяции.

§ 9. Частные случаи генстико-экологических моделей

Для большей наглядности рассмотрим некоторые част-
ные случаи общей модели (8.6).

а) Пусть генотипы различаются только по естествен-
ной смертности. Тогда фу = <р, ц« = ц для всех i, ] = 1,
2, 3. Это аналогично предположениям о постоянной не за-
висящей от генотипов самца и самки плодовитости и о
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смертности, зависящей от генотипов особи и модифици-
руемой конкуренцией, зависящей от общей численности
популяции. Тогда из (8.6) следует

Лг

Легко показать, что при положительных значениях па-
раметров этой системы и при неотрицательных начальных
условиях ее решения будут неотрицательны. Суммируя
(9.1), мы получим уравнение для общей численности:

s

Если ф < т = min {ти т2, т3), то N < 0 для всех N > 0.
Следовательно, общая численность популяции монотонно
убывает до тех пор, пока не достигнет нуля (при N = 0
iV = 0). А поскольку Nt, N2, N3 по смыслу задачи неотри-
цательны, то при N — N1 + N2 + N3 — 0 должны быть рав-
ны нулю и численности генотипов Ni, N2 и N3- Другими
словами, когда коэффициент плодовитости меньше коэф-
фициента естественной смертности, все генотипы вымира-
ют — результаты достаточно очевидный.

Стационарные точки (9.1) определяются из уравнений

Ф

iM^+^jiir

Легко видеть, что эта система имеет, например, такие ре-
шения:

1. ЛГГ - ( Ф - 7п,)/а, N$ = Nt = 0.

2. Nl = Л'J = 0, Жз = (ф - m8)/|i.
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Любопытно, что но существует решения вида Л\ = N3 =
= 0 , N 2=7̂ 0. С биологической точки зрения это вполне
естественно, поскольку не может существовать популя-
ции, состоящей из одних гетерозигот — любая гетерозигот-
ная пара при скрещивании дает потомство, содержащее и
гомозиготы.

Если ф > ihi и mz > т,, то устойчиво решение 1, а ес-
ли ф > ?п3 и тг > т3, то устойчиво решение 2. Это озна-
чает, что, когда коэффициент плодовитости больше коэф-
фициента естественной смертности генотипа АА, а коэф-
фициент естественной смертности генотипа АА в свою
очередь меньше соответствующего коэффициента для ге-
нотипа Аа, в популяции остаются только особи генотипа
АА. Аналогичное утверждение можно сформулировать и
для генотипа аа. Любопытно, что в этой модели вытесне-
ние, например, аллеля а определяется неравенствами
только для ф, ти т2. Никаких ограничений па и, п т3

(за исключением положительности) на накладывается.
Для дальнейшего исследования мы еще больше упрос-

тим задачу, предположив nil = пг3 = т, т^ — т — 2s. Вво-
дя новые переменные: х = (iVj + NJ2)\i/m, y = {N3-\-
+ М2/2)ц/т, z = N2\i/m (x и у — модифицированные чис-
ленности аллелей), систему (9.1) можно записать в виде:

dx/dx — х (/ — х — у) -f- oz,

dyldx = y(f — x — y)-\- az, (9.4)

dz/dx = 2 ( 1 + /) xy/(x + y) — z(l — 2a -f x + y ) .

Здесь x = mt, a = s/m, ф = (1 + J)m. По биологическому
смыслу, а < 1/2. Так как уравнения (9.4) инвариантны
к замене х =?* у, то их решения (при симметричных на-
чальных условиях) будут симметричны относительно пло-
скости х = у. Для переменной | = х — у мы получаем
уравнение

Если ж(т) -*• х* и г/(т) ->• у*, х -*• °°, то в окрестности
этих стационарных значений при х* + у* > / | (т) -+• 0,
т -*• °°. Следовательно, если выполнено условие х* + у* >
> /, то для траекторий, лежащих в окрестности плоскости
х = у, эта плоскость является притягивающим мпогообра-
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зием. Поэтому в ее окрестности вместо основной системы
(9.1) можно исследовать усеченную, при xit) = y(t):

dx/dt = х (/ — 2х) + oz,

dz/dt = (l + f)x-z(l-2o+2x). ^ " ^

Будем искать нетривиальное стационарное решение (9.5),
в котором г* — 7V2 ^= 0. Кроме того, должны быть выпол-
нены естественные ограничения х* > 0 и z* < 2x*. Пос-
леднее означает, что численность гетерозигот не должна
превосходить общей численности популяции. Можно по-
казать, что при 1 + / > 0 и 0 < о <1/2 такое решение су-
ществует и оно имеет вид

(9.G)

Кроме того, должно быть выполнено условие притяжения:
2х* > /. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что
если 1 + / > 0 , 0 < о < 1/2, то оно выполняется.

Для устойчивости решения (9.6) необходимо и доста-
точно, чтобы

12ж*2 — 4а:* (/ + 20 — 1) + (а + / - а/) > 0.

Подставляя в это неравенство выражение для х* из (9.0),
мы получим

f + a>fa. (9.7)
Возвращаясь к старым обозначениям, можно сказать, что
в популяции будут сосуществовать все три генотипа (бу-
дет достигаться устойчивый полиморфизм), если

0<.m2<Zm, (ф —m 2 )- j -т 2 (ф —m.)/m>0. (9.8)

Другими словами, если в этой популяции смертность гете-
розиготы ниже смертности обеих гомозигот и, кроме того,
положителен некоторый осредненный коэффициент есте-
ственного прироста гомозиготы и гетерозиготы

ъ — тъг + тгг, е = ф — т , е 2 = ф — т2,

то в популяции устанавливается устойчивый полимор-
физм.

Интересно, что в этой модели условия существования
полиморфизма имеют более сложный характер, чем в клас-
сической модели §§ 5, 6. Однако это различие исчезает,
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если предположить, что ф ~ т, а т 2 < т. Тогда для ус-
тойчивости необходимо и достаточно, чтобы ф > т2 — ус-
ловие, обеспечивающее невымирание популяции, и тг <
< т — условие, обеспечивающее существование устойчи-
вого стационарного равновесия аллельных частот (поли-
морфизм).

Из формул (9.6) при о < 1 следует, что s* ^ х*, т. е.
1/2NicaN1=N2- Последнее равенство означает, что при ма-
лом отличии в коэффициентах смертности («слабый от-
бор») отношение численностей (и соответственно частот)
генотипов стремится к 1 : 2 : 1 , т. е. к отношению, зада-
ваемому законом Харди — Вайнберга.

б) Пусть
фу = ф = Const,

nii = m — const для всех £, / =• 1, 2, 3,

Таким образом, генотипы различаются только по неоди-
наковому влиянию конкурентных взаимоотношений на
смертность особей. Система (8.6) запишется в виде

чг = т
(9.9)

Предполагая, что JJ,± = fx3 = Ц» Й2 = ^ ~ 2s, и переходя н
переменным х, у и z, вместо (9.9) мы получим (т = mt,
к = s/ц, ф = (1 + f)m)

(9.10)

Эта система обладает теми же свойствами симметрии, что
и (9.4). Поэтому, как и выше, мы будем искать решение
х{1) == у it), удовлетворяющее усеченной системе

dx/dx = х (/ — 2х + 2kz),
(l + f)x — z[l + 2{l — 2k)x\.
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Нетривиальное стационарное решение (9.11), соответству-
ющее состоянию генетического полиморфизма, имеет вид

* — v4(1-2/1)

X {- (1 ~ к) (1 - /) + / ( ) ( / ) И7Т
(9.12)

= (2a:*—/)/(2й)

Можно показать, что при / > О и 0 < /с < 1/2 это равно-
весие удовлетворяет естественным ограничениям х* > О,
2х* > z* и выполняется условие притяжения: 2х* > /.
Состояние полиморфизма устойчиво, если выполнено ус-
ловие

[(1 -\- /) к - 1] х*2 -| /ж* - / 2 / 4 > 0. (9.13)

Это неравенство всегда имеет место при 1 + / > 4А\ Полу-
чение более тонкого достаточного условия устойчивости
сопряжено с громоздкими выкладками, и поэтому мы его
здесь не приводим. Возвращаясь к старым обозначениям,
можно записать достаточное условие существования поли-
морфизма в виде срц > Asm. Но из условия 0 < к < 1/2
сразу следует, что s > 0 и 2s < ц, т. е. для существования
полиморфизма необходимо, чтобы ц2 < ^ = М-з- Другими
словами, для существования полиморфизма необходимо,
чтобы гетерозигота имела преимущество в конкурентной
борьбе по сравнению с обеими гомозиготами.

Из условия 2s < ц, которое всегда выполняется, так
как 2s = |д, — ц2 < |л, следует, что если <р > 2т, то и ф|л >
> Asm.

И окончательно в популяции существует устойчивый
полиморфизм, если гетерозиготы имеют конкурентные
преимущества по сравнению с гомозиготами, а плодови-
тость особей более чем в два раза превышает их есте-
ственную смертность. Заметим, что последнее условие яи-
ляется достаточным, но не- необходимым.

§ 10. Переход от генетико-экологических моделей
к моделям в частотной форме

Рассмотрим еще один частный случай общей модели
(8.6). Пусть т( = т =•- const, ц« — \i = const для всех
£| / = 1, 2, 3. Относительно же коэффициентов плодови-
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тости фгз- будем предполагать, что плодовитость любой па-
ры зависит только от генотипа самки. Тогда

Ф п = а , ф22 = Р, фзз = ч.

фи — Ф21 = (а + р)/2, фи = Фз1 = (а + у)/2,

ф23 = фз2 = (Р + 1f)/2.

Уравнения (8.6) в этом случае запишутся в виде

~df

Здесь d(N) — m + \iN. Определим частоты генотипов АА,
Aa и аа через и = NJN, 2v = N2/N и и> = iV3/iV соответ-
ственно. Переходя в (10.1) к этим частотам, мы получим

du/dt = (и + v) (аи + Р*>) — " Ж ,

4" [(«" + Ру) (" + "О 4- (Ру

- (У + ^) фу + уи>) — u>W, (10.2)

где W = аа + 2$v + fw.
Уравнение для общей численности можно записать

в виде
dN/dt = N[W-d{N)]. (10.3)

Легко видеть, что прямой переход к уравнениям для ча-
стот аллелей р = и + v и q — v + w здесь невозможен.
Тем не менее мы перейдем к частотам аллелей, введя до-
полнительную переменную 1 = uw — у2, которая есть не
что иное, как показатель отклонения нашей системы от
хардиева равновесия и = р\ v = pq, w — q1.- Тогда

•u=-p- + l, v^pq.-.Ъ, w^cf + t (10.4)
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Переходя в (10.2) к новым переменным, мы получаем

dpldt = 1/2[p(WP-W0) + lF],
dq/dt^^zlqiWq-WJ-tF], (Ю.5)
dl/dt = - l[W0 + (a + у - 2p)I],

Уравнения (10.5) отличаются от обычно рассматриваемых
в генетике частотных уравнений членами, содержащими
переменную | . Примем широко распространенную в ге-
нетике гипотезу о слабом отборе, т. е.

а = К + pa, $ = К + ъ$, у = К •+ ef,

где Е < 1. Тогда (10.5) можно представить в виде

= {e/2)[q(Wq-W0)-£P], (Ю.6)

dl/dt =-Kl-el [Wo + (a + y- 2|) I].

Здесь во всех выражениях с индексом Л вместо а, [5 и f
стоят a, p и "у. В этой системе переменные р и q — «мед-
ленные», а | — «быстрая» переменные. Динамика системы
такова, что она быстро приходит в окрестность плоскости
| = 0, и затем в этой окрестности медленно эволюциони-
руют аллельные частоты. Поэтому на достаточно больших
временах для описания эволюции вместо системы (10.5)
можно рассматривать усеченную систему (при | = 0)

dP/dt=%p(Wp-W6),
1/q(W-W) { П

Заметим, что здесь уравнения для частот могут решаться
независимо от уравнений для общей численности. Более
того, эволюция аллельных частот никак не зависит от
функции конкуренции d(N), которую можно выбирать до-
статочно произвольно, а не только в виде линейной зави-
симости (при выводе уравнений в частной форме мы ни-
как не использовали конкретного вида d(N)).

Остановимся более подробно на уравнении для общей
численности. При слабом отборе это уравнение запишется
в виде

dNldt = N[K — d (N)] + &W0N. (10.8)
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Отсюда сразу видно, что если уравнение d(N) = К имеет
решение JV* > 0 и d(N*) > 0, то при достаточно малых 8
общая численность популяции быстро становится близкой
к iV* и в дальнейшем удерживается в окрестности этого
состояния.

Уравнения (10.7) отличаются от классических урав-
нений популяциошюй генетики множителем 1/2 при пра-
вых частях. Отсюда следует, что (по сравнению с клас-
сическими уравнениями) в этой модели эволюция генной
структуры происходит в два раза медленнее, чем эволю-
ция общей численности — сам по себе факт довольно лю-
бопытный, связанный с асимметричностью вклада двух
полов в плодовитость.
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tions.—Theor. Pop. Biol., 1976, 9, № 2, p. 178—187.
§ 7. Экспериментально-теоретическому исследованию генетиче-

ского полиморфизма, а частности, балансового или гетерозиготно-
го полиморфизма, обязанного своим существованием повышенной
жизнеспособности гетерозигот, посвящены работы:

С в и р е ж е в Ю. М., Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и й Н. В.
О равновесии генотипов в модельных популяциях Drosophila
melanogaster.— Проблемы кибернетики, 1966, вып. 16, с. 123—
136;
S v i r e z h e v Yu. M., T i m o f e e f f - R e s s o v s k y N. W.
Some types of polymorphism in population.— In: Haldane and
modern biology.—J. Baltimore: Hopkins Press, 1968, p. 141—168.
Проблема определения и измерения приспособленностей (или

мальтузианских параметров) до сих пор остается одной из самых
болезненных точек популяционной генетики. Вопрос — что же та-
кое приспособленность генотипа — пока не имеет однозначного я
четкого ответа. Очень интересное обсуждение этой проблемы со-
держится в книге:

Л е в о н т и н Р. Генетические основы эволюции.—М.; Мир,
1978.
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§ 8. На недостатки и ограниченность классических уравпоппй
Фишора — Райта — Холдена при описании эволюционного процес-
са в конце 30-х годов обратил внимание В. Л. Костицын. Указав,
что естественный отбор в популяциях проявляется через экологи-
ческие процессы, он получил эволюционные уравнения как неко-
торое обобщение экологических уравпениц Вольтерра. Работы
Костицына по эгой проблеме (которые сейчас трудно доступны)
собраны в вышедшей недавно книге (в переводе на английский):

S c u d о F. M., Z i e g l e r J. R. The Golden Age of Theore-
tical Ecology: 1923—1940.— Berlin — Heidelberg — N. Y.:
Springer-Verlag, 1978, p. 413—438.

Укажем, например, главу 15 из книги:
K o s t i t z i n V. A. Biologic mathematique.— Paris: A. Colin,
1937, p. 2204—215,

и статьи в Comptes rendus de FAcad. des Siences (C. R.):
1. Equations differentielles generates du probleme de selection

naturelle.— С R., 1938, 206, p. 570—572;
2. Sur les coefficients mendeliens d'heredite.— С R., 1938, 206,

p. 883—885;
3. Sur les points singuliers des equations differentiel — les du

probleme de la selection naturelle.—С R., 1938, 206, p. 976—
978;

4. Sur les equations differentielles du probleme de la selection
naturelle dans le cas de mutation d'un chromosome sexuel.—
С R., 206, p. 1273—1275.

Уравнения оказались более «южными, но и с более богатым дина-
мическим поведением. Было бы интересно их тщательно, подроб-
но исследовать — этого до сих пор по сделано.



ГЛАВА IV

МНОЖЕСТВЕННЫЕ АЛЛЕЛИ

§ 1. Введение

В предыдущей главе мы рассмотрели случай, когда
ген, контролирующий какой-либо признак, может нахо-
диться только в двух состояниях. Однако, к примеру, та
же самая мутация ebony насчитывает около десятка раз-
личных форм, причем все они вызваны мутацией в одном
локусе. В этом случае говорят, что существует целый ряд
аллелей данного гена, т. е. ген может находиться в не-
скольких состояниях. Они называются множественными
аллелями данного гена (или локуса, в котором локализо-
ван данный ген). Заметим, что принципиально случай
множественных аллелей аналогичен диаллельному, но уве-
личение размерности фазового пространства системы по-
зволяет надеяться, что мы получим и более интересное
ее поведение.

Пусть нам задана достаточно большая панмиктическая
популяция, наследование некоторого признака в которой
определяется одним п-аллельным геном: Аи А2, ..., А„,
я 3* 2. Такая популяция будет состоять из п{п + 1)/2 ге-
нотипов AtAj. Оба пола равноправны как в наследовании,
так и при отборе, т. е. популяция «бесполая». Демографи-
ческие функции мы выбираем таким образом, чтобы урав-
нения эволюции совпадали с классическими. В этом слу-
чае уравнения эволюции генетической структуры можно
рассматривать отдельно от уравнения для общей числен-
ности, поэтому мы будем изучать только динамику ал-
лельных частот, задаваемую уравнениями

dpildt = pi (Wi — w), (1.1)

щ — 2 maPh w = 2 щРгРз, i, j = i,n,
I i.J
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где рг определены на симплексе 2: | 2 P t = 1>
1* _

Очевидно, что при любых Pi{t0) e 2,pi(t) e 2. В самом

деле, суммируя (1.1) по г, получим 2 p i = 0, откуда

2 Р г ( £ ) = 2 Рг(^о) — 1- А поскольку па соответствующих
г {

гранях симплекса рг = О, то ни одна траектория не выхо-
дит за пределы положительного ортанта. Утверждение
доказано. Более того, любая траектория, начинающаяся
на некоторой грани симплекса, никогда не выйдет за
пределы этой грани, поскольку, в силу уравнений (1.1),
соответствующие pt = 0.

§ 2. Состояние генетического равновесия.
Полиморфизм

Как это следует из наших предположений, мальтузи-
анские параметры w{1 (u>« > 0) не зависят от времени.
Тогда стационарные точки системы (1.1), определяемые из
уравнений

pt(wt-w*) = 0, l = T~H, (2.1)
описывают состояние генетического равновесия популя-
ции. Какие решения возможны у этой системы? Для того
чтобы ответить на этот вопрос, введем некоторые допол-
нительные определения. Пусть на множестве индексов
/: (1, 2, . . . , п} определены подмножества Ih, состоящие из
к любых элементов I (I «S к < п). Число таких подмно-
жеств равно 2"- 1. Пусть 1к — дополнение Д, так что Tk U
U/и = 7, /ft П Ik = 0. Очевидно, что система (2.1) может
иметь следующие решения:

б) р* ФО, i s /.

Условие 2 Pi — 1 выполняется автоматически, по-
г

скольку 2 Рг*̂ г* = w* • Решения типа а) должны удовлет-
г

ворять следующей системе уравнений:
р* = 0, i s /ft; w* - w*, / e / k , (2.2)

типа б) —
wt-^w*, te/. (2.3)
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Пусть W = HiPyll*, i, j e /S) — подматрицы размера
(n — &) X (n — к) матрицы W = IIM>JI, i, / e 7. Предполо-
жим, что Wk невырожденные, т. е. |\У*|=^0. Введем в
рассмотрение матрицы \lv{j\\h, где vtj — алгебраические до-
полнения элементов и>«. Тогда (2.2) можно записать
в виде

Р* = О, I s h; W V = ">*e, e = (1, 1, . . . , i f , (2.4)

где p* = \p*$},j^Ih.Поскольку существует обратная мат-
рица (W")"1, то (W'J-Wp* = (W*)"1 W*e, или p*j =

— Г Wft]. Из условия нормировки: 2 Pi = 1 по-

лучаем _ _
i vis, /.! s e Ik- (2-5)

И окончательно решения типа а) имеют вид

Pi* = 0, J e / f e ; ^1 = 2 ^ / 2 ^ , /, se/" i . (2.6)
/5

Эти решения должны принадлежать (ге — &)-мерным гра-
ням симплекса 2. Поэтому необходимо, чтобы Pj удов-
летворяли дополнительным условиям

sgn ( 2 vjs) = + 1, или sgn [ 2 ^Л = — 1, (2.7)

для всех s £ / t ,
Наибольший интерес представляет решение, когда все

Pi лежат внутри 2. Это состояние называется состояни-
ем полиморфизма по всем аллелям данного гена. Если
оно устойчиво, то в популяции в определенных концент-
рациях должны присутствовать все п(п+ 1)/2 возможных
генотипов. Если матрица W невырожденная, то

fu, «, / =Т77*. (2.8)
,з

Для невырожденной матрицы мальтузианских пара-
метров состояние полиморфизма единственно. Генетиче-
ские равновесия, соответствующие стационарным точкам,
расположенным на гранях симплекса размерности п — к,
являются состояниями полиморфизма по меньшему числу
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аллелей. И наконец, равновесие при к = п — 1 соответ-
ствует генетически однородной популяции, в которой за-
крепился только один аллель. Общее число всех возмож-
ных генетических равновесий равно 2П— 1.

§ 3. Средняя приспособленность популяции.
Фундаментальная теорема Фишера

Величина w = 2 ЩзРгРз> всегда входящая в эволюцион-
ные уравнения, представляет собой осредненные по час-
тотам всех генотипов их мальтузианские параметры. В са-
мом деле, согласно закону Харди — Вайнберга, ptpj = щ
и w— ̂ jWijUij. Ясно, что w является некоторой средней

характеристикой популяции, описывающей осредненное
давление отбора. Эту величину называют средней при-
способленностью популяции.

Вычислим полную производную w по времени вдоль
траекторий системы (1.1):

dw dw

dt dt ' Ŵ dp, dt 4-i dt
i ' i,j

Согласно нашим предположениям, wi} явно по зависят
ни от времени, ни от частот аллелей. Тогда

= 2 Д, WijPjfi 2i WisP* — W = 2

i,3,s

— 2 w 2 wuPiP5 =
U

Так как 2 P i = 1, JO последнее выражение можно перепи-
ii

сать в виде
dw 2 о

••- - - i
i

= 2 / 2 PiWi — %w 2 РгЩ + W1 2 Pi) =
I * ' •' ^

= 2 2 Pi (w? - 2wwi +w2)^2 2 Pi (Wi - w)2. (3.1)
i г
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Поскольку рг 5= 0, то dw/dt ̂  0, причем w = О только в ста-
ционарных точках системы (1.1). ВеличинаVg = 2 рг {щ—

—w)z по своему определению есть дисперсия величины wt,
распределение которой определяется распределением ал-
лельных частот р«. Ve называют аддитивной генной дис-
персией популяции.

Полученный выше результат можно сформулировать
в виде следующей т е о р е м ы :

В достаточно большой панмиктической популяции, на-
следование в которой определяется одним п-аллелъным
геном, а давление отбора, задаваемое Юц, постоянно, сред-
няя приспособленность популяции возрастает, достигая
стационарного значения в одном из состояний генетиче-
ского равновесия. Скорость изменения средней приспособ-
ленности пропорциональна аддитивной генной дисперсии
и обращается в нуль при достижении генетического рав-
новесия.

Эта теорема в несколько другой формулировке была
доказана Р. Фишером и получила название фундамен-
тальной теоремы естественного отбора.

Функция ц?(р) = (р, Wp), p = {pu p^ • •., РпУ, непре-
рывна и ограничена в 2. Следовательно, либо внутри
симплекса, либо на его границе она достигает максимума.
Поскольку и;(р) — квадратичная форма, то если этот мак-
симум достигается внутри симплекса, то он единствен-
ный. Если же внутри симплекса максимум не достигает-
ся, то возможно существование локальных максимумов на
гранях симплекса.

Выпишем необходимые условия экстремума w(p) на Е.
Для этого рассмотрим вспомогательную функцию

где X — множитель Лагранжа. Поскольку dw/dpi — 2w,,
то необходимые условия запишутся в виде:

2н;((р*)+Я, = 0. (3.2)

Отсюда, умножая (3.2) на pi и суммируя по i, получим
К — — 2«?(р*). Тогда условия (3.2) переходят в

ц?,(р*) = и?(р*), (3.3)

которые есть не что иное, как уравнения для нахождения
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нетривиального равновесия системы (1.1). Аналогично до-
казывается, что локальные экстремумы н?(р), лежащие на
гранях симплекса, совпадают со стационарными точками
системы (1.1), у которых соответствующие рх = 0.

Покажем, что если какая-либо стационарная точка р*
асимптотически устойчива, то w(p*) — локальный макси-
мум ыДр). Действительно, поскольку траектории динами-
ческой системы (1.1) заполняют всюду плотно некоторую
область G е 2, содержащую р*, то для каждой точки р
из окрестности р*, принадлежащей G, найдется проходя-
щая через р траектория р Ш ->• р*. Тогда, в силу непре-
рывности функции w и строгого ее возрастания на траек-
тории р(£), ыДр*) > w(p). Следовательно,

w (p*) = max w [p (t)] = max w (p) = w*.
t PEG

Тем самым мы доказали необходимость этого условия.
Достаточность же сразу следует из того, что функция
£(р) = w* — w является функцией Ляпунова системы
(1.1).

§ 4. Средняя приспособленность как функция
Ляпунова

Если в некоторой стационарной точке р* функция и>(р)
имеет изолированный максимум, то состояние р* асимп-
тотически устойчиво.

Для доказательства этого утверждения рассмотрим
функцию

£ ( ) ( » ) ( ) (4.1)
которая

а) непрерывна вместе со своими частными производ-
ными первого порядка в некоторой открытой области G,
содержащей точку р* и являющейся либо частью симплек-
са 2, либо всем симплексом без его границы;

б) всюду в G L(p) ~> 0, причем L = 0 только в точке
Р*;

ч dL dw г. 'V4 / чо ^- n n
в)чг == ~ и = ~ 2 2 ^ P i ( щ ~ w ) " < ° В С Ю Д У в G , П Р И -

i

чем dw/dt = 0 только в точке р*; следовательно, функции
ZXp) является фушщией Ляпунова для системы (1.1), и
состояние р* асимптотически устойчиво.
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Если жо в точке р* и'(р) имеет изолированный мини-
мум, то из определения минимума следует, что имеются
сколь угодно близко лежащие от р* точки, где L(p) =
= w(p*) — u?(p) < 0, р s Б, и в силу первой теоремы Ля-
пунова о неустойчивости можно утверждать, что состоя-
ние р* неустойчиво.

§ Г». Адаптивная топография популяции

Доказанные выше утверждения позволяют дать на-
глядную интерпретацию поведения системы.

п—1

Воспользовавшись соотношением рп = 1 — 2 Ри ис-

ключим переменную рп из выражения для и>(р):

п п - 1 п - 1

^ "- 2 W-'oP-iPj ^ ^nn — 2 Ц Л.;р; — 2 BijPiPj, (5.1)
г,3=1 г—1 i,i=X

где

Очевидно, что все критические точки wipi, ..., рп) и
иЛри ..., Pn-t) совпадают. Необходимые условия экстре-
мума имеют вид:

~ = - %Bi}P; - А, - О, I, j = TTTT^l. (5.2)
ОРг f

Мы будем считать, что система (5.2) имеет единственное
решение. Из достаточных условий следует, что если квад-
ратичная форма с матрицей И5Ц11 положительно опре-
делена, то w (р*, . . . , р*п-^) = max w (pu ..., pn-i); если

Pi

же отрицательно определена, то ЩРг, •. •, Pn-i) ~

— mmw(Pl,.. .,рп-{). Проекция симплекса Б в простран-

стве {/Ji, . . . , p,,-i) задается условиями pi^O

i — 1, п — 1.
Пусть ШИИ положительно определена. Тогда функция

и>(ри ..., рп-0 строго вогнута (выпукла вверх). А так как
симплекс Б представляет собой выпуклое множество, то



w имеет на этом множестве единственный изолированный
максимум (внутри либо на границе)*).

Следовательно, локальный максимум w является одно-
временно глобальным, и система (1.1) имеет единствен-
ное устойчивое состояние равновесия. Если этот максимум
лежит внутри симплекса, то это равновесие будет поли-
морфизмом по всем аллелям. В противном же случае не-
которые из аллелей должны элиминировать из популяции
и полиморфное равновесие возможно только по части ал-
лелей. Область асимптотической устойчивости как полно-
го, так и частичного полиморфного равновесия совпадает
либо со всем симплексом (без его границ), либо включает
еще и соответствующую грань симплекса, которой при-
надлежит частичное полиморфное равновесие.

Пусть теперь \\Вц\\ отрицательно определена. В атом
случае w(pt, ..., pn-i) имеет на симплексе единственный
минимум, причем это утверждение остается справедли-
вым и для любой грани симплекса (являющейся симп-
лексом меньшей размерности). Последовательный переход
к граням все меньшей и меньшей размерности приводит
нас к граням нулевой размерности — вершинам симплек-
са, в каждой из которых максимальное и минимальное
значения функции w совпадают. Следовательно, когда
и>{ри ..., pn-i) имеет единственный минимум, она имеет
и — 1 изолированных локальных максимумов, лежащих в
вершинах симплекса. А это означает, что популяция име-
ет п — 1 устойчивых стационарных состояний, в каждом
из которых закрепляется только один из аллелей — все ос-
тальные элиминируют. Весь симплекс разбивается па п
областей асимптотической устойчивости (областей притя-
жения) каждого из равновесий, так что достижение того
или иного устойчивого состояния зависит от выбора на-
чальных условий.

Еще более сложная ситуация возникает тогда, когда
lljByll не знакоопределена. В этом случае локальные мак-
симумы функции средней приспособленности могут дости-
гаться на любой из граней симплекса.

В пространстве {w, ри . . . , рп- J рассмотрим поверхность
w = wnn — JjAipi—'2lBijpipj, i, / = 1 , гс — 1. Очевидно,

ij

*) См., например, К а р р Ч., Х о у в Ч. Количественные ме-
тоды принятия решений в управлении и экономике. Иер. с англ.—
М.: Мир, 1966, с. 296.



что ее пики будут соответствовать устойчивым генетиче-
ским равновесиям популяции, а ложбины разделять обла-
сти притяжения этих равновесий, т. е. области, из любой
точки которых популяция придет к своему пику. Перева-
лы (седловые точки) будут также соответствовать неустой-
чивым состояниям равновесия. Поскольку топография лю-
бой квадратичной формы такова, что в ней отсутствуют
замкнутые кольцевые ложбины, то отсюда сразу следует,
что система (1.1) не имеет стационарных периодических
решений.

На рис. 10 изображена топография поверхности w(pi),
Pi + Рг — 1, Для п = 2 при различных соотношениях меж-
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Рис. 10. График функции средней приспособленности при раз-
личных соотношениях между мальтузианскими параметрами.
а) а = 0,8; р = 1; т = 0,7. б) а = 0,75; р = 0,75; t = 0. в) а =

•= 1; р = 0,5; 1 = 0,9.

ду мальтузианскими параметрами wn = a, wn — w2l = fi
и и?22 — Ч, т- е- самый простой случай. Из этого рисунка
видно, что поведение популяции и ее предельное состоя-
ние существенным образом зависят от топографии сред-
ней приспособленности.
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И в заключение заметим,
у = мКр) часто называют
популяции.

что топографию функции
адаптивной топографией

§ 6. Случай трех аллелей. Выделение областей
асимптотической устойчивости

Уже при изучении диаллельного случая мы столкну-
лись с примером (гетерозигота обладает минимальной
жизнеспособностью), когда отрезок [0, 1] разбивается на
две области, каждая со своей асимптотически устойчивой
стационарной точкой, так что говорить о полной устой-
чивости (асимптотической устойчивости в целом) нельзя.
Задача о выделении областей асимптотической устойчи-
вости в этом случае решается просто: области разграни-
чивались точкой, в которой dw/dt = 0 B.w(p*)=minw

v
(рис. 10,в). С увеличением размерности задача резко ус-
ложняется. Тем не менее, анализ топографии функции
средней приспособленности поз-
воляет выделить области асим-
птотической устойчивости и
сделать некоторые выводы о по-
ведении системы. В качестве
примера мы рассмотрим попу-
ляцию, наследование некоторо-
го признака в которой опреде-
ляется трехаллельным геном с
аллелями Аи Аг н А3.

Поскольку р3 = 1 — Pi — />2,
то трехмерный симплекс мож-
но изобразить на плоскости.
На рис. 11 изображена фазо-
вая плоскость системы (1.1)
при п = 3 и ее фазовый портрет в случае, когда сущест-
вует устойчивое состояние полиморфизма по всем трем
аллелям (О—устойчивая точка, О—полуустойчивая
точка, •—неустойчивая точка). Полу устойчивой мы на-
зываем точку, устойчивую на границе Г и неустойчивую
во всей области Б. Таким образом, полуустойчивой может
быть только граничная точка. В плоскости (pi, рг):

2 = 2 + Г ; И:рир2>0,р1 + р,й<\;

Г = Г, + 0 + Г, + Я, + Г, + Л,.
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Внутренность симплекса будем обозначать через 2,
а его границу —• через Г. Все траектории системы долж-
ны принадлежать области 2 = 2 4- Г. Используя соотно-
шение р3 = 1 — Pi — Рг, функцию средней приспособленно-
сти можно записать в виде (5.1).

Пусть w (£Р) = max w (ри р2), где 9> — точка с коорди-

на та мп

Р* = (Л-г^п - AiBn)/D, р* - (АХП12 - А2ПП)/О,

О = ВпВгг-В\г, (6.1)

удовлетворяющими необходимым условиям максимума ю.
Достаточные условия: Вц > О, D > 0. Если, кроме того,
? е Ц , т . e.pi > 0, р 2 > 0 (условие^! + р 2 < выполняет-
ся автоматически — см. § 2), то в популяции существует
единственное устойчивое полиморфное состояние (устой-
чивый полиморфизм). А поскольку вся область Б является
областью притяжения точки 53, то из любой точки внут-
ри симплекса популяция будет приходить в это состоя-
ние. Фазовый портрет такого поведения популяции изо-
бражен на рис. 11. Эти условия можно записать в виде

Вн > 0, AJBi2 > АгВгг, А,В1г>А2Вп, D > 0. (6.2)

Переход от величин А{, Вц к мальтузианским параметрам
приводит к сложным выражениям, и поэтому мы этого
перехода полностью делать не будем. Однако из усло-
вия ВЦ > 0 получается простое и наглядное необходимое
условие существования полиморфизма:

^13 > K i И- ы>83)/2, (6.3)
т. е. приспособленность гетерозиготы по аллелям А{ и А3

должна быть больше средней приспособленности обеих го-
мозигот.

Пусть теперь по-прежнему wit?) = max w, но точка
& 9= И. В этом случае максимум w на симплексе будет до-
стигаться на одной из его граней и в популяции может
существовать устойчивый полиморфизм по части аллелей.
Например, если & лежит в положительном квадранте
(рис. 12) и, кроме того, Pi < 1, р 2 < 1, но pt + pt > 1,
то в такой популяции будет всегда достигаться полимор-
физм по аллелям А Г И Аг.

Рассмотрим ситуацию, когда w{0i) = min w, т. е. Вн <
< 0, D>0 (достаточные условия). В этом случае в попу-
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ляции могут существовать только «чистые» равновесия,
т. е. устойчивыми будут точки (0, 0}, {0, 1) и (1, 0>. Ка-
ковы области притяжения этих точек?

Если на плоскости ipit p%) мы построим рельеф функ-
ции ш{р,, рг), то, как лег-
ко проверить, эта поверх-
ность будет эллиптическим
параболоидом с «верши-
ной» в точке 3>. Траекто-
рии системы на фазовой
плоскости {pt, рг) являют-
ся проекциями кривых на
этой поверхности, причем
истинным траекториям со-
ответствуют только те
кривые, вдоль которых w
монотонно увеличивается.

п. 7

0

Рис. 12. Фазовый портрет систе-
мы (1.1) при п = 3, w{9>) =
= max w. Устойчива единствен-
ная точка <?з- В популяции по ал-
лелям 4[ и Лг достигается поли-

морфизм.

Рассмотрим кривые, на
которых:

Это уравнения ложбин,
которые либо никогда не
пересекаются траекториями, либо, пересекая их, траекто-
рии резко меняют направление. Рассмотрим ложбину с
pi — 0. Проекция ее на плоскость {pt, рг) проходит через
точки равновесия, лежащие на гранях симплекса (точки
Qu Q3 на рис. 13, я, б), и делит его на две подобласти
alvio)1. На рис. 13 изображен фазовый портрет системы
(1.1) при п = 3, w(&>) = min w.

ч £7J vi 1 T l T F T -2 Т Т | ^ т 1 л - 1 T l T T
(1} J £ E 2 J , Oil — ^ " Г •*• ^ ) 0i^~— ll -f- Oj~{~ O2» ^ 2 — •*• I ^ ^ »

U)l-- I I I -f- (jj - L ст2. Q^— сепаратриса,уравнение которой:
/}2 = 0, рг > 0. ( J 2 ^ — вторая сепаратриса, уравнение кото-
рой: pt = 0; pi > 0. Обозначенные штрихами линии —
это кривые, пересекая которые траектория поворачивает-
ся, меняя направление с одной точки на другую. Урав-
нения этих кривых те же, что и у сепаратрис.

б) & <= S, <х>\ = I + I I I , (о? = 11, соа" = I + И, ю | = Ш .

На сепаратрисах (?,(?., и QzQs /л = 0 и /32 = 0 соответст-
венно.

В o)j рх > 0 , и любая траектория, начинающаяся в со?,

стремится к состоянию с Pi— 1. В &)} р х < 0, » для всех
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{Ри Р г } 1 Pitti -+ 0. Проекция ложбины с р2 = 0 про-
ходит через точки Q2, Q3 и делит симплекс на подобласти
ft>2Hu)2,

 гДе Т5г < 0 и р2 > 0 соответственно. Очевидно, что
для всех рх, р 2 е а>] р2Ц) -> 0, а для р х , р 2 <= со* р2Ш ->• 1.

Пусть ш(^) = min i t i ^ e E (р Ис. 13, а). Тогда (по-
скольку обе проекции должны проходить через точку 5s)

Рис. 13.

существует область, точки которой принадлежат ©J fl Щ<
т. е. в ней pi > 0, р,2 > 0. Но поскольку траектории не мо-
гут покидать симплекса, то для траекторий, начинающихся
в этой области, при t -*• °° должно либо p t(t) -*• 0, либо
P2.it) - + 0 и они обязательно должны покинуть эту область.
Существует единственная траектория, ведущая из 9* в
Q3, которая является сепаратрисой и разделяет (% f) w2

на две подобласти d и о2, относящиеся к областям при-
тяжения точек {1, 0} и {0, 1}.

И окончательно областью притяжения равновесия
{0, 0> будет область пао = ©1U «aX^i П «г. равновесия
{1, 0} — Q1 0 = Сд1\0г и равновесия {0, 1} — Q o l = ©IXOi.

Пусть теперь ЗР Ф S, т. е. минимум лежит вне или на
границе симплекса. И в этом случае происходит вытесне-
ние двух из трех аллелей. Сепаратрисы, разделяющие
симплекс на три области притяжения, полностью опреде-
ляются уравнениями ложбин pi = 0, рг — 0. Фазовый
портрет этой системы изображен на рис. 13, б. Един-
ственное различие с предыдущим случаем заключается в
том, что здесь <я\[\(£>1=0 и траектории не имеют резких
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поворотов. Однако это, казалось бы, небольшое различие
дает интересный качественный эффект. Если в последнем
случае аллельные частоты монотонно изменяются во вре-
мени, то в первом популяция, которая движется по тра-
ектории, начинающейся в ю? П Ю3) может довольно дли-
тельное время демонстрировать движение к «ложному»
полиморфизму по аллелям At и А2 (точка Q3), частоты
которых монотонно возрастают в процессе такой эволю-
ции. Однако этот процесс рано или поздно приводит к рез-
кой смене монотонного возрастания быстрым убыванием
частоты одного из аллелей и его элиминацией из попу-
ляции.

Рассмотрим ситуацию, когда необходимые условия эк-
стремума выполнены и ^ е 2, но не выполняются доста-
точные условия, т. е. стационарная точка SP является сед-
лом. Она неустойчива в S, но в зависимости от Bfj на
границе могут быть устойчивыми точки Qu Q2, Q3. На
рис. 14 изображены фазовые портреты системы (1.1) при
га = 3:

а) В зависимости от начальных данных в популяции
либо достигается полиморфизм по аллелям А^ и Аи либо
эти аллели элиминируются; pi = 0 на QiS

iS2 и RiQ3, рг —
= 0 на Qz&Si и R2Q3.

б) В зависимости от начальных данных в популяции
достигается полиморфизм по аллелям А1 и А г, либо по
аллелям А^ и А3; pi = О на QJPQt, рг — О на S£PQ3 и R2Q2.
Траектории QZSP и RJ? — единственные, которые прихо-
дят в точку $Р и делят весь симплекс на две области при-
тяжения точек Qi и Q3 соответственно.

в) В популяции либо по аллелям At и А3, либо по А2

и А, достигается полиморфизм; pi = 0 на Qi&Sz и RiQ3,
р2 = 0 на Qz&Si и R2Q3. Траектории О&> и Q3^ делят
симплекс на две области, в каждой из которых устойчива
либо точка Qi, либо точка Qz.

a) D<0, Д „ < 0 , Вм<0, ВН + Б22>2Б12. (6.4)

Тогда точки Qt, Qz неустойчивы, Q3 и 0 устойчивы
(рис. 14, а). Кроме того, в Г\ устойчивы точка Д4, а в Г2 —
R2- Уравнения pt = 0, р2 = 0 определяют кривые, каждая
из которых распадается на две изолированные ветви. Кус-
ки этих ветвей, проходящие через Qi и 53, Q2 и ^ , явля-
ются границами областей притяжения для точек Q3 и 0.
В такой популяции в зависимости от пачальных условий
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либо достигается полиморфизм по Ai и Az, либо происхо-
дит элиминация этих аллелей.

б) 0, Вп>0, 2Вп. (6.5)

Тогда Qi Е Г4 и Q3

 s Гз устойчивы, ф 2

 G Г 2 неустойчива.
Снова построим кривые рг = 0, ^ 2 = 0. Как и в а ) , они
распадаются на изолированные ветви (рис. 14, б). Точки

'Р;

Рис. 14.

0 и R2 устойчивы в Г2. Границами областей притяжения
точек Qi и Q3 являются сепаратрисы, идущие из <?2 и Ri
в Л В этой популяции в зависимости от начальных ус-
ловий достигается полиморфизм либо по аллелям At и Л2,
либо по Ai и А3.

в) D<0, Bu>0, (6.6)
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Пусть Qu Q2, Qs s Г. Тогда Qu Q2 устойчивы, Q3 неус-
тойчива (рис. 14, в). Фазовый портрет такой системы на-
поминает как а), так и б), и подробно рассматриваться
нами не будет. В зависимости от начальных условий в та-
кой популяции либо по аллелям At и А3, либо по А% и А3

достигается полиморфизм.
И наконец, известный интерес представляет вырож-

денная ситуация, когда ВпВгг — Вп = 0. В этом случае
система

%Вцр*}=-Аг, 1,7 = 1,2, (6.7)
з

либо несовместна, либо вырождена (в зависимости от
значений Аи А2).

. Если система несовместна, то точка 3* уходит в бес-
конечность, но на границе всегда существует устойчивая

Рис. 15.

точка. Фазовый портрет системы весьма напоминает пре-
дыдущие (рис. 15, а). На рис. 15 изображены фазовые
портреты системы (1.1) при п = 3 — вырожденный случай.

а) Точка 2Р уходит в бесконечность. В популяции су-
ществует полиморфизм по аллелям Аг и А3; pi = 0 на па-
ре прямых T2Q3 и S ^ (распавшаяся на две прямые кри-
вая: pi = 0, pi *£ 0), рг = 0 на кривой R2Q3Q2-

б) Аллели А2 и А3 элиминируются — популяция при-
ходит к «чистому» состоянию. р\ = 0 на прямой RiSu

р'г = 0 на прямой RiS2.
Если система вырождена, то

А 2
5

/ = 1,2,
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и если к Ф I, m pt => О, р{ Ф О, р\ = О, рг Ф О представля-
ют собой две параллельные прямые, проходящие через
точки i?j и Rz. Если к = 1, то эти две прямые сливаются
в одну: pt + />2 = 1, причем все точки, лежащие на этой
прямой, являются стационарными точками системы. Тра-
ектории в этом случае — прямые линии, проходящие че-
рез точку 0. В зависимости от значений коэффициентов
эта линия будет устойчивой или неустойчивой. Если она
неустойчива, то устойчивой во всей области будет
точка 0.

Пусть к Ф 1. Когда к < 1, устойчива точка Rz; когда
к > 1, устойчива точка Ri (рис. 15, б).

Проведенное в этом параграфе далеко не полное ис-
следование трехаллельного случая показало, что, даже
когда популяция содержит всего три аллеля, в такой по-
пуляции возможны самые разнообразные типы динамиче-
ского поведения. Естественно, что при увеличении числа
аллелей поведение системы все более усложняется и все
более богатым становится множество ее состояний.

§ 7. Необходимые и достаточные условия
существования полиморфизма

Ранее мы показали, что для существования устойчиво-
го полиморфизма в популяции необходимо и достаточно
существование единственного изолированного максимума
функции средней приспособленности, лежащего внутри 2.
Необходимые условия:

2 BiiP*j = - А и %,] = Т Г ^ Т . (7.1)
з

Достаточные условия требуют положительной определен-
ности квадратичной формы с матрицей Ш«И. Для этого
нужно, чтобы все угловые миноры | B j , к = 1, га — 1 , мат-
рицы liSyll были положительны.

Пусть матрица \\Ви\\ невырождеиа и система (7.1) име-
ет единственное решение

р ? = | В ( 4 , ) | / | В | , i - i , n - i , (7.2)

где |В | = detHZ?yll, а |В(А*)| —определитель l\Btj\l, в кото-
рой /-й столбец заменен столбцом II— А^. Из (7.2) сразу
следует, что для p * s E необходимо и достаточно, чтобы

|В(4-)|>о, 2 | в ( Л 0 | < | В | , * = 177Г=Х (7.3)

130



поскольку из положительной определенности IIB;jll выте-
кает, что |В | > 0 . Так как |BU,) | Ф 0 и |В | Ф 0, то ре-
шение системы (7.2) существует и единственно.

И окончательно, для того чтобы в достаточно большой
панмиктической популяции, наследование некоторого при-
знака в которой определяется одним и-аллельным геном,
существовало устойчивое состояние полиморфизма по всем
аллелям, необходимо и достаточно, чтобы

а) БСО угловые мнпоры |BJ > 0; (7 /)

| > 0 , S | B ( 4 i ) | < | B | , i,k= I, re-1.
г

Однако условия в форме (7.4) трудны для проверки,
поскольку они прямо не связаны с основными характе-
ристиками отбора — мальтузианскими параметрами Юц
или какими-либо другими величинами, достаточно просто
связанными с Юц.

§ 8, Теорема о связанных вариациях и еще одна форма
условий существования полиморфизма

Для характеристики отбора вместо мальтузианских па-
раметров Wij мы будем использовать величины ац = 1 —
— 1Рц, которые естественно назвать давлениями отбора на
генотип АГА,. Соответственно, вместо функции средней
приспособленности мы будем рассматривать функцию
а — 2 ЧЦРГРО = 1 — и> — среднее давление отбора на поиу-

ляцию. Очевидно, что в точке устойчивого полиморфизма
функция а(р) имеет изолированный минимум.

Пусть ац — алгебраические дополнения элементов ai}

матрицы llfitijll. Поскольку а0- = 1 — ц?у, то, используя из-
вестное соотношение

Z aV] = ( - 1 ) и ^ 2 vi5, i, / = 1, ra, (8.1)
3 3

можно получить выражения для координат стационарной
точки р* через ссц вместо ий-:

/;f = 2 «у / 2 «Jj, 2, / == 1, «• (8.2)

*Если сделать замену переменных х% — pi — р\ > то

а •-•= а* + 2 2i xi 2 J «ij/Jj + 2J fiijTiij.
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Поскольку 2 aapf — а* и . кроме того, 2 #1 = 0, то

= 2а* 2 а,ч = О,

j = а*

2 2 яя 2

а = а* +

Так как р* — точка изолированного минимума, то
квадратичная форма а& — 2 a%]XiXj должна быть положп-

i
тельно определена для всех х{, удовлетворяющих условию
2 ^ 1 = 0. Воспользуемся результатом, вытекающим из тео-
i

ремы Финслера о связанных вариациях, в которой гово-
рится, что для положительности квадратичной формы аа

при всех нетривиальных наборах переменных х{, удовлет-
п

воряющих линейным уравнениям 2 Ъ^х$ = 0, х = 1, к,
3 = 1

к < п, необходимо и достаточно, чтобы квадратичная форма

была положительно определенной для всех достаточно
больших положительных % *). В нашем случае к = 1 и все

Ъц = 1. Тогда -Р = 2 (aij + ^) £i£j, J, / = 1, п, и в со-

ответствии с теоремой должны быть выполнены детерми-

нантные неравенства

Приведем их к более простой форме. Рассмотрим сле-
дующее выражение:

а п + Я, ... alh + Я
a n . . . a l k X

a k i ••• ahk }

1 . . . 1 — 1

1 0 . . . 0 0

0 1 . . . 0 0

0 0 . . . 1 0

1 1 . . . 1 1
— 1

*) Б е л л м а н Р. Введение в теорию матриц,— М.: Мир, 1969,
с. 98-102,

132



Поскольку второй определитель равен единице, то поло-
жительность !«,-,• + л | ч эквивалентна отрицательности опре-
делителя:

а и ••• "hh '

! . . . I - -

ahk l

1 0
ahi ... a

при 6o;i!.iiiii\ К > i). TainiM oбp;• :̂l.o t̂, достаточное условно
положительности r/s при условии 2 - r t = - 0 заключается

в том, что окаймленные определители

•1 . . . 1 О

Ясно ташке, что условия

(8.5)

1 . . . 1 О

к=1,п,

являются необходимыми. Если при этом некоторый 1-й
окаймленный определитель равен нулю, то необходимым
условием положительной определенности является вы-
полнение неравенства

' и •• •

"п
Лото показать, что

alh

akh i

1 . . . 1 О

a y .

(8.6)

(8.7)

Тогда необходимым и достаточным условием существова-
ния минимума функции а будет выполнение следующих
неравенств:

fc----: I, п. (8.8)
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IT окончательно, учитывая условия попадания р*
внутрь симплекса, необходимые и достаточные условия
сущее 1воваыия полиморфизма можно записать в виде:

a) 1iau>0, i,7 = l, n;

\ (8.9)

пли, используя соотношение (8.1), и виде соотношении для
алгебраических дополнений иц:

(-1)* 2 у«<о, л =
(8.10)

Поскольку Уц связаны с элементами юц матрицы W"1 со-
отношениями w1' = v1VIWI, то (8.10) можно записать еще
в одной форме:

ft _ (8.11)

§ 9. Элиминация аллелей и теорема о доминировании

Возникает естественный вопрос: можно ли по харак-
теристикам отбора — мальтузианским параметрам или дав-
лениям отбора — сразу определить, какие аллели будут
вытеснены из популяции? Здесь мы будем использовать
такие характеристики, как давления отбора aiS.

Введем некоторые дополнительные определения. Мы
будем говорить, что строка i строго доминирует над стро-
кой /, если aih > ajk, к = 1, п. Если aih S= а^ и ал > ciik хотя
бы для одного к, то мы будем говорить просто о домини-
ровании (аналогичные определения имеют место и для
столбцов матрицы). Оба эти соотношения транзитивны.
Заметим, что если две строки различны, то отсюда вовсе
не следует, что одна доминирует над другой. В симмет-
ричной матрице из соотношений доминирования для строк
следуют соотношения доминирования для столбцов.
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Пусть нам задан набор чисел {р^^О}, 2 р г —1> i = l , s .
г

Мы будем говорить, что х есть выпуклая линейная комби-
нация s строк с весами р;, если

xi •-•= S ап9и 7 = 1, «•

В том случае, когда а у > х} для всех j = 1, п, мы будем
говорить о строгом доминировании i-я строки над теми s
строками, для которых составлена выпуклая линейная
комбинация. Если же ау ^ а:,-, причем хотя бы для одно-
го k aik > хк, то i-я строка просто доминирует над s стро-
ками.

Не нарушая общности, предположим, что в матрице
H<7;jll последняя строка доминирует над выпуклой линей-
ной комбинацией других строк.

Операцией исключения мы будем называть вычерки-
вание доминирующей строки и соответствующего столбца.

Пусть 7» — подмножество к индексов из множества
всех индексов I, 7О = 0 . Тогда соотношение доминирова-
ния для п-ж строки можно записать в виде,

П - 1
апз = 2апз

Если / s 70, то имеет место строгое доминирование.
Пусть р* — устойчивая стационарная точка системы

(1.1) такая, что р* — 0, i e 7fe; js* > 0, / е / й . В новых
обозначениях эта система запишется в виде

-jf = Pi (a — di), a-i = 2i aVPi'

J_ (9.2)
a ^ 2«i^i. Ь 7-' 1. «•

Отсюда видно, что для г е Д aj = a*.A так как р * устой-

чива, то для J<s/ f c сц~^а*.В самом деле, в малой окрест-

ности р*= 0 рг ~ /;.j (а* — а*) и при а* > я * р 4 < 0 . Если

же^Лг < а * , т о ]3»>0, что противоречит нашему предпо-
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ложению об устойчивости. Следовательно, di^a*. Дока-
жем следующее вспомогательное утверждение.

Л е м м а. Пусть Ik — множество индексов, для кото-
рых в (9.1) имеет место строгое неравенство. Тогда, если
Р» Ф®, s e //;, mo « * > а * ; если р* — 0, s e /,,, mo a*n^

Умножая обо части (9.1) на/^j и суммируя но / -•- ], п,
получим:

а) если ps фО,то

п п п—Х п—1

а* = S "niP*>5 S ац9гР] ^ S а*{Н\ (9-3)
; = 1 j—I i = l г=1

б) если />s — 0, то
п п п- I п 1

оп - 2J «».i/'j > 2J h aaViPj =-•••-" 2 J «ipi- (У-4)
i = l 3=1 i = l i = l

• 71 — 1

Л так как a\ ^ ft* для всех i = 1, к — 1 и 2 рг = 1> то
г—1

a) a,t>a*; б) a*^a*.
Лемма доказана.

По1;ажеы, что если п-п строка доминирует код осталь-
ными и

то единственным устойчивым (асимптотически) стацио-
нарным состоянием будет состояние срп = 0 .

а) Пусть ап Г> а*. Тогда единственным возможным
равновесным состоянием будет состояние с рп = 0. По-
скольку в некоторой малой окрестности стационарной

точки рп — Рп(а* — а*)> то при а

п^
> а* «но будет ло-

кально устойчиво, а из его единственности следует и гло-
бальная устойчивость во всем симплексе.

б) Пусть а,'г = а*. Доказательство в этом случае бу-
дем вести от противного. Покажем, что любое состояние
с р* ф 0 неустойчиво. Введем новые переменные:

*ХГ = р^ — р*, 2 ж» = 0, i = 1, «,
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и выпитом уравнение для хп при рп=/=О и ап = а*:
П

2
1 = 1 3 = 1 3 = 1 / 3 = 1

Г Г п-1 re и "I

+ 2 ^ 2 ацр1х} - (l - 2Р1) 2 ащх} хп +
U. Г = 1 3 - 1 3 - 1 J

п \ п
1 /Л V п--тт\ \ г " У П--ГТ- Iе! ГЛ
Г / ' / г j ^ J " ч - * " 1 " < ' 3 | " Г X n ^ - l I ' I J ' i-'Г \ ' ' - ' J J

i , 3 = l J • i , 3 = l

Для того чтобы доказать неустойчивость, достаточно най-
ти хотя бы одну траекторию, на которой при t ->- °°
хп также неограниченно возрастает. Выберем н качестве
Xi = — PiXn, i = l, и — 1 , хп ^ 0. Этот выбор обусловлен тем,

п — 1 ?г—1

что 2 хг — — хп 2 рг L - — ^п- Подставляя эти значения
г = 1 1 = 1

Xi в (9.5), получим

JJ — Fn^n J^J "-njiJj ипп лп \1 /'я/ «пи

LJ=I J L

a n »\ VI * XT' / 2\ /A o\

— 2p,J _2J «niP.; — Pn . 2 J «iiPiPi i ° v * J . ( y-b)
n - 1

Отсюда видно, что если апп >> 2 anjpj, то состояние
3 = 1

с Р« =/= 0 неустойчиво, поскольку i n > 0 и ,г„ возрастает
при возрастании t.

п— 1

Если же аПп = 2 an}Pj, то необходимо рассмотреть
3 = 1

следующее приближение:

По из доминирования следует, что хотя бы для одного s
П - 1

anS > 2 asjpj- Если ps Ф 0, то из условия апп —

П - 1 П - 1

= 2 anjPj лгь[ сразу получаем о , т > 2 aijPiPr Тогда

сс„ > 0 н рп ф 0 снова пеусто11чива.
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Моншо показать, что в весьма маловероятном случае,
П — 1

когда апп —• 2 a>jPiPj, производная хп ^ 0 и состояние
* i J = = 1

с Рп Ф 0 есть состояние безразличного равновесия.
Поскольку вместо индекса п мы можем выбрать лю-

бой другой индекс, то полученный результат можно
сформулировать в виде следующей теоремы.

Т е о р е м а о д о м и н и р о в а н и и . Если в матрице
давлений отбора HaJI некоторая )-я строка доминирует

1над остальными и
i,3=l

состоянием популяции

то устойчивым ста-

будет состояние сционарным
Pi = О-

При строгом доминировании выполнения неравенств
для as не требуется.

Эта теорема дает хороший метод для сокращения раз-
мерности первоначальной задачи. В самом деле, пусть
нам задана матрица 11а,-5-11 достаточно большого порядка.
Выделим в этой матрице какую-либо доминирующую стро-
ку (или столбец) и применим к ней операцию исключе-
ния. Получим матрицу порядка на единицу меньше.
В новой матрице опять попытаемся выделить доминирую-
щий столбец или строку и снова применим операцию ис-
ключения. Эту операцию будем продолжать до тех пор,
пока это возможно. В результате мы получаем матрицу
гораздо меньшей размерности, чем первоначальная, и тем
самым редуцируем первоначальную задачу к задаче
меньшей размерности. Операция исключения позволяет
при анализе полиморфизма не рассматривать те аллели,
частота которых в стационарном состоянии будет равна
нулю, т. е. аллели, элиминируемые из популяции давле-
нием естественного отбора.

В качестве примера рассмотрим четырехаллельпъш
случай с матрицей Пау11 вида
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Так как первая строка доминирует иад остальными
4

(р2 = р4 = 0, р3 = 1) и а1г > 2 uijPiPj = as3, то, вычер-

кивая первую строку и первый столбец, получаем

Р*1 = 0;

А А А
I 3 4

0,6 0,8 0,6

0,8 0,6 0,0

0,6 0,0 0,2

В новой матрице первая строка доминирует над осталь-
4

ными (р3 = 0, р4 = 1) и а22 > 2 «ijPiPi = #44- Вычер-

кивая первую строку и первый столбец, получаем

А 3 Л 4

0,6 0,0

0,0 0,2р*

В этой матрице нет соотношений доминирования, но сама
матрица имеет порядок 2X2, тогда как первоначальная
имела порядок 4X4. Задача свелась к исследованию двух-
аллелыюго случая. Легко видеть, что здесь возможен по-
лиморфизм по аллелям А3 и Ак, поскольку

#34 — 0 < min .6; 0,2}.

Следовательно, в первоначальной четырехаллелыюй по-
пуляции полиморфизм возможен только по аллелям А3 и
Ак. Аллели 4i и 4 в результате отбора будут элимини-
рованы из популяции.

Из доказанной теоремы можно легко получить инте-
ресные следствия.

С л е д с т в и е 1. Если в матрице ^ац\\ диагональные
элементы строго меньше недиагопалъных элементов соот-
ветствующих строк {столбцов), го устойчивое состояние
полиморфизма в такой популяции невозможно.

Пусть мы имеем стационарное состояние р^ = 1,
Pi = 0,£ = 1, п, i¥=k. Тогда для всех 1фк а* = aik, для
i — к ahh = ak = а*.Поскольку мы предположили, что
c-kh < Oik, то а% > а* д л я i¥=k, и из у р а в н е н и й с р а з у сле-
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дует, что состояние с Pk = 1 устойчиво по первому при-
ближению. Если это условие выполнено для всех диаго-
нальных элементов, то могут существовать устойчивые
стационарные точки только такого типа, что и доказыва-
ет наше утверждение. Биологически ото утверждение оз-
начает, что гомозиготы более жизнеспособны, чем соот-
ветствующие гетерозиготы. Полиморфизм и такой попу-
ляции невозможен, поскольку гетерозиготы, дающие
при гаметогенезе аллели разных типов, проигрывают в
конкурентном соревновании гомозиготам, дающим гаме-
ты только одного типа. Рано или поздно популяция будет
содержать только один аллель.

С л е д с т в и е 2. Если в матрице Иа,-,-Н все строки
(столбцы) строго доминируют над какой-либо i-й строкой
(столбцом), то из популяции элиминируют все аллели,
кроме i го.

§ 10. Простые необходимые условия существования
полиморфных и «чистых» равновесий

Условие экстремальности функции средней приспособ-
ленности в равновесных точках дает нам целый спектр
необходимых условий существования полиморфных и
«чистых» генетических равновесий. Как было показано
выше, если в популяции устанавливается полиморфизм,
то liBijII положительно определена, а при отрицательной
определенности Шу11 в популяции достигаются только
«чистые» равновесия, когда все аллели, кроме одного,
элиминируют.

Из необходимого условия положительной определен-
ности В и > 0 сразу следует

2win >wu+wnn, i = l, n— 1. (10.1)

А так как вместо индекса п мы можем взять любой дру-
гой к Ф i, то

wik> (юи + H>fcft)/2, i Фк; i,k = l, п. (10.2)

Это условие имеет прозрачную генетическую интерпрета-
цию: если популяция полиморфна но всем аллелям, то
приспособленность любой гетерозиготы всегда больше
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среднего арифметического приспособленностей гомозигот
по составляющим гетерозиготу аллелям.

Если же WBijW отрицательно определена, то Ви<0 и

mh < (mi + wkh)/2, 1фк; i,k=l,n, (10.3)

т. е. если в популяции элиминируют все аллели, кроме
одного, то приспособленности гетерозигот должны быть
ниже среднего арифметического приспособленностей со-
ответствующих гомозигот.

Если квадратичная форма с матрицей Ш„1! положи-
тельно определена, то

"% BijPiPj>0 (10.4)

(хотя бы одно из /\ ¥=0, i = 1, п — 1), или
п-1 п-1 /п-1 \2 п-1

2 S Pi S WniVj > Wnn S Pi + 2
i i i / ii

Учитывая известную произвольность выбора индекса п
п-1

и что рп = 1 — 2 Рь после несложных преобразовании
г = 1

получим
и>* Ж + и»)/2, к = Т^, (10.5)

или
wh—wkk> w— wh, к — \, п. (10.6)

По аналогии со средней приспособленностью популя-
п

ции w будем называть величину wk = 21 "'fej средней
>'=i

приспособленностью к-го аллеля. Тогда из (10.6) сразу
следует, что в полиморфной по всем аллелям популяции
разность между средней приспособленностью любого ал-
леля и приспособленностью гомозиготы по нему всегда
больше разности между средней приспособленностью
этого аллеля. Другими словами, в полиморфной популя-
ции различия в приспособленностях между генотипами
должны быть выражены более резко, чем между аллелями.

Если же популяция в равновесии может иметь только
«чистую» генетическую структуру, то ШУ11 < 0 и

wh -
 wkk <u>- wh, (10.7)

т. с. все сказанное выше верно с точностью до наоборот.
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§ 1 1 . Траектория популяции — траектория
наискорейшего подъема. I. Введение нового

метрического пространства

Теорема Фишера говорит нам только о возрастании
средней приспособленности вдоль траекторий популяции.
Было бы замечательно, если бы эти траектории обладали
некоторыми экстремальными свойствами, например, были
бы траекториями векторного поля градиента средней при-
способленности, т. е. из всех возможных направлений
популяция выбирала бы то, на котором приращение
средней приспособленности максимально. Но, как легко
видеть, записав (1.1) в форме

dPi I I dw

это не так, и в евклидовом пространстве траектории по-
пуляционных уравнений не являются траекториями наи-
скорейшего подъема для ю. Однако отсюда не следует,.
что не существует пространства с другой метрикой, где
траектории обладали бы этим экстремальным свойством.

Введем метрическое риманово пространство с основ-
ной формой (ds)2 = gijdx'dxK (Здесь и в дальнейшем, где
это будет необходимо, мы будем пользоваться правилами
суммирования, принятыми в тензорном анализе, т. е.
суммирование производится по одинаковым индексам,
один из которых стоит вверху, а второй — внизу. Напри-
мер, (ds)2 = gijdxtdx1 — 2 gijdx'dx3.) gij — метрический

•U
тензор пространства Rs — определим как

£" Т Т + Т J — 7 Т 1 — ' Ь / — 1. п. (11.Z)
* \ х3 хг ) 2х1х3

Здесь
; | 1 при i — /,

1 (0 при i Ф j ;

aJ — контравариантный вектор в Rs, компоненты которого
( м т ш аллельным частотам, так что х'= р(, i—l, n; xt —
соответствующий ему ассоциированный ковариантный
вектор; причем легко показать, что в Rs это вектор с по-
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стоянными единичными компонентами, так что xi = 1,
i = l, п. В самом деле,

1 ( 6 ^ "l — -1

Квадрат длины вектора а,"' в /Zs pane it ж2 — "^-.гУ—

п
= 1 / 2 (.г'б; -|- .r'6j) --= ^j .<;'. А поскольку xi = pi и для

г=--1
п

/?i должно быть выполнено условие нормировки 2 Pi = 1)
г = 1

то

а : а =

т. е. траектории, описывающие изменение генного состава
популяции, в этом пространстве должны лежать на еди-
ничной сфере S.

§ 12. Траектория популяции — траектория
наискорейшего подъема. II. Уравнения эволюции

и локальный экстремальный принцип

В пространстве Ra функция средней приспособлен-
ности имеет вид w = шцх'х\ Оказывается, что в Rs траек-
тории популяции являются траекториями векторного по-
ля grad w. Докажем это утверждение.

Выпишем уравнения градиентного подъема для w в
Ra при условии, что траектории векторного градиентного
поля должны лежать на S. Для этого воспользуемся ме-
тодом множителей Лагранжа.

Определим новое, расширенное по сравнению с Rs,
метрическое пространство Rs с основной формой

ids')2 = gtjdx'dx* - (dX)2/%, i, j = 1 7 ^ (12.1)

и рассмотрим в Rs функцию

w' = w + Mgijx'x1 - i ) . f (12.2)
Уравнения градиентного подъема в -^s для функции и/
имеют вид

dxi/dt = kglidw'/dxl, к>0,

dl/dt = — kkdw'/дк.
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Мы считаем движение по градиенту непрерывным про-
цессом, так что параметр t можно отождествить с време-
нем. Уравнения (12.3) определяют движение по градиен-
ту со скоростью V, пропорциональной величине градиен-
та (к— коэффициент пропорциональности). В самом деле,
умножая первые п уравнений (12.3) на gudx'/dt, послед-
нее на k^dk/dt, суммируя первые п уравнений и вычитая
последнее, получим

их* dJ i (dlV , н dw' dxs ,dw'dl , , 9 Л

А поскольку gijgU = Sj, то из (12.4) следует

I s ' ) ~ (У'У* — к I ~Т ~Т—Ь~зт~-т-|- (12.5)

Градиент функции w' в Rs — это контравариантный
вектор, квадрат длины которого равен

С другой стороны, подставляя в (12.5) вместо dx'/dt и
dX/dt их значения из (12.3), получим

v ' I дхк дх1

Сравнивая это выражение с (12.6), можно написать

;'l, (12.7)

что и требовалось доказать.
Поскольку

dw' dx dw' d% dw' , .„ Q\

~JJ ~dt~ "г ~Ж И ~~ ЧГ' (1^.0)

TO

I V | = Vkdw'/dt.

Возвращаясь к уравнениям (12.3), получим

dxi/dt = kxi(2wi}x
s+^), { i 2 Q )

dk/dt = — kk (gijx^1 — l).

Здесь учитывается, что gv = 1/a {xlb\ -\- x'8j). Суммируя
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первые п уравнений (12.9) при условии ^j x = 0, будем

иметь "к — — 2ш{1х*х> = — 2w, откуда сразу следует, что

rlr^lrlt 9кт* (in--r' m--rir"}'\
U/J, j ill — uKX \WijA- U/'ijX <L J, /404 П\

2

Но если в (12.10) положить к —1/2, то эта система (с
точностью до обозначения) совпадает с системой (1.1),
описывающей динамику генного состава популяции. Тем
самым мы доказали, что траектории популяции в Rs яв-
ляются траекториями векторного поля grad w'. Так как
траектории (12.10) всегда удовлетворяют ограничению
п

2 х% — 1> а сами уравнения не зависят от К, то из прост-

ранства Rs можно перейти в Rs, а от функции w' — к ш.
Следовательно, лежащие на единичной сфере S<^RS тра-
ектории векторного поля grad w являются траекториями
популяции.

Вычислим, чему равна V — скорость движения изо-
бражающей точки по градиенту в Rs (здесь и в дальней-
шем под скоростью мы будем понимать ее абсолютное
значение). Из (12.8), полагая к = 1/2 и dw'/dt=dw/dt
(так как для всех траекторий выполняется условие

= 1), получим

V —y1/2dw/dt. (12.11)
п

Но dw/dt = 2Vg = 2 Pi («>» — w)2 и

V ^YTg. (12.12),

Мы получили результат, который можно сформулиро-
вать в виде локального принципа оптимальности:

Если рассматривать движение популяции в некотором
римановом метрическом пространстве с основной формой
ёа — (р&ц + Pfoii)f%PiPh T0 в с е траектории ее движения в
этом пространстве лежат на единичной сфере. R любой
момент времени из всех возможных направлений на этой
сфере популяция выбирает такое, где приращение ее
средней приспособленности максимально, и движется по
нему со скоростью, пропорциональной некоторой мере
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генетического разнообразия популяции

Другими словами, на истинной траектории
— max (6w) при условии, что

а) 2 й №-0; б) 2 Ь " 7Г = 2-бГ-
г — 1 Г = 1

 V ' '

Условие а) очешщпо; условие б) означает, что (<W6/)2 =
=• l/z6w/&t, т. о. на скорость движения по градиенту нало-
жено ограничение (12.11).

§ 13. Еще одна форма эволюционных уравнений

п-1

Пользуясь соотношением р,г = 1 — 2 Ри можно пе-

рейти пз пространства размерности п в пространство
{j?i, •..) Pn-J размерности re — 1 . Уравнения движения в
этом случае можно записать в виде

dPi 1 V У
= 2 °

2 V ' *,7 = 1,»-1, (13.1)

с'3 = РГ(8Ц — Pi),

n —1 n — 1

= ;/;„„ — 2 л^г^г — 21 &i}PiPj,

где Mi = wnn — uUn, ж» = 1оы + Win — Wa — wnn.
Вид уравнений (13.1) наводит па мысль, что траекто-

рия популяции будет траекторией наискорейшего подъе-
ма в метрическом римаповом пространстве R с основной
формой ids)2 = Oijdx'dx', где Оц — элементы матрицы, об-
ратной &'. Вычисляя Оу, получим

bi/x'+llll-^A], ;,/=177Г=Т. (13.2)

Здесь х'= pi, i==l, n— 1,— контравариантный вектор в
Л; iT; — соответствующий ему ковариантный вектор. Вы-
числяя его компоненты, будем иметь

ж1 = о«ж' = 1/(1-.Р) | (13.3)
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О — 1

где Р = 2J xl, т. е. все компоненты вектора Xi равны.

Квадрат длины вектора ж1 в Л равен
P). (13.4)

Из формул (13.3), (13.4) следует, что при приближении
траектории к плоскости Р — 1 (одной из граней симплек-
са) длины векторов xi и ж,- стремятся к бесконечности.
Это означает, что любая траектория, начинающаяся внут-
ри симплекса, никогда не выйдет за эту границу. Пос-
кольку другие границы являются поглощающими, то
траектория не может выйти и за другие границы. Следо-
вательно, любая траектория, начинающаяся внутри сим-
плекса, остается в нем.

Поскольку уравнения (13.1) в Л записываются в виде

вXх 1 ц dw
a-dT—2a ^7- *. / •— 1, /г— 1, (13.5)

то отсюда следует, что любая траектория популяции в Л
является траекторией наискорейшего подъема. В любой
момент времени из всех возможных направлений в Л по-
пуляция выбирает направление с максимальным прира-
щением ее средней приспособленности и движется по
нему со скоростью

V - 1 / a | /"a i i {dwldx*) (dw/dxj). (13.6)

Скорость V, используя выражения для а'1 и w, можно за-
писать в виде

п—1

2 Pi (6у — Р:

(13.7)
Так как

Г7„ 1 ij дш dw 1 5it> d r 1 1 rfw

4 Зж' а.с' 2 ftc* d i 2 dl '

то мы получаем еще одно выражение для скорости, ана-

логичное полученному в § 12 [ F = ] / (1/2) dw/dt].
В отличие от § 12, где на движение в га-мерном про-

странстве наложено ограничение, здесь этого ограничения
нет, все фазовые переменные независимы и их можно
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рассматривать как некоторые обобщенные координаты
(так, как это делается в механике).

Элементарное изложение вопросов, затрагиваемых в
§§ 11 —13, в общем случае совместного действия отбора,
мутаций и миграций, а также связи оптимизируемых при
этом функций с характером стационарной плотности в
диффузионных моделях популяционной генетики дано в
главе XII. Оказывается, что оптимизируемые функции
определяют вид стационарной плотности, которая прини-
мает наибольшие значения, грубо говоря, в точках их
максимума. В §' 12.12 показано, что однолокусные гене-
тические процессы имеют градиентный характер не толь-
ко при анализе отбора с постоянными приспособленностя-
ми wi}, но и при совместном действии других форм се-
лекции (в том числе, может быть, частотно зависимой) и
некоторых видов миграций и мутаций. При этом в коор-
динатах Xi = у Pi уравнения динамики (если их еще раз
продифференцировать по времени) совпадают с уравне-
ниями некоторого механического движения в силовом
поле. Поэтому для рассматриваемых генетических про-
цессов справедлив нелокальный экстремальный прин-
цип — принцип наименьшего действия Гамильтона, при-
чем функционал действия не только стационарен на
истинных траекториях, но и минимален при достаточно
малых промежутках интегрирования.
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с. 86—102.
Элементарный подход дан в статье:
Т и мо ф е е в- Р е с о в с к п й Н. В.. С в и р е ж е в Ю. М. По-
пуляционная генетика и оптимальные процессы.— Генетика,
1970, 6, № 10, с. 155—166.
В первой из этих работ также показало, что рассмотренные

свойства траекторий выполняются в евклидовом пространстве —
на поверхности единичной гиперсферы, получаемой при замене
координат Хг = Ург. i = 1, п. Кроме того, на траектории популя-
ции под действием отбора выполняются уравнения Эйлера для
функции Лагранжа

dt

Анали.ч изменении частот множестненных аллелей под ,чсш:т-
вием отбора с помощью рпмановой метрики и вывод градиентных
свойств траекторий содержатся также в статье:

S h a h s h a n a n i S. A new mathematical framework for the
study of linkage and selection.— Memoirs of the American Mat-
hematical Society, 1979, 17, № 211, p. 1—34.
Там же риманова метрика используется для анализа отбора

(в основном аддитивного) в полилокусном случае, соответствующем
положению локусов в одной хромосоме и отсутствию кратных крос-
сииговеров.



ГЛАВА V

ОГРАНИЧЕННЫЕ И СЦЕПЛЕННЫЕ С ПОЛОМ ПРИЗНАКИ.
МОДЕЛИ, УЧИТЫВАЮЩИЕ РАЗДЕЛЕНИЕ ПО ПОЛАМ

§ 1. Введение

До сих пор мы рассматривали модели популяций, оба
пола в которых были равноправны как в смысле наследо-
вания, так и в смысле отбора. Молчаливо предполагалось,
что признаки контролируются генами, присутствующими
у обоих полов {аутосомные гены) и выраженными в оди-
наковой степени как у самцов, так и у самок. Однако эти
условия могут и не выполняться. Нарушение их может
произойти двумя способами.

а) Очень часто бывает, что некоторые признаки (на-
пример рост бороды у мужчин) проявляются исключи-
тельно лишь у особей одного пола, хотя контролирующие
данный признак гены присутствуют у обоих полов. Пе-
редача признака по наследству не связана с полом, од-
нако проявление его, а следовательно, и отбор по нему
существенно зависят от пола особи. Такие признаки на-
зываются ограниченными полом.

б) Определение пола в большинстве случаев контро-
лируется генотипически; при этом некоторые или даже
все гены, определяющие пол, расположены в особых по-
ловых хромосомах (например, у человека Х- и Г-хромо-
сомы; мужчина имеет ZF-пабор, женщина — XX). Но эти
хромосомы могут содержать и другие гены, не влияющие
на определение пола. Естественно, что характер передачи
таких генов потомству зависит от пола обладающего ими
родителя. Поэтому эти гены называются сцепленными с
полом, а контролируемые ими признаки — сцепленными с
полом признаками.
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§ 2. Модель, учитывающая разделение по полам.
I. Лутосомный ген. Непрерывная модель

Рассмотрим достаточно большую паиыиктическую дву-
полую популяцию, самцы и самки в которой имеют гено-
типы {£/}, i, / = 1, п, и наследование некоторого признака
определяется одним аутосомным геном с множественными
аллелями. Возрастной структурой популяции мы будем
пренебрегать и при выводе уравнений модели будем
пользоваться методом, изложенным в § 2.15.

Пусть Nij и щ — численности генотипов <3{ф и %{ф
соответственно, N = ^jiVjj, n = 2 nij-

Рассмотрим подробнее процесс скрещивания в двупо-
лой популяции. При случайном скрещивании вероятность
образования пары &{AiAj], 9{AhAt} равна Шц/ЮЫц/п).
Если численности самцов и самок равны Ш = п), то чис-
ло таких пар, производящих потомство, равно
1Шфц)/Шп)]Ы или [(М^щ)/(Мп)]п — безразлично. Но ес-
ли N ¥= п, то число пар определится либо числом самок,
либо числом самцов. У большинства животных, даже при
большем числе самок, самцов обычно хватает для опло-
дотворения всех самок. В этом случае число производя-
щих потомство пар определяется числом самок и равно
[ШцПц)/Шп)]п. Однако существуют животные, у которых
самец может только один раз совершить акт оплодотво-
рения. Тогда число производящих потомство пар опреде-
ляется числом самцов: [Шцщ)/Шп)Ш.

В нашей модели мы будем рассматривать только пер-
вый случай, когда число репродуктивных пар определяет-
ся общей численностью самок в популяции.

Пусть теперь каждая пара производит F потомков
мужского и / — женского пола. (Конечно, при генетиче-
ском определении пола, т. е. когда пол определяется со-
ответствующим хромосомным набором, соотношение 1 : 1
при нормальном менделевском расщеплении всегда вы-
полняется. Под фразой о разном количестве потомков
мужского и женского полов мы понимаем неодинаковую
гибель на самых ранних стадиях эмбриогенеза.) В зави-
симости от генотипов скрещивающейся пары определя-
ются и генотипы потомства (см. § 2.6). Из особей этого
поколения доживают до репродуктивного возраста и при-
нимают участие в призводстве следующего поколения:
самцы — с вероятностями Wiit самки — с вероятностями



Юц. Ыедифферепциальную смертность, которая может за-
висеть от общей численности популяции, будем обозна-
чать через D (для самцов) и d (для самок). Тогда уравне-
ния для численностей генотипов запишутся в виде

h (2.1)
d,,.. jw-- "V "V

~ГГ - -лГ Zd Nis Zi nhj — dnih i, j , k, s=\, n.
a t " s h

Определим приспособленности генотипов по схеме
.FWij => Wij, fiPij => Wij, сохранив старые обозначения. Пе-
реходя в (2.1) к частотам аллелей

Pi = IiNi}/N, Pi = 2ny/n
з i

и вводя новую переменную ц -- n/N — соотношение полов
в популяции, мы получим

(1/ц) dPi/dt = Pi[Wi (p) - W\ + V2 [PiWi (P) - PiWi (p)],

dpi/dt = pi [Wi (p) — w] — V'a [Pi^i (P) — P ^ i (p)],

i = ГЯ (2.2)
ф/df = ji \{D — d) + w — p,W]. (2.3)

Здесь

Wi (p) - 2 И^Р;, IFi (p) = S W'UW, ^ (P) = ^ wyP,-,
5 5 j

Щ (p) - S и>ул-, и; - S wyptPj, IF - 2 T^vPiP,-,

i, j = 1, n.

Если принять гипотезу слабого отбора: ТУ,-,- = К + е И ^ ,

w,j = к + sw,j, [ 8 | < 1 , и предположить, что D = d, то

j5,-, А ~ е, а ,и = ц(к — (i/C). Отсюда следует, что при сла-
бом отборе в популяции быстро устанавливается равно-
весное соотношение полов ji* = к/К и в дальнейшем гене-
тическая структура популяции медленно эволюциониру-
ет, сохраняя это соотношение полов. Поэтому при иссле-
довании системы (2.2) можно положить \х = jx* и изучать
ее динамику независимо от (2.3). Этот вывод сохраняет-
ся, даже если отказаться от гипотезы слабого отбора, но
предположить, что при i - > o o Pi-^-pi и Pi-*-P*. Tor-
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да u, ->- u* = w*/W* при любых начальных знамениях рг,
Рг и ц и мояшо вместо полной системы (2.2), (2.3) рас-
сматривать усеченную (2.2) при и, = \\*. Справедливость
этого утверждения сразу следует из рассмотрения матри-
цы уравнений линейного приближения (2.2), (2.3), ли-
неаризованных в окрестности некоторого стационарного
состояния (Р*, pi, ]i*\, i --- 1, п, |.i* > 0. Эта матрица
имеет вид

dj^dPj dfi/dpj 0'

дМ/дР- дМ/др- — u*W*

где OFJdPj, dFJdph dfJdPj, dfjdpj — частные производ-
ные правых частей (2.2), вычисленные в стационарной
точке; dM/dPj, дМ/др, — частные производные правой ча-
сти (2.3). Отсюда видно, что устойчивость этой стацио-
нарной точки определяется только собственными значе-
ниями Кг, i = l , 2га, подматрицы А2п, полученной из мат-
рицы A2n+i вычеркиванием последних строки и столбца,
так как собственное значение %2n+i = —\i*W* = — w* < 0,
и по [i система всегда устойчива. Поэтому в дальнейшем
мы будем исследовать только систему для аллельных ча-
стот, считая, что эволюция соотношения полов никак не
влияет на устойчивость равновесных генетических структур.

Как и раньше, для получения более наглядных и бо-
лее интерпретируемых результатов рассмотрим частный
случай п = 2, т. с. двухаллельный ген. Введем новые обо-
значения для частот аллелей и мальтузианских парамет-
ров: pi=p, Pi = P; wti = a, w12 = Mm = р, и̂22 = т, Wu =
= A, Wl2 = W2i = B, W22 = Г. Тогда из (2.2) получим сле-
дующую систему уравнений:

dP/dt = ц* [Р (Wp - W) + Va56], ( 2 4

dpldt =̂ p (wp — w) — 1/.$8.

Здесь

w2, = аР + $Q, WP - Ар + Bq, Q - 1 -- Р, q = 1 - /;,

w = арР + $(pQ -\- qP) + "iqQ,

W =--- АрР -\- B(pQ + qP) + VqQ,

6 = p-P, it* = ;
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§ 3. Новые типы полиморфизма и их устойчивость

Из (2.4) при ц* Ф 0 мы сразу получаем уравнение для
нахождения стационарных состояний (равновесий):

(а - [',) Р*р* -1- V2P (р* + Р*) = p*w*.

Очевидно, что система (3.1) имеет решения вида:

1. / ; * = />* = о. 2. р * = />* = 1?

т. е. генетическая структура популяций для ограничен-
ных полом признаков всегда имеет тривиальные положе-
ния равновесия. С другой стороны, система (3.1) не име-
ет решений вида р* = О, Р* = 1, т. е. в популяции не мо-
жет существовать равновесия, когда подпопуляция сам-
цов состоит только из особей АЛ, а самок — из особей
аа, и наоборот.

Рассмотрение общего случая приводит к очень гро-
моздким выкладкам, поэтому мы несколько упростим за-
дачу, проанализировав лишь некоторые (но достаточно
характерные) частные случаи.

а) По-разному отбор действует только на гетерознго-
ты, так что А = а, Г = •у, В Ф р > 0. Не нарушая общно-
сти, можно положить A = a = T~f = l. Тогда из (3.1)
получим

2(р - 1)р*д*(1 - 2Р*) = £(/>* - Р*),
(3.2)

2(В - i)P*Q*{l - 2р*) = В(Р* - р*).

Эта система имеет следующие решения:

1. р* = р * = о. 2. р* = Р* = 1. 3. р* = Р* = 1/2.
(3.3)

4, 5. р*

где А = У1-5р.
Стационарные точки p4,5i ^4,s соответствуют новому

типу полиморфизма, возникающему при учете полового
диморфизма популяции. Поскольку pi>s, P4,5 S [0, 1],
то отсюда возникают естественные ограничения на вели-
чины В, р. Для того чтобы существовал полиморфизм

типа pJ = 1 / a [ H - A / ( l - P ) ] , / > ! = 1 / а [ 1 - Д / ( 1 - Д ) ] ,
параметры 7?, [3 должны удовлетворять неравенствам

- 1 < Д/(1 - р) < 1, - 1 <А/(1 - В ) < 1, Вр < 1,
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откуда сразу следует, что

Те же самые неравенства должны выполняться и для су-
ществования полиморфизма типа рь = х/2 [1 — А (1 — Р)],
Р* = V2[l + А/(1 — Р)]. Это означает, что если рав-
новесия такого типа возникают в популяции, то они воз-
никают сопряженными парами, симметричными относи-
тельно точки {1/2, 1/2}. Перейдем к анализу устойчиво-
сти этих равновесий.

1. Пусть р* = Р* — 0. Тогда матрица линеаризованной
системы будет иметь вид

Р/2 — 1 р/2
Р/2 р/2 - 1

Легко видеть, что при В + [} < 2 равновесие р* = Р* = 0
устойчиво (узел). В этом состоянии \х* — 1, т. е. равно-
весное соотношение полов в популяции равно 1:1.

2. Пусть р * = Р * = 1. Это равновесие будет также ус-
тойчивым узлом, если В + [S < 2. Равновесное соотноше-
ние полов также равно 1:1.

3. Пусть р* = Р* = 1/2, т. е. в популяции существует
полиморфизм, причем полиморфизм устойчив, если
Bf> > 1 (устойчивый узел). Любопытно, что в этом случае
равновесное соотношение полов отличается от 1 : 1 и рав-
но |з ( + Р)( + )

4, 5. Пусть теперь />* = ! Ш + Д/(1
( }] й (

Р 'Ш
-Д/(1 В)]. Это состояние устойчиво (узел), если 5 +

> 2, В$ < 1. Аналогичпо и для
точки р* = 7 2 [ 1 - Д / ( 1 - р ) ] ,
Р* = 7 J 1 + А/(1 - В)\. Срав-
нивая эти неравенства с (3.4),
мы видим, что если полимор-
физм типа 4, 5 существует, то
он всегда устойчив. При этом
соотношение полов ц* = — (1 —
—р)/(1— В) и отлично от еди-
ницы.

На рис. 16 в плоскости па-
раметров В и р изображены
области устойчивости разных
равновесий (аутосомиый ген,

Рис. 16.

В области I устойчивы точки •/>*' = Р* *= 0 и р* = Р* .
= 1, точка /J* = Р * = 1/2 неустойчива.
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В области II устойчивы полиморфные точки

± ± 1

Остальные точки неустойчивы.
В области III устойчива полиморфная точка р* =

= Р* — 1/2, других полиморфных точек не существует.
«Чистые» состояния неустойчивы.

Видно, что специфический полиморфизм типа 4, 5,
обязанный своему возникновению половому диморфизму

Рис. 17. Фазовый портрет системы (2.4) при Л = а = Г = "('=
(О —устойчивая точка, • —неустойчивая точка).

популяции, может существовать в достаточно узком диа-
пазоне приспособленностей при явно выраженном их от-
личии у самцов и самок. На рис. 17, а, б, в изображены
фазовые портреты системы (2.4) при Л = а = Г = ч = 1
для различных соотношений В и {}, взятых из: а) области
I; б) области II (нижняя часть); в) области I I I (см.
рис. 16).

б) Отбор действует по-разному на гомозиготы %{АА}
и <3{АА), так что А Фа. Пусть £1=-.В = '( = Г = 1. Тогда
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(3.1) имеет следующие корпи:

1. р* = Р* = 0. 2. р* = Р* = 1. 3, 4.

- Ч\ I 1 - Л Т
(3.5)

Здесь Л -= У(А - \- а) 2 — 2 (А •]- а).
Исследование системы первого приближения в окре-

стности стационарных точек (3.5) дало следующие ре-
зультаты:

1. Точка р* = Р* = 0 критическая, поскольку одно из
собственных значений равно нулю (второе отрицательно).
Поэтому необходимо исследование следующего прибли-
жения, которое мы сделаем позже.

2. Если А + а < 2Аа, то точка р* --= Р* = { устой-
чива.

3. Если значения параметров А и а взять из области,
определяемой неравенствами А + а > 2Аа, А + а > 2,
А < а, то точка

, 1 — а , Д

2 ' 1 - а 1 —а ' ~ 2 ] 1 - Л ^ 1 — Л

устойчива.
4. Если значения А ж а взяты из области, определяе-

мой неравенствами А + а> 2, А + а> 2/1 ее, А > а, то ус-
тойчивой будет теперь точка

Выполнения этих неравенств достаточно для того, чтобы
стационарные точки лежали внутри единичного квадрата
(по одной точке в случаях 3 и 4 соответственно).

Вернемся к рассмотрению точки р* = Р* — 0. Остав-
ляя в исходных уравнениях члены второго порядка мало-
сти по р и Р и вводя новые переменные х = р + Р, у — р,
мы получим

dx/dt = 2U + а - 2)(ху - у2),
(3.6)

dy/dt = х — 2(1 — а)г/(ж — г/).

Критической (по Ляпунову) является координата х.
Пользуясь известным методом анализа критических слу-
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чаев*), мы приходим к уравнению

dx/dt = 7 2 U + а - 2)х\
По Ляпунову мы имеем типичный случай неустойчивости.

Но так как точка р* = Р* = О лежит на границе допу-
стимых значений для р и Р, то здесь имеет смысл рас-
сматривать только те возмущения, которые выводят си-
стему внутрь квадрата р, Р е [0, 1], т. с. х{) > 0. Тогда
при А+а<2, х < 0, хо>О и при любом достаточно ма-
лом начальном положительном возмущении х0 система
«исправляет» его, стремясь к состоянию р* = Р* = 0, ко-
торое в силу уравнений является поглощающим. Таким
образом, если стационарная точка лежит на границе до-
пустимой для частот области (обычно это единичный куб
соответствующей размерности, или, при учете нормиров-
ки, симплекс, или даже объединение симплексов), то
она, не будучи устойчивой по Ляпунову, может характери-
зовать поглощающее состояние, то есть быть устойчивой
в некотором другом смысле. Геометрически это означает,
что собственный вектор, соответствующий положитель-
ному собственному значению линеаризованного оператора
в данной граничной точке, направлен вовне допустимой
области. Поэтому все неустойчивые траектории выводят за
пределы допустимой области, а в самой области остаются
только устойчивые траектории.

Приведенное выше рассуждение показывает, что в
критических случаях при рассмотрении устойчивости
граничных точек нельзя пользоваться стандартными кри-
териями. С аналогичной проблемой мы уже встречались
в главе IV при доказательстве теоремы о доминировании.

На рис. 18 в плоскости параметров {А, а) изображены
области устойчивости различных стационарных состоя-
ний системы (2.4) при 5 = р = Г = 'у = 1.

В области I устойчива точка р* = Р* = 0.
В области II устойчива точка р* — Р* = I, точка

р* = Р* = 0 неустойчива.

В области III устойчива точка р* — -=• 1 -f -. -f- к),
z \ г ~ ~ g ;

Р* = 4 f1 + ТЗТ - К\ /г== V{A+a)*-2 (A +
— а), К = / ( А + «) 2 — 2(А + а)/(1 — А), остальные точ-
ки неустойчивы.

*) М а л к н н И. Г. Теория устойчивости движения.—М.: На-
ука, 1966.
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В области IV устойчива точка Р*~~2\^ + i _ a + 'с)>

р * J 2 /г

Рис. 18.

^остальные состояния неустойчивы.

Если А и а принадлежат
области III или IV, то в по-
пуляции существует полимор-
физм, обязанный своим воз-
никновением всецело полово-
му диморфизму популяции. Из
рис. 18 видно, что этот поли-
морфизм появляется только
при явно выраженной несим-
метрии давлений отбора на
самцов и самок.

Поскольку фазовые портре-
ты системы для данного
случая мало чем отличаются

от предыдущего, то мы их здесь приводить не будем.

§ 4. Модель, учитывающая разделение по полам.
II. Ген, сцепленный с полом. Непрерывная модель

Так как пол определяется парой хромосом, то но ге-
нам, локализованным в Х-хромосоме, самки будут иметь
двойной набор, а самцы — одинарный. (Такие гены мы
называем сцепленными с полом. Типичными генами этого
типа являются гены, вызывающие дальтонизм и гемо-
филию.)

Если наследование в популяции определяется одним
сцепленным с полом двухаллельным геном, то самки бу-
дут иметь три генотипа: АА, Аа и аа, а самцы — два: ге-
мизиготы А ж а, поскольку они несут лишь один ген.
Так как сын всегда наследует отцовскую хромосому У,
то сцепленные с полом признаки не могут передаваться
от отца к сыну. Они могут быть переданы от отца к доче-
ри, а от дочери — к внуку.

Поскольку рассмотрение случая множественных алле-
лей ничего принципиально нового не дает, то для про-
стоты и наглядности мы будем сразу рассматривать слу-
чай двух аллелей.

Специфика сцепленного с полом гена проявляется при
определении генотипов потомства. Согласно законам
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Мепделя, правила наследования можно записать в виде
следующей таблицы, где па пересечении строк, соответ-
ствующих генотипу самца, и столбцов, соответствующих

\
s

А

а

9

\

10

1?

{АА

{Аа}

АА

У 1с

; id"

ЧА)

{А}

х/ 29

V.9

V.9

V.9

Аа

{АА}; 1

{Аа}; 1

{Аа}; V

{аа}; i

1гПАУ

Itf {«}

^{АУ

US {a}

1?

1?

аа

{Аа}; id

{аа}; 1$

{а}

{а}

генотипу самки, приведены вероятности рождения сам-
цов и самок различных генотипов. Эти вероятности яв-
ляются условными, описывающими генотип потомка при
условии, что его пол уже определен.

В остальном модель строится точно так же, как в § 2
этой главы. Полагая, что d = D, и обозначая приспособ-
ленности генотипов ?ЫЛ), ?Ыа}, %{аа}, <3{А) п <${а} че-
рез а, р, у, А и Г соответственно, мы получим следующие
уравнения для аллельных частот Р и р, а также для со-
отношения полов (х = «//V:

w) - P), (4.1

Здесь
W = Ap + Tq, wP = aP + $Q,

w = apP + $(pQ + qP) + yqQ, Q=l-P,q=i-p.

Рассмотрим поведение этой системы в отсутствие дав-
ления отбора, т. е. при А = Т = а = $ = ч = 1. Тогда (4.1)
переходит в

( 4 2 )

d\i/dt=



Отсюда видно, что при t --*• °° \i(t) -»- 1, а

(«) = 2

т. е. эволюция генетической структуры в отсутствие отбо-
ра существенным образом зависит от соотношения полов
в популяции. Если мы выберем в качестве ц0 значение
|i0 = 1, то интеграл в этом выражении обращается в нуль
и P(t) + 2p(t)=P0 + 2p0 = C. При £ + °° p{t)-*p*, P{t)-*
— Р*, причем р* = Р* = 7 3 (Р 0 + 2/?о).

Так же, как это было сделано в § 2, легко показать,
что если при t ->• °° />(£) ->• />* и PU) ->- Р*, то }iU) -»- [Л* =
= u*/W*. Следовательно, для анализа устойчивости воз-
можных равновесных состояний достаточно исследовать
первые два уравнения (4.1), положив в них jx = jx*.

В этой системе возможно существование следующих
положений равновесия (стационарных точек):

1. £* = .р* = 0. 2. p* = P* = i.

(4.3)

Я п*-± Г 2 7 Г - Р ( Л + Г) ] p t _ Ар*
°- Р 2 [аЛ + Т Г - Р ( Л + Г ) ] ' ^ -

Очевидно, что если первые два равновесия соответствуют
«чистым» состояниям, то третье есть состояние полимор-
физма. Любопытно, что если А = Г, то р* = Р* =
= (р — f)/(2p — а — ̂ ) и мы получаем состояние полимор-
физма, такое же, как и для популяции без разделения
на два пола (см. § 3.5).

Перейдем к исследованию устойчивости стационар-
ных точек (4.3). Матрица линеаризованной системы (4.1)
имеет вид

— w* w* {AQ* + TP*)IW*
гр*д* + р/2 wp — w* - р* [(а - 0) Р* + (р — у) <?*] - р/2

где е = а + у — 2р. Отсюда сразу следует, что
1. Точка р* = Р* = 0 устойчива, если

^ Г ^ О . (4.4)

Легко показать, что первое неравенство (4.4) есть след-
ствие второго и, следовательно, для устойчивости доста-
точно, чтобы рС4 + Г) < 2 Г
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2. Точка р* = Р* = 1 устойчива, если

аАФО. (4.5)

Аналогично предыдущему, из второго неравенства (4.5)
следует первое.

3. Случай полиморфизма рассмотрим более подробно.
Если приспособленности удовлетворяют неравенствам:

а) р(Л + Г ) < 2 о 4 , 2^Г или б) $(А + Т)>2аА, 2-(Г,

(4.6)

то всегда 0 < р*, Р* < 1 и третья стационарная точка
действительно соответствует полиморфизму. Вводя обо-

п

значения а = а, А, у = уГ, J3 = -у (̂ i -f- Г) можно запи-

сать р* в виде

т. е. представить полиморфное значение частоты среди
самок в том же виде, что и для «бесполой» популяции.

Полиморфизм устойчив, если

£ = 1 % ^ < о , - + Р ( ^ + Э г ) < 2 | 2 - (47)

Из первого неравенства сразу следует, что если приспо-
собленности удовлетворяют неравенству (4.6а), то поли-
морфизм неустойчив. Если же справедливо неравенство
(4.66), то первое из неравенств (4.7) всегда имеет место.
Для второго неравенства при [} > a, ^ получаем следую-
щую цепочку:

т. е. выполнение условия ^ > a, у обеспечивает справед-
ливость и этого неравенства. Следовательно, для устойчи-
вости полиморфизма необходимо и достаточно, чтобы
Р > а, у или

Г) >.2аЛ, 2"(Г. (4.8)

Сравним теперь условия существования полиморфиз-
ма для «бесполой» популяции (см. § 3.5) и для сцеплен-
ного с полом гена. Видно, что они совпадают, если в пос-
леднем случае в качестве мальтузианских параметров
(приспособленностей) взять величины а = аА, у = уГ,
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р — jit..4 + П/2. Более того, совпадают и полиморфные
уровни (в последнем случае полиморфный уровень в под-
популяции самок).

Рассмотрим один частный случай. Пусть р = f = Г = 1,
т. е. отбор действует по-разному на гомозиготы 2{АА} и
гемнзиготы б {А}. На рис. 19 изображены на плоскости
{А, а) области устойчивости различных стационарных со-

стояний. I — устойчивая точка
д ^ Р* = Р* = О, II — устойчивое со-

стояние полиморфизма, III —
полиморфное состояние неус-
тойчиво, в зависимости от на-
чальных условий популяция
приходит либо в состояние р* =
= Р* = 0, либо в состояние р* =
= Р* = 1, IV — устойчивая точ-
ка р* = Р* = 1. Из рисунка вид-
но, что полиморфизм в этом

О ! г j *а. случае обеспечивается лишь
при разнонаправленных давле-

Р и с - 1 9 - ниях отбора на гемизиготного
самца и гомозиготную самку.

Более того, как это видно из рис. 19, приспособленность
самцов должна быть выше, чем приспособленность самок,
т. е. давление отбора на самцов должно быть положитель-
ным (А > 1), а на самок — отрицательным (а < 1). И толь-
ко при этих условиях в популяции может достигаться по-
лиморфизм.

Если сравнить полученную в этом примере картину с
картиной областей устойчивости для гена, определяемого
полом (см. § 3, рис. 18), то сразу бросается в глаза рез-
кое нарушение симметричности. Для определяемого по-
лом гена мы можем иметь два состояния полиморфизма,
симметричные относительно прямой А— а; области ус-
тойчивости этих состояний также симметричны относи-
тельно этой прямой. Для сцепленного же с полом гена
симметрия нарушается, мы можем иметь лишь одно по-
лиморфное состояние; как оно само, так и его область
устойчивости не имеют симметричного аналога, в отли-
чие от определяемого полом гена.

Заметим, что именно половой диморфизм и различное
давление отбора на самцов и самок формируют и закреп-
ляют это различие. Здесь уже не требуется (как в «бес-
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йолой» популяции) преимущества гетерозигот для суще-
ствования полиморфизма — гетерозигота может быть ме-
нее приспособленной, чем одна из гомозигот. Однако не-
обходимо резкое нарушение симметрии отбора как среди
самцов, так и среди самок, причем чем более ярко выра-
жено нарушение симметрии, тем больше область сущест-
вования полиморфизма в пространстве параметров. Осо-
бенно наглядно это видно из следующего примера.

Не нарушая общности, положим а = 1 и введем сле-
дующие меры нарушения симметрии: \к = А/Т и к =
= f/a = Т- Очевидно, что при ц = к = 1 мы имеем сим-
метричный отбор. Тогда область существования полимор-
физма определяется следующими неравенствами:

Изобразив их на рис. 20 в плоскости {f}, u.) при разных
значениях к, мы видим, что при \i < 1 и к < 1 появляется

Рис. 20. Области существования полиморфизма для случая, когда
гетерозигота менее приспособлена, чем одна из гомозигот.

область существования полиморфизма для у <$ <а. При
этом область имеет максимальные размеры при \х, к < 1,
т. е. при 4 « Г и | « а . Если же |я > 1 и к> 1, то поли-
морфизм существует при а < J3 < у. Увеличение несим-
метрии также приводит к росту области существования
полиморфизма в отсутствие преимущества гетерозигот.
На рис. 20 кривым 1, 2, 3 соответствуют значения
р = 2А/(1 + ц) при к = 0,5; 1,0; 1,5. || | | | |—области су-
ществования полиморфизма при у < [J < а, = — области
существования полиморфизма при а < fi < f.
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§ 5. Ген, сцепленный с полом. Дискретная модель

В «бесполой» популяции мы не получили существен-
ной разницы в динамике аллельных частот между непре-
рывной и дискретной моделями. Появляются ли эти раз-
личия при учете полового диморфизма?

Пользуясь методом, изложенным в §2.16, и описанием
правил наследования, приведенным в предыдущем пара-
графе, можно получить уравнения дискретной модели для
сцепленного с полом гена в следующем виде:

р, Ар , _ pwp р (р - Р)

W = Ap + Tq, wP = аР +

w = apP + $(pQ + qP) +

Здесь мы используем те же обозначения, что и в преды-
дущем параграфе.

Из уравнений (5.1) видно, что если в непрерывной мо-
дели эволюция генетической структуры существенным
образом зависела от соотношения полов и,, то в дискрет-
ной модели динамика ц никак не влияет на динамику ал-
лельных частот. Поэтому для изучения генетической
эволюции нам достаточно первых двух уравнений (5.1).

Рассмотрим сначала ситуацию, когда давление отбора
отсутствует, т. е. а = ^ = ^=А = Т = 1. Из (5.1) мы сра-
зу получим

Р'=Р, Р'=
1/г(р + Р), Ц' = 1,

т. е. в следующем же поколении устанавливается соотно-
шение полов 1 : 1. Однако, в отличие от «бесполой» попу-
ляции, где в дискретной модели генная частота непре-
рывна при переходе от поколения к поколению, здесь эта
величина терпит разрыв, равный, например, для частоты
аллеля А среди самок [р\ = Ч2{Р — р). Следовательно,
уже один новый динамический эффект появился. Выра-
жения для аллельных частот в и-м поколении имеют вид

рп = р* + (-72)"(Р„ - Р*), Рп = />* + (-72)"(ро - Р*),

где р* = Р* = (Ри + 2ро)/3; Ро и ра — начальные значения
частот. Очевидно, при п ->- °° Рп -*• Р* и рп -*• р*. Заме-
тим, что эти решения носят колебательный характер и час-
тоты стремятся к равновесным значениям немонотонно.
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Перейдем теперь к рассмотрению ситуации с отбором.
Очевидно, что равновесные точки (5.1), удовлетворяющие
условию Р' = Р, р = р, совпадают со стационарными
точками системы дифференциальных уравнений (4.1).
Выясним, при каких ограничениях на приспособленности
эти равновесия устойчивы, т. е. рп -*• р*, Рп -»- Р* при
п -*• °° (здесь мы обозначили р = рп, р' = Pn+i, P = Pn,
Р' =Pn+i). P* и р* могут принимать значения:

1. р* = Р* = 0. 2. р* = Р* = 1.

о * _ Э — Э п* -4Р*

Нам удобнее вместо первых двух уравнений (5.1) иссле-
довать одно уравнение для р, которое будет иметь вид

Рп+1 =

(5.2)
Р„+1 связана с р„ простым соотношением

Вводя переменную хп = рп — р*, представим уравнение
(5.2) в виде

xn+i = (1 + b)xn + aXn-i + Rizn, xn-i). (5.3)

Здесь

a

i? — функция, зависящая от степеней хп, xn-t более высо-
кого порядка, чем первая, и

п р иы\п!\
Тогда решение х* = 0 устойчиво (асимптотически), т. е.
Р п ~ * р * п р и п-*-°°, е с л и к о р н и у р а в н е н и я К2 — X(l + b ) ~
— a = 0 по модулю меньше единицы. Для этого должны
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выполняться следующие неравенства:

1. в > - 1 . 2. а + Ь<0. 3. а - Ь < 2 . (5.4)

Если в тех же параметрах записать условия устойчиво-
сти стационарных точек дифференциальных уравнений
(4.1), то они будут иметь вид:

1. Ь < 1 . 2. а + Ь<0. (5.5)

Непосредственное сравнение (5.4) и (5.5) приводит
нас к выводу, что область устойчивости в пространстве
этих параметров для непрерывной модели шире, чем для
дискретной. -Однако этот эффект кажущийся. Сравним
эти неравенства для конкретных значений р*.

1. Пусть в дискретной модели (5.2) р* = 0. Условия
устойчивости сразу находятся из (5.4) при подстановке
конкретных значений а и Ъ:

2 Y 2 T 2 V ( 5 6 )

2? ^
Первое из неравенств всегда выполняется; из второго
следует, что $ < f! третье всегда выполняется, если име-
ет место второе. Следовательно, условия устойчивости для
«чистого» равновесия с р* = Р* = 0 в дискретной и не-
прерывной моделях совпадают. Аналогичный результат
получается и для другого «чистого» состояния с р* =
= Р* = 1.

2. Пусть теперь в дискретной модели мы имеем со-
стояние полиморфизма р* = ((} — ̂ )/(2^ — ос — f). Условия
устойчивости, находимые из (5.4), имеют вид

Необходимые условия полиморфизма: р < а, у или
[5 > a, "f- Очевидно, что второе из неравенств (5.7) имеет
место только лишь при [Г> a, f- Тогда из первого нера-
венства мы получим

р2 + р («Г +^А)/2 > 2а^. (5.8)
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Усиливая это неравенство и заменяя {3 = 2$/(А + Г), бу-

дем иметь f (аГ + уА)/(А -f Г) > ay. Так как jf > a

или ,6 >.ч, то усиление неравенства дает

(аТ + уА)/(А + Г) > а, или (аТ + уА)/(А + Г) > у.

Из первого сразу следует, что оно справедливо, если
а < у, а из второго — если a > f (при a = 4 всегда имеет
место (5.8)). Следовательно, если $ > a , "f> T 0 первое не-
равенство (5.7) всегда выполняется.

Третье неравенство (5.7) можно представить в виде

(5.9)

Полагая ц = 1, мы усиливаем (5.9) и получаем afi — P f <
< | 2 — af, откуда следует, что —Y < р. Тем самым мы по-
казали, что и третье неравенство (5.7) выполняется при

Следовательно, условия устойчивости полиморфизма в
непрерывной и дискретной моделях совпадают. Более то-
го, если в модели для сцепленного с полом гена ввести
новые приспособленности a, p и ], то формально как со-
стояния равновесия, так и условия их устойчивости в
модели с учетом сцепления с полом и в «бесполой» мо-
дели ничем не отличаются.

Условия устойчивости равновесий дискретной модели
в пространстве параметров таковы, что одновременно мо-
гут существовать лишь следующие ситуации: 1. Полимор-
физм устойчив, неустойчивы «чистые» состояния. 2. По-
лиморфизм неустойчив, «чистые» состояния устойчивы.
3. Полиморфизма не существует, устойчиво состояние с
р* =Р* = 0, состояние с р* — Р* = 1 неустойчиво. 4. По-
лиморфизма не существует, устойчиво состояние с р* =
= р * = 1) состояние с р* = Р* — 0 неустойчиво. Отсюда
следует, что в этой модели не может существовать ни
циклов, ни «хаоса». Интуитивно ясное, это утверждение
может быть строго доказано с использованием теорем об-
щей теории динамических систем*).

* ) Б и р к г о ф Д. Динамические системы.— М.— Л.: Гостех-
издат, 1941.
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§ 6. Ген, сцепленный с полом. Множественные аллели

В заключение этой главы мы приведем обобщение
двухаллельной непрерывной модели на случай множест-
венных аллелей. Схема построения модели совершенно
такая же, как и для двух аллелей.

Пусть РГ — частота аллеля At среди самцов, pt — ча-
стота того же аллеля среди самок. Обозначим через и>{ и
ivij приспособленности генотипов d{i} и 5{£/} соответст-
венно. Тогда уравнения для аллельных частот запишутся
в виде

dp • \

-jZ- = Pi № (Р) — u>] — у [Pim (P) - PiWi (p)], (6.1)

Здесь ШГ {р) = 2 w{jph Wi (P) = 2 wnPh w= 2 WijPiPj,
i i ii i

i, j = 1, п. Сравнивая (6.1) и (2.2), мы видим, что урав-
нения аллельных частот для самок в модели сцепленного
с полом и определяемого полом признака, контролируемо-
го данным геном, совпадают. Это вполне естественно, по-
скольку механизм образования генотипа у самок одинаков
в обоих случаях. Уравнения 'же для самцов резко разли-
чаются по своей структуре. Однако, если отбор отсутст-
вует, то и для самцов уравнения совпадают. Следователь-
но, разница между сцепленным с полом и ограниченным
полом признаком проявляется только под давлением от-
бора. Уравнение для соотношения полов ц = n/N имеет
вид

dp/dt = \i[(D — d) + w— pW], W = ^\р{. (6.2)
Здесь D и d — недифференциальная смертность среди
самцов и самок, которая может зависеть от общей чис-
ленности популяции.

§ 7. Минимаксные свойства функции
средней приспособленности для модели,

учитывающей половую структуру популяции

Приведем .один любопытный пример, когда утверж-
дение теоремы Фишера не выполняется, но тем не менее
функция средней приспособленности приобретает инте-
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ресные минимаксные свойства. Рассмотрим модель пан-
миктической популяции, наследование некоторого огра-
ниченного полом признака в которой определяется одним
двухаллельным геном (см. § 2). Предположим, что маль-
тузианские параметры (приспособленности) генотипов не
зависят от пола особи, т. е. А = а, В = $, Г = f • Тогда из
(2.4) получим

dp/dt = p(wP — w) — У2[}6,
(7.1)

dP/dt = n*lP(WP - w)] + V2p6.

Здесь

ЮР = aP + $Q, Wp = ap+ $q,

w = apP + $(pQ + qP) + yqQ, б = p - P;

Pup — частоты аллеля А среди самцов и самок соот-
ветственно.

В отличие от случая, когда приспособленности гено-
типов разного пола различны, здесь имеется всего три
стационарных состояния:

=

так же как и для модели без учета половой структуры.
Аналогично, и нетривиальное состояние р3 = Рз устой-
чиво, если [J > max [а, •уJ.

За среднюю приспособленность популяции естествен-
но взять функцию w = apP + $(pQ + qP) + 4<lQ- Посколь-
ку приспособленности генотипов не зависят от пола осо-
би, то средняя приспособленность популяции совпадает
со средней приспособленностью подпопуляции либо сам-
цов, либо самок, которые в свою очередь одинаковы. Лег-
ко показать, что точка рз = "а является экстремальной
точкой функции и>, но в том случае, когда Рз = ^з ус-
тойчива, она будет седловой точкой функции w, рассмат-
риваемой как функция двух переменных Р и р. Это оз-
начает, что, в отличие от рассмотренных выше моделей,
где для нахождения устойчивых стационарных состояний
мы решали задачу максимизации для функции средней
приспособленности, здесь для этого мы должны решать
минимаксную задачу. На рис. 21 изображен вид функции
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СеЗло&ая
тачка

средней приспособленности для случая, когда J5 >
>max[cc, ifl-

Из минимаксных свойств функции w вытекает инте-
ресная аналогия с теорией игр: если в качестве «игроков»
мы будем рассматривать подпопуляции. самцов и самок,
а в качестве платежной матрицы — матрицу коэффици-
ентов относительной жизнеспособности, то частоты оп-

тимальных стратегий этой
игры, являются полиморфны-
ми частотами аллелей Аш а,
а цена игры равна значению
функции средней приспособ-
ленности в точке полимор-
физма. Найденные таким об-
разом оптимальные стратегии
называются минимаксными
или защитными. Эти страте-
гии оптимальны только для
обоих «игроков» сразу и об-
ладают тем свойством, что
средний выигрыш (проиг-
рыш) для каждого «игрока»
всегда обеспечен, вне зависи-
мости от того, какую страте-
гию будет применять «про-
тивник» . Защитные страте-
гии — это стратегии мини-
мального риска. Таким обра-

зом, двуполая популяция с соотношением полов 1:1 в
среднем оптимальна; при этом любое случайное измене-
ние генного состава сопровождается минимально возмож-
ным изменением средней приспособленности популяции.
Поскольку оптимальные стратегии одинаковы для обеих
подпопуляции, то мы можем сказать, что в данном случае
«игроки» не являются совершенными антагонистами, а об-
разуют своеобразную коалицию без обмена инфор-
мацией.

В заключение заметим, что приведенные выше рас-
суждения основаны на формальной аналогии. Поэтому
при конкретной интерпретации популяционной модели в
терминах теории игр необходимо быть крайне осторож-
ным. И вообще, любая телеологическая формулировка за-
дач микроэволюции есть не что иное, как удобный фор-
мальный аппарат; трудно предположить, чтобы реальные

172
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приспособленности для моде-
ли, учитывающей половую
структуру популяции (ос=1,О;

Р = 1,5; т = 0,5).



популяции реальных биологических объектов обладали
той телеологичностью, которую мы им приписываем в
наших формальных моделях.

§ 8. Библиография и комментарии

§ 1. В любой книге по генетике можно найти достаточно мно-
го примеров ограниченных и сцеплеппых с полом признаков.. Во-
обще говоря, здесь мы приняли достаточно простую (хотя и обще-
принятую) схему. На самом доле механизмы генетической де-
терминации пола в реальной природе и более разнообразны, и
более сложны. Однако принципиальная схема остается той ;ке
самой.

§ 2. Дискретная модель с аутосомным двухаллольпым геном,
в которой учитывалось различное давление отбора на особей раз-
ных полов, была построена в работе:

Li С. С. Equilibrium under differential selection in the se-
xes.— Evolution, 1963, 17, № 4, p. 493—496.
Дискретность модели позволила отделить уравнения для геп-

ных частот от уравнения для соотношения полов. Далее, автор при
достаточно частных предположениях относительно приспособлен-
ностей (А = 1 — t, а = 1 — s, В = (5 = 1, Г = v = О, или А =
= 1 _ t, -у •= 1— s, В = р = а = Г = 1, или 5 = 1 + А, р = 1 — к,
А = а = Т = "(-=1, к, h > 0) находит нетривиальные стацио-
нарные точки соответствующих разностных уравнений и по фазо-
вым портретам (построенным для конкретных числовых значений
этих параметров) делает заключение об их устойчивости. В более
поздней статье:

Li С. С. Genetic equilibrium under selection.— Biometrics,
1967, 23, № 3, p. 397—484,

для некоторых частных случаев были получены условия устойчиво-
сти полиморфных состояний (по линейному приближению).

На первый взгляд представляется, что дискретная модель про-
ще непрерывной, так как в первой уравнения для генных частот
можно рассматривать изолированно. Однако за это упрощение мы
платим появлением трудностей, связанных с анализом решений
разностных уравнений вместо дифференциальных. Заметим, что в
первых могут существовать и циклы, и «хаос».

§ 3. Здесь мы впервые столкнулись с ситуацией, когда лежа-
щая на границе стационарная точка может быть неустойчивой по
стандартному критерию, но устойчивой в смысле поглощающего
состояпия. Этот эффект возникает за счет ограниченности допу-
стимых вариаций, всегда имеющей место для положений равно-
весия, лежащих на границе допустимой области — единичного
симплекса.

§ 4. Первой работой, в которой была построена дискретная
модель для двухаллельпого сцепленного с полом гена (в предпо-
ложенип слабого отбора), была одпа из классических статей
Дж. Холдена в Proc. Camb. Phil. Soc. (1926, 23, p. 363—372).

Из более современных работ, в которых были получены доста-
точные условия устойчивости полиморфных состояний для сцеп-
ленного с полом гена, можно указать на следующие:
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B e n n e t t J. H. The existence and stability of selectively ba-
lanced polymorphism at sex-linked locus.— Austr. J. Biol. Sci.
1958, 11, № 7, p. 598—602;
M a n d e 1 S. P. И. Stable equilibrium at a sex-linked locus.—
Nature, 1959, 183, № 467, p. 1347—1348.

Последняя работа с математической точки зрения выполнена бо-
лее строго.

В интересной работе:
Н а 1 d a n о J. В. S., J а у а к а г S. D. Equilibria under natural
selection at a sex-linked locus.— J. Genet., 1964, 59, № 1,
p. 29—36,

несмотря на менее общие предположения (антисимметричность
давления отбора на гомозиготы), даются очень содержательные
биологические интерпретации полученных результатов. Подробное
исследование большого числа частных случаев для дискретной мо-
дели содержится в уже цитировавшейся статье С. С. Li.

Сравнение аутосомного и сцепленного с полом наследования
для популяций в отсутствие давления отбора было сделано в
работе:

B e n n e t t Т. К, О е г t е 1 С. R. The approach to a random
association of genotypes with random mating.— J. Theoret. Biol.,
1964, 9, № 2, p. 67—76.
§ 5. В статье:
С в и р е ж е в Ю. М., Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и й Н. В. О до-
статочных условиях существования полиморфизма для мута-
ции, сцепленной с полом.— Проблемы кибернетики.— М.: На-
ука, 1967. вып. 18, с. 171—174,

был предложен новый тип модели для сцепленного с полом гена,
который занимает промежуточное положение между непрерывной
и дискретной моделями. Формально дело сводилось к тому, что,
когда в уравнении (5.2), которое имеет вид pn+i = /(/>„, pn-i),
мы хотим перейти к непрерывному описанию, мы должны предпо-
ложить малость изменения генной частоты за два поколения —
требование слишком сильное. Если же ограничиться требованием
малости изменения за о д н о поколение, то правильной аппрок-
симацией будет

dp(t)ldt ~ Pn + i — pn, p(t) — Рп, p{t — i) = рп_х

(здесь мы измеряем время в поколениях). Тем самым мы сразу
прттходпм к модели, описываемой дифференциально-разностным
уравнением, в которой появляются новые динамические эффекты
(по сравнению с чисто непрерывной моделью, описываемой диф-
ференциальными уравнениями).

Теоретически мы показали, что при определенных соотноше-
ниях между прпепособленностями генотипов в популяции возмож-
но установление полиморфизма по гену, сцепленному с полом. Но
остается открытым вопрос: могут ли подобные соотношения сущест-
вовать R реальных популяциях? Положительный ответ на этот
г.опрос содержится в работе:

Г, п и р о ж е в Ю. М., Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и и Н. В.
О противоположных давлениях отбора на генотип и на при-
знак у мутации, сцепленной с полом.—Проблемы кибернети-
ки.— М.: Наука, 1967, вып. 18, с. 155—170.

В серии экспериментов со сцепленной с полом мутацией evefsae
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у Drosophila funebris показано, что при умеренных температурах
(23 °С) и в условиях умеренной перенаселенности модельных по-
пуляций (при которой гибнет около половины всех личинок) эта
мутация дает заметное повышение (на 8%) относительной жиз-
неспособности; жизнеспособность в недонас елейных культурах и
при низкой температуре такая же, как и у исходной нормальной
нормы, а при высокой температуре и очень сильном перенаселе-
нии заметно снижается. Существование полиморфизма возможно
лишь в недонаселенных культурах при 23 °С; при этом максималь-
ной жизнеспособностью обладают гетерозиготы и гемизиготы

eversae. В этом случае а = 0,98, f= 0,996 и f = 0,986, (Г> a, •f,
т. е. выполнены необходимые и достаточные условия полиморфиз-
ма. Полиморфный уровень равен Р* = 0,383; р* = 0,384, т. е. как
для самцов, так и для самок практически одинаков.



ГЛАВА VI

ПОПУЛЯЦИИ С НАРУШЕННОЙ ПАНМИКСИЕЙ

§ 1. Введение

До сих пор мы рассматривали популяции, система
скрещивания которых — панмиксия. Несмотря па то, что
панмиксия широко распространена в природных популя-
циях, почти столь же часто встречаются и всевозможные
нарушения панмиксии. Например, различные предпочте-
ния при скрещивании, когда особи более охотно объеди-
няются в брачные пары по признаку большего сходства.
Известно, что у птиц огромную роль при образовании па-
ры играет тот или иной брачный ритуал, а эти поведен-
ческие реакции являются врожденными и контролируют-
ся только генотипом. Одним словом, все, что описывается
пословицей «джентльмены предпочитают блондинок»,
приводит к нарушению панмиксии.

Другой распространенный тип нарушения панмик-
сии — ото всевозможные изоляционные барьеры, геогра-
фические, физиологические, этнографические и т. п.
По мнению большинства биологов-эволюцнонистов, имен-
но изоляция расстоянием служит одним из важнейших
пусковых механизмов процесса образования новых видов.

И наконец, искусственно создаваемое нарушение пан-
миксии — инбридинг или близкородственное скрещива-
ние — до сих пор является одним из основных приемов
при выведении новых сортов и пород.

§ 2. Предпочтение при скрещивании
и матрица предпочтений

В § 2.5 при обсуждении понятия «панмиксия» мы
ввели так называемые «функции предпочтения», которые
при подсчете репродуктивных пар характеризовали откло-
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яение системы скрещивания от панмиксии. Естественно,
'что те коэффициенты предпочтения, которые мы сейчас
введем, являются частным случаем функций предпочте-
ния в условиях, когда мы пренебрегаем возрастной и по-
ловой структурой популяции.

Пусть нам задана популяция численности N; при этом
соотношение полов в популяции равно 1 : 1 и не изменя-
ется в процессе эволюции ее генного состава. Численно-
сти генотипов iij) в популяции равны Ntj, так что
S-Wy —J^> i,j = 1) п. Если в популяции имеет место

панмиксия, или случайное скрещивание, то вероятность
образования пары iik}, {lj} равна NihNi-/N'\ а число пар
этого типа mlih = N{hNijl{2N). Пусть теперь панмиксия
нарушена и число пар {ik), {lj}, равное mil, можно
представить в виде тЦ = Q\ljn\{- Матрицу || 0,-Ц, i, к, I, / =
= 1, га, размера пг X п2 мы будем называть матрицей пред-
почтения, а ее элементы — коэффициентами предпочтения.
Естественно, что при 8^ = 1 мы имеем панмиксию, при
Qift <С 1 особи Uk} и {lj} избегают вступать в скрещивание,

. а при Oil > 1 — предпочитают скрещиваться друг с дру-
гом. Так как генотипы {г/} и {/г} неотличимы, то имеют
место соотношения

е£ = еЙ = ей = е^ *,M,/ = I 7 ^ (2.1)

В общем случае предпочтения несимметричны н б'^ = 0$,
т. е. особь {ik} может испытывать более сильное влечение
к особи ilj], чем особь Uj} к особи {ik}. Однако для про-
стоты мы будем считать предпочтения симметричными,
т. е. ВЦ = 0jf.

Если предположить, что в популяции все самцы и сам-
ки образуют пары и не остается особей, не вступивших
в репродуктивные отношения, то суммарное число пар
равно ЛУ2, т. е.

2 QilNihNu = NK (2.2)

Вводя обозначения /г|̂ . = в|Д — 1, (2.2) можно записать
в виде

(N,HN) = 0,. N = {#«;*,/= М ] , Н = | |4 | |- (2.3)
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Это условие для N Ф 0 выполняется, если HN = 0 или
N и HN ортогональны. Равенство HN = 0 можно интер-
претировать как существование в популяции двусторон-
ней моногамии, когда каждый самец образует пару толь-
ко с одной самкой, и каждая самка — только с одним
самцом. В координатах это условие запишется в виде

2 > & v « = o, *,*,/,/ = 17^. (2.4)
1,3

Для того чтобы (2.4) имело место при ненулевых числен-
ностях, необходимо выполнение условия det Н = 0, т. е.
при двусторонней моногамии коэффициенты предпочте-
ния не могут быть произвольными — они должны быть
связаны условием det H = 0. Отсюда также следует, что и
численности не могут быть любыми — по крайней мере
одна из них всегда будет линейной функцией от других
(с коэффициентами, зависящими от 0^ или h\{ ).

Когда же N и HN ортогональны, не обязательно тре-
бовать det H = 0, однако собственные значения матрицы
Н должны иметь различные знаки, т. е. снова коэф-
фициенты предпочтения не могут быть произвольными.
Также и с численностями — по крайней мере одна из них
будет выражаться через другие согласно уравнению
(N, HN) = 0 (нелинейным образом).

Для коэффициентов 9^ имеется естественная оценка
снизу: OR̂ 3= 0 (/ЦЙ ^ — 1 ) . Оценку этих величин сверху
мы дадим позднее.

§ 3. Модель популяции, в которой предпочтение
при скрещивании нарушает панмиксию

Рассмотрим популяцию, наследование некоторого при-
знака в которой определяется одним геном с множествен-
ными аллелями. Мы будем строить непрерывную модель,
пренебрегая возрастной и половой структурой популяции
(см. § 2.15).

Пусть Nu — численность генотипа {ij}; N—^Nij,
t,j

i,j=l,ni —общая численность популяции. Нарушение
панмиксии будем описывать с помощью матрицы коэф-
фициентов предпочтения ||б|й||, i,j,k,l==l,n. Тогда коли-
чество пар {Ш, Uj) будет равно iiii = Q\{NikNi)/(2N).

Предположим, что каждая такая пара производит 2F по-
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\т"омков, из которых особи с генотипом {£/} доживают до
репродуктивного возраста и вступают в скрещивание с
вероятностью wiS. Недифференциальная смертность D
цожет зависеть от общей численности N. Тогда уравне-
ние для численностей генотипов можно записать в виде

(3.1)

Если обозначить Fwifili = ц>\3

к, то система (3.1) будет
совпадать (при п = 2) с моделью костицынского типа (см.
§ 3.8), которая описывает панмиктическую популяцию,
но плодовитость каждой пары типа (Ш, {Z/} равна 2ц>\1,
т. е. зависит от генотипов составляющих пару особей.
Следовательно, популяцию, в которой предпочтение при
скрещивании нарушает панмиксию, формально можно
рассматривать как панмиктическую популяцию, но с
другими коэффициентами плодовитости, зависящими от
генотипов обеих составляющих репродуктивную пару
особей.

Определим приспособленности генотипов как Fw\j,
сохраняя старые обозначения wtj. Переходя в (3.1) к ча-
стотам генотипов иц = N{j/N, мы получим

!^ii = u>.. У е » ц . и - — u-w

"' I" 1<к" --V, г- <3-2)

W = 2j wipihUij, 1,],к,1=\,П,

и уравнение для общей численности:

Как это мы обычно делали ранее, для большей на-
глядности будем рассматривать случай двух аллелей.
Пусть теперь i = / = 1. Тогда

= Qu^n + Q\Unuu + Q\\u12un + Q\yi2, к, I = 1,2. (3.4)

Кроме того, мы предполагаем, что имеет место двусто-
ронняя моногамия, т. е. условие (2.4), которое в частотах
записывается в виде 2 Ыкиц — 0, или ^^шиц — I,

1,з 3 1,5
i, к, Z,/ = 1,2,
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Добавляя и вычитая в (3.4) член ®Ципи22 и учитывая,
что S^ift^u = 1' выражение (3.4) можно записать в виде

i

2 Gift̂ ifeMn = и1Х — (вЦипи22 — Q\lu\2), к,1 = 1, 2, (3.5)

Здесь мы использовали свойства симметричности: uti = и#
и, согласно первому предположению, 6}j = 0{2, а также
свойства 6^ (см. (2.1)).

Производя аналогичные операции с суммами
2 QlkUikUij для i — 1, / = 2 и i = 2, j = 2, получим
ft,г

^Q*2 Q 1 2 2 \
= " 2 2 — V°11W11U22 — И12М12/-

ft,г

Используя (3.5) и (3.6), систему (3.1) можно представить
в виде

dui',!dt = щ} (wtj — w) — (— l)i+5WijR, (3.7)

R = 6 n u n u 2 2 — 8j2Mi2,

w = 2 wywy — (ц>п -f M722 — 2ш12) Л, '

i, j = 1, 2.
Очевидно, что траектория (3.7) не выходит из симплекса
2 иа = 1> однако ниоткуда не следует, что она не будет
г,}

выходить из многообразия ^к\^иц = 0, i,k,[l,'j'= 1,]2,

задающего двустороннюю моногамию. Умножая обе части
(3.7) на hi] и суммируя по i, j = 1, 2, мы получим

2 Ш jt и« = 2 ^«иу - ^ 2 (-1)<+^«4'.= о-
i>i i.i i,i

(3.8)
г, /, /г, Z = 1, 2,

Итак, для того чтобы совместное действие отбора и пред-
почтения при скрещивании не нарушало двусторонней
моногамии, необходимо выполнение условий (3.8), кото-
рые задают дополнительные ограничения на частоты ге-
нотипов Uij. По-видимому, эти равенства могут иметь ме-
сто не при любых hij, так что кроме условия det Н = О
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появятся и другие, ограничивающие свободу выбора ко-
эффициентов предпочтения условия.

Полный анализ равенств (3.8) достаточно громоздок и
труден; поэтому мы введем упрощающие предположения
о слабом отборе и слабом нарушении панмиксии, т. е.
положим, что Wi}= 1 + wvj, | и > у | < 1 , | Л у | < 1 . Тогда
для выполнения равенств (3.8) с точностью до о (е)
(Wi'3, ha ~ е) необходимо и достаточно, чтобы

a) u l l U l , = и\г или б) 2 ( - l ) i + i 4 ' = 0, i, /, Л, Z = 1,2.

(3.9)
При слабых отборе и нарушении панмиксии вместо

(3.7) с точностью до о(е) мы будем иметь

duVlldt = иц (wV} _ и?) + (— l ) i + 5 (я - юцЪ),

w = 2 тциц — (wn + «;22 — 2w12) I,

i, 7 = 1, 2.

Здесь я = — (hllunu22 — hllult), I = u n u 2 2 — и\г.
Величину я естественно назвать показателем наруше-

ния панмиксии, поскольку при панмиксии я ^ 0; величина
| есть не что иное, как отклонение от хардиевого равно-
весия. Заметим, что само нарушение панмиксии описы-
вается всего двумя параметрами ti^ = h и НЦ = Н, кото-
рые имеют очень прозрачный смысл: при h > 0 гомозиго-
ты предпочитают скрещиваться с другими гомозиготами,
а при Н > 0 — гетерозиготы с гетерозиготами. При h < 0
и Я > 0 особи предпочитают скрещиваться с себе по-
добными.

Вернемся к условиям (3.9). Если мы будем требовать
выполнения (3.9а), т. е. выполнения закона Харди —
Вайнберга, то, кроме ограничения det||Ayf = O, на коэф-
фициенты предпочтения не накладывается никаких до-
полнительных условий и, следовательно, для описания
предпочтений мы имеем пять свободных параметров, из
которых для генетической эволюции популяции важны
только два. Если же мы будем требовать выполнения
(3.96), то популяция уже не обязательно будет хардие-
вой, однако для описания предпочтений нам остается
только два свободных параметра (на шесть коэффициен-
тов предпочтения накладывается три ограничения (3.96)
и одно ограничение на определитель матрицы предпочте-
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ний). В качестве этих параметров мы вполне можем
выбрать h и Н.

Переходя в (3.10) к частотам аллелей р = и и + и13 и
q = u2i + и22, p + Я = 1, мы получим

= ар + Рд,

где а = м 7 и , р = wt2 = w2i, I = w22. Уравнение (3.11) пол-
ностью совпадает с уравнением аллельной частоты для
панмиктической популяции. Следовательно, если в попу-
ляции существует двусторонняя моногамия, а отбор и на-
рушения панмиксии слабы, то предпочтения при скре-
щивании никак не влияют на эволюцию генного состава
популяции. Однако, если 1 ^ 0 , то популяция не будет
хардиевой и эволюция генотипических частот в такой
популяции будет отличаться от их эволюции в панмиктиче-
ской популяции. Это отклонение естественно описывать
величиной | — отклонением от хардиевого равновесия.
Учитывая, что ип = р2 + | , м12 =.u2i = pq — \, u22 = qz + 5,
и используя уравнения (3.10), (3.11), мы получим

dlldt = p^{a-b)-dl-bl\ (3.12)

где

а = а + у - 20, b = h-H,

d=(a + Юр2 + 2(0 + H)pq + (T + h)q\

Очевидно, что при панмиксии \ = ap2q2 — wo%, и если при
t -*• °о p(t) -*• р*, то и | U ) -*- 0.

§ 4. Эволюция и устойчивость отклонения
от хардиевого равновесия. Инбридинг

Исследуем поведение решений (3.12), но прежде чем
приступить к исследованию, выясним область определе-
ния величины .|. Поскольку и1и 2и12 и и22 должны быть
положительны, а сверху ограничены единицей (причем
при ц41 = 1, и а — и22 = 0 и т. д.), то из определения \
сразу следует, что

1. 1>-р\ 2. l<pq. 3. \>-q\ (4.1)

Эти неравенства определяют область Q$, изображенную на
рис. 22. Для любого /> е[0, 1] значение отклонения от
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хардиевого равновесия не может выходить за пределы
этой области (например, при р = 0,5 | e t — 0 , 2 5 ; +0,25]).

Если в уравнении (3.12) переменную р считать пара-
метром, то оно будет иметь два состояния равновесия:

^ (4.2)4Ь (а - b) Ру

из которых одно (со знаком «—») лежит за пределами до-
пустимой области й | и всегда неустойчиво; второе же (со
знаком «+») лежит внутри Q5 и всегда устойчиво. Для
доказательства этого утверждения достаточно проверить,

что на нижней границе g > 0, а на верхней — | < 0. Под-
ставляя граничные значения | в (3.12), получим:

2. g = -g2: I = q4d-b + ap2). (4.3)

3. l = pq: \ = pq[ia — 2b)pq — d).

Можно показать, что при h, Я е [ - 1 , +1] g, > 0 для

О < р < 1/2, g2 > 0 для 1/2 < р < 1 и g*s < 0 для любых
р, д е (0, 1), т. е. наше утвер-
ждение справедливо. А по-
скольку lit) не может выхо-
дить за пределы допустимой
области, то отсюда следуют
и естественные ограничения
сверху для h и Н: h, Ж 1.

При слабом отборе и сла-
бом нарушении панмиксии
справедливы оценки d ~ l ,
a, b ~ е. Кроме того, р ~ е,

g = — w0l + oil). Отсюда сле-
дует, что эволюция аллельнои
частоты происходит медлен-
но, в то время как отклоне-
ние от панмиксии — быстрая переменная. В течение ха-
рактерного отрезка времени pit) практически не меняется,
a lit) -*• 0, причем lit) - exp{-*V). Однако в окрестности
точки g = 0 в уравнении (3.12) начинают играть свою
роль члены СКе), и система медленно эволюционирует к
состоянию {/>*, |*(р*)>, причем | * ~ е. Если состояние

-0,25

Рис. 22. Область определе-
ния 5 " о т к л о н е н и я от хар-

дпевского равновесия.
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£*(/?) устойчиво при любых р и при t -*- °° pit) -»• р*, то
и 1Ш-+Ъ*(р*).

Очевидно, что если pit) -*- 0 или рШ -*- 1, то £Ш -*• О,
т. е. при элиминации одного из аллелей популяция стре-
мится к хардиевому равновесию, несмотря на нарушение
панмиксии. Это следует из устойчивости равновесия | * ,
которое при р = О или р = 1 равно нулю.

Пусть теперь в популяции существует полиморфизм,
т. е. р Ш - > р * е ( 0 , 1), р* = ($-ч)/(2$-а-*[). Прибли-
женное, с точностью до о(е), выражение для £*(/>) будет
иметь вид

Так как при полиморфизме В > a, f» т 0 а < 0. Очевидно,
что при Ь > 0 | * < 0, т. е. при h>H в популяции всегда
будет иметься избыток гетерозигот (по сравнению с хар-
диевым соотношением 1 :2 :1) . Более точно, £* < 0 при
а < Ъ и £* > 0 при а> Ь. Следовательно, при 2$ — (а +
+ f) + (А — Я) > 0, т. е. при явно выраженном отборном
преимуществе гетерозигот и при предпочтительном скре-
щивании генотипически различных форм, популяция эво-
люционирует к состоянию с избытком гетерозпгот. Если
же 2J3 — (а + "у) + {h — H) < 0, т. е. отборное преимущест-
во гетерозигот выражено не слишком явно, а скрещива-
ются предпочтительно генотипически одинаковые особи,
то в популяции происходит гомозиготизация.

Рассмотрим ситуацию, когда особи предпочитают
скрещиваться с себе подобными (близкородственное скре-
щивание или инбридинг), причем степень этого предпоч-
тения одинакова для всех трех генотипических групп.
Тогда Н = —h = F> 0 и ? ^ 1 . Предположим также, что
ot = f = 1, т. е. давление отбора симметрично. Тогда из
(4.2) получим (при р = р* = 1/2)

(4.5)

откуда видно, что при F > s, несмотря на преимуществен-
ный отбор гетерозигот, происходит гомозиготизация попу-
ляции. Если же F < s, то преимущественный отбор гете-
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розигот приводит к повышению их доли в популяции (по
сравнению с хардиевым равновесием).

Усиление давления отбора (при фиксированном коэф-
фициенте инбридинга F) всегда приводит к повышению
доли гетерозигот. Увеличение же коэффициента инбри-
динга F приводит не к столь однозначному результату.
Однако при малых s и F

I* ~ .1
5 ~ 32

и д\*1д¥ > 0, т. е. увеличение степени инбридинга спо-
собствует гомозиготизации
популяции.

Суммируя все выше-
сказанное, можно заклю-
чить, что инбридинг при-
водит к гомозиготизации
только при достаточно сла-
бом отборе и при достаточ-
но сильно выраженной тен-
денции к близкородствен-
ным скрещиваниям.

И в заключение мы
рассмотрим ситуацию от-
сутствия отбора. При а =
= p = Y = l р = const, а устойчивое отклонение от пан-
миксии равно

0,25 0,50 0,75 1,0 р

Рпс. 23. Степень равновесной го-
мозиготизации £0 =

 ици

22 — U12
в отсутствие отбора в зависимо-

сти от частоты аллеля А.

(4.6)

и при любых F > 0 £* > 0, т. е. в отсутствие отбора ин-
бридинг всегда ведет к гомозиготизации популяции. Сте-
пень гомозиготизации | 0 существенно зависит от р. На
рис. 23 мы изобразили график функции (4.6); отсюда вид-
но, что максимального значения гомозиготизация дости-
гает при р = q = 1/2. Заметим, что, говоря о гомозиготи-
зации, мы имеем в виду присутствие в популяции обеих
гомозигот, т. е. р Ф 0; 1. Очевидно, что «чистая» популя-
ция, т. е. популяция, содержащая только аллели А или
а, всегда гомозиготна.
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§ 5. Предпочтение при скрещивании.
Дискретная модель

В предыдущих параграфах весьма существенными
предположениями были слабый отбор и слабое наруше-
ние панмиксии. Отказ же от этих предположений при-
водил нас к очень сложным и громоздким зависимостям.
Оказывается, что в дискретной модели эти зависимости
проще и наглядней, чем в непрерывной, и в то же время
мы можем обойтись без гипотез «слабости». Принцип
построения дискретной модели тот же, что и раньше
(см. § 2.16).

Мы снова рассматриваем двухаллельный ген и пред-
полагаем двустороннюю моногамию. При переходе от по-
коления к поколению мы получаем

(u^t = (рд — n)n-lt q = un+ui2, (5.1)

(«га)п = (?3 + я)п-1, P + q=l,

где я = — (huuu22 — Hul2) — показатель нарушения
панмиксии. В данном случае я (как и | в § 3) характе-
ризует также и степень отклонения от хардиевого равно-
весия, но если | = и1Хи.22 — и\2 не зависит от коэффициен-
тов предпочтения, то для я эта зависимость налицо. Об-
ласть определения я совпадает с Q^ (см. рис. 22). Само
нарушение панмиксии описывается двумя свободными
параметрами h = дЦ— I и Н = дЦ — 1, а условия дву-
сторонней моногамии 2 h^juij = О в конце поколения

были нами использованы при выводе соотношений (5.1).
Их выполнение всегда можно гарантировать выбором ос-
тальных hij.

Давление отбора введем обычным образом через при-
способленности wn — a, wi2 = w2i = р, и?22 = f. Тогда раз-
ностные уравнения, связывающие аллельные частоты в
конце двух последовательных поколений, будут иметь вид

wp' = piVp + (а — $)л,-

wq' = qwq — (р — "f ) я ,

wp = ар + $q, wq = $p + уд,
(5.2)

w = pwp + qw4 + (a + if — 2{3)я.

186



Здесь, в отличие от непрерывной модели, динамика ал-
лельной частоты уже зависит от показателя нарушения
панмиксии, и поэтому для замыкания модели нам необхо-
димо еще одно уравнение для я :

ш2л' = -(Ap2q2 +Bn + Ал2),
(5.3)

А=\ьщ- Щ\ В = ha*i(p2 + qz) + 2Hfpq.

В отсутствие давления отбора (а = р = ^ = 1) из (5.2)
и (5.3) мы получаем

Р' = Р,
(5.4)

я ' = -.{(й - # ) ( / д 2 + л2) + лШр2 + q2) + 2Hpql].
Отсюда видно, что одно только нарушение панмиксии не
меняет аллельных частот и они остаются непрерывными
при переходе от поколения к поколению, так что Рп =
= Pn-i, qt = ?n-i — результат вполне естественный. Од-
нако показатель нарушения панмиксии меняется и в от-
сутствие отбора.

Пусть теперь я = — р2, т. е. система попала на ниж-
нюю границу допустимой области. Тогда, полагая в (5.4)
я = — рг, мы получим л' — л = (1 + Н)р2. Аналогично, при
л = — qz л' — л — (.1 + H)qz и при л = pq л' — л =
= — (l + h)pq. Отсюда следует, что система, попав на гра-
ницу допустимой области, на следующем шаге может
двигаться только вовнутрь нее.

Предположим, что система, находясь внутри fi5 на сле-
дующем шаге выходит из Q5, т. е. л е Q5j а л' <£ QE. Пусть
л > pq; тогда

pq < -{h - H)(p2q2 + л2) - пШрг + q2) + 2Hpq\,

max {— p2, — q2) < я < pq,
или
f(p, h, //) =

= pq + (h- H)(p2q2 + л2) + лШр2 + q2) + 2Hpql < 0. (5.5)

Функция /, рассматриваемая как функция h и Н, прини-
мает минимальное значение в одном из углов прямо-
угольника {—1 < h «S /imaI; —1 «S Ж Я т и } (/ — линейная
по h и Я). Подставляя соответствующие значения h и Н
в (5.5), мы получим, что это неравенство может иметь ме-
сто, только если й т и > 1 или Нтзх>\. Аналогично дока-
зывается, что система не может выйти из Q^ если только
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h, Й <= [—1, +1L Тем самым мы получим верхнее ограни-
чение для коэффициентов предпочтения h и Н. Заметим,
что эти ограничения аналогичны ограничениям, получен-
ным в непрерывной модели.

Уравнение (5.3) имеет две стационарные точки, одна
из которых неустойчива и лежит вне й5, а вторая лежит
внутри допустимой области и устойчива при

(1 + ЮЧр - qY + 4(1 + h){\ + H)pq < 16.

Это неравенство всегда выполняется, если/г,#е [—1, +1].
Следовательно, при п -*• °° яп -*• я * е £25, т. е. в популяции
всегда устанавливается равновесие по показателю нару-
шения панмиксии, а соотношение равновесных частот ге-
нотипов будет отлично от хардиевого 1 : 2 : 1.

§ 6. Эволюция генетической структуры популяции
при инбридинге. Дискретная модель

Рассмотрим частный случай модели (5.2), (5.3) при

а = "( = 1,р = 1 + 8,-й = Я = ̂ ? е [ 0 , 1 ] . Тогда

wp' = р + s(pq — л),

w2n' = F{[1 + (1 + s)2J [Py + я2] +

+ [(pz + q2) - 2 ( 1 + s)2pq]a], (6.1)

w = 1 + 2s(pq — jt), q = l— p.
Эту систему удобнее рассматривать в переменных р и
у — pq — п. Область их определения
Q = (0 < р < 1; 0 < у ^ р, р е [О, 1/2J;

O^y<q, g e [ 0 , 1/2]}

изображена на рис. 24. Тогда вместо системы (6.1) мы бу-
дем иметь

wp' =p + sy,

wY = (l-F)pq + (s + F)y + U2 - FU + (1 + s)2]}i/2, (6.2)

w = 1 + 2sy.

Выясним характер и расположение стационарных то-
чек системы (6.2). Очевидно, что имеются две точки типа
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p* = y* = Q и p* = l j у* = 0, которые соответствуют «чи-
стым» хардиевым состояниям с я * = 0. Легко показать,
что они устойчивы, если s < 0 и F < 1 , и неустойчивы,
если s > 0.

И наконец, существует точка р* = q* = 1/2, которая
соответствует состоянию полиморфизма. Значения у* на-
ходятся из уравнения

4 s V ' + V я + (1 - * ~ F) у* - (1 - F)/4 = 0, (6.3)

где Л = 4s — (1 — ,F)s2 + 2F(1 + s). При этом должно быть
выполнено условие у* е Q. Из анализа устойчивости этой
стационарной точки следует,
что при \l + 2sy*\>l и при
р0, достаточно близких к 1/2,
рп -*• 1/2 при п -*• °°. Очевидно,
для этого необходимо и доста-
точно, чтобы s > 0, у* > 0.

Поскольку при s > 0 и при
любом !/*¥=0в популяции уста-
навливается полиморфизм по
генным частотам, то для полу-
чения качественной картины
динамики показателя наруше-
ния панмиксии л (или, что аналогично, у) нам достаточ-
но исследовать второе уравнение (6.2), в котором /;д=1/4.
Перепишем это уравнением виде

. — F

0,5

О

Рис. 24. Область определе-
ния Q переменных у и р

в уравнении (6.2).

(6.4)

Конечно, используя стандартную технику анализа ус-
тойчивости стационарных точек в линейном приближении,
можно определить области устойчивости у* в простран-
стве параметров s и F и соответствующим образом ин-
терпретировать эти результаты, но мы оставим эту задачу
читателю. А в качестве наглядной иллюстрации характера
динамического поведения этой системы мы приведем ре-
зультаты решения уравнения (6.4) при F = 0,96 (сильный
инбридинг) и при двух значениях s: Si = 1/4 (слабый от-
бор) и s2 = 50 (сильный отбор). Для решения мы исполь-
зуем графическую технику («лестницу Ламерея»). Соот-
ветствующие графики приведены на рис. 25, а, б. Из них
видно, что при слабом отборе показатель нарушения пан-
миксии стремится к своему равновесному значению мо-

189



нотонно; при сильном же отборе возникает колебательный
режим, но колебания затухают. Заметим, что в обоих
случаях равновесные частоты генотипов будут отличны
от хардиевых.

fly)

0,05 -

0,20 у

Рис. 25. Графическое решение уравнения (6.4).

Неизвестно, возможны ли здесь циклические решения
или их в принципе не может быть? Может ли возникнуть
здесь «хаос»? Было бы интересно провести подобное ис-
следование — задача пока еще до конца не решена.

§ 7. Изоляция расстоянием и нарушение панмиксии

Выше (см. § 2.16) мы уже показывали, что если мы
предполагаем существование панмиксии, то тем самым
мы принимаем концепцию «гаметного резервуара», т. е.
независимый выбор пары образующих новую зиготу гамет
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из множества всех гамет родительской популяции. Но
как только панмиксия нарушается, эта концепция уже не
проходит, и нам приходится рассматривать взаимоотноше-
ния на уровне генотипов, что резко усложняет модель.
Однако существует и некоторый промежуточный тип опи-
сания популяции с нарушенной панмиксией, когда мы
по-прежнему принимаем концепцию «гаметного резервуа-
ра», но вероятность образования зиготы зависит от неко-
торой новой переменной — «расстояния» между родитель-
скими гаметами.

Рассмотрим достаточно большую популяцию, наследо-
вание в которой определяется одним двухаллельным ге-
ном с аллелями А и а. Пусть нам задано некоторое
множество X (дискретное или непрерывное) с элементами
х и метрикой р, и пусть частота аллеля А определена на
этом множестве и зависит от времени или от номера по-
коления как от параметра, так что р = р(х, t). Например,
в качестве X можно рассматривать множество генотипов,
а метрику р ввести следующим образом. Перенумеруем
генотипы: N{AA} — 0, NiAa} — 1, N{aa) = 2; тогда

р(АА, Аа) = \N{AA) -N{Aa}\ = 1,

pUA, aa) = \N{AA)-N{aa}\ = 2

и т. д. Если мы теперь на этом множестве определим
функцию р(х)—частоту аллеля А, то р{0) будет обозна-
чать частоту аллеля А среди гомозигот АА, р{1) — среди
гетерозигот Аа и р(2) — среди гомозигот аа. Очевидно,
что р(0) — 1 и р(2) = 0; поэтому существенной перемен-
ной модели является лишь р(1), однако при описании си-
стемы скрещивания, отличающейся от панмиксии, будут
использоваться и другие переменные.

Введение зависимости выбора отцовских и материн-
ских гамет от некоторого расстояния р между ними на-
рушает требование независимого выбора — тем самым .
нарушается панмиксия. В качестве р может выступать
географическое расстояние, некоторым образом введенное
расстояние между гаметами различного происхождения
и т. п.

Пусть теперь отцовская и материнская гаметы нахо-
дятся в точках х и % (х, ^ е Х ) , Представим процесс об-
разования зиготы АА в точке х как одновременное осу-
ществление следующих независимых событий: выбор га-
меты Л в точке х с вероятностью р(х, t), выбор гаметы А



в некоторой точке | с вероятностью р( | , t), встреча гамет
в точке х с вероятностью К{х, | , t), не зависящей от того,
какого типа гаметы выбраны в точках х и \. Тогда ве-
роятность образования в точке х зиготы АА из гамет, одна
из которых выбрана в этой же точке, а другая — в точке
| , равна

ип{х, | , t) = K(x, | , t)p(x, t)p(l, t).

Для того чтобы получить вероятность образования АА из
гаметы, выбранной в точке х, и из гаметы, выбранной
в любой другой точке j e l (в том числе и % = х), т. е.
вероятность образования в точке х зиготы АА, необходи-
мо проинтегрировать ип(х, | , t) по всем %. Она равна

ип (х, t) = р (х, t) ) К (х, I, t) p (I, t) dl. (7.1)
х

Интеграл здесь берется по всему множеству X) в том
случае, если множество дискретно, то интеграл заменя-
ется суммой. Очевидно, что функция К(х, | , t) должна
удовлетворять условию нормировки:

:{x,l,t)dl = l. (7.2)

Аналогичные рассуждения можно привести и для
процесса образования зигот Аа и аа. И окончательно

" и (*, t) = p (x, t) [ К (х, I, t) p (I, t) dl,
X

ип (х, t) = и,21 (х, t) — Y \Р (xi 0 ) К (х, I, t) q (I, t) dl +

Г i ( 7 - 3 )
+ q(x,t))K(x,l,t)p(l,t)dll

x I

u22 (x, t) — q (x, t) К (x, I, t) q (I, t) dl,

где q(x, t) = 1 — p(x, t). Таким образом, если предполо-
жение о панмиксии не выполняется и задан некоторый
закон, ограничивающий случайный и независимый выбор
отцовской и материнской гамет, то частоты генотипов АА,
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Аа и аа в потомстве определяются по частотам родитель-
ских гамет формулами (7.3). Эти формулы описывают
правила наследования для случая, когда весьма жесткое
требование папмиксии снято, и являются своеобразными
аналогами хардиевых соотношений для непанмиктических
популяций.

Если теперь с помощью мальтузианских коэффициен-
тов а, $ и 1 ввести давление отбора и учесть очевидные
соотношения pix, t) = wu(x, i) + ui2(x, t), qix, t) = u2i{x,
t) + u22(x, t), то уравнения непрерывной модели для ген-
ной частоты р{х, t) можно записать в виде

dp/dt = p(wp — w) — |36/2, (7.4)

гдо
wp = acp + |5ij), ч|> = ) Кр (I, t)

x

, t.) dl, w = apcp + p (pty + qy) + yq\\>,

Очевидно, что cp + i |>=l.
Заметим, что это уравнение но форме напоминает по-

лученные нами в предыдущей главе уравнения для дву-
полой популяции (см. § 5.2). Дело в том, что мы вполне
могли рассмотреть двуполость и в рамках нашей модели;
для этого достаточно считать X множеством, состоящим
из двух элементов, так что р(ж4) определяет частоту ал-
леля Л среди самцов, а р(х2)-—среди самок. Кроме того,
специальным образом должна быть выбрана функция
нарушения панмиксии К{х, | ) :

(О
К (х, I

= хъ; х =

Это означает, что вероятность встречи и образования зи-
готы у гамет xt и Xi равна нулю (что естественно, по-
скольку эти гаметы — мужские). Аналогично н для
женских гамет хг и хг. Но зато существует единичная
вероятность встречи и образования зиготы у гамет xt и
х2. Тогда, если положить p(xt) = Р и p(x,J — р, то ср = Р,
•ф — Q и ил (7.4) мы сразу получаем уравнения (5.2.4),
в которых (.1* = 1, т. е. равновесное соотношение полов
равно 1:1.



§ 8. Модели с конкретным заданием функции
нарушения панмиксии

а) Пусть популяция распределена на некотором одно-
мерном ареале — прямой х (—°° < Ж +°°). В качестве
множества X мы будем рассматривать все точки этой
прямой, так что г е 1 , Естественно предположить, что
вероятность встречи особей, расположенных в точках х
и % {х, : ^ е Д зависит от расстояния р = 1 £ — х\ между
ними, причем эта вероятность максимальна при х = \ и
очень быстро убывает с ростом р. В качестве функции
такого типа, удовлетворяющей условию нормировки (7.2),
можно выбрать функцию плотности нормального распре-
деления с некоторым о < 1, характеризующим скорость
убывания вероятности встречи с ростом | | — х\, так что

со

\

Тогда функцию ср(ж, t) можно представить в виде

Так как а < 1, то мы можем пренебречь членами О(о4) и
считать, что

4{x,t)~P{x)+£d^. (8.1)

Предположим также, что давление отбора мало, т. е.
а = 1 + Si, j3 = 1 + s2, 7 = 1 + «з, где su sz, s3 ~ oz <. 1.
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Тогда, подставляя (8.1) в (7.4) и пренебрегая членами
порядка о(о2), мы получим

Таким образом, мы получили модель генетической эво-
люции популяции, распределенной по пространству, в ко-
торой пространственный фактор приводит к нарушению
панмиксии. Более подробно эта модель будет исследована
в следующей главе.

б) Пусть наша популяция каким-либо образом разби-
та на г групп, каждая из которых может иметь свою
генную частоту. Перенумеруем эти группы числами от 1
до г. Предположим, что вероятность встречи генотипа из
группы i с генотипом из группы / и образования соот-
ветствующей зиготы в группе i зависит только от номе-
ров групп и ни от чего более. Тогда наше множество
X — конечное дискретное множество из г элементов и
функция К(х, | ) запишется в виде матрицы размера гХг
с элементами кц. Условие нормировки (7.2) есть условие
стохастичиости матрицы, т. е.

2 i , ,
3 = 1

а кц есть не что иное, как вероятности встречи выбран-
ной из i-й группы гаметы с гаметой из группы / (при
условии, что в этой группе гамета уже выбрана) в пре-
делах i-й группы. Интегралы в соотношениях (7.3) в этом
случае заменятся конечными суммами, а уравнения ди-
намики генных частот р запишутся в виде

3 = 1

2 ки (о/>У + P ( Р У + дУ) + Y?V]. (8'3)

3 = 1
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По сути дела, полученная нами модель — это уже не мо-
дель единой популяции, а система из г связанных мигра-
цией популяций, в которой миграция, не влияя на их
численности, изменяет лишь характер скрещивания, т. е.
нарушает панмиксию в объединенной популяции. По-
скольку здесь речь идет уже о миграции, то подробно
эта модель будет изучаться в следующей главе.

в) Более сложная ситуация возникает в случае, когда
вероятность встречи генотипов — функция Л' — зависит
не только от х и %, но и от pi's,, t) — концентрации генных
частот или 'концентрации генотипов в соответствующих
точках нашего пространства, так что К = К{х, | , /?, t) и
неизвестная функция может входить под знак интеграла
нелинейным образом. Обычно это резко усложняет реше-
ние задачи.

§ 9. Библиография и комментарии

§ 1. Впервые понятие «системы скрещивания» было введено
в работе:

W r i g h t S. Systems of mating.—Genetics, 1921, 6, №№ 1, 2,
p. 111—178.

Дальнейшее развитие этих идей (в особенности к «изоляции рас-
стоянием») содержится в ого же работах:

W r i g h t S. Isolation by distance.—Genetics, 1943, 28, № 2,
p. 114—138;
W r i g li t S. Isolation by distance under diverse systems of
mating.— Genetics, 1946, 31, № 1, p. 39—59.
§ 2. Впервые идея о введении коэффициентов предпочтения,

характеризующих отклонения от панмиксии на уровне генотипов,
а не гамет (т. е. отказ от концепции «гаметного резервуара»), бы-
ла высказана в работе:

Н а 1 d a n e J. В. S. Inbreeding in Mendelian populations with
special reference to human cousin marriage.— Ann. Eugenics,
1939, 9, p. 321—340.

Похожий метод был предложен также в статье:
B e n n e t t J. H., B i n e t F. Е. Association between Mende-
lian factors with mixed selfing and random mating.— Heredity,
1956, 10, № 1, p. 51—55.
Небольшое историческое отступление. Практически во всех

первых моделях Фишера, Холдена, Райта и их последователей яв-
но или неявно принималась концепция «гаметного резервуара».
Успехи математической генетики в 20—30-х годах вполне оправ-
дывали этот подход. Однако в конце 30-х годов все чаще и чаще
начали раздаваться критические голоса. Наиболее серьезной была
критика В. А. Костицына (подробнее см. в работе:

S c u d o F., Z i e g i e r J. The Golden Age of Theoretical Eco-
logy. 1923—1940.—Berlin: Springer-Verlag, 1978, p. 410—412),

но предложенные им альтернативпые модели вольтерровского типа
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не получили в сяое время широкого распространения, по-впдпмо-
му, из-за чисто технических сложностей их исследования.

В последние годы все чаще и чаще появляются работы, в ко-
торых авторы отказываются от концепции «гаметного резервуара»
и от описания на уровне гамет переходят к описанию на уровне
зигот. Наиболее систематически это сделано в работах:

С в и р е ж е в Ю. М. Математические модели в популяцион-
ной генетике. Автореф. докт. дпсс.— Пущино, ИБФ АН СССР,
1972;
К а г а н о р . а О. .?.., К о р з у х и н М. Д. Опыт переформули-
ровки уравнении матсматпчггкои генетики и переменных
«числа зигот» (для днуиолЫх популяций).— Пущине, Препринт
НИШ { А П СССР, 1977.
§§ 3—6. В настоящее время существует несколько способов

описания пенанмнктпческих систем скрещивания. Один из них —
это так называемые «коэффициенты отклонения от панмиксии».
Они вводятся следующим образом. Если при панмиксии связь меж-
ду частотами зигот в последующем поколении и частотами гамет
в предыдущем задается формулами Харди, то при нарушении пан-
миксии эту связь задают в виде

( и п)п = (vuP%-i> ( в и)п = (vi^)n-v ( « a a ) t = ( v / " ) n - i >

где коэффициенты vu, vu и v22 называются «коэффициентами от-
клонения от папмякспи». Предположение о непрерывности генных
частот при переходе от поколения к поколению приводит нас к ог-
раничению, налагаемому на эти коэффициенты: «ц.р+ v\2q= vl2p-{-
-\- Vyii = 1, С Ц , V12, ^22 =S 0. ОчеВИДНО, ЧТО П р и Ьп = У12 = У22 МЫ
имеем панмикешо. Такое описание было впервые предложено в
работе:

B e r n s t e i n F. Forgesetzte Untersuchungen aus der Theo-
rie der Blutgruppon.— Z. induct. Abst, Vererb., 1930, 56, № 4,
p. 233—273.
Затем коэффициенты отклонения от панмиксип широко ис-

пользовались в работах М. Кимуры и его сотрудников.
В 1922 г. С. Райтом в работе:
W r i g h t S. Coefficients of inbreeding and relationship.—
Amer. Nat, 1922; 56, p. 330—338,

было введено понятие коэффициента инбридинга, который есть не
что иное, как коэффициент корреляции между двумя одинаковыми
гаметами, образующими зиготу. Очевидно, что если менаду гаме-
тами существует какая-то коррелятивная зависимость, то связь
между частотами новых зигот и частотами гамет предыдущего по-
коления можно задать формулами (5.1), где я можно истолковать
как величину ковариации между гаметами. С другой стороны, про-
цесс выборки гамет из «гаметного резервуара» можно рассматри-
вать как серию последовательных независимых испытаний с ве-
роятностью успеха, равной частоте гаметы А. Каждая вы-
борка есть одно такое испытание, поэтому дисперсия равна
pq. А поскольку, по определению, коэффициент корреляции
Р ковариация л , .

F w = дисперсия = ^ ' т 0 Я = F w M ' ] F w l ^ *' F w Н О С П Т яа'
звание райтовского коэффициента инбридинга, который, по сути
Дела, определяет вероятность встречи у одной особи двух аллелей,
происходящих от общего предка. Сравнивая между собой коэффи-
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ционты отклонения от панмпксип и коэффициент инбридинга, лег-
ко получить, что

vn = 1 — Fw, vn = 1 +Fw(q/p), v22-= 1 +FW (p/q)-

Кроме райтовского коэффициента инбридинга достаточно ши-
роко используется предложенный Малеко коэффициент родства
(coefficient de parente) CXY, который, по-видимому, более подхо-
дит для описания нарушения панмиксия, чем райтовский коэффи-
циент Fw. Коэффициент CXY определяется следующим образом;
пусть особи А" и > имеют генотипы AtA2 и Л3ЛА. Через P{Ai~-A2}
мы будем обозначать вероятность того события, что гены А[ и Аз
одинаковы (например, происходят от одного и того же родителя).
Аналогично и для других пар генов. Тогда

C JJ
Подробнее о коэффициенте CXY CM. книгу:

М а 1 е с о t G. Les mathematiques de Therodite.— Paris: Her-
mann et Cle, 1948.

С этой точки зрения коэффициент Fw опредляется для одного ин-
дивидуума А" с генотипом А{А2 и он равен Р{А{ = А2}. Сравнению
этих двух коэффициентов и выяснению вопроса, в каких случаях
нужно применять CXY ИЛИ FW, посвящена статья:

М а 1 е с о t G. Consanguinite panmictique et consaguinite sys-
tematique. (Coefficients de Wright et Malecot.) — Ann. Genet,
et Select, Anim., 1969, 1, № 3, p. 237—242.
Многочисленные вопросы, связанные с математическими мо-

делями различных схем близкородственных скрещиваний и инбри-
динга, хорошо освещены в книге:

F i s h e r P. A. The theory of inbreeding.— Edinburg: Oliver
and Boyd, 1949.

Поскольку многие схемы инбридинга, погашаемого в райтовском
смысле, могут быть записаны в терминах линейных соотношений
(в отличие от панмиксии, где соотношения между частотами ге-
нотипов родителей и потомков существенно нелинейны), то здесь
применима теория линейных преобразований, широко используе-
мая Фишером, которому удалось получить ряд красивых ре-
зультатов.

Существенное отличие как коэффициентов предпочтения V;J,
так и райтовского коэффициента инбридинга Fw от введенных на-
ми величин 6,j и F (для которых мы выбрали те же названия)
заключается, по сути дела, в принятии или непринятии концеп-
ции «гаметного резервуара». В этой концепции взаимоотношения
на уровне генотипов переводятся во взаимоотношения на уровне
гамет, так что корреляция между генотипами заменяется корре-
ляцией между гаметами. Если справедливо утверждение, что кор-
реляция между генотипами полностью определяет корреляцию
между гаметами, то обратное утверждение, вообще говоря, невер-
но. В этой модели мы столкнулись с невозможностью записать ее
только в генных частотах — мы были вынуждены или записать
модель в частотах генотипов, или расширить фазовое простран-
ство генных частот, введя еще одну переменную — показатель
нарушения панмиксии. Ио принятие концепции «гаметпого резер-
вуара» позволяет, до известной степени, спасти положение и за-
писать модель только в генных частотах. Однако для этого мы
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должны предположить, что либо vtj = const, либо Fw •= const. He
говоря уже о том, что эти предположения противоречат друг дру-
гу, мы не можем даже считать, что, например, Fw •= const. В са-
мом деле, Fw = nj(pq), но, как можно видеть из результатов § 6,
эта величина не остается неизменной в процессе ЭВОЛЮЦИИ по-
пуляции. Пытаются спасти положение, считая Fw явно зависящим
от времени, однако это тоже паллиативное решение. По нашему
мнению, единственный выход заключается в использовании пред-
положенного в этой главе описания, в котором коэффициенты пред-
почтения имеют очень наглядный смысл и их действительно мож-
но считать постоянными.

§ 7. Модель, где вероятность образования репродуктивной па-
ры зависела от того, какой из двух популяций принадлежат вы-
бранные особи, была предложена в уже цитировавшейся работе
Райта (1943), который, рассматривая миграцию между двумя по-
пуляциями, неявно предположил, что она приводит лишь к пере-
распределению вероятностей образования репродукционных пар,
не изменяя численностей отдельных подпопуляций. Вообще гово-
ря, это не совсем верно, так как миграция существенно меняет
и численности связанных потоком мигрантов популяций. Поэтому
более правильно здесь говорить о нарушении панмпксии. Однако
благодаря С. Райту появилось очень много «миграционных» мо-
делей, которые на самом деле являются моделями популяции с на-
рушенной панмикспей.

Упомянем из них следующие:
H a n s o n W. D. Effects of partial isolation (distance), mig-
ration and different fitness requirement among enviromental
pockets upon steady state gene frequencies.— Biometrucs, I960,
22, № 3, p. 453-468;

T a 11 i s G. M. A migration model— Biometrics, 1966, 22, № 1,
p. 17-25.
Обзор моделей и результатов анализа совместного действия

мутаций и миграций содержится в главе VI книги:
N a g y l a k i Т. Selection in One — and Two-Locus Systems.—
Berlin: Springer-Verlag, 1977.

К сожалению, в вышецитированных работах это различие не всег-
да ясно проводится. Более подробно на этих вопросах мы остано-
вимся в следующей главе.

Разнообразные случаи нарушения панмпксии в популяциях
(в частности, когда первоначально единая популяция разделяется
на две подпопуляций) проанализированы в статье:

С в и р е ж е в Ю. М. Нарушение панмиксии в популяциях.—
Генетика, 1968, 4, № 12, с. 120—129.
§ 8. Уравнение (8.2) как описание процесса эволюции популя-

ции, в которой особи с малой подвижностью распределены на ли-
нейном ареале, было предложено Р. Фишером в работе:

F i s h e r R. A. The wave of advance of advantageous genes.—
Ann. Bugen., 1937, 7, p. 355—3697.
Модель типа (8.3) была предложена и подробно исследована

в работе:
S v i r e z h e v Yu. M. The systems of weakly connected po-
pulations.—Studia biophysica. 1968, 10. ,N» 1, p. 25—30,



ГЛАВА VII

СИСТЕМЫ СВЯЗАННЫХ ПОПУЛЯЦИЙ. МИГРАЦИЯ

§ 1. Введение

До сих пор мы рассматривали эволюцию популяций,
которые занимали некоторый фиксированный однородный
ареал, внутри которого осуществлялась та или иная сте-
пень панмиксии. Однако в реальной природе более рас-
пространена ситуация, когда популяции одного и того же
вида занимают разные ареалы, так что картина расселе-
ния вида по пространству представляет собой некоторую
мозаичную структуру. Сами ареалы не абсолютно отгр_а-
ничены друг от друга: между ними всегда существуют
потоки мигрантов, меняющие как численности отдельных
популяций, так и их генетическую структуру. Миграци-
онные потоки объединяют первоначально изолированные
популяции в единую систему — систему связанных попу-
ляций, эволюция которых может существенно отличаться
от эволюции изолированной популяции.

§ 2. Миграция между двумя популяциями
различной численности

Рассмотрим две папмиктическис популяции с числеы-
ностями Nt и N2, связанные между собой потоками миг-
рантов. Самое простое предположение о характере мигра-
ции — это пропорциональность миграционного потока М
(числа особей, мигрировавших из первой популяции во
вторую за единицу времени) разности численностей:

М -^m(Nl ~N2). (2.1)

Здесь тп — относительная интенсивность миграции.
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Пусть эволюция численностей гепотнпических групп
в каждой из популяций задается уравнениями

dNl/dt = fi(NJ, .. ., Л7), i = 'UTr, 7 = 1,2.. (2.2)

Тогда эволюция системы из двух связанных популяций
будет описываться системой

_
i :--- \, п; i — 1,2.

Рассмотрим случай, когда паследование в каждой по-
пуляции определяется одним и тем же двухаллельньш
геном с частотами аллелей А, равными pt и pz в первой
и второй популяциях соответственно. Давление отбора,
различное в разных ареалах, задается приснособленно-
стями {а,-, р л ^}, / = 1, 2. Считается, что мигранты не
воздействуют непосредственно на структуру скрещиваю-
щихся пар (обе популяции остаются панмиктичными),
а лишь изменяют концентрацию тех или иных генотипов
и общую численность популяций. Тогда вместо числен-
ностей генотипических групп можно взять численности
аллеля А и уравнения (2.3) запишутся в виде (САГ. § 2.15)

~ di ^ i ) z i ~ т (Ж1 ~ XJ'dt

-!« =

dNt

dN2

dt

_ i

1

_i

1

1

•"2

Р^а) - d, (N2) х,г Н- т (х, - аг8),

Здесь хи г/,, а-2, у, — численности аллелей Л и а в первой
и второй популяциях соответственно, xt + yi = N,, х2 +
rf г/2 = Л 2̂. Функции dj(Ns), j = 1, 2, описывают влияние
внутривидовой недифференциальной конкуренции на об-
щую смертность в каждой популяции. Естественно пред-
положение, что с ростом общей численности смертность
возрастает, т. е. dj (Nj) > 0. С помощью этих функций мы
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учитываем влиянием не связанных с гепетнкой экологи-
ческих факторов.

Переходя в (2.4) к частотам, мы получим
dp1 , р ч mN

—i- = П (Wi — У0л ) т~ (р, — О,),
at г^1 ч 1 1/ N v ^ x r 2.11

dp2 I v \ m ^ \

a* " N i ' " ' ( 2- 5)
—rr ~-- Лг, I;/', — d, (N,)\ — m (N, — МЛ,

-jr=N2 [w2 - d2 (N2)] + m (Nx - N%), '

где wvj = <XjPj + p^j, w} = Ujp) + 2^,jpjqj +у,д1, qj = 1 — Pj,
j = 1, 2. Введем новую переменную \i = Ni/N2 —соотноше-
ние численностей популяций. Тогда вместо (2.5) мы бу-
дем иметь

dp, /п \ т , ч

-[l=p1(wv-w1)~ — (p1-p,i),

jf =- Р2 {wl — н'2) + \mi (/?! — p2),

| - = ц [w, - w, - dL (NJ + d2 l^fj\ + m (1 - (.i2),

Рассмотрим несколько частных задач для модели (2.6).
а) Пусть вторая популяция по численности намного

превосходит первую, так что ц мало. Тогда вместо (2.6)
можно написать для членов порядка 0{1/ц):

dpx т . . dp2 d[i dNx ^ m

dt '*" fi " ^ f i n f^i ' dt '~*У ' dt "" 1 jii

(2.7)

Предположим, что вторая популяция содержит только
аллели а, т. е. рг

 да 0. Интегрируя эти уравнения при на-
чальных условиях pi(0) = 1, (x(0), iV±(0), получим
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Отсюда видно, что с течением времени миграция вырав-
нивает генные составы популяций. Численности популя-
ций также сначала имеют тенденцию к выравниванию
( | I H J V I растут), но дальнейший рост jx и 7Vt нарушает
наше предположение о их малости, так что сама модель
становится неверной.

б) Пусть теперь интенсивность миграции мала (пг<1).
Кроме того, предположим, что dj(iVj) = d2(N2) = d = const,
т. е. смертность в обеих популяциях одинакова и не за-
висит от численности. Будем искать решение (2.6) в виде

Pi «* Pi Рч Pl
mN\.

(2.8)

Подставляя (2.8) в (2.6), приравнивая члены при одина-
ковых степенях т и пренебрегая членами порядка о(т),
получим

1 —
dt -

Здесь

dNl

dw

1 I dPi

P?
7 = 1,2,

P l -

,\+(wl-d)Nl

(2.9)

- « $ . (2.10)

В уравнениях для переменных р), р], ц° не содержатся
переменные N\, N\; поэтому их можно рассматривать
отдельно.

203



Уравнения нулевого приближения описывают динами-
ку двух изолированных популяций. Пусть в каждой из
яих имеются устойчивые состояния равновесия pi и
РКР^ФЗ*)- Тогда, еслии?г(р?) > W 2 ( P J ) , T O \io{t) -»- °о при
^->оо; в противном случае p,0(f) -»• 0. Пусть теперь эти
популяции связаны слабым потоком мигрантов. Как сле-
дует из уравнений первого приближения (2.9), эти со-
стояния не могут сохраниться, и генетическая структура
системы связанных популяций стремится к одному из
состояний, характерных для «доминирующей» популяции.
В самом деле, пусть и>х (р°) > w2 (pj) и pi > pi. Тогда

uo(£) - > » и при достаточно больших J p j « (dfi/dPi) I о Pi,

p'lttC\io(t)-+оо (С>0).При Р ? < р ° р£«—С|А0(*)-»-—<».
А это означает, что, в то время как р\—*-0 (из устойчи-
вости pi следует (dfjdpjl 0 < 0 \ , р\ быстро возрастает

P l ' ^
(или убывает), так что разность между р\ и р2 убывает.
Можно доказать, что при этом р2->-р1- Аналогично, если

Wi(Pi)<W2(pl), TO рх-^Р2-
Из вышеизложенного следует, что в системе связан-

ных популяций популяция с большей средней приспособ-
ленностью («доминирующая») «навязывает» свою генную
структуру всей системе.

Рассмотрим вырожденный случай, когда w1 (pj) =
— Wzipt), т. е. приспособленности изолированных попу-
ляций в СОСТОЯНИИ устойчивого равновесия одинаковы.
Тогда

Clt Ctt i \ v / ' i / i " \ w i''л I

(2.11)

Поведение решений системы первого приближения суще-
ственным образом зависит от выбора начального значе-
ния [j,0 — классическая ситуация вырожденной задачи.
Более того, сам малый параметр m является в этом слу-
чае бифуркационным параметром. Все ото приводит нас
к необходимости более тщательного анализа подобной
задачи.
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§ 3. Миграция между популяциями, занимающими
две одинаковые экологические ниши

Пусть обе популяции, связанные потоком мигрантов,
находятся под одинаковым давлением отбора, так что
ос4 = «г, $i = рг, Y* = Тг, dt

 = &г- Другими словами, они
занимают две одинаковые экологические ниши. Еще бо-
лее упростим задачу, предположив, что aj = Y;=l , Р,- =
= 1 + s, т. е. давления отбора на гомозиготы одинаковы.
Хотя смертности d}{N}) и могут зависеть от соответствую-
щих численностей, но характер этой зависимости один
и тот же для обеих популяций (dj(N) = d{N)).

Если популяции изолированы ( т = 0), то они могут
находиться в одном из трех состояний:

{p* = 0,Nj(0)}, \p*=-i,N]{i)}, {/;* = 1/2, N* (1/2)},

7 = 1,2.

Стационарные численности Nj есть положительные ре-
шения следующих уравнений:

d(N') = l для /V*(0) и 7V*(1);

d (N*) = 1 + 472 для N* (1/2).

Пусть теперь тп Ф 0. Учитывая все наши предположе-
ния, запишем (2.6) в виде

= sPQ (1 - 2pj) - — (рг - р.,),

(1 — 2р2) -j- [im {px — p%),

- m + ^. + 2sPiqi - d {Ny)\ (3.1)

Будем искать стационарные точки системы (3.1), удов-
летворяющие условию Piqi=P-ig2- Поскольку w}•, = 1 +
+ 2spjqj, j = 1, 2, то это условие эквивалентно равенству
wi {Pi) = W2 (P2 )• Другими словами, мы предполагаем, что
в равновесии приспособленности связанных популяций
равны. Кроме того, будем считать, что и действие эко-
логических факторов в равновесии одинаково, т. е.
d(/V*/ji*) — d(lVl). Отсюда сразу следует, что и* == 1,
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т. е. численности связанных популяций в равновесии оди-
наковы. Поскольку давление отбора в обеих нишах оди-
наково, а миграция пропорциональна разности численно-
стей, то предположение о том, что стационарными точка-
ми этого типа и исчерпывается все их множество, звучит
очень правдоподобно. Однако строгого доказательства
этого утверждения нам получить не удалось.

Находя эти точки, мы получаем:

1. р1 = Р; = о, Ц* = 1 , ЛГГ = лг? (0).
2. pl = pt = l, Ц* = 1, Nl = N* (1).

3. pi = pt = 1/2, и* = 1, N{ = N\ (1/2).

4- Р*г = V, ( И - / Т + 1 5 ) , P 2 = V a ( l - / r + 1 5 ) , (3-2)

ц* = 1, Л\* = iV* (а).

5. pt = V2(l - K T

Здесь о = те/s, a iVx (0) есть положительный корень урав-
нения

d « ) = 1 - 2m. (3.3)

Видно, что миграция приводит к появлению двух но-
вых стационарных состояний (точки 4 и 5), которых не
было в изолированных популяциях. Но поскольку ри р2 ^
е [0, 11, то эти состояния появляются только при о < 0
( s < 0 ) , т. е. когда в изолированных популяциях имеет
место неустойчивый полиморфизм (так называемый «диз-
руптивный отбор»). С другой стороны, поскольку выра-
жение под корнем должно быть положительно, то имеется
нижняя граница для величины о: о > —1/4, или s<Am.
Так как для Ы есть естественное ограничение |s | < 1
(£1 > 0), то отсюда сразу следует необходимое условие
существования этих равновесий: т < 1/4. Любопытно, что
стационарные численности обеих популяций, находимые
из уравнения (3.3), в отличие от случая изолированных
популяций, не зависят от s и определяются только ин-
тенсивностью миграции. Из (3.3) вытекает еще одно
ограничение на т:

m<(l — d(0))/2. (3.4)
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Таким образом, можно сказать, что при достаточно слабой
степени связности между популяциями (слабой интенсив-
ности миграцрш) в условиях дизруптивного отбора в каж-
дой из ниш в системе связанных популяций почти обя-
зательно возникают два новых (по сравнению с изолиро-
ванными популяциями) типа равновесия.

Исследуем устойчивость равновесий (3.2). Матрица
линеаризованной системы имеет вид

sA — т

где

Й 1 3

- Я 13

2т —b

0

0

0

— ь

(3.5)

«is = т (pi — il=2s(l-p*1),

Одно из собственных значений этой матрицы:
Я.4 = — d'{N1)N1 всегда отрицательно, поскольку d'{N) >
> 0. Устойчивость стационарных точек 1, 2 и 3 опреде-
ляется собственными значениями матриц

s — т т — s / 2 — т т.

т s — т т — s/2 — т

так как Я3 = — \Ъп -\-'d' (A^) iV*j < 0. Очевидно, что при
s > 0 точка 3 устойчива, а точки 1 и 2 неустойчивы. При
s < 0 обратная картина: устойчивы точки 1 и 2 и неус-
тойчива точка 3.

Собственные значения матрицы (3.5) для точек 4 и 5
равны

s -J- 4яг,

V2 [(s — mb) + 4т + (3.6)

И' окончательно точки 4 и 5 устойчивы, если

a) s<-4m, б) (s + 6m)b<2(s + (3.7)

Поскольку (в силу условия a)) s + 2 ^ < 0 , то для выпол-
нения б) необходимо, чтобы s < — Qm, т. е. область суще-
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ствования устойчивого полиморфизма в пространстве па-
раметров {s, m) еще более сужается.

Поскольку s<—6m, то величина Ы = \m/s\ < 1/6.
При слабой миграции и достаточно сильном отборе | а | < 1 .
Поэтому вместо условия б) из (3.7) можно приближенно
записать, что

6 > 2 ( 1 + 4|о|). (3.8)
С другой стороны,

откуда сразу следует, что для устойчивой дивергенции
популяций кроме условия |s |>6/re (что всегда выполня-
ется при слабой миграции и сильном отборе) нужно, что-
бы в равновесии

Ad>(AN1/N1)2(l + 4\o\). (3.9)

Если еще более усилить неравенство (3.9), положив
Ы =1/6, то

Ad>3/iANi/N1. (3.10)'

Другими словами, одним из достаточных условий суще-
ствования устойчивой дивергенции популяций является
наличие сильного регулирования по численности, когда
скорость увеличения конкурентной смертности значитель-
но превосходит относительную скорость роста популяции.

В качестве конкретного примера рассмотрим так на-
зываемый «гиперболический» тип регулирования, когда
d(Ni) = ч^", Ч, v > 0. При v = 1 мы получаем логистиче-
ский закон изменения численности популяции, широко
используемый для описания процессов роста популяций
в среде с ограниченными ресурсами.

Вычисляя d' (Nl) И Nг, мы получаем Ъ — v(l — 2т).
Подстановка в (3.76) сразу дает нам нижнюю оценку
для v:

v > 2 ( s + 2m)/(l-2m)(s + '6m), (3.11)

или, при малых т,

v > 2 ( l + 2ire + /i|ol). (3.12)

Например, для иг = 0,1 и s = — 0,7 из (3.11) следует, что
v>25, а для т = 0,01 и s = — 0,7 v > 2,17. Даже при
очень малых т для устойчивой генетической дивергенции
необходимо, чтобы х > 2. Логистический закон регулиро-
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вания (v = l) не может обеспечить устойчивости мигра-
ционного полиморфизма. Следовательно, не каждый эко-
логический механизм, регулирующий численность попу-
ляции, может обеспечить дивергентную эволюцию в систе-
ме двух связанных популяций — необходимо, чтобы этот
механизм был достаточно сильным.

На рис. 26, а, б, в изображены проекции фазовых тра-
екторий системы (3.1) па плоскость ц — 1 , рассматривае-
мых в окрестности стационарных точек (?>.'!), при раз-
личных соотношениях между s и т. При .<? > 0 (рис. 20, п.)

О 0,5 I д 0 0,5 I р,

0.5 I р. 0 0,5 1р.

Рис. 26. Проекции фазовых портретов системы (3.1) па плоскость
| Л = 1 .

в квадрате ри рг ^ [0, 1] существует только одна устой-
чивая точка Рх = Рг — 1/2 и все траектории должны схо-
диться к этой точке. Другими словами, при стабилизиру-
ющем отборе в системе связанных популяций может су-
ществовать только одно состояние полиморфизма. При
—4m < s < 0 устойчивыми будут только «чистые» генети-
ческие состояния с Pi = pi = 0 и с рх = pi = 1; точка
Pi = Pi — 1/2 неустойчива, а других стационарных состо-
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яннп не существует (рис. 26, б). Если же К —4пг, но
условие (3.76) не выполнено, то устойчивыми по-прежне-
му будут только угловые точки, однако в квадрате появ-
ляются новые стационарные точки, которые являются
седлами (рис. 26, в). И наконец, при s <—Am и при вы-
полнении условия (3.76) точки 4 и 5 становятся устой-
чивыми узлами (рис. 26, г).

Последняя фазовая картина наводит на мысль, что
в этом случае должны существовать еще какие-то ста-
ционарные точки типа седел, «усы» которых являются

Pi К

Рис. 27. Возможный фазовый портрет системы (3.1) (проекция на
плоскость (.i = 1) при s < —6т.

сепаратрисами, отграничивающими области притяжения
устойчивых равновесий системы. Поскольку при JU. = 1
этих точек нет, то они могут возникнуть только при
[х=^1. Лежать они будут на поверхности, симметричной
относительно диагонали Pi + p2 — i. Нам не удалось про-
вести строгого анализа этой ситуации. Однако в пользу
этого соображения говорят следующие рассуждения.

При достаточно малых т значения этих равновесий
будут близки к единице. С другой стороны, уравнения для
определения Рх и рг, имеющие вид

-у (рх — р2) = О,

! — р2) = О,
(3.13)

непрерывно зависят от а*, и при и * * 1 вместо (3.13)
* * -для нахождения значении pt, рг, близких к настоящим,

можно воспользоваться теми же уравнениями с ц* = 1.
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Оказывается, что кроме решений типа (3.2) эта система
имеет еще четыре решения вида:

1. pi = V4 (2 + бх + ба), pi = V4 (2 - бх + б2).

2. л = V4 (2 + бх - 65), pi = V4 (2 - бх - 82). (3.14)

3. л = V4 (2 - 6Х + 63), Л = V4 (2 + б! + б2).

4. />* = V4 (2 - б, - 83), pt = У4 (2 + ба - б 2),

где бх = j / l —2сг, б2 =
Видно, что эти точки существуют только при выпол-

нении необходимого условия генетической дивергенции:
s<— 6m, причем они всегда неустойчивы (седла). Учиты-
вая эти правдоподобные рассуждения, полную фазовую
картину устойчивой генетической дивергенции (в проек-
ции на плоскость и. = 1) можно, по-видимому, представить
так, как это изображено на рис. 27.

§ 4. О «быстрых» и «медленных» переменных
в системе связанных популяций

Возвращаясь к системе (3.1), предположим, что как s,
так и т малы, причем |s | ~ т. Тогда (3.1) можно пред-
ставить в виде

dpl/dt = ef1(pl, p2, ц),

dp2/dt=ef.,{pu рг, ц.), (4.1)

dii/dt=n[d(.Ni/]i) - d(NJ] + е/й(р„ рг, ц),

dNJdt = Nt[i - dWJl + e/.v(pi, ц),

где е — малый параметр, а функции /,, /2, /„. и /Л- анали-
тичны в области pit p2e^[0, il, \x > 0, Nt > 0. Так как

Pi) p 2 ~ e, a |i, iVi ~ 1, то можно сказать, что в системе
двух связанных популяций при слабых отборе и мигра-
ции переменные, описывающие генетическую структуру,
являются «медленными», а переменные, определяющие
численности этих популяций (т. е. экологическую струк-
туру) — «быстрыми». На временных отрезках [0, i\ ~ 1
рМ) »^i(0), pt(t) »р 2 (0), а динамика переменных р, и
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t описывается уравнениями (системой (4.1) при е -*• 0)

Поскольку d(N) > 0 при iV>0 и d'{N) > 0, то эта систе-
ма имеет единственное устойчивое равновесие [ц* = 1,
N*}, где N* удовлетворяет уравнению d(N1) = i. Следова-
тельно, траектории системы (4.1) достаточно быстро при-
ходят в окрестность многообразия { (А* = 1, Nt}, и даль-
нейшая эволюция системы совершается в этой окрест-
ности.

Оценим скорость прихода системы в окрестность. Для
этого мы линеаризуем (4.2) и выпишем решение линеа-
ризованной системы (С„ и CN — некоторые константы, за-
висящие от начальных условий)

£ = 1 + Сцехр {- d' И Ntt],
Nt = Nt + CN ехр {- d' « ) ЖА• (4-3)

Отсюда видно, что чем больше величина d' (N1)N1, тем
быстрее система приходит в окрестность данного много-
образия. Например, при «гиперболическом» типе регули-
рования, когда d(N) = yN4, "f' v > 0, этот показатель ра-
вен v, т. е., по сути дела, силе регулирования. Поэтому
можно считать, что при сильном экологическом регулиро-
вании переход этот происходит достаточно быстро.

Поскольку дальнейшая эволюция системы будет про-
исходить в основном за счет генетических механизмов, то
для ее описания можно использовать только два первых
уравнения системы (3.1), в которых (х = 1. Поэтому в
дальнейшем мы будем часто считать (всегда оговаривая
это), что в системах связанных популяций работают до-
статочно мощные экологические регулирующие механиз-
мы, которые быстро приводят систему к некоторому эко-
логическому равновесию, а слабьте миграция и отбор не
могут нарушить этого равновесия. Такое предположение
позволяет нам использовать для описания эволюции толь-
ко уравнения генных частот.

До сих пор мы рассматривали генные частоты в каж-
дой из популяций. Введем теперь понятие средней часто-
ты аллеля А в системе

л - (PlNL + р - Д з ) / ^ +W S ) .= ((iP l 4- Pi)/([ +• ц), (4.4)
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Средняя частота я представляет собой общую долю ал-
леля А в обеих популяциях. Вычисляя полную производ-

' ную я по времени, получим

(1 + И) dn/dt = (х {р1 - р2) [d (ЛУц) - d {N,)] +

+ s(\xp1qi-\-p.iq.i)(l-2n). (4.5)

Отсюда видно, что ни одна траектория, лежащая в много-
образии d{NJn) •= d(Ni), i. e. ц = 1, пе может пересечь
поверхности я = 1/2, т. е. на ней я = 0. Поскольку

\iPiqi +РгЧг > 0, то при s > 0 sgn я = sgn (1 — 2я) и все
траектории притягиваются к этой поверхности, а при

s < 0 sgn я = —sgn (1 — 2я) и все траектории «отталкива-
ются» от нее. Отсюда сразу следует, что прямая, опреде-
ляемая пересечением плоскостей (х = 1 и р 1 + /?2 = 1, явля-
ется сепаратрисой. При —Am < s < 0 она разделяет обла-
сти притяжения устойчивых равновесий рг = р% = 0 и
Pi = pt = 1 (см. рис. 26, б).

§ 5. Генетическая интерпретация.
Почему важна устойчивая дивергенция в системе

связанных популяций

В изолированной популяции дизруптивный отбор (ге-
терозигота имеет пониженную по сравнению с обеими
гомозиготами приспособленность) всегда приводит к эли-
минации одной из гамет. Следовательно, в этом случае
возможна дивергенция изолированных популяций, когда
в различных популяциях закрепляются разные формы.
Однако в природе очень редко встречаются полностью
изолированные популяции. Поэтому возникает естествен-
ный вопрос: что происходит в системе связанных хотя бы
слабым потоком мигрантов популяций? Возможен ли в
этол системе устойчивый полиморфизм?

Почему эта проблема очень важна в теории эволюции?
Дело в том, что, согласно гипотезам об аллопатрическом
видообразовании, в популяции с ограниченной панмиксией
(например, нарушение паимиксии вследствие каких-либо
изоляционных географических барьеров) даже при оди-
наковом отборе возможно возникновение устойчивой ге-
нетической дивергенции, приводящей к образованию но-
вых Б11ДОБ.
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С другой стороны, именно дизруптивиый отбор, по-ви-
димому, приводит к закреплению в разных популяциях
различных гамет, гибриды которых менее жизнеспособны.
Этот процесс можно рассматривать как начало возникно-
вения репродуктивной изоляции. Как указывал Ф. Доб-
жанский, особи, вступающие в скрещивание с непохожей
на них формой, будут оставлять меньше потомства, чем
особи, скрещивающиеся с себе подобными. Вероятность
скрещивания определяется в конечном счете генотипами
родительской пары, и поэтому возникает фактор отбора,
направленный на закрепление репродуктивной изоляции.
Таким образом, остается выяснить: возможна ли устойчи-
вая дивергенция в системе связанных двусторонним пото-
ком мигрантов популяции?

Наш анализ показал, что такая дивергенция возмож-
на, но для этого одних генетических механизмов недоста-
точно — необходимо наличие сильного экологического ме-
ханизма регулирования численности обеих популяций по
зависящим от плотности факторам. Таким образом, эко-
логические факторы существенно влияют на эволюцион-
ные процессы, и это еще один довод в пользу расширения
и дополнения классических моделей популяционной
генетики.

§ 6. Системы слабо связанных популяций

Рассмотрим естественное обобщение предыдущих мо-
делей для двух популяций на случай г популяций. Пред-
положим, что миграция слаба, а характерные для каждой
популяции экологические механизмы, недифференциро-
ванно действуя на все генотипы, быстро приводят попу-
ляции к равновесию по численностям. Будем считать, что
единственный эффект миграции — это нарушение локаль-
ной панмиксии внутри каждой популяции. В пользу этого
предположения говорит тот факт, что обычно особи менее
охотно вступают в скрещивание с «чужаками». Тогда для
описания системы г популяций вполне подходит модель
§ 6.7, задаваемая уравнениями (8.3). Но здесь мы не-
сколько изменим ее, предположив, что в каждой популя-
ции действует свое давление отбора, характеризуемое
коэффициентами а,-, (},- и у,, г = 1, г. Учитывая, что

V
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систему (0.8.2) можно переписать в виде

- 2 Цр1 [«i (p i - р-7') + Pi (ql - q}) - ЪРХР* - ps) -

i^TJ; (6.1)

wl (0) = aiP

l + fog1, v? (0) = o4 (pj + 2&рУ + V i (g1)2.

Очевидно, что коэффициенты нарушения панмиксии /сц

тесно связаны с характеристиками миграционных потоков
между популяциями; чем меньше кп (i Ф /), тем менее
интенсивна миграция, тем слабее связаны популяции.
Пусть эта связь слаба, т. е. ktj (i¥=j) порядка е < 1. Кро-
ме того, предположим, что и отбор слаб, т. е. а,- = 1 + щ,

Pi = l + f i , fi = l + T''> ah P(. Ч < ~ 8 < 1 - (Заметим, что
предположение о слабом отборе не противоречит предпо-
ложению о существовании сильных экологических меха-
низмов, действующих недифференцированно.) Тогда из
(6.1) с точностью до членов о(е) мы получим

[4 (0) - J (0)] - 4 2

(6.2)

Сравнивая (6.2) с (2.5), мы можем сказать, что величина
kij/2 определяет интенсивность миграции из г-й популя-
ции в /-ю; поэтому естественно обозначить ее через тпц.

Рассмотрим две ситуации: первая, когда все популя-
ции находятся в одинаковых условиях, и вторая, когда
в различных.

Если все популяции находятся в одинаковых усло-
виях, то а< = а, Р г = Р и Tfi = 7 для всех f = l, r. Следова-
тельно, в отсутствие миграции равновесные состояния
всех популяций одинаковы: \pl) = р0. Очевидно, что
Ро будут равновесиями и для связанных популяций, т. е.
\pj — pa есть также и стационарное решение системы
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(6.2). Коиечпо, возможно и появлетше дополнительных
решений (как мы могли в этом убедиться на примере си-
стемы из двух популяций). Линеаризация (G.2) в окрест-
ности этого состояния дает систему с матрицей А = Dr +
+ Мг, где D r — диагональная матрица с одинаковыми эле-
ментами

Л i — 1, /',
'0.1

а Мг — миграционная матрица с элементами

МУ= mi} (i ф /); Мн = - 2 mi}, f, / = T77.

Пусть нам известны собственные числа ц», к = 1, г, мат-
г

рицы Мг. Так как 2 М11 = 0, то среди них обязательно
0=1

будет одно нулевое. С другой стороны, согласно одной из
теорем теории матриц*), собственные числа матрицы А

()равны I. Следовательно,если равновесие (р0) —р0

изолированных популяций
неустойчиво, то эта неустой-
чивость сохранится и в си-
стеме связанных популя-
ций, поскольку одно из %i бу-
дет равно d > 0. Другими
словами, миграция не оказы-
вает стабилизирующего влия-
ния на систему.

Если же изолированные
равновесия были устойчивы-
ми (d<0), то для ответа на
вопрос об устойчивости этих
равновесий в системе связан-

Рис. 28. Кольцевая структура Ных популяций необходимо

(ненулевых) собственных чис-
лах матрицы Мг. Рассмотрим один конкретный пример.
Пусть ареалы, связанные миграцией, образуют «кольце-
вую» структуру (рис. 28), причем все интенсивности оди-

*) См. Л а н к а с т е р П. Теория матриц. Пер. с англ.— М.:
Наука, 1978, с. 237.
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наковы п равны т. Тогда матрица Мг представляет собой
циркулянт:

— 2т т, 0 . . . О т

M m — 2т т . . . О О

т О 0 . . . т. — 2 in |

собственные числа которого равны

За исключением одного числа ЦГ — О, все остальные
Следовательно, такой тип объединения изолированных
популяций в систему не ухудшает устойчивости, и быв-
шие устойчивыми равновесия изолированных популяций
остаются устойчивыми и в системе связанных популяции.

Пусть теперь изолированные популяции находятся в
различных условиях и каждая из них имеет свои состоя-
ния равновесия (pi)*._ Это могут быть либо «чистые»
состояния с (pi) = 0 или (р\) = 1, либо полиморфизмы
{РоУ = (Pi — 7i)/(2Pi — УГ — «{)• Обозначим max тц = \h

и, считая |х малым параметром, будем искать решение
(6.2) в нидо ряда по степеням \л:

РК-Р1 + ИР\+... (6.3)

Подставляя (6.3) в (6.2) и приравнивая члены при одина-
ковых степенях \i, получим:

a) •^•=--VoR(O)-

w(0) = ajXplY + 2fVo^o + Ъ (<?i)2,
i--•=!, г;

6) ^--dipi + i l M ^ ,
i = 1 (6.5)

'd/ J
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Если уравнения нулевого приближения описывают дина-
мику изолированных популяций, то уравнения первого
приближения дают поправку, возникающую за счет
миграции.

Пусть равновесия изолированных популяций устойчи-
вы, следовательно, d t < 0 и р\ (t) ~ (р%

0)* + cl

Qe~dit, где
с0 — некоторые константы. Решение (6.5) выписывается
сразу:

р\ (t) - eV f 2 М°У; (т) e-"iXdT + с\\,

или, подставляя значение Ро (t) и интегрируя,

р\{1) = с[е** +

+ 2 ж " ( - ^ г (edi< - 4 ) + i 7 = * r ( e d j f ~e < f i t )}- (6-6)

Отсюда видно, что если di¥=dj и d( < 0, i = l, r, то, при

1 3 = 1

Таким образом, под влиянием миграции равновесия
изолированных популяций смещаются на величину

(ргУ = - т- 2 м* иг = ̂  2 ш« i W)* - Ы)*],

(6.8)

причем, если изолированные равновесия были устойчивы,
то устойчивыми будут и равновесия связанных популя-
ций (при достаточно слабой степени связанности).

Пусть популяции пронумерованы так, что (р])* >
> \Ро) > • • • > (pi)*- Тогда, как это следует из (6.8),
(р\) < 0, (pQ*>-0, т. е. в системе слабо связанных по-
пуляций максимальное расстояние между двумя крайними
стационарными состояниями меньше, чем в системе изо-
лированных популяций.
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Смещение стационарных состояний для слабо связан-
ных популяции способствует возникновению новых поли-
морфных состояний, даже если изолированные популяции
были «чистыми». Например, если (pj)* = 1 и (Ро)* — *-*'
то (р1)* < 1 и \рг) > 0, т. е. популяции стали полиморф-
ными. Таким образом, в подобной системе связанных по-
пуляций происходит «стягивание» стационарных состоя-
ний к некоторому среднему состоянию, и тем самым
уменьшается общая неоднородность системы. Система
связанных популяций более однородна, более «упорядо-
чена», чем система таких же, но изолированных по-
пуляций.

Необходимо отметить, что полученные результаты без
каких-либо принципиальных затруднений могут быть рас-
пространены яа более общие случаи (более общие правила
наследования, множественные аллели и т. п.). Соответ-
ствующие пояснения можно найти в комментариях к это-
му параграфу.

§ 7. Популяции с непрерывным ареалом
(пространственно распределенные популяции)

До сих пор мы рассматривали изолированные популя-
ции, динамика которых была одинакова во всех точках
их ареалов, либо системы связанных миграцией популя-
ций, занимающих дискретные ареалы, в каждом из кото-
рых динамика популяции опять-таки не зависела от вы-
бора места внутри ареала. Однако любая особь имеет
свой радиус индивидуальной активности и перемещается
в пространстве. Если этот радиус больше, чем расстояние
между дискретными ареалами, то объединенную популя-
цию можно рассматривать как систему «точечных» попу-
ляций с миграцией между «точками». Если же радиусы
индивидуальной активности малы по сравнению с харак-
терным размером занимаемого популяцией ареала, то мы
должны рассматривать модель пространственно распреде-
ленной популяции. В природе такой непрерывный тип
заселения больших пространств особями одного вида
встречается, по-видимому, не реже «локального».

Пусть в промежутке между рождением и размножени-
ем каждая особь г-го типа перемещается в случайном
направлении (все направления равновероятны) на неко-
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торое расстояние. Тогда, если <p;(r)dr — вероятность пере-
мещения на расстояние, лежащее между г и г + dry то

есть среднеквадратичное перемещение, которое обычно в
биологии и называют радиусом индивидуальной активно-
сти, именно таким образом вычисляя его ио данным
наблюдений.

Если теперь динамика плотности численности N{ i-ro
генотипа (или гена) в «точке» описывается уравнениями
(х и у — пространственные координаты)

dNi/dt = U(N,, ...,Nn,x,y), i = lTTi; (7.1)

то в пространстве приращение плотности за счет мигра-
ции и локального роста равно

+ 0О

«Pi ( )
Л-V- — N-(r' n'\ rlr'riu'

Ni (ж, у) + /i (Лг

х, . . ., Nn, х, у), i - 1, и,

Раскладывая N{ в ряд Тейлора по х — х' и у— у' и
предполагая, что третьи моменты

можно ограничиться в этом разложении членами второго
порядка. Тогда мы получим приближенные уравнения
диффузионного типа для описания эволюции простран-
ственно распределенной популяции:

+ U (Л'1, • • •, Nn, х, у), i - 1, п. (7.2)

Здесь Д = дУдх* + дУду2, А = р?/4.
Если предположить, что существует однородное по

пространству стационарное решение (7.2), то оио должно
удовлетворять уравнениям /i (N*, . . ., Л *̂) = 0 , i = 1, п
(fi не должны явно зависеть от ж и у). Предположим, что
миграция отсутствует, т. е. А = 0. Тогда проблема устой-
чивости этого равновесия в каждой точке пространства
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(локальная устойчивость) связана с анализом собствен-

1 dh
Именно с такими

J V *

задачами мы имели до сих пор дело. Но кроме локальных
временных возмущений существует большой класс про-
странственных возмущений. Рассмотрим возмущения вида

Ni - N* -|- Л'? costfvr I k,ji + Н) ех°\ (7.3)

Решение, устойчивое локально, может быть при нали-
чии миграции неустойчивым по отношению к возмуще-
ниям (7.3). В этом случае задача сводится к анализу
собственных чисел матрицы | ау — D\k%bij ||, где к =
= ] / к\ -f- k\— волновое число пространственных возмуще-
ний, б,, — символ Кронекера. И если при определенном
значении к* появится собственное число с положительной
вещественной частью, то амплитуды всех возмущений
с волновым числом к* будут возрастать, т. е. возникнет
типичное явление неустойчивости, которую мы будем на-
зывать диффузионной. Эта неустойчивость приводит к раз-
рушению первоначально однородного по пространству
распределения. Вполне возможно, что дальнейшее разви-
тие этого процесса (роста амплитуды возмущений в неко-
торых точках пространственной периодической структу-
ры) может привести к развалу генетически однородной
популяции, устойчивой генетической дивергенции и к воз-
никновению «пятнистого» генетического распределения
на однородном ареале.

Пусть все генотипы имеют одинаковые характеристики
подвижности, т. е. Д = D. Тогда, если Xf — собственные
числа \\ац\\, а X? — \ац — Dk'^l то Xf = X? + Dk\
Отсюда сразу следует, что если все Re Яг <; 0, то и подав-
но Re Xf <С 0, т. е. если равновесие локально устойчиво, то
миграция лишь повышает его устойчивость. Пусть те-
перь некоторое Xf> 0, т. е. локальное равновесие неус-
тойчиво. Однако это равновесие будет устойчиво к про-
странственным возмущениям с волновыми числами
k2>(maxl\eXt)/D. Такой тип устойчивости мы будем на-
зывать диффузионной устойчивостью или миграционной
стабилизацией. Видно, что наиболее эффективно миграция
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«гаспт>> короткопернодические пространственные воз-
мущения.

Уже из этих рассуждений следует, что миграция при-
водит к принципиально новым эффектам при локальной
неустойчивости, например, при дизруптивном отборе.
Для более содержательного анализа рассмотрим простран-
ственно распределенную популяцию, наследование в ко-
торой определяется одним двуаллельным геном, приспо-
собленности гомозигот одинаковы, а гетерозигота имеет
пониженную приспособленность. Численности регулиру-
ются экологическим механизмом, не зависящие от генети-
ческих факторов. Тогда локальные уравнения для числен-
ностей аллелей А я а (соответственно Nx и Nf,) запи-
шутся при отсутствии доминантности в виде

dNJdt == Лг, [1 + sNJN - d (N)] = Д (Nu ЛГ2),

dNJdt - Лг

2 [1 -f sN,/N - d {N)\ -= /2 (Nu Л7,), (7.4)
V - - /V J- Лг

Согласно нашим предположениям, a = f = l, p = 1 + s,
s < 0 .

Для большей простоты и наглядности мы рассмотрим
ограниченный одномерный ареал длины L, так что 0 <
sg х ^ L. Давления отбора одинаковы на всем ареале, т. е.
s — const, радиус индивидуальной активности тоже оди-
наковы для всех генотипов и для всего ареала. Мы будем
предполагать, что границы ареала представляют собой
абсолютные изоляционные барьеры, т. е. ни одна особь
не может пересечь их.

Учитывая все это, мы можем представить модель в ви-
де следующей задачи: найти Л̂ Дж, t) и N2(x, t), удовлет-
воряющие уравнениям

+ UWb ЛУ, £ — 1, 2, (7.5)

граничным условиям

dNi/dx = 0 для х = 0, L, г = 1, 2 (7.6)

и некоторым начальным условиям, конкретный вид кото-
рых будет ясен ниже.

Легко проверить, что величина п* = JVX = iV2 = const,
где п* есть корень уравнения d(2n*) = 1 + s/2, является
решением (7.5), удовлетворяющим (7.6). Если теперь вы-
числить собственные числа матрицы 11айН для этого случая
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(Я^= — s/2, y,f = — 2Ь, b--=d' (2n*) 7г*),то очевидно, что
равновесие локально неустойчиво (d'(2re*)>0, так как
функция смертности должна возрастать с ростом числен-
ности). То, что в отсутствие миграции при пониженной
приспособленности гетерозигот полиморфизм неустой-
чив — факт достаточно известный.

Пусть теперь миграция присутствует. Будем искать
решение задачи в окрестности равновесия п* в виде

N1(x, t)=n*+N°1coskxe>"Dt, N2 (х, 1) = п* + №2созкхех°\
где %? = - s/2 - кЮ, X? = - 26 - кЮ; №ъ Лг

2° - некото-
рые константы, определяемые из начальных условий.
Заметим, что такой выбор формы решения задает и
класс начальных условий (этот класс достаточно широк).
Из граничных условий (7.6) следует, что к = mn/L,
лг = 0, 1, 2, . . .

Если теперь выбрать &>• у |S|/(2Z)),TO при t-*• °°
Nt(x, t) -*• п*, Nz(x, t) -*- п* для любых значений к, удов-
летворяющих этому неравенству, т. е. равновесие п* ста-
новится устойчивым по отношению к определенному типу
пространственных возмущений. Возникает эффект мигра-
ционной стабилизации равновесия — оно становится диф- '
фузионно устойчивым.

Так как к = mn/L, то условие диффузионной устой-
чивости можно записать в виде

L < тп Y2DI\ s \ = щлр/ УЩ. (7.7)

С другой стороны, форма начального возмущения зада-
ется выражениями N{{x, 0) = п* -\- Nf cos(mnx/L). При
т = 0 мы получаем равномерное по всему ареалу возму-
щение. Так как L>Q, то из (7.7) следует, что при любой
длине ареала равновесие п* неустойчиво к этому типу
возмущений. При т=1, 2, . . . мы получаем неоднород-
ные по пространству возмущения. Очевидно, что при
L <; я у 2Dl\ s \ все эти возмущения гасятся. Таким обра-
зом, величина LKP = Jt]/2Z>/)s| = лр/ Y2\ s \ определяет
тот максимальный размер ареала, в котором миграция
гасит все пространственно неоднородные возмущения.

Пусть теперь LKp < L < 2л у 2DI\ s\. Здесь уже мигра-
ция не может погасить возмущения вида N% (х, 0) = п* -f-
+ Ni cos(nx/L), и их амплитуда начинает экспонен-
циально возрастать. Возникает эффект диффузионной не-
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устойчивости, и па однородном ареале появляются участ-
ки с различным генным составом и с разной численностью.
Однако более мелкомасштабные возмущения (высшие
гармоники) по-прежнему гасятся миграцией (рис. 29, а).
При дальнейшем увеличении ареала начинает возрастать

*,*
t

—•«

= •/
\

-A,
1

-——j

\

10 х

Рис. 29. Начальный этап возникновения пространственно неодно-
родной структуры при размерах ареала, отличающихся друг от
друга и различных формах возмущений при р = 1 и s = 0,25.

амплитуда высших гармоник, появляется «пятнистость»
ареала (рис. 29, б).

Таким образом, миграция выступает в роли своеобраз-
ного фильтра, который пропускает и усиливает крупно-
масштабные пространственные возмущения и гасит воз-
мущения мелкого масштаба. Ясно, что это может при-
вести к возникновению «пятнистой» структуры, которая
характеризуется разными числепностями особей и
концентрациями генов в различные точках экологически
однородного ареала. Однако необходимо пометить, что
явленно диффузионной неустойчивости (устойчивости)
описывает лишь начальный этап, пусковой механизм
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возникновения пространственной неоднородности на одно-
родном ареале. Что же касается ее закрепления и появ-
ления устойчивых пространственных структур, то линей-
ный анализ такого тина не может дать ответа на этот
вопрос. По сути дела, здесь мы имеем дело с ветвлением
решений в точке бифуркации kKp=]/r\s\/(2D),v. для ана-
лиза этой проблемы нуншы другие методы (нелинейные).
Можно, например, заранее сказать, что устойчивость этих
структур будет существенно зависеть от типа экологи-
ческого регулирования, т. е. от конкретного вида функ-
ции d(N).

§ 8. «Генные» волны
в пространственно распределенной популяции

Снова, как и в § 6, мы будем считать, что миграция
слаба, не зависящие от генетических факторов экологи-
ческие механизмы поддерживают на ареале одинаковую
равновесную численность и единственным эффектом миг-
рации является нарушение панмиксии. Тогда для описа-
ния генетической эволюции популяции, распределенной
на бесконечном одномерном однородном ареале (—°° <
< х < -г°о), наследование в которой определяется одним
двухаллельпым геном, вполне подходит модель § 6.7
(уравнение (6.8.2)):

dp/dt --. (а2/4) d-pldx" \- р (шр — ш),

wp —- ар -]•• Pgs w — ар" -{- 2fipq т l'f-> a, Р> y = const.
(8.1)

Сравнивая эту модель с моделями предыдущего парагра-
фа, мы видим, что характеристику нарушения панмиксии
а вполне можно отождествить с радиусом индивидуаль-
ной активности р.

Поэтому мы будем считать, что а = р, а коэффициент
диффузии D = р74 = о74.

В классической работе Д. II. Колмогорова, И. Г. Пет-
ровского, Ы. С. Пискуиова *) показано, что уравнение
вида
_ dp/dt = Dd^pldx2 + / (р),

*) К о л м о г о р о в А. Н., П е т р о в с к и й И. Г., П и с к у -
н о в Н. С. Исследование уравиония диффузии, соединенной с воз-
растанием количества вещества, и его применение к одной биоло-
гической проблеме.— Бюллетень МТУ. Серия Л. Математика и ме-
ханика, 1937, 1, № 6, с. 1—1G.
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где ре[О, 1]; f(p)—непрерывная и нужное число раз
дифференцируемая функция, удовлетворяющая, кроме
того, условиям

/(0) = /(1) = 0; f(p)>0, 0<p<U
(8.2)

/' (0) = а > 0; /'(/?)< а, 0 < р < 1,
имеет решение

р(х, t) = p(x + vt),
т. е. волну, перемещающуюся справа налево со ско-
ростью v. При этом начальное распределение р{х; 0)
должно иметь вид «ступеньки», т. е. р(х, 0) = 0 при
х < х* и р(х, 0) = 1 при х S3= х*. Более того, при I ->- °°
скорость движения фронта v стремится (снизу) к своему
предельному значению v* = 2 yaD, а его форма — к пре-
дельной форме р(х), определяемой решением уравнения

v*dp/dx = Dffipldx* + f(p), (8.3)

обращающимся в нуль при х = —оо и в единицу при
х = + оо. Такое решение всегда существует и единственно
с точностью до преобразования х' — х + с, не меняющего
форму волны. Используем эти результаты для уравнения
(8.1). Проверим, при каких a j и | /(/?) = p(wp — w) бу-
дет удовлетворять условиям (8.2). Не нарушая общности,
положим у = 1, и пусть а — 1 + h, {J = Ц- s. Тогда

f(p)=p(l-p)ls+(h-2s)i)),
(8.4)

f'(p) = s + 2(h- 3s)p -

Условие, что f(p) — O только в точках 0 и 1, есть h>s.
f'(O) = s, следовательно, s > 0 . И наконец, из условия
f'{p)<s для 0 < р < 1 следует, что h < 3s. Таким обра-
зом, для выполнения ограничений (8.2) необходимо и
достаточно, чтобы 0 < s sg h sg 3s. В этом случае возника-
ет «генная» волна, скорость распространения которой
равна 2 у sD или p]/"s. Для возникновения этой волны
необходимо и достаточно, чтобы приспособленность гомо-
зиготы аа была меньше приспособленностей других гено-
типов (0 < s ̂  h или f = 1 < min {a, fJ}), a приспособлен-
ность гомозиготы Л Л была больше (или по крайней мере
не меньше) приспособленности гетерознготы Аа (s < h
или aS=p). Однако различие в приспособлеиностях А А и
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Аа должно быть не слишком большим (h < 3s пли а <
< 3|3 — 2). Другими словами, для возникновения этой
волны нужно, чтобы в популяции существовал положи-
тельный отбор в пользу аллеля А, но этот отбор не дол-
жен быть слишком сильным.

Что представляет из себя эта волна? Пусть в началь-
ный момент уже существует обширная область, в кото-
рой концентрация аллеля А близка к единице, Вдоль
границы этой области существует переходная полоса
промежуточных концентраций, а за ее пределами кон-
центрация близка к нулю. Из-за положительного отбора
и миграции область с р ^ 1 будет расширяться, переход-
ная полоса будет двигаться в сторону территорий с р ^ О
со скоростью p~Vs, в самой же полосе будут все время сох-
раняться промежуточные концентрации. Эту картину мы
и называем «генной» волной. Любопытно, что скорость
распространения этой волпы зависит только от приспособ-
ленности гетерозиготы. Таким образом, если даже приспо-
собленность гомозиготы АА велика по сравнению с Аа
(но не слишком, а, ̂  3[3 — 2), то при слабо выраженном
селективном преимуществе гетерозиготы (по сравнению
с аа) скорость распространения волны будет малой.

В качестве примера рассмотрим ситуацию доминант-
ного аллеля А. Тогда а = р > 1 и соответственно h=s > 0.
В этом случае всегда будет существовать «генная волна»,
ширину переходной полосы которой можно оценить сле-
дующим образом. В уравнении (8.3) для формы волны
сделаем замену переменных | = Vs.r/p; оно тогда за-
пишется в безразмерном виде

- р)г (8.5)

с теми же граничными условиями. Отсюда ясно, что ши-
рина переходной полосы пропорциональна величине

1
Приведем конкретный пример. Радиус индивидуальной

активности для мух Drosofila funebris, вычисленный по
данным наблюдений, равен р = 11 м/поколение, а селек-
тивный коэффициент для нормальной гомозиготы и гете-
розиготы по рецессивной мутации scarlet в условиях уме-
ренных температур (~24°С) s = 0,064. Тогда v* = 2,78
м/поколение, a L = 43,5 м.

На рис. 30 приведен график предельной формы волпы,
полученный интегрированием уравнения (8.5) при
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р(—оо) = 0 и />(+°°) = 1. Из этого рисунка видно, что
форма волны несимметрична, передний участок фронта
растянут, а задний более крутой.

И в заключение остановимся кратко на вопросах, ко-
торые пока еще остаются
нерешенными. Возникают ли
волны аналогичного типа,
когда в локальном случае мы
имеем ситуацию устопчшю-
го гетерозиготного поли-
морфизма? Что происходит,
когда даже при положитель-
ном отборе . аллеля Л его
давление слишком сильно

Рис 30. График про- (h > 3s)? Последнее означа-
дельной формы волны при
»(—оо) = о и р(+оо)= 1. ет, что существует точка

т. е. не выполняется одно из условий Колмогорова —
Петровского — Пискунова (/'(/?)</40) для 0 < / > < ! ) .
Численные эксперименты показывают, что и в этом слу-
чае возникает «генная» волна, однако скорость ее рас-
пространения v < v* = рУ.9, причем v зависит не только
от р и s, но и от h.

§ 9. Библиография и комментарии

Существует довольно много работ, где рассматриваются про-
цессы миграции между популяциями. Модели обычно строятся
следующим образом: популяция делится на подпопуляцшг, нахо-
дящиеся под разными давлениями отбора и соединенные между
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S v i r e z h e v J u. M. The systems of weakly connected popu-
lations.—Sludia Biophysica, 1968, 10, № 1, p. 25—30.
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§ 7. Понятие радиуса индивидуальной активности было вве-

дено в работе:
Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и й Н. В., С в и р е ж е в Ю. М.
О противоположных давлениях отбора на генотип и на приз-
нак у мутации, сцепленной с полом.— Проблемы кибернети-
ки.— М.: Наука, 1967, вып. 18, с. 155—170.
При выводе уравнений динамики популяции па непрерывном

ареале мы следовали методу, изложенному в уже цитировавшейся
работе А. Н. Колмогорова, И. Г. Петровского и Н. С. Ппскупова.

Относительно различных аспектов возникновения диффузион-
ной неустойчивости в попу.чяциошшх системах'см. книгу Сгшре-
жева и Логофета, с. 317—328.

§ 8. Впервые задача о динамике концентраций аллелей в про-
странстве и времени под действием отбора и миграции была рас-
смотрена почти одновременно в работах А. IT. Колмогорова,
И. Г. Петровского, Н. С. Пискунова и Р. Фшпера:

F i s h e r R. A. The wave of advance of advanteneous genes.—
Ann. of Eugenics, 1937, 7, p. 355—369.

Необходимо заметить, что Фишером не было дано полного реше-
ния задачи, тогда как работа А. Н. Колмогорова, И. Г. Петровского,
Н. С. Пискунова содержала полное и математически строгое ис-
следование этой проблемы. К сожалению, зарубежные авторы, не
знакомые с этой работой, по-прежнему в качестве задач для ис-
следования указывают те вопросы, па которые в ней дан полный
ответ. Примером может служить гл. IX в целом хорошей книги:

М о р а н П. Статистические процессы эволюционной теории.—
М.: Наука, 1973.
В более поздних работах Дж. Холдена и Р. Фишера:
Н а 1 d a n e J. В. S. The theory of cline.— J. Genetics, 1948,
48, p. 277—284;
F i s h e r R. A. Gene frequencies in a cline determined by
selection and diffusion.—Biometrics, 1950, 6, № 3, p. 353—361,

были рассмотрены случаи, когда отборы различны в разных частях
одномерного ареала. Дж. Холденом, например, было показано, что,
когда отбор в разных частях благоприятствует разным аллелям,
на таком ареале возможна генетическая дивергенция. В обеих ра-
ботах подробно анализируются условия, при которых диффузион-
пое описание законно в популяционных задачах, и выясняется
биологический смысл коэффициента диффузии.
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Дальнейшее обобщение этих задач дается в работе:
М о n t г о 11 Е. W. On nonlinear processes involving popula-
tion growth and diffusion.—J. Appl. Probab., 1967, 4, № 2,
p. 281-290.
Интересная попытка получить генетическую дивергенцию по-

пуляции в диффузионной модели популяции на непрерывном од-
нородном ареале была сделана в работе:

Б а з ы к и п А. Д. О действии дизруптивпого отбора па прост-
ранственпо протяженную популяцию,— Проблемы эволюции,
1970, 2, с. 215—225.
Многочисленные задачи, связанные с приложением уравнений

нелинейной диффузии к биологическим (в основном к экологиче-
ским) проблемам, можно найти в книге:

F i f e P. С. Mathematical Aspects of Reacting and Diffusing
Systems.— Berlin: Springer-Verlag, 1979.
В настоящий момент эта книга является наиболее систематич-

ным изложением проблем нелинейной диффузии.
Любопытно, что когда мы имеем ситуацию неустойчивого по-

лиморфизма, то может существовать устойчивая «генная» волна.
Но в отличие от волны типа Колмогорова — Петровского — Писку-
нова, когда существует непрерывный спектр волновых скоростей,
ограниченный снизу значением v* = 2|'D/'(0) (другое дело, что ус-
тойчивой является лишь волна с v = у*), здесь скорость волны оп-
ределяется единственным образом. Подробнее об этом см.:

К а н е л ь Я. И. О поведении редаений задачи Коши при не-
ограниченном возрастании времени для квазилинейных урав-
нений, встречающихся в теории горенпя.— ДАН СССР, 1960,
132, № 2, с. 268—271.
Исследуемая в этой работе задача теории горения аналогична

задаче понуляционнон генетики.



ГЛАВА VIII

ДИНАМИКА ПОПУЛЯЦИИ В МЕНЯЮЩЕЙСЯ СРЕДЕ

§ 1. Введение

До сих пор во всех рассмотренных нами моделях мы
предполагали, что среда, в которой эволюционирует по-
пуляция, постоянна. Поскольку единственными характе-
ристиками воздействия среды в наших моделях являются
коэффициенты относительной жизнеспособности, то мы
считали их не зависящими ни от времени (внешняя среда
постоянна во времени), ни от генных частот. Последнее
требование подразумевает отсутствие так называемой
«генотнпической среды»; при этом давление отбора не
зависит от концентраций тех или иных генотипов в по-
пуляции. В противном случае популяция, эволюционируя,
формирует свою «генотипическую среду», а поскольку
давление отбора зависит от генных частот, то «генотипи-
ческая среда» в свою очередь определяет дальнейшую
динамику популяции. Возникновение такой обратной свя-
зи может привести к самым неожиданным эффектам, на-
пример, к замене устойчивого состояния таким же, но
неустойчивым.

Рассмотрение различных типов этой зависимости при-
водит нас к множеству интересных задач, которые мы,
однако, оставим за пределами этой книги. Нас будут в
основном интересовать только такие случаи, когда коэф-
фициенты относительной жизнеспособности или явно за-
висят от времени (являются, например, периодическими
функциями с периодом, определяемым сезонными клима-
тическими изменениями), или зависят от общей числен-
ности популяции. (.', последней ситуацией мы уже встре-
чались в предыдущей главе; здесь же мы рассмотрим и
другие варианты зависимостей.
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§ 2. Сезонные колебания коэффициентов
относительной жизнеспособности. Дискретная модель

Пусть в достаточно большой панмиктической популя-
ции с одним двухаллельным геном приспособленности
генотипов периодически изменяются от поколения к по-
колению (поколения не перекрываются), так что, напри-
мер, для гепотипа А А

ссо = сс2 = а4 = ..., <2i = аа = а5 — . . ., а„ Ф «,. (2.1)

Аналогичные соотношения справедливы и для двух дру-
гих приспособленностей. Тем самым предполагается, что
длительности сезонов совпадают с длительностью поколе-
ний и "при смене поколений меняются и сезоны.

В этом случае уравнения динамики популяции можно
записать в виде

Р п [ К - Р „ ) Р « + Р „ ] , п . ., г (2.2)

Юк -=- (ah - 2f5ft -!- YO /'л -г 2 (P,t — Yfc) Pu -|- Yft.

ft = 0, 1, 2, . . .
Эти уравнения будем решать графически, с помощью
«диаграммы Ламерся» (см. § 6.0). Введем следующие
обозначения:

Р[К-Ро)Р+Ро]

Решение будем строить в координатах {р, р'), соответ-
ствующих значениям генных частот в двух последователь-
ных поколениях. Через Fip) обозначим функцию р =
= F{p'), симметричную F(p) относительно прямой р' — р.

Рассмотрим следующие вариагтты соотношений между
функциями'/(р) и Fip):

а) Пусть f{p) и Fip) внутри единичного квадрата пе-
ресекаются один раз в точке р*, причем

f(p)>F(p) при р е ( 0 , р * ) , ( 2 3 )

fip) <Fip) при р^ (р*, \ ) .
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Решение (2.2) строится так, как показано на рис. 31, а,
на котором изображены решения системы (2,2) для слу-
чая, когда выполняются соотношения (2.3) и, кроме того,
«о > fto > То, cci < fti < "fi. Из рис. 31, а видно, что решение
носит колебательный характер, и можно показать, что су-
ществует предельный цикл \А^гА3А^) с полупериодом,
равным длине поколения. -Если теперь на плоскости
{р, р'} начертить графики функций }(р) и F(p), то спосо-
бом, изображенным па рис. 31, б, можно найти одну из
огибающих полного решения (последовательность р0, р2,
ри ... вместо р0, pi, Рг, . . .). Подобный способ позволяет
быстрее найти предельные состояния системы (2.2), но при
этом необходимо помнить, что нетривиальным предельным
точкам в этом случае реально соответствуют предельные
циклы (циклу A1A2AsAi соответствует точка Q). Появление
предельного цикла вызвано, во-первых, тем, что направ-
ление отбора в разных сезонах различно: в начальном
сезоне отбор благоприятствует аллелю А, в следующем —
аллелю а, и, во-вторых, резкой несимметрией действия от-
бора, благодаря чему кривые f(p) и F(p) пересекаются.
Подобная ситуация может возникнуть, например, когда
одна из гомозигот и гетерознгота гораздо жизнеспособнее
другой гомозиготы, причем в разные сезоны большей жиз-
неспособностью обладают различные гомозиготы. Как лег-
ко видеть из рис. 31, б, при а0 > ft0 > Чо и сс4 < fti < fi
для этого достаточно, чтобы /'(0) > F'{0) и / ' (1)>/Ч1).
Так как F'{p) = 1/F'{p) (из симметрии относительно пря-
мой р' = р), то отсюда сразу следует, что приспособленно-
сти генотипов должны удовлетворять неравенствам ftofti >
> ТоТь PoPi > а оаь Если теперь определить a, ft, f
к_ак средние геометрические — а = УоСоС̂ , ft = Yftofi,,
Т = VfoTii T 0 условие существования предельного цикла
запишется в виде ft > max [а, у], формально совпада-
ющем с условием существования полиморфизма в стацио-
нарной среде.

б) Пусть f(p) и F(p) внутри единичного квадрата пе-
ресекаются один раз, причем

f(p)<F(p) при р е ( 0 , р * ) , ( 2 4 )

j(p)>F{p) при ре?(р*, 1).

Подобная ситуация может возникнуть так же, как и в
предыдущем случае, при резкой несимметрии отбора, но
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здесь одна из гомозигот гораздо жизнеспособнее другой
гомозиготы и гетерозпготы, причем в различные сезоны

Рис. 31.

большей жизнеспособностью обладают разные гомозиго-
ты. В этой ситуации, в зависимости от начального значе-
ния генной частоты, популяция будет стремиться либо
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к состоянию рт = 0, либо к /)„ = 1 (рис. 31, в). Предель-
ных циклов здесь не существует.

в) Пусть
f(p)<F(p) при р^ (О, 1). (2.5)

Это означает, что, во-первых, направление отбора в раз-
ных сезонах различно: в начальном сезоне отбор благо-
приятствует аллелю А, в следующем — аллелю а, затем
ситуация периодически повторяется; во-вторых, преиму-
щество аллеля а более сильно выражено и отбор в соот-
ветствующие сезоны в большей степени благоприятству-
ет аллелю а. В этом случае популяция стремится к три-
виальному состоянию /?оо = 0 (рис. 31, г).

г) Пусть выполнены неравенства (2.3), но при этом
при поддержании постоянных условий в популяции мог
бы достигаться полиморфизм. И в этом случае, так же
как и в случае а), в популяции существует предельный
цикл (рис. 31, д).

Условия (2.3) являются необходимыми и достаточными
условиями существования своеобразного типа полимор-
физма, возникающего при сезонных изменениях внешних
условий; причем, если бы условия были постоянными, то
происходило бы вытеснение либо аллеля А, либо аллеля
а. Здесь возникновение полиморфизма обусловлено имен-
но периодической сменой внешних условий.

§ 3. Полиморфизм в популяциях Adalia bipunctata

Примером полиморфизма, обязанного своим существо-
ванием противоположно направленным давлениям отбора
зимой и летом на две генетически различающиеся формы,
может служить полиморфизм в популяции божьей коров-
к и — Adalia bipunctata. Эта популяция содержит красные
и черные формы, которые наследуются по типу простого
моногибрцдного расщепления, наследование в популяции
определяется одним двухаллельным геном А, а, причем
аллель А (черная окраска) доминирует. Различие в дав-
лениях отбора определяется разной относительной жизне-
способностью черной и красной форм в разные сезоны
года. Черные формы обладают преимуществом (видимо,
более интенсивным размножением) в течение летнего
вегетационного периода, а красные лучше перезимовывают.

Периодическое изменение во времени коэффициентов
относительной жизнеспособности обуславливает возникно-
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вение любопытного состояния полиморфизма (теоретиче-
ски предсказанного нами в предыдущем параграфе), свя-
занного с возникновением вынужденных колебаний в си-
стеме. Такой тип полиморфизма назовем адаптационным.

Более чем десятилетние наблюдения пад одной и той
же природной популяцией Adalia bipunctata позволили
определить величины коэффициентов относительной жиз-
неспособности различных форм в разные сезоны года и
построить траекторию популяции, описывающую измене-
ние ее генетического состава под действием разнонаправ-
ленных давлений отбора. Поскольку аллель А доминиру-
ет, то можно предположить, что относительная жизнеспо-
собность гомозиготы АА равна относительной жизнеспо-
собности гетерозиготы Аа. За вегетационный период
адалия обычно дает три поколения, причем перезимовы-
вает в основном третье поколение. Будем считать, что на
два летних поколения действует одно давление отбора,
а на зимующее — другое; тогда можно считать приспо-
собленности генотипов периодическими функциями с пе-
риодом в 1 год. Значения вычисленных по данным
наблюдений приспособленностей приведены в таблице.

Зимние
сезоны

1
2
4
5
6

а=Р;
7=1

0,38
0,32
0,34
0,26
0,29

Летние
сезоны

I
IT

IV
V

VI

а = Р =

= 1 ; v

0,415
0,78
0,47
0,4.0
0,775

Зимние
сезоны

7
8
0

К)
11

7=1

0,51
0,605
0,545
0,50
0.56

Летние
сезоны

VII
VIII

IX
X

XI

а=р=
= 1 ; у

0,66
0,74
0,85
0.61
0,55

Используя эти значения, для получения более нагляд-
ной картины внутрипопуляционпого полиморфизма у Ada-
lia bipunctata мы построим фазовую траекторию динами-
ческой системы, описывающей изменение частоты гена А
в популяции под действием разнонаправленного давления
отбора (рис. 32). Римскими цифрами обозначены летние
сезоны, арабскими — зимние; пунктиром — пропущенный
фазовый цикл зимнего сезона III и летнего созопа 3, но
которым отсутствуют опытные данные.

Из фазовой картины видно, что система совершает
колебания с годовым периодом вокруг некоторого медлен-
но дрейфующего центра, смещение которого, по-видимо-
му, происходит в результате изменения среднегодовых
климатических условий; поскольку климатические усло-
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вия имеют некоторую периодичность, то можно считать,
что и дрейф центра происходит вокруг некоторого поло-
жения равновесия, и, следовательно, можно предположить,

- 0,200г

PIIC. 32. Фазовый портрет популяции Adalia bipunctata.

что подобное состояние полиморфизма устойчиво. С дру-
гой стороны, в данном конкретном случае

Р , , 1 — 0 !f(p) = 1

— 1 р, 0 — 1

(поскольку за лето происходит смена двух поколений).
Непосредственной проверкой убеждаемся, что неравен-
ства (2.3) выполняются почти всегда. Отсюда следует,
что наше предположение об устойчивости полиморфизма
в популяциях Adalia bipiinctata правильно.

Если прежде полиморфизм у нас обычно связывался
с некоторой устойчивой стационарной точкой системы, то
в данном случае мы связываем полиморфизм с существо-
ванием устойчивого предельного цикла, а полиморфное
состояние определяется целой областью. Если бы внеш-
ние условия среды были константными, то система была
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бы полиморфически неустойчивой (устойчивые состояния:
р* = О или р* = 1). Но сезонное изменение условий среды
обеспечивает существование устойчивого полиморфного
состояния. Можно сказать, что виутрппопуляцнониый по-
лиморфизм у Ad alia bipunctata обеспечивается разной
приспособленностью различных генотипов к внешним
условиям в зимние и летние сезоны года и поэтому может
быть назван «адаптационным полиморфизмом».

§ 4. Среда, меняющаяся во времени.
Непрерывная модель

Самая простая модель нестационарной среды — это
явно зависящие от времени приспособленности генотипов.
Рассмотрим непрерывную модель для популяции, насле-
дование в которой определяется одним геном с множе-
ственными аллелями (см. § 4.1):

dpi/dt = pi(w>i — w),

v v • • т - (4 Л)
т = Zi ®aPh u) = 2J pirn, i, i = l, n,

i Ш
где приспособленности wtj = wtJ{t). Предположим, что
Wij (t) — Wij -j- coy (t), где w°j — постоянные. Тогда систему
(4.1) можно записать в виде

dpjdt = FAPu ..., pj + RiiPu ..., Рп, t), (4.2)
где

Fi = pi /23 КР> -

pi / S <»« (0 PJ - 2 ш« (О

Пусть (Oi/i) = 0. В этом случае в популяции существуют
состояния равновесия {р\; i = I, re), устойчивость (асимп-
тотическая) которых определяется видом матрицы Wwjl
(см. § 4.7). Предположим, что некоторое равновесие {pi;
i — \,n\ асимптотически устойчиво при о);Д£) = 0. Тогда,
в силу теоремы об устойчивости при постоянно действую-
щих возмущениях*), это равновесие будет устойчиво и
при (йц(г)ФО, НО ДЛЯ ЭТОГО \Ri\, а следовательно, и

*) М а л к и н И. Г. Теория устойчивости движения.— М.: На-
ука, 1966, с. 301.
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\ацШ\ должны быть достаточно малы. Другими словами,
при | coy (t) | <С w\j траектория системы (4.1), попав в до-
статочно малую окрестность равновесия, там и останется.
При этом вовсе не обязательно, что если Ю;Д£) ->- 0 при
£-*• °°, то и Pi(l)-+p*, i = l, и.

Однако, если на со,Д£) наложено дополнительное огра-
ничение

^ < о о , (4.8)

где IIQH — норма матрицы ll(o«(i)H, то Pi(t)-+Pi при
t -»• °°. Это утверждение легко доказывается, если приме-
нить к (4.1) соответствующие теоремы из книги Р. Белл-
мана*). Естественно, что при этом предполагается асимп-
тотическая устойчивость состояний равновесия р; ;г —
= 1, п\ при (Оц ss 0.

И окончательно мы всегда можем утверждать, что если
какое-то состояние равновесия в популяции, находящейся
в стационарной среде, устойчиво (асимптотически), то
оно будет устойчивым и в переменной среде, если только
возмущения, вносимые временной вариабельностью сре-
ды, не слишком велики. Конечно, здесь уже не прихо-
дится говорить об асимптотической устойчивости, однако
при выполнении условия (4.3) устойчивость будет асимп-
тотической. Например, если u>,-j {t) = w% -f- су ехр{— hjt},
где wij, Cij, kij — постоянны, и Х у > 0 , то при t-*-oopi(t)->-

* • • 'л [ * • ~~л 1

-*-P% , г, 7 = 1, /г, где \pi; г = 1, п\ есть устойчивое равно-
весие для системы Pi — Fi(pi, ..., pn)t т. е. для популяции,
находящейся в стационарной среде.

§ 5. Влияние изменений в общей численности популяции
на ее генетическую динамику

В очень многих случаях величины давлений отбора,
характеризуемые значениями коэффициентов приспособ-
ленности генотипов, зависят от общей численности попу-
ляции, которая в весьма значительной степени определяет
интенсивность конкурентных взаимодействий при задан-
ных условиях внешней среды.

*) Б е л л м а н Р. Теория устойчивости решений дифференци-
альных уравнений. Пер. с англ.— М.: ИЛ, 1954, с. 103.
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Рассмотрим самую простую модель — популяцию,
наследование в которой определяется одним двухаллель-
ным геном (см. § 3.5):

= Nlw-d(N)], (ЬЛ)

где
6 - = 2 р - а ~ ' у , Х^$-ч, w = -у -V 2кр - - б;г.

Наиболее простое предположение о виде функции d{N) —
это линейная зависимость: d(N) = \iN. В § 3.5 было по-
казано, что при t->- °° N(t) -»• w(p*)/n = N*, причем iV* —
максимально возможное равновесное значение общей чис-
ленности. Очевидно, что величина и, определяет «емкость»
среды для данной популяции, поэтому вполне естествен-
но предположить, что приспособленности зависят от этого
параметра и тем самым динамика общей численности
будет влиять на динамику генетической структуры. Кро-
ме того, мы будем предполагать и прямую зависимость
приспособленностей от общей численности.

Пусть «емкость» среды меняется периодически около
некоторого среднего состояния ц.*, так что

цЮ = ц* + m sin at, m < р.*, (5.2)

и предположим, что a{N, ц), $Ш, ц) и f{N, \i) в окрест-
ности равновесия {N*, р,*} могут быть разложены в ряд.
Ограничиваясь первыми членами разложения, получим

а = а* + Ka(N - N*) + та(ц - ц*),

Р = р* + K,(N - Л'*) + т„(|1 - и*), (5.3)

1 = ч* + KjW - N*) + т т(ц - и*).
Линеаризуя (5.1) в окрестности равновесия {р*, N*, j,i*}
и учитывая (5.2) и (5.3), мы получим систему из двух
неоднородных линейных уравнений, исследование кото-
рых не представляет принципиальных трудностей, однако
очень громоздко. Поэтому мы сделаем следующие упро-
щающие предположения. Пусть а = 1, (5 = Р = const > J,
*f* = 1, m-j = 0. Это означает, что тга один из коэффициен-
тов приспособленности не зависит явно от и. н лишь один
коэффициент — 1 — зависит от общей численности попу-
ляции. Тогда

±bp + Ppbp=-.Qp,

^ AN + PNAN - RN sin at,

16 Ю. м. Свирежев, В. П. Пасеков 241



где
Ар = р - p*t AN = N - N*,

Нас будет интересовать попедение решения (5.4) при
г-^°°. При tfT<4u* Рл->0 и Р р > 0 (так как р * > 1 ) .
Тогда при достаточно больших t

miT (р*+1) я .
Ар ^ , у — sin [at — (фя + фр)],

Sin (ai -

tg фЛ- == О)/Ря, tg ф р = (й/Рр.

Из формул (5.5) видно, что периодические колебания «ем-
кости» среды вызывают периодические колебания как
общей численности, так и генной частоты. Однако эти
колебания происходят со сдвигом фазы, причем сдвиг в
колебаниях генной частоты происходит в большей степе-
ни, чем в колебаниях численности, что видно из решения.
Если в колебаниях численности величина сдвига зависит
как от равновесных значений коэффициентов жизнеспо-
собности и «емкости» среды, так и от характера зависи-
мости коэффициентов от общей численности (в данном
случае — от /Ст), то величина сдвига в колебаниях генной
частоты зависит только от равновесных значений коэф-
фициентов относительной жизнеспособности.

Если коэффициент у меняется таким образом, что
If ^ 1, то К-, ^ 0 и неравенство /£т < 4{л* всегда выполня-
ется. Это означает, что если необходимое и достаточное
условие полиморфизма в стационарной среде — [S >
> max {а, у) — выполняется для любых N, то колебания
вокруг этого состояния, вызванные малыми периодически-
ми возмущениями «емкости» среды, останутся малыми.
Само неравенство fKiV) >max{aQV), y(N)} является доста-
точным условием устойчивости полиморфизма по отноше-
нию к периодическим возмущениям внешней среды (ко-
нечно, здесь неявно предполагается, что коэффициент ^
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монотонно убывает — или по крайней мере не возраста-
ет — с ростом N).

Появление своеобразного запаздывания в колебаниях
численности и, в большей степени, в колебаниях генной
частоты можно интерпретировать таким образом, что ген-
ная структура является более инерционной характеристи-
кой популяции, чем ее численность. На возмущения внеш-
ней среды популяция в первую очередь реагирует изме-
нением численности, и лишь затем изменяется генный
состав популяции.

§ 6. Влияние периодических изменений коэффициентов
относительной жизнеспособности на общую

численность популяции

В этом параграфе мы рассмотрим непрерывную мо-
дель, в которой учитывается периодическое изменение
коэффициентов приспособленности и влияние этих коле-
баний па общую численность популяции. Пусть

а = а* + A sin <в£, А < а*,
£ = P* + £smcu£, 5 < й * ,

(6 1)у — у* + Г sin at, £<ч*,
(х = const, (3*>max{a*, 4*}.

Система уравнений (5.1), линеаризованная около стацио-
нарного состояния {р* = (fi* — ч*)/(2р* — а* — "{*), N* =
= w*/\\), имеет вид

Л Д/J + РрАр = Up sin (at,

d

Jj AN -I- PNAN = RN sin at,
где

JJ \ p CC j \ p — у ) ry V P ) "" " j
P " T p * — a* — Y* ' -v ~ 2p* — a * ^ - y* '

я - p A ^*""v*^ ^.'.^••^i'*"~a*^ ^ " г (СУ~* ~~ ^ : t )

p ~" p ( ip*^- a* - y*f '
R = p Л.Ф.* — V*_)" + 2Д (P_* - a*) (P* - y*) -f- Г (P* - a*) 2

j V ~ - i V (2p*_a*_v*)"

В данном случае всегда РР, PN > 0, поскольку мы пред-
положили, что в стационарных условиях в популяции
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существует устойчивый полиморфизм. Тогда при t

Ар ~ Rp sin {at - фр)/ VP% + со3,

AN ~ JRJV sin (cof — (pjv)/ r

t g Cpp = O)/JPp, t g ф,у —

Легко показать, что при j}*>max{a*, 4*} PP<PN, отку-
да сразу следует, что ц>Р > <ря- Это означает, что и в слу-
чае, когда изменения среды вызывают в первую очередь
изменения параметров, определяемых генетической струк-
турой особей (коэффициентов приспособленности), и
затем через них уже изменение общей численности попу-
ляции, сдвиг в колебаниях генной частоты больше, чем
в колебаниях численности. Другими словами, и в этом
случае генная структура популяции является более инер-
ционной ее характеристикой, чем общая численность.

§ 7. Меняющаяся среда. Адаптация и адаптивность

В § 3 этой главы был описан случай адаптационного
полиморфизма в популяции одного вида божьих коро-
вок — Adalia bipunctata, обусловленный разной степенью
приспособленности черной и красной форм этих жуков в
различные сезоны года. На основании экспериментальных
данных были вычислены коэффициенты относительной
жизнеспособности черной и красной форм в зимние и
летние сезоны года. Поскольку в этих опытах подсчиты-
валась также частота этих форм в популяции, то мы мо-
жем построить график, показывающий, как изменялась
средняя приспособленность популяции в продолжение
всего времени наблюдения.

Чтобы иметь возможности для сравнения, нормировку
коэффициентов приспособленности мы производили сле-
дующим образом: за единицу принимался коэффициент,
соответствующий максимально жизнеспособному геноти-
пу — тогда приспособленности остальных генотипов были
меньше (или равны) единицы. Нетрудно видеть, что и
этом случае максимальное значение средней приспособ-
ленности популяции равно единице. На рис. 33 приведен
график изменения средней приспособленности популяции
Adalia bipunctata, построенный по результатам наблюде-
ний. Из рисунка видно, что средняя приспособленность
w в течение одного сезона возрастает до тех пор, пока
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сохраняются условия, характерные для данного сезона.
Рассмотрим, например, два последовательных сезона:
зимний сезон 1 и летний сезон I. Начиная с р = 0,40,
частота аллеля А уменьшается, поскольку при этом

0.1

Рис. 33. Изменение средней приспособленности -в различные се-
зоны года для популяции Adalia hipunctata (1—11 — зимние сезо-

ны, I—XI — летние).

увеличивается величина w, вычисленная для условии зим-
него сезона. Все происходит в полном согласии с фун-
даментальной теоремой Фишера. Однако к концу зимнего
сезона, при р — 0,254, происходит смена внешних усло-
ловий — наступает летний сезон. Дальнейшее движение
в сторону уменьшения р приводит уже к уменьшению
средней приспособленности, вычисленной для летнего
сезона. Популяции «выгоднее» теперь двигаться в сторону
увеличения р, что она и делает, опять-таки в полном
согласии с теоремой Фишера. Локальность этого прин-
ципа обеспечивает быструю перестройку поведения по-



пуляции при смене внешних условий. Естественно, при
этом предполагается, что смена условий происходит не
слишком часто (по крайней мере не чаще, чем один раз
за поколение,— при более частой смене не будет успе-
вать срабатывать генетический механизм). Аналогичная
картина наблюдается и для всех остальных последова-
тельных сезонов.

Любопытно отметить, что колебания системы происхо-
дят на довольно узком участке, расположенном вокруг
точек пересечения графиков и>, вычисленных для различ-
ных сезонов. Напрашивается предположение, что при
изменении внешних условий популяция стремится занять
некоторое среднее положение, при котором ее средняя
приспособленность не является максимальной для одних
сезонных условий, но достаточно велика для других ус-
ловий. К сожалению, мы располагаем слишком малым
количеством экспериментальных данных, чтобы делать
какие-либо определенные выводы. И о кое-что можно ска-
зать уже сейчас.

Анализируя экспериментальные данные, на основании
которых построен график рис. 33, мы выскажем в каче-
стве гипотезы следующий принцип: если популяция оби-
тает в среде, подверженной сезонным колебаниям, при-
чем каждому сезону соответствует своя функция средней
приспособленности (w, и wz), то под давлением отбора
популяция стремится занять такое положение, при кото-
тором величина bw=\w\~w2\ .минимальна, совершая в
дальнейшем малые колебания вокруг этого положения.

В данном случае популяция является своеобразием!
следящей системой, инерционность которой определяется
ее генетическим разнообразием — чем меньше генная дис-
персия популяции, тем большей инерционностью обладает
популяция, рассматриваемая как следящая система.

И наконец, мы проанализируем на нашем примере со-
держание терминов «адаптивность» и «адаптация». Обыч-
но под «адаптивностью» системы понимается некоторая
мера ее возможностей приспосабливаться к меняющимся
условиям среды. Под «адаптацией» же понимается как
сам процесс приспособления системы к заданным услови-
ям среды, так и степень ее приспособленности к этим ус-
ловиям. В нашем случае вполне естественно па меру
приспособленности популяции, за меру ее «адаптации»,
принять величину ее средней приспособленности. Ясно,
что популяция максимально «адаптирована» к заданным
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условиям тогда, когда ее средняя приспособленность, вы-
численная для этих условий, максимальна. Но в этом со-
стоянии генетическое разнообразие популяции минималь-
но, популяция меньше всего готова к изменению внешних
условий и, следовательно, ее «адаптивность» минимальна.
Поэтому в качестве меры «адаптивности» популяции есте-
ственно выбрать величину ее генной дисперсии (или ка-
кую-либо другую, более подходящую меру генетического
разнообразия популяции). Отсюда сразу видно, что тер-
мины «адаптивность» и «адаптация» выражают прямо
противоположные понятия: при максимальной величине
«адаптации» популяции ее «адаптивность» минимальна.
По-видимому, в реальных популяциях должны существо-
вать какие-то механизмы, обеспечивающие популяции не-
который запас «адаптивности». Такими механизмами мо-
гут служить, например, более сложные законы наследо-
вания (полигибридное расщепление, кросеннговер), в силу
которых на систему налагаются некоторые ограничения,
не позволяющие пашен системе (популяции) достигать
положения с максимальной степенью «адаптации» и за
счет этого сохраняющие ей некоторый запас «адаптив-
ности».
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сти). «Адаптивная функция» Л должна монотонно возрастать с ро-
стом всех u>j {WJ — средняя приспособленность популяции в ;-й
экологической нише) и достигать максимума в состоянии равно-
весия. Если вероятность реализации /-и ниши в т-ш поколении

равна я™, Рц—частота генотипа {;} в ]-& нише в т-и пщадле-

пип, a,j — приспособленность генотипа {;} в /-й нише, то адаптив-
ная функция выбирается в виде

А = охр li m 1 У I и ( V л.'?1 У а.-р™. .
„-•во П *d ^ ' ^ u "

К от=1 \ j г I)

По сути дела, Левинсом выдвинут принцип, по которому популя-
ция в неоднородной среде стремится к некоторому состоянию, в ко-
тором максимизируются усредненные характеристики ее реакции
па среду. Другими словами, популяции «строит» внутри себя не-
которую усредненную модель среды, и дальнейшее ее поведение
определяется именно этой усредненной моделью.

Несмотря па внешнее изящество и наглядность такой концеп-
ции, она вызывает некоторые возражения. В частности, описанные
в § 3 этой главы наблюдения показывают, что популяция «отсле-
живает» сезонные изменения среды как система, практически ли-
шенная памяти,— каждый раз при изменении внешних условий
популяция.начинает «подстраиваться» под новые условия, вне за-
висимости от того, какие условия были перед этим. Результатом
подобного поведения являются циклы. В то же время вполпе прав-
доподобно предположение, что в популяции действуют какие-то
усредняющие механизмы. Специально проведенные эксперименты,
изложенные в работе:

Р а д ч е н к о Л. А., С в и р е ж е в Ю.. М. Динамика популя-
ций в меняющейся среде. Эксперименты с модельными попу-
ляциями Drosofila melanogaster.— Журнал общей биологии,
1972, 33, № 5, с. 555—561.

не дали возможности выбрать одну из двух конкурирующих ги-
потез: выбор той или иной стратегии поведения в значительной
степени зависел от внешних условий (трофической среды).

§ 2. Модели, где коэффициенты относительной жизнеспособ-
ности периодически меняются во времени, были рассмотрены в
работе:

Н а 1 d a n e J. В. S., J а у а к а г S. D. Polymorphism due to
selection of varying direction.— J. Genet., 1963, 58, № 2,
p. 237-242.

Способ рассуждения аналогичен концепции Левинса. Остановимся
па нем более подробно.

Пусть нам задана панмпктическая популяция с тремя геноти-
пами АА, Аа и аа, приспособленности которых в двух одинаково
часто встречающихся состояниях среды равны: 1) а, §, f и 2) f,
{}, а. Средняя приспособленность популяции в этом случае равна
среднему геометрическому приспособленностей wi и ш2, опреде-
ленных для каждого состояния отдельно. Находя максимум
функции _ _ _ _ _ ^ _

К 2) (IP2 + typq + ад2),
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мы видим, что он достигается при р* = 1/2, если

+ 4). (8.1)

Отсюда делается вывод, что если условие (8.1) выполнено, то в
популяции может существовать полиморфизм.

В этом рассуждении есть одно слабое место — неявно предпо-
лагается, что и в этом случае теорема Фишера справедлива, но
очевидно, что подобное предположение нуждается в доказатель-
стве. Кроме того, из такого рассуждения не следует, что полимор-
физм в популяции будет несколько необычным — определяемым
циклом, а не стационарной точкой. Заметим в заключение, что по-
лученные нами условия существования такого полиморфизма но-
сят более общий характер.

§ 3. Подробное описание наблюдений и анализ поведения
популяции Adalia bipunctata содержится в статье;

Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и й Н. В., С в и р е ж е в Ю. М. Об
адаптационном полиморфизме в популяциях Adalia bipuncta-
ta.— Проблемы кибернетики, 1960, 16, с. 137—146.

- § 4. Экспериментальное и теоретическое рассмотрение эволю-
ции популяции в нестационарной (непериодической) среде содер-
жится в работах:

S v i r e z h e v Yu. M. Establishment of heterozygotic polymor-
phism in non-stationary population,— D. Inform. Serv., 1968, 49,
p. 196—197;
С в и р е ж е в Ю. М., Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и и Н. В. Уста-
новление гетерозиготного полиморфизма в нестационарных по-
пуляциях.— Генетика, 1969, 5, № 1, с. 154—158.
§ 5. В работе:
M a c A r t h u r R. H. Some generalized theorems of natural
selection.—Proc, Natl. Acad, Sci. USA, 1962, 48, № 11, p. 1893—
1898,

теорема Фишера была рассмотрена для случая, когда коэффици-
енты относительной жизнеспособности зависят от общей числен-
ности популяции. Было показано, что в этом случае производная
средней приспособленности во времени может иметь любой знак.
Однако каких-либо специальных уравнений для численности в
этой работе не рассматривалось и неявно предполагалось (как это
обычно делается в частотных моделях), что численность изменя-
ется экспоненциально.

§ 7. Подробное обсуждение понятий «адаптация» и «адаптив-
ность» содержится в работе:

T i m o f e e f f - R e s s o v s k y N. W., S v i r e z h e v Yu. M.
Populationsgenetik imd optimisierungsprozesse.— Biol. Zbl., 1972,
91, № 1, p. 3-15.



ГЛАВА IX

ПОЛИЛОКУСНЫЕ МОДЕЛИ

§ 1. Дискретная двулокуеная модель
ссгрегащш-рекомбинации и ее непрерывная

аппроксимация

Рассмотрим особенности динамики генетического со-
става диплоидной популяции в отношении нескольких
аутосомных локусов. Состояние популяции 'будем описы-
вать частотами всевозможных типов гамет в пространстве
2. Размерность 2 резко возрастает с увеличением числа
локусов. Если различать гаметы по генному составу в от-
ношении /-го локуса с nt аллелями, то размерность 2
равна ?/( — 1 . Для двух локусов с щ и щ аллелями она
равна щп^— 1, при различении гамет по I локусам раз-

i

мерность 2 равна Ц tii— 1, где iii — количество аллелей

г-го локуса. Так, при минимальном количестве аллелей
каждого полиморфного локуса, равном двум, размерность
2 превышает 103 для случая десяти локусов, что указыва-
ет на сложность исследования полплокусных систем. Ге-
ном же изучаемых организмов содержит число локусов,
на порядки превышающее десять. Например, по литера-
турным данным ферменты и белки у дрозофилы кодиру-
ются но умеренным оценкам примерно 10 000 генами, из
которых около одной трети полиморфны. У человека коли-
чество генов порядка 107 и полиморфность весьма высока,
так что изучение систем на уровне всего генома встреча-
ет фактически непреодолимые трудности хотя бы из-за
размерности задачи.

Изменения частот гаме! в полплокупшх системах про-
исходят в результате всех факторов, учитываемых в одно-
локусных моделях, плюс описанный ранее (см. § 1.6) про-
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цесс рекомбинации для сцепленных (принадлежащих од-
ной хромосоме — одной группе сцепления) локусов и не-
зависимой сегрегации в случае нескольких хромосом. Во
время мейоза члены разных пар гомологичных хромосом
независимо расходятся (сегрегируют) по дочерним клет-
кам. В итоге гамета с вероятностью 1/2 получает любой
из двух аллелей родителя по каждому локусу, причем
события расхождения негомологичных хромосом незави-
симы. Поэтому вероятность появления гаметы, несущей,
например, к произвольных несцеплеппых генов генотипа
родителя, равна (1/2)*.

Пусть отбор, миграции, мутации и прочие системати-
ческие факторы отсутствуют. Будем различать гаметы по
генному составу в отношении одного (скажем, у-го) локу-
са. - Это означает, что в полной Z-локусной системе мы
объединяем все гаметы, несущие один и тот же аллель
/-го локуса, в одну. Частоту i-ii Z-локуспой гаметы обозна-
чим через Pi = Pi1i2...il Hj обозначает номер аллеля у'-го
локуса в i-й гамете, поэтому индексация неупорядочена:
например, i = iiU ... U = hh • • • ii), а (маргинальную) часто-
ту однолокусной гаметы (несущей тот же аллель /-го ло-
куса, что и t-я Z-локуспая гамета) —через pi-. Значение/>*.
представляет собой концентрацию ггго аллеля /-го локуса
в популяции. Векторный индекс i пробегает всевозможные
значения, если индексы ц изменяются от 1 до щ, / = 1,Z.
Очевидно, что процессы рекомбинации и сегрегации при-
водят лишь к «перетасовке» сочетаний ij-ro аллеля с ге-
нами других локусов и на концентрацию этого аллеля не
оказывают влияния. Отсюда следует, что при отсутствии
отбора концентрации всех аллелей всех локусов постоян-
ны в ряду поколений.

Если предположить, что скрещивание в популяции
случайно, то справедливо более сильное утверждение (из-
вестный нам уже закон Харди — Вайнберга): при отсут-
ствии систематических факторов в бесконечной панмик-
тичной диплоидной популяции с неперекрывающимися
поколениями частоты аллелей аутосомного локуса посто-
янны, а частоты генотипов при любых начальных значени-
ях, начиная со следующего поколения, равны произведе-
ниям концентраций слагающих их аллелей. Это позволяет
описывать состояние однолокусной популяции вектором
частот аллелей, с помощью которого легко выражаются
частоты генотипов.
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При анализе генетического состава диплоидной попу-
ляции в отношении двух аутосомных локусов обобщение
соотношений Харди — Вайнберга, связывающих частоты
аллелей и генотипов, состоит в утверждении о независи-
мом сочетании в генотипах аллелей всех локусов. По-
скольку при случайном скрещивании из независимости
сочетаний аллелей разных локусов в гаметах следует слу-
чайность их комбинаций в генотипах, при анализе соот
ношений Харди — Вайнберга можно работать в привычном
фазовом пространстве частот гамет 2. В двулокусной си-
туации из независимости сочетаний аллелей каждого л о-
куса не вытекает случайность межлокусных комбинации.
Новым здесь оказывается то, что соотношения Харди —
Вайнберга не достигаются за одно поколение (более того,
за конечное число поколений) и являются лишь предель-
ными.

Обозначил! концентрацию двулокусной гаметы, несу-
щей (для определенности) аллели первого и второго ло-
кусов i-ii Z-локусной гаметы, через Рг^2, В полной Z-локус-
ной системе ей соответствует сумма частот всех Z-локусных
гамет, обладающих рассматриваемыми аллеляли. Пусть
г(1|2) есть вероятность рекомбинации (обмена участками
хромосом, содержащими первый и второй локусы, в ре-
зультате кроссипговера) для сцепленных локусов или ве-
роятность расхождения в мейозе хромосом с первым и
вторым локусами по разным дочерним клеткам. Математи-
чески оба случая описываются параметром г(112), назы-
ваемым коэффициентом рекомбинации. Хотя местоположе-
ния сцепленных локусов линейно упорядочены, в наших
дальнейших рассуждениях условимся, что номера локусов
никак не связаны с их положениями в хромосомах и, как
и прежде, индексы гамет являются неупорядоченными,
т. е. i = (и, U) = (i2, ij.

Уравнения динамики в модели с дискретным временем
выводятся следующим образом. Очевидно, при условии
отсутствия рекомбинации-сегрегации концентрации гамет
остаются неизменными. Вероятность этого события равна
1 —К1|2), получаемый вклад в следующем поколении в
концентрацию рассматриваемой гаметы при этом равен
[1 — г (1|2)] Piii2. Рекомбинации также приводят к появ-
лению гамет рассматриваемого типа, например, в резуль-
тате кроссгшговера между любыми двумя гаметами, одна
из которых несет iru аллель, а другая -- (2-й. Маргиналь-
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яые (суммарные) концентрации этих (одйолокусных) га-
мет были ранее обозначены через р,^ и р\0 соответственно
(и, как показано выше, постоянны во времени). Вероят-
ность рекомбинации равна г(1|2), вероятность встречи
гамет с U-ы. и £2-м аллелями при панмиксии равна 2p?1Pi2.
Отсюда при событии рекомбинащш-сегрегацшг вклад в
концентрацию Р;^» в следующем поколении будет равен

г(11 '2)pij>u, P. целом, обозначая штрихом значения ча-
стот, относящиеся к следующему поколению, получаем

PV2 = [1 - г (11 2)1 p V a + г (11 2) phPh =

f, = 1, /г,; fs = 1, пг.

Заметим, что уравнения для концентраций различных га-
мет (отличающихся хотя бы по одному аллелю) разделя-
ются, и, в сущности, мы имеем дело не с системой, а с
отдельными уравнениями.

Поскольку ранее было показано постоянство концен-
траций аллелей р ^ и рц^ то (1.1) представляет собой ли-
нейное разностное уравнение. Если бы мы расписали
значения Pix и р\г через концентрации двулокусных гамет,
то правая часть (уже системы уравнений) для (1.1) пред-
ставляла бы квадратичную функцию концентраций дву-
локусных гамет.

Как известно, решение (1.1) легко нантн. Вычтем из
обеих частей уравнения константу PiJ>^\

(fVa — PhPi'Y =" И — г (1 I 2)3 (Ру-> " PhPh)- О -2)

Положил!

D-ii ~Piu — P-i.Pu- (1.3)

Тогда

Di^t) = [1 — г(1 |2)]<А1,-2(0), (1.4)

/VaW = ^ Ч Рч^ t 1 — r(l|2)]*Z)1-1f2(0). (1.5)

Из (1.5) видно, что если вероятность рекомбинации
K1I2) больше нуля, то частоты двулокусных гамет схо-
дятся к (не зависящим от г(1|2)) равновесным значениям,
равным произведениям частот входящих в гаметы аллелей
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(т. о. удовлетворяющим соотношениям Хардп — Вайнбер-
га), Это позволяет рассматривать Z);.,^, согласно (1.3), как
меру неравновесности состояния популяции. При дости-
жении в пределе равновесия A x i 2 обращается в нуль. За
показателем D\^2 закрепилось не очень удачное название
коэффициента нераеновесности по сцеплению {coefficient
of linkage disequilibrium). В действительности D-ix\n харак-
теризует неравновесность как для сцепленных, так и не-
сцепленных локусов и изменяется во времени по одному
и тому же экспоненциальному закону (с показателем
г(112)) в обоих случаях. Часто несцепленные локусы на-
зывают независимыми (отражая независимое расхождение
негомологичных хромосом в мейозе), однако поведение
коэффициента -О-;хг2 (который можно рассматривать как
ковариацию качественных признаков наличия-отсутствия
рассматриваемых аллелей в гамете) показывает, что соче-
тания аллелей различных несцепленных локусов в гаметах
коррелируют (при отсутствии равновесия), как и в слу-
чае сцепления.

При отсутствии рекомбинации-сегрегации, когда коэф-
фициент K1I2) равен нулю, из (1.1) следует, что частоты
гамет постоянны, как и в однолокусном случае. Если при
этом рассматривать различные типы гамет в качестве ал-
лелей, то получаем ситуацию, эквивалентную уже изуча-
емой однолокуспой. Поэтому далее будем полагать, что
такое жесткое сцепление для любой пары локусов от-
сутствует.

Коэффициенты неравновесности Di±i2 определяются,
согласно (1.3), для каждого из типов гамет. Однако не все
они независимы (например, как легко видеть, сумма •Di1t2

по первому или второму индексу равна нулю). В частно-
сти, если рассматривать два диаллельных локуса, то коэф-
фициенты неравновесностей у различных гамет могут от-
личаться лишь знаком. Действительно, для локусов с мно-
жественными аллелями концентрации последних можно
выразить через частоты гамет следующим образом: Pit —

= HiPiv=Pi1i2 + Pij; (аналогично,/?^). Здесь точкой

обозначен индекс, по которому производится суммирова-
н и е > Рг п ~ 2 Plik ~ маргинальная концентрация гаме-

ты, содержащей Г,-Й И не содержащей ?2-й аллели первого
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ы второго локусов соответственно. Тогда (1.3) можно пе-
реписать так:

Легко проверить, что - f l - r = - B n = / W - ^ £),• v

Если оба локуса диаллельны, то iv и iL (i2 и г2) пред-
ставляют собой индексы двух возможных аллелей соот-
ветствующих локусов (и, очевидно, дополнительная черта
над индексом, например it, означает индекс г\). Гаметы
с любыми индексами, отличающимися от ij2, получаются
в этом случае соответствующей расстановкой черточек
над индексами ij2, что может привести лишь к смене зна-
ка Dixx2. Поэтому, если обозначить через D значение D1U

то система (1.1) примет широко известную форму записи:

Pn = Pu-r(l\2)D, P» = Pie + r(l |2)Z?,

Р п = Р ч + г ( 1 \ 2) D , р'м - р й г - r ( \ \ 2 ) D ,

Таким образом, формально объединяя аллели одного ло-
куса для получения диаллельной системы, мы получаем
такой же вид уравнения относительно объединенных ча-
стот, как если бы локус действительно был диаллельным.

В случае множественных аллелей концентрация, на-
пример, р-r- относится к объединению гамет, не содержа-
щих i rii и £2-й аллели первого и второго локусов соот-
ветственно :р— — = 2 Ртгтг- Если по аналогии с (1.6)

ввести коэффициент неравновесное™ для пары гамет
{^2, ]\j\} но формуле

совпадающий с обычным (1.6) при диаллельных локусах,
то для множественных" аллелей имеем
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В модели с дискретным временем изменения частот
гамет описываются разностными уравнениями. Возникает
вопрос — когда эти разностные уравнения можно аппрок-
симировать дифференциальными? Если в качестве едини-
цы времени взять длительность поколения (Д£ = 1), то
(1.1) можно переписать следующим образом:

Л/ч, п -' - r f11
U = 1, Пи U = 1, п2.

Введем новый масштаб времени, полагая, что т =
При малых значениях коэффициента рекомбинации r(l12)
длительность жизни поколения в новой единице времени
весьма мала и процесс изменения частот гамет в этом
масштабе можно приближенно рассматривать как непре-
рывный, проходящий через точки, соответствующие скач-
кам времени Дт = К112Ш = ИИ2) (поскольку At = l).
При /4112) ->- 0 Дт ->• D и из (1.10) получаем

Др,- ,• dp- •

дт r(i|2W(T> dx ~ рЧ72 1\УЪ- U - 1 ^
Если дискретный процесс описывать ломаной, соединяю-
щей значения pij, в точках, кратных Дт, то она является
ломаной Эйлера для интегральной кривой уравнения
(1.11) и, как известно, сходится к последней при слабых
ограничениях па функцию Дрг^ при Дт ->• 0. В этом
смысле непрерывная модель (1.11) аппроксимирует дис-
кротпую (1.1). В прежнем масштабе времени имеем

Система (1.10) распадается, решение каждого лине11ного
(напомним, чпо Pix и р,-2—константы) дифференциального
уравнения имеет вид

Pi,it (t) - php<2 -I- охр {- г (11 2) t) Dh4 (0), (1.13)

и независимое сочетание аллелей в гаметах достигается
лишь асимптотически. Для коэффициента неравновесно-
спг получаем

Dhh (t) = exp {- г (112) t) Dh4 (0). (1.14)
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Таким образом, решения в непрерывной модели получа-
ются из решений для дискретной заменой [1 — K1I2)]' на
exp{-r(ll2)f>.

Заметим, что для не малых значений коэффициента
рекомбинации в общем случае аппроксимация разностных
уравнений дифференциальными некорректна. Однако
вблизи положений равновесия приращения Л р ^ малы и
сходными с приведенными выше рассуждениями можно
показать близость решений разностной и дифференциаль-
ной схем в окрестности равновесия. Другой путь демон-
страции этой близости изложен в § 2.17. Поэтому в об-
щем случае аппроксимация (1.12) удовлетворительна,
начиная с некоторого момента времени tn, когда значения
Dix%2 становятся малыми. Поскольку Dixi2 = 0 является
асимптотически устойчивым равновесием как (1.1), так
и (1.12), то аппроксимация (1.12) применима для любых
t>ta. Качественная картина динамики р^2 и А ^ в

дискретном времени отражается решением дифференци-
ального уравнения (1.12) на произвольном временном
промежутке.

§ 2. Непрерывные одно- и двулокусные модели
без отбора. Уравнения для численностей и частот,

быстрые и медленные переменные

Уравнение типа (1.12) можно получить непосредствен-
но из непрерывной модели, простейший вариант которой
предполагает отсутствие возрастной и половой структур
и непрерывность процессов рождения-смертности, как это
принято во многих экологических построениях. Такая мо-
дель имеет характерные особенности, отличающие ее от
ситуации с неперекрывающимися поколениями (и от ее
непрерывной аппроксимации). Специфические черты рас-
сматриваемой (изначала непрерывной) модели отчетливо
проявляются уже в однолокусном случае.

Для вывода уравнения обратимся сначала к динамике
численностей N{j генотипов AtAj. Из соображений удоб-
ства будем отличать их от генотипов AjAu При отсутствии
отбора интенсивность смертности т будет одной и той же
для всех генотипов. В коэффициент интенсивности т
можно включить зависимость смертности от численности
популяции N, генетической структуры р и времени, отра-
жающую регулирование численности (плотности) эколо-
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гпческими и прочими (негенетическими) факторами. Регу-
лирование численности может достигаться различными
способами — изменением смертности или рождаемости,
а также одновременно и тем и другим. В дальнейшем мы
будем полагать, что регулирование достигается путем за-
висимости интенсивности смертности от численности и
структуры популяций и времени t, описываемой функ-
цией m(N, p, t), тогда как интенсивность рождаемости Ь
равна константе. Количество особей с генотипами A;Aj
равно Npa, где рц — концентрация рассматриваемого гено-
типа в популяции. Скрещивание в популяции предполага-
ется случайным. Это означает, что каждая из Npi} особей
с генотипом AiA, скрещивается с особью, имеющей гено-
тип AkAh с вероятностью рм. Поэтому численность пар
{AiAj, AhAi) равна NpaPu, плодовитость пары не зависит
от генотипов партнеров и равна Ъ.

В этой эколого-генетической ситуации динамика чис-
ленностей генотипов описывается обыкновенным диффе-
ренциальным уравнением

~ - bN 2i PihPn — m (N, p, t) NpV]. (2.1)
ft,г

Отсюда для изменения численности популяции получаем
уравнение, не зависящее от генетической структуры:

dN/dt ='МЬ - m(N, p, /)]. (2.2)

Пользуясь соотношением рц= Шц/N) -- Йц/М — pui\/N,
получаем уравнения для конценрацпй генотипов:

dpij/dt = bpiPj — m(N, p, t)pa — pij[b — m(N, p, i)l =

рц), i, j = 1, n. (2.3)

Уравнения (2.2), (2.3) описывают динамику численности
и генетической структуры популяции, причем они отде-
ляются. Поэтому изменение генетической структуры в
простейшем случае можно изучать изолированно, абстра-
гируясь от экологических факторов (что тем по менее не
означает безграничного возрастания или убывания чис-
ленности, характерного для модели с постоянными скоро-
стями рождаемости-смертности, также приводящей к урав-
нениям (2.3)). При этом численность может достигать
некоторого уровня насыщения, например, по типу S-об-
рязной кривой.
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В (2.3) фигурируют концентрации аллелей Pi и ру.

^^jlH], Pj —2 Ра- Суммируя (2.3) по j и i, получаем
5 i5

dpjdt = dp/dt = О, i, j — 1, п. (2.4)

Известным решением (2.3), (2.4) будет

/>./*) - p.Pi + 1}Ь,(О) - № ] е - 6 ' , (2.5)

причем показатель неравновесное™ сочетаний однолокус-
ных гамет (аллелей) в генотипах D\j ~-~ p\j — PiPj изменя-
ется во времени очень просто:

D\j (t) = рц (t) - PiPj = D\j (0) e'bt. (2.6)

Таким образом, ужо в однолокусном случае отчетливо
видно выявленное еще П. Мораном следующее характер-
ное свойство непрерывной модели: в ней не выполняется
закон Харди — Вайпберга. Лишь при достижении равно-
весия концентрации генотипов равны произведениям ча-
стот слагающих их гамет. Нарушение случайности соче-
таний гамет объясняется постепенностью вымирания
особей: хотя частоты генотипов новорожденных удовлет-
воряют закону Харди — Вайнберга, в общей популяции
(взрослых особей и новорожденных) закон может не вы-
полняться.

Заметим, однако, что при больших значениях Ъ хар-
диево соотношение практически достигается очень быст-
ро, что позволяет надеяться на возможность выделения
быстрых переменных (быстрого времени) к. более сложных
ситуациях. Подчеркнем, что большое значение Ъ еще не
означает быстрый рост популяции, так как на смертность
га мы не накладываем никаких ограничений.

Теперь рассмотрим двулокусный случай. Обозначим
численности и концентрации генотипов А^ВцА^В^, обра-
зованных гаметами М^\^ и А^В^, через •^r(i1i2)(j1j2) и
P(i i \t' - соответственно, а через г = Hi 12) — коэффици-
ент рекомбинации между локусами. Уравнения динамики
численностей генотипов выводятся следующим образом.
За время At в популяции размера N умирает часть особей
tvmaAiJB^A^Bfo равная т (N, р, t) Np^ ^ A * + о (At).

В то же время в размножении (с точностью до o(At))
участвует ./VA£ особей (из которых iVp,{ { „ . ,.^t имеют
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генотип A^B^AjJSj^^ При размножении каждая особь
дает рекомбинированные и нерекомбинированные гаме-
ты в соотношении г к 1 — г, плодовитость всех пар равна
Ъ, численность пары с двумя конкретными генотипами
равна произведению N на частоты этих генотипов и на
At (с точностью до о(ЛШ. Устремляя At к нулю, полу-
чаем следующее дифференциальное уравнение:

OiWii2)

(2.7)

Здесь точками обозначены индексы, по которым произво-
дится суммирование. Переходя, как и ранее, к числен-
ности популяции и частотам генотипов, получим систему

(2.8)

х

/a = =

Как и прежде, уравнения для динамики генетической
структуры отделяются от уравнения для численности,
и их можно исследовать изолированно. Однако они слиш-
ком громоздки для изучения. Поэтому перейдем к новым
переменным: Pi = p.^ —концентрациям гамет А^В^
^Wu)(hh) — показателям случайности сочетаний гамет в
генотипах, аналогичным однолокусным D\j, И у^^ —коя-
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цептращтям генотипов, содержащих аллель /1^ в одной
гамете, а 5,2 — в другой:

( 2 " 9 )

ГА, ]h = 1, nk\ };=-- 1,2.

Далее предположил!, что b > г (что, вообще говоря, не оз-
начает тесного сцепления пли быстрого роста популяции).
Для простоты запишем, без ограничения общности, Ъг ~
~ г ~ е < 1 . Тогда, суммируя соответствующим образом
уравнения относительно р.г г ... . -а (2.8) и выделяя при

записи производной -O(1i1i2)(j1ia) в члене с сомножителем
(1 — г)2 единицу и О (г), получим следующую систему урав-
нений:

( 2

l l ; / l — l j reli г2> /2 — l i W 2>

где jô  и /л — концентрации ii-ro аллеля первого и i2-ro

аллеля второго локусов соответственно.
Из (2.10) видно, что переменные р{ { являются шед,-

ленными»,а jD1(i1i2)(i1j2)
 и У\ \ — «быстрыми», поскольку

Ъ > г. Грубо говоря, эволюция р г 1 г 2 происходит практиче-
ски при равновесных значениях быстрых переменных, ди-
намика которых описывается уравнениями, получаемыми
из (2.10) при е -*- 0:

dD\hh){hh)ldt = - bDlh

В (2.11) медленные переменные/^ ,. «заморожены» и рас-
сматриваются как параметры, определяющие равновесия
быстрых.
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Глобально устойчивыми равновесиями (2.11) будут
^(''lVK'i7'?) = ^ и У\ \. = Р\ Pi • Отсюда, согласно теореме
Тихонова, на конечном промежутке времени динамика
рг i аппроксимируется решением уравнения

dp. . /dt — br(p. p. — p. . ) = — brD. . ,

где Dî -g — коэффициент иеравтювесцости по сцепло-
нпю (1.3).

Формально это уравнение совпадает с (1.12), лишь
вместо /• стоит произведение br. Кроме того, при выводе
(2.12), в отличие от (1.12), не требуется, чтобы система
находилась вблизи равновесия или чтобы г было мало
(нужно лишь выполнение неравенства Ъ > г).

Далее мы неоднократно будем пользоваться уравне-
ниями для медленных переменных (частот гамет pL),
которые в более сложных ситуациях (например, с учетом
влияния отбора) не решаются явно, в отличие от (2.12).
В таких случаях нас будут интересовать равновесия pi
и их устойчивость, т. е. предельное поведение концентра-
ций гамет при t ->• °°. Поэтому важно знать, корректна ли
аппроксимация (2.12) на полубесконечном промежутке
времени 0 Ŝi t < °°. Будем использовать традиционные век-
торные обозначения: г — для быстрых переменных (D|j,
Yi) с соответствующей правой частью (2.10), F и у — для
медленных переменных р, с правой частью ef. Тогда ус-
ловия корректности аппроксимации динамики медленных
переменных уравнением (2.12) в нашем случае имеют сле-
дующий вид: собственные числа р» матрицы

ilMl-[lUlJFzri|Fy | ! (2.13)

(при у it), определяемом из (2.12), и z(yU), определяемом
как асимптотически устойчивое равновесие (2.11)) должны
удовлетворять неравенству R e p j < x < 0 , t^iT, °°). Здесь
Т — как угодно большое, по фиксированное число.

В случае системы (2.10) условие на матрицу (2.13)
легко проверяется, так как соответствующие производные
образуют блочные матрицы с нулевыми и диагональными
блоками констант с точностью до пренебрежимо малых
добавков.
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Решение (2.12): p^t) = Р^РЧ+ exp {- brt)Diih{Q>) и

p. . (t) —v p.? Jpi при t-+ °°, т. е. асимптотически сочетания

аллелей в гаметах независимы. Таким образом, в пределе
выполняется случайность сочетаний гамет в генотипах и
аллелей в гаметах, т. с. справедлив закон Хардп — Вайн-
берга в отношении двух локусов. При этом имеет место
следующая иерархия (соответствующая ситуации в моде-
ли с дискретным временем): сначала (и очень быстро)
достигаются хардиевы соотношения (точнее говоря, близ-
кие к ним квазиравновесные соотношения) по каждому
локусу в отдельности. Это происходит благодаря большой
интенсивности процессов рождаемости, приводящих при
панмиксии к случайному слиянию гамет в генотипах но-
ворожденных. Поэтому довольно быстро «обновленная»
популяция становится квазихардиевой по сочетаниям га-
мет. Далео, как и при аппроксимации дискретной модели,
процессы рекомбинации-сегрегации в «медленном» време-
ни «перетасовывают» аллели разных локусов в гаметах
и приводят к случайному объединению аллелей в них,
т. е. к закону Харди — Вайнберга по двум локусам одно-
временно. Возможность определения динамики частот
генотипов по частотам гамет позволяет по-прежнему рас-
сматривать в качестве пространства генетических состоя-
ний популяции пространство частот гамет 2.

§ 3. Формализация описания рекомбинации-сегрегации
в полнлокусыой системе с дискретным временем.

Уравнения динамики, равновесия

В качественном отношении ситуация в полилокусной
системе сходна с двулокусной: равновесия характеризу-
ются независимыми сочетаниями аллелей в гаметах, тра-
ектории сходятся к ним с экспоненциальной скоростью,
все траектории, начинающиеся из состояний с одинако-
выми частотами аллелей, имеют один и тот же предел.

Явный вид зависимостей концентраций гамет от вре-
мени определяется характером рекомбинаций, детермини-
руемых в общем случае одинарными, двойными, тройны-
ми и т. д. кроссинговерамп и количеством групп сцепле-
ния, приводящими к довольно сложным обменам генами
между гаметами в мейозе. Описать эти обмены для мно-
жества L = {1, 2, ..., /} локусов, как известно, можно с
помощью всевозможных разбиений /, на два класса U и V.
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Если осуществилось разбиение U\V, то после обмена
гаметы содержат U локусов одной из родительских гамет
и V локусов другой. Разные гаметы содержат U локусов
от разных родительских гамет, поэтому разбиение UW
следует рассматривать как неупорядоченное. На множе-
стве разбиений вероятности кроссинговеров и группы
сцепления задают распределение сцепления — некоторое
распределение вероятностей ir{U\V)}:

r (C7 |F)>0, S r(U\V) = l. (3.1)
u\v

Среди {r{U\V)} выделим элемент r{0\L), соответствующий
отсутствию обмена генами:

r(0|L) = l -

г д е R{L)= S r(U\V) ( 3 - 2 )

UIVU¥0L

есть «параметр неразбиения» множества L локусов.
Очевидно, рассмотренная выше вероятность рекомбина-

ции г(1| 2) для первого и второго локусов индуцируется
Z-локусным распределением сцепления и равна сумме
r(U\V) по всем разбиениям U\V таким, что первый локус
принадлежит множеству U, а второй — V. Вообще, как
легко проверить, если различать гаметы в отношении не-
которого подмножества L локусов, то индуцированное на
нем распределение сцепления вновь будет распределением
вероятностей (чем мы уже воспользовались при анализе
двулокусной ситуации).

Предположим, что распределение сцепления таково,
что возможны только £/|У-обмены локусами. Тогда i-я
гамета может появиться в результате f/lF-обмена между
Z-локусными гаметами, одна из которых содержит аллели
U, а вторая V локусов i-й гаметы, в остальном их гене-
тический состав произволен. Концентрации таких U- и
F-локусных гамет (объединяющих все Z-локусные гаметы,
несущие аллели U и V локусов i-й гаметы) обозначим
через Piv и piy. соответственно. Уравнения динамики в
этом случае будут таковы:

p[ = [l-r(U\ V)} Pi + r (U\V) P i i ; P i v =,

= Pi-r{U\V) (Pi - Plupiv) =--Pi-r(U\ V) D m v .
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Видно, что уравнения совпадают с двулокуснымн (1.1),
если всевозможные U- и F-локусные гаметы рассматривать,
как аллели двух локусов с коэффициентом рекомбинации
КС/IF). Поэтому в пределе при £-*-<» сочетания «алле-
лей» множеств U и V локусов в Z-локусных гаметах не-
зависимы, а коэффициент неравновесное™ D itu\v экс-
поненциально сходится к нулю.

В общем случае надо учитывать одновременно все ти-
пы обменов. Например, с помощью распределения сцеп-
ления уравнения динамики для случая различения гамет
по трем, скажем, первым локусам можно записать в сле-
дующем виде:

Phi2i3(t + 1) = [1 - Д (1, 2, 3 ) ] p W s ( * ) +

+ г (1 | 2, 3) P i j (t)Piii3(t) + r(2\l, 3 ) p h (t)phh (t) +

+ r(3\l,2)pis(t)piih(t), (3.3)

Если вспомнить, что pi- — константы, а концентрации
двулокусных гамет как функции времени известны из
(1.5), то видно, что система (3.3) распадается на отдель-
ные линейные неоднородные уравнения. Подстановка (1.5)
в (3.3) дает (ограничимся явной записью, например, сла-
гаемого с РГ2Г3, остальные выглядят аналогично)

PW, (* + 1) = [1 - * (1, 2, 3)1 pWa (t) +

+ г (112, 3) [phPi2Pi3 + PhDhi3 (0) (1 - г (11.2))(] + . . .

(3.4)

В полной записи (3.4) в степень t возводятся вероятности
неразбиения кроссинговером различных подмножеств по
два локуса множества всех трех локусов. Решение линей-
ного неоднородного разностного уравнения вида

Ъ + сс1* - (3.5)

выглядит, как известно, следующим образом:

y(t) = а'у(0) + Й - ^ - +
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В н а ш е м с л у ч а е а = 1 - й ( 1 , 2 , 3 ) , Пз ̂  [ 2 г ( . | - - ) ] х

Xpi^JuPiz = ^ (1, 2, 3) p^pij}^, en d принимают три зна-
чения в соответствии с типом кроссишовера. Например,
для разбиения II2,3 с = г (11 2, 3) PiJ)^ (0), вероятность
нераябпения кроссинговером двух (2 и 3) локусов d —
- И - r ( 2 | 3 ) - l - r ( 2 | l , 3 ) - - r ( 3 | 1 , 2 ) - 1 ~ Ж 1 , 2, 3 ) f
+ r ( l | 2 , 3), откуда d — a = r ( l | 2 , 3). Каждому из трех
значении (с, d) в решении (3.4) соответствует слагаемое.
типа фигурирующего в (3.6), откуда

W3 (°) - PhPhPh ~ 2 P.Z?.. (0)] Ц - Л (1, 2, 3)]',

(3.7)

Здесь и выше суммирование производится по всем разби-
ениям .1.. тройки локусов па один и дна, р — концентра-
ция соответствующего аллеля одного (в разбиении) локу-
са, Д.(0) — начальное значение коэффициента неравновес-
ности данных аллелей двух других локусов, Ж..) = H.I.) —
коэффициент рекомбинации (и одновременно параметр
перазбпения) этих локусов, Л(1,2,3) — параметр неразби-
ения всей тройки, а 1—Ж )—вероятность неразбиения
кроссииговером соответствующего множества.

Из (1.5) и (3.7) видно, что частоты гамет как функции
времени представляют собой сумму константы с линейной
комбинацией степеней вероятностей неразбиения различ-
ных подмножеств рассматриваемого множества локусов.
Константа равна произведению (начальных) частот со-
ставляющих гамету аллелей. Отсюда следует экспоненци-
альная сходимость частот гамет к равновесным значени-
ям, характеризуемым независимыми сочетаниями аллелей
при любом (нежестком) распределении сцепления.

Заметим, что если некоторое подмножество локусов К
принадлежит подмножеству М, то справедливо неравен-
ство R(K) =S ЯШ). Действительно, поскольку R{K) равно
сумме вероятностей всевозможных (не содержащих пустое
подмножество) разбиений рассматриваемого множества,
то каждому слагаемому соответствует равный вклад в
ЯШ), но в этот параметр входит, кроме того, например,
r{K\M\K) S* 0. Поэтому асимптотическая скорость дости-
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жения равновесия равна зпачепию наибольшего из пара-
метров неразбиения различных пар локусов.

Осуществленные нами переходы в анализе поведения
частот гамет от одного к двум и далее трем локусам на-
талкивают на мысль о применении индукции, как ото бы-
ло сделано с помощью генетических алгебр Ю. И. Люби-
чем, полностью решившим задачу явного определения
динамики частот гамет в полилокусной дискретной мо-
дели. •

Предположим, что частоты гамет, классифицируемых
по произвольному подмножеству K<=L локусов, предста-
вимы как функции времени t в виде суммы константы
(равной произведению частот аллелей, входящих в К-ло-
кусную гамету) с линейной комбинацией всевозможных
произведений вероятностей неразбиения кроссинговером
различных непересекающихся подмножеств К, возведен-
ных в степень t. Очевидно, концентрация Pi ~Pi1,..il

i-й Z-локусной гаметы среди всех гамет, не подвергнувших-
ся обмену, не меняется (этому событию соответствует па-
раметр R(D). Если же рекомбинации и сегрегация
разобьют L на подмножества U и V, то i-я гамета может
появиться в результате r/lF-обмена между U- и F-локус-'
ными гаметами (содержащими подмножества U и V генов
i-й гаметы соответственно, а в остальном, как Z-локустшо
гаметы, произвольных), концентрации которых были обо-
значены через р{и и piy. При случайном скрещивании
вероятность такого события равна г(U\V)р^р^
уравнения динамики имеют следующий вид:

ix = 1, пх; ...; ц = \,щ. (3.8)

Систему (3.8) для частот Z-локуспых гамет можно пе-

реписать, учитывая равенство R (L) — 2 г (С/IF):

- 2 r(U\V)DitVlY,
VlVU^0L

^TTni, (3.9)

где коэффициент U\ V неравновесностп есть

(ЗЛО)
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Если возможен только один тип t/lF-обмена, то (3.9) со-
ответствует двулокусной ситуации, общий случай получа-
ется как бы суммированием «двулокусных».

Так же, как в двулокусном случае, C/lF-неравновес-
лость (3.10) можно переписать, по аналогии с (1.6), через
концентрации Z-локусных гамет (напомним, что индекса-
ция неупорядочена, т. е. pt = Pi~iy = Piviu)'-

-^, (3.11)

где по-прежнему черта над индексом, например iD-, озна-
чает, что он не принимает значений i^ среди U локусов.
Фактически это значит, что индексируется объединение
гамет:р4 г = 2 Piuiv'Продолжая аналогию с двуло-

U v J J ^ V
кусной ситуацией, введем U\ F-коэффициенты неравповес-
ности для пары гамет 0, j):

Тогда
Di.v\v = S DU},v\v = Pi — PiuPiy (3.12a)

Заметим, что суммирование уравнений (3.8) по како-
му-либо собственному подмножеству значений индекса г,-,
/ e i (что соответствует формальному объединению под-
множества аллелей /-го локуса (/ может быть и векторным
индексом, обозначая номера ряда локусов) в один), при-
водит к уравнениям того же вида относительно частот
гамет с объединенными аллелями. Аналогичную картину
мы наблюдали в двулокусном случае — см. (1.6), (1.7).
Суммируя уравнения (3.8) по всем индексам i2... ih по-
лучим, что Pit — р^; суммируя по индексам i3.. .it, при-
дем к уравнениям для двулокусных гамет, и т. д. Таким
образом, можно было бы сначала записать систему для
Z-локусных гамет, а затем из нее получать уравнения для
fc-локусного случая {к<1).

Если расписать значения/?^ и Piv через суммы кон-
центраций Z-локусных гамет, то правая часть (3.8) будет
представлять собой квадратичную функцию этих частот.
При подстановке же известных, по предположению ин-
дукции, значений . р ^ и р ^ , как функций времени, си-
стема (3.8) распадается на отдельные линейные неодно-
родные уравнения.
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Решение этих уравнений можно записать в виде

|
n=o

- R (L)]*-1-^ (») piv (n) = [1 - R (L)f L (0) +

») f* - * w ] 4 (ЗЛЗ)

Константа в произведении PivPiv для любого разбие-
ния U\ V равна произведению констант в разложении

и Piv, равному, по предположению индукции,

ШиР1>)[5г
т. е. произведению входящих в i-ю Z-локусную гамету ал-
лелей. Коэффициент при нем будет равен rWW). Сум-
мируя по всем разбиениям U\V и учитывая, что

2 r(U\V) — R (L), после суммирования по п полу-
чаем константу в разложении pi(t), равную произведе-
нию концентраций входящих в гамету аллелей.

По предположению индукции, в разложение р^и (п)
входит, кроме константы, линейная комбинация всевоз-
можных произведений вероятностей неразбиения различ-
ных непересекающихся подмножеств U в степени п. При
умножении ее на разложение Piv(n) мы вновь получим
линейную комбинацию произведения вероятностей нераз-

биения {1 — R(Ki)} непересекающихся подмножеств {Кг)

уже всего множества L в степени ^ : ^к 1 | . . лк 5 =
я

= I J [ 1 — R(Kj)]n. Подстановка различных ^xx|...|xs B

5 = 1
(3.13) дает (опуская константы) слагаемые типа

i-l
г л П / T \ i l — 1 ^С^ f i It А ТУ ( 7' \"M ^

[1 — XI \Li)\ ^j |Ах 1 | ... |К /L J- — ^ К*-1)! \ —
п=0

= [1 — R {L)fl[^Kx\...\Ks —1 + R (Щ -
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Поэтому выражение (3.13) зависимости копнен граций
/-локусных гамет от времени МОЖНО записать как

Pi{t) = П рч + 2 CKi}...]Kjl [1 -П(К))]\ (3.14)

где константы CKI|...|K-S зависят только от начального со-
стояния и распределения сцепления.

Явный вид констант CK1\...\KS (ДОВОЛЬНО громоздких),
полученный Ю. И. Лгобичем, можно определить по ин-
дукции, однако мы этого делать не будем, ограничиваясь
результатом (3.14). Заметим только, что возможен еще
такой «вырожденный» случай (устранить который можно
малым шевелением параметров распределения сцепления),
когда l~-R{L) совпадает с каким-либо значением^х1|...(к-
Тогда в разложении Pi (t) будет фигурировать член, со-
держащий произведение типа t[\. — R{L)V. Если подобная
ситуация встречалась и ранее, то появится произведение
многочлена от t на [1— R(L)]'.

Итак, для любого нежесткого распределения сцепления
частоты гамет в невырожденном случае экспоненциально
сходятся к равновесным значениям, характеризуемым
случайным сочетанием аллелей в гаметах. Многообразие
равновесных состояний не зависит от распределения сцеп-
ления. Его размерность гораздо меньше, чем у простран-
ства частот гамет 2, и равна общему числу аллелей без
числа локусов.

Рассматривая вопрос об аппроксимации разностных
уравнений динамики частот полилокусных гамет диффе-
ренциальными, перепишем (3.8), принимая в качестве
единицы времени длительность поколения (Д£ = 1), в сле-
дующем виде:

K 2 .^/

Проводя рассуждения, аналогичные сделанным при ана-
лизе двулокусной ситуации, получим, что вблизи ИОЛОЖР-
нип равновесия цлп при >|.:;чы\ значениях параметров рас-
пределения сцепления rWW) уравнения (3.15) аппрокси-
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М Т Т р у Г О Т О Я A I K J - X j ' U ' p i ' l f U i U l . T f . l l h l X i l j

UP: : % *• • • "
' I • • I v I' i / j

d t U\V,U •: ,L

ix --= 1, щ; . . . ; U = i

если время пзм-'рят ь к поколениях.
Вид решении (ЗЛО определяется по индукции, как п к

схеме с разностными уравнениями, п отличается от 13.И)
заменой 11 — R(Kj)]' на охр {— R(Kt)t}, а частоты гамет
по-прежнему равновесны тогда и только тогда, когда олл
равны произведениям слагающих их аллелей.

§ 4. Модель рекомбинации-сегрегации в полилокусной
глсте.че с пепрсрыпиым временем

Если рассматривать но непрерывную аппроксимацию
дискретной модели, а популяцию без возрастной струк-
туры с одновременно идущими процессами размножения
и смертности, как это делается в экологических моделях,
то мы также получим уравнения тина (3.14). Сначала за-
метим, что при гипотезе натшкепц уравнения динамики
числепностеп генотипов (ср. с (2.7)) записываются так:

'• (f/ I T') I P(lu-)(iv)\ - m(N, p, 0 NpUi,

Здесь точками ооозначепы (векторные) индексы, по кото-
рым производится суммирование. Уравнения для числен-
ности Л' и частот pij генотипов, учитывая равенство

2] r(U\V), выглядят так:

X

<F2pi. - _X [ 2 Pj. - 2 '' (f71T/) 2 (Pj. - P(jc;)( jv.))
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Уравнения для частот не зависят от чпслеипости, одна-
ко они слишком сложны. Поэтому перейдем к новым пе-
ременным: частотам гамет pi с аллелями Aj., / = 1, /,

показателям неслучайности сочетаний гамет D\$ В гено-
типах {i, j} и концентрациям yiviY генотипов, содержащих
аллели А^, / е U, в одной гамете, а аллели А:к, / c e F , -
в другой:

где суммирование в выражении для yiviv производится
по всевозможным «хвостам» гамет. Предполагая, что

Ъ > max r (U | V) = г,
ЩУифЬ

запишем, без ограничения общности, ri.U\V) ~ e для всех
нетривиальных разбиений U\V. Суммируя соответствую-
щим образом уравнения (4.2), получаем при условии
Ъг ~ е:

lL

_ [/tA)

где fjy и Piv — концентрации отвечающих i U- и У-ло-
кусных гамет.

Согласно (4.4) переменные р^ являются «медленными»,
а остальные — «быстрыми». При «замороженных» медлен-
ных переменных глобально устойчивыми равновесиями
быстрых при е -*• 0 будут -Djj = 0 и У\ц1у = PiuPiy, что
означает случайность сочетаний гамет и подмножеств
аллелей в генотипах в полном соответствии с двулокус-
ной ситуацией § 2. Согласно теореме Тихонова, на конеч-
ном промежутке времени динамика Pi аппроксимируется
решением первого уравнения (4.4), в котором полагаем,
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ЧТО yi(Jiv ?=

2 r(U\V)D,,ulv,
U\V,U=£(Z,L (4.5)

ix = 1, ni, ...\ii = i, щ,

где Dijuv — Pi -- PijjP' v уже определялись n (3.10) при
анализе дискретной модели.

Если опустить сомножитель Ь, то уравнение (4.5) сов-
падает с уравнением непрерывной аппроксимации дис-
кретной модели (3.16), но при выводе мы не делали обре-
менительного предположения о сильном сцеплении, исклю-
чающем, например, такие биологически важные ситу-
ации, когда некоторые из рассматриваемых локусов
несцеплепы, или о близости состояния к положению
равновесия.

Суммируя уравнения (4.5) по индексам ь, . . . , к, по-
лучаем, что pii = 0, т. е. частоты аллелей постоянны.
Если брать сумму по всем индексам, кроме двух первых,
то получим уравнение (2.12) для частоты двулокуспой
гаметы, которое является линейным при известных (из
предыдущего шага) значениях р%х и р-^. Предположим те-
перь, что концентрации U- и У-локусных гамет равны
сумме константы (равной произведению частот аллелей
U(V) локусов рассматриваемой гаметы) с линейной ком-
бинацией экспонент, показатели которых равны произве-
дениям времени на всевозможные суммы параметров не-
разбиения непересекающихся подмножеств U(V) локусов.
Тогда аналогичное разложение справедливо в грубом слу-
чае и для /-локусных гамет.

Действительно, при подстановке Piv и Piv, как функ-
ций времени, система (4.5) распадается на отдельные ли-
нейные неоднородные уравнения.

Решение этих уравнений можно записать в виде

X 2 r(U\V) j P i u (s) Piv(s) ehR(L)sds f P i (0) .

Константа в произведении PivPiv для любого разбиения
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U\V, очевидно, равна произведению входящих в i-ro Z-ло-
куспую гомету аллелей. Коэффициент при нем будет ра-
вен r(UW), Суммируя по всем разбиениям U\V и учиты-
вая, что 2 г (U\V) = R(L), после интегрирования

получаем константу в разложении р\, равную, как и ожи-
далось, произведению концентраций входящих в рассмат-
риваемую гамету аллелей.

При перемножении линейной комбинации экспонент в
разложении J9iy (с показателями, равными произведениям
времени на всевозможные суммы параметров R неразбие-
ния различных непересекающихся подмножеств U) на
Piv мы вновь получаем линейную комбинацию экспонент.
Поэтому после интегрирования в разложения частот Z-ло-
кусных гамет экспоненты войдут с показателями, опре-
деляемыми суммами параметров неразбыенпя непересека-
ющихся подмножеств уже всех L локусов, как п предпо-
лагалось индукцией. Отсюда асимптотическое поведение
в непрерывной модели отличается от динамики в дискрет-
ном случае заменой вероятностей неразбиения подмно-
жеств Кг множества L, т. е. 1 — R(Kt), на cxp{—bR{K()}
в соответствующем решении.

Для системы (4.5) можно найти различные функции,
монотонно изменяющиеся на траекториях. Простейший
из них является двулокусный коэффициент неравновесно-
сти по сцеплению (4.3), относительная скорость изменения
которого постоянна. Можно построить аналогичные функ-
ции, зависящие от частот трехлокусных гамет и т. д.,
выглядящие весьма сложно уже для небольшого числа
локусов. Поэтому динамику генетической структуры по-
пуляции лучше отражает более простая и легко интер-
претируемая характеристика, какой является энтропия,
монотонно увеличивающаяся с течением времени. Хотя
скорость ее изменения и не постоянна, она привлека-
тельна тем, что определяет статистическое разнообразие
генетического состава популяции. В более общей ситуа-
ции монотонность изменений энтропии отмечена Л. А. Ку-
ном и Ю. II. Любичем. Энтропия распределения частот
гамет определяется как

Н-•- S/ ' i lnPi- (4.6)
i

Дифференцируя // по времени и рассматривая все частоты
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как независимые, получим, с учетом (4.5);

= — Ь-

(4.7)

Здесь мы опустили единицу у 1 + In j>. (поскольку сумма

по i правых частей (4.5) равна нулю в силу тождества

2 P i = 1)и учли, что для двух распределений {Pi}, {qi =

= PijjPiy] значение — 2 Qi In p. максимально npapi == qi.
i

В пределе сочетания аллелей различных локусов в га-
метах независимы и (максимальная) энтропия частот га-
мет будет равна сумме аллельных энтропии по каждому
локусу:

/ "k

И'--• 2 S Pihlnpih,

где pih — концентрация i-ro аллсля к го локуса.

§ 5. Аддитивность взаимодействия отбора
и рекомбинации-сегрегации в полилокусных моделях,

описываемых дифференциальными уравнениями

Отбор и процессы рекомбинации-сегрегации происхо-
дят на различных этапах жизненного цикла. Поэтому в
модели, описываемой дифференциальными уравнениями,
скорость изменения частот гамет в результате совместно-
го действия этих факторов равна сумме скоростей, соот-
ветствующих влиянию каждого фактора в отдельности.
Например, если рассматривать непрерывный вариант как
аппроксимацию дискретного, то следует предполагать ма-
лое влияние отбора и рекомбинаций за поколение. Пусть
приращение вектора частот гамет р под действием отбора
описывается функцией А„(р) = ef,,(p) (или efit(p)Aif, если
длительность поколения /А/ взять в качестве единицы вре-
мени), а под действием рекомбинации — Ал(р) = efE(p)Af.
Тогда разностное уравнение динамики вектора частот га-
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мет имеет следующий вид (штрих означает, что величина
относится к следующему поколению):

р ' = р + ef и(р) At + ef л[р + eiw(-p)At]At =

= р + eUp)Ai + BfH(p)Ai •+ o(e2At2). (5.1)

Вводя, как и ранее, новый масштаб времени х = £t,
получим, что продолжительность жизни поколения в но-
вой единице весьма мала, процесс изменения частот гамет
в этом времени приближенно можно рассматривать как
непрерывный и при е -> 0 из (5.1) получаем, предполагая
функции f достаточно хорошими, что

dp/dT = U p ) + ffi(p). (5.2).

Точно к такому же уравнению мы пришли бы, если ре-
комбинация предшествовала бы отбору. Поэтому в моде-
ли с непрерывным временем порядок действия факторов
не имеет значения и в функции im{iR) не входят парамет-
ры, определяющие сегрегацию (отбор). В масштабе, где
единицей времени является поколение, непрерывная ап-
проксимация (5.2) принимает традиционный вид:

А„(р) + Дл(р). (5.3)

Малость смещений А(р), используемая при выводе ап-
проксимации (5.3), можно биологически интерпретировать
слабостью отбора и тесным сцеплением или близостью
состояний к положению равновесия.

Уравнение типа (5.3) можно получить и непосред-
ственно из непрерывной модели, рассматриваемый вариант
которой подразумевает отсутствие возрастной структуры
(например, предполагая ее быструю квазистабилизацию)
и одновременность процессов рождения и гибели. Грубо
говоря, эти предположения означают, что мы изучаем
процесс в такой временной шкале, где длительность по-
коления и влияние за этот промежуток времени на гене-
тическую структуру динамики возрастного распределения,
рождаемости н смертности малы, что сближает модель
с дискретным вариантом.

Динамика генетической структуры без учета возраста
определяется отбором и рекомбинацией-сегрегацией. Во-
обще говоря, процессы рекомбинации-сегрегации сочета-
ются во времени с одним из компонентов отбора — диф-
ференциальной плодовитостью. Учет дифференциальной
плодовитости даже при анализе генетической структуры
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популяции на уровне одного локуса приводит (за исклю-
чением простейших случаев мультипликативного и адди-
тивного влияния особей скрещивающейся пары на ее пло-
довитость) к более сложным, чем классические, уравне-
ниям динамики. Вот почему далее мы, в сущности, огра-
ничимся анализом одного компонента отбора, а именно —
отбора по жизнеспособности. Формально эту ситуацию
можно интерпретировать как такую плодовитость скрещи-
вающихся пар, которая не зависит от генетической кон-
ституции особей.

В этом случае уравнения динамики численностей ге-
нотипов имеют вид

dNu/dt = - тц (N, р, t) Nti + Ь7ц.п (N), (5.4)

где функция /ij,R отражает скорость изменения числен-
ности {i, j)-ro генотипа (она фигурирует в уравнении
(4.1)) в результате рекомбинации-сегрегации, a m^lN, p, t) —
в результате (дифференциальной) смертности. Если пе-
рейти к частотам генотипов р, то в векторной форме

dp/dt = L + b¥R, (5.5)

где функция L отражает влияние дифференциальной
смертности (отбора), как если бы формально изучалась
однолокусная структура (рекомбинация отсутствовала),
а функция fH соответствует влиянию рекомбинации (при
отсутствии отбора и смертности вообще). В итоге, как и
при аппроксимации дискретной модели, производные кон-
центрации генотипов равны сумме скоростей изменений
концентраций из-за отбора и процессов рекомбинации-
сегрегации (в отдельности) как функций (одного и того
же) текущего значения концентраций р.

Для получения явного вида функций, фигурирующих
в правой части уравнений (5.2), (5.3), схема изложения
будет следующей. Сначала рассмотрим дискретную мо-
дель популяции с неперекрывающимися поколениями,
для которой выпишем функции Аш(р) и Ая(р) (для много-
локусной ситуации). Затем в предположении слабости от-
бора (различия приспособленностей порядка Б) И тесного
сцепления (r(U\V) порядка е) модифицируем функции
А„ ц Ав, записывая их с точностью до членов порядка
о(е), и приведем дифференциальные уравнения, аппрок-
симирующие динамику в дискретной модели. Для (нэпа-
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чала) непрерывной модели перейдем от уравнений для
генотипов к уравнениям для гамет. При этом характер-
ным отличием от непрерывной аппроксимации случая с
неперекрывающимися поколениями будет нарушение слу-
чайности сочетаний гамет в генотипах. Однако в предпо-
ложении слабости влияния систематических факторов
быстро достигается квазипанмиктическая ситуация с близ-
ким к случайному характером слияния гамет. При этом
асимптотически уравнения динамики для частот гамет,
в сущности, совпадают с уравнениями непрерывной ап-
проксимации дискретной модели.

§ 6. Описание отбора зигот и гамет в модели
с дискретным временем и ее непрерывной

аппроксимации

При отсутствии рекомбинации полилокусная модель
формально укладывается в рамки уравнений, описываю-
щих однолокусную ситуацию, где роль аллелей играют
полилокусные гаметы. В дискретном случае частоты таких
«аллелей» pt удовлетворяют разностному уравнению (см.
§ 2.16)

&Pi = Pi 2 PiVvL^i PiPi wv — Pi = Pi -~;—. (G-!)

I
где Wi — приспособленность 1-го аллеля, a w — средняя
приспособленность популяции.

Уравнения (6.1) обычно анализируются в предположе-
нии равенства приспособленностей и)ц неотрицательным
константам. В этом случае средняя приспособленность
равна отношению числешюстей популяции в смежных
поколениях, т. е. играет важную роль в эволюции по-
пуляции.

Обратим внимание на то, что уравнения (6.1) не изме-
нятся, если все гиц умножить на одну и ту же функцию
(например, от численности популяции, частот аллелей и
времени), т. Р. сделать приспособленности переменными.
Поэтому из (6.1) w определяется лишь с точностью до
множителя (хотя по численностям аллелей находится од-
нозначно). Этот множитель может отражать (например,
когда он зависит лишь от размера популяции по одной из
формул, приведенных в работе Мая и Остера) недиф-
ференциальное давление внешних факторов, не завися-
щее от генетической структуры.
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Для такого рода переменных прпспособлеппостей
уравнения для общей численности популяции и частот
аллелей отделяются. Динамику последних ложно изучать
изолированно, абстрагируясь от экологических факторов.
При этом для изменения численности популяции можно
строить модели, согласующиеся с экспериментальными
данными, где отсутствует -экспоненциальный безгранич-
ный или затухающий рост (характерный для модели с
постоянными лрпспособлешюетямн), а также модели с
экзотическим, например, хаотическим поведением чис-
ленности.

В то же время для анализа генетической структуры
остаются верны относительно простые уравнения (6.1),
где приспособленности можно считать константами. Этим,
возможно, объясняется столь распространенный изолиро-
ванный анализ динамики генетической структуры, так
как в простейшем случае ее допустимо изучать незави-
симо от экологических воздействий на численность по-
пуляции.

Таким образом, если рассматривать уравнения (6.1)
как часть более реалистических моделей, учитывающих
экологические воздействия, то среднюю приспособлен-
ность, определяемую в предположении равенства при-
способленностей генотипов константам, уже нельзя ин-
терпретировать как отношение размеров популяции в со-
средних поколениях. Однако по-прежнему она влияет на
скорость роста численности — при прочих равных услови-
ях скорость прямо пропорциональна средней приспособ-
ленности.

Коэффициенты приспособленности и,н, в (6.1) предпо-
лагаются симметричными. Результаты по изучению дина-
мики и статики частот аллелей и связанных с ними полу-
ляционных характеристик существенно используют сим-
метрию приспособленностей. Одним из выводов этих
исследований является следующий: под действием отбора
при случайном скрещивании средняя приспособленность
популяции возрастает (фундаментальная теорема есте-
ственного отбора Фишера). С использованием выражения
для скорости возрастания средней приспособленности по-
казано, что при любых постоянных неотрицательных зна-
чениях ivy популяция приходит к состоянию равновесия —
важный для популяционной генетики вывод.

Введение, помимо отбора генотипов, фактора отбора
гамет с помощью коэффициентов v{, отражающих интен-
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сттвность элиминации аллелей i-то типа, приводит к соот-
ношениям для частот аллелей типа (6.1), но (теперь уже
обобщенные) коэффициенты приспособленностей будут в
общем случае несимметричными. Оказалось, что при этом
и поведение ряда популяционных характеристик станет
иным. Например, средняя приспособленность уже не обя-
зана возрастать с течением времени. Условия устойчиво-
сти положений равновесия также выглядят иначе, т. о.
требуются дополнительные1 усилия для анализа этой
модели.

Покажем, что выбором момента времени, в который
рассматриваются генные частоты в популяции, схему с от-
бором гамет можно свести к обычному симметричному
случаю.

Если pi — частоты аллелей в начале поколения, то при
случайном скрещивании численности генотипов {у} в этот
момент пропорциональны (с учетом порядка аллелей) р$,.
В результате действия отбора генотипов, задаваемого ко-
эффициентами приспособленностей Юц (юй- = №,ч), в конце
поколения генотипические численности уже будут про-
порциональны piPjWij. Далее следует учитывать (плодови-
тость предполагаем недифференциальной) процессы сегре-
гации и дифференциального переживания гамет. Пусть
интенсивность изменения частот аллелей в результате
отбора гамет можно описать коэффициентами v{, пропор-
ционально которым изменяются численности аллелей.
Тогда, как показал В. Л. Ратнер,

Pi =^i
i

или
ри + 1 = D (Pn) VWpn/(e, D (Pn) VWpn). (6.1a)

Здесь нижняя формула записана в векторно-матричном
виде; Gij = w^vi, G — 2 PiPjWijVi = (e, D (p) VWp) назва-

i
на обобщенной приспособленностью и играет в (6.1а)
роль нормировочного множителя, чтобы сумма новых ча-
стот аллелей равнялась единице; D(p) и V — диагональ-
ные матрицы с элементами pi и v{ на диагоналях соответ-
ственно; р — вектор частот аллелей с координатами /),;
W — матрица приспособленностей: w{j; e — вектор с еди-
ничными координатами; индекс п — номер поколения.

Напомним, что в (6.1а) в качестве основных характе-
ристик генетической структуры были взяты частоты ал-
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лелей pi в популяции в начале поколения, т. е. до дей-
ствия отбора. Можно в качестве основных характеристик
генетической структуры взять частоты аллелей (которые
обозначим через х%) в популяции после действия отбора.
Процесс менделевской сегрегации при образовании одно-
локусных гамет не изменяет частоты xt, а под действием
отбора гамет они станут пропорциональны xtVi. Далее
следует процесс случайного скрещивания, частоты гено-
типов {£/} станут пропорциональны ж^а;^ в начале сле-
дующего поколения, а после действия отбора — х&хХр^иэц.
Поэтому

Таким образом, для динамики xt ситуация эквивалентна
обычному случаю без отбора гамет, если приспособлен-
ности генотипов Uj) положить равными ViWijV; и симмет-
ричными.

Справедливость сделанных выводов можно подтвер-
дить формальным доказательством, которое опирается
лишь на уравнение (6.1а), не обращаясь к генетическим
механизмам, использовавшимся при его выводе. Тем са-
мым подобного рода зависимости можно сводить к изучен-
ным независимо от конкретной природы рассматриваемых
явлений и возможности интерпретации переменных хи

Сделаем замену переменных (ее генетический смысл
состоит в обратном переходе от начала следующего поко-
ления к частотам аллелей в конце предыдущего (п-го)):

x^V-V+^e.V-W)- (0.2)

Из уравнения (6.2) следует, что р п + 1 удовлетворяет ра-
венству

( V ^ ^ (6.2а)

Обратное преобразование имеет вид

pH + 1 = Vxn/(e, VxJ. (6.26)

Подставим в (6.1а) значение р„.и в форме (6.2а), а значе-
ние р„ в форме (6.26):

(е V - p + ) Vx D ( V ) J

(e, D (pn) V\Vpn) (e,Vxn)

(6.3)
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Заметим, что D(Vx) = VD(x). Скалярное произведение,
фигурирующее в уравнении (6.3) в виде сомножителя
слева, можно переписать, подставляя значения p,,+t из
(6.1а) и заменяя р„ в соответствии с (6.26):

. _1
Ъ~, 1> ( Р „ )
, | Г 1 УР

- - ( e > D ( x " - " • • • " " - " — . (6.4)

(e,Vxn_1)
2(e,D(pn)VWPn)

Здесь нижний индекс у р п х обозначает номер поколения.
Предполагается, что все Vi=f=0, поэтому матрица V непы-
рождена. Умножив обе части уравнения (6.3) на V "' сле-
ва и разделив па обе части (0.4), получим

х - _
А " " " ( e ;

Уравнение (6.5) полностью соответствует динамике
генных частот х с симметричной матрицей приспособлен-
ностей VWV. Все результаты, известные для этого случая,
можно переписать в терминах р, пользуясь заменой (6.2).
В частности, с течением времени на траекториях не убы-
вает функция F — (х, VWVx), имеющая биологический
смысл сродней- приспособленности популяции на стадии
после действия отбора, или, в переменных р (пользуясь
(6.2)),

Она определяет адантппную топографию системы (0.1а),'
достигает максимума (который обозначим через V*) г, ус-
тойчивой стационарной точке системы, и для исследова-
ния устойчивости в качестве функции Ляпунова можно
взять функцию F* — F(p).

Доказательство монотонности F в дискретном случав
громоздко. Приведем простое доказательство при аппрок-
симации разностной схемы (6.1а) системой обыкновенных
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дифференциальных уравнений. Пусть

3 г,]

G = 2 2 РгРргЩ,-
i 3

Тогда

djyjdl = Pi (vie, -С), i = 1, 2, . . . (6.6)

Здесь тгадокс ? относится к номеру аллоля. Далее,

OF __ _д_\ I/' Pj \ 2 1 2">Г 2ш
dp- dp- I I -fcJ ;

1. I \ i

2u>

Очевидно, что знак dF/dt совпадает со знаком выражения
в квадратных скобках. Заметим, что по неравенству Ко-
пти — Буняковского

u>* = (1jPiU>iY --=
W I

2т-)(2л-^)- (6-7)
1 J \. } 3 I V 3 I

Поэтому dF/dt 5 s 0. Равенство в уравнении (0.7) дости-
гается па пропорциональных векторах, т. е. когда
VpjVjWj =-- а VPjlVj, / — 1 , 2 , . . . Отсюда для любого /
выполняется равенство VjWj = а. Значит, а = G. Из урав-
нения (6.6) следует, что если v^w, = G, то р, = 0. Таким
образом, F монотонно возрастает иа траекториях (6.6)
и постоянна лишь в точках покоя этой системы.

Обоснуем использованную в (6.6) аппроксимацию раз-
ностного уравнения дифференциальным. Она, как уже
неоднократно упоминалось, корректна, например, при сла-
бом влиянии систематических факторов (в данном случае
отбора генотипов и гамет). Поэтому запишем коэффици-
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енты обобщенных приспособленностей в виде (напомина-
ем, что все G,j можно писать с точностью до умножения
на одну и ту же величину) Gy = 1 — eg«. Тогда из (6.1а)
следует

APi = Pi - =; ^ =
1 - е 2, р^ец

- Щ (g—gi)(l + eg) + о 00 -= *Pi(g - Sd -i о (е).

Здесь gi и g — приспособленности £-го аллеля и популя-
ции, определенные по коэффициентам «приспособлен-
ности» gij. Поскольку e(g — gi) = G{ — G = ViWi — G, то,
пренебрегая членом о(е), согласно (5.3) имеем

dpt/dt = pi(v,Wi — Gi), i = 1, 2, ...,

т. е. уравнение (6.G).
Если же мы аппроксимируем систему (6.1), предпола-

гая, что wц = 1 — гпц, тц ~ е, то соответствующим уравне-
нием будет

dpjdt — pi(Wi — w) — рЛт — nit),

Wtj = Wj{, i, / = 1, 2, . . . (6 .8)

Далее мы увидим, что коэффициенты тпц аналогичны
мальтузианским параметрам приспособленностей в моде-
лях о непрерывным временем.

Иногда при аппроксимации разностной схемы диф-
ференциальной в выражении Аю не делается предельный
переход по е с точностью до о(е). Тогда вместо (6.6) ис-
пользуют уравнения

dPi/dt = Pi(Gi — G)/G, £ - - = 1 , 2 , . . . (6.9)

Правые части (6.6) и (6.9) асимптотически при е ->• 0 эк-
вивалентны. Поэтому для заданной величины временного
интервала можно, выбирая достаточно малое е, сделать
различия между решениями (6.9) и (6.6) на рассматри-
ваемом временном промежутке при одинаковых началь-
ных условиях меньше наперед заданной величины. Взяв
время достаточно большим, чтобы, например, решение (6.9)
было близко к положению равновесия, предполагаемого
некритическим (скажем, полиморфным и асимптотически
устойчивым), получаем близость к равновесию и решения
(6.6). Далее, систему (6.6) можно представить себе как
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слабое возмущение (6.9), и при некоторых технических
предположениях решение возмущенной системы сходится
к асимптотически устойчивому равновесию, близкому к
равновесию для (6.9). Эти наводящие соображения гово-
рят о том, что для грубого случая асимптотические ап-
проксимации (6.6) и (6.9) приводят к близким резуль-
татам.

Заметим, что аппроксимировать разностную систему
(6.1а) можно иначе. При использовании (6.6) и (0.9) бы-
ли сделаны предположения о слабости различий между
обобщенными приспособленностями G^. Если допустить,
что интенсивности отбора зигот и гамет одного порядка
малости и на каждой стадии жизненного цикла возможна
аппроксимация дифференциальными уравнениями, то
можно записать юц = 1 — mih vt = 1 — s{, где m« ~ s{ ~
~ е < 1. Тогда Gtf = ViW(i = 1 — Шц — s; + о(е). Пренебрегая
в этом выражении членом о(е), получим следующую си-
стему дифференциальных уравнений, аппроксимирующих
разностную схему (6.1а):

dp-Jdt = pi {m — mi) + p-i (s — Si), i = 1 , 2 , . . . ,

v ( 6 - 1 0 )
S — ZiPiSi.

Такой подход к записи уравнений, описывающих измене-
ния частот гамет в последовательности жизненных ста-
дий, соответствует суммированию правых частей уравне-
ний динамики на каждой стадии в отдельности как функ-
ций одного из того же (текущего) значения концентраций
гамет.

Уже эти примеры показывают, что малые приращения
Apt (необходимое условие при использовании дифферен-
циальной аппроксимации) могут быть записаны различ-
ными (но асимптотически близкими между собой) спосо-
бами. Анализ получаемых таким образом систем диф-
ференциальных уравнений приводит к сходным результа-
там для грубых случаев.

Подводя итоги, можно сказать, что при использовании
обыкновенных дифференциальных уравнений для аппрок-
симации динамики модели с неперекрывающимися поко-
лениями можно ограничиться (в том числе и при отборе
гамет) анализом ситуации с симметричными коэффици-
ентами приспособленностей. При анализе полилокусной
модели действие отбора на концентрации гамет можно
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описывать функцтгой А,„(р) из разностных уравнений, за-
писываемой с точностью до и(о) (где е —- порядок разли-
чий между прнспособленностямц) следующим образом:

(Ди),агр,(ц;,-ц;), j = 1, 2, . . . (6.11)

Как указывалось выше, эта же функция описывает дей-
ствие отбора в однолокусном случае.

§ 7. Уравнения динамики при учете совместного
действия отбора и рекомбинации-сегрегации

в моделях с дискретным и непрерывным временем

В /-локусном случае с учетом процессов сегрегации-
рекомбинации и отбора дифференциальные уравнения,
аппроксимирующие разностные, имеют, согласно (3.16)
и § 5, следующий вид:

UlV,U-r-7,L

= Pl (m - и г , ) - 2 r(£/|F)£>i,t/iy, (7.1)
V\VV¥0L

ix = 1 , n x ; . . . ; i i ~ 1,щ.

Здесь член из-за отбора записан согласно уравнению (6.8),
коэффициенты r(U\V) предполагаются малыми, в коэф-
фициенты неравновесности Z)i,uiу (и вообще в сумму по
разбиениям U\V, отражающую влияние рекомбинации-
сегрегации) не входят параметры приспособленностей и>ц.

В дискретном случае уравнения получаются сложнее.
Поскольку процессы рекомбинации-сегрегации действуют
на частоты гамет, уже изменившиеся в результате отбора,
здесь невозможно разделить приращения концентраций
на члены, соответствующие отбору и перекомбтшации со-
става гамет таким образом, чтобы параметры, определя-
ющие селекцию, не входили в рекомбинационное прира-
щение:

.:ч

vivM=r.,L

 Г {U ' V) ? U ! ( i f ; J v ) Vvlo)PivivPwlu I' <7 '2)



Здесь w есть средняя приспособленность, определяемая,

как в однолокусном случае: w — 2 ViV'pvy Если приспо-

собленность 1-й гаметы выразить формулой

щ = S
и расписать, как и ранее, R в виде суммы по U\V коэф-

•фициентов r(U\V), то (6.14) можно переписать в виде

W. — W
bptv..U = API = Pi — — - - Z '•(U\V)D\\UIV,

(7.3)

Здесь первый член справа не зависит от распределения
сцепления и соответствует формально однолокуешш ди-
намике под действием отбора. Коэффициенты D]a,u\v слож-
нее определенных в (3.10) коэффициентов £/|У-неравпо-
весности по сцеплению, фигурирующих в аппроксимациях
(4.5), (7.1):

Dlmv = 2 (ч-'uPiPi - l"(iuiv){iViU)PiuivPWJu)- (7-4)

При ратшнетве всех коэффициентов присиособленностен
ivij одной и той же константе, скажем, единице, Df,uw
совпадает с показателем неравновесности DitviVi опреде-
ленным при отсутствии отбора в (3.10). Рассмотрим связь
выражений D™viv и D^viv B случае отбора. Предполо-
жим, что приспособленности образованных разными гаме-
тами одинаковых генотипов совпадают, т. е. в последней
формуле (7.4) Wij = ^(iyJvX'vJu) для любых разбиений i7|F
/-локусов. Исключения из этого правила встречаются при
анализе на молекулярном уровне, когда отличаются гены-
цистрогтьт, кодирующие одни и тот же продукт. Вынося
за знак суммы <CJJ, получаем

/ W = .2«>jjDij.i/iv, (7-5)

где коэффициенты Di^uw определены в (3.12). Сравнение
(7.5) и (3.12а) показывает, что если t/lF-иеравновесность
£*i,i7iv определяется суммированием коэффициентов пар-
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ных U\ F-неравновесностей Di-hu\v> T 0 при наличии отбора
Dt,u\v получается суммированием парных коэффициен-
тов с весами wij.

Заметим, что не все коэффициенты DfiV\v независи-
мы. В частном случае отбора по двум диаллельным локу-
сам в уравнения динамики частот гамет входит лишь
один параметр неравновесностп. Если через D = D(р)
обозначить D{i= рцр22 — PizPn (остальные значения Dtj co-i
гласно (1.6) могут отличаться от Dti лишь знаком), то'
система (7.3) в этом случае запишется в привычном ви-
де, впервые предложенном Р. Левоитином и К. Коджн-
мой:

&Рп — Р.п п — м ; ( и ) ( 2 2 ) '

W ! 2 — W {

12 г VI w i lD

(7.6)
u>0 — w \

Теперь рассмотрим, как выглядят функции, описыва-
ющие действие отбора и рекомбинации-сегрегации в мо-
дели с непрерывным временем. Здесь, даже при отсутствии
отбора (см. § 2), состояние популяции в общем случае
задается численностями (концентрациями) генотипов, а не
гамет, что резко увеличивает размерность рассматривае-
мых задач. Сначала напомним уравнение в численностях.
Предположим, что интенсивность смертности зависит от
генотипа особи {ij}, общей численности популяции N, ге-
нетической структуры — вектора частот генотипов р и
времени t по формуле

mjj (N, p, I) ^ mi} -\- ф (N, р, t),

где коэффициенты т^ — константы. Плодовитость всех
пар предполагаем постоянной и равной константе Ъ.
С учетом процессов рекомбинации уравнение динамики
численностей генотипов костицынского тина в Z-локусном
случае с nh аллелями к-то локуса (см. § 4) принимает сле-

288



дующий вид:

~dt
= N < _ [т + ф ( Л г , р , t ) } P i s - ь ъ f ( i - д ) 2 P i .

2 p(,p.)(lv.)l f (i2

i j , / t •-=•-- 1 , /г,; . . . ; i h j { = 1 , /?./. ( 7 . 7 )

Здесь точками обозначепы (векторные) индексы, по кото-
рым производится суммирование, Pi-—концентрация ге-
нотипа, образованного гаметами, одна из которых имеет
индекс i, а другая обозначена точкой. Индекс (icr-Kiv--)
означает, что одна гамета генотипа содержит аллели U
локусов, а другая V локусов i-й гаметы, точки относятся
к индексам «хвостов» гамет.

От уравнений в численностях генотипов перейдем к
системе относительно частот генотипов и общего размера
популяции N, как это было сделано в § 4:

и|у> 2

Здесь ш - - 2 Pij^-ij-И3 (7.8) видно, что, выбирая соответ-
ствующим образом функцию cpUV, p, i), отражающую ре-
гуляцию популяции через плотностно-зависимые (N), кон-
курентные (р) н временные U), например, сезонные или
эпохальные факторы, можно добиться реалистичного ха-
рактера изменения численности популяции. При этом
уравнения для частот генотипов отделяются и их можно
исследовать независимо от уравнения для численности N.
Однако они слишком громоздки для изучения, поэтому
попытаемся упростить анализ, перейдя к новым перемен-
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ным, соответствующим замене (4.3). Пусть, как и ранее,
P i — 2 P I - — частота i-й гаметы в генотипах особей попу-
ляции; Ухфу — концентрация генотипа, образованного га-
метами, одна нз которых содержит аллели U, а другая
V локусов i-й гаметы; D}-3 — Pij — 2 Р Ь 2 Р . Г — показа
тель неслучайности сочетаний гамет в генотипах.

Предположим, что

fr— max г(U\ V), max{| шц
I V\VU^2L i J k I

т. е. процессы рождаемости, приводящие к случайному
сочетанию гамет в генотипах новорожденных, протекают
существенно быстрее процессов рекомбинации и отбора,
изменяющих концентрацию гамет и отсюда, вообще гово-
ря, нарушающих закон Хардн — Вайнберга во всей попу-
ляции. Без ограничения общности запишем г(С/|У) — е
для всех нетривиальных разбиений U\V, т^—тк\~г. В но-
вых переменных уравнения динамики принимают следую-
щий вид:

dPi _ - _ V

UV.U+Z.L V ( 7 _ 9 )

i — i li i = 7 /;* i it, = 1 Пь' к — 1 I

где P i y и Ply — концентрации отвечающих i U- и F-локус-
ных гамет в генотипах особей популяции. Обратим внима-
ние на следующие отличия первого уравнения (7.9) от
дифференциальной аппроксимации дискретной модели
(7.1). Прежде всего, функция средней приспособленности
т определяется с помощью частот генотипов, а не гамет,
а роль Pi^-j играет ^j Pij^ij-Кроме того, вместо Dituw

i
стоят разности pi — J/i^iy, и уравнения для частот гамет
не замкнуты. Заметим, что различия исчезают, если соче-
тания гамет в генотипах случайны.
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Обратим внимание, что в силу сделанных предположе-

ний рут — 2РцШц — О(е),откуда (при Ъг~ е)Pi —О(г),

т. е. частоты гамет являются «медленными» переменными.
При «замороженных» переменных {р,} и г -*• О, как и
§ 4, из любого начального состояния D^ и yiuiv сходятся
к нулю и PijjPiy соответственно. Используя теорему Тихо-
нова, аппроксимируем поведение Pi на конечном интер-
вале времени уравнением, предполагающим, что

И Pij

dPh...il dPl

dt ' dt

'Pi(m-mt)-b 2 r(U\V)Dumv, (7.10)

Уравнение (7.10) с точностью до множителя Ъ при коэф-
фициентах неравновесности совпадает с дифференциаль-
ной аппроксимацией (7.1) модели с неперекрывающимися
поколениями. Коэффициенты тпц непрерывной модели на-
зывают мальтузианскими параметрами. Они соответству-
ют 1 — u?ij, где Wij — приспособленности генотипов в ди-
скретном случае. В дальнейшем мы будем применять наи-
более часто используемые обозначения Wij, не конкретизи-
руя, какая именно модель — с перекрывающимися или
неперекрывающимися поколениями — имеется в виду,
и полагать интенсивность плодовитости Ъ в записи урав-
нения (7.10) равной единице.

§ 8. Сравнение динамики в однолокусных
и полилокусных системах при наличии отбора

Согласно результатам § 7, при анализе полилокусных
систем нужно исследовать уравнения (7.1) (пли фактиче-
ски эквивалентные им (7.10)). Если все коэффициенты
рекомбинации r{U\V) равны нулю, то (7.1) превращаются
в уравнения динамики для однолокусного случая. Когда
же все Шц равны одной и той же константе, (7.1) опреде-
ляют эволюцию полилокусной системы под действием
процессов рекомбинации и сегрегации, изучать которую
можно на уровне одного, двух и т. д. локусов, пользуясь
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(маргинальными) частотами гамет Piv. Маргинальные ча-
стоты получаются в результате суммирования концентра-
ций всех Z-локусных гамет, содержащих одни и те же ал-
лели рассматриваемого множества локусов U (т. е. нераз-
личения генетического состава по остальным локусам).

При совместном действии рекомбинации-сегрегации и
отбора в общем случае, к сожалению, необходимо прово-
дить анализ сразу на уровне всех / локусов, поскольку
уравнения для А-локусных гамет (к < I) получаются не-
замкнутыми из-за действия отбора, а из-за сегрегации-ре-
комбинации нельзя рассматривать отбор на «однолокус-
ном» уровне. Эти особенности резко усложняют анализ
по сравнению со случаем одного локуса (где мы и так
были вынуждены ограничиться в основном исследованием
положений равновесия и их устойчивости).

Равновесия системы (7.1) находятся из уравнений

r(U\V)DiMVl

ix= 1, /гх; . . . ; it = 1,щ, (8.1)

решение которых представляет собой трудную задачу.
Она значительно упрощается, когда правые части (8.1)
равны нулю. В этом случае единственно возможное поло-
жение полиморфного равновесия удовлетворяет (так же,
как иг частоты множественных аллелей одного локуса) ра-
венству

р = Kire/foKlTe), ет = (1, 1, ..., 1), (8.2)
если матрица приспособлепностей | w^j | невырождена.

Когда хоть один из коэффициентов неравновесности
отличается от нуля, необходимо исследовать уравнение
(8.1) (или (7.3) для модели с неперекрывающимися по-
колениями). Общих результатов для такой ситуации мало.

Для рассматриваемой нами модели, как указывает
Р. Левонтин, число возможных полиморфных по всем ло-
кусам равновесий резко возрастает с увеличением числа
локусов. Если для двулокусных систем их возможно семь,
то у трехлокусных уже 193, четырехлокусных 63 775, на-
конец, у пятилокусных 4 294 321153.

Заметим, что если правые части (8.1) равны нулю, то,
помимо простоты явного выражения равновесия (8.2), они
привлекательны также тем, что определяются частотами
генов. Равновесная концентрация i-й гаметы в этом слу-
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чае равна произведению частот слагающих ее аллелей,
поскольку согласно результатам § 3 данное равенство
необходимо и достаточно для того, чтобы правые части
системы (8.1) обратились в нуль. Такие равновесия будем
называть равновесиями Харди — Вайнберга. Очевидно, для
матриц приспособленностей не специального вида подоб-
ный характер равновесий является скорее исключением,
чем правилом. Действительно, в пространстве частот га-
мет 2 хардиевы равновесия должны принадлежать неко-
торой гиперповерхности существенно меньшей размерно-
сти (определяемой числом типов аллелей, а не гамет), на
которую попадает точка р, определяемая выражением
(8.2), что резко ограничивает допустимый набор приспо-
собленностей генотипов.

Очевидно, что в хардиевых равновесиях средняя при-
способленность популяции w принимает стационарные
значения. Однако даже в них нет существующей в одно-
локусной ситуации однозначной связи между устойчи-
востью по Ляпунову для системы (7.1) и характером по-
верхности функции средней приспособленности. В общем
случае, как заметил Р. Левонтин, максимум w достига-
ется лишь при жестком сцеплении (эквивалентном одно-
локусной ситуации). Например, если максимуму соответ-
ствует равновесное положение полиморфизма р*, то вве-
дение произвольного распределения сцепления не может
привести к увеличению равновесной средней приспособ-
ленности. Действительно, если при этом появится какое-
либо новое положение равновесия р, отличное от р*, то
в нем средняя приспособленность будет меньше (так как
максимум во внутренней точке 2 единствен и является
глобальным); если же р = р*, то средняя приспособлен-
ность не увеличится. Когда мы рассматриваем граничное
равновесие, то оно является локальным максимумом w в

2. Введение уже не произвольного, а достаточно тесного
сцепления слабо изменит положение равновесия, т. е. со-
ответствующая ему средняя приспособленность будет не
больше прежней.

Вообще, при анализе полилокуспых систем трудно ука-
зать какие-либо общие закономерности динамики и стати-
ки, кроме «отрицательных», г. е. не совпадающих с зако-
номерностями в однолокусном случае. Например, в поли-
локусной ситуации, как правило, уже нет не только
простой связи между характером функции средней при-
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способленности и свойствами положений равновесия, но и
не имеет места монотонное увеличение средней приспо-
собленности вдоль траекторий системы (7.1). Взяв в каче-
стве начального полиморфного положения точку р* мак-
симума w и выбрав такие приспособленности и распреде-
ление сцепления, чтобы р* не была равновесной, получим
убывание средней приспособленности в течение некоторо-
го времени.

Исследование устойчивости равновесий, определяемых
из (8.1), вызывает дополнительные трудности. Зависи-
мость числа равновесных положений и их устойчивости от
распределения сцепления достаточно сложна уже для
очень простой двулокусной диаллельной модели со сверх-
доминантностью по каждому локусу. В случае мультипли-
кативных приспособленностей, как показали с использо-
ванием численных методов С. Карлин и М. Фельдман,
существуют равновесия с положительным и отрицатель-
ным значениями коэффициента неравновесности по сцеп-
лению, а также хардиево. При малых значениях коэффи-
циента рекомбинации г последнее неустойчиво, а осталь-
ные локально устойчивы. При увеличении г до некоторого
значения г0 происходит слияние одного из равновесий с
хардиевым, которое становится локально устойчивым.
Дальнейшее увеличение г от г0 до некоторого г* характе-
ризуется локальной устойчивостью двух типов равнове-
сий: cD = 0ncD¥=0. При г = г* единственным глобаль-
но устойчивым равновесием будет хардиево. Поэтому
трудно указать какие-либо общие закономерности поведе-
ния полилокусных систем, сходные с однолокусными. Так
уже на примере двух локусов можно убедиться, что гене-
тический состав популяции при постоянных неотрицатель-
ных приспособленностях не обязательно приходит к со-
стоянию равновесия, как это имеет место в однолокусном
случае. Известны ситуации, когда траектории сходятся
к предельному циклу.

Тем не менее в популяции при определенных соотно-
шениях между приспособленностями и параметрами сцеп-
ления довольно быстро достигается ситуация, названная
М. Кимурой квазиравновесием по сцеплению. В этом по-
ложении, проанализированном для двулокусного диал-
лельного случая, имеет место близкое к константе откло-
нение от случайного сочетания аллелей разных локусов
в гаметах, а средняя приспособленность популяции моно-
тонно возрастает, т, е. выполняется фундаментальная



теорема Фишера и принцип адаптивной топографии
Райта.

Доказательство этих фактов, не являясь полностью
строгим математически, хорошо подтверждается числен-
ными экспериментами. Для гаплоидпого случая прило-
жимость концепции квазиравновесия по сцеплению пред-
полагает, что коэффициент рекомбинации г существенно
больше коэффициента эпистаза, по Фишеру, Е, равного
wn — wi2 — w2i + 7/722, где Wn — приспособленность {£/}-го
двулокусного гаплоидного генотипа (индексация соответ-
ствует типам гамет при диплоидности). В диплоидном
случае требуется малость всех коэффициентов эпистаза

Ei — Wn—Wiz — wa — Wu, i — 1, 4. При выполнении этих
условий значение показателя неравновесности z = p^p%J
/Р12Р21 быстро достигает квазистационарного значения,
близкого к единице. Далее требуется, чтобы в начальный
момент частоты генов не были почти равновесными, так
что динамика концентраций хромосом в процессе дости-
жения квазистационарного значения z оставляет место
для их дальнейшего изменения. После достижения такого
квазиравновесного состояния наступает наиболее интерес-
ный период динамики, в течение которого значение z
практически постоянно, а изменение частот генов таково,
что приспособленность популяции возрастает, как мы это
видели в однолокусном случае. Кроме того, имеется связь
между стационарными точками поверхности средней при-
способленности и равновесиями уравнений динамики: они
совпадают, если рассматривать приспособленность попу-
ляции при условии равенства z равновесному значению
(и обычного требования равенства суммы концентраций
гамет единице). Подчеркнем, что если приведенное соот-
ношение между коэффициентами эпистаза и параметром
рекомбинации не выполняется, то динамика может рази-
тельно отличаться от рассмотренной.

Более общую ситуацию с произвольным количеством
локусов и любым числом аллелей в каждом из них, огра-
ничиваясь несколько искусственными параметрами реком-
бинации, соответствующими одной группе сцепления и
отсутствию кратных кроссинговеров (т. е. разрывы хрома-
тиды в мейозе происходят только в одной (но не в одной
и той же) точке), рассматривал С. Шашахани. На основа-
нии качественного анализа с помощью римановой метри-
ки модели случайного слияния гамет со слабым отбором
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были отмечены следующие характерные черты поведения
популяции. Если г = min {г*} > 0, где г, — коэффициент

i
рекомбинации, соответствующий обмену участками хромо-
сомы до Г-ГО локуса включительно и после него, то траек-
тории системы с отбором, которую можно рассматривать
как малое возмущение системы, эволюционирующей лишь
в результате рекомбинаций, экспоненциально сходятся к
поверхности квазиравновесия по сцеплению. Эта поверх-
ность близка к равновесной в отсутствие отбора. На по-
верхности равновесий, соответствующей возмущенной си-
стеме, скорость изменения коэффициентов неравновесно-
сти имеет порядок о(1/т2). Стационарные точки при этом
хорошо аппроксимируются точками с равновесием по
сцеплению.

Увеличение средней приспособленности на конечном
интервале времени в модели с двумя диаллельными локу-
сами, сходной с рассмотренной в предыдущем параграфе,
отметил Ф. Хоппенстедт. Им были выделены быстрые и
медленные переменные для ситуации, когда параметр
рекомбинации г существенно меньше слабой интенсивно-
сти отбора е: 1 ^ > е З > г > 0 , и указано на применимость
этого подхода к анализу случая свободного сцепления
г е (о, 1/2) и О < 8 < 1 . Сходными методами исследовались
влияние слабого отбора на соотношения Харди — Вайнбер-
га, неравновесность по сцеплению и поведение средней
приспособленности в работах Т. Нагилаки.

§ 9. Аддитивная модель отбора в полилокусной
системе

Результаты предыдущего параграфа показывают слож-
ность поведения полилокусных систем по сравнению со
случаем отбора по одному локусу. Однако в некоторых
частных ситуациях анализ равновесий и их устойчивости
в полилокусной системе определяется однолокуснымн
характеристиками. Примером такого случая является
отбор с аддитивными приспособленностями генотипов.
Приспособленности называются аддитивными, если для
любых i, j выполняется равенство

i

и>ц = 2 «Vh, "V/^^Vft*^0 ' A = l, Z. (9.1)

Константы Wikah можно назвать приспособленностями ге-
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нотипов к-то локуса. Это онределение разумно, потому
что маргинальная приспособленность генотипов (is/J, со-
ответствующая различению Z-локусных генотипов только
по к-му локусу, будет при случайном сочетании гамет
равна

__ 1 -у / V , \
^'Mft n "п~. **л ни! "' '"/"г РтРч

Ч >Ъ m:mp~ik

2 [ 2
Если и>; — средняя приспособленность популяции по Z-му
локусу (с приспособленностями однолокусных генотипов
Wiih), т 0 П Р И независимых сочетаниях аллелей в гаметах
(когда Pihm^ РгкРт1) (9.2) дает равенство mhjh = wikik+
+ 2 Щ-Таким образом, в этом случае все марги-
нальные приспособленности генотипов к-то локуса отли-
чаются от Щкзк на одну и ту же функцию, которая сокра-
щается в разности Wi — w. Поэтому wnkjh можно счи-
тать приснособленпостями генотипов к-то локуса.

Следовательно, если популяция с аддитивным отбором
находится в равновесии но сцеплению, то изменения
частот аллелей по каждому локусу независимы и опре-
деляются своими матрицами приспособленностей. С дру-
гой стороны, когда популяция равновесна по концентра-
циям аллелей, но не по концентрациям гамет, члены из-за
отбора в уравнениях динамики обращаются в нуль, по-
скольку приспособленности зависят лишь от (равновес-
ных) частот аллелей и w% = w. Поэтому динамика кон-
центраций гамет при этом совпадает с динамикой без от-
бора под действием процессов рекомбинации-сегрегации и,
хотя частоты аллелей постоянны, энтропия распределе-
ния концентраций гамет растет, пока не достигается неза-
висимость сочетаний аллелей разных локусов.

В общем случае неравновесности частот и гамет, и ал-
лелей динамика усложняется и поведение даже нейтраль-
ных локусов связано с поведением локусов, сцепленных
с ними. Однако и здесь при любом характере аддитив-
ного отбора имеются некоторые общие закономерности
динамики, например, средняя приспособленность попу-
ляции не убывает с течением времени. Для доказатель-
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ства заметим, что приспособленности гамет wt и средняя
приспособленность и\ как легко, видеть из (9.1), зависят
не от частот гамет, а лишь от частот аллелей:

щ = 2 руц - 2 pyihh = 2 pjkmhik - 2 wih,
3 >J '3h h (9.3)

\i _ yi ; yi
U l j l j ft,i,j ' j V f t h

Отсюда ясно, что, суммируя уравнения (7.1) по всем ин-
дексам, соответствующим гаметам с аллелем к-то локуса
с номером ih, мы получим производную концентрацию
Pik, которая не зависит от распределения сцепления,
поскольку сумма членов из-за процессов рекомбинации-
сегрегации дает нуль, а члены из-за отбора не зависят

от этих процессов (заметим, однако, что р.; Фрг (щк—u?ft)

при неравновесности по сцеплению). Следовательно, и
производная средней приспособленности не зависит от
распределения сцепления. Поэтому формально распре-
деление можно рассматривать как жесткое, что соответ-
ствует однолокусной ситуации. При этом, как известно,
производная средней приспособленности больше нуля,
если популяция неравновесна (по частотам аллелей).
Таким образом, данная схема рассуждений, предложен-
ная В. Юэнсом, приводит к следующему выводу: в слу-
чае аддитивного отбора для любого распределения сцеп-
ления средняя приспособленность неравновесной популя-
ции монотонно не убывает. Скорость изменения средней
приспособленности, как известно, будет равна дисперсии
приспособленностей гамет:

dw

2 { \ ) l l i Y \ i y (9.4)

формально совпадая со скоростью (4.3.1) в однолокусном
случае. Здесь мы учли, что из сомножителя 2wi можно

вычесть 1и> (поскольку 2 P j тождественно равна нулю),
i

а сумму по разбиениям U\V можно опустить. Для спра-
ведливости последнего достаточно показать, что
2">i-Di,u|v для любого U\V равна нулю. В силу аддитив-
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ности отбора Wi~ wiu -\- XL\V. Здесь wi[J — средняя при-

способленность С/-локусной гаметы с концентрацией pi

(содержащей те же аллели U локусов, что и гамета с
номером i), определяемая приспособлеиностями wih5k,
k^U. По (3.10) Z>i,U|v = р. — р1цр1 , поэтому сумма

Di,u\v по всевозможным индексам i^ (или iv) равна ну-
лю. В итоге

2 mDi.mv = 2 Щи 2 Di,v\y + 2 Щу 2 Di,V\v = 0

и (9.4) справедливо.
Теперь займемся изучением равновесий и их устойчи-

вости. Прежде всего заметим, что если концентрации
аллелей Pik равновесны по отношению к однолокусному
отбору с приспособленностями wihsh, то концентрации

* тт *
гамет Pi = ±1 pih равновесны в полилокуснои системе.
Более того, если p-lh локально (глобально) устойчивы но
отношению к Щк5к, то концентрации полилокусных гамет
Pi также локально (глобально) устойчивы. Доказатель-
ство этих фактов для состояния {pi ], как известно, вы-
текает из равенств i#i = w для любых i (что следует
из соотношений wik = wk и (9.3)) и хардиевой структуры
концентраций Pi, в силу чего сегрегационно-рекомбина-

ционные члены равны нулю. Поэтому pi = 0. Свойства
устойчивости следуют из соответствующего характера
сходимости частот аллелей каждого локуса к значениям
Pik (поскольку в равновесии средняя приспособленность,
грубо говоря, достигает локального (глобального) макси-
мума, значит, концентрации гамет при этом определяют
частоты аллелей p*ft). При фиксированных (равновесных)

*
значениях Pik динамика частот гамет не зависит от
приспособленностей (см. § 4), равновесное состояние
единственно и является хардиевым, т. е. Pi = \\ Pih.

h

До сих пор мы исключали из рассмотрения такие
структурно неустойчивые (негрубые) ситуации, когда
качественная картина динамики меняется при малых
шевелениях параметров, например, предполагали, что
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стационарные точки функции w изолированы. Обычная
схема рассуждений, оправдывающая исключение негру-
бых случаев, примерно следующая. Поскольку задача
моделей состоит в их использовании при анализе при-
родных явлений, а характер этих явлений точно не бы-
вает задан, то параметры обычно известны лишь прибли-
зительно, например, из соответствующих экспериментов.
Как правило, окончательное суждение о ценности модели
опирается на ее способность к предсказанию. В условиях
неточно заданных параметров негрубая модель может
предсказывать поведение, качественно отличающееся от
реального, т. е. ценность ее в этом смысле невелика.

Данное рассуждение слишком общо, чтобы безогово-
рочно принимать его при анализе любых природных яв-
лений. Применительно к рассматриваемым нами гене-
тическим процессам формально негрубыми явлениями
будут такие широко распространенные ситуации, как
доминантность и рецессивность аллелей на уровне одного
локуса, рецессивный эпистаз, доминантная супрессия,
комплементарность и др. на уровне двух локусов и т. д.
Поэтому априори неочевидна изолированность стационар-
ных точек функции средней приспособленности в случае
множественных аллелей или в полилокусной ситуации.

Монотонность поведения средней приспособленности
w в неравновесной однолокусной популяции с множест-
венными аллелями гарантирует отсутствие циклов (по-
скольку на замкнутых траекториях w изменялась бы
циклически) при любых симметричных матрицах Hwtj\\,
wtj > 0.

В случае конечного числа положений равновесия каж-
дая траектория сходится, т. е. существует предел p(t)
при t -*• °°. При этом фазовое пространство 2 можно под-
разделить на области притяжения локальных максимумов
средней приспособленности, как следует из теории Ляпу-
нова. Другое дело, если имеется континуум равновесий
(например, когда матрица приспособленностей вырожде-
на) — сходимость траектории к одной точке неочевидна.
Однако и для этого случая Ю. И. Любич с соавторами
доказали сходимость к равновесию в более сложной мо-
дели с неперекрывающимися поколениями, используя
монотонность поведения средпей приспособленности по-
пуляции w в результате действия отбора.

Приведем простое доказательство сходимости в моде-
ли с непрерывным временем. Определим норму вектора
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как ||рI = 2 l Pi I- Тогда но неравенству Коши — Буняков-

ского имеем
dp
dt

Z P i 2 Pi (Wi — w)" ±4f- (9.5)

Отсюда легко показать существование предела прираще-
ния концентрации за неограниченный промежуток вре-
мени; при этом

ос

Ж I!d t < Т 1 4 f d i " 1 1 w * - w С)! ̂  О, (9.G)

поскольку w(f) стремится, в силу монотонности, к пре-
дельному значению w*. Это означает, что любая траек-
тория р п ) имеет лишь одну предельную точку. Действи-
тельно, если предположить противное, например сущест-
вование двух предельных точек, то их можно окружить
непересекающимися окрестностями радиуса б/З, где б —
расстояние между точками. Выберем t — Т столь боль-
шим, чтобы норма приращения вектора концентраций
была меньше б/З. Тогда, если при некотором t> T pU)
принадлежит одной из построенных окрестностей, то р
навсегда остается в ней и другая точка не может быть
предельной. В силу единственности предельной точки,
к ней сходится траектория p(t).

В случае аддитивного характера отбора в полилокус-
ной модели с неперекрывающимися поколениями анало-
гичный результат о сходимости доказан Л. А. Куном и
Ю. И. Любичем. Сначала авторы, используя монотон-
ность поведения w, показали, как и в однолокусном слу-
чае, сходимость на траектории частот генов. При этом на
предельном множестве траектории Q средняя приспособ-
ленность популяции постоянна и совпадает (для гамет с
ненулевой концентрацией) с приспособленностями гамет.
Доказательство сходимости концентраций гамет следует
из поведения траектории на Q. Оказывается, что при
этом энтропия растет, достигая единственного максимума
при случайном сочетании аллелей разных локусов в га-
метах. Точка максимума и является пределом траекто-
рии.
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В модели с непрерывным временем качественная
картина динамики такая же и соответствующие резуль-
таты получаются из анализа дифференциальных урав-
нений. Заметим прежде всего, что норма скорости изме-
нения частот генов из-за действия отбора допускает, как
и в дискретной модели, оценку, сходную с однолокусной.
Если просуммировать уравнения динамики по всем га-
метам, содержащим, скажем, аллель к-то локуса i-й га-
меты, то получим производную концентрации этого ал-
леля Pik:

Здесь мы учли, что сумма членов, содержащих D^v\Vf
равна нулю. Очевидно, норма вектора производных частот
аллелей йчго локуса не превосходит2P$\w] — ю|>откуда

по (9.4)—(9.6) следует сходимость частот аллелей. При
постоянных же частотах аллелей эволюция концентраций
полилокусных гамет протекает, как при отсутствии от-
бора, т. е. согласно § 4 каждая траектория сходится.

§ 10. Мультипликативная и аддитивно-
мультипликативная модели отбора

Рассмотрим теперь модель с мультипликативными
приспособленностями, определяемую требованиями

Биологически эти требования оправданы, например,
в случае, когда действие различных генов проявляется в
разных возрастах. Тогда вероятность выживания к мо-
менту репродукции равна произведению вероятностей
выживания на соответствующих возрастных интервалах
разбиения времени достижения этого момента.

Заметим, что если рассматривать модель с непрерыв-
ным временем как аппроксимацию модели с неперекры-
вающимися поколениями, то при мультипликативностп
приспособленностей возможны различные формы записи
u>iy Например, если предположить, что wikjk отличаются
между собой для каждого локуса на 0{г), т. е. имеем
слабый отбор, интенсивность которого имеет один порядок
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по локусам, то разумно воспользоваться изученной ранее
аддитивной схемой и?ц — 2 Щкзк, поскольку разность

ft

u>i — w определяется ею с точностью до о(е). Когда ин-
тенсивность отбора по разным локусам имеет не один и
тот же порядок, приспособленности будут аддитивно^
мультипликативными.

Констапты Witfh в (Ю.1) можно назвать приспособлен-
ностями генотипов &-го локуса, потому что динамика со-
стояния популяции в отношении этого локуса определя-
ется приспособленностями м ^ ^ е с л и достигнуто хардиево
равновесие по сцеплению. Концентрация гаметы Pi в та-
ком случае равна Ц Pik, а приспособленности гаметы и

k

популяции определяются как

wt = 2 Р1Щ = 2 П Рзттт5т = П тт,
J Ыъ ™ ™ ( 1 0 2 )

W = 2 Pi-Щ = 2 П Pim

Wim

 = П ">«>
i fti m m

где wim и ш т — приспособленности аллеля {im) и одно-
локусной популяции с коэффициентами выживаемости
•"У»-

Отсюда следует, что производная концентрации, ска-
жем, аллеля к-то локуса i-й гаметы pih (получаемая сум-
мированием уравнений динамики по гаметам, содержа-
щим этот аллель) будет равна

Здесь мы учли, что сумма рекомбинациоипо-сегрегацион-
ных членов равна нулю. Заметим, что уравнение (10.3)
отличается от одполокусного уравнения динамики под
действием отбора с приспособленностями Wikjh лишь

множителем Ц wm (одним и тем же для всех аллелей
т,гпфк

к-го локуса). Если все и ; ю > а > 0 для любого момента
времени, то траектории (10.3) совпадают в фазовом
пространстве с траекториями соответствующей одноло-
кусной популяции, оправдывая название коэффициентов
м'гьЬ приспособленностями генотипов к-то локуса. В мо-
дели с неперекрывающимися поколениями множитель
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wm сокращается и уравнения частот аллелей по

каждому локусу в плотности совпадают с уравнениями
динамики однолокусного отбора.

Теперь займемся изучением равновесий Харди —
Вайнберга и их устойчивости, следуя результатам
С. Карлина и У. Либермана, модифицируя их для моде-
ли с непрерывным временем. Очевидно, состояние попу-
ляции с концентрациями гамет Pi = Ц Pi. является рав-

k

иовесным, если частоты аллелей pih стационарны по от-
ношению к отбору в однолокусной популяции с приспо-
собленностями генотипов Wihjk- Это следует из равенства
w*h = w*k и (Ю.З).

Что касается устойчивости состояния \Pi }, то здесь
анализ сложнее, чем в случае аддитивного отбора. Будем
изучать устойчивость по первому приближению, линеа-
ризуя уравнения динамики вблизи состояния (рП. Рас-
смотрим лишь грубые случаи, когда матрица линеаризо-
ванной системы невырождена. Прежде всего заметим,
что матрицу приспособленностей ]| wtj\ можно записать
в виде кронекеровского произведения одиолокусных мат-
риц приспособленностей:

I w a II = || и\к\\Щ wHh 1 w h \ (М.4)

Напомним определение и свойства кронекеровских про-
изведений. Для двух квадратных матриц Ai = lloyll и А2

размерностей UxXrii и пгХп2 соответственно кронеке-
ровское произведение А! X А, определяется но формуле

И А 2 Й 12 А 2

А„Я 2 1 А 2 й '10.5)

Легко проверить непосредственно, что если Хн п е̂ - —
собственные числа и векторы матрицы А ь а %-м и е2,: —
матрицы А2, то собственные числа и векторы Ai ® А2

равны ^ц^г^ и е ^ ^ i i iсоответственно, il = иг, i± =
= 1, п2. Кронекеровское произведение неско.тькнх матриц;
{AJ будем обозначать символом Ц^А?, . Для случая

к
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нескольких матриц (AJ справедливо следующее пред-
ставление собственных чисел и векторов их кронекеров-
ского произведения:

h = П hih, ei = П ® eMh, ih = i^nk. (10.G)
h h

П ih,
h

Справедливо также равенство (Aj ® A2)(B[ ® BJ =
= (AjBi) ® (A2B2), которое обобщается на случай боль-
шего количества сомножителей следующим образом. Если
существуют произведения АйВл, то

П ® АЛ Щ ® ВЛ = Ц ® A,Bft. (10.7)

Формула (10.7) получается в результате последователь-
ного применения указанного свойства попарных произве-
дений при записи левой части (10.7) в виде

(А, ® А,)(В, ® В2) = А1В1 ®"АгВ2,

где А2 = П ® АЛ, В, - П ® ВА-
й>1 к>1

Свойство (10.7) справедливо не только для квадратных
матриц, если существуют произведения AftBft. В частности,
когда Aft — вектор-строка, a Bh — вектор-столбец, то
произведения А^В/. и /Tl(x)Afe И I I ® B f e ) являются ска-

I ft Л ft I
лярными, а кронекеровское произведение скаляров будет
обычным умножением. Поэтому (10.7) в этом случае при-
нимает вид

П ® Aft, П<8)ВП - П (А,Г, В/;). (10.8)

Если хотя бы одна из пар векторов Ah, Bft ортогональна,
И Цто ортогональны и И®А;,, и Ц ® В ь чем мы.п вос-
к к

пользуемся в дальнейшем.
Напомним, что уравнения динамики полилокусной

системы с отбором имеют вид

_
dt dt

= Pl(Wi-w)- 2 r(U\V)(Pl-PluPi ). (10.9)
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При исследовании устойчивости положения равновесия
Р* = {Pi = 1 1 Р 4 ) = = П®Р& предположим, что по каждо-

I к ) h
му локусу состояние полиморфизма pk = {ptk\ асимптоти-
чески устойчиво. Линеаризуем (10.9) вблизи точки р*.
При этом отдельно рассмотрим компоненты линеаризо-
ванной системы, соответствующие членам (10.9) из-за
отбора к рекомбинации-сегрегации.

Сначала займемся отбором. В векторно-матричном
виде, записывая состояние популяции р как р* + А,
влияние отбора определяется выражением, соответствую-
щим однолокусному случаю, где роль аллелей играют
Z-локусные гаметы, т. е. вклад в А отбора равен

D(p* + Д)Ни7и II(р* + А) - ю(р* + А)(р* + А). (10.10)

Здесь D(p) — диагональная матрица с координатами век-
тора р на диагонали, wip* + А) = н;* + 2(Д, HiPijIlp*)+
+ (A, HitfijIlA), D(p*)llu>ijllp* — Ц7*р* = 0 в силу равновес-
ности р*, w* — мдр*). Приращение концентраций гамет
А удовлетворяет соотношению

(А, е)=>0, е = (1, 1, . . . , 1)г, (10.11)

поскольку суммы координат векторов р* + А и р* равны
единице, откуда сумма координат А должна быть равной
нулю. Опуская члены второго порядка по координатам
А, получим компоненту линеаризованной системы, со-
ответствующую отбору:

D(p*)|i/; t JlA + Б ( Д ) | | н у Р * - w*\ = Г> (р*) || ̂ и1|Л.

(1U.12)

Здесь мы учли, что D (A)||u?ij|p* = D (A) w*e = w*A,
(A, l^ijllp*) = w*(\, e) = 0 согласно (10.11).

В силу (10.4) матрицу D(p*)Ju7ij || можно записать,
используя свойства кронекеровских произведений (10.7),
в виде

*)] [По 1 mkh\\ ] = П®о Ы) 1 «vJ- (i°-13)
Далее нам потребуется знание свойств матриц
D(p^) | Wik]A (соответствующих однолокусной линеариза-
ции и вытекающих из предположения об асимптотической
устойчивости однолокусных полиморфизмов F*) • В общем
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случае собственные числа этих матриц должны иметь
отрицательные вещественные части. У нас, как известно,
собственные числа вещественны, поскольку матрица

D (p*) JwVftf подобна симметричной в("|/"р£)|«V Jl>("j/Pfe)
(и, следовательно, подобна диагональной), получаемой
умножением ее слева и справа на D " 1 \у р£) и D ( ] / р | )

соответственноД|/р*) = [у p*k\.Однако требование от-
рицательности всех собственных чисел слишком сильно,
поскольку мы рассматриваем не всевозможные прира-
щения А, а лишь принадлежащие, согласно (10.11), под-
пространству, ортогональному вектору е г = (1, 1, . . . , 1).
Заметим, что вектор е т является левым собственным
BeKTopoMD(pft)|wiftjfe|c собственным числом Яй1 = и>%>0,

Тт\ / *\ / *\Т / *\Тп и * Т *

поскольку е D(p f t) = (pft) , ( p j J wikjk |]= wke , где wk—
средняя приспособленность по к-му локусу в поло-
жении равновесия р&. Поэтому, как известно, все правые
собственные векторы с собственными числами, отличными
от ю^, ортогональны е. По этим векторам разлагается
произвольное приращение концентраций А, удовлетво-
ряющее (10.11). Следовательно, остальные собственные
числа матрицы D (pft) | Щк^ отрицательны в силу гру-
бости модели и асимптотической устойчивости равновесия
Pfe. Правым собственным вектором, отвечающим wk, как
известно, будет р&, что легко проверить непосредственно.
Очевидно, Pft не удовлетворяет (10.11). В итоге в асимп-
тотически устойчивом положении равновесия матрица
D(pft) |^ f e j f t | должна иметь одно положительное собст-
венное число A<fti= Wk и nk — 1 отрицательных Xhi (с собст-
венными векторами eft,-, ортогональными е). Согласно
свойствам кронекеровских произведений отсюда следует,
что матрица (10.13) имеет положительное собственное
число w* = Ц Н ' Й , остальные собственные числа равны

k

IT hhh (где ik = 1, Щ, но не все ik равны единице однов-
k

временно) и могут быть как положительными, так и от-
рицательными. Отвечающие им собственные векторы
ортогональны вектору е соответствующей размерности,
который можно представить в виде кронекеровского про-
изведения I векторов ек размерности nh. Отсюда согласно
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(10.8) f П ® е \ П ® е м Л = Щ е \ eftift) = О.поскольку хо-

тя бы одно значение 4 ^ 1 , и для этого локуса (eft, ъыЛ = 0

по доказанному выше свойству однолокусных систем.
Теперь займемся компонентой системы (10.9), соот-

ветствующей действию рекомбинации-сегрегации, i-я ко-
ордината которой равна соответствующему вкладу в А; •—

r(U\ V) \pt + At - (p*lo +L \ u u

В силу харди-вайпберговской структуры частот гамет
Pi—PiijPiv—Q для всех i, U\V, откуда линеаризован-
ную систему можно записать как

- 2 r(J7|7)(A i-A l up1V-^Av). (10.14)

В таком виде неясно, какова матрица линеаризованной
системы. Выясним, как выглядит Aiy в терминах А,
Очевидно, А;^ равно сумме тех координат А, которые
соответствуют гаметам, несущим те же аллели {ih, k^U)
множества U локусов, что и i-я гамета. Поэтому к\и

можно представить в виде скалярного произведения не-
которого вектора di (U) из нулей и единиц с вектором А-
Координаты последнего удобно расположить в поряд-
ке, соответствующем последовательности координат векто-
ра Г—Д(§)(^4*, А\, ...,АпЛ где nh — количество алло-

лей к-то локуса. Очевидно, i-я координата вектора Г
представляет запись состава i-й гаметы Л^, Д-2, . . . , 4 ^ ;

{Aik} — символы аллелей; ih равно номеру аллеля к-то

локуса, содержащегося в гамете Ц А\. (имеющей вектор-
к

ный номер i = (ii, i2, ..., U)).
Наша задача состоит в построении вектора d4 (U).

Очевидно, j-я координата dt (U) должна быть индикато-
ром — равняться единице, если Д = ih для всех к^ U,
и нулю в противном случае. Будем строить di (U) в виде
кронекеровского произведения векторов с нулевыми и
единичными координатами таким образом, чтобы в итоге
координаты d{ (U) включали произведение индикаторов
наличия-отсутствия соответствующих аллелей. Определим
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для к-то локуса вектор d,ft размерности пк как такой
вектор, у которого на месте координаты с номером ih

стоит единица, а остальные — нули. Положим, что df(C/) =
= dlft при k(U) = 0 и &\(U) = е (размерности пк) при
кШ) = 1, a k(U) = 1 при к e t / и HU) = 0 при А;^ С/.
Тогда непосредственно проверяется, что dj (С/) определя-
ется по формуле

Действительно, структура ds (£/) аналогична структуре
вектора Г, но символы аллелей равны нулю или единице
для множества локусов U и единице для всех остальных
локусов. Таким образом, произведение подобных симво-
лов удовлетворяет требованиям, предъявляемым к ко-
ординатам dj (U).

Если записать линеаризованную систему, соответст-
вующую рекомбинации-сегрегации, в матричном виде,
то для фиксированного разбиения U\V матрица Тии, свя-
зывающая Ац с А, состоит из строк dj (U) . Это означает,
что, положив для матрицы из единиц Ih = eeT размер-
ности nhxnh, что Ik(U) = Efe (единичной матрице) при
k(U) = 0 ж\1(и) = Ift при k(U) = l, получим

ГП® 1Г 1 А = L^A. (10.16)

Справедливость этого представления следует из того,
что i-я строка матрицы Ъи (которой можно сопоставить
индекс (и, к, ..., W) представима, как можно проверить,
в виде кронекеровского произведения Л ® е ^ , где е* —

h

i-я строка матрицы IJT . Остается заметить, что
eih = d\~h{U\ т. е. согласно (10.15) i-я строка Ьи рав-
на di {U).

Наконец, заметим, что вектор-столбец &ivPiv можно
записать, используя (10.16) и (10.7), как

(10.17)
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• Т Т / * \1—ft(P)

поскольку Piv = 111 Pih j , возведение вектора в сте-
пень следует понимать как покоординатную операцию.
Правыми собственными векторами матрицыВ(р£) Ikбудут
векторы, ортогональные е, размерности пк с собственными
числами (ги = 0, £ > 1. Единственным ее ненулевым соб-
ственным числом будет ци = 1 с собственным вектором р&.
Поэтому у матрицы в (10.17) при всех U есть ненулевое
собственное число — единица с собственным вектором
II<S>Pft> очевидно, не удовлетворяющим требованиям

h

(10.11) на А. Остальные собственные векторы ортогональ-
ны е и отвечают собственным числам нуль или единица.

Таким образом, мы нашли матрицу линеаризованной
системы, соответствующую слагаемому А^р* в (10.14)
при произвольном фиксированном разбиении U W. Для
нее вектор приращений концентраций гамет А разложим
по собственным векторам, ортогональным е. Следователь-
но, и при суммировании по U\V получим матрицу L с тем
же свойством. Отметим аналогию в записи сумм по UW
членов Aivp*v и p*v^iv —все существующие различия
между ними состоят лишь в перестановке индексов U
и V. Поэтому собственные векторы сумм по UW соответ-
ствующих матриц преобразований одинаковы, а собствен-
ные числа линеаризации (10.14), влияющие на динамику
А, равны с точностью до знака

щ...«, = 2 г {и | v) (i - П йт«°> - П k \
1 ' U\ViU=0,L V ft ft Й /

(10.18)

где не все ih равны 1 одновременно. Поскольку в (10.18)
выражения в скобках неотрицательны, собственные числа
линеаризованной системы с учетом отбора и рекомбина-
ций меньше, чем собственные числа матрицы (10.13), на
Щ1..лг т. е. процессы рекомбинации-сегрегации способ-
ствуют устойчивости харди-вайнберговского равновесия.

При R = 0, т. е. при жестком сцеплении, харди-
вайнберговское равновесие И ® Pft полилокусной системы

с мультипликативными приспособленностямп неустойчи-
во, поскольку среди собственных чисел матрицы (10.13)
есть положительные. Лишь при достаточно большой ин-
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тенсивности процессов рекомбинации-сегрегации, выра-
жаемой параметрами г, JJ. ® Рл становится устойчивым.

h

Точный критерий устойчивости имеет вид
Ш Н к - ! * ! . . . * , < О, k = TTl; i f t =l7%, (10.19)

h я

где Xkih — 4-е собственное число матрицы линеаризован-
ной системы для отбора по к-ыу локусу, причем не все
£fc равны единице.

В начале этого параграфа мы упомянули, что при
отборе разной интенсивности по отдельным локусам
разумна аддитивно-мультипликативная модель приспособ-
ленностей, также рассмотренная С. Карлиным и У. Ли-
берманом для случая неперекрывающихся поколений.
Для модели с непрерывным временем соответствующие
результаты модифицируются следующим образом.

Прежде всего заметим, что если некоторый локус
нейтрален, то соответствующая ему матрица приспособ-
ленностей, фигурирующая в кронекеровском произведе-
нии (10.4), будет равна еет = 1. Поэтому, если отбор по
каким-либо двум локусам аддитивен, то приспособлен-
ность генотипа равна сумме приспособленностей, полу-
чающихся в предположении нейтральности сначала од-
ного локуса, а затем другого. Соответственно, в кроне-
керовское произведение (10.4) сначала подставляем
матрицу I соответствующей размерности вместо одной из
однолокусных матриц приспособлениостей, а потом вме-
сто другой и складываем. Общий случай неэпистатиче-
ского отбора определен упомянутыми авторами следую-
щим образом. Вводятся всевозможные векторы т] из
нулей и единиц размерности 1(1 — число локусов) и мат-
рица Z-локусных приспособленностей полагается равной

с условием, что \\mk3hf = h, J"V f tf = \w4h\- 3Десь
c(r\) — некоторые произвольным образом выбираемые
коэффициенты с единственным ограничением — положи-
тельностью результирующих значений и?у. Очевидно,
для каждого г\ получается комбинация нейтрально-
мультипликативного взаимодействия локусов, аддитив-
ность следует из суммирования по г\.

При сделанных ранее предположениях о характере
равновесия р* матрица линеаризованной системы для
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действия отбора имеет вид

2 ( , ) П ® ( Р * ) К
Ч к

Для каждого слагаемого собственные векторы, определяю-
щие устойчивость к возмущениям А состояния р*, одни
и те же (ортогональны е), а их собственные числа имеют

в и д Л \ЪмкУ-мк

 k\, к = 1 , 1 ; ik=l, n h , п р и ч е м н е в с е ih

равны единице одновременно. Здесь через \ikih обозначены

собственные числа D (ph) \h, y,kl = 1, j.ifti = 0 при t f t > 1.
Поэтому критерием устойчивости полиморфного харди-
вайнберговского равновесия р* с координатами, соответ-
ствующими однолокусным равновесиям по отношению к
отбору с матрицами приспособленностей | Wihjh \, будет
требование

2 с (Л) П [ ^ Й 4 * ] - fHi-..*j < °. к ="М; к = Г^ь,
(10.22)

где слева не все ih равны единице одновременно.
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Аналогичный подход развивается в статье:
N a g y l a k i T. The evolution of one — and two-locus sys-
tems.— Genetics, 1976, 83, № 3, p. 583—600.
§ 8. Факт максимизации средней приспособленности при жест-

ком сцеплении показан в работе:
L e w o n t i n R. С. The effect of genetic linkage on the mean
fitness of a population.—Proc. Nat. Acad. Sci. USA, 1971, 68,
№ 5, p. 984—986.
Сложный характер зависимости от степени сцепления пове-

дения в простейшей двулокусной диаллельной (со сверхдоминант-
ностью) модели мультипликативных приспособленностей выявлен
с применением численных методов в статье:

K a r l i n S., F e l d m a n М. W. Simultaneous stability of
D=0 and Z?°#0 for multiplicative viabilities at two loci.— Ge-
netics, 1978, 90, № 3, 813-825.
Концепция квазиравновесия по сцеплению введена в работе:
К i m u r a M. Attainment of quasi linkage equilibrium when
gene frequencies are changing by natural selection.— Genetics,
1965, 52, J6 5, p. 875—890.
Различные аспекты этого подхода, его развитие и обобщения

рассматриваются в работах:
S h a h s h a h a n i S. A new mathematical framework for the
study of linkage and selection.— Memoirs of the American Mat-
hematical Society, 1979, 17, № 211, p. 1—34;
H o p p e n s t e a d t F. C. A slow selection analysis of two locus,
two allele traits.—Theor. Pop. Biol., 1976, 9, № 1, p. 68—81;
N a g y l a k i T. The evolution of one — and two-locus sys-
tems.— Genetics, 1976, 83, № 3, p. 583—600.
§ 9. Доказательство монотонности изменения средней приспо-

собленности при аддитивном отборе дано в работе:
E w e n s W. J. A generalized fundamental theorem of natural
selection.—Genetics, 1969, 63, № 2, p. 531—537.
Сходимость траектории при аддитивности приспособленностей

в полилокусной системе и неизолированности стационарных точек
для случая одного локуса доказана для дискретной модели в цити-
ровавшихся выше работах Ю. И. Любича с соавторами.

§ 10. Результаты этого параграфа представляют собой модифи-
кацию доказательств в дискретной модели, представленных в
статье:

K a r l i n S., L i b e r m a n U. Representation of nonepistatic
selection models and analysis of multilocus Hardy — Weinberg
equilibrium configurations.— J. Math. Biol., 1979, 7, № 4, p. 353—
374,



ЧАСТЬ II

СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ГЕНЕТИКИ

ГЛАВА X
ДИФФУЗИОННЫЕ МОДЕЛИ ПОПУЛЯЦИОННОЙ ГЕНЕТИКИ

§ 1. Типы случайных процессов, используемых
в моделях популяционноЁ генетики

Детерминистский анализ популяционно-генетических
моделей не охватывает таких существенных в жизни по-
пуляции моментов, как случайные влияния различных
факторов эволюции. Между тем стохастические (вероят-
ностные) модели в популяционной генетике возникают
совершенно естественно, не являясь отражением экзо-
тических ситуаций.

Дело в том, что все природные популяции имеют ко-
нечную величину. Описывая динамику их генетической
структуры, следует учитывать случайный характер раз-
множения и выживания особей и менделевской сегрега-
ции, присущие самой природе процесса смены поколений.
Поэтому во всякую модель конечной популяции в прин-
ципе следует вводить вероятностные механизмы, отража-
ющие эти моменты. Такое же требование возникает при
учете случайного характера давления среды, например,
в результате флуктуации направления или интенсив-
ности отбора и т. д.

Применяемые в этих случаях стохастические модели
позволяют более полно описать изменения популяцион-
пых характеристик с учетом как всех детерминистских
факторов, так и случайных моментов. Кроме того, с их
помощью можно выявить качественно новые стороны
поведения популяции. Случайные эффекты могут сущест-
венным образом изменить выводы из детерминистских
моделей, а представление о том, что детерминистский
анализ отражает поведение средних характеристик по-
пуляции, далеко не всегда оправдано.
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Так, например, детерминистский подход к традицион-
ной задаче определения условий существования генети-
ческого полиморфизма при действии отбора позволяет
найти соотношения между приспособленностями геноти-
пов, гарантирующие наличие генетической гетероген-
ности в популяции (см. гл. IV ч. I). Стохастический
анализ этой проблемы приводит к выводу о том, что ко-
нечная популяция рано или поздно приходит в одно из
полностью гомозиготных состояний, т. е. время сущест-
вования полиморфизма при любых приспособленностях
будет ограничено (см. § 5).

Вместе с тем знание особенностей поведения в детер-
министской модели в ряде случаев дает полезную инфор-
мацию о поведении траекторий в стохастическом вариан-
те. Предположим, что в детерминистской версии поведение
траекторий в n-мерном пространстве определяется неко-
торой автономной системой обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Вероятностное обобщение можно по-
лучить за счет введения в модель малых случайных
возмущений диффузионного типа.

Оказывается, что если возмущения достаточно малы,
то, рассматривая вместо исходной системы довольно
близкую к ней, можно делать выводы о поведении траек-
торий вероятностной модели. На малых промежутках
времени движение в основном происходит вдоль детерми-
нистской траектории, характеризуясь гауссовскими от-
клонениями от нее.

При малых возмущениях характер положений равно-
весия модифицированной детерминистской системы опре-
деляет существенные черты поведения траекторий в
вероятностной модели.

~В случае, когда правая часть модифицированной
(модификация появляется из-за отличия матрицы коэф-
фициентов диффузии от единичной см. (12.11.7)) детерми-
нистской системы представляет собой градиент некоторой
функции (потенциала), поведение решений системы до-
вольно наглядно — движение происходит в направлении,
перпендикулярном поверхностям уровня потенциала.
При этом минимумам поверхности функции-потенциала
соответствуют точки устойчивого равновесия, а максиму-
мам — неустойчивого. Траекторию системы можно пред-
ставить себе как траекторию шарика, катящегося под
действием сил тяжести по потенциальной поверхности
(см. § 12.12). Оказывается, что если в стохастическом



варианте модели существует стационарное (неизменное
во времени) распределение вероятности, то оно интуитив-
но понятным образом связано с характером поверхности
потенциала. Положение популяции как бы «размазыва-
ется» вокруг устойчивых состояний равновесия детерми-
нистской модели, минимумы плотности вероятности до-
стигаются в точках неустойчивого равновесия. При этом
происходит концентрация вероятности в устойчивых рав-
новесных состояниях и она выражена тем больше, чем
выше здесь «пик» поверхности потенциала (см. § 12.11).

Если устойчивое равновесие детерминистской модели
единственно, а стохастический вариант допускает стацио-
нарное распределение, то можно показать, что, устремляя
к 0 величину случайных возмущений, мы получим кар-
тину «стягивания» стационарного распределения к равно-
весной точке.

Стохастические модели изменения состояний популя-
ции будем описывать с помощью случайных процессов.
Нередко в генетике разумно считать, что поведение по-
пуляции при условии ее настоящего состояния не зависит
от того, каким образом это состояние было достигнуто
(т. е. при фиксированном настоящем будущее не зависит
от прошлого). Такие случайные процессы называются
марковскими.

Генетическое разнообразие ограниченной популяции
может быть чрезвычайно велико, но, разумеется, конеч-
но. Оно определяется генотипами слагающих популяцию
индивидуумов и изменяется дискретно при событиях
рождепия-гибели. Поэтому соответствующий процесс из-
менения генетических состояний популяции будет марков-
ской цепью с дискретным или непрерывным временем.

Генетическую структуру популяции можно описывать
частотами генов, гамет и генотипов. В силу дискретности
особей и дискретной природы гена она дискретна. Одна-
ко, если размер популяции не слишком мал, то частоты
приближенно можно рассматривать как непрерывные
переменные. При этом их изменения за единицу времени
(например, за поколение или в каком-либо другом масш-
табе) в характерных для эволюции ситуациях с большой
вероятностью незначительны. Поэтому будем аппрокси-
мировать дискретный случайный процесс изменений ге-
нетической структуры марковским процессом в непре-
рывном времени с непрерывными траекториями. Такие
процессы называются диффузионными.
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§ 2. Основные задачи, возникающие при анализе
стохастических моделей

В ряде широко распространенных случаев состояние
популяции достаточно описывать частотами генов или
гамет ри через которые выражаются частоты генотипов,
характеризующие генетическую структуру. Так как сум-
ма частот всегда равна единице, то в качестве простран-
ства состояний получаем симплекс 2, выбросив, например,
последнюю частоту как зависимую переменную:

(2.1)

с внутренностью 2:

{2: Pi>0, 2pi<l[. (2-2)

Точки симплекса будем обозначать буквой р, если они
относятся к начальному состоянию процесса, и другими
буквами (чаще всего буквой х), если они обозначают
текущие состояния. Будем называть координаты точки
р — (pi, рг, . . •) пространственными, или фазовыми пере-
менными. Границами симплекса являются гиперплоскости,
на которых одна из координат обращается в нуль. За-
метим, что эти грани в свою очередь являются симплек-
сами типа (2.1), но меньшей на единицу размерности.

Траектория, начинающаяся в некоторой точке р =
— (ри J?2) . . •) е 2 в момент ta (в дальнейшем, без огра-
ничения общности, будем полагать, что £0 = 0), в момент
времени t может находиться в различных областях про-
странства с определенными вероятностями.

Пусть х обозначает текущее состояние популяции.
Важной задачей является определение плотности вероят-
ности /(р, х, t) пребывания популяции в момент t в со-
стоянии х, если начальным состоянием было р. Знание
плотности вероятности позволяет решить все описывае-
мые ниже задачи, хотя иногда это достигается чрезмерно
громоздким способом.

В некоторых моделях существует невырожденный
предел /(р, х, t) при t ->• °°, называемый стационарной
плотностью. Определение стационарного распределения
(аналога равновесия в детерминистской модели) представ-
ляет собой существенную (и более простую, чем отыска-
пие /(р, х, t)) задачу анализа стохастической модели.
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Если изучается процесс с поглощением, когда прв
достижении траекторией точки границы она перестает
интересовать нас и больше не рассматривается (напри-
мер, при достижении гомозиготного состояния при отсут-
ствии мутаций и миграций популяция навсегда остается
в нем), то представляет интерес определение следующих
характеристик процесса. Прежде всего, важно знать
вероятности поглощения на различных участках границы
(т. е. вероятности выхода траектории на эти участки).
Например, если состояние популяции описывать часто-
той х некоторого аллеля двухаллельного локуса, то выход
траектории в точку х = 0 соответствует утере этого ал-
леля, а в точку х =з 1 — его фиксации.

Затем желательно найти среднее время поглощения,
например достижения гомозиготности в описанном выше
примере. Для более полной характеристики процесса
необходимо знание более высоких моментов времени
поглощения — дисперсии, третьего и четвертого моментов,
характеризующих асимметрию и эксцесс кривой распре-
деления времени поглощения, наконец, производящей
функции этого распределения.

Часть этих задач связана с определением математи-
ческих ожиданий функционалов на траекториях процесса
следующего вида. Пусть т(со) обозначает случайный мо-
мент выхода из некоторой области (например, внутрен-
ности пространства состояний 2) для траектории <о;
w(Xj) — функция «штрафа» на текущих состояниях про-
цесса xt; Mxr) — «штраф», зависящий от точки выхода
xt((0) на границу области. Тогда средняя «плата» за
траекторию, включая момент выхода, представляет собой
математическое ожидание функционала вида

t(a»

] u[xt(G>)]dt + h[xxm]. (2.3)
о

Известно, что при действии отбора на локус, в ко-
тором один из двух аллелей имеет селективное пре-
имущество s перед другим, функция и{х) = s(l — x) опре-
деляет долю от общего размера популяции, отметаемую
отбором (генетическая смертность), и соответственно ве-
личину репродуктивного эксцесса для сохранения раз-
мера популяции. Если положить Мх) =5 0, то математи-
ческое ожидание (2.3) с u(.x) = s(l — x) определяет сред-

319



нюю величину элиминации в процессе достижения по-
пуляцией гомозиготностн.

Иногда знания среднего значения функционала не-
достаточно и нужно определять моменты высшего
порядка.

Заметим, что все эти задачи не обязательно ставить
на всем пространстве состояний 2. Если нас интересуют
рассматриваемые выше характеристики процесса до мо-
мента выхода из области D <= 2, то соответствующие урав-
нения не изменятся (в D процесс ведет себя так же,
как и в 2), но граничные условия могут измениться,

§ 3. Прямое и обратное уравнения Колмогорова

Настоящий параграф посвящен описанию уравнений
для решения ряда рассмотренных выше задач. Строгое
изложение этих вопросов довольно громоздко и предъяв-
ляет повышенные требования к математической подго-
товке читателя. В то же время понимания того, почему
используются те или иные уравнения, можно достичь
гораздо проще, пользуясь эвристическими рассужде-
ниями.

С этой целью рассмотрим простую модель дискретной
диффузии x(t). Определим процесс xit) по формуле

x(t + b) =x(t) + Mlx(t)]8 + oix(t)]h(t + S), (3.1)
х(0) = р.

Здесь б — промежуток времени между последовательны-
ми изменениями состояний, Mix) и oix) — неслучайные
функции, | е (0), 1б(б), | в ( 2 б ) . . . — независимые в совокуп-
ности случайные величины, для которых при любом б > О

Е{Ъ (*)} = 0, E{U(t)} = 8,

E№(t)} = o(6), т>2.
Обозначим через Atx разность xit+ 8) —xit). Определен-
ный таким образом процесс будет марковским, причем
коэффициенты М и V = о2 > 0 имеют ясный вероятност-
ный смысл:

Vlxit)]8 = E{[btx~ Mixit))8V\xit)) =
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Отсюда видно, что V — аг и М представляют собой диспер-
сию и среднее значение приращения процесса за едини-
цу времени и называются коэффициентами диффузии и
сноса соответственно. В дальнейшем будем предполагать.
что функции М и V ограничены, обладают достаточной
гладкостью, причем V не обращается в нуль внутри 2.

Определим значение производящего оператора зФь
процесса (3.1) на некоторой функции и(х) па состояниях
процесса следующим образом:

Ыьи) [х (<)] = -L E {u[x (t + б)] -и [х (*)]}. (3.4)

Таким образом, функции uix) оператор s&t, ставит в со-
ответствие функцию, равную среднему приращению и(х)
на траекториях процесса за единицу времени. В область
определения оператора s4-t, входят все функции и, для
которых математическое ожидание (3.4) конечно. Устре-
мим б к нулю. В пределе время изменяется непрерывно,
можно полагать, что и сам процесс сходится к предель-
ному с непрерывными траекториями, соответствующий
предел производящего оператора st-ъ обозначим через М-.

Приведем эвристическое обоснование предельного пе-
рехода для оператора s&t. Предположим, что и(х) —
достаточно гладкая функция:

Разделив обе части на б и переходя к пределу при
б ->- 0, получим

^ ^ d ^ (3.5)

В детерминистском случае для дифференциального урав-
нения dx/dt = M(x), очевидно, ^ u = Mix)du/dx.

ЕСЛИ определить оператор Tt на функции и как опо-
ратор усреднения и на состояниях процесса

(Ttu)(p)=E{u(xt)\x0 = p}, (3.6)

то, очевидно, Тйи — и, т. е. То — тождественный оператор.
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С помощью Tt производящий оператор s$> можно записать

£4<Г,-Г.) = ЛГО0£-Ь^(р)£|. (3.7)
в виде

Область определения оператора зФ состоит из таких
функций и, для которых существует конечный предел

Н т — Е { и { х х ) — и(р)}. В соответствии с изложенным

выше дважды непрерывно дифференцируемые функции
(со второй производной, удовлетворяющей условию Лип-
шица) принадлежат области определения s&. В дальней-
шем в области определения si будем рассматривать лишь
ограниченные дважды непрерывно дифференцируемые
функции.

Напомним, что в силу марковости плотность вероят-
ности f(p, х, t) пребывания процесса в состоянии х в мо-
мепт t, когда начальным состоянием было р, удовлетво-
ряет уравнению Колмогорова — Чепмена

/ (р, х, М- т) = f / (р, у, т) f(y, х, t) dy. (3.8)

Здесь интегрирование производится по всему пространст-
ву состояний. Уравнение отражает тот простой факт,
что для достижения состояния х в момент t + т траекто-
рия может в момент т пройти через одно из состояний у
с плотностью вероятности fip, у, т), а затем из у попасть
в х за время t (независимо от того, каким путем траекто-
рия попала в состояние у) с плотностью f(y, x, t).

Из (3.8) следует, что если задана функция на состоя-
ниях процесса и(х), то

(Tt+Xu) (р) = J f(p, У, т) \\ f (у, х, t) u(x) dx] dy =

= f / (р, у, т) (Ttu) (у) dy = (TTTtu) (p).

Аналогично получаем, что

т. е. для операторов можно записать

Tt+^TtT,=>TxTt. (3.9)
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Учитывая (3.9), получим

1 " " ' ™" " " (3.10)
Т-»0 " - . - . . „ . . -

Это означает, что для математических ожиданий

UU, р) = (TtuKp)=E{u{x,)\x(O)=*p}

выполняется дифференциальное уравнение

dU

£/ (0, р) - о

Поскольку усреднение функции и может только повысить
гладкость, то функция U будет дважды непрерывно диф-
ференцируема.

Уравнение (3.11) называется обратным {или вторым)
уравнением Колмогорова.

В (3.11) независимая переменная обозначена через р,
подчеркивая, что математическое ожидание U является
функцией начального состояния р.

В качестве функции и можно взять ступеньку единич-
ной высоты над интервалом (а, Ь) <= (0, 1) (которая явля-
ется пределом гладких «ступенек»). Тогда ее математи-
ческое ожидание представляет собой вероятность пребы-
вания процесса в (а, Ъ). Таким образом, вероятности
попадания процесса в заданный интервал удовлетворяют
уравнению (3.11).

Если рассматривать плотность вероятности fip, x, t)
как функцию времени и начального состояния р, то для
нее также выполняется уравнение (3.11). Действительно,
плотность f(p, х, t) можно полагать равной математиче-
скому ожиданию дельта-функции: g(x) = Ых — у).

Дельта-функция определяется условием

(x — y)h (x) dx = h (у),

где интегрирование производится по любому промежутку,
содержащему точку у; hix) — произвольная функция,
непрерывная в точке у.
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Очевидно, что

Е{б(xt -У)\хо = р) = J б(xt - y)f (р, х, t)dy = f (p, у, t),

f(p, у, 0) =. 6(у - р).

Если gix) — Ых — у) и при попадании в граничную
точку у процесс навсегда остается в ней, тб уравнение
(3.11) определяет вероятность поглощения в зависимости
от времени и начального состояпиэт.

Итак, для изучения изменения во времени математи-
ческих ожиданий функций на состояниях процесса, как
показано выше, можно использовать оператор М-. Важной
задачей является также исследование эволюции во вре-
мени распределений вероятности в пространстве состоя-
ний. Пусть v'\x) — плотность распределения в начальный
момент времени. Тогда в момент t она определяется как

v(x,t) = )f(p,x,t)v(p)dp. (3.12)

Запишем v(x, t) иначе, используя уравнение Колмогоро-
ва-- Чепмена (3.8):

v (x, t) -:--• j J / (р, у, s) v (p) I (у, х, t — s) dp dy =

= J v(y,s)f(y,x,t —

Дифференцируя обе части этого равенства по s и учиты-
вая (3.11), получим

0 =- J [^ v{y, s)'f_(y, x, t - s) —_v (у, s) <&f (У, x, t - s)J dy.

Распитием зиачение зФ и проинтегрируем дванеды по
частям последнее слагаемое, предполагая, что члены,
соответствующие значениям появляющихся функций на
границах всего пространства состояний, обращаются в
нуль. В результате получим, что

j [ A v (у, s) - - st*o (у, s)] / (у, х, t - - s) dy •-. 0. (3.13)

Здесь

&*v ^ ~ ТуW ^v(У' s)l + i&[V {y) v {y>s)l ( З Л 4 )



Учитывая неотрицательность, получим, что для почти!
всех у

dv(y, s)/ds=>(s&*v)(y, s). (3.15)
В частности, если в качестве v(x) взять 8(х — р), то урав-
нению (3.15) (называемому прямым уравнением Колмо-
горова) удовлетворяет плотность fip, x, t) — фундамен-
тальное, решение (3.15).

Заметим, что прямое уравнение Колмогорова для
fip, х, t) можно записать иначе. Определим Pip, х, t)
по формуле

P{p,x,t) = M(x)f(p,x,t)-±jL[V{x)f(p,x,t)]. (3.16)

Тогда (3.15) с учетом (3.14) перепишется в виде
dfip, х, t)/dt = -dPip, x, t)/dx. (3.17)

Пусть / = ( а , Ъ) с: (0, 1), Fip, I, t) — вероятность того,
что значения процесса (выходящего из точки р) в момент
времени t принадлежат интервалу /. Тогда

ь ь

= P(p,a,t)-P(p,b,t) (3.18)
и Pip, x, t) можно интерпретировать как поток вероят-
ности. Разность значений потока через левую и правую
границы интервала / определяет скорость изменения
вероятности пребывания процесса в /.

Если изучается процесс с поглощающими границами
а = О и 6 = 1, то поток в их направлении приводит к
тому, что с течением времени вся вероятностная масса
«вытечет» через границы. Вероятности Uoip, t) и £Л(р, t)
выхода траекторий через левую и правую границы со-
ответственно связаны с потоком дифференциальными
уравнениями

dUoip, t)/dt = -P(p, 0, t), (3.19)
dU.ip, t)/dt=*Pip, 1, i). (3.20)

§ 4. Диффузионная аппроксимация моделей
Райта — Фишера и Морана

Переход от дискретной диффузии (3.1) к диффузион-
ному процессу, эвристически обоснованный выше, можно
связать с широко применяемой в популяционной гене-
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тике моделью с неперекрывающимися поколениями
Райта — Фишера.

Модель предполагает, что изменения частот гамет в
течение жизни поколения под действием различных эво-
люционных факторов можно описать детерминистски.
Генетический состав нового поколения определяется раз-
множением, описываемым случайным выбором с возвра-
щением гамет индивидуумов предыдущего поколения.
Количество выбранных гамет соответствует размеру по-
пуляции N. Допущение о схеме выбора гамет с возвра-
щением оправдано тем обстоятельством, что количество
фактически или потенциально воспроизводимых индиви-
дуумами в течение жизни половых клеток чрезвычайно
велико и «затраты» гамет на каждого потомка практи-
чески не влияют на вероятности последующих «извле-
чений» гамет.

В простейшем случае гаплоидной популяции постоян-
ного размера N, рассматриваемой в отношении одного
локуса с двумя аллелями А ж а, генетический состав
популяции можно описывать концентрацией, например,
аллеля А. Пусть в начале поколения она была равна р.
Под действием детерминистских факторов к концу поко-
ления концентрация А будет равна р. Запишем ее при-
ращение Mip) = р — р в виде mN{p)/N. Далее осуществ-
ляется размножение и в начале следующего поколения
количество аллелей А будет определяться N испытания-
ми Бернулли, в каждом из которых вероятность появле-
ния аллеля А равна р. Поэтому дисперсия количества
аллелей А в следующем поколении равна Np{l — p).
Если рассматривать не количество, а долю аллелей среди
N членов популяции, то это значение следует разделить
на TV2 и дисперсия частоты аллеля А будет равна

{l)/ p
При этом процесс изменения генной частоты можно

описать дискретной моделью диффузии, полагая, что в
новом масштабе единица времени равна N поколениям.
Кроме того, заметим, что р — р = OWN), откуда
/5(1 — p)/N = p(l — p)/N + OWN2). За поколение время
возрастает на величину б — 1/N новой единицы времени,
поэтому

х (t + -L] = х (t) + mN [x (t)] -L +

+ Ух (t) [1-х (Щ + О (l/N) 1N {t

yt
ilN). (4.1)
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Здесь £w(£ + 1/Л') — случайная величина с нулевой сред-
ней и единичной дисперсией, получающаяся в результате
нормировки биномиальной случайной величины с пара-
метрами N и xit). Моменты |Л- порядка выше второго
будут равны oil/N). Значения |л- при различных N не-
коррелированы. Устремляя Лг к бесконечности, получаем,
что %N асимптотически нормально распределены и не-
зависимы (в силу некоррелированности). Предположим,
что mNix) при этом сходится к функции mix), член
Oil/N) не оказывает влияния на предельное поведение
процесса (4.1), a mNix) можно заменить на mix). Поэто-
му в пределе получается диффузионный процесс с коэф-
фициентами диффузии и сноса, равными ж(1 — х) и mix)
соответственно. Если N достаточно велико, то дискретный
процесс (4.1) можно аппроксимировать диффузионным.
При единице времени, равной поколению, коэффициенты
диффузии и сноса в этой аппроксимации будут равны
xil — x)/N^0 и mNix)/N = Mix) соответственно.

Аналогично обосновывается переход к диффузионному
процессу и для модели с перекрывающимися поколения-
ми Морана. В ее простейшем варианте рассматривается
гаплоидная популяция постоянного размера N с двумя
аллелями А и а. В единицу времени происходит одно
событие рождения-гибели. Вероятность гибели аллелей
А или а пропорциональна их концентрации в популя-
ции. Событие рождения можно интерпретировать как
результат выбора одной гаметы из гаметофонда, сформи-
рованного к моменту, предшествующему гибели.

Концентрация гамет в гаметофонде отражает популя-
ционные процессы (отбора, миграций и т. д.), сдвигаю-
щие состояние популяции (описываемое, например, кон-
центрацией х аллеля А) из точки х (характеризующей
популяцию в предыдущий момент рождения) в точку х.
Получаемое приращение запишем в виде Mix) = х — х =
= mNix)/N2. Выбор гаметы соответствует одному испыта-
нию Бернулли с вероятностью рождения А, равной х.
В результате рождения состояние популяции может из-
мениться лишь на ±i/N, т. е. для больших N весьма
незначительно. Дисперсия случайного приращения х
равна xii — x)/Nz.

Переходя к новой единице времени, соответствующей
1/N2 событиям рождения-гибели, и устремляя N к беско-
нечности, получим (с помощью аналогичных приведен-
ным выше рассуждениям) в пределе диффузионный про-
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цесс. Его коэффициент диффузии равен х({ — х), а коэф-
фициент сноса — mix).

Поэтому диффузионная аппроксимация для моделей
Райта — Фишера и Морана при учете одних и тех же
факторов изменения генетической структуры одинакова
(в соответствующей временной шкале). Аналогично де-
лается переход к диффузии и в модели Морана с непре-
рывным временем, когда вероятность события рождения-
гибели в любом временном интервале (t, t + dt) равна
Nkdt + o(dt). В пределе при N ->• °° получаем тот же са-
мый диффузионный процесс, что и выше, но время из-
меряется единицей, состоящей из N2 событий рождения-
гибели, а не в единицах непрерывного процесса.

В дальнейшем интерпретация выводов диффузионного
подхода будет предполагать аппроксимацию модели
Райта — Фишера, хотя в соответствующей шкале време-
ни они верны и для модели Морана при перекрывающих-
ся поколениях.

Если рассматривать не гаплоидную, а диплоидную
популяцию, то при гипотезе случайного скрещивания в
модели Райта — Фишера смена поколений эквивалентна
выбору не N, a 2N гамет из родительского поколения.
Поэтому в диффузионной аппроксимации коэффициент
диффузии будет равен x(l — x)/2N. Часто предпосылки
модели, приводящие к схеме случайного выбора гамет,
могут нарушаться. Если дисперсия генных частот за не-
который промежуток времени при этом представима в
виде х(1 — x)/2Ne и более высокие моменты имеют по-
рядок oii/Ne), где Ne может отличаться от размера по-
пуляции N, то в формулу коэффициента диффузии вместо
N следует ставить Ne. Величина Ne называется диспер-
сионным эффективным размером (variance effective num-
ber) популяции. Например, из наблюдений над природ-
ными популяциями известно, что многие из них подвер-
жены довольно регулярным и значительным колебаниям
численности. Если к есть период колебаний, то разумно
в качестве новой единицы времени взять 2к поколений.
Дисперсия генной частоты за это время приближенно

равна Л -^г ж (1 — ж) = -^тт—\где Nt — размер по-
\ | ^ Z i v i / ^пе

пуляции на i-й стадии цикла. Поэтому эффек-
тивный размер будет равен средней гармонической де-
терминистски меняющихся размеров популяции в те-
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чеиие цикла. Когда численность популяции, направление
и интенсивность систематических факторов, изменяющих
генетическую структуру, варьируют случайно, следует
учитывать соотношение их изменчивости, автокорреляцию
в ряду поколений. Если вклад моментов выше второго
в дисперсию и в смещение генных частот за выбранный
промежуток1 времени пренебрежимо мал, то предельный
диффузионный процесс может иметь коэффициенты сно-
са, зависящие от автокорреляции и среднего смещения
(например, из-за вариабельности интенсивности отбора)
частот генов, как и коэффициенты диффузии.

Далее мы не будем делать различий в обозначениях
для размера популяции и ее эффективного размера,
подразумевая, что необходимые коррекции произведены
и символ N относится к дисперсионному эффективному
размеру.

Отметим также, что сходимость к одномерному диф-
фузионному процессу имеет место и для двуполой по-
пуляции, состояние которой, вообще говоря, определяется
численностями и частотами аллелей отдельно для сам-
цов и самок, т. е. поведение средних генных концентра-
ций не является макровским.

§ 5. Классификация границ в диффузионных моделях

Характерной особенностью генетических моделей яв-
ляется обращение коэффициента диффузии в нуль (син-
гулярность) на границах интервала (0, 1). При этом гра-
ничная точка может быть достижима (с непулевой ве-
роятностью за конечное время) из интервала (0, 1), из
нее достижима всякая точка внутри (0, 1), но граница
непроходима паружу. Такая точка будет отражающей
границей. Достижимая граничная точка может быть
такова, что при попадании в нее траектория «поглоща-
ется» и навсегда остается там. Из такой точки нельзя
попасть внутрь (0, 1), и она называется захватывающей
границей. Если же граница недостижима изнутри, но из
нее достижимы точки интервала, то она называется вы-
пускающей.

Что касается недостижимой (с положительной вероят-
ностью за конечное время) границей хт, то она может
быть притягивающей, т. е. для любого е > 0 существует
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такое б > 0, что
Р /lira xt — хт\ > 1 -— е

It-»» /
для всех начальных точек р из (0, 1), отстоящих от Xv
не более чем на б. Недостижимая граница xv называется
отталкивающей, если из любого промежутка внутри
fO, 1], содержащего х?, траектория выходит за конечное
время с вероятностью единица через границу, противо-
положную Xv.

Поведение процесса в граничных точках определяется
его коэффициентами. Для анализа границ вводятся
функции

(5.1)

р

Если интеграл от функции Ri в окрестности рассматри-
ваемой граничной точки равен +°°, то она является от-
талкивающей границей. В противном случае рассматри-
вается поведение R3: когда в окрестности границы интег-
рал от R3 равен +оо) граница является притягивающей.

Если и Ri и R3 интегрируемы, а интеграл от R2 в ок-
рестности границы равен +°°, то граница является захва-
тывающей. В противном случае она будет выпускающей.

Аналитическим условием существования стационарно-
го распределения является интегрируемость функции R&.

В генетических моделях коэффициент диффузии
V(.x) =x(l — x)/(2N) положителен в интервале (0, 1) и
обращается в нуль на его границах, причем его произ-
водная У (ж) на левой границе положительна, а на правой
отрицательна. Снос может менять знак в (0, 1), но на
левой границе он неотрицателен, а на правой неположи-
телен. Благодаря этим особенностям проверка характера
границ значительно упрощается.

Например, пусть снос обращается в нуль на границе
Xv = 0. Тогда эта граница является захватывающей.
Действительно, при малых у

V(y) ~ У(0) + V'(0)y = V'(0)y,

Miy) = М(0) + М'(0)у = М'(0)у.
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Поэтому для малых х функции R.Ax) можно аппроксими-
ровать с точностью до oix) следующими выражениями:

2М' <°) \ \ __ гм>

Поэтому в окрестности границы xF = 0 функции R, я R3

интегрируемы, a i?2 неинтегрируема. Следовательно, эта
граница является захватывающей. Аналогичный характер
имеет граница х г = 1, если МП) = 0 — для доказательст-
ва можно аппроксимировать функции Д< вблизи Хт = 1,
но проще заменой переменных z = 1 — х свести этот слу-
чай к уже изученному, переводя границу в начало коор-
динат. Полученный результат свидетельствует о том, что
при любой форме отбора с постоянными приспособлен-
ностями в популяции достигается генетическая однород-
ность. Действительно, отбор оказывает влияние на гене-
тическую структуру, когда есть из чего выбирать; поэто-
му в гомозиготных популяциях коэффициент сноса равен
нулю.

Другим важным случаем являются такие генетические
ситуации, когда значения сноса на границах направлены
внутрь интервала (0, 1). Например, снос будет направ-
лен внутрь, если мигранты заносят в популяцию аллели
различных типов или отсутствующий аллель появляется
в результате мутаций. При этом существует стационар-
ная плотность распределения вероятности генных частот
в популяции, аналитическим условием наличия которой
является интегрируемость функции J?2. Проверим ее ин-
тегрируемость в окрестности границы агг = 0 (проверка
интегрируемости в окрестности хг — 1 производится ана-
логично). Так как М(0) > 0, то при малых х

. , Г 2ЛГ (0) , \

t (x) ~ exp J — у, ('Q)

; In ж| =
„-2M(0)/V'(0>
h

Поскольку знак F'(0) совпадает со знаком Л/(0), то
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M(O)/V'(O) > 0 и функция И2 в окрестности нуля интег-
рируема.

В связи с сингулярностью граничных точек граничные
условия для уравнений Колмогорова не произвольны. Если
за конечное время процесс не выходит с ненулевой
вероятностью на границу, то ее наличие никак не сказы-
вается на поведении процесса. Поэтому граничные усло-
вия для определения фундаментального решения задавать
не нужно. Поскольку в генетических ситуациях невоз-
можны скачкообразные переходы, то на захватывающей
границе может быть лишь поглощение. В этом случае
граничные условия также не задаются.

Уравнение Колмогорова не обязательно рассматривать
па всем пространстве состояний. Если изучать поведение
процесса на (а, Ъ)с (0, 1), то границы уже не будут
сингулярны и к уравнениям дописываются соответствую-
щие граничные условия. Например, можно исследовать
задачу о времени первого достижения точки а е ( 0 , р),
исходя из точки р. Для этого следует рассматривать
процесс на промежутке (а, 1), причем граница а должна
быть поглощающей — тогда распределение времени выхо-
да через а совпадает с распределением времени первого
достижения а. Достигнув а, траектория не может вернуть-
ся внутрь (0, 1), поэтому граничное условие принимает
вид f(a, х, t) = 0. Если исследовать условную вероятность
достижения траекторией границы а, не проходя через
точку Ъ > р, то следует рассматривать вероятность
выхода через а для траектории процесса на (а, Ъ), у ко-
торого обе границы являются поглощающими.

6. Многомерные диффузионные модели

При анализе модели со многими аллелями или в дру-
гих ситуациях, когда состояние популяции является
векторной величиной, случайные изменения этого вектора
будут аппроксимироваться уже многомерным диффузион-
ным процессом. В этом случае коэффициенты вектора
сноса Мг(х) = (Afi(x), M2(x), . ..) определяют средние
значения приращений координат в единицу времени,
а элементы матрицы диффузии 11У.«(х)11 равны средним
значениям произведений (или ковариациям) приращений
различных пар координат. Поэтому за малый промежуток
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врем&ни б£ приращения координат Лх удовлетворяют

E{Ax{}^Mi(x)-\-o{6t),

Е {Л^Д^} = Vr, (х) 6f + o (6i), (6.1)

В генетических приложениях МДх) равно приращению
i-тк координаты в единицу времени под действием детер-
министских сил, а У«(х) — ковариации случайных при-
ращений i-й и /-й координат в единицу времени (для
предельного перехода безразлично, что брать — ковариа-
ции или смешанные моменты).

Коэффициенты F4(x) образуют матрицу диффузии
llVjjU. Если в одномерном случае коэффициент диффузии
был неотрицательным, то многомерный аналог этого
заключается в требовании неотрицательной определен-
ности матрицы диффузии 11УЧН. В соответствии с поли-
номиальным характером выбора гамет при смене поко-
лений в модели Райта — Фишера (когда состояние ди-
плоидной популяции определяется частотами гамет {xt})
при диффузионной аппроксимации элементы матрицы
диффузии имеют вид

ТЛ.(х) = ж,(6в - з,)/(2Л0. (6.2)

Здесь N — дисперсионный эффективный размер, б.ч —
символ Кронекера.

Как и в одномерном случае, диффузионный процесс
будет сингулярным, поскольку матрица с коэффициента-
ми (6.2) вырождается на границах (где одна из координат
Х{ обращается в нуль), если за состояние популяции
взять какие-либо концентрации гамет без одной.

Операторы «5$ и sfi*, соответствующие обратному и
прямому уравнениям Колмогорова, имеют вид

2(Р) ^ 7 + 2 МГ (Р) ̂ , (6.3)

и плотность /(р, х, t) удовлетворяет прямому и обратно-
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му уравнениям Колмогорова

>, х, t) = ,^*/(p, х, t),

, t). (6.5)

Прямое уравнение df/dt = s£*f можно записать в виде

jpf(\>, х, t) = — 2 " 7 ^ Г ^ ( Р ' х ' *)' (^.6)
г г

где
Pi (Р, х, t) = Л/< (х) / (р, х, t) — т У. ~ [Уу (ж) / (р, х, *)].

г L

(6.7)

Пусть дана область Z ) c S ; T(D) — ее граница; F(p, Z), <)—
вероятность пребывания процесса (выходящего из точки
р) в области D в момент t. Тогда, очевидно,

~ F (р,~x;t) = - f 2 aF"Pi (P' x- f) dx- (6-8)
D %

По формуле Гаусса — Остроградского

Р, п ) ^ , (6.9)

Ь *

где вектор Р равен (Р,. Р2. . . .); п — вектор внешней нор-
мали к границе области D; (Р, п) — их скалярное произ-
ведение; правая часть (6.9) представляет собой поверх-
ностный интеграл первого рода.

Как хорошо известно, вектор Р имеет вполне опреде-
ленную интерпретацию — в данном случав это поток ве-
роятности. Его i-я компонента РДр, х, t) равна потоку
вероятности через точку х в направлении £-й оси коор-
дпттат. Таким образом, равенства (6.8), (6.9) показывают,
что изменение вероятности пребывания в некоторой об-
ласти определяется потоком через ее поверхность. В од-
номерном случае (6.8), (6.9) редуцируются к (3.18).

В случае неоднородного диффузионного процесса
коэффициенты сноса и диффузии не случайно зависят не
только от пространственных координат, но и от времени.
Плотность вероятности /(s, p, x, t) переходов из состоя-
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ния р в момент s. в состояние х ь момент Ь удовлетворяет
уравнениям: Колмогорова

где вид операторов М- и зФ* такой же, как и в однород-
ном случае (6,3), (6.4), но коэффициенты еще зависят от
времени.

§ 7. Решение уравнений Колмогорова методом Фурье.
Преобразования диффузионных процессов.

Стационарная плотность

Прямое и обратное уравнения Колмогорова (6.5) яв-
ляются уравнениями в частных производных параболи
ческого типа. Для их решения можно использовать
стандартный метод разделения переменных — метод Фурье.
При этом предполагается, что, например, в одномерном
случае прямому уравнению (3.15) удовлетворяет функ-
ция, представимая в виде произведения X{z)T(t). Под-
ставляя его в (3.15) и группируя члены, содержащие
функцию Г и ее производные слева, а X с производны-
ми— справа, и разделив обе части на X(x)T(t), получаем
равенство, одна часть которого зависит только от х,
а другая — от t. Это возможно лишь, когда выражения
справа и слева равны одной и той же константе X, на-
зываемой собственным значением. Уравнение для Т име-
ет очень простой вид:

{UTjdTidt == X, (7.1)

откуда T(t) — еы. Для X получаем обыкновенное диф-
ференциальное уравнение, которое имеет решение (на-
зываемое собственной функцией) при некоторых значе-
ниях Я, обычно в дискретных точках %„ (Я п ^0), образую-
щих монотонно убывающую последовательность — спектр.
Спектр может быть и непрерывным. Решение, например,
для плотности распределения вероятности f(p, x, t) за-
писывается в виде ряда (или интеграла при непрерыв-
ном спектре):

/ (Р, *, *) = 2 X (х, Аа, Вп, К) * Ч (7.2)
п—1

где Ап, Вп и ?.п определяются начальными и граничными
условиями.
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Если все значения Я* < 0, то f(p, х, t) экспоненциаль-
но сходится к нулю при f — оо (например, в случае про-
цесса с поглощением^. При этом наибольший интерес
представляет главный член разложения (7.2), соответст-
вующий максимальному собственному значению Яша*- При
достаточно больших t форма плотности распределения
вероятности f(p, x, t) определяется собственной функци-
ей, отвечающей наибольшему собственному значению.
Асимптотически при t -*- °° форма распределения неиз-
менна и плотность уменьшается с постоянной скоро-
стью Яшах-

Определение Ятах и соответствующей собственной функ-
ции является важной задачей, решение которой позволя-
ет представить асимптотический характер поведения
плотности распределения вероятности. Например, при
совместном действли отбора и выборочных колебаний
генных частот, приводящих, как известно (см. § 5), рано
ИЛИ ПОЗДНО К генеТИЧеСКОЙ ОДНОРОДНОСТИ ПОПУЛЯЦИИ, Яшах

характеризует асимптотическую скорость достижения
гомознготности, а соответствующая собственная функ-
ция — асимптотическую плотность распределения частот
аллелей среди еще сегрегирующих полиморфных попу-
ляций.

Если максимальное собственное значение равно нулю,
то при t -*• °° плотность распределения вероятности схо-
дится к соответствующей Ятах собственной функции (на-
пример, в случае существования стационарного распре-
деления). При этом разность между этой функцией и
плотностью j(p, х, t) экспоненциально сходится к нулю.
Скорость сходимости асимптотически равна второму по
величине собственному значению, а отвечающая ему
собственная функция определяет асимптотическую форму
разности.

Наиболее полной характеристикой диффузионного
процесса является переходная плотпость, найти которую
можно, зная фундаментальное решение (3.15), соответст-
вующее начальным условиям в виде дельта-функции.
Однако явное выражение для него получить не всегда
возможно. Иногда все же удается при помощи преобразо-
вания диффузионного процесса получить более простой,
например винеровскпй. Для винеровского процесса на
всей числовой оси или некотором ее отрезке известен
явный вид фундаментального решения, что значительно
упрощает дело.



В случае неоднородного процесса с гладкими коэф-
фициентами сноса и диффузии необходимые и достаточ-
ные условия возможности преобразования процесса в ви-
неровский были получены И. Д. Черкасовым. Черкасовым
дан и явный вид довольно громоздких замен в терминах
коэффициентов процесса, их производных до второго по-
рядка и определителей из них. Для многомерного диф-
фузионного процесса подобные условия преобразования к
винеровскому процессу неизвестны.

В случае одномерного однородного диффузионного
процесса взаимно однозначное преобразование р = у(р)
фазового пространства порождает диффузионный процесс,
коэффициенты сноса и диффузии которого (как функции
старой переменной) имеют вид

М (р) = ф» (р) М (р) + V2<p" (p) V (р), ( ?

()

Для многомерного случая взаимно однозначная замена
pi = фДр) приводит к следующему преобразованию:

(7.4)

Запомнить эти формулы довольно просто: так как
Mi и V,ij представляют собой математические ожидания
бесконечно малых приращений ср{ и ф4ф,- в расчете на
единицу времени, то для их определения достаточно раз-
ложить функции {фЛ в ряд по степеням {pj и учесть, что
для диффузионных процессов математические ожидания
членов, порядок которых выше второго, равны нулю.

Используя в полиаллельном однолокусном случае за-
мену pi = У pii преобразующую симплекс S в часть гипер-
сферы, в § 11.2 показано, как с ее помощью можно по-
лучить простую аппроксимацию процесса генного дрейфа
на малых промежутках времени.

Иногда упростить анализ диффузионной модели уда-
ется с помощью случайной замены времени на траекто-
риях процесса. Эта замена не меняет траекторий, но
ускоряет или замедляет движение по ним. Фиксируем
некоторую траекторию и введем на ней преобразование
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времени т = т(&), t) по формуле

*г(ео, *)/<&= 1/#[хЛш)], (7.5)

где g(x) — некоторая положительная функция. Получен-
ная замена случайна, так как на разных траекториях
в один и тот же момент времени значения х((ш) будут
в общем случае различны.

В результате этого у нас вновь будет диффузионный
процесс, коэффициенты которого связаны с прежними
по следующим формулам:

Л7,(р)=Шр)/£(р), V „(р) = F«(p)/g(p). (7.G)

Пусть рассматривается процесс изменения частоты р
некоторого аллеля под действием лишь выборочных ко-
лебаний при смене поколений. Производящим оператором

* * 1 p ( i - p ) а?

 лдля этой модели будете ~ т одг ~- Ьслпвкачест-
" "" др"

ве g(p) взять р

 2N

 p , то, очевидно, при такой случай-
ной замене времени процесс преобразуется в винеровский,
что облегчает отыскание ряда его характеристик. Инте-
ресно, что случайная замена времени позволяет упростить
также анализ многомерных выборочных колебаний в
подразделенной популяции (см. конец § 13.8).

В ряде случаев наибольший интерес представляют
условные характеристики процесса при условии осущест-
вления некоторого события. Так, при анализе скорости
замещения генов в процессе эволюции важно знать не
среднее время поглощения (складывающееся из времени
фиксации и времени утери мутанта), а среднее время
фиксации при условии фиксации. Это связано, например,
с тем, что при сравнении последовательностей амино-
кислот белков организмов, стоящих на различных эволю-
ционных ступенях развития, возможно наблюдать лишь
результаты фиксаций появлявшихся мутаций. Утерянные
мутанты не оставляют следов в последовательностях
аминокислот, и, следовательно, данные представляют со-
бой условную характеристику процесса замещения генов.

Первые попытки анализа условных характеристик
относились к определению условного времени фиксации
нейтрального мутанта с помощью величины
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где Tip) — среднее время фиксации при условии фикса-
ции, a Ui(p) — вероятность фиксации.

Общий подход к такого рода задачам основан на по-
нятии условного диффузионного процесса при соответст-
вующем условии (например выходе траектории в неко-
торую точку границы и т. п.). Если f(p, х, t) есть пере-
ходная плотность безусловного процесса, U(p) — вероят-
ность события, при условии которого анализируется
процесс, то условная плотность равна

f*(p,x,t) = f(p,x,t)U(x)/U(p). (7.7)

Пусть рассматривается одномерный процесс. Вспомним,
что коэффициент сноса равен среднему приращению,
коэффициент диффузии — среднему квадрату, а средние
следующих степеней приращения за единицу времени
при t -*• О равны нулю. Используя это, разложим U(x)
по степеням приращения х — р и найдем коэффициент
сноса условного процесса:

М* (р) = l u n | Г / * (р, х, t) (x -p)dx =

™ ' .) I(P' ' ' U(p)
"* о

(7.8)

Аналогично получаем, что V*(x) = V(x). Действуя
точно так же в случае многомерного условного процесса,
приходим к выводу, что для него матрица диффузии сов-
падает с матрицей для безусловного процесса, а коэф-
фициенты сноса имеют вид

м* (р) = Mi (р) ч- z уа (Р) < 7 9 )

Оперируя диффузионным процессом с коэффициента-
ми (7.9), можно найти различные интересующие нас
условные характеристики теми же стандартными метода-
ми, как и для безусловного процесса. Использование ус-
ловных характеристик времени достижения гомозигот-
ности из-за выборочных колебаний генных частот двух-
аллельного локуса позволяет довольно просто проанали-
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зировать в многомерном случае характер времени фикса-
ции аллелей и их последовательной утери в ситуации с
множественными аллелями (см. § 11.4 и § 11.5).

Решить уравнения Колмогорова с помощью разделе-
ния переменных, рассматриваемого в начале параграфа,
удается не всегда, особенно в многомерном случае. Если
же существует стационарное распределение, то, чтобы
найти его, можно использовать другие методы. Условия
обитания природных популяций в типичных ситуациях,
как правило, изменяются довольно медленно. Поэтому в
каждый момент времени популяция находится как бы в
равновесии со средой. Вероятностный характер этого
равновесия выражается стационарным распределением
плотности вероятности fix), определение которого пред-
ставляет более простую задачу, чем отыскание фунда-
ментального решения. Так как в стационарном случае
производная плотности по времени равна нулю, то вместо
(3.15) мы имеем уравнение s4-*f = 0. В одномерном слу-
чае это означает, что поток вероятности (3.16) в стацио-
нарном распределении равен нулю, т. е. fix) удовлетво-
ряет уравнению

lV(*)f(x)]M(x)f(x) = 0. (7.10)

Решением (7.10) будет
< X \

' I (* о таг /.л I

(7.11)

где константа С выбрана из условия нормировки: интег-
рал от плотности по пространству должен быть равен
единице.

Следует подчеркнуть, что формальная запись (7.11)
не всегда определяет стационарное распределение и со-
держательное использование (7.11) предполагает пред-
варительный анализ характера процесса.

В многомерном случае из стационарности не следует,
что вектор потока в любой точке пространства равен
нулю, так как уменьшение плотности за счет потока в од-
ном направлении может компенсироваться потоком по
другой координате.

Назовем стационарную плотность потенциальной, если
для нее вектор потока тождественно равен нулю. В этом
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случае fix) удовлетворяет системе уравнений

Mi(x)f(x)—z%-£7[Vi}(x)f(x)] = 0, 1 = 1,2, ... (7.12)

Разделив (7.12) на fix) и переходя к векторной записи,
получим

е , (7.13)grad In / (х) = 1 Vi3 (х) Г 1 [2М (х) - | ±- Vl} (x)

где е есть вектор с единичными координатами в соответ-
ствии с размерностью состояний. При этом предполага-
ется, что матрица диффузии невырождена. Отсюда мож-
но найти явный вид стационарной плотности, если ко-
ординаты градиента (7.13) удовлетворяют условиям ра-
венства смешанных производных при изменении порядка
дифференцирования 1п/(х).

Интересно отметить, что для стандартных однолокус-
ных генетических моделей, допускающих стационарное
распределение, существует связь между характером ди-
намического (адаптивного, вольно говоря) ландшафта —
пиков и долин в многомерном пространстве, соответст-
вующих устойчивым и неустойчивым положениям равно-
весия детерминистской модели, и характером стационар-
ной плотности. Последняя концентрируется в основном
в точках устойчивого равновесия детерминистской моде-
ли (см. §§ 12.6, 12.11).

Этот факт наиболее очевиден в случае, когда матрица
диффузии является единичной, а вектор сноса пред-
ставляет собой градиент некоторой функции Gix). Тогда
из (7.13) следует, что градиент In fix) равен градиенту
G(x), т. е. fix) = Ce G ( x ) . При отличии диффузионной мат-
рицы IIF«(x)ll от единичной снос должен быть градиентом
Gix) по отношению к метрике, определяемой этой матри-
цей, т. е. должно быть справедливо представление Mix)—
= llFij(x)llgradG !(x). В этом случае из (7.13) следует, что
f(x)=CeG(x)V(x), где функция У(х) определяется чле-
нами, содержащими производные элементов У0(х) в
(7.13).

Поэтому, вообще говоря, полное соответствие пиков
стандартной плотности и точек устойчивого равновесия
имеет место для модифицированной детерминистской си-
стемы, получающейся в результате учета grad Vix)
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(си. (12.11.7)). Однако при диффузии малой интенсивно-
сти эта модификация несущественна, а вкладом У(х) в
выражение для стандартной плотности также можно
пренебречь (см. § 12.11).

§ 8. Определение моментов некоторых функционалов
от диффузионных процессов

Знание фундаментального решения /(р, х, t) уравне-
ний (6.5) позволяет найти любые интересующие нас ха-
рактеристики процесса. Однако часто можно обойтись
более простыми средствами. Например, в случае процес-
сов с поглощением, когда с вероятностью единица траек-
тории рано или поздно выходят на границу ГЧ2),
возникает класс задач, связанный с определением сред-
них значений интегралов по траекториям. К ним отно-
сятся задачи отыскания вероятностей поглощения в тех
или иных участках границы, среднего времени погло-
щения, среднего значения какой-либо функции на состоя-
ниях процесса в течение времени до поглощения и т. д.
Пусть т(со) — момент выхода на границу Г(2) и

fT(CO) 1

U (р) = Е J и [xt (го)] dt + h [хх((в)11 х0 = р . (8.1)

Тогда U(p) можно записать в виде
оо со

U(p)= \и(х) §f(v,x,t)dtdx+ f A(x)J/(p,x, *)сЙЛс.
2 0 Г(Е) О

(8.2)
Второе слагаемое представляет собой поверхностный ин-
теграл первого типа по границе Г(Е).

Применим к обеим частям (8.2) оператор з£, предпо-
лагая его перестановочность с операцией интегрирования.
Напомним, что согласно (6.5) s&f = df/dt,

оо оо

= Ju(x)^dtdx+ J Л(х) J | f
2 i Г(2)

dtdx.J
Г(2)

Так как \—-dt — f(p,x, оо) — / (р, х, 0), а к моменту t =
о

= °° /(р, х, t) всюду равна нулю, то для первого слагае-
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мого эта разность есть —/(р, х, 0) = —б(х — р), а для
второго равна нулю, так как при р^Г(Е) б(х — р ) | г = 0,
а при р ^ Г Й ) df/dt = 0. Поэтому

-и(р),

Если какой-либо участок границы недостижим, то на
нем граничные условия не ставятся.

Если в (8.3) положить w(p) = 0, а Мр) равно 1 при
р е Г, (где Г4 — интересующий нас участок границы
Г(2)) и Мр) = 0 при р ^ г ( Б ) \ Г , , то среднее значение
функционала (8.1) равно вероятности выхода траектории
на Г\ прежде, чем в любую другую точку границы. В слу-
чае одномерного процесса (описывающего, например, по-
ведение концентрации аллеля на [0, 1]) при МО) = 0
и Ml) — 1 уравнение (8.3) определяет вероятность фикса-
ции аллеля, а при МО) => 1 и Ml) = 0 — вероятность его
утери (см. §§ 11.4, 12.2). Решая (8.3) на произвольном
интервале (pi, pj s (0, 1) при hipj = 0 и h(p2) = 1 по-
лучаем вероятность того, что траектория достигнет р%
прежде р^

Для определения среднего времени пребывания в (0,1)
следует положить и(р) = 1 и h(p) = 0 (см. § 11.5). Если
и(р) =2р(1 — р) и h(p) = 0 , то решение (8.3) дает среднее
количество гетерозигот в течение всего времени сущест-
вования популяции до момента поглощения.

Если же рассматривать многомерный процесс с погло-
щением, описывающий, например, однолокусную ситуа-
цию с п аллелями {А{}, ТО при выходе на участок гра-
ницы 1\, соответствующий утере аллеля Ah траектория
не остается в точке выхода, а продолжает двигаться по
этому участку. Если в (8.3) положить и(р) = 0 и Мр) =
= 1 при p e f i и Мр) = 0 при р е Г(Б)\Г\, то решение
определяет вероятность утери первым аллеля Л4. Поло-
жив Мр) на Г(2) равной вероятности фиксации, скажем,
аллеля А2, исходя из состояния с п — 1 аллелями, можно
найти вероятность фиксации аллеля Аг, исходя из состоя-
ния со всеми п аллелями. Выбирая вид функции Мр),
находятся вероятности утери интересующего аллеля вто-
рым, третьим и т. д. (см. § 11.4). Аналогично можно
ставить задачи определения среднего времени утери
одного, двух и т. д. аллелей и, наконец, времени дости-
жения гомозиготности.
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В терминах функций штрафа можно определять и
следующие моменты от интегралов по траекториям для
функций g(x). Пусть, например,

и(х) = ng{x)E
-О

"ln-i

J
x i = = 0 = x .

Тогда решение (8.3) с данной функцией имеет следую-
щий вероятностный смысл:

= Е Ung(xt)E \\$g(xr)dt'
n - l

x ( = 0 =

(8.4)

Заметим, что условное математическое ожидание (при
условии х(), стоящее в (8.4), можно интерпретировать
как среднее значение по всем «хвостам» траектории,
проходящей в момент t через точку х(. Поэтому, учиты-
вая марковость диффузионного процесса, (8.4) запишем:

J ng[xt {<

in—1

Li

Так как на непрерывной траектории со
п-Х

d
g[Xf[(<a)]dt'

t
dt

dt

g[Xt.((»)]dt'

t

то (8.4) окончательно принимает вид

1
dt

[xv (со)] dt'f dt

Т(0

x(=o = P (8.5)

Следовательно, моменты га-го порядка Мп от интегралов
по траекториям для функций g(x) можно последователь-
но находить из дифференциальных уравнений

( 8 > 6 )

344



Вычисление средних значений интегралов по траекто-
риям можно производить с помощью функции Грина,
которая в вероятностном смысле интерпретируется как
плотность времени пребывания в точках пространства 2
до момента выхода на поглощающую границу. Для точки
у, принадлежащей 2, значение плотности времени пребы-
вания Ф(р, у) при условии выхода траектории из точки
р определяется следующим образом:

. , * ) ^ . (8-7)
о

С другой стороны, Ф(р, у) равно среднему значению ин-
теграла по траектории вида

j б [х, (со) — у] dt,

где тш — случайный момент выхода на границу. Согласно
(8.3) Ф(р, у) удовлетворяет уравнению

и называется функцией Грина для (8.8). Определим опе-
ратор G на функции м(р) как

= - O(p,y)«(y)dy. (8.9)
2

Выражение (8.9) можно записать иначе, учитывая (8.7):

(Gu) (p) = - ) и (у) j / (p, у, t)dtdy = -U (p), (8.10)
2 О

где

и [xt (со)] dt P •Г
Согласно (8.3) U удовлетворяет уравнению s&U =—и,
U(y) = Q, при у с= Г(2). С другой стороны, (8.10) показы-
вает, что Gu — —U. Следовательно,

s4-Gu=*-slU = u. (8.11)
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Поэтому оператор G является обратным «я£ и, зная функ-
цию Грина, можно легко определить математические
ожидания интегралов по траекториям.

§ 9. Один подход к вычислению математических
ожиданий функций на состояниях процесса

Напомним, что согласно (3.10)

Отсюда можно записать

)(х)}, (9.1)

где
Е,Ых)} = E{u(xt)\x, = p} = (

В общем случае уравнение (9.1) мало что дает, так
как справа стоит неизвестное математическое ожидание
функции S&U. Однако для ряда генетических моделей
применение (9.1) может быть полезно. Дело в том, что в
некоторых ситуациях оператор «5$ переводит многочлены
в многочлены той же степени. Это позволяет вместо урав-
нения в частных производных (3.11) для Ttи решать
(при соответствующих и) обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения или системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений.

Однако следует подчеркнуть, что формальное исполь-
зование (9.1) не всегда дает корректные результаты.
Пусть, например, исследуется процесс с поглощением и
функция и, представляет собой среднее время поглоще-
ния. Согласно § 8 s4-u = —l, поэтому Tts£u = —1, т. е.
правая часть (9.1) тождественно равна —1. Отсюда при
t -*- °° значение Et{u{x)}, полученное из (9.1), стремится
к — оо. Но так как процесс с вероятностью единица при
t -*• оо выходит на границу, где и = 0, то поэтому при
t -*- оо Et{u{x)} -*• 0, т. е. решение (9.1) не имеет смысла.

Исследуем условия применимости (9.1). Пусть g(x) —
некоторая достаточно гладкая функция на состояниях
процесса. Сначала рассмотрим одномерный случай, когда
диффузия происходит на отрезке [О, 1], процесс харак-
теризуется инфинитезимальными дисперсией V(x) и
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сносом Mix). При этом мы допускаем возможность погло-
щения на границах отрезка. Очевидно,

Et{g{x)}=*)g(x)f(p,x,t)dx +

где Ua и f/, представляют собой вероятности поглощения
к моменту t в левом и правом концах отрезка [0, 1] со-
ответственно. Дифференцируя обе части этого равенства
по t, получим

= ^ g(x)±f(p,x,t)dx

+ g(0)-§rUo(pit) + g(i)-lrU1(P,t). (9.2)

Н а п о м н и м , ч т о с о г л а с н о ( 3 . 1 7 ) -^ f ( P , x , t ) —

= —д^Р(Р,х, *), где

Р (р, х, t) = / (р, х, t) M (х) - 1 ± [/ (р, х, t) V (x)]

представляет собой поток вероятности в точке х. С по-
мощью потока правую часть равенства (9.2) можно про-
должить следующим образом:

-kP(P> х> *)<**-8(0)Р(Р, °> t)+g(i)P(P, I, t).
о

Далее, интегрируя по частям, получим

1

(Р, *> t) |L 0 + ] {/ (Р, х, t) M (х) -

g(l)P(p,Ut).
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Сокращая слагаемые с потоками в концевых точках и

интегрируя по частям член -Q^ \f(Pi х, *)"2^Ча0 > имеем

зс=О

Т7 / \ dg (Х)

если только предел V (х) —^— равен нулю при х,
стремящемся к нулю или единице, так же как и пре-
дел (s£g)(x), причем предполагаем значения f(p, z, *)l*=o
конечными. В противном случае нужно рассматривать
предел V (x)f (p, x, t) ^ . Заметим, что предел
V(x)f{p, х, t) должен быть равен нулю, так как иначе
f(p, х, t) неинтегрируема вблизи границы.

Для перехода к произвольной размерности К приме-
ним индукцию. Пусть известно, что (9.1) выполняется
для К —т. Покажем, что для генетических моделей с мат-
рицей диффузии вида (6.2) уравнение (9.1) справедливо
и для К = т+ 1, и выпишем соответствующие требования
на функцию g{x). Заметим, что математическое ожида-
ние Etig{x)} можно записать в виде

Et{g(x)}=\g(x)f(1?,x,t)dx +

t

+ f j (Р (р, хт, т), п (хт)) Я г-Т {g (xt_T) | хт} dS dr. (9.3)
О Г(2)

Здесь т — момент выхода в точку хг, принадлежащую
границе Г(£); Р(р, хт, г) — вектор потока в момент тв
точке хт; n(xt) — вектор внешней нормали к границе в
этой точке; £?

(_т{^(х,_т)|хт} — условное математическое
ожидание g(x,) при условии, что в момент t = x x, = x t s

Щ

348



Так как на границе имеем процесс меньшей размер-
ности, то по предположению индукции

-J- Я, {g (xt_T) | хт} = E {(sfg) (х,_т) | xT}.

При t = x правая часть этого равенства равна g(x%). Про-
дифференцировав обе стороны равенства (9.3), получим

t

+ ± j j (P (p, x t ! т), n (xT)) E {g (xt_T) | хт} dS dr. (9.4)
О Г(2)

Найдем первое слагаемое:

-fj S W / (Р, х, t) dx = - j g(x) I" 2 Sr pi (P. x' f) | ds-

Действуем, как и при доказательстве теоремы Остроград-
ского — Гаусса:

= - f (P(p, х, *), n(x))g(x)dS +
Г(2)

+ J(P(p, х, t), yg(x))dx.
2

Здесь Vg(x) — градиент функции g(x). Учитывая, что
г-я координата сноса равна

, х, i) = /(р, х,
i J

преобразуем в последнем выражении для производной
(9.3), как и ранее, второй интеграл (по фазовому прост-
ранству 2) и продолжим равенство

= - \ (P(p,x,t),n(x))g(x)dS
Г(2)

+ j (^g) (x) / (p, x, t) dx.
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Легко заметить, что для матрицы с элементами F«(x)=
= Х{(8ц — Xj), возникающей в генетических моделях, на
Г(2) вьшолняется равенство HF«{x)lin(x) = 0, так как
на плоскостях Xi = 0 у вектора нормали все координаты,
кроме Г-Й, равны нулю, а 2-й столбец матрицы диффузии
обращается в нуль. Если же рассматривать плоскость
2 Xi = 1, то здесь координаты вектора нормали равны

г

между собой, тогда как сумма элементов по любой строке
матрицы диффузии равна нулю.

Теперь рассмотрим второе слагаемое в (9.4). Оно бу-
дет равно

(P(p,x,*), n |
Г(2)

t

j f (P (p, xT, T), n (xT)) ±. Et {g (x,_T) | хг} dS dx.
0 l'(S)

Учитывая, что условное математическое ожидание, стоя-
щее под знаком интеграла во втором слагаемом, удовлет-
воряет предположению индукции, а также сокращая по-
токи на границу в момент t, при подстановке получен-
ных выражений в (9.4) имеем

-|- Et {g (x)} = j (stg) (x) / (р, х, t) dx +
X

+ ] j (P (p, x t, т), n (xT)) E {(stg) (x t_ t) | xz}dSdx -
U Г(2)

- J 4" (I V*i (x) I'n (x)' V? (x)) / (P, x, t) dS = Et{US) (x)},
Г(2)
J

Г(2)

если только (предполагая конечность /(р, х, t) на Г(2))

lim (i |F y (x) |n(x), v^(x)) = 0,
Г С 2 ) (9.5)

lim Ug) (x) = 0.
Щ)

Когда вблизи Г(2) /(р, х, t) иеограничена, следует рас-
сматривать пределы (9.5), вводя сомножитель /(р, х, t).

В случае генного дрейфа в узком смысле, рассматри-
ваемого в следующей главе, с помощью (9.1) наиболее
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просто определяются математические ожидания моментов
процесса, поскольку в этой модели снос равен нулю,
а оператор si- не повышает порядок рассматриваемого мно-
гочлена. Аналогична ситуация, когда рассматривается мо-
дель с линейным сносом, папрпмер, в результате мутаций
или миграции в подразделенных популяциях —
см. гл. XIII, где также удается для анализа поведения
моментов рассматривать обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения.

Что касается примера некорректного применения урав-
нения (9.1), рассматриваемого в начале параграфа, то для
него ие выполняются условия (9.5), а именно:

lim

Иногда бывает проще решить уравнение (9.1) и про-
верить корректность решения подстановкой в (3.11), чем
исследовать выполнение условий (9.5) и анализировать
поведение /(р, х, t) вблизи границ.
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ГЛАВА XI

СЛУЧАЙНЫЙ ГЕННЫЙ ДРЕЙФ В УЗКОМ СМЫСЛЕ

§ 1. Уравнения Колмогорова для однолокусных моделей
случайного генного дрейфа

Под генным дрейфом или, более точно, случайным
генным дрейфом в узком смысле обычно понимают слу-
чайный процесс изменения концентраций гамет в резуль-
тате единственно выборочных эффектов при -смене поко-
лений. Первоначально биологи, обратившие внимание па
это явление, .подчеркивали значение дрейфа в достижении
генетической однородности при значительных колебаниях
размера популяции (благодаря которым часть генетиче-
ских вариантов отсеивается при падении численности)
или при наличии редких генов (которые чисто случайно
могли оказаться непредставленными в следующем поко-
лении). Однако картина не меняется для постоянного
размера популяции и при произвольных значениях кон-
центраций генов, присутствующих в популяции.

Рассмотрим сначала случай одного аутосомного локу-
са с п аллелями {At} в диплоидной популяции постоянно-
го размера N. Выборочные колебания частот гамет
(т. е. в однолокусном случае частот аллелей) не имеют
какого-либо предпочтительного направления, и системати-
ческое смещение концентраций от исходных значений
{/j;} равно пулю, а дисперсия частоты некоторого аллеля,
например /1„ пропорциональна р((1 —/;,). Это объясняется
тем, что случайный выбор гамет приводит к полиномиаль-
ному распределению (с ковариационной матрицей вида
(10.6.2)). Отсюда при соответствующем выборе единицы
времени (поколение в модели Райта — Фишера и .V со-
бытий рождения-гибели в модели Мора на) производящий
оператор М- для диффузионного процесса генного дрейфа



в полиаллелъном случае принимает вид

Суммирование в (1.1) производится от 1 до п — 1, а но
до п, так как изменение концентрации последнего аллеля
Ап можно не рассматривать. Дело в том, что сумма час-
тот р> равна 1, поэтому концентрации любых п—1 алле-
лей полностью определяют оставшуюся (например р„).
В двухаллельном случае (1.1) превращается в

м'~- г IN ар2' к '

Заметим, что в силу выборочной природы процесса
генного дрейфа его закономерности не изменяются при
неразличении некоторых аллелей друг от друга (что рав-
носильно рассмотрению искусственного «объединенного»
аллеля, концентрация которого равна сумме частот со-
ставляющих его неразличимых аллелей). Это означает,
что результаты, полученные для одномерной, двумерной и
т. д. моделей (например, вероятности фиксации или уте-
ри аллелей), остаются верными и для моделей высших
размерностей при соответствующей интерпретации кон-
центраций. .

Процесс генного дрейфа протекает следующим обра-
зом. Блуждание генных частот во внутренности Б осу-
ществляется до тех пор, пока траектория не достигает
границы (соответствующей утере одного аллеля). При этом
происходит либо поглощение в соответствующем гомози-
готном состоянии (если было лишь два аллеля), либо диф-
фузия на соответствующей гиперплоскости, управляемая
оператором (1.1) с фазовыми координатами относящимися
к оставшимся аллелям. Далее происходит утеря еще од-
ного аллеля и т. д. до момента поглощения в одной из
вершин симплекса 2.

Сопряженный к зФ оператор М* в многомерном слу-
чае имеет вид

-.*- * "у
и в одномерном —
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§ 2. Аппроксимация процесса случайного генного
дрейфа на небольших промежутках времени

Во многих исследованиях возникает необходимость
изучения асимптотического характера процесса генного
дрейфа, когда временные промежутки (в поколениях) от-
носительно малы. Это диктуется акцентом современной
эволюционной теории на процессах микроэволюции,
а также тем фактом, что в чистом виде гениый дрейф мо-
жет протекать относительно недолго в силу свойственно-
го природным популяциям мутационного давления, дав-
ления отбора и миграций из соседних популяций. В ти-
пичных случаях на малых временных интервалах воздей-
ствием отбора (слабой степени) и мутационного давления
можно пренебречь и нередки ситуации, когда в этот пе-
риод влияние миграций также пренебрежимо мало. Кроме
того, известные решения для плотности вероятности в за-
висимости от начальной точки и времени записываются,
как и для большинства решений уравнений в частных
производных, в виде рядов по собственным функциям
(к тому же специального вида) и выглядят довольно слож-
но. Это затрудняет работу с ними.

Поэтому желательно найти удобную аппроксимацию
процесса генного дрейфа на небольших промежутках
времени, которая значительно упростила бы анализ фак-
тических данных. Для генного дрейфа по локусу с двумя
аллелями Р. Фишер предложил еще в 1922 г. преобра-
зование, обладающее желательными свойствами. Заметим,
что в этой работе в математическую генетику впервые бы-
ло введено уравнение диффузионного типа. Это было сде-
лано еще до того времени, когда оформился соответству-
ющий раздел теории вероятностей и были развиты осно-
вы теории диффузионных процессов.

Рассматриваемое преобразование с современной точки
зрения заключается в следующем. Ищется такая замена
переменных, чтобы для процесса генного дрейфа концен-
траций некоторого аллеля с плотностью вероятности,
удовлетворяющей (при единице времени, равной поколе-
нию) дифференциальному уравнению

коэффициент диффузии был постоянным и не зависел от
точки пространства.
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Если g(p) — дважды непрерывно дифференцируемая
функция, то случайный процесс gixit)] будет диффузион-
ным, причем его коэффициенты можно найти по формуле
(10.7.3). Так, коэффициент диффузии будет равен

- ld~\ ' а с н о с и м е е т в е л и ч и н У T~2N ~^Г-2N ldp\ ' а с н о с и м е е т в е л и ч и н У T 2 N ^ Г
Если желательно, чтобы коэффициент диффузии был ра-
вен константе, то искомое преобразование можно найти
из следующего дифференциального уравнения:

dg(p)/dp = i/p{l-p). (2.2)
Ему удовлетворяет функция arccos (1 — 2р)— преобразо-
вание Р. Фишера, найденное им из других соображений,
или arcsinj/p (с точностью до постоянного множителя).

Полагая 0 = arccos (1 — 2р), можно получить, что
плотность распределения вероятности Э удовлетворяет
дифференциальному уравнению

^./(e0,e>o = ̂ ^-/(e.,e lt)-^l/(e 0,o It), (2.3)

т. е., хотя коэффициент диффузии процесса 8U) постоя-
нен, появляется снос, зависящий от точки пространства.

Заметим, что при небольших промежутках времени t
в поколениях по сравнению с размером популяции N
пренебрежение сносом не ведет к существенным иска-
жениям, так как изменения 8 в основном будут опреде-
ляться диффузией. Суммирование приблизительно одина-
ково распределенных отклонений 9, возникающих при
переходе от одного поколения к другому, будет аппрок-
симироваться нормальным, с дисперсией, пропорциональ-
ной времени. Хотя преобразование 8 = arccos (1 — 2р) не
сводит случайный генный дрейф к винеровскому процес-
су, оно значительно упрощает анализ поведения генных
концентраций при малых значениях t.

Р. Фишер предложил обобщение этой формулы следу-
ющего вида. Пусть (pi, ..., рп) — начальные концентрации
процесса генного дрейфа с п аллелями Аи..,., Ап. Тогда
положение популяции в момент t относительно началь-
ной точки в га-мерном пространстве, где по £-й оси от-
кладывается корень квадратный из концентрации аллеля
А{> можно описать вектором единичной длины (Va^U),...
..., УхпШ) преобразованных концентраций аллелей. Ко-
нец этого вектора лежит на га-мерной гиперсфере радиу-
са единица в области положительных полуосей. Показа-
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телом отклонения концентраций популяции от началь-

ных значений будет угол G между вектором Cu^U), . . .

..., УхпШ) и вектором (1/ри..., 1рп):
i п \

G (t) = arccos Ц V~Xi (t) VPi • (2.4)

Согласно формулам замены переменных (10.7.4) в
случае преобразования pi~\/p;, i ~ l , n, коэффициенты
пропгшодягцего оператора станут равны

Как и в одномерном случае, на малых промежутках
времени t сносом можно пренебречь. Грубо говоря, от-
клонения из-за диффузии пропорциональны величине
Mt, тогда как смещение, вызываемое сносом,— величине
t, и при малых t им можно пренебречь.

Матрицу диффузии (опуская сомножитель 1/8N) мож-
но записать в виде Е — ррг, где Е — единичная матрица

п

размерности пХп. Так как 2J Pi = 1» то вектор нормали
~ г = 1

к гиперсфере р является собственным для матрицы диф-
фузии и ему отвечает собственное значение, равное нулю.
Это подтверждает тот факт, что диффузия происходит на
сфере. Остальные собственные значения равны единицам,
в качестве собственных векторов (х) можно взять любые,
лежащие в касательной к гиперсфере в точке р плоско-
сти (поскольку тогда (Е — ррт)х = Ех = х). Это означает,
что диффузия на гиперсфере изотропна.

При малых промежутках времени t матрица диффу-
зии практически постоянна и равна своему значению в
начальный момент времени. Поэтому, если в касательной
плоскости ввести ортонормированную систему координат
с базисом из п — 1 собственных векторов, то диффузион-
ная матрица будет близка к единичной, распределение
преобразованных генных частот аппроксимируется нор-
мальным и квадрат расстояния от начальной точки име-
ет распределение (t/(8N)) %,»_i, где %n-i есть рас-
пределение хи-квадрат с п — 1 степенями свободы. При
малых t (и, следовательно, малых отклонениях от началь-
ной точки) расстояние в касательной плоскости эквива-
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лентно углу (2.4). Поэтому асимптотически при t-+О,
независимо от начальной точки,

(8W«)ea(*)~Xn-i- (2.6)

Хотя формула (2.G) справедлива при любой внутрен-
ней начальной точке, промежуток времени, когда действу-
ет аппроксимация распределения в\ зависит от величины
сноса, которым мы пренебрегли при выводе (2.6). Со-
гласно (2.5) снос зависит от точки пространства, и можно
заметить, что если начальное значение по одной из ко-
ординат стремится к нулю, то соответствующая координа-
та сноса неограниченно возрастает. Поэтому лучше ис-
пользовать аппроксимацию (2.6), когда генные частоты
не слишком малы. Ясно, что при большом количестве ал-
лелей все частоты не могут быть значительно больше
нуля. В таких ситуациях можно объединить несколько
(малых) частот в одну (закономерности генного дрейфа
не изменяются при неразличении некоторых аллелей).

Благодаря простоте аппроксимации Э можно выписать
распределение «угловых расстояний» типа (2.4) между
изолированными популяциями, имеющими общее проис-
хождение, а также развить статистические методы ана-
лиза традиционной, например, в расоведении человека за-
дачи реконструкции родословного древа происхождения
родственных популяций.

Любопытно рассмотреть согласие теоретических ре-
зультатов по дивергенции генных частот от начальной
точки с фактическими данными но человеческим популя-
циям, когда ситуация, по возможности, приближается
к описанной модели генного дрейфа в узком смысле. Для
популяций человека ,условия модели, видимо, никогда и
ни при каких временных промежутках не выполнялись
совершение» точно, но при слабых отклонениях существен-
ные стороны процесса должны хорошо отражаться теоре-
тическим анализом. Таким образом, можно надеяться на
известную устойчивость предсказанного поведения попу-
ляции при небольших нарушениях предпосылок модели,
что и позволяет изучать конкретные материалы с рао
смотрепных позиций.

Здесь, может быть, уместно привести аналогию с тех-
ническими дисциплинами, использующими такие идеали-
зированные понятия, как несжимаемые жидкости, тела с
массой, сконцентрированной в точке, и т. д., уподобляю-
щие материальные объекты весьма приближенным схе-
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мам. Тем не менее эти приближенные методы позволяют
решать практические задачи и тем самым выдерживают
экспериментальную проверку. К сожалению, в биологи-
ческих примерах с проверкой теоретических моделей де-
ло обстоит сложнее, поскольку не всегда можно устано-
вить с уверенностью, что не нарушены в значительной
степени существенные предпосылки. Поэтому разбирае-
мый ниже случай изоляции в силу религиозных мотивов
секты дункеров в США приведен во многом как иллюстра-
ция подхода к анализу влияния ограниченности размера
популяции. При этом приходится делать коррекции па
различия между размером популяции и ее эффективным
размером (см. § 10.4), учитывать изменения численности
популяции во времени, комбинировать данные по не-
скольким локусам и т. д.

Используемые здесь сведения взяты из классической
работы (1952 г.) по изучению генного дрейфа Б. Гласса
и др. Религиозный изолят дункеров (секта немецких бап-
тистов) находится в Пенсильвании. Он состоял к момен-
ту обследования из 298 человек (взрослых и детей от
3 лет до 21 года), полностью удовлетворяющих требо-
ваниям принадлежности к изоляту.

Эта секта возникла в 1708 г. в Германии, а в 1719 г.
28 человек эмигрировали в Пенсильванию. Позже к ним
присоединилась еще одна группа, численность которой
точно неизвестна, но, вероятно, была порядка несколь-
ких сотен. Большинство из вновь прибывших были уро-
женцами той же области в Германии. В 1881 г. секта раз-
делилась на три части. Население одной • из этих частей
и дало современный изолят.

Следовательно, в течение более двух веков члены сек-
ты образовывали религиозный изолят в США, причем,
70 'лет тому назад произошло резкое разделение, привед-
шее к образованию той части популяции (значительно
меньшей величины), которая дала рассматриваемую груп-
пу. Тщательное исследование показало, что за период в
три поколения приблизительно одна пятая населения по-
кинула изолят, но общий размер оставался стабильным.
Вообще, с 1881 г. этот размер был довольно постоянным.

Непосредственные наблюдения выявили, что лица от
1 года до 28 лет имеют родителями данного изолята
90 человек. Эта цифра предложена авторами как оцен-
ка эффективного размера. Длительность поколения опре-
делена авторами в 28 лет (26 лет для женщин и 30 лет
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для мужчин). Отмечена иммиграция (генный поток 10%
и более за поколение). Это нарушает предпосылки моде-
ли генного дрейфа в узком смысле, но можно думать,
что смещение на ранних этапах было незначительным.
Обследовано 77,5% лиц, удовлетворяющих требованиям
принадлежности к изоляту (вся выборка состояла из
265 человек, из которых 231 попадает под определение
членов изолята).

Серологические исследования по системам ABO, MN
и Rh дали результаты, приведенные ниже (в таблице по-
мещены оценки генных концентраций).

\ГрУ1шы
N. населе-

N. ния
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0,3778
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0,0409
0,7008
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М
' N
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0,345
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0,460
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Система Rh

rh
rh'
rh"
rh'"
Rh0

Rhi
Rh2

Rhl2

0,1510
0,0077
0,0094
0,0002
0,0206
0,5340
0,1408
0,1363

0,1113
0
0
0
0,0097
0,5790
0,1550
0,1450

0,1448
0,0107
0,0056
0,0001
0,0225

0,5358
0,1473
0,1332

Для сравнения показаны соответствующие данные по
Германии и США. В силу отсутствия сведений для Гер-
мании по системе Rh помещены данные по Англии.

Заметны существенные отличия дункеров по исследован-
ным системам от популяций США и Германии. Авторы
объясняют это влиянием генного дрейфа. Принимая дан-
ное объяснение, попытаемся оцепить время дивергенции,
которое способно вызвать различия такой степени меж-
ду генными концентрациями изолированной группы (дун-
керы) и их начальными значениями (за которые, в первом
приближении, можно взять оценки генных концентраций
популяции Германии (а по системе Rh — Англии), до-
пуская их стабильность и течение всего периода изоля»
ции дункеров).

В популяции дункеров три аллеля системы Rh имеют
нулевую концентрацию. Поэтому возникает вопрос о ха-
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рактере распределения 0 в птом случае. Чтобы избежать
подобных затруднений, воспользуемся возможностью
формального объединения аллелей rh', rh", rh'" и Rh,,,
рассматривая их как некий новый аллель с частотой, рав-
ной сумме соответствующих концентраций.

Кроме того, требуется знать эффективный (см. § 10.4)
размер изолята на протяжении времени дивергенции. Дли
наших целей (оценка длительности изоляции) достаточ-
но определить среднюю гармоническую эффективных раз-
меров в этом периоде, которая фигурирует вместо Л' в
(2.6) при непостоянстве размера популяции. В течение пос-
ледних 70 лет Б. Гласе и др. предлагают за оценку эф-
фективного размера изолята цифру в 90 человек. До этого
эффективный размер был, по крайней мере в три-четыре
раза больше. Таким образом, примерно 1/3 времени изо-
ляции эффективный размер был равен 90 п около 2/3 —
порядка 300 человек. Следовательно, средняя гармоннче-

(1 1 , 2 1 У1 . „ Лекая оудет равна \j • т + у • ш ) « 1 / 0 .

Наконец, так как изученные генетические системы не-
сцеплены, то в предположении равновесия по сцеплению
сумма

где 6; — угловое отклонение по г-й системе — имеет рас-
пределение хи-квадрат с числом степеней свободы, равным
общему количеству исследованных аллелей без количе-
ства систем. Это выполняется в силу того, что сумма не-
зависимых случайных величин с распределением хи-квад-
рат вновь будет иметь распределение хи-квадрат с числом
степеней свободы, равным сумме числа степеней свободы
слагаемых.

Вычисления дают следующие результаты. По системе
АВО (два независимых аллеля) квадрат расстояния 6i
равен 0,0204, по системе MN (один независимый аллель)
62 = 0,0121. Для системы Rh (4 независимых аллеля;
rh', rh", rh'", Rh0 формально рассматриваются как один
аллель) имеем квадрат расстояния в|, равный 0,0136.

Обращает на себя внимание слишком малая величина
расстояния на аллель по системе Rh. Однако такие от-
клонения расстояний между собой при данном количестве
аллелей вполне могут наблюдаться в модели генного дрей-
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фа, как показывают вычисления доверительных интер-
валов.

3

6Далее, ZJ 6{ =0,046. Количество тп всех независимых
Г = 1

аллелей (общее количество аллелей мипус количество си-
стем) равно семи. Следовательно,

Логарифмическая функция правдоподобия для рас-
стояний по всем системам будет равна, опуская члены,
не зависящие от t,

г

Отсюда оценкой наибольшего правдоподобия для времени
t дивергенции генетического состава изолята от началь-
ного состояния будет

8лг У е!
- i=i 1360-0,048 о п

t = — =-;— да 8,У поколения.
Если намерять время в годах, то

? « 249 лет.

Таким образом, точечная оценка времени дивергенции
дает хорошее совпадение с историческими данными. Од-
нако вычисление доверительных пределов характеризует
это совпадение скорее всего как «удачу». Для более опре-
деленного оценивания времени дивергенции требуется
большее число независимых аллелей.

Обобщение задачи оценивания времени дивергенции
генетического состава популяции от начального состоя-
ния приводит к анализу происхождения нескольких по-
пуляций. При этом предполагается, что рассматриваемые
на современном уровне группы являются потомками не-
которой общей предковой популяции. Характер происхож-
дения от общего предка описывается (неизвестным) дихо-
томическим древом последовательного разделения (и
изоляции) популяций-потомков. Используя аппроксима-
цию расстояний между современными популяциями, лож-
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ио оценивать время дивергенции для каждого разветвле-
ния древа и характер ветвления, но изложение этих при-
кладных вопросов выходит за рамки настоящей книги.

§ 3. Асимптотика фундаментального решения
для процесса генного дрейфа при t -> оо

Анализ граничных точек для одномерного процесса
генного дрейфа (см. § 10.5) показывает, что границы яв-
ляются поглощающими. Решение прямого уравнения
Колмогорова методом Фурье записывается в виде ряда
по собственным функциям с экспоненциально убывающими
во времени коэффициентами. При t -»- оо плотность рас-
пределения вероятности асимптотически определяется
главным членом разложения, уменьшающимся с наимень-
шей СКОРОСТЬЮ Яшах".

f(p, X, t) ~ fa{p, x) exp Umax^}. (3.1)

Здесь через fa(p, х) обозначена собственная функция, от-
вечающая Яшах и определяющая асимптотически неизмен-
ную форму плотности. Согласно (10.3.15) и (3.1)

откуда (сокращая экспоненту) получаем

, x)-hmj,(p, х) = 0. (3.3)

Заметим, что определить Ятах можно очень просто, ис-
пользуя изложенный в § 10.9 подход. Согласно этому под-
ходу математические ожидания достаточно «хороших»
(т. е. удовлетворяющих (10.9.5)) функций g{x) удовлетво-
ряют уравнению

±Ег{8{х))^Еь{,:4ц{х)). (3.4)

Так как асимптотически плотность убывает со скоростью
Атах, а ее форма неизменна, то с той же скоростью умень-
шается, например, математическое ожидание количества
гетерозигот 2ж(1 — х) в популяции. Функция 2.г(1 —х) об-
ращается в нуль в граничных точках, поэтому изменение
среднего числа гетерозигот определяется лишь динамикой
плотности f(p, х, t) на (0, 1). Согласно приведенному
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уравнению

Отсюда следует, что Amax = —1/2N.
Подставляя Хтах в (3.3), получим уравнение для

faip, x):

1 х (1 — х) d2 , , . , 1 — 2х d , , > п /о с\

Интегрируя (3.6), получаем, что единственным не при-
нимающим отрицательных значений решением может
быть только константа fa(p). Так как асимптотически

= 2fa(p)-Le-tW), (3.7)

то из решения (3.5) следует, что fa(p) = Qp(i—p). Поэто-
му при t -*• оо

/(/?, х, t) ~ 6p(l-p)e-"<2N\ (3.8)

В случае п > 2 аллелей аналогичным образом можно
найти асимптотические скорости убывания вероятности
наличия в популяции п аллелей. Для этого можно рас-
смотреть поведение математического ожидания произведе-
ния частот хи х2,..., хп аллелей. Произведение обраща-
ется в нуль на границах симплекса 2, т. е. асимптоти-
чески его математическое ожидание изменяется со ско-
ростью ?.„,„. С другой стороны, согласно (10.9.1)

Следовательно, Ятах = ~-nbi --D/4/V, и асимптотически
вероятность сосуществования в популяции всех аллелей
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убывает очень быстро, грубо пропорционально при боль-
ших п квадрату числа аллелей.

Что касается асимптотического вида плотности рас-
пределения вероятности, то, как и в одномерном случае, она
не зависит от текущих частот аллелей. Согласно резуль-
татам Кимуры асимптотически плотность на грани сим-
плекса 2, соответствующей паличиго /с аллелей с тскущи-

"( ' \( \
мп координатами %% LZi хг = 1 Ь есть

\Г /
f(Pl, ...,Рп-1,Хъ

(2ft- I)! {U. Pi) exp ( - к-^Щ- (3.10)

§ 4. Вероятности, связанные с достижением границ

Напомним, что согласно результатам § 10.6 U(p) —
математическое ожидание до момента поглощения «штра-
фа» на траектории процесса (равного и(х) в текущем со-
стоянии 1 ^ 2 д h(xr) при выходе на поглащающую гра-
ницу в точке хт) — удовлетворяет уравнению

Ыи)(р) = -в(р), Ш/>)|Г(1) = hip).

Если мы ищем вероятность поглощения в точке гра-
ницы хГ, то, очевидно, и{х) = 0, h(xr) — 1, hix)~0, x<^
G Р(Е), х=£хг. Для определения среднего времени выхода
на границу следует положить и(х) = 1, Ых) = 0 . Поэтому,
пользуясь возможностью в случае генного дрейфа изоли-
рованного анализа поведения частот аллелей, вероятность
фиксации Ui(p) некоторого аллеля с начальной концен-
трацией р можно найти из уравнения

1 я(1 -Р) a2

 TJ , , _ п

Ею известным решением будет

Uttp) = р, U0(p) = 1 - Udp) = 1 - Р, (4.2)

П Р через ^о обозначена вероятность утери аллеля. Ин-
тересно, что эти вероятности в точпости совпадают с ве-
роятностями поглощения в соответствующей модели мар-
ковской цепи.
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Так как производная по времени вероятности фикса-
ции к моменту t согласно (10.3.20) равна значению пото-
ка в точке х = 1, то, принимая во внимание асимптоти-
ческий вид плотности (3.8), получаем при t-*- °°:

Отсюда, учитывая (4.2), следует известное асимптотиче-
ское выражение для вероятности фиксации аллеля:

USp, t)~p- Зр(1 - р) exp {-t/2Nh (4.3)

Аналогично,

Ua(p, I) ~ 1 - р - 3/;(1 - р)е~*пгя\ (44)

В гголпаллольпом 'случае представляет интерес опре-
делить не только вероятности фиксации или утери алле-
ля, но и вероятности утери его первым пли вторым и
т. д., наконец, вероятности утери аллелей в определенной
последовательности. Очевидно, вспомнив интерпретацию
этих вероятностей как ожиданий «штрафа» в момент вы-
хода на границу (см. § 10.8), они должны удовлетворять
уравнению (s&ZDip) = 0 .

Для вероятности утери первым, например, аллеля .4,
граничные условия будут нулевыми, исключая гипер-
плоскость Pi = 0, на которой значение этой вероятности
равно единице. В общем случае вероятность утери алле-
ля Aj г-м ( t > l ) по порядку UHi){j)) удовлетворяет урав-
нению

т. е. при выходе на границу «штраф» равен вероятности
утери аллеля (i— 1)-м по счету (так как один аллель уже
утеряй).

Аналогично выглядят граничные условия для опреде-
ления вероятности утери некоторой последовательности
аллелей в определенном порядке, когда «штраф» на
границе равен вероятности утери соответствующего ос-
татка последовательности.

Решать уравнения (4.5) можно, начиная с (4.1) и по-
следовательно увеличивая число аллелей. Значения U,

367



полученные для случая п аллелей определяют гранич-
ные условия, когда число аллелей равно п + 1.

Однако для генного дрейфа положение существенно
упрощается благодаря симметричному характеру зависи-
мости коэффициентов оператора si- от переменных ри
Поэтому, пользуясь формулами для вероятностей объеди-
нения событий, можно получить, принимая схему рассуж-
дений, предложенную Р. Литтлером, и исходя, в сущно-
сти, из результатов одномерной модели (с двумя аллеля-
ми), выводы для полиаллелыюго случая. Так, например,
вероятность того, что аллель Aj будет утерян первым,
можно записать в виде

id) = f U {А утеряется прежде Aj} =

— —1 P {Ai утеряется прежде Aj} —
г

— 2 Р {Ai^ Аи утеряются прежде А$\ + . •.

. . . - ) - ( — I)™"1 P {утеряются все аллели, кроме Aj}. (4.6)

Пользуясь результатами для двухаллельного локуса,
легко найти вероятность утери аллеля А{ прежде, чем бу-
дет утерян аллель А, (очевидно, для этого достаточно сле-
дить за процессом изменения частот аллелей А{ и А3, не
обращая внимания на остальные). Сделаем преобразование

Согласно формулам замены переменных (10.7.4) найдем
инфинитезималыше характеристики для координат <?<
и &:

v __ "gj(* —gQ v ijii

• Mi = Mj = 0.

Из (4.8) следует, что в блочной матрице коэффициен-
тов диффузии координатам {qt, q3) соответствует подмат-
рица вида (10.6.2), т. е. такого же типа, как в случае
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дрейфа генов по локусу с двумя аллелями с концентра-
циями 9( и <7J, исключая сомножитель 1/(р<+ />,,•) при ко-
эффициентах диффузии. Так как сомножитель не меняет
траекторий этих координат, модифицируя лишь скорость
движения, то вероятность утери аллеля At прежде А}.
(что соответствует событию достижения границы < 7 J = 1 )
равна, согласно (4.2), q,, т. е.

Р {Ai утеряется прежде А}} =-= pj/(pi |- Pj). (Л.9)
Можно проверить, что вероятность (4.9) удовлетворяет
уравнению М-Р = 0 и на границе обращается в соответ-
ствующую вероятность утери Ai прежде As.

Заметим, что вероятность утери ряда аллелей Aiv

Ai2,...,Aih прежде аллеля А} можно найти (пользу-
ясь возможностью «неразличения» аллелей — см. § 1)
как вероятность утери искусственного «объединенного»
аллеля с концентрацией Pix + Ри + • • • -1 P;ft прежде ал-
леля А]-.
Р [Aiv Ач, ...,Aih утеряются прежде Aj) =

= Pi/fa + Рн + • • • + Pih + Pi) • (4. Ю)
Эти вероятности удовлетворяют уравнению М-Р = 0

и соответствующим граничным условиям.
Подставляя значения вероятностей (4.10) в (4.6), по-

лучаем

+ Pj

. . .+(-lf-'ft-. (4.11)
Можно проверить, что s4-UjW = 0 и выполняются ну-

левые граничные условия, исключая гиперплоскость
Pi = 0, где Um = 1.

Для случая трех аллелей получаем, учитывая, что

Pi = 1 - Pi - р>, Pi + £2 = 1 — Рз. Pi + Рг = 1 — Pi'-

m>

( 4 Л 2 )
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Аналогично можно найти вероятность утери аллоля
Aj к-ж по порядку, равную

UiW = 1 — Р {найдутся аллели Aiv . . . , Aih,

утраченные прежде Aj}_

Вероятность послсдоватрльной утери аллелей Ап,
А „_,,..., А» равна

§ 5. Характеристики времени достижения границ

Пользуясь возможностью изолированного анализа по-
ведения аллелей полпаллельного локуса в случае ген-
ного дрейфа, получаем следующее уравнение для Tip) —
среднего времени до момента поглощения (т. е. утери или
фиксации) некоторого аллоля с начальной концентра-
цией р:

1 Р(1-Р)<12Т(Р) ^_ __ ,,

2 2/V df

?'(()) --- т (1 )•--= о. (°Л^

Соответствующим решением будет

Т(р) = -Шр In p + (l- р)Ы1 -р)]. (5.2)

Среднее время поглощения линейно возрастает с увели-
чением численности популяции N и варьирует в зави-
симости от начальной концентрации р. Оно достигает
максимума, равного 2.76^ поколений при р = 0,5, и сим-
метрично уменьшается при отклонении от этой начальной
концентрации.

Для двухаллельного случая утеря одного из аллелей
означает достижение гомозигохности. Естественно ожи-
дать увеличения времени достижения, когда количество
аллелей возрастает, так как в этом случае утеря одного
аллеля еще не приводит к генетической однородности
популяции. Оказыватся, что в случае п аллелей среднее
время достижения гомозпготности (утери и—1 аллелей)
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равно

T(v) = -4N^(l-pi)ln(l-pi). (5.3)
г = 1

Здесь для удобства и единообразия записи фигурирует н
зависимая переменная рп. Среднее время достигает мак-
симума, равного

- 4 Ш 1 - 1/п)1п(1 - 1/п),
при равенстве всех п начальных концентраций н при
п ->• °° оно сходится к величине 4./V.

Проще всего получить (5.3) можно, пользуясь поня-
тием условного диффузионного процесса, введенным в
§ 10.7. Рассмотрим условное среднее время фиксации не-
которого аллеля с начальной концентрацией р при усло-
вии именно его фиксации (вероятность этого события со-
гласно (4.2) равна р). В соответствии ic § 10.7 условный
процесс отличается от безусловного дополнительным сно-
сом, равным

V(P)U'1(p)/U1(p).

Поэтому условное время 2\(р) удовлетворяет уравнению

Т Ш ^ Г I f i r Jf ~ *> &Л>

7'1(1)=0.

Решением (5.4) в классе ограниченных функций будет

Г1(р) = - 4 ^ 1 ^ 1 п ( 1 - р ) . (5.5)

Аналогично можно найти среднее время утери аллеля при
условии его утери Т0(р):

1 р (1 - р) diTlt(p) р dTft(p) _

2 2iV dp 2 2N dP

ТЛО) -= 0.

1, (5.6)

В классе ограниченных функций (5.6) удовлетворяет

Г 0 ( р ) = - 4 ^ ^ 1 1 1 р . (5.7)

В полпаллелыюм случае с вероятностью единица в
конце концов происходит одно из взаимоисключающих
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событий — достижение гомозиготпости по некоторому
(фиксировавшемуся) аллелю. Так как на фиксацию ал-
леля А{ с начальной концентрацией pt в среднем требу-
ется Ti(pi) поколений, а происходит это событие с веро-
ятностью Pi, то среднее время достижения гомозиготпости
(утери всех аллелей, кроме одного) равно сумме произве-
дений piTiipi), т. е. (5.3).

Известно, что средний квадрат условного среднего
времени фиксации некоторого аллеля при условии имен-
но его фиксации можно найти из уравнения (10,8.6), т. е.

iP(l-P)d%^p) i-pdTltt(p) ,

2ЛГ dp2

которому удовлетворяет

Г я 2

1,2 \Р) •- <J" Т Г ' . (5.9)

Поэтому средний квадрат времени перехода популяции в
гомозиготное состояние равен сумме произведений
PiTiM, т. е.

[ 2

^ + 2(1-РГ)
г=1

Рг)
г=1 j=X

Аналогично, пользуясь характеристиками условного
диффузионного процесса, определяются следующие мо-

менты времени достиже-
ния гомозиготности, ана-
литические выражения для
которых довольно гро-
моздки. Поведение средней
и дисперсии, а также
коэффициентов асиммет-

р рин и эксцесса распре-
деления времени перехода
популяции в гомозиготное

у, —
0-0,1 • 0,5 • 0,3

(3) (2)

Рис. 34. Характеристики вре-
мени достижения гомозиготно-

сти.
состояние иллюстрируется
рис. 34, 35 и таблицей.

На рис. 3-1 изображены
характеристика времени достижения гомознготности:
1 — среднее время достижения ГОМОЗИГОТНОСТИ В случае



двух аллелей; 2 и 3 — средняя и дисперсия времени фик-
сации аллеля, исключая случаи его утери.

По оси ординат — время, единица соответствует 4iV
поколениям (N — размер диплоидной популяции), по оси
абсцисс — начальная концентрация
рассматриваемого аллеля р. При из-
менении р от 0 до 0,5 кривые 2 я 3
дают среднюю и дисперсию времени
достижения гомозиготности в случае
п (цифры в скобках по оси абсцисс)
множественных аллелей с равными
начальными концентрациями.

На рис. 35 изображены графики
зависимостей коэффициентов асим-
метрии (fi) и эксцесса (fa) распреде- Рис. 35. Коэффициен-
ления времени фиксации аллеля, ис- ты асимметрии (71)
ключая случаи утори, от его концент-

0,9 р

и эксцесса (л(2) рас-
, • - ^ ч пределонпя времени

рации р (отложена по оси аосцисс). фиксации аллеля, ис-
При изменении р от 0 до 0,5 кри- ключая случаи его
вые дают указанные характеристики утери.
времени достижения гомозиготности
в случае п (цифры в скобках по оси абсцисс) множествен-
ных аллелей с равными начальными концентрациями.

В таблице приведены значения первых моментов (Mt),
коэффициентов асимметрии и эксцесса (^I и f2) условного

М\

м2м3м±

ъ

lira...

v-o

1,000
1.29
2,13
4,41
1,67
4,51

мх

м%м3М 4
Vi

г. 0
0,02

0,990
1,270
9 092
4,330
1,670
4,537

0,50

0,693
0,739
1,122
2,250
1,1 09
5,627

0,04

0,980
1,250
2,053
4.245
1,671
4,540

0,(i»

0,611
0,613
0,909
1,808
2,055
6,418

0,10

0,948
1,188
1,935
3,988
1,678
4,564

0,70

0,516
0,479
0,691
1,362
2.278
7,785

0,20

0,893
1,083
1.737
3,558
1,701
4,658

0,80

0,402
0,336
0,467
0,912
2,660

10,512

0,3 :s

0.811
0,936
1,468
2.980
1,763
4,923

0,'JO

0,256
0,178
0,238
0,459
3,508

18,280



времени фиксации нейтрального мутанта (достижения го-
мозиготности популяцией с равными начальными частота-
ми аллелей) в зависимости от его начальной концентра-
ции р (количества аллелей п с частотами 1/п). Верхняя
строка «шапки» дает значения п, нижняя — значения р.
Из рисунков и таблицы, в частности, видно, что средняя
не является достаточно надежной характеристикой инди-
видуального поведения популяции, так как квадратичное
отклонение имеет величину того же порядка.

Оказывается, что с помощью характеристик одномер-
ного условного диффузионного процесса, подобно тому,
как были найдены вероятности утери первыми определен-
ных аллелей, можно найти среднее время утери одного,
двух и т. д. нз п аллелей и более высокие моменты, как
показал Р. Литтлор.

Функцию распределения случайного значения времени
Т/„ когда в популяции остается к аллелей, т. е. Р{хк «5 t},
можно выразить через найденную для двухаллелыюго слу-
чая вероятность U0(p, t) утери аллеля с начальной кон-
центрацией р к моменту времени t (см. § 8) следующим
образом. Событие хк < t означает реализацию по крайней
мере п — к таких событий, как утеря к моменту време-
ни t одного из п аллелей. Вероятность осуществления по
крайней мере п — к событий из п: как известно, равна

' Ь ц -h — C n - f t O u - f t - l - l -\~ ̂ u - f t \ - \ . S n - l ; 1-2 — •••"!"

где Si — сумма вероятностей всевозможных пересечений
каких-либо i событий из п.

Пересечение i событий типа утери одного аллеля озна-
чает утерю «искусственного» аллеля, начальная концент-
рация которого равна сумме начальных частот {Pim}уте-
рянных аллелей. Вероятность такого пересечения равна

^о 2 /'',>,>'" • Поэтому
\rn-l " /

к ' / г \
^ П / 7 1 ^ П / ^~1 I

=2 (- if^ctU 2 ь\ (2= 2 (- if^ct-U 2 ь\ (2 р:„„ t j . (5.io)
i ( i ) \ m = l •
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Вторая форма записи в (5.10) получена в результате за-
мены I = к — i с учетом того, что утеря п — к + i аллелей
означает достижение суммарной концентрацией оставших-
ся к — i аллелей значения единица, т. е. фиксацию допол-
нительного «искусственного» аллеля. Вероятность фикса-
ции к моменту времени t «искусственного» аллеля, объ-
единенного из I аллелей с начальными концентрациями

1 \

р.; , обозначена через UA 2 / ;<m 'M - Суммирование

для Uo и Ut производится по всевозможпым выборам
n — k + i (соответственно I) аллелей из п.

Зная функцию распределения, можно найти моменты
любого порядка для времени, когда в популяции остает-
ся к аллелей. Заметим, что они просто выражаются через
моменты одномерного процесса. Действительно, дифферен-
цируя обе части (5.10) по t, умножая на tm и интегрируя
по t от 0 до °°, получим слева момент т-то порядка- Спра-
ва же вместо U будут стоять произведения вероятностей
утери (или фиксации) «искусственного» аллеля (с соот-
ветствующей начальной концентрацией) на условный мо-
мент 7и-го порядка времени утери (фиксации) этого
аллеля.

Следовательно, значения моментов времени утери
(фиксации) аллелей, для определения которых в общей
ситуации нужно решать уравнения в частных производ-
ных, в случае генного дрейфа можно найти из обыкно-
венных дифференциальных уравнений для условных ха-
рактеристик двухаллелыюго процесса.

Учитывая (5.6), для среднего времени утери п — к
аллелей (т. с. пока в популяции останется лишь к алле-
лей) получается следующее выражение:

Е {Tft>n} - - ш 2 ( - i)' !+ic:i=i_ ; х

X S ( 1 - i \ - • • • - Р к ) 1 п 0 - Ph - •••- Рн)- ( 5 - U )
{hn}

Можно убедиться, что

slE{xk,n} = - 1, £{тА,4|г (£) = ^{Tfc-i.n-i}. (5.12)

Выполнимость этих условий проверяется непосредственно,
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учитывая, что

xin (i - ph - . . . - p}i)]-= cL\

и что справедливо равенство

ft-i

\— Ч Zi {— Ч Ьп---2-i L-n-i — i ,
ii = 0

следующее из сравнения коэффициентов при th в тождест-
ве (1 + t)n~l/(l + t)"-h = (1 + i)"-1. На границе 2 (гдекон-
центрация одного из аллелей обращается в нуль)

( М
реходит в 2 (г) я — ч + | 2 (* — 1' ге — 1)> откуда следует
выполнение граничных условий (5.12).

Характер последовательной утери аллелей при боль-
ших п и равных начальных концентрациях таков, что в
популяции остается к аллелей Ot<.n) в среднем через
AN/k поколений. Если начальная концентрация любого
аллеля равна 1/га, то все 2(^»re)> соответствующие на-
борам i из п аллелей, обращаются в (1 — г/га) In (1 — i/w).
Общее количество таких наборов равно числу способов
извлечений i ил п аллелей (перестановки соответствуют
одному и тому же набору), т. е. С1

п. Поэтому

М>--4ЛГ2(-
г = 1

\ •/ ' " 1 ^ V / '* I n

=--= (— lj'-WCl; 2 (-

1 = 1

(5.13)

Если в тождестве (1 — t)" ~ 2 (— t)%C\ продиф-

ференцировать обе части по t j раз и поло?кить t=l, то
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яолучим

5Г(1 ^ 0* = 2 ( ~ *)' 6*1' ( « - ! ) • • • ( < - А + 1) =

(О, /̂ А-,

~\(~l)4d, у-ft.

Последовательно полагая у равным 1, 2 и т. д., получим,
что сумма членов с im (m<k) в (5.13) равна нулю, а с
»* даст - ( - l)' 44iV(- l ^ C l ^ l / M , откуда

E{xhn}—+ANIk. .(5.14)

Аналогично можно исследовать поведение следующих мо-
ментов.

§ 6. Плотность времени пребывания н возраст аллеля

Как показано в § 10.8, плотность времени пребывания
в точках пространства 2 является важной характеристи-
кой процесса, позволяя легко определять математические
ожидания интегралов по траекториям от заданных функ-
ций. При этом ее значение Ф(р, у) в точке у, если на-
чальным состоянием было р, можно рассматривать как
среднее значение «штрафа» по траекториям от функции
8(х — у). Поэтому в двухаллельном случае для процесса
генного дрейфа Ф(/л у) можно согласно (10.8.8) найти из
уравнения

Ч ф (Р> У) ^ ~ б i' - У)' и- ^
(0.1)

Z j V dp

Отсюда
С ' Р<У,

.!_C )

Напомним, что интеграл от произведения некоторой не-
прерывной функции gix) на 6(х — у) равен нулю, если
верхний предел интегрирования меньше у, и g(y), если
верхний предел превышает у. Таким образом, первообраз-
ная от 8(х — j/)/[.r(l — т)] является ступенчатой функци-
ей, терпящей разрыв в точке х = у, высота ступеньки рав-
на 4xV/[z/(l - у)].
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Еще раз интегрируя, получаем

| ср + а, Р<У,

{тР-.Р + ср + Ь, р>у.2/(1 — г/) ^---^

Из граничного условия Ф(0, у) = О следует, что а = 0.
Так как в точке у плотность времени пребывания Ф(р, у)
должна быть непрерывна, то из равенства

cy v + ev + b

получаем, что Ъ •= 4Л7М — у). Наконец, из второго гра-
ничного условия Ф(1, у) = 0 находим значение с:

_ _ * " + c + £L= О, г. е. с =.Ш/у.
2/(1 — у) ' ' 1—.V

Окончательно решение (6.1) записывается следую-
щим образом:

4/Vp/w, Р<У,

Интегрируя Ф(р, у) по у от р до 1, получим, что сред-
нее время пребывания траектории в области, где концен-
трация рассматриваемого аллеля больше начальной, рав-
но —ANplnp. Аналогично получаем, что среднее время
пребывания на (0, р) равно —4N(l — р) In (1 — р) и в соот-
ветствии с (5.2) среднее время достижения гомозиготно
сш состоит из этих двух слагаемых:

Т(р)= | ф ( р , y)dy = - W(l- р)\п(1- р)
о

С временем, проводимым процессом в 2, связана так-
же задача определения среднего возраста Л(р, х) аллеля
с текущей концентрацией х и начальной концентрацией
р. Пусть В(р, х) есть произведение среднего возраста ал-
леля, имеющего частоту х, на плотность вероятности по-
падания в это состояние:

со

B\{p,x)=Uftp,x,t)dt. (6.3)



Тогда

А (р, х) = В (р, х) I (р, х, t) dt =

о

в (Р, -О
Ф(р,хУ

т. е. Л(р, х) представляет собой среднее время достиже-
ния (но не первого достижения!) х, исходя из р. Приме-
ним ic обеим, частям ((i.,°>) оператор s4:

(р, х) = j tstf (р, х, t) dt=--^t-§ff {p, x, t) dt =
о

так как tf(p,x,t)\^'—-O. В случае генного дрейфа по
одному двухаллелыюму локусу М- определяется форму-
лой (1.1 а) и В(р, х) удовлетворяет уравнению

(6.4)

Граничные условия определяются граничными усло-
виями для времени пребывания (6.1), так как В(р, х)
есть произведение среднего возраста (конечной величи-
ны) на плотность времени пребывания.

Подставляя значение Ф(^, х) из (6.2), получаем един-
ственное решение (6.4), удовлетворяющее требованию не-
прерывности (и непрерывности производной) в точке у
и нулевым граничным условиям:

В{р,х) =

(6.5)

Отсюда находим средний возраст аллеля с концентрацией
х, если его начальная концентрация была р, следуя
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подходу Т. Маруямы:

Л / \

(f-.fi)

Иногда в биологической литературе малая концентра-
ция одного из анализируемых аллелей рассматривается
как аргумент в пользу недавнего его происхождения от
единичной мутации. Расчеты показывают, что понятие
«недавно» применительно к среднему возрасту аллеля с
малой концентрацией слабо согласуется с малостью вре-
мени в обычном смысле. Например, средний возраст алле-
ля с частотой 0,1 приближенно равен 4N поколениям. У
человека длительность поколения обычно не менее 25 лет.
Если (эффективный) размер популяции равен 100, то
•средний возраст нейтрального мутанта с концентрацией
0,1 имеет значение примерно около 10 000 лет.

В случае малых х (р < х) для определения среднего
возраста можно воспользоваться известной аппроксима-
цией (6.6):

А(р, х) ~ -4Nxlnx/(l-x). (G.7)

Рассматриваемые в этом параграфе характеристики (илот-
кость времени пребывания и возраст аллеля) можно опре-
делять также и для условных процессов, например, при
условии фиксации или утери аллеля. При этом
производящий оператор процесса соответствующим обра-
зом модифицируется (см. § 10.7).

Если мутационное давление мало, то получепные ха-
рактеристики являются аппроксимацией для более об-
щей ситуации, учитывающей мутирование аллелей. При
этом делается допущение, что вероятность мутирования
в процессе достижения поглощающих состояний пренебре-
жимо мала.

§ 7. Моменты процесса генного дрейфа

Согласно результатам § 10.3 математические ожида-
ния функций на состояниях процесса удовлетворяют об-
ратному уравнению Колмогорова (10.3.11). Однако для
генного дрейфа ряд характеристик процесса можно най-
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ти гораздо проще, используя подход, описанный в § 10.9.
Благодаря тому, что оператор s& вида (1.1) переводит
многочлены в многочлены той же степени, для отыскания
моментов с помощью уравнения (3.4) можно решать
обыкновенные дифференциальные уравнения вместо урав-
нений в частных производных, что значительно облегчает
дело. Дальнейшие упрощения достигаются в результате
возможности искусственного объединения частот ряда ал-
лелей в одну, сохраняя корректность выводов и для ис-
ходной модели. Это позволяет снижать размерность зада-
чи. В результате мы получаем известные результаты по
динамике моментов процесса генного дрейфа наиболее
простым путем.

В частности, применяя (3.4) при редукции процесса
к одномерному (1.1а) с аллелем Аи исследуем поведение
математического о;кидания концентраций:

j •' (7.1)
Е0{хг) = pim

Этому уравнению удовлетворяет функция

ЕАхд^рь (7.2)

т. е. в среднем частоты аллелей неизменны.
Важной характеристикой генетической структуры по-

пуляции является гетерозиготность. Если в популяции
родителей частоты аллелей были равны {pj, то в популя-
ции потомков количество гетерозигот //,,(р) с г-м и /-м
(i ^ j) аллелями при этом условии в среднем будет (в си-
лу независимого сочетания гамет родителей) равно, по
закону Харди — Вайнберга,

E{HiJ}*=2pipj, ъФ]. . (7.3)

Поэтому, если значения pi и р, в популяции родителей
подчиняются некоторому распределению вероятности, без-
условное математическое ожидание количества гетеро-
зигот в популяции потомков определяется как E{2pip).

• В диффузионной модели время (поколения) и концентра-
ции изменяются непрерывно, и можно считать, что вели-
чина 2piPj характеризует количество гетерозигот в попу-
ляции с текущими концентрациями pt и р,.
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Для того чтобы пайти EiWJ, воспользуемся уравне-
нием (3/t):

4 Et {#«> = Et i&Hv) = - gL я, {Я ъ}, ( 7

Отсюда следует хорошо известный результат, не завися-
щий нн от количества других аллелей, нп от их концен-
трации:

Et {Яу} - 2 № < Г ™ ----- II%e~mN\ (7.5)

Условимся, что Нц = 2рМ — р,). Тогда Et{HJ удовлетво-
ряет (7.5). Если общую гетерозиготность популяции опре-
делить как И = 2 2 J ^ y > то, согласно (7.5), независимо

i

от количества аллелей

Таким образом, при t -*• °° EiU'l) ->- 0. Отсюда ясно,
что PI на каждой траектории количество гетерозигот стре-
мится к 0 с вероятностью 1 (поскольку Н не принимает
отрицательных значений). Так как в популяции со слу-
чайным скрещиванием это может иметь место лишь в
случае полной гомозиготности, то рано или поздно про-
исходит фиксация одного из аллелей и утеря остальных.

Вспомним, что в среднем концентрация каждого ал-
леля постоянна при любых t и равна своему начальному
значению (7.2). Обозначим вероятность фиксации г-го
аллеля через U{ (его концентрация в случае фиксации
равна 1, а при утере —0). В пределе среднее значение
концентрации (всегда равное р{) будет определяться как

р,=>Ъ-1+{1-и<)-0=ии (7.6)

Таким образом, получен еще один хорошо известный ре-
зультат: вероятность фиксации аллеля равна его началь-
ной концентрации.

Количество гетерозигот характеризует генетическую
изменчивость в популяции. Эта генетическая изменчи-
вость убывает в результате генного дрейфа в среднем со
скоростью 1/(2А0 от своего текущего среднего значения
за поколение. В конце концов изменчивость в популяции
исчезнет при достижении полной генетической однородно-
сти. Представляет интерес найти ее интегральное сред-
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нее значение в процессе достижения гомознготиостп. Для
этого проинтегрируем обе части уравнения (7/i) для
EtiHi) no t от 0 до °°:

ц} dt = - ™ f Et {Hij) dt.
о о

Так как слева интеграл равен Еоо{Иц} ~ Нц, причем,
согласно (7.5), Е^Шц} = 0, то получаем, что средняя ге-
терозиготность в течение всего процесса генного дрейфа
будет равна (соответствуя известным результатам)

(7.7)

Согласно (7.2) средние значения концентраций алле-
лей постоянны. Однако на траекториях около этих сред-
них значений имеют место случайные колебания. Для
дисперсии концентрации на траекториях процесса получа-
ем следующее дифференциальное уравнение:

ftEt{[Xi- Et {*,}]'-} = Et{a [Xi - Et {Xi)f} -

- Et { ^ Xi (1 **)}--=- ̂  Pi (1 - Pi) <r-' / № V \ (7.8)

E0{[Xi- /?; {a }̂]2} = 0.

Здесь мы воспользовались результатом (7.5) для Ни. Из-
вестным решением (7.8) будет.

Et {[Xi ~ Et {Xi}?} = (1 - e-'/(2JV)) ^i (1 - Pi). (7.9)

Сделаем очевидное замечание относительно интерпре-
тации формулы (7.5), характеризующей среднюю гетеро-
зиготность в популяции. В эту формулу входят не теку-
щие значения концентраций аллелей в популяции, а их
начальные значения (которые невозможно определить на
основании изучения генетической структуры популяции в
момент I). В силу предположения о формировании попу-
ляции путем независимого выбора гамет текущее . сред-
нее количество гетерозигот определяется лишь концентра-
циями аллелей в популяции родителей по формуле (7.3)
независимо от момента времени t. Поэтому на основании
изучения гетерозиготности по рассматриваемому локусу
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(в фиксированный момент) нельзя сделать заключения о
длительности процесса генного дрейфа (и связанном с ней
значении коэффициента инбридинга).

Из (7.2) легко видеть, что E{x(t + T)IXU)} = x(t), x > 0.
Используя это, найдем корреляционную функцию процесса.
Но формуле полной вероятности, вынося x(t) из-под зна-
ка условного математического ожидания как константу,
получаем

= E[x(t)xT(t)}. (7.10)

Здесь х обозначает вектор-столбец, а х г — вектор-строку.
Отсюда корреляционная функция процесса имеет вид'

К (t,, U) -~E\x (rain {tx, U}) xT (min {tu t2})} - P P

r =

= « M M 2 ) « , (7.11)
где

*„ л, «o - (i - «p {-^WL}) к*» - PM)

Так как из (7.2) следует, что математическое ожида-
ние приращении на любых промежутках времени равно
нулю, то ковариащш приращений на непересекающихся
временных интервалах U4, tz) и (t,, tj будет равна

cov {хЮ - хАи), xAh) - XjiO) -=

= ExxAQxjit,) ~ xAt2)xj(t3) - хМдФд + xAQxiiu)).

Пусть для определенности tx<t2<t3<£4. Согласно (7.10)

E{xM)x)(t')} = EixAmin it, rtli/min {*, *'})>.

Поэтому математические ожидания слагаемых вида
xAt')Xj{t") попарно сокращаются и рассматриваемая кова-
риация будет равна нулю. Следовательно, генный дрейф
является процессом с некоррелированными приращениями.

Используя (7.9) и (7.11), найдем нормированную кор-
реляционную функцию HpijUi, 2:)ll:

1 — ехр{— minjtj,

Л Г 1 ~
[/ l-exP{
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§ 8. Фундаментальное решение уравнений Колмогорова

Рассмотрим двухаллельный случай, как это сделал
М. Кимура. Прямое уравнение согласно (1.2а) имеет вид

1 д2 \.х (1 — х)

Применение метода Фурье приводит к решению вида
со

,x,t)= 2 СпХп(х)е
7 1 = 1

где С„ — постоянные, Я„ — собственные значения, а функ-
ция Хп(х) удовлетворяет обыкновенному дифференциаль-
ному уравнению

х(1 ~ х ) ^ + 2(1 ~ 2 x ) d ~ ^ r ~ { 2 ~ ANK)Хп = °- (8-2)

Это уравнение является частным случаем гипергеомет-
рического уравнения

Х { 1 ~ х ) 1 ^ + [у ~ {а + р ''r 1} x] S ~
при 7 = 2, а + р = 3, ар = 2 — 4V>., т. е.

о = (3 + V~l + l6NX)/2, Р = (3 - / 1 +

Заметим, что значение потока на границах ж = 0 и
ж = 1 должно быть конечным. Согласно (10.3.16) и (8.1)
эти значения равны —f(p, 0, f) и f(p, I, i) соответственно.
Поэтому решение (8.2) должно быть конечным в этих
точках. Из двух независимых решений уравнения (8.3)
только F{a, р, 2, х) конечно при х = 0. Применим форму-
лу, связывающую значение F вблизи особой точки х = 0
со значением вблизи особой точки х — 1:

+ Г(а)Г(Р) l l Д ) Х

X f ( 2 - a , 2 - р , 3 - а —р, 1-х).
Так как

FlaRv х) - 1 -L ^ г- ̂ - «(« + 1)Р(Р + 1) ж 3 ,
1 \а> Р . 7> х) ~ l i Y '<- i 2!v (у + 1) Г • • •.

25 ю. М. Спнренюн, В. Л. Насекой 385



то при х -»- °° F(a, [}, 2, ж) остается конечной, если р рав-
но 0 или отрицательному целому числу, а (учитывая, что
а + р = 3) 2 — а есть отрицательное целое. Отсюда видно,
что А, может принимать лишь следующие значения:

Л„ = га(»+1)/(4Л0, га = 1, 2,... (8.4)

Соответствующими собственными функциями будут

Xn = F(2 + n, 1-п,2, х ) , га = 1, 2, . . . (8.5)

Далее, удобно перейти от гипергеометрических функций
к функциям Гегенбауэра Тп-£

- n - i v » / — 2

где у = i — 2x. Таким образом,

и решение (8.1) можно записать как
оо

/(Р,*,*) = 2 CnT1n^1(y)exV
П = 1

Постоянные Сп можно найти из начального условия

/ (Р, х, 0) = 2 С„П-1 (г/) = 6 (ж - р). (8.6а)
П = 1

Так как функции Гегенбауора ортогональны на интервале
(—1, 1) с весом 1 — у2, т. е.

1

J (1 - у*) Т}п (у) Tl^ (у) dy =

-г
то, умножая обе части (8.6а) па (1 — y'2)TJl-1(y) и инте-
грируя по интервалу (—1, 1), получим

2[1 _ (1 - 2р)*] TU (1 - 2р) = Сп2п^^\

Отсюда

Сп = 4р (1 - р) ̂ i i y П-х (1 - 2р) П-1 (I/) X

Хехр

386



В итоге решение (8.1) можно записать в виде

tin г t) У (2ге + 1 ) [ 1 - ( 1 - 2 Р ) 2 ] Т1 ,. „V
/ (Р, х,1)- 2d п (п + 1) L п~х ^ "~ Zp>Х

п=1

, (8-7)

или, через гипергеоыетрпческие функции,

-n, n + 2, 2,р)х

-га, га+ 2 , 2 , a ; { ^ j

- 2а:) X

2N

Видно, что при t ->- оо

Х е х Р ( - Ш + . . . (8.8)

-(/(2Л-)f(p, х, t) ~6p{l-p)e

в согласии с полученным ранее результатом (3.8). Расче-
ты показывают, что это асимптотическое приближение
адекватно для t > 2N, если р — 0,5 (при этом около поло-
вины траекторий достигло границ). Если же р = 0,1, то
время должно быть более AN — 5N поколений и около
90% случаев уже закончилось фиксацией генов.

Интегрируя потоки согласно (10.3.19), (10.3.20) или
решая обратное уравнение Колмогорова, можно найти ве-
роятности фиксации U\ или утери Uo рассматриваемого
аллеля к моменту времени t:

X F (1 - n, n + 2, 2, p) exp | ~ n ( ^ + 1 } *j, (8.9)

x F ( i _ n, n + 2, 2, 1 - p) exp |- W (

4 " / 1 ) f } . (8.10)
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Используя систему бпортогональных на 2 полинолми,
удается найти фундаментальное решение п для произволь-
ного количества аллелей, имеющее довольно громоздкий
вид. Поэтому для решения рассмотренных ранее задач
было разумно использовать методы, позволяющие полу-
чить результаты наиболее простым путем.

§ 9. Двулокусная модель генного дрейфа

Теперь перейдем к анализу поведения в случае генно-
го дрейфа частот гамет, классифицируемых в отношении
двух аутосомных локусов. Хотя по-прежнему случайные
изменения частот гамет при смене поколений происходят
за счет выборочного характера формирования популяции
потомков (т. е. процесса ненаправленного), снос в диффу-
зионной модели не будет равен нулю. В результате соче-
таний в гамете потомка аллелей различных гамет дипло-
идного родителя возможно появление одних типов гамет
за счет других. Такое явление происходит при рекомбина-
ции, если оба локуса находятся в одной группе сцепле-
ния, или при независимом расхождении хромосом при
отсутствии сцепления. Математически оба случая описыва-
ются одинаково с помощью параметра г — вероятности
появления рекомбинировапной гаметы.

Пусть в первом локусе пи а во втором nz аллелей. Бу-
дем обозначать гамету, несущую Г±-Й аллель первого и
&2-й аллель второго локусов, через 1\;,2, а ее концентра-
цию—через Phhz(Xiik2)' Гамета Г,^ может образовать-
ся в результате рекомбинации между Г ; ^ и Г;^, где
к2 и U произвольны. В предположении случайного скре-
щивания вероятность генотипа ^hh^li.h B популяции
родителей равна р1^2 при U = U, к2 — /а и 2pi1bipi1}i в
противном случае {РГ^ — концентрация Г*^ в преды-
дущем поколении). Рассматриваемый генотип в случае ре-
комбинации производит гамету l \ i 2 с вероятностью 1
при h = U, к2 = /2 и с вероятностью 0,5 в противном слу-
чае. Поэтому условная вероятность появления T j ^ , учи-
тывая произвольность к-, и li, равна
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где

pix = 2 Pixh2, PJ2 = 2 pi,h-

Здесь Pix и pj2 — частоты г4-го и /2-го аллелей пер-
вого и второго локусов соответственно. Очевидно, что
при отсутствии рекомбинации (вероятность этого события
равна 1 — г) концентрация любой гаметы не меняется. В
детерминистском рассуждении вероятности генотипов и га-

. мет рассматриваются как их частоты. Поэтому концентра-
ция гаметы Г,-^ под действием рекомбинации станет
равной

Следовательно, соответствующей компонентой вектора сно-
ва в диффузионной модели будет

Mhh = ~ r {Phh - PhPh) = - rDhh- ( 9 - j )

Производящий оператор процесса генного дрейфа по двум
локусам имеет вид

-r2DilhJ^~. (9.2)

Здесь Di^z определяется из (9.1) как

и носит название коэффициента неравновесности по сцеп-
лению. Если каждой гамете сопоставить целочисленный
случайный вектор с координатами £1{ и \ги принимающи-
ми значения 1 и 0 при наличии и отсутствии соответству-
ющих аллелей первого и второго локусов, то Di^ пред-
ставляет собой ковариацию \ и и | м . Величина Aj j 2 ха-
рактеризует отклонения сочетаний аллелей разных ло-
кусов в гамете от независимости.

Модель генного дрейфа по двум локусам по-прежнему
обладает хорошим свойством инвариантности при нераз-
личепии некоторых типов гамет. Например, можно сум-

389



мировать частоты гамет, содержащих ряд неразличимых
аллелей одного из локусов, рассматривая их как новый
«искусственный» аллель. Поведение в такой «объеди-
ненной» модели определяется производящим оператором
типа (9.2). Если не различать всех аллелей одного из ло-
кусов, то модель редуцируется к однолокусной с произво-
дящим оператором вида (1.1).

Воспользовавшись указанным свойством генного дрей-
фа, можно упростить анализ поведения коэффициентов
Dixj2- Для этого достаточно рассматривать лишь следую-
щие типы гамет: Г̂ ,-,,, Г.^ , 1% . , Т-Г~. . Здесь черта

над символом означает отсутствие соответствующего алле-
ля в гамете. Частоты этих гамет по порядку обозначим
Pi> Pz> Рз, />4- Тогда получим более привычные выраже-
ния для {Dix52Y

£>ix j2 =

Д и =Dr.

и оператор (9.2) примет вид

-£-l). (9.4)
Найдем Et [Di^^ с помощью уравнения (3.4), учиты-
вая, что

Tt Et iD4h) = E* 1 *Dixh) = - ( ^ + r) Et [Dilit],

EQ[Dilit]=Do

ilit.

Известным решением этого уравнения будет

Оно отличается от решения (9.1.14) в детерминистской
модели членом l/(2iV) в экспоненте, т. е. довольно незна-
чительно. Таким образом, математическое ожидание Dixj2

в пределе будет равно 0.
Так как по каждому локусу, согласно результатам

§ 4, с вероятностью единица достигается гомозиготность,
то рано или поздно в двулокусной модели фиксируется од-
на из возможных гамет. Очевидно, вероятность фиксации
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I \ j 2 равна Eoa[xil^]. Применяя уравнение (3.4) и ис-
пользуя (9.6), получаем

j-t Et [ xilh) = Et { s4,xhk) = Et {- rDhh} =

(L ) j (9-7)

Решением (9.7) будет

Ег [Xilh] = Phh - (l - exp {- (X + r) t}) r ^ ^ ^ V

(9.8)

В пределе при £ -*• °° получаем известное выражение для
вероятности Ui±j2 фиксации гаметы Г^^3*.

2Nr D' (9 91)тт. . — п• 2Л> г1'2'

Поскольку предельным состоянием популяции будет
полная генетическая однородность, то в итоге на каж-
дой траектории Di±j2 обратится в 0. Представляет ин-
терес найти суммарное по траекториям среднее значение
этого показателя в процессе достижения генетической од-
нородности. Для этого проинтегрируем обе части урав-
нения (9.5) для Et {Di^} no t от 0 до °°:

о о

Так как слева интеграл равен Еао {Di^^}—Z)? .,• , причем,
согласно (9.G), Eoo{Dilj2\ = 0, то получаем, что средняя
ковариацня аллелей в течение всего процесса генного
дрейфа есть

(9.10)

Подчеркнем, что в формулу (9.6), характеризующую
среднюю ковариацию аллелей различных локусов в по-
пуляции, входят не текущие концентрации аллелей и
гамет, а их (ненаблюдаемые при обследовании) началь-
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ные значения. Поэтому на основании изучения межлокус-
ной неравновесности в одной популяции нельзя делать
заключения о длительности процесса генного дрейфа.
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ГЛАВА XII

СВОЙСТВА ОДНОЛОКУСНЫХ МОДЕЛЕЙ

ПРИ УЧЕТЕ РЯДА МИКРОЭВОЛЮЦИОННЫХ ФАКТОРОВ

§ 1. Уравнения Колмогорова в случае влияния
нескольких микроэволюционных факторов

Рассмотренная модель генного дрейфа, в узком смыс-
ле, является в некоторой степени отправным пунктом,
точкой отсчета, на основании сравнений с которой мож-
но судить о влиянии того или иного микроэволюционного
фактора на судьбу популяции. Здесь имеется аналогия
с положением модели случайного скрещивания (панмик-
сии Харди—Вайнберга) среди детерминистских моделей
популяционной генетики.

Влияние других факторов микроэволюции, помимо слу-
чайных колебаний концентраций гамет при смене поко-
лений, учитывается в диффузионных моделях с помощью
коэффициентов сноса (если только эти факторы сами не
имеют случайный характер), как было показано в § 10.4.
Переход к диффузии означает переход от дискретного вре-
мени к непрерывному. Поэтому влияние детерминистских
факторов описывается проще, чем в дискретных моделях,
порядок их действия несуществен и совместный эффект
сводится к простому суммированию влияний отдельных
факторов (например отбора, мутаций, миграций, реком-
бинаций и т. д.), действующих на соответствующей ста-
дии жизненного цикла популяции. Так, если на £-й ста-
дии приращение концентрации р равно е/Д/э) (где ft —
достаточно «хорошие» функции), то за жизненный цикл
(е ~ 1/N, где N — размер популяции) все приращение за-
писывается как

+ е/3 {Р + e/i (Р) + е/, [р + е/а (/>)]} + ... =
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в пределе при N -*• °° можно пренебречь членами, соот-
ветствующими о(е).

Как правило, компоненты /( берутся такими же, как
в детерминистских моделях, рассмотренных в части
первой.

Например, если приспособленности генотипов, сформи-
рованных гаметами Г; и Г,, равны константам и>ц, отра-
жающим давление отбора, то i-n координата сноса (кон-
центрации pi i-ii гаметы) равна

п п

где wi(p) = 2 WijPj, w(p) = _.£ WijPiPy, wAp) интерпре-
тируется как приспособленность t-й из га гамет, а w(p) —
как средняя приспособленность популяции.

Иногда влияние отбора в этой ситуации описывают
сносом с координатами вида

M\1)(p) = Pi(wi(\>)-w(p))/w(p), (1.2)

отражающими «происхождение» диффузионной модели от
дискретного процесса.

В общей ситуации приспособленности wy не являются
константами и могут зависеть от момента времени, гене-
тической структуры популяции и т. д. (см. § 8).

Влияние миграций обычно описывается островной мо-
делью С. Райта. Она предполагает, что из некоторой
внешней большой популяции (материка), характеризую-
щейся постоянными частотами гамет q,, идет поток миг-
рантов постоянной интенсивности т. При этом числен-
ность рассматриваемой (островной) популяции остается
на одном и том же уровне, т. е. регулируется какими-то,
например, экологическими механизмами или такой же ин-
тенсивности эмиграцией. В итоге после миграций кон-
центрация 1-й гаметы станет равной mqt + (1 — т)р{ и со-
ответствующее значение сноса (приращение концентра-
ции) будет равно

MY)(p) = m(ql -pi). (1.3)

Мутационные переходы между аллелями задаются сто-
хастической матрицей Hû li, где \i(j интерпретируется как
вероятность мутирования аллеля Aj в аллель At. Тогда
\XaPj представляет собой мутационный вклад аллелей /-го
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типа в г-й; поэтому в результате мутаций частота аллеля
п

At станет равной 2 ЩзРз (заметим, что в сумму входят
i=i

вклад аллеля А„, концентрация рп которого принята за
зависимую переменную, и вклад самого аллеля Ас, \щ =
— 1 — 2J \ХЦ интерпретируется как вероятность отсут-
ствня мутаций по этому аллелю). В результате измене-
ние концентрации pt аллеля А% (пли гаметы £-го типа, ес-
ли классификация гамет осуществляется но одному локу-
су) и соответствующая координата сноса будут равны

Mi3 )(p) = 2 | i « f t - - f t . (1.4)

Как показано в § 11.9, снос концентраций гамет (клас-
сифицируемых в отношении двух локусов) в результате
рекомбинации с вероятностью г(1|2) имеет вид

Mi%(V) = r(l\2)(phh-phph). (1.5)

Здесь индекс j j 2 относится к гамете, содержащей ii-й ал-
лель первого и /2-й аллель второго локусов, р^2 — кон-
центрация этой гаметы, р^ и Pj2 — концентрации Г,_~ТО И

/2-го аллелей первого и второго локусов соответственно.
Аналогично можно найти снос, появляющийся в ре-

зультате совместного влияния отбора и инбридинга, дей-
ствия некоторых форм отбора, зависящего от генетиче-
ской структуры популяции,— ситуаций, рассматриваемых
ниже, и т. д.

Производящий оператор диффузионного процесса, со-
ответствующего определенной комбинации факторов мик-
роэволюции, записывается в следующем виде:

Здесь по-прежнему N — размер диплоидной популяции,
ЖДр) — коэффициенты сноса, представляющие собой сум-
му выражений типа (1.1) —(1.5), каждое слагаемое отве-
чает одному из факторов микроэволюции рассматривае-
мой комбинации.

Оператор (1.6) можно рассматривать как оператор с
малым параметром е = 1/(2Л0 при коэффициентах диф-
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фузии:

Он соответствует малому случайному возмущению дина-
мической системы

dpi/dt^Mifr), f = 1/2, . . . (1.8)

Форма записи (1.7) с малым параметром е полезна для
сопоставления асимптотических при е -*- 0 результатов
в диффузионной модели с выводами для невозмущенной
динамической системы (1.8) (см. § 5). Однако результаты,
формулирующиеся в дальнейшем в терминах коэффици-
ентов процесса V,s и Ми не предполагают Л1алость случай-
ных возмущений и верны для диффузионного процесса
общего вида.

Соответствие между динамической системой (1.8) и ее
малым диффузионным возмущением (1.7) следует пони-
мать в том смысле, что для любого конечного промежут-
ка времени траектория случайного процесса с вероят-
ностью, как угодно близкой к единице, отклоняется от
детерминистской произвольно мало, если выбрать е до-
статочно близким к нулю.

§ 2. Вероятности фиксации аллеля

Заметим прежде всего, что в конечной популяции лю-
бая форма отбора с постоянными коэффициентами при-
способленностей приводит рано или поздно к гомозигот-
ности популяции. Так как изменение генетической струк-
туры под влиянием отбора происходит в результате диф-
ференциального вклада различных генотипов в следующее
поколение, то отбор действует на структуру, лишь когда
она полиморфна и есть из чего выбирать. Поэтому в од-
нородных гомозиготных состояниях коэффициент сноса
из-за отбора равен нулю. В этом случае, как показано в
§ 10.5, с течением времени достигается генетическая од-
нородность популяции (границы являются захватывающи-
ми) за счет фиксации или утери аллелей.

Рассмотрим, как влияет отбор на вероятности фикса-
ции и утери. В двухаллельном случае средняя приспособ-
ленность популяпии, учитывая, что сумма частот аллелей
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равна единице, имеет вид

w(p) = wltp
2 + wl22p(.l — р) + wz2{l — р)г, (2.1)

где р — концентрация рассматриваемого (первого) аллеля.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что коэф-
фициент сноса (1.2) можно записать в виде, предложен-
ном еще С. Райтом,

^ ^ ^ (2-2)

Так как w линейно зависит от приспособленностей {w(1),
то значение сноса не изменится, если все приспособлен-
ности умножить или разделить на одну и ту же положи-
тельную константу. В частном случае {и̂ Д можно интер-
претировать как вероятности дожить до репродуктивного
возраста и произвести потомство. Отмеченное свойство
коэффициентов сноса показывает, что отбору разной сте-
пени жесткости (которую отражает степень отличия {wti}
от нуля) соответствует один и тот же случайный процесс
изменения генных частот. Эффективность отбора, оцени-
ваемая по динамике соотношения аллелей, определяется
не общей элиминацией особей, а их дифференциальным
выживанием, т. е. соотношениями между коэффициентами
{wn}. Благодаря этому можно добиться некоторой просто-
ты в выкладках, например, полагая одну из приспособ-
ленностей равной единице или производя какую-либо дру-
гую, удобную для вычислений нормировку прпснособлен-
ностей.

Вероятность Ui(p) фиксации аллеля с начальной кон-
центрацией р (в терминах функций штрафа ее можно ин-
терпретировать как среднюю плату за траекторию, причем
штраф в (0, 1) равен нулю, а при выходе в точку 1 — еди-
нице) удовлетворяет обратному уравнению Колмогорова

(2.3)

Разделив обе части (2.3) на p{i — р)-^-и1{р)1{Ш), полу-

чим уравнение относительно -r-lnUtip), откуда j - и г ( р ) =г
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= Cw(p) iN. Учитывая граничные условия, находим из-
вестное выражение для вероятности фиксации:

V / 1

иг (р) = j w (x)~2N йхП w (x)'2N dx. (2.4)
о / о

Рассмотрим частные случаи формулы (2.4).
' Пусть приспособленности аддитивны, т. е. wtj = Si + s,.

Тогда средняя приспособленность (2.1), если сгруппиро-
вать члены с коэффициентами st н Sj, запишется в следу-
ющем виде:

w (р) = 2 [slP + s2 (1 - р)] = 2s2 (I + ер) = 2wh (p),

где Whip) — средняя приспособленность гаплоидной попу-
ляции с такими же частотами аллелей, приспособленно-
сти которых равны s4 и s2; s = (st — s2)/s2 — коэффициент
отбора. Подстановка w(p) в (2.4) дает берущиеся интег-
ралы; в результате получаем

U, (Р) = [1 - (1 + >РГ^-1)]/[1 - (1 + s)~^-l)]- (2.5)

Легко видеть, что если коэффициент отбора s положи-
телен (т. е. рассматриваемому аллелю отбор благоприят-
ствует), то вероятность фиксации этого аллеля Ui(p)
больше величины р — вероятности фиксации в нейтраль-
ном случае (генного дрейфа). Для малых s, разлагая чис-
литель и знаменатель (2.5) по степеням s до членов вто-
рого порядка, получим приближенное выражение для ве-
роятности фиксации:

В последнем случае предполагается, что Ns мало.
Если приспособленности мультипликативны, т. е. и>ц =

= StSj, то, как легко проверить,

w (р) = [slP + s2 (1 - р)] 2 = si (1 + sp) 2 = [wh (p)]\

где Whip) — средняя приспособленность гаплоидной попу-
ляции, s = isi — s2)/s2 — коэффициент отбора. Очевидно,
этот случай эквивалентен предыдущему с удвоенным ко-
эффициентом сноса, что соответствует увеличению разме-
ра популяции вдвое (это следует также из (2.4)).

К сожалению, общий случай отбора не допускает про-
стых выражений для вероятностей фиксации (утери)
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аллеля. Однако здесь можно увидеть аналогию между ха-
рактеристиками детерминистской и диффузионной моде-
лей: если при любом нетривиальном начальном состоянии
происходит фиксация рассматриваемого аллеля в детер-
министском случае, то вероятность фиксации в диффузи-
онной модели будет больше, чем при нейтральности ал-
лелей. Для того чтобы показать это, подставим в (2.3)
в качестве пробной функции VSp) = Р- Тогда

&Р = 4" Р({ * Р) Jfln w М-

Следовательно, согласно результатам § 10.8, функцию
(УЛр) = р можно интерпретировать как среднее до момен-
та поглощения значение штрафа, равного в точке х ве-

i d
личине — -rj-x (1 — х)т^п w (x) (обозначим эту среднюю,
отражающую давление отбора, через Ег), плюс среднее
значение штрафа при выходе на границу: при выходе
в точку 1 штраф равен единице, в противном случае —
нулю. Ясно, что последнее слагаемое равно вероятности
фиксации аллеля Ut(p). Поэтому

р = U.ip) + Е>. (2.6)

Отсюда следует, что среднее значение давления отбора
(—Ei) до момента поглощения равно приращению вероят-
ности фиксации аллеля по сравнению со случаем ней-
тральности. ЕСЛИ EI — отрицательная величина, то
Ul(p)>p.

Пусть коэффициенты приспособленности удовлетворя-
ют условию

ы?и > wi2 > w2Z, (2.7)

причем хотя бы одно из неравенств — строгое. Заметим,
что в качестве частных случаев в эту схему входят ре-
цессивный и доминантный типы взаимодействия аллелей.
Учитывая, что если концентрация рассматриваемого (пер-
вого) аллеля равна р, то у второго она будет 1 — р, полу-
чим, что при р ¥= 0, 1

dw (p)/dp = 2p (wn - 2w12 + wM)[+ 2 (w1% - w22) >

>2p(-wlt + wat) + 2(wlt-wti)^0, (2.8)

причем хотя бы одно из приведенных неравенств будет
строгим, так как р < 1 и выполнено условие (2.7). Со-
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гласно фундаментальной теореме естественного отбора
средняя приспособленность увеличивается с течением вре-
мени, т. е. по (2.8) концентрация р возрастает. Таким об-
разом, мы получили известный для детерминистской моде-
ли результат — условие (2.7) гарантирует фиксацию рас-
сматриваемого аллеля. Но одновременно (2.8) означает,

что в (0,1) M{p) = -±-p{l-p)-±-lnw(p)>0.

Так как £"4 представляет собой среднее на траекториях
значение функции — М(р), то Et < 0 и из (2.6) следует,
что Ui(p) > р.

Очевидно, что при изменении неравенств (2.7) на про-
тивоположные (это соответствует утере рассматриваемого
аллеля в детерминистской модели) вероятность фиксации
оказывается меньшей, чем в нейтральном случае.

Наибольший интерес в детерминистской модели пред-
ставляет ситуация с повышенной приспособленностью ге-
терозигот (сверхдомпнантиость), гарантирующая наличие
устойчивого полиморфизма в популяции. При этом снос
направлен к полиморфному положению равновесия р*,
т. е. меняет знак в (0, 1). Заметим, что согласно (2.4)
U,{p) монотонно увеличивается с ростом р, так как знак
ее производной совпадает со знаком w(p)~2N, а средняя
приспособленность w(p) положительна. В то же время
знак второй производной проти-
воположен знаку dw{p)/dp, т. е.,
согласно (2.2), знаку М{р).
Поэтому слева от точки р* по-
лиморфного детерминистского
равновесия вторая производная
функции USp) отрицательна,
справа — положительна, р* яв-
ляется точкой перегиба. График
Ut(p) напоминает переверну-
тую s-образную кривую.

На рис. 36 изображены ве-
роятности фиксации (по оси ор-
динат) аллеля в популяции ко-
нечного размера в зависимости
от начальной концентрации р
(по оси абсцисс):

W Р

Рис. 36. Вероятности фик-
сации аллеля при отсутст-
вии отбора (1) и повышен-
ной приспособленности ге-

терозигот (2).

1 — вероятность фиксации при отсутствии отбора;
2 — вероятность фиксации под действием отбора с по-

вышенной приспособленностью гетерозигот. Размер попу-
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ляции N = 15, приспособленности гомозигот равны 1 каж-
дая, приспособленность гетерозиготы равна 1,1.

Если эта кривая пересекает биссектрису первого квад-
ранта (график вероятности фиксации нейтрального алле-
ля), то абсцисса точки пересечения делит интервал (0, 1)
на две части. Когда начальная концентрация р находится
левее абсциссы точки пересечения, вероятность фиксации
аллеля больше, чем в нейтральном случае; если же р при-
надлежит правой части, то фиксация при отсутствии от-
бора более вероятна.

Эта картина согласуется с интуитивным соображени-
ем о том, что слева снос «помогает» возрастанию часто-
ты аллеля (и, в конечном итоге, фиксации), а справа —
«мешает». Подобная ситуация имеет место при равенстве
(вообще говоря, достаточной близости друг к другу) при-
способленностей гомозигот. Действительно, при сверхдо-
минантности максимум средней приспособленности дости-
гается внутри (0, 1), а минимум — на границе (по пред-
положению минимум равен zi--(O) = ivil)). Знаменатель вы-
ражения (2.4) для Ui(p) по теореме о среднем можно
записать в виде w{p)~2N, где р е (0, 1). Следовательно,
w{p) > {w(0), w{\)}. Числитель (2.4) распишем по фор-
муле Тейлора. При р, близком к нулю, получаем

Ux (p) = ]w (х) dx П w (х) dx ~ I —\-L I p.

Если же р близко к единице, то

И в том и в другом случае коэффициент при р равен
[w(xv)/w(p)]~1N, т. е. больше единицы, поскольку wip)
достигает минимума на границах (0, 1). Так как на ле-
вой границе Ui(p) вогнута вниз, на правой — вверх, то
слева ее график лежит выше биссектрисы (входит в точ-
ку (0, 0) с тангенсом угла наклона, большим единицы),
а справа — ниже, т. е. существует точка их пересечения.

Если рассматривать случай пониженной приспособлен-
ности гетерозигот, то максимум средней приспособленности
достигается на границе, Ui(p) слева вогнута вверх, а спра-
ва — вниз. При близости приспособленностей гомозигот
друг к другу интервал (0, 1) можно разбить на две части,
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в левой из которых вероятность фиксации аллеля меньше,
чем при его нейтральности (так как снос «мешает» уве-
личению концентрации), а в правой — больше.

В случае, когда снос в диффузионной модели записы-
вается в виде (1.1) без нормирующего делителя w(p), его
можно переписать как

M(p) = -jp(i-p)-^w(p). (2.9)

Заметим, что коэффициент сноса (2.9) не изменится,
если все приспособленности увеличить или уменьшить на
одну и ту же константу. В этом случае средняя приспо-
собленность также увеличится (уменьшится) на эту кон-
станту, которая исчезнет при дифференцировании. Таким
образом, отбору разной степени жесткости отвечает один
и тот же случайный процесс изменения генных частот,
эффективность отбора определяется различиями между
приспособленностями генотипов.

Решая обратное уравнение Колмогорова (2.3) с коэф-
фициентом сноса (2.9), получим известное выражение для
вероятности фиксации аллеля:

Ux (р) = J e - 2 i Y a ( * W J e~2Nv;ix)dx. (2.10)
о /о

В частном случае аддитивных приспособлеыностей
wa — st + Sj. Благодаря возможности измерять приспособ-
ленности с точностью до константы, можно положить, что
«2 = 0 (тогда новое значение s^ будет равно s = s, — s2).
Средняя приспособленность популяции при этом принима-
ет очень простой вид:

w(p) = 2sp = 2wh(p),

где wh(p) — средняя приспособленность соответствующей
гаплоидной популяции. При подстановке этого выражения
Для w(p) в (2.10) получим

е~ш°). (2.11)

При малых значениях Ns вероятность фиксации по-преж-
нему приблизительно выражается как

UAp) ~ p + 2Nsp(l-p).

Общий случай отбора, как и ранее, не допускает про-
стых выражений для вероятности фиксации. Однако и
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здесь ее приращение по сравнению со случаем нейтраль-
ности равно среднему значению давления отбора до мо-
мента поглощения. Качественный характер поведения, ве-
роятностей фиксации в ситуациях, разобранных выше,
точно такой же, как показывают аналогичные рассуж-
дения.

Вообще, если снос записывается в виде М(р) -•-

= -<гр{\ — Р)~Г ^(р), гД е G-ip) не обязательно средняя

приспособленность (в одномерном случае это всегда воз-
можно и G находится по формуле (2.14)), то G{p) опреде-
ляет качественный характер поведения в соответствующей
детерминистской модели, характеризуя «адаптивную» по-
верхность (см. § 6), точкам максимума которой отвечают
устойчивые положения равновесия. Вероятность фиксации
в диффузионной модели по-прежнему определяется фор-
мулой (2.10), но вместо функции w(p) будет стоять G(p).
При этом сохраняется связь между характером «адаптив-
ной» поверхности (кривой в двухаллельном случае) и ве-
роятностью фиксации аллеля.

В качестве примера такой ситуации можно рассмот-
реть случай отбора в популяции с инбридингом. Напом-
ним, что при этом частота гетерозигот равна 2/;(1 — р) X
X(l—F), а частота каждого гомозиготного класса выше,
чем при панмиксии, на величину Fpii — p). Поэтому по-
пуляцию можно представлять себе как состоящую из двух
частей. Первая часть (ее вклад в общую популяцию ра-
вен 1 — F) — это обычная случайно скрещивающаяся дип-
лоидная популяция, частоты генотипов в которой опреде-
ляются законом Харди — Вайнберга. Вторая часть (ее
вклад равен F) состоит из одних гомозиготных организ-
мов, концентрации которых равны частотам соответствую-
щих аллелей. Ее можно рассматривать как «гаплоидную^
популяцию с приспособленностями аллелей, равными прп-
способленностям соответствующих гомозигот. Коэффици-
ент сноса будет равен среднему взвешенному из сносов
в диплоидной и гаплоидной составляющих:
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Здесь WAP) = (1 — F) wx (p)-\-Fwlh (p)— приспособленность
рассматриваемого (первого) аллеля, складывающаяся из
его приспособленностей в диплоидной Wi(p) — wtip +
•f w12(l — p) и гаплоидной wih(p) = wn частях. Аналогич-
но, средняя приспособленность

wF(p) => (1 - F)w(p) + Fwh(p)

складывается из значений в диплоидной (w(p) находится
по формуле (2.1)) и гаплоидной wh(p) = wnp + w22d — р)
составляющих. Поэтому коэффициентом при 1 — F будет
обычный снос (2.2) для диплоидной модели со случайным
скрещиванием, а при F, как легко проверить, будет стоять
dWh(p)/dp. В итоге

G(p) = (1 - F)w(p) + 2Fwh{p). (2.12)

Заметим, что Gip) отличается от средней приспособ-
ленности коэффициентом 2 при wh. Если приспособлен-
ности аддитивны, то w = 2wh и G — 2wh = w, т. е. при ад-
дитивности инбридинг не оказывает какого-либо влияния
на коэффициенты моделей. При общем виде отбора для
определения вероятности фиксации Ut{p) аллеля в (2.10)
вместо w(p) следует подставить Gip); если G определяет
устойчивое полиморфное равновесие р* детерминистской
модели, то график Ui(p) имеет в этой точке перегиб,
л т. д. Аналогично можно найти G, соответствующую не-
которым типам частотно зависимого отбора, рассматривае-
мого далее.

В терминах коэффициентов процесса (1.7) вероятность
фиксации аллеля записывается в общем случае следую-
щим образом:

Р И

^1 (р) = J ехр/- 1 G Ц й х П ехр {- f G (x)] dx, (2,13)
о ^ ' /о

где

К сожалению, результатов по вероятностям поглоще-
ния для многомерных процессов (полиаллельных или мно-
голокусных диффузионных моделей) практически нет.
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§ 3. Характеристики времени достижения
гомозиготности

При анализе среднего времени достижения гомозигот-
ности не удается получить простых выражений даже для
ситуаций с аддитивными или мультипликативными нрн-
способленностями. В случае сверхдоминантности интуиция
подсказывает, что среднее время выхода на границу долж-
но быть больше, чем при нейтральности, иоскольку снос
направлен к внутренней точке детерминистского поли-
морфного равновесия и препятствует выходу на границу.
Это действительно так при равных (вообще говоря, доста-
точно близких) приспособленностях гомозигот. Для дока-
зательства рассмотрим уравнение для определения средне-
го времени достижения гомозиготности Tip), т. е. сред-
него значения функции штрафа (правой части уравнения
is£T)ip) = — h{p), взятой со знаком минус), равного еди-
нице в точках интервала (0, 1) и равного нулю на грани-
це (граничные условия):

_ 1 p( l-p) d2T(p) 1 ,, . dw(p) dT(p)

~г 2N dp*
 +Ш2Р{1 р> ~dp~ df~ ~ *'

Г(0) = Г(1) = 0. (3.1)
Подставим в (3.1) в качестве пробной функции Tip) =
= — AN[p In p + (1 — p)ln(l — р)], т. е. среднее время до-
стижения гомозиготности при нейтральности. Тогда член
со второй производной даст —1, так как он соответствует
оператору при нейтральности, а

dp p

Следовательно, функция Tip) равна математическому ожи-
данию времени, проводимому процессом в (0, 1), плюс
среднее значение до момента поглощения произведения

I j „
о"Р(1 — p)w(p)ANln -, которое обозначим через

1 — Р

Е. Так как In положителен при /; < 1/2 н отрицате-
лен при /; > 1/2 (т. е. его знак совпадает со знаком

1 ,, . dw(p)

сноса YP\ — Р ' — 1 — дая рассматриваемого случая
сверхдоминантности), то Е меньше нуля, как математиче-
ское ожидание отрицательного (кроме точки р — 1/2)
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штрафа. Решение (3.1) удовлетворяет равенству

Значит, поскольку Е меньше нуля, среднее время дости-
жения гомозиготности Tip) больше, чем при нейтрально-
сти. Если приспособленность гетерозигот понижена по
сравнению с (равными) приспособленностями гомозигот,

то знаки сноса и In
1 - Р

противоположны. Поэтому зна-

чение Е больше нуля и в среднем гомозиготность дости-
гается раньше, чем при нейтральности,— ожидаемый ре-
зультат, так как снос направлен к ближайшей границе.
Парадоксально, но, если детерминистское равновесие при
сверхдоминантности лежит вне интервала 0,2—0,8, чис-
ленные расчеты показывают, что среднее время достиже-
ния гомозиготности может быть меньше, чем при ней-
тральности. Это говорит об опасности прямолинейных эв-
ристических выводов, отталкивающихся от детерминист-
ских аналогий.

В терминах коэффициентов процесса (1.7) среднее вре-
мя поглощения записывается в общем случае следующим
образом:

?
1

1 X

2dy

V(y)Q(y)

J Q (x) dx
Q (x) dx (3.2)

где Qix) определяется по формуле Qix) = e~°ix)/e.
Плотность времени пребывания Ф(/>, х) в точке х е

е ( 0 , 1) в зависимости от начального состояния р, к со-
жалению, не допускает простого выражения для генетиче-
ских моделей, не предполагающих нейтральности аллелей.
Она находится из уравнения

Ф(0,а;)
(3.3)
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Здесь подразумевается, что обе границы интервала (0, 1)
являются поглощающими.

В терминах коэффициентов процесса решение (3.3) за-
писывается (константы интегрирования определяются
с учетом непрерывности Ф(р, х) из граничных условий)
следующим образом:

>), Р<х,
ф (р, х)=-

4JV
х(1

AN

х(\

eG(x) j

-X)

eG(X)f2

— х)\_

(1)"
/

Щ)
I

- / (х)

(1)

(1)

где j
о о

Замечая, что e~G(:c)//(l) = dUi{x)/dx, где вероятность
фиксации £Л(.г) определяется формулой (2.13),
а Ну)/HI) = Uiiy), и используя выражение для вероят-
ности утери аллеля Uai,y) = 1 — Uiiy), перепишем форму-
лу плотности времени пребывания через вероятности фик-
сации-утери:

Ф (р, х) = x{i-x)U[(x) ' (3.4)

Напомним, что согласно результату (10.7.7) плотность
времени пребывания Ф*{р, х) при условии, например,
фиксации рассматриваемого аллеля отличается от без-
условной плотности сомножителем С/1(х)/С/1(/?) (при усло-
вии утери аллеля сомножитель будет равен Uo(x)/Uo(p)).
Как заметили Т. Маруяма и М. Кимура, оказывается,
что плотность времени пребывания в состояниях, больших
начального, при условии фиксации аллеля равна плотно-
сти в состояниях, меньших начального, при условии уте-
ри. Действительно, получая плотность при условии фикса-
ции умножением верхнего в (3.4) выражения для Ф(р, х)
на Ui(x)/Ul(p), а плотность при условии утери умно-
жением нижнего выражения на U0(x)/U0(p), видим,
что результаты равны одной и той же функции
U0(x)Ui(x)/[x(l — x)U'l (x)l. Это справедливо при любой
форме отбора или влиянии каких-либо других факторов
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микроэволюции, совместно приводящих к ненулевым ве-
роятностям фиксации или утери аллеля. Любопытно, что
при этом условная плотность времени пребывания не за-
висит от начального состояния.

С помощью Ф(р, х) среднее время поглощения можно
записать в виде суммы среднего времени пребывания тра-
ектории в области, где концентрация рассматриваемого
аллеля меньше начальной, и среднего времени, проводи-
мого в дополнении к этой области:

v

Т (р) = Ши0 (р) Г dxГ 1
J x(i-x)U1(x)

• Г Un (x) dx

J x(i—x)Vl

§ 4. Плотность стационарного распределения
вероятности в случае одного двухаллельного локуса

Как отмечалось выше, действие любых микроэволю-
ционных факторов, определяющих снос, равный нулю на
границах, не способно бесконечно поддерживать полиморф-
ность ограниченной по величине популяции. Однако, если
снос на границах направлен внутрь интервала (0, 1), то
существует (см. § 10.5) неизменное во времени (стацио-
нарное) распределение вероятности состояний популяции
fix), сохраняющееся неограниченно долго. Такой харак-
тер сноса обусловлен, например, влиянием миграций из
полиморфного источника или мутабельностью. При этом
распределение вероятности состояний популяции эволюци-
онирует к стационарной плотности из любого начального
положения. Стационарное распределение можно рассмат-
ривать как вероятностный аналог равновесия в детерми-
нистском случае.

Производная стационарной плотности по времени рав-
на 0, и она удовлетворяет уравнению

(4.1)

Так как поток вероятности в стационарном случае отсут-
ствует, то fix) можно найти, приравнивая выражения для
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потока (10.3.16) нулю:
1 а \ x(i— a1 а \
2 dx[

i{x)\-M{x)f{x) = Q. (4.2)

Отсюда следует, что
С х \

(4.3)

где константа С выбрана из условия равенства интеграла
от плотности в интервале (0,1) единице. Множитель 2Л'
в экспоненте есть величина, обратная коэффициенту
е = 1Л2Л0, характеризующему интенсивность случайных
возмущений. Малый параметр е отделен от коэффициента
диффузии для удобства исследования асимптотики ста-
ционарной плотности, когда интенсивность случайных воз-
мущений стремится к нулю.

Напомним, что в генетических моделях снос М(у)
обычно представляет собой сумму вкладов М{1)(у), отра-
жающих влияние различных микроэволюционных факто-
ров. Так как интеграл суммы равен сумме интегралов, то
вкладу i-ro фактора в стационарную плотность соответ-
ствует сомножитель

exp J2JV | ±^^Ldy\= BxV{2NGdx)), (4.4)

где

При этом сомножитель

ехр {- In х - In (I - х)} =

обусловлен влиянием генного дрейфа в узком смысле, рас-
сматриваемым изолированно. Получить его можно, фор-
мально решая уравнение (4.2) с М{у) = 0. Хотя резуль-
тат не имеет смысла стационарной плотности (что еще раз
предостерегает от формальной интерпретации решения
уравнения (4.2), как стационарного распределения, в слу-
чае произвольных коэффициентов диффузионного процес-
са), он все-таки отражает эффект дрейфа при учете дру-
гих факторов, приводящих к существованию стационар-
ного решения.
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Вообще, если стационарная плотпость найдена для ка-
кого-то сочетания факторов микроэволюции, то каждый
следующий фактор приводит к появлению сомножителя
вида (4.4), т. е. стационарную плотность не нужно оты-
скивать заново целиком, а достаточно определить соответ-
ствующий сомножитель. Если удается чисто формально
для ряда мыслимых воздействий определить выражения
типа (4.4), то стационарная плотность, соответствующая
произвольному сочетанию факторов, получается в резуль-
тате простого перемножения отвечающих каждому фак-
тору сомножителей (конечно, вопрос о ее существовании
решается независимо).

Найдем, например, сомножители, отражающие влияние
отбора, мутаций и миграций (воздействию генного дрейфа,
как отмечалось, соответствует член 1/[ж(1 — х)]). В § 2
снос из-за отбора записан в удобной для наших вычисле-
ний форме:

где w(y) — средняя приспособленность популяции. Под-
становка М(1){у) в (4.4) дает следующее выражение:

exp {2NG1 (х)} = ехр \ш \ In w (х)\ •= w2N (x). (4.6)

Если записать снос из-за отбора в виде

то
ехр {2NGia(x)} = exp {2Nw{x)). (4.7)

Совместное влияние отбора и генного дрейфа приво-
дит в конце концов к гомозиготности популяции. Факто-
ром, позволяющим сохранить ее полиморфность и обеспе-
чивающим существование стационарного распределения
вероятности, является миграция, заносящая аллели раз-
ных типов. В островной модели предполагается, что ин-
тенсивность обмена мигрантами между популяцией («ост-
ровом») и внешним источником (с постоянными частота-
ми аллелей q и 1 — q) равна константе т. Для случая
Двух аллелей снос из-за миграций (1.3) удобно переписать
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в следующем виде:

Отсюда, подставляя значение М2(у) в (4.4), легко находим
соответствующий сомножитель стационарной плотности
распределения вероятности:

exp №TG2(x)} = xiNm41 - x)kNm^\ (4.8)

Другим фактором, обеспечивающим существование ста-
ционарного распределения, являются мутации. Пусть
|Х21 — вероятность мутирования рассматриваемого аллеля
в дополнительный, a \in — вероятность мутирования в об-
ратном направлении. Тогда снос (1.3) можно записать
таким образом:

= - У (1 ~ У) -jjj 2 [И-ах1п (1 - У) + Мча 1 п */]•

Получаемый согласно (4.4) сомножитель стационарного
распределения, очевидно, будет равен

exp {2NG3 (х)} = xiNH2 (I - xfH\ (4.9)

Из этих примеров видно, что снос из-за влияния t-ro
фактора M(i){y) мы записываем в виде

^ ^ = ̂ y{l-y)^rGi{y)1 (4.10)

где по-прежнему

В результате стационарная плотность, обусловленная
воздействием нескольких микроэволюционных факторов,
принимает следующий вид:

/ W = TW=^j П exp {2NGi (х)} = -j—y e x P ( 2 NG (ж)}'
(4.11)

где G(x) — 2 Gi(x). Например, в случае действия генного

дрейфа в узком смысле, отбора, мутаций и миграций по
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рассмотренным выше схемам стационарная плотность бу-
дет, как известно, равна

= Cw™ (х) ^ ' ( « i * ) - 1 (1 _ в ) ^ И 1 - « + Ы - 1 ш (4.12)

ЕСЛИ не учитывать влияние мутаций, или миграций,
или, наконец, отбора, то соответствующие этим факторам
сомножители в выражении для стационарной плотности
следует опустить.

§ 5. Анализ плотности стационарного распределения
вероятности состояний популяции в отношении'

дпаллельного локуса

При отсутствии отбора стационарная плотность

/ (х) = СхЩта+^-1 (1 - xfn«b-*+Hi]-i ( 5 Л )

представляет собой бета-распределение с параметрами а =
= AN(mq + (,i12) и Ь = ANlmll — q) + u.2t]. Как известно,
константа С при этом определяется из равенства

1

С'1 = J ха~1 (1 - х)ь~Чх - В {а, Ъ), (5.2)
о

где В(а, Ь) выражается через гамма-функцию:

В(а,Ъ) = Т(атЪ)/Па + Ь). (5.3)

Таким образом,

f(x) Ш(т + ц12 + ^1)
1 W Г [4Л' ( т 5 + Ц1 2)] Г [47V (и (1 -- д) + Ц 2 ])] ' ч

_

Форму распределения /(ж) можно изучать, отбрасывая
константу С, т. е. исследуя функцию х"~1 (1 — х)"'1. Если
а (Ь) меньше единицы, то fix) неограниченно возрастает
вблизи левой (правой) границы. Когда и а и Ъ превосхо-
дят единицу, распределение одновершинно с максимумом
в точке

И + ^1г) ~ 1

+ ц^ + ^ 2 ^ _ 2 •
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Если рассматривать соответствующую не возмущенную
случайными эффектами детерминистскую модель

dxldt = m (q — х) + ц12 — (|113 + |Л21) х, (5.5)

то для нее устойчивым положением равновесия будет

я* = (mq + ц12)/(те + цп + ц21). (5.6)
Легко видеть, что при больших размерах популяции N
максимум стационарного распределения находится прак-
тически в точке устойчивого детерминистского равнове-

1

сия х*. Из (5.3) следует, что \ xf (x) dx, т. е. среднее зна-
о

чение для бета-распределения равно В{а + 1, Ь)/В(а, Ъ) =
= а/(а + Ъ) и при любых N совпадает с точкой устойчи-
вого детерминистского равновесия. Кроме того, аналогич-
но можно получить, что дисперсия бета-распределения вы-
ражается через его параметры по формуле

ЬУ(а + Ь + 1)). (5.7)

Поскольку и а 11 b имеют порядок О(Ю, то а2 = ОШЮ.
Таким образом, дисперсия разброса возможных концент-
раций в популяции стремится к нулю при возрастании
размера популяции N, т. е. плотность распределения при
этом стягивается к положению детерминистского равно-
весия.

Более высокие моменты бета-распределения можно
найти по формуле

Е{хп) = В{а + п, b)/B(a, b),

где В(с, d) выражается через гамма-функции по форму-
ле (5.3).

При действии отбора стационарная плотность имеет
более сложный вид и не является бета-распределением.
Нормирующая константа С (весьма громоздкого вида) оп-
ределяется из условия равенства единице интеграла от
плотности па интервале (0, 1), т. е.

Для вычисления интеграла, стоящего справа, напомним,
что w(x) представляет собой, согласно (2.1), многочлен от
х и (1-х). В результате возведения w(x) в степень 2JV
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получаем сумму членов вида

Г«* f^n (5.8)
1 2 3

Вклад каждого такого члена при интегрировании легко
определяется по формуле (5.3), так как он соответствует

(опуская константы) J х х (1 — х) а dx = В (ки к%) при
о

некоторых ki и к2. Поэтому

X

где суммирование производится по всем тройкам неотри-
цательных целых чисел пи пг, п3, nt + п2 + щ = 2N; а и b
по-прежнему равны AN{mq + iii2,) и ANlmil — q) 4- jx2J
соответственно.

Обратим внимание на то, что стационарная плотность
не зависит от жесткости отбора (если судить о ней по
степени отличия коэффициентов приспособленностей Юц
от нуля). Действительно, умножая все коэффициенты юц
на одну и ту же положительную константу d, получим,
что сомножитель стационарной плотности wZN(x) изме-
нится в d1N раз. В то же время нормирующая констан-
та С уменьшится в dZN раз (поскольку сумма показателей
степеней в произведении коэффициентов приспособленно-
стей моц в (5.8) равна 2N). В результате, сокращая d2N, ви-
дим, что стационарная плотность не изменилась.

Функция средней приспособленности w(x) представля-
ет собой, согласно (2.1), квадратный трехчлен. Поэтому
ее график на [0, 1] является частью некоторой параболы
и будет вогнутым, когда коэффициент при хг отрицателен
(это означает, что коэффициент приспособленности гетеро-
зигот больше средней арифметической приспособленно-
стей гомозигот). В этом случае кривая w(x) одновершин-
на (при сверхдоминантности вершина находится строго
внутри интервала (0, 1)). Так как логарифм является мо-
нотонно возрастающей функцией, то 2N In w(x) будет во-
гнута. Если а и Ъ превосходят единицу, то In [жа~Ч1 —
— г)6"1] — также вогнутая функция. Поэтому логарифм
стационарной плотности и сама плотность вогнуты и ста-
ционарное распределение одновершинно.
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Напомним, что в общей ситуации стационарное рас-
пределение (4.11) записывается в виде

где G(x) отражает совместное влияние рассматриваемых
микроэволюционных факторов. Так как сомножитель
i/ixii — х)] стремится вблизи границ к бесконечности и
не интегрируется на (0, 1), то функция exp{G(x)} должна
сходиться к нулю, когда х приближается к границам, что-
бы fix) была интегрируема. Очевидно, скорость сходимо-
сти к нулю [ exp {G(x)}l2N возрастает с увеличением раз-
мера популяции N и вклад сомножителя 1/[х(1 — х)] на
границах в стационарную плотность становится псчезаю-
ще мал по сравнению с вкладом exp {2NG(x)}. Этот вклад
тем более несуществен вдали от границ, где функция
1/[ж(1 — х)\ ограничена. Поэтому асимптотически при
больших N вид стационарной плотности определяется
фикцией exp {2NG{x}}. Более того, если функция G(x)

меет единственный максимум в точке х*, то при N -*• °°
отношение значения асимптотической плотности в точке
xf к ее значению в любой другой точке, равное
[exp {G(x*)}/ex]3 {G(x)YliN, стремится к бесконечности. Та-
ким образом, плотность все более концентрируется в точ-
ке х*, и можно строго показать, что в пределе стационар-
ное распределение представляет собой дельта-функцию
Ых-х*).

§ 6. Стационарная плотность и адаптивный ландшафт
в случае двух аллелей

Итак, согласно изложенному выше, функции G{{x) и
G (х) = S G\ (х) в значительной степени определяют вид

i
стационарной плотности, которая асимптотически при
N ->- °° совпадает с функцией Сехр {2NG(x)}. Они играют
также важную роль в определении вероятностей фиксации
аллелей и среднего времени достижения гомозиготности.
Было бы удачно, если бы эти функции в какой-либо сте-
пени характеризовали также детерминистские модели по-
пуляционной генетики. Оказывается, что дело обстоит
именно так, причем связь между стохастическими и де-
терминистскими моделями в данном случае весьма наг-
лядна и интуитивно ожидаема.
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Напомним, что функции Mw(x), через которые опре-
делялись в (4.5) Gt{x), представляют собой правые части
дифференциальных уравнений соответствующих невозму-
щенных динамических систем (1.8). Диффузионные моде-
ли получаются в результате появления малых случайных
возмущений в детерминистских схемах. Согласно записи
(2.2) коэффициента Mli)(x) детерминистская модель, опи-
сывающая воздействие Г-ГО микроэволюционного фактора,
принимает вид

£ = M(i) (х) = х (1 - х) ± 4 ОГ (х). (6.1)

Заметим, что функции Gt{x) монотонно не убывают на
траекториях (6.1):

^ ^ J L t f (6.2)

поскольку х{1 — х) > 0 в (0, 1). Используя это свойство,
можно показать, что функции Gt(x) определяют «адаптив-
ный ландшафт» для процесса изменения генных частот
в соответствующей динамической модели.

Здесь термин «адаптивный ландшафт» следует пони-
мать не в биологическом смысле, как топографию приспо-
собленностей, а шире — как ландшафт, на котором траек-
тории динамической системы, говоря телеологически,
«стремятся» занять пик, наивысшую точку, соответствую-
щую (быть может, локальному) максимуму функции Gi(x).
Тем самым адаптивный ландшафт глобально характери-
зует динамику генетической структуры популяции под
влиянием соответствующего фактора. При этом внутрен-
ним положениям равновесия уравнения (6.1) соответству-
ют стационарные точки функции Gi(x), максимумам отве-
чают устойчивые равновесия, минимумам — неустойчивые
и характер G^x) позволяет качественно проанализировать
поведение решений (6.1). Например, с помощью функ-
ций GAx) можно изучать устойчивость положений равно-
весия х* уравнения (6.1), взяв в качестве функции Ля-
пунова GAx*) — Gi(x). Ландшафт в двухаллельном слу-
чае — это просто кривая — график функции G{(x).

Поскольку в генетических моделях с непрерывным
временем правая часть дифференциального уравнения для
модели совместного действия нескольких микроэволюцион-
ных факторов представляет собой сумму членов, соответ-
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ствующих каждому фактору в отдельности, то при этом

где G(x) ----- Т Gi (x). Очевидно, что G(x) монотонно не
г

убывает на траекториях уравнения (6.3) и

-LG[x(t)) = ±z{l- x)[± G (*)]' > 0. (6.4)

Таким образом, функция G(x) определяет адаптивный
ландшафт для случая совместного воздействия ряда мик-
роэволюционных факторов. При этом, если известны
функции адаптивного ландшафта, или, иначе говоря, це-
левые функции Giix) для каждого из факторов в отдель-
ности, то общая целевая функция для любой комбинации
из них находится простым суммированием функций адап-
тивного ландшафта для факторов, входящих в рассматри-
ваемую комбинацию. Это значительно упрощает анализ
совместного влияния нескольких причин перестройки ге-
нетической структуры популяции.

Введенное понятие целевой функции можно рассмат-
ривать как обобщение принципа адаптивной топографии
Райта и фундаментальной теоремы естественного отбора
Фишера. Результаты этих авторов касаются поведения
приспособленности популяции, которое, в отличие от це-
левой функции, легко интерпретируется биологически.
Однако это преимущество, обусловленное интерпретацией
средней приспособленности популяции w(x), как отно-
сительной скорости роста ее численности, в известной
степени, кажущееся. Действительно, если приспособлен-
ность популяции равна логарифмической скорости ее рос-
та, то это приводит к экспоненциальному (неограниченно
возрастающему или убывающему до нуля) изменению
численности популяции — а это биологически мало реаль-
но. Кроме того, как известно, учет, помимо отбора дру-
гих микроэволюционных факторов, приводит обычно к на-
рушению монотонности поведения средней приспособлен-
ности популяции. Свободные от этого недостатка целевые
функции в то же время сохраняют такое ценное (в слу-
чае отбора) качество средней приспособленности, как
возможность судить по ним о характере перестроек гене-
тической структуры популяции.
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Другим важным свойством целевых функций является
их связь с типом плотности стационарного распределения
вероятности генетических состояний популяции. При этом,
грубо говоря, положение популяции как бы «размазыва-
ется» вокруг пиков целевых функций. Поскольку любая
монотонно возрастающая функция, если в качестве ее ар-
гумента взять целевую, сама может рассматриваться в ка-
честве функции адаптивного ландшафта, то вместо Gix)
возьмем exp {Gix)} или exp {2NGix)}. Сравнение ее с плот-
ностью стационарного распределения (4.11) показывает,
что последняя отличается от целевой функции
exp {2NGix)} сомножителем l/ixil — x)l, т. е. в ьначи-
тельной степени определяется функцией Gix).

Как было показано в конце предыдущего параграфа,
при больших N относительный вклад сомножителя
l/[xil — х)] становится исчезающе малым, асимптотически
стационарная плотность пропорциональна целевой функ-
ции и концентрируется вокруг ее пиков — максимумов
Gix). Но максимумы Gix) находятся в точках, соответ-
ствующих устойчивым положениям равновесия невозму-
щенной динамической системы. Таким образом, малые
случайные возмущения динамической системы приводят
к интуитивно ожидаемому результату — «размазыванию»
положения популяции вокруг устойчивых положений рав-
новесия. Наконец, в пределе при N -*- °° стационарная
плотность концентрируется целиком в положении устой-
чивого детерминистского равновесия (если оно единст-
венно) и равновесные результаты детерминистской и диф-
фузионной моделей совпадают.

§ 7. Вывод стационарной плотности для случая
множественных аллелей

В случае п аллелей одного аутосомного локуса урав-
нение для стационарной плотности распределения веро-
ятности генетических состояний популяции имеет вид

п - 1 ^

2N

n—i

(7-1)

При произвольных коэффициентах сноса, в отличие от
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двухаллельного случая, нельзя утверждать, что при ста-
ционарности вектор потока вероятности равен нулю. Воз-
можны ситуации, когда имеет место циркуляция, но плот-
ность в каждой точке остается неизменной в результате
компенсации потоков по направлениям различных коор-
динатных осей (например, при мутациях вида А{ -> А{+и

замкнутых в круг). В этом случае необходимо решать
уравнение (7.1), например, разделяя переменные. Однако
в важном частном случае равенства потока нулю поло-
жение значительно упрощается. При этом, приравнивая
координаты потока нулю, получаем систему уравнений
(см. § 10.7)

-42^-[ f L %P I /w] = 0, (7.2)

t = 1, п— 1.

Разделив обе части каждого из уравнений на fix) после
дифференцирования членов под знаком суммы, получим
систему линейных неоднородных алгебраических урав-
нений относительно градиента логарифма стационарной
плотности:

S ^ ^ ^ W W - a f - W - ^ (7.3)
3=1 J

i = 1, п — 1.

Матрицей этой линейной системы является матрица ко-
эффициентов диффузии, обратная к которой, как извест-
но, имеет вид

•ШII *i (6ч ~ х,) Г = 2N | ̂  + ± ||, (7.4)

п—Х

где х„ = 1 — 2 Xi.

Формальное решение системы (7.3) выглядит так:

l. (7.5)
1

Здесь М(х) — вектор сноса, е — вектор размерности п — 1
с единичными координатами. Когда решение (7.5) удов-
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летворяет условию равенства смешанных производных,
оно действительно является градиентом.

Вычисления упрощаются, если заметить, что для лю-
бого вектора z размерности п — 1

z)^ — zjxi — zn/xn,

n-i

где через zn обозначено значение — 2 z». Обратим вни-

мание, что это обозначение имеет довольно прозрачный
смысл. Если вектор z размерности п — 1 представляет
собой правую часть системы дифференциальных уравне-
ний для динамической системы изменения частот гамет,
то его можно дополнить координатой zn, соответствую-
щей зависимой концентрации. Так как сумма частот тож-
дественно равна единице, то сумма производных коор-
динат «дополненной» динамической системы тожде-

ственно равна нулю, т. е. zn = — 2 zi- Поскольку выбор

зависимой концентрации условен, то zn определяется те-
ми же закономерностями (отбора, мутаций, миграций
и т. д.), как и остальные координаты, и выписывается
сразу, не прибегая к суммированию остальных коор-
динат.

Таким образом, решение (7.5) можно переписать по-
координатно в виде

^*&](±-±). (7.6)

Очевидно, член l/xt — l/xn удовлетворяет условию равен-
ства смешанных производных. Он обусловлен влиянием
генного дрейфа в узком смысле, рассматриваемым изоли-
рованно. Получить его можно, формально решая уравне-
ния (7.3) с М(х) = 0. При этом условии выражением для
1п/(х) будет

- 2 ln*i = - In lf[xt) = - lnF(x),

где через F(x) обозначен определитель матрицы диффу-
зии (без сомножителя 1/(2Ю).

Этот результат, как и в двухаллельном случае, не
имеет смысла логарифма стационарной плотности, так
как приводит к неинтегрируемости на пространстве со-
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стояний 2. Однако, если М(х) # 0 и благодаря этому ста-
ционарная плотность существует, то «из-за фактора ген-
ного дрейфа» у нее появляется сомножитель

ехр {- In У (х)} - ж Г 1 ^ 1 • • • хпх. (7.7)

Вообще, когда правую часть (7.6) можно представить в
виде суммы градиентов некоторых функций, стационар-
ная плотность будет равна произведению экспонент этих
функций на нормирующую константу.

В генетических моделях вектор сноса М(х) обычно
равен сумме векторов М ( ! )(х), определяемых отдельными
микроэволюционными факторами. Если для каждого из
них можно найти градиент некоторой функции G,(x) из
уравнений

/ = 1, n-l, (7.8)
i « J

то стационарная плотность запишется как нормирован-
ие

ное произведение всех exp{27VGi(x)}Ha J J arj"1. В полном

соответствии с двухаллельными результатами, для про-
извольной комбинации факторов микроэволюции (допу-
скающей существование стационарного распределения)
стационарная плотность находится с помощью простого
перемножения сомножителей ехр {2NG(}, соответствующих
факторам рассматриваемой комбинации.

§ 8. Вклад отбора в выражение
для стационарной плотности

Рассмотрим вклад различных форм отбора в плот-
ность стационарного распределения вероятности. Соглас-
но (1.2) вектор сноса из-за элиминации при постоянных
коэффициентах приспособленностей имеет координаты
вида

Mi (х) = xi (ич (х) — jo (i))'fw (x).

Как нетрудно заметить, это выражение справедливо
и для случая зависимости коэффициентов приспособлен-
ностей генотипов Wij от вектора частот гамет х. При этом
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по-прежнему
n n

H?i(x) = 2 ">ij(x);£j, W(i)= 2 »ij(x
j=i U=i

Вклад из-за фактора отбора в стационарную плотность
определяется функцией, которую обозначим через Gt(x).
Тогда i-я координата градиента функции G^x) согласно
(7.8) будет равна

в предположении равенства приспособленностей wtl кон-
стантам. Очевидно, что

G,(x) = In w(x). (8.2)

Если снос из-за отбора записывается без нормирующего
множителя i/wix), то

GIe(x) = w(x), (8.3)

т. е. в полиаллельном случае функции СДх) имеют такой
же вид, как и в двухаллельном. Однако в случае (8.3)
приспособленность измеряется несколько иначе, чем в
(8.2). Заметим, что при слабом отборе (и>« = 1 + т„,
тпц = О(1/2Л0) wZN(x) ~ И + m{x)\™ ~ exp{2iVm(x)}, где
™ (х) = 2 mijXiXj— средняя приспособленность популяции,

г,3

измеряемая мальтузианскими параметрами т у . Так как
In LI + т(х)\ ~ mix), то функция G)(x) ~ Gla(x), но сред-
няя приспособленность, хотя и обозначается в (8.3) через
ю(х), измеряется с помощью мальтузианских параметров,
соответствующих динамике популяции в непрерывном
времени. Вот идея перехода к непрерывной схеме: пусть
в дискретном случае частоты генотипов Хц изменяются
пропорционально коэффициентам wih т. е. хц — Юцх'ц.
При малых изменениях за единицу времени х« ~ Лж(:; =
= (юн — 1)хц = mtjXih скорость изменения тиу называют
мальтузианским параметром.

Предполагая, согласно .С. Райту, зависимость приспо-
собленности от генетической структуры популяции по
типу

Wij = wti(x) = Ф(х)и<},

получим при записи сноса с нормирующим множителем
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l/w{x), что
n

Glb(x) = lnv(x), y(x)= 2 ^j^i^i, (8.4)
U l

так как функция Ф(х) в выражении (1.2) для сноса сок-
ращается.

В случае зависимости приспособленностей от генети-
ческой структуры по типу

= Vtj — Ф(х)

и отсутствия нормировки у сноса (1.1) функция Ф(х)
также сокращается и

Glc(x) = v(x), (8.5)
где v(x) определяется в (8.4).

Зависимость приспособленностей от генетического со-
става популяции, известную из экспериментов, можно
конкретизировать также следующим образом. Будем пред-
полагать, что парные, тройные и т. д. взаимодействия
особей оказывают влияние на приспособленности уча-
ствующих в нем генотипов. При этом вероятность взаи-
модействия соответствующего числа генотипов равна про-
изведению их частот. Тогда коэффициенты приспособлен-
ностей представимы в виде

ы>« (х)=и>ц + e24f (x) + &яи$ (х) + . . .+етш|7)(х)+Ф(х).
(8.6)

Здесь взаимодействия учитываются до порядка т особей,
ьоц — константа, соответствующая приспособленности ге-
нотипа AiAj при отсутствии влияния других особей, ко-
эффициенты w[f (x) отражают приспособленность гено-
типа AtAj при взаимодействии к особей:

(8.7)
Константы wn,il5v...,ik_1ik_l интерпретируются как при-
способленности генотипов A^j среди генотипов [A^Aj^ ...

..., Aih_1AjfL_i^, коэффициенты eh характеризуют интенсив-

ность /с-кратных взаимодействий, Ф(х) — некоторая функ-
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ция частот гамет. Далее, все взаимодействия будем пред-
полагать симметричными, т. е. константы wijii1i1,...,ik_1}k..1

инвариантны по отношению к перестановкам любых ин-
дексов.

Очевидно, что при подстановке в м;Дх) значений
w{j{x) из (8.6) функция Gid(x) удовлетворяет, согласно
(7.8), уравнениям

и соответствующим выражением для Gid будет

Gld (х) = ww (х) + -i W™ W + • • • + ~ W(m

где
П

интерпретируется как средняя приспособленность попу-
ляции при А-кратных взаимодействиях особей, и;(1)(х) —
обычная приспособленность, соответствующая констан-
там Wtj.

Теперь предположим, что случайное скрещивание на-
рушено, и рассмотрим влияние отбора при учете инбри-
динга, коэффициент которого обозначим через F. При
этом популяцию можно рассматривать как состоящую из
двух частей. В первой из них скрещивание случайно,
и ее вклад в общую популяцию равен 1 — F. Вторая пол-
ностью инбредна и состоит из одних гомозигот; ее удоб-
но представлять себе как «гаплоидную» популяцию
с приспособленностями аллелей, равными приспособлен-
ностям соответствующих гомозигот. Вклад второй части
в общую популяцию равен F. Поэтому, точно так же как
и в двухаллельном случае (см. § 2), снос в этой ситуа-
ции представляет собой среднее взвешенное сносов в каж-
дой из частей:

М,(х) = хМ - F)lwt(x) - w(x)] + Flwtt - wh(x)]},
n

где Wh (x) = 2 ^ Л есть средняя приспособленность
i li l

«гаплоидной» популяции. Для первого слагаемого функ-
ция G отличается от функции (8.3), соответствующей от-
бору при случайном скрещивании, сомножителем 1 — F.
Второе слагаемое дает функцию, отличающуюся сомножи-
телем F от соответствующей отбору в гаплоидной попу-
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ляции, т. е., как легко проверить, от 2wfc(x). В итоге, как
и в двухаллельном случае (2.12), при учете отбора и ин-
бридинга, получим

Gie(x) = (1 - F)w(x) + 2Fwh{x). (8.9)

При пулевом коэффициенте инбридинга (8.9) совпадает с
результатом (8.3) для панмиксии, при полной инбредно-
сти (F = 1) Gis(x) = 2wh(x).

§ 9. Вклад миграций и мутаций. Общий вид
стационарной плотности

В полиаллельном случае отбор и генный дрейф в ко-
нечной популяции приводят рано или поздно к гомози-
готности (легко проверить, что формальные решения
(7.5) в этом случае неинтегрируемы на пространстве со-
стояний 2). При учете миграций из полиморфного источ-
ника имеет место сходимость к стационарному распре-
делению при любом начальном состоянии популяции.

Если обмен мигрантами с внешней популяцией, где
концентрации аллелей qt постоянны, происходит с неиз-
менной во времени интенсивностью т и миграция не за-
висит от генотипа, то снос согласно (1.3) равен m(q — х)
и функция G2(x), определяющая вклад фактора мигра-
ций, по (7.8) находится из уравнений

xi-qJxn). (9.1)

Решением будет
п

G2(x) = 2то2 qilnxi. (9.2)
i=l

Из экспериментальных данных известно, что вероят-
ности миграций могут зависеть от генотипа мигранта.
Пусть регулирование численности «островной» популя-
ции происходит благодаря эмиграции таким образом, что
размер популяции остается постоянным при потоке им-
мигрантов интенсивности т. Обозначим через Pi} эмигра-
ционную активность генотипа AiAj (т. е. доля этого гено-
типа среди эмигрантов пропорциональна произведению
Рц на концентрацию генотипа AtA} в популяции). Оче-
видно, что снос из-за притока иммигрантов, среди кото-
рых частоты аллелей qt постоянны, при эмиграции рас-
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смотренного типа имеет координаты вида

М\ (х) = т ( g i - xt 2 Рцх}}• (9.3)

Согласно (7.8) соответствующая функция пы удовлет-
воряет уравнениям

dG2a(x)/dXi = 2m(qi/xl - qjxj - 2тШх) - Р„(х)], (9.4)
n

где Pi (x) = 2 РцХ}-
3=1

Из (9.4) видно, что в G2a входят в качестве слагаемо-
го функция G2(x), отражающая иммиграцию, и функция
того же типа, как и Gi<,(x), определяемая действием отбо-
ра. Этого можно было бы ожидать, поскольку в модели
эмиграция равносильна элиминации особей. В целом

G2a (x) = 2m^lqilnxi— mP (х), (9.5)

где

Р(х)= 2 Рцхъ. (9.6)
1 . 3 = 1

Используя сходство с ситуацией отбора, этот резуль-
тат можно обобщить на случай зависимости вероятности
эмиграции от генетического состава популяции, напри-
мер, по схеме (8.7). Можно также учитывать зависимость
вероятности иммиграции от генотипов.

Другим, помимо миграций, фактором, обеспечиваю-
щим существование стационарного распределения, явля-
ется мутабельность аллелей. Согласно (1.4) коэффициент
сноса из-за мутаций для концентрации £-го аллеля равен

п

Mi (x) = 2 V-ikXk — х_и (9.7)

где \iij есть вероятность мутирования аллеля As в аллель
Аи Поэтому соответствующая мутационному давлению
функция G3(x) должна удовлетворять уравнениям

( п п \

2 VihXhlxi — ̂  V-nuXhlxn . (9.8)
ь = 1 ft—i '
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Проверим, равны ли смешанные производные:

Отсюда ясно, что при произвольном характере мутаций
не существует функции G3(x), удовлетворяющей уравне-
нию (9.8), т. е. поток вероятности стационарной плотно-
сти будет ненулевым. Для равенства смешанных произ-
водных необходимо и достаточно, чтобы для любых зна-
чений / и i (i Ф /) Ци = \itn. Это означает, что вероят-
ность мутирования аллеля А5 в аллель Ai (интенсивность
обратных мутаций) одна и та же для всех /. Обозначим ее
через ЦГ (заметим, что значение Цг = ix(j (i Ф j) в общем
случае зависит от индекса i). Так как матрица ll[i«li сто-
хастична по столбцам, то ее диагональные элементы вы-
ражаются следующим образом:

п

\Х,Ц = 1 — 2 H-j.
3=1

Независимыми параметрами мутабельности в этой схеме
являются интенсивности обратных мутаций Ци Обозна-
чим через |х их общую интенсивность:

п

Тогда для сноса из-за мутаций (9.7) получаем следую-
щее выражение:

/ п \

Mi(х) = щ(1 — ХГ) + 1 — 11\1}\хг — хг = т— цх{. (9.9)

Поэтому, согласно (7.8), функция G3(x), соответствующая
фактору мутабельности, находится из уравнений

dG3 (x)/dxt = 2 {цг/Xi — nJxn). (9.10)

Решением (9.10), очевидно, будет

(9.11)
i=l
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Итак, для каждого микроэволюционного фактора из
уравнений (7.8) найдены функции Gs(x). Поэтому в ре-
зультате совместного влияния факторов стационарная
плотность примет вид

/00 = «

Например, при действии отбора и миграций одного из
рассмотренных типов, а также мутаций

/ (х) = С exp {22V [(1 — F) w (x) + 2Fwh (x) +

i+H)-\ (9.12)

Здесь F — коэффициент инбридинга, w(x) — средняя при-
способленность, wh(x) — приспособленность полностью ин-
бредной части популяции, т — интенсивность миграций,
JPF(X) — средняя миграционная активность, {дЛ — часто-
ты аллелей среди иммигрантов, Ц{ — вероятность мути-
рования произвольного аллеля в аллель А*.

Если не учитывать влияние какого-либо фактора на
популяцию (или модифицировать его воздействие по од-
ной из предложенных формул), то соответствующий со-
множитель в стационарной плотности опускается (видо-
изменяется). При F = (ЛГ = 0, равной миграционной ак-
тивности генотипов и не зависящих от генетической
структуры приспособленностях ц?ц получаем известную
формулу Райта

п

J (х) = Cw (x) JJ^ Xi . (9.1о)

Здесь снос из-за отбора был взят с учетом нормирующего
множителя.

§ 10. Анализ стационарной плотности распределения
вероятности концентраций множественных аллелей.

Многолокусный случай

При отсутствии отбора и независимости миграцион-
ной активности особей от их генотипов стационарная
плотность имеет вид
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Она является плотностью распределения Дирихле с па-
раметрами {aj. Константа С определяется из условия ра-
венства интеграла от плотности по 2 единице и, как из-
вестно, выражается через гамма-функцию:

) |Й= D(au ...,an) = T 2 Й Г ) | Б Г Ы , (Ю.2)
т. е. г~1

*
2

n

Здесь мы учли, что 2 <7г = 1, как сумма частот аллелей
Г = 1

(во внешнем источнике иммигрантов). Если значение не-
которого из параметров а{ меньше единицы, то плотность
вблизи границы xt = 0 стремится к бесконечности; в слу-
чае, когда все at больше единицы, на границах плотность
принимает значение нуль. При этом распределение имеет
унимодальный характер, так как плотность является во-
гнутой функцией (матрица вторых производных на S от-
рицательно определена).

Если рассматривать распределение концентрации од-
ного из аллелей (например At), то оно является бета-рас-

п

пределением с параметрами а = а* и Ъ = 2 aj — аг, т. е.
3=1

получается двухаллельная система с интенсивностью пря-
мых мутаций ц — \ii и обратных ц{. При этом миграции
идут из также двухаллельной внешней популяции (вто-
рой аллель соответствует объединению дополнительных
к рассматриваемому). Если не различать произвольные
группы аллелей внутри себя (что возможно в результате
применения некоторых экспериментальных методик, на-
пример электрофореза, при котором аллели, детерминиру-
ющие белковые молекулы с равными зарядами, неразли-
чимы), то новые «искусственные» аллели (соответствую-
щие неразличимым внутри себя группам) вновь имеют
распределение Дирихле. Пусть г-я группа (новый аллель
.4*) получена за счет объединения аллелей А\х, . . . , Aik.
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Соответствующим параметром распределения Дирихле бу-
k

дет щ = AN 2J Щ., ЧТО означает такую же группировку

аллелей во внешнем источнике мигрантов и суммирова-
ние вероятностей мутаций в повые аллели. Например,
вероятность мутирования некоторого (быть может, «ис-
кусственного») аллеля в аллель А^ будет равна щ =

= 2 Ич- Распределения «искусственных» (так же как и

«реальных») аллелей, рассматриваемые изолированно,
вновь являются бета-распределениями с соответствующи-
ми параметрами. Они изучались в двухаллельном случав
(см. § 5), и полученные ранее выводы (в отношении
средней, дисперсии и соотношений с детерминистским
равновесием) справедливы и в рассматриваемой ситуации.
В частности, среднее значение концентрации аллеля Л{

будет равно (учитывая (10.2))

(ал> . . ., д . , . . ., аЛ «

У, в.

(10.4)
п т + ц. + v . •

та -f- ^l fi •
i=l

Здесь мы воспользовались свойством гамма-функции
п

Т{а + 1) = аТ{а) и через vt обозначили значение^114 — М-Г

(соответствующее суммарной интенсивности прямых му-
таций во все другие аллели). При такой записи результат
полностью совпадает со средней для двухаллельного слу-
чая, когда интенсивность прямых мутаций равна v{, а об-
ратных — 1Х{. В то же время детерминистский аналог
диффузионной модели выглядит следующим образом:

dxi

= m(qi — ХГ) -\- \ii — (м-i + Vj) â i. (10.5)

Отсюда видно, что система обыкновенных дифференци-
альных уравнений распадается на отдельные уравнения,
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каждое из которых полностью соответствует двухаллель-
ному случаю. Устойчивое положение равновесия этой си-
стемы совпадает со средней (10.4) стационарной плот-
ности.

Моменты высшего порядка для распределения Дирих-
ле по-прежнему можно найти с помощью (10.2):

F

Например, дисперсии концентраций, как и в двух-
аллельном случае, имеют порядок 0(1/N) и при возра-
стании размера популяции N распределение стягивает-
ся к точке детерминистского равновесия.

При действии отбора со сносом вида (1.2) у стацио-
нарной плотности появляется сомножитель wZN(x). Эта
плотность уже не будет распределением Дирихле, но кон-
станту С все-таки можно найти так же, как и в двух-
аллельном случае: югя(х) представляет собой после воз-

п
Xi с коэффици-

1 = 1

ентами, зависящими от приспособленностей {ГРЦ}. Вклад
в С~1 интеграла от такого члена можно найти с учетом
(10.2) и, следовательно, получить выражение для С.

Если w(x) представляет собой вогнутую функцию, то,
как и в двухаллельном случае, при выполнении для всех
i неравенства я,- > 1 стационарное распределение будет
одновершинно.

Так же, как и в ситуации с двумя аллелями, стацио-
нарная плотность не зависит от жесткости отбора. Это
следует понимать так, что при умножении всех коэффи-
циентов приспособленностей на одну и ту же констан-
ту плотность не изменится.

В общем случае при больших размерах популяции N
стационарное распределение определяется главным обра-

п

зом функцией G(x), так как вклад сомножителя П ^ Г 1

i=l

становится исчезающе малым. При увеличении числен-
ности популяции плотность все более концентрируется
возле точек ее максимумов — устойчивых положений рав-
новесия детерминистской модели. Если G(x) — вогнутая
функция, то в пределе стационарная плотность будет
дельта-функцией б(х — х*), где х* — (единственное) ус-
тойчивое положение равновесия детерминистской модели.
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Естественным следующим шагом в анализе стацио-
нарных распределений является переход к многолокусно-
му случаю. Функция средней приспособленности wlx) в
этом случае определяется коэффициентами приспособлен-
ностей, зависящими от генотипов по всем локусам. В ка-
честве состояний популяции следует брать вектор концепт-
раций различных типов гамет (или частот аллелей и ха-
рактеристик неравновесности по сцеплению). При этом
частоты генотипов не будут в общем случае определяться
частотами аллелей. Матрица диффузии для концентраций
гамет по-прежнему имеет вид (7.4) в силу полиномиаль-
ной природы выбора гамет при гипотезе случайного скре-
щивания. Снос из-за отбора и миграций также полностью
совпадает по виду с соответствующими выражениями для
полиаллельного однолокусного случая. Новым в много-
локусной ситуации будет появление рекомбинаций. В про-
стейшем примере с двумя диаллельными локусами воз-
можны гаметы четырех типов, концентрации которых
обозначим через хи xz, х3, ж4, включая зависимую ж4.
Здесь Xi соответствует гамете А±Ви x2 — AlBz, x3—AJBu

Xi — A2BZ, где А{ — аллели первого локуса, а и — второ-
го, i = 1, 2. Обозначим через D{x) коэффициент неравно-
весности по сцеплению (ковариацию сочетаний аллелей
А, и В,):

Тогда компоненты вектора сноса (1.5) можно записать

(см. (11.9.4)) в виде М*(х) = ( - 1 ) ' + Ч я ( х ) , i = I73,.
где 6,з — символ Кронекера, г — вероятность рекомбина-
ции между локусами.

Уравнения (7.8) принимают вид

8G (х)/дхг = irD (x) [ ( - lf+6i3/xi - 1/ж4], i = Т Д

и в этом случае не имеют решения, так как не выполня-
ется условие равенства смешанных производных. Следо-
вательно, потоки стационарной плотности будут ненуле-
выми. Аналитическое выражение для стационарного рас-
пределения частот гамет, классифицируемых в отноше-
нии двух или нескольких локусов, неизвестно.
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§ 11. Стационарная плотность и целевые функции
в случае множественных аллелей

Как и в двухаллельном случае, функции Gj(x) и
G (х) = 2 @Г ( Х ) существенно определяют вид стационар-
ной плотности (практически полностью при больших раз-
мерах популяции ЛО. В то же время для ситуации с дву-
мя аллелями они играют важную роль при изучении со-
ответствующих невозмущенных детерминистских моделей.
Оказывается, что отмеченная связь между детерминист-
скими и диффузионными моделями сохраняется и для ло-
кусов с множественными аллелями.

Для того чтобы показать роль функций СДх) в де-
терминистском случае, рассмотрим невозмущенную си-
стему дифференциальных уравнений, описывающих ди-
намику генных частот х, под воздействием г-го микроэво-
люционного фактора:

dxjldt = Mf{x), j = T~k. (11.1)

Так как сумма концентраций всех аллелей тождественно
равна единице, то сумма правых частей уравнений (11.1)
тождественно равна нулю и достаточно рассматривать
только первые п — 1 уравнений: в любой момент времени

п-1
,Хп (*) = 1 — V X) (t).

3=1

Введем функцию G\ (xt, ..., xn—x, xn) предполагая, что
она удовлетворяет уравнениям

dGi (х)/дх} = 2Mf (x)/xh j = Т~п. (11.2)

Тогда (11.1) можно переписать следующим образом:
dx. i ав,(х) . - —
dt^T^-Щ-' / = !.»• ( И - 3 )

Отсюда сразу видно, что стационарным точкам функ-
ции Giix) соответствуют положения равновесия системы
(11.1). Понятно, что максимумам Sj(x) отвечают устойчи-
вые равновесные точки, поскольку Xj положительны (ес-
ли рассматривать внутреннее равновесие) и динамика от-
клонений от положений равновесия в линеаризованной
системе определяется матрицей вторых производных
функции (УДх) (для простоты эту матрицу полагаем не-
вырожденной). Когда максимум &{(.х) находится на гра-
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ницо 2, соответствующее устойчивое равновесие будет
граничным, причем здесь автоматически учитывается, что
приращения не должны выводить за пределы S. Та-
ким образом, устойчивость может иметь место и при не-
выполнении условия отрицательности вещественных час-
тей спектра матрицы линеаризованной системы (11.1),
взятой в соответствующей граничной точке.

Помимо наличия полезных (для изучения равнове-
сий) локальных свойств у функций £Дх), они характери-
зуют также глобальные особенности поведения траекто-
рий системы (11.1) — на них <7Дх) монотонно не убыва-
ют. Для доказательства продифференцируем GAxit)] по
t, используя (11.2):

7 = 1

поскольку концентрации х3 неотрицательны. Эта произ-
водная обращается в нуль, лишь когда все М(} (х) бу-
дут равны нулю, т. е. в положении равновесия. Функция
^Дх) определяет адаптивный ландшафт перестройки ге-
нетической структуры популяции. Если в двухаллельном
случае это была кривая, то теперь — гиперповерхность,
по характеру которой можно судить о поведении траек-
торий системы (11.1): движение происходит в направ-
лении «цели» — увеличения (7Дх) — к одному из «пиков»-
гиперповерхности.

В приведенных наводящих рассуждениях зависимая
концентрация хп фигурировала совместно с остальными
как равноправная. На самом деле следует рассматривать

п-1

Gt(x) на симплексе 2, где хп = 1 — 2 xh T- е-
3=1

Cri\Xi, . . ., Хп— 1, 3?я/ = СгДЯ^, • • ч Хп—1'-

Соответствие между векторами (xt, ..., хп) и {х„ ..., xn- t)
в этом случае взаимно однозначно, и мы будем обозна-
чать их одной и той же буквой х.

На Е согласно (11.2)

двг (х) дё{ (х) аёг (х)
дх- ~~ дх^ дхп

= 2[Mf(x)iXj — M^(n)lxn], / - - = 1 , п - 1 . (11.4)
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n-1
Учитывая, что ZJ М\I (X) = —Мп (х), так как сумма

5 = 1

правых частей уравнений системы (11.1) должна быть
равна нулю, получим

П - 1

— fir* fx (fll — 2 ^ \м(l) Сх^/гл M ( i ) fxVr 1 /If^' fx^ —
ill лшл J ' J J

j—i

= 2 2 [Mf (x)]V^ + 2 [M<? (х)]2/^ > 0. (11.5)
i=i

Таким образом, G^x) является целевой функцией для си-
стемы (11.1) из п — 1 уравнений.

Заметим, что найденная из уравнения (11.4) функция
Gj(x) не обязана удовлетворять (11.2). Ее производные
могут отличаться от Мр (X)/XJ на функцию #(х) (одну
и ту же для всех /), которая сокращается при подстанов-
ке в (11.4). Легко показать, что в таком случае Н(х) =

п

= — ^lXjdGi(x)/dxj, т. е. Я(х) является функцией нор-
3=1

мировки, сохраняющей инвариантность пространства со-
стояний S. Примером такой ситуации является случай,
когда снос М(<)(х) обусловлен влиянием отбора. Из вида
функции Н(х) ясно, что стационарным точкам G{(x) по-
прежнему соответствуют положения равновесия системы
(11.1), на траекториях которой изменения G*(x) мо-
нотонны.

Итак, если мы найдем функцию Gt(x), удовлетворяю-
щую системе уравнений в частных производных (11.4), то
она определяет адаптивный ландшафт перестройки гене-
тической структуры популяции под действием г-го мик-
роэволюционного фактора в соответствии с уравнениями
(11.1). Но система (11.4) совпадает с системой уравне-
ний (7.8) для определения вклада в стационарную плот-
ность функции, соответствующей влиянию того же само-
го фактора.

Таким образом, целевая функция детерминистской мо-
дели определяет, как и в двухаллельном случае, вид ста-
ционарного распределения в диффузионной модели.

Хотя уравнение для определения функции GAx) диал-
лельной ситуации (вытекающее из (4.5))

dGt(x)/dx = 2МЩх)/хЦ - х) (11.6)
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по виду отличается от (11.4), с помощью тривиальных
преобразований его можно записать аналогичным обра-
зом. Для этого напомним, что х = хи М^х) = — М2(х)
и х2 = 1 — Xi = 1 — х, поэтому (11.6) запишется как

(*)
-*(1-*)

и совпадает с (11.4).
В то же время двухаллельный случай принципиаль-

но отличается от ситуации с множественными аллелями.
Каковы бы ни были слагаемые, соответствующие разло-
жению коэффициента сноса М(х) в модели с двумя ал-
лелями на компоненты из-за различных микроэволюцион-
ных факторов, для каждого из них можно найти целе-
вую функцию из (11.6). К сожалению, в многомерном
случае это не так, с чем мы уже столкнулись на приме-
ре с общим характером мутаций и в случае рекомбина-
ций между двумя не полностью сцепленными локусами.
В диффузионной модели это различие соответствует тому,
что в двухаллелыгой (т. е. одномерной) ситуации поток
вероятности при стационарности всегда равен нулю, тог-
да как в многомерном случае возможна циркуляция.

Таким образом, как и для случая двух аллелей, функ-
ция Gi(x), удовлетворяющая (11.4), является функцией
«цели» при детерминистском анализе влияния i-ro мик-
роэволюционного фактора: эволюция происходит таким
образом, чтобы, говоря телеологически, увеличивать те-
кущее значение Gt(x). Целевая функция в случае дей-
ствия произвольной комбинации микроэволюционных фак-
торов определяется простым суммированием функций
адаптивного ландшафта для каждого из входящих в ком-
бинацию факторов. При этом устойчивым положениям
детерминистского равновесия соответствуют пики поверх-
ности адаптивного ландшафта. Одновременно те же са-
мые функции G{(x) существенно определяют вид стацио-
нарной плотности распределения вероятности в соответ-
ствующей диффузионной модели: состояния популяции
«размазываются» вокруг положений устойчивых детер-
министских равновесий. При увеличении размера попу-
ляции наблюдается все большая концентрация стационар-
ной плотности возле устойчивых равновесий детермини-
стской модели. Но если сформулированные выводы
справедливы в двухаллельной ситуации, грубо говоря, для
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любых воздействий на популяцию, то в случае множест-
венных аллелей это уже не имеет места.

Заметим, что при умеренных размерах популяции N
детерминистская модель вида

их- ,-, 1 — пх •

1 f = M ^ ) W - - 4 ] r

i , / = 1 , « - 1 , (11.7)

дает лучшее соответствие с диффузионной, чем модель
(11.1). Это соответствие следует понимать в том смысле,
что на конечных промежутках времени стохастические
траектории с меньшей вероятностью выходят из узень-
кой трубочки, окружающей траекторию (11.7), чем окру-
жающей траекторию (11.1). Кроме того, стационарное
распределение плотности вероятности будет определяться
соответствующей целевой функцией модели (11.7) пол-
ностью, а не только асимптотически. Появление допол-
нительной компоненты (с коэффициентом 1Л4Л0) в правой
части (11.7) связано с отличием диффузионной матрицы
стохастической модели от единичной. В результате этого
в модификации детерминистской модели возникают до-
бавочные «силы», толкающие популяцию к границам про-
странства состояний и исчезающие в центре 2. В силу
вырожденности диффузионной матрицы на Г(Е) вблизи
границ давление из-за добавочной компоненты неогра-
ничено, но в остальной части пространства ее вклад мал
из-за сомножителя 1/(4Л0.

§ 12. Связь целевых функций с потенциалом
движения по сфере. Механическая интерпретация

однолокусных генетических процессов
как движения в силовом поле

Отмеченная выше связь между видом стационарной
плотности и характером соответствующей детерминист-
ской модели обусловлена тем, что вектор сноса является
градиентом функции G/2 в метрике, определяемой мат-
рицей диффузии. Это позволяет надеяться, что с по-
мощью замены переменных можно перейти к новой си-
стеме координат, в которой уравнения детерминистской
модели записываются наиболее просто — правая часть (со-
ответствующая вектору сноса при диффузионном возму-
щении) уравнений представляет собой градиент функции
Q = cG (константа с > 0), взятый со знаком минус.
В этой ситуации поведение детерминистских траекторий
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геометрически наглядно и определяется поверхностью
функции-потенциала Q, напоминая движение шарика, ка-
тящегося по ней. «Ямам» отвечают устойчивые положе-
ния равновесия, «пикам» — неустойчивые.

Потенциал дает глобальную характеристику детерми-
нистской модели: все пространство подразделяется на об-
ласти притяжения положений устойчивого равновесия
(например, когда у потенциальной поверхности конечное
число изолированных критических точек), движение про-
исходит ортогонально поверхностям уровня потенциала,
на траекториях значение потенциала монотонно не воз-
растает, достигая минимума в устойчивых стационарных
точках, причем, двигаясь к минимуму, из всевозможных
направлений выбирается такое, на котором падение по-
тенциала максимально. Наиболее простой для достижения
цели — получения потенциальной модели — является за-
мена переменных вида х, — XJ(XJ), / = 1, п. Пусть урав-
нения движения детерминистской модели для локуса с п
аллелями записываются согласно (11.3), т. е. для некото-
рой функции G(x) = GiXi, ..., хп) выполняются ра-
венства

Попытаемся определить характер функциональной зави-
симости хДа:,), чтобы в новых переменных уравнения
(12.1) имели потенциальный характер. Очевидно, соглас-
но (12.1)

dt — dx} dt

Замена Xjixj) должна быть взаимно однозначной (напри-
мер, X) строго увеличивается с ростом Xj). Требование
потенциального характера модели означает, что

§ ^ Ш с ф Й , / = 1— (12.3)
d t Ьх- dXj

 dxj dx-

dx-

В силу монотонности х,- выполняется равенство -яг =
dx-

Подставляя это выражение в (12.3), получаем,

ен-
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ты при dG(x)/dXj, т. е. выполняется равенство (при с = 1/8)

( а д ! = 1/ад. (12.4)
Решением этого уравнения будет

xi = fxi, (12.5)

замены по остальным координатам выглядят аналогич-
ным образом.

Итак, если в качестве потенциала рассматривать
функцию Q = — G/8, то в новых переменных уравнения
динамики записываются как уравнения градиентного
спуска:

dxj/dt = -dQ{x)/dxh j~i~n, (12.6)

т. е. замена (12.5) приводит к уравнениям потенциаль-
ного движения.

Однако, как указывалось в замечании, следующем за
формулой (11.5), в действительности уравнения, напри-
мер, рассмотренных выше однолокусных моделей запи-
сываются не как (12.1), а в модифицированном виде с
учетом функции нормировки, сохраняющей инвариант-
ность пространства состояний Б:

dt

п -|

V * l g ( x ) I / = ! , „ . (12.7)

Очевидно, что замена (12.5) переводит симплекс Б в
часть и-мерной гиперсферы в области положительных
полуосей. При этом уравнения (12.7) принимают следую-
щий вид:

«Ч- _ \dQ(x)

L } h=l

и отличаются от уравнений потенциального движения
(12.6). Однако в действительности (12.8) определяют по-
тенциальное движение, но не во всем пространстве, а на
поверхности гиперсферы. При этом градиент вычисляется
с учетом того, что приращения не должны выводить за
пределы гиперсферы (т. е. дифференциалы лежат в ка-
сательной плоскости). Геометрически это означает, что
такой условный градиент Vе является проекцией градиен-
та во всем пространстве \7(? н& касательную плоскость
к гиперсфере в рассматриваемой точке. Очевидно, услов-
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ный градиент лежит в плоскости, проходящей через век-
тор нормали к касательной плоскости (т. е. радиус-вектор
х = (Si, ..., хп)) и через градиент V@(x). Поэтому его
можно разложить по этим двум векторам в точках, где
они неколлинеарны (из геометрических соображений ясно,
что точки коллинеарности являются стационарными при
движении по поверхности, т. е. в них условный градиент
следует положить равным нулю):

Vе = VQ(x) + ах.
Из ортогональности условного градиента (лежащего в ка-
сательной плоскости) вектору нормали х: (Vc(x), x) = О
находим, что а = —(VQ, х)/(х, х). В покоординатной
записи это означает, что, поскольку (х, х) = 1,

т. е. в правой части уравнений динамргки (12.8) фигури-
рует координата условного градиента потенциала @(х).

Соответственно, гиперповерхность потенциала, опре-
деляющую поведение траекторий, следует рассматривать
над фазовым пространством, которым является часть ги-
персферы.

Если уравнения динамики записываются как уравне-
ния градиентного спуска (12.6), то траектории движения
совпадают с траекториями материальной точки с единич-
ной массой, движущейся в некотором силовом поле. Для
доказательства этого продифференцируем обе части
(12.6) по *:

dt hdx3dxk й kdxh9xi9xh

j = ТГп. (12.10)

Таким образом, если обозначить через Т кинетическую
энергию:

ft \ ' ft V хк/

и взять в качестве силовой функции U = — Т, где Т —
функция на фазовом пространстве в соответствии с (12.6),
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то уравнения (12.10) запишутся как классические урав-
нения механики для движения в потенциальном сило-
вом поле:

d*xs/dt2 = - dU/dxj, j = С"» . (12.11)

Однако при анализе динамики генных частот уравне-
ния движения отличаются от (12.6), поскольку траекто-
рии должны принадлежать поверхности гиперсферы еди-
ничного радиуса. Отсюда в уравнения динамики, помимо
активных сил, которые можно разложить на касатель-
ную и нормальную (к сфере) составляющие, должны вхо-
дить силы реакции. Для того чтобы точка не покинула
поверхность, необходима нейтрализация силами реакции
нормальной составляющей активных сил. Кроме того,
силы реакции не позволяют точке «сорваться» с поверх-
ности под действием центробежных сил. Поскольку ско-
рость точки известна из (12.8), эта составляющая сил ре-
акции совпадает с центростремительной силой, т. е. рав-
на, как известно, на сфере единичного радиуса в точке
х значению — F2x, где квадрат скорости F 2 определяется
как (Vе, Vе), а Vе находится по формуле (12.9). Поворо-
ты траектории, принадлежащей сфере, определяются про-
екцией активных сил на касательную к сфере плоскость.
Поэтому можно сказать, что если задано силовое поле,
то при условии движения материальной точки по гипер-
сфере вместо полных активных сил (определяемых полем)
в уравнения движения должны входить лишь их каса-
тельная (к сфере) составляющая и центростремительная
составляющая сил реакции связи (которая в нашем слу-
чае, в отличие от уравнений механики, легко определя-
ется из (12.8)).

Рассмотрим, как выглядит механический аналог дви-
жения в силовом поле для системы (12.8). Исходя из
(12.11), можно ожидать, что силовая функция при дви-
жении по гиперсфере будет определяться кинетической
энергией Тс, соответствующей скорости (12.9) в касатель-
ной к гиперсфере плоскости:

(12.12,

Для доказательства этого продифференцируем обе части
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(12.8) по t, как это сделано при анализе системы (12.6):

d%

Заметим, что в разности \ус. расписываемой по

eV
формуле (12.9), сокращаются члены с координатами
d2Q/dxkdxs, к => 1, и, и разность (х, V^)V^ — (х, VQ)/dk/dx~j,
а член — х<9(х, 4Q)/dXj можно опустить, так как вектор х
ортогонален вектору Vе. Поэтому

- ^ - F 2 , / = l , n . (12.13)

Здесь мы учли, что

~ d2Q

причем первый член суммы равен F2, так как V() отли-
чается от Vе ортогональным к Vе слагаемым. Далее,

******

2 2 ^ te
m ft 9xm L8*h

Обратим внимание на то, что последний член этого выра-
жения равен нулю, поскольку суммирование (по к) чле-
нов, содержащих сомножитель <Э(х, VQ)/dxm (который вы-
носится за знак суммы), дает скалярное произведение
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ортогональных векторов (Vе, х). Это же произведение по-
лучается при суммировании (по т) членов с производ-
ными дхк/дхт.

Таким образом, доказана справедливость формулы
(12.13), определяющей движение по поверхности гипер-
сферы единичного радиуса под действием потенциальных
сил с потенциалом U<. = — Гс: два первых члена (12.13)
представляют собой проекцию активных сил на касатель-
ную к гиперсфере плоскость, а последний член равен
центростремительной составляющей сил реакции связи.
Поэтому для изучения систем (12.11) и (12.13) можно
использовать весь арсенал средств классической ме-
ханики.

В частности, рассматриваемые генетические модели
удовлетворяют вариационным принципам механики. На-
пример, для движения в силовом поле справедлив интег-
ральный вариационный принцип наименьшего действия
Гамильтона: на истинной траектории достигается мини-
мальное значение функционала

1о
Здесь начальная и конечная точки сравниваемых траек-
торий фиксированы, как и (произвольные) моменты вре-
мени t0 и ti\ L — функция Лагранжа, равная разности
кинетической Тс и потенциальной Uc энергий. В нашем
случае с учетом условия движения по поверхности, оп-
ределяемой связью ф(х) = 0,

(12.14)

Здесь ф (х) = 2 х] — 1, поскольку вектор х лежит на ги-

персфере, X — неопределенный множитель Лагранжа.
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(12.15)
Неопределенный множитель Лагранжа:

% (t) = - F 2x - ( x , V | - F 2) x t, (12.16)

где первое слагаемое равно центростремительной состав-
ляющей реакции связи, а второе слагаемое нейтрализует
нормальную к поверхности составляющую градиента си-
ловой функции Uc; его координаты определяются по
формуле (12.9).

Непосредственно проверяется, что необходимые усло-
вия экстремума 9 — уравнения Эйлера — в данном слу-
чае выполняются в силу уравнений движения (12.13):

МЩ=9£- ^~п- (12Л7)

Кроме того, выполняется усиленное условие Лежанд-

ра — матрица вторых производных \WLIdXidx^ положи-
тельно определена (легко видеть, что она равна единич-
ной). Этого, как известно, достаточно, чтобы на истинной
траектории значение Э было меньше, чем на произволь-
ной достаточно близкой (вместе с производной) к ней,
когда ti мало отличается от t0.

Минимальное значение Sf легко вычисляется. На ис-
тинной траектории подынтегральное выражение (12.15)

превращается в F 2 = 2 # ? (с учетом равенства коэффи-

циента при К нулю). Поэтому

(12.1b)
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так как ^L(dQ/dzj)xj = dQ/dt, а также d ^х]\ Idt =

=d(^l

xj\/dt^O, поскольку сумма частот аллелей Xj = х)

тождественно равна единице.
Как и во всяком механическом движении, удовлетво-

ряющем вариационным принципам, результаты этого
параграфа можно переформулировать в терминах движе-
ния в римановом пространстве по кратчайшим траектори-
ям — аналогам прямых в обычном евклидовом простран-
стве. Пример такого пространства содержится в § 4.11, где
анализируется частный случай функции G, соответствую-
щий простейшей форме отбора с постоянными коэффици-
ентами приспособленностей генотипов.

Свойство траектории быть экстремалью не зависит от
выбранной системы координат. Поэтому несложно перепи-
сать уравнения Эйлера в обычных координатах — кон-
центрациях аллелей — с помощью функции Лагранжа
в них.

Напомним, что функция G (и, следовательно, Q) оп-
ределяется как для каждого микроэволюционного факто-
ра в отдельности (различных форм отбора, быть может,
в сочетании с инбридингом, давления нескольких типов
миграций и мутаций), так и для совместного действия
их произвольной комбинации. При этом привлекательной
чертой анализа последней ситуации является простота
отыскания потенциальной функции, глобально характе-
ризующей динамику модели: она равна простой сумме
потенциалов для факторов, входящих в рассматриваемую
комбинацию. Соответственно легко выписываются сило-
вая функция и лагранжиан механического аналога гене-
тического процесса.

§ 13. Библиография и комментарии

§ 2. Вероятности фиксации аллеля для различных однолокус-
ных моделей изучал М. Кимура, результаты изложены, например,
в обзорной статье:

К i m u r a M. Stochastic processes in population genetics, with
special reference in distribution of gene frequencies and proba-
bility of gene fixation.— In: Kojima Ken-ichi (ed.). Mathema-
tical Topics in Population Genetics.— Berlin: Springer-Verlag,
1970, p. 178—209.
§ 3. Возможность сокращения среднего времени поглощения

при сверхдоминантности обнаружили:
E v e n s W. J., T h o m s o n G. Heterozygote selective advan-
tage.—Ann. Hum. Genet., 1970, 33, № 4, p. 365—376.



Различные результаты по плотности времени пребывания сум-
мированы в книге:

M a r u y a m a T. Stochastic Problems in Population Gene-
tics.— Berlin: Springer-Verlag, 1977.
Совпадение условных плотностей времени пребывания при ус-

ловии утери и фиксации аллеля показано в статье:
M a r u y a m a Т., К i m u r a M. A note on the speed of gene
frequency changes in reverse directions in a finite popula-
tion.— Evolution, 1974, 28, № 1, p. 161—163.
§§ 4 — 11. Одним из первых исследователей стационарных рас-

пределений в генетике был С. Райт, результаты которого суммиро-
ваны в книге:

W r i g h t S. Evolution .and Genetics of Populations. Vol. "2.
The Theory of Gene Frequencies.— Chicago: Univ. of Chicago
Press, 1969.
С помощью прямого уравнения Колмогорова стационарные

распределения впервые рассматривались в статье:
К о л м о г о р о в А. Н. Уклонения от формулы Харди при ча-
стичной изоляции.— ДАН, 1935, 3, № 3, с. 129—132.
Вывод стационарной плотности в случае множественных алле-

лей следует работам:
П а с е к о в В. П. К определению стационарных распределе-
ний генных частот в островной модели Райта. Доклады МОИП,
Общая биология, 1974.— М.: Наука, 1977, с. 165—168;
П а с е к о в В. П. Некоторые стационарные распределения в
генетике.— Применение статистических методов в задачах по-
пуляционной генетики.— М.: МГУ, МЛСМ, вып. 49, 1975,
с. 13—18.
Связь стационарных плотностей и функций адаптивного ланд-

шафта рассматривалась в заметке:
П а с е к о в В. П. О связи вида стационарного распределения
генных частот одного полиаллельного локуса с обобщениями
фундаментальной теоремы Фишера. Доклады МОИП, Общая
биология, 1975.— М.: МГУ, 1978, с. 135—138.
§ 12. Для частного случая функции G, соответствующей отбо-

ру с постоянными коэффициентами приспособленностей, Ю. М. Сви-
режевым было показано, что траектория популяции является тра-
екторией наискорейшего подъема (см. § 4.11) в некотором рима-
новом пространстве:

С в и р е ж е в Ю. М. Принципы оптимальности в популяцион-
ной генетике.— В кн.: Исследования по теоретической генети-
ке.— Новосибирск: Институт цитологии и" генетики, 1972,
с. 86—102.

Там же показано, что на истинной траектории выполняются урав-
нения Эйлера для функции Лагранжа

и что под влиянием указанной выше формы отбора траектории на
гиперсфере единичного радиуса евклидова пространства являются
траекториями наискорейшего подъема — см. также

Т и м о ф е е в - Р е с о в с к и й Н. В., С в и р е ж е в Ю. М.
Популяционная генетика и оптимальные процессы.— Генети-
ка, 1970, 6, № 10, с. 155—166.

447



Градиентный характер генетического процесса изменения ча-
стот аллелей под действием отбора как движения в римановом
пространстве, а также свойства этого движения в полилокусном
(соответствующем положению локусов в одной хромосоме и отсут-
ствию кратных кроссинговеров) случае рассмотрены в работе:

S h a h s h a h a n i S. A new mathematical framework for the
study of linkage and selection.— Memoirs of the American Mat-
hematical Society, 1979, 17, № 211, p. 1—34.
Широко известен факт возрастания средней приспособленно-

сти под действием детерминистского отбора — фундаментальная
теорема Фишера. Монотонность поведения функции G при совмест-
ном влиянии отбора, мутаций, миграций и т. д. является в неко-
тором смысле обобщением этой теоремы. В частном случае попар-
ного взаимодействия отбора и ряда других факторов микроэволю-
ции соответствующие монотонно изменяющиеся на траекториях
процесса функции для одного диаллельного локуса были найдены
Ю. М. Свирежевым:

С в и р е ж е в Ю. М. Возможные пути обобщения фундамен-
тальной теоремы естественного отбора Фишера.— Журнал об-
щей биологии, 1974, 35, № 4, с. 590—599.

Общий случай совместного влияния отбора, мутаций, миграций и
инбридинга (а также произвольной комбинации части этих факто-
ров) на динамику локуса с множественными аллелями рассмот-
рен в заметке:

П а с е к о в В. П. О связи вида стационарного распределения
генных частот одного полиаллельного локуса с обобщениями

f iyHflaMeHTaflbHou теоремы Фишера. Доклады МОИП, Общая
иология, 1075.— М.: МГУ, 1978, с. 135—138.

где приведены выражения для функций G( и G для моделей ди-
намики в непреобразоваяном пространстве частот аллелей 2.

Преобразование пространства (приводящее к уравнениям гра-
диентного типа) при использовании фактически полных аналогов
генетических процессов для анализа конкурентных экологических
сообществ и соответствующая механическая интерпретация рас-
смотрены в заметке:

П а с е к о в В. П. Некоторые вариационные принципы в эко-
логии и генетике. Доклады МОИП, Общая биология, 1979.— М.:
Наука, 1981, с. 184-188.

Там же дана функция адаптивного ландшафта для однолокусных
генетических моделей. Указано, что механические аналогии моди-
фицируются из-за равенства суммы частот аллелей единице.



ГЛАВА XIII

ГЕННЫЙ ДРЕЙФ В ПОДРАЗДЕЛЕННЫХ ПОПУЛЯЦИЯХ

§ 1. Производящий оператор процесса генного дрейфа
в подразделенной популяции конечной величины

с «островным» типом миграций

Природные популяции чаще всего представляют собой
не единое панмиктическое целое, а совокупность связан-
ных миграциями групп особей (субпопуляций), скрещи-
вающихся в основном внутри себя и частично изолиро-
ванных от других групп. Подобного рода изоляционные
барьеры возникают при распределении популяции по про-
странству (хотя бы в силу географических препятствий
или изоляции расстоянием).

Для простоты рассмотрим систему М равных по ве-
личине субпопуляций постоянного во времени размера N.
Наиболее полной характеристикой генетической структу-
ры системы (в предположении случайного скрещивания
внутри субпопуляций) являются частоты различных типов
гамет в каждой из М групп. Интегральными показателя-
ми генетической структуры системы служат средние (по
субпопуляциям) концентрации гамет, т. е. просто их ча-
стоты в целой системе, доля гетерозигот в ней, средние
значения коэффициентов неравновесности по сцеплению,
показатели межпопуляционной генетической вариабельно-
сти внутри системы и т. д.

Через такие интегральные характеристики мы полу-
чаем сжатое описание генетической структуры системы
в целом, с их помощью определяется фенотипическая
изменчивость, наследуемость количественных признаков,
реакция на давление отбора и другие важные, в эволю-
ционном и практическом аспекте, черты системы.
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В случае одного двухаллельного локуса такая интег-
ральная характеристика, как доля гетерозигот в систе-
ме М субпопуляций равного размера, будет равна

м
V f t ^ ( ) - 2 Z ) ( / > ) , (1.1)

где ph — частота рассматриваемого аллеля в к-ж субпо-
_ м

пуляции, р — 2 Рк/М — его (средняя) концентрация в

системе, a. Dip) — дисперсия частот рк субпопуляций:
м м

(РГ-?. (1-2)

Формула (1.1), связывающая долю гетерозигот в систе-
ме Н с панмиктической гетерозиготностью (в предполо-
жении случайного скрещивания) Н — 2р{1 — р), носит на-
звание формулы Валунда.

С помощью панмиктической гетерозиготности И фор-
мула (1.1) обобщается на случай множественных аллелей
следующим образом:

Ни = Н^ + 2 covy. (1.3)

Здесь #у_есть доля гетерозигот с аллелями А{ и А, в
системе, Нц — гетерозиготность в предположении паимик-
сжи (отсутствии подразделенности системы):

м
ЯУ=ж22^Л-' Xi^ZPiPj- (1-4)

Величина Нц определяется с помощью концентрации ал-
r h „

лелей в суопопуляциях pi, верхний индекс относится к
номеру_субпопуляции, а нижний — к номеру аллеля. Зна-
чение Нц выражается через (средние) концентрации ал-
лелей в системе vf:

м

Наконец, ковариация частот аллелей А{ и Aj в системе
определяется как

м м
c o v « = Ш 2 (Р* - Р*) (Pi - Pi) = Ш 2 P^

ft=i ft=i
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Панмиктическая Н и реальная И характеристики ге-
терозиготности системы получаются суммированием Нц
и Нц по всевозможным типам гетерозигот А{А; и связаны
соотношением

# = # + 2cov(p). (1.7)

Здесь cov (р) — суммарная ковариация всевозможных пар
(различных) аллелей. В случае двух аллелей (формально
всегда можно ввести объединенный аллель, дополнитель-
ный к рассматриваемому, и считать ситуацию двухаллель-
ной) (1.7) соответствует (1.1):

H = H-2D(p). (1.8)

_ Панмиктическая («умозрительная») гетерозиготность
Нц совместно с истинной гетерозиготностыо Нц характе-
ризует генетическую структуру системы. Например, если
Ну принимает нулевое значение, а Нц положительна, то
в части субпопуляций утерян аллель Аь а в остальных —
А,. Аналогичное соотношение между Н ш Н означает
фиксацию различных аллелей _в субпопуляциях. В общем
случае, если известны Hti и Hti, из (1.3) и (1.8) можно
найти ковариации и дисперсии аллелей по субпопуляци-
ям системы и получить общее представлениие о ее гете-
рогенности.

Полная генетическая характеристика системы опреде-
ляется вектором частот различных типов гамет по суб-
популяциям. Изменения этих частот происходят в ре-
зультате описанного ранее процесса генного дрейфа,
а также мутаций, внешних и внутренних (между субпо-
пуляциями) миграций. В соответствии с общей схемой
нарушения панмиксии, рассмотренной в части первой,
эффект подразделенности можно описать стохастической
матрицей с элементами, равными вероятностям сочетаний
гамет из различных субпопуляций. Эти вероятности оп-
ределяются характером миграций, относительно которых
примем следующие допущения. Будем предполагать, что
интенсивность обмена мигрантами между произвольными
парами субпопуляций одна и та же и равна ту. Нас бу-
дет интересовать случай слабых миграционных связей,
поскольку интенсивный обмен мигрантами приближает
систему к панмиктическому целому, изученному ранее.
После миграций в каждой субпопуляции происходит (не-
зависимое от других) случайное скрещивание.
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Формально эта схема укладывается в модель островной
миграции, одна из интерпретаций которой состоит в сле-
дующем. Предполагается, что имеется система бесконеч-
ного количества субпопуляций равного размера, которые
перед скрещиванием формируют единый пул мигрантов
В нем частоты генов постоянны, если система в целом
не подвержена систематическим воздействиям (например,
в ней достигнуто стационарное распределение вероятно-
сти состояний по субпопуляциям). Из этого пула («мате-
рика») и происходит «обратная» миграция в «острова».

Существенное отличие рассматриваемой нами схемы
от этой островной модели состоит в том, что мы пред-
полагаем конечность количества субпопуляций М. В ре-
зультате этого средние характеристики системы «дрей-
фуют», и в итоге достигается генетическая однородность
системы в целом. Если же в систему М субпопуляций
заносятся гены в результате миграций из внешнего поли-
морфного источника, то средние характеристики системы
и концентрации гамет по субпопуляциям по-прежнему
подвержены случайным колебаниям, но в итоге достига-
ется стационарное распределение и предельная генетиче-
ская структура системы будет полиморфной.

Сначала рассмотрим поведение генетической структу-
ры системы в отношении одного аутосомного локуса с п
аллелями. Поскольку скрещивания в субпопуляциях не-
зависимы, матрица диффузии для такой модели будет
иметь блочно-диагональный вид с блоками, имеющими
вид производящего оператора (11.1.1) для процесса ген-
ного дрейфа в узком смысле в соответствующей субпопу-
ляции.

Обозначим через т 4 интенсивность обмена мигранта-
ми между субпопуляциями. Очевидно, вклад мигрантов
в концентрацию р\ равен

mi 2 р\ = mjAfpi — тхр\.

Поэтому среднее приращение координаты pi в резуль-

тате

Mft
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миграции

(Р) = [1 -

= (mjMp.

внутри

т^М -

системы есть

- 1)] Pi + rrhMpi

•) —т1(М — 1) f

— тхр\ —

){ = тхМ (Pi-pV,
(1.9)



т. е. снос равен разности между вкладом иммигрантов
(член в скобках) и убылью из-за эмиграции в другие
М — 1 субпопуляций. Помимо миграций между субпопу-
ляциями рассмотрим также обмен мигрантами с внеш-
ним источником, где частоты аллелей постоянны. Обозна-
чим интенсивность миграций этого рода (предполагаемую
равной для всех субпопуляций) через т и концентрации
аллелей во внешнем источнике через qt. Тогда снос из-за
этого фактора для частоты i-го аллеля в k-ii субпопуля-
ции будет равен

МЙ} (Р) = и» (?t-/>?)• (1.Ю)

Введем, наконец, мутационные переходы между ал-
лелями по схеме § 12.9. Как и ранее, обозначим интен-
сивность мутаций в аллель Ai через щ (предполагая не-
зависимость Ц{ от типа аллеля, мутирующего в А{), а че-
рез ц — общую интенсивность мутаций:

г = 1

Тогда, согласно (12.9.9), компонента сноса из-за необра-
тимых мутаций для координаты р\ определяется как

м№ (Р) = m - ю>? • (l.ii)
Если положить значения \и равными нулю, то (1.11)

определяет необратимые мутации, причем значение [г
больше нуля и интерпретируется уже как общая интен-
сивность мутаций в новые уникальные аллели. Схема
необратимых мутаций базируется на современных зна-
ниях о структуре генов, представляющих собой очень
длинные (порядка нескольких сотен) последовательности
нуклеотидных пар. Мутационное изменение в каждой из
пар способно модифицировать кодируемый геном продукт.
В результате этого потенциально возможное количество
аллелей (различных последовательностей) чрезвычайно
велико, практически бесконечно. Поэтому в модели ра-
зумно допустить, что каждая мутация дает новый уни-
кальный аллель, до этого не представленный в попу-
ляции.

С учетом всех рассмотренных микроэволюционных
факторов производящий оператор диффузионного процес-
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са изменения частот аллелей одного локуса в системе суб-
популяций записывается следующим образом:

м г n-i

=у U У
Ь=1 L i,j=l

п-х М

где

(p) = miM(pi - pf) + m ( ? i — p?) + Hi - up?. (1.13)

В двухаллельном случае производящий оператор вы-
глядит несколько проще:

Здесь jii2 представляет собой интенсивность (обратных)
мутаций в рассматриваемый аллель из дополнительного.

Ясно, как выглядит сопряженный к s4- оператор s&*
в рассматриваемых ситуациях, и плотность вероятности
распределения состояний / системы субпопуляций удов-
летворяет прямому и обратному уравнениям Колмогорова

df/dt = jtf •/. df/dt = &f.

§ 2. Динамика ожидаемых частот аллелей
в подразделенной популяции

Исследуем поведение первых моментов концентраций
аллелей в системе в целом и в каждой из субпопуляций
в отдельности, используя изложенный в § 10.9 подход.
Предполагая выполнение условий (10.9.5), математиче-
ские ожидания некоторых функций g(x) на состояниях
процесса будем искать из уравнений вида
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Например, для g(x) = xt получаем

dt

м
2 &ьЦ = Et

ы
тхМ 2 {h - 4) 4

й = 1 M

м м
h\ I ,2 (я« ж

ft=l fe=l

= mg-i + Hi — ( m + j i ) ^ { îl , (2.2)
м

так как 2 (#i — 4 ) = 0. Решением этого уравнения с на-
ft=i _ _

чальным условиемЕо{х\) = р^ очевидно, будет

Если в решении (2.3) положить интенсивности мута-
ций и внешних миграций равными нулю, т. е. рассмат-
ривать процесс генного дрейфа в узком смысле в под-
разделенной популяции, то Et{xt) = ph как и при случай-
ном скрещивании (ср. с (11.7.2)).

Когда внешних миграций нет, а мутации имеют не-
обратимый характер, получаем

Ег{хг) = р1е-*', (2.4)

т. е. средняя частота Г-ГО аллеля экспоненциально схо-
дится к нулю со скоростью необратимых мутаций и.
Этот результат также верен и для неподразделенной по-
пуляции со случайным скрещиванием.

Если существуют мутационные переходы между ал-
лелями по схеме (1.11) и внешние миграции отсутствуют,
то в пределе при t -*• °° частота г-го аллеля в среднем
будет равна \ij\i. Для произвольного момента времени

"1 1 1. (2.5)

В формулах (2.3)—(2.5) отсутствует коэффициент то,,
характеризующий интенсивность миграций между субпо-
пуляциями внутри системы. Поэтому выводы о поведении
средних концентраций остаются справедливыми при рас-
падении системы на полностью не связанные между со-
бой изоляты или при полном отсутствии подразделенно-
сти, т. е. панмиксии во всей популяции.
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Теперь исследуем динамику математических ожида-
ний частот аллелей в отдельных субпопуляциях. Соглас-
но (2.1)

-тт Et \Xi\ = Et [m^M\Xi — Х{) -J- \1ц — \ixi -(- m {qi — Xi)}.

Подставляя значение Et{x$ из (2.3), получим линейное
неоднородное уравнение для определения Et \x\):

P i т + р I e X p I* (m + V) Ч —

- K J I f + т е + ц ) #«{*?}, (2.6)

ЕО{Х\\=РЬ
Решением этого уравнения будет

(2.7)

Если «выключить» внешние миграции и мутации, то (2.7)
примет вид

Et Ш = Pi + (pi - Pi) exp {- miMt}, (2.8)

т. е. частоты аллелей в субпопуляциях благодаря пере-
мешиванию сходятся к начальным средним концентра-
циям в системе. При учете необратимых мутаций выра-
жение (2.8) следует умножить на е~ц*. Время полного
перемешивания средних в (2.7) порядка 1/irriiM), а время
исчезновения аллелей в (2.4) имеет порядок 1/^. Если ц
заметно меньше т№, то генетическая однородность (по
средним) в системе достигается быстрее вымирания ал-
лелей.

При отсутствии внешних миграций давление необра-
тимых мутаций приводит к исчезновению всех (присут-
ствующих сначала) аллелей из всех субпопуляций. Ми-
грации из полиморфного источника приводят к одним
и тем же предельным ожидаемым концентрациям аллелей
в каждой субпопуляции (mq{ + \хг)/{т+ ц), весьма близ-
ким к частотам аллелей qt во внешнем источнике при
т > \i (параметр интенсивности мутаций имеет порядок

ю-5—ю-7).
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Заметим также, что поведение математических ожида-
ний средних (по всем субпопуляциям системы) концентра-
ций аллелей (2.3) и концентраций в каждой субпопуляции
(2.7) совпадает с динамикой во времени соответствующих
решений детерминистской модели, описываемой обыкно-
венными дифференциальными уравнениями. Однако во-
круг детерминистских траекторий существует разброс из-
за случайных отклонений от средних характеристик гене-
тического состава популяций. Поэтому, например, мате-
матические ожидания показателей генетической структу-
ры, зависящих от вторых и более высоких моментов кон-
центраций, отличаются от соответствующих выражений в
детерминистских моделях.

§ 3. Поведение математических ожиданий
показателей гетерозиготности

Важной характеристикой генетической структуры по-
пуляции, определяемой с помощью вторых моментов ген-
ных концентраций, является уровень гетерозиготности.
При случайном скрещивании в субпопуляциях доля ге-
терозигот с аллелями At и Aj в системе определяется по
формуле (1.4):

м

Поведение гетерозиготности в случае панмиксии исследо-
валось в § 11.7. Согласно (11.7.5), обозначая через pt и pi
концентрации аллелей А{ и А, соответственно в началь-
ный момент времени, при отсутствии внешних миграций
и мутаций в системе имеем

Et {Hv} = Eti&w) = ipipj exp{- t/(2MN)}. (3.1)

Здесь MN — численность всей системы.
Рассмотрим, какое влияние оказывает подразделен-

ность популяции на течение процесса генного дрейфа (без
мутаций и внешних миграций) и поведение средней гете-
розиготности. Для этого заметим, что
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Аналогично,

Обратим внимание, что при суммировании по к выраже-
ние в квадратных скобках обращается в нуль. Теперь,
применяя уравнение (2.1) к функциям Н{1 и Нц, исполь-

м
зуя равенство s£ = 2 s4-hf легко получить однородную

fe=i
систему линейных дифференциальных уравнений для_оп-
ределения математических ожиданий EtiHy) и Et{H^i.
Суммируя уравнения для всевозможных (различных) со-
четаний индексов i и /, находим, что система для средних
показателей общей гетерозиготности имеет точно такой
же вид, как и для гетерозигот типа AiAi\

Et {#} = -(-L + 2т1м) Et {Щ + 2mxMEt (Й),

4 ( 3 < 2 )

Характеристическим уравнением системы (3.2) будет

12 + ( ш + 2 т * )
Если бы подразделенность отсутствовала, то согласно (3.1)
скорость убывания гетерозиготности была равна
— 1/(2ЖЛ0. В рассматриваемом случае эта скорость (мак-
симальное ненулевое собственное число оператора (1.12))
асимптотически равна наибольшему корню уравнения
(3.3). Будем судить о влиянии подразделенности по степе-
ни ОТЛИЧИЯ от единицы величины v, с помощью которой
наибольший корень уравнения (3.3) запишем в виде
Атах = — v/(2MN). Тогда v удовлетворяет уравнению

= 0, (3.4)

где через К обозначено количество аллелей, заносимых в
результате внутренних миграций из одной субпопуляции
в другую: К = 2m,iN. Уравнение (3.4) использовалось
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П. Мораном в качестве аппроксимирующего для рассмат-
риваемой схемы подразделенное™ при малых значениях
nil в случае дискретного времени. У нас это уравнение
получилось как точное и описанный подход позволяет
исследовать пе только асимптотическую скорость падения
генетической вариабельности Яшах, но и рассматривать по-
ведение средней гетерозиготности на произвольном уча-
стке времени.

Вычисление корней (3.4) показывает, что минималь-
ное значение v (соответствующее максимальному значе-
нию А,) близко (независимо от М) к единице при K^i,
а второе значение корня существенно больше. Поэтому
довольно быстро поведение средней гетерозиготности оп-
ределяется общим размером системы субпопуляций MN,
как если бы подразделенность отсутствовала. Таким об-
разом, достаточно обмена между каждой парой субпопу-
ляций одним мигрантом за поколение, чтобы асимптоти-
ческое падение гетерозиготности практически не зависело
от подразделенности системы.

Решение (3.2) имеет вид

V х2в + 2т1мы ч ,

V = A ' ( }

Л 1

Сравнение при одинаковых начальных условиях значений
Et{H} (найденных из (3.5)) в подразделенной популяции
и значений Et{H) в случае панмиксии (3.1) показывает
большое сходство между ними не только асимптотически
при t -*• °°, но и в произвольный момент времени, если
количество мигрантов между каждой парой субпопуляций
за поколение порядка единицы и более. На рис. 37 пока-
зана динамика среднего количества гетерозигот в непод-
разделенной (Яп) и подразделенной популяциях одинако-
вого рагмера с одними и теми же начальными генными
частотами. По оси ординат — время, в единицах, соот-
ветствующих AN поколениям (где N — размер диплоидной
популяции). Значения # п , Я и Я нормированы путем
деления на константу — количество гетерозигот, соответ-
ствующее начальным концентрациям аллелей и панмик-
сии. Число субпопуляций равно 5, среднее число мигран-
тов за поколение равно 0,1:
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а) в начальный момент времени все субпопуляции не
различались по генным частотам;

б) в начальный момент времени в популяции было
нулевое количество гетерозигот в силу фиксации в суб-
популяциях различных аллелей.

0,2

2,5

Рис. 37. Кривые динамики среднего количества гетерозигот в не-
подразделепной (Яп) и подразделенной популяциях.

При такой интенсивности миграций влиянием подраз-
деленности на динамику количества гетерозигот можно
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пренебречь — результат несколько неожиданный, так как
интуиция, основанная на обычном здраьом смысле, пред-
полагает более сильное перемешивание.

В случае одинаковых начальных условий количество
гетерозигот в подразделенной популяции в среднем не-
сколько меньше, чем при панмиксии, в течение довольно
продолжительного времени (порядка 1,57V поколений). За-
тем картина меняется и среднее количество гетерозигот
меньше при отсутствии подразделенности. В пределе при
t -*• оо количество гетерозигот на каждой траектории бу-
дет равно нулю с вероятностью единица. Поэтому рано
или поздно достигается гомозиготность по одному из ал-
лелей.

Несмотря на различия между кривыми динамики сред-
ней гетерозиготности в панмиктической и подразделенной
популяциях, интегральное значение Н в процессе дости-
жения генетической однородности при отсутствии началь-
ной генетической дифференциации будет одним и тем же.
Проще всего это значение можно определить, пользуясь
последним из уравнений системы (3.2). Интегрируя обе
части уравнения по t от нуля до бесконечности, получим

оо

J Et {#} at = 2MNH\ (3.6)
о

так как Ех {Н} = 0. Если в начальный момент времени
И° = Н\ то подразделенность в среднем не оказывает
влияния на общее число гетерозигот в системе в течение
всего процесса достижения гомозиготности (ср. с (11.7.7)).

Однако среднее время достижения гомозиготности Г(р)
в подразделенной популяции будет больше, чем при пан-
миксии. Для того чтобы показать это, рассмотрим урав-
нение для определения Tip) в случае двухаллельного ло-
куса:

М " 1
2 2N 9 ( р & ) 2 ^

Tip) = 0, если р = 0 или р = 1.

Если бы подразделенность в системе отсутствовала, то со-
гласно (11.5.2) среднее время как функция начальных
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частот аллелей было бы равно —4MNlp In р + (1 —
— р) In (1 — р)], поскольку начальная концентрация рас-
сматриваемого аллеля в системе есть р. Подставим эту
функцию Т в качестве пробной в уравнение (3.7):

(3.8)
Здесь мы воспользовались тем, что при суммировании по
к слагаемые с mju обратятся в нуль, a ] 5 p f t ( l — Ph) вы-

h

ражается с помощью формулы Валунда (1.1). Согласно
(10.8.3), в терминах штрафа на траекториях функцию f(p)
можно представить как математическое ожидание штрафа,
равного единице в каждой точке фазового пространства
(т. е. как среднее время достижения гомозиготности ТЧр)),
плюс математическое ожидание штрафа, равного
—D(p)/p(l — р), которое обозначим через —Е„. Очевидно,
что — EF < 0 как среднее отрицательной почти всюду слу-
чайной величины. Поэтому

Значение EF можно интерпретировать как среднюю по
траекториям величину эмпирического коэффициента ин-
бридинга F, определяемого с помощью формулы Валун-
да (1.1):

м

Формулы (3J5) остаются верны, если вместо И и Н
рассматривать //,,- и Нц (при соответствующих начальных
условиях). Поэтому математическое ожидание ковариаций
(1.6) аллелей At и Л, в момент t можно определить с по-
мощью формул (1.3) и (1.8):

Et {coy,-;} = ± [Et {Hv} - Et (Нц}\.

Соответствующие выражения выглядят особенно просто,
если в начальный момент времени генетическая диффе-
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ренциация среди субпопуляций отсутствовала, т. е. # у =
= Htj. Тогда, учитывая, что согласно (3.3) Х1-\-Хй~
= — 1/(27V) — 2тхМ, получим следующее выражение для
математического ожидания дисперсии г-го аллеля:

гт • (3.9)

Здесь Ноц = Нйц определено как 2^(1 — pt), что соответ-
ствует доле всевозможных типов гетерозигот, содержащих
аллель At (или формальному рассмотрению системы как
двухаллельной). Из (3.9) видно, что с течением времени
межпопуляционная дисперсия отклоняется от нулевого
начального значения, но потом снова асимптотически при-
ближается к нулю (в силу стремления к генетической од-
нородности всей системы).

Аналогично поведение математических ожиданий ко-
)вариацнй аллелей EAcovq), значения которых выражаются

по формуле (3.9), если вместо Ни подставлять Н%
и сменить знак правой части на противоположный.

Заметим, что приведенные формулы для поведения
математических ожиданий показателей гетерозиготности,
дисперсий и ковариаций аллелей очень просто модифи-
цируются на случай учета необратимых мутаций с ин-
тенсивностью ц. Систему уравнений для данной ситуации
можно получить в результате применения (2.1) к функ-
циям Нц и Нц (или Н и И), положив в операторе $$>
(1.12), (1.13) коэффициенты т и \.и равными нулю. В этом
случае система дифференциальных уравнений с постоян-
ными коэффициентами для определения, например, Et{H)
и Et{H) выглядит следующим образом:

2ц) Et{H) + 2тлМЕг [Н\,

(3.10)

Матрица коэффициентов этой системы отличается от
матрицы системы (3.2) тем, что из всех ее диагональных
элементов вычитается одна и та же величина 2jx. Отсюда
сразу следует, что характеристические корпи %t для урав-
нений (3.10) отличаются от соответствующих корней Х{

системы (3.2) на величину 2u.: h — Kt — 2j.i, i — 1, 2.
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Решение (3.10), например, для математического ожидания
Н имеет вид

Et {Н} = С^ + С,/»'.

Константы Cf и С2 определяются с учетом начальных ус-
ловий из системы линейных алгебраических уравнений

°л
КУ

1 1

Заметим, что согласно (3.10) значение производной
(Hi)' при учете необратимых мутаций меньше значения
производной (Я0)' в рассмотренном выше случае (3.2) без
мутаций на величину 2цН°. Одновременно с этим, выра-
жая Яг через А*, получаем

(Я°) ' = АТЗА + А~2С2 = КСх + КС, - 2цЯ° = (Я«) ' - 2(1Я»,

так как С4 + С2 = Н". Таким образом, если при одном и
том же уровне начальной гетерозиготности Н° «включить»

необратимые мутации, то коэффициенты С{ при е х и е *
в решениях (3.2) и (3.10) удовлетворяют одним и тем же
уравнениям. Поэтому выражения для Et{H) и Et{H) в
случае необратимых мутаций совпадают с формулами
(3.5), если последние умножить на функцию е~2д'. Ана-
логично модифицируются выражения для математических
ожиданий дисперсий и ковариаций частот аллелей в си-
стеме.

Если же рассматривать ситуацию с обратимыми мута-
циями и/или внешними миграциями, то применение ис-
пользованного подхода для определения математических
ожиданий показателей гетерозиготности II ш Н дает уже
неоднородную систему линейных дифференциальных урав-
нений с постоянными коэффициентами. Характеристиче-
ские числа этой системы А,; выражаются через характе-
ристические числа Ач системы (3.2) по формуле К{ — Kt —
— 2(тге+ ц). Явные решения уравнений выглядят слишком
громоздко для того, чтобы приводить их здесь.

В пределе, устремляя время к бесконечности, мате-
матические ожидания характеристик гетерозиготности
сходятся к некоторым ненулевым (в отличие от ситуации
дрейфа при миграциях между субпопуляциями с возмож-
ностью необратимых мутаций) значениям. Например, пре-
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дельное среднее значение доли гетерозигот И будет равно-

(го + Ц) [т + (Л + 4 (го + ц)2 ЛГ + тх (1 + 4 (т + Ю MN))'
где Я д = 22QiQj — доля гетерозигот во внешнем источ-

нике, Яда = 2 2 № и Яц = 2 2 №"•

§ 4. Динамика математических ожиданий двулокусных
показателей неравновесности по сцеплению

При анализе поведения в системе субпопуляций ча-
стот гамет, классифицируемых в отношении двух ауто-
сомных локусов, следует учитывать, как и в однолокусном
случае, влияние диффузии (выборочные эффекты при сме-
не поколений), миграций и, кроме того, воздействие ре-
комбинаций. Последние определяют снос по координате
р? . (частоте в к-ж субпопуляции гаметы, содержащей ал-
лель АГ1 первого локуса и аллель Bj2 второго) вида (см.
§ 11.9)

\% \ \ h \ ) (4.1)

Здесь Di,j2—коэффициент неравновесности по сцепле-
нию (11.9.3) для аллелей А1г и £J2B к-й субпопуляции,.
р | и рк. — частоты этих аллелей в ней.

Обозначим через />il7'2 концентрацию гаметы Г ^ 2 (не-

сущую аллели4j и Bj^j в системе субпопуляций:
м

Тогда производящий оператор дрейфа по двум локусам
в системе субпопуляций с учетом миграций и рекомбина-
ций записывается следующим образом:

. _ V {_!.
«^ - Zd 1 22 .4» ^ 2N Эр* . др

м
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где

Щь.н (Р) = Щ.М (pilh — Pilh) + m {qhh - PilJ2) - rD\i%.

(4.4)

По аналогии с однолокусными показателями гетерози-
готности введем среднюю неравновесность в субпопуля-
циях по аллелям А^ и В^.

м м

Это выражение можно записать иначе с помощью частот
гамет и аллелей в системе:

где pix и pj%—(средние) концентрации в системе субпопу-
ляций аллеля Ai± первого локуса и аллеля Вн второго
соответственно:

и и

Ковариация частот этих аллелей разных локусов опре-
деляется как

м

4'h = 4 2 (Я - К) (р\ - л.) =
м

PhPh-PhPh- (4-8)

Введем еще один показатель неравновесности сочета-
ний аллелей в гаметах Di^, совпадающий с определени-
ем панмиктической неравновесности (11.9.3), когда мы
«забываем» о подразделенности общей популяции и поль-
зуемся концентрациями гамет и аллелей в ней:

\ ъ = ~Pxxh * PhPh = Dhh + C0V4-h- (4-9)
Заметим, что производящий оператор (1.12), (1.13),

как и в однолокусном случае, обладает свойством инва-
риантности при неразличении некоторых типов гамет (на-
пример, несущих какое-либо подмножество аллелей одного
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из локусов). Пользуясь этим, ооа локуса формально мож-
но рассматривать как двухаллельные, часть производя-
щего оператора «s$A (соответствующая к~& субпопуляции)
записывается в виде (11.9.4), но у переменных будет фи-
гурировать верхний индекс к. Кроме того, (11.9.4) моди-
фицируется за счет коэффициентов сноса, отражающих
влияние миграций.

Проанализируем поведение математических ожиданий
показателей неравновесности Di^ и Ditj2 при отсутствия
внешних миграций. Для этого используем возможность,
рассмотрения обоих локусов как двухаллельных с аллеля-
ми А\х и не- Ai± у первого локуса и В^ и не- Bj2 у вто-
рого. Применяя уравнение (2.1) к функциям D ^ ^ и Dix^,
получим систему линейных однородных уравнений для
определения их математических ожиданий. Для упроще-
ния вычислений заметим, что .зФФгх5г = я&ъРл^/М =
= [— (l/{2N)+r)Di1j2+ тгМ(.. -)]/М, где первое слагаемое-
появляется, согласно (11.9.5), в результате действия ча-
сти s4-h, совпадающей с (11.9.4), а второе отражает влия-
ние миграций между субпопуляциями. В итоге система
выглядит следующим образом:

зг
2m1MEt{Dhj2\,

Ео [Dhjt] = D\h, Eo {Dhh} = Щк.

Обратим внимание на следующую аналогию с одно-
локусным случаем. Если через AN обозначить наибольшее
собственное число производящего оператора процесса ген-
ного дрейфа в панмиктической диплоидной популяции
размера N (для однолокусного случая это будет — 1/(2Л0
и для двулокусного Лл- = —1/(2Ю — г), то с помощью Л
матрицы коэффициентов систем (3.2) и (4.10) записыва-
ются одинаковым образом. В первом уравнении коэффи-
циенты имеют вид AN — 2т,Д/ и 2/?г1.Д/, а коэффициент
второго уравнения равен AMN — наибольшему собственно-
му числу производящего оператора генного дрейфа в
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предположении панмиксии в системе, общий размер ко-
торой равен MN.

Поэтому решения систем (3.2) и (4.10) как функций
Aw, AMN, начальных условий, времени и корней характе-
ристических уравнений, которые можно переписать в виде

X2 - (Л*, - 2тгМ)К - 2mtMAMN = 0,

записываются одинаковым образом. Например, для пока-
зателей неравновесности имеем

, f
_

( 4 л 1 )

где AMN = — (1/(2МЛ0 + г), а А, и Яг — корни характера
стического уравнения

Л2 + (1Л2Л0 + г + гпцАПА, + 2w,M(l/(2MiV) + г) = 0. (4.12)

При этом решения для Et {НЦ} И Et {Di^} выглядят
одинаково, но характеристические корни Kt и %2, фигу-
рирующие в записи, найдены из разных уравнений.

Вычисление корней уравнения (4.12) и явных решений
(4.11) показывает, что при сильном сцеплении (параметр
Nr мал) и не слишком слабых миграциях кривые дина-
мики ожидаемых значений показателей неравновесности
при подразделенное™ популяции и в случае панмиксии
весьма близки. Увеличение параметра Nr и/или умень-
шение среднего числа мигрантов за поколение приводят
уже к заметным отличиям характера динамики в подраз-
деленной популяции от результатов для панмиктического
случая. Общая ситуация такова, что сначала значения
Dixj2 в системе субпопуляций в среднем меньше, чем при
отсутствии подразделенности, но затем положение меня-
ется на противоположное (однако показатели Dilk и Ну
в среднем всегда превышают соответствующие значения
для случая панмиксии). На рис. 38 показана динамика
средней неравновесности по двум локусам в неподразде-
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ленной (А,) и подразделенной популяциях с одинаковыми
размерами и одними и темп же начальными частотами

Рис. 38. Кривые динамики средней неравновесности по двум ло-
кусам в неподразделенной (Du) и подразделенной популяциях.

гамет. По оси ординат — время, в единицах, соответству-
ющих AN поколениям (где N — размер диплоидной по-
пуляции). Значения Da, D и D нормированы путем деле-
ния на константу (начальное значение неравновесности,
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соответствующее неподразделенной панмиктической попу-
ляции). Число субпопуляций равно 5, среднее число ми-
грантов за поколение — 0,1, произведение коэффициента
рекомбинации на удвоенный размер популяции равно 0,03:

а) в начальный момент времени все субпопуляции
не различались по частотам гамет;

б) в начальный момент времени в популяции была
нулевая неравновесность, например, в результате фикса-
ции в субпопуляциях различных гамет.

Несмотря на различный характер динамики генети-
ческого состава в подразделенной и панмиктической по-
пуляциях, средние интегральные значения в процессе до-
стижения гомозиготности неравновесности A, j s (кова-
риации аллелей различных локусов в субпопуляциях) при
отсутствии дифференциации частей системы в, начальный
момент времени будут одинаковыми. Проще всего можно
показать это, интегрируя последнее из уравнений системы
(4.10)_цо t от нуля до бесконечности (с учетом равенства
Ex, {-Dijjg} = 0). В результате получаем

оо

I- dt = i l
M

2^Nr D\h, (4.13)

что совпадает с результатом (11.9.10) для случая панмик-
сии, если Dipz = Dixir Последнее условие выполняется,
например, при отсутствии начальной генетической диф-
ференциации субпопуляций системы. Таким образом, сред-
няя интегральная в процессе дрейфа неравновесность
(4.13) и гетерозиготность (3.6) при отсутствии начальной
дифференциации в системе определяются по таким же
формулам, как и в случае панмиксии. Однако, если гете-
розиготность Н отражает действительную долю гетерози-
гот в общей популяции, то показатель D является не ко-
вариацией аллелей в гаметах системы, а средней кова-
риацией на субпопуляцию.

Для анализа поведения математического ожидания
концентрации гаметы IY,j2 в системе имеем согласно (2.1)
следующее уравнение:

d — —

at _ _ (4.14)
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Его решение можно записать в виде
t

Et K i , } = PV, ~ rJ £< {Dilh} dt, (4.15)
6

где Et ( A ^ } определяется по формуле (4.11). Очевид-
но, что ^оо{Ж|15а| дает вероятность Щ^2 фиксации гаметы
Г^ 2 . Учитывая предельное интегральное значение сред-
ней неравновесности (4.13), получаем следующее выраже-
ние для С/Г^2 (ср. с (11.9.9)):

§ 5. Модель иерархически подразделенной популяции

Рассмотрим модель подразделенное™ популяции на
несколько уровней иерархии. На нулевом уровне все эле-
ментарные единицы подразделения представляют собой
субпопуляции со случайным скрещиванием и равными
между собой размерами, которые постоянны во времени.
Эти субпопуляции группируются в единицы первого
уровня, так сказать, «районы», состоящие из одинакового
количества субпопуляций. Внутри единицы первого уров-
ня между субпопуляциями осуществляются миграции по
описанной в § 1 «островной» схеме, т. е. здесь панмиксия
нарушена. Далее группы первого уровня образуют рав-
ные по размеру единицы второго уровня («области»), так-
же соединенные внутри себя миграциями между «района-
ми» по «островной» схеме, и т. д. Последней единицей
высшего уровня иерархии будет вся подразделенная по-
пуляция.

Состояние такой популяции описывается вектором ча-
стот гамет по элементарным папмиктическим единицам.
В силу независимости случайного скрещивания в них мат-
рица диффузии по-прежнему будет иметь блочно-диаго-
нальный вид с блоками, соответствующими дрейфу в уз-
ком смысле для каждой из субпопуляций. Кроме диффу-
зионных членов в производящий оператор входят коэф-
фициенты сноса, обусловленные миграциями и другими
факторами.

Пусть, например, у нас всего два уровня иерархии и
внутри единицы первого уровня содержится Mi субпопу-
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ляций, обменивающихся менаду собой мигрантами по опи-
санной в § 1 схеме с интенсивностью т^ В результате
этого вклад мигрантов по координате р\ •—концентрации
г-го аллеля в к-й субпопуляции — будет равен, как и
ранее,

где р\ (к) — концентрация г-го аллеля в той единице пер-
вого уровня иерархии (обозначим ее через кг), которая
содержит к-ю субпопуляцию. Вместе с тем эмигранты в
М, — 1 субпопуляций уносят т1(М1—1) р? генов А{.

Положим, что вся популяция состоит из Л/2 единиц
первого уровня. Между субпопуляциями разных единиц
этого уровня происходит обмен мигрантами с интенсив-
ностью тг. Такие мигранты вносят вклад, равный

р\ = тгМхМгрх — т2М^р\ (к).

Здесь рг — концентрация i-то аллеля во всей подразде-
ленной популяции. Кроме того, эмиграция в Мг — 1 еди-
ниц первого уровня, каждая из которых содержит Mi
субпопуляций, приводит к выносу тпгМ1{М2— 1) Pi алле-
лей А{ из к-ш субпопуляции. В итоге коэффициент сноса,
как и в формуле (1.9), будет равен разности между вкла-
дом иммигрантов и убылью из-за эмиграции:

Mih (р) = тх [М~р\ (к) - р\] - тг (М1 - 1) pki +

+ т2М1 [МгРг — pj {к)} — тгМх (М2 — 1) р\ =

= Мх К - т2) [pi (A;) - pf] + M # 2 m 2 (p~i - р$). (5.1)

Рассмотрим теперь общую ситуацию с L уровнями
иерархии. Пусть Mt — количество единиц (Z—1)-го уров-

ня (а М (I) = I J Mj— количество субпопуляций) в едини-

це Z-ro уровня. Обозначим через т, интенсивность обмена
мигрантами между субпопуляциями из различных еди-
ниц (1—1)-то иерархического уровня, через Pi(k) —
(среднюю) концентрацию i-го аллеля в содержащей fe-io
субпопуляцию единице 1-го уровня, а через к, — саму эту
единицу:
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Тогда вклад иммигрантов в концентрацию £-го аллеля в
к-й субпопуляции (нулевого уровня) благодаря «генному
потоку» с интенсивностью mi из субпопуляций, не входя-
щих в группу &v-i, будет равен

miM(l)pl (к) - тМ (I - l )^" 1 **) . (5.3)

В то же время из к-й субпопуляции с интенсивностью mt

происходит эмиграция в другие (не содержащие ее)
Mi — 1 единицы (I— 1)-го уровня. Доля эмигрантов при
этом будет равна

т,М(1 - 1)Ш[ ~ 1) = т,Ш(1) - М(1 - 1)]. (5.4)

Среднее приращение координаты р\, как и в (1.9), вы-
числяется в виде разности между вкладом иммигрантов
(5.3) и убылью эмигрантов (5.4), умноженной на р\.
Суммируя по всем L уровням иерархии, получаем сле-
дующее выражение для коэффициента сноса:

= i mt [M (I) [pi (к) - p\] — Af(Z —1) [p'r1 (k) - p

= %M(l) (mi - ml+1) [p{(ft) - p?], (5.5)

где mL+i = 0. При L=l (5.5) совпадает с (1.9), поскольку
Pi (к) = Pi и второе слагаемое в фигурных скобках равно
нулю, а при L = 2 (5.5) равняется (5.1).

Таким образом, при отсутствии мутаций и внешних
миграций производящий оператор процесса генного дрей-
фа по одному аутосомному локусу с п аллелями в иерар-
хически подразделенной популяции записывается следу-
ющим образом:

T 6 Й — ш — д ^ Й ift(P) ^FJ'
где Л/Л(р) задается формулой (5.4), а N есть численность
панмиктической элементарной субпопуляции (нулевого
уровня).

Для исследования влияния иерархической подразде-
ленности на поведение математического ожидания отно-
сительного количества гетерозигот с аллелями А{ и
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гц введем набор функций Н\^ I = I, L:
M(L)

Суммирование в формулах для Hjj производится по всем
М(Ь)/М{1) единицам Z-ro уровня.

Используя уравнение (2.1) для определения матема-
тических ожиданий введенных функций, получаем систе-
му линейных уравнений с постоянными коэффициентами.
Чтобы найти фигурирующее в (2.1) значение ^ Я у ,
рассмотрим сначала значение оператора зФ на одном из
слагаемых, входящих в Н™}. Фиксируем, например, груп-
пу mi — единицу то-го уровня, содержащую первую суб-
популяцию, и рассмотрим слагаемое 2р™(1)р™ (1). Тогда

+ 2 V U Щ (т. - i»1+i) 2 [Й (*) - pf ] ^-^щ- (5.7)
1=1 feemj v ;

Здесь первый член появляется из-за диффузионной части
оператора М-, а второй — из-за сноса. Он записан с со-
множителем 2, поскольку дифференцирование Р Г ( 1 ) Р Г ( 1 )

по первому и второму сомножителям дает в конечном
итоге один и тот же вклад в (5.7).

Заметим, что при т~^1 сумма по к во втором члене
(5.7) равна нулю как сумма отклонений pi от средней
pi (к).При т<1 эта сумма равна

2$(1)?Г(1)-2?Г(1)?Г(1). (5.8)

Поскольку в HTj кроме группы т^ дают вклад и другие
единицы m-го уровня, то их учет приводит к суммиро-
ванию выражений (5.8) по всем M(L)/M(m) единицам

/yjl -frm\ M(L)

на т-и уровне; в результате получаем \лц— 11'~м(т\'
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Следовательно,

= - 2Jm)N Hi} - 2 2М (I) (m, - т1+1) \Щ+
LI=m+l J

L _

+ 2 2Ml(m, — ml+1)Hl

ih (5.9)
l=m+l

Вместо Н^ можно рассматривать функции Н1, получаю-
щиеся в результате суммирования Нц по всевозможным
типам «гетерозигот» (индексам i, j;_i¥=j). В силу ли-
нейности оператора зФ__ значение МНт равно линейной
комбинации функции Н1 с коэффициентами, фигурирую-
щими в (5.9). Обозначим через mil) значение 2M(l)(mi —
— mi+i). Тогда систему дифференциальных уравнений для
определения математических ожиданий функций Н, {Н1}
можно записать в следующем виде:

_
S m{l)H\ m = l,L—l, (5.10)

l=m+\
E[HLEt[HL] = - ГЩЩГ H.

§ 6. Анализ асимптотической скорости убывания
гетерозиготности в иерархической модели

Получить точное аналитическое решение системы
(5.10) в общем случае не удается и для анализа следует
использовать численные методы. Другой путь исследова-
ния состоит в аппроксимации решений в предположении
достаточно большой численности отдельных субпопуля-
ций N. Этот подход позволяет довольно просто опреде-
лить асимптотический характер поведения гетерозиготно-
сти в подразделенной популяции.
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Перепишем матрицу коэффициентов системы (5,10) в
виде А + еВ, где е = — 1/(2Л0, а для i, / = 0, L

0, » < / ;

А = ||яу||, аи == | — 2 m (Z), г = /;

! О, ; > 1 ;

- i = 0,L; / = 1 .

Из этой записи видно, что матрицу коэффициентов можно
рассматривать как возмущение матрицы А добавком еВ
и, как следует из теории возмущений, ее собственные
числа и векторы представимы в виде рядов по степеням
е. Полагая, что размер субпопуляций iV достаточно ве-
лик, можно ограничиться первыми членами этих разло-
жений.

Для того чтобы найти эти члены, заметим, что мат-
рица А является треугольной. Следовательно, собственные
числа Xi совпадают с ее диагональными элементами и
определяются вместе с соответствующими им левыми (У
и правыми (г;) собственными векторами по формулам

;о = (0, . 0,1) г, г = (1, . . . , 1 ) г ;

(6.2)

Zm(L-j), 14 = (0 1,-1,0 0)т

j-o

ri = (l 1,0 0) л, i = l , L - l ;

= (1,-1,0,. . . , Of,

Будем искать собственные числа возмущенной матри-
цы в виде h^= Я{ + еЯ,!1 + е г 4 2 ) + . . . , а собственные век-
торы, как Г{ = 1{ + ell^jf . . . и Ti = п + ег^1' + . . . Из
равенства (А + ,еВ)г,- =• %лц приравнивая коэффициенты
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при е, получаем

Умножая обе части (6.3) слева на 1{ и учитывая, что
if A = Kill, а (1{, Гг) = 1, находим

4 1 } = (l iBr i)/(l i, Г{) = (1и ВГг). (6.4)

Если умножить обе части (6.3) слева на lj, / Ф i, то по-
лучим, учитывая равенство (lj, tt) = 0, что

а т>_, \ /\ 1 \ (л —(1)\ /С с\

j , Di%) :z=z 1Лг — Aj) \lj> *i /* \^*^/

Для того чтобы найти, например, правые собственные
векторы г j 1 , разложим их по базису из векторов г4:

L

г\1У = 2 сити i = 0,L. (6.6)

Умножая (6.6) слева на l j , находим (lj, г | 1 ) )= cy(lj, г̂ ) = сц.
Подставляя сюда значение (lj, r p ) из (6.5), запишем вы-
ражение для коэффициентов с«:

су = (lj, В1Ч)/[(ЯГ - %•) (lj, rj)] =

-%i), 1ф]. (6.7)

При этом коэффициенты с« остаются неопределенными.
Для того чтобы найти их, предположим, что векторы гг

нормированы таким образом, что (14, г*) = (lj, r<) = 1. Тогда

(1, , г,) = (1,, г, + е г ^ + е 2 + . - • ) =

откуда следует (lj, тс) ~ 0. Поскольку это скалярное про-
изведение в силу разложения (6.6) равно с1(, то

dt = 0, i = 0, L. (6.8)

Используя эти результаты, можно определить значения
А(, г, и 1,- с точностью до о(е2) и т. д. В частности, из
равенства (h, (А + еВ)г;) = Xt{h, r() можно найти значение
А.<2), и с точностью до о(е2) собственные числа возмущен-
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иой матрицы выражаются следующим образом:

Возвращаясь к анализу модели иерархически подраз-
деленной популяции, предположим, что все коэффициен-
ты mil) положительны (что соответствует разумному до-
пущению об уменьшении интенсивности миграций с уве-
личением уровня). Тогда наибольшим собственным числом
матрицы А будет к0 = 0. Возмущенное собственное число
с точностью до о(е) будет равно, согласно (6.1), (6.2),
(6.4), значению

Хпа* ~ -1П2МШЮ. (6.10)

Заметим, что M{L)N есть общая численность подраз-
деленной популяции, т. е. в рассматриваемом приближе-
нии асимптотическая скорость достижения гомозиготности,
определяемая Хтах, совпадает со скоростью для панмик-
тической популяции того же размера. Приближенное ре-
шение (5.10) выписывать не будем в силу его громозд-
кости.

Значение Ятах можно уточнить, используя формулу
(6.9):

1 1 у
*-12M (L) N 2NfК ' ^ M(L) 2 m(L-l)

1=0

(6.11)

Из (6.11) видно, что асимптотическая скорость достиже-
ния гомозиготности для подразделенной популяции будет
меньше, чем для случая панмиксии. Таким образом,
асимптотически подразделенность соответствует увеличе-
нию численности всей популяции, но изменение имеет
второй порядок малости по величине 1/N. Наиболее про-
стое выражение для второго приближения получается в
случае равенства всех интенсивностей миграций т ( меж-
ду различными уровнями величине т*. В этом случае
mil) = 2M{l)(mi — ml+i) — 0 при Z < L — 1 и в сумме по I
в (6.11) остается лишь один член (напомним, что mL+i =
= 0). Отсюда

1 1 ML—i
2M(L)N + [2M(L)Nf
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§ 7. Модель изоляции расстоянием

Рассмотренная в предыдущем параграфе модель миг-
раций характеризовала некоторое равномерное переме-
шивание всех субпопуляций, находящихся в одинаковых
по отношению друг к другу условиях обмена мигрантами.
Такая ситуация может в действительности иметь место
для небольшого количества мелких, например, островных
популяций или, напротив, для нескольких суперпопуляций
(расселенных, быть может, по целым континентам) типа
больших рас человека. Если же рассматривать типичные
случаи разбросанного по однородному пространству зна-
чительного количества субпопуляций, то естественно
предположить, что степень обмена мигрантами уменьша-
ется с увеличением миграционного расстояния. Простей-
шей математической схемой такого явления изоляции
расстоянием служит модель обмена мигрантами лишь
между соседними популяциями с постоянной во времени
и пространстве интенсивностью.

В рамках этого допущения рассмотрим модель М суб-
популяций равного и постоянного во времени размера N,
расположенных на одномерном ареале (например, ряд по-
селений вдоль реки или на морском побережье). Зануме-
руем субпопуляции в порядке их следования друг за дру-
гом и предположим, что концевые группы обмениваются
мигрантами только с (одним) соседом, а «внутренние» —
с соседями справа и слева с постоянной интенсивностью
mt. В каждой из субпопуляций имеет место (независи-
мое от других) случайное скрещивание. В диффузионной
модели такого характера подразделенности за состояние
всей популяции обычно берут вектор частот гамет р по
элементарным панмиктическим единицам. Его изменения
описываются случайным процессом с производящим опе-
ратором, которому соответствуют блочно-диагональная
матрица диффузии и коэффициенты сноса, отражающие
влияние миграций и других факторов. Как и ранее, коэф-
фициент сноса из-за внутренних миграций для концентра-
ции i-й гаметы в к-ж субпопуляции р\ равен разности
между вкладом иммигрантов и убылью из-за эмиграции:

+ p!-1)-2m1pl Л = 2 , М - 1 , (7.1)
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Заметим, что вектор сноса из-за миграций для концентра-
ций i-й гаметы по субпопуляциям можно записать, со-
гласно (7.1), в виде

- 1 1 о

1 — 2 1

тл

о
•2 1

1 — 1 Р?

(7.2)

При анализе генетической структуры популяции в от-
ношении одного аутосомного локуса с п аллелями про-
изводящий оператор процесса генного дрейфа при отсут-
ствии внешних миграций и мутаций имеет вид (1.12) с
коэффициентами сноса (7.1), (7.2) для г = 1 , /г — 1.

Рассмотрим поведение относительного количества ге-
терозигот с аллелями At и As в к-ш субпопуляции, равное
2xh(t)xh (t), где xh(t)— текущие (в момент t) значения
концентраций аллелей. Для определения его математиче-
ского ожидания используем уравнение (2.1), однако при-
меним это уравнение сразу к функциям вида 2ХГХ$, име-
ющим менее прозрачный смысл (и совпадающим с гете-
розиготностью при к==1):

где

hi(x) = 2{xh-

= - Ь±Et {2xhx)\ -
2N

x\~x - 2x\) x\ + 2

l, к ф UM.

{fM (x)}, (7.3)

xY1 - 2a:j)

Значения fhi очевидным образом модифицируются в слу-
чаях, когда один из индексов равен 1 или М. Отсюда
видно, что если мы хотим проанализировать поведение
среднего количества гетерозигот 2жДг̂  в какой-либо суб-
популяции с помощью (2.1), то для получения замкнутой
системы дифференциальных уравнений необходимо еще
включить функции вида xkXj, k,l = 1,М.

Каждую из таких функций можно рассматривать как
Ш)-ю координату вектора х* ® хл. Напомним, что кроне-
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керовское произведение векторов х,- и
матриц А и В) определяется как

(в общем случае

ф )

Я 3 1 В • (7-4)

У вектора х( ® Xj в дальнейшем удобно индексировать ко-
ординаты не одним, а двумя номерами, чтобы сразу был
ясен их вид. Если переписать уравнения (7.3) для раз-
личных значений к и I в векторно-матричном виде с ле-
вой частью _ Et {2xi ® Xj}, то матрица коэффициентов

dt
имеет, грубо говоря, трехдиагональный вид с еще двумя
ненулевыми диагоналями, сдвинутыми от главной на М
элементов в обе стороны. Это наводит на мысль о ее
специальной структуре, и, действительно, непосредствен-
ной проверкой можно убедиться, что (7.3) соответствует
матрица коэффициентов

- ^ В , где А = 4,1, (7-5)

WrriijW определена в (7.2), Е — единичная матрица размер-
ности МХМ, а В — диагональная матрица размерности
М2 X М2 с нулями и единицами на главной диагонали.
Если эту диагональ представить как кронекеровское про-
изведение двух Ж-мерных векторов и нумеровать ее ко-
ординаты двумя индексами (соответствующими номеру
координаты первого и второго векторов кронекеровского
произведения), то единицам отвечают индексы вида (£, г),

Запись (7.5) показывает, что матрица коэффициентов
системы (7.3) представляет собой возмущение матрицы А
добавком — В/(2Л0 и при достаточно больших ./V влияние
возмущения можно учесть с помощью первых членов со-
ответствующих разложений для собственных чисел и век-
торов. Для определения этих членов нужно знать соб-
ственные числа и векторы матрицы А, которые, оказы-
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вается, просто выражаются через соответствующие харак-
теристики миграционной матрицы 11лгу11 в (7.2). Напом-
ним, что если известны собственные числа и векторы
(h, y j и {[ij, Zj} двух матриц, то {Я4|%} представляют со-
бой собственные числа кронекеровского произведения этих
матриц, которым соответствуют собственные векторы вида
{y,®Zj}, Поскольку у единичной матрицы любой вектор
является собственным, отвечающим числу единица, то
легко видеть, что собственными числами Я« и векторами
е« матрицы А будут

U = h + А,,, е« = е, ® еЛ Г, / = 1, И, (7.6)

где {Я;, e j — числа и векторы матрицы ПтгауН:

s-^ —1),

COS cos ' h
i = O,M-1. (7.7)

Отсюда ясно, что наибольшим, собственным числом Яоо
матрицы А будет нуль (и при достаточно малых возму-
щениях ему будет соответствовать наибольшее собствен-
ное число матрицы А — ВЛ2Л0). Соответствующим правым
(и левым) собственным вектором будет

Поэтому первым приближением для (асимптотической)
скорости достижения гомозиготности при изоляции рас-
стоянием будет согласно (6.4)

1 1 (еоо'Веоо) 1_М_ 1_ п я ч

~" 2N | в is 2N м*

Здесь норма вектора I... I определяется как корень из его
скалярного квадрата п фигурирует в формуле (7.8), по-
скольку нормировка скалярных произведений левых и
правых собственных векторов, в отличие от предполо-
жений в (6.4), отсутствует. Таким образом, в первом
приближении подразделешюсть популяции не модифици-
рует скорость достижения гомозиготности по сравнеппю
со случаем папмиксии в популяции того же самого раз-
мера MN.
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Поскольку правые и левые собственные векторы мат-
рицы А в силу ее симметрии одни и те же, то (с учетом
нормировки) вторым приближением для наибольшего соб-
ственного числа А — ВА2Л0 будет согласно (6.9)

2MN ' \2N) ** l e I 2 I P ! 2 a
4 ' i . i = 0 I e o o l I e i j | ( A o

Заметим, что е00 есть вектор из единиц размерности М1,
откуда

|е„„|2 = М\ е« = е< ® в,, | е у | 2 = (е,- ® е,-)г(е4 ® е;).

Используя свойство кронекеровского произведения (в об-
щем случае для произвольных матриц А, В, С, D: (А ®
® B ) ( C ® D ) = A C ® B D , если произведения АС и BD су-
ществуют), получаем

1е«12 = (е,, e«Kej, ер.

Наконец, поскольку при умножении некоторого век-
тора слева на матрицу В его координаты с индексами
(к, к), к = 1, М, остаются неизменными, а остальные
обращаются в нуль, то умножение этого результата сле-
ва на вектор из единиц е00 эквивалентно суммированию
полученных координат произведения. В итоге имеем
(е<(к) — к-я координата вектора et)

м
(е00, Веу) = 2 в{ (к) <?,• (к) = бу | е{ |

2

в силу ортогональности векторов е,- и е;- в (7.7). Поэтому
из (7.9) после упрощений получаем, что

М-1

^ + ^ l ^ (7Л0)

и скорость достижения гомозиготности при изоляции рас-
стоянием будет все-таки меньше, чем в равной по величи-
не ианмиктической популяции.

В случае двумерного расположения субпопуляций на
плоскости (схематично — на двумерной решетке размера
Mi X Мг) будем предполагать, что характер обмена ми-
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грантами по направлению г-й координатной оси осуще-
ствляется в соответствии с описанной моделью одномер-
ных миграций среди М{ субпопуляций с интенсивностью
mt, i = 1, 2. Нумеровать субпопуляции будем с помощью
двух индексов, соответствующих их положению в проек-
ции на каждую из осей (рис. 39). Пусть р\1 есть концент-
рация Г-ГО аллеля в {к1)-й субпопуляции (к = 1, Мй
1=1, Мг). Тогда коэффициент сноса по координате Pi1

в диффузионной модели будет равен сумме сносов по

Рис. 39. Схема двумерных миграций в модели изоляции рассто-
янием.

каждой из осей вида (7.1) и вектор сноса из-за внутрен-
них миграций для концентраций i-ш гаметы, как легко
проверить, можно записать в виде

Мг (р) = (Е2 ® || mb || + | т% || ® E j P i - || my|| р ь (7.11)

где Е,- — единичная матрица размерности Мг X Ми

\т%\— миграционная матрица MhXMk вида (7.2) с ин-
тенсивностью миграций тк, а р ( - вектор концентраций
i-й гаметы среди субпопуляций. Для случая Mi = 2 и
Мг = 3 миграционная матрица НлгвИ в (7.11) имеет
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следующий вид:

(11)

(21)

(12)

(22)

(13)

(23)

(11)
т

т1

т%

0

0

(21)

т1

т

0

(12)

0

та

тг

т2

0

(22)

0

1

ТО

0

(13)

0

т 2

0

да

(23)

0

т 2

т

где т = •— т1 —• т%.
Матрица диффузии процесса генного дрейфа для дву-

мерной модели по-прежнему имеет блочно-диагональный
характер с диагональными блоками, соответствующими
дрейфу в отдельных субпопуляциях. При изучении дрей-
фа по одному аутосомному локусу с п аллелями произво-
дящий оператор определяется такой блочно-диагональной
матрицей диффузии и сносом типа (7.11).

Если исследовать поведение гетерозиготности в дву-
мерной модели с помощью уравнения (2.1), то для полу-
чения замкнутой системы дифференциальных уравнений
следует рассматривать функции вида 1x\lxfr (в случае
к = т и I = г они определяют долю гетерозигот с аллеля-
ми АГ и А, в (к 1)-ж субпопуляции с текущими концентра-
циями аллелей х\1 и xfT соответственно). При этом мат-
рица получаемой линейной системы имеет вид (7.5), где
llm.jll определена в (7.11). Система не изменится, если
вместо гетерозигот с аллелями Л,- и А, рассматривать их
всевозможные типы; поэтому дальнейшие выводы спра-
ведливы в отношении поведения общей гетерозиготности
популяции. Собственные числа и векторы ПтгеуИ выража-
ются через известные (7.6), (7.7) характеристики матриц
|mjj| | и fffiijl вида (7.2). Поэтому отличными от нуля
собственными числами матрицы миграций в (7.11) будут

! = —2m1(l — cos- М,
j-2m 2 ( l •cos

(/ - 1)

(7.12)
i = \,M* j=l,M2; (i,/) =#(1,1).

Аналогичные проведенным выше (для одномерного слу-
чая) рассуждения (они справедливы, в сущности, для об-
щего случая симметричных миграций, рассматриваемого
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далее) показывают, что второе приближение для скорости
достижения гомозиготности определяется по формуле

л 1 , 1 у у 1
Amax ~ 2MiMiN + Ш2М2Л* £ , £ _ 2Ху ' (7.13)

(*,/)# (1,1),

где Хц даны в (7.12). Заметим, что формулы (7.9) и (7.13)
точны при не слишком больших значениях М {Mi и М2),
поскольку в противном случае знаменатели этих выраже-
ний могут быть близки к нулю. Для случая произвольной
размерности I расположения субпопуляций в модели изо-
ляции расстоянием

, \ 1 1

I - C Q B " V A ) T
(7-14)

где JVT = JV J J Mi есть общий размер подразделений
г = 1

популяции.

§ 8. Особенности процесса генного дрейфа
в подразделенной популяции с общим

характером миграций

Теперь рассмотрим систему М элементарных субпопу-
ляций, суммарный размер которых NT постоянен во вре-
мени, как и их численности (быть может, отличающиеся
между собой). Диффузионный процесс, описывающий из-
менения концентраций гамет в субпопуляциях, имеет
блоч но-диагональную матрицу диффузии и вектор сноса,
определяемый матрицей миграций \\ml}\\. Ее элементы ин-
терпретируются как относительные интенсивности вкла-
дов мигрантов из i-й субпопуляции в ;-ю (в дискретной
версии элементу т^, i Ф /, соответствует доля мигрантов
из г-н субпопуляции среди особей /-й). Коэффициент сно-
са по координате Pi — частоте i-и гаметы в к-ш суопопу-
ляции — определяется как приращение Pi в результате
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внутренних миграции:
• м / м

М* (р) = 2 mjhpl

— \\\mij\\ Pi/ki ("-I/

где Pi — вектор частот г-й гаметы среди субпопуляций,
Hmyll — миграционная матрица, диагональные элементы
которой определим как

„. "V «, • "л 5Гг /о о\

Поэтому сумма элементов Нтге̂Н в каждом из столбцов
на нулю (WmtjW — непрерывный аналог так называемой
обратной матрицы миграций дискретной модели, соответ-
ствующей изменению численностей субпопуляций при об-
ращении направления времени).

Модель можно изучать в двух вариантах. В первом
численности субпопуляций постоянны за счет достижения
миграционного равновесия. При этом вектор численностей
{N(} является (правым) собственным для llwiyll, отвечаю-
щим % = 0. В другом варианте постоянство численностей
достигается не за счет миграций, а в результате быстрого
регулирования какими-то другими (например экологиче-
скими) механизмами.

Предположим, что мы изучаем генетическую структуру
популяции в отношении одного аутосомного локуса с п
аллелями. В этом случае снос полностью определен фор-
мулой (8.1). Сначала рассмотрим случай равенства чис-
ленностей субпопуляций N. Для изучения поведения ге-
терозиготности введем систему функций {2ж^]], верхний
индекс концентраций аллелей [х\] относится к номеру
субпопуляции, нижний — аллеля, при к = Z функции оп-
ределяют долю гетерозигот с аллелями А{ и А} в к-й суб;
популяции с текущими концентрациями аллелей{х{}.
В виде вектора эту систему функций можно записать как
2х4 ® X]. Для изучения поведения математического ожида-
ния вектора 2х{ ® х,- используем уравнение (2.1). Заме-
тим, что

\ = - 5F Х*Х3 + 4 ( 1 mi} fx})t + 4 ( | rriij f Xi)ft, (8.3)
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поскольку s4-%3 = Mji(x). Непосредственно проверяется,
что из (2.1) и (8.3) вытекает следующая векторно-мат-
ричная форма записи системы уравнений для Е{{2х{ ®х ;):

£tEt{2xi®xi}=(A-±B))Et{2xi®Xi}, (8.4)
где

а В, как и ранее,— диагональная матрица размерности
М2 X ЛР с нулями и единицами на главной диагонали,
причем единицам соответствуют при умножении на х, ® х,-
координаты TnnaXjXj, к = \,М. Это линейное однородное
уравнение с матрицей коэффициентов А, возмущенной
добавком — В/(2Л0. При достаточно большом N влияние
возмущения можно учесть с помощью первых членов со-
ответствующих разложений по степеням 1Д2Л0.

Напомним, что у матрицы Нто̂Н сумма (неотрицатель-
ных при i Ф /) элементов по любому столбцу согласно
(8.2) равна нулю. Поэтому ее отвечающим X = 0 левым
собственным вектором будет 1 0 = е = (1, 1, . . . , 1 ) . По
теореме Гершгорина собственные числа X матрицы Нлг̂И
удовлетворяют неравенству

м
' | г о н - Л | < Ц \тц\, t = l,M.

3=1

Учитывая неотрицательность элементов тн при i Ф / и
равенство

м
— та = 2 тП = «i > О,

3 = 1

это неравенство запишется в виде

a,, i = 1, М.

Отсюда видно, что действительные части всех собствен-
ных чисел неположительны. Из соображений грубости мо-
дели (т. е. требования малых изменений ее свойств при
малых изменениях параметров) положим, что собственное
число X — 0 единственно. Обозначим через г0 правый соб-
ственный вектор llwiijli, отвечающий значению нуль. Если
llffioll сложить с матрицей аЕ, где а > at, i = 1, М, то сум-
ма будет неотрицательной матрицей, собственные векто-
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ры которой совпадают с векторами 11/гей11. По теореме Пер-
рона — Фробениуса вектор г0 можно выбрать таким, что
все его координаты будут неотрицательными. Наиболь-
шим собственным числом Я0о матрицы А в (8.3) будет
нуль, и соответствующие левые и правые собственные век-
торы равны Lo = г0 ® Го и Ro = 10 ® 10. При достаточно
больших N возмущенное значение Яоо по-прежнему будет
наибольшим собственным числом для А—B/(2iV) и в пер-
вом приближении

1 (BR0, Ч) _ t
max~ ™~¥^4~~™

Здесь мы учли, что если нумеровать координаты Lo =
= r0 ® Го двумя индексами, то ввиду равенства всех ком-
понент вектора Ro единице

м м
(BR0, Lo) = - ~У\Ь0(1, i) =

м м
V т. a i\ — V

M

. г=1

В силу выбора вектора г0 значения всех ro(i) можно считать

неотрицательными (как и значения с\ = г0 (ш У r0 (i)
/•1=1

м
О ч е в и д н о , ч т о 2 сг— 1. Н е с л о ж н о п о к а з а т ь , ч т о п р и э т и х

%~ м
ограничениях величина 2 с ь фигурирующая в (8.5), мак-
симальна при равенстве всех с,- значению ИМ. Это за-
ведомо выполняется при симметричности матрицы мигра-
ций 11яга11, когда г0 = 1 0(=е). Поэтому первым приближе-
нием для скорости достижения гомозиготности Хтах при
симметричных миграциях будет — 1/(2МЛ0, т. е. значение
скорости в панмиктической неподразделенной популяции
такой же численности. При отсутствии симметрии мигра-
ций гомозиготность асимптотически достигается в общем
случае медленнее, чем при симметрии.

Если мы хотим получить второе приближение для наи-
большего собственного числа матрицы А — В/(2Ю в (8.4),
определяющее асимптотическую скорость достижения
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гоыозиготности, то нужно знать спектральное разложение
||»гв11. Наиболее просто соответствующая формула выгля-
дит в случае симметричности миграций. При этом правые
и левые собственные векторы {ej совпадают, они ортого-
нальны, если отвечают различным собственным значени-
ям Л;. Когда кратность некоторого собственного числа
больше единицы, соответствующие собственные векторы
можно также выбрать ортогональными. В этом случае
второе приближение выглядит особенно просто. Согласно
(6.9), обозначив через Е у вектор е; ® е,-, с учетом норми-
ровки имеем (Еоо = ei ® et)

V
(2Nf ^ (Еоо' Еоо) (ЕУ' Еу) (>.оа - hi)'

,1). (8.6)

Поскольку Лоо = 0; Ео о — вектор из единиц размерности
Мг при любой матрице Ия?.(3-И; k{j = kt + %], то в силу вы-
бора собственных векторов НтеуН ортогональными
(ВЕу, Еоо) = бу(е,-, е4) и после преобразований (8.6), ана-
логичных сделанным при анализе (7.9), получим

м
1 /V

(8.7)

2N /v г
 \2NJ /V

При этом значения некоторых к( могут совпадать. По-
скольку пуль — наибольшее собственное число ll/reyll, зна-
чения /»,, i = 2, М, в (8.7) отрицательны. Отсюда следует,
что асимптотическая скорость достижения гомозиготности
в подразделенной популяции меньше, чем в панмиктиче-
скоц такого же размера.

Эти результаты просто модифицируются на случай не-
равных размеров субпопуляций N{. При этом возмущение
(В) матрицы А имеет вид диагональной матрицы, отлич-
ные от нуля элементы которой равны — l/(2/VJ (на месте
к-& 1ю порядку единицы матрицы В). Отсюда в первом
приближении для симметричных миграций, когда 10 = г0 =
= е = (1. ..., 1)т,

м

ч _ v __J L_ <- L_ - _ _J_
^ *~- 2MN
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2 Ni x I M — средняя гармоническая для

{N{), которая, как известно, не превосходит среднюю
арифметическую Лг. Таким образом, вариабельность чис-
ленностей субпопуляций при постоянстве их суммарного
размера способствует быстрейшему достижению гомози-
готности. При вычислении второго приближения в фор-
муле вместо ВЛ2Л0 следует подставлять В.

Возможность неравных численностей субпопуляций
при симметричных миграциях допустима при гипотезе
поддержания постоянства размеров механизмами, отлич-
ными от миграционных. В случае миграционного равно-
весия собственный вектор г0 пропорционален вектору чис-
ленностей {Nil. Поэтому и при несимметричных мигра-
циях в этом случае согласно (6.4) в первом приближении
нет отличия от результата для панмиксии (LoaU, D ~

м

Из отрицательности Я т а х для матрицы А + В ясно, что
количество гетерозигот в совокупности субпопуляций эк-
споненциально сходится к нулю.

При этом, несмотря па различия в динамике, общее
среднее количество гетерозигот на траектории в процессе
достижения гомозиготности для любого характера мигра-
ций оказывается таким же (например, при отсутствии
первоначальной генетической дифференциации субпопу-
ляций), как п в случае паимиксии. Для доказательства
этого применим уравнение (2.1) к функции 2xtXj, где
черта над символом означает усреднение по субпопуля-
циям (численности Nk которых не будем предполагать
равными). Например,

ft /л л

есть (средняя) концентрация г-го аллеля в системе общей

••91



численности NT = 2 Nk. Очевидно,

= - _ ^ { t f i y } , (8-8)

где Я{7- — 2 2xiXj'Nk/NT— доля гетерозигот в системе.

При записи сноса использовалось (8.1), и при гипотезе
миграционной равновесности численностей суммирование
координат (\\тцШ)к даст нуль, так как вектор N r =
= (Ari, ..., NM) является собственным для l!m«ll с Я = 0.
Интегрируя обе части (8.8) по t от нуля до бесконечности
и учитывая, что E0o{2xixj} — 0 в силу предельной гомози-
готности популяции, получаем

Et {Ну} dt= 2MNH?th (8.9)
о

где Hij = 2pip у, р{ — начальная концентрация г-го ал-
леля в системе. В случае, например, отсутствия в на-
чальный момент генетической дивергенции субпопуляций
_ м

Н*ц = Н% = 2 2ph

iP)NhlNT и (8.9) совпадает с (11.7.7),

т. е. со случаем панмиксии.
Однако среднее время достижения гомозиготности в

подразделепной популяции будет больше, чем в панмик-
тической того же самого размера, на величину, равную
среднему значению эмпирического коэффициента инбри-
динга по всей траектории. Для простоты предположим,
что размеры субпопуляций равны. Напомним, что значе-
ние эмпирического коэффициента инбридинга Ft по г-му
аллелю, имеющему концентрацию pi в к-ii субпопуляцин,
монаю определить из формулы Валунда (1.1). Так как
количество гетерозигот с i-м аллелем при панмиксии рав-
но 2/7,(1 — р,-), а в случае коэффициента инбридинга —
F , - - 2 ^ ( 1 - 1 ^ ( 1 - ^ ) , то из (1.1) следуетД = / ^ ( 1 - ; 7 г К
Поэтод-iy средний по аллелям коэффициент инбридинга F
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можно наши как

F = 2P*F*=/£TI=>0' ( 8 Л 0 )

Математическое ожидание времени достижения гомо-
зиготностн ТЧр) удовлетворяет уравнению («s^f)(p) = — 1,
причем при пулевой концентрации одного из аллелей Т
должно обращаться в среднее время достижения гомози-
готности по локусу с п — 1 аллелями. В случае панмиксии
уравнению удовлетворяет функция Т (р) = — 4MN X

п

X 2 (l — Pi) l n ( l — Pi). Найдем значение Gs^fHp) при

подразделенности. Для этого заметим, что производные
дТ/др\ не зависят от верхнего индекса и при суммиро-
вании по А: дадут нуль при любом i, поскольку 2 М\ъ =

к
= (Л^, . . ., Л гм) г | | '?гц|| гРг = 0 — вектор Ши ..., /VM) при
гипотезе миграционного равновесия, собственный для
Н/и.у1!, отвечающий к = 0. Поэтому можно ограничиться в
«s$ только членами, включающими вторые производные.
Далее, используя (1.1), находим

^
Для зависимого аллеля Ап

м [_ UIN (1 - р„) In (1 - р„)] =

1 — п - ^ • " 4,VW2 ' ' 1 — Рп "
1 lJni,j=ili=i *ЛЛ1 in

13 итоге, учитывая равенство D(l—pn)~Dnn (8.10), сул-
лшруя чо нсем слагаемым в Т, получаем

~J = ~ j ^ Ji(l>)> (8Л1)

Значит, в терминах штрафа на траекториях функцию
J4p) можно представить как математическое ожидание
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штрафа, равного единице в каждой внутренней точке
фазового пространства (т. е. среднее время достижения
гомозиготности Т(р)), плюс отрицательное среднее значе-
ние штрафа —F(p). Следовательно,

о
Если рассматривать генный дрейф в подразделенной

популяции в отношении двух локусов, то представляет
интерес среднее значение ковариации аллелей различных
локусов (показателя неравновесиости по сцеплению) в
процессе достижения генетической однородности. В пре-
деле при t -*• °° неравновесность для любой пары аллелей
будет равна нулю, поскольку концентрация гаметы, не-
сущей эти аллели, и произведение концентраций аллелей
в гомозиготной по обоим локусам популяции одновремен-
но равны нулю и единице. Оказывается, значение инте-
гральной средней по субпопуляциям неравновесности при
подразделенности и произвольном характере миграций
совпадает со значением для панмиктической популяции
такого же размера, если в начальный момент времени
D\h = Щг> Г Д е

T

Nk — численность к-ш из субпопуляций, которые не пред-
полагаются равными. Используя (2.1), получим

-T + r)Et{Dhh), (8.12)

поскольку ^Pi j j 2 =— rDi^ , а при гипотезе миграционного

равновесия числепностей
1 j 2 ^ ^ /

h

= Di^JN-г. Здесь мы учли, что вклад сноса из-за ми-
граций будет, как и в уравнении (8.8), нулевым, так как
вектор численностей субпопуляций является собственным
для матрицы миграций с к = 0 при гипотезе о миграцион-
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ной равновесности численностей. Интегрируя обе части
(8.12^ по t от нуля до бесконечности и учитывая, что
Еоа {Di^ = 0, находим

^Wrt-rTW^V ( 8 Л З )

о
Еще раз подчеркнем, что D^^ при подразделенности яв-
ляется не ковариацией аллелей в гаметах системы (оп-
ределяемой Di-^iji a средпей ковариацией на субпо-
пу ляцпю.

Поскольку компоненты сноса из-за внутренних мигра-
ций не дают вклада в

Очевидно, Ех \х^2] равно вероятности Ui^2 фиксации
гаметы Г*^. Интегрируя (8.14) от нуля до бесконечности
и используя (8.13), получаем

что соответствует результату для панмиктическои попу-
ляции.

Совпадает с панмиктическим случаем и вероятность
фиксации, например, г-го аллеля некоторого локуса, по-
скольку эта вероятность равна Eoixi), а применение (2.1)
дает при миграционном равновесии

± (8.16)

что совпадает с (11.7.1) при панмиксии.
Для двухаллельного случая аддитивного отбора Т. Ма-

руяма получил более сильные результаты, хотя его под-
ход, к сожалению, не обобщается на ситуацию с множе-
ственными аллелями. Сначала рассмотрим папмиктиче-
скую популяцию с постоянным селективным преимуще-
ством одпого из аллелей s. Размер популяции равен N.
В этом случае изменение генной концентрации х описы-
вается диффузионным процессом с коэффициентом диф-
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фузии р{1 — p)/(2N) и сноса sp(l — p). Производя случай-
ную замену времени (см. (10.7.5), (10.7.6)) x'it, со) =
= pil — p)/(2N), получаем диффузионный процесс с произ-
водящим оператором

& = d*/dp2 + 2Nsd/dp. (8.17)

Новое время т пропорционально доле гетерозигот в
популяции, и среднее время поглощения, а также его бо-
лее высокие моменты равны моментам интегральной сред-
ней гетерозиготности в процессе дрейфа до фиксации од-
ного из аллелей. Поскольку замена времени не меняет
траекторий процесса, вероятности фиксации аллелей мож-
но находить с помощью (8.17).

Теперь предположим, что рассматривается подразде-
ленная популяция постоянного во времени размера NT,
состоящая из субпопуляций, численности которых Nt,k п
интенсивность миграционных связей могут детерминист-
ски изменяться во времени. Аддитивный отбор с общим
коэффициентом s и случайное скрещивание в субпопуля-
циях независимы. В этом случае матрица коэффициентов
диффузии диагональна с элементами xh(l — xh)/(2Nt,t),
а коэффициенты сноса равны sxh{l — х"). Сделаем случай-
ную замену времени

х' (i,co) - У xk (1 - хк) NUJ(2N%) = H/(2NT), (8.18)

где Н — доля гетерозигот во всей популяции. В резуль-
тате этого коэффициенты диффузии и сноса в новом вре-
мени будут отличаться от прежних сомножителем 2NT/H.
Теперь сделаем (вырожденную) замену переменных, по-
ложив х = 2 х Nt й/А''т- Оказывается, поведение х описы-

k

вается однородным диффузионным процессом (в отличие
от неоднородного исходного процесса), коэффициенты ко-
торого определяются по формулам (10.7.4):

2NT

(8.19)

поскольку вклад внутренних миграций не должен из-
менять количество аллелей во всей популяции. Коэффи-
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циент диффузии будет равен

2N Ы — —

Таким образом, производящий оператор для диффузион-
ного процесса изменений средней концентрации, если вре-
мя измерять гетерозиготностью популяции, имеет такой
же вид (8.17), как и в подразделенной популяции той
же численности NT. Поэтому, в частности, вероятности
фиксации аллелей и все моменты относительно количе-
ства гетерозигот до момента поглощения не зависят от
характера подразделенности популяции и совпадают со
значениями для случая панмиксии. Благодаря простоте
оператора (8.17), определяющего винеровский процесс с
постоянным сносом, для этих показателей несложно вы-
писать явные выражения. В частности, вероятность фик-
сации аллеля с селективным преимуществом s равна, как
и в (12.2.11), (1 - e-iNs*)/(l - e~iNs).
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divided population.—Evolution, 1965, 19, № 2, p. 256—258;
N e i M., Li W. - H. Linkage disequilibrium in subdivided po-
pulations.—Genetics, 1973, 75, № 1, p. 213—219.
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деленной популяции.— В кн.: Применение статистических ме-
тодов в задачах популяционной генетики, М., МГУ, 1975,
вып. 49, с. 69—73,
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П а с е к о в В. П. Влияние генного дрейфа на динамику ге-
нетической и фенотипической изменчивости в подразделенных
популяциях. — В кн.: Математические модели в экологии и ге-
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M a r u y a m a T. Rate of decrease ol genetic variability in a
subdivided population.—Biometrika, 1970, 57, № 2, p. 299—311.

Им же изучались различные аспекты протекания генетических про-
цессов в различных моделях подразделенности, обзор результа-
тов и библиография приведены в книге:

M a r u y a m a T. Stochastic Problems in Population Gene-
tics.— Berlin: Springer-Verlag, 1977.
В частности, в указанной книге показана инвариантность сред-

него интегрального количества гетерозигот при подразделенности,
в том числе и при аддитивном отборе.

С введепием в методы теории возмущений можно познако-
миться по книгам:

Ф а д д е е в Д. К., Ф а д д е е в а В. Н. Вычислительные ме-
тоды линейной алгебры.— М.: Физматгиз, 1960,

где рассматривается первое приближение для собственных векто-
ров и чисел возмущенной матрицы;

Л а н к а с т е р П. Теория матриц.— М.: Наука, 1973,
где можно пайти более полное изложение.



ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Заканчивая эту книгу, мы бы хотели предупредить
читателя, что, интересуясь в основном эволюционными ас-
пектами, мы вынуждены были оставить за ее пределами
многие другие главы генетики, куда математические мето-
ды проникли достаточно широко. С другой стороны, даже
в областях, которые мы затронули, в последнее время по-
явились новые интересные идеи и новые задачи. Обо всем
этом необходимо сказать хотя бы несколько слов.

Например, мы не затронули такое классическое на-
правление, как генетика количественных признаков, по-
знакомиться с которой можно по двум дополняющим друг
друга книгам О. Кемптхорна *) и Д. Фолкнера **) . Эта об-
ласть генетики имеет важное значение не только в при-
кладных исследованиях, связанных преимущественно с
проблемами искусственной селекции, но и при изучении
эволюции, поскольку отбор, как правило, происходит по
сложным морфологическим признакам, определяемым ге-
нами многих локусов (эти комплексы генов часто называ-
ют полигенами).

Поэтому приспособленности, которые в количественной
теории эволюции являются основными характеристиками
отбора, зависят от сложной комбинаторики многих локу-
сов и аллелей, вклад которых в общую приспособленность
генотипа вряд ли можно считать аддитивным и незави-
симым.

Здесь есть и другая трудность. Наше описание эволю-
ции популяции как эволюции генных или генотипических
частот основывается на предположении, что число различ-
ных генов или различных генотипов в популяции не очень
велико по сравнению с числом особей, поскольку лишь

*) K e m p t h o r n e O . An Introduction to Genetic Statistics.—
New York: Wiley, 1975.

**) F a l c o n e r D. S. Introduction to Quantitative Genetics.—
Edinburgh and London: Oliver and Boyd, 1964.
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тогда имеет смысл говорить о частотах этих групп. На са-
мом деле уже простая комбинаторная оценка числа раз-
личных генотипов для системы из it локусов, в каждом
из которых ген может находиться в двух состояниях (это
число равно 3"), показывает, что для реальных ситуа-
ций Ы ~ 103 -Г- Ю7) наиболее вероятным состоянием по-
пуляции является состояние, когда в ней практически
невозможно найти пару особей с одинаковыми генотипа-
ми. Поэтому, чтобы спасти теорию, необходимо было «ог-
рубить» реальную ситуацию и считать одинаковыми хотя
и разные генотипы, но различающиеся не очень сильно —
главное, чтобы это различие не возрастало в процессе
эволюции.

Выделение таких генотипических групп с достаточно
простыми законами наследования делается до известной
степени произвольно — выделяется один или два приз-
нака, контролируемые одним или двумя локусамп, и за-
тем считается, что основное давление отбора связано
именно с этими признаками. Если теперь мы будем уве-
личивать число признаков (и, соответственно, число локу-
сов), то сложность описания возрастает экспоненциаль-
но, наступает «проклятие размерности», и задача ста-
новится практически неанализируемой.

Конечно, здесь сразу возникает идея о статистиче-
ском, «термодинамическом» описании, но как это сделать,
в настоящее время не ясно. Существующие подходы •—
описание состояния популяции через динамику средней
приспособленности, генной дисперсии и других моментов
распределения генных частот (или моментов распределе-
ния количественных признаков) — приводят к тому, что
мы вынуждены пренебречь законами наследования, их
сложной комбинаторикой, заменяя их новыми феноме-
нологическими понятиями — наследуемостью и т. п.

До сих пор еще далека от завершения проблема опре-
деления приспособленностей генотипов даже в простей-
ших генетических ситуациях. Дело в том, что давление
отбора, задаваемое приспособленностями, зависит не толь-
ко от внешней среды, но также и от внутренней среды,
т. е. от самой генетической структуры популяции. С мо-
дельной точки зрения это означает, например, зависи-
мость приспособлениостей от частот аллелей, гамет и ге-
нотипов. Так что широко используемое в нашей книге
предположение о постоянстве приспособлепностей являет-
ся своего рода первым приближением реальной ситуации.
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Другая трудность, связанная с определением приспо-
собленности, состоит, грубо говоря, в «неодномерности»
этого показателя. В реальной природе эволюция популя-
ции тесно связана с эволюцией ее возрастной структуры.
Естественно, что давление отбора на генотип существенно
зависит от его возраста, от возраста зависит его смерт-
ность и плодовитость в значительной степени также опре-
деляется возрастами скрещивающихся особей. Допущения
об аддитивном или мультипликативном характере плодо-
витости, широко используемые нами, конечно, математи-
чески удобны, но вряд ли такие варианты широко рас-
пространены в природе. Но, с другой стороны, учет воз-
растной структуры (даже в простейшем случае одного ло-
куса) приводит к принципиально новым и очень сложным
математическим моделям, техника анализа которых совер-
шенно не развита. Любые шаги в этом направлении не
только полезны, но и интересны как с математической,
так и с генетической точек зрения.

Эволюция, кроме приспособленностей, зависит и от
других параметров (коэффициенты миграции, рекомбина-
ции и т. п.), которые в наших моделях также считаются
внешними, не зависящими от самой эволюции. Однако
эти параметры могут быть генетически детерминирован-
ными и сами эволюционируют, т. е. имеет место коэво-
люция показателей миграции, рекомбинации, скоростей
мутации и генетической структуры популяции. По-види-
мому, должен существовать какой-то разумный баланс
между этими процессами, например, между генетически
детерминируемой скоростью появления новых мутаций *),
снижающих в среднем приспособленность популяции, и
скоростью изменения среды, требующей перестройки ее
генетической структуры, без чего невозможна «подгонка»,
приспособление к новым условиям. То же самое можно
сказать и об интенсивности рекомбинаций, которая долж-
на соответствовать скорости разрушения старых и созда-
ния новых адаптивных комплексов (полигенов или супер-
генов).

Очень важной и интересной проблемой, которая оста-
лась за пределами нашей книга, является проблема про-
верки гипотез о характере эволюционного процесса на

*) К i m u г а М. On the evolutionary adjustment of spontane-
ous mutation rates.— Genetical Research, 1967, 9, № 1, p. 25—34;

L e i g h E. G. The evolution of mutation rates.— Genetics Supp
1973, 73, № 1, p. 1—18.
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конкретных экспериментальных данных, например, дан-
ных по биохимическим полиморфизмам в природных по-
пуляциях. Соответствующая техника количественного
анализа отличается от традиционной большим развитием
вероятностно-статистических методов.

Выяснилось, что для объяснения картины наблюдае-
мых полиморфизмов вовсе не обязательно наличие отбора
по всем соответствующим локусам. Другими словами, мож-
но говорить о преимущественно нейтральном типе генети-
ческой изменчивости (так называемая «недарвиновская»
эволюция). Это вызвало появление целого неклассическо-
го направления *) в современной эволюционной теории
(М. Кимура и др.). Однако нет никаких убедительных,
соображений и для отказа от классического селекционп-
стского, «дарвиновского» объяснения полиморфности.

По нашему мнению, оба эти направления на самом де-
ле абсолютизируют одну из двух составляющих реаль-
ного эволюционного процесса. Обе эти составляющие про-
являются в реально наблюдаемых явлениях, и речь, ско-
рее всего, может идти о количественном определении
вклада каждой из них в общий эволюционный процесс.
Безусловно, развитие соответствующей статистической
техники и построение критериев нейтральности ц наличия
отбора смогут в большей степени прояснить ситуацию.

Генетическая эволюция любой популяции происходи!
не изолированно, а в комплексе с экологической эволю-
цией биологического сообщества, компонентом которого
является данная популяция. Естественно, что приспособ-
ленности генотипа зависят не только от его генетической
структуры, но п от сложной картины внутри- и межпо-
пуляциопного взаимодействия данной особи с другими
особями сообщества или экосистемы. Другими словами,,
чистой генетической эволюции не существует в природе,
а имеет место коэволюция генной структуры входящих
в сообщество популяций и его экологической структуры.

В простейшем случае это проявляется в зависимости
приспособленностей (а также и других параметров моде-
лей) от численностей популяций. Мы показали, что клас-
сические частотные модели популяционной генетики мож-

*) Экспериментальные аспекты отражены в работе:
Л е в о н т и н Р. Генетические основы эволюции.— М.: Мир,

1978. Преимущественно математические аспекты отражены в:
Е w e n s W. Mathematical Population Genetics.— Berlin — Hei-

gelberg: Springer, 1979.
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но при некоторых предположениях рассматривать как
частный случай эколого-генетических моделей с регуля-
цией общей численности. Однако учет более сложных эко-
логических регуляторных механизмов приводит, как пра-
вило, к моделям, в которых динамика численности и ген-
ных частот не разделяется, к моделям более сложным,
чем классические *). По-видимому, дальнейшее развитие
математической популяционной генетики должно идти по
пути создания нового синтеза — генетико-экологических
моделей. До недавнего времени оба эти направления —
математическая генетика и математическая экология —
развивались изолированно друг от друга. В экологических
моделях (за редким исключением) игнорировалась гене-
тическая структура популяций, а в генетических — струк-
тура внутри- и межпопуляциоыных взаимодействий.
В какой-то мере это было оправдано тем, что генетиче-
ские и экологические процессы имеют разные характер-
ные времена, и в качестве первого приближения их мож-
но было разделить. Однако сейчас нам известно уже мно-
го фактов, которые никак нельзя ни объяснить, ни
описать в рамках только экологических или только гене-
тических моделей. Например, полный ответ на вопрос:
«Может ли популяция хищника регулировать популяцию
жертв?» нельзя получить, если не учитывать процессы
взаимной адаптации хищника и жертвы. А адаптация —
это процесс, связанный с перестройкой генетической
структуры популяции. С другой стороны, известны мно-
гочисленные случаи, когда полиморфизм по окраске в
популяции жертв поддерживается за счет хищника, т. е.
на генетический механизм, определяющий соотношение
частот по-разному окрашенных генотипов, накладывается
чисто экологический механизм хищничества, когда особи
разной окраски обнаруживаются хищником с различпой
вероятностью.

Даже простейшие модели с отбором, зависящим от об-
щей плотности или численности популяции, демонстриру-
ют поведение, которое трудно было бы ожидать, оставаясь
в рамках классических частотных моделей. Например,
возникновение «хаоса» в динамике общей численности
популяции с неперекрывающимися поколениями в этом
случае вполне может привести к хаотической динамике
генотипической структуры популяции.

*) S 1 a t k i n M., S m i t h J. M. Models of coovolution.— The
Quarterly Review of Biology, 1979, 54, № 3, p. 233—263.
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К настоящему времени сделаны только первые шаги
в направлении генетико-экологического синтеза. Конечно,
сами модели при этом значительно усложняются, но зато
резко возрастает богатство их динамического поведения,
что дает нам небезосновательные надежды на объясне-
ние многих наблюдаемых в природе эволюционных яв-
лений.

И, наконец, еще одна проблема, важность которой при-
знается всеми, но заметное развитие которой можно кон-
статировать только в последние годы,— это эволюция в
пространственно распределенных популяциях. Так как
популяция любого вида занимает в пространстве некото-
рый ареал, практически у всех видов животных наблюда-
ется территориальное поведение и они мигрируют в про-
странстве, то необходимость учета пространственного рас-
пределения особей по ареалу при изучении эволюции оче-
видна, но исследование даже простейших математических
моделей пространственно распределенных популяций на-
талкивается на серьезные математические трудности.
Классический результат Фишера — Колмогорова — Пет-
ровского — Пискунова о возникновении генной волны на
одномерном однородном ареале получен для максималь-
но упрощенной генетической ситуации. Учет более слож-
ных типов наследования может привести (даже на одно-
родном ареале) к возникновению генетических «диссипа-
тнвных структур», т. е. неоднородных по пространству
устойчивых стационарных распределений генных частот.
Эти структуры пе без основания можно считать началь-
ной стадией образования новых видов. По крайней мере
они могут служить хорошей иллюстрацией феномена
«пятнистости», наблюдаемого в природе, когда в попу-
ляции, распределенной на однородном ареале, в отсутствие
видимых изоляционных барьеров существует ярко выра-
женная неоднородность генетической структуры.

При переходе к более сложным задачам эволюции по-
пуляции на двумерном (не обязательно однородном) ареа-
ле можно ожидать еще более сложных и неожиданных ди-
намических эффектов. Например, из-за неоднородности
ареала по разным направлениям здесь может появиться
дисперсия генных волн, распространяющихся с разной
скоростью. Из-за принципиальной нелинейности законов
наследования эти волны нелинейны, и для них неприме-
ним принцип суперпозиции. Поэтому они могут гасить
друг друга либо усиливать, могут даже возникать актив-
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ные центры, генерирующие эти волны и действующие ко-
нечное время.

Заканчивая нашу книгу, мы хотим подчеркнуть, что
чисто генетические проблемы порождают новые матема-
тические задачи, а их решение, в свою очередь, приводит
к возникновению новых вопросов, которые можно задать
специалистам, занимающимся конкретными проблемами
популяционной генетики и теории эволюции. В своей кни-
ге мы попытались дать более или менее упорядоченную
картину современного состояния математической популя-
ционной генетики — предоставляем судить читателю, на-
сколько нам это удалось.



КРАТКИЙ ГЕНЕТИЧЕСКИЙ СЛОВАРЬ*)

Аллели — типы гена, занимающие один и тот же локус хромо-
сомы. Иногда в качестве синонима используется термин «аллель-
ные гепы» или говорят просто «ген». Грубо говоря, аллели опре-
деляют некоторый элементарный наследственно обусловленный
признак организма (например, окраску семян гороха), подчиняю
щийся мендглевским законам наследования. Для диплоидных ор-
ганизмов, обладающих двойным набором каждого гена (но, может
быть, различными аллелями гена), имеет смысл классифициро-
вать аллели по их внешнему проявлению в фенотипе — доминант-
ность и рецессивность, сеерхдоминаптность.

Аллели множественные— когда типов данного гена более двух,
говорят о множественных аллелях.

Гамета—половая клетка. У диплоидных организмов гамета со-
держит одинарный (гаплоидный) набор генов. При оплодотворении
две гаметы сливаясь образуют зиготу, из которой развивается но-
вый организм.

Гаплоидный — термин, обозначающий организм (например, ви-
рус или бактерию) или клетку (например, половую) с одинарным
набором генов.

Гемизигота — особь, содержащая не пару аллелей, локализи-
рованных в половых хромосомах, а лишь один; в большинстве слу-
чаев самец.

Ген — определенный участок (локус) дезоксирибонуклеиновой
кислоты хромосомы, кодирующий некоторый признак организма,
например белок (структурный ген).

Генетика — область биологии, занимающаяся изучением на-
следственности и изменчивости.

Генотип — набор генов (данного локуса, группы локусов или
всего организма) особи.

Гетерозигота — диплоидная особь, обладающая двумя различ-
ными аллелями (рассматриваемого локуса).

Гомозигота — диплоидная особь, обладающая двумя одинако-
выми аллелями (рассматриваемого локуса).

*) Цель словаря — дать минимум сведений из биологии, доста-
точный для понимания в узком смысле (соответствующем задачам
книги) используемых в тексте терминов. Курсивом набраны слова,
имеющие объяснение в словаре на соответствующем по алфави-
ту месте.
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Диплоидный — термин, означающий, что данная особь (или
клетка) обладает двойным набором каждого гена. Одна половина
набора внесена отцовской гаметой, другая — материнской.

Доминантность — такое взаимодействие двух аллелей дипло-
идного организма, при котором фенотип гомозиготы (по доминант-
ному аллелю) неотличим от фенотипа гетерозиготы.

Зигота — диплоидная клетка, возникающая при слиянии от-
цовской и материнской гамет и дающая начало новому организму.

Кроссинговер — механизм перегруппировки (рекомбинации)
генов, локализованных в одной хромосоме благодаря разрывам в
одной или нескольких точках и обмену сегментами между гомоло-
гичными хромосомами. В данной книге подразумевается, что крос-
синговер происходит в мейозе при образовании гамет диплоидных
организмов.

Локус — участок хромосомы, в котором локализован рассмат-
риваемый ген.

Менделевские законы — статистические закономерности рас-
щепления потомства на различные типы в первом и втором поко-
лениях при скрещивании двух генотипически различных особей
(практически — однородных групп особей) в зависимости от числа
локусов и межаялельных взаимодействий.

Мейоз — два особых деления ядра, предшествующие образова-
нию гамет, в результате которых диплоидное число хромосом
уменьшается вдвое и гаметы характеризуются гаплоидным набо-
ром негомологичных хромосом.

Мутация — изменение генетического материала (передающе-
еся по наследству и обычно вызванное изменением структуры со-
ответствующего участка дезоксприбонуклеиновой кислоты хромо-
сомы), кодирующего некоторый признак организма.

Панмиксия — синоним случайного скрещивания, при котором
каждая особь с равной вероятностью может образовывать роди-
тельскую пару с любой другой особью (противоположного пола для
раздельнополых организмов).

Полиморфизм — одновременное наличие в популяции более од-
ного генотипа с ненулевой частотой.

Рекомбинация — процесс «перетасовки» генов при образовании
гамет, позволяющий получать новые сочетания генов в гаметах,
которые отсутствовали у родителей. В данной книге подразумева-
ется, что рекомбинация происходит исключительно в результате
кроссинговера и сегрегации.

Рецессивность — свойство аллеля некоторого локуса по отно-
шению к другому (доминантному) аллелю, заключающееся в том,
что его наличие в генотипе диплоидного организма проявляется
в фенотипе лишь у гомозиготы. Фенотип гетерозиготы не отлича-
ется от гомозиготного по доминантному аллелю.

Сверхдоминантность — такое взаимодействие двух аллелей не-
которого локуса диплоидного организма, при котором выражен-
ность кодируемого ими признака выше у гетерозиготы, чем у обе-
их гомозигот.

Сегрегация — разделение пары аллелей диплоидных организ-
мов (в общем случае — независимое разделение различных пар го-
мологичных хромосом) при образовании гаплоидных гамет в про-
цессе мейоза.

Сцепление — совместное наследование генов, локализованных
в одной хромосоме (синоним — группа сцепления) и называемых
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сцепленными. Нарушение сцепленной передачи генов по наслед
ству происходит в результате рекомбинации. Несцепленные гены
родителя оказываются в одной гамете с вероятностью 1/2 для па-
ры генов, 1/4 — для тройки и т. д.

Фенотип — свойства (признаки, характеристики) организма,
являющиеся результатом взаимодействия генов его генотипа и сре-
довых условий в процессе развития.

Хромосома — внутриядерное образование, состоящее, в основ-
ном, из белка и дезоксирибонуклеиновой кислоты, кодирующей на-
следственную информацию. Гены — участки дезоксирибонуклеино-
вой кислоты; расположены в хромосоме линейно. У диплоидных
организмов каждая хромосома имеет гомологичную (парную) ей,
содержащую те же самые локусы. Половые хромосомы связаны
с определением пола в отличие от аутосомных хромосом. Одна из
половых хромосом практически пе содержит генов.

Эпистаз — характер взаимодействия неаллельных генов, при-
водящий, грубо говоря, к тому, что фенотип организма с заданным
генотипом не является простой «суммой» фенотипов, соответству-
ющих генотипам по каждому локусу в отдельности.



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Адаптивная топография 120, 295.
418

Адаптивный ландшафт (динамиче-
ский ландшафт) 417, 418, 435, 436

Аддитивная генная дисперсия 118
Аллели 22, 250, 499
— множественные 114, 170, 255, 499

, полиморфизм 115, 116, 134,
140

Аппроксимация разностных урав-
нений дифференциальными 256.
271, 283, 285. 286

— , ошибка ее 74, 75
Ареал 16

Быстрые и медленные переменные
69, 110, 211, 261, 262, 272, 290

Вероятности поглощения 319
— фиксации, связь со средним дав-

лением отбора 400
Возмущения диффузионные (детер-

министских моделей) 316, 317, 417
• , свойства стационарной плот-

ности 414, 416, 432
— матриц 476

, собственные числа 477, 478
Возраст аллеля 380
Возрастные распределения 29
Волны жизни 18, 19

Гаметы 24, 250, 499
— двулокусные 252, 253, 388, 389
— однолокусные 251
— трехлокусные 265
— (-локусные 265
— V- и У-локусные 264, 267
Гаплоидный набор 22, 499
Ген 22, 499
— аутосомный 151

полиаллельный 44
— доминантный 26, 500
— рецессивный 26, 500
— сцепленный с полом 151, 160, 170
Генетика 499
— математическая 9, 12, 14
— популяционная 11, 12
Генные волны 225—227
Генотип 29, 251, 499
Гетерозиготы 25, 499
Гомозиготы 25, 499
Границы (в диффузионных моде-

лях) 329—331

Динамический ландшафт 341
Диплоидный набор 22, 500
Диффузионная аппроксимация 326,

328
— неустойчивость 221, 223, 224
— устойчивость 221, 223, 224
Диффузионные процессы 316, 317
— —, вероятности утери и фикса-

ции 405
замена времени 338
— состояний 337
классификация границ 329
коэффициенты диффузии 321,

332'
— сноса 321, 332
производящий оператор 321

— —, (соответствующая) детерми-
нистская модель 316, 341, 397

— —, среднее время поглощения
319, 343, 407, 409

— —, уравнение Колмогорова 323,
325, 333

условные 338, 339
, Функционалы на траекториях

319, 342, 343
— —> функция Грина (плотность

времени пребывания) 345, 409
Дрейф (генов случайный в узком

смысле) 354
—, аппроксимация на малых вре-

менах 357
—, асимптотика плотности распре-

деления 365, 366
—, вероятности утери аллелей 367—

370, 375, 377, 387
—, — фиксации аллелей 366, 367,

387, 495
—, возраст аллелей 380
— двулокусный 388
— —, вероятность фиксации гамет

391, 495
— —, средняя неравновесность по

сцеплению 390, 391, 468, 470
, — частота гамет 391

—, корреляционная функция 384
—, моменты времени фиксации 373
—, — процесса 380
—, производящий оператор 355, 389,

390, 454, 465, 473, 486, 487
— скорость убывания гетерозигот-

яости ( Я т а х ) 3 6 5 . 4 5 8 - 478> 482,
483, 486, 490

—, собственные числа (К) 386
—, среднее время (достижения гра-

ниц) 370, 462, 494
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Дрейф, среднее время утери части
аллелей 375

—, средняя гетерозиготность (Я)
382, 459, 463—465

—, интегральная 383, 461
—, условное среднее время фикса-

ции аллеля 371
—, фундаментальное решение (для

двух аллелей) 385, 387

Жизнеспособность 277
—, сезонные колебания 232, 233

Закон наследования 30, 41
— сохранения 32
— Харди — Вайнберга 26, 48, 181

двулокусный 252, 263
, невыполнение 259
, отклонение от него 182

Зиготы 24, 499

Изоляция 18, 19, 214
— расстоянием 449, 479
Инбридинг 184, 185, 188, 404, 425,

429, 462, 492

Кваниравновесие по сцеплению 294,
296

Концентрации (частоты) аллелей и
гамет 318

— гамет, маргинальные 252
— как фазовые переменные 12
Коэффициенты диффузии 321, 332
— —, преобразования (при заме-

нах) 337, 338
— неравновесности (по сцеплению

частот гамет; D) 254, 266—268,
274, 287, 288, 389

частот генотипов 259, 260, 262
— отбора гамет 279
— рекомбинации 252. 264, 265

большие 295, 296
— — малые 256, 270
— смертности 264, 288
— сноса 321, 332

и адаптивная поверхность 404
из-за миграций 395
— мутаций 396

отбора 305, 400, 404
— рекомбинаций 396
— —, преобразования при заменах

337, 338
условного процесса 339

— эпистаза 295
Кроссинговер 24, 252, 263, 500

Локусы 22, 500

Макроэволюцня 16
Мальтузианские параметры 51, 60,

67, 71, 95, 115, 193, 423
Мейоз 22, 254, 500
Менделя законы 11, 12, 21, 43, 161,

500
Миграция 200, 449
Микрозволюция 16
Модели детерминистские 12, 13
— дискретной диффузии 320
— Морана 327
— Райта — Фишера 326
— стохастические 12, 14, 315, 316
Мутации 18, 500

510

Области асимптотической устойчи-
вости 123

Отбор 18, 20, 21
•— зигот и гамет 278
—, множественные аллели 114
— слабый 69, 107, 153, 162, 181, 183,

276
—, сходимость траекторий 300—302
—, фундаментальная теорема 117,

118
—. , обобщения 418
—, Харди — Вайнберга равновесие

293

Панмиксия 19, 26, 30, 72, 500
— возрастная 30, 40, 41
— генотипическая (локальная) 30,

38, 40. 41. 44, 54, 59
— глобальная 30, 38, 40, 44, 47, 53,

57, 63
—нарушение ее 176

- Плодовитость аддитивная 44, 46, 53,
63

— мультипликативная 44. 47
—, не зависящая от возраста и ге-

нотипа 57
—, определяемая самкой 55
Плотность (распределения вероят-

ности) 318
— асимптотическая (при дрейфе)

365. 366
— стационарная 318, 340, 341, 410,

413, 416
, вклад дрейфа 410, 422

— —, — миграций (G2) 412, 413,
426, 427

— —, — мутаций (G3) 412, 413,
-428

, — отбора (G,) 411, 415, 422,
424—426

, многолокусный случай 433
потенциальная 340

, поток вероятности 410, 420
• при влиянии нескольких фак-

торов микроэволюции 411, 412, 418,
419, 422. 429

—• —, связь с функциями цели 419
—, фундаментальное решение 385
Поглощение 319
—. вероятности 319, 366—370, 397,

399—403
—, среднее время 319, 370, 406, 407,

462, 494
Показатель нарушения панмиксии

181
Полиморфизм 95, 500
Половой диморфизм 31, 157, 164
Популяции 13, 16
— бесполые 31, 56, 114
— большие 12
— малые 13
— (пространственно) распределен-

ные 194, 219, 225
— системы их 200, 211, 213, 214
— фазовые переменные (состояния)

12, 250, 318
Потенциал 316, 439, 440
Поток вероятности 325, 334, 410
Принцип наименьшего действия 444
Приспособленности гамет 287
— генотипов 71, 95
— — аддитивно-мультипликатив-

ные полилокусные 311
аддитивные полилокусные 296



Приспособленности генотипов мар-
гинальные 297

— — мультипликативные полило-
кусные 294, 302, 304

—, зависящие от генетической
структуры 423, 424

— несимметричные при отборе га-
мет 280

— популяции средние 117, 287
, минимаксные свойства 170

—, колебания 233
Производящий оператор 324
— — в системе субпопуляций 453,

454
— — дрейфа генов 355, 389, 390
— —, замена пространства — вре-

мени и броуновское движение 496,
497

, соответствующий комбинации
факторов микроэволюции 396

Пространство частот ( j ) 115, 250,
318

Распределение, бета-распределение
413

— — при мутациях и миграциях
413, 414

— Дирихле 430
— — при мутациях и миграциях

430—432
— плотности самцов и самок 33
— сцепления 264
—, энтропия 274, 275
Рекомбинация 251, 252, 277, 388,

389, 500
Рецессивность 26, 500

Сверхдоминантность 26, 500
Сегрегация 251, 500
Система скрещивания 29

ассортативная 39
— —•, матрица предпочтений 177,

178
, моногамия 37, 178

— —. функции предпочтения 39,
176

Скорость убывания гетерозиготно-
сти (Ящах) 3 6 4> 3 8 5

— — — в иерархической модели
миграций 478

в модели изоляций рассто-
янием 486

— — — в островной модели мигра-
ций 458

— — — при симметричных мигра-
циях 490

Случайные процессы в генетике
317

• диффузионные 316, 317
Смертность, не зависящая от воз-

раста и генотипа 49
Соотношение полов 153, 156, 161
Среднее время поглощения 319, 370,

407
— — —, связь с давлением отбора

406
— —, связь с инбридингом в

подразделенной популяции 462,
494

Средняя гетерозиготность (Н) 382,
459, 464

интегральная 382. 383, 461
Средняя неравновесность (D) 390,

468
— — интегральная (суммарная)

391, 470
Сцепление 500
—, группа его 251, 263
— жесткое 254
—, распределение его 264
— с полом 166

Уравнение восстановления 34
— для математических ожиданий

346
моментов функционалов диф-

фузионного процесса 343, 344
— Колмогорова 323, 325, 333, 334
— Колмогорова — Чепмена 322
— Лотки 42
Утеря (и фиксация) аллеля (в де-

терминистской модели) 90, 91,
125—129, 141

— , теорема о доминировании
138

Формула Валунда 450, 462, 492 .
Фундаментальная теорема (естест-

венного отбора) 117, 118
, обобщения 448

— — — при наличии функции це-
ли 418

при квазиравновесии по сцеп-
лению 294, 295

Функции Грина (плотность време-
ни пребывания) 345, 378, 409

— Ляпунова и адаптивный ланд-
шафт 417

— — и средняя приспособленность
119

— предпочтения 39, 176
— рождаемости 30, 47, 49, 62
— смертности 31, 47, 49
— цели (G { ) 418, 436
— — для давления отбора 423—

425
мутационного давления 428

— —, обобщение фундаментальной
теоремы и принципа адаптивной
топографии 418

— — при давлении нескольких
факторов микроэволюции 437

— — и стационарная плотность
419, 436, 437

Функционалы диффузионных про-
цессов 319

Хромосомы 21, 251, 500

Эволюционное явление элементар-
ное 18, 21

Эволюционный материал элементар-
ный 17

Эволюция 29
Энтропия распределения частот га-

мет 274, 275
Эпистаз 295, 500
Эффективный размер популяции

дисперсионный 333
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