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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемая вниманию читателя книга имеет целью 
в краткой и по возможности доступной форме ознакомить 
читателя с основами теории дифференциальных уравнений  
с отклоняющимся аргументом, которые за последние годы 
нашли широкое применение не только в теории автоматиче­
ского регулирования, но и во многих других областях тех­
ники, в различных задачах физики, в экономических и даже 
в биологических науках. 

Автор не стремился к широкому охвату материала и да­
леко идущим обобщениям, ограничиваясь всюду лишь про­
стейшими случаями. Нередко, желая избежать громоздких 
деталей доказательств, автор указывал лишь идею, или крат­
кую схему, доказательства. Более подробные и глубокие све­
дения читатель может почерпнуть из указанных в конце 
книги литературных источников и прежде всЕго из [36], [24], 
[4 7] , [871. 

Предполагается, что читатель знаком с теорией обыкно­
венных дифференциальных уравнений без отклонений аргу­
мента и простейшими свойствами аналитических функций.  

Разработка основ теории дифференциальных уравнений 
с отклоняющимся аргументом еще очень далека от своего 
завершения. Это обстоятельство, конечно, н аложило отпечаток 
на предлагаемый вниманию читателя курс и лишило его 
обычной для математической литературы стройности и си­
стематичности изложения. Однако автор надеется, что не­
смотря на эти недостатки книг а  окажется полезной для 
широкого круга читателей, впервые знакомящихся с теорией 
дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом. 

Автор считает своим приятным долгом выразить благо­
дарность А. Халанаю и редактору книги С. Б. Норкину за 
ряд ценных замечаний. 





ВВЕДЕНИЕ 

Отдельные дифференциальные уравнения с отклоняющимся 
аргументом встречались еще в работах Л. Эйлера, однако 
систематическое изучение этих уравнений началось лишь 
в ХХ веке, в связи с потребностями прикладных наук и в 
первую очередь теории автоматического регулирования. 

В последние 15-20 Jieт область приJJОжений дифферен­
циаJiьных уравнений с отклоняющимся аргументом сильно 
расширилась, захватив не только многие вопросы физики 
и техники, но и некоторые области экономических и биоло­
гических наук. Обилие приложений еще более увеличило 
интерес к теории  дифференциальных уравнений с отклоняю ­
щимся аргументом и в настоящее время эта область является 
одним из наиболее быстро р азвивающихся р азделов матема­
тики. 

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и у р а в н е н и я м и с о т к л о­
н я ю щ и  м с я а р  г у м е н т о м называются дифференциаль­
ные уравнения, в которых неизвестная функция входит при 
р азличных значениях аргумента. Например: 

х (t) = f (t, х (t), х (t- 't (t))), (1) 

х (t) = f (t, х (t), х (t - 'tt), х (t- 't2)) , (2) 
х (t) = f(t, х (t), х (t), х (t- 't (t)), х (t- 't (t))), (3) 

x(t)=t (t. х (�) . х (�) . x(t), x (t)) . (4) 

Дифференциальным уравнением с з а п а з  д ы в а ю щ и  м 
а р г у м е н т о м называется дифференциальное уравнение 
с отклоняющимся аргументом, в котором производмая макси­
мального порядка от неизвестной функции входит при оди­
наковых значениях аргумента и этот аргумент не меньше чем 
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все аргументы неизвестной функции и ее производных, вхо­
дящих в уравнение. Например, уравнения (1), (2), (3), (4) 
являются уравнениями с запаздывающим аргументом, если 
в ( 1) и (3) 't(t)�O, в (2) 'tt>O и 't2>0 и в (4) t�O. 

Дифференциальным уравнением с о п е р  е ж а ю щ и м 
а р г у м е н т о м н азывается дифференциальное уравнение 
с отклоняющимся аргументом, в котором производная макси­
мального порядка от неизвестной функции входит при. оди­
н аковых значениях аргумента и этот аргумент не больше 
остальных аргументов неизвестной функции и ее производ­
ных, входящих в уравнение. Например, уравнения (1 ), (2), 
(3), (4) являются уравнениями с опережающим аргументом, 
если в (1) и (3) 't(t)�O, в (2) 't1<0 и 't2<0 и в (4) 
t�O. 

Все остальные дифференциальные уравнения с отклоняю­
щимся аргументом называются уравнениями н е й  т р а л ь  н о г о 
т и п а. Например: 

х (t) = f(t, х (t), х (t- 't), х (t- 't)), 

.х (t) = f(t, х (t), х (t), х (t - 't (t)), .t (t- 't (t)), .х (t- 't (t))). 

В обоих случаях предполагается, что функция f явно 
зависит от последнего аргумента. 

Возможно, что на некотором множестве значений t урав ­
нение принадлежит к одному из перечисленных типов, а на 
другом к другому. Например, уравнение 

х (t) = f(t, х (t), х (t + 't (t))) 
является уравнением с запаздывающим аргументом на тех 
интервалах, на которых 't (t) �О, и уравнением с опережаю­
щим аргументом на  интервалах, на  которых 't (t) �О. 

Аналогичная классификация применяется и для системы 
уравнений, достаточно лишь во всех опредеJiениях слово «функ­
ция» з аменить словом «вектор-функция» .  

Наиболее часто в приложениях встречаются уравнения 
с запаздывающим аргументом, реже уравнения нейтрального 
типа и почти не встречаются уравнения с опережающим ар­
гументом. Уравнения с запаздывающим аргументом и урав­
нения нейтрального типа хорошо описывают многие процессы 
с последействием. 



ГЛАВА 1 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ТЕОРЕМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ 

§ 1. Постановка основной начальной задачи 

Для простейшего дифференциального уравнения с за­
паздывающим аргументом 

х (t) = f(t, х (t), х (t- t)), (1) 

где запаздывание t пока будем считать положительной по­
стоянной, основная начальная задача заключается в опреде­
лении непрерывного реше- .:с 
ни я х (t) уравнения (1) при 
t > t0, при условии,  что 
х (t) = <р (t) при t0 - t � 
� t � t0 , где <р (t)- задан­
ная непрерывная функция, 
называемая н а ч а л ь  н о й  
(рис. 1 ) . Отрезок t0- t � 
� t � t0, на котором задана 
начальная функция, назь:-
вается н а ч а л ь  н ы м м н о-

о t 

Рис. 1. 

ж е с т в о м и обозначается Eto· Обычно предполагается, что 
<р (t0) = х ( t0 + 0). 

Ниже при некоторых ограничениях будет доказано суще­
ствование решения этой начальной задачи, которое часто 
обозначается х (t). 

'1' 
Если в уравнении ( 1 ) и в начальных условиях х (t), f и 

<р (t) считать вектор-функциями, то мы получим постановку 
основной начальной задачи для систем уравнений. 

В случае перемениого запаздывания t (t) в уравнении 

х (t) = f(t, х (t), х (t- t (t))) 
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также требуется найти решение этого уравнения при t > t0, 
причем на начальном множестве Et0, состоящем из точки f0 
и из тех значений t- 't (t), которые меньше t0 при t;;:,: t0, 
х (t) считается совпадающим с заданной начальной функ­
цией � (t) *). Обычно предnолагается, что х (t0 +О)=� (t0). 

Например, в уравнении х (t) = f(t, х (t), х (t- cos2 t)) при 
t0 =О начальная функция � (t) должна быть зада на на  на ­
чальном множестве Е0, являющемся отрезком - 1 .:;;;; t.:;;;; О .  

В уравнении х (t) = t (t, x (t), х ( ; )) при t0 =О начальное 

множество Е0 состоит из одной точки t0 = О. В том же 
уравнении при t0 = 1 начальное множество Е1 является от-

1 резком 2 .:;;;; t .:;;;; 1. 

В прикладных задачах начальную функцию часто находят 
экспериментально. Нередко нач,!lльная функция определяется 
из другого дифференциального уравнения без отклонений 
аргумента, которое, например, в некоторых задачах автома­
тического регулирования описывает процесс до момента на­
чала действия обратной связи. 

Уравнения п-го порядка с отклоняющимся аргументом 
можно заменить, так же как и для уравнений без отклоне­
ний аргумента, соответствующей системой уравнений, однако 
при некоторых постановках задач при этом не будет полной 
эквивалентности. 

Для уравнений п-го порядка с запаздывающим аргументом 

x<п>(t)=f(t, x (t), x (t), .. . , x <n-1>(t), x (t- 't), x (t - 't), ... 

или для уравнений нейтрального типа 

x ln) (t) = f(t, х (t), х (t), ... 

. . . , x <n-1) (t- 't)) (2) 

. . . , x <n-1) (t), х (t - 't), х (t- 't), • • •  , х <п > (t- 't)), (3) 

где для простоты пока считаем 't постоянным, 't >О, в ос­
новной начальной задаче требуется определить (n- 1) раз 
непрерывно дифференцируемое решение х (t) при t > t0, 
причем на  начальном множестве t0 - 't.:;;;; t � t0 x lk> (t) счи-

*) Если требуется определить решение на  отрезке t0 � t � Т, 
то начальное множество Е10т состоит из тех значений t-" (t), 
которые меньше t0 при t 0 � t � Т, 
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таются равными заданным начальным функциям '?k (t) (для 
уравнения (2) k =О, 1 , . . . , (n- 1 ), а для уравнения (3) 
k=O, 1, . .. , n). Обычно требуется, чтобы 

Cfk(t0)=x<k) (t0+0) (k=O, 1, .. .  , (п-1)). 
При такой постановке начальной задачи уравнение (2 ) 

может быть заменено эквивалентной с истемой: 

х0 (t) = х1 (t), 
Xt (t) = х2 (t), 

Xn-2 (t) = Xn-1 (t), 
Х n-l (t) = / (t, Хо (t), Xt (t), 

... , Хп-1(t), Xo(f-'t), ... , Xп-1(f-'t)) 
с начальными условиями 

(4) 

xk(t)=cpk(t) на Et0 (k = O, 1, . . . , (n-1 )) (5) 
(аналогичную систему получим и для уравнения ( 3)). 

Однако в приложениях часто функции Cfk (t) для урав­
нения п-го порядка должны быть производными одной и 
той же функции ер (t) 

Cfk(t)=cp<k> (t) (k=O, 1, . .. , (n -1)). (6) 
Очевидно, что уравнение п-го порядка (2) с начальными 

условиями (6) не эквивалентно системе ( 4) с условиями (5). 
Оно эквивалентно системе (4) с условиями (6), но эти усло­
вия обычно не естественны для систем. 

Все сказанное, очевидно, распространяется и на случай 
перемениого запаздывания 't (t), но только начальные функ­
ции при этом задаются на начальном множестве Eto• кото­
рое было определено выше на стр. 1 О. 

Если уравнение первого или более высокого порядка со­
держит несколько отклонений аргумента 'ti (t) (i = 1, 2, . . . , т), 
например х (t) = f(t, х (t), х (t- 't1 (t)), . . . , х (t- 'tm (t))), то 
начальное множество Et0 состоит из точки t = t0 и из 
всех значений t - 'ti (t), которые при t � t0 меньше t0 
(i= 1, 2, . . .  , т). 

В частности, если все 't; постоянны, то начальным мно­
жеством является отрезок t0- max 't; � t � t0• 

l::::;;i�m 
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§ 2. Метод шагов 

Рассмотрим основную начальную задачу для простейшего 
дифференциального уравнения с запаздывающим аргументом 

x (t) =f(t, x (t), x (t - 't)).. (7) 

где постоянное запаздывание 't >О, 

Наиболее естественным методом решения этой задачи 
является так называемый метод шагов (или метод последо­
в ательного интегрирования), заключающийся в том, что 
непрерывное решение х (t) рассматриваемой задачи опре­
деляется из дифференциальных уравнений без запаздывания 

x (t) =f(t, x (t), �o (f-'t)) при fo � t � to+'t, x (to)=�o (to), 
так как при t0 � t � t0 + 't аргумент t- 't изменяется на 
начальном множестве [t0 � 't, t0[ и, следовательно, третий 
аргумент х (t-'t) функции f равен начальной функции 
�о (t-'t). Предполагая существование решения х = �1 (t) этой 
начальной задачи на всем отрезке [t0, t0 + 't], аналогично 
получим: 

x (t)=f(t, x (t), �l (t-'t)) 
при t0+'t � t � t0+2't, x (to+'t) = �l(to+'t), 

x (t) =f(t, x(t), �п(t-'t)) 
при t0 +т� t � to+ (п + 1) 't, x (t0 + n't) = �n (t0 + n't), 

где �j (t) - решение рассматриваемой начальной задачи на 
отрезке t0 + U- 1) 't � t � t0 + j't. 

Этот метод дает возможность определить решение х (t) 
на некотором конечном отрезке и •Одновременно доказывает 
существование решения в окрестности точки (t0, � (t0)), если 
функции � и f непрерывны в рассматрив аемой области 
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изменения переменных, и его единственность, если функ­
ция f удовлетворяет одному из условий, обеспечивающих 
единственность решения уравнения 

x(t) =f{t, x(t), epo(t-'t)) 

без отклонений аргумента, например условию Липшица по 
второму аргументу. 

П р и м е р  1. 

x(t) = 6x(t-1), x=t при O � t �  1. 

Определить х (t) при 1 < t � 3. 
Применяя метод шагов, получим: 

x(t) = 6(t-1), 1 � t�2, х(1) = 1, 
интегрируя, находим 

x(t) =  3 (t- 1)2 + 1. 

При 2 � t� 3 x(t) = 6 [ 3  (t- 2)2+ 11 х(2) =4, откуда 
х (t) = 6 (t -2)3 + 6t-8 .  

П р и м е р  2. 
x(t)=ax(t-'t). 

Начал.ьная функция ер (t) = С, t0 -'t � t � t0, · а, С и " -
постоянные, ">О. 

Применяя метод шагов, получим 

[t�lo] +I 

x(t)=C .! an (t- to -n(� -1)'t)n' 
n=O 

где [t]- целая часть t. 
Заметим, что даже в случае существования непрерывных 

производных от функций ер и f сколь угодно высокого по­
рядка решение основной начальной задачи будет, вообще 
говоря, иметь разрыв первого рода у производной порядка k 
в точке t0 + (k - 1) "• но производные более низких поряд­
ков в этой точке будут уже непрерывны. Действительно, в 
точке t0 первая производная .Х (t) имеет, вообще говоря, раз ­
рыв первого рода, так как интегрируя уравнение 

x(t) = f(f, x(t), epc(t-'t)), to � t�to+"• 
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можно удовлетворить условию х (t0) = ср0 (t0), но, вообще го· 
воря, нельзя удовлетворить, кроме того, условию 

Х (f0 + О)= ср0 (t0- 0). 

Лишь при специальном выборе начальной функции ср0 (t) мо­
жет быть обеспечена непрерывность производной решения в 
точке t0, для этого функция ср0 (t) должна удовлетворять 
условию ср0 (t0- О) = f (t0, ср0 (t0) ,  ср0 (fo -'t )). 

В точке t0 + 't первая производная решения уже непре­
рывна. Действительно, производная х (t) = f(t, х (t), х (t -'t)), 
а правая часть является непрерывной функцией t в точке 
t0 + 't, так как х (t) непрерывна  в точке t0• Однако вторая 
прэизводная 

х (t) = ff+ a:�t) х (t) + дх (�f_'t) х (t-'t) 

в точке t0 + 't, вообще говоря, разрывна, так как производ­
ная х (t-'t) при t = t0 + 't, как было указано выше, вообще 
говоря, разрывна. Но в точке t = t0 + 2't производная х (t) 
непрерывна, так как х (t-'t) и х (t-'t) непрер ывны в точ· 
ке i=t0+2't. 

Продолжая это рассуждение, замечаем, что в точке t0 + 
+ (k- 1 ) 't производная x(k) (t), вообще говоря, разрывна, 
но производвые меньшего порядка непрерывны, конечно, в 
предположении, что функция f дифференцируема достаточное 
число раз. 

Такое сглаживание решений происходит и во внутренних 
точках. Действительно, при непрерывных ср0 и f решение 
х (t) уравнения (7) имеет непрерывную производную при 
t0 < t < t0 + 't, а следовательно, при непрерывно дифферен­
цируемой функции  f решение уравнения (7) при t0 + 't < 
< t < t0 + 2't уже дв ажды непрерывно дифференцируемо. 
Продолжая эти рассуждения, докажем, что решение уравне­
ния (7) при непрерывной функции  ер и j раз непрерывно 
дифференцируемой функции  f будет j + 1 раз непрерывно 
дифференцируемо при t0+J't � t<to+U+ 1 )'t. 

Итак, решение х (t) с возрастанием t сглаживается. Заме­
тим попутно, что отсюда следует, что периодические реше­
ния рассматриваемых уравнений бесконечно дифференцируемы, 
если, конечно, этим свойством обладает функция f. 
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Применение метода последовательного интегрирования 
становится затруднительным, если запаздывание t мало по сравне­
нию с отрезком, на котором требуется определить решение. 

Очевидно, что метод последовательного интегрирования 
и вытекающие из него следствия распространяются и на диф­
ференциальные уравнен ия с запаздывающим аргументом с 
непрерывным переменным запаздыванием t (t). При примене­
нии этого метода решение уравнения 

х (t) = f(t, х (t), х (t- 't (t)), (8) 
х (t) = <р0 (t), на начальном множестве Et0, определяется из 
уравнения без запаздывания 

х (t) = f(t, Х (t), q>0 (t- t (t))), Х (t0) = <р (t0) 
при t, изменяющемся на отрезке �to = [t0, т (t0)]. Этот отре­
зок является максимальным отрезком, начинающимся от точ­
ки t0, для точек которого разность t - t (t) � t0• 

Заметим, что т (t) является обратной функцией для функ­
ции t - t (t), если обратная функция существует. 

Затем определяем решение на отрезке �r(to) = [т (t о) Т (т(t0))] 
из уравнения 

Jc (t) = f(t, х (t), i>1 (t - t (t))), х (т (to)) = <е1 (т (to)), 

где <р1 (t) является решением исходного уравнения на отрезке 
[t0, т (t0)] , и, продолжая этот процесс, можно свести задачу 
к интегрированию уравнений без запаздывания. 

В дальнейшем вместо т (Т {t0)) мы будем писать т2 (t0), а 
Тп (t) будет обозначать п-кратную итерацию операции т (t). 

Этот процесс последовательного определения решения на 
отрезках �rп(t) нельзя будет продолжать в том случае, если 
один из отрезков 

�to• �r(to)• �iв(to)• • • • • �iп(to)• • • • 

сведется к одной точке. Этот случай будем называть особым. 
Он может, очевидно, наступить лишь в случае обращения 
функции t (t) в некоторой точке в нуль. Доказательство 
существования решения и его единственности в особом слу­
чае будет дано в следующем параграфе. 

Особый случай заведомо не может наступить, если 
inf t (t) ;::;:: d > О, так как в этом случае можно применять 
метод шагов с шагом d, 
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Если длины отрезков �т (to) при n-+ оо стремятся к fl 
нулю, другими словами, если существует lim in (t) = f, то в 

fl-+00 
силу непрерывности запаздывания t (t) получим t (t) = О и 

в точке t возможно наступление особого случая. 
Заметим, что при t (t0) = О не обязательно наступает осо­

бый случай, так как если в правой окрестности этой точки 
t (t) растет быстрее, чем t, то в точке t0 метод шагов при­
меним. Особый случай при t (t0) =О наступает лишь при 
условии, что t- t (t) > t0 в достаточно малой правой окрест­
ности точки t0, не включая t0, т. е. в том случае, если в 
этой окрестности t (t) растет медленнее, чем t. 

Если исключить особый случай, то, применяя метод ша­
гов, мы докажем существование и единственность решения 
уравнения (8) с заданной на Et0 начальной функцией при 
условии, что все уравнения х (t) = f(t, х (t), rpk (t - t (t))), 
где t изменяется на отрезке ik (t),;;;;:; t,;;;;:; ik+1 (t), а rpk (t) яв­
ляется решением той же задачи при t, изменяющемся на  
отрезке 

ik-1 (t),;;;;:; t,;;;;:; ik (t), 
удовлетворяют условиям теоремы существования и единствен­
ности и допускают продолжение решения на весь отрезок 

ik (t),;;;;:; t,;;;;:; ik+l (t). 
В том же предположении, мы, очевидно, обнаружим, что 

решение уравнения (8) будет иметь непрерывные производ­
ные до порядка р в точках t > ip-1 (t0) (р = 1, 2, . . .  , k - 1), 
если функция f дифференцируема достаточное число раз, но 
производные порядка k будут, вообще говоря, в точке ik-1 (t0) 
иметь разрыв первого рода. Сглаживание решений происхо­
дит и во внутренних точках. 

Если уравнение содержит различные запаздывания, напри­
мер, имеет вид 

Х (t) = f(t, Х (f), Х (t- 't1 (t)), , .. , Х (t- 'tm (t))), 

то отрезок rfft0 = [t0, i (t0)] явдяется наибольшим отрезком 
с левой граничной точкой t0, при изменении  невависимого 
перемениого t, на котором все разности 

t- t; (t),;;;;:; t0 (i= 1, 2, . . .  , т). 
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llословно так же определяются отрезки �r• на которые 
могут быть продолжены методом последовательного инте­
грирования при каждом шаге решения одного уравнения п-го 
порядка или системы таких уравнений с запаздывающим 
аргументом. Точно так же, если �t сводится к одной точке 
t, то дальнейшее применение метода последовательного инте­
грирования становится невозможным. Этот случай мы назо­
вем особым. 

Если метод последовательного интегрирования применим, 
и уравнения без запаздывания, к интегрированию которых 
сводится на каждом шаге решение уравнения (8) (или систе­
мы уравнений с запаздыванием), удовлетворяют условИям тео­
ремы о существовании и единственности решения и непре­
рывной зависимости решений от параметра, то теми же 
свойств ами обладают и решения исходных уравнений с запаз­
дыванием. В этом же случае из метода получения решения 
непосредственно видно, что решение непрерывно в простран­
стве С0 зависит от выбора начальных функций и от запаз­
дывания 't (t), если правые части уравнения х (t) = f(t, х (t), 
х (t-'t (t))) (или уравнений более общего в ида) непрерывны 
и удовлетворяют условию Липшица по второму и третьему 
аргументам. 

Метод шагов конечно применим и ко многим уравнениям 
нейтрального типа, если множество �t не сводится к одной 
точке. Рассмотрим для упрощения изложения уравнения нейт­
рального типа первого порядка с одним постоянным откло-
нением аргумента 't: . 

x(t)=f(t, x (t), x (t -'t), x(t - 't)). (9) 
В отличие от уравнения с запаздывающим аргументом 

первого порядка нач альная функция rp (t) для решения урав­
нений (9) должна быть не только непрерывной, но и диффе­
ренцируемой (или кусочнЬ-дифференцируемой). На первом 
шаге получаем уравнение без отклонений аргумента 

x(t) =f(t, x (t), ff>o{t-'t), Фo(t-'t)) (10) 
при t0 � t � to+'t. 

На следующем шаге 

x(t) =f(t, x (t), rp1 (t-'t), cp1(t-'t)) ( 1 1) 
при t0 + 't � t � t0 + 2't и т. д. 
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Отличие от уравнений с 3апа3дыванием 3аключается лишь 
в том, что решения не сглаживаются. Действительно, не толь· 
ко в точке to левая прои3водная ер (t0-0), вообще говоря, 
не равна Jc (t0 + 0), но и в точке t0 + t, как видно И3 урав­
нения ( 1 1 ), Jc (t) будет, вообще говоря, ра3рывна И3·3а ра3-

'Р 
рыв н ости последнего аргумента Jc (t- t) при t = t0 + t. Те 

'Р 
же рассуждения пока3ывают, что решение х (t) имеет, вообще 

'Р 
говоря, угловые точки при t = t0 + kt ( k = О, 1 ,  2, . .. ). Не 
происходит сглаживание и во внутренних точках интервалов, 
I<ЭК это видно И3 уравнений (1 0), ( 1 1 )  и аналогичных им, 
полученных на k-ом шаге. 

К уравнениям с опережающим аргументом метод шагов 
так же применим, если ё10 не состоит И3  одной точки. При 
этом обнаруживается, что такие уравнения, вообще говоря, 
теряют 3апас гладкости, который имела начальная функция, 
и чере3 некоторое число шагов решение может даже не су· 
ществовать. 

Р ассмотрим, например, уравнение 

х (t) =f(t, х (t- t), Jc (t- t)), ( 1 2) 

где постоянная t > О. Начальная 3адача ставится так же, как 
и для уравнений с 3апа3дыванием, т. е. требуется найти 
решение уравнения при t � t0, если на начальном множестве 
t- t � t � t0 решение считается равным 3аданной начальной 
функции ер (t). На первом шаге уравнение ( 1 2) переходит в 
конечное уравнение 

x (t)=f(t, ер (t- t), ф (t - t)) (13) 

при t0 < t � t0 + t. Следовательно, в точке t = t0, вообще 
говоря, ер (t0) #- х (t0 + О) и в этом смысле решение ра3рывно. 

'f' 
Если функция f дифференцируема достаточное число ра3 
(не менее чем k- 1 ра3), а ер дифференцируема k ра3, то 
решение уравнения ( 1 3) дифференцируемо, вообще говоря, 
лишь k - 1 ра3 (так как x{k-l) (t) содержит слагаемое дk-1f 
дфk 1 (t _ 't) ep<k> (t-t) и для существования следующей про· 

И3водной надо было бы потребовать существование <р(kн) (t-t), 
что мы не предполагали). 
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На следующем шаге по той же причине в граничной 
точке t = t0 + 't решение будет разрывным, а во внутренних 
точках отрезка t0 + 't � t � t0 + 2't можно _гарантировать 
лишь существование производных до порядка k - 2 включи­
тельно. На k-ом шаге решение, вообще говоря, уже будет не 
дифференцируемо и для б6льших значений t решение уже 
может не существовать. 

Заметим, что если в уравнении с опережающим аргумен­
том (12) при том же задании начальной функции искать 
решение не при t;:;::: t0, а при t � t0- 't, то урав нение с опе­
режением переходит в уравнение с запаздыванием (после 
замены переменных t =-t1), точно так же, если в уравне­
нии с запаздыванием (7) искать решение при t � t0- 't, то 
это уравнение может быть преобразовано в уравнение с 
опережением. 

Нередко в приложениях отклонения аргумента 't (t, х (t)) 
зависят от неиавестной функции 

х (t) = f(t, х (t), х (t- 't (t, х (t)))). ( 1 4) 

При этом постановка основной начальной задачи не изменяется 
и для ее решения часто также может быть применим метод 
шагов. Метод шагов заведомо применим, если будет суще-
ствовать 

inf 't (t, x (t)) = d> О при 

и при произвольных значениях второго аргумента. В этом 
случае можно будет продвигаться вперед «Шагами», равными d, 
получая для уравнения (14) на каждом шаге дифференциаль­
ное уравнение без отклонений аргумента в ида 

х (t) = f(t, х (t), ffk (t- 't (t, х (t)))). 

§ 3. Интегрируемые типы уравнений: 
с запаздывающим аргументом 

Метод шагов является одним из основных методов интег­
рирования дифференциальных уравнений с отклоняющимся 
аргументом. Применение этого метода к уравнениям вида 

х (t) = f(t, х (t), х (t- 't (t))) (15) 
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сводится к интегрированию уравнений без запаздывания 

Х (t) = f(t, Х (t), (jln (t- 't (t))) ( 1 6) 

при Тп-1 (t0) � t� Tn (t0) (см. стр. 1 5). 
Естественно называть уравнение ( 1 5) интегрирующимся 

в квадратурах, если к нему применим метод шагов, и 
уравнения ( 1 6) интегрируются в квадратурах, какова бы 
ни была непрерывная функция (j)n (t). Аналогичное опре­
деление целесообразно ввести и для уравнений 1 -го порядка 
более общего в ида 

Х (t) = f(t, Х (t), Х (t- 'tt (t)), ... , Х (t- 'tm (t))), 
а так же для уравнений более высокого порядка с запазды­
в ающим аргументом и систем уравнений. Примерам f уравне­
ний первого порядка с запаздывающим аргументо м, интегри­
рующимся в квадратурах, являются: 

1 )  Х (t) = f(t, Х (t- 'tt (t)), . . .  , Х (t- 'tm (t))). 

Этот тип уравнений интегрируется особенно просто, так как 
при каждом шаге правая часть является известной функцией t. 

2) М (х (t)) dx (t) = N (t, х (t - 't1 (t)), . .. , х (t - 'tm (t))) dt 
(или (j)1 (х (t)) ф1 (t, х (t- 't1 (t)) , ... , х (t- 'tm (t))) dx (t) = 
= ср2 (х (t)) ф2 (t, х (t- 't1 (t)), . . .  , х (t- 'tm (t))) dt- уравне­
ния с разделяющимиен переменными. 

3) x(t) =p (t, x (t- 't 1  (t)), ... , x(t- 'tm (t))) x (t) + 
+ q (t, Х (t- 'tt (t)), ... , Х (t- 'tm (l))) 

- обобщенное линейное уравнение. 

4) х (t) = р (t, x(t- 't1 (t)), . .. , х (t- 'tm (t)))x (t) + 
+ q (t, Х (t- 'tt (t)), ... , Х (t - 'tm (t))) xn (t), 

где n =1=- О и n =1=- 1 -обобщенное уравнение Бернулли и т. д. 
Во всех этих примерах предполагается, что метод шагов 

применим (т. е. множество ё1 не сводится к точке ни при 
каком значении t) и что все 't; (t) �О, причем обращение 
'tt (t) в нуль может происходить лишь в изолированных 
точках. 

Заметим, что интегрируемость некоторого уравнения в 
квадратурах обычно не облегчает исследования асимптотиче-
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ского поведения его решений, а нередко даже и на конеч­
ных интервалах изменения независимой переменной оказы­
в ается более целесообразным не применение метода шагов, 
а использование тех или иных приближенных или качествен­
ных методов исследования. 

§ 4. Теоремы существования и единственности решения 
основной начальной задачи 

Как уже указывалось, если метод шагов применим, т .  е .  мно­
жество �to не сводится к одной точке, то, применяя метод 
шагов, сводим дифференциальное уравнение с отклоняющимся 
аргументом к уравнению без отклонений аргумента, к кото­
рому применяем известные теоремы существования и един­
ственности решения  основной начальной задачи. 

Например, для уравнения 

х (t) = f(t, х (t), х (t- 't (t))), ( 1 7) 

t (t);::::: О, х (t) = <р (t) при t Е Et0, ( 1 8) 

применяя метод шагов, получим 

х (t) = f(t , х (t), <р (t- 't (t))), 
х (t0) = <р (to). 

( 1 9) 
(20) 

Уравнение ( 1 9) с начальным условием (20), а следовательно, 
и уравнение ( 1 7) с начальным условием ( 1 8), имеет решение ,  
ес.'!и f и <р непрерывны, и это решение единственно, если 
функция j(t, х, у) удовлетворяет условию Липшица по вто­
рому аргументу при t, близких к t0, у, близких к <р (t0-
- t (f0)), и х, близких к х0• 

Для уравнения 

х (t) = f(t, х (t), х (t - 'С (t, х (t)))), 
t (t, х (t));::::: О, х (t) = <р (t) на Et0 

на первом шаге получим 

(2 1 )  

х (t) = f(t, х (t), <р (t- 'С (t, х (t)))), (22) 
х (t0) = <р (to). 

Если функции f, <р и t непрерывны, то решение суще­
ствует, если, кроме того , в (22) правая  часть 

F (t, х (t)) = f(t, х (t), <р (t- t (t, x(t)))) 
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удовлетворяет условию Липшица по х (t) (для этого достатОЧJ!О 
ограниченности 

1% J, 1 дf (tд/' у) J , 1 q/ (t) 1 и 1 -с� (t, х) 1 

в окрестностях начальных значений), то решение единственно. 
Эта схема доказательства теорем существования и един­

ственности решения основной начальной задачи становится 
неприменимой в упомянутом на стр. 15 и 16 особом слу­
чае - случае неприменимости метода шагов. 

Чтобы охватить и этот исключительный случай, применим 
принцип сжатых отображений к уравнению с запаздывающим 
аргументом 

Х (t) = f{t, Х (t), Х (t- 'tt (t)), . . .  , Х (t - 'tm (t))), (23) 

х (t) = <р (t) на начальном множестве Et0• 
Напомним кратко формулировку и доказательство прин­

ципа сжатых отображений. 
Если в метрическом полном пространстве М задан опе­

ратор А, обладающий следующими свойствами: 
1) Оператор А переводит элементы пространства М в 

элементы того же пространства; 
2) р (А (у), А (z)) � 1Хр (у, z), где у и z- любые точки 

пространства М, О< IX < 1 и IX не зависит от выбора точек у 
и z, р (у, z) - расстояние между точками у и z в простран­
стве М, то существует единственная неподвижная при дей­
ствии оператора А точка у пространства М и эта точка 
может быть найдена методом последовательных приближений, 
т. е. у= lim Уп• где n-+oo 

Уп=А (Уп-д (n= 1 , 2, . . . ), (24) 
причем точка у0 выбирается произвольно в пространстве М. 

Напомним, что множество М называется метрическим 
пространством, если в нем определена функция р (у, z) пар 
точек этого множества, удовлетворяющая для любых точек 
множества условиям: 

1 ) р (у, z) ;:-:::О, причем р (у, у)= О и из р (у, z) =О 
следует, что у =  z; 

2) р (у, z)= р (z, у); 
3) р (у, z) � р (у, и)+ р (и, z)- правило треугольника. 

Функция р (у, z) называется расстоянием между точками у 
и z в пространстве М. 
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Метрическое пространство М называется полным, ес.тш 
каждая фундаментальная последовательность точек простран­
ства (т. е. последовательность у1, у2, у3, • • •  , Уп• . • .  , удов­
летворяющая условию р (Уп• Умт) <е, где е >  О, при n;:::,: N (е) 
для любых целых т> О) сходится в этом пространстве, 
т. е. существует точка у Е М такая, что Iim р (Уп• у) = О. 

n--+oo 
До к а з а т е л ь с т в о  п р и н ц и п а  с ж а т ы х  о т о б р� 

ж е н и й. 1) Предел у последовательности 

У1 •  У2• • ••> Уп> • ••> (25) 

г де Уп =А (Уп-1 ), существует, так как эта последователь­
ность фундаментальна. 

Действительно, применяя т- 1 раз правило треуго.'!ь ­
ника, получим 

Р (Уп• Умт) � Р (Уп• Умд + Р (Уп+1 • Ум2) + . . • 
... +р(Умm-1 • Умт) 

и ,  принимая во внимание, что 

р (yg, Yt ) = р (А (yt ), А {уо)) � rж.р (Yt • Уо), 
Р (уз, yg) = Р (А {yg), А (Yt )) �ар (yg, У1) � rж.2р {yt , Уо), 

Р(Уп+1 • Уп)=р(А(уп), A(yn_t ))�rж.p(Yп• Уп-1 )�rж.пр(у1 , Уо) , 
будем иметь 

Р (Уп• Yn+m) � (rж.n + an+t + • • • + an+m-t ) Р {у1 , Уо) = 
a.n-a.n+m a.n 

= 1 _ а. Р (Yt • У о)< 1 _а. Р {yt, У о) < s, 

где е> О и сколь угодно мало, если n достаточно велико. 
2) Пределу пос.'1едовательностиу0, у1, • • •  , Уп• • • • является 

неподвижной точкой оператора М. 
Действительно, пусть А (У) =У, тогда при достаточно 

большом n 

Р (у, У)� Р (у, Уп) + Р (Уп> Умд + Р {yn+1 > У)< s, 

где s >О и сколь угодно мало, так как р (у, Уп) < ]-, потому 
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что у= Iim Уп• р (Уп• Yntt) < i-, так как последовательность 
n-+oo 

(25) фундаментальна, наконец, 

Р (Yn+l• У)= Р (А (Уп), А (У))� ар (Vn, У)< i • 
Итак, р асстояние между двумя фиксированными точками у 

и у может быть сделано меньше любого положительного 
числа е, следовательно, это расстояние равно нулю и Y=Ji, 
т. е. А (У) =У· 

3) Неподвижная точка единственна. 
Действительно, под действием оператора А расстояние 

между любыми двумя точками у и z должно уменьшаться, 
значит, обе эти точки не могут быть неподвижными. 

Т е о р е м а  с у щ е с т в о в а н и я  и е д и н с т в е н н о с т и  
р е ш е н и я о с н о в н о й н а ч а л ь н о й з а д а ч и д л я у р а в­
н е н и я (23). Если в уравнении (23) все 'ti (t) непрерывны 
при t0 � t � t0 +Н (Н> О) и неотрицательны, а функция f 
непрерывна в окрестности точки (t0, <р (t0), <р (t0 - 't1 (t0)), • • • 
• • • , <р (t0 - 'tm (t0))) и удовлетворяет условию Липшица по 
все.м аргу.мента.м, кро.ме первого, начальная функция <р (t) 
непрерывна на Е10, то существует единственное непрерыв­
ное решение х (t) основной начальной задачи для уравне-

'Р 
ния (23) при t0 � t � t0 + h, где h достаточно .мало. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Заменяем уравнение (23) эквива­
лентным интегральным уравнением 

t 
Х (t) = <р (t0) + � j tf, Х (t), х (t - 't1 (t)), 

to 

х (t) = <р (t) на Eto• 
... , х (t - 'tm (t))) dt, (23а) 

Проверяем, удовлетворяет ли оператор 
t 

А [х (t)] = <р (t0) + � f(t, х (t), х (t- 't1 (t)), 
to 

• • •  , Х (t - 'tm (f))) dt, (26) 

определенный на полном метрическом пространстве С0 все­
возможных непрерывных функций, заданных на Et0 и на 
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отрезке t0 � t � t0 + h, причем на Et0 все эти функции равны 
ер (t), с метрикой 

р (х (t), у (t)) = sup 1 х (t) -у (t) 1. t0 � t � t0 + h, 

условиям 1) и 2) принцила сжатых отображений. 
Очевидно, при достаточно малом h условие 1) принцила 

сжатых отображений будет выполнено: А (х (t)) непрерывна, 
если х (t) непрерывна и определена при t0 � t � t0 + h1 при 
достаточно малом h1• 

Проверим выполнение второго условия принцила сжатых 
отображений (положим 'to (t) _О) 

р [А (х (t)), А (У (t)) ]  = sup 1 { [/ (t, х (t), х (t - 't1 (t)), • . .  
t0�t.go+h lo 

, , ,, Х (t- 'tm (f)))-/ (f,y (f),y (f- 'tt (t)),,,, ,у (t- 'tm (f)))] dtl� 

�N sup / { f 1 x (t- 't; (t))-y (t- 't; (t)) l dt i � 
fo�t�to+h fo i=O 

�Nh (m+1) sup \x (t)-y (t) l = 
fo�t�to+h 

=(т+ 1) Nhp (x (t), у (t)), 
и при h � (m _; !) N' где О< et. < 1, условие 2) принцила 

сжатых отображений будет выполнено. 

Следовательно, при h � min {(т +а!) N, h1} принцип сжа­

тых отображений применим и можно утверждать, что суще­
ствует единственная неподвижная точка оператора А, т. е. 
единственное решение основной начальной задачи для урав­
нения (23), и это решение может быть найдено методом по­
следоватеJiьных приближений. 

С помощью принцила Шаудера Jiегко можно доказать су­
ществование решения основной начальной задачи дJIЯ урав­
нения (23), требуя лишь непрерывности правой части этого 
уравнения (см. [78 ]). 

Значительно сложнее обстоит дело с существованием ре­
шения основной начальной задачи в особом случае для урав­
нений нейтраJiьного типа. 
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Рассмотрим, например, уравнение с одним отклонением 
аргумента 

х (t) = f(t, х (t), х (t - t (t)), х (t- t (t))) (27) 

и предположим, что имеет место особый случай - множество 
�to сводится к одной точке t0, тогда, если решение опреде· 
ляется лишь в достаточно малой правой окрестности точки t0, 
то и множество Et0 сводится к одной точке (так как t (t0) =О 
и t (t) растет в этой окрестности медленнее t) и ,  следовательно, 
начальное условие им�т вид 

x(t0)=xo. 

Полагая в уравнении (27) t = t0, получим уравнение или 
тождество 

х (to) = f (io, х (to), х (to), Х (to)). (28) 

Если (28) не обращается в тождество, то из этого уравнения 
определяется единственная неизвестная в ней величина х (t0). 
Отсутствие действительных решений xi (t0) уравнения  (28) 
означает отсутствие решений основной начальной задачи дJIЯ 
уравнения (27). При наличии одного или нескольких действи­
тельных решений xi (t0) уравнения (28) при некоторых огра­
ничениях (непрерывность правой части уравнения (27) в окрест­
ности точки (t0, х (t0), х (t0), х (t0)), выполнение условий Липшица 
по всем аргументам функции f, начиная со второго, и некото­
рые ограничения на модули постоянных Липшица) удается 
доказать существование единственного решения основной на­
чаJJьной задачи с непрерывной производной с угловым коэффи­
циентом касатеJJьной в точке t0, равным выбранному действи­
тельному корню xi (t0) уравнения (28) (см. [20], [22]). Таким 
образом, через точку (t0, х (t0)) может проходить столько реше­
ний уравнения (27), скоJJько действительных корней имеет урав­
нение (28). Если (28) является тождеством, то при тех же ограни­
чениях существует целый пучок решений, проходящих через 
точку t0, х (t0); решение определяется выбором х (t0). 

П р и м е р  1. 

х (t) = х ( f) + х2 ( �) + 2х2 (t)- х2 ( �) + 1. 

Уравнение не имеет решений, удовлетворяющих условию 
х (О) = х0, так как при t = О уравнение переходит в ура вне-
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ние х2 (О)+ х: + 1 =О относитедьно х (0), не имеющее деtt­
ствительных корнеt!. 

П р  и м е р  2 . 
x (t) =x ( ; ). 

При t =О уравнение обращается в тождество. Существ ует 
пучок решениtt х (t) = Ct + х0, г де С- произвольная посто­
янная, удовлетворяющих условию х (О) = х0• 

Более сильные теоремы существования для уравнениtt с 
запаздывающим аргументом и их различных обобщениt! чита­
тель может наttти в [34] , [57], [107] .  

Теорема о непрерывноtt зависимости решения уравнения (23) 
от параметров и от начальных функциtt в пространстве С0 
(для уравнениtt неtlтрального типа (27) в пространстве С1) в 
случае применимости метода шагов непосредственно следует 
из аналогичных теорем для уравнениtt без отклонениtt аргу­
мента. 

Если же метод шагов не применим, то непрерывная зави­
симость решения от параметров и от начальных функциt! 
может быть доказана методом последовательных приближениtt. 

Леttствительно , для уравнения 

x (f) = f(t, x (t), x (i- 't (i)), 11), (29) 

если выполнены условия теоремы существования и единствен­
ности (стр. 24), причем постоянная Липшица не зависит от па­
раметра 11 и f непрерывна по всем аргументам в достаточно 
малоt! окрестности начальных значениtt, последовательные при­
бли жения Xn (t, 11) сходятся к решению .Х (t, 11) равномерно не 
только по t ,  но и по 11• и так как Xn (t, 11)  непрерывна по t и 
по 11· то и предельная функция .Х (t, 11) непрерывна по этим пере­
менным. 

Так как в особом случае начальное множество для урав­
нения (23) сводится к одноt! точке t0 и начальное условие 
имеет вид х (t0) = х0, то теорема о непрерывноt! зависимости 
от начальных значениt!, как и в случае уравнений без откло­
няющихся аргументов, сводится заменой переменных х1 х-х0, 
t1 = t - t0 к теореме о непрерывноt! зависимости от парамет­
ров х0 и t0• 

Можно для уравнения (29) доказать аналитическую зави­
симость решения х (t, !!') от параметра в окрестности 11. = !!.о 

'f 
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в предположении непрерывности функции f по первому аргу­
менту и аналитичности по остальным аргументам в окрестности 
начальных значений и р. = р.0• При этом начальная функция <р, 
определяющая решение, предполагается или фиксированной, 
или аюлитически зависящей от р. в окрестности р. = р.0• Проще 
всего эта теорема доказывается методом А. Н. Тихонова *). 

Т е о р е  м а. Р ешени е  урав нени я  (23), уд ов летв оряющего 
услови ям теоремы существов ани я  (стр. 24), непрерыв но 
в пространств е  С0 зави си т о т  наrt альной фующии. Б олее 
того, если 

на Et0, то 
l lfl (t) -/f2 (t) 1 < 8, 

1 Х (t) -х (t) 1 < 8e<m + \) N (t - to) 

'1'1 '1'2 

при t > t0• С ледов ательно, при t-t0 < Т .м ожно выбрать 
8 (е)> О столь .малы.м , ч то 

1 х (t) - х (t) / < е, 
'1'1 '1'2 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. Из уравнения (23а) стр. 24 следует 

max / х (t)-х (t) 1 � 1 <?1 (to)-<?2 (to) 1 + 
tE[to. t] '1'1 '1'2 

t т 

+� N� max /x(t-'t1(t))-x(t-'ti(t))ldt� 
to i=O t Е [to, t] '1'1 '1'2 

t 

�8+(т+l)N� max /x(t)-x(t)ldt. 
to tE[to. t] '1'1 '!'2 

Решая полученное нер авенство относительно max / x(t)-x(t)\, 
tE[to. t] '1'1 '1'2 

будем иметь 
max 1 х (t) - х (t) 1 � 8е (т+ IJN (t-to) 

t E[fo, t] '1'1 'f'J 

(действительно, полагая и (t) = max / х (t) -х (t) 1, получим 
'1'1 '1'2 

*) См. Математ. сборник 22 (64), ( 1 948), 193-204. 
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t 

и (t) � 3 + (т+l)N� и (t)dt, и(t) � Ut (t) при t;:?: t0, где и1 (t)= 
t fo 

=3+(т + l)N� и1 (t) dt, и�(t)=(m+ 1)Nи1(t), и1 (t0) = 3, 
fo 

откуда и1 (t) = 3е <m+ 1> N (t- to>; можно также воспользоваться 
леммой Гронуолла). 

§ 5. Приближенные методы интегрирования 
В предыдущем параграфе была доказана применимасть 

метода последовательных приближений к уравнениям с запаз­
дывающим аргументом, однако этот метод редко применяется 
в практике приближенных вычислений из-за громоздкости и 
неоднотипности вычислений. 

Чаще применяются различные экстраполяционные методы 
численного интегрирования уравнений. Сходимость построен­
ных этими методами приближений к точному решению при 
стремлении шага  к нулю и оценка погрешности могут быть 
получены совершенно так же, как и для уравнений без откло­
нений аргумента, поэтому вряд ли стоит на этом подробно 
останавливаться и целесообразнее лишь подчеркнуть некото­
рые особенности, возникающие при применении этих методов 
к уравнениям с отклоняющимся аргументом. 

Почти все эти методы основаны на аппроксимации реше­
ния отрезками ряда Тейлора: 

х (tk + h) � х (tk) + hx (tk) + . . .  + � xtn> (tk), (30) n. 
т. е. основаны на замене интегральной кривой аппроксими­
рующей параболой, причем для упрощени я  вычислений правая 
часть в (30) преобразуется и обычно выражается через раз­
ности различных порядков. 

В методе Эйлера вычисление ведется по схеме 

xk+1 = xk + qk, (31) 
где tk = to+kh, xk = x (tk), qk= x (tk)h, h - шаг вычисле­
ния. Применяя итерации, можно повысить точность вычисления. 

В методе Штермера вычисление ведется по одной из 
формул: 

(32) 
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I'де 
!::.qk-1 = qk - qk-1; 

xk+1 = qk + � !::.qk-1 + 152 !::.9qk-2• 

Xk+1 = qk + } f::.qk-1 + 152 !::.2qk-2 
+ } f::.Sqk-3• 

+ 1 !::. + 5 f::.2 + 3 
f::.3 + 25 1  t::.i 

Xk+1 = qk 2 qk-1 f2 qk-2 g qk-3 720 qk-t• 

. . . . . . . . . . . . . 

Где f::.Pqk = f::.P-1qk - f::.P-1qk-1• 

[ ГЛ. 1 

(33) 

(34) 

(35) 

Та же идея лежит в основе метода Рунге, метода Мильна 
и многих других методов. 

Все эти методы могут быть применены и к уравнениям с 
эапаэдывающим агрументом, но только надо иметь в виду, 
что аппроксимация решения отреэком ряда Тейлора (30) пред­
полагает, что решение n + 1 раэ дифференцируемо и ocтa-

hn+1xnн (tk + бh) 
точный член (n + 1 ) !  (О < в <  1) мал. 

Для уr авнений с эапаэдывающим аргументом эти условия 
обычно не выполняются начиная с точки t0, а начинают вы­
полняться JIИ Ш Ь  при t > t0 + n't, так как решения уравнений 
с эапаэдывающим аргументом с воэрастанием t сглаживаются 
(см. стр. 16). 

Итак, метод Эйлера можно применять, начиная с точки t0, 
но в этой точке надо брать правую проиэводную. Формулу 
Штермера (32) можно применять при t > t0 + 't, формулу (23) 
при t > to + 2't, формулу (34) при t > to + 3't и т. д. 

Можно, например, рекомендовать такую схему: начало вы­
числения ведется по форму лам Эйлера с уменьшенным шагом, 
для повышения точности при этом целесообраэно применять 
итерации; после достаточного сглаживания решений переходим 
на вычисление по одной иэ формул Штермера.  

Заметим еще, что если эапаэдывание постоянно, то удобнее 
выбирать щаг так, чтобы эапаэдывание было кратно шагу: 
mh = 't, так как при таком выборе шага эначения х (tk - 't) 
будут иэвестны, если уже вычислены эначения 

x (tp) (р =О, 1, . . .  , k ); 
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если же  запаздывание переменно, а также и ног д а  в случае 
нескольких хотя бы и постоянных запаздываний целесооб­
разно вести вычисление с переменным шагом, чтобы вычисле­
ние значений х (tk - 't) не требовало интерполяции. 

Для приближенного численного интегрирования уравнений 
нейтрального типа 

х (t) = f(t, х (t), х (t - 't), х (t - 't)), 
решения которых не сглаживаются (см. стр. 18), "Можно реко­
мендовать или применение метода Эйлера, или применение 
метода шагов, а на каждом шаге можно вести вычисление 
по любому методу, например по методу Штермера, Рунге или 
Мильна. Заметим, что метод интегральных неравенств Чаплыгина 
может быть в некоторых случаях применен и к уравнениям 
с отклоняющимся аргументом (см., например, [23]). 

В заключение остановимся еще на методе разложения по 
степеням малого запаздывания, очень часто и иногда ошибочно 
применяемом в технической литературе. 

Этот метод в применении к уравнению 

x (t - 't) = F (t, x (t), x (t)) 
(удобнее предположить, что уравнение 

х (t) = f(t, х (t), х (t - 't)) 

(36) 

(37) 
разрешено относительно х (t - 't)), где постоянная 't > 0), за­
ключается в том, что х (t - 't) заменяется несколькими чле­
нами его тейлоравекого разложения в окрестности точки t 

"2 (- J )m'l:mxlm! (t) 
x (t - 't)�x(t) - 'tx (t) + 21 x (t) +  . . .  + т !  , (38) 

и, следовательно, уравнение (36) заменяется уравнением т-го  
порядка без отклонений аргумента 

x (t)- 'tx (t) + � x (t) + . . . + (- J )m:� �m) (t) = 

= F (t, х (t), х (t)). (39) 

Не говоря уже о том, что разложение (38) предполагает су­
ществование производных от решения высокого порядка, что, 
как правило, не выполняется в точках t0 + k't при k � т, 
переход от уравнения (36) к (39), вообще говоря, не допустим 
при т ;?.; 2, так как этот переход равносилен отбрасыванию 
в дифференциальном уравнении с малым коэффициентом при 
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старшей производной неустойчивого типа, с;rагаемого с про­
изводной максимального порядка. Однако из теории таких 
уравнений (см., например, [78]) следует, что отбрасываемый 
член отнюдь не мал, и пренебрегать им, вообще говоря, ко­
нечно нельзя. 

Переход к уравнению (39) при малом 't: допустим лишь 
при т = 1 , так как при этом, вообще говоря, не возникает 
уравнения с малым коэффициентом при старшей производной. 

Если приближенное решение уравнения (37) требуется 
вычислить с большей точностью, чем удается ПQ.!Iучить при 
т = 1 , то следует применять метод возмущений. Вычислив 
решение x(t, 't) уравнения (37) методом шагов до точки 

'1' 
t0 + (п + 1 ) 't:, разлагаем в этой точке решение по степеням 't:: 

х (tо + <п +  1 ) 't:, 't) = xZ + x1't: + X�'t:2 + . . . (40) 
Решение х (t, 't:) при t > t0 + (п + 1) 't: ищем в виде 

x (t, 't) = Xo (t) + xt (f) 't +  . . .  + xп (t) 't:n + Rп (t, 't). (41) 

Подставив ( 4 1 )  в (37) и сравнивая члены при одинаковых 
степенях 't:, получим 

Хо (t) = f(t, х0 (t), х0 (t)), х0 (t0 + (n + 1 ) 't) = xg, 

Xt (t) = [дf (t , х , y) + дj(t, х, у) ] Xt (t) -
дх ду х=;'=хо (t) 

- .t0 (t) [дj (t, x, y)] , x1 (to + <п + 1) 't) = x7, ду Х=)'=Хо (f) • • • • • • • • • • • • • •  1 1 • • • • • • •  
Rп (t, 't) = O ('tn+J) при t0 + (n + 1 ) 't: � t � T. 

Продвижение методом шагов до точки /0 + (п + 1) 't: имеет 
целью достаточно сгладить решение х (t, 't), если же непре· 
рывность производных искомого решения до порядка (п + � 
обеспечена выбором начальной функции, начиная с точки t0 
(t0 .:;;;; 4 � to + <п + 1) 't), то �очку t0 + (n + 1 ) 't: в (40) и 
( 4 1 ) можно заменить точкой t0• 

Метод возмущений может быть применен и к более слож· 
ным уравнениям и системам уравнений с запаздывающим ар­
гументом, а при некоторых, довольно сильных, ограничениях 
и к уравнениям нейтрального типа (см. (4], [5 ]). 
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ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

§ 1 .  Некоторые свойства линейных уравнеnй 

Линейное уравнение п-го порядка с отклоняющимся аргу­
ментом имеет вид 

n т 

� � ap1 (t) x <P> (t - -c1 (t)) =f(t). ( 1 ) 

Уравнение 
р = О  j = O 

n т 

� � apJ (t) х<Р> (t - -с1 (t)) = О  
p = O j = O 

(2) 

по отношению к уравнению ( 1 )  называется соответствующим 
однородным линейным уравнением. 

Уравнения ( 1 ) и (2) в дальнейшем кратко будем запи-
сывать в виде 

и 
L (х (t)) = f(t) 

L (x (t)) = O. 

( 1 ) 

(2) 
Дифференциальный оператор L (х (t)) линеен и, следовательно, 

1) L (х1 (t) + х2 (t)) = L (х1 (t)) + L (х11 (t)), 
2) L (Cx (t)) = С L (x (t)), 

где С - постоянная. 
Уравнения ( 1 ) и (2) являются уравнениями с запазды­

вающим аргументом, на отрезке [t0, Т], если на этом отрезке 
ап0 (t) # О, 

ап1 (t) = О (j = 1 , 2, . . .  , т), 
't1 (t) ;::,: 't0 (t) U =  1, 2, . . .  , т). 

В дальнейшем будем считать 'to (t) = О. 
2 Л. Э. Эпьсrольц 
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Линейное уравнение с запаздывающим аргументом можно 
записать в виде 

п - 1  т 
xn (t) + � � bpJ (t) х<Р> (t - .. 1 (t)) = � (t). (3) 

p =O J - 0  
Если все 

непрерывны в правой окрестности начальной точки t = t0, 
то уравнение (3) имеет в правой окрестности начальной 
точки t0 единственное решение основной начальной задачи, 
так как все условия теоремы существования и единствен· 
ности выполнены (стр. 24). 

Линейные однородные уравнения обладают следующими 
очевидными свойствами: 

1) Линейность и однородность уравнения сохраняются 
при линейном однородном преобразовании искомой функции 
и при преобразовании независимого переменного. 

2) Линейная комбинация решений с произвольными по· k 
стояиными коэффициентами � С1 х (t) = х (t) также является 

k i =  1 '1'; '1' 

решением, причем Ч1 = � ({�; (если 
i = i 

точка t0 изолирована 

В Eto• ТО 
k 

x<s) (to + O> =  � c,x<s> (to + O), S = O, 1 , • . . • (п - 1 )). 
ер i = l  epi 

00 
Это свойство сохраняется и при k - оо, если ряд � С1х (t) 

i = l  'l'i 
сходится и допускает п-кратное почленное дифференциро­
вание. 

Здесь и в дальнейшем предполагается, что начальная 
точка t0 остается неизменной для всех решений. 

3) Если х (t, s) является решением, неnрерывно зави­
ер (t, S) 

81 
сящим от nараметра s, nри s0 � s � s1, то � х (t, s) Ф.(s) ds 

so 'l' (t, 8) 
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является решением того же уравнения с начальной функцией 
SJ 
� ер (t, s) Ф (s) ds, где ер (t, s) и Ф (s) - непрерывные функции 

so 
при s0 � s � s1 t Е Et0 и ер (t, s) n раз непрерывно дифферен­
цируема по t. 

Утверждение справедливо и при s1 -+- оо, если интеграл 
00 
� х (t, s) Ф (s) ds сходится, и допускаем п-крат!"'ое диффе­

sо rp(t, s) 
ренцирование по t под знаком цнтеграла. 

4) Если все коэффициенты apJ (t) и отклонения -:1 (t) 
действительны, то действительная и мнимая части комплекс­
ного решения являются решениями того же уравнения. 

Линейные неоднородные уравнения обладают следующими 
столь же очевидными свойствами: 

1) Линейное преобразование неизвестной функции и ире­
образование независимого перемениого не нарушают линей­
ности уравнения. 

2) Сумма х (t) + .х1 (t) решения х (t) неоднородного урав-
'Р 'Р!  'Р 

нения и решения соответствующего однородного уравнения 
х1 (t) является решением неоднородного уравнения х (t), 
� 'Р + �  
определяемого начальной функцией ер + ер1• " 

3) Справедлив принцип наложения: сумма � х (t) ре-
; = 1 '1'; 

шений х (t) уравнений L (x (t)) = /; (t) (i = 1 ,  2, . . .  , k) 

" 
является решением х (t) уравнения L (х (t)) = �/; (t). 

" i = l 
1:: 'Р; i = l  

Это утверждение остается справедливым и при k -+- оо, 
00 

если ряд � х (t) сходится и допускает п-кратное почленное 
i = l 'Р; 

дифференцирование. 
4) Если все коэффициенты aiJ (t) и отклонения -:1 (t) дей· 

ствительны, то действительная часть и (t) решения х (t) = 
rp + iФ 

= и (t) + iv (t) уравнения L (x (t)) =f(t) и его мнимая часть 
2• 
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v (t) являются соответственно решениями уравнений 
L (x (t)) = Ref(t), u (t) = x (t) 

и � 

L (x (t)) = Imf(t), v (t) = x (t). 
<!' 

[ГЛ .  11 

Свойство 2) позволяет заменой переменных х (t) = х (t) + 
'f' 

+у (t) свести исследование линейного неоднородного урав-
нения к исследованию соответствующего однородного урав­
нения. Решение линейного однородного уравнения х (t) 

� 
является линейным функционалом, заданным на пространстве 
Q� начальных функций r.p (t). 

Предположим, что Q� является линейным нормированным 
пространством (например, пространством Сп или Cn-t• или 
пространством L2). 

Если в линейном нормированном пространстве начальных 
функций Q� выбрать некоторый базис r.p1, r.p2, • • • , Cf'n • • •  , то 
определнемая этими базисными функциями система решений 
линейного однородного уравнения х (t), х (t), . . .  , х (t), . . .  

�� �2 �n 
называется фундаментальной системой. В качестве базисной 
системы функций часто берут полиномы, тригонометриче· 
ские или показательные функции .  

Решение х (t), определяемое произвольной начальной функ· 
� 

цией r.p Е Q�, может быть представлено в виде 
00 

x (t) = �- ап х (t), (4) 
� n = l  'fп 

где 
00 

r.p (t) = � rJ.nCf'n (t), (5) 
n = l 

an - постоянные. 
Ряд (5) сходится в смысле метрики пространства Q�, а ряд ( 4) в смысле любой метрики р (х (t), х (t)), в которой 

Фt  <1'2  
сохраняется непрерывная зависимость решений от начальных 
функций: 

р (х (t), х (t)) < е, е > О 
'�'� <1'2 
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при 
Р'Р (фt, ф2) < 8 (е), 8 (е) >  О, 

р'Р - расстояние в смысле метрики пространства 9"'. 
Пусть теперь g'P является пространством Cn-t· По теореме 

Рисса в пространстве Cn-t можно любой линейный функ­
ционал, а следовательно и х (t), представить в виде 

'Р 
x (t) = � rp (s) dsK(t, s), 
'Р Eto 

где в правой части стоит интеграл Стилтьеса. 

(6) 

Ядро K (t, s), как нетрудно проверить, является решением 
того же линейного однородного уравнения, определяемым 
специальными начальными условиями (см. [ 1 4  ]). Вычислить 
K(t, s) удается лишь для простейших уравнений (см. стр. 40-42), 
однако во многих случаях можно установить некоторые 
свойства этой функции (например, ее неотрицательность или 
неположительность) и тогда представление (6) позволяет 
обнаружить многие свойства решения в зависимости от 
свойств начальной функции (подробнее см. [76] , [77]). 

Лля неоднородных линейных уравнений L (х (t)) = f(t) 
решение x (t), определяемое нулевой начальной функцией, 

о 
можно рассматривать как линейный функционал, определен­
ный на пространстве С0 непрерывных функций j(t) и, сле­
довательно, по той же теореме Рисса 

т 
х (t) = � f(s) dsKt (t, s), 
0 to 

T ;;::::. t, 

и в этом случае, если известны хотя бы некоторые свой ­
ства ядра К1 (t, s), можно исследовать свойства решени я 
x (t) в зависимости от вида функций j(t). 
о 

§ 2. Линейные уравнения с постоянными коэффициентами 
и постоянными отклонениями аргумента 

Если в уравнении 
n т 

� � аР1х<Р> (t - t1) = f(t) р = О 1 = 0 
(7) 
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все коэффициенты apJ и все отклонения аргументов "J по­
стоянны, то уравнение (7) назыв ается линейным дифферен­
циальным уравнением с постоянными коэффициентами и с по­
стоянными отклонениями аргумента. 

Предположим, что 
0=-r.o < "• <  . . .  < "т· 

Если ano =1= О, а остальные anJ = О, то уравнение (7) является 
уравнением с запаздывающим аргументом. Если anm =1= О, 
а остальные ant = О, то уравнение (7) является уравнением 
с опережающим аргументом. Если ani =1= О и anJ =1= О при  
i =1= j ,  то уравнение (7 )  является уравнением нейтрального 
типа. 

Рассмотрим вначале линейное однородное уравнение с по­
стоянными коэффициентами и с постоянными отклонениями 
аргумента 

n т 

� � аР1х
<Р) (t - -r.1) = О 

р = О } = 0 
(8) 

(такие уравнения часто называют стационарными линейными 
однородными уравнениями с отклоняющимся аргументом). 

Будем искать частные решения уравнения (8) в виде 

(9) 
г де k - постоянная. 

Подставляя (9) в (8) и сокращая на ekt, получим для 
определения k так называемое характеристическое уравнение 

n т 

� � aP1kPe-k'i = 0. 
p = O j = O 

Левая часть уравнения ( 1 0) 
n т 

Ф (k) = � � aP1kPe -k•i 
p = O j = O  

(1 0) 

называется характеристическим квазиполиномом. Уравнение (1 О) 
имеет бесконечное множество корней. Каждому корню k; 
соответствует решение //. Линейные комбинации 'решений 

q 
� C5ekst с постоянными коэсрфициентами С� и .цаже сум­

� = Q 
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ма бесконечного ряда 

( 1 1 ) 

решений, если ряд ( 1 1 ) сходится и допускает п-кратное по­
членное дифференцирование, также являются решениями 
уравнения (8). 

Если все коэффициенты apf действительны, то ком­
плексным корням k = р + qi уравнения ( 1 О) соответствуют 
комплексные решения е(Р :::!:: qi) t или  действительные решения 
ePt cos qt, еР1 sin qt, являющиеся соответственно действитель­
ной и мнимой частью решения е (p+q i )  t . 

Докажем, что кратным корням ki уравнения ( 1  О) крат­
ности r1.i соответствует не только решение ek/, но и .tektt, 

t� .- 1  ' k ,t 
. . .  , t е t ,  и, следовательно, если ряд 

00 

� pi (t) e" it ' 
i = l  

( 1 2) 

где Pi (t) - многочлены с произвольными постоянными коэф­
фициентами степени r�.i - 1 ,  сходится и допускает п-кратное 
почленное дифференцирование, то его сумма является реше­
нием уравнения (8). 

Действительно, ветрудно проверить, что каждому корню 
k1 характеристического квазиполинома Ф (s) соответствует 
решение уравнения (8) вида 

L st F (s) d 
J е Ф (s) s, 
cf 

где С1 - окружность с центром в точке k1 столь малого 
радиуса, что на ней и в ограничиваемом ею круге sj нет 
отличных от k1 нулей характеристического квазиполинома 
Ф (s), F (s) - произвольная функция, аналитическая на' С1 и 
в S1. Проверка этого утверждения осуществляется подста­
новкой 

x (t) =  L est F (s) ds J Ф (s) cf 



40 ЛИНЕЙНЫЕ УР АВНЕНИЯ [ГЛ . 11 

в (8). При этом, пользуясь аналитичностью подынтегральной 
функции на контуре с}, получим 

r est p (s) -
J Ф (s) Ф (s) ds = O, 
ci 

так как по теореме Коши � est F (s) ds = О. 
cl 

По теореме о вычете в �Х-кратном полюсе k1 получим 

\ estp (s) . [ estp (s) ] 
J Ф(s) ds = 2тc� Res Ф (s) , k1 = 
cl 

где Pa.-t (t) - полином степени tX - 1 с произвольными, в 
силу произвола функции F(s), коэффициентами. 

Естественно возникает вопрос, можно ли в виде ( 1 2) 
представить любое решение уравнения (8). 

В общем случае ответ на этот вопрос отрицателен, но 
при некоторых ограничениях такое разложение решения в ряд 
возможно и может быть использовано для приближенного 
нахождения решения и для выяснения  его асимптотических 
свойств. Этот вопрос будет рассмотрен ниже (§ 4) после 
изучения  р асположения  корней квазиполиномов (§ 3). 

Для представления решений в виде ( 1 2) необходимо знать 
корни характеристического квазиполинома, нахождение ко­
торых приводит к утомительным вычислениям. Укажем другое, 
иногда более удобное, представление решений простейших из 
уравнений вида (8). 

Опираясь на свойства 2 и 3 (стр. 34), будем искать 
решение х (t) уравнения 

f 

в виде 
x (t) = ax (t - 1 )  

1 
Сх (t) + � х (t '- s)y' (s) ds, 

1 о 1 

( 1 3) 

( 1 4) 

где С - постоянная, у (s) - неизвестная функция, х (t) - ре-
1 

шение уравнения  ( 1 3), определяемое начальной функцией 
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ф (t) = 1 на Е1, т. е. при О � t � 1 . Кроме того, считаем 
х (t) = О при t < О. В силу последнего условия х (t) является 
1 1 

решением уравнения ( 1 3) не только при t > 1, но и на началь­
ном множестве O � t � 1 , откуда в силу свойства 3 (стр. 34) 
следует, что ( 1 4) будет решением уравнения ( 1 3) при t >  1 .  

Остаеrся подобрать С и у (s) так, чтобы на  Е1 ( 1 4) 
совпало с начальной функцией 'Р (t). Полагая в ( 1 4) при 
O � t �  1 x (t) = 1, x (t - s) =  1 при t � s и x (t - s) = O  1 1 1 1 
при t < s и представляя интеграл � х (t - s)y' (s) ds в виде 

о 1 
суммы двух интегралов 

получим 

или 

t 1 
� х (t - s)y' (s) dx -t � х (t - s)y' (s) dx, 
о 1 t 1 

t 
c -t �у' (s) ds = 'Р (t) 

о 

С -t у (t) -у (О) =  'Р (t). 
Этому условию можно удовлетворить, считая 

у (t) = 'Р (t) и с = 'Р (0). 
Итак, решение уравнения ( 1 3), определяемое дифферен­

цируемой начальной функцией 'Р (t), заданной на Е1, имеет вид 
1 

х (t) = 'Р (О) х (t) + � х (t - s) 'Р' (s) ds. ( 1 5) 
'Р 1 о 1 

Интегрируя последнее слагаемое по частям и пользуясь урав­
нением ( 1 3), получим  

1 
x (t) = 'P ( 1 ) x (t - 1 ) -t a � x (t - s - 1 ) 'P (s) ds. ( 1 6) 
'Р 1 о 1 

Нетрудно непосредственно подстановкой в ( 1 3) проверить, 
что ( 1 6) является решением уравнения ( 1 3) в предположении 
непрерывности начальной функции 'Р (t) без требования ее 
дифференцируемости. Представление ( 1 5) или ( 1 6) удобно 
для исследования свойств решения х (t) в зависимости от 
свойств начальной функции. 'Р 
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Эти представления решений удобны и для приближен­
ного вычисления решений, тем более что решения х (t) урав-

1 
нения ( 1 3) за табу лированы. 

Укажем интегральные представления решений еще для 
некоторых часто встречающихся в приложениях уравнений: 

при 

при  

при 

1 )  х (t) = a x (t) + bx (t - 't), x (t) = ер (t) 

• 
х (t) = hrp (О) +  a'l' ('t) x (t) + -ь- \ x (t - s) ер' (s) ds ( 1 7) 

<p (t) а + Ь 1 а + Ь J 1 о 

t < O, x (t) = - : . 
1 

n 

2) х<п> (t) = � ajx<jJ (t - 't), х (t) = ер (t) 
j = O 

n - l  • 
� 'I'Ck! (0) l \ (n) х (t) = l -k 1- х (t) + ( _ l ) ! J 

х (t - s) ер (s) ds, 
'Р (/) k=O tk n 

о tn-1 

х (t) при t > 't - решение уравнения, определяемое началь­
tk 
ной функцией rp (t) = tk, O � t � 't, а при t < O � (t) = O. 

3) x (t) = ax (t) + bx (t - 't), b ::j:: O, a + b :f:: O, 't > O. 

Х (t) = h'f' (О) + й'f' ('t) - O't'f'' ('t) Х (t) + 
<p (t) а + Ь 1 

• 
+ b'f'' (О) +  a'l'' ('t) х (t) + _ь_ \ х (t - s) ер" (s) ds а + Ь t а + Ь J t при о 

t < o x (t) = - : , а x (t) = - � t *). 
1 t 

*) Все эти представления решений могут быть найдены тем же 
методом, каким найдено интегральное представление решения ( 1 5) 
для уравнения ( 1 3), однако можно убедиться в их справедливости 
и непосредственной подстановкой в соответствующее уравнение. 
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Заметим, что замена переменных х (t) = еР1 у (t) и t = kt1, 
где р и k - постоянные, позволяет уменьшить число пара­
метров в стационарных линейных уравнениях. 

П р  и м е р. Приближенно вычислить значение решения 
х (t) уравнения х (t) = 2х (t) + х (t - 3) в точке t = t0, если 
t2 
начальным множеством является отрезок [0, 3 ] . 

Заменой переменных х (t) = e2t у (t) и t = 3t1 уравнение 
приводится к виду у (tt) = ау (tt - 1 ), а = 3е-6 и его реше­
ние у (t1), соответствующее решению х (t), оnределяется по 

t2 
формуле 

1 
y (t1) = rp (O)y (tt) + �y (t1 - s) rp' (s) ds, 

l о 1 
где rp (tt) = 9t� е- бtt . 

Применяя теnерь какую-нибудь квадратурную формулу и 
nользуясь таблицей функций у (t1), находим приближенно у (t1) 

l 1 
nри t1 = 3 t0 и х (t) в заданной точке t = t0• 

t2 
При решении этого nримера можно было бы восnользо­

ваться формулой ( 1 7), но решения х (t) для уравнения 
х (t) = ах (t) + Ьх (t - 't) не затабулированы ввиду возмож­
ности его сведения к уравнению х (tt) = а1х (t1 - 1 ) . 

§ 3. Характеристический квазиполином 

Одним из основных методов решения стационарных од­
нородных уравнений 

n т 

� � ap1 x(P) (t - 't1) = 0, 
Р = О  } = 0 

( 18) 

где О = 'to < 't1 < . . .  < 'tm, является нахождение частных ре­
шений вида ellt и разложение искомого решения х (t) в ряд 

'f' 
по этим основным решениям. При этом, как было указано в 
nредыдущем nарагр афе, k должно быть корнем характери­
стического квазиполинома 

n т 

Ф (z) = � � aP1 zPe- "f. 
р = О  } = 0  
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Исследованию расположения корней таких ква3иполино­
мов и посвящается этот параграф. Ква3иполином является 
целой аналитической функцией. Если функция Ф (z) не вы­
рождается в полином, т. е. ,  если в уравнение ( 1 8) сущест­
венно входит отклонение аргумента, то Ф (z) имеет беско­
нечное множество ну лей, единственной предельной точкой 
которых является бесконечность. 

Если уравнение ( 1 8) является уравнением с 3апа3дываю­
щим аргументом (т. е. ano # О, an1 = 0 при j = 1, 2, . . .  , т), 
то все корни z1 ква3иполинома Ф (z) лежат в левой полу­
плоскости: Re zi � N. 

Действительно, в рассматриваемом случае не может быть 
корней с неограниченно во3растающей действительной частью, 
так как при Re z � + оо порядок роста моду ля 1 а по zn 1 выше 
порядка роста каждого и3 остальных слагаемых ква3иполи­
нома, и ,  следовательно, выше порядка роста модуля их  суммы 

n - l  т 

1 � � aPf e- tJ.z l · р = О  j = 0  
Если уравнение ( 1 8) является уравнением с опережающим 

аргументом (т. е. anm # О, anf = О (j = О, 1 ,  . . . , (п - 1 )), 
то все корни ква3иполинома расположены в правой полу­
плоскости Re zi ;;;:::=: N. 

Действительно, в р ассматриваемом случае порядок роста 
при Re z-+ - оо модуля 1 anmzne- tтz 1 выше порядка роста 
модуля суммы остальных слагаемых ква3иполинома 

n - 1  т 

1 � � р - t .z l � � aP1z е 1 • 
р = О  j = O  

Для более точного описания распределения  корней пред­
ставим любой член ква3иполинома zPe- tz в виде еР tn z - tz, следовательно, 1 zPe-tz 1 = еР ln 1 z 1 - t �е z. Отсюда видно, что 
1 zPe-tz 1 является монотонно во3растающей функцией р 1n  1 z \ ­
- 't Re z, и если в каком-нибудь ква3иполиноме при z � оо 
по какому-нибудь направлению arg z = const, или по како­
му-нибудь иному 3акону во3растания Z = Z  (t), для одного 
члена ква3иполинома 3начение tJ. = р 1n 1 z 1 - 't Re z больше ана­
логичного выражения для других членов, то в этом направ­
лении arg z = const или вдоль данной кривой z = z (t) при 
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Z -+ оо не может быть нулей квазиполинома. Если же при 
z -+  оо по некоторой кривой z = z (t) для нескольких чле­
нов квазиполинома величины !J. = р In 1 z 1 - 't Re z совпадают и 
превосходят значения 1.1. для других членов, то вдоль этой 
кривой могут быть нули zk квазиполинома, модули которых 
неограниченно возрастают, причем для приближенного на­
хождения этих корней надо сохранить в уравнении лишь до­
минирующие члены (т. е. члены, имеющие наибольший по­
рядок роста) и найти большие по модулю корни этого уп­
рощенного, обычно двучленного, уравнения. 

Применим этот метод исследования к квазиполиномам, 
соответствующим дифференциальным уравнениям с одним от­
клонением аргумента: 

n т 

Ф (z) = � aPzP + � bqzqe-�z, 
р = О q = O 

't > O, п � т, ап > О, bm =;t:. О. 
При больших по модулю значениях z главным членом 

первой суммы будет anzn, а второй суммы bmzme-�z. Следо­
вательно, при 1 z 1 )> 1 характеристическое уравнение Ф (z) = О  
приближенно может быть заменено уравнением 

( 1 9) 

Р ассмотрим вначме случай n = т , соответствующий диф­
ференциальному уравнению нейтрального типа. Тогда из ( 1 9) 

получим e-•z = - };� ; - 'tz= In (- ::) . отсюда при ьп < о  

а при Ьп > О 

zk � - _!_ ln \ an 1 + (2k + 1 ) 7tl 
't bn 't 

(k = O, + 1 , + 2, . . .  ) , (20) 

(k = O, + 1 , + 2, . . . ). (2 1 ) 

Из (20) и (2 1 )  видно, что в р ассматриваемом случае боль­
шие по модулю корни квазиполинома Ф (z) расположены в 

плоскости z (z = х + О') вблизи прямой х = - + ln \ :: / при-
2'1t 

мерно на  расстоянии -;; друг от друга. 
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Если n > т  и, следовательно, ( 1 8) является уравнением 
с запаздывающим аргументом, то из уравнения 

(22) 
находим 

(23) 

где р = п - т > О, а = - ьт .  Полагая z = zk = xk + lyk и an 
взяв модуль левой и правой частей в (23), получим 

е �xk 1 z: 1 = 1 а 1, или, возводя в степень ! , будем иметь р 
2xk 2 - � -

е Р (Xk + Yk) = 1 а 1 Р • (24) 

Известно (см. стр. 44), что при р > О  lim xk = - оо, k -+ 00 2�xk 
следовательно, l im еР Xk = О и (24) можно переписать в 
виде k-oo 

где l im е1 = О, или 

2�xk 2 
еР Yk = l a iP + et, 

2�xk 
Так как l im х! еР = О  и а =1= О, то 

(25) 

Корни уравнения (23) встречаются сопряженными парами, 
поэтому можно взять корень с Yk < О, тогда 

arg zk = arctg Yk = -2'/t + е2, xk 
где е2 � 0 при k � oo. 

Логарифмируя (23) и сравнивая мнимые части, получим 

'tZk + p ln 1 zk 1 + ip arg zk = i  arg а + 2k'lti +  ln 1 а 1, 
'tYk + Р arg zk = arg а +  2k'lt 
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или 

и 

где 

где s4 -+ О при k -+ оо. 
В право11 части Yk можно заменить с помощью (26) или 

(27). При этом получим 

zk � � [-p ln (2k - � ) ; + In l a J] + (2k - /f) � 
при а > О, (28) 

zk � � \-р ln ( 2k + 1 - � )  � + ln 1 а 1] + ( 2k + 1 - Jf) 7t: 
при а < О. (29) 

Случай т > n, соответствующий дифференциальному урав­
нению ( 1 8) с опережающим аргументом, в прикладнам отно­
шении неинтересен, однако и он может быть исследован тем 
же методом. 

Если уравнение содержит более одного отклонения ар­
гумента, то, оставляя в нем лишь доминирующие члены, по­
лучим, вообще говоря, также уравнение вида (22), но, в виде 
исключения, могут получиться уравнения такого же вида, но 
содержащие более двух слагаемых. 

Пусть, например, уравнение содержит три доминирующих 
члена 

(30) 
причем 

p.= n ln l z l = m ln J z l - 't1 Re z = p Jn J z l - 't11 Re z. (3 1 )  
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Переписав, в силу (3 1 ), уравнение (30) в виде 

nz� - z � - z �l е Re z [ап (ze Re z )n + bm (ze Re z )т + 

[ГЛ. 11 

- z l
� 

+ с Р (ze Re z )Р] = 0 
и находя корни rri (i = 1 , 2, . . .  ) алгебраического уравнения 

anu
n + bmum + cpuP = О, 

получим для определения z уравнения вида zeqz = U; (i = 1 , 
2, . . . ), которые уже были рассмотрены выше (стр. 46). 
Также поступаем и при большем числе доминирующих членов. 

Указанный выше метод дает возможность приближенно 
определить большие по модулю корни характеристического 
уравнения. Такие корни часто называют асимптотическими 
корнями уравнения. 

Неасимптотические корни характеристического уравнения 
могут быть найдены различными приближенными методами. 
Например, методом Ньютона (в случае его применимости), в ко­
тором последовательные приближения вычисляются по формуле 

фа-1 (zп-1) Zn = Zn-1 - Ф" (Zп-1) ' 

где а. - кратность искомого корня. 
Если корни простые, то удобно применять правило лож-

ного положения, и тогда 
(Zn-1 - Zп-в) Ф (Zn-1 ) Zn = Zn-1 - ( ( ) Ф Zn-1) - Ф Zn-2 

Если кратность корня неизвестна, то можно воспользо­
в аться формулой 

Zn = Zn-1 - ф ( ) Ф " ( ) Ф ' ( ) _ Zn-1 Zn-1 
Zn-1 Ф ' ( ) Zn-1 

В качестве первого приближения к неасимптотическим 
корням иногда удобно брать значения корня, вычисленные 
по асимптотическим формулам (20), (2 1 ), (28), (2 9). 

В формулах (20), (2 1 ), (28), (29) петрудно оценить по­
рядок погрешности, он соответственно равен (см. [ 4 7 ]) 

о (�) . о (�) . о Сnп� ) .  о с:п) . (32) 



§ 3) ХАРАК ТЕР ИСТИЧЕСКИЙ КВАЭИПОЛИНОМ 49 

Можно также получить и следующие члены асимптотиче­
ских представлениИ. 

Заметим, что, как видно иэ асимптотических формул (20), 
(2 1 ), (28), (29), все корни квазиполинома удалены друг от 
друга более чем на некоторое положительное рас стояние d 
и поэтому можно вокруг каждого корня, как из центра, опи­
сать непересекающиеся окружности радиуса r � d. 

Нетрудно доказать, что это свойство сохраняется для 
всех характеристических квазиполинов, соответствующих урав­
нениям с одним отклонением аргумента, а также для широ­
кого класса характеристических квазиполиномов, соответст­
вующих уравнениям с несколькими отклонениями. 

Однако существуют уравнения с отклоняющимся аргумен­
том, асимптотические корни характеристических квазиполи­
номов которых неограниченно сближаются. В этом случае 
можно указать такое число d > О, что все корни характери­
стического квазиполинома будут заключены внутри непере­
секающихся окружностей С; (i = 1 ,  2, . . .  ) радиуса r < d, 
причем внутри круга, ограниченного каждой окружностью, 
будет заключено лишь конечное число k; корней k; � N, 
где постоянная N не зависит от i (см. [89 ] ,  [94] ,  [98 ]). 

П р  и м е р  1 . Найти асимптотические корни квазиполи ­
нома Ф (z) = z + ae-z, соответствующего уравнению х (t) + 
+ ax (t - 1 ) = 0. 

Напомним, что к этому уравнению заменой переменных 
легко приводится уравнение х (t) + а1х (t) + Ь1х (t - 't) = О 
(см. стр .  43). 

Из (28), (29) и (32) получим 

Zn = - ln \ 2:п \ + ( ; sgn а + 2n) 1ti + О с: n) . 
П р и м е р  2. Найти асимптотические корни характери­

стического уравнения для следующего дифференциального 
уравнения нейтрального типа 

x (t) + ax (t - I ) + bx (t - 1 ) = 0, а -:;С О. (33) 

К этому уравнению заменой переменных легко приво­
дится уравнение 

x (t) + a1x (t) + b1x (t - 't) +  c1x (t - 't) = O. 
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Характеристическое уравнение для (33) имеет вид 

z + (az + Ь) e-z = О. 
Принимая во внимание (20), (2 1 )  и (32), nолучим 

Zn= In (- a) + 2n r.i + o (�) nри а < О, 

Zn = ln а + (2n + 1) r.l + О ( � ) nри а > О. 

(ГЛ. ll 

П р и м е р 3. Найти асимптотические корни характери­
стического ква3иnолинома для уравнения 

JC (t) + a�x (t) + Ь1x (t - 1 ) + Ь2x (t - 1 ) = 0. 
К 9тому уравнению легко сводится уравнение 

.X (t) + a1x (t) +  а2х (t) + Ь�х (t - 1) + �x (t - 1 ) = 0. 
Характеристическое уравнение имеет вид 

z'� + а2 + (b1z + Ь2) e-z = О. 
Применяя ука3анный на стр. 46 метод и принимая во 

внимание (32), получим 

Zn= - ln 2;�+ ( 2n - -}) r.i + О (�!!) 
при Ь1 > О и 

Zn = - In (-::п ) + (2п - � )  r.l + O C�n) 
при Ь1 < О. 

§ 4. Разложение решения в ряд по основным решен иям 

Как уже ука3ывалось выше (см. стр. 38), одним и3 основ­
ных методов интегрирования стационарных линейных одно­
родных уравнений является ра3ложение решения х (t) в ряд 

р k .t '!' 
по основным решениям вида t е ' , где k; - корень харак-
теристического уравнения, натуральное число р ..;;;;; a.i - 1 , 
a.i - кратность корня k;. Для получения такого ра3ложения 
удобнее всего восполь3оваться операционными методами, 
причем для облегчения обоснования их применимости иногда 
полЬ3уются не преобра3ованием Лапласа, а преобра3ованием 
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Лапласа - Эйлера. Отсылая читателя, интересующегося этим 
вопросом, к [47] ,  [ 89 ] ,  [87] ,  [98 ] ,  [94] ,  мы ограничимся здесь 
изложением лишь схемы доказательства и вычислением коэф­
фициентов разложения в простейших случаях. 

Пусть х (t) является при t > О  решением уравнения 
'f' 

х (t) + ах (t) + Ьх (t - 't) = О, (34) 

определяемым непрерывной начальной функцией 'f (t), задан­
ной на отрезке - " �  t � О. Применяя к (34) иреобразова­
ние Лапласа, 

00 
� [х (t) + ах (t) + Ьх (t - 't)] e-Pt dt= O, 
о 

интегрируя первое слагаемое в левой части уравнения по час­
тям, а в последнем слагаемом совершая замену переменных 
t - " = t1 и разбивая полученный после этого иреобразования 

00 о 00 
интеграл � на  два интеграла � и � , получим 

- �  - � о 
о 

рх (р) - х (О) + ах (р) + Ьх (р) е-Р� + Ь � 'f (t) e-P <t н> dt = о, 

откуда 
- �  

о 
х (0) - Ь � tp (t) е-Р < t + � > dt 

х (р) = -----.--�'-;--;---=::---­р + а  + Ье-р� 
(35) 

Существование х (р) обеспечивается оценкой порядка ро­
ста решений стационарных линейных уравнений 1 х (t) 1 � мest , 
где М и s - постоянные, доказательство которой не отли ­
чается от доказательства аналогичной теоремы для линейных 
уравнений без отклонений аргумента, но может быть по­
лучено и методом шагов. 

Пользуясь формулой обращения интеграла Лапласа, по­
лучим 

(36) 
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Замкнем отре3ок [ а0 - iro, а0 + iro] полуокружностью, 
лежащей в полуплоскости Re р � а0, или дополним 

� - - - - - - - - -
его до прямоугольника (см. 
р ис. 2), стороны которого 
неограниченно во3растают при 
U) -+ 00. 

1 1 1 1 ' 1 1 
1 1 
1 1 1 
1 
1 

о 

р Нетрудно дока3ать, что 
интеграл по дуге полуокруж­
ности, или по трем отличным 
от отре3ка [ а0 - iro, а0 + iro] 
сторонам прямоугольника при 
ro -+  оо стремится к нулю 
(см. [89]). 

• - - - - - - - -
Применяя к интегралу (36), 

3амкнутому дугой полуокруж­
ности, теоремы о вычетах, по­
лучим Рис. 2. 

г де суммирование распространяется на все особые точки по­
дынтегральной функции в (36), т. е. сумма в3ята по всем 
нулям р1 ква3иполинома Ф (р) =р + а + ье-Р�, расположен­
ным в порядке во3растания их модулей, или, в силу (28), 
(29) ( стр. 4 7), в порядке убывания действительных частей. 

Если ква3иполином Ф {р) обладает лишь простыми ку­
лями, то (37) приобретает особенно простой вид 

(мы 

ЦИИ  

восполь3овались И3вестной формулой для 
о/ (z) 
Ф (z) в простом полюсе z =  а, ф (а) =1= 0: 

[<]; (z) ] - ф (а) ) Res Ф (z) ' а - Ф ' (а) . 

(38) 

вычета функ-
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3 а м е ч а н и е. В упомянутом на стр. 49  исключительном 
случае, когда корни сближаются достаточно быстро, приме­
неиная к уравнению (34) схема дока эательства должна быть 
несколько иэменена. Приходится группировать решения, соот­
ветствующие корням р 8, лежащим в одной окружности Ci, и 

00 
представпять решение в виде x (t) = � v1 (t), где v1 (t) = 

'Р ) = 0  Nj + l  
� р8 (t) epst (см. [ 89 ], [94 ], [ 29 ]). 

s = NJ 

§ 5. Некоторые .линейные уравнения с переменными 
коэффициентами и переменными отклонениями аргумента 

Линейные уравнения с переменными коэффициентами и 
с переменными эапаэдываниями находят многочисленные при­
ложения, однако до настоящего времени они исследованы 
довольно слабо. В этом параграфе мы кратко остановимся 
лишь на некоторых более иэученных типах линейных урав­
нений. 

1 .  У р а  в н е н и я, а н а л о г и ч н ы е у р а  в н е н и я м Э й­
л е р  а. Уравнения вида 

n т 

� � arsfrx (r} (psf) =f(t), 
r=O s =O 

(39) 

где все ars и р8 - постоянные, 1 =Ро > Р1 > . . . >Рт• есте­
ственно считать аналогом уравнения Эйлера, так как эаменой 
неэависимого перемениого t = е" (или t = - е") уравнение (39) 
преобраэуется в линейное уравнение с постоянными коэффи­
циентами И С ПОСТОЯННЫМИ 3аПа3ДЫВаНИЯМИ. 

Можно, конечно, и непосредственно искать частные реше­
ния однородного уравнения, соответствующего уравнению (39) 
в виде x (t) = tk. Тогда для определения k получим уравнение 

n т 

� � aгsk (k - 1 )- . . . (k - r + 1) p� - r = 0, (40) 
r= O  s = О  

- т  или, полагая Ps = е s, 
n т 

� � ar8k (k - 1) . . .  (k - r + 1 )e- <k-Фs = 0. (4 1 ) 
1' = 0 8 = 0  
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Корню k; "кратности а.; уравнения (40) или (4 1 ) соответ­
ствуют решения u5e"t" (s = O, 1 ,  . . . , (а.; - 1)) преобразован­
ного однородного уравнения, или решения 

tkt ln5 (t) (s = 0, 1 ,  . . . , (at - 1)) 
однородного уравнения, соответствующего уравнению (39). 

2 . П р и в о д и м ы е с и с т е м ы у р а в н е н и й. Линейное 
однородное уравнение 

x (t) =  А0 (t) x (t) + А 1 (t) x (t - 't) (42) 
называется приводимым, если существует невырожденное диф ­
ференцируемое линейное иреобразование искомой функции  

x (t) = B (t)y (t), (43) 
nреобразующее уравнение (42) в линейное уравнение с по­
стоянными коэффициентами и постоянными отклонениями 
аргумента. 

В ( 42) и . ( 43) можно считать х (t) и у (t) п-векторами, а 
А0 (t), А 1 (t) и В (t) n Х п-матрицами. Преобравование (43) 
переводит уравнение (42) в 

В (t)j (t) = [А0 (t) B (t) - iз (t)] у (t) + А 1 (t) В (t - 't) y (t - 't) 
или 

у (t) = в-t (t) [А0 (t) в (t) - iз (t)) у (t) + 
+ в-t (t) А1 (t) B (t - ")y (t - 't). 

Следовательно, для приводимости необходимо и доста­
точно постоянство матриц в-1 (t) [A0 (t) В (t) - iз (t)] и 
в-1 (t) А 1 (t) · В (t - 't). Первое ив этих двух условий овначает 
приводимость уравнения без отклонений аргумента 

x (t) = A0 (t) x (t). (44) 
Итак, для приводимости уравнения ( 42) необходимо и 

достаточно nриводимости уравнения (44) и постоянства ма­
трицы 

в-1 (t) А 1 (t) В (t - 't). 

3. Л и н е й н ы е у р а в н е н и я с п е р и о д и ч е с к и м и 
к о 9 ф ф и  ц и е н т а м и. Уравнение (44), если матрица А0 (t) ­
nериодическая, как известно, приводимо (теорема Ляпунова), 
но уравнение (42) с периодическими матрицами А0 (t) и А 1 (t) 
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с общим периодом Т, вообще говоря, неприводимо, так как 
матрица В (t), с помощью которой приводится уравнение (44), 
хотя и определяется с пекоторой степенью произвола, но 
этой степени произвола, вообще говоря, недостаточно для 
удовлетворения условию 

в-• (t) А 1  (t) B (t - 't) = const. 
В скалярном случае для уравнения ( 42) с периодическими 

коэффициентами периода Т и даже для более общего урав-
нения 

т 
x (t) = � ap (t) x (t - pТ), (45) 

р = О 
где аР (t) - периодические функции периода Т, существует 
бесконечное множество решений вида 

t 
J 1 (и) du 

x (t) = e0 (46) 

где f(u) - периодическая функция периода Т. 
Действительно, подставив (46) в (45) и вводя обозначение t т 

k = �  J f(и) du, 
J 1 (и) du 

после сокращения на' ео получим 

т 
f(t) = � аР (t) е- pTk. 

р = О 
(47) 

Для нахождения k умножим ( 4 7) на dt и проинтегрируем 
в пределах от О до Т: 

где 

т 
k - � {jpe- PTk = 0, 

р = О 
т 

аР = -� \ аР (t) dt 
'6 

(р = О, 1 ,  . . .  , т). 

(48) 

Простым корням k1 уравнения (48) соответствуют, в силу 
( 46), решения 

t 
J l (u, k� du 

x1 (t) = e0 • 
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где 
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т 

f(t, k) = � аР (t) е- pTk. 
р = О  

[ГЛ.  1I 

Можно доказать, что кратным корням 
к ратности a.i соответствуют решения 

k1 уравнения (48) 

t 
[ дi J t (t, k) dt ] 

Xij (t) = дki е
О k=ki 

U = O, 1 , . . . , (a.i - 1 ); l = 1 ,  2, . . .  ). 

(49) 

Полученная система решений (49) в общем случае не 
является фундаментальной, но все же позволяет судить об 
устойчивости и о некоторых других асимптотических свой· 
ствах решений уравнения (45) (см. [ 1 2 ], [ 1 3 ]). 

4. У р а в н е н и е 

x (t) = М (t) x (t - 't (t)). (50) 

Уравнение (50) при 't (t) :,;:::: О и его различные обобщения 
изучались в работах А. Д. Мыткиса (см. [36 ] ). Рассматрива­
лись уравнения так называемого неустойчивого типа М (t) :,;:::: О 
и уравнения устойчивого типа М (t) � О. В основном изуча · 
лось качественное поведение решений. Исследование опиралось 
на различные теоремы сравнения. Приведем одну из этих теорем. 

Т е о р е м  а. Решения х (t) и х (t) ура внений 
'1'1 '1'2 

х1 (t) = Mt (t) х1 (t - 'tt (t)) и х2 (t) = М2 (t) х2 (t - 't2 (t)) 

удовлетворяют неравенству х (t) :,;:::: х (t), если О � М1 (t) � 
'1'2 'Pl 

� � � о � � оо � � оо и � оо � � �  
При использовании теорем сравнения чаще всего сравни­

вают решения уравнений с переменными коэффициентами и 
постоянными или переменными запаздываниями с решениями 
уравнений с постоянными коэффициентами и постоянными 
отклонениями аргумента, свойства решений которых хорошо 
изучены. 

Этим методом, в частности, удается выяснить, колеблются 
ли решения уравнения (50) при М (t) � О  или при М (t) � О, 
и оuен ить быстроту колебаний. 
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Аналогичные качественные исследования проведены и для 
уравнения 

Jё (f) = М (t) x (t - -с (t)) 
(см. [ 36 ] , [ 1 9]). Отметим еще интересные результаты, связан ­
ные, в частности, с исследованием собственных значений и 
собственных функций краевых задач, полученные С. Б. Нор­
киным для уравнения 

х (i) = M  (t) x (t - -с (t)) + Лх (t) 
(см. [ 42] ,  [ 43] , [ 44 ] , [ 45]). 

Довольно хороШо изучена асимптотика решений линейных 
уравнений с асимптотически постоянными коэффициентами 
[28 ], [3 1 ] , [32] ,  [56] ,  [86 ] , [87 ], [92 ]. 



Г Л А В А  П1 
ТЕОРИЯ УСТОЙЧИВОСТИ 

§ 1. Основные понятия 

При составлении дифференциального уравнения, описы-
в ающего какое-нибудь реальное явление, всегда приходится 
упрощать, идеализировать это явление, выделяя лишь какие-то 
основные факторы и пренебрегая остальными. Начальные усло­
вия в реальных задачах обычно являются результатом изме­
рения и, следовательно, неизбежно определены с пекоторой 
погрешностью. 

ДJiя того чтобы в этих условиях дифференциальное урав­
нение могло хотя бы приближенно описывать изучаемое явле­
ние, необходимо, чтобы малое изменение начальной функции 
и малые в пекотором смысле изменения дифференциального 
уравнения лишь мало изменяли определяемое этой начальной 
функцией решение. Теория устойчивости и изучает условия, 
при которых малые в пекотором смысле изменения, или, как 
часто говорят, малые возмущения дифференциальных уравне­
ний и начальных условий приводят к малым изменениям 
решений. 

Введем основные определения применительно к дифферен­
циальному уравнению с запаздывающим аргументом 

Х (t) = f{t, Х (t}, Х (t - 't t (t)}, • • . , Х (t - 'tm (t))). ( 1 )  

1 .  О п р е  д е л е н и е у с т о й  ч и в о с т и .  Решение х (t) 
'Р (t) 

уравнения ( 1 ) называется устойчивым, если для каждого е > О 
существует такое а (е) >  О, что из неравенства 1 ер (t) - ф (t) 1 < 
< а (е) на начальном множестве следует 1 х (t) - х (t) 1 < е 

'Р (t) ф (t) при t ";;i!!:: t0, г де ф (t) - любая непрерывная начальная функция. 

� 
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Не обладающие этим свойством решения называются не­
устойчивыми. 

I I .  О п р е д е л е н и е а с и м п т о т и ч е с к о й у с т о й ч и­
в о с т и. Устойчивое решение х (t) называется асимптотически 

'1' (t) 
устойчивым, если l im 1 х (t) - х (t) 1 = О для любой непре-

t -+ 00 '1' (t) ф (t) 
рывной начальной функции ф (t), удовлетворяющей при доста-
точно малом а1 > о условию 1 ер (t) - ф (t) 1 < а1. 

Ш. О п р е д е л е н и е р а в н о м е р н о й а с и м п т о т и ч е­
с к о й  у с т о й  ч и в о с т и. Решение х (t) уравнения ( 1 ) назы-

'1' (t) 
вается равномерно асимптотически устойчивым, если суще-
ствует такое а > О, что для каждого е > О существует Т (е) 
такое, что при t > t1 + T (e) l x (t) - x (t) l < e для любой 

'1' (t) ф (t) 
непрерывной начальной функции ф (t), удовлетворяющей нера-
венству 1 ер (t) - ф (t) 1 < а на начальном множестве Et1, где а 
не зависит от выбора t1, t1 :;?; t0• 

IV. О п р е д е л е н и е а с и м п т о т и ч е с к о й  у с т о й ч и­
в о с т и п о п о к а з а т е л ь н о м у з а к о н у. Решение х (t) 

'1' 
уравнения ( 1 ) называется асимптотически устойчивым по по-
казательному закону, если существуют постоянные а > О, 
а > О, В >  1 такие, что из неравенства 1 ер (t) - ф (t) 1 < а 

-а (t - t0) 
следует 1 х (t) - х (t) 1 < В max 1 ер - ф 1 е при t :;?;  Т. 

'1' Ф t E Et0 
V. О п р е д е л е н и е а с и м п т о т и ч е с к о й у с т о й ч и­

в о с т и в ц е л  о м. Решение уравнения ( 1 ) х (t) называется 
'1' 

асимптотически устойчивым в целом, если оно устойчив_о и 

lim (x (t) - x (t)) = О 
t - oo  '1' ф 

при любых непрерывных начальных функциях ф (t). 
Все определения сохраняются, если считать в ( 1 )  х (t) 

п-вектором или даже элементом банахова пространства. При 
этом лишь всюду знак моду ля 1 1 следует заменить на знак 
нормы 1 1  1 1 · 

Иногда целесообразно в определении устойчивости и асимп­
тотической устойчивости пользоваться не метрикой простран­
ства  С0, а какой-нибудь иной (см. (78]). 
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Для уравнения нейтрального типа 

Jc (t) = f{t, х (t), х (t - 't1 (t)), 

. . .  , Х (t - 'tm (t)), Jc (t - 't1 (t)), . . . , Jc (t - 'tm (t))) (2) 
все данные выше определения сохраняются, но только вместо 
требования 1 rp(t) - ф(t) 1 < 8 обычно приходится требовать 
близость в пространстве С1: 

При исследовании на устойчивость какого-нибудь решения 
х (t) уравнения ( 1 ) или (2) можно заменой переменных у (t) = 
'1' 
= х (t) - х (t) преобразовать исследуемое на устойчивость 

'1' 
решение х (t) в тривиальное v (t) = О. Поэтому в дальнейшем 

'1' 
на устойчивость исследуются лишь тривиальные решения. 

§ 2. Устойчивость решений стационарных 
линейных уравнений 

Все решения линейного уравнения с отклоняющимся аргу ­
ментом 

L (х (t)) = j (t) (3) 

с фиксированной начальной точкой t0, так же как и решения 
линейных уравнений без отклонений аргумента, одновременно 
устойчивы или неустойчивы. 

Действительно, любое решение х (t) уравнения (3) заменой 
'1' 

переменных у (t) = х (t) - х (t) переходит в тривиальное реше­
'1' 

ние соответствующего одНородного уравнения 

L (y (t)) = О. (4) 

Следовательно, все решения уравнения (3) в смысле устойчи­
вости ведут себя так же,  как тривиальное решение уравне­
ния (4). В частности, при j(t) = O все решения однородного 
уравнения в смысле устойчивости ведут себя так же,  как и 
тривиальное решение того же уравнения. 

Особенно просто исследуются на устойчивость реше· 
ния линейных уравнений с постоянными коэфф ициентами 



§ 2] СТАUИОНАРНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВ НЕНИЯ 

и постоянными отклонениями аргумента: 

n т 

� 2: аР1хР (t - 't1) = О, 
p = O j = O 

6 1  

(5) 

г де aPJ и 'ti - постоянные 'tт > 'tm-l > . . . > 't1 > 't0 = О. 
В г л. I I ,  § 3 указывалось, что если (5) является уравне­

нием с опережающим аргументом (апт -::j::. О и ani = О , i = О, 
1 , . . . , т - 1 ), то всегда существуют решения вида Cekt, 
где С - произвольная постоянная, с Re k > О. Следовательно, 
все решения уравнения (5) в этом случае неустойчивы, 
так как при сколь угодно малом 1 С 1 решения вида Cekt 
или неограниченно возрастают по модулю при t ---. оо или 
при комплексном k решения С Re e k t  и С Im eat колеблются 
с неограниченно возрастающей амплитудой. 

Если уравнение (5) является уравнением с запаздывающим 
аргументом (апо -::j::. О и ani = О, i = 1 ,  2, . . .  , т), то любое 
решение х (t) при t0 + 't � t � Т может быть разложено 

'f' 
в абсолютно и равномерно сходящийся ряд из основных ре-
шений 

00 
х (t) = 2: pj (t) /?, '1' 1 = 1 

(6) 

где Р1 (t) - многочлены степени не выше а.1 - 1 ,  а.1 -
кратность корня k1 характеристического квазиполинома 

n т 

2: 2: aP1zPe -'/, 
p = O J = O 

Re k1 � Re k2 �  . . .  � Re kn � . . .  

(7) 

Если все корни характеристического квазиполинома имеют 
отрицательные действительные части, то остаток ряда можно 
представить в виде e-knt Rn (t), г де 1 Rn (t) 1 < в  при n > N (в). 
Отсюда уже следует асимптотическая устойчивость решений 
уравнения (5). 

Более того, можно доказать, что при t > t0 + 't 

00 

1 2: P1 (t) /l' [ � вe U'n+�+e )t, 
j= n + l  
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г де В и е - постоянные, е > О и сколь угодно мало (см. [ 4 7]). 
Следовательно, при Re k1 < О  все решения уравнения (5) 
асимптотически устойчивы по показательному закону: 

\ Х (t) \ < Ae(Re kl + •) t, 
'1' 

где А - постоянная. Заметим, что характеристический ква­
зиполином, соответствующий уравнению с запаздывающим 
аргументом, имеет лишь конечное множество нулей k;, удов· 
летворяющих неравенству Re k; > d (см. стр. 44), следова­
тельно, шах Re k; = Re k1 существует и, если Re k1 < О, то 

j 
существует столь малое е > О, что Re k1 + е <  О. 

Для простейшего уравнения (34) из гл. II (стр. 5 1 )  все 
эти утверждения )легко могут быть доказаны путем исследо­
вания ряда (37) (или (38)) из г л. II ,  в более сложных слу­
чаях надо предварительно теми же методами вычислить коэф­
фициенты разложения (6) (см. [47]). 

Аналогичная теорема справедлива и для уравнений ней­
трального типа, но в этом случае, из-за возможности неогра­
ниченного приближения корней к мнимой оси,  достаточным 
условием асимптотической устойчивости по показательному 
закону будет не требование «все Re k; < 0», а «все Re k; � 
E;; r�. < O».  

Впрочем, Хан в l l  00] доказал, что и при условии «все 
Re k; < 0» решения уравнений нейтрального типа асимптоти­
чески устойчивы, но уже, вообще говоря, не по показатель­
ному закону. 

Из-за возможности наступления для уравнений нейтраль­
ного типа, упомянутого на стр. 49 исключительного случая, 
доказательство асимптотической устойчивости по показатель­
ному закону решений уравнений нейтрального типа при усло­
вии «все Re k; .":;:;; - r�. < 0» несколько усложняется по срав­
нению с аналогичной теоремой для уравнений с запаздывающим 
аргументом (см. [98 ] ,  [ 4 7]). 

Если хотя бы один корень k; характеристического ква­
зиполинома (7) имеет положительную действительную часть, 
то решения уравнения (5), очевидно, неустойчивы, так как 

k ·t kf решения вида CRe е 1 или C lm е при сколь угодно 
малых 1 С \ неограниченно возрастают по модулю с возрас­
танием t или колеблются с неограниченно возрастающей ам­
плитудой. 
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Если для уравнения с запаздывающим аргументом харак­
теристический квазиполином имеет простые чисто мнимые 
корни, а остальные корни имеют отрицательные действитель­
ные части, то решения уравнения (5) устойчивы. Это утвер­
ждение непосредственно следует из (6), если в нем выделИ1 ь 
конечное число слагаемых, соответствующих чисто мнимым 
корням. 

Такая же теорема об устойчивости, если все Re ki � О 
и корни с Re ki = О - простые, справедлива и для уравнений 
нейтраJiьного типа, но доказательство несколько усложняется 
(из-за возможности неравномерной сходимости и даже рас­
ходимости ряда (6) и возможности появления бесконечного 
множества чисто мнимых корней характеристического квази­
полинома). 

Если среди чисто мнимых корней есть кратные, то из-за 
появления решений вида 

ct�-1 Re eki и ct�-1 Im /i, а. > 1 
решения неустойчивы. 

Аналогичные теоремы, кроме последнего утверждения, 
справедливы и для систем линейных уравнений с постоянными 
коэффициентами и с постоянными отклонениями аргумента 
(в последнем утверждении надо кратность корня заменить 
величиной, аналогичной степени элементарного делителя). 

Так как нахождение корней характеристического уравне­
ния является задачей довольно сложной (см. стр. 48), то боль­
шое значение приобретают признаки отрицательности дей­
ствительных частей всех корней квазиполинома, дающие воз­
можность исследовать на устойчивость решения не только 
стационарных линейных уравнений, но, \Сак будет показано 
в § 7 этой главы, и решения нелинейных уравнений, стацио­
нарных в первом приближении. 

§ 8. Условия отрицательности действительных 
частеА всех корнеА квазиполинома 

Необходимым и достаточным условием асимптотической 
устойчивости решений стационарных линейных уравнений и 
достаточным условием асимптотической устойчивости трИви­
ального решения широкого класса уравнений, стационарных 
в первом приближении (см. § 7 гл. I I I), является отрицатель -
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ность действительных частей всех корней характеристического 
квазиполинома. 

Так как приближенное вычисление всех корней квазипо­
линома является задачей весьма трудоемкой, то большее зна ­
чение при исследовании на устойчивость приобретают различ­
ные признаки отрицательности действительных частей всех 
корней квазиполинома. Среди таких признаков чаще всего 
применяются следующие: 

1 ) амплитудно-фазовый метод и его в идоизменения; 
2) метод D-разбиений и его видоизменения; 
3) метод Меймана и Чеботарева .  
Ниже мы изложим основные идеи амплитудно-фазового 

метода, подробно разработанного Я. 3. Цыпкиным (см. [68] ,  
[69]), и метод D-разбиений (см. Ю. И. Неймарк [ 3 8 J , Пии­
ни [47 ]). 

Читателя, желающего ознакомиться с методом Меймана и 
Чеботарева, мы отсылаем к [30] .  

1 .  А м п л и т у д н о-ф а з о в ы й м е т о д .  Напомним, что 
если функция f(z), аналитическая и отличная от нуля в точ­
ках векоторого простого замкнутого контура С, внутри кон­
тура имеет лишь конечное множество особых точек типа 
полюса, то 

1 s f' (z) 
211l f (z) dz= Nc- Pc, 

с 
(8) 

где Nc - сумма кратностей нулей функции f(z), расположен­
ных внутри контура С, а Ре - сумма кратностей там же рас­
положенных полюсов. Геометрическое истолкование этой 
теоремы о логарифмическом вычете приводит к «принципу 
аргумента» 

1 21C I::.c Argf(z)=Nc - Ре. (9) 

/), с Argf(z) является полным приращением аргумента 
функции f(z) при однократном обходе точкой z в поло­
жительном направлении контура С. Другими словами, раз­
ность Nc - Ре равна числу полных оборотов, которые со­
вершает в плоскости w вектор, идущий из точки w = О 
в точку w =f(z), когда точка z описывает в положительном 
направлении контур С (число оборотов считается положитель­
ным, если вектор вращается против часовой стрелки, и счи­
тается отрицательным при вращении по часовой стрелке). 
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Доказательство этих теорем читатель может найти в лю­
бом курсе теории аналитических функuий в главе, посвященной 
логарифмическим вычетам. 

Для получения условия отсутствия корней характеристи­
ческого квазиполинома rp (z) с положительными действитель­
ными частями применим принuип 
аргумента к контуру CR, состоя- Z 
щему из отрезка мнимой оси [ - iR, 
iR] и полуокружности радиуса R с 
центром в начале координат, ле-
жащей в полуплоскости Re z > О 
(рис. 3), предварительно убедив- о 
шись, что квазиполином не имеет 
нулей на мнимой оси. 

Воспользовавшись принциПО!If 
аргумента, находим из (9) NcR и, 
если l im NcR = О, то все корни z 

R--+oo Рис. 3. 
квазиполинома удовлетворяют усло-
вию Re Z; < О. Заметим, что в рассматриваемом случае Ре = О. 

При применении этого общего метода к кв азипо.тшному 

rp (z) = Pn (z) + Qn_1 (z) e-�z, 

соответствующему уравнению п-го порядка (а также некоторым 
системам п-уравнений  первого порядка) с запаздывающим 
аргументом с одним запаздыванием, где Pn (z) и Qn_1 (z) ­
полиномы соответственно степени n и не выше n - 1 ,  мож­
но несколько упростить исследование. Вместо функции rp (z) 
рассматривают функцию 

'Р (z) - 1 - Qn-t (z) e-�z 
Р n (z) - Р n (z) ' 

нули которой совпадают с нулями функции rp (z) (если Pn (z) 
и Qn_1 (z) не имеют общих нулей) и имеющую полюсы в ну­
лях многочлена Pn (z). 

Обозначим w� (z) = - Q'P:1(�) e-•z. Предельное положение 
при R - оо образа контура CR при отображении w, (z) на­
зывается амплитудно-фазовой характеристикой. Так как 

;n<t;) = 1 - w� (z), то нулям функции ;n
<��) соответствуют 

точки, в которых w� (z) = 1 . Поэтому, применяя принцип 
з Jl. э. Э;JbCfOIIbЦ 
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аргумента к функции w, (z), надо подсчитать число обходов 
амплитудно-фазовой характеристикой не точки z = О, а точки 
z =  1 . Число обходов амплитудно-фазовой характеристикой 
точки z = 1 равно разности Ne - Ре и, следовательно, для 
того чтобы Ne = О, надо чтобы число обходов амплитудно­
фазовой характеристикой точки z = 1 равнялось - Ре. Еще 
раз напомним, что при этом предполагается, что на мнимой 
оси нет нулей функции )О (z) и что Pn (z) и Qn-t (z) не имеют 
общих нулей, причем оба эти условия срацнительно легко 
проверяемы.  

Заметим, что при отображении w, (z) образ полуокруж­
ности, входящей в состав контура CR при R � оо, стяги­
вается в точку (так как степень Pn (z) выше степени Qn_1(z)), 
и, следовательно, надо строить лишь образ мнимой оси, про­
ходимой в отрицательном направлении. 

При построении амплитудно-фазовой характеристики удо­
бно вначале найти так называемую предельную характе­
ристику, являющуюся предельным положением образа кон­
тура CR при отображении 

( ) Qn-1 (z) Wo z = - Рп (z) 
Для построения образа мнимой оси при отображении 

w (z) - - Qn-l (z) e-•z - w (z) e-•z • - Рп (z) - о 
И ,7!И 

зная уже предельную характеристику, достаточно учесть 
влияние множителя e-•iy, поворачивающего, без изменения 
модуля, р адиус-вектор точки предельной характеристики, со­
ответствующей значению у, на угол - 'ty. 

При построении амплитудно-фазовой характеристики осо­
бое внимание следует уделить точкам предельной характери­
стики, лежащим на окружности 1 z 1 = 1, так как именно эти 
точки при повороте на угол - 'tY могут попасть в точку z = 1 . 

В качестве примера найдем область асимптотической устой­
чивости в пространстве коэффициентов а и Ь тривиального 
решения уравнения 

x (t) + a x (t) + bx (t - 't) = O, ( 1 0) 
r де а, Ь и 't - постоянные, 't > О. 
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В рассматриваемом случае характеристическое уравнение 
имеет вид 

ь 
w0 (z) = - -

+ 
. z а 

( 1 1 )  

( 1 2) 

Предельной характеристикой является образ мнимой оси при 
дробио-линейном отображении ( 1 2). При этом отображении  

мнимая ось переходит в окружность радуса J � 1 с центром 

ь в точке z = - 2а' уравнение которой имеет вид 

( 1 3) 

Пусть а >  О, тогда функция w� (z) не имеет полюсов в 
полуплоскости R.e z > О  и, если 1 Ь 1 < а, то ни при каком пово­
роте точек окружности 
( 1 3) (см. рис. 4), вызванно;М w 
наличием множителя е-�'У 
в ( 1 1 ), амплитудно-фазо­
вая характеристика не 
будет охватывать точки 
z = 1 и, следовательно, " 
все нули квазиполинома 
z + а +  ье-�z расположе­
ны в левой полуплоско-
сти R.e z < О. Рис. 4. 

Итак, при а >  О и 
1 Ь 1 < а решения уравне-
ния ( 1  О) асимптотически устойчивы при любом 't :;:=; О. Эта 
часть области асимптотической устойчивости называется об­
ластью абсолютной асимптотической устойчивости. 

При 1 Ь 1 > а >  О (рис. 5) для некоторых значений 't точки 
предельной характеристики, лежашей одновременно и на 
окружности 1 z 1 = 1 , изображенной на рисунке пунктиром, 
могут перейти в точку z = 1. Наименьшее из таких значений " 

3• 
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при заданных а и Ь будет значением, при переходе череэ 
которое решения уравнения ( 1 0) теряют устойчивость, так 
как при переходе через это значение амплитудно-фаэовая 

"/ .. " 

Рис. 5. 

у 
1 

1 / 

характеристика начинает охватывать точку z = 1. 
точку w0 (iy) = - . +Ь предельной характеристики ty а 
зательной форме, получим 

. ) i Ь 1 i arctg (- � )  
Wo (I:Y = v 

е ' 02 + У2 
Если эта точка лежит на окружности 1 z 1 = 1 ,  то 

l b l = 1 , у 02 + ys 

Записав 
в пока-

( 1 4) 

( 1 5) 

а для того, чтобы после умножения на e-<iy точка перешла 
в точку z = 1 ,  аргумент w0 ( iy) e-<iy должен быть кратен 211:: 

arctg (- �) - 'tY = 2k1t. ( 1 6) 

Наименьшее положительное значение 't, определяемое иэ ( 1 6), 
и является тем критическим эначением 't = 't0, начиная с кото­
рого теряется устойчивость. Из ( 1 6) и ( 1 5) получаем 

a rccos ( -f) 
'to = У ьs - as 
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Если считать 't фиксированным, то, исключая из ( 1 5) и 
(16) параметр у, получаем уравнение граничной кривой обла­
сти устойчивости. 

Аналогично проводится исследование и при а < О, надо 
лишь иметь в виду, что при этом Ре =  1 и поэтому, напри­
мер, при j Ь 1 < 1 а 1 ,  когда амплитудно-фазовая характеристика 
заведомо не может охватывать точки z = 1, получаем неустой­
чивость при любом 't, так как Nc - Pc = O, откуда Nc = l .  

Амплитудно-фазовый метод может быть применен и при 
наличии чисто мнимых корней. В этом случае контур CR не-
сколько изменяется, так как корни 
на мнимой оси приходится обходить 
по полуокружностям достаточно ма­
лого радиуса (рис. 6). 

При наличии нескольких запазды­
ваний основная идея метода не изме­
няется, но исследование, конечно, 
усложняется. 

2 .  М е т о д D-p а з  б и е н и й. Нули 
характеристического квазиполинома 
rp (z) при фиксированном отклонении 't 
являются неnрерывнымl'l функциями 
его коэффициентов (предполагается Рис. 6. 
неравенство нулю коэффициента пр и 

z 

главном члене, что всегда выполнено для уравнений с запазды­
в ающим аргументом). 

Разобьем пространство коэффициентов на области гипер­
поверхностями, точкам которых соответствуют квазиполиномы, 
имеющие хотя бы один нуль на мнимой оси (случай z = O 
не исключается). Такое разбиение называется D-разбиением. 

Очевидно, что точкам каждой области такого D-разбие­
ния соответствуют квазиполиномы с одинаковым числом нулей 
с положительной действительной частью (говоря о числе 
нулей, мы имеем в виду сумму их кратностей), так как изме­
нение числа нулей с положительной действительной частью 
может произойти при непрерывном изменении коэффициентов 
лишь при переходе нуля через мнимую ось, т. е. при пере­
ходе точки в пространстве коэффициентов через границу 
области D-разбиения. 

Итак, каждой области uk D-разбиения можно отнести 
число k - число ну лей с положительными действительными 
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частями квазиполинома, определяемого точками этой области. 
Среди областей этого разбиения находятся и области u0 (если 
они существуют), которым соответствуют квазиполиномы, не 
имеющие ни одного корня с положительной действительной 
частью. Эти области являются областями асимптотической 
устойчивости для решений соответствующих рассматриваемым 
квазиполиномам стационарных линейных дифференциальных 
уравнений с отклоняющимся аргументом. 

Таким образом, исследование на устойчивость методом 
D-разбиения в пространстве коэффициентов (или иных пара­
метров, от которых могут зависеть коэффициенты и отклоне­
ния аргументов) проводится по следующей схеме: находим 
D-раэбиение и выделяем из него области u0• Для выделения 
области zz0, если она связна, достаточно убедиться, что хотя 
бы одна ее точка соответствует кваэиполиному, все нули ко­
торого имеют отрицательную действительную часть. 

Для выяснения того, как изменяется число корней с поло­
жительной действительной частью при переходе через неко­
торую границу D-раэбиения, вычисляется дифференциал дей­
ствительной части корня и по его знаку судят об уменьшении 
или увеличении числа корней с по;южительной действитель­
ной частью. 

Если (f/ (z, !11, а2, • • • , ар) =  О - характеристическое урав­
!"lение1 содержащее параметры а1, а2, • • •  , аР, то 

р 
� д<р da · � даi ' 

i - 0 dx = - Re - д<р 
дz 

Обычно dx вычисляется на некоторой границе D-раэбиения 
при изменении лишь одного параметра, изменение которого 
гарантирует переход через рассматриваемую границу D-раз­
биения. 

В качестве примера рассмотрим уравнение 

fc (t) + ax (t) + bx (t - 't) = O, ( 1 7) 
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уже частично исследованное амплитудно-фазовым методом на 
стр. 66-69. Характеристический квазиполином, соответству­
ющий уравнению ( 1 7), 

ер (z) = z + a + ье-�z, ( 1 8) 

имеет нулевой корень при 

а + Ь = О. ( 1 9) 

Эта прямая и является одной из линий, образующих границу 
D-разбиения. 

Пусть теперь квазиполином имеет чисто мнимый ко­
рень iy: 

iy + а + ье-�1У = о  
или 

Отделяя действительную и 
нение границ D-разбиения в 
параметрической форме: 

или 

а + Ь cos 'ty = O, 
у - Ь sin 'ty = O  

ь - _
У _ - sin 'ty ' 

a = -Y�OS 'tY • 
SIП 'tY 

Эта линия и прямая ( 1 9) 
образуют D-разбиение, изо­
браженное на рис. 7. 

При а > О и Ь = О вы­
родивiiiийся КВаЗИПОЛИНОМ 
не имеет корней с положи­
тельными действительными 
ч астями и, следовательно, 

мнимую части, получим урав-

ь 

/1 1 

а 

11 

/V /У 

Рис. 7. 

область 1 является областью асимптотической устоlfчиво­
сти реiiiений уравнения ( 1 7) (при Ь-+ О действительные 
части всех корней квазиполинома, кроме одного, стремятся 
к - оо (см. стр. 44)). При переходе из области 1 в область /1 
через прямую а + Ь = О появляется один корень с положи-
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тельной действительной частью, так как из ( 1 8) получим, что 
da на этой прямой dx = - 1 _ Ь-с и, следовательно, при умень-

1 
шении а и постоянном Ь, Ь < -;с ,  действительная часть корня, 

равная нулю на этой прямой, получает положительное при-
1 

ращение. Если Ь > - ,  то при da > О и dx > О, следова-
-с 

тельно, в области Jll два корня имеют положительную дей­
ствительную часть. Тот же результат можно получить и 
иным путем: на гр аничной кривой С1 D-разбиения (рис. 7) 

(т. е. на кривой а + Ь cos 'ty = O, у - Ь sin 'ty = O, О <У< : )  
da - Re 1 - Ь-се � iy = 

da = - Re -1 - b-c ( cos -cy - i  sin -су) 

( 1 - Ь-с cos -су) da = - �--;--'-----,-"----,--;:.,"--"...--,- ."---( 1 - Ь-с cos -су)2 + Ь2-с2 sin 2 -су · 

На кривой С1 корни чисто мнимы z = iy и, принимая во 
внимание уравнение кривой С1, получим при b't > 1 cos 'tY < О. 
Следовательно, знак dx опять противоположен знаку da. 
Таким образом, при переходе через границу С1 из обла­
сти 1 в JIJ пара комплексных сопряженных корней приобре­
тает положительную действительную часть. Совершенно ана­
логично проводится исследование и на других границах D­
разбиения. 

3 а м е ч  а н и е. Выделение об.'lасти u0 как в данном слу­
чае, так и в некоторых других может быть осуществлено 
с помощью теоремы Руше, которая утверждает, что если 
функции <р (z) и ф (z) аналитичны на просто м замкнутом кон­
туре С и в ооласти, им ограниченной, функция <р (z) не обра­
щается в нуль ни в одной точке контура С и на контуре С 
1 ф (z) 1 < 1 <р (z) 1 . то в области, ограниченной коflтуром С, 
функции <р (z) и <р (z) + ф (z) имеют одинаковое чис;ю нулей 
(см. любой курс теории аналитических функций). 

Применяя теорему Руше к функциям <p (z) = z + a и 
ф (z) = ье-�z, заданным на контуре CR, заметим, что при 
1 а 1 > 1 Ь 1 и при достаточно большом радиусе R полуокруж­
ности, входящей в состав контура CR, функции <р (z) и ф (z) 
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удовлетворяют условиям теоремы Руше, т. е. на контуре Ся 

1 Z + а 1 > 1 be-�z 1 , И .'lИ 1 Z + а 1 > 1 Ь 1 е-�х, (20) 

г де z = х + iy. Действительно, на полуокружности при до­
статочно большом R справедливость неравенства (20) оче­
видна, так как х > О, а на мнимой оси 

l z + a 1 � а, 1 ье-�z 1 = Ь  

и, следовательно, при 1 а 1 > 1 Ь 1 , 

1 z + а  1 > 1 ьe-�zl . 
При а > О функция ер (z) не имеет нулей внутри кон­

тура Ся, следовательно, по теореме Руше там нет и нулей 
функции z + а + ье-�z при любом R. Таким образом, та ком­
понента D-разбиения (см. рис. 7), которая содержит область 
а > 1 Ь 1 , и является областью асимптотической устойчиво­
сти и0• 

Заметим еще, что при 1 а 1 > 1 Ь 1 и а < О из теоремы Руше 
следует неустойчивость решений уравнения ( 1 7). 

Рассмотрим несколько примеров: 
П р и м е р 1 . Найти в пространстве коэффициентов а и 

Ь область устойчивости решений уравнения 

x (t) + ax (t - 1 ) + bx (t - 1 ) = 0. 
Характеристическое уравнение имеет вид 

z2 + (az + Ь) e-z = О. (2 1 )  

Находим границу D-разбиения. При z = О  Ь = О. При 
z = iy -у2 + (aiy + Ь) ( cos у - i sin у) = О, и, отделяя дей­
ствительную и мнимую части, получим 

- у2 + ау sin y + b  cos y = O, 

ау cos y - Ь sin y =  О, у =1= О, 
или 

а =у sin y, Ь =у2 cos y, О <у <  оо .  

Эта кривая имеет спиралевидную форму (рис. 8). Подсчиты­
вая число р корней с положительной действительной частью, 
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получаем указанные на рисунке числа (при малых 1 Ь 1 все корни, 
кроме корней, близких к корням вырожденнаго уравнения 
z2 + aze-z = О, имеют, как видно из уравнения (2 1 ), большие 

р =2 

по модулю отрицательные действи-
Ъ тельные части, так как 1 ье-z 1 вне ок­

рестности корней вырожденнога 
уравнения не мал). При Ь = О  и 
О <  а < -;- нет корней с положи­
тельной действительной частью. 

Действительная часть производ­дz 
.ч----�....qг----11 ной дЬ при Ь = О, z = О равна 

Рис. 8. 

1 - а и, следовательно, при а >  о 
при переходе через ось Ь = О  при 
возрастании Ь теряется корень с по­
ложительной действительной частью. 

П р и м е р  2. Найти область ус­
тойчивости в пространстве коэффи­
циентов а и Ь решений уравнения 

x (t) + ax (t - 1 ) + bx (t) = O. 
Характеристическое уравнение 

имеет вид z2 + aze-z + Ь = О. По­
лагая z = О, получаем Ь = О. При z = iy, О <У <  оо, нахо­
дим -у2 + aiy ( cos у - i sin у) + Ь = О, или 

-у2 + ау sin у + Ь = О, 
ау cos y = O. 

Если а :# О, то из второго уравнения находим 

cos y = O, 2k + 1 y = -2 - 1t (k = O, 1 ,  . . . ), 

следовательно, 

Ь = ( _ 1 )k+1 2k i 1 1ta + [2k i 1 1t у 

- прямые линии. На рис. 9 дано D-разбиение и указано 
число р корней с положительной действительной частью. 
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_ г  дz 1 ---
(При а = О, Ь > О, z = + v Ьi, Re да = - 2 cos V Ь, 

Re � < О при О < Ь < (-;-у , ( � 7t у < Ь < ( � 7t у , . .  . 

Re � > О при (-;-У < Ь < ( � 7t у ,  ( � 7t у< Ь < ( ;- 7t у ,  . . .  ) 
П р  и м е р  3. Найти область устойчивости в простран­

стве коэффициентов а и Ь решений уравнения 

х (t) + ax (t) + bx (t - 1 ) = 0. 

= tl -
а 

о IZ 

Рис. 9. Рис. 1 0. 

Характеристическое уравнение имеет вид z2 + az + ье-Z= о. 
При z = O  Ь = О. При z = iy, О <у < оо, получим 

откуда 

или 

-у2 + aiy + Ь ( cos у - i sin у) = О, 

· ь соs у - у2 = 0, ау - Ь sin y = O  

ь - L 
- cos y ' а = у sin y 

cos y · 
Область устойчивости изображена на рис. 1 0. 
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§ 4. Случай малого отклонения аргумента 

Если в стационарном линейном уравнении 
n - 1  т 

!ГЛ .  111 

xn (t) + � � akix\k) (t - 'tj) = О, (22) 
k = O j=O  

r де О = 't 0  < 't1 < . . . < 'tm, запаздывание 'tm  достаточно мало, 
то естественно ожидать, что многие свойства решений урав­
нения (22) будут близкими к свойствам решений уравнения 
без отклонений аргумента 

n - 1  т 
xn (t) + � � akjx<k > (t) = O, (23) 

k= O j= O 
получающегося из (22) при 'tj = О  (i = 1 ,  2 ,  . . . , т) . 

В частности, справедливы следующие теоремы: 
1 .  Если решения уравн-ения (2 3) аси.мптотичес�и устой­

чивы, то при достаточно .мало.м 'tm аси.мптотичес�и устой­
чивы и решения уравнения (22). 

I l .  Если хара�теристичес�ое уравнение для уравнения 
(23) и.меет хотя бы один �орень с положительной дей­
ствительной частью и, следовательно, решения уравнения 
(23) неустойчивы, то при достаточно .мало.м 'tm неустой­
чивы и решения уравнения (22) . 

I I I .  Если хара�теристичес�ое уравнение для уравнения 
(23) и.меет простой �орень z = О, а остальные �орни и.ме­
ют отрицательную действительную часть, то при доста ­
точно .мало.м 'tm решение уравнения (22) устойчиво. 

Действительно, при достаточно малом 'tm все множители 
-� z 

е i при 1 z 1 < М сколь угодно близки к единице, следов а-
тельно, характеристический квазиполином � (z) для уравнения 
(22) может быть представлен в виде 

� (z) = rp (z) + 'IJ (z), 
где rp (z) - характеристический полином для уравнения (2 3}, 
а 1 'IJ (z) 1 < а в области 1 z 1 < М при 'tm < 8 (а), где а - сколь 
угодно малое положительное число. 

Все корни полинома rp (z) расположены внутри пекото­
рога круга 1 z 1 < М. Применяя теорему Руше к сколь угодно 
малым контурам Ci, каждый из которых обходит некоторый 



§ 4] СЛУЧАЙ МАЛОГО ОТКЛОНЕНИЯ АРГУМЕНТА 77 

корень z1 полинома ер (z), получим, что в сколь угодно ма­
лой окрестности каждого корня полинома ер (z) при доста­
точно малом "т расположен корень квазиполинома ф (z). При­
нимая во внимание такое соответствие в р асположении кор­
ней функций ер (z) и ф (z), а также учитывая, что все осталь­
ные корни квазиполинома ф (z) при достаточно малом "т об­
ладают сколь угодно большой по модулю отрицательной 
действительной частью (см. стр. 44-48), получим утверждение 
теорем 1 и I I, так как при выполнении условий теоремы 1 
все корни квазиполинома будут иметь отрицательные дейст­
вительные части, а при выполнении условий теоремы 1 1  ква­
зиполином будет иметь хотя бы один корень с положитель­
ной действительной частью. 

Справедливость теоремы III следует из того, что при до­
статочно малом "т все корни квазиполинома ф (z), кроме од­
ного, будут иметь отрицательную действительную часть, так 
как они или будут близки к корням полинома ер (z) с от­
рицательной действительной частью, или их действительная 
часть будет отрицательна и сколь угодно велика по модулю. 
Один же корень квазиполинома, который должен быть близок 
к корню z = О полинома ер (z), будет также равен нулю, так 
как ф (О) = ер (О) = О. Все сказанное справедливо и для 
систем уравнений с запазды- 11 
вающим аргументом. 

В качестве пример а  рас­
смотрим уравнение 
х (t) + ax (t) + bx (t - -с) = О, 

(24) 
причем оценим, насколько 
должно быть мало -с, чтобы тео­
ремы 1, 11 и I I I  были справед­
ливы. 

о 

Область устойчивости для Рис. 1 1 . 
решений уравнения (24) изо-
бражена на рис. 7 . Область устойчивости для решений урав­
нения 

х (t) + <а + b) x (t) = O  (25) 

определяется неравенством а + Ь > О  (см. рис. 1 1 ). Из срав­
нения атих областей следует; 
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1) Если решения уравнения (25) неустойчивы, то неустой­
чивы и решения уравнения (2 4) при любом ,;; 

2) Если решения уравнения (25) асимптотически устой­
чивы и 1 Ь 1 < а , то решения уравнения (24) асимптотически 
устойчивы при любом ,;; 

3) Если характеристическое уравнение для уравнения (25) 
имеет корень z = О, т. е. а + Ь = О, то решения уравнения 
(24) устойчивы при Ь < О  при любом ,;, а при Ь > О  при 

1 
't < ь ;  

4) В случае асимптотической устойчивости решений урав­
нения (24) при 1 Ь 1 > а оценка для ,; может быть получена 
из уравнений граничной кривой С1 (см. рис. 7) 

а + Ь cos ,;у = О, у - Ь sin 't.Y = О, 

О<у < ; .  

Исключая у и разрешая относительно 1:, nолучим 

arccos (- F) 
't' = • yьu - au 

Итак, в рассматриваемом случае решение уравнения (24) 
асимnтотически устойчиво nри 

arc cos (- : ) 

о 
�'t < -

-::;"Тf=
=-::Г 

--= У ьs - as . 

Для уравнений нейтрального тиnа столь nолное соответ­
ствие в отношении устойчивости между решениями уравне­
ний 

и 

n т 
� � ak1x<kJ (t - 1:1) = О, 
k=O j=O 

n т 
� � aklx<k> (t) = O  
k=O j=O 

(26) 

(27) 

nри малом 'tт наблюдается без доnолнительных ограничений 
лишь в случае неустойчивости nри наличии хотя бы одного 
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корня с положительной действительной частью характеристи­
ческого полинома ер (z) для уравнения (27). 

Отличие этого случая от случая уравнения с запаздыва­
ющим аргументом заключается в том, что асимптотические 
корни уравнения (26) при сколь угодно малых 'tj могут со­
хранять положительную действительную часть (см. стр. 44-45). 

Например, решения уравнения 

x (t) + ax (t) - ЬХ (t - t) - abx (t - 't) = O (28) 

при а >  О и Ь > 1 при сколь угодно малых 't, 't > О, не­
устойчивы, так как его характеристическое уравнение 
(z + а) (1 - ье-·� = О имеет корни zk с положительными 

ln 1J 2krti действительными частями: zk = - + -- ,  в то время как 
't 't 

при 't = О решения уравнения (28) асимптотически устойчивы: 
х (t) = ce-at. 

Этот пример еще раз подчеркивает, что не всегда, даже 
при качественном исследовании, можно пренебрегать малым 
и даже сколь угодно малым отклонением аргумента. 

§ 5. Случай большого отклонения аргумен та 

Наряду со стационарным линейным уравнением 
n т 

� � akjx<kJ (t - 'tj) = О, (29) 
k=O j=O  

г де О = 'to < t1 < . . .  < 'tт, а по *- О, рассмотрим уравнение 
без отклонений аргумента 

n 
� ak0xfk) (t) = О 

k=O  
(30) 

и их характеристические уравнения ф (z) = О и ер (z) = О, где 
n т 

ф (z) = � � akjzke-?• 
k = O j= O  

n 
ер (z) = � akozk. 

k = O  
Т е о р е м а .  Если полином ер (z) имеет хотя бы один. 

�&орен.ь zP с положительной действительной ч-астью, то 
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решения уравнения (29) при достаточно большо.м 't1 не­
устойчивы. 

Л о к а з  а т е л ь  с т в о. В окрестности корня z = zP модуль 
разности � (z) - ер (z) сколь угодно мал при достаточно боль­
шом 't 1 ,  так как при Re z > О  все слагаемые, содержащие 
множители е -tjz (} = 1 ,  2, . . . , т), сколь угодно малы. Следо­
вательно, по теореме Руше при достаточно большом 't1 ква­
зиполинам � (z) имеет корень с положительной действитель­
ной частью, расположенный в сколь угодно малой окрестно­
сти ну ля z = z Р полином а ер (z). 

В случае асимптотической устойчивости решений уравне­
ния (30) без добавочных предположений нельзя утверждать, 
что решения уравнения (29) будут при достаточно большом 
't1 асимптотически устойчивы, но все же и в этом направле­
нии могут быть получены некоторые результаты, см. [ 1 08 ] . 

§ 6. Второй метод Ляпунова 

Как известно, идея второго метода Ляпунова в примене­
нии к дифференциальным уравнениям без отклонений аргу­
мента 
xi (t) =/i (t, x1 (t), x2 (t), . . .  , Xn (t)), (i = 1 , 2, . . .  , п) (3 1 )  
заключается в том, что подбирается функция V (х1 , х2, • • •  , хп) 
(или V (х1, х2, • • •  , xn, t)), играющая роль обобщенного р ас­
стояния до начала координат, и, если вдоль тр аекторий урав-

нения (3 1 ) эта функция не возрастает (�-f � О) , то триви­
альное решение xi - О (i = 1 ,  2, . . .  , п) устойчиво. 

Сформулируем точнее основные теоремы второго метода 
Ляпунова и выясним, возможно ли их обобщить на случай 
уравнений с отклоняющимся аргументом. 

Т е о р е м а Л я п у н о в а о б у с т о й ч и в о с т и . Триви­
альное решение уравнения (3 1 ) устойчиво, если в о�Срест­
ности начала �Соординат при t ?::: t0 существует опреде­
ленно положительная дифференцируемая фун�Сция 
V(xi >  х2, • • •  , Xn, t), производная �Соторой в той же о�Срест­
ности вдоль интегральных �Сривых уравнения (3 1 ) не-
положительна: 
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Напомним, что функция V (х1, х2, • • • , Х11, t) называется 
определенно положительной, если 

причем непрерывная функция W равна нулю лишь при х1 = 
= Х2 = . . . = Х11 = 0. 

Идея доказательства. По заданному е > О выбираем столь 
малое а (е) , что 

n 
sup V (х1, х2, • • •  , Х11, t0) < inf W (х1, х2, • • •  , Х11). (33) 

� х� < 32(е) 
i = ! 
Тогда, выбрав произвольную начальную точку в а-окрестно­
сти начала координат, в силу условий (32) и (33) получим 
траекторию, которая не  может выйти из е-окрестности начала 
координат при t > t0, так как вдоль траектории  функция V 
не может возрастать. 

3 а м е ч  а н и е. Эта теорема допускает обращение, т. е. 
если тривиальное решение системы (3 1 )  устойчиво, то суще­
ствует функция V, удовлетворяющая условиям теоремы Ля­
пунова. В качестве такой функции V, если не требовать ее 
гладкости, можно взять 

где 

является расстоянием от интегральной кривой, проходящей 
при t = t0 через точку (х1 0, х20, • • •  , Х110) до начала 
координат. Нетрудно построить и гладкую функцию Ляпу­
нова. 

Т е о р е м а  Л я п у н о в а  о б  а с и м п т о т и ч е с к о й  
у с т о й ч и в о с т и. Точка покоя xi = O  (i = 1 ,  2, . . .  , п) 
систе.мы уравнений (3 1 )  равно .мерно аси.мптотически устой­
чива, если существует функция V (xt, х2, • • , ,  х11, t), удов -
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летворяющая в окрестности нач.ала координат при t ;:;::,: t0 
следующи.м условия.м: 

1 ) функция V определенно положительна; 
2) функция V допускает бесконеч.но .малый высший 

n 
предел (т. е. V =: О при � х} � О); 

i = l 
3) производная функция V вдоль интегральных кри­

вых определенно отрицательна, т. е. 

где непрерывная функция w1 равна нулю лишь при х1 = 
= Х2 = . . . = Xn = O. 

Идея доказательства. По заданному е > О выбираем 3 (е) > 
> О так, чтобы sup V � inf W, г де Иа - 3 - окрестность 

U0 , t :;:: t0 s. 
начала координат, а s. - сфера радиуса е с центром в на­
чале координат. В сиду существования бесконечно малого 
высшего предела 3 (е) можно выбирать не зависящим от t6• 
Траектория, начинающаяся в Иа, не выйдет за пределы s. и 
должна войти в произвольную малую 7j·Окрестность начала 
координат. Действительно, в противном случае вдоль тра­
ектории  

(34) 

где а. - постоянная. Умножая (34) на dt и интегрируя в пре­
делах от t0 до t, t > t6, получим 

V - V6 � - a. (t - t6). (35) 

При достаточно большом t из (35) получим V < О, что про­
тиворечит первому условию теоремы. Вследствие rфоизволь­
ности выбора 7l асимптотическая устойчивость доказана. 
Вследствие независимости 3 (е) от t0 доказана и равномер­
ная асимптотическая устойчивость. 

Теорема допускает обращение. 
Т е о р е м а Ч е т а е в а о н е у с т о й ч и в о с т и. Триви­

альное решение систе.мы (3 1 ) неустойч.иво, если в сколь 
угодно .малой окрестности нач.ала координат при t ;:;::,: t0 
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существует не зависящая от t область U, в которой 
фуюсция V (х1, х2, • • • , Xn, t) удовлетворяет условия .м: 

1 ) V > O; 
dV dV 

2) dt > О, причем в области V � а > О dt � � > О; 
3) В окрестности начала координат при t � t0 функ­

ция V ограничена. 
Идея доказательства. Выбираем начальную точку так, что 

V (x10, Х20, . . .  , Xno• t0) = a1 > 0. Тогда траектория при t > to 
в силу условия 2) остается в области V � а1 > О и, следо­
вательно, вдоль траектории 

dV 
dt � �� > о. (36) 

Умножая (36) на dt и интегрируя в пределах от t0 до t, 
t > t0, получим 

V - V0 � �1 (t - t0). (37) 
Из (37) находим, что при t -+ оо V-+ оо, что противоречит 
условию 3). 

Следовательно, при t -+ оо траектория покидает окрест­
ность начала координат. Так как начальную точку в силу 
условия 1) можно было выбрать сколь угодно близко к на­
чалу координат, то неустойчивость доказана. 

Очевидно формулировка и доказательство этих трех тео­
рем почти не изменятся, если систему (3 1 )  заменить системой 
дифференциальных уравнений с отклоняющимся аргументом 

Х (t) = f1 (t, x1 (t), . . •  , Хп (t), х1 (t - 't1 (t)), . . . , x1 (t - 'tп (t)), . . .  
. . .  , Xп (t - 'tt (t)), . . .  , Xn (l - 'tn (t))) (i = 1 ,  2, . . .  , n), (38) 

г де " � 't;(t) � О, лишь 
n 

dV (x1, х2, . . .  , Xn, t) дV + '\1 дV J. dt = дt "" дх · i i= l 1 

будет функцией n (п + 1 )  + 1 аргументов 

t, Х1 (t), . , . , Xn (t), Х1 (t - 'tt (t)), . , . , Xn (t - 'tп) 

и ее неположительность в первой теореме (или отрицатель­
ная определенность во второй теореме и положительность 
в теореме о неустойчивости) можно понимать как неположи-
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тельность при неаависимо меняющихся аргументах или учесть, 
что xi (t - 'tk (t)) является одним иа предшествующих значений 
функции х1 (t). 

Однако эффективность этих теорем для уравнений с от­
клоняющимся аргументом невелика (подробнее см. [78 ] , [48], 
[50 ]) . 

Значительно плодотворнее окааалась идея Н. Н. Красов­
ского (см. [24]), рассматривавшего вместо функций Ляпунов а 
обладающие аналогичными свойствами функциоиалы. 

О п р е д е л е н и е 1 . Функционал 

V [х1 (s), х� (s), . . . , Xn (s), t] = V [х (s), t], 

(в дальнейшем s всегда иаменяется в укааанных пределах), 
нааывается определенно-положительным, если существует не­
прерывная функция � (r), такая, что � (r) > О  при r =j:. О и 

V [х (s), t] ;::=:: � ( 1 1  х (s) 1 1 �). 
Аналогично определяется и определенно-отрицательный 

функционал. 
Норма вектор-функции х (s) может быть ваята в раалич­

ных пространствах. В дальнейшем нам понадобится норма в 
пространстве С0 и L2, но иногда, особенно часто для урав­
нений нейтрального типа, нужна и норма в пространстве С1• 

Введем обоаначения: 

1 1  х (s) 1 1 � = sup 1 xi (s) 1 ; - -t =::: s � o  
l :s;; i ::::; n 

1 

l l x (s) l l �2 = [I i� xHs) ds]2 ; 

l l x l l = sup l xi l i l � i:::= n 

l lx l ! 11 = {i� xf; 

и. - е-окрестность в метрике С0 точки покоя х1 = х2 = 
= . . . = Хп = О; s. - е-сфера - граница и •. 
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О п р е д е л е н  и е I I .  Функционал V [х (s), t] имеет беско ­
нечно малый высший предел, если существует непрерывная 
функция cp1(r) ;:;:::: О, ср1(0) = О такая, что 

V [х (s), t] � Cft ( 1 1  х (s) 1 1 ,). 

Т е о р е м  а о б у с т о й  ч и в о с т и. Тривиальное решение 
системы (38) устойчиво, если существует непрерывный 
определенно-положительный фуюсционал 

V [х (s), t] ( - 't � s � 0), t ;:;:::: t0, 
l l x (s) l i , < H, н> о, V [O , t] = O, 

производная которого вдоль интегральных кривых непо-
ложительна 

dV [х (t + s), t] 
__ Ф_-:-:--- �0, dt 

где х (t + s) - решение уравнеt-tия (3 8), определяемое на­
Ф 

чальной вектор-функцией Ф (t) (t0 - 't � t � t0). 
Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По заданному е (О < е < Н) выби­

раем а (е) >  О так, чтобы 

inf V [х (s), t] > sup V [х (s), t0]. 
1 1  х (s) 1 1 , = •  1 1  х (s) 1 1 , ::::.: 3 (е) (39) 

i ?::= fo 
Возможность выбора такого а (е) следует из того, что 

inf V [x (s), t] > O 
1 1  х (s) 1 1 ,  = • 

(в сш1у определенной положительности функцианала V [х (s), t] 
и непрерывности функцианала V [х (s), t0] в окрестности 
х (s) = 0). 

При таком выборе а (е) любая начальная вектор-функция Ф (t), 
удовлетворяющая условию 1 1  ф (to + s) 1 1. < а (е), определяет 
решение х (t), t ;:;:::: t0, для которого 

ф 

1 1 Х (t) 1 1. < е, 
ф 

так как вдоль траектории функция, в которую превращается 
функционал V вдоль интегральной кривой, не возрастает и, 
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следовательно, 1 1  х (t) 1 1 ,  не может в силу неравенства (39) 
ф 

стать равной е. 
Т е о р е м а 1 Н. Н. К р а с о в с к о г о (о б а с и м п т о т и -

ч е с к о й  у с т о й  ч и в о с т и). Тривиальное решение урав­
нения (38) равно.мерно аси.мптотически устойчиво, если 
существует непрерывный определенно-положительный функ­
ционал V [x (s), t] при t � to и I J x (s) I I , < H, н> о, допу­
скающий бесконечно .малый высший предел и такой, что 
производная от V [х (t + s), t] по t является определенно 

ф 
отрицательной. х (t + s) - решение уравнения (38), опреде­

Ф 
ляе.мое начальной вектор-функцией Ф (t), где I J Ф (t0 + s) l l ,<a  
ll а > о достаточно .мало. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. По заданному е > О выбираем 
а (е) > О так, чтобы <р (е)> ср1 (а) (см. определение 1 и I I ,  
стр.  84-85). Тогда вследствие неравенств 

V [x (s), t] � <p (l i x (s) J J ,) и V [x (s), t] � <p1 ( J J x (s) l l ,) 
получим 

sup V [х (s), t] < inf V [х (s), t] . (4О) 1 1  х (s) 1 1, < о  l lx (s) 1 1 ,  = • 

При 1 1  Ф (t0 + s) 1 1, < а функция V (t) = V [х (t + s), tj является 
ф 

монотонно убывающей функцией t. Следовате '!Ьно, траектория 
х = х (t) при всех t � t0 остается в области 1 1  х (t) 1 1 ,  < е, 

ф ф 
так как в противном случае нарушилось бы неравенство (40). 
Тем самым устойчивость решения х (t) = О  доказана. 

Зададим произвольно малое 1i и для него подберем а1 (1i) > О, 
так чтобы sup V [х (s), t] < inf V [х (s), t] . 

1 1  х (s) 1 1 ,  < о1 ('J) 1 1 х (s) 1 !, = 'J 

Допустим, что al (1j) � 1 1  х (t) 1 1 , � н, приходим к противоречию, 
ф 

так как тогда 
dV [x (t), t] 

�t � - tx < O, 
откуда 

V [x (t), t] - V [x (t0), t0] � - rx (t - t0) (4 1 )  
ф ф 

при всех t � t 0, что противоречит неотрицатеJiьности функции 
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V [x (t), t] (из (4 1 ) V [x (t), t] < O nри t > J.. [ V[x (t0), t0] + at0]). 
ф ф Cl ф 

Следовательно, существует точка 

t* < _!_ ( V [х (t0) t0] + af0) ( 42) Cl ф 
такая, что 1 1  х (t*) 1 1 � < 81 (7j), а следовательно, при t > t* + 't 

ф 
1 1  х (t) 1 1 � < "i· 

ф 
В силу nроизвольности 1j асимnтотическая устойчивость 

доказана. В силу независимости 8 ("i) от t0 и от оценки (42) 
асимnтотическая устойчивость равномерна. 

3 а м е ч  а н и е 1 .  Доказате.r�ьство существенно не изменится, 
ес.r�и в условии 3) заменить производную правым производным 
числом lim sup �� (см. [24]). Такая же замена возможна и 

f.t -+ 0  
в теореме об устойчивости. 

3 а м е ч  а н и е 1 1 . Теорема 1 Н. Н. Красовского об асим­
птотической устойчивости (стр. 86) допускает обращение, т. е. 
если система уравнений (38) имеет равномерно асимптотически 
устойчивое тривиальное решение, то существует функционал 
V [х (s), t] , удовлетворяющий всем ус.r�овиям теоремы 1 
об асимптотической устойчивости и условию Лиnшица по 
первому аргументу: 

1 V [xt (s), t] - V [х2 (s), t] 1 � N 1 1 Х2 (s) .:..... Х1 (s) 1 1 �· 
Схема доказательства. Из равномерной асимптотической 

устойчивости следует существование непрерывной монотонно 
убывающей функции ф (t) такое, что lim ф (t) = О, и удовле-

t - оо  
творяющей неравенству 1 1 х (t + s) 1 1 � � ф (t - t0) при t � t0 

ф 
для дюбой начальной функции 1 1  Ф (t0 + s) 1 1 �  < 8. Существует 
также монотонно возрастающая неnрерывно дифференцируемая 
функция g (ф) такая, что 

1) g (ф) > О при Ф > О; 
со 

2) � g (ф (s)) ds = N0 < oo; 
о 
со 

3) � g' (ф (s)) eL5ds = N1 < оо; о 
4) g' (ф (s)) els < N2 при всех s � О. 
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Доказательство существования таких функций ф и g можно 
найти в курсах теории устойчивости для уравнений без отклоне­
ний аргумента при доказательстве теорем обращения (например, 
см. И. Г. М а л к и н, Теория устойчивости движения, 1 952  
или в статье Х. Л. М а с с е р а ,  К теории устойчивости. Сб. 
переводов, Матем. 1, 4 ( 1 957), 8 1 - 1 04). 

Нетрудно проверить, что функционал 
00 

V [x (s), t] = � g (l l  х (a + s) 1 1 � da + sup g (l l x (a + s) 1 1�) 
t Ф t � o < oo  Ф 

удовлетворяет условиям теоремы об асимптотической устой­
чивости с учетом замечания 1 ,  стр. 87 (подробнее см. [24 ]). 

Для систем, решения которых устойчивы по показательному 
закону, можно дать более простую конструкцию функцианала 
V [х (s), t] , обладающего к тому же некоторыми важными 
дополнительными свойствами. 

Т е о р е м  а. Если решение системы (38), удовлетво­
ряющей условию Липшаца по всем аргументам, начиная 
со второго, асимптотачески устойчиво по показатель­
ному закону 

1 1 х (t + s) 1 1 �  � В 1 1  Ф (to + s) 1 1 �  е- а. (t - to) при t -;;;:; t0, 
ф 

где t0 - начал_ьная точка, то существует функционал 
V [х (s), t] , удовлетворяющий следующим условиям: 

С1 1 1  х (s) 1 1 � � V [х (s), t] � C2 l l х (s) 1 1 �· 

l im sup �� � - Ca l l  х (s) 1 1 �· 
м -+ +О  

где С1, С2, С9, с" - положительные постоянные. 
Идея доказательства. Легко проверить, что функционал 

to + Т  
V [Ф (s), t0] = � l l x (a + s) l l da+ sup (l l x (a + s) l l�), 

to Ф to � о  � t0 + Т Ф 
1 

г де Т= - In 28, удовлетворяет всем условиям теоремы а 
(подробнее см. [24)). 
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При построении функцианалов для конкретных уравнений 
иногда удобнее пользоваться метрикой пространства L2: 

1 • n -
l l x (s) 1 1 ,2 = (� � xl (s) ds) 2 • 

о i = 1 
В предположении, что в уравнении (38) правые ч асти непре­
рывны и удовлетворяют условию Липшица по всем аргументам, 
начиная со второго, может быть доказана следующая 

Т е о р е м а li Н. Н. К р а с о в с к о г о (о б а с и м п т о­
т и ч е с к о й  у с т о й  ч и в о с т и). Решение уравнения (38) 
аси.мптотически устойчиво, если существует функционал 
V tx (s), t], удовлетворяющий условиям: 

V [х (s), t] � W1 ( 1 1  х (О) 1 1) + W2 (1 1 х (s) 1 1 ,2), ( 43) 

V [x (s), t] ;;::: W (\ I x (O) I I ), (44) 

l im sup ��� - ер  ( 1 1  х (О) 1 1), ( 45) At - -t-0 
где w1 (r) и w2 (r) - .монотонно возрастающие функции 
при r ;:;;::: О, причем W1 (О) = W2 (О) =  О, W (r) и ер (r) - не­
прерывные, положительные при r > О функции. 

Д о к а з  а т е л ь  с т в о. По заданному е > О выбираем 
число 8 > О  так, чтобы W1 (8) + W2 (8п't) < W (е). Тогда 
в силу (43) и (44) 

V [Ф (s), t0 J < W (e) (46) 
при 1 1  Ф (t + s) 1 1 . < 8. Так как вдоль траектории функция 
V [ х (t + s), t] = V (t) не возрастает, то из ( 46) следует 

ф 

V [х (t + s), t] < W (е) при всех t ;:;;::: t0, 
ф 

а следовательно, в силу (44), 1 1  х (t) 1 1 .  < е. Тем самым дока -
Ф 

зана устойчивость решения, а асимптотическая устойчивость 
доказывается так же, как и в теореме 1 об асимптотической 
устойчивости (см. стр. 86). 

Приведем несколько примеров. 
1 . Решение х = О уравнения 

x (t) + ax (t) + Ь (t) x (t - 't) = O, 
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г де а и 1: - постоянные, 1: > О, Ь (t) - непрерывная функция, 
асимптотически устойчиво, если 1 Ь (t) 1 < а. 

Рассмотрим функционал 
о 

V [x (s), t] = x2 (t) + 2a. � x2 (t + s) ds, а. > О. 

При а. >  О этот функционал удовлетворяет первым двум 
условиям теоремы I l ,  стр. 89. Действительно, 

1 ) V [x (s), t] � Cr2 (С > 1 + 2а.1:), r = ! l x l l при достаточно 
большом С; 

2) V [x (s), t] � r2• 
dV Проверим выполнения условия 3) dt �- W(r), W(r) > O 

при r -:j::. 0: 
dV 
dt = 2х (t) [- ах (t) - b  (t) х (t- 1:)] + 2а. [х2 (t)-x2 (t - 1:) ] = 

= - 2 [(а - а.) х2 (t) + Ь (t) x  (t) x (t - 1:) + а.х2 (t - 1:)]. 
Квадратичная форма, стоящая в квадратных скобках, поло­

Ь2 (t) жительна определена при (а - а.) а. - -4- > О. Максимум ле-
а вой части достигается при а. = 2 . При этом получим а > О 

(так как а. > О) и а > 1 Ь (t) 1 · В качестве функции W (r) можно 
взять r2• 

Тем же методом можно получить достаточные условия 
асимптотической устойчивости и для системы 

n т n 
Xi (t) = � ai}Xj + � � ai}k (t) Xj (t - 'tk) j = l k = l j = l  

(i = l , 2, . . . , п). 

При этом функционал V можно искать в следующем виде: 
n т n О 

V = � �11х1х1 + � � а.11 � xj (t + s) ds. 
i, j= l k = l j= l  - '<k 

2. Исследуем на устойчивость тривиальное решение урав-
нения 

x (t) + � (x (t), t) +J (x (t - 't (t)) = O, (47) 
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где f - непрерывно дифференцируемая функция, удовлетвl ­
ряющая условиям 

1 (х) > а > О 1 f' (х) 1 < N при х =;i: О, х 
:р (_v, t) и 't (t) - непрерывные, периодические функции t, причем 
ч> (�, t) > ь > о при у =;t: о, 

't (t) ;:;:::,: О, 't (t) � 'to. 

При t > 'to (если t0 = 0) уравнение (47) можно 3аменить 
системой 
x (t) =y, 

о 
у (t) = - rp (у (t), t) -f(x (t)) + � f' (х (t + s))y (t + s) ds. 

- t  (t) 
Функционал 

х 9 о о 
V [x (s), у (s)j = 2 �f(s) ds + у2 + :� � ( � у� (s) ds ) ds1 

о - t  � 

при 't < ;  удовлетворяет условиям теоремы 1 1  об асимпто­
тической устойчивости (стр. 89) (подробнее см. [24 )) . 

В 3аключение этой главы 3аметим, что С. Н. Шиманов 
в [7 1 ]  для уравнения с 3апа3дывающим аргументом дока3ал 
теорему о неустойчивости, аналогичную теореме Четаева. 

§ 7. Исследование на устойчивость 
по первому приближению 

При исследовании на  устойчивость тривиального решения 
системы 

X; (t) /; (t, x1 (t), x2 (t), . . . , Xn (t), x1 (i- 't1 (t)), . • •  xп (t- 't1 (t}), . . .  

. . . , x1 (t - 'tт (t)), . . . , xп (t - 'tт (t))) (i = 1 , 2, . . .  , n) (48) 

в предположении дифференцируемости правых частей по всем 
аргументам, начиная со второго в окрестности нулевых 3на­
чений тех же аргументов при t ;:;:::,: t0, часто целесообра3но 
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выделить линейную часть и представить эту систему в виде 

n т 
Xt (t) = � � aijz (t) XJ (t - 'tz (t)) + Rt (t, х1 (t), . . . , Xn (t), J= J l  = 0  
Xt (t - 'tl (t)), . . . , Xп (t - 't1 (t)), . . . , Х1 (t- 'tт (t)), . . .  , Xn (t- 'tт (t))) 

(i = l , 2, . . . , п) , 'to = O, 'tz (t) :;:::: O, (49 ) 

где Rt имеют порядок выше первого относительно совокуп­
ности всех аргументов, начиная со второго. 

Во многих случаях исследование на устойчивость нулевого 
решения системы ( 49) эквивалентно исследованию на устой­
чивость нулевого решения более простой линейной системы 

n т 
Xt (t) = � � aij1 (t) х1 (t - 'tz (t)) 

j = l l = O  
(i = 1 , 2, . . .  , n), (50) 

называемой системой первого приближения к системе ( 49). 
Случай переменных коэффициентов и переменных запаз­

дываний 'tz (t) в линейной части системы (49) еще недоста­
точно разработан, весьма детально изучены лишь системы 
( 49), для которых система (50) имеет постоянные коэффици­
енты и постоянные запаздывания. Такие системы называются 
стационарными в первом приближении. 

Доказаны следующие теоремы, аналогичные теоремам 
Ляпунова: 

Т е о р е м а 1. Нулевое решение системы 

n т 
x (t) = � � aijlxj (t - 'tz) + 

J=l l=D 

асимптотичес1еи устойчиво, если: 
1 )  все 1еорни хара1етеристичес1Соzо уравнения для си­

стемы первого приближения ( 49) 

т 
\ � A 1e-kЧ- kE j = О , 
l=O 

(5 2) 
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где .матрицы А 1  = (a11t), l - фитссирован.о, и.меют отри­
цательные действительн.ые части; 

n (m+l> 
2) \ R; (t, и1, Ug, • • • , lln(m+1 )) \ � a. � \ и; \ , 

i= l  

где а. достаточн.о .малая постоян.н.ая, все 1 и; 1 достаточло 
.малы , \ rt; \ < Н и t ;;::: t0• 

Т е о р е м а 1 1. Если хотя бы один. тсорен.ь харатстери­
стичестсого уравн.ен.ия (52) и.меет положителжую дей­
ствительн.ую часть и выполн.ен.о условие 2) предыдущей 
теоре.мы, то тривиальн.ое решен.ие уравн.ен.ия (5 1 ) н.еустой­
чиво. 

3 а м е ч  а н и е 1. Вместо условия 2) можно потребовать, 
чтобы R; были в некотором смысле малы в среднем (см. 
[24 ], [ 7 ]). 

3 а м е ч  а н и е 11. Если некоторые корни характеристи­
ческого уравнения имеют нулевую действительную часть, а 
у остальных действительная часть отрицательна, то возникает 
так называемый критический случай, при наступлении кото­
рого на устойчивость начинают влиять нелинейные члены R; . 
Критический случай изучался С. Н. Шимановым (см. [72] ,  
[73 ] ,  [74 ]), который в случае одного нулевого корня или 
пары чисто мнимых корней характеристического уравнения 
доказал теоремы, сходные с аналогичными теоремами для 
уравнений без отклонений аргумента. 

3 а м е ч  а н и е Ш. Теоремы 1 и 1 1  справедJiивы и для 
уравнений нейтрального типа, но условие 1) заменяется тре­
бованием: в се 

Re k; � - т < o, где т - по�тоянная. 

Доказательство теоремы 1 проводилось различными мето­
дами. Наиболее простая и естественная идея лежит в основе 
следующего метода Н. Н. Красовского. 

Условие 1) теоремы 1 обеспечивает равномерную асимпто­
тическую устойчивость по показательному закону для триви­
ального решения системы уравнений первого приближения, 
следовательно (см. теорему на стр. 88), для системы (50) с по­
стоянными коэффициентами и постоянными запаздываниями 
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существует функuионал V [x (s), tj, удовлетворяющий усло­
виям: 

1 )  C1 l l  х (s) l i �  < V [x (s), t ]  � C2 ll х (s) j j ,; (53) 

2) (54) 

Нетрудно проверить, что этот функционал при достаточ­
но малом rJ. будет удовлетворять условиям теоремы об асимп­
тотической устойчивости (теорема 1, стр. 86) и для систе­
мы (5 1 ). 

3 а м е ч а н и е. Теорема остается справедливой и для ана­
логичных уравнений с непрерывно распределенным эапаэды­
ванием. Докаэательство не иэменяется. 

П р  и м е р  1 .  Исследовать на устойчивость тривиальное 
решение уравнения 

x (t) + 3 sin x (t) + 2x (t - 't) = O. 

Уравнение первого приближения имеет вид 

x (t) + 3x (t) + 2x (t - 't) = O. 

(56) 

Его тривиальное решение асимптотически устойчиво при 
любом 't > О  (см. стр. 67), следовательно, решение уравне­
ния (56) асимптотически устойчиво при любом 't ,  О < 't < оо. 

П р и м е р 2. Исследовать на устойчивость решение х = О 
уравнения 

x (t) + 2x (t) - sh x (t) - 2x (t - 't) + cos x (t - 't) = 1 , (57) 

't > О. Уравнение первого приближения 

х (t) + х (t) - 2х (t - 't) = О 

имеет корни с положительной действительной частью при лю­
бом 't > О (см. стр. 7 1 ), следовательно, решение х = О 
уравнения (57) неустойчиво. 
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§ 8 .  Устойчивость при постоян но действующих 
возмущениях 

Решение Х; = О  (i = 1, 2, . . . , п) системы уравне!Jиlf 

Х; (t) = /; (t, Xj (t - 'tk (t))) (i, j = 1 ,  2, . . . , п; 

k = 1 ,  2, . . . , т) 

95 

(58) 

называется устойчивым при постоянно действующих возму­
щениях, если для каждого е > О существуют 81 (е) > О и 
82 (е) > О такие, что решения возмущенной системы 

Х; (t) = /; (t, Xj (t - 'tk (t))) + R; (t, Xj (t - 'tk (t))) 
(i, j = 1 ,  2, . . . , п; k =  1 ,  2, . • .  , т) (59) 

удовлетворяют неравенствам 

при 
\ x; (t) l < e (i = 1 ,  2, . . .  , п), t � t0, 

I R; I < 8t (e), l x; (s) l < 82 (e), - t .::; s .::; O (i = 1 , 2, . . .  , п), 

где в R; аргументы 1 Xj (t - 'tk (t)) 1 .::; н, н> о. 
Т е о р е м  а. Если решение Х; = О  (i = 1 , 2, . . . , п) 

системы (58) равномерно асимптотич,ески устойч,иво, и 
функции /; удовлетворяют условию Липшица по всем ар­
гументам, нач,иная со второго, то это решение устой­
ч,иво при постоянно действующих возмущениях. 

С х е м а д о к а з а т е л ь с т в а. Существует для системы 
(58) функпионал V, удовлетворяющий условиям теоремы 
об асимптотической устойчивости (см. стр. 87). Этот функ­
ционал вне сколь угодно малой окрестности тривиального 

решения в силу отрицательной определенности lim sup �� 
. At -+ + 0  

удовлетворяет для  системы (58) условию l im sup ��.::; 
At -> + 0  

.::; - а. < О ,  г де  а. - постоянная. 
Рассматривая тот же функционал вдоль решений возму­

щенной системы (59) при достаточно малом 82, получим 

l im sup ��.::; - а. + К sup \ R1 1 , г де К - постоянная, К> О. 
At-+O 
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Выбирая 

(60) 

] .  
�v а < о получим 1 m  sup �t � - 2 и, следовательно, в силу 

M --. -t- 0  

] .  
�v ,. отрицательности 1 m  sup �t вне сколь угодно малоn окрест-

�t -- -t- о  
ности тривиального решения, траектория не может выйти з а  
пределы достаточно малой окрестности тривиального реше­
ния, а это и означает устойчивость при постоянно действую­
щих возмущениях. 

3 а м е ч  а н и е 1 .  Если функции /1 (t, х1) и 'tk (t) являются 
n ериодическими функциями t некоторого периода Т (или, 
в частности, не зависят от t), то асимптотическая устойчи­
вость всегда равномерная. 

3 а м е ч  а н и е I I . Иногда в понятие устойчивости при 
постоянно действующих возмущениях включают и устойчи­
вость по отношению к возмущениям отклонений аргумента, 
т. е. в возмущенной системе (59) допускают малые измене­
ния функций 'tk (t). В этом случае система (59) принимает вид 

Xj (t) = /i (t, Xj (t - hk (t))) + Ri (t, Xj (t - hk (t))) 

(i =  1 , 2, . . .  , п), все hk (t) � O  

и все разности 1 hk (t) - 'tk (t) \ < 83 (е), 83 > О. 
При этом формулировка теоремы и схема ее доказатель­

ства не изменяются, лишь в оценке (60) появляются новые 
слагаемые, сколь угодно малые при достаточно малом 83• 
Подробнее см. [24] .  

П р  и м е р  1 .  Устойчиво ли при постоянно действующих 
возмущениях тривиальное решение уравнения 

x (t) + 2x (t) + x (t - 't) = O, 't > O? 

Тривиальное решение рассматриваемого уравнения равно­
мерно асимптотически устойчиво (см. стр. 67  и замечание 1 
на стр. 96), следовательно, оно устойчиво при постоянно 
действующих возмущениях. 



Г Л А В А  IV 
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ 

§ 1. Некоторые свойства периодических решений 

и теоремы существования 

Пусть система уравнений с отклоняющимся аргументом 

x (t) = F (t, x (t), x (t - 't1), . . .  , x (t - 'tт), x (t - 't.), . . .  

• , , .X (t - 'tm)), ( 1 )  

r де  х (t) и F - вектор-функции, все 'tt постоянные, О < 't1< 
< 'tg < . . . < 'tm, имеет периодическое решение х1 (t) периода Т. 
Подставляя х1 (t) в (1 ), получим, что в силу периодич­
ности с периодом Т левой части этого тождества: 

F (t + Т, Х1 (t + Т), Xt (t + Т - 'tt), . .  , 

. . . , Xt (t + Т - 'tm), Xt (t + Т - 'tt), . . . , Xt (t + Т - 'tm)) = 
= F (t, Xt (t), Xt (t - 'tt), • •  , , Xt (t - 'tm), Xt (t - 'tt), . . •  

. . . , Xt (t - 'tm)) 
или 
F (t + Т, Xt (t), Xt (t - 'tt), • • •  , Xt (t - 'tm), Xt (t - 'tt), . . • 

. , , , Xt (t - 'tm)) = F (t, Xt (t), Xt (t - 'tt), , , • 
• . • , Xt (t - 'tm), Xt (t - 'tt), . • •  , Xt (t - 'tm)), 

т. е. в случае существования периодическо rо решения пери­
ода Т вектор-функция F должна быть вдоль этого решения 
периодической вектор-функцией t периода Т. 

С л е д с т в и е 1. Уравнение 

x (t) = F1 (x (t), x (t - 't1), . . . , x (t - 'tт), x (t - 't.), . . •  
. . .  , Х (t - 'tm)) + Fg (t) 

4 Л. Э. Э.пьсгольц 
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.может иметь периодичестте решения лишь в случае пери­
одичности вектор-фуюсции F2 (t), пputte.м период решения 
.может быть лишь равен или кратен периоду функции F2 (t). С л е д с т в и е I I .  Уравнение 

x (t) = F1 (x (t), x (t - >t1), . . .  , x (t - "т), .Х (t - " t), . .  . 

. .  • , .Х (t - 'tт)) + F2 (t) + f.!-Fз (t, Х (t), Х (t - 'tt), . .  . 
• . .  , Х (t - 'tт), Х (t - 'tt), . . .  , Х (t - 'tт)) 

при достаточно .малом 11 .может иметь периодиttеские 
решения лишь в cлyttae периодичности вектор-функции F2 (t), 
и их периоды . .могут быть лишь равньит, или кратными 
периоду функции F2 (t). 

3 а м е ч а н и е. Теорема отнюдь не утверждает, что урав­
нение ( 1 ) может иметь периодические решения лишь в слу­
чае периодичности вектор-функции F в ( 1 )  по первому аргу­
менту, функция F должна стать периодической функцией t 
лишь вдоль периодического решения. Например, система 

х (t) = cos t + [х2 (t) + у2 (t) - 1 ] ср1 (t, х (t), у (t), 
x (t - >t), y (t - >t)), 

у (t) = - sin t + [х2 (t) + у2 (t) - 1 ]  ср2 (t, х (t), у (t), 
x (t - >t), y (f - >t)) 

имеет периодическое решение Х = sin t, у = cos t при любом 
выборе непрерывных функций ср1 и ср2, независимо от того, 
будут они периодическими по t или не будут. 

Т е о р е м а 1. Периодиttес1Сое решение х (t) = I]J' (t) урав-
нения 'Р 

х (t) = F (t, х (t), х (t - >t1 (t)), . . .  
• . . , Х (t - "т (t)), Х (t - 'tt (f)), • . .  , Х (t - 'tт (t))), (2) 

где непрерывная вектор-фунiСция F является периодиttе­
ской функцией первого аргумента периода Т и все отiСло­
нения аргумента "i (t) также являются непрерывными 
периодически.ми функциями того же периода (слуttай по­
стоянных "i (t), ICoнettнo, не исiСлючается), наttальное .мно­
жество Et0 является отрезком t0 - " � t � t0, опреде­
ляется начальной веiСтор-функцией, являющейся периоди­
ttески.м продолжением решения I]J' (t) на начальное .множе­
ство. 
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• Д о к а э а т е л ь с т в о. Выберем цеJюе число n так, чтобы 
шах 't; (t) < п T. (3) t0 � t ::::= t0 + T 

I ::::: i:::::: m 

Решение W (t) при t ;;;:: t0 + n Т определяется начальной век­
тор-функцией W (t), эаданной на начальном множестве Eto+nт, 
все точки которого удовлетворяют неравенству t > t0• Сле­
довательно, при t ;;;:: t0 + п Т 

W (t) = F (t, W (t), W (t - 'tt (t)), . . .  , W (t - 'tm { t)), 
W (t - 't t (t)) . . . , W (t - 'tm (t))). 

Это тождество в силу периодичности Jiевой и правой ч астей 
не нарушится при  эамене t на t - п Т, ecJiи считать в пра­
вой части вектор-функцию W (t) периодически продоJiженной 
на Er0• 

3 а м е ч  а н и е. Теорема 1 не утверждает, что только пе­
риодическое продолжение периодического решения W (t) на 
начальное множество опредеJiяет это решение. Вполне вов­
можно, что решение W (t) определяется и иными начальными 
вектор-функциями. Например, периодическое решение 
х (t) = sin t уравнения 

х (t) = cos t + (х (t) - sin t)f (x (t - 't)), 

г де f- непрерывная функция, постоянная 't > О, определяется 
не только начальной функцией х (t) = sin t при t0 - 't :=:;:; t :=:;:; t0, 
но и любой другой непрерывной начаJiьной функцией tp (t), 
удовJiетворяющей условию 

tp (t0) = sin t0• 

Т е о р е  м а 1 1. Если в уравнении с запаздывающим 
аргументом 

Х (t) = F (t, Х (t), Х (t - 't t (t)), . . •  , Х (t - 'tm (t))) (4) 
О :=:;:; 't j (t) :=:;; M (i = 1 ,  2, . . . , т) и вектор-фующия F т раз 
дифференцируема, причем случай т =  оо не исключен, то 
периодическое решение атого уравнения дифференцируемо 
т + 1 раз. 

Д о к а э а т е л ь  с т в о. Как укаэано на стр. 1 4, решения 
уравнения с эапаэдывающим аргументом сглаживаются. Поэтому 
и периодическое решение при достаточно большом t будет 

4• 
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т +  1 раз дифференцируемо, а в силу периодичности эт� 
решение обладает тем же свойством при любых t. 

Т е о р е м  а 1 1 1. Если существует равномерно аси.мп­
тотически устойчивое решение х (t) уравнения ( 4 ), такое, 

ф 
что при t > Т1 1 1  х (t) 1 1  � N и область влияния этого ре­

Ф 
шения х (t) содержит .иножество начальных вектор-

Ф 
функций, удовлетворяющих условию 1 1 Ф 1 1  �N + е, где е> О, 
то существует периодическое решение уравнения (4), на­
чальная вектор-функция Ф1 (t) которого удовлетворяет 
неравенству 

I I Ф1 I I � N + e. 

Приводим лишь схему доказательства. Отображение 
Ф (t) - х (t + п Т), t0 - 't � t � t0 множества I I Ф I I � N + e ф (t) 
при достаточно большом п удовлетворяет условиям принцила 
Шаудера, следовательно, при этом отображении существует 
неподвижная точка, т. е. существует вектор-функция, перехо­
дящая сама в себя. Эта вектор-функция и определяет перио· 
дическое решение. 

§ 2. Периодические решения стационарных линейных 
однородных урав нений 

Если стационарное линейное однородное уравнение с за­
паздывающим аргументом 

n - 1  т 
x<n> (t) + � � akj x<k! (t - 'tJ) = О (5) 

k = O f = l  
имеет чисто мнимые корни характеристического уравнения 
-1- p1i, -1- p2l, . . .  , + Psi, то, взяв действительные и мнимые части 

• t  •t •t решений t/ 1 1  , еР21 , • • •  
, e

Pst , получим действительные периоди-
ческие решения вида 

cos p1t, cosp2 t, . . . , cos pi, 
sin p1t, sinp2 t, . . .  , s in Pi· 

Линейные комбинации этих периодических решений с соизме­
римыми частотами даiСт всевозможные периодические решения 
уравнения (5) (случай р1 =0 не исключается). 
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При т =  1 , т. е. при наличии одного запаздывания, число 
различных собственных частот р1 уравнения (5) не превосходит n. 
Действительно, характеристический квазиполином в этом случае 
имеет вид 

(6) 

г де Р n (z) - многочлен степени n, а Qn-t (z) - многочлен степени 
не выше n- 1 .  Предположив, что это уравнение имеет чисто 
мнимые корни z = iy, получим 

Р n (iy) + Qn-1 (iy) е - � iy = О, (7) 
откуда, в частности, следует, что у является корнем алгеб­
раического уравнения степени 2п: 

1 Pn (iy) 1 2  = 1 Qn-1 (iy) � �. (8) 

Так как чисто мнимые корни уравнения (6) могут появ­
ляться лишь сопряженными парами: z = + iyk (за исключением 
корня у = 0), то уравнение (8) имеет не более n различных 
пар корней + Yk и, следовательно, уравнение (5) имеет не 
более n собственных частот. 

У линейного однородного стационарного уравнения п-го 
порядка нейтрального типа с одним отклонением аргумента 

n 
� (akx (k) (t) + bk x(k) (t - 't)) = О, an =1: О (9) 

k = O  

число собственных частот также, вообще говоря, не превос­
ходит n, однако возможен исключительный случай, при насту­
плении которого число собственных частот может стать бес­
конечным. Действительно, характеристическое уравнение для (9) 
имеет вид 

( 1 0) 

Полагая z = iy, получим 

Pn (iy) + Qn (iy) е- �iy = О, ( 1 1 )  

откуда следует, что у является корнем алгебраического 
уравнения степени не выше 2n: 

( 1 2) 

Так как мнимые корни уравнения ( 1 0) могут появляться 
лишь сопряженными парами ± U'k (кроме корня У =  0), то 
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существует не более n пар действительных корней урав ­
нения ( 1 2), т .  е .  не более n собственных частот Yk· Однако 
возможен исключительный случай, наступающий при обра­
щении уравнения ( 1 2) в тождество (что невозможно для урав­
нения (8)). 

Докажем, что в этом исключительном случае характери­
стическое уравнение ( 1 О) имеет счетное множество чисто 
мнимых корней. Полагая в ( 1  О) z = iy, получим 

( 1 3) 

При у - оо вдоль действительной оси точка ei'Y вращается 

по единичной окружности 1 z 1 = 1 , а точка -�: �g; ,  распо­

ложенная в силу тождества 1 Pn (U') 1 = 1 Qn (iy) 1 также на 
единичной окружности, приближается к точке z = 1 или 
z = - 1 ; так, в силу ( 1 2) коэффициенты при старших 
членах многочленов Pn (/)') и Qn (U') или совпадают, или от­
личаются лишь знаком. Не исключена возможность того, что 
- �: g;; = + 1 при всех у. Следовательно, уравнение ( 1 3) 
имеет бесконечное множество действительных корней Yk• 
причем Yk - оо при k - оо. Этим корням соответствую1 
точки е- 'iYk на единичной окружности, лежащие вблизи 
точек z = 1 , или z = - 1 и приближающиеся к ним при 
k - оо. Поэтому при достаточно боJiьшом k при соответст­
вующей нумерации корней 

Заметим, наконец, что уравнения (5) или (9) (предпола­
гается, что случай не исключительный), имеющие решение 
х = С, имеют не более n - 1 от личных от О собственных 
частот. 

П р и м е р  1 . Характеристический квазиполином уравнения 

x (t) + x (t - 't) + а2 [x (t) + x (t - 't)) = о 
(2k + 1 )  7t имеет лишь чисто мнимые корни, причем при 1 а 1 -::j::. "---'--'-­'t 

(k = О, 1 ,  . . . ) в се они простые. 
П р  и м е р  2 . 

.t (t) -:- ax (t) + х  (t - 't) + ax (t - 't) = O, а -::j::. О. 
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Условие ( 1 2) выполнено - существует бесконечное мно­
жество собственных частот, причем эти частоты не кратны 
какой-нибудь одной. 

3 а м е ч  а н и е. Если уравнение (7) записать в виде 
е- , ;у = - r{,:1(it�) , то так как модуль правой части неограни­

ченно возрастает при у - оо, а моду ль левой части при дей­
ствительных у остается равным единице, то при у > N 
(N легко оценить), уравнение (7) не имеет действительных 
корней. 

§ 3. Периодические решения линейных неоднородных 
уравнений со стационарной однородной частью 

Периодические решения уравнения 
n т 
� � au x<1> (t - t;) =f(t), 
j = O i = O  

( 1 4) 

г де все ail и t ;  - постоянные a0n =F О , О = t0 < t1 < . . .  < 'tm, 
могут существовать лишь в случае периодичности функции f(t) 
(см. стр. 97-98), причем период решений может быть лишь 
равен или кратен периоду функции f (t). 

Предположим, что f(t) при t ;::::: t0 является непрерывной 
периодической функцией периода 21t, разлагающейся в ряд 
Фурье 

00 
f(t) = � /'J.Pepit ( 1 5) 

Р = - оо  

(можно, конечно, записать ряд Фурье и в действительной 
форме 

00 
f(t) = � (�р cos pt + "(р sin pt), 

р = О  

однако, вычисление коэффициентов решения уравнения при 
этом несколько усложнится). 

Если период функции f(t) равен Т, то, после преобразо­
Т вания t = 2"11: t1, поJiучим уравнение, правая часть которого 
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имеет период 21t по перемениому t1• Если характеристический 
КВаЗИПОjJИНОМ 

n т 
ер (z) = � � a0zle - чz 

j = O  i = O  
не имеет чисто мнимых целочисленных корней, т. е. случай 
не резонансный, то, пользуясь принципом наложения, ищем 
для каждого слагаемого в ( 1 5) решение в виде ApePit, 
АР= lf�i) и, суммируя их, получаем периодическое решение 

x (t) = 
Р = - оо  

..!!.lL ePit 
lf (pl) 

• ( 1 6) 

Ряд ( 1 6) сходится и допускает п-кратное почленное диффе-
а 

ренцирование, так как коэффициенты этого ряда ffJ;l) по 

сравнению с коэффициентами аР равномерно сходящегося 
ряда ( 1 5) содержат еще в знаменателе ер (pi) = О (JI') при 
действительном р - оо. 

Если хотя бы один корень квазиполинома ер (z) близок 
к mi, г де т - целое число, то при ат -:j::. О или а_ т -:j::. О наблюдает­

а 
ся явление резонанса: коэффициент -( т.) резко возрастает по lf m t 
модулю по сравнению со случаем отсутствия корней у ср (z), 
близких к mi. 

Если один из корней квазиполинома ср (z) равен mi и 
ат -:j::. О или а_т -:j::. О, то периодических решений не существует. 

Если один из корней квазиполинома ср (z) равен mi и 
ат = а_т = О и других чисто мнимых целочисленных корней 
нет, то существует днупараметрическое семейство периоди­
ческих решений в ида ( 1 6), но только коэффициенты при eiтt 
и е - iтt в ( 1 6) остаются произвольными. 

П р  и м е р  1. Уравнение 

х (t) +  ax (t) + bx (t - 't) =f(t), ( 1 7) 
где 

00 

f(t) = � + ! ( an cos nt + �n sin nt), 
n = l  
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в нерезонансном случае имеет лишь одно периодическое 
решение 

схо x(t) = 2 (а +  Ь) + 

+ � { [ап (а + Ь cos n't) - bn (n - Ь sin n't)] cos nt + 
n = 1 (а + Ь cos m)2 + (п - Ь sin n't)' 

+ [Ьп а +  Ь cos n't) - bu (п - Ь sin n't)] sin nt } 
(а + Ь cos n't) 2 + (n - Ь sin n't)2 • ( 1 8) 

Резонанс возможен лишь на одной частоте. В резонансном 
случае, т. е. если характеристическое уравнение z + а+ 
+ Ье- ,z = О имеет целочисленные чисто мнимые корни + mi, 
периодические решения существуют лишь при 

21t 

а т = � / (t) cos mt dt = О и 
о 

21t 

�т = � f (t) s in mt dt = O  
о 

и имеют вид ( 1 8), но коэффициентами при cos mt и sin mt 
являются произвольные постоянные. 

П р  и м е р  2. Уравнение 

x (t) + а1х (t) + a2x (t) + Ь1х (t - t) + b2x (t - t) =/(t), ( 1 9)_ 
где 

00 

f(t) = � + ! (ап cos nt +  �n sin nt), 
n = J 

в нерезонансном случае имеет лишь одно периодическое 
решение 

где 

00 

Х (t) = � + ,! (Сп cos nt + Dn s in nt), (20) 
n = J  

с схо о = --- , 
ав + Ь2 

D _ Рп�п + Qпсхп п - P� + Q� ' 
Pn = a2 + b1n sin nt + b2 cos nt - n2, 
Qn = a1n + b1n cos nt - Ь2 s in т. 

Ре3онанс возможен на одной или двух частотах (см. стр. 1 0 1 ). 
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3 а м е ч  а н и е. Периодическое решение уравнения ( 1 7) или 
( 1 9) проще записыв ается в комплексной форме ( 1 6), но 
в практических задачах часто удобнее пользоваться записью 
в действительной форме ( 1 8) и (20). 

П р  и м е р  3 . Уравнение 

х (t) - х (t) - х (t - 21t) + х (t - 21t) = f(t) 

иллюстрирует исключительный случай, упомяну тый на о р. 1 02. 
Резонанс наблюдается на  всех целочисленных частотах. При 
любом выборе периодической функции j(t) с периодом 21t 
(за исключением j(t) = О) наблюдается явление резонанса и 
периодического решения не существует. 

§ 4. Периодические решения квазилинейных уравнений 

Для нахождения периодических решений квазилинейных 
дифференциальных уравнений без отклонений аргумента при· 
меняются весьма разнообразные методы: метод разложения 
по степеням малого параметра, асимптотические методы Крылова 
и Боголюбова, метод последовательных приближений, метод 
гармонического баланса и други� 

Все эти методы при некоторых ограничениях могут быть 
применены и к уравнениям с отклоняющимся аргументом 
(см. [5 1 ] , [52 ], [ 70 ] , [78 ]). Применяются также и другие ме· 
ТОДЫ (СМ. ( 4 7] ,  (88]). 

Мы остановимся лишь на методе разложения решения по 
степеням малого параметра, полное обоснование которого 
было дано в работах Н. Н. Красовского ( [25 ]). 

Рассмотрим уравнение 

x (t) + ax (t) + bx (t--т:) =f(t) + p.F (t, x (t), х (t--т:) , р.). (2 1 )  

Предположим, что: 1 )  непрерывные функции f и F являются 
периодическими функциями t с периодом 21t; 2) все корни 
характеристического уравнения z + а + ье-'z = о имеют отри­
цательную действительную часть; 3) F является аналитической 
функцией своих аргументов, начиная со второго в окрестно­
сти периодического решения ер (t) по рождающего уравнения 
х (t) + ах (t) + Ьх (t - -т:) = f (t) и при достаточно малом 1 р. J ;  
4) а, Ь и -т: - постоянные, -т: >  О. 

При этих условиях при каждом достаточно малом по 
мо.цулю J.l. существует периодическое .решение ер (t, .f.J. 
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ур авнения (2 1 ) такое, что 
lim q> (t, р) = q> (t), 
р.--+0 

и это решение может быть представлено в виде 

где 

Доказательство существования периодического решения при 
достаточно малых по модулю р. может быть проведено с по­
мощью принцила Шаудера (см.  [80] ,  [62 ]), или при помощи 
функцианалов Н.  Н. Красовского и принцила сжатых отобра­
жений (см. [ 25]), или, наконец, методом последовательных 
приближений (см. [70]). 

Оценка остаточного члена R (t, р.) особенно просто полу­
чается в методе последовательных приближений. 

3 а м е ч  а н и е. В предположении аналитичности функции F 
по всем аргументам, начиная со второго, в окрестности пери­
одического решения порождающего уравнения и при доста­
точно малых 1 р. 1 можно, опираясь на теорему об аналитической 
зависимости решения от параметра (см. стр. 27-28), разложить 
решение в ряд по степеням р., если начальные функции ана­
литически зависят от р.. Однако трудно доказать аналитическую 
зави,симость от р. начальных функций, определяющих перио­
дические решения. 

Коэффициенты xi (t) в (22) являются периодическими реше­
ниями стационарных линейных уравнений, получающихся при 
формальной подстановке (22) в (2 1 ) и сравнении коэффици­
ентов при одинаковых степенях р.: 

х0 (t) + ах0 (t) + Ьх0 (t - 't) = f(t); 
х1 (t) + ах1 (t) + Ьх1 (t - 't) = F (t, Хо (t), х0 (t - 't), О); 

х2 (t) + ах2 (t) + Ьх2 (� 't) = 

(дF) ( дF ) ( дР ) = ф о + x1 (t) дх (t), о + x1 (t - 't) дx (t - 't) о '  

г де символ ( )0 означает, что в скобках аргументы х (t), 
х (t - 't), р. заменены соответственно на  х0 (t), х0 (t - t), О. 
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3 а м е ч а н и е. Метод разложения по степеням !" может 
быть применен к квазилинейным уравнениям п-го порядка, к 
системам квазилинейных уравнений, к квазилинейным уравне­
ниям нейтрального типа и к автономным квазилинейным си­
стемам. Этот метод можно применять и в резонансном случае 
(см. [25] , [78 ], [80] , [70] , [59] , t63 ] , [64], [75 ]). 

П р и м е р  1 .  Применить метод разложения по степеням 
малого параметра к уравнению 

х (t) + а1х (t) + а2х (t) + Ь1х (t - 't) + Ь2х (t - 't) = 
=f(t) + tJ.F (t, x (t), x (t), x (t - 't), x (t - 't), tJ.), 

г де а1, а2, Ь1, Ь2, 't - постоянные, 't > О. 
Ищем решение в виде 

x (t, (-L)=Xo (t) + !"xt (t) + (-L2X2 (t) + . . .  + �-LnXп (t) + Rп (t, (1) • 
. Коэффициенты х0 (t), х1 (t), х2 (t) определяются из уравнений: 

х0 (t) + а1х0 (t) + а�о (t) + Ь1Хо (t - 't) + Ь2Хо (t - 't) = / (t), 

х1 (t) + а1х1 (t) + а2х1 (t) + Ь1х1 (t - 't) + Ь2х1 (t - 't) = 
= F (t, x0 (t), x0 (t), x0 (i - 't), x0 (f - 't), 0), 

х11 (t) + а1х2 (t) + а2х2 (t) + b1x2 (t - 't) + b2x2 (t - 't) = 

= (
а
� )о + х1 (t) (a:�))o+ xt (t) (а��))о + 
+ Х1 (t - 't) (ах (�z:_ .. ))о + х1 (t - 't) (ах (�� -r))o · 

П р  и м е р  2. Приближенно найти периодическое решение 
уравнения 

x (f) - Х (t - ; ) = s in t +  [-LX2 (t), 

ограничиваясь лишь двумя членами разложения по степеням !"· 

x0 (t) - х0 ( t - i) = sin t. 
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Случай не резонансный, и решение можно искать в виде 

х0 (t) = А cos t + В  sin t, 
откуда 

Далее 

или 

1 
x0 (t) = - 2 cos t. 

Xt (t) - х1 (t - i) = x� (t), 

Xt (t) - х1 ( t - i) = } ( 1  + cos 2t), 

и тем же методом находим 

Следовательно, 

1 1 х1 (t) = - 8- + 1 6  cos 2t. 

1 + р. x (t, р.) � - 2 cos t 16 ( cos 2t - 2). 



Г Л А В А  V 

НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯ ·и КРАТКИЙ ОБЗОР РАБОТ 
ПО ДРУГИМ РАЗДЕЛАМ ТЕОРИИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ОТКЛОНЯЮЩИМСЯ АРГУМЕНТОМ 

§ 1 . Некоторые обобщения 

В процессах с последствием часто встречается случай 
«распределенного» запаздывания. Это означает, что х (t) за­
висит не от значений неизвестной функции (или вектор-функ­
ции) n какие-то фиксированные моменты времени t - 't; (t), 
а от всех значений х (s) при s, изменяющемся н а  отрезке 
at :;;;:;; s :;;;:;; ht. Например, 

Ьt 
х (t) = f(t, х (t), � К (t, s) х (s) ds). 

at 

При этом мы приходим к некоторым типам интегро-диффе­
ренциальных уравнений. 

Часто теорию дифференциальных уравнений с последствием 
излагают так, чтобы сразу охватить и случай сосредоточен­
ного и случай распределенного запаздывания, р ассматривая 
с этой целью интегро-дифференциальные уравнения, содержа­
щие интегралы Стилтьеса. Например, теорию линейных урав­
нений можно, как это делает в [36] А. Д. Мышкис, излагать 
для уравнений вида 

00 
x (t) = � х (t - s) dsK (t, s) +f(t) ( 1) 

u 
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и для системы таких уравнений 
т оо  

.X; (t) = � � x1 (t - s) d8Ko (t, s) +f; (t) (i = 1 , 2, . . . , n). (2) 
J=l о 

Если функция К (t, s) (или Kif (t, s)) с конечным измене­
нием по s кусочно:постоянна по s, то уравнение ( 1 )  (или 
система (2)) является линейным уравнением (системой) с со­
средоточенным запаздыванием, рассмотренным в г л. I I .  

Изложенная в г л. I I  теория без существенных изменений 
переносится на уравнения вида ( 1 ) (или (2)). 

В частности, если ядро К (t, s) (или ядра Kif (t, s)) не 
зависит от t, то уравнения ( 1 )  или (2) являются обобщением 
линейных уравнений с постоянными коэффициентами и с по­
стоянными вапаздываниями, и частные решения соответствую­
щих однородных уравнений можно искать в виде показатель­
ных функций .  Например, уравнение 

00 
х (t) = � х (t - s) dK (s) 

о 

имеет решение вида ekt, где k удовлетворяет характеристиче­
скому уравнению 

00 
k =  � e-ksdK(s). 

о 

И в этом случае можно доказать теорему о разложении ре­
шения х (t) по основным решениям вида taekit, аналогичную 

'1' 
теореме стр. 50-53. Можно также доказать и теоремы о распо-
ложении корней характеристического уравнения, аналогичные 
теоремам § 3 гл. II . Интересующегося этим вопросом чита­
теля мы отсылаем к [ 4 7 ] .  

Несколько в ином направлении обобщает уравнения с 
запаздывающим аргументом Н. Н. Красовский (см. [24]). Он 
рассматривает уравнения вида 

Х; (t) = Х; (х1 (t + s), х2 (t + s), . . .  , Xn (t + s), t) 
(i =  1 ,  2, . . . , n), (3) 

где правые части Х1 (х1 (s), х2 (s), . . .  , Xn (s), t) являются 
функционалами, определенными на непрерывных (или кусочно· 
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непрерывных) функциях х1 (s), х2 (s), . . . , Xn (s), где - h �s� O, 
постоянная h > О. Уравнения (3) охватывают как уравнения 
с распределенным запаздыванием, так и уравнения с сосре­
доточенным запаздыванием. Подробнее о таких уравненмях 
см. [24J .  

Можно также рассматривать уравнения вида 

х (t) = Тх (t), 
г де х (t) - функция или вектор-функция в любом линейном 
топологическом пространстве, а Т - оператор типа Вольтерра, 
т. е. оператор, значения Tf(a) которого зависят лишь от 
значений /(t) при t � а. Точнее, если ft (t) =Л (t) при t�a, 
то и Т/1 (t) = Т/2 (t) при t � а. 

Уравнения такого и сходного типов рассматривались в 
1 37] ,  [57] ,  при 9том обычно дополнительно предполагалась 
ограниченность последствия, т. е. предполагалось существова­
ние числа Н� О такого, что при любом выборе а и f зна­
чение Tf (a) зависит лишь от значений f(t) при а - Н� t � а. 

§ 2. Краевые задачи 

Основным источником краевых задач для обыкновенных  
уравнений без отклонения аргумента являются краевые задачи 
уравнений в частных производных, которые после разделения 
переменных приводятся к краевым задачам для обыкновенных 
уравнений. 

В задачах математической физики вередко возникают кра­
евые задачи для уравнений в частных производных с откло­
няющимися аргументами, и к H!iM во многих случаях может 
быть применен метод разделения переменных (см. стр. 1 1 7 - 1 20), 
однако на 9ТОМ пути обычно не возникает краевых задач для 
обыкновенных уравнений с отклоняющимся аргументом, так 
как отклонение аргумента происходит по времени, а не по 
пространствеиным координатам. Такие задачи математической 
физики сводятся к краевым задачам для уравнений без от­
клонения аргумента по пространствеиным координатам и к 
основной начальной задаче для уравнения с отклоняющимся 
аргументом. По9тому в настоящее время основным источником 
краевых задач для уравнений с отклоняющимся аргументом 
являются вариационные задачи с отклоняющимся аргументом 
!i баллистические задачи. 
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Совсем кратко остановимся на этих вариационных задачах, 
чтобы понять и оправдать постановку основных краевых 
задач. 

Простейшая вариационная задача с отклоняющимся аргу­
ментом ставится следующим образом: требуется исследовать 
на экстремум функционал 

ft 
V [x (t)] = ) F (t, x (t), x (t - 't), x (t), x (t - -c)) dt (4) 

fo 
с закрепленными или изменяющимися граничными значениями 
и начальной функцией. Экстремум может достигаться лишь 
на решениях обобщенного уравнения Эйлера - уравнения ней­
трального типа. При этом вариационные задачи приводят к 
следующим простейшим постановкам краевых задач. 

1 ) Найти непрерывные и г ладкие при t0 < t < t1 решения 
уравнения 

х (t) = f(t, х (t), х (t - 'Ct (t)), . . . 

• • • , Х (t - "т (t)), Х (t), Х (t - 'tt (t)), 

Х (t - 'С т (t)), Х (t - 'Ct (f)), . . . , Х (t - 'tт (t))), (5) 

имеющие заданную на Е10 начальную функцию ер (t) и задан­
ное граничное значение х (t1) = х1• Предполагается, что 
ер (t0 - О) = х (t0 + 0), но г ладкости в точке t0 не предпола­
гается. Эта основная краевая задача и ее естественные обоб­
щения на случай уравнений п-го порядка могут быть решены 
методом шагов, если, конечно, решение существует и метод 
шагов на всем отрезке [t0, t1 ] применим. 

На первом шаге определяется решение уравнения (5) 
х (t, С), зависящее от одного параметра (например, от 
С1 = х (t0 + 0)). На следующем шаге число произвольных 
постоянных не увеличивается, так как две новые произволь­
ные постоянные определяются из условий непрерывности и 
г ладкости решения в правой граничной точке отрезка, на ко­
тором было найдено решение на первом шаге. Продолжая 
продвигаться «шагами» , дойдем, наконец, до точки t1 и опре­
делим С1 из условия х (t1) = х1• 

В конкретных задачах этим методом часто может быть 
доказано и существование решения. 
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Рассматриваемая краевая задача решается также методом 
Галеркина, сходимость которого для уравнений с отклоняю­
щимся аргументом может быть доказана методами, применяю­
щимися для уравнений без отклонений аргумента (см. [6 ]). 

Для линейных однородных уравнений второго порядка 
решение рассматриваемой краевой задачи можно получить 
также следующим методом. Находим г ладкое в точке t0 ре­
шение рассматриваемой основной начальной задачи х (t) и 

'f' 
решение основной начальной задачи х (t), определяемое сле­

'1'1 
дующими начальными условиями: ер1 (t) = О на Et0 и х  {t0+0) =1 . 

'1'1 
Тогда всякое решение исходного линейного уравнения, имею-
щее заданную начальную функцию ер (t) и допускающее угло­
вую точку при t = t0, имеет вид х (t) + Сх (t), г де С - про-

'!' '1'1 
извольная постоянная. Остается лишь выбрать С так, чтобы 
удовлетворялось условие х (tt) = х1 или х {t1) + Сх (t1) = х1• 

'f' '1'1  
Если х (t1) -=F- О, то постоянная С определяется. Следовательно, 

'1'1 
в рассматриваемом случае существует единственное решение 
краевой задачи 

Если же х (t1} = О, то краевая задача при х (t1} -=F- х1 
'1'1 'f' 

решений не имеет, а при х {t1) = х1 имеет однопараметриче­
'1' 

ское семейство решений х (t) + Сх (t). 
'f' '1'1  

2) Найти решение х (t) уравнения (5), удовлетворяющее 
на начальном множестве Е10 требованию х (t) = ер (t) и в 
точке t1 условию 

(6) 

В точке f0 гладкости не требуется. 
Для решения этой задачи также применимы: метод ша­

гов ,  метод Галеркина, а в линейном однородном случае ме­
тод представления решения в виде х (t) + Сх (t), причем С 
определяется из условия (6). 

'!' 'ft 
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3) Найти решение уравнения (5) в предположении, что 
правая граничная точка неподвижна х (tд = х1, а левая гра­
ничная точка (t0, х0) может перемещаться, х0 = ф (t0), при 
этом соответственно меняется и начальная функция х (t) = 
= rp (t, х0) на Е10• Функция ф (t) предполагается непрерывно 
дифференцируемой, причем ф'(t) -=1= О, rp (t, х0) - дважды не­
прерывно дифференцируемая функция t, q> (t0, х0) = х0• В каж­
дой точке кривой х0 = ф (t0) задан скачок производной реше­
ния К(х0). 

К этой задаче также может быть применен метод 
шагов, а для линейных однородных уравнений решение мо­
жет быть записано в виде 

х (t) + К (х0) х (t), 
<p (t, хо) '1'1 

причем х0 определяется из условия 

х (t1) + K (xo) x (t1) = x1. 
'1' (t, хо) '1'1 

Возможны и иные постановки граничных задач. Читателя, 
желающего пtщробнее ознакомиться с затронутым в этом 
параграфе кругом идей, мы отсылаем к [2 1 ], [78 ] ,  [ 4 1  ] ,  [ 42] ,  
( 39], [ 40], [6] .  

§ 3. Точки покоя 

Точкой покоя дифференциального уравнения 
Х (t) = F (t, Х (t), Х (t - t1 (t)), . , . , Х (t - 'tm (t))) 

с запаздывающим аргументом, или уравнения нейтрального 
типа 

Х (t) = F (t, Х (t) Х (t - t1 (t)), . , . ,  Х (t - 'tm (t)), Х (t - t1 (t)), . . . 
• , . , Х (t - 'tm (t))), 

г де все t;(t) ;:::: О, а х (t) и F являются вектор-функциями, 
называется решение х (t) = х0, равное постоянному вектору 
как на начальном множестве, так и при t >t0• 

Для линейных, одноро ... дных, стационарных уравнений 
т 
� (А 1х (t - t;) + В;Х (t - t;)) = О, 
i= O 

где 0 = to < t1 <  . . .  < tт, все t; постоянные, все А ;  и В; 
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постоянные (n Х п)-матрицы, определитель 1 А0 1 "# О, точки 
покоя в начале координат классифицируются по свойствам 
корней характеристического уравнения ер (k) = О. 

Точка покоя имеет тип {р, q, s), если р корней хар акте­
ристического уравнения имеют отрицательную действительную 
часть, q корней имеют положительную действительную часть 
и у s корне!! действительная часть равна нулю. Говоря о 
числе корней, мы имеем в виду сумму их кратностей. Неко­
торые из чисел р, q, s могут равняться оо. 

Точку покоя типа (оо, О, О). называют обобщенным устой­
IJ ивым узлом (и;ш фокусом), точку (0, оо, О) - обобщенным 
н�устойчивым узлом (или фокусом), точку типа (0, О, оо) ­
центром. Заметим, что точка покоя последнего типа может 
существов ать лишь у уравнений нейтрального типа (см. стр. 
45-4 7) и что в этом случае далеко не в се траектории яв­
ляются периодическими или почти периодическими. 

Возможна, конечно, более полная характеристика точек 
покоя путем указания числа отрицательных корней характе­
ристического квазиполинома, числа положительных корней, 
числа комплексных корней с отрицательной действительной 
частью, числа комплексных корней с положительной действи­
тельной частью, числа чисто мнимых корней, можно также 
выделить случай корня, равного нулю. 

Вопрос об оценке минимального числа точек покоя дина­
мической системы 

х (t) = F (х (t - 't0(t)), х (t - 't1(t)), , . .  , х (t - 'tт(t))) (7) 

сводится к оценке числа точек покоя динамической систе­
мы без запаздывания 

х (t) = F (x (t), х (t) , . . .  , x (t)). (8) 

Очевидно, что точки покоя систем (7) и (8) совпадают. 
Очевидно также, что для каждой системы (8) можно подо­
брать бесконечное множество систем (7). Тем самым вопрос 
об оценке минимального числа точек покоя систем (7) сведен 
к хорошо разработанному вопросу об оценке минимального 
числа точек покоя систем (8). 

Заметим, что для уравнений с отклоняющимся аргументом 
изучение особых точек непосредственно не сводится к изу­
чению точек покоя. Простейшие особые точки изучались в 
статьях l66] ,  [67] ,  [8 1 ]. 
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§ 4. Уравнения в частных производных 
с отклоняющимиен аргументами 

1 1 7 

Теория дифференциальных уравнений в частных производ­
ных с отклоняющимися аргументами разработана очень слабо 
(см. [8 ] , [9] , [78 ]). 

В Приложениях пока встречались лишь уравнения с откло­
нением по одному аргументу - по времени. 

Рассмотрим простейшее уравнение такого типа 

ди (t, х) = F (t (t ) ди (t , х) (t _ (t) ) дt , и , Х , dx , и 't , х , 

ди (t - 't (t) ,  х) ди (t -'t (t), х) ) 't (t) > О. (9) дt , дх , 

В основной начальной задаче уравнения вида (9) при t, изме­
няющемся на начальном множестве Et0 (определение началь -
ного множества не изменяется, см. стр. 1 0), и при произволь­
ных или удовлетворяющйх некоторым ограничениям значе­
ниях х задается начальная функция <р0 (t, х). Требуется найти 
при t > t0 дифференцируемую функцию и (t, х), у довлетворя­
ющую уравнению (9) при t > t0 , если на начальном множе­
стве ее считать совпадающей с <p0(t, х). Переход от функции 
и (t, х) к <Р. (t, х) должен быть непрерывным. 

Если применим метод шагов (например, если 't (t) � 'to > 
> 0), то основная начальная задача на каждом шаге сводится 
к решению задачи Коши для уравнения без отклонений аргу­
мент.а 

ди �t х) = F (t, и (t, х), ди �� х) ,  'fk(t - 't (t), х), 
дrpk(t - 't (t), х) дrpk(t - 't (t), х) ) 

дt , дх , 

где 'fk(t, х) - решение аналогичного уравнения на предыду­
щем шаге. 

Однако обычно в приложениях для уравнений в частных 
производных приходится решать не основную начальную за­
дачу, а различные краевые задачи. При этом во многих слу­
чаях может быть применен метод разделения переменных, об­
щая схема которого почти не отличается от схемы примене­
ния этого метода к решению краевых задач для уравнений 
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без отклонений аргумента .  При применении этого метода по 
пространствеиным координатам, по которым нет отклонений 
аргумента, возникает обычная краевая задача без отклонений 
аргумента, а по времени приходится решать основную началь­
ную задачу для уравнения с отклоняющимся аргументом. 

В качестве иллюстрации рассмотрим следующие два при­
мера: 

1 ) Обобщенное уравнение диффузии 

ди (t ,  х) = а2 д2и (t, х) + ь2 д2и (t - 't, х) (l О) дt дх2 дх2 ' 

г де а, Ь и 't - постоянные, 't > О, 
и (t, x) = ep (t, x) при О � t � 't, О � x � l, 

начальная функция ер (t, х) непрерывна по t и дважды непре­
рывно дифференцируема по х. Кроме того, заданы какие-ни­
будь однородные граничные условия, например 

и (t, О) = и (t, l) = О. 
2) Уравнение колебаний с упругим последействием 

д2u (t ,  х) а2 д2и (t , х) + Ь2 д2и (t - 't, х) 
дt2 дх2 дх2 ' 

где а, Ь и 't - постоянные, 't > О, и (t, х) = ер  (t, х) при 
О �  t � 't, О �  х � l, начальная функция ер (t, х) непре­
рывна по t и дважды непрерывно дифференцируема по х. За­
даны какие-нибудь однородные граничные условия, например, 

и (t, О) = и (t, l) = О. 

Несколько подробнее решим первую из этих задач. При­
меняем метод разделения  переменных, т. е. ищем решение 
в виде u (t, x) = T (t) X (x). При этом получим 

или 
1'(t) Х (х) = a2 T (t) X"(x) + b2 T (t - 't) Х"(х), 

Т'(t) Х"(х) 
a2 T (t) + Ь2(t - 't) = Х (х) = - Л2 

Следовательно, Х (х) является решением краевой задачи 

Х"(х) + Л 
2Х (х) = О, X (O) = X (l) = O, 
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откуда 

(n =  1 , 2, . . .  ), 

а собственные функции 

Хп(х) = sin п; х. 

Функция Т (t) является решением уравнения 

T'(t) + п;:2 [ а2 T(t) + Ь2 T(t - 't) ] = О, ( 1 1 )  

где T (t) = Bп(t) при O � t � "• 

Вп(t) - коэффициент Фурье при sin nlтt х в разложении 
начальной функции r.p (t, х) в ряд Фурье по собственным функ­

. nтt ЦИЯМ SШ l X: 
00 

r.p (t, x) = 2: Bп(t) s in �тt х при O � t � "• O � x � l. 
n = 1 

Решение уравнения ( 1 0), как указано на стр. 42, может 
быть представлено в виде *) 

� 

+ 02 � ь2 � Тп(t - s) B�(s) ds. 
о 1 

Следовательно, решение исходной краевой задачи имеет вид 

� 
+ Ь2 

r Т (t ) В' ( ) d 1 . nтt 02 + Ь2 J 1 n - S n S S SШ Т Х. 
о 

*) Как указано на стр. 4 1 ,  требования дифференцируемости 
Вп(t) можно избежать, записав решение уравнения ( 1 1 )  в несколько 
.ином в иде. 
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Совершенно так же решается краевая эадача для уравне­
ния колебаний струны с упругим последействием, полагая 
и (t, х) = Т (t) Х (х) и раэделяя переменные, получим 

00 

Х"(х) T"(t) 
Х(х) = a2 T(t) + b2 T(t - 1:) = - Лll , 
Хп(Х) = s in п; Х, 

ер (t, х) = .,! Вп(t) s in �'lt х, О �  t � t, О �  х � l, 
n = l  

T�(t) = - п;:2 (а2 Тп(t) + Ь2 Тп(t - t)) , ( 1 2) 

г де Тп(t) = Вп(t) при О � t � t. 
Решение уравнения ( 1 2) можно получить методом, иэло­

женным на стр. 42 и стр. 50-53. 
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