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V o p p e d e .

Ce qui manque aux Matliematiques grecques, 
ce sont moins les methodes (les grand geometres 
en possedaient assez pour l’ordre des travaux qu’ils 
poursuivaient) que des formules propres a l ’exposi- 
tion des methodes.

P a u l T ann  er y , Bulletin des Sciences math.
März 1885.

In  der Zeit vom sechsten bis zum zweiten Jahrhundert v. Ghr. 
wurde der Grund zu der mathematischen Wissenschaft von 
den griechischen Mathematikern gelegt. Die wichtigste Bedin
gung dafür, dafs dieser Grundbau eine Wissenschaft tragen 
konnte, deren Wahrheiten erst dann ihre rechte Bedeutung 
erhalten, wenn sie durch vollständige Beweise sicher gestellt 
werden, bestand darin, dafs er selbst die genannte Eigenschaft 
hatte. Jeder weifs, dafs dies in hohem Mafse für die grie
chische Geometrie zutraf, welche sich sowohl gegen Einwen
dungen wie gegen Fehlschlüsse durch die Entwicklung einer 
strengen Darstellungsform sicherte, die geradezu das Ziel ver
folgte, die aufgestellten Wahrheiten unanfechtbar zu machen.

Dieses Ziel wird jedoch in den Schriften der Alten so aus- 
schliefslich verfolgt, dafs es nur auf Kosten der Übersichtlichkeit 
erreicht wird. Der Leser erfährt, was geschehen soll, was wahr 
ist und weshalb es richtig ist; aber in welcher Absicht etwas 
geschieht oder etwas untersucht wird, das läfst sich in jedem 
Falle nur lange nachher beurteilen, wenn man die Folgen sieht.
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Mitteilungen über die benutzten Entdeckungswege fehlen ganz, 
wenn man die alle mathematische Forschung umfassende ana
lytische Methode ausnimmt. Der Darstellungsform der Alten, 
welche in logischer Hinsicht so vollkommen war, fehlten des
halb die Eigenschaften, welche dieselbe zu einem bec{uemen 
Mittel hätten machen können, den reichen In h a lt  der griechi
schen Geometrie — geschweige die Arbeitsweise derselben — auf 
spätere Geschlechter zu übertragen. Im Schlufsabschnitte dieses 
Buches wird gezeigt werden, dafs trotz des Eifers, mit dem die 
Mathematiker der Renaissancezeit sich auf das Studium der 
Schriften des Altertums geworfen hatten, dennoch während der 
ganzen neueren Zeit neue Einflüsse von Seiten der griechischen 
Geometrie sich noch geltend machen konnten, und im Verlauf der 
Darstellung wird sich zeigen, dafs C hasles’ bekannter Nach
weis, Eukl id habe einige von den kürzlich wiederentdeckten 
Eigenschaften projektivischer Punktreihen gekannt, noch Aveiter 
dahin ausgedehnt werden mufs, dafs man im Altertum die 
Anwendung einiger solcher Reihen auf die Lehre von den 
Kegelschnitten gekannt habe. Dafs so die antike Geometrie 
trotz der aufserordentlichen Entwicklung der modernen Ma
thematik stets auf neue Weise ihre Bedeutung hat auf
recht erhalten können, beweist nicht nur, wie grofs der Wert 
ihres Inhaltes ist, sondern zeigt auch, Avie grofs die Hindernisse 
Avaren, die sich einer Verbreitung dieses Inhaltes entgegen
stellten. Diese Hindernisse liegen nicht allein in dem Verlust 
Avichtiger Schriften, sondern auch in den berührten schAvachen 
Seiten der Form, in der die überlieferten Schriften abgefafst 
sind.

In unserer Zeit, avo  die Mathematiker durch die Aneig
nung des reichen Materials, Avelches neuere Zeiten gebracht 
haben und täglich bringen, so stark in Anspruch genommen 
Averden, fahren dieselben Ursachen fort ihre Wirkung auszu
üben, und selbst der, Avelcher sich einige Bekanntschaft mit
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den Schriften der Alten erworben hat, wird kaum geneigt sein, 
die in diesen gewonnenen Resultate genügend hoch zu würdigen. 
Denn ohne Kenntnis von dem gegenseitigen Zusaminenhange, 
in dem sie entstanden sind, gewinnt man leicht die Vorstel
lung, dafs dieser lose und zufällig sei, und dafs die Alten des
halb nicht die Bekanntschaft mit der Bedeutung und Brauch
barkeit der Resultate besafsen, welche denselben erst ihren 
vollen Wert verleiht.

Die Beschwerden jedoch, welche die antike Darstellungs
form darbieten kann, müfsten eigentlich zu einer gerade ent
gegengesetzten Ansicht führen. Denn die Schwierigkeiten, 
welche der Leser zu überwinden hat, und welche zum Teil 
davon herrühren, dafs jene Zeit nicht über die Darstellungs
mittel verfügte, welche die Gegenwart benutzen kann, müssen 
auch auf den Verfasser hemmend und hindernd gewirkt haben. 
Wenn nun Apollonius in einem so ausgedehnten Werke wie 
in seinen Kegelschnitten diese Schwierigkeiten in dem Mafse 
überwindet, dafs er die erstrebte Unanfechtbarkeit ebenso voll
ständig erreicht wie Euklid in seinen Elementen, so zeugt dies 
durchaus für eine grofse Herrschaft über den behandelten Stoff. 
Er mufs mit der Bedeutung jedes einzelnen Satzes vertraut 
gewesen sein, um den rechten Platz für denselben im Lehr
gebäude finden zu können, und er mufs, namentlich in den 
ersten systematischen Büchern, um die für dieses Gebäude 
passendsten Sätze finden zu können, mehrere von diesen 
gekannt haben, zwischen denen er wählen konnte.

Dafs man die Sätze und Konstruktionen, welche man 
kannte, wirklich anzuwenden verstand, geht auch hervor aus 
Apollonius’ Vorreden und aus den Berichten des späteren 
Altertums über Aufgaben, die man in Behandlung nahm. Es 
wird sich zeigen, dafs die Geometrie bei den Alten nicht blofs 
ihrer selbst wegen entwickelt wurde, sondern dafs sie zugleich 
als Organ für die allgemeine Gröfsenlehre diente, ähnlich wie
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die Algebra jetzt, und dafs in dieser Beziehung d ie Lehr e  
Yon den  K e g e l s c h n i t t e n  über die elementaren Unter
suchungen hinausführte. Diese Lehre, welche überdies mit 
einer Vollständigkeit entwickelt worden ist, die der Behandlung 
anderer Kurven nicht zuteil wurde, kann also ihre Stellung in 
der Wissenschaft auch neben modernen Untersuchungen be
haupten. Sie verdient deshalb, dafs man sie selbst kennen 
lerne und sich nicht damit begnüge ihre Resultate zu sehen, 
welche die Mathematik der Gegenwart in anderen Verbindungen 
kennt.

Hierfür genügt eine blofs historische Darstellung nicht; 
deshalb habe ich in gegenwärtiger Schrift versucht eine geo
met r i sche  Wi ede r he r s t e l l ung  des Inhal t es  und des 
Zusammenhangs  der  a n t i ke n  Lehre von den Kegel
s chn i t t en  zu geben und zu begründen.

Eine solche mufste sich vorzugsweise an Apol lonius’ sieben 
Bücher über diesen Gegenstand (von acht Büchern sind uns 
sieben erhalten) anschliefsen. Jedoch würde eine unmittelbare 
Wiedergabe dieser Bücher sowie der Abschnitte aus Eukl ids  
Elementen, welche besondere Anwendung in denselben finden, 
und der Schriften von A r c h i m e d e s  und Apollonius, welche 
sich auf denselben Gegenstand beziehen, nicht genügend ge
wesen sein: ich mufste vielmehr alles dasjenige, was durch 
die ausschliefsliche Rücksichtnahme der Alten auf logische Voll
ständigkeit verdeckt wird, hervorsuchen und durch Benutzung 
moderner Darstellungsmittel ans Licht ziehen )̂. Namentlich

P Ein ähnliches Ziel verfolgt H onsels Auseinandersetzung über das 
Werk des Apollonius (Liouville’s Journal, Bd. 23). Diese ist jedoch 
teils zu kurzgefafst für meine Zwecke, teils hält sie sich so ausschliefs- 
lich an Apollonius’ Schrift, dafs man die Verbindung dieser mit der 
vorhergehenden geometrischen Litteratur nicht erkennen kann. Endlich 
enthält diese Arbeit trotz ihrer Verdienste einige Mifsverständnisse, die 
gelegentlich Erwähnung finden werden und nicht ohne Bedeutung sind 
für die ganze Auffassung des griechischen Hauptwerks über Kegel
schnitte.
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mufste ich die Übereinstimmungen aufsuchen, welche zwi
schen den Hülfsmitteln, die in den verschiedenen Beweisen 
benutzt werden, existieren, und auf den Wert, den diese 
Hülfsmittel und die aufgestellten Sätze in der Hand der Alten 
hatten, mufste ich durch das schliefsen, wozu die Alten 
sie benutzten. Die Vorgefundenen logischen Anwendungen 
mufsten mir dabei eine Vorstellung davon geben, wie dieselben 
Hülfsmittel haben angewandt werden können, um die ver
schiedenen aufgestellten Sätze zu finden.  Wenn nun auch 
die so gefundenen Entdeckungswege niemals zu so allgemein 
zugänglichen Methoden, wie die Gegenwart sie kennt, zusammen
gestellt gewesen sind, so darf man doch mit Bestimmtheit an
nehmen, dafs eine mündliche Tradition vom Lehrer zum Schüler 
und praktische Übung in den Anwendungen sie zu etwas mehr 
als dem Eigentum einzelner hervorragender Männer gemacht 
hat. Dieselben Wege haben sich dann auch bei der weiteren 
Anwendung der in den erhaltenen Schriften aufgestellten R.e- 
sultate benutzen lassen. Dadurch, dafs ich diesen Wegen nach
spürte und über den geometrischen Gebrauch, der sich über
haupt von den gewonnenen Resultaten machen läfst, nachdachte, 
habe ich Mittel gewonnen um über die Beschaffenheit der 
Anwendungen urteilen zu können, von denen die Alten in 
ihren Vorreden sprechen, sowie über die Untersuchungen, 
welche zum Teil den Inhalt solcher verlorenen Schriften aus
machten, über welche P a p p u s  in einer viel späteren Zeit 
Mitteilungen macht ü- Selbstverständlich habe ich umgekehrt

p Da ich, wie sich ergeben wird, zu der Annahme gelangt hin, dafs die 
Untersuchungen sich auch auf Gegenstände erstreckt haben müssen, 
von denen in den oft etwas zufälligen Mitteilungen, die uns erhalten 
sind, nichts berichtet wird, so habe ich mir auch die etwas delikate 
Frage gestellt, welche nicht erwähnten Untersuchungen man denn 
imstande gewesen sei auszuführen. Einer Beantwortung dieser Frage 
habe ich mich nicht ganz entziehen können; denn ich würde mich 
sonst der Gefahr aussetzen, dafs man zu wenig oder zu viel in meine
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nicht versäumt die Winke zu benutzen, welche von Pappus 
sowie von P r o k l u s  und E u t o k i u s  oder anderswo in zufäl
ligen Mitteilungen für das Verständnis der Alten gegeben wer
den, und welche teilweise Auszüge aus Schriftstellern sind, die 
den Alten näher standen als die genannten Berichterstatter,

Dafs nun das erforderliche Material für eine solche Arbeit 
einem Mathematiker hat zugänglich sein können, das verdanke 
ich teils den Philologen, welche neue Ausgaben von Archimedes 
und Pappus mit guten lateinischen Übersetzungen zu der Aus
gabe des Apollonius von H a l l e y s  kundiger Hand hinzugefügt 
haben, teils den Männern, welche in der neuesten Zeit die 
mathematischen Überlieferungen in einem bis dahin unbekannten 
Umfange ans Licht gezogen und historisch und chronologisch 
beleuchtet haben. Es liegt mir namentlich daran hier in der 
Vorrede G a n t o r ,  den Führer unter den letzteren, zu nennen 
und den Nutzen hervorzuheben, den mir seine Vorlesungen 
über Geschichte der Mathematik gewährt haben, da ich wegen 
meines von dem seinen verschiedenen Ausgangspunktes an 
mehreren Stellen genötigt bin, mich seinen Ansichten polemisch 
gegenüber zu stellen.

Obgleich ich wesentliche Anregungen empfangen habe von 
H an k e l ,  Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und 
Mittelalter ̂  wodurch mir zuerst Interesse für den Gedanken
gang ü der griechischen Mathematiker eingeflöfst wurde, von

erwähnte Annahme hineinlegte. Deshalb habe ich es beispielsweise 
gewagt, meine anf aufserordentlich wenige historische Daten gestützte 
Vermutung über Eratosthenes’ MittelgröTsen mit aufzunehmen, die für 
mich selbst zunächst eine Probe dafür 'darstellte, ob ich mich so in 
die Arbeitsweise der Alten hineinversetzt hätte, dafs ich sie selbständig 
anwenden konnte; den Leser aber bitte ich, sein Urteil über den 
historischen Wert dieser Vermutung nicht auf solche Hypothesen 
übertragen zu wollen, deren Wahrscheinlichkeit ich vollständiger be
gründe.

L Als Schüler von G hasles interessierte ich mich schon lange für die 
im Altertum erreichten Resultate.
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B r e t s c h n e i d e r ,  Die Geometrie und die Geometer vor Euklid^ 
und von Al lmanns  in Hermathena publicierten Untersuchungen, 
Greek Geometry from Thaies to Euklid^ so beziehen sich diese zu
nächst doch nur auf die Voraussetzungen für die griechische Lehre 
von den Kegelschnitten^). Gröfsere direkte Bedeutung für meine 
Bearbeitung dieser Lehre aber haben die zahlreichen kleinen 
Schriften von P a u l  T a n n e r y  gehabt, nicht nur durch die vie
len in denselben enthaltenen historischen Angaben, sondern auch 
durch die bedeutenden Beiträge, welche er zum Verständnis 
der Entwicklung der griechischen Mathematik geliefert hat. 
Diese haben mir, wie sich ergeben wird, oft zur Führung 
gedient. Endlich ist es mir von grofsem Nutzen gewesen nicht 
nur von H e i b e r gs  Schriften Einsicht zu nehmen, sondern 
auch Gelegenheit zu haben mit diesem gründlichen Kenner 
der Ausdrucksweise und des Gedankenganges der alten Geo
meter mündlich zu verhandeln. In sprachlicher Hinsicht habe 
ich mich immer seiner Meinung gefügt, und wo ich seine 
historisch-geometrische Auffassung nicht habe teilen können, da 
haben seine Gründe mir die schwachen Seiten gezeigt, welche 
die von mir aufgestellte Begründung noch hatte.

L Da M axim ilien Marie in seiner Histoire des Sciences Mathematiques 
et Physiques ebenso wie ich das Studium der überlieferten Schriften der 
grofsen mathematischen Schriftsteller selbst zum iVusgangspunkt nimmt, 
so durfte ich erwarten, dafs zwischen meiner Arbeit und der seinen 
sich Berührungspunkte finden würden. Dafs dies nur in geringem 
Mafse der Fall ist, beruht teils darauf, dafs Marie in die Schrift
steller des Altertums, namentlich in A pollon ius, weniger tief ein
gedrungen ist als in die mathematischen Schriften der neueren Zeit, 
teils darauf, dafs er fast gar keine Rücksicht auf die zahlreichen 
historischen Ergebnisse genommen hat, welche wir der neueren For
schung verdanken. Die letzten Teile des angeführten umfangreichen 
Werkes sind mir aber nützlich gewesen bei der Untersuchung des 
Einflusses, den die antike Geometrie auf die der neueren Zeit aus
geübt hat.
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Dieses Buch ist aus dem Dänischen übersetzt. Das Original 
wurde der Königlich dänischen Gesellschaft der Wissenschaften 
am 31sten Oktober 1884 vorgelegt und im 3ten Bande der 
Schriften der Gesellschaft, 6te Reihe, naturwissenschafliche und 
mathematische Abteilung, abgedruckt. Die Gesellschatf hat 
die Holzstiche bereitwilligst zur Benutzung in dieser deutschen 
Ausgabe hergegeben, in der einige kleine Zusätze im 12ten 
und 19ten  ̂ sowie einige Verbesserungen im 20sten und 2$£sten 
Abschnitt gemacht sind. Dafs die Übersetzung überall so 
genau meine eigenen Gedanken wiedergiebt, dafür schulde ich 
Dr. V . F i s c h e r - B e n z o n  herzlichen Dank, der — ebenso wie 
Herr Chr. Höst,  der Verleger des Buches — grofse Verdienste 
hat um die Verbreitung der Schriften dänischer Mathematiker 
in solchen Kreisen in denen meine Muttersprache nicht ver
standen ward.

Kjobenhavn, den Mai 1886.

H. G. Zeuthen.



Erster Absclinitt.

Voraussetzungen und Hülfsmittel; Proportionen und geometrische Algebra.

D ie antike Lehre von den Kegelschnitten, welche von Apol l o -  
nius^)  in vollständigem Zusammenhänge entwickelt ist, ist 
ausschliefslich auf solchen Voraussetzungen aufgebaut, welche 
sich in Euklids Elementen finden, also im Avesentlichen auf 
ganz denselben, Avelche auch der jetzigen elementaren Geometrie 
angehören. Jeder, der mit dieser vertraut ist und demnächst 
das festhält, was er nach und nach Avährend des Lesens lernt, 
Avird also jedes einzelne Argument verstehen können, dessen 
sich Apollonius bedient. Aber um sich vollständig in den
ganzen Gedankengang hinein zu versetzen und den Plan zu 
erfassen, dem der Verfasser folgt, hat man zu beachten, dafs 
unter den Voraussetzungen, Avelche auch AAur kennen, einige 
sind, Aveiche er soAVohl Avie seine Vorgänger Aveit häufiger 
gebraucht haben als Avir, und mit denen er und seine antiken 
Leser deshalb auch Auel vertrauter geAvesen sind.

Welches diese sind , und AAue grofs das Bedürfnis der 
griechischen Geometer für dieselben gewesen ist, versteht man 
leicht, Avenn man beachtet, Avelche besonderen Hülfsmittel 
eben in dem erAvähnten Werke zur Benutzung beim Studium 
der Kegelschnitte eingeführt Averden. Dies sind, Avenn auch

L E uklid  lebte etwa 300 v. dir., A rchim edes 287—212, A pollonius 
etwa 200. Wo nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt ist, gebe 
ich die Jahrszahlen an nach Gantor ,  Vorlesungen über die Geschichte 
der Mathematik, Bd. I. Leipzig, 1880.

1
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der Bogrif.#\K!opr^rta nicht aufgestellt wird, die-
ŝel})ei>̂  wjefcüe? wir benutzen, nämlich rechtwinklige und 

/^(^Äi<?fwinklige K oord ina ten ,  welche die Griechen über- 
* dies — eben auf Grund der geometrischen Form für ihre 
Anwendung — mit gi’öfserer Freiheit anzuwenden verstanden, 
als es im .17ten und 18ten Jahrhundert der Fall war. Die 
Koordinaten gebrauchen wir aber in Verbindung mit der 
Algebra, welche die Griechen nicht kannten. Wir haben also 
zu untersuchen, was bei ihnen beim Gebrauche der Koordi
naten wie auch bei anderen Untersuchungen, wo man sich 
jetzt gewöhnlich der Algebra bedient, an Stelle der Algebra tritt.

Zuei-st läfst sich nun ein Hülfsmittel anfütiren, welches man 
auch jetzt bei geometrischen Untersuchungen auf ganz dieselbe 
Weise wie die Griechen, wenn auch in geringerem Umfange 
und nm* wenig innerhalb der eigentlichen analytischen Geometrie 
anwendet, nämlich P ro p o r t io n e n ,  eingeföhrt durch ähnliche 
Figm’en.

Man hat bisweilen geltend machen wollen, dafs die Pro
portionen der Alten eine von den unsrigen abweichende Be
deutung dadurch hätten, dafs diese letzteren Gleichungen sind, 
während die der Alten in einer gewissen Verbindung zwischen 
Verhältnissen bestehen, welche allerdings, wenn die Glieder der 
Verhältnisse kommensurabel sind, zu einer Gleichung wird, 
sonst aber durch eine eigentümliche Definition im fünften 
Buche Euklids bestimmt wird. Diese Definition, welche aus
sagt, dafs a in demselben Verhältnis zu h steht wie c zu rf,
sobald alle ganzen Zahlen J /u n d  iV, welche iVf. a «  iV. 6 machen,

auch M . c ^ N . d  machen, ist indessen nichts anderes als eine
allgemeingültige Definition von der Gleichheit der Verhältnisse 
und fallt sehr nahe zusammen mit derjenigen, welche W eie r 
s t ra ss  in unseren Tagen an wendet, um den Wert irrationaler 
Gröfsen zu definieren. Dafs hier, wenn auch Euklid die Ver
hältnisse nicht gleich nennt, in der That die Gleichheit definiert 
wird, geht daraus hervor, dafs einer der ersten Sätze, welcher 
auf Grundlage dieser Definition bewiesen wird, der ist, dafs 
wenn a:b::c:d — wo wir uns vorläufig des Zeichens bedienen,
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welches man bei der modernen Ai*t antike Proportionen zu 
schreiben an Stelle des Gleichheitszeichens gesetzt hat — und 
gleichzeitig c:d::e:f,  auch a:6 :: e:/* ist.^)

Die Sache liegt also in Wirklichkeit so, dafs während man 
in der modernen elementaren Algebra gewöhnlich das Gleichheits
zeichen gebraucht ohne eine auch für inkommensurable Gröfsen 
geltende Erklärung von dem zu geben, was die Werte der Ver
hältnisse sind, welche man gleich setzt, man im Altertum, ohne 
das Gleichheitszeichen oder das Wort Gleichheit zu benutzen, 
eine solche bestimmt definierte Bedeutung in die aufgestellte 
Verbindung zwischen Verhältnissen hineinlegle, dafs diese Ver
bindung eben die ist, welche wir Gleichheit nennen. *) Mit der 
Definition der Gleichheit von Verhältnissen war die entsprechende 
der Ungleichheit verbunden.

Auf solche Weise waren diese Definitionen von der Gröfse 
e ines  Verhä ltnisses  in seinen Verbindungen mit anderen 
dieselben, welche die al lgemeine  Gröfse chai’akterisieren, 
die der jetzigen Algebra zu Grunde liegt und kontinuierlich alle 
Werte annimmt, nicht blofs solche, welche in einem rationalen 
Verhältnis zu einer gewissen Einheit stehen. Die darauf gebaute

*) Von den Grundzügen der Euklidischen Proportionslehre findet sich eine 
sehr hübsche ausführlichere Darstellung in einem Bruchstück über 
Euklid am Schlüsse von Hanke 1. Zur Geschichte der Mathematik im 
Altertum und Mittelalter. Leipzig 1874.

’) M axim ilien  Marie .scheint in „Histoire des Sciences Mathematiques et 
Physiques“, T. I. S.5 einen Unterschied darin zu finden, dafs in einer mo- 

(t cdemen Proportion zwischen vier Strecken a, b, c, d diese

Gröfsen die Zahlenwerte (Mafszahlen) der Strecken oder ihre Verhältnisse 
zu einer bestimmten Einheit bezeichnen. Das wird dann eine verwickeltere

Relation, die man, wenn die Einheit e genannt wird, -  : — =  — : —
6 €  €  €

würde schreiben können, und für die die Alten auch einen Aasdruck 
hätten finden können. Für die geometrische Untersuchung ist dieselbe 
nicht so bequem wie die, in welche keine Einheit eingeführt ist, wa.s 
man ja heutigen Tages auch bei allgemeinen Untei-suchungen unter- 
läfst. Im übrigen ist, wie bald berührt werden wird, Grund zu der 
Annahme vorhanden, dafs Proportionalität zwischen Zahlenwerten be
nutzt worden ist, bevor man die Euklidischen Definitionen aufstellte.

l*
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Proportionslehre enthielt Sätze, welche es ermöglichten die 
wichtigsten algebraischen Operationen mit dieser Gröfse aus
zuführen. Namentlich besafs man in der Zusammensetzung von 
Verhältnissen ein Mittel zur faktischen Ausführung der algebrai
schen Multiplikation von beliebigen solchen Gröfsen. In einer 
stetigen Proportion wie

^  ^  ^  ^  
fl ~~ «2 ^  «3 ”  ««
und wird in Wirklichkeit wie eine Potenz be-wird

«0 '^0 /

nutzt, während umgekehrt — =  1 /  — ist. Man kannte sogar
«0  ̂ «0

die Summation der auf diesem Wege gebildeten geometrischen 
Reihe*). Durch Benutzung umgekehrter Verhältnisse konnte man 
auch Divisionen ausführen. Da man durch diese Mittel Verhält
nisse zu dem machen kann, was wir gleichnamig nennen, so 
liefsen sich auch Additionen und Subtraktionen ausführen.

Auf diese Weise hat man einen Apparat, mit Hülfe dessen 
man die Zusammensetzung algebraischer Gröfsen ausdi*ücken 
kann. Aber für den praktischen Gebrauch ist die Ausdrucks
weise in Worten äufserst beschwerlich. Selbst wenn man die 
Operationen in einer Zeichensprache darstellt, fallen die Übel
stände nicht ganz fort. Sie hängen nämlich damit zusammen, 
dafs, wenn die Proportionslehre auch in ihren Sätzen faktisch 
Resultate der elementaren Rechenoperationen ausdrückt, sie 
dies doch nicht der Form nach thut. Der Satzbau der Pro
portionslehre hat und mufs eine künstlichere Form haben als 
eine Sammlung von einfachen Rechenregeln, welche den be
kannten Rechenregeln für ganze Zahlen parallel laufen.

Will man sich nun aber klar machen, wie die Griechen 
diesen Apparat nicht nur bei der Darstellung und dem strengen 
Beweise gefundener Sätze, sondern auch bei der Entdeckung

*) Verf̂ l. Euklid IX, 35. Das 9. Buch ist allerdings eins von den arith
metischen Bilchern, wo die behandelten Gröfsen ganze Zahlen sind. 
Der Satz hat hier seinen Platz erhalten als Hrdfs.satz för den arith
metischen Satz 36; aber der Beweis des Satzes selbst ist allgemein- 
gilltig.



der Sätze selbst haben benutzen können, so weist, wie wir nun 
sehen werden, eben seine Künstlichkeit auf die Erklärung hin )̂.

Geometrische wie alle möglichen konkreten Gröfsen durch 
Zahlen darzustellen und mit diesen Zalilen zu rechnen ist 
ebenso alt wie die Einführung von Mafs und Rechnen, und 
Verhältnisse und Proportionen müssen, wenn auch in rudimen- 
täi*en Formen, ebenso alt sein wie die erste AufTassung von 
ähnlichen Figuren, also wahrscheinlich so alt wie die Geometrie 
überhaupt; denn man wird kaum darauf verfallen sein mit 
seinen eigenen kleinen Figuren zu operieren ohne sich dieselben 
iin Gröfseren auf die ihnen ähnlichen Figuren angewandt zu 
denken, welche sich beim Landmesseri und in der Baukunst 
darboten )̂.

Als jedoch P y th a g o ra s  (580—500) oder vielleicht einer 
seiner nächsten Schüler entdeckte, dafs nicht alle Gröfsen 
derselben Ai*t kommensurabel sind, wurde der unmittelbaren 
Anwendung von Zahlen und daran geknüpften Proportionen in 
der Geometrie, welche Anspruch auf Stringenz sollte erheben 
dürfen, ein Halt geboten. Indem man dann versuchte sich 
durch rein geometrische Operationen zu helfen, ei^ab sich als 
nützliche Folge die weitere Entwicklung dieser letzteren. Die 
Lehi*e von Rechnungsarten und Zahlenverhällnissen entwickelte 
sich wohl gleichzeitig, aber als wissenschaftlich \vurde dieselbe 
nur in üirer Anwendung auf Verhältnisse zwischen rationalen 
Giüfsen anerkannt, so wie sie in den arithmetischen Büchern 
Euklids (VII—IX) auftritt. Indessen konnte es nicht fehlen, 
dafs mim p rak t i s ch  Zahlen und Proportionen auch auf die 
Geometrie an wandte, wenn auch mit dem Bewufstsein, dafs 
inan, um die gewonnenen Resultate anerkannt zu sehen, die
selben hinterher auf einem anderen Wege beweisen müsse.

Proportionen. 5

0  Bei dieser Erklärung wie bei vielem anderen vom Inhalt dieses Ab
schnittes schliefse ich mich einer ebenso scharfsinnigen wie geistvollen 
Abhandlung an von P. Tannery,  De la solution geometrique des 
ftrohUmes du secoml degri amnt Euclide (Memoires de la Soci^te de 
Bordeaux. !2“® Serie, t. IV).
Vergl. die Bemerkungen von Dr. All mann, S. 17:2 der Hermathena, 
Vol. III, .Vr. V.
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Als endlich — wie allgemeiim angenommen wird — Eu- 
doxus  von Knidus (408—855) die neue und allgemeingültige 
Grundlage für die Proportionslehre fand, welche \vir angegeben 
haben, und welche Euklid in seine Geometrie aufgenonimen 
und auf die Lehre von den ähnlichen Figuren angewandt hat, 
hat man notwendigerweise einsehen müssen, dafs diese neue 
Proportionslehre vollständig mit der alten übereinstimnite, oder 
richtiger, die alte arithmetische hat Schritt für Schritt als Weg
weiser bei Entwicklung der neuen gedient. Wenn auch Euklid 
es nicht für richtig gehalten hat die arithmetische Proporiions- 
lehre im 7ten bis Oteii Buch auf den allgemeingültigen Beweisen 
des 5ten aufzubaiK'ii, sondern die alten arithmetischen Beweise 
beibehalten hat, so wird es doch durch die Cbereinstiinmung 
in den Benennungen und Sätzen vollkommen deutlich, dals 
man die Verbindung erkannte. Hieraus folgt aber, dafs die 
Alten auch während der Anwendung des Satzapparates der 
Proportionslehre — ebenso wi(‘ wir, wenn wir unsere algebrai
schen Operationen durch Proportionen ausdrücken — imstande 
waren den Gedanken an die Rechenoperationen, welche den 
Sätzen praktisch zu Grunde liegen, als persönliche Anleitung 
zu benutzen.

Trotzdem ist für die jetzige Auffassung eine Anwendung von 
Proportionen, die sich einigermafsen bewältigen läfst, untrennbar 
vom Gebrauch einer Zeichensprache, die ihre Verbindungen und 
die Umformungen, welche bekannten Sätzen zufolge möglich sind, 
deutlich hervortreten und sich dem Gedächtnisse fest einprägen 
läfst. Das Altertum hatte allerdings keine Zeichensprache, 
aber ein Hülfsmittel zur V eranschau l i chung  d iese r  so 
wie a n d e r e r  O pera t ionen  besafs  man in der  geome
tr i schen  D ars te l lung  und Behand lung  a l lgemeiner  
Gröfsen und der mit ihnen vorzunehm enden  O p era 
tionen.

Dieses Verfahren beruht darauf, dafs man in einer Figui* 
eine Strecke (oder, was man ferner daneben gebrauchte, eine 
Fläche) abtrug, welche allerdings unmittelbar eine durchaus 
bestimmte Gröfse hat, aber doch innerhalb gewisser Grenzen 
eine vollkommen allgemeine Gröfse darstellen kann; die geo



metrischen Sätze, welche angewandt werden, können näm
lich keine anderen Resultate geben als diejenigen, welche in 
den ausdrücklich angenommenen Voraussetzungen m'edergelegt 
sind, und die Resultate werden also unabhängig von der zu
fälligen Gröfse, welche eingeführte Strecken (oder Flächen) in 
der gezeichneten Figur erhalten haben ̂ ). In der Anwendung 
dieses Hülfsmittels konnte man fortfahren, unabhängig von der 
Entdeckung irrationaler Gröfsen. Diese Entdeckung, welche die 
Benutzung der arithmetischen Hülfsniittel hemmte, mufste eben 
dadurch besonders günstig für die Entwicklung jenes geometri
schen Hülfsmittels werden.

In dieser Weise entwickelte sich eine geom etr i sche  
A lg e b ra ,  wie man sie nennen kann, da dieselbe als Algebra 
teils allgemeine Gröfsen, iirationale sowohl wie rationale, be
handelt, teils andere Mittel als die gewöhnliche Sprache benutzt 
um ihr Verfahren anschaulich zu machen und dem Gedächt
nisse einzuprägen. Diese geometrische Algebra hatte zu Euklids 
Zeiten eine solche Elntwicklung erreicht, dafs sie dieselben Auf
gaben bewältigen konnte wie unsere Algebra,  so lange 
diese n ich t  über die Behand lung  von A usdrücken  
zwei ten  Grades  h inausgeh t ,  ein Gebiet, welches sie auch, 
wie sich eben zeigen wird, in ihrer Anwendung auf die Lehre 
von den Kegelschnitten ausgefüllt hat. Eine solche Anwendung 
entspricht der Anwendung unserer Algebra in der analjiischen 
Geometrie.

Proportionen; geometrische AlgeJ)ra. 7

') Dieses Hülfsniittel steht an wissenschaftlichem Umfang sowie an prak
tischer Anwendbarkeit auf algebraische Untersuchungen weit über einem 
entsprechenden aiithmetischen Hülfsniittel hei Diophantus ,  der oft 
allgemeine Rechenoperationen durch Einführung hestiniiner statt be
liebiger Zahlen darstellt. Da die eingeführten Zahlen rational sind, 
haben die Operationen mit denselben für die Alten nur Operationen 
mit rationalen Gröfsen daigestellt, und wenn die Rechnungen ausgeführt 
werden, verdeckt  das Resultat die Operationen, welche es eben zu 
erläutern galt, und welche man bei Diophantus neben den Rechnungs
resultaten im Gedächtnis behalten mufs. Wenn dagegen ein Produkt 
durch ein Rechteck dargestellt wird, dessen Seiten die Faktoren sind, 
so bleibt die Entstehungsai-t eben so klar, als wenn wir ein Produkt 
a .h  schreiben.
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Ein Vorbehalt mufs hier jedoch gemacht werden, in
sofern, als man im Altertum keine nega t iven  Gröfsen 
oder ein irgendwie entsprechendes Hülfsmittel kannte. Man 
mufste deshalb das, was wir in einer gemeinsamen algebraischen 
Entwicklung vereinigen können, in verschiedene Sätze mit den 
zugehörigen Beweisen zerlegen, oder wenigstens verschiedene 
Figuren zu demselben Satze und Beweise herstellen. Da es 
indessen unter solchen Umständen im wesentlichen derselbe 
Satz ist, der überall bewiesen werden soll, so bot die Behand
lung der verschiedenen Fälle nicht mehr Veranlassung zu wirk
lichen Schwierigkeiten, als die zusammenfässende Behandlung 
geboten haben, würde. Nur eine beschwerliche Weitläufigkeit 
der Darstellung wurde die Folge.

Was im übrigen die Leichtigkeit  betrifft, mit der das 
Hülfsmittel gebraucht wurde, so glaube ich, nachdem ich zum 
Teil selbst Versuche angestellt habe, dafs es für  den d a r a n  
Gewöhnten  nicht  h in te r  u nse re r  A lgebra  z u rü c k 
s tand ,  sobald nach der persönlichen  Arbei t  und m ü n d 
lichen D ars te l lung ,  während der man auf die Figur zeigen 
kann, gefragt wird. Dagegen war es als Mittel der  s c h r i f t 
lichen Mittei lung beschwer l ich  anzuw enden  und stand 
in dieser Beziehung weit liinter unserer Algebra zurück, deren 
Formeln ebenso leicht zu lesen wie zu schreiben sind. In der 
schriftlichen Darstellung wurde nämlich nicht nur eine Zeichnung 
der Figur verlangt, sondern auch eine Beschreibung derselben 
und ein beständiges Hinweisen vom Text auf die Figur.

Da wir gerade die P ro p o r t io n s le h re  berührt haben, 
so wollen wir unsere genauere Beschreibung der geometri
schen Algebra mit der Bemerkung beginnen, dafs die ver
schiedenen Sätze über die einfachsten Umformungen einer 
Proportion eben so anschaulich werden, wenn die Glieder der 
beiden Verhältnisse entweder von vornherein — was bei den 
Anwendungen gewöhnlich der Fall ist — Stücke von zwei 
geraden Linien sind oder als solche dargestellt werden, so dafs 
man auf diese zeigen kann, als wenn dieselben in unserer 
Zeichensprache dargestellt werden. Solche Veranschaulichungen 
der proportionalen Gröfsen durch gerade Linien finden sich



durchgehends ini fünften Buch Euklids, wo dieselben wohl nur 
dann einen direkten Nutzen gewähren, wenn von einer Addition 
oder Subtraktion oder Multiplikation mit einer ganzen Zahl die 
Rede ist, aber wo sie überall die Bedeutung erhalten, dafs jede 
einzelne Gröfse der Anschauung und dem Gedächtnis eingeprägt 
wird, so wie wir es machen, wenn wir sie dm-ch einzelne Buch
staben darstellen, deren Verbindungen in den Gleichungen zu 
suchen sind. Selbst die ganzen Zahlen im 7ten bis 9ten Buch 
werden auf solche Weise veranschaulicht.

Dasselbe Anschauungsmittel läfst sich überhaupt anwenden, 
wo von Additionen und Subtraktionen die Rede ist. Sind die 
Gröfsen, welche addiert oder subtraliiert werden sollen, nicht 
Strecken, sondern z. B. ganze Zahlen oder Flächen, so werden 
diese durch Strecken dai’gestellt, wenn nötig nach einer Um
formung (beispielsweise werden Flächen in Dreiecke oder Pa
rallelogramme von derselben Höhe verwandelt, die sich dann 
durch ihre Grundlinien darstellen lassen), und die Strecken 
werden neben einander auf derselben (leraden oder auf ein
ander abgetragen; das ist selbsverständlich, wenn die Operation 
wirklich geometrisch ausgeführt werden soll. W(mn dagegen 
nur von einer theoretischen Untersuchung die Rede ist, oder 
wenn in einer Analysis einige der Linien unbekannt sind, so 
gewähii diese Darstellung einen ähnlichen Nutzen wie die Dar
stellung eines in Worten ausgedrückten algebraischen Ausdrucks 
oder einer Gleichung in der Zeichensprache der Algebra uns 
gewälirt.

Die Gleichung^)

+  ---- =
wmrde sich, wenn «, /9, y . . ,  als Verhältnisse zwischen vor
gelegten geraden Linien, aber z , , . d selbst als gerade
Linien dargestellt werden, von den Alten dadurch darstellen •)

Geometrische Algebra; Gleichun^^en.

•) Wenn wir Gleichungen in unserer algeJ^raischen Sprache ausdriicken, 
welche bei den Alten in Worten und an einer Figur dargestellt sind, 
so werden wir durch kleine griechische Buchstaben Verhfdtnisse be
zeichnen, durch kleine lateinische Strecken, durch grofse lateinische 
Flachen und durch grofse griechische Volumina.
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lassen, dafs auf einer Geraden neben einander Stücke abgetragen 
würden, die in den Verhältnissen «, /?, y . . .  zu i/, z . . ,  
stehen. Der Abstand zwischen dem Anfangspunkt und dem 
Punkt, den man durch successives Abtragen der Stücke eireicht, 
wird dann d sein. Auf ähnliche Weise kann man verfahren, 
wenn andere Vorzeichen in der Gleichung Vorkommen. Ebenso 
wie wir bei der jetzt gebräuchlichen Darstellung im Gedächtnis 
behalten müssen, was jeder einzelne von unseren Buchstaben 
bedeutet, ebenso mufsten die Alten behalten, was das für Stücke 
waren, die man abgetragen hatte; dann aber hatten die Alten 
ebenso wie wir eine Darstellung der Gleichimg. Bei den Alten 
kann die notwendige Gedächtnisarbeit bisweilen dadurch etwas 
unterstützt worden sein, dafs die Hülfsfigur in direkte konstruktive 
Verbindung mit der Hauptfigur gebracht wurde; oft dagegen, 
und so häufig bei Arch im edes ,  ist sie daneben gezeichnet.

Mit Hülfe einer solchen Darstellung werden Gleichungen 
ersten Grades auf Wegen gelöst, welche viel mit unserer alge
braischen Behandlung gemeinsam haben. Doch ist die un
bekannte Gröfse mit einem unbekannten Punkt vertauscht, der 
nicht durch seinen Abstand von einem im voraus gewählten 
Anfangspunkt bestimmt wird, sondern dessen Abstände von 
gegebenen Punkten ohne Unterschied benutzt werden. Die 
Umformungen der Gleichung werden oft durch Einführung neuer 
bekannter Punkte dargestellt. Beispiele für diese Operationen 
finden sich in der Schrift des Arch im edes  über das Gleich
gewicht ebener Figuren II, nach der wir im 20sten Abschnitt 
eine Lösung einer Gleichung wiedergeben, sowie in seiner Schrift 
über schwimmende Körper IP).

Das hier beschiiebene Hülfsmittel würde indessen nicht 
sonderlich weit gereicht haben, wenn man sich damit begnügt 
hätte auf diese Weise die eine Dimension der geraden Linie zu 
benutzen. Es hat seine Hauptbedeutung dadurch erhalten, dafs 
man um P ro d u k te  da rzus te l len  in den F lächen  ein 
Mittel besafs ,  welches teils in der Anwendung viel bequemer

') Man vei-gl. da? historische Werk von Maximi l ien Marie, I, S. 
117-127.
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war als zusanimengosetzte Verhältnisse, teils es ermöglichte aus 
der mannigfaltigen Art, wie Flächen sich in der Ebene umlegen 
lassen, ja aus den eigentlichen pLanimetrischen Sätzen Nutzen 
zu ziehen.

Wenn wir sagen, dafs eine Fläche, vorläufig die eines 
Rechtecks, ein Produkt darstellte, nämlich das d(*r beiden 
Seiten, so müssen wir uns allerdings beeilen hinzuzufügen, dafs 
wir damit meinen, dafs es in den Untersuchungen der Alten 
d ie se lbe  Rolle spielte wie ein Produkt von zwei allgemeinen 
ZsMen in den unsrigen. Für die Alten indessen, welche nur 
Produkte aus ganzen oder wenigstens rationalen Zahlen aner
kannten, konnte es nur zur Darstellung eines Produktes dienen, 
wenn die Seiten ein gemeinschaftliches Mafs hatten, welches als 
Einheit genommen werden konnte. Dafs es im letzteren Falle 
wirklich benutzt wurde um Zahlenprodukte darzustellen, geht 
unter anderem hervor aus Namen wie ebene Zahlen, d. h. 
solche, welche aus zwei Faktoren zusammengesetzt sind, und 
q u a d ra t i s c h e  Zahlen,  und daraus, dafs zŵ ei Zahlen ä h n 
lich heifsen, wenn sie sich wie zwei Quadratzahlen verhalten, 
w’'eil sie sich dann durch ähnliche Rechtecke mit kommen
surablen Seiten darstellen lassen. Dafs die allgemeingültige 
Verbindung zwischen zwei Gröfsen, welche durch das Rechteck 
mit diesen Gröfsen als Seiten dai*ge.stellt wird, ganz überein
stimmt mit der bereits erw^ähnten — aber später erfundenen — 
Bildung von Produkten, welche auf Euklids  (Eudoxas’) Pro
portionslehre gegründet \vurde, sieht man aus Satz i23 im 
sechsten Buche Euklids, der aussagt, dafs zwei Parallelogramme 
mit demselben Winkel im zusammengesetzten Verhältnis der 
Seiten .stehen.

Nach diesen Bemerkungen können wir ohne mifsvei-standen 
zu w'erden im Folgenden durh a.h das  Rechteck  mit den 
S e i t e n  a und h beze ichnen  und durch fi* das Quadrat mit 
der Seite a. Diese Bedeutung mufs aber in der That fest
gehalten werden, und ich werde oft Grund haben daran zu 
erinnern, dafs mit Figuren operieii wird. Ich mufs das thun, 
nicht nur mit Rücksicht auf die Gefahr der Vei’suchung, den Alten 
Erleichterungen modernen Ursprungs zuzuschreiben. Die Gefahr
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liierfür dürfte von geringerer Bedeutung sein, weil die Ver
bindung zwischen Rechteck und Produkt, wie oben bemerkt, 
den Alten nicht fremd war, wenn dieselbe auch nicht in 
allgemeingültigen Beweisen anerkannt wurde. Es ist gerade so 
grofse Gefalu* dafür vorhanden, dafs man, wenn man vergifst, 
dafs die Alten mit Figuren operierten, die damit verbundenen 
eigentümlichen Erleichterungen übersieht, welche die Alten ihrer
seits vor uns voraus haben konnten.

Die hierher gehörenden Operationen sind so einfach, dafs 
sie unmittelbar verstanden werden, wo man bei den Beweisen 
der Alten auf sie stöfst, und bedürfen insofern keiner Erklärung. 
Hier kommt es uns aber darauf an klar zu legen, dafs sie eine 
wirkliche Methode bildeten, die vor Euklids Zeit entwickelt sein 
mufs, und welche die Alten mit so groCser Fertigkeit anwendeten, 
dafs die Einübung derselben sicher mit zu einer guten mathe
matischen Ausbildung gehört haben mufs. Um das nach
zuweisen müssen wir das erste uns bekannte Auftreten dieser 
Operationen untersuchen, nämlich in Euklids zweitem Buch,  
das durch und durch auf dieser Methode aufgebaut ist.

Die 10 ersten Sätze im zweiten Buche Euklids lassen sich 
folgendermafsen schreiben:

1. a{b - f  c -}- rf +  • • •) == ab ac +  ad
2. {a -{- 6)* =  (a +  i)a  -f (a 4- ,
3. (a +  6)a =  a*-}-ai,
4. (a +  6 )2 -  â -̂ b̂ Ĵ l̂ab,

5. (a — +  — i)* =
{a^b)bA^{b  — \ a y =  Qa)*,

6. (a -h +  {^ay =  ( |a  4- by oder 
b(b — a) +  (i«)* =  (6 —

7. +
8. 4 a i +  (« —ö)*=  (a +  6)*,
9. (a —J)* + 6 * =  2(|a)* +  2(^« — 6)* oder 

(o _ J )* 4 .6 * =  2(|a)*+2(6  — ^a)*,
10. 6* -f- (a +  J)* =  2 (i «)* o- 2 (I a +  6)* oder 

(6 _ a )* 4 -6 * =  2(ia)* +  2(6 —
Diese algebraischen Darstellungen lassen sich übrigens 

etwas verändern durch Änderung der Bedeutung der Bezeich
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nungen, welche wir den Abständen zwischen den Punkten 
einer Linie geben.

Unsere erste Gleichung ist nur ein Ausdruck dafür, dafs 
ein Rechteck durch Parallelen zu der einen Seite (der Höhe) 
in neue Rechtecke geteilt wird, deren Grundlinien zusammen 
die des gegebenen ausmachen. Die Sätze 2 und 3 sind solche 
spedelle Fälle von 1, in welchen ein Rechteck mit einem Qua
drat vertauscht ist. Die Gleichung 4 niufs aufgefafst werden 
als Ausdruck für die in Fig. 1 dargestellte Zerlegung eines 
Quadrates mit der Seite a -j- h. Die Gleichungen 5 und 6, von 
deren w^eiterer Bedeutung wir bald reden werden, drucken auf

Fig. 1. Fig. t

D__ B

W  i

A C iB D
/

K
/

/
/

Fig. 3.

dieselbe Weise die auf 4 gegründeten Eigenschaften bei den 
Figuren 2 und 3 aus, wo C die Mitte der Strecke AB^ die wir 
gleich a gesetzt haben, ist, während DB oder AD b genannt ist, 
und auf ähnliche Weise drücken 7 und 8 Sätze aus, deren 
Richtigkeit unmittelbar an den Figuren hervortritt, deren Eigen
schaften sie darstellen.
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Das in diesen Sätzen angewandte Verfahren läfst sich ini 
allgemeinen benutzen um den geometrischen Satz zu beweisen, 
welcher dem algebraischen entspricht, dafs mehrgliedrige Gröfsen 
multipliciert werden, indem man alle Glieder der einen mit 
allen Gliedern der anderen Gröfse multipliciert. Die beiden 
letzten Identitäten 9 und 10 lassen sich entweder auf dieselbe 
Weise oder aus den vorhergehenden Sätzen ableiten, aber 
Euklid zieht es vor, den schon im ersten Buche bewiesenen 
Py thago re i schen  Lehrsatz zu benutzen.

Da sich für die entwickelten Sätze, wie wjr sehen werden, 
bestimmte Anwendungen nach weisen lassen, und da die ent
sprechenden algebraischen Sätze zum Teil auch in unsern 
Lehrbüchern der Algebra ausdrücklich hervorgehoben werden, 
so bietet der Umstand, dafs Euklid nur diese nennt, keines
wegs Veranlassung zu dem Glauben, dafs dies die einzigen 
Anwendungen sind, welche er und seine Vorgänger von dem 
benutzten Verfahren machen konnten. Man kann im Gegenteil 
sagen, dafs die Anwendungen zahlreich genug sind um An
leitung zu geben dasselbe Verfahren überall anzuwenden, wo 
es anwendbar ist.

Aufser der hier benutzten Mult ip l ika t ion mehrgliedriger 
Gröfsen, verbunden mit einer Vereinigung durch Addition und 
Subtraktion, trifft man bereits im ersten Buche Euklids die 
geometrische Operation, welche der Division eines Produktes 
von zwei Gröfsen durch eine dritte entspricht. Diese besteht 
darin, die aus den beiden ersten gebildete Fläche an die dritte 
anzulegen {napaßdkhiv)^ d. h. dasselbe in ein Rechteck mit 
der dritten als Seite zu verwandeln. Dadurch wird man auch 
in den Stand gesetzt, die Summe oder Differenz solcher 
Rechtecke, welche keine Seite gemeinschaftlich haben, zu einem 
einzigen Rechteck zu vereinigen.

R ad ic ie rung  oder Lösung rein q u a d ra t i s c h e r  Glei
chungen haben wir in der Aufgabe ein Rechteck in ein Quadrat 
zu verwandeln, wozu Euklid (II, 14) unsere Konstruktion der 
mittleren Proportionale benutzt; da er aber noch nicht zur 
Proportionslehre gelangt ist, so beweist er die Richtigkeit der
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Konstruktion durch den pythagoreischen Lehrsatz. Sein Beweis, 
der am nächsten der algebraischen Umformung

ra - f  /a — bV

entspricht, ist im übrigen aut* den vorhei*gehenden Satz 5 ge
stützt, hätte sich aber ebenso leicht auf den Satz G gründen 
lassen. Ob man den einen oder den anderen zu benutzen hat, 
beruht darauf, ob man — beim Bewei.se oder der Herleitung, 
denn die Konstruktion ist dieselbe — damit beginnt eine der 
Strecken a und h entweder auf der anderen oder auf der Ver- 
längenmg der anderen abzutragen‘).

Um demnächst zu erfahren, wie weit die Bekanntschaft 
der Alten mit gem isch ten  q u a d ra t i s c h e n  Gle ichungen  
und deren Lösung oder Reduktion auf rein quadratische Glei
chungen sich erstreckte, wird es zweckmäfsig sein zu prüfen, 
welche Ges ta l t  die quadi-atische Gleichung in der Sprache der 
geometrischen Algebra annehmen mufste, und welche Hülfs- 
inittel diese demnächst darbot um die Lösung zu finden.

Wir wollen zuerst die Gleichung
ax  =  />*, (1)

betrachten, wo wii* uns denken, dafs das konstante Glied, 
welches jedenfalls eine Fläche darstellen mufs, in ein Quadrat 
verwandelt ist, eine Verwandlung, welche, wenn die Fläche erst

> ) Wenn Euklid statt 5 den Satz G benutzt und den Beweis für diesen 
Hülfssatz in den Beweis für die Konstniktion hineingezogen hätte, so 
würde die.se Begründung vollkommen überein.stimmen mit einer Her
leitung derselben Konstruktion, welche sich bei dem indischen Mathe- 
tiker Baudhäyana  findet fvei*gi.Cantor, Vorlesungen S .545). Ich bin 
deshalb mit Cantor vollkommen darin einig, diese Herleitung für 
übereinstimmend mit der gi-iechischen Geometrie zu halten, während 
H ankel durchgehends geneigt ist die Anwendungen von Flächen
operationen für der indischen Geometrie eigentümlich und der griechi
schen fremd zu betrachten. Diese Auffassung wird widerlegt werden 
durch unsere Darlegung der Rolle, welche Flächenoperationen sowohl 
in der elementaren Geometrie der Griechen wie in ihrer Lehre von 
<len Kegelschnitten gespielt haben, wenn dieselben auch an .beiden 
Orten in das strenge Gewand griechischer Darstellungskunst ge
kleidet sind.
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AI

ZU einem Rechteck gemacht ist, durch den eben erwähnten 
Satz II, 14 vorgenommen wu’d. Dieses Quadrat .soll gleich der 
Summe aus dem Rechteck ax  mit der gegebenen Seite a und

der unbekannten Seite x
 ̂ ß n------— und aus dem Quadrat über

dieser letzteren Seite sein. 
Die Aufgabe besteht also 
darin, an eine gegebene 
Linie AB  =  a ein Rechteck 
(-43/) von g^ebener Gröfse 
/>“ anzulegen, so dafs ein 

Fi?. 4. Quadrat (BM) -= x^ übrig
bleibt. Diese Aufgabe ist 

sogar ihrem Wortlaute nach als specieller Fall miteinbegriffen 
in Eukl. VI, 29, wo nur das Rechteck vertauscht ist mit einem 
Parallelogranmi mit gegebenem Winkel, das Überschiefsende 
Quadi-at mit einem Parallelogramm {TrapaUrjXorpofifiov &7zep‘ 
ßdUou) von gegel)ener Form.

Wenn wir uns nun an die Lösung der gestellten Aufgabe 
machen, so setzen wir von den früher erwähnten Sätzen den 
Satz 4 und die dazu gehörende Fig. 1 als bekannt voraus. 
Indem wir dann, um eine Analysis von derselben Art zu be
kommen, wie die Alten sie benutzten^), damit beginnen uns

9 Euklid bedient sich in den Elementen und A pol lon iu s  fast überall 
in seiner Lehre von den Kegelschnitten der s y n th et i s c he n  Dar
stellungsart, welche darin besteht, zuenst den Satz oder die Auf
gabe. welche bewiesen oder gelö.st werden sollen, anzugeben, im 
letzteren Falle demnächst die Lösung folgen zu lassen, und endlich 
in beiden Fällen zuletzt den Beweis für den aufgestellten Satz oder 
die Lösung zu geben. Auf diesem Wege erfahren wir, dafs das
jenige. was ausgesagt ist, w'ahr ist, aber nicht wie man darauf ge
kommen ist es zu sagen. Etwas mehr erfahrt man unmittelbar, 
wenn die Alten auch die Analys is  einer Aufgabe mitteilen, welche 
darin besteht sich dieselbe gelöst zu denken und aus dieser Vorau.s- 
setzung solche neue Verbindungen abzuleiten, welche zur wirklichen 
Lö.<ung dienen können. Dasselbe kann man in der Regel dadurch 
erreichen, dafs man selbst aus der vorliegenden synthetischen Dar
stellung durch l ’mkehrung aller Operationen die Analysis bildet, welche 
in jedem Falle angewandt sein konnte und in vielen Fällen von den
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die Aufgabe in Fig. 4 gelöst zu denken, so liegt es nahe, dem
nächst durch Umformung der Figur zu versuchen ein Quadrat 
Ton bekannter Gröfse zu bilden. Das läfst sich erreichen, wenn

Alten wirklich angewandt worden ist. ln Betrefl* der Theoreme gilt 
etwas ähnliches, da das, was sie aussagen. in der Regel als Antwoi-t 
auf eine Frage, also als Losung einer gewissen Aufgabe betrachtet 
werden kann.

Bei Hanke l .  Zur Geschichte der Mathematik u. s. w. S. 137 ff. 
findet sich eine sehr hübsche und durch Beispiele erläuterte Schilde
rung der Analys is  und Sy nthes i s  der Alten. Ich will hier ein 
Beispiel aus der neueren Mathematik anführen. welches vielleicht 
am deutlichsten die rein logische Ausbeute der beiden Operationen 
zeigen wird, dafs nämlich die Analys is  zu allen den Lösungen fühil, 
die eine Aufgabe überhaupt haben kann, so dafs man dag ege n  ge 
s i cher t  wird irgend eine zu vergessen,  während man durch 
einen syn the t i sc he n  Beweis  sich der Richt igke i t  der Lösungen 
vei*sichert, zu denen man gelangt. Das Beispiel ist die Behandlung einer 
beliebigen Aufgabe in der Weise, dafs man sie auf eine Gleichung 
bringt, diese löst und die Lösungen einer Probe unterwirft. Der oder 
den Unbekannten eine Bezeichnung zu geben und dieselben in eine oder 
mehrere Gleichungen einzufuhren ist dasselbe, als wenn man sich diese 
befriedigt, ab?o die Aufgabe gelöst denkt. Diese Operation, in Verbin
dung mit der Lösung der Gleichungen, macht eine Analys i s  aus: das 
Probieren derWuraeln ist der sy n th e t i s c h e  Beweis für die Richtigkeit 
der gefundenen Lösungen. Diese Probe läfst sich entbehren, wenn in 
der Analysis keine Operationen gebraucht sind, welche sich nicht unl- 
kehren lassen, dagegen nicht, wenn man durch Potenzieren ein Wui*zel- 
zeichen fortgeschafft hat, welches nach der Voraussetzung mit einem 
ge^vissen Vorzeichen genommen war. Auf diese Weise würden die 
Alten in vielen Fällen ihre Synthesis haben entbehren können, nach
dem sie die Analysis aufgestellt halten, wenn sie bestimmte Regeln 
dafür gehabt hätten, welche von ihren Operationen umkehrbar waren. 
In Ermanglung dessen versicheiien sie sich in der Regel durch eine 
Synthesis, welche in einer durchgeführten Umkehning der einzelnen 
Operationen der Analysis bestand, dafs die aufgestellteii Lösungen 
richtig waren. Wo sie die Analysis unterliefsen, erhielt man dagegen 
keinen Beweis dafür, dafs nicht andere Lösungen möglich waren.

Die Worte Analys is  und Sy nth es i s  werden in der Folge  
s t e t s  nur in ihren e infachen  ant iken  Bedeutu nge n  ge 
braucht  werden,  und die Adjekt ive  analyt i sch  und sy n 
t he t i s ch  in Cbere ins t immung hiermit .  Nur wenn wir von ,der 
analytischen Geometrie“ sprechen, verstehen wir darunter im besonderen 
die (kartesische, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes bemerkt ist.

2
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man das Rechteck {KB) in zwei Hälften teilt und darauf in 
Übereinstimmung mit Fig. 1 die eine Hälfte {KC) so umlegt, 
dafs die ganze gegebene Fläche

(KD) =  2 . J aar 4- =  Ä*
zu einem „Gnomon“ wird, welcher in Verbindung mit dem be
kannten Quadrat (i«)* ein Quadrat von dem bekannten Inhalt 
ft* +  ( i «)* ausmacht. Die Seite desselben CD =  x +  wird 
demnächst durch den pythagoreischen Lehrsatz bestimmt, und 
dadurch ist die Aufgabe gelöst, denn nun läfst sich der Punkt 
D konstruieren, x  =  BD wird dann auch gefunden sein.

Abgesehen von dem Untei*schiede zwischen der geometri
schen und algebraischen Darstellungsform haben wir hier genau 
dasselbe ausgeführt, als wenn wir jetzt die aufgestellte Gleichung 
dadurch lösen, dafs wir auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens 
(^a)* addieren. Und gleichzeitig zeigt es sich, dafs unsere 
Analysis vollkommen zu der Synthes is  pafst, welche wir mit 
Beziehung auf die verallgemeinerte Aufgabe bei Eukl. VI, 29 
finden.

Dafs man nun auch ohne diese auf Euklids (oder Eudoxus’) 
Proportionslehre gegründete Verallgemeinerung, und wahi*schein- 
lich früher, genau dieselbe Lösung auf die von uns behandelte 
speciellere Aufgabe angewandt hat, geht daraus hervor, dafs 
Satz 6 des zweiten Buches eine vollständige Andeutung zu der
selben Lösung giebt, wie dies sowohl die mit Fig. 4 ganz 
übereinstimmende Fig. 3 als auch unsere algebraische Dai*- 
stellung desselben (wenn man b mit x  vertauscht) zeigen.

Fig. 3 oder 4 zeigen ferner unmittelbar, dafs dieselbe Auf
gabe auch in der Form gestellt sein kann, zwei Strecken AD  
und BD zu bestimmen, deren Differenz a und Rechteck ft* 
gegeben sind. Das bemerkt Euklid auch ausdrücklich Data 84. 
Die Strecke AD  würde Wurzel der Gleichung

x^ — ax =  b̂  (2)
sein, was wir auch durch unsere zweite algebraische Darstellung 
des Satzes 6 angedeutet haben. Eben deshalb braucht Euklid 
nicht die geometrische Aufgabe, welche die unmittelbare Über
setzung dieser Gleichung sein würde, besonders zu behandeln; 
denn jede Frage, welche von dieser Gleichung abhängig ist.
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lälst sich in Abhängigkeit von der soi'gtaltig behandelten Glei
chung =  6̂  bringen. Da negative Gröfsen unbekannt
waren, so erhielt jede von diesen Gleichungen nur eine Wurzel.

Auf ganz ähnliche Weise ist die Gleichung
a x  — == 6* (3)

bei Euklid behandelt. Diese niufs geometrisch folgendermafsen 
ausgedrückt werden: an eine gegebene Strecke a ein Rechteck 
von gegebenem Inhalt 6* so anzulegen, dafs die fehlende Figur 
ein Quadrat wird. Diese Aufgabe, deren Lösung aus Euklid 
II, 5 (vei*gl. Fig. :2, wo dann AB  *= a, (KD) =  6* und BD =  x) 
hervorgeht, findet sich verallgemeinert in VI, 28, so dafs das 
Rechteck mit einem Ptirallelogramm mit gegebenem Winkel 
vertauscht wird, das Quadrat mit einem fehlenden Parallelo
gramm {TzapakXriXoypaixfiov ikksiTzoif) von gegebener Form. Die 
Lösung ist auch hier in anderer Sprache dieselbe wie die der 
jetzigen Algebra, indem sie darin besteht durch Subtraktion

beider Seiten der Gleichung von ein Quadrat über der

CD =  4 ” “ '̂  bekanntem Inhalt — 6* zu bilden.

Der Lösung, welche in VI, 28 vollständig ausgeführt wird, 
wird in VI, 27 eine Bedingung für die Möglichkeit voraus
geschickt, weicht' für den hier behandelten Fall darauf hin-
au.slaufen würde, dafs die Fläche nicht gröfser als 
sein darf.

Indem Euklid im Beweise für die Unmöglichkeit, dafs

, einmal x  <  ^C(Fig. 2), und dann x  >  ÄC (was sich

«an Fig. 2 dadurch darstellen liefse, dafs man x =  AD  setzt, wo
durch das Rechteck mit gegebenem Inhalt die Grundlinie BD 
erhalten würde) zu nehmen versucht, giebt er zu erkennen, dafs 
er sehr wohl weifs, dafs der Aufgabe, welche durch die Glei
chung ausgedrückt wird, ebensowohl genügt wird durch .£? =  AD 
wie durch x  =  BD. Wenn er nichtsdestoweniger VI, 28 nur 
eine Lösung angiebt, so mufs das e n tw e d e r  darauf beruhen, 
dafs er meint, die gestellte Aufgabe entlialte nur die Forderung 
ein Rechteck anzulegen, welches der gestellten Bedingung genügt,
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nicht aber alle solche Rechtecke zu linden, oder  darauf, dafs 
dasjenige, welches Euklid finden will, eben das Rechteck AM  
ist, welches an AB  angelegt wird, und dies bleibt dasselbe, 
einerlei ob es an diese Linie mit der gröfseren Seite längs AD  
oder mit der kleineren längs DB gelegt wird, wenn auch das 
fehlende Quadrat vei-schieden wird^).

Diese letztere Erklärung erscheint namentlich natürlich, 
wenn man beachtet, dafs Euklid sowohl in Satz 85 der Data 
wie im Hülfssatz zu den Elementen X, 18 die eben beschriebene 
Flächenanlegung zur Bestimmung von Strecken benutzt, von 
denen die Summe sowohl wie der hihalt des daraus gebildeten 
Rechtecks gegeben ist. Diese symmetrische Aufgabe h a t nur 
eine Lösung, und dafs Euklid auch nicht von mehr als einer 
Auflösung in der mit dieser Aufgabe wesentlich identischen 
Flächenanlegung spricht, ist eigentlich nicht auftalliger, als wenn 
ein Schriftsteller der Gegenwart den Gleichungen

X -\- y =  « ,  

x y  =  h‘
nur die Lösungen

a - r  Vit“ —  a —  Va  ̂ —  h“
’ y ~  2

beilegt, im Vertrauen darauf, dafs die Symmetrie zu augenfällig 
ist, als dafs es nötig sein sollte ausdrücklich hervorzuheben, 
dafs die beiden Werte sich auch vertauschen lassen

Jedenfalls ist cs unrichtig aus dem Umstande, dafs bei 
Euklid eine ausdrückliche Erwähnung der einen Wurzel einer 
quadratischen Gleichung in dem Falle fehlt, wo dieselbe wirk
lich zwei (d. h. zwei positive) hat, und aus einem entsprechenden 
Mangel bei D iophan tus  zu schliefsen, dafs den Alten über
haupt der Sinn fehlte für die Bedeutung einer Untersuchung 
darüber, wie viele Lösungen eine Aufgabe haben könnte^). *)

*) Verĵ l. Buch X, 48 ff., worin Euklid sagt, dafs es nur ein en  Punkt 
g ie b t, welcher eine Strecke auf eine gegebene Weise teilt, aber im 
Beweise ausdrücklich bemerkt, dafs er den zweiten Punkt ausschliefst, 
der die Strecke in d iese lb en  beiden Abschnitte teilt.

*) Man vergleiche die citierte Arbeit von Tannery.
*) Hankel hebt diesen Mangel a. a. 0. S. lh:2 in sehr starken Ausdrücken 

hervor.
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Dafs dies nicht der Fall gewesen ist, geht deutlich aus 
der Art und Weise hervor, wie Apollon ins in der Vorrede 
zum vierten Buch über db' Kegelschnitte )̂ den Diorismus 
(Abgrenzung) einer Aufgabe bespricht. Die.ser besteht nach 
dem Wortlaut des Namens vor allem in einer Angabe der 
Grenzen, innerhalb deren eine Aufgabe überhau])t möglich 
ist — und eine solche giebt Euklid, wie wir gesehen haben, 
für die quadratische Gleichung in VI, 27 —; aber die Aus
drücke des Apollonius zeigen, dafs der Diorismus zugleich den 
Zweck hat die Grenzen anzugeben, innerhalb deren eine Auf
gabe eine gröfsere oder geringere Anzahl Lösungen haben 
kann, und dann zu sagen, wie viele sich in jedem einzelnen 
Fall ergeben.

ln genauester Cbereinstimmung hiermit steht aufser vielem 
anderen A pollonius’ eigene Anwendung der Flächenanlegung 
oder der quadratischen Gleichungen in der durch das Arabische 
erhaltenen Schrift über den Verhältnisschnitt^).  Der Inhalt 
dieser Schrift, den wir im löten Abschnitt genauer besprechen 
werden, besteht in einer Behandlung der geometrischen Auf
gabe: durch einen Punkt eine gerade Linie zu ziehen, welche 
auf zwei gegebenen Geraden von gegebenen Punkten an Stücke 
abschneidet, welche in einem gegebenen Verh«ältnis stehen. 
Diese Aufgabe wird gelöst durch Zurückführung auf FHu^hen- 
anlegung. welche bis auf den Unterschied, der zwischen unserer 
und der geometrischen Algebra besteht, mit einer modernen 
algebraischen Behandlimg und Zurückführung auf eine Gleichung 
zweiten Grades öbereinstiinmt. Die Aufgabe ist allerdings in 
so viele Fälle geteilt, dafs die Wuiv.eln, welche brauchbar sind, 
jedesmal engen Grenzbedingungen unterworfen sind; aber sofern 
zwei Lö.sungen innerhalb dieser Grenzern Vorkommen können, 
versäumt Apollonius nicht es anzuführen. Dies geschie^ht über
dies in einer Form, welche eine vollkommene Vertrautheit mit 
der Thatsache verrät, dafs der Grenzfall, wo die (Tleichung (3)

Man vergl. unseren Anhang I.
*) Lateinisch herausgegehen von H alley (De sectione rationis etc.).
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nur eine Lösung hat, den Übergang zwischen solchen bildet, 
wo zwei oder wo gar keine vorhanden sind.

Bei Betrachtung der im sechsten Buch wirklich ausgeführten 
Flächenanlegungen haben wir gesehen, dafs das, was die Sätze 
5 und 6 des zweiten Buchs angeben, eben dieselben Um
formungen sind, in denen die Ausführung der Flächenanlegung 
in der von uns dargestellten Form besteht, oder dafs sie die 
Lösung der geometrischen Algebra von den Gleichungen

^ a x ^ B  =  0
angeben, wo B  eine Fläche bedeutet, die in einer solchen Form 
gegeben ist, dafs sie sich in ein Quadrat verwandeln läfst. Dafs 
Euklid es bis zum sechsten Buch aufschiebt eben diese Auf
gaben ausdrücklich zu stellen und zu lösen, hat seinen natür
lichen Grund darin, dafs er dort erst mit Hülfe der Proportions
lehre denselben die Erweitemng geben kann, von der wir hier 
abgesehen haben, deren algebraische Bedeutung wir aber bald 
genauer untersuchen werden.

Wenn nun also die Ausführung der Flächenanlegung im 
zweiten Buch auch nur in Fonn von Sätzen gegeben wird, so 
bezeugt das Vorkommen an dieser Stelle doch, dafs dieselbe 
unabhängig von der neuen Proportionslehre ist und sicher vor 
dieser b(?kannt war. Das wird vollkommen bestätigt durch den 
bei Proklus^) auf bewahrten Bericht des E udem us ,  dafs 
man die Flächenanlegung den Pythagoreern verdanke.

Lange vor Euklids Zeit kannte man also die Lösung der 
gemischten quadratischen Gleichung, wie sie hier dargestellt ist, 
und hat dieselbe, wie sich aus der ausdrücklichen Hervorhebung 
dieses Gegenstandes ei*giebt, mit Fleifs behandelt. Die Frage 
wird also demnächst sein, bis zu w^elchem Umfange man 
hieraus Nutzen zu ziehen verstand. Die meisten Autoren 
scheinen geneigt diesen Umfang ziemlich eng zu begrenzen; 
sie nennen Euklids Lösungen geometrisch und scheinen damit 
auch ausdrücken zu w^ollen, dafs er dieselben nur wie ein in 
vielen Fällen nützliches Hülfsmittel innerhalb der Geometrie

*) Friedleins Ausgabe von Proklus’ Kommentar zum Euklid, S. 419.
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selbst angewendet habe, während sie die numerische Lösung 
der Zeit nach nur bis zu den ersten Schriftstellern zurückfuhren, 
bei denen sie ausdrückliche Beispiele für solche gefunden haben ̂ ). 
Die Auffassung, die ich hier festhalten werde, besteht dagegen 
darin, dafs die geometrische Darstellung für die Griechen die 
Darstellung allgemeiner Gröfsen war, und unter diesen auch 
speciell derjenigen, welche sich durch Zahlen oder Zahlen
verhältnisse darstellen lassen, oder der rationalen Gröfsen, dafs 
deshalb die geometrische Lösung von Gleichungen zweiten 
Grades für sie die allgemeine Lösung darstellte, die im be
sonderen die numerische mit enthalten mufste. Der Grund, 
weshalb man der Flächenanlegung eine so grofse Bedeutung 
beilegte, würde dann der sein, dafs diese den alten Grie
chen das gewährte, was die Lösung der Gleichungen zweiten 
Grades uns gewährt. In diesen Anschauungen stimme ich, 
soviel ich sehe, vollkommen mit T an n  er y überein, aus dessen 
Schrift ich auch mehrere meiner Argumente für das hohe Alter 
der Bekanntschaft mit der numerischen Lösung der quadrati
schen Gleichungen entnehme.

Als einen Grund für die Annahme, dafs man nicht aus- 
schliefslich die geometrischen Anwendungen vor Augen hatte, 
mufs ich zuerst den Umstand berühren, dafs die von Euklid 
mitgeteilte Lösung, wie ich gezeigt habe, ganz mit unserer 
a lg e b ra i s c h e n  übereinstimmt, aber an geometrischer Einfach
heit hinter den Verfahrungsarten zurückstehl, deren man sich 
jetzt gewöhnlich zur geom etr ischen  Konstruktion der Wurzeln 
einer Gleichung zweiten Grades bedient. Hätte man eine solche 
gewünscht, so \vürde man zu den Zeiten Euklids, wo die 
Konstruktionslehre so hoch entwickelt war, sicherlich verstanden 
haben Lösungen von Aufgaben, mit denen man sich so lange 
beschäftigt hatte, auf eine möglichst grofse geometrische Ein
fachheit zu bringen.

Die besten Argumente mufs man indessen in den auf- •)

•) Auf diesem Wege gelangt Cantor am weitesten ifickwärts, indem er 
(Vorlesungen, S. 341) eine numerische Lösung einer quadratischen 
Gleichung bei H eron (etwa 100 v. Chr.) nachgewiesen hat.
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bewahrten Anwendungen der Lösungen suchen. Die iun voll
ständigsten durchgeführte Behandlung solcher Anwendungen 
hat man in der eben angeführten kleinen Schrift des Apol-  
lonius über den V erhä l tn is schn i t t .  Hier wie an vielen 
anderen Orten sind freilich die Aufgaben, welche auf Flächen
anlegung zurückgeführt werden, von vornherein geometrisch; 
aber wir haben bereits ausgesprochen, dafs die ganze Behand
lungsweise in dieser Schrift sehr nahe mit einer algebraischen 
Behandlung derselben Aufgabe üboreinsimmt. Es wird so syste
matisch zu Werke gegangen, dafs es deutlich wird, dafs 
Flächenanlegung für die Alten kein Hülfsmittel war, welches 
sich wohl oft aber doch ziemlich zufällig in der Gcjometrie an
wenden läfst, sondern dafs es eine Form der Bestimmung war, 
der man principmäfsig zueilt, wo sich Aufgaben überhaupt 
durch Gleichungen zweiten Grades lösen lassen.

Was nun Lösungen numerischer Gleichungen betrifft, so 
durfte man, selbst wenn es überhaupt bei Euklid Gebrauch gewe
sen wäre Beispiele zu geben, nicht erwarten, solche im zweiten 
oder sechsten Buch zu finden. Ein Zahlenbeispiel würde — wenn 
die Wurzeln nicht als negativ oder imaginär ganz aufserhalb 
des Aulfassungsbereichs der Griechen lagen — entweder zu 
rationalen oder zu irrationalen Wurzeln fuhren. Im ersteren 
Falle würde ein solches Zahlenbeispiel als irreführend zu be
trachten sein, da es leicht die falsche Vorstellung erwecken 
würde, dafs die gefundene Lösung n u r auf das engere Gebiet 
der rationalen Gröfsen anwendbar sei; es müfste jedenfalls in 
das 7te—9teßuch verwiesen werden, dessen Behandlung dieses 
engeren Gebietes indessen durch und durch von einer zu theore
tischen Beschaffenheit ist, als dafs man berechtigt sein könnte 
daselbst Beispiele für praktisch durchgeführte Rechnungtm zu 
erwarten.

Wird die Lösung dagegen irrational, so ist dieselbe nach 
dem Zahlenbegriff der Alten nicht mehr numerisch, sondern 
eine solche, für welche die geometrische Darstellung als unent
behrlich betrachtet wurde. Die Untersuchungen darüber, ob 
dies eintritt oder nicht, sind in das lOte Buch Euklids verwiesen, 
welches also durch seine blofse Existenz bezeugt, dafs man die
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Lehre von der Lösung quadratischer Gleichungen auf numerische 
Aufgaben angewandt hat. Im besonderen kann auf den Satz 18 
verwiesen werden, der sich ausdi'ücklich an unsere Gleichung 
(3) (II, 5; VI, 28) oder noch unmittelbarer an die anschliefst,

worin h mit vertau.scht ist, also

ax  —  =  -r-,4
Dieser Satz spricht aus, dafs die notwendige und ausreichende 
Bedingung dafür, dafs man mittels dieser Gleichung a m kom
mensurable Absclmitte teilt, die ist, dafs die Seite des Quadrats, 
welches die Differenz zwischen und 6- ist, oder Va- — 6% 
mit a kommensurabel ist. Wir finden mit anderen Worten 
die Bedingung, unter welcher, wenn a als in Zahlen gegeben 
(oder als Einheit) angenommen wird, das Verhältnis der Teile 
ziu- Einheit sich dui’ch Zahlen ausdrücken läfst, oder die Wui'zeln 
rational sind. Der Beweis stützt sich auf den Satz II, 5, also 
auf die geometrische Lösung der Gleichung.

Da nun die Frage nach Rationalität oder Irrationalität nur 
Bedeutung hat, wenn man von kommensurablen Gröfsen oder 
solchen, welche sich durch Zahlen darstellen lassen, ausgeht 
und dann untersucht, ol) man auch zu kommensurablen Gröfsen 
gelangt, und ol) die Lösung sich also auch nach der Auffassung 
der Alten numerisch durchführen läfst, so liegt hier ein ganz 
bestinimter Beweis dafür vor, dafs die Alten ihre Lösung 
der q u a d r a t i s c h e n  Gle ichungen  auch auf numeri sche  
A ufgaben  anw ende ten .

An diese Begrünrtung schliefst sich eine neue und bedeu
tungsvolle Anwendung von Euklids lOtem Buche an. Dieses 
enthält eine Reihe von Sätzen darüber, dafs verschiedene — in 
der geometrischen Form der Alten dargestellte — Ausdrücke, 
in rtonen mehrfach Quadratwurzeln Vorkommen, inational sind. 
Aus diesen Sätzen darf man gewifs schliefsen, dafs man die 
Gleichungen, welche zu diesen Ausdrücken führen, gekannt und 
behandelt hat. Dafs man versucht hat dieselben numerisch 
(d. h. rational) in den Fällen zu lösen, wo dies möglich gewesen 
ist, geht aus dem Nachweise der Unmöglichkeit solcher Lösungen
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hervor. Die Beweise dafür, dafs etwas unmöglich ist, sind be
kanntlich nicht leicht zu führen, und die Aufstellung so vieler 
hierher gehöriger Sätze zeugt also von einer sehr eingehenden 
Beschäftigung.

T an n e ry  hat in der citierten kleinen Schritt gezeigt, 
dafs die Gleichungen höheren Grades, deren Wurzeln Euklid 
im loten Buch mit Beziehung auf ihre Irrationalität untersucht, 
Gleichungen zweiten Grades in j** und x* waren. Indem er 
das lOte Buch in seinem Beweise für die frühere Bekanntschaft 
auch mit der numeri schen  Lösung quadratischer Gleichun
gen benutzt, hat er also dai*gethan, dafs man zu und vor 
Euklids Zeit nicht nur eben diese Gleichungen behandelt hat, 
sondern die Behandlung auch auf solche ausgedehnt hat, die 
sich auf diese zm*ückführen lassen. Die Umformungen irratio
naler Gröfsen, welche Euklid in denBe^veisen benutzt, stimmen 
zum Teil überein mit unserer Verwandlung doppelt irrationaler 
Gröfsen in einfach irrationale.

Wenn wir auf diese Weise sehen, dafs Euklids Elementen 
eine ältere Bekanntschaft mit der numerischen Lösung quadra
tischer Gleichungen, so wie sicher auch mit der numerischen 
Behandlung anderer mehr elementarer Aufgaben, zu Grunde 
lag, so wird uns die ganze Bedeutung des zweiten Buches 
wesentlich klarer. Es wurde vorausgesetzt, dafs solche es lesen 
würden, die sich vorher oder gleichzeitig praktische Bekannt
schaft mit derartigen Rechenregeln erworben hatten, und es 
sollte diese durch die stringenten Beweise ei'gänzen, deren 
Allgemeingültigkeit sie nicht nur auf numerische Aufgaben 
anwendbar machte, sondern auch auf die geometrischen Unter
suchungen, mit denen Euklid sich in der Folge beschäftigen 
wollte. So sind die Beweise [5 und 6] für die Lösungen der 
quadratischen Gleichungen neben den Beweisen für Sätze an
geführt, die solche algebraische Formeln ausdrücken, wie man 
sie auch in unseren Schulen auswendig lernt, nämlich der 
Ausdruck für (« -f b)- [in 4J, für (« — J)- [in 7] und für 
(a -f ft) (öT — ft) [in 8]. Die geometrische Bedeutung dieser ver
schiedenen Sätze zeigt sich sofort durch ihre Anwendung auf 
die Aufgabe des goldenen Schnitts [11]; auf die Relation zwi-
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sehen den Seiten eines Dreiecks und der Projektion der einen 
auf die andere [12—13 |, welche sicherlich auch schon vorher 
zur numerischen Ausführung geometrischer Berechnungen an
gewandt worden ist; ferner auf die Verwandlung eines Rechtecks 
in ein Quadi*at [14] oder auf das geometrische Ausziehen der 
Quadratwurzel, das ein Hauptglied in der geometrischen An
wendung der quadratischen Gleichungen ist, aber keine ent
sprechende arithmetische Bedeutung hat. Dafs dies zuletzt 
kommt, stimmt also durchaus mit unserer Auffassung dieses 
Buches.

Wälirend die di*ei ersten Sätze nur einleitend sind, müssen 
wir indessen noch zur Aufrechterhaltung unserer Auffassung 
den fehlenden Sätzen 9 —10, für welche man gegenwärtig keinen 
sonderlichen Gebrauch zu haben scheint, eine bestimmte Be
deutung anweisen können. Dieselben stammen aus einer Zeit, 
wo das numerische Ausziehen der Quadratwurzel gröfsere 
Schwierigkeiten bereitete als jetzt, und wo man deshalb Wert 
darauf legte ein besonderes Mittel zu besitzen um eine Reihe 
Näherungswerte von 1/2 zu berechnen. Ein solches Mittel bietet 
sich in einem Satze, der sich, wie Cantor^) bemerkt hat, bei 
einem arithmetischen Schriftsteller des späteren Altertums, 
Theon von Smyrna, findet, der aber, wie T an n  er y*) gezeigt 
hat, bereits vor P la to s  Zeit bekannt gewesen zu sein scheint. 
Es ist ■— was ich anderswo nicht bemerkt gefunden habe — der 
exakte und allgenieingültige Beweis für diesen Satz, welchen 
Euklid in den Sätzen 9 und 10 des zweiten Buchs in derjenigen 
Form giebt, welche dei’selbe an dieser Stelle annehmen inufste. 
Euklid begründet also auch hier eine Rechenregel, die bei den 
Lesern als bekannt vorausgesetzt werden konnte.

Bei dem Nachweise dieser Bedeutung der Sätze 9 und 10 
wollen wir lieber statt der Umfonnungen, durch welche wh* 
früher den beiden Euklidischen Sätzen so nahe wie möglich zu 
kommen gesucht haben, von den zugehörigen Figuren selbst 

Ist C (Fig. 5 a und b) die Mitte der Linie AB. 1)

*) Vorlesuiu ên S. 369.
*) Revue philosophique, t. XI, S. 291.



28 Erster Abschnitt.

ein anderer Punkt derselben (Satz 9) oder ihrer Verlängerung 
(Satz 10), so ist^)

Al)^ -u DIP =  +  2C/>2 oder

A
h- J)■H— B—I

Fig. 5 a.

A B D
H

Fig. 5 b.

Setzt man (Fig. 5a) C D ^ x ,  DBr=zy^ so wird AD  +  
AC ■== X y. Man sieht also, wenn x  und y mit Zahlen ver
tauscht werden, dafs man aus einer Lösung (x, y) d er e inen  
der beiden Gleichungen

— /  =  rfc 1
eine der anderen  in höheren Zahlen ableiten kann, näinlich 
(x  -‘r y, 4- y). Dasselbe Resultat lüfst sich aus Satz 10 
(Fig. 5b) ableiten, wenn man demselben folgende Fonn giebt: 

AD  ̂— ÎCIß =  2 v lC *  —  R /> * . *)

0 Oer Satz gilt wie bekannt auch, wenn D  nicht auf der Linie liegt.
0  In Cbereinstimmung hiei*mit habe ich inTidsskrift for Mathematik 1879 

eine Erklärung der Archimedischen Näherungsbrüche für V3, welche 
Näherungsbrüche aber n ich t su c c e ss iv e  Näherungsbrüche eines 
Kettenbruchs sind, durch eine auf Euklid IT, 5 gegründete Behandlung 
der Gleichungen

versucht. Da Tannery denselben Gedanken, unabhängig von meiner 
Arbeit, weitei*gefiUirt hat, und da W eissen b orn  eine andere derartige 
Lösung derselben Rätsel bei Archimedes gefunden hat, welche sich 
auch auf andere antike Wurzelausziehungen ei-streckt, so will ich mit 
Beziehung auf eine Unklarheit, die mir G ünther zuschreibt (Die 
quadratischen Irrationalitäten der Alten S. 90), nur bemerken, dafs 
diese auf einem Mifsverstehen meines dänisch geschriebenen Artikels 
beruht.
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Wir haben gesehen, dafs die Bekanntschaft mit Gleichungen 
des zweiten Grades, welche bereits vor Euklids Zeit vorhanden 
w ar und welche namentlicti in seinem zweiten Buche Ausdruck 
fand, nicht oberflächlich und zufällig, sondern mit einer voll
ständigen Kenntnis dessen verbunden war, wozu sich diese 
Gleichungen in der Geometrie und bei numerischen Rechnungen 
gebrauchen liefsen. Euklid und seine Vorgänger in der Ab
fassung von Elementen haben also die Sätze dieses Buches 
aufgestellt und bewiesen in dem vollen Bewufstsein, dafs sie 
auf dieselbe Weise benutzt werden konnten, wie es über ein 
Jahrtausend später von arabischen Schriftstellern, die sich eben 
auf Euklid  stützen, geschah, entweder im Anschluß an uns 
unbekannte Cberlieferungen, oder mit einem richtigen Blick für 
das, wozu Euklids Sätze überhaupt nützlich sind^).

Nachdem wir so mit der wirklichen Bedeutung der antiken 
geometriscli-algebraischen Losung der quadratischen Gleichungen 
ins Reine gekommen sind, wollen wir uns dem sechsten Buche 
Euklids zuwenden und die algebraische Bedeutung der in diesem 
enthaltenen Verallgemeinerungen der Flächenanlegung unter
suchen. Hierbei ist es vollkommen gleichgültig, ob Rechtecke 
und Quadrate mit Parallelogrammen von gleichen Winkeln ver
tauscht werden. Wir wollen deshalb hiervon absehen und uns 
dauernd an rechte Winkel halten, wodurch die Erweiterung 
darauf beschränkt wird, dafs bei der Anlegung der gegebenen 
Fläche B  als Rechteck an die gegebene Linie a das feh lende 
oder  Überschiefsende Rechteck  statt ein Quadrat zu 
werden einem gegebenen  Rechteck  ähnlich sein soll.

Unsere Erklärung der Bedeutung dieses Verfahrens läfst 
sich am leichtesten an die bereits benutzten Figuren 4 oder 3 
und 2 anschliefsen. Das Quadrat über BD Wird mit einem 
Rechteck vertauscht, welches einem tuideren mit den gegebenen 
Seiten c und rf, von denen c als die der BD homologe an
genommen werden mag, ähnlich ist. Das Überschiefsende oder 
fehlende Rechteck wird dann, wenn wir wie früher die un- *)

*) Diese Anwemlungen sind dargestellt hei M atth iessen . Grundzuge der 
antiken und modernen Algelira der litteralen Gleichungen, S. 293— 311.
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Fig.3.

M M
K

N
/

Fig. -1.

bekannte Höhe A K  des angelegten Rechtecks x  nennen, den
CI n h a l t — -ja?* haben. Die durch die beiden Flächen- a* d

anlegungen gelösten Gleichungen sind also folgende:

a x ± - ^ x ^  =  B . (4)

Durch Kombination der P r o p o r t i o n s l e h r e  mit den 
früheren unmittelbaren Flächenoperationen hat das quadratische 
Glied der quadratischen Gleichung also jetzt einen Koeföcienten 
erhalten. Dieser Koefficient ist überdies eingeführt ohne dafs 
es sonderlich schwieriger geworden wäre die geometrische Dar
stellung festzuhalten, da die Forderung der Ähnlichkeit mit 
einem Rechteck (Parallelogramm), welches man über der Seite

zu zeichnen begonnen hat, durch die beiden Rechtecken
gemeinsame Diagonale (Fig. 3 und 2) veranschaulicht oder dem 
Gedächtnis eingeprägt wird.

Die algebraische Lösung der Gleichung (4), welche man für 
das obere Voraeichen durch eine unmittelbare Übersetzung von 
Euklid VI, 29 erhält, ist

indem der auf ähnliche Figuren ausgedehnte pythagoreische 
Lehrsatz auf Rechtecke von der Form angewandt wird, welche 
das Überschiefsende Rechteck haben soll, so dafs das Rechteck

der Hypotenuse über der Seite CD =  "T +
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einen Kathete über CB =  gezeichnet ist, während das letztere 
den Inhalt B  hat und folglich die der c homologe Seite gleich 

[ j B  haben mufs; dann erhält man

( t ) - 7 *'
A uf ähnliche Weise ist

die nüchstliegende algebraische Übersetzung von Euklids Lösung 
(VI, 28 ) der Gleichung (4), wenn man das untere Vorzeichen 
benatzt. Was über die geringe Bedeutung des Umstandes gesagt 
wurde, dafs Euklid formell nur eine der beiden Lösungen giebt, 
bleibt auch für die hier vorgenommene Erweiterung gültig, da 
die S trecke AB  bei beiden Lösungen in dieselben beiden Ab
schnitte geteilt wird. Die Erweiterung der Gleichung (2) (S. 18) 
ist im der hier von (1) gegebenen mit einbegriflfen.

H ier liegt also eine streng bewiesene Lösung der quadra
tischen Gleichung mit drei Koefficienten vor. Wenn sich gezeigt 
hat, dafs man bereits früher die numerische Auflösung nume
rischer Gleichungen mit dem quadratischen Gliede gekannt 
hat, so ist anzunehmen, dafs man auch früher verstanden habe 
Gleiehungen von der Form

ax^ ^ a x  =  0
hiera.uf zurückzu führen (z. B. durch Multiplikation mit a, wo 
daiim ax als Unbekannte betrachtet wurde); aber auf eine 
allgemeingültige, d. h. auch für irrationale Werte von x  gültige 
W eise hat man — auf Grund der drei Faktoren in ax^ — diese 
Gleiehungen durch die geometrische Algebra mit zwei Dimen- 
siomen nicht darstellen können ohne die Proportionslehre des 
Eucloxus zu benutzen.

Apollonius  verwendet in seiner Lehre von den Kegel- 
schiiitten dieselben Hülfsmittel, aber in etwas abweichender 
Form , zur Darstellung derselben Gleichungen. Er zeichnet näm
lich das Rechteck, welchem das Überschiefsende oder fehlende 
ähnlich sein soll, über der Strecke a selbst — oder denkt es sich 
Über dieser Strecke gezeichnet — wodurch c =  a wird. Indem



32 Ei-ster Abschnitt.

ferner die Gröfsen, welclie wir hier x  und VB genannt haben, 
Abscisse und Ordinate eines beweglichen Punktes einer Ellipse 
oder Hyperbel sind, die auf einen Durchmesser und die Tan
gente in dessen Endpunkt als Koordinatenaxen bezogen sind, 
so wollen wir die Bezoicluiungen VB, a und d mit y, p  und a 
vertauschen, wo a und p  den Durchmesser und den dazu ge
hörigen Parameter bezeichnen^). Die Gleichungen (4) werden 
dann (in umgekehrter Ordnung) zu

.-r- Vp x (t (•>)
welche durch Fig. 6 und 7 dargestelll werden, in denen sich 
zugleich die Bedeutung von x =  AC und y == CD im Verhältnis

zum Kegelschnitt zeigt. Das 
Quadrat über CD soll gleich 
dem Rechteck {AF) sein, 
welches an Atj p  an
gelegt ist, so dafs das feh
lende (Fig. ()) oder über- 
schiefsende (Fig. 7) Rechteck 
dem aus p  und AB  == a 
gebildeten ähnlich ist. Das 
wird dadurch erreicht, dafs 
die Diagonale EF  durch B  
geht. Das Rechteck EF  ist
also gleich ^  x̂ , während 
Rechteck {CE) =  p x ,  wo
durch y* =

Diese Relation drückt 
Apollonius teils in Worten 
aus, teils durch die unter 

rechten Winkeln hinzugefügte Hülfsfigur. Diese letztere geo
metrische Darstellung erweist sich in doppelter Hinsicht als

*) Da die griechischen Geometer gewolinlich die ganzen Durchmesser, 
Axen und Parameter betrachten, so ist es bequemer diese selbst, an
statt wie es gewöhnlich in der analytischen Geometrie geschieht, ihre 
Hälften durch einzelne Buchstaben zu bezeichnen.
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niitzlicli. Einmal läfsl dieselbe sich unmittelbar auf geometrische 
Konstruktionen anwenden, namentlich zur Bestimmung so vieler 
Punkte der Kurve, wie man will, da die Relation iß =  Recht
eck {AF) bedeutet, dafs y die m i t t l e re  P r o p o r t i o n a l e  ist 
zw isch en  x  und der  zugehör igen  bis an die feste 
Hii lf s l in ie  B E  gezogenen rech twink l igen  O rd in a te  
Y  =  CF (welche in dem rechtwinkligen Koordinatensystem die

Gleichung Y  =  Zweitens hat sie für theon>-

tische Untersuchungen eine ähnliche B(»deutung wie die alge
braische Darstellung durch eine kurze und übersichtliche Formel, 
nämlich die, die Definition zu veranschaulichen und dadurch 
dem Gedächtnis einzuprägen. Diese letztere Bestimmung tritt 
dadurch zu Tage, dafs Apollonius fortfälirt die Hülfsfigur auch 
da zu zeichnen, wo dieselbe nicht unmittelbar benutzt wird, 
oder wo die daran geknüpften Konstruktionen unter bekannte 
Xebenkonstruktionen gehören würden, welche die griechischen 
Schriftsteller .sonst nicht anzugeben pflegen. Ein anderes Zei
chen dafür, dafs dieses geometrische Hülfsmittel wirklich eine 
ähnliche Bestimmung hat wie die Anwendung der Algebra, und 
dafs dasselbe wie die algebraische Formel eine gewisse Un
abhängigkeit von der geometrischen Untersuchung, auf welche 
es eben angewendet werden soll, besitzt, ist man vielleicht 
berechtigt in dem Umstande zu erblicken, dafs die Hülfsfigur

a r
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unter rechten Winkeln gezeichnet ist und nicht — was am 
nächsten liegen wurde, wenn man nur einige Hülfslinieii für die 
vorliegende geometrische Figur zeichnen wollte — unter dem
selben Winkel, welchen die Ordinaten mit der Abscissenaxe 
bilden. Faktisch ist dieses Verfahren in jedem Falle ein Aus
druck dafür, dafs für alle Gröfsen dieses Winkels d ie se lbe  
Relation zwischen Abscissen und Ordinaten stattfindet.

Ein Beispiel für die Anwendung der Hülfsfigur des Apol- 
lonius als Konstruktionsmittel findet sich im 32-sten Satze seines 
ersten Buchs und wird in unserem dritten Abschnitt (Fig. 15) 
genauer dargestellt werden; ein sehr hübsches Beispiel für die 
Anwendung derselben als eines geometrisch-algebraischen Ope
rationsmittels findet sich im löten Satze desselben Buch und 
wird in unserem vierten Absclniitt (Fig. 17) eine genauere Dar
stellung finden.

Man wird sich nun eine Vorstellung davon machen können, 
in wie hohem Grade sich die antike geometrische Algebra für 
die U n te rsuchung  von Kegelschni t ten  eignet. Ein grofser 
Teil der wichtigsten Eigenschaften derselben ergiebt sich nämlich 
aus einer analytisch-geometrischen Untersuchung, wenn man 
den Kegelschnitt auf verschiedene Koordinatensysteme bezieht. 
So finden z. B. die wichtigsten Eigenschaften mit Beziehung auf 
konjugierte Durchmesser ihren Ausdruck dadurch, dafs es un
endlich viele Koordinatensysteme giebt, für welche die Gleichung 
eines Kegelschnitts die oben benutzten Formen (5) annimmt. 
Wemi man nun durch Betrachtung des Kegelschnitts in seiner 
Lage auf dem Kegel für denselben eine Gleichung in einem 
bequem gewählten Koordinatensystem abgeleitet hat, z. B. die 
auf eine Axe bezogene Scheitelgleichung, so geschieht der Über
gang zu neuen Koordinatensystemen durch lineai e Substitutionen 
in die zuei*st gefundene Gleichung zweiten Grades. Die hierzu 
dienenden algebraischen Operationen zweiten Grades sind eben 
diejenigen, mit deren geometrischer Form die Griechen, wie wir 
aus dem zweiten Buche Euklids sehen, sehr vertraut waren, ln 
tJen Gleichungen werden die Substitutionskoefficienten und die 
Koefficienten der Glieder vom zweiten Grade nämlich nicht durch 
Strecken ausgedi-ückt, denn dadurch würden die Gleichungen
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in den durch Strecken dai^estellten Gröfsen von höherem als 
dem zweiten Grade werden, sondern durch Verhältnisse, und 
diese Verhältnisse w'erden in der Regel unter ebenso leicht 
übersehbaren Formen wie in (5) eingeführt. Zugleich wird alles 
darauf angelegt so viele Glieder wie möglich zu vereinigen, so 
dafs die Gleichungen für die Kurven sehr oft nur ausdrücken, 
dafs, wie in den durch Fig. ö und 7 dargestellten Gleichungen 
(5), zwei veränderliche Flächen gleich grofs sind, oder auch 
dafs eine veränderliche Fläche einen konstanten Wert behält.

In den Auflösungen der Gleichungen zweiten Grades hat 
man ferner ein Mittel zur Bestinunung von Durchschnittspunkten 
mit geraden Linien gehabt, und in dem zu den Gleichungen 
zweiten Grades gehörenden Diorismus (Eukl. VI, 27) die Be
dingung für Berührung und dadurch ein Mittel zur Bestimmung 
von Tangenten. Unter welchen besonderen Formen dieses 
Mittel angewandt und die erwähnten Transformationen der 
Koordinaten voigenommen wurden, wird sich aus dem Folgenden 
eigeben.

Die Gleichungen für die Kegelschnitte sind stets als Glei
chungen ereten Grades zwischen Flächen aufzufassen. Würde 
man einem griechischen Mathematiker gegenüber statt dieser 
überall die entsprechenden Produkte von Strecken einsetzen 
wollen, so würde er dies sicher als ein Zeichen dafür ansehen, 
dafs; man nicht wisse, dafs nicht alle Gröfsen von gleicher Art 
ein gemeinschaftliches Mafs haben; wo sie aber ein solches 
hab en , wo also die Gröfsen, welche multipliciert werden, sich 
d u rch  rationale Zahlen darstellen lassen, würde er nach unserer 
Meinung diese Vertauschung selbst kennen und zu benutzen 
wissen. Zugleich folgt hieraus, dafs er wahrscheinlich auch 
p r a k t i s c h  dasselbe gethan hat, wenn die Rationalität nicht 
s ta t t  fand, und wenn es sich nur um ein angenähertes Resultat 
handelte; aber das gehörte dann nicht mehr in das Gebiet 
der exakten Geometrie.

Die Verbindung mit der geometrischen Algebra erklärt 
a u c li ,  weshalb im Altertum nur die Lehre von den Kegel- 
schixiitten vollständig entwickelt wurde, während Untersuchi 
ü b e r  Kurven höherer Ordnung mehr vereinzelt geblieben d

3*
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Bei der Darstellung dieser genügte es nicht wie bei den Kegel
schnitten die K ons tan ten  durch Verhältnisse aaszudrücken 
um die Gleichung in einer übersichtlichen und bequemen geome
trischen Form dargestellt zu erhalten. Eine Kurve dritter Ord
nung konnte man allerdings noch durch eine Relation zwischen 
Rauminhalten^) darstellen, aber mit diesen läfst sich nicht so 
unmittelbar operieren wie mit Flächen. Wurde die Kurve von 
noch höherer Ordnung, so hatte man zur Darstellung der in 
ihrer Gleichung vorkommenden Produkte von mehr als drei 
variablen Gröfsen kein anderes Mittel als die, in diesem Falle 
ziemlich unhandlichen, zusamniengesetzten Verhältnisse.

Hierfür hat man Beispiele in P a p p u s ’ Darstellungen-) 
geometrischer Örter für Punkte, deren Abstände von zwei 
Systemen gerader Linien Produkte bilden, welche in einem 
gegebenen Verhältnis stehen. Diesen Ortern, deren Darstellung 
Pappus als eine Erweiterung einer im Alteilum wohl bekannten 
Bestimmung der Kegelschnitte anführt ohne damit irgendwelche 
genauere Untersuchung zu verbinden, begegnen wir wieder in 
D esca r te s ’ Geometrie, wo sie eben zeigen, in welcher Richtung 
man die Überlegenheit seiner analytischen über die alte Geo
metrie zu suchen habe.

Um der Rolle willen, welche die geometrische Algebra in 
der antiken Lehre von den Kegelschnitten spielt, ist es mit 
Rücksicht auf meine diesbezüglichen Untersuchungen für mich 
von AVichtigkeit gewesen mir eine solche persönliche Fertigkeit 
in der geometrischen Form für elementare algebraische Opera
tionen zu erwerben, dafs der Gedanke an moderne Darstellungs- 
mittel nicht mein Urteil darüber beeinflussen konnte, welche 
Umformimgen oder Darstellungsarten mehr oder minder nahe
liegend seien. Zur Einübung einer solchen Fertigkeit gewälirt

Dafs diese Darstellung, Ciber welche spater mehr folgen wird, auch auf 
numerische Untersuchungen angewendet wurde, sieht man aus den 
Benennungen k örp erlich e und k u b isch e Zahlen, und daraus, dafs 
die Bezeichnung äh n lich  auch auf Zahlen angewandt wurde, die 
sich wie Kubikzahlen verhielten.

*) Pappi Alexandrini Collectio, ed. Hultsch, Berolini 187S, S. öiO. — Pappus 
lebte etwa 300 n. (3ir.
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ApolJonius Lehre von den Kegelschnitten selbst ein gutes Hülfs- 
mittel. Es geschieht nämlich oft, dafs Apollonius in seinen 
Beweisen ganz kleine Sprünge derselben Art macht, wie wenn 
ein analytisch-geometrischer Schriftsteller eine leichte Zwischen- 
rechnung dem Leser selbst überläfst. Übersetzen wir die Dar
stellung des Apollonius in die Sprache unserer Algebra, so ist 
in v îelen Fällen gerade eine solche Zwischenrechnung aus
gelassen, und diese Sprünge sind deshalb, indem sie die im 
übrigen breite Darstellung abkürzen, vielmehr eine Erleichterung 
für d e n  modernen Leser. Da nun die Alten in den geometrisch
algebraischen Operationen ein wohl bekanntes Hülfsmittel be- 
safsen, welches auf dem in der Lehre von den Kegelschnitten 
behandelten Gebiet unserer Buchstabenrechnung äquivalent wai‘, 
so lieg t die Annahme nahe, dafs es die Meinung des Apollonius 
war, seine Leser würden mit Hülfe dieser geometrischen Algebra 
leicht selbst die Behauptungen verificieren können, welche wir 
gegenwärtig durch eine leichte Buchstabenrechnung verificieren. 
H ätte er dagegen gemeint, dafs die Richtigkeit durch Anw'en- 
dung bestimmter Kunstgriffe oder durch Zurückführung auf 
bestimmte Sätze in Euklids Elementen dargethan werden müfste, 
so w ie  P ap p u s  es in den Hülfssä tzen macht, welche er an 
die meisten von diesen Stellen bei Apollonius anschliefst, so 
würde er wahrscheinlich ausdrückliche Erläuterungen hierfür 
gegeben haben. Denn er war berechtigt gewisse Forderungen 
an d ie  Fertigkeit, aber nicht an die Erfindungskraft seiner Leser 
zu stellen.

Wenn also z. B 
A p o l l o n i u s  im Be
w eis^ für den 24sten 
Satx des dritten Buchs 
o h n e  irgendwelchen be
sonderen Beweis darauf 
b a o t ,  dafs, wenn wie 
in Fig. 8 AB ^  CD, 
folgende Relation zwi
schen den aus den Abschnitten der geraden Linie gebildeten 
Rc>elitecken stattfindet:

B
Fig. 8.

. ]
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EC.EB  =  Ä C ,Ä b ^ E D ,E A ,  
so erscheint es mir am wahrscheinlichsten, dafs er die Richtig
keit hiervon dadurch erkannt hat, dafs er die betreffenden 
Rechtecke zeichnete, wie in Fig. 8, wo EA* =  EA  und EB* =  EB^ 
worauf die Richtigkeit des Satzes daraus hervorgeht, dafs die über 
CD imd gezeichneten Rechtecke gleich grofs sind, oder  — 
was für den in solche Operationen hinreichend Geübten aus
reichend gewesen ist — dadurch, dafs er sie sich gezeichnet 
dachte. Er hat sich eher diese lben  Operartionen angewandt 
gedacht, welche Euklid im zweiten Buch gebraucht, als dafs 
er sich die angeführte Behauptung so bewiesen gedacht hat 
wie von Pappus geschehen ist in dem hiei*zu gehörigen 4ten 
Lemma durch Einführung des gemeinsamen Mittelpunkts von 
AD und BC und eine an diesen Mittelpunkt geknüpfte A n 
wendung  des sechs ten  Satzes  im zweiten Buche Euklids.

Auf ähnliche Weise halte ich es im wesentlichen für einen 
Ausflufs der Pedanterie späterer Zeiten, wenn Pappus auch in 
einer grofsen Menge von den übrigen Hülfssätzen zu der Lehre 
von den Kegelschnitten die Behauptungen des Apollonius auf 
Sätze und nicht auf O pera t ionen  zurückführt. Der Beweis 
desEutokius^) für das 6te Lemma zum 3ten Buch dürfte deshalb 
auch der eigenen Anschauungsweise des Apollonius näher liegen 
als der Beweis, welchen Pappus anführt. Jedenfalls sind die 
geometrisch-algebraischen Operationen, welche die Alten kannten, 
faktisch das leichteste Mittel gewesen diese Behauptungen zu 
verificieren, und man ist deshalb berechtigt dieselben zur Übrnig 
in diesen Operationen zu gebrauchen-).

*) Apollonii Pergaei conicomni libri VIII. ed. Halley, Oxoniae 1710, S. 188. — 
Eulokius lebte etwa 5(X) n. Chr. (Tannery in Bulletin des Sciences 
inathematiques 1884-, S. 322).
Will man zur Erlangung gröfserer Übung etwas schwierigere Beispiele 
haben, so kann ich hierfür empfehlen die Sätze 124 und 125 im 7*«" 
Buch des Pappus durch die geometrische Algebra zn beweisen.



Planlmetrische Definition der Kegelschnitte; Form dieser Definition 

bei Archimedes.

Zweiter Abschnitt.

Die erste und niichstliegende Erzeugung der Kegelschnitte 
w ar bei den Griechen diejenige, welche unmittelbar in ihi’em 
gemeinschaftlichen Namen liegt, nämlich durch ebene S chn i t t e  
a n  Kreiskegeln,  und die drei Hauptarten von Kegelschnitten 
wurden definiert durch die bestimmten Kegel, an welchen, und 
durch die Art, auf welche sic hervorgebracht wurden. In dieser 
Hinsicht verfuhr man jedoch verschieden zu verschiedenen 
Zeiten. Die älteren Geometer definierten die drei verschiedenen 
Kegelschnitte (Ellipse, Parabel, Hyperbel) nach der verschiedenen 
Beschaffenheit der Kegel und nannten sie Schnit te  an s p i t z 
winkl igen  , rechtwinkligen  oder  s tumpfw ink l igen  
Kegeln, indem sie sich die Schnitte senkrecht auf einer Er
zeugenden (jines Umdrehungskegels dachten, und diese defini -  
t i o n s m ä f s i g e  Unterscheidung zwischen den drei Kegel
schnitten wurde beibehalten, nachdem man entdeckt hatte, 
dafs jeder derselben auch durch Schnitte an einem anderen, 
als dem in seiner Definiton genannten Kreiskegel, hei-gestellt 
werden konnte. Hierin lag nichts Unnatürliches; denn nicht 
nur trägt man immer Bedenken etwas an überlieferten Defini
tionen zu verändern, an w(»lche sich bereits durchgeführte Sy
steme von Sätzen. Bestimmungen von Konstanten u. s. w. 
knüpfen, sondern es liegt auch nahe und ist logisch vollkommen 
gerechtfertigt den Apparat, welcher für die Definitionen be
nutzt wird, so weit zu beschränken, als es geschehen kann 
ohne die dadurch definierten Begriffe selbst einzuengen, und 
dann erst in den Sätzen  zu zeigen, dafs die definierten Be
griffe unter allgemeineren Umständen auftreten können. So findet 
man e.s ja durchaus natürlich, wenn in modernen Lehrbüchern 
der analytischen (xeometrie die Kegelschnitte durch einfache 
Eigenschaften oder durch einfache Gleichungen def in ier t  w er 
den und erst hinterher bewiesen  wird ,  dafs die Kurven,
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welche durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades bestimmt 
werden, keine anderen sind als diejenigen, welche man bereits 
durch die einfacheren Gleichungen erhalten hat.

Wie es aber auch Lehrbücher der analytischen Geometrie 
giebt, welche das hier vergleichsweise erwähnte elementare Ver
fahren aufgegeben haben und gerade umgekehrt damit b e 
ginnen den allgemeinen Begriff aufzustellen: „Kurven zweiter 
Ordnung, definiert durch die allgemeine Gleichimg zweiten 
Grades“, und die einzelnen Kurvenarten durch Relationen zwi
schen den Konstanten dieser allgemeinen Gleichung zu definieren, 
so mufste auch, als man mit der Betrachtung anders bestimmter 
Schnitte an Kegeln als den in den alten Definitionen voraus
gesetzten vertraut geworden war, die Zeit kommen, wo ein 
Geometer wie Apollonius  den Gedankten fafste die allgemeine 
Bestimmungsmethode zum A usgangspunk t  zu nehmen und 
Ellipse, Parabel und Hyperbel durch die allgemeinste Art, wie 
sie an beliebigen Kreiskegeln hervorgebracht werden, zu de
finieren. Wenn auch, wie wir sehen werden, dieser Scluitt in 
w issenschaf t l i cher  Beziehung — ich meine in Beziehung 
auf die Kenntnis der dazu nötigen Sätze — gut vorbereitet war, 
so sieht man doch aus dem ersten Buche von Apollonius’ 
Kegelschnitten, dafs derselbe in s y s tem a t i s ch e r  Beziehung 
nicht geringe Schwierigkeiten darbot: man erfahrt nämlich erst 
am Schlüsse dieses ersten Buches, in welches bereits die EnU 
Wicklung von nicht wenigen planimetrischen Eigenschaften auf
genommen werden mufs, dafs die Schnitte an den verschiedenen 
Kegeln identisch sind, und dafs alle sich auf Umdrehungskegel 
legen lassen.

Die hier gegebene Darstellung des Verhältnisses zwischen 
Apollonius und seinen Vorgängen! mit Beziehung auf die Er
zeugung von Kurven durch Schnitte an Kegeln stimmt nicht 
vollständig mit den durch Eutokius aufbewahrten Äufserungen 
des Geminus  überein. Es heifst nämlich am Schlüsse des 
Referats des Eutokius, nachdem er auseinandergesetzt hat wie *)

*) Man sehe Halley’s Ausgabe der Kegelschnitte des Apollonius S. 9. 
Clantor verlegt die Wirksamkeit des Geminus bis vor das Jahr 77 v. Chr.
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die Alten die Kunden durch senkrecht auf einer Erzeugenden 
stellende Schnitte hervorbrachten: „Aber später sah Apollonius 
von Pergä im allgemeinen, dafs alle Schnitte sich an jedem 
Kegel finden, gerade oder schief, je nach der verschiedenen 
Keigung der Ebene gegen den Kegel“. Diese Äufserung, nach 
welcher A pollonius  also der erste En tdecker  derThatsache 
gewesen sein soll, dafs andere Schnitte als die senkrecht zu 
einer Erzeugenden gelegten dieselben Eigenschaften haben wie 
diese, und welche noch Can to r  dahin bringt dies mit grofsem 
Nachdruck geltend zu machen, steht indessen vollständig in 
Widerspruch damit, dafs Arch imedes  im Anfänge der Schrift 
über Konoide undSphäroide') ausdrücklich als etwas Bekanntes 
ausspricht, dafs alle Schnitte an einem Kegel, welche alle Er
zeugenden treffen, Ellipsen (oder Kreise) sind, und damit, dafs 
ein Ausspruch ähnlichen Sinnes bereits in Euklids Phäno
menen*) vorkommt. Es läfst sich nämlich nicht denken, dafs 
dieses auf eine andere Art gefunden ist als durch eine Betrach- 
tung;̂ , welche gleichzeitig gezeigt hat, dafs die durch die ältere 
Bestimmung bekannten hyperbolischen und parabolischen Schnitte 
sich auf eine ebenso allgemeine Art erzeugen lassen wie die 
elliptischen, welche Archimedes nennt, ŵ eil er von denselben 
besonderen Gebrauch macht. Hierin wird man bestärkt werden 
durch die weiteren Untersuchungen, welche Archimedes an die 
verschiedenen elliptischen Schnitte anschliefst, und die wir dem
nächst erwähnen werden.

Dieser Widerspruch findet eben seine beste Erkläi-ung durch 
unsere Annahme. Alle Zeugen stimmen darin überein, dafs 
A p o l l o n i u s  den Kegelschnitten die neuen Namen Ellipse,  
P a r a b e l  und Hyperbe l  gegeben habe. Zur Einführung 
solcher neuen Namen gab es Veranlassung genug, wenn Apol- 
lonirrs die vererbte def in i t ionsmäfsige Grundlage  verliefs, 
an "welche sich die alten, noch von Archimedes benutzten *)

*) Archimedis opera omnia, ed. Heiberg, Lipsiae 1880, I S. 288.
*) A u f diese Stelle hat H eiberg, welcher früher in der Zeitschr. f. 

IMath. u. Phys., hist. Abth. XXV, 2 die Stellen zusainmengestellt hatte, 
srn denen Archimedes die Kegelschnitte envähnt, in ,.Litterai*geschichl- 
liche Studien über Euklid'* S. 88 aufmerksam gemacht.
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Namen knüpften. Die in solcher Weise vorgenomniene Ände
rung an Benennungen und Ausgangspunkt — die nicht mit 
irgendwelcher besonderen Entdeckung von Apollonius’ Seite 
verbunden zu sein brauchte — konnte leicht die Veranlassung 
zu Mifsverständnissen für spätere Leser sein, welche die Ele
mente* der Lehre von den Kegelschnitten bei A p o l lo n iu s  
lernten und sich später mit A rch im edes ’ weiter gehenden 
Untersuchungen über einzelne hierher gehörige Fragen be
schäftigten. Solchen Mifsverständnissen mufsten dann die spä
teren Schriftsteller vorzubeugen suchen. Hierzu dienen ver
schiedene Äufserungen bei P a p p  US ̂ ), und dasselbe ist offenbar 
bereits die Hauptabsicht des Geminus mit den citierten Worten 
gewesen.

Wenn nun diese so weit gehen, dafs sie dem Apollonius 
die Entdeckung zuschreiben, „dafs alle Schnitte an jedem Kegel, 
gerade oder schief, Vorkommen“, so ist diese Form des Aus
drucks — welche jedenfalls unzutreffend ist, da sie zu dem 
Glauben verführen könnte, dafs jede Hyperbel als Schnitt an 
jedem Kegel hervorgebracht werden könnte — möglicherweise 
allein dem Referat des Eutokius zu verdanken. Indessen kann 
sie auch einer Unachtsamkeit bei Geminus zuzuschreiben sein, 
der so lange nach Apollonius gelebt hat, dafs er selbst diesen 
als Hauptquelle für die Lehre von den Kegelschnitten benutzt 
haben musste, und sich deshalb nicht vollständig darüber klar 
geworden ist, wie weit sich das Wissen der älteren Schrift
steller erstreckte, wenn sein Hauptzweck doch nur der gewesen 
ist, ihre Ausdrucksweise zu erklären, und n ich t  der, zu zeigen,

M Pappus' Bericht über die acht Bücher des Apollonius über die Kegel
schnitte ist als Anhang 2 dieser Arbeit abgedruckt. Man wird be
merken, dafs Pappus nichts davon sagt, dafs Apollonius en td eck t  
haben solle, dafs, wie er sagt, „an jeder Art dieser Kegel diese drei 
Linien Je nach der Art, wie sie geschnitten werden. Vorkommen“. 
Wenn nämlich Hultsch in seiner Übersetzung — in der ich auf 
Dr. H eibergs Rat eineÄndenmg voi*genommen habe — Pappus sagen 
lafst, dafs A ristäu s dies nicht bemerkt habe, so mag das auf einem 
Mifsverständnis beruhen. Jedenfalls künnen Euklid und Archimedes 
recht wohl etwas gewufst haben, was Aristäu.s vielleicht nicht wufste.



Änderung der Benennungen; planimetrische Definition. 43

m e weit Apollonius über sie hinaus gelangt ist. Wäre dies 
letztere der Fall gewesen, so würde er nicht bei dem Umstande 
stehen geblieben sein, dafs Apollonius zeigt, dafs alle drei Arten 
von Kegelschnitten an jedem Kegel Vorkommen, sondern er 
würde den Auseinandersetzungen des Apollonius in dieser Sache 
ihren vollen Umfang gelassen haben, indem er dessen Nachweis 
anführte, dafs — mit Ausnahme einzelner Grenzfalle — alle 
Schnitte an Kreiskegeln, auch diejenigen, welche nicht senk
recht auf der Syminetrieebene stehen, Ellipsen, Parabeln und 
H>T)erbeln sind.

Auf ganz ähnliche Weise knüpfen sich die Bemerkungen 
späterer Schriftsteller über einen anderen vermeintlichen Fort
schritt in der Lehre von den Kegelschnitten, welcher dem 
Apollonius zu verdanken sein sollte und der nunmehr Er
wähnung finden wird, ausschliefslich an Veränderung dieselbe 
von Benennungen  und enthalten nicht die Nachweise von 
dem geringeren Wissen der älteren Schriftsteller, welche man 
daraus hat ableiten wollen.

Die stereometrische Bestimmung der Kegelschnitte wurde 
von allen griechischen Schriftstellern, deren Arbeiten uns be- 
karnnitsind, zur Ableitung einer  einzelnen p lan im et r i schen  
Ha u p t e i g e n s c h a f t  (ffüfiTrzw/jta) )̂ benutzt, welche d a r a u f  
i h r ^ r  w ei te ren  U nte rsuchung  zu Grunde  gelegt  
wix r-de,  und welche wir also berechtigt sind als die p lani-  
nie t. r ische Defini t ion der Kegelschnitte zu betrachten; es liegt 
desJialb keine Veranlassung vor zu glauben, dafs die älteren 
Sclxrnftsteller, deren Arbeiten verloren sind, anders verfahren 
s e ie n . Im Gegenteil deutet alles, so bereits die planimetrische 
AnLA?vendung der Parabel, welche dem Menächmus zugeschrieben 
w in c i, darauf hin, dafs diese planimetrische Grundeigenschaft 
v o n  jeher, solange die Kegelschnitte untersucht worden sind, 
d ieselbe  gewesen ist, welche wir bei Archimedes  und Apol
lo n i u s  finden, nämlich diejenige, welche algebraisch durch die

Tannery bemerkt mit Recht, dafs die Bestimmung der Kurven durch 
diese Haupteigenschaft ihrer Gleichung in der analytischen Geometrie 
entspricht (Bulletin des Sciences math6matiques, 1883, S. 278).

/
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Gleichung ausgodrückt werden würde, durch welche die Kegel
schnitte in einem rechtwinkligen Koordinatensystem dai* *gestellt 
werden, wenn eine Axe zur Abscissenaxe genommen wird. 
Wir werden sehen, dafs die formellen Abweichungen, mit welchen 
diese Grundeigenschaft in der geometrischen Darstellung der 
Griechen auftritt, nicht gröfser sind als diejenigen, welche man 
jetzt erhält, wenn man verschiedene Punkte der Axe zu An
fangspunkten macht. AVenn P a p p u s  dennoch ausdrücklich die 
Form hervorgehoben hat, in der die Bestimmung bei A p o l 
lo nius auftritt, so ist das, wie eben berührt, sicherlich nur auf 
Grund der damit in Verbindung stehenden neuen N a m e n  
geschehen.

Eine gerade entgegengesetzte Auffassung wird indessen auch 
in diesem Punkte von Can to r  geltend gemacht. Diese Auffas
sung wird ebenso wie desselben Verfassers eben zuvor erwähnte 
auf Gelllinus gestützte Behauptung durch unsere nachfolgende 
Darstellung von Stellen bei Arch imedes widerlegt werden; 
aber schon hier halten wir es für richtig, eine Prüfung von 
Cantors eigenen Gründen voranzuschicken').

Die Bemerkungen des Pappus, auf welche ich oben hin
deutete, sind im Anfänge unseres Anhang 2 wiedergegeben. 
Ich kann nicht einsehen, dafs in denselben anderes oder mehr 
liegt, als was ich oben angegeben habe. Cantor dagegen hat 
nicht nur wie mehrere andere Schriftsteller*) darin einen Be

') Doch werde ich nicht bei denjenigen von diesen vei-weilen, welche sich 
auf die Stellung beziehen, welche Flächenanlegungen in den Ele
menten einnehinen; denn ich habe im ersten Abschnitt gezeigt, dafs 
diese Konstruktionen eine hinlänglich grofse Bedeutung aufserhalb der 
Lehre von den Kegelschnitten hatten um Euklid zu gestatten, in den 
Elementen keine besondere Rücksicht auf ihre Anwendungen auf diese 
Lehre zu nehmen. Welcher Verfasser einer elementaren Algebra denkt 
im besonderen an die Gleichung der Ellipse und Hyperbel, wenn er 
die verschiedenen Fomien einer Gleichung zweiten Grades mit e in e r  
Unbekannten diskutiert ?

*) Doch nicht alle. So wird meine Auffassung geteilt von A rneth  und 
von B retsch n e id er  in seinem hübschen Vei’suche, des M enächm us 
Ableitung der Eigenschaften der Kegelschnitte wiederzugeben (Die Geo
metrie und die Geometer vor Euklid).
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weis dafür gesehen, clafs die Darstellung der Kegelselmitte, 
welche wir in Betreff der Ellipse und Hyperbel bereits im 
vorigen Abschnitt berührt haben, ein wesentlicher Fortschiitt 
sei, welcher dem Apollonius zu verdanken ist, sondern er 
geht S. 25:2 so weit zu behaupten, dafs Euklid die Parabel, 
Ellipse und Hyperbel nicht als Kurven in der Ebene gekannt 
habe, oder dafs sie jedenfalls nicht als solche in den euklidischen 
Büchern über Kegelschnitte hatten Vorkommen können.

Indem ich mich nun anschicke diese Aussprüche Cantors 
zu widerlegen, will ich doch vorerst bemerken, dafs die wirk
liche geom(?trische Bedeutung der darin enthaltenen Behauptungen 
mir lange dunkel gewesen ist. Eine Auffassung derselben, 
welche ich jetzt als ein Mifsverstandnis anerkenne, will ich 
berühren wegen der Untersuchungen, zu denen sie mir Ver
anlassung gegeben hat. Ich fafste Cantors Behauptung, dafs 
Euklid die Kurven nicht als „Kurven in der Ebene“ kannte, so 
auf. als ob er und seine Vorgänger während des Studiums ihrer 
Eigenschaften nicht irgendwelche plan im et r ische  Grund
eigenschaft derselben gekarmt haben sollten, oder doch nicht 
verstanden hätten eine solche weiteren Untersuchungen zu 
Grunde zu legen, dagegen aber die Kurven nur als Kurven im 
R aum e aufgefafst hätten, während deren Untersuchung man 
beständig zu ihrer Betrachtung auf dem Kegel selbst habe 
zurückkehren müssen.

Auf diesem AVege hätte die Lehre von den Kegelschnitten 
nicht auf den hohen Standpunkt gebracht werden können, auf 
dem sie sich vor Apollonius befand, wenn die griechischen 
Geometer nicht ziemlich weit in der stereometrische Unter
suchungsmethode gekommen gewesen wären, welche sonst erst 
von Desargues  und Pascal  angewandt und mit voller Konse
quenz von P once le t  entwickelt ist. Ich wurde deshalb zu 
einer doppelten Untca-suchung veranlafst, teils zu einer geome
trischen Prüfung, ob die vor Apollonius bekannten Eigenschaften, 
z. B. diejenige, welche in der Asymptotengleichung der Hyperbcd 
ausgedrückt wird, auf eine für die Griechen einigerniafsen 
natürliche AVeise aus der Betrachtung der Kurven auf dem 
Kegel selbst hervorgehen, teils zu einer Durchforschung der auf
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uns gekommenen Literatur, ob in dieser eine Spur einer solchen 
stereometrischen Untersuchimgsmethode erhalten sein sollte. 
Dadurch fand ich auf der einen Seite, dafs die fragliche Ab
leitung geometrische Voraussetzungen fordern würde, welche 
man im übrigen keinen Grund hat den Griechen zuzuschi-eiben, 
auf der anderen, dafs die Behandlungsarten, welche man als 
Spuren einer anderen stereometrischen Untersuchung der Kegel
schnitte annehmen könnte als diejenige ist, welche zu derselben 
planimetrischen Darstellung führt, welche sich bei Apollonius^) 
findet, viel zu selten Vorkommen, um auf einen irgendwie aus
gedehnten Gebrauch eines solchen Verfahrens zn deuten. Die 
stereometrische Untersuchung — und diese zunächst nur in der 
einfacheren Gestalt, welche sie annimmt, wenn eine Ellipse als 
ein Cylinderschnitt, also als Parallelprojektion eines Kreises, 
auftritt — kann höchstens in einzelnen Fällen als heuristisches 
Mittel angewandt worden sein, so von Arehimedes bei der Be
stimmung des Flächeninhalts einer Ellipse, oder von dem, der 
zuerst gefunden hat, dafs parallele Sehnen einer Ellipse von 
einer Geraden halbiert werden. Direkt ist aber durchaus gar 
nichts hierüber aufbewahrt worden. Dies ist übrigens hinsicht
lich des letzten Beispiels natürlich genug, da man sich doch 
anderer Mittel bedienen mufste um den Satz auf die Parabel 
und Hyperbel auszudehnen.

Mit Berufung auf die hier erwähnte Untersuchung — auf 
die ich wegen ihrer negativen Ausbeute nicht weiter eingehen 
will — glaube ich festhalten zu können, dafs die Griechen das 
Studium der Kegelschnitte auf dem Kegel selbst nicht sonderlich 
weiter verfolgt haben als bis zur Ableitung einer einzelnen 
planimetrischen Grundeigenschaft für jeden Kegelschnitt. Durch 
diese Behauptmig gerate ich noch nicht in Widerspruch mit 
Cantor, falls er mit seiner Äufserung, dafs Euklid die Parabel, *)

*) Mann kann nicht sagen, dafs es bei Apollonius auf diesem Wege be
wiesen ist, dafs die Kegelschnitte auf konjugierte Durchmesser durch 
dieselben Gleichungen bezogen werden wie auf die Axen. Sein Beweis 
dafür, dafs die auf diese beiden Arten bestimmten Kegelschnitte iden
tisch sind, ist nämlich planimelrisch.



Flaniinetrischer Hauptcharakter der Untersuchungen. 47

Ellipse und HyperbeP) nicht als Kurven in der Ebene kannte, 
nui* meint, dafs er nicht die an die antiken Flächenanlegungen 
sich knüpfenden geometrischen Örter kannte, deren Bestimmung 
von Apollonius der planimetrischen Untersuchung der Kegel
schnitte zu Grunde gelegt wird, dafs deshalb Euklid vermutlich 
sich selbst nicht nach der Beschaffenheit dieser Örter gefragt 
und jedenfalls nicht gewufst habe, dafs es dieselben Kurven 
seien wie die, welche er selbst unter dem Namen „Schnitte an 
rechtwinkligen, spitzwinkligen und stumpfwinkligen Kegeln- 
untei-suchte.

Ist dies, wie ich annehme, Cantors Meinung gewesen, so 
kann er immer noch mit mir darin übereinstimmen, dafs man 
sich auch vor Apollonius damit begnügt habe, durch Betrachtung 
von Schnitten am Kegel selbst eine einzelne planimetrische 
Haupteigenschaft abzuleiten und diese einer ferneren Unter- 
suchimg derselben zu Grunde zu legen. Nur mufs er dann 
meinen, dafs diese eine andere als die von Apollonius  be
nutzte gewesen sei. Doch bleibt der Eifer, mit dem er dies 
verficht, unverständlich, da er gleichzeitig durchaus keine An
deutung darüber giebt, welches dann die frühere Bestimmung 
gewesen ist oder gewesen sein kann, und wie wenig oder viel 
sie von der abweicht, welche sich bei Apollonius findet. Es 
handelt sich eben um die Grundlage für Apollonius’ Lehre von 
den Kegelschnitten, um die Gleichung, aus der er alle übrigen 
ableitete. Der Leser, der darüber aufgeklärt wird, dafs Apollonius 
diese Grundlage geschaffen hat, und der nicht nähere Aufklärung 
darüber erhält, wie hoch die Entwicklung der Lehre von den 
Kegelschnitten vor Apollonius gestanden habe, wii*d durch Can
tors Behauptungen den Eindmck empfangen, dafs dieses mäch
tige Lehi-gebäude, welches nicht weit liinter der Lehre von den 
Kegelschnitten zumckstand, welche wir am Anfänge unseres 
Jahrhunderts besafsen, mit Ausnahme zerstreuter Beobachtungen •)

•) Cantor scheint an dieser Stelle mit eben den Worten Pai-abel, Ellipse 
und Hyperbel unmittelbar die verschiedenen Arten von Flächenanlegung 
zu bezeichnen.
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aus früherer Zeit das Werk eines einzelnes Mannes sei^). Der 
hingegen, der aus den Schriften des Archimedes und den Vor
reden des Apollonius weifs, wie ausgedehnt vor Apollonius die 
Bekanntschaft nanientlich mit den in dessen drei ersten Büchern 
behandelten a l lgemeinen  E igenscha f ten  der Kegelschnitte 
war, und dafs die eigenen bedeutenden Fortschritte des Apol
lonius sich zum grofsen Teil an glückliche Erweiterungen der Ent- 
dec'kungen von Vorgängern knüpfen, fühlt sich getäuscht diese 
in der Luft schweben zu schon und nur zu erfahren, dafe Apol
lonius di(‘S(‘lben, nachdem sie gemacht waren, auf Grundlage 
d<‘r b(M den FHuihenanlegungen benutzten Bestimmungen zu
sammenstellte.

In den Schriften des Archimedes ,  wo die Grundlage der 
Li'hre von den Kegelschnitten kaum von der auch von Eukl id  
benutzt«»!! abweicht, mufs man Antwort auf die hier erhobenen 
Frag«»!! suchen. Wenn Cantors Behauptungen irgendwelche 
w«»s«*ntliclu‘ Bedeutung für die Kenntnis der griechischen Lehre 
von (l«Mi Kegelschnitten und deren Entwicklung haben sollten, 
so mufsto man wesentliche Unterschiede*) nach Beschaffenheit 
und Anwendbarkeit zwischen der von Archimedes und der von 
Apollonius benutzten Grundlage nachweisen können. Einen 
solchen Uuterschied habe ich nicht finden können. Apollonius 
v«‘rstejlit allerdings, wie jeder bedeutende Schriftsteller, aus der 
b(‘sonderen Art Vorteil zu ziehen, wie er die in allem Wesent
lichen gemeinsame Grundlage ausdrückt; aber es ist durchaus 
k«»in Grund vorhanden, die, in jedem Falle äufserst geringe, 
formelle Änderung als einen geometr ischen  Fortschritt zu 
b«}trachten. Die hi s to r i sche  Bedeutung derselben liegt aus-

M Eine Äufserung in (lantors Vorlesungen etc. S. 5171 unten, deutet dai*auf 
hin, dafs dieses seine eigene Meinung sei.

*) Auch Heiberg,  welcher die gründliche Bekanntschaft mit den KegeP 
schnitten, welche man vor Apollonius hatte, ans Licht gezogen hat, 
aber sich doch in der hier verhandelten Sache an Lantor anschliefst 
(Litterai-gesch. Studien ü. Euklid. S.SS), gieht keinerlei Aufklärung 
darüber, welche geometrische Bedeutung die geringe Abweichung in 
der Form der Darstellung der Kegelschnitte hei Archimedes und Apol
lonius gehabt haben soll.
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schliefslich darin — und das ist auch das einzige, was Pappus 
anführt — dafs sie in Verbindung mit den neuen Namen steht, 
welche in Gebrauch kamen, als Apollonius die ererbten stereo
metrischen Definitionen, an welche sich die alten Namen 
knüpften, aufgab.

In Übereinstimmung mit den Versprechungen, welche ich 
im Vorhergehenden gegeben habe, will ich nun dazu übergehen 
A rch im e d es ’ Schriften zu betrachten. Ich mufs nachweisen, 
wie man vor Apollonius — nicht nur die ebenen Schnitte, welche 
dui’ch gerade Kegel auf die alte definitionsmafsige Weise gelegt 
waren, sondern überhaupt — Schnitte behandelte, deren Ebenen 
senkrecht auf der Symmetrieebene eines beliebigen Kreiskegels 
stehen, und ich mufs die sich bei A rch im edes  findenden An
gaben über die planimetrischen Haupteigenschaften, welche zu und 
vor seiner Zeit bei Untersuchungen der Kegelschnitte zu Grunde 
gelegt wurden, ans Licht ziehen. Dadurch erreichen wir gleichzeitig, 
dafs wir unmittelbarer zu diesen Eigenschaften gelangen als im 
ersten Buch des Apol lonius,  dessen Inhalt im folgenden Al)- 
schnitt dargestellt werden wird. Bei Apolloilius sind dieselben 
nämlich aus systematischen Rücksichten in andere Sätze mit auf
genommen, namentlich in die allgemeineren Sätze über konjugierte 
Durchmesser. Bei Archimedes dagegen, wo die Form dieser Sätze 
an Einfachheit und Brauchbarkeit keineswegs hinter der von 
Apollonius benutzten zurücksteht, werden die Grundeigenschaften, 
auf denen er seine eigenen Untersuchungen aufbaut, als be
kannt vorausgesetzt und treten deshalb unabhängig von allen 
systematischen Rücksichten auf.

Wir können die Ell ipse und die Hyperbel  zusammen 
be.sprechen. Beide werden auf eine Axe mit zwei festen Punkten *)

*) Archimedes spricht diese Einschränkung nicht aus, indem er im An
fänge der Schrift uher Konoide und Sphäroide sagt, dafs Schnitte, 
welche alle Erzeugenden eines Kegels treffen, Ellipsen sind; aber im 
Verlaufe der citierten Arbeit findet er jedenfalls nur Gelegenheit 
Schnitte zu behandeln, welche entweder auf der Symmetrieehene des 
Kreiskegels oder auf einem anderen Hauptschnitt der Kegelfläche senk
recht stehen.

4
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ÜT •r,

A  und bezogen. Auf dieser wird in einem Punkte, dessen 
Abstände von den festen Punkten x und heifsen mögen,

eine senkrechte Ordinate y 
errichtet, deren Endpunkt 
(nn Punkt der gesuchten 
Kurve ist. Denken wir uns 
einen neuen Punkt der
selben auf gleiche Weise 
durch x \  x \  und y* be
stimmt, so sind Ellipse und 
Hyperbel durch die Glei
chung

(1)

Fig. 9 a.

JC
Fig. 9 b.

A,

x , x .
y

X* ,x*
bestimmt, so dafs man die erste oder zweite von diesen Kurven 
erhält, je nachdem die Ordinate in einem Punkte der Linie 
AAj oder in einem Punkte ihrer Verlängerung errichtet \vird. 
Doch ist bei Archimedes keine Rede davon mehr als einen 
Hyperbelast zu betrachten. Wie die Relation, welche wir hier 
kurz durch die Gleichung (1) wiedei-gegeben haben, geometrisch 
bei Archimedes ausgedrückt ist, wird vollständig aus unserem 
vorhergehenden Abschnitt hervorgehen.

Ohne ii-gend etwas an Archimedes’ Gedanken zu verändern 
können wir demselben in unserer Sprache einen noch ein
facheren Ausdruck geben, indem wir die Gleichung (1) in der 
Form

- ^ - =  constans (2)X , X 'Y
schi-eiben, woraus wir sehen, dafs seine Darstellung den Vorteil 
bietet, dafs man der Konstanten einen Ausdruck geben kann, 
welcher sich nach den Bedüi-fnissen der gerade vorliegenden 
Aufgabe richtet^). *)

*) Ein Verzeichnis der Stellen, an denen Archimedes die hier angeführte 
Haupteigenschaft benutzt, findet sich hei He iherg,  die Kenntnisse des 
Archimedes über die Kegelschnitte (Zeitschrift f. Math. u. Phys., hist. 
Abt. XXV, 'i).



Archimedes’ Darstellung der Kegelschnitte. 51

Welchen Beweis Archimedes dafür voraussetzt, dafs alle 
möglichen Schnitte senkrecht auf der Symmetrieebene eines 
beliebigen Kreiskegels, die nicht von speciellerer Art sind, die 
Eigenschaft haben, durch welche hier Ellipsen und Hyperbeln 
charakterisiert sind, geht aus der Lösung der Aufgaben 7 und 8 
in seiner Schrift über Konoide und Sphäroide hervor. Diese 
Aufgaben — denen in 9 eine entsprechende besondere Be
handlung des Grenzfalls folgt, wo der Kegel mit einem Cylin- 
dei* vertauscht wird — bestehen nämlich darin »einen Kegel 
zu finden, der durch eine gegebene Ellipse geht und einen 
gegebenen Punkt in der Ebene zur Spitze hat, welche senk
recht auf der Ebene der Ellipse in einer ihrer Axen errichtet 
wircl*̂ . Da die Kegelfläche, welche im allgemeinen schief wird, 
durch die Ellipse und die Spitze vollkommen bestimmt ist, so 
kommt es nur dai*auf an die Grundfläche, d. h. einen Kreis
schnitt zu finden, und diesen sucht Ai*chimedes auch in Wirk
lichkeit. Es zeigt sich also nicht nur, dafs Archimedes die 
Erzeugung der Kegelschnitte durch senkrecht zur Symmetrie- 
ebene eines schiefen Kreiskegels geführte Schnitte kennt, wenn 
er sich auch des vorliegenden Zwecks halber nur an elliptische 
Schnitte hält, sondern es ist auch der Beweis, welchen er für 
die Richtigkeit seiner Lösung der gestellten Aufgabe fütirt, in 
Wirklichkeit ein Beweis für eben diese Erzeugung. Den Ge
dankengang dieses Beweises wollen wir in verkürzter Gestalt 
wiedergeben, indem wir für den Augenblick von einem für 
seiao besondere Aufgabe notwendigen Durchgangsgliede absehen, 
nämlich der Betrachtung von Schnitten senkrecht zur Symmetrie- 
axe der Kegelfläche.

Archimedes benutzt folgenden Hülfssatz^),  der sich leicht 
mit te ils ähnlicher Dreiecke beweisen läfst und den er als bekannt 
voraxissetzt: wenn man(Fig. 10) von einem beliebigen Punkte P  
gerade Linien parallel mit gegebenen Richtungen zieht, welche 
zwei feste Linien JPV und schneiden, so ist das Verhältnis

') In H eibergs Ausgabe, I, 328, 9—lo wird dieser Hülfssatz in seiner 
a.llgemeinen Form benutzt, an anderen Stellen in den Beweisen spe- 
ciellere Fornien desselben.

4*
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PM PM konstant. Sind nun die festen Linien die Erzeugenden

eines Kreiskegels, welche in der Syininetrieebene liegen, und
sind die Union ilMy^ die Spuren 
von Ebenen, die der kreisförmi
gen Grundfläche parallel gezogen 
sind, in dieser Ebene, so wird 
MP. P J/, == y*, wo y der Al)- 
stand zwischen P  und den Punk
ten der Kegelfläche ist, deren 
Projektion auf die Symmetrie- 
ebene P  ist. Man erhält dann

=  constans.

Fig. 10.

NP. PN,
Betrachtet man nun verschiedene 
Punkte P  auf der Linie NN,., 
so ei-giebt sich, dafs alle Punkte 
des Schnittes, in welchem der 

Kegel durch die in NN, projicierto Ebene geschnitten wird, die 
durch Gleichung (:2) ausgedrückte Grundeigenschaft haben.

In der vorliegenden Figur, ebenso wie in Archiniedes’ 
Figuren, wird der Schnitt NN, allerdings eine Ellipse, aber 
derselbe Beweis läfst sich auch auf hyperbolische Schnitte an
wenden, wenn man nur eine der Seitenlinien verlängert. Dafs 
nun Archimedes und seine Zeitgenossen dies gewufst haben, 
hat man keinen Grund zu bezweifeln, da man auch bei der 
alten definitionsmäfsigen Darstellung hyperbolischer Schnitte 
nicht wohl ohne eine solche Verlängerung dai*auf verfallen sein 
konnte, bei der planimetrischen Bestimmung der Hyperbel, 
d. h. eines Hyperbelastes, nicht nur dessen eigenen Scheitel- 
pimkt, sondern auch, wie wir an den Gleichungen (1) und (2) 
gesehen haben, den zweiten Scheitelpunkt der vollständigen 
Kurve zu benutzen. Aus dem Schweigen des Archimedes darf 
man keinen entgegengesetzten Schlufs ziehen, da er hier wie 
überall nur das aus der Lehre von den Kegelschnitten mitnimmt, 
wofür er gerade Verwendung hat.
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Eine Bestätigung dafür, dafs ich hierdurch den Geometern 
jenei- Zeit kein zu grofses Wissen beigelegt habe, erhält man, 
wear:i man beachtet, welche Vertrautheit mit hierher gehörigen 
Sätzion und Aufgaben nicht nur Archimedes selbst an den Tag 
legt, sondern auch bei seinen Lesern voraussetzt. Ein wichtiges 
Beispiel hierfür hat man in der allgemeinen Form des Hülfs- 
satzos, den wir ausdrücklich aufgestellt haben, den aber Archi- 
mecles ohne ihn aufzustellen oder zu beweisen in einer eben 
so allgem einen Form an wendet. Ein anderes Beispiel für die 
Voraussetzungen, welche er auf diesem Gebiete ohne besondere 
Begr*undung meint machen zu dürfen, kommt im Verlaufe der 
Lösvxngen der erwähnten Aufgaben vor, welche Archimedes 
sich stellt. Diese selbst in Verbindung mit dem Umstande, dafs 
er VI m  sie vollständig zu lösen auch Schnitte betrachten mufs, 
welclio senkrecht auf einem anderen Hauptschnitt der Kegel- 
fläche stehen, zeigen seine eigene Vertrautheit mit dem Stoff 
und den Methoden, welche er anwendet.

Diese legt er auch an den Tag, wenn er gleich nachher 
eben dasselbe Verfahren *zur Untersuchung ebener Schnitte an 
Unidrehungsflächen zweiter Ordnung anwendet, indem er dann 
nur statt des von uns angeführten Hülfssatzes den gleichfalls 
im voraus bekannten allgemeineren Satz an wendet, wo die 
beiden festen geraden Linien TL  und TK  mit einem Kegel
schnitt vertauscht sind, also den Satz, den wir jetzt den New- 
fonse hen  nennen, von dem aber Newton offen eingesteht, 
dafs o r  ihn von den Alten habe. Im Folgenden wollen wir 
ihn Po tenzsa tz  nennen um den irreführenden Namen zu
vermeiden.

In d e sse n  wollen wir diese Untersuchungen bis zu einem 
sp ä te re n  Abschnitt (dem lOten) verschieben, wo wir zusammen- 
fasseincJ darüber berichten, was man über die Bekanntschaft 
der -Aalten mit Kegelflächen und Umdrehungsflächen zweiter 
O rdnw ng weifs. Für den Augenblick glauben wir genug ge
sagt haben um die Unrichtigkeit der Ansicht iiachzuweiseUi
dafs c3ie K e n n t n i s  der Schnitte an Kegelttäclieii^^^Ndje 
S chn itte  senkrecht auf den Erzeugenden eines geiy ^
bescVvvänkt gewesen sei während der ganzen Zeit, v# fi
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die mit dieser Erzeugungsart verbundenen Namen und damit 
wahrscheinlich auch die daran geknöpften Definitionen und 
Konstantonbestimmungen benutzte. Welche Vorteile es bewirken 
konnten, dafs diese Definitionen und Konstantenbestimmungen 
so lange aufbewahrt wurden, wird im 2Isten Abschnitt unter
sucht werden.

Ich habe berührt, dafs die durch Gleichung (1) oder (2) 
ausgedrückte Archimedische Darstellung von Ellipse und Hj^perbel 
den Vorteil darbietet, dafs die Konstantenbestimmung sich nach 
dein Bedürfnis jeder Aufgabe einrichten läfst. So kann man, 
wenn es sich um ein Segment, begrenzt von einer zu einer Axe 
senkrechten Sehne, handelt, in (1) x \  x \  und y* die Weide 
annehinen lassen, welche zu den Endpunkten der Sehne ge
hören. Das thut Archimedes auch bei seiner Untersuchung von 
Segmenten begrenzt von Ebenen, die senkrecht auf der Axe in 
Umdrehungshyperboloiden und Umdrehungsellipsoiden stehen. 
Füi* die Ellipse ist es im allgemeinen das nächst liegende, x* ^x^^

also gleich der einen Halbaxe zu nehmen, wodurch y* gleich 
h ^ 6*der anderen , und die Konstante ^  wird. Hiervon macht

Archimedes z. B. Gebrauch in der Auflösung von Aufgabe 9 im 
Buche ül)er Konoide und Sphäroide.

Da die Konstante der Gleichung (2) zufolge (1) als ein Ver
hältnis zwischen Flächen oder ein zusammengesetztes Strecken
verhältnis bestimmt wird, und da die Griechen, wenn sie weiter 
solche Verhältnisse anwenden sollten, dieselben mit einfachen 
linearen Verhältnissc^n vertauschten, so darf man annehmen, 
dafs Archimedes und diejenigen seiner Voi'gänger, welche die 
Kegelschnitte auf dieselbe Weise wie er darstellten, dasselbe 
überall da gethan haben, wo sich eine Veranlassung dazu bot. 
Wenn sie dann zugleich als das eine Glied des Verhältnisses 
die Axe AÄ^ nahmen, oder sich den konstanten Wert von 

Pals ^  bestimmt dachten, so war das Vordei^glied p
X  . X

des Verhältnisses eben der P a r a m e t e r  p. Ob nun Archi
medes gerade so verfahren ist, ob er also den Parameter der
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Ellipse und Hyperbel gekannt hat oder nicht, kann man 
schlechterdings nicht wissen, denn er benutzt denselben zwar 
niigeiidwo, aber er hat auch nii*gends Verwendung dafür.

Die Frage selbst, wie weit A rch imedes  — und mit ihm 
Euklid und seine übrigen Voi*gänger — den Parameter der 
Kegelschnitte gekannt haben, hat im übrigen an und für sich 
durchaus kein wissenschaftliches Interesse; denn da es jeden
falls ersichtlich ist, dafs er die Mittel besafs sich andere Hülfs- 
gröfsen zu schaffen, welche sich wesentlich auf dieselbe Weise 
gebrauchen liefsen, so ist es gleichgültig, ob er gerade den 
Parameter benutzte. Die Frage kann nm* Bedeutung erhalten, 
falls sie ein historisches Mittel abgeben würde andere, bedeutungs
vollere Fragen zu lösen. In diesem Zusammenhänge haben 
wu* dieselbe liervorgezogen, teils aus Rücksicht auf einen histo
rischen Versuch über die frühere Entwicklung der Lehre von 
den Kegelschnitten, den wir im 21sten Abschnitt geben werden, 
teils weil man möglicherweise den Gebrauch des Parameters 
als einen der Vorzüge an der Darstellung der Kegelschnitte bei 
Apollonius bezeichnen könnte, die man zu einer wissenschaft
lichen Bedeutung hat erheben wollen.

Unabhängig davon, ob Apollonius’ Vorgänger den Para
meter benutzt haben oder nicht, und obwohl Archimedes in 
der Regel seine Bestimmung der Kegelschnitte nicht an die 
bei Flächenanlegung gebrauchten Kunstausdrücke anschliefst, 
ist der praktische geometrische Gebrauch der Flächen
anlegung ebenso genau mit dieser letzteren Bestimmung, die 
vermutlich auch diejenige Euklids ist, verbunden gewesen wie 
mit der des Apollonius. Archimedes stellte die Ellipse und

HjT>erbel dar d u r c h - =  x, wo x eine Konstante bedeutet,

und =  a ,  und aus der Art, wie Euklid in seinen
Data 84 und 85 die Lösung der Gleichungen ±  ^ 
x ^ x  B auf Flächenanlegung zurückführt, können wir — fall$  ̂
es überhaupt nötig ist — schliefsen, dafs man 
genau wufste, dafs die angefülu’te Bestimmung^
Stim m ung
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y" _
a x ^ x ^  ""

zusammenfiel, wo der Nenner nach dem Sprachgebrauch der 
Alten als eine Fläche darzustellen sein würde, welche so an a 
angelegt ist, dafs ein Quadrat fehlt oder übrig bleibt. Diese 
Darstellungsform nebst zugehörigen Figuren kommt sogai- aus
drücklich an einer Stelle bei Archimedes vor, wo von der in 
die Gleichung der Hyperbel eingeführten Gröfse ax-\- gesagt 
wird, dafs sie so an a angelegt sei, dafs ein Quadi*at übrig 
bleibt (̂)7rEpßdXXo\f ei3et )̂. Der wirkliche Gebrauch
der Flächenanlegung besteht indessen nicht in diesen Ausdrücken 
und den zugehörigen Figuren, sondern in der Lösung von 
Aufgaben mit tels  Gleichungen zwei ten  Grades,  unter 
welchen die einfachste hierhergehörige darin besteht, ürdinaten 
von gegebener Länge für einen Kegelschnitt zu bestimmen. 
Dazu führt (zufolge der angeführten Stellen der D ata )  die 
Darstellung Archimedes’ und Euklids ebenso unmittelbar und 
bequem wie die des Apollonius, und es würde sehr unzutrefl*end 
sein anzunehnien, dafs man systematisch sollte vennieden haben 
ein zu den Zeiten Euklids so wohl bekanntes Hülfsmittel auf 
die Kegelschnitte anzuwenden.

Ferner ist zu beachten, dafs sogar die geometrische Dar
stellung, durch welche Apollonius seine Bestimmung von Punkten 
eines Kegelschnitts wirklich praktisch durchführte, mid die wir 
im ersten Abschnitt bei den Figuren 6 und 7 erwähnt haben, 
eben so nahe liegt, wenn man von der Archimedischen Form 
der Definition ausgeht, als wenn man die Apollonische zu 
Grunde legt, die aus den für die Lehre von der Flächenanlegung 
eigentümlichen Kunstausdrückon zusammengesetzt ist. Unsere 
Gleichung (2) giebt nämlich y als mittlere Proportionale zwischen 
X luid der mit einer Konstanten multiplicierten x ^, und diese 
letztere Gröfze läfst sich ganz natürlich als die der Abscisse x  
entsprechende Ordinale Y  für eine durch den *uidereii Scheitel
punkt gehende gerade Linie darstellen. Ob man nun — und 
es liegt kein besonderer Grund vor das anzunehmen — vor

‘) Ausgabe von Heiberg, I, S. 420. i4—15.
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Apollonius eben dieselbe Hülfslinie angewandt hat wie er, oder 
ob man die wohlbekannten Konstruktionen etwas anders aus- 
geffihi*t hat, ist unwesentlich.

Der Einfachheit wegen haben wir hier gar keine Rücksicht 
auf die Parabel genommen. Hinsichtlich dieser finden wir bei 
Archimedes keine solchen Aufklärungen über ihre Betrachtung 
auf den Kegelflächen selbst wie es mit der Ellipse der Fall war, 
aber verschiedene über ihre planimetrischen Eigenschaften. Eben 
deshalb vermögen aber die Archimedischen Angaben über die 
Parabel und die über die Ellipse und Hyperbel sich gegenseitig 
zu ergänzen.

Die planimetrische Definition der Parabel stimmt voll
kommen überein mit der für die Ellipse und Hyperbel, indem 
sie sich ausdrücken läfst durch die Gleichung

X* ' ^
wo X und y, X' und y* rechtwinklige Koordinaten für zwei 
Punkte der Kurve sind, oder durch 

//2
^  =  eine konstante Strecke, (4)

X

welche wir p  nennen wollen. Dieser Parameter tritt beiArchi- 
niedes [Über Konoide und Sphäroide 3 und an «anderen Orten] 
ausdrücklich auf als das doppelte des „Stückes bis zur Axe“, 
eine Bezeic^hnung, welche herrührt von der Erzeugung der Pa
rabel als Schnitt senkrecht auf einer Ei*zeugenden eines recht
winkligen Umdrehungskegels. Der halbe Parameter wird hier 
nämlich das Stück von der Axe der Parabel — welche Archi- 
niedes ihren Dm*chmesser nennt — welches zi sehen dem 
Scheitelpunkt und der Axe des Kegels abgeschnitten wird.

Heiberg^) hat aus dieser Bezeichnung schliefsen wollen, 
dafs Archimedes für die P«arabel n u r  die hier erwähnte 
stereometrische Erzeugung gekannt habe. Der Beweis ist in
dessen unzureichend. Der Name,  welchen Arcliimedes nach 
altem Brauch dem Parameter giebt, beweist nämlich nicht mehr

*) Zeitschrift f. Math. u. Phys., hist. Abt. XXV. S. 51.
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als die Bezeichnung emer Pai*abel und Ellipse durch „Schnitt 
an einem rechtwinkligen Kegel“ und „Schnitt an einem spitz
winkligen Kegel“, und Archimedes liefs sich an dem Gebrauche 
des letzteren dieser Namen durch den Umstand nicht hindern, 
dafs er, wie wir gesehen haben — und wie gerade Heiberg 
her\"orgehoben hat —, mit (»lliptischen Schnitten vertraut war, 
die auf andere Art als die, an welche dieser Name sich knüpfte, 
hervorgebracht waren. Am natürlichsten wird nach unserer 
Meinung auch Archimedes’ Benennung des Parameters auf die 
im Anfang dieses Abschnitts gegebene Art erklärt, nämlich da
durch, dafs die Kegelschnitte in den damals gebräuchlichen 
Kompendien (von Aristäus und Euklid) de f in i t ionsm äfs ig  
als Schnitte senkrecht auf einer Erzeugenden hervorgebracht 
wurden; denn an diese Erzeugungsaii; mufsten sich auch die 
Benennungen der zugehörigen Gröfsen, wie des Parameters, 
naturgemäfs knüpfen. Die Benennung des Parameters giebt 
also keinerlei Anhalt dafür, dafs 'man nicht auch andere La
gen parabolischer Schnitte kannte. Da nun die Bestimmung 
parabolischer Schnitte senkrecht zur Symmetrieebene an be
liebigen Kreiskcgeln keine Schwierigkeiten bietet, welche nicht 
bereits überwunden sind entweder durch Betrachtung der ent
sprechenden elliptischen Schnitte oder solcher pai’abolischer 
Schnitte, welchem auf definitionsmäfsige Weise hervorgebracht 
werden, so liegt durchaus kein Grund vor zu bezweifeln, dafs 
man zur Zeit des Archimedes parabolische Schnitte mit der
selben Freiheit hervorbrachte, mit der man nachweislich die 
elliptischen herstellte. In dieser Auffassung werden wir noch 
mehr bestärkt, wenn wir sehen, dafs Archimedes (Über Konoide 
und Sphäroide, 11) einen ähnlichen Satz wie den über para
bolische Schnitte an Kegeln, nämlich den, dafs ebene Schnitte 
[)arallel der Axe eines Umdi-ehungsparaboloids Parabeln er
geben, welche der Meridiankurve kongruent sind, für so einfach 
hält, dafs er es den Lesern selbst überläfst den Beweis zu 
finden.

Ehe wir nun, nachdem wir die Darstellung der von den 
Griechen benutzten planinietrischen Fiindamentalsätze auf das
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gestützt haben, was sich bei Arch imedes  findet, dazu über
gehen die weitere Entwicklung auf Apollonius  aufzubauen, 
wird es am besten sein, hier noch einige Worte über das 
hin zuzufügen, was ferner zu den Zeiten des Arch imedes ,  
so xveit es sich aus seinen Schriften nachweisen läfst, voll
komm en bekannt gewesen ist. Dafs dies ziemlich bedeutend* 
wai* wird sofort daraus hen-orgehen, dafs es die Lehre von 
k o n j u g i e r t e n  D urchm esse rn  miteinbegrifif, darunter die 
S ä tz e , deren Übertragung in die Algebra die Gleichungen 
dei- Kegelschni t te  bezogen auf  kon jug ier te  D urch
m e s s e r  liefern wüi’de, nebst dem oben erwähnten P o tenz -  
s a t z e  — doch hinsichtlich der Hyperbel nur innerhalb der 
Begrenzung, welche davon herrührte, dafs man nur einen Ast 
beti'achtete^).

Wie man vor Apollonius’ Zeit zu Sätzen von so allgemeiner 
Natiur, wie diese sind, gelangen komite, wird verständlich wer-

wenn wir im Folgenden kennen lernen, wie Apollonius die
se lb en  Sätze zum Teil in vollständigerer Gestalt entwickelt. Da 
h ie r ie i  teilweise von Operationen Gebrauch gemacht werden 
w i r d ,  welche sich am nächsten als Transformationen der 
Koordinaten auffassen und betrachten lassen, so w'ollen wir 
d o o li  auch hier einige Beispiele für solche Transformationen bei 
Arcliimedes anführen.

Dieselben kommen in der Schrift über die Q u a d ra tu r  
d e r  Parabe l  (4 und 5) vor und haben den Zweck, der Dar- 
ste^llung der Parabel eine für die Quadrierung eines Segments 
becnueme Form zu geben. Ist AC (Fig. 11) eine feste Sehne

^)  In der öfter citierten Arbeit im Bd. XXV d. Zeitschrift f. Math. u. 
Phys., hist. Abt., giebt H eiberg sorgfältige Ermittelungen über das, 
was Archimedes aus der Lehre von den Kegelschnitten als bekannt 
voraussetzt, und über seine eigenen Erweiterungen dieser Lehre, sowie 
Qber die Stellen in Archimedes’ Schriften, an denen alles dies sich findet. 
Nur scheint Heiberg übereehen zu haben, dafs Archimedes die Gleichung 
für Ellipse und Hyperbel, bezogen auf ein willkürliches Paar kon
jugierter Durchmesser, kennt. Diese findet sich auf die Ellipse an
gewandt in Nr. 28 und auf die Hn^erbel in Nr. 26 des Buches über 
Konoide und Sphäroide.
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der Parabel, BD  der zugehörige Durchmesser, E  ein beweglicher 
Punkt und K E  eine ParaUele zu AC^ so giebt die ursprüngliche

Darstellung der Parabel, bezogen auf den Durchmesser BD, in 
Verbindung mit bekannten Sätzen über Proportionen, dafs 

^ _ B D  _  CD^ _  BC^
B I  "  BK  EK^ BT^ ’

woraus folgt, dafs B T  die mitlere Proportionale zwischen BC  
und B I  ist, folglich

A D  Z T
D Z  ~~ DZ ~~ B T  ~  B I  T I  ~  T E  ’

oder dafs ZE, welche wir als Ordinate von E  in einem neuen 
Koordinatensystem betrachten, von der festen Linie BC nach 
demselben Verhältnis geteilt wird, wie die Abscisse A Z  von 
dem festen Punkte D. Nach dieser Auffassung ist die Gleichung 
der Kurve in dem neuen Koordinatensystem, welches aus dem 
ursprüngliclien durch Verlegung des Anümgspunktes und Ver
tauschung der beiden Axenrichtungen gebildet ist, durch eine
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Proportion dai*gestellt, und die Bestiiiimung der analytischen 
Geometrie mittels Konstanten ist — wie in der früher erwähnten 
Darstellung der Ellipse und HjT)erbel dui’ch Apollonius — durch 
einen festen Punkt D und eine feste Hülfslinie CB ersetzt.

Die fernere Umformung, welche an Satz 5 vorgenommen 
w ird, besteht nur in einer Vertauschung des Punktes D und 
der Hülfslinie CB mit einer neuen Hülfslinie, nämlich der Tan
gente CF in C. Da, wie es ersichtlich auch zu Archimedes’ 
Zeit bekannt gewesen ist, B die Mitte von DF  ist, so wird 
Z T  =  T L , und der Kurvenpunkt E  wird die Ordinate ZL, 
welche an die Hülfslinie gezogen wird, nach demselben Ver- 
hältniss teilen, wie Z  die Sehne AC teilt. Bezeichnen wir, wenn 
A  als Anfangspunkt betrachtet und AC =  a gesetzt wird, die 
üT entsprechende Ordinate an diese Hülfslinie mit 
so \\ird die Gleichung der Parabel nunmehr

iL =  ^
Vi «■

Dafs diese moderne Darstellung wirklich ein korrektes Bild 
von dem giebt, was Archimedes mit der Umformung der Dar
stellung der Parabel beabsichtigt, geht aus dem Gebrauch her
vor, den er weiterhin davon macht, und der im SÔ ien Ab
schnitt dargestellt werden wird.

Bei Apollonius werden wir in der Regel nicht wie hier die 
Gleichungen der Kegelschnitte als Proportionen dargestellt finden, 
sondern als Gleichungen ersten Grades zwischen Flächen, wo
durch auch die Durchführung der Transformationen der Koordi
naten mittels der geometrischen Algebra der jetzt gebräuchlichen 
Transfonnation näher gebracht werden wird. Die Umwandlung 
der hier erwähnten Darstellung mittels Proportionen in diese 
Form wird etwas verschieden je nach der Art, w ie die Propor
tionen geschrieben werden. Dieselben können z. B. w^erden 
(Fig. 11):

E Z .Z D  =  E T . ZA  
und E Z .Z C  =  E L . Z A ,
woraus ersichtlich ist, dafs beide Dai’stellimgen als speciell in 
einem Theorem einbegriffen betrachtet w^erden können, von 
dem wir im siebenten und achten Abschnitt zeigen w’erden.
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dafs es bereits dem A r is täus  und Eukl id  in einer Form be
kannt war, welche freilich unvollständig aber sicher allgemein 
genug war um den vorliegenden Fall zu umfassen, nämlich in 
dem Theorem von dem sogenannten »Ort zu vier  G e r a d e n “ 
(o im  TtaaapaQ ypapfiOLQ Die erste der beiden Gleichungen
druckt nämlich die Gleichheit der beiden Rechtecke aus, welche 
von den Abständen des beweglichen Punktes JE, in den an der 
Figur gezeigten Richtungen genommen, von den Linien AC^ 
BD, CB und dem durch A gezogenen Durchmesser AG gebildet 
werden, und die zweite druckt die Gleichheit der Rechtecke 
aus, welche von den Abständen von AC, dem Durchmesser 
durch C, der Tangente CG und dem Durchmesser AG gebildet 
werden. Doch kann man nicht behaupten, dafs Archimedes 
diesen Umstand ausdrücklich beachtet hat*).

Die Absicht, die wir in diesem Abschnitt mit der Betrach
tung der Stellen bei Archimedes verfolgten, welche die Lehre 
von den Kegelschnitten betreffen, war die, auf das richtige 
Verständnis der zusammenhängenden Lehre von den Kegel
schnitten vorzubereiten, welche wir nur bei Apollonius haben. 
Wir haben besonders solche Stellen angeführt, in denen sich 
einige Abweichungen in der Behandlungsart der beiden Schrift
steller zeigen. Damit glauben wir vorläufig nachgewiesen zu 
haben, dafs die Abweichungen hinsichtlich der fundamentalen 
Sätze so gering sind, dafs man in Wirklichkeit A po l lon ius  
als den Hauptrepräsentanten der gi*iechischen Lehre von den 
Kegelschnitten betrachten und in seinen Beweisen dem Ge
dankengange nachspüren darf, der auch vor seiner Zeit zu den 
aufgestellten Sätzen gefühii hat. Denn das wüi-de man nicht 
können, wenn die von Apollonius benutzte planimetiische 
Grundlage und damit die darauf gebauten Beweise wirklich 
ganz neu gewesen wären. Auf der anderen Seite werden die 
Abweichungen, welche sich in der weiteren Durchführung der 
Untersuchungen finden, dazu beitragen, dafs man vermeidet, 
Eigentümlichkeiten bei Apollonius als zur antiken Lehre von

*) Am Schlüsse des Abschnittes finden sich weitere Angaben über einige 
Satze bei Archimedes, die sich nicht hei Apollonius finden.
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den Kegelschnitten überhaupt zugehörig zu betrachten. Wenn 
übrigens, Avie in dem eben angeführten Beispiel, Archimedes 
vorzugsweise die Proportionslehre bei Untersuchungen anwendet, 
bei denen Apollonius die mit unserer Algebra näher verwandten 
Flächenoperationen vorzieht, so bin ich am meisten geneigt 
zu glauben, dafs vielmehr Archimedes es ist, welcher seine 
persönlichen Eigentümlichkeiten an den Tag legt, als der sich an 
die alexandrinischen Vorgänger genauer anschliefsende Apol- 
lonius. Für diese Annahme spricht der Umstand, dafs der im 
zweiten Buche Euklids vorkommende Gebrauch der Flächen
operationen bedeutend älter ist als die euklidische Proportions- 
lehi-e und also den Geometern, welche der Lehre von den 
Kegelschnitten die erste Entwicklung gegeben haben, in gröfserem 
Umfange zu Gebote gestanden hat.

Dritter Abschnitt

Apollonius’ erstes Buch über die Kegelschnitte.

Descartes ist wohl kaum der einzige, der den Eindruck 
ein]pfangen hat^), dafs „schon die Reihenfolge der Sätze bei 
deiiL Alten zur Genüge zeigt, dafs sie keine wirkliche Methode 
besafsen sie alle zu finden, sondern dafs sie nur diejenigen 
sam m elten, welche ihnen zufällig einfielen“. Es ist wohl rnög- 

dafs für die Hervorriifung einer solchen Auffassung, nament- 
lietiL was die Lehre von den Kegelschnitten betrifft, das erste 
ß u c^ h  des Apollonius, welches die Grundzüge dieser Lehre ent- 
h äL lt, nicht eben wenig beigetragen haben kann^). Das Buch 
be^ginnt nämlich mit der Betrachtung von Kegelschnitten auf 
d€3 x n  Kegel selbst; darauf werden verschiedene planimetrische

 ̂ Geometrie, herausgegeben von van Schooten, S. 7.
» ) Descartes kann vielleicht sogar geglaubt haben sich auf den Anfang 

von Apollonius’ eigener Vorrede zu stützen (vei-gl. Anhang 1).
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Untersuchungen über Tangenten, konjugierte Dm-chmesser u.s. w. 
vorgenonmien, und am Schlüsse des Buches kehrt man wieder 
zu der stereonietrischen Betrachtung zurück, die wiederum in 
den folgenden Büchern verlassen wird.

Wer genauer zusieht, wird indessen gerade das Gegenteil 
eines planlosen Zusamnienhäufens von Sätzen entdecken. Von 
Anfang bis Ende wird ein bestimmtes Ziel verfolgt. Es werden 
die Sätze mitgenommen, welche notwendig sind um dies Ziel 
zu erreichen, und die Untersuchungen, deren man bedurfte 
um diesen Sätzen eine so minutiöse Begründung zu geben, wie 
die Alten sie verlangten. Dadurch werden Resultate gewon
nen, welche sowohl an und für sich als auch als Grundlage 
für die weiter gehenden planimetrischen Untersuchungen der 
folgenden Bücher bedeutungsvoll sind; aber für den Augenblick 
dienen sie als Mittel um vollständig zu begründen, dafs d ie 
E l l ip sen ,  P a ra b e ln  und H yperbe ln ,  welche man 
durch  B e t rach tung  al ler  mögl ichen Schni t te  an al len 
Kreiskegeln erhä l t ,  identisch m i t  denen  sind,  w elche  
man als Schnit te  an U mdrehungskege ln  erhält .

Das wollen wir zeigen, indem wir einen vorläufigen Über
blick über den Inhalt des Buches und den Zusammenliang 
zwischen seinen verschiedenen Teilen geben.

Nach Definitionen, die sich auf Kreiskegel und Kegelschnitte 
beziehen, und nach einigen Sätzen [1—3] über die Lage ge
rader Linien mit Beziehung auf Kegel und über Schnitte durch 
die Spitze werden [in den Sätzen 4 und 5] die beiden Reihen 
von Kreisschnitten an einem schiefen Kegel daigestellt. In 6 
wird gezeigt, dafs alle Sehnen des Kegels, Avelche einer Linie in 
der Ebene der kreisförmigen Grundfläche parallel sind, von 
einer gewissen Ebene halbiert w^erden. Diese Ebene geht durch 
die Axe des Kegels — unter Axe die Linie verstanden, w^elche 
den Scheitel mit dem Mittelpunkt der Grundfläche verbindet —, 
und ihre Spur in der Ebene der Grundfläche steht auf der 
Linie senkrecht. In 7 wird dies benutzt um zu beweisen, daCs 
eine gewisse Reihe paralleler Sehnen in einem be l ieb igen  
ebenen Schnit t  eines Kegels von der Dm*chschnlttslinie 
der Schnittebene mit einer gew'issen durch die Axe gelegten
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El)ene halbiert \\ird. Es wird ausdrücklich bemerkt, dafs der ge
fundene Durchmesser nur dann senkrecht auf den entsprechenden 
Seimen steht, entweder Avenn der Kegel gerade ist, oder wenn 
die Ebene durch dieAxe die Symmetrieebene ist, während der
selbe in anderen Fällen schiefe Winkel mit den Sehnen bildet. 
Es beruht also, wie auch von H ouseP)  gezeigt ist, auf einem 
MifsVerständnis, wenn Chasles, dessen Hauptuntersuchmigen 
in der alten Geometrie auf einen anderen Punkt gerichtet 
w a re n , und die verschiedenen Schriftsteller, welche Chasles blind 
g e fo lg t sind, meinen, dafs Apollonius sich nur mit dem erwähnten 
A usnahm efalle, in welchem die Winkel rechte waren, beschäf
t i g e .  Wir haben gesehen, dafs man diese einfacheren Fälle 
a u e b  zur Zeit des Archimedes kannte.

Nach einigen vorbereitenden Sätzen [8—10) geht Apollonius 
d a n n  dazu über, die Gleichungen für die ebenen Schnitte — 
au sg e d rü c k t durch Worte und Figuren auf die im ersten Ab
s c h n i t t  angegebene Weise — abzuleiten, indem er den ge
fu n d e n e n  Durchmesser zur Abscissenaxe, und die Hälften der 
v o n  demselben halbierten Sehnen zu Ordinaten nimmt. Der 
A nfangspunkt ist einer von den 
Durchschnittspunkten dieses Durch
m e ss e rs  mit der Kegelfläche. Der
s e lb e  ist Z  genannt in unseren 
F ig u re n  12 und 13, welche nur das 
darstellen, was in der durch die Axe 
gelegten Ebene, die den Duich- 
messer enthält, liegt; AB  und AC 
sind Seitenlinien des Kegels, BC die 
Durchschnittslinie mit der Grund
fläche.

Ist nun, wie in Fig. 12, der Durchmesser parallel der 
Seitenlinie AB, so erhält der Schnitt die Gleichung

BC'“y* =  p x .  worin p  =

Die Kun'e heifst dann eine P a ra b e l  [Satz 11].
(1)

l
*) Liouvilles Journal, ±  Reihe, T. III, S. 15T).
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Wenn zweitens, wie in Fig. 13, der Durchmesser die Ver
längerung der Erzeugenden AB  in T  schneidet, so erhält der 
Schnitt die Gleichung

wo yrp J  CD. DBZ T = a  und -J- =
(2)

wenn AD  der Z'T parallel gezogen ist. Die Kurve heifst dann 
eine H yperbel  [12].

Wenn endlich der Durchme.sser die Erzeugende AB  selbst 
in T  schneidet, so erhält man die Gleichung

f  =  p x  — ^x^- (3)

WO a und p  ebenso wie bei der Hyperbel bestimmt werden. 
In diesem Falle heifst die Kurve eine Ellipse [13].

Apollonius leitet diese Sätze — Gleichungen in unserer 
Sprache — mit Hülfe ähnlicher Dreiecke ab, etwa so, wie man 
es noch heutigen Tags thun könnte. Es ist übrigens zu be
achten, dafs die Gleichungen der Ellipse und Hyperbel mit den
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dazu gehörigen Konstantenbestiinmungen fast unmittelbar aus 
dem Hülfssatz (vei-gl. den vorhergehenden Abschnitt S. 51) her
vorgehen, welchen Archimedes auf den specielleren Fall an
wandte, dafs der Schnitt senkrecht zur Symmetrieebene (also 
auch senki*echt zur Ebene der Figur) geführt war.

Zu der (»rsten Abteilung des ersten Buches wollen Avir noch 
die Sätze 14—IG rechnen, wodurch wir zur Übereinstimmung 
mit der Einteilung gelangen, welche Apollonius selbst angiebt, 
indem er vor Satz 17 eine neue Reihe von Definitionen einführt. 
In Satz 14 wird gezeigt, dafs die beiden Aste desselben hyper
bolischen Schnitts, welche durch Erweiterung der Kegelfläche 
über ihren Scheitel hinaus erhalten werden (zo/zai dPTcxei/xeuat)̂  
kongruent sind. In 15 wird gezeigt, dafs die Gleichung für eine 
Ellipse dieselbe Form behält, wenn man den Durchmesser und 
die Sehnen mit dem Durchmesser und den Sehnen vertauscht, 
welche den gegebenen Sehnen und dem gegebenen Durchmesser 
beziehungsweise parallel sind, und in 16, dafs auch bei der Hy
perbel eine durch den Mittelpunkt (die Mitte des Durchmessers) 
parallel den Sehnen gezogene Linie („der zweite Durchmesser“ 
der Kurve) die dem gegebenen („ersten“) Durchmesser parallelen 
Sehnen halbiert. Hier sehen wir zum ersten Male einen Satz 
aufgestellt, in welchem die von den beiden  H y p e rb e l 
ästen gebi lde te Kurve als ein Ganzes b e h a n d e l t  wird,  
eine Auffassung, welche vorläufig für die Zusammenstellung der 
Eigenschaften der Ellipse und Hyperbel bedeutungsvoll ist, und 
von der Apollonius später noch wichtigere Anwendungen macht, 
wenn er auch in seiner Benennung fortfahrt die beiden zu- 
sammengehörig(‘n Aste als zwei verschiedene Kurven zu be
trachten. Das, was er eine Hyperbel nennt, ist stets nur ein 
Hyperbelast.

Eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist hier planime- 
trisch bestimmt als eint' Kurve, welche in einem System 
von Parallelkoordinaten mit einem beliebigen Winkel zwischen 
den Axen durch die Gleichung (3), (1) oder (4) dai*gestellt 
wird. Abgesehen von der Bestimmung der Lage dieser 
Kurven scheinen dieselben also von drei Konstanten abzu
hängen, nämlich jenem Winkel, p  und a. Nun wufste Apol-
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lonius^) aber aus der Lehre von den kon jug ie r ten  
D urchm esse rn ,  welche, wie im vorhergehenden Abschnitt 
erwähnt, bekannt war, dafs die vor seiner Zeit untersuchten 
Kurven, welche Schnitte an geraden Kegeln sind und durch 
Gleichungen derselben Form für rechtwinklige Koordmaten be
stimmt werden, unendlich viele Paare konjugierter Durchmesser 
haben, und dafs sie mit deren Hülfe auch auf unendlich viele 
Arten durch Gleichungen derselben Form für schiefwinklige Ko
ordinaten dargestellt werden können. Wenn er also nur eine 
Abhandlung schriebe, wobei er die vorhin erwähnte Lehre von 
den konjugierten Durchmessern als bekannt voraussetzen dürfte, 
und eine genauere Bestimmung der beliebigen Schnitte an schiefen 
Kegeln geben wollte, deren Gleichungen er nun gefunden hat, 
so würde er sofort die erwälinte Lehre benutzen können um 
nachzuweisen, dafs auch umgekehrt die durch die gefundenen 
Gleichungen bestimmten Kurven immer unter die früher unter
suchten gehören. Er schreibt indessen keine Abhandlung son
dern ein Lehrbuch, wobei er nichts über die Kur\’en als bekannt 
voraussetzen darf. Er mufs deshalb, bevor er das endliche 
Ziel des ersten Buchs erreichen kann, von den gefundenen 
Gleichungen ausgehen und auf Grundlage dieser die Lehre 
von den konjugierten Durchmessern auf bauen, welche wahr
scheinlich im voraus etwa ebenso ausgeführt gewesen ist, aber 
auf Grundlage derselben Gleichungen in rech tw ink l igen  
Koordinaten. Nur dadurch kann er zeigen, dafs die dai^estellten 
Kuiven immer  ein rechtwinkliges Paar konjugieiler Durch
messer („Axen“) haben, und dafs sie sich deshalb immer auf 
Umdrehungskegel legen lassen. Bei der Entwicklung der Lehre 
von den konjugierten Durchmessern werden indessen Tangenten
bestimmungen und andere Hülfsuntersuchungen benutzt, und 
so findet der folgende Inhalt des ersten Buchs, den wir nun 
besprechen wollen, seine Erklärung.

>) Wir reden hier unter der Vorausselzuni;, dafs Apollonius der e r s te  
gewesen ist. der alle möglichen Schnitte an Kreiskegeln untei*sucht 
hat. Sollte dies nicht der Fall gewesen sein, so Anirde ihm dadurch 
nur die Aufföhrung des hier geschilderten systematischen Baues er
leichtert worden sein.
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Auf die oben erwähnten neuen Detinitionen folgt eine Reihe 
von Sätzen (17—31], welche wir nicht genauer wiederzugeben 
brauchen. Die meisten derselben enthalten nämlich nur .solche 
Angaben über die Lage gerader Linien in Beziehung auf die 
Kurven und dadurch indirekt über die Richtung von deren 
Konkavität, welche sich unmittelbar aus einer Figur entnehmen 
Lassen, und deren nähere Begründung, wenn sie auf solche Weise 
einmal gf'funden waren, nachher keine Schwierigkeit gel)oten haben 
kann. Dieselben würden nur einen neuen Beweis für die Sorg
falt abgeben, welche die Griechen auf eine vollständige Beweis
führung verwandten. Die übrigen Sätze, namentlich 20 und 21, 
enthalten nur die Umwandlung der Darstellung der Kegelschnitte 
in die Form, mit der unsere Leser schon bei Gelegenheit unserer 
Erwähnung des Ar(*himedes bekannt geworden sind, wenn wir uns 
auch damals vorzugsweise an rc^chtwinklige Koordinaten hielten.

In 32—4̂ J folgen demnächst Bestimmungen von T a n g e n 
te'n. Die'Tangente im Endpunkte des Durchmessers, welcher zur 
Abscissenaxe geiiommen ist und den wir den D urchmesser  
nennen können, da er und d('r ihm konjugierte Durchmesser 
die einzigen bis jetzt l)ekannten sind, ist den Ordinaten pa
rallel [32]. Die Tangente in einem Punkte d(̂ r Parabel, welcher 
nicht auf dem Durchmesser liegt, wird dadurch bestimmt, dafs 
der Anfangspunkt die Mitte zwischen den Punkten wird, in 
denen Tangc'iite und Ordinate desselben Kurvenpunktes den 
Durchmess('r schneiden. 33 enthält den Satz, djifs die so be
stimmte Linie Tangente ist, und 35 den umgekehrten, dafs eine 
Tangente immer diese Eigenschaft hat. Bei der Ellipse und 
Hyperbel, welche zusammen behandelt werden, wird dieselbe 
Bestimmung dadurch vorgenommen, dafs der Durchmesser von 
Tangente und Ordinate desselben Kurvenpunktes harmonisclU) 
getc'ilt wird [34 und 30]. Für diese Bestimmung folgen in 
37—U) andere Ausdrücke, welche wir am Schlüsse dieses Ab
schnitts genauei* auseinandersetzen werden. Mittels dieser wird 
nicht nur für di(‘ Ellipse, sondern auch für die Hyperbel  die 
durch die Pro|)ortion

‘) Doch braucht Apollonius diesen Ausdruck nicht.
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(t
bestimmte (.Ti-öfse b benutzt, welche auf dem konjugierten Durch
messer so abgetragen wird, dafs ihn» Mitte auf den Mittelpunkt 
der Kurve lallt. Die so begrenzte Strecke betrachtet Apollonius 
in Folge der el)eu erwähnten neuen Definitionen, welche er erst 
an dieser Stelle benutzt, als die Länge des konjugierten 
Durchmessers ,  der  die Kurve nicht  schneidet .  Er 
wendet also da.sselbe Mittel an, welches jetzt benutzt wird, um 
Gleichartigkeit der Sätze zustande zu bringen. Die Einführung 
dieser Hülfsgröfsc» h setzt Apollonius in den Stand, nicht nur 
für die Ellipse — wo er das im Grunde schon früher im Be
weise für 15 gethan hat — sondern [in 41] auch für die Hy
perbel der Dai*stellung dcT Kurve eine Form zu geben, welche 
algebraisch durch die Mittelpunktsgleichung, bezogen auf zwei 
Durchmesser, ausgedrückt werden würde».

Die» Bestininiungen der Tangenten werden ferner benutzt 
um [in Satz 42—51] zu zeigen, dafs jede Parallele zu dem 
gegebenen Durchmesser der Parabt*! und jede Linie durch den 
Mittelpunkt der Ellipse oder Hyperljel ganz dieselben Eigon- 
schatlen hat, entweder wie der gegebene Durchmesser, indem 
die zugehörigen Sehnen dann der Tangente in seinem Schnitt
punkte (seinen Schnittpunkten) mit der Kurve parallel sind, 
oder, wenn er die Kurve, die dann eine Hyperbel ist, nicht 
schneidet, wie der ursprüngliche zweite Durchmesser.

42—45 enthalten einige hierzu diemmde vorbereitende Um
formungen der Darstellung der Kurven, ln 4()--48 wird be
wiesen, dafs der neue Durchmesser die zugehörigen Sehnen 
halbiert, und in 40—51 wird gezeigt, dafs die Kurven, wenn 
sie auf die neuen Durchmesser und deren Sehnen bezogen 
werden, auf ganz dieselbe Weise dargestellt werden wie damals, 
als sie auf die ursprünglichen bezogen war(»n, nämlich durch 
die Eigenschaften, welche wir durch die» Gleichungen (1), (2) 
und (3) airsgedrückt haben. Im folgenden Abschnitt werden wir 
uns genauer mit den Operationen b(\schäftigen, durch welche 
dies erreicht wird. Hier begnügen wir uns mit dem Resultat 
und wollen nur noch hinzufügen, dafs der dem neuen Durch
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inesser entsprechende Wert p* des P a ra m e te r s  — welchen 
Namen wir der von Apollonius auf andere Weise bezeichneten 
Konstanten geben wollen, obgleich dieselbe nur für rechtwink- 
%e Koordinaten der eigentliche Parameter ist — auf folgende 
für alle Kegelschnitte gleichartige Weise bestimmt wird.

Es sei B (Fig. 14) der ursprüngliche Anfangspunkt, E  der 
neue. J  der Schnittpunkt der Tangenten in diesen Punkten, D 
und Zt die Punkte, in denen diese Tangenten die durch B und 
E gezogenen Durchmesser schneiden; dann ist

p*

Dafs Apollonius drei Sätze für diese Transformation be
n u tz t ,  beruht darauf, dafs er erst die Parabel behandelt, dann 
den Fall, wo B und E  auf dei-selben Ellipse oder demselben 
Hj’perbelast liegen, und endlich den, wo sie auf verschiedenen 
Hyperbelästen liegen.

Nun ist Apollonius endlich so weit gekommen, dafs er zu 
dem Nachweise übergehen kann, dafs die durch die Gleichungen 
( i) , (2) und (3) dai-gestellten Schnitte an schiefen Kegeln die
selben Kuiwen sind, welche auf dieselbe Weise durch recht
winklige Koordinaten dai-gestellt und durch Schnitte an Um- 
drehungskegeln hervorgebracht werden können. Er hält sich
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sogar füi- so gut vorbereitet, dafs er um das letztere zu be
weisen sich unmittelbar die Aufgabe [52—55] stellt: eine Parabel, 
Flyperbel oder Ellipse „zu f inden“  ̂ wenn die Lage des An
fangspunktes und des Durchmessers, die zugehörige Ordinaten- 
richtung samt der Länge des Parameters und für Ellipse und 
Hyperbel zugleich die Länge des Durchmessers gegeben sind, 
also mit anderen Worten, wenn die Kurve durch ihi*e Gleichung 
gegeben ist. Aus der Lösung ist nämlich ei*sichtlich, dafs eine 
solche Kurve „zu finden“ bedeutet, dieselbe als Schnitt eines 
Umdrehungskegels zu bestimmen. In Wii*klichkeit zeigt sich 
indessen, dafs diese für jede von den drei Kurven einzehi ge
stellte Aufgabe aus zw(ü Aufgaben besteht, die jede für sich 
gelöst werden. Apollonius beginnt nämlich mit der Annahme, 
dafs die Ordinateii rechte Winkel mit dem Durchmesser bilden, 
und löst die Aufgabe für diesen Fall, bei dem er allerdings 
nicht in der Lage ist von den vorhergehenden planimetri.schen 
Untersuchungen Gebrauch zu machen. Denmächst zeigt er, 
wie andere Fälle sich auf diesen zurückführen lassen, da 
man stets einen Durchmesser konstruieren kann, der auf den 
zugehörigen Ordinaten senkrecht steht. Wenn dieses wichtige 
Faktum auch nicht in Form eines Theorems oder eines be
sonderen Problems aufgestellt ist, so geht die Bedeutung, die 
er demselben beilegt, aus der Sorgfalt hervor, mit der er diese 
Bestimmung einer Axe vorbereitet hat.

Diese letztere Bestimmung, mit der wir hier beginnen 
wollen, stützt sich auf die oben (Fig. 14) mitgeteilte Bestinmiung 
des Parameters p \  welcher zu dem Durchmesser durch den 
Punkt E gehört. Dieser Durchmesser und der zugehörige Para
meter p* werden nun als gegeben betrachtet, während der 
Durchmes.ser durch B  eine Axe sein und also auf der Tangente 
in B senkrecht stehen soll. Wir wollen hinsichtlich der Ellipse, 
um uns an die vorliegende Figur halten zu können, die Analysis 
wiedergeben, welche der von Apollonius synthetisch dargestollten 
liösung [54] entspricht, und die Ordinate EV  von E  an die 
Axe OB ziehen, .sowie FG parallel der Tangente DE. Dann wird 

 ̂ ^EJ FG FG ^
P -- J U J j ' /3 C ■ /l'/l ■ ’GE GO
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(l*
WO w ir  den Halbmesser OE =  j^esetzl haben. Uni dieAxe
OB zu  bestimmen kommt es also nur darauf an auf dem Halb
kreise über OE als Durchmesser einen solchen Punkt F  zu

bestimmen, dafs den gegebenen Wert erhält.

Apollonius sagt, dafs man dies thuii soll. Wenn er nicht 
sagt a u f  welche Weise man es thun soll, so mufs der Grund 
dafür der sein, dafs er es für so einfach hält, dafs ein genauerer 
Hinweis, der überdies die Darstellung weitläufig machen würde, 
überflüssig wäre. Eine Lösung dieser Nebenaufgabe liefse sich 
dadurch finden, dafs man sich EG bis zum zweiten Schnitt
punkt F* mit dem Kreise verlängert denkt. Dann wird nämlich 

FG - FG
EC—GD ** CF* ' Sehne FF* soll also in einer gegebenen

Richtung so gezogen werden, dafs sie von dem Durchmesser

EO nach dem gegebenen Verhältnis ^  geteilt wird. Da die

Mitte M der Sehne auf einem anderen bekannten Durchmesser
FG 2i)*liegen mufs und das Verhältnis =  - - —- auch bekanntMG p* — a*

w ird , so läfst diese Aufgabe sich leicht lösen. Dafs Apollonius 
w irklich so verfahren ist, wird dadurch wahrscheinlich, dafs er 
am  Schlüsse des zweiten Buches eine ähnliche Aufgabe auf ähn
lich e  Weise gelöst hat. (Vergl. Ende des 5ten Abschnitts, Fig. :24).

Es ist leicht ersichtlich, dafs Apollonius’ Lösung mit der
je n ig e n  übereinstimmt, welche man findet, wenn man auf 
e in a n d e r  senkrechte Sehnen sucht, welche einen Punkt der 
K u r v e  mit den Endpunkten des gegebenen Durchmessers ver- 
b in c le n ;  nur würde man dann diesen ganzen Durchmesser und 
nich.lL seine Hälfte zum Durchmesser des Hülfskreises nehmen.

Die Aufgabe wird ganz auf dieselbe Weise für die Hyperbel 
g e l o s t  [53]. Für die Parabel wird sie, wenn wir dieselben 
Bez-e^ichnungen wie in Fig. 14') benutzen, wo dann die Durch
m e sse r  durch B  und E  mit Parallelen zu vertauschen sind.

')  Vei’gleiche im Folgenden Fig. t21.

i
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dadurch gelöst, dafs die Senkrechte auf KD in D den Durcli- 
inesser durch E  in einem solchen Punkte H  sclnieiden inufs.
dafs E H 2 Der Punkt D und dadurch die Axe DB lassen 
sich dann leicht bestininien.

Was demnächst Apollonius’ Bestinmiung eines durch einen 
gegebenen Kegelschnitt gelegtem Umdrehungskegels betriflft, wenn 
die Axe und ihr ZAigehöriger Parameter p  gefunden sind, so 
wird diese für die Parabel leicht aus dem durch (1) gegebenen 
Ausdruck für p  gewonnen, ln solchem Falle mufs man, wenn 
Z Y  parallel CB gezogen ist, A Z  =  A Y  haben — was nicht 
der Fall ist in Fig. 12, die im übrigen anzuwenden ist —, und 
man erhält dann ZY^^ ^  p . AZ, Wählt man also A Z  be
liebig — doch, wie Ai)ollonius ausdrücklich bemerkt, gi’öfscT als
^ -----so ist Dreieck A Z Y  vollkommen bestimmt.

Die L(*)sung. welche Apollonius für dieselbe Aufgabe bcdrefl's 
der Ellipse und Hyperbel giebt, läfst sich an die Bestimmung 
des Paranu^ters in den Formeln (2) und (3) sowie an Fig. 13, 
in der wir aus dieser Veranlassung die punktit^rteii Linien hinzu— 
gefügt haben, anschliefsen. Von disen is t .4 r  parallel BC. MaiL 
hat zufolge (2) und dijs oft erwähnten Archimedischen Hülf- 
satzes (S. 51)

^  _  CI). DB _
a ~  Äl)^ Z V . V T '

Süll nun der Kegî l ein Uindrehungskegel sein, so mufs man 
— was in Fig. 13 nicht der  Fall is t ' )  — haben.

') Der Grund, weshalb wir dessenungeachtet diese Figur heibehalten, 
ist der. dafs dadurch teils der Anschlufs an die im voraus ent
wickelte Lehre von Schnitten an beliebigen Kreiskegeln deutlicher 
wird, teils die Figur zeigt, dafs dieselbe Losung sich auch anwenden 
lassen würde, wenn die Aufgabe die allgemeinere wäre: durch einen 
gegebenen Kegelschnitt einen schiefen Kreiskegel zu legen, der einem 
gegebenen rdinlich ist. Indem dann nämlich aufser Z. TAZ  auch 
Z  TAV ^  Z  ABC  gegeben ist, wird dadurch der Punkt V voll
kommen bestimmt. Auf diesen Umstand, der hier, wo es eben darauf 
ankommt einen geraden Kegel zu erhalten, ohne Bedeutung ist, 
werden wir durch eine Bemerkung in unserer Besprechung von Apol
lonius’ sechstem Buche zurückkommen. Man vei*gl. den 17*®“ Abschnitt,



a n d  die Linie Ijalbiert dann den Nebenwinkel vom Scheitel
w in k e l  CAB des Kegrels. Liilst man die Gröfse, über w(*l(‘he 
11 m n  auch in diesem Falle frei darf disponienai können, den 
Selieitehvinkel des Kegels sein, so mufs der Scheitel A des 
K e g e l s  auf einem durch diesen Winkel bestimmten Kreise über 

Axe TZ  des Kegelschnitts als S(dme liegen, und zwar 
m u f s  er auf dem einen oder anderen der beiden Bogen Z T  
lie -g 'en , je nachdem die Kune (*ine Ellipse oder eine Hyper- 

sein soll. Die Linie A T  mufs die Mitte T des Bogens 
t r e f P e n , welcher in beiden Fällen aufserhalb des Kegels 
f i l l l t .  Der Punkt V  ist dann bestimmt, und wenn man aus

d e ^ i i i  soeben gefundenen Ausdruck für ^  den W’ert ab

l e i t o t ,  so läfst die durcli den Punkt V gehende Linie VUA und 
d a d i- i rc h  der Scheitel .4 des gesuchten Kegels sich leicht be-
sitii'iiin en .

Auf diese Weise löst Apollonius seine Aufgabe, doch ohne 
L i i e r  zu sagen, dafs man durch Einführung des Kreises Z A T  

Scheitelwinkel des Kegels eine gegebene Gröfse beilegt. 
Dag'c^gen versäumt er nicht anzuführen, dafs es bei der Kon- 
sitrviktion der Hyperbel notwendig ist den Kreis über TZ  so zu 
w ä h le n , dafs das Verhältnis zwischen dem Abstand des Pnnktt»s 

von TZ  und der Höhe des Kreisabschnitts TA Z  nicht gröfser

a ls  j H .  Die ganze Behandlung ist, wie sich spät(‘r zeigt, ein

dem  Bedürfnis des Augenblicks angepafster Auszug aus einer 
selbständigen Behandlung der Aufgabe: durch (‘inen gegebenen 
Kegelschnitt einen Umdrehungskegel zu legen, der einem gc»- 
gebfnen ähnlich ist; erst im öten Buch findet Apollonius Ge
legenheit diese Aufgabe vollständig in der Form zu b(‘handeln, 
welche die Alten bei Konstruktionsaufgaben und deren Lö
sungen zu beobachten pflegten.

H o u s e l ,  der dem Apollonius keinen bestimmten Plan hin
sichtlich der Abfassung des ersten Buches beizuleg(‘n scheint und 
des;halb den hier besprochenen Lösungen der Aufgaben 52—53 
nicht dieselbe Bedeutung zuschreibt wie wir. betrachtet diese Auf- 
gaV^en nur als Umkehrungen derjenigen am Anfänge des Buches,

Hauptplan: Identität mit Schnitten an Umdrehimgskegeln. 75
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WO es darauf ankani die Beschaflenlieit gegebener Schnitte an 
gegel)oiien Kegeln zu finden^). Hiernach sollte es also nur die 
Absicht des Apolloniiis gewesen sein Kegel, gerade oder schiefe, 
zu finden, welche tlurch gegebene Kegelschnitte gehen. Für 
eine solche Auffiissung spricht vielleicht der Umstand, dafs 
Apollonius die Aufgabe so foriimliert, wie wir erwähnt haben: 
eine Parabel, Hyperbel oder Ellipse zu f inden,  wenn u. s. w. 
Denn da er urspriinglich in 11 —Di diese Namen so eingeführt 
hat, dafs dieselben sich mit gleichem Rechte auf Schnitte a » _  
schiefen und an geradiai Kegeln anweiideii lassen, und da (Üä - 
Identität dieser Schnitte erst aus der Art liei*vorgelit, wie en* 
die Aufgaben 5i2—55 löst, so betleuteii di(j gestellten AufgabeiM. 
dem Wortlaute nach nur: „irgend einen Kreiskegel durch d ie  
durch ihre Gleichung bestimmte Kurve zu legen“.

Hätte Apollonius nun wirklich nichts anderes beabsichtigt, 
so erscheint es mir am wahrsclKMiilichsten, dafs er die um
gekehrten Aufgaben gleich nach den direkten gelöst haben 
würde, und dazu würde ihn eine vereinigte Anwendung der 
stereometrischen Betrachtungsweise im Anfänge des Buches und 
solcher Operationen wie die sind, welche wirklich zur Auflösung 
der Aufgaben 53 —55 in den speciellen Fällen, wo das gegebene 
Koordinatensystem rechtwinklig ist, angeweiidet werden, befähigt 
haben. Was er aber auch beabsichtigt haben mag, so steht

Liouville'.s Journal, Uoilie, T. III, S. KK». Housel hat in jedem 
Falle Apf>Iloiiius milsverstanden, wenn er saikH, dafs dersell>e diese 
Kurven auf einen Ketrol legt. dt‘r ein gerader wird, wenn die Axen 
rechtwinklig .sind; er legt dieselben nänilich in allen Fällen auf einen 
geraden Kegel. Die Bemerkung, «lafs die hier gelbsten umgekehrten 
Aufgaben im (Trunde dieselben sind wie die direkten, deutet auch auf 
eine oberflächliche Betrachtung" der initgeteilten Lbsiingen. Huusels 
abweichende AutTa.ssung kann sich also nur auf die etwas unklare 
Form stützen, in der Ai)ollonius die Aufgaben stellt. In den folgenden 
Zeilen erwrdint Hou.sel allerdings, dafs Apollonius „die Form der Kur
ven durcli Betrachtung iler rechtwinkligen Axen zu präcisieren sucht“ ; 
aber er scheint vollstämlig zu übersehen, dafs schon hier eine exakte 
nestiimnung derselben und dadurch ein exakter Beweis für ihre 
Kxisleiiz gegeben wird. Narb einer Äufserung von Housel S. U53 bei 
Besprechung «los zweiten Burb< würde «lieser Beweis erst im 7*®“Buclie 
gegeben sein.

J
J

J
i

4
J
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und die Linie-4 T lialbiert dann den Nebenwinkel vom Scheitel
winkel CAB des Keg:els. Läfst man die Gröfse, über welche 
man auch in diesem Falh  ̂ frei darf disponieren können, den 
Scheitelwinkel des Kegels sein, so mufs der Scheitel A des 
Kegels auf einem durch diesen Winkel bestimmten Kreise über 
der Axe TZ  des Kegelschnitts als Sehne liegen, und zwar 
mufs er auf dem einen oder anderen der beiden Bogen Z T  
liegen, je nachdem die Kune (‘ine Ellipse oder eine Hyper
bel sein soll. Die Linie A V  mufs die Mitte J'' des Bogens 
treffen, welcher in beiden Fällen aufserhalb des Kegels 
fallt. Der Punkt T ist dann bestimmt, und wenn man aus

n VAdem soeben gefundenen Ausdruck für — den Wert ab-a V L
leitet, so läfst die durch den Punkt V gehende Linie W A  und 
dadurch der Scheitel A des gesuchten Kegels sich leicht b(‘- 
stiminen.

Auf diese Weise löst Apollonius seine Aufgabe, doch ohne 
hier zu sagen, dafs man durch Einführung des Kreises Z A T  
dem Scheitelwinkel des Kegels eine gegebene Gröfse beilegt. 
Dagegen versäumt er nicht anziiführen, dafs es bei der Kon
struktion der Hyperbel notwendig ist den Kreis über TZ  so zu 
wählen, dafs das Verhältnis zwischen dem Abstand des Punktes 
V von TZ  und der Höhe des Kreisabschnitts TAZ  nicht gröfser

als Di(* ganze Behandlung ist, wie sich spät(T zeigt, ein

dem Bedürfnis des Augenblicks angepafster Auszug aus einer 
selbständigen Behandlung der Aufgabe: durch einen gegebenen 
Kegelschnitt einen Umdrehungskegel zu legen, der einem ge
gebenen ähnlich ist; erst im (Uen Buch findet Apollonius Ge- 
k^genheit diese Aufgabe vollständig in der Form zu bc'handeln, 
welche die Alten bei Konstruktionsaufgal)en und deren Lö
sungen zu b(‘obachten pflegten.

Honsel ,  der dem Apollonius keinen bestimmten Plan hin
sichtlich der Abfassung des ersten Buches beizulegen scheint und 
deshalb den hi(‘r besprochenen Lösungen der Aufgaben 52—55 
nicht dieselbe Bedeutung zuschreibt wie wir, betrachtet diese Auf- 
galien nur als ümk(‘hrungen derjenigen am Anfänge des Buches,
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anwandteii. Abgesehen von der alle mathematische Untersuchung 
umtassendon analytischen Methode und der Darstellung solcher 
hierher gehörigen allgemeinen Hülfsmittel wie die sind, welche 
sich in Euklids Data linden, scheinen die Griechen indessen 
nicht den bedeutungsvollen Schritt gethan zu haben d ie se  
Methoden und die Regeln für ihre Anwendung a u s d r ü c k 
lich aufzustel len.  Man wird sich «also durch den häuligen 
Gebrauch diese Regeln angeeignet haben. Wir dagegen können 
um so viel leichter die wichtigsten dei* angewandten Methoden 
heraustlnden und hervorheben, als dieselben unter diejenigen 
gehören, welche später in der ana ly t i schen  G eometr ie  be
stimmt formuliert worden sind.

Was zuerst in die Augen lallt, und was wir nicht nur bei 
Apollonius antreifen, soiuhn-n auch bei Archirnedes gefunden 
haben, ist der G ebrauch  von Koordinaten.  Wir imbeii 
gesehen, dafs diese ganz wie heutigen Tages zur Bestimmung 
von Punkten gebraucht wurden, und dafs eine Kurve durch 
solche, geometrisch ausgedruckte Eigens(‘haften aller ihrer Punkte 
dargestellt wird, welche nach unserer Darstellung im ersten Ab
schnitt für die Griechen dasselbe waren, wie Gleichungen für uns.

Ferner zeigte sich bei unserem Überblick über das ei’ste 
Buch des Apollonius, dafs er, um die Beschaffenheit einer ge
wissen Kuiwe, nämlich eines Schnitts an einem schiefen Kegel, 
zu linden, die Gleichung derselben  in einem gewissen 
Koordinatensystem (im allgemeinen in einem schiefwinkligen) 
suchte ,  und darauf, indem er aus der gefundenen Gleichung 
diejenige ableitete, welche dieselbe Kurve in einem anderen 
(rechtwinkligen) Koordinatensystem darstellte, zur Kenntnis ge
langte, dafs dieselbe unter im voraus bekann te  K u rv e n 
a r ten  gehörte. Endlich haben wir erwähnt, dafs die fü r e ine  
Kurve gefundene  Gleichung d irekt  b enu tz t  wird um 
ihre Tangenten zu bestimiiujii und neue Eigenschaften abzuleiten. 
Bei diesen Untersu(.*hungen wurde von einem beliebigen Durch
messer und dem zu ihm gehörigen Sehnensystem ausgegangen; 
aber es steht d(u- Annahme nichts irn Wege, dafs man früher 
eine der Axen der Kurve auf dieselbe Weise benutzt habe. 
Eine solche Annahme stimmt damit, dafs Apollonius in seiner
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Vorrede aiisdrücklicth nur den Anspruch erhebt, in den ersten 
Büchern früher bekannte Dinge vollständiger und allgenieiner 
zu behandeln’).

Alles hier angeführte stiinint vollkommen mit den Metlioden 
der Gegenwart überein. Der Unterschied macht sich erst gel
tend bei der Behandlung von Einzelheiten, welche jetzt durch 
algebraische Umformungen erfolgt, während die Alten auf geo
metrische Operationen angewiesen waren. Ein Teil von diesen 
gehört indessen unter die im erst(‘ii Abschnitt besprochene 
geometrische Algebra, wodurch d(T Gedankengang, der sich 
durch die geometrischen Operationen hindurchzieht, oft derselbe 
wird wie der, welchen wir in der Zeichensprache der Algebra 
ausdrückeri. Deshalb werden wir auch in der folgenden Aus
einandersetzung über die Beweisführung in Apollonius' erstem 
Buche, die wir bei unserem Überblick über dessen Inhalt nicht 
niitnehmen konnten oder die wir anzudeuteii uns begnügen 
mufsten, von diesei- Zeicheasprache zur Abkürzung der Dar
stellung durchgehends Gebrauch machen.

AVir wollen damit beginnen zu zeigen, wie Apollonius die 
in unserem ersten Abschnitt bei den Figuren G und 7 erwähnte 
geometrische Darstellung der Gleichungen der Kegelschnitte, 
die wir zusammenfassend folgendermafsen sclaeiben können

(4)
worin Y ^  p + ax die unter rechtem Winkel errichtete Ordi
nate der Hülfslinie BE  bedeutet, zur Bestimmung des Durch
schnitts der Kurve mit einer gegebenen, durch den Anfangspunkt 
gehenden länie verwendet. Nimmt man an, dafs diese ge
gebene gerade Linie durch den Punkt (jti, geht, und nennt
man ihi(.‘ zur Abscisse x gehörige Ordinate .so erhält man

=  — , und folglich —  =  welcher Ausdruck gleich Y*
X  1 1
ge.setzt wird. Wird mm ein Punkt (x, P )  in das rechtwinklige 
Hülfskoordinatensystem eingeführt, so wird derselbe eine gerade 
Linie, welche durch den Anfangspunkt geht, durchlaufen. Da, 
für dasselbe x, aus Y =- Y* sich y =  y* ei*giebt, so erhält der

') Veigl. Anhang 1.
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Schnittpunkt dieser Linie mit der ersten Hülfslinie dieselbe 
Abscisse wie der gesudile Schnittpunkt. Dieser wird dann so 
bestimmt, wie Fig. 15 für die Ellipse zeigt, wo G der gegebene

Punkt (j-j, yj) ist, CH =  —̂  abgetragen ist, und die Be

zeichnungen im übrigen dieselben sind wie an Fig. (>. Die

Hüllslinien sind dann BE  und ÄH, deren Durchschnittspunkt J  
mit Hülfe der Ordinaten JL  und L K  den gesuchten Punkt K  
bestimmt, in dem der Kegelschnitt die Linie AG schneidet.

Die Abscisse des Schnittpunktes K  ist also wie in der ana
lytischen Geometrie als der Wert von x  bestimmt, für welchen 
der Kegelschnitt und die gegebene Gerade dieselbe Ordinate 
erhalten. Nur ist die mittels Division durch x  erhaltene Glei
chung ersten Grades graphisch  durch die beiden Hülfslinien 
gelöst.

Die hier gegebene Bestimmung des Schnittpunktes zwischen 
dem Kegelschnitt und einem durch den Anfangspunkt gehenden
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Geraden wird [in 3i2] benutzt um zu beweisen, dafs die Tan
gente im Endpunkte eines Durchmessers, der als Anfangspunkt 
genommen ist, den zum Durchmesser gehörigen Sehnen parallel 
i>t. Es ist allerdings früher [in 17] bewiesen, dafs diese Pa
rallele, A T  in Fig. 15, nur den Anfangspunkt mit der Kurve 
gemeinsam hat und im übrigen aufserhalb derselben liegt; aber 
daraus folgt nicht mit Notwendigkeit, dafs dieselbe eine Tan
gente ist, denn es liefse sich ja auch denken, dafs die Kurve 
eine Spitze habe. Deshalb beweist Apollonius [in 32], dafs 
keine Gerade zwischen A T  und die Kurve fallen kann. Der 
Wrsuch eine solche zu ziehen erweist sich nämlich dadurch 
als unmöglich, dafs man auf dieser den Punkt K  bestimmen 
kann, welcher nicht aufserhalb der Kuiwe li(‘gt.

Ganz anders verfahrt Apollonius [iii33--3G] bei Bestimmung 
der Tangente in einem Punkte (x, y), w’elcher nicht auf dem 
Durchmesser liegt, wobei man zu beachten hat, dafs es noch 
nicht bewiesen ist, dafs durch jeden Punkt der Kuiwe ein 
Durchmesser mit denselben Eigenschaften wie der gegebene 
geht. Bozeichnet man die laufenden Koordinaten der Tangente 
in (.r, y) mit x* und y', so wird die Tangente dadurch be
stimmt, dafs man für alle anderen Punkte der Tangente als 
el>on den Berührungspunkt haben mufs:

y'

P P
Für die Parabel, wo « =  0, läfst sich leicht beweisen, 

dafs diese Bedingung von der Linie erfüllt wird, welche den 
Durchmesser in demselben Abstand x vom Anfangspunkt wie 
die Ordinate des Punktes schneidet, aber auf der entgegen-
g e s e t z t e n  S e i t e . F ü r  d ie s e  L in ie  ej^tullt m a n

(.r +  j - 'p  4 x * ’

a b e r - U “'
4 .rX ' (j- +  X ' ) -

d a
/JT +  X ‘ \*

......2  ~ )  '

m it h in t l  u l .
.r' X
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(
JC I *c^\ ^
—ö— ) ’ Rechteck, dessen

Seiten eine gegebene Summe haben, seinen gröfsten Weil 
erhält, wenn die Seiten gleich grofs sind, ist bei Euklid VI, 27 
bewiesen, wo, wie wir im ersten Abschnitt gesehen haben, die 
Bedingung für die Lösbarkeit der Gleichung au; — x* =  6* an
gegeben wird.

Durch Benutzung eines besonderen Kunstgriffs wird Apol- 
lonius in den Stand gesetzt diesen Satz auch zur Bestimmung 
der Tangente in einem Punkte D einer Ellip.se oder Hyperbel

anzuwenden. Die aufgestellte Bedingung läfst sich mit den 
Bezeichnungen, welche Fig. 16 enthält, ausdrücken durch

^  CD^
A C '. C‘B  ^  ÄC . C B '

oder EC^ >> EC^
A €‘ . CB " A C . CB 

Nun weifs man, wenn 4 Punkte A, B, C, D einer Geraden 
von einem Punkte P  auf eine der PI) parallele Gerade proji- 
dert werden und .4,, 6', die Projektionen von A, B,  C
sind, dafs dann

A C .B D  _  .4,C,
B c : Ä i ) ~  B ^C ,'

Darf man annehmen, dafs Apollonius diesen speciellen Fall 
des Satzes von der Unveränderlichkeit des anharmonischen
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V'erhältnisses durch Projektion gekannt habe, so wird der 
Gedankengang in seinem etwas weitläufigen Beweise einfach 
genug. Er wird dann folgendermafsen überlegt haben. Wenn 
in Fig. 10 die Punkte A,  C, O von einem Punkte P  auf 
eine der PK parallele Gerade in den Punkten 6\, C\
projiciert werden, so ergiebt die aufgestellte Relation, die sich 
auf die Form

ÄC.EO  OB. EC 
A O .E C  ^  CB.EO

bringen läfst, dafs
A,C , .C^B ,  >  A , C \ . C \ B , .

Der Punkt wird nach dem eben citierten Satze bei 
Euklid dieser Bedingung für ein Maximum genügen, wenn 6\ 
die Mitte von A^B^ ist, also wenn Â Cŷ  — Ein wieder
holter Gebrauch des Hülfssatzes über Projektion giebt dann, dafs 

A C .E B  _  A ^  _
C B.EA  C,By ’

oder dafs C und E  einander harmonisch zugeordnet sind mit 
Beziehung auf A und B.

Apollonius nimmt [Satz 34] D zum Projektionscentrum 
und projiciert auf eine durch A  zur DE  gezogene Parallele. 
Abgesehen von der synthetischen Fonn weicht sein Beweis 
dafür, dafs die auf die angegebene Weise bestimmte Linie ED 
wirklich eine Tangente ist, von der hier mitgeteilten analytischen 
Ableitung desselben nur dadurch ab, dafs er nicht den Hülfs- 
satz über Projektion citiert, sondern dessen zweimalige Anwen
dung mit Hülfe ähnlicher Dreiecke beweist, und diese Beweise 
einen Teil seiner eigenen Beweisfühmng ausmachen läfst ̂ ). 
Die Entstehung des ziemlich weitläufigen Beweises läfst sich 
leicht durch die Annahme erklären, dafs der Verfasser desselben 
selbst den erwähnten Hülfssatz gekannt hat, diesen aber nicht 
bei seinen Lesern als bekannt hat voraussetzen dürfen. *)

*) Das habe ich genauer nachgewiesen durch ein Referat des Beweises 
in Tidsskrifl for Mathematik, 1882, S. 98. H ou sels Wiedei-gabe des 
Beweises (Liouville, 2. Reihe, T. III, S. 158) hat fast gamichts mit 
Apollonius' eigener Bewelsfiihning gemein.
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Für die Richtigkeit dieser Annahme spricht das, was wir 
sonst über die Kenntnis desselben Hülfssatzes iin Altertum 
wissen. Derselbe kommt ebensowohl wie der — nach der 
modernen Auffassung unendlich ferner Punkte — allgemeinere 
Satz über die Unveränderlichkeit des anhannonischen Verhält- 
nis.ses durch Projektion unter den Hülfssätzen des Pappus zu 
Euklid.s Büchern  über  die Porisnien^) vor, und es läfst 
sich kaum bezweifeln, dafs er unter der einen oder andern 
Form in diesem Werke zu finden gewesen ist 2). Dann ist es 
ganz natürlich anzunehmen, dafs Apollonius den benutzten 
Hülfssatz aus den PorIsmen gekannt hat; aber da er dieses 
Werk nicht direkt benutzt, so ist sein angeführter Beweis ent
standen. Im übrigen kann dieser Beweis oder doch der Grund
gedanke desselben auch direkt Euklid angehören und in seinen 
Büchern über die Kegelschnitte dargestellt gewesen sein.

Apollonius formt |in 37—40] die Bestimmung der Tangente 
um mit Hülfe der Jetzt gebräuchlichen Umformungen der Rela
tion zwischen vier harmonischen Punkten, die sich leicht durch 
das im zweiten Buch der Elemente benutzte Verfahren ausführen 
lassen. Ist also 0  der Mittelpunkt, so findet er (Fig. IG), dafs

OC.OA’ =  0.1* (I)

woraus man ferner durch Subtraktion von OĈ  findet:
OC.CE =  AC.CAi, (II)

also zufolge dc*r Gleichung der Kurve, dafs

0/;* =  OC.CE, *) (ni)

*) Iper Hnlfssalz, Pappus, Buch VII, 137.
*) Es ist allenlin^'s etwas schwierig aus den Hülfssätzen des Pappus auf 

das zu schliefsen. was sich in dem Werk, zu dem sie gehören, findet; 
denn Pajipus fugt sie ja eben hinzu, Aveil er ihre BeAveise im Werke 
vermifst. Aus den Kommentaren des Pappus zu Schriften, die AA’ir 
kennen, kann man indessen schliefsen, dafs auch sonst in der Regel 
Pappus*Satze selbst im HauptAverke benutzt sind, indem sie enUveder 
in derselben o<ler in einer anderen Form als bekannt betrachtet, oder 
etAvas andei*s als bei Pappus beAviesen AA'erden.
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eine  Relation, deren Anwendung bei der Transformation von 
Koordinaten wir bald kennen lernen werden.

Zieht man ferner den den Ordinaten parallelen Durchme.sser, 
dessen Länge b — für die Hyperbe l  durch  Defini t ion — 
bestimmt ist durch

p_ _  
a ’

und schneidet dieser (Fig. 16) die Tangente ED in G und die 
der parallele Gerade DF  in F , so läfst sich die Gleichung 
(III) durch Benutzung ähnlicher Dreiecke folgendermafsen um
form e n :

^  _  CD^ _  OF. OG __ OF,FG
a OC.CE ~  OC. OE "" OĈ  * 

und hieraus erhält man, da OC -= FD, teils unmittelbar
a

(IV)

(III b)

( I b )

— .O F .F G ,
P

teils durch Benutzung von (I)

OF.OG = ( A y .

F ü r die Ellipse folgen diese letzten Gleichungen eigentlich 
unm itte lbar aus den entsprechenden (I) und (III), da Apollonius 
b e re i ts  früher [in 16] die Vertauschung Durchmessers der 
EHlipse mit dom konjugierten gezeigt hat. Für di(? Hj^ierbel 
d agegen  haben dieselben gröfsere Bedeutung und werden im 
z w e iten  Buche beim Studium konjugierter Hyperbeln benutzt.

Noch bleibt uns übrig klar zu legen, wU) Apollonius den 
S a tz  ableitet, dafs die Kegelschnitte unendlich viele Durchmesser 
m i t  denselben Eigenschaften wie die ursprünglich gegebenen 
h a b e n .  Das erreicht er durch Umwandlungen der geometrischen 
F o r m  der Gleichungen für die Kurven und durch den Übergang 
z u  neuen  Koordinatensystemen. Die hierher gehörigen Opera
t i o n e n  haben indessen eine so weitreichende Bedeutung in der 
a n tilc e n  Lehre von den Kegelschnitten, dafs sie zusainmengefafst 
im  nächsten Abschnitt behandelt werden müssen; in diesem 
w erd en  dann auch andere noch nicht erwähnte Beweise», die 
s\cH im ersten Buch des Apollonius finden und deren Kenntnis 
vom Bedeutung ist, ihre Darstellung finden.
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Vierter Abschnitt
Umformung der Gleichungen der Kegelschnitte; Transformation 

der Koordinaten.

Wii* haben gesehen (S. 32), dafs Apollonius die Kegelschnitte 
durch die Gleichung

y* =  p x  +  ax^
darstellte, wo x und y Parallelkoordinaten sind; nur war diese 
Gleichung für Apollonius eine Gleichung ersten Grades zwischen 
den Flächen des Quadrates y*, des Rechtecks p x  und des 
Rechtecks ax .x^  oder noch einfacher zwischen dem Quadrat 

und dem Rechteck x ( p ’\-ax).  Die Konstanten waren durch 
die Figur selbst gegeben, namentlich durch eine Hülfslinie, deren 
rechtwinklige Ordinate die Höhe p ax  des Rechtecks wurde. 
Wir haben ferner erwähnt, dafs Apollonius  zu dieser Form 
der Gleichung nicht nur durch Beziehung auf ein einzelnes, 
durch die stereometrische Bestimmung gegebenes Koordinaten
system gelangte, sondern auch durch Cbei-gang zu neuen, in 
denen die eine Axe ein Durchmesser, die andere die Tangente 
in dessen Endpunkt war. Teils bei diesem Übergange, teils 
bei anderen Gelegenheiten treffen wir auf Darstellungen der 
Kegelschnitte durch andere  Gleichungen e r s ten  Grades  
zwischen F lächen ,  die sich leich t  aus solchen zu 
sammensetzen  la ssen ,  welche a:*, xy,  y*, a?, y p r o p o r 
t ional  s ind ,  wenn x  und y K oord ina te n  eines P a r a l l e l 
koord ina tensys tems  sind. Die Betrachtung der durch eine 
solche Zusammensetzung gegebenen Verbindung mit der ana
lytisch-geometrischen Gleichung in einem Parallelkoordinaten
system kann fü r uns nützlich sein, um dadurch auf uns 
bekannten Wegen den richtigen Blick für die Anwendbarkeit 
mancher Darstellungen der Alten und für die Verbindung der
selben unter einander zu erhalten; aber die antiken Darstel
lungen weichen von unseren entsprechenden insofern wesent
lich ab, als die Griechen nicht so sehr darauf ausgingen, 
die feste Figur so einfach wie möglich zu machen, sondern
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vielmehr darauf, die Gleichungen — welche sie in Worten aus- 
drucken mufsten — einfach zu gestalten. Deshalb suchten sie 
durch Einführung fester Hülfslinien und durch Vertauschung 
der Linien, welche durch den beweglichen Punkt parallel den 
Koordinatenaxen gezogen wurden, mit neuen Koordinaten
richtungen teils alle Koefficienten der Glieder in die durch die 
Glieder bestimmten Flächen selbst hineinzuziehen, teils den 
Flächen solche Formen zu geben, dafs sie sich zusammenziehen 
liersen, so dafs die Anzahl der Glieder in den Gleichungen ver
ringert wurde. Beides war, wie wir gesehen haben, in der 
soeben erwähnten ursprünglichen Darstellung des Apollonius 
durch eine Hülfslinie erreicht worden, und dasselbe Hülfsmittel 
der Vereinfachung fanden wir in Archimedes’ Darstellungen der 
Parabel (S. 60) benutzt, wo die Gleichung die Form einer Propor
tion hatte. Bei Apollonius war die Hülfslinie dadurch, dafs sie in 
einem besonderen rechtwinkligen Koordinatensystem dargestellt 
wurd?, als ein Mittel bezeichnet, welches dem vorliegenden 
schiefwinkligen Koordinatensystem fremd war, und zur Dar
stellung der einzelnen bestimmten Kurven in demselben dienen 
sollte. Indessen ist das nicht überall der Fall. An anderen 
Orten könnte vielmehr Veranlassung gegeben sein, den ganzen 
Apparat von festen Linien als ein komplicierteres Koordinaten
system zu betrachten. Will man aber auch in diesem Falle 
der Übersichtlichkeit wegen versuchen die Kurve als auf ein 
einfaches Koordinatensystem bezogen zu betrachten, während 
man die übrigen festen Linien an Stelle der Konstanten in 
den modernen Gleichungen treten läfst, so kann man etwas 
zweifelhaft sein, welche der benutzten festen Linien man als 
Koordinatenaxen betrachten soll, oder ob man sich möglicher
weise da, wo die Alten Koordinatenrichtungen, welche nicht
gezeichneten geraden Linien parallel sind, eingeführt haben, 
ganz neue Axen mit diesen Richtungen eingeführt denken soll. 
Wenn sich auf diese Weise die Bestimmungsmethode der Alten 
ungefähr gleich leicht durch Beziehung auf zwei verschiedene 
Parallelkoordinatensysteme ausdrücken läfst, so wird dadurch 
unser Übergang zwischen diesen beiden Systeme überflüssig 
gemacht, oder richtiger, derselbe wird ersetzt durch die Ände
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rungen in der geometrischen Darstellung der Konstanten, welche 
zu einer solchen Bestimmungsweise geführt haben.

Wh* haben vorläufig ein äufserst einfaches Beispiel für 
diese Unbestimmtheit des gebrauchten Parallelkoordinatensystems 
in Archimedes’ Bestimmungen einer Ellipse oder Hyperbel, bei 
deren Wiedergabe (im zweiten Abschnitt) wir anstatt e i n e r  
Abscisse die Bezeichnungen x  und x* für Abscissen gebraucht 
haben, die von beiden Scheitelpunkten aus gerechnet waren. 
Der eine von diesen ist nämlich nicht mit mehr Recht Anfangs
punkt als der andere, und die Darstellung läfst sich ungefähr 
ebenso leicht auf einen beliebigen Punkt der Axe, z. B. den 
Mittelpunkt, als Anfangspunkt beziehen.

In Apollonius’ Darstellung ist dagegen dem einen Endpunkt 
des Durchmessers eine so bestimmte Rolle zuerteilt, dafs dieser 
im besonderen als Anfangspunkt betrachtet werden kann. Wir 
finden deshalb auch bei ihm eine Verlegung des A n fa n g s 
punk tes ,  nämlich in Satz 15, wo der gegebene Durchmesser 
und die dazu gehörigen Ordinaten einer Ellipse mit dem kon
jugierten Durchmesser und den dazu gehörigen Ordinaten ver
tauscht werden. Ohne wesentlich von Apollonius’ Betrachtungs
weise abzuweichen können wir nämlich diese Vertauschung als 
eine Verlegung des Anfangspunktes, ohne Drehung, bezeichnen, 
erst vom Endpunkt des gegebenen Durchmessers nach dein 
Mittelpunkt, und dann nach dem Endpunkte des konjugierten 
Durchmessers. Apollonius’ Ausführung dieser Operationen ist 
für uns von Interesse, teils weil sie im allgemeinen ein gutes 
Beispiel für die mit unseren algebraischen Operationen nahe 
verwandten antiken Flächenoperationen abgiebt, teils weil sie 
die Anwendung der bei Apollonius unter rechten Winkeln ge
zeichneten Hülfsfiguren als Mittel zur Darstellung und Veran
schaulichung der Operationen zeigt, welche man jetzt durch 
die Zeichensprache der Algebra darstellt und veranschaulicht.

Ist (Fig. 17) AB  =  a der gegebene Durchmesser, A N = j ^  der 
zugehörige Parameter, so wird die Ordinate y =  X H  bestimmt 
durch =  (^0). Ist DE  =  b der konjugierte Durchmes.ser

und also C der Mittelpunkt, so wird j  =  (ylP) =  ( UR).



D.̂  aber zugleich {OU) =  (OB) und (XU)  =** ( l^i ) *= 

so wird =  (OP). Nun ist ( |  ) * -  y* =  E T .  TD,

folglich (OP) =  E l ' . TD. Setzt man ferner TH  =  OS =  //', 

■so wird =  ^  (OP) =  j { O P )  =  j . E T . T D .  Errichtet 

inan nun in I) senkrecht auf DE  einen Parameter q =  DZ, 

der so bestimmt ist, dafs , und zeichnet man die zu-0 p
gehörige Hülfslinie KZ, so wird das Quadrat über if  dem

Verlegung den Anfangspunktes. 8 9

Rechteck (DL) gleich. Die geometrisch ausgedrückte Gleichung 
für die Kurve in dem neuen Koordinatensystem erhält also 
ganz dieselbe Form wie in dem gegebenen System.

Die doppelte Darstellung durch Figur und einen Text, von 
dem aus man in jedem Augenblick die genannten Punkte, 
Linien und Rechtecke in der Figur aufsuchen inufs, kann aller
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dings niemals so einfach  zu lesen sein wie die algebraische 
Darstellung; aber für den, der entweder selbst in Gedanken die 
Operationen allein an der Figur durchführt oder der einer 
mündlichen Darstellung folgt, bei der fortwährend auf die Figur 
gezeigt wird, und der überdies in diesen Flächenoperationen 
oben solche Übung hat wie wir in der Buchstabenrechnung, 
steht das hier benutzte Anschauungsmittel keineswegs vor dem 
zurück, welches uns zu Gebote steht.

Als Durchgangsglied treffen wir hier auf eine Relation 
/  b \ ^i-^-J — die sich als Mittelpunktsgleichung für die

Ellipse auflfassen läfst. Der Übergang zu einer solchen wird 
indessen später [in 41] sowohl fü r die Ell ipse wie fü r  
die H yperbel  voi'genommen, und die dadurch entstehende 
Gleichung

(1)

wird dann in einer etwas anderen Form ausgedrückt, indem 
die durch die drei Glieder ausgedrückten Flächen mit solchen 
vertauscht werden, die diesen proportional sind. Es wird dann 
ausgesprochen — und das Ausgesprochene wird durch Figuren 
erläutert — dafs die Differenz zwischen zwei ähnlichen Parallelo

grammen über den Strecken und X einem Parallelogramm

über y gleich sei, das dieselben Winkel hat, in dem aber das 
Verhältnis zwischen der anderen Seite und y zusammengesetzt ist

aus —- und dem Seitenverhältnis eines der ersten Parallelo-

gramme.
Indem Apollonius weiter die Parallelogramme mit Dreiecken 

vertauscht und diese auf zweckniäfsige Weise anbringt, wird er 
[in 43] zu einer Darstellung der Ellipse und Hyperbel geführt, 
welche nicht nur — ihrer unmittelbaren Bestimmung gemäfs — 
einen leichten Übergang von dem gegebenen Durchmesser und 
den dazu gehörigen Ordinaten zu neuen gestattet, sondern auch 
grofse Bedeutung für die Folge gewinnt. Es sei (Fig. 18) ACB  
der gegebene Durchmesser und CE ein neuer Durchmesser,
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w elch e r die Kurve in E  schneidet; ferner sei H  ein beliebiger 
K ui'venpunkt, der durch die Ordinate y =  K H  und die Ab- 
s c is s e  X =  CK auf den gegebenen Durchint'sser bezogen ist.

D a r i n  folgt aus (1) (und wir dehnen das durch das doppelte 
V o rz e ic h e n  auch auf die Hyperbel aus):

±  (A CBL -  A CKM) =  A HKT,  (2)
w t ^ n r i  nur

K H  ~  >  ' CB ~  p  "
Das letztere erreicht Apollonius dadurch, dafs er H T  der 

T * m i^ e n te  in E  parallel sein läfst. Diese ist nämlich [37], wie 
schon am Schlüsse des vorigen Abschnittes (vergl. Gleichung 

( n i »  erwähnt haben, be.stimmt durch
_Z1^  _  j ,
CZ. ZI) — d '

vv 'O E -sius folgt, dafs
ZU _  ^  ^  _  n_ BL  
Z E  ~  p ' CZ ~  p '  CB

Die Bestimmung der Richtung von H T  durch die Tangente 
» n  - E  bietet den Vorteil, dafs sie eindeutig ist, während die Be- 
«»Ü Tninang durch Gleichung (3) gestattet K T  nach beiden Seiten 
v o n  K  aus abzutri^en und also zwei Richtungen für die Linie 

H T * giebt, die sich bei der ferneren Anwendung nicht als gleich
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zweckmäfsig erweisen. Es ist möglich, dafs Apollonius, der 
nicht, wie wir jetzt, Eindeutigkeit durch den Gebrauch von 
Vorzeichen erreichen konnte, eben um der mit der Zweideutig
keit verbundenen Verwirrung zu entgehen die Benutzung der 
Tangente vorgezogen hat, obgleich auch das wieder mit ver
schiedenen Unbequemlichkeiten verbunden war. Zunächst hat 
er nämlich deswegen bereits im ersten Buche die schon er
wähnten Sätze über die Tangente, die an einen Punkt E  aufser- 
halb des gegebenen Durchmessers gezogen ist, ableiten müssen, 
die sonst später sich von selbst ergeben hätten. Ferner bringt 
der von ihm eingeschlagene Weg den grofsen Übelstand mit sich, 
dafs er erst im dritten Buch dazu gelangen kann dem durch 
Gleichung (2) ausgedrückten Satze den vollen Umfang zu geben. 
In dem geführten Beweise wird nämlich vorausgesetzt, dal's 
beide Durchmesser CB und CE die Kurve schneiden. Darüber 
kommt er, was den einen betrifft, wohl anfangs hinweg [in 45], 
indem er CB den konjugierten Durchmesser des gegebenen sein 
läfst, und dann für die Hyperbel die früher erwähnte „Länge“ 
eines DunJimessers, der die Kurve nicht schneidet, benutzt. 
Dagegen fehlt ihm, wenn der andere Durchmesser CE die 
Kurvte nicht schneidet, die Tangente, der die Linien H T  parallel 
sein sollen. Er kann also erst seinen Satz vervollständigen, 
nachdem er im zweiten Buche die sogenannten kon ju g ie r ten  
H yperbe ln  untersucht hat,  welche dieselben konjugierten 
Durchmesser haben, und welche, wenn sie auf ein Paar von 
diesen bezogen werden, mit Ausnahme^eines Vorzeichens die
selbe Gleichung erhalten. Wenn die Kurve in der untei*suchten 
Figur eine Hjq>erbel ist, und der Durchmesser CE diese nicht 
schneidet, so werden die Linien H T  bestimmt als Parallelen zu 
der Tangente, welche an die konjugierte Hyperbel in ihrem 
Durchschnittspunkt mit dem Durchmesser CE gezogen ist.

Da Apollonius sich so wirklich, wenn auch erst nach und 
nach und auf einem Umwege, zu dem allgemeinsten Satze 
erhebt oder die allgemeinste Gleichung für die Kurven findet, 
so will ich diese hier gleich angeben. Bei ihrer Ableitung 
könnte man statt der Gleichung (1) die Gleichung



Geoin. Form der Mittelpuiiklsgleichuin?.

* r

‘dH

( i b )

bemilzen. Diese wird, wenn man an beiden Stellen das obere 
Voi7.eichen nimmt, auf den Fall anwendbar, wo CB mit einem 
Durchmesser, der die Kurve nicht schneidet, vertauscht wird,

auf dem man aber die sogenannte Länge CB =  abträgt,

währejid j) eine andere Konstante bedeutet. Bestimmt man 
dann die Richtung der Linie H T  durch die Gleichung (H), so 
erhält man:

i  (A CBL ±  A CKM) A I I K T , (2 b)
wo man die Vorzeichen wie in (Ib) ,  also auf wohlbekannte 
Art zu wählen hat. Wählt man nun jedesmal von den beiden 
durch (3) für H T  bestimmten Richtungen diejenige, welche diT 
Tangente im Schnittpunkt der Linie CE mit der Kurve oder 
mit der konjugierten Hyperbel parallel ist, so erhält man dii‘ 
von Apollonius gegebene Bestimmung ihi*er Richtung.

Die Vorteile, welche diese Form der Gleichung für eine 
Ellipse oder Hyperbel darbietet, sieht man am leichtesten durch 
eine Umformung, die Apollonius allerdings nicht ausdrücklich 
aufstellt — und das konnte er auch nicht in allen Fcällen thun, 
weil ihm der Begriff „Fläche eines uneigentlichen Vierecks*» 
fehlte — die aber gerade den Umstand hervorhebt, den er 
überall i)raktisch anwendet. Während der Bewegung des 
Punktes 11 auf der Kurve ändern sich die Dreiecke CKM und 
H K J \  während CBL konstant bleibt. Die Summe oder DiflV- 
renz der beiden ersten Dreiecke wird in jedem einzelnen der 
in Fonnel (:2b) betrachteten Fälle gleich dem  F lächen inha l t  
des  eigentl ichen  o d e r  une igentl ichen  Vierecks 
H M C T  sein. Diese Fläche b le ib t  also kons tan t  

4_ CBL\
Zwei von den Seiten dieses Vierecks sind feste Durch

messer, der gegebene CB und der neue CE. Die dem ersteren

*) Dieser Inhalt ist wie bekannt gleich der Differenz der lieiden Dreiecke, 
welche auf ein Paar Scheitelwinkel fallen.
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gegenüberliegetide Seite HM  fällt auf eine von ihm halbieiie 
Sehne, die dem letzteren gegenüberliegende Seite H T  hat eine 
bestimmte Richtung. Aus der symmetrischen Art, auf welche 
die beiden Durchmesser und die beiden Reihen von Parallelen 
in der gefundenen Gleichung der Kurve Vorkommen, wird man 
dann eine Relation ableiten können, durch welche die Kurve 
auf den neuen Durchmesser CE auf dieselbe Weise bezogen 
wird, wie sie ursprünglich auf den gegebenen Durchmesser CB 
bezogen war. Diese Ableitung, bei der es nur nötig war Rück
sicht auf die Fälle zu nehmen, wo sowohl CB wie CE die 
Kurve schneiden, hat Apollonius folgendermafsen vorgenommen 
[Isies Buch, 50]:

Dreieck CBL (Fig. 18) ist gleich dem Dreieck CDE^), und 
man hat also zufolge unserer Umformung von (2)

Z\ CDE =  A CBL =  HMCT.
Die Subtraktion des Dreiecks CTS giebt demnächst 

A CDE— A CTS =  ±  A SHM,

') Ua.s läfst sich darthun, indem man in der Relation HMCT =  CBL 
den Punkt H  auf fallen läfst; Apollonius aber führt es ohne Beweis

CZ CBan. Ein solcher, der sich darauf stützt, dafs ^  =  "cD  ̂ findet sich

dagegen später, nämlich im 1»̂ «® Satz des dritten Buches, wo der Satz 
benutzt wird um ferner zu zeigen, dafs A B D I  =  A L E L  Wenn 
man dann nicht — und wdr finden keine ausreichende Veranlassung es 
zu thun — einen von Eutokius angeführten Beweis für einen früheren 
Satz im 1»*«® Buch [43], der genau mit demselben Beweise wie im 
3ten Buch [IJ für die Gleichheit der Dreiecke CBL und CDE  beginnt, 
für echt ansehen will, so liegt die Annahme nahe, dafs Apollonius im 
Isten Buch [50] auf diese Gleichheit in Wirklichkeit dadurch schliefst, 
dafs er d en selb en  a l lg e m ei n en  Satz,  den er gerade im Begriff 
ist auf andere Weise zu verwerten, auf den Grenzfal l  anwendet ;  
denn einzig auf diese Weise läfst sich die Gleichheit der Dreiecke 
unmit te lbar erkennen. In solchem Falle nimmt er sich hier eine 
Freiheit, welche sich die griechischen Schriftsteller sonst in den a u f 
ges te l l t en  Beweisen aus Griinden der Vorsicht nicht erlaubten, wie 
man namentlich an vielen Stellen hei Archimedes sehen kann. Dafs 
man aus dieser Voi*sicht nicht schliefsen darf, dafs sie seihst auch 
nicht die Verbindung zwischen dem Grenzfall und «lern allgemeinen 
Fall sahen, geht daraus hervor, dafs sie in der Hegel g le i c h a rt ig e  
Beweise auf beide anwendeten.
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worin +  der Ellipse, — der Hyperbel entspricht. Da diese 
Gleichung von derselben Form ist wie die Gleichung (2), von 
der wir ausgingen, und nur die Durchmesser vertauscht sind, 
so kann man einen zu dem neuen Durchmesser gehörenden 
Parameter p* derartig bestimmen, dafs man weiter zurück zu 
einer Gleichung von der Form (1), aus welcher Gleichung (2) 
abgeleitet war, geht, und dann gelangt man durch Verlegung 
des Anfangspunkts nach dem Endpunkt E  des Durchmessers zu 
Gleichungen von ganz derselben Art wie die sind, durch welche 
Ellipse und Hyperbel ursprünglich auf den gegebenen Durch
messer und die zugehörigen Ordinaten bezogen wurden ((3) und 
(2) des vorhergehenden Abschnittes). Diese Bestimmung von 
p* findet man dadurch, dafs man in der Gleichung (3), mit
tels der man die Richtung der zum neuen Durchmesser CE 
gehörigen Ordinaten HTS  (Fig. 18) bestimmte, und welche sich

B Ider Figur zufolge auf die Form p — -BL  bringen läfst, alle

Bestimmungen vertauscht, welche zu den beiden Durchmessern
E Igehören. Dann erhält man p* =  und das ist eben

die im vorigen Abschnitt erwähnte und angewandte, von Apol- 
lonius gegebene Bestimmung von p*.



i)iy Vierter Abschnitt.

Da wir so für den neuen Durchmesser und die zugehörigen 
Ordinalen zu derselben Darstellungsform zurückgekehrt sind wie 
für den ursprünglich gegebenen, so müssen alle bis jetzt ge
wonnenen Resultate, welche ursprünglich auf dieser planime- 
trischen Darstellung der Kurven aufgebaut wurden, auch auf 
den neuen Durchmesser anwendbar sein. Wenn also Apollonius 
nicht in der Entwicklung selbst die neuen Ordinalen als der 
im voraus bestimmten Tangente in E  parallel bestimmt hätte, 
so würde er, wie bereits angedeutel, diesen Umstand haben 
benutzen können um hinterher diese Tangente zu bestimmen. 
Die neue Gleichung zeigt, dafs der neue Durchmesser CE die 
Sehnen in der neuen Ordinatenrichtung halbiert. Auch dies 
letztere hat Apollonius indessen, bevor er [in 50] zu der eigent
lichen Umformung gelangt, bewiesen [nämlich in 47], indem er 
dafür unmittelbar den in (4) ausgedrückten Hauptsatz ver
wendet.

Wir werden uns bei der Wiedergabe dieses Beweises an 
die Ellipse halten um dauernd Fig. 18 benutzen zu können, mit 
der der Leser bereits vertraut ist, und die unmittelbar die Be
deutungen der neuen Bezeichnungen 1I\ K \  M* zeigt. Gleichung 
(i) giebt

A IIKT  =  A C B L ^ ^ C K M  =  Trapez {BM)
A T  =* Trapez (BM*).

Durch Subtraktion erhält man
Trapez (K*H) =  Trapez (A"'J/), 

und durch Subtraktion des Fünfecks K*H*SMK ergiebt sich, dafs 
A SHM =  A SH'M% 

oder dafs S die Mitte von HH* ist.
Es liegt kein Grund vor, besonders bei den Sätzen [44, 

48, 51] zu verweilen, in denen Apollonius darthut, dafs dasselbe, 
was für eine Ellipse oder einen einzelnen Hyperbelast bewiesen 
ist, auch auf die aus zwei Hyperbeläslen zusammengesetzte 
Kurve anwendbar ist, wenn die Punkte, welche wir B  und E  
genannt haben, jeder auf einen von diesen Asten fallen. Es 
ist wie früher bemerkt von sehr grofsem Interesse, dafs Apol
lonius auf diese Verallgemeinerung verfallen ist, aber bei ihrer
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Ausführung, für welche die Symmetrie der Äste verwandt wird, 
ist keinerlei Schwierigkeit zu überwinden gewesen.

Mittels der nun gewonnenen Bestimmung der festen Rich
tung der Seite H T  in dem Viereck HMCT (Fig. 18), welches 
zufolge unserer Umforaiung des in Gleichung (2) enthaltenen 
Satzes konstant bleibt, während H  sich auf einer Ellipse oder 
H>7 >erbel bewegt, läfst dieser Satz sich folgendermafsen aus- 
drücken: Das Viereck H M C T  (Fig. 19), dessen beide

M

^ ^ e i t e n  CM  und C T  auf  feste Durchmesser  einer  
E k l i p s e  ode r  Hyperbel  fal len,  w ährend  die ihnen 
g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  Seiten  H T  und H M  au f  die von 

beweglichen  K u r v e n p u n k t a u s g e h e n d e n  Seh- 
n o n ,  welche von diesen beiden Durchmessern  hal -  
l > i e r t  w erden ,  oder  auf  die Ver längerungen dieser  
S ö h n e n  fallen,  ha t  einen k o n s t a n t e n  F lächen inhal t .  
I > to s e n  Satz, der nur dann unbedingt ausgesprochen werden 
k a n n ,  wenn die Benutzung uneigentlicher Vierecke vorausgesetzt 
w i i r c i ,  und der erst im dritten Buche für alle Arten von Durch- 
m o s s e m  bewiesen wird, wollen wir den A po l lon ischen  
F l a c h e n s a t z  nennen.

Die Umkehrung dieses Satzes ist folgende: W enn ein 
V i e r e c k  HMCT^  dessen Sei ten  CM und C T  auf  feste

7
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Linien fallen,  w ährend  die beiden anderen  in ge
gebenen  R ich tungen  von einem beweglichen  P u n k t  
/T a u s  gezogen sind,  einen k o n s ta n t e n  Inha l t  ha t ,  so 
ist der geometrische Ort  für  H  eine Ell ipse ode r  
Hyperbel .

Diese Umkehrung spricht Apollonius nii-gends aus, wie er 
denn überhaupt keine Sätze des Inhalts ausspricht, dafs der 
eine oder andere Ort ein Kegelschnitt sei. Wenn er aber in der 
ersten Vorrede äufsert, dafs die Sätze des dritten Buchs sich 
zur Bestimmung geometrischer Örter benu tzen  lassen, so darf 
man mit Sicherheit annehmen, dafs der hier erwähnte, wenn 
auch nicht ganz in der hier angeführten Gestalt, zu diesen ge
hört habe, und dafs er also die genannte Umkehromg gekannt 
habe. Indirekt hat dieselbe jedenfalls zu seiner Verfügung ge
standen, sobald es ihm gelungen war eine vorgelegte Bestim
mung des einen oder anderen geometrischen Orts auf die hier 
aufgestellte Form zu bringen; denn dasselbe Verfahren, welches 
oben angewandt wurde um die Kurve, wenn CB der gegebene 
Durchmesser war, auf CE und Ordinalen, die der H T  parallel 
sind, zu beziehen, wird sich in allen Fällen anwenden lassen 
und in allen Fällen die Form d(»r Gleichungen geben, durch 
welche die Kurven von Anfang an charakterisiert sind.

Um die wichtige Rolle ganz zu verstehen, welche die er
haltene Gleichung: Viereck IIMCT =- const. bei Apollonius zu 
spielen bestimmt ist, kann man dieselbe mit entsprechenden 
Fonnen der Gleichung in gewölinlichen Koordinaten vei-gleichen. 
Denkt man sich die beid(m festen Durchmesser zu Koordinaten- 
axen genommen, so lassen sich HM und H T  als schiefe zu 
diesen gehörige Koordinaten betrachten. Vertauscht man diese 
mit gewöhnlichen Parallelkoordinaten, indem man HP  =  x 
und HQ =  // parallel den Axen zieht, so erhält man (Fig. 19) 

‘ HMCT =  HMP +  HPCQ +  HQT, 
also ax̂  ̂+  ß x y  +  yiß =  A", (4)
wo a, /?, Y und K  Konstanten sind, die für andere Figuren 
negative Vorzeichen bekommen können.

Wäre umgekehr t  eine Gleichung (4) vom ersten Grade 
zwischen den Flächen xy  und y- gegeben, wo x  und y
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Parallelkoordinaten, HP  und HQ, bezeichnen, so würde es 
vollständig dem Verfahren entsprechen, welches wir nunmehr 
bei Apollonius kennen gelernt haben, die Richtungen von HM  
und H T  so zu bestimmen, dafs ao?*, ßxy^ yiß den Flächen 
HMP^ HPCQ und HQT  proportional werden, und dadurch 
wird die Gleichung in die im Flächensatze gegebene Darstellung 
der Kegelschnitte umgewandelt.

D a nun der Übergang vom Apollonischen Flächensatz zu 
der Gleichung (4), ebenso wie der umgekehrte, so einfach ist, 
da ferner, wie wir gesehen haben, Apollonius von der im 
Flächensatz gegebenen Darstellung eines Kegelschnitts, ebenso 
wie die analytische Geometrie von der in Gleichung (4) ent
haltenen, zur Darstellung desselben in dem durch die Axen 
gebildeten rechtwinkligen Koordinatensystem übergehen kann, 
so ist ereichtlich, dafs in den Anwendungen die eine Dar- 
stelliingsart ganz an die Stelle der anderen treten kann, so dafs 
Apollonius, wenn auch unter einer verschiedenen Form, durch 
die erstere ganz dasselbe erreichen kann, wie die analytische 
Geometrie durch die letztere. Hinsichtlich der Leichtigkeit der 
hierzu dienenden Operationen bietet jede der beiden Darstellungs- 
fornien ihre besonderen Vorteile; denn wenn man beim Flächen
satz ein etwas komplicierteres Koordinatensystem benutzt, so 
gelangt man dafür zu einer bedeutend einfacheren Gleichung. 
Dafs Apollonius nun wirklich dauernd den Flächensatz in 
Übereinstimmung mit diesen Bemerkungen benutzt, welche wir 
h ier an dessen Anwendung im ersten Buch geknüpft haben, 
d a s  wird im Folgenden, namentlich durch sein drittes Buch, 
bestätig t w^erden.

In gewissen Beziehungen führt der Flächensatz noch weiter 
a ls  zu  einer Darstellung der Kegelschnitte, welche der in einem 
Koordinatensystem mit zwei beliebigen Durchmessern als Axen 
ai|iiival(m t ist. Dafs Mittel zum Übei*gange zu einem Koordi
natensystem  mit einem neuen Anfangspunkt vorhanden sind, 
folg-t nämlich daraus, dafs ein solcher Übergang, wie bereits 
b e m e rk t wurde, sich allein mit Hülfe der bei Euklid benutzten 
Flächenverwandlungen bewerkstelligen läfst; direkter aber wv 
er dadurch erreicht, dafs man sich die konstante Fläche des

7*
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der Form nach veränderlichen Vierecks HMCT (Fig. 19) durch 
die Koordinaten eines Parallelkoordinatensystems ausgedrückt 
denkt, dessen Axen den Geraden HM  und HT^ die ja in Wirk
lichkeit ganz beliebige Richtungen erhalten können, parallel sind.

Auf diese letztere Art erhält Apollonius auch wirklich im 
3ten Buche Satz 3 und einigen der folgenden eine Darstellung 
der Kurven, die in gewissen Beziehungen ihren Gleichungen in 
einem be liebigen K oord ina tensys tem  mit  dem A n
fangspunk t  auf der  Kurve selbs t  entspricht. Es seien 
AB  und FE  (Fig. 20) die beiden festen Durchmesser, und HM.

HM* Sehnenabschnitte, welche zum 
ersten, H T  und HT* Sehnenab
schnitte, welche zum zweiten Durch
messer gehören. Dann ist nach dem 
Apollonischen Flächensatz 

HMCT =  HM*CT\  
woraus man durch Subtraktion von 
PM*CT erhält:

HMM*P =  H P T T ,  (5) 
und hieraus durch Addition des 
Parallelogramms {PQ):

QMM*H =  QHTT*. (6) 
Durch die eine oder andere 

von diesen Gleichungen läfst sich 
der Punkt H ,  wenn festliegt, aller
dings beständig so auffassen, als ob 
er auf die beiden Durchmesser unter 

etwas veränderter Form bezogen sei, aber diese Gleichungen 
lassen sich auch so auffassen, als ob er auf die Koordinaten- 
axen HM  und H T  bezogen sei, die durch einen beliebigen 
Punkt H  der Kurve gehen und beliebig gegebene Richtungen 
haben können. Die beiden gleich grofsen Flächen lassen sich 
nämlich leicht durch die Koordinaten HP  und HQ aus- 
drücken.

Eine andere Umformung des Flächensatzes findet sich in 
dem unmittelbar vorhergdienden Satz 2 des dritten Buchs. Wir 
können dieselbe am leichtesten an Fig. 18 anschliefsen, welche.
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da A H*K*T =  Trapez {BM*), duiib^Sütiti^akLion von Trapez
(5Ä0 •- / '  .*

A GBT  =  Trapez {LIB) ..  ̂ . ... .(g)
ergiebt, eine Gleichung, welche unter Beachtung der Regel för- 
uneigentliche Vierecke auch auf den Punkt H  anwendbar ist. 
Der bewegliche P u n k t ( o d e r / / )  läfst sich hier so betrachten, 
als ob er durch Koordinatenlinien von gegebener Richtung auf 
die Koordinatenaxen BL  und CE bezogen sei, von denen die 
eine eine Tangente ist und die andere ein Durchmesser, der 
nicht durch den Berührungspunkt geht.

Indessen lassen sich nicht wie beim Flächensatze diese 
letzten Darstellungen ganz mit den entsprechenden Gleichungen 
der analytischen Geometrie zusammenstellen. Halten wir die 
Betrachtung zweier Linien als Koordinatenaxen fest, so müssen 
die übrigen festen Linien, auf welche die Kurve bezogen wurde, 
als Stellvertreter ihrer Konstanten aufgefafst werden. Diese 
sind auch hier so gewählt, dafs sie die Gleichungen, welche auf 
die Gleichheit von zwei veränderlichen Flächen reduciert werden, 
in hohem Grade vereinfachen; aber wir können hier nicht wie 
für den Flächensatz bei Apollonlus die Kenntnis der Mittel 
nachweisen, welche zur Bestimmung dieser Stellvertreter er
forderlich sein würden, wenn die Konstanten der entsprechen
den analytisch-geometrischen Gleichungen gegeben wären, und 
durch welche sich der Übergang von den Gleichungen zu den 
entsprechenden geometrischen Darstellungen bewerkstelligen 
liefse. Wir können deshalb hier nicht sagen, dafs es für Apol- 
lonius bei der Bestimmung eines geometrischen Ortes genügt 
haben würde zu finden, dafs derselbe sich durch Beziehung auf 
ein Parallelkoordinatensystem durch eine solche Gleichung zwi
schen Flächen darstellen liefse, deren analytisch-geometrischer 
Ausdruck

ax^ -f- ß x y  -f- -\- dx-\- ey 0
sein würde; denn um zu behaupten, dafs Apollonius diese Glei
chung in die Darstellungsform habe umwandeln können, welche 
wir soeben damit zusammengestellt haben, müfsten wir etwas 
darüber wissen, wie er in diesem Falle den Mit te lpunkt  bestim
men konnte; darüber aber finden wir an dieser Stelle nichts.
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••• •• V. • •Die Hülfsnji^ty*; Vefche wir hier kennen gelernt haben, 
stehejij .alsQ miijRGCksicht auf die Bestimmung der Kegelschnitte 
ai|^\^öni«trischer Örter noch hinter der analjlischen Geometrie 

.’%iM*ück; aber der Inhalt des dritten Buchs und Apollonius’ eigene 
Angaben über das, wozu es sich benutzen läfst, werden, wie 
wir sehen werden, diesem Mangel abhelfen.

Der Einfachheit wegen haben wir hier garnicht die P a r a 
bel berücksichtigt, auf welche doch offenbar alle Sätze an
wendbar sein müssen, in denen nur nicht der Mittelpunkt vor
kommt. Diese Sätze sind in der Regel einfacher als die über 
die Ellipse und Hyperbel, und gehen deshalb bei Apollonius 
gewöhnlich diesen voraus. Das gilt z. B. von dem durch Glei
chung (2) ausgedrückten Hauptsatz, dem man, um ihn auf die 
Parabel zu übertragen, die oben (S. 96) benutzte Form „ A H K T  
=  Trapez {BMy  (Fig. 18) geben mufs, wobei indessen das Tra
pez in ein Parallelogramm übergeht. Der Beweis wird flstes  
Buch 42] folgendermafsen geführt (Fig. 21): B K  sei der gegebene

Durchmesser, E M  ein anderer Durchmesser, H K  und H T  
Parallelen zu den Tangenten B L  und ED.  Dann ist

^ K T  _ KU^ ^  ( ^ )
A E Z I )  ZE^ ~~ B Z  ^  \B E)

Da nun D Z  =  2ÖZ, so ist A E Z D  =  {BE). Also wird 
auch A  H K T  ^  (BM).
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Aus dieser Gleichung folgt wiederum, da ^  I B D  =  
A I L E ,  dafs A H M S  =  {I>S) und dadurch, wie für die El
lipse und die HjT>erbel, der Übergang zu der Gleichung, durch 
welche die Parabel auf den Durchmesser E M  und dessen Or
dinalen bezogen wird [46J. Der Beweis dafür, dafs dieser 
Durchmesser seine Sehnen halbiert, wird ganz ebenso wie für 
die Ellipse und die Hyperbel geführt [49].

Ebenso wie für Ellipsen und Hyperbeln findet sich auch 
h ier der im vorigen Abschnitt angegebene und benutzte Aus
druck für den zum Durchmesser E M  gehörenden Parameter jj/. 
S tatt diesen abzuleiten wollen wir die gefundene Gleichung 
A  H M S  =  {DS) benutzen um eine von Archimedes  be
nutzte Relation zwischen p* und dem zu dem Durchmsser BK, 
der der Einfachheit wegen die Axe sein möge, gehörenden 
Parameter p zu entwickeln. Setzen wir E S  =  x* und S H  
so lässt sich die angeführte Gleichung folgendermafsen schreiben:

^ S U ^  
S M .  M H '__ K Z  X*-y — c i r  u r T J  •

hieraus erhält man durch Benutzung ähnlicher Dreiecke und 
dadurch, dafs D Z  =  2 BZ,

=  9 SH^ MH________ E Z  =  2 ___S M .  M H '  MH* S M . E Z

SH* EZ* 
MH* • B Z

SH*

oder SL
P

SH*
MH*

Archimedes  sagt in dem Buche über Konoide und Sphä- 
roide [3], dafs dies Resultat in Schriften über die Kegelschnitte 
bewiesen sei. Er wendet es demnächst an um zu bew'eisen, 
dafs in derselben Parabel solche einbeschriebene Dreiecke 
E H H ,  deren Spitze E  auf dem zur Grundlinie H H  (=  1 H S  
in  Fig. 21) gehörenden Durchmesser liegt, gleich grofs sind, 
wenn die vom Durchmesser abgeschnittenen Stücke E S  {= x ‘) 
es sind. Der Beweis läfst sich folgendermafsen etwas frei 
wiedergeben:
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A E H H ‘ =  x ‘y‘ . =  x‘y‘ \ / =  x>Vpx-;

der letzte Ausdruck enthält nur x* und p.
In den beiden eben angeführten Sätzen des d r i t t en  Buchs 

[2 und 3] ist die Parabel, welche übrigens besondere Figuren 
erhält, unmittelbar in Apollonius’ Beweisführung miteinbegriffen, 
und er spricht die Sätze über Kegelschnitte im allgemeinen aus.

Fünfter Abschnitt.

Apolionius’ zweites Buch.

Durch unser ausführliches Verweilen bei dem ersten Buch 
von Apollonius’ Kegelschnitten haben wir viel für das Ver- 
.ständnis dieses Hauptwerkes und damit für das Verständnis der 
ganzen antiken Lehre von den Kegelschnitten gewonnen. Nicht 
nur enthält das erste Buch, wie zu erwarten war, eine Grund
lage, auf der im Folgenden weiter gebaut wird, sondern die 
Untersuchungen des ersten Buchs haben um ihr Ziel zu errei
chen sich so weit ausdehnen müssen, dafs die Hauptschwierig
keiten bei der Einführung besonderer Theorien, wie der der 
konjugierten Durchmesser, bereits hier überwunden sind, und 
dafs sich reichlich Gelegenheit geboten hat die Hülfsmitlel 
kennen zu lernen, welche es teils den Vorgängern des Apol
lonius, teils ihm selbst möglich gemacht haben die grofsen Re
sultate zu erreichen, welche wir nach und nach kennen lernen 
werden.

Das werden wir nun zunächst bestätigt sehen durch Be
trachtung des zweiten und dritten Buchs, welche, wie teilweise 
auch das vierte, nichts als eine — wie Apollonius sagt — 
„vollständigere und allgemeinere“ Darstellung früher bekannter 
Dinge enthalten. Das zweite Buch enthält nämlich zum grofsen 
Teil solche Sätze und Aufgaben über konjugierte Durchmesser,
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we^lche keine eigentlichen Schwierigkeiten verursachen konnten, 
s o b a ld  die Hauptsätze des ersten Buchs einmal gefunden waren, 
u i n d  das dritte Buch enthält, aufser einem elementar-geome
trisch en  Anhang über Brennpunkte, einige Sätze (unter diesen das 
s c h o n  bei Archimedes erwähnte sogenannte „Newtonsche Theo
r e m “) von so allgemeiner Natur, dafs man schwer würde 
b e re ife n  können, wie dieselben ohne die Hülfsmittel der Gegen
w a r t  erreicht werden konnten, wenn uns nicht das Studium 
d e r  Koordinatenmethode der Alten und im besonderen das des 
Apollonischen Flächensatzes schon gezeigt hätte, dafs auch die 
A l t e n  Mittel zui* Ableitung solcher allgemeinen Sätze besafsen, 
w e lc b e  nicht an einzelne bestimmte Linien in der Ebene des 
K egelschnittes gebunden sind.

Im zwei ten  Buch ist die Lehre von den kon jug ie r ten  
I> u  r  chm essern  mit der Lehre von den A sym pto ten  und 
k o r t j u g i e r t e n  H yperbe ln  verbunden. Wir müssen also 
v o r -  allem die Hauptsätze betrachten, auf welche sich die Ein- 
fC ilx rung  und Wichtigkeit dieser Begriffe, von denen der letzte 
b o r o i t s  am Schlüsse des ersten Buchs definiert ist, gründet.

Die A sy m p to te n  einer Hyperbel werden zuerst im Ver- 
h ä l t i n i s  zu einem beliebigen Durchmesser AC (Fig. :22) als vom 
> Iit:t,€ lpunkt ausgehende Linien bestimmt, welche auf der Tangente 
i m .  Endpunkte C des Durchmessers zu beiden Seiten dieses Punktes

d i e  Stücke BC CD =  ^  abschnoiden, wo wir mit h die

in m  ersten Buch definierte Länge (Vj^a) des der BD  parallelen 
D  UÄ^chmessers bezeichnen. Es wird gezeigt [2tes Buch 1], dafs 
d i e  so bestimmten Linien ß  und yiD die Kurve nicht schneiden 
J«^öni.nen , und demnächst [in 2], dafs sich durch den Mittelpunkt A 
k ^ € > i]n e  geraden Linien legen lassen, welche näher an die Hyperbel 

ohne sie zu schneiden. Da die A.symptoten hierdurch 
ff" eine vom Durchmesser AC unabhängige Weise vollkommen 

t > e - s t i m m t  worden sind, nämlich als die durch den Mittelpunkt 
g ’e - s ^ ^ e n e n  Linien, welche der Hyperbel am nächsten liegen ohne 

zu schneiden, so erhält man dieselben Asymptoten, einerlei 
welchem Durchmesser AC man auch ausgehen mag; die 

-cV js^m p to ten  müssen also [Satz 3] dieselben Eigenschaften mit
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Beziehung auf ein beliebiges Paar konjugierter Durchmesser 
haben, welche sie mit Beziehung auf diejenigen hatten, mit deren 
Hülfe sie zuerst bestimmt wurden [in 1].

Die Beweise für die beiden 
Sätze [1 und 2] stimmen trotz 
ihrer geometrischen Form genau 
mit den analytisch-geometrischen 
Beweisen überein, die sich dadurch 
führen lassen, dafs man die Hy
perbel auf AC als Abscissenaxe 
durch Ordinaten bezieht, welche 
der Tangente in C parallel sind. 
Für die Wiedergabe des ersten 
Beweises läfst sich die Mittel
punktsgleichung benutzen, der 
man die Form

6* /  i  \*
i-’ W  (*)

geben kann; diese widerspricht 
der Gleichung, welche man durch die Annahme erhalten würde, 
dafs ein Punkt einer der Asymptoten

6*
(2)

dieselben Koordinaten haben solle wie ein Punkt der Kurve'). 
In dem Beweise [in 2] dafür, dafs keine Linie durch A  näher 
an die Kurve ohne sie zu schneiden herankommen kann als die 
Asymptoten, wird angenommen, dafs es eine solche Linie A N  
gebe, welche in denselben Winkel zwischen den Asymptoten

0  Der Beweis ist allerdings etwas künstlicher als in dieser algebraischen 
Form, da die angewandte Gleichung eigentlich

y* =  ”  ̂  ^  ̂
ist, worin x* und x** die Abscissen, von den beiden Endpunkten des

X̂ -4— X**
Durchmessern an gerechnet, bedeuten, x  ist dann —  ̂

kann nicht x̂  x*x** haben, da x^ *^ x\
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lallt wie die Kurve. Diese Linie mufs (Fig. 22) auf einer durch 
den Endpunkt C des Durchmessers zu der einen Asymptote ge
zogenen Parallelen ein Stück CN  abschneiden, welches auf die
selbe Seite der Tangente in C fällt wie die Kurve. Nun kann CN  
die Kurve in keinen anderen Punkten als in C schneiden, was

dai-aus folgt, dafs die Gleichungen y ^ = p x  +  für die Kurve 

und y* =  ^  X* für Parallelen zu den Asymptoten nicht gleich

zeitig bestehen können für jr >  0. Dann aber mufs die Linie 
A N  die Kurve schneiden.

Nun hat man unmittelbar die Bestimmung einer Hyperbel 
durch ihre Asymptoten und einen Punkt [4], und den Satz, 
dafs die Stücke EF'  und HI,  welche zwischen den Asymptoten 
und der Kurve abgeschnitten werden, gleich grofs sind [8]. 
Durch Subtraktion der Gleichung (1) für die Kurve von der 
Gleichung (2) für die Asymptoten erhält man ferner, dafs

(!/' — //) {y‘ +  y) i W -
worin y mid tf  die zu derselben

Abscisse gehörigen Ordinaten sind, oder dafs (Fig. 22) das 
Rechteck E F , F I  aus den Stücken, welche zwischen den Asymp
toten und einem Kurvenpunkt auf geraden Linien abgeschnitten 
werden, welche derselben Tangente parallel sind, konstant 
ist [10]. Hieraus wird wiederum [in 11] mittels ähnlicher 
Dreiecke abgeleitet, dafs dasselbe mit dem Rechteck F K . F L  
aus solchen Stücken der Fall ist, welche auf dieselbe Weise 
auf einer Reihe von Parallelen abgeschnitten werden, die nicht 
einer Tangente parallel sind. Aus Fig. 22 ergiebt sich nämlich: 

F K ^ ^ L  _  CA^ o*
E F . F I  “  BC^ ^  62-

Ebenso entsteht [in 12] der mit unserer gewöhnlichen Form 
der Asymptotengleichung genauer übereinstimmende Satz, dafs 
ein Pai-allelogramm, welches von den Asymptoten und zwei 
durch einen beweglichen Kurvenpunkt zu denselben gezogenen 
Parallelen begrenzt wird, konstanten Inhalt hat, als eine einfache 
Umformung von Satz 10^), und aus den auf solche Weise

*) Der Beweis hätte sich auch auf Satz 8 stutzen lassen. Die Asymp-
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gewonnenen Mitteln ergiebt sich leicht, sowohl dafs Parallelen 
zu einer Asymptote nur einen Schnittpunkt mit der Kurve 
haben [13], als auch die unbegrenzte Annäherung der Asymp
toten an die Kurve [14]. Ebenso geringe Schwierigkeit verur
sacht es zu beweisen, dafs die beiden Äste einer Hyperbel die
selben Asymptoten haben [15], und zu finden, welche geraden 
Linien beide Äste schneiden.

K onjug ie r te  H y p e rb e ln  sind, wie schon bemerkt, 
bereits im letzten Satze [54] des ersten Buchs definiert, mid 
zwar als zwei solche vollständige Hyperbeln, welche ein Paar 
sowohl der Lage als der Gröfse nach bestimmter konjugierter 
Durchmesser gemeinsam haben, so dafs der erste (d. h. schnei
dende) Durchmesser der einen der zweite Durchmesser der 
anderen ist und umgekehrt. Diese Definition, welche sich an 
ein einzelnes Paar konjugierter Durchmesser anschliefst, erhält 
indessen erst wirklichen Wert dadurch, dafs die beiden Hyper
beln dieselben Eigenschaften mit Beziehung auf ein beliebiges 
Paar konjugierter Durchmesser haben. Das wird im 2ten Buch 
Satz 20 durch Anwendung der im ersten Buch gegebenen Be
stimmung von Tangenten gezeigt, über welche wir am Schlüsse 
des dritten Abschnittes berichtet haben.

In diesem Satz wird nämlich zuerst gezeigt, dafs, wenn 
(Fig. 23) zwei konjugierte Hyperbeln durch die konjugierten 
Halbmesser OA ( =  \a)  und OB ( =  |ft) bestimmt sind, der 
Durchmesser OQ^ welcher einer an die eine Hyperbel gezogenen 
Tangente PM  parallel ist, die andere in einem Punkte Q treffen 
mufs, dessen Tangente QN  dem Durchmesser OP parallel ist. 
Man hat nämlich, wenn R P  und SQ die Ordinaten von P  
und Q sind, welche je zu einem der gegebenen Durchmesser 
gehören (nach Gleichung III im dritten Abschnitt):

PÄ* OS, N S
O R . M R  

Da nun P M  parallel ^ 0 ,  so ist

totengleichung ist übrigens in Wirklichkeit nur ein specieller Fall des 
im vorigen Abschnitt erwähnten Flächensatzes.
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woraus

Fig. 23.

P R  
M R
P R
OR

0 ^  
QS '
N S
QS

und hieraus ergiebt sich, dafs OP parallel QN.
Daraus folgt, dafs jedes Paar konjugierter Durchmesser 

der einen Hyperbel der Lage nach mit einem Paar konjugierter 
Durchmesser der anderen Hyperbel zusammenfallt.

Was demnächst die Länge der Durchmesser betrifft, so

ist zu beweisen, dafs der Halbmesser der Kurve BQ,

(
d \ ^=  2 j  konjugiert ist, gleich

OP ist. Nennt man den zum Durclimesser d gehörenden Para
meter 7>, so ist r® =  *d\ aber nach Satz 50 des ersten 
Buchs (vergl. unseren dritten Abschnitt, Fig. 14) wird p be

stimmt durch 2 . . Q}s. Man erhält also:OFj

>•* =  . rf = i . Q D . Q N . Q O
QE

Dafs diese Gröfse gleich 4 OP* ist, erhält inan auf fol
gende Weise. Aus dein Isten Buch (vergl. unseren dritten Ab
schnitt, Ib) folgt:

OB* =  (4 -)* = - O T . P R ,
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folglich
woraus folgt, dafs

OB^
OT^

A O B E

PR
O T '

A O P M
A T O M  ~  A T O M

oder dafs A  OBE ^  A  OPM, Da nun zugleich im ersten 
Buch (specieller Fall des Flächensatzes) gezeigt ist, dafs A ONQ 
=  A OBE,  so ist A  ONQ ^  A  OPM,  und da in diesen 
Z. NQO ^  z  OPM,  so erhält inan

QN.QO  =  P O . P M .
Durch Einsetzen in den Ausdruck für c* und durch Betrachtung 
der Figur ergiebt sich

i Q D ,  P O . P M
QE =  4PO«.

Mithin ist der Satz bewiesen.
Hierdurch und durch die im ersten Buch gegebene Grund

lage ist Apollonius so weit gelangt, dafs das Übrige aus der Lehre 
von den Durchmessern und Asymptoten eines Kegelschnittes 
oder zwefer konjugierter Hyperbeln keine Schwierigkeit mehr 
darbieten kann. Es liegt deshalb kein Grund vor in den 
genaueren Zusammenhang zwischen den übrigen Beweisen oder 
Lösungen von Aufgaben weiter einzugehen, welche den Rest 
des zweiten Buchs ausmachen, und welche zum grofsen Teil 
nur eine weitläufigere Darstellung desjenigen geben, was sich 
hierüber in modernen Lehrbüchern findet. Nur einzelne Züge, 
welche etwas gi*öfseres Interesse darbieten, wollen wir anführen.

In Satz 23 wird gezeigt, dafs das Produkt der Stücke, 
welche auf einer Reihe von Parallelen zwischen ihren beiden 
Schnittpunkten mit einer Hyperbel und ihrem einen Schnitt
punkt mit der konjugierten Hyperbel abgeschnitten werden, 
konstant und doppelt so grofs wie dasjenige ist, das man durch 
Vertauschung der ersten Hyperbel mit den Asymptoten [vergl. 
10 und 11], welche beiden Hyperbeln gemeinsam sind, erhalten 
würde [17]. In 20 wird gezeigt, dafs die Tangenten in den 
Endpunkten einer Sehne sich auf deren Durchmesser sclmeiden.

Von Satz 44 an lost Apollonius Aufgaben, welche voll
ständig gezeichnete Kegelschnitte betreffen, und diese werden,
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wenigstens teilweise, bei den Konstruktionen selbst benutzt. 
Ini Gegensatz zu dem, was er bei den schwierigeren Aufgaben 
that, die er am Schlüsse des ersten Buchs zu lösen hatte, hält 
er es hier nicht für überflüssig vor der synthetischen Darstel
lung der Lösung die Analysis mitzuteilen, welche zu derselben 
führt, indem er damit beginnt sich die Aufgabe gelöst zu 
denken. Da dann der Beweis für die Lösung kurz wird und 
sich im wesentlichen an die im voraus gegebene Analysis 
anschliefst, so dient er nur dazu dasselbe darzuthun, was 
schon die Analysis gegeben hatte, nämlich, dafs die Auf
gabe auf diese oder jene Weise gelöst werden mufs, wenn 
sie sich überhaupt lösen läfst. An dieser Stelle ist es auch 
vollkommen berechtigt, sich hiennit zu begnügen, da schon 
im voraus gezeigt ist, dafs die gestellten Aufgaben Auflösungen 
haben. Wenn z. B. Apollonius, nachdem er [in 44 und 45] 
Durchmesser und Mittelpunkt bestimmt hat, [in 47] die Axen 
einer Ellipse oder Hyperbel durch einen koncentrischen Kreis 
bestimmt, der durch einen Punkt der Kurve geht, so beruht 
seine Begründung der Thatsache, dafs dieser Kreis mehrere 
Schnittpimkte mit der Kurve hat, darauf, dafs, wie er in 
seiner Analysis als bekannt vorausgesetzt hat, Axen exi
stieren. Der Beweis für die Existenz der Axen kommt eben, 
wie wir früher gesehen haben, als Glied in den Beweisen für 
die Auflösungen [53 und 54 des ersten Buchs] der Aufgabe 
vor, einen Kegelschnitt mit gegebenem Durchmesser und ge
gebenem zugehörigen Sehnensystem und Parameter auf einen 
Umdrehungskegel zu legen; denn hier fing er damit an, die 
eine Axe und den zugehörigen Parameter solcher Kurven zu 
bestimmen. Es würde also in Apollonius’ Entwicklung eine 
Lücke sein^), wenn man die Auffassung des Gedankenganges 
im ersten Buche, die wir vertreten haben, verwerfen und be-

Darauf hat auch Housel  aufmerksam gemacht; aber nach seiner 
Auffassung (Liouville, 2. Reihe, III, S. 103) wird diese Lücke ei*st im 

Buche ausgefüllt; dadurch würden aber alle vorhergehenden Bücher 
auf einer loseren Giaindlage ruhen, als wir sonst bei Apollonius ge
wohnt sind.
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behaupten wollte, dafs er erst hier im zweiten Buche zu den 
Axen der Kegelschnitte käme.

Dagegen jedoch läfst sich nichts ein wenden, dafs Apol- 
lonius erst hier im zweiten Buche [in 48] beweist, dafs eine 
Ellipse oder H)T>erbel n ich t  mehr  als ein Paar Axen haben  
könne,  selbst wenn sich ein solcher Beweis auch recht wohl 
an die Bestimmung der Axen im ersten Buch hätte anschlieCsen 
lassen. Sein Beweis .stützt sich darauf, dafs der Hülfskreis die 
Kurve nicht in mehr Punkten schneiden kann als in dem ge
gebenen und in den zu diesem mit Beziehung auf das schon be
stimmte Axenpaar symmetrisch liegenden, und das leitet er ab 
aus den — geometrisch dargcstcllten — Gleichungen der Kurve 
und des Kreises, die auf dieses Axenpaar bezogen sind. Für 
die Parabel schliefst Apollonius einen Beweis dafür, dafs sie 
nur eine Axe habe, unmittelbar an die Bestimmung dieser 
[in 4G] an. In diesen Beweisen hat man ein Beispiel für die 
Unrichtigkeit der im ersten Abschnitt erwähnten, gegen die 
griechischen Mathematiker erliobencn Beschuldigung, daCs sie 
garnicht darauf bedacht waren die Lösungen einer Aufgabe 
alle zu erhalten.

Dafs Apollonius indessen nicht überall Veranlassung nimmt 
die Anzahl der Lösungen zu untersuchen, zeigt sich gleich durch 
die dann folgende Bestimmung [in 49—-53] einer solchen Tan
gente an einen vollständig gegebenen Kegelschnitt, die durch 
einen gegebenen Punkt geht, oder mit der Axe oder dem an 
den Berührungspunkt gezogenen Durchmesser einen gegebenen 
Winkel bildet. Der Grund für diese Unterlassung kann sehr 
wohl der sein, dafs die Bestimmung dieser Anzahl durch die 
Analysis, welche zur Lösung der Aufgabe führt, so unmittelbar 
in die Augen lallt, dafs es nicht nötig ist dieselbe zu nennen. 
Hierauf dürfte wohl eine einzelne Ausnahme deuten: Apollonius 
nennt und zeichnet beide Tangenten an eine Hyperbel, d. h. 
einen Hyperbelast, von einem Punkte, der in demselben Winkel 
zwischen den Asymptoten liegt wie die Kurve. Dafs es zw’ei 
solche giebt, ist nämlich weniger in die Augen fallend, als dafs 
sich z. B. zwei Tangenten an eine Ellipse oder Parabel von einem 
aufserhalb liegenden Punkte ziehen lassen, was er nicht anfuhrt.
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Die Bedingung für die Möglichkeit der Lösung wird an der 
einzigen Stelle angegeben, wo eine solche nicht unmittelbar 
in die Augen springt, nämlich für die Bestimmung einer Tan
gente an eine Ellipse, welche mit dem Durchmesser durch den 
Berührungspunkt einen gegebenen Winkel bildet. Apollonius 
schliefst diese Bedingung nicht, wie wohl in der Regel moderne 
Schriftsteller thun würden, an eine Diskussion der Lösung der 
Aufgabe an, sondern er giebt dieselbe — ebenso wie z. B. 
Euklid die früher erwähnte Bedingung für die Möglichkeit der 
Auflösung quadratischer Gleichungen — in Satz 52 vor der in 
53 gegebenen Lösung der Aufgabe. Sein Beweis für die Be
dingung der Möglichkeit hängt indessen so eng mit der Lösung 
zusammen, dafs diese Abweichung von moderner Darstellungs
weise ohne jede sachliche Bedeutung ist.

Da wir schon im Vorhergehenden die Sätze über Durch
messer und deren Sehnen, die bei der Lösung der hier angeführten 
Aufgaben benutzt werden, erwähnt haben, so liegt kein Grund 
vor bei anderen von diesen Lösungen zu verweilen als bei 
der letzten, etwas schwierigeren Aufgabe, eine Tangente zu 
konstruieren, welche einen gegebenen Winkel mit dem Durch
messer durch den Berühimngspunkt bildet; dieselbe wird im 
wesentlichen ohne Benutzung der gezeichneten Kurve gelöst. 
Hierbei wird die Methode benutzt eine Figur zu konstruieren, 
welche der gesuchten ähnlich ist. Aus dem gegebenen Winkel 
O P X  (Fig. 24 a, wo die Linie ON eine Axe ist) und dem durch

JtfP* pdie Gleichung der Kurve gegebenen Verhältnis \  ^  ~~
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erhält man nämlich auf folgende Weise (Fig, 24 b) eine Figur 
0 'P ‘M‘N',  welche O PM N  ähnlich ist. In einen beliebigen 
Kreis wird die Sehne 0 ‘N‘ so eingetragen, dafs die Peripherie
winkel über dieser (in dem einen Segment) die gegebene Gröfse 
besitzen, welche z  O PN  haben soll. Es kommt dami nur 
tlarauf an, senkrecht zur Sehne 0 ‘N ‘ die Sehne so zu 
ziehen, dafs

p P M ‘* P'M'
a “  O - M ' . j P l f  ~  W W '

Das letzte Verhältnis erhält also einen g^ebenen Wert, und da 
der Abstand des Punktes M‘ von der Mitte der Sehne P'Q' 
bekannt ist, so wird P'M'  auch bekannt, und P  läfst sich 
durch eine Parallele zur O'N' bestimmen.

Sechster Abschnitt.
Apollonius’ drittes Buch, 1— 4 0, 4 4  und 5 3 — 56.

In seiner allgemeinen Vorrede vor dem ersten Buch^) sagt 
Apollonius über das dritte Buch, dafs es manche merkwürdige 
Theoreme enthalte, welche nützlich seien für „die Bestimmung 
und den Diorismus körperlicher Örter“ (roTuoi arepeoi), und 
unter diesen körperlichen Örtern, d. h. geometrischen Örtern, 
welche Kegelschnitte sind, nennt er besondere „den Ort zu 3 
oder 4 Geraden“, der, wie er sagt, bis dahin keine vollst^dige 
Behandlung gefunden habe und auch nicht ohne das, was in 
diesem Buch gegeben werde, vollständig behandelt werden könne.

Da uns durch die angedeuteten Anwendungen, mit denen 
wir uns in den folgenden Abschnitten beschäftigen werden, ein 
weiterer Ausblick über den Inhalt des dritten Buches hinaus 
eröffnet wird, so erhält dieses eine erhöhte Bedeutung als 
Hauptquelle für die Kenntnis der weitergehenden und nicht

*) Vergl. Anhang 1.
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unmittelbar überlieferten Untersuchungen der Griechen. Aber 
auch die Sätze selbst, welche wir in dem Buche ausdrücklich 
aufgestellt finden, verdienen unser Interesse im höchsten Grade 
durch die Allgemeinheit, zu der sie sich erheben; denn zum 
gröfsten Teile schliefseii sie sich nicht mehr, wie die im ersten 
und zweiten Abschnitt, an solche besonderen Linien wie Durch
messer und Asymptoten an, sondern sie nehmen im Gegenteil 
dieselbe Natur an, wie die, welche sich in der analytischen 
Geometrie an die Darstellung durch die allgemeine Gleichung 
zweiten Grades anschliefsen, oder wie die, welche der plani- 
inetrischen Behandlung der Kegelschnitte in der modernen pro- 
jektivischen Geometrie zu Grunde liegen. Das gilt besonders 
von den Satzgruppen des Buches, auf die wir in diesem Ab
schnitt genauer eingehen wollen, und an die sich die von Apol- 
lonius hervoi-gehobenen Anwendungen geknüpft haben müssen.

Die in unserem vierten Abschnitt besprochenen Umfor
mungen und Erweiterungen des F läch en sa tzes  finden sich 
in Satz 1—15 des 3ten Buchs. Dafs hierfür so viele Sätze 
notwendig sind, wird dadurch begreiflich, dafs nicht nur der 
Hauptsatz, sondern auch seine schon genannten Umformungen 
zu der Form erweitert werden müssen, welche sie annehmen, 
wenn die verschiedenen darin vorkommenden Punkte auf 
verschiedenen Hyperbelästen liegen, oder wenn die in ihnen 
benutzten Richtungen von Geraden nicht den Tangenten an 
(Mc Kurve selb.st, sondern nur den Tangenten an die kon
jugierte Hyperbel parallel sind. Eine eigentliche Vollständig
keit auch der Form nach wird übrigens nur hinsichtlich des 
Flächensatzes selbst erreicht; aber seine Umformungen ge
schehen, wie wir gesehen haben, so unmittelbar, dafs sie 
auch in solchen Fällen zur Verfügung stehen, wo ihre Richtig
keit nicht besonders nachgewiesen wird, ja Apollonius benutzt 
sogar selbst in einem späteren Beweise [für 23] eine zum 
ersten Male in 3 dargestellte Umformung in einem Falle, wo 
er die Richtigkeit derselben nicht ausdrücklich nachgewiesen 
hat. Das einzige, was ein moderner Leser in Betreff des Haupt
satzes selbst vermifst, ist ein derartig zu sam m en fassen des 
A ussp rechen  des einzelnen a l lgemeinen  Satzes ,  wie wir

8*



116 Sechster Abschnitt.

es im vierten Abschnitt gegeben haben, wenn der Beweis des
selben auch immerhin in den verschiedenen Fällen etwas ver
schieden lauten müfste. Dafs Apollonius indessen trotz der Zer
stückelung die Einheit im Auge gehabt habe, geht teils daraus 
herv^or, dafs er Sätze und Beweise so gleichartig ausdrückt, 
wie die Umstände es zulassen, teils daraus, dafs er hinsichtlich 
des Hauptsatzes alle Fälle berücksichtigt. Dasselbe gilt — bis 
auf eine unwesentliche Ausnahme — von den folgenden, gleich
falls zerstückelten, allgemeinen Hauptsätzen, welche nunmehr 
aus dem Flächensatze abgeleitet werden.

Der erste von diesen ist das sogenannte Newtonsche The
orem, oder, wie wir es im zweiten Abschnitt (S. 53) genannt 
haben, der Potenzsa tz.  Wir sahen, dafs schon Archimedes 
diesen in dem Umfange als bekannt voraussetzen konnte, den 
derselbe annehmen kann, wenn man nicht mehr als einen 
Hyperbelast betrachtet. Apollonius beweist denselben, dehnt 
seine Gültigkeit auch auf zwei zusammengehörige Hyperbeläste 
aus, und behandelt specielle Fälle. Der Satz s£^t aus, dafs, 
wenn man (Fig. i25) durch  einen be lieb igen P u n k t  Z  
der Ebene  G eraden  in gegebenen R ic h tungen  z i e h t ,  
von denen ein Kegelschni t t  die Sehnen E K  und  D T

abschne ide t ,  das V erhältn is Z E , Z K k o n s ta n t  is t.

Derselbe wird in 16—23 entwickelt.
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Indem wir zuerst, wie es von Apollonius in 17 und bei 
unserer Figur, welche die gebrauchten Bezeichnungen erläutert, 
geschieht, voraussetzen, dafs sich Tangenten an die Kurve in 
den gegebenen Richtungen ziehen lassen, welches zutrilft, ŵ enn 
die Sehnen nicht beide Hyperbeläste schneiden, so läfst sich der 
Beweis mit unseren Bezeichnungen folgendermafsen schreiben:
K Z . Z E  lE^  — IZ^  A l E M ^  A I Z L  Z E M L  

CA^ CÄ^ / \ A C N  ^  ^ A C N '
und ebenso ist

T Z . Z D
CB^

Z D X O
" a b c p

Nun erhält man, wenn man den Flächensatz') auf die 
Punkte E  und D anwendet,

Z E M L  (= G O E M — GOZL  == G X D L  — GOZL)
=  Z O X D ,

und wenn man denselben auf A  und B  anwendet,
A A C N { =  A G B N - ^ G B C A  — A G P A ^ G B C A )

=  A BPC.
Der Satz ist also für diesen Fall bewiesen, da das in dem

selben erwähnte Verhältnis dem Verhältn is  zwischen den 
Q u a d ra te n  der  den S e k a n te n  para l le len  Tangen ten ,  
diese von ihrem Schnittpunkt bis an die Berührungspunkte 
gerechnet, gleich wird. Ist weder die eine noch die andere 
Sekantenrichtung einer Tangente parallel, so sieht man ganz 
auf dieselbe Weise [in 23], dafs das Verhältnis dem zwischen 
den  Q u a d ra te n  der  an die kon jug ie r te  Hyperbel  ge
zogenen T a n g e n te n  gleich ist. Ist endlich die eine Sekante 
einer Tangente parallel, die andere nicht, so wird das Ver
hältnis ausgedrückt durch dasjenige zwischen  dem Q u a d r a t e  
dieser  T an g e n te ,  d iese lbe vom B e rü h ru n g s p u n k te  *)

*) Apollonius wendet denselben nicht unmittelbar an, sondern zuerst die 
im Buch [3| und dann die im 3^“ Buch [1] (vergl. d. Anm. 
S. 94) enthaltene Umfonnung. Um indessen nicht voraussetzen zu 
miissen, dafs der Leser diese Umformungen seinem Gedächtnisse ein
geprägt habe, führe ich die Anwendungen (durch die in Klammern 
angegeheneii Operationen) auf den Hauptsatz zurück.
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bis zum S ch n i t tp u n k te  mit dem D urchmesser  gere  
n e t ,  de r  die auf  der ande re n  S ekan ten re ihe  ab 
sch n i t t e n e n  Sehnen h a lb ie r t ,  und  dem Q u a d ra te  ( 
Hälf te  von der Sehne in dieser  Reihe,  welche diei 
P u n k t  zur Mitte hat. Der Beweis bleibt der Hauptsa 
nach unverändert [21].

Vor den allgemeinen Sätzen behandelt Apollonius [16, 18— 
einige der einfacheren Fälle, in denen die eine Sekante mit e 
Tangente vertauscht wird. Dagegen findet er es für die EU 
überflüssig den Fall besonders zu behandeln, wo die Sekai 
einem Paar konjugierter Durchmesser parallel sind, obv 
sein allgemeiner Beweis hier nicht anwendbai* ist; aber 
Satz ist dann eine unmittelbare Folge der auf diese Dm 
messer bezogenen Gleichung der Kurve. Wenn er trotze 
diesen Fall für die Hyperbel [in 22] behandelt, so beruht 
vermutlich darauf, dafs die minder gewohnte Behandlung 
beiden Hyperbeläste hier gröfsere Forderungen an seine 1 
merksamkeit stellte oder als etwas neues hervorgehoben wer 
sollte.

An die Anwendungen des Potenzsatzes auf die Fälle, 
die Sehnen konjugierten Durchmessern parallel sind, schliei 
sich noch einige Sätze [24—29] D* Es mag wohl Inten
darbieten, in den meisten von diesen den Zusammenhang 2

Vielleicht ist es die Hinzufügung dieser Sätze, welche in H oi 
(Liouville, 12 Reihe III, S. 108) die wunderliche Voi-stellung hei 
gerufen hat, dafs Apollonius Newtons Theorem nur in dem Fall 
weist, wo die Koordinatenrichtungen konjugiert sind. Wäre das 
Fall gewesen, so würde die Entstehung des envähnten Theor 
welches jetzt gerade durch seine grofse Allgemeinheit interess 
keinen Anspruch auf sonderliche Beachtung haben. Eine spf 
Äufserung zeigt, dafs Housel die Sätze, in denen Apollonius die 
fassenderen Fomien des Theorems aufstellt und bew'eist, als HQlfia 
für dessen Beŵ eis der engeren Forni auffafst, in der er das Resi 
der Untersuchung erblickt. Wie unrichtig diese Auffassung ist, et| 
sich unter anderem daraus, dafs eben diese engere Form sich 
Grenzfall dem allgemeinen Beweise entzieht. Dafs die Alten i 
allgemeinen Satz Gewicht beilegten, sieht man auch daraus, 
selbe von Archimedes in dem vollen Umfange benutzt ist, de||l'i( 
annehmen konnte, so lange man nur einen HyperbeUtftJt
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sehen  konjugierten Hyperbeln ausführlicher behandelt zu sehen, 
a ls  m an jetzt zu thun pflegt, aber dieselben haben doch geringere 
B edeutung und sind weniger vollständig als die übrigen Sätze 
u n d  Satzgruppen des dritten Buchs. Daher liegt es nahe die- 
si^ lben  als Hülfssätze zu betrachten, welche bei der Bestimmung 
g e o in e ti’ischer Örter, wozu das Buch im ganzen nützlich sein 
s o l l , benutzt werden sollen, ln dieser Vermutung bin ich be
s t ä r k t  worden, während ich den Versuch machte, diesen Be
st! m inungen von Örtern nachspüren. Darüber werde ich im 
n ä c h s te n  Abschnitt berichten, und da ich dort Gelegenheit 
f i n d e n  werde die Sätze anzuführen, so übergehe ich dieselben 
a n  dieser Stelle.

Von viel gröfserer Bedeutung als diese letzteren sind die
je n ig e n  Sätze, welche in 30—40 \vieder aus dem Flächensatze 
ab g e le ite t worden, und die sich in den beiden Hauptsätzen 
zusammenfassen lassen, welche in der modernen Theorie der 
Polai*en Punkte der Polare eines äufseren oder inneren Punktes 
bestim m en. Die erste dieser beiden Bestimmungen ist in dem 
S a tz e  enthalten, dafs, wenn man von einem P u n k te  eine 
S e k a n t e  und zwei T a n g e n te n  an e inen  Kegelschni t t  
z i e h t ,  die von der  Sekan te  ab g e s c h n i t t e n e  Sehne  
d u r c h  den P u n k t  und den D u rc h s c h n i t t s p u n k t  mit 
d e r  B e rü h ru n g s s e h n e  h a rm o n i s c h  ge te i l t  wird.

Der allgemeine Beweis für diesen Satz, der bereits im 
e r s te n  Buch für den Fall bewiesen ist, wo die Sekante ein 
D urchm esser ist, wird [in 37] auf folgende Weise gefühid.

Es werden — wie in Fig. 26, wo der Umstand, dafs CI  
e i n e  Axe ist, unwesentlich ist — die durch den gegebenen 
P u n k t  C und den einen Berührungspunkt A  gehenden Durch
m e s s e r  C I  und A I  gezogen, und um den Flächensatz benutzen 
z u  lönnen werden durch die Endpunkte D und Z der abge- 
setwittenen Sduie Linien in den diesen beiden Durchmessern 
konjugierten Uichlmigen gc7.ogen, und diese Linien werden ver
lä n g e r t  bis der beiden Durchmesser schneiden.

ihre \w flieht konjugiert sind (die Linien 1)N
n n r l  ^  ^  Aus der Figur ergiebt sicli

dal
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CZ* A C L J /  £ ^ R Z M CL Z R
C X D PCD* A C X O  ~  A P D O  

Wendet man nun den Flächensatz‘) auf die Punkte Z  
und A  an, so ist
C L Z R  ( =  C L K I — Z K I R  — C L K I — AIC)  =  A L K A .  
und auf dieselbe Weise erhält man

C X D P  -  A A^V^.
Folglich wird

CZ* A L K A  AL* EZ*
CDi AX* ED*A X X A  

Der Satz ist also bewiesen.
Den zweiten Hauptsatz können wir leicht an dieselbe Fig. 26 

anschliefsen, in der S  die Mitte der Sehne A B  bezeichnet und 
CT  parallel der .45  ist. Man erhält dann nämlich mittels des

Apollonius wendet diesen nicht unmittelbar an, sondern die im dritten 
Buch [2J enthaltene Umformung. An dieser Stelle sind die Citate in 
Halleys Ausgabe wider Gewohnheit nicht ganz genau.
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bewiesenen Satzes, dafs Z S  durch den anderen Endpunkt V der 
Sehne DO geht, und dafs S  und T  die Sehne ZU  harmonisch 
teilen. Da Z  ein beliebiger Punkt der Kurve sein kann, so 
wird die Polare CT  des inneren Punktes S durch dieselbe 
harmonische Eigenschaft charakterisiert wie die Polare des 
aufseren Punktes. Apollonius, der keinen der Ausdrücke „har
monisch“ oder „Polare“ benutzt, beweist diesen zweiten all
gemeinen Hauptsatz in 38, wo man indessen statt der hier 
angedeuteten Anwendung des vorhergehenden Satzes 37 eine 
—  auch nur angedeutete — Wiederholung des Beweises für 
r lie se n  Satz findet.

Die übrigen Sätze derselben Gruppe [30—40] rühren teils 
d a v o n  her, dafs wie gewöhnlich besondere Rücksicht auf solche 
F a l l o  genommen wird, wo die Punkte auf verschiedenen Ästen 
d e r s e lb e n  Hyperbel liegen, teils auch rühren sie von der be
s o n d e r e n  Behandlung solcher Grenzfalle her, wo der eine der 
vier harmonischen Punkte sich bis ins Unendliche entfernt, und 
der ihm zugeordnete die Mitte zwischen den beiden letzten 
wird, oder wo der gegebene Punkt auf einer Asymptote liegt. 
D i e s e  Grenzfalle lielsen sich nach griechischer Darstellungsweise 
d er Form nach nicht in den allgemeinen Sätzen miteinbegreifen. 
D a f s  Apollonius dennoch ihre Bedeutung als Grenzfalle von 
diesen vollkommen richtig aufgefafst hat, sieht man aus der 
A r t :  und Weise, wie dieselben in dieser Satzgruppe angebracht 
w o r d e n .

Zur Theorie der Polaren gehört noch der Satz 44, wel- 
c l x e r  aussagt, dafs die Polare eines äufseren Punktes mit Be- 
z - io t iu n g  auf eine Hyperbel zwei von den Linien parallel ist, 
x v o lc h e  die Schnittpunkte zwischen den vom Punkt aus gezo- 
S o n e n  Tangenten und den Asymptoten mit einander verbinden. 
D i o s e r  Satz ist von den übrigen Sätzen über Polaren getrennt, 
w o i l  für seinen Beweis der erst in 43 bewiesene Satz benutzt 
w ir d , dafs eine bewegliche Tangente einer Hyperbel auf den 
Asymptoten Stücke abschneidet, welche, vom Mittelpunkt aus 
gerechnet, ein Rechteck von konstantem Inhalt bilden.

Der letzgenannte Satz gehört zu einer kleinen Satzgruppe 
41— 43, welche in keiner anderen als der hier angeführten Ver
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bindung mit dem früheren Inhalt des Buches steht, die aber eine 
besondere Aufmerksamkeit verdient, da sie das giebt, was wir 
mit einem modernen Namen die Erzeugung der verschiedenen 
Kegelschnitte du rch  eine bewegte  Gerade nennen können.

Da sich auf anderem Wege nachweisen läfst, dafs die 
Alten wirklich eine mit diesem Namen stimmende Anwendung 
von diesen Sätzen gemacht haben, während die übrigen Sätze 
des dritten Buchs es vorzugsweise mit den Kegelschnitten als 
Erzeugnissen von Punkten oder als Örtern für Punkte zu Ihun 
haben, so wollen wir die genauere Besprechung dieser kleinen 
Satzgruppe bis zu einem späteren (dem löten) Abschnitt ver
schieben , wo wir dieselbe mit ihren Anwendungen in Verbin
dung setzen können.

Ebenso wollen wir die nächste Sjitzgruppe 45—52, welche 
die einfachsten Eigenschaften der B re n n p u n k te  der Ellipse 
und Hyperbel enthält, und die in keiner anderen Verbindung 
mit dem übrigen Inhalt des Buchs steht, als dafs sie auf dem 
von allen übrigen Sätzen des Buchs unabhängigen Satze 42 
aufgebaut ist, in einem besonderen Abschnitt (dem löten) über 
die Brennpunkte der Kegelschnitte besprechen.

Ich habe den Eindruck empfangen, als ob diese beiden 
Satzgruppen zunächst nur deshalb ihren Platz im dritten Buch 
gefunden haben, weil sich kein anderer und passenderer Platz 
für sie darbot, indem dann die hier erwähnte Verbindung 
zwischen einem einzelnen Satze [43] und dem übrigen Inhalt 
des Buchs als Veranlassung benutzt ist auch die übrigen mit- 
zuiiehmen. Zugleich scheint mir der Umstand, dafs, wie wir 
sehen werden, in diesen Gruppen in wenigen Sätzen ohne Um
schweife die einfachsten und deshalb wichtigsten Eigenschaften 
initgeteilt werden, darauf hinzudeuten, dafs hier nicht die Ab
sicht ist etwas Neues geltend zu machen, sondern einige be
kannte aber wichtige Eigenschaften der Kegelschnitte zusammen- 
zustellen.

Dagegen mufs ich vorläufig den Versuch aufschieben zu 
erklären, weshalb die Satzgruppe 53—56 bis an den Schlufs 
des Buchs geschoben ist. Ihrem Inhalt nach schliefst dieselbe 
sich nämlich ganz an die ersten Satzgruppen des Buchs, den
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Flächensatz, den Potenzsatz und die Sätze über Polaren an, 
indem sie die Kegelschni t te  als geom etr i sche  Örte r  
für  die D u rch sch n i t t sp u n k te  zwischen den sich ent
sp rechenden  S t rah len  von zwei p ro jok t iv ischen  Bü
scheln  behandelt. Diese Grundlage für die Bestimmung der 
Kegelschnitte als geometrischer Örter in der modernen projek- 
tivischen Geometrie wird in der That in voller Allgemeinheit 
bewiesen, doch so, dafs die Projektivität der Büschel auf eine 
bestimmte Weise ausgedrückt wird, nämlich durch die einfache 
Relation, welche zwischen den Punktreihen stattfindet, die sie 
auf Linien bestimmen, welche durch jeden Scheitelpunkt der 
Büschel parallel zu der Tangente im anderen gezogen sind; 
aber diese bestimmte Art die Projektivität auszudrückeri kann 
es allerdings mit sich gebracht haben, dafs die Anwendbarkeit 
viel geringer wurde als jetzt, wo man in den Worten: die 
Büschel sind projektivisch, alle die projektivischen Eigenschaften 
ausdrückt, welche die moderne Geometrie als bekannt voraus
setzt.

Es seien und C (Fig. 27) die festen Punkte, A B  und CB 
die Tangenten in denselben und CP  und ÄQ  Parallelen zu 
diesen; ferner sei M ein beweglicher Punkt des Kegelschnittes, 
welcher durch A M P  und CMQ mit den festen Punkten ver
bunden wird. Dafs die von diesen Linien gebildeten Büschel, 
in denen die Tangenten der Linie A C  so entsprechen, dafs P  
auf C fallt, wenn Q sich bis ins Unendliche entfernt, und Q 
auf A fallt, wenn P  sich bis ins Unendliche entfernt, projek
tivisch sind, läfst sich dann ausdrücken durch 

C P , A Q  =  constans.
Diese Relation beweist Apollonius in *54 für den Fall, wo 

die Kurve eine Ellipse, eine Parabel oder ein einzelner Hyper
belast ist, in 55 für den, wo A  und C jeder auf einen von 
zwei zusammengehörigen Hyperbelästen fallen, während M sich 
auf einem derselben bewegt, und in 50 für den Fall, wo A 
und C auf dem einen Hyperbelast liegen, während M  sich auf 
dem anderen bewegt.

Der Hauptsache nach ist der Beweis folgender. Wenn 
man durch M  die Sehne M N  parallel AC  zieht und diese die
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Tangenten in S und It schneidet, so wird R X  =  3 /S , weil 
der Schnittpunkt mit dem Durchmesser der parallelen Sehnen 
die gemeinsame Mitte für S R  und M X  ist. Das nach dem

RC^Potenzsatz konstante Verhältnis r> ir  läfstsich also, indem
xI ji\  . IIM

man zugleich die ähnlichen Dreiecke der Figur benutzt, folgender- 
mafsen unifoi-men:

BC* _  ItC* BC S A  RC  
R N . R M  ~  M S . R M  ~  B A '  M S  ' R M  

BC C P . A Q  
~  B A  ' AC*

Bezeichnet man den konstanten Wert dieses Ausdrucks 
mit X, so erhält man

B AC P . AQ BC x . A C ^ ,

und der Satz ist dann bewiesen.
Der konstante Wert erhält einen mehr symmetrischen Aus

druck, wenn man den Wert einführt, der nach dem Potenz
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satz X zukommt. Dieser ist. wenn wie in Fig. 27 der Durch
messer BG  der Sehne A C  die Kun^e in E  schneidet,

_  _  EG  ̂ BC* _  EG  ̂ BC^
* “  FE* ~

wodurch man erhält:
C P . AQ

BE* GC* ~  BE* ^ A C ‘ ’

EG*A - ^ ^ , . B A . B C .

für

Diesen Ausdruck — oder richtiger den darin einbegriffenen 
C P . A Q

AC^ — findet Apollon ius in 54 und 56.

In 55 dagegen, wo BG  die Kurve nicht schneidet, zieht 
man dm*ch B  eine Parallele zur Sehne AC,  welche in diesem 
Falle die Kurve schneiden mufs, da beide Äste schneidet. 
Ist H  der Schnittpunkt der Parallelen mit einem der Äste, so 
wird der Ausdriu^k für x, wie wir beim Potenzsatze bemerkt 
haben.

BC^

und dann erhält man
BH^

C P . A Q  =  A ^ j ß £ , A C * .

Apollonius' Entwicklung weicht aufser in der Form der 
Darstellung von der hier gegebenen eigentlich nur dadurch ab, 
dafs die hier benutzten Ausdrücke für x gleich eingeführt werden.

In dem den allgemeinen Sätzen vorangehenden Satz 53 
wird der einfache Fall besonders behandelt, wo die Sehne AC  
ein Durchmesser, die K uito  eine Ellipse oder Hyperbel ist. 
ln diesem Ftalle läfst sich der Beweis ohne Benutzung des 
Potenzsatzes allein mit Hülfe der Gleichungen für die Kurve 
durchführen.

Dieser Satz 53 ist, ebenso wie 42, einer von den wenigen, in 
denen gle ich  auf die aus zwei zusammengehörigen Hyperbelästen 
zusammengesetzte Kmwe Rücksicht genommen wird, eine Rück
sicht, die im übrigen so einfach ist, dafs sie nicht im Beweise 
erwähnt zu werden braucht, wo der bewegliche Punkt doch 
nur als einem Hjperbelast zur Zeit angehörig betrachtet wird. 
Für moderne Leser ist es viel eher auffallend, dafs gesagt wird,
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der Satz gelte aufser für zusammengehörige Hyperbeläste auch 
für eine einfache Hyperbel (d. h. einen Hyperbelast); aber man 
mufs bedenken, dafs man auch für einen solchen den Punkt 
eines Durchmessers, der in Wirklichkeit auf dem anderen Hy. 
perbelast liegt, als einen Endpunkt bezeichnet, und was die 
Tangenten in den Endpunkten betrifft, so werden diese in 
diesem Satz und in 4i2 nur als in der Richtung der zum Durch
messer gehörenden Ordinaten gezogen bezeichnet. Die Sätze be
ginnen nämlich folgendermafsen: Wenn man in einer Hyperbel, 
einer Ellipse, einem Kreise oder in entgegengesetzten Schnitten 
(d. h. zusammengehörigen Hyperbelästen) von den Endpunkten 
(»ines Durchmessers Parallelen zu dessen Ordinaten zieht . . . .

Siebenter Abscbnitt.
„Der Ort zu drei oder vier Geraden“ .

Wie wir gesehen haben, soll Apollonius’ drittes Buch den 
Schlüssel zu der antiken Bestimmung') „der Örter zu drei 
oder vier Geraden“ enthalten, und man darf nicht unterlassen 
das Mittel, welches diese Mitteilung über die Absicht und 
Bedeutung der aufgestellten Sätze giebt, zu benutzen um ein 
tieferes Verständnis der Arbeit und der Betrachtungsarten, 
welche der griechischen Lehre von den Kegelschnitten ihre Ent
wicklung verliehen haben, und der Bedeutung der Resultate, 
welche dieselbe erreicht hat, zu gewinnen.

„Der Ort  zu vier G eraden“ , von dem der Ort zu drei 
Geraden ein specieller Fall ist, ist*) der geom e t r i s che  Or t

‘) ln der Vorrede wird eigentlich die S yn th es i s  der Örter genannt, 
d. h. die s y n th et i s c h e  D ars te l lu n g  der Beschaffenheit der geo
metrischen Örter und ihrer genaueren Bestimmung durch die gegebenen 
Stucke: aber die Voraussetzung für diese Darstellung ist die Kenntnis 
der Best immung se lbs t  — und diese ist es, welche uns inter
essiert.
Pappus, Ausgabe von Hultsch. S. H78; mitgeteilt in unserem Anhang 4.
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für die P unk te ,  deren  A bs tände  x,  y, h von vier  
geraden  Lin ien der  Gleichung

xz =  constans

genügen. (Von diesen Linien wollen wir x =  0 und z  =  0 
gegenüber l iegende  nennen, ebenso y =  0, w =  0).

Die Abstande werden nicht nur auf den auf die Geraden 
geföllten Senkrechten gemessen, sondern auch allgemeiner auf 
Schiefen, die in gegebenen Richtungen gezogen sind, was übri
gens, wenn gleichzeitig die Konstante sich entsprechend ver
ändert, keine andere Bestimmung des Ortes liefert.

Wir werden bald zeigen, welche Lösung dieser Aufgabe 
Apollonius wahrscheinlich kannte und — wie er sagt — durch 
die Verbesserungen der Theorie, welche er in seinem dritten 
Buche einführte, vervollständigte; aber zuerst wollen wir einigen 
falschen Auflfassungen entgegentreten, die ebenso wie ein früher 
erwähntes Mifsverständnis ihrerv stärksten Ausdruck bei Des-  
c a r t e s  gefunden und sicherlich das Ihrige dazu beigetragen 
haben, dafs man sich auch später so Avenig bemühte den 
Mitteln der Alten zur Bestimmung von Örtern nachzuspüren.

Aus Äufserungen in der Vorrede geht unz\veifelhaft hervor, 
dafs Apollonius eine vollständige Lösung besafs. Da Apollonius, 
so weit mir bekannt, sich nirgendwo auf mathematischem Ge
biete als unzuverlässig erweist, so verdient er volles Vertrauen, 
und zu seinen Worten stimmen auch die — dem Apollonius 
nicht freundlich gesinnten — Äufserungen des Pappus in der 
Einleitung zum 7ten Buch )̂. Er sagt nämlich in vollkommenster 
Übereinstimmung mit Apollonius’ eigenen Äufserungen, dafs 
dieser selbst die Aufgaben al le in  d u rc h  die Sätze ,  die zu 
Eukl ids  Zeit b e k a n n t  waren ,  nicht vollständig hätte lösen 
können. Descar tes ,  der diese Worte so verstanden hat, als *)

*) Veigl. Anliang 2. Dasselbe, was wir hier geltend machen, wird auch 
von Heiberg hervoi-gehoben (Litterargeschichtliche Studien über Euklid. 
S. 84-85).
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ol) Apollonius die Lösung der erwähnten Aufgabe überhaupt 
nicht vollendet habe, bemerkt ferner^), dafs Pappus sage, der 
geometrische Ort werde ein Kegelschnitt. Aber, fahrt er fort, 
Pappus läfst sich nicht darauf ein diesen Kegelschnitt zu be
stimmen oder zu beschreiben. Wunderlich genug gelangt Des- 
cartes durch diese Worte, welche augenscheinlich dazu bestimmt 
sind die Vorzüge der neuen Methode, der analytischen Geo
metrie; zu zeigen, gerade dahin der alten Geometrie einen 
der wichtigsten dleserVorzüge beizulegeii um ihr dagegen solche 
abzusprechen, welche sie jedenfalls vor seiner eigenen Behand
lung derselben Aufgabe vorausgehabt haben mufs. Einer der 
grofsen Vorteile der analytisch-geometrischen Bestimmung eines 
geometrischen Ortes ist nämlich die Leichtigkeit, mit der sie 
zeigt, dafs  dieser Ort eine Gerade, ein Kegelschnitt u. s. w. ist, 
während die genauere Bestimmung der gefundenen Linie mit 
melu* Schwierigkeit verbunden ist. Bei der Benutzung von 
Methoden, die einen geringeren Grad von Allgemeinheit besitzen, 
wird dagegen der Nachweis, dafs eine Kurve ein Kegelschnitt 
ist, direkter darauf ausgehen zu zeigen, dafs dieselbe mit 
einem vollkommen bestimmten Kegelschnitt zusammenßillt. Was  
nun Descartes’ eigene feinere Bestimmung desselben gometri- 
schen Ortes betrifft, so begnügt er sich damit ein Paar konju
gierter Durchmesser und die Form zu finden, welche die Glei- 
(‘hung durch Beziehung auf diese annimmt. Dadurch ist die 
Km ve allerdings bestimmt, aber nur weil man dann auch weifs, 
dafs die Gleichung der Kurve dieselbe Form durch Beziehung 
auf ein Paar rechtwinkliger Axen, die sich dann auch bestim
men lassen, behält. Für diese letztere Bestimmung, welche, 
wie aus der elementaren analytischen Geometrie bekannt ist, 
den schwierigsten Teil der Bestimmung eines durch die allge
meine Gleichung zweiten Grades gegebenen Kegelschnittes aus
macht, giebt Descartes in seiner Geometrie keine Anleitung, 
sondern er bezieht sich ganz einfach auf Apollonius. Dazu ist 
er selbstverständlich vollkommen berechtigt, aber seine herab- *)

*) Geoinetria, Ausgabe von van Schoolen, S. 10.
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selzenden Bemerkungen über die Geometrie der Alten werden 
dadurch noch unbilliger.

Wie Descartes die Beweise dafür, dafs Apollonius wirklich 
die erwähnte Aufgabe gelöst hat, übei^sehen haben kann, wird 
übrigens dadurch erklärlich, dafs Apollonius seine Lösung nicht 
ausdrücklich mitteilt, und dieser Umstand mag auch auffallend 
erscheinen. Ich vermag denselben nicht anders als dadurch 
zu erklären, dafs er angenommen hat, die Bestimmung eines 
geometrischen Ortes, selbst wenn derselbe ein Kegelschnitt 
wird, gehöre nicht in ein systematisch und synthetisch dar
gestelltes Werk über die Eigenschaften der Kegelschnitte. Der 
Beweggrund hierfür kann wiederum der gewesen sein, dafs 
die Lehre von der Bestimmung der Örter weitläufig genug 
w ar um ein ganzes selbständiges Werk zu füllen. Für die 
Richtigkeit dieser Erklärung spricht der Umstand, dafs kein 
Theorem bei Apollonius direkt aussagt, dafs ein gewisser geo
metrischer Ort ein Kegelschnitt sei, wenn dieselben auch oft 
Ortstheoreme sind, insofern sie zeigen, dafs umgekehrt alle 
Punkte eines Kegelschnittes eine gewisse Eigenschaft haben. 
Hierzu stimmen ferner die ältesten bekannten Titel für Werke 
über Kegelschnitte, nämlich Eukl ids  vier Bücher über „Kegel
s c h n i t t e “ im Gegensatz zu Ar is täus  fünf Büchern über 
„körperl iche Ö r te r“. Das erste von diesen ist nach Pap- 
pus' Bemerkung (vergl. Anhang 2) durch Apollonius’ vollstän
digeres Werk ersetzt. Das zweite hat, nach seinem Platze 
in Pappus’ wohlgeordnetem Verzeichnisse von Werken, die zu 
der antiken analytischen Geometrie^) gehörten, um eine Stufe 
höher gestanden — wenn es auch vor den hier erwähnten 
Lehihüchem der Kegelschnitte geschrieben worden ist —, und 
auf Grund der Übereinstimmung seines Titels mit dem von 
Apollonius’ ebenen Örtern mufs man annehmen, dafs es geo
metrische Örter behandelt habe, welche K^elschnitte werden. *)

*) Ausgabe von Hultsch, S. 636. Viviani  ist bei seinem Versuche die 
verlorene Schrift des Ari s täus wiederherzustellen von derselben 
a l lg e m e in e n  Auffassung ihres Inhaltes ausgegangen, die hier geltend 
gemacht wird.

9
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Das stimmt auch zu Pappus' Äurserungen über die angeführten 
Bücher. Wenn nämlich Pappus, zu dessen Zeit Aristäus’ Werk 
noch existierte, sagt'), dafs Euklid weder (dem noch lebenden) 
Aristäus zuvorkommen (nämlich mit Beziehung auf mögliche 
weitere Entdeckungen) noch einen neuen Grund für dieselbe 
Lohre legen wolle, so folgt hieraus, dafs Euklid in seinem Werke 
ein anderes  Ziel verfolgte als Aristäus; denn bezweckte sein 
Werk dasselbe wie das des Aristäus, so mufste er ja eben die 
Absicht haben auf diesem Gebiete etwas besseres hervorzu
bringen als das, was bereits vorlag. Pappus mufs also meinen, 
dafs Euklid, der ebenso wie Apollonius die allgemeine Lehre 
von den Kegelschnitten behandelte, dieselbe mit Beziehung auf 
den Punkt, auf den es hier ankomint, nicht weiter führte als 
notwendig war um Aristäus’ unvollständige Bestimmung „des 
Orts zu drei oder vier Geraden“ zu begründen oder synthetisch 
darzustellen; dessen Werk ist also nicht eine allgemeine Lehre 
von den Kegelschnitten gewesen, sondern hat in Übereinstim
mung mit seinem Namen nur die zu dieser Lehre gehörenden 
Bestimmungen geonn^trischer Örter behandelt ̂ ).

) Ausgabe von Hultsch, S. 67t> (unser Anhang 2). Meine Aufl*) *assung der 
Worte stimmt mit der überein, welche Heiberg.  Litterargeschicht- 
liche Studien über Euklid, S. 84—86, geltend gemacht hat und woraus 
er sicherlich mit Recht schliefst, dafs, wie Apollonius sagt, die älteren 
Lösungen der Aufgaben über „Örter zu drei und vier Geraden“ nicht 
vollständig waren.

*) Mit Rücksicht darauf, dafs nicht nur Apollonius seinen Tadel allein 
gegen Euklid richtet, sondern auch Pappus bei „dem, der zuerst 
darüber schrieb“, an Euk'lid zu denken scheint, kann man vielleicht 
an meiner Berechtigung zweifeln, die teilweise Bestimmung des Orts 
zu vier Geraden auf Aristäus zunickzuführen. Dieser Zweifel würde 
indessen die Hauptsache, nämlich die Begrenzung der älteren Bestim
mung und die Art, wie die Bestimmung ausgeführt wird, gar nicht 
treffen. Unsere im Folgenden gegebenen Erklärungen werden auch 
dann ihre Gültigkeit behalten, wenn Pappus nur meint, dafs Euklids 
Bestimmung unvollständig sein mufste.  weil er dieselbe allgemeine 
Auffassung der Kegelschnitte benutzte, die Aristäus bei anderen ähn
lichen Bestimmungen von Örtern anwandte. Das oben aufgestellte 
Verhältnis zwischen Euklid und Aristäus lafst sich doch gewifs noch 
festhalten, wenn man beachtet, dafs das, wovon bei Euklid die Rede 
ist, die Synthes i s  des Orts oder die synthetische Darstellung von
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Indessen bleibt es doch aiiffalleiid, dafs Apollonias auch 
n i c h t  die der Bestimmung des Orts zu vier Geraden entspre
c h e n d e  th e o re t i s ch e  Umkehrung  des Satzes mit aufge- 
i io iin n e n  hat, dafs j e d e r  vorgelegte Kegelschnit t  — und 
z w j i r  in Beziehung auf je des  einbeschr iebei ie  Viereck — 
d i e  Eigenschaften besitzt, welche den Ort zu vier Geraden cha- 
rciJkteiisieren. Der Grund mag wohl der sein, dafs man, in 
A .n ^ p ru ch  genommen von der gröfseren Beschwerlichkeit, welche 
d i e  Bestimmung des Orts verursacht hat, den theoretischen 

nur als Appendix zu dieser betrachttd hat. Aus der 
N 'i ^ t u r  der Sache und allen vorliegenden Angaben geht hervor, 
dfiH ss derselbe aller Wahrscheinlichkeit nach ein Durchgangsglied 
w a x -  und jedenfalls denen nicht unbekannt gewesen ist. welche 
jf io lx . auf eingehende Weise mit dem Ort zu vier Geraden be- 
s c h ia f l ig t  haben. Ist derselbe also bekannt gewesen, und zwar 
t**il^veise dem Ar is täus  und Eukl id  und vollständig dem 
A . p t  o l l o n iu s ,  so ist der Name Theorem des P appus ,  den 
C-lx€xsles demselben gegeben hat, nicht zutreffend — um so 
w tjn ig e r ,  als auch Pappus nur die Bestimmung des Orts und 
i i i e l i t  das umgekehrte Theorem erwähnt. Wir werden dasselbe 
• i€*“shalb in der Folge den Satz vom e; inbeschriebenen 
V i e r e c k  nennen.

Wenn man nun nach allen vorliegenden Erläuterungen, 
wariientlich nach den von Pappus bestätigten Worten des 
A p o l l o n i u s  in der Vorrede, eine Wiederherstellung der antiken 
Bestimmung des Orts zu vier Geraden unternimmt, so niufs

tlessen Bestimmung ist. Aristäus hat dann vielleicht die Bestimmung 
•Jes Orts analytisch bis zu einem Satze zurückgeführt, den er von der 
»illgemeinen Lehre von den Kegelschnitten her als bekannt voraus- 
le tz te ;  nach der Auflassung, die im Folgenden gellend gemacht wird, 
im ifste  dies der Potenzsatz sein. Waren dieser und die zugehürigen 
Kestimmungen damals vollständig, so wie sie es bei Apollonius sind, 

würde Aristäus’ Analysis auch vollständig sein und die Mittel zur 
^synthetischen Bestimmung des Orts würden vorliegen. Deshalb hält 
>^ieh Apollonius an Euklid als denjenigen, bei dem man das vemiifst, 
w a s  an der vollständigen Bestimmung fehlt. Dafs Euklid etwas jünger 
i« t. als Aristäus, ist im übrigen Grund genug dafür, dafs Apollonius als 
V'ertreter des Standpunktes, Ober den er selbst zunächst .sich erhebt, 
• l e n  ersleren nennt.

9* J
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dieselbe einer doppelten Forderung genügen: sie mufs sich vor 
Apollonius’ Zeit teilweise haben ausführen lassen, und sie muls 
durch Apollonius’ Sätze im dritten Buch vervollständigt werden 
können. Damit Apollonius' Äufserungen für Mathematiker seiner 
Zeit verständlich sein konnten, mufs überdies angenommen 
werden, dafs diese Anwendung seines dritten Buchs so nahe 
gelegen habe, dafs seine Sätze unmittelbar von denen benutzt 
werden konnten, die — vielleicht durch A r is täus  — die frü
here Bestimmung kannten.

Da der Satz vom einbeschriebenen Viereck in der modernen 
Geometrie im wesentlichen nur ein anderer Ausdruck für die Er
zeugung der Kegelschnitte durch projektivische Büschel ist, so 
liegt es nahe die Hülfsmittel für die Bestimmung des Orts zu vier 
Geraden in der letzten Satzgruppe des dritten Buchs [53—56] 
zu suchen. Die Art, wie die Projektivität der Büschel hier 
bestimmt wird, ist indessen — wie wir Gelegenheit nehmen 
werden im nächsten Abschnitt ausführlicher zu zeigen — nicht 
wohl geeignet als Übergang zu der allgemeinen Bestimmung 
des Orts zu vier Geraden zu dienen. Aber es giebt eine andere 
Art, wie sich die zwischen dem Inhalt der angeführten Satz
gruppe und dem Ort zu vier Geraden existierende Verwandt
schaft benutzen läfst, nämlich durch einen Versuch, ob nicht 
eine etwas veränderte Anwendung dei-selben Beweisführung,  
welche sich in der Satzgruppe findet, zur Bestimmung des Orts 
führen könne.

Betrachten wir nun diese Beweisführung, die wir am 
Schlüsse des vorigen Abschnitts mitgeteilt haben, so ei-giebt 
sich sofort, dafs die darin durch eine einfache Anwendung des 
Potenzsatzes gefundene und darauf weiter umgeformte Rela
tion (Fig. 27)

R M . M S
RC^ =  constans

die specielle Form ist, welche der Satz vom einbeschriebenen 
Viereck annimmt, wenn zwei gegenüberliegende Seiten des
selben in Tangenten übergehen, wodurch die beiden anderen 
in der Berührungssehne zusammenfallen. Mit Ausnahme kon
stanter Faktoren sind nämlich R M  und M S  die Abstände des
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Kurvenpunktes M von den Tangenten B A  und BC,  und RC  
d e r  Abstand von der Berührungssehne AC, oder diese Strecken 
s i n d  eben die Abstände, in bestimmten schiefen Richtungen 
gem essen. Der so gefundene specielle Fall des Satzes vom 
einbeschriebenen Viereck erhält ein besonderes Interesse dadurch, 
d a f s  der geometrische Ort eines Punktes M,  der umgekehrt 
d u rch  die hier gefundene Relation bestimmt wird, derjenige 
ist, den Apollonius  imter dem Namen O rt zu drei Ge
r a d e n  besonders erwähnt. Dadui-ch gewährt die Satzgi-uppe 
auch Aufklärung über die Bestimmung dieses Orts, und dieselbe 
ist vielleicht gerade am Schlüsse des Buchs als Beispiel für den 
in der Vorrede erwähnten Gebrauch angeführt, der sich vom 
Inhalte des Buchs zui* Vervollständigung der Bestimmungen 
solcher geometrischen Örter machen läfst, die früher nur teil
weise bekannt waren.

Wir wollen uns nicht besonders mit dem Ort zu drei 
Geraden beschäftigen, sondern uns damit begnügen, den
selben als einen Specialfall des Orts zu vier Geraden zu be
trachten, aber wir wollen versuchen, ob uns nicht auch ein 
Wink mit Beziehung auf die Bestimmung dieses letzteren 
gegeben sein sollte. Es zeigt sich dann sofort, dafs die gemachte 
Anwendung des Potenzsatzes sich weiter ausdehnen und zu 
e i n e m  Beweise für den Satz  von e inbesc h r iebene n  
V i e r e c k e n  in al len den Fä ll en  machen läfst, wo diese 
P a r a l l e l t r a p e z e  sind.

Wenn A B  (Fig. 28) eine feste 
Sehne eines Kegelschnittes ist und 
JfJV  eine Sehne von gegebener 
Richtung, welche A B  m R  schnei
det, so  wird nach dem Potenzsatze 

M R . R N
A R - R B

Trägt man nun auf der be
w eglichen Sehne M S ^ R N  ab, 
so i s t  nach den Sätzen über 
D urcbm esser der geometrische 
O rt fü r  den Punkt S  eine Sehne

=  constans.

j
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CD,  welche den Durchmesser der Sehnen MN  in demselben 
Punkte schneidet wie AB,  und deren Endpunkte C und D  aut 
den der M N  parallelen Linien AC  und BD  liegen. Die Ab
stände X, y, z,  u des beweglichen Kurvenpunktes M von den 
Seiten des Trapezes A B D C  werden also der Bedingung

xz
yv =  constans

genügen.
Da A B D C  ein beliebiges einbeschriebenes Paralleltrapez 

sein kann, so ist der Satz vom einbeschriebenen Viereck nun 
für ein solches bewiesen.

Soll man umgekehr t  den geometrischen Ort für einen 
Punkt M  bestimmen, dessen Abstände .r, //, z, n von den 
Seiten eines Trapezes dieser Bedingung genügen, So kann man 
durch eine passende Veränderung der gegebenen Konstante die 
Abstände in denselben Richtungen w'ie in Fig. 28 rechnen, so 
dafs man erhält

MB  . MS MB  . B N
A B .  B 'B A B . B B

wo X eine gegebene Konstante ist. Darauf mufs man versuchen 
einen Kegelschnitt in Übereinstimmung mit dem bewiesenen 
Satze zu bestimmen, und zwar mufs man die Bestimmung so 
vornehmen, dafs man mittels derselben synthetisch den Beweis 
dafür durchführen kann, dafs die] Punkte des gefundenen Kegel
schnitts wirklich für den gegebenen Wert von /  die gegebene 
Bedingung erfüllen; denn von vornherein weifs man nicht, dafs 
der geometrische Ort immer ein Kegelschnitt wird.

Bevor wir dies nun genauer durchführen, wollen wir doch 
versuchen uns darüber zu vergewissern, dafs wir wirklich auf 
der richtigen Spur nach der antiken Bestimmung des Orts zu 
vier Geraden sind^).

*) Naclideni ich in iiißglichst genauem Anschlufs an die eigenen Schriften 
der Alten die hier und im folgenden Abschnitt daigestelle Restitution 
der antiken Bestimmung des Oiis zu vier Geraden durchgefOhrt hatte, 
habe ich diene durch eine Zusammenstellung mit der ßestimmiing 
die.ses Oi*ts geprüft, welche sich zu Anfang der Sectio V von N e w t o n s
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Erst haben wir uns dadurch, dafs wir die Beweise für die 
Salze 54—5G in Apollonius' drittem Buche zum Ausgangspunkt 
genommen haben, überzeugt, dafs der Gebrauch ,  den wir

Principia findet; wohl beabsichtigt Newton keine solche Restitution, 
aber da er mit seiner gründlichen Kenntniss und seiner wohlbekannten 
Wertschätzung der Schritten der Allen die Grundlage für seine Bestim
mung ausdrücklich Apollonius zuschreiht, so ist es einigermafsen wahr
scheinlich, dals er vielfach dieselben Wege eingeschlagen hat, die 
Apollonius hat bahnen wollen.

Bei dieser Prüfung ergab sich, dafs Newton eben dieselben Beweise 
für den »Satz vom einbeschriebenen Viereck, sowohl wenn das.selbe ein 
Trapez ist. als wenn es eine beliebige Form hat, geführt hat, die wir 
hier und in dem folgenden Abschnitt den Alten beilegen. Dagegen 
verfährt Neŵ ton etw'jis andei*s bei dem Beweise dafür, dafs der Ort 
zu vier Geraden immer ein Kegelschnitt ist, und bei der hieran ge
knüpften Bestimmung des Kegelschnittes. Den ei-steren erhält er, indem 
ei- sich darauf stützt, dafs ein Kegelschnitt durch 5 Punkte vollkommen 
bestimmt ist, ŵ onach reichliche Mittel zur genaueren Bestimmung des 
Orts zur Verfügung stehen. Da Apollonius im v ier ten Buche selb.«! 
beweist, dafs zwei Kegelschnitte sich höchstens in 4 Punkten .schneiden, 
so benutzt Newton hierbei in Wirklichkeit keinen Satz, der Apollonius 
unbekannt war. Da indessen besonders das drit te Buch bei der 
Bestimmung des erwähnten geometrischen Orts benutzt werden soll, 
und man die genaueren Untersuchungen dieses Buches nicht nötig 
hat. wenn man zuerst davon ausgeht, dafs die Kurve durch 5 Punkte 
vollkommen bestimmt Ist. .so glaube ich nicht, dafs Newtons Bestim
mung mit der der Alten vollkommen übereinstimmt. Das Verfahren, 
welches wir im folgenden ilen Alten zu.schreiben. ist ein umgekehrtes, 
und stützt sich in grofsem Umfange auf Apollonius’ drittes Buch. Wir 
nehmen an, dafs die Alten den Beweis dafür, dafs der Ort ein Kegel
schnitt wird, an die wirkliche Bestimmung dieses Kegelschnittes ange
schlossen haben. Die Durchführung desselben zeigt nun allerdings, 
dafs ein solcher Kegelschnitt durch 5 Punkte bestimmt ist, aber nur 
indem sie zeigt, w ie er bestimmt wird.

Ähnliche Gründe in Verbindung mit mehreren, über die wir spater 
berichten werden, hindern uns unsere Restitution der antiken Bestim
mung des Ort.s zu vier Geraden auf eine Konstruktion einer EllijKse 
durch 5 Punkte aufzubauen, die sich bei Pappus findet. Auch mit 
dieser Konstruktion stimmt dieselbe indessen teils darin überein, dafs 
sie auf Anwendung des Potenzsatzes beruht, teils darin, dafe der Fall, 
wo zwei von den Geraden — bei Pappus zwei von den Verbindungs
linien zwischen <len fünf Punkten — parallel sind, ei*st für sich be
handelt wird, wonach die allgemeine Aufgabe hierauf zurück geführt 
wird.
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vom P o tenzsa tze  gemacht haben und ferner von den daran 
geknüpften Bestimmungen vom Werte des konstanten Verhält
nisses machen werden, derartig ist, dafs auch Apollonius mit 
ihm vertraut sein konnte.

Dagegen könnte es bedenklich ei*scheinen, dafs man auf 
dem eingeschlagenen Wege nur zur Bestimmung des Orts zu 
vier Geraden gelangt, wenn diese ein Trapez bilden. Hierin 
liegt eine Aufforderung zu versuchen, ob man nicht durch 
andere Anwendungen der Sätze in Apollonius’ drittem Buche 
weiter gelangen könnte. Das läfst sich indessen kaum durch
führen, wenigstens nicht auf eine hinreichend einfache Art. 
Dagegen ist es — wie wir im folgenden Abschnitt sehen wer
den — nicht schwierig, d ie Bes t immung,  w odurch  eine 
Kurve als Ort  zu vier be l ieb igen  Geraden  de f in ie r t  
wird,  in eine solche umzuwande ln ,  wodurch  sie auf  
dieselbe Weise auf  die Se it en  eines T rape zes  bezogen 
wird. Da diese Umwandelung durch Mittel vollzogen wird, 
welche vor der Zeit des Apollonius vollständig bekannt waren, 
so hat Apollonius in dieser Beziehung nichts zu vervollständigen 
gehabt. Aber da die Voraussetzung dafür, dafs diese Umfor
mung vollen Nutzen gewähren soll, darin besteht, dafs man 
die Aufgabe vollständig behandeln kann, wenn die Linien ein 
Trapez bilden, so gelangen wir zu voller Übereinstimmung mit 
den Äufserungen in Apollonius’ VoiTede, wenn sich nur nach- 
weisen läfst, dafs d ie  Bes t immung des*Orts zu vier  Ge
r a d e n ,  welche ein T ra p e z  b i lden ,  te i lweise mit  Hülfe 
dessen durchgeführ t  worden  kann ,  was vor  Apol
lonius’ Zeit b ek an n t  war ,  a b e r  ers t  vo l l s t änd ig  du rch  
das, welches sich in Apollonius’ d r i t t em  Buche f indet .

Was das war, das man vor Apollonius’ Zeit vermifste, 
wird deutlich durch die Verbindung zwischen dem Ort zu vier 
Geraden und dem Theorem vom einbeschriebenen Viereck. In 
Übereinstimmung mit diesem Satze sollte der gesuchte Ort ein 
Kegelschnitt sein, der um das aus den vier Geraden gebildete 
Viereck beschrieben war — sei es nun, dafs dieses ein Trapez 
war oder nicht —. Das ist auch nach moderner Auffassung 
immer der Fall. Indem die Griechen dagegen einen einzelnen



Prflfung des eingeschlagenen Weges. 137

Hyperbelast als einen vollständigen Kegelschnitt betrachteten, 
so h a t  in dem Falle, wo der geometrische Ort nach imserer 
Auflassung eine vollständige Hyperbel sein würde, der eine 
o der andere von deren Ästen einen solchen selbständigen Teil 
derselben gebildet, dafs sie sich — wenigstens vorläufig — mit 
dessen Betrachtung begnügt haben. Welcher von den Ästen es 
d a n n  sein sollte, ist von einer genaueren Bestimmung abhängig 
gewiesen, die auch dann schon notwendig war, wenn der Ort nicht 
aus den beiden vollständigen Kegelschnitten zusammengesetzt 
se in  sollte, die man jetzt als den Werten ^  X der Konstanten 
entsprechend erhalten würde. Diese genauere Bestimmung kann 
möglicherweise darin bestanden haben, dafs der konstante 
W e r t  des Verhältnisses durch einen Punkt des gesuchten Orts 
bestim m t wurde, durch den dann auch der Kegelschnitt oder 
bloCSs der Hyperbelast, den man eben als den Ort zu vier Ge
r a d e n  auffassen wollte, gehen sollte.

Um nun zu beweisen, dafs ein solcher Hyperbelast, der 
n ic t i t  durch alle Eckpunkte des Vierecks geht, der Ort zu den 
v i ^ r  Geraden sein kann, und um also auch den Ort zu bestimmen, 
w ^ ldher dem Werte von X, der zu einer solchen Hyperbel 
fü tu rt, entspricht, ist es notwendig, dafs  man die Verbiii- 
duL xig des H y p e rb e la s t e s  mit  dem ande re n  Aste  der- 
s e X i e n  vo l l s tänd igen  Kurve kennt ,  und namentlich, dafs 
m a jn  die hierauf bezüglichen Erweiterungen aller der Sätze und 
Bestimmungen kennt, welche beim Beweise des Satzes vom 
einilDeschriebenen Viereck und bei der umgekehrten Bestimmung 
solcher Örter benutzt werden.

Aus der Vorrede zu Apollonius’ viertem Buche sieht man 
n \m  allerdings, dafs andere vor ihm zusammengehörige Hy
perbeläste betrachtet und Verständnis für deren Bedeutung bei 
Untersuchungen gehabt haben, welche, wie wir im neunten 
Abschnitt zeigen werden, der Bestimmung des Orts zu vier 
Geraden mindestens nahe gestanden haben; aber die vollstän
dige Diurchfühnmg der hierher gehörigen Untersuchungen und 
Beweise ist sicher das Werk des Apollonius. Die Gründe,

*) Vergl. Anhang 1.
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welche uns dahin bringen dies zu behaupten, wollen wir hier, 
wo wir ausdrücklich Gebrauch davon machen, zusammen
stellen.

Dafs Apollonius über zusammengehörige Hyperbeläste etwas 
neues und vollständigeres, als bis dahin bekannt war, bringt, 
wird au.sdrücklich in der ersten Vorrede gesagt'). Die Worte 
derselben über die vollständigere und allgemeinere Bearbeitung 
im ersten Buch beziehen* sich wohl zugleich auf die Eigenschaften 
eines einzelnen Kegelschnitts, aber wenigstens in Betreff der 
planimetri.schen Eigenschaften führt ein Vergleich mit dem, was 
sich bei Archimedes findet, dahin, die Verallgemeinerung vor
zugsweise auf dem Gebiete der zusammengehörigen Hyperbel
äste zu suchen, vielleicht amh in der bereits in diesem Buche 
mitgeteilt(m ersten Erweiterung des Flächensatzes, welche, in 
Verbindung mit den ferneren Erweiterungen im dritten Buch, 
eben dazu benutzt wird den Potenzsatz und den Satz ülier die 
Polaren auf die aus zwei Hyperbelästen zusammengesetzte 
Kunx' aiiszudehnen. Auf diese verschiedenen Erweiterungen, 
welche als besondere Sätze auftreten, deuten gewifs die Worte 
der Vorrede übei* neue und bemerkenswerte Theoreme, welche 
sich im dritten Buche finden.

Dafs das Studium zusammengehöriger Flyperbeläste etwas 
neues bei Apollonius war, darauf deutet auch der Umstand, 
dafs er trotz der Vollständigkeit, mit der die Übereinstimmung 
zwischen der aus solchen zusammengesetzten Kurve und einem 
einfachen Kegelschnitt nachgewiesen wird, stets forttahrt die
selben als zwei von einandei- unabhängige Kurven zu behan
deln. Damit fährt er fort trotz der Weitläufigkeit, die dadurch 
notwendig wird um jene Erweiterungen, welche immer den 
Sätzen über die einfach(m Kegelschnitte folgen, alle zu erhal
ten, und die vermieden worden wäre, wenn man von vorn
herein die Sätze über die beiden Hyperbeläste mit denen über 
einen einfachen Kegelschnitt zusammengezogen und darauf in 
der weiteren Entwicklung auf den so verallgemeinerten Sätzen 
weiter gebaut hätte. Diese Weitläufigkeit steht in starkem

Verj;!. Aulianjf 1.
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Gegensätze zu der Geschicklichkeit, mit der er Sätze und Beweise 
über eine Ellipse, eine Parabel und einen einzelnen Hyperbel- 
Äst zusammenzufassen versteht. Dies letztere konnte er thun, 
weil der gemeinsame Begriff Kegelschnitt und die daran ge
knüpften Untersuchungen luid Bearbeitungen ihm überliefert 
wai’en. War dagegen, wie wir annehmen, etwas neues in Betreff 
der Eigenschaften der beiden verbundenen Hyperbeläste beizu
bringen, so ist leicht zu begreifen, dafs dies seine natürliche 
Stelle in hinzugefügten Erweiterungen der im voraus bekannten 
Sätze über einfache Kegelschnitte fand.

Die hier verfochtene Auffassung, die, wie wir sehen wer
den, noch weiter durch die Angaben bestätigt wird, welche 
die oben citierte Vorrede zum vierten Buch enthält, giebt nun 
eine Erklärung dafür, weshalb Apollonius den Ort zu vier Ge- 
i*aden vollständiger behandeln konnte als seine Vorgänger. 
Diese Erklärung ist so einfach und stimmt so gut zu allen 
übrigen bekannten Uurständen, dafs man sogar umgekehrt durch 
dieselbe ein neues und wichtiges Argument dafür erhält, dafs 
die Ausdehnung der Sätze über Kegelschnitte auf die aus zwei 
zusammengehörigen Hyperbelästen zusammengesetzte Kurv e wirk
lich dem Apollonius angehört.

Der angeführte Beweis für den Satz über das in einen 
Kegelschnitt beschriebene Trapez besafs auch vor Apollonius 
volle Gültigkeit, wenn das Wort Kegelschnitt in antikem Sinne 
als eine Ellipse, Parabel oder ein einzelner Hyperbelast genom
men wird. Derselbe war nämlich auf dem Potenzsatze aufgehaul, 
der, wie wir gesehen haben, zu Archimedes’ Zeit vollkommen 
bekannt war, sofern er nicht auf zwei Hyperbeläste angewandt 
werden sollte. In dieser begrenzten Ausdehnung gewährt der 
Potenzsatz auch genügende Mittel urn umgekehrt den Ort zu 
vier Geraden, von denen zwei gegenüberliegende parallel sind, 
in allen den Fällen zu bestimmen, wo dieser Ort wirklich die 
hier geforderte Beschaffenheit erhält. Die Vorgänger von Apol- 
Innius hätten z. B. recht wohl die Bestimmung der Endpunkte 
des Durchmessers E f \  der (Fig. 28) die Sehnen A C  und Bl> 
halbiert, auf die Konstruktion solcher Punkte dieser Linie
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zurückführen können, für welche das Quadrat ihres Abstand 
von einem bekannten Punkt derselben Linie in einem geg 
benen Verhältnis zu dem Rechteck aus den Abständen v< 
den beiden anderen steht, worauf der Kegelschnitt leicht näh 
zu bestimmen ist. Statt dessen konnten sie auch das folgen« 
Verfahren benutzen, welches wir sowohl ihnen wie Ap( 
lonius lieber beilegen möchten, weil dasselbe durch die E 
Weiterung des Potenzsatzes auf zwei zusammengehörige H 
perbeläste, die sich in Apollonius’ drittem Buche findet, a 
wendbar \vird, um den Ort zu vier Geraden in al len  Fäll« 
zu bestimmen. Vor Apollonius ist dann nur die Behandln 
des ersten der nachfolgenden Hauptfölle durchgeführt gewese

Wenn die verschiedenen Ausdrücke in Apollonius’ dritte 
Buche für das konstante Verhältnis im Potenzsatz auf c 
Konstruktion des (vollständigen) um ein gegebenes Trapez fc 
schriebenen Kegelschnittes angewandt werden sollen, der f 
einen gegebenen Wert des Verhältnisses X Ort zu den vi 
Seiten des Trapezes ist, so kann dies am besten auf eine Wei 
geschehen, die alle Fälle umfafst, wenn man vorläufig ein 
Kegelschnitt zu bestimmen sucht, der dem gesuchten ähnli 
ist. Doch denken wir hierbei nicht an Ähnlichkeit der Kurv 
selbst, welche erst eine vollständige Behandlung in Apollonii 
sechstem Buche erhalten hat, sondern wir wollen diesen Ai 
druck nur der Übersichtlichkeit wegen benutzen um zu l  
zeichnen, dafs wir die Gesta l t  gewisser  zum Kegelschni  
gehör igen gerad l in igen  Figuren  suchen. Dafs eine solc 
Bestimmung einer Figur durch vorhergehende Bestimmung ihi 
Gestalt wirklich eine antike Methode ist, dafür haben wir te 
ein Beispiel am Schlüsse von Apollonius’ zweitem Buche (ver 
S. 113) gesehen, teils geht es daraus hervor, dafs Euklid in d 
D ata  ausdrücklich Sätze aufstellt, welche aussagen, dafs ei 
Figur, welche gewissen gegebenen Bedingungen unterwori 
ist, d er Ges ta l t  nach gegeben ist.

Bei der vorliegenden Aufgabe kennt man nun zur Bestii 
mung des Kegelschnittes, welcher dem um das Trapez A B I  
beschriebenen (Fig. 28) ähnlich sein soll, den Wert X des V<
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i £R R Nhältixisses . „  ‘ „  *) zwischen Produkten von Strecken inA.Jx .  MIS
zwei gegebenen Richtungen, sowie die Richtung des Durch
messers EF^ der die Sehnen in der einen der gegebenen Rich- 
tiiag*tin halbiert. Dies wird in Übereinstimmung mit Apollo- 
nius' verschiedener Bestimmung der Konstanten des Potenz- 
satzos auf verschiedene Weise in den folgenden verschiedenen 
Hauptfallen benutzt:

1) D er Kegelschni t t  ha t  (was immer der Fall sein 
mu.£s, wenn ein einfacher  Kegelschnitt im antiken Sinne 
wirklich um A B D C  beschrieben werden soll) T a n g e n te n  in 
b e i d e n  gegebenen  Richtungen.  Dann kennt man das 
Veirlnältnis

HG ''
zwischen diesen Tangenten. Wenn man dann in der ähnlichen 
Hülfsfigur — deren entsprechende Punkte wir durch gestrichelte 
Biiolistaben bezeichnen wollen — E* H* beliebig wählt, so kennt 
m axi: die Lage eines Durchmessers, seinen einen Endpunkt E\  
di& zugehörige Sehnenrichtung, sowie einen Punkt G* mit zuge
höriger Tangente. Der Punkt, welcher E* haiTnonisch zuge- 
orclriet ist mit Beziehung auf die Durchschnittspunkte des Durch
m essers mit der Ordinate von G* und der Tangente in G* wird 
na.oli dem ersten Buch der andere Endpunkt F* des Durch
messers sein, und der Kegelschnitt ist also bestimmt.

2) Der K egelschni t t  (w êlches Wort wir der Einfachheit 
wegen im modernen Sinne nehmen wollen, so dafs die aus 
zwei Hyperbeln zusammengesetzte Kurve mit einbegriffen ist) 
h a t  in ke iner  der  be iden  gegebenen Rich tungen  Tan
g e n t e n .  In diesem Falle kennt man das Verhältnis zwischen

0  Da wir nur hoffen dürfen das Wesentliche von der Behandlung der 
A lten zu geben, so können wir keine Rücksicht auf die Möglichkeit 
nehm en, dafs dieselben die Operationen dadurch erschwert haben, 
d afs sie diese Bedingung in einer Form ausdrückten, durch welche in 
g l e i c h e r  Weise  Rücksicht auf die Sehnen A B  und CD  genommen 
Wurde, ebenso wie Apollonius in III, 54—56 die beiden Tangenten 
JÖA und B C  (Fig. 27) in gleicher Weise berücksichtigt.
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<leii in den gegebenen Richtungen an die konjugierte Hyperbel 
des gesuchten ähnlichen Kegelschnittes gezogenen Tangenten, 
und kann diese dann auf die hier gezeigte Weise bestimmen.

3) Der Kege lschn i t t  hat  Tangen ten ,  welche den  
para l le len  Seiten AC  und  BD  des T rapezes  (Fig. 
aber  nicht  solche,  welche der  zweiten gegebenen  R i c h 
tung (der von AB)  pa ra l le l  sind. In diesem Falle hat Apollo- 
iiius das konstante Verhältnis als das Verhältnis zwischen 
den Quadraten der Tangente E I  und der Hälfte I K  der zu 
A B  parallelen Sehne L K  bestimiiil, welche in I  von der Tan
gente E I  halbiert wird. Man kennt also

I K  L I
Wählt man E L  beliebig, so hat imm also zur Bestimmung 

des ähnlichen Kegelschnittes einen Durchmesser nebst Sehnen

richtung, sowie den einen Endpunkt E* und noch zwei Kuiwen- 
punkte K* und L'. Nennt man die Ordinaten dieser Punkte, 
bezogen auf den Durchmesser, und //g, die Äbscissen von 
E* aus .Cj und und die vorn anderen Endpunkt F* des 
Durchmessers aus x \  und so hat man
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X*woraus bestimmt wird. Der Punkt F* wird also bestimmt

durch das Verhältnis zwischen seinen Abständen von zwei 
gegebenen Punkten der geraden Linie, auf der er liegen soll.

4) Der K egelschn i t t  ha t  keine T a n g e n te n ,  welche 
d e n  pa ra l le len  Sei ten  des T rape zes  para l le l  s ind ,  
d ag eg e n  solche,  welche der  zwei ten gegebenen  Rich
t u n g  pa ra l le l  sind. Die Konstruktion liefse .sich hier auf 
ilieselbe Bestimmung der konjugierten Hyperbel zurückführen, 
welche im vorhergehenden Falle auf die gesuchte angewandt 
wurde, aber dazu giebt Apollonius’ drittes Buch keine Anlei
tung. Man ist de.shalb eher auf eine neue unmittelbare An
wendung derselben Bestimmung des konstanten Verhältnisses

angewiesen. Nimmt man nun an (Fig. 30), dafs die der A B  
parallele Tangente PO den bekannten Durchmesser zu AG 
und B D  in 0  schneidet, und ist OQ die zu diesem Durch
messer gehörige Ordinate in 0, so ist

OQ _  0*Q*
OP —

Wird eine von diesen letzten Strecken beliebig gewählt, so 
h a t man den Durchmesser 0*T% die Kurvenpunkte P* und Q*
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(deren Ordinalen den Durchmesser in 0 ' und T' treffen) und 
die Tangente O'P* in dem ersten von diesen. Da diese Tan
gente zugleich den Sclmittpunkt 0 ' des Durchmessers mit der 
Ordinate von Q“ trifft, so wird, wenn U' der Mittelpunkt und 
a‘ »die Länge“ des Durchmessers O'T' ist, während b' die 
Länge des konjugierten Durchmessers bedeutet, 0 ‘U‘ .U ‘T‘ =

(I)’ (wie im ersten Buch gezeigt). Hieraus folgt wiederum,

dafs T*Q* Tangente in Q‘ ist. Nach den Sätzen des zweiten 
Buchs wird ferner die Verbindungslinie zwischen dem Schnitt
punkt V* der beiden Tangenten und der Mitte X* der Sehne 
P*Q' ein Durchmesser sein und den Mittelpunkt U' bestim
men. Der ähnliche Kegelschnitt wird darauf leicht zu bestim
men sein. Im besonderen ergiebt sich das Verhältnis zwischen 
den konjugierten Durchmessern als

'Ö̂ Û 7/«
inidies ist nämlich einer von den Sätzen über Tangenten 

ersten Buch (III b unseres dritten Abschnittes).
Wir haben also in allen 4 Fällen gesehen, wie man eine 

Figur bestimmen kann, die der gesuchten ähnlich ist. Man 
kann sich dann den Übergang zu der gesuchten Figur auf viele 
Arten vollzogen denken, z. B. dadurch, dafs die ähnliche Figur 
sofort die Richtung des zur gegebenen Sehne A B  gehörigen 
Durchmessers ergiebt, wodurcli der Mittelpunkt U bestimmt wird. 
Das Verhältnis zwischen UA und dem ihr parallelen Halb
messer IPA' der älmlichen Figur wird dann Mittel zum Über
gange darbieten.

Die hierzu gehörende Bestimmung der Länge des Halb
messers U'A', welche die Griechen unzweifelhaft ausführen 
konnten^),  verlangt indessen eine gewisse Arbeit, und es 
liefse sich erwarten, dafs Apollonius, wenn er diesen Weg 
eingeschlagen hätte, auch im dritten Buche die hierzu dienenden 
Hülfssätze aufgeführt haben würde. Das hat er nicht, aber wie

*) Vergl. den S. 10(i angeführten Beweis für Satz 1 des 2*«“ Buchs.
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bereits bemerkt enthält das genannte Buch [in 24—29] einige 
andere Sätze, die an und für sich nicht so interessant und voll
ständig sind, dafs es wahrscheinlich wäre, dafs sie itirer selbst 
wegen entwickelt worden seien, und von denen man also an- 
nehnien kann, dafs sie (iben als Hülfsmittel für die noch feh
lende Bestimmung entwickelt sind. Dafs sie in der That ein 
sogar in hohem Grade natürliches Hülfsmittel hierfür enthalten, 
wird sich am besten zeigen, wenn wir annehmen, dafs die 
ähn l ichen  Figuren  nur  benu tz t  s ind um das Verhäl t
nis zwischen den Längen des den pa ra l le l en  Sehnen  
pa ra l le len  D urchm essers  h und ihres kon jug ie r ten  
Durchmessers  a zu f inden,  und wenn wir dann durch 
analytische Geometrie die noch fehlende Bestimmung suchen. 
Auf diesem Wege wird man nämlich direkt dazu geführt, 
Apollonius* Satz 27 über die Ellipse anzuwenden, und dann 
wird der Zusammenhang mit den übrigen Sätzen über die Hy- 
p(‘rbel — wie später gezeigt werden soll — verständlich.

Die Aufgabe, welche gelöst werden 
soll, ist also folgende: Durch zwei Punkte 
A und B einen Kegelschnitt zu legen, 
dessen einer Durclmiesser auf einer gege
benen Geraden liegen soll, wenn zu
gleich die zu diesem Durchmesser ge
hörige Sehnenrichtung, sowie das V(t- 
hältnis zwischen seiner Länge a und der 
Länge dos konjugierten Durchmessers h 
gegeben sind.

Wenn wir den Kegelschnitt, den wir vorläufig eine Ellips(‘ 
sein lassen wollen, auf diese beiden Durchmesser beziehen, und 
die Koordinaten von B  und A mit und , f/i bezeichnen,
so erhalten wir

Fig. 31.

z + !/i

i i r  m

=  1,

(I) J ' i -  =  1
(1)

10
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worin //j, //j, und — gegeben sind, während die Lage

des Mittelpunkts und die absoluten Werte von a und h gesucht 
werden.

Die Subtraktion der Gleichungen ergiebt

(yi —y*)(iyi + y*) '
Zieht man nun parallel dem Durchmesser die Linie BO. 

welche die Ordinate von A  in 0, und die Ellipse zum zweiten 
Male in Y  schneidet, so kann man der gefundenen Gleichimg 
die Form

O I ^ O Y  _
OA . ÖC ~~ 6* (3]

geben; dies ist nur der Potenzsatz, angewandt auf Pai’allelen 
zu konjugierten Durchmessern. Diese Gleichung giebt den 
Punkt F, worauf man — wenn man will — leicht den Mittel
punkt finden kann, also und j;,, und dadurch die absoluten 
Werte von a und h. Man kann indessen die gegebenen Glei
chungen auf eine Weise benutzen, welche direkter zu diesei 
letzten Bestimmung führt. Multipliciert man dieselben mit

und addiert, so folgt

“I“ *̂2* '4” ^2 ' y%) — w7 (4)
oder

und das ist nach der Figur

■(//i+y2)*] =  «*i (5;

+  0 F 2 +  ^-(0.4* +  0 6 ’»)

Dadurch ist der eine Durchmesser bestimmt, und der 
anderen bestimmt man auf dieselbe Weise. Die letzte Gleichung 
drückt eben Satz 27 des 3ten Buchs aus, dessen Bestimmung 
also vollkommen verständlich wird. Dafs derselbe gerade da 
vorkommt, wo wir Verwendung für ihn haben, bestätigt fernei 
die Richtigkeit der Erklärung, die wir im ganzen von der An-
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W endung des 3ten Buclis zur Besh’rninung des Orts zu vier 
G e ra d e n  und zu ähnlichen Bestimmungen geben.

Die Ableitung von Satz ±1 mittels der Sätze in Euklids 
zv^^eitem Buche steht der analytisch-geometrischen Ableitung 
zu n a h e  um einer genaueren Auseinandersetzung zu bedürfen. 
A pollonius’ Beweis ist eine synthetische Umformung dieser Ab
le itu n g .

Ganz dasselbe Verfahi*eii, welches hier auf die Ellipse an
g e w a n d t wurde, liefse sich auch auf die Hyperbel an wenden. 
D a fs  Apollonius daran nicht gedacht hat, geht daraus hervor, 
( la fs  er den dem Satz 27 entsprechenden Satz für die Hyperbel 
n i c h t  angeführt hat. Dieser Umstand läfst sich indessen voll- 
k n iT in ien  erklären, \venn Apollonius für die Hyperbel eine 
a n c i o r e ,  bequemere oder ebenso bequeme Konstruktion der 
L a n d e n  der Durchmesser gekannt hat. Da man erwarten darf, 
d a  T s  eine solche sich auf das stützen wird, was die Hyperbel 
v o i- c3er Ellipse voraus hat, nämlich die Asymptoten, so braucht 
m a n  nicht lange danach zu suchen. Der Mittelpunkt der Kurve 
k a n n  zuerst bestimmt worden sein, indem man, wie wir es 
fiix* <3ie Ellipse angenommen haben, den zweiten Schnittpunkt Y  
e i rx G x r  durch B  zum Durchmesser gezogenen Parallelen — wenn 
w 'ii* dieselben Bezeichnungen wie in Fig. 31 gebrauchen — kon- 
s t i - n i c r t  hat, oder indem man, wie früher angedeutet, die ähn- 
l i c t i ^  Figur bereits hierfür benutzt hat. Die Asymptoten sind

d a . m : i  durch das Verhältnis ~ der Durchmesser bestimmt.b
S o tu n e id e n  diese die Sehne AC  in den Punkten S und T, .so 

darauf nach einigen der ersten und wichtigsten Sätze 
Asymptoten, welche im zweiten Buch entwickelt sind, 

<1^1* zu Ä C  parallele Halbmesser b als mittlere Proportionale 
seh en  ..4S und A T  bestimmt sein, oder — wodurch man 

die?- Konstruktion der einen A.symptote spart — zwischen A S  
i i n c i l  SC.

Wenn die gesuchte Kurve eine Parabel wird, so mufs sich 
d i e s  schon bei der Bestimmung der ähnlichen Figur — die in 

Falle auf die erste von den vier Arten vorgenommen 
w e-ir^ d en  kann — dadurch zeigen, dafs in dieser Figur der eine

10*
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Schnittpunkt E* de.s Durchmessers die Mitte des zwischen einer 
Tangente und der zugehörigen Ordinate abgeschnittenen Stucks 
wird. Die Bestimmung der gesuchten Kurve selbst geht in 
diesem Falle so leicht aus der Gleichung der Parabel hervor, 
dafs für Apollonius kein Grund für einen hierher gehörigen 
Hültssatz gewesen sein kann, um so weniger, als die Bestim
mung in diesem Falle — nach unserer Annahme — vor seiner 
Zeit bekannt gewesen ist.

Wie einfach und natürlich die dem Apollonius von uns 
ziigeschriebene Bestimmung des Orts zu vier Geraden ist, von 
denen zwei gegenüberliegende parallel sind, wird vielleicht 
etwas verdeckt worden sein durch alles das, was wir haben 
anführeii müssen um zu begründen, dafs dieselbe wirklich nahe 
mit derjenigen übereinstimmt, welche er bei der Abfassung des 
dritten Buches vor Augen gehabt hat. Wir wollen dieselbe 
deshalb kui*z rekapitulieren:

Durch die Wahl der konstanten Richtungen läfst sich die 
Eigenschaft, welche den Ort definiert, folgendennafsen ausdi'ü- 
cken (Fig. 28):

M R.  MS M R .  R N
/  = Ä R . RB A R . R B

Durch die in Apollonius* 3tem Buche gegebenen Fonnen

des Potenzsatzes läfst sich dann das Verhältnis zwischenh
dem Durchmesser, der die parallelen Sehnen halbiert, und 
seinem konjugierten Durchmesser bestimmen. Die Bestimmung 
nimmt eine der vier Formen an, \velche wir beschrieben haben. 
Der Mittelpunkt der Kurve kann en t wieder schon in Verbin

dung mit dem Verhältnisse durch die ähnliche Figur be

stimmt .sein, od er er kann hinterher indirekt durch Konstruk
tion des Punktes Y  (Fig. Hl) bo.stimmt werden, in dem eine Pa
rallele zu dem unmittelbar gegebenen Durchme.sser durch eine 
der Ecken des Trapezes die Kurve zum zweiten Male schneidet: 
diese letzte Bestimmung w ird durch Gleichung (3) vorgenommen, 
welche unter den Potenzsatz gehört. Die w irkliche Länge des 
Durchme.ssei*s erhält man dann für die Ellip.se aus dein in
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G leichung (6) ausgedrückten Satz 27, und für die Hyperbel 
a u f  d ie  soeben beschriebene einfachere Weise.

Dadurch dafs ich so sehr ins Einzelne gegangen bin, wie 
es h ie r  geschehen ist, habe ich mich wahrscheinlich der Gefahi- 
ausi^eselzt, dafs meine Angaben auch in Einzelheiten fehlgehen 
k ö n n en . Eine Hauptprobe dafür, ob meine Bestimmung des 
geometrischen Orts im̂  ganzen mit der der Alten übereinstimmen 
k ö n n e ,  niufste sich indessen durch den Versuch ergeben, ob 
d ie se lb e  sich im einzelnen durch Mittel durchführen liefs, die 
d e n  Alten zu Gebote standen. Diese Probe ist besonders gut 
atLSg-efallen, da manche Einzelheiten sich sogar unmittelbar 
g e r n d e  an Apollonius' drittes Buch, aus dem die Hauptzüge 
e n tn o m m e n  waren, anschliefsen liefsen.

Bei der Art, wie das hier geschehen ist, habe ich doch 
n u i*  einen Satz der Gruppe [24—29] benutzt, die, wie ich an- 
g t^ n o m m e n  habe, nur zu solchen Bestimmungen wie der des 
O i r t »  zu vier Geraden dienen sollte. Ich habe den Satz 27 
a r i g “̂ w an d t, der von der Ellipse handelte. Die übrigen, welche 
s i o l : i  auf Hyperbeln beziehen, namentlich — wie wir bald sehen 
\v^c^i:-c3en — auf die Verbindung zwischen konjugierten Hyper- 
b « > lm  , können vielleicht hin und wieder Anwendung bei der 
s^^iTitLlictischen Dai-stellung und Begründung einiger von eben 
d^rT L  Operationen gefunden haben, durch welche wir di(‘ Auf- 

gelöst haben. Wenn man in der Benutzung der konju- 
g i e h r t e n  Hyperbel, die wir nur im 2ten Falle benutzten, aber 
a u L C il^  iin 4ten Fall benutzen konnten, etwas weiter gehen wollte 
a l s  wir, so konnten namentlich die Sätze 24—2(J sicli nütz- 
l i c l ^  erweisen, um die aus der Konstruktion hervoi*gehenden 
E ig e n s c h a f te n  der konjugierten Hyperbel auf die gesuchte Kurve 

zu übertragen. Im übrigen ist es, da Apollonius in der 
V ^ o n e d e  die Anwendung zur Bestimmung körperlicher Örter im 
a - l l |^ ^ m e in o n  erwähnt, nicht einmal wahrscheinlich, dafs alle 
d i e s s e  Salze zur Anwendung «auf den besonders hervoi*gehobenen 

zu vier Geraden bestimmt gewesen sein sollten.
Wie dem aber auch sein möge, so wird der Gebrauch, 

c le rx L  ich von Satz 27 gemacht habe, die Ari der Anwen- 
rlix .“rBgen zeigen, die sich auch von den übrigen Sätzen der
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Gruppo, deren Inhalt wir nun in Kürze mitteilen wollen, machen 
läfsl.

Die Sätze 24—26 di’ücken aus, dafs, wenn man durch 
einen beliebigen Punkt P  Linien zieht, die einem Paar konju
gierter Durchmesser von der Länge a und b von zwei konju
gierten Hyperbeln parallel sind, und diese die Kurven bezie
hungsweise in M und X  und in Q und R  schneiden, dann 
folgende Relation stattfindet:

M P , X P +  '~ . Q P . R P i«*.

24 sagt nämlich aus, dafs dieser Satz richtig ist, wenn P  auf 
der konvexen Seite beider Kurven liegt, und 25 und 26 drücken 
die Sätze aus, welche anderen Lagen entsprechen und welche 
für uns in derselben Gleichung einbegriffen sind, wenn wir die 
Strecken mit Vorzeichen nehmen. 28 sagt aus, dafs für die
selbe Bedeutung der Bezeichnungen sich

+  XP^  _  rt*
(?P* +  PP* ft*'

ergiebt, und 29, dafs, wenn die erste der beiden geraden Linien 
die gemeinschaftlichen Asymptoten in S und T  sclmeidet, sich 
ergiebt, dafs

,SP* 4 - PP* — rt*
<)P* +  PP* ft« ‘

AcMer Abschnitt.

Der Ort zu vier Geraden (Fortsetzung); Zusammenhang mit Euklids Porism en.

Da die Sätze in Apollonius’ 3tem Buche uns als nicht recht 
anwendbar auf die direkte Bestimmung des allgemeinsten Orts 
zu vier Geraden erschienen, so haben wir uns in dem vorher
gehenden Abschnitt damit begnügt dieselben auf den Fall anzu
wenden, wo die vier Geraden ein Trapez bilden. Eine solche
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Erklärung von Apollonius' Vervollständigung der vor seiner Zeit 
bekannten Lösung dieser Ausgabe ist doch nur haltbar unter 
der Voraussetzung, dafs wir annehmen dürfen, dafs dam als 
ein — vielleicht aus A ris täu s ' Büchern über köi-perliche 
Örter — vollkom m en b ek a n n te r  Ü bergang von der 
a llgem einen  A ufgabe zu der e x is t ie r te , wo die v ier 
G erad en  ein T rapez  bilden. Da m.an in Apollonius’ drittem 
Buche keine Hülfssätze findet, die sich bei diesem Übergange 
gut benutzen lassen, so mufs man zugleich annehmen, dafs 
dei-selbe von Apollonius' Vervollständigung unberührt geblit*- 
beri ist.

Wenn wir nun auch nicht mehr ganz direkte Mittel haben 
mn solchen Wegen nachzuspüren, wie sie die Alten wirklich bei 
die.sem Übergange gegangen sind, so wollen wir hier doch auch 
n ic h t ganz im Finstern tappen. Wir können nämlich Winke 
b e n u tz e n , die in der Behandlung ähnlicher Aufgaben, w’elche 
u n s bei den Alten aufbewahrt sind, und in den Berichten über 
vei-w and te  Untersuchungen, welche wir bei den späteren Schrifl- 
s le l lo r n  des Altertums finden, enthalten sind.

"Wir ŵ ollen damit beginnen auf die beiden Arten hinzu- 
w o i s e n ,  wie die Parabel als Ort zu vier Geraden in Ai'chi- 
ni€j!*clos’ Buch über die Quadratur der Parabel auftritt, so wie 
w i r  ^  am Schlüsse des zweiten Abschnittes nachgewiesen haben 
(S . 1). Von den Vierecken, auf welche die Parabel hierbei
bo2<^c>geii wird, ist das eine aus dem anderen dadurch entstanden, 
cl« Tss; zŵ ei aneinander stofsende Seiten sich um ihre auf der 
P a r a b e l  liegenden Schnittpunkte mit den beiden anderen gedreht 
h a l ^ o n .  Es liegt dann nahe zu versuchen, ob dieselben Mittel. 
\v"c?*lohe benutzt sind um den Übei-gang in diesem sehr speciellen 
F a l l  zu bewerkstelligen, ŵo der Punkt, um den die eine Seite 
sie-Im  drehen sollte, unendlich fern ŵ ar, sich nicht au(;h benutzen 
I a 2̂ :^ ^ n  um im allgemeinen die hier angegebene Umformung 
e i i m e r  gegebenen Bestimmumr.^inßs Orts zu vier Geraden vor- 

n a h m e n .
Man wird hierdurch yfthren hingew^iesen, das

s ie tm ., wenn man dasselbe \^ d ^^hG esich tspu iik t
b o b ra c h te t, d a d u |g ||^ a n  projektivi-
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sehen Büschel, welche einen Kegelschnitt ei*zeugen, als solche 
bestimmt werden, welche zwei gerade Linien in proportionale 
Teile teilen. Um klar zu machen, dafs die Griechen ein solches 
Verfahren benutzt haben kömien, werden wir dasselbe indessen 
unabhängig von der berührten modernen Betrachtungsweise 
darstellen. Wenn dasselbe dadurch auch einen specielleren 
Charakter annimmt, so wird es doch auch ziemlich verschiedene 
Formen haben annehmen können, deren Abweichungen von 
einander übrigens nicht sehr wesentlich sind. Da wir nicht 
wissen, welche von diesen die Griechen benutzt oder vorgezogen 
haben, so können wir uns das einzige von E uklids P o ris 
men zum Vorbild nehmen, welches uns in seiner ursprünglichen 
(lestalt aufbewahrt ist^). Hinterher werden wir zeigen, dafs 
es kaum ganz zufällig ist, dafs das erwähnte verloren gegangene 
Werk gerade das darbietet, was hier benutzt werden soll.

Das überlieferte Porisma sagt aus, dafs wenn man von zwei 
gegebenen Punkten gerade Linien zieht, welche sich auf einer 
der Lage nach gegebenen Geraden schneiden, und die eine auf 
i‘iner der Lage nach gegebenen Geraden ein gewisses Stück 
von einem gegebenen Punkte an abschneidet, die andere aut 
einer anderen Geraden ein Stück abschneiden mufs, welches 
I zu dem ersten] in einem gegebenen Verhältnis steht.

Derselbe Satz ist, wie wir sehen werden, auch richtig, 
wenn die erste gegebene Gerade mit einem Ort zu vier Geraden 
vertauscht wird, und wenn die beiden festen Punkte beliebige 
Punkte von diesem sind. Um indessen zuerst nur die Umfor
mung dieses Orts zu bewerkstellen, welche wir hier vor Augen 
haben, wollen wir (Fig. 32) als die beiden festen Punkte die 
gegenüberliegenden Ecken Ä  und C des Vierecks A B C D ,  auf 
.welches der Ort bezogen wird, annehmen, und wollen die Ge
raden, auf denen die Stücke abgeschnitten werden, parallel zu 
den von diesen Ecken ausgehenden Seiten A B  und CB ziehen. 
Es seien dies die durch C und A gezogenen Geraden CE  
und AE,  Wir wollen annehmen, dafs AI)  und die von A 
bis an einen Kurvenpunkt M gezogene Gerade die CE m D*

Pappus, Ausgabe von Hultscb, S. 05().



Übergang zu einem beliebigen Viereck. J53

und 3 / '  schneiden, während CD und CM die A E  in und 
J/" schneiden.

Rechnen wir nun bei der Bestininiung des geometrischen 
Orts die Abstände des Punktes M von A B  und CD parallel

der B C  und seine Abstände von BC  und A D  parallel der BA,  
so w ird  das Verhältnis zwischen den Abständen von CD und 

D** M**BC  gleich ■ yr r r -, und das Verhältnis zwischen den Abständen
A Evon ^ i B  und D A  gleich Verhältnis zwi.schen

den Rechtecken aus den Abständen von den gegenüberliegenden 
S eiten  von A B C D  gleich l  wird, läfst sich also ausdrücken 
d u rc h

. C E
( 1)D 'iW  ~ A E

wo fx  eine neue von der Lage des Punktes M auf der Kurve 
unabhängige Konstante ist.

Is t, wie es nach unserer Annahme der Fall war, die 
K onstante X durch einen Punkt F  des geometrischen Orts be
stim m t, so erhält man unmittelbar anstatt (1)

D“M" F"M ‘‘
~WW “  IFW  ~  'WJt '

w orin  F‘ und F" die Schnittpunkte von A F und C F mit C E 
iu»d A E  bedeuten.
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Dafs auch das letzte Verhältnis in (2), welches aus den 
beiden anderen abgeleitet ist, konstant bleibt, wenn M  sich 
auf dem betrachteten Ort bewegt, zeigt, dafs dieser auch Ort 
zu den vier Seiten des einbeschriebenen Vierecks A B C F  ist.

Da wir hierbei nur die Definition des Orts zu vier Geraden 
l)enutzt und sonst keinerlei Rücksicht auf dessen Beschaffenheit 
genommen haben — abgesehen davon, dafs wir die Vierecke 
einbesehrieben g(‘iian n t haben — so ist bei dieser Umformung 
kein Bedarf für irgendwelche Au.sdehnung von einem einfachen 
Kegelschnitt (in antikem Sinne) auf zwei zusammei^ehörige 
Hyperbeläste gewesen.

Um den Satz von dem in einen Kegelschnitt beschi-iebenen 
Viereck von einem Trapez auf ein beliebiges Viereck ausdehnen 
zu können, und um umgekehrt die Bestimmung eines beliebigen 
Orts zu vier Geraden auf ein solches zurückzufüliren, in dem 
zwei gegenüberliegende Seiten paralhd sind, braucht man nur 
den Fall betrachtet zu haben, wo eine von den Linien A D  
oder A F  mit A E  zusammenfiillt.

Haben die Alten nun wirklich, wie wir annehmen, die.se 
Umformung benutzt, so ist kein grofser Spiaing nötig gewesen 
um auch folgende Erweiterung des citierten Euklidischen Po- 
rismas auf Kegelschnitte zu finden:

Wenn man von zwei festen Punkten eines Kegelschnittes 
gerade Linien an einen (beweglichen) Punkt desselben zieht, so 
werden diese auf zwei Geraden, von denen die eine willkürlich 
gewählt werden kann, proportionale Stücke abschneiden.

Die beiden Geraden brauchen nämlich, wenn A  und C die 
Punkte sind, nur parallel B A  und BC  zu sein. Nun lassen 
sich ebenso gut wie D auch A,  B  und C mit neuen Punkten 
der Kurve vertauschen. Folglich können die gegebenen Punkte 
A und C beliebige Punkte der Kurve werden, und A E  kann 
eine beliebige Richtung erhalten.

Es sprechen in der That Gründe dafür, dafs die Alten 
dieses Porisma gekannt haben oder das daran geknüpfte Theo
rem, welches .sich dadurch vom Poiisma unterscheiden würde, 
dafs es ausdrücklich die Bestimmung der Linien ausspricht, 
auf denen die Stücke abge.schnitten werden.
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Zu dieser Annahme wird man zunächst dadurch geführt, 
dafs man erwarten darf, dafs die Alten, indem sie sich mit 
dem citierten elementaren Porisma bei Euklid beschäftigten, 
sich auch gefragt haben, ob um gekehrt der geometrische Ort 
für die Durchschnittspunkte zwischen geraden Linien, welche, 
durch feste Punkte gezogen, proportionale Stücke auf festen 
Geraden abschneiden, immer eine gerade Linie ist.

Die Antwort mufste verneinend aiisfallen; aber die Griechen 
haben, da sie den Ort zu vier Geraden kannten, nicht unter
lassen können zu bemerken, dafs hier ein solcher vorlag. Da
durch ist die Erweiterung des Porismas zu einem Ort zu vier 
Geraden gegeben, und damit der bereits dargestellte einfache 
Weg zur Umformung dieses Orts, der ein notwendiges Glied 
in der vollständigen Bestimmung desselben war.

Doch glaube ich eher, dafs die Verbindung umgekehrt 
gewesen ist. Man hat beim Studium des Orts zu vier Geraden 
oder bei Untersuchungen über Kegelschnitte die Umformung 
des Vierecks auf dem angegebenen Wege gefunden, und man 
hat dann die Beobachtung gemacht, dafs die in dem so ent
stehenden Porisma gegebene Bestimmung der Punkte eines 
Kegelschnittes sich zugleich auf die Punkte einer Geraden an
wenden liefs. Diese Auffassung wird bestätigt, wenn wir 
untersuchen, auf welchen anderen Wegen als den hier be- 
.^chriebenen es überhaupt möglich gewesen sein kann die Um
formung voi-zunehmen, welche uns beschäftigt.

Die Bestimmung eines Punktes M als auf dem Ort zu den 
Seiten des Vierecks A B C D  belegen, der durch einen Punkt F 
gehen soll, is t an .sich ein Ausdruck für die Gleichheit des.sen, 
was man jetzt anharmonLsche Verhältnisse nennt:

A{B1)FM)  == C{BI)FM).  (3)
Dafs diese Gleichung ein einfacher und ziemlich unmittel

barer Ausdruck hierfür ist, sieht man daraus, dafs umgekehrt 
der Satz vom einbesehriebenen Viereck sich ohne weiteres aus 
derselben herauslesen läfst, wenn man auf die gewöhnliche 
Weise die anharmonischen Verhältnis.se durch die sinvs 
Winkel ausdrückt, und diese wieder mit Verhältnissen zv 
Strecken vertauscht.
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• *’ ! l v(un einem Viereck zu einem anderen iniilV;
iintiT der einen oder anderen Form zusammeiij^efallen 

•i»il einer rmlormun^ d(T aiitireslellton (Jleichlieit anhar- 
■"‘•lier ViTlialtniss(‘ in die (deichhoit der anliarmonisclien

Ml ii>:se
A{HF1)M) r ( HFI) M)  (t)

ivi ilenselbeii Linien in anderer Reilientol}?(‘ jrenommen. 
i nnvandelnn '̂ miils vor^renommen sein, indem man zuerst 
T* ''hlieil einen vom Satz vom einbescliriebeneii Viereck 

'S ' 'fiieneii Ausflruck jral). \v('lcber ilie rinwandelung un- 
■ gestattete.

einfachsten wird dii‘s eb(?nso wie in dem von uns 
:'-:e!tcn Beweise <ladurcb erreicht, dafs man die Ger.adeii 
> lUlschel von solchen hsten (Jeraden durchschnei den

; reiche von d(Misell)on in proportionale Teile gehilt werden, 
indessen nicht imimr zuerst auf das vertTdlt. was 

*>*.:aehsten ist, so können die* Alt(*n möglicherweise auch 
.^.nhschnitt mit anderen Hülfsliiiien benutzt hab(*n. wonach 
- lichheit der ;uiharmonisch(*n V(?rhrdtnisse durch die IVo- 

■ /.wisch(*n ft(‘cbteck(‘ii:
I P F . I ^ W _

I durch eine Proportion ausgcrdrückt werden würde, welche 
modenieii Sinn«* in dieser einbegritlen sein würd(* und 

\>duivli einfa<'lM*r gewonUm wäre, dafs (*iner oder zwei Funkte 
bis ins IJiieiidliclu* entfernt hätten. In dem vorher ge

hrten Beweise war dies der Fall mit B* und B*\ Auf dit* 
:: ihrer allg(Muein(*n Gestalt aus viel- PiOcht(‘cken gebildet!* Pro- 
jvrtion kann man s(‘hr h‘icht dadurch getrofteii sein, dafs man 
'.B. dit‘ beiden Hülfslinien mit FM hat Zusammenfällen lassen, 
wodurch F* und F'  mit F, M* und M‘* mit M zusammen- 
*ällon. Die dadurch erhaltene Proportion:

« 'O / . />'.!/ _  B^^F.IVF 
B\ M, I FM  ~  B‘F , I F F '

welche das sogen;innt<* Th(‘or(*ni von l)(*.sargues au.sdrückt, 
î t nämlich geradezu durch den Satz vom einbeschriebeiien

ii
: i t i

Ut



Prüfling anderer Hfilfsmittel. 157

Viereck ausgedrückt, wenn man die Abstande von den Seilen 
in der Richtung FM  rechnet, und wir werden im nächsten 
Abschnitt weiter begründen, dafs die Alten diese Umformung 
wirklich gekannt haben.

Wenn nun die Beziehung auf das gegebene Viereck auf 
ii-gend eine Weise, d. h. durch irgend eine Wahl der Hülfs- 
linieii, auf die Form (5) gebracht war, so hat diese Propor
tion sich folgendermafsen weiter umfornien lassen;

~  B** M** . !)•* F*
oder

B*1)\FM*
B^ifTWIF M‘\F** !)•* ’ (<*>)

dies ist ein Ausdruck für (4), und es niufs sich nachweisen 
lassen, dafs derselbe die Beziehung «auf das Viereck A B C F  in 
ähnlicher Weise ausdrückt, wie die Proportion (5) die Beziehung 
auf ABCD,  Die Zusammenziehung der Zähler mag allerdings 
nach dem verschiedenen Vorzeichen in verschiedene Fälle zer
legt sein, aber dieselbe ist nicht so schwierig^) wie viele von 
denen, welche die Alten, wie man bei Pappus sehen kann, 
haben ausführen können, ja von denen man, wenn Pappus 
überhaupt Veranl«assung geh«abt hat dieselben als Hülfssätze für

Die dabei angewandte Relation 
AC,BIJ =  AB. CD + AD.BC

ist in der geometrischen Algebra durch 
die nebenstehende Figur <largestellt. 
worin A. B*. C‘. D* dieselben Ab
stände haben wie A. B. C. 1). und 
deren Anwendung man leicht ver
stehen wird, wenn wir <lie Relation 
folgendermafsen schreiben:

AC.B̂ rr =  AC.BÛ  ̂-\-AC.ClJ* 
=  AC.B'O ̂ CD.AO 
=  AD .B̂ C‘ ̂ CJ). AB\ Fig. :vx

und wenn man. wohlgemerkl. dieser Anleitung; zur Umlegung der 
Hächen in der Figur selbst folgt.
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das Verständnis der älteren Schriftsteller aufzustellen, vennuten 
nmfs, dafs die Alten es sogar für unnötig gehalten haben, 
sic zu beweisen.

Ich glaube kaum, dafs es denkbar ist, dafs die Alten, um 
don Übergang von der Beziehung eines Orts auf ein Viereck 
zu dessen Beziehung auf ein anderes Viereck vorzunehnien, 
sich anderer Mittel haben bedienen können als derjenigen, 
welche (im modernen Sinne) in den hier angeführten einbe
griffen sind, welche also keinenfalls gröfsere Schwierigkeiten 
haben darbieten können.

Bei der Möglichkeit, auf mannigfaltige und besondere Arten 
llülfslinien zu wählen, kann dieser Beweis indessen eine Menge 
verschiedener Formen angenommen haben. Es bleibt also zu 
untersuchen, ob man sich an einzelne von diesen Formen ge
halten oder ob man auch andere gekannt und angewandt hat, 
wenn auch nicht gerade bei der Bestimmung des Orts zu vier 
Geraden, so doch um eine gröfsere Menge von Darstellungen 
der Kegelschnitte* und dadurch Mittel zu verschiedenen Unter
suchungen zu erhallen, namentlich um zu beweisen, dafs vor
gelegte geometrische Örter Kegelschnitte sind.

Diese Frage ist, anders ausgedrückt, die, ob die Griechen 
ande re  Dar s te l lungen von der  Erzeugung eines Kegel 
schni t t es  durch projekt iv i sche  Büschel  k a nn t en  und 
an wendeten,  als diejenigen sind, welche man im Satze vom 
einbeschriebenen Viereck hat. Sie mufs also mit einem Hin
weise auf die Erzeugung von dieser Art beantwortet werden, 
auf die wir bereits am Schlüsse von Apollonius' drittem Buche 
|53—5GJ gestofsen sind. Die Relation, durch welche in dieser 
die Projektivität der Büschel ausgedrückt wird, würde in (5) 
(»inbegriffen sein, wenn man den Punkt B  mit A  und D mit C 
hätte Zusammenfällen lassen, sowie die Richtung der festen 
Geraden so gewählt hätte, dafs B* und D** ins Unendliche 
fortrückten, d. h. parallel den Tangenten in A und C.

Da nun der hier erwähnte Satz sich ausdrücklich bei Apol- 
lonius findet, so könnte es scheinen, als ob einige Veranlassung 
gegeben sei, sich denselben der Bestimmung des Orts zu vier 
Geraden zu Grunde gelegt zu denken. Derselbe giebt in der
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That — wie wir schon im vorigen Abschnitt bemerkt haben — 
unmittelbar den Ort zu drei  Geraden. Wenn ich nur wenig 
geneigt bin denselben auch bei der Restitution des Orts zu vier 
Geraden zu benutzen, so liegt das daran, weil auf Grund der 
besonderen Form des hierzu gehörigen Vierecks zwei  Über
gänge nötig sein würden um zu einem beliebigen Viereck zu 
gelangen, und weil man, wenn man umgekehrt bei der Be
stimmung eines gegebenen Orts von einem beliebigen Viereck 
ausgehen w'ürde, Bestimmungen von Tangenten vornehmen 
inufste, um denselben auf den in dem erwähnten Satze be
stimmten Ort zu drei Geraden zurückzuführen. Der, welcher 
die hiermit verbundenen Schwierigkeiten überwinden konnte, 
würde nicht unterlassen haben zu bemerken, dafs man das Ziel 
rascher erreichen könnte, wenn man — wie wir es gethan 
haben — das von Apollonius in der erwähnten Satzgruppe be
nutzte Verfahren auf ein einbeschriebenes Trapez anwendete, 
worauf nur eine weitere Umformung des Vierecks notwen
dig is t .

Doch kann es immer noch wunderlich erscheinen, dafs 
Apollonius, wenn er den Ort zu vier Geraden im grofsen 
und ganzen auf die Weise bestimmt hat, welche wir als die 
iiächstliegende bezeichnet haben, nicht lieber in seinem dritten 
Buch die hierzu dienende Erweiterung des aufbewahrten Po- 
rismas von Euklid (umgewandelt in ein Theorem) aufgeführt 
hat als die in den Sätzen 53—56 enthaltene Erzeugung von 
Kegelschnitten. Doch lassen sich hierfür verschiedene Gründe 
denken. Ich bin am meisten geneigt den Grund darin zu 
suchen, dafs er nur die Erweiterung einer einzelnen der im 
voraus bekannten Ei-zeugungen von Kegelschnitten durch projek- 
livische Büschel auf den aus zwei Hyperbelästen zusammen
gesetzten Kegelschnitt hat zeigen wollen, und dann die gewählt 
hat, bei der diese Erweiterung am leichtesten vorzunehmen 
war. Da nämlich bei der in der Satzgruppe 53—56 behandelten 
Erzeugung nur zwei feste und ein beweglicher Punkt Vor
kommen, so bedarf man hier zur Erweiterung des wahrschein
lich ini voraus bekannten Satzes über einen Kegelschnitt [54] 
nur zweier Sätze [55 und 56]. In dem oben über Kegel?el- ̂
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schnitte ausgesproch(*iien Porisiiia (ningewandelt in ein Theorem) 
kommen dagegen abgesehen von dem zur Bestimmung von 
Konstanten dienenden Punkte F  — im ganzen o Punkte des 
Kegelschnittes (.4, C\ D, M) vor, wodurch die Erweiterung 
auf die beiden Hyperbelä.stebedeutend weitläufiger wird.

Wenn ich soeben von „den im voraus bekannten Erzeu
gungen von Kegelschnitten durch projektivische Büschel“ ge
sprochen habe, so habe ich dabei bereits vorausgesetzt, einmal, 
dafs es mehrere derselben gab, und zweitens, dafs man auch^ 
ohne dieselben wie wir unter den Begriff Projektivität zusam— 
menfassen zu können, eine klare Vorstellung von ihrem gegen—  
seitigen Zusammenhänge hatte. Die Berechtigung zu dieser^ 
Voraussetzungen entnehme ich demselben Werke, welches m i ^  
den Weg zur Umformung des einbeschriebenen Vierecks zeigtc=a 
den ich zu(*rst als den annehmbarsten hinge.stellt habe, nämlic-T-  ̂
aus Euk l i d s  Po r i s me n .

Diese Schrift ist allerdings verloren, und P a p p u s ’ Aî k  
gaben^) nl)(‘r ihren Inhalt sind lange Zeit rätselhaft gew ese^r 
aber jetzt sind diese Rätsel der Hauptsache nach vollständig 
gelöst, wenn sich auch immer noch über die Form der PorEI 
men sti*eit(‘n läfst, und die Unter.suchungen über Einzelheit- 
des Inhalt^ und den wahrscheinlichen Anlafs und Zweck dM I 
Schrift nicht in allen Punkten abgeschlossen .sind. Berc- -l  ̂
R o b e r t  S i mson  deutete an, wie Pappus' Angaben zu 
klären sei(‘ii; aber diese Erklärung liefs sich er.st durchführ^HS 
als die Wissenschaft im Begriff stand das Gebiet wiederzueHH
beni, zu dem die Porismen gehörten, und das ge.schah da-----
durch einen der Mänm*r, welche bei der Arbeit auf dies 
Gebiete zu den ersten gehörten, nämlich durch Michel Ghasl  « 
Dieser hat wie bekannt sogar eine Restitution von Euk

') Die Voranlaüsung zu einer solchen Erweiterung ergiebt sich erst. ^  
(las Porisma über K e g e lsch n itte  ausgesprochen wird. Um dass;- 
zur Umformung des noch nicht naher bestimmten Orts zu ^
Geraden anwenden zu können, war es also für Apollonius m. 5- ^  
nötig eine solche Erweiterung vorzuiiehmen.»
Ausgabe von H ult sch. S. öi8 fV.
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verlorenem Werk^) ausgoai’beitet, die allerdings keinen Anspruch 
auf volle Übereinstimmung in den Einzelheiten macht — das 
geht unter anderem daraus hervor, dafs Gliasles 2̂20 Porismeii 
aufstellt, während das Werk nur 171 gehabt hat —, die aber 
zur Genüge die Durchführbarkeit der aufgestellten Erklärungen 
und deren Übereinstimmung mit allen vorliegenden Angaben 
zeigt.

Es darf also, ohne dafs wir nötig hätten die Begründung 
dafür zu wiederholen, zweierlei als feststehend betrachtet wer
den; zunächst, dafs Euklids Porismen ausgesprochen haben, dafs 
Punkte auf einer Geraden liegen, dafs Gerade durch denselben 
Punkt gehen und dafs Punktreihen auf geraden Linien in sol
chen Verbindungen stehen, welche mit gröfserem oder gerin
gerem Grade von Allgemeinheit das ausdrücken, was wir pro- 
jektivisch nennen; und demnächst auch, dafs die Voraussetzungen, 
u n te r denen dieses der Behauptimg nach stattfindet, in den 
beiden ersten Büchern über die Porismen aus Bedingungen 
derselben Art zusammengesetzt sind.

Pappus’ Worte, dafs die Voraussetzungen „ganz specielP 
s in d , könnten vielleicht die Befürchtung erwecken, dafs in den 
Porismen nur einzelne eng begrenzte Sätze dieser Art auf
gestellt worden seien. Wenn wir indessen den weiteren Zusam
menhang dieser Worte berücksichtigen, dafs sie nämlich „ver
schieden sind, weil sie ganz speciell sind“, und ferner beachten, 
dafs Pappus 10 Porisinen in eins*) von sehr allgemeinem 
Charakter zusammenzieht, so müssen wir annehmen, dafs diese 
Specialität entweder nur in der Verschiedenheit liegt oder in 
der bei den Griechen gewöhnlichen Zerstückelung besteht, so 
dafs jedesmal mehrere PorLsmen zusammengenommen  die 
Voraussetzungen über die Lage der darin vorkommenden Punkte 
und Geraden vollkommen allgemein machen.

*) Hd. Charles, Les trois livres de porismes d’Eiiclide, r^tablis pour la 
Premiere fois d'apr^s la notice et les letnmes de Pappus, et conform^- 
ment au sentimenl de R. Simson sur la fonne des enonc^s de ees 
propositions. Paris 1860.

*) .Aa‘<gal)e von Hultsch, S. 65i2.
11
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Untor diesen Umständen sind 7Avei Folgerungen inöglic 
en t wede r  es hat direkt unter den Porisnien solche gegebt 
welche ausdrückten, dafs wenn zwei Strahlenbüschel zwei fes 
gerade Linien in Punktreihen schneiden, welche einer gewiss 
Relation der erwähnten Art (z. B. der, dafs das Rechte 
aus den Abständen von zwei festen Punkten der Gerad 
konstant ist) genügen, andere feste Geraden existieren müsse 
welche sie in Punktreihen schneiden, die einer anderen dies 
Relationen genügen (z. B. ähnlich sind); oder  man mu 
wenn die Porismen verwickelter gewesen sind, bei ihrer B 
düng mit dieser Art von Übergängen vertraut gewesen od 
geworden sein. Wenn also, wie wir gesehen haben, wenigste 
Apollonius eine Form [3tes Buch, 53—56] für die Bestimmu 
projektivischer Büschel, die einen Kegelschnitt hervorbringt 
kennt, so darf man schliefsen, dafs er auch Euklids Porism 
benutzen konnte um dies durch andere Formen für die Rei 
tion zwischen den Punktreihen auszudrücken, welche die Büscl 
entweder auf denselben Hülfslinien, die er benutzt, oder s 
anderen bestimmen. Berücksichtigt man nun die vielen Ai 
ch*ücke für die Projekt ivität, die nach Pappus in Euklids Por 
men aufgestellt sein müssen, so erhält man dadurch eben 
viele Bestiimnungen von Kegelschnitten, hervorgebracht dur 
solche Strahlenbüschel, deren Verbindung wir nun in die ei 
zusammenfassen können, dafs diese Büschel projektivisch sine 

Hierdurch erhalten wir zunächst eine Erklärung von Ap< 
lonius’ Äufserung in der Vorrede, dafs sein drittes Buch, währei 
es gleichzeitig zur vollständigen Bestimmung des Orts zu di 
oder vier Geraden dient, überhaupt ausreichendere Mittel z 
Bestimmung und Diskussion körperlicher Örter gebe; denn Je 
Form für die hier erwähnte Erzeugung ist ein Ortstheore 
Wenn Apollonius sagt, dafs diese Mittel zum Teil neu sind, 
hat man gewifs wie gewöhnlich vorzugsweise an die für t 
Diskussion d(»r Örter so wichtige Betrachtung zusammengehörig 
Ilyperbeläste zu denken. Abgesehen von diesen können d  ̂
Verfasser der Porismen, der die Bestimmung des Orts zu 
Geraden teilweise kannte, solche Erzeugungen der Kegelschnii
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wie wir hier erwähnt haben, nicht fremd gewesen sein, und 
All Staus’ Buch über kcirperliche Örter kann möglicherweise 
verschiedene Beispiele hierfür enthalten haben.

Ferner bestätigt die allgemeine Betrachtung des Zusam
menhangs zwischen der Lehre von körperlichen Örtern und 
Euklids Porismen die Richtigkeit der Anwendung, welche wir 
von dem vollständig aufbewahrten Porisma gemacht haben. 
Betrachtet man nämlich die verschiedenen Formen, unter denen 
d ie  Erzeugung durch projeklivische Büschel sich überhaupt in 
f Übereinstimmung mit den Porismeii ausdrücken läfst, so zeigt 
flo is erwälinte Porisma deutlich, dafs die Bestimmung der Büschel 
<-lui*ch Teilung gewisser Geraden in proportionale Teile nicht 
v e rg e sse n  .sein kann. Es kann also die Vermutung nicht ganz 
iiiiLrichtig sein, welche' wir zu Anfang dieses Abschnitts darüber 
ii iifg e s te llt  haben, wie die Alten den Übergang von einem 
<?inbeschriebenen Viereck zu einem anderen, der ein notwen- 

Glied in ihrer vollständigen Bestimmung des Orts zu vier 
C io r a d e n  gewesen ist, bewerkstelligt haben.

Das, worauf wir hier gebaut haben, ist teils die Gewifs- 
dafs Apollonius den Ort zu vier Geraden vollständig, 

:^€? ine  Vorgänger denselben teilweise bestimmt haben, teils ist 
O S  die letzte Satzgruppe in Apollonius’ drittem Buche, teils 
r ^ in c l  es endlich die vorliegenden zuverlässigen Angaben über 
d o r t  Inhalt von Euklids Porismen. Unsere Schlüsse gehen von 
d o x r i  geometrischen Faktum aus, dafs alle diese Untersuchungen 
iV irem  Inhalte nach genau Zusammenhängen, und führen dann, 
iiid em  nur dieser Zusammenhang auf die nächstliegende Weise 
V>enutzt wird, dahin, dafs die Alten die Erzeugung von 
K e ge l s c h n i t t e n  durch  pro jek t iv i sche  Büschel ,  abge- 
rs-ehen von deren Zusammenf as sung  durch djeri Gat- 
t ungsbegr i f f  Projekt ivi t ä t ,  vol l s tändig gekannt  haben.

Durch Aufstellung dieses Resultats gehen wir freilich bedeu
tend weiter, als C4hasles nach’seinen Aussprüchen über Nutzen 
imd Anwendung der Porismen zu urteilen thut. In der Art der 
Anwendung selbst ergiebt sich indessen keine grofse Abweichung 
'on dem, was er in dieser Angelegenheit sagt. Er hebt eben

11*
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auch') den Nutzen hervor, den die Porismen namentlich be n̂ a ^ 
der Bestimmung von Ortern gewähren können, da die durclBT -!r: 
dieselben geg(*ben('n verschiedenen Darstellungen der bekannte«: •
()rter es möglich machen, jeden neuen Ort, der bestim n*--- 2
werden soll, auf mannigfaltige Weise an jene anzuschliefsei 
In dieser Beziehung vergleicht er äufserst treffend die Porismei 
in denen angegeben wird, dafs man durch Bestimmung V( 
irgend etwas Unbekanntem zu einer gewissen Darstellung g 
langen kann, mit den bekannten Formen der rilrirhiinjjM 1 
in der analytischen Geometrie, welche man durch B estim m uM n^  
der noch unbekannten Koeffioienten dahin bringen kann ne—m jic  
geometrisch(‘ Orter von einiT gewissen All dai-zustellen. Diese==-?>Tmi 
Vergleiche können wir um so mehr zustimmen, als wir über“-=*»ll 
in der höheren Geometrie der Alten fast eben soviel Übere S  « 1- 
stimmung mit der Behandlungsmethode der analytischen 
metrie wie mit der der modernen reinen Geometrie finden, 
wir Gelegenheit finden werden des weiteren auseinandemisetzL 
wenn wir im zehnten Abschnitt die Bestimmungen der Ön—fc e r  
bei den Alten untersuchen. Im besonderen werden dann « i3 ie  
beiden ersten Bücher über Porismen den Untersuchungen 
modernen analytischen Geometrie entsprechen, bei denen « n a 
mentlich die lineare Form für die Gleichung der geraden L 5  « n ie  
benutzt ist. Wie wir angeführt haben, behandeln dieselben nS« «u- 
lich teils die Bedingungen dafür, dafs Punkte auf einer Gera-<3Äen 
liegen oder gerade Linien durch einen Punkt gehen, teils «lie 
Relation(‘ii zwischen geradlinigen Punktreihen, welche in c^lÄ ner 
ebenen Figur durch Projektion und durch Schneidung 
geraden Linien verbunden sind.

Es ist übrigens unwesentlich, ob man die Porismen «3iit 
den modernen rein geometrischen oder mit den a n a ly tis c h -  
geometrischen Hülfsmitteln vergleicht, welche beide nui- iii*  
verschiedener Form ganz dieselben Ziele verfolgen. Sie 
seits gewähren dasselbe unter einer dritten Fonn.

C4hasles hat ferner darin Rocht, dals diese reirl 
Hulfsquellen in den beiden ersten Büchern der Porisii

‘) M. (Iha.des, Les trois livres de porisines d'Euclide, S* 1̂ 1.
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viiiiviLiUelbar nur auf geradlinige Figuren angewandt werden, 
a l  5^0 auch unmittelbar nur gerade Linien als geometrische Orter 
e i-g e b en , und dafs dieselben im 3ien Buche nur zugleich auf 
( \ e n  Kreis Anwendung Anden. Er fügt hinzu )̂, dafs der 
^ rö f s te  Teil der Porismen mit derselben Leichtigkeit sich auf 
d i e  Lehre von den Kegelschnitten ausdehnen lasse, und weist 
in  einer Anmerkung auf seine eigene Darstellung der Erzeu
g u n g  durch projektivische Büschel in seinem Aper^'u historique 
besonders hin.

ln seiner Wiederherstellung der Porismen ist es auch an 
m an ch en  Stellen leicht die allgemeinen Sätze üljer Kegelschnitte 
z u  erkennen, welche er selbst vor Augen hat, und welche er 
n u r  entweder so specialisiert, dafs eine Gerade oder ein Kreis 
a n  Stelle eines allgemeinen Kegelschnittes tritt, oder so umformt, 
d a f s  der Kegelschnitt, mit dem das Porisma zusammenhängt, 
i i i c l i t  genannt wird, sondern nur die dadurch eiTeichte Ver
b in d u n g  zwischen geraden Linien oder zwischen diesen und 
K re isen  zurücklAeibt.

Das, was wir nun hinzuzufügen haben, ist die Annahme, 
e r s te n s ,  daf s  eben diese Verb indung  mit  der  Lehre  
v o n  den Kegel schni t t en  auch  Eukl id während  der  
A u s a r b e i t u n g  der  Por i smen  vor Augen geschwebt  
h a t ,  und dafs gerade diese Übereinstimmung im Gedankengange 
C hasles dazu verhelfen hat den Porisinen ihren richtigen Cha
ra k te r  und Inhalt zu geben; zweitens, dafs Apol lonius  wäh
r e n d  seiner weiteren Behandlung des Orts zu vier Geraden und 
körperlicher Örter überhaupt viel fach Veranlassung gehabt  
h a t  diese Verbindung zu benutzen.  Ich hege um so 
weniger Bedenken bei dieser Abweichung von dem kenntnis
reichen Wiederhersteller der Porismen, als derselbe nirgendwo 
in  den von ihm veröffentlichten Voruntersuchungen irgendwelche 
Rücksicht auf die Bedeutung des Umstandes genommen hat, 
Harcy die Alten eine so allgemeine Aufgabe, wie die Bestim
m ung des Orts zu vier Geraden — für welche er ja sogar 
dem  Pi ‘ofsen Teil der Ehre überläfst -  g(‘löst
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haben, und als er überhaupt den Inhalt von Apollonias* Kegel
schnitten unbenulzt läfst.

So wie er von uns aufgefafsi wird, giebt der Zusainmen- 
hang zwischen der Lehre von den Kegelschnitten und Euklids 
Porisnien eine befriedigende Erklärung dafür, wie die Porisnien 
entstanden sein können. In theoretischer Beziehung kann dieses 
Werk allerdings seine selbständige Bedeutung innerhalb seine.s 
eigenen Gebietes behaupten. Die darin enthaltenen Resultate 
sind interessant genug, um ihrer selbst wegen her\'orgehoben 
zu werden, und wenn sie nach Pappus ein Werkzeug sind, 
bestimmt zu wiMterer Anwendung in der Analysis, so gestalten 
sie in der That unbegrenzte Anwendungen schon auf solche Fi
guren. die aus Geraden und Kreisen gebildet sind. Aber sollte 
man im Altertum so weit in den hierhergehörigen Aufgaben ge
gangen sein, dafs man nicht nur zu den Sätzen selbst gelangte, 
welche in den Porismen enthalten waren, sondern in denselben 
auch Werkzeuge zur Behandlung noch komplicierterer Auf
gaben auf diesem selben Gebiete erblickte?

Nicht mit der Absicht  geradlinige Figuren oder Kreise 
zu behandeln hat man in unseren Tagen die Lehre von der 
Projektivität oder Homographio oder, algebraisch ausgedröckt, 
von den linearen Transformationen entwickelt, sondern n a c h 
dem man gesehen hatte, wie nützlich di(‘se Hülfsmittel füi* die 
Lehre von den Kegelschnitten und darüber hinaus waren und 
sein würden, hat man dieselben durch Anwendung auf jenes 
einfachere Material geprüft und entwickelt, wo man von vorn
herein geglaubt haben würde, sie leicht entbehren zu können, 
wo dieselben sich aber doch als nützlich zur Gewinnung neuer 
Resultate erwiesen. Teils wegen dieser Resultate, teils als eine 
Vorbereitung für weitere Anwendungen auf die Kegelschnitte 
hat man es für nützlich gehalten die neuen Methoden in ihrer 
Anwendung auf geradlinige Figuren und Kreise besonders dar
zustellen, wie Chasles  in seiner GvomHrie superieure. aber 
dafs sie sich hinterher eben für die Kegelschnitte so gut eig
nen, dafs die Anwendungen hier nicht schwieriger sind als — 
auf dem elementaren Gebiete, rührt daher, dafs das Werk—
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zeug für die Lehrte von den Kegelschnitten geschaffen ist, und 
dafs seine Entwickelung der Anwendung auf diese Lehre Sciiritt 
für Sciiritt gefolgt ist.

So inufs es auch iiii Altertum zugegangen sein. Währ e nd  
des S t ud i ums  körper l i cher  Ör ter ,  während  der  Be- 
i iandlung und Umformung des Orts  zu vier Geraden 
hat man die Bedeu t ung  der  Verb indungen zwischen 
Punkt re i hen  e rkannt ,  welche wir  un t e r  dem Namen 
Projekt iv i t ä t  zusammenfas sen ,  und hat  man sich ver- 
ai i lafst  gesehen auf  eine Gerade oder  einen Kreis 
solche Bes t immungen von P u n k t e n  anzuwenden ,  
welche im a l lgemeinen den Kegelschni t t en angehören.  
Man ist nämlich .sonst niemals in der glücklichen Lage, dafs 
ein mathematisches Werkzeug, welches mit Rücksicht auf 
andere Zwecke oder höchstens mit der blofsen Möglichkei t  
vor Augen, dafs es weitergehende Anwendungen erfahren könnte, 
entwickelt wird, zufä l l igerwei se  in allem und jedem sich so 
vortrefflich wie die Porismen für das Studium der al lgemei
nen Ei genschaf ten  eines Kegelschni t tes  eignet ,  das 
heifst, der Eigen.schaflen, welche sich an dessen Punkte, unab
hängig von besonderen Linien oder Punkten (Axen, Mittelpunkt 
u. .s. w.) knüpfen.

Da nun diese Art von Untersuchungen doch kaum von 
anderen, welche sich an die Kegelschnitte anschliefsen, haben 
ferngehalten werden können, so darf inan erwarten, dafs ver- 
.schiedenes vom Inhalt der Porismen auch an die Anwendung 
aul' andere Abschnitte aus der Lehre von den Kegelschnitten ange- 
schlossen und dadurch entwickelt worden ist. In Übereinstim- 
mimg hiermit haben wir denn auch (S. 83) bei der Bestimmung 
der Lage einer beliebigen Tangente mit Beziehung auf einen 
Durchmesser und die zugehörigen Sehnen eine Anwendung der- 
.'̂ elben Abhängigkeit zwischen Punktreihen, die Projektionen von 
einander sind, gefunden wie die, welche eine Hauptrolle in den 
Porismen .spielt. Einer von Pappus* Hülfs.sälzen') zu Euklids

') Der Ausjr. v. Hullsch. S. 9(M>. Der Hulfssatz wird im lOten a I>-
schnitt angefCihrt werden.
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Porismen stimmt, obgleich er sich ausschlfefsiich auf eine 
Halbkreis und Punkte und gerade Linien bezieht, augensc^heii 
lieh überein mit einer der einfachsten Brennpunktseigenschafte 
eines Kegelschnittes, der den Durchmesser des Halbkreises zu 
Hauptaxe hat. Dann ist anzunehmen, dafs — ebenso wie di 
Porismen 174 und 194—196 in Ghasles' Wiederherstellung -  
auch eins oder mehrere von Euklids echten Porismen ai 
ähnliche Weise Brennpunktseigenschaften unabhängig von der 
Kegelschnitt ausgedrückt haben, zu dem sie gehören. In Übei 
einstimmung mit der von uns vertretenen Auffassung wir 
dann anzunehmen sein, dafs das Studium der Kegelschnitt 
und ihrer Brennpunkte die Veranlassung gewe.sen ist, die i 
den Porismen aufgestellten Eigenschaften beim Halbkreise z 
bemerken. Der Satz wird nämlich — hier wie an manche 
anderen Stellen — leichter zu erfassen und natürlicher zu eni 
decken, wenn die Anschauung durch Hinzunahme eines Kege 
Schnittes unterstützt wird. Wir werden deshalb beim Studiui 
der Kenntnisse, welche die Alten von den Bremipunkten b< 
Sassen, den erwähnten Hülfssatz und die wahrscheinlicherweh 
daran geknüpften Porismen nicht unbeachtet lassen.

Wenn meine Auffassung von Euklids Porismen und ihn 
Entstehung richtig ist, dafs dieselben nämlich teils eine A 
von Nebenprodukten bei Untersuchungen über KegelschnitI 
sind, teils auch ein Hülfsmittel für weitere Untersuchungc 
über dieselben Kurven, so wird man dadurch aufgefordert 2 
versuchen aus den vorliegenden Angaben über Euklids Porismc 
eine mögliclist vollständige Ausbeute für die Kenntnis der gin» 
chischen Lehre von den Kegelschnitten zu ziehen. An vol 
ständigen Angaben über Einzelheiten in dieser Schrift haben w 
aufser dem aufbewahrten Porisnia, das uns bereits so grofs( 
Nutzen geleistet hat, Pappus’ Vereinigung von 10 andere 
Porismen in folgendes^): „Wenn von dem Systeme von Durcl

Ausg. V. Hultsch, S. (>5:2. Wir haben hier einige unbedeutende Änd 
rungen voigenommen um <len dunklen Text, der in der neueren Zc 
zuerst von Robert Simson vei-standen wurde, klarer zu machen ohi 
etwas in der AufTassung der Figur selbst zu verändern.



Krickschlnsse auf die Lehre von den Kegelschnitten. 169

sohniüspiinkten zwischen vier geraden Linien die drei, welche 
auf einer von den Geraden liegen, gegeben sind, und zwei 
andere sich auf gegebenen geraden Linien bewegen, so wird 
das.selbe mit dem dritten der Fall sein.“ Wir dürfen also nicht 
versäumen zu untersuchen, in welcher Beziehung dieser Satz 
zur Lehre von den Kegelschnitten steht.

Wenigstens wenn man diesen Satz als eine Bestimmung 
des di’itten Eckpunkts eines Dreiecks auffafst, dessen beide 
andere Eckpunkte auf gegebenen Linien gleiten, während alle 
Seilen sich um feste Punkte einer geraden Linie drehen, hat 
es sehr nahe gelegen weiter zu fragen, was denn aus dem 
geometrischen Ort wird, wenn man die letzte Einschränkung, 
dafs die festen Punkte auf einer Geraden liegen sollen, aufser 
Acht läfst. Der Beweis dafür, dafs der Ort, zu dem man dann 
gelangt, im allgemeinen ein Kegelschnitt wird, ist, wenn die 
Konsequenzen, die wir bereits aus dem früher citierten Porisma 
gezogen haben, richtig sind, nicht schwieriger mit Hülfe jenes 
Porismas und seiner Konsequenzen zu führen als der Beweis 
dafür, dafs der Ort in dem erstgenannten speciellen Falle eine 
Gerade wird. Es seien nämlich (Fig. 34) A, B und C die Eck
punkte des Dreiecks, a, h und c die gegenüberliegenden Seiten, 
a, h und c mögen sich um die gegebenen Punkte und
C\ drehen und A und B auf den gegebemm Geraden und
/>! gleiten. Man kann dann nach 
dem bekannten Porisma zwei gerade 
Linien und bestimmen, auf 
denen die Seiten b und c propor
tionale Stücke abschneiden; man 
kann ferner — und hierzu wird 
das  bekannt e  P or i s ma  gerade  
in der  Form benu t z t ,  in der  
es vor l i egt  — eine Linie be
stimmen, auf der a Stücke ab
schneidet, welche denen, die c auf abschneidet, also auch 
denen, die h auf abschneidet, proportional shid. Der goo- 
inetrii^che Ort für die Schnittpunkte zwischen den einander 
entsprechenden Strahlen der Büschel a und b mit den Scheiteln
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A l und welche zwei gegebene Linien in proportionale Teile 
teilen, ist indessen, wie wir im Anfang dieses Abschnitts gesehen 
haben, nur eine andere Form für einen Ort zu vier Geraden, 
also für einen Kegelschnitt, wenn derselbe nicht eine Gerade 
oder ein Kreis wird.

In etwas komplicierterer Form haben die Griechen einen 
Beweis mit ganz denselben Gedanken durchführen können. 
Aber sie konnten hinterher nicht aussprechen, dafs der Ort 
„im allgemeinen“ ein Kegelschnitt werde; vielmehr mufsten sie 
die Bedingungen dafür, dafs er eine Gerade werde, besonders 
hervorheben. Die 10 Porismen — und möglicherweise andere, 
welche in Beziehung zu einem anderen Ausnahmefall stehen, 
wo die Linie A^B^ durch den Durchschnitispunkt von und 
/vj geht — können dann eben in Verbindung mit der hier be
schriebenen weitergehenden Uriter.suchung entstanden sein.

Hierbei wird vorausgesetzt, dafs die zusamniengezogeneii 
10 Porismeri auf dieselbe Weise bewiesen sind, wie wir hiei 
flie Erweiterung bewiesen haben, also mit Hülfe des vollständig 
bekannten Porismas. Indessen nimmt Chasles  das nicht an, 
indem er in seiner Wiederherstellung im Gegeasatz zu Robert 
Simson und den meisten anderen, welche sich mit den Pori.<- 
men beschäftigt haben, die 10 Porismen voranstellt. Mit Rück
sicht darauf sucht er zu zeigen^), teils, dafs seine Auffassung 
den Angaben in Pappus’ etwas unsicherem Text über den Platz 
der betreffenden Porismen nicht widerstreitet, teils, dafs der 
Hülfssatz, welchen Pappus ausdrücklich auf Euklids „erstes 
Porisma“ bezieht, in einem von den 10 zusammengezogenen 
Porismen benutzt sein niufs. Die erste Annahme wird von 
philologischer Seite durch Heiberg*) bekämpft, welcher zugleich 
meint, dafs Chasles an dieser Stelle auch die Hülfssätze nicht 
ganz richtig benutzt. Da ich indessen die Reihenfolge der 
Sätze bei Euklid in bestimmter Weise benutzt habe, so will 
ich mich nicht mit diesen Einwänden begnügen, sondern aas- 
drücklich nach weisen, dafs Pappus' „Hülfssatz zum ersten Po-

*) Les Irois livres de porisnies, S. 00.
*) Litterargesrhichlliche Studien über Euklid. S. 7S.
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lisma“ durchaus zu dom Porisrna pafst, das man gewöhnlich 
voranstellt, nämlich zu dem, dessen Form uns auch aufbewahrt 
ist, und das zu Anfang dieses Abschnittes benutzt wurde.

Dieses Porisma sagt wie bereits erwähnt aus, dafs zwei 
Strahlenbüschel in perspektivischer Lage zwei feste gerade 
Linien a und i, von denen die eine, n, beliebig gewählt werden 
kann, in proportionale Teile teilen. Die im Porisma verlangte 
Bestimmung der anderen, läfst sich dadurch ausführeri, 
dafs die beiden Linien a und b einem Paar einander ent
sprechender Strahlen der Büschel parallel sein müssen. Ist nun 
im besonderen die Linie a der Linie c, welche die Scheitel 
der perspektivischen Büschel verbindet, pai’allel, so mufs die 
Linie h es auch sein, und umgekehrt, wenn die festen Linien n 
und b parallel sind oder zusammenfallen, so müssen sie ent
weder der Verbindungslinie c parallel sein oder der Linie rf, 
auf der die einander entsprechenden Strahlen des Büschels sich 
schneiden. Wenn also eine und dieselbe Gerade, welche die 
Linie d schneidet, von beiden Büscheln in proportionale Teile 
geteilt wird, so mufs sie der c parallel sein. Diese letzte Be
hauptung ist es, die von Pappus aufgestellt und als Hülfssatz 
zu Euklids erstem Porisma bewiesen wird. Eine naheliegende 
Veranla.ssung hierzu war vorhanden, wenn Euklid, der nach 
griechi.scher Weise die besonderen Lagen, welche die bekannte 
Linie a einnehmen kann, besonders erwähnt haben mufs, es 
für überflüssig gehalten hat seine Behauptung für die Lage zu 
beweisen, welchi» b  (»rhält. wenn u  parallel der c  ist.

Die Ausbeute hinsichtlich der Lehre von den Kegel
schnitten, welche wir aus den ihrem Inhalt nach bekannten 
Porismen eilialten haben, erweckt die Lust mehr kennen zu 
lernen; denn hier, wo dieselben weiter zu Schlüssen über etwas 
anderes als ihren eigentlichen Inhalt benutzt werden sollen, 
würde es viel zu gewagt sein im einzelnen auf Chasles' Wieder
herstellungen aufzubauen, die selber auf ähnlichem Wege wieder 
auf Pappus* Hülfs.sätzen aufgebaut sind. Um zu entscheiden, 
wie weit die Wiederherstellung sich benutzen läfst, müssen wir 
uns fragen, ob man sich nicht nur — wie wir bereits unbedingt 
gethan haben — an Cha.sles* Wiedei-gabe der Beschaffenhei t
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des Inhalts der Bücher über Porismen halten kann, sondern 
auch im ganzen darauf vertrauen darf, dafs dieser Inhalt in 
einem r i cht igen Umfang angegeben ist, und dafs also Euklid 
im grofsen und ganzen so weit auf diesem Gebiete gelangt ist 
wie Chasles' Wiederherstellung. Gegen eine solche Annahme 
spricht der Umstand, dafs Chasles, wie bereits bemerkt, zu 
viele Porismen gebildet hat. Es läfst sich überdies anneh
men, dafs verschiedene von Chasles’ einzelnen Porismen bei 
Euklid in mehrere zerlegt gewesen sind, selbst wenn Pappus 
nur bei den 10, welche wir erwähnt haben und auf deren 
Zerlegung Chasles selbstverständlich Rücksicht nimmt, vermocht 
hat eine Gruppe von Euklids Porismen in ein einziges zusammen
zuziehen. Gleichzeitig übt indessen ein anderer Umstand eine 
entgegengesetzte Wirkung aus. dafs nämlich Chasles’ Porismen 
sich vielleicht allzu nahe an Pappus* Hülfssätze anschliefsen. 
In Übereinstimmung mit dem, was mit Pappus’ Hülfssätzen zu 
solchen Schriften, die uns erhalten sind, der Fall ist, haben 
diese sich wahrscheinlich nur an solche vereinzelte Behaup
tungen angeschlossen, welche Euklid benutzt, deren Beweis 
er aber für überflüssig gehalten hat. Hat der Beweis nun 
auch oft nur auf Grund des Zusammenliangs entbehrt werden 
können, und darf man auch annehmen, dafs für die im Ver
hältnis zu ihrem Inhalt kurzgefafste Sclmft über Porismen eui 
wirkliches und gnifseres Bedürfnis für Hülfssätze als anderswo 
gewesen ist, so darf man doch überzeugt sein, dafs die Poris
men selbst erheblich weiter gegangen sind als Pappus Hülfs
sätze. Da Chasles zugleich von diesen aus den richtigen, durch 
Pappus* Klassifikationen bezeichneten Richtungen nachgegangen 
ist, und da der Umstand, dafs er sich in jedem Porisma zu 
wenig von dem Hülfssatz entfernt hat, den anderen reichlich auf
gewogen haben mufs, dafs er zu viele Porismen gebildet hat, so 
darf man annehmen, dafs Chasles* Wiederherstellung keineswegs 
einen zu hohen Begriff davon giebt, wie weit Euklid in der 
beschriebenen Art von Untersuchungen gelangt ist.

So lange wir keine zuverlässigen Mitteilungen über die 
e inzelnen Porismen besitzen, dürfen wir die Porismen kaum 
in einem wesentlich weiteren Umfange auf die Lehre von den
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K^'gelschnitten anwenden, als wir l)ereits gethan haben. Man 
könnte freilich wohl au.s den verschiedenen Formen für die 
Bestimmung der Projektivität, welche in Pappus’ Einteilung 
der Porismen angeführt sind, verschiedene bestimmte, den 
Alten bekannte Formen für die Bestimmung der Kegelschnitte 
als geometrischer ()rter füi* die Durchschnittspunkte zwischen 
Strahlen von Büscheln ableiten; aber diesen nachzuspüren hat 
weniger Interesse, eben weil man jetzt alle diese Formen für 
die Bestimmung der Verbindungen von Büscheln dadurch zu- 
sainmenfassen kann, dafs man sagt, die Büschel seien projek- 
tivisch, und weil wir wissen, wie leicht der Übergang zwischen 
diesen Formen ist, wenn man erst die einzelnen unter ihnen 
hat, die wir bereits betrachtet haben. Vielleicht würde eine 
vollständige Kenntnis eines grofsen Teils der einzelnen Porismen 
uns nicht weiter führen.

Für den Augenblick können wir also nichts mehr von 
den Porismen lernen, aber ich kann an dieser Stelle eine Ver
mutung über den viel umstrittenen Begriff Porismen nicht 
unterdrücken. Dieselbe ist durch das Resultat hervorgerufen, 
zu dem ich mit Rücksicht auf die Entstehung und Bedeutung 
von Euklids Schrift dieses Namens gelangt bin, aber si(̂  kann 
fallen, ohne dafs dadurch die Zuverlä.ssigkeit dieses Resultats 
verringert würde. Die genannte Schrift würde nach der von uns 
begi-ündeten Meinung teils Folgesätze enthalten haben, teils Hülfs- 
sätze zur Lehre von den Kegelschnitten oder vielleicht im be
sonderen zur Lehre von den körperlichen Örtern. Die Hülfs- 
sätze machen indessen keinen Apparat aus, der vor der Ent
wicklung dieser Lehre gebildet ist, sondeni sie sind gleichzeitig 
mit dieser entstanden, und sie sind an und für sich nur Glieder 
in den vollständigen Beweisen für die in ihr enthaltenen Sätze. 
Hat man nun einen solchen B(^weis ganz durchgeführt und 
erst hinterher den Hülfssatz herausgezogen und aufge.stellt, so 
wird dieser selbst ein Folge.satz, ein Nebenresultat, nämlich 
nicht zu dem bewiesenen Satz über Kegelschnitte, sondern zu 
dem Beweise desselben. Mit Beziehung auf die Lehre von den
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Kegelschnitten treten diese Porismen also alle als Folgesä t ze  
oder Zusä t ze  auf.

Diese Bedeutung hat das Wort Tzoptafia, welches dann 
also lateinisch durch rorollariuni wiederzugeben ist, überall wo 
es in den erhaltenen Schriften von Eukl id,  Arch i medes  
und Apoll  O l l i  US vorkoinmt. Da es mir nun nicht wahr
scheinlich vorkommt, dafs Euklid ein Wort wie das, welches 
wir hier vor uns haben, und das häufig als Überschrift gebraucht 
wii-d, in zwei ganz verschiedenen Bedeutungen gebraucht haben 
sollte, so gelange ich zu der Annahme, dafs Eukl id durch  
den Ti tel ,  den er se iner  Schr i f t  über  Po r i s me n  ge
geben hat .  eben hat  beze ichnen wollen,  dafs  die in 
dieser  Schri f t  en t ha l t e ne n  Sätze als Po r i s men  in der  
Bedeutung e n t s t a n de n  s ind,  in der  er sons t  dieses 
Wor t  gebrauch t ,  näml ich als P o r i s men  zur  Lehre 
von den Kegelschni t t en oder vielleicht im besonderen zur 
Lehre von den körperlichen Örtern.

Dieser Erklärung begegnen wir indessen nicht bei den 
späteren Schriftstellern des Altertums, welche im Gegenteil 
Euklid das Wort Porismen in dem Titel der genannten Schrift 
von einer bestimmten, von den Korollaren verschiedenen Art 
von Sätzen gebrauchen lassen.

Pa pp US sagt von ihnen ö- dafs sie „weder zu den Theo
remen noch zu den I^roblemen, sondern zu einer Zwischenform 
gehören, so dafs die Sätze entweder als Theoreme oder als 
Probleme gestaltet werden können, weshalb es so gekommen 
ist, dafs von den gewöhnlichen Geometern die einen sie als 
zur Gattung Theorem gehörend auflfafsten, die anderen zu den 
Problemen, indem sie nur die Gestalt der Sätze berücksich
t i g t e n I m  Gegensatz zu diesen etwas dehnbaren Bestim
mungen führt er dagegen die ausdrücklichen Definitionen „der 
Alten“ an: „Ein Theorem Ist das, was so vorgelegt wird, dafs 
es bewiesen werden soll“ , „ein Problem das, was so gestellt 
wird, dafs das voi*gelegte konstruiert werden soll“, und endlich 
„ein Porisma das, wa.s .so vorgelegt wird, dafs das voi*gelegte

V) \ w < « .  V. Hultsch, S. 05<J—05̂ 2.
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litTbeigfeschairt werden soll“ (eeg izopiafihv ai>x6\j tou Tzpoxtivo- 
niyivj), Dai^a'gen wirft er den ^Neueren, „weiche nicht alles 
herbeischaffen konnten“ (::opt!ist) )̂, vor, dafs sie sich damit 
begnügen die Möglichkeit hiervon zu beweisen, sowie dafs sie 
-auf Grund eines zufälligen Nebenumstandes“ sich folgender- 
niafsen ausdrückcn: „ein Porisma ist ein Ortstheorom mit un
vollständiger Hypothesis“.

Auch Proklus  hat in seinem Kommentar zum ersten 
Buche von Euklids Elementen aufser der Erklärung des Wortes 
Porisma als Korollar, in welcher Bedeutung es in eben diesem 
Buche vorkommt, eine Erklärung desselben Worts in der Be
deutung mitgeteilt, in der es im Titel von Euklids Buche über 

/die Porismengenommen sein soll. Diese sagt aus, dafs „ein 
Porisma ein Satz ist, worin gefordert wird, dafs man durch 
eine Operation etwas bereits Existierendes und notwendig Da
seiendes zur Erkenntnis bringen solle“, sowie -dafs dasselbe in 
der Mitte zwischen einem Theorem und einem Problem stehe“.

Aus den Citaten aus Pappus sehen wir nun allerdings, 
dafs nicht nur er selbst, sondern bereits „die Alten“ dem Worte 
Porisma, so wie es in Euklids Porismen gebraucht wird, 
eine bestimmte, von der gewöhnlichen verschiedene Bedeutung 
beilegen, und Proklus hat vermutlich eben so alte Quellen 
für seine Erklärungen. Der Zeitraum zwischen Euklid und 
Pappus oder Proklus ist indessen so grofs, dafs die „alten“ 
Quellen dieser beiden einige Jahrhunderte jünger sein können 
als Euklid. Dafs sie dies wirklich sind, wird sogar höchst 
wahrscheinlich dadurch, dafs keine von ihnen Autorität genug 
bese.s.sen hat um die Mathematiker des späteren Altertums in 
einer gemeinsamen Auffassung und einer gemeinsamen Ausdrucks
weise der Porismen zu vereinigen. In den verschiedenen Auf
fassungen, welche Pappus zur Darstellung bringt, und in den 
Abw'eichungen zwischen ihm und Proklus, sowie in den Be
strebungen des ersteren, die Übereinstimmung der Erklärung 
mit der Etymologie des Worts festzuhalten, erkennt man weit
mehr die Versuche einer jüngeren Zeit eine Erklärung des

‘) Ausgabe von Friedlein. S. 301—30:2.
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Wortes Porisiiia zu geben, welche auf die einmal vorliegende 
Form von Euklids Sätzen pafst, als eine überlieferte Auseinander
setzung über eine Art von Sätzen, die zu Euklids Zeiten be
kannt waren, und von denen P̂ uklid sich ausdrücklich, vor
genommen hatte eine Sairrmlung zu veraastalten.

Ist dies aber richtig, so wird die Bedeutung, welche alle 
diese Erklärungen des Begriffs Porisma halx^n, darin bestehen, 
dafs sie verschiedene Auffassungen und Beleuchtungen von 
etwas charakteristischem an sämtlichen Sätzen in Euklids drei 
Büchern von d(‘ii Porismen ausdrücken, Auffassungen, die von 
Peisonen ange.sprochen sind, welche .selbst diese jetzt ver
lorenen Bücher kannten. Für uns wird es also von Wichtig
keit sein nachzuweisen, dafs die von uns beschriebenen Folge-v 
Sätze zur L(‘hre von den Kegelschnitten auf natürliche Weise 
in Formen, auf welche diese Erklärungen pas.sen, hervorgetreten 
sein können.

Wenn man diesen Formen nachspüren will, .so ist unter 
den jetzigen Vorau.ssetzungen kein Grund verbanden den Er
klärungen, welche Pappus unter ganz anderen Voraussetzungen 
vorzieht, irgendwelchen Voiv.ug zu g(d)en, und namentlich 
werden alle die Erklärungen, welche sich an das Wort Pori.snia 
knüj>fen, bedeutung.slos, wenn Euklid selb.st dies Wort nur in 
der alten anerkannten Bedeutung als Korollar hat brauchen 
wollen. Man kann vielmehr die verständlichste Erklärung, 
nämlich die, welche den „NeuereiP beigelegt wird, „dafs ein 
Porisma ein Ortstheorein mit unvollständiger Hypothesis ist“, 
zum Au.sgangspunkt nehmen; denn wenn Pappus meint, dafs 
es einem zufälligen Nebenuin.stande zu verdanken sei, dafs 
Euklids Porismen diese Beschaffenheit haben, so erhalten wir 
eben dadurch eine Bestätigung dafür, dafs dies letzte wirklich 
der Fall ist. Daraus, dafs er das entgegenge.setzte nicht sagt, 
könnte man vielleicht sogar .schliefsen, dafs alle Porismen 
Euklids diese Be.schaffenheit haben: doch wollen Avir nicht mit 
Bestimmtheit darauf bestehen.

Was mit der hier gegebenen Erklärung gemeint ist wird 
deutlich durch das erhaltene erste Porisma, welches au.ssagt, 
dafs man eine gerade Linie, welche wir S. 171 h nannten, so
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bestimmen kann, dafs sie und einc‘ gegebene Linie a in pro
portionale Teile von den Strahlen 'zweier Büschel geteilt werden, 
welche sich auf einer dritten Linie d schneiden. Wenn dann 
die Linie h und die Punkte derselben, welche zwei gegebenen 
Punkten von a entsprechen, bestinmit sind, so hat man dadurch 
die Hypothosis des Ortstheorems vervollständigt, welches aus
sagt, dafs der geometrische Ort für die Durchsehnittspunkte 
zwischen den Strahlen der Büschel, welche auf die so bestimmte 
Weise di(' Linien a und h in proportionale Teile teilen, die 
gerade Linie d ist.

Das hier erwähnte Porisma sollte nun, nach unserer Auf
fassung, ein Korollar sein zu der allgemeineren Bestimmung 
des Ortes für die Durchschnittspunkte zwischen d(m sich ent
sprechenden Strahlen zweier Büschel, welche auf beliebige 
W(?ise zwei beliebige gerade Linien in proportionale Teile teilen. 
Dasselbe ist entstanden, weil man besonders untersuchen 
niufst(^ wann der Ort, der im allgemeinen körperlich ist, eine 
gerade Linie wird, und weil die Untersuchung dann ganz 
natürlich mitbrachte, dafs derselbe bei passender Wahl der 
festen Linie h irg(*nd eine beliebige gegebene Gerade d wer
den kann.

Nun hab(*n wir bereits aus dem, was über den Inlialt von 
Euklids Schritt niitgeteilt wird, geschlossen, dafs eine grofse 
Menge* von seinen übrigen Porismen in einer ganz entspre
chenden Verbindung mit anderen Erzeugungen körperlicher 
()rter durch projektivische Büschel st(‘ht. Auch bei diesen hat 
man die' Fälle besonders untersuchen müssen, wo der Ort eine 
gerade Linie oder ein Kreis wird, und diese Untersuchung kann 
ganz natürlich Veranlassung zu Korollaren gegeben haben, 
welche genau di(*selbe Form wie das erste haben, welche also, 
wenn die Hypothesis durch Lösung einer gewissen Aufgabe 
veiTollständigt wird, Ortstheoreme werden.

Als eine Unterabteilung der hier besprochenen Porismeii, 
welche so reichhaltig ist, dafs man sie in eigenen Werken 
suchen mufs, welche aber doch auch nach einer .später folgenden 
Äufserung von Pappus in Euklids Porismen vertreten gewe.sen 
sein mufs, erwähnt Pappus eine Art von Sätzen, welche kurz

P>
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„Örter^^ (767:01) genannt werden und Sätze zu sein schei 
die nur aussagen, dafs gewisse geometrische Örter gerade Lii 
Kreise u. s. w. sind, aber ohne Angaben über die nähere 
Stimmung dieser Linien zu machen. Diese Erklärung') stii 
zu Pappiis’ Behauptung, dafs die 10 zusaminengezogenen P< 
men vmoi sein sollen; doch ist dies weniger beweisend, 
Pappus dieselben während des Zusammenziehens umgearb* 
haben kann. Bedeutungsvoller ist es, dafs ein von Eutob 
wörtlich edierter Satz*) aus Apol lonius ’ Ebenen  Örl (  
die wohl gerade eins von den Werken sind, welche Pappus 
eine Sammlung der hier besprochenen besonderen Art von P< 
men betrachtet, folgende Form hat: „Wenn zwei Punkte in 
Ebene gegeben sind und ein Verhältnis zwischen ungleich gro 
Strecken, so läfst  sich in der  Ebene ein Kreis  so 
schreiben,  dafs gerade Linien von den Punkten an den l  
gezogen dieses gegebene Verhältnis haben“. Bei solchen Sä 
mag es vielleicht wunderlich erscheinen, dafs es die Hy 
thesis  sein soll, die durch die Lösung einer Aufgabe (hier 
Bestimmung des Kreises) vervollständigt wird, aber das 1 
verständlich, wenn man beachtet, dafs das Ortstheorem hei 
müfste: Das Verhältnis zwischen den Abständen von < 
Kreise,  der  durch u. s. w. be s t i mmt  wird,  hat den 
den bestimmten Wert, oder: Der Kreis, welcher durch u. s
bestimmt wird, ist geometrischer O rt___

Wenn nun Euklids Porismen auf die von uns angen 
mene Weise entstanden sind, so wird es durchaus natür 
dafs sie diese totzoi enthalten haben. Diese weisen nän 
ausdrücklich und ausschliefslich auf den Umstand hin, der 
die Lehre von den Kegelschnitten von Bedeutung gewesen 
dafs nämlich gewisse geometrische Örter gerade Linien 
Kreise sind, also nicht  — wie es sonst in einem gewi 
allgemeineren Fall geschieht — Kegelschnitte. Die nä

’) Gegeben von Chasles in: Les trois livres de porisiues irEudule, t 
*) Apollonii Conica, ed. Halley, S. 11. Heiberg,  LiUeravgescbicJil 

Studien über Euklid S. 70, benutzt dasselbe Gitat. abor au^  
meiner Meinung wenig natürliche Weise.

r aiiC Jtni|
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B estim m ung der geraden Linie oder des Kreises hat dagegen 
n i c l i t  in die Lehre von den Kegelschnitten gehört.

Die Begriffe Ortstheoreme und Örter können mit Rücksicht 
a u f  eine Angabe bei Pappus^) vielleicht auch in der Aus
einandersetzung über die Porismen in einer etwas allgemeineren 
Bedeutung genommen sein als wir sie zu nehmen pflegen, wenn 
w ir Yon geometrischen Örtern sprechen. Für uns können diese 
a u fse r  Linien, die geometrische Örter für eine einfach unend
lic h e  Punktreihe sind, auch Flächen sein als Örter für eine 
zw eifach unendliche Punktreihe oder eine einfach unendliche 
Linieiireihe. Aufser diesen führt Pappus nicht nur nach der 
e i n e n  Seite Körper an als Örter für eine zweifach unend
l i c h e  Linienreihe oder eine einfach unendliche Flächenreihe, 
so n d le m  er fügt auch ab w ärts  zu den Örtern für eine ein
f a c h e  oder zweifache Unendlichkeit von Elementen {zoTzm d is $ o -  

und (h a a z p o ip t x o i) Punkt, Linie, Fläche und Körper als 
O r t .  für Punkt, Linie, Fläche und Körper hinzu, also Örter mit 
N vxll Dimensionen { w n m  k (pex ztx oi). Möglicherweise handelt es 
sich hierbei nur um eine logische Vervollständigung des Orts- 
b o g 'r iffs , aber es wäre auch denkbar, dafs die beiden ei*sten 
A - r t c n  dieser letzten Örter, wo Punkte oder Linien eine gege
b e n e  Lage erhalten, mit unter diejenigen gerechnet sind, 
w ^ e lc h e  in den Porismen behandelt sein sollen. Ein zot:oq 

dieser Art müfste dann den Zweck haben anzugeben, dafs eine 
L«inie oder ein Punkt einer beweglichen Figur fest sei. Pappus 
b n l  in solchem Falle gewifs die Klassen von Porismen *), welche 
auisfsagen, dafs eine gerade Linie eine gewisse Lage erhält, oder 

Geraden durch einen gegebenen Punkt gehen, als zotzoi 

i ^ s x z tx o i  für Linien oder Punkte betrachtet. Welche Rolle diese 
l e t e t e  Klasse von Porismen, in welchen auch die ganze Ebene um 
d e n  Punkt herum als zotcoq dts$odtxdQ für die Geraden betrachtet 
sein kann, gegenüber der Lehre von den Kegelschnitten hat 
s p ie le n  können, werden wir in dem Abschnitte über die Er- 
/-«•»igung von Kegelschnitten durch eine bewegte Gerade sehen.

bei llultsch.
l-i*
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„Örter** {zottoi) genannt werden und Sätze zu sein scheinen, 
die nur aussagen, dafs gewisse geometrische Örter gerade Linien, 
Kreise u. s. w. sind, aber ohne Angaben über die nähere Be
stimmung dieser Linien zu machen. Diese Erklärung^ stimmt 
zu Pappus’ Behauptung, dafs die 10 züsammengezogenen Poris
men zo-nm sein sollen; doch ist dies weniger beweisend, da 
Pappus dieselben während dos Zusammenziehens umgearbeitet 
haben kann. Bedeutungsvoller ist es, dafs ein von E u to k iu s  
wörtlich citierter Satz*) aus A po llon iu s’ E benen  Ö rte rn , 
die wohl gerade eins von den Werken sind, welche Pappus als 
eine Sammlung der hier besprochenen besonderen Art von Poris
men betrachtet, folgende Form hat: „Wenn zwei Punkte in der 
Ebene gegeben sind und ein Verhältnis zwischen ungleich grofsen 
Strecken, so lä fs t sich in der Ebene ein K reis so be
sch re ib en , dafs gerade Linien von den Punkten an den Kreis 
gezogen dieses gegebene Verhältnis haben“. Bei solchen Sätzen 
mag es vielleicht wunderlich erscheinen, dafs es die H ypo
thesis  sein soll, die durch die Lösung einer Aufgabe (hier die 
Bestimmung des Kreises) vervollständigt wird, aber das wird 
verständlich, wenn man beachtet, dafs das Ortstheorem heifsen 
müfste: Das Verhältnis zwischen den Abständen von dem 
K reise, der du rch  u. s. w. b es tim m t w ird , hat den und 
den bestimmten Wert, oder; Der Kreis, welcher durch u. s. w.
bestimmt wird, ist geometrischer O rt___

Wenn nun Euklids Porismen auf die von uns angenom
mene Weise entstanden sind, so wird es durchaus natürlich, 
dafs sie diese zonot enthalten haben. Diese weisen nämlich 
ausdrücklich und ausschliefslich auf den Umstand hin, der für 
die Lehre von den Kegelschnitten von Bedeutung gewesen ist, 
dafs nämlich gewisse geometrische Örter gerade Linien und 
Kreise sind, also n ich t — wie es sonst in einem gewissen 
allgemeineren Fall geschieht — Kegelschnitte. Die nähere

M Gegeben von Chtu>les in: Les trois livres de porisines d'Euclide, S. 33. 
’) Ai)ollonii Conicii, ed. Halley, S. 11. Heiberg,  Litterargeschichlliche 

Studien über Euklid S. 70, benutzt dassell)e Gital, al>er auf eine nach 
meiner Meinung wenig natürliche Weise.
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Bestimmung der geraden Linie oder des Kreises hat dagegen 
nicht in die Lehre von den Kegelschnitten gehört.

Die Begriffe Ortstheoreme und Örter können mit Rücksicht 
auf eine Angabe bei Pappus^) vielleicht auch in der Aus
einandersetzung über die Porismen in einer etwas allgemeineren 
Bedeutung genommen sein als wir sie zu nehmen pflegen, wenn 
wir von geometrischen Örtern sprechen. Für uns können diese 
aiifser Linien, die geometrische Orter für eine einfach unend
liche Punktreihe sind, auch Flächen sein als Örter für eine 
zweifach unendliche Punktreihe oder eine einfach unendliche 
Linienreihe. Aufscr diesen führt Pappus nicht nur nach der 
einen Seite Körper an als Örter für eine zweifach unend
liche Linienroihe oder eine einfach unendliche Flächenreihe, 
sondern er fügt auch ab w ärts  zu den Örtern für eine ein
fache oder zweifache Unendlichkeit von Elementen {zttKot Sis^o- 
S ix o i und (h M jL a zp o fix ü i) Punkt, Linie, Fläche und Körper als 
Ort für Punkt, Linie, Fläche und Körper hinzu, also Örter mit 
Null Dimensionen ( t o t w i if> ex T cx oi). Möglicherweise handelt es 
sich hierbei nur um eine logische Vervollständigung des Orts- 
begriflfs, aber es wäre auch denkbar, dafs die beiden ei*sten 
Arten dieser letzten Örter, wo Punkte oder Linien eine gege
bene Lage erhalten, mit unter diejenigen gerechnet sind, 
welche in den Porismen behandelt sein sollen. Ein tottoq 

dieser Art müfste dann den Zweck haben anzugeben, dafs eine 
Linie oder ein Punkt einer beweglichen Figur fest sei. Pappus 
hat in solchem Falle gewifs die Klassen von Porismen *), welche 
aussagen, dafs eine gerade Linie eine gewisse Lage erhält, oder 
dafs Geraden durch einen gegebenen Punkt gehen, als Torrot 

e<psxTtxoi für Linien oder Punkte betrachtet. Welche Rolle diese 
letzte Klasse von Porismen, in welchen auch die ganze Ebene um 
den Punkt herum als tottoq dce$odtxdQ für die Geraden betrachtet 
sein kann, gegenüber der Lehre von den Kegelschnitten hat 
spielen können, werden wir in dem Abschnitte über die Er
zeugung von Kegelschnitten durch eine bewegte Gerade sehen.

M Ausg. V. Hultsch, S. CiW—06i2. 
*) Die 5*® und hei Hultsch.
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gebene Weise g(‘knüpfl waren, Ortsiheoreme gewesen wäi*en. 
Da wir indessen bei Pappus keine genaue Aufklärung hierüber 
erhalten, so wollen wir gleichwohl annehinen, dafs unter Euklids 
Porisinen auch andere Sätze von der beschriebenen allgeinei- 
nen^n Form gewesen sind, und zeigen, dafs gewisse andere 
Korollare zu der Lehre von den Kegelschnitten, als die Sätze 
über ()rter (im weiteren Sinne), sehr leicht gerade diese Fonn 
haben annehmen können. Das wird namentlich für die Sätze 
über einen Kegelschnitt gelten, welche so umgeformt sind, dafs 
diese Kurve nicht mehr genannt wird, sondern die durch ihre 
Hülfe hervorgebrachten Verbindungen zwischen anderen Teilen 
der Figur direkt benutzt werden. Als Beispiel hierfür \vill ich 
ein Korollar bilden, welches auf diese Weise aus dem Satze 
über Erzeugung von Kegelschnitten durch projektivische Büschel, 
der sich am Schlüsse von Apollonius’ drittem Buche [54—50, 
vergl. oben S. 123] findet, entstehen könnte:

Wenn drei gerade Linien a^, und «3 , die durch einen 
Punkt A, und drei gerade Linien Cj, c* und ^3 , die durch 
einen Punkt C gehen, gegeben sind, .so lassen sich durch A  
und C Linien so ziehen, dafs das Rechteck aus den Stücken, 
welche auf der ersten, von A  an gerechnet und auf 
der zweiten, von C an gerechnet, abschneiden, dem Rechteck 
aus den Stücken gleich wird, welche auf dieselbe Weise durch 
Cg und ^2 und durch Cj und abgeschnitten werden.

Die Richtigkeit der Behauptung folgt nämlich aus dem in 
den drei citierten Sätzen enthaltenen vollständigen Satz über 
Kegelschnitte, wenn man nur die unbekannte Linie, die durch A 
gehen soll, parallel der Tangente zieht, welche in C an den 
Kegelschnitt gezogen ist, der durch A, C und die Durchschnitts
punkte r/jCj, rfgCg und bestimmt Ist, und wenn man die 
unbekannte Linie, die durch C gehen zoll, parallel der Tangente 
zieht, welche in A an denselben Kegelschnitt gezogen ist. Diese 
Linien lassen sich^) ohne Benutzung des Kegelschnittes kon
struieren; eine Aufgabe, die sich lösen lassen mufs, und zu der 
der Satz über den Kegelschnitt eine naheliegende Veranlassung

Man vergl. unseren folgenden Abschnitt.
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giebt, würde also die sein, die Konstruktion auch unabhängig 
vom Kegelschnitt zu finden. Diese Aufgabe wird eben in 
dem von uns gebildeten Porisma gestellt, das wenigstens in 
einer etwas specielleren Gestalt recht wohl in Euklids Sclirill 
tiätte Platz finden können.

Wenn das aufgestellte Porisma in voller Allgemeinheit 
unter Euklids Korollaren zur Lehi-e von den Kegelschnitten 
enthalten gewesen wäre, so würde wunderbarerweise das Ko
rollar eine gröfsere Ausdehnung erhalten haben als der ent
sprechende, dem Euklid bekannte, Satz über Kegelschnitte 
selb.st. Zu seiner Zeit ver.stand man nämlich nicht denselben 
auf die Fälle auszudehnen, wo zwei Hyperbeläste zur Verwen
dung kommen. Indessen gehört es nicht zu den Unmöglich
keiten, dafs Euklid in manchen Fällen gerade mit Absicht den 
Kegelschnitt aus solchen Sätzen ausgeschlossen hat, welche von 
ihm ursprünglich als Sätze über Kegelschnitte gefunden waren, 
denen er aber in d ie se r G esta lt aus Mangel an Mitteln nicht 
die volle Ausdehnung geben konnte, deren sie fähig waren.

Es läfst sich auch denken, dafs der Mangel an Mitteln zur 
vollständigen Bestimmung solcher körperlichen Örter, deren 
gegebene Punkte sich auf die beiden Hyperbeläste verteilen 
sollen, eine andere Bedeutung für die Schrift über die Pori.s- 
inen gehabt habe. Die eigentümliche Form der Sätze in dieser 
könnte nämlich ein Erbteil von den Sätzen über Kegelschnitte 
.sein, zu denen sie ursprünglich Korollare sind, indem man 
bereits in Betreff der Sätze über Kegelschnitte unvollständige 
Hypothesen (Voraussetzungen) hat benutzen können um die 
Schwierigkeiten zu umgehen, welche dadurch entstanden, dafs 
die Sätze in ihrer vollständigen Gestalt sich hinsichtlich der 
Hyperbel an beide Äste derselben knüpfen mufsten.

Es liefsen sich also Gründe genug dafür finden, dafs die 
Sätze in der Schrift über die Porismen, wenn sie eben als 
eine Sammlung von Korollaren zur Lehre von den Kegelschnitten 
entstanden sind, die Formen gehabt haben, welche man be
schrieben findet. Möglicherweise würde man doch diesen ver
schiedenen und — wenn man nicht annimmt, dafs die Pori.s- 
nien au.sschliefslich an Ortstheoreme geknüpft gewesen sind —
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ungleichartigen Gründen eine einheitliche Erklärung der wesent
lich gleichartigen Form, welche alle Porismen gehabt haben 
sollen, vorziehen. Eine solche läfst sich indessen noch zu den 
genannten Gründen hinzufügen. Nachdem diese bewirkt hatten, 
dafs einige der Sätze die erwähnte Form annahmen, kann Euklid 
selbst auf die Zweckmässigkeit und den Nutzen derselben (für 
die wir (S. 169) in dem Beweise für die Ausdehnung der 10 zu
sammengezogenen Porismen auf Kegelschnitte Gelegenheit gehabt 
haben ein Beispiel anzuführen) Rücksicht genommen und ver
sucht haben, auch die übrigen Sätze auf dieselbe Form zu 
bringen. Insofern also hierbei angenommen wird, dafs bereits 
Euklid selbst auf diese Form Gewicht gelegt habe, nähern wir 
uns in etwas der Anschauung, welche seit der Zeit der Ma
thematiker, welche Pappus die alten nennt, geherrscht hat; 
aber wir glauben nicht mit diesen, dafs Euklid und seine Zeit
genossen als allgemeine Bezeichnung für Sätze dieser Form 
denselben Namen wie für Korollare gebrauchten, und dafs 
seine Schrift auf diese Weise den Namen „Porismen“ bekommen 
habe. Vielmehr ist umgekehrt dieser Titel die Veranlassung 
geworden, dafs man später Sätze von der angeführten Form 
Porismen genannt hat.

Neunter Abschnitt.
Bestimmung von Kegelschnitten durch fünf Punkte; Apollonius’ viertes Buch 

über die Kegelschnitte; seine ,,sectio determinata*^

Die Bestimmung des Orts zu vier Geraden ist eng mit dem 
Umstande verknüpft gewesen, dafs dieser Ort um das aus den 
vier Geraden gebildete Viereck beschrieben ist. Man kann sich 
nämlich teils nur schwierig vorstellen, wie ein hiervon unab
hängiger Nachweis, dafs der Ort ein Kegelschnitt wird, möglich 
gewesen ist, teils stimmt diese Annahme wie wir gesehen 
haben, wenigstens so lange das Viereck ein Trapez ist, voll-
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s t ä n d i g  mit allen vorhandenen Angaben; und dafs der Ort zu 
v ie r  Geraden auch durch die neue Ecke geht, welche durch 
d ie  Erweiterung auf ein allgemeines Viereck eingeführt wird, 
ist —  wie wir in unserer Wiederherstellung vorausgesetzt 
h a b e n  — unzweifelhaft auch bemerkt w-orden. Die Bestini- 
n i t m g  des Orts zu vier Geraden ist also an sich eine Bestiin- 
i m i n ^  eines K eg e lsch n itte s  durch  vier P u n k te , und eine 
B estim m ung , die sich auf alle solche Kegelschnitte an wenden 
l a f s t .

Die genauere Bestimmung eines solchen, welche durch den 
g€?g*ebenen Wert des Verhältnisses zwischen den Rechtecken 
a u s  den Abständen von den Seiten gegeben ist, hätte für die 
G ri-iochen , welche diesem Verhältnis kein Vorzeichen beilegen 
k o i m t e n ,  zu zwei Kegelschnitten führen müssen. Es finden sich 
n i iT ^ e n d s  Anzeichen dafür, dafs dies wirklich geschehen isi, 
u n d  es kann, wie bereits bemerkt, deswegen unterblieben sein, 
\V" e i l  man sich, nachdem man einen Punkt des Ortes bestimmt 

h n . 't :  t e ,  damit begnügte den Kegelschnitt zu betrachten, der durch 
d i  e s e n  Punkt ging. Vielleicht kann man auch — wie in Ar- 
c h d n -m e d e s ’ Form für die Gleichung eines Kegelschnitts, die auf 
e i  n e u  Durchmesser bezogen ist — geradezu einen beliebig gege- 
b e i n e n  Kurvenpunkt an Stelle der Konstanten gesetzt haben. 
J e c i e - n f a l l s  müssen die Griechen die genaue Verbindung biunerkl 
h £ ^ l > e n ,  in der die Bestimmung durch den Wert des Verhält
n i s s e  mit der Bestimmung durch einen fünften Punkt steht. 
F* k t i s c h  hat also Apollonius durch .seine Vervollständigung 
d e - s  Orts zu vier Geraden die Aufgabe gelöst, einen Kegel- 
B t i .  n i t t  du rch  fünf gegebene P u n k te  zu k o n stru iren . 
f - i  i  e r b e i  mufs das Wort Kegelschnitt in der modernen Bedeu- 

genommen werden, so dafs die beiden Aste einer Hyperbel 
ein einziger Kegelschnitt aufgefafst werden.
Der Umstand, dafs wir genötigt gewesen sind diese Auflas- 
festzuhalten, damit die Aufgabe sich im allgemeinen lösen 

IsBLSSC, trägt dazu bei zu erklären, dafs die.selbe sich in Apollo- 
n i u i s '  Werk nicht behandelt findet. Dies läfst sich nämlich nicht, 
w i «  damals, wo die Rede von der Bestimmung geometrischer 
O i - ^  war, dadurch erklären, dafs man die Vermutung? Vermutung a u A |||l |^/ST
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eine direkte Behandlung dieser Aufgabe würde nicht mit dem 
Zwecke dieser Schrift vereinbar gewesen sein. Ebenso wie die 
Aufgabe, einen Kreis um ein Dreieck zu beschreiben, ihren Platz 
in Euklids Elementen gefunden hat, ebenso natürlich würde es 
gewesen sein in den Elementen der Lehre von den Kegelschnitten 
die Aufgabe anzuführen, einen Kegelschnitt um ein Fünfeck zu 
beschreiben oder einen Kegelschnitt durch fünf Punkte zu legen, 
wenn man überhaui)t so weit gelangt war der Behandlmig 
dieser Aufgabe eine solche Gestalt zu geben und sie den strengen 
hergebrachten Formen so anzupassen, dafs sie an dieser Stelle 
behandelt werden konnte. Die Herstellung einer solchen Form 
hat indessen ihre Schwierigkeiten gehabt, und diese sind keines
wegs dadurch überwunden gewesen, dafs man wie gesagt die 
Aufgabe faktisch gelöst hat, aber in einer an d eren  F o rm  als 
diejenige ist, welche sie zu den Definitionen, auf welchen, und 
zu dem Plane, nach welchem Apollonius' Lehrgebäude aufgeführt 
ist, passen lassen würde.

Würde man nämlich ohne weiteres die Aufgabe stellen 
einen Kegelschnitt durch fünf Punkte zu legen, so nehme ich 
an, dafs ein griechischer Mathematiker, selbst wenn ihm die Be
stimmung des Orts zu vier Geraden vollständig bekannt wäre, 
diese Forderung zunächst so auffassen würde, als ob drei Auf
gaben über die Ellipse, Parabel und Hyperbel') nur dem Wort
laut nach vereinigt wären. Er würde dann bald finden, dafs 
diejenige von diesen, welche die Parabel beträfe, überbestimmt 
wäre, da von einer Parabel höchstens vier Punkte gegeben 
sein dürfen. Die Bestimmung durch diese würde überdies eine 
ganz andere Aufgabe werden, welche nicht mit der Bestimmung 
des Orts zu vier Geraden gelöst ist. Was die Bestimmung 
einer Ellipse oder Hyperbel durch fünf Punkte betrifft, so

*) Halley scheint derselben Meinung zu sein, insofern er in seiner Re
stitution von Apollonius’ 8*«“ Buche die Fragen nach der Bestimmung 
jeder einzelnen der drei Kurven besondei*s stellt. Wie ersichtlich bin 
icii ferner mit Halley darin einig, nicht  anzunehmen, dafs die Bestim
mung eines Kegelschnittes durch fünf Punkte zu denen gehört habe, 
welche das 8<e Buch enthielt. Durch diese würde der Inhalt des 
Buches nümlich nicht eine solche Rolle spielen, wie die Vonede angiebt.
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w a r d e  ein Diorismus nötig sein, welcher die Bedingungen aus- 
d rü c k te ,  denen die gegebenen Punkte genügen inüfsten, damit 
m an  Avirklich durch dieselben eben diejenige von den Kurven, 
w elche verlangt wäre, legen könne. In Betreff der Ellipse 
w ü rd e  es vielleicht sogar für nötig gehalten werden sieh dagegen 
zu sichern, dafs dieselbe in einen Kreis übeipnge; Apollonius 
n e n n t diesen in seinen Sätzen beständig neben den Kegel- 
sclinitten, rechnet ihn also nicht mit unter diese, wenn er auch 
dadurch  die Kenntnis der Thatsache ven*ät, dafs die allgemeinen 
Sätze über Kegelschnitte auf den Kreis anwendbar sind, ebenso 
wie e r  auch im ersten Buche zwei Reihen von Kreisschnitten 
an  schiefen Kegeln nachgewiesen hat. Selbst wenn endlich 
die Forderung der Konstruktion eines Kegelschnittes richtig in 
d e r  Weise verstanden wurde, dafs die Kurve je nach Um
s tä n d e n  Hyperbel, Panibel, Ellipse oder Kreis werden konnte, 
w a r  ein Diorismus immer noch notwendig um sich dagegen 
zu sichern , dafs die fünf Punkte auf die beiden Aste der Hy- 
l ^ e r b d  verteilt wurden, denn in diesem Falle würde man das 
n i e l i t  erhalten haben, was die Griechen unter einem Kegel- 
s e h i t t  durch fünf Punkte verstanden.

Daraus, dafs Apollonius die Bestimmung eines Kegelschnitts 
d u r c h  fünf Punkte nicht aufgeführt hat, geht hervor, dafs er 
e i n o  hinreichend kurze Lösung der hier angedeuteten formalen 
S ch w ierig k e iten  nicht gefunden hat. Die dazu erforderlichen 
Diorismen sind allerdings nicht schwierig, aber w\v wir heutigen 

kein sonderlich gi*ofses Gewicht legen auf eine ausdi*ück- 
l i c l u c  Aufstellung der Bedingungen, unter welchen der Kegelschnitt 
d c i i ^ c h  fünf Punkte eine Ellipse, Parabel oderllyptTbel wird, und 
i i i i  le tzteren  Falle auf eine Untersuchung, wie sich die Punkte auf 
d i e  Ä ste derselben verteilen, so hat die hier berührte fonnale 
B e a r b e i tu n g  auch kein Interesse für Apollonius gehabt, eben 

er die faktischen Resultate an einer anderen Stellen hatte, 
i i a n ' i l i c h  in der Bestimmung des Orts zu vier Geraden.

Wenn ich sage, dafs durch diese Bestimmung die Aufgabe 
e i m o m i  Kegelschnitt durch fünf Punkte zu legen fak tisch  gelö.st 

^ so meine ich damit, dafs man wirklich dasselbe erreicht 
was wir durch die Lösung dieser allgemeinen Aufgabeabe

/



188 Neunter Abschnitt.

erreichen, und dafs inan wirklich imstande war diese Bestimmung 
in denselben Filllen anzuwenden, in denen wir die allgemeine 
Konstruktion eines Kegelschnittes durch fünf Punkte anwenden. 
Vor allem ist hierin einbegriffen, dafs man die Konstniktion 
in allen einzelnen Fällen ausführen konnte, dafs man also 
wirklich eine Ellipse od^r einen Hyperbelast durch solche fünf 
Punkte, durch welche ein solcher gehen kann, legen konnte. 
Ferner war man imstande derartige Anwendungen dsivon zu ma
chen wie die, dafs man schlofs, zwei Kegelschnitte könnten sich 
höchstens in vier Punkten schneiden. Endlich waren Mittel für 
weiter gehende Untersuchungen vorhanden, welche sich an 
die Bestimmung eines Kegelschnittes durch fünf Punkte knüpfen, 
z. B. die Bedingung dafür zu finden, dafs dieser Kegelschnitt 
in einem dieser Punkte eine gegebene Tangente habe. Es 
läfst sich in der That nachweisen, dafs die Griechen in diesen 
Richtungen so weit gelangt waren wie hier angegeben, wenn 
auch die Verbindung mit der Bestimmung des Orts zu vier 
Geraden nicht unmittelbar hervortritt.

Wir wollen mit dem beginnen, was sich in Apollonius' 
Kegelschnitten selbst findet. Im vierten Buche dieses Werks 
wird bewiesen, dafs zwei Kegelschnitte sich höchstens in vier 
Punkten schneiden, und dies Resultat wird auf die Fälle aus
gedehnt, wo der eine der beiden Kegelschnitte oder beide mit 
zwei zusammengehörenden Hyperbelästen vertauscht werden. 
Dadurch erhält der ursprüngliche Satz dieselbe Ausdehnung, 
die er nach modernem Sprachgebrauch haben würde. Aus der 
Vorrede zum vierten Buch^) sieht man nun, dafs dieser Satz, 
beschränkt auf zwei Kegelschnitte in der griechischen Bedeu
tung, von Ko non von Samos, vermutlich dem hoch geschätzten 
Freunde Archimedes’ in Alexandria, aufgestellt worden ist, und 
dafs seine Beweisführung mit Recht von Ni ko te les  von Kyrene 
angegriffen wurde, welcher ihm zugleich vorwarf, dafs er die 
Erweiterung auf die Fälle, wo der eine Kegelschnitt mit zwei 
zusammengehörenden Hyperbelästen vertauscht wird, nicht be
rücksichtigt habe. A pollon ius fügt hinzu, dafs weder Niko-

') Vergl. Anhang 1, darin auch die Besprechung des vierten Buchs in 
der allgemeinen Vorrede.
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leies noch sonst jemand diese Erweiterung bewiesen habe, und 
dafs die Erweiterung aul* den Fall, wo beide Kegelschnitte mit 
zwei zusammengehörenden Hyperbelästen vertauscht werden, 
iiberhaupl niemandem eingefallen sei.

Diese Angaben stimmen .sehr gut mit den Anschauungen 
überein, welche wir im ganzen vertreten haben.

K onons Beweis kann  sich an den Ort zu vier Geraden 
angeschlossen haben, vielleicht an die dadurch erhaltene Be- 
stinunung eines Kegelschnittes durch 5 Punkte. In solchem 
Falle ist derselbe in seinem Grundgedanken vollkommen korrekt 
gewesen, da es, um auf diesem Wege zu schliefsen, dafs zwei 
Kegelschnitte sich höchstens in vier Punkten .schneiden können, 
unwesentlich ist, ob ös Fälle giebt, in denen man überhaupt 
keinen einfachen Kegelschnitt (nach der Auffassung der Alten) 
durch fünf Punkte legem kann. Die Existenz solcher Fälle 
kann indessen leicht eine wirkliche oder scheinbai*e Unrichtig
keit des Beweises veranlafst haben. Eine solche hat dann 
Gegenbemerkungen von N ikoteles' Seite hervoi-gerufen, indem 
er darauf aufmerksam machte, dafs es Fälle giebt, in denen 
sich ein einfacher Kegelschnitt nicht durch fünf Punkte legen 
läfst. Es ergiebt sich dann, dafs er zugleich darüber unter
richtet gewesen ist, dafs in solchem Falle zwei zu.sannnen- 
gehörige Hyperbeläste existieren, welche zusammengenoininen 
durch alle fünf Punkte gehen. Mit Rück.sicht hierauf kann er 
es dann für überflüssig gehalten haben seine Erweiterung von 
Konons Satz auf den Fall, wo einer von den Kegelschnitten 
mit zwei zusammengehörenden HyperbeläsUm \ertauscht wird, 
wirklich zu beweisen. Jedenfalls geht es ausdrücklich aus Apol- 
lonius’ Bcmierkungen hervor, dafs zu dem, was Nikoteles bei 
Koiion vermifst hat, die gehörige Kücksichtnahme auf zusani- 
mengehörende Hyperbeläste gehört haben mufs.

Da erst A po llon ius die B ew eise für die Erweiterung

Eine riiöjrlirhe Erklaiunj," des Llnistamles, dafs er dann nicht auch den 
ebenso einfachen Fall heiücksichtî te. wo beideKe êlschnitte mit zu.sam- 
mengehorenden Hyi)erhelästen vertauscht werden, werde ich Gelegen
heit finden am Schlüsse des vierzehnten Abschnittes aufzustellen.
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der Sätze über Kegelschnitte auf die Verbindung der beiden 
Hyperbeläste durchgoführt hat, so ruhte Nikoteles’ richtige 
Behauptung allerdings auf unsicherem Grunde, und konnte 
zugleich mit der letzteren Erweiterung erst von Apollonius be
wiesen werden. Da wir den genauen Zusammenliang dieser 
Erweiterungen mit der Absicht, die Bestimmung des Orts zu 
vier Geraden und die darin enthaltene Konstruktion eines 
Kegelschnitts durch fünf Pimkte zu vervollständigen, gesehen 
haben, so sind wir der Meinung, dafs wenigstens eine indirekte 
Verbindung zwischen dieser Konstruktion und Apollonius’ Sätzen 
über die Anzahl von Durchschnittspunkten vorhanden ist. Selbst 
wenn diese, wie wir vennuten, direkter gewesen ist, so kann 
dies doch nicht in seinem Werke zum Vorschein kommen, wo 
er sich nur auf die Resultate stützen kann, welche in den 
früheren Büchern desselben Werks entwickelt sind, also nicht 
auf Sätze über den Ort zu vier Geraden.

Apollonius’ Beweisen für die Sätze über die Anzahl von 
Durchsclmittspunkten liegt der Satz ü ber P o la ren  zu Grunde. 
Hält man sich vorläufig an den Fall, wo nur die Rede von 
Kegelschnitten im antiken Sinne ist, so kann man auf folgende 
Weise (4tes Buch 25) die Unmöglichkeit nachweisen, dafs zwei 

Kegelschnitte sich in fünf Punkte A, B, 
C, J>, K (Fig. 35) schneiden können, von 
d(men man annehmen darf, dafs sie so 
aufeinander (auf einem der Kegelschnitte) 
folgen, dafs sich zwischen zwei auf ein
ander folgenden kein anderer Durch
schnittspunkt findet.

Die Polare des Durchschnittspunktes 
0  von A B  und CD mufs für beide Ke
gelschnitte dieselbe sein, denn sie wird 
durch die Punkte bestimmt, welche har
monisch mit 0  mit Bezug auf A  und B  
und mit Bezug auf C und D verbunden 
sind. Wörde nun OK diese gemeinsame 
Polare in G schneiden, so müfsten beide 
Kegelschnitte durch den Punkt F  gehen,
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der harmonisch mit E  mit Bezug auf 0  und G verbunden ist; 
aber dieser Punkt F  würde, entgegen der aufgestellten An
nahme, zwischen B  und C liegen.

In 36 beweist Apollonius ferner, dafs ein Kegelschnitt (im 
antiken Sinne) zwei zusammengehörende Hyperbeläsle höch
stens in vier Punkten schneidet, und in 53, dafs gleichfalls zwei 
zusammengehörende Hyperbeläste zwei andere höchstens in 
vier Punkten schneiden. Zu diesen Resultaten gelangt er da
durch, dafs er in den vorhergehenden Sätzen die verschiedenen 
möglichen Verteilungen der Durchschnittspunkte auf die beiden 
zusammengehörigen Hyperbeläste einzeln untersucht. Hierfür 
benutzt er teils dieselbe Anwendung der Polare wie in 25, 
teils Betrachtungen über die Richtung der Konkavität der Äste.

Von speciellcn Fällen wird nur der behandelt, wo zwei 
Kuiwen einen Berührungspunkt haben, in welchem Falle ge
zeigt wird, dafs das Maximum der Anzahl der Durchschnitts
punkte um zwei vermindert wird. Dagegen findet sich keine 
Untersuchung über den Einflufs des Parallelismus zwischen den 
Asymptoten zweier Hyperbeln, oder des Parallelismus zwischen 
einer Asymptote einer Hyperbel und der Axe einer Parabel. 
Da indessen, wie oben berührt, Betrachtungen der Figur eine 
wesentliclie Rolle bei der Untersuchung spielen, und man sogar 
unter Apollonius’ eigenen Figuren, nämlich im Beweise für 
Satz 53, eine findet, bei der gerade der erwähnte Parallelismus 
eintritt, so darf man nicht annehmen, dafs dieser Fall von den 
Alten ganz unbeachtet geblieben ist. Apollonius zeigt auch im 
oten Buche, wie wir im Folgenden genauer ausführen werden, 
dafs er in solchen Fällen über die Anzahl der Durchschnitts- 
piinkte richtig unterrichtet ist.

Das vierte Buch enthält im übrigen nur Anpassungen des 
Satzes über Polaren an die hier erwähnten Anwendungen, 
sowie einen Beweis dafür, dafs zwei Kegelschnitte keinen end
lichen Bogen gemeinsam haben können.

Der Hauptbeweis war, wie wir sahen, an eine Anwendung 
des Satzes über Polaren geknüpft, um aus fünf Punkten eines 
Kegelschnittes einen sechsten zu bestimmen. Auf demselben 
Wege könnte man nach und nach so viele Punkte erhalten,
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wie man wollte. Dasselbe liefse sich auch durch Anwendung 
des P o te n z sa tz e s  eireichen, der überdies gestattet mit grö- 
Iserer Selbständigkeit zu entscheiden, welche neuen Punkb 
man bestimmen will. Auf diesem Wege kann man dann dahir 
gelangen konjugierte Durchmesser und dadurch die Axen zi 
be.stimmen. Eben dieses Verfahren wendet P a p p u s  im Sie' 
B u c h e a u f  die Bestimmung e in e r E llipse du rch  füm 
gegebene P u n k te  an — von denen man im voraus weiP 
dafs sich eine Ellipse durch sie legen läfst.

Zunächst kann man leicht, wenn die Punkte A, B, 6\  D, 
so gegeben sind, dafs nicht zwei von den Verbindungslinii» 
parallel laufen, durch den Potenzsatz den Punkt F  bestim m e 
in dem eine durch E  parallel der A B  gezogene Linie c ;

Kurve schneidet; es kommt a__
nur dai’auf an — und P ap p r 
beginnt damit — den K egs 
schnitt durch solche 5 Pun 
A, B, A  A  F  (Fig. 36) zu ~  
stimmen, bei denen A B  |j 
Von diesem Kegelschnitt ke ^  
man den Durchmesser der " 
rallelen Sehnen A B und F s, 
und parallel zu diesem 
durch I) eine Sehne gezog*< 
deren anderer Endpunkt s i  
dadurch bestimmen läfst. d a f »

Fij?. 30.
I G , G D I E .  H D
B G , G Ä  “  F H ,  H E (

Um mit Hülfe hiervon I  zu konstruiren zieht man D B  UÄ 
(lenkt sich l A  gezogen. Sind die Durchschnittspunkte diese 
beiden mit E F  die Punkte K  und L,  so wird das erste de«* 
in (1) aufgestellten Verhältnisse gleich

I H  HD  
HL ' K H  ’

V) Ausg. V. Hultseh, S. 1070—1085.
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und man erhält F H , H E  — K H , H L ,  wodurch sich Punkt L, 
der wiederum I  bestimmt, konstruieren läfst. Um nun die 
Durchschnittspunkto S und T  des Durchmessers und der Ellipse 
zu bestimmen wird aufs neue der Potenzsatz angewendet, der 
in Verbindung mit den ähnlichen Dreiecken, die man durch 
Ziehen von EI)  und I F  erhält, ergiebt:

F H .  H E  _  _  F Q . Q E
I H . H l )  "  N Q . Q M  TQ QS ' 

also T Q . QS  =  N Q . QM,  wo der letzte Ausdruck bekannt ist. 
Auf ähnliche Weise findet man den Wert von T P . PS.

Die Art, wie Pappus demnächst S  und T  bestimmt, ist gleich
bedeutend mit einer Elimination des einen der beiden Punkte, 
der eine Bestimmung des anderen durch eine Gleichung zweiten 
Grades folgt. Die erste dieser Operationen wird durch die 
Form vereinfacht, unter der die gegebenen Werte von TQ. QS  
und T P .  P S  vorgelegt werden. Man bestimmt nämlich die 
Punkte U und V auf der Linie PQ derartig, dafs

T Q . Q S  =  P Q . QU  und TP.  P S  == P Q . V P .
wo die Punkte P, Q, V bekannt sind, während S  und T  
gesucht werden. Hieraus ergiebt sich leicht 

US _  T P  __ V P  
UQ ~  TQ V S '  

woraus US.  V S  =  UQ. VP.
Um die historischen Ergebnisse, die für uns aus den hier 

angeführten Konstruktionen bei Pappus hervorgehen, richtig zu 
würdigen, hat man zu beachten, dafs diese Konstruktionen nicht 
ihrer selbst wegen vorgeführt werden, sondern als Glieder in der 
Behandlung der anderen Aufgabe: den Radius der Grundfläche 
eines gegebenen geraden Cylinders zu bestimmen, der nicht von 
ebenen Schnitten begrenzt ist. Rs wird also nicht beabsichtigt, 
neue Beiträge zur Lehre von den Kegelschnitten zu geben: 
Pappus erhebt keinen anderen Anspruch als den, eine ihm 
gerade passende Anwendung von dem zu machen, was sich 
bei Apollonius findet. Da Pappus auf diese Anwendung eine 
andere Aufgabe zurückführt, so darf man annehnien, dafs 
diese Anwendung selbst ihm ziemlich nahe gelegen hat. Das

13
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Gleiche iiiufs dann auch in ebenso hohem Grade zur Zeit d 
Apollonius der Fall gewesen sein, wo die Hülfsmittel, welcl 
Pappus ausschliefslich benutzt, und welche in der langen Zv 
schenzcit keine weitere Entwicklung erfahren haben, entstand 
und sicherlich eben deshalb so weit gebracht waren, weil xm 
Verwendung für sie hatte.

Was wir bei Pappus finden, stiiiiiiit also vollkommen ii 
unserer Annahme überein, dafs nämlich zu den Zielen, welc= 
die Alten in der That durch die Sätze in Apollonius’ dritte 
Buche erreichten, auch die Konstruktion einer Ellipse dun 
fünf solche Punkte gehörte, von denen man wufste, dafs s 
eine Ellipse durch dieselben legen lasse. Das letztere ist 
Pappus eine Folge davon, dafs von den Punkten angegeben 
sie sollten in einem ebenen Schnitte eines UmdrehungscylincL 
liegen.

Dagegen ist Pappus' Konstruktion nicht in der Weise 
die Bestimmung des Orts zu vier Geraden gestützt, wie 
nach unserer Meinung die Konstruktion, welche zu Apollon : 
Zeit die nächstliegende gewesen wäre, hätte sein müssen.

Indessen findet das seine natürliche Erklärung daduK 
dafs Pappus, der so sorgfiiltig in der Zurückführung element3 
Sätze auf Euklid ist, in derselben Weise Apollonius’ acht B üc 
über die Kegelschnitte als ein Hauptwerk betrachtet, auf 
ches alles, was diese Kurven betrifft, zurückgeführt werc 
müsse. Er stützt sich nicht auf den Satz über den Ort 
vier Geraden, sondern er giebt eine auf Apollonius’ drittes Bu< 
gestützte Bestimmung der Ellipse, auf welche in Wirklichke 
eine Bestimiming ders(?lben als Ort zu den vier Seiten d( 
Trapezes Ä B F E  zurückgeführt werden konnte. Diese & 
Stimmung würde doch zu wenig unmittelbar sein, als dafs ma 
annehmen könnte, dafs es diejenige gewesen sei, welche Pappi 
bei Aristäus oder Euklid vorgefunden hat. Ich s(‘he auch kein( 
Grund, weshalb nicht Pappus oder der Mathematiker, dess< 
Untersuchungen er mitteilt, selbst eine so leichte Anwendui 
von Apollonius’ Lehre von den Kegelschnitten wie die vorliegend 
hätte machen sollen. Hätte Pappus von Apollonius etw 
genaueres über dessen Bestimmung des Orts zu vier Gerade



gehabt, so würde er sich vielleicht verpllichtet gefühlt haben 
dieser Bestiimming auch in der sich daran schlielsenden Kon
struktion zu folgen; aber aus der Einleitung zum 7ten Buche 
geht hervor*), dafs er derartiges nicht besafs. Überdies ist 
das von Pappus beschriebene Verfahren nur anwendbar, wenn 
der Durchniesser die Kurve schneidet. Wir haben uns des
halb, als wir im siebenten und achten Abschnitt versuchten, 
die vollständige Bestimmung des Orts zu vier Geraden wieder- 
heiv.ustellen, welche sich auf die Erweiterung der Lehre von 
den Kegelschnitten durch Apollonius gründet, in nichts anderem 
auf Pappus stützen können als in einigen llauptzügen, wie in 
der Anwendung des Potenzsatzes und einer vorläufige Behand
lung des Falles, wo die vier Geraden ein Trapez bilden.

Es ist beachtenswert, dafs Pappus’ Bestimmung der End
punkte des Durchmessers PQ,  die in seiner Konstruktion die 
Hauptsache ist, sich anwenden läfst zur d i rekt en Kons t ruk
tion der  Dur chs chn i t t spunk t e  zwischen einem durch 
fünf Punk t e  bes t i mmt en  Kegelschni t t  und  einer  be
l iebigen geraden  Linie. Die Annahme, dafs Apollonius 
dasselbe habe ausführen können, liegt dann auch nicht fern. 
Indes läfst sich in solchem Falle ein einfacheres Hülfsmittel 
nachweisen, mit dem er .sich an anderer Stelle v('i*traut zeigt, 
das sich, wenn es erst bekannt ist, dafs der Ort zu vier Ge
raden ein Kegelschnitt ist,’ für dieselbe Konstruktion benutzen 
läfst. Dasselbe läfst sich mit so reichem Erfolge auf hierher 
gehörige Untersuchungen anwenden, dafs sich uns die Annahme 
aufdrängt, es sei eben wegen dieser entwickelt woiden.

Hierbei denken wir daran, dafs Apollonius ein ganzes 
Werk, nämlich die beiden Bücher  über  den b es t i mmt en  
Schni t t ,  über folgende Aufgabe geschrieben hat: wenn Ä, B, 
C, D gegebene Punkte einer geraden Linie l sind, einen neuen 
Punkt P  auf derselben Linie .so zu bestimmen, dafs das Ver- 

A P  CPhältnis ß ^ ~ j j p  g(^gebenen Wert erhält. Die Bestim

mung der Durchschnittspunkte zwischen l und einem Ort zu
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vior (u*riuli*n lafsJt sich nämlich uiiniiitelhar in diese Aufg 
verwandeln, und zwar sind dann .1, B, C, D die Durchschni 
punkte zwischen / und (l(»n vier (leraden. Es wird desl 
von Wichtigkeit s(?in hier alle vorhandenen Angaben über d 
Schrift, di(‘ leider vcTloren gegangen ist, ans Licht zu ziel 
Diese Angaben müssen sämtlich bei Pappus  gesucht wen 
Zunftchst gi(‘bt ei* am Anfänge des 7tcn B u c h s e i n e n  km 
Bericht Tiber diMi Inhalt. Aus dies(»m iM-sieht man einmal, « 
die Behandlung der erwiUiiiten Aufgabe den Inhalt dieser Bu( 
ausgemacht hat, zw(»itens, dafs di(‘se in einem solchen Uml 
ausgeführt war, dafs man annehmen darf, dieselbe sei wt 
anderer wichtige*!* AufgalxMi vüi*gc‘nommen. Ihrer eige 
Schwierigkeit weg(*n hat die blofse Auflösung der angefüh 
Aufgabe b(*i Apollonius durchaus kein Interes.̂ ê erregen kön; 
Den Punkt P aus der (Jleicimiig A P,  CP X. B P ,  D P  zu 
sliimnen, wo das V(*rhaltnis /  und die Punkte ..4, B, C\ D gegt 
sind, ist heiitig(‘n Tages für jeden leicht, der in der oiement 
Mathematik bewandert ist; denn die gc^gebene Relation ^ 
wenn man die Al>stande der verschiedenen Punkte von ei 
festen Punkte an rechnet, zu einer (deichung zweiten Grs 
und auf entsprechendem W(‘ge konntmi die griec-hischen 
thematiker obcaifalls mit geringer Muhe die Aufgabe in 
Flachenanlegung verwandeln. Wird dag(*gen eine so soi*gfi' 
Diskussion verlangt, wie erforderliidi ist, wenn die Auf 
weitei*g(‘hender Untersuchungen wegen behandelt wird, und 
bei dies(*r Diskussion, welche zunächst den Zweck haben i 
anzug(*bf*n, wann man zu einer, zwei oder keäner Auflö.' 
gelangt, Rücksicht auf die verschiedimen Lagen genoini 
werden, welch(‘ die gegebenen Punktpaare .4, C und iJ, D ha 
können (ob dieselben sich gegenseitig trennen oder nicht, 
die Punkte desselbiai Paares zusammenfallen, oder ob der < 
sich bis ins Unendliche entfernt), so wird die Aufgabe so 
ziemlich weitläufig; ihre Behandlung führt, wenn man a 
nicht ausdrücklich die Reihe von Punktpaaren hervorä

M Au«i}r. V. i l u l t s r l i .  S.
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l .

welche die Gleichung bestimmt, indem man >i verschiedene 
W erte  beilegt, und deren Verbindung je tzt  Involution genannt 
w i r d ,  doch faktisch zu einer vollständigen Theor i e  der  In
v o l u t i o n .  Die Punkte, welche man erhält, wenn X die Grenz
w erte  für die Auflösbarkeit annimmt, werden demnach die 
Dopjjelpunkte der Involution.

!Nun sehen wir bei Pappus, dafs Apollonius wirklich eine 
solche Untersuchung durchgefülmt hat, die zu jener Zeit, wo 
m au die Abschnitte nicht mit Vorzeichen nahm, wo also ein 
gegebenes / ,  das dem -i- der Gegenwart entsprechen würde, 
bis zu 4 Punkten würde geben können, bedeutend weitläufiger 
w ar. Apollonius hat Rücksicht genommen auf den Fall, wo 
eins von den beiden Rechtecken mit einem Quadrat vertauscht 
is t , also wo z. B. A  und C zusammenfallen, ferner auf den, 
wo ein unbekannter Abschnitt der Geraden, z. B. CP, mit 
einem  gegebenen vertauscht wird, was dem entsprechen würde, 
d a fs  C sich bis ins Unendliche entfernt, und besonders hat er 
sich  mit der Bestimmung der Maxima und Minima beschäftigt, 
a lso  mit der Bestiinmung der Doppelpunkte der Involution.

Noch ein Interesse knüpft sich an die gestellte Aufgabe 
selbst, nämlich das, nicht nur eine solche algebraische Lösung zu 
finden, welche unmittelbar aus bekannten Operationen hervor
g eh t, sondern auch zu einer eleganteren geometrischen Lösung 
ZU' gelangen. Eine solche ergiebt sich aus der Betrachtung der 
Diirchschnittspunkte zwischen einem Kreisbüschel und einer 
Geraden, im besonderen der Centrale des Büschels. Wenn 
man einen kleinen Abschnitt von Pappus’ Bericht, der von 
Hultsch in Klammern mitgeteilt ist, für echt halten darf, so 
hat auch Apollonius aufser der algebraischen Lösung, welche 
in ihrer geometrischen Form auch zu seiner Zeit am leichtesten 
ausfindig zu machen war, eine besonders sinnreiche Lösung 
durch Halbkreise gegeben, welche sich wahrscheinlich eben an 
die Eigenschaften eines angeschlosson hat.

Diese zuverlässigen Angaben über den
G es a m t i nh a l t  von A p o jj^ ^ ^ ^ ^ ^ ip n e r  Schrift werden im 
allgemeinen durch die »Hj^tigt, welche Pappus
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weiterhin ini 7teii Buche*) mitteilt. Dagegen ist es hier w5H 
überall nur zufällig, wenn sich aus den Hülfssätzen das eirz» 
oder andere über Apollonius’ Behandlung der Einzellieiten aWkr 
leiten läfst.

Aus dem ersten Hülfssatz ‘̂) kann man schliefsen, dsamL. 
Apollonius in dem Falle, wo /  =  1, wo man also P  (der daat.- 
das Centrum der Involution wird) aus AP. PC == BP. PD  t »  
stimmen soll, die Relation

B P  A B . B C
DP Ä D . D C

benutzt habe.
Für diese Relation führt Pappus nämlich mehrere B ew ei 

Es ist also wahi-scheinlich, dafs Apollonius dieselbe entwe^i31 
ohne besonderen Beweis benutzt hat, da sie sich, nachA 
sie ausgesprochen ist, leicht durch geometrische Algebra 
durch die Proportionslehre verificieren läfst, oder dafs er ni. 
die systematische Rücksicht auf Euklids Elemente genomiK“m 
hat, die zu Pappus’ Zeit verlangt wurde. Im übrigen darf* 
als sicher betrachtet werden, dafs Apollonius auch die 
liegende geometrische Lösung dieser Aufgabe mittels der P o tö W ' 
linie der Kreise, welche durch A und C und durch B  unc^ 
gehen, gekannt habe.

Man kann ferner aus mehren'ii von den Hülfssätzen, z -  
aus Salz 40®), schliefsen, dafs Apollonius wahrscheinlich 
seiner Grenzbestiinmung für die Lösbarkeit der Aufgabe ei] 
Doppelpunkt E  der durch die Punktpaare A^ C og B, D  ge 
benen Involution durch die Relation

A B . B C :  A D .  DC — BE^- :DE^  
bestimmt habe.

Möglicherweise lassen sich mehrere ähnliche Einzelheite 
betreffs der Form der Resultate in Apollonius’ verloren» 
Schrift und deren Begründung ans Licht ziehen. Da wir abe 
bereits aus der Inhaltsangabe wissen, wie weit er gelang

’) Ausg. V. Hultsch, S. 704 ff. 
*) a. a. O. S. 70i.
=») a. a. 0. S. TS±
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war, und da wir den Reichtum an Mitteln kennen, der bei 
dieser elementaren Untersuchung hat-benutzt werden können 
um so weil zu gelangen, so bietet ein weiteres Nachspüren 
nach diesen Einzelheiten kein sonderliches Interesse, wenigstens 
nicht, so lange dasselbe nicht direkte Aufklärungen über eine* 
V'erbindung zwischen dem Studium der Involution und der Be
stimmung projektivischer Büschel in den Porismen herbeiführen 
kann.

Dagegen würden positive Angaben darüber, wozu die 
entwickelte Lehre von der Involution benutzt worden ist, von 
grofser Bedeutung sein. Da wir indessen auch ohne solche 
annehnien dürfen, dafs ein so bedeutendes und, wie wir aus 
der modernen Geometrie wissen, so vortreffliches Werkzeug 
n u r in der Hand desjenigen entstanden sein kann, der es zu 
gebrauchen verstand, und da die Griechen zu Apollonius’ Zeit 
durch ihre Bekanntschaft mit dem Salze, dafs der Ort zu 
vier Geraden ein Kegelschnitt ist, vollständig im Besitze der 
Bedingungen waren, um dasselbe auf dem Gebiete anzuwenden, 
w o es jetzt mit dem gröfsten Erfolge benutzt wird, so liegt alle 
denkbare Veranlassung zu dem Glauben vor, dafs man es 
wirklich auf diesem Gebiete angewandt habe. In dieser Auf
fassung von der Bedeutung der erwähnten Schrift wird man 
bestärk t werden, wenn man im Folgenden sehen wird, dafs 
a u c h  die übrigen kleinen Schriften des Apollonius Aufgaben 
lö sen , zu welchen Sätze aus der Lehre von den Kegelschnitten 
d ie  natürlichste Veranlassung gegeben haben, und welche ihrer
s e i t s  diese Sätze fruchtbar machen.

Am unmittelbarsten dürfte demnach „der bestimmte Schnitt 
a n g ew an d t sein um die Durchschnittspunkte einer Geraden mit 
e in e m  Kegelschnitt, der als Ort zu vier Geraden oder durch 
f ü n f  Punkte gegeben ist, zu bestimmen. Ist das aber der Fall 
g r^w esen , so haben die Diorismen in der angefühiden Schrift 
u n m itte lb a r  zu eben so vielen Sätzen über die Kegelschnitte 
g e f ü h r t .  Die Bestimmung der GreiizfiUle für die Möglichkeit 
d e r  Konstruktion oder die Bestimmung der Doppelpunkte der 
In v o lu tio n  enthielt die Bestimmung eines solchen Orts zu vier 
gegebenen  Geraden — oder eines Kegelschnittes durch vier

/



:200 Neunter ^Vl>schnitt

Punkte —, der eine gegebene gerade Linie berühil; die soeben 
angeführte Bedingung dafür, dafs ein Punkt E  Doppelpunkt 
einer Involution ist, liefs sich benutzen um an einen Ort zu 
vier Geraden oder an einen Kegelschnitt durch 5 Punkte in 
einem ihren Punkte eine Tangente zu ziehen u. s. w.

Die Anwendungen, die man heute von dem Satz von 
Desargues  macht, können uns als Führer dienen um zu 
erkennen, wie weit man auf diesem Wege gelangt sein kann;  
denn in der Anwendung der Eigenschaft eines Kegelschnittes, 
einen Ort zu vier Geraden darzustellen, auf dessen Durch- 
sciinittspuiikte mit einer geraden Linie ist an sich der ange
führte Satz erhalten. Doch mufs bemerkt werden, dafs die 
Griechen nicht auf diesem Wege die Hauptsätze über Pol und 
Polare gefunden zu haben scheinen, welche jetzt zu den wich
tigsten Anwendungen von Desargues’ Satz zu gehören pflegen.

Mehr kann man dadurch en’eicht haben, dafs man die 
Lehre von der Involution mit den projektivischen Punktreihen 
der Porismen, welche beide vielleicht sogar von Anfang an in 
Verbindung mit einander aufgetreten sind, kombinierte; aber 
um den gi’iechischen Geometern nicht solche Einzelheiten zu
zuschreiben , welche si(*h doch durchaus nicht kontroliei-en 
lassen, wollen wir diese Versuche einstellen. Wenn wir 
hierin weiter gingen, so würden wir wahrscheinlich nur unsere 
Leser zu der Frage veranlassen, einmal, wo nach unserer 
Meinung die Griechen alle die Anwendungen der Lehre von 
den projektivischen Punktreihen und von der Involution haben 
iiiederlegen können, die wir ihnen beigelegt haben und die 
über das hinausgehen, was sich in der überlieferten Literatur 
findet, und zweitens, wo wir die Grenzen für das annehinen 
wollen, was sie überhaupt haben erreichen können.

Die erste Frage wird im viei*zehnten Abschnitt in weiterem 
Zusammenhänge beantwortet werden. Da wir überhaupt in 
diesem Abschnitt darzuthun glauben, dafs viele' weitergehende 
Specialuntersuchungen, welche die Griechen ausgeführt haben, 
vollständig verloren gegangen sein können, so wird es nament
lich betreffs der Einzelheiten unmöglich sein Grenzen zu 
ziehen, bis zu denen Apollonius und seine nächsten Schüler in
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der Anwendung der soeben erwähnten Hülfsmittel, welche 
Euklid und Apollonius entwickelt haben, gegangen sein können; 
denn hier macht es sich geltend, dafs man, je weiter man 
kommt, um so mehr neuen Fragen begegnet, und um so mehr 
Mittel hat dieselben zu beantworten. Doch läfst sich eine 
Grenze von a l lgemeinerer  Xatur  ziehen. Mit Beziehung 
auf projektivische Büschel und Punktreihen haben wir dieselbe 
bereits angeführt, wenn wir gesagt haben, dafs die Alten die 
ver schiedenen Formen für diese Verbindungen kannten 
und sicherlich auch anwendeten, aber ohne dieselben unter den 
gemeinsamen Begriff P r o j ek t i v i t a t  zusammenzufassen. Auch 
die Involut ion  sehen wir nicht aufgestellt als eine gemein
same Verbindung für eine unendliche Reihe von Punktpaaren, 
die sich wiederum in zwei projektivische Punktreihen teilen.

Hiemiit ist nicht gesagt, dafs den Führern, denen die 
gi-ofsen Fortschritte zu verdanken waren, .solche allgemeine 
Formen der Betrachtung gefehlt haben wie die sind, welche wir 
jetzt in den allgemeinen Begriffen Projektivität und Involution 
ausdrücken; vielmehr kann thatsächlich nur eine .solche Betrach
tung sie in den Stand gesetzt haben die zweckmäfsigsten ein
zelnen Formen für diese V'erbindungen zu wählen, und der 
gegenseitige Zusammenhang zwischen diesen kann ihnen .so klar 
vor Augen gestanden haben, dafs sie sich nicht einmal ver
sucht fühlten demsidben einen allgemeinen Ausdruck zu geben. 
Ein solcher war auch keineswegs erforderlich um die weniger 
bedeutenden Schüler und Nachfolger dahin zu bringen, die 
einzelnen ihnen mitgeteilten Methoden auf die be.stimmten Auf
gaben, die ihnen gestellt wurden, anzuwenden, ja selbstän
dig in den Einzelheilen weiter zu arbeiten. Dagegen ist das 
ausdrückliche Aufstellen der allgemeinen Principien notwendig, 
wenn auch die späteren Nachfolger die Hülfsmittel, welche einem 
innerhalb eines gewissen Gebietes zu Gebote .stehen, .sollen über
sehen, und dadurch die über das Gebiet gewonnene Herrschaft 
sollen bewahren können.

Selbst sehr eingehende Einzeluntersuchungen können ver- 
ge.ssen werden; fafst man aber dieselben zusammen und macht 
sie dur(*h einfache allgemeine Betrachtungsarten zugänglich, so
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wird man dai’iii eine Bedingung für die Bewahrung sowo ^  
dieser Principien wie ihrer Anwendungen haben. Dafs die 
nicht aufbewahrt sind, bezeugt uns also, dafs auf dem GebieMH 
mit dem wir uns beschäftigen, die Aufstellung allgem eii^K  
Principien unterblieben ist.

Zehnter Abschnitt.

über die Bestimmung körperlicher Örter.

Wir haben im Vorhergehenden gesehen und es wird uns 
auch von anderer Seite her bestätigt werden, dafs die Alten 
eine grofse Menge geome t r i s che r  Ör te r  für  P unk t e  von 
e iner  gegebenen Eigenschaf t  kannten. Apol lonius  hat 
zwei Bücher, die alliTdings verloren gegangen sind, über die 
uns aber Pappus^) berichtet, über ebene  Ör ter  geschrieben, 
d. h. über solche, die ausschliefslich gerade Linien oder Kreise 
werden. Von einer umfangreichen Bekanntschaft mit solchen 
zeugt ferner der Umstand, dafs eine grofse Menge von Euklids 
Porismen durch Lcisung der darin enthaltenen Aufgaben in 
Ortslheoreine unigewandelt werden würden. Was k ö r p e r 
liche Ör ter  oder solche,  die Kegel schni t t e  w e r d e n ,  
betrifft, so enthalten die Sätze aus der Lehre von den Kegel
schnitten viele derselben, wenn sie auch bei Apollonius als 
Eigenschaften an den Kegelschnitten ausgesprochen werden und 

.nicht umgekehrt nachgewiesen wird, dafs Punkte von einer 
gegebenen Eigenschaften notwendig auf einem Kegelschnitt 
liegen, und auf welche Weise dieser sich dadurch bestimmen 
läfst. So werden alle die Sätze, welche wir als Darstellungen 
des Kegelschnittes durch eine gewisse Gleichung oder als Er-

») Au^gr. V. Hullsch, S. 660 ff.
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zeuguiigsarten des Kt'gelschnilles bezeichnet haben, in Wirklicti- 
keit mit Sätzen über Orter znsaminenfallen. Auf direktere Art 
scheinen dagegen die Sätze über Örter in einer solchen Schrift, 
wie Aris täus '  Bücher über körperliche Örter, entstanden zu 
sein, und wenn Apollonius in der Vorrede zu seinen Kegel
schnitten unter den körperlichen Örtern, zu deren Bestiminung 
und Diskussion die Sätze des dritten Buchs nützlich sein sollen, 
den OH zu vier Geradezu hervorhebt, so darf man auch für 
die übrigen als gültig annehrnen, was jedenfalls für di(jsen gilt, 
dafs sie keineswegs blofse Uinforinungen oder Umkehrungen der 
in diesem Buch ausdrücklich vorkommenden Sätze sind. Mit 
Beziehung auf Euklids Porisinen haben wir die Annahme gemacht, 
dafs ein grofser Teil der Örter, welche Apollonius im Auge hat, 
die Orter seien, welche unter verschiedenen Formen durch pro- 
jektivische Büschel hervorgebracht werden.

Indessen deuten Apollonius’ Angaben über die Anwendung 
des dritten Buchs zur Beslimmung körperlicher Örter kaum 
«ausschliefslich auf Örter hin, welche im voraus in der Ein
schränkung bekannt waren, die durch Apollonius' Erweiterung 
bekannter Sätze auf zusammengehörende üyperbeläste auf
gehoben wurde. Er will sicherlich zugleich den Nutzen hervor
heben, den sie gewähren konnten, wenn entweder die Aufgabe, 
die Beschaffenheit des geometrischen Orts für Punkte zu finden, 
die einer gegebenen Bedingung genügen, gestellt wurde, oder 
iin Verlauf einer Untersuchung von .selbst sich darbot.

Dafs dies durchaus zu dem Gebrauche stimmt, den die 
Alten von geomelrtschen Ortern machten, .-?ehen wir aus dem 
Anfang von P.appus' 7tein Buch*). Die älteren Schriften, welche 
in diesem Buche besprochen und kommentiert werden, und zu 
denen aufser einigen mehr elementaren Werken z. B. auch 
Apollonius’ Kegelschnitte und Euklids Poiismen gehören, sollen 
nämlich nützlich sein „für diejenigen, welche sich, nachdem sie 
über die ersten Elemente hinau.^gelangt sind, durch Kon
s t ruk t i on  von Linien Fertigkeit in der Lösung gestellter 
Aufgaben erwerben wollen“, d. h. Fertigkeit in der Lösung von

Ausg. V. Hullsch, S. f)34.



204 Zehnter Abschnitt.

Aufgaben durch Benutzung geometrischer Örter. Man mufste 
also um Aufgaben zu lösen die Beschaffenheit geometrischer, 
durch eine geometrische Eigenschaft bestimmter Örter finden, 
und zwar auch solcher Örter, die Kegelschnitte waren. Es 
wurden also Aufgaben ges tel l t ,  welche die Bestimmung 
neuer  körperlicher ()rter erforderten.

Ein Zeugnis dafür, dafs man sich bewufst war, es lasse 
sich eine unbegrenzte Anzahl Aufgaben über die Bestimmung 
geometrischer Örter stellen, haben wir auch in einer späteren 
Äufserung von Pappus, die allerdings unmittelbar nur „ebene 
Örter“ betrifft. Er wirft nämlich^) einigen neueren Schrift
stellern vor, dafs sie neue Bestimmungen ebener Örter zu 
denen hinzugefügt hätten, deren ausdrückliche Aufstellung die 
Alten für richtig gehalten haben, und bemerkt dazu, dafs es 
uncndl icl i  viele Ör ter  geben würde ,  wenn man al les  
h ierher  gehör ige sammeln  woll te.  Pappus niufs dann 
auch gemeint haben, dafs in den Werken, welche er kom
mentiert, nicht nur Sätze vorgelegt werden, welche zu Beweisen 
für die Richtigkeit der einmal bekannten Sätze über Orter be
nutzt werden können, sondern auch Hülfsrnittel zur Bestimmung 
neue r  Örter. Wir haben hier also - -  wenn es dessen noch 
bedürfte, nachdem wir gezeigt haben, dafs die Alten faktisch 
so viele geometrische Örter kannten — ein Zeugnis dafür, dafs 
man im Altertum sich nicht nur nwt den Sätzen über Orter 
beschäftigte, welche die theoretischen Untersuchungen an sich 
mit sich brachten, sondern dafs man sich ausdrücklich mit den 
Untersuchungen beschäftigte, welche Ghasles in seiner Schrift 
über Euklids Porismen Or t sprobleme- )  nennt. Für unsere 
Kenntnis der alten Geometrie hat es grofse Bedeutung zu 
prüfen, welche Hülfsquellen und Wege den Alten bei solchen 
Untersuchungen zu Gebote standen. Um diese richtig zu wür
digen, wird es zweckmäfsig sein, dieselben mit der Behandlung 
zu vergleichen, welche die analytis(*he Geometrie denselben 
Aufgaben zu Teil werden läfst, und das kann überdies geschehen

') Ausg. V. Hultsch. S. ()6l2. 
Vergl. die Anmerkung S. 181.
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ohne dafs man nötig hat überrnäfsig weit von den der alt(*n 
analytischen Methode eigentümlichen Formen abzuweichen.

Zunächst ist es selbstverständlich, dafs jeder Fortschritt 
in der Lehre von der Geraden, dem Kreise oder dem Kegel
schnitt neue Mittel zur Bestimmung ebener oder körperlicher 
Örter für Punkte, welche gegebenen Bedingungen genügen, an 
die Hand giebt. Ganz besonders wird das für jeden neuen 
Salz über Örter gelten, selbst wenn derselbe in wenig voll
ständiger Form als ein ronoq vorgelegt wird, dessen Vervoll
ständigung durch genauere Bestimmung der Geraden, des Kreises 
oder des Kegelschnittes keine besondere Erfindungsgabe be
ansprucht. Ein neuer Satz über Örter liefert nämlich eine 
Form mehr, von der man erwarten darf, dafs sie zur Um
formung und dadurcli zur Bestimmung der gesuchten Örter 
dienen könne. Er spielt in dieser Hinsicht dieselbe Rolle wie 
in der analytischen Geometrie eine neue Form, welche die 
Gleichung der entsprechenden Kurve durch Beziehung auf ein 
anderes Koordinatensystem oder durch neue Konstantenbestim- 
nmngen erhält.

Es ist nicht zu bezweifeln, dafs die vielen bekannten Sätze 
wirklich diese Rolle gespielt haben, indem sie den, der sie 
kannte, mit einer Fülle von Anknüpfungspunkten versahen, 
die man sicherlich überall, wo es möglich war, für die Be
handlung von Ortsproblemen benutzt hat. Dieser Weg, der 
allerdings der beste ist, wenn man selbst neue Sätze über 
()rter f inden will um anderen Ortsprobleme zur Lösung auf
zugeben, kann auch oft zu der schnellsten Lösung von diesen 
führen, aber er gewährt nicht die Gewifsheit immer  und 
sicher  an dieses letzte Ziel zu gelangen. Dies erreicht man in 
der analytischen Geometrie nicht durch die Kenntnis der vielen 
Formen der Gleichung, sondern gerade durch das Festhalten 
an den wenigen Gr und typen derselben, der Gleichung 
ersten Grades für die Gerade, und der zweiten Grades für die 
Kegelschnitte, in Verbindung mit den Vereinfachungen, welche 
sich ergeben, wenn der Kegelschnitt ein Kreis oder eine Parabel 
wird, oder wenn derselbe eine besonders einfache Lage mit 
Beziehung auf das Koordinatensystem hat.
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Wir wenden uns nun zur Untersuchung der hiermit ver
wandten Hülfsquol len zur  Lösung von O r t sp rob l eme n ,  
die den Gr iechen zu Gebote s t anden ,  und daran wollen 
wir, soweit Mittel vorhanden sind, eine Untersuchung darüber 
anschliefseiK wie weit sic wirkl ich diese Hülfsinittel b e n u t z t  
haben.

Wenn eine Aufgabe über die Bestimmung eines Orts vor
gelegt war, so konrrtem die Alten, wie ich bereits im dritten 
Abschnitt berührt habe, ganz ebenso wie wir eine Analy.sis 
dadurch vornehmen, dafs sie einen beliebigen Punkt des Orts 
auf ein Koordinatensystem bezogen, und dann die verlangte 
Eigenschaft durch eine Gleichung zwischen den Koordinaten 
aiisdrückten. Die Systeme, welche sie zu benutzen verstanden, 
waren, wie wir ge.s(;heii haben, teils Parallelkoordinateii, teils 
solche, die man sich leicht mit Parallelkoordinaten vertauscht 
denken konnte. Di(‘ in diesen anderen Systemen fenier ent
haltenen Punkte und Linien gewähilen noch i*eichcre Mittel, 
als uns in den nackten Parallelkoordinatensystemen zu Gebote 
stehen, um eine solche Wahl zu treffen, bei der man schon 
im voraus erkennen konnte, d<afs sie der Gleichung eine ein
fachere Form geb(m würde. Gleicljungen, die in den gegebenen 
konstanten und in den variablen (Jröfsen von höherem als dem 
(»rsten Grade waren, mufsten auf die in unserem ersten Ab
schnitt beschri(;benen Arten aufgestellt werden, nämlich teils 
durch Vertauschung unserer Strecikenprodukte mit Flächen, teils 
durch Vertauschung mit Rauminhalten, teils endlich durch An
wendung von Verhältnissen zur Einführung fernerer Faktoren. 
Doch war die räumliche Dai'stellung und Einführung v a r i a b l e r  
Faktoren durch Verhältnisse zu beschwt'rlich, als dafc die Me
thode eine über die Bestimmung von Kurven zweiter Oi*dnung 
oder von körperlichen ()rtern hinausgehende Anwendung finden 
konnte.

Insofern die gefundene Gleichung unter eine schon bekannte 
Form gehörte oder sich unmittelbar in eine solche umwandeln 
liefs, niufste man durch Anwendung der für diese bekannten 
Bestimmung den gesuchten geometrischen Ort vollständig be
stimmt erhalt(‘u. Es kommt hier also darauf an einen über-
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blick über die einfachsten bekannten Formen zu gewinnen, 
welche den griechischen Mathematikern, so weit wir diiekt 
wis.seii oder mit Sicherheit schliefsen können, zur unmittelbaren 
V'erfügung standen. In V(‘ibindung hiermit wollen wir die 
Anwendungen zur 13estimnmng von Ortern aufsuchen, welche 
von j e de r  einzelnen gemacht sind.

1. Dafs den Griechen l)(‘kannt war, dafs der Ort eine Ge
rade werden mufste, wenn die Gleichung en t wede r  unter die 
Formen

ax -h f>!/ C =  0 , // =- ax  -|- c
gehörte, wo wir wie früher durch griechische» Buchstaben Ver
hältnisse (unbemannte ZahUm), durch die kleinen lateinisch(»n 
Strecken und durch die grofsen lateinischen Flächen bezeichmm. 
oder  wenn dieselbe durch Vertauschung des benutzten kom- 
plicierteren Koordinatensystems mit einem Farallelkoordinat(‘ii- 
systeni diese Form annahm, ist klar. Eine solche Gleichung 
mufste nämlich durch eine Verlegung des Koordinatensystems, 
die ihnen keine Schwierigkeiten verursachte — z. B. an den 
Durchschnittspunkt de»r Geraden mit einer der Koordinaten- 
axen — die Form y ^  ax  annehmen.

Wir haben auch gesehen, dafs Apollonius bei der geo
metrischen Darstellung der Gleichung für einen Kegelschnitt, 
nämlich y^ ^  p x  a x ’̂ , p a x  als Ordinate einer geraden 
Hülfslinie darstellte. Die angegebenen Formen sind im übrigen 
speciell in solchen initeinb(‘gritfen, welche in Eukl ids  Poris
men, namentlich in dem bekannten ersten Porisma, geometrisch 
au-sgedrückt sind.

Ein direkteres Zeugnis für den Gebrauch dieser Darstellung 
finden wir in Pappus’ Inhaltsangabe von Apollonius' verlorenem 
Werk über e;bene Or ter ' ) .  Unter den zum ersten Buch 
gehörigen Sätzen findet sich der folgende — von dem wir nur 
die besonderen Aufst(dliingen specieller Fälk» fortla.ssen als 
VI aufgeführt:

Wenn man von einem Punkte an zwei der Lage nach 
ge»gebene Geraden unter gegebenen Winkeln gerade Linien zieht.

') Pappus. Ausg. V. Hultsch, S. OfiO—071.
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und die Suiiiine der einen von diesen und einer solchen, weh 
in einem gegel)enen Verhältnis zu der anderen steht, gegel 
ist, so wird der Punkt auf einer der Lage nach gegeber 
Geraden liegen.

Hierin ist die ausdrückliche Angabe enthalten, dafs 
Gleichung

X a y  = -  i  ,

worin aber a und b positiv sind, eine gerade Linie darstellt
Dafs man zu Appollonius* Zeit verstand, solchen Darsi 

lungeii eine weitere Anwendung zu geben, wird ferner dui 
einen so allgemeinen Satz wie den folgenden (VH) bezeugt, \ 
ausdrückt, dafs der geometrische Ort für einen Punkt, der so 1 
.stimmt ist, dafs seine Abstände von einer bel iebigen Anzs 
der Lage nach gegebene*!* Geraden eine Gleichung ei*sten Grae 
befriedigen, eine gerade Linie wird. Docli ist derselbe in die 
Aufstellung der Begrenzung unterworfen, dafs die Gleicht 
als homogen in den variablen Abständen von den Linien v 
ausgesetzt wird, und dafs das Vorzeichen von einem der Gliei 
dem aller übrigen entgegengesetzt ist.

2. Dafs die Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten 
x^ ax hy C 0

einen Kreis darstellt, sieht man durch eine Verlegung ( 
Koordinatensystems und Anwendung des pythagoreischen Lei 
Satzes; um das aber auf diesem Wege zu erfahren mufs in 
die Bestimmung des Punktes kennen, nach dem der Anfan: 
punkt verlegt werden soll, nämlich des Kreismittelpunktes. I 
Kunstgriff, welcher bei die.ser Bestimmung angewandt wi 
besteht wie bekannt nur in einer zweimaligen Anwendii 
desselben Kunstgriffes, der bei der Lösung von Gleichung

zweiten Grades benutzt wird (nämlich der Addition von

und ^  , um ax  und hy 'm die quadratischen Glieder hine

zuziehen), und damit waren die Griechen, wie wir gesel 
haben, schon vor Euklids Zeit bekannt.

Mit Bestimmtheit läfst sich freilich keine wirkliche Ben 
zung dieser zweimaligen Anwendung eines bekannten VerfahiN
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i\ach .x \r eisen. Indessen ist aus Apol lon ins* ebenen Ör l e rn  
e rs ie h t:l ie h , dafs die Griechen jedenfalls dem Resultat nach das
se lbe  erreicht haben, wenn auch auf einem anderen Wege, der 
ihneix von vornherein näher gelegen haben mag. Wir haben 
n ä in l io l i  (besonders im vierten Abschnitt) hervorgehoben, dafs 
die O leichungen, welche die Altem entwickelten, von unserer 
algehi-stischen Darstellung derselben nicht nur dadurch abwi
chen, dafs sie Flächen enthielten statt unserer Streckenprodukte, 
so n d e rn  auch dadurch, dafs sie das in einzelnen Gliedern 
gaben , was wir in mehreren ausdrücken. Wo dies nicht der 
Fall w a r ,  suchte man es so bald wie möglich durch Zusammen- 
ziehen zu erreichen. In der obenstehenden Gleichung des 
Kreises wird man dann sofort für - j -  das Qtindrat des 
Abstandes vom Anfangspunkt oder gesetzt haben, und 
«jr 4 - +  C wird zusammengezogen sein, z. B. in das Rechteck
aus d e r  Strecke a und dem Stück, welches auf einer Parallelen 
zur Abscissenaxe zwischen dem Punkte (r, //) und der geraden 
Linie a x  -f  C =  0 abgeschnitten wird. Dies letzte Recht
eck ist demjenigen gleich, welches aus dem senkrechten Ab
s ta n d e  des Punktes {x, y) von dieser geraden Linie und einer 
n eu en  konstanten Strecke a* gebildet wird. In dem recht
winkligen Koordinatensystem mit demselben Anfangspunkt, 
d essen  Ordinatenaxe der Geraden ax by -\- C =  0 parallel 
isst, wird der Kreis also durch eine Gleichung von der Form

r* -|- a* (x — c) =  0

dargestellt werden, wo x c die neue Gleichung für die Linie 
r# ir  4 - H- C == 0 ist, x — c also das Stück, welches auf der 
m euen  Abscissenaxe zwischen einem festen Punkt und dem 
F*ufs5punkt der Ordinate des Kurvenpunktes (r, //) abgeschnitten 
w ird .  Dafs diese neue Gleichung einen Kreis darstellt, wird 
ausdrücklich von Apollonius in dem 3ten der ebenen Orter des 
?:%veiten Buches ausgesprochen, die Pappus anführt'). Um die 
Richtigkeit dieses Siitzes einzusehen ist nur eine einmal ige 
Anwendung des früher erwähnten, von der Aufl()sung der

*) A usg . V. Hullsch, S. 666.
14
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Gleichungen zweiten Grades her bekannten Kunstgriffs erfor
derlich.

Durch eine weitei*gehende Benutzung des zweiten Buches 
von Apollonius’ ebenen Örtern wird man, ebenso wie oben 
bei der geraden Linie, bestätigt finden, dafs die Alten in der 
That die angeführten Hülfsmittel benutzt haben. Der Satz V 
in Pappus’ Bericht ist nämlich von einer solchen Allgemeinheit, 
dafs sich von vornherein kein Koordinatensystem darbietet, in 
welchem die Gleichung des beschriebenen Orts eine einfachere 
Form annimmt als die Gleichung eines vollkommen beliebigen 
Kreises. Es mufs also eine Reduktion der soeben beschriebenen 
Art, die allerdings den speciellen Satz IV als Zwischenglied 
enthalten haben kann, vorgenommen sein um darzuthun, dafs 
der Ort wirklich ein Kreis ist.

Der Satz V sagt nämlich aus, dafs der geometrische Ort 
für einen Punkt, der so bestimmt wird, dafs die Summe der 
Flächeninhalte von Figuren, die gegebenen Figuren ähnlich sind 
und auf den Verbindungslinien des Punktes mit einer beliebigen 
Anzahl gegebener Punkte konstruirt werden, eine gegebene 
Gröfse hat — oder, wie man jetzt sagen würde, in der Weise, 
dafs die Quadrate der Verbindungslinien einer Gleichung ersten 
Grades (mit positiven Koefficienten) genügen — ein Kreis ist. 
In Satz IV werden nur zwei Punkte betrachtet.

Dafs der Ort auch ein Kreis wird, wenn in dieser Glei
chung Glieder von der Form ax  hinzugefügt werden, wo x  die 
Projektion vom Abstande des laufenden Punktes von einem 
festen Punkte auf eine feste Gerade bedeutet, wird in etwas 
weniger allgemeiner Form in VI ausgedrückt.

3. Die Gleichung
y« =  ax- -\-bx C

läfst sich, wenn die dadurch dargestellte Kurve die Linie y =* 0 
schneidet, auf die wohlbekannte Form //* p x  ax- bringen. 
Jedenfalls aber kann man durch eine einmalige Anwendung des 
füi’ die Auflösung quadratischer Gleichungen benutzten Kunstgriffs 
zu der Form

ax^ I)



j^elangen. Auf eine geometrische Einkleidung dieser Form trafen 
wir in Apollonius’ erstem Buche [41]; dieselbe war also auch 
bekannt.

Für die Anwendung der Gleichungsform 3 teilt P a p p u s  
einige Bei.spiele mit, deren gegenseitiger Zusammenhang Aufklä
rungen giebt, die auch in anderen Beziehungen von Wichtigkeit 
sind.

In dem ersten B(jispieP) wird der geometrische Ort für 
den Eckpunkt B eines Dreiecks ABC^  dessen Eckpunkte A
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z  E A d

Fig. 37.

und C festliegen, bestimmt (Fig. 37), wenn z  C =  2 z  
Fällt man die Senkrechte BD  und macht D E  =  CD^ so wird 
offenbar A E  =  BE.  Nun ergiebt sich die Gleichung 

BD^ =  AE^ — DE^,
die, wenn BD  als die Ordinate y betrachtet und die Abscisse x  
des Punktes D von einem beliebigen Punkt der Linie AC  an 
gerechnet wird, offenbar die verlangte Form hat. Doch worden 
in Folge der Behandlungsart der Alten die beiden Glieder der 
rechten Seite nicht zu einer dreigliedrigen Gröfse entwickelt, 
sondern im Gegenteil nach der bekannten Regel für die Ver
wandlung der Differenz von Quadraten in ein Glied zusanimen- 
gezogen. Ist E Z  =  DE,  so erhält man 

BD^ -= A D .  A Z .
Xun i.st CD =  ^CZ.  Bestimmt man dann H  .so, dafs CH =  
\C A,  so wird die Differenz C H — CD ^  D H  ^  \ Z A .  Da
durch wird die Gleichung aber

BD^ =  i A D . H D ,

Ausg. V. Hultsch. S. !280—!285.
li*
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und diese drückt aus, dafs B  auf einer Hyperbel mit den 
Scheitelpunkten Ä und 11 liegt. Der zu dieser Axe gehörende 
Parameter ist Ist umgekehrt eine Hyperbel, deren Para
meter dreimal so grofs wie die Hauptaxe ist, mit der Axe A H  
gegeben, .so läfst sich der Punkt C dadurch bestimmen, dafs 
man HC  =  \ A H  abträgt.

Man sieht, dafs die genauere Bestimmung des geometrischen 
Orts hier aus der gegebenen Eigens(*haft mit denselben Sicher
heit und — wenn man nur stets seine Afiuerksamkeit auf die 
Figur richtet — etwa mit derselben Leichtigkeit abgeleitet wird 
wie durch die analytische Geometrie.

Pappus fügt eine andere Bestimmung desselben Orts 
hinzu, welche „einige“ benutzt haben. Beschreibt man einen

Fig. 38.

Kreis um das Dreieck AB C  (Fig. 38, wo die Buclistaben die
selbe Bedeutung haben wie in Fig. 37), und steht FG  senkrecht 
auf der Mitte von AC,  .so ist Z.FCG  == z  1̂ J Z  f . 
Folglich ist

A F  AC
FD ^  G B ^  CB ’ 

woraus, da A F  =  )^At\  folgt, dafs

CB =  2/Z)  oder - ---- =  4. (a)

Aus der letzten Gleichung, welche offenbar die hier behandelte 
Form hat, schliefst Pappus unm i t te lba r ,  dafs der Ort eine 
Hyperbel ist *).

Dafs bereits Euklid in einem anderen Falle denselben

*) Wenn Pappus sagt, dafs die Kurve eine Hyperbel  wird, sobald 
das letzgenannle Verhrdlnis konstant ist. so hat er offenbar nur ver
gessen anzufnhren. dafs dieser konstante Wert dann grofser als 1 
sein mufs.
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Schlufs gemacht hat, geht hervor aus Pappus’ zweitem Hülfs- 
satz zu Euklids Oberflächenörtern {r6::m7tpoqi7:t<paveia)^y Wenn 
Pappus dort nämlich einen vollständigen Beweis dafür aufstellt 
und durchführt, dafs der geometrische Ort für die Punkte, deren 
Abstände von einem gegebenen Punkt und einer gegebenen 
Geraden in einem gegebenen Verhältnis stehen (wie in Fig. 38 
die Abstände des Punktes B von C und der Geraden F6r), 
eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel ist, je nachdem das Ver
hältnis ^  1, so mufs Euklid diesen Satz in der angeführten 
Schrift benutzt haben, und das Bedürfnis nach einem Hülfssatze 
mufs dadurch entstanden sein, dafs er ihn nicht bewiesen hat. 
Er mufs ihn also entweder als einleuchtend oder als bekannt 
betrachtet haben. That er das erstere, so mufs es deswegen 
geschehen sein, weil die Gleichung die Form erhielt, mit der 
wir uns hier beschäftigen, und man dann leicht die Bedin
gungen dafür, dafs die Kurve eine Ellipse, Parabel oder Hy
perbel wurde, verificiereii konnte; der Umstand indessen, dafs 
Pappus diese Bedingungen mit anführt, macht die Annahme 
wahrscheinlicher, dafs Euklid einen Satz benutzt hat, der schon 
im voraus bekannt war, und diese Annahme stimmt auch 
damit überein, dafs derselbe Satz, ohne selbst bewiesen zu 
werden, Anwendung an den beiden verschiedenen Stellen gefun
den hat, welche wir hier angeführt haben.

Ist diese Annahme, dafs die Beziehung eines Kegelschnittes 
auf Brennpunkt und Leitlinie wohl bekannt war, richtig, so 
darf man Pappus’ unmittelbare Anwendung der Gleichung (a) 
nicht als Beispiel für eine allgemeine Kenntnis der Gleichungs
form =  ax^ bx C benutzen. Dafür haben wir dann 
aber eine neue speciellere Form erhalten, und es kann sich 
als vorteilhaft erwiesen haben auf diese auch andere von den 
Gleichungen zu reducieren, welche unter dieselbe allgemeine 
Form gehören. Ferner wird Pappus’ Beweis der vorausgesetzten 
Sätze neue und sehr lehrreiche Beispiele für die Kunstgriffe 
liefern, welche bei der wirklichen Behandlung von Gleichungen 

' der hier besprochenen Form angewandt wurden. Wir werden

*) Ausg. V. Hultsch, S. 1(K>4 fF. Vergl. unseren neunzehnten Abschnitt.
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darum diesen Beweis hier kurz wiedergeben, wobei wir wie 
gewönlich die — nach unserer Auffassung — leitenden Gedanken 
besonders hervorheben.

Ist (Fig. 39, in der wir die Buchstaben der Gleichung (a) 
beibehalten haben)

CD*
FD* (1)

gegeben, so wird cs, um auch hier die Glieder zusammenziehen 
zu können, bequem sein auf der Linie FC  den Punkt I  so zu 
bestimmen, dafs

Wenn dann zugleich ein Punkt / '  dadurch bestimmt wird, dafs 
DP  == ID,  so erhält man

BD*-\-CD^  
FD*

CD*
DD

BD*
FD* — DI* ~  FT.  F T

BD* .o.
Ti' T JPTs *

Nun zeigt die Bestimmung der Punkte I  und D, dafs die be
weglichen Punkte D, /  und F ähnliche Punktreihen bilden.

K
\

i  F H ! D V C

Fig. 39.

deren Ähnlichkeitspunkt der feste Punkt C ist. Ist nun H  der
Punkt, auf den D fallt, wenn I  auf den gegebenen Punkt F

(
CH ~\ durch j j p  =  j und

F I
( - m ) -  ^

Punkt, auf den D fällt, wenn T  auf F  fällt, so wird A  be-

zweitens das Verhältnis bekanntHU
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stimmt ( durch(‘ CA
AF

F l=  K /j  und das Verhältnis bekannt

f  FC \ B /)*/ =  Aus (3) fol^t nun, dafs — yjj  einen bekannten

Wert erhält. B wird also auf einem Kegelschnitt mit den 
Scheitelpunkten H  und A liegen. Ob dieser eine Ellipse oder 
eine Hyperbel (wie in Fig. 39) wird, hängt davon ab, ob Z> 
auf A H  oder auf die Verlängerung von A H  fällt, und dies 
beruht wieder darauf, ob C auf II* oder auf die Verlängerung 
von i r  fallt, also davon, ob

Der Fall, wo  ̂ =  1 ist und die Kurve eine Parabel wird, 
wird ganz auf dieselbe Weise behandelt, ist aber einfacher.

Die Übereinstimmung zwischen dieser Behandlungsart und 
derjenigen, welche P<appus bei der von den Brennpunktseigen
schaften unabhängigen 13estimmung des ersten geometrischen 
Orts an wandte, zeigt, dafs man nicht nur die algebraischen 
Schwierigkeiten bei der näheren Bestimmung eines durch die 
Gleichung =- ax^ A- bx +  C gegebenen Orts zu überwinden 
verstand, sondern dafs nian sogar eine elegante Durchführung 
dieser Bestimmung entwickelt hatte. Doch läfst sich die.se 
Methode nur dann unmittelbar anw^enden, wxmn die j--Axe di(* 
Kurve schneidet. Ebenso wie die unter einander vei*schiedenen 
Bestimmungen von Örteni, auf w'elche wir dieselbe bei Pappus 
angewandt sehen, stammt sie selbst gewifs auch aus den 
besten Tagen der griechischen Mathematik. Ja es steht dem 
nichts im Wege, dafs sie bereits in Ar is täus ’ körper l i chen  
Ortern benutzt worden sein kann, und dafs der Beweis des 
Hülfs.satzes zu Euklids Obeiilächenörtern eine mehr oder weniger 
freie Wiedergabe von Beweisen für dieselben Sätze in jener 
Schrift ist.

4. Wenn man für einen geometiischen Ort eine Gleichung 
von der Form

py  =  j-2 -I- a x  4* J5 

gefunden hat, so wird die Umformung in
B
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( i f -  j )  =  (•»'+«)

nur eine einmalige Anwendung des bei der Auflösung de 
c|uadratischen Gleichung benutzten Kunstgriffs erfordern. Di 
durch findet man sofort, dafs die dargestellte Kurve eine Parab 
ist. Dafs die Gleichung, welche durch die bei den Alten üblich 
Zusammenziehung von Flächen eher noch die Form

B
p \ y -  p

annehmen würde, eine Parabel darstellt, welche sich leid 
bestimmen läfst, das wird im übrigen jedem klar gewesen seii 
der sich der Umformungen der Gleichung der Parabel erinner 
welche A rch imedes  in der Schrift über die Quadratur d( 
Parabel vornimmt, und die wir im zweiten Abschnitt erwähl 
haben. Die diesen entsprechende umgekehrte Umformung : 
die gewöhnliche Form der Gleichung der Parabel würde si( 
als ein Beispiel für die hier angegebene Bestimmung ein« 
Parabel durch die aufgestellte Gleichungsform auflfassen lasse: 
Eine Anwendung derselben zur wirklichen Bestimmung ein« 
vorher unbekannten geometrischen Orts wird man .schwerig« 
finden, da der Durchmesser, welcher die der Abscissena? 
parallelen Sehnen halbiert, in der Regel so leicht zu bestiinnw 
sein wird, dafs man ihn unmittelbar zur Axe des Koordinatei 
Systems nehmen kann; dadurch wird dann eine Reduktic 
der Gleichung überflüssig.

5. Die Vereinigung von Gliedern in der Gleichung 
xy  ax by C 0 ,

welche zeigt, dafs das Produkt der Abstände des Punkt« 
(x, y) von zwei geraden Linien konstant ist, fallt unmittelbj 
in die Augen. Wenn eine solche Gleichung voi*gekommen h 
wird man also gleich gewufst haben, dafs dieselbe eine Hyperb 
mit diesen Linien als Asymptoten darstellt.

Obgleich eine Hyperbel, bezogen auf ihre. Asymptote 
allerdings der am häufigsten vorkommende Ort in den ui 
aufbewahrten Lösungen „körperlicher Aufgaben“ ist, so wii 
es dennoch einige Schwierigkeiten haben direkte Beispiele fi 
die hier erwähnte Vereinigung von Gliedern zu finden, eb( 
weil die Asymptoten so leicht in die Augen fallen, dafs \m



die Untersuchung damit begonnen  haben  wird, den Ort auf 
diese zu beziehen. Doch kann es vielleicht erlaubt sein ein Bei
spiel hierfür in Diokles* Darstellung einer Hyperbel zu sehen, 
die er bei einer Kugelteilung benutzt, welche wir später, im 
Uten Abschnitt, als Beispiel für die Lösung einer körperlichen 
Aufgabe mitteilen werden. Die Hyperbel ist nämlict] dadurch 
bestimmt, dafs man in einem beweglichen Punkte einer Strecke 
2r, welcher diese Strecke in die Abschnitte h und h* teilt, eine 
Ordinate y errichtet, die durch die Proportion

h _ a
h' ~  !j

bestimmt wird; betrachtet man h als Abscisse x,  so giebt die 
Proportion die Gleichung

x y ^ - a { i r  — x),

ö. Im vierten Abschnitt haben wir ge.sehen, sowohl dafs 
die Gleichung

ax^ ßxtj -\-ry^ =
ein ziemlich unmittelbarer Ausdi’uck für den Flächensatz ist, 
als auch wie der durch eine solche Gleichung dargestellte 
Kegelschnitt sich näher bestimmen läfst.

Diese Form erhält z. B. die Gleichung für den Ort eines 
Punktes, der unveränderlich auf einer unveränderlichen Strecke, 
deren Endpunkte auf geraden Linien gleiten, belegen ist, sofern 
man diese Linien zu Koordinatonaxen nimmt. Im Altei'tum 
hat man wenigstens einige Veranlassung gehabt diesen Ort zu 
unlersuch(‘n, da man, wie aus einigen von Proklus mitgeteilten 0 
Betrachtungen des Ge minus hervorgeht, den Ort in dem .spe- 
ciellen Falle kannte, wo die beiden festen Geraden einen 
rechten Winkel bilden. Dieser Specialfall läfst sich jedoch hier 
nicht als Beispiel benutzen, da bei demselben die Ellipse sofort 
durch ihre Axengleichung bestimmt wird.

Der Flächensatz Lst ein Hülfsmittel gewesen, das sich 
immer zur Bestimmung körperlicher Örter benutzen liefs, deren 
Mittelpunkt ein im voraus bekannter oder ein im voraus be-

Parabel; Hyperbel mit bekannten Richtungen der Asymptoten. ;217

*) Ausg. von Frieülein, S. RMJ.
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stimmbarer Punkt war. In solchen Fällen hat der Fiächensatz 
sich auch anwenden lassen, bevor derselbe durch Benutzung 
des zweiten Hyperbelastes mid der konjugierten Hyperbel seine 
volle Ausdehnung erhielt, da man immer solche Koordinaten- 
axen wählen konnte, welche selbst den geometrischen Ort 
schnitten. Deshalb ist er besonders wertvoll vor Äpollonius' 
Zeit gewesen, wo man das noch umfassendere Hülfsmittel, die 
Bestimmung des Orts zu vier Geraden, nicht in seiner vollen 
Ausdehnung besafs.

In Verbindung hiermit wollen wir an die Rolle erinnern, 
welche der Fiächensatz bei der Bestimmung des letztgenannten 
Ortes selbst gespielt hat, wenn wir auch annehmen, dafs diese 
Anwendung den Potenzsatz als Zwischenglied enthalten habe.

7. Wir wollen nun zu der allgemeinen Bestimmung solcher -  
körperlicher Örter übergehen, welche nicht mit g^eb en en f 
Linien und Punkten in solcher Verbindung stehen, dafs d\ircli«r 
Beziehung auf diese ihre Darstellung eine der vorher erwähnten^: 
einfacheren Formen erhält. Nimmt man dann einige von denrj 
Linien der Figur zu Koordinatenaxen, so wird die Gle ichung q  
nur vom zwei ten Grade werden.

Eine kleine Vereinfachung dieser Gleichung wird m a in  
inde.ssen immer dadurch erreichen können, dafs man e in e m  
Punkt des gesuchten Ortes selbst zum Anfangspunkt nimmt, 
Dadurch wird die Gleichung:

«.r- +  ß ^ y  +  TV̂  +  öfwT +  ey =  0.
Naheliegende Vereinigungen von Gliedern führen dann sofort zuc— 

x(ax- \-  ßij-^rd)  =

oder zur Darstellung als Ort zu vier Geraden, von denen zweSi 
parallel sind. Dies ist der Oii, dessen nähere Bestimmung wii— 
im siebenten Abschnitt kennen gelernt haben.

Die Beziehung auf eine allgemeine Gleichung zweiten Graden? 
in Parallelkoordinaten, in der dann Zusammenziehungen vor— 
genomnum wurden, stellt hier einen Weg dar, den wir wegerr 
der Vergleichung mit der analytischen Geometrie angefülut 
haben, und auf dem kein Schritt vorgenommen wird, welcher^
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den Griechen unbekannt war; aber iFire Behandlung der Sache 
hat sicherlich von der unsrigen dadurch sich unterschieden, 
dafs sie, während sie die Aufgabe auf eine Gleichung brachten, 
gleichzeitig mit dem Zusammenziehen begannen, und dafs sie 
dadurch rascher zu dem erwrihnten Ort zu vier Gei-aden ge
langten. Dafs sie nicht blofs gelegentlich die Zurückführung 
auf diese Form benutzt haben, sondern dafs sie sich auch 
bewufst waren, dafs dieselbe sich in allen Fällen ausführen 
läfst, in denen es möglich ist eine Gleichung ers ten  Grades 
zwischen Rechtecken  aufzustellen, die aus den Abstän
den des bewegl ichen P u n k te s  von geraden  Linien, 
zu je zweien genommen,  geb ildet  w e r d e n ,  sowie aus  
diesen in V erb indung  mit gegebenen S trecken :  das 
wird wahrscheinlich, wenn man beachtet, dafs einige der 
ebenen Örter, welche A pol Ion ins sogar ausdrücklich aufge
stellt hat, einen entsprechenden Grad von Allgemeinheit besitzen.

Die Dars te l lung  als Ort zu vie r  G eraden ,  von 
denen zwei gegenüber l iegende  paral le l  s ind ,  war also 
eine D ars te l lungsform für Kegelschn it te ,  welclie im 
Alte rtum denselben  Nutzen gew ähr te  wie die Dar
ste l lung  durch  die al lgemeine Gleichung zweiten 
Grades in der Gegenwart .  Die genauere Bes t immung 
des e rw ähn te n  Orts erhie l t  dadurch  für die Griechen 
eine ähnl iche  Bedeutung  wie sie die Bes t immung 
eines Kegelschni t tes  durch  eine Gleichung zweiten 
Grades für uns hat.

Dadurch erklärt sich das Gewicht, welches Apollonius 
gerade auf die Anwendbarkeit seines dritten Buches zur Be
stimmung des Orts zu vier Geraden legte, und dadurch ver
steht man besser, dafs er sich so, wie er es gethan, über die 
Verbesserungen der Bestimmung des Ortes zu vier Geraden 
aussprechen konnte, die doch unmittelbar nur Rücksicht auf 
den Fall nehmen, wo die gegenüberliegenden Seiten parallel 
sind.

Das beste Bei.spiel, welches wir für die Anwendung des 
hier beschriebenen, vollkommen allgemeinen Hülfsmittels an
führen können, ist dieselbe Beziehung des allgemeinen Ortes



2 2 0 Zehnter Abschnitt.

7A1 vier Geraden auf ein Viereck, von dem zwei gegenübe 
liegende Seiten parallel sind, welche wir im achten Abschnil 
durch andere Betrachtungen geleitet, den Griechen zugeschriobt 
haben. Das wird sich zeigen, wenn wir uns nun durch eil 
in ihren Grundzügen antike Analysis, in die wir allerdin 
moderne Bezeichnungen, Begriflfe und Erklärungen einführen, : 
ebenderselben Reduktion führen lassen.

Wir kehren zurück zu Fig. 32, in welcher M ein beliebig 
Punkt eines auf das Viereck A B C l )  bezogenen allgemein«

Ortes zu vier Geraden ist. Die Abstände von B A  und C 
wollen wir parallel der BC  rechnen und x und z nennen, a  
die von BC  und AD  wollen wir parallel der B A  rechnen ir 
// und n nennen. Der Ort ist dann bestimmt durch die G 
chung

i . y u ,
worin  ̂ eine Konstante bedeutet, x  und y sind die Kooe 
naten des Punktes M in einem Parallelkoordinatensystem ; 
den Axen BC  und BA,

Nennt man nun die Punkte, in denen die Ordinate vom 
die Linien A D  und A E  trifft, P  und Q, so wird

u ^  PM PQ — MQ.
Da — MQ der Abstand des Punktes M von A E ,  parallel 
B A  und mit Voraeichen genommen, ist, so wollen wir d
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sell)en (1(t l)e.̂ .̂ eren Übersicht wegen nenm‘ii; aus der Figur 
folgt:

/> E

Durcli Kinfiilirunjr dieser Ausdrücke in (1) erhält man:
1)‘E
A E  y)  = (4)

Wiirisüht man nun den zweigliedrigen Faktor zusainmeiizuziehen.
!)•* il*‘so kann man zunächst aus der Figur für z den Wert .//

ableiten und darauf dem zweiten Gliede den gleichen Nenner 
dadurch verschalTen, dafs man auf der Linie A E einen Punkt G 
durch die Glrichung

, I)‘E __ D*‘G 
'  ä E ~  CE

hostimmt. Dieser Punkt ist. was indessen nicht unmittelbar 
benutzt wird, ein Punkt des geometrischen Ortes. Man tind(d 
dann

D^E GM**

0>)

— / A E y — CE y - CÊ -y CE y == (<>)

worin den Abstand des Punktt's M von der Lini(» CG, 
paralhd der gerechnet, bedeutet. Dadurch ist die Gleichung 
des Ortes umgeformt in

und dadtirch ist derselbe als ()rt zu vier Geraden auf das 
Trapez  ABCG  bezogen.

Diese Analysis, wehthe wie man sieht genau der im acliten 
Aljschnitt voi*genomm(Mien Uniforniung, der wir nur von vorn
herein eine etwas allgemeinere Form gal)en. entspricht, benutzt, 
abgesehen von den Bezeichnungen, neben solchen Mitteln, 
welche die Alten beluarschten, nur noch die Verallgemeinerung 
durch Vorzeichen. Diese letztere hat uns den Vorteil gebracht, 
dafs wir das verc‘ii\igt haben darstellen könncui, was die Alten 
haben zerstückeln müssen, bringt aber im übiigen keine Ver
änderungen hervor. Gelien wir etwas weiter in der Benutzung 
moderner Bezeichnungen, bringen (2) und (3) auf die Form 

n =  ax  +  // — b ,
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und stellen ^ auf dieselbe Weise dar, so ist ersichtlich, da 
die vorgenommene Umformung, analytisch-geometrisch aufgefafs 
die Umformung der Gleichung

X (X  +  yy — a) == k . y { a x ^  y — b) 

in x[x  Xa) y — d] ^  k . y { y  — h)

darstellt, also genau in dieselbe Gleichung, durch welche \v 
ausgedrückt haben, dafs die Zurückführung eines körperlich( 
Ortes auf einen Ort zu den Seiten eines Trapezes sich im a 
gemeinen bewerkstelligen läfst.

Der im achten Abschnitt vorgenommene allgemeinere Übe 
gang von einem einbeschriebenen Viereck Ä B C D  zu eine 
anderen A B C F ,  das nicht notwendig ein Trapez zu se 
braucht, stimmt in ähnlicher Weise genau überein mit d 
allgemeinen analytisch-geometrischen Umformung der Gleichui

xz  =  X , yu
in x{z — kay) => X ,y  {u — a x ) , (
wo x̂  y, z, u gewöhnliche abgeküivAe Ausdrücke für die linkt 
Seiten der Gleichungen von geraden Linien sind, und wo si 
ähnliche Ausdrücke für z — kay  und u — ax  einführen lasse

Die hier gegebene Zusammenstellung von antiken Methodt 
zur Bestimmung von Örtern mit den wohlbekannten Gleichung 
formen der analytischen Geometrie darf nur nicht in der Wei 
mifsverstanden werden, als ob die Mathematiker jener Zeit n 
Konsequenz und immer gerade die bestimmten Wege verfol 
haben sollten, welche wir hier im engen Anschlufs an d 
analytische Geometrie zusammengestellt haben. Die verschi 
denen Arten des Verfahrens laufen einander nicht derart 
parallel, dafs die Darstellung des einen sich in ein Sehen 
hineinpasseii liefse, welches dem anderen angehört. Das, w 
wir durch die Zusammen-stellung beabsichtigten, ist ein Übe 
blick von einem jetzt bekannten Gesichtspunkte aus über da 
jenige, was man im ganzen mit Bezug auf die Bestimmung v( 
Örtern durch die Mittel erreichen konnte, welche den Gri 
chen zu Gebote standen, und wir haben gesehen, dafs di 
solchen Örtem gegenüber, deren Ordnung 2 nicht überschreit«
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dieselbe Vollständigkeit wai*. welche die analytische Geometrie 
gewährt. Dafs die Griechen wirklich auch diese Mittel ge
brauchten, ist teils durch Beispiele gezeigt, teils folgt es daraus, 
dafs Mittel dieser Art nur in der Hand desjenigen entstehen, 
der sie benutzt.

Was nun die Le ich tigke it  betritft. mit der diese Hülfs- 
mittel sieh benutzen liefsen, so darf man annehmen, dafs man 
die hier betrachteten bestimmten Darstellungsformen für Kegel
schnitte nicht in dem Grade zur augenblicklichen Verfügung hatte, 
wie es bei demjenigen, der sich der analytischen Geometrie 
bedient, mit den entsprechenden Formeln der Fall sein mufs; 
aber dafür leistete der gröfsere Reichtum an Hülfsmitteln, 
die man benutzte, Ei*satz. Es erforderte gröfsere Übung sich 
Fertigkeit im Gebrauche dieser Hülfsmittel zu erwerben, und 
man hatte deshalb keinen so bestimmten, auch dem Anfänger 
offenstehenden Königsweg — um einen'̂  Ausdruck zu gebrau
chen, der Euklid in den Mund gelegt wird —, wie ihn die 
analytische Geometrie gerade für die Lösung bestimmt for
mulierter Ortsprobleme gebahnt hat; aber für den geübten 
Geometer waren wesentliche Schwierigkeiten nicht vorhan
den, und gerade der Mangel einer Heerstrafse hat ihm mehr 
Gelegenheit geboten sich auf dem Wege umzusehen, die ein
zelnen Verbindungen des untersuchten Ortes mit der vor
gelegten Figur zu bemerken, zu sehen, durch welche Punkte 
der Figur derselbe geht u. s. w. Man betrachtete es nicht als 
feststehende Regel, die Figur, welche untersucht werden sollte, 
jedesmal und gleich auf ein reines System von Parallelkoordi
naten zurückzuführen, sondern man gebrauchte verwandte Dar
stellungsformen mit einer gewissen Freiheit. Deshalb wurde man 
zwar weniger vertraut mit den bestimmten Kennzeichen, welche 
mit Parallelkoordinaten verbunden sind; aber indem man sich 
gleichwohl praktische Fertigkeit in der Benutzung der Vorteile 
erwarb, welche Parallelkoordinaten darbieten, verband man 
damit gleichzeitig Übung und Fertigkeit in der Benutzung der 
komplicierteren Formen, unter denen die Koordinatensysteme 
auflreten, um jede einzelne Frage, welche behandelt wurde, 
zu vereinfachen.
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ln dieser Beziehung glichen die Methoden der Alten viel
leicht mehr der erweiterten analytischen Geometrie unsere? 
Jahrhunderts als der analytischen Geometrie von Descartes 
Xamentlich dürfte bei der Zusammenziehung mehrerer Gliedei 
in ein einziges, welche die Untersuchungen der Alten auf diesen 
Gebiete besonders charakterisiert, die Vertauschung eines Aus
drucks, der linear aus den in gegebenen Richtungen gerech
neten Abständen eines Punktes von gegebenen Linien zusammen
gesetzt wird, mit dem Abstande von einer neu eingeführter 
festen Linie in ihren analytischen Anwendungen genau dasselbe 
sein wie d ie .Einführung ab gekü rz te r  Ausdrücke  in dei 
modernen analytischen Geometrie.

Das wichtigste Beispiel hierfür ist die Reduktion eine  ̂
beliebigen körperlichen Ortes auf einen Ort zu vier Geraden, 
wenn anders die Bedeutung, welche ich oben diesem Ort al? 
allgemeinem Hülfsrnittel beigelegt habe, richtig ist. Neber 
diesem verdient auch der von den Alten benutzte O rt zt 
drei Geraden  besonders hervorgehoben zu werden, wenn 
derselbe auch nur ein specieller Fall des vorhei*gehenden ist 
Die Dai*stellung eines Kegelschnittes als Ortes zu drei Geraden 
fällt nämlich ganz zusammen mit der Darstellung desselben 
durch die moderne analytische Geometrie in Dreieckskoordinaten 
mittels der Gleichung

deren Brauchbarkeit bei der Untersuchung mannigfacher Eigen 
schäften der KegeLschnitte bekannt genug ist. Die Dai'stellun 
eines vorgelegten Ortes unter dieser Form wird auch da, w» 
sie sich bewerkstelligen läfst, ein rascheres Mittel zur Bestinn 
inung desselben sein, als wenn man ihn als Ort zu vier Gc 
raden darstellen wollte. Auf diesem AVege würde man z. E 
zur Bestimmung des am Schlüsse von Apollonius’ drittem Bucl« 
aufgestellten Ortes gelangen, wenn das O r tsp rob le in  vo« 
gelegt wäre, den Ort für den Schnittpunkt M (Fig. 27) da 
Geraden A M  und CM zu finden, welche durch zwei fes^ 
Punkte A und (• gehen und auf festen, durch C und A gehende: 
Geraden die Stücke CP und AQ abschneiden, welche e" 
R('chteck von gegebenem Inhalt liilden. Die zu einer solcht.
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Bestimmung des Ortes dienende Analysis erhält man, wenn 
man Apollonius’ synthetischen Beweis für das aufgestellte Orts
theorem umkehrt.

Noch ein Beispiel will ich dafür anführen, wie man die 
Freiheit benutzte, die man sich dadurch bewahrte, dafs man 
nicht sofort eine ganze Untersuchimg an ein bestimmtes System 
von Parallelkoordinaten anknüpfte: man konnte jeden einzelnen 
der Kegelschnitte, welche bei einer und derselben Aufgabe 
angewandt werden sollten, auf ein besonderes Koordinaten
system beziehen. Auf diese Weise gelangt Diokles,  wie wir 
im Ilten Abschnitt genauer sehen werden, bei seiner bereits 
erwähnten Kugelteilung zu einfacheren Darstellungen einer Ellipse 
sowohl wie einer Hyperbel als diejenigen sind, die er durch Be
ziehung auf ein einziges Koordinatensystem erlangt haben würde.

Im Verhältnis zu dem Gewicht, welches die Alten auf die 
Bestimmung körperlicher Örter legten, und zu dem Umfange 
der Mittel, welche sie, wie wir nachgewiesen zu haben glauben, 
für die Bestimmung dieser Örter besafsen, bietet uns die über
lieferte Literatur nicht viele Angaben über bestimmte körperliche 
Örter, welche die Alten untersucht haben. Diesem Mangel würde 
sicherlich in nicht unwesentlichem Grade begegnet sein, wenn uns 
Pappus nur ebensolche Mitteilungen über A r i s t ä u s ’ k ö rp e r 
liche Örte r  wie über Apollonius’ ebene Örter gemacht hätte.

Wahrscheinlich würde man in diesen solche verschiedenen 
Formen für die Erzeugung eines Kegelschnittes durch projek- 
tivische Büschel finden, wie die im achten Abschnitt erwähnten 
sind. Es würde dann von Interesse sein zu sehen, teils in wie 
weit man auf solche specielle Fälle aufmerksam war, die 
einen besonderen Grad von Einfachheit darboten, teils wie 
Aveit man umgekehrt in der ausdrücklichen Aufstellung allge
meiner Fonnen für die Bedingungen, dafs ein Ort körperlich 
wird, gelangt war.

Eine Schrift, die uns vielleicht, wenn sie uns erhalten 
wäre, einige Bei.spiele für antike Bestimmungen von Örtern 
geliefert haben würde, ist die von Pappus erwähnte') Schrift

*) Ausg. V. Hultsch. S. r»3().
15
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des E r a to s th e n e s  über Mittelgröfsen. Es werden nämlid 
als darin behandelt, gewisse „zu Mittelgröfsen gehörige Kurver 
erwähnt^), unter denen wenigstens einige körperlich gewesc 
zu sein scheinen. Ich werde später im 14ten Abschnitt eine 
Versuch anstellen aus den vorliegenden Angaben herauszubringe: 
was dies für Kurven gewesen sein können, und was d 
erwähnte Schrift im ganzen enthalten haben kann. Dab 
werde ich Gelegenheit haben durch einige Beispiele die B» 
schaffenheit der Mittel zur Bestimmung von Örtern, welche i( 
hier den Alten beigelegt habe, genauer ans Licht zu stellen.

Elfter Abschnitt
„Körperliche Aufgaben“.

Nach einem Citat aus Pappus’ 7tem Buch, das wir 2 
Beginn des vorhergehenden Abschnittes (S. 203) benutzte: 
erhielten geometrische Örter ihre Bedeutung dadurch, dafs s 
sich bei der Lösimg von Aufgaben anwenden liefsen. Dj 
geschah ebenso wie jetzt dadurch, dafs Punkte, auf deren B 
Stimmung die Lösung einer Aufgabe beruht, als Durchschnitt 
punkte zwischen zwei geometrischen Örtern gefunden werde 
Bestehen diese nur aus „ebenen Örtern“ { z o t w i  i T z in e d o t ) ^  d. 
aus Geraden oder Kreisen, so heifst die Aufgabe, die imme 
wo es überhaupt möglich ist, auf diesem Wege gelöst werdi 
mufs, selbst eine „ebene Aufgabe“ {np6ßAifjiia iTziTzedov). Mt 
man dagegen seine Zuflucht zu „körperlichen Örtern“ (x6r. 
özepeoi) nehmen und erweisen sich diese als ausreichend, 
heifst die Aufgabe eine „körperliche Aufgabe“ {npoßkiQpa a z  
peov). Wenn endlich für die Lösung die Benutzung andei 
Kurven verlangt wird, welche unter dem einen Namen „lineE

Pappus, herausgegeben v. Hultsch, S. 6512 und 6(5:2.
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Örter“ {roTrot ypamuxoi) zusaiimiengefafst werden, so heifst die 
Aufgabe auch linear (TrpoßXrjpa ypapucxdv).

Diese Erklärungen, welche Pappus sowohl im 3ten wie im 
4ten Buch^) giebt, bringen die sogenannten körperlichen Auf
gaben in Verbindung mit körperlichen Örtern oder Kegelschnitten, 
und deswegen müssen wir uns auch hier mit den körperlichen 
Aufgaben beschäftigen. Dazu ist um so mehr Grund vorhanden, 
als gerade körperliche Aufgaben, namentlich die Verdoppelung 
des Würfels, ui-sprünglich die Lehre von den Kegelschnitten 
bei den Griechen hervorgerufen haben sollen, eine Annalmie, 
welche mit Pappus’ Aufsenmg über den Gebrauch geometrischer 
Orter bei der Lösung von Aufgaben vollkommen übereinstimmt.

Was den U rsp rung  der angeführten Benennungen betrifft, 
so sagt Pappus ausdrücklich an den eben angeführten Stellen, 
dafs die Aufgaben eben, körperlich oder linear heifsen, well für 
ihre Lösung die Benutzung der geometrischen Örter, welche 
die entsprechenden Namen haben, erforderlich ist. Hierzu 
scheint es auch zu stimmen, dafs ,körperliche Örter* und ,cbene 
Örter* schon in besonderen Schriften von Aristäus und Apollonius 
behandelt sind, dafs dagegen aber die Namen ,ebene und kör
perliche Aufgaben* — so viel mir bekannt ist nicht bei so 
alten Schriftstellern verkommen. Eine Veranlassung zur Be
nutzung dieser letzten Benennungen hätte Apollonius allerdings 
in der Vorrede zum vierten Buch haben können, da die hier 
erwähnten Aufgaben genau dieselben sind, welche Pappus 
körperlich nennt. Dies deutet zwar zunächst darauf hin, dafs 
die Benennung der Aufgaben damals noch nicht in Gebrauch 
gekommen war und also jünger ist als die Namen der Örter. 
Doch läfst sich der Umstand, dafs Apollonius an der angeführten 
Stelle die Benennung .kcirperliche Aufgaben* nicht braucht, auch 
dsmn erklären, wenn diese, wie sich aus einigen Gründen als 
wahrscheinlich ei’geben wird, zu seiner Zeit eine etwas engere 
Bedeutung hatte als die ist, welche Pappus angiebt, und des
halb auch nicht auf alle Aufgaben anwendbar war, welche 
Apollonius im Auge hatte. Dies ist aber denkbar, da der

*) Ausg. V. Hultsch, S. 54 und 2̂70.
15*
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Name ,körperliche Aufgaben^ recht wohl zu, und namentlich v( 
Apollonius’ Zeit gebraucht sein kann, ohne daCs derselbe sic 
in einer von den alten Schriften findet, welche noch Pappi 
kennt, oder doch ohne dafs Pappus Gelegenheit gefunden hi 
zu bemerken, dafs derselbe nur auf eine etwas enger begrenz 
Klasse von Aufgaben angewandt wurde. Es liegt desha 
nichts unzutreffendes in der Annalime, dafs Pappus’ Erklärui 
von dem Ursprünge der verschiedenen Benennungen nur ai 
einer ziemlich naheliegenden Vermutung hervorgegangen s< 
welche in der Zwischenzeit entstanden ist.

Da nun diese Frage nach dem Ursprung, wie wir seht 
werden, in einer gewissen Verbindung mit einer wichtigere 
historischen Frage steht, so wollen wir genau prüfen, ob mel 
Grund ist bei Pappus’ Erklärung stehen zu bleiben, oder c 
eine andere vorzuziehen ist, die darauf hinauslaufen würd 
dafs ebenso wie die körperlichen Örter erst als Mittel zi 
Lösung der körperlichen Aufgaben entstanden sind, so au( 
die aufgestellte Eintei lung  der Aufgaben in ebene ,  kö 
per l i che und l inea re  die u r sp rüng l iche  ist.

Hält man sich an P a p p u s ’ Erk lärung,  dafs zuerst d 
Örter die erwähnten Namen erhalten haben, so würde im 
auch annehmen müssen, dafs unter diesen die körper l i che 
Ö r te r  zuerst so benannt wurden, und dafs dies daru 
geschah, weil die Kegelschnitte ursprünglich als Schnitte J 
Kegeln erzeugt sind, und weil diese Erzeugungsart defir 
tionsmäfsig zum Ausgangspunkt für die Untersuchung ihr 
Eigenschaften genommen wurde. Die angewandte Benennui 
\vürde näher liegen, wenn man annehmen dürfte, dafs ma 
nachdem sich gezeigt hatte, dafs ein geometrischer Ort, der f 
die Lösung einer Aufgabe gebraucht werden sollte, keine gera 
Linie oder kein Kreis war, demnächst s t e r e o m e t r i s c h  
Betrachtungsarten sich bediente um zu prüfen, ob der C 
ein Kegelschnitt sein könne. Derjenige, welcher Pappus’ Erk) 
rung für den Ursprung der Benennung ,körperliche Öi-ter‘ fe 
hält, könnte sich deshalb leicht verleiten lassen aus dies 
zu schliefsen, dafs man wirklich bei der Bestimmung geoin 
trischei- Örter so verfahren sei. Einem solchen Schlüsse fei
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indessen, wie wir im zweiten und siebenten Abschnitt gesehen 
haben, jede anderweitige historische Stütze, da keine Spur 
darauf deutet, dafs Aristäus in seiner Schrift über köiperliche 
Örter im Gegensatz zu allem, was uns von der griechischen 
Lehre von den Kegelschnitten aufbewahrt ist, diese sollte 
stereometrisch behandelt haben, und da Apollonius’ drittes 
Buch, welches für die Bestimmung körperlicherörter besonders 
nützlich sein sollte, rein planimetrisch ist und vor allem auf 
planimetrische Anwendungen hinweist.

Pappus’ Erklärung des Ursprunges der Benennung ,körper- 
liche Örter‘ ist also allein auf die stereometrische Defini t ion  
der Kegelschnitte aufgebaut, und die Benennung ,ebene Örter‘ 
würde sich dann nur im Gegensatz zu jener gebildet haben. 
Das stimmt auch dazu, dafs Pappus sagt, die ebenen Auf
gaben würden mit Recht so genannt, weil die Linien, mit deren 
Hülfe sie gelöst würden, ihren U rsp ru n g  in der Ebene hätten. 
Hat nun auch dieses Unterscheidungsmerkmal den körperlichen 
Öriem und Aufgaben gegenüber eine formale Berechtigung, 
wenn man einseitig den Gedanken an den Ursprung oder die 
Definition der Kegelschnitte festhält, so wird dasselbe doch 
von dem Augenblicke an logisch unhaltbar, wo man anfangt 
sich auch linearer Örter zu bedienen. Auf der einen Seite ist 
es nämlich Pappus und seinen Vorgängern gelungen einigen 
von diesen, z. B. der Quadratrix, eine räumliche Erzeugung zu 
geben, welche den Namen ,körperliche Örter‘ für die Kegel
schnitte weniger bezeichnend macht; auf der anderen Seite 
gehören die meisten linearen Örter, wie die Konchoide, voll
ständig, sowohl ihrer Definition (Entstehung) als ihrer Behand
lung nach, der Ebene an. Wenn man also keine natürlichere 
&klärung für die Entstehung der Einteilung und Benennung 
der geometrischer Örter und Aufgaben finden kann als die von 
Pappus gegebene, so mufs man annehmen, dafs die Benen
nungen ,lineare Örter und Aufgaben* erst entstanden sind, als 
die Namen ,ebene und körperliche Örter* und deren Bedeutungen 
in dem Grade fest standen, dafs man nicht mehr an ihren Ur
sprung dachte.
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Gegenüber dieser Erklärung, welche ihre beste Stütze 
Pappiis’ Autorität hat und allerdings nicht unmöglich, a 
doch zu künstlich ist, als dafs sie sonderliche Befriedig 
gewähren könnte, wollen wir versuchen die aufzustellen, < 
die Namen ,eben‘ und ,körperlich‘ ursprünglich gewissen A 
gaben angehört haben, und dafs sie nach diesen erst spi 
auf die geometrischen Örter übertragen worden sind, wel 
bei der Lösung dieser Aufgaben benutzt wurden^). Wenn j 
Aufgaben, welche mit Zirkel und Lineal gelöst werden, el 
genaimt wurden, so beruht das nicht auf irgendwelcher 
sonderen Eigenschaft der Geraden oder des Kreises, sond 
darauf, dafs diese Aufgaben dieselben sind, welche algebra 
von Gleichungen von höchs tens  dem zweiten Grade abhän 
würden. Wenn man nämlich bedenkt, wie die Griechen 
ihren F läc henan legungen  diese Gleichungen (auch die \ 
ersten Grade, welche parabolische Flächenanlegimgen gel 
als Forderungen in Bezug auf Flächen ebener Figuren £ 
drückten, und wie sie dieselben durch Umlegungen und A 
Wandlungen solcher Flächen lösten, so ist ersichtlich, dafs 
angeführte Benennung auf diese Aufgaben gut pafst, und < 
es natürlich war dieselbe von dem Augenblick an zu benuL 
wo man auf andere Aufgaben stiefs, die im Gegensatz zu die 
als körper l iche  bezeichnet werden konnten.

Dies mufste geschehen, sobald man die Operationen, du 
welche Aufgaben auf Flächenanlegung zurückgefühii: werc 
und die genau der algebraischen Operation, eine Aufgabe 
eine Gleichung zu bringen, entsprechen, auf solche Aufga 
anzuwenden versuchte, welche von Gle ichungen dri t i  *)

*) Als ich einstmals mündlich diese Auffassung dem verstorbenen 
fessor Oppermann gegenüber berührte, antwortete er, dafs { 
dieselbe sich ihm aufgedrängt liabe, als er vor vielen Jahren die \ 
chischen Geometer studierte. Damals sprach ich nicht weiter mit 
über diese Sache und weifs durchaus nicht, ob er die erwähnte 
schauung so wie ich motivieren, oder weiter amvenden Avürde; i 
während ich später dieses Thema weiter verfolgte, hat schon das 
wufstsein, mit einem so gründlichen Kenner der antiken Geomc 
übereinzustimmen, wenigstens anregend auf mich gewirkt.
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Grades abhängen, und dabei den Versuch machte diese Auf
gaben in eine Form umzuwandeln, die der entsprach, welche 
die ebenen Aufgaben als Flächenanlegungen erhalten hatten. 
Eine solche Form erhält man durch Anwendung von Gebilden 
mit drei Dimensionen, und wir haben schon berührt, dafs die 
Griechen dieselben benutzten, sowohl um Zahlen, die durch 
wirkliche Multiplikation gebildet waren, wie auch um Gröfsen 
darzustellen, weiche in der modernen algebraischen Sprache durch 
Produkte von drei anderen dargestellt würden. Die kubische 
Gleichung -f- ax * +  B x  -f- ^  0 wird nämlich, wenn man
— wie wir durch die Bezeichnungen angedeutet haben — 
X und a durch Strecken, B  durch eine Fläche (Rechteck), 
r  durch ein Volumen (Parallelepipedon) darsteilt, zu einer 
einfachen Relation zwischen Rauminhalten. Aufgaben, welche 
sich auf diese geometrische Form, unter welcher die kubische 
Gleichung bei den A rabern ,  ja noch bei Vieta auftritt, 
reducieren lassen, werden ganz natürlich im Gegensatz zu den 
vorher genannten ebenen Aufgaben als körperliche Aufgaben 
bezeichnet. Der Ursprung der Bezeichnungen würde dann der
selbe sein, welcher jedenfalls den entsprechenden, jetzt ge
bräuchlichen Ausdrücken ,quadratische und kubische Gleichungen^ 
zukommt. Diese Übereinstimmung würde ganz vollständig sein, 
wenn man annehmen könnte, dafs eine Aufgabe erst den 
Namen ,eben‘ oder ,körperlich‘ erhalten habe, nachdem sie 
in Flächenanlegungen oder in die entsprechenden stereometri
schen Aufgaben umgeformt worden  sei.

Indem man aber dasselbe Verfahren auf mehr und mehr 
Aufgaben anzuwenden versuchte, mufste man auch auf solche 
treffen, die algebraisch von Gleichungen höherer Grade ab
hängen würden, die sich also nicht durch eine Relation ersten 
Grades zwischen Strecken, Flächen und Rauminhalten darstellen 
liefsen, und die man also gamicht oder jedenfalls nur auf Um
wegen durch eine Gleichung darstellen konnte. Diese wurden 
lineare Aufgaben genannt, vielleicht weil man bei ihrer Be
handlung direkt und ohne irgendwelche Gleichung als Zwischen
glied auf die hierzu dienenden, neuen ki’ummen Linien hüige-
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wiesen wurde; aber es ist auch möglich, dafs dieser Nam» 
erst in einer Zeit entstanden ist, wo die von uns vermutet 
ursprüngliche Veranlassung zu den Namen ,ebene tmd körper 
liehe Aufgaben‘ vergessen war.

Der Einteilung der Aufgaben in ebene, körperliche — und 
als Ergänzung hierzu, lineare — würde also das Bestreben z\ 
Grunde liegen dieselben dadurch zu lösen, dafs man sie u 
der angegebenen Weise auf eine Gleichung zu bringen ver 
suchte. Unsere Annahme wird daher ilure beste Stütze in den 
Nachweise finden, dafs dieses Verfahren so verbreitet gewesei 
ist, dafs eine solche Einteilung in der That einige Verwendun; 
finden konnte.

Dafs dies nun mit Rücksicht auf die ebenen Aufgabe) 
vollständig der Fall gewesen ist, sieht man aus der in dei 
vorhergehenden Abschnitten nachgewiesenen häufigen Anwen 
düng der geometrischen Algebra, bei der die Flächenanlegun 
eine Hauptrolle spielt. Hiervon wird man noch fester übei 
zeugt werden, wenn man im Folgenden sieht, dafs der Haupi 
gegenständ der uns erhaltenen Schrift des Apollonius über de 
Verhältnisschnitt der war, eine gewisse geometrische Aufgab 
auf Flächenanlegung zurückzuführen und diese bei Lösung un 
Diskussion derselben zu verwenden, und dafs die verloren 
Schrift über den Flächenschnitt einen ähnlichen Gegenstan 
gehabt hat, was wir im Vorhergehenden auch von der Schri 
über den bestimmten Schnitt angenommen haben.

Dafs man auch die naheliegende Erweiterung desselbe 
Verfahrens auf solche Aufgaben versucht habe, welche alg< 
braisch von Gleichungen dritten Grades abhängen wüi*den, dafi 
hat man vor allem einen Beweis in der grofsen Bedeutuni 
welche man der Aufgabe von der Verdoppelung des Würfe 
oder allgemeiner von der Multiplikation des Würfels mit einei 
gegebenen Verhältnis beilegte. Diese Bedeutung hat die Au 
gäbe sicherlich nicht durch einen Orakelspruch erhalten, vie 
mehr ist der Orakelspruch von dem geometrischen Interess 
inspiriert gewesen, welches die erwähnte Aufgabe schon vorht 
in Anspruch nahm; aber diese Bedeutung rührt daher, da 
die Frage nach der Multiplikation des Würfels die sterec
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m e tr is c h e  Fonn für die reine kubische Gleichung ist, und dafs 
a l s o  alle geometrischen Aufgaben, welche von dem Ausziehen 
v o n  Kubikwurzeln abhängig gemacht werden konnten, sich auf 
d i e s e  Form zurückführen liefsen. Hat man z. B. die Gleichung 
j e ^  1=  bcd,  so wird man, wenn man a als mittlere Propor
t i o n a l e  zu c und d bestimmt, diese umformen können in

=  a*6 , also in die Multiplikation des Würfels

n u i t  einem linearen Verhältnis, zu dessen Nenner man immer 
d J L e  Kante des Würfels machen kann. Nun findet man aller
d i n g s  bei den grofsen mathematischen Schriftstellern keine Auf
g a b e n ,  welche direkt auf die Forderung, einen Würfel mit 
o i n e m  Verhältnis zu multiplicieren, zurückgeführt sind; aber in 
"V'Virklichkeit erreicht man dasselbe durch eine Zurückführung 
a u f  die Konstruktion von zwei mittleren Proportionalen x  und y 
z w is c h e n  a und 6, bestimmt durch die Gleichungen

a : x  =  x : y  =  y*h.
X >a.fs diese Konstmktion zusammenfallt mit der Bestimmung 
d e r  Seite x  des multiplicierten Würfels war nämlich im 

eine wohlbekannte Sache. Wenn man sagte, dafs 
o i n e  Aufgabe auf die Bestimmung von zwei mittleren Propor- 
L ionalen  zurückgefühii; sei, so fiel dies ebenso genau mit einer 
Zurückführung auf die Multiplikation eines Würfels zusammen, 
w i e  eine Zurückführung auf die Konstruktion einer mittleren 
I^roportionale mit der Verwandlung eines Rechtecks in ein 
Q u a d ra t .

Als Beispiele für die Reduktion von Aufgaben auf die Kon
s t ru k t io n  von zwei mittleren Proportionalen, die dann als bekannt 
vorausgesetz t wird, können wir bei Arch imedes  die Sätze 1 
u n d  5 des zweiten Buchs über die Kugel und den Cylinder 
a n fu h re n , wo diese Konstruktion zur Bestimmung einer Kugel, 
d i e  einem gegebenen Kegel oder Cylinder gleich ist, und eines 
Kugelabschnittes, der einem gegebenen Abschnitt gleich und 
e in e m  zweiten ähnlich ist, benutzt wird, und bei Apollon ius’ 
S a tz  52 des 5ten Buches über die Kegelschnitte. Die zuerst 
erw ähnte Anwendung macht es wahrscheinlich, dafs man vorher 
dieselbe Konstruktion zur Bestimmung eines Würfels benutzt
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habe, der z. B. einem gegebenen Prisma oder einer gegebe 
Pyramide gleich ist. Auf solche Aufgaben, die also zu 
ersten gehören, welche auf die Verdoppelung des Wüi 
zurückgefuhrt sind, würde sich der Name ,köiperlich‘ sogar a 
an wenden lassen, ohne dafs irgendwelche Zurückführung 
eine Relation zwischen Würfeln und Parallelepipeden erfon 
lieh wäre.

Es könnte scheinen, als ob dadurch, dafs man die Mi 
plikation des Würfels in die Bestimmung von zwei n 
leren Proportionalen umformte, diese Multiplikation den 
reometrischen Charakter verloren habe, der nach uns< 
Meinung den Namen „körperliche Aufgaben“ verursacht 
Durch Betrachtung der ältesten bekannten Bestimmung du 
mittleren Proportionalen, nämlich derjenigen, welche wir . 
chytas^) verdanken, wird man indessen erkennen, dafs 
Sache in der ersten Zeit nicht so aufgefafst wurde. Wie kü: 
lieh die Ausführung der Konstruktion, welche Archytas gi 
auch sem mag, so ist der Gedankengang derselben doch n 
natürlich, wenn er sich ausdrücklich voigenommen hat 
durch zur Konstruktion zu gelangen, dafs er das Verfah 
welches für die planimetrische Bestimmung von einer niiitk 
Proportionale benutzt wird, auf den Raum er\veitert. I 
natürliche Veranlassung zu einem solchen Versuch kann 
Betrachtung gegeben haben, dafs die Bestimmung von z 
mittleren Proportionalen der Multiplikation des Würfels ge| 
über dieselbe Rolle spielt, wie die Bestimmung von e 
gegenüber der entsprechenden ebenen Aufgabe. Da di 
Versuch gelang, und da man bei der gefundenen Konstruk 
in der That nur durch Benutzung der drei Dimensionen 
Raumes Platz erhalten hatte um die beiden ebenen Figu 
welche x  als mittlere Proportionale zwischen a und y, y 
solche zwischen x  und b geben, in die richtige Verbindung 
bringen, so mufste man dadurch noch melir in der AufiFass *)

*) Archytas’ Lösung, welche in den meisten Darstellungen der Geschi 
der Mathematik mitgeteilt wird, findet sich in Eutokius’ Komm« 
zu Archimedes (vergl. Heihergs Ausgabe von Archimedes, III, S. 95
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bestärkt werden, dafs die Stereometrie das natürliche Mittel 
zur Behandlung dieser Art von Aufgaben sei. Die übrigens 
unbekannten Kurven, welche von Eudoxus  hierfür angewandt 
wurden, scheinen auch') mit der Stereometrie in Verbindung 
gestanden zu haben. Da Menächmus später dieselbe Auf
gabe durch Kegelschnitte löste*) *), indem er x  und y als Koor
dinaten eines Durchsclmittspunktes zwischen den Parabeln

ay und — bx
oder zwischen einer von diesen und der Hyperbel

xy  == ab
bestimmte, so kann man recht wohl eine unbestimmte Ver
mutung darüber gehabt haben, dafs die stercometrische Defini
tion der Kegelschnitte in irgendwelcher Verbindung mit der 
Anwendbarkeit derselben auf die Lösung körperlicher Aufgaben 
gestanden habe. Eine solche Vermutung kann, selbst wenn 
meine Annahme richtig ist, dafs die Aufgaben zuerst den Namen 
,köiperlich‘ erhalten haben und dafs der entsprechende Name 
der Kegelschnitte im wesentlichen ihrer Anwendbarkeit für die 
Lösung dieser Aufgaben zuzuschreiben sei, zur Bildung dieses 
letzten Namens mitgewirkt haben.

Die Verdoppelung des AVürfels ist nicht das einzige Beispiel 
dafür, dafs man im Altertum Aufgaben, deren Lösung von 
kubischen Gleichungen abhängt, auf Gleichungen brachte und 
diese .stereometrisch ausdrückte. Noch ein wichtiges Beispiel 
hierfüi- findet sich im zweiten Buche von Arch im edes’ Schrift 
über die Kugel und den Cylinder. In Satz 4^) daselbst be
handelt er die Aufgabe, durch eine Ebene eine Kugel in zwei 
Segmente zu teilen, deren Inhalte in einem gegebenen Ver
hältnis stehen. Diese Aufgabe wird durch eine Proportion 
ausgedrückt, welche mit einer Gleichung vom dritten Grade 
identisch ist, und die Lösung dieser wird zum Schlüsse ver
sprochen. Doch fehlt dieselbe in dem uns überlieferten Text 
und hat schon früh gefehlt. Archimedes’ Kommentator, Eu-

*) Genaueres hiei*über folgt im 21**®“ Ahselinitt.
*) Archime(le.s, Ausg. v. Heiberg, III. S. 92.

Satz 5 in Peyrards französischer Ausgabe.
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tokius ,  meint indessen in einem alten Manuskript, das ebenso 
wie Archimedes’ authentische Arbeiten im dorischen Dialekt 
geschrieben war, imd in welchem die Kegelschnitte auf dieselb  ̂
altertümliche Weise wie von Archimedes benannt werden, ein« 
allerdings fehlerhafte Kopie von Archimedes’ eigener L ö s m  
imd Diskussion gefunden zu haben. Da nun die Historiker im 
Ganzen nicht abgeneigt sind Eutokius’ Vermutung für richtig 
zu halten' und zu glauben, dafs seine berichtigte Ausgabi 
des erwähnten Manuskriptes im wesentlichen das wiedergieksi 
was Archimedes selbst über diese Sache gegeben hatte, so 
ich hier auf diese Annahme vertrauen, indem ich mich vccn 
läufig an die angeführten äufseren Gründe halte.

Mit Rücksicht auf die ganze Behandlung der erwähnHI 
geometrischen Aufgabe wollen wir zunächst bemerken, d 
Archimedes, welcher den Inhalt eines Segments nicht auf d H  
selbe Weise wie wir ausdiückte, nicht so unmittelbar die A—  
gäbe durch die Gleichung

(3r —Ä)A* =' ' /w -f  n
darstellen konnte, wo h die Höhe des einen Segments, r  c S

ittKugelradius und — das gegebene Verhältnis bedeutet. Er ^

langt zuerst zu einer hiermit gleichbedeutenden Proportm^ 
durch eine Reihe von Operationen, welche mit unseren ElixxJ 
nationen gleichbedeutend sind, und bei denen er direkt 
Bildung  e ine r  Gleichung oder Proportion mit einer eib  ̂
zigen Unbekannten, oder richtiger mit einem einzigen unbe
kannten Punkt zus treb t .

Die Bestimmung des Volumens eines Kugelsegments ÄDC 
(vergl. Fig. 40, welche einen ebenen Schnitt durch die Sym- 
metrieaxe darstellt), von der er ausgeht, ist die, dafs das Seg
ment einem Kegel über derselben Grundfläche AC  gleich ist, 
desse)i Höhe L X  durch die Proportion

*) So auch Heiberg,  der letzte Herausgeber von Archimedes; man 
vergl. unter anderem seine Ausgabe I, S. 215. Die betreffende Stelle 
bei Eutokius findet sich in derselben Ausgabe, III, S. 152 ff.
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K B  +  X B  
X B

L X
D X

bestim m t wird, wo K  den Mittelpunkt der Kugel bezeichnet.
Um den Plan deutlich zu machen, dem Archimedes bei 

seinen Umformungen folgt, wollen wir lieber in dieser Propor
tio n  die Bezeichnung h für die Höhe des S^m ents, r für den 
Radius der Kugel und k für die Höhe des Kegels einführen; 
dadurch setzen wir nämlich nur die Anschauungsmittel, an die 
wir uns bei Operationen mit ebendenselben Sätzen über Pro
portionen gewöhnt haben, an Stelle derjenigen, welche die 
Griechen besafsen, indem sie den Punkten in der Figur folgten. 
Dann erhält man

3r — h _ k ...
2 r —“Ä ~  T '  '  ^

D rückt man nun auf dieselbe Weise das andere Kugelsegment 
A B C  mit der Höhe A' durch einen Kegel mit der Höhe k* aus, 
so e rg e b t sich ferner

^r  — h' t
2 r — A ' " Ä ‘ ’

sowie 2 ;• =  A -(- A',

und n ach  der Forderung der Aufgabe

k   }»
k' n '

(3)

(4 )
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Es kommt also darauf an, aus diesen Gleichungen k,  ^  
und h* zu elimineren; Archimedes erreicht dasselbe durch Fort^  
schaffen der unbekannten Punkte L  und R  aus den PropoK: 
tionen (1), (2) und (4), die man sich auf die von ihm benutz®^, 
Art, durch welche unsere Gleichung (3) durch die Figui* selb ^  
überflüssig gemacht wird, dargestellt denken mufs. Die Elin*r“ 
nation wirf! dadurch ausgeführl, dafe man zuerst mit H ülS ' 
von (3) die Gleichungen (1) und (2) auf die Formen

h k — h r k — h r  _
h* -  “  “

bringt.
giebt

oder
mithin

Die Gleichheit des zweiten und vierten V erhältnis^s

k — /i 4“ r k +  k*
k — h k — Ä 4“ r 

(k — A4- /•)* =  (A — A)(A 4- *0.

A4-A'  f k  — h +  r y  / A 4 - A ' \ *  / 2 r \ *
A — A [ y ^ h  ) \  h ) ^  [ h ) ’

wo man die letzten Umformungen aus der Gleichheit der bei« 
ersten Verlialtnisse in (5) erhält. Nun giebt (4)

A +  A' A4-*'  k — h / 2 r \ 2  
*" Ä

tn
m k k r -\-h*

_ ( ^ 2 r y  _r 
~  [ h  ) ‘ ' i r  — h '

wo wiederum die Umfomiung des letzten Faktors auf 
Gleichheit der beiden ersten Verhältnisse in (5) beruht.

m 4-In dem letzten Ausdruck füi* m haben wir also

kubische Gleichmig gefunden, welche zur Bestimmung voir»- 
dient. Um diese auszudrücken hat Archimedes in die F i | S  
einen Punkt Z  eingeführt, der so bestimmt ist, dafs B Z  
wodurch 3 r — A =  X Z ,  und einen Punkt !T, der so bestin'»3B 

mist, dafs T Z
tu

/*. Dann erhält er die Proportion

D B l
DX'^ T Z
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in der alle Punkte mit Ausnahme von X  bekannt sind. Die 
Aufgabe besteht dann darin, die bekannte Strecke D Z  durch 
einen Punkt X  so zu teilen, dafs diese Proportion stattfindet.

Die Aufgabe ist hier nicht auf eine in stereometrischer 
Form dargestellte kubische Gleichung zurückgeführt, sondern 
— entsprechend der Darstellung der Multiplikation des Würfels 
als einer Bestimmung von zwei mittleren Proportionalen — 
auf eine mit einer solchen kubischen Gleichung gieichbedeutende 
Proportion. In der von Eutokius mitgeteilten weiteren Be
handlung und Diskussion wird dagegen die stereometrische 
Darstellungsform eingeführt: Tei lung  einer  S trecke  in zwei 
solche Abschn i t t e ,  dafs  das aus dem einen A bschnit t  
und dem Q u a d r a t e  des a n d e r e n  gebi lde te  Paral lele -  
p ipedon  ein gegebenes Volumen erhä l t ,  und diese wird 
gleichzeitig mit der Darstellung durch die Proportion (7) be
nutzt. Die Einführung dieses Volumens ist nicht ohne Bedeu
tung für die allgemeine Diskussion der Bestimmung von X  
durch die Proportion (7). In der hierzu gehörigen Grenzbedin
gung sind nämlich die gegebenen Werte von D B  und TZ,  
jeder für sich genommen, gleichgültig; es kommt nur darauf 
an, dafs das aus diesen bestimmte Parallelepipedon D B ^ . T Z  
kleiner wird als der Maximalwert, den D X ^ . X Z  für die ver
schiedenen Lagen des Punktes X  auf der bekannten Linie D Z  
annehmen kann. Da nun auch Archimedes in seinem eigenen 
Text auf diese Diskussion hindeutet, indem er sagt, dafs die 
in Proportion (7) gegebene Aufgabe einen Diorismus (Abgren
zung) verlangt, wenn dieselbe allgemein gestellt wird, aber 
nicht in der vorliegenden speciellen Anwendung, in der die 
Grenzbedingungen von selbst erfüllt sind, so ist kein Grund zu 
der Annahme vorhanden, dafs die Einführung der stereo- 
metrischen Darstellung Eutokius’ Verbesserung des vorliegenden 
mangelhaften Manuskripts zu verdanken sei. Jedenfalls mufste 
eine solche Darstellung dem Archimedes ebenso nahe liegen 
wie dem Eutokius.

Was nun die Form betrifft, welche unsere Gleichung dritten 
Grades hier erhalten hat, so ist es beachtenswert, dafs dieselbe 
vollkommen mit der Form übereinstimmt, in der die An wen-



2 4 0 Elfter Abschnitt.

düng der Flächenanlegungen oder der quadratischen Gleichui 
am häufigsten bei den griechischen Schriftstellern auftritt. ! 
Aufgabe, welche auf diesem letzteren W ^e  gelöst wei 
soll, wird nämlich im allgemeinen darauf zuruckgefuhrt 
einer gegebenen Strecke oder deren Verlängerung einen Pi 
zu bestimmen, d^sen Abstände von den Endpunkten 
Strecke ein Rechteck von gegebener Fläche bilden“, und c 
Fläche wird, wie hier das gegebene Volumen, durch die 
stände der Endpunkte der Strecke von zwei gegebenen Pun 
der Linie bestimmt^). Diese Übereinstimmung verdient un 
mehr beachtet zu werden, als man dadurch, dafs man 
Darstellung der kubischen Gleichung dieselbe Ausdehnung  ̂
wie derjenigen der quadratischen, dieselbe auf jede Gleich 
von der Form

r =  0
anwendbar machen kann. Die Wurzeln dieser Gleichung, 
zwar sowohl die positiven wie die negativen, die ja pos 
Wurzeln in einer ande re n  Gleichung von derselben F 
sind und also auch für die Alten Lösungen anderer Aufg  ̂
derselben Art darstellen konnten, werden sich nämlich im 
dadurch bestimmen lassen, dafs man auf einer Strecke (- 
oder ihrer Verlängerung einen solchen Punkt bestimmt, 
das Quadrat seines Abstandes (o*) von dem einen Endpi 
und sein Abstand von dem anderen Endpunkt ein Pars 
epipedon von gegebenem Volumen ( +  F) bilden.

Nunmehr wollen wir anführen, wie nach den Mitteilui 
von Eutok ius  die kubische  Gleichung,  auf welche 
Teilung der Kugel zurückgeführt ist, du rch  Kege lschn  
ge löst  wird. Diese Lösung schliefst sich möglichst eng 
die Proportion (7) an, durch welche die Aufgabe darges 
wird. Setzt man nämlich

DB^
DX^

e
y

') Das sieht man namentlich aus Apollonius' Schrift über den Verhä' 
schnitt; ein Referat über diese Schrift werden wir im 15̂ ® Absc 
geben.
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WO e eine Strecke bedeutet (die beliebig sein kann, die aber 
i n  der von Eutokius mitgeteilten Lösung gleich der Strecke 
D Z  3r) ist, die geteilt werden soll), so zeigt die Propor
t i o n  (7), dafs auch

X Z  e
f Z ' (10)

L afs t man nun X  die Linie D Z  durchlaufen, und ist y eine 
in X  errichtete Ordinate, so stellt (9) eine Parabel mit dem 
Scheitel in D und mit D Z  als Tangente dar, und (10) eine 
H}T>erbel mit D Z  und der in Z  darauf errichteten Senkrechten 
a ls  Asymptoten. X  wird dann die Projektion eines Schnitt
punktes dieser Kurven auf D Z, oder, wie wir es algebraisch 
ausdrücken würden, h wird die Abscisso eines solchen Schnitt
punktes.

Auch hier wollen wir bemerken, dafs nicht nur jede Glei
chung von der Form (8) sich unmittelbar auf dieselbe Weise 
lösen, sondern dafs diese Lösung sich sogar auf jede Gleichung 
dritten Grades anwenden läfst. Schreibt man diese:

Bx  =  Cd,
so  lassen ihre Wurzeln sich bestimmen als Abscissen der

Q
Durchschnittspunkte zwischen der Hyperbel U ^  ^
Parabel dy ^  x^-\- ax B.

Noch bleibt uns übrig von dem Diorismus zu sprechen, 
von dem Archimedes, wie schon bemerkt, in der Schrift über 
die Kugel und den Cylinder sagt, dafs er nötig sei bei einer 
Proportion von der Form (7), in der X  ein Punkt der gege
benen Strecke D Z  selbst sein soll, oder bei einer Gleichung 
von der Form

x^{a — x) =  h^c, (11)
w o a  eine gegebene Strecke bedeutet und h^c ein in einer 
fü r  die Lösung bequemen Form dargestelltes Volumen. Da es 
s ic h  um eine Tei lung  von a handelt, so wird hier nur nach 
so lc h e n  Wurzeln gefragt, welche den Bedingungen 0 < a ^ < f /  
g en O g en , und das thun in Wirklichkeit alle positiven Wurzeln. 
Dio Möglichkeit solcher ist davon abhängig, ob das gegebene 
V o liam en  b^c gröfser, gleich oder kleiner ist als der Maximal-

1«
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wert von x^{a—-x). In dem von Eutokius  mitgeteüteE
Manuskript wird gesagt, dafs dieser Maximalwert stattfinde 
wenn o: =  |a .  Hat nämlich den hierzu gehörenden Wer

 ̂ SO berühren sich die für die Konstruktion benutzten Kurveir 
(9) und (10) oder

x^ =  ^ - / /  und i/{a — x) == ce.

Denn erstens bestimmt die Abscisse a* «  | a  einen gemef

alsL so

schaftlichen Punkt P  (Fig. 41) der beiden Kurven; weiter
die in P  an die Parabel gezogene Ta 
gente auf der Tangente des Scheit

Punktes das Stück abschneiden,

durch die Mitte S  der Abscisse 
gehen. Da hierdurch SQ =  QZ yfi 
so ist ersichtlich, dafs P  die Mitte dH H ^L es
Stückes wird, welches die Asymptot—__ -^en
der Hyperbel von der an die P a ra tzz= i3 e l 
gezogenen Tangente abschneiden. Bit —i j se
berühi*t also die Hyperbel in demselb »i  « n  
Punkte.

nun wirklich einen M axim alw er t  n-
Ä_er

Dafs {a — j") 
nimmt, wenn x =  ist oder wenn X  auf den Punkt Q c
Figur fällt, wird ferner dadurch gezeigt, dafs man X  andt 
Lagen entweder auf DQ oder auf QZ  einnehmen läfst. Ist
man gleichzeitig c und e, und dadurch auch die H y p e rtz iz »  el, 
unveränderlich sein, so mufs die Parabel, deren SchnittpuBB— jmki 
mit der Hyi>erbel den Punkt X  bestimmen soll, durch eiizzBaa en 
von P  verschiedenen Punkt der Hyperbel gehen, also innerh ....nib

—er.der Parabel PD  fallen. Ihr Parameter - wird mithin kleii

folglich auch das diesem entsprechende Volumen
Diese Diskussion sowohl wie die Figur lassen erkenn, 

dafs, wenn b'^c <  zwei Lösungen entstehen, von denm-.. en
die eine kleiner, die andere gröfser als | a  ist, oder dafs diiJL..... ch
die Proportion (7) zwei Punkte X  bestimmt werden, von deni- 
der eine auf DQ fallt, der andere auf QZ.
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Soll nun die hier diskutierte Gleichung (11) oder die 
oportion (7) im besonderen auf die Teilung der Kugel ange- 
Midet werden, so ist (Fig.40) a =  Z )Z = 3 r , ft=Z>jB =  2r,
== T Z  =  f  1 mithinm +  w

b^c m
m +  n

m -r* kleiner als 4 r ’* oder als ist, so ist diem -j- H
ilung möglich, und da der gesuchte Punkt X  auf den Durch- 
isser D B  der Kugel fallen mufs, so niufs X  kleiner als D B  
e r  als | a  sein. Man kann folglich nur die eine von den 
icien Lösungen der Gleichung gebrauchen. Die gestellte Auf- 
t>e erhält also immer eine und nur eine Auflösung und 
■l)t, wie Archimedes sagt, keine Veranlassung zu einem Dio- 
rnus.

Es ist klar, dafs jede Gleichung dritten Grades, in der das 
icd vom ersten Grade fehlt, sich ganz auf dieselbe Weise 
;kutieren lassen mufs, wie es hier mit der specielleren Form 
5chehen ist. Ferner lassen sich auch wenigstens die Bedin- 
ngen dafür, dafs ein gegebener Wert von x  zweimal Wurzel 
er allgemeinen Gleichung dritten Grades wird, leicht ableiten 
? der angedeuteten Lösung mittels einer Parabel und einer 
perbel. Es kommt nur darauf an, dafs diese Kurven sich 
Einern Punkte mit der gegebenen Abscisse berühren.
Fassen wir das alles zusammen, so ergiebt sich, dafs Ar- 
’iedes eine gewisse Aufgabe,  die n ich t  unmit te l-  
ils kubische Gleichung h e rv o r t r a t ,  auf  eine solche 
’hung zu rückge füh r t  hat ;  dafs er graph isch  durch  
• ch n i t tp u n k te  zweier  Kegelschnit te  diese Glei- 
^ welche un te r  die Form — ax^-]-b^r =  0 ge- 

gelöst  ha t ,  und dafs er seine Lösung zur Be- 
ung der  pos i t iven  Wurze ln  in j e d e r  solchen 
ung, in der  a und c pos i t iv sind, an g e w a n d t  
ie Bed ingungen dafür  un te rsuch t  hat ,  dafs  
en 0 und sich 0, 1 oder  2 Wurze ln ergeben,  
zeigte sich ferner, dafs Lösung und Diskussion 
m i t t e lb a r  auf al le solchen kubischen  Glei-

12*



244 Elfter Abschnitt.

chungen,  in denen  das Glied vom ers ten  Grade fehlt ,  
an w enden  und sich ziemlich leicht auf jede kubische Glei
chung ausdehnen lassen.

Hierbei haben wir nun allerdings vorausgesetzt, dafs Eu- 
tok ius ’ Vermutung, das von ihm gefundene Manuskript ent
halte wirklich A rch im edes ’ eigene weitere Behandlung der 
Aufgabe, richtig sei. Diese Vermutung wird in hohem Grade 
bestärkt durch die Übereinstimmung zwischen diesem Manu
skript und Archimedes’ eigener Äufserung, dafs der Diorismus 
erst Anwendung auf die durch die Gleichung ausgedrückte 
allgemeinere Aufgabe finde, und durch die unmittelbare An
knüpfung der Lösung an die Proportion, in der Archimedes 
die Aufgabe ausdrückt.

Hierzu kommt, dafs die mitgeteilte Lösung eine unmittel
bare Erweiterung von Menächmus’ Lösung der reinen kubi
schen Gleichung ist, so dafs sie, wenn man das Problem erst 
auf Archimedes’ trinomische Gleichung reducieil hatte, die 
nächstliegende sein mufste. Aus diesen Gründen, denen wir 
bald noch einen hinzufügen werden, würden wir auch, selbst 
wenn Eutokius’ Manuskript nur als eine Vermutung über Archi
medes’ Lösung entstanden sein sollte, diese Vermutung für die 
beste halten, die möglich ist. Seinerseits ist dieses Manuskript, 
das aus einer viel älteren Zeit als der des Eutokius stammen 
mufs, ein s icheres  Zeugnis dafür, dafs dasjenige, was hier 
dem Archimedes zugeschrieben wird, jedenfalls innerhalb der 
alten griechischen Mathematik eiTeicht worden ist. Der Dio
rismus fallt übrigens, wie wir im 13ten Abschnitt sehen werden, 
in seinen Hauptzügen mit dem zusammen, den A pollonius  
in seinem fünften Buche auf eine andere Aufgabe anwendet.

Was nun A r c h im e d e s  .selbst betrifft, so würde, selbst 
wenn man von dem Manuskripte und den obenstehenden Fol
gerungen absehen und sich unmittelbar an seine authentischen 
Werke halten wollte, aus diesen letzteren m it B es t im m the i t  
hervorgehen, dafs er eine Lösung der erwähnten trinomi- 
schen Gleichung besafs; denn er kann sich unmöglich damit 
begnügt haben eine Aufgabe, die er nach seiner eigenen An
gabe vollständig behandelt, auf eine andere zurückzuführen.
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die e r  nicht lösen konnte. Dafs er auch den  Diorismus 
kannte, geht aus seinen Äufserungen unmittelbai* hervor, und 
auch dieser Umstand ist ein Zeugnis dafür, dafs er wirklich 
m it einer Methode diese Aufgabe zu lösen bekannt war.

Aus einer Äufeerung an einer anderen Stelle bei Archi
m edes kann man ferner sehen, dafs diese Auflösungsmethode, 
se lb s t wenn sie von derjenigen, die wir ihm nach Eutokius 
beigelegt haben, [verschieden sein sollte, dennoch ebenso wie 
d iese  auf alle Gleichungen dritten Grades anwendbar wai*, 
in  denen das Glied vom ersten Grade fehlte. Am Schlüsse 
d e r  Vorrede zu dem Werke über Konoide und Sphäroide sagt 
e r  nämlich'), dafs die in dieser Schrift gefundenen Resultate 
anw endbar seien, um viele Sätze zu finden und viele Aufgaben 
zu  lösen, und als Beispiel für diese nennt er folgende: durch 
eine Ebene, welche einer gegebenen parallel ist, von einem 
gegebenen Sphäroid oder Konoid ein Segment abzuschneiden, 
welches einem gegebenen Kegel, Cylinder oder einer gegebenen 
Kugel gleich wird.

Für die rechtwinkligen Konoide, d. h. Umdrehungspara- 
boloide, wird diese Aufgabe „eben“ und geht uns also hier 
nichts an.

Für die Sphäi'oide, d. h. ümdrehungsellipsoide, wird die 
Aufgabe nach Archimedes’ Bestimmung der Volumina von 
Sphäroidsegmenten nicht wesentlich verschieden von derjenigen, 
wo das Segment ein Kugelsegment ist. Da überdies im letz
teren  Falle das Verhältnis z\vischen dem Volumen des ver
langten Segmentes und dem der Kugel, von der das Segment 
abgeschnitten werden soll, leicht zu bestimmen ist, so ist es 
w o h l keinem Zweifel unterworfen, dafs Aichimedes die genannte 
A ufgabe auf dieselbe Gleichung oder Proportion (7), zu der er 
in d e r  Schrift über die Kugel und den Cylinder gelangt, zurück- 
g e fä lir t habe, doch mit der Verallgemeinerung, dafs die gege
b e n e  Gröfse T Z  nicht schon durch die Fonn der Fragestellung 
e i n e r  Begrenzung unterworfen war. Darum ist der Diorismus 
n u n  nicht mehr überflüssig, wenn auch sein Resultat nur das

>) Aosg. V. Heiberg, I, S. 286.
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selbstverständliche wird, dafs das Segment kleiner als das 
Sphäroid sein mufs. Die Anwendung der Gleichung der El
lipse kann möglicherweise hier eine einfachere Reduktion auf 
die Proportion (7) ergeben haben, als diejenige ist, welche wir 
in der Schrift über die Kugel und den Cylinder fanden.

Was endlich die stumpfwinkligen Konoide, d. h. die h)T)er- 
bolischen Umdrehungshyperboloide betrifft, so bestimmt Ar- 
chimedes das Volumen ihrer Segmente in der Weise, dafs die 
Forderung der Aufgabe für ihn genau mit der Gleichung

y^x - \ - x

^a-\- X
zusammenfällt, worin 2a die Länge desjenigen Durchmessers 
des Hyperboloids bedeutet, welcher durch den Mittelpunkt des 
begi*enzenden ebenen Schnittes geht, x das Stück, welches auf 
diesem Durchmesser zwischen der Fläche und der Ebene ab
geschnitten wird, y den Abstand vom Mittelpunkt des Schnittes 
bis zu einem von den Punkten der Schnittkurve, welche 
zugleich in einer festen, durch den Durchmesser gehenden 
Ebene liegen, und F ein als ein rechtwinkliges Parallelepipedon 
dargestclltes Volumen. Nach der Gleichung des in der Dia- 
metralobene liegenden h>T)erbolischen Schnittes steht y* in 
einem konstanten Verhältnis zu <̂ ic aufgestellte
Gleichung verwandelt sich also in

j"* (3a +

wo b^c ein neues bekanntes rechtwinkliges Parallelepipedon, 
das auf eine für die Lösung bequeme Form gebracht ist,

bedeutet, oder in die Proportion == ^  die mit der

bei der früheren Aufgabe aufgestellten Proportion (7) zusam
menfällt, wenn man x ^  D X  einen Punkt auf der V e r 
l ä n g e r u n g  der gegebenen Strecke D Z  *Aa) über D hinaus 
bestimmen läfst. Die Aufgabe fallt also nach Archimedes’ 
eigener Volumenbestinmiimg zusammen mit einer derjenigen 
Formen für die kubische Gleichung ohne das Glied vom ersten 
Grade, welche bei Aufgaben, die das Kugelsegment betrafen, 
nicht benutzt wurden. Man darf also annehmen, dafs Ar-
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chimedes auch in diesem Fall die Gleichung gelöst habe, und 
dann liegt durchaus kein Grund vor zu glauben, dafs diese 
ihm irgend welche Schwierigkeit in dem Falle dargeboten 
haben würde, wo der gesuchte Punkt auf der Verlängerung 
über Z  hinaus liegen soll, oder wo die Gleichung die Form 
X® — ax^ — =  0 hat. Wie Archimedes’ Lösung einer
solchen Gleichung auch beschaffen gewesen ist: wir sehen 
schon aus seinen eigenen Schriften, dafs er dieselbe in voller 
Allgemeinheit gelöst hat (doch so, dafs die Bestimmung der 
positiven und negativen Wurzeln einer und derselben Gleichung 
für ihn v e r s c h i e d e n e  Aufgaben darbot). Wir haben ihm 
deshalb nicht  zu viel beigelegt, wenn wir annehmen, dafs 
die von Eutokius gefundene Lösung diejenige war, welche er 
benutzte. Im übrigen ist der Umstand, dafs diese Lösung 
eben das leistet, was Ai*chiniedes nach seinen eigenen Äufse- 
rungen vermochte, noch ein Grund mehr für die Annahme, 
dafs er gerade sie gebraucht hat.

Hiermit ist indessen nicht entschieden, dafs die Lösung 
solcher kubischen Gleichungen zuers t  von Archimedes gefun
den worden ist. Im Gegenteil: die Vollständigkeit der Behand
lung und der Umstand, dafs ebendiese Gleichungen sich in 
einfachen geometrischen, mit der Darstellung quadratischer Glei
chungen übereinstimmenden Formen darstellen lassen, zeigen, 
dafs dieselben recht wohl als selbständige Aufgaben auftreten 
konnten. Das von Eutokius gefundene Manuskript, von dem 
sich nicht entscheiden läfst, ob es die Anwendung auf die be
sondere Aufgabe von der Kugel enthalten hat ' ) ,  kann dann 
ein Bruchstück von einer selbständigen Behandlung der erwähn
ten trinomischen Gleichungen sein, die glücklicherweise gerade 
den Fall einbegreift, wo dieselben Veranlassung geben, Bedin- 
dungen für die Möglichkeit der Lösung aufzustellen. Eine 
solche Behandlung kann älter sein als Archimedes, und der 
Grund, weshalb er sich damit begnügt die Kugelteilung auf die 
Gleichung zurückzuführen, mag dann der sein, dafs er die

*) Eutokius bezeichnet die Punkte der Figur nicht durch dieselben Buch
staben, welche sich in der Schrift des Archimedes finden.
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Lösung derselben als bekannt betrachtet, wenigstens für seine 
Leser in Alexandria, wohin er die Schrift sandte. In solchem 
Falle wird das Versprechen, am Schlüsse einen Diorismus und 
eine Lösimg zu geben, welches Diokles nicht kennt oder nicht 
beachtet, wahrscheinlich ein Versuch*) sein, der später einge
schobenen ist, um zu erklären, weshalb für den Augenblick 
keine Lösung gegeben wird. O der  Archimedes kann selbst 
eine Lösung der vorliegenden Aufgabe gefunden, und sich dann, 
gerade weil er die weiter reichende Anwendbarkeit der in der 
Gleichung ausgedrückten a l l g e m e i n e r e n  Aufgabe kannte oder 
vorhersah, vorgenonunen haben dieselbe hinterher besonders 
zu behandeln, und so wirklich selbst das Versprechen gegeben 
haben, das der Text enthält. Das von Eutokius gefundene 
Manuskript kann also entweder davon herrühren, dafs Ar
chimedes w klich seinen Vorsatz ausgeführt hat, oder es kann 
die Tradition darüber enthalten, wie er verfahren ist. Diese 
beiden Erklärungen sind natürlicher als die, dafs die Lösung 
bereits zu Diokles’ und Dionysodorus’ Zeiten aus allen Ab
schriften der Bücher über die Kugel und den Cylinder ver
schwunden gewesen sein sollte, nachdem sie einmal in dieser 
Schrift gestanden hatte.

Durch das Gesagte haben wir auch einen Beitrag erhalten 
für die Beantwortung der zu Anfang dieses Abschnittes erho
benen Frage, ob der Name ,körperliche Aufgaben‘ sich nicht 
auf die Darstellung solcher Aufgaben durch kubische Gleichun
gen beziehen könne. Hat man diese Gleichungen wirklich selb
ständig behandelt, so war es ja auch ganz natürlich, dafs man 
ihnen selbst oder den Aufgaben, welche sich durch sie aus- 
drücken liefsen, einen besonderen Namen gab. Von gröfserer 
Bedeutung ist indessen die umgekehrte Betrachtung, und diese 
ist es, welche der Frage nach dem Ursprünge der Benemiung 
,körperliche Aufgaben* ihr gröfstes Interesse verleiht. Hat der 
Name ,körperliche Aufgaben* wirklich ursprünglich die von uns

Diese Annahme ist um so mehr zulässig, als in dem überlieferten 
Text der Beweis dieses Satzes unzweifelhafte Einschiebsel enthält, die 
zum Teil bereits zu Eutokius’ Zeit vorhanden waren (vergl. Archimedes, 
herausg. v. Heiherg. I. S. i213, Anm. 2).
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vermutete, an und für sich natürlichste Bedeutung gehabt, so 
ist dieser Name ein Zeugnis für das Gewicht, welches man 
auf die Zurückführbarkeit der Aufgaben auf kubische Glei
chungen legte, also auch für die grofse Bedeutung, welche man 
der Lösung dieser Gleichungen zuerkannte. Da Archimedes,  
wie wir gesehen haben, die Lösung von wenigstens einer wich
tigen Klasse dieser Gleichungen, auf welche sich die übrigen 
sogar ziemlich leicht zurückführen lassen, gekannt hat, so mufs 
man jedenfa l l s  m ehr  den Griechen als den A rabern  
das Verd iens t  der  g raph ischen  Behandlung  kub ischer  
Gleichungen durch  Kegelschni t te  zue rkennen ;  aber 
haben wir Recht mit unserer Annahme über den Namen ,kör
perliche Aufgaben*, so können wir hierbei nicht stehen bleiben: 
das Verdienst diese Gleichungen,  deren algebraische Lösung 
später die Wiedergeburt der theoretischen Mathematik in Eu
ropa einleiten sollte, begriffsmäfsig au fges te l l t  zu haben  
würde dann auch bereits den Griechen ang^ören.

Indes müssen wir uns hier beeilen hinzuzufügen, dafs 
selbst die Kenntnis der kubischen Gleichungen und ihrer Be
handlung, die wir mit voller Bestimmtheit Arch imedes  haben 
beilegen können, sich nichtsdestoweniger ziemlich rasch ver
loren hat. So sehen wir, dafs bereits Diokles,  der nach 
Cantor spätestens etwa 100 v. Chr. gelebt haben mufs, mit der 
Bedeutung einer kubischen Gleichung nicht bekannt ist. Er 
sagt nämlich von Archimedes’ Kugelteilung'), dafs diese die 
Frage auf „eine andere Aufgabe, welche er nicht im Buche 
über die Kugel und den Cylinder löst“ , zurückführe. Die 
Lösung der ursprünglichen Aufgabe, die er darauf selbst anführt 
und die wir am Schlüsse dieses Abschnittes mitteilen werden, 
ist nun allerdings von der Art, dafs sie auf Grund einer Ver
allgemeinerung, die er einführt, einer Gleichung dritten Grades 
mit allen vier Gliedern entspricht, aber es ist überhaupt keine 
Rede davon dieselbe in einer einzelnen Gleichung oder Propor
tion auszudrücken. Er verfahrt insofern eleganter,, als er die 
Bestimmung der Kegelschnitte, durch welche die Aufgabe gelöst

') Vergl. Archimedes, hemusg. v. Heiberg. III, S. 190.
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wird, direkt an diese anschliefst; aber gerade dadurch wiaKi - 
seine Behandlung n ich t  zu einer Lösung der kubischen 
chung. Etwas anders verhält es sich wohl mit der Kugelteilunj^cz: 
die dem (nach Cantor) etwas jüngeren D ionysodo rus  v e - s i  
dankt wird, da dieser^) wirklich die Gleichung 

a:*(a — x) =  c ^
ausgedrückt durch dieselbe Proportion wie bei A rchim ed^» J  
löst; aber nichts deutet darauf hin, dafs er in der Zurüc 
führung auf die genannte Gleichung oder^Proportion, welcF- 
er von Archimedes entlehnt, irgendwelche umfassendere 
thode erblickt. Es ist nämlich weder, von einer durch c 
Gleichung bestimmten allgemeineren Aufgabe noch von eine 
Diorismus die Rede. Indessen giebt er faktisch eine ne 
Lösung derselben kubischen Gleichung — die sich auch 
eine Verallgemeinerung von Menächmus’ Lösung der reii” 
kubischen Gleichung betrachten läfst — nämlich durch 
Schnittpunkte der beiden Kegelschnitte

^  und xy  =  bc.
Es wird nun von Interesse sein auch die nächsten N a ____

folger von Archimedes zu betrachten, und besonders zu untrSHHb 
.suchen, ob es wahrscheinlich ist, dafs A p o l lo n i u s  kubis«»^ 
Gleichungen in ihren erwähnten antiken Formen als besond 3E 
Aufgaben gekannt habe.

Aus Apollonius’ Vorreden*) geht unzweifelhaft her 
sow oh l  dafs man vor seiner Zeit nicht nur viele Aufg 
mittels der Schnittpunkte zweier Kegelschnitte gelöst, sond — 
auch Mittel gekannt hat, um die Anzahl der Lösungen solc”
Aufgaben zu bestimmen, a ls  au ch  dafs er selbst, im drit---- - ^
Buch durch die Vervollständigung der Grundlage für die Le- UMk 
von den körperlichen Örtern, und im vierten Buch durch e==- 
vollständigere und besser begründete Bestimmung der höchst 
Anzahl von Schnittpunkten zwischen zwei Kegelschnitten 
Mittel für solche Auflösungen und Diskussionen wesentlich 
wickelt und verbessert hat.

') Archimedes. herausg. v. Heiberg. III, S. 180. 
*) Vergl. Anhang 1.
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Alles, was sich in diesen Büchern findet, weist indessen 
mehr auf eine direkt geometrische Behandlung aller Aufgaben 
hin, welche sich auf dem angegebenen Wege lösen lassen, als 
auf eine Behandlung der Gleichungen dritten Grades, auf weiche 
ein Tei l  dieser Aufgaben sich zurückführen läfst. Namentlich 
mufs es, wenn man an die Lösung der kubischen Gleichungen 
denkt, die wir dem Archimedes zugeschrieben haben, auffallend 
erscheinen, dafs im vierten Buch nichts besonderes über die 
Anzahl von Schnittpunkten zwschen einer Hyperbel und einer 
Parabel, deren Axe einer Asymptote parallel ist, gesagt wird. 
Dafs man aber — wie wir schon im neunten Abschnitt berühii 
haben — diesem Umstande keine zu grofse Bedeutung bei
legen daif, sieht man, wenn'man zu Apollonius’ fünftem Buche 
überlebt, in dem sich zeigt, dafs er bei seinen eigenen Unter
suchungen in 51, 58 und 62 gerade die Schnittpunkte von 
zwei solchen Kurven benutzt und, ohne nähere Begründung, 
die richtige Anzahl von Schnittpunkten angiebt. Es sieht 
also vielmehr so aus, als ob Apollonius, der im vierten Buch 
allein das Maximum von Schnittpunkten vor Augen hat, den 
Einflufs des erwähnten Parallolismus als bekannt oder ein
leuchtend betrachtet hat — ebensowohl wie den Einflufs 
gleicher Asymptotenrichtung für zwei Hyperbeln. Möglicher
weise können solche Fälle in K o n o n s  früherer Behandlung 
desselben Gegenstandes,, die Apollonius erwähnt, untersucht 
worden sein. Ja wir können sagen, dafs dies entweder der 
Fall gewesen sein mufs, oder auch dafs Konon den Einflufs 
eines solchen Parallelismus gleichfalls als einleuchtend be
trachtet haben mufs, wenn anders seine Untersuchungen die 
von Apollonius hervorgehobene Bedeutung für den Diorismus 
von Aufgaben, die durch Kegelschnitte gelöst werden, gehabt 
haben sollen; denn bei den einfachsten von diesen Aufgaben, 
die man wohl aller Wahrscheinlichkeit nach zu Konons Zeit 
gekannt hat, geben eine Hyperbel und eine Parabel in der ange
gebenen Lage zu einander die nächstliegenden Lösungen. Solche 
Kurven wurden dann auch — aufser bei der hier besprochenen 
Lösung kubischer Gleichungen — in der einen der von Menäch- 
mus gegebenen Bestimmungen der beiden mittleren Propor-
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tionalen benutzt, die im übrigen selbst keine Veranlassung 2 
Untersuchung der Anzahl der Auflösungen gegeben hat.

Man darf also aus dem, was sich bei Apollonius find 
keine Schlüsse gegen  eine frühere selbständige Behandle 
der kubischen Gleichungen ziehen wollen. Vielmehr wird 
Art und Weise, wie er Konon erwähnt, in Verbindung 1 
dem, was wir sonst über ältere Anwendungen körperlicJ 
Örter wissen, ein neuer Grund fü r  die Annahme einer solcl 
Behandlung sein. Man sieht nämlich hieraus, dafs die Anzahl • 
Aufgaben, welche mittels der Schnittpunkte von E ^ lsc h n it 
behandelt worden sind, nicht gut auf die wenigen beschräi 
gewesen sein kann, welche uns aufbewahrt sind, von dei 
mehrere sogar durchaus keine Veranlassung zu einem Diorisn 
geben. Man kann aus dem von Apollonius erwähnten Wid 
Spruch von Nikoteles’ Seite schliefsen, dafs bereits Konon a 
drücklich das Ziel verfolgte, Mittel anzugeben, um die Anz 
von Lösungen für die Aufgaben, welche durch Kegelschni 
gelöst werden, zu bestimmen; aber das Bedürfnis nach diei 
Mitteln deutet darauf hin, dafs Klassen von diesen Aufgal 
existierten, für deren Lösung man eingehendere Regeln besj 
und dann ist der Gedanke an keine andere Klasse so nä 
liegend, wie der an die geometrischen Formen der kubiscl 
Gleichung.

Aus dem, was hier über A p o j lo n i u s  und D iok l  
gesagt ist, läfst sich eine Erklärung dafür entnehmen, wie 
hat geschehen können, dafs die Lösung der kubischen G 
chungen durch Kegelschnitte zu den Zeiten des letztgenann 
vergessen war, nachdem A r c h im e d e s  dieselbe ganz o 
teilweise gekannt hatte. Diese Erklärung wird sich am bes 
an eine zusammenfassende Darstellung der Art und Wi 
anschliefsen lassen, wie die in diesem Abschnitt behandel 
Untersuchungen und Theorien in Übereinstimmui^ mit € 
von uns mitgeteilten Thatsachen sich entwickelt haben körni 
Wenn wir nun diese von uns vermutete Entwicklungsgeschic 
als ein wahrscheinliches R e s u l t a t  unserer Mitteilungen herv 
treten lassen, so müssen wir doch zugleich bemerken, dafs 
wohl kaum die einzige mögliche Erklärung der besprochei
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Thatsachen abgeben wird, dafs man vielmehr diese That- 
sachen  und nicht ihren geschichtlichen Zusammenhang als 
sichere Ausbeute unserer Untersuchung zu betrachten hat. 
U nsere Vermutung läfst sich folgendermafscn darstellen:

Als man sah, mit wie grofsem Erfolge sich Operationen 
n ii t  ebenen Figuren an wenden helfen, um die Lösung geome
trisch er Aufgaben zu finden, und als man auf diesem Wege 
d ie  Aufgaben, die wir quadratische Gleichungen nennen, gelöst 
u n d  zugleich gesehen hatte, wie viele verschiedenartige andere 
A ufgaben sich auf diese zurückführen liefsen, so war der Ver
s u c h  nahe gelegt, etwas ähnliches, aber weitergehendes dadurch 
zu  erreichen, dafs man auf entsprechende Weise mit Würfeln 
u n d  Parallelepipeden verfuhr. Besonders naheliegend war es 
—  wie in den meisten der betrachteten Beispiele — die Auf
g a b e n , welche andere Volumina betrafen, auf Relationen zwi
s c h e n  den genannten beiden Körpern zurückzuführen. Die 
Analogie niufste die Hoffnung erwecken, dafs zweierlei gelingen 
w ü rd e : erstens die reine kubische Gleichung zu lösen oder die 
Multiplikation des Würfels auszuführen, und zweitens auch allge
meinere kubische Gleichungen durch Umstellung und Umformung 
d e r  Parallelepipeda, welche in der stereometri.schen Darstellung 
derselben vorkamen, auf jene einfachere Gleichung oder auf 
die mit ihr identische Bestimmung von zwei mittleren Propor
tionalen zurückzuführen. Dies letztere Bestreben, dcss(iu Ver- 
wirklidiung eine Lösung der allgemeinen kubischen Gleichung in 
d e m  Sinne, wie sie erst von den Italienern zur Zeit der U(»nais- 
s a n c e  erreicht wiu-de, gewesen sein würde, hatte k('iri(»n Erfolg 
u n d  hat keine anderen Spuren hinterlassen als (;ben den NanuMi 
.körperliche Aufgaben^.

Dagegen gelang es die beiden mittleren Prüi>ortionalen zu 
bestim m en  oder den Würfel zu multiplicieren. und man nannte
d a n n  wegen ihrer Verwen« 
A rch y ta s , Eudoxus und Meni 
d e n e n  überdies die ersteren 
t e r e n ,  die Kegelschnitte, 
w u r d e n , ,ki 
m a n  nach und

diese Zwecke die» von 
deram Kurven, von 

waren und di(» l(»tz- 
* ^ e m Weue i*rzeiigi 

II, (l(»r, als 
nittcai



2 5 4 Elfter Abschnitt.

beschränkte, nur auf diese angewendet wurde, allein mit de--^ 
Multiplikation des Würfels verband, war nichts \vidersinnige=^ 
zu einer Zeit, wo man noch hoffte alle körperlichen Aufgabeix:^ 
auf diese Bestimmung zurückführen zu können; aber der Nam» m 
,körperlicheÖrter‘ k a n n  auch entstanden sein, nachdem A rchü: 
medes oder ein früherer Mathematiker gefunden hatte, daIS*l 
auch andere kubische Gleichungen sich mit Hülfe von Kegel JE 
schnitten lösen liefsen.

Durch diese letzte Entdeckung mufste es den Anschewci 
gewinnen, als ob man dasselbe erreicht hätte, was man durcH I 
stereometrische Operationen erstrebt hatte. Selbst wenn 
nämlich jetzt gelingen sollte durch diese Operationen AufgabeKn 
auf reine kubische Gleichungen zurückzuführen, so erforderte 
die Lösung dieser die Benutzung von Kegelschnitten, mit deren 
Hülfe man sie nun auch ohne diese Reduktion lösen konnte. 
Die stereometrischen Operationen mufsten dann forfallen. Wir 
finden dieselben nicht mehr bei Archimedes, wenn er — oder 
der Verfasser des von Eutokius gefundenen Manuskriptes — 
auch fortfährt die stereometrische Darstellung der Gleichung 
selbst zu benutzen.

Indessen behielten die kubischen Gleichungen — in ihrer 
stereometrischen Form oder in der Form von Proportionen — 
immer noch ihre Bedeutung als einfache Aufgaben, deren 
Lösung als bekannt vorausgesetzt werden konnte, und auf 
die sich mannigfache andere Aufgaben zurückführen liefsen. 
Da man aber keine andere Lösung als die graphische durch 
Kegelschnitte kannte, so mufste auch diese Bedeutung sich 
verlieren, weil die Lehre von den Kegelschnitten, namentlich 
durch Apollonius, sich derartig entwickelte, dafs man reichere 
Mittel erhielt d i r ek t  die Kurven zu bestimmen, durch welche 
vorgelegte Aufgaben gelöst werden konnten, ja dafs man in 
den Stand gesetzt wurde dies ebenso leicht zu erreichen wie 
die Umformmig in eine kubische Gleichung. Diese Umformung 
war nämlich durch die damals existierenden Mittel nicht immer 
leicht durchführbai*. Man war auch schon vor Apollonius’ 
Zeit auf Aufgaben gestofsen, die sich durch die Kegel
schnitte lösen liefsen, die man aber nicht auf kubische Glei-
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eh u n gen  zurückzuführen vermochte, nämlich mehrere solche, 
d e r e n  nächstliegende algebraische Dtirstellung eine Gleichung 
v i e r t e n  Grades ist. Da nun überdies Apollonius, bei dem 
in a .n  bald gewohnheitsmäfsig alle Aufklärungen über Kegel
sc h n itte  suchte, nichts über deren besondere Anwendung auf 
k ixb isch e Gleichungen mitteilte, so wird es verständlich, dafs 
d ie s e  und ihre Lösungen dem Vergessen anheimüelen zu einer 
Z e i t ,  wo die Auflösbarkeit durch Kegelschnitte als eine gemein
s a m e  Eigenschaft einer umfassenderen Klasse von Aufgaben, 
a ls die alten körperlichen Aufgaben waren, hervortrat. Dann 
w urde es natürlich, wie bei Pappus geschehen ist, auf diese 
Muifassendere Klasse die Benennung ,körperliche Aufgaben^ zu 
übertragen. Diese haben demnach ihrerseits diesen Namen von 
den zu ihrer Lösung dienenden körperlichen Örtern erhalten, 
die wiederum — nach der hier aufgestellten Vermutung — 
den körperlichen Aufgaben im älteren und engeren Sinne ihren 
Naiincn verdanken.

Ton diesen letzteren haben wir ausschliefslich in diesem 
A h s d m it t  gesprochen. Es bleibt uns also übrig die körper- 

7 /c h o x i Aufgaben im umfassenderen Sinne zu betrachten, näm
lich  ^ le  solche Aufgaben, welche die Griechen mittels zweier 
sictk  durchschneidender Kegelschnitte gelöst haben ohne sie 
e r s ^  auf kubische Gleichungen zurückzuführen, sowohl die- 
j e r x i ^ e n ,  bei welchen sie eine solche Reduktion hätten benutzen 
k ö  ^  nen, als auch diejenigen, welche in der zunächstliegenden 
alg^lD raischen Darstellung durch eine Gleichung vierten Grades 
jiA^^^'edrückt Averden. Dafs sie dic'se letzten Aufgaben auf 
V rS^^d  eine Weise, die unserer Lösung der Gleichungen vierten 

entspricht, methodisch auf Gleichungen dritten Grades 
^.O^öckgeführt haben sollten, davon findet sich keine Spur. Es 
genügte ihnen, sie alle mit Hülfe von Kegelschnitten zu be- 
yiandeln.

Mit diesen körperlichen Aufgaben in dem weiteren Sinne, 
jU dem Pappus das Wort nimmt, werden wir uns in den 
beiden folgenden Abschnitten beschäftigen; aber bereits hier 
werden wir ein Beispiel dafür erhalten, wenn wir zu den in 
diesem Abschnitt behandelten Kugelteilungen nun diejenige

/
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hinzufügen, welche von Diok les  herrührt, die interessant 
durch die Freiheit, mit der die Kegelschnitte benutzt werd< 
Es ist nämlich bei dieser, wie schon erwähnt, keine Rede v 
der Zurückführung auf eine kubische Gleichui^.

Diokl  es benutzt*) A r c h i m e d e s ’ Analysis bis zur E 
düng der ersten Gleichungen (5) [S. 238 und Fig. 40], die

aber etwas verallgemeinert, ind< 
er sagt, dafs es darauf ankonu 
eine gegebene Strecke D B  (Fig. i 
so in einem Punkte X  zu teil( 
dafs wenn man an den beid 
Enden von D B  die unbekannt 
Strecken L D  und B B  hinzugefü 

L Xdas Verhältnis einen gegeben

Wert erhält und die VerhältnL

und gleich den Verhs

nissen zwischen einer gegebenen Strecke und beziehungsw« 
X B  und D X  werden. Wenn wir nun die zuletztgenan 
gegebene Strecke mit o bezeichnen, die bei der Anwend.v 
auf die Kugelteilung der Radius r ( =  \D B )  der K t^ I  
imd im übrigen dieselben Bezeichnungen wie früher benutz 
{ L X  =  k, X R  =■ k', D X  =  h, X B  =  ä ' ) ,  so  werden die 
Bestimmungen der gesuchten Punkte L, X, R  in der moden» 
Zeichensprache ausgedrückt durch die Gleichungen

chungen ergeben
h _ k
fV ^  “

k
k< ~ ~  1 A +  Ä' =  2r , n (

: — h a k* — h* a
(h y "  A ’

k und
1

k* unbekannt sind. Die letzten Gl.

— h _ a k A + « i
a k* — h* h* +  a k* \

') Archimedei?. herausg. v. Heiberg. III, S. 188 ff.
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Statt hieraus nun, wie A r c h im e d e s  thut, durch Elimination 
eine Gleichung mit einer Unbekannten zu bilden, befolgt 
D iok les  die Regel, welche Plücker innerhalb der modernen 
analytischen Geometrie aufgestellt hat, nämlich die gegebenen 
Bedingungen (Gleichungen) so weit möglich direkt zu benutzen 
und denselben nicht durch eine Elimination ein verwickelteres 
Aussehen zu geben.

kAus den Ausdrücken (1) und (3) für p imd k.k* wird

*'* =  — + “)m (4)

(5)
abgeleitet, und aufserdem hat man in (3)

(k* — //') h =  a , h\
Da h* =  2 r — ä, so drückt die letzte Gleichung aus, dafs 

y k* — h* die im Punkte X  errichtete Ordinate einer Hy
perbel ist, die sich leicht näher bestimmen läfst. Da ferner 
7i +  « und h* +  die Entfernungen des Punktes X  von den 
Punkten A und C angeben, die dadurch bestimmt sind, dafs 
A D  =  BC ^  a auf den Verlängerungen von D B  abgetragen 
wurden, so würde Gleichung (4) ausdrücken, dafs k* die durch 
X  gehende Ordinate einer Ellipse mit der Axe AC  ist.

Die Ordiiiaten y und k‘ =  y -{■ h* haben indessen hier 
verschiedene Bedeutungen. Die Ordinate k* darf deshalb nicht 
von der gegebenen geraden Linie selbst aus gerechnet werden, 
sondern von der, deren Ordinate in dem beweglichen Punkte X  
den Wert — k  hat, d. h. von der Linie BA^ aus, die in B  
mit der gegebenen einen Winkel von 45° bildet. Wird die 
Ordinate welche in X  senkrecht auf AC  steht, von der 
Linie A ^ B  aus als X^ M  gerechnet, so wird der Ort für ihren 
Endpunkt M  eine Ellipse mit dem Durchmesser A^ C ,, dessen 
Verhältnis zu dem, den Ordiiiaten parallelen, konjugierten Durch

messer gleich \ / ^  ~ wird.

Die Ordinate des Schnittpunktes dieser Ellipse und der 
oben erwähnten Hyperbel trifft die gegebene gerade Linie in 
dem gesuchten Teilungspunkte X

17
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Körperliche Aufgaben (Fortsetzung); Einschiebungen (veoaetq)̂

Nachdem P a p p u s  im vierten Buche die Einteilung d 
Aufgaben in ebene, körperliche und lineare angeführt hat, verlei 
er dieser Einteilung Nachdruck, indem er hinzufügt ̂ ), dafs m; 
es für einen nicht geringen Fehler ansehen müsse, eine e b e i  
Aufgabe durch Kegelschnitte und andere Kurven, und ühi 
haupt eine Aufgabe mit den Hülfsmitteln einer fremden Gattu 
zu lösen. Dafs die erste hierin ausgesprochene Fordern 
schon zu Euklids  Zeit anerkannt war, sieht man aus sein 
Elementen, in denen die Gerade und der Kreis die einzig 
untersuchten Linien und die einzigen erlaubten Konstruktioi 
mittel sind, und wo Satz 2 des ersten Buches zeigt, d_ 
auch eine solche unmittelbare Verlegung einer Strecke ■ 
Hülfe des Zirkels nicht gestattet wird, bei der be ide  Zirkelfd 
ihren Platz verändern. Abgesehen von den Konstruktion 
in Apollonius’ zweitem Buch, die namentlich zeigen, wie ^

>) Ausg. V. Hultsch, S. !270. Mit Rücksicht auf weitere Anwenduim; 
will ich diese Stelle, 270,28 — !272,4, hier vollständig anführen: „  
Geometer scheinen aber einen nicht geringen Fehler zu begehen, w *  
die Lösung einer ebenen Aufgabe durch Kegelschnitte oder höki 
Kurven von jemand gefunden wird, und überhaupt wenn sie mit * 
Hülfsmitteln einer fremden Gattung gelöst wird, wofür Beispiele s  
die Aufgabe über die Parabel im fünften Buche von Apollonius K^: 
schnitten und die im Buche über die Spirale von Archimedes 
genommene körperliche i^eomg mit Bezug auf einen Kreis; denn 
ohne einen körjierlichen Ort zu Hülfe zu nehmen ist es möglich, • 
von ihm aufgestellten Satz zu linden . . . .‘̂ (über die Polarsubtangc 
einer Archimedischen Spirale; Satz 18). Ich habe mit Heiberg (Zeits^ 
f. Math. u. Phys., hist. litt. Abt., XXIII, 4, S. 117) das <Treped und x u m  
der Handschriften dem arepeoo  und xuxkov von Hultsch vorgezo^ 
Noch verständlicher würde mir die Mehrzahl a l kap.ßavdpxvax, a rx /^  
veuattgy die mit einigen Handschriften teilweise übereinstimint, gew 6 
sein. Die gegen Archimedes und Apollonius erhobenen Beschul 
gungen werde ich ihm Verlauf dieses und des folgenden Abschni' 
genauer untersuchen.
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geze ichne te  Kegelschnit t  sich bei der Bestimmung zu ihm 
gehöriger Linien benutzen läfst (S. 111), habe ich auch bei 
A rch im edes  und Apollonius  keine andere Abweichung 
von dieser Regel gefunden als die von Pappus im oten Buche 
von Apollonius’ Kegelschnitten angedeutete, die später erklärt 
werden soll. Die hinzugefügte allgemeine Forderung mufs unter 
anderem den Sinn haben, dafs man bei der Lösung von Auf
gaben, die sich durch Kegelschnitte lösen lassen, keine anderen 
Kurven als diese nebst der Geraden und dem Kreise benutzen 
darf. Hierdurch will Pappus den Lösungen dieser Aufgaben durch 
mechanische Hülfsmittel die Bedeutung keineswegs absprechen 
— er sieht dieselben im Gegenteil für praktisch nützlich an, 
weil die Kegelschnitte schwierig in der Ebene zu konstruieren 
sind^), und er erdenkt selbst solche Lösungen — ; aber er 
betrachtet eine Lösung nicht eher als theoretisch vollständig, 
bevor dieselbe allein durch Kegelschnitte bewerkstelligt ist.

Einige der überlieferten mechanischen Konstruktionen schei
nen denn auch aus den durch die Kegelschnitte erhaltenen 
Lösungen abgeleitet zu sein. Das gilt namentlich von der Kon
struktion zweier mittlerer Proportionalen, welche nach Euto- 
kius* *) von Apollonius  herrührt, und die wahrscheinlich die
selbe ist, von der Pappus®) sagt, er habe sie durch Kegel
schnitte gefunden. Dies erklärt nämlich P. Tannery^)  mit 
gutem Grunde durch die Annahme, dafs Apollonius die beiden 
Parabeln a;* == ay  und y* =  bx des Menächmus mit dem Kreise

X* +  y* — hx — ay =  0
vertauscht und die mittleren Proportionalen x  und y als die 
Koordinaten des Punktes bestimmt habe, in dem dieser die 
Hyperbel x y  =  ab aufser in dem Punkte (a, b) schneidet. 
Die zwischen diesen beiden Punkten abgeschnittene Sehne mufs 
dann dieselbe Mitte haben, wie das durch die Asymptoten 
der Hyperbel abgeschnittene Stück derselben geraden Linie.

*) Ausg. V. Hultsch, S. 54.
*) Archimedes, herausg. v. Heiberg. III, S. 76.
*) Ausg. V. Hultsch. S. 56.
*) Bulletin des Sciences math^matiques, 2«® s^rie, T. VIII, 1884, S. 323.

17*
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Die Schnittpunkte dieser Linie und der Asymptoten erha 
also denselben Abstand vom Mittelpunkt des Kreises, 
diese Weise gelangt man zu der von Eutokius mitgetei 
Konstruktion, welche darin besteht, dafs man ein Lineal 
um den Punkt (a, b) drehen läfst, bis die Durchschnittspul 
zwischen dem Lineal und den Asymptoten gleichen Abst

vom Krcismittelpunkte ] bekommen.

Genau dieselbe Konstruktion teilen Pappus und Euto! 
unter Herons Namen mit^), und Eutokius führt unter i 
Namen Phiions eine an *), die von jener nur dadurch abwei 
dafs die gerade Linie so durch den Punkt (a, b) gelegt m 
dafs die zwischen dem Kreise und den Asymptoten abgesch 
tenen Stücke gleich grofs werden.

Wo dagegen die Lösung einer Aufgabe, die sich d\ 
Kegelschnitte lösen läfst ,  von der aber keine Lösung di 
Kegelschnitte vorher bekannt war, von alten Schi-iftstellern 
eine mechanische Operation zurückgeführt wird, da nimmt Paj 
an, dafs der Hauptzweck dieser Zurückführung eine solche 
Wendung von Kegelschnitten gewesen ist, welche die me« 
nische Operation ersetzen konnte. Ob er hierin immer R< 
hat, dürfte jedoch einigem Zweifel unterworfen sein. Die 1 
derung, dafs körperliche Aufgaben — imd diesen Namen nehi 
wir hier und im Folgenden in derselben weiteren Bedeut 
wie Pappus — immer durch Kegelschnitte gelöst werden sol 
setzt offenbar voraus, dafs die Lehre von den Kegelschni 
derartig entwickelt ist, dafs man imstande ist diese als 
einfachsten Linien nächst der Geraden und dem Kreise i 
zufassen. Sie kann deshalb nicht sofort aufgestellt wor 
sein, als man anfing Aufgaben mit Hülfe der Kegelschnitte 
lösen, sondern sie hat erst einen vernünftigen Grund geh 
als die Lösung durch Kegelschnitte wirkliche Vorteile brin 
konnte.

*) Pappus, Ausg. V. Hultsch, S. 62 ff.; Archimedes, Ausg. v. Heiberg. 
S. 70 ff.

*) Archimedes, Ausg. v. Heiberg, III, S. 72 ff.



Namentlich giebt es eine bestimmte mechanische Operation, 
die so einfach ist und so oft von den Mathematikern des Alter
tums angewandt und erwähnt wird, dafs man annehmen darf, 
die Zurückführung der Aufgaben auf dieselbe sei nicht ein 
blofses Durchgangsglied zur Konstruktion durch Kegelschnitte 
gewesen. Dies ist die sogenannte welche im allge
meinen darin besteht, du rch  einen gegebenen  P u n k t  
eine g e rade  Linie  so zu ziehen,  dafs zwischen zwei 
gegebenen Linien ein Stück  ,von gegebener  Länge 
abgeschn i t ten  wird. In Übereinstimmung mit dieser Be
deutung wollen wir das Wort veuaiQ durch Ein Schiebung 
wiedergeben, nämlich Einschiebung des gegebenen Stückes zwi
schen die gegebenen Linien, worunter dann gleichzeitig zu ver
stehen ist, dafs die eingeschobene Strecke oder ihre Verlänge
rung durch einen gegebenen Punkt gehen soll. Diese Aufgabe 
läfst sich, wenn die eine der beiden gegebenen Linien eine 
Gerade ist, dadurch lösen, dafs man die andere von einer 
K o n c h o id e  durchschneiden läfst, einer Kurve, die nach 
Pappus’ und Eutokius' Zeugnis von Ni ko me des gefunden ist, 
der nach C a n t o r in der Zeit zwischen 200 und 70 v. Chr. 
gelebt haben soll, während Tannery^^) die Zeit seines Lebens 
zwischen Archimedes und Apollonius verlegt. Da man über 
eine mechanische Konstruktion dieser Kurve verfügt, so erhält 
man auch eine mechanische Ausführung solcher Einschiebungen, 
bei denen die eine Linie eine Gerade ist.

Indessen können diese mid andere Einschiebungeil auch 
früher auf mechanischem Wege ausgeführt worden sein, da es 
nicht nötig ist dabei an die Konchoide oder an den geometri
schen Ort für irgendeinen beweglichen Punkt zu denken. Man 
braucht nämlich nur ein Lineal (oder ein zusammengefaltetes 
Stück Papier) mit zwei Marken, deren Abstand gleich der 
gegebenen Länge ist, so um den festen Punkt zu drehen, dafs 
die eine Marke der einen gegebenen Linie folgt, bis die andere 
auf die andere Linie fallt. N ik o m e d es  kann dann gerade 
durch den Gebrauch dieses Konstruktionsmittels dahin geführt

Mechanische Konslr. von zwei mittl. Prop.; Einschiebungen. 261

Bulletin des Sciences math^matiques, 2“« serie, T. VII, S. 284.



Zwölfter Abschnitt.

worden sein den Weg der zweiten Marke zu studieren und 
durch genauere Behandlung dieser Kurve die Operation zu 
veranschaulichen und umfassende Regeln für den Diorismus 
der dadurch gelösten Aufgaben aufzustellen. Nikomedes’ & - 
findung der Konchoide ist also sehr weit davon entfernt ein 
Hindernis für die Annahme zu sein, dafs man in älterer Zeit 
Einschiebungen auf mechanischem Wege ausgeführt habe. Wir 
glauben im Gegenteil, dafs eine genauere Untersuchung zu 
dem Resultat^) führen wird, dafs die mechanische Ausführung 
von Einschiebungen in der älteren Zeit nicht nur praktisch 
angewandt, sondern  auch  th e o re t i s c h  als ein Hülfs-  
mit te l  a n e rk a n n t  w orden  ist,  dessen m a n  sich be
dienen dur fte ,  wenn eine Aufgabe  nicht  mi t te ls  Zirkel 
und Lineal  gelöst w erden  konn te ,  und dafs man sich 
erst in einer späteren Zeit verpflichlet gefühlt hat je d esm a l ,  
wo es möglich war, Kegelschnitte zur Ausführung derjenigen 
Einschiebungen anzuwenden, die sich nicht in Konstruktionen 
mittels Zirkel und Lineal umformen liefsen.

- Diese Annahme stützt sich namentlich auf die Aufgaben, 
welche man in Einschiebungen umgeformt findet, ohne dafs 
hinterher weitere Regeln für ihre Behandlung gegeben werden. 
In dieser Beziehung dienen die Aufgaben, welche sich in 
A rch im edes’ Buch über die Spira len  finden, am besten 
zur Erläuterung. Die Beweise für die Sätze 5, 6 und 7 dieses *)

*) Hierauf hat Professor Oppermann mich aufmerksam gemacht, indem 
er namentlich als wahrscheinlich hervorhob, dafs Arc himedes  
sich die im Buche über die Spiralen erwähnten Einschiebungen me
chanisch ausgeführt gedacht habe. Da er zugleich berührte, dafs 
die zahlreichen Untersuchungen von Einschiebungen in der altgrie
chischen Literatur auf eine allgemeine Benutzung hindeuteten, so habe 
ich die Ideen, welche ich hier eingehender zu entwickeln suche, aus- 
schliefslich dem Scharfsinn des verstorbenen Gelehrten zu verdanken. 
— Professor Oppermann machte mich auch darauf aufmerksam, dafs 
er sich in seiner Auffassung mit Newton begegnete, insofern dieser 
in seiner „Appendix de aequationum constructione lineari“ zur Arith-  
met ica  un iv e rs a l i s  ohne weiteres voraussetzt, dafs Archimedes 
die Konchoide zur Dreiteilung des Winkels benutzt habe, ein Verfahren, 
das Newton, der im Gegensatz zu Descartes das absolute geometrische 
Vorrecht der Kegelschnitte bekämpft, vollkommen billigt.
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Buches stützen sich darauf, dafs man durch einen Punkt einer 
Kreisperipherie eine gerade Linie A E D  so ziehen kann, dafs 
das Stück ED^ welches zwischen dem zweiten Schnittpunkt E  
mit der Kreisperipherie und der Ver längerung  einer gege
benen Sehne abgeschnitten wird, eine gegebene Länge erhält, 
und die Beweise für die Sätze 8—9 stützen sich darauf, dafs 
man, wenn bereits durch einen Punkt der Kreisperiphe^ie eine 
Linie A E G  (Fig.43) gezogen ist, die 
senkrecht auf der Sehne B C in einem 
Punkte JF, der nicht die Mitte der 
Sehne ist, steht und den Ki*eis in G 
schneidet, durch A  noch eine andere 
Linie A D E  ziehen kann, auf der zwi
schen der Sehne selbst und der Kreis
peripherie ein Stück D E  =  FG  abge
schnitten wird.

Die Richtigkeit dieser Vorausset
zungen, die nicht genauer begründet
werden, ist nun allerdings hier, wo gar keine wirkliche Kon
struktion verlangt wird, sondern nur von der Existenz der 
Lösungen die Rede ist, fast unmittelbar einleuchtend, aber es 
sieht den Alten nicht ähnlich Behauptungen über die Existenz 
von Figuren aufzustellen ohne zugleich Mittel zu ihrer Kon
struktion zu besitzen. Dafs auch Archimedes selbst sich eine 
exakte Konstruktion ausgeführt gedacht habe, darauf deutet 
der Umstand, dafs er an den angeführten Stellen ausdrücklich 
vermeidet Bogenlängen, die nicht in exakte Konstruktionen ein
geführt werden durften, zu benutzen, sondern stattdessen mit 
geradlinigen Strecken operiert, welche das eine Mal gröfser, 
das andere Mal kleiner als ein gewisser Bogen sind, mit Stücken 
also, die man sich mit Sicherheit verschaffen kann.

Da die Konstruktionen sich nun nicht mittels Zirkel und 
Lineal ausfuhren lassen, so liegt die Vermutung nahe, dafs Ar
chimedes Kegelschnitte dazu benutzt habe^). Das konnte nicht *)

*) So meint Dr. He iberg,  dafs man bei der Untersuchung über Archi
medes' Kenntnis der Kegelschnitte auch davon ausgehen müsse, dafs
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besonders schwierig sein, und namentlich mufs die Anwendung 
der körperlichen Örter, welche P a p p u s  am Schlüsse des 4ten 
Buchs anführt und gerade für die Lösung der hier erwähnten 
Aufgaben angewandt wissen will, sich leicht dargeboten haben. 
Die Konstruktion wird dann etwa folgendermafsen gefunden 
und ausgeführt worden sein.

Soll D E  (in Fig. 43, die, mit Ausnahme der Lage der ein
zelnen Teile und der diesen entsprechenden Diskussion, für 
jede beliebige der hier erwähnten Bestimmungen verwendbar 
ist) die Gröfse k haben, so erhält man aus der Figur, dafs 
B D . D C  =  k . A D ,  oder, wenn BC  der Abstand D B
des Punktes D von der Mitte B  der Sehne BC  gleich x  gesetzt 
wird, und wenn B F  =  a und A F  =  b, dafs

kV{(^ — +  ft*.
Setzt man die beiden Seiten dieser Gleichung gleich Ary, so 
wird X bestimmt als Abscisse des Schnittpunktes zwischen der 
Pai-abel

_^2
y =  (1)

und der Hyperbel
y2 =  (a_>;r)* +  ft*. (2)

Ist nun in dem durch die Figur dargestellten besonderen Falle 
k =  FG, so werden diese beiden Kurven durch A gehen (wenn 
man die Ordinalen abwärts als positiv rechnet). A  wird ein 
Scheitelpunkt der Hyperbel und F  ihr Mittelpunkt. Da aber 
die Axe der Parabel durch i?, und sie selbst durch B  und C 
geht, so ist es klar, dafs sie die Hyperbel aufser in A in noch 
einem Punkte schneiden mufs, dessen Projektion D auf die 
Sehne B C  selbst fallt. Dieser Punkt wird mit F  nur unter 
der Voraussetzung (die Archiinedes ausdrücklich ausschliefst)

er diese Konstruktionen durch Kegelschnitte ausgeföhrt habe (Zeitschr. 
f. Math. u. Phys., hist. lit. Abt.. XXV, 2. S. 66).

•) Ausg. V. Hultsch, S. 298—302. Man vergleiche auch Heibergs Ver
besserung des Textes und die daran geknüpfte Auseinandersetzung 
über die Anwendung in Zeitschr. f. Math. u. Phys., hist. lit. Abt., XXIII, 
4, S. 118.
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Zusammenfällen, dafs F  selbst mit der Mitte B  der Sehne 
zusammenfallt.

Es unterliegt keinem Zweifel, dafs bereits A r c h im e d e s ,  
wenn er gewollt hätte, diese Konstruktion von A D E ,  für die 
nur Hülfsmittel angewandt werden, die zu seiner Zeit vollkom
men bekannt waren, etwa auf dieselbe Weise hätte ausführen 
k ö n n e n ,  und dafs er an diese Konstruktion die Begründung 
seiner Behauptungen hätte anschliefsen können; aber die Be
gründung ist zu weitläufig, als dafs man annehmen dürfte, dafs 
er mit einigem Rechte habe glauben können, seine Leser würden 
ohne Aveitere Anleitung imstande gewesen.sein sich auf diese 
Weise von der Richtigkeit seiner Behauptungen zu überzeugen.

Dagegen wird die Richtigkeit derselben einleuchtend genug 
gewesen sein, um das Fortlassen jeder Begründung bei Archi
medes zu erklären, wenn man sich in allen genannten Fällen die 
Konstmktion von A D E  auf dem von uns angegebenen mechani
schen Wege ausgeführt denkt. So wird in Fig. 43 die Möglichkeit, 
noch eine von A F G  verschiedene Linie A D E  zu ziehen, wenn 
A F G  senkrecht auf BC  steht und wenn F  nicht die Mitte 
dieser Sehne ist, daraus hervorgehen, dafs eine Drehung der 
A D E  von A F G  aus gegen den Mittelpunkt des Kreises sogar, 
wenn E  sich auf einer durch G z\x BC  gezogenen Parallelen 
bewegen müfste, D E  dahin bringen würde gröfsere Werte als 
FG  anzunehmen, also um so mehr, wenn E  sich auf dem 
über einer solchen Parallelen liegenden Kreisbogen bewegt, 
dafs also FG  nicht der Maximalwert ist. Noch verständlicher 
wird das Fortlassen einer Begründung bei Archimedes, wenn 
man bedenkt, dafs die Anerkennung des erwähnten Konstruk
tionsmittels wahrscheinlich verbunden war mit der Aufstellung 
einiger Regeln für die Diskussion von Aufgaben, die sich auf 
diesem Wege lösen liefsen.

Eine sehr bekannte Aufgabe, die Dreiteilung des Winkels, 
ist sogar auf verschiedenen Wegen auf Einschiebung zurück
geführt worden. Die eine von diesen wird insofern A rch i 
m e d e s  zugeschrieben, als sie sich in einem der Sätze angegeben 
findet, die uns durch die Ai’aber unter dem Namen von 
-Archimedes’ Wahlsätzen“ überliefert sind. Der achte von
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Fig. 44.

diesen sagt, dafs wenn raan auf der Verlängerung einer Sehne 
A B  eines Kreises ein dem Radius gleiches Stück B C  abtragt, 
und durch C den Durchmesser CFE  zieht (Fig. 44), der Bogen 
B F  ein Drittel des Bogens A E  wird. Einerlei ob dieser Satz,

der sich leicht beweisen läfst, von 
Archimedes herrührt oder nicht, der 
Zweck desselben hat sicherlich in 
der Anwendung bestanden, welche 
arabische Schriftsteller von ihm 
machen, nämlich in der Dreiteilung 
des zu A E  gehörigen Centriwinkeis. 
Diese ist also auf eine Einschiebung 
zurückgeführt, nämlich durch A  die 

Linie .4 C so zu ziehen, dafs das zwischen ihrem zweiten Schnitt
punkte B  mit dem Kreise und ihrem Schnittpunkte C mit dem 
Durchmesser E F  abgeschnittene Stück BC  eine gegebene Länge 
erhält.

Diese Einschiebung gehört als specieller Fall unter die- - 
jenigen, welche im Buche über die Spiralen benutzt werden, .  
und die sich mittels der oben beschriebenen körperlichen Örter ra  
lösen lassen. P a p p u s  sagt von diesen*), dafs sie sich audur: 
auf viele andere körperliche Aufgaben anwenden lassen 
diejenigen, welche die Spirale betreffen; doch nennt er die 
Dreiteilung des Winkels nicht besonders. Dies ist e t w a s ,  
auffallend, da er ausführlich über die beiden anderen Drei— J  
teilungen des Winkels berichtet, welche im Verlaufe d ie ses^  
Abschnittes Erwähnung finden werden. Vielleicht könnte d ies-s 
darauf hindeuten, dafs die Dreiteilung des Winkels, welche hieK:^ 
dem Archimedes beigelegt wird, nicht griechisch ist, sondenrx: 
von den Arabern herrührt. Abgesehen von der interessanteirm 
Übereinstimmung mit den Voraussetzungen in der Schrift übeÄ:-^ 
die Spiralen, ist hierauf kein grofses Gewicht zu legen, da d i» - i 
Behandlung doch ganz auf griechischem Grunde aufgebaut is^-s 
und keinenfalls imrichtige Vorstellungen über das Verführer

*) Archimedes, herausg. v. Helberg, II, S. 437. 
*) Ausg. V. Hultsch, S. 298.
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der Griechen erwecken kann. Das sieht man am besten durch 
Betrachtung der einen von den Lösungen derselben Aufgabe, 
die nach Pappus’ Mitteilungen von den alten griechischen 
Schriftstellern herrührt und durch welche die Aufgabe auf 
eine andere Einschiebung zurückgeführt wird.

Ist (Fig.45) A B C  der Winkel, an dem die Dreiteilung 
vorgenommen werden soll, und E B C  ein Drittel desselben,

Fig. 45.

ist ferner A C l ^ B C ,  A E -L  AC  und H  die Mitte von DE,  
so wird z  A H D  =  2 z  A E D  =  z  A B H ,  folglich A B  =- 
A H  =  D H  ^  HE.  Es kommt also darauf an durch B  eine 
Linie B E  so zu ziehen, dafs die Linien AC  und A E  auf der
selben ein Stück D E  == ^ A B  abschneiden, oder, wenn man 
die Aufgabe verallgemeinert, dafs D E  einen gegebenen Wert k 
erhält.

Indem Pappus nun zeigt, wie diese Einschiebung sich durch 
Kegelschnitte ausführen läfst, schreibt er ausdrücklich^) den 
Alten dieselbe Lösung zu; aber es steht nichts der Annahme im 
Wege, dafs dieselbe Aufgabe früher, ja vielleicht noch zu der
selben Zeit, wo man die Auflösung durch Kegelschnitte kannte, 
durch Reduktion-) auf eine Einschiebung als bereits gelöst be- *)

*) Ausg. V. Hultsch, S. '21% i2 —u.
*) Proklus sagt (Ausg. v. Friedlein, S. 272) eigentlich, dafs dies entweder  

mit dieser Lösung oder mit der in Archimedes' Wahlsätzen ent
haltenen der Fall gewesen ist, wenn er berichtet, dafs Nikomedes  
den Winkel durch die Konchoide in drei gleiche Teile geteilt habe: 
denn die Benutzung dieser Kurve ist ja nur eine Illustration der me
chanisch ausgefuhrten Einschiebung. Dafs gerade dem Nikomedes die
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trachtet werden konnte. Dafs man überhaupt die Löj 
durch eine solche Einschiebung gesucht hat, das ist es, 
wir besonders hervorheben möchten.

Die von Pappus mitgeteilte Lösung durch Kegelsch 
geht darauf aus den Punkt JP" zu bestimmen, wenn CF  pai 
und gleich D E  gezogen gedacht ist. Da gleich k  geg< 
ist, .so ist ein geometrischer Ort für den Punkt F  ein I 
mit dem Mittelpunkt C und dem Radius k. Einen zw< 
Ort erhält man dadurch, dafs, wie die Figur zeigt. Rech 
F I  -= Rechteck GB  Rechteck A B  ist, nämlich eine 
perbol durch C mit den Asymptoten I E  und IB.

Auch die Konstruktion von zwei mittleren Proportion 
ist, wie wir bei Pappus') sehen, auf eine Einschiebung zur 
geführt worden. Die hierzu dienende Konstruktion kann 
folgender Analysis auf natürliche Weise hervorgegangen ; 
Aus =  a^b erhält man

b
X

bx b^
bx

{x +  u y

oder
4 {x^ bx Ja*) 

a; -h 2 i
Vx^ +  bx +  \a'^

Vx^+ bx-\-^a^  läfst sich darstellen als Seite K F  eines I 
ecks K F C  (Fig. 46), dessen andere Seiten CK =  x  und

=  sind, wenn die Projektion CE  der letzten auf die

Ehre für diese Lösung zuerkannl wird, hat wohl zunächst s» 
Grund darin, dafs er der Erfinder der Konchoide ist, und schliel 
nicht aus, dafs diesell)e früher rein mechanisch ausgeführt sein i 

‘) Ausg. V. Hultsch, S. 58—61 und 246—!251.
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längenm g der ersten ist. Die Konstruktion des Dreiecks

C E F  ist dann unabhängig von x  oder von dem unbekannten 
P u n k te  K. Macht man CR  =  26, und zieht CI> parallel R l \

so zeigt die gefundene Proportion, dafs D K = ^ .  Der Punkt Ä"

w ir d  dann dadurch bestimmt, dafs man von F  aus zwischen

d ie  d e r  Lage nach bekannten Linien CD und B K  einschiebt.
Da es sich hier um eine Aufgabe handelt, deren Lösung 

d u r c l i  Kegelschnitte auf viel einfacheren Wegen bereits gewonnen 
w a r ,  so hat der Erfinder hier eine solche nicht beabsichtigt. 
P a p p u s  bezeichnet die angeführte Konstruktion auch als Beispiel 
f ü r  d ie  Anwendung von Nikomedes’ Konchoide. Da er aber aus- 
dnuLcklich. dem N ik o m e d e s  die benutzte Reduktion zuschreibt, 
s o  h aben  wir hier, wenn er darin Recht hat, kein Beispiel füi* 
e i n e  noch frühere mechanische Ausführung von Einschiebungen.

Wenn wir nun nicht nur von dieser körperlichen Einschie- 
b u x i g ,  sondern auch von denen, welche Archimedes vor Niko- 
i i x e d e s ’ Zeit benutzt hat, annehmen, dafs man es für ebenso 
b e r e c h t ig t  gehalten hat dieselben mechanisch auszuführen wie 
d u r c h  körperliche Örter, so liegt die Frage nahe, ob es nicht 
r n o c h  weiter rückwärts eine Zeit gegeben habe, wo man eine 
s o l e l i e  mechanische Ausführung für gleichberechtigt mit der 
K o n s tru k tio n  durch Zirkel und Lineal gelialten hat, wo man 
s i c h  also, wenn eine Aufgabe sich nur auf eine Einschie- 
b i x n g  zurückführen liefs, hiermit begnügte olme zu fragen, ob 
d i e s e l b e  sich nicht auch mittels Zirkel und Lineal lösen lasse. 
E li n e  Andeutung darüber, dafs dies wirklich der Fall gewesen 
i s l . ,  finde ich in einer Stelle des Tilteston uns erhaltenen geo- 
m e t.risch en  Fragments, nämlich in Eudernus’ Bericht über 
H  i  p i p o k r a t e s ’ Quadratur der Möndchen. Wenn wir uns an 
d e n .  von Simplicius’ Zusätzen befreiten Text in der Form halten, 
w i e  P. Tannery*)  denselben giebt, so wird durch einen 
Puixid[t B  auf einer Kreisperipherie (Fig. 47) eine Linie gezogen,

1

‘ )  Memoires de TAcademie de Bordeaux. I2»e serie, T. V. S. 219 und 222.
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auf der zwischen dem zweiten Schnittpunkt E  mit der Kreis
peripherie und dem Schnittpunkt Z  mit einer gegebenen, auf 
dem Durchmesser durch B  senkrecht stehenden Sehne ein

Stück E Z  von gegebener Länge 
abgeschnitten wird. Dafs an dieser 
Stelle nichts darüber gesagt wird, 
wie man diese Konstruktion aus
zuführen habe, hat wohl kaum 
etwas zu bedeuten, da in dem 
vorhergehenden Satze bei Eudemus 
eine andere Konstruktion erwähnt 
ist, nämlich die eines Trapezes 
mit gegebenen Seiten, gleichfalls 
ohne dafs etwas über die Aus

führung der Konstruktion angegeben wird. Dagegen stütze ich 
mich auf die Thatsache, auf welche P. T anne ry  aufmerksam 
macht, dafs nämlich Eudemus, nachdem  die Strecke E Z  
mittels der erwähnten Einschiebung eingetragen ist, die Punkte 
B  und Z  verbindet. Bei der Erklärung dieses Umstandes 
bleibe ich nicht mit Tannery bei der Annahme stehen, dafs 
man bereits damals solche ebenen Einschiebungen einer selb
ständigen Behandlung unterworfen habe. Diese Behandlung 
Avürde hier nämlich nicht wohl in etwas anderem haben be
stehen können, als — wie Tannery auch annimmt — in einer 
Bestimmung der Strecken BE  und B Z  mittels Flächenanlegung ̂ ); 
dann aber erscheint es mir am wahrscheinlichsten, dafs man *)

*) Wenn Tannery die hier angeführte Stelle als Beweis dafür benutzt, 
dafs man zu Hippokrates’ Zeit die geometrische Auflösung quadra
tischer Gleichungen kannte, so wird ihre Beweiskraft hinfällig, sobald 
man meine Anschauung teilt; in der Annahme aber, dafs Hippokrates 
diese Gleichung kannte und seine Einschiebung also mittels Zirkel 
und Lineal ausführen konnte ,  stimme ich ganz mit Tannery überein. 
— Für den ferneren Gebrauch, den Tannery von dieser Konstruktion 
gemacht wissen will, halte ich dieselbe mit All mann für ganz über
flüssig; denn dafs Winkel K Z B  stumpf ist, ergiebt sich am einfachsten 
daraus, dafs sein Nebenwinkel E Z K  spitz sein mufs; derselbe liegt 
nämlich in einem Dreieck einer Seite gegenüber, die nicht die gröfste 
ist, denn im vorliegenden Falle ist E Z  =  E K \ \ .
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die ganze Linie B Z E  auf einmal in die Figur hineingezeichnet 
haben würde. Bei der mechanischen Ausführung einer Ein
schiebung, wie ich sie angegeben habe, kann ich mir dagegen 
leichter denken, dafs man in der Regel nur das Stück der 
geraden Linie gezeichnet hat, welches eine gegebene Länge 
haben sollte, so dafs der Zeichenstift dem Lineal nur zwischen 
den beiden abgesetzten Marken gefolgt ist. Mag man nun dar
über auch denken wie man will, jedenfalls spricht das frühe 
selbständige Auftreten von Einschiebungen für die Anschauung, 
die ich hier aufgestellt habe.

Nun gehen allerdings die Mehraahl der übrigen Bestrebungen, 
von denen uns etwas bekannt ist, stets darauf aus andere 
Konstruktionen an Stelle der mechanischen Einschiebungen zu 
setzen: so hat sich A pol lon ius  in den beiden verlorenen 
Büchern über veuaetq mit solchen Einschiebungen beschäftigt^), 
die sich mittels Zirkel und Lineal ausführen lassen, und für 
eine solche fühil Pappus auch ein bemerkenswertes Beispiel 
von Herakli tus^)  an. Solche Arbeiten finden aber eben ihre 
beste Erklärung, wenn man annimmt, dafs die unbedingte Be
vorzugung des Gebrauchs von Zirkel und Lineal, die wir jeden
falls bei Euklid finden, nicht uralt ist, sondern etwa erst von 
der Zeit Platos herrührt. Dann mufste man die Konstruktionen, 
die früher mittels mechanischer Einschiebungen ausgeführt 
wurden, ändern, und dies konnte oft. dadurch geschehen, dafs 
man die früher gefundene Einschiebung unmittelbar durch die 
bevorzugten Instrumente ausführte. Die Untersuchung und Um
formung der ebenen Einschiebungen war um so nötiger, wenn, 
wie wir annehmen, noch einige Zeit verging, bevor man die 
unmittelbare mechanische Ausführung der nicht ebenen Ein
schiebungen planmäfsig und überall, wo es möglich war, durch 
die Kegelschnitte ersetzte. Die Gefahr sich einer falschen Be
nutzung der Mittel schuldig zu machen wurde dadurch um so 
gröfser. *)

*) Siehe Pappus. Ausg. v. Hultsch, S. 670—673.
*) Ausg. V. Hullsch, S. 782. Seine Einschiebung werden wir bald genauer 

besprechen.
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Es ist jedoch wahrscheinlich, dafs man in Eukl ids  und 
Apo llonius’ Jahrhundert, in welchem immer bessere Hülfs^ 
mittel zur Auflösung von Aufgaben durch Kegleschnitte geschaffen 
wurden, jede sich hierfür als brauchbar darbietende Aufgabe 
als Material zur Entwicklung und Einübung solcher Konstruk
tionen benutzte. War dies der Fall, so haben die Einschie
bungen, welche man bei der Lösung bekannter Aufgaben be
nutzte oder welche in Archimedes’ Schriften vorkamen, willkom
mene Beispiele abgegeben. Dadurch kann man sich aber leicht 
daran gewöhnt haben, die Lösungen durch Kegelschnitte, die 
durch ihre ausgedehntere Anwendbarkeit und ihren systema
tischen Charakter besonders ansprechend wirken mufsten, als 
das in theoretischer Beziehung allein berechtigte Mittel gegen
über solchen Aufgaben zu betrachten, die sich überhaupt auf 
diesem Wege und niöht mittels Zirkel und Lineal lösen liefeen; 
diese Auffassung finden wir bei P a p p u s  ausgesprochen.

Dafs man für solche Aufgaben, von denen man mecha
nische Auflösungen besafs, einer Lösung durch Kegelschnitte 
eine theoretische Bedeutung beilegte, hatte in der That auch 
gewichtige Gründe. Diese Bedeutung liegt namentlich in der 
Forderung, die man an die vollständige Lösung einer vorgelegten 
Aufgabe stellte, dafs dieselbe nämlich von einem Dior ism us  
begleitet sein sollte, der — wie wir S. 21 gezeigt haben — we
nigstens die Angabe der Grenzen enthalten mufste, innerhalb 
deren eine Aufgabe lösbai* war, und der gewifs in der Regel 
auch den Zweck hatte die Fälle abzugrenzen, in denen die 
Aufgabe eine gröfsere oder geringere Anzahl von Lösungen 
haben konnte. Bei synthetischen Dai'stellungen wurde der Dio
rismus vor der eigentlichen Lösung aufgestellt; denn diese durfte 
man nicht mit solchen Werten der gegebenen Gröfsen in An
griff nehmen, die auf Unmöglichkeiten führten. Wie grofses 
Gewicht man auf Diorismen legte, geht daraus hervor, dafs 
Apollonius in den Vorreden zu seinen Kegelschnitten stets die 
Bedeutung seiner neuen Sätze für die Bildung von Diorismen 
hervorhebt.

Dafs wir uns nun damit haben begnügen können, dem 
Archimedes mechanische Einschiebungen im Buche über die
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Spiralen beizulegen, beruht darauf, dafs er durch einfache Über
legungen, die an diese Einschiebungen angeknüpft waren, alles 
das erhalten konnte, was er in dem vorliegenden Falle benutzen 
mufste. Gleichfalls konnte man irgend ein beliebiges Hülfs- 
mittel zur Dreiteilung des Winkels benutzen, da man, ganz 
unabhängig von dem für die Konstruktion eingeschlagenen 
Wege, wufste, dafs diese Aufgabe sich immer lösen lasse und 
— wenn dieselbe nicht in der Weise wie in der neueren Zeit 
erweitert wird — nur eine Auflösung habe.

Wenn man dagegen weitere Anwendungen derselben Ein
schiebungen machen wollte, so liefs es sich nicht vermeiden, 
dafs man auf Aufgaben stiefs, deren Ailösbarkeit davon abhing, 
ob diese Einschiebungen sich überhaupt als möglich erwiesen. 
Dann war eine hierauf bezügliche Untersuchung, die nament
lich in einer Bestimmung der Maxima und Minima für die 
zwischen die beiden Linien eingeschobene Strecke bestehen 
mufste, notwendig, bevor man zu solchen Anwendungen über
ging. Diese Untersuchung ist von rein theoretischer Art und 
mufste in Übereinstimmung mit der geometrischen Form der 
Algebra der Griechen an die Untersuchung der Kurven ange
schlossen werden, deren Berührung die gesuchten Grenzfalle 
bestimmte. Hierzu liefs sich das Studium der Konchoide und 
ihrer Tangenten benutzen, aber noch besser eine Lösung durch 
Kegelschnitte, und die Anwendung der bekannten Eigenschaften 
dieser liefs erkennen, wann eine Berührung eintreten mufste.

Will man nun bei der ersten der hier erwähnten Ein
schiebungen (Fig. 48, in der die Buchstaben dieselbe Bedeutung 
haben wie in Fig. 43, nur nehmen wir nicht mehi* k =  FG) 
den Maximalwert der zwischen die Sehne und den Kreisbogen 
eingeschobenen Strecke D E  =  k bestimmen, so wird man 
hierfür die bereits gegebene Lösung durch die Parabel J5PC, 
dargestellt durch

ky  =  c* — (1)

und die gleichseitige Hyperbel AP,  dargestellt durch
=  (a  —  x y  +  (2)

benutzen können, und dann kommt es darauf an, wenn a, b
18



274 Zwölfter Abschnitt.

und c als gegeben betrachtet werden, k so zu bestimmen, dafs 
der erste von diesen Kegelschnitten zur Berührung mit dem 
zweiten gelangt.

Nennen wir den Berührungspunkt P  und nehmen wir an, 
dafs die Tangente in diesem Punkte die feste Sehne BC  im 
Punkte Q schneidet, während D die Projektion des Punktes P  
auf BC  bezeichnet, so niiifs

D F,  FQ =  (3)
sein, da beide Halbaxen der Hyperbel gleich h sind. Aus der 
Gleichung der Parabel, aus den ähnlichen Dreiecken der Figur 
und aus dem Umstande, dafs der Scheitelpunkt G der Parabel 
die Mitte zwischen dem Schnittpunkt S  der Tangente mit der 
Axe und der Projektion T  des Berührungspunktes P  auf diese 
ist, ergiebt sich ferner, dafs

Bli^ BG ^ R D  +  DQ 
P3T2 - t G \ P T  ‘

Führen wir nun in (3) und (4) dieselben Bezeichnungen ein, 
die wir in den Gleichungen (1) und (2) der Kurven benutzt 
haben, und setzen wir FQ  =  z, so sieht man, dafs dieselben 
die Formen

(a — x )z  =  (3')
und x{^a  — x +  ^z) == c* (4')
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a n n e h m e n . Errichtet man ferner im Punkte D senkrecht auf BC  
e i n e  Ordinate von der Gröfse z =  FQ^ so werden die Glei- 
c h n n g e n  (3) imd (4) zwei Hyperbeln darstellen. Der Punkt D 
v o n  BCj durch den die möglichst grofse Linie D E  gehen soll, 
w i r d  dann die Projektion des Schnittpunktes dieser Hyperbeln 
a o f  J5C sein. Die Hyperbel (4') läfst sich auch mit der Parabel 

^az  =  ar* — 2aa; +  2 i* - f  (5)
v e r ta u sc h e n .

Wenn man auch zwischen die Verlängerungen der Sehne 
H G  und den Kreisbogen B A C  Strecken von der Länge k 
e in sch ieb en  will, die — entweder selbst oder nach ihrer Ver- 
läxig^erung — durch A  gehen, so mufs man dafür den zweiten 
A s t  der Hyperbel (2) benutzen, der von den Alten als eine 
K a r v e  für sich betrachtet wurde. Dieser schneidet die Parabel 
i m m e r  in zwei Punkten, giebt also keine Veranlassung zu Grenz- 
bestim m ungen.

Vertauscht man die Linie BC  mit einer Geraden, die den 
K r e i s  nicht schneidet, so hat man die Gleichung (1) der Pai-abel 
m i t  einer Gleichung von der Form

X* -j- c* =  ky
z ix  vertauschen. Der Diorismus, der in diesem Falle auf die 
B estim m ung von einem Minimum oder von zwei Minima und 
e i n e m  Maximum hinausläuft, läfst sich dann mittels derselben 
S a t z e  durchführen, die in dem Falle, den wir ausführlich 
b e h a n d e lt  haben, benutzt wurden.

Die Diorismen enthalten allerdings für beide Lagen der 
g 'e ra d e n  Linie Lösungen von neuen körperlichen Aufgaben. 
F * ö r  die erste Lage besteht diese Aufgabe jedoch nur in der 
B e s tim m u n g  einer solchen Grenze, deren Existenz, ebenso wie 
i lx jr e  Eigenschaft als Maximum, sich erkennen läfst durch direkte 
B e tra c h tu n g  der vorgelegten Einschiebung selbst; sie kann also 
K e i n e n  neuen Diorismus veranlassen. Dagegen bedai*f für die 

Lage die neue körperliche Aufgabe eines Diorismus. 
H a t  man diesen Fall überhaupt behandelt und die Gleichunge 
( 3 )  und (5) (mit — c* statt benutzt^ so mufs der zuge
h ö r i g e  Diorismus nahe ver\vandt gewesen sein mit dem, welcher 
TL\x Archimedes Kugelteilung gehört.

18*
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Nachdem wir also gesehen haben, was eine Behandlung 
der von A rch im edes  benutzten Einschiebung durch Kegel
schnitte in sich begreifen mufste, wenn sie den Forderungen 
an Vollständigkeit, die überall in den aus der besten Zeit 
herrührenden Schriften erfüllt sind, genügen sollte, so wollen 
wir für einen Augenblick zu der Frage zurückkehren, ob nicht 
Archimedes aus dem Grunde, weil eine solche Behandlung zu 
seiner Zeit bekannt war, sich so kurz ausdrücken durfte, wie 
er gethan hat, und ob er sich nicht doch, entgegen unserer 
Annahme, die Einschiebung durch Kegelschnitte ausgeführt 
dachte. Wenn der Hülfssatz, der die Dreiteilung des Winkels 
auf dieselbe  Einschiebung zurückführt, von ihm herrühren 
sollte, so könnte die wiederholte Benutzung derselben Einschie
bung hierauf hindeuten. Bei der Durchführung des Diorismus 
haben wir auch nur solche Sätze über Kegelschnitte angewandt, 
die vor Archimedes’ Zeit bekannt waren, und wenn auch die 
Darstellung der verschiedenen Fälle und der Beweise dafür, 
dafs man wirklich ein Maximum oder Minimum erhielt, weit
läufig gewesen sein mufs, so kann dieselbe trotzdem recht wohl 
in einem von Ar is täus ’ fünf Büchern über körperliche Örter 
Platz gefunden haben.

Indessen wird unser Nachweis, dafs dasjenige, was durch 
eine Lösung durch Kegelschnitte erreicht werden sollte, vor 
allem die Bestimmung des Grenzwertes der eingeschobenen 
Strecke k war, auch gezeigt haben, dafs Archimedes für diese 
gar keine Verwendung gehabt hat. Selbst in dem Falle, wo 
die Strecke k zwischen die Sehne selbst und den Bogen ein
geschoben werden soll, wo sich also denken läfst, dafs die
selbe zu grofs sein könnte, vergleicht er sie nicht mit dem 
Maximalwerte, wie es eine möglichst unmittelbare Anwendung 
einer vorhergehenden vollständigen Untersuchung erfordern 
würde, sondern er führt besondere Gründe an, weshalb das 
Maximum in dem vorliegenden Falle nicht erreicht sein kann, 
und die Richtigkeit dieser Gründe ist leichter einzusehen ohne 
eine Behandlung durch Kegelschnitte als mit einer solchen. 
Wir halten deshalb an unserer Ansicht fest, dafs kein Grund 
für die Annahme vorliege, Archimedes habe — einerlei ob die



Behandlung seiner Einschiebung durch Kegelschnitte vor oder 
nach seiner Zeit ausgeführt worden ist — eine Anwendung 
von Kegelschnitten im Sinne gehabt, da ihm diese nicht den 
geringsten Nutzen gewährte.

Pappus^)  sieht die Sache anders an. Zu seiner Zeit war 
die Benutzung von Kegelschnitten für Aufgaben, welche sich 
durch diese lösen liefsen, zu einer principiellen Forderung 
geworden, und zwar unabhängig von den bestimmten Zielen, 
die man ursprünglich auf diesem Wege zu erreichen suchte. 
Pappus betrachtet es deshalb als etwas selbstverständliches, 
dafs Archimedes eine körperliche Einschiebung nicht benutzen 
darf ohne sie durch Kegelschnitte auszuführen; anderenfalls 
wurde er Grund zu einer noch weiter gehenden Beschuldigung 
haben, als die ist, welche er nun wirklich erhebt. Da nun 
aber der Satz, welcher bewiesen werden soll, ‘sich ganz ohne 
Benutzung der genannten Einschiebung beweisen läfst, so kann 
er in diesem ein Beispiel für die Anwendung von Kegelschnitten 
bei Konstruktionen erblicken, bei denen Kegelschnitte entbehrt 
werden können. Doch ist es nicht ganz korrekt, wenn Pappus 
so spricht, als ob er damit ein Beispiel für die Ausführung 
einer ebenen Konstruktion durch Kegelschnitte anführe, da die 
benutzte Hülfskonstruktion selbst körperlich ist und von ihm 
als körperlich anerkannt wird. Dafs aber diese Konstruktion 
entbehrt werden kann, wird dadurch ersichtlich, dafs die Be
hauptung über ihre Möglichkeit, worauf es allein ankommt, 
recht wohl, wie wir gesehen haben, ohne die Benutzung von 
Kegelschnitten bewiesen worden sein kann. Liefs man dann 
den Beweis hierfür als ein Glied in dem Beweise des Satzes 
über Spiralen, um dessen willen die erwähnte Einschiebung 
eingeführt wird, auftreten, so kann man zu Pappus’ Zeit ganz 
vermieden haben über diese letztere zu sprechen. Gleichzeitig 
kann man diesen Beweis vereinfacht haben* *).

Hat Archimedes seine Einschieb, durch Kegelschn. ausgeführt? 277

*) Vergl. die Anmerkung zu Beginn dieses Abschnittes.
*) Ein Beweis für den Satz über Spiralen, bei dem die körperliche Ein

schiebung vermieden wird, der also deijenige sein kann, an den Pappus



278 Zwölfter Abschnitt.

Indessen sind die verschiedenen Angaben von Pappus für un« 
von Wichtigkeit, weil man aus denselben entnehmen kann, dafs 
man Archimedes’ Einschiebungen später wenigstens durch Kegel
schnitte behandelt hat. AVenn jemand eine Gesamtdarstellung 
dieser Behandlung gegeben hat, so mufs  er nach Art dei 
Griechen die Diorismen mit angeführt haben; diese würdei 
dann etwa auf dem von uns bezeichneten Wege ausgeführ 
worden sein. Dafs die Diorismen mit angeführt worden sind 
ist um so wahrscheinlicher, da sie die eigentliche Ausbeuh 
der Behandlung durch Kegelschnitte sein mufsten. Sollte mai 
denselben Weg eingeschlagen haben, der hier benutzt ist, abei 
zugleich unter irgend einer Form dieselbe Bedingungsgleichunj 
in X für ein Maximum, die man durch Elimination von - 
zwischen den Gleichungen (3) und (4) erhält, gebildet haben 
so würde hier ein neues Beispiel, aufser den im vorhergehen
den Abschnitt angeführten, vorliegen für die Bildung einer kubi
schen Gleichung und die Behandlung derselben durch Kegel
schnitte.

Bei der zweiten Einschiebung, deren Ausführung durcl 
Kegelschnitte wir von Pappus gelernt haben, sind die festei 
Linien, zwischen welche eine gegebene Strecke eingeschober 
werden soll, beide gerade. Dieselbe wurde allerdings nui 
(Fig. 45) in einem bestimmten Falle ausgeführt; die angegebem 
Konstruktion läfst sich aber immer anwenden. Nehmen wij 
also an (Fig. 49, in der die Buchstaben dieselbe Bedeutung 
haben wie in Fig. 45), dafs die Einschiebung zwischen den (Je 
raden AC  und A E  vorgenommen werden soll, und dafs i  
der feste Punkt ist; zunächst konstruiert man das Parallele 
gramm A IB C ;  die eingeschobene Linie B D E  mufs dam 
der Linie CF  parallel sein, die C mit dem Punkte F  verbindet 
in dem der um C als Mittelpunkt mit der gegebenen Läng< 
der eingeschobenen Strecke D E  =  k als Radius beschriebem 
Kreis die durch C gehende Hyperbel mit den Asymptotei 
I E  und I B  schneidet. Die beiden Schnittpunkte zWischer

gedacht hat, ist von P. Tannery aufgestellt (M^moires de la Soeiöt^ de 
Bordeaux, 2®« s6rie, T. V, S. 49).
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dem Kreise und dem Hyperbelast, der durch C geht, geben 
solche eingeschobene Strecken DE^ deren Verlängerungen durch 
B  gehen. Die beiden Einschiebungen werden für alle Werte 
von k möglich sein.

Fig. 49.

Will man dagegen eine Strecke D*E* von der gegebenen 
Länge k einschieben, welche selbst durch B  geht, so mufs man 
dafür auf dieselbe Weise einen Schnittpunkt E  zwischen dem
selben Kreise und dem zweiten Ast derselben Hyperbel be
nutzen. Ob man hier 2, 1 oder 0 Auflösungen erhält, beruht 
darauf, ob die gegebene Strecke gröfser, gleich oder kleiner ist 
als die von C an den zweiten Hyperbelast gezogene Normale. 
Wie die Konstruktion einer Noimale von einem gegebenen 
Punkt an einen Kegelschnitt auszuführen ist, zeigt Apollonius, 
wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden, im fünften 
Buche. Die vorliegende allgemeine Aufgabe, deren Behandlung 
die Griechen, wie wir annehmen dürfen, kaum auf die Fälle 
beschränkt haben \verden, in denen dieselbe für die Dreiteilung 
des Winkels benutzt wird, kann also eine von denen sein, auf 
deren Diorismus Apollonius sein fünftes Buch angewandt wissen 
will. Der Diorismus dieser Aufgabe läfst sich übrigens auch 
auf eine kubische Gleichung zurückführen und kann vielleicht 
durch Anschliefsung an eine andere Lösung früher auf anderem

’) Im Falle der Dreiteilung eines Winkels erhält man sehr leicht die eine 
dieser Auflösungen, die aber mit der Dreiteilung nichts zu thun hat



Zwölfter Abschnitt.

Wege behandelt worden sein (vergl. unseren vierzehnten Ab
schnitt).

Aufser durch die exakte Bestimmung des Minimums der 
Strecke, welche in demselben Winkel, in dem der gegebene 
Punkt liegt, zwischen die gegebenen Geraden eingeschoben 
wird, zeigt die Lösung dieser Aufgabe durch Kegelschnitte ihre 
Bedeutung auch dadurch, dafs sie überhaupt ein deutliches 
Bild von den Veränderungen in der Länge giebt, denen die 
eingeschobene Strecke unterworfen ist. Doch ist die theoretische 
Bedeutung derselben hiermit nicht erschöpft. Mit dieser selben 
Aufgabe ist nämlich ein wichtiges Beispiel dafür verknüpft, 
dafs man bemüht war solche Fä ll e  zu entdecken, in denen  
Aufgaben,  zu deren Lösung im a l lgemeinen  Kegel
s ch n i t t e  e r fo rde r l ich  sind,  sich m i t te ls  Zirkel  und  
Lineal lösen lassen. Da nun das Studium der allgemeinen 
Lösung durch Kegelschnitte das beste Mittel gewährt solche 
Fälle zu entdecken, so ist es ziemlich wahrscheinlich, dafe man 
wirklich diesen Weg eingeschlagen hat.

Die notwendige und ausreichende Bedingung dafür, dafs 
die Schnittpunkte zweier Kegelschnitte, die nicht so verschieden
artig sind, dafs die sie bestimmende Gleichung reducibel wird, 
sich mittels Zirkel und Lineal finden lassen, ist die, dafs 
die Bestimmungsgleichung für die drei Punkte, welche die
selben Polaren mit Beziehung auf beide Kegelschnitte haben, 
reducibel ist, oder dafs einer von diesen drei Punkten sich 
unabhängig von den beiden anderen bestimmen läfst. Dafs 
diese Bedingung notwendig ist, haben die Griechen gewifs nicht 
beweisen können. Lag dagegen ein solcher Fall vor, so 
konnte die Möglichkeit einer Bestimmung durch Zirkel und 
Lineal oder durch successive geometrische Lösung von zwei 
Gleichungen zweiten Grades ihrer Aufmerksamkeit nicht ent
gehen. Besonders auffallend mufs dies für sie in den — nach 
unserer Auffassung hierher gehörigen — Fällen gewesen sein, 
wo entweder die Kegelschnitte denselben Mittelpunkt haben, 
oder die Verbindungslinie der Mittelpunkte parallele Sehnen in 
den beiden Kegelschnitten halbiert. Dafs man auf solche Mittel, 
welche nützlich sein konnten um zu erkennen, dafs eine Auf
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gäbe, die anfänglich körperlich zu sein schien, in Wirklichkeit 
eben war, aufmerksam war, dürfen wir mit Sicherheit aus 
Pappus’ strengen Aussprüchen gegen die Lösung ebener Auf
gaben durch Kegelschnitte schliefsen.

Der letzte der angeführten Fälle, in denen die Reduktion 
auf die Benutzung von Zirkel und Lineal möglich ist, tritt 
offenbar bei der oben ausgeführten Einschiebung zwischen zwei 
gerade Linien ein, wenn der feste Punkt B  (Fig. 49) auf einer 
von den Halbierungslinien der Winkel zwischen diesen Geraden 
liegt; denn das Parallelogramm A I B C  wird dann ein Rhombus, 
also wird auch der Mittelpunkt C des bei der Konstruktion 
benutzten Kreises auf der Halbierungslinie eines der Winkel 
zwischen den Asymptoten der Hyperbel liegen müssen. Indessen 
besitzen wir doch nur in einem einzelnen hierher gehörigen 
Falle eine positive Angabe darüber, dafs die Griechen die Ein
schiebung mittels Zirkel und Lineal ausgeführt haben, wenn 
nämlich die gegebenen Geraden zugleich rechte Winkel bilden, 
A I B C  also ein Quadrat wird.

Um auf einfache Weise zu der hierzu dienenden Konstruk
tion zu gelangen, diePappus einem Herak l i tu s  beilegt, können 
wir (Fig. 50, in der alle Buchstaben dieselbe Bedeutung haben 
wie in Fig. 45 und 49) dieselben Hülfslinien benutzen, welche 
zu der Konstruktion durch Kegel
schnitte führten, und E F  und BC  
verlängern, bis sie sich in K  
schneiden. Das rechtwinklige Drei
eck C F K  über der eingeschobenen 
Strecke CF  =  k als Hypotenuse 
ist ähnlich dem Dreieck und, 
wenn C(?-LRZ>, auch ähnlich dem Dreieck BCG  über der 
Hypotenuse BC a. Die Summe der Dreiecke C F K  und 
BCG  läfst sich durch ein Dreieck von derselben Gestalt dar
stellen, wenn man E L  senkrecht auf B E  \n E  zieht und 
CF  verlängert, bis sie diese Senkrechte in M  schneidet Die 
Figur zeigt dann nämlich, dafs A E L K  =  A B D C  und 
A E F M  =  A CDG. Durch Subtraktion erhält man also, 
dafs Viereck F J /L Ä ' == £^BCG,  Es ergiebt sich mithin.
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dafs A C F K +  A BCG =  A CLM,  oder, da diese ähnlich 
sind, dafs

+  a* == CL».
Hieraus wird CL  bestimmt, und dann bestimmt ein Kreis mit 
dem Durchmesser B L  den Punkt E.

Diese elegante und einfache Relation zwischen A;, a undj 
CL  gehört — wenigstens unmittelbar — nur dem Falle an^- 
wo die gegebenen Geraden rechte Winkel mit einander bilden? 
aber es ist keineswegs unwahrscheinlich, dafs sie entstandenr*’- 
ist als ein Mittel, um eine Konstruktion, von der man im vorau 
wufste, dafs sie sich mittels Zirkel und Lineal ausführen lasse t s  
noch weiter zu vereinfachen. Die Ausführbarkeit kann danoKij 
auf die zuerst angedeutete Weise gefunden sein, die den aU-J 
gemeinen Fall, wo der Winkel zwischen den gegebenen 
raden beliebig ist, in sich begreift. Dies scheint mir viel wahr 
scheinlicher als die Annahme, dafs die Entdeckung dieser ebenei 
Konstruktion zufällig sein sollte; denn wenn man dieselbe 
Aufgabe nur mittels rein elementar-geometrischer H ü lfsm itt^ ^^  
behandelt, so liegt die Entdeckung, dafs sie eben ist, ziemli(Cr:z^ 
fern. Pappus’ Beweis ist offenbar rein a posteriori und enff'.acr 
hält deshalb keinerlei Angaben darüber, wie Heraklitus^ S a tV ^ ^  
zuerst gefunden worden ist.

Wie grofs die Übereinstimmung zwischen dem GebraucM“-sü 
den die Alten nach meiner Meinung von ihren Lösungen durc^=» - 
Kegelschnitte gemacht haben müssen, und der algebraische 
Behandlung der neueren Zeit ist, geht daraus hervor, dal 
Descar tes  im dritten Buche seiner Geometrie gerade im Sat". 
von Heraklitus ein vortreffliches Beispiel findet für die A n w e ra a r  
düng  de r  a lg eb ra i s ch en  Auflösung  der Gleichung v ie rtes»^— : 
Grades auf die Entdeckung solcher Fälle, in denen solche irn^ "" mm 
ducible Gleichungen sich allein durch Quadratwurzeln lösc^*» -ss 
lassen, und wo also die hiervon abhängigen K onstruktion^^^ -ji 
eben sind. Dies wird, wie sich ergiebt, dadurch erreicht, da- 
die kubische Hülfsgleichung reducibel wird. Im G ^ensa' 
hierzu nimmt Descartes im Anschlufs an Pappus’ synthetische 
Beweis an, dafs die Alten ganz zufällig auf diese ebene Koi 
struktion gestofsen seien und dann ebenso zufällig den G ^anke
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gefafst hätten dieselbe dadurch zu behandeln, dafs sie die 
Länge von CL  suchten, die scheinbar mit der Aufgabe nichts 
zu thun hat. Wir dagegen haben die von Heraklitus herrüh
rende Relation mit der allgemeinen Aufgabe, die durch Kegel
schnitte gelöst wird, verglichen, und daraus geht hervor, dafs 
die Alten nicht  nu r  direkte Mittel besafsen, um zu entdecken, 
dafs Aufgaben, wie die von Heraklitus, eben seien, s onde rn  
auch  Geduld, um die ebene Konstruktion auf eine möglichst 
einfache Form zu reducieren.

Der Fall, wo die von A r c h im e d e s  benutzte Einschiebung 
sich mittels Zirkel und Lineal ausführen läfst, nämlich der, 
wo der feste Punkt einer von den Endpunkten des Durch
messers ist, der senkrecht auf der gegebenen Geraden steht, 
könnte auch durch Betrachtung der mittels Kegelschnitte be
werkstelligten Lösung der Aufgabe gefunden sein. In dem 
angeführten Falle erhalten nämlich die hierzu dienende Hyperbel 
und Parabel dieselbe Axe. Dafs die Aufgabe eben ist in 
diesem Falle, in welchem, wie wir sahen, schon Hippokrates 
die Einschiebung benutzte, ergiebt sich indessen so leicht, dafs 
man einen solchen Weg nicht eingeschlagen zu haben braucht, 
um es zu finden.

Obgleich wir uns in diesem Abschnitt sonst nur mit Ein
schiebungen beschäftigt haben, so wollen wir doch, da wir 
hierbei aufser der Dreiteilung des Winkels, die vielleicht dem 
Archimedes angehört, die eine der antiken Dreiteilungen durch 
Kegelschnitte, welche Pappus mitteilt, angeführt haben, die 
Gelegenheit benutzen auch die andere anzuführen )̂. W ^en 
dieser Dreiteilung hat man den im zehnten Abschnitt (S. 211) 
erwähnten Ort für die Spitze eines Dreiecks mit fester Grund
linie bestimmt, wenn der eine von den Winkeln an der Grund
linie doppelt so grofs ist wie der andere. Ist nun die Grund
linie Sehne eines Kreisbogens, der in drei gleiche Teile geteilt 
werden soll, so wird der Schnittpunkt dieses Bogens mit dem 
angeführten Ort, der eine Hyperbel ist, einer von den gesuchten 
Teilpunkten.

’) Ausg. V. Hultsch, S. 280 flf.
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Körperliche Aufgaben (Fortsetzung); Apollonius’ fünftes Buch.

Aufser den bereits angeführten ist nur noch ein Beispi^ 
dafür aufbewahrt, wie die Alten eine körperliche Aufgabe b e ^ ^ "  
handelten, nämlich A po l lon ius ’ K ons t ruk t ion  e ine r  Nof^ ä : 
m a le  von einem gegebenen P u n k t  an einen g e g e b e n e r e  ^  
Kegelschni t t .  Dieses Beispiel wird uns indessen dadurch v i e s ^ i r  ^  
bedeutender als alle übrigen, dafs wir hier — wenn auch durcl£<^3» 
eine arabische Übersetzung — eben die ursprüngliche Behänd-JE» 
lung der Aufgabe nebst dem zugehörigen Diorismus habe»TM :^^= 
während wir uns sonst mit den Referaten viel jüngerer Schrift:#*^ 3  
steiler über die Lösungen begnügen mufsten und, ab g eseh e r:^ »  
von einer Ausnahme — nämlich dem von Eutokius gefundener^^^  
Manuskript —, selber die Diorismen erraten mufsten. Seb^Ä"-——i 
bedeutungsvoll ist auch die Lösung der vorgelegten A ufgatz:Ä Z__i 
selbst und das im Diorismus enthaltene Resultat. Endlich Lk  is 
es von Interesse die eigentümliche Form kennen zu lernen, in
der das Normalenproblem auftritt, sowie die üntersuchunge—
welche diese Form mit sich bringt; die Verbindung dieser üi 
stände bewirkt, dafs die Behandlung des Problems das 
fünfte Buch anfüllt.

Vorläufig wollen wir indessen von dieser Form absefa 
und unabhängig von derselben, wenn auch in genauester Üb 
einstimmung mit Apollonius’ eigenen synthetischen Beweis 
die Konstruktion und den Diorismus ableiten, welche c 
Hauptinhalt des Buches ausmachen.

Es sei OM (Fig. 51) eine von einem Punkte 0  an er 
Kegelschnitt gezogene Normale, N  und H  die Projektio: 
vom Fufspunkt M der Normale und vom Punkt 0  auf 
Hauptaxe des Kegelschnittes, und G sei der Schnittpunkt 
Axe mit der Normale. Dann ist NG  die Gröfse, welche sp 
Subnormale genannt worden ist, und die für die Parabel gL

^  ist, wenn p  den Parameter bedeutet, für die Ellipse ■ m ~  und
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H yperbel gleich wenn a und b die Axen sind, x  die

A bscisse des Punktes M  vom Mittelpunkt der Kurve an ge
re c h n e t, und wo wir durch das Vor
ze ich en  auf moderne Art die Lage 
n i i t  Beziehung auf den Punkt N  an
g eg eb en  haben. Die eigentümliche 
W e ise , wie Apollonius diese Ausdrücke 
f ü r  die Subnormale findet, die, wie 
h in te rh e r  gezeigt wird, mit der im 
e r s te n  Buch gegebenen Bestimmung 
v o n  Tangenten übereinstimmen, wer
d e n  wir später mitteilen. Diese Be
stim m ung der Projektion von MG auf 
<3Ue Axe führt zu einem, von der gegebenen Kurve verschiedenen 
geometrischen Ort, der den Punkt M  enthalten mufs. Be
zeichnet man die Koordinaten des Punktes M mit x  und y, 
d ie  des Punktes 0  mit x^ und y j, so ergiebt sich aus der 
®Hgur:

_ y _  _  N G ____
— Vi ^ — n g '

^ so  für die P a r a b e l ,  da der Anfangspunkt ein beliebiger 
l^unkt der Axe sein kann.

Fig. 51.

xy =  0 , ( 1)

Xind für die Ell ipse oder Hyperbel ,  wenn der Mittelpunkt 
zum Anfangspunkt genommen wird,

—  =  0 . (2)

Der gesuchte Ort, dessen Schnittpunkte mit der gegebenen 
Kurve die Fufspunkte M  der Nonnale sind, ist also in beiden 
Fällen eine gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten sich leicht 
konstruieren lassen, und die durch 0  und den Mittelpunkt der 
Kurve geht [5tes Buch, 51 und 52J.

Bevor wir zu dem Diorismus übergehen, der von Apol
lonius hieran angeschlossen wird, wollen wir bemerken, dafs
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es die Anwendung dieser Konstruktion auf die P a r a b e l  sein 
mufs, mit der Pappus sich unzufrieden erklärt, wenn er im 
vierten Buch*) den Apollonius beschuldigt, dafs er im fünften 
Buch der Kegelschnitte den Fehler begehe, eine e b e n e  Auf
gabe über die Parabel du rch  Kegelschni t te  zu behandeln. 
Hierin hat er auch nicht Unrecht, wenn man die gegebene  
P a ra b e l  als vo ll s tänd ig  geze ichnet  a n n eh m en  wil l ,  
so dafs diese bei der Entscheidung, in wie weit die gestellte 
Aufgabe eben oder körperlich ist, gar nicht in Betracht kommt. 
In der That ist es nicht unnatürlich diese Auffassung dem 
Pappus beizulegen oder richtiger den älteren Geometern, von 
denen er die angeführte Kritik des Apollonius entlehnt haben 
mufs; denn er würde sich eingehender über dieselbe ausge
sprochen haben, wenn sie zu seiner Zeit nicht bekannt gewesen 
wäre. Wir haben nämlich gesehen, dafs Apollonius auch an 
einer anderen Stelle, nämlich iin zweiten Buch, sich mit Kon
struktionen beschäftigt, die sich an vollständig gezeichnete 
Kegelschnitte anschlicfsen. Nachdem er dort die Axen der
selben konstruiert hat, lassen sich die Lage dieser Axen und  
ihre Gröfsen sowohl wie die der Parameter -als bekannt be— 
trachten, wenn ein vollständig gezeichneter Kegelschnitt vor— 
gelegt wird. Dafs Apollonius bei seiner Konstruktion im fünftem 
Buch die Axen benutzt, steht also dem nicht im Wege, d a fs  
er selbst oder spätere Leser auch in diesem Buch die K u r v ^  
des Kegelschni t tes  selbst als das Gegebene betrachtet h a b e n  
können.

Da Pappus’ Kritik sich kaum auf andere Weise befriedigend, 
erklären läfst, so müssen wir annehmen, dafs man zu Pappus*' 
Zeit eine Konstruktion der Normalen, die sich von einenm 
Punkte an eine gegebene Parabel ziehen lassen, mit H ülfe 
dieser Kurve selbst sowie mit Zirkel und Lineal gekannt h a t- 
Diese Konstruktion kann nur in einer direkten Bestimmung d e s  
Kreises bestanden haben, der durch die Fufspunkte der d re i 
Normalen geht. Diese werden, wie wir oben sahen, in einenx 
Koordinatensystem, dessen Absci.ssenaxe die Axe und desserft

j

Die Stelle ist S. 258 in Übersetzung angeführt.



Ordinatenaxe die Tangente im Scheitelpunkt der Parabel ist, 
bestiirunt durch die Gleichung (1) und die Gleichung der Pa
rabel:

=  px .
Multipliciert man die letztere Gleichung mit x  und setzt in 
diese den Ausdruck für xy  aus der ersten ein, so erhält man:
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(«1 — +  =  px'*

iueraus erhält man durch Verbindung mit der Gleichung der 
P arabel:

»* + y*— + —Y-y = 0;
d i e s  ist die Gleichung eines Kreises, der die Parabel im Scheitel
p u n k t  und in den Fufspunkten der gesuchten Normalen schneidet.

Ganz ebenso wird das Verfahren der Alten kaum gewesen 
s o i n , denn sie würden dann einer stereoinetrischen Darstellung 
d e s  Durchgangsgliedes bedurft haben, das wir durch eine Glei- 
c lu x n ig  dritten Grades in Konstanten und Variablen ausgedrückt 
ix € il> c n ; doch würde dies vermieden werden, wenn man die

G -le ic h u n g  der Parabel mit — statt mit x  multiplicierte. Thut

x n ^ u n  das, so lassen alle vorgenommenen Operationen sich leicht 
ix x  d e r geometrischen Form der Alten darstellen. Wenn Apol- 
l o n i u s  selbst diese Vereinfachung der Konstruktion nicht vor- 
g r^ u o m m e n  hat, so kaim das möglicherweise darauf beruhen^ 
d jE x r s  er für seine Person sich den gegebenen Kegelschnitt nicht 
£3^0  'vorgelegt gedacht hat, dafs die Losung eben wird, falls nur 
d i e  Hülfskurve ein Kreis ist. Ist er nicht von solchen Voraus- 
S€3lzungen ausgegangen, so hat er vielleicht auch nicht weiter 
" W e r t  datauf gelegt, dies letztere zu erreichen. Das schliefse ich 
d a r a u s ,  dafe in den früher betrachteten körperlichen Aufgaben 
d a s  Bestreben, den einen der zur Konstruktion benutzten beiden 
K et^ lschn itte  durch einen Kreis zu ersetzen, sich nur dann 
g e z e ig t hat, wenn die Einführung des Kreises, wie in Apol
lo n ia s ’ Konstruktion der beiden mittleren Proportionalen, zu 
e in e r  mechanischen Lösung führen konnte. Wenn überdies die 

I  Von den beiden Kurven ein — im voraus nicht vollständig
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gezeichneter — Kegelschnitt sein mufste, so wurde auch c 
kein wesentlicher Vorteil eiTeicht, dafs die andere eii 
wurde; denn in diesem Falle bestand das Ziel der 
nicht in einer genauen Konstruktion, sondern im theon 
Studium, namentlich in der im Diorismus enthaltenen 
bestimmung, tmd für diese ist eine andere Kurve oft min 
ebenso bequem.

Dies gilt nachweislich für die gleichseitigen Hy{ 
die Apollonius für seine Konstruktion der Normalen 1 
und deren Anwendung in dazu gehörigen Diorismen i( 
zeigen werde.

Haben 0  und H  (Fig. 52) dieselbe Bedeutung 
Fig. 51, so wurden nach Gleichung (1) die Fufspunkte c

0  an eine Parabel gezogenen Normalen durch die Schnit 
dieser Kurve mit einer gleichseitigen Hyperbel bestimmt 
Asymptoten die Axe der Parabel und die Senkrechte .

dieser in einer Entfernung H E  =  ^  von der Projekti

Punktes 0  sind, und wo das konstante Rechteck, das a 
Asymptoten und Parallelen, die zu diesen durch einen l

punkt gezogen sind, gebildet wird, gleich H O . ^  ist.

man nun untersuchen, von welchen Punkten 0  einer s
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A x e  errichteten Senkrechten HO man Normalen ziehen kann, 
d e re n  Fufspunkte durch den Hyperbelast bestimmt werden, auf 
d e m  0  selbst nicht liegt, so kommt es darauf an den Punkt M 
d e r  Parabel zu bestimmen, für den das erwähnte Rechteck 
J S d N .M P  den möglichst grofsen Wert erhält. Dies tritt ein, 
w e n n  M die Mitte desjenigen Stückes K I  ist, welches die Asymp
to te n  der Hyperbel auf einer Tangente abschneiden, die in M 
a n  die Parabel gezogen ist; denn in diesem Falle ist das  
Rechteck (ME)  gröfser als die Rechtecke, die man durch eine 
a n d e re  Wahl des Punktes M  auf der Tangente erhalten würde, 
u n d  um so mehr gröfser als diejenigen, die anderen Punkten 
M  d e r Kiir\"e entsprechen würden [51].

Der Punkt N  läfst sich nun leicht bestimmen, denn es 
ist A N  == i K N  =  I N E ,  mitliin A N  =  ^A E .  Dadurch 
sind  der Punkt M  und das Rechteck M E  bestimmt, und durch

Anlegung des letzteren an E H  =  ~  erhält man den Maximal

w e r t HO* von HO, Von 0* läfst sich nur eine Normale an 
die entgegengesetzte Seite der Axe ziehen, und von anderen 
P u n k ten  2 oder 0, je nachdem HO ^  HO*,

Die Bestimmung der Normale, deren Fufspunkt auf dieselbe 
S e ite  der Axe fallt wie 0 , mit Hülfe des durch 0  gehenden 
Hyperbelastes ist eine Bestimmung für sich, die überdies in 
z w e i Fälle geteilt ist, je nachdem 0  innerhalb oder aufserhalb 
d e r  Parabel liegt [57 und 62], die aber keine weitere Veran
la ssu n g  zu einem Diorismus giebt.

Der geometrische Ort für die Punkte O* ist die Evolute 
d e r  Parabel. Ohne aibsdrücklich von einem solchen Ort zu 
sp re c h e n  giebt also Apollonius eine Konstruktion von den 
P u n k te n  desselben, die einer gegebenen Abscisse entsprechen, 
u n d  es würde nicht schwierig sein aus dieser Konstruktion 
A usdrücke für die Ordinaten, also die Gleichung der Evolute, 
abzuleiten. Aus der Konstruktion folgt, dafs die Evolute die 
A x e  in dem Punkte trifft, dessen Abstand vom Scheitelpunkte

g le ich  ist. Dies ist übrigens bei Apollonius schon früher
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ausgedrückt in der Bestimmung der Normalen, die von Punkten - 
der Axe aus gezogen werden [4 und 6J.

Mit einer ähnlichen Vollständigkeit wird die Aufgabe ia j 
Betreff der Ellipse und Hyperbel gelöst. Da inan sich selbst
verständlich durch sorgfältige Betrachtung der Figur dagegenr 
sichern kann irgend einen Fall zu übergehen, so ist die ein
zige Schwierigkeit, deren Überwindung wirkliches Interesse dar-- 
bietet, die Bestimmung der einer gegebenen Abscisse entspre-- 
chenden Ordinaten der Evolute oder solcher Punkte, v o k : 

denen zwei zusammenfallende Normalen ausgehen. Diese Ovzm 
dinaten werden charakterisiert als Grenzwerte zwischen de:^ 
Ordinaten solcher Punkte, von denen aus durch einen einzelne* 
Ast der Hülfshyperbel 2 oder 0 Normalen bestimmt w erden 
können, oder von denen aus sich im ganzen 4 oder 2 Nor « 
malen an eine Ellipse, 3 oder 1 an einen Hyperbelast z ieho i 
lassen.

Während Apollonius [52] die Ellipse und einen Hyperb^ai 
ast zusammen behandelt, Fälle, die keine wesentlichen

schiedenheiten darbieten, wolli» 
wir uns der Einfachheit wegen =- 
die Ellipse halten. In Formel 
haben wir gezeigt, dafs die Fu 
punkte der von einem Punkte 
gezogenen Normalen auf einer vczn 
ständigen Hyperbel liegen (Fig. 5»- 
die durch 0  und den Mittelpunk'ifll 
der Kurve geht, und deren Asyn 
toten durch die Gleichungen

dargestellt werden, worin a und b die Axen bedeuten,
die Koordinaten von 0. Für den Diorismus kommt nun w ~m 

der Hyperbelast in Betracht, der nicht durch C und 0  geht, 
ist ferner nur die Abscisse gegeben, die wieder die 
Asymptote E I  bestimmt. Die andere Asymptote KG  und c ü  
Punkt Af, den die Ellipse und der Hyperbelast gemeine 
haben, müssen so bestimmt werden, dafs die Ordinate d « £
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möglichst grofsen numerischen Wert erliält. Dies Maximum 
w ird eintreten, wenn der Hyperbelasl die Ellipse in M berührt, 
o d e r  wenn M die Mitte des Stückes I K  ist, welches die 
A sym ptoten auf der Tangente abschneiden, die in diesem 
P u n k te  an die Ellipse gezogen ist.

Denken wir uns nun die Aufgabe gelöst und bezeichnen 
w i r  mit G den Schnittpunkt der beiden Asymptoten, mit N  
u n d  P  die Projektionen des Punktes M auf die Axe der Ellipse 
tind auf die Asymptote K G , .so ist

Rechteck (CG) =  Rechteck (GM),
i i l s o  auch

Rechteck (CP) =  Rechteck (EM ) ,
w o r a u s  folgt: CN

X M
E N CE
N P  ~  PM

F lie ra u s  imd aus der Figur erhält man, da PK  =  GP =  EN,  
d a f s

CE P M P K
N'L

E N CN
CLCN  ”  N M  ~  N L  ~  N L  

TZ>a M L  die Ellipse berühren soll, so hat man zugleich
CN _  CA 
CA ~  C'L"

Folglich erhält man das unbekannte Stück CN  durch Elimina
tion  von CL,  also durch die Gleichung 

CN» =  CA». CE:
odier nach der Art, wie die Alten eine solche Elimination au.<-

CECNfüh ren : setzt man

CE
CN

folg'lich

CN
CL
CE

CK ’
CN CA

so wird

I CE
CA CL \ C K

- j E y  
JK )

CK
CN

CN
CK CN CA

o d e r  CN  w ird  die gröfsere  von den beiden mi t t l e ren  
P r o p o r t i o n a l e n  zwischen CE  und  CA.

C A  ist die Halbaxe das Stück CE,  welches gleich 
l!(»
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a* — b'̂  
H E  _  i; 
CE Q

. C /f ist, bestimmt Apollonius, da jFf gegeben ist, durc

=  — . Die Strecke CN  ist dann auch bestimmt ur

dadurch der Punkt M. Der gesuchte Grenzpunkt 0* für d 
durch H  gehende Ordinate ergiebt sich nunmehr dadurch, da 
Rechteck (0'6r) =  Rechteck (CG) oder Rechteck (0*E) ■■ 

p  jj  P TT
Rechteck {CD) =  . Rechteck (CP) =- ^ . Rechteck {EM

woraus man — ohne die unbekannte Asymptote KG  der Hüll

Hyperbel zu konstruieren — findet. dafs

dadurch ist HO* vollständig bestimmt. Giebt man dieser B 
Stimmung mit Hülfe der Gleichung der Ellipse ihren analy 
sehen Ausdruck, so erhält man die Gleichung für die Evoli 
der Ellipse. 0* fallt auf die Axe, wenn E  und damit auch 
auf A  fallt. Die Evolute trifft also die Axe in einer Entfi

nung ^  vom Scheitelpunkte A [6]. Dieselbe Bestimmung wi

auf genau entsprechende Weise für die Hyperbel ausgeführt.
Wenn wir hier, Apollonius' synthetische Darstellung in 

kehrend, die entsprechende Analysis gegeben haben, 
müssen wir bemerken, dafs Apollonius, da die Bedingung 
für die Lösbarkeit wie gewöhnlich in der synthetischen D{ 
Stellung vor der Konstruktion angegeben werden, die Hül 
hyperbel nicht eher nennt als im dritten der von ihm betrac 
teten Fälle, wo HO HO*, und wo sich 2 Lösungen (v 
denen, die augenblicklich gesucht werden) ergeben; er benu 
die Hulfshyperbel dann nur zur Konstruktion eben die 
Lösmigen. Weil jedoch die Bedingungen für die Lösbark 
durch dieselbe Analysis gefunden sein müssen, aus der < 
Konstruktion sich eigeben hat, so mufs der zu dieser dienen 
Hyperbelasf dem Apollonius bei Untersuchung der Lösbark 
ebenso vollständig zur Verfügung gestanden haben, wie er i 
zur Verfügung steht'). H in te rh e r  war es indessen iii<

') Diese AuiTassung. dafs sieh in der Analysis einer Aufgabe der Dio
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schwierig di(‘ Erwähnung der Hyperbel zu vermeiden und nur 
von den zu ihr gehörigen gleich grofsen Rechtecken (in dem 
syntheti.sch autgestellten Beweise für die Bedingungen der Mög
lichkeit) zu spre(*,hen. Statt einen Satz über Tangenten der 
Ilyperbt'l anzuwenden benutzt Apollonius — dem wir bei 
unserer Wiedei*gabe der zur Parabel gehörigen Diskussion auch 
in dieser Beziehung gefolgt sind — Euklids Bedingungen für 
die Auflö.sbarkeit quadratischer Gleichungen, in dieser letzten 
Beziehung weicht der Diorismus von dem ab, der in dem von 
Eulokius gefundenen Manuskript an die Lösung der Gleichung 
aiigesdilossen wird, auf welche Archimedes' Kugelteilung führt; 
dasiJb.st wird die Berührung einer Parabel und einer Hyperbel, 
dercm Ax(mi und Asymptoten dieselbe gegenseitige Ljige ein
nehmen wie bei der hier vorgenommenen Bestimmung der 
Normalen an eine Parabel, d i rek t  für den Diorismus benutzt. 
Indessen ktmnen wir dieser Abweichung nach dem bereits 
angeführten keine wesentliche Bedeutung beilegen.

Hiermit haben wir den Hauptinhalt von Apollonius' 5tem 
Buche imgegeben. lnde.ssen mufs zum Verständnis der Weit
läufigkeit des Buches auch die Form erwähnt werden, unter 
der das Normalenproblem auflritt. Die gesuchten Linien werden 
nicht als senkrecht auf Tangenten in deren Berührungspunkten 
bestimmt, sondern  als die mögl ichst  kleinen oder  mög
l ichst grofsen  Linien,  die man von einem gegebenen 
t^unkte an e inen  Kegelschni t t  ziehen kann.

Liegt der gegebene Punkt auf einer Axe, imd nimmt man 
an, dafs er die Abscisse habe, während der entsprechende 
Fufspimkt der Normale die Koordinaten x  und y hat, so mufs 
t/^-{-{x — x^ y  ein Minimum sein, und da y* durch einen 
Au.sdruck zweiten Grades in x bestimmt wird, so ist die Be-

inus ersl liiulol, naclulem  man die Art der Auflösung gefunden hat, 
dafs er also das Resultat von dem wird, was man jetzt eine Dis
kussion der gefundenen Lösung nennt, wird bestätigt z. B. durch 
.Vrehimedes’ Analysis in Satz VII des Buches über die Kugel und 
den (Wlinder (Ausg. v. Heiberg. I. S. 232).
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Stimmung oinos Mininuims auF diejenige Bestimmung eines 
Maximum.s zurüekgefühi’t . welche sich in E u k l id s  Diorismus 
der (Tleichungen zweiten Grades iin fiten Buch findet. Der Ge
danke an diesen Diorismus, den Apollonius an anderen Stellen, 
z. B. bei der Bestimmung von Tangenten im ersten Buch, 
direkter benutzt, dürfte auch hier seiner Bestimmung zu Grunde 
liegen; aber er iiat denselben dann hinterher in einen syn
thetischen Beweis verwandelt, der unabhängig von dem die 
Flächenanlegung betreffenden Satz über Maxima ist. Den (Je- 
dankengang dieses Beweises wollen wir mitteilen, um bei dem 
Leser die Erinnerung daran wach zu halten, dafs dasjenige, 
was wir durch Produkte von Strecken wiedergeben, Flächen 
sind, die dadurch, dafs sie wirklich in der Figur angebracht 
werden, den bewiesenen Sätzen eine unmittelbare Anschaulich
keit verleihen.

AVir wollen uns, um mit einer Figur (Fig. 54) auskommen 
zu können, an die Ellipse hjilten [ 10|. Zu Anfang des fünften

Fijr. 5i.

Buches (1—3J hat Apollonius der Mittelpunktsgleichung der
selben folgende graphische Darstellung gegeben: in einem End

punkte C einer Axe wird eine Senkrechte CN,  die gleich ^

ist. errichtet und N  mit dem Mittelpunkte D verbunden; das 
Quadrat einer beliebigen Ordinate Z H  wird dann gleich dem 
Dopi)elten des Trapezes C Z SN ,  welches dieselbe abschneidet. 
Diese graphische Darstellung, welche als speciell in derjenigen 
einbegriffen aufgefafst werden kann, von der im ersten Buch bei
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der Transformation der Koordinaten so wichtige Anwendungen 
gemacht Avurden (S. 91, Gleichung (2)), wird hier direkt aus der 
graphischen Darstellung der Scheitelpunktsgleichung abgeleitet, 
indem das Trapez C Z S N  halb so grofs wird wie das Recht
eck mit den Seiten CZ  und der zu Z  gehörenden Ordinate 
derjenigen Linie, die parallel zu D N  durch den Scheitelpunkt 
A gezogen ist. Trägt man nun Z E  == Z S  ab, so folgt aus
der Figur, dafs Z E =  ^ - . Z D ,  und es wird ZE* =  2. A ZES,  
mithin auch

EH^ == Z F A-^ZII^  =  2. Viereck CESN,
Zieht man dagegen eine andere Linie F/F von E  an die 

Kurve, so wird
ET^ =  EK'^ +  KT^  =  2 [Trapez C K U N +  A K E V ]

=  2. Viereck C E S N +  A U SV,
folglich E H ^ < E T K

Hätte man in der Figur F  auf der entg^engesetzten Seite 
von T  angenommen, so würde das Überschiefsende Dreieck 
U 8 V  nur innerhalb des Winkels E S D  abgeschnitten worden 
.sein. Es ist also bewiesen, dafs EH^  und folglich auch E H  
ein Minimum ist. Doch begnügt Apollonius .sich hiermit nicht, 
sondern giebt zugleich einen Ausdruck für den Flächeninhalt 
des Dreiecks USV,  um welches ET^  „über.schiefst“.

Dafs die gefundene kleinste Linie E H  senkrecht auf der 
Tangente in H  steht, wird auf doppelte Weise gezeigt: einmal 
durch Benutzung der im ersten Buch gefundenen Bestimmung 
von Tangenten [18], und zweitens durch unmittelbare Anwen
dung der Eigenschaften des Minimums [19]. Mit Hülfe die.ses 
letzten Satzes hätte die Bestimmung von Tangenten von An
fang an aus der eben entwickelten Bestimmung von Normalen 
abgeleitet werden können. Es ist recht auffallend, wie nahe 
dieselbe dann in ihren Hauptprincipien mit der Methode der 
Tangenten übereinstimmt, welche von Descartes,  der Apol
lonius’ fünftes Buch nicht kannte, benutzt wird. Das fünfte 
Buch, das wir griechisch nicht besitzen, wurde nämlich ei*st 
später aus dem Arabischen übersetzt.
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Umgekehrt hätte man auch, nachdem die Tangente so wie 
im ersten Buch bestimmt war, daran die Bestimmung der Sub- 
normale anschliefsen und hinterher auf eine mit Satz 19 über
einstimmende Weise die Eigenschaft des Minimums beweisen, 
also Apollonius' oben angeführten direkten Beweis für diese 
Eigenschaft entbehren können. Das ist nicht nur die Art, in der 
man jetzt in der Regel vei*fahrt, sondern eine derartige Bestim
mung der Subnormalc scheint nach einer Bemerkung in der be
sonderen Vorrede zum fünften Buch vor Apollonius von dessen 
Vorgängern und Zeitgenossen ausgeführt worden zu sein. An 
ehvas anderes aus dem Inhalt des fünften Buches als gerade 
an diese Bestimmung kann Apollonius nicht wohl gedacht 
haben, wenn er andeutet, dafs er das im voraus bekannte 
bereits im ersten Buch hätte anfuhren können.

In den folgenden Sätzen des fünften Buches wird eine 
Linie wie E H  (Fig. 54) nicht als durch ihre Lage gegen die 
Tangente charakterisiert betrachtet, sondeni durch ihre Eigen
schaft als Minimum. Wenn dann die gefundene Bestimmung 
der Subnormale ZE,  wie wir gesehen haben, der Bestimmung 
von Normalen, die von anderen Punkten 0  aus gezogen werden, 
7A1 Grunde gelegt wird, so ist die verlangte Eigenschaft der 
gesuchten Linien die, dafs zwischen der Kurve und de r  
e r s ten  Axe ein Stück abgeschn i t ten  werden  soll ,  
welches ein Minimum der A bs tände  des S chn i t t 
punk te s  mit der Axe von der Kurve ist. Ei-st hinterher 
wird gezeigt, dafs dasselbe auch ein Minimum oder Maximum 
der Abstände des gegebenen Punktes 0  von der Kurve ist.

Dies letztere in Verbindung mit der daran angeschlossenen 
Entscheidung, wann man ein Maximum und wann man ein 
Minimum erhält, liefs sich leicht durch sorgfältige Betrachtung 
der Figur finden. Bei einer solchen Betrachtung rnufste man 
wahrnehmen, dafs bei den Radienvektoren, die von O an 
den Kegelschnitt gezogen werden, die einzigen Übergänge vom 
Wachsen zum Abnehmen in den von 0  aus gezogenen Nor- 
jnalen stattfinden, und dafs umgekehrt solche Übergänge in

9 Vergl. Anhang 1.
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jeder von 0  aus gezogenen Normale stattfinden, wenn 0 kein 
Punkt der Evolute ist. Eine Schwierigkeit bestand allein darin, 
diese Betrachtungen in solche umzuwandeln, die den Forde
rungen, welche die Griechen an einen strengen Beweis stellten, 
genügten.

Hierbei kam es nur darauf an folgendes zu zeigen: ist M N  
ein Bogen eines Kegelschnittes, an dessen sämtliche Punkte 
Normalen gezogen sind, und fallen die Stücke dieser Normalen, 
die auf derselben Seite des Bogens liegen wie der Punkt 0, 
auf dieselbe Seite der von 0  gezo
genen Radienvektoren wie der Punkt 
N  (Fig. 55), so ist O N > O M .  Auf 
welche Seite der Radienvektoren die 
Normalen fallen, läfst sich nämlicli 
überall leicht durch dieselben Unter
suchungen entscheiden, die zur Kon
struktion der Normalen und zur Dis
kussion dieser Konstruktion geführt 
haben.

Dafs OiV >  Oi/ ,  wird dadurch 
bewiesen , dafs , wenn 0  A' <  OM 
wäre, ein Kreis durch N  um den 
Mittelpunkt 0  notwendigerweise den 
Bogen M N  schneiden müfste. Da nämlich ON  einen spitzen 
Winkel mit der in N  an die Kurve gezogenen Tangente 
N P  bildet, so mufs ein Stück dieser Tangente innerhalb des 
Kreises fallen, der also auf seinem Wege von N  bis nach 
OM anfangs aufserhalb der Kurve liegen wird. Dagegen wird 
derselbe arn Ende seines AVeges nach OM  innerhalb der auf 
OM senkrechten Linie M R  fallen, die nach den Voraussetzungen 
.selbst innerhalb des Bogens M N  fallt. Ist nun Q der Schnitt
punkt dieses Kreises mit dem Bogen und QS  die Tangente des 
Bogens in so wird nach den gegebenen A'oraussetzungen 
der Winkel OQS spitz sein, also ein Stück von QS  innerhalb 
des Kreises fallen; aber das widerstreitet der Annahme, dafs 
der Kreis vom Punkte Q an innerhalb des Bogens QM  liegen 
soll. Die Annahme, dafs O N ^ O M ,  ist also absurd.
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Indessen sieht man, dafs Apolloiiius selbst nicht ganz zu
frieden ist mit diesem Beweis^) durch Anschauung, der doch 
gewifs gerade den Gedankengang ausdrückt, welcher ihn zum 
Resultat geführt hat, und der den Vorteil hat auf Bogen M X  
aller möglichen Kurvten anwendbar zu sein. Er wendet^ den
selben nämlich nur in den Fällen an, wo die Hauptaxe der

Kurve eine Lage hat wie die 
punktierte Linie in Fig. 55; hat 
dieselbe dagegen eine Lage wie 
die in Fig. 56 angedeutete, so 
benutzt er besondere Eigenschaf
ten der K^elschnitte, um einen 
anderen Beweis an die Stelle zu 
setzen *), nämlich den folgenden.

Ist P  der Schnittpunkt der 
Tangenten P M  und P N ,  so 
wird nach den Voraussetzungen 

der Winkel ONP  spitz und der Winkel OMP  stumpf. Hieraus 
folgt:

OiV* + PX^ > OP^ >  03/* + PJ/*.
Zugleich ist P X < i P M ,  was. wenn P R  der zur Sehne M X  
gehörige Durchmesser ist, daraus folgt, dafs der Winkel M R P  
unter den gegebenen Voraussetzungen für alle drei Kegel
schnitte stumpf wird. Durch Subtraktion erhält man also, 
dafs ( )N > O M ,

Wenn alle Schriftsteller, die über die griechische Mathe
matik geschrieben haben, übereinstimmend Apollonius’ fünftes

’) Um denselben vollkommen exakt zu machen. h,̂ tte auch hervorgehoben 
werden müssen, dafs Q, wenn der Kreis den Bogen N M  in mehreren 
Punkten .schneidet, der l e tz te  Punkt sein inufs. in dem der Kreis
bogen von N  bis O M  gerechnet N M  schneidet. Dieser Mangel kann 
müglicherweise von den arabischen Herau-sgebera herrflhren, durch 
die wir Apollonius’ 5—7*®» Buch besitzen.

’) Da mehrere von den Sätzen des Buchs nur aufgestellt sind, weil sie 
in diesem zweiten Beweise gebraucht werden sollten, so hat man 
keinen Grund zu der Annahme, dafs dieser Bew'eis von den Arabern 
cingeschoben sei.
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Buch als das schönste uns (»rhaltene Beispiel dafür anführeii, 
wie weit die griechische Lehre von den Kegelschnitten gelangen 
konnte, so denken sie dabei nicht an solche weitläufige, ab(‘i* 
nicht schwierige Untersuchungen wie die zuletzt angeführte, 
sondeni gewifs in der Regel ausschliefslich an die Konstruktion 
der Normalen, die sich von einem gegebenen Punkte ziehen 
lassen, und an den hieran angeschlossenen Diorismus, der 
indirekt die Bestimmung der Evoluten der Kegelschnitte ent
hält. Dieser Bewunderung kann ich in vollem Mafse beipflichten. 
Nur kann ich in den hier gefundenen Resultaten nichts sehen, 
was auf eine überraschende Weise von dem abwiche, was ich 
sonst in der griechischen Lehre von den Kegelschnitten finde. 
Im Gegenteil habe ich hier versucht die Hauptuntersuchungen 
des fünften Buches in ihrem weiteren Zusammenhänge dar/u- 
stellen, und demgemäfs habe ich dieselben als ein Beispiel 
für die Lösung und Diskussion k ö rpe r l i che r  Aufgaben 
(im w’eiteren Sinne) dargestellt, auf welche die Alten so grofses 
Gewicht legten, und an welche ihre Lehre von den Kegel
schnitten sich so eng anschlofs. Abgesehen von den bedeu
tungsvollen weiteren Anwendungen der gefundenen Resultate, 
mit denen ich mich bald beschäftigen werde, halte ich die 
Lösung des Normalenproblems eben deshalb für so schön, weil 
die Aufgab(‘ naheliegend aber doch schwierig ist. und weil die 
Schwierigkeiten durch sinnreiche Anwendung der e in fachs ten  
Sätze über Kegelschnitte im ersten und zuzeiten Buch über
wunden Averden.

Wenn man eine entgegengesetzte Ansicht aufgestellt und 
im fünften Buche eine höhere Geometrie hat erblicken wollen, 
die sich w’esentlich über die in den vier ersten Büchern be
handelten Ehmiente erheben sollte, so scheint diese Auffas
sung in etw'as durch Apollonius' eigene Vorrede') gestützt zu 
werden. Er sagt nämlich, dafs die letzten vier Bücher wenter- 
gehende Betrachtungen mitteilen sollen (dafs sie Treptaoataazt- 
xwzzpa sind), während die vier ersten -  nach Halleys latei
nischer Übersetzung die „Elemente“ dieser Lehre enthalten

*) Vergl. Anhang l.
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(r:i7:z€i}xt npoQ eiffaytopjv azor/etiodr )̂. Indessen niufs man sic 
bemühen diese Worte in Übereinstimmung mit dem zu ve
.stehen, was sich in den verschiedenen Büchern wii’klich t i n d ^ ^ __
und nicht nach modernen Unterscheidungsmerkmalen zw isch^^ ^  
elementarer und höherer Mathematik. Es würde durchaw- 
irrig sein die Untersuchungen im fünften Buche als eine höhe 
Art von Untersuchungen aus dem G runde  zu b e tra c h te ^ ^ ^ ^  
weil sie zu Resultaten, nämlich der Bestimmung der ,
luten, führen, zu deren Erreichung man sich jetzt d ^  Di®.'_JLir 
rentialrechnung bedient; denn die hierzu dienende Bestie 2 
mung der Grenzen für die Lösbarkeit von Aufgaben sind vc 
ständig von derselben Art wie die Diorismen, welche s 
überal l  an die Probleme der Alten angeschlossen finden, 
welche stets als Bestimmungen von Maxima und Minima 
gefafst werden können. Nur haben diese ini vorliegen^i 
Falle hinsichtlich der Ellipse und Hyperbel besonders 
Forderungen an Aufmerksamkeit und Kombinationsvemiö- 
gestellt, wälirend die Diskussion bei der Parabel — auf 
wir bereits in einem anderen Zusammenhänge gestofsen sine 
keine sonderliche Schwierigkeit verursachen konnte.

Der auffallende Unterschied zwischen dem fünften Bi 
mid den vorhergehenden besteht vielmehr darin‘), dafs 
eine zusammenhängende Darstellung der Grundlage der 
s am ten  Lehre von den  Kegelschni t ten  geben, auf 
alle Specialuntersuchungen aufgebaut werden müssen, ^
im fünften Buche, ebenso wie in den die Lehre von den IL 
schnitten betreffenden Schriften des Archimedes ,  eben 
solche S p e c ia lu n te r su c h u n g  vorliegt. Dasselbe gilt, 
wir sehen werden, vom sechsten und siebenten Buch; 
achte ist verloren. Es wird sich zeigen, wie einige von 
in diesen letzten enthaltenen Resultaten während der U  ̂
siichungen gefunden sein kömien, die zur Aufführung d ^ ^ ^  ^  
den vier ersten Büchern gegebenen Lehi*gebäudes gehören -  
diesem war aber kein Platz für dieselben, wenn m aa

K̂ie
das
den

M Das stimmt zu der Cbei*setzunĵ , welche von den oben citierten 
aus der Vorrede in Anhang 1 gegeben ist.

»Viel
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Übersichtlichkeit nicht dadurch schaden wollte, dafs man mehr 
a l s  das notwendige aufnahm.

Allerdings unterliegt es bis zu einem gewissen Grade der 
W illkü r, was man zum Lehrgebäude, und was man zu Special- 
Untersuchungen rechnen will. Das ist vom Wissen und Können 
d e r  jedesmaligen Zeit abhängig, und die einzelnen Glieder des 
orsteren  haben in der Regel früher zu den letzteren gehört. 
D a s  Lehrgebäude mufste bei Apol lonius  dasjenige in sich 
nufnehmen, was vorher genügend bekannt und hinreichend 
bearbeitet war, um in einer kurzen und übersichtlichei] Form 
dargestellt werden zu können, sowie dasjenige, was man zu 
seiner Zeit als die Grundlage zu betrachten pflegti» sowohl für 
d a s ,  was wir den zweiten Teil der Lehre von den Kegel
schnitten nennen können, nämlich die in besondere Schriften 
—  wie in Aristäus* fünf Bücher — gehörende Lehre von kör
perlichen Örtern und körperlichen Aufgaben, als auch für die 
Behandlung verschiedenartiger Aufgaben, die einfach genug 
w aren, um als Übungen betrachtet werden zu können. Ferner 
niufste dasselbe alle die Verbesserungen enthalten, die dazu 
dienen konnten der aufgeführten Grundlage für weitere Unter
suchungen gröfsere Allgemeinheit zu verleihen (z. B. die - - mög
licherweise schon vorher bekannte — Darstellung der Kegel
schnitte  durch solche» Schnitte an schiefen Kegeln, die nicht 
senkrecht auf der Symmetrieebene stehen) und derselben 
gröfsere Anwendbarkeit zu geben. In letzterer Beziehung war 

namentlich notwendig eine vollständige Behandlung zusam- 
mengehörender Hyperbeläste, ohne welche die Bestimmung des 
O r t s  zu vier Graden und vieler anderer körperli(!her Orter un
vollständig bleiben mufste, mit in das Loluvebäiide aufzu- 
iiehm en.

Ein solches Lehrgebäude inufs sich durch eine gewisse 
K u rz e  chai’akterisieren. welche durch die Arbeiten der Vor
g ä n g e r  möglich geworden ist. Wenn wir von der Weitläfigkeit 
a b s e h e n , die Apollonius bei der letztgenannten neuen Ver
b e sse ru n g  an wenden zu müssen glaubt, so ist auch in der 
T h a t  die Darstellung in den vier ersten Büchern kurz im Ver
h ä l t n i s  zu den vielen und verschiedenartigen Resultaten, die
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vüi'geführt werden. Das gilt nicht am wenigsten von den AhÄ- - 
schnitten des dritten Buches, die wir noch nicht genauer
sprechen haben. Bei der Darstellung einer Specialuntersuchuncrmi___
dagegen kam es für die Alten darauf an das neue, was \om: __
geführt wurde, mit einer gewissen Breite auszuführen: zuei’ar—ä  
die Grundlage für dasselbe so zu bereiten, dafs der Leser
fler Überzeugung gelangte, das Raisonnement enthalte keinr*i- 
Lücken; darauf so ins einzelne zu gehen, dafs der Leser 
kein Fall werde vergessen; endlich die gewonnenen Rest 
täte auszunützen und auf weitere Untersuchungen anwendbs 
zu machen. So verfiihrt Apollonius im fünften Buch, d e s s ^ »  ^  h 
Ha u p t in h a l t  wir allein aus Satz 51 für die Parabel ur 
Satz 52 für die Ellipse und Hyperbel kennen lernen könne - 
das aber doch mit seinen 77 Sätzen zu dem umfangreichsta
von Apollonius* sämtlichen Büchern über die Kegelschnit 
angewachsen ist.

Der Unterschied zwischen den vier ersten und den vi 
letzten Büchern besteht also darin, dafs die ersten ein Koi 
pendium der Lehre von den Kegelschnitten bilden, die letzt
eine Reihe ausführlicherer Monographien.  EineUnterscheidu__
zwischen mehr oder minder elementaren Teilen in der moder 
Bedeutung des Wortes ,elementar‘ müfste, wenn man ein solct 
wünscht, vielmehi* innerhalb des Lehrgebäudes selbst vor 
nommen werden, ln der Weise haben wir auch in unse 
Darstellung unterschieden, indem wir hervorgehoben hab 
dafs Punkte und Tangenten der Kegelschnitte, während sie 
ersten und zweiten Buch nur in ihren Verbindungen mit Dui—  
messern und Asymptoten betrachtet werden, im dritten u
vierten Buch in Verbindung mit beliebig gelegenen Punk=^------
und Geraden oder mit beliebig gelegenen anderen Kegelschnifc 
Vorkommen. Von diesem Gesichtspunkt aus sind auch 
sechste und siebente Buch elementar.

Auch im fünften Buch werden, wie wir gesehen hal-------
nur die e l e m e n ta re n  Hülfsmit te l  benutzt, welche 
ersten und zweiten Buch entwickelt sind, abgesehen davon, 
das im vierten Buch gefundene Resultat, ohne direkt ben""^^^^^* 
zu werden, einen Überblick über die verschiedenartigen Löse
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welche möglich sind, geben konnte. Die Anwendungen da
gegen, die Apollonius von den gefundenen Resultaten gemacht 
wissen will, wenn er am Schlüsse der besonderen Vorrede') 
des Buchs sagt, dafs sie besonders  no tw endig  für Ein
tei lung und Dior ismus  der  P rob lem e  seien,  müssen 
sich sicherlich weiter erstreckt haben.

Ein Beispiel einer körperlichen Aufgabe, deren Diorismus 
sich durch Hülfe der Konstruktion der Normalen finden läfst, 
haben wir bereits im vorhergehenden Abschnitt getroffen, näm
lich die Einschiebung zwischen zwei gerade Linien. Doch ge
hörte diese Aufgabe noch zu denen, welche durch Apollonius* 
zweites Buch gelöst wurden, und da die Existenz der Normale, 
welche für die Grenzbestimmung benutzt werden mufste, un
mittelbar einleuchtend war, so gab es keine Verwendung für 
den Diorismus, der zur Konstruktion der Normale selbst ge
hörte.

Die Aufgaben, welche Apollonius im Auge hat, müssen im 
allgemeinen solche sein, die durch die Schnittpunkte zwischen 
einem Kegelschnitt und einem Kreise gelöst werden. Hat man 
nun durch Benutzung ein iger  der gegebenen Gröfsen den 
Kegelschnitt und den Mittelpunkt des Kreises vollkommen be
stimmt, so kann man, wie in der oben angeführten Aufgabe, 
durch Konstruktion der Normalen die Grenzen finden zwischen 
den Werten der Radien, denen 0, 2 und 4 Auflösungen ent
sprechen, und dadurch die Grenzwerte für eine solche gegebene 
Gröfse, von der die Radien, aufser von den bereits benutzten, 
abhängen. Ob diese Grenzwerte Maxima oder Minima werden, 
ist davon abhängig, ob die entsprechenden Normalen es sind, 
und dadurch tragen die hierauf bezüglichen Untersuchungen 
des Apollonius ihre Früchte. Die Anzahl solcher Grenzwerte, 
und dadurch die Anzahl der verschiedenen Möglichkeiten, welche 
eintreten können, hängt ab von der Lage des Kreismittel
punktes mit Beziehung auf die Evolute des Kegelschnittes. 
Dadurch gelangt man zu der von Apollonius in der Von*cde 
erwähnten „Einteilung“ einer Aufgabe. Die Grenzwerte für

Vergl. Anh.ang 1.
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eine andere von den gegebenen Gröfsen, welche diese 
teilung bedingen, lassen sich aus dem Grenzwerte für ein* 
einer willkürlichen Abscisse entsprechende Ordinate der Evolut» -lÄ“ j h  
ableiten, dessen Bestimmung den Diorismus zu ApolloniusE-*'— 
Konstruktion der Normale ausmacht.

Der Diorismus der vorgelegten Aufgabe läfst sich a l l e n r '^ =  
diiigs nicht immer ganz in dieser Reilienfolge ausführen, nämlicF^::» j  
dann nicht, wenn der Radius des Kreises von keinen a n d e r e r — 
Gröfsen als denen abhängt, die bereits bei der BestinunuuK m: 
seines Mittelpunktes benutzt sind; aber es ist einleuchtend, dal. 
man doch immer, wenn die Aufgabe durch die Schnittpunkt^, 
zwischen einem Kegelschnitt und einem Kreise gelöst wird, d . 
Konstruktion der Normale und deren Diorismus benutzen kan', 
um die Grenzrelationen zwischen den gegebenen Gröfsen au 
zustellen. Da jede Aufgabe, welche sich mittels der SchniS^ 
punkte zweier Kegelschnitte lösen läfst, auch durch ein«** 
Kegelschnitt und einen Kreis gelöst werden kann,  so könn
man sogar auf diesem Wege zu einem allgemeingültigen Mit“ 
für den Diorismus solcher Aufgaben gelangen. Indessen schei
es, als ob man auch nicht nach Apollonius’ Zeit die K onstrczsi^nk .
tion der Normale als ein solches Mittel benutzt hat; denn 
solchem Falle würden die Bestrebungen, Konstruktionen 
zwei Kegelschnitte auf solche durch einen K^elschnitt ii 
einen Kreis zu reducieren, solche Förderung gefunden hab  
dafs man sie auch bei P a p p u s  müfste spüren können, 
trifft aber wie schon bemerkt nur für solche Fälle zu, in d( 
man es dadiu*ch möglich machen konnte, die vorgelegte 
gäbe als eben zu betrachten. Man wird sich dann da. 
begnügt haben Apollonius’ fünftes Buch für die Diskuss 
solcher Aufgaben zu verwenden, deren Konstruktion duLi 
einen Kegelschnitt und einen Kreis die einfachste war.

Der Grund dafür, dafs man in dieser Anwendung n i ^  Jichl 
weiter gegangen ist, mufs darin gelegen haben, dafs rjiw ~ Jiiaii 
einei-seits nicht imstande war die Benutzung der angedeute*®^ —“ten 
allgemeinen Methode überall vollständig durchzuführen, im r  jind 
dafs man andererseits in vielen Fällen, wo dieselbe sich w 'i jS L  irk- 
lieh durchführen liefs, leichter dadurch zum Ziele gelangte,
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in a .n  den Diorismus an die nächstliegende Konstruktion statt 
a n  diejenige anschlofs, die sich durch Veiiauschung des einen 
d e r  beiden Kegelschnitte mit einem Kreise gewinnen liefs.

Dafs es körperliche Aufgaben — im weiteren Siniu  ̂ — 
^ a b ,  deren Diorismus unüberwindliche Schwierigkeiten darbieten 
iiiu fsten , einerlei ob man die beschriebene Reduktion anwandte 
o d e r  die vielen versctüedenen bekannten Satze über Tangenten 
d e r  beiden Kegelschnitte, welche die Aufgabe am umnittel
b a rs te n  lösen, schliefse ich daraus, dafs die Bedingung für di(‘ 
B erührung der Kegelschnitte (die Taktinvariante) in den Koeffi- 
cien ten  jeder der Gleichungen der beiden Kegelschnitte vorn 
sechsten Grade ist; eine solche Bedingung auszudrücken \vürd(‘ 
d e n  Griechen Avenigstens aiifserordentlich schwer geworden sein. 
D afs es andererseits vorher und unabhängig von den in Apol- 
lonius* fünftem Buche gefundenen Resultaten Mittel gab, dii‘ 
in a n  benutzen konnte, um die Diorismen etwa vorkommender 
Aufj^aben zu finden, geht daraus hervor, dafs die Aufstellung 
von  Diorismen körperlicher Aufgaben in der Vorrede im wesent
lichen als eine bekannte Schwierigkeit betrachtet zu werden 
schein t, deren Überwindung durch Hinzufügung neuer Mittel 
zu denen, die man bereits besafs, erleichtert werden soll.

Worin diese schon früher bekannten Mittel bestanden haben 
können  und, wie man weifs, bestanden liaben, dafür haben 
w ir  Beispiele im vorhergehenden Abschnitt und in der Aus
fü h rung  des Diorismus selbst in Apollonius’ fünftem Buche 
gesehen . Es würde jedoch von Bedeutung sein, dieses noch 
g e n a u e r zu untersuchen. Nach dem, was wir in unserer Unter
su ch u n g  über körperliche Örter gesehen haben, lag nämlich die 
Bestim m ung die.«ser und dadurch die Auffindung der Lösung 
e i n e r  beliebigen vorgelegten körperlichen Aufgabe wahrscheinlich 
im  ^ n zen  innerhalb des Bereichs der Schwierigkeiten, die man 
überw in d en  konnte. Ob man dann die Behandlung .so durch
f ü h r e n  konnte, wie es bei einer für die Öffentlichkeit bestimmten 
S e l i r i f t  erforderlich war, hing davon ab, wie weit man zugleich 
m  i t  dem D i o r 1 s in u .s fertig werden konnte.

Indessen können wir aus Mangel an Angaben zu 
p o s itiv en  Resultat gelangen: wir müssen die Frage,

90
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chen körpcrliclieji Aufgaben die Griechen imstande waren Dic^ M   ̂
rismen aufzustellen, dahin beantworten, dafs sie sich wahi-«r-:^B 
scheinlich auf solche beschränkt haben, bei denen der G raF^ — ^ 
der Gleichung für die Gröfse, deren Grenzen gesucht A vurder^^^^ 
sieh auf irgend eine Weise auf 4 oder darunter reduciere» — 
liefs, bei denen also die Grenzbestiminung selbst mittels sii 
schneidender Kegelschnitte') gefunden werden konnte. Sta 
im allgemeinen zu untersuchen, welche Diorismen man innc 
halb dieser Begrenzung wahrscheinlich behandeln konnte, wei 
Veranlassung dazu gegeben war, wollen wir lieber versuch 
nur eine Klasse von solchen aufzustell(‘ii, um dadurch Gelege 
heit zu erhalten, von den Mitteln, über die man verfüg 
konnte und die wohl zum Teil mit Rücksicht auf eine solc 
Anwendung entwickelt waren, einige mehr anzuführen, als 
bereits in diesem Zusammenhänge mitzuteiton Anlafs geh 
haben.

Wir wollen zunächst annehmen, dafs die Lösung ei^
Aufgabe mittels der Schnittpunkte zweier Hyperbeln tp im« 
gefunden sei, und dafs iin Diorismus die eine, (p, und die Asyi 
toten der anderen als gegeben betrachtet werden, während 
(h'erizen für die zu dieser letzteren, gehörende jkonstSÄ__nte 
Fläche des Rechtecks aus den Abständen von den Asynipt€n»^ten 
gefunden werden sollen. Ein solcher Grenzwert wird ^ I S i n e r  
Hyperbel die <p berührt, angehören. Der BerührungspunL^l. ^ iP  
wird dann die Mitte der Stücke sein, welche die beiden P ^= = m re 
von Asymptoten auf der Tangente in P  abschneiden. P  '■ILärst 
sich bestimmen als Schnittpunkt zwischen der Hyperbel ip -und
dem geometrischen Ort für die gemeinschaftlichen Mitten der 
Stücke, welche die beiden Paare von Asymptoten auf ders^^“3Bben 
Geraden abschneiden.

Dieser letzte Ort läfst sich, wenn man die Mittelpum “3 nkle 
der Hyperbeln mit A und P, ihre Asymptoten beziehungsvw-^eise 
mit rtj, und bezeichnet, auf folgende Welse be-«s=- tira-
men. Wenn eine Gerade sich um den Schnittpunkt C v o t —

‘) Da man indessen andere Kurven kannte, so sind Ausnahmen von 
Regel nicht undenkbar. Veigl. den Schlufs des nächsten A bsekn

i.escr
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und />! dreht, so werden die Mitten A' und B* der auf dieser 
abgeschnittenen Stücke gerade Linien a* und h* durchlaufen, die 
den Geraden und parallel sind. Der Schnittpunkt P  
von AA* und BB* ist ein Punkt des geometrischen Orts, da 
er dU) gemeinsame Mitte der Stücke ist, welche auf einer 
Parallelen zu der durch C gezogenen Transversale abgeschnitten 
werden. P ist aber Eckpunkt eines Dreiecks PA*B\  dessen 
beide anderen Eckjmnktc  ̂ sich auf den festen Geraden a' und 
b* bewegen, während seine Seiten sich um feste Punkte A, 
B, C drehen. Der Ort für P  ist also ein Kegelschnitt, der, 
wie wir (S. 169) aus den 10 von Pappus zusammengezogenen 
Porismen geschlossen hab(m, den Alten bekannt war. Haben 
die beiden Hyperbeln eine Asymptote gemeinsam, so ist der 
Ort des Punktes P  nach eben diesen zusammengezogenen Po
risinen eine Gerade.

Auf den hier betrachteten Fall läfst sich ziemlich leicht der 
rediicieren, wo der Kegelschnitt <p eine Ellipse ist, welche beide 
Asymptoten von ip schneidet; man kann dann zunächst (p 
als Ort zu so lchen  vier Geraden darstellen, von denen die 
Asymptoten von p zwei gegenüberliegende sind. Ein Berüh
rungspunkt P  zwischen p und einer Kurve p wird dann die 
gemeinsame Mitte der Stücke sein, welche diese und das andere 
Paar gegenüberliegender Seiten auf der Tangente abschneiden. 
Durch eine Erweiterung desselben Verfahrens könnte man noch 
weiter zu solchen Fällen gehen, wo auch p eine Ellipse ist, 
von der man die Lage und das Verhältnis der Axen kennt; 
oder man könnte, nachdem die Übereinstimmung mit dem Fall, 
wo zwei Hyperbeln betrachtet wurden, auf die Vermutung 
geführt hatte, dafs man auch hier die Berührungspunkte mittels 
der Schnittpunkte zwischen <p und einem Kegelschnitt bestim
men müsse, andere Mittel zur wirklichen Bestimmung eines 
solchen Kegelscdinittes suchen.

Einen hierunter gehörenden speciellrä Fall werden wir 
(ielegenheit haben im folgenden Abschnitt zu besprechen. Ein 
anderer Fall ist derjenige, der in Apollonius' fünftem Buche 
behandelt wird, wo die Kurven p Kreise mit gegebenem Mittel
punkt sind, die gesuchten Berührungspunkte also Fufspunkte

40*
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der von diesem Mittelpunkt aus gezogenen Normalen. Inde 
zeigt dieser Umstand, dafs die von uns zusammengestelli 
Hülfsmittel, die die Alten nach unserer Meinung benutz» 
konnten, wenn b e s t i m m t  v o r ge l e g t e  A u f g a b e n  ihn» 
Gelegenheit dazu boten, nicht als eine allgemeine Methode au_ 
gefafst werden dürfen, welche die Alten selbst ausdrückli^ 
aufgestellt hätten. Jedenfalls können sie dies nicht geths 
haben, bevor Apollonius sein fünftes Buch geschrieben bat^ 
da wir aus seiner Vorrede schliefsen dürfen, dafs nicht nur 
schwierige Diskussion, sondern auch die Konstruktion der N< 
malen etwas neues war.

Dafs inan vor A p o l l o n i u s  die hier aufgestellte Besti 
mung von Diorismen nur v e r e i n z e l t  benutzt haben kai 
folgt auch aus der dazu gehörigen Benutzung eines körperlicl 
Orts, der von den Alten in einen Ort zu vier Geraden um 
wandelt worden sein mufs; denn die a l l g em e i n e  Bestimm 
eines solchen Orts wurde ja erst durch A p o l l o n i u s ’ K( 
schnitte ermöglicht. Ein anderes Hindernis für eine soL 
a l l ge m e i n e  A b l e i t u n g  von Diorismen wie die hier ^  
uns gegebene bestand darin, dafs dieselben auf die Lös ^  
einer körperlichen Aufgabe zurückgeführt wurden, bei der s  
ein neuer Diorismus erforderlich sein konnte, der wenigste- 
einer allgemeinen Aufstellung Schwierigkeiten entgegenges^ 
haben würde. Im einzelnen Falle kann man dagegen in 
Lage gewesen sein, diesen Diorismus zu entbehi’en oder 
durch die Begrenzung in der gegenseitigen Lage der angew and 
Kegelschnitte, welche die ursprüngliche Aufgabe etwa 
sich brachte, durchzuführen. Im Gegensatz hierzu ist es 
Hauptverdienst von Apollonius’ fünftem Buche, dafs es, 
oben gezeigt, die Möglichkeit gewährte, auf alle gegenseiti 
Lagen eines Kegelschnittes und eines Kreises Rücksicht 
nehmen.

Diese Betrachtungen können uns eine Andeutung darü 
geben, was das für körperliche Aufgaben gewesen sein raög< 
mit deren Lösung und Diskussion die Griechen sich beschäfU 
haben. Es ist nicht überflüssig solche Winke neben der Mfl 
teilung der a u f b e w a h r t e n  A u f g a b e n  und Lösungen
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geben. Von diesen darf man nämlich mit ßestinimtheil be
haupten, dals sie nicht  h inre i chend umfassende  P r obe n  
für die Ar ten von Aufgaben geben,  die man b ehande l t  
hat. Ich schliefse das daraus, dafs nach Apollonius’ allgemeiner 
Vorrede sein drittes Buch namentlich zur Bestimmung körper
licher Örter dienen soll, und dafs der Zweck einer .solchen Be
stimmung die Lösung körperlicher Aufgaben war, dafs aber 
dennoch bei keiner  einzigen der  a u f be w a h r t e n  körpe r 
l i chen Aufgaben der  Inhal t  von Apol lonius’ dr i t t em 
Buche für die Lösung zur Verwendung kommt.

Yieizehnter Ibschnitt
Uber verlorene Untersuchungen; eine Vermutung Ober Eratosthenes’ Schrift 

über Mittelgröfsen.

Nachdem wir in Betreff der körperlichen Aufgaben — wie 
früher in anderen Beziehungen — nachgewiesen zu haben glau
ben, dafs die Griechen weiter gelangt sein müssen als bis zu 
den Resultaten und den Konstruktionen, über welche in den 
aufbewahrten Schriften oder in solchen Schriften berichtet wird, 
über deren Inhalt Angaben vorliegen, kehren wir nunmehr zu 
der früher aufgestellten Frage zurück, wo denn die Ergebnisse 
solcher weitergehenden Untersuchungen niedergelegt sind.

Für die körperlichen Aufgaben können wir vielleicht -zum 
Teil auf dasselbe Werk verweisen wie für die körperlichen 
Örter, nämlich auf A r i s t ä u s ’ . Kör pe r l i che  Ö r t e r ‘. Aus 
P a p p u s ’ allerdings etwas dunklen A n g a b e n ü b e r  das Ver
hältnis zwischen Euk l i ds  Elementen der Kegelschnitte und 
der angeführten Schrift, sowie daraus, dafs diese Schrift in

Anhang  ̂ und S. 149, 130.
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P a p p  US* wohl geordnetem Verzeichnisse zu Anfang des 7» 
Buches^) hinter A p o l l o n i u s ’ Kegelschnitte gestellt ist, u 
daraus, dafs Pappus dieselbe ein Supplement zu der Lei 
von den Kegelschnitten*) nennt, darf man schliefsen, dafs : 
selbst die Elemente dieser Lehre nicht enthalten, vielmehr d 
selben in einem Umfange als bekannt vorausgesetzt hat, c 
wenigstens etwas von dem Inhalte von Apollonius* dritte 
Buche in sich begreifen mufste. In Aristäus* fünf Bücht 
ist also Raum für verschiedene Dinge gewesen.

Da der Zweck der ,körperlichen ÖrteP ihre Anwendung 
die Lösung von Aufgaben ist, so ist es nicht unwahrscheinli 
dafs etwas von diesem Raum für solche Anwendungen ! 
stimmt gewesen ist. Ist auch möglicherweise ein Teil \- 
diesen auf Aufgaben beschränkt gewesen, die sich durch ki~ 
sehe Gleichungen (die man damals, nach unserer Annaha 
allein als körperlich bezeichiiete) ausdrücken liefsen — so sp ri 
doch der Umstand, dafs, wie es scheint, etwas über den  ̂
zu vier Geraden angeführt wurde, dafür, dafs auch einige 
weiter gehenden Anwendungen, die das Studium dieses O 
veranlafst hatten, berücksichtigt sein konnten. In Folge eb« 
dieses Studiums kann Aristäus auch einige sich hieran ai 
schliefsende Sätze über Involution, die sich auf die Kegelschnit 
bezogen, aufgestellt haben, die dann später Apollonius verai 
lafsten, die Lehre von der Involution in der Schrift über d( 
bestimmten Schnitt einem umfassenderen Studium zu unte 
werfen.

Indess(‘ii darf man nicht allzu viele von den Untt 
suchungen, mit denen die Griechen sich, soweit man aus d< 
vorliegenden Angaben schliefsen kann, beschäftigt haben, de 
Aristäus zuweisen, unter anderem aus dom Grunde, W( 
seine Schrift vor den meisten Arbeiten Euklids und vor all 
Schriften des Archimedes und Apollonius geschrieben ist. Wei 
also Apollonius in den Büchern über den bestimmten Schn 
die Lehre von der Involution mit d(‘i* vollen Überzeugung v-

’) Ausg. V. Hultsch, S. G30. 
Ausg. V. Hultsch, S. 672. 21.
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ihrer Anwendbarkeit auf die KegolsehnilttN diese als Orter zu 
vier Geraden darg(\stellt, untersucht hat, wo sind dann die An
wendungen der in dieser Schrift gefundenen Resultate darge
stellt worden? Wo haben wir die Behandlung solcher neuen 
körperlichen Problenu» (ini weiteren Sinne) zu suchen, deren 
L()sung und Diskussion durch die in seinen Kegelschnitten ge
fundenen neuen Resultate möglich wurde? Wir besitzen nichl 
einmal eine Angabe über eine Schrift, in der eine neue Dar
stellung der vollständigen Bestimmung des Orts zu vier Geraden 
gegeben worden wäre, die doch nach seinen und Pappus’ aus
drücklichen Angaben erst von ihm möglich gemacht worden war.

Hierauf mufs man zunächst antworten, dafs kein Grund 
vorliegt zu glauben, P a p p u s  mache in seiner Aufzählung 
a l l ( ‘ Schriften aus den besten Tagen der griechischen Geo
metrie namhaft, in denen die analytische Geometrie der Griechen 
und ihre Anwendung auf di(' I^ehre von den Kegelschnitten 
und auf körperliche Aufgaben behandelt waren. Er weist auf 
die Bücher hin. nach denen die G r u nd l a g e  für alle diese 
Untersuchungen zu studieren sein würde'), hat also keine Ver
anlassung auch über die verschiedenen Arbeiten zu berichten, 
in denen hierhi^r gehchige, ausführlichere Specialuntersuchungen 
niedergelegt sein konnten. Als solche Untersuchungen sind d(*r 
bestimmte Schnitt, der Verhältnisschnitt und der Flächenschnitt 
nicht zu l)etrachten, da — wie wir hinsichtlich des ei’sten 
gesehen haben und hinsichtlich der beiden anderen im folgenden 
Abschnitt sehen werden — die Kenntnis der Diskussion dieser 
Aufgaben einen wesentlichen 1Vil der Voraussetzungen für die 
Anwendung der [.ehre von den Kegelschnitten ausmacht. Die 
vier letzten Bücher von Apo l l on  ins* Kegelschnitten geben 
allerdings, wie er selbst sagt, weitergehende Specialuntersuchun
gen, aber sie simi wohl auch vorwiegend wegen ihrer Verbin
dung mit den vier ersten Büchern, sowie wegen des berühmten

M Dafs es sieb hier eben um eine (bundlage und nicht um eine Mit
teilung alles dessen, was man wufste, handelt, ersieht man aus den 
ei-sten Worten des 7*«“ Buches, welche denen es zu lesen empfehlen, 
die seihst belTihigt werden wollen vorgelegte Probleme zu Idsen.
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Namens ihres Verfassers in Pappus’ Liste mit aufgenommen 
Aus demselben Grunde kann E r a t o s t h e n e s ’ Schrift übe 
Mittelgröfsen, deren Titel auch auf Specialuntersuchungen hin 
weist, mit aufgenommen worden sein. Dafs andererseits dei 
selbe Grund Pappus nicht bewogen hat diejenigen von A r  c h i 
tue des’ Schriften aufzuführen, welche die Lehre von den Kegel 
schnitten betreffen, mufs darauf beruhen, dafs diese Lehr 
in Schriften, welche Quadratur sowie Kubatur der dadurch her 
vorgebrachten Flächen und Körper behandeln, in einer anderej 
Form und mit anderen Zielen auftritt als im duaXuo
fisi/og.

P a p p u s  hat also nicht beabsichtigt Angaben über solche 
Schriften zu machen, deren Inhalt über den des Lehrgebäude.^ 
hinausging. Auch .sind gewifs diejenigen Schriften, welche 
gröfsere Forderungen an die Vorkenntnisse der Leser .stellten, in 
der Zeit des Rückschrittes unbeachtet geblieben und deshall 
in der Regel wohl nur in einzelnen Exemplaren in der alexan- 
drinischen Bibliothek aufbewahi‘t worden, und viele könner 
dann bei den Unglücksfällen, die die.se betroffen haben, gans 
verloren gegangen sein. Was die betrifft, die noch zu Pappus 
Zeit erhalten gewesen sein müssen, so begehen wir ihm gegen
über keine Unbilligkeit, wenn wir annehmen, dafs er nicht 
einmal imstande gewesen sein würde, uns sonderliche Angaber 
über die darin enthaltenen weitergehenden Untersuchungen zt 
machen. Die Tradition durch mündlichen Unterricht, die siet 
durch die vielen Jahrhunderte erhalten haben kann, die ihr 
von Apol loniUS trennen und aus denen kein selbständige! 
Fortschritt auf diesem Gebiete zu unserer Kenntnis gelangt ist. 
mufs nämlich äufserst gering gewesen sein. Pappus’ Zeit, in 
der man sich in der That Kenntnisse von dem und Einblicke 
in das verschaffte, was die grofsen Mathematiker hervorgebrachl 
hatten, mufs also eine Renaissancezeit gewesen sein, in dei 
diese Einsicht aus den Büchern der Alten geschöpft wurde. 
Wie viel Geduld eine solche Arbeit erfordert hat, wird man 
leicht verstehen, wenn man bedenkt, wie viel Schwierigkeit 
das Studium der Schriftsteller des Altertums wenigstens anfäng
lich den Mathematikern der Gegenwart verursacht, welche die
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Resultate doch zuin Teil kennen und die Beweise in eine 
mathematische Sprache übersetzen können, mit der sie .selbst 
vertraut sind. Nun hat Pappus gewifs während seiner Lehrzeit 
von Lehrern Anleitung empfangen, die vor ihm das Studium 
der alten Schriftsteller begonnen haben, so dafs sein Eindringen 
in diese nicht die Arbeit eines Einzelnen ist; aber da tiie Alten 
gewöhnlich nur die strengen synthetischen Beweise geben, 
höchstens zugleich Analysen in streng systematischen Formen, 
aber keinen freieren Wink für das Verständnis und keine An
gaben darüber, wie man beim Unterrichte den geometrischen 
Ideen Eingang bei den Schülern verschaffen könne, so ist es 
immerhin aller Ehren wert, wenn Pappus und seine Zeitgenossen 
es erreichten, in die notwendigsten Glieder des Lehrgebäudes 
einzudringen und einige wenige vveitergehende Untersuchungen 
zu vei*stehen. Dagegen hat man sicherlich vieles von dem, 
was sich aus der alten, schöpferischen Zeit vorfand, als zu 
.schwierig liegen la.ssen müssen. Dies ist vielleicht der Haupt
grund, wamm einige von Archimede . s ’ bedeutendsten Ar
beiten, wie seine Schrift über Konoide und Sphäroide, an 
keiner Stelle von Pappus erwähnt werden.

Wir besitzen auch direkte Zeugnisse dafür, dafs andere 
Schriftsteller als die in Pappus' Liste angeführten an der Lehre 
von den Kegelschnitten gearbeitet haben, und diese Zeugni.sse 
sind alle auf eine so zufällige Weise hervorgetreten, dafs es 
wahrscheinlich noch viel mehr gegeben hat, als ausdrücklich 
erwähnt werden. Wenn wir also in A p o l l o n i u s ’ Von*eden 
die Namen von Euk l i d ,  Konon  und N i ko t e l e s  angeführt 
finden, so ist dies nur durch eine Kritik der von ihnen einge
nommenen Standpunkte veranlafst, während er sonst die Ar
beiten der Vorgänger ganz im allgemeinen erwähnt ohne eine 
einzelne namhaft zu machen. Hinsichtlich der ersten Bücher 
kann er dabei an die Werke von Eukl id und Ar i s t äus  gedacht 
haben, welche Pappus anführt; aber auch in den Vorreden 
zu den späteren Büchern wird auf ungenannte Voi*gänger hin
gewiesen. Die Angaben über Auflösungen körperlicher Auf
gaben, die wir im Vorhei-gehenden aus Pappus  und Eutokius  
entnommen haben, sind alle entweder bei der Zusammensiel-
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hing der verschiedenen Behandlungen der einfachsten hierher 
gehörenden Aufgaben, nämlich der Dreiteilung des Winkels 
und der Verdoppelung des Würfels, entstanden, oder sie haben 
sich im besonderen an Aufgaben von Archimedes angeschlossen. 
Nur aus diesem Grunde sind wir mit den angeführten Kon
struktionen von D i o n y s o d o r u s  und Di ok i c s  bekannt ge
worden. Eutokius hat ferner, wie wir gesehen haben, ein 
merkwürdiges altes Bruchstück hervorgezogen, weil es Archi
medes' Kugelteilung ergänzt; aber wie viele andere Schriften, 
die ganz andere, ebenso wertvolle Angaben über die Art, wie 
die Alten körperliche Aufgaben behandelten, enthielten, kann 
er nicht unbeachtet gelassen haben?

Es kann also sehr wohl eine Litteratur gegeben haben, die 
umfangi’eich genug war, um die weitergehenden Untersuchungen 
zu umfassen, welche ein so vollständiges Lehi*gebäude, wie das 
in Apollonius vier ersten Büchern enthaltene, als Grundlage 
nötig hatten und dasselbe de.shalb selb.st nach und nach ent
wickelten, welche» ferner solche W'̂ erkzeuge brauchten und des
halb selbst ausbildeten wii‘ die sind, welche wir in Euklids 
Porismon und Apollonius’ bestimmtem Schnitt fanden, und 
welche (»ndlich Verwendung für solche körpeTÜchen Örter, wie 
den Ort zu vier Geraden, hatten. Nach Apollonius' Zeit kann 
es eine Litteratur gegeben haben, die selbst ziemlich weitgehende 
Anwendungen der verb(‘sserten Hülfsinittel, die man ihm zu 
verdanken hatte, enthielt.

Und doch glaube i(*h nicht, dafs die Litteratui* jener Zeit 
einen auch nur annähernd so grofsen Teil der damals aus
geführten Forscherarbeit enthalten haben wird, wie die Litteratur 
unserer viel publicierend(?n Zeit von der Forscherarbeit der 
Gegenwart enthält. Man hat sich sicherlich damit begnügt, 
vieles von dem, was man damals fand, seinen Schülern und 
Freunden m ü n d l i c h  mitzuteileii oder den Aufgaben zu Grunde 
zu legen, die man ihnen stellte. Nur wer wie A r c h i m e d e s  
aufserhalb Alexandriias lebte, war zu (äner schriftlichen Mit
teilung aller seiner Entdeckungen gezwungen. Er ist deshalb 
nicht nur rascher bei der Hand gevve.sen dieselben zum Gegen
stand (jirier ausführlicheren Behandlung zu machen, sondern er
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hat auch vor dieser Behandlung solche vorläufigen Mitteilungen 
über seine Resultate schriftlich gegeben, welche ein alexan- 
drinischer Mathematiker seinen Freunden mündlich gegeben 
haben würde.

Dafs man thalsächlich in der Kegel nicht rasch dazu hat 
übei*gehen können seint‘n UnttTsuchungen schriftlichen Ausdruck 
zu verleihen, schliefse ich aus den Schwierigkeiten, welche di(* 
Redaktion damals verursachen mufste. Von diesen erhält man 
eini' Vorstellung durch diejenigen, welche das Lesen der Beweise 
der Alten uns verursacht. Diese Schwierigkeiten beruhen nicht 
allein darauf, dafs es uns an Übung hierin fehlt; denn wie 
grofse Übung man sich auch erwerben mag, so wird man den
noch immer viel leichter z. B. di(' Ableitung von Proportionen 
aus einander übeisehen, wenn man dieselben .so .schreibt wie 
wir, als w(mn man si(‘ in Worten ausdrückt und in Worten ihren, 
bei unserer Schreibweise in die Augen fallenden, gegeii.seitigeii 
Zusammenhang ausdrückt. Noch weniger rühren sie davon her, 
dafs der Zusammenhang im Chjdankengange der Alten in Wirk
lichkeit weniger (Hiifach ist; denn wenn man erst deutlich das 
erfafst hat, was das wesentliche in ihren Bewei.sen i.st, so sind 
diese gewöhnlich so einfach und natürlich, wie man nur wün- 
.schen kann und \\ w man sie in un.seren Tagen nur machen 
kann.

Die Schwierigkeiten beim Lesen rühren von den weniger 
guten Mitteln her, di(‘ man dmiials für .schriftliche Darstellung 
besafs, und von den steifen Formen, die man sich verpflichtet 
fühlte .seinen Beweisen zu geben, und diese Umstände mü.ssen 
dem Verfasser eint» einigermafsen entsprechende Beschwerde 
verursacht haben, wenn er auch bei der syntheti.scheii Dar
stellung vor dem Leser den we.sentlichen Vorteil voraus halte, 
dafs er iin voraus wufste. worauf er hinaus wollte, was der 
Leser erst gegen das Ende der Beweise erfährt. Die formalen 
Forderungen an die Darstellung konnten .sowohl, wie wir gt»- 
.sehen haben und im Folgenden an mehr Bei.spielenD sehen

*) Das am starksleii ausgeprägte Beispiel hierfür ist Apollonius’ Sciirift 
über (len V e r h ä l t n i s s c h n i t l , die wir im folgenden Abschnitt be
sprechen werden.
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werden, eine grofse Weitläufigkeit hervorrufen, als auch S( 
bedeutende faktische Schwierigkeiten bereiten. Das erstere 
nach unserer Annahme ein Hindernis gewesen für die dire 
Behandlung eines Kegelschnittes, der durch fünf Punkte gel 
soll, das letztere trat bei jedem Problem ein, dessen Diorisi 
nicht unmittelbar einleuchtete; denn der Diorismus mufste- 
der Regel ('ine schwierigere Aufgabe werden als die ursprik 
liehe war, und diese durfte man überhaupt nicht stellen 
lösen ohne einen vollständigen Diorismus.

Hat nun auch die Überwindung dieser Schwierigkeit 
wichtigen Resultaten — wie in Apollonius’ fünftem Buche 
geführt, so kann doch in vielen anderen Fällen das F e h
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eines Diorismus, der jzu kompliciert gewesen wäre um an s  
selbst Interesse darbieten zu können, ein Hindernis für 
schriftliche Darstellung einer an und für sich bedeutungsvol 
Konstruktion gewesen sein.

Hätte man nun ebenso strenge formale Forderungen 
die Form der m ü n d l i c h e n  Darstellung gestellt, ja, hätte 
— was übrigens undenkbar ist — seine eigene Gedankenar*" 
auf dieselbe Weise in Fesseln gelegt, so würde nirgen 
Raum für die Vorbereitung gewesen sein, ohne welche 
überlieferte reiche Material niemals zustande gebracht und •  
mit Rücksicht auf den zu Grunde liegenden Gedankeng*  ̂
einfache Behandlungsweise niemals erreicht worden wäre.

Allerdings nehme ich an, dafs die strengen logischen for
men, durch welche man sich dagegen sicherte falsch zu iib«czDer- 
legen und in seiner Dai*stellung den Behauptungen eine and- ?erp 
Ausdehnung zu geben als beabsichtigt war, einen wichti^ ^ ea 
Teil auch des mündlichen mathematischen Unterrichts 
macht haben. In der Zeit des Verfalls sind sie vielleicht s o ^ ^ ia r
die Hauptsache gewesen, aber in den guten Zeiten der g i ....ie-
chischen Mathematik, wo man die grofsen Fortschritte machB» te. 
hat diese formale Seite den Nutzen gewährt, zu dem sie tii=>e- 
stimnit ist: den Gedanken die Klarheit zu verschaffen, •■ciiie 
notwendig ist um rasch und sicher zu überlegen, o h n e  jed B L ^n  
Augenblick ausdrückl i ch an die Formen zu denken,  welczir^ine 
vor Irrt Ürnern bewahi*en.
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r Mangel eines vollständigen Diorismus, der ausdrücklich 
enzfalle bestimmt, welche über Lösbarkeit und Unlös

oder über die verschiedene Anzahl von Lösungen ent- 
n, kann kein Hindernis für die mündliche Mitteilung 
n und für sich interessanten Konstruktion gewesen sein, 
tteilung wird irn Gegenteil eine Aufforderung an andere 
n sein, auch das ihrige zur Auffindung der Grenzbedin- 

beizutragen. Selbst wo es als unzulässig betrachtet 
Aufgaben zu stellen, deren Lösung unmöglich werden 
, hätte man recht wohl ohne die genauen Grenzen für 
sbarkeit zu kennen der Aufgabe mündlich eine etwas 

und deshalb ausreichende Begrenzung geben können, 
ht auch dadurch, dafs man sie an eine vorgelegte Figur 
)fs. Dafs man sich indessen hiermit nicht begnügte, wird 
Apo l l on  ins'  viertes Buch bezeugt, das für körperliche 
►en ganz dasselbe Mittel zur Herstellung der Übersicht- 
. giebt, mit dem man sich jetzt statt detaillierter Grenz- 
tnungen zu begnügen pflegt, nämlich die Bestimmung 
iximums für die Anzahl der Lösungen, 
idlich will ich hier auts neue daran erinnern, dafs die 
rigkeiten für Verfasser und Leser, welche davon herrühren, 
jr erstere die Figur, an die sich der ganze Beweis knüpfte, 
jiben, und der letztere diese Beschreibung an der fertigen 
verfolgen mufste, ganz fortfielen bei der mündlichen Mit- 
, bei der man die Figur  vor den Augen de r Zu h ö r e r  
ihen  liefs und beständig auf die Punkte, Strecken und 
n zeigen konnte, mit denen man zu operieren hatte.
)ch freier war der Forscher bei seinen eigenen persön- 
Untersuchungen; doch kommt das für uns an dieser 
weniger in Betracht, wo gezeigt werden sollte, dafs die 
eiten und Methoden, welche nicht blofs Einzelne, sondern, 
r sagen müssen, die damalige Geometrie sich aneigneten, 
eiche die Nebenuntersuchungen ausmachten, ohne welche 
;entliche Lehi*gebäude nicht zu so grofser Vollkommenheit 
gelangen können, sich nicht auf das beschrankt haben 
1, was in Schriften, seien die.se nun erhalten oder nidit, 
gelegt war.
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Die mündliche Mitteilung kann zum Teil darin bestanden 
haben, dafs man die Resultate und Aufgaben Schülern oder 
Freunden vorlegte, die sie dann selbst beweisen oder lösen 
sollten. Man konnte dann zugleich durch diese Beispiele mittels 
leitender Winke seijie Schäler in di(‘ Methoden einführen, von 
denen eine allgemeine Darstellung sich schwer hätte geben 
lassen, und die wir nun gewissermafsen hinter den überlieferten 
Resultaten und hinter den geordneten Beweisen suchen müssen. 
Andererseits ist gewifs vieles beim direkten mündlichen Unter
richt mitgeteilt worden. So li(‘gt die Annahme nahe, dafs 
Apollonius bei der Durchnahme von A r i s t ä u s '  körperlichen 
Ollem Gelegenheit gehabt habe seinen Schülern zu zeigen: 
einmal di(‘ Vervollständigung der Bestimmung des Orts zu vier 
Geraden und die Behandlung der mit diesem verwandten Örter, 
ferner die an den Satz vom einbeschriebenen Viereck ange
schlossenen Anwendungen der in der Schrift über den be
stimmten Schnitt gegebenen Lehre von der Involution, sowie 
endlich die Anwendung körptM-licher Orter auf die Lösung ein- 
Z(*lner wichtiger Probleme.

Es wird also teils in verlorenen Schriften, in solchen, die 
wir dem Namen nach kennen, und in solchen, die ganz in Ver
gessenheit geraten sind, teils in zusammenhängenden mündlichen 
Mitteilungen Raum und Gelegenheit genug für che umfassenden 
Untersuchungen gewesen sein, deren Existenz wir sowohl aus 
bestimrnten Winken wie aus der grofsen Vollkommenheit der 
überlieferten griechischen Lehre von den Kegelschnitten ge
schlossen haben. Ihrem Einflufs auf diese Lelm» ist es zu danken, 
dafs diese Unt('rsuchungen für uns nicht verloren gegangen .sind, 
und man darf wohl annehmen, dafs unsere moderne mathe
matische Kultur, welche auf den Überlieferungen aus der an
tiken aufgebaut ist, abge.sehen davon, dafs si(' in manchen 
Richtungen .so viel weiter fortgeschritten ist, nun allmählich 
auch das wiedererobert hat, was sie aus den verlorenen grie
chischen Arbeiten würde haben gewinnen können. Für das 
volle Verständnis des eigentümlichen Wesens der griechischen 
Geometrie, zu dem gegenwärtige Schrift einen Bcatrag zu liefern
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bestimmt ist, würden sie dagegen von der höchsten Bedeutung 
sein. Man fühlt sich deshalb angeregt einigen Ersatz in Ver
m u t u n g e n  zu suchen.

Indessen würden solche Vermutungen äufserst getahrlich 
sein, wenn sie hinsichtlich der we.sentlichen Beschaffenheit 
der Gegenstände und der Mittel der Untersuchung über das 
Gebiet hinausgndfen wollten, welches durch die überlieferten 
oder von späteren Schriftstellern, die sie kannten, aibsdrücklich 
erwähnten Schriften angegeben wird. Allerdings ist es nicht 
unwahrscheinlich, dafs man manchesmal auch übc'r dies Gebiet 
hinausgegangen ist; aber teils würden hierauf bezügliche Ver
mutungen willkürlich und deshalb leicht irreführend sein, teils 
haben solche Untersuchungen, die gar keine Frucht gereift 
haben, durch die man sie entdecken könnte, kaum sonderliche 
Bedeutung gehabt. Anders verhütt es sich, wenn die Ver
mutungen, mögen sie sich auch mit Rücksicht auf Einzelheiten 
höher erheben als die überlieferten Untersuchungen .selbst, 
sich doch nur innerhalb des durch die.se bezeichneten Ge
bietes bewegen. Gerade weil dieses von viel geringerer Aus
dehnung war als das der heutigen Mathematik, darf man 
annehmen, dafs diejenigen, welche damals ihre Zeit der Mathe
matik widmeten und durch ihre Leistungen im Dienste der 
Civilisation dieses Gebiet erobert und gründlich befestigt haben, 
sich eine grofse Vertrautheit mit demselben erwerben mufsten. 
Es spricht deshalb eine nicht geringe Wahrscheinlichkeit dafür, 
dafs man, wenn man Vermutungen über Untersuchungen auf- 
stcdlt, die ganz innerhalb dieses Gebietes liegen und sich 
durchweg unmittelbar auf Sätze stützen, die damals bekannt 
waren, auf Fragen treffen wird, die auch damals offene Fragen 
waren. Irreführend werden solche Vermutungen jedenfalls nicht 
werden, solange man sich an solche Aufgaben hält, von denen 
man, wenn sie auch möglicherweise niemals wirklich ge.stellt 
worden sind, dennoch gewissermafsen eine Lösung von einem 
griechischen Mathematiker, dem sie gestellt wurden, erwarten 
konnte, da sie auf Wegen gelöst werden, die ganz und gar 
den Alten zur Verfügung standen. Solche Vermutungen werden 
im Gegenteil eine deutlichere Vorstellung von der Brauchbarkeit
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dieser Wege geben, eine Vorstellung, deren Verbreitung aller
dings ihre Bedeutimg haben dürfte, wenn man bedenkt, 
dafs ein Mann von den gröfsten Verdiensten um die Litteratur- 
geschichle der griechischen Mathematik den vier ersten Büchern 
von Apollonius’ Kegelschnitten den äufserst bescheidenen und zu 
ihrem Inhalt so wenig stimmenden Zweck hat beilegen können, 
von der damaligen höheren Mathematik gerade das zu bringen, 
was nötig war um bis zur Lösung der delischen Aufgabe, diese 
mit einbegriffen, zu gelangen )̂.

Da ich aufserdeni dafür Sorge tragen mufs, dafs weder zu 
viel noch zu wenig hineingolegt wird in meine Behauptungen 
über die weitei^ehenden Untersuchungen, welche innerhalb 
des bezeichneten Gebietes ausgeführt sein sollen, so liegt mir 
daran, wo ich es vermag, Beispiele für die Beschaffenheit zu 
geben, welche diese meiner Meinung nach gehabt haben k^MM. 
Das habe ich am Schlüsse des vorhergehenden Abschnittes 
gethan, und am Schlüsse des folgenden werde ich umfassendere 
Angaben machen. Für den Augenblick werde ich mich be
mühen etwas ähnliches zu erreichen, indem ich den Versuch 
mache anzugeben, was der Inhalt von Er a t o s t henes ’ ver
lorener  Schri f t  übe r  Mit telgröfsen gewesen sein kann.

Die Angaben, welche hierüber vorliegen, sind so wenig 
zahlreich und zugleich nach der Meinung der Textkritiker so 
wenig zuverlä.ssig, dafs ich, wenn ich mich auch so genau wie 
möglich an dieselben anschliefse, vielleicht dennoch keine son- 
dei'liche Aussicht habe das richtige zu treffen; aber jedenfalls 
glaube ich, dafs die Bes t i mmungen g e o me t r i s c h e r ö r t e r ,  
die ich vornehme, und die Aufgabe,  die ich löse (die als 
körperliche Aufgabe vorgelegt wird, aber sich schliefslich als 
eben ergiebt), ganz und gar unter das gehört, was die Alten 
bewältigen konnten und auf ähnliche Weise behandelt haben 
würden.

Zuerst will ich eine Annahme von P. Tannery®)  be
rühren. die darin besteht, dafs Eratosthenes' Örter für Mittel-

r.antor, Vorlesungen. S. 294.
*) Menioires de TAcademie de Bordeaux. 2®« s^rie, T. III.
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gröfsen die Kurven sein sollten, die in einem trilinearen-Koordi
natensystem durch Relationen zwischen zwei beliebigen Gröfsen 
und einer von deren Mittelgröfsen dargestellt werden, also 
durch die Gleichungen:

== +  +  
wo y die arithmetische, geometrische und harmonische Mittel- 
gröfse zwischen x  und z ist, und durch

x (x  — i j ) ‘==z{y — z), x{x — tJ)==y{tj — z),
WO y die subkonträre Mittelgröfse zu der harmonischen oder 
geometrischen ist').

Da sich sofort erkennen läfst, dafs diese Relationen mit 
Ausnahme der ersten, die eine gerade Linie darstellt Örter zu 
drei oder vier Geraden ergeben, so ist es zu E r a t o s t h e n e s ’ 
Zeit nicht schwierig gewesen die Behandlung der in diesen 
Relationen dargestellten Kurilen ebenso weit zu führen, wie 
man vor Apollonius die Bestimmung des Orts zu vier Geraden 
führen konnte. Der Um.stand, dafs eigentlich nur das, was 
unter diese letzte allgemeine Aufgabe gehörte, überhaupt Schwie
rigkeiten bereiten konnte, ist vielmehr ein Grund dagegen, dafs 
Eratosthenes Veranlassung gehabt haben sollte diesen Kurven 
besondere Aufmerksamkeit zu schenken; jedenfalls erscheint 
mir die Wahl derselben etwas willkürlich.

Die Stellen bei Pappus*), an denen E r a t o s t h e n e s ’ 
Orter für Mittelgröfsen erwähnt werden, gehören allerdings zu 
denen, über deren Echtheit Hultsch einige Zweifel hegt; aber 
jedenfalls sind dieselben doch wohl einem Manne zu verdanken, 
der etwas über Eratosthenes’ Schrift gewufst hat, und das 
wenige, was man zu wissen bekommt, dürfte deshalb etwas An
spruch auf Zuverlässigkeit machen können; im entgegengesetzten 
Falle müfste man es auch als zweifelhaft betrachten, ob die 
angeführte Schrift überhaupt etwas über Örter enthalten hat, 
da darüber bei Pappas’ erster und zuverlässiger Erw'ähnung 
dieser Schrift (S. 636) nichts angegeben ist.

*) Pappus, Ausg. V. Hultsch, S. 84.
*) Ausg. V. Hultsch, S. 6612. 16 und 65l2, 8. Die im Folgenden im Text 

angegebenen Seiten beziehen sich auf diese Ausgabe.
21
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S. 6612, 17 wird nach einer Auseinandersetzung über -«z lie  
Einteilung der Örter in ebene, körperliche und lineare gesc^* i—gt, 
dafs die erwähnten geometrischen Örter ihrer Art nach ier
die vorher genannten {:tpo£ip7]fiiva) gehören. Es läfst sich n S  «BKlit 
erkennen, ob dabei an eine einzelne von diesen Arten gedai_«Mcht 
wird; da aber keine solche genannt wird, so ist es am waLÜlHir- 
scheinlichsten, dafs sie zu allen dreien gehört haben. H>- afs 
einige der Örter Kegelschnitte gewesen sind, wird n a m ^  nt- 
lich dadurch walirscheinlich, dafs Eratosthenes’ Schrift rB-$zzzEich 
der bei Pappus mitgeteilten Reihenfolge (S. 636) zuletzt g e le ^ ^ s e n  
werden sollte, also nachdem man dui*ch A p o l l o n i u s ’ 
schnitte und Ar is t a u s ’ köi*perliche ÖHer sowohl mit — der 
Lehre von den Kegelschnitten im allgemeinen als auch mit d_jdlem  
Auftreten der Kegelschnitte als körperlicher Örter bekannt ge
worden war. Neben diesen kann es ebene Örter für M it___:tel-
gröfsen und vielleicht lineare Örter gegeben haben; doch wex*«^ den 
diese letzteren kaum sonderlich untersucht worden sein., da 
keine von den übrigen Schriften, welche Pappus der an tL Ä iken  
analytischen Geometrie zurechnet, über Formen des zwi  
Grades hinausgegangen zu sein scheint.

Der Grund dafür, dafs die Örter für Mittelgröfsen c3 
hier sowohl wie S. 652 für sich genannt werden, scheint im 
folgenden Zeile 662, 18 angegeben zu werden und der g e w t  
zu sein, dafs die Voraussetzungen für diese Örter von 
besonderen Beschaffenheit gewesen sind^). Diese kann 
bestanden haben, dafs diese Örter nicht, wie der Ort zix 
Geraden, an eine geradlinige Figur angeschlosen wurden, 
dem an einen im voraus gegebenen Kegelschnitt*).

’) Eine Lucke in dieser Zeile liefse sich vielleicht in der Weise ergaxnB zen, 
dafs nur angeführt würde, die Örter könnten nach den verschied 
Voraussetzungen eben, körperlich oder linear werden. Doch ist . «iie 
Ergänzung von Hultsch, der wir uns angeschlossen haben, insci» £"«m 
wahrscheinlicher, als allerdings ein Grund für die besondere AuiF=:=*“tel- 
lung dieser Örter vorhanden gewesen sein mufs.

’) Der Unterschied von anderen ebenen, körperlichen und l i n«“ reu 
Örtern kann möglicherweise auch darin I>estanden haben, dafs 
sthenes* Örter ebene  Kurven in ver sch iedenen  Ebenen.
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Eine zu dieser Auffassung der ang(?führten Stelle stinmiende 
Erklärung davon, was für Kurven die Örter für Mittelgröfsen 
waren, erhält inan, wenn man beachtet, dafs die Alten, wie 
wir aus Apollonius’ drittem Buche wissen, einen an einen 
gegebenen Kegelschnitt angeschlossenen geometrischen Ort, auf 
den der Name besonders gut passen w^ürde, kannten, nämlich 
die Po la r e  eines Punktes mit Bezug auf den Kegelschnitt. 
Nennen wir den Punkt C (Fig. 57), so wird eine durch ihn 
gezogene Linie, welche den Kegelschnitt in A" und X* schneidet, 
eine gewisse Gerade, nämlich die Polare von C\ in einem sol
chen Punkte H  schneiden, dafs CH die mittlere harmonische 
Proportionale zwischen C X  und CX* wird. Es lag also nahe, 
die Polare den O rt für die harmoni sche  Mi t telgröfse 
zu nennen, und dann zugleich die Örter für die Endpunkte A 
u n d  G der a r i t h me t i s c h e n  und geomet r i schen Mittel- 
^ r ö f s e  zu suchen und denselben die entsprechenden Namen 
zu  geben.

Ist die Kurve eine Ellipse, so sieht man leicht, wenn man 
s i e  als Parallelprojektion eines Ki-eises betrachtet, dafs diese 
b e id e n  Kurven Ellipsen werden, welche der gegebenen ähnlich 

Diese Methode wai*, wie man vielleicht aus Archimedes’ 
S c h r if t  über Konoide und Sphäroide [4 und 5] schliefsen darf, 
i e n  Alten nicht ganz unbekannt; wahrscheinlich hat aber 
Ei*aitosthenes die Untersuchung planimetrisch durchgeführt, um 
u.ig-leich die Parabel und Hyperbel berücksichtigen zu können; 
U“i.cl bei der Hyperbel darf man, da Eratosthenes vor Apol- 
o ix iu s  lebte, nur an einen solchen Hyperbelast «lenken, der

Baumes gewesen sind, so dafs die VoraussetzAingen hier räumlicher 
Aatur waren. Dadurch wurde man auch eine Erklärung für die Be
merkung haben, dafs E r a to s th e n e s ’ Schrift erst nach E u k lid s  
O h e r f lä c h e n ö r te r n  gelesen werden solle. Wenn man dann 
zugleich da.s festhielte, was ich als die Haujitsache hei meiner Ver- 
inutung betrachte, nfimlich den Zusammenhang zwischen dem Namen 
der Schrift und der Theorie der Polaren, so kannte die Berfihruiigs- 
kurve zwischen einer Kugellläclie oder einer Fläche zweiter Ordnung 
u n d  einer umbeschriebenen Kegelfläche ein Ort für eine Mittelgröfse 
« e in . Diese Vermutung ist indessen aus verschiedenen Gründen weniger 
v rahm hein lich  als diejenige, welche hier vorgetragen werden soll.
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von Linien, die durch C gezogen werden, in zwei Punkten 
geschnitten wird.

Dafs der geometrische Ort für den „arithmetischen Mittel
punkt“ A ein Kegelschnitt wird, der dem gegebenen perspek
tivisch ähnlich ist und diametral entgegengesetzte Punkte in C 
und dem Mittelpunkt 0  des gegebenen Kegelschnittes hat, wenn 
die Kurve eine Ellipse oder Hyperbel ist, mufste sich leicht aus 
dem Umstande ergeben, dafs CA und OA konjugierten Durch
messern oder Supplementarsehnen des gegebenen Kegelschnittes 
parallel werden. Vielleicht kann der Beweis eine Form, die 
der analytisch-geometrischen näher steht, angenommen haben, 
indem man direkt Ausdrucke für das Quadrat der dem Durch
messer CO ensprechenden Ordinate von A suchte. Auf sol
chem Wege kann man dann auch den Fall behandelt haben, 
wo die gegebene Kurve eine Parabel ist.

Der Ort für den „geometrischen Mittelpunkt“ G kann dann 
durch Benutzung des für A gefundenen Ortes ermittelt sein, 
da die mittlere Proportionale CG zwischen CX\ und CX* zu
gleich die mittlere Proportionale zwischen CA und CH  ist. 
Wir wollen nun in einem Koordinatensystem, in dem CO Ab- 
scissenaxe und die an den Ort für A in C gezogene Tangente
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O rd inatenaxe  ist, die Ordinaten von A mit und und 
die v o n  G mit x  und tj bezeichnen. Man hat dann zuerst die 
G le ich u n g  des für A gefundenen Orts

!/i =  ^ l iP  +  aXi),

t e r n e r  _ ^

u n d  x'  ̂ =  kxy ,̂
w o r i n  k die Abscisse der Polare von C bedeutet. Aus den 
b e id e n  ersten von diesen Gleichungen leitet man zunächst ab:

^  =  ^  ^  ^  J y  ... == _.
y Vi P +  p k  -^akx^  ’

d ie  beiden letzten ergeben aber:
a: _  y

m i t h i n  kij^ =  xy.
D u r c h  Einsetzen erhält man

X _ xy
y p k  +  ax^ 

o d e r “ y ^ - ^ p k - ^ a x ^ .
D i e s e  Gleichung stellt einen neuen Kegelschnitt dar, der den 
b e ic lc n  ersten perspektivisch ähnlich ist und seinen Mittelpunkt 
in  <Z^ hat (zwei parallele Geraden, wenn die gegebene Kurve 
e i n e  Parabel ist).

Da a nur ein konstantes Verhältnis ist, so kommt in dieser 
A b le i tu n g , wie wir sie hier geschrieben haben, nirgends ein 
A u s d ru c k  von höherem als dem zweiten Grade vor. Ganz 
deE*selbe Beweis hat sich also in der geometrisch-algebraischen 
For*Kii der Griechen führen lassen. Dafs wir in einem Beweise, 
d e n  Eratosthenes geführt haben soll, die Form der Gleichung 
bein .n tzen , die man Apollonius verdankt, ist unwesentlich, da 
w i m r  durch Ai’chimedes wissen, dafs diese Gleichung der Haupt- 
.s a c ln e  nach vorher bekannt war, und wir nicht beabsichtigt 
h a l b e n  im einzelnen Eratosthenes’ Darstellungsform zu treffen.

Wir nehmen also an, dafs die hier gefundenen beiden 
K eg e lsch n itte  entweder allein oder in Verbindung mit der Po
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lare von C und den höheren Kurven, welche die Orter filr die 
Endpunkte der subkontraren Mittelgröfsen werden, El*alo- 
s t h e n e s ' O r t e r  für  Mi t t e l g r ö f se n  gewesen sind. Indessen 
liegt, wie bereits erwidint, kein Grund vor zu glauben, dafs 
Eratosthenes genauer auf das Studium der letzten linearen 
Örter eingegangen sei.

Seine beiden Bücher über Mittelgröfsen werden noch an 
einer anderen Stelle bei Pappus*) erwähnt, nämlich in dem 
Bericht über Apollonius' Schrift über Einschiebungen. Die Be
deutung hiervon wird aber dadurch geschwächt, dafs diese 
Stelle von den Textkritikem, so namentlich auch von Hultsch, 
für unecht gehalten wird. Heiberg nimmt an-), dafs die be
treffenden Zeilen von einer erklärenden Randbemerkung her
rühren, die zuerst von einem Herausgeber h i n t e r  dem Bericht 
über die Schrift von den Einschiebungen angebracht wurde, 
später aber von einem Abschreiber aus Versehen über die 
beiden letzten Zeilen dieses Berichtes hinauf- und in den Text 
bineingeschoben worden ist. Das kann auch wohl zu dem 
Hauptinhalt dieser Zeilen stimmen, der eine Erklärung der 
vorher gegebenen Reihenfolge der Bücher, welche zu der antiken 
analytischen G(‘ometrie gehören, giebt und aussagt, dafs die 
bereits erwähnten Schriften die ebenen Aufgaben, die sich 
mittels Zirkel und Lineal lösen lassen, behandelt haben, und

‘) Ausgabe von Hultscli, S. 67iJ. Wegen der Anwendung, die wir davon 
machen werden, soll diese Stelle hier in Übersetzung mitgeteilt werden: 
Diese ebenen (Aufgaben) also finden sich im zunog ävaXuofisvog, welche 
auch zuerst bewiesen (gelöst) sind, mit Ausnahme von Eratosthenes’ 
Mittelgröfsen, die zuletzt kommen. Aber nach den ebenen verlangt 
die Ordnung die Lehre von den körperlichen. Körperliche Aufgaben 
nennt man aber nicht solche, welche an körperlichen Figuren vor
gelegt werden, sondern solche, welche, da sie nicht durch ebene (ÖilerV’ 
gelöst werden können, durch die drei konischen Linien gelöst werden 
so dafs es notwendig ist zuerst über diese zu schreiben. Cher die Eh 
mente der Kegelschnitte waren aber zuerst die fünf Bücher Aristäu 
des älteren herausgegeben, in gedrängter Dai-stellung zum Gebrau« 
für diejenigen, welche bereits imstande waren solche (ProblemeV od 
Elemente?) aufzufassen.

') Litterargeschichtliche Studien über Euklid, S. S5.
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dafs inan nach diesen die körperlichen Aufgaben, deren Lösung 
Anwendung der Kegelschnitte verlangt, behandeln soll, dafs 

niBxi aber doch, ehe man zu diesen übergehe, die Lehre von 
d e n  Kegelschnitten selbst kennen lernen müsse.

Selbst wenn diese Zeilen nun wirklich eingeschoben sein 
so llten , so können wir doch die darin enthaltene Bemerkung, 
w onach die Behandlung von Era t os t hene . s '  Mittelgi'öfsen. 
obg-leich sie bis zuletzt aufgeschoben ist, unter die ebenen Auf- 
grAben gehören sollte, nicht ganz unbeachtet lassen. Da etwas 
d era rtig es  sich nämlich aus dem, was sich sonst bei Pappus 
f in c ie t, nicht schliefsen läfst, so mufs die betreffende Bemerkung 
z u m  mindesten von einem Manne herrühren, der auf anderem 
W € ^g e  etwas über Eratosthenes’ Schrift wufste.

Indessen ist die hier gemachte Voraussetzung kaum die 
o im x ig  mögliche Erklärung des Umstandes, dafs Angaben über 
d e j n  Unterschied zwischen den bis dahin betrachteten ebenen 
A u i lg a b e n  und körperlichen Aufgaben, für welche die folgenden 
=>dTiriflen im tottoq dvaXu6fjtevog als Grundlage dienen sollen, in 

besondere Besprechung von Apollonius’ Schrift über ebene 
^  i  Äraschiebungen hineingeraten ist. Zur Aufstellung einer anderen 
d x -lc lä ru n g  wird man geführt, wenn man beachtet, dafs die 
'^ r '^ ^ ä h n te n  Zeilen allerdings, einerlei ob sie von Pappus oder 

einem seiner Herausgeber herrühren, später, \venigstens 
einer Stelle, etwas modificiert sein müssen. Wenn dort 

■La^Änrilich auf „Aristäu.s’ El ement e  der  Kegelchni t t e“ hin- 
"Vliesen wird, so mufs das auf einer Verwechslung mit des- 

^ ^ U > e n  Verfassers körper l i chen Ör t e rn  beruhen. Nun glaube 
nicht, dafs diese Verwechslung von dem ursprünglichen 

e^xfasser herrührt, der in der That Veranlassung hatte eine 
über köi-perliche Örter zu eitleren; denn gerade eine 

5*<z>lche ist für die Vorbereitung auf das Lösen körperlicher Auf- 
g-a>l3en erforderlich. Da die vorhergehenden Worte indessen 

mittelbar nur sagen, dafs zuerst über Kegelschnitte geschrie- 
werden mufs, so kann ein späterer Herausgeber dadurch 

l ö i o h t  veranlafst worden sein zu übersehen, dafs das citierte 
W €?rk eigentlich nicht die Elemente der Kegelschnitte behandelt.
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Ist nun diese Stelle bei Pappus der Gegenstand eil 
späteren erläuternden Bearbeitung gewesen, so ist es mögli 
dafs diese Bearbeitung, weil der Herausgeber Pappus’ Ti 
nicht verstand, derselben die an und für sich recht verslan 
liehe Gestalt gegeben hat, in der sie so schlecht an ihren Pia 
in dem Bericht über Apollonius’ Einschiebungen pafst, wahrer 
sie in ihrer ursprünglichen Gestalt sehr wohl hierher gepal 
haben kann.

Ist das aber der Fall, oder kann man überhaupt die 
Zeilen an dem Platze lassen, für den der überlieferte Te 
denselben wenigstens das Recht des faktischen Besitzes giel 
so erfahren wir schon dadurch etwas mehr, nämlich dafs ( 
ebene Aufgabe, welche in Eratosthenes’ Schrift über Mitt 
gröfsen behandelt war, eine E i n s c h i e b u n g  gewesen ist.

Viel mehr zu erfahren ist, wenn die hier aufgestellte A 
sicht das richtige trifft, deshalb schwierig, weil der ursprüi 
liehe Gedanke durch die Änderungen dann so verwischt ; 
dafs der Text nur noch die allerbekanntesten Dinge enthi 
Ursprünglich dürfte er die Angabe enthalten haben, dafs < 
in Eratosthenes’ Schrift gegebene ebene Einschiebung, nach < 
angenommenen Ordnung des analytisch-geometrischen Le 
gebäudes, erst nach den Schriften über körperliche Orter ] 
handelt wird; vielleicht ist dies zugleich begründet word 
Die Reste einer solchen Begründung würden dann in der nei 
tiven Bemerkung zu suchen sein, die P a p p u s  sonst nicht 
seiner Erklärung körperlicher Örter hinzufügt, dafs diese „nie 
solche sind,  welche an körper l i chen F ig u r en  V( 
gelegt  w e r den“. Da man unter Aufgaben, welche körp 
liehe Figuren betreffen, gewifs auch solche rechnen wür 
welche die „Oberflächen körperlicher Figuren“ (eine Bezei 
nung für die Kegelschnitte, die sich an mehreren Stellen 
Pappus findet) betreffen, so wird hierdurch unter ander 
gesagt, dafs eine Aufgabe nicht deshalb körperlich ist, weil 
vorgelegte Kegelschnitte betrifft.

In voller Übereinstimmung hiermit würde man die I 
hand l ung  e iner  ebenen Einschiebung,  welche si 
auf  Kegelschni t t e  bezieht ,  in Eratosthenes’ Schrift ül
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Mittelgröfsen verweisen können. Verwirft man die eben auf- 
gestellte Erklärung der Stelle bei Pappus teilweise oder ganz, 
so gerät man dadurch doch nicht in Streit mit dieser Annahme, 
sondern raubt ihr nur einige von ihren Stützen. Wenn man 
der Stelle nur nicht j ede Bedeutung absprechen will, so bleibt 
die Angabe bestehen, dafs in Eratosthenes’ Schrift eine ebene 
Aufgabe gelöst worden ist. Diese kann dann um so mehr 
eine Einschiebung gewesen sein, als die Griechen sich viel mit 
diesen beschäftigten; und dafs sie sich auf Kegelschnitte be
zogen hat, wird annehmbar durch das, was wir sonst über 
eben diese Schrift gesagt haben, und womit die Aufgabe in 
Zusammenklang gebracht werden sollte. In der Art, wie dies 
letztere geschieht, inufs unsere Hypothese die ihr noch fehlende 
Stütze suchen.

Die Aufgabe, deren Behandlung ich nach allem gesagten 
in Eratosthenes’Schrift hineinlegen möchte, ist folgende: Durch 
einen P u n k t  eine gerade  Linie zu ziehen,  auf  der  
ein gegebener  Kegelschni t t  eine Sehne von gegebener  
Länge abschneidet .  Für die Griechen, die sich — nachdem 
sie wahrscheinlich früher Einschiebungen mechanisch ausgeführt 
hatten — so viel damit beschäftigten dieselben auf andere 
Konstruktionsmittel zurückzuführen, und die zugleich die Kegel
schnitte so eingehend untersuchten, mufs diese Aufgabe sehr 
nahe gelegen haben. Die Lösung wird auf eine Konstruktion 
zurückgeführt, bei der, aufser dem gegebenen Kegelschnitt, nur 
Zirkel und Lineal Verwendung finden, und eine solche Kon- 
.struktion würde, wie wir früher (S. 286) nachgewiesen haben, 
die Aufgabe für Pappus als eben charakterisieren. In welche 
Verbindung dieselbe dessenungeachtet mit den körperlichen 
Kurvten gerät, die wir oben als Örter für Mittelgröfsen auf-

^) Ich lasse es dahingestellt, ob man vielleicht einen Ausspruch in dieser 
Richtung in den oben erwähnten Worten erblicken darf, dafs „die 
kru’perlichen Probleme nicht solche sind, welche an körperlichen Fi
guren vorgelegt werden“ {o<ra iv  arepsotg  (T/vjfiaat TtpoTsiyerat). Wenn 
eine Aufgabe an solchen Figuren vorgelegt wird, so müssen nämlich 
diese Figuren selbst auch vorgelegt werden; es wird also ausgesagt, 
dafs die Benutzung dieser die Aufgabe noch nicht körperlich macht.
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gestellt haben, wird aus der folgenden Auseinandersetzung her
vorgehen.

Wir wollen annehmen, dafs XX* in Fig. 57 eine gegebene 
Länge 2/ haben soll. Die Hälfte dei-selben, A X  =  /, ist mitt
lere Proportionale zwischen A H  und AC. Durch Benutzung 
der geometrischen Örter für A  und H  ist die Aufgabe also 
v o r l ä u f i g  darauf reduciert, durch einen Punkt C eines Kegel
schnittes eine gerade Linie CHA  zu ziehen, welche den Kegel
schnitt zum zweiten Male in A, und eine Parallele zu der Tan
gente in C in einem solchen Punkte H  schneidet, dafs die mitt-

I

lere Proportionale zwiseii AC  und A H  die gegebene Länge l 
erhält.

Nennen wir die Koordinaten des Punktes A^ bezogen auf 
ein r e c h t w i n k l i g e s  Koordinatensystem mit C als Anfangs
punkt und der Tangente in C als Ordinatenaxe, x  und //, be
zeichnen wir ferner die belvannte Abscisse des Pmiktes H 
mit r, und setzen wir CA =  r, so ei-giebt sich

AC^

Wird nun der Kegelschnitt (.4) als Ort zu drei Geraden auf
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i l i &  Abscissenaxe CY  und auf die Tangenten CU und Y l \  die 
die Schnittpunkte der Abscissenaxe und des Kegelschnittes 

sind, bezogen, so wird derselbe durch
y'i =  Xxx* (i2)

t> 0 € 5 tim m t, worin x* den Abstand AQ  des Punktes A von der 
T " a n g e n t c  UY,  parallel der Abscissenaxe gerechnet, bedeutet, 
v ^ a V i r e n d  X ein auf gewöhnliche Weise gegebenes Verliilltnis ist. 
W ' i r d  nun in (1)

r® s= X* +  =  .r (j* +  Ax')

e^ iingreführt, so ergiebt sich, dafs die Hyperbel
(,r — =  U (3)

d l u u r c h  den gesuchten Punkt A gehen niufs. Von dieser Hy- 
p>«M rl)e l ist die eine Asymptote, .r — r =  0 , gegeben (die Linie 

in der Figur); die andere, x -j- xj?' =  0 , welche durch 
t i e f r x  Pol U von CY  geht, läfst sich leicht konstruieren (die 
L -« J .n .ie  KU),  und die Fläche l* des konstanten Rechtecks ist 
K " ^ ^ e b e n .

Die Hyperbel i.st also bestimmt. Bei der Ausführung dieser 
^ S tim m u n g  hat es den griechischen Mathematikern, die so 

äs<=»x*'^[faltig in ihren Untersuchungen waren, kaum entgehen 
te .t> * r» n en , dafs die beiden Asymptoten gleiche Winkel mit jeder 
c i o - » ' “ Axen des gegebenen Kegelschnittes (2) bilden. Das hat 
Em.'is.siLXi beweisen können durch Beti’achtung der Schnittpunkte 

v is c h e n  dem Kegelschnitt und einer Parallelen zu der Geraden 
Xx* =  0, die offenbar selbst den Kegelschnitt nicht schneidet. 

LS3 der Gleichung (2) dieses Kegelschnittes und aus der Glei- 
d n v t n g  der Parallelen

x-f- ix ' =  k
man ableiten können, dafs der Kreis

y* =  i x  — X*,
'W 'e lc h e r  die Ordinate in C berührt, durch die beiden Schnitt- 
X>Eixikte geht. Hieraus folgt wieder, dafs der Schnittpunkt der 
O rd in a ten ax e  mit der erwähnten Parallelen dieselbe Potenz in 
d ie s e n  beiden Richtungen mit Beziehung auf den Kegelschnitt 
e rh ä l t .  Nadi dem Potenzsatze mufs dann dasselbe für jeden



332 Vieraehnter Abschnitt.

Punkt der Ebene stattfinden, und die beiden Richtungen m ü ss^ ^   ̂
dann gleiche Winkel mit den Axen bilden.

Zu einer anderen Konstruktion der Schnittpunkte zwische-^^^ 
dem Kegelschnitt (2) und der Hyperbel (3) gelangt man 
Addition ihrer Gleichungen. Man erhält dann

r« =  ÄX‘); (4
diese Gleichung stimmt überein mit der analytisch-geoinetrischet-5 
Bestimmung eines Kreises, welche die Alten, wie wir aus Apol”« 
lonius’ ebenen Örtern gesehen haben, kannten. (Vergl. S .2097^

Durch seine Schnittpunkte mit dem Ort (2) für die arith
luetischen Mittelgröfsen bestimmt dieser Kreis die Mitten _
der gesuchten Sehnen, die sich dann durch diese Punkte und 
ziehen lassen. Indessen wird bei dieser Konstruktion noch d^ _ 
Kegelschnitt (2) benutzt, der nicht voi-gelegt ist, sondern er—la 
konstruiert werden mufs. Derselbe ist aber dem ursprungli» 
gegebenen perspektivisch ähnlich, sogar auf zwei Arten, 
nutzt man eine von diesen, so erhält man die Punkte 
ursprünglichen, vollständig gegebenen Kegelschnittes, welc 
(len gesuchten Punkten A entsprechen, als die Durchschnitt^ - — 
punkte zwischen diesem und einem neuen Kreise, und nr
wiederum lassen sich die entsprechenden Punkte A lei(__
mittels Zirkel und Lineal konstruieren.

Damit indessen die hier beschriebene Konstruktion nie 
nur ausgeführt werden, sondern auch Aufnahme in eine durc 
geführte antike Schrift finden konnte, war es notwendig, ds^ 
man zugleich den zugehörigen Di o r i s mu s  aufgestellt hat:
Da der Mittelpunkt des Kreises (4) unabhängig von der ge 
benen Länge /, die nur Einflufs auf den Radius hat, bestini 
wird, so kann man, nachdem man den Mittelpunkt gefuncÄ 
hat, mit Hülfe von Apollonlus’ fünftem Buche die Grenzwe— 
für den Radius bestimmen, wenn der Kreis (4) den Ort 
für die arithmetische Mittelgröfse schneiden soll, und dadu^ 
die Grenzwerte für /. Indessen stand dies Hülfsmittel d 
Eratosthenes, der älter war als Apollonius, nicht zur Verfügiu

Der Diorismus, der in der synthetischen Darstellung 
der Konstruktion angegeben werden mufste, braucht übrige
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nicht an den Kreis angeschlo.ssen worden zu sein, durch den 
nacli unserer Annahme die Konstruktion durchgeführt wurde, 
sondern kann sich eben so gut auf die Anwendung der Hy
perbel (3) gestützt haben, deren Schnittpunkte mit dem Kegel
schnitt (2) sich als das nächstliegende Konstruktionsmittel dar
boten. Da die Asymptoten K I I  und K V  der Hyperbel unab
hängig von der Strecke / sind, deren Grenzen bestimmt werden 
sollen, so hat der Diorismus in einer Bestimmung von Hyperbeln 
mit die.sen Asymptoten, welclie den Kegelschnitt (2) berühren, 
bestanden, und diese Bestimmung, welche unter die am Schlüsse 
des vorhergehenden Abschnittes berührten gehört, ist dadurch 
etwas vereinfacht worden, dafs die Asymptoten, wie bereits 
angeführt, gleiclie Winkel mit jeder der Axen des Kegelschnittes 
bilden. Es ist deshalb natürlich, diese Axen als Koordinaten- 
axeii zu betrachten.

Wir können annehinen (Fig. 58), dafs die beiden Asymp
toten K l )  und KE.  auf dieses Koordinatensystem bezogen, die 
Gleichungen

jc =  ay (1 und x := — «y 4-^

erhalten. Der Berührungspunkt M mit der Hyperbel mufs die 
Mitte des Stückes S T  der Tangente sein, welches zwischen 
den Asymptoten abgeschnitten wird. Bezeichnen wir die Koor
dinaten von M mit x  und y, und die Abscisse des Schnitt
punktes zwischen der Tangente und der Abscissenaxe mit x \  
so haben wir ferner in der Besprechung von Apollonius’ erstem 
Buche (S. 84) gesehen, dafs
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<J‘ \
Wir 
mit X 
Portionen:

erhallen also, wenn wir die Koordinaten von S  und
y, und Xj, //j bezeichnen, folgende Reihe von Pi——'

T
■ o-

^  (KJ
_____>J_ y*

X‘ —  X X' — e +  «y,
yi +  y*

X* — rf — ay*
y t — y\

2 x '  — c  — rf — a ( y j  — y , )  e — d — a{t^̂  + y )̂
Da nun y, +  y, =  2y, so ergiebt sich aus der Gleichheit de 
zweiten und vorletzten Verhältnisses, dafs

es

=  - ^ { i x  u (i);y t — yi lA,

setzt man diesen Wert von — !/i letzte VerhaltnS:,
ein, so folgt aus der Gleichheit des ersten und letzten Veiiial®- 
nisses, dafs

X

Jh

J)X
ay

^Ix — e — d
e + d

a{e — d — 2 ay)

Diese Gleichung zeigt, dafs der Punkt M  oder y) auf ein< 
gleichseitigen Hyperbel liegen mufs, deren Asymptoten sowol 
den Axen des hier vorgelegten Kegelschnittes, den wir früh( 
durch die Gleichung (2) darstellten, als denjenigen der Hyperb« 
reihe (3) parallel sind.

Da die hier entwickelten Operationen mit Proportion! 
sich in allen Stücken an der Figur verfolgen lassen, so habi 
sie auch den Alten keine Schwierigkeiten bereiten können. EI 
die Alten zugleich die Glieder überall so viel wie möglic: 
zusamnienzogen, so werden sie bemerkt haben, dafs in der
letzten Verhältnis — wie unsere Umformung zeigt — Zähl« 
und Nenner, abgesehen von dem Faktor die Koordinai 
von J/, bezogen auf parallele Axen durch den Mittelpunkt - 
der Hyperbelreihe, darstellen, dafs also die gefundene gleicC. 
seitige Hyperbel durch diesen Punkt geht. Dafs dieselbe du 
den Mittelpunkt L  des Kegelschnittes (2) geht, ist unmittelb
ersichtlich.

IDa
-ch
► Jii

?n 
JC 

J i -  
2h 

.^ar
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In der preometiischen Form, welche die Alten den Beweisen 
für die.se ResulUite geben inufsten, wird e.s deutlich hervor
getreten sein, dafs K  und L  jeder auf einem besonderen 
Hyperbelaste liegen, wenn die Kurve (^) eine Ellipse ist, aber 
auf demselben Aste, wenn .sie eine Hyperbel ist. Das kann um 
so weniger unbeaclitet geblieben sein, als die beiden Hyperbel
aste von den Alten als zwei verschiedene Kurven betrachtet 
wurden, die aber beide bei dem vorliegenden Diorismus von 
Bedeutung werden konnten.

Die so gefundene gleichseitige Hyperbel wird durch ihre 
Schnittpunkte mit dem Kegelschnitt (2) (dem Ort für die arith- 
jnetischen Mittelgröfsen) dessen Berührungspunkte mit Hyperbeln 
der R(‘ihe (3) be.stimmen. Diese Punkte werden die Mitten A 
derjenigen Sehnen des ursprünglich gegebenen Kegelschnittes 
sein, welche die Maxima oder Minima unter denen .sind, die 
sich durch den gegebenen Punkt C ziehen la.ssen. Hier stellt 
es sich aber als notwendig heraus, die Be.schaffenheit der 
Schnittpunkte zwi.schen dem Kegelschnitt (i) und der gefundenen 
gleichseitigen Hyperbel zu untersuchen und zu entscheiden, 
welche Schnittpunkte den Maximis, welche den Minimis von 2/ 
entsprechen, sowie welche von diesen absolut, welche relativ sind.

E r a t o s t h e n e s  kann sich hier mit einer Beantwortung 
begnügt haben, die zwar nicht vollständig war, dafüi* aber auch 
keine unüberwindlichen Schwierigkeiten venu*sachte.

Die erste Einteilung der Aufgabe beruht darauf, ob der 
gegebene Punkt C inm^rhalb oder aufserhalb des gegebenen 
Kegelschnittes liegt, und davon hängt es wieder ab, ob die 
Polare von C, .r =  c, welche die eine A.symptotc der Hyper
beln (3) ist, aufserhalb des Orts (2) für die arithmetischen 
Mittelgröfsen liegt oder ob sie diesen Ort schneidet; er .selbst 
.schneidet keinenfalls die andere Asymptote x +  Xx* =  0. Wir 
werden den besten Überblick erhalten, wenn wir .sogleich 
(Fig. 59, in der die aus Fig. 57 und 58 herubergenommenen 
Buchstaben ihre Bedeutung behalten) den schwierigsten Fall 
betrachten, nämlich den, wo Punkt C innerhalb des gegebenen 
Kegelschnittes liegt und dieser eine Ellipse ist, wo also der 
Kegelschnitt (2) gleichfalls eine Ellipse ist {CA^OA^A^A^  in
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ie r  Figur), die keine von den Asymptoten K S  und K T  der 
Hyperbeln (3) schneidet. Diese Hyperbeln wollen wir h, und 
iie  letztgenannte Ellipse (^) nennen.

Da die Axen der Hyperbeln h den Asymptoten der gleich
seitigen Hyperbel parallel sind, so ist klar, dafs keine von 
liesen die gleichseitige Hyberbel aufser in K  schneidet. Die 
Halbierungslinie K N  des Winkels S K T ,  in dem die Ellipse (A) 
in d  die Äste der Hyperbeln A, auf die es ausschliefslich an- 
:om rat, liegen, wird also die innerhalb dieses Winkels liegenden 
Teile der Äste der gleichseitigen Hyperbel trennen. Wenn nun 
lerjenige von diesen, der durch K  geht, die Ellipse (A) schneidet, 
o  w’erden die Hyperbeln (Aj und Ag in Fig. 59), welche die 
Cllipse in den Schnittpunkten A^ und A^ berühren, dieselbe 
notwendigerweise zugleich in zwei Punkten schneiden; denn 
iie  Punkte dieser Hyperbeln, die symmetrisch zu A^ und A.  ̂
n i t  Beziehung auf die Hauptaxe K N  der Hyperbeln li^en, 
allen innerhalb der Ellipse {Ä), da deren Axe der K N  parallel 
s t  und den zweiten Ast der gleichseitigen Hyperbel schneidet 
nämlich im Mittelpunkt L  der Ellipse). Die Werte 2/,̂  und 

2Zg der eingeschobenen Sehne 2/, welche den Hyperbeln Â  
and Ag entsprechen (vergl. Gleichung (3)), gehören also jede 
noch zwei anderen, durch C gezogenen Sehnen an und können 
folglich nur ein relatives Maximum und ein relatives Minimum 
darstellen. Auf ähnliche Weise ergiebt sich, dafs die Schnitt
punkte Aŷ  und A^ mit dem Ast der gleichseitigen Hyperbel, 
der durch L  geht, ein absolutes Maximum und ein absolutes 
Jdininium bestimmen.

Da es bestimmt ein absolutes Maximum und ein absolutes 
Minimum geben mufs, so schneidet der letztgenannte Zweig die 
Ellipse in zwei und nur in zwei Punkten, woraus wir schliefsen 
können, dafs der durch K  gehende Ast sie entweder in zwei 
Punkten schneidet, oder berührt, oder ganz aufserhalb ihr liegt. 
Dafs nur diese Fälle eintreten können, hat sich auch zu Erato- 
sthenes’ Zeit leicht nachweisen lassen; da aber das genaue 
Kennzeichen des Übergangsfalles durch eine Gleichung sechsten 
Grades ausgedrückt wird, so dürfen wir nicht annehmen, dafs 
Eratosthenes dasselbe hat bestimmen können.

22
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Er kann sich dann e n t wede r  damit begnügt haben d 
ausschliefsliche Anwendung des durch L  gehenden Hype 
astes das zu bestimmen, was sicherlich für die Griechen 
unentbehrlichste war, nämlich die Grenzen, innerhalb c 
die Lösung der Aufgabe im ganzen möglich ist, oder  er 
zugleich hieran eine fernere Einteilung in Fälle mit % 3, 4 
lösungen einfach dadurch angeschlossen haben, dafs ei 
entsprechenden Lagen des durch K  gehenden Hyperbel 
mit Beziehung auf den Kegelschnitt angab.

Ist die gegebene Kurve eine Parabel oder ein Hyperb< 
so fallt das absolute Maximum fort, während das absolute 1 
mum auch dann noch durch den Ast der gleichseitigen Hyp 
bestimmt wird, der nicht durch K  geht. Liegt der Pun 
aufserhalb des gegebenen Kegelschnittes, schneidet also 
Linie x =  c den Kegelschnitt (^), so lallt das absolute ] 
mum fort. Irn übrigen läfst sich das, was über den aus 
lieber behandelten Fall gesagt ist, direkt auf diese Fälle i 
tragen.

Dafür, dafs Eratosthenes, wie ich soeben bemerkte, 
Bedingung für die Berührung zwischen dem Kegelschniti 
und der gleichseitigen Hyperbel nicht aufgestellt haben \ 
würde sich noch ein anderer Grund ei*geben, nämlich der, 
er dann, wenn auch auf einem anderen Wege, dem Hj 
Inhalt von Apollonius’ fünftem Buche vorgegriffen haben w> 
Wir haben nämlich gesehen, dafs die Mitten A  der c 
einen Punkt C gezogenen Sehnen von gegebener Länge 
durch eine Hyperbel h auch durch einen Kreis (Gleichung 
gefunden werden können, bei dem die Lage des Mittelpui 
unabhängig von der Länge 21 ist. Die Punkte ylj, .̂ 43 
müssen also auch Berührungspunkte zwischen dem Kegelsc 
(.4) und Kreisen mit einem gemeinsamen Mittelj)unkt I  
das heifst Fufspunkte der von I  aus gezogenen Normalen, 
durch diese Punkte gehende gleichseitige Hyperbel wird 
dieselbe wie die, welche die Fufspunkte der von /  aus ) 
genen Normalerl bestimmt. Die Bedingung für die Berüh 
dieser Hyperbel mit dem Kegelschnitt (.4) ist also dieselbe
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d i e  Bedingung dafür, dafs I  auf die Evolute des Kegelschnittes
fallt.
Indessen enthielt dieser selbe Umstand, n a c h d e m  Apol

l o n i a s  den Diorismus zur Bestimmung der Normalen durch- 
g 'e f u h r t  hatte, eine AufTord(‘rung diesen Diorismus zu benutzen, 
i m i  den Übergangsfall zu finden zwischen solchen Lagen des 
f e i s t e n  Punktes C in der hier behandelten Aufgabe, für welche 
e i n  relatives Maximum und ein relatives Minimum der Sehnen- 
l a .n g e n  existiert, und solchen, wo dies nicht der Fall ist. Sucht 

namentlich die Punkte C auf einem Durchmesser des 
gre^gebenen Kegelschnittes auf, welche diese Übergangslage ein- 
n e h n i e n ,  so läfst dieses Problem sich leicht zurückfuhren auf 
c i i e  Bestimmung entsprechender Werte der Grörse c, welche 
d o m  auf diesem Durchmesser gerechneten Abstand von C bis 
ZUL s e in e r  Polare mit Beziehung auf den gegebenen Kegelschnitt 
5 i u l c o m m e n .  Da nun der Kreis, der durch seine Schnittpunkte 
m i t .  dem  Kegelschnitt (Ä) die Mitte A der gesuchten, durch C 
jg 'o h o n d e n  Sehne bestimmen sollte, die Gleichung (4)

4- y® =  *̂ +  -r
ln  A b  ,  wo iP+za?' =  0 die Gleichung einer geraden Linie K S  
i s t  ,  so sieht man, dafs der Kreismittelpunkt / ,  wenn c unbe- 
I c A n n t  ist, auf einer Geraden liegt, dic‘ senkrecht auf der eben 
g 'o n a jm te n  steht. Die Lagen des Punktes / ,  welche den ge- 
s u o l i t e n  Grenzwerten von c entsprechen, sind also die Schnitt- 
l > u i i k t e  dieser Linie mit der Evolute.

Hat man nun, wälirend die Evolute in Apollonius’ eigener 
-Ä .m -b e it  nur indirekt vorkommt, dieselbe nach seiner Zeit als 
o i x x e  selbständige und zusammenhängende Kurve gezeichnet und 
A U L S gezogen , so kann man auf diesem Wege zu einer graphischen 
B e s t i m m u n g  der Grenzen gelangt sein. Ohne Einführung der 
E v o l u t e  hat man dagegen auch auf diesem Wege nicht weiter 
g e l a n g e n ‘können als bis zu der Gleichung vom (Jten Grade, die 
s i c h  natürlicherweise auch hi(u- nicht vermeiden liefs, und deren 
h l o f s e  Darstellung zu grofse Schwierigkeiten darbol, als dafs 
w i r  ohne positive Gründe den Griechen die Bildung derselben 
z n s c l i r e ib e n  dürften.
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Diese Schwierigkeiten können sich indessen erst dann dar
bieten, wenn man die hier beabsichtigte Bestimmung w klich 
voi*zunehmen versuchte. Dafs bereits Ä p o l l o n i u s  versucht 
hat das Normalenproblem in einer Form zu behandeln, in der 
die Durchführung seines Diorismus eine Aufstellung der Glei
chung enthalten würde, welche die Schnittpunkte der Evolute 
mit einer beliebigen Geraden bestimmt, können wir aus seiner 
Vorrede zum fünften Buche') ersehen, in der er sagt, dafs er 
beabsichtigt habe dieses Problem auf einen beliebigen Durch
messer zu beziehen. In der Grenzbestimmung nämlich wurde 
die Evolute dadurch wahrscheinlich auf diesen und seinen 
konjugierten Durchmesser bezogen worden sein. Da Äpollonius 
gerade die Anwendung auf Einteilung und Diorismus der Auf
gaben vor Augen hatte, so ist es nicht undenkbar, dafs ein sol
ches Bestreben gerade auf die hier behandelte Aufgabe Rücksicht 
genommen hat, einerlei ob diese etwas mit |Eratosthenes* Mittel- 
gröfsen zu thun hatte oder nicht.

Vielleicht wird man aus dem Umstande, dafs die Griechen 
den Teil des Diorismus, der die Möglichkeit relativer Maxima 
und Minima betraf, nicht in einer Form, wie sie sie sonst 
zu erreichen strebten, durchführen konnten, schliefsen, dafs 
das hier beschriebene Problem nicht zum Gegenstand einer ver
öffentlichten Schrift habe gemacht werden können, die Jahr
hunderte hindurch bewahrt worden ist. Sollte ich aus diesem 
oder aus anderen Gründen in meiner allerdings etwas gewagten 
Hypothese über den Inhalt von E r a t o s t h e n e s ’ Schrift Uni*echt 
haben, so würden dennoch die angeführten Untersuchungen 
über die Behandlungsart, welche der erwähnten Aufgabe durch 
die Griechen zu Teil werden konnte, nicht verloren sein. Sie 
würden immer noch zur Erläuterung einer meiner Behaup
tungen dienen, indem sie ein Beispiel für eine Arbeit geben, 
welche die griechischen Mathematiker auszuführen imstande 
waren und wahrscheinlich auf Wegen, die von den von mir 
eingeschlagenen nicht sehr verschieden waren, ausgeführt haben, 
welche aber nicht aufbewahrt worden ist, weil der Diorismus

*) Vergl. Anhang 1.
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s J c h  nicht so vollständig, wie verlangt wurde, durchführen 
1 ie fs .

Für diejenigen nämlich, welche sich so viel wie die grie- 
<2rhischen Mathematiker mit Einschiebungen und Kegelschnitten 
t>eschäflig ten , lag die behandelte Aufgabe — wie bereits be- 
ÄTfierkt — zu nahe, als dafs sie sie hätten unbeachtet lassen 
Bcönnen, und die benutzten Hülfsraittel gehören zu sehr zu 
<3enen, welche jene mit Sorgfalt entwickelt haben und welche 

sie an anderen Stellen mit Sicherheit gebrauchen sehen, 
5Bils dafs sie nicht etwa so weit in der Behandlung der Auf
g a b e n  hätten gelangt sein sollen, als wir Eratosthenes haben 
gelangen lassen.

Für die erfolgreiche Beschäftigung mit dieser Aufgabe kann 
^ u ch  leicht der Umstand bestimmend gewesen sein, dafs die
selbe sich als eine Erweiterung der Aufgabe über die Ein
schiebung einer Strecke zwischen zwei gerade Linien auffa.ssen 
läfst. Wenn nun auch die Griechen diese Auffassung, nach 
der zwei gerade Linien eine Grenzform für einen Kegelschnitt 
bilden, nicht geteilt haben, so giebt der faktische Zusammenhang 
dennoch Veranlassung zu einer entsprechenden Behandlung. 
Namentlich lassen sich die Konstruktionen und Diorismen, 
welche sich hier an einen Kegelschnitt angeschlossen haben, 
unmittelbar auf Einschiebungen zwischen zwei gerade Linien 
übertragen, allerdings mit einer einzigen Ausnahme. Die Be
hauptung, dafs die Einschiebung sich als eine ebene Aufgabe 
lösen läfst, wenn der Kegelschnitt gezeichnet vorgelegt wird, 
gilt nicht für den Fall, wo der Kegelschnitt aus zwei Geraden 
zusammengesetzt ist. Will man nämlich in diesem Falle den 
Ort (^) für die Mitten der eingeschobenen Sehnen, der eine 
Hyperbel ist, als dem aus zwei Geraden gebildeten Kegelschnitt 
ähnlich auffassen, so entspricht der Schnittpunkt dieser Geraden 
allen Punkten der Ebene; dadurch schrumpft der Kreis, durch 
dessen Schnittpunkte mit dem gegebenen Kegelschnitt die Auf
gabe gelöst werden sollte, in eben diesen Punkt zusammen; 
die den Schnittpunkten ensprechenden Punkte des Kegel
schnittes (.4) werden also nicht bestimmt. Die Rücksicht auf 
solche möglichen Ausnahmen ist vielleicht die Ursache, welche
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Überall die Alten zurückgeschreckt hat, die Behandlung der 
Grenztalle als in den allgemeinen Untersuchungen mit einbe- 
griflfen zu betrachten.

Dadurch, dafs ich die hier behandelte Aufgabe in die Zeit 
vor Apollonius verlegt habe, ist es mir möglich geworden ^  
dieselbe als Beispiel für die Aufgaben aufzustellen, an die ^
Apollonius in der Vorrede zum fünften Buche gedacht haben ^
kann; dieselbe kann aber zugleich als Erläuterung für die Vor- __ _
rede zum vierten Buche') dienen. Da jedenfalls nicht zwei 
Hyperbeläste gegeben waren und bei der Lösung selbst nur 
ein einzelner Hyperbelast oder ein Kreis benutzt wurde, so hat ^ 
Konons  Satz über die Anzahl von Schnittpunkten zwischen ä : m  
zwei Kegelschnitten, wobei schon ein einzelner Hyperbelast ^
als Kegelschnitt betrachtet wurde, Anwendung finden können__
N i k o t e l e s ’ Ein wand gegen die Anwendung dieses Satzes bei m  
Diorismen ist e n t w e d e r  dadurch hervoigerufen, dafs für die— 
vollständige Auflösung einer Aufgabe die gleichzeitige Benutzung~:^j^ mtm. i\ 
von zusammengehörenden Hyperbelästen erforderlich sein konnte, ̂  S  A
o de r  vielleicht dadurch, dafs er auf Grund dessen, dafs auch-*r ffT::> ji<
zwei zusamrnengohörende Hyperbeläste höchstens vier Schnitt--------
punkte liefern können, es für unzulässig hielt ein Maximum i r j r .sli
für die durch einen einzelnen Ast bestimmten Lösungen auf------
zustellen, das doch in vielen Fällen gar nicht eintreten konnte_ —
Die gleichseitige Hyperbel in dem Diorismus der oben behan-----
delten Aufgabe hat als Beispiel für das eine oder andereE ^^*jr-^r( 
dienen können. Dafs Nikoteles sich damit begnügt hat die^^ - f  Jffizlu 
Möglichkeit zu betrachten, dafs d e r  e ine  der beiden schnei— ei- 
denden Kegelschnitte mit zusanimengehörenden H y p e r b e l ä s t e r J K : e i j  
vertauscht wird, kann davon herrühren, dafs er den anderere:- ^ 3 ^  *en 
als vorgelegt betrachtet; zusammengehörende HyperbeläsU 
werden nämlich nur da berücksichtigt, wo sie sich von s e lb s t*  ^st 
darbieten. Erst A p o l l o n i u s  nimmt volle Rücksicht d a r a u f u f ,  
dafs zu der vollständigen Lösung einer vorgelegten körperlicher -en
Aufgabe zwei Paare von zusammengehörenden Hyperbeläste -eij
benutzt werden können, und er hebt hen or, dafs die inöglichss. -ä t "

'j Veigl. Anhanjj 1 und S. 188—189.



-rofse Anzahl der Schnittpunkte in allen drei Fällen ihren 
Nutzen gewähren könne um zu bestimmen, wie viele Lösungen 
‘ine Aufgabe in den verschiedenen Fällen, in die sie sich teilt, 
-rhalten kann.

Übereinstimmung mit d. Vorrede z. vierten Buche des Apoll. 343

Fün&elmter Abschnitt

Irzeugung der Kegelschnitte durch eine bewegte Gerade (durch Tangenten); 

Ipollonius’ Kegelschnitte, Buch, 41— 4 3 ; die Bücher über den Verhältnis

schnitt und den Fiächenschnitt.

Das dritte Buch von Apollonius’ Kegelschnitten enthält.
wir in unserem sechsten Abschnitt bemerkten, aufser den 

•Theorien, deren Inhalt und weitere Bedeutung wir bereits 
sstudiert haben, noch in zwei kleineren aber selbständigen 
Satzgruppen [41—43 und 45—52] die erste Grundlage für einige 
Theorien, welche in der modernen Lehre von den Kegelschnitten 
^ o f s e  Bedeutung erlangt haben, nämlich die Lehre von der 
^Erzeugung der Kegelschnitte durch Tangenten und die Lehre 
■von deren Brennpunkten. Wir wollen in diesem und dem 
folgenden Abscimitte untersuchen, wie weit die Griechen in 
diesen Richtungen gelangt waren.

Ein Satz bezieht sich auf die E r z e u g u n g  eines Kegel
schnittes d u r c h  T a n g e n t e n ,  wenn er eine Bestimmung von 
dessen Tangenten unabhängig von ihren Berührungspunkten 
giebt. Doch würde es unnatürlich sein diesen modernen Namen 
innerhalb der griechischen Lehre von den Kegelschnitten zu 
benutzen, wenn man in derselben nur einen einzelnen hierher 
gehörigen Satz fände, oder wenn die Griechen keinen Blick 
für die Vorteile der Betrachtungsweise gezeigt hätten, welche 
in solchen Sätzen ihren Ausdruck findet. Die folgende Über
sicht über das Material, welches uns hier zu Gebote steht, 
wird indessen zeigen, dafs die Griechen in der That auf dem
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hier bezeichneten Gebiete hinreichend und in dem Grade heimisch 
waren, dafs es zweckmäfsig sein kann ihre hierher gehörigen 
Arbeiten, deren Gegenstand wir dann mit dem angeführten 
Namen bezeichnen dürfen, zusammen zu betrachten.

Zur Lehre von dieser Erzeugung durch Tangenten ge
hören zunächst die drei Sätze 41—43 im dritten Buche von 
A p o l l o n i u s ’ Kegelschnitten, welche die Verbindung zwischen 
den Punktreihen angeben, in denen eine bewegliche Tangente 
zwei beliebige Tangenten der Parabel [41], zwei parallele 
Tangenten der Ellipse oder Hyperbel [42] und die Asymp
toten der Hyperbel [43] schneidet. Der letzte von diesen 
Sätzen ist allerdings so einfach, dafs man es so zu sagen nicht 
vermeiden kann denselben zu finden, wenn man sich mit den 
Asymptoten der Hyperbel beschäftigt. Satz 42, der im Fol
genden zur Entwicklung der Lehre von den Brennpunkten 
weiter angewendet wird, könnte nur aus diesem Grunde mit 
angeführt sein, ohne dafs dabei an seine eigentümliche Bedeu
tung genauer gedacht worden wäre. Doch hätte man in 
solchem Falle erwarten dürfen, dafs er von seinen Anwen
dungen nicht durch Satz 43 und 44 getrennt worden wäre. 
Was aber namentlich gegen die Auffassung spricht, dafs die 
drei Sätze mehr zufällig entstanden sein sollten und ohne dazu 
bestimmt zu sein, wirklich als Mittel für die Erzeugimg eines 
Kegelschnittes durch Tangenten angewendet zu werden, das ist 
das vereinigte Auftreten dieser 3 Sätze, von denen der erste 
die a l l ge m e i n e  Form für die Erzeugung einer Parabel durch 
Tangenten in der projektivischen Geometrie darstellt, während 
der zweite für die Ellipse und der zweite und dritte für die 
Hyperbel die e i n f a c h s t e n  Formen enthalten, welche die 
Erzeugung durch Tangenten in der projektivischen Geometrie 
durch specielle Wahl der hierfür benutzten festen Tangenten 
annehmen kann. Zusammengenommen enthalten sie die Er
zeugung aller möglichen Kegelschnitte durch Tangenten.

Diese Vollständigkeit deutet darauf hin, dafs man auch 
über das unterrichtet gewesen ist, wozu diese Sätze sich an
wenden lassen, und eine Bestätigung hierfür findet man in 
zwei kleinen Schriften des Apol lon i us .  Die einfachste An-



Wendung von der Erzeugung einer Kurve durch Tangenten ist 
nämlich die zur Bestimmung von Tangenten, die von gegebenen 
P u n k te n  gezogen werden sollen. Nun wird durch 41 die Be
stimmung einer Tangente, die durch einen gegebenen Punkt 
a n  eine Parabel gezogen werden soll, gerade auf die Konstruk
t io n  zurückgeführt, welche mit grofser Sorgfalt in Apollonius’ 
z w e i  Büchern über den V e r h ä l t n i s s c h n i t t  behandelt ist, 
u n d  durch 42 und 43 wird die Bestimmung von Tangenten, 
d i e  von einem gegebenen Punkte an eine Ellipse oder Hyperbel 
g e z o g e n  werden sollen, auf wichtige Fälle der allgemeinen Auf- 
g ^ a b e  zurückgeführt, die in seinen zwei Büchern über den 
F l ä c h e n s c h n i t t  behandelt ist. Die Ausführlichkeit, mit 
d e r  diese Aufgaben behandelt werden, deutet auf eine bc- 
:stim iiite  und wichtige Anwendung, und wenn die Kegelschnitte 
u u e b  nicht genannt werden, so kann diese Anwendung doch 
k a u m  eine andere als die von uns erwähnte sein^).

Hierdurch schreiben wir den Schriften über den Verhältnis- 
s s c lm i t t  und über den Flächenschnitt eine Anwendung zu, die 
d u r c h a u s  derjenigen entspricht, welche wir im neunten Abschnitt 
d o r  Schrift über den bestimmten Schnitt zugeschrieben haben. 
X > io se  Übereinstimmung in den sich von selbst darbietenden 
JV u w endungen  spricht in hohem Grade für die Richtigkeit dessen, 
w 'u s  wir von jeder einzelnen Schrift behaupten.

Satz 41 sagt aus, dafs, wenn (Fig. 60) die Linien DE, D Z  
u n d  E Z  die Parabel beziehungsweise in Ä, B  und C berühren.

Erzeugung d. Kegelschn. durch Tangenten bei Apollonius. 343

CZ
Z E

ED
DA

Z B
H D

i s t -
Für den Beweis benutzt man die der Sehne AC  parallele 

T a in g e n te  K L  mit dem Berührungspunkte T,  den durch T  
g e zo g e n en  Durchmesser E Y  und den durch B gezogenen MQ,

Jluch Halley, der die Schrift über den Verhältnisschnitt herausgegeben 
und derselben eine Wiederherstellung der Schrift über den Flächen
schnitt hinzugefügt hat, bringt die Zwecke dieser Schriften in Verbin
dung mit der envähnlen Anwendung auf Kegelschnitte. Man vergleiche 
X.  B. S. 168 seiner Ausgabe.
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sowie die zu dem letzteren gehörenden Ordinaten AO  uni 
Nach den Sätzen des ersten Buches ist Y T  =  |  YE.

M

C L  =  und Q B  =  \QM, mithin C Z  =  J CM. H 
und aus der Figur folgt, dafs

C Z  _  CiV _  C X  
C L  C E  ~  C T  

oder, da auch C Y =  \CA, dafs
C Z  _  C X  
C E  ~  CA '

und daraus, dafs
C Z  C X
Z E  ~  X A

Auf ganz dieselbe Weise wird bewiesen, dafs 
AJ) ^
D E  ~  X C

, E D  CX
TTx -  x:i

Z BDafs auch das Verhältnis denselben Wert hat, folgt dt 

dafs Z B  =  \CQ  und B D  =  ^OA.
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Mit Bezug auf die hier benutzte Figur wollen wir daran 
erinnern, dafs A re hi me des im Buche über die Quadratur

der Parabel bewiesen hat, dafs auch das Verhältnis 
C X

X B
B N den

selben Wert hat (vergl. S. 61); hieraus geht hervor, dafs

man auch vor Apollonius sich mit dieser Figur beschäftigt hat.
In 4i2 wird bewiesen, dafs, wenn eine beliebige Tangente 

einer Ellipse oder Hyperbel die Tangenten in den Endpunkten 
Ä  und B  eines Durchmessers (Fig. 61) in C und 1) schneidet,

A C . B D ~ { ^ y

ist, worin h die Länge des dem Durchmesser A B  konjugierten 
Durchmessers bedeutet.

D

Vom ersten Buche her ist nämlich bekannt, dafs die Tan
gente in einem Punkte E  und die von demselben Punkte an 
den betrachteten Durchmesser gezogene Ordinate diesen Durch
messer in Punkten K  und L  schneiden, die einander harmo
nisch zugeordiiet sind mit Beziehung auf A  und B. Ist Z  der 
Mittelpunkt der Kurve, so hat man sicher längst gewufst, dafs 
aus den im ersten Buch gefundenen Ausdrücken für diese Ver
bindung sich ableiten läfst, dafs

1 ^  __ K L  
K Z  "  K A '

das heifst, da K Z  das arithmetische Mittel zwischen K A  und K B
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darslellt, dafs K L  das ist, was auch die Griechen die mittlere 
harmonische Proportionale zwischen denselben beiden Gröfsen 
nannten. Doch hält A p o l l o n i u s  es nicht für überflüssig 
diese Umformung der Proportionen durchzuführen. Dadurch 
erhält man weiter:

B D  L E  
Ä C '

oder

aber

Z T
B D . A C  =* Z T . L E ;  

Z T .  L E  =» Z T . Z M  =  (

liefert diejenige Bestimmung der Tangente mit Bezug auf den 
konjugierten Durchmesser ZT, deren Richtigkeit Apollonius im 
ersten Buche nicht nur für die Ellipse sondern auch für die 
Hyperbel nachgewiesen hat.

Der dritte Satz [43] der Gruppe, dafs das Rechteck aus 
den beiden Stücken, welche eine Tangente einer Hyperbel auf 
den Asymptoten, vom Mittelpunkt an gerechnet, abschneidet, 
konstant ist, folgt so unmittelbar aus dem zweiten Buche, dafs 
kein Grund vorliegt bei dem Beweise zu verweilen.

Wenn man nun im Anschlufs an 41 eine Tangente Z D  
(Fig. 60) von einem gegebenen Punkte P  an eine Parabel 
ziehen will, von der man bereits zwei Tangenten EC und E A  
sowie deren Berührungspunkte C und A  kennt, so kommt es 
darauf an diese so zu bestimmen, dafs sie auf der ersten vom 
Schnittpunkte {E)  ̂ auf der zweiten vom Berührungspunkte (A) 
an gerechnet Stücke {EZ  und A D) abschneidet, welche in einem

( E  C \
Ä E  ) Diese Aufgabe wird im

ersten Buche von Apollonius’ Schrift über den Verhältnisschnitt *) 
äufserst detailliert gelöst, so dafs in den einzelnen Fällen die 
Bedingungen für die Lösbarkeit sorgfältig diskutiert werden.

Sind statt der Berührungspunkte A  und C noch zwei Tan
genten gegeben, welche EC  in Z, und Z ^ , E A  in Di  und D,

*) Apollonii Pergaei de iSectione Ratianis Lxhi duo, ex Arabico cersi, 
hei-ausgegeben von Halley (Oxford 1706).
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schneiden, so mufs die Linie P Z D  Stücke abschneiden, die, 
von und an gerechnet, in einem gegebenen Verhältnis

(
Z  Z  Z  Z  \=  ~jy~ßf  stehen. Diese Aufgabe wird ausführlich im

zwei t en  Buch der oben erwähnten Schrift gelöst.
Wenn wir nun vorläufig, wie es in diesen beiden Büchern 

durchaus geschieht, von den Anwendungen auf die Parabel 
absehen, so besteht die allgemeine Aufgabe darin, durch einen 
Punkt P  (Fig. 62) eine Linie so zu ziehen, dafs sie auf zwei

gegebenen Linien von zwei gegebenen Punkten A  und an 
Stücke A M  und A<̂ M̂  abschneidet, welche in einem gege
benen Verhältnis stehen. Diese Aufgabe wird im zwei ten 
Buch auf die speciellere zurückgeführt, wo der Punkt A^ mit 
dem Schnittpunkt der beiden Linien vertauscht ist. Das geschieht 
dadurch, dafs man PA^  zieht und durch ihren Schnittpunkt 
A \  mit A M  eine Parallele zu A^M^.  Das auf dieser Paral
lelen abgeschnittene Stück A \  M \  steht dann nämlich in einem 
gegebenen Verhältnis zu , folglich auch zu AM,  Wir
brauchen uns also nur mit der Aufgabe zu beschäftigen, durch 
P  eine Linie P M M \  zu ziehen, welche die beiden Linien 
A \ M  und A \ M \  in solchen Punkten M  und M \  schneidet, 

A* M*dafs —T-Tf-- einen gegebenen Wert >l erhält.
Ä  j f l

Diese Aufgabe wird im ers ten Buch behandelt, von 
dessen Konstruktionen und Diskussionen das zweite Buch mit 
Ausnahme der angeführten Reduktion nur Wiederholungen ent
hält. Das Hauptverfahren besteht in Folgendem. Durch den
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bestimmt, dafs --

gegebenen Punkt P  wird P B  parallel zu gezogen,
und /  denkt man sich so durch einen Punkt C der Linie AP  

A \ M \  _  B P  
A M  AC

Dann folgt aus dieser Proportion und aus Fig. 62, dafs • 

A \ M \  A \ M
AC'

1
B P B M

woraus MC so dafs das Rechteck B M . M C  ein«B A \
AC B M

gegebenen Wert erhält. Die Aufgabe  ist al so a u f  ei 
F l ächenan l egung  zu rückgeführ t .

Für andere Lagen der Punkte bleibt die Lösung abi 
sehen von den Modifikationen oder den Vereinfachungen, wel 
in speciellen Fällen eintreten können, z. B. wenn die gegebei 
Linien parallel sind oder wenn A  mit A \  zusammenfallt 
dieselbe und läfst sich sogar, wenn man die Strecken mit V< 
Zeichen rechnet, in eine gemeinsame Darstellung zusamni( 
ziehen. Wenn nun auch Apollonius nicht im Besitze die 
Mittels ist, so kann doch der Leser, der in seinen Kegelschniti 
gesehen hat, mit wie grofser Gewandtheit er Sätze und Bew« 
betreffs der Ellipse, Parabel und Hyperbel zusammenzuziel 
versteht, nur mit Verwunderung vvahrnehmen, dafs er 
dieselben Operationen für jeden einzelnen Fall wiederholt. 
Ursache hierfür darf man darin suchen, dafs ihm darum 
thun ist gerade das hervorzuheben, was die einzelnen Fä  
charakterisiert, so dafs klar hervortritt, wie viele Auflösui 
sich jedesmal innerhalb der bestimmten Grenzen ergeben; 
wird auch mit einer Sorgfalt durchgeführt, die, wie man le: 
sieht, nicht ohne Beschwerde gewesen sein kann^).

Bll

le

re- 
^ e

‘) H alley  sucht (S. 139 seiner oben citierten Ausgabe) einen keinesv- 
üherllüssigen ferneren Grund für die grofse Breite dieser Schrir^ 
dein Umstande, dafs sie für AnfJlnger bestimmt war und d e s l 
mit schulmäfsigcr Vollständigkeit und Strenge als erstes Beispiel 
diese Art von Untersuchungen ausgeführt werden mufste. Die £l 
führten Eigenschaften machen dieselbe für uns auch zu einem 
trefTlichen Beispiele nicht nur für die F orm  der Alten, son«

-egs
in

■alb
lur

«ge-
-Yor-



o findet man in dem durch Fig. 62 dargestellten Fall, 
?ich eine und nur eine Auflösung ergiebt, da für den 
iblick nur nach einer Linie P M  gefragt wird, die so 
eziehung auf die gegebenen Punkte gelegen ist, wie die 
zeigt. Dafs die Lösung der Aufgabe bei dieser Lage 

siupt möglich ist für alle Werte des gegebenen Verhält- 
, folgt daraus, dafs der bekannte Wert B A \ , A C  des 
ecks B M . M C  kleiner ist als B A . A C ^  also in jedem

Lösung durch Flächenanlegung; Breite der Darstellung. 351

kleiner als der Maximalwert
m

eines Rechtecks,

i Seiten BC  zur Summe haben. Da es zwei Punkte giebt, 
B die Linie BC  auf die Weise teilen, wie M hier bestimmt 
n soll, so ist noch ein Beweis dafür erforderlich, dafs 
iner von diesen Punkten auf AC  föllt und demnach eine 

Lösung giebt, wie sie für den Augenblick gesucht wird, 
das folgt daraus, dafs B M .  MC kleiner als B A  . A G  sein

ch — wie schon envähnt — für ihre melhodische Benutzung der 
ichenanlegungen (oder quadratischen Gleichungen) und der sich 
ran aaschliefsenden Diorismen. Halleys Vermutung widerstreitet 
rchaus nicht unserer Annahme über die Zwecke dieser Schritt; denn 
in der ganzen Schrift die Parabel garnicht erwähnt wird, so kann 
recht wohl für Anfänger geschrieben sein, wenn auch der Ver- 

ser ausdrücklich die Absicht gehabt hat, die Leser durch dieselbe 
ichzeitig in methodischer Untersuchung zu üben und auf die Be- 
ndlung der wichtigen Aufgaben über die Kegelschnitte vorzubereiten, 
Iche von vornherein diese sowohl wie die wahrscheinlich ebenso 
iführlichen Schriften über den Flächenschnitt und den bestimmten 
in itt hervorgerufen hal>en. Doch läfst sich die übermäfsig grofse, 
lulmäfsige Breite auch noch auf andere Weise erklären, z. B. dadurch 
fs Apollonius, veranlafst durch die Anwendungen auf die Kegel- 
initte, diese Untersuchungen in jugendlichem Alter vorgenommen 
be, wo er sich selbst, wenigstens wenn es sich um etwas neues 
adelte, an diese Dai-stellungsart gebunden glaubte. Für die reich- 
llige Lehre von den Kegelschnitten würde diese Art der Dai-stellung 
h t durchführbar sein, und dafs Apollonius es vermocht hat, in den 
gelschnitten die strengen Anforderungen an Vollständigkeit in der 
weisführung mit einem so starken Zusanimendrängen der vei-schie- 
aen Fälle zu vereinigen, dürfte darauf beruhen, dafs er sich hier 
r einem Gebiete bewegte, das von seinen Vorgängern wohl vor- 
reilet war.
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ausoll; die unbekannten Punkte M  müssen dann nämlich a j s  
verschiedene Seiten von A fallen^).

Die Diskussion erhält ein gröfseres Interesse und ihre An
wendung auf die Parabel eine gröfsere Bedeutung in d J i>  den 
Fällen, wo das gegebene Verhältnis gewissen Grenzbedingungg^ 
unterworfen werden mufs, damit die Lösung der AufgajS'^^jaj^p 
möglich sein soll. Das wird z. B. stattfinden, wenn die v— ver. 
schiedenen Punkte eine solche Lage einnehmen wie in Fig. * -.63,
in der allein auf die im ersten Buch behandelten specieller-sren

m:

A V ä  M

Fig. 63.

Fälle Rücksicht genommen wird, und in der die Bezeichnung  
dieselbe Bedeutung haben wie in Fig. 62. Apollonius beginn- 
die hierzu gehörende Diskussion damit, den Grenzfall 
stellen, indem er sagt, dafs man auf eine besondere 
eine Lösung erhalte, wenn der Punkt M  (wie in Fig. 63 an
genommen) in die Mitte zwischen B  und C fallt, in welchn^BBiein

')  Dagegen lag durchaus kein logisclier Grund dafür vor, dafs A p o ll»  :■ 
noch hinterher — wie es allerdings in dem durch die Araber 
lieferten Text geschieht (Ausg. v. Halley, S. 16) — einen s y n 'K

■uus
her
be.

A* N*t is c h e n  Beweis dafür durchführte, dafs das Verhältnis A  i r  * : nen

von dem gegebenen verschiedenen Wert annimmt, wenn M  dew 
suchte Punkt ist und N  ein anderer Punkt der Strecke A C ,  »  
N \  der Schnittpunkt der Linien P N  und A \  Das folgt n ä n  
unmittelbar aus der aufgestellten A na l ys i s ,  in der gezeigt ist, 
die e i n z ig e n  m ö g l i c h e n  Lösungen durch Flächenanlegung besti. 
werden. Die s y n t h e t i s c h e  Begnlndung dafür, dafs die aU mtV 
angegebene Lösung w i r k l i c h  den gestellten Bedindungen genügt: 
dagegen vollständig an ihrem Platz, da die Analysis nicht ausdrüe 
so aufgestellt wird, dafs man erkennen kann, dafs jedes einzelne 
ihren Gliedern sich umkehren lasse.

=*) Ausg. V. Halley, S. 47.



Diorismus zum Verhältnissclmitt. 353

Ile das gegebene Rechteck B M . M C  =  B A \  , A C  seinen
ximalwert annimmt, 
^ebenen Verhältnisses

X =

Um den zugehörigen Grenzwert des 

B P
A M AC

rzustellen, sucht Apollonias die diesem entsprechende Lage 
ä Punktes C. Dieser wird dadurch bestimmt, dafs man 

A \ B  _  B M  _  A \ M  
MC ~  CA ~  MA  

hält, folglich, da MC  =  BM,
A \ B  _  B M  _  A \ M

M M A A \ A (I)
er dafs A \ M  die mittlere Proportionale zwischen A \ B  und 
I A  ist. Hierdurch wird M  bestimmt, also auch C.

Je nachdem nun das gegebene Verhältnis X kleiner oder 
fser wird als der durch den hier gefundenen Punkt C be- 

B Piimte Wert von i erhält Apollonias keine oder zwei

Fkösungen. Zum Schlafs *) wird noch folgende Bestimmung 
Grenzwert des Verhältnisses hinzugefägt. Man hat 

CA =  A \ A - i r  A \ B - { A \ C - \ -  A \ B )
=  A \ A - ^ A \ B — ' i A \ M  
= A\A + A \ B —  ̂VA\ A . A‘~B.

■ Bedeutung des hierdurch erhaltenen Ausdrucks läfst sich 
besten übersehen, wenn wir die Punkte auf ein System 

X Parallelkoordinaten mit den festen Linien als Axen bo- 
txen und die Koordinaten von P  mit x  und y. die Abscisse

B P^  A mit a bezeichnen. Das Verhältnis X = AC wird dann

(II)

^gesehen von dem willkürlich gewählten Voi*zeichen)

 ̂ = -------- V _
a X — 2 Vax 

Nehmen wir nun an, dafs Apollonius wirklich diese Resul- 
^  auf die Parabel angewandt habe, so kann er nicht unter-

> a. a. 0. S. 5̂2.
23
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lassen haben zu bemerken, dafs der Grenzfall der ist, wo die 
Parabel durch den gegebenen Punkt P  geht, und dafs P M  
dann mit der Tangente in diesem Punkte zusammenfallt. Die 
Parabel berührt die beiden gegebenen Linien, und zwar Ä \ A  
im Punkte und der Punkt C ist bestimmt als der Schnitt
punkt von A \ A  mit der Tangente, welche auf A \ M \  ein 
Stück gleich B P  abschneidet. Man hat dann zunächst, dafs 
die Tangente P M  die Mitte M zwischen diesem Punkte C und 
der schiefen Projektion B  des Punktes P  trifft, sowie dafs die 
Relation (I) zwischen den hier genannten Punkten stattfindet. 
Von gröfserer Bedeutung indessen ist die Relation (II), die sich 
auffassen läfst als die Gleichung einer  Pa rabe l ,  die a u f  
ein P a a r  T a n g e n t e n  als K o or d i na t e na xe n  bezogen  
ist. Diese Gleichung, in der man sich X dargestellt denken

kann als das Verhältnis — zwischen den Stücken, welchea
zwischen dem Anfangspunkt und den Berührungspunkten der 
Parabel mit den Axen abgeschnitten werden, giebt unmittelbar y, 
ausgedrückt durch x,  während man heutigen Tages die sym
metrische Form

vorzieht, auf die jene sich leicht reducieren läfst. Dies Resultat 
liefs sich auch aus einer Betrachtung der Parabel als Ort zu 
drei Geraden ableiten.

Mit der Lösung werden, wie schon gesagt, auch die hier 
gefundenen Diorismen auf die im zweiten Buch behandelte 
allgemeine Aufgabe über den Verhältnisschnitt übertragen. 
Daraus würden sich mit Rücksicht auf das, was über die An
wendung der allgemeinen Aufgabe auf die Parabel gesagt ist, 
weitere Sätze über diese Kurve ergeben. Da wir aber nirgendwo 
einen bestimmten von diesen benutzt finden und es «auch keine 
Sätze sind, denen man jetzt Bedeutung beilegt, so wollen wir 
uns damit begnügen als Beispiel einen derselben anzuführen, 
der eine unmittelbare Umformung des in der Diskussion gewon
nenen Resultates (I) ist; die Bezeichnungen (aber nur diese) 
wählen wir ebenso wie in Fig. 02.
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Wenn eine Tangente A M  einer Parabel von zwei anderen 
Tangenten AA^  und M P  m A  und M  geschnitten wird, wo 
P  der Berührungspunkt von M P  ist, während A^ einen be
liebigen Punkt von AA^  bedeutet, und wenn die erstgenannte 
Tangente A M  ferner noch von A ^ P  in A \ ,  und von einer 
ir^aralleien, die durch P  zu der Tangente gezogen ist, welche 
aufser der A ^ A  von Â  ̂ ausgeht, in B geschnitten wird, so ist 

A \ M ^  =  A \ A , A \ B .
Dittser Satz giebt, wenn man z. B. A \  und M fest sein läfst, 
eine Relation zwischen den Bestimmungen der Tangenten, welche 
von  einem beweglichen Punkte {A | ) der festen Geraden A * * j P  
ausgehen.

Die Aufgaben, von einem Punkte P  eine Tangente an 
eine Ellipse oder Hyperbel zu ziehen, die auf ein Paar konju- 
^ e r te r  Durchmesser bezogen sind, oder an eine Hyperbel, die 
au f ihre Asymptoten bezogen ist, sind nach den darüber be
wiesenen Sätzen [42 und 43] speciell einbegriffen in der Auf
gabe, von einem Punkte P  eine Gerade zu ziehen, welche 
auf zwei gegebenen Geraden Stücke abschneidet, die, von gege
benen Punkten aus gerechnet, ein Rechteck von konstantem 
Inhalt bilden. Im ersten Falle werden die beiden gegebenen 
Geraden parallel, im zweiten fallen die festen Punkte mit dem 
Schnittpunkte der Geraden zusammen. Die Behandlung der 
angeführten allgemeinen Aufgabe hat nach Pappus’ Bericht') 
den Gegenstand von Apol lonius ’ verlorenem Werk über  
den F lächen schni t t  ausgemacht. Da Pappus zugleich angiebt, 
dafs die Sätze dieses Werkes einzeln den Sätzen in der Schrift 
über den Verhältnisschnitt entsprochen haben, so wissen wir, 
dafs die beiden Fälle, auf die es hier ankommt, besonders 
behandelt worden sind.

Dieselbe Angabe giebt uns zugleich eine ziemlich sichere 
Vorstellung davon, wie die allgemeine Aufgabe des Werkes 
behandelt worden ist^); das ergiebt sich leicht durch Betrach-

’) Au.sg. V. Hultsch, S. 640—(>43.
*) Deshalb hat Halley seiner Ausgabe der Schrift über den Verhältnis

schnitt in einem Anhänge die höchst wahrscheinlichen Grundzüge zu
23*
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tung des in Fig. 62 dargestellten Falles. Die Reduktion auf den 
Fall, wo einer der gegebenen Punkte mit dem Schnittpunkte 
der gegebenen Geraden zusammenfallt, läfst sich zunächst auf 
ganz dieselbe Weise wie beim V^erhältnisschnitt ausführen.

Darauf kann man sich den gegebenen Wert des RechtecLs 
M \  . A M  als ein Rechteck P B . AC  bestimmt denken, wo C 

(in Fig. 62 als (C) bezeichnet )  ein Punkt der Linie A M  ist. 
Man erhält dann, da

B P  B M  ’

dafs: A M
B M

A C
A \ M

Ĉ M
B Ä \

wonach das Rechteck A \  3 /. CM einen bekannten Inhalt erhält. 
Die Aufgabe ist also auf eine Flächenanlegung zurückgeführt.

Da der bekannte Inhalt hier auf dieselbe Weise wie im 
Buche über den Verhältnisschnitt bestimmt ist, wenn auch 
durch andere Punkte, so werden die einzelnen Diskussionen, 
die vorzunehmen sind, sich auf dieselbe Weise ausführen lassen, 
doch so, dafs die Resultate sich anders auf die verschiedenen 
Fälle verteilen. Die Übereinstimmung in dieser Beziehung zeigt 
sich auch darin, dafs Pappus für die beiden Bücher dieselben 
Hülfssätze aufstellt.

einer Wiederherstellung der Schrift über den Flachenschnitt hinzufügen 
können. Mit diesen befinden sich unsere nachfolgenden Bemerkungen 
in Ühereinstirnmung.
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Die besonderen Fälle von Flächenschnitt, die Bedeutung 
Tir die Lehre von den Kegelschnitten haben, nämlich diejenigen,

entweder die beiden gegebenen Geraden parallel sind, oder 
:Jie gegebenen festen Punkte beide auf den Schnittpunkt der 
^^egebenen Geraden fallen, müssen in Übereinstimmung mit 
Jeni, was sich in der Schrift über den Verhältnisschnitt findet,

Anfang des ersten Buches behandelt sein. Wie die Auf
gabe in diesen besonderen Fällen behandelt sein kann, geht aus 
dem  hervor, was dort über die allgemeine Aufgabe gesagt ist. 
Einzelheiten aus Apollonius’ Diorismen dieser Fälle zu besitzen 
>vürde hier von keiner so grofsen Bedeutung für uns sein, wo 
die Alten im voraus die entsprechenden Punktgleichungen für 
«lie Kegelschnitte kannten, nämlich die, durch welche sie auf 
*‘in Paar konjugierter Durchmesser oder auf die Asymptoten 
bezogen werden.

Wenn wir nun die Vermutung aufstellen, dafs beide hier 
<?rwähnten kleinen Schriften des Apollonius wegen ihrer An
wendung auf die Konstruktion von Tangenten, an Kegelschnitte 
ausgearbeitet sind, so könnte man vielleicht hinsichtlich des 
F l ächenschni t t e s  einige Bedenken hegen, da nur ein kleiner 
Teil dieser letzteren Schrift die hier erwähnte Anwendung 
findet. Dafs die Schrift über diese Anwendungen weit hin
ausgeht, läfst sich indessen auf zwei verschiedene Arten er
klären.

Zunächst konnte es dem Apollonius, wenn er vorher Ge
legenheit hatte den Verhältnisschnitt in voller Allgemeinheit zu 
behandeln, nicht fernliegen hinterher zu prüfen, ob ähnliches 
sich nicht auch für den Flächenschm'tt durchführen lasse. Hierbei 
stiefs er dann auf keine anderen Schwierigkeiten als diejenigen, 
welche bereits überwunden waren entweder durch den einen 
von den speciellen Flächenschnitten, welche er der Anwen
dungen wegen ausgeführt hatte, Äder in den Büchern über 
den Verhältnisschnitt. Diesen konnte er überdies Schritt für 
Schritt folgen. Dann war Grund genug für ihn vorhanden, 
um in seine Schrift, die unabhängig von den Anwendungen 
auf die Kegelschnitte auftritt, die vollständige Behandlung auf- 
zunehnien.
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liulosx ĵ eUiugl man zu einer anderen möglichen Erklärung, 
wenn auui beiienkt, dafs die Enveloppe einer Geraden, die auf 
ANvoi festen geraden Linien Stucke abschneidet, welche, von 
beliebigem festen Punkten an gerechnet, ein Rechteck von kon
stantem Inhalt bilden, im allgemeinen ein Kegelschnitt ist, der 
die beiden festen Geraden berührt (oder, wenn man, wie die 
AUeti, nicht durch Vorzeichen zwischen Richtungen unterscheidet, 
aus zwei solchen Kegelschnitten zusammengesetzt ist). In Wirk
lichkeit liegt nichts unzutreffendes in der Annahme, dafs Apol- 
lonius die hierdurch angegebene Eigenschaft der Kegelschnitte 
gi'kannt und über den Flächenschnitt ausdrücklich mit dem 
Bc'Wiifstsein geschrieben habe, dafs er dadurch Mittel an die 
Hand gäbe, um Tangenten von einem Punkt an einen Kegel
schnitt, der durch gegebene Tangenten bestimmt war, zu ziehen. 
Wir haben nämlich zunächst gesehen — und namentlich in 
der Bestimmung des Orts zu vier Geraden ein vollkommen 
zuverläfsiges Beispiel dafür gehabt —, dafs Apollonius' Bücher 
über die Kegelschnitte keineswegs al les enthalten, was man 
damals über diese Kurven wufste. Auf mich macht die in den 
drei Sätzen 41—43 enthaltene, kurzgefafste Darstellung der 
e i n fachs t en  AR, Tangenten eines Kegelschnittes unabhängig 
von den Berührungspunkten zu bestimmen, sogar den Eindruck, 
als solle sie für derartige Bestimmungen die Grundlage  
bilden; für diese allein war Verwendung in einem Kompendium 
der Theorie dieser Kurven, da man von ihr aus zu anderen 
Bestimmungen übergehen konnte. Aufserdem wird man sehen, 
dafs die nachfolgende Ableitung des Satzes, auf den es hier 
ankommt, den griechischen Geometern keineswegs femgelegen 
haben kann.

Es sei A B C D  (Fig. 64) ein Parallelogramm, das um einen 
Kegelschnitt beschrieben ist, E  und F  die Berührungspunkte 
der Seiten A B  und CD. Wenn nun eine fünfte Tangente die 
Selten des Parallelogramms in itf, P , iV, Q schneidet, so ist 
nach Apollonius’ Kegelschnitten III, 42

E A . F D  =  E M . F N ,
E A  _  EM _  A M  _  A P  
T N  FD  "" ND  ■“  PD  ’also
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oder, da E A  =  CF,
CF _  FJ^ _  j^V  
Ä P  '  ~PD “  A D '

Das Rechteck .4P. CiV erhält also den von der Lage der 
fünften Tangente unabhängigen Wert A D .  CF.

Wären umgekehrt die festen Geraden A D  und DC  gegeben, 
sowie die Punkte A und C und der Wert des Rechtecks 
A P . C X ,  so würde man, wenn man dieses gleich A D .  CF  
setzt, den Berührungspunkt P, und demnächst den Berührungs
punkt E  bestimmen können. Da man nun zugleich die Rich
tung der zum Durchmesser E F  gehörenden Sehnen und der 
Tangente A D  kennt, so läfst sich die an den Berührungspunkt 
dieser Tangente gezogene Sehne leicht bestimmen; dadurch 
erhält man die Gleichung des Kegelschnittes in dem durch den 
Durchmesser E F  und die zugehörigen Sehnen bestimmten 
Koordinatensystem. Nimmt man Strecken und dadurch Recht
ecke nicht mit Vorzeichen, so erhält man, wie bereits ange
führt, zwei Kegelschnitte.

Dafs die Griechen auf dem hier angeführten Wege die ge
schilderte Darstellung der Erzeugung eines Kegelschni t tes
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jils r.i'j'po von geraden Linioii, welche e i nande r  
••nls|iii I :uif Punkte zweier  beliebij^er projekt ivi -  
-.■ln*r l':;::kiroilieii verbinden,  ^̂ *tund(*n haben können, 
u'ini uii! s.' wahrscheinlicher, wenn man bedcMikt. dal’s Satz 
jiml Brwt'is aut\restellt wurden langte bevor von projektivisclier 

übtThaupl die Kede war, nämlich von X e w t o n  in 
M'ineii r::!u*ipiaM. Nun weifs ich zwar woiil, dafs viele zu 
•1*1 Anr»;.hiiie jreneigl sind, es gescholK  ̂ aus einer gewissen 
I wenn Xewton seine Sätze nach Art der Alten aut-
viflli ur».i bitweise; in Wirklichkeit habt* er bei seinen peivtön- 
»ifhc'r rr.iersuchungen inotlerne liriltsiniltel vorzugsweise be- 
'.iin. >\bstverständlich hat t*r das nicht voi*säuml, wo es ihm 
/»;n \,.::en ginvichen konnte: aber in diesem wit* in manchem 

Piille konntt* die damals existiert*nde analytische (leo- 
.hm keine .sonderlicht* Hülle gewähren. t*s st'i denn bt»i 

• «»11. Im'weise a posftfriori; jedenfalls kt)nntt* dieselbe ihn nicht 
 ̂ trtciit und einfach zum Zielt* frdirt*n, wie es tlurch st*inen 
Ai>«.!ri:ufs an die Alten geschehen ist.

der Thal mufs man zugt*hon, tlafs der geführte Beweis 
;»ir.:ach ist imtl so sehr mit tlt‘in Vt*rfahrt*n der Alten über- 

ox:mm)t, dafs diest* aller Wahisch<‘inlichkt*it nach den Satz 
mufsten, wenn sich für sic eine Vt*ranlas.sung bot. den- 
zu suchen. War dcrselbt» nun nicht bekannt, bevt)r 

V I **■ j 10 n i u s übt*r den F 1 ä c h e n s c h n i 11 schrieb und einzt*lne 
;tr in diesem vt)rk()nimt‘nd(*n Kernstriiktionen auf die Hestim- 
uiiiä: der Tangenlt*n von Kegelschnitten an wandte, so mufste 
ae Veranla.ssung, ihn zu suchen, tlurch t‘ben diese St*hritt 

worden sein. Apollonius mufste ebenso wie Hall t jy 
‘•nudafst werden zu versuchen, ob nicht aiu*h die* allgemeinen 

v^Ä ŝlruktiünen di(*st*r .selben Schrift sich auf ähnlicht» Wei.st‘ 
utwenden lit*fsen, und würde tlann sittht'r, t*b(‘uso wie im 
At*Ä'iitlichen Halley*),  das Ziel errt*icht liaben.

• iV*«* Lemma /um oisteii Uuehe. ('..Taylor hat ilio Autmerksamkril 
ilarauf irtiltMikl, dafs hier wirklich einer der Hauptsätze ilor projek- 
tivistdien (Jeomelrie aiif r̂estelll wonle {Ancimt nnd modern Geometrii. 
S.LXXXIV).

•I S. lt>3 seiner oben citiorton .\uspihe und Wiodt*rhorstollum  ̂ von Apol-



Man könnte vielleicht in dem, was über Eu k l i d s  Porisinen 
berichtet ist, eine fernere Stütze dafür finden, dafs die Alten 
wirklich, sogar vor Apollonius, solche Erzeugungen von Kegel
schnitten durch Tangenten gekannt haben wie die ist, mit der 
wir uns beschäftigen. Ebenso nämlich wie wir angenommen 
haben, dafs die Porismen, welche ausdrücken, dafs Punkte 
auf einer geraden Linie liegen, im wesentlichen nur Ausnahme- 
tälle sind, in denen ein geometrischer Ort, hervorgebracht durch 
projektivische Büschel, n i c h t  ein Kegelschnitt wird, ebenso 
wohl könnten wir annehmen, dafs die Porismen, welche aus
drücken, „dafs gerade Linien durch einen Punkt gehen“ 0» ini 
wesentlichen nur entstanden sind als Ausnahmefälle, in denen 
die Enveloppe der Verbindungslinien zwischen zwei projektivi- 
schen Punktreihon n i c h t  ein Kegelschnitt wird.

Wenn die Griechen wirklich, was wir recht wahrscheinlich 
gemacht zu haben glauben, die erwähnte Erzeugung eines 
Kegelschnittes kannten, so mufsten sie auch einen noch.wich
tigeren Gebrauch von den Porismen machen können. Der 
nämlich, der mit den Porismen vertraut war, mufs leicht im
stande gewesen sein, die Verbindung zwischen den projektivi- 
schen Punktreihen auch auf ande r e  Arten auszudrücken als 
dadurch, dafs das Rechteck aus den Abständen von festen 
l^inkten konstant sein solle; wir können also das.selbe, was 
wir über die Erzeugung durch projektivische Büschel gesagt 
haben, auch hier sagen, dafs nämlich einige Wahi*scheinlichkoit 
dafür spricht, dafs die Gr iechen die Erzeugung eines 
Kegelschni t tes  durch  Ta nge n t e n  mi t t e l s  projekt ivi -  
scher  Punk t r e i hen  un te r  ver schi edenen  Formen
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lonius beiden kleineren Schriften. Es scheint nämlich, als oh Hiilley, 
dessen Schrill 1706 erschien, während die ei*sle Ausgabe der Princii)ia 
von 1686 datiert, Obersehen habe, dafs die Beantwortung der Frage, 
welche er sich stellt, sich bei Newton findet. Denn erstens citiert er 
diesen nicht, und zweitens würde er, wenn er die Principia benutzt 
hätte, nicht übersehen haben, dafs die eine von den beiden Enve- 
loppen, die man erhält, wenn man die Vorzeichen nicht bei*ücksichti;;t. 
eine Ellipse sein kann.

*) Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 6.56.
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kannt en ,  doch ohne dieselben in dem Gattungsbegriflf Projek 
üvität zusammenzufassen. Wie aber unsere historischen 
weise hier weniger vollständig sind, so müssen wir auch ai 
nehmen, dafs die Kenntnisse der Griechen auf diesem Gebie- 
weniger umfassend waren als mit Bezug auf die Erzeugui 
eines Kegelschnittes durch Punkte.

In jemehr Formen die Erzeugung der Kegelschnitte 
Enveloppen der Verbindungslinien zwischen projektivisch 
Punktreihen bei den Griechen aufgetreten ist, um so verstän 
lieber wird es, dafs A p o l l o n i u s  dieselben in seine k o m p ^ ^ -- j i-  
diöse Darstellung nicht hat aufnehmen können, sondern s"S L -« li 
damit hat begnügen müssen, die Grundlage dafür kurz dai's g g ^ tu- 
stellen und die w^eitere Entwicklung, hiervon sowohl wie v ^ « := )n  
der Lehre von körperlichen Örtern für Punkte, anderen W eM T^Üe 
zuzuweisen. Eine Stelle bei Pappus scheint sogar darauf n-
zudeuten, dafs man diese an dieselbe Stelle verwiesen hatte ■ -ie 
die Lehre von den körperlichen Örtern, und dafs man 
Sätze über die Erzeugung eines Kegelschnittes durch Tangen't;«!»^!! 
als eine besondere Art von Sätzen über körperliche Örter 
trachtete. In seiner Klassifikation der Örter wird näm Li«» ch 
aufser von Örtern für Punkte auch von Örtern für Linien lur^BBnicl 
Flächen gesprochen, und im besonderen wird gesagt, dafs c ü rz ü e  
Örter für eine einfach unendliche Menge von Linien {vriTmsr^ot 
dtŝ ochxoc) Oberflächen sind. Hierbei mufs man wohl zunächerT sI 
an die Erzeugung von Flächen durch Linien im Raume denkess^^n. 
Da nun aber die Griechen — w^enigstens in den drei Satz»* -en
in Apollonius’ drittem Buche — Systeme von einer einfa____ch
unendlichen Anzahl von Linien derselben Ebene untersuczzzzht 
haben, so liegt die Annahme nicht fern (was der Wortlaut ■■bei 
Pappus auch vollkommen gestattet), dafs der Teil einer E b e» r—ae. 
welcher alle diese geraden Linien enthält, auch als ein 
Sts$o8tx6Q für diese aufgefafst worden sein kann. Der Ort für 
die Tangenten einer Ellipse oder Parabel wird dann der TBWeil

*) Ausjy. V. Hultsch, S. 660—662. Pappus* Bemerkungen an dieser
enthalten einen Auszug aus der Einleitung zu A p ollon iu s' SoMBBirifl 
über ebene Örter.
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r  Ebene, welcher auf den konvexen Seiten der beiden Kurven 
Bt. Der Ort für die Tangenten einer Hyperbel, d. h. eines 
rperbelastes, wird der Teil der Ebene, der auf der konvexen 
ite  dei*selben, doch aufserhalb desjenigen Winkels zwischen 
n  Asymptoten liegt, welcher den zweiten Ast enthält.

Da nun diese Öiler durch die Kurve, welche die Linien 
rühren sollen, wesentlich charakterisiert werden, so war es 
cht unnatürlich, wenn diese Kurve ein Kegelschnitt war, auch 
ese Örter als eine Art von körperlichen Örtern zu betrachten.

In den Fällen, wo alle Geraden durch einen Punkt gehen, 
i€ in den oben angeführten Porismen, würde die ganze Ebene 
r t  der Geraden werden, doch so, dafs dieser durch den Punkt 
^sonders charakterisiert wird. Auf diese Weise würden diese 
orismen nicht, wie wir ini achten Abschnitt als möglich 
:igenominen haben, solche unvollstä.ndige Sätze sein, in denen 
311 einem Punkt als Ort {zoTrog i^exnxog) für einen Punkt die 
ede ist. sondern solche, in denen von einem tottoc 8te$o3cxog 
V eine Gerade die Rede ist.

Sollte mm auch diese Erklärung von Apollonius’ Einteilung 
r  Örter, welche ich nur als möglich aufstellc, unrichtig sein.

ist damit doch nicht ausgeschlossen, dafs die Sätze über 
Zeugung der Kegelschnitte durch Tangenten in die Lehn» 
r Alten über körjierliche Örter mit aufgenominen sein konnten, 
ir  die Möglichkeit dieser Annahme liefert die Art, wie Halley 
*h ausdrückt, ein indirektes Zeugnis, indem er in seinen Zü
tzen über die Anwendungen des Verhältnisschnittes und 
ächenschnittes die Enveloppen beständig Ör ter  nennt, Örter 
.mlich für die unbekannten Berührungspunkte der Tangenten, 
isselbe hätten die Alten thun können.

Wenn die Griechen nun wirklich eine ausgedehntere Kenntnis 
r  Erzeugung von Kegelschnitten durch Tangenten besessen 
.ben als die ist, welche in den Sätzen in Apollonius’ drittem 
iche  ihren Ausdruck findet, so geht es geradezu aus unserer 
^Weisführung hervor, dafs sie dieselbe in Übereinstimmung 
i t  der Schrift vom Flächenschnitt angewandt haben müssen, 
n  Tangenten von einem gegebenen Punkt an einen Kegel- 
liiiitt zu ziehen, der durch fünf Tangenten, unter denen zwei
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I^aare parallel sind, bestimmt ist. Die bekannten Umformungen 
der Ausdrücke, welche die Verbindung zwischen den projek- 
tivischen Punktreihen bestimmen, würden sie auch befähigt 
haben, die Bestimmung von Tangenten eines Kegelschnittes, 
von dem fünf beliebige Tangenten gegeben sind, auf irgend 
einem Wege hierauf zurückzuführen. Der Diorismus zum 
Flächenschnitt mufs an und für sich eine Bestimmung der 
Punkte eines Kegelschnittes, bezogen auf ein System von 
Parallelkoordinaten mit zwei Tangenten als Axen, geliefert 
haben. Ferner ist die Bestimmung von Tangenten eines Kegel
schnittes von der Art, dafs sie unmittelbar zur Lösung der 
Aufgabe führt: die fehlenden gemeinschaftlichen Tangenten von 
Kegelschnitten zu finden, die bereits zwei gegebene Tangenten 
gemeinschaftlich haben.

Ob nun in der That irgend ein alter griechischer Mathe
matiker Gebrauch z. B. von der zuletzt angeführten Bestimmung 
gemacht hat, darüber läfst sich keine sichere Ansicht aufstellen. 
Jene Bestimmung soll hier auch nur hervoi*gehoben werden als 
Beitrag zu einer Schilderung des Gebietes, innerhalb dessen die 
Griechen sich mi t  vo l lkommener  Freihei t  zu bewegen 
vermochten ,  so dafs sie Sätze finden und auf der Grundlage 
dieser sich gegenseitig Aufgaben zum Lösen stellen konnten. 
Wollte ich den Versuch machen, durch mehr einzelne Beispiele 
dieses Gebiet, das nach den Auseinandersetzungen in diesem 
und dem vorhergehenden Abschnitt zu Apollonius’ Zeit im Be
sitze' der griechischen Mathematiker war, genauer zu schildern, 
so würde ich gezwungen sein zu willkürlichen Annahmen zu 
greifen. Ich ziehe es deshalb vor auf etwas bestimmtes hin
zuweisen, das allerdings in der neueren Zeit, aber mit den 
Hülfsmitteln der alten Geometrie ausgeführt ist, nämlich auf 
den ganzen fünften Abschni t t  des ers ten Buches  von 
Newtons  Pr incipia ,  aus dem bereits zweimal (im siebenten 
Abschnitt und kürzlich in diesem) Einzelheiten citiert worden 
sind. Dadurch wird in Wirklichkeit keine zu hohe Vorstel
lung von dem erweckt, was die alte Geometrie leisten konnte,  
wenn die Griechen selbst auch möglicherweise die Bestätigung 
dafür durch Behandlung a n d e r e r  Fragen geliefert haben.
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üe Hülfe, die Newton bei diesen Unt e r suchungen  
r damaligen' modernen Mathematik entnehmen konnte, 
hinter der zurück, welche Euklids Porismen und die 
Entwicklung, aus der diese hervorgegangen sind, den 
gewährten. Allerdings war Newton durch sein hervor- 
tis und alleinstehendes Genie unterstützt; aber das Jahr- 
t, in dem Eukl id,  Archimedes  und Apol lon i us  
I, besafs auch seine grofsen Mathematiker, und diese 
hier, wo es darauf ankam an t ike  Methoden anzu- 
?n, zu deren Benutzung sie mündlich und durch jetzt 
ne Bücher erzogen worden waren, viel vor Newton vol
ler in dieser Beziehung auf die wenigen hinterlassenen 
?n angewiesen war, deren Abfassungsart überdies mehr 

berechnet ist volle Sicherheit für die Gültigkeit der 
lenen Resultate zu geben als den Weg hervortreten zu 
auf dem diese Resultate erreicht worden sind.

Sechzelmter Abschnitt.

inktselgenschaften; Apollonius’ drittes Buch 4 5 — 5 2 ; Apollonius’ zwei 

Bücher über Berührungen.

)ollonius benutzt einen der Sätze über die Erzeugung 
Kegelschnittes durch Tangenten, nämlich Satz 42 des 
iches, um die einfachsten Sätze über die Brennpunkte 
ipse und Hyperbel zu entwickeln. Ein solcher Anschlufs 
‘hre von den Brennpunkten an die Erzeugung durch 
iten ist an und für sich der einfachste Weg, wenn man 
ilytisch-geometrische oder projektivisch-geometrische B(‘- 
ing der Kegelschnitte zum Ausgangspunkt nehmen will. 
nachfolgend('n Auseinandersetzung wollen wir uns der 

wegen an die Ellipse halten, während Apollonius Ellipse 
'̂perbel zusammen behandelt.
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In Satz 45 werden die Brennpunkte, welche keinen be
sonderen Namen erhalten, als zwei solche Punkte (Fig. 65) F  
und der Hauptaxe AA^  (mit den Endpunkten A  und ylj) 
bestimmt, dafs

AF.FAy^  =  A F ^ . F^ A^  =  {de r  Figur, d. h. == 
wo a und p  die Längen der Axe und des Parameters bedeuten. 
Demnächst sagt der Satz über diese Punkte aus. dafs das

Stück JfiV/j, welches die Tangenten in A  und Â  ̂ von einer 
beliebigen Tangente abschneiden, von F  und F^ aus unter 
rechten Winkeln gesehen wird.

Zieht man nämlich F M  und FM^,  so wird A M . A ^ M ^  
A F . F A ^ ,  und deshalb sind die rechtwinkligen Dreiecke 

M A F  und FA^M^  ähnlich. Die Winkel, welche in diesen 
Dreiecken bei F  liegen, sind also Komplemente, mithin ist 
Winkel MFM^  ein Rechter. Auf dieselbe Weise Avird der 
Beweis für den Punkt F^ geführt.

Aus diesem Satze folgt wiederum, dafs die vier Punkte 
M,  F, f \ ,  auf einer Kreisperipherie liegen, woraus sich
[in 46] ergiebt, dafs z  MM^ F  =  z. M F ^ F  =  Z 
und dafs z M^MF, = z FMA,

Darauf wird [in 47] bewiesen, dafs man den Berührungs
punkt der Tangente MM^ erhält, wenn man den Schnittpunkt 
T  zwischen FM^  und F j 3/ auf diese Tangente projiciert. 
Aus 46 und 45 folgt nämlich, wenn wir diese Projektion R 
nennen, dafs
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MR
M F  M,
M T

dafs
M ^ T

A ^ A l
M \ R

MR MA
M A i

MP
RM^ M^At M^P

P  den Schnittpunkt der Tangente mit der Axe bedeutet. 
•5 R  dann Berührungspunkt wird, folgt aus der ini ersten 
h (vergl. S. 83) gegebenen Bestimmung von Tangenten.
Dafs die Tangente gleiche Winkel mit den an ihren Berüh- 

gspunkt gezogenen Brennstrahlen bildet, ergiebt sich nun 
J mit Hülfe von Kreisen, die durch die Punkte itf, F, T, R  
\ T, R  gelegt werden, woraus hervoi*geht, dafs
MRF  =  z  M T F  =  z  F,  TM,  =  F , R M , .
Um ferner zu dem Hauptsatze von der Summe der Brenn- 

hlen zu gelangen, wird die Projektion G des Brennpunktes 
iuf die Tangente benutzt. A, 3/, ff, F  liegen auf einem 
Lse, und Ä , ,  M, ,  (?, F  auf einem zweiten; daraus folgt, 
; A . Ä G F  =  Z . A M F  =  a l ä , F M ,  =  z . A , G M , ,  
raus wird wiederum geschlossen, dafs die Axe A A ,  vom 
tkte G aus unter einem rechten Winkel gesehen wird [49j. 

Zieht man nun parallel dem Brennstrahle F,  R Linien 
F  und dem Mittelpunkt 0  bis an die Tangente, so wird 

erstere, FH^ gleich F R ,  woraus folgt, dafs G die Mitte 
5chen H  und R  ist, die von 0  gezogene Linie also durch 
en Punkt geht. Die Parallele OG ist dann nach 49 halb 
?rofs wie die Axe A A ,  [Satz 50]. Zugleich ist sie das 
inietische Mittel zwischen F, R  und F H  oder zwischen den 
Uistrahlen F , R  und FR,  Die Summe dieser wird also 
‘h  der Axe [51]. Dafs für die Hyperbel die Differenz der 
instrahlen gleich der Axe ist, wird in 52 bewiesen.
Dies stellt das dar, was Apollonius über die Brennpunkte 
eilt. Er macht also keinen Satz über den Brennpunk t  
P a r a b e l  namhaft, und daraus haben moderne Schrift- 

e r, die über diese Sache geschrieben haben, geschlossen, 
man damals garnichts über diesen Punkt gewufst habe. Das 
indessen unrichtig ist, haben wir schon S. 213 Gelegenheit 

ibt zu sehen, da P a p p u s ’ zweiter Hülfssatz zu Eukl ids
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O b o r f l ä c h e n ö r t e r n  zeigt, dafsEuklid den Satz benutzt und 
demnach auch gekannt hat, dafs der geomet r i sche  Ort  für  
e i n e n  P u n k t ,  de s sen  A b s t ä n d e  von einem gegebenen 
P u n k t e  u n d  e i ne r  gegebenen  Geraden in einem gege
b e n e n  V e r h ä l t n i s  s t ehen,  eine El l ipse,  Pa r ab e l  oder
H y p e r b e l  i st ,  je nachdem das Verhäl tni s  =  1. Ichzeigte
im zehnten Abschnitt (vergl. S. i212) durch eine Anwendung, die 
nicht aus der erwähnten verlorenen Schrift herrührt, dafs dieser 
Satz wahrscheinlich sogar wohl bekannt war. Dafs man dann 
während der Beschäftigung mit Euklids Schrift gesehen hat, dafs 
jede Parabel sich als ein solcher Ort bestimmen lasse, ist anzu
nehmen.

Um nun zu verstehen, dafs Apollonius dennoch weder 
Brennpunkt und Leitlinie der Parabel noch die dem entspre
chenden allgemeineren Sätze über Ellipse und Hyperbel mit 
aufgeführl hat, mufs man zunächst auch hier beachten, dafs 
es aus Apollonius’ eigenen Vorreden hervorgeht, dafs er nicht 
imstande ist alles zu geben, was er über die Kegelschnitte 
weifs. Ferner mufs man, wenn man Forderungen mit Bezug 
auf das stellen will, was jedenfalls hätte mit aufgeiiommen 
werden müssen, sich hüten von den modernen Anschauungen 
über die Bedeutung der Brennpunkte für die Astronomie oder 
von Uu-er Brauchbarkeit als Ausgangspunkt für die gesamte 
Lehre von den Kegelschnitten auszugehen.

Eine besondere Erklärung des Umstandes, dafs Apollonius 
neben den übrigen Sätzen über Brennpunkte nicht auch die 
die Parabel umfassenden Sätze über Brennpunkt und Leitlinie 
aufgenommen hat, läfst sich vielleicht aus der oft benutzten 
Angabe in seiner Vorrede entnehmen, dafs das dritte Buch 
namentlich die Grundlage für die Bestimmung von Örtern 
geben solle — also nicht die Bestimmung der Örter selbst 
üb man nun zu Apollonius’ Zeit die Bestimmung des Ortes 
für einen Punkt, dessen Abstände von einem gegebenen Punkte 
und einer gegebenen Geraden in einem gegebenen Verhältnis *)

*) Pappus, Ausg. V. Hultsch. S. 1004 IT.
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stehen, auf dieselbe Weise bestimmte, wie es von Pappus 
geschehen ist, oder ob man dafür eine andere Behandlung der 
Gleichung von der Form =  ax'^ - ^ bx  C, auf welche der 
Ort sich unmittelbar beziehen läfst, benutzte: für diese Bestiin- 
mung bedurfte man keiner anderen Grundlage als derjenigen, 
welche in Apollonius’ erstem Buche gegeben war. Anders da
gegen verhielt es sich mit der Bestimmung des Ortes für einen 
Punkt, dessen Abstände von zwei gegebenen Punkten eine gege
bene Summe oder Differenz haben. In der unmittelbaren Auf
stellung der Gleichung für einen solchen Ort kommen nämlich 
zwei Wurzelzeichen vor. Eine Arbeit, die der entspricht, welche 
uns das Fortschaflfen dieser Wurzelzeichen verursacht, war auch 
bei der geometrischen Form, welche die Griechen solchen Fragen 
gaben, erforderlich. Diese wird vermieden, indem Apollonius 
direkt beweist, dafs jede Ellipse oder Hyperbel ein .solcher Ort ist.

Dafs nun in der That dies das Ziel ist, dem Apollonius 
zustrebt, sieht man aus der Flüchtigkeit, mit der er die 
übrigen Brennpunktseigenschatlen behandelt, welche Glieder in 
der Satzreihe bilden, die ihn an dieses Ziel führt. Ungeachtet 
dessen, dafs sein Satz 49 in Wirklichkeit eine Bestimmung des 
Ortes für die Projektion G eines Brennpunktes auf eine Tan
gente ist. und dafs im Folgenden geradezu von der Thatsache 
Gebrauch gemacht wird, dafs der Abstand des Punktes G vom 
Mittel[)unkte des Kegelschnittes gleich der halben Hauptaxe ist, 
begnügt Apollonius sich doch in der Darstellung des genannten 
Satzes damit zu sagen, dafs die Hauptaxe von G aus unter 
einem rechten Winkel gesehen wird.

Der Umstand, dafs Apollonius die einzelnen Sätze über 
Brennpunkte, durch welche er zu seinem Endresultate gelangt, 
so wenig hervorhebt, könnte leicht die Meinung erwecken, dafs 
man überhaupt .sich nur wenig mit diesen Sätzen beschäftigt 
habe und deshalb nicht auf ihre Bedeutung aufmerksam 
geworden sei. Es ist von nicht geringer Wichtigkeit zu erfah
ren, ob diese Ansicht richtig ist oder nicht. Ist sie nämlich 
richtig, .so i.st es möglich, dafs das bereits Angeführte zu 
Apollonius’ Zeit wirklich die Grenze für das war, was man 
über die Brennpunkte wufste, dafs man also nicht bemerkt

24
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hatte, dafs der feste Punkt in den dem Euklid bekannten 
Örtern einen der beiden Brennpunkte für die Ellipse und Hy
perbel darstellte, und dafs man nicht versuchte die Sätze 
über die Parabel zu finden, welche den anderen bekannten 
Brennpunktseigenschaften der Ellipse und Hyperbel entsprechen. 
Hat man dagegen, wie ich nachzuweisen versuchen werde, sich 
eingehender mit diesen letzteren beschäftigt, so kann die Frage 
nach den entsprechenden Eigenschaften der Parabel nicht unter
drückt worden und noch weniger, nachdem sie erst einmal 
aufgestellt war, unbeantwortet geblieben sein. Dazu waren 
die Alten zu sehr daran gewöhnt die Sätze über die Parabel 
neben denen über die anderen beiden Kurven aufzustellen; sie 
geben hierdurch zu erkennen, dafs sie recht wohl die Über
einstimmung in Sätzen und Beweisen sahen, wenn auch diese 
letzteren oft formell von einander unabhängig waren. Nament
lich müssen die Sätze über die Lago einer Parabeltangente mit 
Beziehung auf den an den Berührungspunkt gezogenen Brenn
strahl und über den Ort für die Projektion des Brennpunktes 
einer Parabel auf eine Tangente') sehr bald hervorgetreten 
und äufserst leicht zu beweisen gewesen sein.

Dafs man sich nicht so ganz wenig mit den Sätzen über die 
Brennpunkte der Ellipse und Hyperbel beschäftigte, welche die 
einzelnen Glieder in der Reihe von Beweisen bilden, die Apol- 
lonius zuletzt zu den Sätzen über Summe und Differenz der 
Brennstrahlen führen, schliefse ich zunächst aus der eigentüm
lichen Beschaffenheit dieser Beweisreihe. Die äufserst einfachen 
Hülfsmittel, welche in derselben benutzt werden, machen sie 
nahezu so elegant wie möglich; aber es sieht nicht ganz danach 
aus, als ob sie den Weg darstellte, auf dem man zuerst 
zum Endresultate gelangt ist. Dieses Resultat ist vielmehr *)

*) Der entsprechende Satz über die Ellipse und Hyperbel [49 bei Apol- 
lonius] ist ein Beispiel dafür, dafs es nicht ganz richtig ist, wenn man 
zur Erklärung von A pollonius' vermeintlicher Blindheit gegenüber 
den Brennpunktseigenschaften der Parabel behauptet hat, dafs er sich 
nur mit den sym m etrisch en  Brennpunktseigenschaften beschäftigte. 
Vergl. eine Anmerkung von Ür. Heiberg,  Zeitschr. f. Math. u. Phys., 
hist. Abth. XXVIII, S. P29.
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rher gefunden worden als Antwort auf die Frage, welches 
r geometrische Ort sei fui- Punkte, deren Abstände von zwei 
^ebenen Punkten eine gegebene Summe oder Differenz haben. 
3se Frage kann leicht durch Konstruktionsaufgaben veranlafst
n, namentlich durch die Aufgabe einen Kreis zu konstruieren, 
r drei gegebene Kreise berührt. Wenn auch Apollonius in 
ner Schrift über d ie  B e rü h ru n g e n ‘) diese Aufgabe, mit 
r die Griechen sich, wie man annehmen darf, auch früher 
$chäfligten, mittels Zirkel imd Lineal gelöst hat, so lag der 
danke, dieselbe durch geometrische Örter für den Mittelpunkt
lösen, doch zu nahe, als dafs man dies nicht zuerrt ver

gilt haben sollte.
Die Analysis nun, welche darauf geführt hatte, dafs dieser 

t  eine Ellipse oder Hyperbel sei, war wahrscheinlich zu wenig 
ersichtlich imd zu weitläufig, um in eine Synthesis umge- 
m t zu werden. Dagegen wird man bei genauerer Unter- 
5hung der betreffenden Punkte andere mit ihnen verbundene 
renschaften der Kurven gefunden haben, aus denen man 
Ilh nach imd nach die Beweisreihe hat konstruieren können, 

sich bei Apollonius findet. Dafs nun — wie ich behaupte — 
s e  Untersuchung gründlich und ziemlich umfassend gewesen 
> das schliefse ich aus der aufserordentlichen Einfachheit 

dieser Beweisreihe; denn sie aus so einfachen Gliedern
o . mmenzusetzen hat nur dem gelingen können, der aus einer 
fseren Zahl von Eigenschaften die einfachsten und für den 
liegenden Zweck bequemsten auswählen konnte.

Einen anderen Beweis finde ich darin, dafs sich naehweisen 
Apollonius sei nicht der erste und einzige gewesen, der 

i mit den Sätzen, von denen die Rede ist, beschäftigt hat.
Der 31sie von P a p p u s ’ Hülfssätzen zu Euklids Porismen*)

S ’appus, Ausg. V. Hultsch, S. 644 ff. Da Apollonius in der genannten 
Sächrift auch die Fälle behandelt, wo einer oder mehrere der Kreise 
mit geraden Linien veilauscht werden, so dürfte auch diese Aufgabe 
«ine natürliche Veranlassung dargeboten haben, die Untersuchung des 
IBrennpunktes der Parabel vorzunehmen und die Cbereinstimmung 
zwischen diesem und denjenigen der Ellipse und Hyperbel zu bemerken. 
-Au.sg. V. Hultsch, S. 906.

•24*
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Fig. G().

lautet, wenn wir nur die Buchstaben etwas verändern und im 
übrigen dieselbe Figur (Fig. 66) zeichnen, folgendermafsen: 

Gegeben ist ein Halbkreis über A^ A  als Durchmesser; in 
den Endpunkten A und A^ dieser Strecke werden die Senk

rechten A M  und Al Ml erreichtet, 
und eine beliebige Gerade MMi  
wird gezogen; in dem Punkte G 
(in dem diese Gerade den Halbkreis 
schneidet) wird die GF  senkrecht 
zu Ml M gezogen; trifit diese Senk
rechte die A i A  in F, so ist 

A M . A i M i  =  A i F . F A .  
Merkwürdigerweise beweist  nun 

Pappus nicht diesen Satz selbst, sondern die Umkehrung 
desselben, oder man kann sagen, da die Einzelheiten des Be
weises sich umkehren lassen, dafs er die Analysis giebt, aus 
der sich der synthetische Beweis eben des Satzes, den er aus
spricht, würde ableiten lassen. Der wirklich bewiesene Satz 
fällt — ohne dafs ein Kegelschnitt genannt wird — genau 
mit dem zusammen, dafs der geometrische Ort für die Projek
tion eines Brennpunktes einer Ellipse oder Hyperbel (die Figur 
entspricht der letzteren) auf eine Tangente der Kreis über der 
Hauptaxe als Durchmesser ist, also genau mit demjenigen, den 
Apollonius in 41) beweist und darauf in 50 anwendet, ohne dafs 
er sich, bei seinem Eifer das Endresultat zu erreichen, Zeit läfst, 
denselben auszusprechen. Die Bestimmung der Tangente Af, M 
durch das Rechteck aus den Stücken, welche sie auf den Tan
genten der Scheitelpunkte abschneidet, und des Brennpunktes 
F  durch das-dem ersteren gleiche Rechteck A i F ,  F A  ist genau 
dieselbe wie die, welche Apollonius anwendet. Dasselbe gilt 
für Pappus’ ganzen Beweis.

Nun darf man annehmen, dafs der hier vorliegende Hülfs- 
satz, ebenso wie Pappus’ Hülfssätze zu bekannten Werken, 
nichts anderes enthalten habe als einen ausführlicheren Nach
weis von etwas, das dem Verfasser des Hauptwerkes bekannt 
war, das dieser aber entweder als etwas auch seinen Lesern 
bekanntes betrachtete oder indirekt aus dem Zusammenhänge
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SO hervortreten liel's, dafs ein besonderer Beweis überflüssig 
wurde. Euklid kannte also einen Satz, der nach seinem Inhalt 
und nach dem Beweise, den Pappus für den näehstliegenden 
ansieht, genau mit einem wichtigen Satze aus Apollonius’ Lehre 
von den Brennpunkten zusamrnenfallt, einen Satz überdies, der 
erst dann eine einfache Form annimmt, wenn man ihn als 
einen Satz über Brennpunkte auflfafst.

Der Umstand also, dafs der Hülfssatz, abgesehen von der 
Form, ganz der Lehre von den Brennpunkten angehört, macht 
es wahrscheinlich, dafs dasselbe mit dem oder den von Euklids 
Porismen der Fall gewesen ist, zu deren Beweisen er gehört. 
Sogar C h as le s ,  der keine bewufste Verbindung zwischen 
Euklids Porismen und der,Lehre von den Kegelschnitten an- 
nimnit, stützt auf den angeführten Hülfssatz sein Porisnia 174, 
das — selbstverständlich ohne einen Kegelschnitt besonders zu 
nennen — aussagt, dafs die Senkrechten, welche in den Schnitt
punkten einer Tangente eines Kegelschnittes mit dem über der 
Hauptaxe als Durchmesser beschriebenen Kreise errichtet wer
den, durch feste Punkte gehen; ferner seine Porismen 194 und 
195, welche ausdrücken, dafs die Enveloppe des einen Schenkels 
eines rechten Winkels, dessen anderer Schenkel durch einen 
festen Punkt geht, während der Scheitelpunkt auf einer Kreis
peripherie gleitet, ein Kegelschnitt ist (mit dem festen Punkte 
als Brennpunkt); endlich sein Porisma 196, welches aussagt, 
dafs die Enveloppe der Sehnen eines Kreises, welche die End
punkte paralleler Sehnen verbinden, die durch feste, auf einem 
Durchmesser gleich weit vom Mittelpunkte gelegene Punkte 
gezogen sind, ein Kegelschnitt ist (mit den festen Punkten als 
Brennpunkten).

Dafs Euklids Bücher über die Porismen unter Formen, 
bei denen die Kegelschnitte nicht genannt werden, die hier 
erwähnten oder andere Sätze über Brennpunkte*) enthalten

*) Da <lie Bücher über die Porismen, wenigstens vorzugsweise, (unvoll
ständige) Sätze über Örter enthalten haben, und da ich geneigt hin, 
einen etwas grüfseren Abstand zwischen Euklids Porismen und Pappus’ 
Hülfssätzen anzimehmen als Chasles thut. so würde ich mir eher den
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haben, würde, wie schon bemerkt (S. 168), vollkommen zu der 
Vennutuiig über den Ursprung der Porismen stimmen, die ich 
im achten Abschnitt aufgestellt habe, und dafs Euklid die dazu 
nötigen Kenntnisse besafs, bezeugt Pappus’ Hölfssatz. Unter
suchungen über B rennpunk te  sind also schon vor Apol
lon ius b e k a n n t  gewesen. Man hatte also Zeit genug 
gehabt auch an die P a ra b e l  denken.

Sind diese meine Behauptungen richtig, so hat man aller
dings aufs neue einigen Grund sich darüber zu wundem, dafs 
in Apollonius’ Werk, das doch in die gesamte Lehre von den 
Kegelschnitten einführen sollte, einige der wichtigsten Brenn
punktseigenschaften der Ellipse und Hyperbel nur als Glieder 
in einer Beweisreihe angeführt und die entsprechenden Sätze 
über die Parabel garaicht genannt werden^). Der Grund hier
für kann, da es sich vor allem um die Sätze über die Lage 
der Tangente mit Beziehung auf die an den Berührungspunkt 
gezogenen Brennstrahlen handelt, nicht der sein, dafs dieselben 
in Werke über geometrische Örter aufgenommen worden waren. 
Indessen kann es auch nicht wohl ein anderer sein als der, 
dafs man sich in anderen Schriften hinreichend mit diesen 
Sätzen beschäftigt hatte.

Hierbei mufs man an eine bestimmte Klasse von Schriften

cilierten Hülfssatz in einem Porisma angewandt denken können, 
welches den Ort behandelt för die Schnittpunkte zwischen einer Tan
gente eines Kegelschnittes und einer Geraden, welche, vom Brennpunkt 
aus gezogen, die Tangente unter einem gegebenen Winkel schneidet.

*) Als eine mögliche Veranlassung dieses Umstandes liefse sich anführen, 
dafs die Beweise für die Brennpunktseigenschaften der Parabel am 
leichtesten sich durch den erst im fünften Buch bewie.senen Satz

n
führen lassen, dafs die Subnormale gleich ^  Fig. H7 im
Folgenden), da in Folge dessen F  die Mitte von P N  wird, mithin 
F F  =  FP.  Wir haben nämlich aus der Vorrede zu Apollonius’ 
fünftem Buch gesehen, dafs der Werl der Subnonnale vor Apollonius 
bekannt war, und dafs er dieselbe im ereten Buch hätte berücksich
tigen können, dies aber des Zusammenhangs wegen his zum fünften 
Buche verschoben hat. Doch würde Apollonius sich aus diesem Grunde 
nicht haben hindern lassen, die Brennpunktseigenschaften der Parabel 
im dritten Buche mit zu behandeln, wenn es für ihn von Wichtigkeit 
gewesen wäre.



(lenken, nämlich die Schriften über Katop t r ik  oder über die 
Zurückworfting des Lichtes von spiegelnden Flächen. In einem 
kürzlich entdeckten Bruchstücke einer solchen Schrift, nämlich 
in dem Teil des sogenannten „ F ra g m e n tu m  B o b ie n s e “, 
der von Dr. H e ib e r g i n t e r p r e t i e r t  ist, findet man auch 
wirklich einen vollständigen Beweis für den Satz, dafs eine 
Parabeltangente gleiche Winkel mit der Axe und dem an den 
Berührungspunkt gezogenen Brennstrahl bildet. Wenn auch 
anzunehinen ist, dafs dieser Beweis in einer viel späteren Zeit 
ausgearbeitet wurde als die ist, mit der wir uns hier beschäf
tigen, .so wollen wir denselben hier doch mitteilen, da er den 
ältesten darstellt, welcher uns erhalten ist, und da er sich ganz 
genau an die in Apollonius’ Kegelschnitten enthaltenen Sätze
an. schliefst.

Ist (Fig. G7) F  der Brennpunkt einer Parabel, auf der Axe
be. stimmt durch den Ab.stand A F  ^  \ p  vom Scheitelpunkt,

Spate Dai-slellunjy d. Beziehung einer Parabellang, auf d. Brennp. ;^75

und sind US  und R P  Ordinate und Tangente eines beliebigen 
Kuiwenpunktes R,  so wird nach der Gleichung der Parabel, 
und weil A die Mitte zwischen P  und S  ist, das Stück AG 
der Scheitelpunktstangente bestimmt durch

AG^ =  \ S R ^  =  =  A F . A S  =  A F . P A ,
Hieraus folgt, dafs F G - L P R ,  und, da PG G R,  dafs 
P F  =  FR,  sowie dafs z  R P F  =  z  F R P ,  [Tragt man

>) Zeitschr. f. Math. u. Phys., hist. Ahth. XXVm, S. 131 ff.
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auf der Verlängerung der Axe das Stück A E  =  F A  ab, so 
folgt auch aus P F  =  FR,  dafs F R  ^  ES^ also die früher 
(U’wähnte Haupteigenschaft des Brennpunktes der Parabel; aber 
die Katoptrik gab dem Verfasser keine Veranlassung hierauf 
einzugehen].

Über das Bruchstück, dessen Inhalt hier wiedergegeben ist, 
stellt H e ib e rg  in Übereinstimmung mit B e ige r ,  der früher 
die Portsetzung desselben Manuskriptes herausgegeben halte, die 
Vermutung auf, dafs es aus dem 6ten Jahrhundert n. Chr. von 
A n t h e ni i u s stamme und sich an ein anderes erhaltenes Frag
ment desselben Verfassers angeschlossen habe, das in Dr. Heibergs 
Übersetzung^) folgendermafsen lautet: „Da aber die Alten auch 
die gewöhnlichen Brennspiegel erwähnt haben, wie man die 
Einfallsflächen konstruieren solle, nur rein mechanisch, ohne 
geometrische Beweise hierfür vorzubringen, alle aber solche 
(d. h. die Meridiankurven der Flächen) als Kegelschnitte be
zeichnend, ohne aber anzugeben, welche, und wie sie ent
stehen, so werden wir hier versuchen, die Konstruktionen 
einiger solcher Einfallsflächen zu geben, und zwar nicht ohne 
Beweis, sondern durch die geometrischen Methoden begründet“.

Der Umstand, dafs Anthemius, wie ersichtlich, keinen 
älteren ‘Beweis kennt, ist nach Heiberg ein Grund für die An
nahme ^), dafs das soeben nach dem Fragmentum Bobiense 
mitgeteilte nicht älter als Anthemius ist, und da darin gerade 
das Versprechen erfüllt wird, welches er giebt, so ist es natür
lich, ihm dasselbe zuzuschreiben. Anthemius’ Unkenntnis eines ; 
älteren Beweises ist dagegen kein zuverlässiges Zeugnis dafür, .. 
dafs niemand früher einen solchen geführt habe. Ini Gegenteil,^ j 
wenn Anthemius uns mitteilt, dafs man vor seiner Zeit Brenn—j  
Spiegel g e k a n n t  habe, die aus Kegelschnitten gebildet warerjr? 
(und das können nur solche gewesen sein, die durch Umdn-L^

M a. a. 0. S. 128-129.
*) Entscheidend isf dieses Argument indessen keineswegs, da es

nötig ist, dafs Anthemius das Manuskript gekannt hat. Dieser Gruî g -  ^ 
spricht also nicht gegen Cantors Annahme (Hermes XVI, S. (>37 ^  
dafs das Manuskript viel älter sein und z. B. von Diokles herrflh^^r—  
könne.
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hung von Kegelschnitten um die Haiiptaxe gebildet waren), so 
erfahren wir mit genau derselben Sicherheit, dafs man die 
Haupteigenschaft dieser Brennspiegel b e w ie s e n  habe. Solche 
Spiegel sind nämlich zu schwierig zu konstruieren, als dafs 
jemand auf ihre Konstruktion verfallen konnte ohne vorher auf 
theoretischem Wege ihre Eigenschaften gefunden und bewiesen 
zu haben. W en n  also d ie  „Alten“, welche Anthemius kennt, 
so wenig von der alten griechischen Mathematik gewufst haben 
sollten, dafs sie die Anwendbarkeit parabolischer Hohlspiegel 
erwähnten ohne dieselbe beweisen zu können, so müssen sie 
das, was sie hiervon wufsten, noch älteren Schriftstellern ver
dankt haben, welche die Beweise geführt hatten.

Da indessen die Alten, nach Anthemius, nur von der Be
nutzung der Kegelschnitte gesprochen haben ohne anzugeben, 
welchen Kegelschnitt sie meinen, so wäre es immer noch mög
lich, dafs sie nur an ellipsoidische Hohlspiegel gedacht und 
dann auch aus Apollonius’ drittem Buche gewufst hätten, dafs 
Strahlen, welche von dem einen Brennpunkt ausgehen, nach 
dem anderen zurückgeworfen werden. Diese Möglichkeit ist 
wirklich vorhanden, s o b a ld  man annehmen darf, dafs man 
in der alten Zeit sich nicht mit dem Studium der Zurück- 
werfung p a r a l l e l e r  Lichtstrahlen beschäftigt hat.

Hierauf könnte das Werk deuten, das uns unter dem 
Namen von E u k l id s  Katoptrik aufbewahrt ist. In diesem 
Werke findet sich nichts über parallele Lichtstrahlen, und in 
dem letzten Satze desselben, der von sphärischen Hohlspiegeln 
handelt, werden ausdrücklich Strahlen betrachtet, welche von 
e in e m P u n k t  der Sonne ausgehen, und nicht parallele Strahlen. 
Da überdies nichts über die Grenzen für die Entfernung dieses 
leuchtenden Punktes gesagt, sondern derselbe nur stillschweigend 
als weiter vom Spiegel entfernt als der Kugelmittelpunkt be
trachtet wird, so erhält man keine andere Grenze für die 
Schnittpunkte der zurückgeworfenen Strahlen mit dem durch 
den leuchtenden Punkt gezogenen Durchmesser als eben den 
Kugelniittelpunkt.

Dieser Umstand dürfte den Verfasser des Stückes vom 
Fragmentum Bobiense, welches auf den Beweis des Satzes
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Über die ParabeP) folgt, zu dem Ausspruch veranlafst haben, 
dafs einige den Brennpunkt eines cirkularen Spiegels im Mittel
punkte annehinen; aber — fügt er hinzu — diese fehlerhafte 
Meinung hat A p o 11 o n i u s in seinem Buche über Brennspiegel 
(oder „gegen die Katoptriker“) hinlänglich widerlegt, und er 
hat deutlich gemacht, wo der Brennpunkt liegt. Von welchem 
Brennpunkt nun die Rede ist, erfahrt man dadurch, dafs der 
Verfasser des Fragmentes, trotz dieser Anerkennung von Apol- 
lonius’ Resultat, nicht ganz mit seiner Darstellung zufrieden 
ist und deshalb eine andere an die Stelle setzt. Aus dieser*) 
ergiebt sich, dafs von p a r a l l e l e n  Strahlen die Rede ist, die 
von einem sphärischen Spiegel zurückgeworfen werden, der von 

jeder durch die Axe D B  (Fig. 68) gelegten 
Diametralebene in einem Kreisbogen A B C  
von 90® geschnitten wird. Es wird bewiesen, 
dafs die zurückgeworfenen Strahlen die Axe 
in Punkten treffen, die zwischen der Mitte 
E  des Radius B D  und dessen Schnitt
punkt F  mit der Ebene des den Spiegel 
begrenzenden Kugelkreises A C  liegen.

Dasselbe hat also Apollonius gewufst 
und ausgesprochen. Da nun die Anwend

barkeit des Hohlspiegels als Brennspiegels auf der Nähe der 
Punkte E  und F  beruht, so enthielt diese Untersuchung eine 
Aufforderung zu der Frage, ob es nicht Hohlspiegel geben 
könne, welche alle parallelen Strahlen auf denselben Punkt 
zurückwerfen. Diese Aufforderung mufste um so stärker auf 
Apollonius einwirken, als er durch seine Kenntnis der Brenn
punkte der Ellipse imstande war Spiegel zu konstruieren, die 
Strahlen, welche von einem festen Punkte ausgingen, auf einen 
anderen zurückwarfen, und dadurch mufste er zugleich darauf 
geführt werden zu versuchen, ob nicht parabolische Spiegel

Fig. 68.

0 Was sich hiervon nicht bei Heiberg findet, mufs man in B e lg e r s  
Artikel, Hermes XVI, S. 261 ff. suchen.

*) Vergl. Cantors Wiederhei*stellung am Schlüsse seines und Wachs- 
inuths Artikels, Hermes XVI, S. fi40 ff.



gerade die verlangte Eigenschaft haben sollten. Dafs er, wenn 
die Frage  einmal  so ges te l l t  war,  mit grofser Leichtigkeit 
die Antwort finden mufste, ist einleuchtend.

Wir sehen also, dafs die Frage betreffs der Brennspiegel 
Apollonius auf die Betrachtung des Parabelbrennpunktes füh
ren mufste, wenn er denselben nicht schon früher kannte. 
Übrigens bin ich am meisten zu der Annahme geneigt, dafs 
er denselben kannte, und dafs man nicht vom Studium der 
sphärischen Brennspiegel zu dem der parabolischen und mög
licherweise elliptischen übei’gegangen ist, sondern dafs man 
umgekehrt, nachdem man durch Entdeckung der Sätze über 
Brennpunkte die Anwendbai*keit paraboloidischer Hohlspiegel 
erkannt hatte, untersuchte, in wie weit sphärische Hohlspiegel, 
die man konstruieren konnte und die vielleicht auch früher 
eine so flüchtige Behandlung erfahren hatten wie in der Euklid 
zugeschriebenen Katoptrik, an die Stelle dieser treten konnten.

Mit dieser Untersuchung also hat Apollonius sich in seiner 
katoptrischen Arbeit beschäftigt, und wenn er nach der Erwäh
nung im Fragmentuni Bobiense nicht ausführlich auf die Be
handlung paraboloidischer Spiegel eingegangen ist*), so ist der 
natürliche Grund dafür der gewesen, dafs diese Eigenschaften 
bekannt waren. Vielleicht darf man dann die Vermutung auf
stellen, dafs die Erfindung dieser dem A r c h im e d e s  zu ver
danken sei, der sich so viel mit der Parabel und dem Uiii- 
drehungsparaboloid beschäftigt und auch in einer verlorenen 
Schrift die Katoptrik*) behandelt hat. Ob nicht die heiv^or- 
ragende Schönheit gerade dieser Erfindung die Quelle für die 
Sage gewesen ist, dafs er die römische Flotte durch Brenn
spiegel in Brand gesteckt habeV

Dafs die Erfindung der verschiedenen Brennspiegel in 
dieser natürlichen Ordnung vor sich gegangen ist, stimmt recht

Katoptrisrhe Arbeiten von Apollonias und Archimedes. 379

*) Es wäre nicht undenkbar, dafs Anlhemius bei ihm die aus Kegel
schnitten gebildeten Brennspiegel erwähnt gefunden hat, ohne dafs 
die Eigenschaften derseli)en genauer beschrieben oder bewiesen waren. 

*) H eiberg, Quaestiones Archimedeae, S .33. oder A rchim edes. Ausg. 
V. Heiberg, II, S. 466—467.
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gut zu dem Umstande, dafs Antheniius in der citierten Stelle 
die durch Kegelschnitte hervorgebrachten Brennspiegel die ge
wöhnlichen nennt. Wegen der Schwierigkeit ihrer
Konstruktion können sie allerdings zu einer Zeit, avo man auch 
die sphärischen Spiegel kannte, im praktischen Sinne nicht 
gewöhnlich gewesen sein. Dagegen wird diese Benennung ver
ständlich, wenn sie ursprünglich aus einer Schrift herrührt, in 
der die Lehre von den sphärischen Spiegeln zum ersten Mal 
tmtwickelt wurde, also vielleicht aus Apollonius’ katoptrischer 
Arbeit.

In Verbindung mit den Brennpunktseigenschaflen der Kegel
schnitte habe ich im Vorhergehenden auch die Konstruktion 
(M*nes Kreises, der drei gegebene Kreise berührt, und Apollonius’ 
Schrift über diese Aufgabe erwähnt. Der Zusammenhang besteht 
darin, dafs der geometrische Ort für den Mittelpunkt eines 
Kreises, der zwei gegebene Kreise berührt, aus zwei Kegel
schnitten besteht, deren Brennpunkte die Mittelpunkte der 
Kreise sind (aus zwei Parabeln, wenn der eine Kreis mit einer 
(jeraden vertauscht wird). Die genannte Aufgabe läfst sich 
mittels Zirkel und Lineal lösen, und deshalb hat Apollonius 
diese Kegelschnitte nicht benutzt; aber dadurch ist umgekehrt 
die ebene Lösung derselben von Bedeutung gegenüber diesen 
Kegelschnitten. Die Konstruktion eines Kreises, der durch zwei 
gegebene Punkte geht und einen gegebenen Kreis berührt, ist 
in Wirklichkeit gleichbedeutend mit der Konstruktion der Schnitt
punkte zwischen einer Geraden und einem Kegelschnitt, von 
dem die Brennpunkte und die Länge der Hauptaxe gegeben 
sind'), und die Konstruktion eines Kreises, der durch einen 
gegebenen Punkt geht und zwei gegebene Kreise berührt, ist 
eine mittels Zirkel und Lineal ausführbare Konstruktion der

') Deshalb kann man diese Aufgabe und ihre Diskussion einer elementar- 
geometrischen Lehre von den Kegelschnitten zu Grunde legen, wie 
ich es gethan habe in einer Arbeit, Tidsskrifl for Mathematik 1878, 
die später besonders herausgegeben ist unter dem Titel: Grundriss 
einer ele^nentar-geometrischen KegelschnittsUhre (Leipzig 1882).
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Schnittpunkte zwischen zwei Kegelschnitten mit einem gemein
schaftlichen Brennpunkt.

Es liegt nichts vor, was darauf deuten könnte, dafs die 
Grieclien von diesen Umständen Gebrauch gemacht hätten, und 
der geringere Grad von Interesse für die Brennpunkte, für den 
der Mangel einer Untersuchung des Parabelbrennpunktes in 
Apollonius’ Hauptwerk Zeugnis ablegtc, macht es vielleicht 
sogar unwahrscheinlich, dafs sie es gethan haben; aber wenn 
über die Mittel berichtet werden .soll, die den Griechen da, wo 
sich Verwendung dafür finden konnte, zu Gebote standen, so 
verdienen die Konstruktion des Berührungskreises von 3 Kreisen 
und die Lösungen der hierin einbegrififenen specielleren Auf
gaben, die Apollonius nach Pappus auch aufgenommen hat. 
angeführt zu werden.

Es wird aus diesem Grunde nicht unpassend sein hier 
einige Worte über die Art hinzuzufügen, wie A p o l lo n i u s  
wahrscheinlicherweise diese Konstruktion.saufgaben gelöst hat, um 
so mehr als man aus P ap  p u s* Hülfssätzen zu Apollonius’ ver
lorener Schrift mehr hierüber schliefsen kann, als aus den meisten 
übrigen Kommentaren de.sselben. Wenn nämlich als Hülfssatz 
zum zweiten Buch die Konstruktion eines Dreiecks angeführt 
wii\U), das in einen Kreis beschrieben ist, während die Seiten 
durch drei feste Punkte einer Geraden gehen, so liegt nichts 
unzutreffendes in der Annahme, dafs Apollonius in seinem 
zweiten Buch, in dem sich die Lösung der allgemeinsten von 
den Berülirungsaufgaben befand, von der folgenden sehr nahe
liegenden Reduktion auf die von Pappus behandelte Aufgabe 
Gebrauch gemacht habe.

.4, B und C (Fig. 69) seien die Mittelpunkte der drei 
gegebenen Kreise, deren Radien wir a, b und c nennen wollen, 
und einer der gesuchten Berührungskreise sei gezeichnet. Dann 
werden, was auch die Alten wufsten (wie wir unter anderem aus 
Pappus’ 4tem Buche*) ersehen können), die Verbindungslinien der

M Aus .̂ V. Hultsdi, S. 84S. 
*) .Vus*;. V. Hultsch, S. i21().
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Berührungspunkte P, Q und R  durch drei solche Ähnlichkeits
punkte />, E  und F  gehen, welche auf einer Geraden liegen. 
Verlängert man nun PQ und P P , bis sie den Kreis um A  zum 
zweiten Male in S  und T  schneiden, so wird die Linie S T

parallel der QR\  sie schneidet also die Linie D E F  in einem

Dann koiuiutPunkte 6r, der durch =  — bestimmt ist. G h • a
es darauf an, in den Kreis um A ein Dreieck P S T  zu be- 
sehreibon, dessen Seiten durch die bekannten Punkte G, E  
und F  gehen.

Die von Pappus angeführte Lösung dieser Aufgabe findet 
man, wenn man die Sehne T V  ])arallel der E F  zieht, sowie
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e Sehne UP^ welche E F  in H  schneiden möge. Das Viereck 
PHG ist dann ein Sehnenviereck, da die Winkel S und H  
ipplemente sind; Punkt H läfst sich also dadurch bestimmen, 
Ts F G . F H  gleich der Potenz des Punktes F  mit Bezug auf 
n Kreis A sein mufs.

Dann ist die Aufgabe wiederum darauf reduciert, von E  
id H  an einen unbekannten Punkt P  des Kreises A  zwei 
rade Linien zu ziehen, welche den Kreis A  zum zweiten 
ile in den Punkten U und T  so schneiden, dafs die Sehne 
T  der Geraden E H  parallel wird. Diese Aufgabe — welche 
eigens identisch ist mit der folgenden: den Berührungspunkt 
des Kreises A mit einem Kreise zu bestimmen, der durch 
und H  geht — löst Pappus in einem Hülfssatze zum ersten 
iche über die Berührungen') dadurch, dafs er den Schnitt- 
nkt /  zwischen E H  und der im Punkte U an den Kreis A  
zogenen Tangente bestimmt. Da das Viereck U P E I  ein 
hnenviereck wird, so geschieht diese Bestimmung dadurch, 
fs H E . H I  gleich der Potenz des Punktes H  mit Bezug auf 
n Kreis A  wird.

Wie man sieht, ist bei der hier abgeleiteten Konstruktion 
les Kreises, der drei andere Kreise berührt, eine so unmittel- 
re Anwendung von Pappus' Hülfssätzen gemacht, dafs man 
Lim bezweifeln kann, dafs die Lösung nahe mit der zusammen- 
It, an welche Pappus denkt. Sie mufs dann auch im wesent- 
hen mit ApoUonius’ eigener Lösung zusainmenfallen, selbst 
mn Pappus bei seinen Hülfskonstruktionen, die zu schwierig 
id, als dafs ApoUonius dieselben ohne weiteres als bekannt 
»rausgesetzt haben kann, einzelne Änderungen an ApoUonius’ 
Dnstruktionen oder Beweisen beabsichtigt haben sollte.

) Ausg. V. Hultsch, S. 834 ff.
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Ähnliche Kegelschnitte; Apollonius’ 6^^ Buch.

Für die Aufgabe, die ich mir gestellt habe, nämlich ans 
Licht zu ziehen, was die Griechen überhaupt von den Kegel
schnitten wufsten, sowie zu untersuchen, wie sie dieses Wissen 
erwarben, befestigten und anwandten, hat Apollonius* (Ues 
Buch keine grofse Bedeutung. Denn die Sätze über Kon
gruenz und Ähnlichkeit, welche dasselbe enthält, sind meistenteils 
solche, welche man in der Regel als unmittelbar einleuchtend 
ansieht, die man deshalb ohne Bedenken vor Apollonius’ Zeit 
benutzt haben würde, und für die Beweise enthält das erste 
Buch eine so gute Grundlage, dafs derjenige, der mit diesem 
vertraut ist, nicht in Zweifel darüber sein kann, wie man sie 
zu führen habe. Aufser diesen Sätzen enthält das 6te Buch 
ein Paar hübscher Konstruktionen im Raume, von denen die 
eine allerdings nur eine weitere Ausführung einer Konstruktion 
ist, die in einer bestimmten Absicht im ersten Buche voi-ge- 
nommen wurde, während die zweite eine Behandlung einer 
verwandten Aufgabe dai*stellt.

Aus diesen Gründen werden wir im 6ten Buche keine Ge
legenheit haben zu sehen, dafs Apollonius irgendwie neue, 
eigentlich geometrische Schwierigkeiten überwindet. Dagegen 
sind die Verdien.ste des Buches von mehr ordnender und 
systeimitisierender Natur, indem dasselbe durch Hinführung auf 
bestimmte Definitionen und Beweise, welche sich an das im 
(Tsten Buche aufgestellte System anschliefsen, zur Beherrschung 
dos scheinbar unmittelbaren Wissens verhilft, so dafs der 
w(‘niger sichere Forscher vor Irrtümern behütet und der vor
sichtigê  der Unbequemlichkeit enthoben wird, für jeden ein
zelnen von den Fällen, die unter das in diesem Buche behan- 
tlelt(? allgemeinere Gel)iet gehören. Beweise aufzustellen.

Das sechste Buch dient also nicht dazu, der Lehre von 
den Kegelschnitten einen gröfseren Inhalt, sondern au.sschliefslich 
djizu. ders(‘tben gröfsere Festigkeit zu geben. Wenn indessen
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ollonius selbst dasselbe unter die für besondere ünter- 
rhungen bestimmten letzten Büchern gestellt hat, so mul's 
5 darin seinen Grund gehabt haben, dafs die ausdrückliche 
fstellung der in demselben enthaltenen Sätze wenigstens 
weise neu war. Wir dürfen also in diesem Buche ein Bei
ei für solche systematisierende Specialuntersuchungen erblicken,

gewifs auch zu ihrer Zeit der Auflfühi'ung anderer Teilt*
; griechischen geometrischen Lehrgebäudes vorangegangen 
n müssen, und die dazu gedient haben diesem Gebäude seim* 
►vunderungswürdige Festigkeit und Zuverlässigkeit zu geben.

Der Umstand, dafs die geometrischen Schwierigkeiten, welche 
6ten Buche zu überwinden waren, an und für sich so gering 

d und dafs der Inhalt dieses Buches sich so genau an den 
> ersten anschliefst, liefert eine Bestätigung für unsere ini 
^zehnten Abschnitt aufgestellte Behauptung, dafs nicht der 
genstand der Untersuchung den Unterschied zwischen den 
r  letzten und den vier ersten Büchern von Apollonius’ Kegel- 
initten ausmacht.

Dafs man sich auch vor Apollonius mit kongruenten und 
iilichen Kegelschnitten und Bogen von solchen beschäftigt 
be, wird — wie es scheint — durch die letzten Worte der 
rrede zum 6ten Buche zu erkennen gegeben; diese drücken 
3 , dafs die in diesem Buche enthaltenen Dinge vollständiger 
d klarer behandelt werden als von denen geschehen ist, die 
iher darüber geschrieben haben. Zwai* wäre es möglich, 
fs diese Bemerkung sich nur auf die im selben Buche be- 
ndelten Konstruktionen bezöge; aber es giebt jedenfalls 
le erhaltene ältere Schrift, in der ein sehr umfassender Ge- 
auch von ähnlichen Kegelschnitten gemacht und der Begriff 
mlichkeit sogar auf Umdrehungsflächen zweiter Ordnung ange- 
mdt wird, nämlich Arch imedes’ Buch über  Konoide 
id Sphäroide .

Wie man aus diesem Buche ersieht, mufs es bekannt ge- 
}sen sein, dafs alle Parabeln ähnlich sind, da Archimedes 
n hiermit verwandten Satz, dafs alle Urndrehungsparaboloide* 
nlicli sind, als unmittelbar einleuchtend betrachtet'). Das

‘) Ausg. V. Heiherg, I, S. 278.
25
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von ihm benutzte Kennzeichen für die Älmlichkeit von Ellipsen 
und Hyperbeln erfahren wir ausdrücklich, indem gesagt wird, 
dafs parallele Schnitte derjenigen Umdrehungsflächen zweiter Ord
nung, mit denen Archimedes sich beschäftigt, ähnlich sind, weil 
die Quadrate der unter rechten Winkeln errichteten Ordinaten 
bei allen diesen Schnitten in demselben Verhältnis zu den Recht
ecken aus den Abständen der Ordinaten von den Scheitel
punkten stehen )̂. Bestimmt man die Länge der zweiten 
Hyperbelaxe auf dieselbe Weise, wie es von Apollonius (und 
den Mathematikern der Gegenwart) geschieht, so ist dieses 
Kennzeichen gleichbedeutend mit dem, dafs die Axen propor
tional sind. In Übereinstimmung hiermit werden Umdrehungs- 
ellipsoide, deren Axen proportional sind, ähnlich genannt*), 
und unter den von Archimedes betrachteten Umdrehungshyper
boloiden diejenigen, deren Asymptotenkegel ähnlich sind. Hierzu 
werden noch Definitionen für die Ähnlichkeit von Segmenten 
hinzugefügt.

Mit Rücksicht auf diese verschiedenen Aussprüche ist man 
— wie schon bei E uk l id s  speciell für geradlinige Figuren oder 
Umdrehungskegel geltenden Definitionen der Ähnlichkeit — in 
einiger Verlegenheit, ob man sie vom rein logi.schen Ge.sichts- 
punkte aus Definitionen oder Behauptungen nennen soll. In 
Wirklichkeit nämlich haben alle diese Fälle etwas gemeinsam, 
was man nicht aussprach, für dessen Erkennung man aber 
einen sicheren p r a k t i s c h e n  Blick deutlich zeigte, indem man 
jedesmal gerade den Figuren, die dieses gemeinsam hatten, 
und keinen anderen den Namen ,ähnlich‘ beilegte. Dem Mangel 
einer Definition dieses ,gemeinsamen‘ half man dadurch ab, 
dafs man in den einzelnen Fällen das als Definitionen be
trachtete, was unter der Voraussetzung einer allgemeinen De
finition der Ähnlichkeit Sätze darstellen würde; hierbei spielen 
jedoch die Parabel und das Paraboloid eine besondei’e Rolle, 
da der Undefinierte, aber deutlich erfafste allgemeine Begi*iff

») a. a. O. I, S. 35t>. 
») a. a. O. I, S. !283.
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,Ähnlichkeit* auf sie al le  pafst, also kein Raum blieb für 
Aufstellung einer ausscheidenden Definition.

Einen solchen Weg schlägt Archimedes ein, jedenfalls mit 
Bezug auf Flächen. Was dagegen die Kurven betrifft, so ist 
es möglich, dafs er sich auf frühere Arbeiten stützt, welche die 
Ähnlichkeit direkt behandelten, und dafs Apollonius’ angeführte 
Worte in der Vorrede auf solche hindeuten. In einer .solchen 
Schrift war vielleicht eine Definition für die Ähnlichkeit von 
Kegelschnitten gegeben, die ebenso beschaffen war wie die
jenige, welche sich bei Apollonius findet, nämlich [Def. 2]: 
Solche Kegelschnitte heifsen ähnlich, bei denen die Ordinaten, 
die senkrecht auf den Axen emehtet werden, den entspre
chenden Abscissen, die von einem Scheitelpunkt an gerechnet 
werden, proportional sind, wenn zugleich diese Abscissen den 
Axen proportional sind.

Die.se Definition ist von allgemeiner Natur, wenn sie auch 
unmittelbar nur an Kegelschnitte angeschlossen ist, die auf eine 
Axe und eine Scheitelpunktstangente als Koordinatenaxen be
zogen sind. Sie ist nämlich nur eine specielle, für den Augen
blick verwendbare Form von folgender Definition — welche 
die Alten allerdings nicht ausgesprochen haben —: Kurven 
heifsen ähnlich, wenn sie auf ein rechtwinkliges Koordinaten
system sich so beziehen lassen, dafs die beiden Koordinaten 
entsprechender Punkte in einem und demselben konstanten Ver
hältnis stehen. Dadurch wird es ein S a tz ,  dafs alle Parabeln 
ähnlich sind [ l l j ,  und gleichfalls ein Satz, dafs Ellipsen oder 
Hyperbeln ähnlich sind, wenn, nach Apollonius’ Ausdrucksweise, 
ihre „Figuren“ über einer Axe ähnlich .sind, d. h. wenn ihre 
eine Axe und der zugehörige Parameter in demselben Ver
hältnis stehen [121. Die von Archimedes benutzten Kennzeichen 
gehen aus diesen ohne weiteres hervor.

Wenn ich es nicht für unmöglich halte, dafs man auch 
vor Apollonius für die Kegelschnitte diese Definition aufgestellt 
hat, so geschieht das deshalb, weil noch ein anderer bestimmter 
Fortschritt Apollonius veranlafst haben kann die Lehre von 
der Ähnlichkeit zu behandeln. Durch die gegebene Definition 
.sowohl wie durch die früher bei A rc h im e d e s  Vorgefundenen
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Kennzeichen war nämlich nur Rücksicht genommen auf Kegel- ^  
schnitte, die auf die Axen bezogen waren. A p o l lo n i u s ,  det 
— wie er selbst in der Vorrede zum fünften Buch hervorhebt--------------
bestrebt war seinen Sätzen eine so allgemeine Form zu gebei 
dafs si(‘ alle beliebigen konjugierten Durchmesser mit gleiche-!: 
Vollständigkeit umfafsten, mufste ein Kennzeichen wünscher~ 
das auch an diese sich anschlofs. In Satz 13 beweist er, d a l 
Kegelschnitte ähnlich sind, wenn die „Figuren“ über solchem 
Durchmessern, welche gleiche Winkel mit den zugehörigen 0:: 
dinaten bilden, ähnlich sind (d. h. wenn diese Durchmesser d( 
zugehörigen Parametern proportional sind). Der Beweis, welch 
sich auf die zu den Axen gehörende Definition stützen muL 
läfst sich leicht führen durch den im ersten Buch gezeigt»^ 
Übergang von einem Koordinatensystem mit einem beliebig -  
Durchnujsser zu einem solchen mit einer Axe. In Wirklicbk 
beruht er nur darauf, dafs die geradlinigen Figuren, mitl 
deren dieser Übergang vollführt wird, ähnlich sind.

Ich will hier bemerken, dafs es in allen einzelnen Fäh 
in denen das zuletzt erwähnte Kennzeichen für Älinlichkeit Sm 
Verwendung kommen mufste, an und für sich ebenso ni 
gelegen hat die Kegelschnitte als ähnlich zu betrachten, « 
wenn die Koordinaten rechtwinklig waren, und dafs namenti 
die Ähnlichkeit der auf gleichartige Weise mit den Kegelschnit 
verbundenen geradlinigen Figuren ebenso leicht erkennbar 
wesen sein nuifs. Deshalb steht dem nichts im Wege, a  
solche Fälle früher fbehandelt worden sein können, und name

— eil 
eit 

-e is

lieh dem nichts, dafs man die Bestimmung von einem 
konjugierter Durchmesser eines Ortes zu vier Geraden so d u rr^ ^ ^ h - 
geführt lial)en kann, wie ich im siebenten Abschnitt angenci:^ 
men habe. Man mufs im Gegenteil geradezu annehmen, 
die Beschäftigung mit solchen Fällen dazu beigetragen !Änat 
Apollonius’ sechstes Buch hervorzurufen, indem sie zeigte, 
wünschenswert es sei, die Ähnlichkeit der Kegelschnitte s e  1  
nicht zu trennen von der Ähnlichkeit der zugehörigen ge3 L*«d- 
linigen Figuren, die man Ixmutztc. Ebenso mufs man, w r^ ^ n ii 
Eratosthenes' O r t e r  für  M i t t e lg r ö f s e n  die Kegelscbxm ifie 
gewesen sind, die wir im vica-zehnten Abschnitt a n g e f ö  i)rl
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j ü i b e n ,  jedenfalls die Ähnlichkeit derselben bemerkt und gewils 
- : j ,u o h  — wie wir vermutungsweise aussprachen — zu benutzen 
VC* Erstanden haben. Man konnte dieselbe dann entweder als 
«,:^jrm1eiichtend betrachten, oder man konnte besondere Beweise 
tICix* sie führen. In beiden Fällen lag hierin eine Aufforderung 

einer so allgemeinen Behandlung, \vie die ist, welche Apol
l o  x i i u s  im ()ten Buche giebt.

Es liegt kein Grund vor bei den Sätzen des Buches zu 
v o x ^ e i l e n ,  die über Kongruenz oder über solche Fälle handeln, 
ii"!. denen K^elschnitte nicht kongruent oder ähnlich sein können, 
c ' l o ^ n s o  wenig wie bei den entsprechenden Sätzen über Bogen 

Kegelschnitten oder über die Segmente, welche von Sehnen 
geschnitten werden (z. B. dafs Bogen von Kegelschnitten, die 

= ^ ^ l b s t  nicht ähnlich sind, nicht ähnlich sein können, oder dafs 
Bogen einer Ellipse nur drei anderen Bogen derselben 

E ^ l l ip s e  kongruent ist, dafs kein Teil eines Kegelschnittes ein 
'reisbogen ist u. s. w.).

Dagegen wollen wir die Konstruktionen am Schlüsse des 
S ^ c ich es  berühren. Die letzte von diesen stellt nur von einer 
^K onstruktion , die bereits ini ersten Buch ausgefuhrt worden 

eihe Wiedergabe in neuer Form dar. Damals kam es 
-  wie wir im dritten Abschnitt sahen — im Grunde nur 

^ la r a u f  an zu zeigen, dafs eine Gleichung von der Form 
=  px- \ -ax^  immer einen Schnitt eines Umdrehungskegels 

^ a r s te l l t .  Da eine solche Darstellung einer Kurve in schief- 
vvinkligen Koordinaten auf eine Darstellung derselben Form in 
t'ochtwinkligen Koordinaten zurückgetührt wird, so war es 
Vxierbei nur nötig, irgendeinen Umdrehungskegel durch eine auf 
c ilie  angegebene Weise dargestellte Kurve zu legen, wobei eine 

und der zugehörige Parameter gegeben waren. Um das 
erreichen, wählte Apollonius von vornherein — wenn auch 

ir iu r  indirekt durch Einführung eines Kreises, auf dem der 
iSchcitelpunkt liegen sollte — den Winkel an der Spitze beliebig, 
l 'i ir  die Hyperbel allerdings' mit einer gewissen Grenzbedingung.

Der Unterschied besteht nun blofs darin, dafs die Aufgabe*, 
■̂‘inen Umdrehungskegel zu konstruieren, der einem gegebenen 
ähnlich ist und eine gegebene Hyperbel [3:2] oder Ellipse [33]
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enthält, im sechsten Buche selbständig gestellt und gelöst und 
in der für Konstruktionsaufgaben hergebrachten synthetischen 
Form behandelt wird. Diese Form verlangt hinsichtlich der 
Hyperbel im voraus eine Aufstellung des erforderlichen Dio
rismus und eine besondere Untersuchung für den Grenzfall. 
Sowohl für die Ellipse wie für die Hyperbel werden zugleich 
Beweise dafür geführt, dafs man a l le  Lösungen erhält, etwas, 
das sich aus der der synthetischen Darstellung entsprechenden 
Analysis unmittelbar ergeben haben würde. Da nicht gesagt 
wird, wie man sich den gegebenen Kegelschnitt gegeben zu 
denken hat, so ist es allerdings auch möglich, dafs man sich 
denselben gezeichnet gedacht hat, und dafs die Axe mit zuge
hörigem Pai’ameter, die — ebenso wie im ersten Buch — bei 
der Konstruktion benutzt wird, erst mit Hülfe des zweiten 
Buches hat konstruiert werden müssen. Der Sache nach aber 
findet gar kein Unterschied von dem statt, was im ersten 
Buche steht.

Auch für die Parabel wählte Apollonius im ersten Buch 
indirekt den Winkel an der Spitze des geraden Kegels, den er 
durch die Kurve legte. Daher hat auch die im sechsten Buche 
[31] gegebene Lösung der Aufgabe, einen geraden Kegel, der 
einem gegebenen ähnlich ist, durch eine gegebene Parabel zu 
legen, kein weiteres Interesse.

Vor den genannten Aufgaben behandelt Apollonius die 
folgende: an einem gegebenen geraden Kegel ebene Schnitte 
herzustellen, die einer gegebenen Parabel [28], Hyperbel [29] 
oder Ellipse [ 30] kongruent sind. Die Lösung dieser Aufgaben 
hätte sich leicht aus den Lösungen der umgekehrten Aufgaben 
ableiten lassen, auf die wir nun zweimal gestofsen sind; aber 
Apollonius leitet neue Lösungen ab aus den im ersten Buche 
gegebenen Bestimmungen eines beliebigen, durch einen beliebigen 
Kreiskegel gelegten Schnittes.

Ist — indem wir von dem einfachen Falle absehen, wo 
die Kurve eine Parabel ist — A  (Fig. 13) die Spitze des Kegels 
und A B C  das durch die Axe desselben gelegte Dreieck, de.ssen 
Ebene die Grundfläche des Kegels in einem Durchmesser BC 
schneidet, der senkrecht auf der Spur des vorgelegten Schnittes
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in der Grundfläche steht; ist ferner T Z  die Schnittlinie der 
Schnittebeno mit der Ebene der Figur, und A D  H TZ,  so

wurde das Verhältnis zwischen dem Durchmesser a des Schnittes 
und dem entsprechenden Parameter p im ersten Buche be

stimmt durch — =  • Beschreibt man einen Kreisa AD^
um ABC,  und schneidet dieser A D  in E,  so ergiebt sich 
hieraus, dafs

p  _  A D .  D E  D E  
~a  ̂ AD^  “  A D  ’

dadurch läfst sich, wenn gegeben ist, die Linie A D  leicht

konstruieren. Ist die Kurve wie in Fig. 13 eine Hyperbel, so 
erhält man eine Bedingung für die Lösbarkeit. Innerhalb der 
Möglichkeitsgrenze erhält die Aufgabe für die Hyperbel zwei 
Lösungen, für die Ellipse immer.

Die Richtung des Durchmessers des gesuchten Schnittes 
ist also bestimmt. Ist die Länge a desselben zugleich bekannt, 
so hat man nur zwischen die Linien A B  und AC  eine Strecke
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T Z  von der gegebenen Länge parallel der gefundenen Lin 
A D  einzuschieben.

A p o l lo n i u s  indessen behandelt nur die Aufgabe, eine 
gegebenen Kegelschnitt auf einem gegebenen g e r a d e n  Keg 
anzubringen. Die Ebene der Figur kann dann ein beliebig< 
Axenschnitt dieses Kegels sein, und es ist A B  =- AC.

Da diese letzte Specialisierung durchaus keine Vereinfachur 
der Konstruktion herbeiführt, so kann es von Interesse sein ? 
erfahren, welche allgemeinere Aufgabe denn sich eben so leid 
lösen läfst, wie die von Apollonius behandelte. Das ist d 
folgende: wenn ein schiefer Kegel und ein beliebiger Axenschni 
desselben gegeben sind, einen Schnitt so anzubringen, dafs de 
selbe in der Ebene des Axenschriittes einen Durchmesser vc 
gegebener Länge erhält, dafs der zugehörige Parameter gleicl 
falls von gegebener Länge wird und dafs endlich die Spure 
iler beiden Schnitte in der Ebene der Grundfläche auf einand< 
senkrecht stehen. Mag nun die Lösung auch eben so einfac 
sein, so wird die Aufgabe dennoch künstlicher, da der Kege 
schnitt nicht mehr einem gegebenen Kegelschnitte kongniei 
wird; deshalb ist es verständlich, dafs Apollonius sich um die« 
allgemeinere Aufgabe nicht bekümmert hat.

Anders stellt sich die Sache, wenn man zwar den Keg 
schief sein läfst, aber annimmt, dafs die Ebene der Figur d 
Symmetrieebene des Kegels ist. Dann würde die gelöste Aufgal 
darin bestehen: einen gegebenen Kegelschnitt auf einem geg< 
beneii Kreiskegel senkrecht zu dessen Symmetrieebene anzi 
bringen. Es leuchtet ein, dafs Apollonius ebenso wohl d 
Lösung dieser Aufgabe hätte finden können als die derjenige! 
wo der Kegel gerade war, wenn ihm daran gelegen ge wese 
wäre.

Dasselbe gilt für die oben erwähnte ̂  sowohl im sechste 
wie im ersten Buche dargestellte Lösung der Umkehrung de 
selben Aufgabe — die im Grunde nur eine andere Lösung d< 
Aufgabe selbst ist. Deshalb war es uns am bequemsten') auc 
diese an dieselbe Figur anzuschlicfsen, da weder der Umstanc

q Vergl. S. 74.
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d a fs  A B  =  -.IC, noch der, dafs der Kegel gerade wurde, 
ii“gendw elche Erleichterung herbeiffihrto. Indes hatte cs iin 
€*i*sten Buche, wie wir gezeigt haben, seine guten Gründe, wenn 
A p o l l  onius eben einen geraden Kogel wünschte. Dag(*gen ist 
t\s a.ctfrallend, dafs er seiner in zwei Formen auftretenden Auf- 
g^abe  iin sechsten Buche nicht die erweiterte Form giebt, welche 
.s e in o  beiden Lösungen unmittelbar erhalten können, wenn man 
rlio  Voraus-setzungen nur nicht willkürlich beschränkt.

Achtzehnter Abschnitt
A p o l l c n i u s ’ siebentes und achtes Buch; die Längen konjugierter Durchmesser.

Ton gröfserem Interesse als das sechste ist Apollonius* 
s io t> ^ n te s  Buch, in welchem er weiter gehende Untersuchungen 

die Längen konjugierter Durchmesser und der zugehörigen 
P a i^ a m e te r  fuhrt, wozu ihm vermutlich die Beschäftigung mit 
k o n ju g ie r te n  Durchmessern im eisten und zweiten Buch Vor
a n  In s s u n g  gegeben hat. Die wichtigsten Resultate, zu denen 
(‘i* sind die Sätze, dafs für die Ellipse' die Sumim» und
fCi»* die Hyperbel die Differenz der Quadrate' von einem Paare 
k o n j u g i e r t e r  Durchmesser konstant i.st, und dafs für beide 
KTumr^en  das aus einem Paare konjugie'rter Durchniesse'r und 
d o n x  zwischenliegenden Winkel gebildete» Parallelogram e»inen 
k O Ä ifs tan ten  Inhalt luit.

D er letzte Satz läfst sich für die Elli{)se leiethl durch Pre>- 
j o l c t : i o n  ableiten oder dadurch, dafs mau sie als Sehnitt an 
o i n o m  Gylinder betrachtet, oder, wenn man in e»ineT Eherne' 
b l o i t o e n  will, durch Vei*gleichung mit e*inem Kreise, eh*r übe'r 
e iiiL O Jr der Axen als Durchmesser beschriebe»!! ist. Da Archi -  
iix o  c l  e s  im Buche über Konoide und Sphäroide [Satz 4] dieses 
Ic ^ ts is to re  Verfahren in anderer Weise bemutzt, so ist es nicht 
u n n x ö g l i c h ,  dafs Apollonius den Satz auf eliesem Wege gefunde*n 
h a . t  5 dann hat er aber jedenfalls in .seine'iu Buche el(»n Beweis
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mit einem anderen vertauscht, der auch auf die Hyperbel J 
anwendbar ist.

Dafs dies, ebenso wohl wie das Finden und Beweisen der -  
Salze über Summe und Differenz der Quadrate, nicht so leicht j  
gewesen sein kann, wie man nach der Einfachheit der Resultate — 
vermuten möchte, ist bekannt genug. Daher hat die Frage, wie— 
Apollonius zu diesen Sätzen gelangt ist, für uns so viel Interesse^ 
dafs wir es für richtig halten, vorläufig von der Einordnung" 
derselben in den ganzen Zusammenhang, in dem ihnen keine 
Hauptrolle zuerteilt ist, abzusehen und nur dasjenige anzu
führen, was mit zu ihrer Begründung gehört Der Einfachheit 
wegen will ich mich zunächst an die Ellipse halten, indem ich 
hinsichtlich der Hyperbel bemerke, dafs Apollonius die Längen 
b e i d e r  konjugierten Durchmesser deutlich durch die gleich
zeitige Behandlung von zwei konjugierten Hyperbeln heiwor- 
treten läfst, wodurch die für die Ellipse geltenden Beweise 
auch auf die Hyperbel anwendbar werden.

Wir wollen mit dem Satze über die aus zwei konjugierten 
Durchmessern und dem zwischenliegenden Winkel gebildete 
Fläche beginnen, für dessen Beweis nur ein Hülfssatz gefordert 
und von Apollonius angewandt wird.

Es sei AC  (Fig. 70) die Axe der Ellipse, B K  und Z U  
ein Paar konjugierter Durchmesser. Es wurde nun im ersten

Buche (vergl. S. 95) bewiesen, dafs der zu dem letzgenannten 
Durchmesser gehörige Parameter bestimmt wird durch

B I
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w^enii I  und N  die Punkte sind, in denen die Tangente in Ä 
d i e  Tangente BD  und den Durchmesser B K  schneidet, und I) 
c i e r  Schnittpimkt der Tangente BD  mit der Axe. Setzen wir 
d i e  Längen der beiden konjugierten Durchmesser B K  n* 
vjind Z H  =  und stehen B E  und D P  senkrecht auf der 
A xe, so erhält inan hieraus ferner:

ft
OH^

B P
a' OE

BD* B P  ~  ED
[4 bei Apollonius].

Zieht man nun auch die Tangente QB in H,  so zeigt 
dieser Hülfssatz, dafs

OE* OE*A Q H O
A O B D

OH^
BD*

PÄ.
'ED OE.  ED ES*

wo E S  die mittlere Proportionale zwischen OE und E D  bi*- 
deutet, die nach einem oft angewandten Resultate des ersten

Buches gleich - j - . E B  ist, wenn a und h die Längen der

Axen sind.
Nun zeigt die Figur, dafs das Parallelogramm R B O H  die 

mittlere Proportionale zwischen den doppelten Werten der 
Dreiecke QHO und OBD  ist. Man findet also, da A OBD 
=  \ E B . O D  ist, dafs

R B O H  =  . E B . OD =  f f . O E . OD

h ( a y  ab 
’ l 2 ) “ ■ 4 ’

weil O E , OD =  . Das aus zwei beliebigen konjugierten

Halbmessern und dem zwischenliegenden Winkel gebildete' 
Parallelogramm ist also gleich dem Rechteck aus den Halb- 
axen. Durch Multiplikation mit 4 erhält man dann den ver
langten Satz [31].

Der einzige unter Apollonius’ verschiedenen Hülfssätzen 
oder weniger wichtigen Sätzen, der wirklich für den Beweis
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(los zweiten von den Sätzen, mit denen wir uns hier beschäf
tigen, nötig ist, giebt eine Bestimmung von dem Abstande eines 
Kurvonpunktes L  (Fig. 70) von einem Scheitelpunkt C, welche 
ganz mit der algebraischen Umformung

CL^ =  y* +  a;* =  +  (« +  1) X* =  (« +  l)x  +  x )

zusiunmenfallt, wenn CA zur Abscissenaxe und C zum Anfangs

punkt genommen wird, x ist also das Stück CM; x  4- — ^

ist, da « =  T  (beziehungsweise für Ellipse und Hyperbel),

der Abstand X M  des Punktes M von einem Punkt Al der 
Axe, der bestimmt ist durch

xc  =  -

* rw
a ^ p

odor, da X A p . a

durch
Man erhält also

X A  _  
X C  ~

CL^
C' M. XM

± «  =  z t a ^ p

P

— 1 ”1" « t

worin die Punkte C und X  fest sind, während die Konstante^
CA1 « genauer bestimmt ist durch •-Ä A

Während wir hier zwischen Ellipse und Hyperbel durch 
Vorzeichen unterschieden haben, und eine consequente Benut
zung dieses Vorzeichens auch gestattet eine Ellipse, deren 
kleine Axe AC  ist, in die gegebene Darstellung mit einzube- 
gi-eifen, stellt Apollonius diese drei Fälle an besonderen Figuren 
dar [Satz 2 für die Hyperbel, 3 für die Ellipse].

Trägt man A Y  =  X C  ab, so wird auf dieselbe Weise
AL*  , , AC CA=  1 +  a =A M . Y M YC X A

Soll nun das gefundene Resultat angewendet werden, um 
den Satz von der Summe oder Differenz «'*-^6'* der Qua
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drate zweier konjugierter Durchmesser abzuleiten, so ziehe man 
CL  (Fig. 70) parallel dem einen Durchmesser K B \  die zuge
hörige Supplementarsehne wird dann parallel dem anderen 
Durchmesser ZH,  Hieraus folgt, dafs A  A L C  oc ^  DBO  
und dafs

Ob^ _ OE^OD 
CL^ “  C M , C Ä '

worin 0 E , ( ) D
= « ) ’=

CA* und, wie soeben bewiesen.

CL* =  {l +  a ) C M . X M .  Hieraus folgt wiederum, dafs 

OB* =  ^ ^ ^ X M . C A ,  oder, da 2 0 B  =  «• und 1 +  « =  

-y-j-, dals
a* X A  YCi l7'2 X'M M X ( 1)

wo nur der Punkt M sich bewegt, wenn a* sich ändert.
Auf dieselbe Weise liefse sich nicht nur für die Ellipse, 

l)ei der kein wesentlicher Unterschied zwischen den konjugierten 
Durchmessern a* und h* existiert, sondern auch für die Hyperbel, 
bei der der Durchmesser h* die konjugierte Hyperbel schneidet, 
ableiten, dafs

a* YC
Y M (2 )

(wenn wir die Strecken nicht mehr mit Voi7.eichen nehmen). 
Darauf erhält man, dafs

rt* YC
Y X

also konstant ist. Drückt man diese Konstante durch a und h 
aus, so erhält [Satz 12 für die Ellipse,
13 f. d. Hyperbel].

Apollonius beweist Geichung (1) im Verlaufe des Beweises 
für den augenblicklich gleichgültigen Satz 8 auf dieselbe Weise, 
wie hier geschehen ist, und weist später auf diesen Beweis 
zurück; aber Gleichung (2) — die wir nur aufgestellt haben, 
um rascher ans Ziel zu gelangen — hat er ni<iht nötig, da er 
vorher auf anderem Wege bewiesen hat, dafs
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_  M X  
~  Y M '

[Satz 6 f. d. Hyperbel, 7 f. d. Ellipse]. Sein Beweis ist fol
gender. Er hatte, wie wir gesehen haben, vorher bewiesen [4], 
dafs (Fig. 70)

OH*
BD*

OE
ED

Hieraus folgt durch Benutzung ähnlicher Dreiecke, dafs 
/y* OH* OE BD* CM AL* Y M

”  OB* E D  ' ÖB* “  ~MÄ^ CL* ~  M X '
wo die letzte Umformung ausgeführt ist durch Anwendung der 
oben benutzten Bestimmung der Abstände der Kurvonpunkte 
von den Scheitelpunkten [2 und 3].

b*Zwischen diesen Satz, der den Wert angiebt, und die

Sätze über a**^b'* sind folgende Bestimmungen von a*-^b\  
a* — b* und a* b* eingeschoben, die aus unserer Gleichung 1 und 

b*dein soeben für — gefundenen Ausdruck abgeleitet werden 

und sowohl für die Ellipse wie für die Hyperbel gelten:
Y C . M X

[H]
_

(a‘ +  6‘)* {MX +  V Y ~ M 7 .^ * '
rt« Y C . M X

[‘J]( « '- > ) *  “ { M X - V Y M T M X Y '
rt* YC [luj«' h' ~  V y W Tm x '

Diese Gleichungen sind einfache Umformungen von Apol- 
lonius’ eigener Darstellung der Sätze, in denen ^ Y M . M X  als 
die Linie bezeichnet wird, welche das Rechteck Y M , M X  
.,inifst“ {potest bei Halley, welches das griechische 
wiedergiebt) d. h. Seite eines Quadrates von gleicher Gröfse ist. 
Neben a**-\-b** für die Ellipse und a** — b'* für die Hyperbel 
bestimmt er auch a**-\-b^* für die Hyperbel [11] und a** — h** 
für die Ellipse [14].

Es hat also den Anschein, als ob die Ausdrücke füi* 
a'*^b**  beziehungsweise für die Ellipse und die Hyperbel nur
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bei einer ziisammcnfassenden Aufstellung einer Reihe einfacher 
Funktionen von a' und h‘ gefunden seien, deren Zweck wir 
bald kennen lernen werden. Indessen ist es ebenso wahr
scheinlich, dafs die einfachen Ausdrücke für die Frage
hervorgerufen haben, ob nicht auch einige von den Werten 
anderer Funktionen von a‘ und b* ebenso einfach werden. Die 
gefundenen Werte sind dann nach der Beschaffenheit der Funk
tionen geordnet worden. Dagegen ist, wie schon erwähnt, die 
zu Grunde liegende einfache Bestimnuing von welche in 
unserer Gleichung (1) enthalten ist, in keinem Satze aufgestellt, 
sondern kommt nur im Beweise für Satz 8 vor und wird 
darauf in den folgenden Beweisen benutzt.

In den folgenden Sätzen werden Bestimmungen derselben 
einfachen Funktionen eines Durchmessers a* und des gehörigen

Parameters p* gesucht. Bereits in ö und 7, in denen —

gefunden wurde, wird bemerkt, dafs derselbe Ausdruck für

gilt. Die.ser Umstand ermöglicht es, mit Leichtigkeit Aus

drücke zu finden für p* selbst [15], für a*—p* [16], für
a* 2̂* [17], für (f‘p' [18] — ein Resultat, das, da =  a*jy
ist, mit der von uns aufgestellten Formel (2) zusammenfällt — 
für + p'^ [19] und für n'* — p*  ̂ [20]. Alle diese Gröfsen 
werden wie die vorhergehenden bestimmt durch die Lage der 
Projektion M des Punktes L, in dem die Kurve zum zweiten 
Male eine durch einen der Endpunkte der Axe gezogene Linie 
CL  schneidet.

Darauf geht Apollonius dazu über. Maximal- und Minimal
werte der verschiedenen Gröfsen, für die er nunmehr Au.«- 
drücke gefunden hat, zu bestimmen, oder richtiger, da die 
Darstellung synthetisch ist, zu beweLsen, dafs Maxima und 
Minima in den Fällen eintreten, welche in den Sätzen angegeben 
werden. Hieran wird beständig der Nachweis angeschlossen, 
dafs — innerhalb der für die verschiedenen Maxima und Minima 
gegebenen Grenzen — gi'öfsere Abweichungen in der Lage von 
einem Maximum oder Minimum auch mit stärkeren Abwei
chungen in der Gröfse verbunden sind.
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Doch kommen auch Sätze von anderer Natur vor, z. BE 
dafs für die Ellipse [30] und a*^—’p*a* für di.
Hyperbel [29] konstant sind; da p ‘a* =  6'*, so sind dies nui 
Umformungen der früher angeführten Hauptsätze. Indesse - 
erwähnen wir dieselben, um anführen zu können, dafs hie 
ausdrücklich gesagt wird, die Gröfsen seien k o n s t a n t ,  um 
dafs kein besonderer Ausdruck für sie aufgestellt wird.
Satz über das aus zwei konjugierten Durchmessern und de*: 
zwischenliegenden Winkel gebildete Parallelogramm, dess^ 
Beweis [31] wir früher mitgeteilt haben, wird auch hier ang» 
führt, zunächst wohl als Illustration des unabhängig hiervcz 
bewiesenen Satzes [28], dafs a*h‘ ein Minimum wird, wenn 
und b* die Axen sind.

Von den gefundenen Maximis und Minimis würde nur d^ 
folgende Resultat hervorzuheben sein, dafs wenn für die Hyperbt: 
h und Jy die Axe und den Durchmesser bedeuten, welche du
Kurve n ic h t  schneiden, die Bedingung b die andere mit 
sich bringt, dafs a* *  b* [21—23]. Hierin ist der Satz über
die gleichseitige Hyperbel mit einbegriffen, dafs je zwei kon
jugierte Durchmesser einer solchen gleich grofs sind [23].

Was die Ai*t und Weise, wie die Resultate gefunden seii 
können, betrifft, so hat deren Auffindung, wenn das Maximuii 
oder Minimum den Axen selbst angehört, ebenso wenig Schwie
rigkeiten bereiten können wie die Aufstellung der zugehöriger 
Beweise. Ich will deshalb nur einige Fälle anführen, derer 
synthetischer Behandlung die Operation, das betreffende Maxi 
mum oder Minimum zu bestimmen, vorangegangen sein mufs 
Diese Operation konnte überall in einer einfachen Anwenduni 
der Bedingung für die Anwendbai-keit von Flächenanlegungei 
bestehen, welche sich bereits in Euklids ßtem Buche findet.

Die Gleichung, durch welche Apollonius [in 15] den Para 
iiieter bestimmt, der zu einem beliebigen Durchmesser BJt 
(Fig. 70) gehört, ist

«* Y C . M X
"" YM^  ’
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WO die Punkte F, C und X  fest liegen. Setzen wir Y M  =  x

und das Verhältnis ^  =  u, so erhalten wir die Gleichung a‘
C'Y. CY. Y X  =  0 ,

die allerdings allgemeingültig ist, wenn wir die Strecken mit 
Vorzeichen nehmen, der wir aber eine solche Form gegeben 
haben, dafs die Strecken positiv werden in den Fällen, in denen 
wirklich von Grenzbedingungen die Rede ist, nämlich bei einer 
Hyperbel (Fig. 71), von der wir vorläufig nur bemerken, dafs

der Hauptparameter mithin und ’ "'<̂ lche

darstellen, <  1.

C  Y  X  A
M

Fig. 71.

Die Bedingung für die Lösbarkeit der Gleichung ist 

; , . O Y ( / j . C Y - 4 Y X ) > 0 , ^  

oder, da in der Figur C’F  > ü ,

4 F X
>  c Y

oder 4(i> —«)

Der unteren Grenze entspricht

ß . C Y
X ^  -  r. =  2F.V,

26
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mithin, da x  =  Y M,  X M  =  YX.  Die Bedingung dafür, dafs

dies Minimum für ^  überhaupt soll eintreten können, ist die,

dafs das gefundene x > VA,  oder dafs p ' > ^ a .  Der Minimai
wert für fl ergiebt nach Gleichung (1), dafs das Minimum von 
p* bestimmt wird durch

Y X X M=  4 _ _ ±  =  4 :___
^ CY CY

1*2
=  4 - ^ .

Der gefundene Wert von p* ist also doppelt so grofs wie der 
entsprechende von a*.

In Übereinstimmung hiermit zeigt Apollonius in seiner 
synthetischen Darstellung zuerst, dafs, wenn für eine Hj-perbel

^  P kleinste Parameter ist, welcher zu verschiedenen

Durchmessern gehört [33 für a > p ,  34 für p > a  und « >  ^  •
1) ^Demnächst spricht er aus [35], dafs sich, wenn auf

jeder Seite der Axe ein Durchmesser bestimmen läfst, der halb 
so grofs ist wie der zugehörige Parameter p*, und dafs dieser 
Parameter kleiner ist als diejenigen, welche zu anderen Durch
messern gehören, sowie dafs diese Durchmesser um so gröfser 
werden, je mehr sic sich nach der einen oder anderen Seite 
von den erwähnten beiden Durchmessern entfernen. In dem 
synthetischen Beweise trägt er zunächst X M  =  Y X  ab (Fig. 71) 
und zieht Durchmesser parallel den Sehnen, welche von C an 
die Punkte gezogen sind, deren Projektion auf die Axe M  ist. 
Dafs diese Durchmessr die angeführten Eigenschaften haben, 
beweist er durch die Operationen, welche Euklid auf die Be
handlung von Gleichungen zweiten Grades anwendet.

Auf dieselbe Weise bestimmt Apollonius [40] für eine 
Hyperbel, bei der a<Cip,  das Minimum von a* + p \  indem 
er (Fig. 71) X M  =  macht, wodurch sich zugleich a* =^^p*
ergiebt; ferner [48] für eine Ellipse, bei der  ̂(i>-f-«)* 
(Fig. 70) und [46] für eine Hyperbel, bei der a* <  i (/» — «)* 
(Fig. 71), das Minimum von indem er 2 X M * =
macht, wodurch sich zugleich a'* =  J ^  «')* ergiebt.
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Die Reihe von Grenzbestimmungen schliefst sich an die
(i*einzelnen Ausdrücke für die Gröfsen , a' - f  i ', . . .  p* -f a*

u. s. w. im ersten Teil des Buches an. Dadurch erfahren wir, 
welche Absicht Apollonius eigentlich mit diesen Ausdrücken 
verfolgt; denn diese kann nicht daiin bestanden haben, die

(i*genannten Gröfsen u. s. w. selbst zu berechnen. Teils würde

dies nämlich leicht ohne diese Ausdrücke geschehen können, 
wenn man nur erst a\ b\ p* einzeln berechnet hat, und dann 
würde keine Veranlassung mehr sein, besondere Ausdrücke 
für ihre Kombinationen zu suchen; teils würde es unnatürlich 
sein, sich die konjugierten Durchmesser, für die man die 
envähnten Werte bereclmen will, durch den Schnittpunkt zwi
schen den ihnen parallelen Supplementarsehnen gegeben zu 
denken. Die Bildung aller dieser Gleichungen wird dagegen 
vollkommen verständlich, wenn man die Gleichungen als Mittel 
auffafst, um in e i nem g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  so l che  
k o n j u g i e r t e D u r c h i n e s s e r  zu f i nden ,  für  w e i c h e  die 
e r w ä h n t e n  G r ö f se n  g e g e b e n e  W e r t e  e r ha l t e n .  Ge
rade diese Aufgabe wird auf eine Gleichung gebracht, indem 
die Abscisse des erwähnten Schnittpunktes als die unbekannte 
Gröfse betrachtet wird, oder richtiger, indem die Projektion M 
dieses Punktes auf die Axe der unbekannte Punkt ist, durch 
dessen Bestimmung die Aufgaben gelöst werden.

Eine solche Gleichung verlangt aber nicht blofs eine Lösung, 
sondern zu ihrer vollständigen Behandlung gehört auch noch 
eine Diskussion, welche Bedingungen für die Auflösbarkeit an- 
giebt. So war es auch im Altertum, nur pflegte man das Re
sultat der Diskussion oder den Diorismus vor die Lösung zu 
stellen. Die in dem letzten Teile des 7ten Buches enthaltenen 
Bestimmungen von Maximis und Minimis geben den Diorismus 
zu eben den Aufgaben, welche im ersten Teile auf eine Glei
chung gebracht worden sind.

An der vollständigen Behandlung fehlt also nur noch die 
Lösung der Gleichungen. Die von Ha l l ey  aufgestellte An
nahme, dafs das v e r l o r e n e  8 te  Buch  die L ö s u n g e n

26*
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e i n e r  Re i he  von A u f g a b e n  e n t h a l t e n  h a b e ,  d ie  im 
7 ten  Buche  e r s t  a u f  e i ne  Gl e i ch u n g  g e b r a c h t  und  
d a n n  e i nze l n  zum G e g e n s t a n d  e i nes  D i o r i s m u s  
g e m a c h t  w a r e n ,  stimmt deshalb im vollsten Mafse zu dem 
Inhalt des siebenten Buches.

Im übrigen stützt Halley seine Annahme auf die Vorrede 
zum siebenten Buche, in der Apollonius sagt, dafs „dessen 
Sätze alle ihren Nutzen gewähren bei vielen Arten von Auf
gaben imd namentlich bei deren Diorismen“ , und dafs „meh
rere^) Beispiele hierfür in den (durch Diorismen) abgegrenzten 
Aufgaben über Kegelschnitte sich finden, die im achten Buche 
gelöst und bewiesen sind“. Vielleicht könnte man ein wenden, 
dafs das siebente Buch nach der aufgestellten Annahme nicht 
nur Sätze enthalten müsse, die nützlich wären für die Dioris
men der im achten Buche behandelten Aufgaben, sondern eben 
diese Diorismen selber. Indessen versteht man unter dem Dio
rismus einer synthetisch behandelten Aufgabe diejenige Angabe 
ihi*er Grenzen, welche gleichzeitig mit der Stellung der Aufgabe 
ausgesprochen wird. Diese Angabe der Grenzen kann recht 
wohl in einem vorhergehenden Satz bewiesen worden sein und 
ist wolil in der Regel so bewiesen worden — z. B. in Euklids 
sechstem Buche, wo in Satz 27 die Grenzbestimmung bewiesen 
wird, die in den Wortlaut der Aufgabe über die elliptische 
Flächenanlegung in 28 mit aufgenommen ist. Der Dioris
mus, der nicht nur die Bedingungen für die Lösbarkeit der 
Aufgabe ausdrücken, sondern auch angeben soll, wie viele 
Auflösungen (vergl. S. 21) dieselbe in verschiedenen Fällen 
erhalten könne, hat auch Dinge enthalten müssen, die über das 
im 7ten Buch ausgesprochene hinausgehen, zu deren Auffindimg 
aber das 7te Buch eben die Mittel dai-bietet. Aus der Bestim
mung des Minimalwertes für den Parameter p* einer gegebenen 
Hyperbel, bei der / ) > 2 a ,  ersieht man beispielsweise, dafs ein 
gegebener Wert von der zwischen dem Minimalwerte und p

*) Wir übersetzen hier plura durch ,.inehrere‘‘, nicht durch „mehr“, was 
dunkel sein würde. Denn im 7*®“ Buche finden sich keine Aufgaben 
sondern nur Sätze.
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liegt, zu zwei verschiedenen Durchmessern auf jeder Seite der 
Axe gehört, ein gröfserer Wert von p* aber nur zu einem 
Durchmesser auf jeder Seite. Auf ähnliche Weise können auch 
die übrigen Aufgaben des achten Buches durch Benutzung der 
iin siebenten gefundenen Bestimmungen in so bestimmt abge
grenzten Formen gestellt worden sein, dafs nicht nur die Auf
lösbarkeit überall gesichert, sondern aucli die Anzahl der Auf
lösungen für jeden Fall vollkommen bestimmt war.

Als einen weiteren Grund für die Richtigkeit seiner An
schauung bezeichnet Ha l l ey  noch den Umstand, dafs P a p p u s  
seine Hülfssätze zum siebenten und achten Buche zusammen 
anführt. Diese Hülfssätze sind allerdings, wie Pappus' Ilülfs- 
sätze zu allen Büchern von Apollonius’ Kegelschnitten, zu un
bedeutend, als dafs man aus ihnen selbst etwas über den 
Inhalt dieŝ er Bücher schliefsen könnte; aber aus der ange
führten G e m e i n s c h a f t  der Hülfssätze kann man ähnliche 
Schlüsse ziehen, wie von Ha l l ey  aus der Gemeinschaft der 
Hülfssätze zu den Schriften über den Verhältnisschnitt und den 
Flächenschnitt gezogen worden sind. Die Gleichungen, durch 
welche die Aufgaben, deren Diorismen im siebenten Buche 
bewiesen sind, die selbst aber im achten gelöst werden sollen, 
ausgedrückt werden, sind quadratisch, wenn auch ihre Form 
nicht unmittelbar die Forderung einer Flächenanlegung aus
drückt. Die Lösung hat in einer Reduktion fiuf Flächenanlegung 
bestanden; aber durch dieselbe Reduktion hat man die im 
siebenten Buch gegebenen Grenzbedingungen gefunden. Hierin 
liegt also eine gute Erklärung des Umstandes, dafs dieselben 
Hülfssätze an beiden Stellen haben benutzt werden können.

Ich glaube, dafs es anderen gehen wird wie mir, und dafs 
das Studium des siebenten Buches sie mehr und mehr von der 
Richtigkeit von ILalleys Annahme über den Inhalt des achten 
Buches überzeugen wird. Nach dieser Annahme kann man 
wenigstens einen Teil von den Aufgaben, die in diesem Buche 
gelöst sind, einzeln angeben.

Was die Lösungen betrifft, so haben dieselben nirgendwo 
andere Schwierigkeiten darbieten können, als solche, zu deren 
Überwindung die Alten wohl bekannte Mittel besafsen. Man
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kann sogar auf Einzelheiten in der Behandlungsweise schliefsen 
aus der eben berührten Übereinstimmung, die zwischen den 
Beweisen der Diorismen im siebenten und den Lösungen im 
achten bestanden haben mufs. Auf der einen Seite ist des
halb das Fehlen dieses Buches weniger hoch anzuschlagen, 
als das anderer verlorenen Schriften; auf der anderen Seite 
mufsten sich die Aussichten aufserordentlich günstig für eine 
Wiederherstellung gestalten. Da eine solche überdies von 
einem Manne wie E d m u n d  Ha l l ey  versucht ist, der gevrik 
mit dem Gedankengange der alten Mathematiker, namentlich 
mit dem des Apollonius vertrauter war, als irgend jemand in 
der neueren Zeit, so darf man annehmen, dafs dieselbe m 
allem wesentlichen dem Original nahe genug gekommen ist, 
um den Platz zu verdienen, den ihr Verfasser ihr durch un
mittelbares Anschliefsen an seine Ausgabe der 7 überlieferten 
Bücher gegeben ha t‘).

Die Bedeutung, welche hier den Sätzen des siebenten 
Buches zugeschrieben wird, gestattet eine Erklärung eines schon 
berührten auffallenden Umstandes: dafs nämlich die in un
serer Gleichung (1) gegebene Bestimmung der Länge a' eines 
Durchmessers, welche dieselbe Form hat wie die folgenden
Bestimmungen von a' -f- 6', a' — 6', ___p* u. s. w. und in
den Beweisen für diese Sätze benutzt wird, nicht selbst als 
besonderer Satz aufgestellt ist. Der Grund mufs der sein, 
dafs Apollonius für diesen nicht dieselbe Verwendung hatte 
wie für die übrigen; er mufs also den Diorismus und die 
Lösung der Aufgabe, einen Durchmesser von gegebener Länge 
zu konstruieren, als im voraus bekannt betrachtet haben. Das

*) Wenn Halley, in Übereinstimmung mit der Vorrede zum siebenten 
Buche, auch einzelne andere Aufgaben aufser denen, die im siebenten 
Buche ausdrücklich auf eine Gleichung gebracht und diskutiert sind, 
mit aufgenommen hat, so hat er sich dadurch selbstverständlich der 
Gefahr ausgesetzt, Abweichungen von Apollonius’ eigenem Werke zu 
begehen. Dafs er es nicht daiauf abgesehen hat, auch die Form 
dieses Werkes nachzuahmen, sieht man beispielsweise daraus, dafs er 
den Diorismus nicht gleichzeitig mit der Aufgabe selbst ausspricht, 
sondern nach moderner Weise ei*st nachdem er die Aufgabe gelöst hat.
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;onnte er offenbar auch mit Bezug auf den Diorismus thun; 
!enn dieser würde nur auszusagen haben, dafs die Durch- 
lesser einer Ellipse um so gröfser werden, je mehr sie sich 
er grofsen Axe nahem, was bereits in Satz 11 des 5ten Buches 
ewiesen wurde, und die einer Hyperbel um so gröfser, je 
lehr sie sich von der Hauptaxe entfernen, was ohne weiteres 
inleuchtet. Um die Konstruktion eines Durchmessers von der 
länge a* zu finden, hatte er auch nicht nötig diese Aufgabe 
u f eine Gleichung zu bringen, wenn er bereits dieselbe Auf- 
issung von einem gegebenen Kegelschnitt besafs, die uns 
ur Erklärung von Pappus’ Kritik der Konstruktion von Nor- 
lalen, die von einem Punkt an eine Parabel gezogen werden, 
edient hat. Lag der gegebene Kegelschnitt nämlich vollstän- 
[ig gezeichnet vor, so konnte man den gesuchten Durch- 
lesser unmittelbar durch einen Kreis um den Mittelpunkt des

a*Kegelschnittes mit dem Radius bestimmen. Der Umstand

.Iso, dafs unsere Gleichung (1) sich nicht in einem besonderen 
»atze aufgestellt findet, deutet darauf hin, dafs auch Apollonius 
inen gegebenen Kegelschnitt als vollständig gezeichnet betrachtet 
lat, so dafs derselbe bei den Konstruktionen benutzt werden 
:onnte ‘).

Doch würde man auf diese Weise nicht erklären können, 
ireshalb sich gleichfalls kein Ausdruck für den konjugierten 
lurchmesser h‘ findet; denn wenn die Kui*ve eine Hyperbel 
rar, so inufste, damit dieselbe Konstruktion benutzt werden 
onnte, die konjugierte Hyperbel unmittelbar vorgelegt sein, 
ras selbstverständlich nicht der Fall war. Indessen findet sich 
idirekt ein Ausdruck für //, da und diese letzte
rröfse wurde in Satz 18 bestimmt.

’) Wenn ich hierin Recht habe, .so mfifsten Halleys Anfangsworte in den 
Aufgaben des 8*«“ Buches „Datis Hyperholae (Ellipseos) axe majore 
et latere recto“ überall verändert werden in „Data Hyperhola (Ellipsi)“. 
Die Aufgaben am Schlüsse des zweiten Buches beginnen mit xtuvou 
TOfitf^g do*9stinjg.
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Kegelflächen und Umdrehungsflächen zweiter Ordnung; Archimedes’ Buch Ober 

Konoide und Sphäroide; Euklids beide Bücher über Oberflächenörter.

Die Lehi’e von den Flächen zweiter Ordnung steht in so 
naher Verbindung mit der Lehre von den Kegelschnitten, dafs 
in gegenwärtiger Schrift auch über das berichtet werden mufs, 
was die Griechen über die erwähnten Flächen wufsten. Wir 
wollen mit den unter diese gehörenden Kegel  f l ä c he n  be
ginnen, über die wir allerdings im Vorhergehenden nicht ganz 
wenig erwähnt haben; aber dies soll hier in seinem Zusammen
hang mit anderen Untersuchungen über diese und andere Flä
chen zweiter Ordnung betrachtet werden.

Euk l i d  erwähnt in seinen Elementen nur Umdrehungs
kegel. Wenn es sich dann, wie im zweiten Abschnitt bemerkt, 
in seinen „Phänomenen" zeigt, dafs er wenigstens alle ellip
tischen Schnitte an gewissen Kegeln kennt, so ist es möglich, 
dafs er auch hier nur an Umdrehungskegel denkt. Indessen 
ist es auch möglich, dafs er sich in den Elementen absichtlich 
mit der Behandlung der mehr elementaren Formen begnügt, 
dafs er aber anderswo sich auch mit schiefen Kegeln beschäf
tigt hat, so möglicherweise, wie wir bald sehen werden, in der 
Schrift über Oberflächenörter. Indirekt enthält Euklids Optik 
einzelne Sätze über gewisse schiefe Kegel, z. B. in Satz 36 den, 
dafs alle Axenschnitte eines Kreiskegels, bei dem der Abstand 
der Spitze vom Mittelpunkte der Grundfläche gleich dem Radius 
dieser ist, rechtwinklige Dreiecke sind^).

Wenn A r c h i m e d e s  von Kegeln spricht, so meint er 
damit irgendwelche Kreiskegel, und dafs er selber dadurch 
nichts neues bringt, ergiebt sich daraus, dafs er keine besondere 
Definition solcher Kegel aufstcllt. Einen Umdrehungskegel cha
rakterisiert er durch das Beiwort ,gleichschenklig‘. Wir haben

Dieser Satz ist wiederholt l)ei Pappus, Ausg. v. Hultsch, S. 581.
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im zweiten Abschnitt erwähnt, dats Archiinedes die Beschaffen
heit von Schnitten, die senkrecht zur Syrnmetrieebene schiefer 
Kegel geführt waren, kannte, und haben gesehen, wie er die 
Grundeigenschaflen derselben bestimmte. Hierzu wollen wir 
nun die Mitteilung seiner eigenen Untersuchungen fügen, die 
er in der Schrift über Konoide und Sphäroide an sol(*he 
Kegel anschliefst, und die den Zweck haben Kreisschnitte an 
einer Kegelfläche zu bestimmen, deren Leitkurve eine beliebige 

£llipse ist und deren Spitze in einer Ebene liegt, die senkrecht 
^luf der Ebene der Kurve in einer der Axen errichtet ist. Da
d u rch  erlangte er das Recht diese Fläche, welche an mehreren 
S te llen  der erwähnten Schrift benutzt wird, als eine Kegel- 
Ü äche, unter der er nur die Obei-fläche eines Ki*eiskegels ver
s t e h t ,  zu betrachten und den von der Kegelfläche und der 
■Ellipse begrenzten Körper ein Kegelsegment zu nennen.

Wir kehren zu der im zweiten Abschnitt benutzten (und 
Ä uf der folgenden Seite abgedruckten) Fig. 10 zurück, welche 
d ie  Symmetrieebene eines Kreiskegels darstellt. NN^ ist die 
S pur eines auf dieser Ebene senkrechten Schnittes, MM^ die
jenige eines beliebigen Kreisschnittes. Die in P  errichtete Or
dinate y des Schnittes NN^ wird dann bestimmt durch 

y* =  M P . P M ,  =  x . N P . P N , ,  
wo X eine Konstante bedeutet, die nur von den Richtungen 
von MM^ und N N ^ , nicht aber von der Lage des Punktes P  
abhängig ist.

Ist nun umgekehrt die Kegelfläche durch die Ellipse (A^A\) 
bestimmt, so läfst sich die Richtung der Kreisschnitte, welche 
senkrecht auf der Ebene der Figur stehen, fal l s  es solche 
giebt, dadurch bestimmen, dafs man durch einen Punkt P  von 
ALV| eine gerade Linie MM^ so zieht, dafs MP. PM^  == y*, 
wo y nunmehr bekannt ist.

Diese Aufgabe läfst sich leicht dadurch lösen, dafs, wenn 
man P  fest sein und M die Linie T N  durchlaufen läfst, der 
durch diese Relation bestimmte Punkt einen Kreis durch
läuft, dessen Schnittpunkt mit TN^  dann den Punkt liefert. 
Doch läfst sich diese Konstruktion nur dann ausfüliren, wenn 
d e r  Kreis wirklich die gerade Linie schneidet.
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Archimedes hat deshalb [in Satz 8 der erwähnten Schrift] 
die Aufgabe auf eine andere zuruckgeführt, die sich immer 
lösen läfst. Ein Schnitt {LL^)  senkrecht auf der Halbierungs
linie T H  des Winkels NTN^  ist eine Ellipse; denn die Rela
tion

y* == x . N P . P N , ,
welche der Angabe nach für jeden Punkt des Schnittes (iVA î) 
stattfindet, mufs auch für jeden Schnitt PP^  gelten, der diesem

K

parallel ist. Wählt man nun von diesen solche, welche LL^  
in dem beweglichen Punkte Q schneiden, so wird

y* =  x . P Q . Q P ,  =  x . X . L Q . Q L , ,

wo / nach dem auch im vorigen Beweise benutzten Hülfssatze 
eine neue Konstante bedeutet.

Die Spitze T der Kegelfläche liegt nun senkrecht über dem 
Mittelpunkt H  der Ellipse (LL,) ,  also in den beiden Ebenen, 
welche in den Axen senkrecht errichtet sind. Man kann 
also daran denken, auf die oben erwähnte Weise nicht nur 
solche Kreisschnitte zu suchen, die senkrecht auf der Ebene 
der Figur stehen, sondern auch solche, die auf der senkrecht 
zu dieser durch T H  gelegten Ebene senkrecht stehen. Ist 
(LLj)  nicht selbst ein Kreis, so sieht man leicht, dafs die
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IsCreisschiiitte senkrecht auf derjenigen von den beiden Ebenen 
s te h e n ,  welche die kleine Axe von {LL^)  enthält. Das hatte 
-Archimedes vorher gezeigt [in 7].

Es ist deutlich, dafs Archimedes, wenn er aufser für {LLx)  
andere ebene Schnitte senkrecht auf der SjTnmetrieebene der 

cflurch T  und den Kegelschnitt (A-iV',) bestimmten Kegelfläche 
^ ’̂ erwendung gehabt hätte, ebenso leicht gesehen haben würde, 
c5 a fs  dies gewöhnliche Kegelschnitte waren. Ferner sieht man, 
c5 a fs  Archimedes gewufst haben oder jedenfalls durch die Ana
l y s i s ,  die seiner synthetischen Behandlung entspricht, erfalnen 
In a b e n  mufs, dafs nicht nur Schnitte senki-echt zur Symmetrie
e b e n e  eines schiefen Kreiskegels, sondern auch solche, die 
sen k rech t stehen auf derjenigen senkrecht zur Symmetrieebene 
g e leg ten  Ebene, die den Winkel zwischen den in der Symme- 
"trieebene enthaltenen Erzeugenden halbiert, gewöhnliche Kegel
sch n itte  sind. Dies ist der Fall mit {NN^)^ wenn LL^  die 
^ ro fse  Axe des Kegelschnittes {LL^)  ist.

Auch eine Betrachtung von Archimedes’ eigener Bestim
m ung [in 7] der Kreisschnitte, die senkrecht auf der durch T  
m id  die kleine Axe von {LL^)  gelegten Ebene stehen, ist 
lehrreich in historischer Beziehung. Wir wollen, um dieselbe 
Tigur benutzen zu können, annehmen, dafs LL^- die kleine 
Axe ist, dafs die Kreisschnitte also senkrecht auf der Ebene 
der Figur stehen. Archimedes sagt dann, dafs die Spur des 
gesuchten Kreisschnittes bestimmt wird, indem man L I K  so 

L l . I Kzieht, dafs r /2 einen gegebenen Wert erhält, nämlich

den des Verhältnisses zwischen dem Quadrat der grofsen Halb- 
axe von (LL^)  und sowie dafs die Lösung dieser Auf

gabe möglich ist, weil dieser Wert gröfser ist als

Dafs diese Konstruktion zum Ziele führt, wird darauf in voll
kommener Übereinstimmung mit dem, was wir bereits ange
geben haben, bewiesen. Dagegen ist es auffallend, dafs er 
über die Ausführung der Konstruktion nichts sagt, und die 
Richtigkeit der für die Lösbarkeit aufgestellten Bedingung nicht 
beweist.
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Dies mufs daher rühren, dafs er meint, beide Teile seien 
leicht zu finden, oder dafs er beide für bekannt halt. Im 
ersteren Falle würde er indessen kaum die Aufgabe in einei 
besonders schwierigen Form gestellt haben. Allerdings erreich! 
er, indem er die Linie durch L  legt, dafs der Kreisschnit 
unterhalb LL^  zu liegen kommt, dafs also der Kegel mit 
der Grundfläche {LK)  wirklich (LL^)  enthält; aber die un
mittelbare Einführung dieser Forderung verbirgt es geradezu, 
dafs die Aufgabe am leichtesten dadurch gelöst wird, dafs man 
mit Hülfe einer durch H  oder einen anderen Punkt von TH 
gelegten Linie zuerst die Richtung bestimmt. Die Bedingung 
für die Lösbarkeit wird auch als etwas bekanntes erwähnt.

Hat nun Archimedes wirklich die Lösung und die Bedin
gung für die Lösbarkeit als dem Leser bekannt betrachler 
dürfen, so mufs seine Berechtigung hierzu in einer bekannter 
Anwendung jener Lösung gesucht werden, und man darf mi 
der gröfsten Wahrscheinlichkeit erwarten diese auf demselbei 
Gebiete zu finden wie die vorliegende, nämlich bei der Unter 
suchung ebener Schnitte an Kegeln. Dies deutet zunächst 
ebenso wie der von Archimedes stets angewandte, sehr allge 
meine Hülfssatz (S. 51), im allgemeinen auf eine häufigere Be 
schäftigung. mit diesem Gebiet, als man sonst bei Archimedes 
Vorgängern anzunehmen pflegt; aber es läfst sich sogar ein* 
bestimmte Aufgabe namhaft machen, auf welche dieselbe Kon 
struktion Anwendung findet, und die so wichtig ist, dafs Ar 
chimedes annehmen konnte, die Lösung derselben werde den 
jenigen Lesern vollkommen bekannt sein, die ihm überhaup 
auf diesem Gebiete folgen könnten.

Zu dieser Aufgabe gelangen wir, wenn wir nur unsere 
Fig. 10 eine n e u e  s t e r e o n i e t r i s c h e  B e d e u t u n g  beileger 
Nehmen wir an, dafs LL^  die Projektion eines Schnittes dar 
stellt, der einer kreisförmigen Grundfläche parallel ist, so wir 
der Kegel ein Umdrehungskegel, und der in L I K  projiciert 
elliptische Schnitt desselben wird, wenn die Höhe des Kegels / 
der Radius seiner Grundfläche r genannt wird, bestimmt durcl

xx^ a ) L I , I K
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Soll nun diese Ellipse eine ini voraus gegebene Form und 
T P(Ji-öfse haben, so wird j j ^  bekannt, und die Rich tung

d o s  Schni t t es  wird dann  durch die Lösung genau 
d o r s e l b e n  Aufgabe bes t immt ,  welche Archimedes  als 
b o J c a n n t  voraussetz t .  Ist die Richtung erst gefunden, so 
i s t  es leicht zwischen T L  und T K  eine der L K  parallele 
LmMTxi^ einzuschieben, deren Länge gleich a ist. Diese wird 
c l a n r i  die Lage einer  El l ipse von gegebenen  Diinen- 
s i  o  x ie n  a u f  einem gegebenen Kegel angeben.  Die an- 
R e tY - iJ ir te  Bedingung für die Lösbarkeit fallt mit der zusammen,

r l a r s  ^  <C 1, und druckt aus, dafs L I lv  in diesem Falle die a
Axe des elliptischen Schnittes sein mufs. Bei der ent- 

S f3X *eo lnenden  Bestimmung von hyperbolischen Schnitten wurde 
r n a r x  die Grenzbedingung dadurch erhalten, dafs in diesem Falle,

T PJT  sich auf der Verlängerung von L K  befindet, <  1

s e i n  xnufs.
C3enau dieselbe Aufgabe läfst si(*h noch einfacher durch 

o  i  n  e  andere  Benut zung de r s e l be n  Figur  und derse lben 
o  T:> e  XXen Kons t ruk t ion  lösen; dabei entspricht die angefühiie, 
v o x x  Archimedes gegebene Bedingung für die Lösbarkeit der 
GS- X* G  XTizbedingung für  die hyperbo l i s chen  Schni t te .  Bei 
d i e s ^ T  Auflösung mufs Winkel L T K  der Nebenwinkel sein zum 
S o  lx e? ite lw in k e! des gegebenen Umdrehungskegels, und T I  die 
S i > x x x -  einer der Grundfläche parallelen Ebene. Wenn dann 

J T  die Spur eines zur Ebene der Figur senkn'chten hyper-
l > o l i  su ch en  Schnittes ist, so folgt unmittelbar aus Archimedes' 
H C iL J fs ssa tz , dafs für diese Hyperbel

T P
L T . I K

T.
a

T P  T I Pi s t -  Die Bedingung y irr~ drückt dann aus,
Ij 1 , 1  J\. Ju II  , Jrl ij^

d o u f ls s  ^  seinen Maximalwert erreicht, wenn die Ebene der Hv- a
p o i - T o e l  senkrecht auf der Grundfläche des Kegels steht.
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Wenn man also zu Archimedes’ Zeit verstand einen durch 
seine Konstanten gegebenen Kegelschnitt auf die eine oder 
andere Art wie angegeben auf einen Umdrehungskegel zu legen, 
dann war diese Aufgabe in der Lehre von den Kegelschnitten 
zugleich so fundamental, dafs Archimedes mit gutem Grunde 
die hierzu gehörende Konstruktion sowie den Diorismus als 
wohl bekannt betrachten konnte. Unsere Annahme erklärt 
also völlig die Kürze, mit der Archimedes sich ausdrückt, und 
zugleich stimmt sie zu den Äufserungen in Apolloiiius’ Vorrede 
zum sechsten Buche'), nach denen man früher die hier be
sprochene Aufgabe behandelt hatte, wenn auch weniger , voll
ständig und klar“ als er selbst sie behandelt. Ob dieses Urteil 
richtig ist, können wir — die Richtigkeit unserer Annahme 
vorausgesetzt — nicht wissen, weil Archimedes über die Aus
führung der Konstruktion, die er als bekannt betrachtet, nichts 
sagt.

Die gröfsere Vollständigkeit bei A p o l l o n i u s  besteht viel
leicht darin, dafs er im sechsten Buche derselben Aufgabe eine 
doppelte Form giebt und jede von diesen für sich behandelt, 
nämlich einmal: durch einen gegebenen Kegelschnitt einen Um
drehungskegel mit gegebenen Winkel an der Spitze zu legen, 
und zweitens: auf einem gegebenen Umdrehungskegel einen 
Kegelschnitt mit gegebener Axe und zugehörigem Parameter 
anzubringen. Aufserdem haben wir bei Apollonius die allge
meingültige Bestimmung von ebenen Schnitten an Kreiskegeln 
gefunden.

Ohne wesentliche Bedeutung für die Theorie der Kegel
flächen ist eine Arbeit von einem wahrscheinlich viel jüngeren 
Schriftsteller Serenus^) über Schnitte an Kegeln. Diese be
handelt nämlich nur Schnittebenen, welche durch die Spitze 
gelegt sind, und enthält namentlich eine Reihe von Aufgaben 
über Maxima und Minima der Flächen derjenigen Dreiecke, 
in denen die durch die Grundfläche begrenzte Kegelfläche von

M Vergl. Anhang 1.
*) Tannery verlegt die Zeit seines Lebens ins 4*« Jahrhundert n. Chr. 

(Bulletin des Sciences math. 2®« ŝ rie, VII, S. 238).
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solchen Ebenen geschnitten wird; übrigens entbehren diese Auf
gaben keineswegs des Interesses.

Gröfsere Bedeutung möchte ich aber einer Konstruktion 
beilegen, welche von dem römischen Feldmesser Hyginus^) 
angegeben ist, und die bedeutend gröfsere stereometrische 
Kenntnisse veiTät, als die römischen Feldmesser sonst besafsen. 
Ich trage deshalb kein Bedenken, dieselbe mit C a n t o r  als 
eine Überlieferung aus der griechischen Astronomie anzusehen 
und sie als ein Beispiel für Operationen mit Kegelflächen zu 
betrachten, das durch seinen deskriptiv-geometrischen Chai*akter 
etwas von dem abweicht, was wir sonst bei den griechischen 
Geometern angetroffen haben.

Die behandelte Aufgabe besteht darin, sich zu orientieren, 
wenn gegeben sind: die Länge eines senkrechten Stabes A B  
und die Länge und Lage dreier seiner Schatten, BC, BD  und 
BE,  welche er an drei Augenblicken desselben Tages auf eine 
wagerechte Ebene geworfen hat. Dann sind AC, A D  und A E  
Erzeugende einer ümdrehungskegelfläche, und eine Ebene senk
recht zur Axe dieses Kegels wird die wagerechte Ebene in der 
gesuchten Ost-Westlinie schneiden. Eine solche Ebene erhält 
man in FGE,  wenn man auf den Erzeugenden AC  und A l )  
die der A E  gleichen Stücke A F  und AG  abträgt. Ein Punkt 
von der Spur dieser Ebene ist E; einen zweiten erhält man 
durch den Schnittpunkt der CD mit der Projektion F'G* von 
FG auf die wagerechte Ebene. Die Punkte F* und G* liegen 
beziehungsweise auf BC  und B D , und ihre Abstände von B  
findet man leicht, wenn man die rechtwinkligen Dreiecke A B C  
und A B D  in ihrer wahren Gröfse konstruiert. Die verdorbenen 
Figuren machen es übrigensunmöglich zu erkennen, in welche 
konstruktive Verbindung man diese Hülfsfiguren mit der Haupt
figur gebracht hat.

Was d ie  C y l i n d e r f l ä c h e n  betrifft, so könnte man sich 
aus dem Umstande, dafs Apollonius dieselben nicht nennt, 
leicht zu dem Glauben verleiten lassen, dafs sie und ihre

M Die Schriften der Römischen Feldmesser, herausg. v. Blume, 
Lachmann und Rudorff. Berlin 1848—1852, I, S. 189—191.



416 Neunzehnter Abschnitt.

ebenen Schnitte zu seiner Zeit nicht beachtet wurden. Wahr
scheinlich ist Se r e n  US durch eine solche Vorstellung dahin 
gebracht worden, in seiner Schrift über Cylinderschnitte eine 
Behandlung dieser durchzuführen, die Schritt für Schritt — wenn 
auch nicht immer mit Glück — Apollonius’ Behandlung der 
Kegelschnitte folgt. Wenn man indessen sieht, dafs A r ch i me d e s  
in der oben von uns benutzten Schrift über Konoide und Sphä- 
roide Untersuchungen über Cylinderschnitte seinen entspre
chenden Untersuchungen über Kegelschnitte folgen läfst; wenn 
man sich ferner erinnert, dafs Eukl id in den „Phänomenen 
elliptische Kegelschnitte anführt und daneben bemerkt, dafs 
ebene Schnitte an Cylindem Ellipsen sind, so kann Apollonias' 
Schweigen über Cylinderschnitte nicht daher rühren, dafs er 
diese Art Ellipsen zu ei'zeugen nicht kennt. Vielmehr darf man 
annehmen, dafs er die Cylinderschnitte unerwähnt gelassen 
hat, einmal weil sie an sich nur geringe Schwierigkeiten dar
bieten, und zweitens weil seine Behandlung der Kegelschnitte 
eine einfache Anleitung zur entsprechenden Behandlung der 
Cylinderschnitte giebt. Serenus ist dieser Anleitung nur gefolgt.

Im ganzen dürfen wir gewifs annehmen, dafs das Studium 
des Cylinders so weit fortgeschritten war, dafs man die Sätze 
über Cylinder kannte und die Aufgaben über Cylinder lösen 
konnte, welche nach moderner Auffassung als Grenzforinen 
derjenigen Sätze und Aufgaben über Kegel dargestellt werden 
würden, welche die griechischen Schriftsteller, wie wir gesehen 
haben, kannten und behandelten.

Die Alten sind indessen nicht bei Kegel- und Cylinder- 
llächen stehen geblieben, sondern bei A r c h i m e d e s  treffen 
wir in der Schrift über Konoide und Sphäroide auch Unter
suchungen über U m d r e h u n g s p a r a b o l o i d e ,  die er recht
winklige Konoide nennt, über U m d r e h u n g s h y p e r b o 1 o i d e, 
gebildet durch Umdrehung um d ie  e r s t e  Axe,  die er stumpf
winklige Konoide nennt, und U m d r e h u n g s e l l i p s o i d e ,  die 
er Sphäroide nennt und näher als länglich oder breit bezeichnet, 
je nachdem die Umdrehungsaxe die grofse oder kleine Axe 
der Meridiankurve ist. Wenn wir im Folgenden von Parabo- 
loiden, Hyperboloiden und Ellipsoiden sprechen, so meinen wir
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diese (Jmdrehungsflächen. Das Ziel, welches Archimedes’ Unter
suchungen verfolgen, ist die Berechnung der Volumina von den 
Segmenten, welche zwischen den Flächen und Ebenen abge
schnitten werden, und hierin kann wenigstens der Grund dafür 
liegen, dafs er die Flächen, welche durch Umdrehung um die 
zweite Axe der Hyperbel hervorgebracht werden, nicht auch 
b^andelt hat. Über die Volumenbestimmungen werden wir 
im folgenden Abschnitt sprechen; hier wollen wir nur die allge
meinen Eigenschaften hervorheben, die Archimedes bei den 
Volumenbestimmungen benutzt und deshalb mit angeführt hat.

Archimedes untersucht alle e l l ipt i schen Schni t t e  der 
g en an n ten  Flächen vollständig und beweist, dafs dieselben 
£Uinlich werden, wenn ihre Ebenen parallel sind. Elliptisch 
■werden alle Schnitte an Paraboloiden, welche der Axe nicht 
p a ra l le l  sind, und alle Schnitte an Hyperboloiden, deren Ebenen 
e ü le  Erzeugenden des Asymptotenkegels schneiden. Dafs diese 
so w o h l wie alle Schnitte am Ellipsoid wirklich Ellipsen werden, 
'w ird  [in 12, 13 und 14] auf gleichartige und mit Archimedes' 
'Eestimmung von Schnitten an K^eln vollkommen überein
stim m ende Weise mit Hülfe des P o t enz sa t ze s  bewiesen.

Stellt nämlich Fig. 72 den Meridian dar, der auf dem zu 
untersuchenden Schnitte senkrecht steht, und NN^ die Projektion 
des Schnittes auf dessen Ebene, so wird die in P  errichtete 
Ordinate y des Schnittes, wenn man durch dieselbe einen auf 
der Umdrehungsaxe senkrechten Schnitt legt, der in MM, 
projiciert ist, bestimmt durch

17
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=  M P . P M ,  =  x . N P . P N , ,
M P , P M

wo X der konstante Wert ist, den das Verhältnis -x r» - p v r-N P . P N i
nach dem Potenzsatz erhält. Hieraus folgt, dafs der Schnitt 
eine Ellipse ist.

Da X nun nicht nur, wegen der Parallelität der Linien 
M M l , unverändert bleibt, wenn P  die feste Linie NNi  durch
läuft, sondern auch wenn NNi  sich parallel mit sich selbst 
bewegt, so ist hiermit zugleich bewiesen, dafs die parallelen 
elliptischen Schnitte unter einander ähnlich sind, weil das Verhält
nis X zwischen den Quadraten ihrer Axen unverändert bleibt.

Mit Rücksicht auf die hier gemachte Anwendung des 
Potenzsatzes wollen wir bemerken, dafs dieselbe zu der Aus
dehnung stimmt, in der dieser Satz aufgestellt werden konnte, 
bevor Apollonius die regelmäfsige Benutzung zusammengehö
riger Hyperbeläste eingefuhrt hatte. Es müssen nämlich bei den 
Hyperboloiden sowohl die Spuren der elliptischen Schnitte in 
der auf ihnen senkrechten Meridianebene wie die Spuren der 
Kreisschnitte den als Meridiankurve benutzten Hyperbelast selbst 
schneiden.

An die Bestimmung der elliptischen Schnitte schliefst sich 
Archimedes’ Bestimmung einer Berührungsebene  dieser 
Flächen. Er bestimmt dieselbe als eine Ebene, welche eine 
Tangente einer Meridiankurve enthält und senkrecht auf der 
Meridianebenc steht, und benutzt für den Beweis den Umstand, 
dafs diese Ebene, wenn sie mehr Punkte mit der Fläche 
gemeinsam hätte, die Fläche in einer Ellipse schneiden müfste. 
Seine Beweisführung weicht also nicht viel ab von der, welche 
sich darauf gründen läfst, dafs die genannten Ebenen die Fläche 
in einer Ellipse schneiden, die in einen Punkt zusammen
schrumpft. Zugleich stützt er sich aber auf einige Sätze (bei 
denen zu verweilen hier kein Grund vorliegt), die davon han
deln , welche Stücke schneidender Geraden innerhalb oder 
aufserhalb der Flächen fallen. Aus der Bestimmung der Be
rührungsebenen leitet er ab , dafs die Linie eines Ellipsoids, 
welche die Berührungspunkte paralleler Berührungsebenen mit 
einander verbindet, ein Durchmesser ist [15—17].
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Aufser der allgemeinen Bestimmung elliptischer Schnitte 
giebt Archimedes noch die Bestimmung gewisser besonderer 
Schnitte. Obgleich die hierher gehörenden Sätze [in 11] den 
anderen vorangehen und in 15—17 benutzt sind, so erwähnen 
wir sie doch zuletzt, weil Archimedes sie für einfach genug 
hält, um ihren Beweis forllassen zu können, während wir nur 
durch die Beweise für seine nachfolgenden Sätze uns eine zuver- 
/assige Meinung darüber bilden können, wie er sie bewiesen 
haben will.

Diese unbewiesenen Sätze sagen aus: 1) ebene Schnitte 
paralle l der Axe eines Paraboloids sind Parabeln, die der Me- 
m*idiankurve kongruent sind; 2) ebene Schnitte parallel der Axe 
^ in es  Hyperboloids sind Hyperbeln, welche der Meridiankurve 
ähnlich sind; 3) ebene Schnitte durch den Mittelpunkt eines Hy
perboloids sind Hyperbeln; 4) ebene Schnitte parallel der Axe 
^Ines Ellipsoids sind Ellipsen, die der Meridiankurve ähnlich sind.

Wenn Archimedes keinen Beweis für diese Sätze angeführt 
hat, so darf man zunächst schliefsen, dafs er sie nicht durch 
einen Kunstgriflf bewiesen haben wollte. Seine Beweisführung 
ist deshalb sicherlich in allem wesentlichen auf dieselben Prin- 
cipien gegründet gewesen, wie seine früheren Bestimmungen 
von Schnitten an Kegelflächen und die später folgende, von 
uns schon besprochene Bestimmung der elliptischen Schnitte 
an Umdrehungsflächen. Bei diesen letzteren wird der Potenz
satz benutzt; aber dieser ist ein Mittel, das nur dom zu Ge
bote stand, der etwas tiefer in die Lehre von den Kegel
schnitten eingedrungen war; Archimedes hält es deshalb für 
notwendig an denselben zu erinnern, bevor er ihn anwendet 
[in 3]. Wenn nun Archimedes, bevor er die hierauf gegrün
deten allgemeinen Untersuchungen der elliptischen Schnitte vor
genommen hat, den hierin speciell einbegrififenen Satz über 
Schnitte parallel der Umdrehungsaxe des Ellipsoids als beson
ders leicht zu beweisen betrachtet, so mufs der Grund dafür 
der sein, dafs der specielle Fall des Potenzsatzes, der hier be
nutzt werden soll, eben nur die Axengleichung der Ellipse odo^ 
oine einfache Umformung derselben ist. Um die beiden 
grehenden Sätze mittels des Potenzsatzes beweisen
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niüfste er die allgemeine Form gekannt haben, die derselbe erst 
durch Apollonius erhalten hat; aber auch hier kommt der Potenz
satz selbst nicht zur Verwendung, sondern besondere Formen 
und Grenzfalle desselben, die wohl bekannt waren. Die Beweise, 
welche Archimedes wirklich durchgeführt hat, geben also aus
reichende Erläuterungen darüber, wie seine Leser seinen Ab
sichten gemäfs die Behauptungen zu beweisen hatten, die er 
ohne Beweis anführt. Dem entsprechend gelangen wir zu 
folgenden Beweisen.

1) Fig. 72 möge eine Meridiankurve eines Paraboloids mit
der Axe AC  darstellen, und L P  sei die Projektion eines senk
recht zur Meridianebene und parallel der Axe geführten 
Schnittes. Ist P  ein beliebiger Punkt von der Spur dieses 
Schnittes, und steht MPM^  senkrecht auf der Axe, so wird 
die Ordinate y der in P  projicierten Punkte des Schnittes wie 
früher bestimmt durch y* =  MP, PM^ .  Um diesen Ausdruck 
weiter umformen zu können, wollen wir die Koordinaten der 
Parabelpunkte M  und L , bezogen auf Axe und Scheitelpunkt 
der Parabel, mit z, x  und 2̂ ', x* bezeichnen. Dann erhält man 
y* =  — x*̂ . Bedeutet p  den Parameter der Parabel, so ist
ferner:

j _ ar* _ x*̂  _ y* _ y*
p z  pz* p ( z —z*) p . L P

woraus die Richtigkeit der aufgestellten Behauptung hervorgeht.
2) Ist die Fläche ein Hyperboloid, so haben wir in diesem 

Beweise nur die Gleichung der Parabel mit der der Meridian
hyperbel zu vertauschen. Bezeichnet a die Länge der ersten Axe

und X eine Konstante , so erhalten wir:

r'*
z {z +  a) z* {z* +  a) (z—z') -f 0' +  a)

_______________________.
(z — z*){z — z* a ’\-^lz*y

hieraus ergiebt sich, da z‘ konstant ist, dafs der Schnitt eine 
Hyperbel wird; diese ist der Meridianhyperbel ähnlich, da die
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Konstante x dieselbe bleibt. Der vierte Satz wird auf ganz 
dieselbe Weise bewiesen.

3) In dem Beweise dafür, dafs Schnitte durch den Mittel
punkt eines Hyperboloids Hyperbeln sind, wird es natürlich 
sein, in unserer Umformung der Gleichung, welche die Alten 
der Hyperbel gaben, den Mittelpunkt zum Anfangspunkt genommen 
zu denken. Bedienen wir uns im übrigen derselben Bezeich
nungen, so haben wir für den Punkt M

I^assen wir nun x* die auf dasselbe Koordinatensystem bezo
gene Ordinate des Punktes P  von der Spur der Schnittebene 
l)ezeichnen, so ergiebt sich x* =  az, wo a eine Konstante be
deutet. Folglich wird

y* == x̂  — x*̂  =  — x--^-

Da z  der Abscisse des Punktes P  von der Spur des Schnittes 
proportional ist, und da <  x̂  so wird hierdurch ausgedrückt, 
dafs der Schnitt eine Hyperbel ist.

Die hier geführten Beweise sind so dargestellt, dafs die 
Übertragung in die Darstellungsform der Alten an keiner Stelle 
schwierig sein kann. Weitere Vermutungen über Einzelheiten 
dieser Form anzustellen ist kein Grund vorhanden, da Archi- 
medes, weil er selbst keine Beweise aufstellt, es unterlassen 
hat, einer einzelnen Form den Vorzug zu geben. Wir wollen 
nur bemerken, dafs diese Beweise, wenn sie im Stile der Alten 
durchgeführt werden sollen, zum Teil weitläufiger werden dürften 
als diejenigen sind, welche Archimedes für die allgemeineren 
Sätze über die elliptischen Schnitte führt; denn bei diesen konnte 
er den Potenzsatz benutzen. Dies kann vielleicht dazu beige
tragen haben, dafs Archimedes diese Beweise fortgelassen hat; 
dabei setzen wir voraus, dafs er die Weitläufigkeit, welche der 
Beweis seiner Behauptungen erforderte, nicht als von sach
lichen Schwierigkeiten herrührend betrachtete. Derartige 
Schwierigkeiten können die einfachen Formen für die Gleichun
gen der Kegelschnitte und die Umformungen, welche hier nötig 
waren, solchen Lesern nicht dargeboten haben, welche zu jener
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Zeit seinen Arbeiten im ganzen gewachsen wai*en; merkwürdig 
ist dagegen der Umstand, dafs er auch die räumlichen Opera
tionen, welche in Wirklichkeit eine analytische Geometrie mit 
drei Dimensionen dai*stellen, für so selbstverständlich hält, dafs 
er die hierauf gegründeten Beweise den Lesern überläfst.

Diese ana l y t i sche  Geomet r ie mi t  d r e i Di mens i onen ,  
welche Ai’chimedes auf Untersuchungen sowohl der Schnitte 
an Kegeln als der Schnitte an den drei Umdrehungsflächen 
anwendet, stimmt vollkommen überein mit der analytischen Ge
ometrie mit zwei Dimensionen, welche die Alten auf Unter
suchungen der Kegelschnitte anwenden. Bei dieser letzteren 
wird die Ordinate eines Punktes in der Regel als Funktion 
der Lage ihres Fufspunktes auf der Abscissenaxe bestimmt, 
weniger als Funktion der von einem bestimmten Anfangspunkt 
an gerechneten Abscisse. Auf dieselbe Weise wird die Ordi
nate eines Punktes im Raume, die wie hier y genannt haben, 
als Funktion der Lage ihres Fufspunktes in der Grundebene 
bestimmt. Die Gleichung einer Umdrehungsfläche oder einer 
Kreiskegelfläche wird demnach bestimmt durch

y* =  MP,PM,, (1)
wo P den Fiifspunkt der Ordinate bezeichnet und M  und 
die Punkte sind, in denen eine Linie, welche in der Grund- 
ebene durch P  in einer gewissen gegebenen Richtung gezogen 
ist, eine Meridiankurve oder zwei feste Geraden schneidet. Von 
der durch eine gegebene Ellipse als Leitkurve in Satz 7 und 8 
des hier erwähnten Werkes bestimmten Kegelfläche läfst sich 
auf ähnliche Weise sagen, dafs sie durch die Gleichung

N T T P ir, ^  constans (5)

dargestellt werde, wo auch N  und N^ auf zwei Geraden gleiten. 
Archimedes’ Beweise für die Beschaffenheit der ebenen Schnitte 
bestehen in Umwandelungen einer dieser beiden Formen für 
die Gleichung einer Fläche in die andere, oder in der üm w an- < 
delung der Gleichung (2) in eine neue Gleichung von derselben 
Form.

Die Voraussetzungen sowohl, welche wir Archimedes in

i
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Betreff, der Fähigkeit seiner Leser, dieses Verfahren selbst anzu
wenden, haben machen sehen, als auch die Voraussetzungen, 
welche er, wie wir gesehen haben, hinsichtlich der Bekannt
schaft seiner Leser mit dem Apparate machte, der bei der An
wendung dieses Verfahrens auf Kegelflächen benutzt wird, zeigen 
uns, dafs dasselbe vor seiner Zeit nicht unbekannt gewesen 
sein kann, sondern dafs es wenigstens auf verschiedene Schnitte 
an Umdrehungskegeln angewandt worden sein mufs. Wenn 
man nun in den überlieferten Mitteilungen über verlorene 
Schriften nach einer Schrift sucht, die diese Voraussetzungen 
erfüllt haben kann, so wird man schon durch den Namen 
dahin gebracht an Eukl ids  Obe r f l ä c h e n ö r t e r  zu denken. 
Eine genauere Untersuchung der wenigen erhaltenen Angaben 
über diese Schrift wird es wahrscheinlich machen, dafs das 
soeben erwähnte Verfahren wirklich darin benutzt worden ist 
und nicht ausschliefslich auf Umdrehungskegel Anwendung ge
funden hat.

An Quellen für die Kenntnis des Inhaltes von Euklids beiden 
Büchern über Oberflächenörter haben wir zunächst ihren Namen 
und ihren Platz in Pappus’ Verzeichnis derjenigen Schriften, 
welche zur antiken analytischen Geometrie gehören, tottoq Tzpoc 
im<pa\̂ eia bedeutet nach den Angaben, welche im ganzen über 
die roTzoî ) der Alten vorliegen, einen geometrischen Ort für

M Ich kann mich in dieser Sache im ganzen auf die betreffenden Be
merkungen von H eiberg (Litlerargeschichtliche Studien über Euklid, 
S. 79—83) beziehen, ohne doch allen von ihm ausgefuhrten Einzelheiten 
beizupflichten. So meine ich, dafs, gerade wenn der Name eine solche 
Allgemeingultigkeit besitzt, dafs man von ihm auf den Inhalt der 
Schritt schliefsen kann, kein Grund vorliegt zu glauben, es sei jede.̂ -̂ 
mal Euklids Schrift gemeint, w'enn dieselbe Bezeichnung gebraucht 
wird. Einen besonderen Grund dies zu bezweifeln hat man da, wo von 
t ran ssc en d en ten  Flächen die Rede ist; denn diese dürften kaum 
in einer Schrift behandelt worden sein, die Pappus zum Toizog ävahm- 
ßB>oq rechnet. Es scheint indessen, als ob Heiberg sich habe ver
leiten lassen zu übei*sehen, dafs dies der Fall ist an der Stelle, die er 
besonders hervorhebt (Pappus, Ausg. v. Hultsch. S. 258,24), und zwar 
aus dem Umstande, dafs Hultsch in seiner Ausgabe (S. 260,13—14) 
eine Fläche, deren Benennung sich aus den Handschriften nicht er
kennen läfst, cy l indr isch  genannt hat. obgleich dieselbe offenbar
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einen Punkt ini Raume, der einer Bedingung unterworfen ist, 
— vielleicht zugleich für eine bewegliche Gerade — also einen 
Ort, der eine Oberfläche wird. Da zugleich die Schriften in Pappus’ 
Verzeichnis, welche die Planimetrie betreffen, nur gerade Linien, 
Kreise und Kegelschnitte behandeln, so mufs man annehinen, 
dafs Euklid in den Oberflächenörtern nur solche geometrische 
Örter behandelt hat, welche Ebenen (V), Kugeln, Kegel und 
Cylinder werden, sowie andere Flächen zweiter Ordnung, fal l s  
ihm solche bekannt waren.

Wenn man nun mit diesen Voraussetzungen genauere Auf
schlüsse in Papp  US ’ Hulfssätzen*) zu der verlorenen Schrift 
sucht, so mufs man zunächst darauf achten, wie nahe die im 
ers ten Hülfssa tze gebrauchten Ausdrucke denjenigen kom- 
jnen, welche man in einer Darstellung von Archimedes’ ana
lytisch-stereometrischer Methode benutzen würde.

Dieser Hülfssatz, den man bis dahin für unverständlich 
gehalten hat, ist vor kurzem von Tannery^)  etwa auf folgende 
Weise interpretiert worden, die fast nur eine Änderung der 
Figur verlangt:

„Ist (Fig. 73) A B  eine gerade Linie und CD einer gegebenen 
Geraden parallel, und ist das Ver-

gegeben, so liegt Chältnis

Ebene liegende Punkt 
Fläche.“

auf einem Kegelschnitt. Bewegt sich 
nun die gerade Linie A B , und sind 
A  und B nicht mehr gegeben, sondern 
bewegen sie sich auf geraden Linien 
A E  und E B  von gegebener Lage, 
so befindet sich der oberhalb der 
auf einer der Lage nach gegebenen

eine windschiefe Schraubenfläche ist, nämlich ganz dieselbe, die hin
terher auf eine etwas weniger einfache Weise bestimmt und dann 
Plektoide genannt wird.

M Pappus, Ausg. V. Hultsch, S. 3fll2,3.
*) Ausg. V. Hultch, S. 1004 ff.

Bulletin des Sciences math. 2®« serie, T. VI. S. 149.
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Nach dieser Lesart wird hier ausgesagt, dafs ein gewisser 
geometrischer Ort, dargestellt auf dieselbe Weise wie bei 
Archimedes (mit Ausnahme des Umstandes, dafs die Linie AB, 
statt sich parallel mit sich zu bewegen, dieselbe Länge behält), 
eine — nicht näher bestimmte — Fläche ist. Ein solcher Satz 
stimmt zu denen, welche Pappus an anderen Orten aufstelt 
und beweist^), und die aussagen, dafs gewisse geometrische 
Örter für Punkte im Raume Kurven sind. Die Fläche, zu 
der man hier gelangt, ist indessen sehr kompliciert und die 
Untersuchung derselben war deshalb von zu geringem Nutzen, 
als dafs wir annehmen dürften, Euklid habe sich in seiner 
Schrift sonderlich lange bei derselben aufgehalten. Es ist mög
lich, dafs er er den erwähnten geometrischen Ort gelegentlich 
genannt hat, und dafs Pappus sich darum verpflichtet gefühlt hat 
anzugeben, dafs dieser Ort eine Fläche wird. Auch ist es mög
lich, dafs Pappus (oder der Verfasser des Hülfssatzes) aus ii-gend 
einem Umstande in Euklids Schrift Veranlassung genommen hat 
diesen Ort zu erwähnen.

In beiden Fällen würde die nächstliegende Veranlassung 
darin bestehen können, dafs Euklid in seiner Schrift den spe- 
ciellen Fall untersucht hat, wo die Linien parallel sind, wo 
also die Fläche eine Cylinderfläche wird, hervorgebracht durch 
den mit A jB sich bewegenden Kegelschnitt. Wie aus der Sorgfalt 
hervorgehl, mit der Archimedes bemüht ist kreisförmige Grund
flächen für die Kegel- und Cylinderflächen zu finden, auf die 
er stöfst, hat diese Fläche das, was die Alten unter der krum
men Oberfläche eines Cylinders verstanden, doch nur dann 
sein können, wenn der Cylinder sich zwischen zwei kreisför
migen Schnitten abschneiden liefs, wenn also der bewegliche 
Kegelschnitt eine Ellipse war. In diesem letzten Falle konnte 
es auch nicht schwierig sein die Kreisschnitte zu bestimmen, 
wenn man nur anfänglich*) einen Schnitt senkrecht zur Er
zeugenden des Cylinders legte. Dafs dieser Schnitt eine Ellipse

*) Ausg. V. Hultsch, S. 260, i ; 262,16.
*) Archimedes löst, wie bereits erwähnt, dieselbe Aufgabe in Satz 9 des 

Buches über Konoide und Sphäroide, wenn auch nur in einem speci-



4:26 Neunzehnter Abschnitt.

ist, und dafs ferner ein auf zvveckmäfsige Weise durch die 
grofse Axe oder parallel der grofsen Axe dieser Ellipse gelegter 
Schnitt ein Kreis ist, liefs sich demnächst durch dasselbe Ver
fahren darthun, welches Archimedes sowohl auf Kegel- wie auf 
Cylinder- und Umdrehungsflächen anwendet. Der Umstand, 
dafs parabolische und hyperbolische Cylinder von den Alten 
nicht als Cylinderflächen aufgefafst wurden, spricht übrigens 
nicht absolut gegen die Möglichkeit, dafs solche Flächen in 
Euklids Schrift untersucht worden sind.

Wie bekannt kann das hier erwähnte Fehlen von Kreis
schnitten nur eintreten bei Cylinderflächen, und nicht bei Ke
gelflächen. Hierin könnte eine Aufforderung liegen, die Ver
anlassung zum Hülfssatze etwas ferner zu suchen und anzu
nehmen, dafs auch in Euklids eigenen Untersuchungen die Linien, 
auf denen Ä  und B  liegen sollen, beliebig gewesen sind, dafs 
aber die Linie AB^ statt eine konstante Länge zu besitzen, 
ein gegebene Richtung gehabt habe. Die von ihm untersuchten 
Flächen sind dann im allgemeinen Kegelflächen gewesen.

Vielleicht dürfte es selbst erlaubt sein eben diesen Hülfs- 
satz dahin zu ändern und anzunehmen, dafs er von demselben 
Herausgeber, der die Figur mifshandelt hat, noch weiter mifs- 
handelt worden sei; in solchem Falle braucht Tannerys Re
stitution, welche die nächstliegende ist, nicht die richtige zu 
sein. In der That würde es etwas überraschend sein, eine so 
komplicierte Fläche wie die ist, die man bei konstanter Länge 
von .4 R erhält, unter den Hülfssätzen in Pappus’ siebentem Buche 
zu Anden, die sich sonst niemals, ebenso wenig wie die kom
mentierten Schriften, über Formen des zweiten Grades erheben. 
Eine Änderung des Inhaltes, dahin gehend, dafs A B  sich selbst 
parallel bliebe und sich von einer der beiden festen Linien 
bis zur anderen erstreckte, würde kaum grofse Ändei’ungen de.s 
Textes beanspruchen. Die Veranlassung zum Hülfssatze würde 
dann dai’in bestehen können, dafs Euklid dieselben Oberflächen- 
örter — vielleicht allerdings in beschränkter Weise — unter-

ellen Falle, der indessen allein mit Rücksicht auf das Zeichnen der 
Figur eine wirkliche Erleichterung mit sich bringt.
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suchte und fand, dafs sie Kegelflächen seien, dafs aber Pappus 
der Meinung war, es müsse vor einer Untersuchung, was fü r 
Flächen diese Örter seien, hervoi-gehoben werden, dafs sie 
überhaupt Flächen seien. Wenn am Schlüsse des Hülfssatzes 
gesagt wird, dafs dies „bewiesen sei“ , so kann man dabei an 
die Anfangs Worte denken, die in der That einen Beweis ent
halten, oder daran, dafs Euklid durch den Beweis, dafs der 
Ort eine Kegelfläche ist, auch bewiesen hat, dafs er eine 
Fläche ist.

Indessen möchte ich doch nicht die Annahme wagen, dafs 
Euklid die Kegelflächen in so g r o f se r  Allgemeinheit behan
delt hat, wie sich auf diesem Wege ergeben würde, wenn 
die Ordinate CI) eine ganz beliebige Richtung haben soll. 
Was mich hiervon abhält, ist nicht gerade der Umstand, dafs 
dann bereits Euklid alle möglichen Schnitte auch an schiefen 
Kegeln gekannt haben müfste. Meine Bedenken rühren viel
mehr daher, dafs dann bereits Euklid die Kreisschnitte an 
jedem Kegel mit einem Kegelschnitt als Leitkurve hätte müssen 
bestimmen können. Denn um das zu können, wäre zunächst 
die Bestimmung der Hauptschnitte des Kegels, die von einer 
kubischen Gleichung abhängen, erforderlich gewesen. Allerding.s 
war man nach meiner Meinung bereits zu Euklids Zeit in der 
Behandlung körperlicher Aufgaben durch körperliche Örter wohl 
bewandert; aber die hier berülirte Aufgabe ist von zu grofser 
Bedeutung, als dafs sie in der gesamten Litteratur des Alter
tums gar keine Spuren hätte hinterlassen können, wenn schon 
Eukl id sie gelöst hatte. Hatte Euklid sie gelöst, so würde 
Archimedes sich gewife damit bc^gnügt haben auf ihn zu ver
weisen statt selbst Kreisschnitte in dem speciellen Falle zu 
bestimmen, wo bereits ein Hauptschnitt bekannt war.

Wir gelangen also nicht zu voller Klarheit über den Hülts- 
satz und über den Satz bei Euklid, zu dem dei-selbe gehört. 
Was wir über seine Beschaffenheit gesagt haben, trägt inde.ssen 
jedenfalls dazu bei die Vermutung zu stützen, dafs Euklids 
beide Bücher über Oberflächenörter neben anderen Unter
suchungen auch solche über Örter enthielten, die Cylinder- 
oder Kegelflächen waren, dafs diese dargestellt und durch Be
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nutzung der Darstellung auf ebensolche analytisch-stereonietrische 
Weise untersucht waren wie bei Archimedes. Der Hülfesatz 
bestätigt also durchaus die Vermutung, dafsdie Voraussetzungen, 
welche Archimedes in der Schrift über Konoide und Sphäroide 
mit Bezug auf methodische Auffassung und besondere Vor
kenntnisse seiner Leser macht, aus Euklids Oberflächenörtern 
zu entnehmen waren. Eben diese Voraussetzimgen, auf die 
wir schon hingedeutet haben, dürften deshalb vielleicht am 
besten auf Einzelheiten schliefsen lassen, die in der letzt
genannten Schrift enthalten waren.

Wenn man nun auf diesem Wege zu dem Ergebnis gelangt 
ist, dafs Euklid aller Wahrscheinlichkeit nach sich in seiner 
Schrift mit Kegelflächen, diese als geometrische Örter aufge- 
fafst, beschäftigt hat, so wird man dadurch auch auf eine Ver
mutung über das gebracht, was Pappus mit seinem zweiten 
Hülfssatz beabsichtigt hat. Dieser, der uns bereits manche 
Dienste bei unseren Untersuchungen über die Bekanntschaft 
der Alten mit Brennpunktseigenschaften geleistet hat, enthält 
die vollständige Bestimmung der Kegelschnitte als Örter für 
Punkte, deren Abstände von einem gegebenen Punkte (Brenn
punkt) und einer gegebenen Geraden (der entsprechenden Leit
linie) in einem gegebenen Verhältnis stehen. Waren nun diese 
Örter zu Euklids Zeit vollständig bekannt (was gerade aus dem 
Grunde, weil Pappus es für notwendig gehalten hat. Beweise 
für dieselben hinzuzufügen, wahrscheinlich wird), so hat sich 
gleichsam von selbst die Aufgabe dargeboten den O rt fü r  
Punk t e  zu bestimmen, deren Abs t ände  von einer  gege
benen Geraden  und einer  gegebenen Ebene in gege
benen Verhä l t n i s sen  stehen.

Wir sind imstande vollständig anzugeben, wie Euklid diese 
Aufgabe gelöst haben kann, wenn er wirklich auf den Gedanken 
kam, sich dieselbe zu stellen. Durch den Hülfssatz wird der 
Ort nämlich als eine Kegelfläche (nach unserem Sprachgebrauch) 
bestimmt, die den Schnittpunkt zwischen der gegebenen Ge
raden und der gegebenen Ebene zum Scheitelpunkt hat und 
einen Kegelschnitt enthält, der in einer senkrecht auf der gege
benen Geraden stehenden Ebene liegt und seinen Brennpunkt
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in der Spur der gegebenen Geraden in dieser Ebene hat. Dafs 
diese Kegelfläche wirklich auch dem entspricht, was die Alten 
unter einer solchen verstanden, hat durch Bestimmung der 
Kreisschnitte bewiesen werden müssen. Da die Spitze des 
Kegels senkrecht über dem Brennpunkt liegt, so hat diese Be
stimmung sich etwa ebenso wie bei Archimedes ausführen 
lassen, wähi’end freilich dieser, der einen allgemeineren Fall 
behandelte, sich nicht mit einem Hinweis auf Euklid begnügen 
konnte.

Indessen ist die nächstliegende Ausdehnung der in Pappus’ 
zweitem Hülfssatze bestimmten geometrischen Örter auf den 
Raum die Bestimmung des geometrischen Ortes für Punkte, 
deren Abstände von einem gegebenen Punkte und einer gege
benen Ebene in einem gegebenen Verhältnis stehen. Diese 
führt zu den Umdrehungsflächen zweiter Ordnung, welche 
einen Brennpunkt haben, oder zu denselben, welche Archimedes 
unter dem Namen ,Konoide mid Sphäroide* untersucht. Es ist 
bekannt, dafs diese Untersuchungsmethode zugleich ein frucht
bares Mittel zur Darstellung der Eigenschaften dieser Flächen 
abgiebt.

Chas l e s  hat deshalb mit gutem Grunde die Vermutung 
aufgestellt, dafs Euklids Schrift über Oberflächenörter über 
diese drei Flächen gehandelt hat, und auch ich würde dieser 
Vermutung vor der im Vorhergehenden festgehaltenen gewifs 
den Vorzug gegeben haben, wenn man sich allein auf Pappus’ 
zweiten Hülfssatz hätte stützen müssen. Sollte es unrichtig sein, 
wenn ich mit Tanneiy den er s t en  Hülfssatz dahin gedeutet 
habe, dafs die Punkte A  und B  (Fig. 73) sich auf geraden 
.Linien bewegen müssen, so würde auch der erste Hülfssatz in 
nicht höherem Grade auf Kegelflächen als auf irgendwelche 
beliebige Flächen zweiter Ordnung hinweisen. Wie jedoch 
von den meisten Schriftstellern, die diese Frage später be
handelt haben, bemerkt worden ist, spricht ein Umstand, der 
von Chasles selbst zu Gunsten seiner Ansicht angeführt wird, 
erheblich gegen dieselbe, nämlich Archimedes’ Behandlung 
derselben drei Flächen. Die ganze Art und Weise nämlich, 
wie Archimedes diese Flächen, ihre Benennung und die zu
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gehörigen Definitionen einführt, deutet darauf hin, dafs er 
etwas neues darstellt. Wenn er seine Untersuchungen auf 
etwas specielles richtet, nämlich auf die Volumina, die von 
diesen Flächen und von Ebenen begrenzt werden, so könnte 
das allerdings darauf deuten, dafs dieselben im voraus nach 
iinderen Richtungen untersucht worden seien; war das aber 
der Fall, so mufste Archimedes sich, hier wie anderswo, damit 
begnügen können einen Teil von dem, was doch nicht dem 
eigentlichen Ziel, das er erreichen wollte, angehörte, als von 
anderen Schriftstellern her bekannt anzuführen. Besonders 
hervorzuheben ist es, dafs er von den Sätzen, für die er selbst 
keinen Beweis giebt, n icht  sagt, dafs sie bekannt, sondeni 
dafs sie leicht zu beweisen seien.

Vielleicht reichen diese Umstände nicht hin, um vollständig 
zu entscheiden, ob Euklid gar nichts über Umdrehungsflächen 
zweiter Ordnung angeführt hat; denn es wäre ja denkbar, dafs 
Archimedes das Material nicht genau in der Form, in der er 
es gebrauchen mufste, voi’gcfunden habe. Immerhin machen 
sie Chasles’ Annahme zu einer wenig wahrscheinlichen. Ist 
dieselbe nicht richtig, so deuten beide Hülfssätze auf eine Be
handlung von Kegel- und Cylinderflächen hin, die nicht bei 
der primitivsten Bestimmung dieser Flächen als geometrischer 
Örter stehen geblieben ist. Jedoch steht der Annahme nichts 
im Wege, dafs auch Kugelflächen in derselben Schrift als 
geometrische Örter bestimmt worden sind.

Welchen Gebrauch auch Euklid von der erwähnten ana- 
lytisch-stereometrischen Darstellung gemacht hat: jedenfalls hat 
sich ergeben, dafs A r c h i m e d e s  diese Darstellung mit so 
grofser Fertigkeit benutzte und ein solches Vertrautsein mit 
derselben bei seinen Lesern voraussetzte, dafs man erwarten 
könnte, dieselbe werde auch seinen Nachfolgern einen hervor
ragenden Nutzen gewährt haben. Archimedes’ eigene Beweisfüh
rung für die Bestimmung elliptischer Schnitte läfst sich unmit
telbar anwenden auf alle möglichen ebenen Schnitte an allen 
Umdrehungsflächen zweiter Ordnung, wenn man nur den durch
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ApoUonius vervollständigten Potenzsatz an Stelle der engeren 
Form desselben Satzes setzt, die Archiniedes benutzte. Das
selbe Verfahren läfst sich dui’ch eine Wiederholung benutzen 
für die Bestimmung aller möglichen ebenen Schnitte an jeder 
Fläche zweiter Ordnung, wenn man dieselbe nur durch die 
Gleichung

darstellt, wo 3 /J /, eine Sehne eines Kegelschnittes bedeutet, 
die sich parallel mit einer gegebenen Geraden bewegt, P  einen 
Punkt dieser Sehne und y die Länge einer von P  aus in 
gegebener Richtung gezogenen Ordinate. Bei einer hierauf 
gegründeten Untersuchung der Flächen zweiter Ordnung wird 
man keinen ernstlichen Schwierigkeiten begegnen, bevor man 
in dem Falle, wo die Ordinaten nicht senkrecht auf der Grund
fläche stehen, die Hauptschnitte bestimmen will. Diese Schwie
rigkeiten sind indessen dieselben, welche sich bei den Kegel
flächen darbieten, und zu deren Überwindung man, wenn 
dieselbe auch Euklid nicht vollständig gelang, später bessere  ̂
Hölfsmittel erwarb.

Wenn wir dies nun angefühi-t haben, um den Wirkungs
bereich der beschriebenen Untersuchungsmethode zu zeigen, 
die Archimedes mit vollständiger Beherrschung und so vielem 
Glück anwandte, so müssen wir uns beeilen hinzuzufügen, dafs, 
abgesehen von ApoUonius’ Untersuchungen aller möglichen 
Schnitte an Kegeln, in der überlieferten Litteratur sich keine 
Andeutung findet, dafs irgend ein späterer Schriftsteller des 
Altertums die von Archimedes betretene Bahn weiter verfolgt 
habe. Wir besitzen durchaus keine Mittel, um zu entscheiden, 
ob die Zeit des Verfalls eintrat, bevor ein anderer Forscher 
wahrgenommen hatte, dafs hier ein Boden bereitet sei, aul* 
dem man mit Leichtigkeit neue und reiche Früchte ernten 
könne, oder ob solche Arbeiten vielleicht entstanden, aber ver
loren gingen, weil sie zu hoch lagen für diejenigen Männer 
des späteren Altertums, denen wir die überlieferten 
und Angaben über verlorene Schriften aus der alten
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verdanken haben. Im zweiten Fall wäre es vielleicht wesent
lich der angesehene Name des Archimedes, der die Schrift über 
Konoide und Sphäroide vor dem Untergange bewahrt hat.

Zwanzigster Abschnitt.
Archimedes’ Bestimmungen von Flächen, Rauminhalten und Schwerpunkten.

Wie bekannt benutzten die Alten den sogenannten Ex
haus t  ionsbeweis  um Resultate sicher zu stellen, die man 
jetzt durch Infinitesimalrechnung findet. Zu allen Zeiten hat 
man die exakte Strenge dieser Beweisart bewundert, und ich 
brauche dieselbe deshalb hier nicht nachzuweisen. Wenn man 
gleichzeitig über die grofse Beschwerlichkeit derselben geklagt 
hat, so mufs man bedenken, dafs diejenigen, welche in unseren 
Tagen die Principien der Infinitesimalrechnung mit ausreichender 
Gründlichkeit darlegen wollen, auch nicht sonderlich leichter 
davon kommen, ja zum Teil genau dieselben Betrachtungsarten 
benutzen, welche dem Exhaustionsbeweise zu Grunde liegen^). 
Der Gebrauch jedoch, den die Alten von ihm machen, wird 
dadurch beschwerlicher, dafs sie den ganzen Beweis bei jeder 
einzelnen Anwendung wiederholen, während die entsprechenden 
Betrachtungen jetzt dazu dienen, ein für allemal die allgemeinen 
Methoden zu begründen, die sich dann h i n t e r he r  ohne die 
in diesem Beweise liegende grofse Vorsicht anwenden lassen.

Dieser wichtige Unterschied, der zeigt, dafs Untei-suchungen 
über Infinitesimalgröfsen nicht zu einem Hülfsmittel entwickelt 
waren, welches in Jedermanns Hand brauchbar war, kann 
indessen kein grofses Hindernis für diejenigen Mathematiker *)

*) Man vergleiche z. 6. die ausführliche Einleitung zu D u h a m e l .  
Elements de Galcul infinitösimal.
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abgegeben haben, welche auf diesem Gebiete Sicherheit genug 
besafsen, um die einzelnen Anwendungen der erwähnten Be
weisführung machen zu können. Diese konnten nicht zweifel
haft sein, welche Voraussetzungen erfüllt werden mufsten, damit 
derselbe Beweis in gegebenen Fällen durchgeführt werden konnte. 
Da dieser Beweis selbst einen rein demonstrativen und gar 
keinen deduktiven Charakter hat, so ist es weniger wesent
lich, ob man denselben vor oder nach der Anwendung der
jenigen Zerlegungen und Transformationen führt, mit deren 
Hülfe das Resultat gefunden wird: ob man, wie jetzt, diese 
Zerlegungen erst benutzt, nachdem man zu Anfang der Infini
tesimalrechnung die Bew'eise für ihre Anwendbarkeit geführt 
hat, oder ob man, wie es im Altertum der Fall gewesen sein 
mufs, damit beginnt, mit ihrer Hülfe Resultate und Gründe für 
diese Resultate aufzusuchen, und sich dabei stets dessen bewufst 
bleibt, was erforderlich ist, um hinterher den vollständigen for
malen Beweis aufzustellen.

Dasjenige also, wonach wir in Übereinstimmung mit dem 
Zweck dieser ganzen Arbeit fragen müssen, sind nicht die 
Formen des Exhaustionsbeweises, sondern der Umfang, in dem 
die Alton die eben berührten deduktiven Hülfsmittel kannten 
und benutzten, die der Art nach ganz mit denen überein
stimmen, welche wir in unserer Infinitesimalrechnung benutzen. 
Was wir davon finden, würde — wenn wir von der damit 
verwandten Proportionslehre im 5ten Buche Euklids absehen — 
unter die Bes t i mmung von T a n ge n t e n ,  unter die An
wendung  konvergen t e r  u n end l i che r  Reihen und unter 
die Anwendung  von In t egra t ionen  gehören, selbstver
ständlich jedoch ohne dafs die beiden letzten Begriffe aufgestellt 
worden wären.

Für die Benutzung der Infinitesimalmethode zur Best im
mung von Tange n t en  haben wir in dieser Arbeit keine 
Verwendung, da diese Bestimmung hinsichtlich der Kegelschnitte, 
wie wir (S. Slff.) gesehen haben, auf den Diorismus der qua
dratischen Gleichung gegründet wurde. Wir haben ferner nach
gewiesen, wie andere Aufgaben über Berührung und über die 
Bestimmung von Maximis und Minimis bei den Alten auch an

i>8
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die Diorismen körperlicher Aufgaben angeschlossen wurden. 
Bei Archimecles  findet man dagegen eine Bestimmung einer 
Tangente, nämlich der Tangente einer Spirale, welche sehr 
genau mit der Art und Weise übereinstimmt, wie die Diffe
rentialrechnung Tangenten an Kurven, die auf Polarkoordinaten 
bezogen sind, bestimmt. Hier ist indessen durchaus nicht von 
etwas allgemeinem die Rede, und der grofse Apparat, den die 
exakte Beweisführung verlangt, erhält nur diese eine Anwen
dung in der uns überlieferten griechischen Geometrie.

Gröfseres Interesse beansprucht die mit der jetzigen voll
kommen gleichartige Anwendung des Hülfsmittels, welches wir 
konvergente  unendl i che  Reihen nennen, auf unter ein
ander verschiedene Untersuchungen. Hierhin gehören bei Euk l i d  
(XII, 2 und 5) die Beweise dafür, dafs die Flächen zweier 
Kreise sich wie die Quadrate der Radien, und zwei dreiseitige 
Pyramiden mit derselben Höhe sich wie die Grundflächen ver
halten. Die vollkommene Übereinstimmung zwischen den Be
weisen, die wahrscheinlich vonEudoxus  herröhren, ebensowohl 
wie die unmittelbare Zusammenstellung von Anwendungen auf 
verschiedenen Gebieten zeigen, dafs man sieh vollkommen be- 
wufst war, dafs die beiden Beweise auf demselben Princip 
aufgebaut sind. Dieses Princip, das jedoch nicht ausgesprochen 
wird, läfst sich nach moderner Ausdrucksweise vollkommen 
genau folgendermafsen ausdrücken: wenn zwei Reihen von 
Näherungswerten, die in einem konstanten Verhältnis stehen, 
bestimmte Grenzwerte haben, so stehen diese in demselben 
Verhältnis. Diese Beweise, unter welche wir die Beweise für 
Satz 1 nebst 3 und 4 desselben Buches mit einbegriffen denken 
wollen, haben den Zweck, einmal in jedem der beiden Fälle 
die Richtigkeit dieses gemeinschaftlichen Princips zu zeigen, 
imd zweitens den vollkommen exakten Nachweis zu führen, 
dafs alle Voraussetzungen, namentlich das Konvergieren gegen 
die angegebenen Grenzen, wirklich vorhanden sind.

Im ersten Falle werden die Näherungswerte der Ki-eise 
durch einbeschriebene Polygone dargestellt, deren Seitenzahl 
beständig verdoppelt wird. Wenn man will, so kann man 
dieselben als Reihen betrachten, deren Glieder die Summen
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der Dreiecke sind, welche bei jeder neuen Verdoppelung hin
zugefügt werden müssen. Jeder Kreis wird dann in Wirklich
keit als die Summe der unendlichen Reihe beti*achtet, welche 
man erhalt, wenn man die Verdoppelung der Seitenzahl bis 
ins Unendliche fortsetzt.

Diese Betrachtungsweise wird direkter auf die dreiseitigen 
Pyramiden angewandt. Jede von diesen wird nämlich in 2 
Pyramiden und 2 Prismen zerlegt, alle mit einer Grundfläche, 
die ein Viertel der Grundfläche oder einer Seitenfläche der 
gegebenen Pyramide beträgt, und mit der halben dazu ge
hörigen Höhe. Werden die neuen Pyramiden, die den gege
benen ähnlich sind, wieder auf dieselbe Weise zerlegt, so 
entstehen vier neue Prismen mit halb so grofsen Längen
dimensionen wie die beiden ersten. Die nächste Zerlegung giebt 
wieder 8 Prismen u. s. w. Da nun ausdrücklich der Be\veis 
dafür geführt wird, dafs bei Fortsetzung des Verfahrens das an 
der Pyramide Fehlende kleiner gemacht werden kann als jede 
gegebene Grenze, so wird die Pyramide wirklich durch eine 
— wie wir sagen — konvei*gente unendliche Reihe dai-gestellt, 
deren Glieder aus den Summen der Prismen gebildet werden, 
welche bei jeder neuen Zerlegung des Restes entstehen. Der 
Beweis, dafs die Pyramiden den Grundflächen proportional 
sind, beruht auf der Proportionalität der einander entspre
chenden Glieder der beiden Reihen, welche die Pyramiden 
darstellen.

Obgleich Eukl id  sich mit dieser Anwendung der Reihen 
begnügt und für die weitere Bestimmung des Inhaltes einer 
Pyramide die bekannte Teilung eines dreiseitigen Prismas in 
drei Pyramiden benutzt, so kann es doch wegen des Vergleichs 
mit der einen Bestimmung, welche Ar ch im ed es für die Fläche 
eines Parabelsegmentes giebt, von Interesse sein anzuführen, dafs 
die zur Darstellung einer Pyramide benutzte Reihe, wenn man 
nur die im voraus bekannten Sätze über Prismen benutzt, fol
gende» geometrische Reihe wird:

^ ( ^  +  ^  +  4 3 1 - ........) '
wo n  ein Prisma mit derselben Grundfläche und Höhe wie die

‘28*
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Pyramide bedeutet. Dieselbe unendliche Reihe benutzt und 
summiert Ar eh i me des .

Das Volumen der PjTamide liefse sich auch auf eine Weise 
bestimmen, die mit der, durch welche A r e h i m e d e s  den 
Schwerpunkt des Parabelsegmentes findet, Ähnlichkeit hat. 
Dann müfste man zuerst aus der hier angewandten Auflösung 
geschlossen haben, dafs es zwischen den Pyramiden und Pris
men mit derselben Grundfläche und Höhe, welche bei der 
Zerlegung entstehen, ein konstantes Verhrdtnis giebt. Nennt 
man dieses so erhält man offenbar

X == i  - r  { oder .r =  ^ .
Unter den d ie  P a r  a bei s eg m e n t e  betreffenden Bestim

mungen, welche ich durch diese Bemerkungen vorbereitet habe, 
ist diejenige, welche sich auf die Fläche des Parabelsegmentes 
bezieht, die zweite von denen, welche sich in A r e h i m e d e s '  
Schrift über die Q u a d r a t u r  de r  P a r a b e l  [18—24] finden. 
Arehimedes selbst nennt sie die g e o m e t r i s c h e  im Gegensatz 
zu der sogenannten m e c h a n i s c h e n ,  die, wie er selbst sagt, 
ihn zuerst zum Ziele führte, die wir aber erst hinterherher he- 
sprechen wollen.

In das Segment ylBC (Fig. 74) wird das Dreieck AB C  
beschrieben, dessen Spitze B  auf dem zur Sehne AC  gehörigen

Durchmesser B l )  liegt. In die abgeschnittenen Segmente wer-*'- 
den Dreiecke A E B  und BFC  von gleicher Beschaffenheit be^_ 
schrieben; EG  und F H  sind die entsprechenden Abschnitt 
der Durchmesser. Da DA  ==̂ i l E  ist. wo I E  die zumDurcl^
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messer B D  gehörige Ordinale von E  bedeutet, so ergiebt sich, 
dafs B I  =  \B D ,  mithin EG  =  I D — \ B D  == \ B D ,  Ebenso 
ist F H  =  \ B D ,  woraus wiederum folgt, dafs

A A E B  -f A B F C  =  i  A ABC.
Beschreibt man nun wieder in jedes der vier Segmente AE., 
EB, B F  und FC  ein Dreieck von gleicher Beschaffenheit, so 
wird jedes von ihnen J von jedem der eben erw’ähnten, ihre 
Summe also gleich { \ y . A A B C .  Fährt man auf diese Weise 
fort, so wird jedesmal die Summe der neuen Dreiecke ein 
Viertel von der Summe der eben vorher benutzten werden. 
Es wird also

Segment A B C ( > + 4 -r  I7 +  -” ) A A B C .i ’* ' " 7  “  ------  3
Es bedarf kaum der Erwähnung, dafs Archimedes bei Anwen
dung höherer Grenzen einen exakten Beweis dafür führt, dafs 
die Reihe gegen die beiden Werte konvergiert, deren Gleichheit 
auf diesem Wege gefunden wird.

Diese Bestimmung beruht der Hauptsache nach darauf, 
dafs die Zerlegung des Parabelsegmentes in Dreiecke vollkom
men unabhängig von dessen eigener Gestalt und Gröfse ist. 
Diese Bemerkung gilt indessen nicht nur für die Gröfsenver- 
hältnisse der successiven Dreiecke, sondern auch, mit Rücksicht 
auf die Beziehungen, welche bei Schwerpunktsbestimmungen 
in Betracht kommen, für ihre gegenseitige Lage. Der Schwer
punkt des Dreiecks A B C  teilt die Linie BD  nach einem ganz 
bestimmten Verhältnis, nämlich 2:1;  nach demselben Ver
hältnis teilen die Schwerpunkte der gleich grofsen Dreiecke 
A E B  und B F C  die Linien EG  und FH.  Der SchweqDunkt 
für die Summe dieser Dreiecke fallt auf B D  und teilt diese 
Linie nach einem ganz bestimmten Verhältnis. Da ferner das 
Verhältnis zwischen den Flächen von A A B C  und von A A E B  
+  A B F C  ein bestimmtes ist, so teilt auch der Schwerpunkt 
für die Summe aller 3 Dreiecke B D  nach einem ganz be
stimmten Verhältnis. Dasselbe ist der Fall, wenn man die 
vier Dreiecke hinzufügt, die in die Segmente AE., EB, BF, FC  
beschrieben werden, ferner wenn man die acht folgenden hin
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zufügt u. s. w. Der Schwerpunkt, der sich auch dadurch be
stimmen läfst, dafs man die einbeschriebene Figur in Trapeze 
zerlegt, deren Grundlinien AC  parallel sind, wird sich auf BD  
mehr und mehr von D entfernen; aber das Verhältnis, nach 
dem derselbe BD  teilt, hängt ausschliefslich davon ab, wie 
weit man in der Hinzufugung von Dreiecken geht, und ist 
unabhängig von der Beschaffenheit des Parabelsegmentes, von 
dem man ausgegangen ist. Da man in der Hinzufugung von 
Dreiecken so weit^gehen kann, wie man will, so ergiebt sich, 
dafs d e r Schwerpunkt  eines P a r ab e l se g me n t es  auf  
dessen  Durchmesse r  l iegt,  und dafs die Stücke,  in 
welche die D u r c h m e s s e r a b s c hn i t t e  zweier  P a r ab e l 
segmente  von den Sc hwe r punk t e n  der  Segmente  
getei l t  we r den ,  p r opo r t i ona l  sind.

Ist S  der Schwerpunkt des Parabelsegmentes A B C  und 
wird BD  von G H  in 0  ge.schnitten, so wird nach dem eben 
angegebenen Hülfssatz der Schwerpunkt N  für die Summe der 
Segmente A E B  und B F C  bestimmt durch ON  =  \ D S ,  da 
wi(‘ oben bewiesen GE  == H F  ^  \D B .  Ist ferner T  der 
Schwerpunkt des Dreiecks ABC,  so mufs

T S  =- ^ S N
sein, da das Dreieck A B C  dreimal so grofs ist wie die Summe 
der kleinen Segmente. Setzt man nun D S ^ x  und DB =  c, 
so erhält man, da D T  ^  und DO =  \

\ -r) == — ja- == — ^c),
woraus x -

X =  oder =  | ;

dadurch ist S  bestimmt.
Diese algebraische Bestimmung ist eine möglichst treue 

Wiedergabe von Archimedes’ eigener Bestimmung, die sich in 
.'{einem zweiten Buche über das Gleichgewicht ebener Figui’en 
|S | findet. Nur sind bei ihm wie gewöhnlich die Abstände 
von verschiedenen Punkten der Linie B D  aus gerechnet. So 
führt Archimedes, statt den Ausdruck 1^)’
nur eine andere Form für ^ S X  ist, in l c  — \ x  iimzuformen,
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einen Punkt K  auf der Linie BD  in die Figur ein, der dadurch 
bestimmt ist, dafs B K  =  ^ B D ,  also KO  =  \ B D ,  K N  =  

— J a* oder S N  =  3 N K
Auch den Gedankengang, der Archimedes zu dem vorher- 

geiiannten Hülfssatz geführt hat, glaube ich genau so wieder
gegeben zu haben, wie derselbe sich teils aus der Verwendung, 
die Archimedes von ihm macht, teils aus der vorangehenden 
Beweisreihe [2—7J ergiebt. Eine direkte Darstellung der Be
weisreihe würde nicht dasselbe geleistet haben; denn einmal 
hat Archimedes wie gewöhnlich nicht die Absicht gehabt in 
dieser den leitenden Gedankengang darzustellen, welcher der 
Beweisführung vorangehen mufste, sondern er hat auf unan
fechtbare Weise das dadurch gewonnene Resultat beweisen 
wollen, und zweitens mufs der Text hier eine grobe Entstel
lung erfahren haben. Derselbe nennt und beweist in Wirklich
keit nicht den von uns angeführten schönen Hülfssatz, welcher 
hinterher in der oben wiedergegebenen schliefslichen Bestimmung 
des Schwerpunktes benutzt wird, sondern nur den Satz, dafs 
die Schwerpunkte zweier ä h n l i c h e n  Parabelsegmente ihre 
Durchmesserfibschnitte in proportionale Teile teilen. Es liegt 
auf der Hand, dafs ein Schriftsteller, der den allgemeinen Satz 
über zwei b e l i eb i ge  Parabelsegmente kennt und anzuwenden 
versteht, nicht geglaubt haben kann sich mit dem über zwei 
ähnliche Parabelsegmente begnügen zu dürfen. Die Unfrucht
barkeit desselben springt in die Augen, wenn man bedenkt, dafs 
die Schwerpunkte von zwei beliebigen ähnlichen ebenen Figuren 
ebensowolil einander homolog sind. Die angeführten Beweise 
des ausgesprochenen Satzes passen nicht auf beliebige ähnliche 
Figuren, sind aber in allem wesentlichen auf zwei ganz belie
bige Parabelsegmente anwendbar.

Man mufs deshalb annehmen, e n t w e d e r  dafs diese 
Beweise in Wirklichkeit von Archimedes für zwei beliebige 
Parabelscgmente geführt worden sind, dafs aber seine Aus
drücke, Behauptungen und Figuren von einem ängstlichen 
Herausgeber, der nicht die Tragweite seiner Begründung und 
deren spätere Anwendung verstand, so verändert wurden, dafs 
nur noch von ähnlichen Segmenten die Rede war, o d e r  dafs
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ein wichtiger Teil des Textes ausgefallen ist'). Dieser k a n n  
übrigens sehr wohl ganz kurz gewesen sein und die Bemerkung 
enthalten haben, dafs d i e s e l b e n  Beweise, welche für ähnliche 
Parabelsegmente geführt waren, sich auch für beliebige Parabel
segmente führen liefsen. Archimedes beginnt nämlich durch- 
gehends mit den mehr speciellen Fällen und schliefst seine 
allgemeine Begründung an diese an.

Wir wollen uns nicht bei Archimedes’ Bestimmung des 
Schwerpunktes eines zwischen zwei Parallelen abgeschnittenen 
Parabelstreifens aufhalten. Das Interesse nämlich, welches sich 
hieran knüpft, ist, wemi der Schwerpunkt des Segmentes erst 
bestimmt ist, wesentlich statischer und algebraischer Natur.

Während die letzgenannte Untersuchung keine absolute 
Übereinstimmung mit der modernen Benutzung unendlicher 
Reilien darstellt, stimmen die bei A r c h i m e d e s  vorkomiiienden 
Bestimmungen von Flächen und Volumina durch Zerlegung in 
Teile, die alle beliebig klein werden können, vollkommen genau 
mit der Berechnung derselben durch I n t e g r a t i o n  überein. Dafs 
die Anzahl der Teile so grofs gemacht werden kann, dafs die 
Summe ihrer Abweichungen von Gröfsen, deren Summe man be
rechnen kann, kleiner wird als eine beliebige gegebene Grenze, 
ist nämlich dieselbe Betrachtung, welche uns in der Integralrech
nung erlaubt eine Gröfse als eine Summe von unendlich vielen 
unendlich kleinen Gröfsen zu berechnen. Archimedes w^endet 
allerdings nur eine sehr begrenzte Anzahl hierher gehöriger 
allgemeinen Sätze oder — wie es bei unmittelbarer Übersetzung 
in die Terminologie der Gegenwart heifsen müfste — Integra
tionsformeln an (namentlich (4) und (5) im Folgenden); aber *)

*) Im überlieferten Texte, Heihergs Ausgabe, Bd. II, S. 204, wird, was 
hier vollkommen überflüssig ist, vorausgesetzt, dafs der Satz, welcher 
in der ganzen Beweisreihe für ähnliche Segmente bewiesen wird, för 
zwei gleich grofse, al)er nicht ähnliche Segmente bekannt sei. Viel
leicht könnte dieser Umstand darauf hindeuten, dafs Archimedes zu 
dem allgemeinen Satze dadurch gelangt ist. dafs er den Satz zuerst für 
gleich gi’ofse und diirauf für ähnliche Segmente be\vies. So wie diese 
Stelle hier steht, ist sie ein fernerer Beweis für die Mifshandlung, die 
der ursprüngliche Text erlitten haben mufs.



Anwendungen von Integration bei Archimedes. 441

da er dieselben auf ganz verschiedene Aufgaben^) anwendet, 
die teilweise uiiigeformt werden müssen, damit dies geschehen 
kann, so giebt er deutlich zu erkennen, dafs er sie als al lge
meines  Hül f smi t t e l  betrachtet. Archimedes, der diese Sätze 
einzeln und vollständig begründet, hat also einen soliden Grund 
für die Integralrechnung gelegt und auf diesem Grunde ist sie 
auch, wie wir später zeigen werden, wirklich in der neueren 
Zeit aufgebaut.

Übersetzen wir die Umformungen von Quadraturen und 
Kubaturen in Summierungen, welche sich bei A r c h i m e d e s  
linden, in die moderne Zeichensprache, so können wir sagen, 
dafs er, von der formalen Aufstellung abgesehen, folgende 
Integrale kannte und anwandte: erstens

(1)

als Ausdruck für eine Fläche, bei welcher auf der der Abscisse 
X entsprechenden Ordinate die Sehne k abgeschnitten wird, 
während a und b die Grenzwerte für x sind und a eine Kon
stante, welche von dem Winkel zwischen Abscissen und Ordi- 
naten^) abhängt; zweitens

Ä d x (2)

als Ausdruck für ein Volumen, bei dem auf der durch einen 
gewissen Wert von x  bestimmten Ebene die Fläche A  abge
schnitten wird. Des Zusammenhangs wegen wollen wir noch 
hinzufügen, dafs Archimedes in der Schrift über die Spiralen *

* ) Hermile sagt in der Einleitung zu seinem „Cours d'Analyse de TEcole 
Polytechnique'*: C'est Vapplication repHee de ces memes proprietes qui 
constitue ce quon nomme la nUthode infinitesimale.
Man hat zu beachten, dafs die Alten in ihren geometrischen Sätzen 
nicht das Verhältnis von Strecken, Flächen oder Rauminhalten zu 
einer im voraus an gen omm en en  Einhei t  angehen, sondern nur 
ihr Verhä ltn is  zu e inander bestimmen oder homogene Gleichungen 
zwischen ihnen entwickeln. In unserer Darstellung müssen wir also, 
wenn die Koordinaten nicht rechtwinklig sind, einen Faktor a hinzu
fügen, der nicht in den Bestimmungen der Alten vorkommt, da er den 
Gröfsen gemeinsam ist, deren Verhältnis bestimmt wird.
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die Formel für die Bestimmung des Flächeninhalts bei Polar
koordinaten :

(3)

auf die genannten Kurven anwendet, für die jedoch »
r dr

konstant ist>). Ferner besitzt Archiniedes, da er den Satz 
über das s t a t i sche  Moment  kennt, dasselbe Mittel wie die 
moderne Mathematik, um die Bestimmung der Entfernung des 
Schwerpunk t es  von einer Ebene oder einer Linie auf Inte
grationen zurückzuführen. Die wichtigste von allen seinen 
Integrationen, die Berechnung der  Kugelober f l äche durch 
Umformungen, die aus unseren Elementarbüchern bekannt sind, 
liegt uns hier ferner.

Für die weitere Berechnung stehen Archiniedes vor allem 
die Sätze zu Gebote, welche folgenden Integrationsformeln ent
sprechen:

(4),rdx =

und

(5)

Dieselben werden selbständig aufgestellt, der erste in der Ein
leitung zu der Schrift über Konoide und Sphäroide*), der zweite 
in einem Korollar zu Satz 10 der Schrift über die Spiralen^), 
und würden in mehr unmittelbarer Übertragung folgende For
men annehnien:

H’
// 4- 2A -f  3A +  . . .  +  nh >  -^  //

//*
(4 b)

0 Bei Archimetles kommt, da er das Verhältnis der Fläche zu einem 
Kreise bestimmt, der Faktor \ ebensowenig vor wie der Faktor a in 
(l) und (5J).

*) Ausg. V'. Heiberg. I. S. 200.
=») Ausg. V. Heiberg. II, S. 40 ff.
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und
A* -f (2/0* + (3A)*

+  (2/0̂  ̂+  { U y  +  . . .  +  {(:n~\)hY <
(5 b)

Bei dem ersten Satze bemerkt Archimedes, dafs der Beweis 
leicht sei; die Richtigkeit desselben folgt auch aus den Aus
drücken für die beiden Summen, welche im Altertum unter 
dem Namen „Dreieckszahlen“ bekannt waren. Die Richtigkeit 
des zweiten Satzes folgt aus der Gleichung

3 [A* +  (2Ä)* +  (3A)* +  . . .  +  (wA)2]
=  {n +  1) (nhy  +  h (A +  2A +  3A +  . . .  -h wA),

die in demselben Satz 10 über die Spiralen aufgestellt und 
bewiesen wird. Um hieraus auch die letzte Ungleichheit (5 b) 
zu erhalten, hat man nur die letzte Ungleichheit^) in (4b) zu 
benutzen und zu beachten, dafs

W («— 1)* +  - g - <  M®.

Dafs Archiinedes die Ungleichheiten (4 b) und (5 b) auf 
dieselbe Weise benutzen konnte, wie wir die Integrale (4) 
und (5) gebrauchen, ergiebt sich, wenn man A =  dx  und

') Der Umstand, dafs der genaue Ausdruck - —^ ' h hier nicht he-

nutzt wird oder nicht bereits benutzt ist, um den Ausdnick [über die 
Spiralen 10] für die Summe der Quadrate der Glieder zu reducieren, 
hat hei Cantor (Vorlesungen, S .209) einigen Zweifel wach gerufen, 
oh Archimedes direkte Kenntnis von der Form hesafs, unter der wir 
die Summe einer arithmetischen Reihe berechnen. Dieser Zweifel 
ei*scheint mir unbegründet, wenn man bedenkt, einmal dafs Archi
medes hier nur Verwendung für die Ungleichheiten hat, und zweitens 
dafs die Einführung jenes Ausdrucks ihm  das Aus sprechen des 
Satzes 10 durchaus n icht  er le i chter t  haben würde; nur in 
unserer Ze ic hensprache  wird dasselbe durch diesen Ausdnick 
vereinfacht. — Zu bemerken ist noch, dafs ein Kunstgriff bei der Be
rechnung der Summe <ler Quadrate im Beweise für 10 darauf hin- 
«leutet, dafs die Alten den Ausdruck für die Summe der Glieder auf 
dieselbe Weise gefunden haben, wie es jetzt geschieht, nur in geo
metrischer Darstellung.
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nh =  c setzt. Neben diesen benutzt er, wie sich aus den 
Anwendungen ergeben wird, auch einige von den Integrations- 
principien, die am unmittelbarsten der Auffassung der Integrale 
als Grenzen für Summen entsprechen. Auch diese werden 
zum Teil unabhängig von den geometrischen Anwendungen auf
gestellt.

Es könnte den Anschein haben, als ob eine weniger direkte 
Ableitung den Alten näher gelegen habe als die selbständige 
Aufstellung und Anwendung der den Integrationsformeln (4) 
und (5) entsprechenden Relationen (4 b) und (5 b). Die in den 
Formeln (1) und (2) ausgedrückten Bestimmungen von Flächen 
und Rauminhalten lassen sich nämlich auch auf Dreieck und 
Pyramide anwenden. Die im voraus bekannten Ausdrücke für

diese werden dann die Bestimmungen von licrfo:: und

geben. Traf man dann bei anderen Untersuchungen auf diese 
Integrale, so konnte man sie mit der Fläche eines Dreiecks 
oder dem Volumen einer Pyramide vertauschen.

Diese indirekte Bestimmung liegt der direkten Aufstellung 
von (4 b) und (5 b) nicht so fern, wie die moderne Darstellung 
vermuten lassen könnte. Das eigiebt sich, wenn man beachtet, 
dafs die benutzten Summen von den Alten als D r e i e c k s 
z a h l en  und P y r a m i d a l z a h l e n  dargestellt werden. Die 
angeführte Vertauschung findet ausdrückliche Anwendung in 
dem neuen Beweise für Archimedes’ Bestimmung der Fläche 
des ersten Umganges einer Spirale, welcher sich in P a p p u s '  
viertem Buche )̂ findet. In diesem Beweise nämlich wird das 
Integral (5) dadurch vermieden, dafs durch Operationen, die 
den Formeln (3) und (2) entsprechen, gezeigt wird, dafs 
die Fläche in einem bekannten Verhältnis zu dem Volumen 
eines Kegels steht. Auch A r c h i m e d e s  weist bei einer An
wendung des Integrals (4) in Satz 21 der Schrift über Konoide 
und Sphäroide deutlich auf dessen Zusammenhang mit der 
Dreiecksfläche hin. Das geschieht durch eine bei der Darstel
lung benutzte Hülfslinie AB.

Ausg. V. Hullsch, S. 336.



Indirekte Integrationen. 445

Ai'chimedes benutzt auch andere Übertragungen von der
selben Art wie die hier beschriebene. So werden wir gleich 
sehen, dafs die Fläche der Ellipse durch die des Kreises aus- 
gedrückt wird, und im folgenden Beispiele wendet Archimedes 
die im voraus bekannte Lage des Schwerpunktes eines Dreiecks 
bei seiner ersten Bestimmung der Fläche eines Parabelsegmentes 
a.n. Die Integration, welche er dadurch vermeidet, w'ürde 
übrigens gleichbedeutend sein mit derjenigen, die er an einer 
an d e re n  Stelle, nämlich bei der Berechnung des Volumt^ns eines 
Ellipsoids, auf Anwendungen der Integrale (4) und (5) zurück
f u h r t ;  wahrs(!heinlich kannte er aber damals noch nicht das 
In te g ra l (5). Ein bekanntes und .sehr umfassendes Mittel zur 
"Obertragung von Integrationsresultaten von einem Gebiete auf 
e i n  anderes ist der später als G ul di r ische Rege l  bezeich- 
n e t e  Satz, der sich bei Pappus^ )  findet.

Nun wollen wir die Anwendungen auf die Lehre von den 
liegelschnitten und auf Flächen zweiter Ordnung anlühren, die 
^ . A r c h i m e d e s  von den zusammengestellten Principien macht. 
“̂ V ir beginnen mit seiner Anwendung der Formel (1) zur Be
stim m ung der Fläche der Ellipsi'. Er konstruiert einen Kreis 
'Clber der einen Axe a als Durchmesser. Wir wollen annehmen, 
clafs die Absci.ssen auf dieser gerechnet werden, und dafs der 
Kreis auf der Senkrechten auf dieser Axe die Sehne ab
schneidet, während die Ellipse auf derselben Senkrecihten die 
Sehne k abschneidet. Ist nun b die zweite Axe, so erhält man 
[Über Konoide» und Sphäroidc» 4] für alle Werte von x:

a
k kd x  

k^ dx

Czvi
3  _

•'n

Ellipse
Kreis

In den folgenden Sätzen [5—6] werden hieraus Ausdrucke» 
abgeleitet für das Verhältnis zwischen den Flächen einer El
lipse und eines beliebigem Kreises ode»r zwischen zwei Elli[)son,

Ausg. V. Hultsch, S. 082.
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iin besonderen der Satz, dafs ähnliche Ellipsen sich wie die 
Quadrate über den grofsen oder über den kleinen Axen ver
halten. Es ist klar, dafs Archimedes ebenso leicht ein Segment 
hätte bestimmen können, das von einer auf der Axe senk
rechten Sehne begrenzt wird, oder, bei Benutzung schiefwink
liger Koordinaten, ein von einer beliebigen Sehne b^renztes 
Segment. Der Gedanke hieran kann ihm auch nicht fern 
gelegen haben, da er die entsprechenden Bestimmungen am 
Ellipsoid vornimmt; aber die Flächenbestimmung ist nur eine 
Hülfsuntersuchung, und von solchen berücksichtigt er für ge
wöhnlich nur dasjenige, wofür er Verwendung hat.

Archimedes’ zweite Anwendung derselben Formel (1) hat 
die Bestimmung der Fläche eines Parabelsegmentes zum Gegen-

G

stand. Die hierauf abzielende Umformung der Gleichung der 
Parabel haben wir bereits im zweiten Abschnitt erwähnt. 
Daselbst wurde (S. 59ff.) bewiesen, dafs, wenn (Fig. 11) eine 
Sehne ÄC =  a einer Parabel zur Abscissenaxe genommen 
wird, und zwar ihr Endpunkt A  zum Anfangspunkt, während
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die Ordinalen dem Durchmesser BD  der Sehne parallel sind,

das Verhältnis - -  zwischen den 0^dinaten der Parabel und ihrer 
yi

Tangente in C, welche derselben Abscisse x entsprechen, gleich
X— sei. Dies wird angewandt für die Transformation

a j y d x  =-

Diese Gleichung drückt Archimedes aus, indem er sagt, 
dafs die Fläche des Segments, angebracht an dem Ende eines 
Hebelarms, dessen Länge gleich dem senkrechten Abstande 
des Punktes C von der Linie AG  ist, einem Dreieck AGC  das 
Gleichgewicht hält, welches so an dem anderen Hebelarm 
ajigebracht ist, dafs A im Unlerstützungspunkte liegt und die 
Schw ere parallel AG  wirkt. Dann werden sich nämlich die 
dem selben Werte von x  entsprechenden Elemente das Gleich- 
t^-ewicht halten. Da nun der Abstand des Schwerpunktes des 
IDreiecks von AG  gleich  ̂ des Abstandes des Punktes C von 

erselben Geraden ist, so ist das Parabelsegment gleich ^ A AGC 
^ A A B C .

Nun hat Archimedes, wie am Schlüsse des vierten Ab
schnittes (S. 103) angefühi't ist, bewiesen [Über Konoide und 
Sphäroide 3], dafs bei derselben Parabel die Flächen solcher 
^inbeschriebenen Dreiecke wie A B C  gleich grofs sind, wenn 
d ie  Durchmesserabschnitte BD  cs sind. Dadurch ist dann, wie 
e r  am selben Ort bemerkt, auch bewiesen, dafs Segmente der
selben Parabel gleich grofs sind, wenn die in denselben ent
haltenen Abschnitte der zu den begrenzenden Sehnen gehören
den Durchmesser gleich grofs sind.

Weder in der hier mitgeteilten Bestimmung, noch in der 
späteren „geometrischen“ , die wir bereits angeführt haben, 
benutzt Archimedes die Zerlegung des Parabelsegmentes durch 
Parallelen zur Grundlinie AC;  dadurch vermeidet er das Inte
gral ^Vxdx.  Dagegen wird die entsprechende Zerlegung der 
Segmente von Umdrehungsflächen zweiter Ordnung, nämlich 
durch Ebenen parallel der Grundfläche, benutzt bei der Be-
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Stimmung des Volumens dieser Segmente in der Schrift ül)er 
Konoide.

Wie Archimedes selbst [19—22] wollen auch wir mit dem 
P a r a b o l o i d  beginnen; aber während er zuerst ein Segment 
durch einen senkrecht zur Axe geführten Schnitt abschneidet, 
wollen wir hier und bei den übrigen Flächen sofort zu seiner 
Benutzung eines beliebigen Schnittes (wie der ist, dessen Pro
jektion auf die senkrecht auf ihm stehende Meridianebene in 
Fig. 75 durch AC  dargestellt wird) übergehen. Die Fläche der 
Ellipse, in der das Paraboloid geschnitten wird, bezeichnen wir 
mit G, das Stück BG, welches auf dem durch den Mittelpunkt 
dieser Ellipse gezogenen Durchmesser abgeschnitten wird, mit c, 
und auf demselben Durchmesser rechnen wir die Abscissen x  
von seinem Schnittpunkt B mit der Fläche als Anfangspunkt. 
Bestimmt wird das Verhältnis des Paraboloidsegments zu einem 
Cylinder mit der Grundfläche G, der zwischen dieser und der 
ihr parallelen Berührungsebene des Paraboloids abgeschnitten 
wird. Man erhält dann durch (2) und (4), wenn y und q 
(=  GC) diejenigen Halbaxen des durch x  bestimmten Schnittes 
und der Grundfläche bedeuten, welche in die auf G senkrechte 
Meridianebene des Paraboloids fallen,

Segment
Cylinder

^Gdx Gdx

Hieraus zieht Archimedes [23] den Schlufs, dafs wenn in 
zwei Segmenten die zugehörigen Durchmesserabschnitte gleich- 
grofs sind, die Segmente es auch sind. Denn sind (Fig. 75) 
{ABC)  und {DEF)  zwei Segmente mit den in und D F  
projicierten Ellipsen als Grundflächen^), während BG  und E H  
die zugehörigen Durchmesserabschnitte darstellen, und sind *)

*) Dafs beide Grundflächen senkrecht auf derselben Meridianebene stehen, 
erreicht Archimedes dadurch, dafs er die eine senkrecht zur Axe 
sein läfst.
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ferner y und z die in G und H  senkrecht auf der gezeichneten 
Meridianebene errichteten Ordinaten des Paraboloids, so erhält 
man aus dem gefundenen Resultat, dafs

{ABC) _  A A B C  y 
{DEF) A D E F  ' z ’

Ist nun BG  == EH,  so ist A A B C  =  A DEF,  wie am 
Schlüsse des vierten Abschnittes bewiesen wurde, und y ^  z.

weil die auf der Meridianebene senkrechten Schnitte durch BG  
und E H  kongruente Parabeln sind. Im allgemeinen verhalten 
sich Segmente desselben Paraboloids wie die Quadrate von BG  
und E H  Bei dem Beweise dieses Satzes [24] kann Arcbi- 
medes sich auf Grund des bereits gewonnenen Resultates an 
den Fall halten, wo die Grundflächen senkrecht auf der Axe 
stehen.

Ein Segment eines Hyperboloids wird auf dieselbe Weise 
bestimmt [25—26], nur tritt der Unterschied ein, dafs man 
hier wegen der Gleichung der Hyi^erbel erhält:

q* c(rt +  c)
Unter Hinweis auf die anderswo gefundene Bestimmung der 
Integrale (4) und (5) wird hier nachgewiesen [2], dafs

•̂0 (6)

Durch eine Vertauschung von +  mit — würde dieselbe 
Bestimmung sich auf das Ellipsoid anwenden lassen; aber

29
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merkwürdig genug benutzt Archimedes nicht die Flächen
anlegung, um hier die Gleichung der Ellipse ebenso darzustellen, 
wie früher die Gleichung der Hyperbel. Dagegen stellt er sie 
in seiner Bestimmung des Volumens eines halben Ellipsoids 
durch einen Gnomon dar, d. h. durch die Differenz zwischen 
zwei Quadraten, die einen Winkel gemeinsam haben; mit anderen 
Worten: er bedient sich nicht der Scheitelgleichung der Ellipse, 
y- =  XX {a — wo x eine Konstante bedeutet, sondern ihrer

Mittelpunktsgleichung, y^ ^  x Dieser Umstand giebt

Archimedes Gelegenheit, das Integral in einer neuen
•̂0

Verbindung zu gebrauchen, nämlich:
a

C « \ j  2/ r t \ ®
- T f i ä )  •

Da Archimedes auf diesem Wege die Stücke des Ellipsoids, 
die durch einen Diametralschnitt senkrecht zur Axe [27] und 
durch einen beliebigen Diametralschnitt [28] abgeschnitten 
werden, gesondert bestimmt, und da er vorher bewiesen hat 
[18], dafs man in beiden Fällen das halbe Ellipsoid erhält, so 
hat er hier i n d i r e k t  den Beweis für den Satz geführt, der 
mit Bezug auf das Umdrehungsellipsoid dem einen von Apol- 
lonius’ Sätzen über Durchmesser im 7ten Buche entspricht, und 
der sich unter anderem folgendermafsen ausdrücken läfst: alle 
iimbeschriebenen Cylinder eines Umdrehungsellipsoids sind gleich 
grofs.

Bei der Berechnung eines von einem halben Ellipsoid ver
schiedenen Segments wird das Integral (G) in einer neuen Ver
bindung bennutzt. Fig. 76 möge eine Meridianebene und A  C 
die Spur einer darauf senkrechten Ebene vorstellen, die das 
Ellipsoidsegment (ABC)  abschneidet. Dann werde der durch 
die Mitte 1) der Sehne AC  gezogene Durchmesser zur Ab- 
scissenaxe und D zum Anfangspunkt genommen. Setzen wir 
nun OD =  € und wie vorhin DC =  q, so ergiebt sich:
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-----------{'^— 2e.r —yj_ 4__ ________

( f - « ) ( f + ' )

Es kommt also darauf an, das Integral

d,c

zu bestimmen, welches, da das erste Glied in der Klammer 
konstant ist, von selbst zerlallt in

d x ,

Hier ist das letzte Integral dasjenige, welches wir (6) genannt 
haben, und dessen Wert Archimedes ausdrücklich vorher be
stimmt fi2] und bei der Berechnung des Hyperboloidsegments 
benutzt hat.

Die Unbeholfenheit, die Archimedes an den Tag zu legen 
scheint, indem er verschiedene Behandlungsarten auf dasllyp(*r-
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boloid und das Ellipsoid anwendet und sich dadurch Iiinsichtlich 
des letzteren scheinbar selbst Schwierigkeiten schafft, mufs uns 
allerdings befremden. Aber bei einem genaueren Eingehen auf 
die Sache müssen wir zugeben, dafs ein grofser Teil der Un- 
beholfenheit seinen Grund hat in der Dürftigheit der Dar
s t e l l u n g s m i t t e l ,  die ihm zu Gebote standen, namentlich 
dann, wenn es sich um etwas so neues wie Integrationen han
delte, und in den im Verhältnis hierzu äufserst strengen For
derungen an die Vollständigkeit der Darstellung, und dafs diese 
formalen Schwierigkeiten hier wie so oft in den Schriften der 
griechischen Mathematiker dem Verfasser Gelegenheit geben, 
sachliche Stärke zu zeigen.

Um gerecht urteilen zu können, müssen wir davon aus
gehen, dafs die Sprache nun einmal so beschaffen war, dafs 
es mit formalen Schwierigkeiten verbunden gewesen sein würde, 
den Beweis für (6) so zu führen, dafs gleichzeitig bewiesen 
wurde, es sei

x{a — x )d x  == c'^{\o — ^c).
)

Der Satz, welcher sich in unserer mathematischen Sprache 
durch diese Formel ausdrücken liefse, würde also ein neuer 
Hülfssatz sein. Da vor ihm keine Integralrechnung existierte, 
so konnte Archimedes sich nicht auf einen von früher her 
existierenden Satz stützen wie der ist, den wir durch die Glei
chung

5 [jc(j-) +  rfx = . +  (7)

ausdrücken, wie klar auch das in diesem enthaltene Princip 
ihm vor Augen gestanden haben mag. Ein vollständiger Beweis 
dieses Satzes, der sowohl auf positive wie negative Rücksicht 
nehmen mufste, liefs sich auch nicht ohne Zerlegung in mehrere 
Sätze führen. Um den Apparat, der vorher bewiesen werden 
mufste, so viel wie möglich einzuschränken, begnügt sich des
halb Archimedes, der aus der Schrift über die Spiralen die 
Formeln (4) und (5) zur Verfügung hat, ^amit aufser Satz 1, 
der an Stelle von ^adx  =  a^dx  tritt, in Satz 2 die Formel (6) 
zu beweisen. Statt die Anzahl von allgemeinen Integrations-
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fornieln noch weiter zu vermehren, bemüht er sich vielmehr, 
die verlangten Kubaturen auf die wenigen zurückführen, die 
hier angegeben sind. Das gelingt auf die dargestellte Art und 
Weise, da die vorher nicht bewiesene Formel (7) in den Fällen, 
wo ip{x) konstant ist, einfach genug wird, um die Beweise für 
ihre Anwendung in die einzelnen Beweise hineinziehen zu 
können.

Hierzu stimmt es, dafs Archimedes in der Schrift über die
nb aa

Spiralen nicht \ =  \ — \  als allgemeines Princip aufstellt, 

sondern sich damit begnügt, nachdem er \ x ^ d x  gefunden hat 

[in 10], \ x ^ d x  besonders zu berechnen [11].

Wir wollen nicht bei den Formen verweilen, in denen 
Archimedes die gefundenen Resultate hervoiireten läfst, son
dern nur bemerken, dafs er an diese einige Aufgaben anschliefst, 
welche er wahrscheinlich selbst gelöst hat, und aus denen wir 
deshalb einige Beispiele für körperliche Aufgaben, die von den 
Alten behandelt worden sind, haben entnehmen können.

Noch eine hierher gehörige Bestimmung hat Archimedes,  
wie sich ergiebt, gekannt, nämlich die des Schwerpunktes  
von einem Segment  eines ümdr e hungs pa r a bo l o i d s ,  das 
durch eine beliebige Ebene abgeschnitten wird^). Diese Be
stimmung kann nicht wohl auf ähnlichem Wege vorgenommon 
worden sein wie die entsprechende beim Parabelsegment; aber 
ebenso wie die Bestimmung vorn Schwerpunkte dieses letzteren 
sich an die von dessen Fläche anschliefst, könnte man auch 
den Versuch machen, ob die Bestimmung vom Schwerpunkte 
des Parabololdsegments sich nicht auch an die von dessen 
Volumen angeschlossen haben könne. Macht man diesen Ver
such, so gelangt man zu demselben Verfahren, welches die

’) Die Lage dieses Schwerpunktes wird direkt und indirekt im ganzen 
zweiten Buch der Schrift über schwimmende  Körper benutzt. Als 
Beispiel für eine Stelle, an der die Lage für ein schief abgeschnittenes 
Segment bestimmt angegeben wird, will ich S. 397, 9 und ii des 
Bandes von Heibergs Ausgabe anfübren.
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Integralrechnung jetzt anwendet, und es zeigt sich, dafs weder 
die Anwendung des Satzes vom statischen Moment noch die 
Integrationen irgendwelche Schwierigkeit dargeboten haben 
können, die Archimedes nicht anderswo überwunden hätte.

Eine Form, unter welcher der Satz vom statischen Moment 
angewandt worden sein kann, lernten wir kennen bei der An
wendung des statischen Moments eines Dreiecks auf die Be
rechnung des Parabelsegments. Diese wollen wir auf den 
gegenwärtigen Fall übertragen. A B C  sei die Spur des Para- 
boloidsegmentes in der Meridianebene, welche senkrecht auf

dessen Grundfläche steht, B F  der durch die Mitte F  der Sehne 
AC  gezogene Durchmesser, und das Segment sei so an einem 
horizontalen Hebel B E  mit dem Unterstützungspmikt in B  
angebracht, dafs die Schwere parallel zu der Spur A C  der 
Grundfläche wirkt. B D  sei der andere Arm des Hebels, an 
dessen Endpunkt I) das ganze Gewicht II des homogenen 
Paraboloidsegments aufgehängt ist. Dann wird Gleichgewicht 
stattfinden, wenn B D  =  z gleich dem Abstande des Schwer
punktes von der Berührungsebene in B  ist.
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Zerlegt man das ßegment durch Schnitte parallel der Grund
fläche und setzt die Summen der Momente der einzelnen Schtn- 
ben, einmal an ihrem eigenen Platze gelassen und zweitens 
in D (als Teile von II) angebracht, einander gleich, so erhält 
man

z ^ y ^ d x  =

wo die Ordinaten der Parabel diejenigen sind, welche zum 
Durchmesser B F  des Segments gehören, während die Abscissen 
auf B E  gerechnet werden und B E  gleich c ist. Hieraus erhält 
man, wenn G der Schwerpunkt ist.

BF^
z
c

S y ^ x d x  \ x ^ d x
_o_______ ^  \ ____

c \ }ßdx  c \ x d x

2
¥

Versucht man andere Arten der Bestimmung, so wird man 
gewifs finden, dafs Archiinedes’ eigene Bestimmung von der 
hier dai*gestellten kaum in anderen Dingen sonderlich abwei
chend gewesen sein kann, als darin, dafs er vielleicht die Be
nutzung von Integrationsformeln vermieden hat durch Zurück- 
fuhrung auf die Bestimmung des Schwerpunktes eines Dreiecks; 
dieser läfst sich durch dieselben Formeln bestimmen, welche 
hier benutzt sind, ist aber von Archiinedes schon früher im 
ersten Buch über das Gleichgewicht ebener Figuren [14] als 
Durchschnittspunkt der Medianen gefunden worden.

Einundzwanzigster Absolmitt

Erster Ursprung der Lehre von den Kegelschnitten.

Im Vorhergehenden war es unser Hauptziel die griechische 
Lehre von den Kegelschnitten in ihrer vollendetsten Gestalt 
darzustellen, so wie sie uns bei Apollonius und, in Bezug
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auf einige Untersuchungen, zu denen Apollonius keinen neuen 
Beitrag geliefert hat, bei Archimedes entgegentritt. Wir be
mühten uns klarzustellen, w as man wufste, w ie man cs be
gründete und wozu man es zu benutzen verstand. Indem 
wir mit Rüchsicht auf die Begründung von solchen Darstellungs
formen absahen, die nur der schriftlichen Behandlung wegen 
ausgearbeitet zu sein scheinen und in keinem notwendigen 
Zusammenhang mit dem zu Grunde liegenden fruchtbaren Ge
dankengang stehen, glauben wir auch oftmals das Wesentliche 
der Wege, welche zu so grofsen Resultaten geführt haben, 
dargelegt, also geomet r i sche  Beiträge zur Kenntnis der E n t 
wicklung geliefert zu haben, welche die Lehre von den Kegel
schnitten bei den Griechen genommen hat.

Dagegen habe ich zu einer eigentlich h i s to r i schen  Dar
stellung dieser Entwicklung, die auch die zeitliche Aufeinander
folge der verschiedenen Fortsclmtte hätte beleuchten müssen, 
kaum andere Beiträge geliefert als Untersuchungen über das, 
was sich bei Apollonius als neu vorfand und was vor ihm 
entweder durch Einzeluntersuchungen oder durch solche um
fassende Werke wie Euklids Kegelschnitte und Aristäus- körper
liche Örter bekannt war. Diese Untersuchungen waren für 
mich notwendig, um das, was ich bei Apollonius vorfand, 
richtig zu würdigen. Sie brachten mich dahin, dem Apollonius 
einen wichtigen Fortschritt in der Auffassung der Kegelschnitte 
zuzuschreiben, nämlich die konsequente Durchführung einer 
gleichzeitigen Betrachtung der beiden Äste einer Hj^perbel. Es 
mufste dahin gestellt bleiben, ob Apollonius zuerst solche 
Schnitte an schiefen Kegeln, deren Ebenen nicht senkrecht auf 
der Symmetrieebene stehen, untersuchte — oder wenigstens 
die Untersuchung derselben durchführte — oder ob auch Ar- 
chiraedes in der Einleitung zu der Schrift über Konoide und 
Sphäroide an diese Schnitte dachte. Ferner wurde nachgewiesen 
oder waJirscheinlich gemacht, dafs nicht nur solche elementare 
Theorien wie die Lehre von den konjugierten Durchmessern, 
von Tangenten, Asymptoten und Brennpunkten, sondern auch 
die Erzeugung der Kegelschnitte als Örter zu vier Geraden und 
die Umformungen dieser Erzeugungsart, ferner der Potenzsatz,
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der Salz über Polaren, die einfachsten Erzeugungen der Kegel
schnitte durch Tangenten und vor allem eine Menge von An
wendungen zur Bestimmung körperlicher Örter und Lösung 
köi-perlicher Aufgaben vor Apollonius bekannt waren, soweit 
dieselben sich ohne Benutzung der beiden Hyperbeläste auf
stellen und beweisen lassen. Die eigenen bedeutenden Ent
deckungen des Apollonius fallen zum Teil innerhalb dieses im 
voraus gegebenen Rahmens, so seine Konstruktion der Nor
malen mit zugehörigem Diorismus, seine Bestimmung der Rela
tionen zwischen den Längen konjugierter Durchmesser u. s. w.

Dafs man, wenn ein solcher Rahmen gegeben ist, den
selben auszufüllen sich bemüht, ist verständlich genug; aber 
in rein historischer Beziehung würde es von gröfserem In
teresse sein, das Entstehen eines solchen Rahmens zu beob
achten. Deshalb ist es von Bedeutung, die Geschichte der 
Lehre von den Kegelschnitten weiter zurück zu verfolgen und 
zu untersuchen, wie diese Lehre zu der Gestalt gelangte, 
die sie zu Euklids Zeit teils, besafs, teils erhielt. Für eine 
solche Untersuchung giebt es aber aufserordentlich wenig Hülfs- 
mittel, so wenig, dafs man sie durch Vermutungen ergänzen 
mufs. Diese Vermutungen jedoch finden mit Rücksicht auf 
das allererste Auftreten der Lehre von den Kegelschnitten so 
viel Anhalt, dafs sie wohl verdienen angeführt zu werden.

Die vorhandenen Angaben beschränken sich 1) auf die 
Tradition^), dafs Me n äc h mu s ,  der Schüler von Plato und 
Eudoxus, die Kegelschnitte gefunden und zur Verdoppelung des 
Würfels angewandt diabe, indem er die beiden mittleren Pro-

Diese tritt namentlich hervor in einem Briefe des Era tos the ne s  
über die Verdoppelung des Würfels, der in Eutokius’ Kommentar zu 
Archimedes’ Schrift über die Kugel und den Gylinder (Archiinedes, 
Ausg. V. Heibei-g, III, S. 102 ff.) mitgeteilt wird, sowie in Eutokius' 
besonderer Darstellung von Menächmus’ Verdoppelung (a. a. 0 ., III, 
S. 92—98). Eine Verdoppelung von Menächmus wird zugleich von 
Plutarch berührt. An einer von Proklus (Ausg. v. Friedlein, S. 111) 
aufbewahrten Stelle bei Ge minus wird Menächmus ausdrücklich «als 
Erfinder der Kegelschnitte bezeichnet. Indessen führt Cantor eine 
Stelle bei Plutarch an, nach der bereits Demokr itus  sich mit Kegel
schnitten beschäftigt haben soll (Vorlesungen, S. 164).
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portionalen mittels der Schnittpunkte zwischen zwei von den 
Kurven

=  ay, y* =■ bx^ xy  =  ab (1)
konstruierte, und 2) auf den in unserem zweiten Abschnitt 
erwähnten Umstand, dafs man in älteren Zeiten nur Schnitte 
betrachtete, die an Umdrehungskegeln durch senkrecht zu 
einer Erzeugenden geführte Schnitte hervorgebracht wurden, 
was Veranlassung zu den Namen gab, welche die Kegelschnitte 
vor Apollonius hatten.

Die zweite von diesen beiden Angaben ist besonders 
merkwürdig. Sie enthält die Aufforderung, einer solchen Be
stimmung der Haupteigenschaften der erwähnten besonderen 
Schnitte nachzuspüren, welche sich nicht mit gleicher Leichtig
keit auf beliebige Schnitte an Umdrehungskegeln anwenden 
läfst. Ich habe denn auch versucht eine solche ausfindig zu 
machen in der Hoffnung, auf diese Weise zu der ursprünglichen 
Bestimmung der Kegelschnitte zu gelangen; aber wenigstens 
hinsichtlich der Ellipse und Hyperbel ist diese Bemühung ohne 
Resultat geblieben. Die Ableitungen der planimetrischen Eigen
schaften der Schnitte, die ich habe finden können, waren alle 
von solcher Beschaffenheit, dafs ich zu keiner anderen Vor
stellung habe gelangen können, als dafs man zu Menächnuis’ 
Zeit, wo Eudoxus seine Verbesserungen in die Proportionslehre 
eingeföhi-t hatte und wo man solche Verallgemeinerungen vor
nahm wie die der Flächenanlegungen sind, die sich in Eukjids 
sechstem Buche finden, sogleich hat bemerken müssen, dafs 
dieselben sich ebenso leicht anwenden liefsen, wenn keiner der 
Winkel zwischen der Schnittebene und den Ei*zeugenden in der 
zur Schnittebene senkrechten Diametralebene ein Rechter war. 
Dafs dieser Umstand, trotz der beständig zunehmenden Be
schäftigung mit den Kegelschnitten, gerade bis zu Apollonius’ 
Zeit unbeachtet geblieben sein sollte, war mir geradezu undenk
bar; aber im zweiten und neunzehnten Abschnitt habe ich 
denn auch nachgewiesen, dafs dies nicht der Fall war.

Schon die Thatsache, dafs man sich in der allerersten 
Zelt damit begnügte Schnitte von Ebenen senkrecht zu einer 
Eizeugenden zu behandeln, verlangt nach meiner Meinung eine
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Erklärung. Diese finde ich darin, dafs man es nicht  als 
seine Aufgabe be t r a ch t e t e ,  ebene Schni t t e  an Kegel
f lächen zu suchen,  sondern  dafs man umgekehr t  
eine Dars te l l ung  von Kurven suchte ,  von denen  man 
bere i t s  Kenntni s  besafs. Ein solches Ziel erreichte man 
eben am besten durch eine vollkommen bestimmte und be
grenzte Form der Darstellimg.

Diese Erklärung stimmt gut zu dem, was über die Ver
bindung zwischen der Entdeckung der Kegelschnitte und der 
Verdoppelung oder Multiplikation des Würfels mitgeteilt wird. 
Wie bereits früher angeführt, wird berichtet, dafs Hippokra t e s  
von Chius die letztere auf die Konstruktion von zwei mittleren 
Proportionalen x  und y zwischen den gegebenen Strecken a 
und b zurückgeführt habe. Diese mittleren Proportionalen 
werden bestimmt durch

X ^  y b
Als man dies gefunden hatte, mufsten die Bestrebungen darauf 
ausgehen zwei geometrische Örter zu finden, deren Schnitt
punkte die Möglichkeit gewähren diese Konstruktion auszuführen. 
Gewifs war man von Anfang an bemüht durch Umformung der 
Proportionen solche Relationen zwischen x und y zu finden, die 
sich durch Kreis und Gerade darstellen liefsen, also zu der 
gewöhnlichen geoihetrischen Konstruktion führten.

Zunächst boten sich dann die Verbindungen zwischen Ab- 
scisse und Ordinate eines Punktes dar, die unmittelbar durch 
die Proportionen (2) oder deren Umformungen (1) ausgedrückt 
werden. Eine genauere Prüfung der dadurch ausgedrückten 
Verbindungen zwischen x  und y zeigte indessen bald, dafs diese 
Örter keine Geraden oder Kreise sind. Da auch Umformungen 
und Kombinationen der Gleichungen nicht zu zwei solchen 
Örtern führten, so kehrte man zu den Proportionen (2) als 
den einfachsten Relationen zurück. Diese wurden dann zum 
Gegenstand einer immer eingehenderen Untersuchung gemacht. 
Das Ziel dieser mufste darin bestehen herauszubringen, ol> 
sie nicht einen von Gerade und Kreis verschiedenen geome
trischen Ort darstellten, auf den man entweder vorher schon
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gelrofTen war oder von dem man eine g e o m e t r i s c h e  Defini
tion geben konnte. Ohne eine derartige Definition würde man 
nfcht gewagt haben, die betreffenden Kurven als solche au f 
z u s t e l l e n ,  wenn auch die vorliegende Untersuchung es fak
tisch mit sich brachte, dieselben auf Grundlage der in der 
Gleichung gegebenen Definition zu studieren. Das, was man 
dem Menächmus zu verdanken hat, würde dann die geome
trische Bestimmung der fraglichen Kurven sein, und zwar als 
Schnitte, die auf bestimmte Art an geraden Kegeln hervor
gebracht werden. Es kam nur darauf an eine solche Bestim
mung zu erlangen als eine Art Bürgschaft dafür, dafs man es 
mit wirklichen Kurven zu thun habe; war dies geschehen, so 
konnte man ruhig in der Anwendung der Gleichungen zur 
weiteren Untersuchung dieser Kurven fortfahren. Ob dieselben 
sich auch auf andere Weise als Schnitte an Kegeln hervor
bringen liefsen, war unwesentlich.

Diese stereometrische Bestimmung der Kurven, welche den 
Relationen zwischen den beiden mittleren Proportionalen ent
spricht, war, wie wir im elften Abschnitt erwähnt haben, von 
A r c h y t a s  und E u d o x u s  vorbereitet. Um wissen zu können, 
wie weit diese Vorbereitung gelangt war, müfste man Eudoxus’ 
Lösung kennen. Will man sich an Tannerys Hypothese hier
über' ) anschliefsen, so bestand dieselbe in einer Anwendung 
von einer Projektion einer der Raumkurven, welche bei Ar
chytas Lösung benutzt werden. Die Eigenschaften der Projek
tion müfsten dann zurückgeführt worden sein auf eine plani- 
metrische Bestimmung und auf eine Konstruktion der mittleren 
Proportionalen mittels der Schnittpunkte zwischen dieser Kurve 
und einem Kreise (der Spur von Archytas’ Cylinder), und w’̂ enn 
die Konstruktion auch an sich in nichts anderem bestand als 
in einer Übertragung von Archytas’ Konstruktion auf eine 
Ebene mit Hülfe von Projektion und Schneidung, so müfste 
man doch annehmen, dafs sie unabhängig von jener und auf 
planimetrischem Wege bewiesen worden sei. Wenn hier also 
auch eine Übertragung von Raumkurven und räumlichen Kon- *)

*) Menioires de la Soci6t6 de Bordeaux, 2“® s6rie, T. II.
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struktionen auf die Ebene und auf planimetrische Bestimmungen 
und Konstruktionen vorliegen mag, so wird dieselbe dennoch 
Menächmus zum Vorbilde haben dienen können, wenn er um
gekehrt eine ihn befriedigende Bestimmung gewisser Kurven, deren 
planimetrische Haupteigenschaften und planimetrische Anwen
dung im voraus gegeben war, suchte und auf diesem stereo- 
metrischen Wege fand^).

Diejenigen von den Kurven (1), die sich am unmittel
barsten als Kegelschnitte haben darstellen lassen und bei denen 
die eigentümliche Erzeugung durch Schnitte, die senkrecht auf 
einer Erzeugenden stehen, in der That einige Erleichterung^) 
gewährt, sind die Parabeln. Es sei (Fig.78) T K C  ein Axenschnitt 
eines geraden und rechtwinkligen Kegels mit den Spitze T  und 
A P  sei die Spur einer Schnittebene, die senkrecht auf der 
Erzeugenden T K  steht. Zwei Punkte der Kurve, in der diese 
Ebene den Kegel schneidet, sind in P  auf die Ebene der Figur 
projiciert; den Abstand dieser Punkte von P  wollen wir y 
nennen, während A P  gleich x ist. Wenn A I  |1 G P H  H KC, 
so hat man
y* =  G P . P H  ^  V ^ . A P . A I ^ V i . x . V i ^ A L  =- ^ A L . x ,  *)

*) Wenn (vergl. Cantor, Vorlesungen. S. 201) gesagt wird, dafs P lato  
Archytas, Eudoxus und Menächmus getadelt habe, weil sie hei der 
Verdoppelung des Würfels ihre Zuflucht zu mechanischen Arten des 
Verfahrens genommen hätten, so erscheint dieser Tadel unbillig, 
unter anderem auch aus dem Grunde, weil wieder die Konstruktion 
von Archytas noch die Bestimmung von Kurven als Schnitten an Kegeln 
sonderlich leicht mechanisch auszuführen ist. Jedoch hatte Plato 
einigen Grund zu seinem Tadel, wenn derselbe aussprach, dafs die 
erwähnten Männer nicht gewagt hätten die Kurven, welche sie be
nutzten — Menächmus namentlich die Parabel und Hyperbel — als 
ausreichend deflniert durch die planimetrischen Grundeigenschaften zu 
betrachten, die wir durch ihre Gleichungen und die Griechen auf 
entsprechende Weise darstellen, sondern es für notwendig gehalten 
hätten, denselben eine auf sinnlichen Vorstellungen ruhende Definition 
zu geben, die doch bei der weiteren Untersuchung nicht benutzt 
wurde.

*) In der Ableitung der Haupteigenschaften der verschiedenen Schnitte, 
die ich hier dem Menächmus zuschreibe, weiche ich nicht wesentlich 
ab von Br e t sc hne id e  r. Die Geometrie und die Geometer vor Euklid.
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WO L  den Schnittpunkt zwischen der Axe des Kegels und der 
Schnittebene bezeichnet. Dann erhält der Schnitt die Gleichung

wo p =  2 Ä L  =  i T A  konstant ist. Umgekehrt läfst sich 
— und das betrachtete man gewifs als die Hauptsache —

jede solche Kurve durch Abtragen von T A  == auf die hier 
angegebene Weise als Schnitt an einem geraden und recht
winkligen Kegel bestimmen. Von der hier gegebenen Form der 
Bestimmung hat der halbe Parameter der Parabel den Namen 
erhalten, der sich noch bei Archimedes findet [Über Konoide 
und Sphäroide 3 und anderswo]: „Das Stuck bis zur Axe*, 
d. h. der Abstand A L  vom Scheitelpunkt A  des Schnittes bis 
zum Schnittpunkt L  mit der Axe des Kegels.

Dafs die dritte von den Kurven (1), nämlich die auf ihre 
Asymptoten bezogene Hyperbel, sich auch als ebener Schnitt 
an einem Kegel darstellen läfst, hat man nicht so unmittelbar 
erkennen können^). Die Gleichung =  constans“ für die 
auf ihre Asymptoten bezogene Hyperbel wird erst in Apollo- 
nius’ zweitem Buche gewonnen, nachdem die Sätze über Durch
messer gefunden sind. Am einfachsten erhält man diese Glei
chung aus dem Umstande, dafs die Sehne, welche von einer

In neu erschienenen Abhandlunji^en (Bulletin des Sciences Math. 1886. 
S. hl und Hei-niathena, V, S. 42:2) riufsern Tannery und All  man  
sogar Zweifel darfther, ob Menächinus dies überhaupt erkannt hat. 
Doch wird man hier sehen, dafs die Tradition über seine Benutzung 
der Hyperbel geometrisch nicht unmöglich ist.
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Hyperbel auf einer beliebigen Geraden abgeschnitten wird, 
dieselbe Mitte hat wie die von den Asymptoten «abgeschnittene 
Sehne, und dieser Satz beruht wieder darauf, dafs alle Reihen 
von parallelen Sehnen geradlinige Durchmesser haben. Indessen 
ist es keineswegs leicht, diese Sätze für alle Sehnenrichtungen 
aus der Darstellung der Kurve als eines Schnittes am Kegel 
abzuleiten, und nichts deutet darauf hin, dafs man eine solche 
Ableitung vorgenommen habe.

Daher ist es wahrscheinlicher, dafs man die Asymptoten
gleichung aus der Axengleichung abgeleitet habe und umgekehrt, 
und dafs man dann, wie Archimedes und Apollonius thaten, die 
Axengleichung mit der Erzeugung der Kurve als Schnitt an einem 
Kegel in Verbindung gebracht habe. Die Verbindung zwischen 
der Asymptotengleichung und der Axengleichung ist nämlich, 
besonders für die gleichseitige Hyperbel, sehr leicht zu erken
nen, nicht nur wenn man sich der modernen Darstellung der
selben:

p — y  ̂ ^ +  y 
1/2 |/2

bedient, wo und — die Abstände des Punktes (x, y)

von den Asymptoten sind, sondern auch wenn man den Glei
chungen ihre antike geometrische Form giebt. In diesem Falle 
läfst sich derselbe Übergang mit Hülfe von Euklid II, 8 oder 
durch unmittelbare Benutzung einer Figur bewerkstelligen. Sind 
ON und OR (Fig. 79) die Asymptoten und OÄ die erste Axe

I _  y *  =  (X —  (X  +  y )  =

■Kf
/ /

/ / !
-g -  i j«

«X

\

Fig. 79.
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einer gleichseitigen Hj^perbel, OP =  x  und P M  «= y die auf 
diese bezogenen rechtwinkligen Koordinaten eines Kurven
punktes M, und sind die Linien M N  und M B  den Asymptoten 
parallel, so ist

-Jx* — ^y-  — Viereck O S M U  — Rechteck OB M N ,  
da A N M C r = A B S O .

Es kommt also nur darauf an herauszubringen, wie Me- 
nächmus solche Schnitte an geraden Kegeln bestimmt haben 
kann, welche die auf ihre Axen bezogene gleichseitige Hyperbel 

y* =  X* — Ja*
ergeben oder, was mit Rücksicht auf die in Euklids zweitem 
Buche enthaltenen und zu Menächmus’ Zeit wohl bekannten 
Methoden und Re.sultate ganz gleichbedeutend war, die Hj’perbel

y* =  x . x ^ ,
wenn x  und a;, die Abstände des Fufspunktes P  der Ordinate 
von den durch y l j O = O A  =  | a  bestimmten Scheitelpunkten 
A^ und A  bedeuten.

T K C  (Fig. 80) möge den Axenschnitt eines Umdrehungs
kegels darstellen, dessen Scheitelpunktswinkel T  wir vorläufig

Fi(f. 80.

unbestimmt lassen; A P  sei die Spur einer senkrecht zur Er
zeugenden T A  gelegten Schnittebene und A, der Schnittpunkt 
dieser Spur mit der Eraeugenden TC. Die in einem Punkte P
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der Spur errichtete Ordinate y de.s Schnittes wird dann be
stimmt durch

y* =  G P . P H ,
wenn G H  || KC.

Um diesen Ausdruck weiter umzuformen, ziehe man 
A I  \ KC,  sowie die Axe des Kegels T L ,  und parallel zu der 
letzteren I F  und HQ.  Dann findet man, da G, A, H, Q auf 
einem Kreise liegen, dafs

A F/« =  G P . P H A P . P Q  =  A P .  r̂ , . A , P  A . A  *
2 A L

. X  . X 1»Aŷ  A
wo A P  X und AyP Xŷ  die Abstände des Fufspunktes P  
der Ordinate von den festen Punkten A  und Aŷ  bedeuten.

Soll nun die dargestellte Hyperbel gleichseitig werden, so 
mufs A L  =  \Ay^A sein. Will man also eine Kegelfläche 
durch eine gegebene gleichseitige Hyperbel legen — und hierauf 
kam es namentlich an — so mufs man auf der Verlängerung 
der Axe A y A  über A  hinaus A L  =  \ A ^ A  ab tragen und 
darauf das bei A rechtwinklige Dreieck Aŷ  T A  so konstruieren, 
dafs T L  den Nebenwinkel des Dreiecks winkeis T  halbiert. 
Der um das Dreieck A y A T  beschriebene Kreis schneidet dann 
L T  m einem Punkte S,  der auf der Mittelsenkrechten von 
A y A  liegen mufs. Da Winkel A y S T  ein Rechter ist, so mufs 
der Punkt Ä ferner auf dem Kreise über A y L  als Durchmesser 
liegen. Somit ist S  und dadurch wieder T  bestimmt.

Diese Bestimmung einer gleichseitigen Hyperbel als Schnittes 
an einem geraden Kegel läfst sich ebenso leicht auf eine be
liebige Hyperbel oder auf eine Ellipse anwenden; im letzten 
Falle erhalten die verschiedenen Punkte eine etwas andere 
Lage, aber alle Operationen bleiben dieselben. Das konstante

Verhältnis — erhält nur .statt 1 den Wert
XX,

—, , oder A LAyA
wird der h a l b e  P a r a m e t e r .  Die.se Konstante wird also für 
die Ellipse und Hyperbel in vollkommener Übereinstimmung 
mit dem Namen bestimmt, den sie oben, wie wir gesehen 
haben, von Archimedes für die Parabel erhielt, nämlich als

30
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„das S t ück  bis  zur  Axe“ , d. h. das Stück vom Scheitel
punkt A  der Kurve bis zum Schnittpunkt mit der Axe der 
Kegelfläche. Für die Parabel ist diese Benennung eigentlich 
nicht sehr bezeichnend; denn dasselbe Stück kommt auch 
anderweitig in der Figur vor (vergl. Fig. 78), nämlich als das 
Stück 7'A, welches der Schnitt auf der senkrecht auf ihm 
stehenden Erzeugenden der Kegelfläche abschneidet, und auf 
diese letztere Art wird in der That die Kegelfläche am leich
testen bestimmt, die durch eine gegebene Parabel gehen soll. 
Für die Ellipse und Hyperbel benutzt man dagegen — wie wir 
hinsichtlich der gleichseitigen Hyperbel, bei der p =  «, gesehen 
haben — gerade den halben Parameter, um den Punkt L, 
durch den die Axe des Kegels gehen mufs, zu bestimmen. Es 
ist deshalb anzunehmen, dafs Ai*chimedes’ Benennung für den 
halben Parameter der Parabel auch bei der Ellipse und Hy
perbel, wo dieselbe bezeichnender ist als bei der Parabel. 
Anwendung gefunden hat.

Die Annahme, dafs bereits Menächmus alle drei Kurven 
auf diese Weise bestimmt habe, stimmt vollkommen zu der An
gabe, dafs er die dre i  Kegelschnitte gefunden habe^). Es ist 
nicht unwahrscheinlich, dafs die Ellipse vorher schon bei den 
Griechen, in deren Baukunst der Cylinder so häufig vorkoinmt, 
als C y l i n d e r s c h n i t t  bekannt war. Auf ein so frülizeitiges 
Vorkommen, das schwerlich auf einfacherem Wege als auf dem 
genannten möglich war, deutet vielleicht der Umstand, dafs 
die Ellipse ihren eigenen alten Namen {^tjpeng)^) hatte. Me
nächmus könnte also erkannt haben, dafs diese im voraus be
kannte Kurve sich als Schnitt an Kegeln auf dieselbe Weise 
bestimmen liefs, wie er Parabeln und die gleichseitige Hyperbel 
bestimmt hatte. Dafs er bei Ableitung der Haupteigenschaften 
der Schnitte im wesentlichen den hier beschriebenen Weg ge
gangen ist, der abgesehen von der besonderen -Lage der Schnitte

Die Menächinische Triade; Eutokius' Kommentar zu Archimedes. Aus>r> 
V. Heiberg. III, S. 1

*) Veigl. Heibeig, Lillerargeschichtliche Studien Tiber Euklid. S .88 , wo 
diese Namengebung jedoch dem Menächmus zugeschriehen wird.
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mit dem zusainmeiifallt, der später von Archimedes bei seinen 
Untersuchungen über verschiedene Schnitte an schiefen Kegeln 
und von Äpollonius bei seinen allgemeineren Untersuchungen 
eingeschlagen wurde, scheint mir zweifellos zu sein, da ein 
solches Verfahren zu allen vorliegenden Angaben stimiiit und 
keine Spuren von anderen Herleituiigen aufbewahrt sind.

Ist inan nun wirklich bei der Bestimmung von Schnitten 
senkrecht zu einer Erzeugenden eines geraden Kegels in der 
angegebenen Weise verfahren, so ist es einleuchtend, dafs 
man sofort auch die Beschaffenheit eines beliebigen Schnittes 
an einem geraden Kegel oder eines Schnittes senkrecht zur 
Syrametrieebene eines schiefen Kegels finden inufste, s o b a l d  
ma n  n u r  a u f  die Idee  kam d a n a c h  zu f ragen.  Wenn 
es mir auch gelungen ist dem Umstande, dafs die Winkel bei A 
Rechte sind, eine formale Bedeutung zu geben, so gewährt 
die besondere Lage der Schnittebene dennoch keine wesent
liche Vereinfachung bei der Bestimmung der planimetrischen 
Eigenschaften der Schnittkurven, sondern nur bei der Bestim
mung der zugehörigen Konstanten. Sollte nun wirklich einige 
Zeit vei*gangen sein, ehe man fand, dafs allgemeinere Bestim
mungen der Lage der Schnitte nicht zu neuen Kurven führten, 
so kann der Grund dafür nur der sein, dafs man gar keinen 
Wert darauf legte Eigenschaften ebener Schnitte am Kegel zu 
kennen, sondern dieses stereometrische Mittel nur anwandte, 
um gewissen Kurven, die auf Grundlage planimetrischer Eigen
schaften untersucht wurden, eine Definition zu geben, die man 
für strenger geometrisch hielt. Eine Veranlassung, ebene Schnitte 
an Kreiskegehi im allgemeinen zu untersuchen, mufstcj die antike 
Optik, d. h. Lehre von der Perspektive, wie wenig entwickelt 
sie auch sein mochte, doch bald darbieten, und innerhalb der 
oben angeführten Begrenzung konnten die Resultate dann nicht 
ausbleiben.

Dafs man die engere stereometrische Def i n i t i on  und 
die h i e r a n  s ich a n s c h l i e f s e n d e n  B e n e n n u n g e n  lange 
festhielt, nachdem man gesehen hatte, dafs dieselben Kurven 
.sich stereometrisch auch auf andere Art darstelh'ii liefsen, 
erklärt sich ausschliefslich durch die einfache Form, welche die
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Konstantenbestimmung, wie wir gesehen haben, annimmt, wenn 
die Schnitte senkrecht zu einer Erzeugenden eines geraden 
Kegels geführt werden, da dann der halbe Pai^ameter „das 
Stück bis zur Axe“ wird, und durch die damit zusammen
hängende einfache Art einen Kegel durch eine gegebene Kurve 
zu legen.

Die alten Beneimungen der Kurven finden sich, wie wir 
hier und iin zweiten Abschnitt erwähnt haben, noch bei Ar- 
chimedes. Die ihnen entsprechende definitionsmäfsige Dar
stellung der Kegelschnitte fand sich, wie aus Pappus' Erwäh
nung^) hervorzugehen scheint, noch in A r i s t ä u s ’ körperlichen 
Örtern, wo sie recht wohl etwa dieselbe Form gehabt haben 
kann, welche wir hier der Bestimmung von Menächmus gegeben 
haben.

Dies kann durchaus zu dem Inhalt und den Zwecken 
stimmen, die wir Aristäus’ Büchern über körperliche Örter bei- 
gelegt haben: Behandlung solcher geometiischen Örter in der 
Ebene, die Kegelschnitte werden. Hätte Aristäus im besonderen 
eine slereometrische Untersuchung beabsichtigt, wie der Name 
seiner Schrill vielleicht erwarten lassen könnte, so wüi*de er 
sicherlich über die eng begrenzte Weise, in der er die Örter 
als Schnitte an Kegeln darstellte, hinaus gelangt sein. Dagegen 
ist es ganz natürlich, dafs er seine Untersuchung über das 
Vorkommen der Kegelschnitte als geometrischer Örter in der 
Ebene mit dem Nachweise begonnen hat, dafs die Kurven, 
welche er behandelt, das Recht haben den Namen ,Kegel- 
schnitte‘ zu führen. Dafür war es ausreichend, dafs er, von 
den übrigen Darstellungsarten, die ihm möglicherweise bekannt 
waren, absehend, sich mit einer e i nz igen ,  bestimmten be
gnügte und zwar mit derjenigen, die von Anfang an der Be
stimmung der Kegelschnitte zu Grunde gelegt worden war.

Pappus scheint nach seinen Aussprüchen weiter zu gehen 
und dem Aristäus die Einführung der Namen ,Schnitt eines 
spitzwinkligen, rechtwinkligen und stumpfwinkligen Kegels‘ bei- 
zulegen. Indessen darf man auf dieses Zeugnis kein sonder

*) Vergl. Anhang 2.
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liches Gewicht legen. Wenn Pappus in der Sc'hrift dos Ari- 
stäus, die er kannte und die älter ist als die Schriften von 
Euklid und Archimedes, in denen dieselben Benennungen vor- 
konunen, eine Darstellung der Erzeugungsart angetroflfen hat, 
welche diesen Namen zu Grunde liegt, so kann dies Grund 
genug für ihn gewesen sein zu glauben, dafs Aristäus diese 
Namen eingefuhrt habe.

Indessen ist dieser Umstand von sehr geringer Bedeutung, 
wenn es sich nur um die Namen selbst handelt; denn diese 
haben sich jedenfalls an die vorher gebräuchlichen Erzeugungs
arten angeschlossen. Dafs zugleich mit den Namen auch die 
entsprechenden eigentümlichen Erzeugungsaiien, die überall 
sonst a l l en  älteren Schriftstellern zugeschrieben werden, erst 
von Aristäus herrühren sollten, halte ich für unannehmbar.

Zweiundzwanzigster Abschnitt.

Veifall der griechischen Geometrie; Ausblick auf die spätere Entwickelung 

und Bedeutung der Lehre von den Kegelschnitten.

Aus der Zeit nach Apollonius kennen wir keinen einzigen 
wesentlichen Fortschritt in der griechischen Lehre von den 
Kegelschnitten. Jedoch darf man hieraus nicht schlielsen, dafs 
kein solcher gemacht worden sei. Wir haben stets darauf hin
gewiesen, dafs diese Lehre nicht in einer so entwickelten Ge
stalt wie bei Apollonius auftreten konnte, ohne dafs man gleich
zeitig vieles fand, was in seinem Werke keinen Platz erhalten 
konnte; aber man mufs auch sagen, dafs dieses und die daran 
angeschlossenen Untei’suchungen so viele Keime, so viele Auf
gaben enthielten, welche tüchtige Schüler der grofsen Geometer, 
sogar ohne neue Bahnen zu brechen, zur Entwickelung bringen 
oder lösen konnten, dafs aufserordentlich gewichtige äufsere 
Gründe nötig waren, um die Entwickelung unmittelbar nach

/
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Apollonius zum Stillstand zu bringen. Einen wesentlichen 
Grund dafür, dafs solche Arbeiten spurlos haben verloren 
gehen können, haben wir bereits angeführt, nämlich den, dafs 
sie, die auf der bei Aristäus, Euklid, Archimedes und Apollo
nius Vorgefundenen Grundlage weiter aufgebaut wui-den, zu 
schwierig waren, als dafs sie die Männer interessieren konnten, 
welche im späteren Altertum die mathematischen Studien 
Wiederaufnahmen, und denen wir die Erhaltung einiger Schriften 
der genannten Schriftsteller und Angaben über andere ver
danken.

Indessen ist zugleich in dieser unserer Annahme enthalten, 
dafs wir Apollonius’ Nachfolgern keine Entdeckungen zuschreiben, 
die bedeutend genug gewesen wären, um bis zu der Grundlage 
selbst durchzudringen und diese zu vereinfachen. Das Entstehen 
solcher Entdeckungen, die ihrei*seits wieder neue Untersuchungen 
hätten hervorrufen müssen, würde in noch höherem Mafse die 
Erklärung des Verfalls erschweren, der ganz sicher nach diesem 
„Zeitalter der Epigonen“ ') nicht ausgeblieben ist.

Ein sehr wesentlicher Teil der Gründe für diesen Verfall 
lag in äufseren Umständen; damit aber diese so stark wirken 
konnten, dafs über anderthalb Jahrtausende dahin gingen, 
bevor eine so kräftig entwickelte Wissenschaft wie die grie
chische Geometrie neue Früchte ansetzte, mufsten auch gewisse 
i n n e r e  B e d i n g un g en  vorhanden sein. Diese w*ollen wir 
hier zusammenzustellen versuchen, w-enn wir auch schon iin 
Vorhergehenden auf dieselben hingewiesen haben.

Wir haben schon mehrfach hervorgehoben, dafs bei den 
Griechen, namentlich wegen der zahlreichen Verwendung von 
Figuren, die schriftliche Mitteilung weit hinter der mündlichen 
zurückstand. Dieser Umstand hat die fortgesetzte Blüte der 
Geometrie in hohem Grade von Zufälligkeiten abhängig gemacht, 
und eine Wirkung dieses Umstandes läfst sich schon daiin 
erkennen, dafs die Mathematik in ihrer besten Zeit mit einer 
einzelnen Stadt, Alexandria, so eng verknüpft w^ar, dafs sich 
so ŵ eit man w'eifs nur einer der grofsen Mathematiker aufser-

*) Canlor, Vorlesungen, S. 301.
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lialb dieser Stadt aufhielt, mit der er jedoch in unausgesetzter 
"Verbindung stand. Unglücksfalle, welche diese Stadt trafen, 
mufsten deshalb auch die Wissenschaft treffen; sie inufsten die 
mündliche Tradition unterbrechen, und für diese gewahrte das 
schwierige Studium der überlieferten Schriften keinen genügenden 
Ersatz. Ziemlich unbedeutende Umstände konnten deshalb 
einen w'esentlichen Rückschritt bewirken oder es doch vor
läufig so schwierig machen die einmal gewonnenen Grenzen 
festzuhalten, dafs man nicht daran denken konnte dieselben 
durch Hineinziehen neuer Gesichtspunkte zu erweitern.

Welches waren nun die Grenzen, welche die griechische 
Mathematik nicht überschreiten konnte ohne neue Hülfsmittel 
zu schaffen? Oder, welcher Begrenzung unterlagen ihre Hülfs- 
mittel an und für sich?

Die Antwort darf nicht lauten, dafs es an einer Algebra 
oder an einem Organ für die Behandlung allgemeiner Gröfsen 
gefehlt habe; denn ein solches Organ besafs man in der geo
metrischen Darstellung dieser Gröfsen durch Strecken, Flächen 
und zum Teil durch Volumina. Die Begrenzung bestand darin, 
dafs dieses Organ, wie vortrefflich — Avenigstens beim Selbst
studium und bei persönlicher Mitteilung — es auch in seiner 
Anwendung auf Operationen vom zweiten oder höchstens 
dritten Grade sein mochte, doch äufserst schwierig zu hand
haben war, wenn man zu Ausdrücken höherer Grade gelangte, 
die durch Zusammensetzung von Verhältnissen dargestellt wer
den mufsten. Eine höhere Potenz mufste nämlich immer als 
ein bestimmtes Glied einer fortlaufenden Proportion oder, was 
dasselbe ist, einer geometrischen Reihe dargestellt Averden. 
Dadurch wurde es bedingt, dafs man einerseits in der direkten 
Behandlung quadratischer Gleichungen soAvie in der Lehre âou 
den Kegelschnitten und der daran angeschlossenen Behandlung 
von Gleichungen diitten und vierten Grades oder doch von 
Aufgaben, die von diesen abhingen, sich so hoch erheben 
konnte, Avährend andererseits alle Untersuchungen, AÂ lche lüer- 
über hinausgingen, Avie verdienstlich die.selben auch einzeln 
genommen sein mochten, durchaus der Allgemeinheit und Voll-
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ständigkeit entbehrten, die wir in der Lehre von den Kegel
schnitten kennen gelernt haben.

Indessen dürfen wir bei der Thatsache nicht stehen blei
ben, dafs diese Grenze nun einmal existierte und dafs keine 
sonderliche Aussicht vorhanden war dieselbe zu überschreiten, 
n a c h d e m  die Zeit des Verfalls einmal begonnen hatte: es 
sind positive Gründe erforderlich, um zu erklären, weshalb die
selbe nicht bereits während der Blütezeit entweder durch Bil
dung einer wenn auch rudimentären Zeichensprache oder mög
licherweise auf andere Weise überschritten wurde. Denn eine 
Zeichensprache entsteht nicht plötzlich durch eine geniale Idee, 
wird also auch nicht dauernd vermifst, wenn sie nicht von 
selbst sich bei dem einen oder anderen einstellt: sie wird .sich, 
mit Abkürzungen beginnend, einfinden, wenn das Bedürfnis 
danach vorhanden ist, und dafs sie griechischer Denkweise 
nicht fremd war, sehen wir bei D i o ph a n t u s .  Nun sollte 
man glauben, dafs dieses Bedürfnis leicht Gelegenheit gefunden 
haben müfste sich geltend zu machen zu der Zeit, wo die 
Geometrie sich *so kräftig entwickelte. Allerdings konnten die 
neuen Ideen, welche in das Gebiet, das die griechische Algebra 
beherrschen konnte, hineingetragen wurden, die Mathematiker 
zur Genüge beschäftigen; aber zwischen den mathematischen 
Aufgaben findet auch ein solcher Zusammenhang statt, dafs 
Beschäftigung auf einem Gebiete die Gedanken stets auf ein 
anderes hinüberleitet. Wie oft wird sich beispielsweise gezeigt 
haben, dafs eine Aufgabe, die ein Geometer als ebene Aufgabe 
zu lösen versuchte, die Benutzung einer Kurve höherer Ord
nung verlangte; diese ist dann manchmal in dem einzelnen 
Falle bestimmt worden. Das Eintreten mehrerer solcher Fälle 
mufste dann die Aufforderung enthalten, solche gemeinsamen 
Darstellungsmittel für diese linearen Örter zu suchen wie die 
sind, welche man für die Kegelschnitte besafs. Auch in mannig
fachen anderen Formen mufste die Aufforderung zur Erweite
rung der Algebra sich darbieten.

Um zu verstehen, weshalb die Algebra dennoch keine 
solche Erweiterung erfuhr, mufs man sich vei^gegenwärtigen, 
was die Griechen in t h e o r e t i s c h e r  B e z i e h u n g  dadurch
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gewannen, dafs sie die Algebra an eine geometrische Darstel
lung und an die Lehre von den Proportionen anschlossen. Wir 
haben im ersten Abschnitt erwähnt, dafs man die arithmetische 
Bedeutung des Produktes zweier Zahlen dadurch nicht fahren 
liefs, dafs man dasselbe durch eine Fläche darstellte. Wenn 
die Seiten a und b eines Rechtecks in einem r a t i o n a l e n  
Verhältnis standen, so wurde das Rechteck geradezu benutzt, 
um das Produkt der Zahlen darzustellen, welche das Verhältnis 
der Seiten zu einem gemeinschaftlichen Mafs ausdrückten. Waren 
a und b dagegen inkommensurabel, so existierten nach griechi
scher Auffassung ebenso wenig solche Zahlen wie ein Produkt 
derselben. Das Rechteck war dann für die Griechen ke in  Pro
dukt, aber es t r a t  an d i e S t e l l e  eines solchen und gewährte 
ihnen denselben Nutzen wie dasjenige, was wir das Produkt 
von zwei irrationalen Zahlen nennen. Durch die geometrische 
Darstellung waren sie also imstande die Vorteile zu geniefsen, 
welche diese Erweiterung des Begriffes ,Produkt‘ den Mathe
matikern der neueren Zeit gewährt, ohne dafs sie nötig hatten 
diesen Begriff einzuführen, dessen Definition Schwierigkeiten 
verursacht haben würde. Dafs die Griechen mit einigem Recht 
die Bedeutung desselben ohne eine solche Definition nicht als 
einleuchtend betrachteten, wird von den Mathematikern unserer 
Zeit, die ja gerade auch auf diesem Gebiete eine möglichst 
grofse Stringenz erstreben, eingeräumt. Dafs die Alten ihrer
seits sich in der That dieselben Skrupel machten und nicht 
blofs durch die geometrische Darstellung praktische Vorteile 
erstrebten, sehen wir aus ihrer Proportionslehre, wo die ge
nannte Schwierigkeit nicht umgangen sondern überwunden 
wird, wo aber die allgemeine Gröfse, welche rational oder 
irrational sein kann, in der für praktische Operationen wenig 
günstigen Form eines Verhältnisses auftritt, das nicht unmittel
bar den für Zahlen geltenden Rechenoperationen unterworfen, 
sondern durch eine Zusammenkettung von Sätzen behandelt 
wird.

Es mufste also die theoretische Bedeutung, welche die 
angeführten Mittel der Darstellung besafsen, Furcht davor er
wecken dieselben mit anderen Hülfsmitteln zu vertauschen;
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denn diese niufsten mit einer rdinlichen Befestigung wie die 
elementare Geometrie und die Proportionslehre umgürtet wer
den, bevor man sich für berechtigt halten durfte sie in Ar
beiten, die Anspruch auf wissenschaftliche Stringenz erheben 
sollten, anzuwenden. Der Umstand aber, dafs auch nicht die 
Zwecke des praktischen Lebens die Furcht davor aufhoben mit 
irrationalen Gröfsen so zu operieren, als ob es Zahlengröfsen 
wären, findet seine Erklärung in der scharfen Trennung, welche 
zwischen Geometrie auf der einen und Landmessen und Logi
stik auf der anderen Seite bestand, und die ihren Grund in 
den strengen logischen Forderungen hatte, die man innerhalb 
der Geometrie stellte. Das Bedürfnis nach einer Rechnung 
mit Gröfsen, die nur mit einer gewissen Annäherung bekannt 
waren, mufste sich häufig einstellen. Eine exakte Behandlung 
solcher Aufgaben verlangte indessen jedesmal eine genaue Be
stimmung der Grenzen, innerhalb deren der Fehler fiel. Dafs 
solche Bestimmungen, die freilich jedesmal eine zieralich be
deutende Arbeit verlangten, den Griechen nicht fremd waren, 
wissen wir von A r i s t a r c h  von Samus und von Ar c h i n i e de s .  
Ob dagegen eine Annäherung in einem praktisch vorkoinmenden 
Falle genau genug war, liefs sich in der Regel durch eine 
Schätzung entscheiden )̂. Jedoch war diese Entscheidung nicht 
wissenschaftlich, jedenfalls nicht geometrisch, und wurde in die 
Logistik verwiesen. Auf diese Weise gewöhnte man sich sicher
lich daran vieles in die Logistik zu verweisen und dadurch 
einer gründlicheren mathematischen Prüfung zu entziehen, was 
umgekehrten Falls einen befruchtenden Einflufs auf die Mathe
matik selbst hätte ausüben können.

Was wir hier gesagt haben und was vor allem von der 
Rücksichtnahme auf irrationale Gröfsen gilt, läfst sich auch 
von anderen ähnlichen Beziehungen sagen. Die Mathematik

’) Dafs der Näherungswert tt =  y  bekannt war. bevor Archiniedes die 
Richtigkeit desselben genau bewies, wird z. B. sowohl von W eissen 
born (Die irrationalen Quadratwurzeln hei Archiniedes und Heron, 
Berlin 1883) als von H eiherg in seiner Anzeige dieser Schrifi in der 
Rdvue Critique von 1884 angenommen.
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verschärfte ihre Forderungen an strenge Beweisführung mehr 
und mehr; um diese zu sichern, band sie sich immer mehr an 
bestimmte, erprobte Formen, und was sich in diese nicht hin
einpassen liefs, schlofs sie von sich aus und entzog es dadurcli 
einer tiefer gehenden wissenschaftlichen Behandlung. Jedoch 
soll hiermit nicht gesagt sein, dafs Logistik und Landmessen 
sich unabhängig von der Mathematik entwickelten. Was man 
in dieser bewiesen hatte, kam selbstverständlich jenen zu gute; 
aber die Probleme, zu denen diese praktischen Fächer Veran
lassung geben konnten, nahm die Mathematik nicht mit be
sonderem Interesse für weitere Behandlung und Entwicke
lung auf.

Diese Verhältnisse mufsten schärfer hervortreten zur Zeit 
des Verfalls, wo die einzelnen Forscher mehr und mehr ihre 
mathematische Bildung in der Litteratur suchen mufsten und 
nicht mehr durch mündlichen Unterricht aufmerksam gemacht 
werden konnten auf die freiere Gedankenbevvegung, welche 
innerhalb oder hinter den strengen Formen möglich war und 
deren Ausbeute sich später immer zur Übereinstimmung mit 
diesen bringen liefs.

Dafs der Rückgang der Geometrie begleitet war von einer 
Verschärfung der formalistischen Forderungen, kann man aus 
P a p p u s ’ H ü l f s s ä t z e n  zu den Schriften der grofsen Mathe
matiker erkennen. Mir fehlen die Bedingungen, um an den 
Untei’suchungen darüber, zu welcher Zeit diese Hülfssätze ent
standen sind^), teilnehmen zu können. Ich möchte nur darauf 
aufmerksam machen, ob nicht die höchst verschiedene geome
trische Beschaffenheit dieser Hülfssätze erfordert, dieselben in 
verschiedene Zeiten zu verlegen oder verschiedenen Verfassern 
zuzuschreiben. Einige derselben enthalten Sätze von wirklicher 
Bedeutung. So fanden wir in Pappus’ Hülfssäten zu Euklids 
Oberflächenörtern den Beweis für den Satz über Bj-ennpunkt 
und Leitlinie, und in den Hülfssätzen zu den Porismen den. *)

*) P. Tannery hat im Bulletin des Sciences Math. 2®« s4rie, T. VII, 
S. 241 die Aufmerksamkeit darauf gelenkt, dafs die Hülfssätze dem 
Pappus kaum persönlich zu verdanken seien.
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dafs der Wert eines anharmonischen Verhältnisses durch Pro
jektion nicht verändert wird. Wurden diese Sätze in den 
kommentierten Werken, die verloren sind, ohne Beweise be
nutzt'), so hatte der Verfasser der Hülfssätze Grund genug 
solche zu geben, wenn er sich nicht damit begnügen konnte 
oder wollte auf die Werke hinzuweisen, die möglicherweise 
Euklid erlaubt hatten von einem Beweise dieser Sätze abzu
sehen. Der Umstand, dafs gerade zu mehreren verlorenen 
Werken solche Hülfssätze gegeben sind, ist uns im Vorherge
henden von grofsem Nutzen gewesen.

Während man diese Sätze reale Hülfssätze nennen könnte, 
sind andere — und auf diese deutete ich oben hin — von 
rein f o r m a l e r  Art .  Das gilt z. B. von den Hülfssätzen zu 
Apollonius’ Kegelschnitten, die uns allerdings keine Vorstel
lung von dem Inhalte dieses Werkes würden geben können, 
wenn es verloren wäre. Sie schliefsen sich nämlich nur an 
solche Fälle an, in denen der Beweis nicht bis in alle Einzel
heiten ausgeführt ist aus dem einfachen Grunde, weil die 
Sache sofort jedem einleuchten miifste, der überhaupt die zum 
Lesen dieses Werkes erforderliche Reife besafs, und weil ein 
solcher Leser, wenn er den Wunsch hatte, leicht selbst die 
gegebenen Beweise vervollständigen konnte. Beim Lesen der 
alten Schriftsteller, die sonst so wenig für die Übersichtlichkeit 
thun, gewähren derartige kleine Sprünge sogar eine Erleichte
rung. Der Verfasser der Hülfssätze scheint aber gemeint zu 
haben, dafs sie Lücken in der Beweisführung darstellten, die 
ausgefüllt werden mufsten.

Hierbei wollen wir von den vollkommen überflüssigen 
Hülfssätzen zu solchen Stellen absehen, an denen Apollonius *)

*) Da wir nicht gut annehmen können, dafs in den kommentierten alten 
Werken wirklich bedeutende Löcken auszufullen waren, so müssen 
solche Sätze entweder aus anderen bekannten Werken entlehnt sein 
oder implicite vom Beweise begleitet gewesen sein, während sie in den 
Hülfssätzen selbständig aufgestellt und bewiesen werden, vielleicht in 
einer etwas allgemeineren Form. Dies gilt, wie sich erkennen läfst, 
für einige der schwierigeren Hülfssätze zu der überlieferten Schrift vom 
Verb ält nissch n itt.



unmittelbar einen bekannten Satz anwendet, wo der Bt'weis 
also, den der Hülfssatz liefert, nur darin besteht dit'sen Satz 
anzufuhren, beispielsweise den Hülfssatz 3 zuin dritten Buch, 
der nur aussagt, dafs das Dreieck, welches von einem anderen 
durch eine Parallele zu einer Seite abgeschnitten wini, zu 
diesem anderen in dem \>rhältnis der Quadrate homologer 
Seiten steht. Ein deutlicheres Beispiel für die Hülfssatze, an die 
ich hier denke, ist dagegen der folgende Satz: haben ein Dreiei'k 
und ein gleichgrofses Paralleltrapez einen Winket gemeinsam, 
so ist das Rechteck aus den Dreiecksseiten, welche den Winkel 
einschliefsen, gleich dem Rechteck, welches aus der Summe 
der parallelen Seiten des Trapezes und derjenigen von den 
anderen Seiten gebildet wird, welche dem Winkel anlit^t. 
Dieser Satz, der ohne genauer angeführt oder bewiesiMi zu 
werden in Apollonius' Beweis für Satz 50 des ersten Buches 
benutzt wird, ist als Hülfssatz 8 zu diesem Buche aufgestellt. 
Dafs derselbe keinem Mangel abhilfl, der sich wahrend des 
Lesens von Apollonius’ Schrift fühlbar gemacht haben könnte, 
wird sofort klar, wenn man beachtet, dafs auch in dem Bt^ 
weise des Hülfssatzes als bekannt vorausgesetzt wird, dafs ein 
Trapez halb so grofs ist \^ie das aus der Höhe und der halben 
Summe der Seiten gebildete Rechteck. Die Absicht kann also 
nicht die sein, Kenntnisse, die in dieser Beziehung möglicher
weise fehlen könnten'), zu ergänzen, sondern sie wird wohl 
im wesentlichen darin bestanden haben, Apollonius* Beweis 
eine möglichst gi'ofse Vollständigkeit zu geben.

Beispiele ähnlicher Art, bei denen Apollonius auch ohiu» 
sie namhaft zu machen die Proportionalität von zwei Strecken 
(in dem angeführten Beispiele war es die Proportionalität der 
Höhe und einer Seite in jeder Figur) benutzt hat, die dem
jenigen unmittelbar in die Augen fallen mufste, der während 
des Lesens Apollonius’ Figur verfolgte, liefern die Hülfssatze
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') Jedoch weicht dieses Beispiel von den meisten übrigen «ladurch ah, 
dafs der bekannte Satz, zu dem man zurflckgeführt wird, und dessen 
Beweis als vorher bekannt vorausgesetzt wini, sich nicht bei Euklid 
findet.
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7—11 7AUU zweiten Buch, 12 zum dritten und sämtliche Hülfs- 
sätze zum sechsten Buch.

Eine andere Hauptklasse von thatsächlich wenig nützlichen 
Hülfssätzen besteht aus solchen, welche gewisse Relationen 
zwischen Punkten, die auf ii*gend eine Art auf einer Geraden 
bestimmt werden, angeben, Relationen, von deren Richtigkeit 
man sich, wenn dieselbe einem nicht bekannt ist oder nicht 
sofort einleuchtet, heutigen Tages leicht durch eine Rechnung 
übei7.eugen kann. In der Zeit, wo Apollonius die Bücher 
sclu’ieb, zu denen diese Hülfssätze gehören, mufs man wohl 
durch ähnliche bequeme Hülfsmittel dasselbe haben erreichen 
können; denn wenn Apollonius die oft recht hübschen Kunst
griffe für nötig gehalten hätte, durch welche die Begründung 
seiner Sätze bei Pappus auf bekannte Sätze, namentlich auf 
Sätze in Euklids zweitem Buche zurückgeführt wird, so würde 
er die Begründung kaum dem Leser überlassen haben. Man 
mufs annehnien, dafs Apollonius sich den Beweis durch un
mittelbare Anwendung der mit unserer Buchstabenrechnung 
gleichbedeutenden geometrischen Algebra ausgeführt gedacht 
habe; ja für den, der in dieser Fertigkeit besafs, ist die Rich
tigkeit der Beluiuptung vielleicht unmittelbar einleuchtend ge
wesen. Die Hülfssätze haben dann eine ähnliche Bedeutung 
gehabt, wie wenn in einem modernen Buche ein Rechnungs
resultat, das sich leicht als richtig nach weisen liefse und der 
Übersichtlichkeit wegen ohne Durchführung der Rechnung hin- 
ge.schriebcn wäre, kommentiert würde, nicht durch eine ein
fache Ausführung der Rechnung, sondern durch eine Verwand
lung derselben in eine — vielleicht elegantere — Anwendung 
solcher Fomieln wie derjenigen für (a +  b y , {a +  h) (a — i) 
u. s. w.

Ein Beispiel für einen Hülfssatz dieser Art habe ich am 
Schlüsse des ersten Abschnittes angeführt; dort machte ich 
zugleich aufmerksam auf die guten Mittel zur Einübung der 
geometrischen Algebra, die gerade diese Art von Hülfssätzen 
gewähren kann, nicht durch Betrachtung der zu diesen Hülfs
sätzen gehörenden Beweise, sondern indem man den Mitteln
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nachspürt, die so unmittelbar zum Resultate führen, dafs Apol- 
lonius berechtigt war die Beweise fortzulassen.

Am nächsten würde die Annahme liegen, dafs die bei 
Pappus aufbewahrten Hülfssätze zu einer Zeit entstanden seien, 
wo man noch im wesentlichen mit dem Wissen der besten 
Zeit vertraut war, wo man sich jedoch mehr dafür interessierte, 
die Fonnen, in welche dasselbe eingeschlossen war, möglichst 
unangreifbar zu machen als es selbst zu erweitern. Sollten 
dagegen die Hülfssätze Pappus selbst zu verdanken sein, so 
stammen sie aus einer Periode des Aufblühens nach langem 
und tiefem Schlafe. In diesem Falle würden die hervorge
hobenen Eigenschaften zeigen, dafs es die strenge, in den 
Einzelheiten ausgearbeitete Form der Alten war, die man 
später mit so grofser Begierde ergriff, dafs man absichtlich 
die Fälle aufsuchte, in denen sich noch etwas in dieser 
Hinsicht hinzufügen liefs. Auch folgende Überlegung macht 
es wahrscheinlich, dafs man dies gethan habe. Nur durch 
ein Eindringen in die Form konnte man den Inhalt kennen 
lernen. Je gröfsere Schwierigkeiten die Form darbot, um so 
gi-ündlicher inufste dieses Eindringen sein, um so mehr inufste 
der Inhalt untrennbar werden von der durch die Autorität der 
Alten so ehrwürdigen Form, und um so mehr konnte man 
auch dahin gelangen, einen offenen Blick für das in Wahrheit 
bewundemngswürdige dieser Form zu gewinnen. Zu diesen 
bewunderungswürdigen Eigenschaften indessen gehört n i c h t  
die, ein bequemes Oi'gan für die Ideenassociationen zu sein, 
aus denen das Gerüst für neue Anbauten aufgebaut wird; in 
dieser Beziehung waren also diejenigen, welche nur durch 
schriftliche Überliefemng Schüler der Alten sein konnten, nicht 
gut ausgerüstet.

Hierfür würden Pappus’ Hülfssätze zu Apollonius’ Kegel
schnitten ein Beispiel abgeben, wenn  sie von ihm herrühren 
sollten und nicht vielmehr — wie wir zuerst annahrnen — 
bereits aus dem Anfänge der Verfallzeit herstammen. Wegen 
der Wahrscheinlichkeit dieser letzteren Annahme ist Eut okius ’ 
Kommentar zu derselben Schrift ein zuverlässigeres Beispiel. 
Derselbe rührt aus einer noch späteren Zeit des Aufblühens
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her, die unsere gröfste Anerkennung verdient wegen der Bei
träge, die sie für unsere Kenntnis der altgriechischen mathe
matischen Litleratur geliefert hat ; aber der Kommentar selbst 
giebt uns nur formalistische Zusätze von der Art, auf welche 
wir am wenigsten Wert legen. Wenn wir z. B. die Fertigkeit 
bewundern, mit der Apollonius (ohne das Mittel zu besitzen, 
welches die Benutzung von Voraeichen uns gew’̂ ährt) Sätze und 
Beweise zusammenzufassen versteht, welche Ellipse, Parabel 
und Hyperbel betreffen und sich auf verschieden gestaltete dazu 
gehörige Figuren aufeinraal beziehen, so gewährt es nur wenig 
Befriedigung von Eutokius zu erfahren, wieviele einzelne Fälle 
jeder einzelne Satz umfafst. Er scheint die Zerlegung in solche 
füi‘ einen wesentlichen Teil des vollen Verstehens zu halten. Als 
Beispiel mag angeführt werden, dafs er, wenn ein Schnitt an 
einem Kegel eine Ellipse wird, es für nötig hält zwischen den 
Fällen zu unterscheiden, in denen diese eine verschiedene Lage 
gegen die kreisförmige Grundfläche des Kegels einnimmt. Diese 
Unterscheidung ist allerdings in sofern richtig, als der Schnitt, 
wenn dessen Ebene die Grundfläche trifft, keine ganze Ellipse 
sondern nur ein Teil einer solchen wird; sie ist auch in der 
That nur eine weitere Fortführung der Zei*stückelung, zu der 
die Alten selbst an vielen Stellen sich geneigt zeigen und die 
namentlich auch von Apollonius benutzt wird sowohl in seiner 
Schrift über den Verhältnisschnitt, als auch überall da, wo in 
seinen Kegelschnitten neue Sätze angeführt werden, die sich 
auf zusammengehörende Hyperbeläste beziehen.

Die alte griechische Geometrie besafs also Eigenschaften, 
die in dem Zeitraum des späteren griechischen Altertums, bis 
zu dem sie sich fortpflanzte, einen hemmenden Druck auf 
neue, freiere Untersuchungen ausüben mufsten.

Einen Druck ähnlicher Art übte die griechische Geometrie in 
ihrer Gröfse und ihrer strengen Form auch später auf die Völker 
aus, ^velche dieselbe durch die überlieferten Schriften kennen 
lernten und sich in gröfserem oder geringerem Grade den be
deutenden Inhalt derselben und die in ihrer Art einzige Schärfe 
des Gedankens, von der sie ganz durchdrungen ist, aneigneten. 
Durch die Schriften konnte man sich die Forschungsweise der



Eutokius: indische Mathematik. 4 8 1

griechischen Geometer selbst nicht aneignen, die imponierende 
Gröfse des Bauwerkes mufste die Hoffnung niederdrücken, dafs 
man die Grenzen, welche erreicht waren, überschreiten könne, 
und die Strenge der Formen mufste die Befürchtung erwecken, 
dafs die tastcmden Versuche, ohne welche selten etwas neues 
erreicht wird, innerhalb der Mathematik unzuklssig seien.

Doch gilt das gesagte selbstverständlich nur von den Völ
kern, welche direkt auf den Werken der griechischen Matht»- 
matiker weiter gebaut haben. Ich habe mit grofsem Interesse in 
C a n t o r s  Vorlemngen den Nachweis über den Einflufs gelesen, 
den die gi*iechische Geometrie auf die i n d i s c h e  M a t h e m a t i k  
ausgeübt hat, und im wesentlichen bin ich dadurch überzeugt 
worden^). Dafs dieser Einflufs sich nicht nui* auf eigentliche 
geometrische Sätze und deren Anwendung, sondern auch auf 
wichtige algebraische Operationen, namentlich auf die Auflösung 
der Gleichungen zweiten Grades erstreckt hat*), räume ich um 
so bereitwilliger ein, als ich die numerische Lösung die.ser Glei
chungen bei den Griechen viel weiter zurückführe, als Cantor 
thut. Indessen ist dieser Einflufs nicht ausgeübt worden durch 
Schriften oder in solchen Formen, die drüctkend wirken konnten, 
sondern vielmehr durch die gi*iechische von der Geometrie 
beeinflufste Logistik, oder durch mündliche Mitteilung von 
Regeln ohne Hinzufügung einer Begründung, die vor Gefahren, 
für welche die Inder doch kein Verständnis hatten, .schützen 
sollte; er begegnete sich mit dem Zahlensinn und der grofsen 
Rechenfertigkeit der Inder, konnte also nur befruchtend wirken. 
Die schönste wisseaschaftliche Ausbeute hiervon ist, wenn wir 
von den mehr praktischen Eigebni.ssen absehen, di(» systema
tische Behandlung von unbestimmtem Gleichungen zweiten

*) In einer Arbeit über Brahiiiairuptas Trapez (Tidsskrifl for Mathe
matik 1870) ginj? ich im Anschlufs an Hankel von einer entgegen
gesetzten Anschauung aus. Mit einer gewissen Modifikation jedoch 
werde ich die Erklärungen, welche icli damals gab. festhalten können. 
Namentlich hege ich keinen Zweifel über den Zusaiiiinenhang zwischen 
dem sogenannten Trapez von 'Hrahinagupta und den Formeln für 
»in {a J: ß),

*) (lantor, Vorle.sungen, 8.5:10.
:n
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Grades durch die Inder, welche die sporadische Behandlungr 
von Diophantus bei weitem übertrifft.

Dafs die A r a b e r  dagegen den erwähnten Druck der 
gewaltigen griechischen Geometrie gefühlt haben, kann ich 
allerdings nicht aus ihren Schriften selbst nachweisen, weil ich 
dieselben nur aus zweiter Hand kenne, nämlich durch die 
Werke von Hankel, Matthiessen und Cantor; jedoch glaube ich 
es daraus schliefsen zu können, dafs sie einerseits den Griechen 
ihre ursprüngliche Kenntnis der Geometrie verdankten und fort
fuhren ihren Lehrern eine Ehrerbietung zu zeigen, diuch welche 
verschiedene Hauptwerke aufbewahrt worden sind, und dafs 
sie andererseits in keinem einzigen Punkte der t h e o r e t i 
s chen  Geometrie und der damit verbundenen Algebra hin
sichtlich des Inhalts über das hinausgelangt sind, womit die 
griechischen Geometer in der be.sten Zeit vertraut gewesen sein 
müssen. Wenn ich diese letzte Behauptung auf die Beschaffen
heit der sogenannten Fortschritte stütze, welche man den 
Arabern beilegt, und auf den Umstand, dafs die wirklichen 
Fortschritte erst der europäischen Renaissance zugeschrieben 
werden, so mufs ich doch die Möglichkeit zugestehen, dafs eine 
Erweiterung unserer noch mangelhaften Kenntnis der arabischen 
Mathematiker klarlegen könnte, dafs vei-schiedene von diesen 
l e t z t e r e n  Fortschritten den Arabern nicht unbekannt waren. 
Ein späterer Forscher wird vielleicht von den Arabern gegen
über den Europäern der neueren Zeit etwas ähnliches behaupten 
können wie das, was ich jetzt von den alten Griechen gegen
über den Arabern behaupte.

Was zunächst die eigentliche Lehre von den Kegelschnitten 
betrifft, so erinnere ich mich nicht in dem, ŵ as den Arabern 
zugeschi'ieben wird, einen einzigen wirklichen Fortschritt in 
dieser Lehre gesehen zu haben. Man erhält vielmehr den 
gerade entgegengesetzten Eindruck, wenn Cantor^) es für der 
Mühe wert hält über zwei Konstruktionen von Punkten einer 
Parabel bei AbiVl Wafä zu berichten, die nur unmittelbare 
Anwendungen der bekanntesten Konstruktionen von mittleren *)

*) Vurlesunj^en, S. G40.
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Proportionalen auf die Bestimmung einer Ordinate als mittlerer 
Proportionale zwischen der Abscisse und dem Parameter ent
halten, also keine genauere Kenntnis der Parabel erkennen 
lassen als diejenige ist, welche bereits Menächmus besafs. Dafs 
die Araber sich dennoch in anzuerkennender Weise die grie
chische Lehre von den Kegelschnitten aneigneten, das beweist 
am besten die Form, in der sie uns die letzten Bücher von 
Apollonius, die sonst verloren gegangen sein würden, überliefert 
haben. Die so erhaltene Ausgabe können wir allerdings nur 
durch ihren mathematischen Wert kontrolieren; aber dieser 
Wert zeigt uns, dafs der Übersetzer, einerlei ob die arabische 
Übersetzung mehr oder minder genau mit dem griechischen 
Original übereinstimmt, sich vollkommen in den Inhalt hinein
versetzt hatte.

Man denkt mehr an die Behandlung der Gleichungen, 
wenn man den Arabern einen wesentlichen Fortschritt gegen
über den Griechen beilegt. Doch ist das hinfällig mit Be
zug auf die quadratischen Gleichungen; denn die Griechen 
besafsen bereits vollständige Kenntnisse auf diesem Gebiete, 
da Euklids geometrische Behandlung die theoretische Begrün
dung von Operationen darstellt, die man sehr wohl arith
metisch anzuwenden verstand. Nur der Unterschied (der aller
dings an und für sich von grofser Bedeutung ist, aber uns hier 
weniger angeht) mag stattgefunden haben, dafs die Araber 
eine gröfsere Rechenfertigkeit besafsen, also mit gröfserer Leich
tigkeit das Ausziehen von Wui*zeln und andere Rechnungen 
bei der numerischen Anwendung der quadratischen Gleichungen 
durchführen konnten.

Was ferner Gleichungen dritten und vierten Grades und 
solche Aufgaben betrifft, welche sich nur mit Hülfe dieser 
lösen lassen, so kannten die Araber sowohl wie die Griechen 
nur die Behandlung derselben durch Kegelschnitte. Allerdings 
treffen wir bei ihnen Aufgaben und Lösungen an, welche wir 
bei griechischen Schriftstellern nicht gefunden haben, z. B. 
neue Dreiteilungen des Winkels, und sie haben gewifs auch 
viel von dem selbständig erreicht, was den Griechen vorher 
schon bekannt war; aber in ihrer Gesamtheit ist diese Behand-

31*
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lungsart eine Entlehnung von der griechischen Behandlung kör
perlicher Aufgaben. Dafs sie nur eine Entlehnung ist, folgt 
auch aus dem Umstande, dafs die Araber in der Regel unter
lassen haben an diese Behandlung das anzuschliefsen, was der
selben bei den Griechen wirklichen Wert verlieh. Da sie keines
wegs ein bequemes Mittel für praktische Lösungen ist, so 
haben wir ihren eigentlichen Zweck in der Anwendung auf 
Diorismen und in den hieran angeschlossenen theoretischen 
Untersuchungen gesucht; aber hierfür scheinen die Araber kein 
grofses Interesse gehabt zu haben.

Dagegen darf man annehmen, dafs der Beschäftigung der 
Araber mit diesem Gegenstände ein Bestreben zu Grunde gelegen 
hat, das allerdings bei ihnen selbst nicht mit Erfolg gekrönl 
wurde, das aber die Formulierung einer Aufgabe enthielt, 
deren Lösung später von der gröfsten Bedeutung werden sollte. 
Wir sehen nämlich, dafs arabische Schriftsteller sich sorgfältig 
mit der kubischen Gleichung beschäftigen, die verschiedenen 
Formen betrachten, welche dieselbe annehmen kann, und an 
jede derselben eine Lösung durch Kegelschnitte anschliefsen. 
Nun haben wir freilich im elften Abschnitt angenommen, dafs 
bereits die Griechen sich auch eine Zeitlang mit eigentlichen 
kubischen Gleichungen beschäftigten, dafs sie aber gleich nach 
Archimedes’ Zeit die besondere Beschäftigung mit diesen Glei
chungen aufgaben, weil sie, nachdem sie eine geometrische 
Aufgabe auf diese reduciert hatten, doch nur über dieselben 
Hülfsmittel verfügten, welche sie direkt ohne diese Reduktion 
benutzen konnten. Für die Araber dagegen, welche sich gewifs, 
ebenso wie die Inder, mehr als die Griechen mit eigentlich 
numerischen Gleichungen beschäftigten, erhielt die kubische 
Gleichung eine erneute Bedeutung, und es ist wahrscheinlich, 
dafs sie eine Reduktion auf Ausziehen von Kubikwurzeln 
g e s uc h t  haben, also das, was wir unter e i ne r  L ö s u n g  d e r  
k ub i s c h e n  G l e i c h u n ge n  verstehen. Von diesem Bestreben 
zeugt die eifrige Beschäftigung mit diesen Gleichungen, ja wir 
besitzen sogar ein ausdrückliches Zeugnis dafür, dafs Al Mähani 
versucht hat diese Gleichungen zu lösen )̂.

*) Hiinkel, Zur (Teschichte der Mathematik etc.. S. 266.
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War das aber der Fall, so kommt den Arabern das Ver
dienst zu die Aufgabe ge s t e l l t  zu h a b e n ,  durch deren 
Lösung die Europäer, diesmal die I t a l i e n e r ,  im fünfzehnten 
Jahrhundert wieder auf den mathematischen Schauplatz traten, 
und wodurch seit den Zeiten der alten Griechen der erste 
bedeutungsvolle Fortschritt auf dem Gebiete der immer noch 
eng an die Geometrie angeschlossenen Algebra gemacht wurde.

Wenn auch auf diese thatsächliche Überschreitung der 
alten Grenzen der alten Mathematik bald die Lösung der Glei
chung vierten Grades folgte, und wenn auch innerhalb der 
Mathematik im ganzen ein kralliges Leben sich zu regen be
gann, so war dennoch das damit verbundene Gefühl selbstän
diger Kraft noch nicht stark genug, um den Druck von Seiten 
der antiken Geometrie, den wir hervorgehoben haben, abzu
schütteln. Das tritt auf eigentümliche Weise bei Vi e t a  hervor 
in seinen be i de n  Darstellungen von Gleichungen höherer 
Grade. Die erste dereelben hat allerdings dem Wortlaut nach 
die alte geometrische Form behalten, denn die verschiedenen 
Potenzen der Unbekannten heifsen latuSy (luadratum und cubus  ̂
und die gegebenen Koefficienten haben solche Benennungen 
{planum und solidum), dafs eine geometrische Homogenität 
hervorgebracht wird; dafs aber dennoch keine anderen Gebilde 
gemeint sind als solche, die aus einfacher arithmetischer Multi
plikation hervorgehen, ergiebt sich daraus, dafs Vieta — ebenso 
wie D i o p h a n t u s  — diese Benennungen über den wirklichen 
Raum hinausführt, indem er höhere Potenzen der Unbekannten 
mit quadrato-quadratum, quadrafo-cuhus, cubo-cubiat, und gege
bene Gröfsen höheren Grades mit plano-planum, plano-soUdum 
und solldo-solidum bezeichnet. Indessen kann es sich ereignen, 
dafs die Gröfsen, welche auf diese Weise zu multiplicieren 
sind, irrational werden. Gegen die Einwände, welche sich 
deshalb gegen die Allgemeingültigkeit der Darstellung erheben 
lassen, sichert sich Vieta durch eine zweite Darstellung der 
Gleichungen, welche er die g e o m e t r i s c h e  nennt, und welche 
namentlich in einer Darstellung der verschiedenen Potenzen 
als Glieder einer fortlaufenden Proportion (geometrischen Reihe) 
besteht. Da der Name ,geometrisch‘ etwas bezeichnen soll.
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das wissenschaftlich strenger begründet ist, so ersieht man, 
dafs Vieta sich auf diesem Wege in den Schutz der Propor
tionslehre in Euklids fünftem Buche hat stellen wollen und 
zwar mit dem vollen Bewufstsein von der Bedeutung der 
daselbst gegebenen exakten Begründung.

Erst D e s c a r t e s  sprach gegenüber den Fes.seln der alten 
Geometrie das befreiende Wort und wurde dadurch der S t i f t e r  
de r  M a t h e m a t i k  d e r  n e u e r n  Zeit .  Er durchschnitt nicht 
diese Fesseln durch eine resolute aber unkritische Anerkennung 
der auf Arithmetik aufgebauten Algebra und der reichen Hülfs- 
quellen, welche diese zu schaffen im Begriff war; nein! es 
gelang ihm dieselben Hülfsquellen durchaus von der Euklidi
schen Proportionslehre abhängig zu machen und dadurch d ie 
Anwe ndung  der  n e u e r en  Formen  der  Algebra  u n d  
nament l i ch  der  dami t  ve rbundene n  Ze i ch e n s p r ac h e  
zu vere in igen  mit  der  Be obac h t ung  der  s t r en g e n  
Forde rungen ,  welche die al te Geomet r i e  an die St r in-  
genz der  Beweis führung stel l te.  Dies erreichte er auf 
der ersten Seite seiner Geometrie auf eine Weise, die so einfach 
und scheinbar so naheliegend ist, dafs — ein Genie ersten Ranges 
nötig war, um dieselbe zu finden. Er nimmt nämlich nur 
eine willkürliche Gröfse zur Einhei t  und verwendet diese für 
e rwei t e r t e  Def ini t ionen der Multiplikation, Division und 
der aus diesen gebildeten Rechnungen: d ie v ier t e  P r o p o r 
t ionale  zu der  Einhei t  und zwei a n d e r e n  Gröf sen  
suchen ,  nennt er die beiden letzteren mul t i p l i c i e r en  
u. s. w. Er fügt hinzu, dafs er, „um leichter verstanden zu 
werden, sich nicht scheut diese arithmetischen Ausdrücke in 
die Geometrie einzuführen“, und giebt dadurch zu erkennen, 
dafs er immer noch auf dem soliden Unterbau steht, den die 
Alten der Geometrie gegeben hatten. Das geht auch daraus 
klar heiTor, dafs er fortfahrt eine allgemeine Gröfse durch 
eine Strecke darzustellen, die also mit der Einheit inkommen
surabel sein kann, nicht durch eine Zahl, weshalb er auch im 
folgenden den Zusammenhang zwischen der Bestimmung von 
Gröfsen durch Fonnein und durch geometrische Konstruktion 
erklärt. Jedoch setzt der Zusammenhang mit der Geometrie
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der Bildung von Formeln keineswegs eine Grenze; denn er be
merkt, dafs die Forderung nach geometrischer Homogenität 
fortfallt, wenn die Einheit einen bestimmten Wert hat.

Die einfache arithmetische Ausdrucksweise und die zu 
dieser gehörende Z e i c h e n s p r a c h e  hatte also vollkommene 
Freiheit erhalten und vollkommene Berechtigung für die An
wendung auf alle Gebiete der Mathematik. Möglicherweise 
sind Descartes’ Nachfolger, für welche die allgemeine Gröfsen- 
lehre sich mehr und mehr an die algebraische Darstellung 
anschlofs, während die Geometrie nur ein Mittel zur Veran
schaulichung wurde, sich nicht immer bewufst gewesen, dafs 
diese Berechtigung sich auf eine Entlehnung aus Euklids Geo
metrie gründete — so lange man nicht eine entsprechende 
Grundlage schuf. Aber gleichviel! Die Hauptsache bestand 
vorläufig darin, dafs man die erworbene Freiheit benutzte. 
Die arithmetische Auffassung der Gröfsen, die bei den Indern 
die allein herrschende gewesen war und bei den Arabern in 
beständigem Kampf mit der geometrischen gelegen hatte, war 
deutlich genug hinter den letzten grofsen Fortschritten in der 
Theorie der Gleichungen erkennbar gewesen, wenn man auch 
glaubte eine exakte und sogenannte geometrische Begründung 
hinzufügen zu müssen. Die dieser Auffassung entsprechende, 
also der Zeit selbst eigentümliche Sprache durfte man nunmehr 
sprechen, statt jedesmal, wenn es sich um exakte Darstellung 
handelte, zu den geometrischen Darstellungsmitteln einer längst 
verschwundenen Zeit greifen zu müssen, zu Mitteln, mit denen 
man nur schwierig ganz vertraut werden konnte und die nicht 
einmal zu der Zeit, wo sie entstanden und wo man so gut 
verstand dieselben bei persönlicher Arbeit und bei mündlichen 
Mitteilungen zu benutzen, zu schriftlicher Darstellung wohl 
geeignet waren. Deshalb konnte nun selbst die höhere Mathe
matik auf weitere Kreise ausgedehnt und angewandt werden. 
Gleichzeitig konnte der Forscher die neuen Darstellungsmittel 
benutzen, um seine eigenen Gedanken festzuhalten, und dadurch 
wurde den gröfsten Fortschritten in der Mathematik der Weg 
gebahnt.
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D e s c a r t e s  wandte die neuen Hulfsinittel, die dazu be
stimmt waren, die geometrische Darstellung von der gesamten 
reinen Mathematik abzulösen, auf die Geometrie selbst an. 
Dadurch mufste die a n a l y t i s c h e  G e o m e t r i e  von selbst 
entstehen. Denn, wie wir gesehen haben, kannte und benutzte 
man Parallelkoordinaten im Altertum und bezog eine Kurve 
durch eine Gleichung, die in der geometrischen Algebra dar
gestellt war, auf dieselben. Indem er statt durch diese die 
bekannte Grundeigenschatl einer Kurve durch die neue Algebra 
ausdrückte, gelangte Descartes zu der jetzt gebräuchlichen ana
lytisch-geometrischen Darstellung einer Kurve. Da diese Dar
stellungsform der Hülfslinieii nicht bedarf, welche die geome
trische Algebra benutzt und welche oft das zu Grunde gelegte 
Koordinatensystem verbergen, sondern sich mit reinen Parallel
koordinaten begnügt, so mufste sie wegen ihrer Einfachheit 
und Anschaulichkeit Descartes und seinen nächsten Nachfolgern 
als ein so vortreffliches Werkzeug erscheinen, dafs sie glaubten, 
dasselbe mit Beiseitesetzung der Arbeiten der Alten sofort aus- 
schliefslich benutzen zu können.

Eine solche Auffassung wurde ohne Zweifel unterstützt 
durch die rasche Entwicklung der analytischen Geometrie selbst 
und durch die leichte und weitgehende Anwendbarkeit der
selben auf die Lehre von den Kegelschnitten; aber in Wirk
lichkeit dürften diese Umstände eine gerade entgegengesetzte 
Ursache haben und geradezu der grofsen geometrischen Cber- 
einstimmung zu verdanken sein, die zwischen der Behandlung 
stattfindet, welche die antike Lehre von den Kegelschnitten 
und die analytische Geometrie denselben Fragen zu Teil w'erden 
lassen. Wir haben hier also ein wichtiges Beispiel für den 
Einflufs der antiken Geometrie, dem wir nachspüren. Die erste 
Aufgabe, welche der analytischen Geometrie gestellt war, be
stand in der Wiederentwicklung der Resultate, welche aus 
dem Altertum bekannt waren. Nun ist die analytische Geo
metrie ihrer ganzen Form nach besonders wohl geeignet zur 
Wiederherstellung im voraus bekannter Resultate, und diese 
mufste noch mehr erleichtert werden, wenn es sich um Resul
tate handelte, deren erste Ableitung durch solche geometrische
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Untersuchungen gewonnen war, welche abgesehen von der 
Form dieselben Wege wie die analytische Geometrie einge
schlagen hatten. Ohne dafs man eine Ahnung davon hatte, 
wie eng man sich an die Methoden der Alten anschlofs, konnte 
man die eigentümlich einfachen Darstellungsmittel der analyti
schen Geometrie benutzen, um die Resultate weit gröfseren 
Kreisen als früher leicht zugänglich zu machen. Dagegen 
konnte die analytische Geometrie innerhalb des von den Alten 
behandelten Gebietes, also namentlich in der Lehre von den 
Kegelschnitten, n i c h t  zu n e u e n  Resultaten führen, bevor 
sie neue Impulse aus anderen Gebieten der Wissenschaft emp
fangen hatte.

Ein Hauptgnmd für die eigentümliche und aufserordentlich 
rasche E n t w i c k e l u n g  der analytischen Geometrie war also 
der, dafs sie sich in so hohem Mafse auf die griechische Lehre 
von den Kegelschnitten stützen konnte. Ein Hauptgrund dafür, 
dafs sie eine so grofse wissemschaftliche B e d e u t u n g  erhielt, 
lag dagegen in dem von uns erwähnten Unterschiede von der 
antiken Lehre von den Kegelschnitten. An Stelle der geome
trischen Algebra, auf der diese ruhte, und die sehr schwerfällig 
arbeitete, wenn sie sich über Fonnen des zweiten Grades erhob, 
war eine Algebra getreten, die formell Ausdrücke von allen 
möglichen Graden ebenso leicht darstellen konnte wie solche 
vom zweiten Grade und nur durch faktische Schwierigkeiten 
daran verhindert wurde, Probleme von allen Graden mit glei
cher Leichtigkeit zu behandeln.

Die nächste Folge hiervon war die, dafs man für die Be
handlung ii*gendwelcher algebraischen Kurven eine ebenso allge
meine Form erhielt wie für die Behandlung der K^elschnitte. 
Dieser Vorteil wurde deutlich von Descartes erkannt, der sich 
desselben namentlich gegenüber den Kurven bedient, deren geo
metrische Definition in Pappus’ siebentem Buch als Erweite
rung der Definitionen von Örtern zu drei und vier Geraden 
aufgestellt wird. Freilich begeht Descartes einen IiTtum, da er 
anzunehmen scheint, dafs der Ort zu — 1 oder 2w Geraden

*) Ausg. V. Hultsch, S. 680.
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der allgemeine Typus einer Kurve wter Ordnung sei^); — wenn 
es so wäre, so wurde auch das Altertum in Pappus’ Defini
tionen der genannten Orter eine allgenieingültige Grundlage für 
das Studium der Eigenschaften einer solchen Kurve besessen 
haben. Aber das Princip selbst: ,Einteilung algebraischer Kiur\'en 
nach ihren Ordnungen* gehört ganz und gar Descartes' analy
tischer Geometrie an.

Die Früchte der neuen analytischen Geometrie hat man 
also nicht in der Lehre von den Kegelschnitten zu suchen; 
aber innerhalb der Geometrie stellen die Lehre von den Kurven 
d r i t t e r  und  vi e r t e r  Ordnung und die Lehre von den 
a l lgemeinen Eigenschaf ten  a lgebra i scher  Kurven Ge
bäude dar, zu denen Descartes den besonderen Grund gelegt 
hat. Von der Behandlung von Kurven beliebiger Ordnung ist 
man in der neuesten Zeit durch eine neue Abstraktion dazu 
übergegangen, in der sogenannten abzä h l enden  Ge ome t r i e  
die Ordnungen und überhaupt die Grade beliebiger Gleichungen 
unter dem Namen ,Anzahl der Auflösungen* als solche ganze 
Zahlen zu behandeln, welche die Unbekannten in einer Auf
gabe sein können. Die abzählende Geometrie ruht also gerade 
auf dem Neuen in Descartes* Algebra und analjdischer Geometrie, 
und durch Zurückführung auf diese erhält sie in der That 
erst die erforderliche wissenschaftliche Sicherheit und Bedeutung. 
Ich hebe dies hervor, weil man so oft sieht, dafs sie wegen 
des Umstandes, dafs die Gleichungen, mit deren Graden operiert 
wird, nicht hingeschrieben werden, als eine Art von „reiner*‘ 
Geometrie betrachtet wird, die von der analytischen unab
hängig sei.

Indessen gelangten die erwähnten Theorien erst in unserem 
Jahrhundert, und nachdem die Lehre von den imaginären 
Gröfsen und die projektivische Betrachtungsweise neue Gesichts
punkte eröffnet hatten, zu voller Entwicklung. Vorläufig hatte 
die analytische Geometrie eine für die gesamte Mathematik

Geometiia, Ausg. v. van Schoolen, 1659, S. 25. Dafs Descartes die 
Kurven von den Ordnungen 2r — 1 und 2r zu ^iner Klasse vereinigt, 
kommt hier gleichfalls nicht in Betracht.
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und deren Anwendungen viel bedeutendere Leistung zu voll
führen. Ihre Dai*stellung algebraischer Kurven ist eine Dar
stellung einer iinplicite gegebenen Funktion. Behandelt inan 
dagegen Gleichungen von der Form y =  / ’(^), so erhält inan 
eine explicite Darstellung von Funktionen. Auf diese Art ist 
die analytische Geometrie die Grundlage geworden, auf der 
sich die Lehre von den Funk t i one n  und mit dieser die 
Di f ferent ial -  und I n t e g r a l r e c hnung  sowie die ganze 
höhere  Analys i s  entwickelt hat. Für diese Hauptrichtungen 
in der Mathematik der neueren Zeit hat demnach die antike 
analytische Geometrie, welche namentlich durch die griechische 
Lehre von den Kegelschnitten repräsentiert wird, eine wesent
liche, wenn auch nur indirekte Bedeutung als LTnterbau für 
Descartes' analytische Geometrie erhalten. Wir wollen hervor
heben, dafs der für die neuen Theorien so wichtige Begriff 
der Kont inui t ä t  sich namentlich auf die griecliische geome
trische Darstellung der Gröfsen stützt. Dafs die Kontinuität 
auf arithmetischem Wege schwieriger wirklich zu erreichen ist, 
mufs jedenfalls gegenwärtig klar sein, wo man weifs, dafs nicht 
einmal die algebraisch-irrationalen Zahlen verbunden mit den 
rationalen ein Kontinuum bilden.

Wie wir früher berührt haben, erhielt die antike Geometrie 
jedoch zugleich einen direkteren Einflufs auf die Bildung der 
I n t e g r a l r e c h n u n g .  Denn im Anschlufs an die von Archi -  
me des  gefundenen Resultate unternahmen K e p p l e r ,  Cava
l i e r i ,  F e r m a t ,  R o b e r v a l ,  Wal l i s  und P a s c a l  neue 
Quadraturen, Kubaturen und Schwerpunktsbestimmungen, bevor 
es eine Differentialrechnung gab, welche zum Ausgangspunkt 
für Integrationen gemacht werden konnte. Die Darstellungs
form war in ihren Schriften geometrisch, wie bei den Schrift
stellern des Altertums. Aber auch das Verfahren selbst hatte 
sich herausgebildet durch weitere Entwicklung der Betrach
tungsarten, welche die Alten kannten, über deren Standpunkt 
man sich indessen nach und nach bedeutend erhob.

So zeigt C a v a 1 i e ri s ursprüngliche Bestimmung von

9 Geometria indivisibilibus continuonim nova quadaiii ratione prumuta.
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an die sich später seine Bestimmungen von
M %

und anschlossen, eine weitgehende Übereinstimmung
*0

mit der von Archimedes. Jedoch besteht der Untei-schied, dafs,
während Archimedes zuerst die Summe (1* -}- 3® + ___+  w*)
aus einer endlichen Anzahl von Gliedern berechnet und erst 
hinterher den Übergang zur Grenze macht, Cavalieri von 
vornherein aiinimmt, dafs die Summe, welche berechnet werden 
soll, aus einer unendlichen Anzahl von Teilen besteht. Dadurch 
wurden neue Wege gezeigt, welche bald von aufserordentlichcr 
Bedeutung für die Entwicklung der Mathematik werden sollten; 
aber vorläufig konnte man nicht erwarten auf diesen Wegen 
eine so sichere Begründung, wie die der Alten war, zu errei
chen. Deshalb gab Cavalieri auch später eine neue Bestim

mung^) von nämlich die, welche man durch Benut-

zung des auf anderem Wege gewonnenen Ausdrucks für das 
Volumen der Pyramide erhält. Wir haben gesehen, dafs ein 
solches indirektes Verfahren den Alten nicht unbekannt war, 
wenn auch Archimedes es für angemessener gehalten hat, ein

für allemal \x ^ d x  direkt zu bestimmen (d. h. eine Regel zu 
•o

geben für die Berechnung von Gröfsen, welche jetzt von diesem 
Integral abhängen).

Pasca l  erweiterte Cavalieris zuletzt angeführte stereome
trische Behandlungsweise auf solche Art, dafs er dabei Inte
grationsmethoden fand®), deren Allgemeinheit die gröfste Be-

Buch l2, XXIV, oder Exercitationes geometricae sex, exerc. prima, 
XXIV.

*) Geometria, Buch 7 oder exercitatio secunda.
*) Diese findet man ausführlich dargestellt bei Maximilien Marie, Histoire 

des Sciences Math6matiques et Physiques, T. IV. Am selben Orte 
linden sich Ferm ats und W allis’ Bestimmungen von ^x”*dx für 
alle rationalen und positiven Werte von w. Von diesen ist die Be
stimmung von Fermat durchaus eigentümlich; sie beruht auf einer
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Wanderung erwecken niufs, wenn man sich vergegenwärtigt, 
dafs dieselben der D i f f e r e n t i a l r e c h n u n g  vorangehen. Als 
diese erfunden wnirde, bekam die Integralrechnung dadurch 
zwar eine Grundlage, deren Fruchtbarkeit die älteren Integra
tionen vollkommen in den Schatten stellte: aber die hier er
wähnten Vorarbeiten, zu denen der Gnind von Archiinedes 
gelegt worden war, hatten die richtige Auffassung eines Inte
grals .sowie die Anwendungen von Integrationen wenigstens 
vorbereitet.

Die griechische höhere Geometrie hat jedoch den grofsten 
oder den am leichtesten nachweisbaren Einflufs auf die Mathe
matik der neueren Zeit durch ihre Umwandlung in die ana
lytische Geometrie erhalten. Ein Hindernis für einen fortge- 
.setzten direkten Einflufs eigab sich aus dem Umstande, dafs 
die analytische Geometrie, nachdem sie sich einmal gebildet und 
aus der antiken Geometrie das in sich aufgenoinmen hatte, 
wofür sie Verwendung zu haben glaubte, nicht mehr auf diese 
Quelle zurückging, aus der die Beispiele, denen sie ihre Ent
wickelung verdankte, entnommen waren. Wenn man später 
gelegentlich zu dieser zurückkehrte, so läfst sich schwer ent
scheiden, wieviel von dem, was dann geleistet wurde, nur als 
Glied in der gesamten modernen mathematischen Entwickelung 
zu betrachten, und wieviel dem Einflüsse der Alten zuzuschrei
ben ist. Jedoch kann es nicht Zufall sein, dafs der Mann, 
welcher die grofse Bedeutung der Kegelschnitte für die Astro
nomie \) physikalisch begründete, in der Mitte des Kreises von 
brittischen Mathematikern stand, welche vor etwa i2()0 Jahren 
das Studium der griechischen Geometrie mit dem gröfsten 
Eifer wiederaufgenommen hatten. Wir sind mehrfach auf 
N e w t o n s  eifrige Beschäftigung mit der griechischen Lehre 
von den Kegelschnitten zurückgekommen, und wir haben nicht, 
wie man es bisweilen thut, in dieser Beschäftigung eine blofse

solchen Wahl der Inkremente (d.r), dafs die Elemente der Summe 
eine geom etr isch e Reihe bilden. Dagegen läfst Wall is ,  ebenso 
wie Archimedes und r4avalieri, die Inkremente gleich grofs sein.

') Auch Keppler war mit der griechischen Mathematik vertniut.
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Liebhaberei sehen wollen, wenn auch Newton selbst eingeräumt 
hat, dafs es im allgemeinen leichter ist. Beweise in moderner 
Form aufzustellen als in der antiken. Wir glauben nämlich, 
dafs jemand, der wirklich über das, was sich in der grie
chischen Lehre von den Kegelschnitten findet, unterrichtet ist, 
nicht daran zweifeln kann, dafs diese auf Newton, der selbst 
sie so hoch stellte, in hohem Grade anregend gewirkt und 
dazu beigetragen hat ihn in die Wege hineinzufuhren, auf denen 
er seine Resultate gefunden hat. Ein eigentümliches Zeugnis 
dafür, dafs Newton seine Impulse nicht von der damaligen 
modernen Mathematik empfangen haben kann, liefert der 
P o t e n z s a t z .  Dieser Hauptsatz, welcher, wie wir gesehen 
haben, den meisten derjenigen griechischen Untersuchungen 
über Kegelschnitte, die sich nicht an Durchmesser oder an
dere besondere Linien oder an feste Punkte anschlossen, zu 
Grunde lag, derselbe Satz, welcher eine Hauptrolle in Newtons 
Principia spielt, hat später den Namen „Theorem von New
t on“ bekommen. Dieser wichtige Satz, den Newton selbstver
ständlich den Alten beilegt, und der von Geometern wie De 
la  Hl re nicht unbeachtet geblieben war, wurde also erst durch 
Newton den Mathematikern allgemein zum Bewufstsein gebracht. 
Newtons Werke zeigen, dafs nicht nur seine Arbeiten auf dem 
Gebiete der physischen Astronomie von der gi’iechischen Geo
metrie beeinflufst sind.

Bei der Entwickelung der p r o j e k t i v i s c h e n  G e o m e t r i e  
zeigt sich dasselbe wie bei der Entstehung der analytischen 
Geometrie: ohne Berücksichtigung antiker Methoden und Be
weise benutzte man die aus dem Altertum bekannten Resultate 
über die Kegelschnitte als Ausgangspunkte oder als Mittel, um 
die neuen Werkzeuge zu prüfen, zu entwickeln und für weiter
gehende Benutzung geschickt zu machen. Descartes’ analy
tische Geometrie hat in dieser Beziehung am meisten Nutzen 
aus Apollonius beiden ersten Büchern gezogen; die projekti- 
vische Geometrie dagegen beschäftigt sich namentlich mit sol
chen Fragen, wie sie in Apollonius’ drittem Buche behandelt 
werden, und mit solchen Bestimmungen von Örtern, wie der 
antike Ort zu vier Geraden ist. Der Satz von der Polare
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findet sich, wie wir gesehen haben, bereits bei Apollonius und 
hat sich von ihm aus fortgepflanzt imd durch Arbeiten von 
Männern wie De la  Hi re  weiter entwickelt, bis P o n c e l e t  
auf ihn die Lehre von den reciproken Polarflguren gründete. 
Die Hauptsätze über die Erzeugung der Kegelschnitte durch 
Tangenten, welche dem Dualitätsprincip zu Grunde liegen, 
finden sich zum Teil bei A p o l l o n i u s  und sind von N e w t o n  
weiter entwickelt worden.

Ein wesentlicher Unterschied jedoch existieil zwischen dem 
Verhältnis der analytischen Geometrie und dem der projektivi- 
schen Geometrie zu der antiken Lehre von den Kegelschnitten. 
Diese stellte, in g e o m e t r i s c h e r  Beziehung, die vollständige 
Grundlage der analytischen Geometrie dar, welche deshalb, 
solange sie nicht selbst projektivisch-geometrische Momente 
aufgenommen hatte, nur auf Umwegen — z. B. durch Anwen
dung von Sätzen über allgemeine algebraische Kurven auf 
solche Kuiwen, welche aus Kegelschnitten zusammengesetzt 
sind — zu Sätzen über Kegelschnitte geführt hat, die über das 
hinausgingen, was man im Altertum kannte; die projektivische 
Geometrie dagegen ist durch Hinzunahme eines neuen  geome
trischen Moments, nämlich der Lehre von der Centralprojektion, 
gebildet worden. Diese, welche Anwendung auf die Lehre von 
den Kegelschnitten findet, wenn man die Kegelschnitte auf dem 
Kreiskegel selbst untersucht, wurde, wie wir gesehen haben, 
von den Alten aufserordentlich wenig benutzt: sie begnügten 
sich im wesentlichen damit, auf diesem Wege eine einzelne 
planimetrische Eigenschaft abzuleiten, die dann der weiteren 
Untersuchung zu Grunde gelegt wurde. Es wmrde deshalb eine 
neue Quelle für die Entdeckung geometrischer Wahrheiten er
schlossen, als Descartes’ Zeitgenosse D es a r g u e s  anfing An
wendungen von der Centralprojcktion zu machen, und es zeigte 
sich bald, dafs auf diesem Wege der alten Lehre von den 
Kegelschnitten neue bedeutungsvolle Sätze Zuströmen sollten.

Für einen neuen Satz halten wir allerdings nicht das 
sogenannte T h e o r e m  von D e s a r gu e s ,  das nur eine spe- 
ciellere Form für die Bestimmung von Kegelschnitten als Ortern 
zu vier Geraden ist und das auch die Alten, wie die Schrift
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Über den bestiiiiinten Schnitt uns gezeigt hat, anzuwenden ver
standen. Ein Satz dagegen, der ini Altertum nicht bekannt 
wai\ ist der von P a s ca l  ü b e r  das  e i n b e s c h r i e b e i i e  
Sechseck.  Die Form desselben ist nämlich so schön und 
einfach, dafs man mit ziemlich grofser Sicherheit annehmen 
darf, er würde, wenn man ihn gefunden hätte, auch aufbe
wahrt worden sein. Das widerstreitet nicht unserer früheren 
Vermutung, dafs die Alten die Erzeugung eines Kegelschnittes 
als Ortes für eine Ecke eines Dreiecks gekannt haben, dessen 
beide anderen Ecken auf geraden Linien gleiten, während div 
Seiten sich imi feste Punkte drehen; denn wie nahe diese 
Erzeugungsart auch Pascals Satz kommen mag, so fehlt ihr 
doch etwas, worauf es hier ankommt, nämlich die klare und 
kurze Form. Wieviel neues sich noch auf demselben Wege 
zu den umfassenden Resultaten der antiken Lehre von den 
Kegelsclmitten hinzufügen liefs, ersieht man am besten später 
aus dem projektivisch-geometrischen Hauptwerk: Traite (hs 
Propri^Uii projectives von P once l e t .

Da Poncelet noch beständig die Projektion selbst als Haupt
methode benutzt, also auf ganz anderen Wegen arbeitet als 
die alten griechischen Mathematiker, so hat er von diesen 
keine andere Unterstützung gehabt als dadurch, dafs er einen 
Teil der von ihnen gewonnenen Resultate kannte, Poncelets 
Nachfolger dagegen, welche teils unabhängig von der analyti
schen Geometrie, wie S t e i n e r  und Chas l e s ,  teils im An- 
schlufs an diese, wie Möbius  und PI Ücker,  die projektivische 
Geometrie in der Weise umformten, dafs sie die allgemeineren 
Formen selbst, zu denen man von den specielleren durch Pro
jektion gelangen kann, zum Ausgangsobjekt nahmen, kamen 
auch in den Methoden den Alten näher, namentlich weil sie 
die verschiedenen Eigenschaften der Kegelschnitte aus plaiii- 
metrischen Grundeigenschaften ableiteten. In wie hohem Grade 
man hierin einen der Einflüsse der antiken Geometrie auf die 
Mathematik der neueren Zeit, denen wir nachspüren, erblicken 
darf, läfst sich schwer entscheiden. Die meisten der angt*- 
führten Forscher arbeiteten ohne daran zu denken, wie man 
im Alterfum bei ähnlichen Untersuchungen verfuhr. Es kann
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sich also hauptsächlich nur um einen indirekten Einflufs han
deln, der namentlich davon hemihren kann, dafs teils die 
Kenntnis der Resultate des Alteilums in die verwandten Me
thoden hineinfuhrte, teils die analytische Geometrie auch von 
den antiken Methoden beeinflufst war. Direkt unter dem Ein
flüsse der alten Geometrie stand wohl nur Chas les .  \V(*nn 
er auch erst, nachdem er auf anderem Wege die Eigenschaften 
und die grofse Bedeutung projektivischer Punktreihen erkannt 
hatte, seine Studien über deren Behandlung in Euklids Poris
men begann, so darf man doch annehmen, dafs diese Studien 
ihm bei seinen eigenen späteren geometrischen Arl)eiten von 
Nutzen waren, wenn auch nicht gerade durch direkte Beleh
rung, so doch durch die Impulse, die ihm von daher erteilt 
waren.

Aufser der projektivischen Geometrie, deren Hauptquelle 
die Betrachtung der Kegelschnitte als Gentralprojektionen von 
Kreisen oder als Schnitte an beliebigen Kreiskegeln ist, müssen 
wir als einen anderweitigen Fortschritt in der Lehre von den 
Kegelschnitten, welcher ganz der neueren Zeit angehört, die 
Bestimmung von Brennpunkten und Leitlinien ebener Schnitte 
an ümdrehungskegeln von Da n d e l i n  nennen.. Diese gewinnt, 
aufser durch ihre eigene grofse Einfachheit, Bedeutung durch 
ihre Anwendung auf die Bestimmung von Ümdrehungskegeln, 
die durch * gegebene Kegelschnitte gehen, und hieran schliefst 
sich wiederum die Lehre von konfokalen Flächen zweiter 
Ordnung. Die Lehre von den Brennpunkten dürfte überhaupt 
einer von den Abschnitten aus der- Lehre von den Kegel
schnitten sein, in denen die neuere Zeit, abgesehen von den 
Beiträgen der projektivischen Geometrie, die meisten Sätze zu 
denen hinzugefügt hat, welche im Altertum bekannt waren. 
Wir denken nicht nur an solche weitreichende Betrachtungen 
wie die ist, welche sich an imaginäre Kreispunkte anschliefst, 
sondern auch an solche elementare Sätze, welche die Griechen 
leicht hätten entdecken können.

Hierbei haben wir jedoch nur an die Lehre von den Kegel
schnitten selbst gedacht und nicht an die damit verbundene 
L(‘hre von den Flächen zweiter Ordnung. Wenn wir auch bei

a-2
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A r c h i me d c s  eine klare und einfache Grundlage für die ana
lytisch-geometrische Behandlung dieser Lehre gefunden haben, 
so ist dieselbe doch nur in geringem Umfange in den aus 
dem Altertum überlieferten Schriften entwickelt worden. Sie 
ist also fast ganz in der neueren Zeit ausgearbeitet, sowohl 
durch analytische Geometrie als durch projektivisch-geometi-ische 
und andere rein geometrische Methoden. —

Dafs die antike Geometrie aufser durch den Einflufs, den 
sie nach unserer Schilderung durch Inhalt und Methoden auf 
die verschiedenen Fortschritte der neueren Mathematik aus- 
geübt hat, auch durch ihre Form und Stringenz dauernd wirk
sam gewesen ist, dürfte allgemeiner anerkannt sein. Man sucht 
noch heutigen Tages das Nachdenken der Jugend durch die 
Benutzung von Lehrbüchern zu scharfen, welche sich eng an 
Euklids Elemente anschliefsen, ja dies Buch selbst wird in 
einigen Landern gebraucht, und ln seinen Zements de Calctd 
iHpmtvMimd sehen wir Duhamel bei der Revision der Prin- 
cipien der Infinitesimalrechnung die Archimedischen Integra- 
llonsprincipien als Vorbild benutzen.
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Anhang I.
Apolloniiis’ Yon’oden zur Schrift über die Kegelschnitte*).

1. Torrede zum ganzen Werk.
't::o ? J ,w > co g  Apollonius grüfst den Eudemus.

Zip zz awfiazt zu iTzavdyztQ  ̂\ W e n n  D u  D i d i  k ö r p e r l i c h  w o h l  

7cat zu ä/Mi xazä ‘̂viü/ijjv kazi h e f i n d e s t  u n d  e s  D i r  s o n s t  n a c h  

aoi  ̂ xa/.ü)Q dv zyor /izzpiiog dz W u i i s c l i  g e h l ,  s o  i s t  e s  m i r  l i e h ;  

syouzu xat auzoi, xaif' S v  dz xatpo\  ̂ a u c h  m i r  g e h l  e s  l e i d l i c h .  A l s  

y i j j V  fizzd aou i v  rizpydiupy zÖzd)- i c h  m i t  D i r  i n  P e r g a m o n  w a r ,  l ) o -  

pou)/ öz azzudovza pzzaayztv zwv m e r k t e  i c h ,  d a f s  D u  b e g i e r i g  w a r s t  

::z7:paytizv(ü\^ rjph  xiouixiui^, t:z- i n  d i e  v o n  m i r  v e r l a f s l e n  K e g e l -  

KOfiifa o 5 v  am zu Ttpwzrrj ßtß/lov  s c l i n i t t e  e i n z u d r i n g e n .  I c h  h a b e  

dtopditiadpzyoQ' zd dz o r a v  D i r  d e s h a l b  d a s  e r s t e  B u c h  i n  v e r -

zuapzazr^atü/izv^ i^anoazz).ouiLZV. b e s s e r l e r  A u s g a b e  g e s c h i c k t ;  d i e  

oux dtvjT̂ po)̂ ziv yäp otofxai az Tzap̂  ü b r i g e n  w e r d e  i c h  D i r  s e n d e n ,  w e n n  

iuou dxTjXodza,  dtdzt ziju TTzpe i c h  < l a m i t  z u l V i e d e n  b i n .  D e n n  i c h  

zauza Zifodoif kTZoojadprpj y g l a u b e .  D u  e r i n n e r s t  D i c h  v o n  m i r

dz\Q UTzh XauxpdzouQ zou yzio- g e h ö r t  z u  h a b e n ,  w e . s h a l b  i c h  d i e s e  

pzzpnu y xaif  S v  dz xatphv iayd- ■ z u  s c h r e i b e n  u n t e r n o m m e n  h a b e ,  

r.ap ijiiiv TzapayzvT^^z\(; zig n ä m l i c h  a u f  d i e  A u f l b n l e r u n g  d e s  

Uxzgdi^dpzcav • xat ätdzt TZpaypa- ; G e o m e t e r s  N a u k r a l e s  h i n ,  d a m a l s  

zzüaayzzg auzä iu dxzw ßcßkioiQ, a l s  e r  n a c h  A h ^ x a n d r i t ^ n  g e k o m m e n  

iz  auzTjQ fizzadzdtüxapzu auzdy w a r  u n d  s i c h  b e i  m i r  a u f h i e l t ; u n d  

zig zo azoudaidzzpoVy dtd zd TZpdg w e . s h a l b  i c h ,  n a c h d e m  i c h  d i e s e l -  

zxTZMp auzdv zluatn od dtaxa- b e n  i n  a c h t  B ü c h e r n  I x d i a n d o l t  

ddpfv^zzg. dUd Tzdyza zd utzo- h a l t e ,  i h m  d i e . s < ‘ s o g l e i c h  m i t g e l e i l l  

TTtTzzrr̂ za r̂ utv &iuzzg. (og zayazoi  ̂ h a b e ,  o h n e  s i ( j  m i t  d e m  g e h ö r i g e n

’) Nach H alleys  Ausgabe.
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t7:tAe*j(Tniu]/nt. obvj xatfßuy i/Diß | 
ÄußouTSQ, (h t 70 Tvy^duou Stop- 
riiüoewg ixSiSofisv. xac i z s t  (T*jp- 
ß iß rjxs  xfxt d/Äoug rtuag 7w> 
aonpziLtyoTiO'j ijpl\ß pszsUTjtfivat 
70 Trpibzov xac 70 Seijzspou ßi- 
ßkiitu 7:pc]ß 7j ütophwhr^vat^ fir  ̂
liaopdaifiQ ̂  i«v r£/>rrcrrjc a i-  
7ot^ kzipMQ eyooffvj.

drzo Sk 7(ou oxzat ßcß/Jtov zd 
Tzpioza ziaaapa iziuztoxt Tzpdg 
etaaywyijix (jzocystdtSrj. Trspciysc 
Sk 70 fikv Tzpwzov zag yeuitrseg 
7€ov zpuov zotiibv xat 7(ov dißzt- 
xstuiv(ou, xat zd i v  adzatg dp- 
ytxd aDtiTZZionaza ETZtTZAiov xac 
xaSdloo fid/s/M\ß egstpyaaniva 
7:apd zd 07:0 zwv d)lcov yzypap- 
piva. 70 Sk Ssfjzspo)/ zd T:zp\ 
zdg Stapizpo^jg xat zobg dgowig 
zCüv zopwv (Tjpßaiißoißza, xac zdg 
daopzzdfzotjg. xat dUa ye)xtx7ŷ  
xat duayxaiav yptia^j r.aptydpz^ja 
TTpog zobg Stoptapobg^ ztvag Sk 
Stapirpoug. zhag dgowig xaXo)̂  
itSijaBtg ix zoizo'j zob ßtß/dou. 
70 Sk zpizoit TZoXXd xat r.apd- 
Soga SeopTjpaza ypTjatpa TTpdg 
ZS zdg (TfjvSiastg zCo'j azspsoyj 
zdzovj xac zobg Stoptapobg, axv

F l e i f s  ( i i i r c h z i i a i - b e i t e n  ( w e i l  e r  s o 

b a l d  a l s  m ö g l i c h  s i c h  e i n s c h i l T e n  

w o l l t e ) ,  s o n d e r n  a l l e s  z i i s a n i m e i i -  

s c h r e i b e n d ,  s o  w i e  e s  m i r  e i n l i e l ,  

i n  d e r  A b s i c h t  e s  h i n t e r h e r  d i i r c l i -  

z u s o h e n .  D e s l i a l b  g e b e  i c l i  s i e ,  

d a  i c h  n u n  Z e i t  b e k o m m e n  h a l » e .  

n a c l i  u n d  n a c h  l i e r a u s .  s o  w i e  

i c h  s i e  v e r b e s s e r t  h a l ) e .  T n d  d a  

e s  s i c h  e r e i g n e t  h a t ,  d a f s  a u c h  

e i n i g e  a n d e r e  v o n  d e n e n ,  w e l c l n i  

b e i  m i r  w a r e n ,  d a s  e r s t e  u n d  z w e i t e  

B u c h  e r h a l l e n  h a b e n  b e v o r  e s  v e r 

b e s s e r t  w u r d e ,  s o  d a r f s t  D u  D i c l i  

n i c h t  w u n d e r n ,  w e n n  D u  a u f  s i c  

i n  e i n e r  a n d e r e n  F a s s u n g  t r i f f s t .

V o n  d e n  a c h t  B ü c h e r n  n u n  

( ‘n t h a l l e n  d i e  v i e r  e r s t e n  d i e  E l e 

m e n t e  ( a l l g e m e i n e  G r u n d l a g e )  d i e s e r  

D i s c i p l i i i ,  D a s  e r s t e  v o n  d i e s e n  e n t 

h ä l t  d i e  E r z e u g u n g  d e r  d r e i  K e g e l -  

s c l i n i t l e  u n d  d e r  g e g e n ü b e r l i ( ‘g e n d e n  

S c h n i t t e ,  s o w i e  d e r e n  H a u p l e i g e n -  

s c h a f l e n , v o l l s t ä n d i g e r  u n d  a l l g t * -  

m e i n e r  b e h a n d e l t  a l s  e s  v o n  d e n  

f r ü h e r e n  d a r g e s t e l l t  w o r d e n  i s t .  

D a s  z w e i t e  B u c h  b e h a n d e l t  d a s  

j e n i g e ,  w a s  s i c l i  a u f  d i e  D u r c h 

m e s s e r  u n d  d i e A x e i i  d e r  S c l m i t t e  

b e z i e h t ,  d i e  A s y m j ü o t e n  u n d  a n 

d e r e s ,  w a s  v o n  a l l g e m e i n e r  u n d  

w i s s e n t l i c h e r  B e d e u t u n g  f ü r  d i e  

D i o r i s m e n  i s t :  w a s  i c h  a b e r  D u r c h 

m e s s e r ,  u n d  w a s  i c h  A x e n  n e n n e ,  

d a s  w i r s t  D u  a u s  d i e s e m  B u c h e  

e r f a h r e n .  D a s  d r i t t e  B u c h  e n t h ä l t  

v i e l e  u n d  m e r k w ü r d i g e  T l n H u - e i n e ,
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TU 7T?.£C(TTa xaiä xfxe a
xat xazavoi^aavzE(  ̂ aov£i8ofi£\f /jtij

d i e  n ü t z l i c l i  s i n d  f ü r  d i e  S y n t h e s i s  

u n d  d e n  D i o r i s m u s  k ö r p e r l i c h e r

(Tfjuziitifjteuou Otto EdxXtidtvj rhit j Ö r t e r ,  u n d  v o n  d e n e n  d i e  m e i s t e n  

I tu rpsiQ xae ziffffapaq y p a p p ä q , s c l i ö n  u n d  n e u  s i n d .  N a c h d e m  

zozzovy äXXä poptov TO vr/jitv  wj- ! i c h  d i e s e  g e f u n d e n  h a l t e ,  n a h m  i c h  

r o ö ,  xat Toozo odx edzu/wQ' o d j w a h r ,  d a f s  v o n  E u k l i d  d i e  S y n -  

yäp  dovazov ih v j  za))x Ttpoastjprj- t h e s i s  d e s  O r t e s  z u  d r e i  u n d  v i e r

fii\^cov ijfily ze?.eicot^^vat zr̂ u a iv -  
(^eatif. zo dk zizapzov 7:oaa)[(bQ

G e r a d e n  n i c h t  g e g e b e n  s e i ,  s o n 

d e r n  n u r  e i n  T e i l  d e r s e l b e n  u n d

ai ztüit Xioiuov zofiac äkXijXatQ ze ! d i e s e r  ü b e r d i e s  n i c h t  g l ü c k l i c h ; 

xat zfj ZOO xüxXou iztptiptptifi \ d e n n  e s  w a r  n i c h t  m ö g l i c h ,  d a f s  

üfjpßdXXooat^ xat äkXa ix  Tztpta- j d i e s e  S y n t h e s i s  r i c h t i g  v o l l e n d e t  

< y r /o ,  cüv oddizepov und ztbv ; r ^ o  | w u r d e  o h n e  d a s ,  w a s  v o n  m i r  

ijpdi'j fixpaTZzar x(ivo*j zofxij ^  ! n e u  g e f u n d e n  i s t .  D a s  v i e r t e  B u c h  

xfJxXou Tztpttpipzta xdt izt rluzt-1 l e h r t ,  a u f  w i e  v i e l e  A r t e n  s i c l i  

xztptvat (Ivztxttpivatq xaza ztoaa | K e g e l s c h n i t t e  u n t e r  s i c h  u n d  m i t  

arjixeia wjpßdXXo^jat. I e i n e r  K r e i s p e r i p h e r i e  s c h n e i d e n  k ö n -

I n e n ,  u n d  a n d e r e s  m e h r ,  w a s  b e i 

d e s  n i c h t  v o n  m e i n e n  V o r g ä n g e r n  

b e h a n d e l t  i s t :  i n  w i e  v i e l  P u n k 

t e n  e i n  K e g e l s c h n i t t  o d e r  e i n  K r e i s  

u n d  g e g e n ü b e r l i e g e n d e  S c h n i t t e  s i c h  

m i t  g e g e n ü b e r l i e g e n d e n  S c h n i t t e n  

s c l m e i d e n .

D i e  ü b r i g e n  v i e r  B ü c h e r  e n t 

h a l t e n  w e i t e r g e h e n d e  B e t r a c h t u n 

g e n .  D a s  f ü n f t e  h a n d e l t  n ä m l i c h  

a u s f ü h r l i c h e r  ü b e r  M i n i m a  u n d  

M a x i m a ; d a s  s e c h s t e  ü b e r  k o n 

g r u e n t e  u n d  ä h n l i c h e  K e g e l s c h n i t t e ; 

d a s  s i e b e n t e  ü b e r  T h e o r e m e ,  d i e  

a u f  D i o r i s m e n  B e z u g  h a b e n ;  d a s  

a c h t e  b e h a n d e l t  ( d u r c h  D i o r i s m e n )  

a b g e g r e n z t e  A u f g a b e n  ü b e r  K e g e l 

s c h n i t t e .

za dk XotTtd iazt Tteptouata- 
(jztxtüzspa* iazt yäp zo pkv izzp\ 
iXa‘/iazü)v xat fxzyiazmv intnXiov • 
zo 8k Tüspi taoßv xat opoimv zo- 
ptbv xdxyo'j' zo 8k Ttspt dtoptazt- 
xaxv dsiopi^pdzcDV zo 3k npoßXrj- 
fxdzwv xcovtxtüv 8tmptapivo)\x.

*) uiv zä  7:).£to>a xat xakä xat $d>a xara^otrjoavTsg zopofizv fiij auyrtf^fisifOu  
etc. Pappus, Ausgabe v. Hultsch, S. 676,5-7.
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tvj fjiTju d'/Mi xat 7:ä)/TO)v sx- D o c h ,  w e n n  a l l e s  d i e s  h e r a u s -  

doÖ ivT w i^ i^ s a z i  zoeg T z t p iv jy y d -  g e g e b e n  i s t ,  k ö n n e n  d i e  L e s e r  d a r -  

vouai xpbsi)^ wjzän (og dv adzoßv ü b e r  n a c h  i l i r e m  e i g e n e n  E r m e s s e n  

ixaozng atpr^zau t^ziytu  u r t e i l e n .  L e b ’ w o h l !

2. Besondere Vorrede zum zweiten Buch.

Ât:o kXttnfiog Eodr f̂iw yaiptiv, 
h?i bytaivetg z/ot dv xa)sd)ĝ  

xai (vjzhg dk pszpuog syco. 'AtüoX- 
To)̂  mdv ptvj 7zi7:op<pa zzpdg 

at xopi^oi^za rd dvjzzpoy ßißkiov 
zd)v a^y ẑtzwfiiivcDy r̂ plv xfoucxwu. 
JU)ßs aozd Z7:ipz}.(üĝ  xai 
zocg dgiotg r a ; v  zoioozwv xoiî co- 
uecu pzzadidofj^ xai 0da)Ui3T^g 8k  

o Yscopizpr^g. ?fu xai aü\̂ i(TTyjad 
aoi iu ^Eipiaip  ̂ idv t: o z z  iTtt- 
ßdXhj slg zobg xazd Ilipyaiiov 
zoTZOoĝ  fxzzdoog wjzar xac azai}- 
ZOO imfizXoü tva fjyiahrfg, e ö -  

vjyzi.

j A p o l l  Olli US g r ü f s t  d e n  E u d e i n u s .  

I W e n n  D u  g e s u n d  b i s t ,  s o  f r e u t  

! e s  m i c h ; m i r  s e l b s t  g e h t  e s  l e i d 

l i c h .  I c h  h a b e  m e i n e n  S o h n  A p o l -  

l o n i u s  z u  D i r  g e s c h i c k t ,  u m  D i r  d a s  

z w e i t e  B u c h  d e r  v o n  m i r  v e r f a f s t e n  

K e g e l s c h n i t t e  z u  ü b e r b r i n g e n .  L i e s  

d a s s e l b e  n u n  s o i - g f a l t i g  d u r c h  i i i n l  

t e i l e  e s  d e n e n  m i t ,  d i e  v e r d i e n e n  

d e r g l e i c h e n  k e n n e n  z u  l e r n e n .  U n d  

w e n n  d e r  G e o m e t e r  P h i l o n i d e s ,  

m i t  d e m  i c h  D i c h  i n  E p h e s u s  b e 

k a n n t  m a c h t e ,  i n  d i e  G e g e n d  v o n  

P e r g a m o n  k o m m e n  s o l l t e ,  . s o  t e i l e  

e s  a u c h  i h m  m i t .  H a b e  A c h t  a u f  

d e i n e  G e s u n d h e i t .  L e b e  w o h l .

3. Besondere Vorrede zum Tierten Buch.

ATToXAwueog Arrdkü» )̂ aipstv,
npdzzpov pkv i^ÖTjxay ypd- 

<pag Tzpdg KSdr̂ pov V)V Ikpya- 
pTjifdvy zdtu nuvzzzayphio)x 
Kio)̂ ixlöy h  oxzd) ßtßXiotg zu 
Tzpioza zpia. pzzrjkXayikog 8k 
ixzivofj^ zd Xotzzd dizyvwxozzg 
TZpdg az ypdi[*atn 8td zd ipiXozi- 
pzlabai az pzzaXapßdvziv zd 
d f T̂po)V Tzpayfxazz ĵdpzva  ̂ ttz- 
Tzdpipaixzv STze zoo zzapdvzog aoi

A p o l l o n i u s  g r ü f s t  d e n  A t t a l i i s .

B i . s h e r  h a b e  i c h  v o n  d e n  K e g e l 

s c h n i t t e n .  d i e  i c h  i n  a c h t  B ü c h e r n  

j v e r f a f s t  h a b e ,  d i e  d r e i  e i * s t e n  l i e r -  

a u s g e g e b e n ,  d i e  i c h  a n  E u d e i n u s  

v o n  P e r g a m o n  g e r i c h t e t  h a b e .  D a  

e r  a b e r  g e s t o r b e n  i s t ,  u n d  d a  i c h  

b e s c h l o s s e n  h a b e  d i e  ü b r i g e n  a n  

D i c h  z u  s e n d e n , w e i l  D u  d e n  

W u n s c h  h a s t  m e i n e  S c l i r i f l e n  k e n -  

i n e n  z u  l e r n e n ,  s o  s c h i c k e  i c h  D i r



Apollonius’ Vorreden zur Schrift ül»er die Kejrehchnitte. 503

zo zizapzov» Tzeptiyst de zouzo 
xazä Ttdaa ar^nela TzXetaza 3*j- 
varov iffzt zag ziov xwucdu zopäg 
dXXrjXatQ ZS xac zf̂  znu xixXotj 
Trepifspsca aopßdXX^etv, hiv Ttsp 
ftrj dXat km oXmq iipappdl^waiv' 
ezt xiüvofj Topij xat x6xXou Trspt- 
ipipeia zatg di/zixst/ii\^acQ xazd 
m\aa arjueta TzXe\aza aopßd).- 
Xofjm xa\ ezt d\^ztxeipevat ( i v n -  

xeepsufxcQ̂  xac ixzdg zodziov dXXa 
oix dXdya dpota zouzoig. zooziou 
de zo pev T:poeipTjfxivov Kovatv 
d Hdpiog igedrjxs npog Bpaa6~ 
daiovy odx dpddxq iix zacg dno- 
dsi^eaiv dvaazpacfeig^ dtd xac 
pezpcwQ afjzo^ dxfiXijipazo Xixo- 
zeXrjQ d Kopi^voLiog. Tzspc dk zod 
dsuzspou pveUnx povov 7:emdrjzat 
d XtxoziXi^q iv zfj npog zd)x Ko- 
vcova dvzq’pacp^y wg duî a/xi\̂ o(j 
dstydr^var dscxvupevxfj dk oSze 
UK adzod zo6z(p  ̂ dn' dXXou 
zcvdg ivzevjyafxsif. zd p h  zot 
zpizo)f  ̂ xat zd dXXa zd dpoye)xrj 
zoozotg  ̂ dzzXwg dr:d oddsudg v e -  

mrjpiva euprjxa. ndvza de zd 
Xsydiixza,  daotg odx ivzezuya, 
z:oXXm)x xat nocxiXoßu Tzpoasdelzo 
$eut^duz(ov detüptjpdzaxy tdix zd 
pev nXecaza zoyydyw iv zotg izpdx- 
Totg zptai ßtßXtotg ixzedetxiog^ zd 
dk XotTüd i'u zodzip, Tauza dk 
dsioptjMvza ypeiav txavijv itapi^ 
yszat Tzpdg ze zdg ziO)x npoßXrj- 
pdziov aovdiaetg xat zobg dto- 
ptapodg.

j e t z t  d a s  v i e r t e .  D i e s  B u c h  z e i g r l .  i n  

w i e v i e l  F u n k t e n  h ö c h s t e n s  K e j ^ e l -  

s c h n i l l e  s i c h  u n t e r  e i n a n d e r  o d e r  

m i t  e i n e r  K r e i s p e r i p h e r i e  s c h n e i d e n  

k ö n n e n ,  o l m e  K ^'^nz z u s a i n m e n z u -  

f a l l e n ,  f e r n e r  i n  w i e v i e l  P u n k t e n  

h ö c h s t e n s  e i n  K e g e l s c h n i t t  u n d  e i n e  

K r e i s p e r i p h e r i e  g e g e n ü b e r l i e g e i n l e  

S c h n i t t e  s c h n e i d e n ,  o d e r  z w e i  g e 

g e n ü b e r l i e g e n d e  S c h n i t t e  z w e i  a n 

d e r e ,  u n d  a u f s e r d e n i  e i n e  R e i h e  

v o n  ä h n l i c h e n  D i n g e n .  C h e r  d e n  

e r s t e n  v o n  d i e s e n  G e g e n s t ä n d e n  h a t  

K o n o n  v o n  S a m u s  a n  T h r a s y d ä u s  

g e s c h r i e b e n ,  o h n e  i n d e s s e n  d i e  B e -  

w ' e i s e  r i c h t i g  d u r c h z u f ü h r e n ,  w ' e s -  

h a l b  N i k o t e l e s  v o n  K y r e n e  i h n  

m i t  R e c h t  a n g e g r i f l f e n  h a t .  D e n  

z w e i t e n  G e g e n s t a n d  h a t  N i k o t e l e s  

i n  s e i n e r  S c h r i f t  g e g e n  K o n o n  n u r  

e r w ä h n t  a l s  e t w a s ,  d a s  s i c h  b e 

w e i s e n  l a s s e ;  i c h  h a ! ) e  e s  a b e r  

w e d e r  v o n  i h m  n a c h  v o n  j e m a n d  

a n d e r s  b e w i e s e n  g e s e h e n .  D e r  

d r i t t e  u n d  d i e  ü b r i g e n  d a m i t  v e r 

w a n d t e n  s i n d ,  s o v i e l  i c h  g e f i u i d e n  

h a b e ,  ü b e r h a u p t  n i e m a n d e m  i n  d e n  

S i n n  g e k o m m e n .  A l l e s  d a s  e r 

w ä h n t e ,  s o w e i t  i c h  e s  n i c h t  v o n  

a n d e r e n  b e w i e s e n  g e f u n d e n  h a b e ,  

v e r l a n g t  v i e l e  u n d  v e r s c h i e d e n e  n e u e  

T h e o r e m e ;  d i e  m e i s t e n  v o n  d i e s e n  

h a b e  i c h  i n  d e n  d r e i  e r s t e n  B ü 

c h e r n  d a r g e s t e l l t ,  d e n  R e s t  i n  d i e 

s e m .  D i e  B e t r a c h t u n g  d e r s e l b e n  

g e w ä h r t  a l > e r  e i n e n  n i c h t  geringen 
N u t z e n  f ü r  d i e  Synthesis und 
Diorismus von Aufgaben.

1 d e iL ^# *
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XcxoziÄT̂ Q ftk]̂  yäft, si^sxa zr̂ Q 
TtpnQ Tü'j K ovw yti dtatfopiiQ^ <vj- 
osfiiav ix Z(bv ono znu Kn\̂ (o\foQ 

scg zoug otoptapoig 
ifT̂ üvj zpyta^ai yptiav^ odx dkr^H  ̂
Azytov. xai yäp zc oktog ävsü 
ztfjzüjv d'j\/azat xazä zoug dtopia- 
pobg aKodidoaÖau äkkä zoi yz dt 
auzwif zffzt xazavoztu Tzpoyztpd- 
zzpou zvia* oiov dzi TZAzovaywg 
^  zoaauzayCog d\f yzvoizo^ xai 
Ttdkvj dzi oux äu yzuoczo. if dz 
zoiauzTj 7tpdy)fO}atg cxaifrju ätpop- 
pyyj aupßdkAzzai itpog zag 
zr^aztg' xac izpog zag duakuazig 
Z(ov dtopiapwu zuypr^aza zd bzw- 
pijfxazd Züzt zauza. ywptg dz ztjQ 
zoiwjzr^g zuypTjaziag^ xa\ dt ad- 
zag zag aTZodzigztg äzta zazat 
dnodoyr^g* xat yäp dkka 7:0 AAa 
Zib\f zu zfilg fiaärjfiaat dtä zouzo, 
xui ou dt aAAo zu dKodzydpzda.

Z w a r  e r k l ä r t  N i k o t e l e s  w e g e n  

s e i n e s  S t r e i t e s  m i t  K o u o i i ,  d a f s  

n i c h t s  v o n  d e m ,  w a s  K o u o n  g e 

f u n d e n  h a b e ,  v o n  N u t z e n  f ü r  d e n  

D i o r i s m u s  s e i ;  a b e r  d a s  i s t  n i c h t  

r i c h t i g ; d e n n  w e n n  m a n  a u c h  g a n z  

o h n e  d i e s e s  D i o r i s m e n  g e b e n  k a n n ,  

s o  w i r d  d o c h  v i e l e s  l e i c h t e r  m i t  

d e s s e n  H ü l f e  b e g r i l T e n ;  z .  B .  d a f s  

e i n e  A u f g a b e  m e h r e r e  L ö s u n g e n  

h a t  u n d  w i e  v i e l e ,  o d e r  d a f s  s i e  

g a r  k e i n e  h a t .  E i n e  s o l c h e  V o r h e r 

b e s t i m m u n g  g e w ä h r t  e i n e n  r e c h t  

g u t e n  A u s g a n g s p u n k t  f ü r  d i e  U n t e r 

s u c h u n g e n ,  u n d  f ü r  d i e  A n a l y s i s  d e r  

D i o r i s m e n  s i n d  d i e s e  T h e o r e m e  

s e h r  n ü t z l i c h .  A b e r  a u c h  a b g e 

s e h e n  v o n  d i e s e m  N u t z e n  s i n d  s i e  

d e r  B e w e i s e  s e l b s t  w e g e n  w ü r d i g  

a u f g e n o m m e n  z u  w e r d e n .  D < m n  

I w i r  p f l e g e n  v i e l e s  a n d e r e  a l l e i n  

a u s  d i e s e m  ( i r u n d e  i n  d e r  M a t h e -  

. m a t i k  m i t  a n z u f u l i r e n .

4. Besondere Vorrede zum fOnften Buche.

A pollun ius grüfst den A ttalus.

I n  d i e s e m  f ü n f t e n  B u c h e  h a b e  i c h  S ä t z e  ü b e r  M a x  i m  a  u n d  

M i n i m a  n i e d e r g e s c h r i e h e n .  M a n  m u f s  a b e r  w i s s e n ,  d a f s  d i e j e n i g e n  

w e l c h e  v o r  m i r  o d e r  z u  m e i n e r  Z e i t  l e b t e n ,  s i c h  m i t  d e r  L e h i * e  v o n  

d e n  M i n i m i s  n u r  o b e r f l ä c h l i c h  b e f a f s t  h a b e n ;  d e s h a l b  h a b e n  s i e  

n u r  b e w i e s e n ,  w e l c h e  g e r a d e n  L i n i e n  K e g e l s c l m i t t e  b e r ü h r e n ,  u n d  

u m g e k e h r t ,  w e l c h e  E i g e n s c h a f t e n  i h n e n  z u k o m m e n ,  w e i l  s i e  T a n g e n t e n  

d e r  K e g e l s c h n i t t e  s i n d .  H i e r ü b e r  h a b e  i c h  i m  e r s t e n  B u c h e  g e s p r o c h e n .

’) Die letzten drei Vorreden nach der von Halley gegebenen lateinischen 
Olierselznng des arabischen Textes.



n u r  h a b e  i c h  b e i  d e r  E n t w i c k e l u n g  d i e  L e l i r e  v o n  d e n  M i n i m i s  a u s 

g e s c h l o s s e n .  I c h  h a l t e  a b e r  b e s c h l o s s e n  i n  d e n  B e w e i s e n  h i e r f ü r  

d i e s e l b e  R e i h e n f o l g e  z u  b e w a h r e n ,  d i e  i c h  i n  d e n  v o r a n g e s c h i c k t e n  

E l e m e n t e n  d e r  d r e i  K e g e l s c l m i l t e  i n n e g e h a l t e n  h a b e ,  w o  i c h  s i e  a u f  

e i n e n  b e l i e b i g e n  D u r c h m e s s e r  b e z o g ;  d a  d i e s e n  a b e r  u n z ä h l i g e  E i g e n 

s c h a f t e n  z u k o m m e n ,  s o  h a b e  i c h  f ü r  j e t z t  n u r  z u  z e i g e n  v e r s u c h t ,  

w i e  d i e  S a c h e  s i c h  v e r h ä l t  m i t  R ü c k s i c h t  a u f  d i e  A x e i i  o d e r  d i e  

H a u p t d u r c h m e s s e r .  A b e r  d i e s e  S ä t z e  ü b e r  M i n i m a  h a b e  i c h  s e h r  

g e n a u  i n  i l u ’e  K l a s s e n  e i n g e t e i l t  u n d  u n t e r s c h i e d e n ,  u n d  d i e s e n  h a b e  

i c h  d i e  S ä t z e  h i n z u g e f ü g l ,  w e l c h e  s i c h  a u f  d i e  o b e n  e r w ä h n t e  L e h r e  

v o n  d e n  M a x i m i s  b e z i e h e n .  D e n n  d i e s  i s t  f ü r  d i e j e n i g e n ,  w e l c h e  

d i e s e  W i s s e n s c h a f t  s t u d i e r e n ,  b e s o n d e r s  n o t w e n d i g  s o > v o h l  f ü r  d i e  

E i n t e i l u n g  u n d  d e n  D i o r i s m u s  d e r  A u f g a b e n ^  a l s  a u c h  f ü r  i h r e  S y n 

t h e s i s ;  u n d  a u f s e r d e m  g e h ö r t  d i e s e  S a c h e  z u  d e n e n ,  w e l c h e  a n  u n d  

f ü r  s i c h  e i n e r  B e t r a c h t u n g  w ü r d i g  s c h e i n e n .  L e b '  w ' o h l .

5. Besondere Vorrede zum sechsten Buch.

A p ollon iu s grüfst den A ttalus.

I c h  s e n d e  D i r  d a s  s e c l i s t e  B u c h  ü b e r  d i e  K e g e l s c h n i t t e ,  w e l 

c h e s  S ä t z e  ü b e r  K o n g r u e n z  u n d  Ä h n l i c h k e i t  v o n  K e g e l s c h n i t t e n  u n d  

S e g m e n t e n  v o n  K e g e l s c h n i t t e n  e n t h ä l t ,  w d e  a u c h  e i n i g e s  a n d e r e ,  w a s  

v o n  m e i n e n  V o r g ä n g e r n  n i c h t  b e h a n d e l t  i s t .  D e n n  i m  b e s o n d e r e n  

w i r s t  D u  i n  d i e s e m  B u c h e  f i n d e n ,  w i e  e i n  K e g e l s c h n i t t ,  d e r  e i n e m  

g e g e b e n e n  k o n g r u e n t  i s t ,  d u r c h  e i n e n  S c l i n i t t  a n  e i n e m  g e r a d e n  K e g e l  

h e r v o r g e b r a c h t  w e r d e n  i n u f s ,  u n d  w i e  e i n  g e r a d e r  K e g e l ,  d e r  e i n e m  

g e g e b e n e n  K e g e l  ä h n l i c h  i s t ,  k o n s l n i i e r t  w e r d e n  m u f s ,  d a m i t  e r  e i n e n  

g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  e n t h a l t e .  D i e s  h a b e  i c h  e t w a s  v o l l s t ä n d i g e r  

u n d  k l a r e r  b e h a n d e l t  a l s  d i e j e n i g e n ,  d i e  v o r  m i r  d a r ü b e r  g e s c h r i e b e n  

h a b e n .  L e b '  w o h l .
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6. Besondere Vorrede zum siebenten Buch.

A p ollon iu s grOfst den A ttalus.

H i e r m i t  s e n d e  i c h  D i r  d a s  s i e b e n t e  B u c h  ü b e r  d i e  K e g e l s c h n i t t e ,  

l n  d i e s e m  B u c h  s i n d  s e h r  v i e l e  n e u e  S ä t z e  e n t h a l t e n ,  d i e  s i c h  auf die  ̂
D u r c h m e s s e r  d e r  K e g e l s c h n i t t e  u n d  d i e  ü b e r  i h n e n b e sc h ^ ^ j^ ^ ^ * ^
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F i g l  i r e n  b e z i e h e n ;  a l l e  d i e s e  | ? e w ä h r e n  i h r e n  N u t z e n  b e i  v i e l e n  A l l e n  

v o n  A u f g a b e n ,  n a m e n t l i c h  b e i  d e n  D i o r i s m e n  d e r s e l b e n .  H i e r f ü r  f i n d e t  

m a n  m e h r e r e  B e i s p i e l e ^ )  i n  d e n  ( d u r c h  D i o r i s m e n )  a b g e g r e n z t e n  A u f 

g a b e n  ü b e r  K e g e l s c h n i t t e ,  d i e  i c h  i m  a c h t e n  B u c h e  g e l ö s t  u n d  b e 

w i e s e n  h a b e ;  d i e s  a c h t e  B u c l i  b i l d e t  g l e i c h s a m  e i n e n  A n h a n g ,  u n d  

i c h  w e r d e  d a f ü r  s o r g e n ,  d a f s  e s  D i r  s o  b a l d  w i e  m ö g l i c h  z u g e h t .  

L e b *  w o h l .

Anhang II.
Pappus’ Mitteilungen*) über Apollonius 8 Bücher über 

die Kegelschnitte.

Kw)ftX(bv jJ.
Tä lyjxhidou ßtßXia d' xw- 

utxcou \47ro?.X(üutog (haizhjpwaaQ 
Xfu 7:poatie\Q tzspa 8' izaplocoxtv 
ij xwuixtüu zsi/T]. \4ptazalog di, 

yiypaipt zä p i/p i zno uDu dua- 
8e8npsi/a (rzepsojv zoTToßv zvjjfT) i  

zoIq xiovixoig, ixäXsc f  xat 
ot 7:po WnoAX(ü)̂ iofj] zm\t zptio)/ 
XM\nx(ü\f YpatifiO})̂  z^u pkv 
y(o\̂ iofj, ziju 8k dpöoyaßviou, zijv 
8k dfißhjytoyioo xwvkh) znpijv, 
STTSc 8' iv kxdaztp zmv zpta»* 
zooz(ü\f x(o)j(ov> dtfiipoptoQ ztpvo-

I n d e m  e r  E u k l i d s  v i e r  B ü c h e r  

ü b e r  K e g e l s c h n i t t e  v e r v o l l s t ä n d i g t e  

u n d  v i e r  a n d e r e  h i n z u f ü g t e ,  l i e f e r t e  

' A p o l l o n i u s  a c h t  B ü c h e r  ü b e r  K e g e l -  

' s c h n i t t e .  A r i s t ä u s ,  d e r  d i e  n o c h  

v e r b r e i t e t e n  f ü n f  B ü c h e r  ü b e r  k ö r 

p e r l i c h e  Ö r t e r  i m  A n s c h l u f s  a n  

d i e  K e g e l s c h n i t t e  g e s c h r i e b e n  h a t .  

h a t t e  [ w i e  d i e  V o r g ä n g e r  d e s  A p o l 

l o n i u s ]  v o n  d e n  d r e i  k o n i s c h e n  

L i n i e n  d i e  e i n e  S c h n i t t  d e s  s p i t z 

w i n k l i g e n ,  d i e  z w e i t e  S c h n i t t  d e s  

r e c h t w i n k l i g e n ,  d i e  d r i t t e  S c h n i t t

*) In H alley 's Ausgabe steht plura, Veigl. die Anmerkung S. 404.
*) Im ganzen folge ich hier der Ausgabe von H u ltsch , 8.072—678. Die 

in Eckklammern [ ] eingeschlossenen Stellen hält Hultsch für zweifel
haft, im wesentlichen wohl wegen der Schwierigkeiten, welche sie dar- 
]>ieten. Indessen fallen einige von diesen Schwierigkeiten fort durch 
die Ändemngen und Erklärungen, die mir Dr. H eiberg bereitwilligst 
mitgeteilt hat und denen ich in meiner Übersetzung gefolgt bin.
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ac y ybovrat ypafifiai^ 
ötaTzopTjaaQ  ̂ wQ fatverat^ \4t:o?.-

Tt dijTZozs dTzoxXrjpwaavTeg 
(H TTpo adzou psi^ ixdXotjv | 

dguywyioü xwvou ropijv duuapi- \ 
v ^ y  xat op^oycoviot) xat äfißXo- \ 
ywvioü shat^  ^ y  Sk dpdoytouioul 
£t]/at duvofJtiuYjU dguywuiou ze xac j 

dpßkoywviooj 9jv Sk dpßkoyw)^iotj j 

SfjuapiuTjv etvac dguyiovioo ts xal \ 
dpdoywvtouy pezaSug zd dvdpaza  ̂
xuÄet ZTjv pkv d^uywviot) xakou- 
pivTjv eV.et<ptVj zij\̂  Sk dpSoyw- 
yioü napaßoXij)/, zijv Sk dpßko- 
yo)]̂ co(j üTüspßokfjV  ̂ kxdazTjv ditd 
zvjog \Siou aopßeßrjxozog. j^wpiov 
ydp ZI Tzapd xtua ypamirpf napa- 
ßalUfizvov  i y  pkv zf̂  dgoywviou 
xdn^oü zopij ikkecTTov yhezat zs- 
zpaywu(py i y  Sk zjj dpßkoywviou 
unzpßdkknv zezpaywv(p^ iv Sk zfj 
opÖoycovioü oSzs ikkehrov oSS' | 

üKspßdkXov.

d e s  s t u m p f w i n k l i g e n  K e g e l s  g e 

n a n n t .  D a  a b e r  a n  j e d e m  v o n  

d i e s e n  d r e i  K e g e l n  j e  n a c h  d e r  

A r t ,  w i e  s i e  g e s c l i n i t l e n  w e r d e n ,  

d i e  d r e i  L i n i e n  V o r k o m m e n ,  s o  v e r 

m o c h t e  A p o l l o n i a s ,  w ' i e  e s  s c h e i n t ,  

n i c h t  z u  e r k e n n e n ,  n a c h  w e l c h e m  

E i n t e i l u n g s p r i n c i p  s e i n e  V o r g ä n g e r  

d i e  e i n e  S c h n i t t  d e s  s p i t z w i n k l i g e n  

K e g e l s  g e n a n n t  h a t t e n ,  w ä h r e n d  

s i e  a u c h  a n  d e m  r e c h t w i n k l i g e n  

u n d  s t u m p f w i n k l i g e n  g e f u n d e n  w e r 

d e n  k o n n t e ,  d i e  a n d e r e  S c h n i t t  d e s  

r e c h t w i n k l i g e n ,  w ä h r e n d  s i e  a u c h  

a n  d e m  s p i t z w i n k l i g e n  u n d  s t u m p f 

w i n k l i g e n  g e f u n d e n  w e r d e n  k o n n t e ,  

d i e  d r i t t e  e n d l i c h  S c h n i t t  d e s  s t u m p f 

w i n k l i g e n  K e g e l s ,  w ä h r e n d  s i e  a u c h  

a n  d e m  s p i t z w i n k l i g e n  u n d  r e c h t 

w i n k l i g e n  K e g e l  g e f i m d e n  w e r d e n  

k o n n t e .  D e s h a l b  v e r ä n d e r t e  e r  d i e  

N a m e n  u n d  n a n n t e  d i e  L i n i e ,  w * e l -  

c h e  S c h n i t t  d e s  s p i t z w i n k l i g e n  K e 

g e l s  h i e f s ,  E l l i p s e ,  d i e j e n i g e ,  w e l c h e  

S c h n i t t  d e s  r e c h t w i n k l i g e n  K e g e l s  

h i e f s ,  P a r a b e l ,  u n d  d i e j e n i g e ,  w e l 

c h e  S c h n i t t  d e s  s t u m p f w i n k l i g e n  

K e g e l s  h i e f s ,  H y p e r b e l ,  j e d e  n a c h  

e i n e r  b e s o n d e r e n  E i g e n s c h a f t .  D e n n  

w e n n  e i n  R e c h t e c k  a n  e i n e  g e w i s s e  

L i n i e  a n g e l e g t  w i r d ,  s o  w i r d  e s  

b e i m  S c h n i t t  d e s  s p i t z w i n k l i g e n  K e 

g e l s  u m  e i n  Q u a d r a t  z u  k l e i n  s e i n  

( i ^ ^ e / ; r e « y ) ,  b e i  d e m  d e s  s t u m p f 

w i n k l i g e n  u m  e i n  Q u a d r a t  z u  g r o f s  

s e i n  (uTTzpßdkkziv), u n d  b e i  d e m  

d e s  r e c h t w i n k l i g e n  w i r d  d a s  a n -
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[ zooro f f  tzzadt'j (irj Tzpoaev- 
\fO7j0aQ oTt xard  xiva Idiav tztw^ iv 
Tou zifi)/oi^TOQ imTzidou rov xmvov 
(xa t ytvvw vzoz rpeiQ ypappaQ) 
ev kxdazq} zwv xtouwv dXirj xai 
d}.?.7j zdjv ypofjLpdtv yivezaiy rjv 
d)Wtpaaav^) dno t^ q IdtozrjzoQ 
Toij xdfvotj. iä p  ydp  zb zipvov  
e;r/;r£<?op TzapdXirjkov p ia
zob xovoü Tzkzupa^ yivzzai p ia  
pb\fr^ zwv zpm \f ypapiimVy dee ^  
abzify w vupaatv b "JptazdcoQ 
ix e h o 'j rob zprjäivzoQ xwifou zih
flTjV.J

W ff' o üu  [ ^ 7 :o a w lfto g  o ta  tzs- 

p t i / s t  z u  fjTz' w jz o b  y p a ^ i v z a  

X(o>txd)v ij ß i ß l i a  X iy e t  xe< pakat 

(ü S tj Öetg Tzpodijkcjatv i v  z w  Tzpo- 

o tp iw  zob  T zpw zou  z a b z T jv

\47:oÄ?.df]/cog pkv zabza, bu 8i 
fprjovj iv zw zpizfp zutzov etu y' xat 
ff ypa/ifidg p7j zeztketwadai Otzo

g e l e g t e  {TzapaßakXb/uvou) w e d e r  

z u  k l e i n  n a c h  z u  g r o f s  s e i n .

[ A b e r  d i e s  w i d e r f u l i r  i h m  ( A p o l -  

l o n i u s ) ^ ) ,  M r e i l  e r  n i c h t  b e m e r k t e ,  

d a f s ,  e n t s p r e c h e n d  e i n e m  b e s o n 

d e r e n  F a l l e  d e r  E b e n e ,  w e l c h e  d e n  

K e g e l  s c h n e i d e t  ( u n d  d i e  d r e i  L i 

n i e n  e r a e u g t ) ,  a n  j e d e m  e i n z e l n e n * )  

d e r  K e g e l  d i e  e i n e  o d e r  d i e  a n d e r e  

v o n  d i e s e n  L i n i e n  e n t s t e h t ,  w e l c h e  

m a n ^ )  n a c h  d e r  E i g e n t ü m l i c h k e i t  d e s  

K e g e l s  b e n a n n t  h a t t e .  D e n n  w i r d  

I  d i e  s c h n e i d e n d e  E b e n e  p a r a l l e l  

i z u  e i n e r  E r z e u g e n d e n  d e s  K e g e l s  

g e l e g t ,  s o  e n t s t e h t  n u r  e i n e  v o n  

d e n  d r e i  L i n i e n  u n d  i m m e r  d i e 

s e l b e ,  w e l c h e  A r i s t ä u s  d e n  S c h n i t t  

d i e s e s  K e g e l s  n a n n t e . ]

A p o l l o n i u s  s p r i c h t  ü b e r  d e n  I n 

h a l t  d e r  a c h t  B ü c h e r ,  w e l c h e  e r  

ü b e r  d i e  K e g e l s c l m i t t e  g e s c h r i e b e n  

h a t ,  i n d e m  e r  i n  d e r  V o r r e d e  d e s  

. e r s t e n  B u s c h e s  z u s a m m e n f a s s e n d  

f o l g e n d e  v o r l ä u f i g e  E r k l ä r u n g  g i e b t : 

[ H i e r  f o l g t  e i n  A u s z u g  

a u s  A p o l l o n i u s ’ u m s t e h e n d  

m i t g e t e i l t e r ,  e r s t e r  V o r r e d e .  

.  d e r  e i n e n  B e r i c h t  ü b e r  d e n  I n h a l t  

d e r  e i n z e l n e n  B ü c h e r  e n t h ä l t . ]

' D a s  s a g t  A p o l l o n i u s ;  w e n n  e r  

a b e r  i m  d r i t t e n  B u c h  s a g t ,  d a f s  

I d e r  O r t  z u  d r e i  u n d  v i e r  G e r a d e n

>) Nach Hultsch Aristäus.
*) Hultsch übersetzt kxdarai rtbv durcli quovis.

Hultsch schreibt ütvofiaüsv,
*) Nämlich die Vorgänger.

Müfste sein: senkrecht(1?).
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KdxAzidoo  ̂ o*jd' « V  WJZoQ 
odo' äi/MQ oddecg [a lX  oidh fit- 
xpuv Tt zpoaf^eiwit zotg üt:o Ed- 
xÄsidoit YpatpBtatv] did ys poucDU 
ztbu Tzpodsdstypii^cov ^drj xcDifi- 
xtbif äypi zwu xaz EixXeidrjVj wg 
xat aizog papzopzl liytov dd6- 
itazov elvat zsXsctolfrjuat ytop'tg 
(üv aijzhg TZpoypdtpti)̂  ij)/aYxdaäi^. 
[ o dk Edx?.£tdYjg äzzodtyofitvog 
zo\̂  \4ptazaunt dgtov o\fza i f  oig 
Tjdr̂  Tzapadtdwxet xtovtxotg^ xat 
fitj (pi%laag ^  prj dekijoag im- 
xazaßd?M(Jfiat zo6zoßp zijv wjzŷ v 
TtpaYfLazziaM,  iztetxiazazog wv 
xat Tzpog fXTzapzag sdpsi^ijg zoug 
xat xazd Ttoaoy a*jva6g£tv 8uua- 
fihofjg zä fiaÖTjfiaza  ̂ tog dst, xat 
fiTjoa/itog Trpüaxpnuazixog urrdp- 
ytoVn xa\ dxptßrjg pkv oöx dXa- 
!^ovixog 8k xaHdzsp ohzog  ̂ oaou 
8>jvazt)u 8etgat zou zitzzo'j 8ta 
r Ä v  ix£t) îvj xeüutxtov sypaiffsu, 
o'jx scTTtüî  zi?.og iystp zo 8stxu'j- 
pzvov zfize Ŷ P̂ dvaYxatov 

^ f>d8aficüĝ  S7:et 
zot xat adzog i v  ztng xwutxotg 
dzcÄrj zä zzltiaza xazahztoy oox 
£fj86vBzat. ::poa8ttvat 8k ztu zoztf) 
zä htzofiE)^a 8e8uurjzat izpotpav- 
zaatoi^ttg zdig uzh E*jxkti8oo 
YtYpafifivjotg ^8t] rrept zoo zo- 
Zfrj xai auayoÄdaag zotg hrJt 
E*j x )m 8 o *j  fiadr^zatg i v  M / s J a v *  

8psia ‘7z),zt(izo)f ypovov. 88vj ^aye

v o n  E u k l i d  n i c h t  v o l l s t ä n d i g  b e 

h a n d e l t  s e i ,  s o  h ä t t e  w e d e r  e r  n o c h  

i r g e n d  e i n  a n d e r e r  n u r  d a s  a l l e r 

g e r i n g s t e  z u  d e m  v o n  E u k l i d  g e 

s c h r i e b e n e n  h i n z u f ü g e n  k ö n n e n ,  w e 

n i g s t e n s  n i c h t  a l l e i n  m i t  H ü l f e  

d e s s e n ,  w a s  b i s  z u  E u k l i d s  Z e i t  

l i b e r  d i e  K e g e l s c h n i t t e  b e w i e s e n  

w a r ,  w i e  e r  a u c h  s e l b s t  b e z e u g t ,  

i n d e m  e r  s a g t ,  d a f s  e s  u n m ö g l i c h  

s e i  ( j e n e s )  a u s z u f ü b r e n  o h n e  d a s ,  

w a s  e r  s e l b s t  g e n ö t i g t  g e w e s e n  s e i  

v o r h e r  z u  s c h r e i b e n .  [ D a  a b e r  

E u k l i d  a n n a h m ,  d a f s  A r i s t a u s  s i c h  

v e r d i e n t  g e m a c h t  h a b e  d u r c h  d a s ,  

w a s  e r  b e r e i t s  i n  d e r  L e h r e  v o n  

d e n  K e g e l s c h n i t t e n  g e l e i s t e t  h a t t e ,  

u n d  d a  e r  i h m  n i c h t  z u v o r k a m  

u n d  a u c h  n i c h t  d a s s e l b e  L e h r 

g e b ä u d e  n o c h  e i n m a l  a u f f ü h r e n  

w o l l t e  * ) ,  w e i l  e r  b e s c h e i d e n  w a r  

u n d  z u g l e i c h  g e g e n  a l l e ,  w e l c h e  

d i e  M a t l i e m a t i k  a u c h  n u r  e i n  w e n i g  

f ö r d e r n  k o n n t e n ,  w o h l w o l l e n d ,  w i e  

e s  s i c h  g e h ö r t ,  u n d  i n  k e i n e r  W e i s e  

r ü c k s i c h t s l o s ,  u n d  w e n n  a u c h  s c h a r f 

s i n n i g ,  d o c h  n i c h t  p r a h l e r i s c h  w i e  

d i e s e r  —  , s o  s c h r i e b  e r  s o  v i e l ,  

j w i e  ü b e r  d i e s e n  O r t  d u n d i  d i e  K e g e l -  

I s c h n i t t e  j e n e s  ( A r i s t ä u s )  z u  z e i g e n  

m ö g l i c h  w a r ,  o h n e  z u  s a g e n ,  d a f s  

d i e  E n t w i c k l u n g  v o l l e n d e t  s e i .  D e n n  

i n  d i e s e m  F a l l e  h ä t t e  e r  ( E u k l i d )  

T a d e l  v e r d i e n t ;  s o  a b e r  v e r d i e n t  

e r  i l m  k e i n e s w e g s ,  w e n n  d o c h  e r

0 Diese nicht ganz klare Stelle ist S. 130 etwas freier wiedergegeben.
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xai TTjv TOcauTTjV oix djxadrj. 
of̂ TOQ dk d im  f  xat ff  ypafifidQ 

i<p' (p fiix^ fppovEi Ttpoa- 
hs\Q d<pffiXwv y  sldiuat z<p
KpwTfp ypdipavzi^ zoeoDrdg iaziv.] 
iäv ydpf iXiaet dedopivaxv zpidxv 
vj^zidiv^ dm) ziuoQ [zoü aizodj 
arjpdoü xazaĵ î d)(Jtv im  zdq zpBtq 
h  dedopi^^atq yw)̂ iatq sdäetat^ 
xai Xdyoq rj doÖeiq zoix dnd duo 
xazrjpiycov mpityopivoo dpÖo- 
ycovio'j Tcpdq zo dno z^q XoiTzrjq 
ZBZpdycovov zd (JTjfietou dfpezat 
diast dsdopepou azspsnu zt'tTZoo, 
zrvjziazvu ptdq zwv zpmv xwvtxwv 
Ypapiiwy. xai i a v  im  ff  eddsiaq 
diatt dedopivaq xaza/Scbatv ed- 
de tat iv dsdopii^atq yioviatq  ̂ xai 
Xdyoq 7j dodeiq zoij und duo xaz- 
Tffpi)̂ (s}V TZpdq zd dm) zidu Xoi- 
mau ddo xazrjYfiivwVj dtioiwq zd 
(JT̂ fiBtov äipBzai diast dedopivTjq 
xwwß*j zofir̂ q. [iäu pkiß ydp im  
ddo ptmiq, imnsdaq d zdnoq di- 
dstxzatj idiß dk im  TrXeiouaq 
ZBijadptoVj dipszat zd arjpBtov w- 
mov odxizt yvtapifuov^ dXXd ypap- 
fXioy pd'uo'u X£yofii\ßtü\ß,

• s e l b s t  ( A p o l l o n i u s )  n i c h t  a n g e k l a g t  

w i r d ,  w e i l  e r  i n  s e i n e n  K e g e l s c h n i t -  

I t e u  s e h r  v i e l  u n v o l l e n d e t  g e l a s s e n  

h a t .  D o c h  h a t  e r  ( A p o l l o n i u s )  

d i e s e m  O r t  d a s  f e h l e n d e  h i n z u f ü g e i i  

k ö n n e n ,  w e i l  e r  z u m  V e r s t ä n d n i s  

I v o r b e r e i t e t  w a r  d u r c h  d a s , w a s  

I b e r e i t s  E u k l i d  ü b e r  d i e s e n  O r t  g e -  

I s c h r i e b e n  h a t t e ,  u n d  w e i l  e r  l a n g e  

Z e i t  i n  A l e x a n d r i a  m i t  E u k l i d s  

; S c h ü l e r n  v e r k e h r t  h a t t e ,  d e n e n  e i *  

; s e i n e  w i s s e n s c h a f U i c h e  R i c h t u n g  

v e r d a n k t e .  A b e r  d i e s e r  O r t  z u  d r e i  

o d e r  v i e r  G e r a d e n , w e g e n  d e s s e n  

H i n z u f ü g u n g  e r  s i c h  s o  s e h r  r ü h m t ,  

w ä h r e n d  e r  d o c h  d e m j e n i g e n ,  d e r  

! z u e r s t  d a r ü b e r  s c h r i e b ,  d a n k b a r  

s e i n  i n ü f s t e ^ ) ,  i s t  f o l g e n d e r ] :  S i n d  

d r e i  g e r a d e  L i n i e n  d e r  L a g e  n a c h  

g e g e b e n ,  u n d  z i e h t  m a n  v o n  e i n e m  

1 [ u n d  d e m s e l b e n ]  P u n k t e  a n  d i e s e  

d r e i  u n t e r  g e g e b e n e n  W i n k e l n  g e -  

> r a d e  L i n i e n ,  u n d  i s t  d a s  V e r h ä l t n i s  

z w i s c h e n  d e m  R e c h t e c k  a u s  z w e i  

d e r  g e z o g e n e n  u n d  d e m  ( J u a d r a l  

d e r  d r i t t e n  g e g e b e n , s o  w i r d  d e r  

P u n k t  a u f  e i n e m  d e r  L a g e  n a c h  

g e g e b e n e n  k ö r p e r l i c h e n  O r t  l i e g e n ,  

d .  h .  a u f  e i n e r  v o n  d e n  d r e i  k o 

n i s c h e n  L i n i e n .  U n d  w e n n  m a u  

a n  v i e r  d e r  L a g e  n a c h  g e g e b t m e  

I G e r a d e n  u n t e r  g e g e b e n e n  W i n k e l n  

, g e r a d e  L i n i e n  z i e h t ,  u n d  d a s  V e r -

u êixstw hei Hultsch.
*) Hultsch’s Lesart, die von der der Handsclirifteii ahweicht, gieht einen 

anderen Sinn.
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h ä l t n i s  z w i s c h e n  d e m  R e c h t e c k  a u s  

i z w e i e n  u n d  d e m  a u s  d e n  b e i d e n  

a n d e r e n  g e g e b e n  i s t ,  s o  w i r d  d e r  

I P u n k t  g l e i c h f a l l s  a u f  e i n e m  d e r  

L a g e  n a c h  g e g e b e n e n  K e g e l s c h n i t t  

l i e g e n .  [ D e n n  w e r d e n  d i e  G e r a d e n  

n u r  a n  z w e i  L i n i e n  g e z o g e n , s o  

i s t  d e r  O r t ,  w i e  g e z e i g t  w o r d e n  

j i s t ,  e b e n ] .  W e r d e n  s i e  a b e r  a n  

m e h r  a l s  v i e r  g e z o g e n ,  s o  w i r d  

d e r  P u n k t  n i c h t  m e h r  a u f  Ö r t e r n  

l i e g e n ,  d i e  b e k a n n t  s i n d ,  s o n d e r n  

d i e  n u r  d e n  N a m e n  L i n i e n  h a b e n .

( M e h r  a n z u f ü h r e n  i s t  k e i n  G r u n d  v o r h a n d e n , d a  P a p p u s  i n  

d e r  F o r t s e t z u n g  k e i n e  g e n a u e r e n  A n g a b e n  ü b e r  d a s  V e r h ä l t n i s  d o s  

A p o l l o n i u s  z u  s e i n e n  V o r g ä n g e r n  m a c l i t . )


