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Vorwort des Herausgebers.

Mit dem ,,Praktischen Maschinenbauer‘ soll dem Lehrling und Ge-
hilfen des Maschinenbaues ein Buch an die Hand gegeben werden, das
ihnen wihrend ihrer Ausbildung ein gewissenhafter Fiihrer, in ihrer
praktischen Tatigkeit ein zuverldssiger Ratgeber ist. In der Werkstatt
werden der Lehrling und der junge Gehilfe vom Meister beruflich unter-
wiesen, in der Werk- und Fachschule iibernehmen Techniker und In-
genieure die fachwissenschaftliche Ausbildung des Nachwuchses in un-
serer Maschinenindustrie. Nach diesen Gesichtspunkten ist das Werk
gegliedert. ;

Der 1. Band ist der Werkstattausbildung des jungen Maschinen-
bauers gewidmet und stellt einen Versuch dar, die iiberaus vielseitigen
Arbeiten, die bei dem heutigen hochentwickelten technischen Stande
unserer Industrie der Werkstatt zufallen, durch Wort und Bild dem
Lernenden n#herzubringen. Es kann gar keine Frage sein, daBl dieser
Versuch unvollkommen sein mufl; Erschépfendes zu bringen ist ein
einzelner auflerstande, so umfassend auch seine KErfahrungen sein
maogen. Soll hier etwas geleistet werden, so bedarf es der Hilfe vieler.
Die Fachkollegen aller Grade werden gebeten, dem Verlage Wiinsche
und Anregungen mitzuteilen, die geeignet sind, den weiteren Ausbau
des Werkes zu férdern.

Der 2. Band soll den Lehrling und Gehilfen in die wissenschaftlichen
Grundlagen des Maschinenbaues einfiihren, Rechnung und Zeichnung
ihrem Verstdndnis erschliefen, die vielseitigen Baustoffe nach Gewinnung,
Verarbeitung und Priifung zeigen, die Werkzeugmaschinen nach Bau
und Wirkungsweise erliutern und die erforderlichen mathematischen
und naturwissenschaftlichen Kenntnisse {ibermitteln.

Der 3. Band umfafit die Kraftmaschinen, die Feuerungsanlagen und
die Beférderungsmittel in Betrieben, die nach Bau, Wirkungsweise und
Wirtschaftlichkeit beschrieben werden. Beabsichtigt ist, den jungen
Maschinenbauer auch mit den Dingen bekannt zu machen, die zwar
nicht unmittelbar mit seiner Ausbildung zusammenhéngen, die aber doch
wesentliche Bestandteile von neuzeitlich eingerichteten Betrieben sind.

Der 4. Band ist der Betriebsfithrung gewidmet und behandelt schwie-
rigere Arbeitsvorgénge und ihre Hilfsmittel, die bei der Massenfertigung
unerléfllich sind. Der Leser wird darauf hingewiesen, daB alle in einem
groBeren Betriebe Tatigen nach sorgféltig durchdachten Plinen zu-
sammenarbeiten miissen, wenn erfolgreiche Arbeit geleistet werden soll.
Es wird der Versuch gemacht, das, was unsere heutige Technik unter



8% Vorwort zum zweiten Bande.

,,wissenschaftlicher Betriebsfithrung** versteht, dem jungen Maschinen-
bauer in einer Form zu bringen, die seinem Verstindnis und seiner
Auffassungsgabe angepalit ist.

Das vollstindige Werk lehnt sich somit eng an den Lehrplan an,
den der Deutsche AusschuB fiir technisches Schulwesen fiir Werkschulen
aufgestellt hat; es zeigt nach Anlage und Durchfithrung das Bestreben,
dem Grundsatz gerecht zu werden: Fiir Lehrlinge und Gehilfen des
Maschinenbaues ist das Beste gut genug.

Moge das Werk zu seinem Teile dazu beitragen, da der werdende
Maschinenbauer in seinen Beruf hineinwichst, damit er frither, als es
jetzt moglich ist, zu einer gewissen Berufsreife gelangt.

Fiir die Unterstiitzung, die der Verlag Julius Springer dem Unter-
nehmen entgegenbringt, sei ihm auch an dieser Stelle bestens gedankt.

Berlin, im Dezember 1920. Dipl.-Ing. H. Winkel.

Vorwort zum zweiten Band (1. Teil).

Der erste Teil des zweiten Bandes soll die mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Kenntnisse iibermitteln, die der junge Maschinenbauer
zum Verstandnis seines Berufes braucht. Hier die Auswahl so zu treffen,
daf} jeder befriedigt ist, wird auBerordentlich schwierig sein. Die Be-
arbeiter der einzelnen Abschnitte haben sich zwar bemiiht, das Not-
wendige zu bringen, doch sind sie iiberzeugt, da manches fiir not-
wendig erachtet werden kann, was wegen mangelnden Raumes nicht be-
riicksichtigt werden konnte.

In der Mathematik ist der Hauptwert auf die Algebra gelegt, die
deshalb ausfiihrlicher behandelt wurde, weil sie in den Anwendungs-
beispielen der iibrigen Facher stets vorausgesetzt werden mufl. Damit
der Leser Sicherheit im Lésen der Aufgaben erhilt, sind 162 Ubungs-
beispiele durchgerechnet, so dafl dieser Abschnitt eine recht umfang-
reiche Aufgabensammlung enthélt. Von der Lehre von den Logarithmen
wurde abgesehen, da sich Praktiker ihrer selten bedienen. Die Dar-
stellung der Grundrechnungsarten mit positiven und negativen Zahlen
stiitzt sich mehr als tiblich auf die Zeichnung; ich hoffe, dadurch die
Schwierigkeiten dem Verstéandnis des Lesers néhergeriickt zu haben.

Die Mechanik im Abschnitt Physik beschrénkt sich auf die Lehre
von den festen Korpern als denjenigen, die fiir Lehrlinge in erster
Linie in Frage kommen. Sie ist in dem verhdltnismafig engen Rahmen
allerdings nur gedringt dargestellt, doch konnten 75 vollstindig durch-
gefithrte Ubungsbeispiele Platz finden, die fiir die Frlangung von Ge-
wandtheit in der Anwendung der physikalischen Gesetze sehr geeignet
sein diirften und deren eingehende Durcharbeitung dem Leser empfohlen
wird. Wo es irgend anging, ist der Versuch als Ausgangspunkt gew#hlt.
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Die Wirmelehre wurde nur so weit gebracht, dal der Leser dem Ab-
schnitt iiber Warmekraftmaschinen mit Verstindnis folgen kann, die im
3. Bande behandelt werden sollen. Ebenso sind im Abschnitt iiber
Elektrizitat und Magnetismus nur die physikalischen Grundlagen der
Elektrotechnik bearbeitet, ihre Anwendung auf elektrische Maschinen
ist dem 3. Bande vorbehalten.

Auch in der Festigkeitslehre hat nur das Notwendigste Aufnahme
gefunden. Die Absicht war, den Werkmeister zur selbstindigen Losung
einfacher Aufgaben heranzubilden, vor die er in der Werkstatt gestellt
wird; sei es z. B., daB der Umbau einer vorhandenen Transmission
eine Abstiitzung verlangt, oder daf beim Verladen schwerer Stiicke
ein Hilfsgeriist aufgestellt werden soll. Daraus ergibt sich von selbst
eine stirkere Betonung der Grundbegriffe und im Zusammenhange
damit die Einbeziehung der Baustoffpriifung in den Rahmen der
Festigkeitslehre. Der Versuch belebt nicht nur die Darstellung, er ist
unerlaBlich fiir Leser, denen das Arbeiten mit Begriffen infolge der
Art ihrer Titigkeit ferner liegt.

Gerade weil sich das Buch an den Mann der Praxis wendet, ist
kein Begriff gebracht, der nicht durch vollstindig durchgerechnete
Beispiele seine Vertiefung gefunden hitte.

Den Kollegen an den Werk- und Berufsschulen der Metallindustrie
hoffe ich ein brauchbares Hilfsmittel fiir den Unterricht gegeben zu
haben, auch wenn das Gebotene iiber den Rahmen der eigentlichen
Lehrlingsschule hinausgeht. Gewil ist die Berufsschule eine Abschluf-
schule und als solche keine Vorstufe fiir die hohere gewerbliche Fach-
schule, doch leitete mich bei der Festsetzung des Rahmens der Ge-
danke der Berufsausbildung mit dem Aufstieg Lehrling — Gehilfe —
Meister. Deshalb behandelt der erste — theoretische — Teil des
zweiten Bandes den Stoff so weit, dal der Leser den Anforderungen
gerecht wird, die die Werkmeisterpriifung an ihn stellt, wenn er sich
mit ihm vertraut gemacht hat.

Noch ein Punkt wire der Beachtung wert: in der heutigen Zeit
der wirtschaftlichen Not wird der Besuch einer Tagesfachschule dem
Lehrling mehr und mehr erschwert, und mancher muB auf eine weitere
Berufsausbildung verzichten, der durch den Besuch der Berufs- oder
Werkschule den grofiten Anreiz dazu empfangen hat. Da will das Buch
helfend eingreifen. Sowoh! die Art der Darstellung als auch die groBe
Zahl der Beispiele setzen den Leser in den Stand, sich durch das
Studium des Buches Kenntnisse in den theoretischen Fichern des
Maschinenbaufaches zu erwerben, falls der Besuch einer Schule oder
die Teilnahme an Kursen nicht mdoglich ist.

Dem Verlage Julius Springer danken Herausgeber und Mitarbeiter
fur die Sorgfalt, mit der auch dieser Band ausgestattet wurde, und fiir
das Entgegenkommen, das alle Wiinsche gefunden haben.

Berlin, im Oktober 1922. H. Winkel.
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Mathematik.

Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.
Algebra.

Die vier Grundrechnungsarten.

Addition und Subtraktion. Angenommen, 2 Arbeiter stellen
Schrauben her, der erste in der Stunde 150, der zweite 130; beide zu-
sammen haben insgesamt 280 Stiick hergestellt, wovon man sich durch
Abzihlen tiberzeugen kann. 280 ist die Summe der von beiden Arbei-
tern hergestellten Schrauben. Die Téatigkeit des Abzdhlens oder Zu-
sammenzahlens heiflt addieren; das Verfahren selbst Addition. Um
die Summe 280 zu finden, addiert man die Zahlen 150 und 130; die
mathematische Schreibweise lautet

150 + 130 = 280

gelesen: 150 plus 130 gleich 280. Das -+ -Zeichen heifit plus und ist
ein Rechnungszeichen; 150 und 130 sind Glieder der Summe und
heiflen Summanden.

In unserm Beispiel sind 150 und 130 bestimmte Zahlen; will man
zum Ausdruck bringen, dall zwei beliebige Zahlen addiert werden
sollen, so bedient man sich der Buchstaben. So setzt man a fiir 180
und b fiir 130 und bezeichnet ihre Summe beispielsweise mit s, so dafi
sich die Addition oder Summenbildung zweier Zahlen in der Form dar-
stellt

a-+b=s.
Die Einfithrung von Buchstaben statt der bestimmten Zahlen hat den
Vorteil, daB man nicht mehr an die bestimmten Zahlen gebunden ist;
vielmehr kann man sich jede beliebige Zahl unter ¢ und & vorstellen,
und hat damit die Moglichkeit erhalten, Rechnungen allge mein durch-
zufiithren.

Offenbar wird der Wert s der Summe @ + b nicht geéindert, wenn wir
zu der Zahl b die Zahl a hinzufiigen; es ist ebenso gut s = b + a, wie
vorher s = a -+ b war.

Besteht eine Summe aus 2 Gliedern, so heifit sie Binom;z.B.a -+ b;
x + y; w + v . Eine mehrgliedrige Summe hat z. B. die Forma 4 b + ¢
+ d; ist s der Wert dieser Summe, so besteht die Beziehung s = a + b
+ ¢+ d. Den Wert s finden cder bestimmen heifit die Summe der

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer. I1. 1. 1



2 Mathematik.

Glieder a, b, ¢, d bilden. Dieser Wert s bleibt unveridndert, wenn die
Reihenfolge der Glieder a, b, ¢, d vertauscht wird; stets ist
s=a-+b+ct+doders=b-+c+d-+aoders=c-+d-+a-+ busw.
Fiir a, b, ¢, d bestimmte Zahlen wihlen, heiit einsetzen. Sollen a
den Wert 5, b den Wert 3, ¢ den Wert 4, d den Wert 6 annehmen, so
schreibt man :
fira=5;0=3;,¢c=4;d=6wird s=5+3 +4 -+ 6 oder s =18 .
Soll mit einer Sum me eine Rechnung ausgefiihrt werden, so setzt man
die Summe in Klammern. So heilt ¢ + (¢ -+ b), daB zu der Zahl ¢ die
Summe (a-+ b) hinzugefiigt werden soll. Es wird s =c¢ + (¢ + b)
oder s =c¢ + a + b; wir finden den Wert der Summe ¢ + (a + b),
indem wir zu der Zahl ¢ erst a und zu dem so gefundenen Werte ¢ + «
auBerdem b hinzufiigen. Fiir ¢ = 5; a =4; b = 3 wird

s=5+{@4+3)=5+4+3=12.

GediachtnismaBig ist zu beachten, daBl eine Klammer nach einem
-4 -Zeichen weggelassen werden darf. Die Klammer zum Verschwinden
bringen heifit ,,die Klammer auflosen.

Beispiele:

1) s=154+0+2)=15+b+2=17T+0b
2)s=p+2+@+10)=p+2+q+10=p+q+12

Soll eine gegebene Zahl ¢ um b vermindert werden, so sagt man,
,,b ist von @ zu subtrahieren‘ und schreibt @ — b, gelesen @ minus b -
b von a subtrahieren bedeutet aber, die Zahl suchen, die zu b addiert «
ergibt; sie heilt Differenz; ihr Wert ist

d=a—b.

a und b sind die Glieder der Differenz (@ heilt im besonderen Minuendus,
b Subtrahendus). Das Zeichen — heif3t minus und ist ein Rechnungs-
zeichen. Die Probe auf die Richtigkeit der Subtraktion geschieht durch
die Addition: wenn d = a — b sein soll, dann mul & + d = a sein.
Das Rechnungsverfahren heifit Subtraktion und ist die Umkehrung
der Addition. Soll mit einer Differenz gerechnet werden, so setzt man
sie in Klammern.

¢ — (@ + b) bedeutet, dafl die Summe (a 4 b) von der Zahl ¢ sub-
trahiert werden soll. Der Wert d der Differenz ¢ — (¢ + b) ist die Zahl,
die zu (e + b) addiert ¢ ergibt; d. h.

d=c— (a+b), weil d 4+ (@ + b) = ¢ ist.

Z.B.d=15—(1+38)=15—10=5, weil 5+ (T+ 3) =15
ist. Statt die Summe a -+ b von ¢ zu subtrahieren, kann man auch die
Summanden einzeln subtrahieren, so daf

d=c¢c— (@a-+b)=c—a—0b wird, wie
d=15—(1+38) =15 -7 — 3 =5 ist.
Die Umkehrung der Beziehung ¢ — (@ + b) = ¢ — a — b zeigt, wie
man eine Klammer einfiithrt. Es ist
c—a—b=c—(a-+Db).



Algebra. 3

Der Ausdruck besagt: Statt ¢ und b nacheinander von ¢ abzuziehen,
kann man die Summe (a + b) unmittelbar von ¢ abziehen. Es ist
15—-7—-3=15—(7T+3).

Ist eine Differenz (@ — b) zu einer Zahl ¢ zu addieren, so ist der Wert
dieser Summe s = ¢ + (@ — b) . Wir erhalten s, wenn wir zunéchst die
Summe ¢ -+ ¢ bilden und dann diesen Wert um b vermindern. Es ist

s=c+((@—b)=c+a—1>

12 + (7 — 4) bedeutet: Die Differenz (7 — 4) ist zu der Zahl 12

hinzuzufiigen; wir erhalten als Wert dieser Summe
s=124+(7T—4)=12+3 =15
Zu demselben Ergebnis gelangen wir aber durch
§=124+(T—4)=12+4+7—-4=15

Auch hier wiederholt sich, dafl eine Klammer nach einem -+ Zeichen
weggelassen werden darf.

Es bleibt noch die Aufgabe, eine Differenz von einer Zahl zu sub-
trahieren; in die Sprache der Mathematik {ibersetzt lautet dieser Satz:
c— (a—0).

Dieser Ausdruck ist wieder eine Differenz aus ¢ und (@ — b); ihr Wert
ist d = ¢ — (@ — b) . Subtrahiert man @ von ¢, d. h. bildet man ¢ — a,
so hat man b zuviel abgezogen, da ja nur der um b verminderte Wert
subtrahiert werden soll. Erst wenn man ¢ — a die Zahl b zufiigt, erhilt
man den wahren Wert der Differenz ¢ — (@ — b); es wird also d = ¢ —
(@ —0b)=c—a-+0b

12 — (7 — 4) bedeutet: Die Differenz (7 — 4) ist von der Zahl 12
abzuziehen; wir erhalten d = 12 — (7 — 4) == 12 — 3 = 9. Zu demselben
Ergebnis gelangen wir durch

d=12— (T—4)=12 - T+4=09.
Auch hier zeigt die Umkehrung der Beziehungec — (@ — b) = ¢ —a -+ b,
wie man eine Klammer einfithrt. Es ist
c—a+b=c—(a—0b)

Der Ausdruck besagt: Statt @ zu subtrahieren und b zu addieren, kann
man die Differenz (¢ — b) unmittelbar von ¥ abziehen.

Beispiele: 3) d=28 — (@ +3)=28—a —3=25—a

4) s =50+ (@ —10) =50 +a — 10 =40 + a

5d=25—(b—-—7=25—-b+4+7=32—-0b

6) s=13+(@—5)—b+2)=1834+a—5—-b—2=6+a—b.

Klammern. Es war s=c+ (@ +b) = ¢ + a + b; das hieB: Zu
der Zahl ¢ ist die Summe (@ + b) hinzuzufiigen. Betrachten wir die Auf-
gabe ¢ + (@ + b) mit dem Ergebnis ¢ + a + b, so folgt aus

ct+(@+b)=c+a-tb,

daf} die Klammer weggelassen werdendarf, wennein 4 Zeichendavorsteht.

Ferner war: ¢ — (@ + b) = ¢ — a — b; das hieB: Von der Zahl ¢
ist die Summe (@ + b) zu subtrahieren; ebenso war ¢ — (@ —b) =¢ —a

1*



4 Mathematik.

+ b, das hieB: Die Differenz (@ — b) ist von der Zahl zu subtrahieren.
Vergleichen wir in diesen beiden Fillen, wo ein — Zeichen vor der
Klammer steht, Aufgabe und Ergebnis, so zeigt sich, dafl infolge des
— Zeichens die Rechenoperationen mit den eingeklammerten Zahlen
umgekehrt werden; aus — (@ + b) wird — a — b und aus — (& — b) wird
— a + b . Sollen Summen und Differenzen zusammengefait werden,
so fithrt man eine zweite Klammer ein: a + [(b + ¢) — (d + ¢)] .
Die Aufgabe besagt: Zu der Zahl a ist die Differenz der Summen (b + ¢)
und (d + e) hinzuzufiigen. Da ein + Zeichen vor der [ ] steht, kann
diese wegfallen, so dal3
At [b+e)—(@+eal=a+@®+e)—(d+o)
wird. Wir sagen: Die eckige Klammer ist aufgelést. Nunmehr werden
die runden Klammern aufgelist; es wird
a+®G+e)—(d+e)=a+b+c—d—e
Beispiele: 7) a — [(b+¢) — (d+e)] =a — (b +c¢)+ (d+ e
=a—b—c+d-+e
8) (B —a)+F—B+a))=@ —a)+5—B+a)=25—a
—5—3—a=27T—2-qa
N(N2—x)+(x—T=12—2x+2—-T=15
10) 35 +2x) —[22— (@ —35)] =35 +22x — 22 + (@ — 35)
=354+2x—2x+a—35=a.
In a + [(b + ¢) — (d + e)] heifit der erste Summand .a; der zweite ist
die eckige Klammer. Da diese ein zusammengesetzter Ausdruck ist,
kann sie natiirlich zunichst fiir sich berechnet werden; es ist
[O+¢c)— (d+e)]=1[b+c—d—e], sodaBl
a+[b+c)—([@d+e=a+[b+c—d—e]
wird. In diesem Falle wurden zuerst die runden Klammern aufgelost.
Die Summe aus ¢ und der eckigen Klammer ergibt
a+b+c—d—el=a+b+c—d—e.
In gleicher Weise ergibt
a—[b0+c)—@d+te]l=a—[b+c—d—ej=a—b—c+d-+e.
In welcher Reihenfolge wir Klammern auflosen, ist gleichgiiltig;
nur die durch Klammern zum Ausdruck gebrachte Zusammengehorigkeit
ist zu beachten.
Multiplikationund Division. 5mit4 multiplizieren heif3t:
Die 5 soll 4mal als Summand gesetzt werden:
5X4=5+5+5+5=20.
Statt des x Zeichens wird in der Algebra ein Punkt gesetzt; wir schrei-
ben 5 -4 = 20 . Das Ergebnis der Multiplikation heift Produkt; die
Zahlen, die multipliziert werden sollen, heilen Faktoren. 5 und 4 sind
Faktoren, 20 ist das Produkt.
In der Buchstabenrechnung schreibt man ein Produkt « -5 und
deutet damit an, daB a mit b multipliziert werden soll; doch wird ebenso
hiaufig @ b (ohne Punkt) geschrieben. Es ist
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a-b=ab="ba,
da wir zu demselben Ergebnis gelangen, wenn wir den Faktor b ¢ mal
als Summanden setzen, ebenso wie
S X4=4x5=4+4+4+4+4=20

ist.

20 durch 5 dividieren heif3t 20 in 5 gleiche Teile teilen und einen davon
nehmen, z. B.

20 Pfund : 5 = 4 Pfund .

Vom ,,Teilen‘ ist zu unterscheiden ,,enthalten sein‘‘.

20 durch 5 dividieren heiflit auch feststellen, wie oft die 5 in

. 20 20 .
der 20 enthalten ist; wir schreiben 5= 4 und nennen = Quotient

.20 .
(Bruch); 20 ist der Zahler, 5 der Nenner. Es ist 5= 4, weil4 x 5 =20

ist. Das heifit: Die Richtigkeit der Division priifen wir durch die Mul-
tiplikation ; insofern ist die Division die Umkehrung der Multiplikation.

Mit den allgemeinen Zahlen, den Buchstaben, ist % =c,wennc-b=aist.

Hat ein Produkt bestimmte und unbestimmte Zahlen als Faktoren,
so setzt man die bestimmten voran (z.B. 7 - @ = 7 a) und liBt den Punkt
gewohnlich weg. Jede Zahl kann als Produkt mit dem Faktor 1 auf-
gefallt werden: a =1-.a; 12 =1.12.

Summe und Differenz aus Produkten. 3a+7b—2a
+3b=a-+100b.

Man sagt: Die Glieder mit @ werden zunichst zusammengefaflt, dann
die Glieder mit b .

Beispiele: 11) 25p —Tq+3r +4q—3r+3¢=25p
12) 182 —y + 122+ 32 —30x+2y =y + 3=z
13) --6ab+1laxy+T7ab— 122y =ab—2ay.

Zeichnerische Darstellung der Grundrechnungsarten.

Addition und Subtraktion. Um die Rechnungsvorginge an-
schaulich zu machen, stellt man die Zahlen als Strecken dar und bedient
sich dazu eines MaBstabes, wenn es sich um bestimmte Zahlen handelt.
So konnen wir die Zahl ¢ durch die Strecke A B (Fig. 1) darstellen. Soll
z. B. a gleich 6 sein, dann legen wir als MaBstab fest: 1em =1, d. h.

Al B ‘;C
J p—T pRT—— ———
H———a—>1 ' ary ——»
I
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

eine Strecke von 1 cin stellt die Zahl 1 dar, die Zahl 6 wird demnach durch
eine Strecke von 6 cm zeichnerisch wiedergegeben (Fig.2).

Die Addition zweier Zahlen @ und b wird durch Aneinanderfiigen
der die Zahlen ¢ und b darstellenden Strecken ausgefiihrt; die Strecke
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A C ist die Summe (a + b) (Fig.3). Soll b von a subtrahiert werden,
so gibt Fig. 4 diese Rechnungsart wieder. 4 C ist die Differenz (a — b).

Beachtet man, daB der Flicheninhalt eines Rechtecks gleich dem Pro-
dukt beider Seiten ist, so haben wir in dem Rechteck die Méglichkeit,

0 C 6;_
fe——a—— 7 ' F !
== =k ﬂﬁég_b_f
Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6.

die Multiplikation zweier Zahlen zeichnerisch darzustellen. In Fig.5
ist der Flicheninhalt des Rechtecks A4 BC D ein MaBl fiir die Grofle

des Produktes a b . Der Quotient »Z—léﬁt sich als Verhiltnis der Katheten

eines rechtwinkligen Dreiecks 4 B(C (Fig.6) veranschaulichen. Die
Trigonometrie (S.79) nennt dieses Verhiltnis den Tangens des Winkels
o und schreibt

Ist eine Summe (a + b) zu einer Zahl ¢ zu addieren, so gibt Fig. 7 die
Ausfithrung der Addition wieder; die Summe der Zahlen ¢ und (a + b)

—C—= ——a+b — = ¢ |
—Z/ — At 8
A BL O, ¥ A L€
A —_ £’ e C-@-b b > g ——>
s — PP
Fig. 7. Fig. 8.

wird durch Aneinanderfiigen der Strecken 4 B und O E erhalten; A’ £’
ist das Ergebnis der Addition.

Wie eine Summe (¢ + b) von einer Zahl ¢ subtrahiert wird, zeigt
Fig.8, in der A’ E das Ergebnis der Subtraktion darstellt. Die Summe

: c
AF B
e ——

\ H il F ,
A t i 10
r__.___.ﬁ_._*f_.'p e—p —><—q -0 1
; cra-b SU. O ‘5‘

e

a —>

Fig. 9. Fig. 10.

¢ + (@ — b) wird durch Aneinanderfiigen der Strecken 4 B = ¢ (Fig.9)
und der Strecke BE = a — b erhalten. Das Ergebnis der Summe ist
die Strecke A’E . Die Differenz ¢ — (¢ — b) erhdlt man in Fig. 10,
wenn man zuniichst die Differenz C'F aus @ und b bildet und dann diese
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Strecke von 4 B = ¢ abzieht; das Ergebnis ist die strichpunktierte
Strecke AF =c¢c —a + b.

Da die Beispiele 11--13 leicht undurchsichtig werden, eignet sich
die zeichnerische Darstellung nur fiir die Rechnung mit einfachen Zahlen.
Wir verwenden sie mit Vorteil bei der

Multiplikation von Summen und Differenzen.

Das Produkt a- (b + ¢) wird durch Fig. 11 durch das Rechteck
A B D' D wiedergegeben, das sich aus den beiden Rechtecken 4 BC' C
und C ¢’ D'D zusammensetzt. Aus

ABD'D=ABCC+CC D D folgt £ e
adb+c)=ab+ac %//%
In Worten: Wir multiplizieren eine Summe  § / %&
mit einer Zahl, indem wir jedes Glied der By Tme it
Summe mit der Zahl multiplizieren, wobei die | Bt
Anzahl der Summanden keine Rolle spielt. Fig. 11.

Die Umkehrung ergibt
ab-t+ac=a+c).

Die Summe a b + a ¢ ist eine Summe aus den Produkten ¢ 6 und «a c,
die beide den Faktor ¢ gemeinsam haben. Wir verwandeln sie in ein
Produkt, dessen einer Faktor der beiden Summanden gemeinsame Faktor
ist. Man sagt: Wie ziehen den gemeinsamen Faktor vor die Klammer;
in der Klammer bleiben die Summanden ohne den gemeinsamen Faktor.

Das Produkt a (b — ¢) wird in Fig. 12 durch das Rechteck 4 B D' D
dargestellt, dessen Flicheninhalt durch die Differenz der beiden Recht-
ecke A BC'C und € D D' C’" bestimmt ist. Aus

ABD'D=ABC' C—C DD folgt
ab—c)=ab—ac,
In diesem Falle wird jedes Glied der Differenz (b — ¢) mit dem Faktor
« multipliziert. Die Umkehrung ergibt
ab—ac=a((b—c)

wir haben die Differenz ab — ac in das Produkt a (b — ¢) zerlegt,
indem wir den gemeinsamen Faktor a
vor die Klammer zogen.

Das Produkt zweier Summen (o + b)
und (¢ 4+ d)1aBt sich o it
ebenfalls als ein [ N
Rechteck darstel- {
len, dessen Seiten
(¢ + b) und (¢ - d)
sind. Wir entneh-
men der Hig.13

(@+b)(c+d)=ac+bc+ad-+bd.
In Worten: Wir multiplizieren zwei Summen, indem wir jedes Glied
der einen Summe mit jedem Gliede der andern Summe multiplizieren.
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Die Umkehrung
ac+bectad+bd=(a+0b)(c+d
zeigt, wie aus einer Summe ein Produkt entsteht, wenn gemeinsame
Faktoren vorhanden sind . Wir verfolgen die Aufgabe, ac +bc +ad +
b d in ein Produkt zu zerlegen, rechnerisch und fassen zunichst Glieder
mit gemeinsamen Faktoren zusammen. Dann erhalten wir
ac+bect+ad+t+bd=(ac+bec)+(ad-+bd).
Aus der ersten Summe ziehen wir ¢, aus der zweiten d als gemeinsame
Faktoren heraus und schreiben
(@ac+bec)+(ad+bd)=c(a+b)+d(a—+0b).
Damit haben wir eine Summe von Produkten, die den gemeinsamen
Faktor (a -+ b) haben, der vor die Klammer gezogen wird. Es wird
cla+b)+d(a+b)=(a+b)(c+d.
In &hnlicher Weise liefert Fig. 14
(@+b)(c—dy=ac—ad-+bc—0bd
oder (@a+b(c—d=ac+bc—ad—>bd

oder (@ +b)(c —d)=ac+bc— (ad+bd).

Die Umkehrung zeigt die Umwandlung einer Summe in ein Produkt
fiir den Fall, dal mehrere Glieder gemeinsame Faktoren haben: aus
ac+bc—ad—bd=ac+bc— (ad-+ bd) folgt
ac+bc—ad—bd=c(a+b —d(a-+b)=(a—+b)(c—d),
denn beide Glieder der Differenz ¢ (a + b) — d (a -+ b) haben als ge-
meinsamen Faktor die Summe (a + b) .
Die Multiplikation zweier Differenzen wird geschrieben (a — b)
- (¢ — d); ibre Durchfithrung zeigt Fig.15. Sie lehrt
{fa —b)y(c—d)y=ac—bc—ad-+bd.
Von dem ganzen Rechteck A BC D = a ¢ wird abgezogen das Rechteck
E B D F = bc; es bleibt das Rechteck 4 E F C iibrig, das um den Betrag
G J FC zu grofl ist. Subtrahieren wir das Rechteck G HDC = ad,
so haben wir J H D F = b d zu viel abgezogen, miissen also diesen zuviel
abgezogenen Betrag wieder hinzufiigen. Ubersetzen wir diese Worte
in die Sprache der Mathematik, so erhalten wir
(@—b(c—dy=ac—bc—ad-+bd.
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Wir koénnen auch folgendermaflen zu dem Ergebnis gelangen: Das
Rechteck @b vermindern wir zunichst um das Rechteck b ¢ und dann
um die Differenz der Rechtecke a d und bd . Da diese Differenz ein
Ganzes bedeutet, schreiben wir sie in Klammern und erhalten

(@a—b(c—d=ac—bc— (ad—0bd),
so daBl der Wert des Rechtecks 4 B JG = (a — b) (¢ — d) einmal
wiedergegeben wird durch a¢ — b ¢ — ad + b d, das andere Mal durch
ac—bec— (ad —bd). Daraus folgt, dal ac —bc—ad+ bd und
ac—be— (ad— bd) gleich sein miissen. Wir schreiben
ac—bc—ad+bd=ac—bec— (ad—>d)
und ziehen ferner ¢ als gemeinsamen Faktor der beiden ersten, d als ge-
meinsamen Faktor der beiden letzten Glieder vor die Klammer, dann wird
ac—bc—(ad—bd)y=c(a—0>b)—d(a—Db).

Diese Differenz zweier Produkte enthilt (@ — b) als gemeinsamen
Faktor, der ebenfalls herausgezogen wird, dann geht ¢ (¢ — b) — d (@ — b)
iiber in (@ — b) (¢ — d) . Damit ist die Umkehrung

ac—bc—ad+bd=(a—>b)(c—4d)
auch auf rechnerischem Wege gefunden.

Beispiele: 14) (@ — b))z =ax —bx
15) 3y - (2a —3b+5¢)=6ay —9by +15cy
16) 4da+1)(b+7)=4ab+b+28a—+7
17 Bz +4y +2)(2a+3)=6ax+8ay+2az+9x+ 12y + 32

Zerlegung in Faktoren:

18) 21a — 13a=a (21 —13) =8a

19) ax +bx=ux(a+b)

20)21a+7b—14=T7@Ba+b—2)

21) 6ab—3bc—2ad+cd=6ab—3bc— (2ad— cd)
=3b2a—¢)—~d2a—c¢)=(2a—c)(3b—d)

Division von Summen und Differenzen.
a-+b a

l
Es ist :—+£,weilc(g—}—E):c-g—}—c-i:aer
c c c c ¢, c ¢

ist.

. [/ . . .
Wenn wir ¢ - — = a schreiben, so heben oder kiirzen wir den Aus-
c
a . . L L w e
druck ¢ - — durch c¢; das diirfen wir, weil — = 1 ist. Setzen wir fiir e den
¢ ¢
(4 . . . . . .
Ausdruck — - @, so haben wir ¢ mit ¢ erweitert; hierbei hat a seinen
c
c .
Wert behalten, da — =1 ist.
c

Da gﬁbf:ﬁ—g ist, wei]c(ﬁmﬁ>:c-ﬁ—c£:a—b
¢ ¢ c C c ¢ ¢
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ist, so konnen wir sagen: Summen und Differenzen werden durch eine
Zahl dividiert, indem man jedes Glied der Summe oder Differenz durch
diese Zahl dividiert.

, . . b .
Andererseits kénnen wir den Quotienten eth als ein Produkt auf-
¢

fassen, dessen Faktoren (@ -+ b) und — s1nd Esist ﬂjff b = % -(a +b).

1
denn - (@ + b) ist gleich ? + E—. Damit fithren wir die Rechnungsart
der Division auf das Multiplizieren zuriick und beachten, daf hierbei

1
der Faktor —bAeine gebrochene Zahl, d. h. ein Bruch ist.

Fiir Wbiitq ¢ konnen wir schreiben »Ci(b— t—) und ebenso — b% ac
= —;ﬁ (b +c).
Beispiele: 22) fgﬁ:;———ﬁy— = %— + 63y =x-+2y

oder auch 3z -+ 6y) :3———&;-»—}— »%?—J—:a;+2y.

23) 12pg—9qr 12pgq 9gr 4q 3q (i_z)
3pr T 3pr 3pr 7 p  \r p
oder auch (12pqg—9¢q7r):3pr= —132;;1 -— gz: = %rq — 37)(1.

Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

Wollen wir ausdriicken, daBl zwei GroBen 4 und B einander gleich
sein sollen, so schreiben wir 4 = B und nennen diese Beziehung zwischen

den GroBen 4 und B eine Gleichung. Zweifellos sind a = a; a = ”@bb
b t
oder 2 i— = —j— + :T auch Gleichungen, und doch ist ein Unterschied

zwischen A = B und den iibrigen Gleichunger; diese bleiben stets
richtig, welchen Wert auch @, b, ¢ annehmen mogen. Die rechte Seite
der Gleichung ist nur eine andere Form der linken Seite. Dagegen stellt
die Gleichung A = B die Forderung auf, daf} 4 gleich B sein soll.
Gleichungen, bei denen die eine Seite nur eine Umformung der andern
ist, nennt man identische Gleichungen. Gleichungen, die aus einer
Forderung folgen, heiBen Bestimmungsgleichungen. Solche For-
derung kann z. B. lauten: Suche die Zahl, deren Dreifaches 15 ergibt.
Zunichst ist diese Zahl unbekannt; sie wird im allgemeinen mit «
bezeichnet und muB so beschaffen sein, daB ihr Dreifaches, das ist
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3z, die Zahl 15 ergibt. In die Sprache des Mathematikers iiber-
setzt, nimmt diese Bedingung die Form einer Gleichung an; wir
schreiben

3xz=15,

Durch ,,Raten‘ finden wir, da nur die Zahl 5 der gestellten Forde-
rung geniigt; nur 3 - 5 ist 15 . Im Gegensatz zu den identischen Glei-
chungen, die richtig bleiben, auch wenn man beliebige Zahlenwerte
statt der Buchstaben setzt, hat x in der Bestimmungsgleichung 3 x = 15
nur einen Wert; er heilt die Wurzel der Gleichung. Die Gleichung
ist erfiillt, wenn wir fiir x den Wert 5 einsetzen. Durch das Einsetzen
der errechneten Wurzel in die gegebene (leichung priifen wir, ob die
Rechnung richtig durchgefithrt wurde.

Fiigen wir auf der linken Seite der Gleichung 2 hinzu, so erhalten wir
3 x + 2; jetzt bleibt der Wert x = 5 nur dann richtig, wenn wir auch
auf der rechten Seite 2 hinzufiigen. Es bleibt 3z 4 2 = 15 + 2 fiir
x =5 richtig, denn

3:-54+2=15+4 2.
Ziehen wir auf der linken Seite 2 ab, so miissen wir es auch auf der rech-
ten Seite tun, wenn die in der Aufgabe gestellte Forderung beibehalten
werden soll. So bleibt

3z —2=15—2
ebenfalls fiir « = 5 richtig. Das Gleiche gilt fiir das Multiplizieren.
denn

2.3x=2-15
bleibt fiir x = 5 richtig, und auch fiir das Dividieren, denn
3z 15
2T 2

bleibt fiir *x = 5 ebenfalls richtig. Wir entnehmen aus diesem Bei-
spiel den Grundsatz: Jede Rechenoperation mufl gleichzeitig
auf beiden Seiten ausgefiithrt werden.

Kommt in einer Gleichung die Unbekannte nur in der Form z vor,
sind also Produkte z - x oder « - x - £ nicht vorhanden, so nennt man diese
Bestimmungsgleichungen ,,Gleichungen erstes Grades mit einer Un-
bekannten‘. Thre einfachste Form lautet

A.x=B
und heiBlt ,,Normalform einer Gleichung ersten Grades mit einer
Unbekannten*. Die GroBen A und B sind hierbei beliebige ein- oder
mehrgliedrige Groflen, die aber die Unbekannte x nicht mehr in sich
enthalten diirfen. Kommt z als Faktor in einem Produkt vor, z. B. in
der Form a z, so heiflit a der Koeffizient von z .

Jede gegebene Gleichung mul} auf die Normalform gebracht werden,
aus ihr ergibt sich dann die Unbekannte
B
4

X —
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Die Unbekannte ist Glied einer Summe,

(1) r+a=0.

Subtrahiert man auf beiden Seiten @, so erhilt man
r+a—a=b—a oder x=5b—aq.

Die ,,Probe* liefert (die identische Gleichung) (b — a) +a =5

(2) x—a="b.

Addiert man auf beiden Seiten @, so erhidlt man

r—a+a=b+a und daraus z=0b+a.

(3) a—x=1"0.

Man addiert zunichst auf beiden Seiten z und erhilt
a—x+x=>b-+2x oder a=25b+ x;

jetzt subtrahiert man auf beiden Seiten b und erhilt
a—b=b+x—b oder a —b==zx.

Wir schreiben die 3 Fille ohne Worterklirungen — wie man es bei der

Losung von Aufgaben zu tun pflegt —:

l.x4+a=05 2.2 —a=25 3.a—x=1b
r=b—a ; r=b+4+a ‘ a=>b+=x
‘ a—b=ux

Die Zusammenstellung 148t erkennen: Kommt ein Summand von der
einen zur andern Seite, so wird aus dem +-Zeichen ein —-Zeichen und
umgekehrt. Das heifit: Eine Zahl, die auf der einen Seite zu addieren
ist, muB} bei ihrem Ubergang auf die andere Seite subtrahiert werden;
eine Zahl, die auf der einen Seite subtrahiert werden soll, muf} bei ihrem
Ubergang auf die andere Seite addiert werden.

Die Unbekannte ist Faktor.
(4) ax=2»5.
Man dividiert beide Seiten der Gleichung durch den Koeffizienten von
z und erh&lt

er ~b und daraus x = —.
a a a
(5) A
a

Man multipliziert beide Seiten der Gleichung mit o und erhilt
T a=b-a und daraus z=ab .
a

a
(6) ~=b.

Man multipliziert beide Seiten der Gleichung mit z und erhalt

a
—+«x=b-2 und daraus a=2"0-x.
x
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Jetzt dividiert man beide Seiten dieser Gleichung durch & und erhalt

%=<brl;x und daraus x = %
Die Zusammenstellung der 3 Fille:
4 ww—b 5. S I a—
b a x
r = — x=uab a="0b-x
@ a
P

laBt erkennen: Eine Zahl, die auf der einen Seite als Zihler steht,
kommt bei ihrem Ubergang auf die andere Seite in den Nenner und
umgekehrt.

Beispiele: 24) 52+ T2 =48  25) 3z +8=32
12 x = 48 3x=32—8=24

r=4. x=8.
26) 6 —19=42—17 27) ax —br=a-+b
6xr —4xr=—T7-+19 x@—b=a+b
22 =12 a-+b
x=6. T a_b"

28) a—bx+cxr —d=0

—bxtcx=d—a;, x(c—0b=d—a; x= f_z.

29) 2x—3)-5="T(x—+3).
Zunachst werden die Klammern aufgelost; wir erhalten
10 —15="T7Tx + 21;
sodann werden die Glieder mit « auf der einen Seite zusammengefallt;
das ergibt
10x —Tx=21+4+15
und daraus 3x = 36; = 12.
30) Bax+5) +@—4)=Tx—10) — (BGx—21)
3z +5+2x—4=Tax—10—5x + 21
3+ —T7x+5x=+21 —-10+4 -5
2 =10; x = 5.

31) l—ax+[z—(@x—2)]=0
l—2rx+2x—(x—2)=0 oder 1 —ov+ax—2x+2=0
3=ua; v=3.
32 —F —=2
32) 3+4 1.

Der Hauptnenner ist 3 - 4 = 12; mit ihm werden beide Seiten der
Gleichung multipliziert. Das ergibt



14 Mathematik.

12%+12-%:12.21 oder 42+ 3z —12.21

12.21
7x=12.21, daraus x:~2—7—2—:36.
Anm : Es ist haufig vorteilhaft, die rechte Seite nicht auszumulti-
plizieren, da sich nach der Zusammenfassung der Glieder mit z die
Gleichung unter Umstéinden heben 1a6t.

x— 2 x+ 2 23

5 T8 20

Wir multiplizieren die Gleichung mit dem Hauptnenner 5.8 = 40
und erhalten

33)

x — 2 x + 2 23
40_ s o e :40'
R 2

8- (x—2)+5-(x+2)=2.23.
Die Zahler x — 2 und x + 2 sind Faktoren und miissen in Klammern
geschrieben werden. Die Auflosung der Klammern liefert
8x — 16 +5x -+ 10 =46 oder 13x =46 + 16 — 10 =52; x =4 .

Textgleichungen. Sind die Bedingungen fiir die Berechnung einer
GroBe in Worten ausgedriickt, so hat man die Beziehungen zwischen
den gegebenen Grofen und der Unbekannten, das ist der zu errechnenden
GroBe, in der Form einer Gleichung wiederzugeben, die dann nach der
Unbekannten aufzulosen ist.

Beispiele: 34) Von zwei Zahlen ist die erste 3mal so grofl wie die
zweite; wie groB ist jede, wenn ihre Differenz 24 ist?

Die unbekannte Zahl sei z; ihr Dreifaches ist 3 x; die Differenz
beider Zahlen ist 3 x — x . Da diese Differenz 24 sein soll, erhalten wir
die Bestimmungsgleichung

S3x—x=24 oder 2x =24; also x=12.

35) Die Summe zweier Zahlen betrigt 245. Teilt man die erste durch
5, die zweite durch 6, so ergibt sich als Summe 45. Wie heiflen die
Zahlen ?

Die eine Zahl sei z, dann ist die zweite 245 — x, da die Summe

beider 245 sein soll. z durch 5 dividiert ergibt g; 245 — x durch 6 divi-

245 — . . . .
diert ergibt % "% . Da die Summe beider Quotienten 45 sein soll,
erhalten wir als Bestimmungsgleichung
oMo
5 6

6x+-5(245 —x)=5-6-45 oder 6x+5:-245 —dx=5-6-45
r=D5-6-45 — 5.245 = 1350 — 1225 = 125; x =125
245 — x = 245 — 125 = 120 . Die beiden Zahlen sind 125 und 120.
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36) Zwei Stidte A und B seien 300 km voneinander entfernt. Von
A aus fahrt um 5 Uhr Morgens ein Zug nach B mit einer Geschwindigkeit
von 60 km die Stunde. Um 7 Uhr fahrt von B nach A ein Zug mit einer
Geschwindigkeit von 40 km die Stunde. Um welche Zeit treffen sich
beide Ziige ?

Die Fahrzeit des ersten Zuges sei ¢ Stunden, dann ist die des zweiten
(t — 2) Stunden, da er 2 Stunden spéter abfahrt. Der vom ersten Zuge
zuriickgelegte Weg ist s; = V; - ¢, wenn ¥, seine Geschwindigkeit be-
deutet. Der zweite Zug legt den Weg s, = V, - (! — 2) zuriick. Da
die Summe beider Wege die Entfernung s der Stidte A und B sein
soll, so besteht die Beziehung

Vit +Vy(t—2)=s oder V, t+Vy-t —2V,=s
s+ 2V,
Vi+7V,
Setzen wir die Zahlenwerte der Aufgabe ein, so wird
300 +2.40 380 .
= 6040 100 3,8 Stunden = 3 Std. 48 Min.

Sie treffen sich um 5 Uhr 4 3 Std.48 Min. = 8 Uhr 48 Minuten. Der
erste Zug hat einen Weg s; =V, - ¢ = 60 - 3,8 = 228 km; der zweite
Zug hat einen Weg s, =V, (t — 2) =40 . 1,8 = 72 km zuriickgelegt.

37) Ein Wasserbehélter von 9 m? Inhalt wird durch 3 Pumpen ge-
fillt, von denen die erste 200 1, die zweite 150 1, die dritte 1001 in der
Minute fordern. In welcher Zeit ist der Behélter gefiillt, wenn alle drei
Pumpen gleichzeitig arbeiten ?

t(Vi+Vy) =s+2V,; daraus ¢t =

Die Pumpen seien ¢ Minuten in Betrieb, dann fordert die erste
200-¢1, die zweite 150-¢1, die dritte 100 .¢1. Thre Gesamtleistung
ist 200 - ¢+ 150 - £ + 100 - ¢, die nach der Aufgabe 9 m? = 90001 sein
soll. Diese Bedingung liefert die Gleichung

200t + 150 ¢ 4 100 £ = 9000; 450 ¢ = 9000; ¢ = 20 Min.

Das Potenzieren.

Will man zum Ausdruck bringen, daB die Zahl a nmal als Faktor ge-
setzt werden soll, so schreibt man a” (gelesen: @ hoch %) und nennt a die
Grundzahl oder Basis, n den Exponenten; a” selbst heilt Potenz, und
zwar ist a” die nte Potenz von a. Die Titigkeit, die beim Bilden einer
Potenz ausgeiibt wird, heilt potenzieren. Demnach ist

at=a-a-a-a.......... (nmal),
z. B.
P=T7.7-7-7.7=16807.

Anm.: Die zweite Potenz von ¢ wird auch gelesen a Quadrat (= a?),
weil a? = a - @ = dem Flacheninhalt eines Quadrates von der Seite
a ist.

Summe und Differenz von Potenzen.

a4+ =@ a -a...pmal)+ (b-b-b... gmal).
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Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen !
a? — = (a-a-a...pmal) — (b-b-b ... qgmal).
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen !
Produkt und Quotient von Potenzen.
a? - b= (@-a+a...pmal)-(b-b-b ... gmal)
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen!
aP a-a-a...pmal
% b-b-b...qmal
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen !
Sollen irgendwelche algebraische Operationen mit Potenzen méglich
sein, so miissen wir Voraussetzungen machen. Diese Voraussetzungen
konnen sein 1. Einschrinkungen in Beziehung auf die Grundzahlen,

2. Einschrankungen in Beziehung auf die Exponenten, 3. Potenzen mit
gleichen Grundzahlen und gleichen Exponenten.

1. Potenzen mit gleichen Grundzahlen.

Summe und Differenz o? 4 a? = a? + af; eine Zusammenfassung
ist nicht moglich.
a? — a? = aP? — a?; eine Zusammenfassung ist nicht moglich.

Multiplikation und Division von Potenzen.
a?-a!=(a-a-a...pmal)-(a-a-a ... gmal); insgesamt wird a
(p + g)mal als Faktor gesetzt. Demmnach wird
af«a? = a?*? und umgekehrt a?* ¢ =a?-a?,
a? a-a-a...pmal

at a-a-a...qmal’
Fiir den Fall, daB p groBer ist als ¢, hebt sich @ g mal als Faktor heraus,
so daB im Zihler a (p — ¢) mal als Faktor bleibt. Demnach wird
» »
%b— = a?-% und umgekehrt a?-7 = @

P
Fiir den Fall, daB ¢ = p wird, ergibt sich 'g’p = aP~? =af.

» ‘
Nun ist aber —le =1, weil 1.a? = a? ist. Folglich ist a® =1, d. h.

die nullte Potenz einer Zahl ist gleich 1. Fiir den Fall, dal ¢ groBler ist
als p, hebt sich @ pmal als Faktor heraus, so dafl im Nenner « (g — p)
P
mal als Faktor bleibt. Demnach wird * = 1 .
al al~-P

Der Vergleich des 1. Falles (p > ¢) und des 3. Falles (¢ > p) liefert,

1
da die linken Seiten gleich sind, die Beziehung a?-¢ = g

2. Potenzen mit gleichen Exponenten.

Summe und Differenz. a” + 0" = a” - b*; eine Zusammen-
fassung ist nicht moglich.
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a" — b" = a" — b"; eine Zusammenfassung ist nicht moglich.
Anm. Fiir den Sonderfall n = 2 diirfen wir setzen
a? -+ b2 =c¢2 bzw. c?— b2 = a?,
in diesem Falle ist ¢ Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck
mit den Katheten @ und b (Pythagoriischer Lehrsatz, vgl. Abschnitt
Geometrie, S.71).

Multiplikation und Division.
" b"=(a-a-a...nmal)-(b-b:b... nmal)

a und b kommen mmal als Faktoren vor; wir kénnen demnach eas
Produkt (a -b) nmal als Faktor setzen und erhaiten a” - b" = (a - b)®

und umgekehrt (a - b)" = a” . H" -
a® a-a-a...nmal

™ b-b-b...nmal’

hier erscheint der Quotient (%—) nmal als Faktor, so daBl wir er-

et Pl d 2y =2
halten b (b) und umgekehrt (b) b
3. Potenzen mit gleichen Grundzahlen und gleichen
Exponenten.
a*+a"=2a"; 3a"+5a"=8a";, Ta® —2a”=>5a"; a" — a" = 0.
a-2"+b.x"=a"(a+b); a-2" —b-a®=2a"-(a —b).
Beispiele:
38) 3a5+2y2— (9y5 —Ta%) =3+ 292 — 995 + 75
=105+ 242 — 9"
39) 3a(a?+ b3 =3a®+ 3abd.
40) 2x+1)Bz+1)=6x2+3c+22x+1=62245x+41;
umgekehrt ist 622+ 5x+1=2x+1)Bx+1).
41) (2a+3b)Ba-+2b)=6a>+9ab-+4ab 4 652
=6a2-+ 13ab + 652
umgekehrt ist 6a2 -+ 13ab+6b2=(2a+30)-(3a + 2b).
9% 28 25

————— =30b2. — =4 a2,
42) 35 3b 43) s x
44) (25603 + 15a%) :5a=5a>+3a=a((ba-+3).
45) (8 asb? -+ 20 a®b2 + 4 a®?) :4a%2=2a®+ 5ab + 1.

Algebraische Zahlen.

Die bisher von uns betrachteten Zahlen waren der natiirlichen
Zahlenreihe entnommen, auch wenn sie durch Buchstaben ausgedriickt
wurden. Esist iiblich, sie als absolute Zahlen zu bezeichnen. Sie konn-
ten weiter ganze oder gebrochene Zahlen sein. Heiflt die Aufgabe:
5 — 17, soll also eine groflere Zahl von einer kleineren abgezogen werden,
so reichen die bisher betrachteten Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe
nicht aus. Es wird notwendig, diese Zahlenreihe zu erweitern. Zur

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer. IL 1. 2
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Veranschaulichung der gestellten Aufgabe 5 — 7 bedienen wir uns des
Begriffes der Richtung; dann kénnte die Aufgabe lauten: Gehe zu-
nichst 5 Einheiten (z.B. Schritte) vorwirts, dann kehre um und gehe
7 Schritte riickwirts. Fiir die Bewegung wihlen wir einen Ausgangspunkt
A (Fig. 16) und gehen in Richtung B so weit vorwirts, dal 4 B = 5 ist.
Von B aus gehen wir nunmehr in Richtung A4 zuriick, und zwar soweit,
daBl BC = 7 wird. Dann gelangen wir iiber den Anfangspunkt 4 hinaus,
und zwar in einer Richtung, die der Anfangsrichtung 4 B entgegen-
gesetzt ist. Den Gegensatz der Richtung kennzeichnet man durch
verschiedene Vorzeichen. Nennen wir die Richtung 4 — B positiv,
+ so wird die Richtung B — 4

negativ; das Vorzeichen der
positiven Richtung ist das
-+ Zeichen, das Vorzeichen

. der negativen Richtung das
— Zeichen. Die Zahl 4 5 hat
Fig. 16. Fig. 17. demnach den Sinn, daf 5 Ein-

heiten in der positiven Rich-

tung gezéhlt werden; — 7 bedeutet, dafl 7 Einheiten in entgegen-
gesetzter Richtung gezdhlt werden sollen. Wenn es auch an sich gleich-
giiltig ist, welche Richtung man als positiv festlegt, so ist doch iblich,
die Richtung nach rechts, bzw. die nach oben als - Richtung zu be-
zeichnen und durch eine Pfeilspitze hervorzuheben. Damit sind auch
die negativen Richtungen als die entgegengesetzten festgelegt (Fig.17).

-+ und — Zeichen haben von nun an zweierlei Bedeutung: Einmal
sind sie nach wie vor Rechnungszeichen und geben als solche
an, ob zwei GroBlen addiert oder subtrahiert werden sollen; zum zweiten
sind sie Vorzeichen und kennzeichnen als solche die Richtung. In
diesem Falle umschlieBt man die Zahlen mit dem Vorzeichen durch
eine Klammer und schreibt z.B. (- 5) + (— 7).

Zahlen mit dem positiven Vorzeichen heillen positive Zahlen; Zah-
len mit dem negativen Vorzeichen heilen negative Zahlen. Beide zu-
sammen nennt man mit dem gemeinsamen Begriff algebraische
Zahlen. Die Aufgabe (- 5) + (— 7) bedeutet demnach: Die positive
Zahl (- 5) soll mit der negativen Zahl (— 7) addiert werden; oder kurz:
Die algebraischen Zahlen (- 5) und (— 7) sind zu addieren. Sie ist in
Fig. 16 bereits gelost, denn an die Strecke 4 B = -+ 5 ist die Strecke
BC = — 7 unter Beriicksichtigung der entgegengesetzten Richtung
gefiigt. Als Ergebnis erhalten wir die Strecke 4 C in Richtung C, d. h.
nach links, gemessen; es ist negativ. Wir haben

(+5) 4+ (-1 =—2.
Um die Schreibweise weniger schwerfillig zu gestalten, 148t man die
positiven Vorzeichen weg und schreibt
B (—T) =—2.
Zu demselben Ergebnis — 2 gelangt man auch, wenn man die positive
Zabl (+ 7) von der positiven Zahl (4 5) subtrahiert; es ist
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(+5) — (+7)=—2,
wenn wir daran denken, wie in Fig. 4 die Subtraktion dargestellt war.
Damit vereinfacht sich die Schreibweise weiter zu
5 —T7T=—2;

es ist also auch das +Zeichen als Rechnungszeichen herausgefallen.
StoBen -+ und — Zeichen vor einer Zahl zusammen, so fallt das
--Zeichen stets heraus; es ist

a+(—b+(—¢)=a—5b—c,

a+(—b—(+c)=a—>b—c,

a—(+b+(—c)=a—b—c.
Hat eine Summe positive und negative Glieder, so heiBit sie algebraische
Summe. @ — b — c ist eine algebraische Summe; ihr Wert ist negativ,

A——a—=
pre—T7° > 7 At e -8 +a
-6~ -b) — D < (¥ "
re——=(b+c) —= *-a) ' *
) -r-a)
Fig. 18. k .
1g £ TFra) F +a
}‘——— a ——————f
Ao > B8 H L(a)] 16 -a
| S/ 8 *(-[-(-a]]}
‘<—/—C‘/—>‘<——{—b}-—>l i
1’<—~/g+d__.]‘ J {-[-(-2)]} -5 2
Fig. 19. Fig. 20.

wenn die Summe der absoluten Werte b und ¢, d. h. b + ¢ ohne Riick-
sicht auf das Vorzeichen, groBer ist als ¢ (Fig. 18). IThr Wert ist pcsitiv,
wenn die Summe der absoluten Werte b und ¢ kleiner ist als a (Fig. 19).
Im ersten Falle ist A D als Wert der algebraischen Summe nach links,
im zweiten Falle nach rechts gerichtet. Aus den Fig. 18 und 19 folgt,

daf a—b—c=a— (b +c)
a—(b+ec)=a—b—c

ist und umgekehrt. In Fig.20 sei A B= + a, dann ist 0 D = — a .
Die Darstellung der Zahl a enthilt c¢ie Auffcrderung: Fiige die positive
Zahl (+ @) hinzu, so daBl + (4 a) =a .

CD = — a enthilt 1. die Aufforderung: Fiige die negative Zahl
(— @) hinzu, cder 2. subtrahiere die pcsitive Zahl (+ a) . Ist C D = —a,
dann wird E F als entgegengesetzte Zahl = — (— a) und deckt sich mit
AB=+4+a. EF = — (— a) kann aber auch als Aufforderung an-
gesehen werden, die negative Zahl (— a) zu subtrahieren. Die Aus-
filhrung der Subtrakticn liefert cie pcsitive Strecke K F = 4-a . Die
EF = — (— a) entgegengesetzte Zahl ist ¢ H = — [—(— a)], die sich
mit ¢ D = — a deckt; es ist also — [— ( — @)] = — a . Ebenso wird
JK = — {— [~ (— @)]} = + a, weil sich JK mit 4B = + a deckt.

2%
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Damit ist die Addition algebraischer Zahlen auf die Addition
und Subtraktion absoluter Zahlen zuriickgefiihrt.

Es ist @ — @ = 0, weil nichts iibrigbleibt, wenn wir a von a weg-
nehmen. Ebenso erhalten wir @ — (4 a) = a — a = 0 oder a + (— a)
=a — a = 0. Die Null 148t sich demnach auffassen als die Differenz
zweier gleicher Zahlen. Unsere erweiterte, um die negativen Zahlen
vermehrte Zahlenreihe 148t sich nach Fig. 21 darstellen, wenn wir die
Null als Ausgangspunkt wéhlen.

Nach beiden Richtungen erstreckt sich die Zahlenreihe bis ins Un-
endliche.

Positive Richtung
= der Zahlenreive

N o i
:gef'::z:p' +—t

0
_ negative Richtung  \  *Z2 4% 46
der Zahlenrerhe

Fig. 21.
Beispiele:
46) 6a+70)+ 2a+30)=6a+T7b+2a+43b=8a+100b.
4N 2—@+D)+@4—2)=12—2—-1+4—2=15—2=z.
48) 3a—[25—(Ta+5)]=3a—[25—Ta—5]=3a—25+T7a+5
=10a — 20
oder 3a—[25— (7Ta+5)}=3a— 254 (7Ta-+5)
=3a—25+Ta+5=10a — 20.
49) [3a—(4b—}—a]-«[3a+("+7b)]——[3a—4b»)]—[3a+2+7b]

=3a—4b—-5—-3a—2—T7b=—11b6 —
oder
[3a—(4b—{—5)]~[3a—|—(2+7b]—Sa——(4b—f—o)—3a~—(2—|—7b)
=34 —4b—5—3a—2—T7Tb=—11b — 17

Da es hiufig vorkommt, dafl die einzelnen Glieder einer algebraischen
Summe untereinander stehen, sei auch diese Schreibweise erwihnt.

50) T7a—3b-+2c¢ Die Glieder sind
77—2a +7b—c¢ zu addieren.
5a +4b+c.

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe
(7Ta —3b+2¢)+(—2a+7b—¢c)=T7a—3b+2¢c—2a+T7b—c¢

=5a-+t+4b-+tc.
51) 7a—3b+2c¢ Die zweite Reihe ist von der
—2a+7b—c¢ ersten zu subtrahieren.

9a—10b -+ 3c.
Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe
(7Ta —3b+2¢) —(—2a+T7b—¢c)=7a—3b+2c+2a—Tb+c

=9%9a —10b 4+ 3¢.
52) Ta—3b +2¢ Die erste Reihe ist von der
—2a+7b —c¢ zweiten zu subtrahieren,

—9a + 100 — 3¢
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weil
(—=2a) —(+T7a)=—2a—Ta=—9a
(+78) —(—3b)=+T7b+4+3b=+10b
(—e)—(+2¢)=—¢c—2¢c=—3¢

ist.

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe
(—2a+70—¢)—(Ta—3b+2¢c)=—2a+7b—c—Ta-+3b—2¢
=—9a+4+10b—3c¢c.

Die Multiplikation algebraischer Zahlen.

1. Grundaufgabe: (+a)-(+b) = + a- b. Das Produks ist positiv.
Unter Beriicksichtigung der Fig. 17, die die iiblichen Richtungen fest-
legt, wird das Produkt (+ @)°(+ b) durch das Rechteck 4 BC D
(Fig. 22) dargestellt. Der Flicheninhalt ist ein MaB fiir den Wert a b

des Produktes, der nur posi- —a 4 +a 8
tiv sein kann. Beachtet man 7 D ¢

den  Umfahrungsinon des _pl m +6 +6 | m —b
Rechtecks 4 BC D, so gelangt ! L

man von A4 ausgehend iiber A +a 8 O ="y "¢
AB=+a und BC=+1b Fig. 22. Fig. 23.

im entgegengesetzten Sinne

des Uhrzeigers iiber D nach A zuriick. Dieses Linksumfahren ist das
Kennzeichen des positiven Produktes a - b . Daraus folgt umgekehrt : Er-
gibt die Darstellung ein Rechtsumfahren, dann ist das Produkt negativ.

2. Grundaufgabe: (— a) - (— b) = + a b; das Produkt ist positiv.
In Fig.22 ist C D = — a und daran anschlieBend D 4 = — b . Bildet
man das den Wert a - b darstellende Rechteck O D 4 B, so ergibt sich
dasselbe Rechteck, was das Produkt (+ a) - (+ b) darstellte; beide Er-
gebnisse haben gleiche GroBe und gleichen — linkslidufigen — Um-
fahrungsinn; sie miissen also auch gleiche Vorzeichen erhalten.

3. Grundaufgabe: (+a)-(—b) = —a-b; das Produkt ist
negativ. Fiigt man an 4 B = 4 a unter Beriicksichtigung der fest-
gelegten Richtungen B C' = — b und ergénzt das Rechteck 4 BC D, so
gelangt man bei rechtsliufigem Umfahrungsinn — im Sinn des Uhr-
zeigers — an den Ausgangspunkt A zuriick. Der absolute Wert des
Produktes ist durch den Flicheninhalt des Rechtecks 4 BC D dar-
gestellt, das dem Rechteck 4 BC D der Fig. 22 flichengleich ist; da
aber der Umfahrungsinn entgegengesetzt ist, muBl das Produkt o - b
das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. (Fig. 23).

4. Grundaufgabe: (— a) - (+ b) = — a b; das Produkt ist nega-
tiv. In Fig.23 ist C D = — a und daran anschlieBend D A4 = 4+ b .
Bildet man das den Wert a - b darstellende Rechteck C D 4 B, so ergibt
sich dasselbe Rechteck, was das Produkt (4 a) - (— b) darstellte. Beide
Ergebnisse haben gleiche Grofie und gleichen — rechtsldufigen — Um-
fahrungsinn; sie miissen also auch gleiche Vorzeichen erhalten.
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Unter Beriicksichtigung dieser 4 Grundaufgaben 148t sich die Multi-
plikation algebraischer Summen auf die Multiplikation von Summen
zuriickfithren (S. 7).

@+b-(c—d=a-ct+b-ctla-(—d)]+[b-(—d)]

=qgc+bc—ad—>bd.

@=b+d=arotlo(~b]fa-dtd- (b

=ac—bct+ad—>

(@—b)-(c—d)=a-c+[c-(—b) ]+[a (= DI+ [(—b) - (— ]

=ac—bc—ad-+bd

Beispiele: 53) (3a—7b)-(—2c):—6ac—|—l4bc.

54) Bx+2)-2—3x)=6x+4—922—6xr=4—9a2.
55) (3a-+b)-(4b—a)-(a—b)=[Ba-+b)-4b—a)]-(a—b)
=[12ab+ 402 —3a%2—ab]:-(a—0b).

Die Glieder der 1. Klammer lassen sich zusammenfassen zu

(11ab + 452 —3a?) - (@ — b) = 11a2b + 4ab®? — 3a® — 11 a b2 — 43

4+ 3a2b =140a2b — Tab?2 —3a3 — 4b3.

56) Ba+1l)-(a+5)—2—a)-Ba+2)
=[8a2+a+15a+5]—[10a—5a%2+4+ 4 — 2aqa]
=3a2+a-+15a+5—10a+5a2—4 +2a
=8a%2+8a+1.

57 z(x+y) —z@x—y) =242y —224+arxy=2xy.

58) (@+b).-(a—b)=a2~+ab—ab—b2=a%—0b2.

Héaufig vorkommende Rechnungen (Formeln).

(@ +b)2=a2+ 2ab + b2 Umkehrung a2+ 2abd +b2= (a +b)?

(@ —b)?2=a%2—2ab + b2 . a?—2ab -+ b%2= (a—b)?
(¢ 4+ b) - (@ — b) = a® — b2 ’ a?—b*=(a+b):-(a—b)
(a+0)2=a®+ 3a2b 4 3ab2+ b3 " a® 4+ 3a%b + 3ab? + b3
= (a + b)3
(@ —b)B=a®—3a?b-+3ab?— b3 ’ a®*—3a2b + 3ab?— b3
= (a — b)3.
a3+b3=( +b) - (@2 — a b + b?)
a® — (a~—b) (@ + a b + b?)

ll ||

at (a® + b?) - (a® — b?) .
Beispiele:

59) 492 = (50 —1)2=150%2—2.1-50 + 12 = 2500 — 100 + 1 = 2401.

60) 98-102 = (100 + 2) - (100 — 2) = 1002 — 22 = 10000 -— 4 = 9996 .

6l1) Bx—72=922—2-32-7T4+49=92%—-42x+49.

62) @+yP—(@—y)’=[r+y + -yl [(=+y) - @=—y)]

=xt+ytoz—yl-let+ty—rt+yl=2z-2y=4x-y.

63) (Ta—8b3F=(Ta)®—3(Ta)?-8b)+3-(7a)-(8b)2— (8b)%

34302 —3-49-8.a% +3-7-64ab% — 51203

343 a® — 1176 a®b + 1344 a b2 — 51253 .

64) (a+b+c)? w—_[(a—}—b)—}—0]2:(00—}—?))2—}—2-((1—}—1})-6—}—c2
=a>+2ab+4+b2+2ac+2bc + c?
~a2+b2+c2+2ab+2bc—}—2(ic

|| ll
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Division algebraischer Zahlen.
1.Grundaufgabe:

+a e
= (@ () =+

Stellt man unter Beriicksichtigung der Richtungen den Quotienten

%, weil (—i——:—)-(-ﬁ-b):’f'“ ist.

+a
+b
nach Fig.6 dar, so wird BC = +a, A B= + b (Fig.24). In dem
rechtwinkligen Dreieck 4 BC ist tga = %; der Winkel & wird
von der Wagerechten aus im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers
gemessen; der Quotient ist positiv.

2.Grundaufgabe:

—a a . a .
—;<5-=(—~a) .(——b):—l—T, weil <+ T) (— b) = — a ist.
In Fig. 24 ist D = — b, DA — — a. Der Quotient — ‘; ist gleich

dem Tangens des Winkels 4 C D = «, der vcn der Wagerechten aus
ebenfalls im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers gemessen wird,

0 =6
<=
e
A 5 8

Fig. 24.

In beiden Fillen —_—_t—: und —— 2 st tg o gleich groB, und der Winkel &«

wird im gleichen Drehsinn gemessen; beide Ergebnisse erhalten gleiche
Vorzeichen.
3. Grundaufgabe:
+ a a

= (Fa)  (— b)) = — %—, weil (— —6—)-(—b)=—}—a ist.

In Fig.25 ist C B= +a, 4 B= — b. Der Quotient tz

dem Tangens des Winkels C 4 B = «, der von der Wagerechten 4 B
aus im Sinne des Uhrzeigers gemessen wird. War der Messungsinn im
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers positiv, so mul der Messung-
sinn im Sinne des Uhrzeigers negativ sein; das Ergebnis wird negativ.

4. Grundaufgabe:
—a a . a
,+b :(_a)_(_}—b):—f,“ell (— b

Fig. 25 veranschaulicht auch diese Aufgabe, wenn man CD = + b
und DA = — a macht. Der Winkel AC D = &, dessen Tangens den

ist gleich

-):(—}—b):—a ist,
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Quotienten —1—: ausdriickt, wird von der Wagerechten aus im Sinne
des Uhrzeigellrs gemessen; das Ergebnis ist negativ.
21

Beispiele: 65) 3: —17. 66) (—15a): (—3) = 5a .

27 ab? ¢

e . 24 —_— . = ok — 2 .
67) —gora =30be 68) (24a—16y):(+8) =32 — 2y
69) (28a® —21a®+7a):(—Ta)=—4a2+3a—1.
70) (@ +2ab+ b2 :(a+b).

Man dividiert das erste Glied a2 der gegebenen Summe (a2 + 2 a b -+ b2%)
durch das erste Glied a des Divisors (@ -4 b), nachdem man beide Sum-
men geordnet hat, d. h. die Glieder der Summen werden nach steigenden
oder fallenden Potenzen ein und derselben Zahl angeschrieben. a2 :a =a;
-mit der so gefundenen Zahl ¢ multipliziert man den Divisor und erhilt
a? 4+ a b; durch Subtraktion bildet man den Rest ab -+ b2, der ebenso
behandelt wird wie die urspriinglich gegebene Summe:
@*+2ab+b%):(a+b=a-+0b

a2+ ab ist zu subtrahieren,

0 4+ ab 4 b%2= Rest, dessen erstes Glied wieder durch e zu dividieren
+ ab -+ b2
0

Die Division zweier algebraischer Summen ist nicht anders als die
zweier absoluter Zahlen, denn bei der Aufgabe 5842 : 254 dividiert man
zunéchst die 5 der ersten Zahl durch die 2 des Divisors und erhilt 2;
mit dieser 2 multipliziert man den ganzen Divisor 254 und sucht den
Rest. Der iibriggebliebene Einer 2 wird zu dem Rest heruntergeholt,
wie es in dem obigen Beispiel mit b2 ebenfalls geschieht. Dann wiederholt
sich die Division:

5842 : 254 = 23
508  wird subtrahiert,

762 Rest, der jetzt durch 254 dividiert wird :

ist.

762
0.
71) (623 4 5122 — 197« + 85) : B2 + 272 — 85) =22 — 1
6% 5422 — 1702 ist zu subtrahieren,

— 322 — 2724 85
— 3a2— 27x 4 85,
72) (a®—b%) :(a—b)=a+ ab 4 b2
a® — a%b wird subtrahiert; d.h. a3 — 5% — (@3 — a2b) = a?b —b®

a0
+ a%b — ab? wird subtrahiert; d.h. a?b — b3 — (a2b — ab?)
" L ab?—p3 = ab? — b3

+abz~ﬁ.
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73) Geht die gestellte Aufgabe nicht auf, so bildet man in gleicher
Weise den Rest wie bei der Division bestimmter Zahlen; z.B.:

251 :72 =3 - 3 35
216 20112:3+”'7?:-; 72
35
Y a
=y:(yta=1-— .
a—+y y+a a~+y
—a
74) i«&f——l l4r)=1—az4x*—23+at —a5 4 ......
1+
—
—_x — x2
+ a®
+ 2% + 2®
— 3
— 2% — at
—
+ at 4 ab
s,

Die Division laft sich bis ins Unendliche fortsetzen; das Ergebnis
heit Reihe. Die Durchfiihrung der Division stellt die Entwicklung

1
des Quotienten — ~— in einer Reihe dar.
1+

Das Rechnen mit gebrochenen Zahlen. In dem Bruch § ist
3 der Zahler, 4 der Nenner. Sind mehrere Briiche Rechenoperationen
unterworfen, so sind sie bei der Addition und Subtraktion auf ein und
denselben Nenner zu bringen ; sie miissen gleichna mig gemacht werden.

1
—2— + 3~ % werden in 12t¢! verwandelt; wir erhalten
9 4 10 13 10 _3 1

12 12 12 120 12 120 4
Verwandelt man 4 in 12t so werden Ziahler und Nenner mit 3 multi-
pliziert 3 - 3 ; dadurch wird der Wert 4 nicht gedindert, da der hinzu-
getretene Faktor § =1 ist. DasVerfahren heiit Erweitern des Bruches.

Dividiert man Zahler und Nenner durch ein und dieselbe Zahl, so
3 _ 383 1
12 12:3 4 °

Soll ein Bruch § auf den Nenner 12 gebracht werden, so findet man
die Zahl, mit der der Bruch erweitert werden muf}, indem man den vor-
geschriebenen Nenner 12 durch den Nenner 4 des gegebenen Bruches §
dividiert. 12 :4 = 3; d. h. der gegebene Bruch mufl mit 3 erweitert
werden, damit er in 12%! verwandelt wird.

hebt man den Bruch:
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In Buchstaben ist allgemein

a n-a a . . .
e d.h. 3 ist mit » erweitert;
ac a ac .
—— — .h, — ist d .
e y d.h be ist durch ¢ gehoben
% soll auf den Nenner 10 bx gebracht werden. Aus10bz :5b6 =2z

4
ergibt sich 2z als die Zahl, mit der 5—aerweitert werden muf}. Man erhilt :

40 2x Sax

56 2z  10bz

Beispiele: 75) Bringe —Z—auf den Nenner b2¢?. Durch die Division

b2¢2:b = bc? findet man be? als die Zahl, mit der -g—erweitert werden

.. a bc? abc?

mufl. Man erhilt 3 hE " R

76) Bringe P auf den Nenner a? — 2. Durch die Division
(@2 —b2) : (@ — b) =a + b findet man a + b als die Zahl, mit der

1 ) . 1 a+b  a+b
p— erweitert werden muf3. Man erhilt a—b atb atibt

2 __ 2
77) g——zib——tb— soll gehoben werden. Wenn die Mdoglichkeit

aZ _ b2
vorliegt, den gegebenen Bruch zu heben, so muf} es eine Zahl geben,
durch die sich Zahler und Neunner dividieren lassen. Diese Zahl kann
nur gefunden werden, indem man Zihler und Nenner in Faktoren zer-
legt, d. h.die Summen in Produkte verwandelt. Nunist a2 — 2ad + b2
= (@ —b)2 und a? — b2 = (a + b) - (a — b). Eingesetzt ergibt sich:
a®—2ab+8*  (a—0b)?*
a® — b2 T (@a+b):(a—b)
Jetzt lassen sich Ziahler und Nenner durch (¢ — b) dividieren; wir er-
halten :

o —2ab + b (a —b)* a—b a—b a—b
a* — b2 T @tb)-@—b  atb a—b a+bd’
g ote bty _y atw =z bty
_ylatao)—zbt+y) ayt+yzr—ber—axy ay—ba
zy x-y Ty
g DT @oy @ teyty) | S teyty?

x?—y? @—y) - (x+y x4y
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1 1 1 be 1 ac 1 ab 1 bc+ac +ab
80 — _— —_— e . — —_——— e — —_—— = —
)a+b+c be a.+ac b ab ¢ abe
__ab+bctca
B abe :

Multiplikation und Division der Briiche

a ¢ ac
Es ist — e — = —— -
S 18t 5 d bd
(5)
4 c b a weil a c a ist
— e T e —_ — st
b c be '’ be b ’
.b_ a ac i aci'b_ st
a?——(b)‘-— "'I’)‘*, we T B = a 180,
¢
(5)
a‘c__b_ad weil ﬂc_a st
b‘"J"('c)’*bc’ be d b
d
o 4233 2a%2y?  4a3y3 S5a  2.x2-y9
Beispiele: 81) 5at ' Ba ~ 1sa 2atgr — 34
1 1 a? 1 a 1
2 =g (o= )= (5 o= fo) (50— 3)
_ad—1 a—1 -1 a  (@+1)-@—-1) a
- a? a T a2 2 -1 a? , a?—1
a? 4+ 1 1

a
1 adh’d —1
a3_,*
<3 b3 b3 - adh3 —1 b B
) T " ab—1 = B ab—1
“T% "
b — 1) (a2b2 b 1 2ph2 b+1 a 1
(a ) (@b 4ab+1) a +a+:a2—+——+

- b2 (ab — 1) = be b b
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oder
1 1\3 a 1
3__ 3 __ |~ - 2 —
@ ba_{“ (b”_(“ b)(+b+b2>
1 4 L - 1
T b ‘%
g 21
a —{—b—{— R
1 1 y+z
i Bl
84) rYy _ Ty _yre vy  yte
1 1 y—x x-y Yy—zx Yy—x
x Y -y
85) 1—22 142  (1+2)(1—2) 21—
8z = 2 8z 1+2 42 °

Gleichungen 1. Grades mit einer Unbekannten (Fortsetzung).

Beispiele: 86) = i =% : 1

”x—}—l 3 z—1 4

,der Hauptnennerist (x — 1) (x + 1).

z+1 Tr—1 x—1 xz+1
3:(x+1)=4-(x—1) oder 3x+3=42—4
3+4=4x— 32, daraus =2,
5 1 11

87) x+3+x—2=x2+x~6’
2+r—6=224+3c—22—6=z-(x+3)—2.(x+3)
= (x4 3) - (¥ — 2),
folglich ist (x4 3) (x —2) =%+ & — 6 der Hauptnenner.
z— 2 5 x -+ 3 1 11

t—2 x4+3  x+3 -2 (2+3) (2
S5 —2)+(x+3)=11 oder 52— 10+2z+3 =11
6x =18, daraus x=3.
a b 1 a—1b
88) po x_ar—i—b, - (@ b)_a+b,x—a+b.
89) Teilt man 36 durch eine bestimmte Zahl und vermindert den
Quotienten um 5, so erhalt man ebensoviel, wie wenn man 12 durch
dieselbe Zahl teilt und dem Quotienten 3 hinzufiigt. Wie heifit die Zahl?

3 12
Nennt man die Zahl z, so ist der erste Quotient 76, der zweite o

36
Nun sollT um 5 vermindert werden; die Differenz lautet 5;

I

12 12
dagegen soll —; um 3 vermehrt werden; die Summe lautet o +3.
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Die Gleichsetzung beider Werte liefert die Bestimmungsgleichung :

12 36
?.(3__5:_+3 Oder A‘_._f).i:,:!-g_..{_g-i
X x x x x x

36 —5x=12+3x oder 36 —12=3x+ 5
24 =8z, daraus x=3.

90) Bei einer Teilung erhalt jeder 6000 Mark. Wére einer weniger,
so wiirde jeder 2000 Mark mehr erhalten. Wieviel Personen waren an der
Teilung beteiligt ? Es seien n Perscnen beteiligt; dann betrigt die zur
Verfiigung stehende Summe 6000 - » Mark. Nimmt einer weniger an der
Teilung teil, so teilen (n — 1) Personen (6000 - n) Mark, so dafl auf jeden

6000- ln Mark entfielen. Nachder Aufgabe soll dieser Betrag um 2000 Mark

héher sein, also gleich 6000 -+ 2000 = 8000 Mk. Die Bestimmungs-
gleichung lautet
%)9;1?— = 8000 oder 6000 -n = 8000 (n — 1) = 8000 » — 8000
8000 = 8000 n — 6000 » = 2000 », daraus =» =4.

91) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die eine Kathete 7 cm
lang und die Hypotenuse 5 cm linger als die andere Kathete. Wie grof3
ist diese? Sie sei z cm lang, dann ist die Hypotenuse (x 4 5) cm lang.
Die Beziehung zwischen den drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
lautet nach dem Pythagoriischen Lehrsatz:

(x +52=22+"72 oder 24 10x -+ 25 =2a%449
10x =24, daraus « = 2,4 cm.

Proportionen. Der Quotient %heiﬁt das Verhiltnis der Zahlen
aund b . Sind zwei Verhiltnisse gleich, so heilt die Gleichung Propor-

tion. Ist %das zweite Verhaltnis, so lautet die Proportion % = %,
oder anders geschrieben a:b =c:d.

Die Proportion ist ein Scnderfall der Gleichungen und wird wie diese
behandelt. Der Hauptnenner ist b - d; auf ihn wird die Gleichung ge-
bracht, so dafl sich ergibt:

d a b ¢

d-—b—=?°71— oder ad= bc oder bec=ad.

In der Form a:b = ¢: d heilen @ und d AuBlenglieder, b und ¢ Innen-
glieder. b-c= a-d besagt: Das Produkt der Innenglieder ist gleich
dem Produkt der AuBenglieder.

Addieren wir 1 auf jeder Seite der Gleichung % = % , 8o ergibt sich:
a c . . a b
5 4+ 1= = -+ 1, oder, auf die gleichen Nenner gebracht: > + n

a+b c+d
b  d

c d
= E‘—f- E‘ oder

.
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Entsprechend erhalten wir bei einer Subtraktion von 1:
a—b c—d

b d

b
Aus be = ad folgt P —‘cl—, das durch Hinzufiigen von 1 iibergeht in

d
¢ 1— b = 9;:——~ . Wird 1 subtrahiert, so ergibt

£+1=_¢_Z_+1 oder
a c
a~b__ c—d

sich
c

Dividiert man die beiden letzten Glei-
¢ chungen durcheinander, indem man die linken

£, | und rechten Seiten durcheinander dividiert, so
} 6 erhilt man:
A v l a+b c+d

0 18
S @ l a c a-+b c+d
fe——————— & —— = oder = .
Flg.26 a—2>b c—d a—>b c—d
a C

Sind drei Zahlen von den vier einer Proportion gegeben, so ist die vierte
bestimmt. Nennt man diese vierte — unbekannte — Zahl z, so ist z. B.

b
x:a=>b:¢c oder z_ % Daraus folgt x =a - e Die Unbekannte
a

x heiBt ,,vierte Proportionale*. Sie a8t sich geometrisch finden, wenn
man die Darstellung eines Quotienten (Fig.24) beachtet. Aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und ADE folgt unmittelbar (Fig. 26)

x b

a c
Zeichnerisch wird x folgendermaflen gefunden: Mache AB = a unter
Annahme eines MaBstabes; errichte in B die Senkrechte BC' und mache
sie gleich . Verbinde 4 mit € und trage auf AB die Strecke AD = g
ab; die Senkrechte in D schneide AC in B, dann ist DE = z gleich der
gesuchten vierten Proportionalen.

Beispiele: 92) Wie verhalten sich die Gewichte zweier gleich
groBer Wiirfel, wenn der eine aus einem Baustoff vom spezifischen
Gewichts, (vgl.S.119), der andere aus einem Baustoff vom spezifischen
Gewicht s, besteht? Ist ¥ der Rauminhalt beider Wiirfel, so ist das
Gewicht des ersten Wiirfels G; = V - s;; das des zweiten Gy = V- s, .
Dividiert man beide Gleichungen durcheinander, so ergibt sich
G, Ves,

=5

G, Ves, 85
Die Gewichte verhalten sich wie die spezifischen Gewichte.

93) Ein Zug lege bei gleichformiger Bewegung in 2 Std. 125 km
zuriick; ein anderer in 4Std. 175 km. Wie verhalten sich die Geschwin-
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digkeiten ¢ Die Geschwindigkeit des ersten Zuges ist V, = l;é km/Std .,

175
die des zweiten V, = %km/Std. Durch Division beider Gleichungen

erhilt man

125

v, 2 125.4 10

v, 115  175.2 7 °
4

Die Geschwindigkeiten verhalten sich wie 10: 7.

94) Aus einer Offnung flieBt ¢, Sek. lang Wasser mit der Ge-
schwindigkeit v,; aus einer ebenso groBen Offnung ¢, Sek. mit der Ge-
schwindigkeit v, . Wie verhalten sich die geforderten Wassermengen ?
Der Querschnitt sei ', dann ist die in ¢, Sek. gefoérderte Wassermenge

Q=F-v1t; die in £, Sek. geforderte Wassermenge
Q=F-v,-t,

@ _F-vy-ty vty

Qs F-vy-ty AR

95) Wie verhalten sich die AusfluBzeiten im Beispiel 94, wenn
die Wassermengen gleich gro8 sind ? Ist @ die Menge, die aus jeder der
beiden Offnungen ausflieBt, so liefert die erste Offnung @ = F - v, « ¢,;
die zweite Q@ = F -v,-t,. Da die linken Seiten beider Gleichungen
gleich sind, miissen es auch die rechten Seiten sein; folglich

F.v «ly,="F-v,-1, oder t—ls——l}i.
2 21
Die AusfluBzeiten verhalten sich umgekehrt wie die Geschwindig-
keiten.

96) In welchem Verhiltnis stehen die in den Zeiten ¢ zuriick-
gelegten Wege beim freien Fall? (vgl. S.137)

Ist ¢, die Zeit, in der die Hohe s, durchfallen wird, so besteht zwischen
beiden die Beziehung s, = 1¢-¢ . Ist &, die Zeit, in der die Hohe
8, durchfallen wird, so ist s, = 4 - ¢+ 4. Durch Division beider Glei-
chungen erhilt man

S gt 6

s tgts &

Die zuriickgelegten Wege verhalten sich wie die Quadrate der zugehori-
gen Zeiten.

97) Es ist y als 4. Proportionale zu den GréBen z, I — « und [ zu
z l_ o) . Wir schreiben die
Gleichung als Propertion «:7 =y : (I — x) und beachten die Darstel-
lung in Fig. 24. Ist AB=1und AC = z,dannistC B =1 — z (Fig. 27).
Errichtet man in 4 das Lct A D und macht es gleich z, dann schneidet
die Verbindungslinie D B auf der Senkrechten durch C die Strecke

konstruieren nach der Gleichung y =
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(1 —
CE=y= x (ZAE)— ab, weil die dhnlichen Dreiecke D 4 B und EC B
die Proportion liefern
DA CE x Y
AB-CB % 71—
z—5 3+«
8 =
9) xz+5 z—17
x—5).-(x—TNN=B+=z):(x+5)
22 —5x—T7x+35=3x+224+15+5x
35 —15=3x+5xz+52+7x
20 =20x daraus x=1.

ifadiadhny ANY
LW
—_
)

Yinm
— [”_7 (Ewl).( _E)=<3+1> (i#x>
Big. 27 2 x 3 z 3
ig. 3 21 21 1

S 1—14+ 2.2 9
2:0 +3 xz 3 m+3 22—
8 prp L 5,1 2
2 =3 273 *Tus
2 _ 24— 35
100) e =8 _ 18 der

22 —9z+14 6
6.(22— 22— 35)=13. (22 — 9z + 14)
6x2—122—6:35=1322— 1172 + 1314
0=T22—1052+13:-14 +6-35 oder 0= 22— 152+ 56.

Das ist eine quadratische Gleichung fir z, weil x in der 2. Potenz vor-
kommt. Durch Zerlegen der rechten Seite in ein Produkt erhélt man

0=22—T7x— 8x -+ 56
O=z-(x—T7)—8-(x—TN=@—T):-(x—38).

Das Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist;
daraus ergeben sich die Bedingungsgleichungen

1) 2—7=0,d.h.2=7 und 2) x—8=0,d.h.x=8.
Beide Werte geniigen der gegebenen Aufgabe.

Der zweite Weg zur Losung ist folgender: Versuche, den Zéhler in
ein Produkt zu zerlegen; das ist moglich, wenn man schreibt

22 —22x—35=a2—Tx+bx—35
und je 2 Glieder zusammenfafit, so daf}

22—T7x+52—3=z-(c—7)+5-(x—17)
und daraus z-(x—7)+5.-(x—TN=@x—T7) -(x+5).



Algebra. 33
Ob der Nenner den Faktor (z — 7) enthilt, zeigt die Zerlegung oder die
Division. Fiir die Zerlegung schreiben wir

22 —9rx+ld=02—Te—2x+l4=2(@x—T7) —2:.(x—7)
und daraus 22—+ Md=@x—T)--@x—2).

Die Division ergibt

@—92x+14):x—T=2—2

X — 7x
—2x + 14
T2zt 14
Damit geht die Aufgabe iiber in:
(@ +5)(x—17) 13 x+5 13
=2 h (x — rre 22
T TE—— g durch (z — 7) gehoben, PP 5

6.-(x+5=13.-(x—2) oder 62+30=13x— 26
30 +26 =132 —6x oder 56 =7T7x daraus x=3S8.

Bem.: Dieser Weg liefert nur die eine Wurzel # = 8; durch das
Heben durch (x — 7) geht die zweite Wurzel x = 7 verloren.

Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten.

Sind « und y die beiden Unbekannten, so lautet die allgemeine Glei-
chung zwischen x und y

ax+by+¢c=0,

wobei @ und b irgendwelche Koeffizienten sind. Dieser Gleichung ge-
niigen unendlich viele Wertepaare x y; z. B.:

3z +5y =21 fir x =2 und y =3 wird
1
3.245.3 =21 L z—=3 y:_g )
12 9
3.31L5.2 91 —4 2
3 + 5 5 2 yy X » Y 5 '
Bed5=2  ,m=5 ., y=4p .
] 6
3-3—{—5-?:21 usw.

Soll nur ein einziges Wertepaar der gestellten Aufgabe geniigen, so muf3
noch eine zweite Bedingung hinzutreten, die ebenfalls die Form einer
Gleichung haben muB. Die eindeutige Berechnung zweier Unbekann-
ten erfordert demnach zwei Bedingungsgleichungen.
Beispiel 101)
I. 3z+4+5y=21 II. z4+y=5.

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer. II. 3
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1.Lésung. Man errechnet aus (II) y =5 — « und setzt den so
gefundenen Wert in (I) ein; dann ergibt sich

3x+5(B—2)=21 oder 32+ 25— 52 =21
—2x= —4 und daraus x = 2.

Setzt man diesen Wert nunmehr in (II) ein, so erhdlt man
24+y=5 d.h. y=3.

=2 und y = 3 sind die Wurzeln der gegebenen Gleichungen. Das
Verfahren heiit Einsetzungsverfahren.

2.Loésung. Man macht durch Multiplikation die Koeffizienten der
einen Unbekannten gleich, doch so, daf sie entgegengesetzte Vorzeichen
haben. Addiert man dann beide Gleichungen, so féllt die eine Un-
bekannte heraus (Additions- oder Multiplikationsverfahren). Ist die
eine Unbekannte errechnet, so liefert ihr Einsetzen in eine der gegebenen
Gleichungen die zweite Unbekannte. Will man das Einsetzen einer er-
rechneten Zahl vermeiden, so wiederholt man das Multiplikationsver-
fahren fiir die zweite Unbekannte. Die Zahl, mit der multipliziert wird,
schreibt man rechts von den Gleichungen und trennt beides durch einen
senkrechten Strich.

In unserer Aufgabe hat x die Koeffizienten + 3 und -+ 1; damit
sie beide entgegengesetzt gleich werden, miissen wir (4 1) mit (— 3)
multiplizieren und erhalten

a) I. 3z +5y=21 y = 3 eingesetzt in (II) ergibt
Im. 24+ y=5 ‘—3 x+3=5
3z +5y=21 xT=2.
—3x—3y=—15
o 29y =26
y=3
b) I.3z+5y=21
II. =+ y= 5 I—S’—S
3z + 5y =21 - 3x+5y=21
—3x—3y=—15 —bx—by=—25
2y=286 —2r = — 4
y:3 x=2.

Sind #, y und z drei Unbekannte, so lautet ihre allgemeine Beziehung
ax+by+cz+d=0. Da auch hier unendlich viele Werte z, y
und z dieser Gleichung geniigen, so sind zwei weitere Bestimmungs-
gleichungen erforderlich, wenn «, ¥ und z eindeutig bestimmt sein sollen.

Die Lésung erfolgt in der Weise, dafl man mit Hilfe eines der Ver-
fahren des Beispiels 125 die eine Unbekannte zum Verschwinden bringt
und dadurch zwei Gleichungen mit 2 Unbekannten erhilt, die wie in
(101) weiter behandelt werden. Wenn nicht besondere Umstinde —
7. B. die eine Gleichung enthilt nur eine Unbekannte — dagegen spre-
chen, ist das Multiplikationsverfahren am zweckmafligsten.
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Beispiel 102.
I. 22 +3y +52=46 | |41
II. 3z — y+2z=141+2 + 3
1. 924+ 2y —3z= 8|—f—1‘
)65:'123/—}—42:28 2¢ +3y+ 5z=46
9x +2y —3z= 8 9xr — 3y + 62=42
IV. 152 + z—=236 1z + 11z = 88
V. « + z= 8 |—1
1V. 152 + 2=36 |41
R—— — z=—28
15z + 2z2=236
142 00 =28
x =2

x = 2 eingesetzt in (V) ergibt 2 4+ 2z =8 und daraus z =6
x =2 und z = 6 eingesetzt in (II) ergibt
3-2—y+2-6=14 =4.

Bem.: Beim Einsetzen bereits gefundener Wurzeln der Gleichungen
empfiehlt sich das Einsetzen in die einfachste Gleichung. z = 2 konnte
ebenso gut in (IV) eingesetzt werden; dann wiirde 15+ 2 4 z = 36 und
daraus z = 6 .

=2 und z = 6 konnten auch in (I) oder (III) eingesetzt werden;
dann wurde

a)2-2+3y+5-6=46 y =4,
b)9-2+2y—3.-6= 8 ” =4,
103) Die nach ¢ Sek. frei durchfallene Héhe ist 2 = 1 g - #; die nach

t Sek . erreichte Geschwindigkeit v == ¢ - £ . Es ist die Beziehung zwischen
v und % aufzusuchen.

und daraus

und daraus

”

a) I. 2= Lgt? Aus II ergibt sich
M. v=g-1 —— t:ﬁ; eingesetzt in 1
1 v)l g9
h=—g- (_
27 \yg
2 1 2
:%g.;%:§ — oder 2gh=1wv?%,
b) I. h=1.g-8 (IT) quadriert liefert
II. v=g-t III. v2 = g% - ¢2.
IIT dividiert durch I liefert
A AL 2 und daraus
YA '
2 =2gh

104) Die Auflagerdrucke A4 und B des Balkens 4 B (Fig.28) sind
zu bestimmen.
a) Die 1. Gleichgewichtsbedingung (S. 164) erfordert 2 V = 0;
daraus folgt I. 4 — P + B =0 . Da 2 Unbekannte 4 und B vorkom-
*
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men, mufl noch eine Bestimmungsgleichung aufgestellt werden, die sich
aus der 3. Gleichgewichtsbedingung XM = 0 ergibt. Fiir (4) als

Drehpunkt wird II. P-a — B-1=0. Aus (II) folgt B= P- %;ein-

gesetzt in (I)ergibt 4— P+ P- % = 0 daraus

a a l—a b
a=popGer(i—g)erGtor. O

b) Aus 2 M = 0 fiir A als Drehpunkt folgt

I. Pra—B-1=0 unddaraus B—P--.
Aus 2 M = 0 fir B als Drehpunkt folgt
II. 41— P-5=0

b
und daraus 4 = P-. 7
P
— ——pe—— b ——>!
A l ——T B
Fig. 28. Fig. 29.

105) Die Summe zweier Zahlen sei «; ihre Differenz b . Welches
sind die Zahlen? Nennt man sie  und y, so erfordert die Aufgabe

I. x4+y=a I. 24+y=a
II. 2 —y=1b II. z—y=b%
addiert: 2zxz=a + b subtrahiert: 2y =a — b
a+b a—2>b
T2 T2

106) Die 3 Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie 3:4:5; ihr
Umfang ist 8 cm. Wie gro8 sind die Seiten? Sind a, b und ¢ die Seiten,
so erfordert die Aufgabe I.a 4+ b + ¢ =8 . Wenn sie sich auBerdem wie
3 :4 :5 verhalten sollen, dannist @ :5 :¢ =3:4:5 . Diese Gleichung
besagt Il.a :b = 3:4; Ill.a:¢c=3:5; und daraus b = 5 a; c = 2 a,
so dafl (T) iibergeht in

a+4a+3a=8 oder 4a=8; d.h.a=2.
Eingesetzt in (II) ergibt b = 4 -2 =3; eingesetzt in (III) ergibt
c=3-a="1.

107) An dem Punkte A greifen die 3 Krifte P,, P, und P an
(Fig. 29), von denen P gegeben sei. Wie grol miissen P, und P, sein,
damit Gleichgewicht herrscht? Nach der 1. Gleichgewichtsbedingung
muBl 2 H = 0 sein; daraus folgt:

I. H —Hy,=0.
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Aus der 2. Gleichgewichtsbedingung XV = 0 folgt
II. V1+ V2_P:05
wenn wir beachten, daf} die entgegengesetzte Richtung durch entgegen-
gesetzte Vorzeichen zum Ausdruck gebracht wird. Mit H, = P, - cos«;
V,= P,.sina; Hy= P,-cosfund V, = P,.sinf (vgl. S.95) gehen
die Gleichungen I und II iiber in:
I" P,-cosa — Py -cosff =0 |sinf
II' P, -sinx + P, -sinff = P | cosp
P -cosa-sinff — Py-cosf-sinff =0
P, .sina -cosf + Py-sinf-cosf = P -cosp

Addiert
P, -cosx -sinf + P, -sinx -cosf = P -cosf
oder
P, - (sinx-cosf 4 cosovesinff) = P - cosf .
Mit sina -cosf 4 cosa - sinf = sin (o + f) wird

. . cosf
P, .sin(x 4 f) = P-.cosff und daraus P, = P-m .
Eingesetzt in 1’ ergibt
cosf}-cosa cos o
éi'n‘(—“ T+ ﬁ) == P2 COS/j oder P:; = . Em .

Potenzen und Wurzeln.

In dem Abschnitt ,,Das Potenzieren‘ wurden die Potenzen der abso-
luten Zahlen behandelt und (1) und (2) der folgenden Fille unterschieden :
1. Potenzen mit gleichen Grundzahlen

al - al = aP+4 umgekehrt aPtl = gP . qf
aP a?
=Pl al~1=— fir p>gq
al s al
a? 1 1 a? i
a " arv » v T g P4
a®=1.

2. Potenzen mit gleichen Exponenten
a-b" = (¢ b)®  umgekehrt (@b)r = a".b"

ar (a) ,a,)" _a
- \b (b Ty

3. Soll eine Potenz potenziert werden, so schreibt man (a?)? und liest
@ hoch p hoch ¢; es ist dann (aP) in die gt® Potenz zu erheben. Nach der
Exrkldrung ist (a?)? =a?.aP-aP-aP ... qmal. Daa®? =a-a-a ...pmal
ist, kommt a insgesamt (p - ¢) mal als Faktor vor, so daf} (a?)? = a? ?ist.

Die Regeln iiber Potenzen sollen nunmehr auf algebraische Zahlen
ausgedehnt werden.

Die Grundzahl sei positiv; dann ist die Potenz ebenfalls positiv.

(+ay = +ar.
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Die Grundzahl sei negativ.
(—at = —a; (—a)?=(—a) (—a) = +a;
(— @ = (—a) (— @)+ (— @) = (+a%) - (— @) = — a¥
(—a)ft=(—a)-(—a)-(—a).(—a)= 4+ a* usw.
Es ist demnach zu unterscheiden, ob der Exponent eine gerade cder
ungerade Zahl ist. Ist der Exponent eine gerade Zahl, so ist die Potenz
positiv; ist er eine ungerade Zahl, so ist die Potenz negativ.

Beispiele:

108) (— 9)* = + 6561 109)  (— )3 b6 = — b9
35
110) ?“a—l;y—: —ab 111) (@2 Y33 = as . 4

DerExponent sei positiv; dann ist die Potenz gleich der Potenz
mit einem absoluten Exponenten: a*" = a®.

Der Exponent sei negativ. Die Erklarung reicht insofern nicht
aus, als man nicht sagen kann, eine Zahl soll (— n)mal als Faktor ge-
setzt werden. Wir kénnen jedoch zu einer brauchbaren Erklirung der
Potenz a-" gelangen, wenn wir — n als Differenz (0 — n) auffassen

»
und nach der Grundregel a? -7 = % behandeln. Dann wird

. 1 1
a® "= — und mit a®°=1 @ "= und umgekehrt = a~".
a o a

Demnach ist eine Potenz mit negativem Exponenten aufzufassen als

der umgekehrte (reziproke) Wert der Potenz mit positivem Exponenten.

Bei dieser Auffassung behalten die Rechenregeln, die fiir positive Expo-

nenten entwickelt wurden, auch fiir negative Exponenten Giiltigkeit.
Beispiele:

1
112) a? (@ + ab) = a? 5 + a?*8=qa % + a® = 8 + ad.
2
113) (@3 4+a 2 -(a®—a~2) = (a®)2 — (a~2)2=0a% —a 4= ab — i
oder (a3+a~2) . -(a® —a 2% = (a3 + ~—1»—> . (a"' — 717‘) —= (a?)? — ( ! >2
a2 a‘.’. (1/2
1
— b — o
7 , 0
114) a9 — g7 = g, 115) L@ =a® (-3 = ¢3,

x-2 a3 a3

116) ("3 = a- 3" = 117)  (x-7) 3 = 2l (-3 = g37

x3n :

Die Wurzel und das Wurzelziehen oder Radizieren.

Die 2.Potenz einer Zahl a suchen hiel3, die Zahl a mit sich selbst
multiplizieren ; es war a2 = a - @. Die nt®Potenz einer Zahl suchen hief3,
die Zahl a nmal mit sich selbst multiplizieren oder sie »mal als Faktor
setzen; es war a" =a-a-a-a ... nmal. Umgekehrt konnen wir
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sagen: Es soll die Zahl gesucht werden, die mit sich selbst multipliziert
den Wert a ergibt. Nennen wir diese vorlaufig unbekannte Zahl x,
8o mul x -z = 2% = a sein. Allgemein wird die Aufgabe lauten: Es
soll die Zahl gesucht werden, die nmal mit
sich selbst multipliziert den Wert a ergibt.
Ist « diese Zahl, dann muB sie der Bedingung
2" = g geniigen. Damit ist ein neues Rech-
nungsverfahren gewonnen, das auch ein neues
Rechnungszeichen erfordert. Die Zahl x, die
der Gleichung " = a geniigt, heiBit die
nt® Wurzel aus ¢ und wird geschrieben

T = }/a . Die Zahl x bestimmen heifit , die |
nte Wurzel aus a ziehen‘. Dieses Wurzel- ‘
ziehen oder Wurzelausziehen ist also eine ;
Umkehrung des Potenzierens und heifit Ra - 1
dizieren. Die gegebene Zahl a, die unter |
der Wurzel steht, heilt Radikand; n der 1
Wurzelexponent. Im besonderen sagt !
man statt der 2. Wurzel ,,Quadratwurzel !/
oder kurz ,,Wurzel*“ und 148t den Wurzel- ¥
Vi

Fig. 30.

/
/
/

/

exponenten n = 2 weg. Also ]/E fur V; ; ge-
lesen: ,,Wurzel a*.

Ist = 7]767, so wird a"= (n]/g)n . Aus 2" =a folgt (]/Zz-)n =a.
Man priift, ob die Wurzel richtig gezogen ist; durch Potenzieren.

Esist: 725 = 5, weil 5%=25 ist;
127 = 3, weil 33—3.3.3 =27 ist;
V16 = 2, weil 20=2.2.2.2=16 ist;
Y100 = 10, weil 102=10-10 = 100 ist;
Y10 000 = 100, weil 1002 = 100 - 100 = 10 000 ist;
11 1\ 1 1 1,
100 = 10 weil (iﬁ) =70°10 — 100 ist.

Zeichnerische Darstellung der Quadratwurzel. Trigt man
auf der wagerechten Achse des Achsenkreuzes der Fig. 30 04 =1;
auf der senkrechten O B = 2 ab, so schneidet die auf A Bin B senkrechte
Gerade die Strecke OC = 22 = 4 ab. Aus der Ahnlichkeit der recht-
winkligen Dreiecke AOB und BOC folgt

04:0B=0B:0C oder 1:2=2:0C d.h. 00 =22,
Ist umgekehrt OC' = 4 gegeben, so folgt aus
0OA:0B=0B:0C

0B2=04-0C=1-4, d.h. OB=1J1-4=14.

Mit der Strecke O B ist die Wurzel der Zahl 4 dargestellt. Ist mafBstablich
gezeichnet, macht man z. B. 04 =1=1cm und O0C =4 = 4cm,
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so wird OB =2cm = 2. Die zeichnerische Bestimmung von }4 ge-
staltet sich demnach folgendermaBen : Trage auf einer Geraden die Strecke
OC = 4 nachrechts, 04 = 1nach links ab, errichte iiber 4C als Durch-
messer einen Halbkreis, der auf der Senkrechten OB den Wert }4
herausschneidet.

Ergibt die Wurzel aus einer ganzen Zahl wieder eine ganze Zahl, so
ist sie rational, ergibt sie keine ganze Zahl, so ist sie irrational.

LaBt sich die Zahl z, aus der die Wurzel gezogen
werden soll, in ein Produkt a - b zerlegen, so findet
man die Wurzel auf folgende Weise: Errichte iiber
A B = a + b einen Halbkreis (Fig. 31), ziehe O C senk-
_ recht A B, dann ist OC = Ja -b = }z. Z.B.z = 30;

Fig. 31. — oYY
Ve =130 = 2.

Wihle als Mafistab 5mm = 1 und zerlege 30 in 5-6. Soll die
Strecke O 4 die Zahl 5 darstellen, so mul} sie 25 mm lang werden; ent-
sprechend muB3 OB = 30 mm werden, wenn die Strecke O B die Zahl 6
darstellen soll (Fig.32). Errichte iiber 4 B einen Halkbreis und ziehe

0C L AB. Wir messen OC' = 27,5 mm, so dafl ]/%: 27,5 mm - gkrig

4 = 5,5 wird. Das zeichnerische Verfahren
liefert nur angendherte Werte, die um so
genauer werden, je grofler der Mafistab
gewéhlt wird. LaBt sich der Radikand
nicht unmittelbar in ein Produkt zer-
4 0 ls legen, so erweitert man mit 100. Z.B.

|

K 6 - o look
Fig. 32. 57— 1/57.290 _
ig V57 V 7 100

man nunmehr O B = 57mm; 0 A = 100 mm und verfahrt nach Fig. 32, so
ergibt sich OC = 75,5 mm. Mit dem gewidhlten Mafistab 1 mm =1

stellt OC die Zahl 75,5 mm - ;— = 75,5 dar; folglich ist
1 mm

8

% Y100 - 57. Macht

Vﬁ:—%-vloo 5T = 1% .00 =17,55.

Rechnerische Ermittlung der Quadratwurzel. Bei der
Stellenzahl einer Quadratwurzel ist zu beachten, daf3 ]/TOO— = 1/0;
}1]00[00 = 1/0j0; }1]00/00[00 = 1]0[0j0 ist. Man wird also im Radi-
kanden je 2 Ziffern zusammenfassen miissen, die erst 1 Stelle im Re-
sultat ergeben. Die Berechnung erfolgt in Anlehnung an die Formel
(@ + b)?2 =a? 4 2ab + b? bei zweiziffrigen Zahlen und (a + b + ¢)?2
=a?+2ab+b*+2ac+ 2bc+c2=a?+2ab+b242(a+b)-c+ ¢
bei dreiziffrigen Zahlen usw. Fs ist z. B.

232 = (20 4 3)2 =202 2 .20 -3 4 32 =400 4+ 120 + 9 = 529;

und umgekehrt 1529 = 23. Als Schema ergibt sich:
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1529 = 20
400 = a2
Rest 129 = 2ab + b2, derdurch 2a = 40 dividiert b = 3 ergibt.
120 = 2a b}
9 = b2
Rest 0.
Die Schreibweise 1Bt sich vereinfachen; es ist iiblich zu schreiben:
Y529 = 23
4 Y
129: 43
129«

Man trennt dabei, von hinten angefangen, je 2 Ziffern durch senkrechte
Striche und zieht aus der ersten (bzw. den beiden ersten) die Wurzel.
V5 = 2 und schreibt 22 = 4 unter die 5; subtrahiert bleibt 1 als Rest;
herunter die nichste Gruppe, d.h. 29 . Die Division der beiden ersten
Ziffern, also der 12, durch das doppelte Produkt aus V5 =2, also durch
2.2 =4, liefert 3; diese 3 wird neben die 2 des Resultates geschrieben,
das jetzt 23 lautet, und ebenfalls neben die 4, die in 43 {ibergeht. Multi-
pliziert man jetzt die 3 des Resultates mit der 43, so ergibt sich 129;
in dieser Multiplikation steckt b2 = 3% wegen 3 - 3. Geht die Wurzel
nicht auf, ist sie also irrational, so schreibt man Nullen hinter ein Komma
und verfihrt wie zuvor

z. B. 1/57,J00[00[00 — 7,5498
49
800:145 (14=2-7)
725
7500 : 1504 (150 = 2 - 75)
6016
148400 : 15089 (1508 = 2 - 754)
135801
1259900 : 150988 (15098 = 2 . 7549)
1207904

51966 usw.

Bemerkung: Die Zeichnung ergab /57 == 7,55 mit hinreichender
Genauigkeit.

Sind statt der Nullen Ziffern, so bleibt das Verfahren unveridndert;
zu beachten ist, daf das Komma im Resultat dann zu setzen ist, wenn
es bei der Division erscheint.

Beispiele: 118) Ein Kreis habe den Flicheninhalt F cm?; wie gro8

- d? 4.F
ad folgt d2 = — und daraus

ist der Durchmesser? Aus F =

d:VEF.
7T
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119) Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks seien ¢ und b;
wie grof} ist die Hypotenuse c¢?

Aus =0+ b2 folgt c¢=Ya?+ b2.

120) Ein gerader Zylinder aus einem Baustoff mit dem spezifischen
Gewicht s wiege G'kg; wie groB ist sein Durchmesser, wenn die Hohe
gleich dem Durchmesser ist ?

Aus Gewicht = Rauminhalt x dem spezifischen Gewicht folgt :

nd?

4

G=V.s, und mit V= - d

g —
ng«.da-s, und daraus d=]/4-G’

s
Bemerkung: Die dritten Wurzeln sind Tabellen zu entnehmen.

Die Rechenoperationen mit Wurzeln.
1. Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Exponenten :
Vo =5
erhebt man beide Seiten in die nte Potenz, so erhilt man:
(r]l/g . 71717 )n: G/(E )ﬂ oder
('i/g)n (%) = G/E )n; das ergibt aber
a-b= a b,
z. B. V4 VlﬁﬁVI"ltT 1/64—4 weil 43 —4-4-4 = G4 ist.
Umgekehrt ist }/a cb = ]/a Ve
2. Division von Wurzeln mit gleichen Exponenten :
]/a /,/LT
ook
denn in die nt® Potenz erhoben wird daraus:

B - B0

und das geht iiber in —_—=

T 3 [ J—
2 B 1;81 :]/,%1:'1/2723)
3
27

weil 3%2=3-3.3= ist. Umgekehrt ist

V Vb

3. Die Potenz einer Wurzel :

a) =
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Statt (Ii/c; ), konnen wir schreiben : %/g- ’i/}; . 1/&: .... =gmal.
Nun war aber ?VE- ’i/g= i/a ca= ’]I/aT,
folglich Va-Ya-Ya=Yat Yo =YaFa =Y.

Die weitere Zusammenfassung liefert die pt® Wurzel aus a?, da g Faktoren
vorhanden sind ;
9 3 —

z. B. G/_a')_-—— 'Vazr.
Umgekehrt ist Ii/:zq— = ﬁ[a— )q.

4. Die Wurzel aus einer Wurzel :
[

) Va = “Va ;
erhebt man die Gleichung zunichst in die pt¢ Potenz, so erhidlt man:

P —\? g g — peg ——
(V %) =(Vaf. Ve ="
erhebt man jetzt die Gleichung in die gt Potenz, so erhdlt man:

(%)4 _ (D;W)q, o = P;?l/a,,.q , a=a.

P

Umgekehrt ist ?’;i/; _ ] / 1/;

Wurzeln aus algebraischen Zahlen.

Wurzeln aus positiven Zahlen.

Es war Ja = z, wenn 2% = ¢ ist. Da aber auch (— )% = 2% und
somit = @ wird, so geniigt auch (— z) der Gleichung 2? = a. Demnach
erhalten wir 2 Werte fiir ]@, nimlich 4+  und — z, denn beide ergeben
quadriert den Radikanden a . Es ist also nicht nur VI =2, weil 22 =4
ist, sondern auch VI: — 2, denn auch (— 2)2 ergibt 4. Jede Qua-
dratwurzel hat also zwei gleichgroBle, entgegengesetzte Werte, einen posi-
tiven und einen gleichgrofien negativen. Man schreibt deshalb ]/a— = Tz,
wobel 22 = a ist.

Fir die 4. Wurzel erhalten wir ebenfalls 2 Werte, da die 4. Potenz
einer negativen Zahl wieder positiv ist.

2.B. 16— 12, weil 2#=2.2.2.2=16 ist,

4

V16 = — 2, weil (—2)i=(—2)(—2)-(—2)-(—2)=16 ist.
Allgemein 148t sich iber Wurzeln mit geraden Wurzelexponenten aus-
sagen, daB sie sowohl positiv als auch negativ sein konnen.

Wurzeln aus negativen Zahlen.
3
Esist J—8=—2 weil (—2PB=(—2).-(—2)-(—2) = —8ist,
=32 = —2 weil (— 2P =(—=2)(=2)-(—2)(~2)(~2)
= — 32 ist .
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Allgemein gilt : Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten aus nega-
tiven Zahlen sind negativ.

Sind die Wurzelexponenten gerade Zahlen, so ist die- Wurzel weder
positiv, noch negativ. Y— 4 ist weder (-~ 2) noch (— 2), weil weder
(4 2)2 = — 4, noch (— 2)? = — 4 ist. Wurzeln mit geraden Wurzel-
exponenten aus negativen Zahlen nennt man imaginér. Alle bisker
betrachteten Zahlen heiflen reelle Zahlen im Gegensatz zu den ima-
gindren Zahlen.

Die Quadratwurzel aus (— 1) wird mit ¢ bezeichnet. Man setzt also
Vﬁ = 4. Da man jede negative Zahl als Produkt aus einer reellen
Zahl und (— 1) auffassen kann, so ist:

V—a—]/—l) ai-]/—l Ya = z}/a

z. B. ¥ 64—V’T~@4——— —1-)64 =83
2=(—1p=— ist reell, aber negativ,
3 =127 = (— 1 = —1 ist imagingr, A
=422 =(—1)-(—1) =+ 1 istreell, aber positiv.
Beispiele: 121) 3]/’a+7yla:10]/c;‘.
122) 2z —5Yy—TYo+9Vy=4Vy—5}r.
123) (2Ya +3Vb)2=4a + 12Yab + 9b.
124) (Yo +5V1y)-(Jo—5Yy) =2 —25y.
125) Vo' =Yab-a=a3-Ya. 126)  Jar+l=Yarew =ajx.
CJR S Y- oe V2T 2T o
127) 1/,,/4. a2:Va6%a2. 128) %~— s =19=3.
N e
129) a—b _ (V“—f—l/f)‘(l/g—lb) — Ya— 5.
Va + Vb Ya + Vb
130) V]/xs z/4~}/73 pr=ayyr.
1 1 Y2 1 1 1 Y 1 -
13] —_— = s o = —— 2 132 —_—— = e = — C .
Ve Ty 2 T T
133) #1‘: vl ».Va;—l/b :]/a-—‘}/b
Yo+ Vb Jat+yb Ja—yb @b
oy D _Jer jers (Eror
]/xi- ]/76—2 1/1:—}—2 (Vx»——2)(]/x+2)
_ mtdtde

r—4



Algebra. 45

Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten (Fortsetzung).

135) Jr+5=4
wird ins Quadrat erhoben, damit die Wurzel verschwindet.
r+5=42 oder x=16—-5=11.
136) ]/xé?):i
]/x—4 3
3Yx+3=4)r—4 oder 9-(x+3)=16-(x—4)
9xr+27=16x —64 oder 91 =72 daraus z=13.
137) Ve—1+Ye+6=74x+9
(Jr —14+Jo+6)>= (Y4 = +9)°
(@—1)+2)r—1-Yo+6+ (x+6) =4x+9
t—1+2)@—1)- (x—l—6)—|—x—}—6—*4x—}—()
2Y@—1)-(x+6)=22+4 oder Jx—1):-(x+6)=2+2
VZQ'Z'T*(x+6)]2=(x+2)2 oder (x—1)-(@+6)=a+4a+4
2 —x+6xr—6=22+42x+4 daraus xz=10.

Potenzen mit gebrochenem Expenenten.

In den Abschnitten iiber Potenzen (S. 15 und 37) war der Exponent
eine ganze Zahl. Ist der Exponent eine gebrochene Zahl, z. B. a'l,
so hat die Erkliarung, die Basis a jetzt 1/, mal als Faktor zu setzen, keinen

Sinn mehr. Es geht nicht an, fiir 5+ zu sagen: Setze die 5 1/,mal als
i 1\» n
Faktor. Erhebt man aber a™ in die n% Potenz, so wird (a") =an =q!

= a . Da auch % in die nt® Potenz erhoben (%)n = a ergibt, so lafit

sich fiir a'/» schreiben ’]1/; . Die Potenz mit gebrochenem Exponenten
stellt sich demnach als eine Wurzel dar; es ist
i n 1
ar = ]/1; und umgekehrt ]/E =a".
Damit sind die Wurzeln auf Potenzen zuriickgefiihrt, und die fiir Po-

tenzen angegebenen Rechenregeln lassen sich nunmehr auch auf Wurzeln
anwenden, wenn wir beachten, daf3

Vat = (]/a) (a") —av st

Beispiele.
138) V“T_“’”a’Jr%—a cat =t at =ad- Va
139) 1/_“_1: ":1=x1+%=x-x7:x-1[x.
w) Ve —abed—d e
141) ) =Py = @t = @k gt =y

__—_x%’*—%.y:x-xl/z.y:x.y.]/}-'
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1 1
142) a "t = = —— und umgekehrt 1_ —a %,
a‘% Va ]/a,
143) x_‘{bl = 141 = h,]:_ 3 I bL :x_:
xb 'l/x‘l ‘l/xll
144) a,% . a‘%%‘ . a’g' . G/(IT
3 hE3 bi 1 FY

Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten.
Kommt die Unbekannte in der 2. Potenz vor, so ist die sie enthal-
tende Bestimmungsgleichung vom 2.Grade; man nennt diese Glei-
chungen quadratische Gleichungen oder Gleichungen 2. Gra-
des. In ihrer allgemeinen Form enthélt die quadratische Gleichung
ein Glied mit x2, das einen beliebigen Faktor p haben kann, ein Glied
mit x, das einen beliebigen Faktor ¢ haben kann, und ein Glied 7, in dem x
nicht vorkommt. Angeschrieben lautet die Gleichung
pa2+t+qr+r=0.
Durch Division mit dem Faktor p des Gliedes mit 2 erhalt man
S R S
p p
und schreibt dafir
22+ax+b=0.
Diese Form heifit ,,Normalform der quadratischen Gleichung*, auf die

jede gegebene Gleichung zunichst zu bringen ist.
Fir den Sonderfall @ = 0 geht die Normalform iiber in

224+ b=0,
und heiit dann ,,rein-quadratische Gleichung‘“. Die Trennung der Un-
bekannten liefert die Gleichung

x2= —b,

aus der sich  durch das Wurzelziehen ergibt zu

x=+)—b.
Wir erhalten zwei Werte z, die der Gleichung 22 = — b geniigen; sie
heiBen Wurzeln der Gleichung und sind

¢, =-+7)Y—b und x=— T—b.

Ist b negativ, so wird — b positiv, zB.b=—9; —b= —(—9) = +9;
in diesem Falle lautet die Gleichung z? — 9 = 0 oder 22 = 9; ihre Wurzeln
sind #; = + 3 und 2, = — 3, da fiir beide Werte x die Gleichung

22 — 9 = 0 erfillt ist, denn
(+3)2—9=0 oder 9—9=0 und
(—3)2—9=0 » 9—-9=0.
Ist b positiv, so ist — b negativ; z.B.b=+9; —b=—9. In
diesem Falle lautet die Gleichung % + 9 = 0 oder 22 = — 9; ihre Wur-
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%, = 3¢ und x, = — 34. In technischen Aufgaben haben imaginire
Werte keine Bedeutung; ergibt sich aus einer Bestimmungsgleichung
ein imagindrer Wert fiir die gesuchte Unbekannte, so ist der Wert prak-
tisch nicht verwendbar.

Beispiele: 145) Die Abschnitte der Hypotenuse in einem recht-
winkligen Dreieck seien ¢ = 4 em; b = 9 cm. Wie grof} ist die Hohe A ?
Ausa:h=nh:bfolgt B2=a-b,s0daB h=+Jab=+}4-9=+6cm.
Das negative Vorzeichen liefert keinen brauchbaren Wert, da die Hohe
positiv ist.

146) In wieviel Sekunden durchfillt ein freifallender Korper die
Hohe h = 500 m, wenn die Anfangsgeschwindigkeit 0 ist?

2 9 e 9.500

Aus s =} g-t? folgt 12 = i; folglich ¢t = + V?.‘i =1 /g_‘)ﬁoo

4 g - 10
= +4-10 Sek.
Auch hier liefert das negative Vorzeichen keinen brauchbaren Wert,
da eine negative Zeit nicht vorstellbar ist.

147) Wie groB ist die AusfluBgeschwindigkeit aus einem Rohr, das
h = 20 m unter dem gleichbleibenden Wasserspiegel eines Hochbehilters
liegt, wenn von Verlusten durch Reibung, Kriimmung usw. abgesehen
wird ?

Der Wassertropfen erreicht die Geschwindigkeit, die er beim freien
Durchfallen der Hohe % haben wiirde. Ist ¢ die Beschleunigung durch
die Erde, so wird v = ¢ - ¢ die Geschwindigkeit nach ¢ Sek. Der in dieser
Zeit ¢ zuriickgelegte Weg ist & = 1/, g t2 . Bringt man ¢ zum Verschwin-
den, so wird »®=2g% und daraus v=-+}2¢gh= +72-10-20
= o+ 20 m/sek. Auch hier liefert das negative Vorzeichen keinen brauch-
baren Wert.

Die Normalform der quadratischen Gleichung lautete

224+ax+b=0.

Bringt man das Glied ohne « auf die rechte Seite, so ergibt sich
x2+ax=—0>.

Damit die linke Seite zu einem reinen oder vollen Quadrat wird, fiigen

2
wir (ﬁ) auf beiden Seiten hinzu und erhalten

2
az /(12
“2+“”+<E>:(§) —b.

Durch Vergleich mit der Formel (¢ 4 )2 = a2 + 2 a b + b2 findet man
a\? a\?
902-1-“90—%-(5) = (95-1—5) )
so dal} die Gleichung iibergeht in

sy (g
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Jetzt 1Bt sich die Wurzel ziehen, und wir erhalten

Y
g ==)/(5) -

e (O

Die Gleichung hat demnach 2 Wurzeln; sie sind

R R

Das hinzugefiigte Glied (%)_ heiflt ,,quadratische Erginzung®, weil es

und daraus

den Ausdruck z2 + a x zu einem vollen Quadrat macht; man findet sie
als das Quadrat des halben Koeffizienten von x .

Ist eine quadratische Gleichung auf die Normalform gebracht, so
werden die beiden Wurzeln der Gleichung unmittelbar — ohne die Ent-
wicklung — angeschrieben.

5
Z.B:3ax2=5x+12 | 322—52—12=0 | 22— —2x—4=0

3

5 (5\¢ . 5 25 36

. il 4— = 2T 4.5
* 6iV(_6)+ 6J£V36+ 36

I T i —— 5 13
—6756V2o+144 =st5
LS, B 18 . 5 13 _ 8 4
"6 6 6  * 6 6 6 3

2
Bemerkung : Ist b > (%) , dann wird der Ausdruck unter der Wurzel
negativ und die Wurzel selbst imaginir.
Z.B.: 22 —2x+5=0
=1+l —5=1+7—4 =1+4+24
2, =1+2¢; 2,=1—22.

%, =14+ 27 oder allgemein @ + b¢ heilt komplexe Zahl.
Unterscheiden sich zwei komplexe Zahlen nur durch das Vorzeichen
wie in unserm Beispiel z, und #,, lauten sie also (@ + b¢) und (@ — b¢),
so nennt man sie konjugiert komplex.

Beispiele:

148) 222 — 18+ 5z | 222 — 52— 18=10 | x2—%x—9:0

5 5)2 5 ,1/2 16 5 13

4
=+ 3 x,= —2.
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1 20
¢ I 5 2 2 — — 2 e T
149) =+ 20 =122 | 122 x—20=0 | x 5% 18 0
1 ,4/1 20 48 1 1 1 31
v=ort ) om T T3 aver = aa T ag 1190 = gy igp
32 4 30 s
T T g T T T Ty

150) (®+5) (x—T)=5—222 | a24bx—Tx —35 =5 — 2a?
2 40

322 —22—40=0 | xz—gx——:g:O
1, q//1\2, 40 1 1403‘11
xzafV%)+?—§iV§+§“§— =g V120
1 1 10
"“gi*g‘, x1:+4:, xzz—"é".
8 —Tx

8—Tx=(01—-22)(x—2)=0x—2x2—2+42
222 — 1224+ 10=0 oder 22 —6x+5=0

t=3+Y9—-5=83+2; @ =+5  a,=1.
x 2 7
l-‘ - Bt ]
>2) x—5 x4+ 5 3
x(x—}-5)—2x(x—5):%(x—5)-(x+5)
z(@x+5) —6x(x—5)="T(®—5): (x4 5) =7 (x2 — 25)
32+ 15— 622 +30x="T22—175
1022 — 452 —175=0 oder 22 —45x—175=0
€ =2,25+12,252 + 17,5 = 2,25 4 }/50625+175_225_‘t4,
2, =225+475=+17;, 2,=225—-475=—25
153) 32 —8)x—35=0.

Da z= (Va_c) so ist die Gleichung quadratisch fiir }x sie
1aBt sich demnach schrelben

3 (Jo)* —8Yx —35 =0 und hat J als Unbekannte

e

3
o 4 1/16 ”35_‘3" 4 _ 4.1
;x_gil/ 573 3__3V16+105 TE5
— 4 1 15
1. Ja = 5+ 1_15 5 und daraus durch Quadrieren

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 4
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4 | 7 .
2. ]/a; =5 = %l = — SL und daraus durch Quadrieren
e @
2=
154) 3x —8)r —35=0.

Setze Jx = y; also a =gy?; dann geht die Gleichung iiber
in die Form

3y2—8y —35=0 oder y2— —y — - =0

4 1/16 35
Y=g =+ V‘g‘ + 5 =
4 11 . ..
und daraus 1. y, = 5 + 5 = 5; folglich durch Zuriicksetzen von

y="VYa,; Yo, =5, d. h. x, =25.
11 7 -

4 7 49
2. y(z:g'kz?’:——g, sz:—’g, d.h. Xy =

'—(5“.
155) 22t — 522 — 117 = 0.

Da a* = (x2)? ist, so ist die Gleichung quadratisch fiir (x2); sie
146t sich demnach schreiben

2 @22 —5-22—117=0 oder (x2)% — %wz — 1;—7 =0
1. a2 :%—1— ?;} =';3£-:9 und daraus x, = + 3; a,= — 3.
2. x2 = ; — %IIA = — 275 ; die beiden andern Werte von z sind
imaginér; Ty = —;— V26; x, = — %1/26 .
156) 22t —H5x%2 — 117 =0;

setzt man 22=y, also x!=y2%, so geht die gegebene Gleichung
itber in

5 ‘
29> — 5y —117T=0 cder y2w-2—y; 3 =0
5 q/25 117 8 5 3l
AE BT R R
5 31 36 . .
1. h=7 -+ TET 9; folglich mit y, = «?

2=9; d.h. a,=+3; wx,=—3.
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5 31 26
— 2 i i — 2
2. Y2= 7 1 T folglich mit y,=2«
26 1/ 26 i —
X2 = — — Lo == —_—— T N
=25 doh o +l/ T =5 1%,
1/ 26 i
w*:"/”TZ_EV%‘
157) I 22+ y2=16 I a2+ y2=16
I 22 —y?= 4 II. 22 —y2= 4
2 2 =20 2y2 =12
2? =10 y = 6
@ =+ V10 = + 3,16 yr=+16=+245
2, = — 10 = — 3,16 Yo = —16 = —245.
158) I 22+ ¢2=25 Aus II ergibt sich =2+ y;
I. z—y = 2 eingesetzt in I liefert
C+ylP+y>=25
444y +y*+y*=25
21
y¥+2y——5=0
2 —
/ 21 1/23 2 2 6,78
-1 e j2205 250
y=—lxpl+s L) 33 5t 3
2 6,78 2 6,78
=gt =1239 p=—g— = — 4,39,

eingesetzt in IT ergibt

=249y, =2+4+239=439 und x, =2+ y,=2—4,39=—239.

159) I.x4+2zy=9
II. yf+2xy=28
I-II. z—y=1
y=x—1  eingesetztinl x-+a@—1)=9
r4+22—2=9
22 =9
x, = + 3; Xy = — 3
| p=+3-1=2,  y=—3-1=—4
160) 1. 3x42xy=21 +1
IT. y+ xzy= 8 —2
IIT. 3xt+2xy=21
IV. —2y—22xy=—16
1L 4 1V. 3x—2y=>5
V. Y = 353—2—5 eingesetzt in I.
3x+2x-3“—9~i —21 oder 3x+3a2—baw—21=0

4*
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darans 322 —2x—21 =0 oder xz——%-aﬂ—"i:()
1 /’1 9 1 - 1 8
_ - —_— - = — — = - T =
@ 34_—] s+ Y1463 =5iig
1 8 9 1 8 7
m=gtyg=3="13% @m=g3-3=-3,
eingesetzt in V:

7 r
_33-5_4_ 3 ('E)“’ s
1= D) =35 = o Yo = D) =—0.
161) I. x—y=5 . . 36
I zoy=36 Aus IT ergibt sich III. y=-;
. 36 5 eingesetzt in 1 ergibt
x
x?—36 =52 oder a?—5x—36=0
5 /25 4 Lo
2 d 202
x 21L] L 736 ,_2]/169
5 13 18 5 13 8
m=gtg =g =% me=3-g--z-—t
. . 36 36 6
eingesetzt in Il ¢y, =—=—=+4; yz-—-g—z ﬁ___g
1 9 x, —4
2 3 Aus IT ist IIT yy =22 — 2;
162) L ;_{_?j: 1 eingesetzt in I ergibt
I 2xz—y=2
2+ 3 .
x 20 —2

222z —2)+32x=2(2x—2) oder 4x—4+3x=22%—2x
=222 —9x+4 oder x2—%x+2=0

9 / 81 6 9 1 - 9 7
p=—t /s 2 = Y81 — 32 = —4-—
=2V 16 16 4—‘—4V8 4

9 7 16 9 7 2 1

a = —— —_—— — == 4' —_—e—— = — == Eed
81 4+4 4_ + 1) x2 4 4: 4 +27

eingesetzt in III ergibt y, =22, —2=2-4—-2=46

1
y2=2x2~2:2-—2-—2=—1.



Die Geometrie.

Die Geometrie lehrt die Eigenschaften rdumlicher Gebilde und
gliedert sich in:

1. Die Planimetrie oder Lehre von den ebenen Figuren,

2. die Trigonometrie oder Lehre von der Dreiecksberechnung,

3. die Stereometrie oder Lehre von den Korpern.

1. Die Planimetrie.

Der uns umgebende Raum ist von K 6rpern angefiillt, die wir mit
unsern Sinnen wahrnehmen. Jeder Korper fiillt einen Teil des Raumes
aus und besteht aus Stoff oder Materie. Die Geometrie beschiftigt sich
nur mit.dem von einem Korper ausgefiillten Raum ; fiir sie sind die Korper
stofflos. Gegen den ihn umgebenden Raum ist der Korper durch seine
Oberfliche allseitig abgegrenzt.

Ein Punkt im Raume ist vorstellbar als Eckpunkt eines Korpers,
z. B. als Bleistiftspitze, oder als ein so kleiner Kérper, daB man ihn nicht
mehr zerlegen kann, z.B. als Staubteilchen. Man spricht in diesem
Falle von einem ,,verschwindend kleinen* oder ,,unendlich kleinen‘
Korper.

Bewegt sich ein Punkt, so beschreibt er eine Linie oder Kurve.
Die Linie hat nur eine Ausdehnung.

Bewegt er sich in unveréinderlicher Richtung, so beschreibt er eine
gerade Linie oder Gerade. Sieht man in dieser Richtung so, dal} die
Endpunkte scheinbar zusammenfallen, so fallen auch simtliche da-
zwischenliegenden Punkte scheinbar zusammen. Das Stiick einer Ge-
raden, das durch zwei Punkte begrenzt wird, heift Strecke. '

Bewegt sich eine Linie in einer andern als ihrer eigenen Richtung,
so beschreibt sie eine Fldche. Bewegt sich eine Gerade in unverinder-
licher Richtung, so beschreibt sie eine Ebene. Eine Gerade liegt dem-
nach mit allen ihren Punkten in einer Ebene. Die Fliche hat zwei
Ausdehnungen. Bewegt sich eine Fliche, so entsteht ein Kérper, wenn
die Flache sich nicht in sich selbst verschiebt. Der Korper hat drei Aus-
dehnungen.

Es werden begrenzt: Der Korper durch Flichen, die Fliche durch
Linien, die Linie durch zwei Punkte.

Die gerade Linie. Man vergleicht die Lingen zweier Strecken,.
indem man die eine so auf die andere legt, daf zwei Endpunkte auf-



B4 Mathematik.

einanderfallen. Fallen die beiden anderen Endpunkte dann ebenfalls
aufeinander, so sind die beiden Strecken gleich. In Fig. 33 ist AB
=A'B'=a. CD =0 ist kleiner als 4B = a; man schreibt

CD<AB oder b<a.
Umgekehrt ist 4B gréBer als 0 D; man schreibt

AB>CD oder a>b.

Eine Strecke messen heit nachsehen, wie oft die Lingeneinheit in
ibr enthalten ist. Die Léngeneinheit ist das Meter (m) bzw. das Zenti-
meter (cm) oder das Millimeter (mm); und zwar ist

1m =100cm = 1000 mm; 1 cm = 10 mm.
Der Maschinenbauer mifit die Lingen im allgemeinen in Millimetern. Soll

eine bestimmte Strecke dargestellt werden, z. B. die Kantenlinge des
Klassenraumes, so ldBt sich diese Dar-

stellung nur verkleinert wiedergeben. Dazu T~z w0
bedarf es der Angabe des MaBes der Ver- 5
8 T N, 30
N 20
4 a 8 e \ 7
Vz 8’ wl___J i T 1)
) o (A S— —0 47 A
c — ﬁ."[D /0 A Ll-—— » ‘j :
Fig. 33. Fig. 34. Fig. 35.

kleinerung, des sog. MaBstabes; er lautet 1 mm = 1 cm oder 1 mm
= 2,5 mm oder 1 mm = 20 mm usw. Kommen auf einer Zeichnung nur
Léngen zur Darstellung, so schreibt man statt 1 mm =1 e¢m kurz
1:10;statt 1l mm = 2,5mm kurz 1:2,5; statt 1 mm =20mmkurz1:20usw.

Im allgemeinen, d.h. ohne Beziehung auf einen bestimmten Fall,
bezeichnet man die Lidnge von Strecken mit den kleinen lateinischen
Buchstaben (Fig. 33), die also nichts anderes sind alsdie MaBzahlen der
technischen Zeichnungen.

Haben zwei Gerade verschiedene Richtung, so ist der Richtungs-
unterschied ,,der Winkel, den sie miteinander bilden* (Fig. 34). Man
schreibt <2 BOA oder < & oder kurz & und nennt bei der Angabe durch
drei Buchstaben den Scheitel O in der Mitte.

Fiir die Messung eines Winkels denkt man sich um den Scheitel O
einen Kreis geschlagen und versteht unter der Kreislinie oder Peripherie
die Bahn eines Punktes, der stets die gleiche Entfernung von einem festen
Punkte, dem Mittelpunkte, hat. Diese Entfernung heift Halbmesser
oder Radius. Die Kreislinie wird in 360 gleiche Teile geteilt; jeder
Teil heifit 1 Grad = 1°. Ebenso wie die Schenkellinge keinen Einflufl
auf die GroBe des Winkels hat, ist die Linge des Radius auf die GroBe
eines Grades ohne Einflul. Der 60. Teil eines Grades heiit Minute;
der 60.Teil einer Minute heiBt Sekunde. Z.B. & = 17°25' 36”.

In Fig. 35 ist die Kreislinie 4 DC in Grade geteilt; der Winkel 40 B
ist gleich 45°. Die Bogenldnge A B ist abhiingig von der GréBe des
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Radius. Wir messen den Winkel A0 B = & = 45° auch durch den Bogen
A B, aber nur dann, wenn wir die Lange des Radius mit angeben. Als
MaBeinheit fiir die Messung als Bogen gilt der Kreis mit dem Radius
r = 1; legt man diesen Kreis der Messung zugrunde, so ist die besondere
Angabe des Radius iiberfliissig.

In dem Umfang eines Kreises mit dem Durchmesser d = 2 r ist der
Durchmesser wmal enthalten; ist % der Umfang, d. h. die Liinge der
Kreislinie, so wird

¢ b
B’ i
B 21
) & il
gl /8
g
o /B oc’\ B D/L__.J:
g = A 0 77 y T //
Fig. 36. Fig. 37. TFig. 38.

7 heiBt Ludolphsche Kreiszahl und ist 3,14. In dem besonderen Falle
des Kreises mit dem Radius 7 = 1 wird

u=2m.
Die Halbkreislinie ist z; die Viertelkreislinie g . Fiir den Ver-
gleich von BogenmaB und GradmaB gilt 27z = 360°, so dafl & = 45°=

52% <45 = g wird. Allgemein ist &° = lzg - oder

Sollen nur zwei Winkel miteinander verglichen werden, so geniigt
ein Kreis mit beliebigem Radius.In Fig. 37 schldgt man um O und O’ Kreise
mit gleichem Radius, die die Schenkel des ersten Winkels in €' D, des
zweiten in "D’ schneiden mogen. Ist die Bogenlinge C'D’ grofler als die
Bogenlinge C D, so ist auch # > « . Sind die beiden Bogenléingen gleich,
so sind auch die Winkel gleich. Damit haben wir die Moglichkeit, zwei
gleichgrofe Winkel zu zeichnen. Triigt man niimlich auf dem Bogen ¢’ D’
den Bogen C' D ab und verbindet den so gefundenen Punkt £ mit 0’ ,soist 3
EO0'C" = DOC = « (Fig. 836 u. 37). Den Bogen 0 D abtragen heifit die Ent-
fernung €' Din den Zirkel nehmen und mit dieser Entfernung als Radius um
¢’ einen Kreis schlagen, der den Bogen C'D’ in E schneidet.

Die beiden Schenkel O 4 und 0'A’ liegen auf einer Geraden; gegen
diese gemeinsame Gerade haben die Geraden OB und O'E gleichen
Richtungsunterschied, folglich miissen sie unter sich gleichgerichtet sein.
Gleichgerichtete Geraden heifien parallel; wir schreiben OB O'E .

Soll auf dem Reifibrett durch einen Punkt 4 (Fig.38) zu einer ge-
gebenen Geraden BC eine Parallele gezogen werden, so wéhlt man die
ReiBschiene als gemeinsame Gerade und legt ein Dreieck so an, daBl die
eine Seite, z. B. die Hypotenuse, mit BC zusammenfallt. Verschiebt
man jetzt das Dreieck an der Reilschiene, so bleibt die Hypotenuse
der Geraden B(C parallel; es wird also auch DE||BC .

~ B o
* =180
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Schneiden sich zwei Geraden 4 A’ und B B’ (Fig. 39), so nennt man die
Winkel AOB und 4’0 B’ Scheitelwinkel; sie sind gleich, da sie
beide den Richtungsunterschied der beiden Geraden messen. Ebenso
sind die Winkel A’'OB und A0 B’ als Scheitelwinkel gleich.

Die beiden Winkel & und p haben die Eigenschaft, da ihre Schenkel
0A und OA’ in eine Gerade fallen; man nennt solche Winkel Neben-
winkel oder Supplementwinkel, den
Winkel AO A’ = o 4 feinen gestreckten
Winkel; seine Gro-

Be betragt 180°. Zwi- 8
schen &« und § be-
steht demnachdie Be- 1 B
ziehung a i 14
& + ff = 180°. i s
Fig. 39. Teilt die Gerade OB Fig. 40.

(Fig.40)dengestreck-
ten Winkel A0 A’ in zwei gleichgroBe Winkel AOB und A'OB, so
miBt jeder von ihnen 90°. Man sagt: Die Gerade O B steht senkrecht
auf der Geraden 4 A4’, und schreibt

OB1 AA" oder OB 1LOA.

BO heiBt auch Lot auf 4 4’; die Gerade BO ziehen heifit ,,das Lot
BO auf die Gerade 4 4’ fillen* oder ,,die Senkrechte in O errichten.
Die Winkel AOB und A’OB heiflen rechte Winkel; geschrieben:

X A0B =< A'0B=R.

Fig. 41. Fig. 42.

Unter der Entfernung des Punktes B von der Geraden 4 A" versteht
man die Linge des Lotes BO.

Soll vom Punkte B (Fig. 41) ein Lot auf die Gerade 4 A’ gefallt wer-
den, so legt man die beiden Dreiecke I und I so aneinander, daB die
Kante I mit der Geraden zusammenfillt, und verschiebtdas Dreieck 17,
bis es in die Lage II’ kommt; dann steht BO senkrecht auf 4 A4’.

Erginzen sich zwei Winkel zu 90°, so heifilen sie Komplement-
winkel. Winkel zwischen 0° und 90° heilen spitze Winkel;
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Winkel zwischen 90° und 180° heiflen stumpfe Winkel;

Winkel, die groBler als 180° sind, heiflen iiberstumpfe oder auch
erhabene Winkel.

Werden zwei Parallelen I und /I (Fig. 42) von einer Geraden 1] ge-
schnitten, so bestehen zwischen den so entstehenden Winkeln folgende
Beziehungen:

&y = f1; &y = fy; weil sie durch Parallelverschiebung zur Deckung
kommen; sie heilen Gegenwinkel an Parallelen.

1= 84y; &y = f,, weil sie bei Parallelver-
schiebung zu Scheitelwinkeln werden ; sie heiflen
Wechselwinkel an Parallelen.

oy + y, = 180°; &, -+ y, = 180°; sie hei-
Ben entgegengesetzte Winkel an Parallelen. _/* /o

Ebenso sind y, = d,; 7, = 0, als Gegen- 7/ \p o f
winkel, Tig. 43.

y1 == 0g; 75 = 0; als Wechselwinkel.

Umgekehrt werden wir sagen : Werden zwei Geraden von einer dritten
geschnitten, und sind ein Paar Gegen- oder Wechselwinkel gleich, so
sind sie beiden Geraden parallel.

\?\ ,’4\ ,
v

Das Dreieck. Liegen in einer Ebene drei gerade Linien, die ver-
schiedene Richtung haben, so umschlieBen sie ein Dreieck (Fig. 43). Die
drei das Dreieck begrenzenden Strecken A B, BC und C A heiBen
Seiten, ihre Linge wird entsprechend
durch ¢, @ und b ausgedriickt. Der Linien-
zug A BC A heiit Umfang; die durch ihn
gebildeten Win-
kel werden nach
Fig. 43 bezeich-
net, und zwar ist
o« fiirbund ¢ der

c-a
_—— i@ —— anliegende, fiir
Fig, 44. @ der gegen- Fig. 45.
iiberliegende
Winkel.

Die Neben- oder Supplementwinkel zu den Dreieckwinkeln heiflen
AuBenwinkel: a’; f'; ' sind AuBenwinkel.

Man nennt Dreiecke
gleichseitig, wenn alle drei Seiten gleich sind;
gleichschenklig, wenn zwei Seiten gleich sind; die gleichen Seiten

heiBlen Schenkel, die dritte Grundlinie oder Basis; die ihr
gegeniiberliegende Ecke heifit Spitze;
ungleichseitig, wenn alle drei Seiten verschieden sind.

Die Seiten im Dreieck. Sind die Langen der Seiten ¢ und ¢ eines
Dreiecks festgelegt oder, wie man sagt, sind ¢ und ¢ gegeben (Fig. 44),
so kann die dritte Seite b nicht auch beliebig angenommen werden. Da-
mit ein Dreieck zustande kommt, muBl b gréBer sein als AC,, d. h.
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b>c—a. Es darf aber auch nicht grofler sein als 40,, d. h.
b < ¢ + a. Sagen wir diese Tatsache aus, so nennt man den Satz einen
Lehrsatz; er wiirde lauten: In jedem Dreieck ist die Summe zweier
Seiten grofer, ihre Differenz kleiner als die dritte Seite.

Die Winkel im Dreieck. Lehrsatz: Die Summe der drei Winkel
im Dreieck betréigt 180° oder zwei Rechte. In Fig. 45 ist xy durch C

[y CZ
&, P o £
X A [~ 6, A Cz 5,
Fig. 47.

parallel 4 B gezogen, dann ist x ACx = &, BCy = f als Wechsel-
winkel an Parallelen, so dafl <CaCy =& + y + f=180°.

Lehrsatz: Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe
der beiden ihm gegeniiberliegenden inneren Winkel. Mit Beziehung
auf Fig. 46 lautet dieser Satz in Form einer Gleichung:

c ¢ XOBx=ouo +7y.

Dall diese Behauptung zu-

trifft, sehen wir, wenn wir

b, & die Hilfsgerade By ||AC zie-

hen. Dann ist t By = & als

Gegenwinkel, yBC =y als

ez 5, Wechselwinkel an Paralielen.

Ist einer der Winkel im

Dreieck ein Rechter, so heifit

% das Dreieck rechtwinklig.

Von ihm kénnen wir sofort

aussagen, dafl die Summe der

beiden andern Winkel eben-

falls ein Rechter oder 90°

sein mull, da alle drei zu-

Fig. 49. sammen 180° oder zwei Rechte

betragen. Man nennt die dem

rechten Winkel gegeniiberliegende Seite Hypotenuse, die beiden
andern Katheten.

DieKongruenzsatze. Figuren heilen kongruent oder deckungs-
gleich, wenn sie sich beim Aufeinanderlegen decken, d. h. in allen ihren
Grenzlinien iibereinstimmen.

1. Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in einer
Seite und zwei Winkeln iibereinstimmen. Wir legen A 4, B,C, (Fig. 47)
so auf 4, B,0,, dal A, mit A, und B, mit B, zusammenfallen. Aus
Ay=0u, und f, = f, folgt, daBl dann auch die beiden andern Seiten
zusammenfallen miissen.

< 5,
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Bemerkung : Durch zwei Winkel ist auch der dritte Dreieckwinkel be-
stimmt; folglich bleibt der Satz auch richtig, wenn statt & und g die
Winkel & und y gegeben sind. Das Zeichen fiir kongruent ist 2.

2.Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen. Wir legen
A A, B,C, (Fig. 48) so auf 4, B,C,, daf die Schenkel von &, mit &,
zusammenfallen. Aus ¢, = ¢, und b, = b, folgt, da B, auf B, und
C, auf C, fallen miissen.

3.Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei
Seiten und dem der grofieren gegeniiberliegenden Winkel ibereinstimmen.

c c Legt man 4,0, auf 4,C,
7 2 (Fig. 49), so ist nur ein
Dreieck moglich, das die
b &7 b 2z Bedingungen ¢, = ¢; und
AN\ | B 4 157 8,
N e
N s
C‘I
Fig. 50.

v = 7, gleichzeitig erfiillt. Der Kreis mit dem Radius ¢, um 4, als
Mittelpunkt ergibt viele Dreieckpunkte B (z. B. B’ und B"), aber nur
einen Punkt B;, fiir den die Richtung B,C; mit der Richtung B,C,
zusammenfillt.

4.Kongruenzsatz. Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei
Seiten iibereinstimmen. Macht man in Fig.50 4, B, = 4, B,, schliagt
um A, und 4, zwei Kreise mit b, = b, als Radius und um B, und B,
zwei Kreise mit a, = a, als Radius, so haben diese beiden Kreispaare
nur zwei Schnittpunkte C; und C,. Bringt man demnach 4, B, zur
Deckung mit 4, B,, so mufl auch C, auf C, fallen.

Bemerkung: Streng genommen schneiden sich die Kreise noch in
einem zweiten Punkte ¢'. Knifft man das Blatt in 4, B, und legt die
Teile aufeinander, so fallen die Kreise zusammen, d. h. auch ¢" wiirde
mit ¢, zusammenfallen.

Erfiillen Dreiecke die in den vier Kongruenzsitzen ausgesagten Be-
dingungen, dann sind sie kongruent. Alle vier Sitze fordern nur die Uber-
einstimmung in drei Stiicken; daraus folgt, dall auch die iibrigen gleich-
liegenden Stiicke gleich sein miissen, wenn Dreiecke in drei Stiicken
iibereinstimmen.

Die Bedingung, da die drei Winkel gleich sein sollen, reicht nicht
zur Kongruenz, da es sich nur scheinbar um drei gleiche Stiicke
handelt, denn schon durch die Angabe zweier Winkel ist der dritte aus
&+ f 4+ y = 180° bestimmt.

Anwendungen der Kongruenzsdtze. Im gleichschenkligen
Dreieck (Fig. 51) halbiert das Lot 0D die Basis und den Winkel
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an der Spitze, denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke CDA und
CDB sind kongruent, weil sie in zwei Seiten (CA = OB,
CD=CD) und dem der grofleren Seite gegeniiberliegenden Winkel
(XCDA = CDB = 90°) iibereinstimmen.

Aus der Kongruenz folgt ferner, dafl die Basiswinkel C 4 D und
C BD gleich sind.

Die Gerade, die eine Ecke eines Dreiecks mit dem Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Seite verbindet, heifit Mitteltransversale.

Die Gerade, die einen Winkel eines Dreiecks halbiert, heit Winkel-
halbierende.

Das Lot, das von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seite gefillt
wird, heiBlt Hohe.

Das Lot, das im Mittelpunkt einer Seite errichtet wird, heifit Mit-
tellot.

Wird eine Eigenschaft von Figuren ausgesagt, so heiBit diese Aus-
sage Lehrsatz; z. B. Lehrsatz: Im gleichschenkligen Dreieck sind die
Basiswinkel gleich. Bei jedem Lehrsatze unterscheidet man die Vor-
aussetzung und die Behauptung. Die Voraussetzung gibt an,
welche Eigenschaften wir der Figur beim Aufzeichnen beilegen. In
unserm Beispiel heiflt sie: Das gezeichnete Dreieck sei gleichschenklig ;
in Form einer Gleichung lautet diese Voraussetzung mit Beziehung auf
Fig. 51;

Voraussetzung: CA=0CB.
Die Behauptung gibt an, welche weiteren Eigenschaften sich aus
der Voraussetzung ergeben; sie hat ebenfalls die Form einer Gleichung
und lautet in unserm Beispiel

Behauptung: X CAB=<<CBA.
Der Beweis mull dann zeigen, wie sich diese Behauptung mit Hilfe
fritherer Lehrsétze folgern lift. Auch hierbei ist die Gleichung die iib-
liche Ausdrucksform. Fiir unser Beispiel lautet der
Beweis: Fille das Lot €D (als Hilfskonstruktion), dann ist
CD =CD (jede Strecke ist sich selbst gleich)
CA =CB (nach Voraussetzung)
X CDA =<CDB =90° (weil CD Lot ist)
ACDA > ACDB nach dem 3. Kongruenzsatze.
Der Strich unter der 3. Zeile heifit ,,folglich*.
Aus der Deckungsgleichheit der beiden Dreiecke folgt

X CAD = <CBD,
und damit ist die Behauptung bewiesen.
Lehrsatz: In jedem Dreieck liegt der groBeren von zwei Seiten
auch der groBlere Winkel gegentiber (Umkehrung) (Fig. 52).

Voraussetzung: CA>0B.
Behauptung: < ABC> s BAC.
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Beweis: Zum Beweise errichtet man auf der dritten Seite 4 B
das Mittellot DE, dann mul} die Ecke C seitlich von E liegen, weil
andernfalls das Drcieck gleichschenklig wire.

EA=EB folgt aus der Umkehrung des Satzes: Das Lot im
gleichschenkligen Dreieck halbiert die Basis, ist also Mittellot. Aus
E A = E B folgt

X EAB=<EBA
X CBA><EBA
oder X OBA><XEAB.

Die Umkehrung, dem
groBeren Winkel liegt

4 auch die groflere Seite / \
. gegeniiber, folgt aus A 7 5
CA=CE+EA
EA=EB
7 y 3 CA=CE+EB Cz
Fig: 52. CE+EB>CB Fig. 53.
CA>0CB.

Aus diesem Lehrsatze ergeben sich unmittelbar die Sitze:

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse groBer als jede
Kathete. Im stumpfwinkligen Dreieck ist die Seite, die dem
stumpfen Winkel gegeniiberliegt, die groBte.

Das Lot von einem Punkte auf eine Gerade ist die kiirzeste Strecke
von dem Punkte nach der Geraden.

Stehen zwei gleichschenklige Dreiecke iiber
derselben Basis (Fig. 53), so halbiert die Ver-
bindungslinie C, C, der Spitzen die Grundlinie
A B, die Winkel AC, B, AC,B, AC,B an den
Spitzen und steht senkrecht auf der Basis.
Die Dreiecke C,Cy4 und C,C,B sind kon-
gruent, weil ihre Seiten gleich sind. Daraus
folgt <Lz =<y und <L p=<Lgq. Infolge
C,A=C,B, C;D=C,D und <<z =<y sind auch die Dreiecke
CiAD und C;BD kongruent, so daB AD = BD und - 4DC,
= L BDCO, werden. Ist < AD B als gestreckter Winkel gleich 180°,
so wird der halbe Winkel gleich 90°.

Errichtet man iiber einer Strecke 4 B (Fig. 54) einen Halbkreis und
verbindet einen beliebigen Punkt €' mit 4 und B, so stehen C 4 und C B
senkrecht aufeinander; oder: der Winkel iiber dem Halbkreis ist
ein Rechter. Durch die Hilfsgerade CO wird das Dreieck 4 BC' in zwei
gleichschenklige Dreiecke zerlegt, sodaBl & = y; und f = y, werden. Aus

&+ p+yvi+y,=180° und y,=0a bzw. y,=248

folgt a+p+a+pf=2(+p) = 180°

oder o+ f=90°

folglich mufl auch <¢ 4C D = 90° sein.

Fig. 54.
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Uber die Konstruktionsaufgaben, die sich aus den Kongruenzsitzen
und ihren Folgerungen ergeben, vergleiche den Abschnitt ,,Geometrisches
Zeichnen .

Die Symmetrie. Gegenstidnde heiflen symmetrisch, wenn man
sie durch einen ebenen Schnitt in zwei Teile zerlegen kann, die voll-
kommen gleiche Gestalt haben und von denen der eine das Spiegelbild
des andern ist. Der ebene Schnitt heift Symmetrieebene. Es gibt
Korper, die mehrere Symmetrieebenen haben. So ist z. B. jeder ebene
Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel ¢
eine Symmetrieebene.

F
Fig. 55. Fig. 56.

Auch ebene Figuren kénnen symmetrisch sein; in diesem Falle wird
die Symmetrieebene zur Symmetrieachse. In Fig. 51 ist das Lot
C D Symmetrieachse fiir das gleichschenklige Dreieck 4 BC. Ebenso
ist in Fig. 53 die Gerade C,(, Symmetrieachse. Voraussetzung fir die
Eigenschaft der Symmetrie ist, dafl einem Punkte der Figur links von
der Achse ein gleichweit entfernter Punkt rechts von der Achse ent-
spricht. In Fig. 54 liegen z. B. A und B symmetrisch zu O, und da sich
nachweisen laBt (vgl. S. 65), daB jede zu A B parallele Gerade durch
C O halbiert wird, so ist C O Symmetrieachse. Man spricht in solchen
Fillen von einer schiefen Symmetrie.

Denkt man sich (Fig. 55) senkrecht zur Zeichenebene 4 B E F einen
Spiegel A BC' D aufgestellt, so erscheint die Gerade G'H als Gerade
H J im Spiegel. Sie liegt in der Verlangerung von G H, wenn G H senk-
recht auf den Spiegel stéBt, d. h. LA HG = BHG = 90° ist. Stobt
die Gerade H G unter einem beliebigen Winkel gegen den Spiegel (Fig. 56),
so ist HG H ein gebrochener Linienzug, dessen Winkel H G H durch die
Gerade A B, die Spiegelkante, halbiert wird. In Fig. 57 ist das Spiegel-
bild des Dreiecks 4 B €' perspektivisch dargestellt, aus dem zu ersehen ist
daB der Linksumlauf 4 > B->C - 4 zum Rechtsumlauf 4'—> B'~> '~ 4’
im Spiegel wird. Fig. 58 stellt den Grundrifl (von oben gesehen) der
Fig. 57 dar; der Spiegel wird zur Symmetrieachse D.

Lehrsitze:

Die Symmetrieachse einer Strecke ist das Mittellot; jeder Punkt des
Mittellotes ist von den Endpunkten der Strecke gleichweit entfernt.
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Die Symmetrieachse eines Winkels ist die Winkelhalbierende; jeder
Punkt der Winkelhalbierenden hat gleichen Abstand von den
Schenkeln des Winkels.

Im Kreise ist jeder Durchmesser Symmetrieachse.

Der geometrische Ort. Die Eigenschaft des Mittellotes, dal jeder
seiner Punkte gleichen Abstand von den Endpunkten der Strecke hat,
auf der das Mittellot errichtet ist, driickt man auch anders aus; man
sagt: Der geometrische Ort fiir alle Punkte, die von zwei festen
Punkten gleichen Abstand haben, ist das Mittellot auf der Strecke
zwischen den beiden festen Punkten. Oder:
Das Mittellot ist der geometrische Ort fiir alle
Punkte, die von den Endpunkten einer Strecke
gleichen Abstand haben.

Fig. 57. Fig. 58. Fig. 59.

Der geometrische Ort fiir alle Punkte, die von einem festen Punkte
gleichen Abstand haben, ist der Kreis. Oder: Der Kreis ist der geome-
trische Ort fiir alle Punkte, die von einem festen Punkte gleichen Ab-
stand haben.

Man versteht also unter einem geometrischen Ort eine Linie oder
Kurve, von der ganz bestimmte Eigenschaften gefordert werden. So
konnten wir z. B. von den Punkten einer Kurve fordern, dafi sie von
einem festen Punkte und einer festen Geraden gleichen Abstand haben;
dann wire diese Kurve der geometrische Ort fiir alle Punkte, die die eben
ausgesagte Eigenschaft haben. Die Forderung bestimmter Eigenschaf-
ten heiBt das Gesetz der Kurve; wir sprechen vom Bildungsgesetz
des Kreises und verstehen darunter die Forderung, dafi alle Punkte
des Kreises gleichen Abstand von einem festen Punkte haben. Da wir
auf 8. 53 die Kurve durch Bewegung eines Punktes entstanden ge-
dacht haben, so konnen wir jetzt dem Bildungsgesetz des Kreises die
Fassung geben; ein Punkt bewege sich so, daf sein' Abstand von einem

festen Punkte unverinderlich ist.

Das Viereck, Isteine ebene Figur durch vier gerade Linien begrenzt,
so heiBt sie Viereck, und zwar sind bei beliebiger Lénge der Seiten die
Formen der Fig. 59, 60 und 61 méglich. Voraussetzung fiir die Lénge der
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Geraden ist, dafl eine nicht groBer ist als die Summe der drei andern.
Wir kénnen uns die verschiedenen Formen des Vierecks dadurch ent-
standen denken, daf wir die Seiten als gelenkartig verbundene Stibe
auffassen, die Punkte 4 und B (Fig. 61) als fest ansehen und C und D
auf Kreishogen um B bzw. 4 wandern lassen. (Solche Stangenverbindung
heiBt in der Getriebelehre , kinematische
Kette“; unser Beispiel von vier Stiben
mit vier Gelenken heilt ,,Viergelenkkette‘

oder ,,Vierzylinderkette., 2
Die Fig. 59 und 60 zeigen unmittelbar
0 den Lehrsatz: Die
Summe der Innen- A4 8
winkel eines Vier- ' ’
ecks betrigt vier ¢
Z\C Rechte oder 360°,
ot {-/ % denn die Verbin-
— > dungslinie  zweier
Fig. 60. gegeniiberliegender Tig. 61.

Ecken zerlegt das
Viereck in zwei Dreiecke, deren Winkelsumme je 2 Rechte oder
180° ist.

Die Verbindungslinie zweier gegeniiberliegender Ecken heifit Diago-
nale.

Fillt man von einem Punkte im Innern eines Winkels Lote auf die
Schenkel, so begrenzen die vier Geraden ein Viereck, in dem zwei gegen-
iiberliegende Winkel je 90° sind (Fig. 62). Aus

x+p+y+d=4R und S+ o6=2R

folgt &+4+y=2R, d.h. &« =2R —y;
aullerdem ist x+9y=2R; dh.a=2R—y. £
Daraus folgt x = X

in Worten: Winkel,
deren Schenkel senk-
recht aufeinanderste- 2~

hen, sind gleich oder 7
erginzen sich zu 180°.
Fig. 63 zeigt den A P
A

Satz fiir den Fall, daBl
Fig. 62. von einem Punkte C Fig. 63.
aullerhalb eines Win-
kels Lote geféllt werden.

Sonderfille. Das Trapez. Sind zwei Seiten eines Vierecks pa-
rallel, so heiBt das Viereck ,,Trapez‘ (Fig.64). Die Entfernung der beiden
parallelen Seiten ist die Hohe des Trapezes.

Halbiert man die nichtparallelen Seiten des Trapezes, so ist die Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte ebenfalls zu den andern Seiten parallel.
Aus der Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke £ A K und EDJ folgt
EK =EJ. Ebenso wird der senkrechte Abstand des Halbierungs-
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punktes ¥ von den parallelen Seiten des Trapezes gleichgrof3. Haben
aber die Endpunkte £ und F gleichen Abstand von den parallelen Seiten,
so ist EFIlABIIDC.

Zieht man durch F eine Parallele zu 4 D, so sind die gestrichelten
Dreiecke kongruent, da CF = FB; <<CFG@ = <BFH; <FCQ
= X FBH sind; folglich CG = HB =d. AuBerdem ist DG =EF
= A H, die als Parallelen zwischen Parallelen liegen; daraus ergibt sich

EF=HA=a—4d
EF=DG =b +d a+b
2EF =a-+b 2

Die Gleicbung lautet in Worten: Die Mittelparallele eines Trapezes
ist gleich der halben Summe der beiden parallelen Seiten; die halbe
Summe zweier Groflen heiflt ,,das arithmetische Mittel*“ (vgl. Abschnitt
Algebra, S. 36 (105).

; EF =

Fig. 64. Pig. 65.

Fallt C mit D zusammen, so wird aus dem Trapez ein Dreieck (Fig. 65),
in dem die Verbindungsgerade der Mittelpunkte E und F der Grundlinie

AB parallelist. Fiir OD = b = 0 geht die Gleichung E F = 2 -; b

EF = —;—; in Worten: Zieht man durch den Mittelpunkt einer Dreieck-

iiber in

seite eine Parallele zu einer anderen Seite, so halbiert sie die dritte
Seite und ist gleich der Hilfte der ihr parallelen Seite.

Verlingert man die nichtparallelen Seiten des Trapezes (Fig.66)
und macht DE =EA =A4AG=GJ =JL und CF=FB=BH
= HK = KM, so sind die Geraden DC, EF, AB, GH, HJ, JK
usw. parallel. Umgekehrt sagen wir aus: Die Parallelen DC, EF, A B,
G H usw., die die Gerade O L in gleiche Teile teilen, teilen auch eine
andere Gerade CM in die gleiche Anzahl gleicher Teile. Fallen auch
hierbei € und D zusammen, so tritt CL’ an die Stelle von DL,

Das Parallelogramm ist ein Viereck, in dem je zwei einander
gegeniiberliegende Seiten parallel sind.

In einem Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Winkel und
Seiten gleich; die benachbarten Winkel ergdnzen sich zu 180°. Mit den
Bezeichnungen der Fig. 67 ist

oy = 7, als Wechselwinkel an Parallelen
e
Oy 4 &g =71 +72-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer 1I. 1.

[
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Die Diagonale B D liefert das gleiche Ergebnis fiir § und 6 . Die Drei-
ecke ABC und ADC sind kongruent, weil AC = AC, &, = y, und
%y = y; sind. Aus der Kongruenz folgt, dafl die gegeniiberliegenden
Seiten gleich sind.

Die Diagonalen halbieren sich; da die Dreiecke 4 E.D und BEC
kongruent sind (4D = BC; o,=vy,; << DEA = <XCEB), sind
ED=EBund EA = EC.

v
o D/jL\f

/ NG } -
el N
— _._ ; '. ——— /// \\\
~) N 2= [ e
; N
A4
Fig. 67. Fig. 68.

Fiir die zu den Seiten parallelen Achsen z <+ = und y -~ y besteht
schiefe Symmetrie.

Das Rechteck ist ein Parallelogramm mit rechten Winkeln. Im
Rechteck sind die Diagonalen gleich, weil die durch die Diagonalen
entstehenden rechtwinkligen Dreiecke ABC und BAD kongruent sind
(Fig. 68).

Der Schnittpunkt der Diagonalen ist von den Ecken gleich weit ent-
fernt ; um jedes Rechteck 1Bt sich demnach ein Kreis beschreiben, dessen
Mittelpunkt der Schnittpunkt der Diagonalen ist.

Fiir die zu den Seiten parallelen Achsen z - x und y = y besteht

gerade Symmetrie. v
s D
’ Yoo, Py ¢ 0
T
N l/r/
X ¥ X
x= v s 4 | AN N / £ B
A p
A Jr 4 i A
Fig. 69. Fig. 70. Fig. 71.

Der Rhombus ist ein Parallelogramm mit gleichen Seiten. Die
iiber das Parallelogramm ausgesagten Eigenschaften gelten auch fiir
den Rhombus. Hinzu kommt:

Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander, da die iiber ihnen
stehenden Dreiecke gleichschenklig sind (Fig. 69) und E der Halbierungs-
punkt der Diagonalen ist (vgl. Fig. 53).

Die Diagonalen halbieren ihre zugehorigen Winkel.

Das Quadrat ist ein Rhombus mit rechten Winkeln und vereinigt
die Eigenschaften des Rechtecks und des Rhombus (Fig. 70).
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Uber Konstruktionsaufgaben aus diesen Sétzen siehe Abschnitt
,,Geometrisches Zeichnen®.

Die Vielecke. Hat ein Vielcck n» Ecken, so heifit es n-Eck (z. B.
Fiinf-, Sechs-, Achteck).

In einem n-Eck betrigt die Summe der Innenwinkel (2n — 4) RE.
Verbindet man einen Punkt O im Innern des Vielecks (Fig. 71) mit den
Ecken, so erhilt man n Dreiecke, deren Winkelsumme 2 n Rechte ist.
Vermindert man diese 2% R um die Summe 4 R der Winkel um O, so
erhdlt man als Summe der Innenwinkel des Vielecks

2nR—4R=@2n—4)R.

Sind in einem Vieleck alle Seiten und Winkel gleich, so heilit das
Vieleck regelmiBig (Fig.72). Durch jede Ecke eines regelmiBigen

Vielecks 1aBt sich eine Symmetrieachse legen, die den Winkel des
Vielecks halbiert. In Fig.72 ist z.B. DD’ Symmetrieachse. Alle
Symmetrieachsen schneiden sich in einem Punkte O, dem Mittelpunkte
des Vielecks; der demnach gleichzeitig Mittelpunkt eines Kreises ist,
der durch die Ecken geht. Dieser Kreis heiit der umbeschriebene
Kreis.

Die Lote von O auf die Seiten sind gleich, weil die Dreiecke OF A
und OGA kongruent sind (04 = O0A; < OAF = 3 0AF; ¥ OF4A
= L 0G4 = 90°), folglich ist ein Kreis um O méglich, der die Seiten
beriihrt; er heit der einbeschriebene Kreis.

Das gestrichelte gleichschenklige Dreieck heifit Bestimmungsdreieck
des regelmiBigen Vielecks; der Winkel an der Spitze dieses Dreiecks
heilt Zentriwinkel und ist

EOD = 40 B = usw. =—4—n§~.

Sonderfialle. Das gleichseitige Dreieck. Der Dreieckwinkel
ist 60°; der Zentriwinkel 120°.

Das Quadrat. Eckwinkel und Zentriwinkel sind jeder 90°; das
Bestimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig (Fig. 70).

b*
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Das Sechseck. Der Sechseckwinkel ist 120°; der Zentriwinkel 60°;
das Bestimmungsdreieck ist gleichseitig. Die Seite des Sechsecks ist
gleich dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

Achteck, Sechzehneck usw. erhilt man durch Halbieren der Zentri-

winkel des Quadrats; Zwolfeck,  Vierundzwanzigeck

usw. durch Halbieren der Zentri-
winkel des Sechsecks.

Fig. 74. Fig. 75.

Der Kreis. Eine Gerade x - x (Fig. 73), die den Kreis schneidet, heifit
Sekante; der Teil zwischen den Kreispunkten 4 und B heifit Sehne.
Zu gleichen Sehnen gehoren gleiche Zentriwinkel und gleiche Bogen, da
die Dreiecke OA B und O A’B’, bzw. die Dreiecke OCA, OCB, 0C'A4’
und OC'B’ kongruent sind. Aus der Kongruenz folgt ferner 0C = 0C’,
wenn OC und OC' die Lote auf die Sehnen sind. In Worten: Gleiche
Sehnen haben gleiche Abstéinde vom Mittelpunkt.

Verbindet man einen beliebigen Punkt C (Fig.74) der Kreislinie
oder Peripherie mit den Endpunkten 4 und B einer Sehne, so heilt der
Winkel AC B ,,Peripheriewinkel iiber dem Bogen AB“. Von diesem
Peripheriewinkel sagen wir aus: Er ist halb so gro3 wie der zu demselben
Bogen gehorige Zentriwinkel AO B . Mit den Bezeichnungen der Fig. 74
wird wegen y =y als Scheitelwinkel

&+ f=c¢e+9,
oder

aus dem gleichschenkligen Dreieck OC B folgt ¢ = ¢ als Basiswinkel,
aus dem gleichschenkligen Dreieck OCA folgt =& + 9,
sodaB a+a+d=c+0 oder 2x=¢ d. h. a=}e.

Das von dem beliebigen Punkte ¢ Ausgesagte gilt fiir jeden
Punkt der Peripherie; daraus folgt, dall simtliche Peripheriewinkel
iiber demselben Bogen gleich sind.

Sonderfall: Der Peripheriewinkel iiber dem Halbkreis ist ein
rechter, weil sein zugehoriger Zentriwinkel 180° ist.

Die Tangente. Dreht man die Sekante AB (Fig.75) um den
Punkt 4 in Richtung des Pfeiles, so nihert sich B als Schnittpunkt der
Sekante mit dem Kreise immer mehr dem Punkte 4, bis er bei geniigend
groBler Drehung mit 4 zusammenfillt. Dreht man {iber diese Lage 4 C
hinaus, so erhilt man wieder einen Schnittpunkt B’. Die Lage A C ist
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die Grenzlage der Sekante, bei der zwei Punkte (4 und B) zusammen-
fallen; A4 C beriihrt den Kreis in A. Die Gerade A C heiit Tangente
oder Beriihrende; sie hat mit dem Kreise zwei zusammenfallende Punkte
gemeinsam. Von allen Punkten der Tangente hat A die kleinste Ent-
fernung vom Mittelpunkte; es ist also der Radius OA Lot auf die
Tangente im Beriihrungspunkte 4 .

Von einem Punkte A (Fig.76) auBerhalb eines Kreises sind zwei
Tangenten an einen Kreis moglich. Aus der Kongruenz der Dreiecke
PMCund PMC' (PM=PM; X PCM=<xPC'M=90°; MC = MC(C")

Fig. 76. Fig. 1.

folgt PC = PC und << COPM =< C'PM; d.h. die Gerade PM
halbiert den Tangentenwinkel CP(’; sie ist also Symmetrieachse.
Wir zeichnen die Tangenten mit Hilfe des Kreises {iber PM als
Durchmesser.

Die Verbindungsgerade g der Mittelpunkte der beiden sich schnei-
denden Kreise heiit Zentrale; die Schnittpunkte C und C’liegen
symmetrisch zur Zentralen. Die gemeinsame Sehne C'(” steht senk-
recht auf der Zentralen.

Riickt P nach rechts, so nihern sich € und ¢’; sie fallen zusammen,
wenn sich die Kreise beriihren. Der Beriihrungspunkt liegt auf der Zen-
tralen.

Der von einer Sehne und der zugehérigen Tangente gebildete Winkel
heifit Sehnen-Tangentenwinkel; er ist gleich dem Peripheriewinkel
iiber der Sehne. Mit den Bezeichnungen der Fig. 77 ist

%y =0, und &,=c&,;, wenn OF Lot auf 4B ist;
daraus folgt x, = &, .

Der umbeschriebene und der einbeschriebene Kreis. In
dem einem Dreieck umbeschriebenen XKreise sind die Dreieckseiten
Sehnen, die Lote vom Mittelpunkt O (Fig. 78) auf die Seiten sind Mittel-
lote. In dem einem Dreieck einbeschriebenen Kreise sind die Dreieck-
seiten Tangenten (Fig.'79). Der Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden.

Liegen die Ecken eines Vierecks auf einer Kreislinie, so heiflt das
Viereck Sehnenviereck (Fig.80). Im Sehnenviereck betragen die gegen-
iiberliegenden Winkel zusammen zwei Rechte als Halften der zugehorigen
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Zentriwinkel, die zusammen vier Rechte ergeben. Sind die Seiten des
Vierecks Tangenten an einen — einbeschriebenen — Kreis, so heifit
das Viereck Tangentenviereck. Im Tangentenviereck sind die Sum-
men der gegeniiberliegenden Seiten gleich (Fig. 81). Als Tangenten an
den Kreis sind
r=2; y=1y; 2z =2; w=w, folglich
z+ytrztw=atc;rt+wty+z=d+b

Uber Konstruktionsaufgaben siehe Abschnitt Geometrisches Zeichnen.

4

Fig. 78. Fig. 79.

Die Flichenmessung.

Die MaBzahl des Flacheninhalts gibt an, wie oft die Flicheneinheit
in einer Fliche enthalten ist. Die Flicheneinheit ist das Quadrat aus
der Langeneinheit. Istz.B.1m die Léngeneinheit, so ist 1 m2die Flichen-
einheit (Unterteilungen siehe Abschnitt Physik, S.117).

Ist in einem Recht-
eck die Léngeneinheit
amal inder einen, dmal
in der andern Seite ent-
halten, soistder Fliachen-
inhalt des Rechtecks

F=gqacm-bem

= (ab) cm?2,
wenn 1cm als Langen- )
Fig. 80. einheit  angenommen Fig. 81.

wird.

In den Formeln fiir die Flicheninhalte sind die Mafleinheiten weg-
gelassen, so daB fiir den Flicheninhalt des Rechtecks kiirzer geschrie-
ben wird F = a - b = dem Produkt aus den beiden Seiten.

Die Umkehrung der Formel a b = F liefert die Moglichkeit, ein
Produkt zeichnerisch als Rechteck darzustellen (vgl. Algebra S. 6).

Kongruente Figuren sind inhaltgleich.

Das Parallelogramm (Fig. 82).
Das Parallelogramm
B + (C ist gleich Trapez A 4+ B + C — Dreieck 4,
das Rechteck
A + B ist gleich Trapez 4 + B + C — Dreieck C.
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Da die beiden Dreiecke 4 und C kongruent sind, ist der Flichen-
inhalt des Parallelogramms gleich dem des Rechtecks mit der gleichen
Grundlinie und Hoéhe; d.h. F =g - h.

Durch die Diagonale wird jedes Parallelogramm in zwei kongruente,
also auch inhaltgleiche Dreiecke zerlegt; folglich ist der Inhalt eines
Dreiecks F = 4 g - h = dem halben Produkt aus Grundlinie und Héhe.

Das Trapez (Fig. 83). Die Abbildung zeigt

ABOD:ABO—{—ADO:-—;A—a-laJré—b-h:%(a—kb).
Beliebige geradlinig begrenzte Figuren zerlegt man in Rechtecke und
Dreiecke, dann ist der Flacheninhalt der ganzen Fliche gleich der Summe
der Flicheninhalte der Teile.

y . Y“_17"_”//'0
x|/ B I /,/
o—F—+ e a ——F
Fig. 82. Fig. 83.

Aus Fig.82 folgt: Parallelogramme und Dreiecke von gleicher Grund-
linie und gleicher Hohe sind inhaltgleich. Daraus ergibt sich die Losung
der Aufgabe: Ein Dreieck ABC (Fig. 84) in ein anderes flichengleiches
von gegebener Grundlinie AD = ¢’ zu verwandeln.

Die Parallele EC durch C zu AD schneidet AB 4 ¢
in ¥, dem gesuchten Punkte des Dreiecks BDE, !"77//
da die Dreiecke E 04 und ECD flichengleich sind. g

In Fig. 85 sind die nicht gestrichelten Parallelo- ,,:'7',7'_///7////////
gramme flichengleich, weil die gestrichelten Drei- 4 o8
ecke A HJ und AE J, bzw. J FC und J GC kongru- Fig. 85.
ent, also auch flachengleich sind. Es ist

EJGD =ACD — AEJ — JGC,
HBFJ=ACB—AHJ —-JFC,
d.h. EJGD=HBFJ;
in Worten: Zieht man durch einen Punkt J der Diagonalen A C eines
Parallelogrammes Parallelen zu den Seiten, so sind die von der Diago-
nalen nicht geschnittenen Parallelcgramme flichengleich.

Auflerdem ist AHGD = ABFE.

In Fig. 86 sind die Rechtecke OA,P,B,; OA,P,B,; OA;P,B,
flichengleich. Die Punkte P, P,, P, liegen auf einer gleichseitigen
Hyperbel (vgl. den Abschnitt Gzometrisches Zeichnen).

Der pythagordische Lehrsatz. Im rechtwinkligen Dreieck ist
das Hypotenusenquadrat gleich der Summe der Kathetenquadrate.

a) Mit den Bezeichnungen der Fig. 87 lautet der Satz in Form einer
Gleichung

c2=a?4 b2 oder a?-4 b2=c2,
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Die gestrichelten Dreiecke sind kongruent infolge AB = AF;
AL =ACund < LAB =90° + & = X C A F; folglich sind sie auch
inhaltgleich .

AABL=ANACL=} ACKL = }b?
ANACF=AADF =% ADEF=4%p-c,
folglich b2 =p.¢; in gleicher Weise wird a2=y¢-¢;
folglich a2+ b2=c.(g+p)=c-c=c2.

b) Ein anderer Beweis folgt aus Fig. 88. Zieht man durch die Ecken
des Quadrates iiber 4 B = ¢ Parallelen zu den Dreieckseiten a und b,
so erhiilt man die vier kongruenten Dreiecke ABC,; BDC,; DEC,

und EAC,, deren gesamter Flichen- J
inhalt fy=4:%-a-b=2ab ist. Das /4
gestrichelte Restquadrat hat die Seite
0,0y =a—b; sein Fliacheninhalt ist b Y a Y
-
A D, \
e NS
P //
a Y / /
5 /1 SEEEEE i ¢ ///
3 .
Bt = I ”" A #
..... —p =g
0 Ay A, Ay I S
Fig. 86. Fig. 87.
c fo = (@ — b)? = a2 — 2ab + b2. DerFlichen-

inhalt des gesamten Quadrates iiber ¢ ist

b Z gleich f, + f,, so daB wir erhalten
2 c g 2=fH+fo=2ab+a%?—2ab+b2=a>b2.
In Fig. 87 ist C D die Hohe des rechtwink-
Co ligen Dreiecks, DA und D B die Hypotenusen-
Cr abschnitte oder die Projektionen der Katheten
cl o N (/ auf die Hypotenuse. Die Gleichungen a? = ¢ - ¢
o und 6% = p - ¢ lauten in Worten: Das Quadrat
%6 NG iiber der Kathete ist gleich dem Produkt aus
A der Hypotenuse und dem zugehérigen Hypo-
£ o tenusenabschnitt.
Tig. 88. Ist & (Fig. 89) Hohe in dem schiefwinkligen

Dreieck, so bestehen die Beziehungen
a®=h%*+ p? und k=02 — ¢2,
so daf} a® = b% — g% + p2.
Aus g=c—p und ¢*>= (c — p)? =2 — 2¢cp + p? folgt

a? =b% — p* — % + 2¢p + p?
oder b2 =aqa2 4+ ¢ — 2¢p.



Die Geometrie. 73

Dieser Satz heiBt der ,,allgemeine pythagoriische Lehrsatz® und gilt
fiir die tibrigen Seiten entsprechend.

Das regelméflige n-Eck. In Fig. 90 sei O A B das Bestimmungs-
dreieck eines regelmiBigen n-Ecks, r der Radius des umbeschriebenen,
o der Radius des einbeschriebenen Kreises, s die Seite des n-Ecks,

2
dann besteht die Beziehung r* = 2 +( ) daraus g = I/ r? — ( )

oder 29=2V _;~<_1m—}/( —)_r ]/4_.(_.)

Verbindet man 4 mit O, so ist AC = ¢’
die Seite des 2-n-Ecks. Aus dem recht- / <
winkligen Dreieck 4DC folgt

a
L s ¥
b — g L L
Fig. 89 Fig. 90

/2 $ 2 2 $ ? 2 2
§P=\g | Tl —0*=\3 +r2—2ro9+o

s\2 s\2
:(E) +r2—~279+72~<§) =2r? —2rp.

Setzt man den fiir 2o gefundenen Wert ein, so wird

§2 =277 — rZV;——<§>~2= r? (2 - ]/4—:—(7{)2)

und daraus

oo yaf)

Damit ist die Mdglichkeit gewonnen, aus dem n-Eck die Seite des
Vielecks mit doppelter Eckenzahl zu berechnen, wenn der Radius des
umbeschriebenen Kreises gegeben ist.

Fiir das regelmiBige Sechseck ist z. B. s; = r, folglich wird die Seite

des regelmiBigen Zwolfecks sy, =7} 2 -—7/4_:1 =7 V 2 — V3 ; fiir die
Seite des regelmafigen 24-Ecks erhdlt man

VV oy (R T,

—r l/ 2 — 1/ 3.
Der Umfang des n-Ecks ist u=n-s —_—%- 2s.
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In der nachstehenden Tabelle sind die Wurzeln ausgerechnet und
2r =d gesetzt:

n = isl 12 y 4 | 487*“{ 96 | 192

Umfang — | 3-27(3,1068 - 27 3,1326 - 2#|3,1304 - 27 3,1410-24 3,1415- 2
Umfang = |3-d !3,1058 -4 |3,1326-d 3,1304-d |3.1410-d |3,1415-d

Wiichst die Zahl der Ecken, so ndhert sich der Umfang des n-Ecks
mehr und mehr dem Kreisumfang, mit dem er streng genommen zu-
sammenfallt, wenn die Zahl der Ecken ,,unendlich gro3*‘ wird. Man sagt:
Die Kreislinie ist der Grenzfall des Umfanges eines regelmiBigen
Vielecks mit unendlich vielen Ecken. Es ndhert sich der Faktor von d
in der Tabelle seinem Grenzwert, in den er iibergeht, wenn die Zahl
der Ecken unendlich gro8 wird; man bezeichnet ihn mit 7z und schreibt
fir den Umfang des Kreises v = 7+ d = 3,14 - d, wobei = = 3,14 mit
ausreichender Genauigkeit eingesetzt ist. (Ein genauerer Wert ist
3 = 3,1415927; der hiufig gebrauchte
2 Wert 72 ist 9,8696044 oder in grober

/N ;/é Anndherung w2 = ~10.)

S

RN ”‘ 4 Der Inhalt des Kreises ist der
& =2~ Grenzwert, dem sich der Inhalt des ein-
Fig. 91. Fig. 92. beschriebenen regelmifBigen Vielecks

nahert, wenn die Zahl der Ecken un-
endlich grol wird. Der Inhalt des Vieleckes ist aber gleich der Summe
der Flicheninhalte der Bestimmungsdreiecke, also F=mn-1:5:9.
Wird » unendlich grofi, dann geht = - s in die Kreislinie {iber und o fallt

. d .
mit r = —- Zusammen, So dalB3 wir erhalten

2
F:%'n-d-—g—:ﬂf oder F=r2-7.

Der Kreisausschnitt oder Kreissektor (Fig.91) hat den Inhalt
F=1%:b-r. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment ist
das zu & gehtrige Stiick der Kreisfliche; sein Inhalt ist gleich dem
Sektor vermindert um das Dreieck, so dal F =3 -[r (b —s) + s h].

Der Kreisring (Fig. 92) ist die Differenz aus den Fliacheninhalten
beider Kreise. Ist D der Durchmesser des dulleren, d der Durchmesser

n D2 d?
4 4

des inneren Kreises, so ist F =

Das Verhiiltnis und die Proportion,

Eine Strecke a sei 120 mm, eine zweite b = 150 mm lang; soll das Ver-
haltnis ihrer Langen angegeben werden, so heifit das: Feststellen,
wievielmal die eine in der andern enthalten ist. Demnach ist das
Verhiiltnis, mathematisch ausgedriickt, der Quotient aus den MaB-
zahlen der Lingen, wobei die Lingen in denselben MaBeinheiten zu
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messen sind ; es ist also eine unbenannte Zahl. Nennen wir sie ¢, so ist
das Verhéltnis der Strecken @ und b

a 120 mm 120 i
5

b~ 150mm 150
Man sagt, die Strecken verhalten sich wie 4 zu 5, und schreibt auch

4

@:b=4:5 oder —%:*5
Diese Gleichung heifit Proportion; iitber Proportionen als Gleichungen
vgl. Abschnitt Algebra, S.29.

"’f'—_"i""‘_"ﬁ
Ly pa—
Fig. 93
e S -
| ‘,< A ]
A & )
Fig. 94, Fig. 95.

Will man zum Ausdruck bringen, dafl die Grofen a, b, ¢ usw. den
GroBen o', b’, ¢’ usw. proportional sind, so schreibt man

a:b:c:....=a":b :¢
Die Gleichung besagt, daf}

a b
o b

In dieser Gleichung ist @ unverénderlich oder konstant. Der Punkt C
(Fig. 93) teile die Strecke AB so, dall 04 =4 cm, CB = 5 cm wird,
dann verhélt sich 04 : CB =4 : 5. Man sagt: C teilt AB innerlich
in dem Verhéltnis 4 : 5, weil C zwischen 4 und B liegt. In Fig. 94 teilt
D die Strecke AB #uflerlich in dem Verhiltnis DA : DB =12 : 4,
weil D auf der Verlingerung 4 B liegt.

Gemessen wird eine Strecke 4 B, indem man die Zahl der Maflein-
heiten zdhlt, die in ihr enthalten sind. In Fig. 95 sind z. B. 6 MaB-
einheiten in 4 B enthalten, wobei die Grofle der Einheit chne Bedeutung
ist (also Meter, Zentimeter, Millimeter, Zehntelmillimeter usw.). Eine
Gerade A B’ wird in den Punkten 1’, 2’, 3’ usw. von Parallelen zu BB’
durch 1, 2, 3 usw. geschnitten; zieht man auBBerdem Parallelen durch
1, 2', 3" usw. zu A B, so sind die gestrichelten Dreiecke kongruent, da
sie in einer Seite und den Winkeln {ibereinstimmen. Daraus folgt, daf die
Abschnitte zwischen den Parallelen gleich sind. Es werden somit
11" =d; 22’ = 2d; 33'= 3d usw. oder

11':22":33 ... =d:2d:3d ... =1:2:3 ...

. ¢
a:d =b:b=c:¢ =.... ist, oder @@= —
¢
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Das heilt: Die Strecken 11’, 22’, 33’ usw. verhalten sich ebenso wie die
Strecken A1, A2, A3, ...; es besteht die fortlaufende Proportion

1 22" 33
:‘ﬁ - _A‘—z‘ == m = e

In gleicher Weise wird infolge 41’ =1'2"=2'3" ... =¢
Al A2 AY
A1~ 42 T 43

oder auch infolge 2'4'=2-¢ und 4'5'=1-¢

und 24=2-1 45=1-1°
2[ 4! . 4[ 5/77
24 45

in Worten: Die Parallelen bestimmen auf den durch A4 gehenden Ge-
raden proportionale Abschnitte; denn da dieser Satz fiir die beliebige
Gerade AB’ gilt, gilt er fir Y,

jede durch 4 gehende Gerade.

£
7,
c 8 2

B /2 (7
fe— (I ¥
e —! £

Fig. 96. Fig. 97.

Alle durch A4 gehenden Geraden bilden ein Strahlenbiindel oder
Strahlenbiischel;deshalbheillt der Satz auch gelegentlich Strahlensatz.
Umgekehrt werden wir sagen: Besteht zwischen den Strecken 117,
22, 33" ... und A1, A2, A3 ... die Proportion
11’ 22/ 3,3
Al A2 A3 7
so liegen die Punkte 1’, 2’, 3’ ... auf einer
Geraden.
| Die algebraische Aufgabe, aus der Gleichung

a ¢

, @ _° 4 i s
4 X % % - die Unbekannte errechnen, 148t sich
Fig. 98. geometrisch in der Form aussprechen: Zu drei

gegebenen Strecken a, b, ¢ eine vierte # so zu
konstruieren, daB die vier Strecken proportional sind; x heilit die
vierte Proportionale zu @, b und c¢. Fig. 96 zeigt die Losung, bei
der & OB A = X EDE = 90° gewahlt wurde.

Der Strahlensatz 16st unmittelbar die Aufgabe: Eine Strecke 4 B
innerlich und #uBerlich in einem gegebenen Verhiltnis m : n zu teilen
(Fig. 97). Macht man auf den beliebigen Parallelen AD, und B E
die Strecken 4 D, = m und B E, = BE,; = n, so teilt der Schnittpunkt
O die gegebene Gerade A B innerlich und der Schnittpunkt C; duflerlich
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in dem Verhéltnis m : n; man sagt: Die Strecke 4 B ist in den Punkten
C und C; harmonisch geteilt.,

Lehrsatz: Die Mitteltransversalen eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkte, der sie im Verhaltnis 2:1 teilt. Da E, und D, die
Mittelpunkte von C'B und CA sind (Fig.98), ist DE || AB; aufler-
dem ist DE =4 A B und damit

AB:DE=8B:8D;, oder 2:1=8B:8D,.

Ebenso wird SA:SE,=2:1,

d.h. der Punkt S drittelt die Mitteltransversalen, da sich fiir die dritte
Mitteltransversale ebenfalls SC: SG;, =2 :1 ergibt. Drittelt S die
Mitteltransversale C @,, dann drittelt die Parallele durch S zu 4 B auch
die Hohe des Dreiecks.

Die Ahnlichkeit.

Vielecke, die entsprechend gleiche Winkel und entsprechend pro-
portionale Seiten haben, heiBen dhnlich; das Zeichen fiir ihnlich ist ~.

In Fig. 96 sind die Dreiecke ABC und ADE
dhnlich;. in Fig. 97 ist A ACD ~ A BCE,;
A B,BC; ~ A DAC,; in Fig. 98 ist A SAB
~ASDE.

Umgekehrt werden wir sagen: Sind Vielecke
dhnlich, so sind die entsprechenden Seiten pro-
portional. Fig. 99

Fiir das Dreieck ergeben die Sitze iiber Pro- U
portionen die sog. Ahnlichkeitsitze, die den vier Kongruenzsitzen
entsprechen; sie lauten:

1. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in den Winkeln tibereinstimmen ;

2. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie im Verhiltnis zweier Seiten und
dem von diesen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen.

3. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhdltnis zweier Seiten und
dem der groBeren dieser Seiten gegeniiberliegenden Winkel iiberein-
stimmen.

4. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhiltnis der drei Seiten iiber-
einstimmen.

Anwendungen: In dhnlichen Dreiecken verhalten sich die Grund-
linien wie die Hohen (Fig. 99); es ist a,: by =ay: hy.

Im rechtwinkligen Dreieck ist jede Kathete mittlere Proportionale
zwischen ihrer Projektion auf die Hypotenuse und der Hypotenuse
(Fig. 100). Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke CDA und ABC folgt

p:b=b:c oder b2=p-ec.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke C DB und ABC folgt
g:a=a:c oder a*=gq-ec.

Durch Addition erhélt man a® + 6% = ¢ (p + ¢) = ¢?, d. h. den pytha-
goriischen Lehrsatz.
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Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe mittlere Proportionale
zwischen den Abschnitten der Hypotenuse (Fig.100), denn aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC und BDC folgt p:h = h:q oder
h2=p-q.

Eine Proportion, deren Innenglieder gleich sind, heit stetig; das
Innenglied heifit die mittlere Proportionale oder geometrisches
Mittel (vgl. Abschnitt Algebra S. 40).

Ist eine Strecke a in zwei Teile so geteilt, daB der groBere Teil mitt-
lere Proportionale zwischen der ganzen Strecke und dem kleineren Teile
ist, so sagt man: Die Strecke @ ist nach dem goldenen Schnitt ge-

A
b a
b
oL
A ¢ 5 8
~p > g |
} c !
Fig. 100.

teilt. Ist x der groBere Abschnitt, so ist @ — z der kleinere; die Be-
dingung lautet in Form einer Gleichung
a:x=2x:(a—x).

Daraus ergibt sich 22=a(a—x)=a%—ax
oder 224+ ax —a?=0.
Diese quadratische Gleichung fiir x hat die positive Wurzel

a  1/[a)\?

o= =g+ l5) e

] R
Nach dem pythagoriischen Lehrsatze ist l/(%) + a® Hypotenuse
a

5 InFig. 101

in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten @ und

ist 4 BC dieses rechtwinklige Dreieck. Schligt man mit OB =—;—

um C einen Kreis, so wird 0D = —% , also
g
AD:Ao_oD:V(ﬁz‘_) -

Der Kreis mit AD um A4 schneidet 4 B in dem gesuchten Punkte £,
der die Strecke 4 B = a nach dem goldenen Schnitt teilt.

Bemerkung : Erweitert man das a2 unter der Wurzel mit 4, so erhilt
man

a .(a\® | a2 a a\t. a  a_—
:v:-—§+l//(—2-)+4-»4-—;7—54-]/(—2—) (1+4):~—§+§1/5,
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so dal x:g—(~—1 +1/5):—‘2‘-(V5~1)

wird.
x ist gleich der Seite des regelmiBigen Zehnecks, wenn a der Radius

des umbeschriebenen Kreises ist.

2. Die Dreiecksberechnung oder Trigonometrie.
Die Winkelfunktionen.

Die bisherigen Sitze gestatteten nur in sehr wenig Fallen die Groflen-
bestimmung der Winkel eines Dreiecks (fiir das gleichseitige Dreieck
war z. B. der Winkel 60°; im rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck
waren die Basiswinkel 45°). Die Berechnung der Winkel zu zeigen, bzw.
die Berechnung der Seiten mit Hilfe der Winkel durchzufiihren, ist die
Aufgabe der Trigonometrie.

In Fig. 95 besteht zwischen den senkrechten Katheten und den

i . . 11’ 22’ 33’ BB’
Hypotenusen die Beziehung AU = Ao S 43— T A5
So verschieden auch die Strecken unter sich sein mogen, unverdnderlich
ist ihr Verhaltnis; aber ebenso bleibt die Grofe des Winkels & un-
abhingig von den Léangen der einzelnen Strecken; er ist lediglich durch
das Verhdltnis der Katheten zu den Hypotenusen bestimmt. Diese
Eigenschaft eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck legt man seiner
Groflenbestimmung zugrunde und sagt: Den Quotienten aus der gegen-
iiberliegenden Kathete und der Hypotenuse nennen wir Sinus desWinkelsa
und schreiben

sin o :f;g, . (1)
Ebenso bleibt das Verhaltnis der wagerechten Katheten zu den Hypo-

tenusen (Fig. 95)unveréindert ; esist g—:; = :1:72, = %37 = ... :j—g .
Es ist dies das Verhiltnis der anliegenden Kathete zur Hypotenuse
und heiB3t Cosinus des Winkels «; geschrieben

AB
COS X = ;{{E‘ . (2)
Aus der Beziehung ;111 = —Z% = ?{’vg = ... ll%‘il

folgt die Unverdnderlichkeit des Verhiltnisses von gegeniiberliegender
zur anliegenden Kathete; es heit Tangens des Winkels & ; geschrieben
tg o BB 3
Ebenso bleibt unverindert das Verhaltnis von anliegender zur gegen-
tiberliegenden Kathete; es heifit Cotangens des Winkels & ; geschrieben
iga— AP )

g - BBI N (
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Nur wenn man den Winkel #andert, 4ndern sich die Verhiltnisse; es
ist z. B. (Fig. 95)

AB AB

. BC BC
sin = —— cosﬁ:;l?—; tg/j-—_ﬁ; ctgﬁ':ﬁ.

AC

Die Abhéngigkeit zweier Grofien voneinander nennt man Funktion.

Da es sich in unserm Falle um die Abhingigkeit des Verhaltnisses von

der GroBe des Winkels handelt, heiBen die Verhialtnisse sin &, cos«x,

tgx und ctgx Winkelfunktionen. Sielassen sich unmittelbar messen,
wenn man als Hypotenuse die Lingeneinheit wihlt.

In Fig.102 ist O1 = 10 cm = 1 dm als Langeneinheit gewihlt
und der Kreishogen in neun gleiche Teile geteilt, so daB sich die Sinus
und Cosinus ablesen lassen. Es ist z. B.

C i 17mm . . o 166mm )

sinl0° = 100mm — 0,17 sin50° = 100mm 0,766 ;
o 98.5mm _ . 64,3mm

cos10° = m = 0,980 c0s850° = 100 = 0,64:3,

Nimmt man noch Zwischenteilungen vor, so lassen sich die Sinus
und Cosinus von Grad zu Grad ablesen. Sind umgekehrt die Funktions-
werte bekannt, so liest man aus ihnen den Winkel ab.

Zu sinz = 0,766 gehort x=150°; zu cosy = 0,985 gehort y=10°.

Selbstverstdandlich hat die Wissenschaft noch andere Wege gefunden,
die Winkelfunktionen zu berechnen. Die Ergebnisse dieser Berech-
nungen sind in Tabellen niedergelegt, die in jedem Taschenbuch, Kalen-
der u.dgl. enthalten sind; sie heilen Tafel der Kreisfunktionen.

Aus ig, =sgina® und % =cosa folgt durch Division (Fig.95)
BB’
AB' sin& BB sin&
4B " eosx " AB T cosa
B
Nun war aber BB =tga so daB sich ergibt tga = sima (5)
AB ’ coS &
Aus g-gi, =cosoe und i% =gina folgt durch Division
AB
AB coso AB cos &
BE “sma " BF T sma
AR
Nun war aber ;;1{93' =ctga, so daB sich ergibt ctga = Z-»iqu . (6)



Die Geometrie. 81

Sind demnach die Sinus- und Cosinusfunktionen bekannt, z. B. aus
Fig.102 abgelesen, so lassen sich die Tangens und Cotangens berechnen.
Auch diese Werte finden sich in der Tabelle der Kreisfunktionen.

In der Tangensfunktion haben wir ein bequemes Hilfsmittel, einen
gewiinschten Winkel ,,genau‘‘ zu zeichnen. Soll z. B. ein Winkel von
35° 40’ gezeichnet werden, so entnimmt man der Tabelle tg 35°40'= 0,718

S
o

80°
[T 70°
kil f
/

~N

)
©

50°

wo

N 7Ad

e

\\\\\

70°
=

oo o oo oo oo oo eoepoond o s poo oo e

*—-00
v oo foi e foaao oo o foocnafoo oo foga

97 Gz 03 0% 05 06 Q7 08 09 1
Fig. 102.

)

und zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck, in dem die eine Kathete
100 mm und die andere 71,8 mm lang ist. Der Kathete 71,8 mm liegt

1,
der Winkel 35° 40’ gegeniiber, denn aus tg35° 40’ = 71 03112112 folgt
tg35° 40’ = 0,718.
.t s . sino
Durch Multiplikation der Gleichungen tgo = c

und ctg &

cos & . COSK  COSK
= erhalten wir (7) tgo-ctga = — - — =1
sin o sinx sino

1
u. daraus (8) tgx = e oder (9) ctga = tew "

Die Klarlegung der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen

ist die Aufgabe der Goniometrie oder Winkelmessung.
Aus Fig. 103 entnehmen wir nach dem pythagoriischen Lehrsatze
CD? + OD%* = 0C?* oder sin?a + cos?a =1 (10)

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer IL 1. 6
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gelesen: Sinusquadrat« plus Cosinusquadrat« gleich Eins und erhalten

daraus (11) sin?2a = 1/1 —cos?oc und (12) cosy = ]/1 — sin?a .
Der Kreis mit dem Radius 1 gestattet neben der Darstellung der
Sinus- und Cosinusfunktionen auch die Darstellung der Tangenten und
Cotangenten. Um die Abhéngigkeit einer Funktion von der Grofe
des Winkels zu zeigen, betrachten wir die Anderung der Funktion bei
wachsendem Winkel. Das Wachsen eines Winkels 146t sich am bequem-
sten veranschaulichen,
wenn man den einen
Schenkel fest und den
andern beweglich an-
nimmt, wobei die Linge
der Schenkel beliebig
ist. In Fig.103 ist der
wagerechte  Schenkel
ACD fest, wihrend der
bewegliche Schenkel
ABEF im entgegenge-
setzten Sinne des Uhr-
zeigers gedreht wird.
Tig. 103. Bei dieser Drehung wer-

den samtliche Winkel

von 0 = 360° beschrieben, deren Funktionen sich mit Hilfe des Kreises
mit dem Radius 1 darstellen lassen. Das Lot BC vom Schnittpunkt B
des beweglichen Schenkels mit dem Kreise ist gleich dem Sinus des

Winkels o, da
sino = % = BIO = BC ist.
Die Projektion AC des beweglichen Radius AB auf den festen ist
A
gleich dem Cosinus des Winkels &, da cosx = jg = 10 = AC ist.

Zieht man in D die senkrechte Tangente an den Kreis, so schneidet der
bewegliche Schenkel auf ihr den Tangens des Winkels & ab, da

= % = —El£ = E D ist. Zieht man in G die wagerechte Tangente
an den Kreis, so schneidet der bewegliche Schenkel auf ihr den
re = re =FG st
AQ 1
(X AFG = << FAD = « )
Aus dem Dreieck ABC ergeben sich unmittelbar
tg & :B;O— = —s—izl—“- und  ctga = -42 = —008“7.
AC cos & BC sinx
Die Ahnlichkeit der Dreiecke ADE und AGF liefert
ED: AB = AG :FG oder tga:1=1:ctgx, sodall
‘ tgx - ctga =1 wird.

tgo

Cotangens des Winkels & ab, da ctga =
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Aus tga = sma folgt mit cosax = J1 — sin?x ... tga = s -
cos & ]/1— sin?&
_ sinx : T J1—cos?u
tg(x‘cosa w5 sina =}1 — cos?«x .. tgoc:m—r
_ cos« T7 sints J1—sin’a
Setgx = oo . L cosx =)l —sinfx ... ctga= Cena
__cosa _ , ! cos o
- ctgo “sma  » o Sna =}l —cos?x .. . .ctga= Vi —
In NADE ist
Sy e T . DE
AE =VAD*+ED? =} 1 +tg2a , so daB smcx:—AE
iibergeht in
t D
a7 sina— 8%  wd  (18) cosa =22 _ 1
V14 tg2a A4 V1 + tg2a
wird. InAAFG ist
AF = Vj‘l—éz —}—FG2 = l’/l + ctg;(x‘ , so daB} sing = j?
iibergeht in
1 F@ t
(1Y) sina= o und (20) cosx = - = L
V1 + ctg?x AF Y1 ¥ ctg?a
wird.

Mit diesen Formeln ist die Méglichkeit gegeben, aus einer gegebenen
Funktion alle iibrigen durch Rechnung zu bestimmen.
Der groBte Wert, den sina erreichen kann, ist sin90° = 4G =1.

" ’ v ,, COSK ) ,» 18t cos 0°=AD=1.
Wichst &« von 0° bis 90°, so wichst sinx von O bis 1.
5, 0 ,, 0° | 90°, so nimmt cos ® von 1 bis 0 ab.

Wesentlich anders verhalten sich tg und ctg . Ist & = 0°, d.h.
tallt der bewegliche Schenkel mit dem festen zusammen, so ist der auf
der Tangenslinie abgeschnittene Abschnitt tg 0° = 0, withrend der be-
wegliche Schenkel wegen A D || Cotangenslinie die Cotangenslinie erst
im Unendlichen (oo) trifft, so dafl ctg 0° = oo ist.

Dreht man nunmehr den beweglichen Schenkel in der Pfeilrichtung,
so wird der Abschnitt auf der Tangenslinie immer grofer, der auf der
Cotangenslinie immer kleiner, bis fiir & = 90° der bewegliche Schenkel
die Tangenslinie im Unendlichen, die Cotangenslinie in @ schneidet;
daraus ergibt sich tg 90° = oo; ctg 90° =0 .

Fiir den Sonderfall & = 45° wird sin« = cos & und tg x= ctgo ;
aus 8in%45° 4 cos? 45° = sin?45° 4 sin%245° =1 folgt 2-sin245° =1
oder sin?45° =1, sodaB sin45°=cos45° = J}=1}y2 =0,707
wird.

6*
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Aus tgdse — SP49° 12 folgt  tg45° — ctgd5° — 1

us g _cos45°#f%2 08 g =g -
Fig. 103 zeigt auch unmittelbar die Funktionen des Komplement-
winkels zu &. In dem rechtwinkligen Dreieck A BC ist 3 ABC =90° — « ;

AC

in4BC = — 1. h. i °— &) = ‘. p
sin ABC AB d. h sin (90 &) = cosa (21)
BC .
cos ABC = 1B d. h. cos(90° — x) =sinx . (22)
In dem rechtwinkligen Dreieck AED ist < AED = 90° — «;
E
ctg AED = Tg d. h. ¢tg(90° — ) =tga . (23)
In dem rechtwinkligen Dreieck AFG ist << FAG = 90° — «;
Fa
tg FAG =4a d. h. tg(90° — &) = ctgo. (24)

Man pflegt diese Beziehungen zwischen den Funktionen eincs Winkels
und denen seines Komplementwinkels durch den Satz auszudriicken:
Die Funktionen eines Winkels sind gleich den Cofunktionen seines Kom-
plementwinkels.

Durch diese Beziehungen ist es moglich, die Tabellen fiir sin «
und coso in eine zusammenzufassen; denn sin60° ist zugleich cos30°;
tg15° = ctg75°.

Dreht man den beweglichen Schenkel iiber die Lage AG (& = 90°)
hinaus, so erhilt man Winkel, die gréBer als 90° sind; man sagt: Die
Winkel liegen im zweiten Quadranten. Die Erklirungen der Winkel-
funktionen erfahren nunmehr eine Erweiterung., Unter dem Sinus
versteht man das Lot vom Endpunkt des beweglichen Radius auf den
festen; sin DAL = HJ . Unter dem Cosinus versteht man die Pro-
jektion des beweglichen Radius auf den festen; cos DAL = 4J . Dabei
ist zu beachten, dal A — J entgegengesetzt gemessen wird wie A — C;
der Unterschied der Richtung wird durch das Vorzeichen gekennzeichnet.
Fir Winkel zwischen 90° und 180° ist der Cosinus negativ. Unter der
Tangente versteht man den Abschnitt auf der senkrechten Tangente in D,
der von dem beweglichen Schenkel abgeschnitten wird; tgDAL = DK .
Nennt man tga = D —> E positiv, so mull tgDAL = D —> K negativ
genannt werden. Demnach ist die Tangente der Winkel zwischen
90° und 180° negativ. Unter der Cotangente versteht man den Abschnitt
auf der wagerechten Tangente in &, der von dem beweglichen Schenkel
abgeschnitten wird; ctg DAL = GL. Wegen G — L entgegengesetzt
G — F, muB die Cotangente fiir Winkel zwischen 90° und 180° negativ
genannt werden.

Fig. 103 liefert unmittelbar

sin (180° — &) = HJ = BC = sinx (25)
cos(180° — o) = AJ = — AC = — cos«x (26)
tg(180° — &) = DK = — DE = — tg« (27)

ctg(180° — &) = GL = — GF = — ctgo (28)
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Tafeln der Kreisfunktionen.

50

B
1 I 400 [ 50 | 60
0 | 0,00000 | 0,00291 0,01164 | 0,01454 | 0,01745
1 | 0,01745 | 0,02036 0,02908 | 0,03199 | 0,03490
2]0,03490 | 0,03781 0,04653 | 0,04943 | 0,05234
3]0,05234 | 0,05524 0,06395 | 0,06685 | 0,06976
4]0,06976 | 0,07266 0,08136 | 0,08426 | 0,08716
5] 0,08716 | 0,09005 0,00874 | 0,10164 | 0,10453
6]0,10453 | 0,10742 0,11609 | 0,11898 | 0,12187
7|0,12187 | 0,12476 0,13341 | 0,13629 | 0,13917
810,13917 | 0,14205 0,15069 | 0,15356 | 0,15643
9]9,15643 | 0,15931 0,16792 | 0,17078 | 0,17365
10} 0,17365 | 0,17651 0,18509 | 0,18795 | 0,19081
I1}0,19081 | 0,19366 0,20222 | 0,20507 | 0,20791
12| 0,20791 | 0,21076 0,21928 | 0,22212 | 0,22495
13| 0,22495 | 0,22778 0,23627 | 0,23910 | 0,24192
14 | 0,24192 | 0,24474 0,25320 | 0,25601 | 0,25882
15]0,25882 | 0,26163 0,27004 | 0,27284 | 0,27564
16 | 0,27564 | 0,27843 0,28680 | 0,28959 | 0,29237
17 10,29237 | 0,29515 0,30348 | 0,30625 | 0,30902
18 0,30902 | 0,31178 0,32006 | 0,32282 | 0,32557
_19]0,32557 | 0,32832 0,33655 | 0,33929 | 0,34202
20 0,34202 | 0,34475 035293 | 0,35565 | 0,35837
21| 0,35837 | 0,36108 0,36921 | 0,37191 | 0,37461
22 10,37461 | 0,37730 0,38537 | 0,38805 | 0,39073
23]9,39073 | 0,39341 0,40141 | 0,40408 | 0,40674
241 0,40674 | 0,40939 0,41734 | 0,41998 | 0,42262
25| 0,42262 { 0,42525 0,43313 [ 0,43575 | 0,43837
26 ] 0,43837 | 0,44098 0,44880 | 0,45140 | 0,45399
27 10,45399 | 0,45658 0,46433 | 0,46690 | 0,46947
2810,46947 | 0,47204 0,47971 | 0,48226 | 0,48481
29 ] 0,48481 | 0,48735 0,49495 | 0,497438 | 0,50000
30 | 0,50000 | 0,50252 0,51004 | 0,51254 | 0,51504
31]0,51504|0,51753 0,52498 | 0,52745 | 0,52992
32]0,52992 | 0,53238 0,53975 | 0,54220 | 0,54464
330554464 | 0,54708 0,55436 | 0,55678 | 0,55919
34| 0,55919 | 0,56160 0,56880 | 0,57119 | 0,57358
35] 057358 | 0,57596 0,58307 | 0,58543 | 0,58779
3610,58779 | 0,59014 0,59716 | 0,59949 | 0,60132
37 | 0,60182 | 0,60414 0,61107 | 0,61337 | 0,61566
3810,61566 | 0,61795 0,62479 | 0,62706 | 0,62932
39]0,62932 | 0,63158 0,63832 | 0,64056 | 0,64279
40| 0,64279 | 0,64501 0,65166 | 0,65386 | 0,65606 | 49
41]0,65606 | 0,65825 0,66480 | 0,66697 | 0,66913
42]0,66913 | 0,67129 0,67773 | 0,67987 | 0,68200
43| 0,68200 | 0,68412 0,69046 | 0,69256 | 0,69466
44 | 0,69466 | 0,69675 0,70298 | 0,70505 | 0,70711
60’ 20/ 10/ 0
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Cosinus

ol

10/

20/

30/

i

40’

1

50

60’

1,00000

1,00000

0,99998

0,99996

9,99923

0,99989

9,99985

O o K w b - | @ | Grad

0,99985
0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769

0,99979
0,99929
0,99847
0,99736
0,99594
0,99421
0,99219
0,98986
0,98723

0,99973
0,99917
0,99831
0,99714
0,99567
0,99390
0,99182
0,98944
0,98676

0,99966
0,99905
0,99813
0,99692
0,99540
0,99357
0,99144
0,98902
0,98629

0,99958
0,99892
0,99795
0,99668
0,99511
0,99324
0,99106
0,98858
0,98580

0,99949
0,99878
0,99776
0,99644
0,99482
0,99290
0,99067
0,98814
0,98531

0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769
0,98481

[
=

0,98481

0,98430

0,98378

0,98325

0,98272

0,98218

0,98163

e e I e e e e R e ]
SO N i LN -

0,98163
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106

_19]0,92552

0,98107
0,97754
0,97371
0,96959
0,96517
0,96046
0,95545
0,95015
0,94457

0,98050
0,97692
0,97304
0,96887
0,96440
0,95964
0,95459
0,94924
0,04361

0,97992
0,97630
0,97237
0,96815
0,96363
0,95882
0,95372
0,94832
0,94264

0,97934
0,97566
0,97169
0,96742
0,96285
0,95799
0,95284
0,94740
0,94167

0,97875
0,97502
0,97100
0,96667
0,96206
0,95715
0,95195
0,94646
0,94068

0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
G,95106
0,94552
0,93969

0,93969

0,93869

0,93769

0,93667

0,93565

0,93462

0,93358

DN N NN NN
O 0O Onnp W=

0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462

0,93253
0,92609
0,91936
0,91236
0,90507
0,89752
0,88968
0,88158
0,87321

0,93148
0,92499
0,91822
0,91116
0,90383
0,89623
0,88835
0,88020
0,87178

0,93042
0,92388
0,91706
0,90996
0,90259
0,89493
0,88701
0,87882
0,87036

0,92935
0,92276
0,91590
0,90875
0,90133
0,89363
0,88566
0,87743
0,86892

0,92827
0,92164
0,91472
0,90753
0,90007
0,89232
0,88431
0,87603
0,86748

0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462
0,86603

30

0,86603

0,864 57

0,86310

0,86163

0,86015

0,85866

0,85717

31

33
34
35
36
37
38
39

0,35717
0,84805
0,83867
0,82904
0,81915
0,80902
0,79864
0,78801
077715

0,85567
0,84650
0,83708
0,82741
0,81748
0,80730.
0,79688
0,78622
9,77531

0,85416
0,84495
0,83549
0,82577
0,81580
0,80558
0,79512
0,78442
9,77347

0,85264
0,84339
0,83389
0,82413
0,81412
0,80386
0,79335
0,78261
0,77162

0,85112
0,84182
0,83228
0,82248
0,81242
0,80212
0,79158
0,78079
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Zeichnen wir in Fig.103, um das Wachsen der Winkelfunktionen zu
verfolgen, vier verschiedene Winkel « in den ersten Quadranten, so wiirde
durch das Einzeichnen der Funktionen die Anschaulichkeit der Dar-
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a = Sinuskurve &= Cosinuskurve

Fig. 104.

sin 210°

stellung leiden. Ubersichtlicher wird folgende Art: Wir denken uns den
Kreis in D aufgeschnitten und zu einer Geraden gestreckt (Fig. 104).
Dann liegen die vier Punkte auf dieser Geraden und bestimmen

a = Tangenskurve
b = Cotangenskurve

/ ‘\ - \ i 1,5

.....

\\ /
\ \
\ / \
\

‘x. |1

'l -T25
I

Fig. 105.

die Winkel & im BogenmaB, wenn wir beachten, da der Umfang eines
Kreises vom Radius 1 gleich 27 ist. Statt des Bogenmafes kann natiir-
lich das Gradmaf3 beibehalten werden, wie es Fig. 104 zeigt. Um den
Verlauf der Funktionen, d. h. ihr Wachsen und Fallen, mit wachsendem
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Winkel darzustellen, kommt es nicht darauf an, dafl die Lange der ab-
gewickelten Kreislinie im Maflstabe 1 :1 gezeichnet wird; es geniigt,
wenn gleiche Teilung vorgesehen wird und die Teilpunkte mit den ent-
sprechenden Ziffern in Grad oder in Bruchteilen von sz bezeichnet werden.
Die wagerechte Achse heillt Abszissen- oder z-Achse, die im Punkte 0°
(Fig. 104) auf ihr senkrecht stehende Gerade heifit Ordinaten- oder
y-Achse (vgl. Abschnitt Physik, S. 128), zu den Winkeln als Abszissen
zeichnet man Punkt fiir Punkt die Funktionen sin« und cos & als Ordi-
naten und verbindet die so erhaltenen Endpunkte der Ordinaten durch
stetige Kurven, die Sinus-und Cosinuslinie heilen. In gleicher Weise
sind in Fig. 105 die Tangens- und Cotangenslinie gezeichnet.

1. Steigende Funktionen. Benutzung der Tabellen: Die
Funktionen sind von 10 zu 10 Minuten auf 5 Stellen hinter dem Komma
angegeben. Die erste senkrechte Spalte enthélt die vollen Grade; sie
wird beim Aufschlagen einer Funktion fiir Winkel von 0 = 45° zuerst
benutzt; z. B. sin 17°40" = ? In der ersten Spalte, S. 85, sucht man
die 17 und geht wagerecht nach rechts, bis man die Spalte hat, die am
Kopf 40" zeigt. Wagerecht 17 nach rechts und senkrecht unter 40’ am
Kopf ergibt sin 17°40" = 0,30348.

Fiir cos42° 10’ findet man S. 86 wagerecht 42 nach rechts und senk-
recht unter 10’ am Kopf cos42° 10’ = 0,74120.

Fiir tg6° 50" findet man S. 87 wagerecht 6 nach rechts und senk-
recht unter 50° am Kopf tg 6° 50" = 0,11983 .

Fiir ctg 25° 30" findet man S. 88 wagerecht 25 nach rechts und senk-
recht unter 30’ am Kopf ctg25° 30" = 2,09654 .

Fir Winkel von 45° = 90° benutzen wir die Tabellen von unten
nach oben! Die rechte letzte Spalte gibt die vollen Grade, die Minuten
zahlen unten wagerecht nach links.

Fiir sin 84° 50’ findet man S. 86 wagerecht 84 nach links und senk-
recht iiber 50’ am FufBl sin84° 50’ = 0,99594 .

Fiir cos63° 20" findet man S. 85 wagerecht 63 nach links und senk-
recht iiber 20’ am Full cos63° 20" = 0,44880.

Fiir tg51° findet man S. 88 wagerecht 51 nach links und senkrecht
iber 0’ am Full tgbl1° = 1,23490.

Fiir ctg70° 40" findet man S. 87 wagerecht 70 nach links und senk-
recht tiber 40’ am Fuf} ctg70° 40’ = 0,35085.

Interpolation. Auch fiir Winkel, die zwischen den vollen Zehnern
der Minuten liegen, lassen sich die Tabellen mit ausreichender Annihe-
rung benutzen. Es sei sin28°43’ zu bestimmen. Die Tabelle liefert
sin 28° 40" = 0,47971 und sin28° 50" = 0,48226; dazwischen liegt
sin28°43’. Nimmt man an, daB der Sinus in jeder Minute um den
gleichen Betrag zunimmt, so wachst er pro Minute um den 10. Teil der
Differenz zwischen sin28° 40’ und sin28° 50’, das ist um

0,1-(0,48226 — 0,47971) = 0,1 - 0,00255 = 0,000255;
dann wichst der Sinus in 3’ um
3-0,000255 = 0,000765 = 0,00077 .
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Es muB} auf 5 Stellen abgerundet werden, da die Tabellenwerte fiinf-
stellig sind. Insgesamt erhalt man demnach fiir

5in28° 43’ = sin28° 40’ + Zuwachs infolge 3’
= 0,47971 + 0,00077 = 0,48048 .

Man nennt diese Art der Ermittlung von Zwischenwerten Interpola-
tion; die Tatigkeit heit interpolieren. Setzt man, wie wir getan
haben, gleichmiBige Zunahme der Funktion voraus, so heifit die Inter-
polation geradlinig (vgl. Fig. 62). Die Differenz der Tafelwerte heiflt
Tafeldifferenz. Um Schreibarbeit zu sparen, lafit man Komma und
Nullen hinter dem Komma weg, denkt sich also gewissermallen die Zif-
fern hinter dem Komma als ganze Zahl, so dafl als Tafeldifferenz nicht
0,00255, sondern 255 erscheint; der Zuwachs pro Minute wire dann
0,1-255 =25,5; auf 3’ kimen 3-25,5 = 77. Dieser Zuwachs muf
dann auf ganze Zahlen abgerundet werden; er wird zu dem kleineren
Tafelwert folgendermaflen addiert:

sin 28° 40" = 0,47971
Zuwachs fiir 3’ =3 - 215())) = 77 (wobei 255 gleich der Tafeldifferenz ist)
§in28° 43’ = 0,48048

Soll zu einer gegebenen Funktion der Winkel gesucht werden, so
geht der Weg der Losung in umgekehrter Richtung. Essei tga = 0,76454;
& ist in Graden und Minuten zu bestimmen. Da tga <1 ist, suchen wir
in der Tabelle S.87 von oben nach unten die ndchst kleinere Zahl
und finden 0,76272; der dazugehorige Winkel ist 37° 20’. Da tg37° 30’
= 0,76733 ist, muB der gesuchte Winkel & zwischen 37° 20" und 37°
30’ liegen. Den genauen Wert finden wir wieder durch geradlinige Inter-
polation. Wichst der tg von 0,76272 auf 0,76733, d. h. um

0,76733 — 0,76272 = 0,00461,

so wichst der Winkel um 10’. Die Frage ist jetzt: Um wieviel Minuten
wichst der Winkel, wenn der Tangens von 0,76272 auf den gegebenen
Wert 0,76454 wachst ?

Die Tafeldifferenz 733 — 272 = 461 erhoht den Winkel um 10';
10 -
die Differenz 454 — 272 =182 |, . L 0-182 _

461
Damit ergibt sich & = 37° 20" 4 4" =37° 24'.

2. Fallende Funktionen. Die Kosinus- und Kotangensfunktion
fallen mit wachsendem Winkel; darauf ist bei der Benutzung der Tabel-
len zu achten. Es sei ctgll®17’ zu bestimmen. Die Tabelle S.88
liefert ctgl1° 10’ = 5,06584 und ctg11° 20’ = 4,98940 .

Wichst der Winkel um 10’ so filit die ctg um 5,06584 — 4,98940; wichst
der Winkel um 7', so fallt die ctg um 5’0§5§41 0,4’9,%%,0 .

4’

7. Schreibt
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man auch hier ohne Komma, so wird
ctg11° 10" = 5,06584
Abnahme fir 7" =7- —716:4 = 5351
ctgl11° 17" = 5,01233 .
Es sei cosx = 0,55300; o« ist gesucht. Als nichst groBeren
Wert findet man in der Tabelle S. 85 0,55436, zu dem der Winkel
56° 20" gehort; cos56°30' ist gleich
0,55194, die Tafeldifferenz also [55] 436
— [55]194 = 242 . Jetzt lautet die Frage:
b 2 Um wieviel Minuten wichst der Winkel,
wenn der Cosinus von 0,55436 auf den
o g gegebenen Wert 0,55300, d.h. um [55] 436
— [55]300 = 136 fallt?
Fig. 106. Die Tafeldifferenz 436 — 194 = 242 erhoht
den Winkel um 10’; 136

die Differenz 436 — 300 = 136 erhoht den kael um 10’ . 949 =6

Damit ergibt sich & = 56° 20" 4+ 6’ = 56° 26’.

Das rechtwinklige Dreieck.

Das rechtwinklige Dreieck ist bestimmt, wenn zwei Seiten oder eine
Seite und ein spitzer Winkel gegeben sind. Daraus ergeben sich vier
Grundaufgaben.

1. Gegeben die Hypotenuse ¢ (Fig.106) und ein spitzer Winkel, z. B. « .

Aus sing — % folgt @ =c-sinx; aus cosx = % folg* 6 =c- cosx
¢
Aus &+ =90° folgt [=90°—«.
2. Gegeben die beiden Katheten @ und .
Aus tg o :% folgt & mit Hilfe der Tabellen,

s a4+ p=90° f=90°—«
» a% 4 0% =c? » c=7Va? +b2.
3. Gegeben die Hypotenuse ¢ und eine Kathete .
Aus a® +b2=c? folgt b =1Yc® —a?

s sinox = % . « mit_Hilfe der Tabellen,

s &+ p=90°  , =90°—«.
4. Gegeben eine Kathete ¢ und ein spitzer Winkel o .
Aus o+ g=90° folgt BF=90°—«

. a a
IR SN = — I =
c sin o
@ a
tga = — b= — oder b =a-ctgx.
IR g b IR tg(x g
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Beispiele. 1. Es sind die Langen der Stabe a, , d (Fig.107) zu be-
stimmen. In dem rechtwinkligen Dreieck BE C ist

CE=18—0,5=13m;
BE—=0,6m, also a=171,3240,62=1432m.
In dem rechtwinkligen Dreieck AE B ist ¢ = ]/F 0:5§+ 0,62 = 0,781 m .
In dem rechtwinkligen Dreieck FBD ist d =7 1,92 10,52 =1,965m .

2. Es ist die Liange C@ des Lotes von C auf AB zu bestimmen. Mit
S CAG « wird in dem rechtwinkligen Dreieck CG4A CG = b-sinn .

Der Winkel « folgt aus tgo = ig = g’g =12.
Die Tabelle S. 88 R Jem ‘
liefert & = 50°11’; so- 4i<"0:5_’|f " ;
mit sinax = sin50° 11" -1 RKG7 7 ¢
= 0,768, CG = 1,8 el N oG
-0,768 = 1,382 m . LALEE s
Will mansin & ohne A\
Tabelle aus tga = 1,2 2 b3
errechnen, so verhilft s e . —==
Aleichung (17) dazu.
Aussing = - ,,t,éﬁ,_,
Y1+ tg2a
. 1,2 v D)
folgt sinax = —-—
Y1+1,22 Fig. 107.

= 0,768 .

3. Es sollen die Gleichgewichtsbedingungen 2 H = 0 und 2V =0
fiir die Stabspannkréfte S;, S; und S, aufgestellt werden, die im Punkte
B des Kranes angreifen. Mit den Bezeichnungen der Fig.107 folgt aus
2 H =0: H,—H,—H, =0 und infolge H, =8, - cosf;

Hy =8, -cosa; Hy= 8, cosy wird
S, - cosf — Sy cosa — Sy cosy =0.
& bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 BE:

tgo = 0.6 — 1,2, also & = 50°11’; cosa = 0,641; sinx = 0,768 .

0,5
# bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck BEC:
tgf = (1)’3 = 0,462 ; f = 24°48'; cosf = 0,908; sinf = 0,419.

v bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck DF B:

tgy = % =4,2; y=176°36"; cosy = 0,232; siny = 0,973.

Demnach l’iefert SH = 0 die Bestimmungsgleichung:
0,908 - 8, — 0,641 -8, —0,232- 8, =0.

SV =0 ergibt V,+ V,—V,=0.
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Infolge

Vi,=28,-sinf; Vy=28,-sinx; V, =8, -siny
geht 8, -sinf+4 83 -sinaw — S, - siny = 0
iiber in 0,419.8, 40,768 - S, — 0,973 - 8, = 0.

Ist S, bekannt, lassen sich S; und S, mit Hilfe dieser beiden Gleichungen
errechnen (vgl. Abschnitt Mechanik, S. 160).

4. Es ist die Kraft P zu bestimmen, die ohne Riicksicht auf Reibung
die Last @ (Fig. 108) hinaufzieht. Ersetzt man die schiefe Ebene durch
ihren Normaldruck N und zerlegt die 3 Kriafte P, N, Q in ihre Seiten-
krifte in Richtung der schiefen Ebene und senkrecht dazu, so erfordert
XX=0:P—Q-sin& =0; ZY =0 liefert N —Q-cosx —0. Daraus
P=@Q-sine und N =@ .cosx.

25m 2,0m

lg- 100kg
Fig. 109.

5. Die Spannkréfte in dem Seil ACB sind zu bestimmen (Fig. 109).
Die 3 Krifte @S,8, am Punkte ¢ sind im Gleichgewicht; folglich
miissen die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein. 2 H =0 liefert
(Dreieck DFG und Dreieck EFH in Fig. 114):

DG —EH =0
oder
Sy-cosaw — Sy-cospf=0. (1)
2V =0 liefert
DE —HF — FG =0

oder Q — S, -sinf— 8;-sina=0. (2)
cos o . . .
Aus (1) folgt S,=8,- cos /3 ; eingesetzt in (2) ergibt
cosa . .
Q — Sl . ’éosﬂ -Sln/)' — Sl-sln(x =0
Q—S;- ( ZZZ; -sinf + sinoc) =0
cosx . cos f§

QSI.(cosﬁ -sinfl + sino - cosﬁ) =0
Q_ g, Cosxsinffsina-cosf

cosf

cosf}

" sina - cosf + cosa - sinff ’
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Der Nenner ist, wie spiter gezeigt wird (vgl. Beispiel 10; S. 97), gleich
sin(x + f); damit wird

cosfs
=0 i )
g g . 0088 _ cosf3 coso  COSK
P2 s Y sin(ax +f)  cosp U sin(a -t f)
1,2 '
Aus  tgo = 2’5 = 0,48 folgt & =25°48" und cosx = 0,900 .
0.9 = 24°13'
A f =" =0,45 lgt- — e
us  tgf 2.0 0,45 folg 5 E =500 T
und cosf = 0,911, sin(a + f) = 0,766
: 0,911 0,9
S, =100+ 0 =119 kg; S, —=100- 2> —1 .
1 0,766 kg Sy =100 e =117 ke

6. Es sind die Projektionen der Strecke 4B (Fig.110) auf die Wage-
rechte x und Senkrechte y zu bestimmen. Lotet man die Endpunkte A
und B auf x und y, so erhdlt man 4, B, bzw. 4,B,. Aus A, B, = AC

folgt in dem rechtwinkligen Drei-
|v eck ACB
%‘ A;B, = AC = AB - cos«x .
4

Az

Aus 4, B, = AD folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 DB
Ay By = AD = AB - sino .
Bemerkung: Stellt AB eine Kraft P dar, dann ist 4, B, = H
= P - cosa die wagerechte, 4, B, = P - sina die senkrechte Seitenkraft.
8. Aus @, o, f und h sind die iibrigen Seiten des Trapezes (Fig.111)
zu berechnen.
Das rechtwinklige Dreieck 4 DD’ liefert infolge

. DD’ h . DD’ . h
sinoe = AD = e infolge tgo = AD AD" = tea
Das rechtwinklige Dreieck BCC’ liefert infolge
oc’ h . cc’ h
sinff = - = tgf = BC —
sin 8 BO BC sing infolge tgp BOY taf
Aus OD =CO'D' = AB — AD' — BC’' folgt
h h 1 1
=a — - d b=a— h( | )
b=a tg o t oder a tg + tgf

b=a — h(ctgn + ctgp),
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z. B. a =52mm; o« =70°20"; B =57°15"; h=30mm.
30 30

AD = 10000 = 0913 — L9 mm,
30 30
= em57°15 0839 - o02 mm,
b =52 — 30 (ctg70° 20" + ctg57°15) = 52 — 30 - (0,357 -+-0,647)
— 21,9 mm.

7. Unter der Steigung einer Geraden versteht man die trigonome-
trische Tangente ihres Neigungswinkels gegen die Wagerechte und gibt
diesen Wert in der Form 1:# oder in Prozenten an. In Fig.112 ist

1
tgo = — P ; z.B. eine Strafle habe

n 100

Le*nu _‘J

\
D
Q
A

1

50
=0,02: & =1°10". Auf 100 m steigt sie um 2m; ihre Steigung
betragt 2 %,.

die Steigung 1:50, dann ist ihr Neigungswinkel infolge tga =

Das schiefwinklige Dreieck.

Die Aufgabe heifit: Es sind Beziehungen zwischen den Seiten und
Winkeln des Dreiecks aufzustellen.

1. Der Sinussatz. In Fig. 113 sind @ und b zwei Seiten, & und g die
entsprechenden gegeniiberliegenden Winkel. Zieht man die Hohe CD,
so folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck ACD

sinx = Ol')]—') und daraus OCD = b -sinoa.

Aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD folgt
sinff = - ;? und daraus CD =a-sing.

Wir erhalten, da die linken Seiten beider Gleichungen gleich sind,

. . a sin &
b-sina =a-sinf oder 3 sing
Fallt man das Lot von 4 auf BC, so erhdlt man
b _ sinf

c+sinf =b-.siny  oder - = siny
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Fillt man das Lot von B auf 4C, so erhilt man

. . a sinx
¢+sin& =a-siny oder — = -——-.
¢ siny
Die drei Gleichungen ergeben die fortlaufende Proportion
L . a b c
a:b:c=sin&:sinf:siny oder — = ——— = —
sing sinff siny

Ist O der Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises, so ist C BA' ein
rechtwinkliges Dreieck, in dem 9C CA’B = CA B = « ist, und aus dem

sing = i, d.h. 2 =2 r folgt. Da-
27 sin&
mit geht unsere Gleichung iiber in
@ b c
= e = = 27,
sino sinf siny

2. Der Kosinussatz. Aus dem rechtwink-
ligen Dreieck BCD folgt

at=C(0D?+ BD?=(CD? + (c — AD)®.
Mit OD = b+ sin® (aus dem rechtwinkligen
Dreieck ADC) und 4D =b-cosx wird
a® = (bsinx)2 -+ (¢ — b-cosx)2=">b?.s8in?«x -+ ¢2 — 2bc-cosx -+ b2cos2n
= b? (sin?« -+ cos?x) + ¢2 —2bc - cosa
oder, da nach Gleichung (10) sin?& - cos2a =1 ist,
a2 =024 ¢ — 2bc-coscx.
In gleicher Weise erhilt man
b2 =a? 4 ¢? —2ac-cosff und ¢ =a2-4 b2 — 2ab-cosy.
Beispiele. 10. Lost man in Beispiel 6 die Aufgabe zeichnerisch,
so erhilt man das Dreieck DEF. Mit den Bezeichnungen der Fig. 114
wird nach dem Sinussatz

Q:8,=sin(x 4 ) :sinDEF unddaraus 8, = % .
Mit sinDEF =sin(90° — f) = cosff  geht die Gleichung iiber in
cosf
S =@« +——"—r .
= e+ p)
Ferner ist nach dem Sinussatz
. . «sinEDF
Q:8;, =sin(x 4 f) :sinEDF, d.h. 8,= %m.
Mit sinEDF = sin(90° — &) = coso  erhilt man
COS&
SRR

11. Von einem Dreieck seien die Seite @ und die Winkel & und j
gegeben.
a=>50mm; &=110°45"; g =35°30".
3 2
Aus a:b=sina :ging folgt b=ua-: flﬁé-
sina

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer I1. 1. 7
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Ferner ist y = 180° — (& + f3).
. . siny
Aus @:c¢=sing :siny folgt cC=a+ ——,
sina
oder (Fig.113) AB =c¢=0b-cosa + a-cosf.
Der Flicheninhalt des Dreiecks ist ' = § - ¢ - CD (Fig. 79).
Mit CD = a-sinfwitd F — 1 - c-a-sinff — § a2 00507

sin o
sin 35° 30’ sin35° 30’ 0,581
Zahlenbelsplel b=250- S nl]_OQ 45, = 50 . S{Ii690 15, = 50- 65?:5
b =311 mm
o = 110° 45’ sin33° 45’
p=85°80 =0 igeay
& -+ f=146° 15’ 0,556

180° =179° 60" ¢ =0 G g5z
y= 33°45" ¢=29,7 mm
1.0z, sin35° 30" - sin33° 45"
F=3-50 sin110° 45’
0,581 - 0,556
2
oogn 0 T =433 mme,

12. Es ist die Resultante R (Fig.115) aus den Seitenkréiften P, und
P, und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel zu berechnen. In dem
Dreieck 40D ist < ACD = 180° — &, CD = P,, folglich nach dem
Kosinussatze

R?— P2+ P — 2P, P, cos(180° — ).
Mit cos (180° — &) = — cosx, vgl. Gleichung (26), wird
R=7)P}+ P+ 2P,P, cosc.
Die Neigung f der Resultante gegen P, ergibt sich aus dem rechtwink-
ligen Dreieck ADE zu

-2500 -

b = DE _ Py-sinx
AB 4 BE P; 4 P, cosx
Zahlenbeispiel: P, =4,5¢; P,=3¢% o =80° cosax =0,174;
sina = 0,985
R=17452+3212.45.3.0,174 = ~5,83¢
tgf = 3-.0,985 2_,9‘55_
45-+3-0174 5,022

=0,589; S =230°30".

Die Funktionen von Winkelsummen.

- . cosf
In dem Beispiel 5 S.94 ergabsich §; = @ Sino cosB T cosw -smp

Beispiel 10 S. 97 ergab fiir dieselbe Aufgabe S;=0: 'As‘i‘ﬁ‘(eo(zs—/}ji R
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Aus 8, =8, folgt

sin(& + f) =sina cosf + cosx - sinf.......... (29)
Zu demselben Ergebnis gelangt man mit Hilfe der Fig. 116, der der
Kreis mit dem Radius 1 zugrunde gelegt ist. Hilt man an der Erklarung

fest, daB der Sinus gleich dem Lot vom Endpunkt des beweglichen
Radius auf den festen ist, so wird

sin(6¢ +f)=EA=ED-+ DA.
Aus dem rechtwinkligen
Dreieck E DC folgt
ED=EC-cost.
Aus dem rechtwinkligen
Dreieck ECO folgt
EC =sinf.
Wegen CD = AB wird
DA =CB.
Aus dem rechtwinkligen 0 8 4
Dreieck O BC folgt Fig. 117.
CB=0C-sinx.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck OCE folgt OC = cosf.
Setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung fiir sin (& -+ f) ein,
so erhilt man sin(x + ) = sin® - cosf -+ cos® - sinf.
In gleicher Weise liefert die Fig. 116
cos(x + f) =04 =0B — AB
OB = 0C - cosx = cosf} - cos o
AB=CD =EC -sinx =sinf -sin«x,

I e

i

|

|

|
Fig. 11

folglich
cos(x + f) = cosx - cosf — sinax -sinf. ... ... .. (30)
Die Formeln 29 und 30 gelten auch fiir o 4 > 90°.
Mit den Bezeichnungen der Fig. 117 erbilt man in dhnlicher Weise
sin(6x —f)=EA=CB—-CD
CB =0C-sinx = cosff - sinx
CD = EC:cosx =sinf - coso
sin(x — f) =sinx - cosf —cosa -sinff ... ... .. (31)
cos(x — ) =0A=0B 4 BA
OB =0C :cosx = cosp - cosx
BA =DE =EC -sinx =sinf - sinx

cos (o — ) = cos& - cosf 4 sina -sinff. . ... ... (32)
Setzt man in die Gleichung tg(« + f) = S;I—;g:'%)) die eben ge-
fundenen Werte (29; 30) ein, so ergibt sich
_ tex+tgf
tg(“_i_ﬂ)__l—tgcx-tgﬁ ............... (33)

In gleicher Weise erhilt man

_ tex —tgf
tg(x — ) = Tt tga-tgh
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Setzt man in (29) p = &, so geht (29) iiber in
Sin(& -+ &) = 8in& * cos& - cosx - sina
Sin2a =2-8in®-Co8& ................... (35)
Aus Gleichung (30) folgt
cos (& + &) = cos& - cosx — sine - sina
cos2a =cos?a —sin?x. ... ... .. L. (36)
Setzt man fernerin (29) & 4+ f ==
x—f=y

addiert: 206 =+ y oder & =

subtrahiert: 2 =2 —y oder f= ’ 5

8o erhélt man fir (29) und (31)
r+y r—y .
5 cos 5 ~- sin B) P)
x—i—y. r—y -y rT—y
g s~ sin——5-= - cos 5.
Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich

sing - siny = 2 - sin»ﬁ:lz-—‘yf— ceos oYL (37)

vy -cosw+y

sinz = sin

siny = sin

Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich

sinz — siny = 2 - cos d ;— A e (38)

Durch Division von (37) und (38) erhilt man

x4ty
2

sinz - siny

0 o o gt Y 2 (39)
sinx — siny

2 r—1y
tg 3
Nach dem Sinussatz war 2= —ﬂl—l—?‘— ; daraus a+tb = STn[x * S%nﬂ .
a—b sina — sinf

b sinf
Unter Benutzung der Gleichung (39) erhilt man
&+p
tg — L
a+b J 2
- e (40)
a—b o p
S
Gleichung (40) ist unter dem Namen ,Tangenssatz bekannt.
Beispiele. 13) In Fig. 118 ist die wagerechte Kraft P zu bestimmen,
die die Last @ bergan zieht, wenn die Reibungziffer u = tge ist.
Das Gleichgewicht erfordert, dal die algebraische Summe sdmtlicher
Seitenkrifte in Richtung der schiefen Ebene und senkrecht dazu gleich
Null ist. In Richtung der schiefen Ebene wird

P.coso — @ sinoa — R=0.
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Senkrecht zur schiefen Ebene wird
P.gina +Q-+cosx — N =0.
Auflerdem ist R=pu+N.
P.cost —Q-sin&k —pu-N=0 ’ +1
P.sin& +Q-cosoo — N =0 — U
P.coso — pu+ P-sina — Q-sinax — pu+@Q-cosax =0
P (cosx — u-sina) — @ (sinx + u - cosa) =0

sing
=tgp =~
n=1ge 080
ging _ . sing \
P(coszx coso smtx) =Q (smoc + o cosoc/ .

Multipliziert man diese Gleichung mit cosg, so erhdlt man
P (coso - cosg —sinx - sing) = @ (sina - cosp + cos & - sinp)
P-cos(& +0) = Q- sin(x + o)
sin (& + o) |
P———Q'm:Q'tg(“-f‘@)-
14) Mit Hilfe des Tangenssatzes 1a8t
sich Beispiel 12 folgendermaBien losen:

r+8 2 e
V’P1+P2_tg 2 N
Pl—‘Pg tg}’-—-ﬁ' o
2 N
+ & ¢
Aus y + = & folgt Z“éﬁ =3 Fig. 118.
folglich
y—B_Pi—Py, & 45-—3 ol [
B =, 1P, ®7 " asy3 8407 =7 083910
l’:ﬁ_ . ,,?’_r_ﬁ__ °© 33’
tg ~ " = 0,168; g~ =9°33
Y+B i
— =40
y = 49° 33"
B =30°27".

Aus dem Sinussatze folgt
R: P, =x¢in(180° — &): sinff oder R=2P,:
=583 ¢.

sind 0,985
sinf - 0,507

3. Korperlehre oder Stereometrie.

Auf S.53 war der Korper im Sinne der Geometrie erklirt als ein
Teil des Raumes, der allseitig von Flichen begrenzt ist. Sind die Flichen
eben, 30 nennt man sie Seiten; die Geraden, in denen sich zwei ebene
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Seitenflichen schneiden, heien Kanten; die Schnittpunkte der Kanten
sind die Ecken des Korpers.

Legt man die ebene Seitenfliche eines Korpers auf zwei Spitzen,
go liegt der Korper noch nicht fest. Er kommt erst zur Ruhe, wenn wir
diese Seitenfliche durch einen dritten Punkt stiitzen, der nicht auf der
Verbindungslinie der beiden andern liegt. Ziehen wir durch den dritten
Punkt beliebige Geraden nach den Punkten der Verbindungslinie der
beiden andern, so fallen alle diese Geraden in die ebene Seitenfliche.
Auch jede Gerade, die der Verbindungslinie der beiden ersten Stiitz-
punkte parallel ist und durch einen dritten Punkt in der Ebene geht,
fallt in allen ihren Teilen in die Ebene. Durch diese Beobachtungen
sind wir in den Stand gesetzt, anzugeben, wodurch die Lage einer Ebene
im Raum bestimmt ist:

1. durch drei Punkte, sofern sie nicht auf einer Geraden liegen;

2. durch einen Punkt und eine Gerade, sofern der Punkt nicht auf
der Geraden liegt;

3. durch zwei sich schneidende Geraden,

4. durch zwei parallele Geraden.

Uber die Darstellung des Korpers in der Ebene vergleiche Abschnitt
Projektionszeichnen.

Das Prisma, Bewegt man ein ebenes Vieleck so lings einer Ge-
raden, daB es sich stets parallel bleibt, so erhilt man ein Prisma. Steht
die Fiihrungsgerade senkrecht auf der Ebene des Vielecks, so heifit das
Prisma gerade; steht sie schief, so heiBlt auch das Prisma schief. Aus
der Entstehung des Prismas folgt, dafl simtliche Seitenkanten gleich
lang sind. Ist das erzeugende Vieleck ein Rechteck, so nennt man das
Prisma Quader. Der Quader wird zu einem Wiirfel, wenn man ein
Quadrat lings einer senkrechten Fithrungsgeraden verschiebt, die gleich
der Lange der Quadratseite ist.

Die Raumeinheit ist das Kubikmeter (m2) als Rauminhalt eines
Wiirfels von der Kantenlinge 1 m (vgl. Abschnitt Physik, S.117).

Um den Rauminhalt eines Quaders zu ermitteln, denken wir uns
eine Schicht iiber der Grundfliche von 1 cm Hohe. Ist die Grundfliche
a cm lang und b cm breit, so enthilt sie ¢ X b Quadrate mit der Seiten-
linge 1cm. Fiir a = 5cm ynd b = 6 cm erhalten wir beispielsweise
5 X 6 = 30 Quadrate von je 1cm Seitenlinge. Da nun auf dieser
Grundfldche eine Schicht von 1 em Héhe liegen soll, so konnen wir diese
Schicht aus @ - b (im Beispiel 5 - 6 = 30) Wiirfeln bestehend auffassen,
die eine Kantenlinge von je 1 cm haben. Der Inhalt aller Wiirfel, und
das ist der Rauminhalt der Schicht, betriigt dann @ - b1 cm?3. Jetzt
nehmen wir eine Hohe des Quaders von ¢ ecm an, dann kénnen wir ¢ sol-
cher Schichten geschnitten denken. Da jede Schicht a - b cm® Inhalt
hat, baben c¢ Schichten, und das ist der Rauminhalt des ganzen
Quaders, ein Volumen von

V=a:b-ccmd.
In unserm Beispiel sei ¢ =4 cm; dann wird V = 5-6.4 = 120 cm3.
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Sind die Kantenlingen keine vollen Zentimeter, so messen wir in Milli-
metern. Es wird z. B.:
bei ¢ =54cem; b=6,1lcm; ¢=43cm; a=>54mm; b = 61 mm;
¢ =43 mm,
V =54 .61 .43 = 141642 mm?,

oder dalcm3 =10+10+10 = 1000 mm® ist V = 141,642 cm3.
Allgemein werden wir sagen : Man erhiilt die MaBzahl fiir den Rauminhalt
eines Quaders, wenn man die MaBzahlen der drei aneinanderstofenden
Kanten miteinander multipliziert.

Fiir ein Prisma mit einem beliebigen n-Eck als Grundfliche wird der
Rauminhalt

V=F-h,

wenn F der Flicheninhalt der Grundfliche und 4 die Hohe des Prismas
ist. Aus den MafBeinheiten der Léngen ergibt sich die MaBeinheit der
Grundfliche und damit die MaBeinheit fiir den Rauminhalt. Ist z. B.
h in em gemessen, so ist F in cm? auszudriicken; fiir V ergibt sich
dann cm?® als MaBeinheit.

Beispiel: Ein sechsseitiges Prisma mit regelmiaBiger Grundfliche
sei hem hoch; die Seitenkante des regelmiBigen Sechsecks sei a cm.

Der Rauminhalt ist zu berechnen. Aus V = F - hfolgt mit F = 3.a. 16)

V=313 a2k
Mit a=5cm und h=8cm ergibt sich
V==%-73+52-8=2300-y3 = 519,62 cm? .

Die Mantelfldche eines geraden Prismas, dessen Grundfliche ein
n-Eck ist, wird aus n Rechtecken gebildet, die alle gleiche Hohe haben;
ihre Grundlinien sind die Seiten des n-Ecks, die Hohe ist gleich der Hohe
des Prismas. Sind a,; a,; a, usw. die Seiten des Grundflichen-n-Ecks,
und ist & die Hohe des Prismas, so ist die Mantelfliche

M="h-(a,+a,+as+ ....)
oder, da a; +ay+ a3+ .... =u, dem Umfang des n-Ecks, ist,
M=h u.

Um die Oberfliache des Prismas zu erhalten, hat man der Mantel-
fliche den Inhalt der Grund- und Deckfliche hinzuzufiigen, so daf
O=M+2F

wird, wenn man mit F den Inhalt der Grundfliche bezeichnet.

Die Pyramide. Verbindet man die Punkte eines Vielecks mit einem
Punkte auBerhalb der Ebene des Vielecks, so begrenzen die Verbindungs-
linien und das Vieleck eine Pyramide. Der auBlerhalb der Ebene des
Vielecks gelegene Punkt heiBt Spitze, das Vieleck Grundfldche der
Pyramide. Das von der Spitze auf die Grundfliche geféllte Lot ist die
Hohe der Pyramide. Die Oberfliche der Pyramide umfaflt die Grund-
und die Mantelfliche, die aus Dreiecken besteht, deren Grundlinien
die Seiten des Vielecks sind.
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Ist die Grundfliche ein regelmaBiges Vieleck, und liegt die Spitze
senkrecht iiber dem Mittelpunkt der Grundfliche, so heifit die Pyramide
gerade. In diesem Falle sind die Seitenkanten gleich lang, die Seiten-
flichen gleichschenklige Dreiecke.

Schneidet man parallel zur Grundfliche durch eine Pyramide, so
erhilt man Figuren, die der Grundfliche dhnlich sind. Die Inhalte der
Schnittflichen verhalten sich wie die Quadrate ihrer Abstinde von der
Spitze (Fig.119).

Da die Schnittflichen parallel sind, ist 4,B,/| 4 B; A, F,|l AF und
B,F, Il BF. Dreiecke mit parallelen Seiten sind wegen der Gleichheit
der Winkel (vgl. S.77) dhnlich, d.h. A A,F, B~ A AFB. In

gleicher Weise 1Bt sich die Ahn-

N lichkeit der iibrigen Teilflichen

nachweisen, so dafl die Schnitt-

flichen als Summen der Teilflichen
ebenfalls dhnlich sind.

Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke A,F,B, und AFB folgt

A,B,:AB = A,F, : AF.
Die Parallelen 4, F, und AF liegen
aber in einer Ebene durch die Achse
SF der Pyramide und sind in diesen
Katheten in den rechtwinkligen
Dreiecken 4, F,S und AFS. Aus
der Ahnlichkeit dieser rechtwink-
ligen Dreiecke folgt
A,F, :AF = SF, :8F.
2 Fillt man von F dasLot F G = g auf
Fig. 119. A B und von F, das Lot F,G, = g,
auf 4, B,, so sind die Flicheninhalte
A, F;B,=%}A,B,r9, und AFB=}AB-p.
Aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke 4,G,F, und AGF
folgt 0, :0=A4,G,: AG =1 A4,B, : 1 AB, dividiert man die beiden
Flicheninhalte durcheinander, so ergibt sich
4,F, B, 34,B, -0, s Q1 31 4,B,
ATB ~ 14B-o oder mit s~ 14B

A,F,B, A,B}  SF;
AFB 4B S e o
Da sich samtliche Teildreiecke der Schnittfiguren wie SF? : SF? - ver-
halten, so verhalten sich auch die Schnittfiguren selbst wie —S-IT’% S F2,
d.h. wie die Quadrate der Abstinde von der Spitze.

Der Rauminhalt der Pyramide. Wir denken uns zuniichst ein
gerades dreiseitiges Prisma ABCDEF (Fig.120a) und legen durch
EDC einen Schnitt. Dadurch wird von dem Prisma die dreiseitige
Pyramide Fig. b abgetrennt und iibrig bleibt die vierseitige Pyramide
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(Fig. ¢). Diese zerlegen wir durch den Schnitt DB in die beiden drei-
seitigen Pyramiden Fig.d u. e, so daf das Prisma in die 3 Pyra-
miden I, IT und ITI zerlegt ist, von denen I und IITI gleiche Grundfliche
und Hohe haben. Die beiden Grundflichen sind DCF in I und 4BE
in III. Die Hohen sind gleich, weil E von der Grundfliche DCF ebenso
weit entfernt ist wie D von der
Grundfliche ABE; sie sind gleich
der Hohe des Prismas. Die Pyra-
miden IT und IIT haben ebenfalls
gleiche Grundfliche und Héhe, wenn
man E als Spitze und BCD in I
und ABD in III als Grundflichen
ansieht. Da die Teilkorper I, II
und IIT gleiche Grundflichen und
Hohen haben, sind ihre Rauminhalte

gleich. Folglich zerfalltdas dreiseitige .

Prisma in drei inbaltgleiche Pyra-

miden, so daB der Rauminhalt der E

dreiseitigen Pyramide gleich einem AN ————

Drittel des zu erginzenden Pris-
mas ist.

Nun I48t sich aber jedes beliebige
gerade Prisma in dreiseitige Pris-
men zerlegen (Fig.121), so daf allge-
mein der Rauminhalt einer Pyramide

V=3%F-h o
wird, wenn man mit F den Inhalt
der Grundfliche und mit & die Hohe
der Pyramide bezeichnet. B

Allgemeine Formeln fiir den In- A '
halt der Mantel- und Oberflache 1z
lassen sich nur fiir die gerade Pyra- e
mide aufstellen.

Die Mantelfliche einer gera- X
den n-seitigen Pyramide besteht aus .

n kongruenten gleichschenkligen Fig. 120.

Dreiecken mit der Seite AB der

Grundfliche als Grundlinie (Fig.119) und der Hohe SG der Seiten-
fliche als Hohe. Mit AB = a und SG = A, wird

1
='§"I’L'af'h1.

Sind Grundflache und Hohe der Pyramide bekannt, so ist A, als Hypote-
nuse im rechtwinkligen Dreieck SQF

hy =7h? 4+ g2
Der durch die Grundfliche A BCDE (Fig. 119) und die Schnittfliche
4:B,C,D,E, hegrenzte Korper heilt Pyramidenstumpf oder ah-
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gestumpite Pyramide. Thr Rauminhalt ergibt sich als Differenz
zweier Pyramiden zu
V=iF-H—if,

wenn man mit F und f die Inhalte der Grundflichen, mit H = SF und
k' = SF, die Hohen bezeichnet; doch ist die Berechnung etwas um-
stdndlich. Sie sei aber durchgefiihrt, weil der Pyramiden- und Kegel-
stumpf technisch wichtige Korper sind.

Ist FF, =h die Hohe des Stumpfes, so ist
H=h+h und damit V= 3iF (h+#')—
LofeW=3F-h+%F-0 —%f-h.
| FaBlt man die Glieder mit A’ zusammen,

so erhdlt man
| [ V:%'[F’h”l“h'(F:f)]
| ) ’
]! AusF;f:(k+h')2;h'zf01gt%”= 7’{?};’%
1 J‘\ h h F
+/7 N =—+1, und daraus — =
B ////‘ , \\\ h h ] f
NP VT gorgtion
VF
Fig. 121. I V7

Damit die Wurzeln aus dem Nenner verschwinden, erweitern wir mit
VF +Vf (vgl. Algebra, S.44) und erhalten

wen. VI V"+1F W YIOF V1) VFf+f

VF—yi VF+Vf F—1 F—f
Damit geht ¥V iiber in
roiras @ pond e RN AR )

Der Zylinder. Wir denken uns ein diinnes Brett mit scharfer Kante
nach Fig. 122 in die Spitzen 4 und B einer Drehbank gespannt und lassen
die Bank laufen, dann beschreibt die scharfe Kante CD eine krumme
Fliche, die in allen ihren Punkten gleichen Abstand von der Achse AB
hat. Verfolgt man einen Kantenpunkt E, so liBt sich ohne weiteres
erkennen, dafl er einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt F ist. Der
gesamte von den Kanten CD, 4C und BD beim Umlaufen beschriebene
Raum ist ein Zylinder oder eine Walze. Wir haben ihn uns entstanden
gedacht aus der Umdrehung des Rechtecks ABCD um eine Seite des
Rechtecks als Umdrehungsachse und beachten, daB Zylinder tatsichlich
auf der Drehbank hergestellt werden. Statt eines Rechtecks konnen wir
auch jede beliebige andere ebene Figur umlaufen lassen, z. B. das Drei-
eck ABC oder den Halbkreis iiber AB, und erhalten so eine Gruppe
von Korpern, die wir Umdrehungs-oder Rotationskor per nennen,
Von diesen Umdrehungskorpern 1iBt sich aussagen:
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1. sie haben eine Achse (4B);

2. jeder Schnitt senkrecht zur Achse ist ein Kreis.

Rauminhalt des Zylinders. Da ein Zylinder geometrisch be-
trachtet nichts anderes als ein Prisma ist, wird

2
V:p.kzif_.h:rz.n.h,

wenn 7 der Halbmesser, d der Durch-
messer und A die Hohe bedeuten.

Die Mantelfliche erhalten wir,
wenn wir den Zylinder lings einer Ge-

raden parallel zur Achse aufgeschnitten denken und die Kreislinie
der Grundfliche strecken (Fig.123). Sie stellt sich als ein Rechteck
dar, dessen eine Seite gleich der Hohe A des Zylinders, wihrend die an-
dere gleich dem Umfange des Kreisesist. Daraus ergibt sich

M=2nar-h=n-d-h,
wenn wir mit d = 2 r den Durchmesser bezeichnen.

Die Oberflédche besteht aus Mantelfliche, Grund- und Deckfliche;
ihr Inhalt ist

2
F=2nr-h+2-m2=n-d-h+2-lf—-.
.2
Bemerkung: Die 2 in dem Ausdruck 2 - %d— wird nicht ge-

wd? .
1 den Tabellen entnommen wird.

Geometrisch ausgedriickt konnen wir sagen: Ein Kreiszylinder ent-
steht, wenn wir eine ebene Kreisfliche parallel mit sich selbst lings einer
Geraden verschieben. Steht die Gerade senkrecht zur Ebene des er-
zeugenden Kreises, so heilt der Zylinder ,,gerader Kreiszylinder*; steht
sie schief, so heilt er ,,schiefer Kreiszylinder*“. Schnitte parallel zu den
Grundflichen ergeben Kreise. Der Rauminhalt des schiefen Kreis-
zylinders ist gleich dem des geraden von gleicher Grundfliche und Héhe.

Der Hohlzylinder. Laft man in Fig. 122 das doppelt gestrichelte
Rechteck CC’D’D um die Achse AB umlaufen, so entsteht ein Hohl-
zylinder mit gerader Achse. Er kann aufgefalBt werden als die Differenz
zweier Zylinder: eines Zylinders mit dem erzeugenden Rechteck
ABCD und eines Zylinders mit dem erzeugenden Rechteck ABC'D’.

hoben, weil
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Bezeichnet man mit R den &dufleren Halbmesser 4C und mit r den
inneren Halbmesser 40", so ist der Rauminhalt

V=R:m h—r2n n=nmnh.(R%—r?),

oder mit den entsprechenden Durchmessern

n D2 wd? 7 D? 7 d?
V=—h—g :h<4 - 4)‘
Die Differenz der Halbmesser R und 7 heilt Wandstdrke; sie ist
s=R—r.
Aus
V=n-h(R2—r¥)=a-h-(R+7r)(R—7r)
folgt

V=m-h-(R+71)-s.
Erweitert man mit 2, so wird
R+r

V:2-n-h-——~2—»~-s=2nh'rm-s =aa-h.d,.s,
R-tr .
Wenn man - =1y, dem mittleren Halbmesser, und 2r,, =d,,,

dem mittleren Durchmesser, setzt.

Der Kegel. Durch Umlaufen des Dreiecks ABC (Fig. 122) um die
Achse AB entsteht ein gerader Kreiskegel. B heifit Spitze des Kegels.
Das Lot von der Spitze auf die Grundflache ist die Hohe des Kegels.

Der Kegel kann aufgefal3t werden als gerade Pyramide, deren Grund-
fliche in einen Kreis iibergegangen ist. Damit erhalten die Satze iiber
die Pyramide auch fiir den Kegel Giiltigkeit.

Rauminhalt.

V=3iF-h=%-7a-r2-h;
wenn wir mit 7 den Halbmesser des Grundkreises bezeichnen.

Mantelfldache:
M=n-r-s,

wenn wir mit s die Seite des Kegels bezeichnen.

Oberfldache:

O=ars+r2-a=na.r(s47r).

Kegelstumpf. Ist r der Halbmesser der oberen, R der Halbmesser
der unteren Grundfliche, k die Hohe des abgestumpften geraden Kreis-
kegels (der in der Werkstatt Konus genannt wird), so wird der Raum-
inhalt

V==3:a-h(R:+ Rr+r?).
Mantelfldche:
M=an-R-S—mn-r-s,
wenn s’ die Seite des Erginzungskegels und S die Seite des vollen Kegels
bedeuten. Aus S —s" =s folgt
S=s++¢,
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so daf M=n-R(s+&)—m-r-s
=qa-Res+n-R § —n-r-s
=a-R-s+m-s-(BR—r).

Mit den Bezeichnungen der Fig. 124 folgt aus der Ahnlichkeit der ge-

strichelten Dreiecke

’

(R—7):r=s:¢

und daraus

LA

STER RS
folglich wird s —
M = an-R-s+ im _ﬁ‘i\;\

re8 i i
n.R_T.(R_.r) I{l Kli
=a-R-s4m-7r-s i
M=a-sR+r). Fig. 125.

Die Kugel ent-
steht, wenn wir den
Halbkreisder Fig.122
um den Durchmesser
AB umlaufen lassen.
Zur Ermittlung des
Rauminhaltes denkt
man sich die Kugel
angendhert ersetzt
aus diinnen Brett-
chen, die geometrisch
betrachtet Zylinder mit sehr kleiner Hohe sind (Fig.125). Diese
kreisformigen Brettchen konnen so gewihlt werden, dall ihre obere
Kante in die Oberfliche der Kugel fillt; dann wird der Gesamtinhalt
der Brettchen kleiner sein als der Inhalt der Kugel (in Fig. 125 ausgezogen
gezeichnet). Wihlt man die Brettchen so, daff ihre untere Kante in die
Oberfliche der Kugel fallt, dann wird der Gesamtinhalt aller Brettchen
groBer als der Kugelinhalt sein (in Fig. 125 gestrichelt gezeichnet). Je
diinner die Scheiben sind, um so genauer wird das Ergebnis der Sum-
mierung, aber um so groBer wird auch die Zahl der Scheiben. Zur
Kugel werden die Schichten, wenn man sie verschwindend diinn — oder
wie der Mathematiker sagt — unendlich diinn macht. Dann wichst
aber ihre Zahl ins Unendliche. Die Aufgabe losen heifit: Die Summe
unendlich vieler und unendlich kleiner Grofen zu finden, die mit den
Hilfsmitteln der bisher gebrachten Mathematik nicht berechnet wer-
den kann. In dhnlichen Fillen — Umfang des Kreises (S.74), Inhalt
der Pyramide (S. 104), Trigheitsmoment (S. 333) konnte entweder durch
die Anschauung oder durch Anniiherung der ,,Grenzwert gefunden
werden. In unserm Falle bleiben diese Verfahren undurchsichtig und
ziemlich verwickelt, so daB es sich empfiehlt, die Ergebnisse der so-
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genannten ,hoheren Mathematik® ohne Prifung zu iibernehmen.
Es ist der Rauminhalt
V=4 718
und die Oberfliche
O=4- 772,
d. h. gleich dem vierfachen Inhalt eines Aquatorschnittes.
DerKugelabschnitt (Kalotte). Mitden Bezeichnungen der Fig.126
wird der Rauminhalt

V=“—(;’i(3a2+h2).

Die Kappe hat den Flicheninhalt M =2n-r«h = (a? + h?).
Die Kugelzone (Kugelschicht). Mit den Bezeichnungen der Fig. 127
wird der Rauminhalt
7 h

V=~—6-(3a2+3bg+h2),
die Mantelfliche
"M=2#n-R-Fh.
Der Kugelausschnitt (Fig. 128)
V=2%-w-R%h; O=naR2h+a).



Physik.
Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.

Die Physik beschreibt die Naturerscheinungen und ist demnach ein
Teil der Naturwissenschaften. Fallt ein Stein frei zur Erde, so ist dieser
Fall ebenso eine Naturerscheinung wie der Blitz. Will der Physiker beide
Naturerscheinungen beschreiben, so muf} er sie beobachten. Das fallt
ihm beim fallenden Stein sehr viel leichter als beim Blitz, weil er den
Vorgang beliebig oft wiederholen kann; man sagt dann: er stellt einen
Versuch an, er experimentiert, oder er macht ein Experiment. Die
Physik ist Experimentalphysik; sie gewinnt Einsicht in die Art
der Naturerscheinungen auf Grund von Versuchen — sie ist eine Er-
fahrungswissenschaft.

Beim Beobachten beschrinkt sich der Physiker aber nicht nur auf
die Feststellung, dafl der Stein fillt; er will vielmehr tiefer in die Art
der Bewegung eindringen. Zu dem Zwecke beobachtet er den Vorgang
mit der Uhr und dem MetermaB in der Hand: er mifit. Versuche an-
stellen setzt also die Verwendung von MeBinstrumenten voraus, und
die Messungen werden um so genauer, je feiner die benutzten Instru-
mente sind. Beim frei fallenden Stein miBt der Beobachter den Weg,
den der Stein in 1, 2, 3 usw. Sekunden zuriicklegt, und schreibt seine
Ablesungen in Form einer Tabelle nieder. Aus den so erhaltenen Zahlen-
reihen versucht er weiter eine Beziehung zwischen dem Wege des frei-
fallenden Korpers und der dazu erforderlichen Zeit aufzustellen. Es
moge beispielsweise folgende Tabelle durch Beobachtung gefunden sein:

Zeit ¢ in Sekunden 1 2 3 4
Weg s in Metern 5 20 45 80

Dann 148t sich aussagen: Der Weg s, nach 1 Sekunde verhélt sich zum
Wege s, nach 2 Sekunden wie 5:20 oder — durch 5 gehoben — wie 1:4;
zum Wege s; nach 3 Sekunden verhilt er sich wie 5:45 oder — eben-
falls durch 5 gehoben — wie 1:9; zum Wege s, nach 4 Sekunden verhalt
er sich wie 5:80 oder 1:16 usw. Das sind aber mathematische Aus-
driicke, Proportionen, die sich in Form von Gleichungen schreiben
lassen. Bezeichnet man die zum Wege s, gebrauchte Zeit mit #, (in
unserer Tabelle ist ¢, gleich 1 Sekunde), die zum Wege s, gebrauchte Zeit
mit ¢, usw., so wird die Art der Bewegung des frei fallenden Steines durch
die fortlaufenden Proportionen

byilgitg ity ...

=1:2:3: 4....
81:85:83:8....=1:4:9:16....
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gekennzeichnet, d. h. beschrieben. Nun sind aber 1, 4, 9, 16 .... die
Quadratzahlen zu 1, 2, 3, 4 ... ., so daf} die Beziehung zwischen Weg
und Zeit durch die Gleichung

81:89:83:8; ... =12:22:32:42
oder 81:89:83:8; ... =1 1888 .

ausgedriickt ist. In Worten wiirde das Ergebnis unserer Messung lau-
ten: Die zuriickgelegten Wege verhalten sich wie die Quadrate der zu-
gehorigen Zeiten. Diese Gleichung gibt uns also Auskunft tiber die
Art der Bewegung des frei fallenden Steines; sie ist das Gesetz des
freien Falles und stellt die einfachste Form dar, auf die dieses Gesetz
gebracht werden kann.

Streng genommen gilt das gefundene Gesetz nur fiir die durch die
Messung festgelegten Zeiten und Wege, fiir dazwischenliegende oder
dariiber hinausgehende Werte jedoch nicht ohne weiteres. Da sich aber
dieselben Beziehungen zwischen Zeit und Weg ergeben, ganz gleichgiiltig,
wer den Versuch anstellt, oder wo er angestellt wird, so schreibt der
Physiker diesem Gesetz allgemeine Giiltigkeit zu und erhebt es damit
zu einem Naturgesetz. Nun #ndert er auch entsprechend dieser all-
gemeinen Qiiltigkeit die Schreibweise; er faft nicht mehr die einzelnen
Sekunden 1, 2, 3, 4 usw. ins Auge, sondern sagt: Ich fasse die Zeiten
und die Wege als veréinderliche GroBen auf — mit wachsender Zeit
wird auch der zuriickgelegte Weg gréller — und bezeichne sie mit ¢
und s, dann wird der Satz ,,die zuriickgelegten Wege verhalten sich
wie die Quadrate der zugehdrigen Zeiten* durch die Gleichung

s=a-12
ausgedriickt, worin @ zunichst Proportionalitdtsfaktor ist (vgl. Ab-
schnitt Mathematik, S. 74). Diese Gleichung unterscheidet sich grund-
sitzlich und dem Wesen nach von den Bedingungsgleichungen der Alge-
bra, denn sie stellt eine Beziehung zwischen verinderlichen Grofen
dar — in unserm Falle sind £ und s die Verdnderlichen. Man nennt
solche Gleichung eine Funktion und bezeichnet f als dieunabhéngige
(willkiirlich zu wéhlende), s als die abhéngige (durch die Wahl von ¢
bestimmte) Verinderliche. Die Mathematik schreibt s =f(f) — ge-
lesen s gleich Funktion ¢ — und will damit lediglich zum Ausdruck
bringen, daB es sich um eine Abhingigkeit zweier verinderlicher Groflen
voneinander handelt. Diese Schreibweise bietet neben der Kiirze den
Vorteil, daB ich jetzt fiir jeden beliebigen Wert von ¢ den in dieser Zeit
zuriickgelegten Weg im voraus berechnen kann; so wére z. B. fiir t =6
Sekunden der Weg s = @+ 62. Voraussetzung ist, daf der Faktor o
bekannt ist. Auch er ist durch unsere Versuchstabelle bestimmt; nur
miissen wir daran denken, daf} die Wege nicht unmittelbar 1,4, 9, 16....
waren, sondern 5, 20, 45, 80 ...; wir hatten durch 5 gekiirzt. Wollen
wir die wirklichen Wege haben statt der verhiltnism#Bigen, miissen
wir mit der gekiirzten 5 wieder multiplizieren. Der Weg, der in ¢ Sekun-
den zuriickgelegt wird, ist nicht s = #2, sondern s = 5 ¢2; d. h. der Pro-
portionalititsfaktor @ ist in unserm Falle gleich 5. Danach wird der
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in 6 Sekunden zuriickgelegte Weg s = 5 - 62 = 180; der in 10 Sekunden
zuriickgelegte Weg wiirde sich zu s = 5 + 102 = 500 ergeben. Im Gegen-
satz zu den Verdnderlichen s und ¢ ist @ = 5 eine unveréinderliche oder
konstante Grofle; sie heilt Unverdnderliche oder Konstante.
Ihre Bestimmung ist nur aus dem Versuch maglich.

Zusammenfassend konnen wir sagen : Jedes physikalische Gesetz wird
in Form einer Gleichung ausgedriickt, die den zahlenméaBigen Zusammen-
hang zwischen den einzelnen voneinander abhéngenden physikalischen
Groflen angibt. Zweck der Aufstellung von Naturgesetzen ist die Voraus-
berechnung von zu erwartenden Naturerscheinungen.

Habe ich z. B. durch den Versuch die Festigkeit von FluBeisen be-
stimmt, und kenne ich den Einflul der Form des Querschnittes auf die
Tragfahigkeit eines Stabes, so kann ich im voraus die Kraft berechnen,
unter der ein Trager bricht. Will ich, daB er nicht bricht, muf} ich unter
dieser errechneten Hochstbelastung bleiben. So erméglicht die Kenntnis
der Zusammenhinge, das sind die physikalischen Gesetze, tiberhaupt
erst den Entwurf von Maschinen und Bauwerken; die Mathematik und
der Versuch sind ihre Unterlagen.

Auch mit der Aufstellung eines Naturgesetzes gibt sich der Physiker
nicht zufrieden. Wir kénnen uns sehr wohl vorstellen, daf durch Ver-
suche aller Naturwissenschafter eine ungeheure Anzahl von Einzel-
ergebnissen gefunden wird, die zunichst ohne jeden Zusammenhang
untereinander sind. Diese Fiille von Beobachtungen mufl jetzt nach
einheitlichen Gesichtspunkten gesichtet und geordnet werden, denn fiir
sich betrachtet ist jeder Versuch nicht mehr als ein Baustein, und eine
noch so grofle Menge Steine gibt noch keinen Bau, den nur die ordnende
Hand des Baumeisters formen kann. Vergleicht man die Bewegung eines
mit gleichbleibender Geschwindigkeit dahinbrausenden Schnellzuges mit
der des fallenden Steines, so fallt auch dem wissenschaftlich nicht geschul-
ten Kopf ein Unterschied auf. Der nachdenkliche Physiker begniigt sich
nicht mit dieser Feststellung ; fiir ihn ist eine Naturerscheinung erst dann
restlos beschrieben, wenn er angeben kann, woher der Unterschied in
der Bewegung kommt. Er sieht in dem Vorgang selbst eine Wirkung,
deren Ursache zunédchst der Beobachtung verborgen bleibt, die er aber
zu ergrinden strebt. Hier ist nun der Punkt, wo ihn seine bisherigen
Hilfsmittel — Uhr, Metermafl, Auge — vollstindig im Stiche lassen;
kein noch so scharfer Sinn, kein noch so genaues Instrument beantwortet
die Frage, woher es kommt, dafl der Stein immer schneller fallt, der Zug
stetig fahrt. Es ist der Punkt, wo der ziindende Funke der Erkenntnis
blitzartig in dem Kopfe der ganz GroBen aufleuchtet; man ist versucht
zu sagen, eine gottliche Offenbarung iiberkommt den Menschengeist —
der schopferische Gedanke entspringt dem Kopfe des Forschers! Es war
Isaac Newton (1687), ein englischer Gelehrter, der klar erkannte und
aussprach: Eine Kraft ist die Ursache der besonderen Bewegung des
Steines. Er konnte diese Kraft nicht nachweisen, und keiner nach ihm
vermochte es; es war eine Annahme oder, wie die Wissenschaft sagt,
eine Hypothese. Nie diirfen wir sagen ,,es ist so‘; die ,,Kraft‘‘ ist

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1, 8
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keine Tatsache, immer nur ,,Annahme‘. So geldufig ist dem Menschen
das Gefuhl fur ,,die Kraft — er fiihlt, wie sich seine Muskeln spannen,
wenn er eine Last hebt, eine Waffe schleudert —, daf3 man beinahe von
einem besonderen Sinn, dem Kraftsinn, zu sprechen geneigt ist, und
doch: Die Kraft als Ursache der so ganz anders gearteten Bewegung
des Steines ist ein Begriff, den der Menschengeist sich formte, um
die Art der Bewegung iiberhaupt erkliren zu konnen. Wir sehep nicht
wie sie am Stein angreift, wie sie auf ihn iibertragen wird, keine un-
mittelbare Verbindung ist bemerkbar wie zwischen der Last und der
Faust, die sie bewéltigt. Newton sagte uns: Es ist die Anziehungskraft
der Erde, die auf den fallenden Stein wirkt; die Masse der Erde iibt
Krifte aus, die nicht auf ihre Oberfliche beschrinkt sind — auch
der Mond. wird von der Erde angezogen. Und Krafte, sagte er weiter,
treten iiberall da auf, wo Bewegungen sind, die der des frei fallen-
den Steines entsprechen.

Mit der Schaffung des Kraftbegriffes kam Ordnung in die Fiille der
Bewegungserscheinungen ; alle bekannten Bewegungen lieBlen sich jetzt
zwanglos erkldren, sie lieen sich einordnen. Und diese Erklidrung aller
Bewegungsvorginge auf Grund der Annahme einer Kraft wurde aus-
gebaut — sie wurde Theorie; die Physik war eine Wissenschaft ge-
worden.

Eine Theorie erfullt nur dann ihren Zweck vollkommen, wenn sie
alle Erscheinungen zu erkliren vermag. So muflte die Theorie der Krafte
alle Bewegungen erkliren, und sie tat es auch. Nun ist aber der Fall
moglich, dafl die Verfeinerung der MeBinstrumente, die Entdeckung
neuer Stoffe den Forscher vor Naturerscheinungen stellen, die er mit
der bisher unangezweifelten Theorie nicht erkliren kann. So stimmten
beispielsweise neuere Beobachtungen von Sternen nicht zu der Newton -
schen Lehre von der Bewegung ; die Entdeckung des Radiums warf neue
Fragen auf, die sich nicht beantworten lieBen. Doch der rastlose Men-
schengeist ruht nicht, bis er auch diese Tatsachen einer noch umfassen-
deren Theorie eingeordnet hat, bis er auch sie zu erkliren imstande ist.
Vollendet ist die Aufgabe der Physik, wenn sie alle, aber auch alle Natur-
erscheinungen beschrieben und damit erklirt hat. Keiner weil3, ob je
das Ziel erreicht werden wird — ebensogut ist es moglich, daf der Mensch
die Unmoglichkeit der Losung dieser Aufgabe erkennt und sich bescheidet.

Das Gebiet der Naturerscheinungen ist so ungeheuer grof}, daf§ sehr
bald das Bediirfnis rege wurde, es nicht durch die eine Wissenschaft der
Physik allein zu umfassen. So trennte sich die Sternkunde oder Astro-
nomie sehr frithzeitig von ihr und wurde selbstindige Wissenschaft;
in der neueren Zeit splitterte die Chemie ab, wie es die Gesteinkunde
oder Mineralogie schon vor ihr getan hatte. Heute ist es iiblich, die
Physik auf die leblosen Korper zu beschrinken, deren stoffliche Zu-
sammensetzung bei allen Zustandsinderungen unverdndert bleibt. Das
Wasser beschiftigt den Physiker nur als Wasser, wobei es ihm gleich-
giiltig ist, ob es sich im festen, flissigen oder gasférmigen Zustande
befindet; der Chemiker dagegen zerlegt es in seine Bestandteile Wasser-
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stoff und Sauerstoff. Doch zeigt die jiingste Entwicklung beider Wis-
senschaften, daB es nicht moglich ist, hier eine scharfe Grenze zu ziehen.

Die Physik gliedert sich in die Lehre von den Kriften oder die
Mechanik, die Warmelehre, die Lehre von der Elektrizitiat und
dem Magnetismus, die Lehre vom Schall (Akustik) und die Lehre
vom Licht (Optik). Die Mechanik unterscheidet im besonderen nach
dem Zustande, den die Korper haben, eine Mechanik fester Kérper,
auch Geomechanik genannt, eine Mechanik fliissiger Korper, die Hydro-
mechanik, und eine Mechanik der gasformigen Koérper, die Aero-
mechanik. Diese Einteilung geht auf
die alten Griechen zuriick und la8t
sich heute kaum noch rechtfertigen.

Je nach dem, ob sich ein Korper
unter dem Einflusse von Kriften in
Ruhe oder in Bewegung befindet,
unterscheidet man eine Lehre vom
Gleichgewicht (Statik) und eine
Bewegungslehre (Dynamik) und Fig. 1.

hélt diesen Gesichtspunkt aufrecht

beim festen, fliissigen und gasférmigen Kérper, so daB sich die Mechanik
gliedert in die Lehre vom ruhenden und bewegten festen Korper, die
Statik und Dynamik schlechthin; die Lehre von der ruhenden und
bewegten Fliissigkeit, die Hydrostatik und die Hydrodynamik; die
Lehre von den ruhenden und bewegten Gasen, die Aerostatik und die
Aerodynamik. In besonderen Abschnitten behandelt der Techniker
die Lehre vom Schwerpunkt und die Reibung als fiir ihn besonders wich-
tig, und trennt ganz von der Mechanik die Festigkeitslehre, die wohl aus-
schlieBlich als Schopfung des Technikers und nicht des Physikers im
iiblichen Sinne angesehen werden darf.

Bei unserm frei fallenden Stein sagten wir: Der Beobachter miBt
den Weg und die Zeit. Messen heilt vergleichen. Will man z. B. die
Lange eines Weges messen, so vergleicht man sie mit einer bekannten
oder besser festgelegten Linge, der Ldngeneinheit, die die Form
eines Maflstabes hat. Als Lingeneinheit gilt in fast allen Kulturstaaten
das Meter; nur England und Amerika haben abweichende Einheiten,
ebenso Ruflland. Ein Meter (m) ist die Linge eines Platin-Iridiumstabes
von x-formigem’ Querschnitt, der in Sévres bei Paris aufbewahrt wird
(Urmeter; Fig. 1). Sie war gedacht als der 40 000 000 Teil des Meridians,
d. h. der Linie, die vom Nordpol iiber den Siidpol zum Nordpol der Erde
geht. Doch haben neuere Messungen eine, wenn auch geringe, Abweichung
von dieser Lénge ergeben.

Fiir die Messung der Zeit gilt als Einheit die Sekunde (sek). Der
Tag ist die Zeit, welche die Erde zu einer einmaligen Umdrehung um
ihre Achse braucht. Da der Tag in 24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten,
die Minute in 60 Sekunden eingeteilt wird, ware 1 sek der 24 . 60 - 60
= 86400. Teil eines Tages. Infolgeder nichtkreisformigen Bahn der Erde
um die Sonne schwankt die Lénge eines solchen Sonnentages um eine

8*

Xl
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halbe Minute nach oben und nach unten, so daB wir mit einem Sonnen-
tage rechnen, der 86 400 Sekunden betriigt. Fiir technische Messungen
reicht die Genauigkeit der Taschenuhr vollstindig aus, besonders dann,
wenn sie als sogenannte Stoppuhr gebaut ist.

Kréafte werden durch den Vergleich mit der Gewichtseinheit ge-
messen. Die Einheit des Gewichtes ist das Kilogramm (kg). Sie ist
gleich dem eines Platin-Iridiumkdérpers, der ebenfalls in Sévres auf-
bewahrt wird, und war gedacht als das Gewicht von einem Liter destil-
lierten Wassers bei einer Temperatur von 4° C, einem Barometerstand
von 760 mm Quecksilbersiule unter dem 45. Breitengrade in Meeres-
hohe. Da auch hier spatere Messungen eine geringere Abweichung er-
geben haben, sind alle drei Einheiten als festgelegte, auf Vereinbarung
beruhende Einheiten anzusehen; sie sind die Grundeinheiten des
sogenannten technischen MaBsystems, auf die sich die Messungen
aller physikalischen Groflen zuriickfithren lassen. Die Einheit, in der
eine physikalische Grofle gemessen wird, heifit Dimension.

A. Alligemeine Eigenschaften der Korper.

Ausdehnung. Jeder Korper filllt einen Raum aus, dessen Grofie
Rauminhalt oder Volumen heilt. Wo ein Korper ist, kann gleichzeitig
kein zweiter sein; man sagt : Die Korper sind undurchdringlich. Das, was
den Raum ausfiillt, ist Stoff oder Materie. Begrenzt wird der Korper von
Flichen, die Fliche von Linien, die Linie von Punkten, Die Ausdehnung
eines Korpers pflegt man durch die Angabe der Lange, Breite und Hohe zu
bestimmen. Dabei mif3t man die Breite senkrecht zur Lange, die Hohe, auch
Tiefe oder Dicke genannt, senkrecht zu der durch Lange und Breite be-
stimmten Ebene. Dadurch werden Raum- und Flachenmessungen auf
die Messung von Léngen zuriickgefiihrt, als deren Einheitsmaf} das
Meter (m) angegeben wurde.

Die Unterteile des Meters sind:

1 Dezimeter (dm) = 1/;,, m = 0,1 m; lm=10dm,
1 Zentimeter (cm) = 1/, m = 0,01 m; 1m =100 ¢m,
1 Millimeter (mm) = Y/;p5o m = 0,00l m; 1 m = 1000 mm .
Als Mehrfaches eines Meters ist ein Kilometer (km) = 1000 m tiblich.
In England mifit man nach Zoll:
1Zoll =1"=254mm,
1Fu =1" =12 Zoll (12") = 0,305 m,
1 Yard = 3 Ful} (3') =0,914 m
(auch bei uns-zur Angabe von Fadenléngen in der Textilindustrie iiblich),
1 Meile = 1760 Yards = 1,609 km .

MeBinstrumente. GroBere Langen werden mit einem Stahlband
(Bandma8), einer MeBlatte oder mit dem Zollstock gemessen; Bruch-
teile von Millimetern mit der Schublehre auf 0,1 mm genau. Zu
Messungen auf 0,01 mm Genauigkeit bedient man sich der Schrauben-
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lehre oder Mikrometerschraube, deren peinlich sauber geschnittenes
Gewinde 1 oder !/, mm Steigung hat. Wird eine noch hohere Genauig-
keit gefordert (0,001 mm), wie es beim Priifen von Lehren vorkommt,
so miissen optische Instrumente verwendet werden, da selbst die
bestgeschnittene Schraube Fehler hat, die iiber 0,001 mm hinaus-
gehen. In der Werkstatt sind meist Toleranzlehren in Gebrauch, die
feste MaBe — EndmafBle — darstellen und auf 4- 0,02 bis 4 0,01 mm
genau messen. Zur Bolzenmessung dient die Lehre (Fig.2); fiir Boh-
rungen (Fig. 3), und zwar darf ein Bolzen
in eine Lehre, die 0,02 mm zu klein ist,
nicht hineingehen, muf aberin eine mit
0,02 mm groferem Durchmesser passen.

Die Einheit des FlichenmaBes ist das Quadratmeter (m? oder qm):
1m2=100-100 = 10000 cm?2 = 1000 - 1000 = 1 000 000 mm?2,
1 Quadratkilometer = 1000 - 1000 = 1000 000 m?2,
1 Hektar (ha) = 100 - 100 = 10000 m?2,
1 Ar (a) =10+ 10 = 100 m2.
Altere MaBe: 1 Quadratrute = ~ 14 m2,
1 Morgen = ~ 2500 m?2.
Die Einheit des RaummafBes ist das Kubikmeter (m? oder cbm).

1 m3 =100 - 100 - 100 = 1000000 cm?,
= 1000 - 1000 - 1000 = 1 000 000 000 mm3.

Uber Flichenmessung siehe Abschnitt Planimetrie S.70.
Uber Raummessung siehe Abschnitt Stereometrie S. 101.

Gewicht. Versucht man, einen Kérper vom Boden aufzuheben, so be-
darf es dazu eines Kraftaufwandes; der Korper setzt dem Aufheben einen
Widerstand entgegen, den die Faust tiberwinden mufl. Wir sagen: Der
Koérperist schwer. Die Grole der Kraft, die wir beim Heben aufwenden
miissen, ist gleich dem Gewicht des Korpers. Die Mafleinheit des Ge-
wichtes ist das Kilogramm (kg).
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Die Unterteilungen des kg sind

1 kg = 1000 Gramm (g),
1 g = 1000 Milligramm (mg) .

Groflere Gewichte werden in Tonnen (t) ausgedriickt; 1 t = 1000 kg.
Im téglichen Leben sind noch iblich

1 Pfund (#) =500g,
1 Zentner (Ztr.) = 50 kg,
1 Doppelzentner (dz) = 100 kg .

In England und Amerika miBit man das Gewicht nach Tonnen und
Pfunden:

1 Tonne (engl.) = 2240 Pfund (engl.) = 1016 kg ,
1 Pfund (engl.) = 454 g = 16 Unzen,
1 Unze =284¢g.

Gewichtsmessung. Zur Feststellung des Gewichtes dient die
Wage, die im allgemeinen als zweiarmiger Hebel ausgebildet ist und
in den Ubersetzungen 1 :1 (gleicharmig), 1 :10 (Dezimalwage) und
1:100 (Zentesimalwage) handelsiiblich hergestellt wird (vgl. Mechanik
S. 172).

Befreit man einen ruhenden Korper von seiner Unterlage, so fillt er;
man sagt, ,,er wird von der Erde angezogen, und spricht von der An-
ziehungskraft der Erde. Die Richtung, in der der Korper fillt, ist die
Richtung der Schwerkraft, die von dem Lot oder Senkblei angezeigt
wird. Das Lot ist ein freihingender Faden, der am unteren Ende be-
schwert ist; seine Richtung heift lotrecht, senkrecht oder vertikal, die
zu ihr senkrechte Richtung heilt wagerecht oder horizontal. Alle Lote
fiilhren zum Mittelpunkt der Erde, bilden also im strengen Sinne Winkel
miteinander, doch sind die Abweichungen nur bei groBeren Ent-
fernungen von Belang. Auf der Erdoberfliche ist eine Bogenminute
(1) = 1852 m, eine Bogensekunde (1’’) = 31 m. Zur Priifung senkrechter
Linien dient das Lot oder Senkblei, zu der wagerechter Linien die Was-
serwage oder Libelle; sie ist ein schwach nach oben gekriimmtes, mit
Wasser oder Ather gefiilltes Glasrohr, in dem eine Luftblase schwimmt,
die sich auf den hochsten Punkt des Rohres einstellt, wenn die Unterlage
wagerecht ist.

Das Gewicht eines Korpers ist veranderlich, es ist von seiner Lage
auf der Erdoberfliche, d. h. von seiner Entfernung vom Erdmittelpunkt,
abhingig, und zwar ist das Gewicht eines Liters Wasser an den Polen
groBer als am Aquator, da infolge der Abplattung der Erde an den Polen
die Entfernung der Pole vom Mittelpunkt geringer ist als der Halbmesser
des Aquators. Diese Verinderlichkeit des Gewichtes 1a3t sich nicht mit
einer Hebelwage feststellen; dazu bedarf es einer Federwage oder eines
Dynamometers, bei dem die Verlingerung einer zylindrischen Schrau-
benfeder ein MaB fiir die GroBe des Gewichtes eines angehidngten Korpers
ist. Entfernt man sich von der Erdoberfliche, so nimmt das Gewicht
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um 3 g fur je 10 kg und 1000 m Erhebung ab. Ein 75 kg schwerer Mann,
der 5000 m hoch im Luftschiff oder Flugzeug steigt, verliert
3g

5kg - -5 =11
75 kg 0% 1000 000 m 25¢

an Gewicht. Unverindert bleibt die Stoffmenge des Korpers.

Das spezifische Gewicht und das spezifische Volumen. Nach der
Erklarung der Gewichtseinheit wiegt 1 cm3® Wasser rund 1g. Durch
Wiégung stellen wir fest, daB 1 cm? Eisen 7,2 g wiegt; es ist also das
gleiche Volumen Eisen 7,2mal so schwer wie 1 cm3® Wasser. Die Zahl,
die angibt, wieviel mal so schwer das Eisen ist wie das gleiche
Volumen Wasser heilt das spezifische Gewicht des Eisens. Da
1 g Wasser 1cm® Rauminhalt hat, kann man auch sagen, das spezi-
fische Gewicht ist das Gewicht in g von 1 cm?® eines Stoffes; in diesem
Falle ist das spezifische Gewicht als Gewicht der Raumeinheit (1 cm?3)
eine benannte Zahl; sie wird mit s bezeichnet; ihre Dimension (vgl.
S.116) ist gfem?, kg/dm3, t/m3.

Um einer Verwechslung der benannten mit der unbenannten Zahl s
vorzubeugen, hat man neuerdings die unbenannte Zahl das relative
Gewicht genannt im Gegensatz zu der benannten, die spezifisches oder
auch Einheitsgewicht heif3t.

Unter der Dichtigkeit oder Dichte versteht man das Verhéltnis
der Masse eines Korpers zu der Masse eines gleichen Volumens Wasser
von 4°C. Die beiden Begriffe Dichtigkeit oder spezifische Masse und
spezifisches Gewicht sind grundsatzlich zu unterscheiden. ZahlenmaBig
sind sie gleich. Uber Masse siehe S.138.

Hat ein Korper das spezifische Gewicht s gfem? und ist das Volumen
V em3, so ist sein wirkliches Gewicht

G=V-sing.
Die zugeho6rigen Dimensionsgleichungen miissen er-
fallt sein.
kg
kg:dma‘aa:;, t = m3‘”][;17377
wenn s in g/em3, kg/dm? oder t/m? und V entsprechend in cm?, dm® und
m? gegeben ist.

g = cm?. & ;
cm?

Spezifische Gewichte.*)
In kg fir 1 dm?

Metalle und Legierungen.

Aluminium . . . . . . . . 2,6 Eisen:

Antimon . . . . . . . .. 6,6 Roheisen, grau. . . . . . 6,6 —17,6
Blei ... .. ... ... 114 Roheisen, weil . . . . . 7,0--79
Bronzen (Rotgul) . . . . . 7489 Guleisen . . . . . . .. 7,0=-72
Chrom . . .. ... ... 6,8 StahlformguB . . . . . . 7.8

*) Entnommen aus Dubbel, Taschenbuch fiir den Maschinenbau, 3. Aufl
Julius Springer, Berlin 1921.
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FluBeisen . . . . . . . . 7,8 Messing:

FluBstahl . . . . . . . . 7,9 GelbguB . . . . . . . 8,2 —8,7

SchweiBleisen . . . . . . 7,8 Draht . . . . . . . . 8,7

Schweiflstahl . . . . . . 7,9 Nickel . . . . . . . ... 8,7

Tiegelstahl. . . . . . . . 7,9 Platin . . . . . . . . .. 21,5

Schnellschneidstahl . . . . 8,5--9,2 Quecksilber . . . . . . . 13,6

Eisendraht. . . . . . . . 7 ,7 WeiBmetall (Lagermetall) . 7,0--7,5

Stahldraht . . . . . . . 7,9 Wismut . . . . . . . .. 9,8
Kupfer: Wolfram . . . . . . .. 19,1

gegossen . . . . . . . . 8,8 Zink:

gewalzt . . . . . . . .. 8,9 gegossen . . . . . . . . 6,9

Draht . . . . . .. .. 9,0 gewalzt . . . . . . . .. 7,2
Magnesium . . . . . . . . 1,7 Zinn . . ... ... L. 7.4
Mangan . . . . . . ... 7,6

Hélzer — lufttrocken.

Birke . . ... ... ... ... 0,6 Pockholz. . . . . . . . . . .. 0,9
Eiche . . . . . . . . . .. .. 0,9 Rotbuche . . . . . . . . . .. 0,7
Erle. . . . . . ... ... .. 0,5 Rottanne . . . . . . . . . .. 0,6
Esche . . . . . . . ... ... 0,7 Rister. . . . . . . . . . ... 0,6
Kiefer (Féhre) . . . . . . . . . 0,5 WeiBlbuche . . . . . . . . .. 0,7
Larche . . . . . . . . . . .. 0,5 WeiBtanne . . . . . . . . . . . 0,5
Pappel . . . . . . . ... .. 0,4

Frisch geschlagene Holzer wiegen etwa 1,8 mal soviel.

Mauerwerk und seine Baustoffe.

Beton . . ... .. ... 1,8--25 Sandstein . . . ... ... 2,2 2,5
GipsguB (trocken) . . . . . 1,0 Schamottesteine . . . . . . 1,8 =20
Granit . . . . . . . . .. 2,6 3,0 Ziegelsteine, gebrannt:

Kalkbrei . . . . . . . .. 1,4 gewohnliche . . . . . . . 1,4=-1,6

Kalkmortel . . . . . . . . 1,618 Klinker . . . . . . .. 1,7 =20

Korksteine . . . . . . .. 0,25 ungebrannt:

Mauerwerk aus: Kalksand-. . . . . . . . 1,9
gebrannten Ziegeln . . . 1,6 Zementmoértel . . . . . . . 2,1
Klinkern . . . . . . .. 1,820
Kalksandziegeln . . . . . 1,9
Bruchstein. . . . . . . . 2,5

Verschiedene Hilfsstoffe.

Asbest — verarbeitet. . . . 1,2 Gummi — verarbeitet . . . 1,4

Asphalt . . . . . . . . .. 1,1 -15 Kork . . .. ... ... 0,24

Fette . . . . . . . . . .. 0,9 Korundschmirgel . . . . . 4,0

Glas . . . . . . . . ... 2,5 Leder . . . . . . . ... 0,9 -—1,1

Graphit . . . . . . . . .. 2,1 Porzellan . . . . . . .. 2,3

Flissigkeiten bei 15° C.

Ather (SchWefelé,ther) .. 0,73 Petroleum (Leuchtdl) . . 0,79 = 0,28

Alkohol . . . . . . . .. 0,79 Salpetersiure — rohe mit

Benzin . . . . ... .. 0,68 0,72  etwa 709, HNO, . . . 1,42

Benzol . . . . ... .. 0,89 Salzsdure mit etwa 209,

Glyzerin. . . . . . . . . 1,26 HCTI . ... .... 1,1

Leinsl . . . . . . . .. 0,93 Schwefelsdure — rohe lmt

Mineraléle : etwa 669 H,SO, . . . 1,6
Spindeléle . . . . . . . 0,89 -~ 0,90 Spiritus — 90 Raum9, . 0,83
Maschinenéle . . . . . 0,90 — 0,91 Steinkohlenteer . . . . . 1,2
Eisenbahnachsenéle. . . 0,90 = 0,92 Teersl . . . . . . . . . 1,0=1,1

Zylinderdle . . . . . . 0,92 -- 0,94 Terpentinol . . . . . . 0,86
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Gase bei 0° und 760 mm Barometerstand.
Gewicht von 1dm?® in g.

Azetylen . . . . . . .. 1,177 Luft:

Grubengas . . . . . . . 0,7 trocken . . . . . .. 1,293

Kohlenoxyd . . . . . . . 1,25 mittelfeucht . . . . . 1,3

Kohlenséure . . . . . . . 1,964 Sauerstoff . . . . . . . 1,429

Leuchtgas . . . . . . .. 0,53 = 0,66 Stickstoff . . . . . . . . 1,254

Wasserstoff . . . . . . . 0,0895
Mittlere Lagergewichte
fir 1 m? in kg.

Brennstoffe: Mais. . . . . ... .. .. 750
Holzkohle . . . . . . . .. 200 Heu und Stoh . . . . . . . . 150
Koks . . .. ... .... 400 Hilsenfriichte . . . . . . . . 800
Holz . . . . ... .. ... 400 Kalk (gebrannt) . . . . . . . 1100
Torf. . . . . . . .. ... 500 Kartoffeln . . . . . . . . .. 700
Braunkohlen . . . . . . . . 700 Malz . . . . . ... .. .. 550
Steinkohlen . . . . . . . . 800 Mehl . . . . . ... . ... 700
PreBkohlen . . . . . . . . . 950 Mall . ... .. ... ... 650

Eis . . ... ... ..... 900 Obst . . . . . . . . . . .. 350

Erde, Lehm, Ton, Kies . . . . 1800 Ritben . . . . . . . . . .. 600

Formsand . . . . . . . . .. 1200 Salz:

Getreide: grobkérnig . . . . . . . .. 750
Weizen, Roggen, Gerste, Buch- feingemahlen . . . . . . . . 1000

weizen . . . . . . . . . . 680 Zement . . . . . . . . . .. 1400

Hafer . . . . . . ... ... 450 Zucker. . . . . . . . . . .. 750

Beispiel 1. Ein Kupferbarren ist 0,8 m lang, 20 cm breit und 150 mm
dick; wie grof ist sein Gewicht ?
G=V-s=80cm-20cm-15cm-8,9gfcm® = 214000g,
wenn alle Mafle in cm eingesetzt werden;
G=V-s=8dm-2dm-1,5dm-8,9kg/dm = 214 kg,
wenn alle Male in dm eingesetzt werden; oder
G=V:s=08m-02m-0,15m-8,8t/m?=0214¢,
wenn alle Mafle in m eingesetzt werden. Niemals diirfen in ein und der-
selben Gleichung die MaBeinheiten (Dimensionen) durcheinander stehen;
also alle LingenmaBe miissen entweder in m, ecm oder mm, alle
Gewichte entweder in t, kg oder g eingesetzt werden. Alle tech-
nischen Berechnungen sind stets sehr sorgfiltig daraufhin zu prifen.
Der umgekehrte Wert des spezifischen Gewichtes ist die Zahl, die
angibt, welche Raumeinheit zur Gewichtseinheit gehort; so nehmen bei

760 mm Barometerstand 1,293 kg Luft einen Raum von 1 m? ein, folg-

lich braucht 1kg Luft einen Raum VOHT%@ = 0,773 m3; diese Zahl

heift das spezifische Volumen der Luft und ist demnach 0,773 m3/kg
(Kubikmeter pro Kilogramm).

Aus der Benennung oder Dimension 148t sich schon im allgemeinen
der Begriff richtig deuten. Was heiBt denn s g/fem®? sg pro
Kubikzentimeter, und bedeutet: s g Gewicht gehen auf 1 cm?® des
Stoffes. Oder: was sind 0,773 m3/kg? 0,773 m3 gehoren zu einem Ge-
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wicht von 1kg. Es ist sehr empfehlenswert, alle vorkommenden
Gleichungen auf die Richtigkeit der eingesetzten Benennungen (MaB-
einheiten oder Dimensionen) zu priifen; die Ubereinstimmung beider
Seiten der Gleichung bietet eine Gewédhr fiir die Richtigkeit der ange-
wandten Formel, :denn dimensionslose Grofien sind in technischen
Gleichungen selten. Dabei rechnet man mit den Benennungen wie

3
mit algebraischen GréBen,I—:rll— gibt m?2.

Die Grundgleichung fiir das wirkliche Gewicht

G=7V-s
; l | dient zur Gewichtser-
i—e—l, 1, U A L ——»; mittlung von Bauteilen,
. T . Maschinenteilen im Er}t-
we | 7300 wos | mse | ms wurf, d.h. auf dem Reif3-

‘[ I’ ] 1 ‘l_ [~ brett, und fertigen Kon-
struktionen, da sich aus
| ! | i [ den Abmessungen der
200 20 7200-*_200 20— Zeichnung der Raumin-
' Folo 4 halt durch Rechnung
g. 4. . .
bestimmen 148t.
Beispiel 2. Was wiegt eine fluBeiserne Welle (nach Fig. 4)?
Wir denken uns die Welle in fiinf zylindrische Teile zerlegt, dann ist:

G, = Vl-s:it—;i—di s — ,?%Qi 20-7,8 = 78,54:20-7,8 = 12260g
Gy— Vg-s:”;dg s — i’r'i32 $25.7,8 =132,73-25-7,8 — 25900g
G, = 173-s=7%ﬁ‘- ly-s= 773;:—52 ©30-7,8=176,72-30-7,8 = 41400g
G=V,ys=" '4d2 s = 32?’52 .20-7,8=143,14-20-7.8 = 22350g
Gy—= Vs =" ;dg s = 777’!1113 12578 — 9503:25:7,8 — 18520g

G = 120430g

G = ~120,5kg

Aggregatzustand. Die Korper kommen im festen, fliissigen oder
gasformigen Zustande vor, den wir Aggregatzustand nennen. Das Kenn-
zeichen des festen Korpers ist seine Raumbestindigkeit; auch hat er
eine selbstindige Gestalt. Der fliissige Korper ist zwar raumbestdndig,
doch ist seine Gestalt von der des Gefdlles abhiingig; in kleinen
Mengen — Tropfen — zeigt auch er Ansitze einer selbstindigen
Form. Der gasférmige Koérper hat weder Raumbestindigkeit noch
selbstindige Gestalt. Ein Gas sucht jeden Raum auszufiillen, der
ihm dargeboten wird; man sagt: es expandiert. Andert man
Temperatur und Druck eines Kérpers, so lassen sich die meisten
Koérper von einem in den anderen Aggregatzustand iiberfithren.
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Warmezufuhr wirkt in der Richtung fest, fliissig, gasformig. Wirme-
entziehung mit gleichzeitiger Druckerh6hung in der Richtung gas-
formig, flissig, fest. Dabei ist es aber nicht notig, dafl alle drei
Zustinde der Reihe nach durchlaufen werden. Erwidrmt man z. B.
Holz in einem Probierglas, so geht es sofort in den gasformigen Zustand
iiber; ebenso kann man Gold durch sehr weit getriebene Erhitzung ver-
dampfen, ohne daBl es fliissig geworden ist.

Durchliissigkeit oder Porositit. Die Erfahrung lehrt, dafBl fast
alle festen Korper mehr oder minder grofle Liicken oder Poren
haben, die durch fremde Stoffe (im allgemeinen Luft) ausgefiillt
werden. Augenfillig porig oder porés sind der Schwamm, die
Kreide, der Kork, der Ziegelstein, das Holz usw. Luft und Leuchtgas
dringen durch Mauerwerk, Kohlenoxyd durch glithendes Eisen. Diese
Eigenschaft des Kérpers nutzen wir beim Filtern aus; so wird z. B. unser
Trinkwasser durch Sandfilter gereinigt. Auch Fliissigkeiten kann man
porig oder pords nennen, da sie Gase aufnehmen (schlucken oder absor-
bieren) konnen. Bekannt ist das Vorhandensein von Luft im Wasser,
die beim Erwidrmen in Blischen entweicht.

Teilbarkeit. Jeder Xorper 1iBt sich in beliebig kleine Teile
zerlegen. Feste Korper werden zu Pulver gemahlen, dessen Korner
weniger als 0,001 mm Durchmesser haben (Polierrot). Sehr weit
laBt sich die Zerlegung bei Flissigkeiten treiben. Eosin férbt
das Wasser noch rot, wenn man eine Verdiinnung von 1: 10000000
herstellt. Homoopathen und Biochemiker geben ihre Heilmittel
in noch grofleren Verdinnungen. Die Teilbarkeit der Gase ist
anscheinend wunbegrenzt (Moschusduft); doch kann durch keine
noch so weit gesteigerte Zerlegung der Stoff selbst zum Verschwinden
gebracht werden. Auch die Zerlegung hat ihre Grenze! Das Stoffteilchen,
das sich durch physikalische Hilfsmittel nicht mehr teilen 1aBt, heifit
Molekiil oder Molekel. Da nun, wie die Chemie lehrt, die Stoffe im
allgemeinen aus mehreren Grundstoffen oder Elementen bestehen, so
zerlegt der Chemiker das Molekiil noch in Atome; zwei Wasserstoff-
atome und ein Sauerstoffatom geben zusammen ein Molekiil Wasser.
Ob wir mit den Atomen die Grenze der Teilbarkeit erreicht haben, 148t
sich noch nicht sagen. Der Atomzerfall der radiumhaltigen Stoffe, bei
dem elektrisch geladene Stoffteilchen (Elektronen) mit ungeheurer
Geschwindigkeit fortgeschleudert werden, deutet auf eine noch weiter-
gehende Teilbarkeit hin.

Kohiision und Adhésion. Feste Korper setzen ihrer Zerlegung in
einzelne Teile einen Widerstand entgegen, der meist sehr erheblich
ist; ihre Molekiille zeigen einen innigen Zusammenhang. Diese
Eigenschaft der Korper nennt man Kohésion. Da eine Kraft zur
Uberwindung des Widerstandes erforderlich ist, muB man in dem
Zusammenhéngen der Molekille die Wirkung einer inneren Kraft
vermuten, die wir Molekularkraft nennen. Wir konnen auch
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sagen: Zwischen den Molekillen eines Korpers besteht eine mehr
oder minder grofle Anziehung, die bei festen Korpern so grofl ist,
daB sie eine raumbestindige, selbstdndige Gestalt haben. Bei fliissigen
Korpern ist die Koh#sion wesentlich geringer; bei gasformigen ist sie
iiberhaupt nicht vorhanden, da das Ausdehnungsbestreben (Expansion)
die Gasmolekiile immer weiter voneinander entfernt.

Ein MaB fiir die GroBe der Kohésion ist die Festigkeit, die durch
Versuche ermittelt wird (vgl. Festigkeitslehre S. 306). Ihre Kenntnis ist

wichtig, da sich auf sie die Bemessung
der Querschnitte beanspruchter Bau-
oder Maschinenteile stiitzt.

Im Zusammenhang mit der Kohésion
stehen die Eigenschaften der Dehnbar-
keit, Federung (Elastizitdt), Zahigkeit,
Sprodigkeit und Harte. Wir nennen einen
Kérper dehnbar, wenn er sich durch
Krifte ausdehnen 148t, ohne zu brechen
oder zu zerreiBlen (Blattgold, Staniol);
federnd oder elastisch heifit er, wenn
er nach Aufhoéren der Kraftwirkung seine
urspriingliche Gestalt wieder einnimmt
(Kautschuk, Stahl). Zah ist ein Korper,
wenn er sehr grofle bleibende Forméinde-
rungen ohne Bruch ertréigt (Blei, Kupfer);

Fig. 5. sprode ist er, wenn schon sehr geringe

bleibende Forménderungen zum Bruche

fithren (Glas, GuBeisen). Héarte ist die Eigenschaft der dulleren Ober-

fliche; sie wird durch den Widerstand gemessen, den der Korper dem

Eindringen eines andern entgegensetzt. Uber die Kugeldruckprobe
vgl. Festigkeitslehre S. 314.

Der Zusammenhang der einzelnen Teile der Fliissigkeiten wird
Viskositédt genannt, die bei der Beurteilung von Schmierslen wichtig
ist. Man ermittelt die Viskositit mit dem Viskosimeter (Fig.5), einem
zylindrischen Gefa8, das in einem nach auflen schwach gewdlbten Boden
eine AusfluBoffnung von bestimmtem Durchmesser hat, und das von
einem heizbaren Wasserbade umgeben ist. Dieses Gefal wird bis zu
einer Marke mit der zu priifenden Fliissigkeit gefiillt und die Zeit ge-
messen, die 100 oder 200 cm® zum Auslaufen gebrauchen. Setzt man
nach Engler die Zeit, die 200 cm® Wasser bei 20° C brauchen (bei den
iiblichen Ausfithrungen 52 Sekunden) gleich 1, so hat eine Fliissigkeit,
von der 200 cm® in beispielsweise 300 Sekunden auslaufen, die Viskosi-
tat 1 ?’—5929— = 5,8 Englergrade.

Adhésion nennt man den Zusammenhang zweier Korper an ihrer
Beriihrungstelle. Driickt man zwei gutgeschliffene Glasplatten gegen-
einander, so haften sie auch nach Aufhoren der Pressung aneinander.
Die Kreide haftet durch Adh#sion an der Tafel. Im allgemeinen ist
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jedoch die Adhésion bei festen Korpern sehr gering. Wesentlich groSer
ist sie bei fliissigen, die oft mit grofler Kraft an festen Korpern haften;
man spricht von benetzenden und nichtbenetzenden Fliissig-
keiten ; so wird z. B. Glas vom Wasser benetzt, die Schwefelsiure steigt
am Glase unmittelbar in die Hohe, sie , klettert‘‘; Quecksilber dagegen
benetzt das Glas nicht.

Auch gasformige Korper haften hiufig an festen Korpern; Platin
verdichtet Leuchtgas an seiner Oberfliche so stark, daB die dabei ent-
stehende Wéarme zum Ziinden ausreicht. Uberwiegt bei zwei Fliissig-
keiten die Kohdsion, so lassen sie sich nicht mischen (0l und Wasser),
iiberwiegt die Adhésion, so mischen sich beide (Alkohol und Wasser).
Mischen sich zwei Fliissigkeiten ohne duflere Beeinflussung durch Riihren
von selbst, so sagt man, sie diffundieren, und nennt diese Erscheinung
Diffusion. Geschieht dieses IneinanderflieBen durch eine Membran,
so nennt man den Vorgang Osmose (in der Pflanze steigen die Nahr-
safte auf).

Da bei den Gasen eine Kohésion so gut wie gar nicht vorhanden ist,
mischen sie sich sehr leicht (Luft und Gas); auch sie diffundieren und
zeigen die Erscheinung der Osmose, nur gehen diese Vorginge schneller
vor sich als bei Flissigkeiten.

B. Mechanik fester Korper.
I. Die Bewegungslehre oder Dynamik.

Wenn sich ein Korper bewegt, so legt er bei dieser Bewegung einen
Weg zuriick, der auch Bahn genannt wird. Zu der Bewegung braucht
der Korper Zeit, da er nicht gleichzeitig an zwei verschiedenen Punk-
ten seiner Bahn sein kann. Nun kann aber ein und dieselbe Bewegung
sehr verschieden aussehen, je nachdem, wie sie beobachtet wird. An-
genommen zwei Eisenbahnziige fahren in derselben Richtung mit
gleicher Geschwindigkeit nebeneinander, dann werden die Reisenden —
sofern sie nur die Ziige beobachten — gar nicht den Eindruck einer Be-
wegung haben, die einem auBlerhalb des Zuges stehenden Beobachter
selbstverstindlich ist. Er sieht, daB beide Ziige gleich schnell fahren.
Fahrt der eine Zug schneller als der andere, so sieht ein Fahrgast in dem
langsameren Zuge den andern allmihlich voriiberfahren, ja wenn er
seine Augen gespannt auf den Nachbarzug heftet, glaubt er selbst zu
fahren, wihrend der Nachbarzug still steht. Fiir den AuBenstehenden
bewegen sich beide Ziige schnell, er sieht auch den einen schneller fahren
als den andern.

Beide Beispiele zeigen, wie wichtig es ist, dem Beobachter einen
festen Punkt zuzuweisen, wenn man eine Bewegung eindeutig beschreiben
will; man bezieht daher eine Bewegung auf einen ruhenden Punkt und
nennt sie dann wahr, wirklich oder absolut im Gegensatz zu der
scheinbaren oder relativen Bewegung, die ein bewegter Kérper in
Beziehung auf einen andern ebenfalls bewegten Punkt hat. Da sich
letzten Endes auch die Erde selbst bewegt, so gibt es im strengen Sinne
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nur scheinbare Bewegungen; doch haben wir uns gewohnt, die Erde
als ruhenden Punkt anzusehen fiir alle Bewegungen, die sich auf ihr
abspielen.

Nehmen alle Punkte eines Korpers (z. B. eines Strallenbahnwagens)
gleichmiBig an der Vorwirtsbewegung teil, bleibt also keiner gegen den
andern zuriick, so sagt man, der Korper erfahrt eine Verschiebung.
Verharrt aber eine gerade Linie oder Achse des bewegten Korpers trotz
der Bewegung in Ruhe, dndert sie also ihre Lage nicht, so sagt man, der
Korper erfahrt eine Drehung oder Rotation (Schwungrad der
Dampfmaschine). Nimmt die Achse ebenfalls an der Vorwartsbewegung
teil, so erfihrt der Korper gleichzeitig eine Verschiebung und eine
Drehung (Laufrad des fahrenden StraBenbahnwagens).

Da sich bei der Vorwirtsbewegung alle Punkte eines Korpers in
parallelen Bahnen in derselben Weise bewegen, ist es nicht erforderlich,
die Bewegung jedes einzelnen Punktes zu beschreiben; es geniigt, wenn
wir iiber einen Punkt etwas aussagen, den man Massenpunkt nennt.
Es ist also vollstandig gleichgiiltig, ob wir uns bei dem Worte Massen-
punkt einen Eisenbahnzug, einen Stein, ein GeschoB, ein Flugzeug oder
sonst einen Korper vorstellen, fiir uns sind alles ,,Massenpunkte*‘.

Die gleichformige Bewegung. Die gleichférmige fort-
schreitende Bewegung. Der Weg, den ein Massenpunkt zuriicklegt,
ist um so gréfer, je linger die Zeit ist, die er sich bewegt; es ist der
Weg abhiingig von der Zeit, er ist eine Funktion der Zeit (vgl.
S.112). Wir nennen eine Bewegung gleichfdrmig, wenn der Punkt
in gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegt. Brauchen wir z. B. bei
einem Marsch fiir jeden Kilometer 12 Minuten, so bewegen wir uns
gleichféormig. Einen Mafistab fiir die Beurteilung der Bewegung erhalten
wir durch die Angabe, wieviel Meter in einer Sekunde zuriickgelegt
werden ; diese GroBe heifit Geschwindigkeit der gleichformigen Be-
wegung und wird mit v bezeichnet; ihre Benennung ist m/sek (Meter
durch Sekunde oder Meter pro Sekunde), oder bei grofleren Geschwindig-
keiten V in km/Std. (Kilometer pro Stunde).

Werden in 1sek v m zuriickgelegt, so ist der Weg nach £ sek

s=uv-t, (1)
wobei s in sek, vin m/sek; ¢in sek gemessen werden; die Dimensions-
gleichung m = m/sek -sek mub erfiillt sein. Ist Vin km/Std., T' die Zeit
in Stunden, so ist s=V-T.

Tabelle der Geschwindigkeiten.
Mittlere Geschwindigkeiten:

FuBgéinger . . . . . . . 4--5km/Std., d. h. v = 1,1--1,4m/sek,
Fahrrad . . . . . . . . 20km/Std., d.h.v= 5,6m/sek,
Giiterzug. . . . . . . ., 30--40km/Std.,d.h. v = 8,511 m/sek,
Schnellzug . . . . . . 70 +-90km/Std.,d. h. v = 19,56 =— 25 m/sek,

Schnellbahnversuche(1904)200+210km/Std.d.h. » = 55,56 - 58,5 m/sek
Schnelldampfer . . 20--25 Seemeilen/Std.,d. h. v = 10,313 m/sek ,
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Torpedoboot . . .30-+35Seemeilen/Std.,d. h. v = 15,5+ 18 m/sek,
MiBiger Wind . . . . . . .. ... v= b5~="Tm/sek,
Sturm . . . .. ..o v = 18--40m/sek,
GeschoB (Geschiitz) . . . . . .. . . .. bis v = 1200 m/sek,
GeschoB8 (Gewehr) . . . . . . . . . .. bis » = 900 m/sek,
Schall in der Twft . . . . . . . . ... .. v = 333 m/sek,
Licht . . . . . . . ... ... ... ... v == 300000 km/sek .

Beispiel 3. Welchen Weg legt ein Eisenbahnzug in 21/, Std. zuriick,
wenn seine Geschwindigkeit 70 km/Std. betréigt ¢

Esist V=T70km/Std.; 7T =2,8td. Aus s=V-T folgt
s = 70 km/Std. - 21/, Std. = 175 km .

Beispiel 4. Wie grofl ist die Geschwindigkeit desselben Zuges
in m/sek ?
s 70 600 m
= . l R —
Aus s=w-t folgt v ; 60 - 60 sk

Beispiel 5. Welche Zeit braucht ein Lichtstrahl von der Sonne bis
zur Erde, wenn die Entfernung der Sonne 150 000 000 km betriigt ?

s 150000000 km 500 sek

v~ 300000 km/sek

Die Gleichung s = v - ¢ ist ein physikalisches Gesetz, durch das die
gleichformige fortschreitende Bewegung vollkommen beschrieben ist;
sieist keine algebraische Gleichung, weildie GroBen sund ¢ veranderlich
sind (mit wachsendem ¢ wichst auch s). Wir hatten solche Beziehung
Funktion genannt; ihre zeichnerische Darstellung gibt ein anschau-
liches Bild von dem Anwachsen des Weges bei wachsender Zeit. Nun
lehrt die Mathematik, dafl diese Funktion durch eine gerade Linie nach
Fig. 6 wiedergegeben wird, wenn wir der zeichnerischen Darstellung ein
rechtwinkliges Achsenkreuz zugrunde legen, dessen wagerechte Achse
x-Achse und dessen senkrechte Achse y-Achse heiflen. Auf der z-Achse
trigt man im allgemeinen die unabhéngige (frei zu wihlende) Verdnder-
liche — in unserm Falle ¢ — auf der y-Achse die abhingige, durch die
Wahl von ¢ bestimmte Veréinderliche — in unserm Falle s — auf. Soll
die Zeichnung auch das Messen der dargestellten GréBen ermoglichen,
so miissen auf der z-Achse Zeiten in Sekunden gemessen, auf der y-Achse
Wege in m gemessen, abgetragen werden. Dazu bedarf es des sogenannten
MaBstabes, er lautet fiir die z-Achse 1 cm = asek, fiir die y-Achse 1cm
=bm, wobei sich ¢ und b nach der Gréfle der darzustellenden Werte
richten. MaBstéiblich darstellen kénnen wir nur zahlenmifBig gegebene
Funktionen.

Beispiel 6. Wie dndert sich der Weg, den ein Fullgéinger bei gleich-
formiger Bewegung zuriicklegt, wenn seine Geschwindigkeit 1,5 m/sek
betragt ?

Aus s = v-t folgt s =1,5-¢. Um Punkte der Kurve zu erhalten,
berechnen wir der Reihe nach die Werte s fiir beliebig eingesetzte Werte
t, schreiben die zugehorigen Groflen in Form einer Tabelle

= 19,4 m/sek .

Aus s=w-t folgt ¢t=



128 Physik.

|
Pukt | P, | P, | P, P, P,
t 0 50 | 100 ' 150 | 200 sek
s 0 | 75 | 150 200 | 300 m

und wihlen als MaBstibe fiir die
x-Achse 1 cm = 100 sek, fiir die y-Achselcm =200m.

Bem. Wegen der Verkleinerung der Fig. 7 ist der Mafstab mit-
gezeichnet.

Der Punkt P, hat auf der 2-Achse
den Abschnitt 0, auf der y-Achse
ebenfalls, d.h. er liegt im Nullpunkte
des Achsenkreuzes. Um den Punkt

g
t
mrf Sy Fig. 8
i T X
o——tinsek
Fig. 6.
Y

sinm A Sy

] X

rﬂ“h—[—r—m
g 7 2 3 ‘4om
Fig. 7.

P, aufzuzeichnen, tragen wir den Wert ¢ = 200 sek auf der x-Achse ab;
die ihn darstellende Strecke Py 4 wird 2 cm lang, da laut MaBstab 100 sek
durch die Strecke 1 cm dargestellt werden. In A errichten wir ein Lot
und tragen auf ihm AP, = 300 m ab. Da laut MaBstab 200m 1 cm
lang werden, mufl AP, = 1,5 cm lang werden. AP, heilt die Ordinate
des Punktes P,, P, A Abszisse, beide Strecken Py 4 und AP, heiflen
Koordinaten des Punktes P, .

Neben dieser Art der Darstellung ist es auch iiblich, auf den beiden
Achsen den zugehorigen MafBstab unmittelbar einzuzeichnen, wodurch
das Ablesen erleichtert und die Ubersichtlichkeit der Darstellung ge-
hoben wird.

Die Fig. 6 veranschaulicht den Verlauf der Funktion s = v-¢.
Die Abbildungen 7 und 8 gestatten das unmittelbare Abmessen zu-
sammengehoriger Werte ¢ und s. So entnehmen wir z. B. aus Fig. 8,
daf der FuBgénger nach 150 sek einen Weg von 450 m zuriickgelegt hat.
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Die drehende Bewegung. Der Maschinenbauer kennzeichnet gleich-
formig umlaufende Scheiben oder Réder durch die Angabe der Umliufe
in einer Minute. Hat eine Scheibe (Fig.9) den Halbmesser r und ist
ihre Umlaufzahl », dann legt ein Punkt P am Umfang der Scheibe
bei einer Umdrehung einen Weg von 277 m zuriick, wenn wir den
Halbmesser 7 in m angeben. Nach Ablauf von » Umliufen ist der
zuriickgelegte Weg 277 -n. Zu diesem Wege braucht der Punkt
1 Minute. Dadie Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung durch
den in 1 sek zuriickgelegten Weg gemessen wird, ergibt sich als Umfangs-
geschwindigkeit des Punktes
_2mar.m_ @r-m
60 30

Setze ich r = 1, so erhalte ich __az3-0n als Geschwindigkeit, die ein Punkt
P, der umlaufenden Scheibe bei seinem Wege auf dem Kreise mit dem
Halbmesser » = 1 hat. Diesen Wert hat man Winkelgeschwindig-
keit genannt und bezeichnet ihn mit dem griechischen Buchstaben w
(Omega); es ist

v

m/sek . 2)

TN

O =gg. (3)
Eingesetzt in (2) ergibt sich fiir die Umfangsgeschwindigkeit
TN
?):T“—é—o“:r'a) (4)
1
m/sek =m ok

Die Dimensionsgleichung ist erfiillt, wenn w die Benennung ——

sek
erhdlt. Auf S. 54 im Abschnitt Mathematik wurde gezeigt, daB die
Liange des Bogens auf dem Kreise mit dem Halbmesser 1 das Bogen-
ma B eines Winkels ist. Aus der Ubereinstimmung dieses BogenmaBes
mit dem Wege des Punktes P, erklirt sich der Name Winkelgeschwindig-
keit. Der Bcgen w und damit der zugehorige Zentriwinkel wird von
einem in O drehbaren Arm (Schwungradarm) in einer Sekunde bestrichen;
er ist fiir eine gegebene Umlaufszahl unverinderlich, wihrend die
Umfangsgeschwindigkeit ven dem Lurchmesser nach Gleichung (4) ab-
héngig, d.h. verinderlich, ist. Trigt man v = # - w im Punkte P tan-
gential auf und verbindet den Endpunkt mit dem Mittelpunkt O des
Kreises, so werden durch diese Gerade O B auf parallelen Tangenten
die zugehorigen Umfangsgeschwindigkeiten abgeschnitten. So z. B.
v; = r; - 0 als Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes P, mit dem Halb-
messer 7, .

o stellt sich dar als Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes P, in
der Entfernung 1 vom Mittelpunkt O. Das Schaubild zeigt, wie die
Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte einer Scheibe nach auflen hin
zunehmen und am Umfange ihren groBten Wert erreichen. Die Kreis-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 9
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bewegung ist keine gleichférmige Bewegung, da die Geschwindigkeit
dauernd ihre Richtung adndert.

Der Punkt am Umfange einer Scheibe wird gezwungen, eine kreis-
férmige Bahn innezuhalten. Das wird z. B. dadurch erreicht, daf er
mit dem Drehpunkt fest verbunden ist. Wie spéter (S. 140) gezeigt wird,
miissen bei dieser Art der Bewegung Krifte auftreten, die den Punkt
dauernd nach der Drehachse hinziehen. Er selbst hat das Bestreben,
sich von der Achse zu entfernen.

Beispiel 7. Wie gro8 ist die Umfangsgeschwindigkeit einer Scheibe
von 4 m Durchmesser, die mit 375 Umdr./Min. lduft?

2ar-mn wedn 4375

== = — f = — =
Aus v %0 60 olgt v 0 = 78,5 m/sek.
Wie groB ist ihre Winkelgeschwindigkeit ?
TN 7375 1
Aus W =55 folgt w = 5y = = 39,25 ok
Die Gleichung v = r . @ ist natiirlich auch erfiillt, denn 2 - 39,25 ist

gleich 78,5.

Beispiel 8. Wie grof ist die Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes
am Erdaquat;or’z Die Linge des Aquators von rund 40000000 m wird
bei einer Umdrehung zuriickgelegt, zu der die Erde 1 Tag = 86 400 sek .
(vgl. S.115) braucht, also ist

__ 40000000
YT = 464 m/sek .
Die Winkelgeschwindigkeit folgt aus v =7 - @ zu
v 464 1 1

= T 6370000 13750 sek

wenn r zu 6370 km gerechnet wird, oder aus

el ~—60
TN 86400 1 1
PT73007T 7 30 T 13750 sek.’
da die Erde in 86400 Sekunden 1 Umdrehung, also in 1 Minute
60
~ 86400

Umdrehungen macht.

Beispiel 9. Wieviel Umdrehungen macht ein Fahrrad, wenn der
Fahrer in 1 Std. 20 km zuriicklegt und der Durchmesser des Rades
70 cm ist ?

Dasich das Rad auf dem Erdboden abwélzt und nicht gleitet, ist die
Umfangsgeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit der fortschreitenden
Bewegung des Rades.

2n-r.m  m-d-n

A = = f
us v 0 0 olgt
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20000

——+60
v+ 60 3600 .
n = “7;:‘3‘ = 7; ; 0’7"‘“ =~ 150 Umdr./Mln.,
20000
wobei v = in mfsek und d = 0,7 in m einzusetzen sind.

3600

Zwei Scheiben seien durch einen Riemen verbunden (Fig. 10). Die
treibende Scheibe habe den Durchmesser d; bei n; Uml./Min.; die ge-
triebene Scheibe den Durchmesser d, bei n. Uml./Min.

In welcher Beziehung stehen Umlaufzahlen und Durchmesser? Beide
Scheiben haben die glei-
che Umfangsgeschwin-
digkeit, da der Riemen
bei ordnungsméfigem
Betriebe nicht gleitet.

Aus vy =

folgt infolge v, = v,
wediemg  wedy my

n d,
60 60 oder n,d; =mn,d, oder Zi — Tl% . 06)
d. h. die Umlaufzahlen verhalten sich umgekehrt wie die Durchmesser;

die Quotienten % nennt man Ubersetzungsverhiltnis. Ubersteigt das

Ubersetzungsverhgltnis den Wert 1 : 5, so muf} ein Zwischengetriebe —
Vorgelege — eingeschaltet werden. Die Scheiben I und IT haben gleiche
Umfangsgeschwindigkeit (Fig.11), also
Tody - ny d
n=—ey . und vy =——ps -2,
d. h. Ny~dy="ny-d,. (a)
Die Scheiben II und III sitzen auf derselben Welle, haben also die-
selbe Winkelgeschwindigkeit, es ist
Ny = Ng . (b)
Die Scheiben ITI und IV haben wieder gleiche Umfangsgeschwindig-
keit, also

_medy ey wedy - n,

Y3 = g0 60
d. h. na-d3=n4'd1, (0)
9*

und v, =
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d
daraus m, = ny-—2, oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (b):
1

d

d
n4:"’2'”d_3- )

1

Aus (a) folgt ny = ny - % , so dafl Gleichung (d) iibergeht in
2
B d, d ny dy dy

n4_-n1-E2~-d—4 oder _ﬁ:“@‘.d—L' (6)

Beispiel 10. Welche Umlaufzahl erreicht eine Schmirgelscheibe,
wenn die Transmissionsscheibe bei 125 Uml./Min. einen Durchmesser
von 850 mm, das Vorgelege zwei Scheiben von 650 und 200 mm, und
die Antriebscheibe der Schmirgelscheibe 150 mm Durchmesser haben ?

Aus Gleichung (6) folgt

d, d, 850 650
M= me g g =125 9067 150

Beispiel 11. Wie grofl darf die Umlaufzahl einer Schmirgelscheibe
von 150mm ¢ hochstens werden, wenn die grofite zuldssige Umfangs-
geschwindigkeit 20 m/sek betrigt ?

Aus Gleichung (2)

= 2300 Uml./Min.

qed-n v- 60 20 . 60 _ .
V= 7 n=_ 01 = 2520 Uml./Min.

Beispiel 12. Wie groB darf die Scheibe auf der Transmissionswelle
gewahlt werden, damit die Umlaufzahl 2520 nicht iiberschritten wird ?

Aus (6) folgt

folgt n=

Mg G 2520 150 4
dl—n1 d, 4, =~ 1% 200 650 d, =940 mm .
Beispiel 13. Welche Ubersetzung muB8 das Vorgelege haben, wenn
die Schmirgelscheibe von 150 mm Durchmesser 2400 Uml./Min. machen
soll und die Transmissionsscheibe bei 160 Uml./Min. einen Durchmesser
von 750 mm hat?
dy m, d, 2400 150

Es konnte demnach verwendet werden Vorgelege mit einer

grofien Scheibe d, | 300 | 450 | 600 | 750 | 900 mm.
Bem. Uber Wechselrader siehe Abschnitt Technologie.

Kleinen Scheibe d, ‘ 100 ' 150 | 200 250 ! 300 mm

Die ungleichformige Bewegung. FEin Eisenbahnzug habe eine
Geschwindigkeit von v, mfsek; er steigere sie auf v, m/sek. Diese
Steigerung kann nicht plotzlich vor sich gehen, sie kann nur allméhlich
erreicht werden. Wiahrend dieser Zeit der Geschwindigkeitsteigerung
ist die Geschwindigkeit nicht mehr unverdnderlich; wir sagen: die Be-
wegung des Zuges wihrend der Steigerung von »; auf v, m/sek ist un-
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gleichférmig. Angenommen, der Zug erreicht v, m/sek nach Zuriick-
legung von s m, dann kénnen wir uns vorstellen, daB dieser Weg bei
einer gleichformigen Bewegung zuriickgelegt wird, deren Geschwindigkeit
wir mittlere Geschwindigkeit nennen. Bei Beginn des.Schneller-
fahrens wird die wirkliche Geschwindigkeit genau so viel unter der
mittleren bleiben, wie sie diese am Ende, wo v, m/sek erreicht werden,
iibersteigt. In Fig.12ist die Geschwindigkeit im Punkte 4 gleich v, m/sek
als Ordinate aufgetragen, in dem s m entfernten Punkte B ist v, m/sek.
als Ordinate aufgetragen. Dann ist die mittlere Geschwindigkeit vy,
als gleichbleibende Geschwindigkeit zwischen den Punkten 4 und B
v+ U

U=y = unveranderlich , (7

sie ist gleich dem arithmetischen Mittel aus Anfangs- und Endgeschwin-
digkeit (vgl. Mathematik S. 65).

Auch wenn die Geschwindigkeitsteigerung un- : -F
stetig erfolgt, ja auch wenn die Bewegung zwischen- - v
durch ganz aufhort, sprechen wir von einer mittle- j 4
ren Geschwindigkeit. Ein Zug, der in Berlin um { L

1 Uhr abfihrt und um 5 Uhr in Hamburg ankommt, A-— s — 8
hat, wenn die Entfernung zwischen beiden Stiddten Fig. 12.
280 km betrigt, eine mittlere Geschwindigkeit von

_ 280km '

wobei der Aufenthalt unterwegs keine Rolle spielt, d.h. er miiite die
ganze Strecke in gleichformiger Bewegung mit einer Geschwindigkeit
Vi = 70 km/Std. zuriicklegen, wenn er die Fahrzeit des ungleichformig
bewegten Zuges innehalten will. So sprechen wir auch von einer mitt-
leren Kolbengeschwindigkeit bei der Dampfmaschine, obwohl die An-
fangs- und Endgeschwindigkeit in den Umkehrpunkten gleich Null sind.
Ist der Kolbenweg oder Hub der Maschine gleich » m und lauft die
Maschine mit » Uml./Min., so ist
2:-h-n
60 8)

da wahrend einer vollen Umdrehung der Kolben seinen Weg zweimal
macht.

Beispiel 14. Der Hub einer Dampfmaschine sei 600 mm, ihre Um-
laufzahl n = 180 Umdr./Min. Wie gro8 ist die mittlere Kolbengeschwin-
digkeit ?

Mit A =0,6m folgt aus (8) v, =

vm

2-0,6-180
a0 = 3,6 m/sek .

Die gleichféormig beschleunigte und gleichférmig ver-
zogerte Bewegung. Ein Eisenbahnzug kommt allmihlich unter
Zeitaufwand aus dem Zustand der Ruhe auf seine vorgeschriebene
Geschwindigkeit; eine Dampfmaschine nach dem Anwerfen allmahlich
auf Touren. Wihrend dieser Zeit ist die Bewegung ungleichformig ;
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wir nennen sie beschleunigt; sie ist gleichm#Big beschleunigt,
wenn die Geschwindigkeit in jeder Sekunde um den gleichen Betrag
zunimmt. Wird der Zug durch Bremsen zum Stillstand gebracht, so
nimmt seine Geschwindigkeit ab. Seine Bewegung ist ungleichférmig;
wir nennen sie verzogert; sie ist gleichfoérmig verzogert, wenn die
Geschwindigkeit in jeder Sekunde um den gleichen Betrag abnimmt.
Hat ein Massenpunkt zu Beginn einer gleichférmig beschleunigten
Bewegung die Geschwindigkeit v,, und ist seine (Geschwindigkeitzu-
nahme in jeder Sekunde p, so wichst seine Geschwindigkeit in ¢
Sekunden um den Betrag p-fm/sek, so dafl er nach ¢ sek eine End-
geschwindigkeit erreicht
v="+ pt. 9)
Die Geschwindigkeitzunahme in der Sekunde — p — heifit Be-
schleunigung; ihre Benennung ergibt sich aus der Erklirung

Geschwindigkeitzunahme in m/sek 0
P= ' 1sek = mfsek?,
denn eine Geschwindigkeitzunahme ist eine Geschwindigkeit und hat
dieselbe Benennung m/sek wie diese.
Fiir die gleichférmig verzogerte Bewegung wird
V=0 — P+t (10)
m/sek = m/sek — m/sek? - sek.
DaB auch die Dimensionsgleichung erfiillt ist, zeigt das Einsetzen
der Benennungen.
Steigert ein Massenpunkt seine Geschwindigkeit gleichférmig von
v, auf v, so kann der wihrend dieser Zeit durchlaufene Weg zuriick-
gelegt gedacht werden bei einer gleichférmigen Bewegung mit der mitt-

leren Geschwindigkeit v,, = i ;— Y ; ist t die erforderliche Zeit, so ist

nach (1)

s=onet="1"0, an

setzt man in (2) v =19, + p ¢ ein, so ergibt sich

Y+ (v + p?) 20, + pt
§ = = o
2 2
oder §=1vy+t+ 3-p-t2 (12)
Entsprechend fiir die gleichférmig. verzogerte Bewegung

s=wvy - t—%p-t? (13)

m == m/sek - sek — m/sek? - sek?.

Die Dimensionsgleichung ist erfiillt.

In (9) und (10) ist die Beziehung zwischen den Verénderlichen ¢ und v
gegeben; es ist v abhiingig von ¢, d. h. durch die Wahl von ¢ ist v be-
stimmt, wenn p als Unverinderliche gegeben ist, oder mathematisch aus-
gedriickt ist v = f (¢) . Trigt man auf der z-Achse die Zeiten ¢ mit Hilfe
eines MaBstabes ab, und auf der y-Achse die zugehorigen Werte v, so
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ergeben sich die in den Fig. 13 und 14 dargestellten Schaubilder.
Fig. 13 zeigt das Anwachsen von v bei der gleichformig beschleunigten,
Fig. 14 das Abnehmen von v bei der gleichférmig verzogerten Bewegung.
Beide Kurven sind gerade Linien. Auch die Beziehungen (12) und (13)
zwischen dem Wege und der Zeit sind Funktionen, da s und ¢ Verander-
liche sind. Mit ¢ als Abszisse und s als Ordinate ergeben sich die Kurven
der Fig. 15 fiir gleichformig beschleunigte und Fig. 16 fiir gleichformig
verzogerte Bewegung. Die Kurven sind nicht mehr gerade Linien, son-
dern wegen der zweiten Potenz von ¢ Parabeln; sie heilen Zeitweglinien.
Beispiel 15. Ein Stralenbahnwagen hat eine Geschwindigkeit von
3 m/sek und steigert sie in !/, Minute auf 5 mfsek Wie grof sind die
Beschleunigung und der in dieser Zeit zuruckgelegte Weg ?

Fig. 15.

— 5 —

Aus (9) v="2v,+p-¢ folgt p= ° ; %~ 30 3 = 0,0625 m/sek?.

315
Aus (11) s=”°;”-t folgt  s= ;LO 30 =120m.

Zu demselben Ergebnis fiihrt auch Gleichung (12), die sich ja auf
(11) stiitzt.

Beispiel 16. Ein Eisenbahnzug erreicht nach 15 Minuten eine Ge-
schwindigkeit von 72 km/Std., nachdem er die Halle verlassen hat, Wie
grof3 ist die Beschleunigung, wie grof} der zuriickgelegte Weg ?

In diesem Falle ist die Anfangsgeschwindigkeit v, = 0; damit
ergibt (9) v=1pt, so daB

72000 m
v 3600 sek 1
= ——— = = — 2
P == {5.60sek — 45 M/
wird. Gleichung (12) geht mit vy = 0 iiber in
1 1 1

—_— e 2 = -
s=gP =573

Die Funktion v = p - ¢ ist in Fig. 17 dargestellt. Sie ist eine gerade
Linie durch O, die vom Punkte P an parallel zur z-Achse verlauft, weil

. (15 - 60)% = 9000 m .
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nach 15 Minuten die Geschwindigkeit unverindert bleibt. Der Zug hat
eine gleichformige Bewegung. Fig. 18 zeigt die Darstellung der Funktion
s = 4 pt?, und zwar sind die einzelnen Punkte aus dieser Gleichung

mit p = % - m/sek? fiir die Zeiten 0 — 5 — 10 — 15 Minuten berechnet.

Punkt P, P, P, | P, 1 P,
S I S N N
Zeit t in Min.| 0 @ 5 10 15 | 20
Weg s in km 0 1 4 9 15

Vom Punkte P; an wird die Zeitweglinie eine Gerade entsprechend
der nunmehr einsetzenden gleichférmigen Bewegung. In den 5 Minuten
zwischen der 15. und 20. Minute legt der Zug einen Weg nach (1) von

s:v-t:%-(5-60)sek=6000m=6km zuriick, so daf} der
Gesamtweg nach 20 Minuten 9 + 6 = 15km ¢
betragt. 3
. Beispiel 17. Ein |
83 Zugkommtin4Minuten ]
N auf 1800 m zum Stehen. Vi 2 1‘
» P Wie gro8 war seine Ge- 7] A J J‘r
schwindigkeitzuBeginn e /i B
0 | des Bremsens, wie grof ¢ z o 7
! die Verzogerung ? I A——
0" "%  wtmer  Da die Geschwin- % 5 U 5 2 i
Fig. 17. digkeit gleich Oist, geht Fig. 18.

(10) iiber in 0 = v, — pt

und liefert p = _Wt_o . Setzt man diesen Wert in (13) ein, so ergibt sich

1 1 w 1
s = v, t~—2—pt =vt— - T“ t2  oder s=5v-t,
2. 2. 1800
und daraus v, = 7»‘3 = Tzo =15 m/sek = 54 km/Std.

R 15 1

T 4-60 16
Beispiel 18. Wie lange lduft das Schwungrad der Fig. 9 nach Ab-

stellen der Antriebskraft, wenn die Verzogerung 1,4 cm/sek? betrigt ?
Da die Endgeschwindigkeit v = 0 ist, geht (10) iberin 0 = vy — pt und

78,5

0,014

rend dieser Zeit zuriickgelegte Weg ergibt sich aus (13)

Die Verzogerung war p = — m/sek?.

liefert ¢ — % - — 5600 sek — 1 Std. 33 Min. 20 sek. Der wiih-
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1 . v, v, 1 v, \ 2 1 2
s:’uo-t——é-zﬂ mit {=— zu s:vo-?’——ip(?()) :E.%
1 78,52
S—E' 0.014 = 220000 m .

Die Zahl der Umdrehungen bis zum Stillstand ergibt sich, da = - d der
Weg bei einer Umdrehung ist, zu

s 220000 __
AT ad 17 500 Umdrehungen .

Beispiel 19. Eine umlaufende Scheibe von 900 mm Durchmesser
macht nach Abstellen der Antriebskraft bei einer Verzogerung p = 12,5
cm/sek? noch 1500 Umdrehungen. Wie gro8 ist die Auslaufzeit ? Welche
Tourenzahl hatte sie?

Da die Endgeschwindigkeit v =0 ist, folgt aus (12) vo="p-¢t.
Mit diesem Wert geht (13) iiber in

n —

1 1 1 1/2-s
gl — — P2 =Pl — e pef2=—up.$2  als B .
S =1y 1 B) p-t P 5 P 5 p-t2, also ¢ l/ »
Der Auslaufweg ist bei 1500 Umdrehungen mit 900 mm Durchmesser
der Scheibe s = 7 - 0,9 - 1500, so daB die Auslaufzeit

1/2-7-0,9- 1500 .
t = V Codss =260 sek — 4 Min. 80 sek

betragt.
Die Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Verzégerung war

vy =p-t=0,125-260 = 32,5 m/sek .
Damit wird nach (2)

Lmd w60 32,5060
= Yo, A0 T m-d T 7409

Sonderfall der Fallgesetze. Die bisher angewendeten Gesetze —
die Gleichungen (9) und (10) fiir die Geschwindigkeit, sowie die
Gleichungen (12) und (13) fiir den Weg bei der gleichférmig beschleu-
nigten Bewegung — konnten aus der Erkldrung der gleichférmigen
Beschleunigung als stetiger, unveriinderter Geschwindigkeitzunahme in
der Zeiteinheit entwickelt werden. Die Frage, ob der freie Fall eine
gleichférmig beschleunigte Bewegung ist, ob also die allgemeinen Gesetze
auf ihn Anwendung finden diirfen, kann nur durch Beobachtung und
Messung, d.h. durch den Versuch entschieden werden. Die ange-
stellten Versuche haben nun tatsichlich die Ubereinstimmung beider
Bewegungsarten ergeben (vgl. S.112). Die Beschleunigung, die die Erde
einem freifallenden Korper ohne Beriicksichtigung des Luftwiderstandes
erteilt, ist durch Messungen zu g = 9,81 m/sek? fiir den 50. Breitengrad
festgestellt; entsprechend der Abplattung ist sie am Pol gréfler
(9,83 m/sek?) und am Aquator kleiner (9,78 m/sek?).

= 690 Uml./Min.
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Mit der Beschleunigung ¢ und der Anfangsgeschwindigkeit v, =0
gehen unsere Gleichungen iiber in

v=g-t (14)
und
h=13%g1%, (15)

wenn wir den beim freien Fall zuriickgelegten Weg, die Fallhohe,

% nennen. Durch die Verbindung beider Gleichungen, indem wir
2

)
t = — in (15) einsetzen, erhalten wir b = 2”—9 oder

v=)2gh (16)

als Geschwindigkeit, die ein Korper nach Durchfallen der Hohe h erlangt.

Beispiel 20. Wie gro8 ist die Geschwindigkeit, die ein freifallender
Korper nach 11 Sekunden erreicht ? Wie grof} der in dieser Zeit zuriick-
gelegte Weg?

Aus (14) folgt v=g-{=9,81-11=107,9m/sek .

Aus (15) folgt s =4¢gt2=1%-9,81-112=1593,5m .

Beispiel 21. Ein Korper durchfillt eine Hohe von 20 m; wie grofl
ist seine Endgeschwindigkeit, wie grof die Fallzeit?

Aus (15) folgt t:.l/z—g}E =~ 2sek .

Die Grundgesetze der Mechanik. Aus der Tatsache, dal der frei
bewegliche Stein fallt, schlieBen wir auf eine Kraft als Ursache der
gleichformig beschleunigten Bewegung; der Fall ist die Wirkung, die
Kraft ist die Ursache (vgl. S.113). Wir erkennen die Kraft an der
Bewegungsinderung, die ein Korper erfahrt, und werden umgekehrt
sagen: Erfihrt ein Korper keine Bewegungsiinderung, verharrt er also
in einem Zustand, so wirken auf ihn keine Krifte. Das Vermogen
der Korper, in einem einmal gegebenen Zustand zu verharren, heifS3t
Beharrungsvermdogen -oder Triagheit. Der Satz, der aussagt, dafl
ein Korper im Zustande der Ruhe cder dem der gleichformigen gerad-
linigen Bewegung solange bleibt, wie keine Kréfte auf ihn wirken, heif}t
das Tragheitsgesetz. Es 1aBt sich nicht durch die Erfahrung be-
weisen, wir wissen nur, daB alle uns bekannten Tatsachen ihm nicht
widersprechen. Insofern ist es ein Grundgesetz; seine Aufstellung ver-
danken wir Galilei (1602) und Newton (1687). Mit der Schaffung
des Kraftbegriffes durch Galilei und Newton ist auch das zweite
Grundgesetz der Mechanik ausgesprochen, das besagt: Je groBer die
Bewegungsianderung, um so groBer die auf den Korper
wirkende Kraft, oder mathematisch ausgedriickt: Die Beschleuni-
gungen sind den angreifenden Kriften proportional. In Form einer
Gleichung lautet das Gesetz

P=m-p, (7
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wenn wir die Kraft mit P, die Beschleunigung mit p bezeichnen; m ist
Proportionalititsfaktor und heiflit die Masse des Korpers; sie ist
unverdnderlich.

Fallt ein Korper vom Gewicht @ frei, so erfihrt er die Beschleuni-
gung g = 9,81 m/sek?. Aus dem zweiten Grundgesetz folgt, da das
Gewicht eine Kraft ist, @ =m g, und daraus

m = —G— (18)
g
als Masse eines Korpers vom Gewichte G kg; ihre Benennung ergibt
sich aus der Dimensionsgleichung
ngz kg kg-sek;.
g  m/sek? m

Beide Begriffe Kraft und Masse sind untrennbar; Krafte kénnen
nur wirken, wo Massen sind, die als Trager der Kraftwirkungen er-
scheinen. Die Einheit der Masse ist die Masse des Platin-Iridium-
Korpers vom Gewicht 1 kg (vgl. S. 116); sie hat keinen besonderen
Namen; deshalb sprechen wir von Masseneinheiten. So hat z. B. dag

Urkilogramm eine Masse  m = —C;— = ﬁ
Ein D-Zug-Wagen im Gewicht von 30t hat eine Masse von

30000
~ 98l

Nun ist die Frage: Was sollen wir uns unter der Masse vorstellen ?
Das zweite Grundgesetz sagt nur

= 0,1019 Masseneinheiten.

= ~ 3000 Masseneinheiten.

Masse — Kraft
355€ = "Beschleunigung

und gibt uns die Masse lediglich als einen mathematischen Aus-
druck, als einen Begriff. Auch aus der Beziehung

m——G— _ Gewicht
" g Erdbeschleunigung
gewinnen wir nichts fiir die Vorstellung; unser Anschauungsbediirfnis
bleibt unbefriedigt. Das 1463t sich leider nicht &ndern; die Masse ist und
bleibt ein Begriff! Es geht auch nicht an, schiefe Bilder zum Vergleiche
heranzuziehen und die Masse etwa gleich einer Stoffmenge zu setzen.
Ein Kilogramm Wasser und ein Kilogramm Eisen haben gleiche Masse;
daB sie gleiche Stoffmengen haben, wird keiner behaupten wollen.

Im iibrigen teilt die Masse das Schicksal der meisten physikalischen
GroBen. Auch unter Arbeit konnen wir uns nichts vorstellen, selbst
wenn wir noch so oft sagen: Arbeit ist das Produkt aus Kraft und Weg.
Nur geliaufig ist uns dieser Begriff geworden, wihrend dem Begriff der
Masse stets etwas Dunkles anhaftet. Vielleicht gewinnen wir etwas fiir
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die Anschauung, wenn wir beim Horen des Wortes Masse den Begriff
des Tragen hinzudenken; die Masse ist trige. Auf S. 148 werden wir
versuchen, dem Begriff niher zu kommen, wo die Wucht einer bewegten
Masse erlautert wird.

Halte ich ein Gewicht in der Hand, so driickt das Gewicht von oben
nach unten auf die Hand ; ebenso grof} ist aber der Druck, den die Hand
von unten nach oben ausiibt. Das gleichzeitige Auftreten der beiden
gleich groBlen, in entgegengesetzter Richtung angreifenden Krifte be-
wirkt den Zustand des Gleichgewichtes; das Gewicht ist in Ruhe.
Newton sprach dieses dritte Grundgesetz der Mechanik in der Form
aus: Die Gegenwirkung (Reaktion) ist immer gleich und ent-
gegengesetzt der Wirkung (Aktion). Dabei ist es gleichgiiltig,
ob die angegriffenen Korper in Ruhe oder Bewegung sind. Die Gewehr-
kugel fliegt vorwarts, das Gewehr selbst riickwérts; springen wir von
einem Boot ans Ufer, so wird das Boot vom Ufer abgestofen.

Durch Einsetzen der Gleichung (18) in die Gleichung (17) erhalten wir

G

= 19
s (19)

als Kraft, die einer Masse vom Gewichte G die Beschleunigung p erteilt.

Beispiel 22. Nehmen wir an, der Zug im Beispiel 16 habe ein Ge-
wicht von 450 t, dann ist die zur Beschleunigung aufzuwendende Kraft.
G 450000 1
= —— e = D=0 ] l O .
P=—P="581 "% 000 keg;
um diesen Betrag muB die Zugkraft groBer sein als die zur Uberwindung
der bleibenden Widerstinde (Reibung, Luftwiderstand) aufzuwendende.
Oder um diesen Betrag ermiBigt sich die Zugkraft, nachdem der Zug
seine Fahrgeschwindigkeit erreicht hat.
Beispiel 23. Nehmen wir an, der Zug im Beispiel 17 habe ein Ge-
wicht von 320 t, so mull eine Bremskraft von
G 320000 1
=5 P~ 981 16 2000ke
aufgewendet werden, wenn er auf 1800 m in 4 Minuten zum Stehen
kommen soll.

Die Zentralbewegung. Schleudert man einen an einer Schnur be-
festigten Stein im Kreise, so wird die Schnur gespannt, auf die Faust
wird eine Kraft ausgeiibt. LaBt man los, so fliegt der Stein zunachst
in Richtung der Tangente weiter und fallt schlieflich unter dem Ein-
fluB der Schwere zu Boden. Der Stein hat das Bestreben, vom Mittel-
punkt der Drehbewegung zu flichen. Die bei der Drehung auftretende
Kraft heifft Fliehkraft oder Zentrifugalkraft. Thre Grofie laft sich
durch Rechnung feststellen, doch wollen wir, weil sie nicht ganz so ein-
fach bestimmbar ist, den Versuch zur Hilfe nehmen. In Fig.19 ist @ eine
durch die Schnur b in Drehung versetzte Scheibe, die in der senkrechten



Mechanik fester Korper. 141

Achse einen Hohlkorper ¢ trigt. Dieser Hohlkorper ist mit Queck-
silber gefiillt und durch eine diinne Metallscheibe d, Membran genannt,
abgeschlcssen. In der Achse ist ein Steigrohr e eingelassen, in der das
Quecksilber steigt und sinkt, wenn auf die Membran eine Kraft ausgeiibt
wird. An der Membran ist ein mit einer Teilung versehenes Gestinge f
befestigt, auf dem ein Gewicht verschiebbar ist. Das auf der Gegenseite
vorgesehene Gewicht G ist nur zum Ausgleich da und bt keinen Zug
auf die Membran aus. Um die storenden Einflisse des Gegengewichtes
auszuschalten, 14t man den Apparat ohne das Gewicht @ laufen und
merkt sich den Stand des Quecksilbers in dem Steigrohr. Dann bringen
wir das Gewicht ¢ von der Masse

m = s Masseneinheiten auf den an der Membran befestigten Stab und

g
lassen den Apparat mit derselben Umlaufzahl laufen. Infolge der Flieh-
kraft des Gewichtes G zieht der Stab die Membran nach auflien und

bringt das Quecksilber in dem Steigrohr weiter zum Sinken ; wir merken
uns seine Stellung. Hat beim unbelastet laufenden Apparat die Queck-
silberkuppe im Steigréhrchen die Hohe k,, bei Belastung die Hohe b,
so wirkt bei belastetem Apparat eine Fliehkraft, die die Quecksilbersiule
um (b, — h,) sinken IiBt. Wieviel kg dieser Hohenunterschied darstellt,
stellen wir bei ruhendem Apparat fest, indem wir an eine im Haken %
angreifende, iiber die Rolle 7 geleitete Schnur so viel kg anhéingen, daB
die gleichen Hohen vom Quecksilber eingenommen werden. Braucht
man G, kg fiir die Hohe A, der unbelastet laufenden Scheibe, G, kg fiir die
Hohe A, der belastet laufenden Scheibe, so ist die Fliehkraft
C=0G,—G,inkg.

Ein Versuch lieferte folgende Werte:

Das Gewicht @ = 3 kg in der Entfernung r = 25 cm bewirkte bei
7 = 130 Umdr./Min. ein Sinken der Quecksilberkuppe von 302 auf 232 mm,
das sind 70 mm;

den 232 mm Hohe der Kuppe entsprachen @, =20 kg am Faden,
den 302 mm Hgéhe der Kuppe entsprachen G, = 6 kg am Faden,

so daf} die Fliehkraft C =@, — G, = 14 kg betrug.

Der Versuch zeigte weiter: Verdoppelt man das Gewicht G, so wird C
auch doppelt so grofl; geht man mit der Umlaufzahl auf die Hilfte, so
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wird C gleich dem vierten Teil; bringt man das Gewicht @ in doppelter
Entfernung an, so wird C ebenfalls doppelt so grof. Durch eine geniigend
groBe Anzahl von Versuchen wurde festgestellt:
1. Die Fliehkraft wiachst ebenso wie die Masse des Gewichtes @,
2. die Fliehkraft wichst ebenso wie die Entfernung des Gewichtes @,
3. die Fliehkraft wiichst im Quadrat der Umlaufzahl des Gewichtes G.
Mathematisch ausgedriickt wiirden diese drei Erfahrungstatsachen
die Gleichung ergeben C=m-r- w2, (20)
an
30
einsetzt. Unser Versuch liefert C = 14 kg gegen
den nach (20) berechneten Wert

3 - 1302
- -2 _.025.
¢ 9,81 0.2 302

<0,25.13,62 = 14,1 kg

wenn man statt der Umlaufzahl n die Winkelgeschwindigkeit w =

T 9,81
und zeigt eine ausreichende Ubereinstimmung.

a4\ Sx 5 Ersetzt man die Winkelgeschwindigkeit
\Y durch die Umfangsgeschwindigkeit v der um-
Fig. 20. laufenden Masse m (es war nach S. 129
v=r-w), so geht (20) {iber in
22
C=m:2. @1)

Beriicksichtigen wir das zweite Grundgesetz der Mechanik (17),

2

Kraft gleich Masse mal Beschleunigung, so ergibt sich aus ¢ =m - UT
2

eine Beschleunigung p = 'UT in Richtung der Kraft C, die ein umlaufen-

der Punkt dauernd erfahren muB}, damit er eine Zentralbewegung aus-
fiihrt.

Der Weg, aus Versuchen ein Naturgesetz abzuleiten, ist miihevoll
und zeitraubend. Miihevoll, weil unvermeidbare Nebeneinfliisse, wie
Reibung, Luftwiderstand usw., das Ergebnis zundchst verdunkeln, zeit-
raubend, weil nur durch eine sehr grocBe Anzahl von Versuchen die ebenso
unvermeidlichen Beobachtungsfehler ausgeglichen werden konnen.

Zusammensetzung von Bewegungen. Erfihrt ein Massenpunkt
gleichzeitig zwei Bewegungen — z. B. der von zwei Stoflen gleichzeitig
getroffene Billardball —, so nimmt er eine Bewegung an, die folgender-
maBen zustande kommt: St6Lt man in Fig.20 den Ball m gleichzeitig
in Richtung 4B und in Richtung AC an, so schligt er die Richtung
AD ein; er mége nach ¢sek nach dem Punkt D gelangen. Wirkt nur
der StoB X auf den Ball m, so wiirde er in ¢ sek den Weg 4B = s,
=, ¢ in Richtung X zuriicklegen. Dabei ist die Bewegung als gleich-
formig anzusehen, wenn wir die bremsende Wirkung des Tuches ver-
nachlissigen. Wirkt nur der Sto Y auf ihn, so wiirde er in derselben
Zeit ¢ den Weg
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AC=s,=wv,- 1

zuriicklegen. Da er in Wirklichkeit wiahrend der Zeit ¢ unmittelbar von"4
nach D wandert, so kénnen wir diesen Punkt D erreicht denken durch
eine Wanderung des Balles 4B in Richtung X und daran anschliefend
eine Wanderung BD = AC in Richtung Y. Der wirkliche Weg
AD=s ist Diagonale im Parallelogramm aus 4 B=s, (dem
Wege in Richtung X) und BD = AC = s, (dem Wege in Rich-
tung 7).

Da alle Versuche dieser Art die Richtigkeit dieser Annahme bestétigen,
so ist auch dieses durch die Erfahrung gefundene Gesetz ein Naturgesetz;
es hat allgemeine Giiltigkeit. Zeichnen wir nicht die in ¢ sek durch-
laufenen Wege s auf, sondern die in 1 sek zuriickgelegten, dann wird aus
dem Wegeparallelogramm ein Geschwindigkeitsparallelogramm ; v heifit
resultierende Geschwindigkeit; v, und v, Seitengeschwindigkeiten oder
Geschwindigkeitskomponenten. Handelt es sich um gleichférmig be-
schleunigte Bewegungen, so setzt man die Seitenbeschleunigungen p, und

] L 0
/ A
;./ sy b VAN v/ .
/‘ \\ /
ya \\ yan
Sy 0 Ve A Ve B
Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23. Fig. 24.

p, ebenfalls zu einer resultierenden Beschleunigung so zusammen, daf3
p Diagonale in einem Parallelogramm aus p, und p, ist (Fig. 21). In der
Fig. 20 gelangt man auch zu dem resultierenden Wege, wenn man an den
Weg s, den Weg s, unmittelbar antriigt; man zeichnet dabei nur das
halbe Parallelogramm, d.h. das Dreieck A BD (Fig. 22).

Ebenso verfahrt man in Fig.23 und 24 mitden Geschwindigkeiten und in
Fig. 25 mit den Beschleunigungen. Fig.23 und 24 heilt Geschwindigkeit-
schaubild oder Geschwindigkeitdiagramm ; Fig.25 Beschleunigungschau-
bild oder Beschleunigungdiagramm. Wir fiigen zur Ermittlung der
GesamtgeschwindigkeitvdieSeitengeschwindigkeitenwv, und
v, der GréBe und Richtung nach aneinander; man sagt: wir
addieren v, und v, geometrisch. Es geniigt nicht die Grole von
v, und v, zu kennen, wir miissen auch ihre Richtung angeben, wenn
die Bewegung eindeutig beschrieben sein soll. Physikalische GroSen,
die neben der GréBe auch die Angabe der Richtung erfordern, heifien
Vektoren oder gerichtete GroBen; sie werden addiert, indem man sie
wie in Fig.24 und 25 der GroBe und Richtung nach aneinanderfiigt. Fal-
len beide gleichzeitige Bewegungen in dieselbe Richtung, so bleibt das
Verfahren dasselbe; die Fig. 26 — 31 zeigen die Darstellungen fiir v und
P bei gleicher Richtung.

Beispiel 24. Ein Boot habe die Eigengeschwindigkeit v, = 4 m/sek,
die Stromung habe eine Geschwindigkeit v, = 1,2 m/sek. Mit welcher
Geschwindigkeit fahrt das Boot (a) mit, (b) gegen den Strom ?
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a) Nach Fig. 26 addieren sich beide Geschwindigkeiten zu
v=uv,+v,=4+412=56m/sek .
b) Nach Fig. 27 ist die resultierende Geschwindigkeit
V=10, —v,=4,0—1,2=28m/sek.
Beispiel 25. Ein Schwimmer habe die Eigengeschwindigkeit
v, = 0,8 m/sek. Kann er gegen den Strom schwimmen ?

e Y 2 Yy Yy
- —p——
D VX Vy VX v VX
‘ Fig. 26 Fig. 27. Tig. 28.
/7'/ y
/ ——r - _Pf_ Py Py
/ P
A % B Pr Py Px Y2
Fig. 25. Fig. 29. Fig. 30. Fig. 31.
Nach Fig. 28 ist v =9, — v, =0,8 — 1,2 = — 0,4 m/fsek. Der

Schwimmer hat also eine Geschwindigkeit v = 0,4 m/sek in Richtung v,,
d. h. in Richtung der Strémung.

Beispiel 25. Der Schwimmer will den Flu8 durchqueren und halt
sich dauernd senkrecht zu den Ufern. Welches ist seine wirkliche Rich-
tung ?

Das Geschwindigkeitschaubild
Fig. 32 liefert tga = (1)’2 = 0,667.

Die Tabelle S.87 ergibt & = ~33°40’.

Beispiel 26. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit
v, = 10 m/sek wagerecht fortgeschleudert; welche Bahn beschreibt sie?

Durchden Stof3 erhilt sie eine gleichférmige Bewegung in wagerechter
Richtung mit v,; der wagerechte Weg nach ¢ sek ist s, = v, ¢ . Gleich-
zeitig ist sie der Schwere unterworfen und durchfillt senkrecht nach
unten den Weg s, = g t? in derselben Zeit ¢ . Unter dem Einflufl beider
Bewegungen kam die Kugel nach #/sek nach P (Fig. 33).

Zeit ¢ in sek 0o i .1 2 3 \ 4 5
Weg s, in m 0 | 10 20 30 40 50
- Weg s, in m 0 5 20 | 45 ‘ 80 125
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Daf} die Geschwindigkeit in wagerechter Richtung ohne Einflull auf
die Fallbewegung ist, zeigt das Verhalten der Kugel B in Fig. 33, die in
demselben Augenblick durch das Loch zu fallen beginnt, wo die Blatt-
feder die Kugel 4 wagerecht fortschleudert. Beide Kugeln beriihren
gleichzeitig den Erdboden (Luftwiderstand vernachlissigt).

Mechanische Arbeit -~ Leistung. Hebe ich ein Gewicht von Q
= 20kg auf eine Hohe A = 3 m, so leiste ich eine Arbeit von 4
=@Qh=20kg -3 m = 60 mkg (Meterkilogramm). Dabei lege ich den
Weg b = 3 m in senkrechter Richtung zuriick. Diese Richtung ist auch
die Richtung der Kraft, denn das Gewicht @ ist eine senkrecht nach
unten gerichtete Kraft. Untermechanischer Arbeit verstehen wir
demnach dasProdukt auseiner KraftQ und einemWegh, der
in Richtung der Kraft zuriickgelegt wird. Die Dimension
(Benennung oder MaBeinheit) ist das Meterkilogramm (mkg).

Fiir die Bemessung der Arbeit ist es gleichgiiltig, in welcher Zeit sie
geleistet wird. Soviel ist aber sicher, daB wir uns um so mehr anstrengen
miissen, je kleiner die Zeit ist, in der die Arbeit geleistet wird.

Tragt beispielsweise ein 75 kg schwerer Mensch sein eigenes Gewicht
auf einen 300 m hohen Berg, so ist die geleistete Arbeit

A =T75kg - 300 m = 22500 mkg .

Nun ist es ihm aber durchaus nicht gleichgiiltig, ob er diese Arbeit in
Yy, Y, oder 1 Std. leisten muBl; ja es wird fraglich sein, ob er sie
tiberhaupt in 1/, Std. ausfihren kann. Wollen wir vergleichen,
welcher von zwei Bergsteigern die groSere Anstrengung aufbringt,
so werden wir fragen, wie groB die Arbeit ist, die jeder in 1 sek
leistet. Bei unsern Maschinen ist es nicht anders. Bei der Wahl des
Antriebmotors einer Pumpe ist es sicherlich nicht unwichtig, ob sie
@ m3 in 1 Std. oder 1 Minute auf die Hohe A fordert. Einen Einblick
in das, was der Antriebmotor der Pumpe hergeben muB, gewinnen
wir erst, wenn wir wissen, welche Arbeit vonihm in jeder Sekunde ge-
fordert wird. Diese in 1 sek geleistete Arbeit heifit Leistung. Be-
wiltige ich eine Arbeit von 4 mkg in ¢ sek, dann ist meine Leistung,
d. h. die in 1 sek geleistete Arbeit,
A4 mkg

A mkg

ot = 2 . 2

¢t sek t  sek (22)
Steigt unser Bergsteiger seine 300 m in 15 Minuten, so ist seine

Leistung

75 kg - 300 m . mkg
N= 1560 - sek =2 sek ’
steigt er 300 m in 30 Minuten, so wird
75+ 300 mkg
=—— =125 =,
y 3060 12, sek
Da die Einheit 1 l:élfkg etwas klein ist, so benutzt man in der Tech-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer 1L 1. 10
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nik den 75fachen Wert als Einheit der Leistung und setzt

1 Pferdestiirke (PS) = 75 mlif
In der Elektrotechnik ist tiblich
. 1
1000 Watt = 1 Kilowatt (kW) = 0736 = 1,36 PS;

so daB
1 PS = 736 Watt = 0,736 kW.

Leistet eine Maschine 6 Std. lang 25 PS, so leistet sie wieder eine
Arbeit von 6 - 25 = 150 PSStd. (Pferdestirkenstunden oder PS-Stunden).

Nimmt ein Straenbahnmotor 6'Std. lang 25 PS aus dem Leitungs-
netz, so entnimmt er eine Arbeit von

625 0 736 = o 110 kWStd.

1 PSStd. sind 75 ——2- - (60 - 60) sek = 270000 mkg (23)
75 felf - (60 - 60) sek
1kWStd. ,, 0,736 = 367000 mkg . (24)

Es war Arbeit = Kraft - Weg (in Richtung der Kraft)
Arbeit in mkg  Kraft in kg - Weg in m
Zeit in sek Zeit in sek

Bezeichnen wir die Kraft wie iiblich mit P, den in Richtung der Kraft
gemessenen Weg mit s; die Zeit mit ¢, so ist die Leistung

Leistung =

P-s in mkg

N:T sek

-;— war aber nach (1) die Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung.

Mit ::- = v wird die Leistung = P+ v = Kraft - Geschwindigkeit in i‘;ikaf

oder

Py, .
N = ';7“5“ m PS .

Greift die Kraft P am Umfange einer gleichformig umlaufenden
Scheibe an, die # Umdrehungen in der Minute macht, so iibertrigt die
Scheibe eine Leistung )
Pw Pemw-dn Pemeren

7 75-60 ~ 75-60
Peren

wenn P in kg, r in m, » in Umdr./Min. eingesetzt werden,
Beispiel 27. Welche Arbeit mufl aufgewendet werden, um die
Last @ von A nach C zu heben (Fig. 34)?

N =
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Der Weg in Richtung der Kraft @ ist &, folglich ist die Arbeit
A=@Q h=500kg-5m = 2500 mkg; diese Arbeit kann eine Kraft
P, leisten, die in Richtung der schiefen Ebene wirkt; sie ist P, - s und

muB} gleich A sein, so daB

P,-s=A unddaraus P1=£= _2590_~=2500=193kg.

s V122 + 5? 13
Sie kann aber auch durch eine wagerechte Kraft P, geleistet werden, die
lings des Weges ! wirken muB}, um die Last @ von 4 nach C zu bringen;
die dabei geleistete Arbeit ist P,-I! und muB auch gleich A4 sein, so da8

Pycl=A und daraus PZ:%= g%)9—208]5
Zieht man also in wagerechter Rich- /\
tung, so ist die aufzuwendende Kraft m \C
grofer als wenn man in Richtung der P/’s )

schiefen Ebene zieht. /

Beispiel 28. Welche Leistung mul
der Hubmotor eines Kranes aufwenden, \e
um eine Last @ = 5¢ mit einer Geschwin- A 2T2m— B

digkeit v =0,8m/sek zu heben? Fig. 34.
Es ist
P v 5000-0,8 .

Beispiel 29. Eine Kolbenpumpe fordert stiindlich 40 m® Wasser
in einen 20 m hchen Behilter. Wie grof ist die Leistung der antreibenden
Maschine ?

40 m? - 1000 = kg .20m

N =560 60)sk =30BS.

Beispiel 30. Ein Stralenbahnmotor beférdert einen Wagen von
G = 15 t Gewicht auf ebener Strecke in ¢ = 20 Minuten s = 9,0 km weit;
wie groB muB der Motor sein, wenn der Wagen eine Zugkraft von 10 kg
pro Tonne Zuggewicht erfordert ?

Die Zugkraft ist Z = 10 kg/t - 15t = 150 kg; die Arbeit ist
A+ s = 150 kg - 9000 m = 1350000 mkg

A 1350000
N=i5.0 = T5.20.60 05

Beispiel 31. Wie hoch stellen sich die Stromkosten, wenn die
kWStd. 2,50 M. kostet ?

Der Arbeit A = 1350000 kg entsprechen nach (24)

1350 000
Der Preis wiirde sich demnach auf 3,7 kWStd.- 2,50 —— M. =~9,50 M.

kWStd.

stellen.
10*
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Beispiel 32. Welche Leistung iibertrigt eine Riemenscheibe von
700 mm Durchmesser bei 150 Uml./Min., wenn die Umfangskraft 85 kg
betragt ?

Nach (25) wird

Pr-n 850,35+ 150
N="%z = 762z 2P

Beispiel 33. Welcher Druck kommt auf die in Eingriff stehenden
Zishne eines Zahnrades von 1,2 m Durchmesser, das bei 250 Umdzr./Min.
300 PS iibertragt ?

Aus (25) folgt

N 300
P= 716,2-———7&.7 =716,2-—-~—-—250.0,6 =co 1434 kg .

Lebendige Kraft — Energie. Ein Korper vom Gewicht @ = m - g
(siche GIl. 18) falle von A iiber B nach C (Fig. 35), dann hat er in B
nach (16) die Geschwindigkeit

vy=7)2¢g-hy, sodaB ofi=2g-h,
ist. In C erreicht er die Geschwindigkeit
v,=712g-hy, sodaB vi=2g-h, ist.

Bildet man die Differenz aus +% und 3, so ergibt sich

3—vi=2g-hy—2g-h,=2g(hy—h)=2gh.

Multipliziert man diese Gleichung mit m, so geht sie iiber in

m@i—v3)=2-m-g-h

oder
2

L=m-g-h=@G.h. (26)

m vl mev
2 2
G + b ist aber eine Arbeit, die die Kraft G = m « g lings des Weges h leistet.
Stellt die rechte Seite der Gleichung eine Arbeit dar, dann muf} es auch
die linke, wie sich durch Einsetzen der MaBeinheiten bestéitigt.
mv® _ kg - sek? < m )2 kg - sek?+ m?

2 7 m sek m-sek? mkeg -

nach dem Vorschlage von Leibniz

2
Wir nennen den Ausdruck m2'v

(1646 bis 1716) die lebendige Kraft oder neuerdings Wucht der
mit der Geschwindigkeit v bewegten Masse m . Die linke Seite unserer
Gleichung ist der Zuwachs an lebendiger Kraft, den eine Masse m er-
fihrt, wenn sie ihre Geschwindigkeit auf dem Wege % von v, auf v, m/sek
steigert. Dieser Zuwachs an lebendiger Kraft ist aber gleich der Arbeit,
die die Kraft G auf demselben Wege  leisten muf}, um die Geschwindig-
keit der Masse m von v, auf v, zu steigern, die also verwendet werden
muf, um die Masse m auf dem Wege % zu beschleunigen. Wir kénnen
sagen: der Zuwachs an lebendiger Kraft einer Masse m ist gleich der
Arbeit der an der Masse m angreifenden Kraft.

Wird eine Masse verzogert, so ist die Differenz der lebendlgen Krifte
gleich der Arbeit, die die verzogernde Kraft auf dem Wege leistet, wo



Mechanik fester Korper. 149

die Masse verzogert wird. Wird also ein Zug von dem. Gewichte G auf
dem Wege s von der Bremskraft P so gebremst, daB seine Geschwindig-
keit von v, auf v, m/sek sinkt, so besteht die Beziehung

9 2
mg_mit_g® ", @)

Der bewegte Korper hat die Fahigkeit, Arbeit zu leisten. Ist seine

Masse m, seine Geschwindigkeit v, so ist sein Arbeitsvermogen
m v?
4= 4

Dieses Arbeitsvermogen heift Energie der Be-
wegung oder kinetische Energie. Aber auch von dem
ruhenden Korper konnen wir sagen, daBl er die Fahigkeit B
hat, Arbeit zu leisten; die in ihm aufgespeicherte Energie "71 ¥
wird frei, wenn wir ihn in den Zustand der Bewegung
iberfiihren. Lassen wir z. B. den Korper von der Masse m
(Fig. 35) von B nach O fallen, so ist in U seine lebendige

m v? . 5= - . "

Kraft 4 = 5 wobeiv =}2g h ist; sieist um so gréfier,
jegrofer hist — je hoher gewissermaflen der Punkt B liegt.
Da die Energie des ruhenden Korpers (in B) von seiner Vzl N2
Lage — d.h. der Hohe A — abhingig ist, nennen wir diese HTE
Energie die Energie der Lage oder potentielle Energie. g
Der hochgehobene Bér eines Dampfhammers besitzt poten-  Fig. 35.
tielle Energie, die frei wird, sich zeigt, in Erscheinung tritt,
wenn der Hammer herunterfallt. Sie ist um so grofer, je groBer der
Fallraum des Hammers ist.

Beispiel 34. Wie grof} ist die Wucht oder lebendige Kraft eines
Geschosses von 1000 kg Gewicht, dessen Geschwindigkeit v = 400 m/sek
ist ?

1 1 1000
= m? e e o, 2
A= g mvt =" 9,81 4002 = 8 000 000 mkg
Durchschligt dieses Geschofl eine Mauer von 6 m Starke so ist die
mittlere Durchschlagskraft bestimmt aus

4= % ‘m-v2=P.s zu = ﬁ:— = SOOgOQO =1333000kg .

Beispiel 35. Wie groB3 ist die Energie der Lage eines Rammbérs
von G = 80 kg Gewicht, dessen Fallhohe 2 = 1,5 m betrigt ?
Aus 4 = imv? = G h folgt
—80kg-1,5m = 120 mkg .
Dringt der gerammte Pfahl bei einem Schlage s = 5 cm tief in den
Erdboden, so driickt der Bér wihrend dieses Weges mit einer mittleren
A 120

t P=" = 2 .
Kraf s = 0.05 2400 kg auf den Pfahl
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Beispiel 36. Nach welcher Zeit kommt ein Schwungrad, dessen
Ring 2500 kg wiegt, zum Stillstand, wenn das Rad 3 m Durchmesser
hat und 125 Uml./Min. macht ?

Die bremsende Kraft sei die Lagerreibung mit 1/, des Lager-
druckes bei 100 mm Wellendurchmesser; Nabe und Speichen seien
vernachldssigt. Die lebendige Kraft des Schwungringes ist mit

Ted-n T3 125

V= = 0 = 19,6 m/sek
1 1 & 1 2500
M — 2= 2
L= g m =g . V=g 981 19,62 = 48000 mkg .

Sie wird vernichtet durch die brem-
sende Lagerreibung P am Umfange der
Welle. Ist P diese Bremskraft, s der
Weg, den ein Punkt am Umfange der
Welle bis zum Stillstand zuriicklegt,
dann ist die von P wihrend des Brem-

. sens geleistete Arbeit 4 = P+s. Aus

P.s=1TL folgt s=£

p

_ 48000_=23Om
15 - 2500

Die Geschwindigkeit des Punktes am Umfang der Welle zu Beginn
des Bremsens war

Ted on 70,1125

V= ey = 0 = 0,654 m/sek
seine Endgeschwmdlgkelt ist null; aus (\) folgt dann
s 3¢ _ 2-230
o = 0,650 = 0705 sek .

Im Beispiel 36 haben wir nurtdie Wucht des Schwungringes be-
riicksichtigt, weil bei ihm angenommen werden darf, daB alle Punkte
mit derselben Geschwindigkeit umlaufen. Anders ist es bei einer
Scheibe, wo diese Annahme unméglich gemacht werden darf. Zweifel-
los konnen wir uns aber die Scheibe aus sehr vielen und sehr schmalen
,»Schwungringen“ bestehend - denken, deren Geschwindigkeit nach

4) v=y- o0 ist, wenn w= 20 i Winkelgeschwindigkeit der

30
Scheibe ist (Fig. 36).
Hat der erste der gedachten Ringe die Masse m; und den Abstand
91, von der Drehachse, so ist seine lebendige Kraft

1 1 w?
L1=§m1'vf=§-m1(y1w)2 2“m1 yi.



Mechanik fester Korper. 151

Ein weiterer gedachter Ring von der Masse m, mit dem Abstand y, hat

1 1 1 w?
L2=§-mzv§=§m2 (yz‘w)2='§‘—é— My Yi;
ein dritter gedachter Ring
1 1 w? o
Laz'é‘ma”%:‘z‘m' (ys- 0} = o Mst Y-

Die lebendige Kraft der ganzen Scheibe ist als Summe der lebendigen
Krifte der einzelnen Ringe
2 w2 CUE
5 hadll

)
L=?'m1y%+““mzyg+ 2 myy; + . . .,

soviel Glieder folgen noch wie Schwungringe, in die wir die Scheibe auf-
2
gelost denken. Da jedes Glied den Faktor%— hat, so kann er vor eine

Klammer gezogen werden, so daf3 sich ergibt:

2
L=—2~(m1y§+m2y§+m3y§—{— NN R

Fir den Klammerausdruck wihlt der Mathematiker eine kiirzere
Schreibweise ; er sagt: in der Klammer steht eine Summe von Produkten
aus Masse und Quadrat der Entfernung von der Drehachse. Fafit man
wieder, wie S.112, die Wege und Zeiten, jetzt die Massen m,, m,, m, usw.
und die Entfernungen y,, ¥,, ¥; usw. als verinderliche GroBen auf, so
kann man fiiv (m, 42 + myy3 -+ myy3 ...) schreiben ,,Summe m - y2*.
Das Wort ,,Summe‘ wird aber nicht ausgeschrieben, sondern durch
den griechischen Buchstaben 2 ersetzt. Die Klammer wird demnach
geschrieben (m,y2 + myy2 + myy2 + ...) = Zmy? (gelesen: Klammer
gleich Summe m y2%) und bedeutet: es ist die Summe einer unbe-
schrinkt groBen Zahl von Gliedern zu bilden, von denen jedes fiir
sich betrachtet sehr klein ist. Wie man solch eine Summe be-
rechnet, zeigt die sogenannte hohere Mathematik. Die Ergebnisse dieser
Rechnung — der Integralrechnung — miissen wir hinnehmen, ohne
ihre Ableitung mit den Hilfsmitteln der Algebra (S. 2) nachpriifen zu
koénnen.

Mit der eben gezeigten Schreibweise wird die lebendige Kraft einer
mit der Winkelgeschwindigkeit  umlaufenden Masse

L=}w?Zmy2

Haben wir zwei Scheiben von gleichem Gewicht und gleicher Winkel-
geschwindigkeit, d. h. laufen sie mit gleicher Tourenzahl, so wird die
Scheibe die groBlere lebendige Kraft, die grofere Wucht, die gréBere
Energie haben, bei der der Ausdruck 2'm y? grofer ist. In diesem Aus-
druck ist aber y, d.h. die Entfernung von der Drehachse, von iiber-
ragender Bedeutung, weil es in der 2. Potenz vorkommt. In Worten be-
deutet das: Die lebendige Kraft ist um so grofler, je weiter die Massen-
teile nach auBlen gelegt sind. Stellt man den Antriebsmotor der Scheibe
ab, 1Bt man sie also auslaufen, so wird die Scheibe mit der grofleren
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Wugeht linger laufen als die andere; sie versucht ihren Geschwindigkeit-
zustand ldnger beizubehalten, ihr Beharrungsvermégen oder ihre
Trigheit ist grofer. Man nennt deshalb den Ausdruck 2 m y? das
Triagheitsmoment des Kérpers in Beziehung auf seine Achse. Die
Dimension wird

kg - sek?®

S8 PP m? = 2,
p, mkgsek

Ersetzt man m durch Agg— und AG durch 4V + s (S.119), (4G und AV,
um anzudeuten, daB es sich um sehr kleine Gré8en handelt), so wird
mit m = AV+ -

2my? =-;—-ZAV-y2,

da s und ¢ als unverénderliche Faktoren vor das Summenzeichen gezogen
werden konnen. Es ist demnach das Trigheitsmoment nur abhéngig
von der Form des Korpers, und es geniigt 24 V + y2 fiir die geometrisch
bestimmte Korperform, z.B. Scheibe, Ring, Kugel usw., zu berech-
nen. Man spricht deshalb von dem Trigheitsmoment der geometrischen,
d. h. masselos gedachten Kérper (vom Triagheitsmoment des Zylinders,
des Ringes, der Kugel usw.) und bezeichnet es mit J, so dafl die lebendige
Kraft eines Korpers vom spezifischen Gewicht s dargestellt wird durch

1 s S
L= 5@ p J.

Die Benennung von J ist von der 5. Potenz (m3) als Produkt des Vo-
lumens V in m® und dem Quadrat einer Linge (m?2).

Die Mathematik liefert fiir eine Scheibe vom Halbmesser r und der
Breite b das Trigheitsmoment, bezogen auf die Zylinderachse,

J=4%nmrt.b.

Beispiel 37. Die lebendige Kraft einer GuBstahlscheibe von
r =800mm und b =200mm bei » = 150 Uml./Min. wird, wenn man
die Langenmafle in m und s in t/m® einsetzt, mit

_mm 7 150 157 1
=30 T 30 T 7 sek
1 s 1 7.8 1
— e =157 —x-08.0,
L 5 w p 3 5,72 . 0.81 s 0,8¢.0,2

=12,4 mt = 12400 mkg .
Eine Holzscheibe mit denselben MaBlen wiirde entwickeln
1 s 107 1
——— e 2 = = —. e e—. (.84, — =
L 5 p J= 2 15,72 20,81 57 0,84.0,2 = 1,1 mt = 1100 mkg.
Setzt man die LdngenmaBe in dm und s in kg/dm3, so wird mit
g = 98,1 dm/sek?
1 8 1 07 =
=@l J=—.1572. 21,2 . g
szg 215,7981282
= 11000 kgdm = 1100 mkg .
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Beispiel 38. Auf der Seiltrommel eines Férderkorbes sitzt ein Gu3-
stahlschwungrad von 4 m Durchmesser und 200 mm Breite, das mit 375
Uml./Min. lduft; seine lebendige Kraft wird benutzt, um den Forder-
korb von 3000 kg auf 200 m zu heben. Um wieviel sinkt die Um-
laufzahl des Schwungrades ?

1 8 1

n-m\2 78 =
= . 2.__.J:_._.d_;).,,.’..,.._.‘i.
g “"y 2(30,9,81 g b
1 78 = .
— . 2, % 7 o, — .
530278 o G 240,20 03020 mt

Die Hubarbeit erfordert 4 = 3t-200m = 600 mt, so daBl dem
Schwungrad nach dem Heben verbleiben: L, = 3020 — 600 = 2430 mt.
Zu dieser lebendigen Kraft gehort eine Winkelgeschwindigkeit w,, die

]/12111—g _ l 22420 9,81

. 1 8
sich aus L;=—+w}+—-J zu o;=
g

2 .
. 7w % . 240,2-7,8
—35.... ergibt.
0 sek
Diesem @ entspricht eine Umlaufzahl n, = 300y 335 Uml./Min.
JT
1 ] 1 . s
Oder aus —w?2+.—+J=3020mt und —i.—-+J=2420mt
2 g 2 g

ergibt sich durch Division
w? 3020
—s =/ = f==Na ] —_— .
w] 2420 3020 sek
Die Umlaufzahl sinkt um 375 — 335 = 40 Uml./Min.

/2420 35 1

und daraus ;= w: l

II. Die Lehre vom Gleichgewicht der festen Korper oder Statik.

In der Bewegungslehre wurde der Einflul der Kraft auf einen frei
beweglichen Massenpunkt untersucht und festgestellt, daB sich dieser
gleichformig beschleunigt bewegt, wenn eine Kraft auf ihn wirkt; die
Richtung der Kraft ist durch die Richtung der von dem Punkt ein-
geschlagenen Bewegung gekennzeichnet. Nach GroBe und Richtung
zu unterscheidende physikalische Grofen nannten wir (S.143) Vek-
toren oder gerichtete GréBen; auch die Kraft ist ein Vektor.
Betrachten wir einen Korper unter dem Einflul der Schwerkraft: ist er
beweglich, so £#1lt er mit der Beschleunigung g = 9,81 m/sek?. Unter-
stiitzen wir ihn aber, so iibt er auf die Unterstiitzungsfldche einen Druck
aus, den wir mit ,,Gewicht des Korpers* bezeichnet haben ; seine Maflein-
heit war das Kilogramm. Der unterstiitzte Koérper befindet sich im
Zustand der Ruhe; wir sagen, er ist im Gleichgewicht. Nach
wie vor wirkt die Schwerkraft auf ihn, nur vermag sie ihm nicht eine
gleichférmig beschleunigte Bewegung zu erteilen, da sie die Unterlage dar-
an hindert. Nach dem dritten Grundgesetz der Mechanik (S.138) miissen
wir annehmen, daB die Unterlage mit einer genau ebenso grofien



154 Physik.

Kraft, der Gegenkraft oder Reaktion, auf den Koérper wirkt wie der
Korper auf die Unterlage. Und diese Gegenkraft muf wiederum die
gleiche, aber entgegengesetzte Richtung haben wie das Gewicht des
Korpers, die angreifende oder aktive Kraft, weil nur dann zwei Beschleu-
nigungen eine Gesamtbeschleunigung Null ergeben, wenn sie gleiche
Grofle und entgegengesetzte Richtung haben (vgl. Fig. 30, S. 144). Die
Gerade, auf der sich der Massenpunkt bewegen wiirde, wenn er frei
beweglich ware, heilt Wirkungslinie der Kraft. Als Bedingung,
unter der ein Korper im Gleichgewicht ist, werden wir jetzt aussprechen
diirfen: ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn zwei gleich-
grofle, aber entgegengesetzt gerichtete Krifte auf ihn wir-
ken, die dieselbe Wirkungslinie haben. Stellen wir eine
Kraft ebenso wie die Geschwindigkeit in Fig. 26 oder die Be-
schleunigung in Fig. 29 als eine mit einer Pfeilspitze versehene
Strecke- dar, so ist die Lénge der Strecke ein Maf fiir die
GroBe der Kraft, wihrend die Pfeilspitze ihre Richtung an- ¢
gibt. Die eben ausgesprochene Gleichgewichtsbedingung ist ,"
demnach durch Fig. 37 erschépfend dargestellt: Unter dem Ein-
4 fluf der beiden gleich grofen, entgegen- ./

A

p P gesetzt gerichteten Krifte Pist der Punkt 4 |,
Fig. 37. im Gleichgewicht. Will man mit Hilfe der g;y 35

zeichnerischen Darstellung messen, so be-
darf es der Angabe des MafBstabes, der die Form haben muB: 1cm
stellt 100 = 200 = 500 oder allgemein a kg dar, geschrieben 1cm = akg;
er heilt KriftemaBstab. Lautet fiir eine gegebene Darstellung der
KriftemafBstab 1 cm = 50 kg, und ist die Strecke 60 cm lang, so wird
durch sie eine Kraft von

P =60cm- 22X _ 3000 kg

lem

dargestellt; fiir den KriftemaBstab 3 cm = 100 kg wiirde dieselbe
Strecke von 60 cm Linge eine Kraft von

P=60cm: 1991‘_8 = 2000 kg
3cm

darstellen. Héngt eine Last @ an einer Kette (Fig. 38), so greift sie an
dem Punkte 4 an; offenbar ist es dem Haken ganz gleichgiiltig, ob sich
die Last in B oder in C befindet, wenn wir von der Mehrbelastung durch
das Gewicht des Kettenstiickes BC absehen. Wir diirfen aussagen:
Der Angriffspunkt einer Kraft darf auf ihrer Wirkungs-
linie beliebig verschoben werden. Es ist iiblich zu sagen, eine
Kraft greift an einem Punkte an, doch ist dieser Punkt in Wirklichkeit
von einer gewissen Ausdehnung. Denken wir z. B. an eine zweifach
gelagerte Welle, die in der Mitte ein Schwungrad triigt, so ist der Punkt
der Welle, an dem das Gewicht des Rades angreift, so breit wie die
Nabe des Rades; die Lager der Welle haben eine betrichtliche Auflager-
fliche, und doch sagen wir, die Welle ist in zwei Punkten gelagert.
Niher kommen wir dem Punkte schon, wenn wir an den Druck denken,
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den das Rad auf die Schiene ausiibt. An diesen Angriffspunkten von
Kriften erleiden die angegriffenen Korper mehr oder minder grole ort-
liche Forménderungen — so driickt sich z. B. das Rad in die Schiene —,
doch werden diese Forménderungen in der Statik vernachléssigt,
wir nehmen alle Korper, die von Kriften angegriffen werden, als starr
an. Es ist die Aufgabe der Festigkeitslehre, zu untersuchen, welche
Forménderungen die Kriifte zur Folge haben.

Die beiden Kriifte P, die am Punkte A der Fig. 37 im Gleichgewicht
sind, wirken in einer Ebene. Denken wir uns am Punkte 4 noch eine
dritte Kraft angreifen, so kann ihre Richtung ganz beliebig sein. Diese
drei Krifte brauchen nicht mehr in einer Ebene zu liegen. Wir beschrén-

g
Fig. 39. Fig. 40. Fig. 42.

ken uns auf den Fall, wo alle Krifte in einer Ebene wirken, und werden
sehen, daBl die Gesetze iiber Kriifte in der Ebene bis auf wenige Fille
vollkommen zur Bestimmung der Gleichgewichtslage ausreichen. Die
Gleichgewichtslage zu bestimmen ist unbedingt erforderlich, wenn wir
erfahren wollen, welche Beanspruchung ein Kérper unter dem EinfluB
von Kriften erfahrt. In Fig. 39 héingt an einem iiber eine Rolle geschlun-
genen Seil eine Last @ . Wirkt am linken Seilende keine Kraft, so fallt
die Last herunter und zieht das Seil mit sich. Dabei bleibt das Seil
schlaff, es erfahrt keine Beanspruchung — es ist spannungslos. In
dem Augenblick aber, wo wir das linke Seilende mit der Kraft P = Q
festhalten, wird auch die Last @ festgehalten (Fig.40). Das Seil wird
straff; es spannt sich, nachdem es zur Ruhe gekommen -ist. Ist an
einem Stabe AB die Last @ nach Fig. 41 befestigt, so fallt der Stab mit
der Last nach unten, ohne daf er die geringste Durchbiegung erfahrt, er
ist spannungslos. Stiitze ich ihn dagegen in 4 und B (Fig. 42), so kommt
er samt Last zur Ruhe, zeigt aber eine deutlich wahrnehmbare Durch-
biegung; er ist gespannt, oder: in ihm treten Spannungen auf, deren
Grolle die Abmessungen des Stabes bedingen. Nur an einem im Gleich-
gewicht befindlichen Koérper kénnen wir die Beanspruchung und daraus
die erforderlichen Abmessungen ermitteln. Die Herstellung der Gleich-
gewichtslage ist demnach die Voraussetzung von Festigkeitsberech-
nungen.
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Drei Kriifte an einem Punkte. In Fig.43 seien 3 Schniire an einem
Ringe A befestigt, die durch die angehéngten Gewichte P,, P, und P,
belastet sind. Von den Schniiren seien 4B und AC iiber Rollen geleitet,
so daB die Kraft P, in der Richtung AB; die Kraft P, in der Richtung
AC wirkt. Der Versuch lehrt: Halte ich den Ring A4 in einer beliebigen
Lage fest, so herrscht Gleichgewicht; das System ist in Ruhe. Lasse

. ich ihn los, so stellen sich die Schniire von
selbst in eine neue Gleichgewichtslage ein, und
zwar kommen sie stets in derselben Lage Zur
Ruhe, von wo ich auch den Ring A4 loslassen
mag. Stellen wir die drei Krifte P,, P,, P,
mit Hilfe eines KriftemalBstabes unter Bei-
Fie. 43 behaltung ihrer Richtungen dar (Fig.44), so

&2 ist fiir den Fall des Gleichgewichtes P, Dia-
gonale in einem Parallelogramm aus den Kréften P, und P,. Eben-
so ist P, Diagonale in einem Parallelogramm aus P, und P;, und P,
ist Diagonale in einem Parallelogramm aus P, und P,. Statt das
Parallelogramm zu zeichnen, fligen wir die 3 Kréfte P unter Beibehaltung
ihrer GroBe und Richtung fortlaufend aneinander (Fig.45) und finden
ein geschlossenes Dreieck, das dem gestrichelten in Fig. 44 kongruent
ist. Es heifit Kraftedreieck; der Linienzug P, = P, -~ P, heifit Krifte-
zug. Beachtet man in Fig. 45 die durch die Pfeile gekennzeichneten

Fig. 45.

Richtungen, so gelangt man von a iiber b und ¢ nach a zuriick ; das Drei.
ecka b cawird stetig umfahren. Der Versuch zeigt die Gleichgewichts-
bedingung der drei Krifte P . Sie lautet: Drei Kréafte sind im
Gleichgewicht, wenn sich ihre Wirkungslinien in einem
Punkte schneiden (4 inFig.44), dasKriftedreieck geschlossen
und der Umfahrungsinn stetig ist (Fig. 45).

Nach Fig. 37 sind zwei Krifte im Gleichgewicht, wenn sie bei gleicher
Grofle und entgegengesetzter Richtung dieselbe Wirkungslinie haben.
Ist demnach in Fig. 46 R = Py, so ist 4 unter dem EinfluB dieser beiden
Kriifte ebenso im Gleichgewicht, wie er es in Fig. 44 unter dem Einflu
der drei Krifte P,, P,, P,war. Die Kraft R,die vongleicher Grofe ist wie
die Kraft P, aber entgegengesetzte Richtung hat, hat dieselbe Wirkung
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wie die beiden Krifte P, und P,; sie bringt ebenso das System ins Gleich-
gewicht wie P, und P, (Fig.46). Man nennt Rdie Mittelkraftoder Resul-
tante der Krifte P, und P,. Sie ergibt sich zeichnerisch durch dasselbe ge-
schlossene Dreieck @ b ¢, nur ist sie vom Anfangspunkt a des Krifte-
zuges abcder Kriifte P;und P,zum Endpunkt cgerichtet(Fig.47). Unter-
stiitzen wir einen Kérper in einem Punkte, der auf der Wirkungslinie
der Mittelkraft liegt, so ist der Kérper im Gleichgewicht; oder geht die
Wirkungslinie der Mittelkraft durch einen Stiitzpunkt, so ist der Korper
im Gleichgewicht. Ist eine Kraft R der Grofle
und Richtung nach gegeben, so lassen sich zwei
Krifte mit demselben Angriffspunkt von derselben
Wirkung finden, wenn ihre Richtungen bekannt

Fig. 47.

sind. Wir kénnen also eine nach Gréfe und Richtung gegebene Kraft in
zwei Kriifte zerlegen, deren Richtungen bekannt sind. Diese Kréfte heiflen
Seitenkrifte oder Komponenten. In Fig. 48 sei R die gegebene Kraft,
xz und y die gegebenen Richtungen. Ist R (Fig.49) durch die Strecke
a b dargestellt, so schneiden Parallelen durch ihre Endpunkte ¢ und b
zu den gegebenen Richtungen x und y die Strecken @ c¢ und bc ab,
die ein MaB fiir die Seitenkrifte P, und P, sind. Die Richtung der
Seitenkriifte ist dadurch bestimmt, dall der Kraftezug o —c—0b der
Kriifte P, und P, vom Anfangspunkt ¢ zum Endpunkt b der Kraft R
fiihren muB. Der wirkliche Angriffspunkt der Seitenkrifte P, und P,
ist der Punkt A (Fig.48), an dem R angreift. Besonders hdufig ist
die Zerlegung einer Kraft nach zwei aufeinander senkrecht stehenden
Richtungen (Fig.50). Aus der Zeichnung ergibt sich unmittelbar

H=P-.cosx, V=P-sina, P=JH>+ V2.

Soll sich ein Korper trotz eines Kraftangriffes in Ruhe befinden, so
muB er gestiitzt oder gelagert sein. So ist z. B. der Triager AB der Fig. 51
im Gleichgewicht, wenn 4 und B Stiitzpunkte sind. Wie er zu lagern
ist, zeigt die Zerlegung der Kraft P in ihre senkrechte Seitenkraft V
und ihre wagerechte Seitenkraft H . Infolge ¥ wiirde sich der Triger
nach unten bewegen. Diese Bewegung wiirden zwei Stiitzen in 4 und
B verhindern, auf denen der Triager ruht. Infolge H wiirde sich der Triger
nach links verschieben. Diese Bewegung wiirde schon gehindert, wenn
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einer der beiden Punkte 4 und B fest wire. Fig. 51 zeigt die iibliche
Darstellung eines festen Punktes (4) und eines beweglichen (B).
Der eine von beiden mufl beweglich sein, weil der Stab bei Temperatur-
schwankungen eine Ausdehnung erfihrt, die sich bei zwei festen Punk-
ten nicht ausbilden konnte. Sind trotzdem beide Punkte fest, so treten
in dem Stabe durch die verhinderte Ausdehnung Spannungen auf,
(Vgl. Festigkeitslehre S. 313.) Man nennt einen Triger, der nach Fig. 51
gelagert ist, statisch bestimmt; ein in zwei festen Punkten gelagerter

Trager heillt sta-
S tisch unbestimmt.

5o «—‘{—-ﬁ — ’ _Q N Wir beschrinken
As «%‘ﬁ uns auf die Unter-
A P

=

P} suchung der sta-

Fig. 51. tisch bestimmten
4 / 8 Zug (+)
#
1% %1 Druck ()
Fig. 52. Fig. 54. Fig. 55.

Trager und setzen stets die Lagerung der Fig. 51 voraus, auch wenn
sie nicht besonders durch die Zeichnung hervorgehoben ist. Die Kraft V
verteilt sich auf die Lager 4 und B und ruft dort die Gegenkriifte V,
und ¥V, hervor; das feste Lager 4 muB noch die wagerechte Seitenkraft H
aufnehmen, die in 4 die Gegenkraft H, hervorruft. Rechnen kénnen
wir nicht mit den Lagern 4 und B, sondern nur mit den von ihnen
ausgeiibten Gegenkriaften. Wir werden Stiitzpunkte stets durch ihre
Gegenkrifte ersetzen, also die Tréiger AB nach Fig. 52 darstellen, weil
wir erst nach dem Einzeichnen oder Sichtbarmachen der Gegenkrifte
einen Uberblick iiber alle am Triger AB angreifenden Krifte ge-
winnen. Dieses Einzeichnen oder Sichtbarmachen der Gegenkrifte
in den Stiitzpunkten heiit Freimachen des Trigers und ist zuerst
auszufithren. Unter dem EinfluB der vier Krifte P, V,, V, und H,
ist der Trdger AB der Fig. 52 im Gleichgewicht. Die Krifte (P) und
die Gegenkréfte (H;, V,, V,) heilen 4uBere Kriafte. Nicht gegeben
sind die Gegenkrifte; sie miissen aus den Gleichgewichtsbe-
dingungen errechnet werden.

Denken wir uns ein Seil iiber 2 Rollen gelegt (Fig. 53), so wird
Gleichgewicht herrschen, wenn wir die freien Enden durch zwei gleich-
groBe Krifte P belasten. Diese beiden Krifte spannen das Seil. Wollen
wir wissen, welche Krifte dadurch in dem Seil selbst auftreten, so
miissen wir das Seil durchschneiden, da wir keinem Stabe von auBen
ansehen kénnen, welche Kraft in ihm wirkt. Durch den Schnitt wird das
Gleichgewicht gestort, beide Enden haben das Bestreben, den angreifenden
Kriften P zu folgen. Soll trotz des Schnittes Gleichgewicht herrschen,
so miissen wir in Richtung des durchschnittenen Seiles (Fig. 54)
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zwei Kréfte S hinzufiigen. Diese beiden hinzugefiigten Krifte S
haben die gleiche Wirkung wie das nicht durchschnittene Seil; sie
heiBen Spannkréfte und sind ein MaBl fiir die Beanspruchung des
Seiles infolge der angreifenden #uBeren Krafte P. Im Gegensatz zu
diesen nennt man die Spannkrifte
innere Kréifte;sie werden sichtbar
gemacht, indem man einen Stab
durchschneidet und die Pfeile ein-
zeichnet. Da das Seil gezogen wird,
stellen die Kréfte S mitden in Fig. 54
eingetragenen Pfeilspitzeneine Zu g -
spannkraft oder kurz Zug dar;
entgegengesetzte Pfeilrichtung stellt
eine Druckspannkraft oder kurz
Druck dar (Fig.55). Eine ge-
schlingelte Linie bedeutet den ge-
dachten Schnitt. Es ist iiblich, Zug
durch -, Druck durch — zu kenn-
zeichnen, weil durch Zugkrifte die ;
Stablénge groBer, durch Druckkrifte Fig. 57.
dagegen kleiner wird.

Beispiel39. Ist dasin Fig. 56 dargestellte System im Gleichgewicht ?

Es sind zwei bewegliche Auflager angenommen, deren Gegenkrifte
senkrecht zur Beriihrungsebene stehen miissen. Da sich die Wirkungs-
linien der drei Kriifte 4, P, B nicht in einem Punkte schneiden, herrscht
kein Gleichgewicht.

Beispiel 40. In 4 a
sei ein festes Lager
(Fig.57), es ist zu unter- B
suchen, obGleichgewicht p R |
herrscht. € 9 7 z 3 &

Das Freimachen lie- 7
fert in B eine Gegen-
kraft B ,derenWirkungs-
linie senkrecht zur Be-
riihrungsebene steht. Da
sich die Wirkungslinien
der 3 Krifte A, P, B in einem Punkte schneiden miissen, bringen
wir die Wirkungslinien von B und P zum Schnitt (S), dann
hat 4 die Richtung S4. Nunmehr sind bekannt: P als gegebene
Kraft der GroBe und Richtung nach und die Richtungen der un-
bekannten Seitenkrifte A und B. Wir zerlegen P (Fig, 58) nach den
Richtungen 4 und B, indem wir durch die Endpunkte ¢ und b der
Kraft P Parallelen zu den Richtungen SA und SB ziehen; sie mogen
sich in ¢ schneiden. Da der Umfahrungssinn des Kriftedreiecks stetig
sein soll, ergeben sich die Pfeilrichtungen bc¢ und ca. Jetzt sind alle
Bedingungen erfiillt: Der Kriiftezug ist geschlossen, der Umfahrungs-

)
Fig. 58.
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sinn stetig, die Wirkungslinien schneiden sich in einem Punkte; folglich
herrscht Gleichgewicht.
P sei 5000kg, der KriftemafBstab laute 1om = 100 kg, dann wird

A = 50 mm - 100kg. = 5000 kg , B =27mm - 100kg = 2700 kg .
cm lem
Beispiel 41. An einem drehbaren ¥

Wandkran wirke die Kraft P (Fig. 59).
Wie groB werden die Auflagerkrifte A
und B?

Das Freimachen liefert in B eine wage-
rechte Gegenkraft, da das Halslager der

Sdule durch ein
3, Wagerechtes Band
%1 an der Wand be-
festigtist. Bringen
wir die Wirkungs-
linie von B mit P \
zum Schnitt (8S), \W
dann ist die Rich- \
tung von 4 durch \
die Gerade S4 be- 5 >
stimmt. Die Zer- N\ 7
legung von Pnach 4

Fig. 59. SB und SA liefert Fig. 60.
dieKriifte Bund 4

(P sei 5000 kg); der Kriftemafistab laute 1 mm = 10kg. Mit dem
MaBstab der Fig. 58 wird

A=575mm- 2% _ 5750ke, B —36mm - ~2X8 _ 3600 kg .
lmm Imm
Beispiel 42. Eine geneigte Platte sei in A4 fest, in B beweglich ge-
lagert. Wie gro8 sind 4 und B infolge einer Last @ ? (Fig. 60).
Die Gegenkraft B steht senkrecht auf
ABj; schneiden sich die Wirkungslinien ¢
und B in 8, so ist S4 die Richtung von 4.

c « Die Zerlegung von @ nach den Richtungen
a\Y Y von S4 und SB liefert die Gegenkrifte A
¢ 0 und B.

Beispiel 43. Wie gro8 ist der Druck, den
die Last @ auf die Nasge C ausiibt, die das Hin-
untergleiten der Last verhindert ?

Fig. 61. Wir ersetzen die schiefe Ebene durch

ihre Gegenkraft N und die Nase durch ihre

Gegenkraft C (Fig. 61). Dann liefert die Zerlegung von @ nach den Rich-
tungen N und C die Krifte N und C'.

Bem.: Beide Zerlegungen kénnen in demselben Krafteck ausgefiihrt
werden, wie die gestrichelte Darstellung in Fig. 60 zeigt.
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Beispiel 44. Es soll die Last @ durch eine wagerechte Kraft P
die schiefe Ebene hinaufgezogen werden (Fig. 62).

Das Hinaufziehen setzt den Gleichgewichtszustand voraus. Ersetzen
wir die schiefe Ebene durch ihre Gegenkraft N, dann liefert die Zer-
legung von @ nach den Richtungen N und P die Krifte

5 25
N—69mm- X8 _geokg, P 35mm. 208 _ 4381,
2mm 2mm

Beispiel 45. Bei dem Schwenkkran Fig. 63 sei das Seil iiber eine
Rolle € gefithrt und werde auf die Seiltrommel gewickelt. 4 und B

sind zu bestimmen.

‘p W

O T S S |
0 7 2 3 4 Scm

P
Fig. 62.

Schneiden wir durch das Seil ¢ und bringen die Spannkrifte Z
an, die gleich @ sind, so greifen in C zwei Krifte ¢ und Z an, deren
Mittelkraft wir zunichst durch den Kriftezug abc ermitteln; sie
ist durch die SchluBllinie ac des Kriftezuges bestimmt und greift
in C an. B soll wieder wie in Fig. 59 wagerecht gerichtet sein, so daf}
sich 8 als Schnittpunkt der Kréfte R und B ergibt. Damit ist auch die
Richtung der Kraft 4 bestimmt, da sich die Wirkungslinien der Kriifte
R, A, B in einem Punkte schneiden miissen. Die Zerlegung der Kraft R
nach den Richtungen SB und S4 liefert die Gegenkrifte A und B zu
A—94mm- 0K _ 4700k, B—36mm- 20X€ _ 1800kg,

m 2mm
wenn @ = 2000 kg ist und der KriftemaBlstab 2 mm = 100 kg lautet.

Beispiel 46. In Fig. 64 ist ein Pumpenschwengel dargestellt, der
in A4 gelagert ist und in B das Gesténge tragt. Die zu hebende Last sei
@; sie wird durch die Kraft P gehoben, die in ' angreift.

Die Wirkungslinien von ¢ und P schneiden sich in 8, folglich
muf} auch die Gegenkraft des Stiitzpunktes 4 durch S gehen. Die Zer-
legung der Kraft ¢ nach den Richtungen SB und SC liefert 4 und P zu

A=59mm- B _s9kg,  P—1Tmm- % —17ke

1 mm I mm
fir @ = 50 kg bei einem KriftemaBistab 1 mm = 1kg.
Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 11
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Beispiel 47. Ein senkrecht stehender Korper vom Gewicht @,
z. B. eine freistehende Mauer, erfahre einen seitlichen Druck P (Fig. 65).
Wie grof darf dieser Druck hochstens werden, damit die Mauer nicht
kippt ?

Die Mauer wiirde um den Punkt A4 kippen; dieser Punkt 4
muB demnach auf der Wirkungslinie der Mittelkraft von G und P liegen,
wenn die Mauer nicht kippen soll (S.191). Damit ist die Richtung der
Mittelkraft gegeben. Greifen G und P im Punkte S an, so ist SA die
Richtung der Mittelkraft. Die Zerlegung der gegebenen Kraft G' nach
den Richtungen P und SA4 liefert die Krifte P und 4. Die Mauer

ist standsicher, so lange die Mittelkrait aus P und @ inner-
halb der Auflagerfliche 4B verlduft. Denken wir eine gleich-
groBe Kraft P an der oberen Kante in S’ angreifen, so wiirde die Mittel-
kraft R, die von gleicher GroBle, aber entgegengesetzter Richtung ist wie
A den Punkt C der Grundfliche treffen, der auBerhalb AB liegt; die
Mauer kippt.

Beispiel 48. Welche Kraft Z kann man mit dem Winkelhebel der
Fig. 66a u. b ausiiben, wenn man in B eine Kraft P = 30kg ausiibt?

Die Wirkungslinien von P und Z schneiden sich in S, folglich fallt
die Gegenkraft 4 in die Richtung S4 . Die Zerlegung von P nach den
Richtungen S4 und 8C liefert

1kg

lhg o1 _ _
Ai58mm71——m}—£_:)8kg, Z = 50 mm L mm = 50 kg,

wenn der Kriftemafistab 1 mm = 1 kg lautet.

Mehrere Krifte an einem Punkte. Gegeben seien die vier Krifte
P, P,, P;, P, (Fig. 67a), die an dem Punkt A4 angreifen maogen.
Es ist zu untersuchen, ob der Punkt 4 unter dem EinfluB dieser



Mechanik fester Korper. 163

vier Krifte im Gleichgewicht ist. Wir bilden den Kriftezug abcde
der Krifte P,, P,, P,, P, (Fig.67b) und finden, daB er sich nicht
schlieBt; die Strecke ea bleibt offen. Daraus folgt, daf die vier Krifte
P,, P,, P;, P,nicht im Gleichgewicht sind. Um das Gleichgewicht zu
erzielen, miissen wir eine fiinfte Kraft P in A hinzufiigen, die durch die
SchluBlinie e a des Kraftezuges der Grofe und Richtung nach bestimmt
ist; die fiinf Krafte in 4 sind im Gleichgewicht, weil ihre Wirkungslinien
sich in einem Punkte (4) schneiden, der Kriftezug a b ¢ d e a geschlossen
und der Umfahrungsinn stetig ist.

Der Fall mehrerer Krifte an

einem Punkte, 148t sich auf b;__
den dreier Krifte zuriick- %

fihren, wenn man zunéchst ar
aus P, und P, die Mittelkraft v
R, bildet,die durchdieStrecke p J

ac des Krafteckes bestimmt
ist; bildet man aus dieser )
Mittelkraft R, und der héch- d}’%' '

stenKraft Pywieder dieMittel- &-——————-=""
kraft R,, die durch dieStrecke

7/ /
ad des Kraftecks gegeben ist, % -@»X & X 2
so kann man die Krifte P,, P,, Fig. 67b.

P,, durch ihre Mittelkraft R,

ersetzt denken, so dal} statt der fiinf Krafte P,, P,, P;, P,,
P die dreiKrifte R,, P,, PamPunkte Aangreifen, die unsere
Gleichgewichtsbedingung — Mittellinien schneiden sich in
einem Punkte (4), Krafteck R,, P,, P geschlossen, Um-
fahrungsinn adea stetig — erfiillen.

Zerlegen wir simtliche fiinf Krafte nach zwei aufeinander senkrecht
stehenden Richtungen — z und y —, indem wir sie auf diese Richtungen
projizieren, so erhalten wir, wie in Fig.67b, statt der Kréfte P ihre Seiten-
krifte nach den Richtungen z und y . P, wird zerlegt, indem wir die
Endpunkte @ und b auf die senkrechte y-Richtung projizieren; die Pro-
jektionen sind a, und b, ; projizieren wir @ und b auf die obere z-Richtung,
dann sind @, und b, diese Projektionen, so daf a,b, die Seitenkraft in
Richtung y, a, b, die Seitenkraft in Richtung x von P, darstellen. Ent-
sprechend zerlegen wir die iibrigen vier Krifte P. Nun ist a, dy = d} a}
als gegeniiberliegende Seiten in einem Rechteck. a,d, ist aber gleich
X, + X, + X, (in der Fig.67b mit H; bezeichnet); dya; = X, + X .
Beriicksichtigen wir die entgegengesetzte Richtung durch entgegen-
gesetzte Vorzeichen, so diirfen wir schreiben

X, +X+X+X,—X=0,
oder: die algebraische Summe simtlicher Seitenkrifte in Richtung x
ist gleich Null, wenn Gleichgewicht vorhanden ist. In unserer allgemei-
nen Schreibweise nimmt diese Gleichgewichtsbedingung die Form an
2X=0 (25)
11*



164 Physik.

Aus e, by = b1 €)1 folgt in gleicher Weise
Y+v,-Y,—-Y,—Y,=0,
d. h. Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die algebraische Summe aller

Seitenkrifte in der Richtung y gleich Null ist. In der allgemeinen
Schreibweise hat die Gleichgewichtsbedingung die Form
2Y=0. (26)
Kriiftepaare und statisches Moment. Bildet man die Mittel-
kraft aus den beiden gleich groBlen Kriften P der Fig. 68, die
parallele Wirkungslinien und entgegengesetzte Richtung haben, durch
Aneinanderfiigen, so fallen Anfangs- und Endpunkt des Krafte-
zuges, das sind die Punkte ¢ und ¢, zusammen. Da die Mittelkraft

durchdie Verbindungs-
P A linie vom Anfangs- und
~G———<O ——=> Endpunkt des Krifte-

P e ~ .
RN e —————a ——1,  zuges dargestellt wird,
2RI Fig. 69. so ergibt sich fiir ihre
!f,i ___d}'LL___B\;\] 4 e . Griiﬁg der Wert l}Tull.
ﬁﬂ\\,-__.ﬁ",___‘.) P Zwei solche Kriafte
W 1 7/ = kénnen nicht zu
N :\\_QL;%; Ao 3 einer Mittelkraft

vereinigt werden.
Fig. 68. Fig. 70. Trotzdem die Mittel-
kraft den Wert Null
hat, iiben diese beiden Krifte Wirkungen aus, sie sind nicht im Gleichge-
wicht, denn wenn auch der Kraftezug geschlossen ist, so haben doch die
beiden Krifte nicht dieselbe Wirkungslinie. Denken wir sie an einem Hand -
rade angreifen, so sind wir imstande, durch einen so gearteten Kraftangriff
das Rad zu drehen. Wir machen weiter die Beobachtung, dal wir das
Rad um so leichter drehen, je grofier der Durchmesser des Rades ist.
Es braucht auch nicht einmal ein Rad zu sein, an dem die beiden Krifte
angreifen, es geniigt eine starre Verbindung, wie sie bei der Schneidkluppe
zum Gewindeschneiden verwendet wird (Fig. 69). Reicht die Armkraft
zum Schneiden nicht aus, so hilft man sich, indem man ein Stiick Gasrohr
iiber die Griffe der Kluppe steckt; man verlangert kiinstlich den starren
Stab. Daraus geht klar hervor, dal neben der Grofie der Kraft P auch
der Abstand ihrer Wirkungslinien fiir die GroBe der Wirkung entscheidend
ist. Wir nennen zwei Krifte dieser Art ein Kridftepaar und messen
seine Wirkung durch das Produkt aus der Kraft P in kg und dem Ab-
stande @ der beiden Wirkungslinien in m . Dieses Prcdukt hat also die
Form
M = Pkg-am = P.amkg
und heiBt das statische Moment des Kraftepaares. Die MaBein-
heit mkg ist zwar die gleiche wie die der Arbeit, doch ist ein statisches
Moment als solches noch keine Arbeit. Es leistet erst dann Arbeit.
wenn die Krifte P lings eines Weges wirken, d. h. wenn ich das Rad
(Fig. 68) wirklich drehe, mit der Kluppe (Fig.69) wirklich schneide.
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Eine Einzelkraft wirde, Beweglichkeit des angegriffenen XKorpers
vorausgesetzt, eine geradlinige Bewegung hervorrufen; ein Kriftepaar
dagegen verursacht eine Drehung des angegriffenen Koérpers. Wenn
sich die Drehung nicht ausbilden kann, klemmt z.B. der Gewinde-
schneider, so verbiegt sich die Stange (Fig.70). Ist die Wirkung eines
Kriftepaares eine drehende, so heiflt sein Moment Drehmoment, ist
sie eine biegende, so heifit es Biegungsmoment; in beiden Fillen
bleibt das Produkt M = P .a ein Maf} fiir die GroBle der Wirkung.

Angenommen, an der Scheibe I (Fig. 71) wirke das Drehmoment
M, = P-a in Richtung 4B gesehen rechts herum, dann wiirde die
Welle in beschleunigte Drehung versetzt, weil ein Punkt unter dem Ein-
fluB einer Kraft eine gleichformig beschleunigte Bewegung erfihrt. Lasse

ich jetzt an der

Scheibe IT ein zwei-

tes Kriaftepaar wir-

ken, so wird die

Welle offenbar in

Ruhe bleiben, wenn

dasDrehmoment M,

ebenso grof3 ist wie

M, und seine Dreh-

richtung der von M,
entgegengesetzt ist. Unterscheidet man die entgegengesetzte Drehrich-
tung durch entgegengesetzte Vorzeichen, nennt man also M, positiv, M,
negativ, so herrscht Gleichgewicht, wenn die algebraische Summe beider
Momente gleich Null ist. Die Gleichgewichtsbedingung hat die Form
einer Gleichung und lautet M; — M, = 0.

Haben wir beliebig viele Scheiben auf der Welle, wirken also beliebig
viele Drehmomerte, so herrscht Gleichgewicht, d. h. eine Drehung wird
verhindert, wenn die algebraische Summe simtlicher Momente gleich
Null ist. Wenden wir die auf S. 163 erwiahnte Schreibweise an, so hat
die Gleichgewichtsbedingung fiir Kriftepaare die Form

2M=0. (27)

Soll ein Korper weder eine Verschiebung, noch eine
Drehung erfahren, so miissen die drei Gleichgewichts-
bedingungen

I.2X=0; I.2Y=0; HOIL.ZM=0 (28)
erfilllt sein; erst dann diirfen wir sagen, daBl er vollkommen
in Ruhe ist.

Wie wir den Angriffspunkt einer Einzelkraft auf ihrer Wirkungs-
linie beliebig verschieben diirfen, ohne die Wirkung zu beeintriachtigen,
so konnen wir auch ein Kréaftepaar beliebig verschieben, und zwar in
seiner Ebene. Wie die Einzelkraft durch ihre Wirkungslinie, so ist
das Kriiftepaar durch die Ebene gekennzeichnet, in der es wirkt (vgl.
Festigkeitslehre S. 306). Wir kénnen uns zur Veranschaulichung dieses
Satzes ein Kriftepaar P mit dem Moment P - ¢ an der Stange I (Fig. 72)
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angreifen denken. Der Stab I sei durch Stibe mit dem Gestingekreuz
B so verbunden, dal die Krifte P unmittelbar und damit das Krifte-
paar P .o auf den Stab Il iibertragen werden. Vom Stabe II wird
dieses Moment in den Stab III geleitet, der mit IT fest verbunden ist.
Bringt man I in schwingende Bewegung, so schwingt III in gleicher
Weise mit und stellt in B ein Kriftepaar K «b zur Verfiigung, dessen
Moment ebenso grof3 ist wie das des urspriinglichen in A angreifenden
Kriftepaares P-a . Wir kénnen das Moment P - @ in A durch das Moment
K - b in B ersetzt denken.
Losgelost von der Vorstellung eines Kréftepaares versteht man
unter dem statischen Moment einer Kraft das Produkt aus der Kraft
und der Entfernung ihrer Wirkungslinie vom Angriffspunkt;
/\a 7/ es kann also eine Kraft nur dann
47 - > ein statisches Moment haben, B A
wenn der Punkt, an dem sie an-

8 2
Fig. 78.  greift, nicht auf ihrer Wirkungs- ST |
linie liegt. Ist in Fig.73 P die g T
Kraft, A ihr Angriffspunkt und @ !
ad e die Entfernung des Punktes A «c —=
/P P von der Wirkungslinie, so ver- p \!@ ﬁ»n —lp
s steht man unter dem statischen
Fig. 74. Moment der Kraft P, bezogen auf Fig. 75 und 76.
den Punkt A4, das Produkt P-a.

Wir untersuchen die Wirkung einer Kraft P auf einen Punkt A,
der nicht auf ihrer Wirkungslinie liegt (Fig. 74); indem wir in 4 zwei
gleichgroBe, entgegengesetzt gerichtete Krifte P mit derselben Wirkungs-
linie parallel zu dem gegebenen P anbringen. Das diirfen wir tun,
da diese beiden Krifte P die Wirkung Null haben, sich also aufheben.
Nun erst sehen wir die Wirkung der auBerhalb von 4 angreifenden Kraft
P deutlich: Der Punkt A4 erfihrt eine Beanspruchung 1. durch die
gestrichelte Einzelkraft P in A4, 2. durch ein Kriftepaar P mit dem
Moment P-a. Inder Festigkeitslehre, S. 325, wird gezeigt, wie sich der
Baustoff unter dem Einfluf von Einzelkraft und Kréftepaar verhalt.
Sprechen wir von einem statischen Moment im Sinne der Fig. 73, so
miissen wir stets daran denken, daBl in Wirklichkeit durch solch ein
Moment das gleichzeitige Auftreten von einer Einzelkraft und einem
Kriftepaar dargestellt wird (Fig. 74). In diesem Sinne kénnen wir sagen :
Jede Kraft hat ein statisches Moment, wenn wir dieses' Moment auf
irgendeinen Punkt als Drehpunkt beziehen. Von dem statischen Moment
der Mittelkraft vieler Krifte gilt der Satz:

Das statische Moment der Mittelkraft ist gleich der
Summe der statischen Momente der Einzelkréfte, bezogen
auf denselben Punkt als Drehpunkt; jeder beliebige Punkt
darf als Drehpunkt aufgefallit werden. Zum Nachweis der
Richtigkeit dieses Satzes 148t sich die Versuchsanordnung der Fig. 75
benutzen. Ein rund 1,8 m langer Flacheisenstab von 20 X 5 mm Quer-
schnitt ist 2 mm oberhalb seines Schwerpunktes in Spitzen gelagert

= |
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(Fig. 75). Einer beliebigen Last @ wird durch drei Kréifte P das Gleich-
gewicht gehalten, deren Entfernungen vom Aufhingepunkte I,, 1,, I, sein
mogen. Eine Wasserwage, die senkrecht iiber 4 auf dem Hebel ruht,
zeigt in empfindlicher Weise die Gleichgewichts-

lage an. Die Messungen erfolgen auf mm genau, PR

|
. . 7 2 | 5 1%
die gefundenen Mafle werden in das nachstehende | ‘ i i ‘
Schema eingetragen. Nunmehr entfernt man - v !
die Einzelkrafte P und ersetzt sie durch die L — 5"’ !
!
|
]

Resultante R = 2P (Fig. 76) und ermittelt L——/,r —
durch Probieren die zur Erzielung des Gleichge- ~—-1,———
wichtes erforderliche Entfernung r. Es ergaben (—n—-f, ——

————— —————

sich folgende Werte: Fig. 717.
D posono | 7 M, — P, .1 R M,—P,.1
Nr. ‘ P inkg ‘ l,in cm - cmllzg 1 | P,inkg J l,in cm | Zin cm?k 2
S S — S F e B, . .
1 1,5 20 30 35 42 147
2 2,0 25 | 50 6,0 50 300
3 3,0 18 | 54 4,5 56 252
P 77'77" . —-‘j; | Z]E;n kag -
Nr. l P,inkg | I;in cm [ 3 cmkg -, fiM " M
1 5 60 300 477
2 & 10 280 630
3 5 : 75 375 681
|
Rinkg I R.rin
! pRCEE ) rmem | T
47,5 475
53 636
12 5 54 688

Die Abweichungen betragen rund 1°/, und sind durch die unver-
meidlichen Reibungsverluste zu erkliren.

Mit Hilfe dieses Satzes von dem statischen Moment der Mittelkraft
ist man in der Lage, die Wirkungslinie der Mittelkraft paralleler Krifte
zu bestimmen. Esist (Fig. 77) R-r = P+, + Pyl + Pyl + P, 1,
wenn A der beliebig gewiihlte Drehpunkt ist; aus, R = P, + P, + P, + P,
folgt

Pyl Py ly+ Pyl Pyl
P,+P,+P,+ P,

Die allgemeine Schreibweise ist
2M
Jp’

P =
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Anwendungen der Gleichgewichtsbedingungen.

Beispiel 49. R, 4 und B (Fig. 78) sind zu bestimmen. Wir machen
den Triger frei durch die wagerechte Kraft B in B und die beiden Seiten-
krifte Hund V des festen Lagers 4 . Der Angriffspunkt S von R folgt
fiir A als Drehpunkt aus R-r = (P, +@)-3,5 4+ P,-1,75 4+ P, -0, da
das Moment der Kraft P, bezogen auf A gleich Null ist. Mit

R =2 P = 300 + 1000 4 600 - 300
ergibt sich
1300- 3,5 + 600 - 1,75
"= 300 + 1000 - 500 + 300

Zeichnen wir die Kraft R im Abstande 2,54 m von A ein, so lassen

sich 4 und B zeichnerisch (Fig.79) durch Zerlegung von R nach S4

=2,54m .

£, =300 kg

und SB finden. Die Zerlegung von 4 nach wagerechter und senkrechter
Richtung liefert die Seitenkrifte H und V.

A=134mm- X8 _5350ke. B —100mm- 2058 _ 2500 kg .
I mm I mm

Wihlen wir 4 als Drehpunkt, so erhalten wir B - 2,25 als linksdrehen-
des Moment; @ - 3,5, P,-3,5, P,-1,75 als rechtsdrehende Momente.
Die Momente von P, und A4 sind gleich Null, da ihre Wirkungslinien
durch den Drehpunkt 4 gehen. Da nach S. 185 die algebraische Summe
aller Momente gleich Null sein muf}, so ergibt sich die Gleichung

B-225 —-Q-35—P,+-35— Py,-1,75=0
B-2,25 -300-3,5 -~ 1000-3,5 —600-1,75 =0
und daraus
1300 - 3,5 - 600 - 1,75
2,25
Die Anwendung der ersten Gleichgewichtsbedingung 2 H = 0 ergibt
B—-—H=0 oder H=B=2500kg.

B =

— ~2500kg .
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Die Anwendung der zweiten Gleichgewichtsbedingung 2V = 0 ergibt
V—P:a““Pzﬁ“Pl"Q:O
V=P, + P,+ P, + Q=300 + 600 + 300 -+ 1000 = 2200 kg .
Auf den beiden Seitenkréften H und V bestimmt sich der Auflager-
druck 4 zu
A =VH? 4+ V2 =72500% + 22002 — ~ 3330 kg .

Seine Richtung ist gegeben durch

V. 2200
o == o= . h. =41°20" .
g & 7 2500 0,88, d. h o =41°20
Bem.: Die rechnerische Behandlung von Aufgaben erfordert

im allgemeinen die Zerlegung siamtlicher Krifte nach zwei aufeinander
senkrecht stehenden
Richtungen entspre-
chend den beiden
ersten Gleichgewichts-
bedingungen 2X =0,
2Y =0. Die Anwen-

A B8

4

fe

Fig. 80. Fig. 81. Fig. 82. Fig. 83.

dung der dritten Gleichgewichtsbedingung 2>M = 0 ist auch ohne die
Zerlegung moglich, wenn die Hebelarme der Krifte bekannt sind.

Beispiel 50. Gleichgewicht an der festen Rolle. Fiir den Rollen-
mittelpunkt als Drehpunkt (Fig.80) ergibt die Bedingung 2'M = 0 die
Gleichung

P-r—Q-r=0, sodal P=4¢Q
wird. Aus 2V =0 folgt
A—P—-@Q=0, sodaB A=P+@=2¢

wird. Lauftdas eine Seilende unter einem Winkel ab (Fig. 81), so erfordert
das Freimachen der Rolle eine Auflagerkraft 4, die sich aus dem ge-
schlossenen Kriftezuge @ — P — A der Grofle und Richtung nach ergibt
(Fig. 82).

Beispiel 51. Gleichgewicht an der losen Rolle (Fig. 83). Schneiden
wir die Seile der losen Rolle b durch und ersetzen sie durch ihre Spann-

krifte, so kommt auf jedes Seil g— . Damit die feste Rolle ¢ im Gleich-
gewicht ist, mull P = -
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sein. Die beim Freimachen der Rolle auftretenden Gegenkrifte sind

_pyQ_Q .9 , 5_9
A=Pt5=5+5=0¢ B=5.
Damit ist die Bedingung 2V = 0 erfiillt, denn es ist
PoA+Q-B=2_Q+Q-T—0.

Beispiel 52. Die Seile sind geneigt (Fig. 84). Wir schneiden wieder
die Seile der losen Rolle b durch und bringen die Spannkrifte S; und S,
als duBlere Krifte an, dann ergibt die Zerlegung von @ die Spannkrifte
S; und 8,, indem wir durch die Endpunkte von @ zu S,
und 8, Parallelen ziehen. P = S, folgt
aus 2 M =0 fiir den Rollenmittel- %R

punkt. Die Gegenkraft im Lager 4 1
ist durch P und S, bestimmt. T |/
N
P
1%

N
%

9 )
Fig. 84. Fig. 86. Fig. 86.

Beispiel 53. Eine Verbindung von mehreren festen und ebenso
vielen losen Rollen heifit Flaschenzug. Schneiden wir durch die vier
Seile der unteren losen Rollen (Fig. 85), so wird die Last @ von diesen
vier Seilen gleichméiBig iibertragen. (Die Reibung seinicht beriicksichtigt.)

Die Spannkraft in jedem Seil betrigt S = % An der letzten festen
Rolle herrscht Gleichgewicht, wenn P =S = % ist. Die Gegenkraft
im Aufhdngepunkt wird A =P+ @ = Z—Q .

Allgemein erfordert ein n-Rollenflaschenzug eine beim Heben der

1
Last @ aufzuwendende Kraft P = P ¢ . Die Beanspruchung der Auf-

nil

hangung 4 erfolgt durch 4 —=- " Q.
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Beispiel 54. Der Differentialflaschenzug (Fig. 86) besteht aus zwei
festen starr verbundenen oberen Rollen und einer unteren losen Rolle,
um die eine endlose Kette geschlungen ist. Schneiden wir durch die
Kette der losen Rolle, so entfillt auf jedes Rollenende die Spannkraft

S, =8,= % Fir den Mittelpunkt der oberen Doppelrolle ergibt

2M = 0 die Gleichung P-R+ 8;-r—8;- R=0 und daraus
Sy B—8y.r_ @ (E—1)

P=—""p  ="2m&
8 ¢ Je kleiner der Unter- % % % w 24
’ G‘ )~ ———®  gchied (R — r) wird, desto al, ! ! L ! -
of 0 o Kleiner ist die zum Heben = Lol sool am-.
4
Fig. 87. der Last @ aufzuwendende Fig. 88.

Kraft P.

Das Freimachen der Aufhingung erfordert aus XV = 0
P+28—A4=0 oder A=Q+%- R;”

Bem.: Die Krifte P sind ohne Riicksicht auf die unvermeid-
lichen Verluste infolge der Reibung und Seilsteifigkeit ermittelt; es ist
also ein Wirkungsgrad # = 1 vorausgesetzt, der natiirlich nicht erreicht
werden kann. Die zum Heben der Last @ aufzuwendende Kraft P ist
groBer

a) bei der festen Rolle um 5 — 89,
b) EH) IR losen 3] ’ 6 - 10% .

Fiir den Differentialflaschenzug ist der Wirkungsgrad 0,4 - 0,5 .
Beispiel 55. Gleichgewicht beim zweiarmigen Hebel (Fig. 87).

Aus 3 M — 0 fiir A als Drehpunks folgt @-a — Pb = 0, also P :Q-g.
. a-+b

Aus SV—0folgt Q— 4+ P=0, also A=Q+P=@-", ".

Zu demselben Ergebnis gelangt man mit Hilfe der dritten Gleich-

gewichtsbedingung; wenn man C als Drehpunkt wéhlt; es wird dann

Q@+b)— A-b—0 und daraus A —Q- “‘le.
Aufgabe: Ein zweiarmiger Hebel ist nach Fig. 88 belastet; ist er
im Gleichgewicht ?
Aus ZM =0 fiir A als Drehpunkt folgt
50 - 500 + 70 - 200 — 30 - 150 — 10 - 400 — 25 - 700 = 9500, d.h. >0.
Der Hebel ist nicht im Gleichgewicht. Welche Kraft P in der Ent-
fernung 500 mm von A bringt ihn ins Gleichgewicht ?
Aus M =0 fir 4 als Drehpunkt folgt
50 - 500 + 70200 — 30 - 150 — 10 - 400 — P - 500 — 25- 700 =0,
_50-500 -+ 70 - 200 — 30 - 150 — 10 -400 — 25-700 _ 9500
- 500 ~ 500

p =19kg.
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Der Auflagerdruck A ergibt sich aus 2V=0, d. h. aus

50470 — A4 +30+4+10+19+4+25=0 zu A=214kg.
Dabei ist der Hebel selbst als gewichtslos angenommen.
Die Wage ist ein zweiarmiger Hebel mit gleich langen Hebelarmen.
Beispiel 56. Gleichgewicht beim einarmigen Hebel (Fig. 89). Der

Drehpunkt A liegt an dem einen Ende des Hebels. Aus ZM = 0 fiir
A als Drehpunkt folgt

Q-a+ P(a+b)=0, P:Q.E_i_

Die Gegenkraft in 4 er-
gibt sich aus 2V=0, d. h.
A—Q+P=0zu

A -l
— ——— } —
|?

Fig. 89.
a b
4=Q—P=Q—Q-, 0, 4=Q Ty
Wendet man 2 M = 0 fir P als Drehpunkt an, so ergibt sich
b
A(a/—{“b)—“Q‘b:O, d.h. A:Q'?;:’:"b".
Eine Anwendung des einarmigen Hebels haben wir im Sicherheits-
ventil (Fig. 90).

A '7Q B
&0 1
P
=5t B-3t B=8t
Q Iy— 2 , 7 Zl -3J
t |
& l _ Alzde 3 e 2 A 2 .08
H't = ¢ 9
& Fig. 91. Fig. 92.

Beispiel 57. Untersuchung der Dezimalwage (Fig. 91) Der Schnitt
I—1I (Fig. 91) zerlegt das System in zwei Teile, von denen der obere
Wagebalken AB unter dem Einfluf der Kréfte x, y und P im Gleich-
gewicht sein muB. Die dritte Gleichgewichtsbedingung 2M = 0 liefert
fiir den Punkt C als Drehpunkt

P.-CB=x-CD+y-CA. @

Fiir den unteren Teil der Wage liefert die dritte Gleichgewichts-
bedingung fiir die Drehpunkte

@ Q-QG=x-EG, (II)
(H) G-GH=vy-FH . (111
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Aus SV =0 folgt Q=G -+ =z, so daB (IV)
GH GH
= G —
y i =@ H0r

wird. « und ¥ in Gleichung (I) eingesetzt ergibt

P.OB=2-0D+©Q -2 . G4

IH

_x(OD~ —G—}i OA)+Q- GIEOA
\ FH , FH
x ist abhdngig von der Lage der Last §); soll die Wage brauchbar

sein, so muB das Ubersetzungsverhiltnis von dieser Lage der Last Q
unabhingig sein, d. h. das Glied mit x muB} aus der Gleichung verschwin-
den. Das ist der Fall, wenn CD:0A =GH : HF gemacht wird; es
ergibt sich dann

P GH CA cD

@ FH OB OB’

1 .
Wird eine Wage mit g'l}; 0 ausgefiihrt, so heilit sie Dezimalwage ;
C¢D

1 . .
macht man 0B = 100 * %° erhdlt man die Zentesimalwage.

Beispiel 58. Die Auflagerdrucke 4 und B des Trigers 4 — B
(Fig. 92) sind zu bestimmen.
Aus ZM =0 fiir B als Drehpunkt folgt
5. 4 2 —
A9 P T— P, 4— P20, A= " 7777?’9 +8-2 =7t
Aus M =0 fur A als Drehpunkt folgt
5.24+3-5-F-8-

P,+2—Py-5+ P,-T—B-9=0. B_——‘«g_f

~9t.

Bem. XV=0 ist erfiillt, wenn
A—P —P,—P;+B=T7T—5-3—-8+9=0.
Beispiel 59. (Vgl. Beispiel 48.) Aus M = 0 fiir A als Drehpunkt
folgt

Z-a—P-b=0, also P:Z-fb‘;.

Aus 2H=0 folgt Z— H=0, also H =

P

Z .
Aus XV =0 folgt V- P=0, also V= Z -

I

-E‘ .
A ergibt sich aus

A=YVH*+V* VZ°"FZz(;h>_ '/ a“+b°.
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Beispiel 60 (vgl. Beispiel 46). Zur rechnerischen Bestimmung der
Grofen P und A4 zerlegen wir simtliche Krifte nach wagerechter und
senkrechter Richtung; der Winkel & mufl gegeben sein:

Aus 2H=0 folgt 1. H— P-cosa =0,
. 2V =0 » 2. Q—V -+ P-sinx=0,
), M =0 » 3. fir A als Drehpunkt

Q-a— P-sinx+b— P-cosx-c=0,
a

und daraus P =¢Q- b.sing +¢-cosa

Aus (1) ergibt sich H—=P.cosax = Qb smzx.—Jﬂr“c‘Eosoc
a-sina

-sino -+ ¢-cosa
Zahlenbeispiel. @ = 50kg; a =80 mm; b= 900 mm; ¢ = 700 mm;
o« = 30°. Die Tabelle S. 85 liefert sinox = 0,5; cosx = 0,866 .

Aus (2) ergibt sich ¥V =@ + P-sinx :Q+Q'

) 80

P =50 450705 7 700-0.866 — > k8
80-0.8

H—50-. ,866 — 3,3k

900 - 0,5 + 700 - 0,866
V=@ -+ P-sin& =50 + 3,8-0,5 =519 kg
A=VH?+ V2 =7332+51,92=61,5kg .
Aus tg f = —f/l— = E?f:;?S =0,0614 folgt f=~3°30"
Bem.: P ist abhingig von dem Winkel &, unter dem man in
O driickt. Soll beim Pumpen eine annahernd gleichbleibende Kraft P
aufgewendet werden, so muf} die Richtung von P senkrecht AC sein,
d.h. P wirkt tangential an einem Kreise mit dem Radius » = }/b2 + ¢2.
In diesem Falle liefert XM =0 fiir 4 als Drehpunkt
80

Q-a—P.-r=0, d.h. P=@Q-— =50 11407=N3,akg-

A bleibt unveridndert.

Beispiel 61 (vgl. Beispiel 42). Wir ersetzen 4 und B durch ihre
wagerechten und senkrechten Seitenkrifte, dann liefert M =0 fiir
A als Drehpunkt

1. Qc—B-1=0
2H =0 liefert 2. H— B-sinax =0,
V=0 v 3. V—@Q-+ Becosax =0.

Aus (1) folgt B :Q.i. Aus (2)f0gtH':B-sinoc —q. % .sina .

w 3) ,, V=Q—B-cosa = — Q- -cosn.

Beispiel 62. Die Stiitze in B sei senkrecht (Fig.93). Dann ist ihre
Gegenkraft B wagerecht gerichtet.
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ZM =0 fir 4 als Drehpunkt liefert
Q-x—B-a=0, d.h B:Q-%.

Aus SH=0 folgt H=B. AusXV =0 folgt V=¢@.
Wichst «, d. h. wandert die Last @ die schiefe Ebene aufwirts, so
wéchst auch B . Erreicht die Last den hochsten Punkt, gelangt sie also

b
nach B, so wird x = b und BrQ-;.

Bem.: Wir kénnen 4B als Leiter auffassen, die in 4 gestiitzt
ist und in B anliegt; die gefihrlichste Stellung der Last @ ist oben,
weil dann B und damit H am groBten werden. Je grofer H wird, desto
grofler wird-auch die Gefahr des Aus-
rutschens.

Fig. 94.

Beispiel 63. Es ist die Kraft ¢ zu bestimmen, die eine Last Q
die schiefe Ebene hinaufzieht (Fig. 61).
2H=0 liefert 1. C:cosx — N-sinx =0 cosa
2V =0 " 2.C-sinx — Q — N-.cosx =0 sino
C:cos?x — N -sin& - cosax = 0
C- sirr}?(x — @-sina — N -sin® - cosx =0
C (sin?x + cos?x) — @ -sinax = 0.
C=@Q- sinx .
Beispiel 64. Wie groB ist die zum Heben der Last @ erforderliche
Kraft P bei der Seiltrommel ? (Fig. 94). Aus ZM = 0 fiir den Mittel-

punkt des Rades folgt P- R —@Q-r=0, sodal P=¢Q- —}rg— wird.

Beispiel 65. Um eine moglichst groBe Last heben zu konnen, schal-
tet man meist ein Vorgelege zwischen. In Fig. 95 stellen die gestrichel-
ten Kreise zwei Zahnriider dar; auf der Achse des groBen sitzt die Seil-
trommel, auf der Achse des kleinen eine Kurbel, an der die Kraft P
angreift. Betrachten wir nur die Seiltrommel und ersetzen das kleine
Zahnrad durch seine Gegenkraft P, (Fig. 96), so herrscht Gleichgewicht;
es muf} also nach M =0 fir den Mittelpunkt

Q:ry,— Pyory=0 (1)
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sein. Betrachten wir nun die Kurbelachse und ersetzen das groe Zahnrad
durch seine Gegenkraft Pj, die gleich P;, aber von entgegengesetzter
Richtung ist (Fig. 97), so herrscht ebenfalls Gleichgewicht. XM =0
fiir den Mittelpunkt als Drehpunkt erfordert

Pierg—P-r;=0. (2)
Aus (1) folgt Ple-;}—:Pl;
2

eingesetzt in (2) ergibt @ - :—1 -ry — Pr, =0,
2

so daB P=@Q.-—+.2

wird.

Fig. 96. Fig. 97.

:—; und % heiBen Ubersetzungsverhiltnis, ihr Produkt Gesamtiiber-
setzungsverhéltnis. Wird noch ein Zwischenvorgelege eingeschaltet
(Fig. 98), so ergibt sich in gleicher Weise P— @ - :—; :—: :—6 Tst
der Wirkungsgrad der Seiltrommel #,, des ersten Zahnriderpaares #,, des
zweiten #,, so wird die wirklich aufzuwendende Kraft

T T T

p__ T T fe o1 Ty s 111
NN~ 73 Ta Ty Tg 1 N2 s

Fiir Seiltrommeln ist im Mittel = 0,97,

,, Zahnrider U, » 17 =095,

Beispiel 66. Welche Last kann mit P = 16kg durch ein Réader-
getriebe nach Fig. 98 gehoben werden ?
A
. peg. a1 11
Ta %4 Te N1 Mz T3
folgt

Ty T, T
_p. T2 Ty T
Q=P : o/ I/ PR F
v,y Ty

300 250 350
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Beispiel 67. Welche Lage nehmen zwei Kugeln vom Gewicht G
an, die nach Fig.99 aufgehingt sind und mit » Umdrehungen in der
Minute umlaufen? Schneiden wir durch eine Stange S, und fithren wir
die Spannkraft der Stange als duflere Kraft ein, so mufl die Kugel unter
dem EinfluB der Fliehkraft € = mr w?, des Gewichtes G =m-g und
der Spannkraft § im Gleichgewicht sein.

Aus ZH=0 folgt H—C=0 oder S-cos& —m-r-w2=0.

Aus 2V =0 folgt @— V=0 oder mg—S-sinx=0.

Dividieren wir beide Gleichungen durcheinander, so ergibt sich

S-sinx m.g d o —
S cosa  mr-wf 0% BT
d. h. die Stange S fillt in die Wirkungslinie der Mittelkraft aus G' und
C. Aus

2, 2
w = 50 und w?= n3('):’-
folgt
tgx = 9g- 302
r-n2n?
900981 1
T 987 ren?’

G e 5!**
/r\ | |
S|

= 160 ~—300—=15 12505 ¥

Fig. 98.

Ersetzt man r durch 7-cosor , so wird

sinae 900 9,81 1
tgx = —— = : .
cos & 9,87 l+cosc - n?
oder . 900-9,81 1 892
sSiInx =

987 Tem®  l.m?

DaB sich m aus der Gleichung herausgehoben hat, bedeutet: Das
Gewicht der Kugeln ist auf die Stellung ohne EinfluB;
holzerne Kugeln wiirden bei der gleichen Stabliinge ! und der gleichen
Umlaufzahl »n einen ebenso groflen Winkel & ergeben.

Zahlenbeispiel: Fiir G =5kg; I =500 mm und » = 75 Umdr./Min.
wird sinx = 900- 9,81 ! 0,32

981 05.752 U7
Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 12
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Aus der Tabelle S. 85 ergibt sich & = 18°40".

/s
7. w2 B
Ist T die Umlaufzeit fiir 1 Umdrehung, s = 2z r der dabei durchlaufene
Weg, dann folgt aus

Aus der Gleichung tga = wird mit tga = ﬁ w =
r

s=vT=r-wT; 2anr=r-w-T oder w:gqif—.

Die Gleichsetzung beider Werte « liefert
27 / g - i
T “]”h“’ d. h. T=2a-]/=.

Nehmen wir an, der Halbmesser » des
Kreises sei sehr klein, z. B. 50 mm ; die Hohe &
dagegen sehr groB3, z. B. 4 m, so unterscheidet
sich eine umlaufende Kugel so gut wie gar
nicht von einem Pendel und die Hohe A nicht
von der Lange I . Die Bewegung des Pendels
ist gewissermaflen die auf eine senkrechte
Ebene projizierte Bewegung der umlaufenden
Kugel.. Die Zeit T ist dann die Zeit einer
doppelten Schwingung des Pendels, d. h. die
Zeit fiir Hin- und Hergang. Man nennt aber
die Zeit eines Hinganges Schwingungszeit;
sie ergibt sich aus

T:Zn-l/?};— fur t:% und h=1

l

t zZu =g- ; . (28)
Die Gleichung liefert fiir kleine Ausschlige

und groBes I sehr genaue Werte fiir g, denn

es folgt aus ihr

n2l

g= —tT 5
vorausgesetzt, daB man ¢ genau bestimmt. Das ist leicht zu erreichen,
indem man die Zeit fiir 100, 200 oder 500 Schwingungen mift und daraus
¢ fiir eine Schwingung berechnet. Auf Grund dieser Gleichung ist g
an den verschiedenen Punkten der Erdoberfliche gemessen worden.

Denken wir uns die Masse der schwingenden Kugel in ihrem Mittel-
punkt vereinigt und den Faden gewichtslos, so nennen wir solch ein Pendel
ein mathematisches Pendel im Gegensatz zu dem Pendel mit wirk-
lichem Faden und wirklicher Kugel, das wir physisches Pendel
nennen. Denken wir uns weiter in Fig. 100 die Kugel 4 mit einem Schreib-
stift versehen und vor einem Blatt Papier aufgehéngt, das sich langsam
und gleichformig in der Pfeilrichtung f bewegt, so zeichnet der Stift 4
die dargestellte Kurve auf. Sie ist um so mehr eine Sinuslinie, je weniger
der Bogen ACB von der Geraden AB abweicht, d.h. fiir sehr kleine
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Winkel &. Wir nennen ACB die Schwingungsweite oder Ampli-
tude. Die Schwingungszeit ¢ wird durch die Strecke AB,; oder C,0,,
die Zeit T der Doppelschwingung durch die Strecke 44, dargestellt.

Beispiel 68. Wie lang mufl ein Pendel sein, dessen Schwingungs-
zeit 1 sek betrigt ?

j—
l - $2 9,81
Aus t=am- V; folgt I= gt 981 0,994 m .

2t ar
Das Pendel heit Sekundenpendel; es hat am Aquator ent-
sprechend g = 9,781 m/sek? eine Linge von I = 0,991 m .

BN

Fig. 101.

Ist ein Pendel angestoBen, so wirkt nur noch das Gewicht der Kugel,
es ist also keine Kraft vorhanden, die das Pendel aus der einmal angenom-
menen Schwingungsebene zu bringen bestrebt ist, das Pendel
schwingt dauernd in derselben Ebene nach dem ersten Grundgesetz der
Mechanik (S.138). Beobachtet man ein stundenlang schwingendes
Pendel (was sich z. B. bei einem 20 m langen Faden und fast reibungs-
loser Schneidenaufhéingung erreichen liBt), so #ndert sich doch die
Ebene des Pendels, aber nur scheinbar, da sich die Erde unter der
unverinderlichen Schwingungsebene des Pendels wegdreht. Durch die
Vorfithrung dieses Versuches bewies Foucault 1850 in der Pariser
Sternwarte die Drehung der Erde um ihre Achse.

Beispiel 69. Ein Eisenbahnwagen vom Gewicht ¢ durchfahre eine
Kurve mit dem Halbmesser 7m mit der Geschwindigkeit » m/sek, dann

2
ist die Fliehkraft C =m r . w2 = & . fr— bestrebt, den Wagen um den

Punkt 4 (Fig. 101) zu kippen. Er kippt wirklich, wenn die Wirkungs-
linie der Mittelkraft R aus dem Gewicht @ und der Fliehkraft C links
von A verliuft. Um diese Kippgefahr zu vermeiden, erh6ht man die
suBere Schiene (Fig. 102) soweit, dafl die Mittelkraft R in die senkrechte
Wagenachse fillt. Aus der zeichnerischen Darstellung ergibt sich

G v

g r v?

t; oc——g
R G rg

12*
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Zahlenbeispiel. Wie groB wird die Uberhohung eines Eisen-
bahngleises von b = 1,5 m Schienenabstand (Spurweite 1435 mm)
und 7 =300 m Halbmesser bei einer grofiten Fahrgeschwindigkeit

( > )

Aus
(56)
2
tg o = 2 238 — 0,136

r-g r-g  300.9,81  300-8,81
folgt & =7°40" und damit A =0>b-sinx =1,5:0,133 =02m.
Da nicht alle Ziige mit dieser hohen Geschwindigkeit fahren, wiirde man
die Schienen ungefihr um 0,6+-%2=0,6-0,2=0,12m tberhohen.

Beispiel 70 (vgl. Beispiel 45, S. 161). Zeichnerische Losung. Ich
ermittle zundchst die Mittelkraft R der Kréfte @ und P durch den
Kriftezug a b ¢ . Dann schneide ich durch einen Schnitt den Punkt C
heraus und bringe in den Stabachsen 1 und 2 die Spannkrafte S; und S,
als duBere Krifte an (Fig. 63c). Unter dem Einflu der drei Krifte R, S,
und S, mufl der Punkt C im Gleichgewicht sein. Ziehe ich durch die
Endpunkte @ und ¢ der Mittelkraft B zu den Stabachsen 1 und 2 die
Parallelen (Fig.63b) a d und ¢ d, so ist der Kréaftezug acda der Krifte
R, 2, 1 geschlossen. Da ferner der Umfahrungsinn stetig sein soll, er-
hilt S, die Richtung ¢ d, 8, die Richtung da . Die erhaltenen Pfeile
werden sofort in das Stabsystem am Punkt C, also rechts vom Schnitt,
eingetragen. Nun erfordert die Darstellung einer Spannkraft nach
(S. 158, Fig. 54) zwei Pfeile, so daBl mit den erhaltenen Pfeilen auch die
Gegenpfeile, diese aber links vom Schnitt, eingezeichnet werden miissen.
Der Vergleich mit Fig. 55 zeigt, dal Stab 2 gezcgen, Stab 1 gedriickt
wird. Wir schneiden den Punkt B heraus (Fig. 63d) und bringen wieder
die Stabspannkraft und die Gegenkraft B als dullere Kréfte an. Von den
drei Kriften S,, B und §; ist S, der Grofe und Richtung nach bekannt,
von B und 8, sind die Richtungen bekannt. Zerlege ich 8,, das fiir den
Punkt B die Richtung d — ¢ hat (durch [> gekennzeichnet), nach S,
und B, indem ich durch ¢ eine Parallele zu B und durch d eine Parallele
zu 3 ziehe, so gibt der Kraftezug dc e d die Kréfte B und §; mit den
Richtungen ¢ - ¢ und e > d . Das Eintragen von Pfeil und Gegenpfeil
zeigt, dal Stab 3 gezcgen wird. Schneide ich noch den Punkt 4 heraus
und bringe die Spannkrifte S; und S,, sowie die nach GréBle und Rich-
tung unbekannte Gegenkraft 4 als &ullere Kraft an, so mull der
Kriftezug S;, S,, A geschlossen sein. Da §; und S, der Grofle und
Richtung nach bekannt sind, ihr Kriftezeug ist a d e, so mul 4 durch
die SchluBlinie ¢ — a des Kriftedreiecks a d ¢ a dargestellt sein. Als
Kontrolle dient S4lla e, wenn 8 nach Fig. 63 bestimmt wird.

Diese Art der Spannkraftermittlung stammt von Cremona; die
Darstellung der Krifte heilt Cremonascher Krifteplan. Mit Hilfe des
eingezeichneten MaBstabes entnehmen wir
100K8 _ 4900 kg Druck,

2 mm

Stab Nr. ' S; =98 mm
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_ 100kg
. g = = 18( 7
Stab Nr. 2 8, =36 mm S mm 800 kg Zug,

7 I 3 S3-_—‘ Gmm-m: 300 s Zug

Beispiel 71. Die Spannkrifte im Stabsystem der Fig. 78 sind zu
ermitteln. Wir schneiden rechts herum. Die Mittelkraft ¢ - ¢ aus P,
und @ wird nach 1 und 2 zerlegt, indem wir durch die Endpunkte ¢ und e
Parallelen zu 1 und 2 ziehen. Der geschlossene Kriiftezug a b ¢ d a liefert
nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil in das Stabsystem 8, =c¢—d
als Druck, Sy=d->a als Zug. Die Mittelkraft ¢ - d der Kraft
e—>a= P, und a > d =8, wird nach 3 und 4 zerlegt, indem wir durch
ibre Endpunkte ¢ und d zu 4 und 3 Parallelen ziehen. Der geschlossene
Kriftezug ead fe liefert nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil in
das Stabsystem S; =d— f als Druck; S, =f- e als Zug . Die Mittel-
kratt f—c der Krifte f—>d =S, und d—¢ =8, wird nach 5 und 6
zerlegt, indem wir durch ihre Endpunkte f und ¢ zu 6 und 5 Parallelen
ziehen. Der geschlossene Kriftezug fd ¢k f liefert nach Eintragung
von Pfeil und Gegenpfeil in das Stabsystem S; =c¢— % als Druck,
Sg=h—f als Zug. Die Mittelkraft g—h der Krifte g—e= P;;
e—>f=_8, und f—h=S; wird nach 7 und B zerlegt, indem wir durch
ihre Endpunkte g und & zu B und 7 Parallelen ziehen. Der geschlossene
Kréftezug gefh g liefert nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil
in das Stabsystem S, =h—+¢ als Druck, B=1¢—>g. Die Mittelkraft
t—>c¢ der Krifte ¢—>h=3_8, und h—>c=_8; mull mit der Gegen-
kraft A des Lagers A im Gleichgewicht sein, d.h. e— 7 = 4; der Krifte-
zug ¢ hci ist geschlossen. Mit Hilfe des Maflstabes erhalten wir die
Tabelle.

Stab Nr. t 1| 2| 3| 4| 5|6 | 7

‘ S e —

Zug in kg . | ] 2440 | — | 2440 | — f 750 | 2400
Druck in kg 2100 | — | 600 — 12550 0 — . —

Beispiel 72 (Fig.103). Erst nach Ermittlung der Auflagerdrucke
ist ein Krifteplan moglich. Aus 2’M =0 fiir B als Drehpunkt folgt

A-ZHQ-—;—:O, und daraus A:%
fiir 4 als Drehpunkt liefert 2M =0 B-1— Q- ; =0, daraus B —62?—

(4) e>d=A zerlegt sich nach 1 und 2; es wird d—>c=8,
Druck; e—>c¢=28, Zug. (C) Sy=c—>e¢ zerlegt sich nach 3 und 4; es
wird e—>f=2_8, Zug; f—>¢=28, Zug. (D) Die Mittelkraft f >b der
Krifte f>¢=08;, e>d=S, und a—b = muB mit S, einen ge-
schlossenen Kriftezug ergeben, d. h. b— f = S Druck. (B) Der Punkt
B muB unter dem Einflu der Kréfte b>c=B,c—>e=8,, f>b=S8, im
Gleichgewicht sein. Der Kriftezug B S, S; also geschlossen sein. Das
ist der Fall, denn bcfb ist ein geschlossenes Kriftedreieck.
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Beispiel 73 (vgl. Beispiel 49). Rechnerische Ermittlung der Spann-
krifte mit Hilfe der dritten Gleichgewichtsbedingung M = 0 (Verfahren
von Ritter).

Es war B=H=2500kg, V=3350kg.

Wir legen einen Schnitt so durch drei Stibe, daB der Triiger in zwei
Teile zerlegt wird, und bringen die Spannkrifte in den Stabrichtungen
als Zugkréfte an; Schnitt I —I (Fig. 78). An dem abgeschnittenen
rechten Trégerteil wirken die duBeren Krifte P,, P, und @ und die als
dulBere Krifte eingefiihrten Spannkrifte S,, Sy, S; . Da vor dem Schnitt

a_a
16 4
0&? f 7,
fa) J c|¢
2 ;C N e 5
A Y _;, Yo " T8
y/ |_Yo

Fig. 103.

Gleichgewieht herrschte, so mul nach dem Schnitt infolge des Einfiih-
rens der Spannkrifte als &uBlere Krifte auch Gleichgewicht herrschen;
der abgetrennte Teil ist also unter dem EinfluBl der sechs
Krifte Py, Py, @, S,, S5, 85 im Gleichgewicht, von denen §,, S;
Sg nur der Wirkungslinie nach bekannt sind. Um eine Gleichung mit
nur einer Unbekannten zu erhalten, wihlen wir fiir M = 0 einen
Punkt als Drehpunkt, fiir den die Momente zweier Kriifte gleich Null
werden. Das ist aber der Schnittpunkt der Wirkungslinien
zweier Krafte. Solautet die dritte Gleichgewichtsbedingung fiir B als
Drehpunkt und 8,, S;, Sz-als Zugkréfte

Sy 85+ Py LT5 + (P, + Q). 35=0, (1)
wenn 8; der Hebelarm der Kraft §; ist.
g _ Py: 175 + (P, +@Q)-35 __ 600-1,75 + 1300 - 3,5
A s - 2,25

5
= — 2500 kg Druck.

Das Minuszeichen bedeutet: Die angenommene Richtung muff um-
gekehrt sein, wenn 2 M = 0 erfiillt sein soll. Die Umkehrung des Pfeiles
zeigt aber, dafl Stab 5 gedriickt wird. Ergibt demnach die Rechnung
das negative Vorzeichen, so heiflt das, der fragliche Stab wird gedriickt.
Zur Berechnung der Spannkraft 8, bringen wir die Stabachsen 5 und 6
zum Schnitt und beziehen auf diesen Punkt D die dritte Gleichgewichts-
bedingung; sie liefert



Mechanik fester Kérper. 183

S8, —(P+Q)-1,75 =0, (2)
da die Momente der Krifte P,, S; und Sg auf D als Drehpunkt bezogen
gleich Null sind. s, =CD-sinf =1,75-sin8, wobei tg 8 =@ = 0,644

ist. Mit f = 32° 50’ wird sinf = 0,542 und s, = 0,95 m . Aus (2) folgt

P, 1,75  1300-.1,75

S, = Py + z) =005 = + 2400 kg (Zug).
Das Pluszeichen besagt: Die ange- 9 7 2 3 &
nommene Richtung war richtig. Pyl ol oL
Zur Berechnung der Spannkraft S,
bringen wir die Stabachsen 4 und 5 zum
Schnitt und beziehen auf diesen Punkt
(O) die dritte Gleichgewichtsbedingung ;

sie liefert

5 6w
I

]

Fig. 104.

Sg:sg — Py+1,75=0, (3)
da die Momente der Krifte P;, @, S, und S; auf ¢ als Drehpunkt be-
zogen gleich Null sind. In dem rechtwinkligen Dreieck CDE ist
s =CD-siny, in dem rechtwinkligen Dreieck BAD ist

wr= 22 s,

y = 52°10’, folglich siny =0,8. Eingesetzt in (3) liefert

Py-1,75  600.- 1,75
8 1 75 « siny = +430kg (Zug).

Beispiel 74. Die Spannkraft § in Fig. 104 ist zu berechnen.

a) Zeichnerische Losung. Die Gegenkraft in B ist wegen des beweg-
lichen Lagers senkrecht gerichtet. Da sich die Wirkungslinien von 4, W und
B in einem Punkte (D) schneiden miissen, fillt 4 in die Richtung D4 .
Die Zerlegung von W nach 4 und B liefert die Gegenkrifte A und B
(Fig. 104¢). Zerlegen wir den Trager durch einen Schnitt I — I in zwei
Teile und fithren die Gegenkraft in ¢ und die Spannkraft § als &ullere

S =
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Krifte ein, so mufl die rechte Hilfte unter dem EinfluB der Krifte
B, 8, C im Gleichgewicht sein (Fig.104b). Wir bringen die bekannten
Richtungen B und 8 zum Schnitt (#), dann fillt ¢ in die Richtung
EC . Die Zerlegung von B nach den Richtungen § und C liefert

50 kg

b) Rechnerische Losung. Mit C als Drehpunkt ergibt 2M = 0 fir
die rechte Trégerseite (Fig.104b).

S§:28—B-375=0. (1)
Mit A4 als Drehpunkt ergibt M =0 fiir den ganzen Triger

B-7,5——W-—g:0. 2)

NS
NIRRT

=

l [AL LI { I 1
0 7 2 3
Aus o =Y F375 —548m folgt o —275m;
so daf§
a
w. 2
2 2500-2,74
B S = — 4 == 9 k .
75 75 toke;

eingesetzt in (1) ergibt
B-3,75 915.3,75
28 28
Beispiel 75. Die Kréfte in dem Kurbeltrieb der Fig. 105 sind zu be-
stimmen,
a) Zeichnerisch. = Wir schneiden durch die Kolbenstange —
Schnitt I — I — und bringen die Spannkraft als dulere Kraft an. Auf

der linken Kolbenseite wirken auf jeden Quadratzentimeter der Kolben-
2

fliche pkg. Die Mittelkraft ist P, = p- ﬂfh nach rechts gerichtet.

S= =1230 kg Zug.
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Die erste Gleichgewichtsbedingung 2'H = 0 erfordert
2
P,—P=0, also P:Pozj-z%-p

Durch den Schnitt IT — II wird der Kreuzkopf (A4) freigelegt. An
ihm wirken P, in Beziehung auf den Kreuzkopf nach rechts gerichtet,
die Spannkraft S der Schubstange und die Gegenkraft N der Kreuzkopf-
fiihrung. Da diese drei Krifte im Gleichgewicht sein sollen, muf} ihr Kréfte-
zug geschlossen sein. Wir zerlegen P nach den Richtungen S und N,
indem wir durch die Endpunkte @ und b zu den Richtungen § und N
Parallelen ziehen. Der stetige Umfahrungsinn verlangt den Kréftezug
a->b-—>c—>a; aus ihm folgt b—>c¢c =N und ¢—> a =8 als Druck
(Fig.105b). In Beziehung auf die Kurbelseite ist S entgegengesetzt
gerichtet — durch [> gekennzeichnet. § zerlegen wir in B nach radialer
und tangentialer Richtung, indem wir durch die Endpunkte a und ¢
zu den Richtungen 7 und R Parallelen ziehen. Da § die Mittelkraft zu
T und R ist, muB der Kriftezug TR von a nach ¢, vom Anfangs- zum
Endpunkt der Mittelkraft, gerichtet sein. Die tangentiale Seitenkraft 7'
der Schubstangenkraft S ist Umfangskraft an der Kurbel; die radiale
Seitenkraft B muB von den Lagern aufgenommen werden. Unter der
Voraussetzung, daBl p = 8 kg/cm? betrigt, erhalten wir mit Hilfe des
MaBstabes der Fig. 105

_wD? @40t

Po="p=""""8—co10000kg; P=P,=10000kg
k
S—70mm- 208 _10500ke; N = 21 mm - 208 _ 3150 kg
1 mm I mm
5
T — 66,7 mm- 2058 _10000ke: R — 24 mm- 22" _ 3600 kg .
1 mm 1 mm

b) Rechnerische Losung. Fiir den Kreuzkopf A4 zwischen den
Schnitten I — 1 und II — II liefert 2H =0

. P
P—8-cosfp=0, folglich 8= coéﬂ .
2V =0 liefert N — 8-sinf =0 odermit S:'c;s)ﬁ ; N=P-tgp.

Andert sich 8, so éndern sich S und N; sie sind Funktionen von §.
Fiir die Kurbel B folgt aus der Zerlegung nach wagerechter Richtung
fiir die wagerechten Seitenkrifte der Mittelkraft S
S-cosf=T-sina + R-cosa | sina | - cosa. (1)
Aus der Zerlegung nach senkrechter Richtung folgt fiir die senkrechte
Seitenkraft der Mittelkraft S
Sesinf =T ccso — Resina | cosax | —sina. (2)
Multipliziert man (1) mit sin#, (2) mit cos&, dann gehen beide
Gleichungen iiber in
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S-cosp-sina = T-sinx + R-cosa *sina

S-sinf-cosax = T -cos?x — R-sinx - cosx

S (sinx-cosp + cosa - sinf) = 7' (sin%x 4 cos?x) =T,
Sesin(e +8)=1T,

oder '
T =8-sin(x +ﬂ):P-—n%zs_;‘8).

Multipliziert man (1) mit + cos&, (2) mit (— sin), dann gehen
beide Gleichungen iiber in
+ S-cosf-cosa = + T -sina-cosa + R-cos?na
— S-sinf-sino = — T-cosa-sina + R-sin?«
S (cose - cosff — sinx - sinf) = R (cos?x + sin?ax)
Stcos(x+p)=R

oder
cos (& + )

R=§-cos(@+p) =P

T und R sind abhingig von & und . Nach dem Sinussatz (S. 96)
ist im Dreieck ABC

sino . roo.

Y oder sinf = - “sino,
so daB alle GroBen in Abhingigkeit von «,d. h. der Kurbelstellung, dar-
gestellt werden kénnen.

L=r

III. Der Schwerpunkt.

Denken wir uns einen Korper in sehr viele kleine Teile zerlegt, so
hat jedes Teilchen sein ihm zukommendes Gewicht. Diese Gewichte der
Korperteilchen sind parallele, senkrecht nach wunten gerichtete
Krifte, deren Mittelkraft wir bestimmen kénnen, und die gleich dem
Gewicht des ganzen Korpers ist. Ebenso wie wir Einzelkrifte durch
ihre Mittelkraft ersetzten, konnen wir die Gewichte der Korperteilchen
durch das Gesamtgewicht des Korpers ersetzen. Der Angriffspunkt des
Gesamtgewichtes heilt Schwerpunkt des Korpers; unterstiitzen wir
ihn, so ist der Korper im Gleichgewicht.

Eine Gerade durch den Schwerpunkt, d.h. die Wirkungslinie des
Gewichtes, heit Schwerlinie. Zur Ermittlung der Lage des Angriffs-
punktes geniigt es, zwei Schwerlinien zu bestimmen, ihr Schnittpunkst
ist der Schwerpunkt des Korpers. In Fig.106 sei ABCD ein gerades
Prisma. Wir denken es durch fiinf senkrechte Schnitte in sechs Streifen
zerlegt, deren Gewichte @, , G, usw. sein mogen. Gistihre Mittelkraft, auf
deren Wirkungslinie EZF der Schwerpunkt § liegen mufl. Drehen wir das
Prisma um 90°, und zerlegen wir es in die vier Streifen mit den Gewichten
G, Gy usw., soist G wieder die Mittelkraft ; ihre Wirkungslinie ist HJ. Der
Schnittpunkt S der beiden Geraden EF und H/J ist der Schwerpunkt. Statt
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nun den Kérper zu drehen, kénnen wir uns die Krifte gedreht denken,
dann erhalten wir S unmittelbar als Schnittpunkt der Wirkungslinien
von G . Bei flachen Korpern (Blechen oder dhnlichen Kérpern) kann der
Schwerpunkt gefunden werden, indem man den Korper an zwei ver-

0 £ ¢ ) £ ¢
AR = ——
s o e G,
(anahs H?S'r:f" RO B I,t?::::t:?‘—f—rf
BERER/ EEEEE I e S Tty
el e -y A
/a/*ﬂ"":q; l—{fi Y A = Brﬂy;__
'6, 6, 6|6, 6, 6 schiedenen Punkten aufhéingt und die Verlinge-
is rung des Aufhiingefadens anreiBt. (Fig. 107.)
p # ’ Der Schnittpunkt beider Geraden ist der Schwer-
R punkt. Fiir die rechnerische Ermittlung der
! b Lage des Schwerpunktes ist zu beachten, daB
P ein Punkt in einer Ebene durch die Angabe
e _¢'r_?_,:é¢'he |_s seiner Koordinaten in einem beliebigen recht-
N L winkligen Achsenkreuz bestimmt ist. So ist §in
NS L Fig.106 durch die Angabe von x,und y, bestimmt,
RN wenn AB zur x-Achse, AD zur Y-Achse ge-
LA L/ = wahlt werden. Voraussetzung ist, dafl alle
7 pl i l l Krifte in einer Ebene bleiben. Trifft diese Vor-
6, 616y G aussetzung nicht zu, so miifite die Entfernung
is des Punktes 8 von drei aufeinander senkrecht
Fig. 106. stehenden Ebenen bestimmt werden. Doch wird

man in den meisten Fillen mit der Bestimmung
von x, und g, auskommen. L&Bt sich ein Korper durch Schnitte in
sich deckende Teile zerlegen, hat er also eine Symmetrieebene, so
liegt der Schwerpunkt in dieser; hat er zwei Symmetrieebenen, so

A
J, g
i —
| b | \__/11_,?____
/e%{j:—_.__.%l_%__m_
TR T T
L
///r—_——-_; 0—-——
f
Fig. 107. Fig. 108.

liegt S auf der Schnittgeraden beider Ebenen; hat der Korper drei
Symmetrieebenen, so ist S der Schnittpunkt der Schnittgeraden der drei
Ebenen. In Fig. 108 ist ABCD die wagerechte, EFGH eine senkrechte
Symmetrieebene, RR ihre Schnittgerade, auf der § durch die dritte
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Symmetrieebene JKHM abgeschnitten wird. RR, 00, PP sind Sym-
metrieachsen, auf denen S ebenfalls liegt. Durch die Angabe zweier
Symmetrieachsen ist S eindeutig bestimmt. Hat ein Korper einen Mittel-
punkt, so ist dieser der Schwerpunkt.

Fiir die rechnerische Bestimmung der Koordinaten x, und y, (Fig. 106)
benutzen wir den Satz: Das statische Moment der Mittelkraft ist gleich
der Summe der statischen Momente der Seitenkriifte, bezogen auf den-
selben Punkt als Drehpunkt. Esist G « , das statische Moment der Mit-
telkraft G, bezogen auf A als Drehpunkt. Das statische Moment der
Mittelkraft @, bezogen auf A als Drehpunkt, ist aber auch G-y,.
Um beide Momente zu unterscheiden, sagen wir: Das Moment G - z,
ist auf die Y-Achse, das Moment G - y,auf die X-Achse bezogen. Wir diir-
fen das, da die Entfernungen z, und y, der Wirkungslinien von den
Achsen mit den Entfernungen vom Koordinatenanfangspunkt 4 zusam-
menfallen; die Achsen sind den Wirkungslinien der Krifte parallel.
Unsere Momentengleichungen lauten, bezogen auf die

Y-Achse: G-wg=0CG, 2, +Gy- 23+ Gs-25-+---, 1)
daraus Ty = — 11 G 26—; 2% F - P
X-Achse: Gyo=0y-y, +Gg-ys + Gy Yy, (2)
Gr Yy +Gs-ys+Gyoyy+ ... 2G.
daraus g, — 1 Y178 ysG 9" Yo :,T_y__

So lange es sich um Korper handelt, die aus durchaus gleichartigem
Stoff bestehen, die, wie man sagt, homogen sind, so geniigt die Unter-
suchung des Rauminhaltes, da G = V - s (S. 119) ist. Die Gleichungen
(1) und (2) gehen dann iiber in

Vewg=V. ., +Vy g +Vg-ay+ ...
Vego=Vi-gs+Vi-ya+Vi-ys+ ...

Man spricht auch von dem Schwerpunkt von Flidchen, die man
als Koérper von unendlich kleiner Dicke auffaffit; der Rauminhalt
schrumpft zu dem Flidcheninhalt zusammen. Die entsprechenden Glei-
chungen lauten:

Feoxg=F -, +Fy-xy+F, 2,4+ ...
F-yy=F -y, +Fy -yt Fsrys+ ...

Ja man geht noch weiter und spricht sogar von dem Schwerpunkt
von Linien, die man als Kérper von nur einer Ausdehnung auffafBt.
Hierbei fait man die Léngen als Gewichte auf. Die entsprechenden
Gleichungen lauten:

lewg=1 -0, +leag+ 1325+ ...
Pyo=li-y +l-yat+l-ys+ ...
Beispiel 76. Der Schwerpunkt des gebrochenen Linienzuges der

Fig. 109 ist zu bestimmen. Wir zerlegen ihn in zwei Teile, deren Einzel-
schwerpunkte wir kennen. 8, ist als Mittelpunkt von a der Schwerpunkt;
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8, ist als Mittelpunkt von b der Schwerpunkt; der Linienzug selbst sei
Achsenkreuz. Die Bestimmungsgleichungen lauten

Y-Achse: (a+b)-x0:a~%;
das Moment von b bezogen auf b als Achse wird Null. Daraus
a
) a?
NTUTE T 2@t
X-Achse: (a—l—b)-y(,:bo—;,
das Moment von @, bezogen auf a« als Achse, wird Null. Daraus
. 2 J
2 A i
P At b T 2@+ b) T
L
T"/j )(0->l § o\
o H¥ ! 1 s
AR s
hz N s 1 Ema .
Gyt —ixy— |1
e——a —— 80—
J .
il P d o Fig. 111.
— ] —
M : s
s ;
o | | |
b oy el ' Vi H
1 T T 7 |
A - X i
-<——X0——>| a 7 X T f‘S
Fig. 109 und 110. Fig. 112.

Beispiel 77. Der Schwerpunkt des angeniherten Winkeleisen-
querschnittes ist zu bestimmen (Fig. 110.)

d
Y-Achse: F-x0=F1°<c+§)+F2-%,

wenn wir die ganze Fliche in zwei Rechtecke zerlegen, deren Einzel-
schwerpunkte wir als Schnittpunkte von Symmetrieachsen kennen;

b d
X-Achse: F'90:F1'§‘+F2'~2—-
Die Gleichungen weiter umzuformen, hat keinen Zweck, da bei

Zahlenbeispielen, um die es sich doch praktisch stets handeln wird, alle
Entfernungen gegeben sind.
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Zahlenbeispiele: b =160; a=280; c¢= 12 mm (Fig. 111).
Y-Achse: (12-68 4+ 160-12)-2x,=68-12. (12 + ) +160-12-6.

228 -2, =08-46 +160-6; x,= l7,9mm.

X-Achse: (12-68 +160-12)-Y,=68-12-64 160-12-80,

228 -y,=68:6+160-80; y,=>57,9mm.

Die geringen Abweichungen erkliren sich durch das Fehlen der Ab-
rundungen.

Beispiel 78. Der Schwerpunkt des Umdrehungskérpers in Fig. 112
ist zu bestimmen. Der Kérper besteht aus einem Auflenzylinder mit
dem Durchmesser D und der Hohe H, vermindert
um den Innenzylinder mit dem Durchmesser d und
der Hohe k. Da der Korper eine Symmetrieachse
hat, braucht nurder Abstand y, des Schwerpunktes
von der Grundfliche be-
stimmt zu werden. Wir
beziehen die Momenten-
gleichung auf die Grund-
flache, und verstehen un-
ter dem Moment des

Fig. 113. Korpers, bezogen auf eine Tig. 114.
Ebene, das Produkt aus
dem Rauminhalt und der Entfernung seines Schwerpunktes von dieser
Ebene.

Vevo=Viys—Vsys,
2 2 2 2
(nD wd h) oan -H-H nd h( h)

Ty 1 2 4 ‘T3
Auch hier lohnen sich algebraische Umformungen nicht, da Zahlen-
werte die Rechnung durch Tabellenbenutzung vereinfachen.
Beispiel 79. Ist der Schwerpunkt von Koérpern aus verschiedenen
Stoffen zu ermitteln, so miissen die Gewichte eingesetzt werden. Fiir
den Zylinder der Fig. 113 lautet die Momentengleichung, bezogen auf die
Grundflache,

G y=0,y+ Gy y,,
7 d? 7w d? 7 d? h 7t d? hy)
(o huost B ) o= b B 4 7 (b 3
oder
P

h n
(h1‘31+h2'32)'yo=‘§1"31+é Sgt Ty hyt sy,

wenn s, das spezifische Gewicht des Eisens, s, des Holzes bedeuten. Die
MaBe sind in cm und gfem® bzw. in dm und kg/dm?® oder in m bzw. t/m3
einzusetzen.

Die Gleichgewichtslagen. Es ist iiblich, die drei moglichen Gleich-
gewichtslagen mit stabil, labil und indifferent zu bezeichnen. Ein Kor-
per befindet sich im stabilen oder sicheren Gleichgewicht, wenn er
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stets in die urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickfallt, so oft man
ihn auch ein wenig aus ihr entfernen moge. So fillt z. B. die Kugel in
der Schale stets in die tiefste Lage zuriick. Man erkennt die stabile
Gleichgewichtslage daran, daBl man den Schwerpunkt heben muf}, wenn
man den Korper in eine andere Lage bringen will. In der gestrichelten
Lage (Fig. 114) liegt der Schwerpunkt hoher als in der ausgezogenen.

Ein Korper befindet sich im labilen oder un-
sicheren Gleichgewicht, wenn er nicht mehr in
seine urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickfillt, so-

fe—d

Fig. 115. Fig. 116. Fig. 117.

bald man ihn ein wenig aus ihr gebracht hat. Hat man die Kugel der
Fig.115 von dem héchsten Punkt der Wélbung auch nur um ein Ge-
ringes entfernt, so fillt sie weiter. Bei der Stérung der unsicheren
Gleichgewichtslage senkt sich der Schwerpunkt.

Indifferent ist das Gleichgewicht, wenn der Kérper nach geringer
Verinderung der urspriinglichen Gleichgewichtslage sofort eine neue
Gleichgewichtslage einnimmt. So bleibt z. B. die Kugel der Fig. 116
auf jedem Punkte der wagerechten Unterstiitzungsebene liegen. Bei
einer Lagendnderung behilt der Schwerpunkt seine Héhe.

Alle Bauwerke und Maschinen befinden sich im stabilen Gleich-
gewicht, sie sind standsicher.

6
ety e
I,
| 4 Y i
e 2 LG5 i be75
~— L — 1T
Fig. 118. Fig. 119.

Soll ein standsicherer Korper aus seiner Gleichgewichtslage gebracht
werden, so mul} ein Kriftepaar angreifen, dessen Moment ,,Kipp-
moment heiBt. Die Kraft P greife an der oberen Kante B eines
Prismas an (Fig. 117). Bringen wir in C zwei gleichgrofle entgegengesetzt
gerichtete Krafte P an, so sucht das Kriftepaar P -/ das Prisma um
die Kante A4 zu kippen. Die gestrichelte Einzelkraft P sucht das Prisma
in seiner Beriihrungsfliiche zu verschieben. Dem Kippmoment P -k

widersteht das statische Moment G-%des Gewichtes @; dem Ver-

schieben leistet die Reibung Widerstand oder, falls sie nicht ausreicht,
eine anzubringende Verankerung.
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Beispiel 80. Der Balken AB (Fig. 118) trage eine gleichformig ver-
teilte Last von g = 600 kg/m, die z. B. durch das Gewicht einer Decke
gegeben sein kann (Fig. 119). Wie groB sind die Auflagerdrucke
4 und B?

Wir denken die Gesamtlast G =g - L im SchWerpunkt des prisma-
tischen Korpers als Einzelkraft angreifen, der in der Entfernung

L
— von den Enden des Triigers liegt. Mit B als Drehpunkt

2
L %_b
liefert 2M = 0: A-l—G-(E—b> =0 unddaraus 4 =G - -~ 7
Fir 4 als Drehpunkt liefert XM = 0:
B-Z—G(-s——a):O und daraus
s 1 g—“
{ (a) B=¢@G- ;o
251 HL% L
4 Py 8 Zahlenbeispiel:
' ¢ 465 —G-35=0
mit G =g-L=2600-10
A4.6,5—600-10-3,5=0
.10-3,5
7, 4 2%3’_:3230 kg
2 3 B-65—G-3=0
B-6,5—600-10-3 =0
Fig. 120. .10 -
¢ B=@~0652—3=2770kg.

Beispiel 81. Der Triger A B (Fig.120) trage eine dreieck.fbrmige Last;
die Auﬂagerdrucke sind zu bestimmen. Wieder denken wir die Gesamt-
last P im Schwerpunkt vereinigt, der die Entfernung % I von 4 hat.
Fiir B als Drehpunkt ergibt M =0

Al—P.-41=0, also A=1P,
folglich B=P-A=P_-L1P=%

Sehwerpunktlagen. In den nachfolgenden Abbildungen ist der
Schwerpunkt mit S bezeichnet.

a) Schwerpunkte homogener Linien.

1. Gerade Linie. S liegt in der Mitte der Strecke.

2. Dreiecksumfang (Fig.121): 8 liegt im Mittelpunkt des dem
Dreieck ABC einbeschriebenen Kreises; 4, B, C sind die Mittelpunkte
der Seiten @, b, ¢. Aus 2M =0 in Beziechung auf die Seite a folgt

1 3 b+e
e g ey e
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3. Umfang des Parallelogramms. § liegt im Schnittpunkt der
Diagonalen.
4. Kreisbogen (Fig. 122): y,= MS = r's - T'SI?“ . 180 )
b & k4
2r

Halbkreisbogen: M8 = = 0,63662 r .

Viertelkreisbogen: MS~2rl/2 0,90032r .

Sechstelkreisbogen: MS = 3r

=0,95493 r .

Fiir flache Bogen ist angendihert OS = %—k

b) Schwerpunkte homogener Flachen.

1. Dreieck. Sliegt im Schnittpunkt der
Mittellinien, die Entfernung von der Grund. w___ 4 -
fliche betragt 15 h .

2. Viereck. Beliebiges Viereck (Fig.123). Fig. 121,
Man zerlege das Viereck durch Diagonalen in
vier Dreiecke, deren Schwerpunkte S;, S,, S;, S, nach (1) bestimmt
werden. Der Schnittpunkt S der Geraden S, S und S, S, ist der
Schwerpunkt. Da S, 8,1 AC und 8,8,/ BD, so geniigt auch die Ermitt-
lung von S;und S, . S liegt auf der Verbmdungshme der Mitte M von
AD mit E, wenn BE I AC und GE| DB .

Parallelogramm. & liegt im Schnittpunkt der Diagonalen.

Trapez. S wird durch Zerlegung des Trapezes in Dreiecke gefunden,
oder 8 liegt auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der parallelen
Seiten; seine Abstinde von diesen Seiten sind

h a+4+20b , h 2a+ b

3 a+b "’ TS A e

Daraus ergibt sich die Konstruktion: Trage auf den Verlingerungen der
parallelen Seiten die Strecken @ bzw. b ab. Die Verbindungslinien der ent-
sprechenden Endpunkte (Fig.124) schneiden sich in §. Die Entfernung

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer IT. 1. 13

X, ==
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des Schwerpunktes von den nicht parallelen Seiten ist bestimmt dureh

gk, @ ab4b
3 a-+b )
3. Kreisteile. Kreisausschnitt (Fig. 125):
2 s 2  sinax 180°

WEFTET3 T a

Halbkreisfliche: g, = % 04244 r,
T

Viertelkreisfldche:

s
I
Qo |
8 h"
<
Il
=
(=3
S
S
o
el

=
I
=
=
@
S
&
~

Sechstelkreisfliche: y,=

2 R¥—s® sinax  180°
T3 R—r & a
4. Ellipsenabschnitt (Fig. 127). Den Schwerpunkt

des Ellipsenabschnittes findet man als Schwerpunkt des- ¥ A

jenigen Kreisabschnittes, der im ein-
oder umbeschriebenen Kreise von der-
selben Sehne abgetrennt wird. Der
Kreis ist einbeschrieben, wenn die Sehne
senkrecht zur kleinen Achse, umbe- 0-—%—= |
schrieben, wenn die Sehne senkrecht Fie. 129
zur groflen Achse gerichtet ist. & o%

5. Parabelfliche:

Kreisringstiick (Fig.126): MS

X

- 3 3 . 3 3
Fig. 128: xozga, yO:—S—b, Fig. 129: xozza, yozﬁb,
6. Kugelzone und Kugelhaube. S liegt in der Mitte der Hohe.
7. Mantel der Pyramide und des Kegels. Verbindet man die
Spitze mit dem Schwerpunkt der Grundfliche, so liegt der Schwerpunkt
auf dieser Geraden in 4 & von der Grundfliche entfernt.
8. Mantel des abgestumpften Kreiskegels. Ist & die Hohe
des Kegelstumpfes, r der Radius der oberen, R der Radius der unteren
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Begrenzungsfliche, so hat der Schwerpunkt die Entfernung
h R+2r
838 R+r
von der Grundfliche.

¢) Schwerpunkte homogener Korper.

1. Gerades Prisma, gerader Zylinder. 8 liegt in der Mitte der
Schwerachse, d.h. der Verbindungslinie der Schwerpunkte der End-
flachen.

2. Pyramide, Kegel. 8
liegt auf der Schwerachse
(vgl. 1), um ein Viertel der
Hohe von der Grundfliche ent-
fernt.

3. Pyramidenstumpf.
Ist h die Hohe des Pyramiden-
stumpfes, F' die Grundfliche,
f die Endfliche, so ist der Ab-
stand des Schwerpunktes von
der Grundfliche

h F+2yF-f+3.f

y =
4 FyFi+f
4. Abgestumpiter Kreiskegel. Ist & die Hohe des Kegelstump-
fes, R der Grundfliche, r der Radius der Endfliche, so ist der Abstand
des Schwerpunktes von der Grundfliche
_72 R24+2R-r - 372
Yo'y R+ Rer—+r
5. Keil. Sind @ und b die Seiten der Grundfliche, @, die Linge der
Keilkante (Fig.130), & die Hohe des Keiles, so ist der Abstand des
Schwerpunktes von der Grundfliche

b a+ta,
Yo'y " Sata,
6. Kugelabschnitt. Mit den Bezeichnungen der Fig.131 wird
3 (2R —hy)?

Y=g "3R_h,

Den gleichen Abstand hat auch der Schwerpunkt des Abschnittes
eines Umdrehungsellipsoids, dessen Umdrehungsachse gleich dem Durch-
messer der Kugel ist.

Halbkugel: Yo=%R.

Halbe Hohlkugel: Ist R der Radlus der dufleren, » der Radius der
inneren Kugel, so ist der Abstand des Schwerpunktes von der Aquator-
ebene

3 Rt—pt
SR i
13%
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7. Kugelausschnitt. Ist » die Hohe des Kugelausschnittes, so
wird mit den Bezeichnungen der Fig. 125, S. 194,

Yo=%r(l +cosx)=2%((2r—h).

IV. Die Reibung.

Bei der festen Rolle (Fig. 132) herrscht Gleichgewicht, wenn P = @
ist. Belasten wir beide Seilenden gleichmiBig, so bleibt die Rolle in
Rube. Soll die Last @ gehoben werden, so muB P vergroBert werden.
Beim vorsichtigen Zulegen von Gewichten auf der rechten Seite tritt
der Augenblick ein, wo die Rolle in Bewegung kommt. Genaueres Hin-
sehen zeigt aber, dall die Rolle eine gleichférmig be -
schleunigte Bewegung hat. Das heifit: Das Ubergewicht
war zu groB, um eine gleich-
bleibende Geschwindigkeit zu er-
zielen. Wir nehmen also so lange
Gewichte ab, bis das ganze System
nach leichtem Anstof3 in gleich-
formige Bewegung gerdt. Der .
Fig. 132 Versuch lehrt : Um den Ubergang Fig. 133.

"7 aus dem Zustand der Ruhe in

den der Bewegung zu erzwingen, ist eine groBere Kraft nétig, als
einen durch Anstol erzeugten Bewegungszustand aufrechtzuerhalten.
Da der Widerstand durch eine Kraft, das Ubergewicht, tiberwunden
wird, schlieflen wir, daB der Widerstand selbst auch eine Kraft ist, sie
heit Reibung. Da es ferner einer grofleren Kraft bedarf, um einen
ruhenden Koérper in Bewegung zu bringen als einen bewegten in der
Bewegung zu erhalten, so unterscheiden wir eine Reibung der Ruhe
und eine Reibung der Bewegung.

Die Reibung ist teils niitzlich, teils schiadlich. Ohne sie kénnen wir
uns unser tédgliches Leben iiberhaupt nicht denken, wir kénnten uns
ja nicht einmal auf unsern Beinen halten, wenn nicht die Reibung
zwischen den Schuhsohlen und dem Erdboden wire. Schiidlich ist sie
insofern, als es immer eines Kraftaufwandes bedarf, um sie zu iitberwinden ;
so muB P in unserm Beispiel groBer als @ sein, obwohl die Theorie nur
P =@ verlangt . Da, wo die Reibung als hindernd empfunden wird,
setzen wir alles daran, sie so gering wie moglich zu halten ; wir schmieren
unsere Lager, wir schaben alle Gleitflaichen; wir bauen unsere Kunst-
straflen aus Asphalt. Aber wir erhohen sie auch gegebenenfalls durch
Sandstreuen bei Glatteis oder wenn die Straflenbahnen und Lokomo-
tiven nicht anziehen konnen, weil die Schienen zu glatt sind. Auf alle
Fille ist sie fiir den Maschinenbauer so wichtig, daB sie der eingehendsten
Untersuchung bedarf. Kenntnis iiber sie verdanken wir nur dem Ver-
such, und Versuche, die z. B. nach Fig. 133 angestellt wurden, ergaben:

P ist um so grofer, je grofer die Kraft N ist. N heilt Normaldruck
und ist die Kraft, mit der die reibenden Flichen senkrecht aneinander-
geprellit werden. Kennen wir den durch P iiberwundenen Reibungs-
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widerstand R, so lautet der mathematische Ausdruck fiir die Abhéngig-
keit bei gleichférmiger Bewegung des ganzen Svstems

R=u-N.

R als Kraft ist gegeben, wenn u bekannt ist. Uber die Richtung der
Kraft R 148t sich aussagen: Die Reibung ist der Bewegung entgegen-
gerichtet. Eine Angabe des Angriffspunktes ist nicht mdoglich, wir miissen
uns mit der Feststellung begniigen, daf die Kraft R in der Beriithrungs-
fliche zweier gegeneinander bewegten Kérper auftritt. u heilit Rei-
bungziffer; ihre Grofle folgt aus dem Versuch durch die Beziehung

P=pu-N, also '“:_11;7

fiir die Reibung der gleitenden Bewegung. Da sowohl P als auch N in
kg gemessen werden, so ist die Dimension der Reibungziffer kg/kg
oder auch kg/t. Ebenso richtig ist es natiirlich auch, u als unbenannte
Zahl anzusehen. So heifit z. B. u = 0,006, daf§ 6 kg Zugkraft erforderlich
sind, um 1000 kg oder 1t Zuggewicht zu bewegen (bei Bahnen mit
eigenem Bahnkorper).

Beispiel 82. Wie groB ist ein StraBenbahnmotor zu bemessen,
der einen 12-t-Wagen mit V=18 km/Std. auf ebener Strecke befor-
dern soll, wenn p = 0,01 ist? Zu iberwinden ist nur die Reibung; mit
P=R=u-@Q als Zugkraft folgt

0,01 12000 —(——— 18000
N——P v u-Gev 3600 8 PS
S T 75 o

Beispiel 83. Wie groB} ist die Kraft P (Fig. 134), die eine Last @
eine schiefe Ebene hinaufzieht, wenn die Reibung beriicksichtigt werden
soll ¢ Wir ersetzen die schiefe Ebene durch ihre Reaktion N ; dann miissen
die vier Krifte @, N, Rund P im Gleichgewicht sein, wobei die Reibung R
der Bewegung entgegen, also abwirts, einzufithren ist. Die Summe
simtlicher Seitenkrifte in Richtung der schiefen Ebene gleich Null

liefert R+4+Q -sin6 — P=0.

AuBerdem ist R=p-N=p-Q-cosx, sodaB u-Q-cosx
+@Q-sine — P=0  wird; daraus P =@ (sinx 4 p-cos&) fiir
@ = 750 kg (Beispiel 44); &« =30°; wu=0,3 wird P =750 (sinx
+ 0,3 - cos&) == 750 (0,5 — 0,3 - 0,866) = 570 kg .

Beispiel 84. Die Kraft P sei wagerecht gerichtet (Fig. 135).

Aus ZH =0 folgt R-cosa+N-sinae — P=0. 1)
Aus SV =0 folgt R-.-sinex4+@Q— N-cos& =0. 2)
AuBerdem ist R=u-N. (3)

(3) in (1) und (2) eingesetzt ergibt
u+N-cosax + N.sinoa — P=0 oder P=N(u-cosax - sinna)
pN-sina +N-cosx +Q =0 oder =N (cosx — u+sina);



198 Physik.

beide Gleichungen durcheinander dividiert ergibt

P p-cosasina
@  cosx — pesing’

Denken wir uns die schiefe Ebene um einen Zylinder gewickelt, so
erhalten wir eine Schraubenlinie ; die Last @ wird lings dieser Schrauben-
linie gehoben. Die Kraft P greift dann am Umfang des Zylinders wage-
recht an. Mit h als GanghShe und I=n.d =2xr als Umfang des
Kreises wird

sing = —, cosoc—_—-l—= folglich
8 s 8
wed h
M+ —
_ s s o prmed+h h4+2nar-u
P=Q 7 d——u h—Q Ted—p h_Q 2ar — p-h (®)
8 Tos
P
R_7 | "
o
0
Fig. 134, Fig. 135.

Die Kraft P wirkt am Umfang des Zylinders; soll die Last @ wirklich
gehoben werden, so miissen wir die Schraube drehen. Die Kraft P
hat das Drehmoment P -7, das durch Schliissel oder Handrad hervor-
gebracht wird. Ist R die Schliissellinge, K die am Schliissel angreifende
Kraft, dann ist das Drehmoment

M=K-R.

Soll mit diesem Drehmoment die Schraube angezogen werden, d. h.
die Last @ gehoben werden, so muf} sein

h+2nr-/f

M:K-R:Qnr-znr—‘ul.h_

(b)

Zahlenbeispiel. Eine flachgingige Spindel habe fiinf Génge auf

1” engl. bei einem mittleren Durchmesser d = 40 mm. Wie gro8 ist

der Druck, der mit einer Umfangskraft von 15 kg am Hebelarm R = 30cm

ausgeiibt werden kann, wenn die Reibungsziffer 0,12 ist:

Aus (b) ergibt sich:

7 —_— ¢ h

Q=K- B 2ar—u-h

r h+2ar.u’
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hierin ist K = 15kg; R =30cm; r = 2cm; die Ganghshe A berechnet
sich zu 95.4
O’

h:—i—-l”: —— =~ 5,1l mm;
= :
30 12,57 — 0,12 0,51 30 12,51
—15. 0. 22 DL 00T 5. 20 L1850 ke
Q=155 350 r1257012 ~ 2 " 208 kg

Beispiel 85. Es ist die Leistung einer Maschine durch Messung zu
bestimmen. Auf das Schwungrad der Maschine werden zwei Bremsbacken
(oder auch ein Bremsband) gelegt, die mit einem Hebel I (Fig. 136) starr
verbunden sind. Die Bremsbacken werden durch Schrauben soweit an-

gezogen, bis die normale Umlaufzahl erreicht ist. Belastet man den
Hebel stetig, so wird der Augenblick eintreten, wo die Kraft P am Hebel-
ende der Backenreibung das Gleichgewicht hilt. Infolge der Wirme-
entwicklung miissen die Backen gekiihlt werden. Der Apparat heifit
Bremsdynamometer oder Pronyscher Zaum.

Da Gleichgewicht vorhanden ist, muf8 die dritte Gleichgewichtsbedin-
gung M =0, bezogen auf den Wellenmittelpunkt, gleieh Nult sein;
es wird also >

P-l1-R.-5=0, 1)

wenn R die Backenreibung am Umfang der Scheibe bedeutet, die auch
gleich der Umfangskraft der Scheibe ist.

R.v D 2an
Aus - 757:2\7 folgt R'?'@T'Y_S:N’
so dal}
D 60-75 N N
R = = 71692
2 2 n 716,2 n

(siehe S. 146).
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Eingesetzt in (1) ergibt sich

Physik.

N =

P-l-n
716.2

wenn P in kg; I in m gemessen werden.

Tabelle der Reibungziffern.
Reibungzahlen der gleitenden Reibung?).

in PS,

= bedeutet: die Fasern liegen

Reibungszahl

parallel, o
+ ’ die Fasern liegen | d:er Ruhe der Bewegung
gekreuzt, | mit
L (Ili{a?rnll{lgﬁ 23%.13 als | trocken IWasser! geschmiert | trocken | oo |geschmiert
Fichenholz auf Eiche = . . . 0,62 b 0,11 0,48 P— 0,075
» PR 0,564 | 0,71 | - 03¢ | 0,25 —
» » R R 0,43 - — | 0,19 - -
s ,» Esche, Buche |
Tanne =. . . 0,53 — 0,38 — 1 0,15~—0,10
s ,» Muschelkalk } 0,63 - - 0,38 Co— —
,, Stein und Kies | 0,60—0,46 — — — —
Holz auf Meftall . , . . . 0,60 | 0,65 0,11 0,40 | 0,24 0,10
Hartholz auf pohertem Metall ! } ;
oder Granit . . hor — 0,5 — 0,30 10,10 . 0,06
Stahl auf Stahl (*hoher Druck | —
bis etwa 1000 kgfem?®) . . . | 0,15 — porz—onf] 008 pel v = Bmmiex
Stahl auf Phosphor-Bronze 2) | - it
ebene Flichen . . . . . . 0,11 — i 0,098 0,105 — 0,092
zylindrische Flichen . . . . 0,169 -— 0,16—0,13 0,162 — 0,15—0,12
Stahl auf grobem Sandstein . — — — 0,29 — —
Eis ... . 0,027 — — 0,014 — —_
Qchmledeelsen auf Elche = .. — 0,65 0,11 0,5—0,4 0,26 0.08
' ,» Weichholz . — — — 0,65——0,5(‘)) — 4] / T(
0,21 bei v = 4,5 m/se
»” »» Stahl . - - - { 0,11 bei » = 22 m/sek
» ,» Schmiede- [
eisen . . . 0,13 — 0,11 — — 10,10—0,08
. ., GuBeisen ' |
oder Bronze 0,19 - — 0,18—0,17 - 0,08—0,07
5 ,» Sandstein . — L= —— 0,46—0,41 —
i ,» Muschelkalk |0,49—0,42] — | — 0,29--0,24 | — —
Steinu. Kies |0,49—0,42: — —_ — — —
uBexsen auf Elche = ... — ‘0,656 — - 0,5—0,3 0,22 0,19
" 5y Weichholz — — — 0,5——0,4b — / —1—{
: 0,27 beiv = 2,2 m/se
» o pStabl..... ] 033 — 1 =l ohrer I mieE
' ,» GuBeisen — — ' 0,16 — | 0,81 |0,10—0,08
» ,» Bronze . .. . — —_ —_— 0,20—0,36 | — 0,08—0,07
,» grobem Sandstem — — 0,24—0,21; — —
Bronze auf Eiche= .. . . 0,62 —_ — ,30 — —

. Bronze . = — 1 ou 0,20 \ 0,10 | 0,06
Ziegelstein auf Mus.helkalk 0,67 — i o 0,65—0,60 ] — | —
Rauher Kalkstein auf desgl., [ |

oder mit frischem Mértel . 0,75 — 0,67 | —

Mulschelkalk auf Muschelkalk 0,70 — — 0,38 ] — —

Mauerwerk auf Beton . . . . 0,76 — — o= —
. ,, gewachsenem i |

Boden, trocken 0,65 0,30 —_ —_ b= —

Rindsleder auf Eichenholz . 0,6—0,5 —_ 0,56—0,3 I — | -

,» GuBeisen . . . 0,6—0,3 10,6—0,4 0,12 0,56 10,15 | 0,15

Hanfseﬂ auf rauhem Holz . . | 0,8—0,5 — — 0,56 {o— —

4 ,» glattem Holz . . 0,33 —_ — — ] — —

1) Aus Foerster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. Berlin 1920.

von Julius Springer.

?) Hoher Druck bis 600 kg/em?.

Verlag
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Reibungzahlen der gleitenden Bewegung nach Rennie
in Abhéingigkeit vom Flichendruck: die Oberflichen waren nur wenig
eingefettet :

i Schweibeisen GuBeisen Stahl Messing
Flichendruck | auf SchweiBieisen | auf SchweiBeisen| auf GuBeisen auf GuBeisen
in kg/em? ‘ -
; n=
T T T
8,79 { 0,140 0,174 0,166 | 0,157
13,08 ! 0,250 0,275 0,300 i 0,225
15,75 i 0,271 | 0,292 ) 0,333 ‘ 0,219
18,28 ’ 0,285 0,321 : 0,340 ‘ 0,214
20,95 v 0,297 ‘ 0,329 0,344 0,211
23,62 0,312 ‘ 0,333 0,347 0,215
26,22 i 0,350 ! 0,351 0,351 0,206
27,42 i 0,376 0,363 0,353 0,205
31,50 : 0,395 0,365 : 0,354 0,208
34,10 : 0,403 0,366 ; 0,356 0,221
36,77 : 0,409 0,366 ! 0,357 0,223
39,37 . Flachen 0,367 0,358 0,233
42,18 angegriffen 0,367 , 0,359 0,234
44,58 i 0,367 i 0,367 0,235
47,25 : 0376 | 0403 0,233
49,22 0,434 i Flichen 0,234
55,12 ; Flachen | angegriffen 0,232
57,65 i angegriffen | 0,273

Reibungskoeffizienten fiir besondere Falle.
Nach Versuchen von Wichert!) hat sich fiir die gleitende Reibung
zwischen Bremsklotzen aus StahlguB und stihlernen Radreifen ergeben
w=p 1+0,0112.V
o 1400617
wobei V die Geschwindigkeit in km/Std. bedeutet, und g =045 fiir
trockne, = 0,25 fiir nasse Reibungsflichen ist. Ist 7 die Geschwindig-
keit bei Beginn des Bremsens, so kann man fiir die Bremszeit bis zum
Stillstande mit einem mittleren Reibungskoeffizienten u’ rechnen, der
in nachstehender Tabelle fiir ungiinstige Verhiltnisse gilt:

# ,
¥ in km/Std. Reibungsflichen T
fiir trockne | fiir nasse mittlerer Wert

0 0450 | 0,250 —
10 0,313 ’ 0,174 0,201
20 0,250 | 0,139 0,164
30 0215 0,119 0,142
40 0,192 | 0,107 0,128
50 0,176 | 0,098 0,117
60 0,164 - 0,091 0,109
70 0,154 = 0,086 0,103
80 0,147 0,082 0,098
90 0,141 0,078 0,003

1y Vgl. Zentralblatt der Bauverwaltung 1894, S.73.
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Druckwasser-Hebezeuge nach H. Lang.

a) Bronze- oder Pockholzschieber auf Bronze; u ist bei
langsamer wechselnder Bewegung und Flachenpressungen von 2 bis
100 kg/em? unverdnderlich:

Schieber dauernd gefettet . . . . . . . . u = 0,06
Schieber mittels Nuten vom Wasser benetzt u© = 0,10
Schieber trocken . . . . . . . . . . .. w bis 0,30.

b) Stopfbuchsen, mit Hanf, Baumwolle oder Leder abgedichtet,
haben u unverdnderlich bei Wasserpressungen zwischen 1 und 50 kg/cm?2.

Baumwolle oder Hanf bei elastischer Packung . . . . . . . © = 0,06=-0,11
Lederstulp, weiches Leder, gute Ausfihrung . . . . . . . . « = 0,03 -=0,07
’ hartes, stark lohgares Leder . . . . . . . . .. u = 0,10--0,13
' ungilinstige Anlage . . . . . . . . . . ... .. w bis 0,20
Schleifsteine. | grobkérniger feinkorniger Sandstein
GuBeisen . . . . . . { u = 0,21-=-0,24 = 0,72 ) Mittelwerte zwischen
Stahl . . . . . . .. 0,29 0,94 } dem nassen Stein
Schmiedeeisen . . . . [ 1 = 0,41--0,46 1,0 und Metall.

Gesamtreibung fiir Strafenfubrwerke. Der Widerstand,
den ein StraBenfahrzeug seiner Bewegung entgegensetzt, wird in der
Hauptsache hervorgerufen durch die Zapfenreibung in den Naben und
die rollende Reibung am Umfange des Rades. Ist G das zu befordernde
Gewicht, u die Gesamtreibungszahl, so ist fiir eine horizontale Bahn die
Summe aller Widerstinde W= pu -G .

Mittlere Werte der Reibungszahl 4.

Erdbahnen:
Schlechter Erdweg, loser Sand . . . . . . . . . . . . .. Y. = 0,150,
Gewodhnliche Erdbabn . . . . . . . . . . . . . ... .. Yo = 0,100,
Trockene, feste Erdbahn . . .-. . . . . . . . . . . . .. 1 = 0,050.
Schotterbahnen:
Frisch aufgebrachte, nicht gewalzte Schotterbabn . . . . . ty =0,125,
Schotterbahn bei Regenwetter . . . . . . . . . . . . .. s = 0,050,
Trockene gute Schotterbahn . . . . . . . . . . . . . .. es = 0,030,
Sehr gute Schotterstrafle, Pechmakadam . . . . . . . . . . e = 0,020.
Pflasterbahnen:
Schlechtes Stempﬂaster, Kopfsteinpflaster . . . . . . . . . s = 0,040,
Kleinpflaster, !/,, =1 /w im Mittel . . ... o = 0,020,
Gutes Steinpflaster, 1/, = Y/, im Mittel . . . . . . . . . e = 0,018,
Gutes, sehr ebenes Stein- (Klinker-) Pflaster . . . . . . . . s = 0,013,
Holzpflaster aus Weichholz, 1/, -1/, im Mittel . . . . . . Y. = 0,018,
» Hartholz . . . . . . ... ... .... Yos = 0,013,
Asphaltbahnen ..................... Y100 = 0,010,
Eiserne Gleite in StraBen, !/, == /500 im Mittel . . . . . . 900 = 0,005,
Fisenbahngleise bei geringer Geschwindigkeit . . . . . . . Y100 = 0,0025.

Auf steigender Bahn vom Steigungsverhiltnis %/, gilt W =G (u + s).

Rollende Reibung. Rollt ein Zylinder auf einer ebenen Unterlage
ohne zu gleiten, so tritt der Widerstand in der Berithrungslinie auf,
wahrend die zur Uberwindung des Widerstandes erforderliche Kraft
nach Fig. 137 oder 138 angreift. Die Drehung wird durch ein Kréfte-
paar P.r bzw. P-d hervorgerufen; es ist deshalb iiblich, auch den
Widerstand in dieser Form zu bezeichnen. Ist @ der Normaldruck, so
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ist das zu tiberwindende Kraftepaar M =@ - f, worin f (Fig. 139) die
Entfernung in cm bedeutet, die zwei gleich grofBle, entgegengesetzt
gerichtete Krifte @ haben miissen, wenn Gleichgewicht zwischen dem
angreifenden Kréaftepaar P .7 oder P.d und dem widerstehenden
Kriftepaar @ - f herrschen soll. Die GroBe f heit Hebelarm, Koeffizient
der rollenden Reibung oder Reibungziffer der rollenden Reibung.

Reibungziffern der rollenden Reibung.

Reibende Korper fin cm
Pockholz auf Pockholz . . . . . . . . .. 0,047
Ulmenholz auf Pockholz . . . . . . . . . 0,081
Eisen auf Eisen . . . . . . . . . . . .. 0,005
Stahl auf Stabl . . . . . . . . ... .. 0,005
Gehirtete Stahlrollen und Kugeln auf Stahl-
ringen und Lagern . . . . . . . . . .. 0,001

Reibungsarbeit und Wirkungsgrad. VeranlaBt das Gewicht (P 4 p)
durch sein Herabfallen ein Steigen des Gewichtes @ an einer einfachen
Rolle (Fig.132), so ist die von (P -+ p) geleistete Arbeit um einen
Betrag groBer als die Arbeit von @, den man den Arbeitsverlust
durch Reibung nennt. Ist die Reibungskraft bekannt, und ist die
Entfernung gegeben, die diese Kraft durchliuft, so ist das Produkt aus
Kraft und Weg die zur Uberwindung der Reibung aufgewendete Arbeit.
In unserm Beispiel (Fig.132) herrscht Gleichgewicht, wenn P = @ ist;
demnach muB p zur Uberwindung der Reibung aufgewendet werden.
Steigt @ um h m, fillt also (P -+ p) um ebenfalls A m, so ist die von p
zu leistende Arbeit p-5h mkg, wenn P und p in kg gemessen werden.
Mathematisch lautet die Arbeitsbilanz

Q- h+4,=(P+p)-h

Man bezeichnet Q-% mit Nutzarbeit; A, mit Reibungsarbeit;
(P -+ p) - b mit aufgewendeter Arbeit. Aus

Q- h=P+ph—W

folgt: Die Nutzarbeit ist gleich der Differenz aus der gesamten aufgewen-
deten Arbeit und der Reibungsarbeit. Das Verhiltnis von Nutzarbeit
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zur gesamten aufgewendeten Arbeit heift Wirkungsgrad und wird
iiblicherweise mit % bezeichnet. Es ist also
Q- h Nutzarbeit A,
"= (P+p) b - gesamte aufgewendete Arbeit A4
Das Verhiltnis der Reibungsarbeit A4, zur Nutzarbeit A, heift

verhdltnisméBiger Arbeitsverlust und wird mit 8 bezeichnet;
es ist

A, 1
= —— 1 = .
B A’ also 5=+ TR
Besteht ein Getriebe aus mehreren Teilgetrieben mit den Einzel-
wirkungsgraden #,, 7y, 73 .... 8o ist der Gesamtwirkungsgrad

N="N1"Ng"Ng .-
Beispiel 86. Wirkungsgrad der Schraube Fig.135. Wird die Last ¢
um die Strecke kb gehoben, so ist die Nutzarbeit
A, =@ h.
Wihrend der Hubzeit legt die Kraft P den Weg Il =n-d = h-ctga
zuriick, so daB

4, Q:-h _ Q @
"=Z4 " Poh-otgx _ P-otga P B*

ist.

C. Wirmelehre.

Unser Gefiihl sagt uns im téglichen Leben, dafl ein Korper warm,
der andere kalt ist; doch kann diese gefiihlsmifiige Bestimmung keinen
Anspruch auf wissenschaftliche Schiarfe machen, zumal das Gefiihl
Tiuschungen unterliegt. Wir unterscheiden den Warmegrad oder die
Temperatur von dem Warmeinhalt. Der Wéarmegrad wird mit dem
Thermometer gemessen und in ° C (Grad Celsius) angegeben; die
MaBeinheit fiir den Warmeinhalt ist die Warmeeinheit (WE) oder Kalorie.

Das Thermometer ist eine enge Glasrohre, die oben abgeschmolzen
und unten zu einer kleinen Kugel erweitert ist. Im allgemeinen ist es
zu einem Teil mit Quecksilber gefiillt, dessen jeweilige Oberkante die
Temperatur an einer Skala angibt. MafBgebend sind zwei Hauptpunkte:
Der Nullpunkt (0°) zeigt die Temperatur des schmelzenden Schnees an,
der obere Hauptpunkt die des siedenden Wassers bei 760 mm Queck-
silbersiule Barometerstand. Der Zwischenraum zwischen beiden Mar-
ken ist in 100 Teile geteilt (Bauart Celsius, 1742).

Neben diesem in der Wissenschaft allgemein iiblichen Thermometer
gibt es noch die Teilung nach Réaumur, der den Abstand zwischen
Null- und Siedepunkt in 80 gleiche Teile teilt, und die nach Fahrenheit,
der als Nullpunkt 32° Fahrenheit unter dem Nullpunkt nach Celsius
legte und diesen Zwischenraum in 212 gleiche Teile teilte. Demnach sind

100°C =80°R =180°F.
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Aus 100°C = 80°R  folgt t°C =4it°R,
,, 100°C =180°F . t°C = (2¢t+432)°F,
., 80°R =100°C ), t°R=4%t°C,
,, 80°R=180°F 1 IPR=4t+432)°F.
Ferner ist

t°F=340—32)°C bzw. °F=4({—32°°R.
Beispiele: 87. Es sind 25°C umzurechnen in R und F.

Aus t°C=4°R folgt 25°C=4.25=20°R,
» t°C=2t4+32)°F " 25°C = (2254 32) =87°F.
88. Es sind — 16° R umzurechnen in C und F.
Aus tI°R=31t°C folgt —16°R=4(—16)= —20C,
s °R=(3t+432)°F ' —16°R=[$(—16) +32] = —4°F.

89. Es sind — 9°F in C und R umzurechnen.

Aus t°F =3 (t—32)°C folgt —9°F =3[(—9)—32]=—22,8C.
» PR =%0t—-32)°C —9°F =4[(—9) —32]=—18,3C.

Thermometer fiir besondere Zwecke. Quecksilber erstarrt bei
— 39,2° C und siedet bei -+ 357° C, folglich ist es nur innerhalb der
Grenzen — 30° bis -+ 350° brauchbar. Fullt man den Raum oberhalb
des Quecksilbers mit Stickstoff von 10 atm Druck, so 1a8t sich dieses
Quecksilberthermometer fiir Messungen bis zu -+ 575° C benutzen, da
der durch die Ausdehnung des Quecksilberfadens auf 20 atm steigende
Druck des Stickstoffes das Sieden des Quecksilbers verhindert. Noch
hohere Temperaturen mift man mitdemelektrischenThermometer,
auch thermoelektrisches Pyrometer genannt, bei dem zwei Metalldrdhte
in einem feuerfesten Rohr zusammengeldtet sind. Die Erwirmung der
Lotstelle ruft eine elektromotorische Kraft hervor, die bei einem ge-
schlossenen Leiter einen elektrischen Strom liefert. Ein eingeschaltetes
Galvanometer ermoglicht das Ablesen der Temperatur (Fernthermo-
meter). Bei der Herstellung feuerfester Ziegel benutzt man die sog.
Segerschen Brennkegel, das sind dreiseitige Pyramiden von 60 mm
Hohe aus Tonerdesilikaten, die bei bestimmten Temperaturen zu schmel-
zen beginnen. Da die Kegel nur einmal zu benutzen sind, werden sie
in groBen Mengen als Handelsware hergestellt; sie sind in 35 Stufen
fiir Temperaturen von 1230--2000° C' erbiltlich.

Zur Messung von Temperaturen unter — 30° C bedient man sich des
Alkohol- oder Weingeistthermometers, das bis — 130° C brauch-
bar ist. Noch tiefere Temperaturen werden mit Thermometern gemessen,
die mit Penthan gefillt sind (— 200° C). Penthan oder Petrolither
wird bei der Destillation des Rohpetroleums gewonnen.

Zur Eichung aller andern Thermometer dient das Luft- oder
Gasthermometer.

Ausdehnung der Kaorper.

Erwirmt man eine Kugel, die im kalten Zustande gerade noch durch
einen Ring geht, so zeigt sich, dafl die erwidrmte Kugel nicht mehr hin-
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durchgeht ; ihr Durchmesser ist infolge der Erwirmung groBer geworden.
Bei dem Verlegen von Eisenbahnschienen muf} auf die Ausdehnung durch
die Wirme Riicksicht genommen werden ; man 146t deshalb zwischen den
einzelnen Langen Zwischenrdume. Wird die Ausdehnung von Korpern
infolge der Warme gehindert (stumpf geschweiBte StraBenbahnschienen),
so entstehen in dem Korper Spannungen, mit denen der Ingenieur
rechnen mul}, der Temperaturschwankungen ausgesetzte Bauten ent-
wirft.

- Wirmeausdehnungziffer oder Ausdehnungskoeffizient.
Die Zunahme der Lingeneinheit bei 1°C Temperaturerhthung heifit
,linearer Ausdehnungskoeffizient*; er wird mit &« bezeichnet. Ist dem-

nach /; die urspriingliche Lénge eines Stabes in m, & der lineare Ausdeh-
nungskoeffizient des Baustoffes; #,° C die Anfangs- und #,° C die End-
temperatur, so ist die Verlingerung 41
Al=1l~l, =10+, —1).
Hat ein Stab bei 0° C die Linge [, m, so mifit er bei °C
L=l -0+a-t).

Die Wirmeausdehnungsziffern werden durch Versuche bestimmt.
Fig. 140 veranschaulicht einen Apparat, der die Messung der Verlingerung
ermoglicht. Der Stab a befindet sich in einem Olbade b. Die Spitze ¢
driickt gegen den Winkelhebel d, der eine groBe Ubersetzung hat, wih-
rend die Spitze e in der Pfanne einer Mikrometerschraube f ruht. Mit
der Schraubenspindel fest verbunden ist der Zeiger g, dessen Spitze auf
einer Teilscheibe % spielt, die in 500 Teile geteilt ist. Bei einer Steigung
der Schraube von !/, mm pro Umdrehung bedeutet 1 Teilstrich der

Scheibe 05 _ 0,001 mm. Der lange Arm des Winkelhebels ist in eine

500
feine Spitze k ausgezogen, die auf den Haarrif eines kleinen Spiegels ¢
weist. Jede Drehung der Schraube bewirkt ein Heben oder Senken der
Spitze k. Angenommen, das 01 habe die Temperatur ¢,° C bei Beginn
des Versuches, der Zeiger g stehe auf 2z, der Teilscheibe; die Spitze k&
auf dem HaarriB des Spiegels. Jetzt wird das Ol auf ¢,° C erwirmt; die
Spitze k wird gehoben. Um sie wieder vor den Haarrif} zu bringen, drehen
wir die Schraube zuriick; der Zeiger g steht auf 2, der Teilscheibe. Die
Verlingerung, die der Stab erfahren hat, ist dann

_(2y—2)
A= 500
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Al 2y — 29
Aus ¥ =T5q folgt “:l-(tz——tl)-loo() .
Lineare Ausdehnungziffern bei mittleren Temperaturen:
Aluminium . . . .. 0,000024 | Kupfer...... .. 0,000017
Bronze . . . ... .. 0,000018 | Glas (im Mittel) . . 0,000007
Eisen und Stahl . . 0,000011 | Porzellan .. .. .. 0,000003

Beispiele: 90a. Welche Verlingerung erfahrt eine Eisenbahnschiene
von 12 m Liinge bei einer Temperaturschwankung von — 30 bis 4 40° C?

Aus Al=1+0+(t;— 1) folgt

A1=12000-0,000011.[40 — (— 30)] = 9,24 mm .

b. Mit welchem Spielraum muf} die Schiene bei 15° C verlegt werden,
wenn eine hochste Temperatur von 45° C zu erwarten ist?

Aus Al=1-6-(@,—t;) folgt

A1=12000-0,000011 (45 — 15) = co4 mm.

91. Um welche Lange mufl das bewegliche Auflager einer 100 m
langen Briicke verschiebbar sein, wenn die &uflersten Temperaturen
+ 45°C und — 30° C sind ?

Aus Al=1,-0-(ty—1¢) folgt

41=100000-0,000011 [45 — (— 30)] = 82,5 mm .

Die kubische Ausdehnungziffer f gibt an, um wieviel der
Rauminhalt der Volumeneinheit pro © C Erwarmung zunimmt. Hat ein
Wiirfel bei 0° C die Kantenléinge I, bei einem Rauminhalt V, und bei ¢°
die Kantenlinge I, so ist sein Rauminhalt V bei ¢° C

V=V, +8)=[lL(Q+a-t)P=0B[1+3x-t+ 322+ a38].
Nun ist aber & eine sehr kleine Zahl, so dal &2 und &3 gegen 1 ver-
nachlissigt werden konnen; wir erhalten
V=81+3a-t)=V,1+3x-1).
Der Vergleich mit V="V,(1 + f-t) zeigt, dafl § = 3 o ist. Kubische
Ausdehnungziffern von Iliissigkeiten bei -+ 15°C.

Wasser . . . . 0,00018 Ather . . . . .. 0,001 60
Quecksilber . . 0,00013 Alkohol . ... 0,00110

Da sich mit der Temperatur der Rauminhalt dndert, so dndert sich
auch das auf die Raumeinheit bezogene Gewicht einer Fliissigkeit, das
sog. spezifische Gewicht (vgl. S. 119). G kg einer Fliissigkeit mogen bei
0° C einen Rauminhalt ¥7,, bei #,° C einen Rauminhalt V,, bei #,° C
einen Rauminhalt 7, einnehmen, dann ist mit den entsprechenden spezi-
fischen Gewichten sy; s, und s,

G=Vy8=V"8=V;"8,
und daraus
Vo V,

§1=8" 5 ; 82=31"I}“‘
2

mit

Fo=To(l+4pt) baw. Vo=V, [1+p(ly—t)]
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ergibt sich
Ve l—ft BN St AL
VorM+p-t)  ° A+t (L—p-t) 7 12— f2etf
Wir vernachlissigen 524 gegen 12 und erhalten
s1=8 (1 —f-8) bzw. sy=ws8;[1—pf(ly—1)].
Bezeichnet b, den Barometerstand in mm Quecksilber bei 0° C,
93 bt 1z IR} 9 93 ’y 9 to 07
so verhalten sich die Hohen umgekehrt wie die spezifischen Gewichte
des Quecksilbers bei den Temperaturen 0° C und ¢° C; es ist

bo:by=8;:8-

8§41 = So

Daraus
bo=bz'i=bt'(l —p-t)
So
(Reduktionsformel fiir Barometerablesung).
Beispiele: 92. Welchen Raum nehmen 100 1 Alkohol von ¢, = 15° ¢
bei t, = 75 °C ein?
Aus
Vo=V,-[14+p(t,—t)] folgt V,=100-[1+4 0,0011- (75 — 15)],
V,=106,61.
93. Wie grof ist das Normalvolumen von 1001 Alkohol von ¢, = 15°C?
:T;K[;.*t‘l:Vx'(l —f-t)
Ve=100-(1 — 0,0011-15) =98,351.
94. Wie grof3 ist der auf 0° C reduzierte Barometerstand, wenn er bei
t =20°C b, =T60 mm Quecksilber betragt ?
Aus
by="5b,-(1 —b-t) folgt by="760-(1 — 0,000181-20)="757,1 mm.
Im Gegensatz zu den meisten Fliissigkeiten ist die Ausdehnung des

Wassers unregelmifig; seine groBite Dichtigkeit liegt bei 4°C. Be-
zeichnet man das zu dieser Temperatur gehorige Volumen mit ¥, dann

Aus V=V, (14 p-t) folgt 7V,

ist V,= (%) ¥V, wobei die Werte V,: V nachstehender Tabelle!) zu

entnehmen sind.

0° .... 1,000117 35° ... 1,00582 100° ... 1,04312

2° .... 1,000028

4° .... 1,000000 40° ... 1,00771 120° ... 1,05993

5° .... 1,000008 45° ... 1,00981 140° ... 1,07949
10° .... 1,000264 50° ... 1,01196 160° ... 1,10179
15° .... 1,000852 60° ... 1,01692 180° ... 1,12678
20° .... 1,001741 70° ... 1,02263 190° ... 1,14026
25° .... 1,002900 80° ... 1,02891 200° ... 1,154 38
30° .... 1,004300 90° ... 1,03571

') Entnommen aus Hiitte, Des Ingenieurs Taschenbuch.
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Beispiel 95 Welches Volumen nehmen 12000t Wasser von
30° C ein? ‘

Aus V= (-I—/ﬁt) -V folgt Vi=12000-1,0043 = 12051,6 m3.

Ausdehnung von Gasen. a) Bei gleichbleibendem Druck. Ver-
suche von Gay-Lussac (1802) ergaben, dal die kubische Ausdehnungs-
ziffer § fiir simtliche Gase gleich groB ist; er fand f§ = —27175 =0,00366,

bezogen auf das Volumen von 0°C. Daraus ergibt sich fiir Gase
A L )

Hat ein Gas bei ¢,° C den Rauminhalt V, bei ,° C den Rauminhalt
V,, so ist unter der Voraussetzung eines gleichbleibenden Druckes

1 1
7 V. . . . VA . ——— .
V="V, (1+ 573 tl), V,=V, (1+ 75 t2>.

1
v v, 'Tamh oamay
Daraus —_—= = S
V, 14 1 p 273 + ¢, T,
D273 2

wobei 7'y = 273 + ¢, bzw. T, = 273 + t, die absoluten Tempera-
turen heilen; sie werden gewissermaflen mit einem Thermometer mit
Celsiusgraden gemessen, dessen Nullpunkt 273° C unter dem Nullpunkt
des gewohnlichen Thermometers liegt. Zum Unterschied gegen Celsius-
grade nennt man die absoluten Temperaturen hiufig ,,Kelvin®“. Man
sagt z. B. T' = 300° Kelvin; dassind ¢ = 7' — 273 = 300 — 273 = 27°C.

Denkt man sich ein Gas auf — 273° C abgekiihlt, so wird sein Raum-
inhalt nach

1 i 1
Vo= Vo (1t gy t) = Vo [U - (- 2)] = 0
es wiirde also iiberhaupt keinen Raum mehr einnehmen. Dabei ist vor-
ausgesetzt, dafl das Gas bis zu dieser tiefsten Grenze dem Gay-Lussac-
schen Gesetze auch folgt. Doch ist damit zu rechnen, daf sich alle Gase
schon vor Erreichung dieser Temperatur verfliissigen.

Andert sich die Temperatur, so &ndern sich bei gleichbleibendem

Druck auch die spezifischen Gewichte der Gase.
s vV T

Aus  G=V -s,="Vys, folgt ;’—:—Zﬁ“ﬁ’

d. h. die spezifischen Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die abso-
luten Temperaturen.

Beispiele: 96. 5 m? eines Gases von 15° C werden bei gleichblei-
bendem Druck auf 165° C gebracht. Wie groB ist der Raumbedarf des
Gases ?

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 14
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T, 273 + 1, 273 + 165
3 == . e T . —_— f = Q°* ——————
Aus Vo=V, 7. V, 311 folgt V,=5 973 115
438
=) ¢ ——— = 3,
5 588 7,6 m

97. Ein Gas von 5 m® und 20° C soll auf 6 m3 bei gleichbleibendem
Druck gebracht werden. Wie hoch muf} die Temperatur des Gases sein ?

Aus V,:Vo=1,:T, folgt T,= Tl-zzv=(273+t1)-~v—2,
V, V,
6
T, = (273 + 20) - — = 352° Kelvin = 352 — 273 = 79°C.
5

98. Wie grof} ist das Gewicht von 12 m3 Luft bei 18° C und 760 mm
Barometerstand ?

1 m® Luft wiegt bei 0° C und 760 mm Barometerstand 1,293 kg;
d. h. ihr spezifisches Gewicht ist s, = 1,293 kg/m3 bei 0° C.

Aus 8,18, =T,:T, folgt s;:80="T¢:T,=273:(273 +t,) oder

273 273 273
g e  =19293.-—— " ___ --1993. " — 5 3,
§1=80" 5ra T ,293 573 1 18 1,293 501 1,215 kg/m
Daraus =V, s;,=12-1215 = 14,6 kg .

b) Beigleichbleibender Temperatur. Hat man eine Gasmenge,
z. B. G kg, in einem Zylinder mit beweglichem Kolben eingeschlossen,
so iibt das Gas nach allen Richtungen einen Druck von gleicher Grofle
aus, der gleich dem Luftdruck ist. Die MaBeinheit fiir den Druck ist

1 atm (technische Atmosphire) = 735,5 mm Quecksilbersiule
= 1 kg/em? = 10000 kg/m?2,
1 physikalische Atmosphére = 760 mm Quecksilberséule
== 1,0333 kg/cm? = 10333 kg/m2.

Driickt man den Kolben auf die halbe Linge des Zylinders, so zeigt
die Messung, dafl der Druck auf das Doppelte gestiegen ist; driickt man
den Kolben auf den dritten Teil der Linge des Zylinders, so zeigt die
Messung, daB der Druck auf das Dreifache gestiegen ist usw. Allgemein
sagen wir: Druck und Rauminhalt stehen bei Gasen im umgekehrten
Verhiltnis, so lange die Temperatur unveréindert bleibt (Gesetz von
Boyle und Mariotte). Entspricht einem Volumen ¥, der Druck p,;
einem Volumen V, der Druck p,, so lautet das Gesetz in Form einer
Gleichung ,
Viepr="Vs ps.

c) DasGay-Lussac-Mariottesche Gesetz zeigt die Beziehungen
auf, die zwischen dem Volumen, dem Druck und der Temperatur eines
Gases bestehen. Wir sagen: Der Zustand eines Gases ist durch die
Angabe von Volumen, Druck und Temperatur eindeutig festgelegt.
Andern wir diese drei GroBen, so sagen wir: Der Zustand eines Gases
wird gesindert, und sprechen von einer Zustandsénderung des Gases,
die z. B. vor sich gehen kann bei gleichbleibendem Druck (Ga y-Lussac),
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bei gleichbleibender Temperatur (Mariotte), oder die eine allgemeine
Zustandsinderung sein kann.

Wir bezeichnen den ersten Zustand eines Gases mit p,, v;, T;
es soll iibergefithrt werden in den Zustand p,, v,, T, .

a) Uberfithrung bei 7', = unveréinderlich nach Mariotte: Das dabei
erreichte Volumen sei .

Aus Py =py- v’ folgt v’::vl-%.
2

b) Uberfiihrung des Gases aus dem Zustand v', p,, T in den Zu-
stand v,, pa, Ty, d. h. bei unverinderlichem Druck nach Gay-Lussac.

Aus Vivg=T.:T, folgt wy=1"- % .
1
Die Verbindung beider Gleichungen liefert
pr T, Y1+ Ps Vs Do
Vg ==V —+=>  oder = .
: ! P Ty T, T,

Ist vy, p;, T's ein dritter, v,, p,, T, ein vierter Zustand, so besteht die
Beziehung

Vi*P1 VP2 Uz Ps V"D

T, T, T, T, ~

d. h. das Produkt aus Volumen und Druck, dividiert durch die absolute
Temperatur ist unverdnderlich. Man nennt den unverinderlichen Wert
e

des Bruches p die Gaskonstante und bezeichnet ihn mit E.

Dann 148t sich die allgemeine Zustandsgleichung der Gase auch schreiben
p-v=R-T.
In dieser Gleichung bedeutet
p den Druck in kg/m?;

v das spezifische Volumen, d. h. das Volumen von 1 kg Gas in m%kg;
T die absolute Temperatur in ° Kelvin.

Damit ist die MaBeinheit der Gaskonstante R bestimmt; sie wird aus
v-p _ kg/m®-mdkg m

T — °K °K -’
Fiir Luft ist z. B. das spezifische Gewicht bei 0° C und 760 mm

Quecksilbersidule s, = 1,293 kg/m3; daraus v, = i = 1 m3/kg
8 1,293

R:

das spezifische Volumen. 7', ist gleich 273° C. Der Druck p, ergibt
sich zu p, = 760 mm Quecksilbersiule = 0,76 m = 10 333 kg/m?, so
dafl wir fiir Luft erhalten:

14*
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Zahlentafel fir Gase.
i Spezifisches Gewicht Gas- sfisch .
Gas bei 15° C [bei 0° ¢ . | Konstante | Spesifische Wirme 1} ¢,
‘und 1 atm ;760 mm Hg R—Iﬂ- oo
- . kg/m? ‘ kg/m? °C S ep | ey

Luft . . . . . . . ‘\ 1,188 1,293 29,26 0,238 : 0,170 1,405
Sauerstoff . . . . . 1,312 1,429 26,5 0,217 : 0,155 1,400
Stickstoff . . . . . | 1,151 1,251 30,2 0,247 0,176 1,401
Wasserstoff. . . . .|| 0,0827 | 0,0899 | 420,0 3,40 2,42 1,405
Kohlenoxyd . . . .| 1,148 1,250 30,25 0,243 0,172 1,410
Kohlensgure . . . . || 1,804 1,977 19,25 0,21 | 0,16 1,288
Schweflige Saure .| 2,627 2,927 13,2 0,15 0,12 1,25
Ammoniak - 0,700 0,771 49,6 0,563 - [ 0,41 1,28
Azetylen . . . . . 1,066 1,176 32,5 |

Beispiele 99. Die in einem Behalter eingeschlossene Luft hat bei
18° C eine Spannung von 1 atm. Welchen Druck hat sie bei 45° C?

. Vi*P1 _ VDo
Aus T, = 7,
_ Ei_l 273 + 45
Pe=Pi 75 "= 973118

folgt bei v, =,

= 1,09 kg/em?.

100. Wie gro8 wird das Volumen von 2 kg Kohlenséure bei 0° C und
760 mm Barometerstand ?

Aus G=V,.s, folgt

G
V0:—=
$o

2

1,977

= 1,01 mé.

101. Wie groB ist das spezifische Volumen der Kohlenséure bei 0°C

und 1 atm?

Aus
Vi*P1 V" Pe : v _ o :_1_.
T T, folgt mit 7, =7T,=273°K und v, .
P1 1 P1 1 760
P P o I 0,528 mikg
T, T s py L9TT T355 m/kg
102. Wieviel kg wiegen 101 Luft bei 8 kg/em? und 120° C?
. . 1
Aus WIT? L= vaf2 folgt mit ~ v=—
Py __ P
s+ T, 85+ T,
und daraus
P Ty  8:7355 273 _ 1
sp= S = L g — 696/l
Damit Gy=V,:-8=10-6,96=70g.

103. 100 1 Gas von 15° C und 2 kg/em? Druck werden auf 40 1 Gas von
55° C zusammengedriickt. Wie grol} ist der erforderliche Druck?
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Aus
Uy Py Vg * Pa % T2 A 273+t2
= folgt  pp=pyr 2t mpe bt 0T
T, T, O8L Pe= Pt TR e
100 273 +55 \
A TS RS

104. 3 m3 Gas stehen unter 50 mm Quecksilbersiule Uberdruck bei
20° C. Wie hoch wird die Temperatur, wenn das Volumen auf 2 m3, der
Druck auf 2,5 kg/em? gebracht werden ?

Aus ! .Tpl = qu'vpz folgt Ty=1T,- % . %
1 2 1 1
Vg Do 2 2,5.735,5
— (27 ty.e 2 .22 (9 .2, — 443° K
Ty @73 41) 2 - B2 (073 4 20) 5 SETI < 400 K,

ty = Ty — 273 = 443 — 273 =170°C.
105. Essind 3,5 m® Kchlensidure von 25° C und 4,5 kg/em? Druck auf
das Normalvolumen bei 0° C und 760 mm Quecksilbersdule zu bringen.
Aus

Vo * Po Uy Py . T pr 273 4t
- ———— T 1 t Vo = $ —— —— T —_—
e e i
. 45.7355 273425 s
Vo= 3,5« 760 . 973 = 16,6 m3.

Spezifische Wirme.

Wirft man einen heiflen Korper in kaltes Wasser, so steigt die Tempe-
ratur des Wassers. Wir sagen: Der heile Korper gibt Wéarme ab, der
kalte Korper nimmt Wirme auf. Um die abgegebene Warmemenge
messen zu koénnen, bedarf es einer MaBeinheit. Die technische Warme-
einheit ist die Kalorie; man versteht darunter die Warmemenge, die
notig ist, um 1 kg Wasser um 1° C zu erhohen. 1 WE = 1 Cal = 1000 cal,
wenn man unter 1 cal oder Grammkalorie die Wérmemenge ver-
steht, die 1 g Wasser zugefiithrt werden muB, damit seine Temperatur
um 1° C steigt.

Haben G kg Wasser die Temperatur ¢° C, so muBlten G + ¢ Warmeein-
heiten aufgewendet werden, um das Wasser auf die Temperatur ¢° C
zu bringen. Diese aufgewendete Wirme ist in dem Wasser enthalten;
wir nennen sie den Warmeinhalt des Wassers und schreiben

Q=G-t.

Erwiarmt man zwei gleich schwere Kugeln aus Eisen und Blei auf
dieselbe Temperatur und bringt sie auf eine Paraffinplatte, so zeigt sich,
daB die Eisenkugel erheblich tiefer in die Paraffinplatte sinkt. Daraus
schlieen wir, dafl die Eisenkugel eine grofiere Warmemenge abgegeben
hat als die Bleikugel, ehe sie beide auf die Temperatur der Paraffinplatte
abkithlten. Umgekehrt werden wir sagen: Beim Erhitzen der Kugeln
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auf dieselbe Temperatur hat die Bleikugel weniger Warme aufgenommen
als die Eisenkugel. Der Versuch lehrt, da der Wirmeaufwand bei ver-
schiedenen Koérpern von gleichem Gewicht verschieden ist, um sie auf
gleiche Temperaturen zu bringen.
Um vergleichen zu kénnen, legen wir fest: Die spezifische Wéarme
¢ eines Stoffes ist die Anzahl von W