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Yorwort.

Dieses Buch, aus einer mehrjihrigen Unterrichtspraxis heraus-
gewachsen, ist bestimmt fiir Schiiler an technischen Mittelschulen,
hauptsichlich Maschinenbauschulen; es wendet sich auch an alle
jene, die nach lingerem Studienunterbruche ihre Kenntnisse in der
elementaren Geometrie aunffrischen und erweitern wollen.

‘Wohl wird iiberall, beim Eintritt in die technischen Mittel-
schulen, ein gewisses MaB von geometrischen Kenntnissen gefordert;
aber die ungleiche Vorbildung der Schiiler verlangt immer wieder eine
Behandlung der Geometrie von Anfang an. Die Hauptgedanken bei
der Abfassung dieses Leitfadens waren demgemifi: Kurze Wieder-
holung des elementarsten Stoffes der Geometrie; Erweiterung bis zu
dem Wissensumfange, wie er von jedem Techniker verlangt werden
darf; bestindige Riicksicht auf die wirklichen Verhiltnisse; Ver-
meidung rein theoretischer Kiinsteleien und unniitzen Balastes.

Das Hauptgewicht wird auf die Ubungen und Beispiele ver-
legt; die Resultate sind fiberall angegeben; einzelne Beispiele werden
ausfiithrlich besprochen. Zeichnung und Rechnung greifen bestidndig
ineinander iiber. Der Stoff ordnet sich um einige wenige in den
Mittelpunkt geriickte Hauptsitze. Das Buch will nicht ein fertiges
Wissen geben; es will den Lernenden, wie ich hoffe, auf anregende
Art, oft auf dem Wege des Neuentdeckens, zum selbstindigen Denken,
zum verstindnisvollen Anpacken geometrischer Probleme, zum Kénnen
und dadurch zum sichern Wissen hinanfiihren.

Das rechtwinklige Koordinatensystem wird oft ver-
wendet, teils zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zweier
Grofen (,proportional, umgekehrt proportional, proportional dem
Quadrate“), teils zum Vergleichen von Niherungs- und genauen
Formeln. Viel Gewicht wird auf die Gré8en am Einheitskreis
gelegt, vor allem auf das BogenmaB eines Winkels, das in den
Schulen gewif mit Unrecht vernachldssigt wird. Dem Buche sind
Tabellen iiber Bogenlingen, Sehnen, Bogenhdhen, Segmente bei-
gegeben.



Vorwort. 111

Soll das geometrische Zeichnen nicht zum geistlosen
Nachzeichnen bestimmter Vorlagen herabgewiirdigt werden, so muf
es mit dem Geometrieunterricht aufs innigste verkniipft werden; erst
von diesem erhiilt es seinen lebendigen Inhalt. Linearzeichnen und
Geometrie sind in diesem Buche zu einem Fache verschmolzen.
Zum I"Ibungsstoff im geometrischen Zeichnen rechne ich iibrigens
auch die graphische Darstellung der Funktionen auf Millimeterpapier.

Den Ubergang zu den Kegelschnitten bildet ein Abschnitt
iiber affine Figuren. Bei der Behandlung der Kegelschnitte wird
vom rechtwinkligen Koordinatensystem in zweckmifiiger Weise Ge-
brauch gemacht. Die Ellipse wird zuerst als affine Figur des Kreises,

b
die Hyperbel als Bild der Funktion y = aT vorgefiihrt.

Zum Verstindnis des Buches werden nur die einfachsten
Kenntnisse der Algebra verlangt, Gleichungen ersten Grades und
rein quadratische Gleichungen. Von den Logarithmen wird kein Ge-
brauch gemacht, dagegen werden die abgekiirzten Rechenoperationen
ausschlieflich verwertet.

Winterthur, im Januar 1914.

Der Verfasser.

Alle Rechte, insbesondere das der

Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten,
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»,Nicht die Menge des Gelernten ist
die Bildung, sondern die Kraft und Eigen-
tiimlichkeit, womit sie angeeignet wurde
und zur Beurteilung eines Vorliegenden
verwendet wird.“ Paulsen.

§ 1. Uber Winkel.

Bewegt sich ein Punkt von einem Anfangspunkte 4 aus
immer in der gleichen Richtung weiter (Fig. 1), so beschreibt er
eine gerade Linie g, die auf einer Seite, bei .4, begrenzt ist, auf

A

K4

Fig 1 Fig. 2.

der andern Seite beliebig lang gedacht werden kann. Man nennt
eine solche einseitig begrenzte Linie einen Strahl. Ein durch zwei
Punkte 4 und B begrenztes Stiick einer geraden Linie heift eine
Strecke (Fig. 2). Oft ist es zweckmiiBig, die Richtung von 4
nach B von der Richtung von B nach 4 zu unterscheiden. Eine
Strecke, bei der man auf die Linge und auf die Richtung achtet,
heift Vektor. Statt ,gerade Linie“ schlechthin sagt man auch
oft nur ,Gerade“.

a) Parallelverschiebung und Drehung eines Strahls. Zwei
in einer Ebene liegende Gerade, die sich nicht schneiden, soweit

Fig. 4.

man sie auch verlingert, sind parallel, z. B. & und g’ in Fig. 3.
Jede durch B gehende Gerade, die von g verschieden ist, schneidet

£ in einem Punkte (A). Dreht man die Gerade / um B in dem
HeB, Planimetrie, 1



9 § 1. Uber Winkel.

Sinne der Figur, so durchwandert 4 auf g der Reihe nach die
Punkte A4,, Ay Az ... Ist schlieBlich, wie man zu sagen pflegt,
der Schnittpunkt unendlich (o0) weit weg, dann fillt / mit g zu-
sammen. Statt zu sagen: ,Zwei Gerade sind einander parallel“ be-
dient man sich oft der Redeweise: ,Zwei Gerade gehen durch den
gleichen unendlich fernen Punkt® oder ,Zwei Gerade haben die
gleiche Richtung“. Der Strahl g in Fig. 4 kann mit dem parallelen
Strahl g‘ auch zur Deckung gebracht werden, indem man alle
Punkte auf g um gleich viel und in der gleichen Richtung A A’
verschiebt. Durch eine Parallelverschiebung erhidlt ein
Strahl wohl eine andere Lage, aber keine andere Richtung.

In Fig. 5 sind zwei gleich geiichtete Strahlen g und / mit
ihrem Anfangspunkte A4 aufeinander gelegt. Wir halten g fest

Fig. 5. Fig. 6.

und drehen / um A4, in dem in der Figur angegebenen Sinne, in
der Papierebene einmal rings herum. Jeder Punkt auf / beschreibt
dabei eine geschlossene Kreislinie mit dem Mittelpunkt in 4. Durch
Drehung wird die Richtung eines Strahles gefndert.

b) WinkelmaB. Um ein Ma8 fiir den Richtungsunterschied
zweier Strahlen g und / (Fig. 6) zu erhalten, denke man sich einen
beliebigen Kreis um 4 in 360 gleiche Teile zerlegt und die Teil-
punkte der Reihe nach mit den Zahlen 09, 19 20 .. 360° be-
zeichnet. Anfangs- und Endpunkt der Teilung liegen auf g. Geht/
z. B. durch den Teilpunkt 30°, so sagt man: g schliefe mit / einen
Winkel von 30 Grad (30° ein. g und / heifien die Schenkel,
A ist der Scheitel des Winkels. Die Bezeichnung 309 ist kein
Ma$ fiir die Liinge des Kreisbogens, der zwischen den Schenkeln g
und / liegt, sondern nur fiir den Richtungsunterschied der beiden
Strahlen,



Drehungssinn. 3

Um auch kleinere Richtungsunterschiede bequem angeben zu
konnen, teilt man jeden Grad in 60 Minuten (60*) und jede Minute
in 60 Sekunden (60“).1)

Die iiblichen Schreibweisen fiir den Winkel zwischen g und /
in Fig. 6 sind: 4 g/=30°; oder « = 309 (gelesen: Alpha = 309,
siche das griechische Alphabet am Schlusse des Buches); oder
< B.AC=380° dabei bezeichnet der mittlere Buchstabe A den
Scheitel; B und C sind beliebige Punkte auf g und Z

Dreht man in Fig. 6 g um den Winkel 30° nach oben, also
dem Drehungssinn des Uhrzeigers entgegengesetzt, so fillt g auf /.
Dreht man dagegen g um den gleichen Winkel nach unten, so
kommt g mit /‘ zur Deckung. Diese beiden Drehrichtungen miissen
oft auseinander gehalten werden. Ganz willkiirlich setzt man etwa
den Drehungssinn, der dem des Uhrzeigers entgegengesetzt ist, als
den positiven, den anderen als den negativen fest. Die Winkel
werden dadurch Gréfen mit , Vorzeichen“. Wenn wir den Aus-
gangsstrahl in der Winkelbezeichnung zuerst schreiben, dann ist
K gl=23800 g g/'=—380° oder 330°; ¥ /' g=300=—2330°
usw. Bei den gewdhnlichen Aufgaben der Planimetrie hat man jedoch
auf diese Unterscheidungen nicht zu achten.

Nach einer neuen Winkelteilung entspricht einer vollen Um-
drehung ein Winkel von 400°; jeder Grad hat 100 Minuten, jede Minute
100 Sekunden. Der Vorteil dieser Zentesimalteilung gegeniiber der Sexa-
gesimalteilung macht sich namentlich bei Umrechnungen von Grad in
Minuten und Sekunden geltend. In der Maschinentechnik ist heute die alte,
oben besprochene Winkelteilung noch vorherrschend.

In § 10 werden wir noch ein anderes Winkelma8, das Bogenma@

kennen lernen, das in enge Beziehung zum Messen von Lingen gebracht
werden kann.

Ein rechter Winkel mift 90°. Die Schenkel stehen senkrecht
(1) aufeinander.

Ein spitzer Winkel ist kleiner (<) als 90°.

Ein stumpfer Winkel ist grofer (>>) als 90° und kleiner (<)
als 18009,

Ein gestreckter Winkel mift 18089,

1) Auf einem Kreise von 100 m Radius wiren zwei aufeinander-
folgende Teilpunkte fiir die Sekunden noch nicht einmal einen halben Milli-
meter voneinander entfernt.

l*



4 § 1. Uber Winkel.

Zwei Winkel, deren Summe 900 betrigt, heifen Komplement-
winkel. Erginzen sich zwei Winkel zu 1809 so werden sie
Supplementwinkel genannt.

Zwei Winkel, die den Scheitel-
punkt und einen Schenkel gemeinsam
haben und deren andere Schenkel nach
entgegengesetzten Richtungen in einer

Fig. 7. Geraden liegen, heifen Neben-
winkel (Fig. 7).
Die Summe zweier Nebenwinkel betrigt 1800 Zwei Neben-
winkel sind also immer Supplementwinkel, aber nicht immer sind
zwei Supplementwinkel auch Nebenwinkel.
¢) Parallelverschiebung und Drehung eines Winkels. Ver-
schiebt man einen Winkel in der Papierebene so, daf kein Schenkel
eine Richtungséinderung erfihrt, dann sagt man, der Winkel sei
yparallel verschoben“ worden. Der Winkel hat sich bei dieser
Parallelverschiebung nicht geéindert. Ebensowenig #ndert sich ein
Winkel, wenn man ihn dreht, d. h. wenn man beide Schenkel um
den Scheitel im gleichen Sinne und um gleich viel dreht.
Ein Winkel wird in seiner Griofie weder durch
Parallelverschiebung noch durch Drehung gedndert.
Die Winkel « und y, sowie 2 und J links in der Fig. 8
werden Scheitelwinkel genannt. Durch Drehung um 180° kann
man « mit y und £ mit

d zur Deckung bringen.
L Scheitelwinkel sind
P i A gleich.
. 2

Durch Parallelver-

z/? ; ) schiebung mogen die 4
; Winkel e, 8, y, 0 links
in der Fig. 8 in die gleich-

bezeichneten Winkel

rechts in der gleichen
Figur iibergefiihrt werden. Alle 4 Winkel rechts haben
paarweise parallele Schenkel. Beachtet man nur das Parallelsein,
nicht aber die Richtung der Schenkel, so kann man sagen:
Winkel mit paarweise parallelen Sehenkeln sind gleich oder
sie ergiinzen sich zu 180°, Wann trifft das eine und wann das
andere zu?

Fig. 8.



Winkelsumme im Dreieck. 5

Die beiden Geraden g und / links in der Fig. 9 sind je um
90° im positiven Drehungssinn in die Lage g‘/‘ gedreht und dann
durch Parallelverschiebung in die Lage g*/“ rechts iibergefiihrt
worden. Die Figur lehrt: Winkel mit paarweise aufeinander

Fig. 9.

senkrecht stehenden Schenkeln sind gleich oder sie ergiinzen
sich zu 180° (g“ 1l g; /“ 1 /). Man versuche festzustellen, wann
das eine und wann das andere zutrifft.

d) Winkelsumme in einem Dreieck. Aufienwinkel. Die
Winkel x, y, 2 der Fig. 10
heifflen Auenwinkel des Drei-
ecks. Wir denken uns die
Gerade g um den Punkt C
im positiven Sinne in die Lage /
gedreht, dann im gleichen Sinne
um den Punkt B in die Lage m
und schlieflich um A4 in die
Anfangslage g zuriick. Da g
eine vollstindige Umdrehung ge-
macht hat, ist x +y 4 2=13600. Fig. 10.
Anderseits ist

(et %)+ (B+2)+(y+2)=38.180°=5400°.

Subtrahiert man hiervon x + y + 5 = 3609,

s0 erhilt man a+B8+y= 1809

d. h. die Summe der drei Winkel eines beliebigen Dreiecks
betragt 18009,




6 § 1. Uber Winkel.

Da o+ B8+ y=180° ist ¢+ 8 =180 —y; anderseits ist

nach der Figur 180 — y = 2, daher ist

a+ fB==z; ebenso ist a+y =y und f+y==x,
d. h. jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe
der beiden ihm nicht anliegenden Innenwinkel.

Mit Riicksicht auf die Winkel teilt man die Dreiecke ein in recht-,
stumpf- und spitzwinklige, je nachdem sie einen rechten, einen stumpfen
oder nur spitze Winkel haben.

Uberlege die Sitze:

Ein AuBenwinkel ist immer groBer als ein nicht anliegender
Innenwinkel.

Ein Dreieck kann nur einen rechten oder nur einen stumpfen
Winkel haben.

Kennt man zwei Winkel eines Dreiecks, so kann der dritte be-
rechnet werden. Die beiden spitzen Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks
sind Komplementwinkel.

¢) Gleichschenkliges Dreieck. Spiegelung (Achsen-
symmetrie). Die Linie g in der Fig. 11 steht senkrecht zur
Strecke 4B und geht durch deren Mittelpunkt M. Der beliebige

Fig. 11. Fig. 12.

Punkt C auf g ist mit 4 und B verbunden. Die Dreiecke 4 C
und BMC sind genau gleich grof. Denkt man sich nimlich das
Papier lings g gefaltet und umgelegt, so kommt das eine Dreieck
offenbar genau auf das andere zu liegen. Demnach ist 4C = B C und
o = . Das Dreieck 4B C hat somit zwei gleiche Seiten und zwei
gleiche Winkel. Es wird ein gleichschenkliges Dreieck ge-
nannt. 4B heift Grundlinie, die gleichen Seiten heifien
Schenkel. Die Figur lehrt uns folgendes:



Gleichschenkliges Dreieck. 7

Die Winkel an der Grundlinie eines gleichschenkligen
Dreiecks sind gleich, oder: Gleichen Seiten eines Dreiecks
liegen gleiche Winkel gegeniiber. Die Verbindunglinie der
Spitze (C) mit dem Mittelpunkt (M) der Grundlinie steht
senkrecht auf dieser und halbiert den Winkel an der
Spitze (y=0d). Wenn ein Dreieck zwei gleiche Winkel
hat, so hat es auch zwei gleiche Seiten.

Man iiberlege die Sétze: Ein Dreieck mit gleichen Winkeln hat
auch gleiche Seiten (gleichseitiges Dreieck). Sind alle Seiten von-
einander verschieden, so sind auch die Winkel ungleich (ungleichseitiges
Dreieck).

Von dem Punkte B in Fig. 11 sagt man auch,. er sei das
Spiegelbild des Punktes 4 in bezug auf die Gerade (Achse) g.
A und B liegen symmetrisch, genauer orthogonal (d. h. recht-
winklig) symmetrisch zur Symmetrieachse g.

In Fig. 12 sind zwei symmetrische Dreiecke 4 B0 und
A'B’D" gezeichnet. Die Verbindungsstrecken 4 4, BB‘, DD’
zweier symmetrischer Punkte stehen senkrecht zur Symmetrieachse g
und werden durch sie halbiert. Symmetrische Linien treffen sich,
wenn sie geniigend verlingert werden, in einem Punkte der
Symmetrieachse. So 4B und 4‘B‘ in C; AD uwnd A4‘D‘ in E.
Symmetrische Figuren kénnen immer durch Umklappung um die
Symmetrieachse zur Deckung gebracht werden.

f) Weitere Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln
eines Dreiecks.

1. In jedem Dreieck ist die Summe zweier Seiten
grofer als die dritte Seite.

2. Die Differenz zweier Seiten ist kleiner als die
dritte Seite; denn sind @, &4 und ¢ die
Seiten des Dreiecks und ist etwa a = b =¢ o
(= heiBt: grofer oder gleich), dann ist
nach (1) ¢ <b+c, somit a —b<c¢ und
a—c<b. Ferner ist b<a-tc also

b—c<a.
3. Der griofieren Seite eines Drei- Fig. 13.

ecks liegt immer der gréfere Winkel

gegeniiber und umgekehrt. In dem Dreieck der Fig. 18 sei

AC grofer als AB; wir wollen zeigen, daf g groBer als y ist.



8 § 1. Uber Winkel.

Wir machen 4D = AB; dann ist A ABD gleichschenklig und
die Winkel x an B D sind gleich. Nun ist
B> x (links), da x ein Teil von g ist,
x >y (rechts), da x als Auflenwinkel des Dreiecks BD C grifer
als y ist.

Es ist also 8> x >y, also sicher #>y, was wir beweisen
wollten.

Die Seite, die dem rechten Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks
gegeniiber liegt, heiBt Hypotenuse, die beiden andern nennt man
Katheten. Warum ist die Hypotenuse die ldngste Seite des Dreiecks?

g) Winkelsumme eines
Vielecks. Jede Strecke, die zwei
nicht aufeinander folgende Ecken
eines Vielecks verbindet, heifit eine
Diagonale. Es ist immer mog-
lich, ein Vieleck durch passende
Diagonalen so in einzelne Drei-
ecke zu zerlegen, daf sich die
Dreiecke nicht iiberdecken. So lift sich (Fig. 14)

ein 4-Eck in 2 Dreiecke zerlegen,
” 5 ” ”» 3
” 6

Fig 14.

” ’
g w 4 » , allgemein,

. n o, s n—2 .
Die Winkelsumme in jedem Dreieck betriigt 180°; daher ist die
Summe der Winkel in einem Viereck 2.180 oder 3609, in
einem Fiinfeck 3.180° oder 540°. Allgemein: In jedem n-Eck
betrigt die Winkelsumme (n—2).180°,

Ein Viereck, dessen Gegenseiten parallel sind, heift ein
Parallelogramm (Fig. 15). Die Gegenwinkel & und y, sowie
g und 0 sind gleich; warum? — Ist daher ein Winkel des
Parallelogramms ein rechter, so ist es jeder. Ein Parallelogramm
mit nur rechten Winkeln heifit ein Rechteck. Wenn wir in der
Folge kurz von einem Parallelogramm sprechen, so soll darunter
kein Parallelogramm besonderer Art, etwa mit gleichen Winkeln
oder gleichen Seiten, verstanden werden.

h) Peripherie- und Zentriwinkel. Die Linie s in Fig. 16
heift Sehne; g heit Sekante des Kreises. Jeder Winkel, dessen
Scheitel im Mittelpunkt des Kreises liegt, heift Zentri- oder
Mittelpunktswinkel (). s ist die zum Winkel o gehdrige
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Sehne, & ist der zugehorige Bogen. Zu gleichen Sehnen eines
Kreises gehoren gleiche Bogen und gleiche Zentriwinkel. Liegt der
Scheitel eines Winkels auf der Kreislinie, der Peripherie, und sind
seine Schenkel Sekanten, so heifit
er Peripheriewinkel, z. B. der
Winkel 4CB = £ in den Fig. 17

5, ¢

Fig. 15. Fig. 16.

und 19. Die Winkel ¢« und # in diesen Figuren stehen iiber dem
gleichen Bogen. Uber Peripherie- und Zentriwinkel gilt der
wichtige Satz:

Jeder Peripheriewinkel ist die Hilfte des Zentriwinkels,
der mit ihm iiber dem gleichen Bogen steht.

Fig. 17. Fig. 18. Fig. 19.

Beweis. Wir unterscheiden 3 Fille, die in den Fig. 17, 18
und 19 vorliegen.

1. Fall (Fig. 17). Ein Schenkel (B C) des Peripheriewinkels g
geht durch das Zentrum. A A M C ist gleichschenklig! Die Winkel
an der Grundlinie 4C sind gleich. « ist als AuSenwinkel des
Dreiecks 4 M C gleich $ 4 8; es ist also ¢ =28 oder 8= %, was
zu beweisen war.

2. Fall (Fig. 18). Die gestrichelte Hilfslinie filhrt diesen Fall
auf den ersten zuriick. Nach Fall 1 ist:



10 § 1. Uber Winkel.

x=2y und
e—x=2(8—y)=2p—2y. Die Addition der Gleichungen liefert:
a=2f oder ﬂ=%-

3. Fall' (Fig. 19). Wieder nach dem 1. Fall ist:
et+tx=2(B+y)=2L4+2y und
_ x=2y. Durch Subtraktion der Gleichungen erhilt man:

=22 oder 3=%-

Hieraus folgt (Fig. 20): Alle Peripheriewinkel, die auf dem
gleichen Bogen stehen, sind gleich groB; denn jeder ist die
Hilfte des gleichen Zentriwinkels er.

P

/
oA e

% ______\___{?50: ,
Fig. 20. Fig. 21.

Ein bemerkenswerter Fall liegt in Fig. 21 vor. Der Zentri-
winkel ist dort 1809, somit jeder Peripheriewinkel 90%. Verbindet
man also irgend einen Punkt der Kreislinie mit den Endpunkten eines
Durchmessers, so entsteht immer ein rechtwinkliges Dreieck mit dem
Durchmesser als Hypotenuse. Man driickt dies auch so auns: Jeder

Winkel im Halbkreis mit 90°.

i) Sehnenviereck (Kreisviereck).

Jedes Viereck, dessen Ecken auf einem

Kreise liegen, dessen Seiten also Sehnen

sind, heift ein Sehnen- oder Kreis-

viereck. Der Kreis ist dem Viereck

umbeschrieben. Die Vierecke, denen

man einen Kreis umbeschreiben kann,

haben eine Eigenschaft, die keinem andern

Fig. 22. Viereck zukommt. Sind némlich e und g

zwei gegeniiberliegende Winkel des

Sehnenvierecks (Fig. 22), so sind die zugehorigen Zentriwinkel 2 e
und 22 und es ist 2+ 28 =360, also:
a—+ g =1800.



Tangenten. Tangentensehnenwinkel. 11

In jedem Sehmnenviereck betrigt die Summe zweier
Gegenwinkel 180°.

k) Tangente. Tangentensehnenwinkel. Fiir den Kreis ist
jeder Durchmesser eine Symmetrieachse; denn durch Um-
klappen um irgend einen Durchmesser kann der eine Halbkreis mit
dem andern zur Deckung gebracht werden. In Fig. 28 verbindet
die Gerade g die beiden Punkte 4 und B, die in bezug auf den
Durchmesser PQ symmetrisch liegen. g steht also senkrecht zu PQ.
Verschiebt man g parallel zu sich selbst nach oben (oder unten),
so riicken die Punkte A4 und B einander entgegen, bis sie sich
schlieflich in P (oder Q) begegnen. Die Sekante g ist zur Tan-
gente (f oder #/) geworden. AP heifit der Beriihrungsradius.
Da ¢ zu g parallel ist, steht / senkrecht zu MP. Imn jedem
Punkte P eines Kreises gibt es nur eine Tangente; sie steht
senkrecht auf dem Beriihrungsradius. Die Tangenten in den
Endpunkten eines Durchmessers sind parallel.

Fig. 23. Fig 24.

In Fig. 24 ist von einem Punkt P aufierhalb des Kreises
eine Tangente ¢/ an den Kreis gezogen. Die durch £ und M
gehende Sekante g ist eine Symmetrieachse des Kreises. Die zu ¢
symmetrische Linie # ist auch eine Tangente an den Kreis und im
besonderen ist PC= PC’. (Warum ist das Viereck PCM (' ein
Kreisviereck ?)

VoneinemauBferhalbeines Kreisesliegenden Punkte (P)
gibt es zwei Tangenten an den Kreis. Die Tangenten-
abschnitte (vom Punkte P bis zu den Beriihrungspunkten)
sind gleich lang.

Die Sekante (¢) vom Punkte (P) durch den Mittel-
punkt (M) des Kreises halbiert den Winkel zwischen den
Tangenten.
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Der Kreis mit dem Durchmesser PM geht durch die
Beriihrungspunkte C und C.

Mit Hilfe dieses Kreises durch P und M kinnen die Be-
rilhrungspunkte C und C’ ermittelt werden, bevor die Tangenten
gezeichnet sind.

Ein Winkel, der von einer Tangente und einer durch den
Beriihrungspunkt gehenden Sehne gebildet wird, heifit ein Tangenten-
sehnenwinkel, z. B. « in Fig. 25.

Der Bogen A B des Kreises liegt

zwischen den Schenkeln des Winkels e

und denen des Peripheriewinkels .

B C ist ein Durchmesser des Kreises

und steht daher senkrecht zu £

Das Dreieck ABC ist nach Ab-

Fig. 25. schnitt h rechtwinklig. Es ist also
a+x=900 oder ¢ =90 — x
und B+x=90° | £=90—x,
somit ist a=p,

d. h.: Ein Tangentensehnenwinkel ist gleich dem Peripherie-
winkel iiber dem eingeschlossenen Bogen.

§ 2. Ubungen und Beispiele.
1. Priife: «) 18926‘=1106'= 66360", B) 36°59'=2219'=133 140",
y) 1190 24/ = 7164 = 429840,
2. Ebenso: &) 4236* = 1°10’ 36 B) 521623" = 144053 43",
y) 10846 =3°0'46".
3. Prife: &) 24°19/32¢ = 243255°,  0,7384° = 44‘18",
B) 110°35‘ 44" =110,5956°,  57,29580 = 57017'45",
%) 7/48 = 0,13, 0,770 = 4612,
d) 53¢ 24" = 0,899, 0,0040 = 14,4%,
4. Alte und neue Winkelteilung. Wir bezeichnen einen Grad der
neuen Teilung mit 9. 360° der alten Teilung sind 4009 der neuen,
oder 9° der alten sind 109 der neuen. Die Gradzahl eines Winkels

in neuer Teilung ist das —lg(l-fa,che der Gradzahl in alter Teilung.

Beispiele. 68015'= (68 + %) : %0 — 75,83339 = 7598333* (n. T.)
300 = 33,333¢ 58/ (a. T.) = 1,07407¢
118° = 131,111 359 = 31030
20/ (a. T.) = 0,37087¢ 1809 = 123°18
54'(a. T.) = 19 10,230 = 9912/ 25",

Zur bequemen Umrechnung gibt es Tabellen.
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. Ist o = 1891526 und # = 11041/ 12%, so ist « + B = 29° 5638,

a—B=06°34'14".

. Aus x4y =232°14' und x —y=18956‘ folgt x =25°35‘ und

y=6°39"

7. Aus ¢ =15°18’ folgt 6« = 91948’ und % =3°49/30".
8. Berechne den Nebenwinkel von a) 329; b) 115012¢; ¢) 3805244,

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Resultate: 148°; 64°48‘; 141°7/16*.

. Ein spitzer Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks mift 38°15‘; wie

grof ist der andere? (51°45°)

B sei ein. Winkel an der Grundlinie, ¢ der Winkel an der Spitze

eines gleichschenkligen Dreiecks.

Ist p=63°15' g= 702824 =220 ¢="70°50, dann ist
«=>53°30' «=165° 312 B =179° B£=54°35".

o, B, y seien die drei Winkel eines Dreiecks,

Zu o =30° B ="T0° gehort y = 80°.

» @=62010"; p=110°58 gehort y = 6°52",

» «=48°12/36"; #=281°48‘12" gehirt y =49°5912%,

Ein AuBenwinkel eines Dreiecks miBt 70°12‘, ein nicht anliegender

Innenwinkel 40°50‘. Wie gro8 sind die beiden anderen Winkel des

Dreiecks? (109°48‘; 29022)

Beweise: Die Halbierungslinien a) zweier Nebenwinkel, b) zweier

Winkel an einer Seite eines Parallelogramms stehen aufeinander

senkrecht.

Beweise: Die Halbierungslinien der spitzen Winkel eines beliebigen

rechtwinkligen Dreiecks schneiden sich unter einem Winkel von 1339,

In jedem regelmiBigen n-Eck sind alle Winkel und alle Seiten gleich.

Beweise: Der Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Seiten ist

a =180 — ?ig—o Man erhilt fiir ein
3-Eck: ¢ = 609, 6-Eck: o = 1200, 9-Eck: « = 140°,
4-Eck: ¢ = 90°  7-Eck: ¢ =128°34/17%  10-Eck: o = 1449,
5-Eck: ¢ =108°,  8-Kck: & = 135°, usw.

Beim Zeichnen auf dem Zeichenbrett (Reifbreit) benutzt man auSer
der Zeichenschiene (ReiBschiene) ein Dreieck mit den Winkeln 90°,
459 45% und ein anderes mit den Winkeln 90° 60°, 30°. Solche
Dreiecke konnen verwendet werden, weil sich ein Winkel weder beim
Parallelverschieben noch beim Drehen #ndert. In den Fig. 26 und 27
ist die erste Lage des Dreiecks gestrichelt, die zweite ausgezogen.
Fig. 26 zeigt, wie man:

a) in einem beliehigen Punkte 4 einer Geraden g ein Lot (eine

Normale) / errichtet,
b) von einem Punkte B ein Lot / auf g fillt,
¢) in einem Punkte 4 eines Kreises eine Tangente zieht.
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Dabei ist die Hypotenuse an die ReiSschiene gelegt und das
Dreieck parallel verschoben worden. In Fig. 27 hat man zuerst eine

Fig. 26.

Kathete an die Reifschiene gelegt und nachher das Dreieck um 90°
gedreht (g 1 J).

17. Fig. 28 zeigt, wie man einen Winkel halbiert. Mache AB=AC
und BP = CP. Die Kreisbogen sollen sich in P moglichst recht-

—_
,q(/___ — e ,\.'P_
Hﬂ“"‘hx‘
— g ‘HH—E""-\-\_\_
& e Y
Fig. 27. Fig. 28.

winklig schneiden. PA ist die Winkelhalbierende. P und A4 sollen
moglichst weit auseinander liegen! Begriinde die Konstruktion
(Abschnitt e, § 1).
18. Fig. 29 zeigt, wie man den Mittelpunkt einer Strecke 4 B finden
kann, In Fig. 30 ist # als die Hilfte von 4B geschitzt worden.
Man kann leicht die Reststrecke
CD in M halbieren. M ist auch
der Mittelpunkt von 4B.

ol
A= 7,
[

Fig. 29. Fig- 30.

19. Beweise: Der Radius eines Kreises a8t sich genau sechsmal als Sehne
auf dem Umfange abtragen (regelmiBiges Sechseck).
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20. Begriinde die in Fig. 31 gezeichnete Konstruktion fiir dieDreiteilung

21.

22,

eines rechten Winkels. Einfacher gestaltet sich die Dreiteilung
mit Hilfe des Dreiecks von 30° und 60°. — Eine dhnliche genaue
Kopstruktion fiir die Dreiteilung eines beliebigen Winkels gibt es
nicht und kann es nicht geben.

Jedes Viereck, dessen Seiten Tangenten an einem Kreis sind, heiBt
ein Tangentenviereck (Fig. 32). Jede der 4 Seiten wird durch

Fig. 81. Fig. 32.

die Beriihrungspunkte in 2 Abschnitte zerlegt. Die an einer Ecke
liegenden Abschnitte sind gleich! KEs ist nun:

a=x+y b=y+s

c=w+t2 und d=w+ x,
demnach ist a+c=x+y+w+s8=0>0-d;
also at+c=>b-+d,

d. h. in jedem Tangentenviereck sind die Summen der
Gegenseiten einander gleich.
In Fig. 33 ist einem Dreieck ein Kreis einbeschrieben. Es sollen die
Seitenabschnitte x, y, 2,
zwischen den Ecken und den
Beriihrungspunkten, aus den
Seiten a, b, ¢ des Dreiecks
berechnet werden.
Setzt man -ty =

= a—i—%iﬁ = s gleich dem
halben Umfang des Dreiecks,
dann findet man fiir x, y und = Fig. 83.
die Werte:
rx=s—a,
y=s—0>,
z=8—c,

d. h. ein Abschnitt an einer Ecke ist gleich dem halben
Umfang des Dreiecks, vermindert um die dieser Ecke
gegeniiberliegende Seite.
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23. Korbbogen. DasViereck B JF in Fig. 34 ist ein Rechteck. HB =a;
HF = b. BC und FChalbieren die Winkel aund 8. CA 1 BF. Zeige,
da 9¢ ABC=< ACB wnd 4t EFC = <42 ECF ist. Die Dreiecke
ABC und ECF sind demnach gleichschenklig. Ein Kreis um

Fig. 34.

A durch B geht daher auch durch C,
und ein Kreis um E durch C geht
durch F. Die Kreisbogen haben in C
eine gemeinsame Tangente, die zu BF
parallel ist.

Man kann die Mittelpunkte £
und A4 der Kreisbogen auch auf eine
andere Weise bestimmen. Wir werden
spiter sehen, da C der Mittelpunkt
des Kreises ist, der dem Dreieck HBF
einbeschrieben werden konnte.  Der
Kreis wiirde BF in D beriihren.

Nach Aufgabe 22 ist nun

FD=s—a ud BD=s—b
Wir machen GD = FD = s —a;
dann ist BG& =BD — GD =
(s—b—Es—a=a—>.

Hierauf griindet sich die zweite Konstruktion der Mittelpunkte
Eund 4. Wir machen JK = JF == a; dann ist BK=a—b. Wir
machen B G == BK, halbieren F'G in D und ziehen DA senkrecht
zu BF. (Fig. 34 und 35.) Wie man diese Eigentiimlichkeiten ver-

werten kann, zeigt Fig. 35.

Fig. 35.

Sie setzt sich aus 4 Kreisbogen zusammen

und fithrt den Namen ,Korbbogen*.

24. Die Endpunkte 4 und B eines Kreisbogens werden mit dem Mittel-
punkt M des Kreises verbunden. Der Winkel 4 M B sei kleiner als
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180° Ziehe in 4 und B die Tangenten; sie schneiden sich in C.
Die Gerade CM schneidet den Kreisbogen in D. Ziehe noch 4D,
BDund AB. Essei X AMB=x; < BAD=u; <. BAM = v,
L ABC=p8; <t ACB=46; 9 ADB=y. Berechne aus irgend
einem dieser sechs Winkel die fiinf andern. Ist z. B. x = 1219 40/,
dann ist «=230°25'; y=29°10‘; p=60°50'; §=580 20
y=119° 10"

25. Jedem regelmiBigen #;-Eck 148t sich ein Kreis umbeschreiben.
Man beweise: Zieht man in einem regelmiSigen »-Eck alle von
einer Ecke ausgehenden Diagonalen, so wird der an dieser Ecke
liegende Winkel des #-licks in gleiche Teilwinkel zerlegt. Ein
Teilwinkel ofiBt 1?.

26. Konstruktion eines Kreisbogens aus derSehne und der Pfeil-
hohe ohne Benutzung des Mittelpunktes.

In Fig. 36 sei AD = DB. Die Sehne 4B und die Bogen-
héhe (Pfeilhohe) CD seien
gegeben. Man begriinde
die Richtigkeit der folgen-
den XKonstruktion: Ziehe
AC und BC. Schlage um
A und B zwei Kreisbogen
mit dem beliebigen Radiusr.
Teile die Bogenstiicke G H Fig. 36.
und £ F in beliebig viele
(in der Figur je in 4) gleiche Teile und fithre die Teilung auf den
iiber G und E hinaus verlingerten Bogen weiter. Bringe A3 mit
B5* in C, zum Schnitt; ebenso 42 mit B6‘ in C, usw. Die
Punkte C,, C,, C, . .. sind Punkte des verlangten Kreisbogens.

Anleitung: Gleichheit der Peripheriewinkel.

27. Zeichne in einen Kreis von 4 cm Radius ein Dreieck mit den Winkeln
30°, 45° 105° (Anleitung: Taingentensehnenwinkel.)

§ 3. Kongruenz der Figuren. Zentrische Symmetrie.
Parallelogramm und Trapez.

Zwei Figuren heifen kongruent, wenn sie so auf-
einander gelegt werden konnen, daf sie sich decken.
Statt kongruent sagt man auch ,deckungsgleich“. Das Zeichen fiir
kongruent ist <.

In Fig. 37 sind drei kongruente Dreiecke gezeichnet. Die
gleichen Linien und Winkel der Figuren sollen entsprechende

HeB, Planimetrie. 2
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oder zugeordnete Stiicke genannt werden. So sind 4B, 4, B,,
A, B, entsprechende Seiten, «, &;, @, entsprechende Winkel.
Zwischen den drei kongruenten Dreiecken der Fig. 37 besteht
ein gewisser Unterschied. Wenn wir uns vorstellen, wir schreiten
bei jedem Dreieck auf dem Umfang von A iiber B und C nach A4
zuriick, so haben wir uns bei den Dreiecken 4 BC und 4, B,C,
im Sinne des Uhrzeigers, bei dem Dreieck 4,B,C, im entgegen-
gesetzten Sinne um 360° gedreht. Der ,Umlaufungssinn® der beiden

Fig. 37.

ersten Dreiecke ist dem des dritten entgegengesetzt. Figuren mit
gleichem Umlaufungssinn kénnen immer durch Parallelverschieben
und Drehen in der Papierebene zur Deckung gebracht werden.
Man denke sich etwa 4 BC in der Richtung BAB; verschoben und
nachher um B, gedreht. Ist der Umlaufungssinn der kongruenten
Dreiecke entgegengesetzt, so ist auBer der Parallelverschiebung und
Drehung noch eine Umklappung, ein Drehen der Figur aus der
Papierebene heraus, erforderlich. A4,B,C, kann durch Parallel-
verschieben und Drehen in die Lage A4,B,C; und aus dieser
durch Umklappen um A4, B, in die Lage 4,B,C, gebracht werden.
Kongruenzsiitze fiir Dreiecke. Um die Kongruenz zweier
Dreiecke nachzuweisen, geniigt es, festzustellen, daf die Dreiecke
in drei voneinander unabhingigen Stiicken iibereinstimmen.
- Zunichst ist ohne weiteres klar, daf zwei Dreiecke deckungs-
gleich sind, wenn sie in allen entsprechenden Seiten iibereinstimmen.
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Aus der Gleichheit der Seiten folgt dann auch die Gleichheit der
entsprechenden Winkel.

Dreiecke sind auch deckungsgleich, wenn sie in zwei ent-
sprechenden Seiten und dem von diesen eingeschlossenen Winkel
iibereinstimmen. Denn ist z. B. in Fig. 37 AB= 4,8, und
BC=B,C, und =4, so kann man 4B mit A, B; decken.
Da #=p, ist, kommt BC in die Richtung von B,C;, und da
BC = B,(, ist, kommt auch C auf C,.

Ebenso leicht ist die Deckungsgleichheit zweier Dreiecke ein-
zusehen, wenn die Dreiecke in einer Seite und zwei entsprechenden
Winkeln iibereinstimmen. (Esseiz.B. AB= A4, B,; a=a,; 8= $,.)

Andere Fille, in denen Deckungsgleichheit vorhanden ist,
lassen wir, als fiir uns bedeutungslos, aufer Betracht. Wir haben
also die folgenden Kongruenzsitze fiir Dreiecke:

Dreiecke sind kongruent, wenn sie iibereinstimmen:

1. in allen drei Seiten (s, s, s),

2. in zwei Seiten und dem von ihnen eingeschlossenen
Winkel (s, w, s),

3. in einer Seite und zwei entsprechenden Winkeln (w, s, w).

Die in Klammern beigefiigten Buchstaben sollen dazu dienen, uns
im folgenden bequem suf einen der drei Fille berufen zu konnen.

Die Kongruenzsitze sind ein wichtiges Beweismittel der Geo-
metrie. An und fiir sich haben sie keinen wertvollen Inhalt; erst in den
Folgerungen, Schliissen, die man aus der Kongruenz zweier Drei-
ecke ziehen kann, kommt ihre Bedeutung zur Geltung.

Warum kann man aus der Gleichheit aller Winkel nicht auf die
Kongruenz zweier Dreiecke schlieSen?

Fig. 38. Fig. 39.
Zentrische Symmetrie. Dreht man das Dreieck S4B in

der Fig. 38 um den Punkt S um 1809 so kommt es in die Lage
2*
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SA,B;, und es ist 4AB| A4,B,, aber entgegengesetzt gerichtet.
SA4 ud SA,, SB und SB, liegen je in einer geraden Linie.
In Fig. 39 ist der Punkt S mit den Ecken eines Vierecks
verbunden und die ganze Figur um S um 180° gedreht worden.
alla;; bl1b, usw. Die Verbindungslinien entsprechender
Punkte gehen durch einen Punkt (S) und werden in ihm
halbiert. Kongruente Figuren in dieser besonderen Lage heifien
zentrisch symmetrisch. S ist das Symmetriezentrum, der
Mittelpunkt der ganzen Figur.
Parallelogramm.
1. Parallelogramm im allgemeinen. Ein Parallelogramm
ist ein Viereck mit parallelen Gegenseiten (Fig. 40). Essei 4. S = SC.
Dreht man das Dreieck 40 C um
1800 um S, so kommt es mit dem
Dreieck A BC zur Deckung. AC
ist eine Diagonale des Paralle-
logramms. Eine Diagonale zer-
legt das Parallelogramm in zwei
kongruente Dreiecke. Die Ge-
genseiten sind einander gleich
Fig. 4o. (AD=BC(C; DC= AB).
Irgend ein Punkt auf 4 D oder
DC (beachte £ und D) kommt nach der Drehung mit einem Punkte
auf B C oder 4 B zur Deckung (£, und B) und die Verbindungslinie
der entsprechenden Punkte (£ E,; DB) wird in S halbiert, d. h.
das Parallelogramm ist eine zentrisch symmetrische Figur.
Die Diagonalen halbieren sich. S ist der Mittelpunkt der Figur.
2. Parallelogramme besonderer Art. Sie besitzen alle
Eigenschaften des allgemeinen Parallelogramms.
a) Das Rechteck (Fig. 41) ist ein

~
Z ~ ] = F Parallelogramm mit rechten Winkeln. Da
- | nach (1) 4D =BC;, AB=AB;
Edli A < DAB =<« CBA=90° ist, sind die
A ' V4 Dreieccke 4 BD und ABC kongruent
Fig. 41. (s, w, s); daher ist AC=H5D, d. h:

In jedem Rechteck sind die Diagonaleu
einander gleich. Die Verbindungslinien der Mittelpunkte zweier
Gegenseiten sind Symmefrieadhsen. Das Rechteck hat zwei
Symmetrieachsen.
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b) Der Rhombus (Fig. 42) ist ein Parallelogramm mit gleichen
Seiten. Die vier Dreiecke, in die der Rhombus durch die Diagonalen
zerlegt wird, sind kongruent (s, s, s). Die Diagonalen sind Sym-
metrieachsen; sie halbieren die Winkel des Rhombus und
stehen aufeinander senkrecht.

¢) Ein Rechteck mit gleichen Seiten wird Quadrat genannt
(Fig. 43). Das Quadrat ist auch ein Rhombus; es besitzt demnach

Fig. 42. Fig. 43.

alle die genannten Eigenschaften von Rechteck und Rhombus. Ein
Quadrat hat vier Symmetrieachsen.

Trapez. Ein Viereck mit nur einem Paar paralleler Gegen-
seiten heit Trapez (Fig. 44). Die parallelen Seiten werden
Grundlinien, die beiden andern Schenkel genannt. Der senk-
rechte Abstand der beiden Parallelen heift die Hohe des Trapezes.
Sind die Schenkel gleich lang, so heifit das Trapez gleichschenklig.

Es sei in Fig. 44 AC=BC; CD||BF;, HG|| AB; dann
sind die Parallelogramme A A D C und CDGB kongruent. Es

r-----b--- e

Fig. 4. Fig. 45.

ist also DG =DH." Da auferdem o=¢, und f= @, ist, ist
AEHD=N\DGF (w, s, w). Daher ist auch £H = GF und
ED=DF, d h: Die durch den Mittelpunkt (C) des einen
Schenkels zu den Grundlinien gezogene Parallele geht
auch durch den Mittelpunkt des andern Schenkels. — Da
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EF nur einen Mittelpunkt (D) hat und durch C nur eine Parallele
zu den Grundlinien gezogen werden kann, ist die Verbindungs-
linie der Mittelpunkte der Schenkel immer parallel zu
den Grundlinien. CD heit die Mittellinie des Trapezes.
Thre Linge kann leicht berechnet werden. Aus Fig. 45 folgt:

m=0b+x
und m=a—ux,
somit ist 2m=a-+b,

a4+ _a—b
also m = ) und x = 5

Die Mittellinie eines Trapezes ist die halbe Summe der
beiden Parallelen, oder anders ausgedriickt: » ist das arithme-
tische Mittel der beiden Parallelen.

Wird die eine der Parallelen, z. B. & =0, dann wird aus dem
ato a

2 2
d. h. die Verbindungslinie der Mittelpunkte zweier Seiten
eines Dreiecks ist zur dritten Seite parallel und gleich
ihrer Hilfte.

In dem Dreieck 4 /E der Fig. 46 ist AB=BC=CD =DFE
gemacht ; ferner ist BF || CG|| D H || EJ. Nach dem Vorhergehenden

ist nun in dem Dreieck AGC auch
AF = FG; in dem Trapez BF HD ist
FG=GH,;daherist AF=FG=GH
usw. Ist demnach eine Dreiecks-
seite in mehrere gleiche Stiicke
zerlegt und zieht man durch die
Teilpunkte Parallelen zu einer
zweiten Seite, dann wird auch die

Fig. 46. dritte Seite in gleiche Stiicke
zerlegt.

Man kann diese Tatsache dazu benutzen, um eine gegebene
Strecke in beliebig viele gleiche Teile zu zerlegen. Soll
z. B. AH in drei gleiche Teile zerlegt werden, dann ziehe man g
durch 4 Dbeliebig, mache 4B = B C = CD = eciner beliebigen
Strecke, verbinde ) mit A und ziehe durch C und B die Paral-
lelen zu D H.

Uberlege: Ist BF=u, dann ist CG=2u; DH = Su,
EJ=4u. Wie veriindern sich die Abschnitte der Parallelen, wenn
man / parallel zu sich selbst um eine Strecke ¢ nach unten verschiebt?

Trapez ein Dreieck und die Mittellinie hat die Linge m =

H
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ﬁbungen. Zeichne:

. Zwei gleich groBe Winkel, deren Schenkel nicht paarweise parallel

sind.

. Zwei kongruente unregelmiBige Vierecke, deren entsprechende Seiten

nicht parallel sind.

. Ein Rechteck aus einer Diagonale (9 cm) und einer Seite (4 cm).
. Ein Quadrat aus einer Diagonale (7 cm).
. Einen Rhombus o) aus den beiden Diagonalen (8 und 5 cm), g) aus

einer Diagonale (7 cm) und dem Winkel (45° des Rhombus, durch
den diese Diagonale geht.

. Ein Parallelogramm aus den Diagonalen (8 und 5) und einer Seite

(3 cm).

. Ein Trapez mit den Parallelen @ =7, b =3, den Schenkeln ¢ ==2,

d=>5 cm.

. Ein Dreieck aus a=8cm und «) =25 cm, « =120°; 8) b =5 cm,

B = 380° (zwei Dreiecke); y) b =4 cm, 8 =230°; ) 6=3 cm, g=30°!
« liegt der Seite @, g der Seite b gegeniiber.

. Zeichne zwei sich schneidende Gerade g und / und mehrere in gleichen

Abstéinden aufeinander folgende parallele Linien, die g und / schneiden,
Messe irgend zwei der entstandenen Parallelenabschnitte und be-
rechne daraus die iibrigen. Priife die Rechnung durch Nachmessen
an der Zeichnung,

Berechne aus den Parallelen @ und & eines Trapezes das Stiick (x)

2
Verbinde in einem beliebigen Viereck die Mitten je zweier aufeinander
folgender Seiten und beweise, da8 dadurch ein Parallelogramm entsteht.

der Mittellinie, das zwischen den beiden Diagonalen liegt <x =2 b) .

. Stelle Kongruenzsitze auf fiir rechtwinklige Dreiecke, Parallelogramme,

gleichschenklige Trapeze.
Zwei kongruente Figuren mit gleichem Umlaufungssinn
konnen immer durch eine einzige
Drehung ineinander iibergefiihrt
werden.
Wir leisten den Nachweis hierfiir
zuniichst fiir zwei gleich lange Strecken
AB und A4, B, in Fig. 47. Der Dreh-
punkt M ist der Schnittpunkt der beiden
Lote g und /, die man in der Mitte
der Verbindungsstrecken entsprechender
Punkte 4 4, und B B, errichten kann; Fig. 47.
denn es ist AM=A,M; BM =B, M
und daher A ABM >~ A 4, B, M(s,s,s). Daher kann das Dreieck 4 BM
durch Drehung um M mit dem Dreieck 4, B, M und daher auch die Strecke
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14.

§ 3. Kongruenz der Figuren usw.

AB mit 4, B, zur Deckung gebracht werden. — Ist nun C irgend
ein dritter Punkt, der mit 4 und B starr verbunden ist, und ist
N ABC 2= N A, B,(, so deckt sich nach der Drehung auch C mit
C,. Wo liegt der Drehpunkt M, wenn 4B und 4, B, parallel sind
und gleiche oder entgegengesetzte Richtung besitzen?
Addition von Vektoren. Geometrische Summe. In Fig. 48
sind links zwei gerichtete Strecken, also zwei Vektoren, @ und 4, ge-
zeichnet. (§ 1.) A sei ein beliebiger Punkt. Wir machen 4B =a
nach Gréfe und Richtung, ebenso BC =54 und gelangen so zum
Punkte C. Genau zum gleichen Punkte C kommen wir, wenn wir
in 4 mit & beginnen und in B, den Vektor @ antragen.

In Fig. 49 ist dasselbe mit
drei Vektoren a, b, ¢ ausgefiihrt.
Der aus den Vektoren a, b, ¢ zu-
sammengesetzte Linienzug fingt in

Fig. 48. Fig. 49.

A an und endigt in B. Genau zum gleichen Punkte B gelangt man,
wenn man, in 4 beginnend, die drei Vektoren in anderer Reihenfolge
zusammenfiigt. Der Grund hierfiir liegt darin, da8 nach dem in
Fig. 48 besprochenen Fall bei der Vertauschung der Reihenfolge
zweier aufeinanderfolgender Vektoren sich nur der Zwischenpunkt,
nicht aber der Anfangs- oder Endpunkt verdndert. Die Verbindungs-

_strecke R vom Anfangs- und Endpunkt heifit die ,geometrische

Summe®“ der Vektoren a, b, ¢ oder die SchluBlinie des Linienzugs.
Wir erkennen: Fiigt man, immer im gleichen Punkte A4 be-
ginnend, mehrere gegebene Strecken von vorgeschriebener
Linge und Richtung zu einem Linienzug zusammen, so
gelangt man immer zum gleichen Endpunkte, gleichgiiltig,
in welcher Reihenfolge die Strecken zusammengesetzt
werden. Man spricht dies auch so aus: Eine geometrische
Summe ist unabhéingig von der Reihenfolge der Vektoren
(Summanden!).

Zeichne vier verschiedene Strecken von bestimmter Lénge und
Richtung und fiige sie, vom gleichen Punkte 4 aus, auf alle moglichen
Arten zu einem Linienzug zusammen.
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Man bringe auf den Seiten eines beliebigen geschlossenen Poly-
gons Pfeilspitzen im gleichen Umfahrungssinn an. Dann setze man
die Seiten in beliebiger Reihenfolge wieder zusammen, immer unter
Beibehaltung ihrer urspriinglichen Richtung.

§ 4. Einige Konstruktionslinien. Geometrische Qrter.

a) Die Mittelsenkrechte einer Strecke (Fig. 50). Darunter
verstehen wir das Lot (s), das in der Mitte A/ einer Strecke 4 B
errichtet werden kann. Jeder beliebige Punkt P auf s hat von
den Endpunkten A4 und B der Strecke die gleiche Entfernung
(PA=PB), da m die Symmetrieachse der Strecke ist. Jeder
Punkt, der nicht auf » liegt, hat von A4 und B verschiedene Ent-
fernungen. Auf der Mittelsenkrechten liegen demnach alle

Fig. 50. Fig 51.

Punkte, die von 4 und B gleich weit entfernt sind;
daher liegen auf ihr die Mittelpunkte aller Kreise, die
durch die beiden Punkte 4 und B gehen.

b) Die Winkelhalbierende (Fig. 51). Jeder einzelne Punkt
P auf der Halbierungslinie w. eines Winkels o hat von den
Schenkeln g und / den gleichen Abstand (PA‘= PB); denn klappt
man das Dreieck #/PA4 um die Symmetrielinie w, um, bis / auf g
liegt, so fillt 4 auf B, da man von P ja nur ein Lot auf g fillen
kann. Die Winkelhalbierende enthilt alle Punkte, die
von den Sckenkeln den gleichen Abstand haben; daher
liegen auf ihr die Mittelpunkte aller Kreise, die die
beiden Schenkel g und / beriihren.
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Handelt es sich darum, Kreise zu zeichnen, welche die un-
begrenzten Geraden g und / beriihren, so ist auch die Winkel-
halbierende ww;g0—« des Nebenwinkels von « in Betracht zu ziehen.

we | wyg0 — a-

c) Die Parallele (p) zu einer Geraden (g) (Fig. 52). Auf

ihr liegen alle Punkte, die

Fig. 52.

von einer Geraden g den gleichen
Abstand haben; daher liegen auf ihr
die Mittelpunkte A aller Kreise, die
& beriihren.

d) Konzentrische Kreise. Zwei
Kreise konnen sich hichstens in zwei
Punkten schneiden (Fig. 53). Die
Verbindungslinie g der Mittelpunkte
M, und M, ist die gemeinsame Sym-
metrielinie der beiden Kreise. Die

Schnittpunkte 4 und B sind symmetrische Punkte. AB1g.
& heift die ,Mittelpunktslinie“ oder ,Zentrale“.

4

~ 2

, &
RN

Fig. 54.

Beriihren sich zwei

TR

Fig. 53.

Fig. 55.

Kreise, von aufien oder von innen

(Fig. 53), so haben sie im Beriihrungspunkt (C) eine ge-
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meinsame Tangente (f), die auf der Mittelpunktslinie (g)
senkrecht steht. Die Kreise gehen in C ,tangential“ inein-
ander iiber.

Zwei Kreise mit dem gleichen Mittelpunkt M (Fig. 54) heifien
konzentrische Kreise. Die auf einem Radius liegende Strecke x,
die zwei Punkte der verschiedenen Peripherien miteinander ver-
bindet, mifit den Peripherieabstand. Auf den zu einem
Kreise % konzentrischen Kreisen 4 und kA, liegen die
Mittelpunkte aller Kreise mit dem Radius x, die den
Kreis £ beriihren, Die Beriihrungspunkte P liegen immer
auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte (MM, und MM,).

e) Das Lot (#), die Normale, in einem Punkte (P) einer
Geraden (g) (Fig. 55) enthilt die Mittelpunkte aller Kreise, die
£ in P beriihren.

f) Der Halbkreis (oder der ganze Kreis) iiber einer Strecke
als Durchmesser. Auf ihm liegen die
Scheitel aller rechten Winkel, deren
Schenkel durch die Endpunkte der Strecke
gehen (Fig. 21, § 1).

g) Der Kreisbogen (b), der zu
einer gegebenen Sehne s und einem
bestimmten Peripheriewinkel () ge-
hiort (Fig. 56). Auf ihm liegen alle
Punkte, von denen aus die Strecke s
unter dem Winkel « gesehen wird.
Fig. 56 zeigt, wie man einen solchen Kreisbogen & konstruieren
kann, wenn s und « gegeben sind. (Siehe Fig. 25, § 1.)

Fig. 56.

Jede Linie (oder Fliche), deren und nur deren Punkte eine
bestimmte Bedingung erfiillen, nennt man auch ,geometrischer
Ort“. Alle die besprochenen Hilfslinien a—g sind ,geometrische
Orter“. Unter Benutzung dieses neuen Ausdrucks konnten wir
z. B. sagen: der (geometrische) Ort aller Punkte, die von zwei
festen Punkten gleiche Abstinde haben, ist die Mittelsenkrechte
der Verbindungsstrecke. — Der (geometrische) Ort der Mittelpunkte
aller Kreise, die die Schenkel eines Winkels beriihren, ist die Winkel-
halbierende, usw.
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In den folgenden Ubungsanfgaben handelt es sich fast iiberall
um die Bestimmung eines Punktes. Man {iberlegt sich an einer
Hilfsfigur die beiden Bedingungen, die der zu konstruierende
Punkt gegeniiber den gegebenen GroSen zu erfilllen hat. Jeder
einzelnen Bedingung entspricht eine Hilfslinie, deren sdmtliche
Punkte dieser einen Bedingung geniigen. Die Schnittpunkte der
beiden Hilfslinien sind die gesuchten Punkte. Die folgende Aufgabe
moge als Beispiel dienen.

Aufgabe. Es ist ein Kreis von vorgeschriebenem Radius »
zu zeichnen, der einen gegebenen Kreis Z2 und eine gegebene Ge-
rade g beriihrt.

Losung. (Fig. 57.) (Die Hilfsfigur ist nicht gezeichnet.) M ist
der Mittelpunkt des gegebenen Kreises . Man beachte nun etwa
den zu bestimmenden Punkt A7,.
Er hat

1. von g den vorgeschriebenen
Abstand 7 und
2. von % den Peripherieab-
stand 7.
Fig. 57. Aus der ersten Bedingung
folgt die Hilfslinie p; der zweiten
entspricht der konzentrische Kreis £,. Die Schnittpunkte M/; und M,
von p und A, sind die Mittelpunkte der gesuchten Kreise. Wo
liegen die Beriihrungspunkte mit g und 4A? Man zeichne eine
Gerade g, die £ schneidet und iiberlege, wie. viele Lisungen jetzt
moglich sind. Beriicksichtige auch die zweite Parallele p zu g,
eventuell auch den Hilfskreis ;.

I"Jbungen. Im folgenden bezeichnen wir mit 4, B, M: Punkte;
mit g, J: gerade Linien; mit 2(2): einen Kreis von 2 cm Radius; mit M,
M, M,: die Mittelpunkte der Kreise %, k,, k,. Ag(6) bedeutet: der
Punkt 4 hat von der Geraden g 6 cm Abstand; g/(5) bedeutet: zwei
parallele Gerade von 5 cm Abstand.

1. Gegeben: %(3); A auf k.
Gesucht: &, (2), der & in A4 beriihrt.
2. Gegeben: 4, B; AB=4 cm.
Gesucht: % (3) durch 4 und B.
3. Gegeben: 4, g; Ag (6).
Gesucht: %(4) durch 4, g bertihrend.
4. Gegeben: g, / sich schneidend.
Gesucht: % (3), g und 7 beriihrend.
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. Gegeben: £(4); A; AM =6 cm oder 3 cm

Gesucht: &, (3) durch 4, £ beriithrend.

. Gegeben: &, (1); A, (1Y,) . M, My; = 4 cm.

Gesucht: 1. 2(3), der 4, und &, ausschlieBend;
2. k(3), der &, aus- und &, einschliefend;
3. k£ (5), der #, und A, einschlieSend beriihrt.

. Einen Kreis zu zeichnen, der durch die drei Ecken eines gegebenen

Dreiecks geht (Umkreis des Dreiecks). Durch drei Punkte kann
man nur einen Kreis legen.

. Einen Kreis zu zeichnen, der die drei Seiten eines Dreiecks beriihrt

(Inkreis).

. Einen Kreis zu zeichnen, der eine Seite eines Dreiecks und die Ver-

lingerungen der beiden anderen beriithrt (drei Ankreise).

Gegeben: g und / sich schneidend; 4 auf g.

Gesucht: &, der g und / beriihrt, g in 4.

Gegeben: %, A auf k; B beliebig.

Gesucht: %, der £ in 4 beriihrt und durch B geht (Tangente in A4).
Gegeben: g, A auf g; B beliebig.

Gesucht: £ durch B und g in A berithrend.

Gegeben: %, 4 auf k; g beliebig.

Gesucht: %,, der # in 4 und g berithrt.

Gegeben: g, I; g1(5); Mg (2); R(1%],); M liegt zwischen g und /
Gesucht: &, der g, / und & beriihrt.

Es ist in einen Kreissektor der groSte Kreis zu zeichnen. Unter
Kreissektor versteht man einen Teil einer Kreisfliche, der von zwei
Radien und dem zwischenliegenden Kreisbogen begrenzt ist. (Gemein-
same Tangente!)

Zeichne in einen Kreis von 7 e¢m Durchmesser «) 3, 8) 4 gleich groSe
sich beriihrende Kreise.

Konstruiere die Fig. 58—64 nach den vorgeschriebenen MaBen (mm).
In allen Figuren miissen die Mittelpunkte der Kreise nicht durch Ver-
suche, sondern als Schnittpunkte gewisser Hilfslinien bestimmt werden.
Die Ubergangspunkte der Kreisbogen in andere Kreisbogen oder in
gerade Linien sollen genau ermittelt werden.

Fig. 65 enthdlt eine gute Korbbogenkonstruktion. Gegeben ist
AB und EC. Ziehe AC, fille von D das Lot auf 4 C. Dadurch
erhilt man die Mittelpunkte M, und M, Schlage um M/, einen
Kreisbogen mit dem Radius M, 4 = » und um M, einen Kreisbogen
mit M, C = R als Radius. Diese beiden Bogen treffen sich nicht.
Sie konnen durch einen Kreisbogen um M, miteinander verbunden
werden. M, ist bestimmt durch M; M, = M, M, = R ;— Y Gund F
sind die Ubergangspunkte. Der Korbbogen 4G FCB setzt sich aus
5 Kreisbogen zusammen. Begriinde die Konstruktion von M.
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19. Das Lot, das man von einer Ecke eines Dreiecks auf die Gegenseite

Fig. 58. Fig. 59. Fig. 60,

725
RS, - F G-~ 5
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Fig. 63.

Fig. 65.

oder deren Verlingernng fillen kann, heit die Hohe eines Dreiecks;
Ein Dreieck hat also drei Hohen; sie oder ihre Verlingerungen
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schneiden sich in einem Punkte. Zieht man némlich durch jede
Ecke des Dreiecks eine Parallele zur Gegenseite, so entsteht ein
zweites groferes Dreieck, in dem die Hohen des ersten Dreiecks die
Mittelsenkrechten der Seiten des groBeren Dreiecks sind, und da die
Mittelsenkrechten sich nach Aufgabe 7 in einem Punkte treffen, ist
dies auch fiir die Hohen des ersten Dreiecks der Fall.

20. Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck aus der Hypotenuse ¢ = 8 cm und
der zur Hypotenuse gehdrigen Hohe 4 =3 cm.

21. Der FuBpunkt der Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks zerlegt die
Hypotenuse in zwei Abschnitte von 3 und 5 cm Linge. Zeichne
das Dreieck.

22. Eine Seite eines Dreiecks mifit 8 cm. Die zu den andern Seiten ge-
horigen Hohen sind 6 und 6,5 cm lang. Zeichne das Dreieck.

Ebenso, wenn die Héhen 3 und 4 cm lang sind.

23. Eine Seite eines Dreiecks mift 5 cm; der gegeniiberliegende Winkel
60 9, die zur gegebenen Seite gehorige Hohe 3 cm. Zeichne das Dreieck.

24. Gegeben: £(1,5), g, Mg (3). Gesucht: die Punkte auf g, von denen
aus Tangenten von 4 cm Liénge an % gezogen werden kinnen.

§ 5. Das rechtwinklige Koordinatensystem.

Wir besprechen in diesem Paragraphen ein einfaches, viel
benutztes geometrisches Hilfsmittel, das zur zeichnerischen (gra-
phischen) Veranschaulichung des Zusammenhanges zweier Groéfen
benutzt werden kann.

Wir ziehen auf einem Blatt Papier (am besten eignet sich
hierfiir Millimeterpapier) durch einen Punkt O, den Nullpunkt
oder Anfangspunkt (Fig.
66), zwei aufeinander senk-
recht stehende, gerade Linien,
ein Achsen- oder Koordi-
natenkreuz. Eine Gerade,
z. B. die horizontale, nennen
wir die Abszissenachse
oder diex- A chse, dieandere
die Ordinaten- oder y-
Achse. Auf beiden Achsen
bringen wir von O aus einen Mafstab an und zwar auf der
x-Achse nach rechts und nach links, auf der y-Achse nach
oben und nach unten. Die nach rechts bezw. die nach oben gehende
Richtung unterscheiden wir als die positive, von der nach links

Fig. 66.
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bezw. nach unten gehenden, die wir als die negative Richtung be-
zeichnen. Die Léngeneinheit kann auf beiden Achsen gleich oder
verschieden gewihlt werden. Das Koordinatenkreuz teilt die ganze
Ebene in vier Felder, die man Quadranten nennt und die wir im
Sinne der Figur als den I. bis IV. Quadranten bezeichnen.

So ist der Punkt P in der Figur im ersten Quadranten.
Die senkrechten Abstdnde (x und y) eines Punktes 2 von
den beiden Achsen nennt man seine Koordinatem und
zwar heift x die Abszisse und y die Ordinate des
Punktes . Dabei messen wir die Abszisse x mit der Lingen-
einheit der horizontalen Abszissenachse, und die Ordinate mit jener
der y-Achse. Je nachdem der Punkt rechts oder links von der
Ordinatenachse liegt, rechnen wir seine Abszisse positiv oder negativ.
Die Punkte iiber der Abszissenachse haben eine positive, die unter-
halb eine negative Ordinate. Es ist also

im 1. Quadranten die Abszisse positiv, die Ordinate positiv,

» 2. ” ” . negativ, ,, ” positiv,
” 3' ” ” ” negatlv! ” ” negat1v7
» 4. ” ” ” positiv, ” negativ.

Ein Punkt mit den Koordinaten x = 5, y = 4 liegt, wenn 1 c¢m
auf beiden Achsen als Lingeneinheit gewdhlt wird, 5 cm rechts von
der Ordinaten- und 4 cm iiber der Abszissenachse. — Ein Punkt
mit den Koordinaten (— 5, 3) — die erste Zahl soll sich immer
auf die Abszisse, die zweite auf die Ordinate beziehen — liegt im
2. Quadranten. Man zeichne die Punkte mit den Koordinaten
(—5,—38), 2,7, 6, 0, (0, —4), 0, 0), (4, 0) usw. Wir er-
kennen: Wenn ein Koordinatenkreuz gezeichnet und auf beiden
Achsen die Lingeneinheit und die positive Richtung gew#hlt ist,
so entspricht jedem Zahlenpaar ein bestimmter Punkt
des Blattes und umgekehrt werden jedem Punkt des
Blattes zwei Grofen (seine Koordinaten) zugeordnet.

Es sei nun eine Grofie x+ mit einer andern Grife y durch
eine willkiirlich gewihlte Gleichung, z. B. von der Form

y=05x+4 @)

verbunden. Jedem Dbeliebigen Werte x ordnet diese Gleichung
einen bestimmten Wert y zu. So erhalten wir fiir x =2 den Wert
y=05.2+4=25; fir x=10 findet man y=9; &hnlich findet
man fiir
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xr=0 4 6 8 15 —4 -8
die Werte y=4 6 7 8 115 2 0.

Jedem Wertepaare, das aus der Gleichung (1) hervorgegangen ist,
ordnen wir nun in einem Koordinatensystem einen Punkt zu, indem
wir die zusammengehdrigen Werte x und y als Koordinaten eines
Punktes auffassen. Einem Zahlenpaar entspricht ein Bildpunkt.
So entspricht P; in Fig. 67 dem Wertepaar x =2, y = 5; P, ge-
hort zu x=6; y=7; P; zu x =10; y =9 usw. Alle so kon-
struierten Punkte liegen merkwiirdigerweise in einer geraden
Linie g. Der Gleichung y = 0,5 x +4 ist also im Koordinaten-
system eine gerade Linie

zugeordnet. Man sagt: g sei

das geometrische Bild,

die graphische Darstel-

lung der Gleichung y=

0,5x+4,oder: y=0,5x-+4

sei die Gleichung der

Geraden g.

Durch die Gleichung (1) Fig. 67.

ist die Grofe y gesetzmiBig

von der Grofe x abhiingig. Man sagt auch: y ist eine Funktion
von x. Damit will gesagt sein: Es ist eine bestimmte Vorschrift
vorhanden, die jedem bestimmten Werte x einen be-
stimmten Wert y zuordnet. Die Vorschrift ist in dem be-
sprochenen Beispiel durch die Gleichung (1) gegeben. Die GroGe x,
der wir beliebige Zahlenwerte x beigelegt haben, heifit auch die
unabhingige Verinderliche und y heift die abhéingige Ver-
inderliche.

Ahnlich wie in dem besprochenen Beispiel (1) kénnen wir nun
jeder beliebigen algebraischen Beziehung zwischen zwei Grofen x
und y im Koordinatensystem ein Bild entsprechen lassen. Dabei
werden die Punkte natiirlich nicht immer in einer geraden Linie
angeordnet sein; es konnen Kurven entstehen.

In den folgenden Gleichungen setze man fiir x der Reihe
nach mehrere verschiedene Zahlenwerte ein, berechne die zugehdrigen
v und zeichne auf einem Blatt Millimeterpapier, nach Wahl eines
Koordinatensystems, die den Wertepaaren x, y entsprechenden
Punkte. Als L#ngeneinheit wihle man auf beiden Achsen 1 cm.

HeB. Planimetrie, 3
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1) y=05=x 2) y=05x+2 38) y=05x+4 4)y=05x—3
5 y=—05x 6)y=x NHNy=x—4

Jeder einzelnen Gleichung entspricht eine gerade Linie. Man
zeichne alle Beispiele auf dem gleichen Blatt in verschiedener Farbe
oder in verschiedenen Stricharten und iiberlege, warum die Geraden
(1—4) parallel sind.

Weitere Beispiele (8—12 sollen auf dem gleichen Blatt ge-
zeichnet werden, ebenso 13—17 und 18—21):

12 24 36
8 y=— 9 y="—- 10) y=—
12 12
11) = +4 12) y=——7
13) y=0,1 * 14) y = 0,2 «? 15) ¥ =0,3 a?

16)y=01a2+2  17)y=0112—2
18 y=+ Va0 —x 19y=12V49—s
20) ) =08y I~ 2)y=y 9 F

Oft ist das Gesetz, das die Abhingigkeit zweier Grofen
regelt, nicht durch einen algebraischen Ausdruck, wie in den be-
sprochenen RBeispielen, festgelegt. Aber auch in solchen Fillen
kann das Koordinatensystem mit Vorteil zur Veranschaulichung der
gegenseitigen Beziehungen benutzt werden. Will man sich z. B.
iber die Schwankungen der Temperatur wihrend eines Tages eine
gute Vorstellung machen, so trigt man auf einer Abszissenachse
von Zentimeter zu Zentimeter die Stunden (1B, 2h . ..) und als
Ordinaten die zugehorigen Temperaturen ab. Kine Kurve, die die
einzelnen Punkte miteinander verbindet, gibt einen viel klareren
Einblick in die Schwankungen der Tagestemperatur, als eine blof
tabellarische Zusammenstellung von Stunde und Temperatur.

Weitere Beispiele zur graphischen Darstellung bieten: Luft-
druck und Monatstage; Tage und Kurs eines Wertpapiers; indizierte
und Bremsleistung einer Dampfmaschine usw. Wir benutzen das
Koordinatensystem in der Folge hauptséchlich zur Veranschaulichung
des Zusammenhangs gewisser geometrischer Grofen, z. B. Durch-
messer und Umfang; Radius und Inhalt eines Kreises; Bogenmal)
und GradmaB eines Winkels. Dabei werden wir in fast allen

Fillen mit dem ersten Quadranten allein auskommen. Beachte die
Fig. 107, 145. '
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§ 6. Berechnung einiger Flichen.

Eine Fliche messen, heiit untersuchen, wie oft eine als Ein-
heit gewihlte Fliche (ein Quadrat) in ihr enthalten ist.

Rechteck. Quadrat. Das Rechteck in Fig. 68 hat eine
Grundlinie 2 von 5 cm und eine Hohe %2 von 4 cm Linge. Es
enthdlt 4 Schichten von je 5 Quadraten,
hat also einen Inhalt von 5.4 = 20 Qua-
draten von 1 cm Seite, oder 20 cm? (qcm).
Wire g = 5,3 cm = 53 mm und ~2 = 4,6 cm
=46 mm, so hitte das Rechteck einen In-
halt von 53 .46 = 2438 mm? (qmm), oder F=Sem——
(da 100 mm? =1 cm? sind) einen Inhalt Fig. 68.
von 24,38 cm2 Zu diesem Resultat
wire man direkt durch Multiplikation von 5,3 mit 4,6 ge-
kommen. Allgemein wird die MaBzahl fiir den Inhalt eines Recht-
ecks gefunden, indem man die MaBzahl der Grundlinie mit der
MaBzahl der Hohe multipliziert, oder kiirzer: Der Inhalt (/) eines
Rechtecks ist gleich dem Produkt aus der Grundlinie und
der Héhe.

b iy — -~

J=g.h.
Fiir ein Quadrat von der Seite s wird:
J=s5.5=5s% 7 7

daraus folgt s=y7 N A c/
Parallelogramm. Die Fig. 69 und 70 k|l /B
enthalten je ein Rechteck und ein Paral- ||/
lelogramm von gleicher Grundlinie und j;_; =g
gleicher Hohe. Fig. 69.
In Fig. 69 ist: R
AA=AC (s, w, ), g
ferner ist: B=BpY A c -
die Summe gibt: 4+ B =B+ C. B :
In Fig. 70 ist: - ”
A(A+D)§A(D+C), Fig. 70.
somit ist, wenn man auf beiden Seiten ) subtrahiert,
A=CH
ferner ist: B =B,
somit wieder: A+ B=B4C(,

B ,,Grlzich“ bedeutet: 4 und C haben den gleichen Flicheninhalt.
=< bedeutet: gleiche Form und gleichen Inhalt. g
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d. h.: Jedes Parallelogramm ist inhaltsgleich einem Recht-
eck von gleicher Grundlinie und Héhe. Da der Inhalt eines
Rechtecks durch das Produkt g./% gefunden wird, kann man auch
den Inhalt des Parallelogramms auf die gleiche Art berechnen.
J=g.h ist die gemeinsame Inhaltsformel fiir alle Paral-
lelogramme.

Alle Parallelogramme von gleicher Grundlinie und
Hihe sind inhaltsgleich. Man zeichne iiber der gleichen Grund-
linie mehrere inhaltsgleiche Parallelogramme.

Vierecke, deren Diagonalen aufeinander senkrecht stehen,
konnen leicht aus den beiden Diagonalen 2 und d berechnet werden.
Ihr Inhalt ist gleich dem halben Produkte der Diagonalen.

g= 93D
T2

Zum Beweise dieses Satzes-zieche man durch die Ecken eines solchen
Vierecks Parallelen zu den Diagonalen, wodurch ein Rechteck
entsteht.

Vierecke der besprochenen Art sind der Rhombus und das

d2
Quadrat. Fiir das Quadrat erhdlt man im besondern /= 5 d. h.

der Inhalt eines Quadrates ist gleich
dem halben Diagonalenquadrat.

/ Dreieck. Jedes Dreieck kann als
4 die Hi#lfte eines Parallelogramms
von gleicher Grundlinie und Hohe
Fig. 71. aufgefaBt werden (Fig. 71). Sein Inhalt
ist daher gegeben durch:

g.h h 1 .
J= 5 :%_ . h=? -g=—2—gh (in Worten!).
Alle Dreiecke von gleicher Grundlinie und Héhe sind

inhaltsgleich.

R e

Trapez. Eine Diagonale zerlegt ein Trapez von den Grund-
linien @ und & in zwei Dreiecke von der gleichen Héhe /. Der
Inhalt des Trapezes ist daher

_ah bh_a+b
./_' 2 + 2 —_ 2 'h.
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b
Nun ist a g —=m= der Mittellinie des Trapezes (Fig. 45). Daher
ist der Inhalt
b
J= a—; - h=m - h = Mittellinie mal Hohe.

_ Alle Trapeze von gleicher Mittellinie und Hohe sind
inhaltsgleich.

Tangentenvieleck. Darunter verstehen wir ein Vieleck,
dessen Seiten Tangenten an einen Kreis sind. Verbindet man den
Mittelpunkt des Kreises mit allen Ecken des Vielecks, so entstehen
Dreiecke mit einer gemeinsamen Ecke im Mittelpunkt des Kreises
und der gleichen Héhe ». Sind e, b, c,....die Seiten des Vielecks
(man zeichne die Figur), so ist dessen Inhalt gegeben durch

ar br cr r
J=g gty =g @tbtot. ),
at+b+c+..... = u = Umfang des Vielecks;
Daher ist 2%2___ Umfang ;< Radius

Fiir ein Dreieck mit den drei Seiten @, b, ¢ erhilt man
speziell

J= (a+b2+c)r .

b
at 5 Te . r =s.r(siehe Aufgabe 22, § 2),

J=nr.,s, also ist r=—’é/~;

damit kann man aus dem Inhalt und dem Umfang eines Dreiecks
den Radius des einbeschriebenen Kreises berechnen.

Einzelne regelmiifige Vielecke, sowie den Kreis werden wir
spiter besprechen. UnregelmiBige Vielecke zerlegt man zur Be-
rechnung in Dreiecke oder Trapeze.

Den Inhalt krummlinig begrenzter Figuren kann man auf
mechanischem Wege mit einem Flidchenmesser oder Planimeter
bestimmen, oder man bedient sich der folgenden Néherungsformeln.

1. Erste Trapezformel. Man zerlegt die zu messende
Fliche durch parallele Gerade in eine beliebige Anzahl Streifen
von gleicher Breite (Fig. 72). Die in der Fliche liegenden
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Strecken ¥;, ¥,, ¥g... der Parallelen werden Ordinaten genannt.
Es kann auch eine die Fliche begrenzende Anfangs- oder End-
ordinate y, oder y, vorhanden sein.
Yo und ¥y, konnen auch Null sein;
beachte die gestrichelte Kurve der
Fig. 72. Jedes Flichenstiick, das
zwischen zwei aufeinander

, folgenden Ordinaten liegt, wird
EEEE e nun ndherungsweise als Trapez

Fig. 72. aufgefaft. Der Inhalt der ganzen

Figur ist dann angenihert:

jzyo‘;}ﬁ Cx4 .71‘*2'}'2 Cxt .72_;-3’8 cx. .+ y"_12+y—"—-x

=Lty A nF Rt rtyst . )
=%[}’o+}’n+2(}’1+J’2+--~-+}’n~1)]-

Nun ist x = % und daher
h
J=>27[yo+yn+2(y1+y2+---+yn—1)]-

2. Zweite Trapezformel. Auch bei dem zweiten Ver-
fahren werden die einzelpen Streifen als Trapeze aufgefaBt; aber
man entnimmt der Figur durch Messung nicht die beiden Parallelen,
sondern die Mittellinien der Trapeze. (Fig. 73.) Der Inhalt /
ist dann angenédhert gleich:

JEnxtyxtyxt . ynx
r 1 =xYot Tyt )
Z = ittt
J= Vit Yt ...t

n
'.z‘".z"x'"z;;r'“z"é yl—l-y2+...+y,.
n
der Fliche, somit ist

Yt Yt T Yn

n

- h.

ist die mittlere Breite

Fig. 73.

J = Linge mal mittlere Breite =2
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3. Die Simpsonsche Formel.l) Sie ist im allgemeinen
genauer als die beiden besprochenen. Man teilt die Fliche (Fig. 74)
in eine gerade Anzahl gleich breiter Streifen; der Inhalt ist dann
angenihert gleich:

1/
J = 3:"“ [yo+lln+4(y1+lls +... +y”—'1)
+2Wt vt ...+ yn—2))

Man bildet also die Summe der ersten und letzten Ordinate
(sie kann auch O sein); die
vierfache Summe der in der
Figur mit einem Kreuz be-
zeichnetén Ordinaten, dann die
doppelte Summe aller iibrigen.
Die Summe dieser drei Teil-

h
summen wird mit I multipli-

ziert. (» = gerade Zahl.)
Die Ableitung der Simpsonschen Formel wird in § 20 ge-
geben. Ubungsbeispiele enthilt der folgende Paragraph.

Fig. 4.

§ 7. Beispiele zur Flichenberechnung.

1. Dimension. Esist zweckm#Big, beim Rechnen mit benannten Zahlen
auch die Art der GroBen zu beriicksichtigen, zu denen die Zahlen
gehdren. Die in der Bezeichnung ,5 cm“ zur Zahl 5 hinzutretende
Benennung (Zentimeter) nennen wir die ,Dimension“ der GroSe.
Die Bezeichnungen ,10 cm, 7 km*“ enthalten als Dimension eine
nLinge“. Bei den Berechnungen der Flichen werden die Mafzahlen
zweier Lingen miteinander multipliziert (5 ecm? 10 m?2, 8 km?).
Man sagt: jede Fliche hat als Dimension das ,Quadrat
einer Linge“

Der Quotient zweier GroBen von der gleichen Dimension ist
eine reine Zahl, eine GroBe von der Dimension Null, z. B.
Bogen eines Kreises

Radius des Kreises

Multipliziert man eine Grofe mit einer reinen Zahl, so

indert sich die Dimension nicht. Vergleiche: J =i - & - h, oder

2
J=3,14¢% oder m = —;— - (a4 b).
!) 8ie stammt von dem Englinder Thomas Simpson, der sie im
Jahre 1743 verdffentlichte.
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§ 7. Beispiele zur Flichenberechnung.

Winkel sind Griofen von der Dimension Null. Priife die
Dimension von 13%?, wenn # der Radius des Kreises ist, « und

360 Winkel sind und n eine reine Zahl ist.
Man kann nur GréBen von der gleichen Dimension zueinander
addieren oder voneinander subtrahieren. Beachte die Ausdriicke

J=“‘2H’-h; s=ﬁ;’—+—‘; J=(R* — ") n. — Priife die im

vorhergehenden Paragraphen abgeleiteten Formeln auf ihre Dimension.

. Rechnen mit Zahlen, die durch Messung gefunden wurden.

Jede Messung ist nur bis zu einer bestimmten Grenze richtig. Hat
man fiir die Seiten g und % eines Rechtecks durch Messung gefunden
£=4,236 m, & =1453 m, so ist das Produkt g.h:
4,236 . 1453 = 6,154908 m*.
4,236 | xxx
1694 | 4xx
211 | 80x
_12]708
6,154 | 908
Map ist im Irrturm, wenn man glanbt, dies sei der genaue
Inhalt des Rechtecks, genau bis auf die Quadratmillimeter. Denn
nehmen wir an, es stinden uns verfeinerte Mefinstrumente zur Ver-
fiigung, mit denen wir etwa g zu 4,23643 und 4 zu 1,45326 m finden
konnten, dann stinden an den in der Ausrechnung mit Kreuzchen
bezeichneten Stellen noch Ziffern, die das Resultat in den letzten
Ziffern verindern. Wir diirfen das Resultat nur so weit als zuverlissig
hetrachten, als es von den uns unbekannten Ziffern nicht beeinfluiit
wird, d. h. wir wissen vom Inhalt nur, daB er ungefihr 6,155 m?
betrigt. Zu diesem Resultate kommt man auf bequemere Art mit
Hilfe der ,abgekiirzten Multiplikation“:
4,236 . 1,453
4,236
1694
212
13
165
Wir erkennen an diesem Beispiel, daf sich der Inhalt eigent-
lich nur auf die Quadratdezimeter genau bestimmen lift, obwohl
die Seiten auf die Millimeter genau gemessen wurden!
Ahnliche Uberlegungen, wie an die Multiplikation, lassen sich
an die iibrigen Rechenoperationen kniipfen. Im allgemeinen gilt die
Regel: Wenn in einer Zahl nur 3 oder 4 Ziffern (unbekiimmert um
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die Stellung des Kommas) zuverlissig sind, so kann man auch das
Resultat nur auf 3 oder 4 Ziffern genau bestimmen.
In den folgenden Beispielen werden wir fast iiberall die ,ab-
gekiirzten Rechnungsoperationen“ verwenden.
3. & = Grundlinie, 4 = Hohe, J — Inhalt eines Rechtecks oder
Parallelogramms. Berechne aus zwei dieser GrioSen die dritte.
&= a) 1,66 dm b) 0,456 m c) 8 mm d) 3,46 km
h= 273 dm 23 cm 24 m 280 m
J= 426 dm? 10,49 dm? 19,20 dm? 0,969 km?*
4. d = Diagonale, s = Seite, /= Inhalt eines Quadrates. Berechne aus
einer dieser Grofen die fibrigen.

1. d=264 m s==1,865 m J =348 m?
2. §=15,72 em J=382,72 cm? d=18,09 cm
3. J=2261 m* s=4,75 m d=6,72 m

5. Eine eiserne Stange von quadratischem Querschnitt soll einen Zug
von 9000 kg aufnehmen. Auf 1 cm? der Querschnittsfliche ist eine
Belastung von 800 kg zulissig. Wie lang ist die Quadratseite zu
wihlen? ~ 34 mm.

6. In ein Quadrat von 35 cm Seite ist ein anderes gezeichnet, dessen
Seiten iiberall den Abstand x von den Seiten des ersten Quadrates
haben. Die zwischen den beiden Quadraten liegende Fliche hat einen
Inhalt von 400 cm? Berechne x. (3,14 cm).

7. g = Grundlinie, 4 = Hohe, / — Inhalt eines Dreiecks. Aus irgend
zwei GroBen ist die dritte zu berechnen.

&= 13) 84 cm b) 52 cm c) 36 m d) 5,143 m
h= 75 cm 148 cm 1478 m 6,282 m
J= 315 cm® 384,8 cm? 26,604 m? 16,154 m?

Der Inhalt eines rechtwinkligen Dreiecks ist a2_b. a und &
sind die Katheten.

B | o
™ 1 Z
= ; | -Z .
5 2 T p—
\A [z
: ; . S |
A K i'z?z b %
’ !
i | =z 1 1
Fig. 5. Fig. 76. Fig. 77. Fig. 78.

8. In Fig. 75 ist =20, k=30, d =4 cm,
daraus folgt /= 248 cm? # = Umfang =132 cm;
in Fig. 76 ist =10, # =14, d =3 cm,
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10.

1.

12.

13.

14.

§ 7. Beispiele zur Flachenberechnung.

daraus folgt /=63 cm? # = 48 cm;
in Fig. 77 ist 6 =10, A =16, a = 5, daraus folgt J=132,5 cm®,

. Der Inhalt der Fig. 78 ist 20,40 cm2. Die eingetragenen MaBe sind

Millimeter. Berechne x. (53 mm).

a und & sind die Parallelen, 5 die Hohe eines Trapezes. Berechne
aus drei der vier GrioBen a, b, A, J die vierte.
a= 1) 50 2) 0,8 3) 2,6 4) 8432 5) 0,42 m

b= 16 10,42 8,4 10,658 6,58 m
h= 24 27 6,3 15 8 m
J= 1512 15,147 69,3 143,175 28 m?

Der Inhalt der Fig. 79 ist 12,80 dm? Die MaBe sind Millimeter. Be-
rechne x. (32 cm).  a3m
-

T

40

5%0
Fig. 79.

Beispiele fiir die zweite Trapezformel (Fig. 73):

a) Fir 2 =90 mm; Ordinaten y = 22, 386, 44, 45, 36, 33, 20 mm,
findet man:
Mittlere Breite ¥m = 33,7 mm; Inhalt J:= 30,2 cm®

b) A =120 mm; Ordinaten y = 3,4, 4,7, 5,3, 64, 68, 7,5, 7,2, 1,7,
8,5, 6,1, 5,2, 4,2 em.
Es wird ym = 5,9 cm; J="70,8 = ~ 71 cm?®

Beispiele fiir die Simpsonsche und fiir die erste Trapezformel
(Fig. 74 und 72):
a) £ =8 cm; Ordinaten y = 12,3, 15,6, 184, 19,3, 204, 19,5, 17,2,
16,4, 15,0 cm.
Es wird Js = 141 em® und ym=%= 176 cm nach Simpson;

nach der ersten Trapezformel ist J, = 140,3 em®
b) % = 16 cm; Ordinaten 7,28, 9,43, 6,52, 7,38, 5,28, 4,63, 3,81, 241,
1,51, 0,82, 0 cm.
Js =~ 175 cm?; ym =4,7 cm. J, = 73 cm?.

Zeichne einen Viertelskreis von 10 cm Radius und ziehe in Abstinden
von 1 em Ordinaten senkrecht zu einem der Begrenzungsradien; messe
die Ordinaten an der Figur und berechne den Inhalt des Viertel-
kreises nach der Simpsonschen Formel. Vergleiche das Resultat
mit dem genauen Inhalt /= 78,54 cm?®.
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15. Der Mittelpunkt eines Kreises ist 8 cm vom Mittelpunkt einer Sehne

16.

17.

18.

von 20 cm Linge entfernt. Bestimme die Fliche zwischen Sehne
und zugehorigem Kreisbogen nach Simpson (J = ~67 cm?).

Fiir ein Kreissegment mit der Sehne s = 10 cm und der Bogenhéhe
3 cm erhilt man /= ~21,4 cm?
a, b, ¢ = Seiten eines Dreiecks, o = Radius des Kreises, der die
Seite @ und die Verlingerungen von & und ¢ berithrt. (Ankreis.)
Verbinde den Mittelpunkt mit den Ecken des Dreiecks und leite die
Beziehung ab

?Ya Ya Ya

J=b- G te- 5 —ag
__J
daraus folgt fo= "
( J ==Inhalt des Dreiecks, s = ‘-'i-gﬂ)

w L J J
Ahnlich findet man 7, = poiny aR vt

Priife diese Beziehungen durch Nachmessen an einer bestimmten Figur.
Einige Verwandlungsaufgaben.

Mit Hilfe des Satzes: ,Dreiecke (Parallelogramme) vou gleicher
Grundlinie und Hohe sind inhaltsgleich“ kann man einzelne Figuren
in andere inhaltsgleiche verwandeln.

Es soll z. B. Dreieck ABC in Fig. 80 in ein anderes von
der gegebenen Grundlinie BD verwandelt werden. Ziehe
AD, durch C die Parallele CE. Dreieck BED ist inhaltsgleich dem
Dreieck ABC, denn

ABCE= A BCE,

EcA= NECD (gleiche Grundlinie EC
AEC = und gleiche Hohe )3

daher ist ABCE+NECA=/NABCE+NECD
oder AABC= /\ BDE.

Lése die gleiche Aufgabe, wenn B.D < B ist. Verwandle ein Drei-
eck ABC in ein anderes von gegebener Hohe 4 (Fig. 80).

Fig. so. Fig. s1.

Die gleiche Figur enthiélt auch die Losung fiir die Aufgabe:
ein Parallelogramm in éin anderes Parallelogramm von ge-
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gebener Seite oder Hohe zu verwandeln. 4B C kann als die Hilfte
des gegebenen und B D E als die Hilfte des gesuchten Parallelogramms
aufgefaBt werden oder auch umgekehrt. Man erkennt an einer selbst
entworfenen Figur, da8 die Linien 4C und ED iiberfliissig werden,
daB es geniigt, die Parallelen 4.0 und EC zu ziehen (Fig. 81).

Ist ein Vieleck in ein anderes, das eine Ecke weniger
hat, zu verwandeln, so verschiebe man eine Ecke — z. B. E in der
Fig. 82 — parallel zur Diagonale BC (die durch die beiden E zu-
nichst liegenden Ecken geht), bis die neue Lage D von E in die
Verlingerung einer Seite AB fillt, —
Durch oftere Wiederholung dieser Kon-
struktion kann man jedes Vieleck in ein
inhaltsgleiches Dreieck verwandeln.

Ein Dreieck in ein Rechteck umzu-
formen ist leicht. Die Verwandlung eines
Rechtecks in ein Quadrat wird spiiter ge-

Fig. 82. zeigt werden.

Verwandle ein stumpfwinkliges Drei-
eck in ein rechtwinkliges, so daB die lingste Seite des Dreiecks
1. Hypotenuse, 2. Kathete wird.

Verwandle ein Parallelogramm in einen Rhombus, so daB
1. seine Seite mit der lingeren Seite des Parallelogramms iibereinstimmt,
2. seine Diagonale gleich einer Diagonale des Parallelogramms ist.

Verwandle ein Parallelogramm in ein anderes, das einen vor-
geschriebenen Winkel und eine vorgeschriebene Seite hat.

Priife bei allen Verwandlungsaufgaben die beiden gezeichneten
Figuren auf ihre Inhaltsgleichheit durch Nachmessen.

19. Zerlege ein Dreieck durch gerade Linien a) von einer Ecke, b) von

einem beliebigen Punkte des Umfanges aus in drei inhaltsgleiche
Flichenstiicke.

§ 8. Das rechtwinklige Dreieck.

Wir bezeichnen mit @ und & die beiden Katheten, mit ¢ die

Hypotenuse, mit % die Hohe, die zur Hypotenuse gehort. / zerlegt

¢ in zwei Abschnitte p und ¢. p liegt an der Seite @ und ¢ an b.
(Zeichne die Figur.) b

Der Inhalt / des rechtwinkligen Dreicks ist einerseits L,

2
anderseits % . Durch Gleichsetzen dieser Werte erhilt man:
ch __ab
2 2
daraus folgt: h=22 )

c
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Satz 1. Die Hohe ist gleich dem Produkte der Ka-
theten dividiert durch die Hypotenuse.

In Fig. 83 sei ABC das rechtwinklige Dreieck; BC = a;
AC=b AB=¢, BD=p, DA=gq. Wir errichten tiber BC
das Quadrat ¢>= BCHJ und iiber BD ein Rechteck BDEF,
s0o daf BF = B A= c ist. Der Inhalt des Rechtecks ist somit
gleich pc. Wir wollen beweisen, dafi a®> = p ¢ ist.

Zum Beweise ziehen wir /X parallel zu BA, und FG
parallel za B C; dann sind die beiden schraffierten Parallelo-

Fig. 83. Fig. 84.

gramme B/ K Aund B CG F kongruent; denn /B=BC; BA=BF
ud < 4B /=< FBC. Nun ist
Quadrat a?= B A K J (gleiche Grundlinie B / und gleiche Hohe B C),
BAK ]2~ BFGC (wie wir bewiesen haben),
BFGC = Rechteck pc (gleiche Grund-
linie B F und gleiche Héhe B D).
Somit ist
a*=[BAK]J=BFGC=]pc,
also ist a?=pec.
In ganz gleicher Weise konnte man zeigen, daB das Quadrat
iiber & gleich ist dem Rechteck aus q und ¢. Beide Quadrate und
Rechtecke sind in Fig. 84 gezeichnet. Es ist also

a?=pc und bZ=gqec. (2)
Satz 2. Das Quadrat iiber einer Kathete ist gleich

dem Rechteck aus der Hypotenuse und dem der Kathete
anliegenden Hypotenusenabschnitt.
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Addiert man die Gleichungen (2), so erhdlt man (Fig. 84):
A+ =pctqgc=c(ptqg=c.c=c* da p+qg=c ist.
Es ist also:
a4+ b =2 3)
Satz 3. Die Summe der Quadrate iiber den beiden
Katheten ist gleich dem Quadrate iiber der Hypotenuse.
(Pythagoreischer Lehrsatz).
In dem rechtwinkligen Drei-
eck B D C der Fig. 85 ist nach (3)

a= k2 +p
oder A% =a%—p%
nach (2) ist
a.-?:pc’
somitist A2 =pc—pt=p(c—p),
oder da ¢ —p =gq ist,
n=pgq #)

Satz 4. Das Quadrat iiber der Hohe ist gleich dem

Rechteck aus den beiden Hypotenusenabschnitten.

Man merke sich: In Satz 2 und 4 ist ein Quadrat gleich
einem gewissen Rechteck; im dritten Satz kommen nur Quadrate
vor. Der dritte Satz ist der wichtigste; mit seiner Hilfe kann
man aus zwei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks die
dritte berechnen.

Ist z. B. a=3 cm, b=4 cm, dann ist ¢?=3%-4 4%>=25,
also c= V25 =5 cm.

Ist a=38 cm, ¢=5 cm; dann ist 6*=52—32=16, also
b=Vy16 =4 cm. Allgemein ist:

c=Va@+h a=ye—6  b=ye—a

Fig. 85.

Der Anfinger hiite sich vor dem Fehler: aus ¢ = \a? + §? zu
folgern ¢ = a - 5!? Das wiire gleichbedeutend mit: die Hypotenuse
ist gleich der Summe der Katheten.

Der zweite Satz ist nach dem griechischen Philosophen Pythagoras
aus Samos (500 v. Chr.) benannt. Ob P ythagoras den Lehrsatz selbst
entdeckt hat, kann nicht mit Bestimmtheit nachgewiesen werden, doch ist
es sehr wahrscheinlich. Wie er den Satz bewiesen hat, ist unbekannt;
der von uns angegebene Beweis stammt von Euklid (300 v. Chr.). Das
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rechtwinklige Dreieck mit den Seiten 3, 4 und 5 war den alten Agyptern
schon 2000 v. Chr. bekannt; sie benutzten es sehr wahrscheinlich zum
Abstecken eines rechten Winkels,

Uber die Geschichte des pythagoreischen Lehrsatzes orientiert in

vorziiglicher und unterhaltender Weise das kleine Biichlein von W. Lietz-
mann: ,Der pythagoreische Lehrsatz mit einem Ausblick auf das Fermatsche
Problem.“ 0,80 M. Verlag Teubner.

»,Es ist nicht genug, zu wissen,
man muf auch anwenden; es ist nicht
genug, zu wollen, man mug auch tun.“

Goethe.

§ 9. Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck.
1. Gegeben zwei der GrioBen a, b, ¢. Gesucht die dritte.

a=1)40 2)25 30,15 4)18 5) 36  6) 4,395 m,
b= 42 32 1,12 25 9757 2,385 m,
c= 38 257 1,13 30,81 104 5 m.

. Man kann sich auf einfache Art drei ganze Zahlen a, b, ¢ bilden,
die der Gleichung a@® + b* = ¢? geniigen. Man setzt in den Ausdriicken
a=m’—n? B:=2mn, c=mt+nt (m>n)
fiir #, und # irgend welche ganze Zahlen ein, dann besitzen die drei
berechneten Zahlen a, b, ¢ die gewiinschte Eigenschaft. Wir setzen
z.B.m=4 und #»=3; dann ist a =42 —3%==7, 6=2.4.3 =24,
c¢=4?-1-32=25. Nun ist tatsichlich 72 4 242 = 25%. Priife die
Richtigkeit durch Ausrechnen. Zeige, da8 (m*—n%?t (2mn)’ =
(m? 4 »%)?* ist. Berechne einige Zahlengruppen a, b, ¢, fiir welche

a? 4 b® = ¢? ist,
.4 =284 cm, =13 cm sind die Seiten eines Rechtecks. Berechne
die Diagonale d sowie die Hohe des Dreiecks a, b, d (85 cm, 12,85 cm).

. Gleichschenkliges Dreieck. & = Grundlinie, 5 = Schenkel,
h =Hohe, die zu @; hy = Hohe, die zu b gehort. Aus den fett-
gedruckten Zahlen der folgenden Angaben sollen die fibrigen be-
rechnet werden.

a=1) 126 2) 30,6 3) 160 4) 30 cm,
b= 6 185 82 113 cm,
h= 16 104 18 112 cm,
J= 1008 159,12 1440 1680 cm?,
M= 3102 17,2 35,12 29,73 cm.

. Rhombus. d=120cm, D =182 cm. d und D sind die Diagonalen.
Berechne den Umfang # und den Abstand zweier Gegenseiten (436,
100,18 cm).
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6.

10.

§ 9. Aufgaben iiber das rechtwinklige Drejeck.

Der Radius eines Kreises ist 20 cm. Eine Sehne hat die Linge
a) 6, b) 10, c¢) 36 cm. Berechne den Abstand x des Kreismittelpunktes
von der Sehne (19,77, 19,36, 8,72 cm).

. a und b sind zwei parallele Sehnen eines Kreises mit dem Radius 7.

Berechne die Entfernung x(y) der beiden Sehnen, wenn sie auf der
gleichen Seite des Mittelpunktes liegen (wenn der Mittelpunkt zwischen
den Sehnen liegt).

a= 1) 80 2) 9,6 3) 4 4) 4 cm,
b= 84 1 18 8 cm,
r= 58 7,3 10 8 cm,
x = 2 0,7 5,44 0,82 cm,
y= 82 10,3 14,16 14,67 cm.

Zeichne den Kreis und die beiden Sehnen des Beispiels 4) und
pritffe die Rechnung durch Nachmessen an der Figur.
. Berechne aus der schriig gemessenen Nietteilung # und der Teilung #
in der Reihe den Abstand x der Nietreihen (Fig. 86).
Fir ¢, =6 cm, =9 wird x = 3,97 cm.

Fig. 6. Fig. 87.

. Gegeben ein Kreis mit dem Radius # und eine Gerade g, die den

Kreis nicht schneidet. Fille vom XKreismittelpunkt ein Lot auf g.
Seine Liunge sei a. Trage vom FuBpnnkt des Lotes eine Strecke &
auf g ab und ziehe vom Endpunkt eine Tangente / an den Kreis.
Berechne # aus 4, b, ». Es wird #= y/a® -+ b*—r" Fir
a=10,5=16, =5 wird ¢ =1819 cm,
a= 9,b= 4, r=5 , t= 849 ,.
In Fig. 87 ist x die Lénge einer #ufern, y die Linge einer innern
Tangente zweier Kreise mit den Radien R und r. e ist der Mittel-
punktsabstand. Berechne x und y aus R, » und e.
e= 1) 82 cm, 2)260 cm, 3) 6,92 m, 4)170 em, 5) 3,0 m,

R= 26 84 2,40 ,, 42 , 05
= 8 , 20 0,32 , 30 , 0,2
x= 80 252 6,60 |, 169,6 , 2,985 ,,
y= 146, 2382 , 6,362, 154 2,917 ..

- Warum ist x immer linger als y? — Fiir zwei Kreise, die

sich von auBen berithren, wird x = 2V R 7.
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Néherungsformeln. 49

. In einem Halbkreis vom Durchmesser 4 B =40 cm werden von A4
aus in Abstinden von je 4 cm Lote y auf AB errichtet und bis zum
Kreisbogen verlingert. Berechne die Liinge der vier ersten y (12,0,
16, 18,33, 19,60 cm).

. In einem Endpunkte A4 eines Kreisbogens vom Radius # wird eine

Tangente f gezogen. .Auf # wird von A4 aus eine Strecke 4B =x

abgetragen und in B ein Lot y auf # errichtet, das bis zum Kreis-

bogen verlingert wird. Berechne y aus x und r.(y =7 — V7> — x?).

«) Fiir # = 50 und x =10, 20, 30, 40 cm findet man y = 1,01, 4,17,
10, 20 cm;

B) fir =120 und x =20, 40, 60, 80, 100 c¢cm findet man y = 1,7,
6,9, 16,1, 30,6, 53,7 cm.

Innerhalb gewisser Grenzen kann y einfacher aus der guten Ndherungs-

x

2
5 berechnet werden. So lange x kleiner ist als % r

]
(% r) wird der aus ;—r berechnete Wert y um weniger als 19/,

(19/g) vom richtigen Wert y abweichen.

y) Zeichne in einem Koordinatensystem einen Viertelskreis von
¥ =10 em, der die x-Achse im Anfangspunkt berithrt und den
Mittelpunkt auf der positiven Ordinatenachse hat. Zeichne

im gleichen Koordinatensystem zum Vergleiche auch die Punkte
2

ein, die sich aus_ys-'zx; ergeben, fiir x=1, 2, ... 10 cm.

formel y =

d) Zeichne ein Stiick eines Kreisbogens, der zu einem Radius von

1 m gehort. Noch genauer als die gegebene Niherungsformel ist

x? xt
Y= tEs

Die fettgedruckten Zahlen in der folgenden Tabelle beziehen sich auf
gegebene, die andern auf berechnete Grifen eines rechtwinkligen
Dreiecks. (Siehe § 8 Anfang.) Die Léngen sind in mm, der Inhalt
in mm? angegeben.

a b ¢ ? q h J

60 80 100 36 64 48 2400

19,7 44,3 485 8 405 18 436

10 70 80,6 19,8 60,8 34,7 1400

34 63,7 72,25 16 56,25 30 1083
12,2 17,4 21,3 7 143 10 106

48 55 73 31,56 41,44 36,16 1320

HeB, Planimetrie. 4
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14.

15.

16.

17.

§ 9. Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck.

Von einem Punkte P im Abstande @ vom Kreismittelpunkt werden
die beiden Tangenten # an einen Kreis () gezogen, die ihn in A4
und B beriithren. Berechne # und die Beriihrungssehne s = 4 B aus
r und a.

a==1) 101 2) 130 3)149 cm.
y = 20 66 5,
t= 99 112 140 cm.
s = 39,21 113,7 95,84

Ziehe in einem Kreise einen Durchmesser A B = d, teile diesen durch
die zwei Punkte C und D in drei gleiche Teile, errichte in C und D
die Lote CE bezw. DF nach verschiedenen Seiten von 4 B. E und
F liegen auf dem Kreise und bestimmen mit 4 und B ein Rechteck.
Berechne die Seiten und den Inhalt des Rechtecks aus 4.
d
3
Priife die Dimension!
Aus der Sehnes (der Spannweite) und der Pfeilhohe 4 eines
Kreisbogens soll der Radius des Kreises berechnet werden.

Anleitung. Es ist:
s 2
s\? o g s (?) ey
(?) + (r — k) = #*, hieraus r=T=W+§'

V3 =0,774 4d; g‘/6_= 0,8165 d; %’i‘/?= 0,4714 d2.

Fiir = 1) 0,16 2) 5 3 2 4 5 5) 12,8 m,
se= 144 54 32 16 67,2
wird y = 1,70 75,4 65 8,9 50,5 .

Die obere Begrenzungslinie in Fig. 88 ist die Hilfte eines Kreisbogens,
der zu einer Spannweite s=30 m gehort. Berechne den Radius #
des Kreises und die Linge der Stibe @, —a, aus den Angaben
der Figur.

7 wird 39 m. Die Sehne des Bogens
ist daher vom Kreismittelpunkt um 36 m

L)
2 L ai'l 4
1 . |
t';?'“'3"“3'—3_3-
r 0
Fig. 88. Fig. 89.

entfernt. Daher ist @, = V398~ 12° 36 4 2 =37,108 —34 = 3,108 m.
Ahnlich findet man a@; = 3,947 m, a; = 4,536 m, a, = 4,884 m.
Berechne auch die Diagonalen einzelner der trapezartigen Felder.
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18. Das gleichschenklige rechtwinklige Dreieck (Fig. 89).

Wie grof sind seine Winkel? — Es kann als die Hilfte

eines Quadrates aufgefat werden. Aus der Figur folgt:
Die Hohe » ist gleich der halben Hypotenuse

‘Wir bezeichnen mit @ die Katheten, mit  die Hypotenuse,

dann ist:
@ = a% 4 a® = 2a?;
also d=a\2 y2=14142,
Hypotenuse gleich Kathete mal V2.

‘Will man die Kathete aus der Hypotenuse berechnen, so

lost man & ==a {2 nach a auf. Es ist:

d d V2 d__
TVETVE Ve BEAR
___‘/2

Kathete gleich halbe Hypotenuse mal | 2.
Dieses Resultat kann man unmittelbar aus dem schraffierten

. d
Dreieck ablesen; a ist die Hypotenuse und 3 die Kathete.

19. Das rechtwinklige Dreieck mit den Winkeln 30° und 60°.
(Fig. 90.)

Es kann als die Hilfte eines /1
gleichseitigen  Dreiecks  betrachtet o
werden. 2a N

Die kleine Kathete ist gleich der %
halben Hypotenuse, 60° N

Es sei a die kleine Kathete, a
h die groBe, 2a die Hypotenuse, Fig. 90.
dann ist:

W= (24P —a? = 4a® — a® = 3a?,
also: h=a,/8 |/3=17821 (genauer 1,73205).

GroBe Kathete gleich kleine Kathete mal /3.

h RREE R -

Aus h——a‘/S folgt a——-=—ﬁ—-l/':=—‘/3,

R ERRE
h "

4*
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Die folgenden Beispiele werden uns mit diesen Dreiecken
vertrauter machen.

20. a, d und J sind Seite, Diagonale und Inhalt eines Quadrates. Be-
rechne aus einer dieser drei GroSen die beiden andern:

a=1) 72 9) 132  3) 4723  4) 2347  5) 5773 m.
J— 5184 17424 22304 5508 33327 ,
d= 101,8 186,7 6,679 3,318 8,164
Beispiel:
1.a—5763 m, d=5763.1,4142 — 8150 m.
702 d -
2. d =70 cm, j=T=2450 cm?, a=—2—‘/2-=49,5 cm.

21. Zeichne ein Quadrat, das doppelt so groB8 ist wie ein gegebenes, ohne
die Seite des neuen Quadrates zu berechnen.

22. Die griBere Parallele eines gleichschenkligen Trapezes miBt a =
36 cm, die Hohe 7,2 cm. Die Schenkel sind um 45° gegen a geneigt.
Berechne die Parallele b, den Inhalt J, die Schenkel s (21,6 cm,
2,07 dm?, 10,18 cm).

23. Einem Quadrat von der Diagonale 24 werden an allen vier Ecken
durch Schnitte parallel zu den Diagonalen vier kongruente recht-
winklige Dreiecke von der Hohe —z— abgeschnitten. Berechne den

Inhalt und den Umfang der iibrigbleibenden Fliche.
Je= ";l R, u=05]1045h.

24. In Fig. 91 ist ¢ =50 cm. Der Inhalt der schraffierten Flache ist
736 cm?. Bestimme b und x. (8 cm, 5,656 cm).

Fig. 91. Fig. 92.

25. Der Umfang eines gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks ist 19,68 cm.
Berechne seine Seiten.
Losung. Die Kathete sei x, dann ist:

x4 x +xV 2=1968, x 24V 2)=1968,



26.

21.

28.

29.

Achteck. Gleichseitiges Dreieck. 53

1968  19682—V 2)  1968(2—V 2)

= 5.76 cm.

e rve T erve)e—vis) 42 =

Die Hypotenuse ist 8,14 cm.

Einem Quadrat wird ein regelm#Biges Achteck einbeschriehen
(Fig. 92). Berechne seine Seite s aus der Quadratseite a, sowie den
Inhalt aus a und s.

Es ist: a=2x+4s5, x= % V2. Daraus folgt:
a=s(V241)=2414235,
s=a(V2-—1)=0,4142 qa,

Inhalt: J=a*—s?=2s2(14-V 2)=48284s*=2sa,
J=2a*(V 2 —1)=0,8284at.
Begriinde die in der Figur gegebene Konstruktion der Achteckseite.
Die Diagonalen des Achtecks haben die Léngen:

dl=s‘/§+‘/2= 18478s, d,=s(}J2+41)=241425 =gq,
dy =s‘/§ @+y2) =2613s=4d, Ve
Fir s—=8 em wird d, =14,78, d,=1931 =4, d;=20,90 cm.
J =309 cm?.
Die Hypotenuse eines Dreiecks mit den Winkeln 30° und 60° miBt
40 cm. Wie lang sind die Katheten? (20, 34,64 cm.)

Die groBe Kathete eines solchen Dreiecks miBt 60 cm; berechne
die andere Kathete und die Hypotenuse. (34,64, 69,28 cm.)

Das gleichseitige Dreieck. Ist die Seite s, dann ist die Hihe

% nach Aufgabe 19 gleich —;~‘/3’ somit ist der Inhalt:

s\¢ ... g2 !
J = <§) V8= 1 V8 =10,433 s (Dimension!)

Damit kann der Inhalt unmittelbar aus s berechnet
werden. Man kann J auch aus /. berechnen. Es ist /%=

2 (S\2 3 .. kst .
§%— 3 =7 s%; somit ist T=7" Ersetzt man in der Formel

32 - S‘Z h2
J= T ‘/3 den Wert Y durchgy 80 erhilt man:
h‘l

J=5\/8=051744

Berechne aus einer der drei GroBen s, &, J eines gleichseitigen Drei-
ecks die beiden andern.
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30.

31.

32.

33.

34.

§ 9. Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck.

s=1) 426 mm, 2) 238 mm, 3) 1,712 4) 4,716 5) 4,263 m,
h= 368 mm, 205 mm, 1,483 4,085 3,692 m,
J= 786 cm?, 245 cm?, 1,269 9,631 7,87 m?
Die Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks mit dem Winkel 120 ©
mift 200 mm. Berechne die Schenkel und den Inhalt. (115,4 mm,
57,7 cm?)

Ein Winkel eines Rhombus ist 60°; berechne aus der Seite s die
Diagonalen und den Inhalt. (s, sv/3, J=0,866s2)

Das regelmifige Sechseck. Es liBt sich in 6 gleichseitige Drei-
ecke zerlegen. s = Seite, d = Abstand zweier Gegenseiten. Man priife:
d=sy3, J = 2,5981 s* = 0,8660 d=.

Berechne aus einer der drei GrdSen s, 4, J die beiden andern.
s=1)50 mm, 2)381 mm, 3) 51,96 cm, 4) 18,9 cm,
d= 86,6 mm, 66 mm, 90 cm, 32,7 em,
J= 6495 cm? 37,72 cm?, 70,15 dm? 924,9 cm?
Zeichne zwei konzentrische regelmiBige Sechsecke mit entsprechend
parallelen Seiten. s==Seite des groBeren Sechsecks, @ = Abstand
zweier entsprechender Seiten der beiden Sechsecke. Berechne den
Inhalt der Fliche zwischen beiden Sechsecken aus s und 4. Es wird:

j==6a(s———g \/?;j=2a(3s—-a‘/_35-

Fir s=8 cm, a=2 cm wird /= 82,14 cm?,
» s§=20 " a=14 » n j=42416 » e
Wihle auf einem Blatt Millimeterpapier den Anfangspunkt O eines
Koordinatensystems in der Ecke links unten. Zeichne den Punkt P
mit den Koordinaten x = 15, y — 15/ 2 = 21,21 cm und ziehe die Ge-
rade OP. Die Ordinate y eines beliebigen andern Punktes dieser
Geraden gibt die Mafzahl fiir die Diagonale eines Quadrates, dessen
Seite die zugehorige Abszisse miBt. Man entnehme der Figur die
Léngen der Diagonalen, die zu den Seiten 5, 9,3, 11 cm gehoren
und priife die Ablesung durch die Rechnung. Welche Seite gehort
nach der Figur zu den Diagonalen 10, 8,4, 16,4 cm?
Zeichne auf dem gleichen Blatt einen Punkt R mit den

Koordinaten & = 15, y = -1—2§- y/3=1299 cm und ziehe OR. Die
Koordinaten eines beliebigen Punktes auf OR liefern dle MaBzahlen
fiir die Seite und die Hohe eines gleichseitigen Dreiecks.

Zeichne die Punkte, die sich aus y=—'ﬁ—g‘/§ fir =1, 2,
3...cm ergeben und verbinde die Punkte durch eine Kurve. Warum

liegen wohl die Punkte nicht in einer geraden Linie? Welcher
Dreiecksinhalt gehort nach der Kurve zu einer Seite £ ==17,2 em?
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37,

38.

39.

Heronsche Formel. 55

A, B, C, D seien die vier aufeinanderfolgenden Ecken eines Quadrates
mit der Seite . Schlage um D einen Viertelskreis, der durch 4 und
C geht. Berechne aus » den Radius & des Kreises, der
1. die Seiten AD, DC und den Kreishogen A C berithrt
x=r¥ T—1),
2. die Seiten 4B, BC und den Bogen AC beriihrt
x=r@—V?2).
3. die Seite D C, den Bogen A4 C, sowie einen Halbkreis iiber

AD beriihrt. Der Halbkreis liegt im Quadrate ( =%).

AMB seien drei aufeinanderfolgende Punkte einer Geraden und es
sei AM = MB:=y. M ist der Mittelpunkt eines Halbkreises, der
durch 4 und B geht. Zeichne auch iiber A M und B M als Durch-
messer nach der gleichen Seite zwei Halbkreise und berechne den

Radius 2 des Kreises, der alle drei Halbkreise beriihrt (x= ; ) .

A, B, C seien die Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite s.
Schlage um A einen Kreisbogen durch B und C und berechne den
Radius « des Kreises, der die Seiten 4 B, 4 C und den Kreishogen B C

. s
beriihrt (r = ?) .

Schlage auch um B und C Kreisbogen durch 4 und C bezw.
4 und B und berechne den Radius & des Kreises, der alle drei Kreis-
bogen beriihrt, & == % 38 —V3).
Berechne aus dem Radius » eines Kreises 1. die Seite des ein-
beschriebenen Quadrates, 2. des einbeschriebenen, 3. des umbeschriebenen
gleichseitigen Dreiecks (r V2, V'3, 27V'3).
Es ist der Inhalt eines beliebigen Dreiecks aus den drei
Seiten zu berechnen (Fig. 93)..

Der Inhalt ist:

a
J=5h M
h ist unbekannt. Nach der Figur ist:
h? = b2 — g2, (Dreieck I), (2)
W= — (a - x)27 ( ” II)' (3)
(2) und (3) sind zwei Gleichungen
mit den zwei Unbekannten 4 und x; wir Fig. 93.

konnen daher 4 und & aus ihnen berechnen.
Zuerst bestimmen wir 2. Aus (2) und (3) folgt:
b—at=c'— (a— 2,
P—axt=c*—a’+2ax —a?
und hieraus: a4 b2 — ¢

Mk @
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§ 9. Aufgaben iiber das rechtwinklige Dreieck.

Setzt man diesen Wert in (2) ein, dann kennt man 4 und damit
nach (1) auch J.

Wir fithren die angedeutete Rechnung im einzelnen durch und
benutzen, um das Resultat in einfacher Form angeben zu konnen,
einige iibliche Abkiirzungen. Zuniichst schreiben wir (2) in der Form:

B=0+x)(b—=x).

Setzt man (4) hier ein, so erhilt man:

(b_,_L;—‘g)(b_fﬂi):

2a
2ab+a*4-0*—c* 2ab—a*—b"4c*
%a ’ 2a -
[(@+ ) — ¢*] [¢® — (@ — b)?]
4at ’

Jeder Faktor im Zihler ist die Differenz zweier Quadrate, also
ein Ausdruck von der Form #® — 22 Nun ist aber #%®—2% =
(# 4+ v).(# — v). Daher ist:

_@+bto@t+b—oct+a—b(c—atb)

4 a* ©)
Wir setzen:
at+b+4c=2s. (6)
Subtrahieren wir von beiden Seiten 2 a4, dann erhalten wir:
—a+b+c=2s—2a=2(s—a) )

Subtrahiert man von beiden Seiten der Gleichung (6) 2 & oder
2 ¢, dann erhilt man in &hnlicher Weise:
a—b+c=2(s—0b), ®)
at+b—c=2(s—c).
Diese Werte (6), (7) und (8) setzen wir im Zihler von (5) ein
und erhalten:
2s5.2(s—a)2.(s—b)2. s—0o _

2 .
W= 4a®

s(s—a) s—b)(s—o).

Somit ist:

2
h=;‘/s(s—a) (s—b)s—o).
SchlieBlich setzen wir diesen Wert in (1) ein:

J=-‘2‘—-§~‘/s<s—a)(s—b)(s—c>,

oder

s=halber Umfan
J= ‘/s (s—a)(s—b)(s—¢) ¢ des Dreiecks). &
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Priife die Formel auf ihre Dimension. Die Formel stammt von
Heron von Alexandria (erstes Jahrhundert vor Christus), weshalb sie
auch den Namen Heronsche Formel fithrt. Uber die geometrische
Bedeutung der Ausdriicke s —a, s — b, s — ¢ siehe Aufgabe 22, § 2.
Siehe auch Aufgabe 17, § 7. Ist der Inhalt eines Dreiecks bekannt,
s0 kann man, wenn die Seiten gegeben sind, auch die drei Héhen /4a,
hv, hc berechnen. Zahlenbeispiele liefert die folgende Tabelle:

a b ¢ J ha ho he
1. 68 75 7 2310 67,94 61,6 60
2 13 4 15 84 12,92 12 11,2
3. 145 25 15 18 248 144 2.4
4. 6 7 9 20,976 6,99 5,99 4,66

Leite aus der Heronschen Formel die Inhaltsformeln fiir das
gleichseitige, gleichschenklige und rechtwinklige Dreieck ab.

Die mittlere Proportionale oder das geometrische Mittel.
Man versteht unter der mittleren Proportionalen oder dem
geometrischen Mittel zweier Zahlen a4 und 4 die Quadrat-
wurzel aus dem Produkte der beiden Zahlen, also den
Ausdruck: -

w:{ab.

Unter dem arithmetischen Mittel versteht man die Summe
zweier (oder mehrerer) Zahlen dividiert durch ihre Anzahl, also fiir
zwei Zahlen a und &

__a+b
=—

So ist fiir @ =5, b =11, x = 7,416 und y =8.

Werden die GroBen @ und & durch Strecken dargestellt, so
kann man & und y leicht konstruieren. Die Konstruktion von y ist
ohne weiteres verstindlich: Zur Konstruktion des geometrischen
Mittels kann man jeden Satz der Geometrie benutzen, der aussagt,
daf ein gewisses Rechteck einem Quadrate inhaltsgleich ist, so
z. B. die Siitze 2 und 4 in § 8. Denn sind @ und b die Rechtecks-
senen‘[und ist & die Seite des Quadrates, dann ist x® =a b, also

ab

Die Fig. 94 und 95 zeigen die Konstruktion einer Strecke von
der Linge \/ab, wenn a und & gegeben sind.

Fig. 94 stiitzt sich auf Satz 2, Fig. 95 auf Satz4 in § 8. Die
gestrichelten Linien sind zur Konstruktion nicht erforderlich.

Mit Hilfe dieser Figuren kann man auf rein zeichnerischem
Wege die Quadratwurzel aus einer Zahl auf einige Stellen
genau bestimmen. Soll z. B. ‘/ 14 konstruiert werden, so macht man
in den Figuren ¢ =7, =2 cm, dann wird x_‘/ 14.



h8 § 10. Der Kreis.

Unter Benutzung des Ausdrucks ,mittlere Proportionale“ kann
man den Sitzen 2 und 4 in § 8 eine andere Fassung geben. So
lautet Satz 4: Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks ist die mittlere

Fig, 94. Fig. 95.

Proportionale zu den beiden Hypotenusenabschnitten. Ahnlich formuliert
man Satz 2.

41. Einige Verwandlungsaufgaben, die sich -auf die Sitze 2, 3

und 4, § 8 stiitzen. Ein Quadrat zu zeichnen:

«) das den gleichen Inhalt hat wie ein Rechteck mit den Seiten a
und & (Sitze 2 und 4 in § 8),

B) das gleich ist dem 3., 4., 5. ... Teil eines gegebenen Quadrates
(Sdtze 2 und 4),

y) das gleich ist der Summe dreier Quadrate mit den Seiten &, b, ¢
(Satz 3),

d) das gleich ist der Differenz zweier Quadrate mit den Seiten a
und & (Satz 3).

In allen diesen Aufgaben lieSe sich natiirlich die Seite des ge-
suchten Quadrates auch unmittelbar aus @, & (¢) berechnen und
nachher konstruieren.

Es seien a, b, ¢ beliebige gegebene Strecken. Konstruiere (und
priife nachtriglich durch die Rechnung) die Ausdriicke a‘/i a‘/3,

— ]
\/a2+b25 \/ag—bgy \/a2+b2+627 ‘/abv \Ia'%'

§ 10. Der Kreis.

1. Der Umfang des Kreises. Wir denken uns in und um
einen Kreis der Reihe nach ein regelmifliges 3-, 6-, 12- ... Eck
gezeichnet. Die Umfiinge der einbeschriebenen bezw. umbeschriebenen
Vielecke seien ug, #g, Uy .... bezw. U, Uy U, ... Man wird
an einer Figur leicht erkennen, daf

g < tg < 25 ... < als der Umfang des Kreises
und Uy S U > Up>..... >, ” " ,, ist.

Mit wachsender Seitenzahl dringen sich die Vielecke sowohl
von auBen als von innen immer niher an die Kreislinie heran. Der
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Umfang des Kreises ist der Grenzwert, dem sowohl die Umfinge
der einbeschriebenen, als auch die der umbeschriebenen Vielecke
zustreben. Der Kreis erscheint als ein Vieleck mit unendlich vielen
aber unendlich kleinen Seiten. Indem man die Umfinge der ein-
und umbeschriebenen Vielecke fiir immer griofiere und grofere
Seitenzahlen berechnet, wird man auch dem Umfange des Kreises
immer ndher riicken. Schon im 3. Jahrhundert vor Christus hat
Archimedes von Syrakus mit Hilfe des einem Kreise ein- und
umbeschriebenen 96-Ecks gefunden, daf der Umfang des Kreises
etwas kleiner sei als das 3!/,fache und etwas grofer als das 310/, fache
des Durchmessers (3/, = 3,1428; 310/, = 8,1408). Man bezeichnet
die Zahl, mit der man den Durchmesser eines Kreises multiplizieren
muf, seit ungefihr 200 Jahren allgemein mit dem griechischen
Buchstaben 7z (Pi). Genaue Untersuchungen haben ergeben, daf v
ein unendlicher, nicht periodischer Dezimalbruch ist, dessen erste
Stellen lauten: 3,1415929..... Fiir die Rechnungen begniigt
man sich mit den ersten Stellen von s-r. Wir benutzen in Zukunft
immer den Wert
7 = 3,1416 1)
in Verbindung mit den abgekiirzten Rechenoperationen.
Der Umfang eines Kreises wird somit gefunden, indem
man den Durchmesser mit = multipliziert.
Bezeichnet # den Umfang, d den Durchmesser, » den Radius,
50 ist :
u=dag=2rrmn, (2)
7t ist als Verhiltnis vom Umfang zum Durchmesser eine reine Zahl.
2. Der Inhalt des Kreises. Die Inhalte der einem Kreise

umbeschriebenen regelmifigen 3-, 6-, 12- ... Ecke sind nach § 6
r

2
Jo=Us- %; Jie=U, - —;— usw. Die Inhalte der Vielecke nihern’

(Tangentenvieleck) der Reihe nach gegeben durch J3=U; -

sich mit wachsender Seitenzahl unbegrenzt dem Inhalte des Kreises,
wihrend ihre Umfinge sich dem Kreisumfang nihern. Fiir den
Inhalt des Kreises ergibt sich so die Formel

T - ‘% _ Umfang;( Radius ) @)

r
Nach (2) ist #u=27rm, also J=27rmx - 5= 727, oder auch, da

¥ = -2—-lst:
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az
J=rig= T 7T, (4)
Der Inhalt eines Kreises wird somit gefundem, indem
man das Quadrat des Radius mit v multipliziert.
Man beachte die Dimension der Formeln 2 und 4.
Umfang (eine Linie) = Durchmesser (eine Linie) mal 7.
Inhalt (Fliche) = Quadrat des Radius (Fliche) mal = (Fig. 96).

Fig. 9. Fig. 97.

3. Der Kreisring (Fig. 97). Seine Fliche ist die Differenz
zweier Kreisflichen. Daher ist:
J=Rn—7ra=nR—r)=a(R+7r(R—7)
—2n. BET (R,
Nun ist R — » = w = Wandstirke.
R+
2
Daher ist J=2mrm.w;
2 7¢ ¥m = Umfang des mittleren Kreises = 22,
J=upy.w="Umfang des mittleren Kreises
mal Wandstéirke
Q)

= 7m = Radius des mittleren Kreises.

oder auch J=n(R*—1r})= TI (D2 —a?
U+ u

Um= — Inwiefern erinnert die Formel /= u#y,.w an die
Inhaltsformel eines Trapezes?

4. Der Kreisbogen. Das Bogenma$ eines Winkels (Fig. 98).

Umfang des ganzen Kreises =27 7. Einem Zentriwinkel von 1°

2
entspricht daher eine Bogenlinge '527” = —%;%— Ist der Zentri-
winkel nicht 19, sondern «° dann ist das entsprechende Bogen-

,
stiick & das a-fache von -1%; es ist also:
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. rT
Bogenléinge b = 1o af, (6)
dividiert man Gleichung (6) durch 7, so erhilt man:
b 7
7= 1800 *" ™

Diesen Quotienten: Bogen durch Radius, nennt man das
Bogenmaf eines Winkels «® Als Quotient zweier Lingen ist
das Bogenmaf eine reine Zahl, die sich aber bequem geometrisch
veranschaulichen 148t (Fig. 98). Man denke sich um den Scheitel
eines Winkels einen Kreis mit dem Radius 1, der Lingeneinheit,
geschlagen, Zum Winkel «® gehort auf
diesem Einheitskreis nach (6) ein

Bogenstiick von der Linge l'——z
%‘,— - «%; das ist aber der Ausdruck (7).
Das BogenmaB eines Winkels
stimmt also genau mit der Mafzahl Fig. 98.

des zwischen seinen Schenkeln

liegenden Bogens im Einheitskreis iiberein. Die reine
Zahl, das Bogenmaf des Winkels, wird durch die Lénge
des Bogens geometrisch dargestellt; der Bogen ist der sichtbare
Triger der reinen Zahl. Man bezeichnet das Bogenmaf eines
Winkels von «® mit & oder mit arc «® (gelesen: Arkus «; arcus
heifit Bogen). Es ist demnach:

Bogen b 0= 0_ " o
Radius v 180 & ~ *79ree (8)

= Bogenmafs des Winkels o°.

Wir besitzen von jetzt an zweierlei Maf zum Messen eines
Winkels: das Gradmaf (§ 1) und das BogenmaB.
Die folgenden Beziehungen sind leicht zu merken:

dem GradmaB 360° entspricht das Bogenmaf 2x,

” ” 180° ” ” ” 7,
11
” ” 90 0 ” ” ” ? ’
T
n ” 60° ” ” ” g usw.

Ganz allgemein steht das Bogenmaf mit dem GradmaB nach
(8) in der Beziehung:
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w

= . 0
“=7180 %7 o)
daher ist: af= 1—78:)— ‘-

Die Umwandlung des einen Mafes in das andere geschieht
180
also darch Multiplikation mit den Briichenl—go—und—n— - Fiir den
letzten Wert ist auch die Bezeichnung @° gebriuchlich, z. B. auf
Rechenschiebern. Durch Ausrechnen findet man:
n -—
1800

0
% = 57,2958° = gO.

0,017 45,
(10)

; . 0= " _.66=
Es ist z. B.: arc66 180 66 = 1,1519.

Am einfachsten gestalten sich die Umrechnungen mit Hilfe
der Tabellen T und II am Schlusse des Buches. Tabelle I enthilt
unter der Uberschrift ,Bogenlinge das BogenmaB des links davon-
stehenden GradmaBes (10— 180°); Tabelle II enthilt die Werte fiir
die Minuten und Sekunden. Man beachte:

arc29=2.arc19=2.0,01745 = 0,0349,
arcl' = 1 arc 1% = 0,0029.

60

Beispiele. @ =1,1456; @0 =9
~ Es ist o= 11456

0—=250 24/; =? ,
are 220 — 0.4538 ’ “ (Nach der Tabelle) arc 65°=1,1345
=0, = 1,1345
are 24 = 0,0070 Rest = 0,0111
% — 0.4608 (Nach der Tabelle) arc 38' =0,0111

, Rest 0

also ist «=65° 38"

Man rechne auch beide Beispiele nach (9).
Nach diesen Bemerkungen kehren wir zu Formel (6) zuriick.
Es war:

rmw 7T
AL WA |
b= =" 180 “"
T ~
L oier
Nach (9) ist g5 "= @ somit ist:

a

b=7rc,
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d. h.: Der Bogen, der in einem beliebigen Kreise zum Zentri-
winkel «® gehort, wird aus dem entsprechenden Bogen im
Einheitskreis einfach durch Multiplikation mit dem Radius »
gefunden (Fig. 98).

5. Der Kreisausschnitt oder Kreissektor (Fig. 98). Inhalt
des ganzen Kreises = 72sr; daher hat ein Sektor von 19 Zentri-

o

winkel den Inhalt - 360 +an 0 mift der Zentriwinkel nicht 19, sondern e,

so ist der Inhalt der Sektorfliche gegeben durch:

227 .
J = W 0. ’\12)

Formel (12) kann auch so geschrieben werden:

rir r
= 9. —
'=1g5 %" 3
rir
oder, da 180 =06
b .
st g 2r _ Bogen >: Radius 13)

Beachte die Ahnlichkeit dieser Formel mit der Inhaltsformel
h
eines Dreiecks ( J= —grzif).

Nach (11) ist b= ra, daher ist der Inhalt des Sektors auch
gegeben durch:

w

br re-r ¥ -~
e e

oder J=1r. (14)

N|R)

Ist » =1 und bezeichnen wir die MaBzahl fiir den Inhalt
des entsprechenden Sektors im Einheitskreis mit /,, dann ist:

—~

. e @
./1 =nl_ : 525
und daher ist nach (14) J=r2.J,

d. h.: Der Inhalt eines beliebigen Sektors ist das 7*-fache
vom Inhalt des entsprechenden Sektors im Einheitskreis.
Das halbe Bogenmafi eines Winkels ist zugleich die MaB-
zahl fiir die entsprechende Sektorfliche im Einheitskreis.
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6. Der Kreisringsektor. Fig. 99 ist die Differenz zweier
Sektoren:

Rn r2x T R
=360 %~ 360 %"= 360 K7
T T R-+7r

R+r

R — r = w Wandstérke; — = 7w = mittlerer Radius;

2

”1_-83 - ¥m = bm = mittlerer Bogen. Daher ist:-
J = bm . w = mittlerer Bogen >< Wandstiirke. (15)

Beachte die Ahnlichkeit dieser Formel
mit der Inhaltsformel eines Trapezes.

Ist B der lingere, & der kiirzere
Bogen, dann ist:

b BEE.

2

7. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment (Fig. 100).
Subtrahiert man vom Sektor mit dem Zentriwinkel «9 das Dreieck
mit den Seiten 7, 7, s, so erhdlt man das

2 Segment. Sein Inhalt ist daher gegeben durch:
S br s(r—h
| 4 ?" 4| = ——_
e 'i 4&/ ] 2 9 (1 6)
Fig. 100. In den meisten Féillen ist entweder nur 7

und « oder s und %~ bekannt und die iibrigen
Grofen miissen berechnet werden. Man kommt aber dabei auf Auf-
gaben, die mit den einfachen Mitteln der Planimetrie nicht lésbar
sind. So kénnen wir z. B. den Inhalt des Dreiecks aus » und «
im allgemeinen nicht berechnen.
Wir geben im folgenden zwei Néherungsformeln, mit
denen man den Inhalt eines flachen Kreissegments ziemlich genau
bhestimmen kann.
Die Fliche eines flachen
Kreissegments, ist angenéhert (~)
Fig. 101. gleich zwei Dritteln des Rechtecks,
das aus der Sehne s und der
Pfeilhohe % gebildet werden kann (Fig. 101).

J=~ %-s h. a7
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Solange der Zentriwinkel e kleiner ist als ungefihr 500 oder,

was damit gleichbedeutend ist, solange % kleiner ist als %'s oder

lilr’ erhilt man hieraus einen Inhalt, der sich vom richtigen

Inhalt um weniger als 19/, unterscheidet. Der nach (17) berechnete
Inhalt ist zu klein.

Viel besser ist die folgende Formel:

2 h3 h ‘, o
v]=~§8h+?s—=6—s(48"+3h‘)1), (18)

wie wir an Beispielen in folgenden Paragraphen zeigen werden.

Auch die Bogenlinge & (Fig. 100 und 101) kann aus s
und /% angeniihert bestimmt werden, es ist
88, — gl
b=~ #813—8)— : (19)
worin s, die Sehne bedeutet, die zum halben Bogen gehort, und die
sich aus s und % ja leicht berechnen lidBt.

‘Wir werden in einem spiteren Paragraphen zeigen, wie man
den Flicheninhalt eines beliebigen Kreissegments aus dem ent-
sprechenden Segment am Einheitskreis berechnen kann.

Wer sich fiir die Geschichte des Kreises interessiert, der sei
auf das kleine Biichlein: ,Die Quadratur des Kreises“ von E. Beutel,
12. Bindchen der ,mathematischen Bibliothek“ hingewiesen. (Ver-
lag Teubner.)

»,Die wichtigste Einsicht fiir einen
Anfénger . . . ist, daB er nicht vorwirts
gehe, in der bloSen Annahme, daf er
schon wisse, wie die Dinge gemacht
werden; er muB alles durch den wirk-
lichen Versuch gelernt haben und nicht
durch bloBes Horensagen.“ Perry.

§ 11. Aufgaben iiber den Kreis.
1. In einem technischen Kalender sind die folgenden Beziehungen zwischen
dem Durchmesser 4 und dem Inhalt J eines Kreises angegeben.

d=1,1284,/ ], J=0,7854 2, v/ =088624.

1) Nach J. Perry: Angewandte Mechanik 8. 7. (Teubner.)
He8, Planimetrie. 5
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Priife die Angaben auf ihre Richtigkeit. — Beweise: Der Umfang #
kann aus dem Inhalt J nach # —= ‘,/ 4 n J berechnet werden.
2. Berechne aus einer der drei Grofen d, #, J die beiden andern.

d= 1) 30 2)2480- 3)375 4) 2467 5) 531 6) 0,231 m,

= 9425 77791 1178 7,749 16,68 0,726 m,

J= 170686 4,831 11045 4,779 22,14 0,042 m?2.
Die bei solchen Aufgaben auftretende Division durch n kann

durch die Multiplikation mit % = 0,3183 ersetzt werden. Tabellen

iiber Kreisumfinge und Kreisinhalte erleichtern die Arbeit bedeutend.

3. Der Abstand der Mittelpunkte zweier gleich grofer Riemenscheiben
betrigt 3 m. Die Durchmesser der Scheiben sind 520 mm. Wie
lang muB der offene Riemen sein, wenn man fiir das Zusammennéhen
20 cm zugibt? 7,834 m.

4 Ein Leitungsdraht hat einen Querschnitt von 50 mm2. Wie grof
ist der Durchmesser? 7,98 mm.

5. Ein Drahtseil soll eine Last von 5000 kg tragen. Auf den Quadrat-
zentimeter des Querschnitts ist eine Belastung von 700 kg zuldssig.
Welchen Durchmesser mu8 das Seil haben? ~ 31 mm.

6. Uber der kiirzern obern Seite @ eines Rechtecks ist ein Halbkreis
angefiigt. Die Hohe der ganzen Figur (Rechteck - Halbkreis) sei &.
Berechne aus @ und & den Umfang # und den Inhalt J der Figur.
Fiir a =1,2dm, & =5 dm wird » — 11,885 dm, /= 5,845 dm?,
, a=8cm, J=100 cm® wird b = 13,38 cm.
Beweise: Die Strecke 4 C = x in Fig. 102 ist fast genau gleich dem
halben Kreisumfang. (Konstruktion von Kochansky, 1685.)!)

-1

Anleitung: Berechne # aus dem rechtwinkligen Dreieck 4B C.

AB =2y, BC=3r—BD, BD= /’?. Mean findetz = 3,14153 »

statt 3,14159y. Wie gro§ ist der Fehler fiir =1 m?

1) Die Berechnung der Linge einer Kurve nennt man auch Rek-
tifikation der Kurve.
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. Zeichne einen Kreis, dessen Fliche glexch ist der Summe zweier

Kreise mit den Ra.dlen aud b (x= Vv /a® 4 b%, wenn x der Radius
des gesuchten Kreises ist.)

. Man berechne aus zwei der GroSen D, 4, w, J eines Kreisrings

die beiden andern (Fig. 97):
d=1) 10 2)318 3) 168 4) 773 5) 464 6) 66,5 cm,

D= 1444 680 5,66 17,73 664 1065 cm,
w= 22 181 1,99 5 10 20 cm,
J= 8536 2837 2294 200 1772 5435 cm?®.

Ist z. B. / und w gegeben, so kann man #m oder dm be-
rechnen. Es ist dann D =dm +w, d = dn — w.
Zeichne zwei Kreise mit verschiedenen Mittelpunkten M,, M,, so
daB der eine Kreis ganz im Innern des andern liegt. (Exzentrische
Kreise.) Ziehe durch M, M, eine Sekante g. Auf g liegen der
kleinste und der griBte Peripherieabstand & und a der beiden Kreis-
linien (@ >>b). Berechne aus @ und & die Entfernung e = M, M,,

die Exzentrizitit der beiden Kreise. HEs wird e:aT-

Beweise: Bei allen Kreisringen von der gleichen Wandstérke unter-
scheiden sich die Umféinge der beiden Kreise um den gleichen Betrag.

. Berechne den Inhalt der beiden Fig. 103 und 104. Die MafBe sind

Millimeter (25,03 cm?, 988 cm?).

; Q b
- P — - 1 "{ W
e - F— —-
B 700 — 00—
Fig. 103. Fig. 104.

Beweise: Ein Viertelskreis um die Ecke eines Quadrates durch die
beiden benachbarten Ecken zerlegt das Quadrat in _zwei Teile, deren
Inhalte sich nahezu wie 3:11 verhalten (7 = —2,%)

Der Inhalt der Fig. 105 ist zu berechnen fiir

h=10,0=8,d =1,r =4 cm (/=20,43 cm?); N ul

fiirh =12, b =20, d=2cm und /= 68 cm® 4 1

wird » = 6,1 cm. %

Ein Zahnrad soll 80 Zihne erhalten; die

yTleilung #¢ das ist der Abstand von =

Zahnmitte zu Zahnmitte auf dem Bogen Fig. 105.

des Teilkreises gemessen, betrage 11 mm.

Bestimme den Durchmesser des Teilkreises (¢ = 280 mm).
5*
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17.

18.

§ 11. Aufgaben iiber den Kreis.

Die Teilung # wihlt man gewdhnlich als ein bequemes Vielfaches
von 7. So ist in dem vorhergehenden Beispiel 11 =3!/,.7x. Den
Faktor vor n, hier 3!/,, nennt man den ,Modul“ der Zahnteilung.
Es bezeichne M den Modul, # die Teilung, 3 die Zihnezahl, d den
Durchmesser des Teilkreises, dann ist =M .x.
Umfang =dn=1t.5=M.n.3; aus dieser Gleichung folgt
d=M .3
d. h. Durchmesser des Teilkreises = Modul >< Zdhnezahl.
Die Zi#hnezahl eines Zahnrades ist 60, der Modul 2!,. Wie grof ist
die Teilung # und wie groS der Durchmesser des Teilkreises?
¢ =17,854 mm, d =150 mm.
Wieviel Zihne erhilt ein Rad bei 26 cm Teilkreisdurchmesser und
7,85 mm Teilung? =104, M = 21/,
Weitere Beispiele:
t=1) 628 2) 2513 3) 3456  4) 18,85 mm,
3= 88 70 84 100
d= 176 560 924 600 mm.

Eine Welle drehe sich mit gleichformiger Geschwindigkeit um ihre

Achse. Ein Punkt des Umfangs legt bei einer Umdrehung den Weg

27 #, bei # Umdrehungen in der Minute den Weg .2 zuriick.

Somit ist der von einem Punkte am Umfange der Welle in einer

Sekunde zuriickgelegte Weg, d. h. die Umfangsgeschwindig-

keit v: 0

n.2xr wrn

="60 ~ 80 M
Der von einem beliebigen, aber fest gewihlten Radius pro

Sekunde iiberstrichene Bogen auf einem Kreise mit dem Radius 1

heiBt die Winkelgeschwindigkeit o (lies: Omega). Es ist somit

nn
w=735" )
Aus (1) und (2) folgt
v=r.0. ®)

Eine Welle macht 200 Touren pro Minute; wie grof ist ihre
Umfangs- und Winkelgeschwindigkeit bei einem Durchmesser von
24 cm? o =251 msec. = 20,94 pro Sekunde.

Wie viele Touren miite eine Welle von 15 em Durchmesser
pro Minute ausfithren, um eine Umfangsgeschwindigkeit von 10 m/sec.
zu besitzen? 1273,

Die in Fig. 106 gezeichnete Kurve setzt sich- aus zwei Ereisboggn
zusammen. Berechne ihre Linge / aus #, R, o, 8. (=ra+ R.p)
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Firr=20cm; a =7% R= 32cm; 2= 82° wird /= 71,98 cm.
Firr =53 cm; « =22% R =104 cm; 8 = 110° wird / = 220 cm.

AN\

SN\

Fig. 106.

Eine Halbkreisfliche wird durch einen Radius, der mit dem Durch-
messer einen Winkel von 60° einschlieSt, in zwei Sektoren zerlegt.
Beweise, daB der Bogen des groSeren Sektors gleich ist dem Umfange
des Kreises, der dem kleineren Sektor einbeschrieben werdem kann.

. MA und MB seien zwei Radien eines Kreises, die einen spitzen

Winkel miteinander einschlieBen. C sei der Mittelpunkt von M B.
Schlage um C einen Kreis durch A und B und beweise, daf die
zwischen den Radien Af 4 und M B liegenden Bogenstiicke der beiden
Kreise die gleiche Liinge haben.

Um wieviel ist der #uBere Bogen B eines Kreisringausschnittes linger
als der innere Bogen 6? Ist « der Zentriwinkel, w die Wandstérke,
dann ist B—b=wa. Wie verindert sich das Resultat fiir ver-
schiedene Figuren, aber gleichem w und «? Konstruiere einen Bogen
von der Linge w a.

. Zu den folgenden Winkeln «® soll das darunter stehende Bogen-

maB « mit Hilfe der Tabelle berechnet werden.
a’°\= 1) 28° 24/ 2) 70° 51 3) 143° 18’ 4) 208° 35’
a=  0,4957 1,2365 2,5010 3,6405

Bestimme mit Hilfe der Tabelle das zu dem Bogenma8 « gehorige
GradmaB «° der Winkel.
«= 1. 0,5706 2. 0,9918 3. 1,7153 4. 3,9463
a® = 320 42/ 56° 50° 980 17/ 226° 7/

Fihre die Rechnungen auch durch mit Hilfe der Gleichungen (9)
und (10) in § 10.

Graphische Darstellung des Zusammenhangs zwischen
GradmaB und BogenmaB.

Man zeichne auf einem Bogen Millimeterpapier ein Koordinaten-
kreuz nach Art der Fig. 107. Als Abszissen trage man das Gradmag,
als zugehorige Ordinaten das Bogenmaf ab. Man wihle die Strecken
0°—10° 10°—20° usw., je gleich 2 cm, und mache die Strecke

90°—P gleich dem Bogenma8 von 90° also gleich fg;z 1,5708.

Man wihlt praktisch die Lingeneinheit fiir die Ordinaten als 10 em.
Es wird also die Strecke 90° P 15,71 em lang. Die Ordinate
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§ 11. Aufgaben iiber den Kreis.

eines beliebigen Punktes auf der Geraden OP liefert das
Bogenmaf zu dem Winkel, der durch die zugehdrige Abs-
zisse gemessen wird. Mit
Hilfe dieser einfachen Figur kann
man zu jedem Winkel von 09 bis
120° von 30 zu 30‘ das Bogen-
ma8 auf zwei, meistens auf drei
Ziffern genau bestimmen und um-
gekehrt. Priife die beiden ersten
Beispiele in 22 und 23 an der
Figur. Wihle andere Beispiele
aus der Tabelle I. Fir welchen
Winkel ist das Bogenmaf 1?
(Siehe die gestrichelte Linie.)

N 0
Fig. 107. Genau fir 570 18' = 0" |
Vergl. auch Fig. 145.

25. Fiir die Aufgabe: ,Einen Kreisbogen (8) durch eine gleich

lange Strecke () darzustellen“ gibt es die folgende gute
Niherungskonstruktion (Fig. 108). Sie stammt von dem Kardinal

W iin OV Nikolaus Cusanus (1401—1464).

/, B N Ziehe in A die Tangente, mache
/77 Mz AB=38r,ziehe BC") bis zum Schnitt

g {”?-,?E_Z’ mit der Tangente; dann ist & nahezu
Bl 2r & - Al gleich . Solange der Winkel « kleiner

26.

21.

ist als 609, weicht die Strecke & um
Fig. 108. weniger als 19/, von & ab.?) Fiihre
die Konstruktion aus fiir einen Kreis
von 5 em Radius und ¢« = 60° und priife die Ergebnisse durch die
Rechnung. Mit Hilfe dieser Konstruktion kann man auch umgekehrt
eine Strecke auf einen Kreis oder einen Kreisbogen auf einen andern
Kreis von anderm Radius iibertragen.
Es sei # = Radius; « = Zentriwinkel; & = Bogen; /= Inhalt eines
Kreissektors. Berechne aus irgend zwei der 4 GroBen die beiden
andern.

r=160 2 15 3) 16 4) 40 515  6) 5ecm,
e= 74  108°19' 35049‘  210°42‘  37°36' 45050
b= 7149 2836 10 1471 09845 4 cm,
J= 2325 2127 80 2942 0,7384 10 cm®

In neuer Winkelteilung (100 Grad auf den Viertelskreis) lauten
die Formeln fiir 4 und J:

") C sollte in der Fig. 108 den Endpunkt des Bogens b bezeichnen.
) Nach G. Scheffers: Lehrbuch der Mathematik, 2. Auflage, S. 569.
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rma r’aa . 200 n
500 J= 100 und es ist v 63,6629 300 = 0,015708.

Priife die Richtigkeit der Angaben.

b=

. An einen Kreis mit dem Radius # sind zwei Tangenten ¢ unter einem

Winkel «¢ = 60° gezogen. Berechne den Inhalt der Fliche zwischen
den beiden Tangenten und dem Kreishogen aus « und # oder «
und ». Es wird J=0,2283 #2 = 0,6849 7% TFiir « = 120° wird
J=10,1613 #* = 0,0538 r2.

. Der Radius r eines Kreisringsektors (Fig. 99) sei 2 m; a = 259;

w = 30 cm. Berechne seinen Inhalt (0,2815 m2).
Die Spannweite s des kleineren Bogens eines Kreisringsektors sei
80 cm ; die Pfeilhohe dieses Bogens sei A =10 cm; w = 30 cm. Be-
rechne den Inhalt des Kreisringsektors.

Losung: » wird nach Aufgabe 16, § 9: 85 cm.
J8si—s_ 840 4102 —80

3 3

@ = % =0,9798; bn=? J=bm- - w=294dm?,
Genau zum gleichen Resultat kommt man mit Hilfe der Trigonometrie.
Der Inhalt einer Rohre von Kkreisfsrmigem
Querschnitt und der in Fig. 109 gezeichneten
Form wird gefunden, indem man die Linge
der Mittellinie mit dem Inhalt des Querschnitts
multipliziert. Bestimme das Volumen der Rohre
fir R=45 ecm; 7r=25 cm, w =10 cm,
« =240°, unter der Voraussetzung AM||
B M || zur Symmetrielinie m.

b= = 83,28 em.

V=R+ne- 2" =2303ame

Fig. 109.

Aus dem Radius » und dem Zentriwinkel « = 60° ist die Sehne s,
die Bogenhshe 4 und der Inhalt des Segmeants zu berechnen. Man
berechne den Inhalt auch nach den beiden Niherungsformeln:

2 2 h?
]lz—?;sh und ‘,2_§Sh+ﬂ

und bestimme den hierbei begangenen Fehler in Prozenten des
richtigen Inhaltes. Zeichne die Figur! (Fig. 100.)
Losung. Es ist
s=r

h:r——%‘/g_—_%(é—— \/5)20,1340r,

2 2
J=rm_rVs_ ,2(1—@) = 0,0906 7%,
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33.

34.

§ 11. Aufgaben iiber den Kreis.

Ji= %s.h:% - 7.0,1340 = 0,0893 r2,

3
So=l+ 2”—5 = 0,0893 #* 4 0,0012 #? = 0,0905 #2.

Unter dem absoluten Fehler versteht man die Differenz
zwischen dem wirklichen Inhalte / und dem aus J; berechneten
Néherungswert, also

J— J,=0,0013 2.

Dividiert man diesen Fehler durch den richtigen Inhalt J, so erhilt
man das Verhéltnis des Fehlers zum richtigen Inbalt, den relativen
Fehler
J—Ji _0,0013 »*
] 0,0906#°
der nach J, berechnete Inhdalt ist demnach um 1,4/, zu klein.
Fiir J, ergibt sich der Wert
J—J; _0,00012*
~J T 0,0906 ®

der Fehler betrigt also nur 0,1°, Eine genauere Priifung der
Formeln zeigt, daf die erste Nidherungsformel bis ungefibr zu einem
Winkel o« = 50° einen Fehler liefert, der kleiner als 19/, ist; das
entspricht einem Verhiltnis %2:s=1:9. Dariiber hinaus sollte man
/1 nicht benutzen. J, liefert brauchbare Resultate fiir alle Segmente,
die kleiner als der Halbkreis sind. Der Fehler erreicht nirgends den
Wert 19/,.

Die Tabelle I enthidlt die Bogenhthen, Sehnenlingen und In-
halte der Kreisabschnitte fiir alle Winkel von 0°—180° fiir einen
Kreis vom Radius 1. Ist der Radius nicht 1, sondern #, so sind die
Werte fiir die Sehnen und BogenhShen mit 7, die der Segmente mit
#? zu multiplizieren. Wir werden spiiter auf diese Tabellen zuriick-
kommen. Vergleiche die obigen Resultate mit den Angaben der
Tabelle.

Es ist die gleiche Aufgabe wie in 32 fiir die Winkel « = 30°, 45°,
90°, 120° 150° 180° zu losen und jedesmal ist der Fehler in Pro-
zenten zu bestimmen. Die Resultate fiir s, # und J sind in der
besprochenen Tabelle I enthalten. Der nach J, berechnete Fehler ist
fiir die angegebenen Winkel der Reihe nach ~ 0,3, 0,8, 3%/, 6,
10, 153 °/,!

Man stelle in einem Koordinatensystem nach den Angaben der Ta-
belle I den Inhalt / eines Kreisabschnitts als Funktion des Zentri-
winkels dar. Auf der Abszissenachse wiihle man 0°—10°=1 cm.
Fiir die Ordinaten /J sei eine Strecke von 20 cm Linge als Einheit

= 0,014;

= 0,001,
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angenommen. Dann trage man auf dem gleichen Blatt zum Ver-
gleiche die nach J, = %sh berechneten Werte ein (vergl. Fig. 145).

Berechne mit Hilfe der Tabelle I fiir einen Kreis mit dem Radius 1
851315, fiir Winkel von 10
zu 10° und trage die berechneten Werte zum Vergleiche in der
selbst gezeichneten Fig. 107 ein.

Beispiel fiir 100°. s, gehort zum Winkel 50°, s zum Winkel

100°, daher ist nach der Sehnentabelle @ = ~ 8 '0’84523_ 15821

die Bogenlingen nach der Formel b =

= 5’2595 = 1,7432 statt 1,7463, wie aus der Tabelle zu ersehen ist.
Fig. 110 stelit den Querschnitt durch A
den Kranz einer Riemenscheibe dar. 2,
Man berechne seinen Inhalt fiir s = 20 cm, - ra
a=15cm A=08 cm, r=2 cm. Man Fig. 110.

leite eine Inhaltsformel ab fiir @ = 0,1. s,

PR

3 r= 0,1s. (Segment nach J, = % s h) (46,9 cm?, 0,149 s2.)

Ein Segment habe eine Sehne s = 20 cm, eine Pfeilhdhe 2 =4 cm.
Berechne seinen Inhalt.

Losung: Die genauen Resultate, mit Hilfe der Trigonometrie be-
rechnet, sind: /= 55,00 cm?, b= 22,07 cm, & = 1,5220, «® == 87° 121/,".
Wir vergleichen damit die Resultate, die wir mit unsern Niherungs-
formeln erhalten:

Ji= % -4.20 = lgg = 53,3 cm? Fehler: 1,7 cm?®.
Jo= 2. 4-204 A 54,93 cm?, Fehler: 0,07 cm®.
3 220 =T g
b8 313_ L 8“112 —20 _ 9905 em. Fehler: 0,02 cm.
Fiir » findet man 14,5 cm:
= % = %‘%5 — 1,5201.

«® = (nach der Tabelle) 87°8'. Fehler: 4/

Berechne den Inhalt auch mit Hilfe der Simpsonschen Formel.
Andere Beispiele Aufgabe 15 und 16, § 7.

Man zeichne zwei gleich groSe Kreise, so daf der Mittelpunkt des
einen auf der Peripherie des andern liegt. Welchen Inhalt hat das beiden

2 —
Kreisen gemeinsame Flichenstiick? J= % (4m—3y/3)=1,228 »

Einem Rhombus mit den Diagonalen d = 114, D =15,2 cm werden
durch gleich grofe Kreise um die Ecken die Ecken abgeschnitten.
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Der Radius der Kreise ist = 5 wobei a die Linge einer Seite des
Rhombus bedeutet. Berechne den Inhalt der Restfliche. J= 75,30 cm®
40. Einem regelmiBigen Sechseck mit der Seite @ werden durch Kreise

mit dem Radius —,g die Ecken abgeschnitten. Wie grof ist der Inhalt

der verbleibenden Fliche? J=— 1,900 a2.

41. Um zwei gegeniiberliegende Ecken eines Quadrates mit der Seite 2a
schlage man im Quadrat je einen Viertelkreis mit dem Radius @. Um
die beiden andern Ecken werden mit der gleichen Zirkeloffnung zwei
3/,-Kreise auBerhalb des Quadrates gezeichnet. Berechne Umfang und
Inhalt der Figur. # =12566a, /= a?(n + 4) = 17,1416 aZ.

42. Um jede Ecke eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite s wird ein
Kreisbogen durch die beiden andern Ecken geschlagen. Berechne
Umfang und Inhalt des Bogendreiecks.

#=s- n=231416s, J= "—'2‘/—3 s? = 0,7048 s,
Fiir s =40 cm wird J = 1127,6 cm? # = 125,66 cm,
fir s =30 cm wird /= 634,3 cm? »# = 94,25 cm.

43. Bestlmme die Strecken x und 4, sowie den Inhalt und den Umfang des

in Fig. 111 gezeichneten Kanalquerschnitts?)

: 2r aus dem Radius 7.
2 : ]
x=0,268 r;
2 h=12687;
Z, J=1933r2;
Fig. 111. u — 5,236 r.

44. Inhalt und Umfang der Fig. 112 sind aus s und # zu berechnen,
s ist die Seite eines gleichseitigen Dreiecks.

b1 P p—
u=(@+2nn J=5@+2rs+27)—5V3.

Fig. 112. Fig. 113.

1) Nach R. Weyrauch: Hydraulisches Rechnen, 2. Auflage (S. 52).
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Fir » = 0 erhdlt man die Resultate von 42. Fir s=20 cm;
r = 3 cm wird J=498,7 cm?; # — 81,68 cm.
Umfang und Inbalt, sowie 24 und 24 der Fig. 113 sind aus # zu
berechnen.
u=2837176r; J=54172 2

2a=3r; 2b—=22679 .
Fir r =4 cm wird /= 86,67 cm®. Zeichne die Figur und bestimme
den Inhalt auch mit der Simpsonschen Formel.
Fir Fig. 114 wird:

2a=241425s =s(1 4 2),
2h=18284s=5(2\/2—1),

#—6,664 s =—g—n\/A2—~ s,

2
J = 3427 s? =sT Gr—2).

Fir s =44 cm ist » = 293,2;
2a = 106,2; 2b = 80,45 cm;
J == 6634 cm?

Einem Kreise mit dem Radius R wird ein gleichseitiges Dreieck um-
beschrieben. Die Ecken des Dreiecks werden abgerundet durch Kreise,
die die Seiten des Dreiecks berithren und deren Mittelpunkte auf dem
gegebenen Kreise liegen. Berechne den Radius ¢ fiir diese Ab-
rundungen, sowie den Inhalt und den Umfang der Figur aus R.

2 .
'=§; J=%(9J3 + m) = 4,6826 R?;

Fig. 114,

u=R(3By3+n)=83319R.
Fir R =30 cm ist J = 4214,3 cm?;
u = 250,14 cm.
Der Inhalt der Fig. 115 ist 66,36 cm?,
die MaBe sind mm.
Einem Quadrat von 100 mm Seite
wird ein Kreis einbeschrieben. Die
Ecken des Quadrates werden abge-
rundet durch Kreise, deren Mittel-
punkte in den Schnittpunkten der Fig. 115.
Diagonalen mit dem Kreise liegen.
Von der iibrig bleibenden Fliche werden noch 5 Kreise weggenommen,
und zwar ein Kreis von 30 mm Durchmesser um den Mittelpunkt des
Quadrates und je ein Kreis von 10 mm Durchmesser um die Mittel-
punkte der Abrundungskreise. Berechne den Radius fiir die Ab-
rundungen an den Ecken, sowie den Inhalt der Restfliche.

r=146 mm; J= 8795 cms.
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50. Fiir das ,Eiprofil“ in Fig. 116 wird :
r=R(@—/2) =0,5858 R,
R — .
u= T”(s—\f 2) = 7,203 R;

J=@Brn—ny2—1)R*=3982RY; HF =25858 R.
Fir R=20cm wird /=1592,8 cm?®; u = 144,06; HF = 51,72 cm.

Fig. 116. Fig. 117,
51. In Fig. 117 ist x = g Berechne Inhalt und Umfang aus R.
R? =
]:-27(117:—1-48\/ 3) = 4,359 R?,
R

u=-g (10n+24 v 3)=8,109 R.

Beachte, da8 sich fiir alle Figuren, deren Form durch Angabe einer
einzigen Strecke (R) bestimmt ist, der Inhalt durch eine Formel von
der Form J =k R? bestimmen liBt, wobei & eine reine Zahl ist.

§ 12, Streckenverhiltnisse. Proportionalitit.

Unter dem Verhiltnis zweier Strecken versteht man den
Quotienten ihrer MaBzahlen; dabei ist vorausgesetzt, daf beide mit
der gleichen Einheit gemessen
werden.

Auf der Geraden g (Fig. 118)
sind drei Strecken a, b, ¢ ab-
getragen. @ enthilt eine kleinere
Strecke # genau 4mal, 4 3mal,

Fig. 118, ¢ 5mal. Durch die Teilpunkte

ziehen wir in irgend einer von g

und / verschiedenen Richtung parallele Gerade. Dadurch entstehen
nach § 8 auch auf / unter sich gleiche Strecken v. a und ay, &
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und b,, ¢ und ¢;, # und v heiflen zugeordnete oder ent-
sprechende Strecken. Es ist nun:
a, =40, b, =30, ¢, =59,
a=4u, b =3u, ¢ =5un
Durch Division je zweier untereinander stehender Gleichungen
erhilt man:

a, 4v

a 4u

by 8v v G _5v v

b Bu u c bu u

R

v
Wir setzen fiir den gemeinsamen Wert 2 den Buchstaben £,
dann ist:

DGy M

d. h.: Satz 1. Werden zwei (oder mehrere) gerade Linien
von mehreren parallelen Geraden geschnitten, so haben
die Verhiltnisse entsprechender Strecken den gleichen
Wert (k).

1
Wiire a = 4,12 cm, & = 3,23 cm, dann konnte man # = 00 cm

als gemeinsames Maf beider Strecken wihlen. # wire in @ 412, in
b 323 mal enthalten und genan so oft die entsprechende Strecke
v in a, und b,. Am Beweise des Satzes 1 #ndert sich nichts als
die Anzahl und die Grofe der Teilstrecken # und v.

Es gibt Strecken a@ und b, die keine auch noch so kleine Streeke #
als gemeinschaftliches MaB besitzen. Nehmen wir z. B. an, eine winzig
kleine Strecke # sei auf der Seite eines Quadrates genau eine ganze An-
zahl, z. B. Gmal enthalten, dann enthdlt die Diagonale diese gleiche
Strecke G y/ 2 mal. Vv 2 ist aber ein unendlicher, nicht periodischer Dezimal-
bruch, somit kann G2 keine ganze Zahl sein. Auf der Diagonale und
auf der Seite eines Quadrates kann man also niemals eine auch noch so
kleine Strecke # genau eine ganze Anzahl mal abtragen. Solche Uber-
legungen haben aber nur theoretisches Interesse; unterhalb einer gewissen
Grenze konnen wir wegen der Unvollkommenheit unserer Augen keine
Lingenunterschiede mehr wahrnehmen.

Nach Gleichung (1) ist:

% _ b oder a,=ka,

= k ” bl - ,‘; by (2)



78 § 12. Streckenverhéiltnisse. Proportionalitiit.

d. h.: Satz 2. Die Strecken auf der einen Geraden konnen
aus den ihnen entsprechenden Strecken auf der andern
Geraden durch Multiplikation mit einem konstanten
Faktor (%) berechnet werden. £ ist nach (1) das Verhilt-
nis irgend zweier entsprechender Strecken.

Ist x irgend eine Strecke auf g, und y die ihr entsprechende
auf /, so besteht zwischen beiden die Beziehung:

y=FEkx. ®3)

Man sagt allgemein von zwei der Veridnderung fihigen GroSen
y und x, die durch eine algebraische Beziehung von der Form (3)
aneinander gebunden sind, sie seien einander proportional. /4 nennt
man den Proportionalitdtsfaktor. Zu den Werten:

x=1 2 3 4 ...m,

gehoren nach (3) die Werte y=1% 24 8% 4k...nk

Gerade darin besteht das Charakteristische zweier proportio-
naler Grofien: LBt man die eine GréBe n#-mal groBer
werden, dann wird auch die andere Griofe den s-fachen
Betrag ihres friithern Wertes erreichen. (» ist irgend eine
positive Zahl) Griofen dieser Art haben wir schon viele kennen
gelernt, z. B. ist fiir den Kreis #u =m.d. & ist hier gleich £.
Zum #n-fachen Durchmesser gehort der s#-fache Umfang. Der Umfang
ist dem Durchmesser proportional.

Weitere Beispiele. Quadrat: d =a,/2, {/2=4.
. 1 —
Gleichseitiges Dreieck: / =£2 V3, 3 V3 =4¢,
B 6 und GradmaB: @ = —oe - @°, o= =k us
ogenma$ und Gradma$: ¢ = o0 - ¢ o7 = W.
Durchmesser und Inhalt eines Kreises stehen auch in der
Beziehang, daf eine VergréBerung des einen eine VergréSerung des
andern zur Folge hat. Setzen wir aber in /= % d? fiir d der Reihe
nach 2d, 3d...nd, so wird:

h=T@dp=4- T d=4],

4
U — .E —
Ji=" Gdp=9- T a=9]
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Verdoppelt, verdreifacht . .. ver-n-facht man den Durchmesser,
so wird der Inhalt nicht 2, 3...#s-mal, sondern 4, 9 ...#n%*mal
grofer! Man wendet nun die Bezeichnung ,proportional“ auch hier
an; aber man sagt: Der Inhalt ist ,proportional dem Quadrate“
des Durchmessers. Ahnliche Uberlegungen lassen sich an alle
Grofen y und x kniipfen, die durch ein Gesetz von der Form:

y=Fkx? (# = konstante GroBe)

miteinander verbunden sind. Unter ,proportional“ schlechthin soll
immer die durch (3) gegebene Beziehung verstanden werden.

Gleichungen von der Form ‘;‘ = % oder a,:a=20b,:b (gelesen:

a, verhdlt sich zu @ wie b, zu 4), die also aussagen, da8 zwei Verhiltnisse
den gleichen Wert haben, werden auch Proportionen genannt. Pro-
portionen lassen sich fiir alle GréBen, die durch ein Gesetz von der Form (3)
verbunden sind, ableiten. Ist z. B.

=k,
Yo = & Xy,
so folgt daraus durch Division:
D1 = &y 1 Xy
k ist in der Proportion nicht mehr vorhanden; aber aus den einzelnen
Gleichungen y, = ka, und y, = k x, folgt £ = 1’ =22 also gleich dem

2
Verhiltnis irgend zweier zusammengehdriger Werte

In Fig. 118 war:

a=4u nd =4v,
b=38u un b—3'z;
. a_a _ 4
daraus folgt: 5=, T3 4)

Ahnlich kénnte man auch zeigen:

a—ib—b: al;}}:b1 :é )
usw. Die Gleichungen (4) und (5) sagen aus:

Satz 3. Werden zwei gerade Linien (¢ und /) von
Parallelen geschnitten, so verhalten sich irgend zwei Ab-
schnitte auf der gleichen Geraden zueinander, wie die
ihnen entsprechenden Abschnitte auf der anderen Geraden.

Alle drei Sdtze sagen im wesentlichen dasselbe. Beachte auch
die Sdtze 1 und 2 in § 18.
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5.

§ 12. Streckenverhiltnisse. Proportionalitiit.
Beispiele und Ubungen.
Es sei
)a=400m 2)a=240m 3)a=63km 4)a=0048m
b=32 m b=18 cm 5=210 m b =196 mm.

Man driicke in allen Beispielen % in den kleinsten ganzen Zahlen

aus, sowie durch Verhiltniszahlen, von denen eine gleich 1 ist.

1) a:6=25:2=125:1=1:0,08 2) 40:3=1:0,075=13",:1
3) 30:1=1:0,0333 4) 1:2=05:1.

Sind zwei Strecken bekannt, wenn ihr Verhiltnis bekannt ist? Nenne

Strecken @ und b, die im Verhdltnis 2:5 stehen.

Aus der Proportion @:b=c:d oder %:% folgt durch Multipli-

kation mit bd die Gleichung ad =bec. (In Worten!) Man kann
umgekehrt aus jeder Gleichung von der Form ab = xy wieder eine
Proportion herstellen. Soist y = k2 oder y.1 = kx gleichbedeutend
mit y:ax=k:1. Man schreibe die folgenden Gleichungen in Form
von Proportionen und driicke das Resultat in Worten aus.

u=nmnd u:d=....
d=ay2 a:d=....
s ~
"5‘/3 his=....
~_ T 0 0 —
a—180a [/ 4 e e

. Die Seiten eines Rechtecks verhalten sich wie 5:7; sein Inhalt ist

105 cm®. Wie lang sind seine Seiten? (8,66, 12,12 cm.)

. Trage auf einer Geraden g verschiedene Strecken a, b, ¢, d ab und

ziene durch die Endpunkte der Strecken parallele Gerade. Dann
schneide man die Parallelen mit einer beliebigen Geraden /, die zu g&
nicht parallel ist. Man messe @, &, ¢, d auf g und einen Abschnitt
auf / und berechne die ibrigen. Priife die Rechnung durch Nach-
messen an der Zeichnung.

In Fig. 119 ist 4BC ein beliebiges Dreieck. AE halbiert den
Winkel bei 4. B D ist parallel zu 4 E.
Warum ist das Dreieck 4 B.D gleich-
schenklig? Esistsomit 4D = AB=c.
Leite aus der Figur die Beziehung ab
x:y=>b:¢, (1)
d. h. die Halbierungslinie eines
Dreieckswinkels teilt die Gegen-
Fig. 119. seite in zwei Abschnitte, die sich

wie die anliegenden Seiten verhalten.
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Wann wire £ =y? — Es ist ferner

c+y=a. @)
Aus (1) und (2) folgt

x b, c. (3)

. a _a
Ist nach (3) x+y =a? Priife die Dimension.

Ein Dreieck hat die Seiten @ = 10, b = 12, ¢ = 8 cm; zeichne
das Dreieck, berechne die Abschnitte, die die Winkelhalbierenden auf
den Seiten erzeugen und priife die Rechnung durch Nachmessen an
der Zeichnung. (Auf @: 6 und 4; b: 6,67, 5,33; ¢: 4,36, 3,64.)

6. Teilung einer Strecke nach ge-
gebenem Verhidltnis (Fig. 120). Die
Strecke 4B ist in zwei Stiicke zu zer-
legen, die sich wie zwei gegebene
Strecken #m und # verhalten. Die
Figur enthdlt die leicht verstdndliche
Losung. AC:BC=m:n. Die Rich-
tung von / ist beliebig. Sind 22 und
n sehr grof, so kann man von jeder
Strecke den gleichen Bruchteil, z. B. die
Hilfte, einen Drittel usf. verwenden.

Man teile eine Strecke von 8 cm Linge (ohne Zuhilfenahme
der Rechnung) in zwei Teile, die sich wie a) 5:3, b) 1 ‘/§ c) 1 :\f2",

D1 :%f??, oder in drei Teile, die sich wie 5:2: 4 verhalten. Priife

Fig. 120.

nachtriglich die Konstruktion durch die Rechnung.
7. Durch einen beliebigen Punkt P zwischen den Schenkeln eines Winkels

P ist eine Gerade g so zu ziehen, dafi
/ der zwischen den Schenkeln liegende
@\ \ Abschnitt durch P 1. halbiert, 2. im
ol - Verhiltnis 2:3 geteilt wird.
e
//@:/{ ' e oKX
ﬁ = B A »
AT \ ST N
b" . / & .-"““--.‘
Fig. 121.

8. Fiir jede der drei Figuren in Fig. 121 gilt die Proportion x:@ = & : c.
Es ist also in jeder Figur o= E(—:Iz- Daher konnen alle drei Figuren
zur Konstruktion des algebraischen Ausdrucks f‘—; benutzt werden. —

HeB, Planimetrie. 6
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Zeichne drei beliebige Strecken a, &, ¢ und konstruiere Strecken
ac a bec ¢

35 aa

9. Fig. 122 gibt eine andere Begriindung der in § 7 besprochenen Losung
der Aufgabe: ein Parallelogramm von der
Grundlinie @ in ein anderes von der Grund-
linie ¢ zu verwandeln. Aus der Figur
folgt némlich:

von den Lingen

a:c=x:b

und x:b=H:h,

Fig. 122. also a:c=H:h
oder ah=cH,

d. h. die Parallelogramme sind inhaltsgleich.

§ 13. Ahnliche Dreiecke.

In der Fig. 123 sind die beiden Geraden 4 B, und A4 C;
von den Parallelen B C und B, C, geschnitten. Nach § 12 Satz 3
ist daher:
AB, AC, 1)
AB — AC
Die beiden Geraden (, B, und C, A4 sind von den Parallelen 4 B,
und C D geschnitten. Daher ist:

B,C;, AC,

B.D_ AC’ @
Nun ist aber B; D = B C und (2) kann geschrieben werden als:

B, C, AC, a

BC —4cC’ ®)

. o AC
In (1) und (3) kommt das gleiche Verhiltnis aC Vo Es
ist daher:
AB, B,C, _AC,
AB_ BC 4¢ ™ )
worin 7 den gemeinsamen Wert aller Briiche bedeutet.

Wir fassen nun Fig. 128 als zwei iibereinander gelegte
Dreiecke A B C und 4, B, C, auf. Die Dreiecke haben offenbar
gleiche Winkel. Die Seiten, die den gleichen Winkeln gegen-
iiber liegen, sollen ,entsprechende“ Seiten heiflen. (4) sagt aus,
daB die Verhiltnisse entsprechender Seiten beider Dreiecke
den gleichen Wert (#) haben. Nach (4) ist:
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AB

ABI =noder AB,=n.AB,

B, C

j}—c—l=n oder B,C,=n.BC, 5)
AC,

aCc =" oder 4C,=n.AC.,

Die. Seiten des einen Dreiecks gehen aus den ent-
sprechenden Seiten des andern durch Multiplikation mit

Fig. 123. Fig. 124.

dem gleichen Faktor (#) hervor. Die Seiten des einen sind
also denen des andern ,proportional.

Mannenntallgemein Dreiecke (iiberhaupt Figuren), die

1. gleiche Winkel und

2. proportionale Seiten haben,
sahnliche® Dreiecke (Figuren). Die Dreiecke A B C und
A B, C, sind somit #hnlich.

Zusammenfassend konnen wir sagen: Schneidet man zwei
Dreiecksseiten oder deren Verlingerungen mit einer Paral-
lelen (g) zur dritten Seite, so entsteht ein Dreieck, das dem
gegebenen Dreieck dhmlich ist. Zeichen fiir #hnlich ist: ~.

Wir konnen nun offenbar durch paralleles Verschiebén der
Geraden g (B, C,) nach oben oder unten unzihlig viele Dreiecke
erhalten, die alle dem Dreieck .4 B C #hnlich sind. Der Faktor »
der Gleichungen 4 und 5 nimmt dabei alle méglichen positiven Zahlen-
werte an. Wo liegt g fir n=1; n >1; n<1?

Damit man von zwei Figuren sagen kann, sie seien &hnlich,
miissen nach den oben gegebenen Erkldrungen zwei Bedingungen
erfiillt sein: Gleichheit der Winkel und Gleichheit der Seiten-
verhiltnisse. Fiir Dreiecke gilt nun der bemerkenswerte Satz:

6*
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Haben zwei Dreiecke gleiche Winkel, 8o haben sie ohne weiteres
auch proportionale Seiten und umgekehrt!

‘Wir nehmen z. B. an, das Dreieck II in Fig. 124 habe die
gleichen Winkel wie das Dreieck I (4 BC) in Fig. 123. Es sei also
=a; fh=p8; v.=7. Uber die Seiten machen wir dagegen
keine Voraussetzung. Wir denken uns nun die bewegliche Ge-
rade g in Fig. 123 gerade so eingestellt, daf 4B, = A4,B, ist;
dann ist A AB,C, 2 A A,B,C,, denn AB,= A4,B,; a=ay,;
B=P8 . (wsw). A AB,C, ist aber dem A I #hnlich, somit ist
auch das A II dem AT #hnlich, d. h. IT hat nicht nur die gleichen
‘Winkel wie I, sondern auch proportionale Seiten, was wir beweisen
wollten.

‘Wir setzen nun umgekehrt voraus, die Seiten des Dreiecks IT
seien denen des Dreiecks I proportional, d. h. also, die Seiten von IT
gehen aus den Seiten von I durch Multiplikation mit dem gleichen
Faktor » hervor. Uber die Winkel machen wir jetat keine Vor-
aussetzung. Nun ist klar, daB II einem jener Dreiecke kongruent
sein muf, die in Fig. 123 durch Parallelverschieben von g entstehen
konnen. Das ist dann der Fall, wenn 4 B, gerade gleich #. 4B,
also 4B, = A4, B, ist; denn nach den Gleichungen (5) stimmen dann
auch die iibrigen Seiten des Dreiecks A4 B, C, mit denen von II
iiberein. 4 B, C, ist aber dem Dreieck I #hnlich, somit ist auch II
dem I #hnlich, d. h. es hat nicht nur proportionale Seiten, wie wir
vorausgesetzt haben, sondern auch gleiche Winkel.

Fiir Dreiecke gelten demnach die folgenden Ahnlichkeitssitze:

1. Dreiecke sind é#hnlich, wenn sie in entsprechenden Winkeln
iibereinstimmen.
2. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie proportionale Seiten haben.

Es gibt noch andere Ahnlichkeitssitze; so sind z. B. Dreiecke
auch #hnlich, wenn sie in dem Verhiltnis zweier Seiten und dem
von ihnen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen, was ebenso-
leicht bewiesen werden konnte.

In Fig. 125 sind zwei dhnliche Dreiecke 4 und B ge-

zeichnet. Es ist also —‘ZL:—bL:C—‘:n oder
a b c
a,=na a:a,=1:n
by=mnb oder b:b,=1:n (6)

co=mnc cicp=1:n
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Diese Gleichungen konnen wir auch so deuten: die Seiten
des Dreiecks A4 enthalten die Lingeneinheit 1 a-, b-, cmal, die
des Dreiecks B enthalten
eine neue Lingenein-
heit n ebenfalls a-, b-,
cmal (@, = a.n: a=
a.l:....). Dreieck B
ist also nur nach einem
anderen Malstab ge- Fig. 125.
zeichnet. Dreiecke, die
sich nur im Mafistab unterscheiden (also Vergroferungen oder
Verkleinerungen) sind dhnlich. Dies ist nur eine andere Aus-
drucksweise fiir den zweiten Ahnlichkeitssatz. Man beachte die
Zeichen =, ~, <!

Verhalten sich die entsprechenden Seiten dahnlicher Drei-
ecke wie 1:n, so gilt das gleiche Verhiltnis fiir alle ent-
sprechenden Linien, also z. B. auch fiir entsprechende Hohen,
Winkelhalbierende usw. Die schraffierten Dreiecke in Fig. 125 sind
offenbar #hnlich. (1. Ahnlichkeitssatz.) Somit ist:

h € . . hi ¢ a b Nt
hl = ?1 Nach (6) ist daher: fhl— = ?1 = -&L = b'— = n, also ist: '
=n oder:

hiy=n.h,

Ist u=a4+b+c¢, dann ist u, =na-t+nb+nc=
n.(@a+b+c)=mnu, also:

u, =N U Usw.

Ist / der Inhalt des Dreiecks A, /, der des Dreiecks B,
dann ist:

ah a, h na.nb L, ah
f=“? und /, = 121=——2 =n~-4§-=142./,
Jy=mn%J oder J:J, =1:n’% ™

Vernalten sich entsprechende Linien dhnlicher Dreiecke
wie 1:n, so verhalten sich die Inhalte wie 1:7?%

Diesem Satz gibt man oft eine andere Fassung. Nach (7) ist:
7'/;= P Erweitert man den Bruch mit a® oder #* oder A usw.,
so erhilt man:

J_ @ w h? a? ur

L @ @ 2R (map (mup (2 h)?




86 § 14. Ubungen und Beispiele.

da aber wa=a,, nu=u,, nh=h, ist, ist:
R . e
JTal mt T wl® b
d. h.: Die Inhalte #hnlicher Dreiecke verhalten sich wie
die Quadrate irgend welcher entsprechender Linien.
(Seiten, Hohen usw.) Sind also die Seiten eines Dreiecks 2-, 3-,
4-....mal gréfer als die Seiten eines gegebenen Dreiecks, so ist
jede Linie 2-, 3-, 4-....mal grofer. Der Inhalt aber ist 4-, 9-,
16-....mal groBer.

Der Gedankengang, der bei fast allen Aufgaben iiber dhnliche Drei-
ecke einzuschlagen ist, ist der folgende: Man beweist zunichst, da8 in den
beziiglichen Figuren fiberhaupt #hnliche Drejecke vorhanden sind. Das
gelingt in fast allen Fillen durch den Nachweis gleicher Winkel. Stimmen
zwei Dreiecke in zwei entsprechenden Winkeln iiberein, dann sind die
dritten Winkel ohne weiteres einander gleich. Aus der Ahnlichkeit der
Figuren lassen sich dann Proportionen ableiten, in denen natiirlich die zu
berechnende GroBe vorhanden sein musS.

§ 14. Ubungen und Beispiele.

1. Die Seiten eines Dreiecks sind @ =32, b =44, ¢=34 cm. Der
Umfang eines #hnlichen Dreiecks ist 260 cm. Man berechne seine
Seiten und das Verhiltnis der Inhalte. (a4, = 75,64, b, = 104,00,
¢, =80,36 cm. J:J, =1:5587)

Andere Beispiele: Fiir a =18, 6 =30, ¢ =24, a, =15 cm
wird b, =25, ¢, =20 cm, J: J,=144:1

Fiir @ = 15,2, b =178, ¢==20,0, ¢, =50 ecm wird a, = 38,0,
b, =445, J: J,=1:625,

2. Konstruiere zu einem Dreieck ein dhnliches, dessen Inhalt 2-, 3-, 4-,
5,8-, mmal groBer ist.

Fig. 126.

3. Teilung einer Strecke nach vorgeschriebenem Verh#ltnis
(Fig, 126). AB sei die gegebene Strecke, die in C geteilt werden
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soll, so daB AC: BC=m:n ist. Ziehe AD| BE, mache AD = m,
BE =mn, DE gibt C.

Macht man AD =m, BE, =#n, so schneidet DE, auf der
Verldngerung von 4B einen Punkt C, aus, fiir den die Proportion
gilt: AC,: BC,=m:n. Man sagt: AB ist durch C;, auBen im
Verhidltnis s : s geteilt. Beweise die Richtigkeit der Konstruktionen.

Es sei AB=a =10 cm. Berechne die Verlingerung a, wenn
sich a) die Strecke zur Verlingerung wie 2:3, b) die Strecke zur ver-
lingerten Strecke (@ 4 x) wie 5: 7 verhalten soll. (x= 15 cm, 4 cm.)
. Der TransversalmaBstab. Er beruht auf dem folgenden ein-
fachen Gedanken. Teilt man die Seite 4B des Dreiecks ABC in
Fig. 127 in 10 gleiche Teile und zieht durch die Teilpunkte Parallelen

zu AC so haben die Parallelen die Lingen % - AC, -AC,
- AC usf. AF und BE sind auch in 10 gleiche Teﬂe geteilt

und die Teilpunkte hat man in der aus der Figur ersichtlichen Weise

Fig. 127.

miteinander verbunden. Durch diese Querlinien (Transversalen) wird
die Genauigkeit des MafBstabs erhoht. Die Fig. 127 dient zugleich
zum bequemen Verkleinern von gemessenen Strecken im Verhiltnis
1:500. Einer Strecke von 10 m entspricht in der Figur eine Strecke

von der Linge BD = 500 = 2 cm, « entspricht der Linge 24,7 m.

00
. Steigungsverhiltnis einer geraden Linie. Proportionale
GroBen. Die beiden Dreiecke OA B und O4, B, in Fig. 128 sind
dhnlich, denn 4B || 4, B, (1. Ahnlichkeitssatz). Daher ist:

A 0
= a oder y_aac. 1)

Hieraus kann man, wenn ¢ und b gegeben sind, zu jedem beliebigen x

das zugehorige y berechnen. Fiir 4 =8, 4 =6 cm findet man fiir
x=43 58 7,2 94 20 cm

die Werte y = 3,225 4,35 5,4 7,05 15 em. (Zeichnung!)

Stehen @ und b aufeinander senkrecht, dann nennt man %
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§ 14. Ubungen und Beispiele.

das ,Steigungsverhdltnis“ oder ,die Steigung“ der Geraden g
gegeniiber der horizontalen Linie. « heiBt der Steigungswinkel.
b liegt o gegeniiber.

Wir betrachten nun O als Anfangspunkt eines Koordinaten-
systems. O A4, =x und 4, B, =y sind jetzt die Koordinaten eines

beliebigen Punktes der Geraden OB = g. Setzt man %: k, so er-
kennt man in Gleichung (1) die in § 11 gegebene Gleichung
y=Fkx, @
die das algebraische Gesetz darstellt, das irgend zwei proportionale
GréBen aneinander bindet. Stellt man demnach die Gleichung (2)

in einem Koordinatensystem dar, d.h. faSt man y und x als
Koordinaten auf, so erhdlt man immer eine durch den

Fig. 128. Fig. 129.

Anfangspunkt O gehende gerade Linie. Den Gleichungen
u=nd; ;c.\:%(—)a“; d:a‘/ 2 u. s f. entsprechen in einem Koor-

dinatensystem gerade Linien. Vergleiche 34 in § 9; 24 in § 11.

. Sehr oft gibt man das Steigungsverhiltnis 2 entweder in der Form

1:2, oder in Prozenten an. Wie man aus der Fig. 129 ersieht, gilt
die Beziehung:
b _Y_ 2 _ 4o und (1) in Aufgabe (3) lautet:
a =n 100 °'® )
1 P
Y=n*=100" "
Man schreibt das Steigungsverhiltnis 1:# gewohnlich an die Hypo-
tenuse des Dreiecks, dessen Katheten sich wie 1:# verhalten.
Man gebe die Steigungen a) 5:7; b) 8:15; ¢) 3:10; d) 1:11in
der Form 1:# und in Prozenten an:
8) 1:1,4=71,49%; b)1:1875=>53,3%; ¢)1:3%,=30%; d)100°,
Zeichne eine Gerade mit dem Steigungsverhdltnis 1:4; 1: 2,5; 109/,.

. Zeige, daB die Hohe y in der Fig. 130 aus a, b, ¢ und & nach der

Gleichung

_b—c¢
T a

x+c
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berechnet werden kann. Diese Gleichung gilt immer, wenn b, ¢, ¥
parallel sind. Stehen sie wie

in der Figur auf a senkrecht,

dann ist y auch gleich

_x _b
y_;—}—c_mx—i—c.

Man zeichne die Figur
fira=10, ¢c=4, 5=9 cm

und berechne fiir die Werte Fig. 130.
x =21 45 6,3 12,9 14 cm
die Werte y = 5,35 6,25 7,15 10,45 11 cm.
Fiir welches x ist y = 8,7 153 12 em?
Resultat: Fir x =94 22,6 16 cm.
Ist ¢ =2 cm, die Steigung 1:20, dann erhilt man fiir die Werte
=3 6,7 8,9 10,8 cm
die Werte y = 2,15 2,335 2,445 2,54 cm.
Ist ¢ =6 cm, die Steigung 13 °/,, dann findet man fiir die Werte
=" 9,2 16,3 38 ecm
die Werte y = 6,91 7,196 8,119 10,94 cm.

Priife alle Resultate durch Nachmessen an der Zeichnung.

8. Zeichne zwei sich schneidende Gerade g und /, wihle auf g drei auf-
einander folgende Punkte 4, B, C, und zwar so, dag der Schnittpunkt
von £ und / zwischen 4 und B liegt. Ziehe durch 4, B, C parallele
Linien, die / in A,, B,, C, schneiden. Man messe in der Figur die
Strecken A4,, CC,, AC, AB und berechne BB,.

9. Berechne den Inhalt des Trapezes in Fig. 131. (/=40 m?2)

Fig. 131.

10. Berechne aus 4B = 21 c¢m die Lingen &, y, 4C und B C der Fig. 132.
Esist £ =7 em, y =385 em, 4C = 28,22 cm, BC =7,83 cm. Zeichne
die Figur.

11. Das rechtwinklige Dreieck (Fig. 133). Man beweise den folgen-
den Satz: Die Hohe eines rechtwinkligen Dreiecks zerlegt
das Dreieck in zwei #hnliche Dreiecke, die auch dem
ganzen Dreieck dhnlich sind.
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Nennen wir die Teildreiecke J und /7, das ganze Dreieck 171,
so folgt aus der Ahnlichkeit

von Jund 7I: p:h=h:q oder R*=paq,

” ] n
” ‘II ”

IIl: p:a=a:c , a=pec.
I q:b=b:c , b*=qec.

Die Hypotenusen a, b, ¢ der Dreiecke /, /7 und I/ sind ent-

sprechende Seiten.
ecke, so verhilt sich

daher ist

da aber J, + J, = J, ist, so ist

Bezeichnen J,, J, und J, die Inhalte der Drei-

.]1__“2 Js_bg
Ta—F und 73—?1
e i d_exr
/AN A Js ¢
a“—{;b“zl oder
(4

a@® + 0% = .Y

Die in § 8 besprochenen Sitze iiber das rechtwinklige Dreieck lassen
sich also mit Hilfe der Ahnlichkeitslehre in sehr einfacher Weise

ableiten.

12. @ = 231, b = 520 mm sind die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks.
% ist die zur Hypotenuse ¢ gehorige Hohe. Vom Endpunkt von b
aus wird auf ¢ eine Strecke von 200 mm abgetragen und durch den

Endpunkt eine Parallele zu & gezogen.

Wie lang ist der zwischen

b und c¢ liegende Abschnitt x? (x = 88,7 mm.)

13. In einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten @ und b verlingere
man die Halbierungslinie w des rechten Winkels bis zum Schnitt
mit der Hypotenuse ¢. Berechne w, sowie die Abschnitte  und y
auf der Hypotenuse aus a, b, ¢ (Fig. 119):

_ab\/é'
Y=g

__ac _ bec
r=2xoY Taxo

Fir =28 cm, b=456 cm ist ¢ =53 em; w=24,4, =203,
¥ =32,7. Berechne auch die Halbierungslinien der spitzen Winkel

(32,03, 46,8 cm).
14.

a und % seien Grundlinie und Hohe eines Dreiecks.

In welchem

Abstande y von @ liBt sich im Dreieck eine Parallele zu a von der

Lange x ziehen? y =

h(a — x)
—

Ist @=20 cm, A= 16 cm, = 17 cm, so ist y = 2,4 em.
Fir y =7 cm wird 2 =11,25 cm.

1) Dieser Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes stammt von dem
Mathematiker Jakob Steiner (1796—1863).



15.

17.

18.

19.

Trapez. Schwerpunkt. 91

a, b, h seien die Grundlinien und die Hohe eines Trapezes. & = Ab-
stand des Schnittpunktes der beiden verlingerten Schenkel von der
kleineren Parallelen 4. Berechne & und « 4+ A aus @, 4, A und leite
die Inhaltsformel des Trapezes durch Subtraktion der Dreiecke von
den Hohen « -+ A und & von neuem ab.

v sei eine Parallele zu @ im Trapez; ihr Abstand von & sei u.
Fiir a =50, =20, h=44, ¥ =12 cm berechnet man ¥ = 28,18 cm.
a=18,6=12,h=20,u4= 6 ,, ” » =40,v=138cm.
x= 6,b= 4,h=15,v= 8 , ” , a@=14.4=6cm.

bed

”

. ABC sind die Ecken eines Dreiecks. E liegt anf 4B, D auf

der Verlingerung von BC iiber C kinaus. D E schneidet 4C in F.

Beweise: Ist EB= 3 AB; BD=2.BC, domn ist CF:%AC.
1 1

Ist EB=—-AB; BD=#n - BC(, dann ist CF = - AC.
n n41
£ 2
ABCD in Fig. 134 ist ein Rechteck. Beweise: R = ‘z y ¥ = 67,
- [N —_— 2 __ h2
DG =2 a{F, DE=2ya i 4aE= 22" 46=
2 __ pe 2 2
?—b, Fc=-2% BF:——b,—:- Priffe die Dimen-
; e Vafo
sionen!
Berechne in Fig. 135 die Lingen R, und R, aus #, und »,. (Kegel-
rider) Es wird R, = ;l Vri4nt R = —:i et
> 1
Fig. 134, Fig. 135.
In Fig. 136 sind D und £ die Mittelpunkte von AC und BC. Der

Schnittpunkt S von 4 £ und B D heiBt der Schwerpunkt des Drei-
ecks. Beweise: AS=2.FES; BS=2.DS. Beweise ferner: Ist
G der Mittelpunkt von 4 B, so geht auch GC durch S. AE, BD,
G C heifien die Schwerlinien des Dreiecks. Die drei Schwer-
linien eines.Dreiecks schneiden sich in einem Punkte,
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20.

21.

22.

§ 14. Ubungen. und Beispiele.

der von jeder Ecke doppelt so weit entfernt ist, wie von
der Mitte der gegeniiberliegenden Ecke.

Es sei J der Inhalt des Dreiecks 4B C; berechne daraus den
Inhalt der Dreiecke CDE, ABS, DES, ASD, BSE und priife,
ob deren Summe wieder J gibt.

Verldngere die eine Parallele @ eines Trapezes um eine Strecke, die
gleich der anderen Parallelen & ist; an die zweite Parallele & fiige
man nach entgegengesetzter Richtung eine Strecke a. Verbinde die
Endpunkte der Verlingerungen durch eine gerade Linie; diese schneidet
die Verbindungslinie der Mittelpunkte von @ und 4 in einem Punkte S,
dem Schwerpunkt des Trapezes. Beweise, daB S von @ den

_ a+2b _ b4-2a
Abstand x = m -k und von b den Abstalldy— W .

hat. Was wird aus « und y, wenn @ = & oder wenn 6 = 0 ist?
Von einem Dreieck soll durch eine Parallele zu einer Seite ein Dreieck

abgeschnitten werden, dessen Inhalt der dritte Teil vom Inhalt des
ganzen Dreiecks ist.

Anleitung. Sind @, b, ¢ die Seiten des gegebenen Dreiecks,
dann haben die entsprechenden Seiten a,, b,, ¢, des gesuchten Dreiecks

die Lingen @, = a\/—%—; b= b\/—;’—; ¢, =c¢ \/% Jeder Ausdruck

. 1 a? " a
1Bt sich leicht konstruieren; es ist z. B. a \/% = \/% = \/ a -% H
geometrisches Mittel aus @ und -a—; Halbkreis iiber a.

Zerlege ein Dreieck durch Parallelen zu einer Seite 1) in 2, 2) in 3
inhaltsgleiche Flichenstiicke.

Ein Trapez soll durch eine Parallele zu den Grunpdlinien in zwei
inhaltsgleiche Trapeze zerlegt werden.

Anleitung. Esseid<a. 4 und B seien die Endpunkte eines
Schenkels, 4 liegt bei a. « sei die gesuchte Parallele, sie schneidet
AB in C. Ziehe durch B und C Parallelen zum andern Schenkel.
Es entstehen zwei dhnliche Dreiecke. Ist % der Abstand von a und &;
¥ der von x und a, dann lassen sich die Gleichungen aufstellen:
ate y_ 212 4y,

(@—x):(@a—b)=y:h und

durch Elimination von y erhilt man x=

2 2
a :—b ; & laBt sich
auch leicht konstruieren; es ist & das geometrische Mittel zu y a® —F 58
und % \/ a®+ b2 — Fiihre die Konstruktion fiir ein bestimmtes

Trapez durch und priife sie durch die Rechnung.
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24

25.

26.

Kreise. Kreisbogen. 93

Die Mittelpunkte M, und M; zweier Kreise mit den Radien R und »

haben eine Entfernung e voneinander und es sei R >#und e > R 4 r.

Eine innere (duBere) Tangente schneidet die Zentrallinie in A (B).

Berechne M, A=a« und M,B =y aus R, r und ¢. Man findet
Re re

= sy = . i il =7?
r=p T Y=p—5 Was wird aus den Resultaten fiir R = #?

Wie gro8 muB r gewihlt werden, damit y =3 R oder y = % wird ?

(r:ﬁ:%R“‘ . r—£>

3R-+e T 3/
Ein Punkt P hat vom Mittelpunkt M eines Kreises den Abstand
a(a>7); MP schneidet den Kreis in C. Man ziehe von P aus die
beiden Tangenten an den Kreis, die ihn in A4 und B beriihren mégen.
Ziehe in C die Tangente, sie schneidet P4 in £ und PB in D. AB
trifit M P in F. Berechne die Strecken £D, PD, CF aus @ und r.

Es wird ED=2(a77)~r, wenn f die Linge der Tangente PA ist;
_Ja it ist ED—2+\ 2", pp—2@=7)
da t_\/a ¥ 1st,1stED_2r\/a+r, PD = 7
_ yJa—r _r(a—n
=al\ pE CF=—"— "

Fiir a—=274; #— 176 mm wird # = 210 mm; ED =164,3; PD —=127,9;
CF = 62,9 mm.

Von einem Punkte P werden zwei Tangenten an einen Kreis mit
dem Mittelpunkte M gezogen. 4 und B seien die Berfihrungspunkte
und der Winkel APB sei spitz. Ziehe BCLPA, MD | BC; ziehe
noch MB. Berechne BC=x; AC=y aus den Lingen P4 = PB
= a und r. Aus ihnlichen Dreiecken ergibt sich y:# =x:a und
2art 2 2a%r
a2 " T at
(Dimension!). Gelten diese Beziehungen auch dann, wenn der < 4 PB
stumpf ist? Was wird aus a und y fir a =7»; a =2 7;
a=oc; a=ry3?

r:(x—7») =a:(a@a—y), woraus man findet: y =

Konstruktion eines flachen Kreisbogens. P in Fig. 137 sei
ein beliebiger Punkt auf der obern Hilfte des Halbkreises. PACB
ist ein Rechteck. Wir teilen P4 und PB je in beliebig viele gleiche
Teile (in der Figur in 3) und verbinden die Teilpunkte mit C und D.
Beweise, da die Strahlen C{ und D 1‘; C2 und D 2' aufeinander
senkrecht stehen, dag also die Punkte 7 und /7 auf dem Kreise.durch
C und D liegen.
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Diese Eigenschaften sind in Fig. 138 zur Konstruktion eines
flachen Kreisbogens aus der Sehne PE und der Bogenhohe CA ver-
wertet worden. Man teilt P4 in beliebig
viele gleiche Teile, ebenso B P, fillt von 1
ein Lot auf C 1, von 2‘ ein Lot auf C 2 usf.
J und /7 liegen auf dem Kreise durch PCE.
Wihle z. B. PE=20 cm, AC=4 cm.

—
Fig. 137, Fig. 138.

27. Die drei Rechtecke in Fig. 139 sind kongruent. Ihre Linge ist 2
und ihre Hohe . In allen Figuren ist DA = x die gleiche Strecke.
Fiir die mittlere der drei Figuren wollen wir nun folgendes beweisen:

Ist Q ein beliebiger Punkt auf der
— _Jx ’ﬁ\é" -z C Diagonale DF und verlingert man EQ
- | &y bis B, zieht 4 Q parallel zu D M, dann ist:

P4 N2 1. AB eine Tangente an den Halb-
> | \l kreis, den man durch A DF ziehen
¥ ..
. e | r konnte und

2. geht die Gerade HQ durch den Be-
rilhrungspunkt P der Tangente 4B.

-~ ;>P\H Wendet man nimlich auf das
; - SN rechtwinklige Dreieck 4 BC der obersten

Figur den pythagoreischen Lehrsatz an

£ r Jz4 2

H - A und ldst die erhaltene Gleichung nach y
A ..
bezw. « auf, so erhdlt man
— JxA .
[ Pt ] _2rx (1)
|/ 22 5 Tt
= e wmd = @
P 4 — S r—Y
Mo S Berechnet man in der mittleren
T Figur mit Hilfe der Ahnlichkeit der
Fig. 139.

Dreiecke £QA und EBC die Strecke o,
so erhdlt man genau den Wert y,
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. — Zum Beweise
des zweiten Teils dient die unterste Figur, in der AB die
gleiche Tangente wie in der obersten ist. Wir verbinden P mit
Hund M. HP schneidet DF in R, wir ziehen RS| DM, MS sei u.
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Man kann leicht beweisen, da8 die Dreiecke A RS uud M B F #hnlich
sind und hieraus mit Hilfe einer Proportion # berechnen. Man findet
genau den Wert (2), es ist also # =&, d. h. der Punkt R in der
untern Figur ist der gleiche Punkt wie der Punkt Q in der mittleren,
HQ geht durch P, womit auch der zweite Teil bewiesen ist.

Wir werden diese bemerkenswerte Konstruktion, wie sie durch
die mittlere Figur dargestellt ist, spiter in § 20 zur Konstruktion
einer Ellipse verwerten.!)

§ 15. Ahnliche Vielecke. Der Einheitskreis.
Wir ziehen von der Ecke P des Fiinfecks PABCD in
Fig. 140 Strahlen nach den iibrigen Ecken, nehmen 4, auf dem
Strahl durch 4 beliebig an, ziehen A,B,|lAB; B,C,| BC;
G,D,1CD. Die beiden Fiinfecke PABCD und PA,B,C,D,
haben entsprechend gleiche Winkel. Sodann ist nach § 13:
NPAB~APAB; ANPBC~APB,C;; APCD~APC,D,.
Die Dreiecksseiten, die auf den Strahlen durch A liegen, gehdren
immer zu zwei verschiedenen Dreiecken. Mit ihrer Hilfe kann man
die Proportionen, die fiir die Seiten zweier hnlicher Dreiecke auf-
gestellt werden konnen, auch auf die benachbarten Dreiecke fort-
setzen. Es ist also:

P4, [ ]_BC [Pq]

P4 BC | PC
1)

E _ .
D= PD ="

PA,=un.PA; AB,=n.A4AB; B,C,=n.BC usw. (2)
Die beiden Fiinfecke haben demnach
1. entsprechend gleiche Winke und
2. proportionale Seiten, d. h. sie sind
dhnlich,
Es ist leicht einzusehen, daB nicht
nur entsprechende Seiten, sondern iiber-
haupt irgendwelche entsprechende Linien
im gleichen Verhiltnis 1:# stehen. So
liefern die in (1) eingeklammerten Ver- Fig. 140.

oder

') Beispiel 27 ist der Arbeit von A. Benteli: ,Praktische An-
wendungen des Brianchonschen Satzes auf die Kreisperspektive® ent-
nommen  Sep.-Abdruck der naturforsch. Gesellschaft Bern 1906.
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hiltnisse die Gleichungen PB, =#»n.PP; PC,=#x.PC, d.h. anch
die von P ausgehenden Diagonalen stehen im Verhiltnis 1:s.
Dasselbe konnte auch fiir die {iibrigen Diagonalen nachgewiesen
werden.

Die beiden Fiinfecke setzen sich aus entsprechend #hnlichen
Dreiecken zusammen, deren Inhalte sich wie 1:#? verhalten. So ist
ANPAB,=n?. \NPAB
APB,Ci=n*. ANPBC
APC, D, =n*. ANPCD.

Durch Addition dieser Gleichungen erhdlt man links den Inhalt /,
des Fiinfecks P A, B,C,D, und rechts »* mal den Inhalt / des
anderen Fiinfecks; es ist demnach

Ji=nJ. ®
Ahnliche Uberlegungen lassen sich an irgendwelche #hnliche Figuren
kniipfen. Verhalten sich also entsprechende Seiten Zhnlicher
Figuren wie 1:7n, so gilt das gleiche Verhéltnis fiir alle ent-
sprechenden Linien; dagegen verhalten sich die Inhalte wie
1:%? oder wie die Quadrate entsprechender Linien.

Diese Resultate sind ganz unabhingig von der besonderen
Lage der beiden Fiinfecke in Fig. 140. Denn wenn irgend ein zu
PABCD #shnliches Finfeck in anderer Lage gegeben wire, so
konnte man es durch Verschiebung in die Lage der Fiinfecke in
Fig. 140 bringen.

Bei Dreiecken folgte aus der Gleichheit der Winkel ohne
weiteres die Proportionalitit der Seiten und umgekehrt. Bei Viel-
ecken ist das im allgemeinen nicht zutreffend. Man vergleiche ein
Rechteck und ein Quadrat, oder ein Quadrat und einen Rhombus.
Bevor man also von zwei Vielecken sagen kann, sie seien #hnlich,
muf man sowohl die Gleichheit der Winkel, als auch die Proportio-
nalitidt der Seiten nachweisen. :

Fig. 140 zeigt, wie zu irgend einem Fiinfeck (oder Viel-
eck) ein dhnliches nach einem vorgeschriebenen Mafstab
1:% konstruiert werden kann, Man wihlt den Punkt A4, auf

A
dem Strahl so, daf £—~1—= n ist und fihrt die Konstruktion in

PA

der erliuterten Weise aus. Man kann den Punkt P auch irgendwo
in der Ebene des Fiinfecks wihlen, z B. im Innern des Fiinfecks
oder aufierhalb, wie es in Fig. 141 geschehen ist, aus der sich die
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Gleichungen ebenfalls- herleiten lieBen. Liegen zwei dhnliche
Figuren so, daf die Verbindungslinien entsprechender
Punkte (4 A,, BB,..) durch einen Punkt (P) gehen
und daB je zweientsprechende Strecken einander parallel
sind, so sagt man, die Figuren seien in ,perspektivischer“
oder ,,dhnlicher Lage* (140 und 141). P heift der Ahnlich-
keitspunkt oder das Perspektivzentrum und die durch P
gehenden Strahlen werden Ahnlichkeitsstrahlen genannt. Fiir
irgend zwei auf einem Ahnlichkeitsstrahl liegende entsprechende
Punkte, z. B. Q Q,, A4 A,.. der beiden Figuren ist das Verhdltnis
PQ P4 . ihaliche Fieren dio ni

PO, A4, " as gleiche. Zwei dhnliche Figuren, die nicht

in dhnlicher Lage singd, lassen sich stets in ,ihnliche Lage“ bringen.

Fig. 141. Fig. 142.

Zahlreiche in den Handel kommende VergréBerungs- und Ver-
kleinerungsapparate (Storchschnabel, Pantograph) stiitzen sich auf
die Lehre von der perspektivischen Lage #@hnlicher Figuren. In Fig. 142
ist ein solcher Apparat schematisch dargestellt. Er besteht aus 4 in B
und A4 gelenkartig verbundenen Stiben. AE und AH kinnen durch
Schrauben in beliebigen Lagen £ und /I festgehalten werden. Man
stellt nun den Apparat so ein, da8 4L B H ein Parallelogramm ist und
die Punkte P A A, in einer geraden Linie liegen. Hilt man P auf der
Papierebene fest und fiithrt A4 lings einer Kurve &, so beschreibt 4, eine
ihnliche Kurve &, die zu %4 in bezug auf P in idhnlicher Lage ist.
k wird dabei im MaBstab 1:# vergrofert, wenn PB =#n.PE gemacht
ist. Man fiberlege sich, warum wohl die Punkte P, 4, 4, wihrend der
Bewegung immer in einer geraden Linie bleiben und warum immer
P4, =n.P4 ist.

Der Einheitskreis. Alle Kreise sind einander &hnlich.
Thre Umféinge verhalten sich wie die Radien oder wie die Durch-
messer, ihre Inhalte wie die Quadrate der Radien oder der Durch-
messer. In Fig. 143 sind um den Scheitel eines Winkels «® zwei

HeB, Planimetrie. 7
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Kreisbogen mit den Radien » und 1 geschlagen. Sektoren, die zum

gleichen Zentriwinkel gehdren, sind #hnlich. Die Sehnen s und s,,

die Pfeilhohen /. und /%,, die Radien 7 und 1, die schraffierten

Segmente mit den Inhalten / und /; sind entsprechende Stiicke

der beiden #hnlichen Sektoren.

Da sich nun der Radius

des [Einheitskreises zum

Radius des beliebigen Kreises

wie 1:# verhilt, so ist jede

Linie am beliebigen Kreis das

r-fache der entsprechenden

Linie am Einheitskreis, da-

gegen kinnen die Inhalte

Fig. 143. aller Flichenstiicke aus den

Inhalten der entsprechenden

Flichen am Einheitskreis durch Multiplikation mit = be-
rechnet werden.

Die GrioBen am Einheitskreis lassen sich also in anBerordentlich
einfacher Weise jedem beliebigen Kreise anpassen.

Es sei & der Bogen, 4 die Bogenhthe, s die Sehne, J der
Inhalt eines Kreissegments in einem Kreise von beliebigem Radius 7.

o?, hy, s;, Jy seien die entsprechenden GrioSen im Einheitskreis. Es.
ist dann:

b=r.a, s=r.s, h=r.h, J=r.J
b -~ s h J
oder =, 7 Sy —r‘— = hl! ) :./1' (1)

In all diesen Gleichungen (1) steht links eine reine Zahl, da iiberall
zwei GroBen von der gleichen Dimension durcheinander dividiert
werden; infolgedessen miissen auch die GrioSen rechts reine Zahlen
sein, d. h. aber, von den in der Figur gezeichneten Linien, Flichen
E, Sy, A, usw. kommen in den Gleichungen (1) nur die ihnen an-
haftenden MafBzahlen in Betracht. Sofern wir also die Grofien
im Einheitskreis durch Multiplikation mit » oder #* einem
andern Kreise anpassen wollen, haben wir sie als reine
Zahlen aufzufassen. Dies ist in der Tabelle I in den Tber-
schriften der einzelnen Kolonnen kenntlich gemacht. Die Tabelle

der Bogenlingen ist mit &:7, die der Sehnen mit s:7 usw. iiber-
schrieben.
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Die Berechnung der Tabelle I wird in einem anderen Gebiete der

Geometrie, der Trigonometrie, gezeigt. Schon Claudius Ptolemiius
(um 150 n. Chr.), einer der berihmtesten griechischen Astronomen, be-
rechnete eine Sehnentafel, die von 30 zu 30’ fortschreitet.

1

3.

7.

§ 16. Ubungen und Beispiele.

In ein Rechteck wird ein zweites Rechteck gezeichnet, dessen
Seiten von denen des ersten den gleichen Abstand haben. Warum
sind die Rechtecke nicht &hnlich? Zeichne ein #hnliches Rechteck.
Sind zwei Dreiecke, deren Seiten gleichen Abstand voneinander haben,
dhnlich?

. Ein Rechteck hat die Seiten @ = 110,8 m, 6 =623 m. Zeichne

das Rechteck im MaBstab 1:500 (d. h. Linie der Zeichnung : Linie
des Originals = 1:500). Mit wieviel gezeichneten Rechtecken kénnte
man das Original iiberdecken? (250000.)
Seiten eines Vierecks: a =15 6 =120, ¢c=21, d=18 c¢cm. Um-
fang #, eines dhnlichen Vierecks = 40 cm. Berechne seine Seiten.
(a,=38,11, b, =10,81, ¢,=11,35, 4,=9,73, J: /,=1:0,292=342:1))
Ebenso fiir ein Fiinfeck: Ist a=20, 6=24, ¢=26,
d=25, ¢e=19 ct, %, = 200 cm, dann wird a, = 35,09, &, = 42,11,
¢, =4b,61, d, = 43,86, ¢, = 33,33 cm. 7 =17544, J: J, = 1:3,078.

. Ein gleichschenkliges Trapez hat die Parallelen @ = 50 cm, 4 = 20 cm,

die Hohe A =80 cm. Es soll durch eine Parallele (x) zu den Grund-
linien in zwei #hnliche Trapeze zerlegt werden. Der Inhalt des
groBern der beiden Trapeze sei J,, seine Héhe 4,, seine Diagonale &,
entsprechende Bedeutung haben J,, A, und 4,. Berechne die GriBen
Z, Ju Jo By, By, dy, dy. Es wird
x=vab=316 ecm. J,:J,=a:b; J,=2000, J, =800 cm>.
hy = 4901, h, = 30,99, d, = 638, d, =404 cm.

Zeichne das Trapez im MaBstab 1:5 und konstruiere & = \/E Wie
lang wiirde «, wenn die Hohe /4 viermal grofier wire?

. Zeichne einen Kreis, dessen Inhalt 2-, 3- 4mal groBer ist als der

eines gegebenen Kreises.

. Auf einem Kreise von 400 m Radius wird ein Bogen von 50 m Linge
.abgetragen. Welches sind die entsprechenden, d. h. zu gleichem

Zentriwinkel « gehtrigen Bogenlingen bei Kreisen von 420 bezw.
380 m Radius? (« soll nicht berechnet werden.) 52,5, 47,5 m.

In einem Kreisringsektor (siehe Figur 99) ist der #uBere Bogen
B =98, der innere b = 4,3 und » = 5 cm. Berechne w. (w = 6,4 cm)

Berechne aus B, 4, w die Radien » und R. (r: v b,

w B—b
R=52;B)
7*
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Der mittlere Radius #m sei 80, B = 50, & = 40 cm; berechne .
(17,78 cm.)

8. Der Inhalt eines Kreissegments betrigt 50 cm?. Berechne den
Inhalt eines #hnlichen Segments, wenn der Kreisradius 1,7-, 2,3-,
5,8mal groBer ist. (144,5, 264,5, 1682 cm?2)

9. Die Inhalte irgend zweier @hnlicher Figuren sind 5,23 und 9,58 m2
Wie verhalten sich entsprechende Linien? (1:1,354.)

10. Der Durchmesser einer Welle wird um 10, 15, 20, p 9/, vergroSert,
um wieviel Prozent vergroBert sich der Querschnitt?

21; 32,25; 44; p (2 + 1—‘(%) o

11. Der Inhalt eines Kreises soll um 10, 15, 20, p 9/, vergroSert werden,
um wieviel Prozent ist der Durchmesser zu vergriofern?
Losung: Ist d der Durchmesser des alten, & der des neuen
Kreises, dann ist fiir eine VergroBerung um 109/y:
Xt a?

=11- Tn, daraus folgt * =d y1,1.

Absolute Vergroferung —=x-—d=d (‘/1 4—1).

x_;_“:‘/ﬁ_1=1,0488—1

= 0,0488 = 4,88 9),.

Relative Vergriferung =

Die iibrigen Resultate sind: 7,24, 9,545, 100 <\/1 +%o __‘1) ,.
12. Ersetze in den Inhaltsformeln

J=ghirx 2T Se—a6—06—9

jede Linie durch ihren s-fachen Betrag und zeige, daf in jedem Falle
der neue Inhalt J, = n? J ist.

13. In ein Dreieck mit der Grundlinie @ und der Hohe %2 (Fig. 144) ist
ein Quadrat zu zeichnen, so daf zwei Ecken

V7N in ¢ und die beiden anderen auf den anderen
'474-----‘—\-"'%37 . s :
2 L 7 | Seiten des Dreiecks liegen.
A \ Losung. Wihle 4, auf PC beliebig,
db i konstruiere das Quadrat mit der Seite A, C,,
S F T verbinde P mit B,, dann ist B eine Ecke des
Fig. 144. gesuchten Quadrates. Begriindung: P ist das

Perspektivzentrum zu den &hnlich liegenden
Quadraten. PC, PB,, PD sind Perspektivstrahlen. « hat die

. ah
Lénge ——

ath’



14.

16.

Tabellen. 101

Konstruiere nach der gleichen Methode

a) in ein Dreieck ein Rechteck, dessen Seiten sich wie 2:3 verhalten,

b) in einen Kreissektor (¢ < 180°) ein Quadrat, von dem zwei Ecken auf
dem Kreisbogen und die iibrigen auf den Begrenzungsradien liegen.

. Ein rechtwinkliges Dreieck hat eine Hypotenuse ¢ =17 cm. Seine

Katheten verhalten sich wie 3:5.. Zeichne das Dreieck und berechne
hernach die Katheten. (8,75, 14,58 cm.)

Tabelle der Sehnen, PfeilhGhen, Kreisabschnitte. Man be-
rechne mit Hilfe der Tabelle I zu einem Radius » =8 cm und einem
Zentriwinkel ¢ = 50° die Sehne s, die Bogenhohe 4 und den Inhalt J
des Kreisabschnitts. Es ist s = 6,76, & =0,75 cm, J= 3,412 cm*
Fir y =72 mm, « =112° wird s = 119,4 mm, A =31,7mm, /= 26,63 cm?.
Firr=15m, «=28° , s=7,267m, A=0,446m, /=2,162m?

. Interpolation. Die Tabelle I enthilt die Werte der Sehnen, Bogen-

héhen und Kreisabschnitte nur von Grad zu Grad. Soll nun z. B.
die ,Sehne“ s,, die zum Zentriwinkel &« = 50° 24‘ = 50,4° berechnet
werden, so beachte man, daf mit wachsendem Winkel auch die Sehne
zunimmt. Wichst der Winkel von 50° auf 519 so nimmt nach der
Tabelle die Sehne um 0,8610 — 0,8452 = 0,0158 zu. Somit hat die
Sehne, die zum Winkel 50,4° gehort, eine Linge von 0,8452 4
0,4.0,0158 = 0,8452 4- 0,0063 = 0,8515. Zum bequemen Umrechnen
der Minuten in Grade kann man sich der II. Tabelle bedienen.
Beispiele: Ist « =129 36' 46° 44/ 100° 10/ 1520 50,
30 ist ; —=0,2194 0,7932 1,5340 1.9440.

Ahnlich verfihrt man, wenn zu einem Sehnenwert, der nicht
in der Tabelle enthalten ist, der Winkel bestimmt werden soll. Es
sei wieder s; = 0,8515. Nach der Tabelle liegt der Winkel zwischen
50° und 51° Der Unterschied der Tabellenwerte betrigt 0,8610 —
0,8452 = 0,0158, der Unterschied zwischen dem kleineren Tabellen-
wert und dem gegebenen Wert s, betrigt 0,8515 — 0,8452 = 0,0063.

Das ist das 8 =0,4fache von 0,0158, somit ist der Winkel & = 50,4 °

158
= 500 24",
Beispiele: Zu %:0,5624 1,2700 1,6302 1,9372,
gehort @=32040° 780 50 1090 12 1510 12"

Diese Art der Zwischenwertberechnung nennt man Inter-
polation. Trigt man in einem Koordinatensystem den Winkel «
auf der Abszissenachse auf und errichtet als Ordinaten die zugehorigen
Bogenlingen, Sehnen, Kreisabschnitte, so erhilt man die in der Fig. 145
dargestellten Kurven. Zu den Punkten 4 und B gehoren die Winkel
50° und 60° und die Sehnmen 0,8452 und 1,0000. Bestimmt man aus
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18.

19.

diesen Werten durch Interpolation die Sehnenlinge, die dem Winkel

550 entspricht, so erhilt man (0,8452 4 1,0000):2 = 0,9226. Die Ta-

belle liefert aber den Wert 0,9235. Woher kommt dieser Fehler?

Bei der besprochenen

Zwischenwertrechnung

denkt man sich das

Kurvenstick

zwischen A und B er-

setzt durch die Sehne,

die die beiden Punkte

miteinander verbindet.

Errichtet man im Punkte

550 auf der Abszissen-

achse ein Lot, so trifft

es die Sehne 4B im

Abstande 0,9226, die

Kurve aber im Abstande

0,9235. Will man nach

der besprochenen Inter-

polationsmethode brauch-

bare Resultate erhalten,

so miissen daher die

Fig. 145, Punkte 4 und B auf der

Kurve so nahe beiein-

ander gew#hlt werden, da§ sich der Fehler, der aus der Interpolation

resultiert, in der 4. Dezimalstelle noch nicht bemerkbar macht. Inter-

poliert man zwischen zwei aufeinander folgenden Tabellen-

werten, so kann der berechnete Wert bei Sehnen und Bogenhohen

in der 4. Dezimalstelle hdchstens um eine Einheit ungenau werden.

Bei den Tabellen iiber die Kreisabschnitte dagegen, die 5 Dezimal-

stellen enthalten, macht sich der Fehler in der 5. Dezimalstelle stirker

bemerkbar. Man soll daher den interpolierten Wert auf 4 Dezimal-

stellen auf- oder abrunden. Warum liefert die Interpolation bei den
Bogenlingen immer richtige Resultate?

#=20 cm, s=8 cm, o="? (;=-2%:0,4000, daher ¢ = 23° 55').
=30 cm, ¢ =55°30'.s =2 b =72 J =7 (27,94, 3,45 cm; 65,05 cm?).
s=40cm; A =5 cm. Inhalt des Segments=? Man berechnet
# zu 42,5 cm; daher ist ;—: 4‘;?5 = 09412; «=~56°10"; daher
J =135,1 em®. Die Trigonometrie lehrt bessere Berechnungsmethoden.
Man vergleiche die Werte:
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2 e 2 A ]
SSh=133; 5 sh4, =1349;

J nach der Trigonometrie = 135,0 cm?.

90. Die Peripherie eines Kreises von 20 cm Radius soll in 25 gleiche

23.

1.

Teile zerlegt werden, Welche Sehne muf man in den Zirkel nehmen?
(5,014 cm.)

. Konstruktion eines Winkels mit

Hilfe der Sehnentafeln (Fig. 146).

Es soll z B. ein Winkel von 35°

konstruiert werden. Nach der Tabelle

ist die entsprechende Sehne im Einheits-

kreis 0,6014. In einem Kreise von

10 ¢cm’ Radius ist die Sehne daher Fig. 146.

6,014 cm. Die weitern Erklirungen gibt

die Figur. Zeichne die Winkel 20°; 48°; 84°30'; 141° (Supplement-
winkel!). Bestimme die GroBe eines gezeichnet vorliegenden Winkels.

2, Zeichne ein rechtwinkliges Dreieck @ = 12; 4 =16 cm und bestimme

aus der Zeichnung seine Winkel. « =~ 36°50‘; 8 =~ 53910
Bestimme mit Hilfe der Sehnentabelle und der Tabelle iiber Kreis-
abschnitte die Seite und den Inhalt eines regelmiéBigen n-Ecks,
das einem Kreise mit dem Radius » einbeschrieben werden kann:

n= 5 s=1,1756 r J=23716r%,
n= 8 s = 10,7654 » J=12,8284 r2
n= 9 s =10,6840r J=12,8925r¢,
n=10 s=0,6180r J=2,9389 »2,
n—=12 s=0,5176 r J =3,0000 r2.

8§ 17. Die Ahnlichkeit und der Kreis.

Aus den drei Seiten eines Dreiecks den Radius des
Umkreises zu berechnen. In Fig. 147 ist 2 R der Durch-
messer des Umkreises. Die schraffierten Dreiecke sind #hnlich!
Daraus folgt:

be
h:c=b:2R oder h:ﬁ’
der Inhalt / des Dreiecks ist:

a a bc abc
J=g =5 2 RTuR

somit ist: R_abc Di ion!
it ist: =47 (Dimension!)

Siehe § 9, Aufgabe 39; § 7, Aufgabe 17.
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2
Fir a =06 =c¢ wird R= % V3= 3 der Hohe des gleichseitigen
Dreiecks.
Ist =65 6=7, ¢=17,5 cm, dann ist R=4,06 cm.
s, @=051 b=52 ¢=53mm, , , R=~30mnnm

Fig. 147, Fig. 148.

2. Satz des Ptolemius iiber das Kreisviereck. Wir machen
in Fig. 148 W EBC=4 ABD = 4, dann sind die Dreiecke
ABD und EBC jhunlich, warum? Daraus folgt:

AD
Auch die Dreiecke AE£B und BCD sind dhnlich. Daher gilt:
cD
——jzzg—g oder AE=AB-FE- 2)

Durch Addition von (1) und (2) folgt:
BC-AD+AB-CD
AE+EC=A4C= BD
und hieraus durch Multiplikation mit B.D:
AC.BD=BC.AD+ AB.DC. 3)
d. h.: In jedem Sehnenviereck ist das Produkt beider Diago-
nalen gleich der Summe der Produkte je zweier Gegenseiten.
Was wird aus (8) fiir ein Rechteck? Quadrat? gleich-
schenkliges Trapez?
3. Sehnensatz (Fig. 149). Die Dreiecke 4PC und BPD sind
dhnlich! Warum? Daraus folgt P4: PC=PD:PB oder
PA.PB=PC.PD.
Hilt man 4B fest und zieht durch P eine dritte Sehne
C,D,, dann wird auch PC,.PD,=PA.PB us.1
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Zieht man durch einen beliebigen Punkt im Innern
eines Kreises mehrere Sehnen, so hat fiir jedc Sehne das
Produkt der Abschnitte den gleichen Wert.

Ist a der Abstand des Punktes P vom Mittelpunkt des
Kreises, » der Radius, dann ist der Wert des Produkts:
r?— a2 Prife den Satz an einem gezeichneten Kreis. Man

Fig. 149. Fig. 150.

wiihle 4B als Durchmesser und CD1 .4 B; man erhilt Satz 4
iiber das rechtwinklige Dreieck.

. Der Sekantensatz (Tangentensatz) Fig. 150. P C und P B
sind zwei beliebige Sekanten. Die Dreiecke PAC und PBD
sind #hnlich! Daraus folgt PA4: PC = PD:PB oder:

PA.PB=PC.PD,

d. h.: Zieht man durch einen beliebigen Punkt auBerhalb
eines Kreises mehrere Sekanten, so hat fiir jede Sekante
das Produkt der Abschnitte (von P aus gemessen) dem
gleichen Wert. (a2 — »2)

Dreht man die Sekante PB um P in die Stellungen
PB,, PB, bis schlieflich nach PE, dann ist PA.PB =
PA,.PB,=PA,. PB,= (PE)? = ¢ oder:

t=,P4.PB. M

Die Tangente ist das geometrische Mittel der vom
gleichen Punkt P aus gemessenen Sekantenabschnitte.
Mit Hilfe von (1) kann man das geometrische Mittel
zu zwei Strecken a und b auf eine dritte Art konstruieren.
Ist etwa @ >, dann trage man auf einer Geraden @ und b
vom gleichen Punkte P aus in der gleichen Richtung ab; zeichne
irgend einen Kreis, der durch die Endpunkte der Strecke
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a — b geht. Die Tangenten an den Kreis von P aus haben
die Lingen ab.

Aufgabe: Man zeichne einen Kreis, der eine Gerade g
beriihrt und durch zwei Punkte A4 und B geht.

Anleitung: Verlingere die Strecke 4B bis zum Schnitt
P mit g; t=/PA.PB. Es gibt im allgemeinen zwei Kreise.

. Stetige Teilung einer Strecke.!) Eine Strecke heifit stetig

geteilt, wenn sich der kleinere Abschnitt zum gréfern verhilt
wie der grifiere zur ganzen Strecke.

Ist @ die ganze Strecke, x der grifere Abschnitt, also
a — x der Kkleinere, so gilt die Proportion:

(44

(a—x):x=x:a 1)
Berechnung des groSeren Abschnitts. Aus (1)
folgt 22 =a(a—x)=a®>—ax oder:

2+ax=a
2

a2
Fiigt man auf beiden Seiten vy hinzu, so erhilt man:

a? a2
2 = 2 _
x+ax+4—a+4

/ 2 5 2
oder: \x-l- g) :Ta’
somit: x+ % = "a2— Vo
a
oder: @ =3 (b —1)=0,668a. @)

Die Konstruktion des groferen Abschnitts ist in
Fig. 151 enthalten. Man beweise, daB sich aus der Konstruktion
fiir x der Wert (2) ergibt. — Die stetige Teilung kann ver-
wendet werden bei der

6. Konstruktion eines regelmiiBigen Zehn- und Fiinfecks.
Jedes regelmifige Zehneck 1d8t sich in 10 kongruente
gleichschenklige Dreiecke mit den Winkeln 36°, 7290, 720 zer-
legen (Fig. 152). Die Halbierungslinie eines Basiswinkels
zerlegt ein solches Dreieck in zwei gleichschenklige Dreiecke,

1) Statt ,stetiger Teilung“ sagt man auch ,Teilung nach dem
goldenen Schnitt“.
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von denen das an der Basis s liegende dem ganzen Dreieck
dhnlich ist.
Aus der Ahnlichkeit dieser Dreiecke folgt:
(r—s):s=s:r.
Nun ist M4 =r und diese Pro-
portion sagt aus, daff r stetig geteilt, daf
also die Zehneckseite s der grifere
Abschnitt des stetig geteilten
Radius ist. Daraus folgt nach Ab-
schnitt 5, daB

r —
$10= > (‘/ 5 — 1) Fig. 152.

ist, sowie die in Fig. 153 (oben rechts) ausgefiihrte Konstruktion
der Zehneckseite. Vergl. hiermit Fig. 151. Damit ist auch
eine Konstruktion eines regelmifigen Fiinfecks gewonnen.
Fig. 158 zeigt (rechts unten), wie man die Fiinfeckseite s,
auch unmittelbar konstruieren kionnte. Wir verzichten auf die
Begriindung der Konstruktion.

Ist nicht der Kreis, sondern die Fiinfeckseite gegeben,
so 146t sich das Fiinfeck auch auf einfache Weise konstruieren.
Zieht man in einem Fiinfeck zwei von einer Ecke ausgehende

Fig. 153, Fig. 154.

Diagonalen, so entsteht ein gleichschenkliges Dreieck mit den
Winkeln 369, 720 729, Die Diagonalen d sind die Schenkel
und die Fiinfeckseite s ist die Grundlinie. Daher ist

d
3525(\/5—1)-

Ldst man diese Gleichung nach & auf, so erhilt man:
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§ 17. Die Ahnlichkeit und der Kreis.

a=3 (/3+1). M

Dieser Ausdruck 146t sich leicht konstruieren (Fig. 154). Aus
der Figur folgt:

PR 5s?
-y -y
somit ist

y=utg=gVi+g=g 5 .

Das ist aber der Ausdruck (1), d. h. y ist die Léinge einer
Diagonale des Iiinfecks mit der Seite s. Die weitere Kon-
struktion lehrt die Figur. —— Schligt man um A4 einen Kreis,
der durch die Endpunkte von s geht, so kann man auf diesem
Kreise s zehnmal abtragen, wie man leicht einsehen wird.

. Es gibt einige gute Ndherungskonstruktionen fiir be-

liebige regelmiBige Vielecke. Die
in Fig. 155 gegebene Konstruktion
stammt von Herzog Karl Bernhard
zu Sachsen - Weimar - Eisenach. Man
teilt den Durchmesser A B in # gleiche

Teile, macht CD=AE = % A B,

zieht £ D und verbindet G mit dem
dritten Teilpunkt auf 4 B. G 8 ist
mit sehr grofer Annidherung die Seite s,
des regelmiBigen #-Ecks. Zeichne
hiernach ein regelméifiges 7-Eck. s, ist iibrigens in groGer

Fig. 155,

1
Anniherung auch gleich 5 Sg Was schon dem deutschen Maler

Diirrer bekanut war.

. Es sei » der Radius eines Kreises, s, die Seite des einbeschrie-

benen, regelmiBigen #-Ecks, sg, die Seite des einbeschriebenen
Vielecks mit doppelter Seitenzahl, S, die Seite des umbeschrie-
benen regelmifiigen #-Ecks. Man beweise die folgenden Be-
ziehungen:

T s 7. Sn
s2n:\/2r(7‘—-\/7‘2—§1—)7 S ——

= /7” .
Ve
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Mit der ersten Formel kann man aus dem Radius und der
Seite s, des einbeschriebenen regelmiBigen #-Ecks die Seite
des 2 n-Ecks berechnen. Mit der zweiten berechnet man aus
7 und s, die Seite S, des umbeschriebenen #-Ecks.

Berechne aus s, die Griofien sg, Sg, 75 (Inhalt), Jf;, ebenso
aus s, die Grofen sg Sg Sy, S;p und priife die Richtigkeit
der Resultate mit Hilfe der Sehnentabelle.

»Das Auswendiglernen ist in der
Mathematik durchaus von Ubel. Man
soll sich die Siitze dadurch merken, da8
man sie nach allen Richtungen durch-
dacht und wiederholt angewendet hat.“

G. Scheffers.

§ 18, Affine Figuren.

In Fig. 156 sind die drei durch den gleichen Punkt G gehen.
den '_Geraden &, & S von mehreren Parallelen geschnitten. Aus
der Ahnlichkeit gewisser Dreiecke folgt
4,8, B,S, (S,

GS, GS, GS,

A4S, BS, (S5

GS, GS, GS;°
Durch Division dieser Gleichungen
erhdlt man

A151 _ Bls‘z _ C1 53 _ Fig. 156.

A4S, " BS,TCS, "
oder A, S,=n.A4S,; B,S,=n.BS,; C;S;=n.CS,, 1
wobei # den gemeinsamen Wert der drei Briiche vorstellt. Diese

Gleichungen gelten auch dann, wenn g, die Parallelen oberhalb g
oder unterhalb s schneidet.

Satz 1. Werden drei durch einen Punkt G gehende
Gerade g, g&,, s von mehreren Parallelen geschnitten, 'so
sind die zwischen g, und s liegenden Parallelenabschnitte
den entsprechenden Abschnitten zwischen g und s pro-
portional, d. h. die einen konnen aus den andern durch
Multiplikation mit einem konstanten Faktor # berechnet werden.

und

‘Wir konnen diesen Satz offenbar auch umkehren.
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Satz 2. Verkiirzt (oder verlingert) man alle zwischen
& und s liegenden Parallelenabschnitte von s aus im
gleichen Verhaltnis, so liegen die Endpunkte der ver-
kiirzten (oder verlingertem) Strecken in einer dritten
Geraden g,, die durch den Schnittpunkt G von g und s geht.

Die Gerade g, ist bestimmt, sobald man zwei Punkte, z. B.
A, und B, von ihr kennt.

In Fig. 157 ist ein beliebiges Dreieck 4 B C und eine (hori-
zontale) Gerade s gegeben. Wir ziehen durch die Ecken ABC
parallele Gerade und wihlen auf A4S, den Punkt A, beliebig. Es

151

. A .
el —rom=n. Auf den Parallelen durch C und B wollen wir
1

nCt‘deie Punkte C, und B, so bestimmen, daB auch die Verhiltnisse
B,S

198 192 . ! :

S, und BS. den gleichen Wert # besitzen. Nach Satz 1

kann das auf folgende einfache Weise geschehen. Wir verlingern

Fig. 157.

AC bvis II auf s, ziehen A,7I, dadurch erhalten wir C,. Wir

verlingern A B bis [II auf s, ziehen A,II] und erhalten B,.

B,S, (S . . .
Da nun BS, ~CS, — n ist, schneiden sich nach Satz 2 auch

die verlingerten Geraden B C und B, C, in einem Punkte / auf s.
B, hitte daher, nachdem C, konstruiert war, auch so bestimmt
werden konnen: Wir verlingern B C bis [ auf s, ziehen /C, und
erhalten B,. Die drei Punkte 4, B, C; bestimmen ein neues Drei-
eck. FEine beliebige Gerade g parallel zu A4S, schneidet die Seite
AC in D und die Seite 4, C, in dem entsprechenden Punkt D;.
Die beiden Dreiecke stehen in der folgenden Beziehung:

a) Jedem Punkt der einen Figur entspricht ein Punkt
der anderen (4 und 4,;; B und B,).
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b) Jeder geraden Linie entspricht wieder eine gerade
Linie (4B uwd A4,B,; BC uwd B,(C,....).

¢) Die Verbindungslinien entsprechender Punkte sind parallel
(44,1l BB,  CC).

d) Entsprechende Linien treffen sieh (geniigend weit ver-
lingert) auf der gleichen Geraden s (4B und 4,8, in
IIl; BC wnd B,C; in I usw.).

Man nennt allgemein Figuren, die diese vier Eigenschaften
besitzen, affine Figuren in affiner Lage. Die Gerade s heifit
die Affinitdtsachse, die Richtung der Geraden AA4,, BB, ....
bestimmt die Affinitétsrichtung. A4 und 4,, B und B, usw.
heifen affine Punkte; 458 und 4,5, sind affine Gerade. Die
Geraden 4 S,, BS, usw. werden auch Affinititsstrahlen ge-
nannt. Je nachdem die Affinitdtsrichtung zur Affinititsachse senkrecht
oder schief steht, spricht man von othogonaler (rechtwinkliger) oder
schiefer Affinitit. Die beiden Dreiecke in Fig. 157 liegen auf der
gleichen Seite der Affinititsachse s; das ist unwesentlich, s kann
auch zwischen den Figuren liegen oder auch beide Figuren schneiden.

Wir wollen zunichst die Konstruktion affiner Figuren noch
an einzelnen Beispielen erliutern und spiter einige rechnerische
Beziehungen zwischen affinen Figuren aufdecken. Der Lernende
wird nur dann aus den Entwicklungen Nutzen ziehen, wenn er die
Figuren in vergrifertem MaGstabe neu zeichnet; denn eine Zeichnung
vor seinen Augen entstehen sehen, ist lehrreicher, als eine fertige
Figur betrachten.

Bei den Konstruk-
tionsaufgaben handelt es
sich meistens um die Auf-
gabe: Gegeben eine
beliebige Figur und
die Affinitdtsachse.

Man zeichne eine
affine Figur, von der
einPunktgegebenist.
Wir nehmen in Fig. Fig. 138.
158 ein Quadrat 1234 als
die gegebene Figur an. 1‘sei der beliebig gewihlte Punkt der affinen
Figur, der dem Punkt 7 entsprechen und zur Abwechslung auf der
andern Seite der Affinititsachse gewdhlt werden mige. Die Gerade
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11’ bestimmt nun die Affinitdtsrichtung. Die zu bestimmenden
Punkte 2/3‘4‘ liegen nach ¢ auf den Geraden, die man durch 234
parallel zu 11’ ziehen kann. Die genaue Lage der Punkte ergibt
sich ans 4. Wir verlingern 12 bis A; ziehen 7 4 und erhalten
2. Wir verldngern 14 bis B, ziehen 7 B und erhalten 4‘. 43
schneidet s in C; C4 liefert 3. — 1'2/3'4’ ist die gesuchte
affine Figur zu dem Quadrat 1234. Zur Probe miissen sich auch
die Linien 23 und 2’3, sowie die Diagonalen 24 und 2‘4‘, 13 und
1'3' auf s treffen.

Die Seiten 12 und 34 sind parallel, das ist nun auch mit
den entsprechenden Seiten 1‘'2‘ und 3‘4‘ der Fall; denn dem un-
endlich (90) fernen Schnittpunkte P, der parallelen Geraden 12
und 34 kann nur wieder ein unendlich ferner Schnittpunkt der
Geraden 1‘2‘ und 3’4’ entsprechen, d. h., auch 1‘2‘ und 3 4‘ miissen
parallel sein.

Satz 3. Parallelen Geraden einer Figur entsprechen
in einer dazu affinen Figur wieder parallele Gerade.

Dem Quadrat entspricht also in unserer Figur ein Parallelo-
gramm. KEs ist bemerkenswert, daf sich sowohl die Linge der
Strecken als auch die Winkel geindert haben. So halbieren die
Diagonalen des Quadrats die Winkel des Quadrats, wihrend die
Diagonalen des Parallelogramms die Winkel nicht mehr halbieren.
Den rechten Winkeln entsprechen
spitze oder stumpfe Winkel.

Fig. 159. Fig. 160.

Die Fig. 159 und 160 enthalten zwei weitere ausgefiihrte
Beispiele. Die gesuchte Figur ist strichpunktiert und der beliebig
gewihlte Punkt ist in beiden Figuren 1‘. Bei der Konstruktion
kann natiirlich bereits Satz 3 verwendet werden. In Fig. 159 ist
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ein Quadrat gezeichnet. s geht durch dessen Mittelpunkt parallel
zu den Seiten 14 und 23. 11’ ist die Affinitéitsrichtung. Die Linien
12 und 1’2’ miissen sich nach & auf s treffen. Die Punkte auf s
gehdren zu beiden Figuren.

Satz 4. Die Schnittpunkte einer Figur mit der
Affinitdtsachse entsprechen sich selbst.

Die Seiten 714 und 23 sind zu s parallel. Daher miissen nach
d und Satz 3 auch die entsprechenden Linien 1‘4‘ und 2‘3‘ zu s
parallel sein. Einer Geraden, die zur Affinitéitsachse parallel ist,
entspricht immer wie-
der eine Parallele zur
Achse. Man vergleiche
auch die Geraden 12
und 1‘2‘, 45 und 4’ 5*
in Fig. 160. Weitere
Beispiele kann sich der
Lernende leicht selbst
bilden.

In Fig. 161 sind
auf zwei Geraden g
und / gleiche Strecken
a bezw. b abgetragen worden. Nach Satz 3 und § 12, Satz 3
entsprechen diesen Strecken wieder unter sich gleiche Strecken a’
und &' auf den affinen Geraden g‘ und /',

Fig. 161,

Satz 5. Gleichen Strecken auf einer Geraden oder
auf parallelen Geraden
entsprechen in affinen
Figuren wieder unter
sich gleiche Abschnitte
aufden affinen Geraden.

Dieser Satz ist von
groBer Bedeutung; denn nach
ihm entspricht einer regel-
méfigen Teilung auf einer
Strecke wieder eine regel-
miBige Teilung auf der Fig. 162.
affinen Strecke, insbesondere

gehen Halbierungen von Strecken auch in die affinen Figuren iiber.
HeB, Planimetrie. 8



114 § 18. Affine Figuren.

In Fig. 162 sind zwei affine Dreiecke von drei beliebig ge-
wihlten affinen Parallelen geschnitten. Den Abschnitten a b ¢
im einen Dreieck entsprechen die Abschnitte @, b,¢, im andern.
Aus Satz 5 und § 12 folgt unmittelbar:

a:b:c=a,:b,:¢,

oder -ai:ﬁz—cl—:k
a b c
oder a,=k.a; by=Fk.0; c,=Fk.c

Satz 6. Schneidet man affine Figuren mit ent-
sprechend parallelen Geraden, so sind die Parallelen-
abschnitte in der einen Figur denen in der andern pro-
portional

Wir kehren zur Fig. 157 zuriick. Nach den frithern Ent-
wicklungen gelten fiir die einzelnen entsprechenden Punkte die
Gleichungen:

A,S, BS, Sy DS, ES,
A4S, BS, €5 DS, TES, "
Den gemeinsamen Wert dieser Briiche nennen wir das Affinitédts-

verhédltnis.
Es ist

D, S,=n.DS,
und ES,=n.ES,
Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhilt man
D S,—E S,=n(DS,—ES)
oder a,=n.a.

a und a, sind entsprechende Abschnitte auf einem beliebigen
Affinitdtsstrahl g.

Satz 7. Irgend zwei entsprechende, auf einem be-
liebigen Affinititsstrahl liegende Abschnitte in den beiden
Figuren stehen im gleichen Verhiltnis, dem Affinitéts-
verhiltnis. — Die Abschnitte in der zweiten Figur gehen also
aus den entsprechenden der ersten durch Multiplikation mit » hervor.
Der Wert » ist nicht zu verwechseln mit dem oben gegebenen
Werte &£. 4 wird gleich #, wenn die Parallelen in Fig. 162 parallel
zur Affinitdtsrichtung gezogen werden.

Liegen die entsprechenden Punkte wie in Fig. 159 auf ver-
schiedenen Seiten der Affinitéitsachse, haben also die Strecken A4, S,
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und A4 S, entgegengesetzte Richtungen, dann tragen wir diesem
Umstande dadurch Rechnung, daf wir dem Werte # ein negatives
Vorzeichen geben.

Mit Hilfe des Satzes 7 kann man leicht das Verhiltnis der
Inhalte affiner Figuren bestimmen. Wir bediirfen dazu noch eines
Hilfssatzes, der in der Geometrie unter dem Namen ,Das Prinzip
von Cavalieri“ bekannt ist.

Die Figuren 4 und B (Fig. 163) mogen sich aus gleich
vielen Rechtecken zusammensetzen, und zwar sei in beiden, im
gleichen Abstand von der untern Linie @, ein gleich grofes Rechteck
vorhanden. KEs ist dann ohne weiteres einleuchtend, da die beiden
Figuren 4 und B den gleichen Inhalt haben. Uber die Zahl der
Rechtecke und deren Hohe haben wir dabei keine Voraussetzung
gemacht. Bestehen nun 4 und B z. B. je aus 10000 Rechtecken

1
von nur oo mm Héohe und sind immer in gleichen Abstinden von a

gleiche Recktecke vorhanden, dann ist der Inhalt von 4 gleich dem
Inhalte von AB. Schlieflich mogen sich die Rechtecke auf bloSe
Strecken reduzieren wie in Fig. 164, Man erkennt auf diese Weise

=3 L%H A

@

Fig. 163. Fig. 164,

die Richtigkeit des Satzes: Kann man eine Gerade g so iiber
zwei Figuren 4 und B parallel verschieben, da in jeder
Lage die beiden in den Figuren liegenden Abschnitte der
Geraden gleich lang sind, so sind die Figuren inhalts-
gleich. (Satz von Cavalieri) Das ist z. B, fiir die beiden Figuren
in Fig. 164 der Fall.

Wiren nun die Abschnitte in der einen Figur immer das #-
fache der entsprechenden Abschnitte in der andern, so wére der
Flicheninhalt der einen offenbar auch das #-fache vom Inhalt der
andern. Das trifft nun nach Satz 7 gerade bei affinen Figuren zu.
Bezeichnen / und /; die Inhalte affiner Figuren und ist # das
Affinitdtsverhsltnis, das von der ersten zur zweiten iiberfiihrt, so ist

Jy=n.d,
8*
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Satz 8. Konstruiert man zu einer beliebigen Figur
eine affine, so findet man den Inhalt der zweiten, indem
man den Inhalt der ersten mit dem Affinititsverhiltnis
n multipliziert.

Einige Zusidtze: 1. Zwei achsensymmetrische Figuren
(siehe § 1, Fig. 12) sind auch affine Figuren. # ist gleich — 1.
Die Affinitéitsachse ist die Symmetrieachse.

2. Auch in Fig. 165 ist # = — 1. Die Verbindungsstrecken
entsprechender Punkte werden durch s halbiert, aber sie stehen zu
s nicht senkrecht. Man nennt solche
Figuren schief-symmetrisch. Die
beiden Parallelogramme der Figur
sind nach Satz 8 inhaltsgleich; .da-
gegen sind sie nicht kongruent, sie
kénnen durch Umklappen um s nicht
zur Deckung gebracht werden. Bei der
Inhaltsvergleichung nehmen wir auf
das Vorzeichen von # keine Riicksicht.

Jedes Parallelogramm ist in
bezug auf eine Diagonale eine sym-
metrische Figur (orthogonal oder schief). Die Verbindungslinien
symmetrischer Punkte haben die Richtung der andern Diagonale.

3. Konstruiert man zu einer Figur eine &hnliche, so wird
die Figur gleichsam nach zwei verschiedenen Richtungen im gleichen
MaBe gestreckt oder verkiirzt. Und es ist /; = #* /. Bei affinen
Figuren erfolgt die Streckung oder Verkiirzung nur nach einer
Richtung und es ist /;=#./. Die affinen Figuren nehmen also
in dieser Hinsicht eine Mittelstellung zwischen kongruenten und
dhnlichen Figuren ein.

4. Verschiebt man die eine von zwei affinen Figuren, die sich
in affiner Lage befinden, so wird die ,affine Lage“ aufgehoben.
Die Eigenschaften ¢ und 4 sind nicht mehr vorhanden. Die Figuren
werden aber immer noch affine Figuren genannt, fiir die die Sitze
3, 5, 6 unverindert weiter gelten.

Wir wollen noch kurz erkliren, wie affine Figuren auf experimen-
tellem Wege hergestellt werden konnen (Fig. 166). Man denke sich auf
einer Glasplatte 4, die mit der Kante s auf einem Tische B ruht, ein
Fiinfeck 1234 5 gezeichnet. Das von oben kommende Sonnenlicht ent-
wirft von dem Fiinfeck ein Schattenbild 1/2‘3‘4‘5‘ auf dem Tische B.
Man nennt das Schattenbild auch etwa die Parallelprojektion des

Fig. 165.
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Fiinfecks 1- -5. Die Strahlen11‘, 22/, 33" ... bestimmen die Projektions-
richtung. — Man wird sich nun leicht iiberzeugen kinnen, daf die
beiden gezeichneten Fiinfecke affine Figuren sind. Die Schnittlinie s
der beiden Ebenen A4 und B ist

die Affinititsachse, die Projek-

tionsrichtung 11‘, 22'... ist

die Affinitdtsrichtung. Denkt

man sich z. B. die Diagonale 53

bis C auf s verlingert, so wird

offenbar der Schatten davon

auch von C aus durch 3'5‘

gehen miissen. Entsprechende

Linien treffen sich auf s. Auch

die rdumlichen Fiinfecke

nennt man affine Figuren. Sie

liegen aber in verschiedenen

Ebenen.

Die Fig. 166 liefie sich
noch anders deuten. Wir konnen
1234’5 als die Grundflache
eines Prismas  auffassen. Fig. 166.

11/, 22 .. sind seine Seiten-

kanten, die Deckfliche 1—5 liegt in der Ebene A. Die Verlinge-
rungen enteprechender Kanten der Grund- und Deckfliche miissen sich auf
der Schnittlinie s der beiden Ebenen A4 und B treffen.

Man wird manche Figuren der folgenden Paragraphen leichter ver-
stehen kinnen, wenn man sich die eine der beiden affinen Figuren auf
einer Glasplatte gezeichnet denkt und die andere als die Projektion auf
eine Ebene auffaBt. — Affine Figuren spielen in der darstellenden Geometrie,
sowie in der graphischen Statik eine grofe Rolle.

§ 19. Die Ellipse.

1. Mittelpunkt, Durchmesser, Achsen, Scheitel einer
Ellipse. Wir stellen uns die Aufgabe, zu dem in Figur 167 ge-
zeichneten Kreise eine affine Figur zu konstruieren. Wir wihlen
den horizontalen Durchmesser 4B als Affinititsachse s und CD als
Affinititsrichtung. Der Punkt C, mige der entsprechende zu dem
Kreispunkt C sein. In der Figur ist C, M =1/, C M gewihlt; es
ist also 2 =1/,. Wir werden demnach zu jedem beliebigen andern
Punkte P des Kreises den entsprechenden finden konnen, indem wir
die Strecke PS halbieren. P, S =1/, PS. P, kann aber nach
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§ 18 auch so gefunden werden: Wir verlingern CP bis R auf s,
ziehen C; R und erhalten im Schnittpunkt mit P.S den Punkt P,.
Wenn man diese Konstruktion fiir verschiedene Punkte ausfiihrt

Fig. 167.

und die Punkte durch eine Kurve verbindet, so erhilt man eine
Ellipse. Eine Ellipse ist also eine affine Figur eines
Kreises. Zwei entsprechende Punkte des Kreises und der Ellipse
liegen in einem Lote zur Affinititsachse s. Wihlt man den Punkt
C; anderswo in dem Lote CM, so erhilt man eine andere Ellipse.
Man konnte C, auch oberhalb C wihlen, so daf die Ellipse grofer
wiirde als der Kreis. In Fig. 168 sind mehrere halbe Ellipsen ge-
zeichnet, die alle zu dem gleichen Halb-
kreis gehoren; es ist P, S =1/, PS;
P,S=11, PS und P,S=2.PS ge-
wihlt worden.

Aus den Eigenschaften des Kreises
lassen sich nun leicht mit Hilfe der in
§ 18 entwickelten Sitze Eigenschaften
der Ellipse nachweisen. Wir kniipfen
an die Fig. 167 an.

Der Punkt M gehort als Punkt der Affinititsachse zum
Kreis und zur Ellipse. Jedem durch M gehenden Kreisdurch-
messer (PQ) entspricht eine durch M gehende Sehne (P;Q,) der
Ellipse und da PQ in M halbiert wird, ist dies auch fiir die Sehne
P,Q; der Fall. P,M=MQ,. Jede durch M gehende Sehne der
Ellipse wird ebenfalls Durchmesser genannt. A heift der Mittel-
punkt der Ellipse. Die Ellipse ist demnach, wie der Kreis,

Fig. 168.
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in bezug auf den Punkt M zentrisch symmetrisch. Die
Durchmesser des Kreises sind gleich lang, die der Ellipse haben
verschiedene Linge.

Jeder Kreistangente entspricht eine bestimmte Ellipsen-
tangente. Der Tangente P7 in P an den Kreis entspricht die
Tangente P,7 an die Ellipse. Entsprechende Tangenten
treffen sich auf der Affinititsachse. In C, und D,
gind die Tangenten parallel, in 4 und B senkrecht zum s.
Beim Kreis stehen Tangente und Beriihrungsdurchmesser aufeinander
senkrecht, bei der Ellipse trifft dies nur in den Punkten A4, C;
B, D, zu. Die Kreistangenten P7 und QU sind parallel, daher
sind auch die Tangenten ;7 und Q, U der Ellipse parallel. Die
Tangenten in den Endpunkten eines Ellipsendurchmessers
sind parallel zueinander. Vergleiche auch die Tangenten in
C, und D,; sowie in 4 und B.

AB ist der grofite Durchmesser der Ellipse; denn ist
P, irgend ein Punkt der Kurve, der von A4C, BD, verschieden
ist, so ergibt sich aus dem Dreieck M PP, daf MP, < MP ist;
denn M P, liegt einem spitzen, M P einem stumpfen Winkel gegen-
iiber. M P ist aber gleich M B = a = dem Radius des umschriebenen
Kreises. MP, ist also kleiner als a = MDB; folglich ist auch
PO, <2a oder P,Q,< AB. Man nennt den Durchmesser 4.5
die groBe Achse der Ellipse; sie ist gleich dem Durch-
messer des umbeschriebenen Kreises. @ heifit die grofe
Halbachse.

C,D, ist der kleinste Durchmesser der Ellipse. Wie
man leicht einsehen kann, ist CC, der grifte aller Abschnitte, die
auf den Loten zu s zwischen dem Kreis und der Ellipse liegen.

Es ist also PP, <CC,

und daher ist a—PP,>a—CC,.

Wir ersetzen links @ durch #/ P und rechts durch #/C. Da ferner
MC—CC,=MC, ist,

ist MP—PP,>MC,.

In dem Dreieck M P P, ist aber
MP,>MP—PP,

daher ist MP,>MP—PP,>MC,

oder MP,>MC,,
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das heiBt aber MC, ist der kleinste Halbmesser oder C, D, der
kleinste Durchmesser der Ellipse. C, D, heifit die kleine Achse;
sie wird allgemein mit 24 bezeichnet. MC, =6 ist die kleine
Halbachse. Die beiden Achsen der Ellipse stehen aufein-
ander senkrecht; sie entsprechen den aufeinander senkrecht
stehenden Durchmessern 4B und C.D des Kreises.

Die Punkte 4BC,D, heifen die Scheitel der Ellipse.
Die Ellipse ist, wie man leicht erkennt, in bezug auf die
Achsen orthogonal symmetrisch. Aus einem beliebigen Punkte
P, ergeben sich durch Spiegelung an den Achsen drei weitere
Punkte P,Q;Q, Auch die Tangenten in diesen vier Punkten
liegen zu den Achsen symmetrisch, je zwei schneiden sich auf den
verlingerten Achsen.

2. Konstruktion der Ellipse mit Hilfe des ein- und um-
beschriebenen Kreises. Sind die Achsen einer Ellipse gegeben,
so 148t sie sich mit Hilfe der um den Mittelpunkt geschlagenen
Kreise mit den Radien @ und & sehr einfach konstruieren. Siehe
Fig. 169. Man zieht irgend einen Durchmesser PQ des Kreises,
zieht durch P und Q Parallele zur kleinen, durch £ und H
Parallele zur grofien Achse. Die Schnittpunkte P, und Q, sind
Punkte der Ellipse.

Beweis. In Fig. 170 ist nur ein Viertel der Ellipse ge-
zeichnet. Wir fassen A/ als Anfangspunkt eines Koordinaten-

Fig. 169. Fig. 170.

systems, M B und MC als Koordinatenachsen auf; der Ordinate
CM des Kreises entspricht die Ordinate C, M der Ellipse. Da nun
CM=BM=aq und C;M=15 ist, so ist das Affinitiitsverhsltnis
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C,M:CM=b:a. Demnacherhilt mansimtliche Ordinaten der Ellip-
senpunkte, indem man die Ordinaten der entsprechenden Kreispunkte
mit 7 multipliziert. Die oben gegebene Konstruktion ist als richtig

b
erwiesen, wenn sich aus ihr fir P, S der Wert P PS ergibt.

Nun ist £ P, immer parallel M/ S; daher gilt nach § 12 die Pro-
portion: P; S:PS=ME:MP = b:a, somit ist

b
PS=y=_-PS. o))
b 5
Wire, wie in der Figur, =15 cm, ¢ =8 cm, dann wire 258’
5
also PIS=§-PS, wobei P ein beliebiger Punkt auf dem

Kreisbogen sein kann. Unsere Konstruktion ist demnach ein ein-
faches zeichnerisches Mittel zur Verkiirzung der Ordinaten im Ver-
héltnis &: @. Man konnte natiirlich .S auch abmessen, mit 3/g multi-
plizieren und den berechneten Wert P; S wieder in die Figur
eintragen. Die Rechnung ist aber nicht so bequem wie die be-
sprochene Konstruktion.

Die Fig. 170 zeigt uns noch eine merkwiirdige Beziehung
der Ellipse zum kleinen Kreis. Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
EMF und PMS folgt MS: MP=MF:ME, oder, da MS =
x=P,G, MP=a, ME=0 wnd MF=GE ist,

x:a=GE:b oder
a
b

Diese Gleichung sagt aus:
Schneidet man die Ellipse und den
kleinen Kreis durch eine beliebige
horizontale Linie (P, G), so ist die
Abszisse P; G = x des Ellipsenpunktes

P,G=x=——-GE. )

immer das %fache der Abszisse G E

des entsprechenden Kreispunktes. Die

Abszissen des kleinen Kreises werden

im Verhdltnis @:6 vergréfert. In

unserer Figur ist P,G=38/,.GE. Fig. 171.

Die Ellipse ist demnach die

affine Figur des umbeschriebenen und zugleich die
atfine Figur des einbeschriebenen Kreises. Im ersten Falle
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ist die groBfe Achse, im zweiten die kleine die Affinititsachse. Die
Ellipse entsteht also gleichsam durch Zusammendriicken des grofen
Kreises in vertikaler oder durch Dehnung, Streckung des kleinen
Kreises in horizontaler Richtung. (Fig. 171.)

Diese Tatsache kann mit Vorteil bei der Konstruktion der
Tangenten verwertet werden. Die Tangente in P, (siehe Fig. 170)
ist sowohl die affine Gerade zur Kreistangente P7 als auch zur
Kreistangente EN. Die Punkte 7P, N liegen in der Ellipsen-
tangente. Fiir Punkte nahe bei den Endpunkten der grofien Achse
wird die Tangente an die Ellipse mit Hilfe des Umkreises, fiir
solche nahe bei den Endpunkten der kleinen Achse mit Hilfe des
Inkreises konstruiert. (Siehe auch Fig. 169.)

Aus der Fig. 170148t sich leicht eine andere einfache Konstruktion
der Ellipse ableiten. Wir ziehen durch P, zu PM die Parallele
P,J, dann ist PM=P,J=a wnd P H=EM=>b. Somit ist
Hj=a—b und JP,=a. Trigt man auf dem Rande eines gerad-
linig begrenzten Papierstreifens die Strecken /JH =a — b und
JP,=a ab, und bewegt man den Papierstreifen so, daf H lings
der x-Achse und / lings der y-Achse gleitet, so beschreibt der
Punkt P, eine Ellipse mit den Halbachsen @ und 6. Auf diese
Eigenschaften stiitzen sich die in den Handel kommenden KEllipsen-
zirkel.

Zieht man die Tangenten in den vier Scheitelpunkten einer
Ellipse, so entsteht ein Rechteck. (Fig. 172.) Die Ellipse beriihrt
jede Seite in der Mitte. Von besonderer Wichtigkeit fiir das
richtige Zeichnen einer Ellipse sind die Punkte, die auf den Dia-
gonalen dieses Rechtecks liegen, wir nennen sie kurz ,Diagonal-
punkte“. Dem Rechteck 4, B,C,D, um die Ellipse entspricht
das Quadrat A BCD um den Kreis. Den Diagonalen B0 und
AC des Quadrats entsprechen die Diagonalen B, D; und A,(,
des Rechtecks. Den Schnittpunkten der Diagonalen des Quadrats
mit dem Kreis entsprechen die Schnittpunkte der Diagonalen des
Rechtecks mit der Ellipse. (2 und P,) Die entsprechenden
Schnittpunkte liegen, wie iiberhaupt alle affinen Punkte, in Loten
zur Affinititsachse. Die Tangente in P ist parallel zur Diagonale
AC des Quadrats, daher ist die Tangente in P, parallel zur
Diagonale A, C, des Rechtecks. Die Tangenten in den ,Dia-
gonalpunkten“ sind parallel den Diagonalen des Recht-
ecks 4, B,C,D,.
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Dem Quadrate £ F G H um den Kreis entspricht der Rhombus
EF,GH, um die Ellipse. Seine Seiten sind die Tangenten in den
Diagonalpunkten und sie werden von der Ellipse in der Mitte beriihrt.

Fig. 172, Fig. 173.

Hat man eine Ellipse aus den Achsen zu zeichnen, so wird
man die Diagonalpunkte und die Tangenten in ihnen immer er-
mitteln. Dabei kann man sich auf die in Fig. 173 vorhandenen
Hilfslinien beschrinken.

8. Berechnung der Ordinaten der Ellipsenpunkte aus den
zugehirigen Abszissen. Man beachte Fig. 170. Es ist nach
Gleichung (1):

y="2PS,
PS ist aber gleich (PM)2 — (MS)?; PM=a und MS = x,
somit ist: =y ar =t @)

Mit Hilfe dieser Gleichung kann man zu jedem horizontalen Abstand
MS =x die Hohe des Ellipsenpunktes iiber der grofen Achse
berechnen.

4. Kriimmungskreise in den Scheitelpunkten einer Ellipse.
In Fig. 174 sind mehrere Kreise gezeichnet, die die Ellipse im
Scheitel £ berithren. Thre Mittelpunkte liegen auf der groBen Achse.
Unter den unzihlich vielen mdglichen Beriihrungskreisen gibt es
einen Kreis, der sich der Ellipse in P ganz besonders enge an-
schmiegt. Man nennt ihn den Kriimmungskreis fiir den Scheitel
P, seinen Radius den Kriimmungsradius. Auch fiir den Scheitel
QO gibt es einen Kriimmungskreis. Wir geben im folgenden, ohne
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Beweis, die Konstruktion der Kriimmungsmittelpunkte A/, und A4,
Man f#llt von einer Ecke des Rechtecks 4,B,C,D,, z. B. von B,,
ein Lot auf die Diagonale 4, C,. M, und M, sind die Mittelpunkte
der gesuchten Kreise. Ihre Radien lassen sich leicht aus den Halb-
achsen berechnen. Siehe Aufgabe 17, § 14. Man findet:

a? b2

MIQ:Rzi und M2P=r=;, 4)

Diese Kreise schlieBen sich in den Scheiteln so enge an die Ellipse
an, daB man ziemlich lange Bogen-
stiicke davon als Ersatz fiir den
Ellipsenbogen benutzen kann, wie
es in Fig. 173 angedeutet ist. Die
iibrigen Stiicke der Kurve zeichnet
man mit dem Kurvenlineal. Eine
Konstruktion, nach der man eine
Ellipse vollstindig durch Xreise
ersetzen kann, kann es nicht geben.

Fig. 174. Die Figuren 35 und 65 konnen
als Niherungskonstruktionen be-

trachtet werden, von denen Fig. 65 die bessere ist.
Will man eine Ellipse, deren Achsen gegeben sind, zeichnen, so

zeichnet man zweckmiBig der Reihe nach (siehe Fig. 173):

1. das umbeschriebene Rechteck, dessen Seiten den Achsen parallel sind,
2. die ,Diagonalpunkte* mit den Tangenten,
3. die Kriimmungskreise.

Das wird in den meisten Fillen geniigen. Weitere Punkte und

Tangenten konnten nach Fig. 169 gefunden werden.

5. Inhalt und Umfang einer Ellipse. Das Affinititsverhiltnis,

das vom umschriebenen Kreis zur Ellipse mit den Halbachsen a

und & iiberfiihrt, ist # = b: @ (Gleichung 1). Der Inhalt des Kreises

ist a? 7z, daher ist nach Satz 8 § 18 der Inhalt der Ellipse:

b
_]=na2n=;-a27t:ab7r,

J=abx. ()
ab ist das aus den Halbachsen gebildete Rechteck. Ist @ = b, so
erhilt man wieder a2s.

b
Der Umfang der Ellipse ist nicht etwa das ;-fache vom

Umfange des Kreises, wie man vermuten konnte. Seine Berechnung
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gestaltet sich viel schwieriger. Wir begniigen uns mit der Angabe
des Resultats; es ist:

a— b\4
Unmfang # == (a+b)[l+ (a+b) +64(a+b) + ... ] (6)
Wie sich die Rechnung tatsichlich gestaltet, zeigen die folgenden

1.

[

Ubungsaufgaben.
Von einer Ellipse sind die Achsen bekannt. Man bestimme mit Hilfe
des um- und einbeschriebenen Kreises die Schnittpunkte der Ellipse
mit einer Geraden, die a) parallel zur groBen, b) parallel zur kleinen
Achse, c) beliebig liegt, ohne die Ellipse zu zeichnen.

. Es sei @ =10 cmm, 6 =6 cm. Berechne nach Gleichung 3) fiir die

Werte £ =0,1,2...9, 10 cm die zugehorigen y und zeichne die
den einzelnen Wertepaaren entsprechenden Punkte in einem auf
Millimeterpa.pier gezeichneten Koordinatensystem. Trage zu den
V100 — a? ergeben. Die Kriimmungsradien R und #sind R = 162/, cm,
r =3,6 cm. Der Inhalt der ganzen Ellipse ist 1885 cm?, der des
gezeichneten Quadranten 47,1 cm® Die Berechnung des Umfanges

gestaltet sich nach Gleichung (6) folgendermaBen: Es ist @ = 10, b = 6,

a+b=16, a—b = 4, Eg = 3% = % . Wir berechnen zuerst

n(a+ b) = 50,265 cm. Das ist der Umfang eines Kreises, dessen
Durchmesser das arithmetische Mittel aus den Achsen der Ellipse ist.
Dieser Umfang ist etwas kleiner als der Umfang der Ellipse. Es ist

}_('_'_;“_L 1)“’_L und L(G;b‘__l_.Lﬁ_}_
4 a+b) T4 '(‘Z T 64 64 a—|—b) T B4 256 16384
. o 1 1 _ <

Daher ist u_00,260 [1+—64—+—1m+ .]—50,260+
1 - 50,265 4 161384 50,265 + ... = 50,265 -+ 0,785 4 0,003 =

51 ,053 cm. In den meisten Féllen geniigt es, den Umfang nach der Formel:

u—n(a-}—b)[l—}— (a+[1;ﬂ

unter Weglassung des dritten Gliedes in der Klammer, zu berechnen.
Man teile den gezeichneten Ellipsenbogen in kleine Stiicke ein, die
man als gerade Linien auffassen kann, und fiige die Sehnen von Teil-
punkt zu Teilpunkt auf einer geraden Linie aneinander und priife.
wie nahe man der wirklichen Linge des Ellipsenbogens 51,05:4 =
12,76 cm kommt.

6. Konjugierte Durchmesser. Zieht man in einem XKreis

irgend ein Paar aufeinander senkrecht stehender Durchmesser, wie
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z. B. AB und CD in Fig. 175, so sind die Tangenten in ihren
Endpunkten Seiten eines Quadrates. Die Beriihrungspunkte liegen

Fig. 175,

in der Mitte jeder Seite.
Jeder Durchmesser ist
parallel zu zwei Quad-
ratseiten.

Die affine Figur
eines solchen Quadra-
tes ist nach Satz 3,
§ 18 ein Parallelo-
gramm; dessen Seiten
sind Tangenten an die
Ellipse; die Beriih-
rungspunkte liegen in
der Mitte jeder Seite;
die Verbindungslinien
der Beriihrungspunkte

je zweier paralleler Seiten sind Durchmesser der Ellipse, sie sind
parallel zu den Seiten des Parallelogramms.
Je zwei auf diese Weise zu einem Paar verbundene Durchmesser

Fig. 176.

(A, By und C, D,) heiien
konjugierte (zugeord-
nete) Durchmesser der
Ellipse. Sie sind die
affinen Lipien zu zwei
aufeinander senkrecht
stehenden Durchmessern
des Kreises. Auch die
Achsen der Ellipse sind
konjugierte Durchmesser;
sie sind, wie man leicht
erkennt, die einzigen kon-
jugierten Durchmesser,
die anfeinander senkrecht
stehen. Jedem willkiir-
lich gewidhlten Durch-

messer ist ein bestimmter anderer als der konjugierte zugeordnet.
Der Kreis und die Ellipse, die in Fig. 175 vereinigt liegen,
sind in den Fig. 176 und 177 getrennt voneinander gezeichnet.
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Alle Sehnen eines Kreises, die zu einem Durchmesser parallel sind
(Fig. 176), werden durch den dazu senkrecht stehenden Durchmesser
halbiert. Daher liegen
(Fig. 177) auch die
Mittelpunkte paral-
leler Sehnen einer
Ellipse auf einem

Durchmesser. Die
Sehnen sind parallel

dem konjugierten

Durchmesser. Die Fig. 177.
Ellipse ist in bezug
auf jeden Durchmesser, der von den Achsen verschieden
ist, eine schief symmetrische Figur. (£, P, = E,Q,, weil
in Fig. 176 EP = EQ ist.)

Nennen wir AB=CD=2a; A,B,=2a,; C,D, =24,

A, B, _ . C,D, . b, .

AB —a’ CD ~ a’
daber ist nach Satz 6 § 18 auch:

dann ist:

U, =—-u O]

wenn #, und # entsprechende Halbsehnen in den Fig. 177 und
176 bedeuten.

7. Konstruktion einer Ellipse aus einem Paar konju-
gierter Durchmesser. Die Aufgabe, eine Ellipse zu zeichnen,
wenn von ibr nur ein Paar konjugierter Durchmesser gegeben ist, ist
gleichbedeutend mit: Eine Ellipse zu zeichnen, die ein Parallelo-
gramm in den Seitenmitten beriihrt.

Wir filhren in Fig. 178 die Konstruktion nur fiir die eine
Hilfte der Ellipse aus. Man schligt iiber dem Durchmesser
A, B, "den Halbkreis 4,C,B;, betrachtet A, B, als Affinitits-
achse, C; als den entsprechenden Punkt zu C,; dann ist C,C, die
Affinitétsrichtung. TIst nun P, ein beliebiger anderer Punkt auf
dem Halbkreis, dann ziehen wir P, FE, || C,M, durch E, eine
Parallele zu MC, und durch P, eine Parallele zu C,C,. Dadurch
erhalten wir P,. Ahnlich konnte man mit jedem andern Punkte
des Halbkreises verfahren. Die Ellipse wird so durch schiefe
Affinitdt aus dem Halbkreis abgeleitet. Lediglich der Deutlichkeit
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wegen ist in der Fig. 178 die untere Hilfte des Kreises iiber
A, By benutzt worden. Durch die obere Hilfte des Kreises hitte
P, zeichnerisch besser bestimmt
werden konnen. Siehe Fig. 179,
Durch diese Konstruktion
entsteht nun nicht etwa eine ,neue
Sorte“ von Ellipsen., Wir haben
absichtlich in den beiden Figuren
177 und 178 die Strecken 4, B, ;
MC, uwnd ME, genau gleich an-
genommen. Es 148t sich leicht
zeigen, da auch die Strecken £, P,
Fig. 178. in beiden Figuren gleich lang sind.
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
MC,C, und E, P, P, in Fig. 178 ergibt sich nimlich:
EP,_ MC, MC,
EIP: :M——q oder EIPI ZM—C:
Nun ist MC,=b, und MC, = M B, = a,. Die Radien der Kreise in
den Figuren 178 und 176 verhalten sich wie a,: @; genan so verhalten sich
die ent-prechenden Halbsehnen E, P, und £ P; daher ist

.E, P,

EP=%. E P; somit
142 a

Ep=".% pp_ligp
a, a a

Das ist aber der in Gleichung (7) fir E; P, =%, in (Fig. 177)
berechnete Wert. Die in Fig. 178 durch schiefe Affinitdit abge-

leitete Ellipse ist demnach der Ellipse in Fig. 177 kongruent.
Fig. 179 macht im
besonderen noch auf die
Konstruktion der Tangen-
ten aufmerksam. In den
Punkten,dieaufeiner
Diagonale des Paral-
lelogrammes liegen,
sind die Tangenten
Fig. 179. der andern Diagonale

parallel

Der Abstand PM 1iBt sich auch leicht berechnen. Fiir den

Kreis ist MP = ]—”2-9— V2=10,707. MC. Da Teilverhiltnisse von
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Strecken durch Affinitit nie verloren gehen, so ist auch fiir die
Ellipse in Fig. 179 MP = 0,707 M C.

Statt der Kreissehnen, die zur Affinititsachse senkrecht stehen

(siehe £, P, in Fig. 178), konnen auch die Sehnen, die zur
Affinitdtsachse

parallel sind, vorteil-

haft bei Ellipsenkon-

struktionen verwendet

werden, seien die Ach-

sen oder ein Paar kon-

jugierter Durchmesser

gegeben. (Fig. 180.)

Diese Sehnen gehen,

wie man leicht erkennt,

unverkiirzt in die El- Fig. 180.

lipse iiber. Man teilt

die Strecken M C und MC, je in gleich viel gleiche Teile (in der

Figur in 4), zieht durch die Teilpunkte die Parallelen zur Affinitits-

achse, macht 1‘2‘ gleich 12; 3‘4’' gleich 34 usf. Die Sehnen des

Kreises werden dadurch einfach tiiber eine andere Strecke gleich-

nmifig verteilt.

Die beiden ‘Halbellipsen in Fig. 180 haben in gleichem Ab-
stande von der Affinititsachse gleiche Sehnen, sie haben demnach
gleichen Inhalt. Der Inhalt einer (ganzen) Ellipse ist daher
ganz allgemein gleich dem sz-fachen Inhalt des Parallelo-
gramms, das aus zwei konjugierten Halbmessern (4 M und
MC,) gebildet werden kann. Die Ellipse wird durch zwei
konjugierte Durchmesser in vier in- 3 P &
haltsgleiche Teile zerlegt. ST R

Die Fig. 181 und 182 erliutern / e \’;
eine weitere sehr praktische Ellipsen- e S———
konstruktion, die sowohl bei gegebenen / , /,,f
Achsen als bei gegebenen konjugierten
Durchmessern benutzt werden kann, Fig. 181.

Die Konstruktion stiitzt sich auf Eigen-

schaften des Kreises, die wir in § 14, Aufgabe 27 besprochen haben.

Fig. 181 ist nichts anderes als die affine Figur zu Fig. 139. Man

zieht die Diagonale 1 2, wihlt auf ihr 4 beliebig, zieht 34, das gibt 35,

und 46 parallel zu 73. Dann ist 56 eine Tangente und 74 liefert
HeB, Planimetrie. 9

—_—
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den Beriithrungspunkt P mit der Ellipse. Wenn man die Tangenten
ziemlich regelmifig tiber den Umfang verteilt, wie es in Fig. 182
geschehen ist, wird man die Ellipse leicht und gut zeichnen konnen.

Fig. 182.

8. Konstruktion der Achsen aus einem Paar konjugierter
Durchmesser. Wenn eine Ellipse gezeichnet ist, so kann man die
Achsen mit Hilfe eines Kreises finden, den man um den Mittelpunkt
der Ellipse schligt und der die Ellipse in 4 Punkten schneidet.
Die vier Schnittpunkte bestimmen die Ecken eines Rechtecks und die
Parallelen zu den Rechteckseiten, durch den Mittelpunkt der Ellipse,
bestimmen die Achsen. Der Beweis beruht auf den Symmetrie-
eigenschaften der Ellipse. Beachte Figur 182.

Fig. 183. Fig. 184.

Die Achsen konnen auch ermittelt werden, wenn die Ellipse
noch nicht gezeichnet ist, wenn von ihr nur ein Paar konjugierter
Durchmesser vorliegt. Es seien (Fig. 183) @ und 4 die Halbachsen
der Ellipse, M A, und M B; zwei konjugierte Halbmesser, die den
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aufeinander senkrecht stehenden Kreisradien M 4 und M B ent-
sprechen. Die schraffierten rechtwinkligen Dreiecke sind kongruent
(wsw). Wir drehen M B und M B, je um 90° bis M B auf
MA, wnd MB, aut MB, fillt. Das Viereck 4, AB,C ist ein
Rechteck. Wir verlingern A4, B, bis zum Schnitt mit den Achsen
der Ellipse in # und £, Es ist MF| A,C und ME| A, 4. Die
Dreiecke DC.A4, und DMF sind gleichschenklic und &#hnlich.
Ebenso die Dreiecke D B, C und M DE. Es ist also DF =DM
=DFE. Ein Kreis um D durch M geht durch £ und /., Ferner
ist AM= A, E= B,F=a=der groBen Achse der Ellipse und

MC = A,F= B,E = b= der kleinen Achse. DM =" ; b Aut
diese f)'berlegungen griindet- sich die folgende

Konstruktion (Fig. 184). Ziehe M B, L M B,, M B, = M B,.
Ziehe 4, B, und halbiere die Strecke in D. Der Kreis um 0 durch
M trifft die verlingerte Linie 4, B,
in £ und F.

MF uwnd ME sind die
Richtungen der Achsen. B, F
=A,F=a=Lingedergrofien
Achse; By E= A4, F=b= Linge
der kleinen Achse der Ellipse.
Sind die Achsen bekannt, so kann
man die Kriimmungskreise zum
Zeichnen der Ellipse benutzen.

Aufgabe. Es soll in einen Flg. 185.
Rhombus mit dem Winkel 60°
und der Seite 2 eine Ellipse gezeichnet werden, die jede Seite in der
Mitte beriihrt (Fig. 183). — Die Achsen fallen in die Richtung der
Diagonalen. Fiihrt man die besprochene Konstruktion durch, so wird man
erkennen, daf sie sich auf das Ziehen einer Geraden durch 4, reduzieren
laBt, die gegen die horizontale Gerade unter 45° geneigt ist. A4, F =2,
A, E =a. Die Lingen a und b lassen sich auch leicht aus der Konstruktion

berechnen. Man findet @ = 12:- ‘/-6 =122x b= % ‘/3 = 0,707x. Die

. 2 — 2
Kriimmungsradien sind daher R = aT = %—‘/ 2=3b; r= —i— =
a

%\/ 623- Diese Resultate konnen bei der isometrischen Parallel-
perspektive verwertet werden.
9. Brennpunkte einer Ellipse. Ein Kreisbogen mit dem

Radius ¢ um einen Endpunkt der kleinen Achse geschlagen, trifft
9*
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die groBe Achse in zwei Punkten /) und /, die man Brenn-

punkte nennt (Fig. 186). Die Punkte der Ellipse stehen zu diesen
Punkten in einer merkwiirdigen
Beziehung.

F und F, haben vom Mittel-
punkt der Ellipse offenbar den
Abstand
c=ya—b 8)
Fig. 186. Es geniigt, wenn wir im folgen-
den einen Viertel der Ellipse ins
Auge fassen. Ist P ein beliebiger Punkt auf dem gezeichneten
Ellipsenbogen, sind », und 7, seine Entfernungen von F) und F5,
x und y seine Koordinaten (wenn die Achsen der Ellipse zu Koordi-

natenachsen gewiihlt werden), dann ergibt sich aus dem rechtwink-
ligen Dreieck F,QP

n=v(+ar -+
nun ist aber nach Gleichung 3

b 2 2 2 — )2 o 2
yza\/a —x?, also )2 = — g%

daher ist

2 T
rlz\/(c-i—x)?-i—b?—%xz:\/62+2cx+x”+b2—ﬁx2

@ =,

Nach Gleichung 8 ist a%— 62 = ¢® und daher ¢®+ 6% = a%
setzt man diese Werte unter der Wurzel ein, so erhélt man

2 2 2
r1=\/a2+2cx+xa—g=\/(a+c7x) =a+%x~7

7 =a+4 % . Ahnlich findet man mit Hilfe
1 a

des Dreiecks FLOP 7r,=a— ca_x . Daraus folgt
r+r,=2a. 9)

7, und 7, heifen die Brennstrahlen des Punktes P. Nach Glei-
chung 9 ist also fiir jeden beliebigen Punkt P der Ellipse
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die Summe der Brennstrahlen gleich der groBen Achse,
also unverédnderlich,

Hierauf griindet sich eine weitere Konstruktion der Ellipse
aus den Achsen (Fig. 187). Man konstruiert die Brennpunkte £}
und F,, nimmt C auf 4B
zwischen F; und F, beliebig
an, schligt um /) einen
Kreisbogen mit der Zirkel-
offtnung 4 C = r;, dann um
F, einen Bogen mit BC =7,;
die Punkte P; und £, sind
Punkte der Ellipse, denn
nach der Konstruktion ist
rtro=2a=AB. Fig. 187,

Da die Ellipse in
bezug auf die Achsen symmetrisch ist, hitte man mit 4C=r,
auch einen Kreisbogen um #, und mit BC=r, einen solchen
um F, schlagen konnen, man hitte damit auch die zu
P, und P, symmetrischen Punkte 73 und £, erhalten. Durch An-
nahme eines anderen Punktes C erhilt man vier weitere Punkte
der Ellipse.

Man beweise, daf fiir irgend einen Punkt innerhalb (auber-
halb) der Ellipse, die Summe der Abstinde von F; und £, kleiner
(grofer) ist als 2a.

10. Leitkreise der Ellipse. So nennt man die Kreise, die
mit dem Radius 2 um die Brennpunkte geschlagen werden konnen.
In Fig. 188 ist ein Teil eines Leitkreises gezeichnet, Die Leitkreise
konnten ebenfalls zur Ellipsenkonstruktion verwendet werden. Man
zieht z. B. F| S beliebig, errichtet auf F,S die Mittelsenkrechte 7
die F1S in P trifft. P ist ein Punkt der Ellipse; denn
F,P+4+ PS =2aq, als Radius des Leitkreises. PS = PF,, weil P
auf der Mittelsenkrechten # liegt; daher ist F P -+ PS =
F,P+PF,=2a.

Auf ¢ kann es aufler P keinen zweiten Punkt der Ellipse
geben, denn fiir jeden anderen Punkt Q auf # ist QF, + QF,
=QF,+0S>F,S, also groBer als 2a; somit ist # eine Tan-
gente an die Ellipse.

‘Wie man leicht erkennt, sind die drei mit kleinen Bogen
kenntlich gemachten Winkel um /P einander gleich, d. h. die
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Tangente ¢ bildet mit den Brennstrahlen nach dem Be-
rihrungspunkte P gleiche Winkel. (Siehe auch Fig. 187, P,)
Ferner ist in Fig. 188

FoR=RS wd MF,=MF,;

daher ist in dem Dreieck #; S F,

die Strecke RM = %— -F S
1

=—2—-2a=a. Da F,S und

daher auch P beliebig gewihlt

sind, folgt: Fillt man von

einem Brennpunkt ein Lot

auf eine Tangente, so liegt

der FuBpunkt (R) immer

Fig. 188. auf dem der Ellipse umbe-
schriebenen Kreis.

Konstruiert man zu einem Brennpunkt den symme-

trischen Punkt S in bezug auf eine beliebige Tangente

der Ellipse, so liegt S immer auf dem Leitkreis um den

andern Brennpunkt.

11. Konstruktion der Tangenten an eine Ellipse von
einem gegebenen Punkt P aus oder parallel zu einer
vorgeschriebenen Richtung.

Von der Ellipse seien die Achsen gegeben. Man zeichne
die Figur. F; und F, seien die Brennpunkte. P sei ein beliebiger
Punkt auBerhalb der Ellipse, von dem aus die Tangenten
an die Ellipse gezogen werden sollen. Man schligt um / durch
einen der Brennpunkte z. B. F, einen Kreis 4, um den andern
Brennpunkt F) einen Leitkreis 4, (Radius 2 ). %, und 4, schneiden
sich in zwei Punkten 4'und B. Die Mittelsenkrechten der Strecken
FyA und F,B sind die gesuchten Tangenten; ihre Beriihrungs-
punkte C und D liegen auf den Geraden F;.4 und /3 B oder auch
auf dem der Ellipse umbeschriebenen XKreis. Die Begriindung
dieser Konstruktion liegt in den zwei letzten Sitzen des vorher-
gehenden Abschnitts. ‘

Sollen die Tangenten an die Ellipse parallel zu einer ge-
gebenen Geraden g gezogen werden, so ziehe man durch F, eine
Normale / zu g; / schneidet den Leitkreis 4, um /; in den Punkten
A und B. Die Mittelsenkrechten der Strecken Fy.4 und F, B
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sind die gesuchten Tangenten. Die Berithrungspunkte C und D
werden durch die Geraden F; .4 und F,B auf den Tangenten aus-
geschnitten. C und D liegen auch auf dem der Ellipse um-
beschriebenen Kreis. Die Brennpunkte /; und /, kinnen in beiden
Konstruktionen ihre Rolle vertaunschen.

§ 20. Die Parabel.

Die Parabel ist der Ort aller Punkte, die von einem
gegebenen Punkt und einer gegebenen Geraden gleichen
Abstand haben.

1. Brennpunkt, Leitlinie, Achse, Scheitel, Durchmesser
Es sei F in Fig. 189 der gegebene Punkt, / sei die gegebene Gerade.
F heift der Brennpunkt, / die Leitlinie. Jeder Punkt der
Ebene, der von F und / gleiche
Entfernung hat, ist nach der
gegebenen Definition ein Punkt
der Parabel. Das ist zunichst
fiir den Punkt S der Fall, der
in der Mitte der Strecke F Q
auf dem Lote a zu / liegt.

Wir ziehen g||/ durch S. Unter-

halb g kann es keinen weiteren

Punkt der Parabel geben, wie

man leicht einsehen wird. Auch

auf g liegt auBer S kein anderer

Punkt der Parabel. Dagegen

konnen auf jeder beliebigen Fig. 189.

Parallelen % zu g, die ober-

halb g liegt, zwei Punkte der Parabel ermittelt werden. Der
Abstand von % und / sei #. Schligt man um F einen Kreis-
bogen vom Radius », so schneidet er % in P und P, Fiir diese
beiden Punkte gilt nach der Konstruktion die Beziehung:

P Li=P F=rud PL=PF=r.

P und P, sind daher Punkte der Parabel, und zwar die einzigen,
die auf 4 liegen. Auf jeder beliebigen anderen Parallelen / kionnen
auf gleiche Weise zwei andere Punkte bestimmt werden. Die Kurve,
die alle so konstruierten Punkte miteinander verbindet, ist sym-
metrisch zur Geraden . Man nennt a die Achse, S den Scheitel
der Parabel; g heiSt die Scheiteltangente.



136 § 20. Die Parabel.

Die Parabel erstreckt sich nach oben beliebig weit fort, sie
ist keine im Endlichen geschlossene Kurve wie die Ellipse. Man
kann immer nur ein Stiick einer Parabel zeichnen.

Die Parabel trennt die ganze Ebene in zwei Gebiete. Wir
sagen von allen Punkten, die auf der gleichen Seite der Parabel
wie der Brennpunkt liegen, sie seien im Innern der Parabel. Fiir
jeden Punkt im Innern ist die Entfernung vom Brennpunkt F kleiner,
fir jeden #uBeren Punkt dagegen grifier als der Abstand von der
Leitlinie /, denn ziehen wir durch den Punkt 4 im Innern eine
Parallele 4 C zu a, so ist AF < AB+ BF; da abver BF=BC
ist, weil B auf der Parabel liegt, so ist AF < AB+ BC, also
AF < AC. — Fiir den dufern Punkt D ist DF > BF — BD oder,
weil BF = BC isty DF>BC— BD oder DF>DC. — Auf
jeder Parallelen zu @ hat es nur einen Punkt der Parabel. Man
nennt jede Parallele zur Achse @ einen Durchmesser der Parabel.
Man kann sich eine Parabel als eine unendlich grofe Ellipse vorstellen,
deren Mittelpunkt in der Richtung @ unendlich weit weg liegt. Alle
Durchmesser gehen durch diesen unendlich fernen Mittelpunkt, d. h.
sie sind parallel.

2. Tangente und Normale in einem Punkte der Parabel.
Wir beschrinken unsere Entwicklungen auf die eine Hélfte der

Parabel; die Eigenschaften, die

dieser zukommen, gelten auch fiir

die andere Hilfte. — In Fig. 190

sei P ein beliebiger Punkt auf der

Kurve. PL ist senkrecht zu Z

Es ist PF= PL, daher ist das

Dreieck PFL gleichschenklig.

Ferner ist 7S gleich und parallel

zu M L. FL schneidet daher die

Scheiteltangente im Mittelpunkt R

der Strecke FL. PR ist die

Hohe des gleichschenkligen Drei-

Fig. 190. ecks PFL. — Wir wollen be-

weisen, daf PR=1¢ eine Tan-

gente der Parabel ist. Ist C ein von 7 verschiedener Punkt
auf 7 dann ziehen wir CF und CL, (CL,||PL). Dann ist
CF=CL. CL ist als Hypotenuse des rechtwinkligen Dreiecsk
CLL, groBer als CL,; daher ist auch CF>CL,, d. h. C liegt
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auBlerhalb der Parabel. Dasselbe 148t sich von jedem beliebigen
von P verschiedenen Punkt auf 7 nachweisen. P ist also der
einzige Punkt auf /4 der der Parabel angehort, alle iibrigen Punkte
liegen auBerhalb der Parabel, d. h. 7 ist eine Tangente.

PR =t halbiert den Winkel zwischen PF uwnd PL. PF
heiit der Brennstrahl des Punktes P. PL ist zu a parallel
und hat die Richtung eines Durchmessers.

a) Die Tangente bildet mit dem Brennstrahl und dem
Durchmesser im Berithrungspunkt gleiche Winkel (a).

AFSR=ARML; daherist SR=RM. Ist BP]| zug,

dann ist SM = PB und daher SR= ; . SMZ% - PB,d.h.:

b) Die Tangente schneidet die Scheiteltangente in einem
Punkte (R), der vom Scheitelpunkte (S) halb so weit
entfernt ist, wie der Berihrungspunkt P von der
Achse der Parabel. Aus der Figur folgt ferner:

¢) Errichtet man im Schnittpunkt (R) einer beliebigen
Tangente (/) mit der Scheiteltangente ein Lot (RF)
auf die Tangente, so geht es immer durch den Brenn-
punkt (F).

» heifit die Normale der Parabel in P. Sie schneidet
die Achse @ in 4. A B auf a heift die Subnormale fiir den
Punkt P. A ABP=~A FQ L, fiir jede beliebige Lage von P
auf der Parabel; daher A B = FQ, d. h.:

d) Es ist fiir alle Punkte der Parabel die Subnormale
von gleicher Linge, ndmlich gleich dem Abstand des
Brennpunktes von der Leitlinie.

Alle vier Sitze a—d konnen zur Konstruktion der Tangenten
und Normalen fiir beliebige Parabelpunkte verwertet werden.

3. Die Parabel als Bild der Funktion: y = Cx?. Wir
wollen zeigen, wie man fiir jeden beliebigen Parabelpunkt 2 (Fig. 191)
seinen Abstand y von der Scheiteltangente berechnen kann, wenn
seine Entfernung x von der Parabelachse und die Lage des Brenn-
punktes bekannt sind. — Wir wihlen S zum Anfangspunkt eines
Koordinatensystems, die Scheiteltangente zur x-Achse, die Parabel-
achse zur y-Achse, den Abstand des Brennpunktes von der Leit-

linie nennen wir p; es ist also /'S =€=ML. Weil PF = PL
ist, ist: S
VBPF+(BFy=PL
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oder: \/;‘2;—(};—_—%)‘2_2},4_%.

Durch Quadrieren erhilt man:
2 2
S e 5 +Pz =yt py +% :
Daraus folgt: x*=2py

1
oder: Y= 2p x?, e8]

Die Bedeutung dieser Gleichung soll an
einem Beispiel ndher erliutert werden. In

Fig. 191. Fig. 192 ist p zu 5 cm, also F'S :‘; zu 2,5 cm
1 1 1 . 3 . .
angenommen. 3525 10 0,1. Die Gleichung (1) nimmt die
Form an:
y=0,12a% &)

Setzt man hierin fiir x einen beliebigen positiven oder negativen Wert
ein, rechnet den zugehorigen Wert y aus, so sind  und y die Koordinaten
eines Punktes der Parabel.
Fir « =6 z. B. wird
y=0,1.6% = 3,6, das ent-
spricht dem Punkt P der
Figur. Man berechne y fiir
andere 2-Werte und zeichne
die Kurve auf einem Blatt
Millimeterpapier. — Wiihlt
man nun p nicht 5, sondern
nur 25 cm, dann wird

%:FIS=1,25 em, —;—z

0,2 und Gleichung (1) er-
hilt die Form

= 0,2 a2, 3)
Dieser Gleichung entspricht
die in der Figur gestrichelt
gezeichnete Parabel. Fiirx = 6 wird y, = 2. 3,6 = 7,2 cm. P, hat somit die
doppelte Ordinate von P. Das trifft fiir irgend zwei iibereinander liegende
Punkte der beiden Parabeln zu; den 0,2 2% = 2.0,1 &8, also ¥, = 2y. Die
beiden Parabeln sind demnach affine Figuren. Die z-Achse ist die Affinitits-
achse, die Ordinatenachse die Affinititsrichtung, das Affinitdtsverhiltnis fiir
den Ubergang von der ersten zur zweiten Parabel ist # = 2. Die Tangenten

Fig. 192.
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in P und P, treffen sich im gleichen Punkte R auf der a-Achse. Die
Brennpunkte sind keineswegs affine Punkte, denn F,S ist nicht 2. FS,

sondern —;— - F'S. Je niher der Brennpunkt an der Scheiteitangente liegt,

desto steiler steigt die Parabel an. — Man zeichne die Parabeln, die den
Gleichungen y = 0,3 22, y = 0,4 2%, y — x® entsprechen.

‘Wir ersetzen nun den Wert 25 in Gleichung (1) durch den
1
Buchstaben C: C= 35 “4)

wodurch Gleichung (1) die Form annimmt:
y = Cx? )
Fir C=0,1 oder 0,2 erhilt man wieder die Gleichungen (2) und (3).
Jeder Gleichung von der Form y = Cxa® entspricht in
einem Koordinatensystem eine Parabel, deren Scheitel-
punkt im Koordinatenanfangspunkt liegt und die die x-
Achse zur Scheiteltangente und die y-Achse zur Achse hat.
Wir haben schon viele Gleichungen von der Form (5) kennen
gelernt, z. B. /= #?; hier ist y=J; C=mn; x=7r. Weitere

Beispiele sind: /= —7;— -dt; J= ‘% - s%; J=s? usw. Stellt man

solche Gleichungen graphisch dar, d.h. triigt man beliebige Werte

der einen Grife, z. B. r als Abszissen und die entsprechenden Werte

der andern (/) als Ordinaten auf, so erhilt man immer eine Parabel.

Vergleiche § 9, Aufgabe 34 und § 12. Sind x,, y;, und x,, ¥y, zwei
Wertepaare, die der Gleichung (5) geniigen, ist also:

n==C

_ N =Cxt

Y1:Ye = %% %%

Die y-Werte sind ,proportional dem Quadrate* der x-Werte.

%, . e
x12}80 erhdlt man hieraus durch Division:
2

4. Konstruktion einer Parabel aus einem beliebigen
Punkte P, dem Scheitel und der Scheiteltangente. Es sei P
in Fig. 193 der gegebene Punkt. Seine Koordinaten seien @ und .
Indem wir dem Buchstaben C in Gleichung (5) alle moglichen Zahlen-
werte beilegen, erhalten wir alle moglichen Parabeln, die in S
ihren Scheitel und die x-Achse als Scheiteltangente haben. Die
Parabeln haben auffer S keinen gemeinsamen Punkt. Will man
nun jene Parabel bestimmen, die gerade durch den Punkt P in
Fig. 193 hindurch geht, so ist nach Gleichung (5) & = C @?; hieraus
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146t sich, da @ und & bekannte Grofien sind, C berechnen. Es ist
b
C =5 und daher konnen wir fiir jeden andern Wert x die zu-
gehirige Ordinate y der durch P gehenden Parabel nach der Gleichung
b
V= ©)
berechnen.
Vergleichen wir die Gleichungen (6) und (1), so erkennen wir, da8

ok —21— ist, woraus man fiir den Abstand des Brennpunktes vom
Scheitelpunkt findet
2 _a
2 4b M
Ist z. B. =12 cm, a =10 cm, dann ist ¥y =0,12 2® und %

=2/, em. Mit Hilfe der Gleichung y==0,122° kinnte man die
Koordinaten beliebig vieler Punkte der Parabel berechnen und die
entsprechenden Punkte aufzeichnen. Man konnte auch aus (7) die Lage
des Brennpunktes bestimmen oder, ganz ohne
irgendwelche Rechnung, nach Fig. 190 den
Brennpunkt ermitteln. Man zieht PM) g.
macht SR = RM und zieht RF ) PR. Fist
der Brennpunkt und die Parabel konnte nach
Abschnitt (1) konstruiert werden. — Wir wollen
aber in diesem Abschnitt eine neue Konstruktion
der Parabel geben, die sich unmittelbar aus der

Gleichung (6) ergibt.
Fig. 193. Ist g in Fig. 193 eine beliebige
Gerade parallel zur Achse der Parabel, so
kann man den auf g liegenden Parabelpunkt auf folgende einfache
Weise konstruieren. Ziehe SP, g schneidet SP in A, ziehe A B
parallel SD, 'BS schneidet g in dem gesuchten Parabelpunkt C'!

Beweis: Es sei BD=AE=u.

ASCE~ASBD, daraus folgt:

alval&
slx e

ASEA~ASPD, daraus folgt:

durch Multiplikation dieser Gleichungen erhdlt man
u b Yy u

—_— e e ey

a a x X
woraus sich ergibt:

— 2
— X R
N P
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Die fiir C konstruierte Ordinate y ist also genau gleich der
Ordinate, die sich aus (6) zu x berechnen lift, d. h. C ist ein
Punkt der Parabel durch P.

In Fig. 194 sind nun mehrere Gerade g in gleichen Ab-
stinden iiber die Strecke a verteilt und fiir jede Gerade ist der
auf ihr liegende Parabelpunkt nach der besprochenen Konstruktion
ermittelt. Der regelmifigen Teilung auf S/ entspricht nun

Fig. 194. Fig. 195.

offenbar auch eine regelmifige Teilung auf SP und diese wird
durch die horizontalen Linien wieder auf die Strecke D = b iiber-
tragen, Sowohl a als b sind demnach in gleich viele unter sich
gleiche Stiicke zerlegt. L#Bt man schlieflich die in Fig. 194 ge-
strichelten Linien als iiberfliissig weg, so gelangt man zu der ein-
fachen und viel benutzten Konstruktion der Parabel, wie sie in
Fig. 195 ausgefiihrt ist.

5. Tangenten von einem beliebigen Punkte auBerhalb
der Parabel oder parallel einer vorgeschriebenen Richtung.
Ist P der gegebene Punkt (Fig. 196), £ der Brennpunkt, dann schligt
man um P einen Kreis durch F, der die Leitlinie / in A4 und B
trifft. Die Lote von P auf die Kreissehnen 4 F und B 7 sind die
Tangenten an die Parabel, ihre Beriihrungspunkte C und D
liegen in den Loten, die man in 4 und B auf / errichten kann.

Beweis: PC ist die Mittelsenkrechte zur Strecke A F;
daher ist C.A = CF; ebenso ist DB=DF, d. h. C und D sind
Punkte der Parabel. Ferner ist X ACP=<<PCFuwd <X PDF
=< PDB, d. h. PC und PD sind nach Satz a, Abschnitt 2
Tangenten an die Parabel.
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Soll die Tangente parallel einer vorgeschriebenen Richtung »
gezogen werden (die Konstruktion ist in der Figur nicht ausgefiihrt),
8o ziehe man durch F ein Lot zu 7, das / in Q treffen moge. Die

Mittelsenkrechte zu £ Q ist die
Tangente, und das Lot in Q auf
[ liefert den Beriihrungspunkt. Es
gibt nur eine Tangente von vor-
geschriebener Richtung. Beweise
die Richtigkeit der Konstruktion.
6. Beziehungen zwischen
Tangenten, Sehnen, Durch-
messern. Zieht man P/ (Fig.
196) senkrecht zu A B, so wird
AB in M und CD in J halbiert.
P ist, weil parallel zu @, der
Fig. 196. durch P gehende Durchmesser d
der Parabel.

a) Zieht man von einem Punkte P zwei Tangenten an
eine Parabel, so halbiert der durch 7 gehende Durch-
messer 4 die Beriihrungssehne CD, oder: Die Be-
riithrungspunkte (C und D) zweier Tangenten haben
von dem durch den Schnittpunkt (P) der Tangenten
gehenden Durchmesser (d) gleichen Abstand.

Es seien £ und G die Mittelpunkte der Strecken PC
und PD. Faft man nun E als den Punkt auf, von dem aus
zwei Tangenten an die Parabel gezogen werden sollen, dann
ist £ C die eine Tangente; der Beriihrungspunkt der andern
liegt nach Satz a auf 4. — Die eine Tangente, die man von G
aus ziehen kann, ist G D, die andere hat ihren Beriihrungs-
punkt ebenfalls auf 4. Da nun auf 4 nur ein Punkt der
Parabel liegen kann und in diesem nur eine Tangente mdglich
ist, miissen die drei Punkte £H G in einer Geraden liegen.
H ist der Beriihrungspunkt, £'G ist die Tangente in H.
EG ist zur Sehme CD parallel und gleich ihrer Hilfte;
auflerdem ist H /=P H.

b) Der Mittelpunkt / einer Sehne und der Schnittpunkt P
der beiden Tangenten in den Endpunkten (C und D)
der Sehne liegen gleichweit entfernt vom Schnitt-
punkt (/) des Durchmessers £/ mit der Parabel.
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Denkt man sich P auf & verschoben und immer von P aus die
Tangenten an die Parabel gezogen, so sind die Beriihrungssehnen
immer der Tangente in /, also auch unter sich parallel und
ihre Mittelpunkte (/) liegen auf dem gleichen Durchmesser d.

¢) Zieht man in einer Parabel mehrere parallele Sehnen,
so liegen ihre Mittelpunkte auf einem Durchmesser;
die Tangente im Endpunkte des Durchmessers ist
den Sehnen parallel.

Mit Hilfe dieses Satzes kann man in einer gezeichnet
vorliegenden Parabel die Achse bestimmen (Fig. 198). Man
zieht irgend zwei parallele Sehnen CD und EF. Die Ver-
bindungslinie G/ ihrer Mittelpunkte ist ein Durchmesser und
daher zur Achse parallel. Nun zieht man die Sehne 0 H senk-
recht zu d. Durch ihren Mittelpunkt K geht die Achse parallel 4.

7. Konstruktion einer Parabel aus zwei Tangenten und
ihren Beriihrungspunkten. P C und P D seien die beiden
Tangenten (Fig. 197), C und 2 ihre Beriihrungspunkte. o ist der
durch P gehende Durch-
messer. Nun teilen wir
die Tangentenabschnitte
P Cund PD je in gleich
viele unter sich gleiche
Teile (in der Figur in 4)
und ziehen durch die
Teilpunkte 1, 2, 3 und 7,
2, 8" die Geraden g,, g,
£ und 7, 4, /; parallel
zu d. Die Parallelen
haben gleichen Abstand
voneinander.

Wir ziehen von 1 aus die Tangenten an die Parabel. Die
eine ist 1 C, die andere hat ihren Beriihrungspunkt auf g,. Die
eine der beiden Tangenten, die man von 1’ aus ziehen kann, ist
D, die andere hat, wieder nach Satz a des vorigen Abschnitts,
ihren Beriihrungspunkt auf g,. Da aunf g, nur ein Parabelpunkt
liegen kann und in diesem nur eine Tangente mdglich ist, so liegen
der Bertihrungspunkt 4 und die Punkte 1 und 7 in einer geraden Linie.

Die zweite von 2 aus gehende Tangente hat ihren Beriihrungs-
punkt auf d, ebenso die zweite Tangente, die von 2‘ aus geht. Die
Punkte 2 B 2‘ liegen in einer Geraden.

Fig. 197.
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Die zweite von 3 aus gehende Tangente beriihrt die Parabel
in einem Punkte auf /, ebenso die zweite von 3‘ aus gehende.
3, C, 3‘ liegen in einer Geraden.

Die Tangenten in 4 und B schneiden sich in einem Punkte 7,
der in der Mitte zwischen den Geraden & und g, also auf g, liegen
muf. A ist der Mittelpunkt der Strecke 17.

Wir erkennen hieraus die Richtigkeit der viel benutzten
Parabelkonstruktion. Fig. 197 und 198. Teile PC und PD in
gleich viel gleiche Teile; die Geraden 1, 1‘; 2, 2'; 3, 3‘ usw. sind

Fig. 198. Fig. 199,

Tangenten an die Parabel, welche 2D und PC in D und C beriihrt.
Der Beriihrungspunkt jeder Tangente liegt in der Mitte des Ab-
schnitts, welcher zwischen der vorhergehenden und nachfolgenden
Tangente liegt.

8. Inhalt eines Parabelsegments. Nach den Entwicklungen
in Abschnitt 6 ist in Fig. 199 H /= HP; ferner ist CD = 2. EG;
somit ist der Inhalt des dem Parabelsegment einbeschriebenen Drei-
ecks CHD doppelt so groB, wie der des Dreiecks £P G, dessen
Seiten Tangentenabschnitte sind. Zieht man KN|| HD an die
Parabel, so ist aus dem gleichen Grunde A DHM=2./A\ KNG.
Indem man so fort fihrt, erhilt man immer mehr eingeschriebene
Dreiecke, die nach und nach das Parabelsegment vollstindig aus-
fiilllen, wihrend die auBierhalb der Parabel liegenden Dreiecke gleich-
zeitig das Flichenstiick zwischen den Tangenten PC und 2D und
dem Parabelbogen immer besser iiberdecken. Da nun jedes im
Parabelsegment liegende Dreieck immer das Doppelte von dem ent-
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sprechenden auBerhalb liegenden Dreieck ist, so ist anch die Summe
der einbeschriebenen Dreiecke doppelt so grof wie die Summe der
anbeschriebenen, daher ist schlieBlich das Parabelsegment gleich
zwei Dritteln des von der Sehne und den Tangenten in
ihren Endpunkten gebildeten Dreiecks oder: Das Parabel-
segment ist gleich zwei Dritteln des Parallelogramms oder
Rechtecks, das die Sehne s als Seite und die Hohe % des
Parabelsegments als Hohe besitzt.
2

J = §8 h.

9. Kriimmungskreis fiir den Scheitel der Parabel. Wir be-
gniigen uns mit der Angabe des Resultats: Der Radius des Kreises,
welcher sich im Scheitel méglichst enge an die Parabel
anschmiegt, ist gleich der Entfernung des Brennpunktes
von der Leitlinie oder gleich dem doppelter Abstand des
Brennpunktes vom Scheitel.

r=p=2.FS
Siehe die Fig. 190, 195, 198.

10. Einige Aufgaben. a) Man zeichne ein Rechteck mit der
Grundlinie AB =24 = 30 cm und der Hohe 6 = BC =6 cm. Die vierte
Ecke sei D. Xonstruiere einen Parabelbogen, der durch 4 und B geht
und CD in der Mitte O berithrt. Der Mittelpunkt von 4B sei £. Man
zerlege AB in 10 Abschnitte von je 3 cm Liénge und errichte in den
Teilpunkten Ordinaten y | AB bis zur Parabel. Zeige, daB sich jedes

y aus ¥y =b— — - 2% berechnen lifit, wenn x den Abstand der Ordi-
a

nate ¥ von OF bedeutet. Fiir die gegebenen Zahlen ist y =6 — 6 - x?

225
oder y = 6—% x%, Setze fiir « einige Werte ein und priife die Re-
sultate durch Nachmessen an der Zeichnung. Der Inhalt des Segments
ist 120 cm® Der Abstand des Brennpunktes von O ist = 9,375 cm.

4 b
Kriimmungsradius » = 2. 9,375 = 18,75 cm. Zeichne den Kreisbogen durch

AOB nach Aufgabe 26, § 14. Welche Bedeutung haben nach der Figur
wohl die einzelnen Glieder der in § 10 fiir ein Kreissegment gegebenen
Niherungsformel:

2 h
—_ 2 9
j - 3 s h + 95
b) Es ist der Inhalt der in Fig. 200 gezeichneten Fliche ABDGC

zu berechnen. CGD ist ein Parabelbogen, der EF in der Mitte G beriihrt.
He8, Planimetrie. 10
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Yo +J.
2

4 x
=twata- g h=7 Br+3n+1h.
Berechnet man % aus y,%, ¥, und setzt den Wert ein, so erhilt man:

J= ‘g:“ (J’o + 4.71 +.ye)'

J = Trapez -+ Parabelsegment =

-2x+%-2x-h

Die gleiche Formel gilt, wie man leicht nachweisen kann, auch
dann, wenn der Parabelbogen CGD nach unten gekriimmt ist, oder wenn
unten und oben Parabelbogen Begrenzungslinien sind.

Auf der abgeleiteten Formel beruht die Simpsof -

sche Formel (§ 7). Ist nidmlich eine krummlinig be-

grenzte Figur (siehe Fig. 74) zu berechnen, so zerlegt

man die ganze Fliche in eine gerade Anzahl gleich

breiter Streifen und faBt je zwei aufeinander

folgende zu einer Gruppe wie in Fig. 200 zu-

sammen. Die Kurvenbogen, die zwischen den

einzelnen Ordinaten liegen, faBt man niherungs-

Fig. 200. weise als Parabelbogen auf; es ist dann der Inhalt
der ganzen Fliche ndherungsweise gegeben durch

J=50+int+m+5Gtar+i+. ...,

was sich schlieBlich in die Simpsonsche Formel (§ 7) umformen l48t.

§ 21. Die Hyperbel.

1. Die gleichseitige Hyperbel als Bild der Funktion

abd
a

y:

In der Fig. 201 ist ein Rechteck mit den Seiten 6 und
8 cm gezeichnet. Eine Ecke O ist als Anfangspunkt eines Koordi-
natensystems gewihlt worden; die von O ausgehenden Rechtecks-
seiten bestimmen die Richtungen der Koordinatenachsen. 2 ist die
O gegeniiberliegende Ecke des Rechtecks. Wir wollen nun mehrere
Rechtecke zeichnen, die alle den gleichen Inhalt (6.8
=48 cm? haben und von denen immer zwei Seiten in den
Koordinatenachsen liegen. Unsere Aufmerksamkeit richten wir dabei
auf die verschiedenen Lagen der vierten Ecke P. Zur Grundlinie

-

4
% =3 cm gehort die Hohe y = %? =16 (Py); zu x = 4 gehort y = 1



Bild der Funktion y = "7”. 147
=12(P,) usw. Wir finden zu jeder beliebigen Grundlinie x die
zugehorige Hohe y aus der Gleichung

y="% e
Je groBer wir x wihlen, desto kleiner wird y und um-
gekehrt. Wihlen wir x 2, 3,
4....n-mal grofer als ein ge-
gebenes x, dann werden die y
2,3,4....n-mal kleiner als das
zu dem gegebenen x gehdrige y.
Man sagt allgemein von zwei
Gréfen x und y, die in einem
solchen Zusammenhang stehen,
sie seien ,umgekehrt pro-
portional“. Wichst die eine
Grile, z. B. x, ununterbrochen,
dann sinkt die andere, y, be-
stindig und die Punkte P durch- Fig. 201.
laufen eine zusammenhiingende,
stetige Kurve, die man Hyperbel, im besondern ,gleichseitige
Hyperbel“ nennt.
‘Wihlen wir statt 48 cm? einen andern Inhalt, dann erhalten
wir wieder eine andere Hyperbel. Sind « und & die Seiten eines
Rechtecks, x und y die Seiten eines andern inhaltsgleichen Recht-

ecks, dann ist immer
abd

v=- )

Jeder Gleichung von der Form (2) entspricht in
einem Koordinatensystem eine gleichseitige Hyperbel
Die Rechtecke, die man aus den Koordinaten eines be-
liebigen Punktes der Kurve bilden kann, haben den
konstanten Inhalt ab.

2. Erste Konstruktion der Hyperbel. Ist ein Punkt P
der Hyperbel im Koordinatensystem gegeben, dann kann man be-
liebig viele andere nach einer einfachen Konstruktion ermitteln
(Fig. 202). Ist P der gegebene Punkt mit den Koordinaten a = 6;
b =8 cm, dann ziehen wir durch ihn g parallel zur x- und / parallel
zur y-Achse. Durch O ziehen wir eine beliebige Gerade, die g in

10*
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B und / in C schneidet. Zieht man durch C eine Parallele zu g,
durch B eine Parallele zu /, so ist der Schnittpunkt D ein Punkt
der durch P gehenden Hyperbel.

Beweis: Das Dreieck O C£ ist dem Dreieck O B .4 #hnlich.
Daraus folgt £EC:OE = AB:0.A4, oder mit Riicksicht auf die
Bezeichnungen der Figur

(EC=AD =y)
y:a="b:x,
Fig. 202. Fig. 208.
daher ist: y= a_b = [ﬁ] .
x y

Indem wir von O aus verschiedene Gerade ziehen und die
angegebene Konstruktion wiederholen, erhalten wir beliebig viele
Punkte der Hyperbel (Fig. 203). Man kann auch B auf g, oder C
auf / beliebig wihlen, wodurch die Gerade O B C bestimmt ist.
Man kann so fiir jede beliebige Parallele zur x- oder y-Achse den
auf ihr liegenden Hyperbelpunkt bestimmen, sobald P gewihlt ist.

8. Scheitel-Asymptoten. Zu jedem Rechteck O £ A4 D
(Fig. 204), dessen lingere Seite in der x-Achse liegt, gibt es ein
kongruentes O G B H, das die lingere Seite in der y-Achse hat.
A und B liegen auf der Hyperbel. Die Diagonale O/ des
Quadrates, das die beiden Rechtecke gemeinsam haben, geht in ihrer
Verlingerung. durch den Mittelpunkt C der Sehne 4B und steht
senkrecht auf ihr. Zu jedem beliebigen Punkte 4 gibt es also
einen zur 450-Linie symmetrisch gelegenen Punkt B, der auch auf
der Hyperbel liegt. Die 45%9-Linie ist eine Symmetrieachse
der ganzen Kurve. Sie schneidet die Hyperbel in einem Punkte S,
der Scheitel genannt wird.
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48
‘Wihlt man in der Gleichung y = = fiir x der Reihe nach

die Werte 100, 1000, 1000000 cm, so werden die zugehérigen
y =10,48, 0,048, 0,000048 cm. Fiir ein iiber jeden endlichen Wert
hinaus wachsendes x sinkt y unter

jede noch so kleine angebbare Grife,

d.h. je weiter wir nachrechts gehen,

desto enger schmiegt sich die Kurve

an die x-Achse; man sagt: die Achse

beriihrt die Kurve erst im Unend-

lichen. Die «-Achse ist eine

Tangente an einen unendlich fernen

Punkt der Kurve. Tangenten, die

von einem im Endlichen liegenden

Punkte aus an wunendlich ferne

Punkte von Kurven gezogen werden Fig. 204.

konnen, nennt man Asymptoten.

— Ganz genau so, wie die x-Achse, verhilt sich aus Symmeétriegriinden
die y-Achse. Die beiden Koordinatenachsen sind Asymptoten
der gleichseitigen Hyperbel. Die Hyperbel ist, wie die Parabel,
keine im Endlichen geschlossene Kurve, man kann immer nur ein
Stiick einer Hyperbel zeichnen.

4.ZweiteKonstruktion der
Hyperbel. Es sei 4 in Fig. 205
ein beliebiger Punkt einer Hyperbel,
aus dem wir nach der ersten Kon-
struktion einen beliebigen zweiten
Punkt B konstruieren. Wir ver-
lingern die Sehne 4 B bis zu den
SchnittPunkten C und D auf den
Asymptoten. AMBR ist ein
Rechteck und die drei schraffierten Fig. 205.
Dreiecke sind, wie man leicht er-
kennen kann, kongruent. Daher ist AC= B D, d. h.: zieht man
eine beliebige Sekante durch die Hyperbel, so sind die Ab-
schnitte zwischen der Hyperbel und den Asymptoten ein-
ander gleich.
Diese bemerkenswerte KEigenschaft kann zu einer zweiten
Konstruktion der Hyperbel verwertet werden, sofern ein Punkt und
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die Asymptoten bekannt sind (Fig. 206). Ist P der gegebene Punkt,
dann zieht man durch ihn eine beliebige Gerade und trigt den
Abschnitt von 7 bis zur einen Asymptote auf der gleichen Geraden
von der andern Asymptote aus gegen P hin ab. Dabei braucht
man die Geraden nicht immer durch den gleichen Punkt P zu
ziehen; man kann auch
einen der konstruierten
Punkte, z. B. P,, zur Kon-
struktion neuer Punkte

benutzen.
5. Tangente in einem
beliebigen Punkte der
Hyperbel. Dreht man in
Fig.206 die Sekante PP,
um P in die Lagen PP,,
PP; usw., so riickt der
von P verschiedene Punkt
immer nédher gegen P,
Fig. 206. bis er schlieBlich in der
Grenzlage mit P zu-
sammenfdllt. Die Sekante ist zur Tangente geworden. Der Be-
rithrungspunkt P halbiert den zwischen den Asymptoten
liegenden Abschnitt der Tangente. Soll also in P die Tangente
konstruiert werden, so zieht man PR parallel zur einen Asymptote,
macht OQ = 2.0 R = 2x, dann ist P die Tangente. Ebenso kénnte
man PC parallel zur andern Asymptote ziehen. Macht man OC
= CD =y, dann ist DP die Tangente. Siehe auch die Scheitel-

tangente in Fig. 204.

6. Vollstindige gleichseitige Hyperbel. Mittelpunkt.

48
Zentrische Symmetrie. Beriicksichtigt man in der Gleichung y= v

auch negative Werte von , so erhilt man offenbar auch negative Werte
vony. Zux=— 6 gehortz. B,y =—28, Faltman diese Werte wieder
als Koordinaten von Punkten auf, so gelangt man zu Punkten im 3.
Quadranten. Zu zwei Abszissen x, die dem absoluten Werte nach gleich,
dem Vorzeichen nach aber entgegengesetzt sind, gehoren zwei Punkte
P und P, (Fig. 207), die auf einer durch O gehenden Geraden
liegen und es ist OP =P, wie sich aus der Kongrnenz der
schraffierten Dreiecke ergibt. Die den negativen x entsprechenden
Punkte liegen auf einer zweiten Kurve, die zu der friiher be-
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sprochenen zentrisch-symmetrisch liegt. Beide Kurven zusammen
bilden erst eine vollstindige Hyperbel, wihrend eine Kurve
allein ein Hyperbelast ge-
nannt wird. O heift der
Mittelpunkt der Hyperbel.
Die beiden Aste einer
Hyperbel sind in bezug
auf den Mittelpunkt O
zentrisch-symmetrisch,
d. h. der eine Ast kann
mit dem andern durch
Drehung um 1809 zur
Deckung gebracht
werden.
Es seien in Fig. 208
A und B zwei beliebige
Punkte aunf einem Hyperbel-
ast. Durch Drehung um
1809 um O kommt die Sekante CD in die dazu parallele Lage
CiD,. CDC,D, ist ein Rhombus, dessen Dlagona.len in die Richtung
der Asymptoten fallen.
Weil DA=[B(C]=
B,C, ist wnd DA
parallel zu B, C, liegt,
ist das Viereck
D AB,C, ein Paral-
lelogramm. Es ist also
A B, parallel zu D C,.
Nun ist das Dreieck
DFA #hnlich dem
Dreieck DCD, und
weil DC=D,C ist,
ist DA = A4 F. Ebenso
ist das Dreieck C; B, G
dhnlich dem Dreieck Fig. 208.
Cy D, C und weil
CyD,= D,C ist, ist auch C,B,=B,G. Es ist demnach, weil
D A= B,C, ist, auch B,G = AF, d. h. von einem beliebigen
Hyperbelpunkt 4 aus kann man auch den andern Ast der

Fig. 207,
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Hyperbel nach der in (4) besprochenen Konstruktion
zeichnen.

7. Affine Figuren zu Hyperbeln. Wir beschrinken uns im
folgenden wieder auf einen Ast der Hyperbel. In Fig. 209 ist aus
der Hyperbel / eine zweite Kurve // durch orthogonale Affinitiit
abgeleitet worden. Die horizontale Asymptote ist als Affinitéits-
achse, die andere als Affinititsrichtung gewihlt wordea.

Zwei entsprechende Punkte 7, und P, liegen in einem Lote
zur x-Achse. Die Ordinaten aller Punkte auf / sind im gleichen

Fig. 209.

Verhiltnis verkiirzt worden; in der Figur ist das Affinititsverhiltnis

1 . 48
n=5-. Entspricht etwa die Kurve / der Gleichung y, = —
8o ist jede entsprechende Ordinate y, auf 7/ gegeben durch

1 .
Vo= 5 = %4—— , d. h. aber, auch die zweite Kurve ist eine

Hyperbel. Die Rechtecke, die aus den Koordinaten irgend eines
Punktes auf /7 gebildet werden konnen, sind nur halb so grof wie
die Rechtecke der ersten Kurve. Ist allgemein # das Affinitéts-

verhéltnis, das von / zu /7 iiberfiihrt, und entspricht / der Gleichung
ab

nab
Y= , 8o entspricht /7 der Gleichung y, ERR In unserer

Figur ist fiir die Kurve /7 n = L fiir die oberste ist 2 = 2.

‘2—;
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Durch die besprochene Affinitit erhalten wir demnach alle
moglichen gleichseitigen Hyperbeln. Durch jeden Punkt im
1. Quadranten geht nur eine Hyperbel, die die Koordi-
natenachse zu Asymptoten hat. Entsprechende Tangenten treffen
sich anf der Affinititsachse. Man beweise, daf fiir die gleichen
Hyperbeln auch die y-Achse als Affinitéitsachse und die x-Achse als
Affinitdtsrichtung ge-
wihlt werden kann.

‘Wir wollen nun
aus einer Hyperbel /

(Figur 210) durch
schiefe Affinitdt
neue Kurven ableiten;
sie werden ebenfalls
Hyperbeln  genannt.
Wir wihlen die hori-
zontale Asymptote der
Hyperbel 7 zur Affini-
tidtsachse; P, sei der
entsprechende Punkt
zu P. P,P, ist dann
die Affinitédtsrichtung.

Der Ordinate
P,Q entspricht die
Strecke P,Q. Da die
Asymptote u, zu P,Q
parallel ist, ist u,
parallel zu P, Q. Wir
kénnen sagen, den
rechtwinklig  aufein- Fig. 210.
ander stehenden Ko-
ordinatenachsen + x und %, oben, entspricht das schiefwinklige Ko-
ordinatensystem + x und #, unten. Den parallelen Ordinaten y, oben
entsprechen die parallelen Ordinaten y, unten. Da nun in affinen
Figuren entsprechende Abschnitte auf Parallelen im gleichen Ver-
héltnis stehen, gehen die Ordinaten ¥, aus den entsprechenden y;
durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor %2 hervor. Es
ist also jedes y, =%y, wenn ¥, und y, die zu den entsprechenden
Punkten gehdrigen Ordinaten bezeichnen. Dagegen sind die Ab-
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szissen (x) entsprechender Punkte die gleichen. Entspricht nun die

ab
obere Kurve / der Gleichung y, = — % entspricht die zweite

k
ab Beide Kurven sind also die

der Gleichung y, =ky, =

Bilder von Gleichungen derselben Form, aber wihrend die eine
Gleichung in einem rechtwinkligen Koordinatensystem gedeutet
wird, wird die andere auf ein schiefwinkliges System bezogen.
Die Geraden - x und #, sind die Asymptoten der Hyperbel /7,

b
was sich auch wie frilher aus der Gleichung y, = % schliefien

1i6t. Jede Hyperbel, deren Asymptoten schief aufeinander stehen,
heift eine allgemeine Hyperbel, wihrend jede Hyperbel mit

Fig. 211.

aufeinander senkrecht stehenden Asymptoten (das war in unsern
frithern Figuren immer der Fall) eine gleichseitige Hyperbel
genannt wird.

Die beiden in Abschnitt 2 und 4 besprochenen Kon-
struktionen fiir die gleichseitige Hyperbel kénnen nun
ohne weiteres auf die allgemeine Hyperbel iibertragen
werden; denn jene Konstruktionen stiitzten sich auf das Ziehen
von parallelen Linien, Abtragen gleicher Strecken; aber in affinen
Figuren entsprechen nach § 18 parallelen Linien wieder parallele
Linien und Teilverhiltnisse von Strecken gehen nicht verloren.
Siehe Fig. 211 und 2038, 206. Winkelteilungen dagegen bleiben im
allgemeinen nicht erhalten. So entspricht der Symmetrielinie der
Hyperbel 7 nicht etwa die Halbierungslinie des Winkels e (Fig. 210),
dagegen ist diese Halbierungslinie doch wieder eine Symmetrielinie
der Hyperbel /7, was sich aus der Hyperbelkonstruktion in Abschnitt 4
leicht folgern 1:i8t; ihr Schnittpunkt mit der Hyperbel wird ebenfalls
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Scheitel genannt. Die Scheitel der Hyperbeln / und /7 sind nicht
entsprechende Punkte.

8. Kriimmungskreis fiir den Scheitel einer Hyperbel.
Man verlingert die Scheiteltangente (Fig. 204, 210) bis zum
Schnitt mit einer Asymptote und errichtet im Schnittpunkt ein Lot
auf der Asymptote; es trifft die Halbierungslinie des Asymptoten-
winkels im Kriimmungsmittelpunkt.

Aufgabe, Die Asymptoten einer gleichseitigen Hyperbel seien die
Achsen eines Koordinatensystems. Zeichne die Hyperbel, die durch den
Punkt mit den Koordinaten &= 7; y = 8 cm geht (erste Konstruktion),

und priife an der Zeichnung, ob die Ordinate eines beliebigen Punktes der

Kurve mit dem aus y = Z; = %6— berechneten Werte tibereinstimmt.

Der Kriimmungsradius fiir den Scheitel ist » = 10,58 cm.

Ziehe die Ordinaten fiir die Abszissen £ =7 und & = 17 cm und
berechne nach der Simpsonschen Formel den Inhalt der Fliche, die von
diesen Ordinaten, der a-Achse und dem Hyperbelbogen begrenzt ist
(10 Fldchenstreifen). Man findet /= ~ 49,7 cm® Der Inhalt lieSe sich
auch nach der Formel:

J=56.2,303 logl:—

berechnen.

Ellipse, Parabel und Hyperbel kénnen als Schnittkurven von
Ebenen mit der Mantelfliche eines Kreiskegels erhalten werden,
weshalb sie anch den gemeinsamen Namen Kegelschnitte fiihren.



Zusammenstellung der wichtigsten Formeln.
Rechteck. Parallelogramm. J=g.hA.

Quadrat. j:s’:%;d:——s\ﬁ (d = Diagonale).
Rhombus. j:gh:%ﬁ.
Tangentenvieleck. J= % -r (# = Umfang).
a-tb . -
Trapez. J = -——+ h=m_.h (m = Mittellinie).

2
Krummlinig begrenzte unregelmafige Figuren.
J= J—"—-{:&—H— - (Zweite Trapezformel.)

J= et st 43+ ) F 202+ )

Simpsonsche Formel.

Dreieck. jngh =ys(s—a)(s—b&)(s—c); (s=halber Umfang).

Rechtwinkliges Dreieck.
at - b=t ad=pc B=gqgc h=pq,
_ab _ch ab

J= 5 =5 daraus folgt h=7

Rechtwinkliges Dreieck mit den Winkeln 45°.
Hypotenuse = Kathete >< \/ 2.

Rechtwinkliges Dreieck mit den Winkeln 30° und 60°.
GroBe Kathete = kleine Kathete ><v/3,
Hypotenuse = 2 >< kleine Kathete.

Gleichseitiges Dreieck.

S = s? h? :
h=3V3, J=7V3=75V3
Kreis. Umfang u=2nr=mnd,
e
Inhalt j=r"7t=~4—7r=u-—;—,

Kreisring J=n (R*—#®) =#m.w (#m = mittlerer Umfang),
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8s,—s
Bogen b = ma =ra=c 3
Bogenmaﬁ und GradmaB eines Winkels
« 180 e © = 155 %
by _ L«
Sektor /= —%O—a" -5 =15

Kreisringsektor J=0m.w (bm = mittlerer Bogen),

Segment /=~ :3; sh (s = Sehne),
2 h
Ellipse. J=abn,
b\e
u._~7r(a+b)[1+ ( +1;)}
Parabelsegment. J= %sh.
Dreieck und Kreis.
Inkreis (Winkelhalbierende) » = %;
Ankreise (Winkelhalbierende) 7o = s i Pl
_J
=5
e = S ?
s—¢
Umkreis (Mittelsenkrechte) R = Z—bf .
. b c 1
Ahnliche Figuren a = N

Die griechischen Buchstaben,

A, o Alpha I, ¢ Iota b, o Rho

B, g Beta K, x Kappa 2z, o0, ¢ Sigma
I', y Gamma A, 4 Lambda T, = Tau
A, 6 Delta M, u My Y, v Ypsilon
E, ¢ Epsilon N, » Ny @, ¢ Phi

Z, ¢ Zeta E, &Xi X,  Chi

H, 7 Eta 0, o Omikron T, yp Psi

0, 9 Theta II, »nPi £, o  Omega.




1. Bogenlingen, Bogenhohen, Sehnenlingen und Kreisabschnitte
fiir den Halbmesser = 1.

e R
égg Bogen- | Bogen- | Sehnen-| Inhalt des 'L‘!:EE Bogen- | Bogen- |Sehnen-| Inhalt des
22| linge hohe | linge Kreisab- S EQ | linge | hohe | lange Kreisab-
NE2Hlpipr=| h:7r s:r |schnittesJ:7? | N B S (p:p—| h:T 8:r |schnittes J: 7
I |0,017§ [0,0000 /0,0175| 0,00 000 46 [0,8029 |0,0795 |0,7815 | 0,04 176
2 10,0349 [0,0002 |0,0349 | 0,00 QOO 47 |0,8203 10,0829 10,7975 | 0,04 448
3 |0,0524 |0,0003 |0,0524 | 0,00 0OI 48 10,8378 0,0865 |0,8135 | 0,04 731
4 |0,0698 [0,0006 [0,0698 | 0,00 003 49 |0,8552 10,0900 |0,8294 | 0,05 025
5 |0,0873 |0,0010 [0,0872 | 0,00 006 50 0,8727 10,0937 |0,8452 | 0,05 331
6 |0,1047/0,0014 |0,1047 | 0,00 0IO 51 |0,8901 10,0974 |0,8610 | 0,05 649
7 |0,1222 |0,0019 |0,I221 | 0,00 OI§ 52 |0,9076 |o,1012 |0,8767 | 0,05 978
8 10,1396 10,0024 |0,1395 | 0,00 023 53 |0,9250 [0,1051 |0,8924 | 0,06 319
9 09,1571 |0,0031 |0,1569| 0,00032 | 54 |0,9425 |0,1090 |0,9680 | 0,06 673
10 10,1745 |0,0038 10,1743 | 0,00 044 55 19,9599 |o,1130,0,9235 | 0,07 039
Il |0,1920 |0,0046 |0,1917 | 0,00059 | 56 [0,9774|0,1171 0,9389 | 0,07 417
12 |0,2094 |0,0055 |0,2091 | 0,00 076 57 [0.9948 |0,1212 |0,9543 | 0,07 808
13 |0,2269 [0,0064 |0,2264 | 0,00 097 58 |1,0123 |0,1254/0,9696 | 0,08 212
14 (0,2443 [0,0075 [0,2437 | 0,00 121 59 |1,0297 0,1296 10,9848 | 0,08 629
135 [0,2618 |0,0086 10,2611 | 0,00 149 60 |1,0472|0,1340 |1,0000 | 0,09 059
16 |0,2793 |0,0097 0,2783 | 0,00 181 61 |1,0647 [0,1384 [1,0151 | 0,09 502
17 [0,2967 |0,0110 [0,2956 | 0,00217 62 |1,0821 |0,1428 |1,0301 | 0,09 958
18 |o,3142 0,0123 [0,3129 | 0,00 257 63 [1,0996 |0,1474 [1,0450 0,10 428
19 10,3316 |0,0137 |0,3301 | 0,00302 | 64 [1,1170 |0,1520 |1,0598 | 0,10 911
20 10,3491 |0,0152 |0,3473 | 0,00 352 65 11,1345 |0,1566 |1,0746 | 0,11 408
21 |0,3665 [0,0167 [0,3645 | 0,00 408 66 |1,1519 |0,1613|1,0893 | 0,11 919
22 10,3840 |0,0184 0,3816 | 0,00 468 67 |1,1604 10,1661 |1,1039 | 0,12 443
23 |o,4014 |0,0201 |0,3987 | 0,00 535 68 |1,1868 [0,1710(1,1184 | 0,12 982
24 |0,4189 |0,0219 |0,4158 | 0,00 607 69 |1,2043 |0,1759 |1,1328 | 0,13 535
25 10,4363 |0,0237 [0,4329 | 0,00 686 90 |1,2217 |0,1808 |1,1472 | 0,14 102
26 10,4538 |0,0256 0,4499 | 0,00 771 71 |1,2392 |0,1859 |I,1614 | 0,14 683
27 10,4712 |0,0276 |0,4669 | 0,00 862 72 11,2566 lo,1910 (1,1756 | 0,15 279
28 10,4887 |0,0297 |0,4838 | 0,00 961 73 |1,2741 |0,1961 |1,1896 | 0,15 889
29 |0,5061 10,0319 |0,5008 | 0,01067 | 74 |1,2915 lo,2014(1,2036 | 0,16 514
30 |0,5236 |0,0341 |0,5176 | 0,01 180 75 11,3090 |0,2066 |1,2175 | 0,17 154
31 [0,5411 |0,0364 0,5345 | 0,01 301 76 11,3265 |0,2120 1,2313 | 0,17 808
32 10,5585 |0,0387 10,5513 | 0,01 429 77 |1,3439 |0,2174 |1,2450 | 0,18 477
33 [0,5760 |0,0412 [0,5680 | 0,01 566 78 |1,3614 |0,2229 |1,2586 | 0,19 160
34 [0,5934 |0,0437 |0,5847 | 0,01 711 79 |1,3788 |o.2284 1,2722 | 0,19 859
35 |0,6109 |0,0463 |0,6014 | 0,01 864 80 1,3963 |0,2340 |1,2856 | 0,20 573
36 |0,6283|0,0489 0,6180 | 0,02027 | 81 |1,4137 |0,2396 |1,2989 | 0,21 301
} 37 10,6458 |0,0517|0,6346| 0,02 198 82 11,4312 (0,2453 |1,3121 | 0,22 045
38 |0,6632 |0,0545 |0,6511 | 0,02 378 83 11,4486 |0,2510 |1,3252 | 0,22 804
39 10,6807 10,0574 [0,6676 | 0,02 568 | 84 |1,4661 |0,2569 |1,3383 | 0,23 578
40 |0,6981 |0,0603 [0,6840 | 0,02 767 85 11,4835 [0,2627 |1,3512 | 0,24 367
| 41 [0,7156 |0,0633 |0,7004 | 0,02 976 86 |1,50100,2686 |1,3640 | 0,25 171
42 |0,7330 /0,0664 [0,7167 | 0,03 195 | 87 |1,51840,27461,3767 | 0,25 990
43 |0,7505 |6,0696 0,7330| 0,03 425 88 (1,5359 (0,2807 |1,3893 | 0,26 825
44 10,7679 |0,0728 |0,7492 | 0,03664 | 89 |1,5533[0,2867 1,4018 | 0,27 675
45 10,7854 |0,0761 |0,7654 | 0,03 915 90 |1,5708 |0,2929 |1,4142 | 0,28 540
N




Bogenlingen, Bogenhthen, Sehnenlédngen

usw.
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Bogen- I Bogen- |Sehnen-| Inhalt des éEE Bogen- | Bogen- |Sehnen- Inhalt d-es:ll
linge hohe | linge Kreisab- 22| linge | hohe | linge Kreisab-
bir—al hiv 8:r |schnittes J:r2 l:’l.:b".E brr=ca| hiT 8:r |schnittes.J: 7
1,5882 10,2991 |1,4265 | 0,29 420 | 136 (2,3736 0,6254 |1,8544 | 0,83 949
1,6057 10,3053 11,4387 | 0,30 316 | 137 |2,39110,6335 |1,8608 0,85 455
1,6232{0,3116 [1,4507 | 0,31 226 | 138 |2,4086 |0,6416 [1,8672| 0,86 971
1,6406 (0,3180|1,4627 | 0,32 152 | 139 2,4260 0,6498 ;118733 0,88 497
1,6581 10,3244 |1,4746 | 0,33 093 | 140 |2,4435 |0,6580 |1,8794 | 0,90 034
1,6755 10,3309 |1,4863 | 0,34 050 |y, 1 |7 4609 |0,6662 |1,8853 | 0.91 580
1,6930 10,3374 |1,4979| 0,35 021 | 142 |2,4784 |0,6744 11,8910 | 0,93 135
1,7104 10,3439 1,5094 | 0,36 008 | 143 |2,4958 |0,6827 11,8966 | 0,94 700
1,7279 10,3506 |1,5208 | 0,37 009 [ 1,4 2,5133 {0,6910 [1,9021 | 0,96 274
1,7453 19,3572 |1,5321 | 0,38 026 | 145 |2,5307 [0,6993 |1,9074 | 0,97 858 ‘
1,7628 |0,3639 |1,5432 | 0,39 058 146 |2,5482(0,7076 1,9126 | 0,99 449
1,7802 |0,3707 [1,5543 | 0,40 104 147 (2,5656 |0,7160 |1,0176 | 1,01 050
1,7977 [0,3775 [1,5652 | 0,41 166 | 148 |2.5831 [0,7244 [1,9225 | 1,02 658 |
1,8151 (0,3843 |1,5760 | 0,42 242 | 149 |2,6005 |0,7328 |¥,9273 | 1,04 275
1,8326 10,3912 |1,5867 | 0,43 333 | 150 |2,6180 |0,7412 |1,9319 | 1,05 900
1.850010,3982 11,5973 | 0,44 439 |"y51 |2,6354 |0,7496 |1,0363 | 1,07 532
1,8675 10,4052 |1,6077 | 0,45 560 | 152 2,6529 |0,7581 |1,9406 | 1,09 171
1,8850 |0,4122 |1,6180| 0,46 695 153 (2,6704 |0,7666 |1,9447 | 1,10 818
1,9024 10,4193 /11,6282 | 0,47 844 | 154 12,6878 |0,7750 |1.9487 | 1,12 472
1,9199 |0,4264 |1,6383 | 0,49 008 155 [2,7053 (0,7836 {1,9526 | 1,14 132
1,9373 10,4336 |1,6483 | 0,50 187 | 156 |2,7227|0,7921[1,9563 | 1,15 799
1,9548 10,4408 |1,6581 | 0,51 379 | 157 |2,7402 0,8006 {1,9598 | 1,17 472
1,9722 |0,4481 |1,6678 | 0.52 586 | 158 |2,7576 |0,8092 {1,9633 | 1,19 151
1,9897 [0,4554 |1,6773 | 0,53 807 |_¥59 |2,7751 |o,817g [1,9665 | 1,20 835
2,0071 |0,4627 |1,6868 | 0,55 041 | 160 |2,7925 |0,8264 [1,0696 | 1,22 525
2,0246 |0,4701 |1,6961 | 0.56 289 | 161 |2 8100 0,8350 |1,9726 | 1,24 221 |{
2,0420 [0,4775 |1,7053 | 0,57 551 162 (2,8274/0,8436 |1,9754 | 1,25 921
118 (12,0595 10,4850 |1,7143 | 0,58 827 | 163 |2,8449 [0,8522 [1,9780 | 1,27 626
119 12,0769 10,4925 |1,7233 | 9,60 116 | ;¢, 2,8623 [0,8608 [1,9805 | 1,29 335 I
120 12,0944 0,5000 [1,7321| 0,61 418 | 165 (2,8798 0,8695 (1,9829 | 1,31 049
121 (2,1118|0,5076 |1,7407 | 0,62 734 | 166 (2,8972 08781 |1.9851 | 1,32 766
122 12,1293 10,5152 /1,7492 | 0,64 063 | 167 12,9147 |0,8868 |1,0871 | 1,34 487
123 |2,1468 10,5228 |1,7576 | 0,65 404 | 168 |2,9322 |0,8955 |1,9890 | 1,36 212 '
124 |2,1642 |0,5305 |1,7659 | 0,66 759 | 169 [2,0496 |0,9042 |1,0908 | 1,37 940
125 12,1817 10,5383 |1,7740| 0,68 125 | 170 |2,9671 |0,9128 [1,9924 | 1,39 671
126 12,1991 10,5460 1,7820 | 0,69 505 171 |2,9845 |o,0215 |1,0038 1,41 404
127 12,2166 10,5538 |1,7899 | 0,70 897 | 172 |3,0020 |0,9302 |1,9951 | 1,43 140
128 12,2340 |0,5616 |1,7976 | 0,72 301 173 (3,0194 |0,9390 |1,9963 | 1,44 878
129 |2,2515 10,5695 |1,8052 | 0,73 716 | 174 (30369 [0,0477 [1,9973 | 1,46 617
130 |2,2689 |0,5774 |1,8126 | 0,75 144 | 175 |3,0543 [0,9564 |1,0081 | 1,48 359
131 |2,2864 [0,5853 |1,8199 | 0,76 584 | 176 |3,0718 |0,9651 |1,9988 | 1,50 101
132 12,3038 |0.5933 |1,8271 | 0,78 034 | 177 |3,0802|0,9738 [1,9993 | 1,51 845
133 12,3213 [0,6013 |1,8341 | 0,79 497 | 178 13,1067 |0,9825 {1,9997 | 1,53 589
134 (2,3387 [0,6093 1,8410| 0,80 970 | 179 13,1241 |0,9913 11,9999 | 1,55 334
135 |2,3562 |0,6173 |1,8478 | 0,82 454 180 3,1416,/1,0000 |2,0000 | 1,57 080
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Bogenlingen usw. — Viel gebrauchte Zahlenwerte.

II. Bogenliingen fiir Minuten.

R
Grad | Minuten | B8 | Grad |Minuten |BO8ED- Gradl

maB maB
I 0,0003 | 0,017 21 0,0061 | 0,350 41 0,0119
2 0,0006 | 0,033 22 0,0064 | 0,367 42 [0,0122
3 0,0009 | 0,050 23 0,0067 | 0,383 43 0,0125
4 0,0012 | 0,067 24 |0,0070 | 0,400 44 |0,0128
5 0,0015 | 0,083 235 0,0073 | 0,417 45 | 0,0I31
6 0,0017 | 0,100 26 0,0076 | 0,433 46 0,0134
7 0,0020 | 0,117 27 0,0079 | 0,450 47 |o0,0137
8 0,0023 | 0,133 28 | 0,0081 | 0,467 48 |o,0140
9 0,0026 | 0,150 29 | 0,0084 0,483 49 |0,0143
10 0,0029 | 0,167 30 0,0087 | 0,500 50 |0,0145%
11 0,0032 | 0,183 31 0,0090 | 0,517 51 0,0148
12 0,0035 | 0,200 2 0,0093 | 0,533 52 |[0,0I5I
13 0,0038 | 0,217 33 0,0096 | 0,550 53 0,0154
14 0,0041 | 0,233 34 |0,0099 {0,567 54 |0,0157
15 0,0044 | 0,250 35 0,0102 | 0,583 55 |0,0160
16 0,0047 | 0,267 36 0,0105 | 0,600 56 0,0163
17 0,0049 | 0,283 37 0.0108 | 0,617 57 0,0166
18 | 0,0052 | 0,300 38 |o,0111|0,633 58 |0,0169
19 0,0055 | 0,317 39 |o0,0113|0,650 59 |o,0172
20 0,0058 [ 0,333 40 | 0,0116 | 0,667 60 |o,0175

1
T
A

=
(e as]

8
8

T

Bogenlingen fiir Sekunden.

-

Sekunden Bogenmaf
10" 0,000 0§
20" 0,000 10
30" 0,000 1§
40" 0,000 19
50" 0,000 24

Viel gebrauchte Zahlenwerte.
7 = 3,1416 = ~ 31,,

= 0,3183,

= 0,01745,

= 00 = 57,2080 = ~ 57,37,

V2 =14142.

vV 3 =1,73205.
V5 =22361.
V6 =2,4495.
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106.

Gradma8 2, 61.
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Hohen eines Dreiecks 30.
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Peripheriewinkel 9.

Perspektivische Lage 97.

Planimeter 37.

Projektion 116.

Proportionale GroSen 76, — prop.
dem Quadrat 79, umgekehrt
proportional 147,

Ptolemdus 104.
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Segment 64, 144.

Sehnensatz 104, — -viereck 10, 104,

Sekantensatz 105.

Sektor 63.
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laufung 18.

Spiegelung 6.

Steigung einer Geraden 88.

Stetige Teilung 106.
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Subnormale 137.
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winkel 12, — -vieleck 37,
— -viereck 15.

Teilung einer Strecke 81, 86, 106.
TransversalmaBstab 87.
Trapez 21, 36, — -formeln 37.

Umfang, Kreis 58, Ellipse 125.
Umfangsgeschwindigkeit 68.
Umkreis 29, 103.
Umlaufungssinn 18.

Vektor 1, — -summe 24,
Verhiltnis 76.
Verwandlungsaufgaben 43, 58, 82.
Vielecke 8, 103.

Vierecke 8, 36.

‘Winkel 2.

Zehneck 106.
Zentriwinkel 9.

Druck von Fr. 8tollberg, Merseburg.



Verlag von Julius Sprmger in Berlm.

Trigonometrie fiir Maschinenbauer und Elektrotechniker.
Ein Lehr- und Aufgabenbuch fiir den Unterricht und zum Selbststudium.
Von Dr. Adolf He8, Professor am kantonalen Technikum in Winterthur.
Mit 112 Textfiguren. In Lemwand gebunden Preis M. 2,80.

Lehrbuch der Mathematik. Fir mittlere technische Fachschulen der
Maschinenindustrie. Von Dr. phil. R. Neuendorff, Oberlehrer an der
Kgl. hoheren Schiff- und Maschinenbauschule, Privatdozent an der Universitiit
in Kiel. Mit 245 Textfiguren und einer Tafel.

In Leinwand gebunden Preis M. 5,—.

Elementar-Mechanik fiir Maschinen-Techniker. Von Dipl-Ing.
R. Vogdt, Oberlehrer an der Kgl. Maschinenbauschule Essen-Ruhr, Regie-
rungsbaumeister a. D. Mit 154 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Prels M. 280

F estlgkeltslehre nebst Aufgaben aus dem Maschinenbau und der Bau-
konstruktion. Ein Lehrbuch fiir Maschinenbauschulen und andere tech-
nische Lehranstalten sowie zum Selbstunterricht und fiir die Praxis. Von
Ernst Wehnert, Ingenieur und Oberlehrer an der Stidt. Gewerbe- und
Maschinenbauschule in Leipzig.

1. Band: Einfiihrung in die Festigkeitslehre. Zweite, verbesserte
und vermehrte Auflage. Mit 247 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 6,—.

IL. Band: Zusammengesetzte Festigkeitslehre. Mit 142 Textfiguren.

In Leinwand gebunden Preis M. 7,—.

Aufgaben aus der technischen Mechanik. Von Ferdinand

Wittenbauer, o. 6. Professor an der k. k. technischen Hochschule in Graz.

1. Allgemeiner Teil. Dritte, neubearbeitete Auflage. Mit zahlreichen

Textfiguren. Unter der Presse.

TI. Teil: Festigkeitslehre. 591 Aufgaben nebst Lésungen und einer

Formelsammlung. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 490 Text-

figuren. Preis M. 6,—; in Leinwand gebunden M. 6,80.

IIT. Teil: Fliissigkeiten und Gase. 504 Aufgaben nebst Losungen
und einer Formelsammlung. Mit 347 Textfiguren.

Preis M. 6, -; in Leinwand gebunden M. 6,80.

Differential- und Integralrechnung. (Infiitesimalrechnung)) Fir
Ingenieure, insbesondere auch zum Selbststudium. Von Dipl.-Ing. Dr.
W. Koestler, Burgdorf, und Dr. M. Tramer, Zirich.

Erster Teil: Grundlagen. Mit 221 Textfiguren und 2 Tafeln.
Preis M. 13,—; in Leinwand gebunden M. 14,—.

Zu beziehreutr(‘lui'ch jede Buchhandlung.



Verlag von Julius Springer in Berlin.

Ingenieur-Mathematik. Lehrbuch der hoheren Mathematik fiir die
technischen Berufe. . Von Dr.-Ing. et phil. Heinz Egerer, Diplom-
Ingenieur, vorm. Professor fiir Ingenieur-Mechanik und Material-Priifung
an der Technischen Hochschule Drontheim.

Erster Band: Niedere Algebra und Analysis. — Lineare Gebilde
der Ebene und des Raumes in analytischer und vektorieller
Behandlung. — Kegelschnitte. Mit 320 Textabbildungen und 575
vollsténdig gelosten Beispielen und Aufgaben.

In Leinwand gebunden Preis M. 12,—.

Die Technologie des Maschinentechnikers. Von Ingenieur
Karl Meyer, Professor, Oberlehrer an den Koniglichen Vereinigten
Maschinenbauschulen zu Koln. Dritte, verbesserte Auflage. Mit 405 Text-
figuren. In Leinwand gebunden Preis M. 8,—.

Maschinenelemente. Leitfaden zur Berechnung und Konstruktion fiir
technische Mittelschulen, Gewerbe- und Werkmeisterschulen sowie zum
Gebrauch in der Praxis. Von Hugo Krause, Ingenieur. Zweite, ver-
mehrte Auflage. Mit 357 Textfiguren. In Leinwand geb. Preis M. 5,60.

Technisches Zeichnen aus der Vorstellung mit Riicksicht auf die
Herstellung in der Werkstatt. Von Ingenieur Rudolf Krause. Mit
97 Figuren im Text und auf 3 Tafeln. In Leinwand gebunden Preis M. 2,—.

Freies Skizzieren ohne und nach Modell fiir Maschinen-
bauer. Ein Lehr- und Aufgabenbuch fiir den Unterricht. Von Karl Keiser,
Oberlehrer an der Stidtischen Maschinenbau- und Gewerbeschule zu Leipzig.
Zweite, erweiterte Auflage. Mit 19 Einzelfiguren und 23 Figurengruppen.

In Leinwand gebunden Preis M. 3,—.

Das Skizzieren von Maschinenteilen in Perspektive. von
Ingenieur Carl Volk. Dritte, erweiterte Auflage. Mit 68 Textskizzen.
In Leinwand gebunden Preis M. 1,60.

Entwerfen und Herstellen. Eine Anleitung zum graphischen Be-
rechnen der Bearbeitungszeit von Maschinenteilen. Von Ingenieur Carl
Volk. Mit 18 Skizzen, 4 Figuren und 2 Tafeln.

In Leinwand gebunden Preis M. 2,—.

Das Maschinen-Zeichnen. Begriindung und Veranschaulichung der
sachlich notwendigen zeichnerischen Darstellungen und ihres Zusammen-
hanges mit der praktischen Ausfilhrung. Von A. Riedler, Professor an
der Kgl. Technischen Hochschule zu Berlin. Zweite, neubearbeitete
Auflage. Mit 436 Textfiguren. In Leinwand gebunden Preis M. 10,—.

Zu beziehen durch jede Bﬁ::ﬂhandlung.
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