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Vorwort. 

Die vorliegende kleine Schrift ist im Wesentlichen 
eine Ausarbeitung und Erweiterung meines gleichbetitelten 
Aufsatzes im Planckheft der "Naturwissenschaften". Sie 
beansprucht nicht, ein systematisches Lehrbuch der 
Quantentheorie darzustellen, sondern will eine nach Mog­
lichkeit voll~tandige und leichtfaBliche Dbersicht tiber die 
Entstehung und Entwicklung dieser weitverzweigten Lehre 
bieten. Ich habe daher im Text mathematische Ausein­
andersetzungen vermieden und den Beweis wichtiger 
Formeln, soweit dies moglich war, in die Zusatze und 
Anmerkungen verlegt, in denen auch manche Textstellen 
durch eingehendere Ausfiihrungen erganzt worden sind. 
Auch die mannigfaltigen Literaturzitate habe ich in den 
Anmerkungen zusammengesteUt und hoffe, daB sie dem 
Leser das Auffinden der einschlagigen Originalarbeiten 
erlekhtern werden. 

Berlin, im Oktober 1920. 

Der Verfasser. 
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Der alte Satz: "Kleine Ursachen, groBe Wirkungen" 
hat in der Geschichte der Physik mehr als einmal seine Be­
statigung erfahren. Denn oft sind unscheinbare Unter­
schiede zwischen Theorie und Experiment, die dem wach­
samen Sinn des Forschers nicht entgingen, zum Ausgangs­
punkt neuer und bedeutsamer Gedanken geworden. 

So wuchs aus dem bekannten Michelson-Morleyschen 
Interferenzversuch, der, trotz Anwendung starkster Mittel 
der optischen Feinmessung, einen theoretisch angekiindigten 
EinfluB der Erdbewegung auf die Lichtausbreitung nicht 
zu konstatieren vermoehte, das groBe Gebaude cler Einstein­
schen Relativitatslehre hervor. 

So hat sich auch aus geringfiigigen Differenzen zwischen 
den gemessenen und den berechneten Werten cler Strahlung 
des sehwarzen Korpers die von 111 ax Planck begriindete 
Quantentheorie entwickelt, die berufen war, im Laufe 
der Zeit in fast allen Gebieten cler Physik Revolutionen 
groBten Stils zu entfachen. 

Noeh ist die Quantentheorie verhaItnisma13ig jung, und 
es ist daher nicht zu verwunclern, daB wir einer unabge­
schi')ssenen, in starkstem Entwickelungsflusse befindlichen 
Theorie gegeniiberstehen, die, in vielseitiger Wandlung be­
griffeJ1 nicht seIten einreiBen muS, was sie kurz zuvor 
aui Aber gerade bei diesem SachverhaIt - dem 
frischen Strom lcbendiger Gedanken und Impulse, der 
die Theorie dL'rchzieht, und den erstaunlichen, sich fast 

Rei c h e Quantentheorie. 
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taglich mehrenden Erfolgen - ist es von bestechendem 
Reiz, einen Vber'blick tiber die bisherige Lebensgeschichte 
der Quantenlehre zu wagen, und ihren Kern, der wohl 
die Wandlungen der Form tiberdauern wird, herauszu­
schalen. 

I. Der Ursprung der Quantenhypothese. 

§ I. Die schwarze Strahlung und ihre Verwirklichung. 

Das Geburtsjahr der Quantentheorie ist das Jahr 1900. 
Ais in den vorangehenden Jahren (1897-99) O. Lummer 
und E. Pringsheim in der physikalisch-technischen Reichs­
anstalt ihre grundlegenden Messungen an der Strahlung 
des schwarzen Korpers durchfUhrten1), da konnten sie 
nicht ahnen, daB ihre sorgf1i.ltigen Versuche zum Ausgangs­
punkt einer so weitreichenden Umwalzung wurden, WIt' 

sie die Physik wohl selten erlebt hat. 
1m Vordergrunde des Interesses auf dem Gebiete del' 

Warmestrahlung stand damals die Strahlung des "schwarzen 
Korpers" (auch kurz die "schwarze Strahlung" genannt), 
d. h. desjenigen Korpers, der alle auf ihn fallende Strahlungs­
energie vollstandig verschluckt (absorbiert), ohne sie zu 
reflektieren, hindurchzulassen oder zu zerstreuen2). Zur 
naheren Erlauterung sei an folgende Tatsachen erinnert. 
Es ist bekannt, daB jed~r Korper von bestimmter Tem­
peratur Energie in Form von Strahlung in den umgeben­
den Raum entsendet. Diese Strahlung ist kein einheitliches 
Energiegebilde, sondern aus einer unendlichen Mannig­
faltigkeit einzelner Strahlungen von verschiedener Farbe, 
d. h. verschiedener Wellenlange A. (oder verschiedener 
Schwingungszah13 ) l') zusamm~ngesetzt; m. a. W.: sie 



3 

bildet im allgemeinen ein Spektrum, in dem die Strah­
lungen aller Schwingungszahlen zwischen y = 0 und y = 00 

vertreten sind. Und zwar sind sie mit verschiedener "Inten­
sitat" vertreten, einer GroBe, die man folgendermaBen 
definiert: man betrachte die von der Oberflacheneinheit 
des Korpers pro Sekunde nach einer Seite entsandte Strah­
lung, zerlege sie spektral und schneide aus dem Spektrum 
ein schmales Schwingungszahlen-Intervall dy heraus, so 
daB also die herausgegriffene Strahlung alle Schwingungs­
zahlen zwischen y und y + dy umfaBt. Die so ausge­
sonderte Strahlungsenergie Ev (das "Emissionsvermogen 
des Korpers fUr die Schwingungszahl y") setze man'):, 

E" = 2 n st'v dy , (r) 

wenn-- was wir der Einfachheit halber voraussetzen -
die Oberflache des Korpers nach allen Richtungen gleich­
maBige und unpolarisierte Strahlung entsendet. Die hier­
durch definierte GroBe st'v nennt man die "Strahlungs­
intensitat" des K6rpers fUr die Schwingungszahl y. Sie ist 
im~aHgemeinen eine mehr oder minder komplizierte Funk­
tion der Schwingungszahl y, der absoluten Temperatur T 
des Korpers und der speziellen Korpereigenschaften. Nur 
der schwarze Korper nimmt in dieser Hinsicht eine ausge­
zeichnete SteHung ein. Denn seine Strahlung, und folg­
lich sein st'v, ist, wie zuerst Gustav Kirchhoff") bewiesen 
hat, n ur von der Schwingungszahl y und der abso­
luten Temperatur T abhangig, in Zeichen: 

st'v = f(y, T) . (2) 

Diese Beziehung, die die Strahlungsintensitat des schwarzen 
Korpers in ihrer Abhangigkeit von der Temperatur und 
der "Farbe" darstellt, nennt man die Strahlungsformel 
oder das Strahlungsgesetz des schwarzen Korpers. 
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Diese Abhangigkeit einerseits zu berechnen, anderer­
seits zu messen, war ein derzeit noch ungelOstes Problem. 
Einwandfreie Messungen aber waren natiirlich erst mog­
lich, wenn es gelang, einen schwarzen Korper zu kon­
struieren, der seinem theoretischen Ideal hinreichend nahe 
kam. Diesen wichtigen Schritt, die Realisierung des 
schwarzen Korpers, taten O. Lummer und W. Wien6 ) , 

gestutzt auf den fundamentalen ;,Hohlraumsatz" von 
G. Kirchhoff'), der folgendes aussagt: in einem allseitig 
von spiegelnden Wanden umschlossenen, gegen Warme­
austausch mit der Umgebung geschutzten, evakuierten 
Hohlraum stellt sich automatisch der "schwarze" Strah­
lungszustand her, wenn sich im Innern oder an den Wan­
den beliebige emittierende und absorbierende Gebilde von 
gleicher Temperatur befinden. In einem Raum, der 
von K6rpern gleicher Temperatur T allseitig und 
undurchlassig umschlossen ist, ist also jedes 
Strahlenbundel seiner Qualitat und Intensitat 
nach gerade so beschaffen, als kame es von einem 
schwarzen Korper von der Temperatur T her. 
Lummer und Wien hatten also nur n6tig, einen gleich­
maBig geheizten, innen geschwarzten Hohlraum mit 
einer kleinen OHnung herzustellen; die durch diese 
OHnung nach auBen dringende Strahlung war dann mit 
um so groBerer Annaherung ,schwarz", je kleiner die 
OHnung war, je weniger sie also die vollstandige 
Geschlossenheit des Hohlraums storte. Fur die so reali­
sierte schwarze Strahlung sollte nun die Abhangigkeit 
der Intensitat ~v von der Schwingungszahl y und der 
Temperatur T gemessen werden. Dieser Untersuchung 
waren die cben genannten Arbeiten von Lummer und 
Pringsheim gewidmet. 
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§ 2. Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz und 
Wiensches Verschiebungsgesetz. 

Wahrend SO die Experimentalforschung ihren Weg ging, 
war die Theorie nicht miiBig geblieben, sondern hatte 
durch Aufstellung von zwei grundlegenden Gesetzen wert­
volle Vorarbeit geleistet. An erster Stelle hatte L. Boltz­
mannS) mit Hilfe der Elektrodynamik und der Thermo­
dynamik das von J. StefanO) schon vorher ausgesprochene 
Gesetz bewiesen, daB beim schwarzen Korper die 
Gesamtstrahlung aller Schwingungszahlen zu-

00 

sammen, also die GroBe K = 2f~dv, proportional 
o 

der vierten Potenz seiner absoluten Temperatur 
wachst10). 

K = y. T4 (y eine Konstante). (3) 

In weitere Feinheiten drangen die von W. Wien ll) 

aufgestellten Satze. Wien denkt sich die schwarze Strah­
lung in einen Hohlraum mit einem beweglichen, nach 
innen spiegelnden Stempel eingeschlossen und durch Ver­
schiebung des Stempels, gleichsam wie ein Gas, adiabatisch 
(d. h.· ohne Warmezufuhr) und unendlich langsam kompri­
miert. Driickt man nun die Anderung, die dieser ProzeB 
an der Energie eines bestimmten Farbenintervalls dv 

hervorruft, auf zweierlei Weise aus, und beriicksichtigt, 
daB die am Stempel reflektierten Wellen nach dem Doppler­
schen Prinzip eine Farbenanderung erfahren, so gelingt es, 
die unbekannte funktionale Abhangigkeit der GroBe ~" 
von l' und T weitgehend einzuschranken. Man erh1i.lt S012) 

eine Beziehung von der Form: 

v3 (1') ~"=C2.F T ' 
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wo c die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist, und wo 
die Bestimmung der Funktion F noch offen bleibt. Aus 
diesem Wienschen "Verschiebungsgesetz" ergibt sich die 
Folgerung18), daB diejenige Schwingungszahl vmax , 

fur die ~~ (als Funktion von v aufgetragen) sein 
Maximum besitzt, sich mit wachsender Tempe­
ratur proportional T nach h6heren Werten ver­
schiebt: 

Vmax = const . T . 

Benutzt man, was in der messenden Physik die Regel ist, 

die Wellenlange )" =!!... an Stelle der Schwingungszahl als 
v 

Veranderliche, so formulieren sich die Wienschen Ver­
schiebungssatze etwas anders. Betrachtet man namlich 
die Str3;h1ungsenergie eines schmalen Wellenlangenbezirkes 
dJ.. , der dem Schwingun~szahlenintervall dv entspricht 
und setzt sie in der Form Ea d)" an, so ist E;. dJ.. = ~~ dv , 

also Ea = ~". ;2. An die Stelle von (4) und (4a) treten 

dann die Beziehungen: 

E). = ~: F(/T)' (5) 

J..max " T = const = b . (sa) 

§ 3. Das Wiensche Strahlungsgesetz. 

Die endgultige Aufstellung u,;s Strahlungsgesetzes er­
forderte also jetzt nur noch die Ermittelung der unbekannten 
Funktion F in (4) oder (5). Aber dies war eben auch der 
Kernpunkt der ganzen Frage und der schwierigste Teil 
des Problems. 

Auch hier hat W. Wien den ersten erfolgreichen Vor­
stoB unternommen. Auf Grund nicht ganz einwandfreier 
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Berechnungen, die sich an das M axwellsche Gesetz fUr 
die Geschwindigkeitsverteilung der Gasmolekule anlehnten, 
gelangte er14) zu folgender Spezialisierung der Funktion F: 

(1X und fJ sind zwei Konstanten). 

Damit nimmt das Strahlungsgesetz (4) die Form an: 

1,3 -fl~ 
$fy=1X--.e T 

c2 ' 
(6) 

die man das Wiensche Strahl ungsgesetz nennt. 
Wie stellte sich nun die Erfahrung zu diesen theoretischen 

Ergebnissen? Wahrend das Stefan-Boltzmannsche Gesetz 
und das Wiensche Verschiebungsgesetz durch die Beob­
achtungen von Lummer und Pringsheim weitgehend be­
statigt wurden15), fanden die beiden Forscher das Wiensche 
Strahlungsgesetz (6) nur fUr hohe Schwingungszahlen, d. h. 

kleine Wellenlangen (genauer: fur groBe Werte war fJ ; ) 
erfullt, konstatierten dagegen systematische Ab­
weichungen fur kleine Schwingungszahlen, d. h. 
lange Wellen16). An der "Realitat" dieser Abweichungen 
hielten sie mit hartnackiger Konsequenz fest, trotzdem 
von gewichtiger Seite Einspruch erhoben wurde. Wahrend 
namlich F. Paschen l ?) durch seine Arbeiten die Allgemein­
gultigkeit des Wienschen Strahlungsgesetzes bewiesen zu 
haben glaubte, war auch Max Planck in seiner ausfiihr­
lichen Theorie der irreversiblen Strahlungsvorgange16) 

auf strengerem Wege, als urspriinglich Wien, wieder zur 
Wienschen Strahlungsformel gelangt. Ausgehend von dem 
Kirchhoffschen Hohlraumsatz, wonach im gleichmaBig ge­
heizten Hohlraum die Anwesenheit einer beliebigen emit­
tierenden und absorbierenden Substanz HersteUung und 
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ErhaItung des schwarzen Strahlungszustandes garantiert, 
wahlte Planck als einfachstes schematisches ModelCeiner 
solchen Substanz ein System linearer elektromagnetischer 
Oszillatoren und untersuchte das Strahlungsgleichgewicht, 
das sich zwischen ihnen uncl cler Hohlraumstrahlung ein­
stellt. Dies ist folgenderIllaBen zu verstehen: jeder der 
Planckschen Oszillatoren - als solche kann man sich z. B. 
gebundene, schwingungsfahige Elektronen denken - be­
sitzt eine bestimmte Eigenschwingungszahl v und spricht, 
infolge seiner schwachen Dampfung nur auf diejenigen 
Wellen der Hohlraumstrahlung an, cleren Schwingungs­
zahlen in unmittelbarer N achbarschaft von v liegen, wah­
rend aile ubrigen Wellen uber ihn hinwegstreichen, ohne 
ihn zu beeinflussen. Der Oszillator wirkt also auswahlencl, 
als Resonator, genau so, wie eine scharf abgestimmte 
Stimmgabel nur dann zu tonen anfangt, wenn in der Ton­
masse, die sie trifft, gerade ihr "Eigenton" (oder ein sehr 
benachbarter) enthalten ist. Bei diesem ResonanzprozeB 
aber tauscht der Oszillator Energie mit der Strahlung aus, 
indem er einerseits, als Resonator, der auBeren Strahlung 
Energie entzieht, andererseits, als Oszillator, durch seine 
Schwingungen selbst wieder Energie ausstrahlt. So wird 
sich schlieBlich ein dynamisches Gleichgewicht herstellen 
zwischen dem Oszillator und der Hohlraumstrahlung, und 
zwar gerade denjenigen Wellen der Strahlung, die die 
Schwingungszahl v besitzen. Bei diesem Gleichgewichts­
zustand ni.mmt erstens die Strahlung von cler Schwingungs­
zahl l' eine Intensitat sty an, die nach Kirchhotfs Theo­
rem gleich der Intensitat der schwarzen Strah­
lung fur diese Schwingungszahl ist; zweitens durch­
lauft die Energie U des Oszillators im Laufe der Zeit aile 
moglichen Werte, deren zeitlicher Mittelwert19) U sich der 



9 

IntensiHit Si'v proportional ergibt, ein Resultat, das wohl 
ohne weiteres plausibel erscheint, da die Erregung des 
Oszillators um so sHirker ausfillt, je groBer die auf ihn 
wirkende Intensitat der Strahlung ist. Die genaue Er­
mittelung dieser Beziehung zwischen Sf ... und U auf Grund 
der klassischen Elektrodynamik - der erste Tei! der Planck­
schen Rechnung - fUhrt zu der fundamentalen Formel: 

y2 _ 

Sfv = 2' U. c 
(7) 

In dem zweiten Teil bestimmte Planck 20), in allerdings 
nicht eindeutiger Weise, auf Grund des zweiten Hauptsatzes 
der Thermodynamik U als Funktion von y und T, und fand: 

- -(J~ 
U=!Xye T. (8) 

Die Kombination von (7) und (8) liefert das Wiensche 
Strahlungsgesetz (6). 

§ 4. Die Quantenhypothese. Das Plancksche Strahlungsgesetz. 

Aber Lummer und Pringsheim gaben nicht nach! In 
einer erneuten Untersuchung 21) im Jahre 1900 zeigten sie, 
daB im Gebiete der langen Wellen die Wiensche Strahlungs­
formel unzweifelhaft die Beobachtungen nich t darstellte. 
Da entschlo13 sich Planck, in einer bedeutsamen Arbeit 22), 

die man als die SchOpfung der Quantenhypothese ansehen 
muB, seine Ableitung des Strahlungsgesetzes zu modifi­
zieren, und zwar den nicht eindeutigen Ausdruck (8) fUr 
die mittlere Energie des Oszillators abzuandern. Er ging 
dabei in folgender Weise vor 23): Urn die gesamte, zur 
Verfiigung stehende Energie auf die Oszillatoren zu ver­
teilen, dachte er sich diese Energie in eine diskrete Anzahl 
endlicher "Energieelemente" (Energiequanten) von der 
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GroBe e zerlegt, und' diese Energiequanten nach dem Zu­
fall auf die einzelnen Oszillatoren verteilt, ganz ebenso, 
wie man eine gewisse Anzahl von Kugeln - etwa 5 -
auf eine bestimmte Zahl von Behaltern - z. B. 3 - ver­
teilt. Jede solche "Verteilung" (5 Kugeln auf 3 Behruter) 
laBt sich bekanntlich auf mehrere verschiedene Arten 
realisieren, wobei es aber nicht darauf ankommt, welche 
individuellen Kugeln in den einzelnen Behaltern liegen, 
sondern nur, wievie1 24). Da nun jeder solchen "Ver­
teilung" ein bestimmter Zustand des Systems entspricht, 
so folgt aus dem eben Gesagten, daB sich jeder Zustand 
auf mehrere Arten verwirklichen laBt, daB er also eine ge­
wi sse Anzahl von Realisierungsmoglichkeiten besitzt. Diese 
Anzahl nennt Planck die (thermodynamische) Wahrschein­
lichkeit W des betreffenden Zustandes. Denn es ist ja ohne 
weiteres klar, daB die Wahrscheinlichkeit ei'nes Zustandes 
urn so groBer ist, daB er also urn so haufiger auftreten 
wird, je groBer die Zahl seiner Realisierungsmoglichkeiten 
ist. Mittels gelaufiger kombinatorischer Formeln konnte 
daher die Wahrscheinlichkeit Weiner bestimmten Ver­
teilung der Energieelemente auf die Oszillatoren, also die 
Wahrscheinlichkeit eines bestimmten energetischen Zu­
standes des Oszillatorensystems, als Funktion der mitt­
leren Energie U eines Oszillators und des Energiequantums e 
berechnet werden. Nun hat aber L. Boltzmann 25) einen 
auBerst fruchtbaren Satz aufgestellt, der die Zustands­
wahrscheinlichkeit W eines Systems mit seiner "Entropie" 
5 verknlipft, einer GroBe, die bekanntlich im zweiten 
Hauptsatz der Thermodynamik eine ahnliche Rolle spielt, 
wie die Energie im ersten. So wurde also 5 als Funktion 
von U und e gewonnen. Wandte man nun andererseits 
den zweiten Hauptsatz selbst an, der die Entropie 5 als 
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Funktion der mittleren Energie U und del' absoluten 
Temperatur T ausdriickt, so war durch diesen Umweg 
folgendes erreicht: die Entropie, als HilfsgroBe, war eli­
miniert, u lld ei ne Bezieh ung gewo n ne n zwische 1l 

U, T und 1:'. Diese grundlegende, von Planck zuerst ab­
geleitcte Bcziehung lautet: 

f' 
(k eine Konstante). 

ekT - I 

Nun folgt abel' aus (7) und dem Wienschen Verschie­
bungsgesetz (4), daB fUr die mittIere Energie U des Oszil­
Iators eine Beziehung von folgender Form besteht: 

(IO~ 

Ein Vergleich von (9) und (ro) zeigt, daB U nur dann 
die in (ro) geforderte Form annimmt, wenn man E der 
Schwingungszahl v proportional setzt. Dies ist ein ganz 
wesentlicher Punkt der Planckschen Theorie: woll te man 
mit dem Wienschen Verschiebungsgesetz in Ein­
klang bleiben, so muBte das Energieelement 

(II) 
gesetzt werden. Die Konstante h, die wegen ihrer 
Dimension (Energie. Zeit) das Plancksche Wirkungs­
q uan tum genannt wird, hat, wie wir sehen werden, bei 
der weiteren Entwickelung der Quantentheorie eine Rolle 
von ungeahnter Bedeutung gespielt. 

Durch Kombination der Formeln (7), (9) und (II) folgt 
sofort die beriihmte Plancksche Strahlungsformel 

hv3 r 
Sf" = -2 • ~h-,' -

C 
!(I2) 

ekT - r 
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die Planck zuerst im Jahre I900 auf dem geschilderten 
Wege, also mit der Hypothese der Energiequanten, theo­
retisch abgeleitet hat. Noch in demselben und dem darauf­
folgenden Jahr ist dieses Strahlungsgesetz teils durch 
Messungen von H. Rubens und F. Kurlbaum 26 ) im Ge­
biete langer Wellen, teils durch F. Paschen 27 ) im Ge~iete 
kurzer Wellen aufs beste bestatigt worden. Auch die spa­
teren Strahlungsmessungen am schwarzen K6rper 28), be­
sonders die exakten Arbeiten, die von E. Warburg und 
seinen Mitarbeitern in der physikalisch-technischen Reichs­
anstalt ausgefiihrt ~orden sind, haben die Giiltigkeit der 
Planckschen Formel dargetan. 1m Gegensatz hierzu haben 
kiirzlich W. Nernst und Th. WUl/ 29 ) in einer eingehenden 
kritischen Durchmusterung des gesamten bis jetzt vor­
liegenden Experimentalmaterials Abweichungen (bis zu 7%) 
der gemessenen von den nach der Planckschen Formel 
berechneten Werten konstatiert und glauben daraus auf 
die nicht exakte Giiltigkeit der Planckschen Formel schlie Ben 
zu miissen. Mag man sich zu dieser Kritik stellen wie man 
will, jedenfalls ist sie ein starker AnstoB, urn die Strahlungs­
messungen am schwarzen K6rper mit allen Finessen und 
Kautelen heutiger Experimentierkunst von neuem in An­
griff zu nehmen und damit die wichtige Frage nach der 
Giiltigkeit des Planckschen Gesetzes endgiiltig zu entscheiden. 

Die Plancksche Formel nimmt fiir kurze Wellen, d. h. 

groBe Schwingungszahlen (genauer: fiir groBe Werte von :; ) 
die Form an: 

geht also, wie auch die Versuche bestatigt haben, in das 
Wiensche Strahlungsgesetz iiber (vgl. Formel (6)). In dem 
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anderen Grenzfall, d. h. bei langen Wellen, kleinen Schwin­

gungszahlen (genauer: bei kleinen Werten von :;) nimmt 

die Plancksche Formel die Gestalt 

an, wie man leicht durch Reihenentwickelung der Exponen-
h" 

tialfunktion e kT findet. Dieses durch die Messungen im 
langwelligen Gebiet bestatigte Grenzgesetz ist schon vorher 
durch Lord Rayleigh30 ) aufgestellt worden. Die Plancksche 
Formel enthalt also das Wiensche und das Rayleighsche 
Strahlungsgesetz als Grenzmlle. 

Benutzt ma,n die Wellenlange A. statt der Schwingungs­
zahl Y, so nimmt das Plancksche Gesetz die Form an: 

h c2 I 
E; = 2"5.' ---,;0--

ekJ.T-_ I 

(IS) 

Zur Veranschaulichung ist in Fig. I die Strahlungs­
intensitat E;. als Funktion von A. fUr verschiedene T auf­
getragen. Ganz ahnlich sehen die Kurven aus, die Sf" 
als Funktion von y darstellen. Das Maximum der E;.-Kurven 

liegt an der Stelle, wo k~Ct den Wert 4,9651 annimmt. 
Daraus folgt: 

A. max • T = C h = 6 042 • roB • !!... = 0 ( 6) 
4,9651 . k' k I 

eine Beziehung, die mit der Form (5 a) des, Wienschen 
Verschiebungsgesetzes identisch ist. 

Fur die Gesamtstrahlung ergibt sich aus (12) oder (IS) 

(17) 
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eine Gleichung, die das Stelan-Boltzmannsche Gesetz (3) 
ausspricht81). 

Aus (16) und (17) erkennt man, daB die Messung 
erstens der Gesamtstrahlung (K), zweitens der Wellen­
Hinge des Maximums (Amax) bei bestimmter, bekannter 

fA. Temperatur (T) es erlaubt, die beiden 
Konstanten h und k der Strahlungs­
formel zu berechnen32). Aus den damals 
vorliegenden Kurlbaumschen Messungen 
der "Stelan-Boltzmannschen Konstante" 7' 
und der von Lummer und Pringsheim 
gemessenen Konstanten 15 des Wienschen 
Verschiebungsgesetzes fand Planck33 ) fol­
gende Werte: 

It = 6,548. IO- 27 [erg . sec] ; 

k = I,346 . 1O-16[ erg] (I8) 
grad 

Entsprechend den wechselnden 
Werten, die im Laufe der Zeit fiir 
die Konstanten y und '15 gefunden 
wurden, haben auch die Werte von 

I ~~. h und k Wand-
I ~ A. lungen durchge-

'---------------~ macht, die hier 
Fig. I. 

festzuhalten nicht 
verlohnt. Denn besonders die Messung der Gesamtstrahlung 
hat - ~e man aus den stark schwankenden Werten in 
Anmerkung 15 ersieht - noch nicht den geniigenden Grad 
der Sicherheit erreicht, um auf die Stelan-Boltzmannsche 
Konstante eine hinreichend exakte Berechnung der 
heiden Strahlungskonstanten h und k griinden zu konnen. 
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Methoden, urn jedenfalls h mit weitaus gr6Berer Genauig­
keit zu bestimmen, werden wir spater kennenlernen. 

§ 5. Konsequenzen der Planckschen Theorie. 

Mit der Aufstellung der Strahlungsformel und del' Be­
stimmung ihrer Konstanten waren indessen die Erfolge 
der neuen Planckschen Theorie nicht ersch6pft, vielmehr 
offenbarten sich sogleich bedeutsame Beziehungen diesel' 
Theorie zu anderen Gebieten. Es zeigte sich namlich34), 

daB die Konstante k der Strahlungsformel niehts andel'es 
ist, als der Quotient aus der absoluten Gaskonstallten R 
(die in der Zustandsgleiehung idealer Gase auftritt) und 
der sag. Avogadroschen Zahl N, d. h. der Zahl der Molekiile 
in einem Grammolekiil: 

Ii = R 
N' (IC)) 

Da der Wert von R aus der Thermodynamik hinreiehend 

genau bekannt war (R = 8,31 . 107 [ ergd] = r,98 [ cald]) . 
.gra gra 

so konnte Planck36 ) mit Hilfe der Strahlungsmessungen 
die Avogadrosche Zahl N berechnen und fand unter Be­
nutzung von (r8): 

N = 6,r75 . r023 . 

Die Ubereinstimmung dieses Wertes mit den nach gam 
anderen Methoden ermittelten Werten ist sehr bemerkens­
wert36). Die Avogadrosche Zahl aber bildet die Brucke 
zur Elektronentheorie. Denn es ist bekannt, daB die elek­
tl'ische Ladung, die bei der Elektrolyse mit einem ein­
wertigen Gramm-Ion, d. h. mit N-Ionen wandert, eine all­
gemeine Naturkonstante ist, die man die Coulombsche Zahl 
nennt. Ihr Wert war, nach dem damaligen Staude der Mes-
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sungen 9658. 3' 1010 elektrostatische Einheiten. (Der he ute 
als giiltig angenommene Wert ist 37 ) 9649>4. 2,999' r010.) 
Tragt nun jedes einwertige Ion die Ladung e des Elektrons, 
so muB die Gleichung bestehen: 

Ne=96s8·3·rolO, (21) 

woraus, unter Benutzung von (20) 

e = 4,69 . ro -to elektrostatische Einheiten (22) 

folgt. Selbst von den neuesten und exaktesten Messungs­
ergebnissen R. A. Millikans 38 ) , der fUr die Elektronen­
ladung den Wert 

e = 4,774' 10,\0 elektrostatische Einheiten (23) 

fand, weicht der von Planck aus der Strahlungstheorie 
berechnete Wert nur urn etwa 2% ab: ein wahrhaft er­
staunliches Resultat! 

II. Das Versagen der klassischen Statistik. 

§ I. Der Gleichverteilungssatz und das Rayleighsche 
Strahlungsgesetz. 

Hatten diese groBen Erfolge das Vertrauen zur Planck­
schen Theorie gerechtfertigt, so erkannte man auch bald -
worauf Planck schon in seinen ersten Arbeiten mit Nach­
druck hinwies-, daB der Kernpunkt der Theorie eben 
in der Quantenhypothese bestand, d. h. in der neuartigen 
und befremdlichen Vorstellung, daB die Energie der 
Oszillatorenvon der Eigenschwingungszahl y 

keine stetig veranderliche GroBe, sondern stets 
(,in ganzzahliges Vielfaches des Energieelementes 
f = h'V ist. Die Erkenntnis von der Notwendigkeit dieser 
Hypothese hat sich im Laufe der Jahre immer mehr durch-
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gerungen und befestigt, und zwar wesentlich auf dem Wege 
des indirekten Beweises; d. h. dadurch, daB all eVe r­
suche, mit der klassischen Theorie d urchzukom­
men, folgerichtig zu einem falschen Strahlungs­
gesetz fiihrten. Indem namlich Planck das Strahlungs­
problem zu einem Wahrscheinlichkeitsproblem umgeformt 
hatte- es sollte ja eine bestimmte Energie auf die Os­
zillatoren nach dem Zufall verteilt, und der Mittelwert U 
der Energie eines Oszillators berechnet werden -, war es 
moglieh geworden, die Methoden der von J. Cl. Maxwell, 

L. Boltzmann und W. J. Gibbs begriindeten "statistischen 
Meehanik" in Anwelldung zu bringen. Und die tJ'bertragung 
dieser Methoden auf den vorliegenden Fall schien von 
vornherein geboten, wenn man sich auf den in der klassisehen 
Physik selbstverstandlichen Standpunkt stellte, daB die 
Energie des Oszillators in stetiger Folge aIle Werte 
zwischen 0 und 00 annehmen kann. Was aber forderte 
denn die statistisehe Meehanik? Einer ihrer Hauptsatze 
ist der Satz von der gleiehmaBigen Verteilung der kine­
tischen Energie 39), naeh dem im statistisehen Gleich­
gewieht bei der absoluten Temperatnr T jeder 
Freiheitsgrad eines noeh so komplizierten mecha­
nischen Systems im Mittel die kinetisehe Energie 
~k T besitzt. Dabei ist die Konstante k dureh (19) 
definiert, ist also dieselbe Konstante, die auch im Strahlungs­
gesetz auftritt. Ein System von 1 Freiheitsgraden besitzt 
also bei der Temperatur T eine mittlere kinetische Energie 
vom Betrage I· ~ k T. Z. B. ist das Atom eines einatomigen 
Gases ein Gebilde von 3 Freiheitsgraden, wenn man es 
im Sinne der Mechanik als "Massenpunkt" betrachtet. 
Seine kinetische Energie bei der Temperatur T ist daher 
im Mittel 40) gleich ~ k T, unabhangig von seIner Masse, 

Rei c he, Quantentheorie. 2 
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ein Resultat, das in der kinetischen Gastheorie seit Maxwell 
bekannt ist und als Folgerung aus seinem Verteilungs­
gesetz der Geschwindigkeiten abgeleitet wird. 

Der lineare Plancksche Oszillator, der im wesentlichen 
mit einem gradlinig schwingenden Elektron identisch ist, 
besitzt einen Freiheitsgrad; seine kinetische Energie bei 
der Temperatur T ist daher nach dem Gleichverteilungs­
satz im Mittel gleich i k T. Nun ist aber die mittlere 
potentielle Energie des Oszillators gleich seiner mittleren 
kinetischen Energie41). Daher ergibt sich fUr seine mittlere 
Gesamtenergie (kinetische + potentielle) der Wert: 

U=kT, 

Dieses Resultat der klassischen Statistik liefert, mit 
der aus der klassischen Elektrodynamik abgeleiteten Be­
ziehung (7) kombiniert, das Rayleighsche Strahlungsgesetz: 

(25) 

das, wie wir sahen (vgl. (14)), als Grenzfall fur kleine Werte 

von :;, d. h. fur lange Wellen oder hohe Temperaturen, 

im Planckschen Strahlungsgesetz mitenthalten ist. 

Dieses Rayleighsche Strahlungsgesetz, das, aus den Grund­
prinzipien der klassischen Statistik und Elektrodynamik 
abgeleitet, allgemeine Gultigkeit fur alle Schwingungszahlen 
und alle Temperaturen beanspruchen muBte, steht jedoch 
in grellstem Widerspruch zur Erfahrung. Wahrend nam­
lich aIle beobachteten Energieverteilungskurven des schwar­
zen K6rpers (d. h. 5e" bei festem T als Funktion von l' 

aufgetragen) stets ein Maximum aufweisen, steigt 
die durch (25) dargestellte Kurve mit wachsendem y un-
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begrenzt an und liefert daher auch fUr die Gesamtstrahlung 
00 

K = 2 f ~v dy einen unendlich groBen Wert! 
o 

§ 2. Vergebliche Verbesserungsversuche. 

Von verschiedenster Seite und in verschiedenster Weise 
ist im Laufe der Jahre versucht worden, unter Beibehal­
tung der klassischen Statistik, dem Rayleighschen Gesetze 
zu entgehen. Alles vergeblich! So hat J. H. Jeans 42) , 
ohne Heranziehung der "materiellen" Oszillatoren, nur 
die Strahlung als solche in einem Hohlraum betrachtet 
und die gesamte Strahlungsenergie nach dem Gleichver­
teilungssatz auf die einzelnen "Freiheitsgrade der Strah­
lung" (das sind hier die einzelnen im Hohlraum moglichen 
Eigenschwingungen) verteilt. So hat ferner H. A. Lorentz43 ) 

in einer tiefgehenden Untersuchung die Warmestrahlung 
der Metalle abgeleitet, indem er von der Vorstellung aus­
ging, daB die freien "Leitungselektronen", die ja den 
Strom transportieren, bei ihren StoBen gegen die Metall­
atome die Strahlung erzeugen, und unter Anwendung des 
Gleichverteilungssatzes auf die Bewegung der Elektronen. 
In etwas anderer Weise gingen A. Einstein und L HoP/H) 
vor; sie dachten sich den Plan~kschen Oszillator fest 
mit einem Molekiil verbunden, und dieses Gebilde der 
Strahlung und den StoBen der anderen Molekiile aus­
gesetzt. Dann lieB sich das Strahlungsgesetz aus der 
Forderung ableiten, daB der Impuls, den die MolekiilstoBe 
dem Gebilde erteilen, im Durchschnitt ~ nicht verandert 
werden darf durch die Impulse, die die Strahlung dem 
Oszillator erteilt. Auch eine von A. D. Fokker45 ) her­
riihrende und von M. Planck 46) erganzte Arbeit ist hier 
zu erwwnen, in der mit Hilfe eines von Einstein her-

2* 
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riihrenden allgemeinen Satzes das statistische Gleichgewicht 
zwischen der Strahlung und einer groBen Zahl von Oszilla­
toren, auf Grund der klassischen Theorien, untersucht wird. 
AIle diese verschiedenen Wege jedoch miindeten immer 
wieder am selben Punkt: sie aIle fiihrten zur Rayleigh­
schen Strahlungsformel. Und endlich hat auf dem 
Solvay-KongreB in Briissel (I9II) H. A. Lorentz in denkbar 
allgemeinster Weise gezeigt47), daB man mit Notwendig­
keit zu diesem falschen Gesetz gelangt, wenn man fiir die 
gesamten Erscheinungen (mechanischer und elektromagne­
tischer Natur), die sieh in einem mit Strahlung, Materie 
und Elektronen erfiUlten Hohlraum abspielen, die Giiltig­
keit des Hamiltonschen Prinzips und des Gleiehverteilungs­
satzes voraussetzt. Nur in dem Grenzfall hoher Tem­
peraturen oder kleiner Schwingungszahlen sind 
also die Resultate der klassischen Theorien mit 
der Erfahrung im Einklang 48). 

III. Die Entwicklung und Verzweigung der 
Quantentheorie. 

§ I. Quantenabsorption und -emission. 

So muBte sieh, wie gesagt, die 'Oberzeugung befestigen, 
daB jeder Versuch, das Strahlungsgesetz auf Grund der 
klassischen Elektrodynamik und Statistik abzuleiten, von 
vornherein zum Scheitern verurteilt war, und daB man 
gezwungen sei, eine bisher unbekannte Unstetigkeit in die 
Theorie einzufiihren. DaB man bei dieser "Atomisierung 
der Energie" mit bestehenden und bis dahin gut fun­
dierten Theorien in scharfsten Konflikt geriet, war ohne 
weiteres klar. Sollte namlich die Energie des Planckschen 
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Oszillators nur ganze Vielfache von E = h v betragen, also 
nur die Werte 0, E, 2 E, 3 E • •• annehmen k6nnen, so muBte, 
da ja der Oszillator seine Energie nur durch Absorption 
und Emission andert, mit Notwendigkeit daraus geschlossen 
werden, daB der Oszillator nicht beliebige Energie­
mengen, sondern eben nur ganze Vielfache von 
E absorbieren und emittieren kann (Quantenemission 
und Quantenabsorption). Diese Folgerung schlagt der 
klassischen Elektrodynamik ins Gesicht! Denn nach der 
Elektronentheorie emittiert und absorbiert ein elektro­
magnetischer Oszillator, etwa ein schwingendes Elektron, 
im Strahlungsfelde durchaus stetig, d. h. in hinreichend 
kleinen Zeiten belie big kleine Energiebetrage. 

§ 2. Einsteins Lichtquantenj Schwankungserscheinungen 
im Strahlungsfeld. 

Hier klaffte bereits am Eingangstor zu dem neuen Land 
ein Spalt, der entweder, im Hinblick auf die bisherigen 
Erfolge der klassischen Theorien, durch einen KompromiB 
iiberbriickt werden muBte, oder, unter Verzicht auf die 
Tradition, riicksichtslos erweitert werden konnte. Zu dem 
letzteren radikalen Schritte fiihlte sich A. Einstein gedrangt. 
Auf Grund sehr origineller Oberlegungen 49) stellte er die 
Hypothese auf, daB die Energiequanten nicht nur, wie 
Planck meinte, bei der Wechselwirkung zwischen Strah: 
lung und Materie (Oszillatoren) eine Rolle spielen, sondern 
daB die Strahlung auch bei ihrer Ausbreitung im 
Vakuum oder in irgendeinem Medium quanten­
hafte Struktur besitze (Lichtquantenhypothese). Da­
nach sollte also alle Strahlung sich aus unteilbaren "Strah­
lungsquanten" zusammensetzen; bei der Ausbreitung vom 
erregenden Zentrum sollte sich die Energie nicht gleich-
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m1iBig in Form von Kugelwellen auf immer groBere R1iume 
verteilen, sondern in einer endlichen Zahl von Energie­
komplexen konzentriert bleiben, die sich wie materielle 
Gebilde bewegen und nur als Ganzes emittiert und ab­
sorbiert werden konnen. Zu dieser merkwiirdigen und mit 
allen Erfahrungen der Undulationstheorie brechenden Vor­
stellung glaubte sich Einstein durch mehrere zum gleichen 
Ziele fiihrende Untersuchungen genotigt. Und zwar durch 
das Ergebnis der Berechnung gewisser Schwankungs­
erscheinungen im Strahlungsfeld, Erscheinungen, wie sie 
uns aus der Statistik, besonders der kinetischen Gastheorie, 
geHiufig sind. Es ist ja bekannt, daB in einem Gase, das 
n Molekiile im Volumen Vo enthalt, die raumliche Ver­
teilungsdichte dieser Molekule keineswegs konstant ist, 
sondern, infolge der Bewegung der Molekiile, Schwankungen 
unterliegt. la, es konnen prinzipiell sogar so extreme FaIle 
eintreten, daB z. B. aIle n Molekule in einem bestimmten 
Augenblick in einem Teilvolumen v « vo) versammelt 
sind. Die Wahrscheinlichkeit fur diese seltsame Konstella­
tion ist bekanntlich: 

(v)" W= - , 
Vo 

(26 ) 

also eine auBerordentlich kleine Zahl, wenn n groB ist; 
d. h. eben, daB das genannte Ereignis auBerst selten 
eintritt. 

Ganz analogen Schwankungen unterliegt nun auch 
die raumliche Energiedichte der Strahlung, die in einem 
Volumen Vo eingeschlossen ist. 1st E die Gesamtenergie 
der monochromatisch gedachten Strahlung, und ist ihre 
Schwingungszahl y so groB (oder ihre Temperatur so niedrig), 
daB sie dem Wienschen Strahlungsgesetz folgt, so wird die 
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Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die gesamte Strahlung sich 
in dem Teilvolumen v « vol befindet, nach Einstein IlO ): 

Der Vergleich mit (26) zeigt, daB sich die Strahl ung 
im Giiltigkeitsbereich des Wienschen Gesetzes sta-

tistisch so verhalt, als bestande sie aus n = :v 
von einander unabhangigen Energiekomplexen 
von der GroBe h v. 

Zu demselben SchluB fiihren auch zwei andere, von 
Einstein herriihrende Untersuchungen lSl). Bei der ersten 
wird ein mit schwarzer Strahlung erfiilltes sehr groBes 
Volumen betrachtet, das mit einem kleinen Volumen v 
kommuniziert. 1st E die momentane Energie der Strah­
lung von der Schwingungszahl v im Volumen v, so schwankt 
bekanntlich diese Energie E im Laufe der Zeit unregelmaBig 
urn einen Mittelwert Ii; die GroBe e = E - E nennt man 
die Energieschwankung. Fiir ihren quadratischen Mittel­
wert, d. h. fur f2 liefert die allgemeine Statistik den Aus­
druck62) : 

-- dE 
e2 = k T2. dT . 

Setzt man hier fur Eden aus dem Planckschen Strahlungs­
gesetz folgenden Wert ein, so ergibt sich ffir das mittlere 
Schwankungsquadrat ein zweigliedriger Ausdruck63) , in 
welchem nur das eine Glied sich vom Standpunkt der 
klassischen Undulationstheorie aus berechnen laBt; das 
zweite Glied aber, das bei geringer Strahlungsdichte (d. h. 
bei hohen Schwingungszahlen oder tiefen Temperaturen, 
kurz, wenn das Wiensche Gesetz gilt) das erste an GroBe 



weit tibertrifft, wird verstandlich, wenn man sich wieder 
die Strahlung aus unteilbaren Energiequanten zusammen­
gesetzt denkt. 

Die zweite der zitierten Einsteinschen Betrachtungen 
faBt die Impulsschwankungen ins Auge, die eine frei beweg­
liche, reflektierende Platte im Felde der schwarzen Strah­
lung infolge der regellosen Schwankungen des Strahlungs­
drucks erleidet. 1st die Platte auBerdem noch den unregel­
maBigen St6Den von Gasmolekiilen ausgesetzt, unter deren 
EinfluB sie eine Brownsche Bewegung vollfUhrt, so muD 
zwischen den Impulsen, die die Molekiile einerseits, die 
Strahlung andererseits auf die Platte iibertragen, Gleich­
gewicht bestehen. Legt man nun fUr die Strahlung das 
Plancksche.Gesetz zugrunde, so folgt fUr das mittlere Qua­
drat der von der Strahlung herriihrenden Impulsschwan­
kungen auch hier wieder ein zweigliedriger Ausdruck, in 
we1chem nur das eine Glied durch die Uridulationstheorie 
des Lichtes erklart wird. Das andere Glied aber weist auf 
eine quantenhafte Struktur der Strahlung hin, legt also 
die EinfUhrung der Lichtquantenhypothese nahe. 

§ 3. Verwandlung von Lichtquanten in andere Lichtquanten 

oder Elektronenenergie. 

So seltsam diese Hypothese auch anmutete, so war 
doch nicht zu verkennen, daB sie imstande war, eine groBe 
Reihe von Erschelnungen einfach und zwanglos zu erklaren, 
denen die Undulationstheorie ziemlich ratlos gegentiber­
stand. Ein sehr drastisches Beispiel dafUr sind die von 
Ph. Lenard und seinen Schtilern erforschten Gesetze der 
Phosphoreszenz, speziell die Stokessche Regel. 1st namlich 
Vp die Schwingungszahl des emittierten Phosphoreszenz­
lichtes, Ve die Schwingungszahl des phosphoreszenzerregen-



den Lichtes, so verwandelt sich naclt Einsteins Vorstellung 54 ) 

je ein Quantum h Y e des erregenden Lichtes, bei der Ab­
sorption durch die Atome des phosphoreszenzfahigen Kar­
pers, in je ein Quantum h Yp des Phosphoreszenzlichtes. 
Daher muG nach dem Energieprinzip h Ye > h vp oder 
l'e:::: vp scin. Das aber ist die Stokessche Regel. 

Auch eine andere Tatsache auf dem Gebiete der Phos­
phoreszenzerscheinungen spricht gegen die tTndulations­
theorie und fUr die Lichtquantenhypothese. ~ach der 
klassischen Undulationstheorie muG ten alle Molckiile eines 
Phosphors, wenn sie von einer Lichtwelle getroffen werden, 
Energie aus dieser Welle absorbieren und dadurch fahig 
werden, alle zu gleicher Zeit Phosphoreszenzlicht zu emit­
tieren. In Wirklichkeit aber werden zu derselben ~eit 
nur relativ sehr wenige Molekiile zur Phosphoreszenz er­
regt, und erst allmahlich, im Laufe der Zeit, nimmt die 
Zahl der erregten Molekiile zu. Es hat also den Anschein, 
als ob die auf den Phosphor fallende Lichtwelle nicht auf 
ihrer ganzen Front gleiche Intensitat besitzt - wie es 
clie klassische Theorie annimmt ~, sondern als ob sie 
aus einzelnen von cler Lichtquelle ausgeschleuderten Energie­
komplexen bestunde, so claG die Wellenfront eine gleichsam 
"fleckige" Struktur besitzt, in cler wirksame Stellen (die 
Lichtquanten) mit unwirksamen Lucken abwechseln. 

Diese Vorstellung von cler "fleckigen" Wellenfront hat 
schon vor Einsteins Lichtquantenhypothese eine Rolle ge­
spielt. Mit ihr hat J. J. Thomson 55 ) die Tatsache zu erklaren 
versucht, daG bei der Ionisierung eines Gases durch ultra­
violettes Licht oder Ran'tgenstrahlen 'nur eine relativ au Berst 
geringe Zahl von Gasmolekiilen ionisiert wird, Es ist dies 
eine Erscheinung, die dem obengenannten Phosphoreszenz­
phanomcn durchaus analog ist; denn auch dort besteht, 



26 

nach Lenards Auffassung, der "ErregungsprozeB" darin, 
daB durch die Einwirkung der Bestrahlung Elektronen 
aus den Phosphormolekiilen abgetrennt werden und sich 
an "aufspeichernde" Atome anlagern; bei der Riickkehr 
dieser Elektronen zu den Muttermolekiilen' wird die auf­
gespeicherte Energie wieder frei und als Phosphoreszenz­
licht ausgesandt. Auch die Gasionisierung durch ultra­
violettes Licht oder Rontgenstrahlen findet also durch die 
Lichtquantenhypothese eine zwanglose ErkHirung56). Nimmt 
man mit Einstein an, daB je ein Lichtquant h v zur Ionisa­
tion je eines Molekiils verwandt wird, so muB h v >J 
sein, wo J die Arbeit ist, die notig ist, um ein Molekiil 
zu iO!1isieren, d. h. ihm ein Elektron zu entreiBen. Wir 
haben es hier mit einem Phanomen zu tun, das zu dem 
groBen Komplex der photoelektrischen Erschei n un­
gen 57 ) gehort, d. h. der Loslosung von Elektronen aus 
Gasen, Metallen und anderen Substanzen durch die Ein­
wirkung des Lichtes. Nach der Lichtquantenhypothese 
werden bei allen diesen Prozessen. Lichtquanten in' kine­
tische Energie abgeschleuderter Elektronen verwandelt. 
SteIlt man sich auch hier wieder auf Einsteins Standpunkt, 
wonach je ein Lichtquant h v sich in kinetische Energie 
eines abgesprengten Elektrons verwandelt, so muB fiir die 
Austrittsgeschwindigkeit v der emittierten Elektronen 
(Masse m) die Beziehung gelteu 58) : 

lmv2 = hv -P, (29) 

die man das Einsteinsche Gesetz des Photoeffekts nennt. 
Dabei ist P die Arbeit, die zu leisten ist, um das Elektron 
aus dem Atom 10szureiBen und von der Stelle seiner Los­
lOsung bis zum Verlassen der Korperoberflache hinauszu­
schleudern. Fiir die Energien der emittierten Elektronen 



ergibt sich also ein linearer Anstieg mit der Schwingungs­
zahl des auslosenden Lichtes. Dieses Gesetz, urn dessen 
experimentelle Bestatigung sich viele Forscher mit wechseln­
dem Erfolge bemiiht haben, ist in jiingster Zeit durch Ver­
suche von R. A. Millikan 59 ) fUr den normalen Photo­
effekt 60) der Metalle (Li und Na) mit so groBer Genauig­
keit verifiziert worden, daB man diese Methode geradezu 
zu einer Exaktbestimmung von h benutzen kann. Der von 
Millikan gefundene Wert h = 6,57' 10- 27 ist mit dem von 
Planck aus den Strahlungsmessungen berechneten Wert 
h = 6,548 . 10 - 27 in guter Obereinstimmung. 

Ganz ahnlich wie die Phosphoreszenzerscheinungen lassen 
sich auch die Fl uoreszenzerschei n unge n im Gebiete 
der Rontgenstrahlen und im Sichtbaren mit Hilfe der 
Lichtquantenhypothese deuten. Die Untersuchungen von 
Ch. Barkla, Sadler, M. de Broglie und E. Wagner 61 ) haben 
folgendes gezeigt: Bestrahlt man einen Korper mit Rontgen­
strahlen, miBt ihre Absorption in dem Korper, und variiert 
nun die "Harte" (d. h. die Schwingungszahl ve) dieser 
Strahlen, so steigt, wenn man von kleinen zu groBeren Pe 

iibergeht, die Absorption bei einem bestimmten Ve p16tz­
Hch auf einen hohen Wert an. Zu gleicher Zeit beginnt 
der Korper, auf Kosten der absorbierten Energie, eine fUr 
ihn charakteristische, sekundare Ron tgenstrah-
1 ung zu emittieren, und zwar in Form eines Linienspek­
trums. Dabei stellte es sich heraus, daB stets aIle emit­
tierten Linien ein kleineres v besaBen als die erregende 
Strahlung. In der Tat verlangt ja die Lichtquantenhypo­
these, daB fiir aIle sekundar emittierten Strahlen das 
Strahlungsquantum h v kleiner ist als das Quantum h Ve der 
primaren erregenden Strahlen. So erstreckt sich z. B. das­
jenige Gebiet von Schwingungszahlen, das zur Erregung der 
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Linien der "K-Serie" dient, von einer scharf definierten 
Grenze Vk (der sog. "Absorptionsbandkante") an nach 
hoheren Schwingungszahlen hin; dabei ist Vk etwas groBer 
als die harteste bekannte Linie (y) der K-Serie. Mit anderen 
Worten: Auch bei der Erregung der sekundaren charak­
teristischen Rontgenstrahlung durch primare Rontgen­
strahlen ist die Stokessche Regel erfullt. 

§ 4. Verwandlung von Elektronenenergie in Lichtquanten. 

Es"'ist sehr bemerkenswert, daB die Verwandlung der 
Lichtquanten in kinetische Elektronenenergie, wie Z. B. 
beim Photoeffekt, gleichsam ,;reversibel" ist: es tritt nam­
lich in der Natur auch der umgekehrte Vorgang auf, bei 
dem aus kinetischer Energie geladener Teikhen Licht­
quanten entstehen. Ein gutes Beispiel fur Prozesse dieser 
Art bietet die Entstehung der Rontgenstrahlen beim Auf­
prall schnell bewegter Elektronen (Kathodenstrahlen) auf 
Materie. Soll etwa die charakteristische K-Serie eines 
bestimmten Elementes durch den StoB von Kathoden­
strahlen auf die (aus diesem Element verfertigte) Anti­
kathode erzeugt werden, so muB die kinetische Energie E 

eines- aufprallenden Elektrons einen kritischen Wert EK 
ubersteigen. Denkt man sich namlich E in ein Licht­
quantum h 1'e verwandelt, so muB Ve dem "Erregungsgebiet 
der K-Serie" angehoren, muB also > Vx sein (wo Vx die 
Schwingungszahl der Absorptionsbandkante ist). Daraus 
folgt E > h Vx (= Ex). Hier ergibt sich also eine wich­
tige Beziehung zwischen der Schwingungszahl Vx der Ab­
sorptionsbandkante und dem kritischen Wert Ex der Elek­
tronenenergie, d. h. dem kleinsten Energiewerte, bei dem 
die Elektronen noch gerade imstande sind~ die verlangte 
Sekundarstrahlung zu erzeugen. Diese Quanten-Beziehung: 
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EK = h "'K hat sich nach Messungen von D. L. Webster 62) 

und E. Wagner 63) aufs beste bestatigt und stellt umgekehrt, 
wenn EK und "'K hinreichend genau bekannt sind, eine 
Methode zur Bestimmung von h dar 64). 

Nun ist aber bekannt, da13 die Kathodenstrahlen bei 
ihrem Aufprall auf die Antikathode nicht nur die charak­
teristische Rontgenstrahlung, also ein Linienspektrum, er­
zeugen, sondern dane ben auch ein kontinuierliches Spek­
trum, die sog. "Brems- oder -Impulsstrahlung". Greift 
man daher eine beliebige Schwingungszahl y dieses konti­
nuierlichen Bremsspektrums heraus, so legen die Vor­
stellungen der Lichtquantenhypothese sofort den Schlu13 
nahe, daB auch zur Erzeugung dieser Schwingungszahl y 

eine ganz bestimmte Mindestenergie Em der aufprallenden 
Elektronen notig ist, und zwar mu13 Em = h", sein. Die 
Untersuchungen von D. L. Webster 62) , W. Duane und F. L. 
Hunt 65 ) , A. W. Hull und M. Rice 66 ), E. Wagner 67 ), F. Des­
sauer und E. Back 6S ) haben diese Formel aufs genaueste 
bestatigt und bilden so das Fuildament zu einer der zuver­
lassigsten Methoden fUr die Prazisionsmessung der Gro13e h. 
Dabei ergaben sich folgende Werte: h = 6,50' 10- 27 (Duane­

H'unt);h = 6,53 ,10- 27 (Webster);h = 6,49' 10- 27 (Wagner). 
Auch im Sichtbaren und den angrenzenden Spektral­

gebieten sto13en wir auf ahnliche Erscheinungen, So zeigten 
J. Franck und G. Hertz 69) , da13 man durch den StoB von 
Elektronen gegen Quecksilberdampfmolekiile eine bestimmte 
charakteristische Fluoreszenzlinie des Quecksilbers von 
cler Wellenlange )'0 ~ 2536 A (d. h, 1'0 = 1,183' 1015) er­
zeugen kann, wenn die kinetische Energie der Elektronen 
einen kritischen Wert Eo iibersteigt. Dabei fanden sie 
wieder die Beziehung Eo = h 1'0 mit gro13er Genauigkeit 
erfUllt 70). Auf diese und anschlie13ende Versuche kommen 
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wir noch spater zurfick, da sie als Be9tatigUng der modernen 
Atommodelle eine bedeutsame Rolle spielen. 

§ 5. Andere Anwendungsgebiete der Lichtquantenhypothese. 

Noch in einer groBeren Reihe anderer Fiille, die hier 
nur kurz gestreift seien, hat sich die Lichtquantenhypo­
these, besonders in den Handen von J. Stark71) und A. Ein­
stein als Erklarungsmoglichkeit bewiihrt. So hat z. B. 
Stark diese Hypothese herangezogen72), um die Tatsache 
zu deuten, daB die Kanalstrahlteilchen erst oberhalb einer 
bestimmten Geschwindigkeit "bewegle Intensitat" emit­
tieren; so hat er ferner auf Grund der Lichtquantenhypo­
these allgemeine Satze fiber die Lage der Bandenspektren 
chemischer . Verbindungen aufgestellt73). Endlich haben 
Einstein74) und Stark75 ) auch die photochemischen Reak­
tionen vom Standpunkt der Lichtquantenhypothese aus 
betrachtet und ein Grundgesetz aufgestellt, das die ein­
gehenden Untersuchungen von E. Warburg 76) , jedenfalls 
zum Teil, bestatigt haben. 

§ 6. Plancks zweite Theorie. 

Bei allen diesen Erfolgen, die die Lichtquantenhypo­
these aufweisen kann, darf man indessen nicht auBer acht 
lassen, daB diese radikale Auffassung, in ihrer bestehenden 
Form zum mindesten, mit der klassischen Undulations­
theorie nur schwer in Einklang zu bringen ist. Da aber 
andererseits die Interferenz- und -Beugungserscheinungen . 
in allen ihren beobachtbaren Feinheiten durch die Wellen-
theorie aufs beste wiedergegeben werden, der Lichtquanten­
theorie aber kaum fiberwindliche Schwierigkeiten bereiten, 
so war es verstandlich, daB' nur wenige Forscher sich zu 
dem Opfer entschlieBen konnten, eine so durchgreifende 
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Abanderung oder gar eine vollstandige Preisgabe der alt­
bewahrten Vorstellung von der Lichtausbreitung~ gutzu­
heiBen. Diesen vorsichtigeren und zuriickhaltenderen Stand­
punkt vertrat M. Planck, und vertritt ihn noch heute, 
indem er das Quantenhafte in die Materie (die Oszilla­
toren) - oder zum mindesten in ihre Wechselwirkung 
mit der Strahlung - verlegt wissen wollte, dagegen fUr die 
Ausbreitung der Strahlung im Raum die Lehren der klassi­
schen Wellentheorie zu erhalten strebte. Jedoch stellten 
sich der weiteren Durchfiihrung schon seiner ersten Quanten­
hypothese (quantenhafte Emission und quantenhafte Ab­
sorption) ernste Hindernisse in. den Weg. H. A. Lorentz77 ) 

wies namlich mit Recht darauf hin, daB besonders die 
Vorstellung der quantenhaften Absorption zu merkwiirdigen 
Schwierigkeiten fUhrt. Er zeigte, daB die Zeit, die ein 
Oszillator zur Absorption eines Energiequantums benotigt, 
unwahrscheinlich groB ausfallt, wenn d"s auBere Strahlungs­
feld hinreichend schwach ist. Auch konne man ja dann 
die Strahlung willkiirlich abbrechen, bevor der Oszillator 
ein volles Quantum verschluckt habe. Durch diese Ein­
wande veranlaBt, entschloB sich Planck, die Quantenhypo:' 
these in folgender Weise zu modifizieren 78): Die A b s 0 r p­
tion verlauft stetig, nach den Gesetzen der klassi­
schen Elektrodynamik; die Energie der Oszilla­
toren ist daher stetig veranderlich, kann also 
aIle Werte zwischen 0 und 00 annehmen. Quanten­
haft dagegen ist die Emission, und zwar kann 
der OsziIlator nur dann emittieren, wenn seine 
Energie gerade ein ganzes Vielfaches von e = h y 

ist. Ob er dann emittiert oder nicht, wird durch 
ein Wahrscheinlichkeitsgesetz geregelt. Wenn er 
aber emittieit, so verliert er dabei stets seine 
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ganze momentane Energie, emittiert also Quan­
ten. Zwischen zwei Emissionen fiillt sich sein 
Energieinhalt durch Absorption stetig und pro­
portional der Zeit auf. 

Nach dieser zweiten Theorie Plancks, die man die Theorie 
der ,:Quantenemission" nennt, ist die mittlere Energie fJ 

ltv 
des linearen Oszillators urn --- groGer als in der ersten 

2 

Theorie 79). Wahrend also dort die mittlere Energie des 
Oszillators beim absoluten Nullpunkt gleich Null war 
(siehe Gl. (9), aus der fiir T = 0 folgt: U = 0), ist sie hier 

in der zweiten Theorie =.~~. Die Oszillatoren behalten 
2 

also beim Nullpunkt im Mittel eine "N ull pun ktse nergie" 
ltv 

von der GroBe --, indem sie namlich fUr T = 0 alIe mog-
2 

lichen Energien zwischen 0 und ltv annehmen. Trotzdem fUhrt 
auch diese Theorie, durch eine entsprechende Abanderung 
der Beziehung (7), zum Planckschen Strahlungsgesetz. 

1m Laufe der Jahre hat Planck noch mehrfach versucht 80) 
auch diese zweite Theorie zu erweitern und umzugestalten. 
Z. B. hat er voriibergehend auch die Emission als stetig 
angenommen, und das quantenhafte Element in die Ane 
regung der Oszillatoren durch Molekiil- oder Elektronen­
stoBe ve-rlegt. Er ist aber im wesentlichen immer wieder 
.zu der zweiten Form seiner Theorie (stetige Absorption, 
Quantenemission) zuriickgekehrt. 

§ 7. Nullpunktsenergie. 

In mehr als einer Richtung hat diese Theorie weitere 
Kreise gezogen. Das Auftreten der mittleren Nullpunkts­
energie, das dieser zweiten Planckschen Theorie eigentiim-
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die Konsequenz eines tieferliegenden und all­
gemeineren Gesetzes. Dieses Gesetz, das man als den 
VorHiufer der jiingsten Entwicklungen der Quantenlehre 
anzusehen hat, HiBt sich folgendermaBen formulieren: Man 
denke sich den Momentanzustand des Planckschen Oszil­
lators, etwa eines linear schwingenden Elektrons, nach 
dem Vorgange von Gibbs durch seine Elongation q aus 
der Ruhelage und seinen Impuls p definiert und in einer 
q-p-Ebene (der Zustands- oder Phasenebene) dargestellt. 
Jeder Punkt der q-p-Ebene, d. h. jeder "Phasenpunkt", 
entspricht einem bestimmten Momentanzustand des Os­
zillators. Dann wird gefordert, daB nicht alle Punkte 
dieser Zustandsebene einander gleichwertig sind. Viel­
mehr gibt es gewisse Zustande des Oszillators, 
die durch eine Besonderheit ausgezeichnet sind. 
Die Gesamtheit der Phasenpunkte, die diesen ausgezeich­
neten Zustanden entsprechen, bilden eine Schar diskreter, 
einander umschlieBender Kurven. 1m Falle des Planckschen 
Oszillators sind diese Kurven konzentrische Ellipsen (siehe 
Fig. 2), die die Phasenebene in lauter Ringgebiete teilen. 
Das Postulat der Quantenhypothese besteht nun darin 
daB diese Ringgebiete aIle die Flachengri:iBe h be­
sitzen. Berechnet man auf dieser Grundlage die Energie, 
die ein Oszillator von der Schwingungszahl y in einem 
solchen ausgezeichneten Zustand besitzt, so findet man80) 

ein ganzes Vielfaches von h y. Diese ausgezeichneten 
Zustande (in der Phasenebene dargestellt durch die Punkte 
der diskreten Ellipsen) sind also nach Plancks erster Theorie 
die dynamisch allein mi:iglichen und stabilen Zustande des 
Oszillators. Emittiert oder absorbiert der Oszillator, so 
springt sein Phasenpunkt von einer Ellipse auf eine andere. 
Anders liegt die Sache nach Plancks zweiter Theorie: hier 



33 

lieh ist, wurde zur Anregung fUr eine Reihe von Arbeiten, 
in denen man, iiber Planck hinausgehend, die Existenz 
einer wahren (nicht mittleren), fiir aIle Oszillatoren gleiehen 
Nullpunktsenergie forderte. Auf dieser Basis haben A. Ein­
stein und O. SternSl) eine Ableitung des Plancksehen Ge­
setzes gegeben, die alle Unstetigkeiten vermeidet, bis auf 
die Existenz eben dieser wahren Nullpunktsenergie. 

Noeh radikaler ging im Jahre I916 W. Nernst S2 ) vor, 
indem er die Existenz einer aueh beim Nullpunkt vor­
handenen, von der Warmestrahlung unabhangigen "Null­
punktsstrahlung" postulierte, die den ganzen Raum er­
fUllt, und mit der sich die Oszillatoren, ebenso wie alle 
molekularen Gebilde, dureh. Aufnahme der Nullpunkts­
energie ins Gleichgewieht setzen. Mag man diesen An­
sehauungen aueh mehr oder weniger skeptiseh gegeniiber­
stehen, so ist doeh eins nieht zu verkennen: viele Er­
seheinungen spreehen zweifellos fiir die Vorstellung, daB 
beim absoluten Nullpunkt keineswegs alle Bewegung er­
losehen ist. Man denke nur an die Tatsaehe, daB naeh 
der Auffassung von F. RicharzS3 ), P. Langevin84 ) und 
naeh den Versuehen von A. Einstein, W. J. de Haas 85) 
und E. BeckS6 ) der Para- und Ferromagnetismus von kreisen­
den Elektronen erzeugt wird, und daB dieser Magnetismus 
bis zu den tiefsten Temperaturen bestehen bleibt. 

§ 8. Theorie des Wirkungsquantums. 

Aber noeh in einer anderen Hinsieht hat die Plancksehe 

Theorie anregend gewirkt, dureh eine besondere Formu­
lierung, die ihr Planck auf dem Solvay-KongreB in Briissel 
(I9II) .gab 87). Hier hat namlieh Planck zum ersten Male 
den Gedanken ausgesprochen, daB das A uftrete n der 
Energiequanten nur etwas Sekundares sei, nur 

Rei c he, Quan ten theorie. 3 
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sind alle ZusHinde des Oszillators, also alle Punkte der 
Phasenebene, dynamisch mogIich. Dagegen erfolgt nur in 
den ausgezeiehneten Zustanden eine Emission. 

Von diesem neuen Standpunkt aus gesehen sind also 
die Energiequanten nur eine Folge von der Einteilung der 
Phasenebene. Mathematisch laBt sich diese "Struktur der 
Phasenebene" so aussprechen:'Die nte'~a usgezeichnete 

~- ." 

p 

Fig. 2. 

K urve umschlieBt eine Flache von der GroBe n h, 
in Zeichen: 

f f dq dP = f pdq = n h . 

Das Doppelintegral ist tiber die Flache, das einfache Integral 
tiber die Randkurve der n ten Ellipse erstreckt. 

An diese fUr Systeme von einem Freiheitsgrad auf­
gesteIIte Fassung, die man die Plancksche "Theorie des 
Wirkungsquantums" nennt - h hat ja die Dimension 
einer Wirkung -, hat sieh, wie wir ~ehen werden, die 
moderne Erweiterung der Quantentheorie fUr mehrere 
Freiheitsgrade angeschlossen. 



Auch ein von A. Sommerfeld beschrittener und weiter 
ausgebauter Weg nimmt hier seinen Ursprung. Ausgehend 
von der eben angefiihrten Tatsache, daB die Plancksche 
Konstante h die Dimension einer Wirkung (Energie. Zeit) 
besitzt, stellte Sommerfeld die Hypothese auf89), daB fiir 
jeden reinen MolekularprozeB - etwa die Ab16sung eines 
Elektrons beim Photoeffekt, oder die Bremsung eines Elek­
trons in der Antikathode bei der Erzeugung von Rontgen­
strahlen - die aus dem Hamiltonschen Prinzip her be-

kannte WirkungsgroBe l (L - V) dt den Wert l!.- besitzt. 
o 211: 

Dabei sind Lund V kinetische und potenti~lle Energie 
des Elektrons, T ist die Dauer des Molekularprozesses, also 
etwa die Zeit, die bis zur Ab16sung des Elektrons aus dem 
Atomverband beim Photoeffekt verstreicht, oder die Brems­
zeit des Elektrons in der Antikathode. Diese Formulierung 
der Quantenhypothese ist gleichsam ein Ausdruck der be­
kannten Erfahrung, daB groBe Energiemengen in kurzer, 
kleine Energiemengen erst in langer Zeit von den Mole­
kiilen aufgenommen oder abgegeben werden, so daB im 
wesentlichen das Produkt aus der umgesetzten Energie 
und der Dauer des Energieaustauschs konstant ist. In 
der Tat werden z. B. schnelle Kathodenstrahlen beim 
Auftreffen auf Materie in kiirzerer Zeit gebremst - und 
erzeugen daher hartere Rontgenstrahlen - als langsame 
Kathodenstrahlen. Sommerfeld hat seine Theorie mit Er­
folg auf den Mechanismus der Erzeugung von Rontgen­
und y-Strahlen angewandt~O), Sommerfeld und P. Debye 91 ) 

haben auf derselben Grundlage eine Theorie des Photo­
effekts ausgearbeitet, die, wie die Lichtquantenhypothese, 
ebenfalls zum Einsteinschen Gesetz (29)fiihrte. 
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IV. Das Obergreifen der Quantenlehre auf die 
Molekulartheorie fester Korper92). 

§ I. Das Dulong-Petitsche Gesetz. 

Es ist fUr die Konsolidierung der Lehre von den Quanten 
ein besonders gliicklicher Umstand gewesen, daB das Ver­
sagen der klassischen Statistik nicht auf die Strahlungs­
theorie beschrankt blieb, sondern, wie sich zeigen sollte, 
auch auf die Molekulartheorie der festen K6rper iibergriff. 
So erwuchs von einem ganz fremden Gebiet her der Quanten­
hypothese eine starke Stiitze: namlich vom Gebiete der 
Atomwarmen. Die Atomwarme (bei mehratomigen K6r­
pern "Molekularwarme") eines Stoffes ist bekanntlich das 
Produkt aus seiner .spezifischen Warme und seinem Atom­
gewicht (bzw. Molekulargewicht), oder anders ausgedriickt: 
Es ist diejenige Warme, die man einem "Grammatom'(93) 
(bzw. einem "Grammolekiil") des Stoffes zufUhren muB, 
urn seine Temperatur urn einen Grad zu steigern. Nach 
unseren heutigen Vorstellungen ist der Warmeinhalt eines 
einatomigen festen K6rpers, etwa eines Kristalls, nichts 
anderes als die Energie der elastischen Schwingungen seiner 
gitterartig angeordneten Atome urn ihre Gleichgewichts­
lagen. Je "warmer" der K6rper ist, desto starker schwingen 
seine Atome, desto gr6Der ist also die Energie der Atom­
bewegungen. Wendet man auf diese Schwingungen die 
klassische Statistik an, und zwar den Satz von der gieich­
maBigen Verteilung der kinetischen Energie, so gelangt 
man zu folgendem SchluB: Die mittlere kinetische Energie 
eines raumlich, d. h. mit 3 Freiheitsgraden schwingenden 

A . kT b B . . . 1 . 11 toms 1st 3 . - , e enso gro 1st seme mItt ere potentIe e 
2 

Energie 94), seine mittlere Gesamtenergie ist also 3 k T. 



Betrachten wir I Grammatom des Karpers, also ein System 
von' N Atomen, wo N die Avogadrosche Zahl ist (etwa 
6· 10 23), so folgt fUr die mittlere Energie des Karpers, 
unter Beachtung von (19): 

E=31~TN=3RT, 

wo R die absolute Gaskonstante bedeutet. Daher wird die 
Atomwarme des Karpers (bei konstantem Volumen): 

dE [c~or] 
Cv = dT = 3 R = 5,94 'gl:acC . 

Dies ist das Gesetz von Dulong und Petit95 ) , nach dem 
also die Atomwarme der einatomigen festen Kar­
per (bei konstantem Vol umen) den von der Tem-

peratur unabhangigen Wert 5,94 [~:~;] besitzt96). 

Diesem Gesetz gehorchen nun in der Tat viele Elemente 
mehr oder weniger genau97). Dagegen waren schon lange 
Elemente bekannt, die sich der Regel durchaus nicht fUgten 
und besonders bei tiefen Temperaturen systematische Ab­
weichungen aufwiesen. So hatte schon im Jahr 1875 F. H. 
Weber98 ) gefunden, daB die Atomwarme des Diamanten 

b . 0 C I . f"l 6l calor J b .. A h d' el - 50 e SlUS unge a 11' 0,7 grad etragt. uc Ie 

Atomwarmen anderer Elemente (Bor, Beryllium, Silizium) 
erwiesen sich schon bei gewahnlichen Temperaturen als 
viel zu klein. Dnd iiberhaupt schien es, daB die' Dnter­
schreitungen des Dulong-Petitschen Norm~wertes bei tiefen 
Temperaturen~lgemeinauftraten und umsoausgesprochener 
waren, zu je tieferen Temperaturen man herabstieg. Diesen 
niedrigen Werten der Atomwarme stand die klassische 
Theorie ratlos gegeniiber99). 
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§ 2. Einsteins Theorie der Atomwiirmen. 

A. Einstein war es, der zuerst erkannte 100) , daB auch 
hier die Quantentheorie berufen war, den Knoten zu lOsen. 
Genau ebenso, wie in der Strahlungstheorie, muBte auch 
im Gebiete der Atomwarmen der Weg der klassischen 
Statistik bei einem falschen Gesetze munden. Daher 
muBte der Satz von der gleichmaBigen Energie­
verteilung auch hier fallen. In'der Tat brauchte 
man ja nur den Atomen elektrische Ladungen erteilt zu 
denken101) , dann mussen sie sich, wie die Planckschen 
Oszillatoren, mit der stets im K6rper vorhandenen Warme­
strahlung ins Gleichgewicht setzen. Das heiBt aber: Es muB 
sich zwischen der mittleren Energie Deines mit der Schwin­
gungszahl v 11 n ear schwingenden Atoms und der Strahlungs-

2 

intensitat srp die Beziehung (7) herstellen, nach der U = c 2 sr,. 
v 

ist. Nimmt man jetzt die Plancksche Strahlungsformel (I2) 
als empirisch gegeben an, so folgt sofort, daB die mittlere 
Energie fJ des linear schwingenden Atoms nicht den von 
der klassischen Statistik vorgeschriebenen Wert k T, son-

dem den quantentheoretischen Wert fJ = h~ ~- besitzen 

ekT -I 

muB. Fur das raumlich schwingende Atom tritt also -
in naheliegender Verallgemeinerung - an die Stelle des 

3 hv 
klassischen Wertes 3 k T der Quantenwert: hp 

ekT - I 

Somit wird der Warmeinhalt des Grammatoms: 

E= 3 Nhv 
hp 

ekT -I 



und daraus folgt fUr die Atomwarme bei konstantem 
Volumen die Einsteinsche Formel: 

wo 

Hiernach ist also die Atomwarme der einatomig 
festen Korper keine von der Temperatur unab­
hangige Konstante, wie es das Dulong-Petitsche 

0,9 

0,8 

0.1 

0,6 

0.5 

~ 

-
Fig. 3. 

v Gesetz verlangt, sondern eine Fun ktion von 
T' 

also bei einem bestimmten Korper(d. h. bei festemv) 
eine Funktion der Temperatur. Ihr Verlauf (siehe 
Fig. 3) ist derart, daB fUr T = 0 (d. h. x = (0) die Atom­
warme selbst . = 0 ist, und dann mit wachsender Tem­
peratur allmahlich ansteigt, um sich fur hohe Tempera­
turen (d. h. kleine x) dem klassischen Wert 3 R asympto­
tisch zu nahern. Das Dulong-Petitsche Gesetz ist also ein 

"Grenzgesetz", das nur fur kleine Werte vom :;, d. h. 
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langsame Atomschwingungen oder hohe Temperaturen, 
erfiiIlt ist, genau wie das Rayleighsche Strahlungsgesetz. 
Die Abweichungen yom Dulong-Petitschen Gesetz machen 
sich daher beim Dbergang von hohen nach tieferen Tem­
peraturen schon um so fruher (d. h. bei um so hoherer 
Temperatur) geItend, je groBer die Schwingungszahl der 
Atome ist. 

§ 3. Methoden zur Bestimmung der Schwingungszahl. 

Diese Schwingungszahl v - die einzige unbekannte 
GroBe in der Einsteinschen Formel (34) - HiBt sich auf 
mehreren voneinander unabhangigen und sehr bemerkens­
werten Wegen berechnen. Ein stets gangbarer Weg ist 
natiirIich der folgende: Fiir eine bestimmte vorIiegende 
Substanz wahIt man einen experimentell gut bekannten 
Wert der Atomwarme C:, der zu einer bestimmten Tempe-

x 2 eX C* 
ratur T* gehort. Aus (34) folgt dann: (eX _ r)2 = 3~ , 

eine Gleichung, aus der sich x = {;*' und damit v, be­

stimmen laBt. Mit dem so gefundenen v laBt sich dann 
der VerIauf der ganzen Cv = Kurve fUr aIle Temperaturen 
berechnen und mit der Erfahrung vergleichen. 

Dieser "empirischen" Methode der v - Berechnung 
stehen eine Reihe anderer, mehr "theoretischer" Methoden 
gegeniiber, die die Benutzung der Atomwarme-Werte nicht 
benotigen. Einen bedeutsamen Zusammenhang der Schwin­
gungszahl v mit den elastischen Eigenschaften des Korpers 
konstatierte schon A. Einstein102) im Jahre 19II. DaB 
ein solcher Zusammenhang bestehen muB, erkennt man 
leicht durch folgende Betrachtung: Denkt man sich die 
Atome des Korpers raumgitterartig angeordnet, wie beim 
KristaIl, und zieht ein bestimmtes ins Auge gefaBtes Atom 
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willkiirlich aus seiner Ruhelage heraus, so wird dieses Atom 
wenn man es "losHiBt", Schwingungen um seine Gleich­
gewichtslage ausfiihren. Nimmt man diese Schwingungen 
als einfach periodisch an ("monochromatisch") - wir 
werden allerdings diese Annahme bald als unzuHissige 
Naherung erkennen - so sieht man, daB die SchWingungs­
zahl y um so groBer ist, je kleiner die Atommasse und­
daherauch das Atomgewicht des Korpers ist, und je groBer 
andererseits die Kraft ist, die das Atom in seiner Gleich­
gewichtslage zuriicktreibt. Diese zuriicktreibende Kraft 
ist aber ihrerseits um so starker, je weniger dehnbar und 
daher auch zusammendrftckbar der Korp2r ist. Daher 
muB y um so groBer ausfallen, je kleiner das Atomgewicht 
und die Kompressibilitat der Substanz ist. Die genauere 
Durchfiihrung dieses Gedankens fiihrte Einstein zu der 
Formel 103): 8 7 2, '10 

y = -,--, -,- . (35) 
A"S' es' X" 

Dabei ist A das Atomgewicht, e die Dichte, X die Kompres­
sibilitat des Korpers. 

Eine weitere interessante Beziehung, die y mit ther­
mischen Daten, namlich der Schmelztemperatur, verkniipft, 
fand F. A. Lindemann104) , indem er die Vorstellung aus­
arbeitete, daB die Schwingungsamplitude der Atome beim 
Schmelzpunkt von der GroBenordnung der Atomabstande 
wird. Bezeichnet Ts die absolute Schm~lztemperatur, so 
folgt: 1 1 

T; e"S' 
y = 2,8 . 1012 • --5- • (36) 

As 

Auch eine von E. Gruneisen105 ) abgeleitete Formel sei 
hier angefiihrt: 

y = 2,91 '10 11 • A -t. [et· IX -l. et]o' (37) 
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Hierin ist Cv die Atomwarme bei konstantem Volumen, 

tX der thermische Ausdehnungskoeffizient; der Index 0 
1 1 1 

bedeutet, daB der Wert von C; tX -2 r;l- fUr den absoluten 

NUllpunkt einzusetzen ist. 

Aus den Formeln (35) und (36) erkennt man sofort 
das abnorme Verhalten z. B. des Diamanten hinsichtlich 
seiner Atomwarme. Denn es ist bekannt, daB der Diamant 
bei relativ kleinem Atomgewicht einen hohen Schmelz­
punkt und sehr geringe Kompressibilitat besitzt. Sein v 
ist daher verhaltnismaBig groB, und daraus folgt, nach den 
obigen Betrachtungen, daB seine Atomwarme schon bei 
relativ hohen Temperaturen merklich unter den Dulong-

Petitschen Wert 3 R = 5,94 [g~:~] gesunken ist. In del' 

Tat ist die Atomwarme des Diamanten bei 2840 (abs.) 

nur 1,35 [g~:~]' bei 4130 (abs.) ist sie 2,64 [g~:~]' und 

selb~t bei II69° (abs.) hat sie erst den Wert 5,24 [- ~:~] 
errelcht. g 

Von besonderer Bedeutung ist endlich eine zuerst von 
E. M adelung106 ) und W. Sutherland107 ) aufgedeckte Be­
ziehung der Schwingungszahl v der Atome zu den optischen 
Eigenschaften des K6rpers. Die beiden Forscher gingen 
dabei von folgender Vorstellung aus: Die Kristalle zwei­
atomiger Verbindungen (binare Salze), wie Steinsalz (NaCl), 
Sylvin (KCl) , Kaliumbromid (KBr) und andere, sind be­
kanntlich kubische Raumgitter, in denen die einzelnen 
Atome elektrische Ladungen tragen, also als Ionen auf­
treten. Und zwar sind die Gitterpunkte abwechselnd mit 
den positiv geladenen Na+ - (bzw. K+ - usw.)Atomen und 
den negativ geladenen Cl- - (bzw. Br- -usw.) Atomen besetzt. 
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Fallt auf diesen Kristall eine elektromagnetische Licht­
welle von -der Schwingungszahl v, so geraten die beiden 
lonen in erzwungene Schwingungen gegeneinander, und 
zwar, infolge der "Resonanz", um so sHirker, je genauer 
die Schwingungszahl v der auftreffenden Welle mit der 
im Ultraroten liegenden Eigenschwingungszahl v, der 
lonen ubereinstimmt. Da die lonenschwingung auf Kosten 
der Energie der einfallenden Lichtwelle vor sich geht, so 
wird diese Energie beim Durchgang durch den K6rper 
um so starker geschwacht (absorbiert), je naher van'll, 
liegt. Andererseits aber strahlen die schwingenden lonen 
bei ihren erzwungenen Schwingungen Wellen von der 
Schwingungszahl v zuruck, und dies um so starker, je aus­
gepragter die Resonanz ist, also wieder, je naher v an v, 
liegt. Daher wird in der Nachbarschaft von v = v, eine 
Stelle maximaler Absorption und starkster (metallischer) 
Reflexion liegen108). Diese Stellen metallischer Reflexion 
einer gegebenen Substanz lassen sich nach der von H. Rubens 
und E. F. Nichols 109) ausgearbeiteten Methode der "Rest­
strahlen" ermitteln. Man braucht dazu nur die Strahlung 
eines gr6Beren Schwingungszahlenbereiches in der Nachbar­
schaft von v, zu wiederholten Malen an der Substanz reflek­
tieren zu lassen. Dann werden allmahlich alle Wellen ab­
sorbiert bis auf die am starksten reflektierten. Das sind 
aber gerade die von der Schwingungszahl v,. Diese bleiben 
als "Rest" allein ubrig. Die ultrarote Schwingungszahl v, 
der lonen stimmt also mit der Schwingungszahl der Rest­
strahlen uberein llO). Andererseits aber ist diese Schwingung 
der geladenen Atome von den elastischen Eigenschaften 
der Substanz abhiingig, wie wir bei Erlauterung der 
Formel (35) erkannten. So gelangt man zu dem SchluB, daB 
die "elastische" Schwingungszahl der Atome biniirer Salze 
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mit groBer Annaherung mit der "optischen" Schwingungs­
zahl ihrer Reststrahlen ubereinstimmt. Da nun die "elasti­
sche" Schwingungszahl der Atome den Verlauf der Atom­
warme festlegt, so ist damit der Ring geschlossen, und 
W. Nernst111) konnte den fundamentalen Satz aussprechen, 
daB man bei der Berechnung der Atomwarmen 
binarer Salze fur die Atomschwingungszahlen y 

einfach die Schwingungszahlen der Reststrahlen 
ei nsetzen dude. 

So war eine ganze Reihe voneinander unabhangiger 
Wege erschlossen, urn die zur Berechnung der Atom­
warmen notigen Schwingungszahlen zu ermitteln. Ein Ver­
gleich der nach diesen verschiedenen Methoden gewonnenen 
y-Werte zeigte im allgemeinen befriedigende 'Obereinstim­
mung, jedenfalls der GroBenordnung nachl12). Mehr aber 
konnte man, wie wir bald sehen werden, bei der weit­
gehenden Idealisierung der Theorie auch kaum verlangen. 

§ 4. Nernsts Warmetheorem. 

Urn das allgemeine Gesetz fUr den Abfall der Atom­
warmen nach tiefen Temperaturen hin experimentell auf­
zudecken, begann W. Nernst113) in Gemeinschaft mit seinen 
Schillern im Jahre 19IO eine Reihe groBzugiger und weit­
angelegter Untersuchungen. Denn auf ganz anderem Wege 
als Einstein - namlich von der Thermodynamik her -
war auch er zu der 'Oberzeugung gelangt, daB die Atom­
warmen der festen Stoffe bei Annaherung an den absoluten 
Nullpunkt verschwindend klein werden muBten. l'ur ihn 
war dieses Ergebnis nur eine von den vielen Folgerungen 
eines allgemeineren Prinzips, namlich seines "neuen Warme­
satzes'(114) .. Dieses Nernstsche Warmetheorem - manch­
mal auch als der dritte Hauptsatz der Thermodynamik 



bezeichnet - spricht in seiner urspriinglichen Fassung 
folgende Tatsache aus: Betrachtet man ein System konden­
sierter (d. h. fester oder fliissiger) Stoffe, das bei der Tem­
peratur T durch eine isotherme Reak,tion aus einem Zu­
stand in einen anderen iibergeht, und ist A die bei dieser 
Reaktion maximal zu gewinnende Arbeit, so ist: 

dA 
- = 0 fiir limes T= 0, (38) 
dT 

d. h. in der unmittelbaren Nachbarschaft des ab­
soluten NUllpun ktes ist diemaximal zu gewinnende 
Arbeit von der Temperatur unabhangig. Hieraus 
folgt aber sofort, unter Anwendung der beiden Haupt­
satze der Thermodynamik115), daB fUr eine beliebige Reak­
tion, die das System aus dem Anfangszustand mit der 
Energie U1 in den Endzustand mit der Energie U2 iiber­
fiihrt, die Beziehung gilt: 

dU! dU2 .. • T 
(iT = dT fur lImes = ~. (39) 

D dU . G d S b a nun d T' wenn man em rammatom er u stanz 

betrachtet, die Atomwarme darstellt, so ist hierdurch 
folgender Satz ausgesprochen: In der unmittelbaren 
Nachbarschaft des absoluten Nullpunktes bleibt 
die Atomwarme des kondensierten Systems bei 
jeder Umwandlung ungeandert. 

Planck 116) hat dem Nernstschen Warmesatz eine noch 
weitere Fassung gegeben: Nicht n ur die Differenz 
der Atomwarmen (vor und nach der Reaktion) 
solI danach am Nullpunkt den Wert 0 annehmen, 
sondern auch jede der Atomwarmen "fiir sich. So 
folgt aus dem erweiterten Nernstschen Theorem, in Dber-
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einstimmung niit der Forderung der Quantentheorie, das 
Verschwinden der Atomwarmen kondensierter Korper beim 
absoluten Nullpunkt. 

§ 5. Die Verbesserung der Einsteinschen Theorie der 
Atomwarmen. 

In der Tat bewiesen die Versuche von Nernst und seinen 
Mitarbeitern mit voller Oberzeugungskraft, daB die Atom­
warmen aller festen Substanzen mit sinkender Temperatur 
dem Werte Null zustreben. Im graBen und ganzen zeigte 
der Verlauf dieses Abfalls eine bemerkenswerte Oberein­
stimmung mit der Einsteinschen Formel (34). Bei tiefen 
Temperaturen jedoch traten durchgangig systematische 
Abweichungen auf, in dem Sinne, daB die beobachteten 
Atomwarmen viel langsamer abfielen, als es Einsteins 
Kurve verlangte117). Diesen Abweichungen suchten W. 
Nernst und F. A. Lindemann118) durch Aufstellung einer 
empirischen Formel Rechnung zu tragen, die in der Tat 
das Beobachtungsmaterial weitaus befriedigender darstellte, 
als der Einsteinsche Ausdruck. Diese Nernst-Lindemannsche 
Formel, die jetzt nur noch historisches Interesse besitzt, 
lautet: 

C = 3Rl~~ + (:re~} wo x = -'!..~-. (40 ) 
1J 2 (eX -r)2 (~ )2' kT 

e 2 -r 

Sie wird verstandlich, wenn man annimmt, daB die eine 
Halfte aller Atome mit der Schwingungszahl ')J, die andere 

Halfte mit der Schwingungszahl ~ schwingt. Ist auch diese 
2 

Annahme in ihrer naiven Form unhaltbar, so steckt doch 
in ihr ein rich tiger Kern: namlich die Erkenntnis, daB die 



"monochromatische" Theorie der Atomwarme, die nur 
mit einer bestimmten Schwingungszahl valIer Atome 
arbeitete, eine zu weitgehende Idealisierung der Wirklich­
keit darstellte. Einstein, der zuerst, der Einfachheit halber, 
nur mit einer einzigen Schwingungszahl rechnete, hatte 
diesen Sachverhalt selbst schon erkannt und auf die Ver­
besserungsbediirftigkeit seiner Theorie hinge wiesen 119). In 
der Tat denkt man sich heute den festen Korper, etwa 
einen Kristall, nach Bravais' Vorstellung, aus einem Raum­
gitter regelmaBig angeordneter Atome aufgebaut; und 
diese Hypothese ist durch die Lauesche Entdeckung der 
Rontgenstrahleninterferenz zur GewiBheit geworden. In 
einem solchen komplizierten mechanischen System aber 
schwingen die einzelnen Atome nicht von einander unab­
hangig mit einer einzigen Schwingungszahl v. Vielmehr 
wird die Gleichgewichtslage jedes Atoms, und damit auch 
die Form seiner Schwingungen urn diese Lage, durch die 
Krafte bestimmt, die alle iibrigen Atome des Korpers auf 
das betrachtete Atom ausiiben. Wir haben hier ein Gebilde 
vor uns, das im Eindimensionalen etwa einer schwingenden 
Saite vergleichbar ist, und daher, entsprechend dem Grund­
ton und den ObertOnen der Saite, ein ganzes Spektrum 
von Eigenschwingungen besitzt. Besteht der Korper 
aus N Atomen, so besitzt er allgemein 3 N Eigenschwin­
gungen120) , von denen die langsamsten Schallschwingungen 
sind, wahrend die schnellsten ins ultrarote Gebiet fallen. 
Die allgemeinste mogliche Bewegung jedes Atoms besteht 
dann in einer Dbereinanderlagerung aller dieser Eigen­
schwingungen. Da nun jede Eigenschwingung eine lineare, 
einfach periodische Bewegung darstellt, genau ebenso, wie 
die Bewegung des linearen Planckschen Oszillators, so lag 
der Gedanke nahe, bei der Berechnung des Energieinhalts 
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des Korpers jeder Eigenschwingung von der Schwingungs­

zahl '" den quantentheoretischen Energiebetrag h: ~ zu 
e kT ~ I 

erteilen, gleichsam, als ware die Eigenschwingung identisch 
mit einem linearen Oszillator. Die gesamte mittlere Energie 
des Korpers wird dann: 

__ 31'1 hy. 
E = L: -,,;;-'­

i= 1 ekT- - I 

wobei die Summation tiber alle 3 N Eigenschwingungszahlen 
"'1 "'2'" "'3N, d. h. tiber das ganze "elastische Spektrum" 
der Substanz erstreckt ist. Durch Differentiation nach T 
folgt daraus die Atomwarme: 

§ 6. Debyes Theorie der Atomwarmen. 

Der Kernpunkt des Problems besteht also darin, das 
"elastische Spektrum" des vorliegenden K6rpers zu be­
rechnen, d. h. fUr jeden gegebenen K6rper die Lage seiner 
Eigenschwingungen zu bestimmen. In diesem Sinne ist 
die Theorie von zwei verschiedenen Seiten bearbeitet worden, 
einerseits von P. Debyel21) , der den in Wirklichkeit ato­
mistisch aufgebauten K6rper durch ein elastisches Kon­
tinuum approximierte, andererseits von M. Born und Th. 
v. Kdrmdn122), die den Kristall von endlicher Ausdehnung 
durch einen unendlich groBen ersetzten. Die Verschieden­
heit dieser beiden Naherungsmethoden bringt es mit sieh, 
daB die Hauptaufgabe, namlieh die Ermittelung des elasti­
schen Spektrums, in beiden Theorien ganz verschieden ge-

Rei c he, Quantentheorie. 4 
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lOst wird. Die Debyesche Theorie, die von vornherein die 
kristallinische, ja iiberhaupt jede atomistische Struktur 
des Korpers auBer Betracht HiBt, stiitzt sich auf die klassische 
Elastizitatstheorie, die ja bekanntlich die Korper als struktur­
lose Kontinua behandelt. Aus ihr ergibt sich flir jeden 
isotropen elastischen Korper der wichtige Satz: Die Anzahl 
Z (v) dv aller derjenigen Eigenschwingungen, deren Schwin­
gungszahlen in das Intervall v . .. v + dv fallen, betragt123): 

Z (v) dv = 4:n; V (~ + -~) v 2 dv. (43) 
C1 C, 

Dabei ist V das Volumen des Korpers, Cl und Ct sind die 
Geschwindigkeiten, mit denen sich longitudinale und trans­
versale elastische Schwingungen in dem Korper ausbreiten. 
Hier stellt sich nun aber folgende Schwierigkeit ein: da­
durch, daB der in Wirklichkeit aus N Atomen bestehende 
Korper durch ein Kontinuum ersetzt wird, dehnt sich das 
elastische Spektrum ins Unendliche aus, die Anzahl der 
Eigenschwingungen wird unendlich groB. Z. B. sind die 
Eigenschwingungen (Grundton und Obert one) einer linearen 
Saite von der Lange L: 

~ 
v·= Ct'-, z L bzw. 

~ 
v,; = Cl' 2i' (i = I, Z, .•. 00,) 

je nachdem es sich urn transversale oder longitudinale 
Schwingungen handelt. Die Reihe der ObertOne erstreckt 
sich also unbegrenzt bis ins Unendliche. In Wirklichkeit 
aber darf der aus N Atomen (Massenpunkten) bestehende 
Korper nicht mehr als 3 N Eigenschwingungen besitzen. 
Urn dies zu erreichen, hUft sich Debye durch folgende 
kiihne Annahme: Anstatt das elastische Spektrum des 
wirklichen, aus N Atomen bestehenden Korpers streng zu 
berechnen, ersetzt er es naherungsweise durch dasjenige 



des Kontinuums, bricht dieses aber willkurlich bei 
der 3 N-ten Eigenschwingung abo So erhaIt Debye 
die groBte uberhaupt auftretende Schwingungszahl 'I'm' 

d. h. die obere Grenze des elastischen Spektrums, durch 
die Forderung: 

"m )' 4 nV I 2 3 
( Z ('1') dv = - (3 +" 'I'm = 3 N 

6 3 Cz Ct 
also 

Fur die Atomwarme des Korpers folgt nach (42): 

tt-:;r .e:; 
Cv=k. f-( hv )2· Z (V)dv, 

oJ ekT - I 
o 

ein Resultat, das man leicht auf folgende einfachere Form 
bringtl24) : 

hYm e 
Xm = k T = T' (45) 

pie Atomw1irme ist also nur Funktion der GroBe X m , d. h. 

sie hangt nur von dem Verhaltnis ~ ab; dabei ist e = h ~m • 

Dieses Resultat l1iBt sich, in Debyes Formulierung so aus­
sprechen: Rechnet man die Temperatur T als Viel­
faches einer fur die betreffende Substanz charak­
teristischen Temperatur e, so ist die Atomw1irme 
fur aIle einatomigen Korper durch dieselbe Kurve 
dargestellt. Danach muB man also die Cv-Kurven aller 

4* 
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einatomigen Stoffe zur Deckung bringen kannen, wenn 
man· nur den TemperaturmaBstab fUr jede Substanz ge­
eignet wahlt l20). . 

Fiir hohe Temperaturen geht, wie es sein muB, die Debye­
sche Formel in den klassischen Dulong-Petitschen Wert 
Cv = 3 R iiberl20), ebenso wie die Einsteinsche und die 
Nernst-Lindemannsche Forme!' Dagegen unterscheidet sie 
sich von diesen beiden wesentIich durch den sehr viel lang­
sameren AbfaH bei tiefen Temperaturen. Wahrend nam­
lich die Atomwarmen sowohl nach Einstein wie nach 
Nernst-Lindemann, fUr tiefe Temperaturen exponentieH 

(wie ;2 . e - co~t) abfaHen, ergibt sich aus Debyes For'mel 

der fundamentaIe Satz127), daB die Atomwarme aller 
Karper bei tiefen Temperaturen der dritten Po­
tenz der absoluten Temperatur proportional ist. 

Bemerkenswert ist noch, daB man 'die Formel (44) 
fUr die maximaIe Schwingungszahl '/1m so schreiben kann, 
daB nur meBbare GraBen darln auftreten. Driickt man 
namlich die beiden SchaHgeschwindigkeiten Ct und Cl durch 
die elastischen Konstanten des Karpers aus, und ersetzt 
das Volumen V des Grammatoms durch den Quotienten: 
Atomgewicht (A) f I 128). 

Dichte (e) ,so 0 gt . 

5,28· r0 7 • 'lp (0) 
'/1m = 1 1 1 

As e6 x 2 

(0) = {~ [~~]t + ~ [~~]t}-t 
wo 'lp 3 3 (r - 20). 3 3 (r - 0) 

Dabei ist, " wieder die Kompressibilitat der Substanz, 0 

die sog. Poissonsche Zahl, d. h. das VerhaItnis der Quer­
kontraktion zur Langsdehnung. Die Ahnlichkeit dieser 
Formel mit der Einsteinschen Beziehung (35) springt in 
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die Augen. Nur geht hier noch die zweite elastische Kon­
stante des isotropen Korpers, a, mit ein. 1m ganzen spielt 
eben die obere Grenze ')1m des elastischen Spektrums, an der 
sich, wie man zeigen kann129), die Eigenschwingungszahlen 
stets sehr stark anhaufen, hier in der strengeren Theorie 
eine analoge Rolle wie die einzige Schwingungszahl ')I der 
Atome in der "monochromatischen" Theorie. 

Der Vergleich mit der Erfahrung zeigt130), daB die 
Debyesche Formel, jedenfalls fUr die einatomigen Elemente, 
wie Aluminium, Kupfer, Silber, Blei, Quecksilber, Zink, 
Diamant, den Verlauf der gemessenen Atomwarme sehr 
befriedigend darstellt. Insbesondere bestatigt sich bei tiefen 
Temperaturen die Proportionalitat der Atomwarme mit 
der dritten Potenz der absoluten Temperatur131). 1m Hin­
blick auf die immerhin noch weitgehende Idealisierung 
(Ersetzung des tatsachlich atomistischen Korpers durGh 
ein Kontinuum) darf man die Dbereinstimmung zwischen 
Theorie und Experiment keineswegs als Selbstverstandlich­
keit ansehen. Bei tiefen Temperaturen allerdings wird 
Debyes Idealisierung in gewissem Sinne ihr Recht be-

haupten. Hier ist namlich ~ ~ groB, und daher der.Energie­

beitrag -1W~~- klein, auBer wenn v selbst kleine Werte 

ek l' - I 

annimmt. Bei tiefen Temperaturen werden also 
nur lange Wellen einen wesentlichen Beitrag zur 
Energie des K6rpers, und damit zur Atomwarme, 
liefern. Fur lange Wellen aber, d. h. fUr Wellen, deren 
Lange groB ist gegen den Atomabstand, spielt in der Tat 
der spezielle atomistische Aufbau des Korpers keine Rolle, 
fUr -sie ist die Substanz nahezu ein Kontinuum. Ganz 
anders aber bei h6heren Temperaturen, bei denen auch 
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die groBeren Schwingungszahlen bis zur maximalen 'I'm 

(d. h. die kurzeren Wellen bis zur kleinsten) Energie­
beitrage liefern. Denn die Wellen, die den hOchsten Schwin­
gungszahlen entsprechen, besitzen, wie man leicht beweist182), 

Langen, die mit dem Atomabstand vergleichbar sind; 
und fur diese kurzen Wellen kann das Medium zweifellos 
seine atomistische Struktur nicht mehr verleugnen. Hier 
muB also die Ersetzung durch ein Kontinuum als eine zu 
weitgehende Naherung Bedenken erregen. 

§. 7. Die Gittertheorie der Atomwarmen nach Born und 
Karman. Das elastische Spektrum des allgemeinsten Krista1ls. 

An dieser Stelle greifen die obengenannten Untersuchun­
gen von Born und Karman ein, die,:. uber Debye hinaus­
gehend, die wirkliche Kristallstruktur der festen Korper, 
d. h. die Raumgitteranordnung der Atome berucksichtigen. 
Urn dabei der groBen mathematischen Schwierigkeiten Herr 
zu werden, dachten sie sich, wie"" schon erwahnt, den in 

'" 

Wahrheit endlich ausgedehnten Kristall durch einen nach 
allen Seiten unendlich ausgedehnten ersetzt. Dadurch 
wurde der storende EinfluB der Oberflache auf das Innere 
ausgeschaltet, so daB nun aIle Atome denselben Bedingungen 
unterlagen. Auch hier ist das Hauptproblein wieder die 
Bestimmung des elastischen Spektrums, oder - falls man 
auf die genaue Berechnung"der einzelnen Eigenschwingungs­
zahlen verzichtet - zum mindesten die Ermittelung des 
Gesetzes, nach denen die Eigenschwingungen sich auf 
die einzelnen Schwingungszahlenbereiche verteilen. Diese 
Aufgabe ist von Born und Karman zuerst fur regulare 
Kristalle ge16st worden. Die erhaltenen Satze wurden dann 
auf den Fall einfacher Punktgitter von beliebiger Symmetrie 
ausgedehnt, und schlieBlich hat sie Born in seiner "Dynamik 
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der Kristallgitter tt fiir die allgemeinste Form der Raum­
gitter abgeleitetl38). 

Diese allgemeinsten Raumgitter entstehen durch r1l.um­
lich periodische Wiederholung einer bestimmten, im ganzen 

Fig. 4. 

elektrisch neutralen Gruppe ("Basisgruppe tt
) von TeiIchen 

(Atomen und Elektronen), die in einem parallelepipedischen 
Raum, dem "Elementarparallelepiped", eingeschlossen ist. 
In Fig. 4 ist ein soIches, allerdings ebenes Gitter abge-



bildet, bei dem die Basisgruppe aus 3 Teilchen (.0 X) 

besteht. AIle Teilchen • bilden dabei zusammen ein 
"einfaches" Gitter, ebenso die Teilchen 0 und die 
Teilchen X. Man hat also hier 3 ineinandergestellte 
einfache Gitter. 

So bilden z. B. die Alkali-Halogenverbindungen (NaCl, 
LiCl, KCl, KBr, KI, RbCl, RbBr, RbI, usw.) kubische 
Raumgitter, in welchen die Gitterpunkte abwechselnd mit 
dem positiven Alkali-Ion und dem negativen Halogen-Ion 
besetzt sind (siehe Fig. 5). Wiirde man hier den ganzen 
gezeichneten Wiirfel als "Elementarwiirfel" betrachten, so 
enthielte die Basisgruppe 8 Teilchen, namlich 4 Ionen 
von jeder Sorte (numeriert). Hier hatte man dann also 
8 ineinandergestellte einfache Gitter. Je 4 von ihnen be­
stiinden jedoch aus derselben Teilchenart. Daher empfiehlt 
es sich, hier an Stelle des Wiirfels das doppelt umrandete 
Rhomboeder als Elementarparallelepiped zu wahlen. Dann 
besteht die Basisgruppe nur aus den beiden verschiedenen 
Teilchen lund 8, von denen das eine in einer Ect:e, das 
andere in der Mitte des Parallelepipeds liegt. In der Tat 
erhalt man das ganze Gitter, wenn man die Basisgruppe 
in Richtung der 3 Rhomboederkanten urn ganzzahlige 
Vielfache der Kantenlange verschiebt. Das Gitter besteht 
also bei dieser Auffassung aus 2 ineinandergestellten ein­
fachen kubischen Atomgittern, und zwar "flachenzentrier­
ten" Gittern, d. h. solchen, bei denen nicht nur die Wiirfel­
ecken, sondern auch die Mitten der Wiirfelflachen besetzt 
sind. Enthalt im allgemeinsten Falle die Basisgruppe s 
verschiedene Teilchen, so besteht das Gitter aus s inein­
andergesetzten einfachen Gittern. 

Urn nun die Gesetze, die das elastische Spektrum eines 
solchen allgemeinsten Kristalls beherrschen, iibersichtlich 
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zu machen, verfahrt man nach Born und Karman so: Man 
denke sich eine elastische Welle von bestimmter Wellen­
Hi.nge und bestimmter Richtung (der Wellennormale) den 
Kristall durchziehen. Zu jeder so definierten Welle gehOren 

7 

O··· .. ·········Na+ 

.... ...... C/-

Fig. 5. 

dann 3 s Eigenschwingungen mit den Schwingungszahlen 
1'1 V2 V3 ••••• V38 • Die ersten 3 Schwingungszahlen VI> 1'2 

und V3 entsprechen denjenigen Eigenschwingungen des 
Kristalls, bei denen die einzelnen ineinandergestellten ein-



fachen Gitter in erster Naherung gleichartig verzerrt werden, 
ohne sich gegeneinander zu verschieben. Dies sind die 
3 gewohnlichen akustischen Eigenschwingungen (eine longi­
tudinale, zwei transversale). Die iibrigen 3 (s - I) SchMn 
gungszahlen dagegen entsprechen einem anderen Bewegungs­
typus des Kristalls: namlich denjenigen Eigenschwingungen, 
bei denen in erster Naherung die einzelnen einfachen Gitter 
ohne Verzerrung gegeneinander schwingen. Enthalt die 
Basisgruppe nur I Teilchen (s = I), besteht also der Kristall 
iiberhaupt nur aus einem einfachen' Gitter, so kommt 
dieser zweite Bewegungstypus ganz in Fortfall und man 
hat nur die 3 akustischen Eigenschwingungen ')/1' ')/2' ')/3' 

Hat man dagegen etwa einen Kristall der Alkali-Halogen­
verbindungen vor sich, z. B. Steinsalz (NaCl) , so ist, wie 
wir sahen, s = 2. AuBer den 3 akustischen Eigenschwin­
gungen existieren dann noch 3 Eigenschwingungen yom 
zweiten Bewegungstypus. Infolge des regularen Kristall­
charakters der Alkali-Halogene fallen jedoch diese 3 Eigen­
schwingungen streng zusammen, jedenfalls fUr lange Wellen, 
und bilden diejenige Bewegung, bei der das Natrium­
gitter angenahert als starres Gebilde gegen das gleichfalls 
starre Chlorgitter schwingt. Man sieht sofort ein, daB 
gerade diese zuletzt betrachtete Eigenschwingung fUr die 
Optik dieser Kristalle die Hauptrolle spielen wird. Denn 
wenn eine elektromagnetische Welle den Kristall trifft, 
so werden die Natrium-Ionen <;lurch die elektrische Kraft 
der Welle nach der einen Seite, die entgegengesetzt ge­
ladenen Chlor-Ionen nach der anderen- Seite gezogen; es 
wird also gerade der oben besprochene Schwingungstypus 
angeregt. Kommt dabei die Schwingungszahl der auBeren 
Welle der Eigenschwingungszahl sehr nahe, so tritt Resonanz 
ein. Diese ultraroten Eigenschwingungen sind es also, die 
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den Verlauf des Brechungsquotienten, vor allem im Ultra­
rot, bestimmen, es sind die sog. "ultraroten Dispersions­
schwingungszahlen". In ihrer Nahe liegen auch die Stellen 
metallischer Reflexion, die mit der Reststrahlenmethode 
aufgefunden werden. 

Was soeben fUr den Spezial£all s = 2 (Alkali-Halogene) 
ausgesprochen wurde, laBt sich natiirlich sofort verall­
gemeinern. Besteht namlich die Basisgruppe aus s ver­
schiedenen Teilchen, so sind es gerade die 3 (s - r) Eigen­
schwingungszahlen '1'4' '1'5 ••• V 3s ' die fiir die Dispersion 
des Kristalls maBgebend sind. Unter ihnen befinden sich 
diejenigen, in deren Nahe die Stellen metallischer Reflexion 
(Reststrahlen) liegen. Enthalt die Basisgruppe p positive 
Atomreste und s -p Elektronen, so zerfallen die Schwingungs­
zahlen '1'4' •• '1'38 entsprechend in 2 Klassen: die erste Klasse 
besteht aus 3 (P - r) ultraroten Schwingungszahlen, die von 
den Atomresten herriihren, die zweite aus 3 (s - P) ultra­
violetten, die dem EinfluB der Elektronen zuzuschreiben 
sind. Die ultraroten Eigenschwingungen sind fUr den 
Verlauf des Brechungsquotienten im Ultrarot, fiir die Lage 
der Reststrahlen und, wie wir sehen werden, fiir die Atom­
warmen ausschlaggebend; die ultravioletten Eigenschwin­
gungen dagegen. bestimmen wesentlich den Brechungs­
quotienten im Sichtbaren und Ultravioletten. Dabei be­
statigt auch die allgemeine Gittertheorie von Born184) 

das schon vorher von F. Haber 135 ) ausgesprochene Gesetz, 
daB sich die Schwingungszahlen der ersten (ultraroten) 
Klasse zu denen der zweiten (ultravioletten) Klasse, der 
GroBenordnung nach, verhalten wie die Wurzel aus der 
Elektronenmasse zur Wurzel aus der Atommasse. 

Kehren wir nach dieser Abschweifung zu unserem Aus­
gangspunkt zuriick! Bis jetzt haben wir stets eine Welle 
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von bestimmter Hinge 1 und bestimmter Wellennormalen­
richtung n betrachtet und gesehen, daB ihr im allgemeinsten 
Falle 3 s Eigenschwingungszahlen '1'1'" '1'38 entsprechen. 
Lassen wir nun die Wellenlange 1, bei fester Wellen­
rich tung, stetig variieren, indem wir von unendlich langen 
Wellen zu den kleinsten iibergehen, so wird auch jede 
der 3 s Schwingungszahlen stetig variieren und einen zu­
sammenhangenden Wertbereich iiberstreichen. M. a. W.: 
die 3 s Eigenschwingungszahlen sind gewisse Funktionen 
der Wellenlange 1: 

1'i = li(l) . 

Dabei zeigt sich nun aber diec fundamentale Tatsache, daB 
• 

alle diese Wertbereiche der ,einzelnen Schwingungszahlen 
nur endliche Ausdehnung besitzen, daB also jedes 
der 3 s Kontin ua von Schwingungszahlen a uto­
matisch bei einer hochsten Grenzschwingungszahl 
abbricht. "Automatisch", d. h. ohne unser willkiirliches 
Zutun (wie bei Debye I), rein auf Grund der analytischen 
Form der Funktionen Ii' Es erklart sich dies dadurch, 
daB die Wellenlange l der im Kristall moglichen Wellen 
nach unten hin beschrankt ist: es sind Wellen mit Langen 
unterhalb einer kiirzesten nicht existenzfahig. Man erkennt 
das am einfachsten an dem folgenden instruktiven Bei­
spiel. Betrachtet man ein einfaches kubisches Gitter mit 
dem Atomabstand a und untersucht z. B. Longitudinal­
wellen, die sich langs einer Wiirfelkante ausbreiten -
wobei also aIle Atome einer zu dieser Kante senkrechten 
Ebene in gleicher Phase langs der Kante schwingen - so 
sieht man sofort, daB die kleinste hier mogliche Welle 
die Lange 1min = 2 a besitzt. Bei dieser Welle namlich 
schwingen benachbarte Ebenen in entgegengesetzter Phase, 
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d. h. "gegeneinander". Die funktionale Beziehung zwischen 
v und 1 nimmt hier die spezielle Form an 136) : 

. (TC a) v=vmsm T . 

Fiir unendlich lange Wellen (1 = (0) ist v = 0; geht 
man zu kiirzeren Wellen iiber, so wachst v stetig, bis es fiir 
1 = 2 a seinen maximalen Wert vm erreicht. Bei dieser 
Grenzschwingungszahl vm bricht der Wertbereich der mog­
lichen v automatisch abo 

Bisher hatten wir der Wellenrichtung einen bestimmten 
festen Wert erteilt und die Wellenlange 1 variieren lassen. 
]etzt erteilen wir der Wellenrichtung nach und nach andere 
Werte und lassen jedesmal wieder die WellenHinge vom 
Wert 00 bis zum jeweils kleinstmoglichen Wert variieren. 
Dann andert sich auch die Art der funktionalen Abhangig­
keit der GroBen Vi von 1, und ebenso die Lage der Grenz­
schwingungszahlen, stetig mit der Wellenrichtung, so daB 
man sagen kann: es sind die 3 s Eigenschwingungszahlen 
allgemein stetige Funktionen der WellenHinge 1 und der 
Wellenrichtung n: 

(i = T, 2, •... 3 s) . 

Dabei bricht jede der Funktionen Ii fUr einen kleinsten 
Wert der Wellenlange automatisch an einer oberen Grenze 
(Vi)max ab, die selbst noch von der~Wellenrichtung abhangt. 
Diese Gleichungen stellen das Dispersionsgesetz der 
Wellen im Kristall dar; denn sie bestimmen fUr jede Welle 
die dazugehOrigen 3 s Schwingungszahlen Vi und daher auch 
die Ausbreitungsgeschwindigkeiten qi = Vi' A, in Abhangig­
keit von WellenHinge und Wellenrichtung. Besonders ein­
fach wird das Dispersionsgesetz im Ge biete langer 
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Wellen: fur die 3 akustischen Schwingungen gelten .da 
die Beziehungen 137) 

q1 (n) 
v1 = -A,-' 

q2 (n) 
1'2 = -A,-' 

wo die 3 GroBen ql (n), q2 (n), und q3 (n) drei im allgemeinen 
verschiedene Funktionen der Wellenrichtung sind. Und 
zwar sind es die 3 Ausbreitungsgeschwindigkeiten der 3 aku­
stischen Schwingungen. 1m Gebiete langer Wellen sind 
also die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der 3 langsamen 
akustischen Schwingungen in erster Naherung von der 
Wellenlange unabhangig. 

Ganz anders sieht das Dispersionsgesetz (fUr lange 
Wellen) bei denschnellen3(s-1) Schwingungen v4 , v5 •• ,VS8 

aus, namlich so: 

(i = 4, 5, ... 3 s) . (50) 

Dabei sind die v~ Konstanten, die Pi(n) sind wieder ge-
I 

wisse Funktionen der Wellenrichtung. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeiten qi wurden hier die Werte 

qi = viA, = v~ A, + Pi (n) (51) 

annehmen, also lineare Funktionen der Wellenlange sein. 
Zusammenfassend kann man sagen: Das elastische 

Spektrum des allgemeinsten Kristalls, dessen 
Basisgruppe S Teilchen enthalt, besteht aus 3 S 

getrennten Teilen ("Zweig-en"). Jeder Teil stellt 
ein endlich a usgedehntes Kontin u urn von Schwin­
gungszahlen dar. Die 3 ersten Teile enthalten 
die Gesamtheit aller langsamen, akustischen 
Eigenschwingungen. Die ubrigen 3(s - 1) Teile 
umfassen die schnellen (ultraroten und ultra-



violetten) Eigensehwingungen, die fur die op­
tisehe Dispersion und die Stellen metalliseher 
Reflexion aussehlaggebend sind. 

§ 8. Fortsetzung. Das Verteilungsgesetz der 
Eigenschwingungen. 

1st aueh diese Kenntnis von dem allgemeinen Cha­
rakter des elastisehen Spektrums, wie wir bald sehen werden, 
von groBem Wert, so ist sie dennoeh fUr die Frage naeh 
dem Energieinhalt und der Molekularwarme des Kristalls 
nieht ausreichend. Denn selbst bei den einfaehsten Kri­
stallen ist eine strenge Bereehnung des elastisehen Spek­
trums zurzeit noeh nicht maglieh. Wir wissen aber anderer­
seits aueh schon, daB wir das elastisehe Spektrum bei der 
.Bereehnung des Energieinhalts und der Molekularwarme gar 
nieht bis in seine letzten Feinheiten zu kennen brauehen, 
sondern daB es genugt zu wissen, naeh welchem Gesetz die 
Eigensehwingungszahlen uber das elastisehe Spektrum (oder 
seine einzelnen "Zweige") verteilt sind. Dies gilt naturlieh 
urn so eher, je diehter die Eigensehwingungszahlen anein­
ander liegen. Nun besitzt in Wirkliehkeit der endliehe 
Kristall, wenn er aus einer N-maligen Wiederholung der 
Basisgruppe (s Teilchen) besteht, 3 N s Eigensehwingungen, 
die sieh zu je N auf die 3S Zweige des elastisehen 
Spektrums verteilen. Waehst N ins Unendliehe, so 
versehmelzen die N einzelnen Sehwingungszahlen jedes 
Zweiges zu einem Kontinuum, und man erhiilt genau das­
jenige elastisehe Spektrum, das wir soeben ausfUhrlieh 
betraehtet haben. Man erkennt hieraus, daB man bei der 
Bereehnung des Energieinhalts urn so besser allein mit 
dem Verteilungsgesetz der Sehwingungszahlen (ohne ge­
nauere Kenntnis ihre Lage) auskommt, mit je graBerem 



Recht man den endlichen Kristall durch einen unendlich 
ausgedehnten ersetzen darf. 

Das Verteilungsgesetz der Eigenschwingungszahl~n, das 
von Born und Karman entdeckt und von Born in seiner 
"Dynamik der Kristallgitter" auf den allgemeinsten Kristall­
typus ausgedehnt wurde, HiBt sich so formulieren: Au s 
der Gesamtheit aller elastischen Wellen greife 
man die enge Gruppe derjenigen heraus, deren 
Lange zwischen 1 und 1 + d1 enthaIten ist, und 
deren N ormalenrichtung zugleich im Ra umwinkel­
element138) dQ liegt. Auf diese Gruppe entfallen 

V 
in jedem der 3 s Zweige des Spektrums 14 dldQ 

Eigenschwingungszahlen. Dabei ist V das Volumen 
des endlichen Krist aIls. 

§ 9. Fortsetzung. Die Atomwarmen bei tiefen, tiefsten und 
hohen Temperaturen. 

Die Kenntnis dieses Verteilungsgesetzes erlaubt nun 
sofort, die Warmekapazitat139) des aus N s Teilchen be~ 
stehenden Kristalls hinzuschreiben. Nach (42) wird sie: 

Diese Formel ist so zu verstehen: Die Eigenschwingungs 
zahlen 'Vi sind nach (48) als Funktionen der WeIlenHinge 1 
und der Wellenrichtung n auszudriicken; dann ist nach 1 



zu integrieren, und zwar von der kleinstmoglichen Wellen­
Hinge 2m (n), die selbst noch von der Wellenrichtung n 
abhangt, bis zur groBtmoglichen 2 = 00. Das Resultat 
dieser Integration hangt dann noch von der Wellenrichtung 
und dem Stellenzeiger i abo SchlieBlich ist iiber alle Rich­
tungen (d. h. aile Raumwinkelelemente zwischen 0 und 4 n) 
zu integrieren und iiber alle 3 s Zweige des Spektrums 
zu summieren. Nun haben wir aber gesehen, daB die 3 s 
Zweige des Spektrums in 2 Gruppen zerfallen: Die ersten 
3 Zweige (i = I, 2, 3) umfassen die· Gesamtheit aller lang­
samen akustischen Eigenschwingungen mit dem fUr lange 
Wellen giiltigen Dispersionsgesetz (49). Die iibrigen 3 (s - I) 
Zweige enthalten die Gesamtheit der schnellen (ultraroten 
und ultravioletten) Eigenschwingungen mit dem ganz anders 
gearteten, fiir lange Wellen giiltigen, Dispersionsgesetz (50). 

3s 

Daher liegt es nahe, die Summe 1: in (52), entsprechend 
i=l 

den 2 verschiedenen Gruppen von Schwingungszahlen, 
cbenfalls in 2 Teile zu zerspaIten und zu schreiben: 

wo 
rv = I'v1

) + r~) I 
3 3. 

r~1) = k V 1: ... ; r~2) = k V 1: ... 
i=l i=4 

Diese noch immer reichlich komplizierten Formeln lassen 
sich nach Born bei Beschrankung auf tiefe Tempera turen 
durch gewisse Naherungen in eine sehr einfache und iiber­
sichtliche Gestalt bringen. Wie wir namlich schon friiher 
erkannten, liefern bei tiefen Temperaturen nur die langen 
Wellen einen Beitrag zum EnergieinhaIt. Daher werden 
wir in den Formeln (53) iiberall von denjenigen Naherungen 
Gebrauch machen, die die Beschrankung auf lange Wellen 
mit sich bringt. Betrachten wir zuerst r~). Hier setzen 

Rei c h e, Quantentheorie. 5 
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wir fUr die 'JIi nach (50) in erster Naherung die konstanten 
Werte 'JI~ ein, die von der Wellenlange A und der Wellen­
richtung n unabhangig sind. Tut ma~ dies, so kann man 

hvq 

( h 'JI~)2 k~ IT ·e 
die konstanten Faktoren (hV~ )2 vor beide Integral-

e kT - r 
zeichen setzen und schreiben: 

Der in eckige Klammern gesetzte Faktor hat aber eine 
einfache Bedeutung. Aus dem Verteilungsgesetz der Eigen­
schwingungen ersieht man namlich,. daB er die Gesamt­
zahl aller Eigenschwingungen in einem der 3 s Zweige des 
Spektrums darstellt, also den Wert N besitzt. N ist dabei, 
wie schon gesagt, die Anzahl der Basisgruppen, aus denen 
der Kristall besteht. Wahlen wir das betrachtete Kristall­
stuck gerade so groB, daB N gleich der Avogadroschen 
Zahl wird, so folgt, unter Beachtung- von N k = R; fUr 
r~2) der Ausdruck: 

3 2 x. 
r(l) = R. "'" Xi e ' , 

v .4 (eX; - r)2 
.=4 

wo 
h'JI~ 

Xi = kT . (54) 

Vergleicht man dies Resultat mit (34), so sieht man, daB 
r~2) - bis auf den fehlenden Zahlenfaktor 3 - aus 3 (s - r) 
Einsteinschen Funktionen besteht. Wir schreiben in leicht 
verstandlicher Form: 

wo (55) 



DaB man, bei der hier benutzten Naherung, auf Einsteinsche 
G lieder, d. h. auf die "monochromatische" Theorie staBt, 
ist von vornherein klar: denn da man die Vi hier als K 0 n­
stan ten behandelt, die von Wellenlange und Wellen 
richtung ganz unabhangig sind, so stellen diese Schwingungen 
Vorgange dar, die mit der Ausbreitung elastischer Wellen­
im Kristall als Ganzem gar nichts zu tun haben; d. h. 
aber, daB die einzelnen Teilchen, gleichsam ungekoppelt, 
3 (s - r) monochromatische Schwingungen ausfUhren. 

Ganz anders gestaltet sich die Naherungsrechnung fUr 
den ersten Teil r~). Denn hier muB man fUr die 3 Schwin­
gungszahlen '1'1' '1'2' Va die Beziehungen (49) benutzen, die 
die 3 akustischen Eigenschwingungen mit Wellenlange 
und Wellenrichtung verkniipfen. Hier haben wir es also 
mit 3 wirklichen elastischen Schwingungen tu tun, die sich 
mit den 3 verschiedenen, von der Richtung n abhangigen 
Schallgeschwindigkeiten q1 (n), q2 (n), qa (n) im Kristall 
ausbreiten. Der Kristall als Ganzes tritt hier als dYI?-amisches 
System in Aktion, genau ebenso wie in Debyes Betrachtung. 
Daher werden wir vermuten, daB sich r~l) auf die Form 
dreier Debyescher Funktionen (45) bringen laBt. 
Die genauere Rechnung bestatigt diese Vermutung und 
liefert 140) : 

a Xi 

r(l) = R~~fx4exdx 
v 3 -3 (X )2 ' x. e - r 

i=l t o 

was sich mit Riicksicht auf Debyes Formel (45) in folgender, 
ohne wei teres verstandlicher, Fassung schreiben laBt: 

3 

r(l) = ~ "'" D (X.) . 
v 3 .::;.., , 

i=l 

(57) 

5* 
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Die 3 GroBen X; spielen dabei die Rolle dreier oberer Grenz­
schwingungszahlen. Ihre Werte sind: 

- kg; 13
/ 3 N (58) 

Xi. = k T • V 41l V 

wo die 3 GraBen q;, gewisse Richtungsmittelwerte der 
Schallgeschwindigkeiten darstellen, die also nicht mehr 
von der Wellenrichtung abhiingen. Aus (55) und (57) er­
gibt sich fur die Warmekapazitat des betrachteten Kristall­
stucks: 

(59) 

Da nun von jeder der s Teilchensorten N Teilchen vor­
handen sind, also von jeder Teilchenart gerade I Gramm­
atom - N ist ja die Avogadrosche' Zahl! -, so enthalt 
das Kristallstuck s Grammatome verschiedener Teilchen­
art. Schn~idet man daher den Kristall in s gleiche Stucke 

derart, daB jedes Stuck nur N Basisgruppen umfaBt, so 
s 

enthiilt jedes dieser Stucke, wie man sagt, ein "mittleres" 
Grammatom. Betrachten wir daher jetzt nur ein ein­

~ r. 
ziges dieser Stucke, so ist seine Warmekapazitat = ---"; 

s 
man nennt sie die "mittlere Atomwarme" Cv und kann 
schreiben: 

Cv = 31S!~ DCi;) + J; E(Xi)}. (60) 

Dabei behalten die Xi die Bedeutung (58)" bei; das jetzt 

ins Auge gefaBte Kristallstuck besteht namlich aus ~ Basis-" s 
gruppen und besitzt daher das Volumen ~. Formel (58) 

s 
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aber bleibt ersichtlich unverandert, wenn man in ihr N 

und V durch N und ~ ersetzt. Die GroBe ~, das Volumen 
s s s· 

eines mittleren Grammatoms, nennt man auch das mitt~ 
lere Atomvolumen. 

Bei chemischen Verbindungen, bei denen in der Basis­
gruppe mehrere Atomarten vorkommen, aber auch bei 
mehratomigen Elementen, bei denen die Basisgruppe meh­
rere Teilchen gleicher Art enthalt, spricht man haufig von 
der Molekularwarme. Man folgt dabei der iiblichen 
chemischen Vorstellung,)ndem~man-'sich die s-Teilchen 
der Basisgruppe in eine oder mehrere Untergruppen geteilt 
denkt, und jede Untergruppe, fUr sich zusammengefaBt, 
als ein "Molekiil" ansieht. Besteht dann das Molekiil aus 
q Atomen, so ist q. Cv die mittlere Molekularwarme. 
Z. B. enthalt beim Steinsalz (NaCl) , wie wir sahen, die 
Basisgruppe I N atriumion und I Chlorion. Das ganze 

Kristallstiick, das, wie vorgeschrieben, aus N = N Basis-
N s 2 

gruppen besteht, umfaBt also - Natriumionen und eben-
2 

soviel Chlorionen, d. h. N "NaCl-Molekiile'(. q ist hier 
2 

speziell = 2. Daher stellt 2 Cv die Warmekapazitat vonN 
"NaCI-Molekiilen" dar, d. h. die mittlere Molekularwarme 
des Steinsalzes. 

Sind unter den s-Teilchen der Basisgruppe p Atomreste 
und s - p Elektronen, so schrumpft die Anzahl der Ein­
steinschen Glieder in (59) auf 3 (P - I) zusammen, da die 
von den s - P Elektronen herriihrenden 3 (s - P) ultra­
violetten Schwingungszahlen gegeniiber den ultraroten nur 
verschwindend kleine Beitrage zur Atomwarme liefern. 
So gewinnt man den Satz: Die mittlere Molekular~ 
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warme eines Kristalls, dessen Basisgruppep (glei­
che oder verschiedene) Atomreste umfaBt, besteht 
bei hinreichend tiefer Tempera t ur a us 3 Debyeschen 
Gliedern (mit 3 im allgemeinen verschiedenen 
oberen Grenzschwingungszahlen) und 3(P - I) 
Einsteinschen Gliedern (in denen als Schwingungs­
zahlen die 3(P -I) ultraroten Eigenschwingungs­
zahlen fiir lange Wellen auftreten). 

Geht man zu tiefsten Temperaturen iiber, so ver­
schwinden die Einsteinschen Glieder exponentiell, und es 
bleiben nur die 3 Debyeschen Glieder iibrig, die ja be­
kanntlich viel langsamer abfallen. In ihnen kann man 
dann noch die oberen Grenzen der 3 Integrale [siehe (56)] 
alle durch 00 ersetzen, so daB die Integrale dadurch zu 
Zahlenkonstanten werden. Unter Beriicksichtigung von 
(58) ergibt sich dann das fundamentale Gesetz, daB die 
Molekularwarme jedes Kristalls bei tiefster Tem­
peratur der dritten Potenz der absoluten Tem­
peratur proportional ist. So bestatigt die allgemeine 
Gittertheorie das Debyesche Resultat. Die Formel, die 
sich dabei ergibt, hat die einfache Gestalt141): 

- = 16:n;5 k4 V A • (~) 3 

Cv 5 h3 q' (61) 

-. ( mittl. Atomgewicht) wo VAdas "mlttlere Atomvolumen" = . . 
mlttl. Dlchte 

bedeutet, und q eine an Stelle der 3 verschiedenen Schallge­
schwindigkeiten Ql' Q2' Q3 eingefUhrte, geeignet definierte, 
mittlere Schallgeschwindigkeit darstellt. 

Auch in dem anderen Extremfall, d. h. fUr hohe Tem­
peraturen, laBt sich, wie H. Thirring142) zeigte, im AnschluB 
an (52) eine sehr brauchbare Formel durch Reihenent-
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wickelung der Exponentialfunktionen gewinnen. Fur die 
mittlere Atomwarme folgt so: 

Cv = 3 R {r - ~~ (k~r + [;0 (k~r- 6~~O (k~r + .. }62) 

wo die Koeffizienten II' 12' la, ... von den elastischen 
Konstanten des Kristalls, den Atommassen und Atomab­
standen in komplizierter Weise abhangen. 

§ 10. PrUfung der Born-Karmanschen Theorie. 

Wie steht es nun mit der Priifung der Born-Karmanschen 
Formeln? DaB die Sache hier ungleich schwieriger liegt, 
als in der Debyeschen Theorie, sieht man sofort; denn selbst 
in einfachen Fallen ist die Berechnung der mittleren Atom­
warme eines Kristalls recht kompliziert und erfordert vor 
aHem eine so genaue Kenntnis seines elastischen Ver­
haltens, wie sie uns zur Zeit noch nicht vorliegt. N ur bei 
Beschrankung auf tiefe und tiefste Temperaturen einer­
seits, wo also die Formeln (60) und (6r) Anwendung finden, 
andererseits im Gebiete hoher Temperaturen, im Giiltig­
keitsbereich der Thirringschen Formel (62), lassen sich 
vorlaufig bei einer Reihe einfacher Substanzen die Rech· 
nungen bis zu einem Vergleich mit den experimentellen 
Werten durchfiihren. So haben Born und Karman selbst 
schon in einer ihrer ersten Arbeiten 143) die fUr tiefste 
Temperaturen giiltige Formel (61), d. h. Debyes TS-Gesetz, 
einer Priifung an der Erfahrung unterzogen. Sie beschrank­
ten sich dabei auf Metalle (AI, eu, Ag, Pb), die allerdings 
- jedenfalls in der ublichen Form - keine Kristalle, son­
dem regellose kristallinische Aggregate sind. Aus diesem 
Grunde verfuhren sie so, als sei das Metall ein isotro per 
Korper, und gewannen die mittlere Schallgeschwindigkeit q 



- die einzige GroBe in (6r), die im allgemeinen langere 
Rechnung erfordert - aus der fUr isotrope Korper giiltigen 
Beziehung144) : 

Dabei sind ql und qt .die Ausbreitungsgeschwindigkeiten 
der longitudinalen und transversalen elastischen Wellen, 
GroDen also, die sich aus den beiden elastischen Konstanten 
des isotropen Korpers und seiner Dichte einfach berechnen 
lassen145). Die Obereinstimmung der so gefundenen Werte 
von Cv mit den experimentellen Daten ist, besonders bei 
Al und eu (auch noch bei Pb) recht gut. Mit Recht hat 
jedoch A. Eucken146 ) darauf hingewiesen, daB man dieser 
Ubereinstimmung kein Gewicht beilegen diirfe. Die Werte 
der elastischen Konstanten namlich, die Born und Karman 
zur Berechnung von ql und qt benutzt hatten, sind die 
fUr Zimmertemperatur giiltigen. Beriicksichtigt man jedoch 
ihre Temperaturabhangigkeit, so geht die gute Oberein­
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung verloren. 
Metalle sind eben keine isotropen Korper, und daher ist 
es nicht erlaubt, die beobachtbaren, temperaturabhangigen 
Elastizitatskonstanten bei der Berechnung von q zu ver­
wenden. 

Sehr vie! giinstiger liegt die Sache bei wirklichen Kri­
stallen, bei denen, wie Versuche von E. Madelung147) zeigen,. 
die Elastizitatskonstanten nur sehr wenig mit der Tem­
peratur zu variieren scheinen. Hier aber macht nun wieder 
die Berechnung der mittleren Schallgeschwindigkeit q im 
allgemeinen bedeutende Schwierigkeiten148), die allerdings 
in einfachen Fallen" durch eine sehr handliche Methode 
von L. HopI und G. Lechner149) aus dem Wege geraumt 
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wurden. Dadurch gelang es HopI und Lechner, flir Sylvin 
(KeI) , Steinsalz (NaCl) , FluBspat (CaF2) und Pyrit (FeS2) 

dfe Rechilungen durchzuflihren. Sie verfuhren dabei in 
der Weise, daB sie aus dem beobachteten Werte von Cv, 

unter Voraussetzung der Richtigkeit von Formel (6r), 
die GroBe q erschlossen und mit dem aus elastischen Daten 
berechneten q verglichen. Dabei ergab sich eine recht 
befriedigende Dbereinstimmung150). 

Von besonderem Interesse ist eine Prufung der uber­
sichtlichen Forme1 (60), die die mittlere Atomwarme als 
eine Summe von 3 Debyeschen Funktionen und 3 (s - r) 
Einsteinschen Funktionen darstellt. AuBerst einfach wird 
diese Formel fur die Alkalihalogensalze, wo s = 2 ist. Hier 
fallen die 3 ultraroten Eigenschwingungen v~, v~,· v~ zu­
sammen, und die 3 Einsteinschen Glieder werden daher 
einander gleich. Fuhrt man noch die weitere Naherung 
ein, daB man die 3 verschiedenen GroBen Xi in den Debye­
schen Gliedern durch einen Mittelwert X ersetzt, so folgt: 

Cv ~ -HD(x) + E(x)}. 

Dabei gilt fur x die Formel (58), wenn man nur dort qi 
durch einen Mittelwert q ersetzt, den man etwa nach der 
eben zitierten Methode von HoPI und Lechner berechnen 

kann. x dagegen ist nach (54) = :~, wo pO die ultrarote 

Eigenschwingung des Kristalls (flir lange Wellen) ist, die 
sich aus der Dispersion im Ultrarot oder aus der Rest­
strahlenwellenlange bestimmt. 

Die Formel (64) ist schon vor Born von W. Nernst151) 

aufgestellt worden, allerdings auf Grund einer heute nicht 
mehr haltbaren Annahme. Nernst ging namlich von der 
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Vorstellung aus, daB z. B. beim Steinsalz die NaCl-Molekiile 
in den Gitterpunkten sitzen, und daB der allgemeinste 
Schwingungszustand des Gitters durch Dbereinanderlage­
rung zweier Bewegungsarten entsteht: erstens der Schwin­
gungen des ganzen MoIekiiIs im Gitterverbande, die ein 
Debyesches Glied Iiefern, zweitens der intramolekularen 
Schwingungen der beiden Atome, die, nahezu mono chroma­
tisch, zu einem Einsteinschen Gliede fiihren. Die Dber­
einstimmung der Born-Nernstschen Formel (64) mit den 
experimentellen Daten ist bei NaCl und KCI nicht sehr 
befriedigend, beim AgCl, das demselben Kristalltypus an­
gehort, weit besser152). Den Grund hierfiir sieht E. Schro­
dinger153) in dem zu weitgehenden Naherungscharakter 
der Forme1 (64). 

SchlieBlich ist auch die Thirringsche Formel (62) durch 
Thirring seIbst154) fiir N aCl, KCI und, unter gewissen 
Vernachlassigungen, auch fUr CaF2 und FeS2 einer Priifung 
unterzogen worden. Unter Beriicksichtigung der Tempe­
raturabhangigkeit der Elastizitatskonstanten (die allerdings 
infolge ihres interpolatorischen Charakters als unsicher 
und provisorisch anzusehen ist) erhielt er gute Dberein­
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung. 1m An­
schluB an die Thirringsche Forme1 hat endlich auch Born155) 

fUr den Diamanten die Atomwarme berechnet und mit 
der Erfahrung verglichen. Da hier jedoch die Elastizitats­
konstanten unbekannt waren, so verfuhr Born in der Weise, 
daB- er fUr mehrere Moglichkeiten die Kurven der Atom­
warme auswertete, und unter ihnen diejenige als die giin­
stigste auswahlte,die sich den Beobachtungen am besten 
anschmiegte. Aus dieser giinstigsten Kurve konnten dann 
die ElastizWitskonstanten des Diamants abgelesen werden. 
So ergab sich z. B. fiir die Kompressibilitat der Wert 



75 

0,63' ro- 12 [cm2] in befriedigender Ubereinstimmung mit 
Dyn 

dem von W. Richards gemessenen (wahrscheinlich zu kleinen) 

Wert 0,5' 10- 12 [~~:]. 
Aus alledem sieht man, daB die Priifungsm6gIichkeiten 

der Born-Karmanschen Theorie der Atomwarme, teils in­
folge der groBen rechnerischen Schwierigkeiten, teils in­
folge der mangelhaften Kenntnis des elastischen Ver­
haItens der KristalIe, noch recht diirftig sind, so daB einst­
weilen die viel handlichere Debyesche Formel (eventueli 
mit Zusatz Einsteinscher Glieder) Ieistungsfahiger erscheint. 
Wenn trotzdem der Born-Karmanschen Gittertheorie hier 
ein so breiter Raum gewidmet wurde, so war dafiir die 
Uberzeugung maBgebend, daB diese Theorie weit tiefer 
als die Debyesche in den Kern der Sache eingedrungen ist. 
Denn ohne ein genaueres Eingehen auf die Gitterstruktur 
und ihre Dynamik muB zweifellos die Erkenntnis vom 
Wesen des festen Zustandes Iiickenhaft bleiben. 

§ I I. Die Zustandsgleichung des festen Korpers. 

1m AnschIuB an die neue Entwickelung der Lehre von 
den Atomwarmen ist von mehreren Forschern, hauptsach­
Iich von E. Griineisen166), S. Ratnowski167 ) und P. Debye168 ) 

eine Theorie des festen Zustandes ausgearbeitet worden, 
mit dem ZieI, der kinetischen Theorie der Gase eine kine­
tische Theorie der Festk6rper an die Seite zu stellen. Eins 
der Hauptprobleme ist dabei die Aufstellung der "Zu­
standsgIeichung", d. h. einer BeziellUng zwischen Druck (P), 
Volumen (V) und Temperatur (T), eine Aufgabe, die nach 
den Lehren der Thermodynamik als geI6st anzusehen ist, 
sobald etwa die "freie Energie" F des K6rpers als Funk-



tion von Temperatur und Volumen bekannt ist159). Dann 
folgt z. B. der Druck aus der einfachen Gleichung: 

die, als eine Beziehung zwischen p, V und T unmittelbar 
die Zustandsgleichung liefert. 1st diese bekannt, so be­
herrscht man quantitativ das Verhalten des Korpers fUr 
aIle moglichen Zustandsanderungen. Z. B. ergeben sich 
Ansdehnungskoeffizient 1X und Kompressibilitat u aus den 
gelaufigen Formeln: 

I (BV) U=-- -
V Bp T 

(66) 

(Vo das Volumen beim Nullpunkt.) 
P. Debye160) hat nun als erster darauf aufmerksam ge­

macht, daB das Modell des festen Korpers, so wie es der 
Atomwarmentheorie von Einstein, Debye und Born-Karman 
zugrunde liegt, zu weitgehend ideaIisiert sein muB: Dieser 
idealisierte feste Korper besitzt namlich, wie man 
leicht einsieht, den A usdehn ungskoeffizienten o. 
In der Tat: wenn, wie bisher stets vorausgesetzt, die Krafte, 
die die einzelnen Atome in ihre Gleichgewichtslage zuriick­
ziehen, den ersten Potenzen ihrer gegenseitigen Ab­
standsanderungen proportional sind (quasielastischer An­
satz, Hookesches Gesetz), so fiihren die Atom~ hei ihrer 
Warmebewegung symmetrische Schwingungen urn diese 
Ruhelagen aus. Gilt diese Annahme, namIich das Hooke­
sche Gesetz, fUr aIle Temperaturen, so muB das mittlere 
Volumen des Korpers - d. h. dasjenige Volumen, das er 
besitzt, wenn gerade alle Atome in ihrer Ruhelage sind -
bei der Warmebewegung ebensooft iiberschritten wie unter-
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schritten werden, so groB auch die Amplituden der Warme­
schwingungen werden mogen. Erwarmt man daher den 
Korper vom Nullpunkt aus, bei dem er das Volumen Vo 
besitze, und nimmt an, daB aIle Atome beim NuIlpunkt 
ruhen, so wird sein mittIeres Volumen bei beliebiger Tem­
peratur ebenfalls gleich Vo sein. Der Korper verandert also 
mit steigender Temperatur sein beobachtbares, mittleres Vo­
lumen nicht, sein Ausdehnungskoeffizient ist daher o. Will 
man das wirkliche VerhaIten der festen Korper, namlich 
die Warmeausdehnung, so wie sie uns tausendfaItige Er­
fahrung gezeigt hat, darstellen, so muB man nach Debye 
notwendigerweise das Hookesche Kraftgesetz durch Hinzu­
nahme hoherer Potenzen der Abstandsanderungen ver­
allgemeinern. Dann werden die Schwingungen der Atome 
unsymmetrisch, und es tritt eine mit wachsender 
Schwingungsenergie zunehmende Verlagerung ihrer Ruhe­
lage ein. Richtet man die Verallgemeinerung des Hooke­

schen Gesetzes so ein, daB zur Annaherung der Atome 
aneinander ein groBerer Kraftaufwand notig ist, als zur 
VergroBerung ihres Abstands, so geschieht die Verlagerung 
der Ruhelage in der Richtung, daB mit zunehmender 
Schwingungsenergie, d. h. zunehmender Temperatur, die 
gegenseitigen Abstande der Atome wachsen, der Korper 
also sein Volumen vergroBert. In diesem Sinne hat 
Debye die Theorie erweitert. Dnter anderem ergibt sich 
dabei der schon fruher von Gruneisen161) abgeleitete Satz, 
daB bei hinreichend tiefen T~mperaturen der thermische 
Ausdehnungskoeffizient !X der spezifischen Warme propor­
tional ist. Auch die sehr geringe Veranderlichkeit der 
Kompressibilitat mit der Temperatur wird durch Debyes 
Theorie gut wiedergegeben. 



§ 12. Die Warmeleituog des festeo Korpers oach Debye. 

Hiermit ist jedoch die Bedeutung der Debyeschen Er­
weiterung keineswegs erschapft. Vielmehr zeigte es sieh, 
daB noch ein anderes wichtiges Erscheinungsgebiet diese 
Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes forderte, nam­
lich die Warmeleitung. 1m idealisierten festen Karper, 
wo die elastischen Krafte dem Hookeschen Gesetz ge­
horchen, werden sich die elastischen Wellen ungestart 
iiberlagern und den ganzen Karper ohne Schwachung 
durcheilen. Denkt man sich den idealisierten Karper etwa 
als horizontale unendlich ausgedehnte Platte von end­
Hcher Dicke und erteilt der obersten Atomschicht eine 
kraftige Bewegung (hohe Temperatur), wahrend man die 
unterste Atomschicht in Ruhe (d. h. auf der Temperatur 0) 
halt, so geht dauernd ein elastischer Energiestrom (Warme­
strom) von oben nach unten. Ein Energiegefalle (Tem­
peraturgefalle) jedoch existiert in der Platte nicht, da in­
folge des ungedampften Charakters der Wellen die mittlere 
Energiedichte iiberall die gleiehe ist. Da nun allgemein 
die Warmeleitfahigkeit gleich dem Warmestrom dividiert 
durch das Temperaturgefalle ist, so folgt, daB der ideali­
sierte feste Karper eine unendlich hohe Warme­
leitfahigkeit besitzt. Anders jedoch, wenn man in der 
geschilderten Weise das Hookesche Gesetz erweitert, also 
zum "realen" festen Karper iibergeht. Dann werden (:11-
folge der Abweiehung der Bewegungsgleichungen von der 
Linearitat) die Wellen im Karper nicht mehr ungestart 
iibereinander fortlaufen. Vielmehr wird eine einmal vor 
handene Schwingung, infolge der dadurch erzeugten Dichte­
schwankungen, die dariiber gelagerten Schwirrgungen staren, 
mit dem Erfolg, daB jetzt eine Zerstreuung und daher 
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eine Schwachung der Wellen beim Fortschreiten im 
K6rper entsteht, ganz ebenso, wie ein "triibes" Medium 
das durchgehende Licht zerstreut und schwacht. Daher 
bildet sich jetzt (in dem obigen Beispiel) ein Energieabfall 
in der Platte von oben nach unten, d. h. ein Temperatur­
gefalle. So gelangt man also fUr den realen K6rper zu 
einer endlichen Warmeleitfahigkeit. Die rechnerische 
Ausarbeitung dieser Vorstellungen fUhrte Debye162) zu dem 
Satz, daB die Warmeleitfahigkeit der Kristalle der 
absoluten Temperatur umgekehrt proportional 
is t (wenn man sich auf so hohe Temperaturen beschrankt, 
daB die klassische Statistik noch anwendbar ist). Dieses 
Resultat steht in bester Dbereinstimmung mit Beobachtungs­
ergebnissen von A. Euckenl63 ). 

§ 13. Die Elektronentheorie der Metalle und ihre Modifi­
kation durch die Quantentheorie. 

Sind schon in dem an sich iibersichtlichen Fall der Kri­
stalle die Verhaltnisse reichlich kompliziert, so wird die 
Sachlage noch schwieriger, wenn man zu den Metallen 
iibergeht, die ja im allgemeinen ein Konglomerat regel­
loser Kristallite darstellen. Besondere Tiicken offenbarten 
auch hier die Leitungsphanomene, namlich Warmeleitung 
und Elektrizitatsleitung. Nach den klassischen Theorien 
von P. Drudel64 ), E. Riecke165) und H. A. Lorentz166) werden 
diese Phanomene durch die freien Leitungselektronen 
bewerksteIIigt, die, gleich Gasmolekiilen, zwischen den 
festen Atomresten umherschwirren, bet ihren Zusammen­
stCiBen mit diesen Energie austauschen und so am Warme­
gleichgewicht teilnehmen. So erklart sich z. B. die 
Elektrizitatsleitung folgendermaBen: In einem gleichmaBig 
temperierten Metallstiick fliegen durch ein beliebiges Flachen-
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element im Laufe einer Sekunde durchschnittlich ebensoviel 
Elektronen in der einen wie in der entgegengesetzten Rich­
tung. Daher findet also durch das FHichenelement im Mittel 
kein Transport elektrischer Ladungen statt, d. h. es flieBt 
kein elektrischer Strom in dem Metallstiick. Legt man 
aber jetzt an die Enden des Metallstiickes eine Potential­
differenz an, so besteht ein elektrisches Feld im Metall, 
und dieses Feld erteilt den Elektronen auf ihren "freien 
WegHingen" (d. h. auf den Wegen zwischen zwei Zusammen­
stoBen mit Atomen) eine gewisse ei nsei tige, zusatzliche 
Geschwindigkeit, die sich der regellosen Warmebewegung 
iiberlagert. ]etzt werden also durch das Flachenelement 
im Laufe der Sekunde durchschnittlich mehr Elektronen 
in der einen, als in der entgegengesetzten Richtung laufen, 
und zwar (da die Elektronen negative Ladung tragen, 
also dem Feld entgegenlaufen) mehr Elektronen in 
der dem Feld entgegengesetzten Richtung. Wir ha:ben also 
jetzt einen elektrischen Strom im Metall. Die rechneri­
sche Durchfiihrung dieser einfachen Vorstellung liefert 
fUr die elektrische Leitfahigkeit a des Metalls den Aus-
druck167) : 

9C e2 l 
a=~-. 

zmq 

Dabei ist 9C die Zahl der Elektronen pro Volumeinheit, 
e und m Ladung und Masse der Elektronen, q ihre durch­
schnittliche Geschwindigkeit und l ihre mittlere freie Weg­
Hinge. Schreibt man den Ausdruck (67) in der Form: 

9C e2 l q 
a= , 

4· tmq2 
(67 a) 

so darf man nach den Annahmen der klassischen Theorie 
die mittlere kinetische Energie t m q2 der Elektronen 
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durch ! k T ersetzen. Denn, da - wie vorausgesetzt -
die Elektronen am Warmegleichgewicht teilnehmen, so 
gilt fur ihre Bewegung der Satz von der gleichmaBigen 
Verteilung der kinetischen Energie, der jedem der 3 Frei­
heitsgrade des Elektrons die Energie l k T zuerteilt. So 
gewinnt man die Formel: 

IR e2 l q 
(J= 6kT 

Analog folgt aus Drudes Theorie fur den Kpeffizienten 
der Warmeleitung168): 

r = tlRklq, (68) 

so daB eine Kombination beider Formeln zu der fund a­
mentalen Beziehung 

(69) 

fuhrt, die das Gesetz von Wiedemann-Franz und Lorenz169) 

ausspricht: Das Verhaltnis der Leitfahigkeiten fur 
War me und Elektrizitat hat bei allen reinen Me­
tallen denselben Wert und ist der absol uten Tem­
peratur proportional. 

So schien aUes in bester Ordnung. Die klassische Theorie 
schien auch hier mit groBem Erfolg gearbeitet zu haben, 
und der Gleichverteilungssatz feierte Triumphe. Doch bei 
naherem Zusehen wurden Lucken art dem scheinbar festen 
Bau offenbar, und schwerwiegende Zweifel stellten sich 
ein. Wenn namlich wirklich die freien Elektronen am 
Warmegleichgewicht teilnehmen und daher bei der gleich­
maBigen Verteilung der kinetischen Energie auf alle Frei­
heitsgrade ihren voUen Anteil fIR k T (pro Volumeinheit) 
beanspruchten, so muBte dieser Energieanteil sich in der 

Rei c he, Quantentheorie. 6 



82 

Atomwarme des Korpers deutlich bemerkbar machen, 
und zwar mit dem Betrage -191* k, wenn 91* die Zahl 
der Elektronen im Grammatom bedeutet. Eine solche 
ErhOhung der Atomwarme bei Metallen gegenuber den 
Nichtmetallen (die keine oder nur verschwindend w~nig 
freie Elektronen enthalten) ist aber nie beobachtet worden. 
Man hatte dieser Schwierigkeit ausweichen k6nnen durch 
die Annahme, daB die Zahl der freien Elektronen pro 
Volumeinheit klein ist gegenuber der Zahl der Atome pro 
Volumeinheit, so daB ihr Beitrag zur Atomwarme relativ 
gering ist. Dann aber hatte man nach (67b) viel geringere 
Leitfahigkeiten zu erwarten, als uns die Erfahrung zeigt; 
es sei denn, daB man fur die freien Weglangen unwahr­
scheinlich groBe Werte annimmt170). 

Ferner hatte ja H. A. Lorentzl71) , wie wir gesehen 
haben, gezeigt, daB die Metalle, unter Voraussetzung 
des Gleichverteilungssatzes fur die Elektronenbewegung, 
im langwelligen Gebiet nach dem Rayleighschen Gesetz 
strahlen, wahrend man unbedingt, besonders bei tiefen 
Temperaturen, eine dem Planckschen Gesetze folgende 
Strahlung erwarten muBte. 

Auch die berechnete Abhangigkeit der Leitfahigkeit 
von der Temperatur lieG sich bei hohen Temperaturen 
nur durch besondere Annahmen, bei tiefen Temperaturen 
uberhaupt nicht mit den Beobachtungsergebnissen in Ein­
klang bringen. Bei hohen Temperaturen namlich wachst 
erfahrungsgemaB der Widerstand der Metalle proportional 

der Temperatur, a also nimmt wie ; abo Dies ist mit (67b) 

nur dann vereinbar, wenn aas Produkt 9( I q von der Tem­
peratur unabhangig ist. Nimmt man z. B. mit J. ].- Thom­
son172) an, daB 9( proportional y T wachst, so muB, da q 



I 
ebcnfalls iT proportional ist, I wie T abnehmen, eine 

Hypothese, die, wie wir gleich sehen werden, in neuerer 
Zeit von verschiedenen Forschern vertreten wird. 

LieB sich so durch spezielle Annahmen bei hohen Tem­
peraturen die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und 
Beobachtung noch allenfalls erzwingen, so erwies sich 
wiederum das Gebiet tiefer Temperaturen als die Achilles­
ferse der Theorie. Hier hatten namlich die im Leydener 
Kaltelaboratorium angestellten Versuche von H. Kamer­
lingh-Onnes173) gezeigt, daB der Widerstand der Metalle 
bei ~ehr tie fen Temperaturen (die Versuche konnten bis 
1,6 0 abs. ausgedehnt werden 1) ganz auBerordentlich stark 
abfallt und schon vor Erreichung des Nullpunktes prak­
tisch verschwindet. Jedenfalls kann der Widerstand nicht, 
wie aus Formel (67b) nach dem eben Gesagten folgt, nur 
der ers te n Potenz der T~mperatur proportional sinken; 
vielmehr liegt hier zweifellos ein Abfall nach einem hOheren 
Potenzgesetz vor. DaB in diesem Gebiete tiefer Tempera­
turen auch das Wiedemann-Franzsche Gesetz seine Giiltig­
keit verliert, ist durch Versuche von C. H. Lees174 ) und 
W. Mei/1ner175 ) erwiesen. 

Urn allen diesen Schwierigkeiten zu entgehen, rief man 
auch hier die Quantentheorie als Retterin herbei, und suchte 
sie, in verschiedenster Einkleidung, mit der bestehenden 
Theorie zu verschmelzen. Einen ersten VorstoB wagten 
W. Nernst176) und Kamerlingh-Onnes177 ) , indem sie, in 
direktem AnschluB an die Form des Planckschen Energie­
ausdrucks (9), empirische Formeln fUr den Widerstand 
der Metalle angaben, die den Temperaturverlauf dieser 
GroBe befriedigend darstellten. Eingehendere Theorien 
schufen F. A. Lindemann178 ) und W. Wien 179). Linde-

6* 



mann akzeptiert in seiner ersten Arbeit ]. ]. Thomsons 
Hypothese, nach der 9C proportional zu fT ist, und behalt 
fUr die Elektron.enbewegung den Gleichverteilungssatz bei, 
so daB auch q proportional zu yT wird. Dann geht die 

Tempera turabhangigkeit des Widerstandes~ nach 
a 

(67b) ganz auf das Konto der freien WegHinge 1. 
Diese aber ist, nach bekannten gastheoretischen Betrach­
tungen, urn so groBer, je kleiner die "Wirkungssphare" 
der Metallatome ist; denn die Elektronen konnen urn so 
groBere Wege frei, d. h. ohne ZusammenstoB durchlaufen, 
je weniger ausgedehnt die Hindernisse sind, die sich ihnen 
entgegenstellen. Das neuartige der Lindemannschen Be­
trachtung ist nun der Umstand, daB er den Radius der 
Atomwirkungssphare in Beziehung setzt zu der Schwingungs­
amplitude der Atome bei ihrer Warmebewegung. Denn 
es ist ja ohne wei teres ersichtlich, daB die Atome bei dieser 
Warmebewegung im Laufe der Zeit einen urn so groBeren 
Raum bestreichen werden, daB also ihre Wirkungssphare 
urn so groBer sein wird, je groBer ihre Schwingungsampli­
tude, d. h. je hOher die Temperatur ist. So wird also die 
freie Weglange zu einer Temperaturfunktion, indem sie 
'zur Schwingungsenergie der Atome in· Beziehung tritt. 
Fur diese aber setzt Lindemann den quantentheoretischen 
Wert (33) ein und findet so fur den Widerstand die F ormel180) : 

A2 zAB B2 
~ + 11!!i + , 

e kT _ r r ekT_r 

(70 ) 

wo y die Schwingungszahl der Atome bedeutet (mono­
chromatische Theorie I), A und B Konstanten sind. Fur 
hohe Temperaturen wird dann in der Tat W der Tem-



peratur T proportional, fUr tiefe Temperaturen taUt Wex-
hv 

ponentiell, wie e - 2kT auf einen konstanten Wert B2 abo 
Mit Hilfe dieser Formel vermag zwar Lindemann die Beob­
achtungen recht gut darzustellen (die Formel enthiilt aller­
dings 2 verfUgbare Konstanten!); aber, da am Gleichver­
teilungssatz fUr die Elektronen festgehalten wird, so bleibt 
die Schwierigkeit der zu groBen Atomwarmen und der 
Rayleighschen Strahlung bestehen. Auch vermag diese 
Theorie die Abweichungen von Wiedemann-Franzschen 
Gesetz bei tiefen Temperaturen nicht zu erklaren; denn 
die freie Weglange l - die einzige von T abhangige GroBe, 
die in a auftritt - faUt ja aus der Formel (69) ganz heraus. 

Viel radikaler als Lindemann ging W. Wien vor. Urn 
den Beitrag der Elektronen zur Atomwarme - diesen 
wunden Punkt aller Theorien, die mit dem Gleich'ver­
teilungssatz arbeiten - ein fUr aUemal aus der Welt zu 
schaffen, nahm er an, daB die Elektronen am Warme­
gleichgewicht nich t teilnehmen, sondern eine von der 
Temperatur unabhangige Geschwindigkeit q besitzen. Auch 
die Zahl der Elektronen pro Volumeinheit (1)1) setzt er 
fUr alle Temperaturen gleich. Dann ist nach (67) der Tem-

peraturverlauf von ~ wiederum nur durch die Temperatur-
a 

abhangigkeit der freien Weglange l bestimmt, die Wien 
in ahnlicher Weise, wie Lindemann, mit der Schwingungs­
energie der Metallatome verkniipft, allerdings unter Beriick­
sichtigung des voUstandigen elastischen Spektrums nach 
Debye. So erhalt er fUr den Widerstand die Formel: 

ivm vdv 
W = const hv 

ekT - I 
o 

(7 I ) 
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Fur hohe Temperaturen liefert diese Formel die Beziehung: 
W = const T, also Proportionalitat mit der Temperatur. 
Fur tiefe Temperaturen folgt: W = const T2, d. h. ein 
parabolischer Abfall. Die Beobachtungen werden durch 
Wiens Formel recht gut dargestellt. Aber unbefriedigend 
bleibt bei alledem die Tatsache, daB man ohne neue Hypo­
thesen auf diesem Wege nieht zu einer Theorie der Warme­
leitung, und damit nieht zum Wiedemann-Franzschen Ge­
setz, gelangt. Denn durch die Forderung, daB die Be­
wegung der Elektronen ganz unabhangig von der Tem­
peratur erfolgt, hatte Wien die M6glichkeit unterbunden, 
den Transport des Warmestroms eben falls den Elektronen 
zuzuschreiben. 

Dieselbe Schwierigkeit taucht auch in einer neueren 
Arbeit von F. A. Lindemann181) auf, in der, im AnschluB 
an den Vorstellungskreis von Born und Karman, die An­
nahme eingeftihrt wird, daB - ebenso, wie die Atome 
in Kristall - a uch die Elektronen im Metall ein Gi tter 
bilden. Eine ahnliche Hypothese hat auch F. Haber181a) 

gemacht. Die Elektrizitatsleitung besteht dann darin, daB 
dieses Elektronengitter sieh als nahezu starres Gebilde 
gegen das Atomgitter verschiebt und so durch das Metall 
wandert.. Dieses Modell hat mancherlei Vorzuge: Da bei 
der Warmebewegung, an der das Elektronengitter nattir­
lich teilnimmt, die. Gitterschwingungen der Elektronen, 
infolge ihrer kleinen Masse, auBerordentlich schnell erfolgen 
(hohe Schwingungszahlen), so liefem, nach Plancks Energie­
formel, diese Schwingungen, d. h. die Elektronen, keinen 
nennenswerten Beitrag zur Atomwarme. Auch die bei 
tiefsten Temperaturen beobachteten abnorm hohen Leit­
fahigkeiten (Supra-Leitfahigkeit) lassen sieh, im AnschluB 
an fruhere Betrachtungen J. Starks 182) , zwanglos durch die 



Vorstellung erklaren, daB bei diesen tiefsten Temperaturen, 
wo das Atomgitter nahezu in Ruhe ist, das Elektronen­
gitter fast ohne Widerstand durch die Lucken des Atom­
gitters gleitet. 

Mit ahnlichen Vorstellungen wie Lindemann arbeitd 
auch G. Borelius183) in einer kiirzlich erschienenen kleinen 
Skizzc. 

Endlich sei hier noch eine Arbeit von K. Herzleld 184 ) 

zitiert, die - im.:Gegensatz zu den vorangehenden Unter­
suchungen - mehr phanomenologisch vorgeht, ohne ein 
lJestimmtes Modell zugrunde zu legen. Setzt man namlich 
in dem Ausdruck von a und y [Formel (67) und (68)] die 
Energie E =t m q2 der Elektronen in Evidenz, durch die 
formale Umschreibung185): 

so folgt: 

91 e2 l 
a=-----

2V-ZmE 

,,= J,IJUV~E dE 1 
I.., m dT 

" 4 dE -'--=-·E­
a 3 e2 dT 

(72 ) 

als Ausdruck des Wiedemann-Franzschen Gcsetzes. Herz­
leld zeigt nun an Hand der Beobachtungen, daB man die 
Formel (73) gut mit den Messungsergebnissen in Dber­
einstimmung bringen kann, wenn man fUr Eden Planck-

schen Ausdruck ~ -h h -Y- setzt. (Der Faktor t ist hier 
2 ~ 

ekT - I 

eingefUhrt, weil die Elektronenenergie nur kinetischer Natur 
ist.) Die hier zu benutzenden y-Werte stehen jedoch in 
keinem erkennbaren Zusammenhang mit den Atomschwin-
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gungszahien. - In analogen Bahnen bewegt sich auch 
eine Abhandlung von F. v. Hauer186). 

Dberblickt man das ganze Gebiet der Elektrizitats­
und Warmeleitung in M~talIen, so erkennt man, daB hier 
noch nicht das Ietzte Wort gesprochen worden ist, und 
daB es zur endgiiItigen Klarung der auBerordentIich kompIi­
zierten VerhaItnisse noch miihevoller Arbeit bedarf. ZweifeI­
los aber wiirde auch fUr die Theorie viel gewonnen sein, 
wenn in Zukunft die Beobachtungen nach Mi:iglichkeit 
nicht mehr an den kristallinischen Aggregaten, sondern 
an reinen, einheitIichen Metallkristallen angesteIIt 
wiirden. 

V. Das Eindringen der Quanten in die Gastheorie. 

§. I. Die Rotationswarme zweiatomiger Gase nach der 
Quantentheorie. 

Wahrend so die MoIekuIartheorie des festen Zustands 
aus der Quanteniehre neue Nahrung gewann, konnte auch 
die kinetische Gastheorie nicht mehr vor dem Eindringen 
der neuen Anschauungen bewahrt bleiben. Schon frlih 
hatte W. Nernst187 ) darauf hingewiesen, daB bei der Rota­
tion zwei- und mehratomiger Gasmolekiile Quanteneffekte 
zu erwarten seien, ebenso bei den Schwingungen der Atome 
im Molekiil. Nehmen wir als Beispiel den zweiatomigen 
Wasserstoff, dessen Molekiil wir uns provisorisch als starre 
"HanteI" (siehe Fig. 6) denken ki:innen. Die Hantel­
knopfe sind dabei die Wasserstoffatome, der Hanteistiel 
stellt ihre chemische Bindung dar. Ein soIches Molekiil 
besitzt bekanntlich auBer seiner fortschreitenden Bewegung 
(3 Freiheitsgrade) noch die Mi:iglichkeit, um eine zur Ver­
bindungslinie der Atome senkrechte Achse zu rotieren 
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(2 Freiheitsgrade, entsprechend den beiden in der Figur 
punktierten Rotationsachsen). Die Rotation urn die Ver­
bindungslinie der Atome kommt - wenn man Boltzmanns 
Vorstellung der absolut starr,ep, glatten Atome akzeptiert 
- fUr den Energieaustausch bei den Zusammenst6Ben, 
und daher fur die Verteilung der Energie auf die einzelnen 
Freiheitsgrade, nicht in Frage; denn diese Rotation kann 
durch die Zusammenst6Be nicht geandert werden. Vom 
neueren Quantenstandpunkt aus betrachtet - der die 
"Starrheit" und "Glatte" 
als eine unberechtigte 
Idealisierung verwirft -
liegt die Sache so: Das 
Tragheitsmoment des Mo­
lekuls bezuglich der Ver­
bindungslinie der Atome 
ist auBerordentlich klein, 
verglichen mit dem Trag­
heitsmoment bezuglich 
einer dazu senkrechten 
Achse. Nun erfolgen aber 
bekanntlich, bei gleicher 

H • ... /1 
/ I 

// I 
/ I 

" I 
I 
I 
I 
I 

Fig. 6. 

H • 

Energiezufuhr, die Rotationen, die urn die Achsen mit klei­
nem Tragheitsmoment vor sich gehen, sehr viel schneller als 
die Rotationen urn die Achsen groBer Tragheitsmomente. 
Identifizieren wir daher die Rotationsumlaufszahlen mit 
Schwingungszahlen, und benutzen fur die Rotationsenergie 
den Planckschen Energieausdruck (was allerdings quanti­
tativ nicht streng ist), so zeigt uns eine schon mehrfach 
gebrauchte Argumentation, daB die Rotation urn die 
Verbindungslinie der Atome nur einen verschwin­
dend geringen Energieanteil besitzt. Aus dem-
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selben Grunde (hohe Syhwingungszahlen) kommen auch die 
Freiheitsgrade, die den Schwingungen der Atome im Molekiil 
entsprechen, erst bei hohen Temperaturen in Betracht. 
Nach alledem folgt aus der klassisehen Statistik fUr die 
mittl.ere Rotationsenergie des Wasserstoffmolekiils der 

Wert 2· k T = k T , also pro Grammolekiil: N k T = R T. 
2 

Daher ist der von der Rotation herriihrende An-

teil der Molekularwarme = R, alsoetwa1,98 [~:~o;], 
unabhangig von der Temperatur. In krassem Wider­
sprueh hierzu fand A. Eucken188 ) experimentell, daB del' 
Rotationsanteil der Molekularwarme des Wasserstoffes nur 
bei hohen Temperaturen den Wert R besitzt, den die 
klassisehe Theorie fordert. Dagegen nimmt er beim Dber­
gang naeh tiefen Temperaturen allmahlieh ab und strebt bei 
Annaherung an den absoluten Nullpunkt asymptotisrh dem 
Werte Null zu. In unmittelbarer Naehbarsehaft des 
a bsol u ten N ull pun kts verhalt sieh also der Wasser­
stoff wie ei n ei na tomiges Gas. Euckens Ergebnis wurde 
dureh Versuehe von K. Scheel und W. Heuse189) bestatigt, 
die allerdings nur die Werte der Molekularwarme fUr 3 Tem­
peraturen (920 abs., 197-0 abs., 2890 abs.) ma~en.Dieser 
AbfaH der Rotationswarme ist ohne Zweifel ein Quanten­
cffekt, ahnlieh wie der AbfaH der Atomwarme fester Ki:irper. 

Der erste Vel'sueh, dieses Phanomen theoretiseh zu 
bereehnen, riihrt von A. Einstein und O. Stern 190) her, 
die folgendermaBen vorgingen: Sind J und 'I' Tragheits­
moment und Umlaufszahl (pro Sekunde) des Molekiils, so 
ist seine Rotationsenergie: 

J Er = -. (2;rry)2 
2 



Macht man jetzt die vereinfachende Annahme, daB alle 
Molekiile mit derselben mittleren Umlaufszahl v rotieren, so 
kann man fur die entsprechende mittlere Rotationsenergie 

if, = L (2 Jl V)2 (75) 
2 

den quantentheoretischen Wert einfUhren191): 

hi! 
E, = h;;;-- (nach Plancks 1. Theorie) (76) 

ocler 
ekT - I 

, hi! hv 
[\r = h,'--- + 2 (nach Plancks II. Theorie).. (77) 

ekT - I 

Aus (76) oder (77) folgt, in Verbindung mit (75), v als 
Funktion von T, und, durch Einsetzen dieses Wertes in 

(75), Er als Funktion von T. Bildet man schlieBIich ~fr 
und multipliziert mit der Avogaaroschen Zahl N, so cr­
halt man den gesuchten Rotationsanteil der Molekular­
warme, in seiner Abhangigkeit von der Temperatur. Dabei 
zeigte sich, daB nur unter Benutzung des Ausdrucks (77) 
fUr E, ein befriedigender AnschluB an Euckens Messungen 
zu gewinnen war, was Einstein und Stern damals als ein 
Argument fUr die Existenz einer Nullpunktsenergie cr­
klarten. Indessen muB betont werden, daB diese Theoric 
nur als ein erster, orientierender Versuch angesehen werden 
kann, der strengeren Anforderungen nicht genugt. Denn 
die benutzte Plancksche Energieformel (76) oder (77) gilt, 
ihrer ganzen Ableitung nach, nur fUr Gebilde, deren Schwin­
gungszahl 'V eine konstante, von der Temperatur unab­
hangige GroBe ist. Rier dagegen wurde mit einer mittleren, 
temperaturabhangigen Umlaufszahl i! gerechnet. 
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Auf strengerer Grundlage baute P. Ehren/esP92) im 
Jahre 1913 eine Theorie der Rotationswarme auf. Dabei 
muBte er sich allerdings auf Gebilde von ei ne m Freiheits­
grad, d. h. auf Rotationen des Molekiils urn feste Achsen, 
beschranken, da damals eine Erweiterung der Quanten­
hypothese fUr mehrere Freiheitsgrade noch nicht vorlag. 
Der in dieser Weise erhaltene Ausdruck der Rotations­
warme wurde dann, urn den beiden Freiheitsgraden Rech­
nung zu tragen, einfach mit 2 muItipliziert, ein zwar nahe­
liegendes, aber nicht gerechtfertigtes Verfahren. Ehren/est 
ging bei seiner Rechnung direkt von der urspriinglichen 
Formulierung der Quantephypothese aus, nach der die 
Energie der linearen Oszillatoren nur ganze Vielfache von 
h'l' betragen darf, und forderte dementsprechend, daB die 
Rotationsenergie des Gebildes von einem Freiheitsgrad 

(feste Achse) nur ganze Vielfache von h'l' betrage. Der Fak-
2 

tor t tritt hier deshalb auf, weil die Rotationsenergie - im 
Gegensatz zur Schwingungsenergie des Oszillators - nur 
kinetischer Natur ist. Die Ehren/estsche Forderung lautet 
also nach (74): 

J h'l' 
(n = 0, I, 2, 3, ... ) (78) Er = - (2 :n; '1')2 = n • -

2 2 

daher nh 
'I'n = 4:n;2 J (n = 0, I, 2, 3, ... ) (79) 

und durch Einsetzen in (78) : 

2 h2 E,n)=_n __ (n = 0, I, 2, 3, ... ) (80) 
r 8:n;2 J 

Danach konnen also die Molekiile nur mit ganz 
bestimmten, diskreten Umlaufszahlen 'I'n rotieren 
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und entsprechend auch nur eine Reihe dis-kreter 
Rotationsenergien E~) annehmen, ganz im Sinne 
der ersten Planckschen Quantentheorie. Bemerkenswert 
ist dabei, daB diese diskreten Rotationsenergien sich wie 
die Quadrate der ganzen Zahlen verhalten, wahrend die 
Energien des Planckschen Oszillators den ganzen Zahlen 
selbst proportional sind. 

Mit der Auffindung der diskreten Energiewerte (80) 
ist der dynamische Teil des Problems erledigt. Gefragt 
ist aber nach der mittleren Energie £r einer Gesamtheit 
von N gleichartigen Molekiilen. Hier beginnt also der 
zweite, statistische Teil der Rechnung. Bezeichnet'wn 

die Wahrscheinlichkeit dafUr, daB bei der Temperatu;~ T 
ein Molekiil die Rotationsenergie E~n) besitzt, (wn ist also 
die im Sinne der Quantentheorie erweiterte "Verteilungs­
funktion"), so ist die mittlere Rotationsenergie eines Mole-

00 

kiils bekanntlich = ~ E~n) • wn . Multiplikation mit N und 
n=O 

Differentiation nach T liefert dann sofort die Rotations­
warme193). So erhielt Ehren/est fUr die Rotationswarme in 
ihrer Abhangigkeit von der Temperatur eine Kurve, die 
zwar bei tiefen Temperaturen, durch geeignete Wahl" der 
verfiigbaren Konstanten J (des Tragheitsmoments), mit 
den Messungen gut in Einklang zu bringen war, bei h6heren 
Temperaturen jedoch, vor Erreichen des klassischen Wer­
tes R, ein Maximum und ein darauffolgendes Minimum 
aufwies, die den vorliegenden Beobachtungen nicht ent­
sprechen. 

Auf eine wichtige Folgerung aus der Gleichung (79) 
sei hier noch hingewiesen, da sie bei dem weiteren Aus­
bau der Quantentheorie eine bedeutsame Rolle gespielt 
hat. Bildet man namlich den Drehimpuls [das Impuls-
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moment194] des Molekiils, also die GroBe p = ] . 2 n '/I, 
so folgt aus (79), daB nur die quantenmaBig ausgezeieh­
neten Werte: 

nh 
P .. = z;:; (n = 0, r, 2, 3, ... ) (81) 

des Impulsmoments existieren. Diese Beziehung laBt sieh 
aueh direkt aus der in (30) formulierten Theorie des Wirkungs­
quantums ableiten. Wahlt man namlich als allgemeine 
Koordinate q hier den Drehungswinkel cp, so ist der dazu 
gehOrige Impuls p bekanntlieh niehts anderes als der 
Drehimpuls195). Daraus ergibt sieh, da p von cp unab­
hangig ist: 

2,. 

f p", dcp ;= 2 n p", = n h 
o 

10 Obereinstimmung mit (8r). 

(82) 

Ebenfalls auf Grund der I. Plancksehen Theorie, 
d. h. der Vorstellung, daB die quantenmaBig ausgezeieh­
neten Umlaufszahlen '/I .. die einzig mogliehen sind, und unter 
Benutzung des Hantelmodells, hat kurzlieh der Verfasser196) 

im AnsehluB. an die moderne Weiterentwickelung der 
Quantentheorie die Reehnung fUr Gebilde von 2 Freiheits­
graden (freie Rotationsaehsen) exakt durehgefUhrt. Aueh 
diese strengere Methode lieferte fur die Rotationswarme 
unbrauehbare Kurven mit einem Maximum und einem 
darauffolgenden Minimum (ahnlich wie bei Ehren/est). 
Nur dureh besondere Nebenannahmen (Aussehaltung ge­
wisser Quantenzustande) lie Ben sich Kurven gewinnen, 
die mit waehsender Temperatur monoton anstiegen und 
sich den Beobaehtungen, jedenfalls in gewissem Umfang, 
gut anpaBten197). 
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Nicht viel befriedigendere Resultate erzielten diejenigen 
Untersuchungen, die ebenfaIls unter Benutzung des Hantel­
modeIls, aber auf Grund der II. Planckschen Theorie, 
angestellt wurden. Nach dieser Theorie sind die diskreten 
Werte 1'n der Umlaufszahlen nicht die einzig m6g1ichen, 
vielmehr kann das MolekUl mit allen Umlaufszahlen zwi-

w 

I 
I 
I 
I 

schen 0 und 00 rotieren und daher alle Werte der 
Rotationsenergie zwischen 0 und 00 annehmen, 
genau ebenso, wie der Plancksche Oszillator in 
Plancks II. Theorie. Die Besonderheit der quanten­

1>---1 
maBig ausgezeichneten Energiewerte (80) 
besteht hier in folgenden: Denkt man 

I I 
I I 

: i 
$---------, 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I; 
Fig. 7. 

sich die Energien Er als Ab­
szissen aufgetragen (Fig. 7), 
und als Ordinaten die dazu-

gehOrigen Wahrscheinlichkeiten w, so entsteht eine Tre p­
penkurve, deren Stufen gerade bei den Werten E~n) 
liegen. Die Wahrscheinlichkeit fUr das Auftreten eines 
beliebigen Wertes Er der Rotationsenergie ist also inner­
halb der Energiegebiete zwischen E~n) und E~n+l) 

konstant, springt aber an den Grenzen dieser 
Gebiete. Nach Plancks I. Theorie, die ja nur die 
Quantenwerte E~n) zulaBt, haben also nur die einge­
kreisten Punkte Bedeutung. Nur dort ist die Wahr­
scheinlichkeit iiberhaupt von 0 verschieden, wahrend aIle 
dazwischenliegenden Energiewerte die Wahrscheinlichkeit 0 

besitzen, d. h. eben nicht vorkommen. 



Auch hier ist, in Ermanglung der erweiterten Quanten­
theorie, das Problem zuerst fUr einen Freiheitsgrad (feste 
Rotationsachse) ge16st worden. Dbereinstimmend fanden 
E. Holm198) und J. v. Weyssenhoff199) fur die Rotations­
warme eine mono ton ansteigende Kurve, die bei tiefen 
Temperaturen sich den Beobachtungen gut anschmiegte, 
bei hoheren Temperaturen aber (von etwa I400 abs. ab) 
unzweifelhaft zu hoch verlief. 

Als aber nun die moderne Weiterbildung der Quanten­
hypothese fur mehrere Freiheitsgrade - die wir spater 
kennenlernen - vorlag, da konnte auch hier wieder die 
strengere Rechnung fUr freie Drehachsen, d. h. 2 Freiheits­
grade, durchgefuhrt werden. Diese Aufgabe wurde einer­
seits von M. Planck 200), andererseits von Frau S. Rots­

zayn201) in Angriff genommen, jeaoch in verschiedener 
Weise bearbeitet. Planck ging davon aus, daB dieses Pro­
blem zu der Klasse der sog. "entarteten" Probleme gehort. 
Damit ist folgendes gemeint: Das Molekul rotiert, wenn 
keine auBeren Krafte an ihm wirken, nach den Lehren 
der Mechanik, mit konstanter Umlaufszahl in einer raum­
festen Ebene. Die Stellung dieser Ebene im Raum muD 
jedoch - so argumentiert Planck - fUr den statistischen 
Zustand des Molekuls belanglos sein. Somit ist der Rota­
tionszustand des Molekuls im Sinne der Quantentheorie 
nur durch eine einzige GroBe, die Rotationsenergie, be­
stimmt. Trotzdem also das Problem, seiner Natur nach, 
urspriinglich ein Problem von 2 Freiheitsgraden darstellt 
- denn die Lage des Molekiils im Raum ist ja erst durch 
2 Winkel festgelegt - muB man es nach Planck quanten­
theoretisch dennoch wie ein Problem von nur ei ner 
Bewegungsfreiheit behandeln. Die beiden Freiheitsgrade 
verschmelzen gleichsam, sie sind "koharent". 
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1m Gegensatz hierzu geht Frau Rotszayn so vor, daB sie 
durch Hinzufiigen eines auBeren Kraftfeldes das Problem 
zu einem nichtentarteten macht und, nach vollendeter 
Uisung, das Kraftfeld bis zum Verschwinden verringert. 
Diese Methode, die auch der Verfasser in der oben zitierten 
Arbeit angewandt hat, scheint sich besonders dann zu emp­
fehlen, wenn man auf Grund der 1. Planckschen Theorie 
rechnet, in der die "entarteten" Falle durch eigentumliche 
Schwierigkeiten belastet sind. Der Erfolg entscheidet hier 
zugunsten der zweiten Methode. Wahrend namlich Planck 
eine K urve findeP02), die sich u be r den klassischen Wert 
bis zu einem Maximum erhe bt und dann von 0 ben her 
asymptotisch dem Werte R zustrebt - also nicht brauchbar 
ist -, liefert die.Rechnung von Frau Rotszayn eine monoton 
ansteigende Kurve, die sich fur tiefe und hahere 
Temperaturen den Messungen gut anschmiegt; 
nur der bei T = 197 0 abs. beobachtete Wert liegt um etwa 
10% zu niedrig 203). 

Wahrend die vorangehenden Untersuchungen aIle das 
"Hantelmodell" des Wasserstoffmolekiils zugrunde legen, 
das nur als eine provisorische, schematische Hilfskon­
struktion angesehen werden kann, hat im Jahre 1916 
P. S. Epstein 204) die entsprechenden Rechnungen an einem 
anderen, zuerst von N. Bohr 205 ) vorgeschlagenen Molekul­
modell durchgefiihrt. Dieses Modell des Wasserstoffmole­
kiils, auf das wir spater noch zu sprechen kommen, baut 
sieh aus zwei einfach positiv geJadenen Wasserstoffatomen 
auf, um deren Verbindungslinie 2 Elektronen, diametral 
einander gegenuber, auf einem bestimmten Kreise mit be­
stimmter Umlaufszahl rotieren (siehe Fig. 8). Da das 
Gleichgewicht in diesem rein elektrischen System durch 
das Spiel der Coulombschen und der Zentrifugalkdifte regu-

Rei c he, Quantentheorie. 7 
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liert wird, und der Radius des Elektronenkreises durch 
eine Quantenforderung bestimmt ist, so besitzt dieses 
Modell den Vorteil, daB aIle seine Dimensionen 
vollstandig festgelegt sind, so daB von einer 
freien Verfiigbarkeit des TragheitsmomentsJ 
hier keine Rede mehr ist. Den "Hantelknopfen" 
'entsprechen hier die beiden positiv geladenen Wasser­
stoffatome, den bisher betrachteten Drehungen des Mole­
kiils wiirden also diejenigen Bewegungen entsprechen, bei 
denen, das Molekiil urn eine zur Verbindungslinie der 

Fig. 8. 

Atome senkrechte Achse mit dem Tragheitsmoment ] 
rotiert. Hier aber tritt in aller Deutlichkeit die Drehung 
des Systems urn die Symmetrieachse (d. h. die Verbindungs­
linie der Atome) hinzu, die von der auBerordentlich schnellen 
Rotation der Elektronen herriihrt. Das Tragheitsmoment, 
das dieser Achse entspricht, ist infolge der sehr geringen 
Masse der Elektronen, sehr klein gegen J. Das ganze System 
besitzt offenbar, wenn man es angenahert als "starr" an­
sieht, die Eigenschaften eines symmetrischen Kreisels. 
Seine Bewegung ist daher, infolge seiner Eigendrehung urn 
die Symmetrieachse, keine Rotation, sondern die bekannte 
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"reguHire Prazession" 206). Von diesem Standpunkt aus hat 
Epstein das Problem behandelt, hat jedoch mit dem aus 
dem Modell selbst folgenden Wert des Tragheitsmomentes 207) 

] = 2,82.10- 41 bei tiefen Temperaturen keine 'Oberein­
stimm ung mit del' Erfahrung erzielt. Vermutlich 
beruht dieses Versagen darauf, daB das benutzte Molekul­
modell nicht der Wirklichkeit entspricht, und in der Tat 
werden wir spater sehen, daB sich begrundete Zweifel an 
der Richtigkeit des Bohrschen Modells erhoben haben. So 
muD man, wie leider oft in der Quantentheorie, auch hier 
gestehen, daB das wichtige Problem der Rotationswarme 
des Wasserstoffes seiner endgultigen Lasung noch harrt. 

§ 2. Das Bjerrumsche ultrarote Rotationsspektrum. 

In sehr interessanter Weise hat N. Bjerrum 208) die Be­
ziehung (79) auf die ultrarote Absorption mehratomiger 
Gasverbindungen angewandt. Diese Gase (z. B. HCI, HEr, 
CO, H20 = Dampf, dagegen nicht die elementaren 
Gase H2 , 02' N2 , C12) zeigen nach den Untersuchungen von 
S. P. Langley 209) ,F. Paschen 210) , H. Rubens211) , H. Rubens 
und E. Aschkinass 212) , H. Rubens und G. Hettner 213) , 
W. Burmeister 214) , Eva v. Bahr215) im kurz- und Iang­
welligen Ultrarot ausgedehnte Absorptionsbanden. Wahrend 
man die im langwelligen Ultrarot auftretende Absorption 
den rotierenden Molekulen zuschreibt, die, aus positiv und 
negativ geladenen Atomen zusammengesetzt, wie elektrische 
Doppelpole wirken und daher bei ihrer Drehung Strahiung 
emittieren und absorbieren, wies zuerst Bjerrum darauf hin, 
daB auch im kurzwelligen Ultrarot sich die Molekiilrotation 
bemerkbar machen ,musse. Existiert namlich eine in dieses 
Gebiet fallende line are Schwingung Yo der Ionen im Molekiil 
gegeneinander - und daher eine Absorption an dieser 

7* 
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Stelle -, und rotiert auBerdem das ganze Molekiil mit der 
Umlaufszahl '" , so entstehen durch die Zusammensetzung 
der Schwingung mit der Rotation bekanntlich 216) zwei 
neue Schwingungen (und damit zwei neue Absorptions­
stellen) bei den Schwingungszahlen "0 +'" und "0 -'" , 

symmetrisch zu beiden Seiten der Ionenschwingungszahl "0 . 

1m ganzen hat man dann also 3 Absorptionsstellen: ",; 
"0 -",; "0 +", , zu denen beim rotationslosen Zustand "0 
als vierte hinzutritt. Wenn nun aber -'nach der I. Planck­
schen Theorie - das Molekiil nur mit den diskreten Umlaufs­
zahlen "" [siehe (79)] rotieren kann, so ergibt sich sym­
metrisch zur urspriinglichen Absorptionsstelle 
" ="0 auf beiden Seiten je eine Reihe weiterer, 
diskreter, aquidistanter Absorptionsstellen: 

und 
l' = "0 + "" = "0 + n _h_ } 

4112 J 
, h . (n=I, 2, 3 .. ·) (83) 

" = 1'0 - ",. = "0 - n --
4112 J 

Diese diskreten, 'aquidistanten Absorptionsstellen sind nun 
in der Tat durch Eva v. Bahr beim Wasserdampf und 
Chiorwasserstoff gefunden und spater von H. Rubens und 
G. Hettner beim Wasserdampf noch genauer durchgcmessen 
worden. In einer mit groBen Mitteln ausgefiihrten Arbeit 
hat ferner kiirzlich E. S. Imes 217) nochmals die Halogen­
wasserstoffe (Hel, HBr, HF) eingehend untersucht und 
das Gesetz (83) fiir die Lage der Absorptionsstellen bestatigt. 
D a bei ze igt e si ch, daB die Mi ttellinie "0 s te t s 
fehlte. Vom Standpunkt der hier geschilderten Theorie 
hieBe das, daB der rotationslose Zustand nicht existiert, 
daB die Molekiile also stets rotieren (Nullpunkts­
rotation). 
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A. Eucken 218) , der die Resultate E. v. Bahrs, die damals 
die einzig vorliegenden waren, ausfiihrlieh diskutierte, schlo13 
aus der guten Dbereinstimmung zwischen Beobachtung und 
Rechnung auf die UngUltigkeit der II. Planckschen Theorie, 
da die Versuehe so>handgreiflich dafiir zu sprechen schienen, 
daB das MolekUl wirklich nur mit den diskreten Umlaufs­
zahlen Vn l'otieren konne. Jedoch ist dieser SchluJ3, \Vie 
M. Planck 219 ) in einer tiefgehenden Untersuchung zeigte, 
nicht biindig. Vielmehr kann man auch auf Grund seiner 
zweiten Theorie (stetige "klassische" Absorption, all e 
Umlaufszahlen moglich) iiberraschenderweise die Beobach­
tungen deuten. Dies merkwiirdige Ergebnis erkHirt sich so: 
Es sei w(Er)d E, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein 
MolekUl gerade die Rotationsenergie E, besitzt; dann be­
sitzen also unter N-Molekiilen Nw(Er)dE, gerade die Ro­
tationsenergie E" rotieren also - nach (78) - mit der 

Umlaufszahl v, = 2 ~ V2;~. Die GroBe w(E,) ist dabei, 

nach del' II. Planckschen Theorie, die in Fig. 7 dargestellte 
Tre p pe n k urve. Die Plancksche Rechnung fiihrt nun 
aber zu folgendem Resultat: die Absorption einer 
auBel'en Strahlung von der Schwingungszahl v* 
ist nicht - wie man erwarten sollte - der Zahl 
cler Molekiile mit der Umlaufszahl v, = v*, d. h. also 
nicht derGroBe w(E,) proportional, sondern sie ist 

. I d D'ff . I . dw(E,) proporbona em 1 erenba quobentendr, . 

Dieser Differentialquotient aber ist, wie die Figur 7 zeigt, 
iiberall = 0, auBer gerade bei den quantenmaBig ausgezeich­
neten Energiewerten E,(n), d. h. bei den Umlaufszahlen vn . 
Daraus folgt, daB auch hier, vom Standpunkt der II. Planck­
sehen Theorie, die A bsorptio n sich n ur bei de n 
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q uantenmaBig a usgezeichneten U mla ufszahlen Yn 

bemerkbar mach t. So kommt es, daB - einstweilen 
wenigstens - wider alles Erwarten die ultraroten Absorp­
tionsspektra der mehratomigen Gase keine Entscheidung 
herbeifiihren fiir eine der fundamentalsten Fragen der ganzen 
Quantenlehre: ob namlich die I. oder die II. Plancksche 
Theorie zu Recht besteht. 

Eine wichtige Bemerkung ist hier noch anzuschlieBen. 
Die oben geschilderte Ableitung der Beziehung (83) fiir die 
Lage der ultraroten Absorptionsstreifen ist halb klassisch, 
halb quantenmaBig. Denn die Rotationszahlen Yn sind 
quantentheoretisch bestimmt, die Zerlcgung der Schwin­
gung Yo in die beiden Komponenten Yo ± Yn dagegen klas­
sisch. Wie man dieses Problem von einem konsequent 
quantentheoretischen Standpunkt aus in Angriff nehmen 
kann, werden wir spater im Abschnitt VIII sehen. 

§ 3. Die Entar:tung der Gase. 

Durch die besprochenen Erscheinungen bei den mehr­
atomigen Gasen (Abfall der Molekularwarme, ultrarote Ab­
sorption) ist die Berechtigung zur Anwendung der Quanten­
hypothese auf Rotationsbewegungen sichergestellt. Auf 
sehr viel schwankenderer Grundlage d<l$egen stehen bis jetzt 
die Versuche, noch einen Schritt. we iter zu gehen und 
auch die Translationsenergie der Gase zu "quan­
teln". 1st dieser Schritt vollfiihrt, so ist damit auch die 
Sonderstellung der einatomigen Gase, deren Atome ja 
wesentlich nur Translationsenergie besitzen, erschiittert: 
auch sie bleiben von den Quantengesetzen nicht verschont. 
Von verschiedenen Seiten [0. Sackur 220), H. Tetrode 221), 

W. H. Keesom 222), W. Lenz und A. Sommerfeld 223 ), P. Scher­
rer 224 ), M. Planck 225)] ist dieses wichtige Problem in Angriff 
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genommen worden. So denken sich z. B. Tetrode, Keesom, 
Lenz und Sommerfeld die thermische Bewegung des Gases 
in ein Spektrum von Eigenschwingungen zerlegt und ver­
teilen die mittlere Energie quantenm1iBig, d. h. gem1iB 
Formel (9), auf die einzelnen Eigenschwingungen, ganz 
analog, wie es Debye und Born-Karmdn beim festen K6rper 
gemacht hatten. Scherrer und Planck dagegen wenden die 
Quantenhypothese unmittelbar auf die Bewegung des ein­
zelnen Gasatoms an, indem sie sich dabei auf die moderne 
Formulierung der Quantenbedingungen fiir mehrere Frei­
heitsgrade stiitzen. Wie eine soIche Quantelung der Trans­
lationsbewegung zustande kommt, iibersieht man vielleicht 
am besten an folgendem einfachen Beispiel (Scherrer): Ein 
Gasatom von der Masse m fliege mit der Geschwindigkeit v 
in einem wiirfelf6rmigen Raum (von der Kantenlange a) 
parallel einer Kante zwischen 2 Wanden hin und her. 
Dann vollfiihrt es dabei eine Art Schwingung mit der 

Schwingungszahl v = ~. Setzt man also seine kine-
2a 

tische Energie E = t m v2 quantenm1iBig im Sinne der 

1. Planckschen Theorie = n~ (n = 0, I, 2, 3 ... ), so 
2 

folgt: 

daher 

h v 
lmv2 = n- o -. 

" 2 2a 

und 
n2 h2 

En=---· 
8a2 m 

Die Geschwindigkeit des Atoms und seine Translations­
energie k6nnen demnach nur diskrete, quantenmaBig aus­
gezeichnete Werte annehmen. 

In qualitativeor Obereinstimmung fiihren die Rechnungen 
der obengenannten Forscher im wesentlichen zu zwei be-
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deutsamen HauptresuItaten: an erster Stelle ergibt sich 
eine' Abanderung der klassischen Gasgesetze bei sehr tiefen 
Temperaturen. Die Notwendigkeit dieser "Entartung" der 
einatomigen Gase hatte schon W. Nernst 226 ) auf Grund 
seines neuen Warmesatzes erkannt. Ware namlich die Zu­
standsgleichung der idealen Gase 

(t : ~:~:~ eines Grammatoms) 
R = absolute Gaskonstante 
T = Temperatur 

pV=RT (85) 

fur alle Tempel"8.turen, bis herab zu den tiefsten, exakt 
gultig, so wurde die Arbeit A, die durch isotherme Expansion 
des Gases vom Volumen VI auf das Volumen V2 maximal 
zu gewinnen ist, fUr alle Temperaturen bekanntIich den Wert: 

besitzen. Fur alle Temperaturen, bis herab zum Nullpunkt, 

ware daher ~~ = Rlg(~:) von 0 verschieden, in aus­

drucklichem Widerspruch zu der Forderung (38) des Nernst­
schen Warmetheorems. Daraus folgt, daB im Gebiet 
tiefster Temperaturen die Zustandsgleich ung (85) 
eine Morlifikation erleirlen III uB. In der Tat scheinen 
Versuche von O. Sackur 227 ) an Wasserstoff und Helium fur 
die Existenz dieser "Entartung" zu sprechen. 

§ 4. Die chemische Konstante einatomiger Gase. 

Das zweite Hauptresultat, das die· Anwendung der 
Quantenhypothese auf die einatomigen Gase liefert, ist 
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eine hochst interessante Beziehung der Planckschen Kon­
stanten h zu der sogenannten "chemischen Konstanten" 
des Gases, einer GroBe, die bei Aggregatzustandsanderungen 
(Verdampfung, Sublimation) und chemischen Gleichge­
wichten eine wichtige Rolle spielt. Es ist aber hier be­
sonders hervorzuheben, daB diese ebengenannte Beziehung 
keineswegs an die immerhin hypothetische Quantelung der 
Translationsenergie gebunden ist. Vielmehr ist es O. Stern 228 ) 

gelungen, sie einwandfrei abzuleiten, ohne auf das Gas 
die Quantentheorie an wenden zu miissen. Der 
originelle Weg, den Stern beschritt, sei hier kurz skizziert. 
Man betrachte den Vorgang der Sublimation, d. h. des 
Uberganges aus dem festen in den dampfformigen Zustand. 
Der Dampf moge den Gasgesetzen gehorchen und seine 
Dichte sei gegeniiber der Dichte des festen Kondensats 
zu vernachlassigen. Dann liefert die klassische Thermo­
dynamik fUr den Druck P des gesattigten Dampfes als 
Funktion der Temperatur folgende Gleichung: 

T 

19p = -~ + tlgT- - -dT+ C 
Ao I fE(jJ 

RT R P . (86) 

o 

Dabei ist Ao die Verdampfungswarme (pro Grammatom) 
beim absoluten Nullpunkt, E(P ist die Energie des festen 
Kondensats (pro Grammatom) bei der Temperatur T; die 
Konstante C, eben die "chemische Konstante" des ver­
dampfenden Stoffes, bleibt nach der Thermodynamik 
un b est i m m t. Dagegen IaBt sich das Integral auf der 
rechten Seite der Gleichung (86), das die Energie des festen 
Stoffes enthalt, auf Grund unserer gesicherten Kenntnisse 
yom Energieinhalt der Festkorper vollstandig berechnen. 
Man braucht dazu nur den festen Korper als Born-
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Karmdnschen Kristall vorauszusetzen, und daher fUr E(P 
den quantentheoretischen Wert (4I) zu benutzen. Beschrankt 
man sich nun auf hohe Temperaturen, auf em Gebiet also, 
in dem die klassische Theorie Giiltigkeit besitzt, so nimmt(86) 
die Form an: 

3N 

Ao + ~ h ;i ( h _) , 
19p = - ;T - tlgT + 3 lg T + C. (87) 

(Die 3 N -GraBen Vi bilden dabei das elastische Spektrum 
des festen Karpers, v ist ihr geometrischer Mittelwert.) 
Die Aufstellung dieser Gleichung bildet den ersten Schritt 
in Sterns Ableitung. Sie stellt das Ergebnis der Thermo­
dynamik dar, erganzt durch die Anwendung der Quanten­
theorie auf das Kondensat. Der zweite Schritt ist die mole­
kulartheoretische Aufstellung einer Dampfdruckformel 
fUr hohe Temperaturen, also im Gebiet der klassischen 
Statistik. Auch hier wird wieder fUr das Kondensat das 
Modell des Born-Karmanschen Festk6rpers benutzt und, 
auf Grund bekannter Wahrscheinlichkeitssatze, die Zahl 
derjenigen Atome berechnet, die sich beim statistischen 
Gleichgewicht in der Dampfphase befinden. Damit ist ja 
die _ Dichte des Dampfes und, nach den Gasgesetzen, auch 
sein Druck gegeben. So findet Stern: 

19p = - - - t IgT + 19 --1 - • 
A~ [(2 Jl m )fV3] 

RT k' 
(88) 

Hier. bezeichnet m die Masse eines Atoms, und Ao ist die 
Arbeit, die n6tig ist, urn N Atome (N ist die Avogadrosche 
Zahl!) aus der vollstandigen Ruhe in den Gaszustand zu 
bringen. Eine unbestimmte Konstante tritt natiirlich in 
dieser rein molekulartheoretisch abgeleiteten Formel nicht 
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auf. Denn das molekulare Modell ist vollstandig bestimmt 
und liefert daher den Absolutwert des Dampfdruckes, nicht 
nur seine Temperaturabhangigkeit, wie die Thermodynamik. 
Der Vergleich von (87) und (88) zeigt, daB erstens 

3N 

Ao= Ao+ .2h;i (89) 
1 

ist, und daB zweitens die chemische Konstante C den Wert: 

C = Ig[(2Jl ;)t k~] (90) 

besitzt. Die Beziehung (89) laBt sich durch die Annahme 
deuten, daB der feste Stoff auch beim Nullpunkt schon eine 

3N 

Energie yom Betrage .2 h ;i ,also eine"N ullpunktsenergie", 
1 

besitzt, zu der dann noch die Verdampfungswarme Ao hinzu-
treten muB, urn die Atome vollstandig aus dem Kristall­
verband zu befreien. Die Gleichung (90) aber stellt die 
Lasung der gestellten Aufgabe dar: sie liefert die che­
mische Konstante der einatomigen Gase als 
Funktion der Atommasse und der universellen 
Konstanten k und h. Nirgends jedoch - urn dies noch­
mals zu betonen - ist in der ganzen Ableitung die Quanten­
hypothese auf das Gas selbst angewendet worden! 

Urn die Formel (90) fur den Vergleich mit der Er­
fahrung brauchbar zu machen 229), 'fiihrt man zweck­
maBig das Molekulargewicht M = m N ein, und setzt 

k = ~ ; dann wird: 

C = Co + t 19 M, wo 
, [(2 Jl)t R'i] 

Co = 19 N4 JiB" = 10,17 

ist. Benutzt man schlie.Blich statt der naturlichen die Brigg­
schen Logarithmen und miBt den Dampfdruck nicht in 
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absolutem MaB (Dyn pro Quadratzentimeter), sondern in 
Atmospharen, so erhalt man die von N ernst benutzte 
chemische Konstante C', die mit dem Sternschen C durch 
die Beziehung 

C' = _C_ = 6,0057 
2,30 26 

verkniipft ist. Fiir sie folgt schlieBlich der einfache Aus­
druck: 

C' = CO + t 1gl0 M , wo C~ = =I,59· (9I) 

Diese Formel ist durch die Experimente in glanzender Weise 
bestatigt worden: die bisherigen zuverHissigsten Messungen 
von Dampfdrucken und chemischen Gleichgewichten Iiefern 
bei Wasserstoff, Argon und Quecksilber fiir C~ bzw. die 
\Vertc: 

- 1,69 ± 0,15; - I,65 ± 0,06 und - I,62 ± 0,03 . 

Man ist daher berechtigt, mit Stern zu sagen, daB der Aus­
druck (90) fUr die chemische Konstante des einatomigen 
Gases eines der theoretisch und experimentell hestfundierten 
Resultate der Quantentheorie darstellt. 

VI. Die Quantentheorie der optischen Serien. Der 
Ausbau der Quantentheorie fUr mehrere Frei­

heitsgrade 230). 

§I. Das Thomsonsche und das Rutherfordsche AtommodeIl. 

Den groBten Fortschritt nach M. v. Laues Entdeckung 
der kristallographischen Rontgenspektroskopie hat die 
Atomtheorie im Jahre 1913 gemacht, als der danische 
Physiker Niels Bohr die Atommodelle in den Dienst der 
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Quantentheorie stellte. Bohrs Arbeiten haben riickwirkend 
wieder die Quantentheorie befruchtet, und so ist aus der 
Wechselwirkung zwischen Atomdynamik und Quanten­
hypothese in den letzten Jahren eine ans Wunderbare 
grenzende Fiille bedeutsamster Erfolge hervorgewachsen. 

Unter den brauchbaren Atommodellen nahm Hingere 
Zeit das von J. J. Thomson erdachte Modell eine bevorzugte 
Stellung ein; danach sollte der elektrisch positive Teil des 
Atoms, der den wesentlichsten Beitrag zu seiner Masse 
liefert, eine mit positiver Raumladung erfiillte Kugel von 
"Atomdimensionen" (Radius etwa = IO- 8 cm) sein, in 
deren Innern die negativen Teile, die Elektronen, in stabilen 
Gleichgewichtslagen ruhen. Dieses Modell hatte den groBen 
Vorzug, auf rein elektrischem Wege die Moglichkeit "quasi­
elastisch gebundener" Elektronen zu erkHiren, d. h. so1cher 
Elektronen, die, aus ihrer Ruhelage verschoben, durch eine 
Kraft, die der Verschiebung proportional ist, in 
die Ruhelage zuruckgezogen werden 231). Und gerade mit 
Hilfe so1cher quasielastisch gebundener Elektronen war es 
P. Drude 232 ) , W. Voigt 233), M. Planck 234) und H. A. 
Lorentz 235) bekanntlich gelungen, groBe Gebiete der 
elektronentheoretischen Optik aufzubauen: namlich die 
Theorien der Dispersion, der Absorption und der magneto­
optischen Effekte (Magnetorotation und Zeemanaffekt). 
Auch war das Thomsonsche Atommodell nach cler Lehre 
cler klassischen Elektronentheorie imstande - wie man 
es von jedem brauchbaren Atommodell verlangen muG -
durch Schwingungen seiner Elektronen scharfe, d. h. 
wesentlich monochromatische "Spektrallinien" zu emit­
tieren, deren Lage, ebenfalls infolge der quasielastischen 
Bindung 236), von der Intensitat der Anregung, d. h. von 
cler Energie cler Schwingungen unabhangig war. 



rIO 

In drei wichtigen Punkten dagegen versagte das Modell 
vollstandig! Erstens wollte es durchaus nicht gelingen, 
ohne komplizierte und kiinstliche, adhoc erfundene Hypo­
thesen, aus dem Thomsonschen Modell die optischen Serien­
formeln abzuleiten, z. B. die einfache Formel fUr die Balmer­
serie des Wasserstoffes 237). Zweitens lieferte das Modell 
nicht die von J. Stark 238) beobachtete und eingehend stu­
dierte Aufspaltung der SpektraIlinien im elektrischen Felde 
(Starkeffekt), trotzdem es sich in den Handen von H. A. 
Lorentz bei der Deutung und Berechnung des Zeemaneffektes, 
d. h. der Aufspaltung der SpektraIlinien im Magnetfeld, 
vortrefflich bewahrt hatte 239). Drittens endlich war es 
nicht imstande, die groBen, zum Teil iiber go 0 betragenden, 
einmaligen Ablenkungen zu erklaren, die, nach H. Geiger 
und Marsden 240), (X-Teilchen beim Durchgang durch diinne 
Metallfolien erleiden. Auf ihrem Wege durch die Metallfolie 
gelangen namlich die (X-Teilchen, die bekanntIich zweifach 
positiv geladene Heliumatome sind, in die Nachbarschaft der 
Metallatome und werden durch die von diesen Atomen her­
riihrenden elektrischen Felder von ihrer geradlinigen Bahn 
mehr oder weniger abgelenkt. Waren nun die Metallatome 
Thomsonsche Atome, so miiBte das elektrische Feld dieser 
Atome an der OberfHiche der positiven Kugel, also etwa in 
der Entfernuilg IO-8 cm vom Zentrum seinen graBten Wert 
erreichen. Denn von der Oberflache an nach auBen hin 

sinkt das Feld nach Coulomb wie ~, wahrend es vom 
r2 

Zentrum bis zur Oberflache proportional r zunimmt. Die 
stiirkste Ablenkung miiBten demnach (X-Teilchen erfahren, 
die in der Nahe der Oberflache der positiven Kugel vor­
iiberfliegen. Eine leichte Dberschlagsrechnung zeigt jedoch, 
daB das Feld in dieser Entfernung vom Zentrum bei 
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weitem nicht stark genug ist, urn die groBen Ablenkungen 
zu erkHiren, die Geiger und Marsden beobachtet haben. Dieser 
schwerwiegende Grund war es, der E. Rutherford 241) ver­
anlaBte, dem Thomsonschen Modell ein neues gegenuber­
zustellen, das die groBen cX-Strahlablenkungen zu erklaren 
vermochte. Nach diesem Rutherfordschen Atombild ;st der 
positiv'elektrische Teil des Atoms auf einen auBerst kleinen 
Raum 2(2), den sogenann ten K ern, zusammengedrangt. 
Seine Ladung E besteht allgemein aus z positiven Elementar­
ladungen e, also E = z . e. Dabei ist z, nach einer Hypothese 
von van den Broek 2(3 ), die Ordn ungszahl des Elementes, 
d. h. diejenige Zahl, die die Stelle des Elements in der 
Reihenfolge des periodischen Systems angibt. So ist z. B. 
z = I fUr Wasserstoff, Z = 2 fUr Helium, Z = 3 fur Lithium 
usw. Urn diesen Kern beschreiben die Elektronen Planeten­
bahnen, also Kreise oder Kepler-Ellipsen mit dem Kern als 
Brennpunkt, da sie von ihm nach dem Coulombschen Gesetz 
(umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung) an­
gezogen werden. 

1m elektrisch-neutralen Atom mit der Ordnungszahl Z 

umkreisen Z Elektronen den Kern. So besteht z. B. das 
neutrale Wasserstoffatom aus einem einfach geladenen Kern 
(E = e), der von einem Elektron in Kreis- oder Ellipsen­
bahnen umflogen wird. 

DaB dieses Rutherfordsche Modell in der Tat im­
stande ist, groBe Ablenkungen der cX-Strahlteikhen zu 
erzcugen, sieht man sofort: denn hier wachst, im Gegen­
satz zum Thomsonschen Modell, die von dem Kern 
herriihrende Feldstarke bis in die unmittelhare Nachbar­
schaft des Kernes, nach dem COlllombschen Gesetz, stark 
an; geraten daher die positiv geladenen cX-Teikhen in groBe 
Nahe des Kernes - also viel naher als 10-8 em - so sind 
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sie der auBerordentlich kraftigen AbstoBung des Kernes 
ausgesetzt. 

Bei naherem Zusehen bereitet einem nun allerdings 
das Rutherfordsche Atommodell eine arge Enttauschung: 
es hangt namlich bei ihm die Umlaufszahl y der Elek­
troneI1 (pro Sekunde) von der Energie des Systems 
ab 244). Nimmt man daher - nach der klassischen Elektro­
nentheorie - an, daB ein mit der Umlaufszahl" y kreisendes 
Elektron eine elektromagnetische Strahlung von der Schwin­
gungszahl y aussendet, so muE, cia <las System bei dieser 
Ausstrahlung Energie verliert, y sich entsprechend ver­
andern. Das heiBt aber: das Atom vermag keine 
schade, homogene Spektrallinie zu emittieren. 

§ 2. Das Bohrsche Atommodell. 

So scheint es, als miisse man dieses Modell von vornherein 
ablehnen! Aber die Geschichte der Physik hat anders ent­
schieden. Mit intuitivem Blick hat sich Niels Bohr des 
Rutherfordschen Atommodells bemachtigt und es durch drei 
kiihne Hypothesen der Quantentheorie untergeordnet245). 

,An erster Stelle fordert er, ganz im Sinne der Planckschen 
Quantentheorie, daB das Elektron (oder die Elektronen) 
des Atoms nicht auf allen nach der Mechanik moglichen 
Bahnen den Kern umlaufen konnen, sondern nur auf ge­
wissen diskreten, quantenmaBig festgesetzten. Beschrankt 
man sich, wie es zuerst Bohr im wcsentlichen getan hat, 
auf Kreisbahnen, so sind nur diejenigen Bahnen 
cines Elektrolls quantentheoretisch erlaubt, fiir 
die das Impulsmoment (der Drehimpuls) des krei-

se nden Elektrons ein ganzes Vielfa ches von ~ 
Zn 

ist, in genauer Ubereinstimmung mit der Quantenforderung 
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(81) oder (82) fiir das rotierende Molekiil. Das liefert im ein­
fachsten Fall fiir die Quantenbahnen' des Elektrons eine 
diskrete Schar konzentrischer Kreise -um den Kern, mit 
Radien, die sich wie die Quadrate der ganzen Zahlen 
(1 : 4 : 9 : 16 : - -) verhalten (siehe Fig. 9)· 

Zweitens: Diese "erlaubten" Bahnen sind stationar, sie 
sind in gewissem Sinne stabile Bewegungszustande. Diese 
Stabilitat wird durch die radikale Forderung erreicht, daB 
das Elektron - in striktem Gegensatz zu allem, was uns 
die klassische Elektronentheorie gelehrt hatte - in den 
stationaren Bahnen nicht strahlen solI. Da durch 
dieses "Verbot" der Energie­
verlust ausgeschaltet ist, so 
kann das Elektron dauernd in 
einer solchen "Quantenbahn" 
kreisen. DaB es derartige 
"strahlungslose" Bahnen im 
Atom gibt, ist wohl zweifellos. 
Unter anderem spricht dafiir 
die zeitliche Konstanz des 
Para- und Ferromagnetismus 
der Korper, der durch krei-

Fig. 9. 

sen de Elektronen erzeugt wird. Aber in welcher Weise 
die Elektrodynamik abgeandert werden muB, um die 
Strahlungslosigkeit der Quantenbahnen, und nur dieser, 
zu garantieren, das ist eine zur Zeit noch unbeant­
wortbare Frage. Da nun so die "klassische" Strahlung 
des Atoms aufgehoben ist, muB durch eine neue Hypothese 
die tatsachlich beobachtete· Emission erklart werden. 
Hier greift, wiederum in direkter Anlehnung an Plancks 

urspriinglichen Quantenansatz, die dritte Bohrsche For­
derung ein: Geh t das Ele ktro n a us ei ner erla u b-

Rei c he, Quantentheorie. 8 
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ten Quantenbahn von der Energie W2 in eIne 
andere erlaubte Quantenbahn von niedrigerer 
Energie WI iiber, so wird bei dies em ProzeB die 
Energie W 2 - WI ausgestrahlt, und zwar in cler 
Form eines Energiequantums hv homogener, mo· 
nochromatischer Strahlung. Die Schwingungszahl der 
ausgesandten Wellen bestimmt sich also aus dem "Bohr­
schen Frequenzansatz": 

Man kann sich den Dbergang aus dem Zustand h6herer 
in den Zustand niedrigerer Energie mit Einstein 246) als eine 
Art radioaktiven Zerfalles denken, dessen zeitliche Haufig­
keit vom Zufall bestimmt wird. Jedoch die Einzelheiten 
dieses Dbergangs und der dabei stattfindenden Energie­
abgabe sind bis zur Stunde in tiefes Dunkel gehiillt. 

§ 3. Die wasserstomihnlichen Serien nach dem Bohrschen 
Modell. 

So kiihn und seltsam auch die 3 Bohrschen Hypothesen 
erschienen, so iiberraschend waren ihre Erfolge. Wendet 
man sie namlich auf ein "wasserstoffahnliches" Rutherford­
sches Atom an, in welchem ein einziges Elektron einen 
z-fach geladenen positiven Kern umkreist, so erhalt man 247) 

fiir die Schwingungszahlen derjenigen Spektrallinien, die 
das Elektron beim Dbergang von der n ten nach der s ten 
Quantenbahn emittiert, folgende Werte: 

v = 27(2 e4 m 2'2 (~ _ ~)\ 
h3 S2 n2 

{ 
e, m Ladung Und} 

- MassG des Elektrons 
s, n ganze Zahlen. 
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Setzt man hier z = 1 (Wasserstoff), s = 2, n = 3, 4, 5, ... 
so erhalt man formal genau die empirische Dar­
steHung fiir die Balmer-Serie des leuchtenden 
Wasserstoffs 248): 

(n = 3, 4, 5, ... ) 

Fiir die in der empirischen Formel auftretende Kon­
stante N, die sogenannte Rydbergsche Zahl, liefert also 
Bohrs Theorie den Ausdruck: 

Benutzt man hier die bekannten Werte: 

e = 4,774.10-10 (Millikan); It = 6,55.10-27 (Planck); 

so folgt aus (95): 

e 
- = 1,77. 107 , 
mc 

N = 3,27.1015, 

wahrencl die empirische RydbergscheZahlden Wert 3,29.1015 
besitzt. Diese schlagende Dbereinstimmung und die Zuriick­
fiihrung der Rydbergschen Zahl auf universelle Konstanten 
stellt eine der Hauptleistungen der Bohr schen Theorie 
clar 249) und bildet ein starkes Argument fiir ihre innere 
Kraft. Man kann demnach sagen, daB nach Bohrs ur­
spriinglicher Theorie die einzelnen Linien der Balmerserie 
(H"" H p, H r , ... ) emittiert werden, wenn das Elektron 
vom 3., 4·, 5 ... Kreis in den 2. springt. 

Mit dieser Feststcllung ist jedoch die Leistung cler 
Formel (93) nicht erschopft! Denn sie umfaBt, wie man leicht 
sieht, noch weitere Spektralserien des Wasserstoff5. Setzt 
man namlich s = 1, n = 2, 3, 4 ... , 50 erhalt man die von 

8* 
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Lyman250) gefundene und durchgemessene ultravioktte 
Serie; setzt m~ andererseits s = 3, n = 4, 5, 6, ... , so 
erhalt man die ultrarote Bergmann-Serie, deren zwei erste 
Linien von F. Paschen 2D1) beobachtet worden sind. 

Das im periodischen System auf Wasserstoff folgende 
Element ist Helium (Ordnungszahl Z = 2). Wahrend je­
doch die Konstitution des neutralen Heliumatoms mit 
seinen 2 Elektronen schon komplizierter ist - nach den 
neuesten Ergebnissen umlaufen die beiden Elektronen in 
zwei verschiedenen Bahnen den Kern - ist das einfach 
ionisierte, also einfach positiv geladene Heliumatom durch­
aus "wasserstoffahnlich"; denn es besteht aus einem zwei­
fach positiv geladenen Kern, urn den ein Elektron kreist. 
Der einzige Unterschied gegen das Wasserstoffatom besteht 
eben in der doppelten Kernladung, Z = 2. Die yom positiven 
Heliumion emittierten Serien lassen sich daher nach (93) 
zusammenfassen in der Formel 

(96) 

wo N wiederum die durch (98) definierte Rydbergsche Zahl 
darstellt. Setzt man hier s = 3, n = 4, 5, 6, ... , so er­
halt man die sogenannte "Hauptserie des Wasserstoffs", 
die von Fowler 252) beobachtet und in jungster Zeit von 
F. Paschen 253) eingehend durchgemessen wurde. Fur 
s = 4, n = 5, 6, 7, ... erhalt man die sogenannte "zweite 
Nebenserie des Wasserstoffs", die von Pickering 2D4 ) und 
Evans 255) beobachtet wurde. Beide Serien schrieb man 
- wie der Name sagt - vor Bohr falschlich dem Wasser­
stoff zu. 

Eine neue, hochst bemerkenswerte Folgerung der 
Bohrschen Theorie wird offenbar, wenn man die Bewegung 
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des Kernes in Rechnung setzt. In Wirklichkeit ruht ja der 
Kern nicht, sondern Kern und Elektron kreisen um ihren 
gemeinsamen Schwerpunkt. Die Berucksichtigung dieser 
Tatsache fUhrt zu einem etwas veranderten Ausdruck fUr 
die Rydbergsche Konstante. An die Stelle von (95) tritt 
dann namlich die Formel: 

wo M die Kernmasse bedeutet. Daraus folgt, daB fUr ver­
schiedene Elemente, etwa Wasserstoff und Helium, die 
Rydbergsche Konstante etwas verschiedene Werte besitzt, 
und zwar ist sie fur Wasserstoff kleiner als fUr Helium (da 
ja MH < MHe). Allgemein nimmt der Wert der Rydberg­
schen Zahl mit wachsendem Atomgewicht zu, um sich dem 
Grenzwert (95) zu nahern, alles in schOnster Dberein­
stimmung mit den Ergebnissen langjahriger spektro­
skopischer Erfahrungen! 

Ganz ebenso wie die Emission, hat auch die Ab­
sorption nach dem Bohrschen Modell quantenmaJ3igen 
Charakter. Fallt etwa Licht der ersten Balmer-Linie (H",) 
auf ein Wasserstoffatom, dessen Elektron in der 2. Quanten­
bahn kreist, 50 wird ein Quantum k" dieser auJ3eren 
H", -Strahlung dazu verwendet. um das Elektron in die 
3. Quantenbahn zu "heben". Es wird also der auJ3eren 
Strahlung der Energiebetrag hVH", entzogen,. d. h. es wird 
Licht der Linie H", "absorbiert". 

§ 4. Der Aufbau des periodischen System. 

Auch fUr die hOheren Elemente (Li, Be, B, C, usw.) 
hat Bohr schon in seinen ersten Arbeiten versucht, im An-
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schluB an das periodische System der Elemente geeignete 
Atombilder mit mehreren, mehrfach besetzten Elektronen­
ringen aufzustellen, bei denen sich z. B. die bekannte 
Achterperiode des Systems in einer nach je 8 Elementen 
regelmaBig wiederkehrenden Anordnung der auBeren Elek­
tronen widerspiegeIt, wahrend die ZahI der im auJ3ersten 
Ring kreisenden Elektronen gleich der Valenz des be­
treffenden Elements gesetzt ist. 

Zu einem ahnlichen Aufbau der Atome gelangte auch 
W. Kossel256) in einer tiefgehenden Untersuchung iiber 
die Bildung der Molekiile aus Atomen. Auch L. Vegard 257 ) , 

A. Sommerfeld 258) und R. Ladenburg 259) haben analoge 
Atombilder konstruiert, besonders im Hinblick auf die be­
kannte auf und ab schwankende Kurve der Atomvolumina 
und zur Deutung anderer periodisch schwankender Eigen­
schaften (Paramagnetismus, Ionenfarbung). Jedoch sind 
diese Betrachtungen, obwohl sie ihren allgemeinen Prin­
zipien nach zweifellos auf dem richtigen Wege vorgehen, 
im einzelnen zur Zeit noch nicht geniigend gesichert. 

§ 5. Die Quantenhypothese fur mehrere Freiheitsgrade. 

Wahrend so die Quantenhypothese schon in ihrer primi­
tiven Form,. durch Eingreifen in die Atomdynamik, von 
neuem ihre innere Kraft erwies, hatte sie doch dabei fUr 
ihren eigenen Ausbau nur geringen Nutzen davongetragen. 
Aber die Friichte der Bohrschen Theorie reiften schneller, 
aIs man ahnen konnte. Schon das Jahr 1915 brachte eine 
entscheidende Wendung: fast gleichzeitig und unabhangig 
voneinander fanden Planck und Sommerfeld fur ein schon 
lange brennendes Problem die Losung: namlich fur die 
Erweiterung der Quantenhypothese auf Systeme 
von mehreren Freiheitsgraden.F! Sommerfeld 260) ging 
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dabei in engem AnschluB an die Bohrsche Theorie vor. Die 
erste Hauptforderung· dieser Theorie betraf die Auswahl 
der "erlaubten" stationaren Bahnen unter allen mechanisch 
moglichen. Erlaubt waren danach, wie wir sahen, nur die­
jenigen Bahnen, fUr die das Impulsmoment p ein ganzes 

Vielfaches von J!-.. ist. Dies laBt sich nach (8r) und (82) 
2Jl 

auch so aussprechen: Unter allen mechanisch moglichen 
Bahnen sind nur diejenigen erlaubt und stationar, fUr die 
das Phasenintegral 

Jpdq = nh (98) 

ist. In dieser Quantenbedingung ist nach (82) die all­
gemeine Koordinate q durch den Drehungswinkel (das 
"Azimutrt) 'P, der Impuls P durch den "zu 'P gehorigen 
Impuls" Prp (Drehimpuls) zu ersetzen. Die Integration ist 
dabei iiber den vollen Wertbereich der Variablen q, hier 
also von 0 bis 2 Jl, zu erstrecken. 

1m Falle der urspriinglichen Bohrschen Theorie, die 
nur Kreisbahnen betrachtet, existiert natiirlich n ur ei n e 
einzige Quantenbedingung, namlich diejenige fUr q = 'P, 
da ja der Drehungswinkel 'P die einzige Variable der Bahn 
darstellt. Anders dagegen liegt es, wenn man die Be­
schrankung auf Kreisbahnen fallen laBt und auch Kepler­
Ellipsen in Betracht zieht. Dann ist jeder Punkt der Bahn 
d urch 2 Variable bestimmt, namlich durch die Ent­
fernung r des Elektrons vom Kern, der sich im Brennpunkt 
der Ellipse befindet, und durch den Winkel 'P (das Azimut), 
den r mit einer festen Richtung bildet (etwa mit der Ge­
raden, die den Kern mit dem Perihel verbindet). In diesem 
Falle hat man ein Problem von zwei Freiheitsgraden vor 
sich, mit zwei allgemeinen Koordinaten r und 'P (Polar-
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koordinaten). Die einfache"'" Erweiterung der Quanten­
hypothese durch Sommerfeld besteht nun darin, daB man 
in diesem Falle zwei Quantenbedingungen von der Form (98) 
aufstellt, eine fiir die Koordinate q; - die mit, der einzigen 
Quantenbedingung der Bohrschen Theorie iibereinstimmt -
und eine neue fUr die Koordinate r, so daB also die Aus­
wahl der stationaren Bahnen hier durch die zwei folgenden 
Gleichungen bestimmt ist: 

2", 

jpq;dq;.=nh, (99) 
o 

jP,dr = n' h, (100) 

n und n' sind dabei ganze positive Zahlen, P", und P, sind 
die zu den Koordinaten q; und r gehOrigen Impulse 26l). Die 
Integration in (100) ist iiber den vollen Wertbereich von r 
zu erstrecken, d. h. vom kleinsten Wert rmin (Perihel) an 
bis zum gr6Bten Wert rmax (Aphel) und zum kleinsten rmin 

zuriick. (99) heiBt die azimutale Quantenbedingung, n die 
azimutale Quantenzahl, (100) die radiale Quantenbedingung, 
n' die radiale Quantenzahl. 

In ganz entsprechender Weise laBt sich natiirlich auch 
fUr mehr als 2 Freiheitsgrade die Erweiterung vornehmen. 
Hat das System / Freiheitsgrade, ist es also durch / all­
gemeine Koordinaten ql' q2 ... , q, und die entsprechenden 
Impulse Pl' P2 ... PI charakterisiert, so sind die "erlaubten" 
Bewegungen des Systems durch die / Quantenbedingungen 
eingeschrankt : 

jP1dql=n1h; jP2dq2=n2h; .... jPtdql=nlh. (101) 

(nl' n2 , ••• nJ sind positive ganze Zahlen.) 

In jedem der / Phasenintegrale ist dabei die Integration 
iiber den vollen Wertbereich der betreffenden Koordinate 
zu erstrecken. 
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Eine Schwierigkeit, die hier von vornherein auftauchte, 
war die Beantwortung der Frage, welche Koordinaten 
man denn fUr den Quantenansatz (ror) wahlen solIe, oder 
ob die Wahl gleichgiiltig sei. 1m allgemeinen kann mati ja 
ein System von mehreren Freiheitsgraden durch vel'schiedene 
Arten von Koordinatencharakterisieren, z. B. kann man 
die Kepler-Bewegung des Elektrons entweder durch Polar­
koordinaten r und q; oder durch kartesische Koordinaten x 
und y beschreiben. Diese Frage ist um so dringlicher, wenn 
man bedenkt, daB nicht fiir jede Koordinatenwahl die ein­
zelnen Phasenintegrale jP,dqi wirkIich Konstanten 
werden, wie es der Quantensatz (roI) verlangt262). P. S. 
Epstein 263) und K. Schwarzschild 264 ) haben unabhangig 
voneinander dieses Problem der "richtigen Koordinaten­
wahl" bis zu einem gewissen Grade gelOst. Dabei offenbarte 
sich eine interessante und iiberraschende Beziehung der 
Quantenansatze (ror) zu einem altbekannten, von Jacobi 
und Hamilton aufgestellten Theorem der kIassischen Dy­
namik, das bisher besonders in del' Himmelsmechanik zur 
erfolgreichen Anwendung gelangt war. SchlieBIich hat in 
jiingster Zeit A. Einstein 266) durch Modifikation der Formu­
Herung (ror) einen Quantenansatz aufgestellt, der den Vor­
zug besitzt, von der Koordinatenwahl unabhangig zu sein. 
Indessen wiirde ein naheres Eingehen auf diese abstrakten 
Untersuchungen hier zu weit fiihren. 

Die zweite Formulierung der Quantenhypothese fUr 
mehrere Freiheitsgrade riihrt, wie schon erwahnt, von 
M. Planck 266) her. Sie ist in ihrer ganzen Anlage gleich­
sam vorsichtiger gehalten, als der radikalere Ansatz von 
Sommerfeld. Planck geht dabei, in direktem AnschluB 
an die friiher besprochene Einteilung der Phasenebene 
des linearen Oszillators, bei komplizierteren Systemen 
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von dem sogenannten Gibbsschen Phasenra um aus. 
Fiir ein System von / Freiheitsgraden, das durch die 
Koordinaten ql' Q2'" Ql und die Impulse PI' P2'" PI 

charakterisiert wird, ist der Gibbssche Phasenraum derjenige 
2 /-dimensionale Raum, dessen Punkte die 2 / Koordinaten 
ql ..... Pi besitzen. Jeder Punkt des Phasenraums (Pha­
senpunkt) stellt also einen bestimmten Momentanzustand 
des vorliegenden Systems dar. Diesem Phasenraum ver­
leiht nun Planck, ganz analog wie der Phasenebene, durch 
Hervorhebung gewisser, ausgezeichneter GrenzfHichen, eine 
zellenartige Struktur. Dabei ist die GroBe der Zellen 
proportional hi. Die Schnittpunkte jener GrenzfHichen 
stellen dann die quantenmaBig ausgezeichneten Zustande 
des Systems dar (also nach der ersten Planckschen Theorie 
die einzig moglichen, erlaubten Zustande). 1m Gegensatz 
zu Sommer/elds Theorie, in der die Bewegung eines Systems 
von / Freiheitsgraden stets durch / Quantenbedingungen be­
stimmt ist, kann bei Planck unter Umstanden der Fall ein­
treten, daB weniger Quantenbedingungen als Freiheitsgrade 
existieren, so daB also mehrere ("koharentett

) Freiheitsgrade 
durch eine einzige Quantenbedingung eingeschrankt sind. 

§ 6. Sommerfelds Theorie der relativistischen Feinstruktur. 

DaB diese Theorien den Kern der Sache getroffen hatten, 
sallte sich bald bei ihrer Anwendung auf das Bohrsche 
Atommodell besonders deutlich erweisen. Danach miissen 
unter allen mechanisch moglichen Bahnen, die das Elektron 
um den z-fach positiv geladenen Kern beschreiben kann, 
die quantenmaBig erlaubten, stationaren Bahnen durch die 
beiden Quantenbedingungen (99) und (roo) ausgewahlt 
werden. Das ergibt, an Stelle der diskreten, gequantelten 
Kreise von Bohr, hier diskrete gequantelte Kepler-
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Ellipsen, unter denen auch die Bohrschen Kreise als 
Spezialfall enthalten sind. Und zwar sind die Ellipsen so­
wohl hinsichtlich ihrer GroBe (d. h. ihrer groBen Achse) 
als ihrer Form (Achsenverhiiltnis) quantenmaBig festgelegt, 
so daB also hier jede Bahn, im Gegensatz zu Bohr, d urch 
2 Quantenzahlen n und n' charakterisiert ist267 ). An 
die Stelle der Formel (93) fUr die wasserstoffahnlichen Serien 
tritt dann die allgemeine FormeI 268): 

y =N Z2[ I - I J . 
(s + S')2 (n + n')2 

(I02) 

Dabei ist wieder N, die Rydbergsche Zahl, durch (95), oder 
bei feinerer Betrachtung (Mitbewegung des Kernes) durch 
(97) gegeben. s und s' sind die beiden Quantenzahlen 
(azimutale und radiale) der Endbahn des Elektrons, n und n' 
sind die Quantenzahlen seiner Anfangsbahn. Da also nach 
dieser vollstandigeren Sommerfeldschen Auffassung die Zahl 
der erIaubten Bahnen durch Hinzunahme der Ellipsen 
gegeniiber Bohr stark vermehrt ist, so sind damit auch die 
Dbergangsmoglichkeiten fUr das Elektron, d. h. die Er­
zeugungsmoglichkeiten fUr die Spektrallinien vervielfaltigt. 
Man erkennt aber leicht folgende Tatsache: Wahlt man als 
Endbahn des Elektrons irgendeine derjenigen Bahnen, fUr 
die die Summe del' Quantenzahlen s + s' einen bestimmten 
Wert hat, etwa s + s' = 2, und als Anfangsbahn irgendeine 
derjenigen Bahnen, fur die n + n' einen bestimmten hOheren 
Wert hat, etwa n + n'= 3, so erzeugen aIle verschie­
denen tJbergange des Elektrons von irgendeiner 
diesel' Anfangsbahnen nach irgendeiner diesel' 
Endbahnen stets dieselbe Linie (bei den gewahlten 
Zahlen die erste Balmer-Linie); denn es hangt ja nach (I02) 

die Schwingungszahl del' emittierten Linie nul' von del' 
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Summe s + s' und von der Summe n + n' ab, dagegen nicht 
von den Einzelwerten s, s', n, n'. So will es scheinen, als 
ob durch die Sommerfeldsche Komplizierung der Theorie, 
gegeniiber Bohr, physikalisch nichts gewonnen sei. Indessen 
sind, worauf Bohr bereits hinwies, die Rechnungen noch in 
einem wichtigen Punkte unvollstandig, dessen konsequente 
Beriicksichtigung von fundamentaler Bedeutung wurde, 
und die Hauptleistung der Sommerfeldschen Spektrallinien­
theorie darstellt. Es sind namlich die Geschwindigkeiten 
der Elektronen, die bei diesen Problemen auftreten, n i ch t 
mehr als unendlich klein gegen die Lichtge­
schwindigkeit anzusehen. In diesem Fall aber darf 
man bekanntlich nicht nach der klassischen Mechanik 
rechnen, die die Masse der Elektronen als konstante GroBe 
betrachtet, sondern muB sich auf den Boden der 
Relativitatstheorie stellen und daher die Abhangig­
keit der Elektronenmasse von der Geschwindigkeit des 
Elektrons prinzipiell beriicksichtigen. In diesem Sinne hat 
Sommerfeld die Rechnung vervollstandigt. Die Bahnen des 
Elektrons urn den Kern unterscheiden sich bei dieser Ver­
feinerung der Theorie von der gewohnlichen KePler-Ellipse 
dadurch, daB das Perihel der Bahn im Laufe der Zeit vor­
riickt, und die Bahn hierdurch einen ungeschlossenen Cha­
rakter annimmt. Dies bewirkt, daB die Energie des Elektrons 
in den quantenmaBig ausgewahlten stationaren Bahnen 
- die auch bier durch (99) und (roo) festgelegt sind - nicht 
mehr allein von der Summe der Quantenzahlen abhangt 
wie bei der nichtrelativistischen Kepler-Bewegung, sondern 
daB auch die Quantenzahlen n und n' getrennt in den 
Energieausdruck eingehen. Nur in erster Naherung, d. h. bei 
Vernachlassigung der Relativitatskorrektion, wird daher die 
Schwingungszahl v der ausgesandten Spektrallinie allein 
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von den Quantensummen s + s' und n + n' abhangen, wie 
es (102) zeigt. Bei Beriicksichtigung der relativistischen 
Massenveranderlichkeit des Elektrons dagegen wird '/I auch 
von den Einzelwerten s, s', n, n' abhangig 269). Dara us 
folgt, daB die oben betrachteten verschiedenen 
Erzeugungsmoglichkeiten einer bestimmten Li­
nie, d. h. die Dbergange des Ele ktrons a us irgend­
einer der Anfangsbahnen s + s'= const. in irgend­
eine derEndbahnenn + n'= const., hier nicht mehr 
genau dieselbe Linie liefern, sondern etwas ver­
s chi e den eLi n i en, die allerdings, wegen der Kleinheit 
der Relativitatseffekte, nahe beieinanderliegen. Dies ist 
die Sommerfeldsche Erklamng fUr die Feinstruktur der 
Spektrallinien bei den wasserstoffahniichen Spektren. 
So muB z. B. nach Sommerfeld die erste Linie der 
Balmer-Serle (die rote Wasserstofflinie Hor.) aus 5 Kompo­
nenten bestehen, die in 2 Hauptgruppen (zu je 3 und 2) 

angeordnet sind. Der mittlere Abstand dieser beiden 
Gruppen voneinander betragt nach der Theorie 270) etwa 
0,I26 A, wahrend die besten Messungen des Wasserstoff­
dubletts den Wert 0,124 A ergaben (Paschen, Mei/3ner). 
Spricht schon diese Dbereinstimmung stark fUr Sommer­
felds Theorle, so hat die exakte Feinstrukturmessung 
F. Paschens 271) an den Linien des positiven Heliums 
(Fowlerserie) einen noch iiberzeugenderen Beweis fUr 
ihre Richtigkeit geliefert: fast liickenlos sind aIle 
von der Theorie geforderten Komponenten der 
Feinstruktur auf der photographischen Platte 
erschienen und haben dadurch gleichsam hand­
greiflich die Existenz der stationaren Bahnen des 
Elektrons und seine relativistische Massenver­
anderIichkeit dargetan. 
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Zwei interessante Folgerungen seien hier noch erwahut, 
die sich unmittelbar an Sommerfelds Theorie und Paschens 
Beobachtungen anschlieBen. Erstens ist es durch sie mog­
lich geworden, die Feinstrukturmessungen direkt zu einer 
"spektroskopischen" Bestimmung der 3 Fundamentalkon­
stanten e, mo (Masse des Elektrons fUr unendlich kleine 
Geschwindigkeiten) und h zu verwenden 272). Zweitens 
konnte K. Glitscher 273 ) zeigen, daB man die spektroskopischen 
Beobachtungen, z. B. die GroBe des Wasserstoffdubletts, 
nur dann mit der Theorie im Einklang findet, wenn man fUr 
die Massenveranderlichkeit des Elektrons die relativistische 
Formel zugrunde legt. Dagegen fUhrt die Abrahamsche 

Theorie des "starren Elektrons" zu Formeln, die mit der 
Erfahrung nicht iibereinstimm~n. 

§ 7. Hahere Elemente. 

So sehen wir, daB das Rutherfordsche Atommodell in 
seiner Weiterbildung durch Bohr und Sommerfeld die Er­
wartungen weit iibertraf, die man an seine Leistungsfahig­
keit stellen konnte. Dber die optischen Serien des Wasser­
stoffs und des ionisierten Heliums hat es uns jedenfalls mit 
ungeahnter Prazision bis in die letzten Feinheiten Auf­
schluB erteilt. Aber auch iiber diese ersten Ziele hinaus ist 
bereits eine Reihe erfolgreicher VorstoBe unternommen 
worden. So gelang es A. Lande 274), die beiden Serien­
systeme des neutralen Heliums (Helium und Parhelium) zu 
berechnen, indem er dabei - im Gegensatz zu Bohr - ein 
Modell des neutralen Heliumatoms zugrunde legte, bei dem 
die beiden Elektronen auf zwei verschiedenen, komplanaren 
oder gegeneinander geneigten Bahnen den doppelt positiven 
Kern umlaufen. Hier bewegt sich also das auBere Elektron, 
dessen Spriinge wesentlich die Strahlung erzeugen, in einem 
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Felde, das durch den storenden EinfluB des inneren Elektrons 
den rein Coulombschen Charakter verloren hat. FaIle dieser 
Art von Wasserstoffunahnlichkeit hat Sommerfeld allgemein 
untersucht und gezeigt 275), daB man durch Abweichen yom 
Coulombschen Feld in erster und zweiter Naherung zu der 
Rydbergschen und Ritzschen Form der Seriengesetze ge­
langt. So war ein vielversprechender Anfang fiir eine 
Quantentheorie der Spektrallinien geschaffen. 

§ 8. Starkeffekt und Zeemaneffekt am Bohrschen Atom. 

Bei dieser Sachlage muBte sich sofort von selbst die 
Frage aufdrangen, ob das Atomodell bei seiner jetzigen Ver­
vollkommnung imstande war, den Starkeffekt zu liefern, 
d. h. die Aufspaltung der Linien im elektrischen Felde. 
Ratte doch, wie erinnerlich, gerade in diesem wichtigen 
Punkt das altere Thomsonsche Modell vollig versagt! Dnd 
wie stand es ferner mit dem Zeeman-Effekt, der Aufspaltung 
im Magnetfeld? Konnte das neue Modell diese Erscheinung 
ebenso gut erklaren wie das alte? Beide Fragen haben sich 
gliicklicherweise positiv beantworten lassen! Was den 
Starkeffekt anlangt, so konnte P. S. Epstein 276) in einer 
bedeutsamen Arbeit folgendes zeigen: Berechnet man die 
Bewegung des Elektrons unter dem EinfluB des Kerns und 
des auBeren Feldes nach den in der Rimmelsmechanik ge­
laufigen Methoden, wahlt man zweitens aus allen mechanisch 
moglichen Bewegungen, unter Anwendung der modernen 
Quantenansatze fiir mehrere Freiheitsgrade, die quanten­
maBig erlaubten, stationaren Bahnen aus, und laBt man 
drittens das Elektron aus einer dieser stationaren Bahnen 
in eine andere springen, wobei man die unendliche Zahl der 
moglichen Dbergange durch ein gleich zu besprechendes 
"Auswahlprinzip" einschrankt, so liefert der Bohrsche 
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und des positiven Heliums mit bewundernswerter Genauig­
keit und Vollstandigkeit, nach Lage und Zahl, aIle von 
Stark beobachteten Komponenten der aufgespaltenen Linie. 
Dies erstaunliche Ergebnis muB als eine weitere kraftige 
Stutze fur die Richtigkeit des Bohrschen Modells und seiner 
Quantelung angesehen werden. Nicht ganz so erfolgreich 
ist bis jetzt die Theorie bei der Deutung des Zeeman-Effekts 
gewesen. Zwar konnten Debye 277 ) und Sommerfeld 278) den 
normalen Zeeman-Effekt (die Aufspaltung der ursprung­
lichen Linie in ein Triplett, bei Beobachtung senkrecht zu 
den Kraftlinien) aus dem Modell herausholen. Jedoch ist 
die Erklarung zweier wichtiger Erscheinungen dieses Ge­
bietes, auf Grund des Bohrschen Modells bisher noch nicht 
gelungen: erstens der anomalen Zeeman-Effekte und ihrer 
GesetzmaBigkeiten (Rttnge-Prestonsche Regel); zweitens der 
von Paschen und Back 279) entdeckten Tatsache, daB auch 
bei Linien mit komplizierter Feinstruktur sich bei wachsen­
dem Magnetfeld allmahlich das normale Triplett ausbildet. 
Hier ist von weiteren Untersuchungen Klarheit zu erhoffen. 

§ 9. Die Auswahlprinzipien von Rubinowicz und Bohr. 

Wahrend die vorangehenden Betrachtungen sich nur 
mit der Lage der Linien im Spektrum, d. h. mit ihrer 
Schwingungszahl beschiiftigen, blieb das Problem ihrer 
Schwingungsform, d. h. ihrer Intensitat und Polarisation 
noch ungelost. Ebenso war die wichtige Frage noch un­
beantwortet, ob denn aIle Obergange des Elektrons aus 
irgendeiner stationaren Bahn in irgendeine andere moglich 
sind, oder ob nicht die Zahl der erlaubten Obergange durch 
ein "Auswahlprinzip" eingeschrankt werden musse. Auch 
dies ist letzten Endes nur eine Intensitatsfrage, da man ja 



129 

den Sachverhal t so formulieren kann: Den verbotenen Ober­
gangen entsprechen Linien von der Intensitat Null. Die Lasung 
dieses ganzen Problemkomplexes ist durch zwei wichtige 
Untersuchungen in jiingster Zeit wesentlich gefardert wor­
den. An erster Stelle gelangte A. Rubinowicz 280 ), durch 
Anwendung des Satzes van der Erhaltung des Drehimpulses 
(Impulsmoments) auf das System Atom + ausgestrahlte 
Welle, zu einem Auswahlprinzip und einer Palarisationsregel 
von folgender Gestalt: bei wasserstaffa.hnlichen Atamen, 
die der Einwirkung auBerer Kraftfelder entzogen sind, kann 
sich bei der Emission die azimutale Quantenzahl n des 
Elektrons [siehe Formel (99)J nur urn a, + I, oder -I 
a.ndern. 1m ersteren Falle ist das ausgestrahlte Licht linear 
polarisiert, in den beiden anderen Fallen zirkular. Die 
Stellung der Bahnebene bleibt beim Emissionsvorgang er­
halten. Bei wasserstoffunahnlichen, komplizierter gebauten 
Atomen liegt die Sache etwas weniger einfach: Setzt man 
hier den gesa m ten Drehimpuls aller am System beteiligten 
Massen, der bekanntlich wahrend der Bewegung konstant 

bleibt, gleich einer ganzen Zahl n* mal ~, so sindes gerade 
2n 

die Anderungen dieser Zahl n* bei der Emission, die hier 
durch das Auswahlprinzip in der gleichen Weise eingeschrankt 
werden, wie aben die Anderungen der azimutalen Quanten­
zahl des einzigen springenden Elektrons. Auch hier liefert 
die Anderung Null der Quantenzahl n* lineare Polarisation, 
Anderungen urn ± I dagegen zirkulare. An die Stelle der 
Bahnebene tritt hier die "invariable Ebene" (senkrecht zum 
Gesamtdrehimpuls), deren Stellung im Raum erhalten 
bleibt. Unterliegt endlich das Atom der Wirkung eines 
auBeren Feldes, etwa eines homagenen elektrischen Feldes 
(Starkeffekt) ader eines homogenen Magnetfeldes (Zeeman-

Rei c he, Quantentheorie. 9 
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Effekt), so bleibt bekanntlich wahrend der Bewegung der 
am Atom beteiligten Massen nur diejenige Komponente des 
gesamten Drehimpulses konstant, die dem auBeren Felde 

parallel ist. Setzt man diese Impulskomponente = nl ~ , 
2n 

so wird jetzt nur die Anderung dieser Zahl nl durch das 
Auswahlprinzip eingeschrankt (Anderung = 0, + I, -I). 
Das Auswahlprinzip ist also durch das' auBere Feld in seiner 
Wirkung ersichtlich abgeschwacht und kann, wenn Felder 
von regelloser Starke und Richtung das Atom angmifen, 
wie es z. B. bei elektrischen Entladungen der Fall ist, vollig 
illusorisch werden. 

Durch ganz andersartige Betrachtungen gelangte 
N. Bohr 28l) zu Resultaten, die sich im wesentlichen mit 
denen von Rubinowiczdeckten, sie jedoch an Tragweite noch 
bedeutend tibertrafen. Bohr ging dabei von der Tatsache aus, 
daB in der Grenze fUr groBe QuantenzaWen, wo die aufein­
anderfolgenden stationaren Zustande des Atoms sich ener­
getisch relativ nur wenig unterscheiden, die Schwingungszahl, 
die das Elektron beim Dbergang zwischen benachbarten 'Zu­
standen emittiert, identisch wird mi t der U mla ufszahl 
in der stationaren Bahn 282). Das Elektron emittiert 
dann also, nach der Bohrschen Frequenzbedingung, dieselbe 
Linie, <l!e es nach der klassischen Elektronentheorie entsendet. 
M. a. W.: Ftir sehr groBe Quantenzahlen geht die 
Quantentheorie in die klassische Theorie tiber 
(Bohrsches "Analogieprinzip"). Auf dieses Prinzip gesttitzt, 
kann nun Bohr folgendermaBen argumentieren: Nach der 
klassischen Mechanik laBt sich die Bewegung des Elektrons im 
Bohrschen Atom darstellen als Dbereinanderlagernng zeitlich 
harmonischer Partialschwingungen von der Schwingungszahl: 

Ykl = 'll WI + 'l2 W 2 + ... + 'l,W, . (103) 
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Dabei sind die Tl •.. Tf ganze Zahlen, die im allgemeinen 
aIle Werte zwischen '-:""00 und + 00 annehmen konnen; die 
Wl ... wf sind gewisse, vom Bewegungscharakter abhiingige 
Konstanten; I ist die Zahl der Feiheitsgrade. Die Amplitude 
der durch die Zahlen Tl ... Tf charakterisierten Partial­
schwingung sei A.1 •••• f • bann ist nach der klassischen 
Elektrodynamik l'kl zugleich die Schwingungszahl der emit­
tierten Partialwel~e (T1 ·· .TA, und A~"" If ein MaB 
ihrer Intensitiit. Andererseits ergibt sich aus der Quanten­
theorie (Bohrs Frequenzansatz) fUr hohe Quantenzahlen 
folgendes Resultat: Beim Dbergang aus einem Anfangs­
zustand, der durch die Quantenzahlen m1 , m2 ••• mf 
charakterisiert ist, in einen Endzustand, dem die Quanten­
zahlen n1 , n2 . •• nf entsprechen, wird eine Linie von der 
Schwingungszahl 

l'QU = (m1 - nt)wt + (m2 - n2)wa+'''+ (mf- nf)wf··· (104) 

emittiert. Dabei sind die GroBen Wt ... wf dieselben Kon­
stanten, wie in (103). Nun ist _aber nach Bohrs Analogie­
prinzip fUr hohe Quantenzahlen l'kl = l'Qu' Daher folgt durch 
Vergleich von (103) und (104): 

Tl=m1-n1 , Ta=ma-n2···, ... Tf=mf-nf··· (105) 

d. h. die "klassische" Partialschwingung (Tl .. • Ttl 
entspricht demjenigen Quanteniibergang, bei dem 
die Quantenzahlen sich gerade um Tl .. . Tt iindern. 
Polarisation und Intensitat der bei diesem Quan­
teniibergang emittierten Welle liiBt sich also aus 
der Schwingungsform und Amplitude der "ent­
sprechenden klassischen" Partialschwingung ab­
lesen. Dieses fUr hohe Quantenzahlen abgeleitete Prinzip 
extrapoliert Bohr mit groBer Kiihnheit auf das Gebiet be­
liebiger Quantenzahlen. So ergibt sich u. a. das bemerkens-

9* 
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werte "Auswahlprinzip": Fehlt in der Entwicklung der 
Elektronenbewegung nach Partialschwingungen etwa das 
Glied (T" T2 ... T,} , so ist der entsprechende Quanten­
iibergang: 

ml - nl = T" m2 - n2 = T2 ••• , mJ - nJ = T, 

nicht vorhanden. So folgt z. B. fiir kdiftefreie wasserstoff­
ahnliche Atome, in etwas engerer Fassung, wie bei Rubino­
wicz, der Satz, daB die azimutale Quantenzahl 
sich bei allen Emissionen n ur urn + I oder -I 
and ern k ann, was beides zirkular polarisierte Strahlung 
liefert. 

Sowohl die Auswahlprinzipien wie die Polarisations- und 
Intensitatsregeln haben sich beim Vergleich mit der Er­
fahrung aufs beste bewahrt. Rubinowicz selbst zeigte, daB 
sein Auswahlprinzip und die Polarisationsregel mit Paschens 
Feinstrukturmessungen an den Heliumlinien, feruer mit den 
Beobachtungen des Starkeffekts und des normalen Zeeman­
Effektes gut im Einklang sind. P. S. Epstein 283) und 
H. A. Kramers 284) gingen noch dariiber hinaus und konnten 
in tiefgehenden Untersuchungen, die sich an Bohrs Theorie 
anschlossen, beweisen, daB auch die Intensitatsberechnung 
in dem eben angedeuteten Sinn zu erstaunlicher Dberein­
stimmung mit den Beobachtungen fiihrt. Endlich haben 
Sommerfeld und Kossel 285 ) in einer interessanten Studie das 
Rubinowiczsche Auswahlprinzip auch auf wasserstoffun­
iihnliche Spektren angewandt und gezeigt, daB es imstande 
ist, das bevorzugte und leichtere Auftreten gewisser Serien 
im Vergleich mit anderen zu erklaren, und daB es durch 
die Hervorhebung der "moglichen" Dbergange die Uferlosig­
keit der denkbaren Kombinationen in weitgehender, und 
- wie es scheint - der Wirklichkeit durchaus entsprechen­
der Weise, eindammt. 
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§ 10. Der ElektronenstoB und das Bohrsche Atom. 

Wahrend so, durch die Deutung und Klarung der un­
geheuren, fast verwirrenden Fulle spektroskopischer Erfah­
rungen die Uberzeugung von der Richtigkeit des Bohrschen 
Atommodells immer tiefer Wurzeln schlug, wurde eine 
Reihe ganz anders g'earteter Beobachtungen bekannt, die 
wesentlich zur Konsolidierung der Bohrschen Theorie bei­
trugen. Es sind dies die schon fruher, bei der Lichtquanten­
hypothese erwahnten Untersuchungen uber den StoB freier 
Elektronen gegen Gasmolekiile- bzw. -atome, die insbesondere 
von ]. Franck und G. Hertz 286 ) und an schlie Bend von einer 
gri:iBeren Reihe amerikanischer Forscher in systematischer 
Weise ausgefuhrt wurden. Die mannigfachen Ergebnisse 
dieser interessanten Arbeiten seien hier an einem einfachen 
Beispiel schematisch skizziert. Was hat man beim .Aufprall 
von Elektronen auf Bohrsche Atome zu erwarten? Ais ein­
fachen Typus eines Bohrschen Atoms wahlen wir ein Modell, 
bei dem um einen z-fach positiven Kern z-Elektronen in 
stationaren Quantenbahnen kreisen. Die Beschaffenheit und 
raumliche Anordnung dieser Bahnen, ebenso wie die Vertei­
lung der Elektronen auf die einzelnen Bahnen lassen wir 
offen und machen nur die vereinfachende Annahme, daB 
ein Elektron -das sogenannte Valenzelektron - allein 
auf der auBersten Bahn (I) heist. (Siehe Fig. 10.) 
Dies sei der "normale", unerregte Zustand des Atoms. 
Uas Wasserstoffatom (z = I) hat, wie wir wissen, diese 
Konstitution, und von neutralen komplizierteren Atomen 
fallen mit groBer Wahrscheinlichkeit die Atome der Alkali­
metalldampfe (Li, Na, K, Rb, Cs) unter dieses Schema. 
Wird durch irgendeine Energiezufuhr das Elektron aus der 
normalen Bahn (I) in eine hi:ihere Bahn (mit gri:iBerer 
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Energie), also etwa in die Bahn (2), (3), (4) usw. "gehoben", 
und ,,£aIlt" es von dort auf die Bahn (I) zuriick, so wird 
dabei die r., 2., 3 .... Linie der sogenannten "Absorptions­
serie des unerregten Atoms" (Hauptserie) emittiert. 

Fig. 10. 

Die Schwingungszahlen der ausgesandten Linien sind dabei 
durch die Bohrsche Frequenzbedingung (92) geregelt, 
d. h. der Energieverlust Wn - WI beim Obergang aus der 
n ten in die erste Bahn ist gleich einem Quantum h Vn,1 

der emittierten Linie: 

W .. -Wt =hVn,l' (106) 



- I35 -

Die zur "Hebung" des Elektrons auf das hOhere Energie­
niveau notige Energiezufuhr kann in zweierlei Art bewirkt 
werden: erstens durch Absorption auBerer Strahlung; 
zweitens ~ und das ist der hier in Frage kommende Fall -
durch ElektronenstoB. FaIIt iiuBere Strahlung von der 
Schwingungszahl vn.1 auf das Atom, so wird ein Quantum hV",l 
dieser Strahlung absorbiert und dazu benutzt, um das 
Elektron von dem Energieniveau W1 auf das hahere Niveau 
W" = W1 + hV",l zuheben. Von dort auf das urspriingliche 
Niveau herabfallend, emittiert das Elektron dann Licht der 
absorbierten Linie. Bemerkenswert ist dabei noch der Um­
stand, daB das Elektron, wenn es auf das Niveau (2) ge­
hoben ist, keine andere Wahl hat, als zum Ausgangs­
niveau zuriickzukehren, wahrend es z. B. von der Bahn (4) 
3 'Obergiinge - nach (3), (2) und (1) - frei batte. Hat also 
das Atom aus der iiuBeren Strahlung die Linie '1'2,1 absorbiert, 
so reemittiert es diese Linie mit vollem Energiebetrag. Die 
erste Linie der Absorptionsserie ist daher - im Gegensatz 
zu allen iibrigen Linien -eine sogenannte Resonanzlinie. 

Wird die zur Hebung des Elektrons natige Energiezu­
fuhr durch den StoB eines fremden Elektrons geliefert, so 
wird - wie zuerst Franck und Hertz bewiesen - das fremde 
Elektron' vollstiindig elastisch (nach den mechanischen 
Gesetzen des elastischen StoBes) von dem Atom reflektiert, 
so lange seine Energie E einen gewissen kritischen Wert ER 
unterschreitet. Wird dieser Energiewert erreicht, so verliert 
das stoBende Elektron seine volle Energie und gibt sie an 
das Elektron des gestoBenen Atoms ab ("unelasticher StoB"). 
Was bedeutet dies im Bohrschen Atombild? Offenbar ist 
ER nichts anderes als W2 - Wi> d. h. diejenige Energie, 
die notig ist, urn das Elektron des Atoms vom Normal­
zustande auf die Bahn (2) zu heben. Die Folge dieses 



ElektronenstoJ3es, der dem Atom die Energie ER zufUhrt, 
muJ3 also die Emission der Resonanzlinie sein. Trifft diese 
Auffassung den Kern der Sache, so muJ3 'die Energie ER 

mit der Schwingungszahl 1'2,1 der Resonanzlinie durch die 
Quantenbeziehung 

zusammenhangcn. Diese Beziehung hat sich in der Tat auf 
das beste bestatigt. So finden z. B. Tate und Foote287 ) beim 
Natrium, daJ3 der erste unelastische ElektronenstoB dann 
einsetzt, wenn das stoJ3ende Elektron durch ein Potential 
V R = 2, I 2 Volt, das sogenann te Resonanzpoten tial, be­
schleunigt wird. Die durch dieses Potential dem sto13enden 
Elektron erteilte Energie hat den \Vert: 

eVR 
ER = ---.. 

300 

4,774.10-10.2,12 -1 ----.- = 3,37. 10 2 
3. 102 

Andererseits ist hier die D-Linie die 111 Frage kommende 
ResonanzIinie, also 

c 6 545 . 10 - 27 • " • 10 10 
h l' = h - = ' .) = 3 33 . 10 - 12 

2,1 2 5 893 . 10 - 5 ' 2,1 , 

Die Beziehung (107) ist also mit groJ3er Genauigkeit. er­
fUIlt. Das- gleiche gilt fUr Kalium (VR = 1,55 Volt, also 
ER = 2>47· 10- 12' 221 = 7,685.10-5, also h1'21 = 2,55. 10 - 12). 

Auch bei den Edelgasen (Helium, Neon usw.) und den 
Dampfen des Quecksilbers, Zinks und Kadmiums liegen -
mit einigen Modifikationen - ahnliche qualitative und 
quantitative Verhaltnisse vor. Die schon fruher besprochene, 
von Franck und Hertz entdeckte Anregung der Quecksilber­
Resonanzlinie 1 = 2,536 . 10 - 5 durch ElektronenstoJ3 stellt 
hierfUr ein charakteristisches Beispiel dar. Das beobachtete 
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Resonanzpotential ist hier 4,9 Volt, wahrend sich aU5 der 
Beziehung 

der Wert V R = 4,86 Volt ergibt. 
Wird die Energie des stoBenden Elektrons uber E R 

hinaus gesteigert, 50 ist ein "unelastischer", mit vollem 
Energieverlust verbundener StoB jedesmal dann zu er­
warten, wenn E = Wn - W 1 (n = 3, 4, 5, ... ) geworden 
ist. Durch diese verschiedenen Energiezufuhren wird das 
Elektron des Atoms jeweils auf das 3·, 4·, 5 .... Energie­
niveau gehoben. Wird endlich E = Eoo = Woo - WI , 
so reicht die Energie des stoBenden Elektrons gerade 
hin, um das Atomelektron bis ins Unendliche zu ent­
fernen, d. h. um das Atom zu ionisieren. Eoo ist da­
her die Ionisierungsenergie, die ihm entsprechende Span-

nung V 00 = 300eEoo heiBt clie Ionisierungsspann ung. 

Aus der Beziehung (106) folgt nun sofort die bedeutsame 
Gleichung 

eVoo 
Eoo = -- = h 1'00 1 • 

300 ' 
(ro8) 

D. h. die Ionisierungsenergie ist gleich clem Quan­
tum, das der letzten Linie der Absorptionsserie, 
also der "Seriengrenze", entspricht. Auch diese 
Quantenbeziehung hat sich in allen Fallen aufs schOnste 
bestatigt. Fur Natrium Z. B. fan den Tate und Foote: 
V 00 = 5,13 Volt, was eine Ionisierungsenergie von der 
GroBe Eoo = 8,17' 10- 12 liefert. Andererseits hat die 
Grenze der Hauptserie die Wellenlange A 00 1 = 2,{13 . 10 - 5 ; 

daher ist h l' 001 = 8,14' 10 - 12, in schlagender Dbereinstim­
mung mit dem Werte von E"". 



Fur Quecksilberdampf ist die in Ftage kommende 
Grenze der Hauptserie ;'00= 1,188. IO-6• Daraus folgt 
nach (108): V 00 = 10,4 Volt, wahrend die Messungen ver­
schiedener Forscher die Werte 10,2-10,3 Volt lieferten 
(Tate, Bergen, Davis und Goucher; Hteghes und1Dixon; 
BishoP) 288). Aus allen diesen Beispielen, die sich noch 
betrachtlich vermehren lieBen, geht, wie man wohl an­
erkennen wird, mit uberzeugender Deutlichkeit hervor, 
daB die Bohrschen Vorstellungen den Bau und die 
Wirkungsweise der Atome mit seltener Klarheit in ihrem 
tiefsten Wesen - erfaBt hatten. 

§ I I. Einsteins Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes 
mit Hilfe des Bohrschen Atoms. 

Bei diesem Stande der Dinge lag es nahe, auch das Gesetz . 
der schwarzen Strahlung neu zu fundieren, indem man als 
absorbierendes und emittierendes Elementargebilde an Stelle 
des von Planck benutzten linearen Oszillators, nun ein 
Bohrsches Modell zugrunde legte. Diesen Schritt tat A. Ein­
stein 289). In einer h6chst bedeutsamen Studie untersuchte er 
das Energie- und Impulsgleichgewichfzwischen der schwarzen 
Strahlung und einem allgemeinen Bohrschen Modell, welches, 
aller speziellen Eigenschaften entkleidet, nur der Quanten­
forderung zu genugen hat, daB es eine diskrete Reihe verschie­
dener Zustande annehmen kann. Fur die Wechselwirkung 
zwischen der Strahlung und dem Atom - Ausstrahlung und 

. Einstrahlung - fuhrt Einstein folgende einfache H ypothesen 
ein: Die Ausstrahlung, d. h. der mit Energieverlust ver­
bundene Dbergang des Atoms aus einem Zustand (2) von 
h6herer Energie E2 in einen Zustand (1) mit kleinerer 
Energie El solI, beziiglich ihrer Haufigkeit, dasselbe stati­
stische Gesetz befolgen, das auch den Zerfall radioaktiver 
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Substanzen regelt; d. h.: Die Zahl der Vbergange 2 -+ I in 
der Zeit d t, also die Zahl der in diese Zeit "zerfallenden" 
Atome (2) ist proportional dt . N2, wenn N2 die momentane 
Zahl der Atome im Zustand (2) bedeutet. 

Anders dagegen lautet das Gesetz, das nach Einstein 
die dutch auBere Einstrahlung hervorgerufenen Prozesse 
regelt. Unter der Einwirkung der auBeren Bestrahlung kann 
zweierlei geschehen: es kann entweder ein Atom aus dem 
Zustand (1) in den Zustand (2) iibergehen, unter Aufnahme 
von Energie; das ist die "eigentliche positive Absorption". 
Oder es kann auch der Fall eintreten, daB, infolge der 
Phasenbeziehung zwischen dem Feld der auBeren Strahlung 
und des Atoms, unter der Wirkung der Einstrahlung das 
Atom Energie verliert, und daher aus dem Zustand (2) in 
den Zustand (1) iibergeht ("negative Absorption"). Die 
Haufigkeit beider Arten von Vbergangen ist dann pro­
portional der Intensitat S!'p der auBeren Strahlung: die Zahl 
der mit positiver Absorption verbundenen Vbergange 1 -+ 2 

in der,Zeit dt ist daher proportional N1dt st., die Zahl der 
mit negativer Absorption verbundenen Vbergange 2 -+ 1 

ist proportional N2 dt stp • Dabei ist Nl die momentane Zahl 
der Atome im Zustand (1). Nl und N2 werden nach den aus 
der Gastheorie und der statistischen Mechanik bekann-
ten, im Sinne der Quantentheorie erweiterten Verteilungs­
gesetzen bestimmt. Dann folgt . aus dem Energiegleichge­
wicht zwischen Aus- und Einstrahlung bei der Temperatur T: 

A 
Sf" =E,---E-,--· (1°9) 

e -----;<T - 1 

wo k die Boltzmannsche Konstante, A eine von der Tempe­
ratur unabhangige Konstante darstellt. Aus dem Wienschen 
Verschiebungsgesetz (4) ergibt sich, daB erstens A propor-



tiona! V3, und zweitens E2 - El proportional v sein muB. 
Schreiben wir daher 

E2 -E1 =hv, (lIO) 

so erkennt man hierin die Bohrschen Frequenzbedingung 
(92) wieder. Damit nimmt dann ~v die Form des Planck­
schen Strahlungsgesetzes an, das hier in verbliiffend ein­
facher und eleganter Weise aus einem Minimum allgemein 
gehaItener Hypothesen entspringt. Die weitere Verfolgung 
und Vertiefung dieser Vorstellungen, namlich die Auf­
stellung der Impulsbilanz neben der Energiebilanz fUr 
den Vorgang der Aus- und Einstrahlung fUhrte Einstein zu 
der merkwiirdigen Folgerung, daB die Ausstrahlung Bohr­
scher Atome nicht in Kugelwellen erfolgen kanne, wie es 
die klassische Elektronentheorie verlangt, sondern daB der 
ProzeB der Emission gerichtet ist wie der SchuB aus einer 
Kanone. Es ist nicht zu verkennen, daB dadurch die Vor­
stellung einer quantenhaften Struktur der Strahlung (Licht­
quantenhypothese) wieder in greifbarere Nahe geriickt ist. 

VII. Die Quantentheorie der Rontgenspektren. 

§ I. Die Rontgenspektralanalyse. 

Parallel mit der Ausgestaltung der Lehre von den op­
tischen Spektren hat sich in den letzten Jahren auf derselben 
Grundlage eine Theorie der Rantgenspektren entwickelt, 
die schon jetzt tiefe Einblicke in den Bau der Atome ge­
stattet und so die Theorie der optischen Spektren in er­
wiinschter Weise erganzt. Die Forschungen von Ch. Earkla, 
W. H. und W. L. Bragg, Moseley und Darwin, Siegbahn 
und Friman 290 ) u. a. haben erwiesen, dan beim Aufprall von 
Kathodenstrahlen auf die Antikathode eines Rantgenrohres 



2 Arten von Rontgenstrahlen entstehen: erstens die so­
genannte Bremsstrahlung (Impulsstrahlung), bestehend aus 
einem ausgedehnten kontinuierlichen Bereich von Wellen­
langen (ahnlich wie der kontinuierliche Grund der sichtbaren 
Spektren); zweitens die "charakteristische Strahlung", ei n 
typisches Linienspektrum, dessen Struktur so wesent­
lich und ausschlieBlich von dem Material der Antikathode 
abhiingt, daB ein Blick auf dieses Spektrum genugt, urn so­
fort eindeutig auf die Antikathodensubstanz zu schlieBen. 
So stellt sich der optischen Spektralanalyse von Bunsen 
und Kirchhoff eine Rontgenspektralanalyse der Ele­
mente an die Seite. Dabei hat sich gezeigt, daB das charakte­
ristische R6ntgenspektrum eine reine Atomeigenschaft 
ist, und zwar eine additive. Untersucht man z. B. das 
R6ntgenspektrum, das eine Antikathode aus Messing 
(Kupfer + Zink) erzeugt, so findet man sowohl die Linien 
des Kupfers als auch die des Zinks unverandert an derselben 
Stelle, an der sie in den Spektren der einzelnen Elemente 
Kupfer und Zink liegen; neue Linien entstehen dagegen 
nicht. N ach alledem wird man vermuten, daB das Linien­
spektrum im Atom der Antikathode entsteht und dort 
durch die auftreffenden Elektronen des Kathodenstrahls 
ausge16st Wird. Es zeigte sich ferner die wichtige Tatsache, 
daB sich die Linien des charakteristischen Spektrums, 
eben so wie die Linien der optischen Spektren, in Serien 
einordnen lassen. So hat man bisher eine kurzwelIige 
K-Serie, eine langwellige L-Serie und eine noch langwelIigere 
M -Serie aufgefunden. 

Das merkwurdigste an diesen Spektren aber ist ihr ge­
setzmaBiger Zusammenhang mit der Ordnungszahl ihres 
Elementes im periodischen System. Zeichnet man sich die 
Lage einer bestimmten Linie (etwa der ersten Linie K", der 
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K-Serie) fUr die aufeinanderfolgenden Elemente des peri­
odischen Systems auf, so offenbart sich ein durchaus stetig 
fortschreitender Gang: die Linie ruckt mit wachsender 
Ordnungszahl immer mehr nach kurzen Wellen vor, Die 
RegelmaBigkeit dieses Vorruckens ist derart, daB man 
Lucken oder falsche Stellung eines Elements im periodischen 
System sofort an dem zu groBen Sprung erkennt. Nun ist 
aber nach der schon erwahnten Hypothese von Rutherford, 
v. d. Broek und Bohr die Ordnungszahl eines Elementes 
nichts anderes als seine Kernladungszahl, d. h. die Zahl der 
positiven Elementarladungen seines Atomkerns. Halt man 
damit die eben besprochene Erscheinung zusammen, nach 
der das stetige Fortschreiten der Kernladungszahl in der 
Reihe der Elemente sich in der stetigen Verschiebung ihrer 
Rontgenlinien wiederspiegelt, so wird man zu der Auffassung 
gedrangt, daB der Ort der Entstehung fur die Ront­
genspektren die unmittelbare Nachbarschaft des 
Kernes sein muB, also das Innerste des Atoms. Denn in 
dieser Region wirkt offenbar der Kern am starksten, am 
wenigsten gestOrt durch die auBeren Elektronen, und daher 
wird sich auch dort das Anwachsen der Kernladung am 
reinsten auBern. 

In quantitativer Hinsicht wurde der Zusammenhang 
zwischen der Lage der Rontgenlinien und der Ordnungs­
zahl z zuerst von G. MoseZey291) formuliert. Er fand fur die 
Schwingungszahlen von K(X (erste Linie der K-Serie) und L", 
(erste Linie der L-Serie) die empirischen Beziehungen: 

VK =N(Z-I)2(~_~) 1 '" 12 22 
(III) 

VL =N(Z-7.4)2(2-_2-) 
"'22 32 

wo N die Rydbergsche Z~hl bedeutet. 
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Die A.hnlichkeit dieser Beziehungen, die nur naherungs­
weise Gilltigkeitbesitzen, mit der Bohrschen Formel (93) 
fiir die wasserstoffahnlichen Serien springt derar:t in die 
Augen, daB es nahe lag, nun auch eine Erklarung der 
Rontgenserien auf Grund des Bohrschen Modells zu ver­
suchen. 

Dies Problem ist vor allem von W. Kossel 292), A. Sommer­
leld 293), L. Vegard 294), P. Debye 295 ), J. Kroo 296), A. Smekal297 ) 

in Angriff genommen worden, und so ist neben der Theorie 
der optischen Spektren, die an der Peripherie des Atoms 
ihren Ursprung nehmen, eine Theorie der Rontgenspektren 
entstanden, die uns in die innerste Region des Atoms fiihrt. 
N ach dieser Theorie kann man sieh, in groBen Ziigen, die 
Emission der Rontgenspektren folgendermaBen vorstellen: 
wir betrachten ein neutrales BiJhrsches Atom, bestehend 
aus einem z-fachen Kern, der von z-Elektronen umkreist sei. 
Diese z-Elektronen mogen sich in verschiedenen Ringen 
anordnen. Der innerste einquantige Ring, der sogenannte 
K-Ring, trage im Normalzustand Pl Elektronen; der zweite 
Ring, der L-Ring, sei zquantig und mit P2 Elektronen be­
setzt, der dritte, 3quantige Ring, der M-Ring, mit Ps 
Elektronen usw. (Fig. II). Die Frage, ob man mit dieser 
Ringvorstellung und der nach auBen wachsenden Quantig­
keit zum Ziel kommt, und ob man sich die Ringe konplanar 
oder gegeneinander geneigt zu denken hat, wollen wir offen 
lassen. Die Vorbereitung zur Emission der K-Serie besteht 
darin, daB durch Energiezufuhr - sei es durch Absorption 
auBerer Strahlung oder durch ElektronenstoB -ein Elektron 
des K-Ringes bis ins Unendliche entfernt wird, also gleieh­
sam das Atom "innen", d. h. im K-Ring ionisiert wird. 1st 
die Energie des Atoms vor dieser 10nisierung = Wo' nach 
der 10nisierung = W K, so ist also eine Energiezufuhr yom 
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Betrage W K -- WO ZU liefern. Daher kann jede Strahlung, 
deren Energiequantum h" > W K - Wo ist, bei ihrer Absorp­
tion die Absprengung des Elektrons aus dem K-Ring leisten. 
UiBt man das}l der auBeren Strahlung allmahlich von kleinen 

. W K - Wo 
Werten anwachsen, so tntt an der Stelle }lK = -----h----

p16tzlich eine starke Zunahme der Absorption ein, weil eben 

Fig. II. 

von dieser Stelle an die auBere Strahlungsenergie zur 
"Ionisierung des K-Ringes" verbraucht wird. Es erstreckt 
sich also von }I = }lK an nach h6heren Schwingungszahlen 
hin ein Absorptionsband, dessen Kante bei }lK liegt. 
Diese Erscheinung der "Absorptionsbandkante" hatten wir 
schon friiher im Sinne der Lichtquantenhypothese gedeutet. 
Wird die Energiezufuhr durch den StoB eines fremden 
Elektrons geliefert, so muB dessen Energie E:::: W K - Wo 
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sein, d. h. E > h 'JIg, eine Beziehung, die wir ebenfalls schon 
fruher vom Standpunkt der Lichtquantenhypothese ab­
geleitet hatten. 

Durch die Ionisierung des K-Ringes ist nun das Atom 
zur K-Emission prapariert. Fallt jetzt aus dem zquan­
tigen L-Ring ein Elektron in den _Iquantigen K-Ring -
gleichsam zur Ausfiillung der dort entstandenen Lucke -, 
so wird die erste Linie der K-Serie, K IX , emittiert. Wird 
dagegen die Lucke des K-Ringes durch ein Elektron des 
3quantigen M-Ringes oder des 4quantigen N-Ringes aus­
gefiillt, so entstehen Kp bzw. K"I' Ganz analog liegt der 
Fall bei der L- und M-Serie. Wird durch Energiezufuhr 
(Absorption oder ElektronenstoB) ein Elektron des L-Ringes 
abgesprengt, also der L-Ring ionisiert, so ist das Atom zur 
Emission der L-Serie prapariert. Wird jetzt die Lucke des 
zquantigen L-Ringes durch ein Elektron des 3quantigen 
M-Ringes ausgefiillt, so entsteht die erste Linie der L-Serie, 
Lrx; wird sie durch ein Elektron des N-Ringes ausgefiillt, 
so entsteht die zweite Linie der L-Serie, By (die Bezeichnung 
ist hier nicht ganz konsequent!) usw. 

Das zur Linienemission inverse Phanomen, namlich die 
Linienabsorption, die uns von den sichtbaren Spektren 
her bekannt ist, scheint hier auf den ersten Blick zu fehlen. 
Dies ist indessen, wie W. Kosset 298 ) kurzlich zeigte, eine 
Tauschung. Allerdings kann z. B. das abgesprengte Elektron 
des K -Ringes im allgemeinen nicht auf dem L - oder M - oder 
N - Ring hangen bleiben, weil dort aIle Platze schon durch 
Elektronen besetzt sind. Eine Absorption der Linien Krx , 
Kp oder Ky ist also in diesem Fall unmoglich. Wohl aber 
kann das Elektron des K-Ringes auf einer unbesetzten 
Quantenbahn jenseits der besetzten Ringe, also auBerhalb 
der "Atomoberflache", zur Ruhe ~ommen. Bei diesem 

Rei c he, Quautentheorie. TO 



ProzeB wird in der Tat eine "Linie" absorbiert, und zwar 
die, deren h'V gleieh ist dem Energieunterschied zwischen 
dem K-Ring und der Endbahn des abgesprengten Elektrons. 
Diese Verfeinerung der Betrachtung zeigt also, daB das 
Elektron aus dem K-Ring nieht sofort bis ins Unendliehe 
gehoben zu werden braucht, sondern daB noch vor der 
Absorptionsbandkante Linienabsorptionen auftreten. 

§ 2. Die Feinstruktur der Rontgenlinien. 

Es ist nun besonders bemerkenswert, daB es Sommerfeld 
gelungen ist, auch hier im Gebiete der Rontgenspektren 
die Feinstruktur der Linien durch Heranziehen der Rela­
tivitatstheorie zu erklaren. So ist z. B. nach Sommerfeld 
die 2 quan tige L-Bahn "doppelt", sie kann. als Kreis (n' = 0, 

n = 2) oder als Ellipse 299) (n' = r, n = r) auftreten. Da­
her ist die Linie, die vom L-Ring als Anfangsbahn ausgeht, 
namlich K IX, ein Dublett (KIX und K IX,). Ebenso sind auch 
diejenigen Linien, die die L-Bahn zur Endbahn haben, 
Dubletts, namlich die Linie LIX (genauer L IX,), zu der Lp als 
Dublett gehOrt, ferner L y' die mit L~ ein Dublett bildet usw. 
Der Abstand der Dublettkomponenten (in Schwingungs­
zahlen) ergibt sich nach Sommer/dds Theorie angenahert 
proportional der 4. PO,tenz der Ordnungszahl z. Daher sind 
hier im Rontgengebiet, wo es sich meistens urn Elemente 
von betrachtlicher Ordnungszahl handelt, die Dubletts 
gegeniiber dem mikroskopischen. Wasserstoffdublett (z = r) 
makroskopisch vergroBert. Bei der Emission der Rontgen­
linien kommt das Elektron dem hochgeladenen Kern sehr 
nahe, und daher sind die relativistischen Effekte der Auf­
spaltung viel groBer, als bei den optischen Spektren, bei 
denen sich das Elektron an der Atomoberflache bewegt, 
wo es gegen die Wirkung des starken Kernes durch die 
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iibrigen Elektronen des Atoms fast ganz abgeschirmt ist. 
Mit Hilfe der theoretisch, unter Anlehnung an das Be­
obachtungsmaterial, abgeleiteten Beziehung 

L-Dublet = (_ 6)4 
H-Dublet z 3, , (lI2) 

konnte Sommerfeld das Wasserstoffdublett aus den be­
obachteten L-Dubletts berechnen und mit der Erfahrung 
vergleiehen. Die Dbereinstimmung ist sehr befriedigend. 

§ 3. Die Besetzung der Ringe. Bedenken gegen die Ring­
anordnung der Elektronen. 

Die quantitative Durchrechnung des einfachsten Falles, 
namlich der Emission von KC'., fiihrte Debye zu der Folgerung, 
daB der K-Ring im Normalzustand aus 3 Elektronen be­
steht. Hierzu fUgte Kroo, bei einer weiteren Vertiefung der 
Rechnung die Konsequenz, daB der L-Ring im Normal­
zustand 9 Elektronen enthalt. Mit diesen beiden Besetzungs­
zahlen, PI = 3, P2 = 9, lieB sich die Lage von KC'. fUr alle 
Elemente als Funktion der Ordnungszahl z darstellen. Die 
Emission von KC'. findet dabei nach folgendem ohne weiteres 
verstandlichen Schema statt. 

II K-Ring I L-Ring 

Normalzustand II 3 J 9 
------+--"+--) Ionisierung des K-Rings 
Anfangszustand II 2 I 9 
-------tt----+---J Emission von KeI' 

Endzustand II 3 I 8 

Die so gefundenen normalen Besetzungszahlen 3 und 9 
der beiden innersten Ringe sind auffallend. Denn auf Grund 
des periodischen Systems mit seinen Achterper-ioden sollte 
man nach Kassel die Zahlen 2 und 8 erwarten. Das auf­
fallende der Zahlen 3 und 9 verdichtet sieh, wie mir scheint, 

10* 



zu einem Einwand, wenn man den Fall des Natriums (z = II) 
ins Auge faBt. Hier ist nach Kossel die Besetzung 2, 8, 1 

zu erwarten, da alIer Wahrscheinlichkeit nach ein Elektron 
(das Valenzelektron), wie bei allen Alkalien, auf der 
auBersten Quantenbahn (M-Ring) fUr sich alIein kreist. 
Jedenfalls aber ist es unmoglich, daB beide innersten Ringe 
zusammen bereits 12 (= 3 + 9) Elektronen im Normal­
zustand enthalten! Versucht man ferner, auf Grund der 
Krooschen Zahlen 3 und- 9 nun noch einen Schritt weiter 
zu gehen, auch fur LOi eine Formel aufzustelIen, die fur aIle z 
die Lage von LOi in Dbereinstimmung mit der Beobachtung 
darstellt, und dadurch die Besetzungszahl P3 des M-Ringes 
zu bestimmen, so findet man, wie A. Smekal 300) zeigte, daB 
diese DarstelIung mit keiner Kombination 3, 9, Ps gelingt. 
Auch nicht, wenn man die verschiedenen Ringe gegen­
einander neigt und ihre Wechselwirkung in Rechnung zieht!. 
So drangt sich einem der Verdacht auf, daB vielIeicht die 
ganze Vorstellung der ebenen Ringanordnung der 
Elektronen nicht den Tatsachen entspricht, und daB die 
Elektronen des Atoms vielmehr raumlich symmetrische 
Figuren bilden. Dieser Verdacht wird auBerordentlich ver­
starkt durch eine Reihe tiefgehender Untersuchungen von 
M. Born und A. Lande 30 1). 

Im AnschluB an M. Borns Arbeiten uber die Dynamik 
der Kristallgitter, die wir schon fruher, bei Gelegenheit der 
Atomwarme fester Korper, eingehend besprachen, stellten 
sich die beiden Forscher die Frage, ob man nicht die ku­
bischen Kristallgi tter der Alkalihalogensalze (N aCl, N aBr , 
NaJ; Kel, KBr, KJ usw.) aus Bohrschen Atomionen auf­
bauen kanne, nur unter Berucksichtigung der wechselseitigen 
elektrostatischen Krafte; und ob es auf diese Weise gelange, 
die Kristalleigenschaften (Gitterabstand, Kompressibilitat) 
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aus den Atommodellen der beiden konstituierenden Ionen 
vorherzusagen. Die Antwort auf diese Frage ist wesentlich 
bejahend ausgefallen. Aber es zeigte sich bei Bereehnung 
der Kompressibilitat dieser Kristalle die bemerkenswerte 
Tatsaehe, daB man zu weiehe Kristalle findet, wenn man 
an der Vorstellung der Ringanordnung der Elektronen im 
Atom festhalt. Dagcgen erhalt man gute Obereinstimmung 
mit den Beobaehtungen, wenn man mit Born die Hypothese 
einfiihrt, daB die Elektronen raumlich angeordnet sind. 
Ein Komplex von 8 Elektronen, wie er im Natrium, Ka­
lium usw. auftritt, bildet demnaeh nicht einen ebenen 
Achter-Ring, sondern die 8 Elektronen besehreiben Bahnen 
von Wiirfelsymmetrie. In das noeh reichlieh dunkleGe­
biet dieser "raumliehen" Elektronenbahnen hat A. Lande 302) 

erfolgreiehe VorstoBe unternommen. 
Nach alledem seheint es sieher zu sein, daB man a uch 

im Gebiet der Rontgenspektren nieht mehr mit 
der ebenen Ringanordnung der Elektronen aus­
kommt, und daB die ganze quantitative Theorie cler 
Rontgenserien, einschlieBlich der Sommerfeldsehen Fein­
strukturtheorie des K - und L - Dubletts, auf neuer Grund­
Iage aufgebaut werden muB. 

VIII. Erscheinungen an Molekiilmodellen. 

§ I. Dispersion und Magnetorotation des Ha = Molekiils. 

Wahrend die Rontgenspektren und die optisehen Serien­
spektren den Atomen der Elemente entstammen, und da­
her ihre Theorie an die Atommodelle ankniipft, gibt es 
eine Reihe von Erscheinungen, die, bei mehratomigen Sub­
stanzen, wesentlieh den Molekiilen eigentiimlieh sind, 



und deren Theorie sich daher auf die Molekiilmodelle 
stiitzt. Es sind dies vor aHem die normale Dispersion, die 
Drehung der Polarisationsebene im Magnetfeld (Magneto­
rotation) und ferner das groBe und komplizierte Gebiet der 
Bandenspektra. Bis vor wenigen Jahren waren Disper­
sion und Magnetorotation ausschlieBlich vom Standpunkt 
des Thomsonschen Modells, d. h. mit Hilfe q~asielastisch 
gebundener Elektronen, behandelt worden und bildeten 
ihrerseits eine starke Stiitze fUr dieses Modell. Dennoch 
waren Unstimmigkeiten in diesen Theorien seit langem be­
kannt. So ergaben sich z. B. aus Dispersionsmessungen, 
auf Grund der Dispersionstheorien von Drude, Voigt odeI' 

Planck, fiir das VerhaItnis L~dung des Elektrons (_e_) 
asse mc 

Werte, die im Vergleich zu den direkten Messungen dieser 
GroBe (mit Hilfe der Ablenkung von Kathoden- oder p­
Strahlen im elektrischen und magnetischen Feld) , viel z u 
klein ausfielen. Als aber nun das Thomsonsche Modell 
durch das Rutherford-Bohrsche verdrangt wurde und sich 
die Erfolge der Bohrschen Atommodelle in ungeahnter Weise 
mehrten, da muBte die Frage entstehen, ob sich nicht auf 
Grund dieser neuen Anschauungen eine Theorie der Dis­
persion und Magnetorotation einwandfrei durchfiihren lieBe. 
Die schwierige Lage, in die uns dieses Problem versetzt, 
riihrt daher, daB wir eigentlich in keinem einzigen FaIle 
den Aufbau eines mehratomigen Bohrschen Molekiils aus 
seinen Kernen und Elektronen mit Sicherheit kennen. Die 
genaue' Kenntnis dieses Aufbaues und der Bewegungen 
samtlicher Elektronen ist aber unbedingt erforderlich, wenn 
wir wissen wollen, wie das Molekiil auf auBere Wellen 
reagiert(Dispersion). Zwar hat W. Kossel 302) in einer ein­
gehenden Studie, die wir schon erwahnten, die allgemeinen 



Richtlinien aufgezeigt, nach denen, yom chemischen Stand­
punkt aus, der Aufbau der Molekiile aus Atomen vor sich 
gehen muB, aber die Einzelheiten dieses Aufbaues bleiben 
offen. Nur in wenigen, einfachsten Fallen sind bisher de­
taillierte Molekiilbilder aufgestellt und naher untersucht 
worden. So hat schon Bohr, wie wir fruher bei den Atom­
warmen der Gase erwahnten, ein Modell des zweiatomigen 
Wasserstoffmolekiils vorgeschlagen, das folgende Kon­
stitution besitzt (siehe Fig. 8): 2 einfach positive Kerne 
stehen sich im Abstand 2 b gegenuber. In der Ebene, die 
die Verbindungslinie der Kerne senkrecht halbiert, kreisen 
2 Elektronen, diametral gegenuber, auf einem Kreise yom 
Durchmesser 2 a. Das Gleichgewkht der Cottlombschen und 

der Zentrifugalkrafte verlangt a = b V3. Durch diese Be­
ziehung und durch die Quantenforderung, daB jedes Elektron 

das Impuismoment ~ bcsitzt, 1st das Modell in allen seinen 
2:n: 

Dimensionen und Geschwindigkeiten vollsUindig festgelegt. 
Dieses Modell war es, das als erstes von P. Debye 304 ) auf 
seine Dispersion hin untersucht wurde. Infolge des sym­
metrischen Baues besitzt das Molekiil im Normalzustande 
kein elektrisches Moment. Wird es dagegen von einer auBe­
ren Lichtwelle getroffen, so wird die Bewegung seiner Elek­
tronen periodisch gest6rt, sie weichen von der normalen 
Quantenbahn ab, geraten in erzwungene Schwingungen und 
erzeugen so ein im Takt der auBeren Welle periodisch 
wechselndes elektrisches Moment. Dadurch aber wird der 
ursprungliche Gang der primaren Welle in charakteristischer 
Weise vedindert, d. h. es entsteht Dispersion. Man kann 
sich dies so vorstellen: es sei c die Geschwindigkeit der 
primaren Welle im Vakuum. Die Schwingungen cler Elek­
tronen erzeugen eine yom Molekiil ausgehende sekundare 
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Welle. Alle diese sekundaren Wellen setzen sich mit der 
primaren zusammen und bilden so eine neue Welle von 
der vedlnderten Geschwindigkeit q, deren Wert von der 
Schwingungszahl der primaren Welle abhangt. Das aber 
ist gerade die Erscheinung der Dispersion. Die hier auf­
tretenden Elektronenschwingungen sind nicht Schwingungen 
urn Gleichgewichts 1 ag en, wie beim quasi elastischen Modell, 
sondern Schwingungen urn stationare Bahnen. Auch ist 
die Bindung der Elektronen, im Gegensatz zu den iiblichen 
klassischen Dispersionstheorien, hier anisotrop (d. h. das 
Elektron ist nach verschiedenen Richtungen hin verschieden 
stark gebunden). Vor allem infolge dieser Anisotro­
pie loste sich die Unstimmigkeit des zu kleinen 
e . 

--Wertes, und es gelang Debye, unter Zugrundelegung 
me 
des normalen Wertes von _e_, die beobachtete Dispersions-

me 
kurve des Wasserstoffs, d. h. die Abhangigkeit seines 
Brechungsquotienten von der Wellenlange, aus der Theorie 
abzuleiten. Dabei ist hervorzuheben, daB in der Formel 
fUr den Brechungsquotienten keine einzige Konstante will­
kiirlich verfiigbar ist, sondern daB sich die Dispersions­
formel aus lauter universellen GroBen zusammensetzt. 

N ach derselben Methode (StOrungsrechnung) und mit 
dem gleichen Erfolge hat P. Seherrer S05) die Drehung der 
Polarisationsebene berechnet, die linear polarisie~tes Licht 
beim Durchgang durch Wasserstoff im Magnetfeld erleidet. 

§ 2. Bedenken gegen das Bohrsche Ha-Molekiil. 

Trotz dieser Erfolge jedoch, die das Bohrsche Wasser­
stoffmolekiil aufweist, hat sich im Laufe der Zeit eine Reihe 
schwerwiegender Bedenken gegen dieses Modell angesammelt. 
DaB der Anteil, den die Rotation (hesser: die reguliire Pra-
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zession) dieser Molekel zu der Molekularwarme bei tiefen 
Temperaturen liefert, den Euckenschen Beobachtungen 
nicht entspricht, hat, wie wir fruher sahen, schon P. S. EP­
stein konstatiert. Auch fUr hohe Temperaturen, wo bereits 
die Schwingungen der beiden Kerne gegeneinander einen 
Beitrag zur Molekularwarme liefern, hat sich, wie jungst 
G. Laski 306 ) zeigte, mit dem Bohrschen Modell keine Dber­
einstimmung zwischen Theorie und Beobachtung ergeben. 

Ferner miiBte das Modell, infolge der umlaufenden Elek­
tronen, ein nahezu festes magnetisches Moment parallel 

. der Kernachse besitzen, also einem molekularen Elementar­
magneten gleichen, der sich in einem auBeren Magnetfeld 
in die Richtung der Kraftlinien einzustellen sucht. Wasser­
stoff miiBte demnach paramagnetisch sein, wahrend er in 
Wirklichkeit diamagnetisch ist. 

Ein weiterer sehr wichtiger Einwand, auf den vor aHem 
W. N ernst hinwies, ist der folgende: berechnet man die 
Arbeit, die zur Trennung des Molekiils in seine beiden 
Atome n6tig ist, also die sogenannte Dissoziations­
warme, so ergibt sich 307) ein Wert von 61000 Kalorien. 
Dagegen fand Langmuir 308) 84000 Kalorien, Isnardi 309 ) 

95 000 Kalorien, J. Franck, P. Knipping und Thea Kru­
ger 310) 81000 (± 5700) Kalorien. JedenfaHs kommt die 
berechnete Dissoziationswarme mindestens um 25% zu 
klein heraus 810&). • 

Endlich hat vor kurzem W. Lenz811), auf Grund einer 
Theorie der Bandenspektren, auf die wir gleich zu sprechen 
kommen, die Einwande gegen das Wasserstoffmolekiil 
noch um einen wesentlichen vermehrt. Er wies namIich 
nach, daB die Bandenlinien des Wasserstoff- und Stick­
stoffmolekiils nur dann den beobachteten Zeeman-Effekt 
zeigen k6nnen, wenn diese Molekiile keinen Dreh-
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impuls urn die Kernachse besitzen. Der gleich­
sinnige Umlauf der beiden Elektronen im Bohrschen Modell 
aber verleiht dem Molekiil bekanntlich einen solchen Dreh­
impuls. Nach alledem scheint das Bohrsche Modell 
nicht der Wirklichkeit zu entsprechen: die An­
ordnung der beiden Kerne und Elektronen muB offenbar 
eine ganz andere sein. Jedoch ist ein befriedigendes Modell 
bisher nieht aufgefunden worden. 

§ 3. Die hOheren Molekiilmodelle. 

Ebenso schlecht sieht es mit den komplizierteren Molekiil­
modellen aus! Zwar haben A. Sommerfeld312) undF. Pauer313), 

nach derselben Methode wie Debye und Scherrer, die Theorie 
der Dispersion und Magnetorotation auch fiir allgemeinere 
Bohrsche Molekiilmodelle (N2 und 02) durchgefuhrt, die dem 
Wasserstoffmolekiil nachgebildet sind. So kreisen nach 
Sommerfeld beim Sauerstoffmolekiil z. B. 4 Elektronen urn 
die Verbindungslinie der beiden Kerne, von denen jeder 
mit einer effektiven Ladung + 2 e wirkt; beim Stiekstoff­
molekiil umkreist ein Ring von 6 Elektronen die Kern­
achse, wahrend die Kerne 3 fache effektive Ladung tragen. 
Eine Dbereinstimmung mit den Beobachtungen konnte je­
doch Sommerfeld nur dann erzielen, wenn er fUr jedes 
Elektron eines Bindungsringes von 2 s-Elektronen die 
Quantenforderung in der seltsamen Form: Impulsmoment 

= ~ -Vi stellte. Ein zweifellos recht unbefriedigendes Er-
2:n 

gebnisl Bessere Resultate erzielte Gerda Laski315) mit etwas 
anderen ModeIlen, die sie so wahlte, daB die spezifische 
Warme der beiden Gase bei hohen Temperaturen mit den 
Beobachtungen von PierS16 ) iibereinstimmten. Danach soIl 
das Stickstoffmolekiil aus zwei siebenfach positiven Kernen 
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bestehen, von denen jeder in geringem Abstand von einem 
I quantigen Ring von 2 (bzw. 3) Elektronen umgeben ist. 
Der "Bindungsring" in der mittelsenkrechten Ebene ist 
2quantig und enthalt IO (bzw. 8) Elektronen. Analog be­
steht das Sauerstoffmolekiil aus zwei achtfach positiven 
Kernen, jeder umgeben von einem I quantigen Ring von 
2 (bzw. 3) Elektronen, wahrend der 2 quantige Bindungs­
ring I2 (bzw. IO) Elektronen enthalt. Auch gegen diese 
Sommerleldschen und Laskischen Modelle erheben sieh zum 
Teil dieselben Bedenken, wie gegen das Wasserstoffmolekiil­
modell. So ist z. B. nicht ersichtlich, wieso Sauerstoff para­
magnetische, Stickstoff dagegen diamagnetische Eigen­
schaften besitzt. Auch der oben erwahnte Einwand von 
Lenz trifft diese Modelle schwer; denn sie alle besitzen Dreh­
impulse urn die Kernachse. So muB man abschlieBend 
sagen, daB uns die genaue Konstitution selbst der einfach­
sten Molekiile vorlaufig noch unbekannt ist. 

§ 4. Die Quantentheorie der Bandenspektren. 

Zum Schlusse dieses Abschnitts wenden wir uns den 
Bandenspektren zu und stellen kurz zusammen, was 
die Quantentheorie bisher fiber diese Spektren auszusagen 
vermag. DaB sie den Molekiilen der Elemente und Verbin­
dungen zukommen, ,kann man heute als sieher ansehen. 
Der erste Versuch, eine konsequente Quantentheorie der 
Bandenspektren aufzustellen, rfihrt von K. Schwarzschild316) 

her, der vor aHem die Bedeutung der Molekiilrotation fUr 
diese Spektren klar erkannte. Seine Vorstellungen lassen 
sieh etwa so prazisieren: ein System von Elektronen kreist 
in einem bestimmten Quantenzustand urn ein selbst quanten­
maBig rotierendes Molekiil, wobei der Einfachheit halber 
angenommen wird, daB die Bewegung der Elektronen durch 



die Molekiilrotation nicht beeinfluBt werde. 1st Eo die 
Quantenenergie der Elektronen, Er die gequanteIte Ro­
tationsenergie des Molekiils, dann ist Eo + Er = E die 
Gesamtenergie des Systems. Sind die 3 Haupttragheits­
momente des Molekiils einander gleich (J), so folgt ebenso 
wie in (80) 

wo n die Rotationsquantenzahl bedeutet. Also ist 

n2 h2 

E = Eo + 8n2 J' 

Geht nun das System aus einem Quantenzustand mit der 
Elektronenenergie Eo und der Rotationsquantenzahl n in 
einen anderen Quantenzustand mit der Elektronenenergie 
E~ und der Rotationsquantenzahl n' iiber, so folgt nach dem 
Bohrschen Frequenzansatz (92) fUr die Schwingungszahl 
der dabei ausgestrahIten Linie: 

Eo - Eo (n2 - n'2)h 
v = h + 8n2 J' (II4) 

Halt man aIle hier vorkommenden Quantenzahlen, bis auf n, 
fest, und laBt n variieren, so ergibt sich eine nach Violett 
verlaufende Serie von Linien mit den Schwingungszahlen: 

v = a + b n 2 (a und b sind Konstanten.) (lIS) 

Dies ist eine schon von Deslandres317 ) empirisch aufgestellte 
Formel, die fiir die Linien vieler Banden angenahert gilt. 

1m AnschluB an Schwarzschild haben besonders T. Heur­
lingey31S) und ,W. Lenz319) die Quantentheorie der Banden­
spektra.weiter ausgebaut und verfeinert. So hat z. B. Lenz 
das Molekiil als symmetrischen Kreisel mit 2 Tragheits-
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momenten und einem Eigendrall (Drehimpuls) urn die 
Figurenaehse angesetzt, und daher von vornherein mit 
einer reguHiren Prazession des Molekiils an Stelle der Ro­
tation gereeh~et. Unter Benutzung des Bohrsehen Frequenz­
ansatzes und Heranziehung der Auswahlprinzipien ergab 
sich dann fur die Linien einer Bande die allgemeine Formel: 

'V = a + b n + c n 2 (a, b, c, sind Konstante.) (rr6) 

der naeh Heurlinger z. B. die Linien der sogenannten 
"Cyanbanden" des Stickstoffs gehorehen. Neben den Serien 
(rr6) forderte Lenzs Theorie das Auftreten von Serien mit 
der Formel 

(II7) 

fur den Fall, daB das Molekul wirklieh einen 
endliehen Drall urn seine Figurenaehse besitzt. 
Serien von diesem Gesetz jedoeh existieren nach Heur­

linger in den Cyanbanden nieh t. Daraus zieht Lenz die 
schon oben erwahnte Folgerung, daB das Stickstoffmolekiil 
keinen Drall urn seine Figurenachse besitzt. 
Dureh Bereehnung des Zeeman-Effekts der BandenIinien 
und Vergleieh mit den Beobaehtungen konnte Lenz diesen 
SchluB bestatigen nnd ihn auf das Wasserstoffmolekiil 
ausdehnen. 

Auch die ultraroten Bjerrumschen Absorptionsbanden 
der zwei- und mehratomigen Gasverbindungen, die wir im 
Absehnitt V eingehend besprochen hatten, gehOren zu dem 
allgemeinen Typus der Bandenspektren. Will man ihre 
Theorie konsequent quantenmaBig - nieht, wie wir es 
frtiher getan hatten, halb quantenmaBig, halb klassisch -
begrunden. so muB man genau den eben beschritten~n Weg 
verfolgen. Nur mit dem Unterschied, daB an die Stelle der 



Energie des Elektronensystems hier die Schwingungs­
energie der Atome tritt 320), mit der sich (in erster 
Naherung) die Rotationsenergie des Molekiils additiv zu­
sammensetzt. Die folgerichtige Durchfiihrung dieser Rech­
nungen (unter Verwendung des Bohrschen Frequenzansatzes 
und der Auswahlprinzipien), die z. B. Heurlinger 321) und 
der Verfasser 322) unternahmen, liefert fiir die Struktur der 
"kannelierten" Absorptionsbande ein Linienbild, das auf 
den ersten Blick mit den sehr exakten und schonen Messun­
gen von Imes 323 ) nicht im Einklang zu sein scheint: die 
Theorie ergibt namlich eine Lage der Absorptionslinien ge­
maB der Formel: 

h 
Y=Yo +(n+ t )4 1l2 J' (n=o,I,2,3, ... ) (lI8) 

fordert also Aquidistanz a 11 e r benachbarten Linien, au c h 
d e r b e ide n mi ttelsten (n = 0); dagegen zeigen die I mes­
schen Beobachtungen mit zweifelIoser Deutlichkeit, daB 
der Abstand der beiden mittelsten Linien do p p e 1 t so 
groB ist, wie der Abstand alIer iibrigen benachbarten 
Linien. Dieser scheinbare Widerspruch klart sich, wie 
A. Kratzer 324) jiingst zeigte, in iiberraschender Weise auf, 
wenn man die I n ten sit a t der Absorptionslinien nach 
Bohrs Analogieprinzip beriicksichtigt. Es zeigt sich namlich 
dann, daB die erste Absorptionslinie rechts von der Mitte Yo , 

namlich die Linie: 
h 

Y = Yo + 8]7'2 J ' 

[die sich aus der Formel (lI8) fiir n = 0 bei positivem 
Zeichen des zweiten Gliedes' ergibt] verschwindend 
k 1 e i n e I n ten s i ta. t annimm t. Diese Linie wird erzeugt, 
wenn das Molekiil aus dem rotationslosen und schwingungs-



I59 -

losen Zustand als Anfangszustand in denjenigen Endzu­
stand iibergeht, bei dem die beiden Ionen mit einem Quant 
gegeneinander schwingen und zugleich das Molekiil, als 
Ganzes, mit einem Quant rotiert. Der rotationslose und 
schwingungslose Anfangszustand hat nun aber verschwin­
dend geringe Wahrscheinlichkeit; die Zahl der von diesem 
Anfangszustand pro Sekunde ausgehenden Ubergange des 
Systems, UI!d damit die Intensitat der erzeugten Absorp­
tionslinie, ist daher ebenfalls verschwindend klein. Durch 
das Ausfallen dieser ersten Linie rechts von der Mitte '1'0 

wird nun in der Tat, wie man leicht erkennt, das Imessche 
Beobachtungsbild hergestellt; nur ist jetzt die .,Mitte" des 

h 
Linienbildes von der Stelle '1'0 nach rechts urn 8 n 2 J ver-

schoben: die Absorptionslinien gruppieren sich aquidistant 
und symmetrisch zu beiden Seiten der ausfallenden "Mitte" : 

v = 'Po + 8:2 J' Diesen Sachverhalt kann man zum Aus­

druck bringen, indem man, in formaler Dbereinstimmung 
mit (83) schreibt: 

wo 

'+ nh 
'1'= '1'0 - 4n2 J 

, + h 
'Po = 'Po 8 n 2 J 

(n ~ I, 2, 3 ... ) } 

Aus dem konstanten Abstand benachbarter Linien: 

(120, 

laBt sich das Tragheitsmoment J des rotierenden Molekiils 
mit groBer Genauigkeit ermitteln. 325) 
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IX. AusbHck. 

In den vorangehenden Betrachtungen ist es versucht 
worden, in groBen Umrissen die wichtigsten Ziige der 
Quantenlehre, ihres Ursprungs und ihrer Entwieklung und 
Verzweigung herauszuschalen. Dberblickt man den jetzt 
vor uns stehenden Bau von seinen Grundmauern bis zu 
seinen hochsten Stockwerken, so kann man sieh eines Ge­
fiihles der Bewunderung nieht erwehren, der Bewunderung 
fiir den Mut der Wenigen, die sieh mit klarem Blick gegen 
den Widerstand der Dberlieferung fiir die Notwendigkeit 
der neuen Lehre einsetzten und damit das Fundament fiir 
die erstaunlichen Erfolge schufen, die der, Quantentheorie 
in so kurzer Zeit beschieden waren. 

Dennoch wird jedem, der die Quantentheorie studiert, 
eine bittere Enttauschung nieht erspart bleiben. Denn wir 
miissen uns eingestehen, daB wir trotz weitgehender Formu­
lierung der Quantenregeln, dem Wesen der Sache noch urn 
keinen Schritt naher gekommen sind. DaJ3 es diskrete, 
quantenmaBig ausgezeichnete Zustande mechanischer und 
elektrischer Systeme gibt, die sich aus der stetigen Mannig­
faltigkeit der "klassisch" moglichen Zustande herausheben, 
scheint sieher zu sein. Aber wo liegt die tiefere Ursache 
verborgen, die dieses Sprunghafte in der N atur erzeugt? 
Wird uns die Erkenntnis vom Wesen der Elektrizitat und 
von der Konstitution des elektromagnetischen Feldes 
des Ratsels Losung bringen? Und selbst, wenn wir uns das 
Ziel nieht so weit stecken, bleibt eine Fiille unbeantworteter 
Fragen offen: noch ist nieht einmal die Entscheidung er­
bracht, ob wirklich, wie es die erste Plancksche Theorie ver­
langt, nur die quantenmaBig erlaubten Zustande existieren 
(stabil sind), oder ob nieht, nach Plancks zweiter Fassung, 
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auch die Zwischenzustande moglich sind. N och sind wir 
vollig im Unklaren iiber die Einzelheiten des Absorptions­
und Emissionsvorganges und verstehen durchaus nicht, 
wie die explosionsartig ausgeschiitteten Energiequanten· der 
Strahlung sich zu den Wellenziigen umformen, die wir fern 
yom Atom beobachten. Breitet sich die Strahlung wirkIich 
so aus, wie es die klassische Undulationstheorie lehrt, oder 
hat auch sie quantenhaften Charakter? 

Dber allen diesen Problemen liegt zur Stunde noch ge­
heimnisvolles Dunkel. Trotz des ungeheuren empirischen 
und theoretischen Materials, das vor uns liegt, fehlt bis jetzt 
der Gedankenblitz, der dieses Dunkel erhellt. Hoffen wir, 
daB der Tag nicht allzu fern ist, an dem die gewaItige Vor­
arbeit der heutigen Generation durch die Vollendung der 
Theorie gekront wird! 

Rei c he, Quantentbeorie. II 
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6) O. Lummer und W. Wien, Wiedem. Ann. 56, 451 (1895). 
Vgl. auch O. Lummer und F. K1frlbaum, Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 17, 106 (1898). 

7) Vgl. Anmerkung 5. 
8) L. Boltzmann, Wiedem. Ann. 22, 291 (1884). 
9) J. Stefan, Wiener Ber. 79, 391 (1879). 
10) Die Ableitung des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes er­

folgt so: Die Energie del' schwarzen Strahlung von del' Tem­
peratur T, die in einem Hohlraum vom Volumen V mit einem 
beweglichen Stempel eingeschlossen ist, sei U = Vu, wo u die 
"riiumliche" Strahlungsdichte ist. Der allseitig gleiche Druck, 
den die Strahlung auf den Stempel und die Wiinde auslibt, 
ist nach der Elektrodynamik p = t u. Flihren wir diesem 
System bei der Temperatur T (d. h. isotherm) die Wiirme­
menge d'Q zu, so nimmt seine Energie urn dU zu, und die 
Strahlung leistet, durch Zurlickschieben des Stempels, die Ar-



beit p dV. Also ist nach dem ersten Hauptsatz der Thermo­
dynamik: 

d'Q = dU + P dV = u dV + V du +1t~ dV =~ 1tdV + Vdu. 
3 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik aber ist ~¥ 
ein vollstiindiges Differential. Daher gilt die Beziehung: 

oder 

ode!' 

~(tU) = ~(~) 
iJu. T. iW T 

oder 4 d (U) d1' I 

3 dT T du =Y 

4 {I du U } d T I 
3' T dT - T2 du = T 

du U 
dT = 4 T; integriert: u = a 1'4 

wo a eine Konstante ist. Nun unterscheidet sich - wie man 
00 

leicht zeigt - die Gesamtstrahlung K = 2 f.\f,. d" von der 
o 

Strahlungsdichte u nur durch einen konstanten Faktor [vgl. 
M. Planck, Vorlesungen tiber Wiirmestrahlung (1906), § 22]; 
daher ist die Gesamtstrahlung der vierten Potenz der abso­
luten Temperatur proportional. 

11) W. Wien, Sitzungsber. d. Akad. d. Wissensch. Berlin, 
9· Febr. 1893, S. 55; Wiedem. Ann. 52, 132 (1894). Vgl. ferner 
Max Abraham, Theorie der Elektrizitiit II, § 43 (1914); M. 
Planck, Vorlesungen tiber die Theorie der Wiirmestrahlung 
(Leipzig 1906), S. 68ff.; W. Westphal, Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 1914. S. 93; H. A. Lorentz, Akad. d. Wissensch. 
Amsterdam, 18. Mai 190r, S. 607. 

12) Man kann die Formel (4) des Textes (Wiensches Ver­
schiebungsgesetz), wie kurzlich L. HopI in "den Naturwissen­
schaften" [8, 109, 110 (1920)] zeigte, mittels einer einfachen 
Dimensionalbetrachtung auf folgendem Wege gewinnen: Wir 
nehmen an, daB .\fy nur von v, T und der Lichtgeschwindig­
keit c abhiingt. Die Dimension von Sl',. ergibt sich daraus, 
daB nach (I) 

Energie 
2;T .\f,. dl' = Fl" h Z 't ist. ac e· el 

11* 



Daraus folgt: 

Setzt man: 
~v = const·,r.p· c'. 

so ergibt sich unter Beachtung. daB T die Dimension einer 
Energie besitzt: 

[m t- 2] = const [t-"" mY .Z2g. t- 2V ·Z'· t-'] 
= const[mY .ZiV+ •• t-"'-2V-'] . 

Durch Vergleich folgt: 

Also 
x = 2 ; :v = I; Z = -2 . 

,,2 
~" = const • 2 • T. c 

Diese Beziehung gilt jedoch, wie wir sehen werden, nicht all-
00 

gemein. - In der Tat wurde sie ja fur E = 2f~" dv keinen 
o 

endlichen Wert liefem. Nun ist aber nach dem Stelan-Boltz­
mannschen Gesetz (3): K = y • T'. Daher kann die Kon­
stante von ~" noch von einer dimensionslosen Kombina­
tion der 4 Variabeln y, ", T, c abhangen. Setzt man also 
const = I (v~ T'l cl; yOJ), so muB das Argument der Funktion I 
die Dimension 0 haben. Beachtet man noch, daB·: 

[
2 fOO~" d"j [ .~nergie. 1 

[ ] = [~] = 0 = Flache •. Zelt = [m-3/-8 t5) 
y T' T' Energle4 ' 

so folgt: 
[,,~ T", cl;"OJ] = [t-~. m'" ./2",. t- 2", • Il;. t-l; • m" SOJ .1- 8OJ. t5OJ] 

• = [t-~ -2",-l;+5OJ ./2",+l;-8OJ. m'" - 3OJ] . 
Also 

Daher 
~=-3oo; 11=300; ~=2oo. 

const = I[ (~yOJ. c20J • "OJ 1 = <P ( ;) • 

Also 
,,2 (,,) ". " (,,) ~,,=-T.<p - =-T.-·P -
c2 T cB T T' 

oder schlieBlich 
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13) Triigt man .\'e" = ;: F ( ~) bei konstantem T als 

Funktion von v auf, so liegt das Maximum dieser Kurve -

wenn ein solches vorhanden ist - an der Stelle, wo a:v = 0 

ist. Das gibt: v 

3F(~)+; .F1(~)=0, 
WO p1 die Ableitung von F nach dem Argument andeutet. 

Diese Gleichung, in der nur ~ als Unbekannte auf tritt, liefert 

einen bestimmten Wert fUr ;. M. a. W.: Fur v ;", Vmax folgt 
l'max r- = const. 

14) W. Wien, Wiedem. Ann. 58, 662 (1896). 
15) O. Lummer und E. Pringsheim, Wiedem. Ann. 63, 395 

(1897); Drudes Ann. 3, 159 (1900); Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 1, 23 u. 215 (1899). 

Die pro Sekunde von 1 cm2 nach einer Seite emittierte 
Gesamtstrahlung ist nach Formel (I): 

00 

S = 2 n f .\'e" d t' • 

o 
Nach dem Stelanschen Gesetz ist S proportional P, also 
S = (I P. (Die Proportionalitiitskonstante (I hiingt mit der 
in (3) auftretenden Konstanten )' durch die Beziehung (I = n)' 

zusammen.) Die absolute Messung von S ergab die folgenden 
Werte fUr (I in historischer Reihenfolge: 

[ Watt 1 
(I = 5,45 . 10- 12 cm2 Grad4 nach F. Kurlbaum [Wiedem. Ann. 

65, 746 (1898); Verhandl. d. 
deutsch. physikal. Ges. 14, 576, 
792 (1912)]. 

= 5,58. 10- 12 nach S. Valentiner [Ann. d.Phys. 
31, 255 (1910); 39, 489 (1912)]. 

= 5,90 . 10 - 12 nach W. Gerlach [Ann. d. Phys. 
38, 1 (1912)]. 

= 5,30' 10- 12 nach E. Bauer und M. Moulin 
[Soc. Franc. de Phys. Nr. 301, 

2-3 (1909)]. 
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l Watt 1 nach Ch. Fery [Bull. Soc. Franc. 
o = 6,3°' 10- 12 cm2Grad4 Phys. 4 (1909)]. 

= 6,51 . 10- 12 nach Ch. Feryund M. Drecq [Journ. 

=5,67'10- 12 

=5,54' Io - 12 

= 6,05 . 10-1~ 

= 5,89 . 10' j2 

= 5,85 . 10' 12 

de Phys. (5) 1, 551 (1911)]. 
nach G. A. Shakespear (Proc. Roy. 

Soc. (A) 86, 180 (19II)]. 
nach W. H. Westphal [VerhandI. d. 

deutsch. physikal. Ges. 14, 987 
(1912)]. 

nach L. Puccianti [Cim. (6) 4, 31 
(1912)]. 

nach Keene [Proc. J{oy. Soc. (A) 

88, 49 (1913)]. 
nach W. H. Westphal (Verhandl. 

d. deutsch. physikal. Ges. 15, 

897 (1913)]. 
nach W. Gerlach [Phys. Zeitschr. 

17, 150 (1916)J. 

Was das Wiensche Verschiebungsgesetz anlangt, so wurde 
vor allem die Beziehung (5a) gepruft und bestatigt gefunden. 
Aus der Fig. I, in der E;. fUr verschiedene T als Funktion 
von J. aufgetragen ist, ersieht man deutlich, wie sich mit wach­
sender Temperatur das Maximum der Kurve nach kleineren 
Wellen hin verschiebt. 

Fur die Konstante auf der rechten Seite der Beziehung (5a) 
ergaben die Messungen: 

const = 0,294 [cm. Grad] nach O. Lummer und E. Pringsheim 
[Verhandl. d. deutsch. physikaI. 
Ges. 1, 23 u. ZI5 (1899)]. 

= 0,292 nach F. Paschen [Drudes Ann. 6, 657 
(1901)]. 

= 0,29II nach Coblentz [Bull. Bur. of Stand. 
10, I (1914)]. 

16) O. Lummer und E. Pringsheim, Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 1, 215 (1899). 

17) F. Paschen, Berliner Ber. 1899, S. 405, 959. 



18) M. Planck, Absorption und Emission elektr. Wellen 
durch Resonanz. Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss., 21. Marz 
1895, S. 289-301; Wiedem. Ann. 57, 1-14 (1896). - Uber 
elektr. Schwingungen, welche durch Resonanz erregt und durch 
Strahlung gedampft werden. Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. 
Wiss., 20. Febr. 1896, S. 151-170; Wiedem. Ann. 60,577-599 
(1897). - Uber irreversible Strahlungsvorgange. (1. Mitteilung.) 
Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss., 4. Febr. 1897, S. 57-68. 
(2. Mitteilung.) Daselbst, 8. Juli 1897, S. 7 I 5-7T 7. (3. Mit­
teilung.) Daselbst, 16. Dez. 1897, S. II22-II45. ({. Mittei­
lung.) Daselbst, 7. Juli 1898, S. 449-476. (5. Mitteilung.) 
Daselbst, 18. Mai 1899, S. 440-480. (Nachtrag.) Daselbst, 
9. Mai 1901, S. 544-555; Drudes Ann. 1, 69-I22 (1900). 
(Nachtrag.) Drudes Ann. 6, 818-831 (1901). - Entropie und 
Temperatur strahlenderWarme. Drudes Ann. 1, 71<>-737 (1900). 

19) An die Stelle des zeitlichen Mittelwertes der Energie 
eines Oszillators kann man auch den raumlichen Mittelwert 
der momen tanen Energie eines ganzen S y s t ems von s e h r 
vie 1 e n Os zilla toren setzen. 

20) In diesem zweiten, schwierigeren Teil del' Rechnung 
stellt sich Planck auf den Boden des zweiten Hauptsatzes 
del' Thermodynamik und sucht, von diesem Standpunkt aus, 
eine ZustandsgroBe 5 des Oszillators zu bestimmen, die die 
bekannte Eigenschaft der sog. Entropie besitzt, bei allen 
irreversiblen Prozessen stets zuzunehmen. Er gelangte dabei 
zu der Losung: 

5 = - U {lg ( f.J) _ I} . 
{Iv iXl' 

Diese Funktion besaB, wie Planck nachwies, die verlangte 
Eigenschaft der Entropie, aber es war nicht die einzige Funk­
tion mit diesel' Eigenschaft. Und in del' Tat zeigte sich spater, 
daB bei del' Ableitung des obigen Ausdruckes eine zwar nahe­
liegende, aber unberechtigte Annahme verwendet worden war. 
Der im Text, Formel (8), angegebene Ausdruck der mittleren 
Energie U ergibt sich aus 5 durch Anwendung des zweiten 
Hauptsatzes in der Form: 

dS = dU 
T 

oder 
dS 

dU 
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21) O. Lummer und E. Pringsheim, Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 1900, S. 163. 

22) M. Planck, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 1900, 
S. 237. Historisch sei hierzu bemerkt, daB Planck schon in 
einer etwas friiheren Arbeit (Verhandl. d. deutsch. physikal. 
Ges. 1900, S. 202) durch rein formelle, nicht niiher begriindete 
Abiinderung der Wienschen Formel zum richtigen Strahlungs­
gesetz gelangt war. Vgl. ferner Ann. d. Phys. 4, 553 (1901); 
4, 564 (1901); 6, 818 (1901).; 9, 629 (1902). 

23) Es seien N Oszillatoren vorhanden. Die gesamte, auf 
sie zu verteilende Energie sei UN = NU. Der "Zustand" des 
Oszillatorensystems, dessen Wahrscheinlichkeit berechnet wer­
den solI, besteht also darin, daB N Oszillatoren die Energie UN 
besitzen. Wir teilen UN in P ~nergieelemente e, so daB 

UN=N,U=P.e. 

Die Anzahl der M6glichkeiten, urn P Kugeln auf N Behiilter 
zu verteilen, ist aber: 

W= (N+P -1)1 . 
(N-I)l P! 

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit desjenigen Zustandes, der 
der Verteilung von P Energieelementen auf die N Oszillatoren 
entspricht. Eine sehr einfache Ableitung diesel Formel geben 
P. Ehrentest und H. Kamerlingh-Onnes, Ann. d. Phys. 46, 
1021 (1915). 

Der im Text genannte, von Boltzmann herriihrende Satz 
sagt nun aus, daB die Entropie SN des Oszillatorensystems 
mit der Wahrscheinlichkeit W durch die fundamentale Be­
ziehung 

SN = klgW 

zusammenhiingt; dabei ist k eine Konstante. In diesem 
B 0 I t z man n schen Prinzi p ist der Sa tz von Wachs tum der 
Entrapie (II. Hauptsatz) enthalten: geht ein System aus 
einem unwahrscheinlichen Zustand in einen wahrscheinlicheren 
Zustand iiber, so nimmt bei diesem Dbergang W und daher 
die Entropie 5 zu (irreversibler PrazeB). Setzt man hier 



den Wert von W ein, und benutzt, da N und P sehr groBe 
Zahlen sind, die Stirlingsche Niiherungsformel: 

19(N!) =N(lgN - r), 

so ergibt sich, wenn man fUr P noch N D setzt, nach leichter 
Rechnung: e 

SN= kN{(1 + ~)lg(I +~)- ~ 19(~)} 
und daraus die Entropie Seines Oszillators: 

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist aber 
(vgl. Anmerkung 20): 

dS I 

dD =T' 

Fiihrt man die auf der linken Seite vorgeschriebene Differentia­
tion aus, und lost die entstehende Beziehung zwischen D, T. 8 

nach U auf, so ergibt sich der Ausdruck (9) des Textes. 
24) Vgl. die in der vorigen Anmerkung zitierte Arbeit von 

Ehren/est und Kamerlingh-Onnes. 
26) Dieser Satz ist wesentlich identisch mit Boltzmanns 

H -Theorem. V gl. L. Boltzmann, Vorlesungen ii ber -Gastheorie 
Bd. I, S. 38 (1896); Sitzungsber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 
(II) 76, 373 (1877). Vgl. femer P. Ehren/est, Phys. Zeitschr. 
15, 657 (19I4)· 

26) H. Rubens und F. Kurlbaum" Sitzungsber. d. Berl. 
Akad. d. Wiss. 1900, S. 929; Ann. d. Phys. 4, 649 (1901). 

27) F. Paschen, Ann. d. Phys. 4, 277 (1901). 
28) L. Holborn und S. Valentiner, Ann. d. Phys. 22, I (1907); 

Coblentz, Physical Revue 31, 317 (r91O); E. Baisch, Ann. d. 
Phys. 35, 543 (19II); E. Warburg, G. Leithtiuser, E. Hupka 
und C. Muller, Ann. d. Phys. 40, 609 (1913); E. Warburg und 
C. Muller, Ann. d. Phys. 48, 410 (1915). 

29) W. Nernst und Th. Wul/. Ber. d. deutsch. phys. Ges. 
21. 294 (1919). 

30) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 49, 539 (1900). 
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31) Die in Anmel'kung 15 eingefUhl'te "Stefan-Boltzmann­
sche Konstante del' Gesamtstrahlung" (J hat demnach den Wert 

2;n;5 k4 
(J = 15 c2 h3 . 

32) Um die Konstanten h und k der Strahlungsformel zu 
bestimmen, kann man, anstatt die Gleichung Amax • T = const. 
zu benutzen, auch andere Beziehungen mit der Gesamtstrah­
lungsmessung kombinieren. Z. B. kann man so verfahren: 
Man miBt bei fester Temperatur T das Verhiiltnis der Strah­
lungsintensitiiten fiir zwei verschiedene Wellenliingen J'l und 22 
(Isothermenmethode). Nun ist nach (15) dieses Verhiiltnis: 

wo C ='~c 
k 

Aus dieser Beziehung liiBt sich, da alles bis auf C bekannt 

ist, C d. h. ; berechnen. 

Eine andere Methode ist die folgende: Man miBt bei einer 
bestimmten WellenHinge ;, das Verhiiltnis der Strahlungs­
intensitiiten fiir zwei verschiedene Temperaturen T1 und 1'2 
(Isochromatenmethode). Dann folgt: 

It 
eine Beziehung, aus der man wieder C, d. h' k ' berechnen 
kann. 

Mit Hilfe dieser Methoden haben z. B. die in Anmerkung 28 

zitierten Arbeiten von Warburg und Mitarbeitern fUr C = ~/ 
Werte geliefert, die in groBer Niihe von C = 1,430 liegen. 
Diesen Wert haben auch Nernst und WUlff (siehe Anmerkung 29) 
ihrer kritischen Untersuchung zugrunde gelegt. 

Fiir die Konstante des Wienschen Verschiebungsgesetzes 
in der Form Amax' T = b wiirde daraus nach (16) folgen: 

C 
b = -~--~ = 0,288 , 

4,965 1 
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also kleiner, als die direkten Messungen (siehe Anmerkung 15) 
ergeben. Ob del' Warburgsche Wert C = 1,430 oder die ge­
messenen Werte von b (> 0,29) oder aIle beide durch Ver­
suchsfehler wesentlich verfalscht sind, oder ob schlieBlich -
wie Nernst und Wult behaupten - die Plancksche Formel 
nicht richtig ist, muB die Zukunft lehren. 

33) M. Planck, Ann. d. Phys. 4, 553 (1901). 
34) Wendet man die in Anmerkung 23 angefUhrte Boltz­

mannsche Beziehung S = k 19W, die die Entropie S mit del' 
Zustandswahrscheinlichkeit W verkniipft, auf I Grammolekiil 
eines idealen. Gases an, indcm man die Wahrscheinlichkeit 
eines bestimmten Zustandes, d. h. einer bestimmtcn Gcschwin­
digkeitsverteilung der Molekiile berechnet, so gelangt man zu 
folgendem Wert fUr die Entropie des Gases: 

S = k N (~,lg U + 19 V) + const. 

[Vgl. z. B. M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Wal'me­
strahlung (1906), § 143.J Dabei ist N die Zahl der Molekiile 
im Grammolekiil (also die Avogadrosche Zahl) , U die Energie, 
V das Volumen des Gases. Nun ist aber nach dem 2. Hauptsatz: 

dU + pdV 
dS = ---y--

ein voIlstandiges Differential, wobei p und T Druck und Tem­
peratur des Gases bedeuten. Daher mu13: 

scin. Das gibt: 
kN 
V-

P 
T 

. iJS P 
(avt= 'T 

oder 
kNT 

P = --17--

Vergleicht man dies mit del' aus der Thermodynamik be­

kannten Zustandsgleichung des idealen Gases p = I?vT., so 
folgt fiir die absolute Gaskonstante R der Wert: 

R = kN, 

woraus sich Formel (19) des Textes ergibt. 
35) M. Planck, Ann. d. Phys. 4, 564-566 (1901). 
36) Vgl. z. B. die TabeIle fiir die Werte der Avogadroschen 

Zahl in dem Bericht von J. Perrin auf dem Solvay-KongreB 
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in Brussel (19II) [A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und 
der Quanten. Abhandlungen der deutschen Bunsen-Gesell­
schaft Nr. 7, Wilhelm Knapp, Halle 1914J. 

37) R. A. Millikan, Phil. Mag. (6) 34, 13 (1917)' 
38) Ebenda. Aus den von Millikan angegebenen Werten 

e = 4,774' 10- 10 (elektrostat. Einheit) fur die Elektronenladung 
und F = 9649,4' 2,999' 1010 elektrostat. Einheit fur die Cou­
lombsche Zahl folgt fUr die Avogadrosche Zahl der Wert 
N = 6,0617' 1023 • 

39) Vgl. z. B. W. Gibbs, Elementare Grundlagen der sta­
tistischen Mechanik. (Deutsch von E. Zermelo.) .Leipzig 1905, 
Kap.5. Ferner F. H. Weber und R. Gans, Repertorium der 
Physik, I. Bd., 2. Teil, 8. Buch (Statistische Mechanik von 
P. Hertz), Artikel 255. 

40) ,,1m Mittel" kann man hier im zeitlichen oder riium­
lichen Sinne verstehen. Betrachtet man ein bestimmtes Atom, 
verfolgt es lange Zeit auf seinem Zickzackwege und bildet den 
Durchschnitt der Werte, die seine kinetische Energie im Laufe 
der Zeit annimmt, so erhiilt man das "Zeitmittel". Betrachtet 
man dagegen eine zahlreiche Gesamtheit identischer Atome 
des Gases in einem bestimmten Moment und bildet wieder 
den Durchschnitt der Werte, die die kinetischen Energien aller 
dieser Atome gerade besitzen, so erhiilt man das "riiumliche" 
Mittel. 

41) 1st x die Elongation des mit der Eigenschwingungs­
zahlY schwingenden Oszillators (Elektrons), so istx =A sin(2lr v t), 
wo A die Amplitude, t die Zeit bedeuten. Die mittlere kine­
tische Energie ist daher: 

L = tm (~:t = tm(A • 2.77'1')2. CoS2 (2lrvt) = }m(2lrI'A)2; 

die mittlere potentielle Energie dagegen: 

V = tm{2lrv)2 ·x2 = ~m(2lrvA)2sin2{zlrvt)= t m(zlrI'A)2. 

Also, wie behauptet, L = V. 
42) ]. H. Jeans. Phil. Mag. 10, 91 (1905). 
(3) H. A. Lorentz, Proc. Kon. Akad. v. Wet., Amsterdam 

1903, S. 666. - The theory of electrons (Teubner, Leipzig 
1909), Kap. II. 
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44) A. Einstein und L. Hopt, Ann. d. Phys. 33, 1105 (1910). 

46) A. D. Fokker, Ann. d. Phys. 43, 810 (1914). 

46) M. Planck, Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss., 8. Juli 1915, 
S·512. 

47) H. A. Lorentz. Die Theorie d. Strahlung u. d. Quanten; 
Abhandlungen der Deutschen Bunsen-Gesellschaft. Nr. 7. v. 
A. Eucken. Halle, W. Knapp 1914 S. 10 ff. 

48) Man kann durch zweckmaBige Abanderung der klassi­
schen Statistik im Sinne der Quantentheorie den Ausdruck (9) 
fUr die mittlere Energie des Oszillators auf folgendem be­
merkenswerten Wege gewinnen: Gegeben sei eine Gesamtheit 
von N gleichartigen Oszill~toren mit den verschiedensten 
Energiewerten. Gefragt wird: Wie groB ist die Wahrschein­
lichkeit W, daB ein Oszillator einen bestimmten Energiewert U 
besitzt; oder anders ausgedriickt: wie viele unter den N Oszil­
latoren besitzen die Energie U? Urn diese Frage zu beant­
worten, stellen wir uns zuerst am besten auf den Standpunkt 
der Gibbsschen statistischen Mechanik, d. h. also der "klas­
sischen" Statistik. An Stelle des Spezialfalls, der hier vorliegt, 
namlich des linearen Oszillators, betrachten wir gleich all­
gemein ein System von f Freiheitsgraden und charakterisieren 
es durch f allgemeine Koordinaten ql q2 ... ql und die dazu­
gehorigen Impulse Pl P2 ... PI' (Dabei sind die Impulse Pi so 
definiert: Man bilde die kinetische Energie L des Systems als 

Funktion der allgemeinen Geschwindigkeiten qi = ~~i dann 

ist Pi = ~~). Speziell wird der lineare Oszillator (schwingen-
uqi 

des Elektron) durch eine Koordinate q, namlich die Elongation 

des Elektrons, und den Impuls P = m ~~ beschrieben. All­

gemein sind also 2 f GroBen notig, urn den Momentanzustand 
eines Systems vollstandig festzulegen. Daher kann man die~en 
Momelltanzustand durch einen Punkt ("Phasenpunkt") des 
2 f-dimensionalen Raumes der ql ... PI (des "Phasenraumes") 
darstellen. 

Wir betrachten jetzt eine Gesamtheit von N gleichartigen 
Systemen dieser Art, die mit einem sehr groBen Reservoir 
von der T~mperatur Tim thermodynamischen Gleichgewicht 
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steht. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafur, daB die Ko­
ordinaten und Impulse in den kleinen Intervallen ql ... ql + dql 
USW. PI ... PI + dPI usw. liegen, daB also der "Phasenpunkt" 
des Systems in dem Element dD=dql dq2" .dqr, dp1 dP2'" dPt 
des Phasenraumes liegt, nach Gibbs: 

E 

e - kT dO 

W = T: -k~ d; 
Dabei ist E die Energie des Systems, k die durch (19) defi­
nierte Konstante. Die Integration im Nenner ist liber aIle 
moglichen Werte der 2 t GroBen ql' .. PI zu erstrecken, wie 
man sagt, uber aIle moglichen ,;Phasen" oder uber das ganze 
in Frage kommende Gebiet des Phasenraumes. 

Unter allen N Systemen gibt es dann Nw, defen Phasen­
punkte in dem Element dQ des Phasenraumes liegen. Es 
ist dies also eine "Verteilung" der N Systeme uber 
den Phasenraum. Diese Verteilung nennt man die "kano­
nische"; sie stelIt eine VeralIgemeinerung des bekannten Max­
wellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes dar, das man 
durch Spezialisierung auf den Fall t = 3 (Gasatom) aus ihr 
ableiten kann. 

Die Summe alIer Wahrscheinlichkeiten ist natiirlich = I • 

In der Tat folgt: 

/
' E 

, e kTdU 
2. w = '-' ------- = I 

Ie -k~ dQ 

Fiir den Mittelwert der Energie E ergibt sich bekanntlich: 

E=2:Ew= 
I E 

E e kT dU 

j -A'd O 
e __ 

Wendet man diese Gleichung auf den linearen Os zilla tor an, 
so wird: 
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Nun ist: 
m(dq)2 m U=- - +-'(2.71')2 q2 
2 dt '2 

oder 

Ftihrt man die Hilfsvariabeln ; und 1J ein durch die Definition 

I 
dqdp = -d;dll' 

:7 ~' 

so wird; 

und es liegt daher nahe zu setzen: 

{ ; = YU coscp 

1J = JIU sin (I' ; 

wo 'f~ ein Hilfswinkel ist. Deutet man; undll als Cartesische 
Koordinaten eines Punktes in der Ebene, so sind }!U und (I' 
die Polarkoordinaten dieses Punktes. Das Flachenelement d; dt) 
schreibt sich in Polarkoordinaten bekanntlich ~o: 

also 
I I 

dqdp = -d;dl/ = -dUdr . 
.• ,' 2.''''' 

Daher wird: 
00 2;r 

f 

• u 
J Ue - k'rdUdr 

. u 
jUe-kTdU 

u= U=o '1'=0 0 =kT 2,,; 
.---~-

00 00 

fe-k~dUdq.. 
• U 

I fe-HdU 
U=O<p=O \I 

in Dbereinstimmung mit (24). Dies ist der Standpunkt der 
klassischen Statistik. 
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Die Quantenstatistik des Oszillators liiJ3t sich nun so­
fort daraus ableiten, wenn man das kanonische Verteilungs-
gesetz: 

U 

e kTdqdp 

W=fe-k~dqdP 
sinngemiiB erweitert. I 

Fiihrt man zuerst hier wieder dq dp = -- dU d cp ein, und 
integriert nach 'P, so erhiilt man: 2 'll V 

U 

e - kT dU 
Wu= Ie -kUT dU 

als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Energie des Oszil­
lators zwischen U und U + dU liegt. 

Nun verlangt aber die Quantentheorie, daB die Energie U 
nur die diskreten Werte Uo U1 Us . .. Un annehmen solI. Den 
Dbergang bewerkstelligen wir am einfachsten in der Weise, 
daB wir fordem: Es solI U nur die Werte in den schmalen 
Intervallerr zwischen Uo und Uo + IX, U1 und U1 + IX, all­
gemein zwischen Un und Un + IX annehmen konnen. Dann 
wird dU = IX, und das Integral im Nenner verwandelt sich 
in eine Summe. Also folgt: 

Un 

IX ist herausgefallen; geht man jetzt zur Grenze IX = 0 iiber, 
so bleibt wn un veriindert. Dieses wn ist die qua n ten m ii Big 
verallge mei nerte ka nonische Verteil u ngsfu nktio n. 
Unter N Oszillatoren haben also N wn eine Energie yom Be­
trage Un' 

Fiir die mittlere Energie ergibt sich jetzt: 

~' u" 
~ U e - kT 

n .. 
[J = I Un Wn = -~--u;;-,,-

n ~e-kT 
n 
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Nun ist aber nach der 1. Quantentheorie: 

Un =ne=nhl' (n=0,1,2,3··· oo). 
Also 

Setzt man e fUr den Augenblick = x, so ist: 
kT 

00 

5, = 1: n e - nx ; 
o 

Ferner ist: 
dS2 00 e- X 

= ,~ n e - 'u = 5, 
~dX tr (r - e-")2- , 

daher ergibt sich: 
- e- X E E 
U = E ---- = --- = ------

I - e- x eX - I f' 

ek l' - 1 

in Ubereinstimmung mit (9). 
Die kanonische Verteilung liiBt sich noch durch Einfiihrung 

gewisser "Gewichtsfaktoren"'verallgemeinern, die die Tatsache 
zum Ausdruck bringen sollen, daB die einzelnen Quanten­
zustiinde des betrachteten Systems a priori verschieden wahr­
scheinlich sind. Dies tritt z. B. ein, wenn sich jeder Quanten­
zustand auf mehrere Arten realisieren liiBt und wenn die An­
zahl diesel' Realisierungsmoglichkeiten fiir die verschiedenen 
Quantenzustiinde verschieden groB ist. Dann haben also die 
verschiedenen Zustiinde verschiedenes "Gewicht" und zu del' 

C'n 

Exponentialfunktion e k T tritt noch ein "Gewichtsfaktor" Pn 
hinzu, so daB also die kanonische Verteilungsfunktion dann 
so lautet: 

Dabei hiingt C von der Temperatur ab, Pn dagegen natiirlich 
nicht. 

Rei c he) Quantentheorie. 12 



49) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 132 (19°5); 20, 199 (1906); 
Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 11, 482 (1909); Bericht 
Einstein auf dem Solvay-KongreB in Briissel 19II; vgl. A. 
Eucken, Die Theorie der Strahlung und der Quanten; Abhandl. 
d. deutsch. Bunsen-Gesellschaft Nr. 7 (Halle, W. Knapp 1914), 
S. 330ff. Vgl. ferner W. Wien, Vorlesungen iiber neuere Pro­
bleme der theoretischen Physik (Teubner, Leipzig u. Berlin 
1913), 4. Vorlesung. H. A. Lorentz, Les theories statistiques 
en thermodynamique (Teubner, Leipzig u. Berlin 1916), § 42ff. 

50) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 132 (1905). 
51) A. Einstein, Phys. Zeitschr. 10; 185 (1909). 
52) Diese Formel kann man folgendermaBen ableiten: Zu­

erst folgt aus e = E - E die haufig angewandte Beziehung: 

;Z = E2 - 2 E . Ii + (E) 2 = E2 - (Ii) 2 . 

Urn nun die beiden GraBen E2 (Mittelwert des Quadrats der 
Energie) und (E)2 (Quadrat der mittleren Energie), die be­
kanntlich im allgemeinen voneinander verschieden sind, zu 
berechnen, stellt man sich am besten auf den Standpunkt 
der Gibbsschen statistischen Mechanik (siehe Anmerkung 48). 
Danach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Koordinaten 
und Impulse in den kleinen Intervallen ql' .. ql + d ql usw. 
PI ... PI + d PI usw. liegen, daB also der "Phasenpunkt" 
in dem Element dql dq2' .. d q, dPl d P2' .. dPr = dQ des 
"Phasenraumes" liegt: 

E 

e-kTdSJ 
W= .. E 

je-kPdQ 

Fur den Mittelwert der Energie folgt in bekannter Weise: 

Ebenso 
.. E 

JI2 = .I E2 e - kT d f} 

je-kEpdfJ 
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Man bilde: 

I - - ~ 
= kT2 [£2 - (E)2] = kP 

2 = kT2 dE 
S dT' 

Also 

Zu derselben Formel gelangt man auch. wenn man an 
Stelle der klassischen kanonischen Verteilungsfunktion die 
quantenmiiBig erweiterte Verteilungsfunktion: 

Bn 

Pn e - kT 
W -------

n - ""'p _ :; 
.:::;". "e 

zugrunde legt. n 

68) Die mittlere Strahlungsenergie von der Schwingungs­
zahl 'I' im Volumen v ist: E = v U v d I'. wo die riiumliche mono­
chromatische Strahlungsdichte 

8 n Sl'v 8 n 11'1'3 I 
1t,. = -c-- = -2'- . -It-v---

ekT - I 

ist. wenn Plancks Gesetz zugrunde gelegt wird. (V gl. z. B. 
JI.Planck.Vorlesungen iiberWiirmestrahlung. II.Auflage, S. 162). 

Nach der in der vorigen Anmerkung abgeleiteten Formel (28) 
folgt daher: . II'V 

-- dE du" 8nh'Y'vdyekT 
,,' = kT2 -- = k T2 V dv -- = 

dT dT 

Eliminiert man rechts T, indem man fUr ek1' seinen Wert: 
8 Jl h v3 

I + _._-- einsetzt, so folgt: 
c3 H. 

oder 
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Das zweite Glied rechts ist durch die Undulationstheorie 
gefordert: An jeder Stelle des Volumens v durchkreuzen sich 
niimlich zu jeder Zeit die verschiedensten Wellenziige del' 
Strahlung mit allen moglichen Amplituden und Phasen. Die 
1nterferenz aller diesel' Wellen erzeugt so an del' betrachteten 
Stelle eine 1ntensitiit, die dauernd schwankt, und daher 
schwankt auch die Energie des Volumens v. Berechnet man 
das mittlere Schwankungsquadrat del' Energie, also £2, so 
findet man gerade das zweite Glied rechts in del' obigen Forme1. 
(Vg1. z. B. H. A. Lorentz, Les theories statistiques en thermo­
dynamique (Teubner, Leipzig u. Berlin 1916), S. 114ff.] 

Das erste Glied jedoch wird durch die klassische Undula­
tionstheorie nicht erkliirt. Dagegen wird es verstiindlich, 
wenn man annimmt, daB die Strahlungsenergie aus einer 
gewissen ganzen Zahl (n) endlicher Energiekomplexe von der 
GroBe hy besteht. Dann ist niimlich: E = n • hy, also 
E = n . hy, wo n del' Mittelwert ist, urn den die Zahl n 
schwankt. 1st (j = n - n die Schwankung der Zahl n, so 
folgt: e = E - E = (j hy , also i! = (52 • h2 '1'2. Nun ist abel' 
nach einem bekannten Satz der Statistik -;j2 = n. (Vg1. 
z. B. H. A. Lorentz, 1. c., § 26 und 27.) Daher £2 = n h2 '))2 

= E . h y. Das ist genau das erste Glied rechts in der obigen 
Forme1. 

54) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 144 (1905). 
55) J. J. Thomson, Elektrizitiitsdurchgang durch Gase. 

Deutsch von E. Marx. (Teubner, Leipzig 1906), S. 267. 
56)" A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 147 (1905). 
57) Vgl. R. Pohl und P. Pringsheim, Die lichtelektrischen 

Erscheinungen. Sammlung Vieweg Heft 1 (Braunschweig 1914). 
58) A. Einstein, Ann. d.Phys. 17, 145 (1905). 
59) R. A. Millikan, Phys. Zeitschr. 17, 217 (1916). 
60) Man unterscheidet nach Pohl und Pringsheim den 

normalen und den selektiven Photoeffekt: beim normalen 
Effekt ist die Zahl del' (pro Kalorie absorbierter Lichtenergie) 
abgespaItenen Elektronen von der Orientierung des elektrischen 
Vektors der Lichtwelle unabhiingig und steigt, bei einem oberen 
Grenzwert del' Wellenliinge beginnend, im allgemeinen gleich­
miiBig mit abnehmender Wellenliinge an. Beim selektiven 
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Effekt dagegen, der nur auf tritt, wenn der elektrische Vektor 
der Lichtwelle eine zur Metalloberfliiche senkrechte Kompo­
nente besitzt, zeigt die Zahl der (pro Kalorie absorbierter 
Lichtenergie) abgespaltenen Elektronen ein ausgesprochenes 
Maximum bei einer bestimmten Wellenliinge. 

61) Ch. Barkla, Phil. Mag. 7, 543, 812; 15, 218. Jahrb. d. 
Radioaktivitiit u. Elektronik 5 S. 239, 1908. - Ch. Barkla 
und Sadler, Phil. Mag. 17, 739. - Ch. Barkla, Jahrb. d. 
Radioaktivitat u. Elektronik 1910, S. 12. - M. de Broglie, 
C. R. 25. Mai u. 15. Juni 1914, S. 1785. - Ch. Barkla, Phil. 
Mag. 16, 550. - E. Wagner, Ann. d. Phys. 46, 868 (1915); 
Sitzungsber. d. bayer. Akad. 1916, S. 33. 

62) D. L. Webster, Proc. Americ. Acad. 2, 90 (1916); Physic. 
Review 7, 587 (1916). 

63) E. Wagner, Ann. d. Phys. 46, 868 (1915). 
64) Vgl. z. B. E. Wagner, Phys. Zeitschr. 18, 443 (1917). 

Der dort von Wagner berechnete Wert von h ist: h = 6,62, 10 - 27. 

65) W. Duane und F. L. Hunt, Physic. Review 6, 166 (1915). 
66) A. W. Hull undM. Rice, Proc. Americ. Acad. 2, 265 (1916). 
67) E. Wagner, Phys. Zeitschr. 18, 440ff. (1917); Ann. d. 

Phys. 57, 401 (1918). 
6 8 ) F. Dessauer und E. Back, Ber. d. deutsch. physikal. 

Ges. 21, 168 (1919). 
69) J. Franck und G. Hertz, Verhandl. d. deutsch. physikal. 

Ges. 16, 512 (1914)' 
70) Die von Franck und Hertz gemessene kritische Span-

nung betrug V = 4,9 Volt = 1.2_ (elektrostat. Einheiten), also 
300 

die kritische Energie der Elektronen: 
4,774' 10- 10 • 4,9 

e V= . 
300 

Die Wellen lange A der emittierten Quecksilberlinie ist 

A = 2536. AE = 2,536. 10- 5 . 

Daher muB sein: 

coder h =eV;' = 4,774'1O-lO'4,9'2,536'1O-5 
e V = h T c 3' 102 • 3 . 1010 

= 6,59 . 10- 27 

in guter Ubereinstimmung mit anderen Messungswerten. 
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71) Vgl. z. B. J. Stark, Prinzipien der Atomdynamik II. 
(S. Hirzel, Leipzig 19II), Kap. IV und V. 

72) J. Stark, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 10, 713 (1908); 
Phys. Zeitschr. 8, 913 (1907); 9, 767 (1908). 

Erzeugt man in einer etwa mit Wasserstoff gefiillten 
Vakuumrohre Kanalstrahlen (das sind positiv geladene 
materielle Teilchen, die, in der Riehtung von der Anode 
zur Kathode, durch die durchlocherte Kathode riick­
wiirts heraustreten), so zeigt sieh, daB dabei die Serien­
linien. des Wasserstoffs zur Emission gelangen. Beobachtet 
man nun diese Emission "von vorn"; d. h. so, d~B die Kanal­
strahlen auf den Beobachter zulaufen, so tritt erstens an 
dem gewohnlichen Ort im Spektrum die scharfe Serienlinie 
auf (ruhende Linie, "ruhende Intensitiit"); zweitens aber tritt, 
nach Violett verschoben, ein verbreiterter Streifen zutage (be­
wegte Linie, "bewegte Intensitiit"). Dieser Streifen stellt die 
von den bewegten Kanalstrahlteilchen emittierte Serienlinie 
dar, die infolge des Dopplereffektes nach groBeren Schwingungs­
zahlen hin verschoben ist. Da die Kanalstrahlen keine ein­
heitliche Geschwindigkeit besitzen, sondern Teilchen mit allen 
moglichen Geschwindigkeiten vorkommen, ist der verschobene 
Streifen nieht scharf, sondern verwaschen und verbreitert. 
Die "ruhende Intensitiit" wird also emittiert, wenn die schnell 
bewegten Kanalstrahlteilchen auf "ruhende", d. h. verhiiltnis­
miiBig langsam und regellos bewegte Gasmolekiile treffen 
und diese zur Emission der Serienli nien anregen. 
Die "bewegte In tensi tii t" dagegen wird von den e ins e i t i g 
bewegten Kanalstrahlteilchen selbst, beim StoB gegen 
die Ga~molekiile. emittiert. 

Es ist nun sehr bemerkenswert, daB das Intervall zwischen 
ruhender und bewegter Intensitiit nicht ausgefiillt ist, sondern 
daB die Emission der bewegten Intensitiit erst oberhalb einer 
gewissen Geschwindigkeit merkbar ist. Diese Tatsache hat 
Stark an Hand der Lichtquantenhypothese so gedeutet: 1st 
! m v2 die kinetische Energie eines Kanalstrahlteilchens, .und 
verwandelt sich der Bruchteil ex.! m v2 (ex < I) beim Zu­
sammenstoB mit einem Gasmolekiil in ein Lichtquant h v • 

so muB hI' <: ~ m v2 sein; d. h. die Spektrallinie von der 
2 



Schwingungszahll' kann nur von Kanalstrahlen erzeugt werden, 

deren Geschwindigkeit > 1/2 hI' ist. 
IXm 

Die Proportionalitat der kritischen Geschwindigkeit mit (v 
hat sich ziemlich gut bestatigt. 

Es sei hier be merkt, daB J. Stark sich in jiingster Zeit von 
der Lichtquantenhypothese abgewendet hat. Vgl. z. B. J. Stark, 
Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 16,304 (1904); 18,42 (1916) 

73) J. Stark, Phys. Zeitschr. 9, 85, 356 (1908). - J. Stark 
und W. Steubing, Phys. Zeitschr. 9, 481 (1908). - J. Stark, 
Phys. Zeitschr. 9, 889 (1908). 

J. Stark vertritt in dies en Arbeiten die Auffassung, daB 
die Bandenspektra emittiert werden, wenn ein dem Atom oder 
Molekiil angeh6riges "Valenzelektron" aus seiner normalen 
Lage verschoben wird und unter Riickerstattung der Deforma­
tionsarbeit an seinen urspriinglichen Platz zuriickkehrt. Wird 
die Deformationsenergie (Bindungsenergie) E dabei in ein Licht-

quant verwandelt, so muB hI' < E sein, d. h. v < ~ . Alle 

Bandenlinien miissen also unterhalb del' Kante l' = .~ liegen. 

Wird durch chemische Prozesse die Bindungsenergie E vel'­
andert, so verschiebt sich entsprechend das Bandenspektrum. 

74) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 148 (1905). 
76) J. Stark, Phys. Zeitschr. 9, 889 (1908); Ann. d. Phys. 

38, 467 (1912). 
Das von Stark und Einstein ausgesprochene Grundgesetz 

des photochemischen Zerfalls sagt a us : Wenn ein Molekiil 
unter Absorption von Strahlung der Schwingungszahl v zer­
fallt, so absorbiert es beim Zerfall die Energie hI'. Diese 
Energie stellt also die Warmet6nung dar, die bei der Wieder­
vereinigung der Zerfallsprodukte frei wird. 

Dieses Gesetz hat spater A. Einstein fiir den Giiltigkeits­
bereich der Wienschen Strahlungsformel ohne Zuhilfenahme 
der Lichtquantenhypothese auf rein thermodynamischem Wege 
abgeleitet. Vgl. Ann. d. Phys. 37, 832 (1912) u. 38, 881 (1912). 

76) E. Warburg, Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 191 I, S. 746; 1913, 
S.644;1914,S.872; 1915,S.230; 1916,S.314;1918,8.300, 1228. 
Vgl. ferner "Naturwissenschaften" 5, 489 (1917). 



77) H. A. Lorentz, Phys. Zeitschr. 11, 1250 (1910). 
78) M. Planck, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 13, 138 

(19II); Ann. d. Phys. 37, 642 (1912). 
79) Infolge der stetigen (klassischen) Absorption sind hier 

aIle Energiewerte des Oszillators in einem Elementargebiet, 
etwa zwischen n fund (n + I) f, gleich wahrscheinlich. Die 
"mittlere Energie im nten Elementargebiet" ist daher: 

D _ n 8 + (n + I) 8 _ ( + 1) 
n- 2 -n 2 8 • 

Aus dem quantentheoretisch erweiterten kanonischen Ver­
teilungsgesetz folgt daher: 

00 -

~ _ Un 

,.;;;;.. e kT 
o 

i e-~; 
o 

E E E 

+2= +2 
ekT - I 

(vgl. Anmerkung 48). Setzt man noch f = h v, so folgt: 

hv h v u= -::----+ -. 
hv 2 

An die Stelle der Beziehung (7) des Textes tritt hier: 

die zum Planck schen Strahlungsgesetz fiihrt. 
SO) M. Planck, Sitzungsber. d. Kgl. PreuJ3. Akad. d. Wiss., 

3. April 1913, S. 350; ebenda 30. Juli 1914, S. 918; ebenda 
8. Juli 1915, S. 512. 

81) A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40, 551 (1913). 
82) W. Nernst, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 18, 83 

(1916). 
83) F. Richarz, Wiedem. Ann. 52, 4IO (1894). 
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84) Bericht P. Langevin auf dem Solvay-KongreB in Brussel 
19II. Vgl. A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der 
Quanten. Abhandl. d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp, 
Halle 1914), S. 318ff. 

85) A. Einstein und W. J. de Haas, Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 17, 152, 203, 420 (1915). - A. Einstein, ebenda 
18, 173 (1916). - W. J. de Haas, ebenda 18, 423 (1916). 

86) E. Beck, Ann. d. Phys. 60, 109 (1919). 
87) Bericht Planck auf dem Solvay-KongreB in Brussel 

1911. Siehe A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der 
Quanten. Abhandl. d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp, 
Halle 1914), S. 77. 

88) 1st q die Elongation eines linear schwingenden Elektrons 
von der Masse m (Oszillator), v seine Schwingungszahl, so ist 
die Energie dieses Gebildes: 

U=m (~)2+m(2Jl'y)2.q2. 
2 dt . 2 

Das erste Glied rechts stellt die kinetische, das zweite Glied 
die potentielle Energie dar. Nun ist der 1mpuls (die Bewegungs­

dq 
groBe) p = mdj' Also kann man schreiben: 

oder 

U = L + 2 Jl'2 y2 m q2 
2m 

Die Kurven U = const., d. h. diejenigen Kurven in der Phasen­
ebene, die den Zustiinden konstanter Energie des Oszil­
lators entsprechen, sind also Ellipsen mit den Halbachsen: 

und 

Fur einen bestimmten Wert von U erhiilt man eine ganz 
bestimmte Ellipse. Auf dieser Ellipse wurde der "Phasen­
punkt" des Oszillators dauernd herumlaufen, wenn das Elek­
tron, ohne zu emittieren oder zu absorbieren, rein harmonische 
Schwingungen ausfiihren wiirde; denn dann bliebe seine Energie 



r86 

dauernd konstant. LiiBt man U stetig variieren, d. h. erteilt 
ihm in stetiger Folge andere und andere Werte, so erhiilt man 
eine unendliche Mannigfaltigkeit konzentrischer Ellipsen. 

Aus dieser unendlichen Mannigfaltigkeit greift nun die 
Quantenhypothese, so wie sie in Formel (30) des Textes formu­
liert ist, eine diskrete Schar von Ellipsen heraus und be­
zeichnet sie als die "ausgezeichneten" Ellipsen, denen also 
die "ausgezeichneten Zustiinde" des Oszillators entsprechen. 
Zu dies en gehoren dann die "ausgezeichneten Energiewerte" 
Uo U1 U2 • •• Un' 

Nun solI die n te Ellipse eine Fliiche von der GroBe n h 
umschlieBen. Die Fliiche der n ten Ellipse ist aber ' 

F b - l/---U--:- I-U Un 
n = .IT: an' n = Jt I -2-2 ~ • }-2 m n = - , 

2 JC V m I' 

daher muB 

U n = nh, 
I' 

d. h. Un = 'it h V 

sein, d. h. im nten ausgezeichneten Zustand besitzt 
der Oszillator die Energie nf = nhv. 

89) A. Sommerfeld, Phys. Zeitschr. 12, 1057 (19II). - Be­
richt A. Sommerfeld auf dem Solvay-KongreB in Brussel 19II; 
vgl. A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der Quanten. 
Abhandl. d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp, Halle 
1914), S. 252. 

90) Bericht Sommerfeld auf dem Solvay-KongreB 19IJ. 
91) A. Sommerfeldund P. Debye, Ann. d. Phys. 41,873 (1913) 
92) V gl. z. B. die kurzlich erschienene zusammenfassende 

Darstellung von E. Schrodinger, Der Energieinhalt der Fest­
korper im Lichte der neueren Forschung. Phys. Zeitschr. 20, 
420, 450, 474 (1919). Dort findet man auch sehr vollstandige 
Litera turhin weise. 

93) I Grammatom eines Stoffes, dessen Atomgewicht a ist, 
ist definitionsgemaB eine Menge dieses Stoffes von a Gramm. 
Z. B. ist 1 Grammatom Kupfer gleich 63,57 Gramm Kupfer; 
denn 63,57 ist das Atomgewicht des Kupfers. Ganz analog 
ist die Definition des Grammolekuls (auch "Mol" genannt). 
I Grammolekul Sauerstoff sind 32 Gramm Sauerstoff, denn 
das Molekulargewicht des (2atomigen) Sauerstoffs ist = 32. 



1st c die :;pezifische Warme des Stoffes vom Atomgewicht a, 
so heiJ3t das: man muJ3 einem Gramm des Stoffes die Warme­
menge c zufiihren, urn seine Temperatur urn 10 zu steigern. 
Daher muJ3 man einem Grammatom des Stoffes, d. h. a Gr a m m 
des Stoffes, die Warmemenge C = c . a zufiihren, urn seine 
Temperatur urn 10 zu steigern. C ist dann die Atomwarme. 

94) Die Gleichheit der mittleren potentiellen und kinetischen 
Energie gilt hier ebenso wie beim linearen Planckschen Oszil­
lat~r (schwingenden Elektron). Vgl. Anmerkung 41. Diese 
Gleichheit ist allgemein stets erfiillt, wenn die Krafte, die auf 
die Atome wirken und sie in ihre Ruhelagen zuriickziehen, 
lineare Funktionen der relativen Abstandsanderungen der 
Atome sind. Also z. B. wenn die Kraft "quasielastisch" ist, 
d. h. proportional der Entfernung aus der Ruhelage. Vgl. 
hierzu L. Boltzmann, Wiener Ber. 63 (II), 731 (1871) und 
F. Richarz, Wiedem. Ann. 67, 702 (1899). 

95) Dulong und Petit, Ann. de chim. et de phys. 10,395 (1819). 
96) Die gewohnlich durch die Messung gelieferte GroJ3e ist 

nicht die Atomwarme bei konstantem Volum Cv , sondern die 
Atomwarme bei konstantem Druck Cp . Fiir diese ergeben die 

M W t d·· 11' 6 [ Kalorien 1 essungen er e, Ie 1m a gememen urn ,4 Grad 

schwanken. Die Umrechnung von Cp auf Cv erfolgt mit Hilfe 
der aus der Thermodynamik abgeleiteten Formel: 

C _ C _ a 2 V:Z: 
p v - i< ' 

wo a den kubischen Ausdehnungskoeffizienten, " die (iso­
therme) kubische Kompressibilitat und V das Atomvolumen 

Atomgewicht bedeuten. 
= Dichte 

97) Z. B. ist 

fUr Silber 
,j Aluminium 
" Kupfer 
" Blei 
" Jod 

Zink 

bei 0 0 C 
" 580 C 
" 17 0 C 
" 17 0 C 
" 25 0 C 
" 17 0 C 

Cp = 6,00 
Cp = 5,82 
Cp = 5,79 
Cp = 6,33 
Cp = 6,64 
Cp = 6,03 
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98) F. H. Weber, Poggend. Ann. 147, 3II (1872); 154, 367, 
553 (1875). 

99) Als ein moglicher Ausweg bot sich die von F. Richarz 
~Marburger Ber. 1904, S. I], C. Benedicks [Ann. d. Phys. 42, 
133 (1913)] u. a. vertretene "Agglomerationshypothese", nach 
welcher mit sinkender Temperatur die Zahl der Freiheitsgrade 
des Systems gleichsam durch "Einfrieren" abnimmt, indem 
gewisse Verbindungen vollig erstarren. Hiernach muBte jedoch 
die Kompressibilitiit mit sinkender Temperatur stark ab­
nehmen, was nach E. Gruneisens Messungen [Verhand1. d. 
deutsch. physika1. Ges. 13, 491 (19II)] nich t der Fall ist. 
Vg1. hierzu auch den zitierten Bericht von E. Schrodinger 
(siehe Anmerkung 92). 

100) A. Einstein, Ann. d. Phys. 22, 180, 800 (1907)' 

101) Vg1. A. Einstein, Ann. d. Phys. 35, 683ff. (19II). 
Ferner Bericht Einstein auf dem Solvay-KongreB in Brussel 
I9II; siehe A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der 
Quanten. Abhandl..d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp, 
Halle 1914), S. 330ff. 

102) A. Einstein, Ann. d. Phys. 34, 170, 590 (19II); 35, 
679 (19 II ). 

103) Die Art der Abhiingigkeit der Schwingungszahl v von 
den drei GroBen A, e, It liiBt sich nach Einstein (1. c.) durch 
eine einfache Dimensionalbetrachtung gewinnen. Nimmt man 
an, daB v nur von der Masse der Atome m, ihrem Abstand d 
und der Kompressibilitiit It des Korpers abhiingt, so muB 
eine Gleichung von folgender Form bestehen: 

v = C . mX • dU • It Z • 

C ist dabei eine Zahlenkonstante; x, y und z sind Zahlen, 
die noch bestimmt werden mussen. 

Die Dimension der Schwingungszahl ist [v J = [t -1J; die 
Dimension von m und d sind [mJ und [IJ; die Dimension von 
der Kompressibilitiit " folgt aus ihrer Definition: 

Volumzunahme 
It = Druckzunahme . ursprungliches Volumen . 



Also hat x die Dimension: 

( I 1 [FliiChe j = [I m -1 t'J . 
Druck = Kraft 

Daher hat man die folgende Dimensionalgleichung: 

[t- 1J = C[mX 1Y l'm-'t2Z] = [mX -'IY+'t2 '] 

Daher muB: 

x-z=o; 

sein, woraus sich: 

x=-t; 

ergibt. Also hat man 

Y+Z=o; 

y=+t; 

1 1 

l' = C m - ,; . d' x - 2 

2Z =-1 

z =-t 

Nun sei N die Avogadrosche Zahl, d. h. die Zahl der Atome 
im Grammatom. Dann ist das Atomgewicht des Korpers 
gleich der Masse des Grammatoms, also: 

A =mN. 

Denkt man sich ferner die Atome in einem kubischen 
Gitter mit der Kubusliinge d angeordnet, so muB die Dichte 

sem. Daraus ergibt sich: 

also: 
2 1 2 2 d = m "(! - :l = A - ,- N3 (! --

m 
Daher folgt: 

1 1 1 1 

V = C N-a . A - :l (! (i x 2 
C' 

Den Faktor C bestimmt Einstein durch die vereinfachende 
Annahme, daB auf das verschobene Atom nur seine 26 Nach­
baratome wirken. 

104) F. A. Lindemann, Phys. Zeitschr. 11, 609 (1910). -
Die Lindemannsche Formel kann man kurz so ableiten: Es 
sei r = a sin (2:;r V t) die Elongation eines Atoms, das mit der 
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Amplitude a und der Schwingungszahl v schwingt. Die mittlere 
Energie dieses Atoms ist 

m (dr)2 m m E = 2 de + 2 . (2;n 1')2 r2 = 2 . (2 ;n v)1l as = 2;n1l v2 m all • 

Beim Schmelzpunkt wird nun nach Lindemanns Vorstellung 

a <Xl d (Abstand der Atome). 

Andererseits ist die mittlere Energie des Atoms bei hohen 
Temperaturen = 3 k T, also beim Schmelzpunkt = 3 k T, . 
(Der Schmelzpunkt liegt in der Regel hoch.) Daraus folgt: 

2 ;nil 1,9 m 42 = 3 k T, , 

,. = II 3 k T, = const T ~ . m - ~ . d - 1 
. 2;n2md2 • 

Nun ist aber (siehe Anmerkung 103): 

A m=-- . N' 
1 1 1 1 1 

d=m3g-3=AaN-a!! 3 

Daher: 
1 1 1 1 1 1 1:1 1 

j' = const'T.' . A - -.- N' A - .- Na !! 3 = const T,' . A - .- . !! 3 • 

105) E. Gruneisen, Ann. d. Phys. 39, 291ff. (1912). 
106) E. Madelung, Nachr. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen, 

mathem.-physikal. Klasse 1909, S. 100 und 1910, S. I. 

107) W. Sutherland, Phil. Mag. (6) 20, 657 (1910). 
108) Sind n und " Brechungsquotient und Extinktions­

koeffizient einer Substanz, so ist nach del' MaxweUschen 
Theorie ihr Reflexionsvermogen: 

(n - 1)2 + ,,2 m= . 
(n + 1)2 + ,,2 

Fragt man nach der Stelle maximaler Reflexion, so hat man 

die Gleichung ~~ = 0 zu bilden, die nach einiger Rechnung 

folgende Beziehung liefert: 

• on 0" (n- - ,,2 - I) ~ + 2 n" -0- = 0 . 
VI' (IV 

Daraus sieht man, daB die Stelle maximaler Reflexion nich t 

g e n a u mit der Stelle maximaler Absorption (~: = 0) zu-



sammenfiillt. Sie liegt ihr abel' um so niiher, je geringer dort 
die Variation des Brechungsquotienten mit del' Schwingungs­
zahl ist. Andererseits liegt die Stelle maximaler Absorption 
nach del' Dispersionstheorie in unmittelbarer Niihe del' Eigen­
schwingungszahl Y, . 

109) H. Rubens und E. F. Nichols, Wiedem. Ann. 60, 418 
(1897). Ferner H. Rubens und H. Hollnagel, Bel'. d. kgl. pl'euB. 
Akad. d. Wiss. 1910, S. 45; H. Hollnagel, Dissert. Berlin 1910; 
H. Rubens, Bel'. d. kgl. pl'euB. Akad. d. Wiss. 1913, S. 513; 
H. Rubens und H. v. Wartenberg, ebenda 1914, S. 169. 

Als Beispiel sei hier di!). folgende kleine Tabelle angefiihrt, 
in der?, die aus den Messungen obiger Forscher hervorgehende 
Wellenliinge der Reststrahlen bedeutet: 

;. ;. 

NaCI 52 ft TICI 9 1,6.u 
KCl 63,4 ft KBr 82,6 fl 
AgCl 8I,5ft AgBr 112,7/' 
HgCI 98,81l " TlBr 117 /' 

110) V gl. jedoch Anmerkung 108. 
111) W. Nernst und F. A. Lindemann, Sitzungsber. d. kgl. 

pl'euB. Akad. d. Wiss. 19II, S. 494; W. Nernst, Ann. d. Phys . 
.36, 426 (19II). . 

112) Die folgende kleine Tabelle gibt die y-Werte, die nach 
Einsteins Formel (35), nach Lindemanns Formel (36), aus den 
Reststrahlen (siehe Anmerkung 109) und aus del' beobachteten 
Atomwiirme nach einer von Nernst und Lindemann aufgestellten 
empirischen Formel (40) berechnet sind. Ausfiihrlichere An­
gaben mit z. T. korrigierten Zahlenfaktoren siehe bei C. E. Blom, 
Ann. d. Phys. 42, 1397 (1913). 

Stoff 
V Atomwarrne 

VE YL 'VReststrahlen i (N ernst-Lindemann) 

Al 6,7'1012 : 7,6 . 1012 8,3 . 1012 

eu 5,7'1012 6,8. 1012 6,7'1012 

Zn 4,4 . 1012 4,8. 1012 

Ag 4,1' 1012 , 4>4 . 1012 4,5 . 1012 

Pb 2,2'10 12 J,8'I012 J,5 . 1012 

Diamant 32,5 . 1012 40 . J012 

NaCl 7,2,1012 5,8 . ro12 5,C) , 1012 

KCI 5,6 . 1012 4,7' 1012 4,5 . 1012 



113) W. Nernst, F. Korel, F. A. Lindemann, Untersuchungen 
liber die spezifische Wiirme bei tie fen Temperaturen. I u. II. 
Sitzungsber. d. kgl. preuB. Akad. d. Wiss. 1910, 3. Miirz. -
W. Nernst, Desgl. III. Ebenda 19II, 9. Miirz. - F. A. Linde­
mann, Desgl. IV. Ebenda 19II, 9. Miirz. - W. Nernst und 
F. A. Lindemann, Desgl. V. Ebenda 19II, 27. April. -
W. Nernst und F. A. Lindemann, Desgl. VI. Ebenda 1912, 
12. Dez. - W. Nernst, Desgl. VII. Ebenda 1912, 12. Dez. -
W. Nernst und F. Schwers, Desgl. VIII. Ebenda 1914. -
W. Nernst, Der Energieinhalt fester Stoffe. Ann. d. Phys. 
36, 395 (19 II ). .. 

114) W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen 
Grundlagen des neuen Wiirmesatzes. (W. Knapp, Halle 1918.) 

116) Der erste Hauptsatz sagt aus: 1st d'Q die einem System 
zugefUhrte Wiirme, d'A die am System von auBen ge­
leistete Arbeit, so ist die Zunahme der Energie U des Systems: 

dU= d'Q + d'A . 

Der 2. Hauptsatz sagt aus: Wh:d d'Q bei der Temperatur T 

reversibel zugefUhrt, so ist :til das vollstiindige Differential 
der Entropie 5, also 

d'Q 
dS= -Y' 

Man fUhre mit Helmholtz die "freie Energie" F em durch 
die Definition: 

F=U-T·S. 
Dann folgt: 

dF = dU - T· dS - S· dT = d'Q + d'A - T· dS - S· dT 

oder 
dF = d' A - S· d T, 

flir jeden reversiblen ProzeB. 
1st der ProzeB isotherm (dT = 0), so folgt dF = d'A 

oder fUr eine endliche Zustandsiinderung F2 - FI = A. Setzt 
man A' = -A, so daB also A'die gewo n ne ne Arbeit be­
zeichnet, so erhiilt man also: 

FI -F2 = A', 
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d. h. die bei dem isothermen reversiblen ProzeB gewon­

nene Arbeit - es ist, wie man zeigen kann, die maximal 

gewinnbare - ist gleich der Abnahme der freien Energie. 

Ferner ergibt sich, da bei konstantem Volumen V die 

Arbeit d' A = 0 ist: 

(oF) - -~S 
(iT v ~ 

oder T. (~F) = _ T5 = F - U . 
oT J' 

Also, fiir zwei Zustande gebildet: 

T [ a (F, .. - F 2) 1 = (F - F ) ~ (U - U ) 
(iT T' 1 2 1 2 

oder schlieBlich, wenn man noch abkiirzend U1 - U2 = U' 

setzt: 
A' ~ U' = T( ilA') aT v 

eine in der physikalischen Chemie vielgebrauchte Gleichung. 

Da min nach dem Nernstschen Warmetheorem 

aA' 
(ar)limT=O =0 

ist, so verschwindet also (A' - U') fiir T = 0 von hoherer 

als I. Ordnung. Daher ist: 

nnd daher auch: 

. au' 
hm "T = 0 
T=O U 

. a(A' ~ U') 
hm---~·-·· = 0 

T=O aT 

oder 1· a U1 l' a U2 
lm-- = lm-o-T=O aT T=ooT 

Das ist Gleichung (39) des Textes. 

Aus 

oder 

aF = ~5 aT . folgt ferner 

aA' 
52 - 51 = aT 

und daher liiBt sich das Nernstsche Theorem auch so formu-

lieren: lim(52 - 5,) = 0 , 

T=O 

d. h. in der Nachbarschaft des absoluten Nullpunkts 

verlaufen aIle Vorgange ohne Entropieanderung. 

Rei r he, Quantentheorie. T 3 
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116) V gI. z. B. M. Planck, Vorlesungen iiber Thermo­
dynamik. 5. Auf I. 1917, S. 268ff. - Planck geht insofern iiber 
Nernst hinaus, als er fordert, daB nicht nur die Differenz der 
Entropien 52 - 51 beim absoluten Nullpunkt gleich Null ist 
(siehe die vorige Anmerkung), sondern auch die Einzelwerte 
51 und 52 fiir sich. Demnach ist also nach Planck beim Null­
punkt der absoluten Temperatur die Entropie jedes che­
misch homogenen K6rpers gleich Null. Daraus laBt 
sich die im Text angefiihrte Foigerung 

. (aU) 
I~ aT = 0 
T-O . 

sofort foigendermaBen ableiten: Aus der in der vorigen An­
merkung auftretenden Beziehung 

F-U=-T5 

und·der Planckschen Fassung des Nernstschen Theorems foIgt, 
daB F - U fiir T = 0 von h6herer ais I. Ordnung verschwindet. 
Es ist also: 

r a(F - U) 
Tl~---aT-- = 0 

oder schlieBlich 

oder lim( ~ UT + 5) = 0 
T=O 0 

. (aU) 
~l~ aT = 0 . 

117) Fiir tiefeTemperaturen, d. h. groBe Werte von x = :; , 

nimmt die Einsteinsche Formel (34) foigende Gestalt an: 
Cv = 3 R x2 e- "'. Der Abfall bei tiefen Temperaturen erfolgt 
also exponentiell, genauer gesprochen: Wie 

const 
I --1'-

'fie 

118) W. Nernst und F. A. Lindemann, Sitzungsber. d. kg!. 
preuB. Akad. d. Wiss. I9II, S. 494; Zeitschr. f. Elektrochemie 
17, 817 (I9II). 

119) A. Einstein, Ann. d. Phys. 35, 679 (I9II). 
120) Betrachtet man namlich die Atome als Massenpunkte, 

so_hat jedes Atom drei Freiheitsgrade, der ganze K6rper also 
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3 N Freiheitsgrade. Wie aber in der Mechanik bewiesen wird 
(vgl. z. B. R. H. Weber und R. Gans, Repertorium der Physik 
Bd. I, S. 175ff.), besitzt ein mechanisches System von 3 N 
Freiheitsgraden auch 3 N Eigenschwingungen, u nd die all­
gemeinste kleine Bewegung jedes Atoms besteht in 
einer tJbereinanderlagerung dieser 3 N Eigenschwin­
gungen. 

121) P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912). 
122) M. Born und Th. v. Karman, Phys. Zeitschr. 13, 297 

(1912); 14, 15, 65 (1913). Vgl. femer M. Born, Ann. d. Phys. 
44, 605 (1914); M. Born, Dynamik der Kristallgitter (Teubner, 
Leipzig u. Berlin 1915). 

123) Vgl. z. B. R. Ortvay, tJber die Abzahlung der Eigen­
schwingungen fester Korper. Ann. d. Phys. 42, 745 (1913). 

Ortvay betrachtet die Eigenschwingungen eines elastischen 
Wiirfels von der Kantenlange L. Dabei ergeben sich drei 
Gruppen von Eigenschwingungen. Die ersten beiden Gruppen 
sind die transversalen Schwingungen, die dritte Gruppe ist 
die Gruppe der longitudinalen Schwingungen. DaB die trans­
versalen Schwingungen zwei, iibrigens identische, Gruppen 
bilden, sieht man leicht ein: Denn bei einer transversalen 
Schwingung, die sich z. B. in der Richtung der x-Achse aus­
breitet, sind zwei gleichwertige Moglichkeiten vorhanden, je 
nachdem die Teilchen parallel yoder parallel z schwingen. 
Fiir die longitudinalen Schwingungen aber gibt es natiirlich 
nur'eine Gruppe; denn z. B. bei der Ausbreitung langs der 
x-Achse existiert nur die eine Moglichkeit, daB die Teilchen 
parallel x schwingen. Die Schwingungszahlen der ersten beiden 
Gruppen sind durch die Werte 

yas + [)2 + c2 
1'1 = 1'2 = C, 2 L 

charakterisiert, die dritte Gruppe durch 

V~+C2 
1'3 = C, 2 L' 

Dabei sind Ct und cl die Ausbreitungsgeschwindigkeiten trans­
versaler und longitudinaler Wellen in dem Korper, a '6 C sind 

13* 
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beliebige positive ganze Zahlen. Erteilt man also 0, b, calle 
moglichen Werte in allen denkbaren Kombinationen, so er­
halt man dadurch aIle moglichen transversalen und longitudi­
wilen Eigenschwingungen, die zusammen das elastische Spek­
trum des Wiirfels bilden. Fragt man jetzt: Wie viele trans­
versale Eigenschwingungen der ersten Gruppe besitzen Schwin­
gungszahlen unterhalb v, so heiBt das nichts anderes als: Wit' 
viele Wertetripel (0, b, C) erfiillen die Bedingung: 

vii2-t~ 
c, 2 L < v , 

d. h. 
,C2I+ <'2 + II 2 L v ya- T .. C ,< -- . 

c, 

Dazu denke man sich a, b, c als Koordinaten eines Punktes 
im Raume. Dann sind aIle moglichen Wertetripel (0, b, C) 
durch die samtlichen "Gitterpunkte" des positiven Raum­
oktanten dargestellt, und die obige Frage lauft darauf hinaus, 
abzuzahlen, wie viele Gitterpunkte vom Anfangspunkt (0, 0, 0) 

eine Entfernung besitzen, die kleiner ist als 2 Lv. Alle diese 
c, 

Gitterpunkte liegen in dem positiven Kugeloktanten mit dem 

Radius 2 Lv. Da nun auf jedes Volumen von der GroBe I 
c, 

- namlich auf jeden Elementarwiirfel - e i n Gitterpunkt 
kommt, so ist die Zahl der gesuchten Gitterpunkte, wenn sie 
nur hinreichend groB ist, gleich dem Volumen des positiven 

Kugeloktanten vom Radius 2 Lv, d. h. gleich 
c, 

I 4n" (2Lv)8 _ 4n" La v' 
8 -3- --c-. - - 3--cr- . 

Ist V = V das Volumen des gegebenen wiirfelformigen Kor­
pers, so ist also die Anzahl der transversalen Eigenschwingungs­
zahlen erster Gruppe unterhalb v: 
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Ebenso groB ist die Anzahl der transversalen Eigenschwingungs­
zahlen unterhalb v fUr die zweite Gruppe, also: 

4n Vv3 
ZI = Zl = - -3- • 

3 C, 

Endlich ist die Anzahl der entsprechenden longitudinalen 
Eigenschwingungen: 

Zs = ~ Vv8 
• 

3 cl 
Daraus folgt fUr die Zahl aller Eigenschwingungszahlen unter­
halb v: 

Z = Zl + Z 2 + Zs = ~ V (~ + ~) v8 
3 C, Cl 

Die Anzahl der Eigenschwingungen im Interval! v . .. v + dv 
folgt daraus durch Differentiation nach v; das gibt: 

Z(v) dv = 4nV(~ +~) v1dv, 
c, c, 

also die Formel (43) des Textes. 
124) In der Formel (43) fUr Z(v) dv ersetze man, nach 

Formel (44) des Textes, den Faktor 

durch 

Dann folgt: 

JY"(~re~; 
c = 9 R kT 2 dv 
• v!. ( ~ )2 V • 

ekT -.1 

o 

S . h v d h v", 'b . h etzt man ]etzt k T = »un kT = x"" so erg1 t SIC : 

x .. 
C - gR f x'ezdx 

• - x!. (eZ - 1)3 
o 

125) Eine Tabelle fiir die Debye sche Funktion Cv in ihrer 
Abhiingigkeit von x'" findet sich bei W. Nernst (Die theo­
retischen Grundlagen und experimentellen des neuen Wiirme­
satzes. W. Knapp, Halle 1918, S. 201). Dort ist auch die 
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einfache Einsteinsche Funktion [Formel (34) des Textes] 
tabelliert. 

126) 1st T groB, so ist Xm klein gegen 1; dann kann man 
in dem Integral in (45) im Ziihler eX durch 1, im Nenner 
eX - 1 durch x ersetzen. S.O folgt: 

Xm 

C = 9 R fX4dX = 9R • x!. = R 
v XB X2 XB 3 3 . 

m m 
o 

127) 1st T klein, so ist Xm groB und man kann in erster 
Niiherung die obere Grenze des Integrals durch 00 ersetzen. 
Das Integral wird dadurch zu einer von Xm unabhiingigen 
Zahlenkonstanten, und es folgt: 

9 R 9 R . const • v;:' 
C. = -- . const = ------ . T8 = const . T8 x!. h3 k3 

118) Aus der Elastizitiitstheorie folgt 
r:-;-::--­

c = 11 3 (I - 0) 
! (I + 0) " (! 

und c _ 11 3 (1 - 20) 

t - V 2 (I + 0) "(! , 

wo " die Kompressibilitiit, (! die Dichte und a das Verhiiltnis 
Querkontraktion . t S t t d' W . ( ). d L" d'1 t' IS. e z man lese erte m 44 em un angs 1 a atlon A 
beachtet ferner, daB V = -, so folgt Formel (46) des Textes. 

(! 

129) Da die Zah1 der Schwingungszahlen unterhalb v pro­
portional va ist, so ergibt sich z. B. folgendes Bild: Teilt man 
das Intervall von 0 bis Vm in 10 Teile, und liegt im ersten 
Abschnitt nur eine Eigenschwingung, so liegen in den folgen­
den Abschnitten 7, 19,37,61,91,127. 169, 217, 271 Eigen­
schwingungen, d. h. die Eigenschwingungszahlen riicken immer 
dichter aneinander. 

130) P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912); W. Nernst 
und F. A. Lindemann, Sitzungsber. d. Bed. Akad. d. Wiss. 
1912. S. 1160. 

131) A. Eucken und F. Schwers, Verhandl. d. deutsch. 
physikal. Ges. 15, 578 (1913); W. Nernst und F. Schwers, 
Sitzungsber. d. Bed. Akad. d. Wiss. 1914, S. 355; P. Gunther, 
Ann. d. Phys. 51, 828 (1916); W. H. Keesom und Kamerlingh-
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Onnes, Amsterdam Proc. 17, 894 (1915). Vgl. ferner die iiber­
sichtliche Tab. bei E. Schrodinger, Phys. Zeitschr. 20, 498 (1919). 

132) Fiihrt man in Gleichung (44) des Textes: 

4JrV(~ +~) 'JIa = N 
3 cr c~m 3 

eine "mittlere Schallgeschwindigkeit" c durch die naheliegende 
Definition ein: 

so folgt fiir die GroBenordnung der kleinsten Wellenlange AWin : 

C • l3/ 4JrV 
~~AminC".J I-N . 
'JIm 3 

Sind nun die Atome z. B. im kubischen Raumgitter mit dem 
Abstand a angeordnet, so ist N a3 = V und daher 

'y-Amin "" 4 Jr • a . 
3 

133) Literatur siehe Anmerkung 122. 

134) Vgl. Born, Dynamik der Kristallgitter, § 19. 
136) F. Haber, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 13, 

III7 (19II). 
Sind namlich Atomrest (Masse m) und Elektron (Masse Il) 

durch Kriifte von derselben GroBenordnung an ihre 
R uhelagen gebunden und schwingen unabhangig von­
einander (vereinfachte Annahme ), so lautet die Schwingungs­
gleichung des Atoms: m x + a2 x = 0, mit der Losung 

x = A sin(~ t) . Die ultrarote Schwingungszahl des Atoms 

ist also 'liT = a _; entsprechend ist die ultraviolette Schwin-
2JrVm a 

gungszahl des Elektrons Vv= ---;;=. Daraus folgt der Habcr-
2Jrrll 

sche Satz: 'liT: VV = Y;;: y m. Die allgemeine Gittertheorie 
von M. Born bestatigt diesen Satz und zeigt damit, daB wirk­
lich auch im Gitter Atomreste und Elektronen gleichberechtigt 
auftreten und von Kraften derselben GroBenordnung 
angegriffen werden. 



200 

136) Vgl. M. Born und Th. v. Karmdn. Phys. Zeitschr. 13, 
297 (1912). 

Man kann das vorliegende Problem, das ja eindimen­
sional ist, am einfachsten so behandeln: Denkt man sich eine 
unendliche Kette von Punkten gleicher Masse m, im gegen­
seitigen Abstand a, langs der x-Achse erstreckt, nimmt der 
Einfachheit halber an, daB auf jeden Massenpunkt nur seine 
beiden Nachbarn wirken, und zwar mit Kriiften, die der Ver­
iinderung ihrer Abstiinde proportional sind, so gilt fiir den 
n ten Punkt die Bewegungsgleichung 
m i" = a(xn +1 - x,,) - a(x" - %,,_,) = a(%"+1 + %"-1 - 2%,,). 

Dabei ist a eine Konstante, und-n kann aIle Werte von - 00 

bis + 00 annehmen. 
Ais Lasung setze man versuchsweise an: 

A . (' 2na)' 
%" = sln 2nl't - n -",-

Das stellt einen zeitlich und raumlich periodischen V prgang 
dar, also eine Welle, die sich langs der Kette in Richtung 
wachsender % ausbreitet. Die Schwingungszahl dieser Welle 
ist l', ihre Lange ist "'. Denn wenn nach P Punkten derselbe 
Ausschlag wiederkehren soIl, so muG p a = '" sein, und daraus 
folgt in der Tat: 

%n+ p =Asin[2nvt-(n+p) 2~al 

A . ( 2Jla) = sm 2nl't - n-;.-, = Xu' 

Urn die Beziehung zwischen l' und '" (d. h. das "Dispersions­
gesetzH) zu finden, setze man den obigen Ansatz in die Be­
wegungsgleichung ein. Dann folgt: 

- m (2 Jl l')2 A sin (2 n I' t _ n?; a ) 

= a A {sin [ 2 JrjJ t - (n + I) 2; a 1 + sin [ 2 n v t _ (n _ I) 2 ~ a ] 

. [ 2Jlal} - 2 sm 2 nIl t - n---;:--

. [ 2na] ( 2:ra) = - 2 aA sm 2:1ll't - n-",- . 1- COS-;.-
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Also 

I V'-;: . (Jl a ') . (n a ) 
v = -; m sm T = ".,sm T, ' wenn 2-1/~ =" 

Jl t m m 

gesetzt wird. 

137) Vgl. Born, Dynamik der Kristallgitter, S. 51. 

Auch aus dem in der vorigen Anmerkung behandelten 

Spezialfall erkennt man das Gesetz (49); denn wenn J. ~ a, 

. d D·· d· F Jla q 
so mmmt as IsperslOnsgesetz Ie orm,' = I'm T = Tan, 

wo q = I'm JT: a die von der Wellenlange unabhangige Aus­

breitungsgeschwindigkeit der Welle darstellt. 

138) Unter der Aussage, eine gegebene Richtung liege im 

"Raumwinkelelement" dfJ, ist folgendes zu verstehen: Urn 

einen willkiirlichen Anfangspunkt 0 beschreibe man eine 

"Einheitskugel", d. h. eine Kugel vom Radius 1. Nun kon­

struiere man aus Strahlen durch 0 einen Kegel von unendlich 

kleinem 0ffnungswinkel, dessen Spitze in 0 liegt. Dieser 

Kegel schneide aus der Oberflache der Einheitskugel ein 

kleines Flachenstiick vom 1nhalt dfJ heraus. Jetzt ziehe man 

durch 0 den Parallelstrahl zu der "gegebenen Richtung" (hier 

z. B. der Wellennormale). Liegt dieser Strahl in dem eben 

konstruierten Kegel, so sagt man, die "gegebene Richtung" 

liegt im Raumwinkelelement dfJ. 

139) Warmekapazitat eines bestimmten endlichen Korpers 

.ist diejenige Warmemenge, die man dem ganzen Korper 

zufiihren muB, urn seine Temperatur urn einen Grad zu er­

hohen. 1st M die Masse des Korpers, c seine spezifische Warme, 

50 ist seine Warmekapazitat 

AU5 dem mittleren Energieinhalt E des ganzen Korpers 

folgt [' durch Differentiation nach der Temperatur: 

I'= dE 
dT 
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140) Diese etwas umstiindliche Rechnung verlauft so: Man 
geht aus von der Formel 

und ersetzt zuerst i.. durch qi(n). Dadurch wird 
Vi 

und das Integral nach A. verwandelt sich in ein Integral nach Vi • 

Die Grenzen dieses Integrals sind: 

", = q,(n) [ts h d A A ( )] " ,).",(n) en prec en = .. n 

und 
Vi =0 (entsprechend ). = (0) . 

Setzt man noch: 

"Vi 
kT =X und 

hq,(n) 
k T ).",(n) = xi(n) , 

so wird: 

An Stelle der von der Richtung noch wesentlich abhangen­
den GroBen q,(n) und ).",(n) fiihre man jetzt gewisse Mittel­
werte ein: Erstens setze man: 

4,.. 

I I f dD 
q;s = 4 n q~(n) 

o 

(i = I, 2,3) . 

Dadurch sind drei mittlere, von der Richtung unabhiingige 
Schallgeschwindigkeiten it is is definiert. Femer;cfiihren wir 
auch statt Am(n) einen von der Richtung unabhaniigen Mittel-
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wert r,;; ein, und zwar folgendermaBen: Bei der Ableitung der 
Formel (55) hatten wir gesehen, daB 

4n 00 

V faDf~: = N 
o .... (n) 

ist. Fiihrt man hier die Integration nach A aus, so ergibt sich: 
4n 

oder 

Vf aD - N 
3 A:'(n)-

o 
4n f aD 3 N 
A:'(n) = v . 

o 
Nun setzen wir, analog wie bei den Schallgeschwindigkeiten q: 

Also 

4n _1_ --I-f~ _ 3 N 
A .. 8 - 4 3l A~(n) - 43l V . 

o 

,- -Y4 3lV 
.... - 3 N ' 

In Xl (n) = khi~~ln) fiihren wir an Stelle von q, (n) und 

2m (n) die von der Richtung unabhiingigen Mittelwerte ~ und ;;:. 
ein; dadurch wird auch x,(n) von der Richtung un­
abhiingig und verwandelt sich in 

x. = hit = hity 3 N 
I kTA .. kT 43lV' 

Also folgt: 
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141) Fur tiefstc Temperaturen wird: 

3 8 00 

C. = _1_, ~ D (~) = _1_ , 9 R ~ ~ f .t" eX d.t' 
3 S ~ 3 s ~.t'l (eX - 1)2 

1 ;=1 0 

Nun ist der Wert des Integrals = ftJJ:', Setzt man ferner 
R = N k und fUr .it den Wert (59), so folgt: 

3 
- _ 16 JJ:6 k' V T3 '4...!.. 
Cv - h3 -a' 15 S q; 

1 

Fiihrt man an Stelle der drei Schallgeschwindigkeiten ql q, qs 
eine mittlere Schallgeschwindigkeit q ein durch die Definition: 

3 3 4", 

3 ~ I ~ I j'dfJ q3 = ~ q/ = ~ p q1(n) (siehe Anmerkung 140 ). 

so folgt: 

i=1 i=1 0 

16JJ:5 k' V T" 
C, = 5 h3 sq3 

Schlie61ich kann man fiir ~ noch V.A (mittleres Atomvolumen) 
s 

schreiben, und gewinnt so schlieBlich die Formel=-

16 JJ:5 k' V.A T3 
C.=--~~-5 h3 q3 

1112) H. Thirring, Phys. Zeitschr. 14, 867 (1913); 16, 127, 
180 (1914). 

143) M. Born und Th. v. Karman, Phys. Zeitschr. 14, IS 

(1913). 
144) Vgl. Anmerkung 132. 

145) Vgl. Anmerkung 128. 

146) A. Euck~n, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 16. 
571 (1913). Vgl. ferner A. Eucken, Die Theorie der Strahlung 
und der Quanten (W. Knapp, Halle 1914), S. 386ff. Anhang. 

147) Vgl. A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der 
Quanten (W. Knapp, Halle 1914). S. 387. 
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148) Zur Berechnung der mittleren Schallgeschwindigkeit q 
dient die in Anmerkung 141 aufgestellte Beziehung: 

3 4,. 

~=~-If~ q" .::.. 4;rr ql(n)' 
;=1 0 

Es miissen also zuerst aus der "Dispersionsgleichung" des vor­
liegenden Kristalls (fur lange Wellen) die Werte der drei 
Schallgeschwindigkeiten ql(n) q2(n) qs(n) als Funktionen der 
Wellenrichtung ermittelt werden; dann ergibt sich nach obiger 
Formel q durch Integration. liber alle Richtungen und Sum­
mation. 

149) L. HoPI und G. Lechner, Verhandl. d. deutsch. physikal. 
Ges. 16, 643 (1914)· 

150) Die folgende kleine Tabelle ist der in Anmerkung 149 
zitierten Arbeit von HoPI und Lechner entnommen: 

Kristall 

Sylvin 
Steinsalz 
FluJ3spat 
Pyrit 

q aus Cv 
berechnet 

2,36 . lOG 

2,82 . 106 

4,02 . 10· 
5>43 . 105 

I q aus elastischen 
Daten berechnet 

2,03' 10· 
2,72 • IO· 

3,82' 10' 
5,12' 10· 

151) W. Nernst, Vortdige liber die kinetische Theorie der 
Materie und der ElektrizWit. Wolfskehl-KongreJ3 1913 in 
Gottingen (Teubner, Leipzig u. Berlin 1914), S. 63ff. 

152) W. Nernst, l. c. S. 8Iff. 
153) E. Schrodinger, Phys. Zeitschr. 20, 503 (1919). 

Schrodinger weist hier mit Recht darauf hin, daJ3 - abgesehen 
von der Ersetzung der drei Werte X; in den Debye schen Glie­
dem durch einen Mittelwert x -, vor allem die Niiherung in 
dem zweiten Teil von Cv (d. h. die Ersetzung der 3 (s - I) 
Schwingungszahlen }', ... lis. durch die Konstanten li~ ••• "g,) 
in manchen Fallen unerlaubt werden kann: namlich dann, 
wenn die Massen der einzelnen Atomarten nicht sehr ver­
schieden voneinander sind. Wurde man - so argumentiert 
er - die Massen der Atomarten und die auf sie wirkenden 
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Krafte allmahlich einander gleich werden lassen, so wiirde ja 
ein einfaches Atomgitter entstehen, und bei diesem ProzeB 
miiBten die 3 (s - I) Zweige des Spektrums, die dem zweiten 
Bewegungstypus entsprechen, mit den drei ersten Zweigen 
verschmelzen. "Sie konnen daher bei geringem Massenunter­
schied auch nicht angenahert monochromatisch sein." 

154) H. Thirring, Phys. Zeitschr. 15, 127, 180 (1914). 
155) M. Born, Ann. d. Phys. 44, 605 (1914). 
156) E. Gruneisen, Ann. d. Phys. 39, 257 (1912). 
157) S. Ratnowski, Verhandl. d. ·deutsch; physikal. Ges. 15, 

75 (1913). -
158) Vortrage iiber die kinetische Theorie der Materie und 

der Elektrizitltt. Wolfskehl-KongreB zu Gottingen 1913. 
(Teubner, Leipzig u. Berlin 1914), Vortrag P. Debye. 

159) Ist U die Energie, S die Entropie des Systems, so ist 
die "freie Energie" F nach Helmholtz durch die Beziehung: 

F=U-S·T 

definiert. Aus Anmerkung 115 folgt dann: 

dF=d'A-S·dT, 

wo d' A die von auBen geleistete Arbeit ist. Setzt man in 
bekannter Weise: 

d'A = -pdV 

so wird also: 

(P = Druck, V = Volumen), 

dF=-pdV-SdT. 

Daher ergibt sich ohne wei teres die Gleichung (66) des Textes: 

(~;t= _.p. 
Ebenso 

und datter 

( of) =-S 
aT I' 

U=F+T.S=F-T(~~)I" 
160) P. Debye, 1. c. Anmerkung 158. 
161) E. Gruneisen, Ann. d. Phys. 26, 211 (1908); 33, 65 

(1910); 39, 285 (1912). 
162) P. Debye, 1. c. Anmerkung 158. 
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163) A. Eucken, Ann. d. Phys. 34, 185 (1911); Verhandl. 
d. deutsch. physikal. Ges. 13, 829 (1911). 

164) P. Drude, Ann. d. Phys. 1, 566 (1900). 
165) E. Riecke, Wiedem. Ann. 66, 353, 545 (1898). 
166) V gl. z. B. H. A. Lorentz, The theory of electrons 

(Teubner, Leipzig u. Berlin 1909). 
167) Es sei q die durchschnittliche Geschwindigkeit der 

Elektronen auf der freien Wegliinge t. Dann gebraucht das 

Elektron die Zeit T = i , urn diese freie Wegliinge zu durch-
q 

fliegen. Wiihrend dieser Zeit unterliegt es der elektrischen 
Kraft Q; des iiuBeren Feldes. Sein Geschwindigkeitszuwachs 
infolge dieser Einwirkung ist zu Beginn der freien Wegliinge = 0, 

eQ;T 
am Ende = --, wo e und m Ladung und Masse des 

m 
Elektrons darstellen. 1m Mittel ist also die durch das Feld 

kl ' Z h . d' k't A e Q; T e Q; I erzeugte eme usa tzgesc wm 19 el : LJ q = -- = -- . 
2m 2mq 

Mit dieser Geschwindigkeit stromen die Elektronen einseitig, 
der Feldrichtung entgegen. 1st j)C die Zahl der Elektronen 
pro Volumeinheit, so stromt durch die Fliicheneinheit pro 

Sekunde eine Elektrizitiitsmenge j)C e L1 q = j)C e2 1 Q; • Das ist 
2mq 

aber die "Stromdichte" S', die bekanntlich mit dem Feld Q; 
durch die Beziehung S' = a Q; verkniipft ist. Es folgt also 
fUr die Leitfiihigkeit a der Ausdruck (67). 

Eine eingehendere Betrachtung hat H. A. Lorentz durch­
gefiihrt (siehe Anmerkung 166). Er legt den Elektronen nicht 
eine einheitliche Geschwindigkeit q bei, sondern fiihrte die 
aus der kinetischen Gastheorie bekannte Maxwellsche An­
nahme ein, daB aIle moglichen Geschwindigkeiten vorkommen, 
die sich nach einem bestimmten Gesetz, dem sog. Maxwell­
schen Verteilungsgesetz, auf die Elektronen verteilen. So er­
hielt er eine Formel von folgender Gestalt: 

a = 2 1 / 2- j)C e2 I , 
r 3 n mq 

die sich also nur durch den anderen Zahlenfaktor von der 

Drudeschen Formel (67) unterscheidet; dabei ist q = W die 
Wurzel aus dem Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrats. 



208 

168) Es sei in dem Metallstuck ein Temperaturgefiille liings 
der x-Achse vorhanden. Man lege (siehe Fig. 12) senkrecht 
zur x-Achse einen Querschnitt und frage nach dem Energie­
transport durch die Fliicheneinheit dieses Querschnitts pro 
Sekunde. penkt man sich von allen Elektronen je t in den 
drei Raumrichtungen wandern, so fliegen also t in der posi­
tiven x-Richtung; und zwar werden in 1 Sekunde alle die 
Elektronen durch die FHi.cheneinheit waI\dern, die in dem 
kleinen schraffierten Zylinder mit der Basisfliiche 1 und der 
Hohe q (Geschwindigkeit) enthalten sind. Also t 9C q. Wir 
machen die auch in der Gastheorie ubliche (wenn auch nicht 
strenge) Annahme, daB die Energie, die jedes Elektron durch 
den Querschnitt transportiert, denjenigen Wert hat, der der 
Stelle des letzten ZusammenstoBes entspricht. 

Nun ist die Energie im Querschnitt selbst (Temperatur T) 
a (Jlk T) . . 

= } k T, also ist sie = t k T ± ~- . 1 an denJemgen 

, x 
Fig. I2. 

Stellen, die um das Stuck 1 
vor und hinter dem Quer­
schnitt liegen. Dort finden 
durchschnittlich fUr die von 
rechts bzw. von links kom­
menden Elektronen die letz­
ten ZusammenstoBe statt. 

Der Energietransport pro Sekunde durch die Querschnitts­
einheit ist also: 

(t kT - tk-~: l)i9Cq - (~kT~P ~: l)l9Cq 

1 aT aT 
=-.9Clqk ax =-Y7fX' 

Daher ist 

)' = t ~11 q k der Koeffizient der Wiirmeleitung. 

Auch hier hat H. A. Lorentz die Theorie durch Beruck­
sichtigung der Geschwindigkeitsverteilung vertieft und findet: 

y = t -V 32n9C 1 q k , 

wo wieder q = V ~ ist. 



169) G. Wiedemann und R. Franz, Poggend. Ann. 89, 497 
(1853); L. Lorenz, Wiedem. Ann. 13, 422, 582 (1881). Vgl. 
femer G. Kirchhoff und G. Hansemann, Wiedem. Ann. 13, 417 
(1881); W. Jaeger und H. Diesselhorst, Abh. d. phys.-techn. 
Reichsanstalt 3, 269 (1900). 

Der Albeit dieser letzten beiden Forscher ist folgende kleine 
Tabelle entnommen, die fUr verschiedene Metalle bei 18 0 C 

das Verhii.ltnis 1'.. angibt: 
a 

setzt: 

Metall 1'.. • 10- 10 

a 

Al 6,36 
.Cu 6,65 
Ag 6,86 
Au 7,09 
Zn 6,72 
Pb 7,15 
Pt 1>53 
Bi 9,64 

Aus (67) folgt, wenn man! m q2 = ~ k T, also q = V 3!~ 
1=2C1V3kT~-

. 9l e2 

Nun sei N die Zahl der Atome in der Volumeinheit, N* die 
Zahl der Atome in einem Grammatom (Avogadrosche Zahl). 
1st femer A das Atomgewicht, M die Masse eines Atoms, 
'! die Dichte, so ist: 

also 

{ A =MN*, 

(!=MN, 

N = N*!L. 
A 

Wir nehmen jetzt an, daB ln, die Zahl del' Elektronne pro 
Volumeinheit, klein sei gegen N, etwa 

. I I (! 

ln = 100 N = roo N* A . 

R.! c he. Quantentheorie. 
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Setzt man diesen Wert ein, so folgt fiir die freie Wegliinge: 

1- 200 (J A JI 3 k T m 
- N*eeB • 

Wir machen einen Vberschlag fUr Kupfer bei 0 Q C. Dort ist: 

(J "'" 5,4 • 1017 (im elektrostatischen MaB) 
A = 63,57 
k = 1,4'10- 18 

T = 273 
m = 0,9' 10- 27 

N* = 6,1 • 1023 

Q = 8,9 
e = 4,77' 10- 10• 

Mit diesen Werten ergibt sich: 

Z""'5,7· 10 - 5 • 

Da der Atomabstand von der GroBenordnung 2' 10-8 ist, 
so wiirden somit die Elektronen erst nach dem Passieren von 
mehreren Tausenden von Atomen einen ZusammenstoB er­
leiden. Dies ist undenkbar, da die "Wirkungssphiiren" der 
Atome selbst Dimensionen besitzen, die in die GroBenordnung 
10 - 8 fallen. 

171) H. A. Lorentz, 1. c. Anmerkung 43. 
172) J. J. Thomson, Die Korpuskulartheorie der Materie. 

(F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1908), S. 77. 
173) H. Kamerlingh-Onnes, Leiden Communicat. 1913, 133. 
174) C. H. Lees, Phil. Trans. (A) 208, 381-443 (1908). 
175) W. Meissner, Ann. d. Phys. 47, 1001 (1915). 
176) W. Nernst, Berl. Ber. 1911, S. 310. 
177) H. Kamerlingh-Onnes, Leiden Communicat. 119, 22 

(19II) . 

178) F. A. Lindemann, Bed. Ber. 1911, S. 316. 
179) W. Wien, Berl. Ber. 1913, S. 184. Vgl. auch Vor­

lesungen iiber neuere Probleme der theoretischen Physik. 
(Teubner, Leipzig u. Berlin 1913.) 3. Vodesung. 

180) 1st s der Radius der Atomwirkungssphiire, N die Zahl 
der ruhenden Atome pro Volumeinheit, so ist nach einem be-
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kannten Resultat der kinetischen Gastheorie die mittlere freie 
Wegliinge der Elektronen 

Man setze: 

1 
t=nN s2' 

5 = So + a, 

wo So den Radius der Atomwirkungssphiire fiir T = ° 
darstellt, wenn also = die Atome ruhen, a die Amplitude der 
Atomschwingung bedeutet. Nun ist aber die mittlere Energie E 

dieser Schwingung (Schwingungszahl v) einerseits = M (2 Jr V)2 a2 
2 

(M ist die Atommasse), andererseits ist sie nach Planck-Einstein 

~--
hv 

ekT - 1 
Daraus folgt: 

a= ~ V2:7~~~-I)' 
Nun ist nach Formel (67) des Textes der Widerstand 

W=~= 2mq 
" 'Re2 t' 

Setzt man hier fur q den Wert V 3: T (vgl. Anmerkung 170), 

fiir 1], nach J. J. Thomsons Annahme IXYT und fiir +- den 
Wert n N 52 = n N(a2 + 2 a So + 55), so folgt: 

J 3 h 2 So 1 13ft I 
WC~ 2nN~ 2~ + ----;;-r ~ + 52 

e2 IX 1 hv 1/ h v 0 
ekT-r VeTP-I 

ein Ausdruck, der als unbekannte Konstanten nur IX und So 

enthiilt. Setzt man: 

1/aNV3 k m.. 
V e2 IX 

1/ 2 n NV3kiii 
So V el IX 

so nimmt W die Gestalt der Formel (70) an. 
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181) F. A. Lindemann, Phil. Mag. 29, 127 (1915). 

18la) F. Haber, Bed. Akad. Ber. 1919, S. 506 u. 990. 

182) J. Stark, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik 9, t88 (1912). 

183) G. Borelius, Ann. d. Phys. 57, 278 (1918). 

184) K. Herzfeld, Ann. d. Phys. 41, 27 (1913). 

185) Setzt man t m q2 = E, also q = -V 2': , so folgtaus (67) 

die erste der beiden Formeln (72). Beriicksichtigt man auBerdem 

noch, daB in Drude s Theorie E = f k T, also k =!.. :~ , 
so folgt aus (68) auch die zweite Formel (72 ). 3 

186) F. v. Hauer, Ann. d. Phys. 51, 189 (1916). 

187) W. Nernst, Berl. Ber. 1911, S. 65. 

188) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, S. 14I. 

189) K. Scheel und W. Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473 (1913). 
Vgl. auch L. Holborn, K. Scheel und F. Henning, Wiirme­
tabellen der physikal.-techn. Reichsanstalt (Vieweg 1919). 

190) A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40, 551 (1913). 

191) Die Quantenformeln (76) und (77) entsprechen eigent­
lich dem Planckschen Oszillator, also einem Gebilde von einem 
Freiheitsgrad, wahrend wir es hier, bei der Rotation, mit zwei 
Freiheitsgraden zu tun haben. Dafiir setzt sich aber die Energie 
des Planckschen Oszillators aus zwei gleichen Teilen, einem 
kinetischen und einem potentiellen, zusammen, wiihrend bei 
der Rotation nur kinetische Energie in Frage kommt. Man 
driickt das auch manchmal so aus: Der Plancksche Oszillator 
besitzt einen kinetischen und einen potentiellen Freiheitsgrad, 
das rotierende Molekiil aber zwei kinetische Freiheitsgrade. 

192) P. Ehrenfest, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 15, 
45 1 (19 1 3). 

193) Nach Anmerkung 48 ist die quantenmaBig erweiterte 
kanonische V erteil ungsfunktion : 
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und die mittlere Energie: 

2: PnEn e - :; 

E= n 

"'-, E .. 

...::;.. p"e- TT 
n 

Setzt man hier aile Pn = I und fur En den Wert E~) aus (80), 
so folgt fur die mittlere Rotationsenergie eines Molekuls: 

und fiir die Rotationswarmen des Wasserstoffs der Ausdruck: 

194) Der Drehimpuls (das Impulsmoment) eines Systems, 
dessen Massenpunkte die Massen mi' die Geschwindigkeiten vi 
und die Abstande 1'i von einem festen Punkt (etwa dem An­
fangspunkt des Koordinatensystems) besitzen, ist ein Vektor 
yom Betrage 

In dem vorliegenden Fall besteht das System nur aus den 
beiden Atomen (Masse M), die auf einem Kreise yom Radius l' 
mit der konstanten Geschwindigkeit v = l' • 211: V umlaufen. 
Also ist hier 

Illi =p=2M1'2 .2:n:v=j.2:n:V, 

wobei j = 2 M 1'2 das Tragheitsmoment bedeutet. 

195) Der zu einer allgemeinen Koordinate qi gehorige Im-

puIs Pi ist nach Anmerkung 48 durch die Beziehung Pi = ~ ~ 
definiert, wo ql = ~~i und .2 die kinetische Energie d~~ 
Systems ist. Nun ist hier als allgemeine Koordinate q der 
Drehungswinkel rp gewahlt. Bekanntlich ist aber die kine-
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tische Energie eines um eine feste Achse rotierenden Korpers 
= t· Tragheitsmoment· (Winkelgeschwindigkeit)2, also 

Daher ist 
)J =.1 . (~)I= J g,' . 

2 dt 2 

a)J J' J pcp = ag, = q; = . 2 Jr:v . 

196) F. Reiche, Ann. d. Phys. 68, 657 (1919). 
197) Die beste Kurve wurde erhalten, wenn man dem 

nten Quanten-Rotationszustand das "Gewicht" 2 n beilegte. 
Der rotationslose Zustand (n = 0) erhalt dadurch das 
"Gewicht" Null, d. h. er existiert nicht. Es kommt dies also 
rlaraufhinaus, eine wahre Nullpunktsrota tion einzufiihren. 

198) E. Holm, Ann. d. Phys.42, 1311 (1913). 
199) J. v. Weyssenhotf, Ann. d. Phys. 61, 285 (1916). 
200) M. Planck, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 17, 407 (1915) 
201) S. Rotszayn, Ann. d. Phys. 67, 81 (1918). 
202) Die Kurve ist bei Planck nicht gezeichnet, jedoch in 

der in Antherkung 196 zitierten Arbeit des Verfassers diskutiert. 
203) Siehe ebenfalls die in Anmerkung 196 zitierte Arbeit 

des Verfassers. 
204) P. S. Epstein, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 18, 398 

(1916). Vgl. auch Phys. Zeitschr. 20, 289 (1919). 
206) N. Bohr, Phil. Mag. 1913, S. 857. 
206) Bei der "regulliren Prazession" dreht sich der Kreisel 

gleichfOrmig um seine Symmetrieachse (Figurenachse), wahrend 
zugleich diese Achse einen Kreiskegel um eine raumfeste Rich­
tung beschreibt. 

207) Eine Zusammenstellung der von den verschiedenen 
Forschem benutzten Tragheitsmomente des Wasserstoffmolekiils 
ergibt folgendes Bild: 

Einstein-Stern 
Ehren/est. 

J'IOU 

1,47 
0,69 

f 2'214} 
. 12,293 verschiedene Kurven 

2,095 
Reiche 

Holm. 
WeyssenhoU 
Rotszayn . 
Epstein (Bohf'sches Modell) 

- 1,36 

0,34 
2,12 
2,82 
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208) N. Bjerrum, Nernst-Festschrift 191Z, S. 90. Bie.rrum 

hat iibrigens nicht die Formel (79) zugrunde gelegt, sondern 

mit den Werten Vn = n :] gerechnet, da er, nach einem 
Z1I: 

Vorschlag von H. A. Lorentz, die Rotationsenergie E~n) gleich 
n h v" setzte, im Gegensatz zu Ehrenfests begriindeterer Formu­
lierung (78). 

2!l9) S. P. Langley, Annals of the Astrophysical Observatory 
of the Smithsonian Institution, Vol. I, p. IZ7, Tafel XX (1900). 

210) F. Paschen, Wiedem. Ann. 51, I; 52, z09; 53, 335 (1894). 

211) H. Rubens, Berl. Ber. 1913, S. 513. 

212) H. Rubens und E. Aschkinass, Wiedem. Ann. 61, 584 
(1898). 

213) H. Rubens und G. Hettner, Berl. Ber. 1916, S. 167. 
Siehe auch G. Hettner, Ann. d. Phys. 55, 476 (1918). 

214) W. Burmeister, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 15, 589 
( 1913). 

215) Eva v. BaM, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 15, 710, 
73 1 , IISO (191 3). 

216) Vgl. Lord Rayleigh, Phil. Mag. 31, 410 (189Z). - Es 
werde z. B. ein HCI-Molekiil betrachtet, das aus einem positiv 
geladenen H+-Atom und einem negativ geladenen Cl- -Atom be­
steht (siehe Fig. 13). Ihr Schwerpunkt sei S, und a sei der 
Abstand des H+-Atoms von S. Die Verbindungslinie der bei­
den Atome sei die x'-Achse, und diese Achse drehe sich um S 
in positivem Sinne mit der Umlaufszahl Vr gegen das feste 
x y-System. Schwingen jetzt die beiden Atome gegeneinander 
mit der Schwingungszahl "0 und der Amplitude A, so kann 
man die x'-Koordinate des H+-Atoms folgenderma/3en dar­
stellen: 

x' = a + A sin (z 11: Vo t) . 

Projiziert man diese Schwingung auf das feste Koordinaten­
system, so folgt: 

{
X = x'cos(ZJlVrt) = acos(zJlVrt) + A sin (Z1I: Vo t) cos (z Jl Vr t) , 

y = y'sin(zJlYrt) = asin(z1I:vrt) + A sin(zilvot) sin(2ilYr t) , 
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wofiir man auch schreiben kann: 

I
x = acos(2J1:Vrt) + ~Sin2J1:(Vo + ~'r) t + ~Sin2J1:(Vo - vr) t , 

2 2 

Y = a sin (z J1: vrt) -.:! cos 2 J1: ("0 + Vr) t + ~COS2 n(vo - Vr) t . 
2 2 

'Ii 

C/ 

Fig. 13. 

Vom ruhenden System aus betrachtet hat man also drei 
Schwingungen: 

die" linkszirkulare 

x=acOS(2,7l:Vr t)fl nll't d S h . hI er c wmgungsza Vr , 
y = aSin(2nvrt) 

die linkszirkulare 

x = ~ sin 2 n (Vo + Vr) t I 
~ . mit der Schwingungszahl 

Y = - - cos 2 J1: (Vo + vr ) t 
2 

und die rechtszirkulare 

x = ~ sin 2 J1: (Vo - vr) t} 
~ mit der Schwingungszahl Vo - I'r 

Y = - cos 2 J1: (Vo - v,) t 
2 
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217) E. S. lmes, Astroph. Journ. 50, 251 (1919). 
218) A. Eucken, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 15, II59 

(1913). - Eucken hat dort, mit Riicksicht auf den asym­
metrischen Bau des Wasserdampfmolekiils,c zwei verschiedene 
Tdigheitsmomente 11 = 0,96. 10- 40 und 12 = 2,21 . 10- 40 

angenommen und daher zwei Reihen von Rotationsumlauf­
zahlen v, erhalten. V gl. die dort angegebene Tabelle. Siehe 
auch die Tabelle bei Rubens und Hettner, 1. c. Anmerkung 213. 

219) M. Planck, Ann. d. Phys. 5Z, 491 (1917); 53,241 (1917)' 
220) O. Sackur, Ann. d. Phys. 36, 958 (19II); 40, 67 (1913). 
221) H. Tetrode, Phys. Zeitschr. 14, 212 (1913); Ann. d. 

Phys. 38, 434 (1912). 
222) W. H. Keesom, Phys. Zeitschr. 15, 695 (1914). 
223) A. Sommerfeld, Vortriige iiber die kinetische Theorie 

der Materie und der Elektrizitiit. Wolfskehl-Kongre/3 in G6t­
tingen 1913. (Teubner, Leipzig u. Berlin 1914), S. 125. 

224) P. Scherrer, G6ttinger Nachr., 8. Juli 1916. 
225) M. Planck, Berl. Ber. 1916, S. 653. 
226) W. Nernst, Die theoretischen und experimentellen 

Grundlagen des neuen Wiirmesatzes. (W. Knapp, Halle 1918), 
S. 154ff. 

227) O. Sackur, Ber. d. deutsch. chern. Ges. 47, 1318 (1914). 
228) O. Stern, Phys. Zeitschr. 14, 629 (1913); Zeitschr. f. 

Elektrochemie Z5, 66 (1919). 
229) Fiir das Folgende vgl. die in der vorigen Anmerkung 

zitierte Arbeit von O. Stern. Ferner W. Nernst, Die theoreti­
schen und experimentellen Grundlagen des neuen Wiirmesatzes. 
(W. Knapp, Halle 1918), Kap. XIII. 

230) Was dieses und die folgenden Kapitel anlangt, so sei 
fUr genauere Einzelheiten auf den Artikel von P. S. Epstein 
in dem Planckheft der Naturwissenschaften (1918, 
S. 230) verwiesen. 

231) Ais einfachstes Thomsonsches Atom hat man sich eine 
Kugel vom Radius a vorzustellen, die mit der positiven Ein­
heitsladung e von der Raumdichte (} erfiillt ist, und in deren 
Mitte ein Elektron von der Ladung (-e) ruht. Dieses Gebilde 
ist nach aul3en hin neutral. Zieht man das Elektron aus dem 
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Zentrum bis zur Entfernung r heraus (siehe Fig. 14), so iibt 
nach bekannten Sii.tzen der Potentialtheorie die auBere 
(schraffierte) Kugelschale keine Kraft auf das Elektron aus. 
Die innere Vollkugel vom Radius r dagegen wirkt auf das 

Fig. I4. 

Elektron ebenso, als sei ihre Gesamt­
ladung im Zentrum konzentriert. 
Die Kraft, die das Elektron in seine 
Ruhelage zuriickzieht, ist also: 

d. h. sie ist der Entfernung des 
Elektrons aus seiner Gleichgewichts­
lage proportional. 

232) Vg!. Z. B. P. Drude, Lehrbuch der Optik. 2. Aufl., 
Kap. V u'. VII (Hirzel 1906). 

233) V gl. W. Voigt, Magneto- und Elektrooptik (Teubner 1908). 

234) M. Planck, Ber. d. Ber!. Akad. d. Wiss. 1902, S. 470; 
1903, S. 480; 1904, S. 740; 1905, S. 382. 

235) H. A. Lorentz, The theory of electrons, Kap. III, IV 
(Teubner 1909). 

236) Das Elektron schwingt, bei quasielastischer Bindung, 

.. B d B I . h d2 X f . gema er ewegungsg elC ung m d t2 = - x, wenn Wir uns 

auf lineare Schwingungen beschrii.nken. Dabei ist m die 
Masse des Elektrons, x seine Entfernung aus der Ruhelage, 
f ein Proportionalitii.tsfaktor. Die Lasung dieser Differential­
gleichung wird durch die rein harmonische Bewegung 

x = A cos (n t + ~) 
dargestellt, wo die Frequenz 

n = fir 
ist. Die Frequenz n ist also, wie man sieht, von der Ampli­
tude A und damit auch von der Schwingungsenergie unab­
hiingig. 
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237) Die Schwingungszahlen v derjenigen Spektrallinien des 
leuchtenden Wasserstoffs, die man unter dem Namen "Ballner­
Serie" zusammenfaBt, lassen sich mit groBer Genauigkeit durch 
die folgende von Balmer aufgestelltc Formel darstellen 

... 
v = N(;2 - ~2) wo n = 3, 4, 5, 6 ... 00 . 

N ist dabei eine Konstante, die sog. Rydbergsehe Zahl. Setzt 
man fiir die "Laufzahl" n naeheinander die Werte 3, 4, 5 ... , 
so erhiilt man nacheinander die Sehwingungszahlen der roten 
Linie des Wasserstoffs (H"J, der griinen Linie (Hp), der blauen 
Linie (H y) USW. 

238) J. Stark, Ann. d. Phys. 43, 965 (1914); J. Stark und 
G. Wendt, ebenda 43, 983 (1914); J. Stark und H. Kirschbaum, 
ebenda 43, 991; 43, 1017 (1914); J. Stark, ebenda 48, 193, 210 
(1915); J. Stark, O. Hardtke und G. Liebert, ebenda 56, 569 
(1918); J. Stark, ebenda 56, 577 (1918); G. Liebert, ebenda 56, 
589, 610 (1918); J. Stark und O. Hardtke, ebenda 58, 712 (1919); 
J. Stark, ebenda 58, 723 (1919). 

239) Vgl. H. A. Lorentz, The theory of electrons. (Teubner, 
Leipzig u. Berlin 1909). Kap. III. 

240) H. Geiger und Marsden, Phil. Mag., April 1913. 

241) E. Rutherford, Phil. Mag. 21, 669 (19II). 

2(2) Naeh C. G. Darwin [Phil. Mag. 27, 506 (1914)] ist der 
Radius des kugelformig gedaehten Kerns bei Gold hoehstens 
= 3 . 10 -12 em, bei Wasserstoff hoehstens = 2 • 10 - 13 em. 

243) A. van den Broek, Phys. Zeitsehr. 14, 3~ (1913). 

244) Vgl. Anmerkung 247. 

2(5) N. Bohr, Phil. Mag. 26, I. 476, 857 (1913). 

246) A. Einstein, Phys. Zeitsehr. 18, 121 (1917). 

2(7) Die ganz elementare Reehnung verHiuft so: Es um­
fliege ein Elektron von der Ladung e und der Masse m in einer 
Kreisbahn einen Kern von der Ladung E = e z; dann ist z die 
"Ordnungszahl" (fUr Wasserstoff speziell = I). ,,1st. a der 
Kreisradius, v die Gesehwindigkeit und w die Winkelgesehwin­
digkeit (Umlaufsfrequenz) des Elektrons auf der Kreisbahn, 
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so lautet die Gleichgewichtsbedingung zwischen der Anziehung 
des Kerns und der Zentrifugalkraft: 

eE 
-2- = m a ro2 oder m as ro 2 = e E = e2 z . 
a 

Nach der zweiten Bohrschen Hypothese ist das Impulsmoment 

p(= m v a = m a2 ro) ein ganzes Vielfaches von ~, also 
2:n: 

h 
ma2 w=n-- (n=I,2,3···)· 

2:n: 

Aus diesen beiden Bestimmungsgleichungen fUr a und ro folgen 
die diskreten Radien der erlaubten Quantenbahnen: 

(n = 1,2,3 ... ) 

und die entsprechenden Umlaufsfrequenzen: 

8~e'z2m 
Wn = 

Die Energie (kinetische + potentielle) ist: 

( e E ) e2 .r e2 z W = f m v2 + - -- = f m a2 ro2 - -- = - --
a a 2 a ' 

also die diskreten Quantenwerte der Energie: 
2:n:2 e'.r2 m W,,= --~-:--

h2 n 2 

Setzt man in dem Ausdruck: 

W = - :2;, fiir a den Wert ( ~!;2 )t, 
so erkennt man, daB Weine Funktion von ro, also von jJ = ~ , 

2:11: 

ist. Die Energie des Elektrons im Rutherfordschen Modell 
hiingt also, wie im Text gesagt, von seiner Umlaufszahl jJ abo 

Geht das Elektron von der n ten nach der sten Bahn iiber, 
so wird nach Bohrs dritter Hypothese eine homogene Spektral­
linie emittiert von der Schwingungszahl: 

Wn - W, 2 :n:2 e4 mz2 (~_ ~) = N Z2(~ _ ~) 
" = h = h3 S2 n2 s· n2 ' 

wo 
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248) Vgl. Anmerkung 237. 
249) Historisch sei hier bemerkt, daB schon vor Bohr 

A. E. Haas im Jahre 1910 (Sitzungsber. d. Wiener Akad., 
10. Marz 1910) zu einer Darstellung der Rydbergschen Zahl 
mit Hilfe der universeilen Konstanten e, h, m gelangt ist, die 
sich von der Bohrschen nur um einen Faktor 8 unterscheidet. 
Er ging dabei so vor: er berechnete auf Grund des damals 
allgemein anerkannten ]. J. Thomsonschen Atommodells die 
maximale Schwingungszahl (Umlaufszahl) Ymax des Elektrons 
im einfachsten Atom (Wasserstoffatom), wenn es, mit einem 
Energiequant versehen, gerade an der Oberflache der posi­
tiven Kugel kreist. Dann ergibt sich: 

4 n 2 e4 m 
Ymax = h3 

Diese maximale Schwingungszahl identifizierte nun Haas mit 
der Seriengrenze (n = 00) in der Balmerschen Formel 

Dann folgt: 

also 8mal graBer als NBohl" Haas benutzte seine Beziehung, 
um aus den als bekannt vorausgesetzten GraBen der Ryd­
bergschen Zahl N, der Planckschen Konstanten h, und dem 

Verhaltnis -.:.... die Ladung e des Elektrons zu berechnen. In-
m 

folge des Faktors 8 erhielt er den nach dem heutigen Stand 
der Forschung zu kleinen Wert e = 3,18. 10- ' °, der mit den 
damals vorliegenden Messungen von ]. ]. Thomsonund 
H. A. Wilson gut im Einklang war. 

250) Th. Lyman, Phil. Mag. 29, 284 (1915). 
251) F. Paschen, Ann. d. Phys. 2'1, 565 (1908). 
252) A. Fowler, Month. Not. Roy. Astron. Soc. '13, Dez. 1912. 
253) F. Paschen, Ann. d. Phys. 2'1, 565 (1908). 
254) E. C. Pickering, Astroph. Journ. 4, 369 (1896); 5, 92 

(1897). 
255) E. J. Evans, Nature 93, 241; (1914). 
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256) W. Kossel, Ann. d. Phys. 49, 229 (1916); Die Natur­
wissenschaften 7, 339. 360 (1919). 

257) L. Vegard, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 19, 
344 (1917). 

258) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrailinien. (Vieweg 
1919.) 

259) R. Ladenburg, Die Naturwissenschaften 8, 5 (1920). 
260) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 51, I (1916). 
261) In Polarkoordinaten r und rp driickt sich die kinetische 

Energie L bekanntlich so aus: 

Dabei ist m die Masse des Elektrons, die Punkte bedeuten 
Differentiationen nach der Zeit. Die Impulse P. und P<r sind 
dann so definiert (siehe Anmerkung 48): 

8L . 
p,= 81' =mr; 

8L 2 . 
prp=8rp=mrrp. 

262) Nur wenn jeder Impuls Pi allein von dem entsprechen­
den qi abhiingt (oder eine Konstante ist), und wenn auBerdem 
die Grenzen des Phasenintegrals von den qi unabhiingig sind, 
wird das ausgefiihrte Phasenintegral wirklich eine Konstante. 
Bei beliebiger Wahl des Koordinatensystems ist das indessen 
keineswegs der Fall. 

263) P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 50, 489 (1916); 51, 168 
(1916.) 

264) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 
4. Mai 1916. 

265) A. Einstein, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 19, 
82 (1917). 

266) M. Planck, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 17, 
407, 438 (1915); Ann. d. Phys. 50, 385 (1916). 

267) Die groBe Halbachse der Ellipse, die durch die Quanten­
zahlenn und n' charakterisiert ist, hat hier den Wert: 

h2(n + n')2 a------ 4 n2 e2 em . 
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Das AchsenverhaJtnis ist: 

b n 
a n + n' , 

n' = 0 entspricht also den Bohrschen Kreisbahnen. 

268) Die Energie des Elektrons auf der Kepler-Ellipse (n, n') 
hat hier den Wert: 

2 ;;>;2 e4 Z2 m N h Z2 

Wnn, = - h2(n + n')2 = - (n + n')2 

Aus dem Bohrschen Frequenzansatz 

W nn, - W", 
J' =-~---h---

folgt dann die Serienformel (102) des Textes. 

269) Bei Beriicksichtigung des Relativitiitseinflusses wird 
die Serienformel fiir die wasserstoffiihnlichen Spektren in erster 
Niiherung: 

l' = Yo + }', ' 
wo 

[ 
I 5' -+-

" = N Z4 0(2 4 5 
I (5+5')4 

I n' 1 -+-4 n 
(n + n')4_ 

Dabei ist: 

nnd 

mo ist hier die Masse des Elektrons fiir unendlich kleine Ge­
schwindigkeiten. 

Wiihrend also das erste Glied Yo die alte Formel ergibt, 
die bei Vernachliissigung des Relativitiitseinflusses gewonnen 
wurde, stellt das kleine Zusatzglied ''t den RelativitiitseinfluB 
dar. Wie man sieht, hangt Yi nicht allein von den Quanten­
summen 5 + s' und n + n', sondern auch von den Einzel­
werten 5, s', n, n' abo Dieses Glied erzeugt also die Fein­
struktur. 
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270) Wendet man die Formel der vorigen Anmerkung auf 
H.x an, so hat man z = I, 5 + 5' = 2, n + n' = 3 zu setzen. 
Es folgt: 

[ 
;r 5' 1 n/j --+- --+-

I I 4 5 4 n v=N[---]+Not2 --- • 
2 9 32 24 34 

Entsprechend den Zerlegungen: 

und 

5 + 5' = 2 = 2 + o} 
=1+1 

n + n' = 3 = 3 + 0) 
=2+1 
=1+2 

{ 

(Kreis) } 2 Endbahnen 
(Ellipse) 

(Kreis) ) 
(Ellipse) 3 Anfangsbahnen 
(Ellipse) 

± 
11 

LlV. • 

I l- ~~;===~~~=======-1-l 
~-----}- --~-------4 I 
C oa c . ba 
-.... .~ s... ..... N s... ... 

'" ... .. '" l j 
N -"-' -"-' ..... -'\ ."" 
'" '" '" .. ... ~ 

Fig. IS· 

(ein Nullwerden der azimutalen QUitntenzahl ist unter nor­
malen Umstanden aus dynamischen Grunden nicht moglich) 
muate man 2' 3 = 6 Erzeugungsmoglichkeiten und daher 
6 Komponenten der Feinstruktur fUr H.x erwarten. Eine 
dieser Komponenten, namlich diejenige, die dem Obergang des 
Elektrons aus dem Kreis (n = 3, n' = 0) in die Ellipse (5 = I, 

5' = I) entspricht, tritt jedoch nach einem von Rubinowicz 
und Sommerfeld aufgestellten "Auswahlprinzip" (siehe 
Kap. VI, § 9) unter normalen Verhaltnissen nicht auf. So 
bleiben 5 Feinstrukturkomponenten ubrig, deren Lage aus 
Fig. 15 hervorgeht. Wie man sieht, ordnen sich die 5 Kom-
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ponenten in 2 Hauptgruppen zu je 3 und 2 an. Die "aus­
fallende" Linie lIa ist punktiert. Den Abstand AVu zwischen 
Is und IIa, Ib und lIb, Ie und lIe nennt man "das theore­
tische Wasserstoffdublett' [Nach der obigen Formel ist die 
Schwingungszahl der Linie Ia (3,0 -+ 2,0) 

die der Linie IIa (3,0 -+ I, I) : 

[ I I ] I[ -1- + I -t ] 'I'll = N - - - + N IX --- - - • 
a 21 32 24 3' 

Also 

entsprechend Aln = 0,1571. 
Das wirklich beobachtete Wasserstoffdublett wird, da die 

Linie IIa ausfallt, etwa von der Mitte von Ia und Ib bis zur 
Mitte von lIb und lIe gemessen; das gibt 0,8 AJ.n, also den 
Wert 0,1<16 A. 

Nach einem von Bohr aufgestellten Auswahlprinzip (siehe 
Kap. VI, § 9), nach dem die azimutale Quantenzahl nur 
um ± I springen dad, fallen auch noch die Komponenten 
Ib und lIe fort. 

271) F. Paschen, Ann. d. Phys. 50, 901 (1916). 

272) Aus Formel (97) des Textes folgen die beiden Ryd­
bergschen Konstanten fiir Wasserstoff und Helium: 

Ferner nach Anmerkung 269 als dritte Gleichung die Formel 
fiir die Feinstrukturkonstante: 

Rei c he, Quantentheorie. 15 



Aus den beiden ersten Beziehungen gewinnt man unter Be­
achtung von M ne = 4 Mn: 

e 
mo MH N He - NH 
MH '= -e- = NH - t N He ' 

mo 
also 

e e NH-tNHe 
mo c = MH C . N He - NH 

Die beiden Rydbergschen Zahlen NH und N He sind von Paschen 
mit groBer Genauigkeit gemessen: 

NH =(109677,691 ± 0,06) . c , 

N He =(109722,144 ± 0,04)' c . 

Ferner ist -M e = F die elektrochemische Aquivalentladung 
H'C 

(Faradaysche Zahl), d. h. diejenige Ladung, die bei der Elektro-

lyse mit einem Grammatom (d. h. mit IJl = ~ Atomen) 
wandert. Diese Zahl hat den Wert: • H 

F = 9649,4 elektromagnetische Einheiten. 

Setzt man die drei Werte fiir N H , N He und F- in die oben 
abgeleitete Beziehung ein, so folgt: H • C 

e 
-- = 1,7686. 107 elektromagn. Einh. 
moc 

in bester Ubereinstimmung mit denjenigen Werten dieser 
GroBe, die auf direktem Wege (Ablenkung der Kathoden- und 
,8-Strahlen im elektrischen und magnetischen Felde) gewonnen 
worden sind. Jetzt schreibe man: 

2n2moe4 =N ( + mo ) 
h3 H I MH 

mo oder unter Benutzung des oben angegebenen Wertes von MH : 

3 NH • NHe 

"4 NH-tNHe ' 
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist bekannt. Kombiniert 

man mit ihr den so eben gefundenen Wert fUr _e_ und ferner 
den Wert: mo c 

2 ne2 

IX = -- = 7 290' 10- 3 
h c' , 

der aus den Feinstrukturmessungen Paschens an den Helium­
linien folgt, so hat man jetzt drei Gleichungen fUr die drei 
Un bekann ten e, mo, h zur V erfiigung. Es folgt: 

e = (4,766 ± 0,088) . 10- 10 , 

h = (6,526 ± 0,200) . 10- 27 • 

Vorteilhafter ist es (nach Sommerfeld), den Millikanschen 
Wert fiir e zugrunde ~u legen. Dann erhiiJt man: 

1 
e = (4,774 ± 0,004) . 10- 10 , 

h = (6,545 ± 0,009) . 10 - 27, 

IX = (7,295 ± 0,005) . 10- 3 • 
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277) P. Debye, Gottinger Nachr., 3. Juni 1916. 
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282) Die Umlaufszahl (in 1 Sekunde) des Elektrons im 
sten Bohrschen Kreis des Wasserstoffatoms ist nach An­
merkung 247: 

OJ, 4 n2 e4 m 
VB = --z;;- = ~-3- • 



Andererseits folgt aus Formel (93) des Textes, wenn man 
s::;P 1 (hohe'Quantenzahlen) und n = s + 1 CObergang zwischen 
benachbarten Kreisen) annimmt: 

y = 
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= Vs· 
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der Zeit dt durch Ausstrahlung erfolgenden Ubergiinge 2 ~ I 
ist dann nach Einstein: N2A21 dt. Dabei ist N2 die Zahl der 
Atome im Zustand 2, also nach Anmerkung 48: 

-~ 
N2 = N w2 = NC P2 e kT 

wenn N die Zahl aller Atome ist. A 21 ist ein Proportionalitiits­
faktor. 

Die Einstrahlung der monochromatischen Strahlung von 
der Schwingungszahl y und der Intensitiit Sf" bewirkt erstens 
positive Absorption, d. h. Ubergiinge I ~ 2. Ihre Anzahl in 
der Zeit dt ist nach Einstein = N1 B12 Sf". Dabei ist B12 ein 
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Proportionalitatsfaktor, Nl ist die Zahl der Atome im Zu­
stand I, also 

E, 

Nl = NCPle- kP-. 

Zweitens bewirkt die Einstrahlung auch Ubergange 2 -+ I 

(negative Absorption). IhreAnzahlin der Zeit de ist = N 2 B 21 fe", 
wo B2l ein Proportionalitatsfaktor ist. 1m Energiegleichgewicht 
muB die Zahl der Ubergange 2 -+ 1 gleich der Zahl der Uber­
gange 1 .-+ 2 sein, also 

~ ~ ~ 

NC P2C -""""k1' Au dt + NC P2e -kT Bufe" dt = NC Ple -""""k1' BlIfe" dt 
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Fur unendlich anwachsende Temperatur muG auch fe" 
ins Unendliche wachsen; daraus folgt, daB 

PI B12 ~ 1 

P. B2t 

sein muG. Also folgt schlieGlich, wenn wir noch ~'l abkurzend 
.1 
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