Die Quantentheorie
Ihr Ursprung und ithre Entwicklung

Von

Fritz Reiche

Mit 15 Textfiguren

Berlin

Verlag von Julius Springer

1921



Alle Rechte,
insbesondere das der Ubersetzung in fremde Sprachen, vorbehalten

Copyright 1921 by Julius Springer in Berlin
Softcover reprint of the hardcover st edition 1921
ISBN-13: 978-3-642-90292-5 e-ISBN-13: 978-3-642-92149-0

DOLI: 10.1007/978-3-642-92149-0



Vorwort.

Die vorliegende kleine Schrift ist im Wesentlichen
eine Ausarbeitung und Erweiterung meines gleichbetitelten
Aufsatzes im Planckheft der ,,Naturwissenschaften‘. Sie
beansprucht nicht, ein systematisches Lehrbuch der
Quantentheorie darzustellen, sondern will eine nach Mog-
lichkeit vollstindige und leichtfaBliche Ubersicht iiber die
Entstehung und Entwicklung dieser weitverzweigten Lehre
bieten. Ich habe daher im Text mathematische Ausein-
andersetzungen vermieden und den Beweis wichtiger
Formeln, soweit dies moglich war, in die Zusitze und
Anmerkungen verlegt, in denen auch manche Textstellen
durch eingehendere Ausfiihrungen erginzt worden sind.
Auch die mannigfaltigen Literaturzitate habe ich in den
Anmerkungen zusammengestellt und hoffe, daB sie dem
Leser das Auffinden der einschligigen Originalarbeitén
erlefchtern werden.

Berlin, im Oktober 19zo0.
Der Verfasser.
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Der alte Satz: ,,Kleine Ursachen, groBe Wirkungen
hat in der Geschichte der Physik mehr als einmal seine Be-
stitigung erfahren. Denn oft sind unscheinbare Unter-
schiede zwischen Theorie und Experiment, die dem wach-
samen Sinn des Forschers nicht entgingen, zum Ausgangs-
punkt neuer und bedeutsamer Gedanken geworden.

So wuchs aus dem bekannten Michelson-Morleyschen
Interferenzversuch, der, trotz Anwendung stirkster Mittel
der optischen Feinmessung, einen theoretisch angekiindigten
EinfluB der Erdbewegung auf die Lichtausbreitung nicht
zu konstatieren vermochte, das groe Gebdude der Einstein-
schen Relativititslehre hervor.

So hat sich auch aus geringfiigigen Differenzen zwischen
den gemessenen und den berechneten Werten der Strahlung
des schwarzen Korpers die von Max Planck begriindete
Quantentheorie entwickelt, die berufen war, im Laufe
der Zeit in fast allen Gebieten der Physik Revolutionen
groBten Stils zu entfachen.

Noch ist die Quantentheorie verhdltnismiBig jung, und
es ist daher nicht zu verwundern, daB wir einer unabge-
schinssenen, in starkstem Entwickelungsflusse befindlichen
Theorie gegeniiberstehen, die, in vielseitiger Wandlung be-
griffen nicht selten einreiBen muB, was sie kurz zuvor
aui . Aber gerade bei diesem Sachverhalt — dem
frischen Strom lebendiger Gedanken und Impulse, der
die Theorie dvrchzieht, und den erstaunlichen, sich fast

Reiche Quantentheorie. T
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taglich mehrenden Erfolgen — ist es von bestechendem
Reiz, einen Uberblick iiber die bisherige Lebensgeschichte
der Quantenlehre zu wagen, und ihren Kern, der wohl
die Wandlungen der Form iiberdauern wird, herauszu-
schilen.

I. Der Ursprung der Quantenhypothese.

§ 1. Die schwarze Strahlung und ihre Verwirklichung.

Das Geburtsjahr der Quantentheorie ist das Jahr 1goo.
Als in den vorangehenden Jahren (1897—q9) O. Lummer
und E. Pringsheim in der physikalisch-technischen Reichs-
anstalt ihre grundlegenden Messungen an der Strahlung
des schwarzen Korpers durchfiithrten!), da konnten sie
nicht ahnen, daB ihre sorgfiltigen Versuche zum Ausgangs-
punkt einer so weitreichenden Umwélzung wurden, wie
sie die Physik wohl selten erlebt hat.

Im Vordergrunde des Interesses auf dem Gebiete der
Wirmestrahlung stand damals die Strahlung des ,,schwarzen
Korpers* (auch kurz die ,,schwarze Strahlung’ genannt),
d. h. desjenigen Korpers, der alle auf ihn fallende Strahlungs-
energie vollstindig verschluckt (absorbiert), ohne sie zu
reflektieren, hindurchzulassen oder zu zerstreuen?). Zur
nidheren Erlduterung sei an folgende Tatsachen erinnert.
Es ist bekannt, daB jeder Kérper von bestimmter Tem-
peratur Energie in Form von Strahlung in den umgeben-
den Raum entsendet. Diese Strahlung ist kein einheitliches
Energiegebilde, sondern aus einer unendlichen Mannig-
faltigkeit einzelner Strahlungen von verschiedener Farbe,
d. h. verschiedener Wellenlinge 4 (oder verschiedener
Schwingungszahl8) ») zusamnfengesetzt; m. a. W.: sie
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bildet im allgemeinen ein Spektrum, in dem die Strah-
lungen aller Schwingungszahlen zwischen » = o und » = o
vertreten sind. Und zwar sind sie mit verschiedener ,,Inten-
sitdt’ vertreten, einer GroéBe, die man folgendermaBen
definiert: man betrachte die von der Oberflicheneinheit
des Korpers pro Sekunde nach einer Seite entsandte Strah-
lung, zerlege sie spektral und schneide aus dem Spektrum
ein schmales Schwingungszahlen-Intervall d» heraus, so
daB also die herausgegriffene Strahlung alle Schwingungs-
zalhlen zwischen » und » + dy umfaBt. Die so ausge-
sonderte Strahlungsenergie E, (das ,,Emissionsvermdogen
des Kérpers fiir die Schwingungszahl »*‘) setze man?):,

E, =2aQ,dv, (1)
wenn — was wir der Einfachheit halber voraussetzen —
die Oberfliche des Korpers nach allen Richtungen gleich-
méBige und unpolarisierte Strahlung entsendet. Die hier-
durch definierte Gré8e &, nennt man die ,,Strahlungs-
intensitdt des Korpers fiir die Schwingungszahl ». Sie ist
im allgemeinen eine mehr oder minder komplizierte Funk-
tion der Schwingungszahl », der absoluten Temperatur T
des Kdérpers und der speziellen Korpereigenschaften. Nur
der schwarze Koérper nimmt in dieser Hinsicht eine ausge-
zeichnete Stellung ein. Denn seine Strahlung, und folg-
lich sein ®,, ist, wie zuerst Gustav Kirchhoff5) bewiesen
hat, nur von der Schwingungszahl » und der abso-
luten Temperatur T abhédngig, in Zeichen:

=/ 1). (2)
Diese Beziehung, die die Strahlungsintensitit des schwarzen
Korpers in ihrer Abhidngigkeit von der Temperatur und

der ,,Farbe' darstellt, nennt man die Strahlungsformel
oder das Strahlungsgesetz des schwarzen Korpers.
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Diese Abhingigkeit einerseits zu berechnen, anderer-
seits zu messen, war ein derzeit noch ungel6stes Problem.
Einwandfreie Messungen aber waren natiirlich erst még-
lich, wenn es gelang, einen schwarzen Kérper zu kon-
struieren, der seinem theoretischen Ideal hinreichend nahe
kam. Diesen wichtigen Schritt, die Realisierung des
schwarzen Koérpers, taten 0. Lummer und W. Wiens),
gestiitzt auf den fundamentalen ;Hohlraumsatz von
G. Kirchhoff?), der folgendes aussagt: in einem allseitig
von spiegelnden Winden umschlossenen, gegen Wirme-
austausch mit der Umgebung geschiitzten, evakuierten
Hohlraum stellt sich automatisch der ,,schwarze Strah-
lungszustand her, wenn sich im Innern oder an den Win-
den beliebige emittierende und absorbierende Gebilde von
gleicher Temperatur befinden. In einem Raum, der
von Koérpern gleicher Temperatur T allseitig und
undurchldssig umschlossen ist, ist also jedes
Strahlenbiindel seiner Qualitit und Intensitdt
nach gerade so beschaffen, als kime es von einem
schwarzen Korper von der Temperatur T her.
Lummer und Wien hatten also nur nétig, einen gleich-
miBig geheizten, innen geschwirzten Hohlraum mit
einer kleinen Offnung herzustellen; die durch diese
Offnung nach auBen dringende Strahlung war dann mit
um so groBerer Anndherung ,schwarz, je kleiner die
Offnung war, je weniger sie also die vollstindige
Geschlossenheit des Hohlraums storte. Fiir die so reali-
sierte schwarze Strahlung sollte nun die Abhéngigkeit
der Intensitit ®» von der Schwingungszahl » und der
Temperatur T gemessen werden. Dieser Untersuchung
waren die oben genannten Arbeiten von Lummer und
Pringsheim gewidmet.
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§ 2. Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz und
Wiensches Verschiebungsgesetz.

Wihrend so die Experimentalforschung ihren Weg ging,
war die Theorie nicht miiBig geblieben, sondern hatte
durch Aufstellung von zwei grundlegenden Gesetzen wert-
volle Vorarbeit geleistet. An erster Stelle hatte L. Boltz-
mann®) mit Hilfe der Elektrodynamik und der Thermo-
dynamik das von J. Stefan?) schon vorher ausgesprochene
Gesetz bewiesen, daB beim schwarzen Kérper die
Gesamtstrahlung aller Schwingungszahlen zu-

sammen, also die GréBe K=zf@dy, proportional
0

der vierten Potenz seiner absoluten Temperatur
wichstl0).
K=y.T* (y eine Konstante). (3)

In weitere Feinheiten drangen die von W. Wienld)
aufgestellten Sitze. Wien denkt sich die schwarze Strah-
lung in einen Hohlraum mit einem beweglichen, nach
innen spiegelnden Stempel eingeschlossen und durch Ver-
schiebung des Stempels, gleichsam wie ein Gas, adiabatisch
(d. h. ohne Warmezufuhr) und unendlich langsam kompri-
miert. Driickt man nun die Anderung, die dieser ProzeB
an der Energie eines bestimmten Farbenintervalls d»
hervorruft, auf zweierlei Weise aus, und beriicksichtigt,
daB die am Stempel reflektierten Wellen nach dem Doppler-
schen Prinzip eine Farbeninderung erfahren, so gelingt es,
die unbekannte funktionale Abhingigkeit der GréBe R,
von » und T weitgehend einzuschrinken. Man erhilt so!?)
eine Beziehung von der Form:

»3

=27 (7). “
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wo ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist, und wo
die Bestimmung der Funktion F noch offen bleibt. Aus
diesem Wienschen ,,Verschiebungsgesetz® ergibt sich die
Folgerung®), daB dicjenige Schwingungszahl wpay,
fiir die &, (als Funktion von » aufgetragen) sein
Maximum besitzt, sich mit wachsender Tempe-
ratur proportional T nach héheren Werten ver-

schiebt: Vmax == const + T, (4a)

Benutzt man, was in der messenden Physik die Regel ist,
die Wellenlinge 4 = —f}— an Stelle der Schwingungszahl als

Veridnderliche, so formulieren sich die Wienschen Ver-
schiebungssidtze etwas anders. Betrachtet man nédmlich
die Strahlungsenergie eines schmalen Wellenldngenbezirkes
az, der dem Schwingungszahlenintervall d» entspricht
und setzt sie in der Form El dA an, soist E;dA = &,dv ,

also E; = R, - 702 . An die Stelle von (4) und (4a) treten

dann die Beziehungen:

c? c
m= 57 (7). )

Amax v T = const == ¢ . (5a)

§ 3. Das Wiensche Strahlungsgesetz.

Die endgiiltige Aufstellung ucs Strahlungsgesetzes er-
forderte also jetzt nur noch die Ermittelung der unbekannten
Funktion F in (4) oder (5). Aber dies war eben auch der
Kernpunkt der ganzen Frage und der schwierigste Teil
des Problems.

Auch hier hat W. Wien den ersten erfolgreichen Vor-
stoB unternommen. Auf Grund nicht ganz einwandfreier
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Berechnungen, die sich an das Maxwellsche Gesetz fiir
die Geschwindigkeitsverteilung der Gasmolekiile anlehnten,
gelangte er4) zu folgender Spezialisierung der Funktion F:

2 v
F=oa-¢"7T (xund 8 sind zwei Konstanten).

Damit nimmt das Strahlungsgesetz (4) die Form an:

3 v
v A=
e FF

. (6)
die man das Wiensche Strahlungsgesetz nennt.

Wie stellte sich nun die Erfahrung zu diesen theoretischen
Ergebnissen? Wihrend das Stefan-Boltzmannsche Gesetz
und das Wiensche Verschiebungsgesetz durch die Beob-
achtungen von Lummer und Pringsheim weitgehend be-
stitigt wurden), fanden die beiden Forscher das Wiensche
Strahlungsgesetz (6) nur fiir hohe Schwingungszahlen, d. h.

kleine Wellenldngen (genauer: fir groBe Werte war ﬁ%)

erfiillt, konstatierten dagegen systematische Ab-
weichungen fir kleine Schwingungszahlen, d. h.
lange Wellen®). An der , Realitdt” dieser Abweichungen
hielten sie mit hartnickiger Konsequenz fest, trotzdem
von gewichtiger Seite Einspruch erhoben wurde. Wihrend
namlich F. Paschen'?) durch seine Arbeiten die Allgemein-
giiltigkeit des Wienschen Strahlungsgesetzes bewiesen zu
haben glaubte, war auch Max Planck in seiner ausfiihr-
lichen Theorie der irreversiblen Strahlungsvorgingel8)
auf strengerem Wege, als urspriinglich Wien, wieder zur
Wienschen Strahlungsformel gelangt. Ausgehend von dem
Kirchhoffschen Hohlraumsatz, wonach im gleichmiBig ge-
heizten Hohlraum die Anwesenheit einer beliebigen emit-
tierenden und absorbierenden Substanz Herstellung und
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Erhaltung des schwarzen Strahlungszustandes garantiert,
wihlte Planck als einfachstes schematisches Modell einer
solchen Substanz ein System linearer elektromagnetischer
Oszillatoren und untersuchte das Strahlungsgleichgewicht,
das sich zwischen ihnen und der Hohlraumstrahlung ein-
stellt. Dies ist folgendermaBen zu verstehen: jeder der
Planckschen Oszillatoren — als solche kann man sich z. B.
gebundene, schwingungsfdhige Elektronen denken — be-
sitzt eine bestimmte Eigenschwingungszahl » und spricht,
infolge seiner schwachen Dampfung nur auf diejenigen
Wellen der Hohlraumstrahlung an, deren Schwingungs-
zahlen in unmittelbarer Nachbarschaft von » liegen, wih-
rend alle iibrigen Wellen iber ihn hinwegstreichen, ohne
ihn zu beeinflussen. Der Oszillator wirkt also auswihlend,
als Resonator, genau so, wie eine scharf abgestimmte
Stimmgabel nur dann zu ténen anfingt, wenn in der Ton-
masse, die sie trifft, gerade ihr ,,Eigenton’ (oder ein sehr
benachbarter) enthalten ist. Bei diesem ResonanzprozeB
aber tauscht der Oszillator Energie mit der Strahlung aus,
indem er einerseits, als Resonator, der duBleren Strahlung
Energie entzieht, andererseits, als Oszillator, durch seine
Schwingungen selbst wieder Energie ausstrahlt. So wird
sich schlieBlich ein dynamisches Gleichgewicht herstellen
zwischen dem Oszillator und der Hohlraumstrahlung, und
zwar gerade denjenigen Wellen der Strahlung, die die
Schwingungszahl » besitzen. Bei diesem Gleichgewichts-
zustand nimmt erstens die Strahlung von der Schwingungs-
zahl » eine Intensitit ®, an, die nach Kirchhoffs Theo-
rem gleich der Intensitdt der schwarzen Strah-
lung fiir diese Schwingungszahl ist; zweitens durch-
lauft die Energie U des Oszillators im Laufe der Zeit alle
moglichen Werte, deren zeitlicher Mittelwert?®) U sich der
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Intensitdt &, proportional ergibt, ein Resultat, das wohl
ohne weiteres plausibel erscheint, da die Erregung des
Oszillators um so stidrker ausfillt, je groBer die auf ihn
wirkende Intensitit der Strahlung ist. Die genaue Er-
mittelung dieser Beziehung zwischen &, und U auf Grund
der klassischen Elektrodynamik — der erste Teil der Planck-
schen Rechnung — fiihrt zu der fundamentalen Formel:

.@,;:_'l_]- (7)

In dem zweiten Teil bestimmte Planck?), in allerdings
nicht eindeutiger Weise, auf Grund des zweiten Hauptsatzes
der Thermodynamik U als Funktion von » und 7, und fand:

U=oave 7. (8)
Die Kombination von (7) und (8) liefert das Wiensche
Strahlungsgesetz (6).

§ 4. Die Quantenhypothese. Das Plancksche Strahlungsgesetz.

Aber Lummer und Pringshesm gaben nicht nach! In
einer erneuten Untersuchung?!) im Jahre 19oo zeigten sie,
daB im Gebiete der langen Wellen die Wiensche Strahlungs-
formel unzweifelhaft die Beobachtungen nicht darstellte.
Da entschloB sich Planck, in einer bedeutsamen Arbeit?22),
die man als die Schépfung der Quantenhypothese ansehen
muB, seine Ableitung des Strahlungsgesetzes zu modifi-
zieren, und zwar den nicht eindeutigen Ausdruck (8) fiir
die mittlere Energie des Oszillators abzuindern. Er ging
dabei in folgender Weise vor?): Um die gesamte, zur
Verfiigung stehende Energie auf die Oszillatoren zu ver-
teilen, dachte er sich diese Energie in eine diskrete Anzahl
endlicher , Energieelemente” (Energiequanten) von der
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GroBe ¢ zerlegt, und diese Energiequanten nach dem Zu-
fall auf die einzelnen Oszillatoren verteilt, ganz ebenso,
wie man eine gewisse Anzahl von Kugeln — etwa 5 —
auf eine bestimmte Zahl von Behiltern — z. B. 3 — ver-
teilt. Jede solche ,,Verteilung® (5 Kugeln auf 3 Behilter)
laBt sich bekanntlich auf mehrere verschiedene Arten
realisieren, wobei es aber nicht darauf ankommt, welche
individuellen Kugeln in den einzelnen Behéltern liegen,
sondern nur, wieviel?). Da nun jeder solchen ,,Ver-
teilung” ein bestimmter Zustand des Systems entspricht,
so folgt aus dem eben Gesagten, daB sich jeder Zustand
auf mehrere Arten verwirklichen 148t, dall er also eine ge-
wisse Anzahl von Realisierungsmoglichkeiten besitzt. Diese
Anzahl nennt Planck die (thermodynamische) Wahrschein-
lichkeit W des betreffenden Zustandes. Denn es ist ja ohne
weiteres klar, daB die Wahrscheinlichkeit eines Zustandes
um so groBer ist, daB er also um so hiufiger auftreten
wird, je groBer die Zahl seiner Realisierungsmoglichkeiten
ist. Mittels geldufiger kombinatorischer Formeln konnte
daher die Wahrscheinlichkeit W einer bestimmten Ver-
teilung der Energieelemente auf die Oszillatoren, also die
Wahrscheinlichkeit eines bestimmten energetischen Zu-
standes des Oszillatorensystems, als Funktion der mitt-
leren Energie U eines Oszillators und des Energiequantums &
berechnet werden. Nun hat aber L. Bolizmann?) einen
duBerst fruchtbaren Satz aufgestellt, der die Zustands-
wahrscheinlichkeit W eines Systems mit seiner ,,Entropie‘
S verkniipft, einer GréBe, die bekanntlich im zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik eine &hnliche Rolle spielt,
wie die Energie im ersten. So wurde also S als Funktion
von U und ¢ gewonnen. Wandte man nun andererseits
den zweiten Hauptsatz selbst an, der die Entropie S als
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Funktion der mittleren Energie U und der absoluten
Temperatur 7 ausdriickt, so war durch diesen Umweg
folgendes erreicht: die Entropie, als HilfsgroBe, war eli-
miniert, und eine Bezichung gewonnen zwischen
U, T und ¢. Diese grundlegende, von Planck zuerst ab-
geleitete Beziehung lautet:

U= ———— (k eine Konstante). (9)

Nun folgt aber aus (7) und dem Wienschen Verschie-
bungsgesetz (4), daB fiir die mittlere Energie U des Oszil-
lators eine Beziehung von folgender Form besteht:

UY=1'-F(-;:>. (110)

Ein Vergleich von (9) und (10) zeigt, daB U nur dann
die in (10) geforderte Form annimmt, wenn man & der
Schwingungszahl » proportional setzt. Dies ist ein ganz
wesentlicher Punkt der Planckschen Theorie: wollte man
mit dem Wienschen Verschiebungsgesetz in Ein-
klang bleiben, so muBte das Energieelement
e=hvy (11)
gesetzt werden. Die Konstante %4, die wegen ihrer
Dimension (Energie - Zeit) das Plancksche Wirkungs-
quantum genannt wird, hat, wie wir sehen werden, bei
der weiteren Entwickelung der Quantentheorie eine Rolle
von ungeahnter Bedeutung gespielt.
Durch Kombination der Formeln (7), (9) und (11) folgt
sofort die berithmte Plancksche Strahlungsformel
g =" 1 I(12)

c2? hy

e*T —1
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die Planck zuerst im Jahre 19oo auf dem geschilderten
Wege, also mit der Hypothese der Energiequanten, theo-
retisch abgeleitet hat. Noch in demselben und dem darauf-
folgenden Jahr ist dieses Strahlungsgesetz teils durch
Messungen von H. Rubens und F. Kurlbaum?) im Ge-
biete langer Wellen, teils durch F. Paschen?®) im Gebiete
kurzer Wellen aufs beste bestdtigt worden. Auch die spi-
teren Strahlungsmessungen am schwarzen Korper2), be-
sonders die exakten Arbeiten, die von E. Warburg und
seinen Mitarbeitern in der physikalisch-technischen Reichs-
anstalt ausgefiihrt worden sind, haben die Giiltigkeit der
Planckschen Formel dargetan. Im Gegensatz hierzu haben
kiirzlich W. Nernst und Th. Wulf?*) in einer eingehenden
kritischen Durchmusterung des gesamten bis jetzt vor-
liegenden Experimentalmaterials Abweichungen (bis zu 7%,)
der gemessenen von den nach der Planckschen Formel
berechneten Werten konstatiert und glauben daraus auf
die nicht exakte Giiltigkeit der Planckschen Formel schlieBen
zu miissen. Mag man sich zu dieser Kritik stellen wie man
will, jedenfalls ist sie ein starker AnstoB, um die Strahlungs-
messungen am schwarzen Koérper mit allen Finessen und
Kautelen heutiger Experimentierkunst von neuem in An-
griff zu nehmen und damit die wichtige Frage nach der
Giiltigkeit des Planckschen Gesetzes endgiiltig zu entscheiden.

Die Plancksche Formel nimmt fiir kurze Wellen, d. h.

groBe Schwingungszahlen (genauer: fiir groBe Werte von %)
die Form an:

Ry =— e kT (13)

geht also, wie auch die Versuche bestétigt haben, in das
Wiensche Strahlungsgesetz iiber (vgl. Formel (6)). In dem



anderen Grenzfall, d. h. bei langen Wellen, kleinen Schwin-

gungszahlen (genauer bei kleinen Werten von kT) nimmt
die Plancksche Formel die Gestalt
»?
.@v == —0—2— kT (14)

an, wie man leicht durch Reihenentwickelung der Exponen-
hy

tialfunktion ¢*T findet. Dieses durch die Messungen im
langwelligen Gebiet bestitigte Grenzgesetz ist schon vorher
durch Lord Rayleigh®?) aufgestellt worden. Die Plancksche
Formel enthidlt also das Wiensche und das Rayleighsche
Strahlungsgesetz als Grenzfille.

Benutzt man die Wellenldnge 4 statt der Schwingungs-
zahl v, so nimmt das Plancksche Gesetz die Form an:

hc? 1
b= e (15)

e kT g
Zur Veranschaulichung ist in Fig. 1 die Strahlungs-
intensitidt E; als Funktion von A fiir verschiedene T auf-
getragen. Ganz &dhnlich sehen die Kurven aus, die &,
als Funktion von » darstellen Das Maximum der E;-Kurven

liegt an der Stelle, wo -
Daraus folgt:

TT den Wert 4,9651 annimmt.

h
Amax + T = e = 6,042 010 = =0 (10)

eine Beziehung, die mit der Form (5a) des Wienschen
Verschiebungsgesetzes identisch ist.

Fir die Gesamtstrahlung ergibt sich aus (12) oder (15)
2 7t k4

—— 4 — T4
T (@)

K=20/@,dv=26[E,;dl=



eine Gleichung, die das Stefan-Boltzmannsche Gesetz (3)
ausspricht3?).
Aus (16) und (17) erkennt man, daB die Messung
erstens der Gesamtstrahlung (K), zweitens der Wellen-
linge des Maximums (Amax) bei bestimmter, bekannter
£ Temperatur (7) es erlaubt, die beiden
Konstanten % und % der Strahlungs-
formel zu berechnen3?). Aus den damals
vorliegenden Kuribauwmschen Messungen
der ,,Stefan-Boltzmannschen Konstante® y

\ und der von Lwummer und Pringsheim
gemessenen Konstanten ¢ des Wienschen
Verschiebungsgesetzes fand Planck33) fol-
gende Werte:

76

h = 6,548 - 10~ *[erg - sec] ;

_16| €18
760 kB =1,346-10"1 [@] (18)
Entsprechend den wechselnden
Werten, die im Laufe der Zeit fiir
die Konstanten y und  gefunden
wurden, haben auch die Werte von
/0950\\ £ und k& Wand-
, 4 lungen durchge-
—  macht, die hier
festzuhalten nicht
verlohnt. Denn besonders die Messung der Gesamtstrahlung
hat — wie man aus den stark schwankenden Werten in
Anmerkung 15 ersiecht — noch nicht den geniigenden Grad
der Sicherheit erreicht, um auf die Stefan-Boltzmannsche
Konstante eine hinreichend exakte Berechnung der
beiden Strahlungskonstanten % und % griinden zu kénnen.
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Methoden, um jedenfalls 2 mit weitaus gréBerer Genauig-
keit zu bestimmen, werden wir spéter kennenlernen.

§ 5. Konsequenzen der Planckschen Theorie.

Mit der Aufstellung der Strahlungsformel und der Be-
stimmung ihrer Konstanten waren indessen die Erfolge
der neuen Planckschen Theorie nicht erschopft, vielmehr
offenbarten sich sogleich bedeutsame Beziehungen dieser
Theorie zu anderen Gebieten. Es zeigte sich ndmlich3?),
daB die Konstante % der Strahlungsformel nichts anderes
ist, als der Quotient aus der absoluten Gaskonstanten R
(die in der Zustandsgleichung idealer Gase auftritt) und
der sog. Avogadroschen Zahl N, d. h. der Zahl der Molekiile
in einem Grammolekiil:

R

k= N (19)

Da der Wert von R aus der Thermodynamik hinreichend

I —— _e_rg] _ [LL])
genau bekannt war (R 8,31 10 [grad 1,98 orad))’

so konnte Planck3%) mit Hilfe der Strahlungsmessungen
die Awvogadrosche Zahl N berechnen und fand unter Be-
nutzung von (18):

N = 6,175 - 10%8 . (20)

Die Ubereinstimmung dieses Wertes mit den nach ganz
anderen Methoden ermittelten Werten ist sehr bemerkens-
wert86). Die Awvogadrosche Zahl aber bildet die Briicke
zur Elektronentheorie. Denn es ist bekannt, daB die elek-
trische Ladung, die bei der Elektrolyse mit einem ein-
wertigen Gramm-Ion, d. h. mit N-TIonen wandert, eine all-
gemeine Naturkonstante ist, die man die Coulombsche Zahl
nennt. Thr Wert war, nach dem damaligen Stande der Mes-
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sungen 9658 - 3 10 elektrostatische Einheiten. (Der heute
als giiltig angenommene Wert ist3?) 9649,4-2,999- 1010,
Trégt nun jedes einwertige Ion die Ladung e des Elektrons,
so muf} die Gleichung bestehen:

Ne=9658:3- 101, (21)
woraus, unter Benutzung von (20)
e=4,69-1071° elektrostatische Einheiten (22)

folgt. Selbst von den neuesten und exaktesten Messungs-
ergebnissen R. 4. Millikans®®), der fiir die Elektronen-
ladung den Wert

e =4,774-10"'""  elektrostatische Einheiten (23)

fand, weicht der von Planck aus der Strahlungstheorie
berechnete Wert nur um etwa 29, ab: ein wahrhaft er-
staunliches Resultat!

II. Das Versagen der klassischen Statistik.

§ 1. Der Gleichverteilungssatz und das Rayleighsche
Strahlungsgesetz.

Hatten diese groBen Erfolge das Vertrauen zur Planck-
schen Theorie gerechtfertigt, so erkannte man auch bald —
worauf Planck schon in seinen ersten Arbeiten mit Nach-
druck hinwies —, daB der Kernpunkt der Theorie eben
in der Quantenhypothese bestand, d. h. in der neuartigen
und befremdlichen Vorstellung, daBl die Energie der
Oszillatoren von der Eigenschwingungszahl »
keine stetig verdnderliche GréBe, sondern stets
ein ganzzahliges Vielfaches des Energieelementes
¢ = by ist. Die Erkenntnis von der Notwendigkeit dieser
Hypothese hat sich im Laufe der Jahre immer mehr durch-



gerungen und befestigt, und zwar wesentlich auf dem Wege
des indirekten Beweises: d. h. dadurch, dafB8 alle Ver-
suche, mit der klassischen Theorie durchzukom-
men, folgerichtig zu einem falschen Strahlungs-
gesetz flihrten. Indem ndmlich Planck das Strahlungs-
problem zu einem Wahrscheinlichkeitsproblem umgeformt
hatte — es sollte ja eine bestimmte Energie auf die Os-
zillatoren nach dem Zufall verteilt, und der Mittelwert U
der Energie eines Oszillators berechnet werden —, war es
moglich geworden, die Methoden der von J. Cl. Maxwell,
L. Boltzmann und W. J. Gibbs begriindeten ,statistischen
Mechanik‘’ in Anwendung zu bringen. Und die Ubertragung
dieser Methoden auf den vorliegenden Fall schien von
vornherein geboten, wenn man sich auf den in der klassischen
Physik selbstverstdndlichen Standpunkt stellte, daB die
Energie des Oszillators in stetiger Folge alle Werte
zwischen o und oo annehmen kann. Was aber forderte
denn die statistische Mechanik? Einer ihrer Hauptsitze
ist der Satz von der gleichmédBigen Verteilung der kine-
tischen Energie®?), nach dem im statistischen Gleich-
gewicht bei der absoluten Temperatur T jeder
Freiheitsgrad eines noch so komplizierten mecha-
nischen Systems im Mittel die kinetische Energie
1L RT besitzt. Dabei ist die Konstante 2 durch (19)
definiert, ist also dieselbe Konstante, die auch im Strahlungs-
gesetz auftritt. Ein System von f Freiheitsgraden besitzt
also bei der Temperatur 7" eine mittlere kinetische Energie
vom Betrage f- 3 £ T. Z. B. ist das Atom eines einatomigen
Gases ein Gebilde von 3 Freiheitsgraden, wenn man es
im Sinne der Mechanik als ,,Massenpunkt® betrachtet.
Seine kinetische Energie bei der Temperatur 7T ist daher
im Mittel*) gleich 2T, unabhdngig von seiner Masse,

Reiche, Quantentheorie. 2
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ein Resultat, das in der kinetischen Gastheorie seit Maxwell
bekannt ist und als Folgerung aus seinem Verteilungs-
gesetz der Geschwindigkeiten abgeleitet wird.

Der lineare Plancksche Oszillator, der im wesentlichen
mit einem gradlinig schwingenden Elektron identisch ist,
besitzt einen Freiheitsgrad; seine kinetische Energie bei
der Temperatur T ist daher nach dem Gleichverteilungs-
satz im Mittel gleich $%27. Nun ist aber die mittlere
potentielle Energie des Oszillators gleich seiner mittleren
kinetischen Energie4?). Daher ergibt sich fiir seine mittlere
Gesamtenergie (kinetische 4 potentielle) der Wert:

U=*kT, (24)

Dieses Resultat der Kklassischen Statistik liefert, mit
der aus der klassischen Elektrodynamik abgeleiteten Be-
ziehung (7) kombiniert, das Rayletghsche Strahlungsgesetz:

@v:‘kT’ (25)

das, wie wir sahen (vgl. (14)), als Grenzfall fiir kleine Werte
hy

kT ,
im Planckschen Strahlungsgesetz mitenthalten ist.

von d. h. fiir lJange Wellen oder hohe Temperaturen,

Dieses Rayletghsche Strahlungsgesetz, das, aus den Grund-
prinzipien der klassischen Statistik und Elektrodynamik
abgeleitet, allgemeine Giiltigkeit fiir alle Schwingungszahlen
und alle Temperaturen beanspruchen miiBte, steht jedoch
in grellstem Widerspruch zur Erfahrung. Wihrend nim-
lich alle beobachteten Energieverteilungskurven des schwar-
zen Korpers (d. h. &, bei festem T als Funktion von »
aufgetragen) stets ein Maximum aufweisen, steigt
die durch (25) dargestellte Kurve mit wachsendem » un-
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begrenzt an und liefert daher auch fiir die Gesamtstrahlung

K=2 f ®, dv einen unendlich groBen Wert!
0

§ 2. Vergebliche Verbesserungsversuche.

Von verschiedenster Seite und in verschiedenster Weise
ist im Laufe der Jahre versucht worden, unter Beibehal-
tung der klassischen Statistik, dem Rayleighschen Gesetze
zu entgehen. Alles vergeblich! So hat J. H. Jeanst?),
ohne Heranziehung der ,,materiellen’ Oszillatoren, nur
die Strahlung als solche in einem Hohlraum betrachtet
und die gesamte Strahlungsenergie nach dem Gleichver-
teilungssatz auf die einzelnen , Freiheitsgrade der Strah-
lung*“ (das sind hier die einzelnen im Hohlraum maglichen
Eigenschwingungen) verteilt. So hat ferner H. 4. Lorentz43)
in einer tiefgehenden Untersuchung die Wéarmestrahlung
der Metalle abgeleitet, indem er von der Vorstellung aus-
ging, daB die freien ,Leitungselektronen, die ja den
Strom transportieren, bei ihren StoBen gegen die Metall-
atome die Strahlung erzeugen, und unter Anwendung des
Gleichverteilungssatzes auf die Bewegung der Elektronen.
In etwas anderer Weise gingen A. Einmstein und L. Hopf*)
vor; sie dachten sich den Planckschen Oszillator fest
mit einem Molekiil verbunden, und dieses Gebilde der
Strahlung und den Sté8en der anderen Molekiile aus-
gesetzt. Dann lieB sich das Strahlungsgesetz aus der
Forderung ableiten, dal der Impuls, den die Molekiilst68e
dem Gebilde erteilen, im Durchschnitt nicht veridndert
werden darf durch die Impulse, die die Strahlung dem
Oszillator erteilt. Auch eine von A. D. Fokker®) her-
rithrende und von M. Planck®) erginzte Arbeit ist hier
zu erwidhnen, in der mit Hilfe eines von Einstern her-

2%
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rithrenden allgemeinen Satzes das statistische Gleichgewicht
zwischen der Strahlung und einer groBen Zahl von Oszilla-
toren, auf Grund der klassischen Theorien, untersucht wird.
Alle diese verschiedenen Wege jedoch miindeten immer
wieder am selben Punkt: sie alle fithrten zur Rayleigh-
schen Strahlungsformel. Und endlich hat auf dem
Solvay-KongreB in Briissel (1911) H. A. Lorentz in denkbar
allgemeinster Weise gezeigt?’), daB man mit Notwendig-
keit zu diesem falschen Gesetz gelangt, wenn man fiir die
gesamten Erscheinungen (mechanischer und elektromagne-
tischer Natur), die sich in einem mit Strahlung, Materie
und Elektronen erfiillten Hohlraum abspielen, die Giiltig-
keit des Hamiltonschen Prinzips und des Gleichverteilungs-
satzes voraussetzt. Nur in dem Grenzfall hoher Tem-
peraturen oder kleiner Schwingungszahlen sind
also die Resultate der klassischen Theorien mit
der Erfahrung im Einklang?).

III. Die Entwicklung und Verzweigung der
Quantentheorie.

§ 1. Quantenabsorption und -emission.

So muBte sich, wie gesagt, die Uberzeugung befestigen,
daB jeder Versuch, das Strahlungsgesetz auf Grund der
klassischen Elektrodynamik und Statistik abzuleiten, von
vornherein zum Scheitern verurteilt war, und daB man
gezwungen sei, eine bisher unbekannte Unstetigkeit in die
Theorie einzufiihren. DaB man bei dieser ,,Atomisierung
der Energie’* mit bestehenden und bis dahin gut fun-
dierten Theorien in schirfsten Konflikt geriet, war ohne
weiteres klar. Sollte ndmlich die Energie des Planckschen



Oszillators nur ganze Vielfache von ¢ = kv betragen, also
nur die Werte o0, ¢, 2 ¢, 3 ¢... annehmen kénnen, so muBte,
da ja der Oszillator seine Energie nur durch Absorption
und Emission dndert, mit Notwendigkeit daraus geschlossen
werden, daB der Oszillator nicht beliebige Energie-
mengen, sondern eben nur ganze Vielfache von
¢ absorbieren und emittieren kann (Quantenemission
und Quantenabsorption). Diese Folgerung schligt der
klassischen Elektrodynamik ins Gesicht! Denn nach der
Elektronentheorie emittiert und absorbiert ein elektro-
magnetischer Oszillator, etwa ein schwingendes Elektron,
im Strahlungsfelde durchaus stetig, d. h. in hinreichend
kleinen Zeiten beliebig kleine Energiebetrige.

§ 2. Einsteins Lichtquanten; Schwankungserscheinungen
im Strahlungsfeld.

Hier klaffte bereits am Eingangstor zu dem neuen Land
ein Spalt, der entweder, im Hinblick auf die bisherigen
Erfolge der klassischen Theorien, durch einen Kompromif
iberbriickt werden muBte, oder, unter Verzicht auf die
Tradition, riicksichtslos erweitert werden konnte. Zu dem
letzteren radikalen Schritte fiihlte sich 4. Einstein gedringt.
Auf Grund sehr origineller Uberlegungen) stellte er die
Hypothese auf, daB die Energiequanten nicht nur, wie
Planck meinte, bei der Wechselwirkung zwischen Strah-
lung und Materie (Oszillatoren) eine Rolle spielen, sondern
daB die Strahlung auch bei ihrer Ausbreitung im
Vakuum oder in irgendeinem Medium quanten-
hafte Struktur besitze (Lichtquantenhypothese). Da-
nach sollte also alle Strahlung sich aus unteilbaren ,,Strah-
lungsquanten‘‘ zusammensetzen; bei der Ausbreitung vom
erregenden Zentrum sollte sich die Energie nicht gleich-



miBig in Form von Kugelwellen auf immer gréBere Ridume
verteilen, sondern in einer endlichen Zahl von Energie-
komplexen konzentriert bleiben, die sich wie materielle
Gebilde bewegen und nur als Ganzes emittiert und ab-
sorbiert werden kénnen. Zu dieser merkwiirdigen und mit
allen Erfahrungen der Undulationstheorie brechenden Vor-
stellung glaubte sich E¢nstesn durch mehrere zum gleichen
Ziele fithrende Untersuchungen genétigt. Und zwar durch
das Ergebnis der Berechnung gewisser Schwankungs-
erscheinungen im Strahlungsfeld, Erscheinungen, wie sie
uns aus der Statistik, besonders der kinetischen Gastheorie,
geldufig sind. Es ist ja bekannt, daB in einem Gase, das
n Molekiile im Volumen v, enthilt, die rdumliche Ver-
teilungsdichte dieser Molekiile keineswegs konstant ist,
sondern, infolge der Bewegung der Molekiile, Schwankungen
unterliegt. Ja, es koénnen prinzipiell sogar so extreme Fille
eintreten, daB z. B. alle #» Molekiile in einem bestimmten
Augenblick in einem Teilvolumen v (<wv,) versammelt
sind. Die Wahrscheinlichkeit fiir diese seltsame Konstella-
tion ist bekanntlich:

0= (1) (26)

Yo

also eine auBerordentlich kleine Zahl, wenn # groB ist;
d. h. eben, daB das genannte Ereignis #uBerst selten
eintritt.

Ganz analogen Schwankungen unterliegt nun auch
die rdumliche Energiedichte der Strahlung, die in einem
Volumen v, eingeschlossen ist. Ist E die Gesamtenergie
der monochromatisch gedachten Strahlung, und ist ihre
Schwingungszahl » so groB (oder ihre Temperatur so niedrig),
daB sie dem Wienschen Strahlungsgesetz folgt, so wird die
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Wabhrscheinlichkeit dafiir, daB die gesamte Strahlung sich
in dem Teilvolumen v (< v,) befindet, nach Esnstein®0):
v )E
w= (2] (27)
Der Vergleich mit (26) zeigt, daB sich die Strahlung
im Giiltigkeitsbereich des Wienschen Gesetzes sta-

tistisch so verhilt, als bestinde sie aus n=h—
: »

von einander unabhingigen Energiekomplexen
von der GroBe A .

Zu demselben SchluB fithren auch zwei andere, von
Einstesn herrithrende Untersuchungen5!). Bei der ersten
wird ein mit schwarzer Strahlung erfiilltes sehr groBes
Volumen betrachtet, das mit einem kleinen Volumen v
kommuniziert. Ist E die momentane Energie der Strah-
lung von der Schwingungszahl » im Volumen v, so schwankt
bekanntlich diese Energie E im Laufe der Zeit unregelmaBig
um einen Mittelwert E; die GréBe ¢ = FE — E nennt man
die Energieschwankung. Fiir ihren quadratischen Mittel-
wert, d. h. fiir 2 liefert die allgemeine Statistik den Aus-
druck?52):

52=k7‘2-g——7€. (28)
Setzt man hier fiir E den aus dem Planckschen Strahlungs-
gesetz folgenden Wert ein, so ergibt sich fiir das mittlere
Schwankungsquadrat ein zweigliedriger Ausdruck®), in
welchem nur das eine Glied sich vom Standpunkt der
klassischen Undulationstheorie aus berechnen 148t; das
zweite Glied aber, das bei geringer Strahlungsdichte (d. h.
bei hohen Schwingungszahlen oder tiefen Temperaturen,
kurz, wenn das Wiensche Gesetz gilt) das erste an GroBe



weit tbertrifft, wird verstindlich, wenn man sich wieder
die Strahlung aus unteilbaren Energiequanten zusammen-
gesetzt denkt.

Die zweite der zitierten Eimstesnschen Betrachtungen
faBt die Impulsschwankungen ins Auge, die eine frei beweg-
liche, reflektierende Platte im Felde der schwarzen Strah-
lung infolge der regellosen Schwankungen des Strahlungs-
drucks erleidet. Ist die Platte auBerdem noch den unregel-
médBigen StéBen von Gasmolekiilen ausgesetzt, unter deren
EinfluB sie- eine Brownsche Bewegung vollfiihrt, so muB
zwischen den Impulsen, die die Molekiile einerseits, die
Strahlung andererseits auf die Platte iibertragen, Gleich-
gewicht bestehen. Legt man nun fiir die Strahlung das
Plancksche Gesetz zugrunde, so folgt fiir das mittlere Qua-
drat der von der Strahlung herrithrenden Impulsschwan-
kungen auch hier wieder ein zweigliedriger Ausdruck, in
welchem nur das eine Glied durch die Undulationstheorie
des Lichtes erkldrt wird. Das andere Glied aber weist auf
eine quantenhafte Struktur der Strahlung hin, legt also
die Einfithrung der Lichtquantenhypothese nahe.

§ 3. Verwandlung von Lichtquanten in andere Lichtquanten
’ oder Elektronenenergie.

So seltsam diese Hypothese auch anmutete, so war
doch nicht zu verkennen, daB sie imstande war, eine grof3e
Reihe von Erscheinungen einfach und zwanglos zu erkliren,
denen die Undulationstheorie ziemlich ratlos gegeniiber-
stand. Ein sehr drastisches Beispiel dafiir sind die von
Ph. Lenard und seinen Schiilern erforschten Gesetze der
Phosphoreszenz, speziell die Stokessche Regel. Ist ndmlich
v, die Schwingungszahl des emittierten Phosphoreszenz-
lichtes, », die Schwingungszahl des phosphoreszenzerregen-



den Lichtes, so verwandelt sich nach Einsteins Vorstellung34)
je ein Quantum % v, des erregenden Lichtes, bei der Ab-
sorption durch die Atome des phosphoreszenzfahigen Kér-
pers, in je ein Quantum /4w, des Phosphoreszenzlichtes.
Daher muB nach dem Energieprinzip hv,= kv, oder
v, = v, sein. Das aber ist die Stokessche Regel.

Auch eine andere Tatsache auf dem Gebiete der Phos-
phoreszenzerscheinungen spricht gegen die Undulations-
theorie und fiir die Lichtquantenhypothese. Nach der
klassischen Undulationstheorie miiten alle Molekiile eines
Phosphors, wenn sie von einer Lichtwelle getroffen werden,
Energie aus dieser Welle absorbieren und dadurch féahig
werden, alle zu gleicher Zeit Phosphoreszenzlicht zu emit-
tieren. In Wirklichkeit aber werden zu derselben Zeit
nur relativ sehr wenige Molekiile zur Phosphoreszenz er-
regt, und erst allmihlich, im Laufe der Zeit, nimmt die
Zahl der erregten Molekiile zu. Es hat also den Anschein,
als ob die auf den Phosphor fallende Lichtwelle nicht auf
ihrer ganzen Front gleiche Intensitit besitzt — wie es
die Kklassische Theorie annimmt —, sondern als ob sie
aus einzelnen von der Lichtquelle ausgeschleuderten Energie-
komplexen bestiinde, so dafl die Wellenfront eine gleichsam
,fleckige’* Struktur besitzt, in der wirksame Stellen (die
Lichtquanten) mit unwirksamen Liicken abwechseln.

Diese Vorstellung von der , fleckigen Wellenfront hat
schon vor Eimsteins Lichtquantenhypothese eine Rolle ge-
spielt. Mit ihr hat J. J. Thomson®) die Tatsache zu erkldren
versucht, daB bei der Ionisierung eines Gases durch ultra-
violettes Licht oder Rén’tgenstrahlenlnur eine relativ dullerst
geringe Zahl von Gasmolekiilen ionisiert wird. Es ist dies
eine Erscheinung, die dem obengenannten Phosphoreszenz-
phédnomen durchaus analog ist; denn auch dort besteht,
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nach Lenards Auffassung, der , ErregungsprozeB darin,
daB durch die Einwirkung der Bestrahlung Elektronen
aus den Phosphormolekiilen abgetrennt werden und sich
an ,,aufspeichernde’* Atome anlagern; bei der Riickkehr
dieser Elektronen zu den Muttermolekiilen® wird die auf-
gespeicherte Energie wieder frei und als Phosphoreszenz-
licht ausgesandt. Auch die Gasionisierung durch ultra-
violettes Licht oder Rontgenstrahlen findet also durch die
Lichtquantenhypothese eine zwanglose Erkliarung?®). Nimmt
man mit Esnstesn an, daB je ein Lichtquant 4y zur Ionisa-
tion je eines Molekiils verwandt wird, so muB A» =]
sein, wo J die Arbeit ist, die nétig ist, um ein Molekiil
zu ionisieren, d. h. ihm ein Elektron zu entreilen. Wir
haben es hier mit einem Phidnomen zu tun, das zu dem
groBen Komplex der photoelektrischen Erscheinun-
genb?) gehort, d. h. der Loslésung von Elektronen aus
Gasen, Metallen und anderen Substanzen durch die Ein-
wirkung des Lichtes. Nach der Lichtquantenhypothese
werden bei allen diesen Prozessen Lichtquanten in kine-
tische Energie abgeschleuderter Elektronen verwandelt.
Stellt man sich auch hier wieder auf Einstetns Standpunkt,
wonach je ein Lichtquant 4w sich in kinetische Energie
eines abgesprengten Elektrons verwandelt, so muB fiir die
Austrittsgeschwindigkeit v der emittierten Elektronen
(Masse m) die Beziehung gelten?58):

Imv2="hy —P, (29)

die man das Enstesnsche Gesetz des Photoeffekts nennt.
Dabei ist P die Arbeit, die zu leisten ist, um das Elektron
aus dem Atom loszureiBen und von der Stelle seiner Los-
l6sung bis zum Verlassen der Korperoberfliche hinauszu-
schleudern. Fiir die Energien der emittierten Elektronen



— 27—

ergibt sich also ein linearer Anstieg mit der Schwingungs-
zahl des auslésenden Lichtes. Dieses Gesetz, um dessen
experimentelle Bestétigung sich viele Forscher mit wechseln-
dem Erfolge bemiiht haben, ist in jiingster Zeit durch Ver-
suche von R. A. Millikan®®) fir den normalen Photo-
effekt®) der Metalle (Li und Na) mit so groBer Genauig-
keit verifiziert worden, daB man diese Methode geradezu
zu einer Exaktbestimmung von /% benutzen kann. Der von
Millikan gefundene Wert %2 = 6,57 - 10~ 27 ist mit dem von
Planck aus den Strahlungsmessungen berechneten Wert
h = 6,548 - 10~ 27 in guter Ubereinstimmung.

Ganz dhnlich wie die Phosphoreszenzerscheinungen lassen
sich auch die Fluoreszenzerscheinungen im Gebiete
der Roéntgenstrahlen und im Sichtbaren mit Hilfe der
Lichtquantenhypothese deuten. Die Untersuchungen von
Ch. Barkla, Sadler, M. de Broglie und E. Wagner®) haben
folgendes gezeigt: Bestrahlt man einen Kérper mit Réntgen-
strahlen, mift ihre Absorption in dem Korper, und variiert
nun die , Hérte (d. h. die Schwingungszahl »,) dieser
Strahlen, so steigt, wenn man von kleinen zu gréBeren v,
iibergeht, die Absorption bei einem bestimmten », plotz-
lich auf einen hohen Wert an. Zu gleicher Zeit beginnt
der Korper, auf Kosten der absorbierten Energie, eine fiir
ihn charakteristische, sekundédre Rontgenstrah-
lung zu emittieren, und zwar in Form eines Linienspek-
trums. Dabei stellte es sich heraus, daB stets alle emit-
tierten Linien ein kleineres » besaBen als die erregende
Strahlung. In der Tat verlangt ja die Lichtquantenhypo-
these, daB fiir alle sekunddr emittierten Strahlen das
Strahlungsquantum % » kleiner ist als das Quantum % », der
primédren erregenden Strahlen. So erstreckt sich z. B. das-
jenige Gebiet von Schwingungszahlen, das zur Erregung der
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Linien der ,,K-Serie" dient, von einer scharf definierten
Grenze », (der sog. ,,Absorptionsbandkante) an nach
héheren Schwingungszahlen hin; dabei ist »; etwas groBer
als die hérteste bekannte Linie (y) der K-Serie. Mit anderen
Worten: Auch bei der Erregung der sekundiren charak-
teristischen Rontgenstrahlung durch primire Réntgen-
strahlen ist die Stokessche Regel erfiillt.

§ 4. Verwandlung von Elektronenenergie in Lichtquanten.

Es-ist sehr bemerkenswert, daBl die Verwandlung der
Lichtquanten in kinetische Elektronenenergie, wie z. B.
beim Photoeffekt, gleichsam ,reversibel* ist: es tritt nim-
lich in der Natur auch der umgekehrte Vorgang auf, bei
dem aus kinetischer Energie geladener Teilchen Licht-
quanten entstehen. Ein gutes Beispiel fiir Prozesse dieser
Art bietet die Entstehung der Rontgenstrahlen beim Auf-
prall schnell bewegter Elektronen (Kathodenstrahlen) auf
Materie. Soll etwa die charakteristische K-Serie eines
bestimmten Elementes durch den StoB von Kathoden-
strahlen auf die (aus diesem Element verfertigte) Anti-
kathode erzeugt werden, so muB} die kinetische Energie E
eines aufprallenden Elektrons einen kritischen Wert Ej
ibersteigen. Denkt man sich ndmlich £ in ein Licht-
quantum 4 », verwandelt, so muB », dem ,,Erregungsgebiet
der K-Serie” angehoren, muB} also =w»g sein (wo vg die
Schwingungszahl der Absorptionsbandkante ist). Daraus
folgt E=hvg (= Eg). Hier ergibt sich also eine wich-
tige Beziehung zwischen der Schwingungszahl vz der Ab-
sorptionsbandkante und dem kritischen Wert Ey der Elek-
tronenenergie, d. h. dem Kkleinsten Energiewerte, bei dem
die Elektronen noch gerade imstande sind, die verlangte
Sekundédrstrahlung zu erzeugen. Diese Quanten-Beziehung:



Ex = hvg hat sich nach Messungen von D. L. Webster®?)
und E. Wagner %) aufs beste bestdtigt und stellt umgekehrt,
wenn Egx und »g hinreichend genau bekannt sind, eine
Methode zur Bestimmung von 4 dar$?).

Nun ist aber bekannt, daB3 die Kathodenstrahlen bei
ihrem Aufprall auf die Antikathode nicht nur die charak-
teristische Rontgenstrahlung, also ein Linienspektrum, er-
zeugen, sondern daneben auch ein kontinuierliches Spek-
trum, die sog. ,,Brems- oder -Impulsstrahlung”. Greift
man daher eine beliebige Schwingungszahl » dieses konti-
nuierlichen Bremsspektrums heraus, so legen die Vor-
stellungen der Lichtquantenhypothese sofort den SchlufBl
nahe, daB auch zur Erzeugung dieser Schwingungszahl »
eine ganz bestimmte Mindestenergie E,, der aufprallenden
Elektronen nétig ist, und zwar muB E,, = 4 v sein. Die
Untersuchungen von D. L. Webster®?), W. Duane und F. L.
Hunt®), A. W. Hull und M. Rice®®), E. Wagner®), F. Des-
sauer und E. Back®®) haben diese Formel aufs genaueste
bestitigt und bilden so das Fundament zu einer der zuver-
lassigsten Methoden fiir die Prézisionsmessung der GréBe #.
Dabei ergaben sich folgende Werte: # = 6,50 - 1027 (Duane-
Hunt); h = 6,53 -10~ 27 (Webster); h = 6,49 - 1027 (Wagner).

Auch im Sichtbaren und den angrenzenden Spektral-
gebieten stoBen wir auf dhnliche Erscheinungen. So zeigten
J. Franck und G. Hertz%), daBl man durch den StoB von
Elektronen gegen Quecksilberdampfmolekiile eine bestimmte
charakteristische Fluoreszenzlinie des Quecksilbers von
der Wellenlinge 2, = 2536 A (d. h. », = 1,183 10%) er-
zeugen kann, wenn die kinetische Energie der Elektronen
einen kritischen Wert E, iibersteigt. Dabei fanden sie
wieder die Beziehung E, = h», mit groBer Genauigkeit
erfilllt’?). Auf diese und anschlieBende Versuche kommen



wir noch spiter zuriick, da sie als Bestitigung der modernen
Atommodelle eine bedeutsame Rolle spielen.

§ 5. Andere Anwendungsgebiete der Lichtquantenhypothese.

Noch in einer gréBeren Reihe anderer Fille, die hier
nur kurz gestreift seien, hat sich die Lichtquantenhypo-
these, besonders in den Hinden von J. Stark™) und 4. Ein-
stesn als Erklirungsmoglichkeit bew#dhrt. So hat z. B.
Stark diese Hypothese herangezogen??), um die Tatsache
zu deuten, daB die Kanalstrahlteilchen erst oberhalb einer
bestimmten Geschwindigkeit ,bewegte Intensitit’* emit-
tieren; so hat er ferner auf Grund der Lichtquantenhypo-
these allgemeine Sitze iiber die Lage der Bandenspektren
chemischer Verbindungen aufgestellt’?). Endlich haben
Einstein™) und Stark™) auch die photochemischen Reak-
tionen vom Standpunkt der Lichtquantenhypothese aus
betrachtet und ein Grundgesetz aufgestellt, das die ein-
gehenden Untersuchungen von E. Warburg™), jedenfalls
zum Teil, bestdtigt haben.

§ 6. Plancks zweite Theorie.

Bei allen diesen Erfolgen, die die Lichtquantenhypo-
these aufweisen kann, darf man indessen nicht auBer acht
lassen, daB diese radikale Auffassung, in ihrer bestehenden
Form zum mindesten, mit der Kklassischen Undulations-
theorie nur schwer in Einklang zu bringen ist. Da aber
andererseits die Interferenz- und -Beugungserscheinungen
in allen ihren beobachtbaren Feinheiten durch die Wellen-
theorie aufs beste wiedergegeben werden, der Lichtquanten-
theorie aber kaum iiberwindliche Schwierigkeiten bereiten,
so war es verstdndlich, daB nur wenige Forscher sich zu
dem Opfer entschlieBen konnten, eine so durchgreifende
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Abidnderung oder gar eine vollstindige Preisgabe der alt-
bewdhrten Vorstellung von der Lichtausbreitung gutzu-
heiBen. Diesen vorsichtigeren und zuriickhaltenderen Stand-
punkt vertrat M. Planck, und vertritt ihn noch heute,
indem er das Quantenhafte in die Materie (die Oszilla-
toren) — oder zum mindesten in ihre Wechselwirkung
mit der Strahlung — verlegt wissen wollte, dagegen fiir die
Ausbreitung der Strahlung im Raum die Lehren der klassi-
schen Wellentheorie zu erhalten strebte. Jedoch stellten
sich der weiteren Durchfiihrung schon seiner ersten Quanten-
hypothese (quantenhafte Emission und quantenhafte Ab-
sorption) ernste Hindernisse in.den Weg. H. A. Lorentz™)
wies nidmlich mit Recht darauf hin, daB besonders die
Vorstellung der quantenhaften Absorption zu merkwiirdigen
Schwierigkeiten fiihrt. Er zeigte, daB die Zeit, die ein
Oszillator zur Absorption eines Energiequantums benétigt,
unwahrscheinlich gro ausféllt, wenn d=s duBere Strahlungs-
feld hinreichend schwach ist. Auch kénne man ja dann
die Strahlung willkiirlich abbrechen, bevor der Oszillator
ein volles Quantum verschluckt habe. Durch diese Ein-
wénde veranlaBt, entschloB sich Planck, die Quantenhypo-
these in folgender Weise zu modifizieren?): Die Absorp-
tion verlauft stetig, nach den Gesetzen der klassi-
schen Elektrodynamik; die Energie der Oszilla-
toren ist daher stetig verdnderlich, kann also
alle Werte zwischenound coannehmen. Quanten-
haft dagegen ist die Emission, und zwar kann
der Oszillator nur dann emittieren, wenn seine
Energie gerade ein ganzes Vielfaches von e =hvw»
ist. Ob er dann emittiert oder nicht, wird durch
ein Wahrscheinlichkeitsgesetz geregelt. Wenner
aber emittiert, so verliert er dabei stets seine



ganze momentane Energie, emittiert also Quan-
ten. Zwischen zwei Emissionen fillt sich sein
Energieinhalt durch Absorption stetig und pro-
portional der Zeit auf.

Nach dieser zweiten Theorie Plancks, die man die Theorie
der ,,Quantenemission‘’ nennt, ist die mittlere Energie U

. . hy .
des linearen Oszillators um -—- groBer als in der ersten
2

Theorie?). Widhrend also dort die mittlere Energie des
Oszillators beim absoluten Nullpunkt gleich Null war
(siehe Gl. (g), aus der fiir T = o folgt: U = o), ist sie hier

L . .
in der zweiten Theorie = i;. Die Oszillatoren behalten
also beim Nullpunkt im Mittel eine ,,Nullpunktsenergie
/
von der GroBe le’, indem sie namlich fir 7 = o alle még-

lichen Energien zwischen o und A annehmen. Trotzdem fiihrt
auch diese Theorie, durch eine entsprechende Abdnderung
der Beziehung (7), zum Planckschen Strahlungsgesetz.

Im Laufe der Jahre hat Planck noch mehrfach versucht80)
auch diese zweite Theorie zu erweitern und umzugestalten.
Z. B. hat er voriibergehend auch die Emission als stetig
angenommen, und das quantenhafte Element in die An-
regung der Oszillatoren durch Molekiil- oder Elektronen-
stoBe verlegt. Er ist aber im wesentlichen immer wieder
zu der zweiten Form seiner Theorie (stetige Absorption,
Quantenemission) zuriickgekehrt.

§ 7. Nullpunktsenergie.

In mehr als einer Richtung hat diese Theorie weitere
Kreise gezogen. Das Auftreten der mittleren Nullpunkts-
energie, das dieser zweiten Planckschen Theorie eigentiim-
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die Konsequenz eines tieferliegenden und all-
gemeineren Gesetzes. Dieses Gesetz, das man als den
Vorldufer der jiingsten Entwicklungen der Quantenlehre
anzusehen hat, 148t sich folgendermafBen formulieren: Man
denke sich den Momentanzustand des Planckschen Oszil-
lators, etwa eines linear schwingenden Elektrons, nach
dem Vorgange von Gibbs durch seine Elongation ¢ aus
der Ruhelage und seinen Impuls p definiert und in einer
g-p-Ebene (der Zustands- oder Phasenebene) dargestellt.
Jeder Punkt der ¢-p-Ebene, d. h. jeder ,,Phasenpunkt®,
entspricht einem bestimmten Momentanzustand des Os-
zillators. Dann wird gefordert, da8 nicht alle Punkte
dieser Zustandsebene einander gleichwertig sind. Viel-
mehr gibt es gewisse Zustdnde des Oszillators,
die durch eine Besonderheit ausgezeichnet sind.
Die Gesamtheit der Phasenpunkte, die diesen ausgezeich-
neten Zustdnden entsprechen, bilden eine Schar diskreter,
einander umschlieBender Kurven. Im Falle des Planckschen
Oszillators sind diese Kurven konzentrische Ellipsen (siehe
Fig. 2), die die Phasenebene in lauter Ringgebiete teilen.
Das Postulat der Quantenhypothese besteht nun darin
daf diese Ringgebiete alle die FlachengréBe 4 be-
sitzen. Berechnet man auf dieser Grundlage die Energie,
die ein Oszillator von der Schwingungszahl » in einem
solchen ausgezeichneten Zustand besitzt, so findet mans80)
ein ganzes Vielfaches von 4». Diese ausgezeichneten
Zustdnde (in der Phasenebene dargestellt durch die Punkte
der diskreten Ellipsen) sind also nach Plancks erster Theorie
die dynamisch allein moglichen und stabilen Zustinde des
Oszillators. Emittiert oder absorbiert der Oszillator, so
springt sein Phasenpunkt von einer Ellipse auf eine andere.
Anders liegt die Sache nach Plancks zweiter Theorie: hier



lich ist, wurde zur Anregung fiir eine Reihe von Arbeiten,
in denen man, iiber Planck hinausgehend, die Existenz
einer wahren (nicht mittleren), fiir alle Oszillatoren gleichen
Nullpunktsenergie forderte. Auf dieser Basis haben 4. Ein-
stetn und O. Stern8l) eine Ableitung des Planckschen Ge-
setzes gegeben, die alle Unstetigkeiten vermeidet, bis auf
die Existenz eben dieser wahren Nullpunktsenergie.

Noch radikaler ging im Jahre 1916 W. Nernst8?) vor,
indem er die Existenz einer auch beim Nullpunkt vor-
handenen, von der Wirmestrahlung unabhéngigen ,,Null-
punktsstrahlung® postulierte, die den ganzen Raum er-
fiillt, und mit der sich die Oszillatoren, ebenso wie alle
molekularen Gebilde, durch. Aufnahme der Nullpunkts-
energie ins Gleichgewicht setzen. Mag man diesen An-
schauungen auch mehr oder weniger skeptisch gegeniiber-
stehen, so ist doch eins nicht zu verkennen: viele Er-
scheinungen sprechen zweifellos fiir die Vorstellung, daB
beim absoluten Nullpunkt keineswegs alle Bewegung er-
loschen ist. Man denke nur an die Tatsache, daBl nach
der Auffassung von F. Richarz®®), P. Langevin®) und
nach den Versuchen von A. Einstein, W. J. de Haas®)
und E. Beck?8) der Para- und Ferromagnetismus von kreisen-
den Elektronen erzeugt wird, und daB dieser Magnetismus
bis zu den tiefsten Temperaturen bestehen bleibt.

§ 8. Theorie des Wirkungsquantums.

Aber noch in einer anderen Hinsicht hat die Plancksche
Theorie anregend gewirkt, durch eine besondere Formu-
lierung, die ihr Planck auf dem Solvay-Kongre in Briissel
(Tor1) gab®). Hier hat ndmlich Planck zum ersten Male
den Gedanken ausgesprochen, daBl das Auftreten der
Energiequanten nur etwas Sekundires sei, nur

Reiche, Quantentheorie. 3
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sind alle Zustinde des Oszillators, also alle Punkte der
Phasenebene, dynamisch mdéglich. Dagegen erfolgt nur in
den ausgezeichneten Zustdnden eine Emission.

Von diesem neuen Standpunkt aus gesehen sind also
die Energiequanten nur eine Folge von der Einteilung der
Phasenebene. Mathematisch 148t sich diese ,,Struktur der
Phasenebene* so aussprechen: Die nte’ ausgezeichnete

#

N
%/

Fig. 2.

Kurve umschlieBt eine Fliache von der Gr68e » A4,
in Zeichen:

[[dgap =[pdg=mnh. (30)
Das Doppelintegral ist iiber die Fliche, das einfache Integral
iiber die Randkurve der nten Ellipse erstreckt.

An diese fiir Systeme von einem Freiheitsgrad auf-
gestellte Fassung, die man die Plancksche ,,Theorie des
Wirkungsquantums’ nennt — /% hat ja die Dimension
einer Wirkung —, hat sich, wie wir sehen werden, die
moderne Erweiterung der Quantentheorie fiir mehrere
Freiheitsgrade angeschlossen.



-— 36 —

Auch ein von A. Sommerfeld beschrittener und weiter
ausgebauter Weg nimmt hier seinen Ursprung. Ausgehend
von der eben angefithrten Tatsache, daB die Plancksche
Konstante % die Dimension einer Wirkung (Energie - Zeit)
besitzt, stellte Sommerfeld die Hypothese auf®?), daB fiir
jeden reinen MolekularprozeB — etwa die Ablosung eines
Elektrons beim Photoeffekt, oder die Bremsung eines Elek-
trons in der Antikathode bei der Erzeugung von Rontgen-
strahlen — die aus dem Hamiltonschen Prinzip her be-

kannte WirkungsgréBe [ (L — V) dt den Wert 5}2—1 besitzt.
0

Dabei sind L und V kinetische und potentielle Energie
des Elektrons, 7 ist die Dauer des Molekularprozesses, also
etwa die Zeit, die bis zur Ablésung des Elektrons aus dem
Atomverband beim Photoeffekt verstreicht, oder die Brems-
zeit des Elektrons in der Antikathode. Diese Formulierung
der Quantenhypothese ist gleichsam ein Ausdruck der be-
kannten Erfahrung, daB groBe Energiemengen in kurzer,
kleine Energiemengen erst in langer Zeit von den Mole-
killen aufgenommen oder abgegeben werden, so daB im
wesentlichen das Produkt aus der umgesetzten Energie
und der Dauer des Energieaustauschs konstant ist. In
der Tat werden z. B. schnelle Kathodenstrahlen beim
Auftreffen auf Materie in kiirzerer Zeit gebremst — und
erzeugen daher hirtere Roéntgenstrahlen als langsame
Kathodenstrahlen. Sommerfeld hat seine Theorie mit Er-
folg auf den Mechanismus der Erzeugung von Rontgen-
und y-Strahlen angewandt®®), Sommerfeld und P. Debye®')
haben auf derselben Grundlage eine Theorie des Photo-
effekts ausgearbeitet, die, wie die Lichtquantenhypothese,
ebenfalls zum Einstesnschen Gesetz (29) fithrte.




IV. Das Ubergreifen der Quantenlehre auf die
Molekulartheorie fester Korper®?).

§ 1. Das Dulong-Petitsche Gesetz.

Es ist fiir die Konsolidierung der Lehre von den Quanten
ein besonders gliicklicher Umstand gewesen, daB das Ver-
sagen der klassischen Statistik nicht auf die Strahlungs-
theorie beschrinkt blieb, sondern, wie sich zeigen sollte,
auch auf die Molekulartheorie der festen Korper iibergriff.
So erwuchs von einem ganz fremden Gebiet her der Quanten-
hypothese eine starke Stiitze: ndmlich vom Gebiete der
Atomwirmen. Die Atomwirme (bei mehratomigen Kor-
pern ,,Molekularwidrme‘’) eines Stoffes ist bekanntlich das
Produkt aus seiner spezifischen Wirme und seinem Atom-
gewicht (bzw. Molekulargewicht), oder anders ausgedriickt:
Es ist diejenige Wdrme, die man einem ,,Grammatom"‘#)
(bzw. einem ,,Grammolekiil) des Stoffes zufithren muB,
um seine Temperatur um einen Grad zu steigern. Nach
unseren heutigen Vorstellungen ist der Warmeinhalt eines
einatomigen festen Korpers, etwa eines Kristalls, nichts
anderes als die Energie der elastischen Schwingungen seiner
gitterartig angeordneten Atome um ihre Gleichgewichts-
lagen. Je ,,wiarmer‘ der Korper ist, desto stdrker schwingen
seine Atome, desto groBer ist also die Energie der Atom-
bewegungen. Wendet man auf diese Schwingungen die
klassische Statistik an, und zwar den Satz von der gleich-
miBigen Verteilung der kinetischen Energie, so gelangt
man zu folgendem SchluB3: Die mittlere kinetische Energie
eines rdumlich, d. h. mit 3 Freiheitsgraden schwingenden

. kT . . . .
Atoms ist 3. P ebenso groB ist seine mittlere potentielle

Energie®), seine mittlere Gesamtenergie ist also 3% T.



Betrachten wir 1 Grammatom des Kérpers, also ein System
von N Atomen, wo N die Avogadrosche Zahl ist (etwa
6- 1623), so folgt fiir die mittlere Energie des Korpers,
unter Beachtung von (19):

E=3kTN=3RT, (31)

wo R die absolute Gaskonstante bedeutet. Daher wird die
Atomwirme des Korpers (bei konstantem Volumen):

dE

Co=ar=3F=5% [gaa* ’

(32)
Dies ist das Gesetz von Dulong und Pe#it®), nach dem
also die Atomwédrme der einatomigen festen Kor-
per (bei konstantem Volumen) den von der Tem-
calor
erad
Diesem Gesetz gehorchen nun in der Tat viele Elemente
mehr oder weniger genau?’). Dagegen waren schon lange
Elemente bekannt, die sich der Regel durchaus nicht fiigten
und besonders bei tiefen Temperaturen systematische Ab-
weichungen aufwiesen. So hatte schon im Jahr 1875 F. H.
Weber®) gefunden, -daBl die Atomwirme des Diamanten

peratur unabhédngigen Wert 5,94 [ ] besitzt?).

bei — 50° Celsius ungefdhr 0,76 [%%%] betragt. Auch die
Atomwédrmen anderer Elemente (Bor, Beryllium, Silizium)
erwiesen sich schon bei gewshnlichen Temperaturen als
viel zu klein. Und iiberhaupt schien es, daB die- Unter-
schreitungen des Dulong-Petitschen Normalwertes bei tiefen
Temperaturen allgemein auftraten und umsoausgesprochener
waren, zu je tieferen Temperaturen man herabstieg. Diesen
niedrigen Werten der Atomwirme stand die klassische
Theorie ratlos gegeniiber?).



§ 2. Einsteins Theorie der Atomwé&rmen.

A. Einstein war es, der zuerst erkanntel®), daB auch
hier die Quantentheorie berufen war, den Knoten zu lésen.
Genau ebenso, wie in der Strahlungstheorie, muBte auch
im Gebiete der Atomwdrmen der Weg der Kklassischen
Statistik bei einem falschen Gesetze miinden. Daher
mulBte der Satz von der gleichmidBigen Energie-
verteilung auch hier fallen. In der Tat brauchte
man ja nur den Atomen elektrische Ladungen erteilt zu
denkenl0l), dann miissen sie sich, wie die Planckschen
Oszillatoren, mit der stets im Kérper vorhandenen Wirme-
strahlung ins Gleichgewicht setzen. Das heiBt aber: Es muf3
sich zwischen der mittleren Energie U eines mit der Schwin-
gungszahl » linear schwingenden Atoms und der Strahlungs-

_ 2
intensitit &, die Beziehung (7) herstellen, nach der U = 55 K,

ist. Nimmt man jetzt die Plancksche Strahlungsformel (12)
als empirisch gegeben an, so folgt sofort, da die mittlere
Energie U des linear schwingenden Atoms nicht den von

der klassischen Statistik vorgeschriebenen Wert &2 T, son-
. — h .
dern den quantentheoretischen Wert U = TL—— besitzen
eFT —1

muB. Fiir das rdumlich schwingende Atom tritt also —

in naheliegender Verallgemeinerung — an die Stelle des

hy

klassischen Wertes 3% 7 der Quanténwert: ——

ekl 1

Somit wird der Wairmeinhalt des Grammatoms:

= Nhv
E=32"0 (34)

el —1
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und daraus folgt fiir die Atomwirme bei konstantem

Volumen die Einstesnsche Formel:

dE x%e? hy

;‘]‘«=3R"(m, wo x-—ﬁ.. (34)
Hiernachist also dieAtomwéirme der einatomig

festen Korper keine von der Temperatur unab-

hingige Konstante, wie es das Dulong-Petitsche
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Fig. 3.
Gesetz verlangt, sondern eine Funktion von —v]—,,
alsobeieinem bestimmten Kérper(d. h.bei festemy)
eine Funktion der Temperatur. Ihr Verlauf (siehe
Fig. 3) ist derart, daB fir T =0 (d. h. x = oo) die Atom-
wirme selbst = o ist, und dann mit wachsender Tem-
peratur allmdhlich ansteigt, um sich fiir hohe Tempera-
turen (d. h. kleine x) dem klassischen Wert 3 R asympto-
tisch zu ndhern. Das Dulong- Petitsche Gesetz ist also ein
hy

,,Grenzgesetz“, das nur fiir kleine Werte vom BT d. h.



langsame Atomschwingungen oder hohe Temperaturen,
erfilllt ist, genau wie das Raylesghsche Strahlungsgesetz.
Die Abweichungen vom Dulong- Petitschen Gesetz machen
sich daher beim Ubergang von hohen nach tieferen Tem-
peraturen schon um so frither (d. h. bei um so hoherer
Temperatur) geltend, je gréBer die Schwingungszahl der
Atome ist.

§ 3. Methoden zur Bestimmung der Schwingungszahl.

Diese Schwingungszahl » — die einzige unbekannte
GréBe in der Eimstesmschen Formel (34) — 1Bt sich auf
mehreren voneinander unabhingigen und sehr bemerkens-
werten Wegen berechnen. Ein stets gangbarer Weg ist
natiirlich der folgende: Fiir eine bestimmte vorliegende
Substanz wihlt man einen experimentell gut bekannten
Wert der Atomwirme C¥, der zu einer bestimmten Tempe-

2 LT *
ratur T* gehort. Aus (34) folgt dann: '(éwi%)—z = ?% ,
eine Gleichung, aus der sich x =?z%' und damit v, be-

stimmen l4Bt. Mit dem so gefundenen » 148t sich dann
der Verlauf der ganzen C, = Kurve fiir alle Temperaturen
berechnen und mit der Erfahrung vergleichen.

Dieser ,,empirischen” Methode der »-Berechnung
stehen eine Reihe anderer, mehr ,,theoretischer* Methoden
gegeniiber, die die Benutzung der Atomwirme-Werte nicht
benétigen. Einen bedeutsamen Zusammenhang der Schwin-
gungszahl » mit den elastischen Eigenschaften des Korpers
konstatierte schon A. Einstein'%?) im Jahre 1grx. DaB
ein solcher Zusammenhang bestehen muB, erkennt man
leicht durch folgende Betrachtung: Denkt man sich die
Atome des Korpers raumgitterartig angeordnet, wie beim
Kristall, und zieht ein bestimmtes ins Auge gefaBtes Atom



willkiirlich aus seiner Ruhelage heraus, so wird dieses Atom
wenn man es ,losliBt”, Schwingungen um seine Gleich-
gewichtslage ausfithren. Nimmt man diese Schwingungen
als einfach periodisch an (,,monochromatisch®) — wir
werden allerdings diese Annahme bald als unzuldssige
Niherung erkennen — so sieht man, daB die Schwingungs-
zahl » um so gréBer ist, je kleiner die Atommasse und-
daher auch das Atomgewicht des Koérpers ist, und je grofer
andererseits die Kraft ist, die das Atom in seiner Gleich-
gewichtslage zuriicktreibt. Diese zuriicktreibende Kraft
ist aber ihrerseits um so stérker, je weniger dehnbar und
daher auch zusammendriickbar der Koérper ist. Daher
muB » um so groBer ausfallen, je kleiner das Atomgewicht
und die Kompressibilitit der Substanz ist. Die genauere
Durchfiihrung dieses Gedankens fithrte Einstein zu der
Forme] 103): 2,8 107

= digha (35)
Dabei ist A das Atomgewicht, ¢ die Dichte, » die Kompres-
sibilitdt des Korpers.

Eine weitere interessante Beziehung, die » mit ther-
mischen Daten, ndmlich der Schmelztemperatur, verkniipft,
fand F. A. Lindemann'®*), indem er die Vorstellung aus-
arbeitete, daB die Schwingungsamplitude der Atome beim
Schmelzpunkt von der GréBenordnung der Atomabstinde
wird. Bezeichnet T die absolute Schmélztemperatur, so
folgt:

¥

@ e

4]

T
Af
Auch eine von E. Griineisen'®) abgeleitete Formel sei

hier angefiihrt:
v——-2,91-1011~A“%-[Cj-oc“‘%-g‘i']o. (37)

v =2,8-10'2"

(36)
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Hierin ist C, die Atomwédrme bei konstantem Volumen,
oo der thermische Ausdehnungskoeffizient; der Index o
bedeutet, daBl der Wert von Cé a? Q";‘ fiir den absoluten
Nullpunkt einzusetzen ist.

Aus den Formeln (35) und (36) erkennt man sofort
das abnorme Verhalten z. B. des Diamanten hinsichtlich
seiner Atomwidrme. Denn es ist bekannt, daB3 der Diamant
bei relativ kleinem Atomgewicht einen hohen Schmelz-
punkt und sehr geringe Kompressibilitit besitzt. Sein »
ist daher verhiltnism#Big groB, und daraus folgt, nach den
obigen Betrachtungen, daBl seine Atomwirme schon bei
relativ hohen Temperaturen merklich unter den Dulong-
Petitschen Wert 3 R = 5,04 [gi—:d—] gesunken ist. In der
Tat ist die Atomwirme des Diamanten bei 284° (abs.)

—Ci], und
grad
selbst bei 1169° (abs.) hat sie erst den Wert 5,24 [ﬂ]

. grad

erreicht.

cal . o .,
nur 1,35 [—gm] bei 413° (abs.) ist sie 2,64[

Von besonderer Bedeutung ist endlich eine zuerst von
E. Madelung'®®) und W. Sutherland'®) aufgedeckte Be-
ziehung der Schwingungszahl » der Atome zu den optischen
Eigenschaften des Korpers. Die beiden Forscher gingen
dabei von folgender Vorstellung aus: Die Kristalle zwei-
atomiger Verbindungen (bindre Salze), wie Steinsalz (NaCl),
Sylvin (KCl), Kaliumbromid (KBr) und andere, sind be-
kanntlich kubische Raumgitter, in denen die einzelnen
Atome elektrische Ladungen tragen, also als Ionen auf-
treten. Und zwar sind die Gitterpunkte abwechselnd mit
den positiv geladenen Na* - (bzw. K* - usw.)Atomen und
den negativ geladenen Cl~ - (bzw. Br ™ -usw.) Atomen besetzt.



Féllt auf diesen Kristall eine elektromagnetische Licht-
welle von-der Schwingungszahl v, so geraten die beiden
Ionen in erzwungene Schwingungen gegeneinander, und
zwar, infolge der ,,Resonanz‘‘, um so stirker, je genauer
die Schwingungszahl » der auftreffenden Welle mit der
im Ultraroten liegenden Eigenschwingungszahl v, der
Tonen {iibereinstimmt. Da die Ionenschwingung auf Kosten
der Energie der einfallenden Lichtwelle vor sich geht, so
wird diese Energie beim Durchgang durch den Korper
um so stirker geschwicht (absorbiert), je niher » an »,
liegt. Andererseits aber strahlen die schwingenden Ionen
bei ihren erzwungenen Schwingungen Wellen von der
Schwingungszahl » zuriick, und dies um so stérker, je aus-
geprdgter die Resonanz ist, also wieder, je nidher » an »,
liegt. Daher wird in der Nachbarschaft von v = », eine
Stelle maximaler Absorption und stirkster (metallischer)
Reflexion liegen!%). Diese Stellen metallischer Reflexion
einer gegebenen Substanz lassen sich nach der von H, Rubens
und E. F. Nichols1%®) ausgearbeiteten Methode der ,,Rest-
strahlen ermitteln. Man braucht dazu nur die Strahlung
eines groBeren Schwingungszahlenbereiches in der Nachbar-
schaft von v, zu wiederholten Malen an der Substanz reflek-
tieren zu lassen. Dann werden allmihlich alle Wellen ab-
sorbiert bis auf die am stirksten reflektierten. Das sind
aber gerade die von der Schwingungszahl »,, Diese bleiben
als ,,Rest’ allein {ibrig. Die ultrarote Schwingungszahl »,
der Ionen stimmt also mit der Schwingungszahl der Rest-
strahlen iiberein19). Andererseits aber ist diese Schwingung
der geladenen Atome von den elastischen Eigenschaften
der Substanz abhingig, wie wir bei Erliuterung der
Formel (35) erkannten. So gelangt man zu dem SchluB, daB
die ,,elastische’ Schwingungszahl der Atome bindrer Salze



mit groBer Anniherung mit der ,optischen” Schwingungs-
zahl ihrer Reststrahlen iibereinstimmt. Da nun die ,,elasti-
sche Schwingungszahl der Atome den Verlauf der Atom-
wirme festlegt, so ist damit der Ring geschlossen, und
W. Nernst'1l) konnte den fundamentalen Satz aussprechen,
daB man bei der Berechnung der Atomwéirmen
bindrer Salze fiir die Atomschwingungszahlen »
einfach die Schwingungszahlen der Reststrahlen
einsetzen diirfe.

So war eine ganze Reihe voneinander unabhéngiger
Wege erschlossen, um die zur Berechnung der Atom-
wirmen nétigen Schwingungszahlen zu ermitteln. Ein Ver-
gleich der nach diesen verschiedenen Methoden gewonnenen
v-Werte zeigte im allgemeinen befriedigende Ubereinstim-
mung, jedenfalls der GréSenordnung nach!!?). Mehr aber
konnte man, wie wir bald sehen werden, bei der weit-
gehenden Idealisierung der Theorie auch kaum verlangen.

§ 4. Nernsts Warmetheorem.

Um das allgemeine Gesetz fiir den Abfall der Atom-
wirmen nach tiefen Temperaturen hin experimentell auf-
zudecken, begann W. Nernst'13) in Gemeinschaft mit seinen
Schiilern im Jahre 1gro eine Reihe groBziigiger und weit-
angelegter Untersuchungen. Denn auf ganz anderem Wege
als Etnstetn — nimlich von der Thermodynamik her —
war auch er zu der Uberzeugung gelangt, daB die Atom-
wirmen der festen Stoffe bei Annidherung an den absoluten
Nullpunkt verschwindend klein werden miiiten. Fiir ihn
war dieses Ergebnis nur eine von den vielen Folgerungen
eines allgemeineren Prinzips, ndmlich seines ,,neuen Warme-
satzes‘114), Dieses Nernstsche Wirmetheorem — manch-
mal auch als der dritte Hauptsatz der Thermodynamik



bezeichnet — spricht in seiner urspriinglichen Fassung
folgende Tatsache aus: Betrachtet man ein System konden-
sierter (d. h. fester oder fliissiger) Stoffe, das bei der Tem-
peratur T durch eine isotherme Reaktion aus einem Zu-
stand in einen anderen iibergeht, und ist 4 die bei dieser
Reaktion maximal zu gewinnende Arbeit, so ist:

% =0 fiir limesT =o0, (38)
d. h. in der unmittelbaren Nachbarschaft des ab-
solutenNullpunktesistdiemaximalzugewinnende
Arbeit von der Temperatur unabhingig. Hieraus
folgt aber sofort, unter Anwendung der beiden Haupt-
sdtze der Thermodynamik'), daB fiir eine beliebige Reak-
tion, die das System aus dem Anfangszustand mit der
Energie U; in den Endzustand mit der Energie U, iiber-
fiihrt, die Beziehung gilt:

dU,  dU,

— == fir limes7T=o . (39)

~

Da nun fi—gj,, wenn man ein Grammatom der Substanz

betrachtet, die Atomwirme darstellt, so ist hierdurch
folgender Satz ausgesprochen: In der unmittelbaren
Nachbarschaft des absoluten Nullpunktes bleibt
die Atomwédrme des kondensierten Systems bei
jeder Umwandlung ungeindert.

Planck''®) hat dem Nernstschen Wirmesatz eine noch
weitere Fassung gegeben: Nicht nur die Differenz
der Atomwidrmen (vor und nach der Reaktion)
soll danach am Nullpunkt den Wert o annehmen,
sondern auch jede der Atomwirmen *fiir sich. So
folgt aus dem erweiterten Nermstschen Theorem, in Uber-



einstimmung mit der Forderung der Quantentheorie, das

Verschwinden der Atomwirmen kondensierter Kérper beim
absoluten Nullpunkt.

§ 5. Die Verbesserung der Einsteinschen Theorie der
Atomwirmen.

In der Tat bewiesen die Versuche von Nernst und seinen
Mitarbeitern mit voller Uberzeugungskraft, daB die Atom-
wirmen aller festen Substanzen mit sinkender Temperatur
dem Werte Null zustreben. Im groBen und ganzen zeigte
der Verlauf dieses Abfalls eine bemerkenswerte Uberein-
stimmung mit der E¢nstesnschen Formel (34). Bei tiefen
Temperaturen jedoch traten durchgingig systematische
Abweichungen auf, in dem Sinne, da die beobachteten
Atomwirmen viel langsamer abfielen, als es Einsteins
Kurve verlangte!l?). Diesen Abweichungen suchten W.
Nernst und F. A. Lindemann''8) durch Aufstellung einer
empirischen Formel Rechnung zu tragen, die in der Tat
das Beobachtungsmaterial weitaus befriedigender darstellte,
als der Evnstesnsche Ausdruck. Diese Nernst-Lindemannsche
Formel, die jetzt nur noch historisches Interesse besitzt,
lautet:

x\2 2
3R] x%e (?)” Iy
= le—o (52 wo ¥ =g - (4]

Sie wird verstidndlich, wenn man annimmt, dal die eine
Hilfte aller Atome mit der Schwingungszahl », die andere

Hilfte mit der Schwingungszahl % schwingt. Ist auch diese

Annahme in ihrer naiven Form unhaltbar, so steckt doch
in ihr ein richtiger Kern: nimlich die Erkenntnis, daB die



,,monochromatische’* Theorie der Atomwirme, die nur
mit einer bestimmten Schwingungszahl » aller Atome
arbeitete, eine zu weitgehende Idealisierung der Wirklich-
keit darstellte. Einstein, der zuerst, der Einfachheit halber,
nur mit einer einzigen Schwingungszahl rechnete, hatte
diesen Sachverhalt selbst schon erkannt und auf die Ver-
besserungsbediirftigkeit seiner Theorie hingewiesen1?). In
der Tat denkt man sich heute den festen Korper, etwa
einen Kristall, nach Bravais’ Vorstellung, aus einem Raum-
gitter regelmiBig angeordneter Atome aufgebaut; und
diese Hypothese ist durch die Lawuesche Entdeckung der
Rontgenstrahleninterferenz zur GewiBheit geworden. In
einem solchen komplizierten mechanischen System aber
schwingen die einzelnen Atome nicht von einander unab-
hidngig mit einer einzigen Schwingungszahl ». Vielmehr
wird die Gleichgewichtslage jedes Atoms, und damit auch
die Form seiner Schwingungen um diese Lage, durch die
Krifte bestimmt, die alle iibrigen Atome des Kérpers auf
das betrachtete Atom ausiiben. Wir haben hier ein Gebilde
vor uns, das im Eindimensionalen etwa einer schwingenden
Saite vergleichbar ist, und daher, entsprechend dem Grund-
ton und den Obert6nen der Saite, ein ganzes Spektrum
von Eigenschwingungen besitzt. Besteht der Kérper
aus N Atomen, so besitzt er allgemein 3 N Eigenschwin-
gungen®), von denen die langsamsten Schallschwingungen
sind, wihrend die schnellsten ins ultrarote Gebiet fallen.
Die allgemeinste mégliche Bewegung jedes Atoms besteht
dann in einer Ubereinanderlagerung aller dieser Eigen-
schwingungen. Da nun jede Eigenschwingung eine lineare,
einfach periodische Bewegung darstellt, genau ebenso, wie
die Bewegung des linearen Planckschen Oszillators, so lag
der Gedanke nahe, bei der Berechnung des Energieinhalts



des Korpers jeder Eigenschwingung von der Schwingungs-
. h
zahl v den quantentheoretischen Energiebetrag —M-L zZu
PLI
erteilen, gleichsam, als wire die Eigenschwingung identisch
mit einem linearen Oszillator. Die gesamte mittlere Energie
des Korpers wird dann:

— 3N h’)f',;
E=N"—- (41)

t1=1 ekT —1I

wobei die Summation iiber alle 3 N Eigenschwingungszahlen
vy ¥5... vgy, d. h. iiber das ganze ,elastische Spektrum*
der Substanz erstreckt ist. Durch Differentiation nach T
folgt daraus die Atomwirme:

dE 2 o hov;
Cv = T = kZ /jvl E—"’T) wo Xi = o (42)

§ 6. Debyes Theorie der Atomwéarmen.

Der Kernpunkt des Problems besteht also darin, das
,,elastische Spektrum‘ des vorliegenden Korpers zu be-
rechnen, d. h. fiir jeden gegebenen Korper die Lage seiner
Eigenschwingungen zu bestimmen. In diesem Sinne ist
die Theorie von zwei verschiedenen Seiten bearbeitet worden,
einerseits von P. Debyel?!), der den in Wirklichkeit ato-
mistisch aufgebauten Korper durch ein elastisches Kon-
tinuum approximierte, andererseits von M. Born und Th.
v. Kdrmdn12?), die den Kristall von endlicher Ausdehnung
durch einen unendlich groBen ersetzten. Die Verschieden-
heit dieser beiden N&herungsmethoden bringt es mit sich,
daB die Hauptaufgabe, nimlich die Ermittelung des elasti-
schen Spektrums, in beiden Theorien ganz verschieden ge-

Reiche, Quantentheorie. 4



16st wird. Die Debyesche Theorie, die von vornherein die
kristallinische, ja iberhaupt jede atomistische Struktur
des Korpers auBer Betracht 148t, stiitzt sich auf die klassische
Elastizititstheorie, die ja bekanntlich die Kérper als struktur-
lose Kontinua bEhandelt. Aus ihr ergibt sich fiir jeden
isotropen elastischen Korper der wichtige Satz: Die Anzahl
Z(v) dv aller derjenigen Eigenschwingungen, deren Schwin-
gungszahlen in das Intervall v...» 4 dv fallen, betrigt12):

Z(v)dv=4nV<——§3~+vjs>v2dv. (43)

l 2

Dabei ist V das Volumen des Korpers, ¢; und c, sind die
Geschwindigkeiten, mit denen sich longitudinale und trans-
versale elastische Schwingungen in dem Korper ausbreiten.
Hier stellt sich nun aber folgende Schwierigkeit ein: da-
durch, daB der in Wirklichkeit aus N Atomen bestehende
Koérper durch ein Kontinuum ersetzt wird, dehnt sich das
elastische Spektrum ins Unendliche aus, die Anzahl der
Eigenschwingungen wird unendlich gro8. Z. B. sind die
Eigenschwingungen (Grundton und Oberténe) einer linearen
Saite von der Linge L:
7 ) .
y,---c,-—z—i bzw. v,--=cl-2L~» (t=1,2,...00)

je nachdem es sich um transversale oder longitudinale
Schwingungen handelt. Die Reihe der Oberténe erstreckt
sich also unbegrenzt bis ins Unendliche. In Wirklichkeit
aber darf der aus N Atomen (Massenpunkten) bestehende
Korper nicht mehr als 3 N Eigenschwingungen besitzen.
Um dies zu erreichen, hilft sich Debye durch folgende
kilhne Annahme: Anstatt das elastische Spektrum des
wirklichen, aus N Atomen bestehenden Kérpers streng zu
berechnen, ersetzt er es niherungsweise durch dasjenige
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des Kontinuums, bricht dieses aber willkiirlich bei
der 3 N-ten Eigenschwingung ab. So erhdlt Debye
die groBte iiberhaupt auftretende Schwingungszahl wy,,
d. h. die obere Grenze des elastischen Spektrums, durch
die Forderung:

Ym

Z(v)dv=ﬂ(13 —|——23)v2,,—3N
G 3 \a ¢
also o 9N 4 (44)
MV(—Ing%)
G ¢

Fiir die Atomwidrme des Korpers folgt nach (42):
. hy
(a5
Cv=k' T'-—z’Z('V)d’V,
Y, (3ﬁ - I)
0

ein Resultat, das man leicht auf folgende einfachere Form
bringt124):

_ 9_R ’;4e”dx

Xm?® | (F—1)2
0

hvy,

O

v

Die Atomwirme ist also nur Funktion der GréBe «,, d. h.
sie hdngt nur von dem Verhiiltnis—g): ab; dabei ist O = h—;;—’f .
Dieses Resultat 148t sich, in Debyes Formulierung so aus-
sprechen: Rechnet man die Temperatur T als Viel-
faches einer fiir die betreffende Substanz charak-
teristischen Temperatur @, so ist die Atomwéirme
fiir alle einatomigen K6rper durch dieselbe Kurve

dargestellt. Danach muBl man also die C,-Kurven aller
4*
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einatomigen Stoffe zur Deckung bringen kénnen, wenn
man nur den TemperaturmaBstab fiir jede Substanz ge-
eignet wihlt12), .

Fiir hohe Temperaturen geht, wie es sein muB, die Debye-
sche Formel in den klassischen Dulong-Petitschen Wert
C, =3 R iiber'®), ebenso wie die Einstetnsche und die
Nernst-Lindemannsche Formel. Dagegen unterscheidet sie
sich von diesen beiden wesentlich durch den sehr viel lang-
sameren Abfall bei tiefen Temperaturen. Wihrend nim-
lich die Atomwirmen sowohl nach Einstesn wie nach
Nernst-Lindemann, fiir tiefe Temperaturen exponentiell
(wie%- e‘y) abfallen, ergibt sich aus Debyes Formel
der fundamentale Satz!?”), daB die Atomwirme aller
Koérper bei tiefen Temperaturen der dritten Po-
tenz der absoluten Temperatur proportional ist.

Bemerkenswert ist noch, daB man ‘die Formel (44)
fiir die maximale Schwingungszahl », so schreiben kann,
daB nur meBbare GréBen darin auftreten. Driickt man
nidmlich die beiden Schallgeschwindigkeiten ¢, und ¢, durch
die elastischen Konstanten des Korpers aus, und ersetzt
das Volumen V des Grammatoms durch den Quotienten:
Atomgewicht (4)

, so folgt18):

Dichte ()
5,28 <107 y (0)
Ym =TT
As 0"6732 (46)
~f2[zato i[_lj'__]}
e w(a)—{3[3(1_20)_ 313@—0)

Dabei ist » wieder die Kompressibilitit der Substanz, o
die sog. Poissonsche Zahl, d. h. das Verhiltnis der Quer-
kontraktion zur Lingsdehnung. Die Ahnlichkeit dieser
Formel mit der Einsteinschen Beziehung (35) springt in



die Augen. Nur geht hier noch die zweite elastische Kon-
stante des isotropen Korpers, o, mit ein. Im ganzen spielt
eben die obere Grenze »,, des elastischen Spektrums, an der
sich, wie man zeigen kann®), die Eigenschwingungszahlen
stets sehr stark anh#ufen, hier in der strengeren Theorie
eine analoge Rolle wie die einzige Schwingungszahl » der
Atome in der ,,monochromatischen‘ Theorie.

Der Vergleich mit der Erfahrung zeigt!3?), daf die
Debyesche Formel, jedenfalls fiir die einatomigen Elemente,
wie Aluminium, Kupfer, Silber, Blei, Quecksilber, Zink,
Diamant, den Verlauf der gemessenen Atomwirme sehr
befriedigend darstellt. Insbesondere bestdtigt sich bei tiefen
Temperaturen die Proportionalitit der Atomwirme mit
der dritten Potenz der absoluten Temperatur!®!l). Im Hin-
blick auf die immerhin noch weitgehende Idealisierung
(Ersetzung des tatsdchlich atomistischen Korpers durch
ein Kontinuum) darf man die Ubereinstimmung zwischen
Theorie und Experiment keineswegs als Selbstverstdndlich-
keit ansehen. Bei tiefen Temperaturen allerdings wird
Debyes Idealisierung in gewissem Sinne ihr Recht be-

h
haupten. Hier ist ndmlich -k-% groB, und daher der Energie-

beitrag ~7l—f£v—— klein, auBBer wenn v selbst kleine Werte
eFT 1 .
annimmt. Bei tiefen Temperaturen werden also
nur lange Wellen einen wesentlichen Beitrag zur
Energie des Kérpers, und damit zur Atomwéirme,
liefern. Fiir lange Wellen aber, d. h. fiir Wellen, deren
Linge groB ist gegen den Atomabstand, spielt in der Tat
der spezielle atomistische Aufbau des Korpers keine Rolle,
fir sie ist die Substanz nahezu ein Kontinuum. Ganz
anders aber bei hoheren Temperaturen, bei denen auch



die gréBeren Schwingungszahlen bis zur maximalen v,
(d. h. die kiirzeren Wellen bis zur kleinsten) Energie-
beitrige liefern. Denn die Wellen, die den héchsten Schwin-
gungszahlen entsprechen, besitzen, wie man leicht beweist132),
Lingen, die mit dem Atomabstand vergleichbar sind;
und fiir diese kurzen Wellen kann das Medium zweifellos
seine atomistische Struktur nicht mehr verleugnen. Hier
muf3 also die Ersetzung durch ein Kontinuum als eine zu
weitgehende Ndherung Bedenken erregen.

§ 7. Die Gittertheorie der Atomwéirmen nach Born und
Karmén. Das elastische Spektrum des allgemeinsten Kristalls.

An dieser Stelle greifen die obengenannten Untersuchun-
gen von Born und Kdrmdn ein, die,, iber Debye hinaus-
gehend, die wirkliche Kristallstruktur der festen Korper,
d. h. die Raumgitteranordnung der Atome beriicksichtigen.
Um dabei der groBen mathematischen Schwierigkeiten Herr
zu werden, dachten sie sich, wie“‘jschon erwidhnt, den in
Wahrheit endlich ausgedehnten Kristall durch einen nach
allen Seiten unendlich ausgedehnten ersetzt. Dadurch
wurde der storende EinfluB der Oberfliche auf das Innere
ausgeschaltet, so daB nun alle Atome denselben Bedingungen
unterlagen. Auch hier ist das Hauptproblem wieder die
Bestimmung des elastischen Spektrums, oder — falls man
auf die genaue Berechnung“‘der einzelnen Eigenschwingungs-
zahlen verzichtet — zum mindesten die Ermittelung des
Gesetzes, nach denen die Eigenschwingungen sich auf
die einzelnen Schwingungszahlenbereiche verteilen. Diese
Aufgabe ist von Born und Kdrmdn zuerst fir reguldre
Kiristalle gelost worden. Die erhaltenen Sdtze wurden dann
auf den Fall einfacher Punktgitter von beliebiger Symmetrie
ausgedehnt, und schlieBlich hat sie Born in seiner ,,Dynamik



der Kiristallgitter”* fiir die allgemeinste Form der Raum-
gitter abgeleitet13s).

Diese allgemeinsten Raumgitter entstehen durch réum-
lich periodische Wiederholung einer bestimmten, im ganzen
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Fig. 4.

elektrisch neutralen Gruppe (,,Basisgruppe) von Teilchen
(Atomen und Elektronen), die in einem parallelepipedischen
Raum, dem ,,Elementarparallelepiped®, eingeschlossen ist.
In Fig. 4 ist ein solches, allerdings ebenes Gitter abge-
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bildet, bei dem die Basisgruppe aus 3 Teilchen (« O X)
besteht. Alle Teilchen o bilden dabei zusammen ein
,einfaches’ Gitter, ebenso die Teilchen O und die
Teilchen x. Man hat also hier 3 ineinandergestellte
einfache Gitter. _

So bilden z. B. die Alkali-Halogenverbindungen (NaCl,
LiCl, KCl, KBr, KI, RbCl, RbBr, Rbl, usw.) kubische
Raumgitter, in welchen die Gitterpunkte abwechselnd mit
dem positiven Alkali-ITon und dem negativen Halogen-Ion
besetzt sind (siehe Fig.5). Wiirde man hier den ganzen
gezeichneten  Wiirfel als ,,Elementarwiirfel“ betrachten, so
enthielte die Basisgruppe 8 Teilchen, nidmlich 4 Ionen
von jeder Sorte (numeriert). Hier hédtte man dann also
8 ineinandergestellte einfache Gitter. Je 4 von ihnen be-
stiinden jedoch aus derselben Teilchenart. Daher empfiehlt
es sich, hier an Stelle des Wiirfels das doppelt umrandete
" Rhomboéder als Elementarparallelepiped zu wihlen. Dann
besteht die Basisgruppe nur aus den beiden verschiedenen
Teilchen 1 und 8, von denen das eine in einer Ea(e, das
andere in der Mitte des Parallelepipeds liegt. In der Tat
erhdlt man das ganze Gitter, wenn man die Basisgruppe
in Richtung der 3 Rhomboéderkanten um ganzzahlige
Vielfache der Kantenlinge verschiebt. Das Gitter besteht
also beéi dieser Auffassung aus 2 ineinandergestellten ein-
fachen kubischen Atomgittern, und zwar ,,flichenzentrier-
ten‘* Gittern, d. h. solchen, bei denen nicht nur die Wiirfel-
ecken, sondern auch die Mitten der Wiirfelflichen besetzt
sind. Enthidlt im allgemeinsten Falle die Basisgruppe s
verschiedene Teilchen, so besteht das Gitter aus s inein-
andergesetzten einfachen Gittern.

Um nun die Gesetze, die das elastische Spektrum eines
solchen allgemeinsten Kristalls beherrschen, iibersichtlich



zu machen, verfihrt man nach Born und Kdrmdn so: Man
denke sich eine elastische Welle von bestimmter Wellen-

linge und bestimmter Richtung (der Wellennormale) den
Kristall durchziehen. Zu jeder so definierten Welle gehéren
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dann 3s Eigenschwingungen mit den Schwingungszahlen
Vi Vg Vg oeenn. vy, . Die ersten 3 Schwingungszahlen »;, »,
und »; entsprechen denjenigen Eigenschwingungen des
Kristalls, bei denen die einzelnen ineinandergestellten ein-
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fachen Gitter in erster Niherung gleichartig verzerrt werden,
ohne sich gegeneinander zu verschieben. Dies sind die
3 gewdhnlichen akustischen Eigenschwingungen (eine longi-
tudinale, zwei transversale). Die iibrigen 3(s —1I) Schwin
gungszahlen dagegen entsprechen einem anderen Bewegungs-
typus des Kristalls: ndmlich denjenigen Eigenschwingungen,
bei denen in erster Ndherung die einzelnen einfachen Gitter
ohne Verzerrung gegeneinander schwingen. Enthilt die
Basisgruppe nur 1 Teilchen (s = 1), besteht also der Kristall
iiberhaupt nur aus einem einfachen " Gitter, so kommt
dieser zweite Bewegungstypus ganz in Fortfall und man
hat nur die 3 akustischen Eigenschwingungen »;, »,, v;.
Hat man dagegen etwa einen Kristall der Alkali-Halogen-
verbindungen vor sich, z. B. Steinsalz (NaCl), so ist, wie
wir sahen, s = 2. AuBler den 3 akustischen Eigenschwin-
gungen existieren dann noch 3 Eigenschwingungen vom
zweiten Bewegungstypus. Infolge des reguldren Kristall-
charakters der Alkali-Halogene fallen jedoch diese 3 Eigen-
schwingungen streng zusammen, jedenfalls fiir lange Wellen,
und bilden diejenige Bewegung, bei der das Natrium-
gitter angenihert als starres Gebilde gegen das gleichfalls
starre Chlorgitter schwingt. Man sieht sofort ein, daB
gerade diese zuletzt betrachtete Eigenschwingung fiir die
Optik dieser Kristalle die Hauptrolle spielen wird. Denn
wenn eine elektromagnetische Welle den Kristall trifft,
so werden die Natrium-Ionen durch die elektrische Kraft
der Welle nach der einen Seite, die entgegengesetzt ge-
ladenen Chlor-Ionen nach der anderen- Seite gezogen; es
wird also gerade der oben besprochene Schwingungstypus
angeregt. Kommt dabei die Schwingungszahl der duBeren
Welle der Eigenschwingungszahl sehr nahe, so tritt Resonanz
ein. Diese ultraroten Eigenschwingungen sind es also, die



den Verlauf des Brechungsquotienten, vor allem im Ultra-
rot, bestimmen, es sind die sog. ,,ultraroten Dispersions-
schwingungszahlen®. In ihrer Nihe liegen auch die Stellen
metallischer Reflexion, die mit der Reststrahlenmethode
aufgefunden werden.

Was soeben fiir den Spezialfall s = 2 (Alkali-Halogene)
ausgesprochen wurde, 148t sich natiirlich sofort verall-
gemeinern. Besteht ndmlich die Basisgruppe aus s ver-
schiedenen Teilchen, so sind es gerade die 3(s — 1) Eigen-
schwingungszahlen »,, »; ... w»y,, die fiir die Dispersion
des Kiristalls maBgebend sind. Unter ihnen befinden sich
diejenigen, in deren Nihe die Stellen metallischer Reflexion
(Reststrahlen) liegen. Enthidlt die Basisgruppe ¢ positive
Atomresteund s—p Elektronen, so zerfallendie Schwingungs-
zahlen »,...vy, entsprechend in 2 Klassen: die erste Klasse
besteht aus 3(p — 1) ultraroten Schwingungszahlen, die von
den Atomresten herriihren, die zweite aus 3(s — $) ultra-
violetten, die dem EinfluB der Elektronen zuzuschreiben
sind. Die ultraroten Eigenschwingungen sind {iir den
Verlauf des Brechungsquotienten im Ultrarot, fiir die Lage
der Reststrahlen und, wie wir sehen werden, fiir die Atom-
widrmen ausschlaggebend; die ultravioletten Eigenschwin-
gungen dagegen bestimmen wesentlich den Brechungs-
quotienten im Sichtbaren und Ultravioletten. Dabei be-
stdtigt auch die allgemeine Gittertheorie von Born134)
das schon vorher von F. Haber'3%) ausgesprochene Gesetz,
daB sich die Schwingungszahlen der ersten (ultraroten)
Klasse zu denen der zweiten (ultravioletten) Klasse, der
GroBenordnung nach, verhalten wie die Wurzel aus der
Elektronenmasse zur Wurzel aus der Atommasse.

Kehren wir nach dieser Abschweifung zu unserem Aus-
gangspunkt zuriick! Bis jetzt haben wir stets eine Welle
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von bestimmter Linge 1 und bestimmter Wellennormalen-
richtung » betrachtet und gesehen, daB ihr im allgemeinsten
Falle 3s Eigenschwingungszahlen w,...7;, entsprechen.
Lassen wir nun die Wellenlinge A, bei fester Wellen-
richtung, stetig variieren, indem wir von unendlich langen
Wellen zu den Kkleinsten iibergehen, so wird auch jede
der 3 s Schwingungszahlen stetig variieren und einen zu-
sammenhédngenden Wertbereich {iberstreichen. M. a. W.:
die 3s Eigenschwingungszahlen sind gewisse Funktionen
der Wellenldnge 4:

Vi = fi(l) .

Dabei zeigt sich nun aber die;fundamentale Tatsache, daB
alle diese Wertbereiche der ginzelnen Schwingungszahlen
nur endliche Ausdehnung besitzen, daB also jedes
der 3s Kontinua von Schwingungszahlen auto-
matisch bei einer h6chsten Grenzschwingungszahl
abbricht. ,,Automatisch’, d. h. ohne unser willkiirliches
Zutun (wie bei Debye!), rein auf Grund der analytischen
Form der Funktionen f;. Es erklirt sich dies dadurch,
daB die Wellenldnge 4 der im Kristall moglichen Wellen
nach unten hin beschrinkt ist: es sind Wellen mit Lingen
unterhalb einer kiirzesten nicht existenzfihig. Man erkennt
das am einfachsten an dem folgenden instruktiven Bei-
spiel. Betrachtet man ein einfaches kubisches Gitter mit
dem Atomabstand a und untersucht z. B. Longitudinal-
wellen, die sich ldngs einer Wiirfelkante ausbreiten —
wobei also alle Atome einer zu dieser Kante senkrechten
Ebene in gleicher Phase lings der Kante schwingen — so
sieht man sofort, daB die kleinste hier mogliche Welle
die Linge Ay, = 2 a besitzt. Bei dieser Welle nidmlich
schwingen benachbarte Ebenen in entgegengesetzter Phase,
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d. h. ,,gegeneinander. Die funktionale Beziehung zwischen
» und A nimmt hier die spezielle Form an):

v = v, sin (a}l_a> . (47)

Fiir unendlich lange Wellen (1 = oo) ist v = 0; geht
man zu kiirzeren Wellen iiber, so wichst » stetig, bis es fiir
A = 2 a seinen maximalen Wert »,, erreicht. Bei dieser
Grenzschwingungszahl »,, bricht der Wertbereich der még-
lichen » automatisch ab.

Bisher hatten wir der Wellenrichtung einen bestimmten
festen Wert erteilt und die Wellenldnge A variieren lassen.
Jetzt erteilen wir der Wellenrichtung nach und nach andere
Werte und lassen jedesmal wieder die Wellenlinge vom
Wert oo bis zum jeweils kleinstméglichen Wert variieren.
Dann éndert sich auch die Art der funktionalen Abhingig-
keit der GréBen »; von A, und ebenso die Lage der Grenz-
schwingungszahlen, stetig mit der Wellenrichtung, so da8
man sagen kann: es sind die 3 s Eigenschwingungszahlen
allgemein stetige Funktionen der Wellenlinge A und der
Wellenrichtung #:

v, =f;(4,m), (¢=1,2,....39). (48)

Dabei bricht jede der Funktionen f; fiir einen Kkleinsten
Wert der Wellenldnge automatisch an einer oberen Grenze
(Vi) max @b, die selbst noch von der;Wellenrichtung abhingt.
Diese Gleichungen stellen das Dispersionsgesetz der
Wellen im Kristall dar; denn sie bestimmen fiir jede Welle
die dazugehérigen 3s Schwingungszahlen »; und daher auch
die Ausbreitungsgeschwindigkeiten ¢; = ;-4 in Abhingig-
keit von Wellenlinge und Wellenrichtung. Besonders ein-
fach wird das Dispersionsgesetz im Gebiete langer
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Wellen: fiir die 3 akustischen Schwingungen gelten da
die Beziehungen3?)

wo die 3 GroBen g, (n), ¢g,(n), und ¢, (n) drei im allgemeinen
verschiedene Funktionen der Wellenrichtung sind. Und
zwar sind es die 3 Ausbreitungsgeschwindigkeiten der 3 aku-
stischen Schwingungen. Im Gebiete langer Wellen sind
also die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der 3 langsamen
akustischen Schwingungen in erster Niherung von der
Wellenldnge unabhingig.

Ganz anders sieht das Dispersionsgesetz (fiir lange
Wellen) bei den schnellen 3 (s —1) Schwingungen »,, 7. ..,
aus, niamlich so:

2 i%(

=45 ...39. (50)

Dabei sind die ) Kons’{.anten, die p;(n) sind wieder ge-
wisse Funktionen der Wellenrichtung. Die Ausbreitungs-
geschwindigkeiten ¢; wiirden hier die Werte

gi = vid =]k + p; (n) (51)

annehmen, also lineare Funktionen der Wellenldnge sein.

Zusammenfassend kann man sagen: Das elastische
Spektrum des allgemeinsten Kristalls, dessen
Basisgruppe s Teilchen enthilt, besteht aus 3s
getrennten Teilen (,Zweigen”). Jeder Teil stellt
ein endlich ausgedehntes Kontinuum von Schwin-
gungszahlen dar. Die 3 ersten Teile enthalten
die Gesamtheit aller langsamen, akustischen
Eigenschwingungen. Die iibrigen 3(s —1) Teile
umfassen die schnellen (ultraroten und ultra-



violetten) Eigenschwingungen, die fiir die op-
tische Dispersion und die Stellen metallischer
Reflexion ausschlaggebend sind.

§ 8. Fortsetzung. Das Verteilungsgesetz der
Eigenschwingungen.

Ist auch diese Kenntnis von dem allgemeinen Cha-
rakter des elastischen Spektrums, wie wir bald sehen werden,
von groBem Wert, so ist sie dennoch fiir die Frage nach
dem Energieinhalt und der Molekularwirme des Kristalls
nicht ausreichend. Denn selbst bei den einfachsten Kri-
stallen ist eine strenge Berechnung des elastischen Spek-
trums zurzeit noch nicht méglich. Wir wissen aber anderer-
seits auch schon, daB wir das elastische Spektrum bei der
.Berechnung des Energieinhalts und der Molekularwidrme gar
nicht bis in seine letzten Feinheiten zu kennen brauchen,
sondern daB es geniigt zu wissen, nach welchem Gesetz die
Eigenschwingungszahlen iiber das elastische Spektrum (oder
seine einzelnen ,,Zweige®) verteilt sind. Dies gilt natiirlich
um so eher, je dichter die Eigenschwingungszahlen anein-
ander liegen. Nun besitzt in Wirklichkeit der endliche
Kristall, wenn er aus einer N-maligen Wiederholung der
Basisgruppe (s Teilchen) besteht, 3 Ns Eigenschwingungen,
die sich zu je N auf die 3s Zweige des elastischen
Spektrums verteilen. Wiachst N ins Unendliche, so
verschmelzen die N einzelnen Schwingungszahlen jedes
Zweiges zu einem Kontinuum, und man erhilt genau das-
jenige elastische Spektrum, das wir soeben ausfiihrlich
betrachtet haben. Man erkennt hieraus, dal man bei der
Berechnung des Energieinhalts um so besser allein mit
dem Verteilungsgesetz der Schwingungszahlen (ohne ge-
nauvere Kenntnis ihre Lage) auskommt, mit je gréBerem



Recht man den endlichen Kristall durch einen unendlich
ausgedehnten ersetzen darf.

Das Verteilungsgesetz der Eigenschwingungszahlen, das
von Born und Kdrmdn entdeckt und von Born in seiner
,,Dynamik der Kristallgitter auf den allgemeinsten Kristall-
typus ausgedehnt wurde, 148t sich so formulieren: Aus
der Gesamtheit aller elastischen Wellen greife
man die enge Gruppe derjenigen heraus, deren
Linge zwischen 4 und 4 4 d1 enthalten ist, und
deren Normalenrichtungzugleichim Raumwinkel-
element®) 402 liegt. Auf diese Gruppe entfallen

in jedem der 3s Zweige des Spektrums dldQ

Eigenschwingungszahlen. Dabei ist V das Volumen
des endlichen Kristalls.

§ 9. Fortsetzung. Die Atomwérmen bei tiefen, tiefsten und
hohen Temperaturen,

Die Kenntnis dieses Verteilungsgesetzes erlaubt nun

sofort, die Wirmekapazitit1¥?) des aus N s Teilchen be}

stehenden Kristalls hinzuschreiben. Nach (42) wird sie:

B\ M
& (va) a
n-S

s 2
=1 kT——I

(52)
L=co h’V,/ _f'
i kT
_kVZ/d.Qf T 7
=ty F=dm(n) "T—I

Diese Formel ist so zu verstehen: Die Eigenschwingungs
zahlen »; sind nach (48) als Funktionen der Wellenldnge 4
und der Wellenrichtung # auszudriicken; dann ist nach 4



zu integrieren, und zwar von der kleinstmoglichen Wellen-
linge A, (n), die selbst noch von der Wellenrichtung #
abhidngt, bis zur groBtmoglichen 1 = oo. Das Resultat
dieser Integration hingt dann noch von der Wellenrichtung
und dem Stellenzeiger ¢ ab. SchlieBlich ist iiber alle Rich-
tungen (d. h. alle Raumwinkelelemente zwischen o und 4 =)
zu integrieren und iiber alle 3s Zweige des Spektrums
zu summieren. Nun haben wir aber gesehen, da8 die 3s
Zweige des Spektrums in 2 Gruppen zerfallen: Die ersten
3 Zweige (¢ = 1, 2, 3) umfassen die Gesamtheit aller lang-
samen akustischen Eigenschwingungen mit dem fiir lange
Wellen giiltigen Dispersionsgesetz (49). Die iibrigen 3 (s — 1)
Zweige enthalten die Gesamtheit der schnellen (ultraroten
und ultravioletten) Eigenschwingungen mit dem ganz anders
gearteten, fiir lange Wellen giiltigen, Dispersionsgesetz (50).
Daher liegt es nahe, die Summe § in (52), entsprechend
i=1

den 2 verschiedenen Gruppen von Schwingungszahlen,
cbenfalls in 2 Teile zu zerspalten und zu schreiben:

L,=IV 417
wo

3 38 (53)

I'Y'=rv>...; TI'P=kV>...
i=4

=1

Diese noch immer reichlich komplizierten Formeln lassen
sich nach Born bei Beschrankung auf tiefe Temperaturen
durch gewisse Ndherungen in eine sehr einfache und iiber-
sichtliche Gestalt bringen. Wie wir ndmlich schon frijher
erkannten, liefern bei tiefen Temperaturen nur die langen
Wellen einen Beitrag zum Energieinhalt. Daher werden
wir in den Formeln (53) iiberall von denjenigen Nédherungen
Gebrauch machen, die die Beschrinkung auf lange Wellen
mit sich bringt. Betrachten wir zuerst I'? . Hier setzen

Reiche, Quantentheorie. 5
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wir fiir die »; nach (50) in erster Ndherung die konstanten
Werte 4! ein, die von der Wellenlange A und der Wellen-
richtung # unabhingig sind. Tut mah dies, so kann man

hv

0\2 _°*

/X% . J¥T
lwg

die konstanten Faktoren
(i _

kT .
———3 vor beide Integral-
y

zeichen setzen und schreiben:

4r
¢ x,e’” dl _h_v_‘,’
re=k E = Vidae T WO M=o
0 Am(n) -

Der in eckige Klammern gesetzte Faktor hat aber eine
einfache Bedeutung. Aus dem Verteilungsgesetz der Eigen-
schwingungen ersieht man ndmlich, daBl er die Gesamt-
zahl aller Eigenschwingungen in einem der 3s Zweige des
Spektrums darstellt, also den Wert N besitzt. N ist dabei,
wie schon gesagt, die Anzahl der Basisgruppen, aus denen
der Kristall besteht. Wihlen wir das betrachtete Kristall-
stiick gerade so groB, daB N gleich der Awvogadroschen
Zahl wird, so folgt, unter Beachtung von Nk = R, fiir
I'® der Ausdruck: -

P )
F‘” RE % o wo x,-=k;',. (54)

(e% — 1)2

Vergleicht man dies Resultat mit (34), so sieht man, dal}
I'® — bis auf den fehlenden Zahlenfaktor 3 — aus 3(s — 1)
Einstesnschen Funktionen besteht. Wir schreiben in leicht
verstandlicher Form:

re— _I_E‘E(x-) wo X = hoi (55)
v 3 v ' RT '
=4



DaB man, bei der hier benutzten Nédherung, auf E¢nsteinsche
Glieder, d. h. auf die ,,monochromatische‘‘ Theorie stoBt,
ist von vornherein klar: denn da man die »; hier ais Kon-
stanten behandelt, die von Wellenlinge und Wellen
richtung ganz unabhingig sind, so stellen diese Schwingungen
Vorginge dar, die mit der Ausbreitung elastischer Wellen-
im Kristall als Ganzem gar nichts zu tun haben; d. h.
aber, daBl die einzelnen Teilchen, gleichsam ungekoppelt,
3(s — 1) monochromatische Schwingungen ausfiihren.

Ganz anders gestaltet sich die N&herungsrechnung fiir
den ersten Teil I'? . Denn hier muB3 man fiir die 3 Schwin-
gungszahlen »,, »,, v; die Beziehungen (49) benutzen, die
die 3 akustischen Eigenschwingungen mit Wellenldnge
und Wellenrichtung verkniipfen. Hier haben wir es also
mit 3 wirklichen elastischen Schwingungen zu tun, die sich
mit den 3 verschiedenen, von der Richtung #» abhingigen
Schallgeschwindigkeiten ¢, (#), ¢,(#), ¢;(») im Kristall
ausbreiten. Der Kristall als Ganzes tritt hier als dynamisches
System in Aktion, genau ebenso wie in Debyes Betrachtung.
Daher werden wir vermuten, dafl sich I auf die Form
dreier Debyescher Funktionen (45) bringen 14Bt.
Die genauere Rechnung bestdtigt diese Vermutung und

liefert149):
4 %
11(1) 3R21_3/x6dx (56)

was sich mit Riicksicht auf Debyes Formel (45) in folgender,
ohne weiteres ‘'verstindlicher, Fassung schreiben 14Bt:

ry= —ZD %) . (57)

t=1
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Die 3 GroBen ¥, spielen dabei die Rolle dreier oberer Grenz-
schwingungszahlen. Ihre Werte sind:
_ kg, {/3N

=22 (58

WERT 4V 59

wo die 3 GroBen g; gewisse Richtungsmittelwerte der

Schallgeschwindigkeiten darstellen, die also nicht mehr

von der Wellenrichtung abhingen. Aus (55) und (57) er-
gibt sich fiir die Warmekapazitidt des betrachteten Kristall-

stiicks:
3 3s
Fv=~;—{ >'DE) + E'E(xi)} (50)
=1 i1=4

Da nun von jeder der s Teilchensorten N Teilchen vor-
handen sind, also von jeder Teilchenart gerade 1 Gramm-
atom — N ist ja die Awogadrosche' Zahl! —, so enthilt
das Kristallstiick s Grammatome verschiedener Teilchen-
art. Schneidet man daher den Kristall in s gleiche Stiicke

derart, daB jedes Stiick nur g Basisgruppen umfalt, so

enthilt jedes dieser Stiicke, wie man sagt, ein ,mittleres
Grammatom. Betrachten wir daher jetzt nur ein_ ein-
. . . . . I,
ziges dieser Stiicke, so ist seine Wiarmekapazitit =?" ;

man nennt sie die ,,mittlere Atomwirme* C, und kann
schreiben:

— I 8 _ 3
C,= ?;{Z:ZJ D(x) -I-g E(xi)} . (60)

Dabei behalten die ¥, die Bedeutung (58) bei; das jetzt
ins Auge gefafte Kristallstiick besteht ndmlich aus i:’— Basis-

gruppen und besitzt daher das Volumen g Formel (58)



aber bleibt ersichtlich unverindert, wenn man in ihr N
und V durch —ZSX und 1:— ersetzt. Die GréBe —I:—, das Volumen

eines mittleren Grammatoms, nennt man auch das mitt-
lere Atomvolumen.

Bei chemischen Verbindungen, bei denen in der Basis-
gruppe mehrere Atomarten vorkommen, aber auch bei
mehratomigen Elementen, bei denen die Basisgruppe meh-
rere Teilchen gleicher Art enthilt, spricht man héufig von
der Molekularwirme, Man folgt dabei der iiblichen
chemischen Vorstellung, indem man sich die s-Teilchen
der Basisgruppe in eine oder mehrere Untergruppen geteilt
denkt, und jede Untergruppe, fiir sich zusammengefaft,
als ein ,,Molekiil“ ansieht. Besteht dann das Molekiil aus
q Atomen, so ist ¢+ C, die mittlere Molekularwdrme.
Z. B. enthilt beim Steinsalz (NaCl), wie wir sahen, die
Basisgruppe 1 Natriumion und 1 Chlorion. Das ganze

Kristallstiick, das, wie vorgeschrieben, aus g = —12! Basis-
gruppen besteht, umfaBt also % Natriumionen und eben-
soviel Chlorionen, d. h. —]ZX ,,NaCl-Molekiile, ¢ ist hier

speziell = 2. Daher stellt 2 C, die Warmekapazitit von N
,,NaCl-Molekiilen‘‘ dar, d. h. die mittlere Molekularwirme
des Steinsalzes.

Sind unter den s-Teilchen der Basisgruppe $ Atomreste
und s — p Elektronen, so schrumpft die Anzahl der Ein-
stesmschen Glieder in (59) auf 3(p — I) zusammen, da die
von den s — p Elektronen herrithrenden 3(s — p) ultra-
violetten Schwingungszahlen gegeniiber den ultraroten nur
verschwindend kleine Beitrige zur Atomwirme liefern.
So gewinnt man den Satz: Die mittlere Molekular-



wirme eines Kristalls, dessen Basisgruppe ¢ (glei-
che oder verschiedene) Atomreste umfaBt, besteht
beihinreichend tiefer Temperaturaus 3 Debyeschen
Gliedern (mit 3 im allgemeinen verschiedenen
oberen Grenzschwingungszahlen) und 3(p —1)
Einsteinschen Gliedern (in denen als Schwingungs-
zahlen die 3(p — 1) ultraroten Eigenschwingungs-
zahlen fiir lange Wellen auftreten).

Geht man zu tiefsten Temperaturen iiber, so ver-
schwinden die Eiusteinschen Glieder exponentiell, und es
bleiben nur die 3 Debyeschen Glieder iibrig, die ja be-
kanntlich viel langsamer abfallen. In ihnen kann man
dann noch die oberen Grenzen der 3 Integrale [siehe (56)]
alle durch oo ersetzen, so daB die Integrale dadurch zu
Zahlenkonstanten werden. Unter Beriicksichtigung von
(58) ergibt sich dann das fundamentale Gesetz, daB die
Molekularwdrme jedes Kristalls bei tiefster Tem-
peratur der dritten Potenz der absoluten Tem-
peratur proportional ist. So bestitigt die allgemeine
Gittertheorie das Debyesche Resultat. Die Formel, die
sich dabei ergibt, hat die einfache Gestalt41):

i 16n5k4I7A.(1>3
v T 5 h3 q )
mittl, Atomgewmht)
mittl. Dichte

bedeutet, und ¢ eine an Stelle der 3 verschiedenen Schallge-

schwindigkeiten ¢,, g,, ¢, eingefiihrte, geeignet definierte,
mittlere Schallgeschwindigkeit darstelit.

Auch in dem anderen Extremfall, d. h. fiir hohe Tem-

peraturen, 1aBt sich, wie H. Thirring'4?) zeigte, im AnschluB3

an (52) eine sehr brauchbare Formel durch Reihenent-

(61)

wo V4 das ,,mittlere Atomvolumen* (
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wickelung der Exponentialfunktionen gewinnen. Fiir die
mittlere Atomwirme folgt so:

r - _!L(i)z _fz_<i)“ _13_(_’1.)“ }
C”—SR{I 12 \kT. +24o kRT) 6050 \ET +eg62)
wo die Koeffizienten J;, J,, J5, ... von den elastischen

Konstanten des Kristalls, den Atommassen und Atomab-
stinden in komplizierter Weise abhingen.

§ 10. Priifung der Born-Karménschen Theorie.

Wie steht es nun mit der Priifung der Born-Kdrmdnschen
Formeln? DaB die Sache hier ungleich schwieriger liegt,
als in der Debyeschen Theorie, sieht man sofort; denn selbst
in einfachen Fillen ist die Berechnung der mittleren Atom-
wirme eines Kristalls recht kompliziert und erfordert vor
allem eine so genaue Kenntnis seines elastischen Ver-
haltens, wie sie uns zur Zeit noch nicht vorliegt. Nur bei
Beschrankung auf tiefe und tiefste Temperaturen einer-
seits, wo also die Formeln (60) und (61) Anwendung finden,
andererseits im Gebiete hoher Temperaturen, im Giiltig-
keitsbereich der Thirringschen Formel (62), lassen sich
vorldufig bei einer Reihe einfacher Substanzen die Rech-
nungen bis zu einem Vergleich mit den experimentellen
Werten durchfiihren. So haben Born und Kdrmdn selbst
schon in einer ihrer ersten Arbeiten#3) die fiir tiefste
Temperaturen giiltige Formel (61), d. h. Debyes T3-Gesetz,
einer Priifung an der Erfahrung unterzogen. Sie beschrink-
ten sich dabei auf Metalle (Al, Cu, Ag, Pb), die allerdings
— jedenfalls in der iiblichen Form — keine Kristalle, son-
dern regellose kristallinische Aggregate sind. Aus diesem
Grunde verfuhren sie so, als sei das Metall ein isotroper
Korper, und gewannen die mittlere Schallgeschwindigkeit §
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— die einzige GréBe in (61), die im allgemeinen ldngere
Rechnung erfordert — aus der fiir isotrope Kérper giiltigen
Beziehung44):

3 I 2 :
e 6
A qz+q? (63)

Dabei sind ¢, und ¢, .die Ausbreitungsgeschwindigkeiten
der longitudinalen und transversalen elastischen Wellen,
GréBen also, die sich aus den beiden elastischen Konstanten
des isotropen Korpers und seiner Dichte einfach berechnen
lassen45), Die Ubereinstimmung der so gefundenen Werte
von C, mit den experimentellen Daten ist, besonders bei
Al und Cu (auch noch bei Pb) recht gut. Mit Recht hat
jedoch A. Eucken8) darauf hingewiesen, dall man dieser
Ubereinstimmung kein Gewicht beilegen diirfe. Die Werte
der elastischen Konstanten nidmlich, die Born und Kdrmdn
zur Berechnung von ¢, und g, benutzt hatten, sind die
fiir Zimmertemperatur giiltigen. Beriicksichtigt man jedoch
ihre Temperaturabhingigkeit, so geht die gute Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung verloren.
Metalle sind eben keine isotropen Korper, und daher ist
es nicht erlaubt, die beobachtbaren, temperaturabhingigen
Elastizititskonstanten bei der Berechnung von ¢ zu ver-
wenden.

Sehr viel giinstiger liegt die Sache bei wirklichen Kri-
stallen, bei denen, wie Versuche von E. Madelung'*?) zeigen,
die Elastizititskonstanten nur sehr wenig mit der Tem-
peratur zu variieren scheinen. Hier aber macht nun wieder
die Berechnung der mittleren Schallgeschwindigkeit 7 im
allgemeinen bedeutende Schwierigkeiten!4®), die allerdings
in einfachen Fillen “durch eine sehr handliche Methode
von L. Hopf und G. Lechner'*®) aus dem Wege gerdumt



wurden. Dadurch gelang es Hopf und Lechner, fiir Sylvin
(KCl), Steinsalz (NaCl), FluBspat (CaF,) und Pyrit (FeS,)
die Rechnungen durchzufithren. Sie verfuhren dabei in
der Weise, daB sie aus dem beobachteten Werte von 6,,,
unter Voraussetzung der Richtigkeit von Formel (61),
die GroBe g erschlossen und mit dem aus elastischen Daten
berechneten g verglichen. Dabei ergab sich eine recht
befriedigende Ubereinstimmung?5?).

Von besonderem Interesse ist eine Priifung der iiber-
sichtlichen Formel (60), die die mittlere Atomwirme als
eine Summe von 3 Debyeschen Funktionen und 3(s — 1)
Einsteinschen Funktionen darstellt. AuBerst einfach wird
diese Formel fiir die Alkalihalogensalze, wo s = 2 ist. Hier
fallen die 3 ultraroten Eigenschwingungen 2%, »2, 49 zu-
sammen, und die 3 Etnstetnschen Glieder werden daher
einander gleich. Fiihrt man noch die weitere N#herung
ein, daB man die 3 verschiedenen GréBen %; in den Debye-
schen Gliedern durch einen Mittelwert ¥ ersetzt, so folgt:

Co =D + E®) - (64)

Dabei gilt fiir ¥ die Formel (58), wenn man nur dort g¢;
durch einen Mittelwert § ersetzt, den man etwa nach der
eben zitierten Methode von Hopf und Lechner berechnen

kann. x dagegen ist nach (54) = wo 9 die ultrarote

hv0
k—f’
Eigenschwingung des Kristalls (fiir lange Wellen) ist, die
sich aus der Dispersion im Ultrarot oder aus der Rest-

strahlenwellenldnge bestimmt.

Die Formel (64) ist schon vor Born von W. Nernst151)
aufgestellt worden, allerdings auf Grund einer heute nicht
mehr haltbaren Annahme. Nernst ging nidmlich von der



Vorstellung aus, dafl z. B. beim Steinsalz die NaCl-Molekiile
in den Gitterpunkten sitzen, und daB der allgemeinste
Schwingungszustand des Gitters durch Ubereinanderlage-
rung zweier Bewegungsarten entsteht: erstens der Schwin-
gungen des ganzen Molekiils im Gitterverbande, die ein
Debyesches Glied liefern, zweitens der intramolekularen
Schwingungen der beiden Atome, die, nahezu monochroma-
tisch, zu einem Einsteinschen Gliede fithren. Die Uber-
einstimmung der Born-Nernstschen Formel (64) mit den
experimentellen Daten ist bei NaCl und KCl nicht sehr
befriedigend, beim AgCl, das demselben Kristalltypus an-
gehort, weit besser5?). Den Grund hierfiir sieht E. Schrj-
dinger’) in dem zu weitgehenden Néiherungscharakter
der Formel (64).

SchlieBlich ist auch die Thirringsche Formel (62) durch
Thirring selbst84) fiir NaCl, KCl und, unter gewissen
Vernachldssigungen, auch fiir CaF, und FeS, einer Priifung
unterzogen worden. Unter Beriicksichtigung der Tempe-
raturabhingigkeit der Elastizititskonstanten (die allerdings
infolge ihres interpolatorischen Charakters als unsicher
und provisorisch anzusehen ist) erhielt er gute Uberein-
stimmung zwischen Theorie und Beobachtung. Im An-
schluB an die Thirringsche Formel hat endlich auch Born1%5)
fir den Diamanten die Atomwirme berechnet und mit
der Erfahrung verglichen. Da hier jedoch die Elastizitéts-
konstanten unbekannt waren, so verfuhr Bor#n in der Weise,
daB-er fiir mehrere Moglichkeiten die Kurven der Atom-
widrme auswertete, und unter ihnen diejenige als die giin-
stigste auswihlte, die sich den Beobachtungen am besten
anschmiegte. Aus dieser giinstigsten Kurve konnten dann
die Elastizitdtskonstanten des Diamants abgelesen werden.
So ergab sich z. B. fiir die Kompressibilitit der Wert
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0,63+ 10712 [](:;)n;n] in befriedigender Ubereinstimmung mit

dem von W. Richards gemessenen (wahrscheinlich zu kleinen)
cm?
Wert 0,5 10712 [Dyn} .

Aus alledem sieht man, daB die Priifungsmoglichkeiten
der Born-Kdrmdnschen Theorie der Atomwirme, teils in-
folge der groBen rechnerischen Schwierigkeiten, teils in-
folge der mangelhaften Kenntnis des elastischen Ver-
haltens der Kristalle, noch recht diirftig sind, so daB einst-
weilen die viel handlichere Debyesche Formel (eventuell
mit Zusatz Einstesnscher Glieder) leistungsfahiger erscheint.
Wenn trotzdem der Born-Kdrmdnschen Gittertheorie hier
ein so breiter Raum gewidmet wurde, so war dafiir die
Uberzeugung maBgebend, daB diese Theorie weit tiefer
als die Debyesche in den Kern der Sache eingedrungen ist.
Denn ohne ein genaueres Eingehen auf die Gitterstruktur
und ihre Dynamik muB zweifellos die Erkenntnis vom
Wesen des festen Zustandes liickenhaft bleiben.

§ 11. Die Zustandsgleichung des festen Kérpers.

Im AnschluB an die neue Entwickelung der Lehre von
den Atomwirmen ist von mehreren Forschern, hauptsich-
lich von E. Griineisen's8), S. Ratnowski'®) und P. Debye's®)
eine Theorie des festen Zustandes ausgearbeitet worden,
mit dem Ziel, der kinetischen Theorie der Gase eine kine-
tische Theorie der Festkorper an die Seite zu stellen. Eins
der Hauptprobleme ist dabei die Aufstellung der ,Zu-
standsgleichung®, d. h. einer Beziehung zwischen Druck (p),
Volumen (V) und Temperatur (T), eine Aufgabe, die nach
den Lehren der Thermodynamik als gelost anzusehen ist,
sobald etwa die ,freie Energie” F des Kérpers als Funk-



tion von Temperatur und Volumen bekannt ist!%?). Dann
folgt z. B. der Druck aus der einfachen Gleichung:

die, als eine Beziehung zwischen p, V und T unmittelbar
die Zustandsgleichung liefert. Ist diese bekannt, so be-
herrscht man quantitativ das Verhalten des Korpers fiir
alle moglichen Zustandsinderungen. Z. B. ergeben sich
Ausdehnungskoeffizient &« und Kompressibilitdt » aus den
geldufigen Formeln:

b i),

(V, das Volumen beim Nullpunkt.)

P. Decbye'®) hat nun als erster darauf aufmerksam ge-
macht, daB das Modell des festen Kdorpers, so wie es der
Atomwirmentheorie von Etnstein, Debye und Born-Kdrmdn
zugrunde liegt, zu weitgehend idealisiert sein muB3: Dieser
idealisierte feste Korper besitzt-ndmlich, wie man
leicht einsieht, den Ausdehnungskoeffizienten o.
In der Tat: wenn, wie bisher stets vorausgesetzt, die Krifte,
die die einzelnen Atome in ihre Gleichgewichtslage zuriick-
ziehen, den ersten Potenzen ihrer gegenseitigen Ab-
standsidnderungen proportional sind (quasielastischer An-
satz, Hookesches Gesetz), so fithren die Atome bei ihrer
Wirmebewegung symmetrische Schwingungen um diese
Ruhelagen aus. Gilt diese Annahme, ndmlich das Hooke-
sche Gesetz, fiir alle Temperaturen, so mul das mittlere
Volumen des Korpers — d. h. dasjenige Volumen, das er
besitzt, wenn gerade alle Atome in ihrer Ruhelage sind —
bei der Wiarmebewegung ebensooft iiberschritten wie unter-



schritten werden, so gro8 auch die Amplituden der Wirme-
schwingungen werden mdgen. Erwirmt man daher den
Korper vom Nullpunkt aus, bei dem er das Volumen V,
besitze, und nimmt an, daB alle Atome beim Nullpunkt
ruhen, so wird sein mittleres Volumen bei beliebiger Tem-
peratur ebenfalls gleich 7 sein. Der Kdérper verdndert also
mit steigender Temperatur sein beobachtbares, mittleres Vo-
lumen nicht, sein Ausdehnungskoeffizient ist daher o. Will
man das wirkliche Verhalten der festen Kérper, ndmlich
die Wirmeausdehnung, so wie sie uns tausendfiltige Er-
fahrung gezeigt hat, darstellen, so muB man nach Debye
notwendigerweise das Hookesche Kraftgesetz durch Hinzu-
nahme hoherer Potenzen der Abstandsidnderungen ver-
allgemeinern. Dann werden die Schwingungen der Atome
unsymmetrisch, und es tritt eine mit wachsender
Schwingungsenergie zunehmende Verlagerung ihrer Ruhe-
lage ein. Richtet man die Verallgemeinerung des Hooke-
schen Gesetzes so ein, da zur Anndherung der Atome
aneinander ein groferer Kraftaufwand notig ist, als zur
VergroBerung ibres Abstands, so geschieht die Verlagerung
der Ruhelage in der Richtung, daB mit zunehmender
Schwingungsenergie, d. h. zunehmender Temperatur, die
gegenseitigen Abstdnde der Atome wachsen, der Ko&rper
also sein Volumen vergréBert. In diesem Sinne hat
Debye die Theorie erweitert. Unter anderem ergibt sich
dabei der schon frither von Griineisen'®l) abgeleitete Satz,
daB bei hinreichend tiefen T&mperaturen der thermische
Ausdehnungskoeffizient « der spezifischen Wédrme propor-
tional ist. Auch die sehr geringe Verdnderlichkeit der
Kompressibilitdt mit der Temperatur wird durch Debyes
Theorie gut wiedergegeben.
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§ 12. Die Wirmeleitung des festen Korpers nach Debye.

Hiermit ist jedoch die Bedeutung der Debyeschen Er-
weiterung keineswegs erschopft. Vielmehr zeigte es sich,
daB noch ein anderes wichtiges Erscheinungsgebiet diese
Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes forderte, nim-
lich die Wirmeleitung. Im idealisierten festen Korper,
wo die elastischen Krifte dem Hookeschen Gesetz ge-
horchen, werden sich die elastischen Wellen ungestort
tiberlagern und den ganzen Korper ohne Schwichung
durcheilen. Denkt man sich den idealisierten Korper etwa
als horizontale unendlich ausgedehnte Platte von end-
licher Dicke und erteilt der obersten Atomschicht eine
kriaftige Bewegung (hohe Temperatur), wihrend man die
unterste Atomschicht in Ruhe (d. h. auf der Temperatur o)
hilt, so geht dauernd ein elastischer Energiestrom (Wirme-
strom) von oben nach unten. Ein Energiegefille (Tem-
peraturgefille) jedoch existiert in der Platte nicht, da in-
folge des ungeddmpften Charakters der Wellen die mittlere
Energiedichte iiberall die gleiche ist. Da nun allgemein
die Wirmeleitfahigkeit gleich dem Wirmestrom dividiert
durch das Temperaturgefille ist, so folgt, da der ideali-
sierte feste Kérper eine unendlich hohe Wéarme-
leitfdhigkeit besitzt. Anders jedoch, wenn man in der
geschilderten Weise das Hookesche Gesetz erweitert, also
zum ,realen’ festen Korper iibergeht. Dann werden (in-
folge der Abweichung der Bewegungsgleichungen von der
Linearitit) die Wellen im Kdérper nicht mehr ungestort
iibereinander fortlaufen. Vielmehr wird eine einmal vor
handene Schwingung, infolge der dadurch erzeugten Dichte-
schwankungen, die dariiber gelagerten Schwingungen stéren,
mit dem Erfolg, daB jetzt eine Zerstreuung und daher



eine Schwichung der Wellen beim Fortschreiten im
Korper entsteht, ganz ebenso, wie ein ,,triibes” Medium
das durchgehende Licht zerstreut und schwicht. Daher
bildet sich jetzt (in dem obigen Beispiel) ein Energieabfall
in der Platte von oben nach unten, d. h. ein Temperatur-
gefille. So gelangt man also fiir den realen Korper zu
einer endlichen Wirmeleitfdhigkeit. Die rechnerische
Ausarbeitung dieser Vorstellungen fiihrte Debyel6%) zu dem
Satz, daB die Warmeleitfdhigkeit der Kristalle der
absoluten Temperatur umgekehrt proportional
ist (wenn man sich auf so hohe Temperaturen beschrinkt,
daB die klassische Statistik noch anwendbar ist). Dieses
Resultat steht in bester Ubereinstimmung mit Beobachtungs-
ergebnissen von A. Euckenl).

§ 13. Die Elektronentheorie der Metalle und ihre Modifi-
kation durch die Quantentheorie.

Sind schon in dem an sich ibersichtlichen Fall der Kri-
stalle die Verhiltnisse reichlich kompliziert, so wird die
Sachlage noch schwieriger, wenn man zu den Metallen
iibergeht, die ja im allgemeinen ein Konglomerat regel-
loser Kristallite darstellen. Besondere Tiicken offenbarten
auch hier die Leitungsphdnomene, ndmlich Wirmeleitung
und Elektrizitdtsleitung. Nach den Kklassischen Theorien
von P. Drude'®), E. Riecke'®s) und H. A. Lorentz1%) werden
diese Phinomene durch die freien Leitungselektronen
bewerkstelligt, die, gleich Gasmolekiilen, zwischen den
festen Atomresten umherschwirren, bei ihren Zusammen-
st6Ben mit diesen Energie austauschen und so am Wiarme-
gleichgewicht teilnehmen. So erklirt sich z. B. die
Elektrizititsleitung folgendermaBen: In einem gleichmaBig
temperierten Metallstiick fliegen durch ein beliebiges Flachen-
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element im Laufe einer Sekunde durchschnittlich ebensoviel
Elektronen in der einen wie in der entgegengesetzten Rich-
tung. Dabher findet also durch das Flichenelement im Mittel
kein Transport elektrischer Ladungen statt, d. h. es flieBt
kein elektrischer Strom in dem Metallstiick. Legt man
aber jetzt an die Enden des Metallstiickes eine Potential-
differenz an, so besteht ein elektrisches Feld im Metall,
und dieses Feld erteilt den Elektronen auf ihren ,(freien
Weglangen‘* (d. h. auf den Wegen zwischen zwei Zusammen-
st6Ben mit Atomen) eine gewisse einseitige, zusitzliche
Geschwindigkeit, die sich der regellosen Wirmebewegung
iiberlagert. Jetzt werden also durch das Flichenelement
im Laufe der Sekunde durchschnittlich mehr Elektronen
in der einen, als in der entgegengesetzten Richtung laufen,
und zwar (da die Elektronen negative Ladung tragen,
also dem Feld entgegenlaufen) mehr Elektronen in
der dem Feld entgegengesetzten Richtung. Wir haben also
jetzt einen elektrischen Strom im Metall. Die rechneri-
sche Durchfiihrung dieser einfachen Vorstellung liefert
fir die elektrische Leitfihigkeit ¢ des Metalls den Aus-
druck?67):
RNe2l
o= ’:

(67)

Dabei ist % die Zahl der Elektronen pro Volumeinheit,
e und m Ladung und Masse der Elektronen, ¢ ihre durch-
schnittliche Geschwindigkeit und / ihre mittlere freie Weg-
linge. Schreibt man den Ausdruck (67) in der Form:

_ MNetlq

4 gmgt’
so darf man nach den Annahmen der klassischen Theorie
die mittlere kinetische Energie }mg¢? der Elektronen

(67a)
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durch £ 2T ersetzen. Denn, da — wie vorausgesetzt —
die Elektronen am Wirmegleichgewicht teilnehmen, so
gilt fiir ihre Bewegung der Satz von der gleichmiBigen
Verteilung der kinetischen Energie, der jedem der 3 Frei-
heitsgrade des Elektrons die Energie kT zuerteilt. So
gewinnt man die Formel:

_ Netlg

Y Y

(67Db)

Analog folgt aus Drudes Theorie fiir den Koeffizienten
der Wirmeleitung):

y=13Nklq, (68)

so daB eine Kombination beider Formeln zu der funda-
mentalen Beziehung

k2
L_3t.r (69)
fithrt, die das Gesetz von Wiedemann-Franz und Lorenz'%?)
ausspricht: Das Verhédltnis der Leitfdhigkeiten fiir
Wirme und Elektrizitdt hat bei allen reinen Me-
tallen denselben Wert und ist der absoluten Tem-
peratur proportional.

So schien alles in bester Ordnung. Die klassische Theorie
schien auch hier mit groBem Erfolg gearbeitet zu haben,
und der Gleichverteilungssatz feierte Triumphe. Doch bei
niaherem Zusehen wurden Liicken an dem scheinbar festen
Bau offenbar, und schwerwiegende Zweifel stellten sich
ein. Wenn nimlich wirklich die freien Elektronen am
Wirmegleichgewicht teilnehmen und daher bei der gleich-
maBigen Verteilung der kinetischen Energie auf alle Frei-
heitsgrade ihren vollen Anteil 3R kT (pro Volumeinheit)
beanspruchten, so muBte dieser Energieanteil sich in der

Reiche, Quantentheorie. 6
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Atomwirme des Korpers deutlich bemerkbar machen,
und zwar mit dem Betrage $N* %, wenn R* die Zahl
der Elektronen im Grammatom bedeutet, Eine solche
Erhohung der Atomwirme bei Metallen gegeniiber den
Nichtmetallen (die keine oder nur verschwindend wenig
freie Elektronen enthalten) ist aber nie beobachtet worden.
Man hitte dieser Schwierigkeit ausweichen kénnen durch
die Annahme, daBl die Zahl der freien Elektronen pro
Volumeinheit klein ist gegeniiber der Zahl der Atome pro
Volumeinheit, so daB ihr Beitrag zur Atomwirme relativ
gering ist. Dann aber hitte man nach (67b) viel geringere
Leitfdhigkeiten zu erwarten, als uns die Erfahrung zeigt;
es sei denn, daB man fiir die freien Weglingen unwahr-
scheinlich groBe Werte annimmt79).

Ferner hatte ja H. A. Lorentz’l), wie wir gesehen
haben, gezeigt, daB die Metalle, unter Voraussetzung
des Gleichverteilungssatzes fiir die Elektronenbewegung,
im langwelligen Gebiet nach dem Rayleighschen Gesetz
strahlen, widhrend man unbedingt, besonders bei tiefen
Temperaturen, eine dem Planckschen Gesetze folgende
Strahlung erwarten mubBte.

Auch die berechnete Abhingigkeit der Leitfahigkeit
von der Temperatur lieB sich bei hohen Temperaturen
nur durch besondere Annahmen, bei tiefen Temperaturen
tiberhaupt nicht mit den Beobachtungsergebnissen in Ein-
klang bringen. Bei hohen Temperaturen nidmlich wichst
erfahrungsgemiB der Widerstand der Metalle proportional
der Temperatur, o also nimmt wie —jI: ab. Dies ist mit (67b)
nur dann vereinbar, wenn das Produkt %/ ¢ von der Tem-
peratur unabhingig ist. Nimmt man z. B. mit J. J.- Thom-
son’?) an, daBl N proportional 1/7 wichst, so muB, da ¢



I .
R abnehmen, eine
Hypothese, die, wie wir gleich sehen werden, in neuerer
Zeit von verschiedenen Forschern vertreten wird.

ebenfalls T proportional ist, I wie

LieB sich so durch spezielle Annahmen bei hohen Tem-
peraturen die Ubereinstimmung zwischen Rechnung und
Beobachtung noch allenfalls erzwingen, so erwies sich
wiederum das Gebiet tiefer Temperaturen als die Achilles-
ferse der Theorie. Hier hatten n#mlich die im Leydener
Kailtelaboratorium angestellten Versuche von H. Kamer-
lingh-Onnes'™) gezeigt, daB der Widerstand der Metalle
bei sehr tiefen Temperaturen (die Versuche konnten bis
1,6° abs. ausgedehnt werden!) ganz auBerordentlich stark
abfillt und schon vor Erreichung des Nullpunktes prak-
tisch verschwindet. Jedenfalls kann der Widerstand nicht,
wie aus Formel (67b) nach dem eben Gesagten folgt, nur
der ersten Potenz der Temperatur proportional sinken;
vielmehr liegt hier zweifellos ein Abfall nach einem héheren
Potenzgesetz vor. DalB in diesem Gebiete tiefer Tempera-
turen auch das Wiedemann-Franzsche Gesetz seine Giiltig-
keit verliert, ist durch Versuche von C. H. Lees'™) und
W. Meifiner'’) erwiesen.

Um allen diesen Schwierigkeiten zu entgehen, rief man
auch hier die Quantentheorie als Retterin herbei, und suchte
sie, in verschiedenster Einkleidung, mit der bestehenden
Theorie zu verschmelzen. Einen ersten Vorsto8 wagten
W. Nernst'®) und Kamerlingh-Onnes'’), indem sie, in
direktem Anschlu an die Form des Planckschen Energie-
ausdrucks (g), empirische Formeln fiir den Widerstand
der Metalle angaben, die den Temperaturverlauf dieser
GroBe befriedigend darstellten. Eingehendere Theorien
schufen F. A. Lindemann'®) und W. Wien'). Linde-

6*



mann akzeptiert in seiner ersten Arbeit J. J. Thomsons
Hypothese, nach der 9t proportional zu ]/T ist, und behilt
fiir die Elektronenbewegung den Gleichverteilungssatz bei,
so daB auch ¢ proportional zu VT wird. Dann geht die

Temperaturabhingigkeitdes Widerstandes% nach

(67b) ganz auf das Konto der freien Wegldnge I
Diese aber ist, nach bekannten gastheoretischen Betrach-
tungen, um so gréBer, je kleiner die ,,Wirkungssphére
der Metallatome ist; denn die Elektronen kénnen um so
groBere Wege frei, d. h. ohne Zusammensto durchlaufen,
je weniger ausgedehnt die Hindernisse sind, die sich ihnen
entgegenstellen. Das neuartige der Lindemannschen Be-
trachtung ist nun der Umstand, daB er den Radius der
Atomwirkungssphire in Beziehung setzt zu der Schwingungs-
amplitude der Atome bei ihrer Wirmebewegung. Denn
es ist ja ohne weiteres ersichtlich, daB3 die Atome bei dieser
Wirmebewegung im Laufe der Zeit einen um so gréBeren
Raum bestreichen werden, daB also ihre Wirkungssphére
um so grofer sein wird, je groBer ihre Schwingungsampli-
tude, d. h. je hoher die Temperatur ist. So wird also die
freie Wegldnge zu einer Temperaturfunktion, indem sie
zur Schwingungsenergie der Atome in- Beziehung tritt.
Fiir diese aber setzt Lindemann den quantentheoretischen
Wert (33) ein und findet so fiir den Widerstand die Formel180):

Az 2AB
W= hy + —‘Tv—'—— + BZ > (70)
e*l_ 1 ekl 1

wo » die Schwingungszahl der Atome bedeutet (mono-
chromatische Theorie!), 4 und B Konstanten sind. Fiir
hohe Temperaturen wird dann in der Tat W der Tem-
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peratur T proportional, fiir tiefe Temperaturen fillt W ex-
hy
ponentiell, wie ¢ 2+ auf einen konstanten Wert B2 ab.

Mit Hilfe dieser Formel vermag zwar Lindemann die Beob-
achtungen recht gut darzustellen (die Formel enthilt aller-
dings 2 verfiigbare Konstanten!); aber, da am Gleichver-
teilungssatz fiir die Elektronen festgehalten wird, so bleibt
die Schwierigkeit der zu groBen Atomwirmen und der
Rayletghschen Strahlung bestehen. Auch vermag diese
Theorie die Abweichungen von Wiedemann-Franzschen
Gesetz bei tiefen Temperaturen nicht zu erkliren; denn
die freie Wegldnge ! — die einzige von T abhingige GroBe,
die in ¢ auftritt — fillt ja aus der Formel (69) ganz heraus.

Viel radikaler als Lindemann ging W. Wien vor. Um
den Beitrag der Elektronen zur Atomwirme — diesen
wunden Punkt aller Theorien, die mit dem Gleichver-
teilungssatz arbeiten — ein fiir allemal aus der Welt zu
schaffen, nahm er an, dafl die Elektronen am Wirme-
gleichgewicht nicht teilnehmen, sondern eine von der
Temperatur unabhingige Geschwindigkeit ¢ besitzen. Auch
die Zahl der Elektronen pro Volumeinheit (R) setzt er
fiir alle Temperaturen gleich. Dann ist nach (67) der Tem-

b S .
peraturverlauf von — wiederum nur durch die Temperatur-
o

abhingigkeit der freien Weglidnge ! bestimmt, die Wien
in dhnlicher Weise, wie Lindemann, mit der Schwingungs-
energie der Metallatome verkniipft, allerdings unter Beriick-
sichtigung des vollstindigen elastischen Spektrums nach
Debye. So erhilt er fiir den Widerstand die Formel:

Ym

W = const -h—ﬁ,@—- (71)
; AT 1
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Fiir hohe Temperaturen liefert diese Formel die Beziehung:
W = const T, also Proportionalitit mit der Temperatur.
Fir tiefe Temperaturen folgt: W = const 72, d. h. ein
parabolischer Abfall. Die Beobachtungen werden durch
Wiens Formel recht gut dargestellt. Aber unbefriedigend
bleibt bei alledem die Tatsache, daB man ohne neue Hypo-
thesen auf diesem Wege nicht zu einer Theorie der Wirme-
leitung, und damit nicht zum Wiedemann-Franzschen Ge-
setz, gelangt. Denn durch die Forderung, daB die Be-
wegung der Elektronen ganz unabhingig von der Tem-
peratur erfolgt, hatte Wien die Moglichkeit unterbunden,
den Transport des Warmestroms ebenfalls den Elektronen
zuzuschreiben.

Dieselbe Schwierigkeit taucht auch in einer neueren
Arbeit von F. A. Lindemann'®') auf, in der, im Anschlul3
an den Vorstellungskreis von Borxn und Kdrmdn, die An-
nahme eingefithrt wird, daB — ebenso, wie die Atome
in Kristall —auch die Elektronen im Metall ein Gitter
bilden. Eine #hnliche Hypothese hat auch F. Haber'®%)
gemacht. Die Elektrizititsleitung besteht dann darin, da8
dieses Elektronengitter sich als nahezu starres Gebilde
gegen das Atomgitter verschiebt und so durch das Metall
wandert. Dieses Modell hat mancherlei Vorziige: Da bei
der Wiarmebewegung, an der das Elektronengitter natiir-
lich teilnimmt, die. Gitterschwingungen der Elektronen,
infolge ihrer kleinen Masse, auBerordentlich schnell erfolgen
(hohe Schwingungszahlen), so liefern, nach Plancks Energie-
formel, diese Schwingungen, d. h. die Elektronen, keinen
nennenswerten Beitrag zur Atomwirme. Auch die bei
tiefsten Temperaturen beobachteten abnorm hohen Leit-
fahigkeiten (Supra-Leitfihigkeit) lassen sich, im AnschluB
an frithere Betrachtungen J. Starks'®?), zwanglos durch die



Vorstellung erkldaren, daf3 bei diesen tiefsten Temperaturen,
wo das Atomgitter nahezu in Ruhe ist, das Elektronen-
gitter fast ohne Widerstand durch die Liicken des Atom-
gitters gleitet. '

Mit dhnlichen Vorstellungen wie Lindemann arbeitet
auch G. Borelius'®) in einer kiirzlich erschienenen kleinen
Skizze.

Endlich sei hier noch eine Arbeit von K. Herzfeld's!)
zitiert, die — im :Gegensatz zu den vorangehenden Unter-
suchungen — mehr phinomenologisch vorgeht, ohne ein
bestimmtes Modell zugrunde zu legen. Setzt man némlich
in dem Ausdruck von ¢ und y [Formel (67) und (68)] die
Energie £ = { m¢* der Elektronen in Evidenz, durch dic
formale Umschreibung!®):

. ERezl_ l

2V2mE
/ ' (72)

L —yw]/?E dE]
° m daT

so folgt:
r_ 4 pik&
p ——362 B dT (73)

als Ausdruck des Wiedemann-Franzschen Gesetzes. Herz-
Jeld zeigt nun an Hand der Beobachtungen, dall man die
Formel (73) gut mit den Messungsergebnissen in Uber-
einstimmung bringen kann, wenn man fiir £ den Planck-

schen Ausdruck —ZI—h—vhv—- setzt. (Der Faktor { ist hier
el —1

eingefiihrt, weil die Elektronenenergie nur kinetischer Natur

ist.) Die hier zu benutzenden »-Werte stehen jedoch in

keinem erkennbaren Zusammenhang mit den Atomschwin-
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gungszahlen. — In analogen Bahnen bewegt sich auch
eine Abhandlung von F. v. Hauer1%s).

Uberblickt man das ganze Gebiet der Elektrizitits-
und Wirmeleitung in Metallen, so erkennt man, daB hier
noch nicht das letzte Wort gesprochen worden ist, und
daB es zur endgiiltigen Klirung der auBerordentlich kompli-
zierten Verhiltnisse noch miihevoller Arbeit bedarf. Zweifel-
los aber wiirde auch fiir die Theorié viel gewonnen sein,
wenn in Zukunft die Beobachtungen nach Moglichkeit
nicht mehr an den kristallinischen Aggregaten, sondern
an reinen, einheitlichen Metallkristallen angestellt
wiirden.

V. Das Eindringen der Quanten in die Gastheorie.

§. 1. Die Rotationswidrme zweiatomiger Gase nach der
Quantentheorie.

Wihrend so die Molekulartheorie des festen Zustands
aus der Quantenlehre neue Nahrung gewann, konnte auch
die kinetische Gastheorie nicht mehr vor dem Eindringen
der neuen Anschauungen bewahrt bleiben. Schon friih
hatte W. Nernst18?) darauf hingewiesen, daB bei der Rota-
tion zwei- und mehratomiger Gasmolekiile Quanteneffekte
zu erwarten seien, ebenso bei den Schwingungen der Atome
im Molekiil. Nehmen wir als Beispiel den zweiatomigen
Wasserstoff, dessen Molekiil wir uns provisorisch als starre
,,Hantel (siehe Fig. 6) denken kénnen. Die Hantel-
knopfe sind dabei die Wasserstoffatome, der Hantelstiel
stellt ihre chemische Bindung dar. Ein solches Molekiil
besitzt bekanntlich auBer seiner fortschreitenden Bewegung
(3 Freiheitsgrade) noch die Méglichkeit, um eine zur Ver-
bindungslinie der Atome senkrechte Achse zu rotieren



(2 Freiheitsgrade, entsprechend den beiden in der Figur
punktierten Rotationsachsen). Die Rotation um die Ver-
bindungslinie der Atome kommt — wenn man Boltzmanns
Vorstellung der absolut starren, glatten Atome akzeptiert
— fiir den Energieaustausch bei den ZusammenstoBen,
und daher fiir die Verteilung der Energie auf die einzelnen
Freiheitsgrade, nicht in Frage; denn diese Rotation kann
durch die ZusammenstoBe nicht geindert werden. Vom
neueren Quantenstandpunkt aus betrachtet — der die
,,Starrheit” und ,,Glitte*

als eine unberechtigte
Idealisierung verwirft —

liegt die Sache so: Das
Triagheitsmoment des Mo- g
lekiils beziiglich der Ver- ‘
bindungslinie der Atome s
ist auBerordentlich klein, ~
verglichen mit dem Trig-
heitsmoment  beziiglich

einer dazu senkrechten

Achse. Nun erfolgen aber
bekanntlich, bei gleicher
Energiezufuhr, die Rotationen, die um die Achsen mit klei-
nem Tragheitsmoment vor sich gehen, sehr viel schneller als
die Rotationen um die Achsen groBer Trigheitsmomente.
Identifizieren wir daher die Rotationsumlaufszahlen mit
Schwingungszahlen, und benutzen fiir die Rotationsenergie
den Planckschen Energieausdruck (was allerdings quanti-
tativ nicht streng ist), so zeigt uns eine schon mehrfach
gebrauchte Argumentation, daB3 die Rotation um die
Verbindungslinie der Atome nur einen verschwin-
dend geringen Energieanteil besitzt. Aus dem-

o

|
Fig. 6.



selben Grunde (hohe Schwingungszahlen) kommen auch die
Freiheitsgrade, die den Schwingungen der Atome im Molekiil
entsprechen, erst bei hohen Temperaturen in Betracht.
Nach alledem folgt aus der klassischen Statistik fiir die
mittlere Rotationsenergie des Wasserstoffmolekiils der

Wert 2. f;_F =k T, also pro Grammolekill: N2T = RT.

Daher ist der von der Rotation herrithrende An-
teilder Molekularwdrme = R, alsoetwar,98 [%],
unabhingig von der Temperatur. In krassem Wider-
spruch hierzu fand A. Eucken'®8) experimentell, daB der
Rotationsanteil der Molekularwidrme des Wasserstoffes nur
bei hohen Temperaturen den Wert R besitzt, den die
klassische Theorie fordert. Dagegen nimmt er beim Uber-
gang nach tiefen Temperaturen allmihlich ab und strebt bei
Anniherung an den absoluten Nullpunkt asymptotisch dem
Werte Null zu. In unmittelbarer Nachbarschaft des
absolutenNullpunktsverhdltsichalsoder Wasser-
stoff wieein einatomiges Gas. Fuckens Ergebnis wurde
durch Versuche von K. Scheel und W. Heuse'®®) bestitigt,
die allerdings nur die Werte der Molekularwdrme fiir 3 Tem-
peraturen (92° abs., 197° abs., 289° abs.) maBen. ‘Dieser
Abfall der Rotationswirme ist ohne Zweifel ein Quanten-
cffekt, dhnlich wie der Abfall der Atomwirme fester Korper.

Der erste Versuch, dieses Phidnomen theoretisch zu
berechnen, rithrt von A. Ewnstetn und O. Sterni®) her,
die folgendermafBen vorgingen: Sind J und » Trigheits-
moment und Umlaufszahl (pro Sekunde) des Molekiils, so
ist seine Rotationsenergie:

E =L ane. (74)



Macht man jetzt die vereinfachende Annahme, daB alle
Molekiile mit derselben mittleren Umlaufszahl 7 rotieren, so
kann man fiir die entsprechende mittlere Rotationsenergie

E =Ly (75)
den quantentheoretischen Wert einfithren®1):
Ey—— " (nach Plancks L. Theorie)  (76)
e — 1
oder
— hv hv .
L, = —= + —  (nach Plancks 11. Theorie).  (%7)
Ty

Aus (76) oder (77) folgt, in Verbindung mit (75), » als
Funktion von T, und, durch Einsetzen dieses Wertes in

(75), E, als Funktion von T. Bildet man schlieBlich —gg'

und multipliziert mit der Awogadroschen Zahl N, so er-
hilt man den gesuchten Rotationsanteil der Molekular-
wirme, in seiner Abhingigkeit von der Temperatur. Dabei
zeigte sich, daB nur unter Benutzung des Ausdrucks (77)
fiir E, ein befriedigender AnschluB an Euckens Messungen
zu gewinnen war, was Eidnstesn und Stern damals als ein
Argument fiir die Existenz einer Nullpunktsenergie cr-
klarten. Indessen mufl betont werden, daB diese Theorie
nur als eln erster, orientierender Versuch angesehen werden
kann, der strengeren Anforderungen nicht gentigt. Denn
die benutzte Plancksche Energieformel (76) oder (77) gilt,
ihrer ganzen Ableitung nach, nur fiir Gebilde, deren Schwin-
gungszahl » eine konstante, von der Temperatur unab-
hingige GroBe ist. Hier dagegen wurde mit einer mittleren,
temperaturabhidngigen Umlaufszahl » gerechnet.



Auf strengerer Grundlage baute P. Ehrenfest'??) im
Jahre 1913 eine Theorie der Rotationswirme auf. Dabei
muBte er sich allerdings auf Gebilde von einem Freiheits-
grad, d. h. auf Rotationen des Molekiils um feste Achsen,
beschrinken, da damals eine Erweiterung der Quanten-
hypothese fiir mehrere Freiheitsgrade noch nicht vorlag.
Der in dieser Weise erhaltene Ausdruck der Rotations-
wirme wurde dann, um den beiden Freiheitsgraden Rech-
nung zu tragen, einfach mit 2 multipliziert, ein zwar nahe-
liegendes, aber nicht gerechtfertigtes Verfahren. Ehrenfest
ging bei seiner Rechnung direkt von der urspriinglichen
Formulierung der Quantenhypothese aus, nach der die
Energie der linearen Oszillatoren nur ganze Vielfache von
hv betragen darf, und forderte dementsprechend, daB die
Rotationsenergie des Gebildes von einem Freiheitsgrad

(feste Achse) nur ganze Vielfache von h?v betrage. Der Fak-

tor 1 tritt hier deshalb auf, weil die Rotationsenergie — im
Gegensatz zur Schwingungsenergie des Oszillators: — nur
kinetischer Natur ist. Die Ehrenfestsche Forderung lautet
also nach (74):

h
E,=£(z:w)2=n- d m=o0,1,23...) (78
daher
= n_h (m=o0,1, 2 )y (79)
Y 4n2] =0,123,... 79
und durch Einsetzen in (78):
=~ 71/2 h2
() —_
EM = 82 (m=o0,1,23,...) (80)

Danach kénnen also die Molekiile nur mit ganz
bestimmten, diskreten Umlaufszahlen », rotieren



und entsprechend auch nur eine Reihe diskreter
Rotationsenergien E™ annehmen, ganz im Sinne
der ersten Planckschen Quantentheorie. Bemerkenswert
ist dabei, daB diese diskreten Rotationsenergien sich wie
die Quadrate der ganzen Zahlen verhalten, wéhrend die
Energien des Planckschen Oszillators den ganzen Zahlen
selbst proportional sind.

Mit der Auffindung der diskreten Energiewerte (80)
ist der dynamische Teil des Problems erledigt. Gefragt
ist aber nach der mittleren Energie E, einer Gesamtheit
von N gleichartigen Molekillen. Hier beginnt also der
zweite, statistische Teil der Rechnung. Bezeichnet w,
die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB bei der Temperatufi T
ein Molekiil die Rotationsenergie E™ besitat, (w, ist also
die im Sinne der Quantentheorie erweiterte ,,Verteilungs-
funktion®), so ist die mittlere Rotationsenergie eines Mole-

o0

kiils bekanntlich = > E™.w, . Multiplikation mit N und

n=0

Differentiation nach T liefert dann sofort die Rotations-
wirme1%). So erhielt Ekrenfest fiir die Rotationswdrme in
ihrer Abhangigkeit von der Temperatur eine Kurve, die
zwar bei tiefen Temperaturen, durch geeignete Wahl der
verfiigharen Konstanten J (des Trédgheitsmoments), "mit
den Messungen gut in Einklang zu bringen war, bei héheren
Temperaturen jedoch, vor Erreichen des klassischen Wer-
tes R, ein Maximum und ein darauffolgendes Minimum
aufwies, die den vorliegenden Beobachtungen nicht ent-
sprechen. '

Auf eine wichtige Folgerung aus der Gleichung (79)
sei hier noch hingewiesen, da sie bei dem weiteren Aus-
bau der Quantentheorie eine bedeutsame Rolle gespielt
hat. Bildet man n#dmlich den Drehimpuls [das Impuls-



moment?®] des Molekiils, also die GréBe p=J.-2nv»,
so folgt aus (79), daB nur die quantenmiBig ausgezeich-
neten Werte:

nh
ﬁu =

= (n=o01,2,3...) - (81)

des Impulsmoments existieren. Diese Beziehung 148t sich
auch direkt aus der in (30) formulierten Theorie des Wirkungs-
quantums ableiten. W4&hlt man n#dmlich als allgemeine
Koordinate ¢ hier den Drehungswinkel ¢, so ist der dazu
gehorige Impuls p bekanntlich nichts anderes als der
Drehimpuls®). Daraus ergibt sich, da » von ¢ unab-
hingig ist:

275
fp¢d<p=2np¢=nlt (82)
1]

in Ubereinstimmung mit (81).

Ebenfalls auf Grund der 1. Planckschen Theorie,
d. h. der Vorstellung, daBl die quantenmiBig ausgezeich-
neten Umlaufszahlen », die einzig moglichen sind, und unter
Benutzung des Hantelmodells, hat kiirzlich der Verfasser19)
im AnschluB an die moderne Weiterentwickelung der
Quantentheorie die Rechnung fiir Gebilde von 2 Freiheits-
graden (freie Rotationsachsen) exakt durchgefiihrt. Auch
diese strengere Methode lieferte fiir die Rotationswirme
unbrauchbare Kurven mit einem Maximum und einem
darauffolgenden Minimum (dhnlich wie bei Ehrenfest).
Nur durch besondere Nebenannahmen (Ausschaltung ge-
wisser Quantenzustdnde) lieBen sich Kurven gewinnen,
die mit wachsender Temperatur monoton anstiegen und
sich den Beobachtungen, jedenfalls in gewissem Umfang,
gut anpaliten!®).



Nicht viel befriedigendere Resultate erzielten diejenigen
Untersuchungen, die ebenfalls unter Benutzung des Hantel-
modells, aber auf Grund der II. Planckschen Theorie,
angestellt wurden. Nach dieser Theorie sind die diskreten
Werte », der Umlaufszahlen nicht die einzig méglichen,
vielmehr kann das Molekiil mit allen Umlaufszahlen zwi-

schen o und oo rotieren und daher alle Werte der

w Rotationsenergie zwischen o und oo annehmen,
genau ebenso, wie der Plancksche Oszillator in
9—-} Plancks 11. Theorie. Die Besonderheit der quanten-
| miBig ausgezeichneten Energiewerte (8o)
‘?“_“““1 besteht hier in folgenden: Denkt man
! E sich die Energien E, als Ab-
¥ & szissen aufgetragen (Fig. 7),
|: l{ l{ und als Ordinaten die dazu-

{ | [
i | & e
[;:/ é‘ﬂﬂ/ /{2/ Z‘IIJ) t-/{'bl /!

Fig. 7.

gehorigen Wahrscheinlichkeiten w, so entsteht eine Trep-
penkurve, deren Stufen gerade bei den Werten E™
liegen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines
beliebigen Wertes E, der Rotationsenergie ist also inner-
halb der Energiegebiete zwischen E™ und E{+D
konstant, springt aber an den Grenzen dieser
Gebiete. Nach Plancks I. Theorie, die ja nur die
Quantenwerte E( zuldBt, haben also nur die einge-
kreisten Punkte Bedeutung. Nur dort ist die Wahr-
scheinlichkeit iiberhaupt von o verschieden, wihrend alle
dazwischenliegenden Energiewerte die Wahrscheinlichkeit o
besitzen, d. h. eben nicht vorkommen.



Auch hier ist, in Ermanglung der erweiterten Quanten-
theorie, das Problem zuerst fiir einen Freiheitsgrad (feste
Rotationsachse) gelést worden. Ubereinstimmend fanden
E. Holm'®) und J.v. Weyssenhoff'*?) fiir die Rotations-
wirme eine monoton ansteigende Kurve, die bei tiefen
Temperaturen sich den Beobachtungen gut anschmiegte,
bei hoheren Temperaturen aber (von etwa I40° abs. ab)
unzweifelhaft zu hoch verlief.

Als aber nun die moderne Weiterbildung der Quanten-
hypothese fiir mehrere Freiheitsgrade — die wir spiter
kennenlernen — vorlag, da konnte auch hier wieder die
strengere Rechnung fiir freie Drehachsen, d. h. 2 Freiheits-
grade, durchgefiihrt werden. Diese Aufgabe wurde einer-
seits von M. Planck?0), andererseits von Frau S. Rots-
zayn®1) in Angriff genommen, jedoch in verschiedener
Weise bearbeitet. Planck ging davon aus, daB dieses Pro-
blem zu der Klasse der sog. ,,entarteten‘ Probleme gehort.
Damit ist folgendes gemeint: Das Molekiil rotiert, wenn
keine duBeren Krifte an ihm wirken, nach den Lehren
der Mechanik, mit konstanter Umlaufszahl in einer raum-
festen Ebene. Die Stellung dieser Ebene im Raum mufl
jedoch — so argumentiert Planck — fiir den statistischen
Zustand des Molekiils belanglos sein. Somit ist der Rota-
tionszustand des Molekiils im Sinne der Quantentheorie
nur durch eine einzige GroBe, die Rotationsenergie, be-
stimmt. Trotzdem also das Problem, seiner Natur nach,
urspriinglich ein Problem von 2z Freiheitsgraden darstellt
— denn die Lage des Molekiils im Raum ist ja erst durch
2 Winkel festgelegt — muB man es nach Planck quanten-
theoretisch dennoch wie ein Problem von nur einer
Bewegungsfreiheit behandeln. Die beiden Freiheitsgrade
verschmelzen gleichsam, sie sind ,,kohédrent.



Im Gegensatz hierzu geht Frau Rofszayn so vor, daB sie
durch Hinzufiigen eines duBleren Kraftfeldes das Problem
zu einem nichtentarteten macht und, nach vollendeter
Losung, das Kraftfeld bis zum Verschwinden verringert.
Diese Methode, die auch der Verfasser in der oben zitierten
Arbeit angewandt hat, scheint sich besonders dann zu emp-
fehlen, wenn man auf Grund der I. Planckschen Theorie
rechnet, in der die ,,entarteten Fille durch eigentiimliche
Schwierigkeiten belastet sind. Der Erfolg entscheidet hier
zugunsten der zweiten Methode. Wéhrend namlich Planck
eine Kurve findet?202), die sich iiber den klassischen Wert
bis zu einem Maximum erhebt und dann von oben her
asymptotisch dem Werte R zustrebt — also nicht brauchbar
ist —, liefert die_ Rechnung von Frau Rotszayn eine monoton
ansteigende Kurve, die sich fiir tiefe und hohere
Temperaturen den Messungen gut anschmiegt;
nur der bei T = 197° abs. beobachtete Wert liegt um etwa
10%, zu niedrig 203).

Wihrend die vorangehenden Untersuchungen alle das
,,Hantelmodell*“ des Wasserstoffmolekiils zugrunde legen,
das nur als eine provisorische, schematische Hilfskon-
struktion angesehen werden kann, hat im Jahre 1916
P. S. Epstein®0%) die entsprechenden Rechnungen an einem
anderen, zuerst von N. Bohr205) vorgeschlagenen Molekiil-
modell durchgefiihrt. Dieses Modell des Wasserstoffmole-
kiils, auf das wir spiter noch zu sprechen kommen, baut
sich aus zwei einfach positiv geladenen Wasserstoffatomen
auf, um deren Verbindungslinie 2 Elektronen, diametral
einander gegentiber, auf einem bestimmten Kreise mit be-
stimmter Umlaufszahl rotieren (siche Fig. 8). Da das
Gleichgewicht in diesem rein elektrischen System durch
das Spiel der Coulombschen und der Zentritugalkrifte regu-

Reiche, Quantentheorie. 7



liert wird, und der Radius des Elektronenkreises durch
eine Quantenforderung bestimmt ist, so besitzt dieses
Modell den Vorteil, daB alle seine Dimensionen
vollstindig festgelegt sind, so daB von einer
freien Verfiigbarkeit des Tridgheitsmoments J
‘hier keine Rede mehr ist. Den ,,Hantelknépfen
‘entsprechen hier die beiden positiv geladenen Wasser-
stoffatome, den bisher betrachteten Drehungen des Mole-
kiils wiirden also diejenigen Bewegungen entsprechen, bei
denen. das Molekiill uin eine zur Verbindungslinie der

Fig. 8.

Atome senkrechte Achse mit dem Trédgheitsmoment [
rotiert. Hier aber tritt in aller Deutlichkeit die Drehung
des Systems um die Symmetrieachse (d. h. die Verbindungs-
linie der Atome) hinzu, die von der auBerordentlich schnellen
Rotation der Elektronen herriihrt. Das Trigheitsmoment,
das dieser Achse entspricht, ist infolge der sehr geringen
Masse der Elektronen, sehr klein gegen J. Das ganze System
besitzt offenbar, wenn man es angendhert als ,starr’ an-
sieht, die Eigenschaften eines symmetrischen Kreisels.
Seine Bewegung ist daher, infolge seiner Eigendrehung um
die Symmetrieachse, keine Rotation, sondern die bekannte



,reguldre Prizession“ 208). Von diesem Standpunkt aus hat
Epstein das Problem behandelt, hat jedoch mit dem aus
dem Modell selbst folgenden Wert des Trigheitsmomentes 207)
J=2,82. 10741 bei tiefen Temperaturen keine Uberein-
stimmung mit der Erfahrung erzielt. Vermutlich
beruht dieses Versagen darauf, daB das benutzte Molekiil-
modell nicht der Wirklichkeit entspricht, und in der Tat
werden wir spiter sehen, daB sich begriindete Zweifel an
der Richtigkeit des Bokrschen Modells erhoben haben. So
mull man, wie leider oft in der Quantentheorie, auch hier
gestehen, daB3 das wichtige Problem der Rotationswirme
des Wasserstoffes seiner endgiiltigen Losung noch harrt.

§ 2. Das Bjerrumsche ultrarote Rotationsspektrum.

In sehr interessanter Weise hat N. Bjerrum208) die Be-
ziehung (79) auf die ultrarote Absorption mehratomiger
Gasverbindungen angewandt. Diese Gase (z. B. HCI, HBr,
CO, H,0 = Dampf, dagegen nicht die elementaren
Gase H,, O,, N,, Cl,) zeigen nach den Untersuchungen von
S. P. Langley®%®), F. Paschen?®), H. Rubens?1t), H. Rubens
und E. Aschkinass?1?), H. Rubens und G. Hettner?213),
W. Burmeister®4), Eva v. Bahr?1%) im kurz- und lang-
welligen Ultrarot ausgedehnte Absorptionsbanden. Wihrend
man die im langwelligen Ultrarot auftretende Absorption
den rotierenden Molekiilen zuschreibt, die, aus positiv und
negativ geladenen Atomen zusammengesetzt, wie elektrische
Doppelpole wirken und daher bei ihrer Drehung Strahlung
emittieren und absorbieren, wies zuerst Bjerrum darauf hin,
daB aueh im kurzwelligen Ultrarot sich die Molekiilrotation
bemerkbar machen miisse. Existiert ndmlich eine in dieses
Gebiet fallende lineare Schwingung », der Ionen im Molekiil
gegeneinander — und daher eine Absorption an dieser

7*
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Stelle —, und rotiert auBerdem das ganze Molekiil mit der
Umlaufszahl », , so entstehen durch die Zusammensetzung
der Schwingung mit der Rotation bekanntlich216) zwei
neue Schwingungen (und damit zwei neue Absorptions-
stellen) bei den Schwingungszahlen », + %, und v, —w»,,
symmetrisch zu beiden Seiten der Ionenschwingungszahl », .
Im ganzen hat man dann also 3 Absorptionsstellen: v, ;
Yo —¥y; ¥y + ¥y , zu denen beim rotationslosen Zustand »,
als vierte hinzutritt. Wenn nun aber — nach der I. Planck-
schen Theorie — das Molekiil nur mit den diskreten Umlaufs-
zahlen v, [siehe (79)] rotieren kann, so ergibt sich sym-
metrisch zur urspriinglichen Absorptionsstelle
v ==y, auf beiden Seiten je eine Reihe weiterer,
diskreter, dquidistanter Absorptionsstellen:

r=vo+v,,=vo—|—n-m
und ) A - (n=1,2,3.. ) (83)

v =vo—vn=vo—n—m
Diese diskreten, #quidistanten Absorptionsstellen sind nun
in der Tat durch Eva v. Bahr beim Wasserdampf und
Chlorwasserstoff gefunden und spiter von H. Rubens und
G. Hettner beim Wasserdampf noch genauer durchgemessen
worden. In einer mit groBen Mitteln ausgefiihrten Arbeit
hat ferner kiirzlich E. S. Imes??) nochmals die Halogen-
wasserstoffe (HCl, HBr, HF) eingehend untersucht und
das Gesetz (83) fiir die Lage der Absorptionsstellen bestatigt.
Dabei zeigte sich, daB die Mittellinie »;, stets
fehlte. Vom Standpunkt der hier geschilderten Theorie
hieBe das, daB der rotationslose Zustand nicht existiert,
daB die Molekiile also stets rotieren (Nullpunkts-
rotation).
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A. Eucken?'®), der die Resultate E. v. Bahrs, die damals
die einzig vorliegenden waren, ausfiihrlich diskutierte, schlof3
aus der guten Ubereinstimmung zwischen Beobachtung und
Rechnung auf die Ungiiltigkeit der II. Planckschen Theorie,
da die Versuche so-handgreiflich dafiir zu sprechen schienen,
daB das Molekiil wirklich nur mit den diskreten Umlaufs-
zahlen v, rotieren koénne. Jedoch ist dieser Schluf, wie
M. Planck?9) in einer tiefgehenden Untersuchung zeigte,
nicht biindig. Vielmehr kann man auch auf Grund seiner
zweiten Theorie (stetige ,klassische’* Absorption, alle
Umlaufszahlen méglich) iiberraschenderweise die Beobach-
tungen deuten. Dies merkwiirdige Ergebnis erklirt sich so:
Es sei w(E,)d E, die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf ein
Molekiil gerade die Rotationsenergie E, besitzt; dann be-
sitzen also unter N-Molekiilen Nw(E,)dE, gerade die Ro-
tationsenergie E,, rotieren also — nach (78) — mit der
Umlaufszahl », = I 7/2E

27

. Die GréBe w(E,) ist dabei,

nach der II. Planckschen Theorie, die in Fig. 7 dargestellte
Treppenkurve. Die Plancksche Rechnung fiithrt nun
aber zu folgendem Resultat: die Absorption einer
duBeren Strahlung von der Schwingungszahl »*
ist nicht — wie man erwarten sollte — der Zahl
der Molekiile mit der Umlaufszahl », =»*, d.h. also
nicht der GréBe w(E,) proportional, sondern sieist
w(Ey)

dE,
Dieser Differentialquotient aber ist, wie die Figur 7 zeigt,
tiberall =0, auBler gerade bei den quantenmaBig ausgezeich-
neten Energiewerten E,™, d. h. bei den Umlaufszahlen »,, .
Daraus folgt, daf3 auch hier, vom Standpunkt der II. Planck-
schen Theorie, die Absorption sich nur bei den

proportional dem Differentialquotienten 4
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quantenmiBig ausgezeichneten Umlaufszahlen y,
bemerkbar macht. So kommt es, daB — einstweilen
wenigstens — wider alles Erwarten die ultraroten Absorp-
tionsspektra der mehratomigen Gase keine Entscheidung
herbeifiihren fiir eine der fundamentalsten Fragen der ganzen
Quantenlehre: ob nidmlich die I. oder die II. Plancksche
Theorie zu Recht besteht.

Eine wichtige Bemerkung ist hier noch anzuschlieBen.
Die oben geschilderte Ableitung der Beziehung (83) fiir die
Lage der ultraroten Absorptionsstreifen ist halb klassisch,
halb quantenmiBig. Denn die Rotationszahlen », sind
quantentheoretisch bestimmt, die Zerlegung der Schwin-
gung ¥, in die beiden Komponenten », 4 », dagegen klas-
sisch. Wie man dieses Problem von einem konsequent
quantentheoretischen Standpunkt aus in Angriff nehmen
kann, werden wir spiter im Abschnitt VIII sehen.

§ 3. Die Entartung der Gase.

Durch die besprochenen Erscheinungen bei den mehr-
atomigen Gasen (Abfall der Molekularwdrme, ultrarote Ab-
sorption) ist die Berechtigung zur Anwendung der Quanten-
hypothese auf Rotationsbewegungen sichergestellt. Auf
sehr viel schwankenderer Grundlage dagegen stehen bis jetzt
die Versuche, noch einen Schritt weiter zu gehen und
auch die Translationsenergie der Gase zu ,,quan-
teln. Ist dieser Schritt vollfiihrt, so ist damit auch die
Sonderstellung der einatomigen Gase, deren Atome ja
wesentlich nur Translationsenergie besitzen, erschiittert:
auch sie bleiben von den Quantengesetzen nicht verschont.
Von verschiedenen Seiten [0. Sackur220), H. Tetrode?2t),
W. H. Keesom?22), W. Lenz und A. Sommerfeld 228), P. Scher-
rer?), M. Planck?®)] ist dieses wichtige Problem in Angriff
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genommen worden. So denken sich z. B. Tetrode, Keesom,
Lenz und Sommerfeld die thermische Bewegung des Gases
in ein Spektrum von Eigenschwingungen zerlegt und ver-
teilen die mittlere Energie quantenmiBig, d.h. gemiB
Formel (g9), auf die einzelnen Eigenschwingungen, ganz
analog, wie es Debye und Born-Kdrmdn beim festen Korper
gemacht hatten. Scherrer und Planck dagegen wenden die
Quantenhypothese unmittelbar auf die Bewegung des ein-
zelnen Gasatoms an, indem sie sich dabei auf die moderne
Formulierung der Quantenbedingungen fiir mehrere Frei-
heitsgrade stiitzen. Wie eine solche Quantelung der Trans-
lationsbewegung zustande kommt, iibersicht man vielleicht
am besten an folgendem einfachen Beispiel (Scherrer): Ein
Gasatom von der Masse m fliege mit der Geschwindigkeit v
in einem wiirfelférmigen Raum (von der Kantenlinge a)
parallel einer Kante zwischen 2z Winden hin und her.
Dann vollfithrt es dabei eine Art Schwingung mit der

Schwingungszahl » = ;v;. Setzt man also seine kine-

tische Energie E = }m1? quantenmiBig im Sinne der

I. Planckschen Theorie = nﬂ (w=o0,1,23...), so
folgt: 2

v
ITmivt=n—.—.
2a

L
2

daher .
nh n? h?
2am und En= 8atm

(84)

Vp =

Die Geschwindigkeit des Atoms und seine Translations-
energie kénnen demnach nur diskrete, quantenmiBig aus-
gezeichnete Werte annehmen.

In qualitativer Ubereinstimmung fiihren die Rechnungen
der obengenannten Forscher im wesentlichen zu zwei be-



deutsamen Hauptresultaten: an erster Stelle ergibt sich
eine Abdnderung der klassischen Gasgesetze bei sehr tiefen
Temperaturen. Die Notwendigkeit dieser ,,Entartung’ der
einatomigen Gase hatte schon W. Nernst?26) auf Grund
seines neuen Wirmesatzes erkannt. Wire ndamlich die Zu-
standsgleichung der idealen Gase

p = Druck

V = Volum eines Grammatoms
R — absolute Gaskonstante

T = Temperatur

pV=RT (85)

fiir alle Temperaturen, bis herab zu den tiefsten, exakt
giiltig, so wiirde die Arbeit 4, die durch isotherme Expansion
des Gases vom Volumen V,; auf das Volumen V, maximal
zu gewinnen ist, fiir alle Temperaturen bekanntlich den Wert :

Vs

v,
— _ v _ (ﬁ)
A_];de_RT/V = RTIg(y;
v

"
besitzen. Fiir alle Temperaturen, bis herab zum Nullpunkt,

wire daher Z—; = ng(%) von o verschieden, in aus-

driicklichem Widerspruch zu der Forderung (38) des Nernsi-
schen Widrmetheorems. Daraus folgt, dal im Gebiet
tiefster Temperaturen die Zustandsgleichung (85)
eine Modifikation erleiden muB. In der Tat scheinen
Versuche von 0. Sackur??) an Wasserstoff und Helium fiir
die Existenz dieser ,,Entartung’ zu sprechen.

§ 4. Die chemische Konstante einatomiger Gase.

Das zweite Hauptresultat, das die ‘Anwendung der
Quantenhypothese auf die einatomigen Gase liefert, ist



eine hochst interessante Bezichung der Planckschen Kon-
stanten # zu der sogenannten ,,chemischen Konstanten
des Gases, einer GréBe, die bei Aggregatzustandsinderungen
(Verdampfung, Sublimation) und chemischen Gleichge-
wichten eine wichtige Rolle spielt. Es ist aber hier be-
sonders hervorzuheben, daf3 diese ebengenannte Beziehung
keineswegs an die immerhin hypothetische Quantelung der
Translationsenergie gebunden ist. Vielmehr ist es 0. Stern 228)
gelungen, sie einwandfrei abzuleiten, ohne auf das Gas
die Quantentheorie anwendén zu miissen. Der
originelle Weg, den Stern beschritt, sei hier kurz skizziert.
Man betrachte den Vorgang der Sublimation, d.h. des
Uberganges aus dem festen in den dampfférmigen Zustand.
Der Dampf moge den Gasgesetzen gehorchen und seine
Dichte sei gegeniiber der Dichte des festen Kondensats
zu vernachlidssigen. Dann liefert die klassische Thermo-
dynamik fiir den Druck p des gesittigten Dampfes als
Funktion der Temperatur folgende Gleichung:

T

p 1 [EY
1gp=—ﬁ+%lgr—ff;: aT+C. (9

0

Dabei ist 4, die Verdampfungswirme (pro Grammatom)
beim absoluten Nullpunkt, E(} ist die Energie des festen
Kondensats (pro Grammatom) bei der Temperatur T'; die
Konstante C, eben die ,,chemische Konstante des ver-
dampfenden Stoffes, bleibt nach der Thermodynamik
unbestimmt. Dagegen la8t sich das Integral auf der
rechten Seite der Gleichung (86), das die Energie des festen
Stoffes enthilt, auf Grund unserer gesicherten Kenntnisse
vom Energieinhalt der Festkorper vollstindig berechnen.
Man braucht dazu nur den festen Korper als Born-
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Kdérmdnschen Kristall vorauszusetzen, und daher fir E¢/
den quantentheoretischen Wert (41) zu benutzen. Beschrankt
man sich nun auf hohe Temperaturen, auf emn Gebiet also,
in dem die klassische Theorie Giiltigkeit besitzt, so nimmt(86)
die Form an:

il h’l’,;
o+ D=
1

W\
Igp = ——-—————%lgT+3lg(—,:—) +C. (8)

RT

(Die 3 N-GroBen »; bilden dabei das elastische Spektrum
des festen Korpers, » ist ihr geometrischer Mittelwert.)
Die Aufstellung dieser Gleichung bildet den ersten Schritt
in Sterns Ableitung. Sie stellt das Ergebnis der Thermo-
dynamik dar, erginzt durch die Anwendung der Quanten-
theorie auf das Kondensat. Der zweite Schritt ist die mole-
kulartheoretische Aufstellung einer Dampfdruckformel
fir hohe Temperaturen, also im Gebiet der klassischen
Statistik. Auch hier wird wieder fiir das Kondensat das
Modell des Born-Kdrmdnschen Festkorpers benutzt und,
auf Grund bekannter Wahrscheinlichkeitssidtze, die Zahl
derjenigen Atome berechnet, die sich beim statistischen
Gleichgewicht in der Dampfphase befinden. Damit ist ja
die Dichte des Dampfes und, nach den Gasgesetzen, auch
sein Druck gegeben. So findet Stern:

4

; _
Igp = — 5 —%lgT+1g[ (88)

(2m m)_%}_,‘,_a
kY

Hier. bezeichnet m die Masse eines Atoms, und A§ ist die
Arbeit, die nétig ist, um N Atome (N ist die Avogadrosche
Zahl!) aus der vollstindigen Ruhe in den Gaszustand zu
bringen. Eine unbestimmte Konstante tritt natiirlich in
dieser rein molekulartheoretisch abgeleiteten Formel nicht



auf. Denn das molekulare Modell ist vollstindig bestimmt
und liefert daher den Absolutwert des Dampfdruckes, nicht
nur seine Temperaturabhingigkeit, wie die Thermodynamik.
Der Vergleich von (87) und (88) zeigt, daB erstens

hov;

A=A+ 2’ (89)

ist, und daB zweitens die chemische Konstante C den Wert:
3 45
27 m)? k

c =1 5] )

besitzt. Die Beziehung (89) 148t sich durch die Annahme
deuten, daB3 der feste Stoff auch beim Nullpunkt schon eine

Energie vom Betragezw—# alsoeine,,Nullpunktsenergie*,

besitzt, zu der dann noch die Verdampfungswarme 1, hinzu-
treten muB, um die Atome vollstindig aus dem Kristall-
verband zu befreien. Die Gleichung (go) aber stellt die
Losung der gestellten Aufgabe dar: sie liefert die che-
mische Konstante der einatomigen Gase als
Funktion der Atommasse und der universellen
Konstanten % und 4. Nirgends jedoch — um dies noch-
mals zu betonen — ist in der ganzen Ableitung die Quanten-
hypothese auf das Gas selbst angewendet worden!

Um die Formel (go) fiir den Vergleich mit der Er-
fahrung brauchbar zu machen 22), fiihrt man zweck-
miBig das Molekulargewicht M = m N ein, und setzt

k= L3 ; dann. wird:
N . |@miRY
2m)*R?
_ C=Co+4%lgM, wo Cy= lg[——ms—] = 10,17
ist. Benutzt man schlieBlich statt der natiirlichen die Brigg-
schen Logarithmen und miBt den Dampfdruck nicht in
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absolutem MaB (Dyn pro Quadratzentimeter), sondern in
Atmosphidren, so erhdlt man die von Nermst benutzte
chemische Konstante C’, die mit dem Sternschen C durch
die Beziehung

’

- 2,3026 -

6,0057

verkniipft ist. Fiir sie folgt schlieflich der einfache Aus-
druck: '

C'=C{+3%1g oM, wo Ci=-—159. (91)

Diese Formel ist durch die Experimente in glinzender Weise
bestétigt worden: die bisherigen zuverldssigsten Messungen
von Dampfdrucken und chemischen Gleichgewichten liefern
bei Wasserstoff, Argon und Quecksilber fiir C{ bzw. die
Werte: »

—1,69 4 0,15; —1,65+4 0,06 und —1,62 -} 0,03 .

Man ist daher berechtigt, mit Stern zu sagen, daB der Aus-
druck (go) fiir die chemische Konstante des einatomigen
Gases eines der theoretisch und experimentell bestfundierten
Resultate der Quantentheorie darstellt.

VI. Die Quantentheorie der optischen Serien. Der
Ausbau der Quantentheorie fiir mehrere Frei-
heitsgrade 2),

§1. Das Thomsonsche und das Rutherfordsche Atommodell.

Den gréBten Fortschritt nach M. v. Laues Entdeckung
der kristallographischen Roéntgenspektroskopie hat die
Atomtheorie im Jahre 1913 gemacht, als der ddnische
Physiker Niels Bohr die Atommodelle in den Dienst der



Quantentheorie stellte. Bokrs Arbeiten haben riickwirkend
wieder die Quantentheorie befruchtet, und so ist aus der
Wechselwirkung zwischen Atomdynamik und Quanten-
hypothese in den letzten Jahren eine ans Wunderbare
grenzende Fiille bedeutsamster Erfolge hervorgewachsen.

Unter den brauchbaren Atommodellen nahm lingere
Zeit das von J. J. Thomson erdachte Modell eine bevorzugte
Stellung ein; danach sollte der elektrisch positive Teil des
Atoms, der den wesentlichsten Beitrag zu seiner Masse
liefert, eine mit positiver Raumladung erfiillte Kugel von
,,Atomdimensionen (Radius etwa = 1078 cm) sein, in
deren Innern die negativen Teile, die Elektronen, in stabilen
Gleichgewichtslagen ruhen. Dieses Modell hatte den groBen
Vorzug, auf rein elektrischem Wege die Moglichkeit ,,quasi-
elastisch gebundener’ Elektronen zu erkldren, d. h. solcher
Elektronen, die, aus ihrer Ruhelage verschoben, durch eine
Kraft, die der Verschiebung proportional ist, in
die Ruhelage zuriickgezogen werden1). Und gerade mit
Hilfe solcher quasielastisch gebundener Elektronen war es
P. Drude®?), W. Voigt?8), M. Planck?*) und H. A.
Lorentz28)  Dbekanntlich gelungen, groBe Gebiete der
elektronentheoretischen Optik aufzubauen: némlich die
Theorien der Dispersion, der Absorption und der magneto-
optischen Effekte (Magnetorotation und Zeemanaffekt).
Auch war das Thomsonsche Atommodell nach der Lehre
der Kklassischen Elektronentheorie imstande — wie man
es von jedem brauchbaren Atommodell verlangen mufl —
durch Schwingungen seiner Elektronen scharfe, d. h.
wesentlich monochromatische ,,Spektrallinien zu emit-
tieren, deren Lage, ebenfalls infolge der quasielastischen
Bindung 26), von der Intensitdt der Anre‘gung, d. h. von
der Energie der Schwingungen unabhingig war.
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In drei wichtigen Punkten dagegen versagte das Modell
vollstandig! Erstens wollte es durchaus nicht gelingen,
ohne komplizierte und kiinstliche, adhoc erfundene Hypo-
thesen, aus dem Thomsonschen Modell die optischen Serien-
formeln abzuleiten, z. B. die einfache Formel fiir die Balmer-
serie des Wasserstoffes287). Zweitens lieferte das Modell
nicht die von J. Stark28) beobachtete und eingehend stu-
dierte Aufspaltung der Spektrallinien im elektrischen Felde
(Starkeffekt), trotzdem es sich in den Hénden von H. 4.
Lorentz bei der Deutung und Berechnung des Zeemaneffektes,
d. h. der Aufspaltung der Spektrallinien im Magnetfeld,
vortrefflich bewdhrt hatte239). Drittens endlich war es
nicht imstande, die groBen, zum Teil iiber go° betragenden,
einmaligen Ablenkungen zu erkldren, die, nach H. Geiger
und Marsden?), x-Teilchen beim Durchgang durch diinne
Metallfolien erleiden. Auf ihrem Wege durch die Metallfolie
gelangen nimlich die «-Teilchen, die bekanntlich zweifach
positiv geladene Heliumatome sind, in die Nachbarschaft der
Metallatome und werden durch die von diesen Atomen her-
rithrenden elektrischen Felder von ihrer geradlinigen Bahn
mehr oder weniger abgelenkt. Wiren nun die Metallatome
Thomsonsche Atome, so miiBte das elektrische Feld dieser
Atome an der Oberfliche der positiven Kugel, also etwa in
der Entfernung 10-8 cm vom Zentrum seinen groBten Wert
erreichen. Denn von der Oberfliche an nach auBlen hin

sinkt das Feld nach Cowulomb wie —:7 , widhrend es vom

Zentrum bis zur Oberfliche proportional # zunimmt. Die
stdrkste Ablenkung miiBten demnach «-Teilchen erfahren,
die in der Nidhe der Oberfliche der positiven Kugel vor-
iiberfliegen. Eine leichte Uberschlagsrechnung zeigt jedoch,
daB das Feld in dieser Entfernung vom Zentrum bei
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weitem nicht stark genug ist, um die groBen Ablenkungen
zu erkliren, die Geiger und Marsden beobachtet haben. Dieser
schwerwiegende Grund war es, der E. Rutherford ) ver-
anlaBte, dem Thomsonschen Modell ein neues gegeniiber-
zustellen, das die groBen «-Strahlablenkungen zu erkliren
vermochte. Nach diesem Rutherfordschen Atombild ist der
positiv-elektrische Teil des Atoms auf einen duBerst kleinen
Raum22), den sogenannten Kern, zusammengedringt.
Seine Ladung E besteht allgemein aus z positiven Elementar-
ladungen ¢, alsoE = z- ¢. Dabeiist z, nach einer Hypothese
von van den Broek?8), die Ordnungszahl des Elementes,
d. h. diejenige Zahl, die die Stelle des Elements in der
Reihenfolge des periodischen Systems angibt. So ist z. B.
z = 1 fiir Wasserstoff, z = 2 fiir Helium, z = 3 fiir Lithium
usw. Um diesen Kern beschreiben die Elektronen Planeten-
bahnen, also Kreise oder Kepler-Ellipsen mit dem Kern als
Brennpunkt, da sie von ihm nach dem Coulombschen Gesetz
(umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung) an-
gezogen werden.

Im elektrisch-neutralen Atom mit der Ordnungszahl z
umkreisen z Elektronen den Kern. So besteht z. B. das
neutrale Wasserstoffatom aus einem einfach geladenen Kern
(E = é), der von einem Elektron in Kreis- oder Ellipsen-
bahnen umflogen wird. .

DaB dieses Rutherfordsche Modell in der Tat im-
stande ist, groBe Ablenkungen der «-Strahlteilchen zu
erzeugen, sieht man sofort: denn hier wichst, im Gegen-
satz zum Thomsonschen Modell, die von dem Kern
herrithrende Feldstirke bis in die unmittelbare Nachbar-
schaft des Kernes, nach dem Coulombschen Gesetz, stark
an; geraten daher die positiv geladenen o-Teilchen in grofBe
Nihe des Kernes — also viel niher als 1078 cm — so sind
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sie der auBerordentlich kriftigen AbstoBung des Kernes
ausgesetzt.

Bei niherem Zusehen bereitet einem nun allerdings
das Rutherfordsche Atommodell eine arge Enttduschung:
es hingt ndmlich bei ihm die Umlaufszahl » der Elek-
tronen (pro Sekunde) von der Energie des Systems
ab?4). Nimmt man daher — nach der klassischen Elektro-
nentheorie — an, daB ein mit der Umlaufszahl'» kreisendes
Elektron eine elektromagnetische Strahlung von der Schwin-
gungszahl » aussendet, so muB}, da das System bei dieser
Ausstrahlung Energie verliert, » sich entsprechend ver-
andern. Das heilt aber: das Atom vermag keine
scharfe, homogene Spektrallinie zu emittieren.

§ 2. Das Bohrsche Atommodell.

So scheint es, als miisse man dieses Modell von vornherein
ablehnen! Aber die Geschichte der Physik hat anders ent-
schieden. Mit intuitivem Blick hat sich Niels Bohr des
Rutherfordschen Atommodells beméchtigt und es durch drei
kithne Hypothesen der Quantentheorie untergeordnet 5).
¢An erster Stelle fordert er, ganz im Sinne der Planckschen
Quantentheorie, daBl das Elektron (oder die Elektronen)
des Atoms nicht auf allen nach der Mechanik mdglichen
Bahnen den Kern umlaufen konnen, sondern nur auf ge-
wissen diskreten, quantenmifBig festgesetzten. Beschriankt
man sich, wie es zuerst Bokr im wesentlichen getah hat,
auf Kreisbahnen, so sind nur diejenigen Bahnen
cines Elektrous quantentheoretisch erlaubt, fir
die das Impulsmoment (der Drehimpuls) des krei-

. h
senden Elektrons ein ganzes Vielfaches von ’y
7

ist, in genauer Ubereinstimmung mit der Quantenforderung



— 113 —

(81) oder (82) fiir das rotierende Molekiil. Das liefert im ein-
fachsten Fall fiir die Quantenbahnen des Elektrons eine
diskrete Schar konzentrischer Kreise um den Kern, mit
Radien, die sich wie die Quadrate der ganzen Zahlen
(r :4:9:16 : ——) verhalten (siche Fig. g).

Zweitens: Diese ,,erlaubten Bahnen sind stationir, sie
sind in gewissem Sinne stabile Bewegungszustinde. Diese
Stabilitdt wird durch die radikale Forderung erreicht, da8
das Elektron — in striktem Gegensatz zu allem, was uns
die klassische Elektronentheorie gelehrt hatte — in den
stationdren Bahnen nicht strahlen soll. Da durch
dieses ,,Verbot“ der Energie-
verlust ausgeschaltet ist, so
kann das Elektron dauernd in
einer solchen ,,Quantenbahn‘‘
kreisen. DaB es derartige
,,strahlungslose Bahnen im
Atom gibt, ist wohl zweifellos.
Unter anderem spricht dafiir
die zeitliche Konstanz des
Para- und Ferromagnetismus
der Korper, der durch krei-
sende Elektronen erzeugt wird. Aber in welcher Weise
die Elektrodynamik abgedndert werden muB, um die
Strahlungslosigkeit der Quantenbahnen, und nur dieser,
zu garantieren, das ist eine zur Zeit noch unbeant-
wortbare Frage. Da nun so die ,klassische’ Strahlung
des Atoms aufgehoben ist, muB durch eine neue Hypothese
die tatsichlich beobachtete- Emission erkldrt werden.
Hier greift, wiederum in direkter Anlehnung an Plancks
urspriinglichen Quantenansatz, die dritte Bohrsche For-
derung ein: Geht das Elektron aus einer erlaub-

Fig. 9.

Reiche, Quantentheorie. 8



ten Quantenbahn von der Energie W, in eine
andere erlaubte Quantenbahn von niedrigerer
Energie W, iiber, so wird bei diesem Prozel} die
Energie W, —W, ausgestrahlt, und zwar in der
Form eines Energiequantums 4y homogener, mo-
nochromatischer Strahlung. Die Schwingungszahl der
ausgesandten Wellen bestimmt sich also aus dem ,,Bokr-
schen Frequenzansatz®:

p=———. (92)

Man kann sich den Ubergang aus dem Zustand héherer
in den Zustand niedrigerer Energie mit Einstein 248) als eine
Art radioaktiven Zerfalles denken, dessen zeitliche Haufig-
keit vom Zufall bestimmt wird. Jedoch die Einzelheiten
dieses Ubergangs und der dabei stattfindenden Energie-
abgabe sind bis zur Stunde in tiefes Dunkel gehiillt.

§ 3. Die wasserstoffihnlichen Serien nach dem Bohrschen
Modell.

So kiihn und seltsam auch die 3 Bokrschen Hypothesen
erschienen, so iiberraschend waren ihre Erfolge. Wendet
man sie ndmlich auf ein ,,wasserstoffdhnliches’ Rutherford-
sches Atom an, in welchem ein einziges Elektron einen
z-fach geladenen positiven Kern umkreist, so erhidlt man#7)
fiir die Schwingungszahlen derjenigen Spektrallinien, die
das Elektron beim Ubergang von der nten nach dcr sten
Quantenbahn emittiert, folgende Werte:

2nze4mz2(1 1)

V= e —n—z) e, m Ladung und
-{ Masse des Elektrons ; (93)

=Nz (i _ i) s, n ganze Zahlen.
s? n?



Setzt man hier z = 1 (Wasserstoff),s = 2,7 =3,4,5,...
so erhdlt man formal genau die empirische Dar-
stellung fiir die Balmer-Serie des leuchtenden
Wasserstoffs2s):

w=N<———> m=3,4,5,...) (94

Fiir die in der empirischen Formel auftretende Kon-
stante N, die sogenannte Rydbergsche Zahl, liefert also
Bohrs Theorie den Ausdruck:

272 et m

=222 (95)

Benutzt man hier die bekannten Werte:

e = 4,774+ 10~ (Millikan); h =6,55-10"% (Planck);
[
e = 77" 107,
so folgt aus (95):
N = 3,27 . 10%,

wihrend die empirische Rydbergsche Zahl den Wert 3,29 - 1015
besitzt. Diese schlagende Ubereinstimmung und die Zuriick-
filhrung der Rydbergschen Zahl auf universelle Konstanten
stellt eine der Hauptleistungen der Bokr schen Theorie
dar?®) und bildet ein starkes Argument {iir ihre innere
Kraft. Man kann demnach sagen, daB nach Bokrs ur-
spriinglicher Theorie die einzelnen Linien der Balmerserie
(H,, Hg, H,,...) emittiert werden, wenn das Elektron
vom 3., 4., 5... Kreis in den 2. springt.

Mit dieser Feststellung ist jedoch die Leistung der
Formel (93) nicht erschopft! Denn sie umfaBt, wie man leicht
sieht, noch weitere Spcktralserien des Wasserstoffs. Setzt
man ndmlich s = 1, # =2, 3, 4. .., so erhilt man die von

8%
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Lyman®0) gefundene und durchgemessene ultraviolette
Serie; setzt mar andererseits s =3, #=4, 5,6, ..., so
erhilt man die ultrarote Bergmann-Serie, deren zwei erste
Linien von F. Paschen®1) beobachtet worden sind.

Das im periodischen System auf Wasserstoff folgende
Element ist Helium (Ordnungszahl z = 2). Wihrend je-
doch die Konstitution des neutralen Heliumatoms mit
seinen 2 Elektronen schon komplizierter ist — nach den
neuesten Ergebnissen umlaufen die beiden Elektronen in
zwei verschiedenen Bahnen den Kern — ist das einfach
ionisierte, also einfach positiv geladene Heliumatom durch-
aus ,,wasserstoffihnlich‘‘; denn es besteht aus einem zwei-
fach positiv geladenen Kern, um den ein Elektron kreist.
Der einzige Unterschied gegen das Wasserstoffatom besteht
eben in der doppelten Kernladung, z = 2. Die vom positiven
Heliumion emittierten Serien lassen sich daher nach (93)
zusammenfassen in der Formel

v=4N(E - 1), (96)

wo N wiederum die durch (98) definierte Rydbergsche Zahl
darstellt. Setzt man hier s =3, n =4, 5, 6,..., so er-
hdlt man die sogenannte ,,Hauptserie des Wasserstoffs*,
die von Fowler®2) beobachtet und in jiingster Zeit von
F. Paschen?8) eingehend durchgemessen wurde. Fir
s=4,n==75,6,7%,...erhdlt man die sogenannte ,,zweite
Nebenserie des Wasserstoffs”, die von Pickering4) und
Evans %5) beobachtet wurde. Beide Serien schrieb man
— wie der Name sagt — vor Bokr filschlich dem Wasser-
stoff zu.

Eine neue, hochst bemerkenswerte Folgerung der
Bohrschen Theorie wird offenbar, wenn man die Bewegung



des Kernes in Rechnung setzt. In Wirklichkeit ruht ja der
Kern nicht, sondern Kern und Elektron kreisen um ihren
gemeinsamen Schwerpunkt. Die Berticksichtigung dieser
Tatsache fiihrt zu einem etwas veridnderten Ausdruck fiir
die Rydbergsche Konstante. An die Stelle von (95) tritt
dann nidmlich. die Formel:

2m%etm
N=Z2TT (97)

o3

wo M die Kernmasse bedeutet. Daraus folgt, dal fiir ver-
schiedene Elemente, etwa Wasserstoff und Helium, die
Rydbergsche Konstante etwas verschiedene Werte besitzt,
und zwar ist sie flir Wasserstoff kleiner als fiir Helium (da
ja Mg < Myg,). Allgemein nimmt der Wert der Rydberg-
schen Zahl mit wachsendem Atomgewicht zu, um sich dem
Grenzwert (95) zu nihern, alles in schonster Uberein-
stimmung mit den Ergebnissen langjdhriger spektro-
skopischer Erfahrungen!

Ganz ebenso wie die Emission, hat auch die Ab-
sorption nach dem Bokrschen Modell quantenmiBigen
Charakter. Fillt etwa Licht der ersten Balmer-Linie (H,)
auf ein Wasserstoffatom, dessen Elektron in der 2. Quanten-
bahn kreist, so wird ein Quantum Ay dieser duBeren
H -Strahlung dazu verwendet, um das Elektron in die
3. Quantenbahn zu ,heben”. Es wird also der &duBeren
Strahlung der Energiebetrag hvg, entzogen, d. h. es wird
Licht der Linie H, ,,absorbiert®.

x

§ 4. Der Aufbau des periodischen System.

Auch fiir die hoheren Elemente (Li, Be, B, C, usw.)
hat Bohr schon in seinen ersten Arbeiten versucht, im An-
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schluB an das periodische System der Elemente geeignete
Atombilder mit mehreren, mehrfach besetzten Elektronen-
ringen aufzustellen, bei denen sich z. B. die bekannte
Achterperiode des Systems in einer nach je 8 Elementen
regelmidBig wiederkehrenden Anordnung der duBeren Elek-
tronen widerspiegelt, widhrend die Zahl der-im &uBersten
Ring kreisenden FElektronen gleich der Valenz des be-
treffenden Elements gesetzt ist.

Zu einem &hnlichen Aufbau der Atome gelangte auch
W. Kossel?8) in einer tiefgehenden Untersuchung {iber
die Bildung der Molekiile aus Atomen. Auch L. Vegard %7),
A. Sommerfeld®8) und R. Ladenburg?®) haben analoge
Atombilder konstruiert, besonders im Hinblick auf die be-
kannte auf und ab schwankende Kurve der Atomvolumina
und zur Deutung anderer periodisch schwankender Eigen-
schaften (Paramagnetismus, Ionenfirbung). Jedoch sind
diese Betrachtungen, obwohl sie ihren allgemeinen Prin-
zipien nach zweifellos auf dem richtigen Wege vorgehen,
im einzelnen zur Zeit noch nicht geniigend gesichert.

§ 5. Die Quantenhypothese fiir mehrere Freiheitsgrade.

Wihrend so die Quantenhypothese schon in ihrer primi-
tiven Form, durch Eingreifen in die Atomdynamik, von
neuem ihre innere Kraft erwies, hatte sie doch dabei fiir
ihren eigenen Ausbau nur geringen Nutzen davongetragen.
Aber die Friichte der Bohrschen Theorie reiften schneller,
als man ahnen konnte. Schon das Jahr 1915 brachte eine
entscheidende Wendung: fast gleichzeitig und unabhingig
voneinander fanden Planck und Sommerfeld fiir ein schon
lange brennendes Problem die Losung: nimlich fiir die
Erweiterung der Quantenhypothese auf Systeme
von mehreren Freiheitsgraden Sommerfeld?0) ging



dabei in engem AnschluBl an die Bohrsche Theorie vor. Die
erste Hauptforderung dieser Theorie betraf die Auswahl
der ,,erlaubten‘‘ stationiren Bahnen unter allen mechanisch
mégliéhen. Erlaubt waren danach, wie wir sahen, nur die-
jenigen Bahnen, fiir die das Impulsmoment $ ein ganzes

Vielfaches von 2—};— ist. Dies 148t sich nach (81) und (82)

auch so aussprechen: Unter allen mechanisch mdéglichen
Bahnen sind nur diejenigen erlaubt und stationir, fiir die
das Phasenintegral

[pdg=nh (98)

ist. In dieser Quantenbedingung ist nach (82) die all-
gemeine Koordinate ¢ durch den Drehungswinkel (das
»Azimut“) @, der Impuls p durch den ,,zu ¢ gehdrigen
Impuls® ¢, (Drehimpuls) zu ersetzen. Die Integration ist
dabei tiber den vollen Wertbereich der Variablen ¢, hier
also von o bis 2z, zu erstrecken.

Im Falle der urspriinglichen Bokrschen Theorie, die
nur Kreisbahnen betrachtet, existiert natiirlich nur eine
einzige Quantenbedingung, ndmlich diejenige fiir ¢ = ¢,
da ja der Drehungswinkel ¢ die einzige Variable der Bahn
darstellt. Anders dagegen liegt es, wenn man die Be-
schrinkung auf Kreisbahnen fallen 148t und auch Kepler-
Ellipsen in Betracht zieht. Dann ist jeder Punkt der Bahn
durch 2 Variable bestimmt, niamlich durch die Ent-
fernung 7 des Elektrons vom Kern, der sich im Brennpunkt
der Ellipse befindet, und durch den Winkel ¢ (das Azimut),
den 7 mit einer festen Richtung bildet (etwa mit der Ge-
raden, die den Kern mit dem Perihel verbindet). In diesem
Falle hat man ein Problem von zwei Freiheitsgraden vor
sich, mit zwei allgemeinen Koordinaten 7 und ¢ (Polar-
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koordinaten). Die einfache” Erweiterung der Quanten-
hypothese durch Sommerfeld besteht nun darin, daB man
in diesem Falle zwei Quantenbedingungen von der Form (98)
aufstellt, eine fiir die Koordinate ¢ — die mit der einzigen
Quantenbedingung der Bohrschen Theorie iibereinstimmt —
und eine neue fiir die Koordinate 7, so daB3 also die Aus-
wahl der stationdren Bahnen hier durch die zwei folgenden
Gleichungen bestimmt ist:

2x
Ofﬁ¢d¢.=nh, (99)
[prdr=n"h, (100)

n und »” sind dabei ganze positive Zahlen, p_, und $, sind
die zu den Koordinaten ¢ und 7 gehorigen Impulse28?). Die
Integration in (100) ist iiber den vollen Wertbereich von 7
zu erstrecken, d. h. vom kleinsten Wert 7., (Perihel) an
bis zum gréBten Wert 7., (Aphel) und zum kleinsten 7,
zuriick. (99) heiBt die azimutale Quantenbedingung, » die
azimutale Quantenzahl, (100) die radiale Quantenbedingung,
n’ die radiale Quantenzahl.

In ganz entsprechender Weise 148t sich natiirlich auch
fir mehr als 2 Freiheitsgrade die Erweiterung vornehmen.
Hat das System f Freiheitsgrade, ist es also durch f all-
gemeine: Koordinaten ¢y, ¢ . - ., ¢, und die entsprechenden
Impulse p,, p; . . . p; charakterisiert, so sind die ,,erlaubten*
Bewegungen des Systems durch die f Quantenbedingungen
eingeschrénkt:

/751 dgy=mnh; fpgdq2=n2h;.... /{deq,=nfh. (101)
(ny, ny, ... n sind positive ganze Zahlen.)

In jedem der f Phasenintegrale ist dabei die Integration
iiber den vollen Wertbereich der betreffenden Koordinate
zu erstrecken.
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Eine Schwierigkeit, die hier von vornherein auftauchte,
war die Beantwortung der Frage, welche Koordinaten
man denn fiir den Quantenansatz (1ox) wihlen solle, oder
ob die Wahl gleichgiiltig sei. Im allgemeinen kann man ja
ein System von mehreren Freiheitsgraden durch verschiedene
Arten von Koordinaten .charakterisieren, z. B. kann man
die Kepler-Bewegung des Elektrons entweder durch Polar-
koordinaten 7 und ¢ oder durch kartesische Koordinaten %
und y beschreiben. Diese Frage ist um so dringlicher, wenn
man bedenkt, da8 nicht fiir jede Koordinatenwahl die ein-
zelnen Phasenintegrale f pidg; wirklich Konstanten
werden, wie es der Quantensatz (ror) verlangt26?). P. S.
Epstein?3) und K. Schwarzschild?%) haben unabhingig
voneinander dieses Problem der ,,richtigen Koordinaten-
wahl“ bis zu einem gewissen Grade geldst. Dabei offenbarte
sich eine interessante und iiberraschende Beziehung der
Quantenansétze (101) zu einem altbekannten, von Jacobi
und Hamilton aufgestellten Theorem der klassischen Dy-
namik, das bisher besonders in der Himmelsmechanik zur
erfolgreichen Anwendung gelangt war. SchlieSlich hat in
jlingster Zeit A. Einstein288) durch Modifikation der Formu-
lierung (10I) einen Quantenansatz aufgestellt, der den Vor-
zug besitzt, von der Koordinatenwahl unabhingig zu sein.
Indessen wiirde ein niheres Eingehen auf diese abstrakten
Untersuchungen hier zu weit fithren.

Die zweite Formulierung der Quantenhypothese fiir
mehrere Freiheitsgrade riihrt, wie schon erwihnt, von
M. Planck?®8) her. Sie ist in ibrer ganzen Anlage gleich-
sam vorsichtiger gehalten, als der radikalere Ansatz von
Sommerfeld. Planck geht dabei, in direktem AnschluB
an die friiher besprochene Einteilung der Phasenebene
des linearen Oszillators, bei komplizierteren Systemen
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von dem sogenannten Gibbsschen Phasenraum aus.
Fiir ein System von f Freiheitsgraden, das durch die
Koordinaten ¢, ¢,... ¢, und die Impulse p,, $,... %,
charakterisiert wird, ist der Gsbbssche Phasenraum derjenige
2 f-dimensionale Raum, dessen Punkte die 2 f Koordinaten
P pr besitzen. Jeder Punkt des Phasenraums (Pha-
senpunkt) stellt also einen bestimmten Momentanzustand
des vorliegenden Systems dar. Diesem Phasenraum ver-
leiht nun Planck, ganz analog wie der Phasenebene, durch
Hervorhebung gewisser, ausgezeichneter Grenzflichen, eine
zellenartige Struktur. Dabei ist die Gré8e der Zellen
proportional %’. Die Schnittpunkte jener Grenzflichen
stellen dann die quantenmiBig ausgezeichneten Zustinde
des Systems dar (also nach der ersten Planckschen Theorie
die einzig moglichen, erlaubten Zustdnde). Im Gegensatz
zu Sommerfelds Theorie, in der die Bewegung eines Systems
von f Freiheitsgraden stets durch f Quantenbedingungen be-
stimmt ist, kann bei Planck unter Umstinden der Fall ein-
treten, daB weniger Quantenbedingungen als Freiheitsgrade
existieren, so daB} also mehrere (,,kohidrente*) Freiheitsgrade
durch eine einzige Quantenbedingung eingeschridnkt sind.

§ 6. Sommerfelds Theorie der relativistischen Feinstruktur.

DaB diese Theorien den Kern der Sache getroffen hatten,
sollte sich bald bei ihrer Anwendung auf das Bokrsche
Atommodell besonders deutlich erweisen. Danach miissen
unter allen mechanisch mdéglichen Bahnen, die das Elektron
um den z-fach positiv geladenen Kern beschreiben kann,
die quantenmaBig erlaubten, stationiren Bahnen durch die
beiden Quantenbedingungen (99) und (100) ausgewihlt
werden. Das ergibt, an Stelle der diskreten, gequantelten
Kreise von Bohr, hier diskrete gequantelte Kepler-
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Ellipsen, unter denen auch die Bokrschen Kreise als
Spezialfall enthalten sind. Und zwar sind die Ellipsen so-
wohl hinsichtlich ihrer Gré8e (d. h. ihrer groBen Achse)
als ihrer Form (Achsenverhiltnis) quantenmiBig festgelegt,
so daB also hier jede Bahn, im Gegensatz zu Bokr, durch
2 Quantenzahlen # und »’ charakterisiert ist27). An
die Stelle der Formel (93) fiir die wasserstoffahnlichen Serien
tritt dann die allgemeine Formel 268):

S
s+ (m+n)2l’

Dabei ist wieder NV, die Rydbergsche Zahl, durch (95), oder
bei feinerer Betrachtung (Mitbewegung des Kernes) durch
(97) gegeben. s und s" sind die beiden Quantenzahlen
(azimutale und radiale) der Endbahn des Elektrons, # und »’
sind die Quantenzahlen seiner Anfangsbahn. Da also nach
dieser vollstindigeren Sommerfeldschen Auffassung die Zahl
der erlaubten Bahnen durch Hinzunahme der Ellipsen
gegeniiber Bokr stark vermehrt ist, so sind damit auch die
Ubergangsméglichkeiten fiir das Elektron, d.h. die Er-
zeugungsmoglichkeiten fiir die Spektrallinien vervielfiltigt.
Man erkennt aber leicht folgende Tatsache: W&hlt man als
Endbahn des Elektrons irgendeine derjenigen Bahnen, fiir
die die Summe der Quantenzahlen s -4 s’ einen bestimmten
Wert hat, etwa s + s"= 2, und als Anfangsbahn irgendeine
derjenigen Bahnen, fiir die # 4 #’ einen bestimmten hoheren
Wert hat, etwa # + #'= 3, so erzeugen alle verschie-
denen Uberginge des Elektrons von irgendeiner
dieser Anfangsbahnen nach irgendeiner dieser
Endbahnen stets dieselbe Linie (bei den gewihlten
Zahlen die erste Balmer-Linie); denn es héngt ja nach (102)
die Schwingungszahl der emittierten Linie nur von der

y =N 22 (102)
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Summe s + s’ und von der Summe # + #’ ab, dagegen nicht
von den Einzelwerten s, s/, #, #’. So will es scheinen, als
ob durch die Sommerfeldsche Komplizierung der Theorie,
gegeniiber Bohr, physikalisch nichts gewonnen sei. Indessen
sind, worauf Bohr bereits hinwies, die Rechnungen noch in
einem wichtigen Punkte unvollstindig, dessen konsequente
Beriicksichtigung von fundamentaler Bedeutung wurde,
und die Hauptleistung der Sommerfeldschen Spektrallinien-
theorie darstellt. Es sind ndmlich die Geschwindigkeiten
der Elektronen, die bei diesen Problemen auftreten, nicht
mehr als unendlich klein gegen die Lichtge-
schwindigkeit anzusehen. In diesem Fall aber darf
man bekanntlich nicht nach der klassischen Mechanik
rechnen, die die Masse der Elektronen als konstante Gré8e
betrachtet, sondern muB} sich auf den Boden der
Relativititstheorie stellen und daher die Abhingig-
keit der Elektronenmasse von der Geschwindigkeit des
Elektrons prinzipiell beriicksichtigen. In diesem Sinne hat
Sommerfeld die Rechnung vervollstindigt. Die Bahnen des
Elektrons um den Kern unterscheiden sich bei dieser Ver-
feinerung der Theorie von der gewthnlichen Kepler-Ellipse
dadurch, daB das Perihel der Bahn im Laufe der Zeit vor-
riickt, und die Bahn hierdurch einen ungeschlossenen Cha-
rakter annimmt. Dies bewirkt, daB die Energie des Elektrons
in den quantenmiBig ausgewihlten stationdren Bahnen
— die auch hier durch (99) und (x00) festgelegt sind — nicht
mehr allein von der Summe der Quantenzahlen abhingt
wie bei der nichtrelativistischen Kepler-Bewegung, sondern
daB auch die Quantenzahlen # und »’ getrennt in den
Energieausdruck eingehen. Nur in erster Niherung, d. h. bei
Vernachléssigung der Relativititskorrektion, wird daher die
Schwingungszahl » der ausgesandten Spektrallinie allein



von den Quantensummen s + s’ und # 4 #’ abhingen, wie
es (102) zeigt. Bei Beriicksichtigung der relativistischen
Massenverdnderlichkeit des Elektrons dagegen wird » auch
von den Einzelwerten s, s’, #, #’ abhingig2?). Daraus
folgt, daB die oben betrachteten verschiedenen
Erzeugungsmoglichkeiten einer bestimmten Li-
nie, d. h. die Uberginge des Elektrons aus irgend-
einer der Anfangsbahnen s 4+ s"=const. inirgend-
eine derEndbahnen# 4 #’= const., hier nicht mehr
genau dieselbe Linie liefern, sondern etwas ver-
schiedene Linien, die allerdings, wegen der Kleinheit
der Relativitdtseffekte, nahe beieinanderliegen. Dies ist
die Sommerfeldsche Erkldrung fiir die Feinstruktur der
Spektrallinien bei den wasserstoffihnlichen Spektren.
So muB z. B. nach Sommerfeld die erste Linie der
Balmer-Serie (die rote Wasserstofflinie H,) aus 5 Kompo-
nenten bestehen, die in 2 Hauptgruppen (zu je 3 und 2)
angeordnet sind. Der mittlere Abstand dieser beiden
Gruppen voneinander betrdgt nach der Theorie %) etwa
0,126 A, wihrend die besten Messungen des Wasserstoff-
dubletts den Wert 0,124 A ergaben (Paschen, Meifner).
Spricht schon diese Ubereinstimmung stark fiir Sommer-
felds Theorie, so hat die exakte Feinstrukturmessung
F. Paschens®1) an den Linien des positiven Heliums
(Fowlerserie) einen noch iiberzeugenderen Beweis fiir
ihre Richtigkeit geliefert: fast liickenlos sind alle
von der Theorie geforderten Komponenten der
Feinstruktur auf der photographischen Platte
erschienen und haben dadurch gleichsam hand-
greiflich die Existenz der stationidren Bahnen des
Elektrons und seine relativistische Massenver-
dnderlichkeit dargetan.
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Zwei interessante Folgerungen seien hier noch erwihnt,
die sich unmittelbar an Sommerfelds Theorie und Paschens
Beobachtungen anschlieBen. Erstens ist es durch sie mog-
lich geworden, die Feinstrukturmessungen direkt zu einer
,,spektroskopischen® Bestimmung der 3 Fundamentalkon-
stanten e, m, (Masse des Elektrons fiir unendlich kleine
Geschwindigkeiten) und % zu verwenden??2). Zweitens
konnte K. Glitscher #'3) zeigen, dall man die spektroskopischen
Beobachtungen, z. B. die GroBe des Wasserstoffdubletts,
nur dann mit der Theorie im Einklang findet, wenn man fiir
die Massenverdnderlichkeit des Elektrons die relativistische
Formel zugrunde legt. Dagegen fithrt die Abrahamsche
Theorie des ,,starren Elektrons“ zu Formeln, die mit der
Erfahrung nicht iibereinstimmen.

§ 7. Hoéhere Elemente.

So sehen wir, daBl das Rutherfordsche Atommodell in
seiner Weiterbildung durch Bokr und Sommerfeld die Er-
wartungen weit iibertraf, die man an seine Leistungsfdhig-
keit stellen -konnte. Uber die optischen Serien des Wasser-
stoffs und des ionisierten Heliums hat es uns jedenfalls mit
ungeahnter Prizision bis in die letzten Feinheiten Auf-
schluB erteilt. Aber auch iiber diese ersten Ziele hinaus ist
bereits eine Reihe erfolgreicher Vorstéfe unternommen
worden. So gelang es A. Landé?%), die beiden Serien-
systeme des neutralen Heliums (Helium und Parhelium) zu
berechnen, indem er dabei — im Gegensatz zu Bokhr — ein
Modell des neutralen Heliumatoms zugrunde legte, bei dem
die beiden Elektronen auf zwei verschiedenen, komplanaren
oder gegeneinander geneigten Bahnen den doppelt positiven
Kern umlaufen. Hier bewegt sich also das duBere Elektron,
dessen Spriinge wesentlich die Strahlung erzeugen, in einem



Felde, das durch den stérenden EinfluB des inneren Elektrons
den rein Coulombschen Charakter verloren hat. Fille dieser
Art von Wasserstoffunihnlichkeit hat Sommerfeld allgemein
untersucht und gezeigt %), daBl man durch Abweichen vom
Coulombschen Feld in erster und zweiter Ndherung zu der
Rydbergschen und Ritzschen Form der Seriengesetze ge-
langt. So war ein vielversprechender Anfang fiir eine
Quantentheorie der Spektrallinien geschaffen.

§ 8. Starkeffekt und Zeemaneffekt am Bohrschen Atom.

Bei dieser Sachlage muBte sich sofort von selbst die
Frage aufdringen, ob das Atomodell bei seiner jetzigen Ver-
vollkommnung imstande war, den Starkeffekt zu liefern,
d. h. die Aufspaltung der Linien im elektrischen Felde.
Hatte doch, wie erinnerlich, gerade in diesem wichtigen
Punkt das #ltere Thomsonsche Modell vollig versagt! Und
wie stand es ferner mit dem Zeeman-Effekt, der Aufspaltung
im Magnetfeld? Konnte das neue Modell diese Erscheinung
ebenso gut erkldren wie das alte? Beide Fragen haben sich
gliicklicherweise positiv beantworten lassen! Was den
Starkeffekt anlangt, so konnte P. S. Epstein?’) in einer
bedeutsamen Arbeit folgendes zeigen: Berechnet man die
Bewegung des Elektrons unter dem EinfluB3 des Kerns und
des duBeren Feldes nach den in der Himmelsmechanik ge-
laufigen Methoden, wihlt man zweitens aus allen mechanisch
moglichen Bewegungen, unter Anwendung der modernen
Quantenansitze fiir mehrere Freiheitsgrade, die quanten-
maBig erlaubten, stationdren Bahnen aus, und 148t man
drittens das Elektron aus einer dieser stationidren Bahnen
in eine andere springen, wobei man die unendliche Zahl der
moglichen Ubergénge durch ein gleich zu besprechendes
,,Auswahlprinzip“ einschrdnkt, so liefert der Bokrsche
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Frequenzansatz (92) im Falle der Serien des Wasserstoffs
und des positiven Heliums mit bewundernswerter Genauig-
keit und Vollstdndigkeit, nach Lage und Zahl, alle von
Stark beobachteten Komponenten der aufgespaltenen Linie.
Dies erstaunliche Ergebnis muB als eine weitere kriiftige
Stiitze fiir die Richtigkeit des Bokrschen Modells und seiner
Quantelung angesehen werden. Nicht ganz so erfolgreich
ist bis jetzt die Theorie bei der Deutung des Zeeman-Effekts
gewesen. Zwar konnten Debye?) und Sommerfeld®8) den
normalen Zeeman-Effekt (die Aufspaltung der urspriing-
lichen Linie in ein Triplett, bei Beobachtung senkrecht zu
den Kraftlinien) aus dem Modell herausholen. Jedoch ist
die Erkldrung zweier wichtiger Erscheinungen dieses Ge-
bietes, auf Grund des Bokrschen Modells bisher noch nicht
gelungen: erstens der anomalen Zeeman-Effekte und ihrer
GesetzmiBigkeiten (Runge- Prestonsche Regel); zweitens der
von Paschen und Back#?) entdeckten Tatsache, da auch
bei Linien mit komplizierter Feinstruktur sich bei wachsen-
dem Magnetfeld allméhlich das normale Triplett ausbildet.
Hier ist von weiteren Untersuchungen Klarheit zu erhoffen.

§ 9. Die Auswahlprinzipien von Rubinowicz und Bohr.

Wihrend die vorangehenden Betrachtungen sich nur
mit der Lage der Linien im Spektrum, d.h. mit ihrer
Schwingungszahl beschiftigen, blieb das Problem ihrer
Schwingungsform, d. h. ihrer Intensitit und Polarisation
noch ungeldst. Ebenso war die wichtige Frage noch un-
beantwortet, ob denn alle Uberginge des Elektrons aus
irgendeiner stationiren Bahn in irgendeine andere moglich
sind, oder ob nicht die Zahl der erlaubten Ubergénge durch
ein ,,Auswahlprinzip’ eingeschrinkt werden miisse. Auch
dies ist letzten Endes nur eine Intensitdtsfrage, da man ja



den Sachverhalt so formulieren kann: Den verbotenen Uber-
gangen entsprechen Linien von der Intensitdt Null. Die Losung
dieses ganzen Problemkomplexes ist durch zwei wichtige
Untersuchungen in jlingster Zeit wesentlich geférdert wor-
den. An erster Stelle gelangte A. Rubinowicz280), durch
Anwendung des Satzes von der Erhaltung des Drehimpulses
(Impulsmoments) auf das System Atom + ausgestrahlte
Welle, zu einem Auswahlprinzip und einer Polarisationsregel
von folgender Gestalt: bei wasserstoffihnlichen Atomen,
die der Einwirkung duBerer Kraftfelder entzogen sind, kann
sich bei der Emission die azimutale Quantenzahl # des
Elektrons [siehe Formel (9g)] nur um o, +1, oder —1
dndern. Im ersteren Falle ist das ausgestrahlte Licht linear
polarisiert, in den beiden anderen Fillen zirkular. Die
Stellung der Bahnebene bleibt beim Emissionsvorgang er-
halten. Bei wasserstoffundahnlichen, komplizierter gebauten
Atomen liegt die Sache etwas weniger einfach: Setzt man
hier den gesamten Drehimpuls aller am System beteiligten
Massen, der bekanntlich wihrend der Bewegung konstant

bleibt, gleich einer ganzen Zahl »n* mal 2——}—;, sosind es gerade

die Anderungen dieser Zahl #* bei der Emission, die hier
durch das Auswahlprinzip in der gleichen Weise eingeschrankt
werden, wie oben die Anderungen der azimutalen Quanten-
zahl des einzigen springenden Elektrons. Auch hier liefert
die Anderung Null der Quantenzahl n* lineare Polarisation,
Anderungen um 41 dagegen zirkulare. An die Stelle der
Bahnebene tritt hier die ,,invariable Ebene* (senkrecht zum
Gesamtdrehimpuls), deren’ Stellung im Raum erhalten
bleibt. Unterliegt endlich das Atom der Wirkung eines
duBeren Feldes, etwa eines homogenen elektrischen Feldes
(Starkeffekt) oder eines homogenen Magnetfeldes (Zeeman-

Reiche, Quantentheorie. 9



Effekt), so bleibt bekanntlich wihrend der Bewegung der
am Atom beteiligten Massen nur diejenige Komponente des
gesamten Drehimpulses konstant, die dem #uBeren Felde

. h
parallel ist. Setzt man diese Impulskomponente = #, gl

so wird jetzt nur die Anderung dieser Zahl s, durch das
Auswahlprinzip eingeschrinkt (Anderung =o, +1, —1).
Das Auswahlprinzip ist also durch das duBere Feld in seiner
Wirkung ersichtlich abgeschwicht und kann, wenn Felder
von regelloser Starke und Richtung das Atom angreifen,
wie es z. B. bei elektrischen Entladungen der Fall ist, vollig
illusorisch werden.

Durch ganz andersartige Betrachtungen gelangte
N. Bohr®1) zu Resultaten, die sich im wesentlichen mit
denen von Rubinowicz deckten, sie jedoch an Tragweite noch
bedeutend iibertrafen. Bokr ging dabei von der Tatsache aus,
daB in der Grenze fiir groBe Quantenzahlen, wo die aufein-
anderfolgenden stationiren Zustinde des Atoms sich ener-
getisch relativ nur wenig unterscheiden, die Schwingungszahl,
die das Elektron beim Ubergang zwischen benachbarten Zu-
stdnden emittiert,identisch wird mitder Umlaufszahl
in der stationdren Bahn?®2). Das Elektron emittiert
dann also, nach der Bohrschen Frequenzbedingung, dieselbe
Linie, die esnach der klassischen Elektronentheorie entsendet.
M. a. W.: Fiirsehr groBé Quantenzahlen geht die
Quantentheorie in die klassische Theorie iiber
(Bohrsches ,,Analogieprinzip®). Auf dieses Prinzip gestiitzt,
kann nun Bokr folgendermaBen argumentieren: Nach der
klassischen Mechanik 148t sich die Bewegung des Elektronsim
Bohrschen Atom darstellen als Ubereinanderlagerung zeitlich
harmonischer Partialschwingungen von der Schwingungszahl:

=T W + w4+ ...+ 0. (103)
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Dabei sind die 7; ... 1, ganze Zahlen, die im allgemeinen
alle Werte zwischen —oo und + oo annehmen konnen; die
w; . .. wy sind gewisse, vom Bewegungscharakter abhingige
Konstanten; f ist die Zahl der Feiheitsgrade. Die Amplitude
der durch die Zahlen 7,... 7, charakterisierten Partial-
schwingung sei Ar...r. Dann ist nach der klassischen
Elektrodynamik »;; zugleich die Schwingungszahl der emit-
tierten Partialwelie (z, ...7), und 42 , ein MaB
ihrer Intensitdt. Andererseits ergibt sich aus der Quanten-
theorie (Bokrs Frequenzansatz) fir hohe Quantenzahlen
folgendes Resultat: Beim Ubergang aus einem Anfangs-
zustand, der durch die Quantenzahlen my, my...m,
charakterisiert ist, in einen Endzustand, dem die Quanten-
zahlen #,, n, ... n, entsprechen, wird eine Linie von der
Schwingungszahl

vQu = (M, — ny) 0y + (my — ng) Wy + ...+ (mp— ng) wy. .. (104)
emittiert. Dabei sind die GroBen w; . . . wydieselben Kon-
stanten, wie in (103). Nun ist aber nach Bokrs Analogie-

prinzip fiir hohe Quantenzahlen v, = »o,. Daher folgt durch
Vergleich von (103) und (ro4):

Ty=my— Ny, Tg="Mg— Ng..., ...Tp=Mp—Ns... (I05)
d. h. die ,klassische Partialschwingung (z, .. .7)
entspricht demjenigen Quanteniibergang, bei dem
die Quantenzahlen sich gerade um7, ...7; 4ndern.
Polarisation und Intensitdt der bei diesem Quan-
teniibergang emittierten Welle 14Bt sich also aus
der Schwingungsform und Amplitude der ,ent-
sprechenden klassischen Partialschwingung ab-
lesen. Dieses fiir hohe Quantenzahlen abgeleitete Prinzip
extrapoliert Bok» mit groBer Kiihnheit auf das Gebiet be-
liebiger Quantenzahlen. So ergibt sich u. a. das bemerkens-

9*



werte ,,Auswahlprinzip”: Fehlt in der Entwicklung der
Elektronenbewegung nach Partialschwingungen etwa das
Glied (7,, 7, ...7,), so ist der entsprechende Quanten-
iibergang:

My — =1, Mg—Hg=T,..., Mg—Np=T,
nicht vorhanden. So folgt z. B. fiir kréiftefreie wasserstoff-
dhnliche Atome, in etwas engerer Fassung, wie bei Rubino-
wicz, der Satz, daB die azimutale Quantenzahl
sich bei allen Emissionen nur um -1 oder —1I
dndern kann, was beides zirkular polarisierte Strahlung
liefert.

Sowohl die Auswahlprinzipien wie die Polarisations- und
Intensitidtsregeln haben sich beim Vergleich mit der Er-
fahrung aufs beste bewihrt. Rubinowicz selbst zeigte, daB
sein Auswahlprinzip und die Polarisationsregel mit Paschens
Feinstrukturmessungen an den Heliumlinien, ferner mit den
Beobachtungen des Starkeffekts und des normalen Zeeman-
Effektes gut im Einklang sind. P. S. Epstetn?83) und
H. A. Kramers %%) gingen noch dariiber hinaus und konnten
in tiefgehenden Untersuchungen, die sich an Bohrs Theorie
anschlossen, beweisen, da auch die Intensitdtsberechnung
in dem eben angedeuteten Sinn zu erstaunlicher Uberein-
stimmung mit den Beobachtungen fiihrt. Endlich haben
Sommerfeld und Kossel 285) in einer interessanten Studie das
Rubinowiczsche Auswahlprinzip auch auf wasserstoffun-
dhnliche Spektren angewandt und gezeigt, daB es imstande
ist, das bevorzugte und leichtere Auftreten gewisser Serien
im Vergleich mit anderen zu erkldren, und daB es durch
die Hervorhebung der ,,méglichen‘‘ Uberginge die Uferlosig-
keit der denkbaren Kombinationen in weitgehender, und
— wie es scheint — der Wirklichkeit durchaus entsprechen-
der Weise, einddmmt.



§ 10. Der Elektronensto und das Bohrsche Atom.

Wihrend so, durch die Deutung und Kldrung der un-
geheuren, fast verwirrenden Fiille spektroskopischer Erfah-
rungen die Uberzeugung von der Richtigkeit des Bok#schen
Atommodells immer tiefer Wurzeln schlug, wurde eine
Reihe ganz anders gearteter Beobachtungen bekannt, die
wesentlich zur Konsolidierung der Bokrschen Theorie bei-
trugen. Es sind dies die schon frither, bei der Lichtquanten-
hypothese erwdhnten Untersuchungen iiber den StoB freier
Elektronen gegen Gasmolekiile- bzw. -atome, die insbesondere
von J. Franck und G. Hertz?8) und anschlieBend von einer
groBeren Reihe amerikanischer Forscher in systematischer
Weise ausgefiihrt wurden. Die mannigfachen Ergebnisse
dieser interessanten Arbeiten seien hier an einem einfachen
Beispiel schematisch skizziert. Was hat man beim.Aufprall
von Elektronen auf Bohrsche Atome zu erwarten? Als ein-
fachen Typus eines Bohrschen Atoms wihlen wir ein Modell,
bei dem um einen z-fach positiven Kern z-Elektronen in
stationidren Quantenbahnen kreisen. Die Beschaffenheit und
rdumliche Anordnung dieser Bahnen, ebenso wie die Vertei-
lung der Elektronen auf die einzelnen Bahnen lassen wir
offen und machen nur die vereinfachende Annahme, daf}
ein Elektron — das sogenannte Valenzelektron — allein
auf der duBersten Bahn (1) kreist. (Siehe Fig. 10.)
Dies sei der ,,normale”, unerregte Zustand des Atoms.
Das Wasserstoffatom (z = 1) hat, wie wir wissen, diese
Konstitution, und von neutralen komplizierteren Atomen
fallen mit groBer Wahrscheinlichkeit die Atome der Alkali-
metallddmpfe (Li, Na, K, Rb, Cs) unter dieses Schema.
Wird durch irgendeine Energiezufuhr das Elektron aus der
normalen Bahn (1) in eine hohere Bahn (mit gréBerer
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Energie), also etwa in die Bahn (2), (3), (4) usw. ,,gehoben”,
und ,,fillt" es von dort auf die Bahn (1) zuriick, so wird
dabeidie 1., 2., 3. . . . Linie der sogenannten ,,Absorptions-
serie des unerregten Atoms” (Hauptserie) emittiert.

Fig. r0.

Die Schwingungszahlen der ausgesandten Linien sind dabei
durch die Bohrsche Frequenzbedingung (92) geregelt,
d. h. der Energieverlust W, — W, beim Ubergang aus der
nten in die erste Bahn ist gleich einem Quantum hv,,
der emittierten Linie:

Wy—Wyi=hv,;. (106)



Die zur ,,Hebung” des Elektrons auf das héhere Energie-
niveau néotige Energiezufuhr kann in zweierlei Art bewirkt
werden: erstens durch Absorption #uBerer Strahlung;
zweitens — und das ist der hier in Frage kommende Fall —
durch ElektronenstoB. Fillt #uBere Strahlung von der
Schwingungszahl »,; auf das Atom, so wird ein Quantum Aw,, ;
dieser Strahlung absorbiert und dazu benutzt, um das
Elektron von dem Energieniveau W, auf das héhere Niveau
W, = Wy + hv,; zuheben. Von dort auf das urspriingliche
Niveau herabfallend, emittiert das Elektron dann Licht der
absorbierten Linie. Bemerkenswert ist dabei noch der Um-
stand, daB das Elektron, wenn es auf das Niveau (2) ge-
hoben ist, keine andere Wahl hat, als zum Ausgangs-
niveau zuriickzukehren, wihrend es z. B. von der Bahn (4)
3 Uberginge — nach (3), (2) und (1) — frei hitte. Hat also
das Atom aus der &uBeren Strahlung die Linie v, ; absorbiert,
so reemittiert es diese Linie mit vollem Energiebetrag. Die
erste Linie der Absorptionssérie ist daher — im Gegensatz
zu allen iibrigen Linien — eine sogenannte Resonanzlinie.

Wird die zur Hebung des Elektrons nétige Energiezu-
fuhr durch den StoB eines fremden Elektrons geliefert, so
wird — wie zuerst Franck und Hertz bewiesen — das fremde
Elektron® vollstindig elastisch (nach den mechanischen
Gesetzen des elastischen Stofes) von dem Atom reflektiert,
so lange seine Energie E einen gewissen kritischen Wert Ep
unterschreitet. Wird dieser Energiewert erreicht, so verliert
das stoBende Elektron seine volle Energie und gibt sie an
das Elektron des gestoBenen Atoms ab (,,unelasticher StoB).
Was bedeutet dies im Bohrschen Atombild? Offenbar ist
Ep nichts anderes als W, —W,;, d. h. diejenige Energie,
die né&tig ist, um das Elektron des Atoms vom Normal-
zustande auf die Bahn (2) zu heben. Die Folge dieses
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ElektronenstoBes, der dem Atom die Energie Ep zufiihrt,
muB also die Emission der Resonanzlinie sein. Trifft diese
Auffassung den Kern der Sache, so muB die Energie Ep
mit der Schwingungszahl »,; der Resonanzlinie durch die
Quantenbeziehung

Ep=hvy, (x07)

zusammenhingen. Diese Beziehung hat sich in der Tat auf
das beste bestétigt. So finden z. B. Tafe und Foote?8”) beim
Natrium, daBl der erste unelastische Elektronensto3 dann
cinsetzt, wenn das stofende Elektron durch ein Potential
Vg = 2,12 Volt, das sogenannte Resonanzpotential, be-
schleunigt wird. Die durch dieses Potential dem stoBenden
Elektron erteilte Energie hat den Wert:
.10 10.
Ep = _%_gs,. = ﬂ%_g_z;{% =3,37-I07 12,

Andererseits ist hier die D-Linie die in Frage kommende
Resonanzlinie, also

¢ 6,545-1072%". 3. 10"
%y 5893-1075

hvyy =h = 3,33-10712,

Die Beziehung (107) ist also mit groBer Genauigkeit er-
filllt. Das gleiche gilt fiir Kalium (V, = 1,55 Volt, also
Ep=2,47-10"1% }3, =%,685-1075, also hvy; = 2,55 10~ 12).
Auch bei den Edelgasen (Helium, Neon usw.) und den
Déampfen des Quecksilbers, Zinks und Kadmiums liegen —
mit einigen Modifikationen — &hnliche qualitative und
quantitative Verhiltnisse vor. Die schon frither besprochene,
von Franck und Hertz entdeckte Anregung der Quecksilber-
Resonanzlinie 4 = 2,536 - 10™5 durch Elektronenstof3 stellt
hierfiir ein charakteristisches Beispiel dar. Das beobachtete



Resonanzpotential ist hier 4,9 Volt, wihrend sich aus der
Beziehung

der Wert Vy = 4,86 Volt ergibt.

Wird die Energie des stoBenden Elektrons iiber Ej
hinaus gesteigert, so ist ein ,,unelastischer’, mit vollem
Energieverlust verbundener Sto8 jedesmal dann zu er-
warten, wenn E=W, —W,(n = 3, 4, 5, ...) geworden
ist. Durch diese verschiedenen Energiezufuhren wird das
Elektron des Atoms jeweils auf das 3., 4., 5.... Energie-
niveau gehoben. Wird endlich E=E_ =W — W, ,
so reicht die Energie des stoBenden Elektrons gerade
hin, um das Atomelektron bis ins Unendliche zu ent-
fernen, d. h. um das Atom zu ionisieren. E_ ist da-
her die Ionisierungsenergie, die ihm entsprechende Span-

nung sziqggi'i heiBt die Ionisierungsspannung.

Aus der Beziehung (106) folgt nun sofort die bedeutsame
Gleichung v
¢Veo

Eo =MV y . 8
300 V. ,1 (IO )

D. h. die Ionisierungsenergie ist gleich dem Quan-
tum, das der letzten Linie der Absorptionsserie,
also der ,Seriengrenze”, entspricht. Auch diese
Quantenbeziehung hat sich in allen Fillen aufs schonste
bestdtigt. Fir Natrium z. B. fanden Tafe und Foote:
V. =513 Volt, was eine Ionisierungsenergie von der
GroBe E, = 8,17-10712 liefert. Andererseits hat die
Grenze der Hauptserie die Wellenldnge 4,4 = 2,413+ 1075 ;
daher ist Avoy = 8,14 10722, in schlagender Ubereinstim-
mung mit dem Werte von E .
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Fir Quecksilberdampf ist die in Ftage kommende
Grenze der Hauptserie Ao= 1,188.1075. Daraus folgt
nach (108): V_ = 10,4 Volt, wihrend die Messungen ver-
schiedener Forscher die Werte 10,2—10,3 Volt lieferten
(Tate, Bergen, Davis und Goucher; Hughes und ] Dixon;
Bishop)288). Aus allen diesen Beispielen, die sich noch
betrichtlich vermehren lieBen, geht, wie man wohl an-
erkennen wird, mit iiberzeugender Deutlichkeit hervor,
daB die Bokrschen Vorstellungen den Bau und die
Wirkungsweise der Atome mit seltener Klarheit in ihrem
tiefsten Wesen erfaBt hatten.

§ 11. Einsteins Ableitung des Planckschen Strahlungsgesetzes
mit Hilfe des Bohrschen Atoms.

Bei diesem Stande der Dinge lag es nahe, auch das Gesetz -
der schwarzen Strahlung neu zu fundieren, indem man als
absorbierendes und emittierendes Elementargebilde an Stelle
des von Planck benutzten linearen Oszillators, nun ein
Bohrsches Modell zugrunde legte. Diesen Schritt tat 4. Ein-
stein 289), In einer hochst bedeutsamen Studie untersuchte er
das Energie- und Impulsgleichgewicht zwischen der schwarzen
Strahlung und einem allgemeinen Bokrschen Modell, welches,
aller speziellen Eigenschaften entkleidet, nur der Quanten-
forderung zu gentigen hat, da8 es eine diskrete Reihe verschie-
dener Zustinde annehmen kann. Fiir die Wechselwirkung
zwischen der Strahlung und dem Atom — Ausstrahlung und

- Einstrahlung — fiihrt Einstein folgende einfache Hypothesen
ein: Die Ausstrahlung, d.h. der mit Energieverlust ver-
bundene Ubergang des Atoms aus einem Zustand (2) von
hoherer Energie E, in einen Zustand (1) mit kleinerer
Energie E, soll, beziiglich ihrer Haufigkeit, dasselbe stati-
stische Gesetz befolgen, das auch den Zerfall radioaktiver



Substanzen regelt; d.h.: Die Zahl der Ubergénge 2 —> I in
der Zeit dt, also die Zahl der in diese Zeit ,,zerfallenden®
Atome (2) ist proportional d¢ - N,, wenn N, die momentane
Zahl der Atome im Zustand (2) bedeutet.

Anders dagegen lautet das Gesetz, das nach Einstein
die durch #uBere Einstrahlung hervorgerufenen Prozesse
regelt. Unter der Einwirkung der dufleren Bestrahlung kann
zweierlei geschehen: es kann entweder ein Atom aus dem
Zustand (1) in den Zustand (2) {ibergehen, unter Aufnahme
von Energie; das ist die ,eigentliche positive Absorption‘.
Oder es kann auch der Fall eintreten, daB, infolge der
Phasenbeziehung zwischen dem Feld der duBeren Strahlung
und des Atoms, unter der Wirkung der Einstrahlung das
Atom Energie verliert, und daher aus dem Zustand (2) in
den Zustand (1) iibergeht (,,negative Absorption®). Die
Hiufigkeit beider Arten von Ubergingen ist dann pro-
portional der Intensitat &, der duBeren Strahlung: die Zahl
der mit positiver Absorption verbundenen Uberginge 1 — 2
in der Zeit dt ist daher proportional N,;di &,, die Zahl der
mit negatlver Absorption verbundenen Uberginge 2 —»> I
ist proportional N, d¢ &,. Dabei ist Ny die momentane Zahl
der Atome im Zustand (1). N,und N, werden nach den aus
der Gastheorie und der statistischen Mechanik bekann-
ten, im Sinne der Quantentheorie erweiterten Verteilungs-
gesetzen bestimmt. Dann folgt aus dem Energiegleichge-
wicht zwischen Aus- und Einstrahlung bei der Temperatur T':

A
®=g-5 ~ (109)

e ¥ —1

wo k die Boltzmannsche Konstante, 4 eine von der Tempe-
ratur unabhingige Konstante darstellt. Aus dem Wienschen
Verschiebungsgesetz (4) ergibt sich, daB erstens 4 propor-



tional +*, und zweitens E, —E; proportional » sein muB.
Schreiben wir daher
E,—E =hv, (110)

so erkennt man hierin die Bokrschen Frequenzbedingung
(92) wieder. Damit nimmt dann &, die Form des Planck-
schen Strahlungsgesetzes an, das hier in verbliiffend ein-
facher und eleganter Weise aus einem Minimum allgemein
gehaltener Hypothesen entspringt. Die weitere Verfolgung
und Vertiefung dieser Vorstellungen, ndmlich die Auf-
stellung der Impulsbilanz neben der Energiebilanz fiir
den Vorgang der Aus- und Einstrahlung fithrte Esnstern zu
der merkwiirdigen Folgerung, daB3 die Ausstrahlung Bohr-
scher Atome nicht in Kugelwellen erfolgen kdnne, wie es
die klassische Elektronentheorie verlangt, sondern daf3 der
ProzeB der Emission gerichtet ist wie der SchuB aus einer
Kanone. Es ist nicht zu verkennen, daBl dadurch die Vor-
stellung einer quantenhaften Struktur der Strahlung (Licht-
quantenhypothese) wieder in greifbarere N#ihe geriickt ist.

VII. Die Quantentheorie der Réntgenspektren.
§ 1. Die Réntgenspektralanalyse.

Parallel mit der Ausgestaltung der Lehre von den op-
tischen Spektren hat sich in den letzten Jahren auf derselben
Grundlage eine Theorie der Roéntgenspektren entwickelt,
die schon jetzt tiefe Einblicke in den Bau der Atome ge-
stattet und so die Theorie der optischen Spektren in er-
wiinschter Weise ergédnzt. Die Forschungen von Ck. Barkla,
W. H. und W. L. Bragg, Moseley und Darwin, Siegbahn
und Friman®°) u. a. haben erwiesen, daB beim Aufprall von
Kathodenstrahlen auf die Antikathode eines Rontgenrohres



2 Arten von Rontgenstrahlen entstehen: erstens die so-
genannte Bremsstrahlung (Impulsstrahlung), bestehend aus
einem ausgedehnten kontinuierlichen Bereich von Wellen-
langen (4hnlich wie der kontinuierliche Grund der sichtbaren
Spektren); zweitens die ,,charakteristische Strahlung®, ein
typisches Linienspektrum, dessen Struktur so wesent-
lich und ausschlieflich von dem Material der Antikathode
abhingt, daB ein Blick auf dieses Spektrum geniigt, um so-
fort eindeutig auf die Antikathodensubstanz zu schlieBen.
So stellt sich der optischen Spektralanalyse von Bunsen
und Kirchhoff eine Rontgenspektralanalyse der Ele-
mente an die Seite. Dabei hat sich gezeigt, daB das charakte-
ristische Rontgenspektrum eine reine Atomeigenschaft
ist, und zwar eine additive. Untersucht man z. B. das
Rontgenspektrum, das eine Antikathode aus Messing
(Kupfer + Zink) erzeugt, so findet man sowohl die Linien
des Kupfers als auch die des Zinks unverdndert an derselben
Stelle, an der sie in den Spektren der einzelnen Elemente
Kupfer und Zink liegen; neue Linien entstehen dagegen
nicht. Nach alledem wird man vermuten, daf3 das Linien-
spektrum im Atom der Antikathode entsteht und dort
durch die auftreffenden Elektronen des Kathodenstrahls
ausgeldst wird. Es zeigte sich ferner die wichtige Tatsache,
daf sich die Linien des charakteristischen Spektrums,
ebenso wie die Linien der optischen Spektren, in Serien
einordnen lassen. So hat man bisher eine kurzwellige
K-Serie, eine langwellige L-Serie und eine noch langwelligere
M-Serie aufgefunden.

Das merkwiirdigste an diesen Spektren aber ist ihr ge-
setzmdBiger Zusammenhang mit der Ordnungszahl ihres
Elementes im periodischen System. Zeichnet man sich die
Lage einer bestimmten Linie (etwa der ersten Linie K, der



K-Serie) fir die aufeinanderfolgenden Elemente des peri-
odischen Systems auf, so offenbart sich ein durchaus stetig
fortschreitender Gang: die Linie riickt mit wachsender
Ordnungszahl immer mehr nach kurzen Wellen vor. Die
RegelmiBigkeit dieses Vorriickens ist derart, daB man
Liicken oder falsche Stellung eines Elements im periodischen
System sofort an dem zu groBen Sprung erkennt. Nun ist
aber nach der schon erwdhnten Hypothese von Rutherford,
v. d. Brock und Bokr die Ordnungszahl eines Elementes
nichts anderes als seine Kernladungszahl, d. h. die Zahl der
positiven Elementarladungen seines Atomkerns. H&lt man
damit die eben besprochene Erscheinung zusammen, nach
der das stetige Fortschreiten der Kernladungszahl in der
Reihe der Elemente sich in der stetigen Verschiebung ihrer
Rontgenlinien wiederspiegelt, so wird man zu der Auffassung
gedringt, daBl der Ort der Entstehung fiir die Rént-
genspektren die unmittelbare Nachbarschaft des
Kernes sein muB, also das Innerste des Atoms. Denn in
dieser Region wirkt offenbar der Kern am stirksten, am
wenigsten gestért durch die duBeren Elektronen, und daher
wird sich auch dort das Anwachsen der Kernladung am
reinsten duBern,

In quantitativer Hinsicht wurde der Zusammenhang
zwischen der Lage der Rontgenlinien und der Ordnungs-
zahl z zuerst von G. Moseley?®?) formuliert. Er fand fir die
Schwingungszahlen von K, (erste Linie der K-Serie) und L,
(erste Linie der L-Serie) die empirischen Beziehungen:

vg, = N(z — 1)2(-152- - 5%)
(111)

v, =N =745 - 5)
wo N die Rydbergsche Zahl bedeutet.



Die Ahnlichkeit dieser Beziehungen, die nur niherungs-
weise Giiltigkeit besitzen, mit der Bohrschen Formel (93)
fir die wasserstoffihnlichen Serien springt derart in die
Augen, daB es nahe lag, nun auch eine Erklirung der
Rontgenserten auf Grund des Bokrschen Modells zu ver-
suchen.

Dies Problem ist vor allem von W. Kossel 292), A. Sommer -
feld®8), L. Vegard %), P. Debye®®), J. Kroo8), A. Smekal?®)
in Angriff genommen worden, und so ist neben der Theorie
der optischen Spektren, die an der Peripherie des Atoms
ihren Ursprung nehmen, eine Theorie der Réntgenspektren
entstanden, die uns in die innerste Region des Atoms fiihrt.
Nach dieser Theorie kann man sich, in grofen Ziigen, die
Emission der Rontgenspektren folgendermaBen vorstellen:
wir betrachten ein neutrales Bohrsches Atom, bestehend
aus einem z-fachen Kern, der von z-Elektronen umkreist sei.
Diese z-Elektronen moégen sich in verschiedenen Ringen
anordnen. Der innerste einquantige Ring, der sogenannte
K-Ring, trage im Normalzustand p, Elektronen; der zweite
Ring, der L-Ring, sei 2quantig und mit p, Elektronen be-
setzt, der dritte, 3quantige Ring, der M-Ring, mit p,
Elektronen usw. (Fig. 11). Die Frage, ob man mit dieser
Ringvorstellung und der nach auflen wachsenden Quantig-
keit zum Zijel kommt, und ob man sich die Ringe konplanar
oder gegeneinander geneigt zu denken hat, wollen wir offen
lassen. Die Vorbereitung zur Emission der K-Serie besteht
darin, daB durch Energiezufuhr — sei es durch Absorption
duferer Strahlung oder durch Elektronensto —ein Elektron
des K-Ringes bis ins Unendliche entfernt wird, also gleich-
sam das Atom ,,innen, d. h. im K-Ring ionisiert wird. Ist
die Energie des Atoms vor dieser Ionisierung = W,, nach
der Ionisierung = Wy, so ist also eine Energiezufuhr vom



Betrage Wy — W, zu liefern. Daher kann jede Strahlung,
deren Energiequantum Ay = Wy — W, ist, bei ihrer Absorp-
tion die Absprengung des Elektrons aus dem K-Ring leisten.

LaBt man dasy der duBleren Strahlung allméhlich von kleinen
Wg— W,

Werten anwachsen, so tritt an der Stelle v = TR

plétzlich eine starke Zunahme der Absorption ein, weil eben

Fig. 11.

von dieser Stelle an die &duBere Strahlungsenergie zur
,,Jonisierung des K-Ringes’ verbraucht wird. Es erstreckt
sich also von » = »g an nach héheren Schwingungszahlen
hin ein Absorptionsband, dessen Kante bei vz liegt.
Diese Erscheinung der ,,Absorptionsbandkante’ hatten wir
schon frither im Sinne der Lichtquantenhypothese gedeutet.
Wird die Energiezufuhr durch den StoB8 eines fremden
Elektrons geliefert, so muf3 dessen Energie £ = Wr — W,



sein, d. h. E = hvg, eine Beziehung, die wir ebenfalls schon
frither vom Standpunkt der Lichtquantenhypothese ab-
geleitet hatten. :

Durch die Ionisierung des K-Ringes ist nun das Atom
zur K-Emission prédpariert. Fillt jetzt aus dem 2quan-
tigen L-Ring ein Elektron in den . Iquantigen K-Ring —
gleichsam zur Ausfiillung der dort entstandenen Liicke —,
so wird die erste Linie der K-Serie, K,, emittiert. Wird
dagegen die Liicke des K-Ringes durch ein Elektron des
3quantigen M-Ringes oder des 4quantigen N-Ringes aus-
gefiillt, so entstehen Kg bzw. K, . Ganz analog liegt der
Fall bei der L- und M-Serie. Wird durch Energiezufuhr
(Absorption oder ElektronenstoB) ein Elektron des L-Ringes
abgesprengt, also der L-Ring ionisiert, so ist das Atom zur
Emission der L-Serie pripariert. Wird jetzt die Liicke des
2quantigen L-Ringes durch ein Elektron des 3quantigen
M-Ringes ausgefiillt, so entsteht die erste Linie der L-Serie,
L,; wird sie durch ein Elektron des N-Ringes ausgefiillt,
so entsteht die zweite Linie der L-Serie, &, (die Bezeichnung
ist hier nicht ganz konsequent!) usw.

Das zur Linienemission inverse Phinomen, niamlich die
Linienabsorption, die uns von den sichtbaren Spektren
her bekannt ist, scheint hier auf den ersten Blick zu fehlen.
Dies ist indessen, wie W. Kossel2%) kiirzlich zeigte, eine
Tduschung. Allerdings kann z. B. das abgesprengte Elektron
des K-Ringes im allgemeinen nicht auf dem L- oder M - oder
N-Ring hidngen bleiben, weil dort alle Plitze schon durch
Elektronen besetzt sind. Eine Absorption der Linien K,
K, oder K, ist also in diesem Fall unméglich. Wohl aber
kann das Elektron des K-Ringes auf einer unbesetzten
Quantenbahn jenseits der besetzten Ringe, also auBerhalb
der ,,Atomoberfliche®, zur Ruhe kommen. Bei diesem

Reiche, Quantentheorie. Io
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ProzeB wird in der Tat eine ,,Linie’‘ absorbiert, und zwar
die, deren kv gleich ist dem Energieunterschied zwischen
dem K-Ring und der Endbahn des abgesprengten Elektrons.
Diese Verfeinerung der Betrachtung zeigt also, daBl das
Elektron aus dem K-Ring nicht sofort bis ins Unendliche
gehoben zu werden braucht, sondern daB noch vor der
Absorptionsbandkante Linienabsorptionen auftreten.

§ 2. Die Feinstruktur der Rontgenlinien.

* Es ist nun besonders bemerkenswert, daB es Sommerfeld
gelungen ist, auch hier im Gebiete der Réntgenspektren
die Feinstruktur der Linien durch Heranziehen der Rela-
tivititstheorie zu erkldren. So ist z. B. nach Sommerfeld
die zquantige L-Bahn ,,doppelt”, sie kann als Kreis (#’= o,
n = 2) oder als Ellipse2®®) (»’ = 1, # = 1) auftreten. Da-
her ist die Linie, die vom L-Ring als Anfangsbahn ausgeht,
nidmlich K, ein Dublett (K, und K ). Ebenso sind auch
diejenigen Linien, die die L-Bahn zur Endbahn haben,
Dubletts, namlich die Linie L, (genauer L), zu der L, als
Dublett gehort, ferner Ly, die mit L; ein Dublett bildet usw.
Der Abstand der Dublettkomponenten (in Schwingungs-
zahlen) ergibt sich nach Sommerfelds Theorie angendhert
proportional der 4. Potenz der Ordnungszahl z. Daher sind
hier im Rontgengebiet, wo es sich meistens um Elemente
von betrichtlicher Ordnungszahl handelt, die Dubletts
gegeniiber dem mikroskopischen, Wasserstoffdublett (z = 1)
makroskopisch vergréBert. Bei der Emission der Réntgen-
linien kommt das Elektron dem hochgeladenen Kern sehr
nahe, und daher sind die relativistischen Effekte der Auf-
spaltung viel gréBer, als bei den optischen Spektren, bei
denen sich das Elektron an der Atomoberfliche bewegt,
wo es gegen die Wirkung des starken Kernes durch die



iibrigen Elektronen des Atoms fast ganz abgeschirmt ist.
Mit Hilfe der theoretisch, unter Anlehnung an das Be-
obachtungsmaterial, abgeleiteten Beziehung

L-Dublet
H-Dublet
konnte Sommerfeld das Wasserstoffdublett aus den be-

obachteten L-Dubletts berechnen und mit der Erfahrung
vergleichen. Die Ubereinstimmung ist sehr befriedigend.

(Z - 3’6)4 ) (IIZ)

§ 3. Die Besetzung der Ringe. Bedenken gegen die Ring-
anordnung der Elektronen.

Die quantitative Durchrechnung des einfachsten Falles,
némlich der Emission von K, fithrte Debye zu der Folgerung,
daB der K-Ring im Normalzustand aus 3 Elektronen be-
steht. Hierzu fiigte Koo, bei einer weiteren Vertiefung der
Rechnung die Konsequenz, daB der L-Ring im Normal-
zustand g Elektronen enthilt. Mit diesen beiden Besetzungs-
zahlen, p, = 3, p, = 9, lieB sich die Lage von K, fiir alle
Elemente als Funktion der Ordnungszahl z darstellen. Die
Emission von K, findet dabei nach folgendem ohne weiteres
verstdndlichen Schema statt.

K-Ring | L-Ring

Normalzustand 3

L9 ) Ionisierung des K-Rings

Anfangszustand 2 L.
i ) Emission von K,

Endzustand 3

Die so gefundenen normalen Besetzungszahlen 3 und g
der beiden innersten Ringe sind auffallend. Denn auf Grund
des periodischen Systems mit seinen Achterperioden sollte
man nach Kossel die Zahlen 2 und 8 erwarten. Das auf-
fallende der Zahlen 3 und g verdichtet sich, wie mir scheint,

10*



._...148._.

zu einem Einwand, wenn man den Fall des Natriums (z = 11)
ins Auge faBt. Hier ist nach Kossel die Besetzung 2, 8, 1
zu erwarten, da aller Wahrscheinlichkeit nach ein Elektron
(das Valenzelektron), wie bei allen Alkalien, auf der
duBersten Quantenbahn (M-Ring) fiir sich allein kreist.
Jedenfalls aber ist es unmdglich, daB3 beide innersten Ringe
zusammen bereits 12 (= 3 + 9) Elektronen im Normal-
zustand enthalten! Versucht man ferner, auf Grund der
Krooschen Zahlen 3 und-9 nun noch ejnen Schritt weiter
zu gehen, auch fiir L, eine Formel aufzustellen, die fiir alle 2
die Lage von L, in Ubereinstimmung mit der Beobachtung
darstellt, und dadurch die Besetzungszahl p; des M-Ringes
zu bestimmen, so findet man, wie 4. Smekal3%) zeigte, daB
diese Darstellung mit keiner Kombination 3, 9, p; gelingt.
Auch nicht, wenn man die verschiedenen Ringe gegen-
einander neigt und ihre Wechselwirkung in Rechnung zieht!.
So dringt sich einem der Verdacht auf, daB vielleicht die
ganze Vorstellung der ebenen Ringanordnung der
Elektronen nicht den Tatsachen entspricht, und daB die
Elektronen des Atoms vielmehr rdumlich symmetrische
Figuren bilden. Dieser Verdacht wird auBerordentlich ver-
stdarkt durch eine Reihe tiefgehender Untersuchungen von
M. Born und A. Landé30Y).

Im AnschluB an M< Borns Arbeiten iiber die Dynamik
der Kiristallgitter, die wir schon friiher, bei Gelegenheit der
Atomwirme fester Korper, eingehend besprachen, stellten
sich die beiden Forscher die Frage, ob man nicht die ku-
bischen Kristallgitter der Alkalihalogensalze (NaCl, NaBr,
NaJ; KCI, KBr, KJ usw.) aus Bokrschen Atomionen auf-
bauen kénne, nur unter Beriicksichtigung der wechselseitigen
elektrostatischen Krifte; und ob es auf diese Weise gelidnge,
die Kristalleigenschaften (Gitterabstand, Kompressibilitit)



aus den Atommodellen der beiden konstituierenden Ionen
vorherzusagen. Die Antwort auf diese Frage ist wesentlich
bejahend ausgefallen. Aber es zeigte sich bei Berechnung
der Kompressibilitit dieser Kristalle die bemerkenswerte
Tatsache, daB man zu weiche Kiristalle findet, wenn man
an der Vorstellung der Ringanordnung der Elektronen im
Atom festhilt. Dagegen erhilt man gute Ubereinstimmung
mit den Beobachtungen, wenn man mit Born die Hypothese
einfithrt, daB die Elektronen rdumlich angeordnet sind.
Ein Komplex von 8 Elektronen, wie er im Natrium, Ka-
lium usw. auftritt, bildet demnach nicht einen ebenen
Achter-Ring, sondern die 8 Elektronen beschreiben Bahnen
von Wiirfelsymmetrie. In das noch reichlich dunkle Ge-
biet dieser ,,raumlichen‘‘ Elektronenbahnen hat 4. Land4302)
erfolgreiche Vorst6Be unternommen. :

Nach alledem scheint es sicher zu sein, da3 man auch
im Gebiet der Rdntgenspektren nicht mehr mit
der ebenen Ringanordnung der Elektronen aus-
kommt, und daB die ganze quantitative Theorie der
Rontgenserien, einschlieBlich der Sommerfeldschen Fein-
strukturtheorie des K- und L - Dubletts, auf neuer Grund-
lage aufgebaut werden mubB.

VIII. Erscheinungen an Molekiilmodellen.
§ 1. Dispersion und Magnetorotation des H, = Molekiils.

Wihrend die Rontgenspektren und die optischen Serien-
spektren den Atomen der Elemente entstammen, und da-
her ihre Theorie an die Atommodelle ankniipft, gibt es
eine Reihe von Erscheinungen, die, bei mehratomigen Sub-
stanzen, wesentlich den Molekiilen eigenttimlich sind,
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und deren Theorie sich daher auf die Molekiilmodelle
stiitzt. Es sind dies vor allem die normale Dispersion, die
Drehung der Polarisationsebene im Magnetfeld (Magneto-
rotation) und ferner das groBe und komplizierte Gebiet der
Bandenspektra. Bis vor wenigen Jahren waren Disper-
sion und Magnetorotation ausschlieBlich vom Standpunkt
des Thomsonschen Modells, d. h. mit Hilfe qﬁasielastisch
gebundener Elektronen, behandelt worden und bildeten
ihrerseits eine starke Stiitze fiir dieses Modell. Dennoch
waren Unstimmigkeiten in diesen Theorien seit langem be-
kannt. So ergaben sich z. B. aus Dispersionsmessungen,

auf Grund der Dispersionstheorien von Drude, Voigt oder

Planck, fiir das Verhiltnis I_ﬁﬂ‘jl_lg des Elektrons (_e_)
Masse mec

Werte, die im Vergleich zu den direkten Messungen dieser
GroBe (mit Hilfe der Ablenkung von Kathoden- oder -
Strahlen im elektrischen und magnetischen Feld), viel zu
klein ausfielen. Als aber nun das Thomsonsche Modell
durch das Rutherford-Bohrsche verdringt wurde und sich
die Erfolge der Bohrschen Atommodelle in ungeahnter Weise
mehrten, da muBte die Frage entstehen, ob sich nicht auf
Grund dieser neuen Anschauungen eine Theorie der Dis-
persion und Magnetorotation einwandfrei durchfiihren lieBe.
Die schwierige Lage, in die uns dieses Problem versetzt,
rithrt daher, daB wir eigentlich in keinem einzigen Falle
den Aufbau eines mehratomigen Bokrschen Molekiils aus
seinen Kernen und Elektronen mit Sicherheit kennen. Die
genaue Kenntnis dieses Aufbaues und der Bewegungen
sdmtlicher Elektronen ist aber unbedingt erforderlich, wenn
wir wissen wollen, wie das Molekiill auf duBere Wellen
reagiert (Dispersion). Zwar hat W. Kossel3%?) in einer ein-
gehendeh Studie, die wir schon erwdhnten, die allgemeinen
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Richtlinien aufgezeigt, nach denen, vom chemischen Stand-
punkt aus, der Aufbau der Molekiile aus Atomen vor sich
gehen muB, aber die Einzelheiten dieses Aufbaues bleiben
offen. Nur in wenigen, einfachsten Fillen sind bisher de-
taillierte Molekiilbilder aufgestellt und n#her untersucht
worden. So hat schon Bokr, wie wir frither bei den Atom-
wirmen der Gase erwdhnten, ein Modell des zweiatomigen
Wasserstoffmolekiils vorgeschlagen, das folgende Kon-
stitution besitzt (sieche Fig. 8): 2 einfach positive Kerne
stehen sich im Abstand 2 b gegeniiber. In der Ebene, die
die Verbindungslinie der Kerne senkrecht halbiert, kreisen
2 Elektronen, diametral gegeniiber, auf einem Kreise vom
Durchmesser 2 a. Das Gleichgewieht der Coulombschen und

der Zentrifugalkrifte verlangt a = ng . Durch diese Be-
ziehung und durch die Quantenforderung, da8 jedes Elektron

das Impulsmoment zin besitzt, ist das Modell in allen seinen

Dimensionen und Geschwindigkeiten vollstindig festgelegt.
Dieses Modell war es, das als erstes von P. Debye3%) auf
seine Dispersion hin untersucht wurde. Infolge des sym-
metrischen Baues besitzt das Molekiil im Normalzustande
kein elektrisches Moment. Wird es dagegen von einer dufle-
ren Lichtwelle getroffen, so wird die Bewegung seiner Elek-
tronen periodisch gestért, sie weichen von der normalen
Quantenbahn ab, geraten in erzwungene Schwingungen und
erzeugen so ein im Takt der duBeren Welle periodisch
wechselndes elektrisches Moment. Dadurch aber wird der
urspriingliche Gang der primiren Welle in charakteristischer
Weise verdndert, d. h. es entsteht Dispersion. Man kann
sich dies so vorstellen: es sei ¢ die Geschwindigkeit der
primédren Welle im Vakuum. Die Schwingungen der Elek-
tronen erzeugen eine vom Molekiil ausgehende sekundire



— 152 —

Welle. Alle diese sekundidren Wellen setzen sich mit der
priméren zusammen und bilden so eine neue Welle von
der veranderten Geschwindigkeit ¢, deren Wert von der
Schwingungszahl der primidren Welle abhingt. Das aber
ist gerade die Erscheinung der Dispersion. Die hier auf-
tretenden Elektronenschwingungen sind nicht Schwingungen
um Gleichgewichtslagen, wie beim quasi elastischen Modell,
sondern Schwingungen um stationdre Bahnen. Auch ist
die Bindung der Elektronen, im Gegensatz zu den iiblichen
klassischen Dispersionstheorien, hier anisotrop (d. h. das
Elektron ist nach verschiedenen Richtungen hin verschieden
stark gebunden). Vor allem infolge dieser Anisotro-
pie l6ste sich die Unstimmigkeit des zu kleinen

—;—E-Wertes, und es gelang Debye, unter Zugrundelegung
des normalen Wertes von 7:7, die beobachtete Dispersions-

kurve des Wasserstoffs, d.h. die Abhingigkeit seines
Brechungsquotienten von der Wellenlidnge, aus der Theorie
abzuleiten. Dabei ist hervorzuheben, daB in der Formel
fiir den Brechungsquotienten keine einzige Konstante will-
kiirlich verfiighar ist, sondern daB sich die Dispersions-
formel aus lauter universellen GréBen zusammensetzt.
Nach derselben Methode (Stérungsrechnung) und mit
dem gleichen Erfolge hat P. Scherrer3%) die Drehung der
Polarisationsebene berechnet, die linear polarisiertes Licht
beim Durchgang durch Wasserstoff im Magnetfeld erleidet.

§ 2. Bedenken gegen das Bohrsche H,-Molekiil.

Trotz dieser Erfolge jedoch, die das Bohrsche Wasser-
stoffmolekiil aufweist, hat sich im Laufe der Zeit eine Reihe
schwerwiegender Bedenken gegen dieses Modell angesammelt.
DaB der Anteil, den die Rotation (besser: die reguldre Pra-
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zession) dieser Molekel zu der Molekularwirme bei tiefen
Temperaturen liefert, den FEuckenschen Beobachtungen
nicht entspricht, hat, wie wir frither sahen, schon P. S. Ep-
stesn konstatiert. Auch fiir hohe Temperaturen, wo bereits
die Schwingungen der beiden Kerne gegeneinander einen
Beitrag zur Molekularwidrme liefern, hat sich, wie jiingst
G. Laski3%) zeigte, mit dem Bohrschen Modell keine Uber-
einstimmung zwischen Theorie und Beobachtung ergeben.

Ferner miiBte das Modell, infolge der umlaufenden Elek-
tronen, ein nahezu festes magnetisches Moment parallel
_der Kernachse besitzen, also einem molekularen Elementar-
magneten gleichen, der sich in einem &duBeren Magnetfeld
in die Richtung der Kraftlinien einzustellen sucht. Wasser-
stoff miiBte demnach paramagnetisch sein, wéhrend er in
Wirklichkeit diamagnetisch ist.

Ein weiterer sehr wichtiger Einwand, auf den vor allem
W. Nernst hinwies, ist der folgende: berechnet man die
Arbeit, die zur Trennung des Molekiils in seine beiden
Atome noétig ist, also die sogenannte Dissoziations-
wirme, so ergibt sich3%?) ein Wert von 61 ooo Kalorien.
Dagegen fand Langmuir3%) 84 ooo Kalorien, Isnardi3®)
95 ooo Kalorien, J. Franck, P. Knipping und Thea Krii-
gerd19) 81000 (+ 5700) Kalorien. Jedenfalls kommt die
berechnete Dissoziationswdrme mindestens um 259%, zu
klein heraus®%%).

Endlich hat vor kurzem W. Lenz311), auf Grund einer
Theorie der Bandenspektren, auf die wir gleich zu sprechen
kommen, die Einwinde gegen das Wasserstoffmolekiil
noch um einen wesentlichen vermehrt. Er wies ndmlich
nach, daB die Bandenlinien des Wasserstoff- und Stick-
stoffmolekiils nur dann den beobachteten Zeeman-Effekt
zeigen konnen, wenn diese Molekiile keinen Dreh-



impuls um die Kernachse besitzen. Der gleich-
sinnige Umlauf der beiden Elektronen im Bohrschen Modell
aber verleiht dem Molekiil bekanntlich einen solchen Dreh-
impuls. Nach alledem scheint das Bokrsche Modell
nicht der Wirklichkeit zu entsprechen: die An-
ordnung der beiden Kerne und Elektronen muB offenbar
eine ganz andere sein. Jedoch ist ein befriedigendes Modell
bisher nicht aufgefunden worden.

§ 3. Die hoheren Molekiilmodelle.

Ebenso schlecht sieht es mit den komplizierteren Molekiil-
modellen aus! Zwar haben A. Sommerfeld®1?) und F. Pauer®13),
nach derselben Methode wie Debye und Scherrer, die Theorie
der Dispersion und Magnetorotation auch fiir allgemeinere
Bohrsche Molekiilmodelle (N, und O,) durchgefiihrt, die dem
Wasserstoffmolekiil nachgebildet sind. So kreisen nach
Sommerfeld beim Sauerstoffmolekiil z. B. 4 Elektronen um
die Verbindungslinie der beiden Kerne, von denen jeder
mit einer effektiven Ladung -+ 2 e wirkt; beim Stickstoff-
molekiil umkreist ein Ring von 6 Elektronen die Kern-
achse, wihrend die Kerne 3fache effektive Ladung tragen.
Eine Ubereinstimmung mit den Beobachtungen konnte je-
doch Sommerfeld nur dann erzielen, wenn er fiir jedes
Elektron eines Bindungsringes von 2 s-Elektronen die
Quantenforderung in der seltsamen Form: Impulsmoment

h —
= 2—;1/ s stellte. Ein zweifellos recht unbefriedigendes Er-

gebnis! Bessere Resultate erzielte Gerda Laski®15) mit etwas
anderen Modellen, die sie so wihlte, daB die spezifische
Wirme der beiden Gase bei hohen Temperaturen mit den
Beobachtungen von Pier3%) iibereinstimmten. Danach soll
das Stickstoffmolekiil aus zwei siebenfach positiven Kernen
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bestehen, von denen jeder in geringem Abstand von einem
1quantigen Ring von 2 (bzw. 3) Elektronen umgeben ist.
Der ,,Bindungsring’ in der mittelsenkrechten Ebene ist
2quantig und enthilt 1o (bzw. 8) Elektronen. Analog be-
steht das Sauerstoffmolekiil aus zwei achtfach positiven
Kernen, jeder umgeben von einem 1quantigen Ring von
2 (bzw. 3) Elektronen, wihrend der 2quantige Bindungs-
ring 12 (bzw. 10) Elektronen enthilt. Auch gegen diese
Sommerfeldschen und Laskischen Modelle erheben sich zum
Teil dieselben Bedenken, wie gegen das Wasserstoffmolekiil-
modell. So ist z. B. nicht ersichtlich, wieso Sauerstoff para-
magnetische, Stickstoff dagegen diamagnetische Eigen-
schaften besitzt. Auch der oben erwdhnte Einwand von
Lenz trifft diese Modelle schwer; denn sie alle besitzen Dreh-
impulse um die Kernachse. So muB man abschlieBend
sagen, dafl uns die genaue Konstitution selbst der einfach-
sten Molekiile vorldufig noch unbekannt ist.

§ 4. Die Quantentheorie der Bandenspektren.

Zum Schlusse dieses Abschnitts wenden wir uns den
Bandenspektren zu und stellen kurz zusammen, was
die Quantentheorie bisher iiber diese Spektren auszusagen
vermag. DaB sie den Molekiilen der Elemente und Verbin-
dungen zukommen, kann man heute als sicher ansehen.
Der erste Versuch, eine konsequente Quantentheorie der
Bandenspektren aufzustellen, rithrt von K. Schwarzschild®8)
her, der vor allem die Bedeutung der Molekiilrotation fiir
diese Spektren klar erkannte. Seine Vorstellungen lassen
sich etwa so prizisieren: ein System von Elektronen kreist
in einem bestimmten Quantenzustand um ein selbst quanten-
miBig rotierendes Molekiil, wobei der Einfachheit halber
angenommen wird, da die Bewegung der Elektronen durch
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die Molekiilrotation nicht beeinflut werde. Ist E, die
Quantenenergie der Elektronen, E, die gequantelte Ro-
tationsenergie des Molekiils, dann ist E, 4 E, = E die
Gesamtenergie des Systems. Sind die 3 Haupttrigheits-
momente des Molekiils einander gleich (]), so folgt ebenso

wie in (80) e
Ef = L ]
8n2J

wo # die Rotationsquantenzahl bedeutet. Also ist

n2h?
E=E,+ §ai] (113)
Geht nun das System aus einem Quantenzustand mit der
Elektronenenergie E, und der Rotationsquantenzahl # in
einen anderen Quantenzustand mit der Elektronenenergie
E, und der Rotationsquantenzahl #’ iiber, so folgt nach dem
Bohrschen Frequenzansatz (92) fiir die Schwingungszahl
der dabei ausgestrahlten Linie:
_E —Eg

v = 7 +

(n2—n'2)h
8at ]

(114)

Hiélt man alle hier vorkommenden Quantenzahlen, bis auf »,
fest, und 14Bt » variieren, so ergibt sich eine nach Violett
verlaufende Serie von Linien mit den Schwingungszahlen:

v=a-+bn? (aund b sind Konstanten.) (115)

Dies ist eine schon von Deslandres®1?) empirisch aufgestellte
Formel, die fiir die Linien vieler Banden angenihert gilt.

Im Anschlul an Schwarzschild haben besonders T'. Heur-
linger®8) und W. Lenz3'?) die Quantentheorie der Banden-
spektra.weiter‘ ausgebaut und verfeinert. So hat z. B. Lenz
das Molekiil als symmetrischen Kreisel mit 2 Trigheits-



momenten und einem Eigendrall (Drehimpuls) um die
Figurenachse angesetzt, und daher von vornherein mit
einer reguliren Prizession des Molekiils an Stelle der Ro-
tation gerechnet. Unter Benutzung des Bokrschen Frequenz-
ansatzes und Heranziehung der Auswahlprinzipien ergab
sich dann fiir die Linien einer Bande die allgemeine Formel:

v=a-+bntcn® (a,b, c,sind Konstante.) (116)

der nach Hewurlinger z.B. die Linien der sogenannten
,,Cyanbanden‘’ des Stickstoffs gehorchen. Neben den Serien
(116) forderte Lenzs Theorie das Auftreten von Serien mit
der Formel

v=<a+—2—)+ cn? (117)

fiir den Fall, daB das Molekiil wirklich einen
endlichen Drall um seine Figurenachse besitzt.
Serien von diesem Gesetz jedoch existieren nach Heur-
Iinger in den Cyanbanden nicht. Daraus zieht Lenz die
schon oben erwihnte Folgerung, daB das Stickstoffmolekiil
keinen Drall um seine Figurenachse besitzt.
Durch Berechnung des Zeeman-Effekts der Bandenlinien
und Vergleich mit den Beobachtungen konnte Lenz diesen
SchluB bestitigen und ihn auf das Wasserstoffmolekiil
ausdehnen. ‘

Auch die ultraroten Bjerrumschen Absorptionsbanden
der zwei- und mehratomigen Gasverbindungen, die wir im
Abschnitt V eingehend besprochen hatten, gehéren zu dem
allgemeinen Typus der Bandenspektren. Will man ihre
Theorie konsequent quantenmiBig — nicht, wie wir es
frither getan hatten, halb quantenmiBig, halb klassisch —
begriinden, so mufl man genau den eben beschrittenen Weg
verfolgen. Nur mit dem Unterschied, daB an die Stelle der
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Energie des Elektronensystems hier die Schwingungs-
energie der Atome tritt320), mit der sich (in erster
Niherung) die Rotationsenergie des Molekiils additiv zu-
sammensetzt. Die folgerichtige Durchfiihrung dieser Rech-
nungen (unter Verwendung des Bokrschen Frequenzansatzes
und der Auswahlprinzipien), die z. B. Heurlinger321) und
der Verfasser32?) unternahmen, liefert fiir die Struktur der
,,kannelierten’* Absorptionsbande ein Linienbild, das auf
den ersten Blick mit den sehr exakten und schonen Messun-
gen von Imes3) nicht im Einklang zu sein scheint: die
Theorie ergibt ndmlich eine Lage der Absorptionslinien ge-
mif der Formel:

h
4m ]’
fordert also Aquidistanz aller benachbarten Linien, auch
der beiden mittelsten (» = o0); dagegen zeigen die Imes-
schen Beobachtungen mit zweifelloser Deutlichkeit, daf3
der Abstand der beiden mittelsten Linien doppelt so
groB ist, wie der Abstand aller {ibrigen benachbarten
Linien. Dieser scheinbare Widerspruch klart sich, wie
A. Kratzer3®) jiingst zeigte, in {iberraschender Weise auf,
wenn man die Intensitdt der Absorptionslinien nach
Bohrs Analogieprinzip beriicksichtigt. Es zeigt sich namlich
dann, daB die erste Absorptionslinie rechts von der Mitte »,,
niamlich die Linie:

=1y +(n+4) (n=0,1,2,3...) (18

h
Ry
[die sich aus der Formel (118) fir » =0 bei positivem
Zeichen des zweiten Gliedes ergibt] verschwindend
kleine Intensitdt annimmt. Diese Linie wird erzeugt,
wenn das Molekiil aus dem rotationslosen und schwingungs-



losen Zustand als Anfangszustand in denjenigen Endzu-
stand iibergeht, bei dem die beiden Ionen mit einem Quant
gegeneinander schwingen und zugleich das Molekiil, als
Ganzes, mit einem Quant rotiert. Der rotationslose und
schwingungslose Anfangszustand hat nun aber verschwin-
dend geringe Wahrscheinlichkeit; die Zahl der von diesem
Anfangszustand pro Sekunde ausgehenden Uberginge des
Systems, und damit die Intensitit der erzeugten Absorp-
tionslinie, ist daher ebenfalls verschwindend klein. Durch
das Ausfallen dieser ersten Linie rechts von der Mitte »,
wird nun in der Tat, wie man leicht erkennt, das Imessche
Beobachtungsbild hergestellt; nur ist jetzt die ,,Mitte“ des
Linienbildes von der Stelle », nach rechts um ST ver-
schoben: die Absorptionslinien gruppieren sich dquidistant
und symmetrisch zu beiden Seiten der ausfallenden , Mitte*:

h
1’=1’0+m.

druck bringen, indem man, in formaler Ubereinstimmung
mit (83) schreibt:

Diesen Sachverhalt kann man zum Aus-

nh
472 ]
wo (119)
h

=t gy

y =y} +

Aus dem konstanten Abstand benachbarter Linien:
_h
472 ]

1aBt sich das Tragheitsmoment J des rotierenden Molekiils
mit groBer Genauigkeit ermitteln, 325)

Ay = (120);
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IX. Ausblick.

In den vorangehenden Betrachtungen ist es versucht
worden, in groBen Umrissen die wichtigsten Ziige der
Quantenlehre, ihres Ursprungs und ihrer Entwicklung und
Verzweigung herauszuschilen. Uberblickt man den jetzt
vor uns stehenden Bau von seinen Grundmauern bis zu
seinen hochsten Stockwerken, so kann man sich eines Ge-
fithles der Bewunderung nicht erwehren, der Bewunderung
fiir den Mut der Wenigen, die sich mit klarem Blick gegen
den Widerstand der Uberlieferung fiir die Notwendigkeit
der neuen Lehre einsetzten und damit das Fundament fiir
die erstaunlichen Erfolge schufen, die der Quantentheorie
in so kurzer Zeit beschieden waren.

Dennoch wird jedem, der die Quantentheorie studiert,
eine bittere Enttduschung nicht erspart bleiben. Denn wir
miissen uns eingestehen, daB wir trotz weitgehender Formu-
lierung der Quantenregeln, dem Wesen der Sache noch um
keinen Schritt niher gekommen sind. Daf es diskrete,
quantenmdBig ausgezeichnete Zustinde mechanischer und
elektrischer Systeme gibt, die sich aus der stetigen Mannig-
faltigkeit der , klassisch moglichen Zustinde herausheben,
scheint sicher zu sein. Aber wo liegt die tiefere Ursache
verborgen, die dieses Sprunghafte in der Natur erzeugt?
Wird uns die Erkenntnis vom Wesen der Elektrizitit und
von der Konstitution des elektromagnetischen Feldes
des Ritsels Losung bringen? Und selbst, wenn wir uns das
Ziel nicht so weit stecken, bleibt eine Fiille unbeantworteter
Fragen offen: noch ist nicht einmal die Entscheidung er-
bracht, ob wirklich, wie es die erste Plancksche Theorie ver-
langt, nur die quantenméiBig erlaubten Zustinde existieren
(stabil sind), oder ob nicht, nach Plancks zweiter Fassung,
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auch die Zwischenzustinde moglich sind. Noch sind wir
vollig im Unklaren iiber die Einzelheiten des Absorptions-
und Emissionsvorganges und verstehen durchaus nicht,
wie die explosionsartig ausgeschiitteten Energiequanten der
Strahlung sich zu den Wellenziigen umformen, die wir fern
vom Atom beobachten. Breitet sich die Strahlung wirklich
so aus, wie es die klassische Undulationstheorie lehrt, oder
hat auch sie quantenhaften Charakter?

Uber allen diesen Problemen liegt zur Stunde noch ge-
heimnisvolles Dunkel. Trotz des ungeheuren empirischen
und theoretischen Materials, das vor uns liegt, fehlt bis jetzt
der Gedankenblitz, der dieses Dunkel erhellt. Hoffen wir,
daB der Tag nicht allzu fern ist, an dem die gewaltige Vor-
arbeit der heutigen Generation durch die Vollendung der
Theorie gekrént wird!

Reiche, Quantentheorie. II



Anmerkungen und Zusitze.

Y 0. Lummer und E. Pringsheim, Wiedem. Ann. 63, 395
(1897); Verhandl. d. deutsch. physik. Ges. 1899, S. 23, 215;
ebenda 1900, S. 163. Vgl. ferner O. Lummer und E. Jahnke,
Drudes Ann. 3, 283 (1900) und O. Lummer, E. Jahnke und
E. Pringsheim, Drudes Ann. 4, 225 (190I).

?) Vgl. M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der
Wirmestrahlung (Leipzig 1906), § 10.

. Lichtgeschwindigk. im Vakuum (¢)

?) Schwingungszahl (») = - nglenlénge ig:nVakuum 0)

4) Vgl. z. B. M. Planck, Vorlesungen iiber Warmestrahlung
(1906), § 17.

%) G. Kirchhoff, Gesammelte Abhandlungen (J. A. Barth,
Leipzig 1882), S. 573ff.; Berliner Akademieberichte 1859,
S. 216; Poggend. Ann. 109, 275 (1860).

8) O. Lummer und W. Wien, Wiedem. Ann. 56, 451 (1895).
Vgl. auch O. Lummer und F. Kuribaum, Verhandl. d. deutsch.
physikal. Ges. 17, 106 (1898).

7) Vgl. Anmerkung 3.

8) L. Boltzmann, Wiedem. Ann. 22, 291 (1884).

9) J. Stefan, Wiener Ber. 79, 391 (1879).

10) Die Ableitung des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes er-
folgt so: Die Energie der schwarzen Strahlung von der Tem-
peratur T, die in einem Hohlraum vom Volumen ¥V mit einem
beweglichen Stempel eingeschlossen ist, sei U = Vu, wo u die
,,raumliche'’ Strahlungsdichte ist. Der allseitig gleiche Druck,
den die Strahlung auf den Stempel und die Wande ausiibt,
ist nach der Elektrodynamik p = } w. Fiithren wir diesem
System bei der Temperatur I (d.h. isotherm) die Warme-
menge d'Q zu, so nimmt seine Energie um 4U zu, und die
Strahlung leistet, durch Zuriickschieben des Stempels, die Ar-




beit p dV. Also ist nach dem ersten Hauptsatz der Thermo-
dynamik:

dQ=adU + pdV =udV +Vdu + fsidV: tudV 4 Vdu .
Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik aber ist @_Q
ein vollstdndiges Differential. Daher gilt die Beziehung:

S-S o AT

T OV \T. 3dT\T/ du ~— T
oder
4 (1 du uldT 1
?{T dT“??} w T
oder
%:4%; integriert: u=aT*

wo a eine Konstante ist. Nun unterscheidet sich — wie man
o0

leicht zeigt — die Gesamtstrahlung K = 2 / ®,dr von der
0

Strahlungsdichte # nur durch einen konstanten Faktor [vgl.
M. Planck, Vorlesungen iiber Warmestrahlung (1906), § 22];
daher ist die Gesamtstrahlung der vierten Potenz der abso-
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Energie

Flache . Zeit °F

2R dy =

TT*
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Daraus folgt:
[(f] =[me-7].
R = const «»* TV . c? |
so ergibt sich unter Beachtung, daB T die Dimension einer
Energie besitzt:
[m t‘”] = const [£~%.m¥ . 2¥.{-2v . 2, t=7]
= const[m? . 2v+t7.g-=-2y-7]
Durch Vergleich folgt:
¥=2; y=1; g=-—2.

Setzt man:

Also

2

9v=const-12—-T
c

Diese Beziehung gilt jedoch, wie wir sehen werden, nicht all-

oo
gemein. In der Tat wiirde sie ja fiir K = 2 / ®, dv keinen

0
endlichen Wert liefern. Nun ist aber nach dem Stefan-Boitz-
mannschen Gesetz (3): K =y.T*%. Daher kann die Kon-
stante von ®, noch von einer dimensionslosen Kombina-
tion der 4 Variabeln y, », T, ¢ abhingen. Setzt man also
const = f(»¥ T ¢*y®), so muB das Argument der Funktion f
die Dimension o haben. Beachtet man noch, daB-

o0
2 f Ry dv l Energie
_ 5_] | Fliche - Zeit | _ .. ..
1= [ T T Energie* | [m=*172#],
so folgt:

[ETneclyw) =[t-§-mn-Bn.t-20 .U 4= em~ 3w .- 8w, fbo]
=[t-&-2-+50 . 280 . ypn - B0

Aléo
f=—30; n=30; (=20
Daher
o ] o+
I — — '2
const f[(v) 2w . yo )
Also

)

oder schlieBlich
»3 »
S=F (7) :
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3
13) Triagt man &, = %F (—%) bei konstantem T als

Funktion von » auf, so liegt das Maximum dieser Kurve —

wenn ein solches vorhanden ist — an der Stelle, wo @ =0
. . Jv
ist. Das gibt:
v v v
s (7)+ 3P F) =
wo F! die Ableitung von F nach dem Argument andeutet.

Diese Gleichung, in der nur 7 als Unbekannte auftritt, liefert

T
einen bestimmten Wert fiir % . M. a. W.: Fiir v = v, folgt
Tme% — const
T = .
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eines Oszillators kann man auch den rdumlichen Mittelwert
der momentanen Energie eines ganzen Systems von sehr
vielen Oszillatoren setzen.

20) In diesem zweiten, schwierigeren Teil der Rechnung
stellt sich Planck auf den Boden des zweiten Hauptsatzes
der Thermodynamik und sucht, von diesem Standpunkt aus,
eine ZustandsgroBe S des Oszillators zu bestimmen, die die
bekannte Eigenschaft der sog. Entropie besitzt, bei allen
irreversiblen Prozessen stets zuzunehmen. Er gelangte dabei

zu der Losung:
S {g( ) }
Bv L x v I

Diese Funktion besaB, wie Planck nachwies, die verlangte
Eigenschaft der Entropie, aber es war nicht die einzige Funk-
tion mit dieser Eigenschaft. Und in der Tat zeigte sich spéter,
daB bei der Ableitung des obigen Ausdruckes eine zwar nahe-
liegende, aber unberechtigte Annahme verwendet worden war.
Der im Text, Formel (8), angegebene Ausdruck der mittleren
Energie U ergibt sich aus S durch Anwendung des zweiten
Hauptsatzes in der Form:

S = oder

|

'*1¥ S
u
1951

I
7

,
al



— 168 —

21) 0. Lummer und E. Pringsheim, Verhandl. d. deutsch.
physikal. Ges. 1900, S. 163.

22) M. Planck, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 1900,
S. 237. Historisch sei hierzu bemerkt, daB Planck schon in
einer etwas fritheren Arbeit (Verhandl. d. deutsch. physikal.
Ges. 1900, S. 202) durch rein formelle, nicht ndher begriindete
Abidnderung der Wienschen Formel zum richtigen Strahlungs-
gesetz gelangt war. Vgl. ferner Ann. d. Phys. 4, 553 (1901);
4, 564 (1901); 6, 818 (1901); 9, 629 (1902).

23) Es seien N Oszillatoren vorhanden. Die gesamte, auf
sie zu verteilende Energie sei Uy = NU. Der ,,Zustand‘* des
Oszillatorensystems, dessen Wahrscheinlichkeit berechnet wer-
den soll, besteht also darin, daB N Oszillatoren die Energie Uy
besitzen. Wir teilen Uy in P Energicelemente ¢, so daB

Uy=N-U=P-.=.

Die Anzahl der Moglichkeiten, um P Kugeln auf N Behilter
zu verteilen, ist aber:

(N+P —1)!

W= N—1)1 Pl °

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit desjenigen Zustandes, der
der Verteilung von P Energieelementen auf die N Oszillatoren
entspricht. Eine sehr einfache Ableitung dieser Formel geben
P. Ehvenfest und H. Kamerlingh-Onnes, Ann. d. Phys. 46,
1021 (I19I5).

Der im Text genannte, von Boltzmann herrithrende Satz
sagt nun aus, daB die Entropie Sy des Oszillatorensystems
mit der Wahrscheinlichkeit W durch die fundamentale Be-
ziehung

Sy =kIgW

zusammenhingt; dabei ist £ eine Konstante. In diesem
Boltzmamnnschen Prinzip ist der Satz von Wachstum der
Entropie (II. Hauptsatz) enthalten: geht ein System aus
einem unwahrscheinlichen Zustand in einen wahrscheinlicheren
Zustand iiber, so nimmt bei diesem Ubergang W und daher
die Entropie S zu (irreversibler ProzeB). Setzt man hier
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den Wert von W ein, und benutzt, da N und P sehr groBe
Zahlen sind, die Stirlingsche Naherungsformel:

Ig(N)=N(IgN —1),
so ergibt sich, wenn man fiir P noch N % setzt, nach leichter
Rechnung: )

sv=n{(r+ T)iels+ 5)- T )}

& €

und daraus die Entropie S eines Oszillators:

=3 =r{lr+ Tl s 5)- Trel )
Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik ist aber

(vgl. Anmerkung 20):

as 1

av T
Fithrt man die auf der linken Seite vorgeschriebene Differentia-
tion aus, und 16st die entstehende Beziehung zwischen U, T, ¢
nach U auf, so ergibt sich der Ausdruck (9) des Textes.

) Vgl. die in der vorigen Anmerkung zitierte Arbeit von
Ehvenfest und Kawmerlingh-Onnes.

25) Dieser Satz ist wesentlich identisch mit Boltzmanns
H-Theorem. Vgl. L. Boltzmann, Vorlesungen iiber -Gastheorie
Bd. I, S. 38 (1896); Sitzungsber. d. Wiener Akad. d. Wiss.
(IT) 76, 373 (1877). Vgl. ferner P. Ehvenfest, Phys. Zeitschr.
15, 657 (1914).

26) H. Rubens und F. Kuribaum, Sitzungsber. d. Berl.
Akad. d. Wiss. 1900, S. 929; Ann. d. Phys. 4, 649 (190I).

27) F. Paschen, Ann. d. Phys. 4, 277 (1901).

28) L. Holborn und S. Valentiner, Ann. d. Phys. 22, 1 (1907);
Coblentz, Physical Revue 31, 317 (1910); E. Baisch, Ann. d.
Phys. 35, 543 (1911); E. Warburg, G. Leithduser, E. Hupka
und C. Miiller, Ann. d. Phys. 40, 609 (1913); E. Warburg und
C. Millev, Ann. d. Phys. 48, 410 (1915).

29) W. Nernst und Th. Wulf, Ber. d. deutsch. phys. Ges.
21, 294 (1919).

%) Lord Rayleigh, Phil. Mag. 49, 539 (1900).



31) Die in Anmerkung 15 eingefihrte ,,Stefan-Boltzmann-
sche Konstante der Gesamtstrahlung’‘ ¢ hat demnach den Wert
_ 2aR

T 1562 K%

32) Um die Konstanten % und %k der Strahlungsformel zu
bestimmen, kann man, anstatt die Gleichung Ay, + T = const.
zu benutzen, auch andere Beziehungen mit der Gesamtstrah-
lungsmessung kombinieren. Z. B. kann man so verfahren:
Man mif3t bei fester Temperatur T das Verhdltnis der Strah-
lungsintensititen fiir zwei verschiedene Wellenlingen 4; und 4,
(Isothermenmethode). Nun ist nach (15) dieses Verhéiltnis:

&
Eu_(a) 21w c= .’.‘]; ,
! cm —1I
Aus dieser Beziehung 1aBt sich, da alles bis auf C bekannt

ist, C d. h. % berechnen.

Eine andere Methode ist die folgende: Man miB3t bei einer
bestimmten Wellenldnge 4 das Verhdltnis der Strahlungs-
intensitdten fiir zwei verschiedene Temperaturen T, und 71,
(Isochromatenmethode). Dann folgt:

4

EM T __
BT
’ et 1
eine Beziehung, aus der man wieder C, d.h. Z]: , berechnen
kann. :
Mit Hilfe dieser Methoden haben z. B. die in Anmerkung 28

zitierten Arbeiten von Warburg und Mitarbeitern fir C = %;—L—
Werte geliefert, die in groBSer Nahe von C = 1,430 liegen.
Diesen Wert haben auch Nernst und Wulff (siehe Anmerkung 29)
ihrer kritischen Untersuchung zugrunde gelegt.
Fiir die Konstante des Wienschen Verschiebungsgesetzes
in der Form Amax+ T = b wirde daraus nach (16) folgen:
C

= ——— == _,8
4651 * 5



also kleiner, als die direkten Messungen (sieche Anmerkung 15)
ergeben. Ob der Warburgsche Wert C = 1,430 oder die ge-
messenen Werte von b (> 0,29) oder alle beide durch Ver-
suchsfehler wesentlich verfidlscht sind, oder ob schlieBlich —
wie Nernst und Wulf behaupten — die Plancksche Formel
nicht richtig ist, muB die Zukunft lehren.

33) M. Planck, Ann. d. Phys. 4, 553 (1901).

%) Wendet man die in Anmerkung 23 angefithrte Boltz-
mannsche Beziehung S = k IgW, die die Entropie S mit der
Zustandswahrscheinlichkeit W verkniipft, auf 1 Grammolekiil
eines idealen . Gases an, indem man die Wahrscheinlichkeit
eines bestimmten Zustandes, d. h. einer bestimmten Geschwin-
digkeitsverteilung der Molekiile berechnet, so gelangt man zu
folgendem Wert fiir die Entropie des Gases:

S=hkN(}1lgU +1gV) + const.

[Vgl. z. B. M. Planck, Vorlesungen iiber die Theorie der Warme-
strahlung (1906), § 143.] Dabei ist N die Zahl der Molekiile
im Grammolekill (also die Avogadrosche Zahl), U die Energie,
1" das Volumen des Gases. Nun ist aber nach dem 2. Hauptsatz:

ein vollstandiges Differential, wobei p und 7" Druck und Tem-
peratur des Gases bedeuten. Daher muB3:

o) 2
oVie T
sein. Das gibt:
‘ EN  p ] _kRNT
V=T oder p= -
Vergleicht man dies mit der aus der Thermodynamik be-
kannten Zustandsgleichung des idealen Gases p = RVT, SO

folgt fiir die absolute Gaskonstante R der Wert:
R=F%kN,
woraus sich Formel (19) des Textes ergibt.
3%) M. Planck, Ann. d. Phys. 4, 564—566 (1901).
36) Vgl. 2. B. die Tabelle fiir die Werte der Avogadroschen
Zahl in dem Bericht von J. Pervin auf dem Solvay-Kongrel



in Briissel (1911) [4. Eucken, Die Theorie der Strahlung und
der Quanten. Abhandlungen der deutschen Bunsen-Gesell-
schaft Nr. 7, Wilhelm Knapp, Halle 1914].

3% R. A. Millikan, Phil. Mag. (6) 34, 13 (1917).

38) Ebenda. Aus den von Millikan angegebenen Werten
e = 4,774 - 10~ 10 (elektrostat. Einheit) fiir die Elektronenladung
und F = 9649,4 - 2,999 - 1010 elektrostat. Einheit fiir die Cou-
lombsche Zahl folgt fiir die Avogadrosche Zahl der Wert
N = 6,0617 - 1023,

39) Vgl. z. B. W. Gibbs, Elementare Grundlagen der sta-
tistischen Mechanik. (Deutsch von E. Zermelo.) Leipzig 19035,
Kap. 5. Ferner F. H. Weber und R. Gans, Repertorium der
Physik, I. Bd., 2. Teil, 8. Buch (Statistische Mechanik von
P. Hertz), Artikel 2355.

40) | Im Mittel“ kann man hier im zeitlichen oder rdum-
lichen Sinne verstehen. Betrachtet man ein bestimmtes Atom,
verfolgt es lange Zeit auf seinem Zickzackwege und bildet den
Durchschnitt der Werte, die seine kinetische Energie im Laufe
der Zeit annimmt, so erhidlt man das ,,Zeitmittel‘. Betrachtet
man dagegen eine zahlreiche Gesamtheit identischer Atome
des Gases in einem bestimmten Moment und bildet wieder
den Durchschnitt der Werte, die die kinetischen Energien aller
dieser Atome gerade besitzen, so erhdlt man das ,,rdumliche‘
Mittel.

4y Ist » die Elongation des mit der Eigenschwingungs-
zahly schwingenden Oszillators (Elektrons),so ist ¥ =Asin(2 z v ),
wo A die Amplitude, ¢ die Zeit bedeuten. Die mittlere kine-
tische Energie ist daher:

. Jx \2 —_—
L= %m(—é—j) =1im(4d 2av)?-cos®(2avet) = tm(z2arA4)?;

die mittlere potentielle Energie dagegen:
V=1m2ar)? 2= lm(2avA)?sin®(zavt)= 4 m(zav A)?.

Also, wie behauptet, L = V.

42) J. H. Jeams. Phil. Mag. 10, 91 (1905).

) H. A. Loventz, Proc. Kon. Akad. v. Wet., Amsterdam
1903, S. 666. — The theory of electrons (Teubner, Leipzig
1909), Kap. II.



) A. Einstein und L. Hopf, Ann. d. Phys. 33, 1105 (1910).

45) A. D. Fokker, Ann. d. Phys. 43, 810 (1914).

46) M. Planck, Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss., 8. Juli 1915,
S. 512,

47) H. A. Lorentz. Die Theorie d. Strahlung u. d. Quanten;
Abhandlungen der Deutschen Bunsen-Gesellschaft. Nr. 7. v.
A. Eucken. Halle, W. Knapp 1914 S. 10 ff.

4) Man kann durch zweckmiBige Abdnderung der klassi-
schen Statistik im Sinne der Quantentheorie den Ausdruck (9)
fiir die mittlere Energie des Oszillators auf folgendem be-
merkenswerten Wege gewinnen: Gegeben sei eine Gesamtheit
von N gleichartigen Oszillatoren mit den verschiedensten
Energiewerten. Gefragt wird: Wie groB ist die Wahrschein-
lichkeit w, daB ein Oszillator einen bestimmten Energiewert U
besitzt; oder anders ausgedriickt: wie viele unter den N Oszil-
latoren besitzen die Energie U? Um diese Frage zu beant-
worten, stellen wir uns zuerst am besten auf den Standpunkt
der Gibbsschen statistischen Mechanik, d.h. also der ,klas-
sischen’* Statistik. An Stelle des Spezialfalls, der hier vorliegt,
niamlich des linearen Oszillators, betrachten wir gleich all-
gemein ein System von f Freiheitsgraden und charakterisieren
es durch f allgemeine Koordinaten g; ¢, ...¢r und die dazu-
gehorigen Impulse p; p, . .. py. (Dabei sind die Impulse p; so
definiert: Man bilde die kinetische Energie L des Systems als
dq;
: JL o . : ar
ist p; = % ). Speziell wird der lineare Oszillator (schwingen-

dann

Funktion der allgemeinen Geschwindigkeiten ¢; =

des Elektron) durch eine Koordinate ¢, ndmlich die Elongation
des Elektrons, und den Impuls p = m%—qt« beschrieben. All-
gemein sind also 2 f GréBen nétig, um den Momentanzustand
eines Systems vollstdndig festzulegen. Daher kann man dieSen
Momentanzustand durch einen Punkt (,,Phasenpunkt’) des
2 f-dimensionalen Raumes der ¢, ..., (des ,, Phasenraumes®)
darstellen.

Wir betrachten jetzt eine Gesamtheit von N gleichartigen
Systemen dieser Art, die mit einem sehr groBen Reservoir

von der Temperatur T im thermodynamischen Gleichgewicht
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steht. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB8 die Ko-
ordinaten und Impulse in den kleinen Intervalleng, . . . ¢, + dg,
usw. p; ... py + dp, usw. liegen, daB also der ,,Phasenpunkt*
des Systems in dem Element d Q =dgq, dq,...dgs, dp,dp,. .. dpy
des Phasenraumes liegt, nach Gibbs:

£
w0 — e *TqdQ
~ .
e T g0

Dabei ist E die Energie des Systems, & die durch (19) defi-
nierte Konstante. Die Integration im Nenner ist itber alle
moglichen Werte der 2 f GroBen ¢, ... py zu erstrecken, wie
man sagt, iiber alle méglichen ,,Phasen‘’ oder iiber das ganze
in Frage kommende Gebiet des Phasenraumes.

Unter allen N Systemen gibt es dann Nw, deren Phasen-
punkte in dem Element 4 des Phasenraumes liegen. Es
ist dies also eine ,,Verteilung der N Systeme iiber
den Phasenraum. Diese Verteilung nennt man die ,,kano-
nische; sie stellt eine Verallgemeinerung des bekannten Max-
wellschen Geschwindigkeitsverteilungsgesetzes dar, das man
durch Spezialisierung auf den Fall f = 3 (Gasatom) aus ihr
ableiten kann.

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten ist natiirlich = 1.
In der Tat folgt:

Fir den Mittelwert der Energie E ergibt sich bekanntlich:

£
T kT
Cepy_ JB a0
» E
/e”k‘f‘ds.)

Wendet man diese Gleichung auf den linearen Oszillator an,
so wird:

o)

-
_/Ue Tagdp

% 4qa
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Nun ist:
dq)
U= — (dt +——— (27v)%gq
oder
2
U=gmtemrime.

Fiithrt man die Hilfsvariabeln £ und » ein durch die Definition

E:ﬂvql/m

?_ — L aca
Tz also dqdp—?”)dEdl/,
so wird;

U=§&+n%,

und es liegt daher nahe zu setzen:

& =V-l7 cos @
n=)U sing ;

wo ¢ ein Hilfswinkel ist. Deutet man § und # als Carfesische
Koordinaten eines Punktes in der Ebene, so sind yU und ¢
die Polarkoordinaten dieses Punktes. Das Flachenelement d& dy
schreibt sich in Polarkoordinaten bekanntlich so:

v

Atdy =YU @YU )de = dUdg,

also
dgdp = — dEd)] = ———dUdtr
Daher wird:
Y 2 ~~U_ oo ) _ﬂ
f Ue *dUde JUe ET qU
¥ o= o020 = = k1
v A
/ e ¥ qUdg /e kT qU
U:O @=0 - 0

in Ubereinstimmung mit (24). Dies ist der Standpunkt der
klassischen Statistik.
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Die Quantenstatistik des Oszillators 148t sich nun so-
fort daraus ableiten, wenn man das kanonische Verteilungs-
gesetz: '

14

e kT g

W = T
TkTg

dgap

e *agap
sinngemdf erweitert.
Fithrt man zuerst hier wieder dgdp = —— dU d ¢ ein, und
27y

integriert nach ¢, so erhdlt man:

'slq

e T QU

/e__

Wy =

?r'lg

TdU

als die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Energie des Oszil-
lators zwischen U und U 4 dU liegt.

Nun verlangt aber die Quantentheorie, daB3 die Energie U
nur die diskreten Werte U, U, U, ... U, annehmen soll. Den
Ubergang bewerkstelligen wir am einfachsten in der Weise,
da8 wir fordern: Es soll U nur die Werte in den schmalen
Intervallen zwischen U, und U, + «, U, und U, + «, all-
gemein zwischen U, und U, + « annehmen kénnen. Dann
wird dU = «, und das Integral im Nenner verwandelt sich
in eine Summe. Also folgt:

Uy Un
e .y e kT

Wy, Wy

n T = v Un - Un
DIS: D I
n n

« ist herausgefallen; geht man jetzt zur Grenze « = o iiber,
so bleibt w, unverdndert. Dieses w, ist die quantenmiBig
verallgemeinerte kanonische Verteilungsfunktion.
Unter N Oszillatoren haben also N w, eine Energie vom Be-
trage U,.

Fir die mittlere Energie ergibt sich jetzt'

ZU& k7

UC=3U,w, = ——— =
n



Nun ist aber nach der I. Quantentheorie:

U,=ne=nhv ®m=o0,1,2,3...00).

Also
(e o}
Dne i
£ Y
ne
— 0 S
U = =& L.
<l ne 2
e k7T
0

£ L. . .
Setzt man T fir den Augenblick = x, so ist:

o0 o0 1

S, =mne ", S, =2e " = — .

0 0 I —e
Ferner ist:

as, S e~

_ = ne " = = ——53

dx 0 (1 —e™®)
daher ergibt sich:

7= e " £ 3

U=¢ - = =

I1—e " er — 1 £
eF’ — 1

in Ubereinstimmung mit (9).

Die kanonische Verteilung 1aB8t sich noch durch Einfithrung
gewisser ,,Gewichtsfaktoren‘‘ verallgemeinern, die die Tatsache
zum Ausdruck bringen sollen, daB die einzelnen Quanten-
zustande des betrachteten Systems a priori verschieden wahr-
scheinlich sind. Dies tritt z. B. ein, wenn sich jeder Quanten-
zustand auf mehrere Arten realisieren 148t und wenn die An-
zahl dieser Realisierungsmoéglichkeiten fir die verschiedenen
Quantenzustidnde verschieden groB ist. Dann haben also die
verschiedenen Zustinde verschiedenes ,,Gewicht und zu der

U’ﬂ
Exponentialfunktion e *” tritt noch ein ,,Gewichtsfaktor p,
hinzu, so daB also die kanonische Verteilungsfunktion dann

so lautet: v
i v

e k7 -2
‘b”————:C-p,,e kT

7 D
ane kT

w, =

Dabei hidngt C von der Temperatur ab, p, dagegen natiirlich
nicht.

Reiche, Quantentheorie. <
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49) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 132 (1905); 20, 199 (1906);
Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 11, 482 (1909); Bericht
Einstein auf dem Solvay-Kongre8 in Brissel 1911; vgl. 4.
Eucken, Die Theorie der Strahlung und der Quanten; Abhandl.
d. deutsch. Bunsen-Gesellschaft Nr. 7 (Halle, W. Knapp 1914),
S. 330ff. Vgl. ferner W. Wien, Vorlesungen iiber neuere Pro-
bleme der theoretischen Physik (Teubner, Leipzig u. Berlin
1913), 4. Vorlesung. H. A. Lorentz, Les théories statistiques
en thermodynamique (Teubner, Leipzig u. Berlin 1916), § 42ff.

50) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 132 (1905).

51) A. Einstein, Phys. Zeitschr. 10; 185 (1909).

52) Diese Formel kann man folgendermaBen ableiten: Zu-
erst folgt aus ¢ = E —E die hdufig angewandte Beziehung:
R—E—2E-E+ (B =EF— (D
Um nun die beiden GréBen E? (Mittelwert des Quadrats der
Energie) und (E)? (Quadrat der mittleren Energie), die be-
kanntlich im allgemeinen voneinander verschieden sind, zu
berechnen, stellt man sich am besten auf den Standpunkt
der Gibbsschen statistischen Mechanik (sieche Anmerkung 48).
Danach ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daB die Koordinaten
und Impulse in den kleinen Intervallen g, ...gq, 4+ dg, usw.
py...Py+ dp, usw. liegen, daB also der ,,Phasenpunkt”
in dem Element dgq,dq,...dqrdp;dp,...dp,= 42 des

,,Phasenraumes‘’ liegt: )

e ¥

as
W= — .

E
T
-z
./e kT q 0
Fir den Mittelwert der Energie folgt in bekannter Weise:
/ £
kT P
p—lfe ae
-E
,/e k7q 0
Ebenso



Man bilde:

Also

Zu derselben Formel gelangt man auch, wenn man an
Stelle der klassischen kanonischen Verteilungsfunktion die
quantenmaBig erweiterte Verteilungsfunktion:

zugrunde legt.

%) Die mittlere Strahlungsenergie von der Schwingungs-
zahl » im Volumen v ist: E = v u, d», wo die riumliche mono-
chromatische Strahlungsdichte

8a® _ 8ahy I

c 8 T
et — 1

Uy =

ist, wenn Plancks Gesetz zugrunde gelegt wird. (Vgl. z. B.
M. Planck,Vorlesungen iiberWarmestrahlung, I1.Auflage, S.162).
Nach der in der vorigen Anmerkung abgeleiteten Formel (28)

folgt daher: ay
dE duy 8nh9v‘vdve7‘7
— 2 A 2 —_ T
s_-deT RT%vdy T (ﬂ 5
c\et? — 1
Lk
Eliminiert man rechts 7, indem man fiir ¥ seinen Wert:
)3
I -4 8:}“ einsetzt, so folgt:
CcY Uy
5 culvdy
2=y vdyv-hv 4 - 8;”'2 .
oder “(_E_)9
- = c
7 . —
t=E-hv+ 8avivdy

2%
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Das zweite Glied rechts ist durch die Undulationstheorie
gefordert: An jeder Stelle des Volumens v durchkreuzen sich
niamlich zu jeder Zeit die verschiedensten Wellenziige der
Strahlung mit allen moglichen Amplituden und Phasen. Die
Interferenz aller dieser Wellen erzeugt so an der betrachteten
Stelle eine Intensitit, die dauernd schwankt, und daher
schwankt auch die Energie des Volumens v. Berechnet man
das mittlere Schwankungsquadrat der Energie, also &, so
findet man gerade das zweite Glied rechts in der obigen Formel.
(Vgl. z. B. H. A. Loventz, Les théories statistiques en thermo-
dynamique (Teubner, Leipzig u. Berlin 1916), S. 114ff.]

Das erste Glied jedoch wird durch die klassische Undula-
tionstheorie nicht erklart. Dagegen wird es verstidndlich,
wenn man annimmt, daB die Strahlungsenergie aus einer
gewissen ganzen Zahl (») endlicher Energiekomplexe von der
GroBe Ay besteht. Dann ist nadmlich: E =#n-hv, also
E=n-hv, wo n der Mittelwert ist, um den die Zahl #»
schwankt. Ist 6 = » —# die Schwankung der Zahl %, so
folgt: e=E —FE =dhv, also & = §. h2»2. Nun ist aber
nach einem bekannten Satz der Statistik & =#. (VgL
z.B. H. A. Lorentz, 1.c., § 26 und 27.) Daher & = % h2»?
= E - hv. Das ist genau das erste Glied rechts in der obigen
Formel. )

5) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 144 (1905).

5y J. J. Thomson, Elektrizitaitsdurchgang durch Gase.
Deutsch von E. Marx. (Teubner, Leipzig 1906), S. 267.

56)" 4. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 147 (1905).

57) Vgl. R. Pohl und P. Pringsheim, Die lichtelektrischen
Erscheinungen. Sammlung Vieweg Heft 1 (Braunschweig 1914).

58) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 145 (1905).

59) R. A. Millikan, Phys. Zeitschr. 17, 217 (1916).

60) Man unterscheidet nach Pokl und Pringsheim den
normalen und den selektiven Photoeffekt: beim normalen
Effekt ist die Zahl der (pro Kalorie absorbierter Lichtenergie)
abgespaltenen Elektronen von der Orientierung des elektrischen
Vektors der Lichtwelle unabhingig und steigt, bei einem oberen
Grenzwert der Wellenldnge beginnend, im allgemeinen gleich-
méiBig mit abnehmender Wellenlinge an. Beim selektiven
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Effekt dagegen, der nur auftritt, wenn der elektrische Vektor
der Lichtwelle eine zur Metalloberfliche senkrechte Kompo-
nente besitzt, zeigt die Zahl der (pro Kalorie absorbierter
Lichtenergie) abgespaltenen Elektronen ein ausgesprochenes
Maximum bei einer bestimmten Wellenldnge.

61y Ch. Barkla, Phil. Mag. 7, 543, 812; 15, 218. Jahrb. d.
Radioaktivitit u. Elektronik 5 S. 239, 1908. — Ch. Barkia
und Sadlev, Phil. Mag. 17, 739. — Ch. Barkla, Jahrb. d.
Radioaktivitit u. Elektronik 1910, S. 12. — M. de Broglie,
C. R. 25. Mai u. 15. Juni 1914, S. 1785. — Ch. Barkla, Phil.
Mag. 16, 550. — E. Wagner, Ann. d. Phys. 46, 868 (1915);
Sitzungsber. d. bayer. Akad. 1916, S. 33.

62) D. L. Webster, Proc. Americ. Acad. 2, 9o (1916); Physic.
Review 7, 587 (1916).

63) E. Wagner, Ann. d. Phys. 46, 868 (1915).

64) Vgl. z. B. E. Wagner, Phys. Zeitschr. 18, 443 (1917).
Der dort von Wagner berechnete Wert von hist: 4 = 6,62+ 10~ %7,

65) W. Duane und F. L. Hunt, Physic. Review 6, 166 (1915).

66) 4. W.Hull und M. Rice, Proc. Americ. Acad. 2, 265(1916).

87) E. Wagner, Phys. Zeitschr. 18, 440ff. (1917); Ann. d.
Phys. §7, 401 (1918).

68) F. Dessauer und E. Back, Ber. d. deutsch. physikal.
Ges. 21, 168 (1919). _

69) J. Franck und G. Hertz, Verhandl. d. deutsch. physikal.
Ges. 16, 512 (1914).

") Die von Franck und Hertz gemessene kritische Span-

4.9

nung betrug ¥V = 4,9 Volt = 300 (elektrostat. Einheiten), also
die kritische Energie der Elektronen: .
. -10 ,
oV — b774 10 49
300

Die Wellenlinge A der emittierten Quecksilberlinie ist
A =2536-AE =2536.1075.
Daher muB sein:
_eVi _ 4,774:1079%.4,9-2,536. 1075
¢ 3-10% . 3 - 1010
= 6,59+ 10~ %"
in guter Ubereinstimmung mit anderen Messungswerten.

eV=h—;— oder h
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M) Vgl. z. B. J. Stark, Prinzipien der Atomdynamik II.
(S. Hirzel, Leipzig 1911), Kap. IV und V.

%) J. Stark, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 10, 713 (1908);
Phys. Zeitschr. 8, 913 (1907); 9, 767 (1908).

Erzeugt man in einer etwa mit Wasserstoff gefiillten
Vakuumréhre Kanalstrahlen (das sind positiv geladene
materielle Teilchen, die, in der Richtung von der Anode
zur Kathode, durch die durchlécherte Kathode riick-
wirts heraustreten), so zeigt sich, daB dabei die Serien-
linien. des Wasserstoffs zur Emission gelangen. Beobachtet
man nun diese Emission ,,von vorn‘‘, d. h. so, daB die Kanal-
strahlen auf den Beobachter zulaufen, so tritt erstens an
dem gewoéhnlichen Ort im Spektrum die scharfe Serienlinie
auf (ruhende Linie, ,,ruhende Intensitdt’); zweitens aber tritt,
nach Violett verschoben, ein verbreiterter Streifen zutage (be-
wegte Linie, ,, bewegte Intensitdt’). Dieser Streifen stellt die
von den bewegten Kanalstrahlteilchen emittierte Serienlinie
dar, die infolge des Dopplereffektes nach gréBeren Schwingungs-
zahlen hin verschoben ist. Da die Kanalstrahlen keine ein-
heitliche Geschwindigkeit besitzen, sondern Teilchen mit allen
moglichen Geschwindigkeiten vorkommen, ist der verschobene
Streifen nicht scharf, sondern verwaschen und verbreitert.
Die ,,ruhende Intensitdt'‘ wird also emittiert, wenn die schnell
bewegten Kanalstrahlteilchen auf ,,ruhende‘, d. h. verhéltnis-
maBig langsam und regellos bewegte Gasmolekiile treffen
und diese zur Emission der Serienlinien anregen.
Die ,,bewegte Intensitat dagegen wird von den einseitig
bewegten Kanalstrahlteilchen selbst, beim StoB gegen
die Gadmolekiile, emittiert.

Es ist nun sehr bemerkenswert, da8 das Intervall zwischen
ruhender und bewegter Intensitdt nicht ausgefiillt ist, sondern
daB die Emission der bewegten Intensitit erst oberhalb einer
gewissen Geschwindigkeit merkbar ist. Diese Tatsache hat
Stark an Hand der Lichtquantenhypothese so gedeutet: Ist
} mv? die kinetische Energie eines Kanalstrahlteilchens, -und
verwandelt sich der Bruchteil «-:}mv2(o < 1) beim Zu-
sammensto mit einem Gasmolekiil in ein Lichtquant A,

so muB hAv = i"z—mv2 sein; d.h. die Spektrallinie von der
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Schwingungszahl » kann nur von Kanalstrahlen erzeugt werden,

am

Die Proportionalitit der kritischen Geschwindigkeit mit }/»
hat sich ziemlich gut bestitigt.

Es sei hier bemerkt, daB J. Stark sich in jiingster Zeit von
der Lichtquantenhypothese abgewendet hat. Vgl. z. B. J. Stark,
Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 16, 304 (1904); 18, 42 (1916)

%) J. Stark, Phys. Zeitschr. 9, 85, 356 (1908). — J. Stark
und W. Steubing, Phys. Zeitschr. 9, 481 (1908). — J. Stark,
Phys. Zeitschr. 9, 889 (1908).

J. Stark vertritt in diesen Arbeiten die Auffassung, daB
die Bandenspektra emittiert werden, wenn ein dem Atom oder
Molekill angehoriges ,,Valenzelektron'‘ aus seiner normalen
Lage verschoben wird und unter Riickerstattung der Deforma-
tionsarbeit an seinen urspriinglichen Platz zuriickkehrt. Wird
die Deformationsenergie (Bindungsenergie) E dabei in ein Licht-

deren Geschwindigkeit = ]/ 2hy ist.

quant verwandelt, so mul A» = E sein, d. h. » = % Alle

Bandenlinien miissen also unterhalb der Kante » = l;;i liegen.

Wird durch chemische Prozesse die Bindungsenergie E ver-
andert, so verschiebt sich entsprechend das Bandenspektrum.

) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17, 148 (19035).

") J. Stavk, Phys. Zeitschr. 9, 889 (1908); Ann. d. Phys.
38, 467 (1912).

Das von Stark und Einstein ausgesprochene Grundgesetz
des photochemischen Zerfalls sagt aus: Wenn ein Molekiil
unter Absorption von Strahlung der Schwingungszahl » zer-
fallt, so absorbiert es beim Zerfall die Energie A». Diese
Energie stellt also die Warmetonung dar, die bei der Wieder-
vereinigung der Zerfallsprodukte frei wird.

Dieses Gesetz hat spater A. Einstein fir den Giiltigkeits-
bereich der Wienschen Strahlungsformel ohne Zuhilfenahme
der Lichtquantenhypothese auf rein thermodynamischem Wege
abgeleitet. Vgl. Ann. d. Phys. 37, 832 (1912) u. 38, 881 (1912).

) E. Warburg, Ber.d. Berl. Akad. d. Wiss. 1911, S. 746; 1913,
S.644;1914,S.872; 1915, S. 230; 1916, S. 314; 1918, S. 300, 1228.
Vgl. ferner , Naturwissenschaften 5, 489 (1917).



— 184 -

7" H. A. Loventz, Phys. Zeitschr. 11, 1250 (1910).

"8) M. Planck, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 13, 138
(1911); Ann. d. Phys. 37, 642 (1912).

") Infolge der stetigen (klassischen) Absorption sind hier
alle Energiewerte des Oszillators in einem Elementargebiet,
etwa zwischen #¢ und (» + 1) ¢, gleich wahrscheinlich. Die
,,mittlere Energie im nten Elementargebiet* ist daher:

O, =2 BEDe _p ..
Aus dem quantentheoretisch erweiterten kanonischen Ver-
teilungsgesetz folgt daher:

-~ % s Z” g\ -t
ﬁ ‘e‘ﬁ e 2kT ng—*-; e kT
— 0 n 0
U= 00 — = o
Y Oy __¢ Y ne
2 e kT e ZkTZ e kT
0 )
o0
wl ne
nee *T
n & € + g
2 & 2

kT 1

(=]
M
«
1
=3
'§|m
Y

(vgl. Anmerkung 48). Setzt man noch ¢ = kv, so folgt:
hv hv

T

el — 1

U:

An die Stelle der Beziehung (7) des Textes tritt hier:
2/ ’
0= (o )
c 2
die zum Planckschen Strahlungsgesetz fithrt.
80) M. Planck, Sitzungsber. d. Kgl. PreuB. Akad. d. Wiss.,
3. April 1913, S. 350; ebenda 30. Juli 1914, S. 918; ebenda
8. Juli 1915, S. 512.
81) A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40, 551 (1913).
82) W. Nernst, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 18, 83

(1916).
83) F. Richarz, Wiedem. Ann. §2, 410 (1894).
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84) Bericht P. Langevin auf dem Solvay-KongreQ in Briissel
1911. Vgl. A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der
Quanten. Abhandl. d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp,
Halle 1914), S. 3181f. .

8) A. Einstein und W. J. de Haas, Verhandl. d. deutsch.
physikal. Ges. 17, 152, 203, 420 (1915). — A. Einstein, ebenda
18, 173 (1916). — W. J. de Haas, ebenda 18, 423 (1916).

8) E. Beck, Ann. d. Phys. 60, 109 (1919).

87) Bericht Planck auf dem Solvay-Kongre8 in Briissel
1911. Siehe A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der
Quanten. Abhandl. d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp,
Halle 1914), S. 77. .

88) Ist ¢ die Elongation eines linear schwingenden Elektrons
von der Masse m (Oszillator), » seine Schwingungszahl, so ist
die Energie dieses Gebildes:

2
o= () s S
Das erste Glied rechts stellt die kinetische, das zweite Glied
die potentielle Energie dar. Nun ist der Impuls (die Bewegungs-
groBe) p = m% Also kann man schreiben: '

U=

Pz
+ 2 722m g?
2m 7

q2 ) pz

+ =1
(]/5—712_(]72_7_}%)2 (Yz2m U

Die Kurven U = const., d. h. diejenigen Kurven in der Phasen-

ebene, die den Zustinden konstanter Energie des Oszil-

lators entsprechen, sind also Ellipsen mit den Halbachsen:
U

a = m und b=V2mU-

oder

Fiir einen bestimmten Wert von U erhélt man eine ganz
bestimmte Ellipse. Auf dieser Ellipse wiirde der ,,Phasen-
punkt des Oszillators dauernd herumlaufen, wenn das Elek-
tron, ohne zu emittieren oder zu absorbieren, rein harmonische
Schwingungen ausfiihren wiirde; denn dann bliebe seine Energie
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dauernd konstant. L&Bt man U stetig variieren, d. h. erteilt
ihm in stetiger Folge andere und andere Werte, so erhdlt man
eine unendliche Mannigfaltigkeit konzentrischer Ellipsen.

Aus dieser unendlichen Mannigfaltigkeit greift nun die
Quantenhypothese, so wie sie in Formel (30) des Textes formu-
liert ist, eine diskrete Schar von Ellipsen heraus und be-
zeichnet sie als die ,,ausgezeichneten’ Ellipsen, denen also
die ,,ausgezeichneten Zustinde'’ des Oszillators entsprechen.
Zu diesen gehoéren dann die ,,ausgezeichneten Energiewerte
Uy Uy Uy. .. U, .

Nun soll die nte Ellipse eine Fliche von der GréBe = &
umschlieBen. Die Fliche der nten Ellipse ist aber

/U U
Fn:ﬂa’n'bri:”]/2”2:2ﬁ'|/2mUn=T,n’

daher muf3
=nh, d. h. U, =mnhvr

sein, d. h. im wten ausgezeichneten Zustand besitzt
der Oszillator die Energie ne =nhy.

89) A. Sommerfeld, Phys. Zeitschr. 12, 1057 (1911). — Be-
richt 4. Sommerfeld auf dem Solvay-Kongre in Briissel 1911;
vgl. A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der Quanten.
Abhandl. d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp, Halle
1914), S. 252.

90) Bericht Sommerfeld auf dem Solvay-KongreB8 1917.

91) 4. Sommerfeld und P. Debye, Ann. d. Phys. 41, 873 (1913)

92) Vgl. z. B. die kiirzlich erschienene zusammenfassende
Darstellung von E. Schrédinger, Der Energieinhalt der Fest-
korper im Lichte der neueren Forschung. Phys. Zeitschr. 20,
420, 450, 474 (1919). Dort findet man auch sehr vollstindige
Literaturhinweise.

9) 1 Grammatom eines Stoffes, dessen Atomgewicht a ist,
ist definitionsgemiB eine Menge dieses Stoffes von ¢ Gramm.
Z. B. ist 1 Grammatom Kupfer gleich 63,57 Gramm Kupfer;
denn 63,57 ist das Atomgewicht des Kupfers. Ganz analog
ist die Definition des Grammolekiils (auch ,, Mol genannt).
1 Grammolekiil Sauerstoff sind 32 Gramm Sauerstoff, denn
das Molekulargewicht des (2atomigen) Sauerstoffs ist = j32.



__187__

Ist ¢ die spezifische Warme des Stoffes vom Atomgewicht a,
so heiflt das: man muBl einem Gramm des Stoffes die Warme-
menge ¢ zufithren, um seine Temperatur um 1° zu steigern.
Daher muB man einem Grammatom des Stoffes, d. h. a Gramm
des Stoffes, die Wiarmemenge C = c¢.a zufilhren, um seine
Temperatur um 1° zu steigern. C ist dann die Atomwéarme.

94) Die Gleichheit der mittleren potentiellen und kinetischen
Energie gilt hier ebenso wie beim linearen Planckschen Oszil-
lator (schwingenden Elektron). Vgl. Anmerkung 41. Diese
Gleichheit ist allgemein stets erfillt, wenn die Krafte, die auf
die Atome wirken und sie in ihre Ruhelagen zuriickziehen,
lineare Funktionen der relativen Abstandsdnderungen der
Atome sind. Also z. B. wenn die Kraft , quasielastisch‘‘ ist,
d. h. proportional der Entfernung aus der Ruhelage. Vgl.
hierzu L. Boltzmann, Wiener Ber. 63 (II), 731 (1871) und
F. Richarz, Wiedem. Ann. 67, 702 (1899).

95) Dulong und Petit, Ann. de chim. et de phys. 10, 395 (1819).

98) Die gewo6hnlich durch die Messung gelieferte GroBe ist
nicht die Atomwéarme bei konstantem Volum C,, sondern die
Atomwarme bei konstantem Druck C,. Fir diese ergeben die
Kalorien]

Grad
schwanken. Die Umrechnung von C, auf C, erfolgt mit Hilfe

der aus der Thermodynamik abgeleiteten Formel:

zx‘ZVI:

)

Messungen Werte, die im allgemeinen um 6,4 [

C,—C, =

X

wo o« den kubischen Ausdehnungskoeffizienten, » die (iso-
therme) kubische Kompressibilitit und ¥ das Atomvolumen
__ Atomgewicht

= _me— bedeuten.
97) Z. B. ist
fiir Silber bei o°C Cp = 6,00
,, Aluminium ,, 58°C Cp =582
., Kupfer s 17°C .o .. Cp=5,79
,, Blei w 17°C o0 Cp=6,33
. Jod , 25°C Cp, = 6,64
,, Zink , 17°C C, = 6,03
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98) F. H. Weber, Poggend. Ann. 147, 311 (1872); 154, 367,
553 (1875).

99) Als ein moglicher Ausweg bot sich die von F. Richarz
Marburger Ber. 1904, S. 1], C. Benedicks [Ann. d. Phys. 42,
133 (1913)] u. a. vertretene ,,Agglomerationshypothese’/, nach
welcher mit sinkender Temperatur die Zahl der Freiheitsgrade
des Systems gleichsam durch ,,Einfrieren abnimmt, indem
gewisse Verbindungen véllig erstarren. Hiernach miiBte jedoch
die Kompressibilitit mit sinkender Temperatur stark ab-
nehmen, was nach E. Griineisens Messungen [Verhandl. d.
deutsch. physikal. Ges. 13, 491 (1911)] nicht der Fall ist.
Vgl. hierzu auch den zitierten Bericht von E. Schridinger
(sieche Anmerkung 92).

100y 4. Einstein, Ann. d. Phys. 22, 180, 800 (1907).

101y Vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 35, 683ff. (1911).
Ferner Bericht Einstein auf dem Solvay-Kongre in Briissel
1911; siehe A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der
Quanten. Abhandl..d. deutsch. Bunsen-Ges., Nr. 7 (W. Knapp,
Halle 1914), S. 330ff.

102) 4. Einstesn, Ann. d. Phys. 34, 170, 590 (1911); 394,
679 (191I).

103) Die Art der Abhédngigkeit der Schwingungszahl » von
den drei GréBen A, o, » 1aBt sich nach Einstein (1. c.) durch
eine einfache Dimensionalbetrachtung gewinnen. Nimmt man
an, daB » nur von der Masse der Atome m, ihrem Abstand 4
und der Kompressibilitit » des Korpers abhingt, so mufl
eine Gleichung von folgender Form bestehen:

v=C -m* d.x*.

C ist dabei eine Zahlenkonstante; x», ¥ und z sind Zahlen,
die noch bestimmt werden miissen.

Die Dimension der Schwingungszahl ist [v] = [¢71]; die
Dimension von m und d sind [m] und [/]; die Dimension von
der Kompressibilitdt » folgt aus ihrer Definition:

v — Volumzunahme
"~ Druckzunahme . urspriingliches Volumen °
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Also hat x» die Dimension:
{ 1 } . [Fléiche
Druck! = | Kraft

} =[Im-1#].

Daher hat man die folgende Dimensionalgleichung:
- =Cm It m-212%] = [m=—7lv+=427] .
Daher muB:
¥ —2=0; y+2z2=0; 28=—1I
sein, woraus sich:
¥=—%; y=+%; z=-—1
ergibt. Also hat man
y=Cm v d
Nun sei N die Avogadrosche Zahl, d. h. die Zahl der Atome

im Grammatom. Dann ist das Atomgewicht des Korpers
gleich der Masse des Grammatoms, also:

A=mN .

o1
2 3 2

Denkt man sich ferner die Atome in einem kubischen
Gitter mit der Kubusldnge d angeordnet, so muf3 die Dichte

m
@

0 ==

sein. Daraus ergibt sich:

also:

Daher folgt:
1
y=CN3.4

11
306

1
A3 b2
Den Faktor C bestimmt Einstein durch die vereinfachende
Annahme, daB auf das verschobene Atom nur seine 26 Nach-
baratome wirken.

14y F.- A. Lindemann, Phys. Zeitschr. 11, 609 (1910). —
Die Lindemannsche Formel kann man kurz so ableiten: Es

sei » = asin(2xv?) die Elongation eines Atoms, das mit der



Amplitude a und der Schwingungszahl » schwingt. Die mittlere
Energie dieses Atoms ist

m df')2 m
E=2 ()%
Beim Schmelzpunkt wird nun nach Lindemanns Vorstellung

acod (Abstand der Atome).

m
c(2av)iy? = ?-(2 av)iat=2xv*ma®.

Andererseits ist die mittlere Energie des Atoms bei hohen
Temperaturen = 3k T, also beim Schmelzpunkt= 3% T,.
(Der Schmelzpunkt liegt in der Regel hoch.) Daraus folgt:

2 vimd® = 3kT,,

S VALY TR B
] S Emd = constT,? -m d
Nun ist aber (siehe Anmerkung 103):
A L _t r 1 _1
m:I_V_, d=m39 3 = AN 39 3
Daher:
L - -1 l 1 L 2 1
r = const7,2 . A “N’~’A 3N3gs =constT,2-4 6 .93,

105) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 39, 291 ff. (1912).

108) E. Madelung, Nachr. d. kgl. Ges. d. Wiss. zu Gottingen,
mathem.-physikal. Klasse 1909, S. 100 und 1910, S. 1

10%) W. Sutherland, Phil. Mag. (6) 20, 657 (1910).

108) Sind # und x» Brechungsquotient und Extinktions-
koeffizient einer Substanz, so ist nach der Maxwellschen
Theorie ihr Reflexionsvermdgen :

(n — 1)% + 2
n+ DF
Fragt man nach der Stelle maximaler Reflexion, so hat man

R —

die Gleichung 3—?} = 0 zu bilden, die nach einiger Rechnung

folgende Beziehung liefert:
on

Ox
I R s ===
(n % 1) e +2nx &, = ©

Daraus sieht man, daB die Stelle maximaler Reflexion nicht

A
genau mit der Stelle maximaler Absorption (%’5 = o) zu-



sammenfillt. Sie liegt ihr aber um so ndher, je geringer dort
die Variation des Brechungsquotienten mit der Schwingungs-
zahl ist. Andererseits liegt die Stelle maximaler Absorption
nach der Dispersionstheorie in unmittelbarer Nahe der Eigen-
schwingungszahl », .

109y H. Rubens und E. F. Nichols, Wiedem. Ann. 60, 418
(1897). Ferner H. Rubens und H. Hollnagel, Ber. d. kgl. preul.
Akad. d. Wiss. 1910, S. 45; H. Hollnagel, Dissert. Berlin 1910;
H. Rubens, Ber. d. kgl. preu. Akad. d. Wiss. 1913, S. 513;
H. Rubens und H. v. Wartenberg, ebenda 1914, S. 169.

Als Beispiel sei hier dig, folgende kleine Tabelle angefiihrt,
in der 4 die aus den Messungen obiger Forscher hervorgehende
Wellenlange der Reststrahlen bedeutet:

7 I
NaCl | 52 u | TIC] 91,6 u
KCl1 . 63,44 KBr ‘ 82,6 u
AgCl | 81,54 | AgBr 112,74

HgCl 08,8u - . TIBr . 117 @

110) Vgl. jedoch Anmerkung 108.

111) W. Nernst und F. A. Lindemann, Sitzungsber. d. kgl.
preuB. Akad. d. Wiss. 1911, S. 494; W. Nernst, Ann. d. Phys.
36, 426 (1911). )

112) Die folgende kleine Tabelle gibt die »-Werte, die nach
Einsteins Formel (35), nach Lindemanns Formel (36), aus den
Reststrahlen (siehe Anmerkung 109) und aus der beobachteten
Atomwarme nach einer von Nernst und Lindemann aunfgestellten
empirischen Formel (40) berechnet sind. Ausfiihrlichere An-
gaben mit z. T. korrigierten Zahlenfaktoren siehe bei C. E. Blom,
Ann. d. Phys. 42, 1397 (1913).

| VAtomwirme

Stoft Ve i Y1 VReststrablen | (Nernst-Lindemann)
Al 6,710 ~6.1012 ] 8310w
Cu 52 - 1012 | Z’,S - 1012 6,; - 1012
Zn {4,410 i 4,810
Ag  41-10% 0 44108 . 45101
Pb | 2,2-10% 1,8.10% | 1,510
Diamant' | 32,5 - 1012 40 + 102
NaCl L7210 5,8.101 | 5,0.10"
KCl 5,6 - 1012 4,7+ 10%  4,5.10M
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113) W. Nernst, F. Kovef, F. A. Lindemann, Untersuchungen
iiber die spezifische Wérme bei tiefen Temperaturen. I u. II.
Sitzungsber. d. kgl. preuB. Akad. d. Wiss. 1910, 3. Mdrz. —
W. Nernst, Desgl. III. Ebenda 1911, 9. Mdrz. — F. A. Linde-
mann, Desgl. IV. Ebenda 1911, 9. Mdrz. — W. Nernst und
F. A. Lindemann, Desgl. V. Ebenda 1911, 27. April. —
W. Nernst und F. A. Lindemann, Desgl. VI. Ebenda 1912,
12. Dez. — W. Nernst, Desgl. VII. Ebenda 1912, 12. Dez. —
W. Nernst und F. Schwers, Desgl. VIII. Ebenda 1914. —
W. Nernst, Der Energieinhalt fester Stoffe. Ann. d. Phys.
36, 395 (1911). .

114) W, Nernst, Die theoretischen und experimentellen
Grundlagen des neuen Wirmesatzes. (W. Knapp, Halle 1918.)

115) Der erste Hauptsatz sagt aus: Ist d’Q die einem System
zugefiihrte Wirme, d’4 die am System von auBen ge-
leistete Arbeit, so ist die Zunahme der Energie U des Systems:

AU=d'Q+ d'4.

Der 2. Hauptsatz sagt aus: Wird d'Q bei der Temperatur T
aQ

reversibel zugefithrt, so ist ——= das vollstindige Differential
. T
der Entropie S, also .
_ 29
dS = T

Man fithre mit Helmholtz die ,freie Energie’ F ein durch
die Definition:
F=U—T.S.
Dann folgt:
AdF =dU —T.dS—S-dT =d'Q+d’A—T.dS—S.dT

oder
dF =d’A—S.4T),

fiir jeden reversiblen Prozef.

Ist der ProzeB isotherm (4T = o), so folgt dF = d’4
oder fiir eine endliche Zustandsidnderung F, — F; = A4 . Setzt
man A" = —A, so daB also 4’ die gewonnene Arbeit be-
zeichnet, so erhilt man also:

F,—F,= 4",



d.h. die bei dem isothermen reversiblen Proze8 gewon-
nene Arbeit — es ist, wie man zeigen kann, die maximal
gewinnbare — ist gleich der Abnahme der freien Energie.
Ferner ergibt sich, da bei konstantem Volumen V die
Arbeit &4 = o ist:
(2 oF
oT oT
Also, fiir zwei Zustdnde gebildet:

9 (F, — Fy)
oT
oder schlieBlich, wenn man mnoch abkirzend U, — U, = U !

setzt: A’
%),
eine in der physikalischen Chemie vielgebrauchte Gleichung.
Da nun nach dem Nernstschen Wiarmetheorem

(?ﬁ) —o

0T imr=0
ist, so verschwindet also (4’ — U’) fiir T = o von hoherer
als 1. Ordnung. Daher ist:

>=~—S oder T~( )::—-TS:F——U.
14 v

T[ ‘]r= (F, — F,) — (U, — Uy)

A’—U’=T<

. 04 =uU)
tim ) o
und daher auch:
.o . 0U; .. 0U,
fima =0 oder  JWNST ~ilpeT
Das ist Gleichung (39) des Textes.
oF 0(F, — Fy)
Aus = — S  folgt ferner -————aT——’—— =S5,—-3S
oder 04"
Se— Su= g1

und daher 148t sich das Nernsische Theorem auch so formu-

lieren: lim(S, — S,) = o ,
T=0

d.b.in der Nachbarschaft des absoluten Nullpunkts
verlaufen alle Vorginge ohne Entropieinderung.

Reiche, Quantentheorie. 13



116) Vgl. z. B. M. Planck, Vorlesungen iiber Thermo-
dynamik. 5. Aufl. 1917, S. 268ff. — Planck geht insofern iiber
Nernst hinaus, als er fordert, daB nicht nur die Differenz der
Entropien S, — S; beim absoluten Nullpunkt gleich Null ist
(sieche die vorige Anmerkung), sondern auch die Einzelwerte
S; und S, fir sich. Demnach ist also nach Planck beim Null-
punkt der absoluten Temperatur die Entropie jedes che-
misch homogenen Korpers gleich Null. Daraus li8t
sich die im Text angefithrte Folgerung
' i ( ou ) B

reo\eT )~ °
sofort folgendermaflen ableiten: Aus der in der vorigen An-
merkung auftretenden Beziehung

F—-U=-—TS
und der Planckschen Fassung des Nernstschen Theorems folgt,

daB F — U fiir T = o von hoherer als 1. Ordnung verschwindet.
Es ist also:

. OF—U) . ( U >_
11113‘1) a7 —© oder ql’lf(l) T +S)=o0
oder schlieBlich
tm (90) =
T=0 oT /)

hv
k_f »
nimmt die Einsteinsche Formel (34) folgende Gestalt an:
C, =3 R2a%e % Der Abfall bei tiefen Temperaturen erfolgt
also exponentiell, genauer gesprochen: wie

17) Fiir tiefe Temperaturen, d. h. groBe Werte von » =

const
T
5 € .

U8) W. Nernst und F. A. Lindemann, Sitzungsber. d. kgl.
preuB. Akad. d. Wiss. 1911, S. 494; Zeitschr. f. Elektrochemie
17, 817 (1911).

119) 4. Einstein, Ann. d. Phys. 35, 679 (1911).

120) Betrachtet man ndmlich die Atome als Massenpunkte,
so hat jedes Atom drei Freiheitsgrade, der ganze Korper also
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3 N Freiheitsgrade. Wie aber in der Mechanik bewiesen wird
(vgl. z. B. R. H. Weber und R. Gans, Repertorium der Physik
Bd. I, S. 175ff.), besitzt ein mechanisches System von 3 N
Freiheitsgraden auch 3 N Eigenschwingungen, und die all-
gemeinste kleine Bewegung jedes Atoms besteht in
einer Ubereinanderlagerung dieser 3 N Eigenschwin-
gungen.

121) P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912).

122) M. Born und Th. v. Kdrmdn, Phys. Zeitschr. 13, 297
(1912); 14, 15, 65 (1913). Vgl. ferner M. Born, Ann. d. Phys.
44, 605 (1914); M. Born, Dynamik der Kristallgitter (Teubner,
Leipzig u. Berlin 1915).

123) Vgl. z. B. R. Ortvay, Uber die Abzdhlung der Eigen-
schwingungen fester Korper. Ann. d. Phys. 42, 745 (1913).

Ortvay betrachtet die Eigenschwingungen eines elastischen
Wiirfels von der Kantenldnge L. Dabei ergeben sich drei
Gruppen von Eigenschwingungen. Die ersten beiden Gruppen
sind die transversalen Schwingungen, die dritte Gruppe ist
die Gruppe der longitudinalen Schwingungen. DaB die trans-
versalen Schwingungen zwei, dbrigens identische, Gruppen
bilden, sieht man leicht ein: Denn bei einer transversalen
Schwingung, die sich z. B. in der Richtung der x-Achse aus-
breitet, sind zwei gleichwertige Moglichkeiten vorhanden, je
nachdem die Teilchen parallel ¥ oder parallel z schwingen.
Fir die longitudinalen Schwingungen aber gibt es natiirlich
nur'eine Gruppe; denn z. B. bei der Ausbreitung lings der
x-Achse existiert nur die eine Mdglichkeit, daB die Teilchen
parallel ¥ schwingen. Die Schwingungszahlen der ersten beiden
Gruppen sind durch die Werte

Ya? + 6% 4 ¢
2L T

Vv =V =0

charakterisiert, die dritte Gruppe durch

J@rP e
i Y A

Dabei sind ¢; und ¢; die Ausbreitungsgeschwindigkeiten trans-
versaler und longitudinaler Wellen in dem Korper, a b ¢ sind

13*



— 106 —

beliebige positive ganze Zahlen. Erteilt man also a, b, ¢ alle
moéglichen Werte in allen denkbaren Kombinationen, so er-
halt man dadurch alle méglichen transversalen und longitudi-
nalen Eigenschwingungen, die zusammen das elastische Spek-
trum des Wirfels bilden. Fragt man jetzt: Wie viele trans-
versale Eigenschwingungen der ersten Gruppe besitzen Schwin-
gungszahlen unterhalb », so heiBt das nichts anderes als: Wie
viele Wertetripel (a, b, ¢) erfiillen die Bedingung:

& 2L

<,

d. h.

CESET L1

]

Dazu denke man sich q, b, ¢ als Koordinaten eines Punktes
im Raume. Dann sind alle méglichen Wertetripel (a, b, ¢)
durch die sidmtlichen ,,Gitterpunkte’’ des positiven Raum-
oktanten dargestellt, und die obige Frage lauft darauf hinaus,
abzuzdhlen, wie viele Gitterpunkte vom Anfangspunkt (o, o, o)

2LY  Alle diese

eine Entfernung besitzen, die kleiner ist als
]
Gitterpunkte liegen in dem positiven Kugeloktanten mit dem
. 2Lv»
Radius

t
— némlich auf jeden Elementarwiirfel — ein Gitterpunkt
kommt, so ist die Zahl der gesuchten Gitterpunkte, wenn sie
nur hinreichend groB ist, gleich dem Volumen des positiven

Ly 3. n. gleich

Da nun auf jedes Volumen von der GréSe 1

Kugeloktanten vom Radius 2

1 47t(2].'.1')3__4_:1_L’v8
3 g

Ist V = L?® das Volumen des gegebenen wiirfel{érmigen Kor-
pers, so ist also die Anzahl der transversalen Eigenschwingungs-
zahlen erster Gruppe unterhalb »:

Vil

_ 4
Li=73 7



Ebenso groB ist die Anzahl der transversalen Eigenschwingungs-
zahlen unterhalb » fiir die zweite Gruppe, also:

Z,—2, = 47 Vv“
3 ¢
Endlich ist die Anzahl der entsprechenden longitudinalen
Eigenschwingungen:

4z V2

3 ¢
Daraus folgt fiir die Zahl aller Eigenschwingungszahlen unter-
halb »:

Zg =

4

2 y(5+ )
Z=Zi+2Zi+Zy=" o,+c,3”3

Die A.nzahl der Eigenschwingungen im Intervall »...» + dv
folgt daraus durch Differentiation nach »; dds gibt:

2
Z()dv = 4”(7?"'?1,3‘) Adv,

also die Formel (43) des Textes.
124) In der Formel (43) fiir Z(v) dv ersetze man, nach
Formel (44) des Textes, den Faktor

1,2 oN
4“V(c,3 +a?) durch o
Dann folgt: v
* hy
o By )orr
Co= v3 [ 2 VB av
") ()
0
Setzt man jetzt —ﬁ,— =y und —+ kT = #,, , o ergibt sich:
_9R x‘ ecdx
“=% =
0

125) Eine Tabelle fiir die Debyesche Funktion C, in ihrer
Abhingigkeit von #, findet sich bei W. Nernst (Die theo-
retischen Grundlagen und experimentellen des neuen Wérme-
satzes. W. Knapp, Halle 1918, S. 201). Dort ist auch die
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einfache Einslteinsche Funktion [Formel (34) des Textes)
tabelliert.

126) Ist T groB, so ist #, klein gegen 1; dann kann man
in dem Integral in (45) im Zahler ¢* durch 1, im Nenner
¢* — 1 durch x ersetzen. So folgt:

Zm
OR (#tdx oR
C,,: xfn[ xz ::E.T:?’R.

137) Ist T Kklein, so ist #, groB und man kann in erster
Néherung die obere Grenze des Integrals durch oo ersetzen.
Das Integral wird dadurch zu einer von %m» unabhéngigen
Zahlenkonstanten, und es folgt:

9R . const-

Cv — .9_1.2_ . const = « T% = const « T®

8, h3 k3
138) Aus der Elastizititstheorie folgt
_1/30—9 __V 3(I — 20)
l(l-l—o)xg (14+o0)xp ’

wo x die Kompressibilitit, o die Dichte und o das Verhiltnis

%ﬂ% ist. Setzt man diese Werte in (44) ein und

beachtet ferner, daB V = % so folgt Formel (46) des Textes.

129) Da die Zahl der Schwingungszahlen unterhalb » pro-
portional »* ist, so ergibt sich z. B. folgendes Bild: Teilt man
das Intervall von o bis », in 10 Teile, und liegt im ersten
Abschnitt nur eine Eigenschwingung, so liegen in den folgen-
den Abschnitten 7, 19, 37, 61, 91, 127, 169, 217, 271 Eigen-
schwingungen, d. h. die Elgenschwmgungszahlen riicken immer
dichter aneinander.

130) P. Debye, Ann. d. Phys. 39, 789 (1912); W. Nernsi
und F. A. Lindemann, Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss.
1912, S. 1160.

181 4. Eucken und F. Schwers, Verhandl. d. deutsch.
physikal. Ges. 15, 578 (1913); W. Nernst und F. Schwers,
Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1914, S. 355; P. Ginther,
Ann. d. Phys. 61, 828 (1916); W. H. Keesom und Kamerlingh-



Onnes, Amsterdam Proc. 17, 894 (1915). Vgl ferner die itber-
sichtliche Tab. bei E. Schrddinger, Phys. Zeitschr. 20, 498 (1919).
132) Fiihrt man in Gleichung (44) des Textes:

42V (_}_ 2 ) s
3 \¢f + G)m=3 N
eine ,,mittlere Schallgeschwindigkeit" ¢ durch die naheliegende
Definition ein:
3 1 2

:—*:—‘—'—‘“l'—"
3 3 3 !
(4 (%1 [

so folgt fiir die GroBenordnung der kleinsten Wellenlinge Amin

Sind nun die Atome z. B. im kubischen Raumgitter mit dem
Abstand a angeordnet, so ist Na® = V und daher

to > |/47 4
3

'133) Literatur siehe Anmerkung r122.

1"4) Vgl. Born, Dynamik der Kristallgitter, § 19.

1%5) F. Haber, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 13,
1117 (I91I).

Sind nimlich Atomrest (Masse m) und Elektron (Masse )
durch Kriafte von derselben GréBenordnung an ihre
Ruhelagen gebunden und schwingen unabhingig von-
einander (vereinfachte Annahme ), so lautet die Schwingungs-
gleichung des Atoms: m % +a?x =o0, mit der Ldsung

x=A sin( Vo t) . Die ultrarote Schwingungszahl des Atoms
m

ist also », = _ ; entsprechend ist die ultraviolette Schwin-
2x)m
gungszahl des Elektrons v,= @ _ . Daraus folgt der Haber-
2x) u

sche Satz: »:v, =} u:}Ym. Die allgemeine Gittertheorie
von M. Born bestitigt diesen Satz und zeigt damit, daB wirk-
lich auch im Gitter Atomreste und Elektronen gleichberechtigt
auftreten und von Kriften derselben GroBenordnung
angegriffen werden.
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136) vgl. M. Born und Th. v. Kdrmdn, Phys. Zeitschr. 13,
297 (1912).

Man kann das vorliegende Problem, das ja eindimen-
sional ist, am einfachsten so behandeln: Denkt man sich eine
unendliche Kette von Punkten gleicher Masse m, im gegen-
seitigen Abstand a, lings der x-Achse erstreckt, nimmt der
Einfachheit halber an, da8 auf jeden Massenpunkt nur seine
beiden Nachbarn wirken, und zwar mit Kriften, die der Ver-
dnderung ihrer Abstdnde proportional sind, so gilt fiir den
nten Punkt die Bewegungsgleichung
ME, = &WFpt1 — ¥n) — ¥y — Fno1) = KFpgr + ¥y — 25,).
Dabei ist « eine Konstante, und # kann alle Werte von — oo
bis 4 oo annehmen.

Als Loésung setze man versuchsweise an:

zna)
J)

Das stellt einen zeitlich und rdumlich periodischen Vorgang
dar, also eine Welle, die sich ldngs der Kette in Richtung
wachsender » ausbreitet. Die Schwingungszahl dieser Welle
ist », ihre Lange ist 4. Denn wenn nach p Punkten derselbe
Ausschlag wiederkehren soll, so muB p @ = 1 sein, und daraus
folgt in der Tat:

Kngp = Asin[zawt — (n+p)

X, = Asin(znvt-—n

2na]
A

:Asin(znvt-—n 27“.):;\;",

Um die Beziehung zwischen » und 1 (d. h. das ,,Dispersions-
gesetz'‘) zu finden, setze man den obigen Ansatz in die Be-
wegungsgleichung ein. Dann folgt:

—m(zav)4 sin(znrt-—n-{ﬂ)
A
= oA {sin[znvt—(n—i—l) 27“]+sin[2mt—— (m—1) 2';“-

. 2mwa
— 28 |2arvt —n 7

2na
A

2na>

]'(I_‘m 7

=—204 sin[znvt—n
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Also

(2av)2m = 4ocsin’(£;—) ,

v = ! ,TSin(ﬂa> =, sin (na) wenn |
‘an A, VA

V;“_ -,
m
gesetzt wird.

187) Vgl. Born, Dynamik der Kristallgitter, S. 5I.

Auch aus dem in der vorigen Anmerkung behandelten

Spezialfall erkennt man das Gesetz (49); denn wenn i3> a,

. . . . wa
so nimmt das Dispersionsgesetz die Form » = v, - = -qf an,

alw

wo q = v,w a die von der Wellenlinge unabhangige Aus-
breitungsgeschwindigkeit der Welle darstellt.

138) Unter der Aussage, eine gegebene Richtung liege im
,,Raumwinkelelement 4@, ist folgendes zu verstehen: Um
einen willkiirlichen Anfangspunkt O beschreibe man eine
,,Einheitskugel, d.h. eine Kugel vom Radius 1. Nun kon-
struiere man aus Strahlen durch O einen Kegel von unendlich
kleinem Offnungswinkel, dessen Spitze in O liegt. Dieser
Kegel schneide aus der Oberfliche der Einheitskugel ein
Kleines Flichenstiick vom Inhalt 42 heraus. Jetzt ziehe man
durch O den Parallelstrahl zu der ,,gegebenen Richtung* (hier
2. B. der Wellennormale). Liegt dieser Strahl in dem eben
konstruierten Kegel, so sagt man, die ,,gegebene Richtung*
liegt im Raumwinkelelement 4.

19) Warmekapazitit eines bestimmten endlichen Korpers
ist diejenige Warmemenge, die man dem ganzen Korper
zufithren muB, um seine Temperatur um einen Grad zu er-
hohen. Ist M die Masse des Korpers, ¢ seine spezifische Warme,
so ist seine Warmekapazitit

I'=c¢-M.

Aus dem mittleren Energieinhalt E des ganzen Korpers
folgt I' durch Differentiation nach der Temperatur:
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140) Diese etwas umstindliche Rechnung verliuft so: Man
geht aus von der Formel

hvi

ol (h"‘)elcr

ﬂl)—kVZ/dedl kT

hvi 2
i=10 Jm(n) (gkr — 1)
und ersetzt zuerst i durch q.( ) . Dadurch wird

ar v} d,

T qi(m)
und das Integral nach i verwandelt sich in ein Integral nach »; .
Die Grenzen dieses Integrals sind:

v = 'g:‘((nn)) [entsprechend 1 = 4, (#)]

und
v, =0 (entsprechend 1 = oo) .

Setzt man noch:

h” _ hq,('n) _
FT =4 wd gy = %)
so wird:
I k 13 x‘ e‘ dx
* 2 9 n) (e*—1)* °
i=10

An Stelle der von der Richtung noch wesentlich abhéngen-
den GréBen g;(n) und ,(n) filhre man jetzt gewisse Mittel-
werte ein: Erstens setze man:

47
1 1 an . )
" an 2 (t=1,2,3).
0

Dadurch sind drei mittlere, von der Richtung unabhingige
Schallgeschwindigkeiten g, g,g; definiert. Ferner. fithren wir
auch statt 1,(x) einen von der Richtung unabhingigen Mittel-
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wert i, ein, und zwar folgendermaBen: Bei der Ableitung der
Formel (55) hatten wir gesehen, daB

4w o0
ai
14 f an / - = N
0 Am (n)
ist. Fithrt man hier die Integration nach i aus, so ergibtsich:

fl“('n =

a0 _;n
Bm) VvV
0

Nun setzen wir, analog wie bei den Schallgeschwindigkeiten ¢:

oder

.0 4] nm 47V
0
Also s
— _1/4=nV
In %) = <22 fihren wir an Stelle von g,(#) und

ET Ay (m)

/m (1) die von der Richtung unabhingigen Mittelwerte g:und 7,
ein; dadurch wird auch #;(#) von der Richtung un-
abhingig und verwandelt sich in

Also folgt: —
4

kT3 I retdx
1)
I''=4akV 73 E—ia e — 1)°
1=1 0
3 _.-4 p
I x¥te*dx
~3Nk27i§.f(3”—1)2
t=1 0

I xetdx
=R 2w ]T’—“T
0
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141) Fir tiefste Temperaturen wird:

ZD(”‘)—— 9 2 /‘(x‘e‘dx

% — 1)?

Nun ist der Wert des Integrals = & =*. Setzt man ferner
R = Nk und fiir , den Wert (59), so folgt:

o _ 6T RV T
*= T 15h%s Z Fr

Fiihrt man an Stelle der drei Schallgeschwindigkeiten g, ¢, g5
eine mittlere Schallgeschwindigkeit ¢ ein durch die Definition

—;; E E 47: (siehe Anmerkung 140),

so folgt:

16KV T
Y ST

SchlieBlich kann man fiir % noch 7V, (mittleres Atomvolumen)
schreiben, und gewinnt so schlieflich die Formel:
o _ 167KV, T
v 5 h3 qs

u2) H, Thirving, Phys. Zeitschr. 14, 867 (1913); 15, 127,
180 (1914).

U3y M. Born und Th. v. Kdrmdn, Phys. Zeitschr. 14, 15
(1913).

144) Vgl. Anmerkung 132.

145) Vgl. Anmerkung 128.

146) 4. Eucken, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 14,
571 (1913). Vgl. ferner A. Euckén, Die Theorie der Strahlung
und der Quanten (W. Knapp, Halle 1914), S. 386ff. Anhang

u? Vgl. A. Eucken, Die Theorie der Strahlung und der
Quanten (W. Knapp, Halle 1914), S. 387.
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148) Zur Berechnung der mittleren Schallgeschwindigkeit ¢
dient die in Anmerkung 141 aufgestellte Beziehung:

3 Y1
_3__2 1 a0
7° 47 | gin)
i=1 0

Es miissen also zuerst aus der ,,Dispersionsgleichung® des vor-
liegenden Kristalls (fiir lange Wellen) die Werte der drei
Schallgeschwindigkeiten ¢,(%) g5(n) ¢5(%) als Funktionen der
Wellenrichtung ermittelt werden; dann ergibt sich nach obiger
Formel g durch Integration. iiber alle Richtungen und Sum-
mation.

19) 1. Hopf und G. Lechner, Verhandl. d. deutsch. physikal.
Ges. 16, 643 (1914).

150) Die folgende kleine Tabelle ist der in Anmerkung 149
zitierten Arbeit von Hopf und Lechner entnommen:

. gausC, | gaus elastischen
Kristall berechngt Daten berechnet
Sylvin 2,36 « 10° 2,03 ¢ 10°
Steinsalz 2,82+ 10° 2,72 + 10°
FluBspat “ 4,02 + 10° 3,82« 10°
Pyrit i 5,43 10° 5,12 « 10°

181) . Nernst, Vortrdge tber die kinetische Theorie der
Materie und der Elektrizitit. Wolfskehl-Kongre8 1913 in
Géttingen (Teubner, Leipzig u. Berlin 1914), S. 63ff.

152) W. Nernst, 1. c. S. 81if.

188) E. Schrodinger, Phys. Zeitschr. 20, 503 (1919). —
Schyédinger weist hier mit Recht darauf hin, daBi — abgesehen
von der Ersetzung der drei Werte #; in den Debyeschen Glie-
dern durch einen Mittelwert ¥ —, vor allem die Nihérung in
dem zweiten Teil von C, (d. h. die Ersetzung der 3(s — 1)
Schwingungszahlen », . . .7, durch die Konstanten ¥y ... ¥54)
in manchen Fillen unerlaubt werden kann: nidmlich dann,
wenn die Massen der einzelnen Atomarten nicht sehr ver-
schieden voneinander sind. Wiirde man — so argumentiert
er — die Massen der Atomarten und die auf sie wirkenden
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Krifte allmihlich einander gleich werden lassen, so wiirde ja
ein einfaches Atomgitter entstehen, und bei diesem Proze8
miiBten die 3(s — 1) Zweige des Spektrums, die dem zweiten
Bewegungstypus entsprechen, mit den drei ersten Zweigen
verschmelzen. ,,Sie kénnen daher bei geringem Massenunter-
schied auch nicht angendhert monochromatisch sein.*

164y H. Thivring, Phys. Zeitschr. 15, 127, 180 (1914).

165) M. Born, Ann. d. Phys. 44, 605 (1914).

166) E. Griineisen, Ann. d. Phys. 39, 257 (1912).

157) S. Ratnowski, Verhandl. d. -deutsch. physikal. Ges. 15,
75 (1913).

168) Vortrage iiber die kinetische Theorie der Materie und
der Elektrizitit. Wolfskehl-Kongre zu Goéttingen 1913.
(Teubner, Leipzig u. Berlin 1914), Vortrag P. Debye.

189) Ist U die Energie, S die Entropie des Systems, so ist
die ,freie Energie’ F nach Helmholtz durch die Beziehung:

F=U—-S.T
definiert. Aus Anmerkung 115 folgt dann:
dF =d’4 — S-4T,

wo d’A die von auBen geleist.ete Arbeit ist. Setzt man in
bekannter Weise:

a’A = —pav (p = Druck, ¥V = Volumen),

so wird also:
AF = —pdV — SaT.

Daher ergibt sich ohne weiteres die Gleichung (66) des Textes:

oF
(a7 )=—7-
Ebenso oF
(?:F)f —S
und daher OF
U=F+%S=F—T%ﬂ.
14

180y P, Debye, 1. c. Anmerkung 158.

161y E. Grineisen, Ann. d. Phys. 26, 211 (1908); 33, 65
(1910); 39, 285 (1912).

162) P, Debye, 1. c. Anmerkung 158.



163) A. Eucken, Ann. d. Phys. 34, 185 (1911); Verhandl
d. deutsch. physikal. Ges. 13, 829 (191I).

164) P. Dyude, Ann. d. Phys. 1, 566 (1900).

165) E. Riecke, Wiedem. Ann. 66, 353, 545 (1898).

166) Vgl. z. B. H. A. Lorentz, The theory of electrons
(Teubner, Leipzig u. Berlin 1909).

187) Es sei ¢ die durchschnittliche Geschwindigkeit der
Elektronen auf der freien Weglinge /. Dann gebraucht das

Elektron die Zeit 7 = £ , um diese freie Weglidnge zu durch-

fliegen. Wahrend dieser Zeit unterliegt es der elektrischen
Kraft € des duBeren Feldes. Sein Geschwindigkeitszuwachs
infolge dieser Einwirkung ist zu Beginn der freien Weglidnge = o,

eCr

am Ende = m Vo e und m Ladung und Masse des

Elektrons darstellen. Im Mittel ist also die durch das Feld
eCr el
2m ~ 2mq
Mit dieser Geschwindigkeit stromen die Elektronen einseitig,
der Feldrichtung entgegen. Ist % die Zahl der Elektronen
pro Volumeinheit, so stromt durch die Fliacheneinheit pro
Ne2lE .
“oma Das ist
aber die ,,Stromdichte’ §, die bekanntlich mit dem Feld €
durch die Beziehung § = ¢€ verkniipft ist. Es folgt also
fiir die Leitfahigkeit ¢ der Ausdruck (67).

Eine eingehendere Betrachtung hat H. A. Lorentz durch-
gefilhrt (siche Anmerkung 166). Er legt den Elektronen nicht
eine einheitliche Geschwindigkeit ¢ bei, sondern fithrte die
aus der kinetischen Gastheorie bekannte Maxwellsche An-
nahme ein, daB alle méglichen Geschwindigkeiten vorkommen,
die sich nach einem bestimmten Gesetz, dem sog. Maxweli-
schen Verteilungsgesetz, auf die Elektronen verteilen. So er-
hielt er eine Formel von folgender Gestalt:

V 2 Ne2!

o6=2|[| — ,

3z mqg

die sich also nur durch den anderen Zahlenfaktor von der

Drudeschen Formel (67) unterscheidet; dabei ist ¢ = ]/_q;i die
Wurzel aus dem Mittelwert des Geschwindigkeitsquadrats.

erzeugte kleine Zusatzgeschwindigkeit: 4q =

Sekunde eine Elektrizititsmenge Nedq =
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168) Es sei in dem Metallstiick ein Temperaturgefille lings
der x-Achse vorhanden. Man lege (siehe Fig. 12) senkrecht
zur x-Achse einen Querschnitt und frage nach dem Energie-
transport durch die Flicheneinheit dieses Querschnitts pro
Sekunde. Denkt man sich von allen Elektronen je % in den
drei Raumrichtungen wandern, so fliegen also } in der posi-
tiven #-Richtung; und zwar werden in 1 Sekunde alle die
Elektronen durch die Flicheneinheit wandern, die in dem
kleinen schraffierten Zylinder mit der Basisfliche I und der
Hohe g (Geschwindigkeit) enthalten sind. Also {1 % ¢. Wir
machen die auch in der Gastheorie iibliche (wenn auch nicht
strenge) Annahme, daB die Energie, die jedes Elektron durch
den Querschnitt transportiert, denjenigen Wert hat, der der
Stelle des letzten ZusammenstoBes entspricht.

Nun ist die Energie im Querschnitt selbst (Temperatur T)

= 3RT, also ist sie =3k T + (%kT) -/ an denjenigen
T Stellen, die um das Stiick /

vor und hinter dem Quer-

7 schnitt liegen. Dort finden

durchschnittlich fiir die von
rechts bzw. von links kom-
menden Elektronen die letz-
ten ZusammenstoBe statt.

Der Energietransport pro Sekunde durch die Querschnitts-
einheit ist also:

Fig. 12.

0T srr oy . 0T
(-g—k’[—:%k7 )Imq (e;kT%—gk@—;l)%;‘ﬁq
1?)21qk£ y(;:

Daher ist
y=4N1qk der Koeffizient der Wirmeleitung.

Auch hier hat H. 4. Lorentz die Theorie durch Beriick-
sichtigung der Geschwindigkeitsverteilung vertieft und findet:

2
y _%V?;mlqk,

wo wieder ¢ = J gt ist.



169) G. Wiedemann und R. Franz, Poggend. Ann. 89, 497
(1853); L. Lorenz, Wiedem. Ann. 13, 422, 582 (1881). Vgl
ferner G. Kirchhoff und G. Hansemann, Wiedem. Ann. 13, 417
(1881); W. Jaeger und H. Diesselhorst, Abh. d. phys.-techn.
Reichsanstalt 3, 269 (1900).

Der Arbeit dieser letzten beiden Forscher ist folgende kleine
Tabelle entnommen, die fiir verschiedene Metalle bei 18° C

das Verhaltnis % angibt:

Metall —z:— . 10710
Al 6,36
Cu 6,65
Ag 6,86
Au 7,09
Zn 6,72
Pb 7,15
bt 7,53
Bi 9,64
170) Aus (67) folgt, wenn man ¢ m ¢ = 3 kT, also ¢ = / 3kT
setzt: m
V3kTm
l=20 T ot

Nun sei N die Zahl der Atome in der Volumeinheit, N* die
Zahl der Atome in einem Grammatom (4vogadrvosche Zahl).
Ist ferner A das Atomgewicht, M die Masse eines Atoms,
o die Dichte, so ist:

{A=MN*,
e=MN,
also
Q
— N*_ 5.
N N i

Wir nehmen jetzt an, daB f, die Zahl der Elektronne pro
Volumeinheit, klein sei gegen N, etwa

= N=-_ Nx&
100 100 A

Reiche, Quantentheorie. T4
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Setzt man diesen Wert ein, so folgt fiir die freie Weglinge:

2000 AY3kTm

b= N* g e?

Wir machen einen Uberschlag fiir Kupfer bei 0° C. Dortist:

65,4107 (im elektrostatischen MaB)

4 = 63,57
k=1,4.10""
T = 273

m = 0,910 %
N* = 6,1 . 10®
o =89
e = 4,77+ 10"

Mit diesen Werten ergibt sich:

10

5

loo 55,7107,

Da der Atomabstand von der GréBenordnung 2.107% ist,
so wiirden somit die Elektronen erst nach dem Passieren von
mehreren Tausenden von Atomen einen Zusammensto8 er-
leiden. Dies ist undenkbar, da die ,,Wirkungssphédren der
Atome selbst Dimensionen besitzen, die in die GroB8enordnung
10~ % fallen.

171 H. A. Loventz, 1. c. Anmerkung 43.

172) J. J. Thomson, Die Korpuskulartheorie der Materie.
(F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1908), S. 77.

173) H. Kamerlingh-Onnes, Leiden Communicat. 1913, 133.

17) C. H. Lees, Phil. Trans. (A) 208, 381—443 (1908).

175) W. Meissner, Ann. d. Phys. 47, 1001 (1915).

176) W. Nernst, Berl. Ber. 1911, S. 310.

177 H. Kamerlingh-Onnes, Leiden Communicat. 119, 22
(ro11).

178) F. A. Lindemann, Berl. Ber. 1911, S. 316.

179) W. Wien, Berl. Ber. 1913, S. 184. Vgl. auch Vor-
lesungen iiber neuere Probleme der theoretischen Physik.
(Teubner, Leipzig u. Berlin 1913.) 3. Vorlesung.

180) Jst s der Radius der Atomwirkungssphire, N die Zahl
der ruhenden Atome pro Volumeinheit, so ist nach einem be-
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kannten Resultat der kinetischen Gastheorie die mittlere freie
Weglinge der Elektronen
1

b= ave
Man setze:

§$ =5+ a,
wo s, den Radius der Atomwirkungssphire fir T =o
darstellt, wenn also;die Atome ruhen, a die Amplitude der

Atomschwingung bedeutet. Nun ist aber die mittlere Energie E
dieser Schwingung (Schwingungszahl») einerseits = %—4; (2 a¥)%a?

(M ist die Atommasse), andererseits ist sie nach Planck-Einstein

Daraus folgt:

Nun ist nach Formel (67) des Textes der Widerstand
2mq

W=== Ne2l -’

Setzt man hier fiir ¢ den Wert V3 (vgl. Anmerkung 170),

fir ® nach J. J. Thomsons Annahme «)y7 und fiir 7 den
Wert # N s2 = a N (a? + 2 a sy -+ s2), so folgt:

l 3h 2_s_oV 3k
2
sznl\ef!f;k 2"1:'41'7: L ”2M7+s§

err — 1 eFT — 1

ein Ausdruck, der als unbekannte Konstanten nur « und s,
enthdlt. Setzt man:

2aNY3km 3k —4
e? o 2 My n?

VanVg,k—m Bl

el
so nimmt W die Gestalt der Formel (70) an
14
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181) F, A. Lindemann, Phil. Mag. 29, 127 (1915).

1812) F. Haber, Berl. Akad. Ber. 1919, S. 506 u. ggo.
182) J. Stark, Jahrb. d. Radioakt. u. Elektronik 9, 188 (1912).
183) G. Borelius, Ann. d. Phys. 67, 278 (1918).

184) K. Herzfeld, Ann. d. Phys. 41, 27 (1913).

185) Setzt man §{ m ¢q? = E, alsog = V—— so folgtaus (67)

die erste der beiden Formeln (72). Beriicksichtigt man auBerdem

noch, daB in Drudes Theorie E = $k T, also k= 2 %

so folgt aus (68) auch die zweite Formel (72).

186) F. v. Hauer, Ann. d. Phys. 61, 189 (1916).

187) W. Nernst, Berl. Ber. 1911, S. 65.

188) A. Eucken, Berl. Ber. 1912, S. 14I.

189) K. Scheel und W. Heuse, Ann. d. Phys. 40, 473 (1913).
Vgl. auch L. Holborn, K. Scheel und F. Hemning, Warme-
tabellen der physikal.-techn. Reichsanstalt (Vieweg 1919).

190) A. Einstein und O. Stern, Ann. d. Phys. 40, 551 (1913).

191) Die Quantenformeln (76) und (77) entsprechen eigent-
lich dem Planckschen Oszillator, also einem Gebilde von einem
Freiheitsgrad, wahrend wir es hier, bei der Rotation, mit zwei
Freiheitsgraden zu tun haben. Dalfiir setzt sich aber die Energie
des Planckschen Oszillators aus zwei gleichen Teilen, einem
kinetischen und einem potentiellen, zusammen, wihrend bei
der Rotation nur kinetische Energie in Frage kommt. Man
driickt das auch manchmal so aus: Der Plancksche Oszillator
besitzt einen kinetischen und einen potentiellen Freiheitsgrad,
das rotierende Molekiil aber zwei kinetische Freiheitsgrade.

192) P. Ehvenfest, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 15,
451 (1913).

193) Nach Anmerkung 48 ist die quantenmiBig erweiterte
kanonische Verteilungsfunktion:

By
kT

an - kz'

Wy =
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und die mittlere Energie:

ZP,.E“/:—;
n

v _ B
ane kT
n

Setzt man hier alle p, = 1 und fiir E,, den Wert E™ aus (80),
so folgt fiir die mittlere Rotationsenergie eines Molekiils:

E=

Snre-
nie-m0
— h? )

= 8n9]' C—
Ze
0

hi
ST

, WO 0 =

und fiir die Rotationswiarmen des Wasserstoffs der Ausdruck:
dE,

C,=2N T "

194) Der Drehimpuls (das Impulsmoment) eines Systems,
dessen Massenpunkte die Massen m,, die Geschwindigkeiten v;
und die Abstinde #; von einem festen Punkt (etwa dem An-
fangspunkt des Koordinatensystems) besitzen, ist ein Vektor
vom Betrage

u| = Zm,- v; 7;sin (v; ;) .

In dem vorliegenden Fall besteht das System nur aus den
beiden Atomen (Masse M), die auf einem Kreise vom Radius #
mit der konstanten Geschwindigkeit v = #.2x» umlaufen.
Also ist hier

Wl =p=2Mr.2av=J.2av,

wobei J = 2 M #2 das Triagheitsmoment bedeutet.
195) Der zu einer allgemeinen Koordinate ¢; gehérige Im-

puls p; ist nach Anmerkung 48 durch die Beziehung p; = g%
i
definiert, wo ¢; = %‘i—‘ und @ die kinetische Energie des

Systems ist. Nun ist hier als allgemeine Koordinate ¢ der
Drehungswinkel ¢ gewdhlt. Bekanntlich ist aber die kine-



tische Energie eines um eine feste Achse rotierenden Kérpers
= 4 . Trigheitsmoment - (Winkelgeschwindigkeit)2, also

o (d0)_ T4

Daher ist a; at 2
= a0 = y == - 2 .
by =g =Jé=1J 2nv

196) F. Reiche, Ann. d. Phys. 58, 657 (1919).

197) Die beste Kurve wurde erhalten, wenn man dem
nten Quanten-Rotationszustand das ,,Gewicht* 2 # beilegte.
Der rotationslose Zustand (# = o) erhdlt dadurch das
»Gewicht Null, d. h. er existiert nicht. Es kommt dies also
darauf hinaus, eine wahre Nullpunktsrotation einzufiihren.

198) E. Holm, Ann. d. Phys. 42, 1311 (1913).

199) J. v. Weyssenhoff, Ann. d. Phys. 51, 285 (1916).

20) M. Planck, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 17, 407 (1915)

1) S. Rotszayn, Ann. d. Phys. 57, 81 (1918).

202) Die Kurve ist bei Planck nicht gezeichnet, jedoch in
der in Antherkung 196 zitierten Arbeit des Verfassers diskutiert.

203) Siehe ebenfalls die in Anmerkung 196 zitierte Arbeit
des Verfassers.

204) P. S. Epstein, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 18, 398
(1916). Vgl. auch Phys. Zeitschr. 20, 289 (1919).

205) N. Bohr, Phil. Mag. 1913, S. 857.

206) Bei der ,,reguliren Prizession‘‘ dreht sich der Kreisel
gleichférmig um seine Symmetrieachse (Figurenachse), wihrend
zugleich diese Achse einen Kreiskegel um eine raumfeste Rich-
tung beschreibt.

207) Eine Zusammenstellung der von den verschiedenen
Forschern benutzten Tragheitsmomente des Wasserstoffmolekiils

ergibt folgendes Bild: J - 1ot
Einstein-Stern . . . . . . 1,47
Ehvenfest. . . . . . . . . 0,69
I 2,214}
Reiche . . . . . . . . .{ 27293 ¢ verschiedene Kurven
l2,095
Holm . . . . . . . .. .-'1,36
Weyssenhoff . . . . . . . 0,34
Rotszayn . . . 2,12

Epstein (Bohrsches Modell) 2,82



208y N. Bjerrum, Nernst-Festschrift 1912, S. go. Bjerrum
hat iibrigens nicht die Formel (79) zugrunde gelegt, sondern

mit den Werten », = gerechnet, da er, nach einem

2 7t

Vorschlag von H. 4. Lorent{, die Rotationsenergie E gleich
n h v, setzte, im Gegensatz zu Ehrenfests begriindeterer Formu-
lierung (78).

209) S, P. Langley, Annals of the Astrophysical Observatory
of the Smithsonian Institution, Vol. I, p. 127, Tafel XX (1900).

210) F. Paschen, Wiedem. Ann. 61, 1; 52, 209; 53, 335 (1894).

211) H. Rubens, Berl. Ber. 1913, S. 513.

212) H. Rubens und E. Aschkinass, Wiedem. Ann. 64, 584
(1898).

213) H. Rubens und G. Heltner, Berl. Ber. 1916, S. 167.
Siehe auch G. Hettner, Ann. d. Phys. 56, 476 (1918).

214) W. Burmeister, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 15, 589
(1913).

215) Eva v. Bahy, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 16, 710,
731, 1150 (1913).

218) Vgl. Lord Rayleigh, Phil. Mag. 34, 410 (1892). — Es
werde z. B. ein HCl-Molekiil betrachtet, das aus einem positiv
geladenen H*-Atom und einem negativ geladenen Cl~-Atom be-
steht (siehe Fig. 13). Ihr Schwerpunkt sei S, und a sei der
Abstand des H*-Atoms von S. Die Verbindungslinie der bei-
den Atome sei die #-Achse, und diese Achse drehe sich um S
in positivem Sinne mit der Umlaufszahl », gegen das feste
# y-System. Schwingen jetzt die beiden Atome gegeneinander
mit der Schwingungszahl v, und der Amplitude 4, so kann
man die #’-Koordinate des H*-Atoms folgendermaBen dar-
stellen:

¥ =a+ Asin(2avyt) .

Projiziert man diese Schwingung auf das feste Koordinaten-
system, so folgt:

% =4x'cos(zav,¥) = acos(2mv,t) + A sin(2av,¢) cos(2x,¥) ,
y =9'sin(2nv,¢) = asin(2xv,8) + 4dsin(2xv,8)sin(2xv,¥) ,



— 216 —

wofiir man auch schreiben kann:

X =

acos(2mv,t) + ésinzn(u0 + )t + %sinzn(vo —v)t,

asin(z:zv,t)——%cosz::(vo+v,)t+ —‘:—cosz:z(vo—r,)t .

y =
hi
//+ //,”j{’
/’./
a
Szt .
¢/

Fig. 13.

Vom ruhenden System aus betrachtet hat man also drei

Schwingungen :
die” linkszirkulare

= acos(2av,t! . .
* . (22v.7) 1 mit der Schwingungszahl  ,

y=asm(2nv,t)f ’
die linkszirkulare -

x = i:—sinz::(vo + )t
mit der Schwingungszahl », + »,

Y = — écoszn(v0 + )¢
und die rechtszirkulare

¥ = %sinzn(vo—v,)t
mit der Schwingungszahl », — », .

y =i:—coszn(vo—v,)t
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A7 E. S. Jmes, Astroph. Journ. §0, 251 (1919).

218) A. Eucken, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 15, 1159
(1913). — Eucken hat dort, mit Riicksicht auf den asym-
metrischen Bau des Wasserdampfmolekﬁls,' zwel verschiedene
Tragheitsmomente J, = 0,06+ 1074 und J, = 2,21+ 107 %
angenommen und daher zwei Reihen von Rotationsumlauf-
zahlen », erhalten. Vgl. die dort angegebene Tabelle. Siehe
auch die Tabelle bei Rubens und Hettner, 1. c. Anmerkung 213.

219) 1, Planck, Ann. d. Phys. 62, 491 (1917); 53, 241 (1917).

220y O, Sackur, Ann. d. Phys. 36, 958 (1911); 40, 67 (1913).

21) H. Tetrode, Phys. Zeitschr. 14, 212 (1913); Ann. d.
Phys. 38, 434 (1912).

222) W. H. Keesom, Phys. Zeitschr. 15, 695 (1914).

223) 4. Sommerfeld, Vortrige iber die kinetische Theorie
der Materie und der Elektrizitit. Wolfskehl-KongreB in Got-
tingen 1913. (Teubner, Leipzig u. Berlin 1914), S. 125.

224) P. Scherrer, Gottinger Nachr., 8. Juli 1916.

225\ M. Planck, Berl. Ber. 1916, S. 653.

226) . Nernst, Die theoretischen und experimentellen
Grundlagen des neuen Wirmesatzes. (W. Knapp, Halle 1918),
S. 154ff.

227) 0. Sackur, Ber. d. deutsch. chem. Ges. 47, 1318 (1914).

228) O, Stern, Phys. Zeitschr. 14, 629 (1913); Zeitschr. f.
Elektrochemie 25, 66 (1919).

229) Fiir das Folgende vgl. die in der vorigen Anmerkung
zitierte Arbeit von O. Stern. Ferner W. Nernst, Die theoreti-
schen und experimentellen Grundlagen des neuen Warmesatzes:
(W. Knapp, Halle 1918), Kap. XIIIL

230) Was dieses und die folgenden Kapitel anlangt, so sei
fir genauere Einzelheiten auf den Artikel von P. S. Epstein
in dem Planckheft der Naturwissenschaften (1918,
S. 230) verwiesen.

231) Als einfachstes Thomsonsches Atom hat man sich eine
Kugel vom Radius a vorzustellen, die mit der positiven Ein-
heitsladung ¢ von der Raumdichte ¢ erfiillt ist, und in deren
Mitte ein Elektron von der Ladung (—e) ruht. Dieses Gebilde
ist nach auBen hin neutral. Zieht man das Elektron aus dem
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Zentrum bis zur Entfernung 7 heraus (siehe Fig. 14), so iibt
nach bekannten Sitzen der Potentialtheorie die &duBere
(schraffierte) Kugelschale keine Kraft auf das Elektron aus.
Die innere Vollkugel vom Radius » dagegen wirkt auf das

Elektron ebenso, als sei ihre Gesamt-
] ladung im Zentrum konzentriert.
/ﬂm Die Kraft, die das Elektron in seine

N\
7

Ruhelage zuriickzieht, ist also:

a 47

2" pge - R
3 4T ¢
\ML Py =geer="0r
il

\

d. h. sie ist der Entfernung des
Elektrons aus seiner Gleichgewichts-
lage proportional.

232 Vgl. z. B. P. Drude, Lehrbuch der Optik. 2. Aufl,
Kap. V u. VII (Hirzel 1906).

283) Vgl.W.Voigt, Magneto-und Elektrooptik (Teubner 19o8).

234) M. Planck, Ber. d. Berl. Akad. d. Wiss. 1902, S. 470;
1903, S. 480; 1904, S. 740; 1905, S. 382.

285) H. A. Lorventz, The theory of electrons, Kap. III, IV
(Teubner 1909).

238) Das Elektron schwingt, bei quasielastischer Bindung,

Fig. 14.

gemi der Bewegungsgleichung m %’; = —f x, wenn wir uns
auf lineare Schwingungen beschrinken. Dabei ist m die
Masse des Elektrons, # seine Entfernung aus der Ruhelage,
f ein Proportionalititsfaktor. Die Losung dieser Differential-

gleichung wird durch die rein harmonische Bewegung
x = A cos(nt+ 9)

dargestellt, wo die Frequenz
" ‘/Z
Cm

ist. Die Frequenz # ist also, wie man sieht, von der Ampli-
tude 4 und damit auch von der Schwingungsenergie unab-
héngig.
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237) Die Schwingungszahlen » derjenigen Spektrallinien des
leuchtenden Wasserstoffs, die man unter dem Namen ,,Balmer-
Serie’ zusammenfaBt, lassen sich mit groBer Genauigkeit durch
die folgende von Balmer auigestellte Formel darstellen

v=N(—’:-2-—%) wo % =23,4,56...00.
N ist dabei eine Konstante, die sog. Rydbergsche Zahl. Setzt
man fiir die ,,Laufzahl’“ #» nacheinander die Werte 3, 4,5 .. .,
so erhilt man nacheinander die Schwingungszahlen der roten
Linie des Wasserstoffs (H,), der griinen Linie (Hg), der blauen
Linie (H,) usw.

238) J. Stark, Ann. d. Phys. 43, 965 (1914); J. Stark und
G. Wendt, ebenda 43, 983 (1914); J. Stark und H. Kirschbaum,
ebenda 43, 9o1; 43, 1017 (1914); J. Stark, ebenda 48, 193, 210
(1915); J. Stark, O. Hardtke und G. Licbert, ebenda 56, 569
(1918); J. Stark, ebenda 6, 577 (1918); G. Liebert, ebenda 56,
589, 610 (1918); J. Stark und O. Hardtke, ebenda 58, 712 (1919);
J. Stark, ebenda 58, 723 (1919).

239) Vgl. H. A. Lorentz, The theory of electrons. (Teubner,
Leipzig u. Berlin 1909), Kap. IIL

240y H, Geiger und Marsden, Phil. Mag., April 1913.

241) E. Rutherford, Phil. Mag. 21, 669 (1911).

242) Nach C. G. Darwin [Phil. Mag. 27, 506 (1914)] ist der
Radius des kugelférmig gedachten Kerns bei Gold héchstens
= 3.10"! cm, bei Wasserstoff hochstens = 2 - 10 * cm.
243) 4. van den Broek, Phys. Zeitschr. 14, 32 (1913).

244) Vgl. Anmerkung 247.
245) N. Bohv, Phil. Mag. 26, 1, 476, 857 (1913).
26) A, Einstein, Phys. Zeitschr. 18, 121 (1917).

247) Die ganz elementare Rechnung verliuft so: Es um-
fliege ein Elektron von der Ladung e und der Masse # in einer
Kreisbahn einen Kern von der Ladung E = ¢ z; dann ist z die
,,Ordnungszahl* (fiir Wasserstoff speziell = 1). .,Ist.a der
Kreisradius, v die Geschwindigkeit und « die Winkelgeschwin-
digkeit (Umlaufsfrequenz) des Elektrons auf der Kreisbahn,



— 220 —

so lautet die Gleichgewichtsbedingung zwischen der Anziehung
des Kerns und der Zentrifugalkraft:

—%lzi =maw?® oder matow?®=¢E =ez.
Nach der zweiten Bokrschen Hypothese ist das Impulsmoment

p(=mva =ma?w) ein ganzes Vielfaches von 2Ln , also

h
ma,2m=n2—n n=1,2,3...).

Aus diesen beiden Bestimmungsgleichungen fiir ¢ und o folgen
die diskreten Radien der erlaubten Quantenbahnen:
n® h?

= Tdam =123

Ay

und die entsprechenden Umlaufsfrequenzen:

8adetzim
On =T
Die Energie (kinetische + potentielle) ist:
¢eE ety etz

W = mv’+(~———)= ma? et — —— = —
? a z a 2a ’

also die diskreten Quantenwerte der Energie:

2a%et ®m
W, =— R nd
Setzt man in dem Ausdruck:
2 2
Ww=_%% , fiir @ den Wert( ¢ z,)i,
24 m o

. . w
so erkennt man, daB W eine Funktion von w, also von » = PR

ist. Die Energie des Elektrons im Rutherfordschen Modell
héngt also, wie im Text gesagt, von seiner Umlaufszahl » ab.
Geht das Elektron von der #ten nach der sten Bahn iiber,
so wird nach Bokrs dritter Hypothese eine homogene Spektral-
linie emittiert von der Schwingungszahl:
Wn—W,_zn’e#mz“(I I) ,(I I)
=g T T \ew w)=V\e )

g s ud
wo
2a2etm

N= A
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248) Vgl. Anmerkung 237.

249) Historisch sei hier bemerkt, daB schon vor Bohr
A. E. Haas im Jahre 1910 (Sitzungsber. d. Wiener Akad.,
10. Mirz 1910) zu einer Darstellung der Rydbergschen Zahl
mit Hilfe der universellen Konstanten e, h, m gelangt ist, die
sich von der Bokrschen nur um einen Faktor 8 unterscheidet.
Er ging dabei so vor: er berechnete auf Grund des damals
allgemein anerkannten . J. Thomsomschen Atommodells die
maximale Schwingungszahl (Umlaufszahl) vm.x des Elektrons
im einfachsten Atom (Wasserstoffatom), wenn es, mit einem
Energiequant versehen, gerade an der Oberfliche der posi-
tiven Kugel kreist. Dann ergibt sich:

47%etm
B
Diese maximale Schwingungszahl identifizierte nun Haas mit
der Seriengrenze (# = oo) in der Balmerschen Formel

I I
"=N(z?—zz‘)-

Vmax =

Dann folgt:
167t et m
B

Nytgns =

also 8mal groBer als Npow . Haas benutzte seine Beziehung,
um aus den als bekannt vorausgesetzten GroBen der Ryd-
bergschen Zahl N, der Planckschen Konstanten %, und dem

Verhiltnis }% die Ladung e des Elektrons zu berechnen. In-

folge des Faktors 8 erhielt er den nach dem heutigen Stand
der Forschung zu kleinen Wert ¢ = 3,18+ 107 '%, der mit den
damals vorliegenden Messungen von J. J. Thomson und
H. A. Wilson gut im Einklang war.

250) Th. Lyman, Phil. Mag. 29, 284 (1915).

1) F. Paschen, Ann. d. Phys. 27, 565 (1908).

252) 4. Fowler, Month. Not. Roy. Astron. Soc. 73, Dez. 1912.

%3) F. Paschen, Ann. d. Phys. 27, 565 (1908).

34) E. C. Pickering, Astroph. Journ. 4, 369 (1896); 5§, 92
(1897).

255) E. J. Evans, Nature 93, 241; (1914).
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256) . Kossel, Ann. d. Phys. 49, 229 (1916); Die Natur-
wissenschaften 7, 339, 360 (1919).

27 L. Vegard, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 19,
344 (1917). , ,

258) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien. (Vieweg
1919.)

29) R. Ladenburg, Die Naturwissenschaften 8, 5 (1920).

260) 4. Sommerfeld, Ann. d. Phys. §1, 1 (1916).

261) Tn Polarkoordinaten # und ¢ driickt sich die kinetische
Energie L bekanntlich so aus:

L:%W+WM.

Dabei ist m die Masse des Elektrons, die Punkte bedeuten
Differentiationen nach der Zeit. Die Impulse p, und p, sind
dann so definiert (sieche Anmerkung 48):

p,zaa—zrfzmi'; ﬁ¢=%=m72¢.

262) Nur wenn jeder Impuls p; allein von dem entsprechen-
den g; abhdngt (oder eine Konstante ist), und wenn auBerdem
die Grenzen des Phasenintegrals von den ¢; unabhingig sind,
wird das ausgefithrte Phasenintegral wirklich eine Konstante.
Bei beliebiger Wahl des Koordinatensystems ist das indessen
keineswegs der Fall.

263) P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 50, 489 (1916); 51, 168
(1916.)

264) K. Schwarzschild, Sitzungsber. d. Berl. Akad. d. Wiss.
4. Mai 1916.

265) 4. Einstein, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 19,
82 (191%).

266) M. Planck, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 17,
407, 438 (1915); Ann. d. Phys. 60, 385 (1916).

267) Die groBe Halbachse der Ellipse, die durch die Quanten-
zahlen ‘n und »’ charakterisiert ist, hat hier den Wert:

Bt
T og4ntetrm




Das Achsenverhéltnis ist:
b "

@ T wEa
n’ = o entspricht also den BoArschen Kreisbahnen.

268) Die Energie des Elektrons auf der Kepler-Ellipse (n, n”)
hat hier den Wert:

W — 2a%e**m Nk
T Rm AR T
Aus dem Bohrschen Frequenzansatz
Wn n Wxs’

folgt dann die Serienformel (102) des Textes.

269) Bei Beriicksichtigung des Relativititseinflusses wird
die Serienformel fiir die wasserstoffahnlichen Spektren in erster
Naherung:

v = v, + ¥y
WO
v, = N 2[ ! - - ]
Vg 2 (S+S’)2 (’i’l,+’ﬂ’)2 >
1 s’ I n’
RN i Sy
i (s + s (n+n’)
Dabei ist:
N = M_ und X = 2xet &% oo 107°
a ha(1+ﬂ1) o ke ” |
M

m, ist hier die Masse des Elektrons fiir unendlich kleine Ge-
schwindigkeiten.

Wiahrend also das erste Glied », die alte Formel ergibt,
die bei Vernachldssigung des Relativitatseinflusses gewonnen
wurde, stellt das kleine Zusatzglied », den Relativitdtseinflu3
dar. Wie man sieht, hdngt » nicht allein von den Quanten-
summen s + s’ und % 4 #’, sondern auch von den Einzel-
werten s, s’, n, n’ ab. Dieses Glied erzeugt also die Fein-
struktur.



270) Wendet man die Formel der vorigen Anmerkung auf
Hy an, so hat man z =1, s + s’ = 2, n 4+ #n’ = 3 zu setzen.
Es folgt:

= ’
s run
4 s n

24 34

I I
2?3

EN

V=N[ ]+Nw

Entsprechend den Zerlegungen :

'y — i
s+s'=2=2+ 0} (Kr?ls) } 2 Endbahnen
‘ =1+ 1) (Ellipse)

und
nta=3=3+0) (Kreis)
=2 4 1, (Ellipse)} 3 Anfangsbahnen
=1 + 2) (Ellipse)

Z—0¢ n
Ly~—25 ©
Lp~—00 Rem—m——m———

Fig. 15.

(ein Nullwerden der azimutalen Quantenzahl ist unter nor-
malen Umstdnden aus dynamischen Grinden nicht méglich)
miiBte man 2.3 =6 Erzeugungsméglichkeiten und daher
6 Komponenten der Feinstruktur fiir Hs erwarten. Eine
dieser Komponenten, nimlich diejenige, die dem Ubergang des
Elektrons aus dem Kreis (# = 3, #” = o) in die Ellipse (s = 1,
s’ =1) entspricht, tritt jedoch nach einem von Rubinowicz
und  Sommerfeld aufgestellten , Auswahlprinzip’® (siehe
Kap. VI, § 9) unter normalen Verhiltnissen nicht auf. So
bleiben 5 Feinstrukturkomponenten iibrig, deren Lage aus
Fig. 15 hervorgeht. Wie man sieht, ordnen sich die 5 Kom-



ponenten in 2 Hauptgruppen zu je 3 und 2 an. Die ,aus-
fallende* Linie I7, ist punktiert. Den Abstand 4va zwischen
I, und II,, Iund II,, I, und II, nennt man ,,das theore-
tische Wasserstoffdublett’ [Nach der obigen Formel ist die
Schwingungszahl der Linie I, (3,0 — 2,0)

1 1 i 1
%=ﬂ?—?hNﬂ%"%]

die der Linie II, (3,0 — I1,I):

1 1 I4+1 1
%=W?—?“Nﬂﬁf—?l
Also
2
Avg = Vi — Vi = 1\;_2‘ == 1,095 * 1010

entsprechend 44z = 0,157 A.

Das wirklich beobachtete Wasserstoffdublett wird, da die
Linie II, ausfillt, etwa von der Mitte von I, und I, bis zur
Mitte von II, und II, gemessen; das gibt 0,8 44y, also den
Wert 0,126 A.

Nach einem von Bokr aufgestellten Auswahlprinzip (siehe
Kap. VI, § 9), nach dem die azimutale Quantenzahl nur
um - 1 springen darf, fallen auch noch die Komponenten
I, und II, fort.

27) F. Paschen, Ann. d. Phys. §0, go1 (1916).

272) Aus Formel (97) des Textes folgen die beiden Ryd-
bergschen Konstanten fiir Wasserstoff und Helium:

2 7% m, et

Ny =
ha(l + Mo
H

M )
2 7% m, et

o)

He

N}Ie=

Ferner nach Anmerkung 269 als dritte Gleichung die Formel
fur die Feinstrukturkonstante:

2 me?
he

Reiche, Quantentheorie. I5
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Aus den beiden ersten Beziehungen gewinnt man unter Be-

achtung von Muc= 4 Max:

m, Mg _ Nme— N=m
Mz e _Nn'—i’NHe ’

also
e e Ng — 3} Ng.

m, C =MHG ) Nge — Nm

Die beiden Rydbergschen Zahlen Ny und Ny, sind von Paschen
mit groBer Genauigkeit gemessen:

Nu =(109677,691 + 0,06) - ¢,

Nue=(109722,144 +0,04) - ¢ .
e
MH < C
Faradaysche Zahl), d. h. diejenige Ladung, die bei der Elektro-
jenig 8
1
My

Ferner ist = F"die elektrochemische Aquivalentladung

lyse mit einem Grammatom (d. h. mit R = Atomen)

wandert. Diese Zahl hat den Wert:
F = 9649,4 elektromagnetische Einheiten.

e

in die oben
M H*C

Setzt man die drei Werte fiir Ng, Ng. und
abgeleitete Beziehung ein, so folgt:

ec = 1,7686 - 107 elektromagn. Einh,
0
in bester Ubereinstimmung mit denjenigen Werten dieser
GroBe, die auf direktem Wege (Ablenkung der Kathoden- und
B-Strahlen im elektrischen und magnetischen Felde) gewonnen
worden sind. Jetzt schreibe man:

22 myet ( m, )
s S NE\Tt o
oder unter Benutzung des oben angegebenen Wertes von o

Mz

2 7 m, et _ 3 Nu-Nzme
h® - 4 NH—%;NHe )
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist bekannt. Kombiniert

man mit ihr den soeben gefundenen Wert fiir und ferner
"y
den Wert:
& = 2ot 290 » 1073
- L = 7,29 )

der aus den Feinstrukturmessungen Paschens an den Helium-
linien folgt, so hat man jetzt drei Gleichungen fir die drei
Unbekannten e, m,, & zur Verfiigung. Es folgt:

e = (4,766 - 0,088) « 107,
h = (6,526 -+ 0,200) - 0™ %" .

Vorteilhafter ist es (nach Sommerfeld), den Mzillikanschen
Wert fiir ¢ zugrunde zu legen. Dann erhdlt man:

10

e = (4,774 &= 0,004) - 1077,
h = (6,545 == 0,009) - T0™ %",
« = (7,295 + 0,005) - 107% .

213) K. Glitscher, Ann. d. Phys. 52, 608 (1917).

214) 4. Landé, Phys. Zeitschr. 20, 228 (1919), 21, 114 (1920).

278) Vgl. 4. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien.
Kap. IV, § 6.

276) p. S. Epstein, Ann. d. Phys. 50, 489 (1916).

277y P. Debye, Gottinger Nachr., 3. Juni 1916.

278) 4. Sowmmerfeld, Phys. Zeitschr. 17, 491 (1916). Vgl
auch Atombau und Spektrallinien. Kap. VI, § 5.

279) F. Paschen und E. Back, Ann. d. Phys. 39, 897 (1912);
40, 960 (1913).

280) 4. Rubinowicz, Phys. Zeitschr. 19, 441, 465 (1918).

281) N. Bohr, On the quantum theory of line-spectra.
Part I u. II. D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, Natur-
vidensk. og Mathem. Afd. 8 Raekke IV, 1. Kopenhagen 1918.

282) Die Umlaufszahl (in 1 Sekunde) des Elektrons im
sten Bohrschen Kreis des Wasserstoffatoms ist nach An-
merkung 247:
w,  47te'm
2z~ ShP

v, = .

15%
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Andererseits folgt aus Formel (93) des Textes, wenn man
s> 1 (hohe Quantenzahlen) und # = s + 1 (Ubergang zwischen
benachbarten Kreisen) annimmt:

2atetm (s + 1) — s?

Yy =

. g 7t g2
oder
) o 2atetm 25 _ 47tetm —
A3 st hisd &

283) P. S. Epstein, Ann. d. Phys. 58, 553 (1919).

284) H. A. Kramers, Intensities of spectral lines. D. Kgl.
Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, Naturvidensk. og Mathem.
Afd. 8, Raekke III, 3. Kopenhagen 1919.

285) 4. Sommerfeld und W. Kossel, Ber. d. deutsch. physikal.
Ges. 21, 240 (1919).

286) J. Framck und G. Hertz, Phys. Zeitschr. 20, 132 (1919);
dort auch Literaturverzeichnis. Vgl. ferner J. Franck und
P. Kwipping, Phys. Zeitschr. 20, 481 (1919); J. Franck,
P. Knipping und- Thea Kriiger, Ber. d. deutsch. physikal. Ges.
21, 728 (1919).

287 J. Tate und Foote, Phil. Mag., Juli 1918.

288) Literatur siehe in dem in Anmerkung 286 genannten
Bericht von J. Franck und G. Hertz.

289) 4. Einstetn, Phys. Zeitschr. 18, 121 (1917).

Man betrachte die beiden Quantenzustinde (1) und (2) des
Atoms, mit den Energien E; und E, > E,;. Die Anzahl der in
der Zeit d¢ durch Ausstrahlung erfolgenden Uberginge 2z — 1
ist dann nach Einstein: Ny A, di. Dabei ist N, die Zahl der
Atome im Zustand 2, also nach Anmerkung 48:

Ey

Ny,=Nuw,=NCpye *T,

wenn N die Zahl aller Atome ist. A,, ist ein Proportionalitéts-
faktor.

Die Einstrahlung der monochromatischen Strahlung von
der Schwingungszahl » und der Intensitat &, bewirkt erstens
positive Absorption, d. h. Ubergédnge 1> 2. Ihre Anzahl in
der Zeit dt ist nach Einstein = N, B;, &, . Dabei ist B,, ein



Proportionalititsfaktor, N, ist die Zahl der Atome im Zu-

stand 1, also
El

N,=NCp,e *7.

Zweitens bewirkt die Einstrahlung auch Uberginge 2 — 1
(negative Absorption). Ihre Anzahlin der Zeit d¢ist = N, By, &,,
wo B,, ein Proportionalititsfaktor ist. Im Energiegleichgewicht
muB die Zahl der Uberginge 2 — 1 gleich der Zahl der Uber-
ginge 1 -»> 2 sein, also

E, E, E,

NCpye * Ay dt+ NCpye * By R,dt=NCpe *7 B, Q,d¢

oder

AZI
.@7 == 321
Ey—E;
pl Bl2 .e kT ! —1
PZ B21

Fiir unendlich anwachsende Temperatur muB auch &,
ins Unendliche wachsen; daraus folgt, daB

2 B, — 1

P2 le

sein muB. Also folgt schlieBlich, wenn wir noch Ay abkiirzend
21
= A setzen, die im Text angegebene Beziehung:

Q A
YT T BB
e ¥ —1

290) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von E. Wagner,
Phys. Zeitschr. 18, 405, 432, 461, 488 (1917).

291) G. Moseley, Phil. Mag. 26, 1024 (1913); 27, 703 (1914).

292) . Kossel, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 16,
898, 953 (1914); 18, 339 (1916).

293) 4. Sommerfeld, Ann. d. Phys. §1, 125, (1916). Phys.
Zeitschr. 19, 297 (1918). Vgl. auch Atombau und Spektral-
linien. Kap. III, Kap. IV § 4, Kap. V § 5.

294) I. Vegard, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 1917,
S. 328, 344; Phys. Zeitschr. 20, 97, 121 (1919).



295) P. Debye, Phys. Zeitschr. 18, 276 (1917).

206y T Kvo6, Phys. Zeitschr. 19, 307 (1918).

27 A. Swmekal, Wiener Ber, 1la 127, 1229 (1918); 128,
639 (1919); Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 21, 149 (1919).
Vgl. auch 4. Smekal und F. Reiche, Ann. d. Phys. 57, 124 (1918).

298) W. Kossel, Zeitschr. f. Physik 1, 119 (1920).

299) Da der L-Ring aus mehreren Elektronen besteht, so
ist unter der ,elliptischen‘‘ Bewegung folgender Bewegungs-
typus zu verstehen: Jedes Elektron beschreibt fir sich eine
Ellipse um den Kern; dabei befinden sich die Elektronen in
jedem Moment an den Ecken eines reguliren Polygons, das
sich bei der Bewegung der Elektronen dreht und abwechselnd
erweitert und zusammenzieht (,,Ellipsenverein‘‘). Vgl. Sommer-
feld, Atombau und Spektrallinien, S. 366ff.

300) 4. Swmekal, Wiener Ber. Ila 128, 639 (1919).

301) M. Born und A. Landé, Berl. Akad. Ber. 1918, S. 1048;
Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 20, 202, 210 (1918);
M. Born, ebenda 20, 230 (1918); Ann. d. Phys. 61, 87 (1920).

302) 4. Landé, Verhandl. d. deutsch. physikal. Ges. 21, 2,
644, 653 (1919). Zeitschr. f. Phys. 2, 83 (1920), vergl. auch
A. Landé und E. Madelung; Zeitschr. f. Phys. 2, 230 (1920).

303) W. Kossel, Ann. d. Phyé. 49, 229 (1916).

304) P. Debye, Miinch. Akad. Ber., 9. Jan. 1915.

308) P. Scherrer, Die Rotationsdispersion des Wasserstoffs,
Dissertation, Gottingen 1916.

306y G. Laski, Phys. Zeitschr. 20, 269, 550 (1919).

30%) Vgl. z. B. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien,
Kap. IV, § 6.

308) Langumir, Journ. Amer. Chem. Soc. 34, 860 (1912);
Zeitschr. f. Elektrochemie 23, 217 (1917).

309) Jsnardi, Zeitschr. f. Elektrochemie 21, 405 (1915).

310y J. Franck, P. Kwipping und Thea Kriiger, Ber. d.
deutsch. physikal. Ges. 21, 728 (1919).

3102) Finen Versuch, das Bokrsche Modell so abzuindern,
daB es die richtige Dissoziationswarme liefert, machte M. Planck,
Berl. Akad. Ber. 1919, S. 914. Vergl. auch H. Kallmann.
Dissertation, Berlin 1920.

81y W. Lenz, Ber. d. deutsch. physikal. Ges. 21, 632 (1919).



312y 4. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 53, 497 (1917).
)\ F. Pauer, Ann. d. Phys. §6, 261 (1918).
314) G. Laski, siche Anmerkung 314.
315) M. Pier, Zeitschr. f. Elektrochemie 16, 897 (1910).

318) K. Schwarzschild, Berl. Akad. Ber. 1916, S. 548.

317) H. Deslandres, Compt. Rend. 138, 317 (1904).

318y T. Heurlinger, Phys. Zeitschr. 20, 188 (1919); Zeitschr.
f. Physik 1, 82 (1920).

319) W. Lenz, siehe Anmerkung 3II.

320) Eine andere Anschauung vertritt J. Burgers (Versl. K.
Ak. van Wet. Amsterdam 26, 115; 1917), nach dem auch
hier springende Elektronen die ultrarote Mittellinie der Bande
erzeugen. Zum Unterschied gegen Schwarzschild und Lenz
nimmt Burgers an, da8 die Bewegung der Elektronen durch
die Rotation des Molekiils beeinfluBt wird. Die Energie des
Systems setzt sich dann nicht additiv aus der Energie der
Elektronen und der Rotationsenergie des Molekiils zusammen;
vielmehr tritt ein drittes Glied hinzu, das von der Corioliskraft
in rotierenden Systemen herriihrt.

321y T. Heurlinger, siche Anmerkung 318.

322) F. Reiche, Zeitschr. f. Physik 1, Heft 4, 283 (1920).

32) E. S. Jmes, Astrophys. Journ. §0, 251 (1919).

324) 4. Kratzer, Dissertation, Miinchen 1920.

325) Tiir die von Imes untersuchten Gase HCl, HBr und HF
ergeben sich die Trigheitsmomente:

Jia = 2,64+ 107%;  Jmp = 3,27 107 %;  Jmr = 1,37 107 %,
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