Die Berechnung von Gleich-
und Wechselstromsystemen

Von

Dr.-Ing. Fr. Natalis

Zweite, vollic umgearbeitete und
erweiterte Auflage

Mit 111 Abbildungen

Berlin
Verlag von Julius Springer
1924



ISBN-13: 978-3-642-90194-2 e—ISBN-13: 978-3-642-92051-6
DOI: 10.1007/978-3-642-92051-6

Alle Rechte, insbesondere das der Ubersetzung
in fremde Sprachen, vorbehalten.
Copyright by Julius Springer in Berlin.
Softcover reprint of the hardcover 2nd edition 1924



Yorwort zur zweiten Auflage.

Die 1920 in bescheidenem Umfange erschienene erste Auflage
dieses Buches brachte die Anfange einer neuen Berechnungsweise
fiir Gleichstrom- und besonders fiir Wechselstromsysteme, welche
die bisher vorwiegend benutzte symbolische Methode zu ersetzen
geeignet ist. Da sie sich nur reeller Hilfsmittel — der Vektor-
verhiltnisse und Vektorprodukte — bedient, wirkt sie wesent-
lich anschaulicher als diese und stellt weniger Anspriiche an ab-
straktes Denken. In der vorliegenden zweiten Auflage ist diese
neue Berechnungsweise systematisch ausgebaut und ihre An-
wendung auf die verschiedensten Gebiete der Elektrotechnik er-
lautert, so daB sie als Wegweiser fiir Studierende und Ingenieure
dienen kann. Als besonderer Vorzug hat sich dabei eine stetige
Verbindung zwischen den entwickelten Formeln und den ihnen
entsprechenden Vektordiagrammen herausgestellt, wodurch die
toten Formeln lebendige Gestalt annehmen.

Die Grundlage der neuen Berechnungsweise bilden das Vektor-
verhiltnis als Ausdruck fiir den Scheinwiderstand (bzw. Schein-
leitwert) und das Vektorprodukt als Ausdruck fiir die von einem
Stromzweig aufgenommene Gesamtleistung (Blind- und Wirk-
leistung). Der weitere Ausbau fiithrte zur Entwicklung der Vektor-
gleichungen zweiten und héheren Grades und der geometrischen
Orte unter Benutzung von Vektorverhiltnissen sowie zu ver-
anderlichen Vektorverhiltnissen zwecks Beriicksichtigung der
Eisensattigung.

Die Anwendungsbeispiele sind den Gebieten der Berechnung
von Leitungen, Stromverzweigungen mit einem und mehreren
Knotenpunkten, der Schwingungen (Resonanz), der Maschinen
und Transformatoren entnommen.

Das Buch soll keineswegs eine zusammenfassende Theorie der
Wechselstrome bieten, sondern lediglich den Leser mit der neuen
Berechnungsweise vertraut machen.



Iv Vorwort zur zweiten Auflage.

Dem Anfinger ist zu empfehlen, zunichst die Kapitel D, F,
G, H, N des ersten Teils und C des zweiten Teils zu tiberschlagen,
welche von den Vektorprodukten und Leistungsberechnungen
handeln, und diese Abschnitte erst dann durchzuarbeiten, wenn
die iibrigen, die nur die Kenntnis der Vektorverhéltnisse erfordern,
in Fleisch und Blut iibergegangen sind.

An fritheren Veroffentlichungen iiber das vorliegende Gebiet,
sind zu nennen:

ETZ. 1919, S. 645 und 1920, S. 505.

Elektrotechnik und Maschinenbau 1921, H. 42, S. 512.

Wissenschaftl. Veroffentlichungen aus dem Siemens-Konzern.
1921, I. Band, 2. Heft, S. 65: Kreisdiagramme.

1922, II.Band, S.275: Vektorverhiltnisse und Vektor-
produkte.

1923, III. Band, S.1: Berechnung von Transformatoren
und Asynchronmotoren.

Siemens-Zeitschrift 1922, Heft 8, S. 369: Behrend, Schau-
linienbild der in Drehstromnetzen bei Erdschluff auftreten-
den Strome und Spannungen.

Archiv fiir Elektrotechnik 1923, S. 381: A. Matthias, Uber
das Verhalten der ErdschluBspule im Betriebe.

Wertvolle Anregungen fiir die vorliegende Néuauflage erhielt
ich durch die Herren A. Matthias, Dr.-Ing. Pohlhausen,
Dr.-Ing. e. h. M. Schenkel. Diesen Herren wie auch Herrn
Dr. Michalke, der mich bei der Durchsicht der Korrekturen
unterstiitzte, spreche ich hierdurch meinen besten Dank aus.

Charlottenburg, September 1924.

Dr.-Ing. Friedrich Natalis.
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I. Allgemeiner Teil.

A. Einleitung, Grundlagen der neuen Berechnungsweise.

Fiir die Berechnung stationérer, harmonischer Wechselstrom-
vorgénge ist in der Literatur und auf den Hochschulen in erheb-
lichem Umfang die yon Helmholtz?!) und Steinmetz entwickelte
und von La Cour, Waltz u. a. weiter durchgebildete sym-
bolische Rechnungsweise eingefithrt. Bei dieser werden die
Spannungen, Stréome, Widerstéinde, Leitwerte und Leistungen
durch komplexe Groflen dargestellt und bei der Aufstellung und
Auswertung der aus diesen Groflen zusammengestellten Formeln
die bekannten mathematischen Regeln iiber die Addition, Sub-
traktion, Multiplikation und Division komplexer Zahlen ange-
wendet.

Es ist nicht zu verkennen, daf} die symbolische Rechnungs-
weise anerkennenswerte Erfolge erzielt und viele verwickelte Vor-
gange aufgeklirt hat, aber es ist auch nicht zu bestreiten, daB
sie nicht in dem zu erwartenden Mafle Allgemeingut der Elektro-
techniker geworden ist.

Es ist vielmehr nur ein verhéltnismafBig kleiner Kreis von
Gelehrten und in der Praxis stehenden Ingenieuren, die diese
Rechnungsweise so beherrschen, dafl sie sich derselben jederzeit
mit Erfolg bedienen kénnen.

Worin liegen die Griinde dieser Erscheinung ?

1. Die symbolische Rechnungsweise stellt an das abstrakte
Denkvermogen ganz erhebliche Anspriiche. Dem praktischen
Ingenieur fallt es im Gegensatz zu dem reinen Mathematiker
schwer, sich Spannungen, Strome, Widerstinde, Leistungen usw.,
die er durch technische Instrumente als reelle Grofen messen
kann, als imaginidre oder komplexe Groflen vorzustellen. Be-

1) S. ETZ 1924, S. 509.
Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl 1



2 Symbolische Rechnungsweise.

sonders wenn im Verlauf der Rechnung, z. B. durch Multiplikation
oder Division derartiger komplexer Grolen, neue komplexe Werte
entstehen, fehlen ihm die geometrischen oder physikalischen Dar-
stellungen fiir solche Umwandlungen und eine Kontrolle dariiber,
ob sich nicht wiahrend der Umwandlungen Fehler in die Rech-
nung eingeschlichen haben.

2. Bei den Berechnungen des Ingenieurs handelt es sich um
durchaus reelle konkrete Aufgaben, und auch die Lésungen miissen
durchaus reelle Werte ergeben. Es ist daher zum mindesten un-
bequem, dafl der Weg von der reellen Aufgabe zu der reellen
Losung durch imaginire Wegweiser angezeigt wird. '

3. Um die in einer Rechnung vorkommenden Gré8en in einem
Diagramm darzustellen, sind 5 verschiedene MaBstabe erforderlich,
und zwar je einer fir die Spannung (V), dén Strom (A), den
Widerstand (£2), den Leitwert (S) und die Leistung (VA). Dabei
sind diese MafBstibe nicht unabhéngig voneinander. Setzt man
beispielsweise in der symbolischen Gleichung

E=3re?:p=0 und 7r=120,
€ - 1 Volt
R 1Q—lAmp'

so ist
) C=3gr; r=

Die Einheit des Widerstandes ist daher durch das Verhiltnis
des Spannungs- und Strommafstabes gegeben. Wird z. B. 1 Volt
durch 3 cm und 1 Amp durch 1 cm dargestellt, so wird 1£2 durch
den Zahlenwert3 und entsprechend 1 Siemens durch den
Zahlenwert } dargestellt. Als MaBeinheit mufl man sich aber
im ersten Fall noch den Faktor TA—;—; , im zweiten 1 %I:f:
denken. Eine weitere Schwierigkeit entsteht, wenn man von
Widerstinden zu Leitwerten iibergehen mufl. Die hierbei erforder-
liche ,,Inversion‘‘ erfordert eine erhebliche geistige Arbeit, und
das Verstindnis wird weiterhin dadurch erschwert, dafl man dabei
Spiegelbilder der komplexen GréBen bilden mufl. Auch die
Einfiihrung einer groflen Reihe von Begriffen, wie Impedanz = Re-
sistanz + Reaktanz (Induktanz, Kapazitanz), Admittanz = Kon-
duktanz + Suszeptanz, verwirrt und erschwert das Verstandnis.
Die Aufzéhlung dieser Schwierigkeiten geschieht nicht aus dem
Grunde, um an der mit groBem Scharfsinn aufgebauten sym-
bolischen Rechnungsweise eine abfallige Kritik zu iiben, sondern

hinzu-



Grundlagen einer neuen Berechnungsweise. 3

nur deshalb, um zunichst zu erkennen, welche Grundlagen zu
einer einfacheren, leichter verstindlichen Rechnungsweise fithren.

Da Wechselstromvorginge durchwegdurch ,,Vektor‘‘diagramme
dargestellt werden kénnen, so entsteht zunéchst die Frage, welche
der obigen Mafleinheiten als ,,Vektoren‘ aufzufassen sind, d. h. als
zeitlich (nach dem Sinusgesetz) verinderliche Gréfen. Spannungen
und Strome sind zweifellos ,,Vektoren, es ist daher erforderlich,
fiir diese beiden GroBen je einen Mafistab zu wahlen. Widerstand
bzw. Leitwert eines Stromzweiges sind dagegen nicht zeitlich ver-
anderlich, daher muf} auf VektormaBstiabe fiir diese beiden GroBen
verzichtet werden. Schliefllich kann die von einem Stromzweige
aufgenommene momentane Leistung zwar durch eine in der Rich-
tung der Ordinatenachse um den Betrag HJ cos ¢ verschobene
Sinuslinie, also auch unter Zuhilfenahme eines Vektors dargestellt
werden. Da aber dieser Vektor die doppelte Frequenz besitzt, so
kann er nicht mit dem Spannungs- und Stromdiagramm verbunden
werden. Es verbleiben daher fiir das letztere nur zwei unabhingige
MaBstébe fiir die Spannungen und Stréome und der Winkelmafstab
tiir die Zeit (27 = eine volle Periode T'). Die Hinzufiigung weiterer
Mafstabe wiirde nur das Verstéandnis erschweren. Die Darstellung
der Leistungen erfordert ein weiteres Diagramm, fiir welches auBer
dem ZeitmaBstab nur eine MaBleinheit (VA) in Frage kommt, die
man sich vorteilhaft als Flacheneinheit vorstellt. Der Zweck dieses
Buches ist die Einfithrung in eine neue Rechnungsweise, die auf
obigen Grundlagen aufgebaut ist. Dieselbe wird an zahlreichen
Aufgaben der Wechselstromtechnik erliutert werden, von denen
einige ziemlich erschépfend behandelt sind. Gleichwohl soll das
Buch keineswegs eine zusammenfassende Theorie der Wechsel-
strome enthalten, sondern lediglich den Leser mit der neuen
Berechnungsweise so vertraut machen, daf3 er damit auch andere
Aufgaben, die sich ihm téglich bieten, lésen kann.

Bei der neuen Berechnungsweise, die auf die Benutzung
imaginérer oder komplexer Groflen vollig verzichtet, besteht eine
standige Verbindung der zeichnerischen Darstellung mit der Be-
rechnung und damit eine stindige Uberwachung der letzteren.
Der Inhalt jeder Gleichung lafit sich durch ein Diagramm dar-
stellen, das sich aus der ersteren handwerksméiBig entwickeln
lafit. Die Berechnungen erfordern lediglich die Kenntnis der
Grundlagen der Vektoranalysis und der einfachsten algebraischen

1*



4 Zeitvektoren.

Regeln und sind nicht nur fiir den einzelnen konkreten Fall von
Bedeutung, sondern regen zu einer allgemeinen Betrachtung der
die Losung bestimmenden Einfliissse an, wodurch die Formeln
und Diagramme eine lebendige Bedeutung gewinnen, da jeder
durch eine Vektorgleichung verkorperte physikalische Vorgang
durch eine geometrische Zeichnung darzustellen ist.

Im iibrigen werden durch die neue Rechnung natiirlich die
gleichen Resultate gewonnen wie durch die symbolische Methode.
Nur der Weg ist einfacher und anschaulicher, und die damit
verbundene geistige Entlastung erleichtert die Auffindung sowohl
der Losung der einzelnen konkreten Aufgabe wie auch weiterer
GesetzméBigkeiten, die in einem Gewirr komplexer Gréfen nur
zu leicht verborgen bleiben wiirden.

Wie der Titel des Buches zeigt, soll die Berechnung sich auch
auf Gleichstrom beziehen. Gleichstrom 1afit sich stets als ein
Wechselstrom mit der Frequenz Null auffassen. Daher gelten
die Ableitungen im allgemeinen auch fiir Gleichstrom. Da aber
die Vektoren in diesen beiden Fillen sémtlich gleiche Richtung
besitzen, klappen die Diagramme zu einer Geraden zusammen
und sind weniger iibersichtlich als Wechselstromdiagramme. Es
empfiehlt sich daher, die Berechnung zunichst fiir Stromkreise
mit geringer Induktivitat durchzufiithren und als Grenzfall letztere
gleich Null zu setzen. In dem Texte ist daher im allgemeinen
auf Berechnungen fir Gleichstrom keine Riicksicht genommen,
da sich die Losungen fiir Gleichstrom von selbst als Sonderfille
ergeben.

B. Zeitvektoren (Spannung, Strom).

Stellt man eine nach einer Sinusfunktion verlaufende Wechsel-
stromgréBe (Spannung oder Strom) in Polarkoordinaten dar, wo-
bei die Linge jedes Strahles gleich dem Augenblickswert, sein
Winkel gegeniiber einer Nullzeitlinie gleich der Zeit und der Zeit-
27
T
2 7 einer ganzen Periode 7' entsprechend) gewahlt wird, so stellt
das Polardiagramm der Augenblickswerte, z.B. ¢, sinwt bzw.
i Sin (w¢ — @), einen Kreis dar (Abb. 1), der durch den Ursprung O
geht. Grofle und Lage dieses Kreises ist durch seinen Durch-
messer e, bzw. ¢, , d.i. der positive Maximalwert der Wechsel

mafstab gleich der Kreisfrequenz w = (ein voller Umlauf



Zeitlinie. 5]

stromgrofle, und dessen Winkel ¢ mit der X-Achse be-
stimmt. Man kann daher jede Wechselstromgréfle durch den
Durchmesser dieses Kreises, d. h. durch eine gerichtete Gro8e —
einen Vektor — darstellen.

Sind gleichzeitig mehrere Spannungs-
oder Stromvektoren mit derselben Fre-
quenz, aber verschiedener Phasenstellung
zu betrachten, so werden sie durch meh-
rere phasenverschobene Vektoren gekenn-
zeichnet.

In Abb.1 ist der Kreis fiir eine
Spannung e,, mit der Phasenverschiebung
Null gegen die Nullzeitlinie und ein zweiter
Kreis fiir einen nacheilenden Strom ¢, mit
einer Phasenverschiebung 4 ¢ dargestellt.

a) Denkt man sich dieses Vektorstrahlenbiischele,,, 7,, entgegen
dem Uhrzeigersinn in Drehung versetzt (Abb. 2a) und konstruiert
fiir einen bestimmten Zeitpunkt w¢ die Projektionen der Vektoren

s Uy, auf eine Senkrechte OY zur X-Achse, so erhalt man gleich-

Abb. 1.

Abb. 2a. Abb. 2b.

falls die Augenblickswerte e
Spannungen und Stréme.

b) Zur Erleichterung der Auffassung denkt man sich aber in
der Regel das Vektorstrahlenbiischel feststehend und 1aft die
Senkrechte OY zur X-Achse im umgekehrten Drehsinn, d. h. im
Uhrzeigersinn, mit der Kreisfrequenz w rotieren (Abb. 2b) und
projiziert die Vektoren auf diese Linie, welche Zeitlinie genannt
wird. Diese Auffassung ist zulissig, da die vorgenommenen Fest-
setzungen die Lage der Vektoren zueinander, d.h. ihre relative
Lage, nicht verdndern. '

L Sinwt bzw. ¢, sin(wt — @) aller



6 Phasenverschiebung der Vektoren.

Fiir das Vorzeichen der Phasenverschiebung des Stromes i,
gegen die Spannung e,, machen wir in beiden Fallen die Bestim-
mung, dafl der Winkel ¢ stets von der Spannung ¢, nach dem
Strom ¢,, gerechnet (s. Eintragung des Pfeiles von + ¢ bzw. — ¢
in den Abb. 2 und 3) und im Uhrzeigerdrehsinn (Abb. 2a, 3a),
entsprechend einer Nacheilung des Stromes, als positiv (- ¢)
und entgegen dem Uhrzeigerdrehsinn (Abb.3a, 3b), entsprechend
einer Voreilung des Stromes, als negativ (— ¢) bezeichnet wird.

Die Abb. 2a und 3a zeigen die Darstellung der Augenblicks-
werte der Spannung und eines nacheilenden (Abb. 2a) bzw. vor-
eilenden (Abb. 3a) Stromes unter der Annahme a), daB} das
Vektorbiischel um den Winkel wt entgegen dem Uhrzeigersinn

Abb. 3a. Abb. 3b.

verdreht ist, und die Abb.2b und 3b unter der Annahme bj,
dafl das Vektorbiischel feststeht und die Zeitlinie OY, um den
gleichen Winkel wt, aber dieses Mal im Uhrzeigersinn, gedreht ist.
Die Augenblickswerte e, sinwt und <¢,sin(wf—¢) sind in
Abb. 2a und 2b und die Werte e, sinwt¢ und i, sin(wt-- @)
in Abb.3a und 3b eingetragen.

Da schlieBlich beim praktischen Gebrauch weniger die Augen-
blicks- und Scheitelwerte der Wechselstromgréfien als vielmehr
ihre Effektivwerte, die allein durch die technischen MeBinstrumente
angezeigt werden und in den Maschinen, Leitungen usw. zur
Wirkung kommen, interessieren, so werden als Lingen der Vek-
toren nicht die Scheitel-, sondern die Effektivwerte der Wechsel-
stromgrofien und als die Bezeichnungen fiir die Vektoren grof3e
und kleine Frakturbuchstaben — €, e, ... fiir Spannungs-, {, 1, ...
fir Stromvektoren — gewahlt. Die Richtung dieser Vektoren ist
nach vorstehendem keine raumliche, sondern eine zeitliche. Die
geometrische Darstellung des physikalischen Vorgangs in der
Zeichenebene gestattet aber eine &hnliche Behandlung der Auf-



Kirchhoffsche Gesetze. i

gaben, wie sie bei der Betrachtung raumlicher Vektoren iiblich
ist, und fithrt unter anderm zur geometrischen Addition gleich-
artiger Vektoren.

Nach obigen Festsetzungen ist ein Zeitvektor gekennzeichnet
durch seine Liange, wobei je nach seiner Art als Mafeinheit 1 Volt
oder 1 Amp zu gelten hat, und seine Richtung gegen die X-Achse,
welche die Phasenverschiebung gegen diese anzeigt. Im iibrigen
sind alle in einer Aufgabe vorkommenden Spannungsvektoren
nach einem gemeinsamen Mafistab fiir die Spannungen und alle
Stromvektoren nach einem gemeinsamen Strommafstab zu messen.

Fir das Rechnen mit Vektorgleichungen ist
es von groler Bedeutung, dafl jede derartige
Gleichung zwei Aussagen enthilt. So besagt die
Vektorgleichung e; = ¢, erstens, dafl die Langen
der beiden Vektoren, d. h. ihre sog. Betrige, ||
und |e,| einander gleich sind (|e;] = le,|), und
zweitens, da ihre Phasenwinkel gegen die X-
Achse @, und @, gleich sind (¢, = @,). Gerade
in der Zusammenfassung dieser beiden algebra-
ischen Gleichungen in einer einzigen Vektor-
gleichung liegt der groBe Vorteil der Rechnung mit Vekter-
gleichungen. Die Trennung der letzteren in die beiden algebraischen
Gleichungen muf3 moglichst erst am Schlufl der Rechnung vor-
genommen werden, wenn der Vorteil ganz ausgenutzt werden soll.

Fiir Spannungs- und Stromvektoren gelten nun die fiir Wechsel-
strom erweiterten Kirchhoffschen Gesetze:

a) Die geometrische Summe aller Spannungen e,, e, €3, . . .
einer aus mehreren Stromzweigen gebildeten Masche (Abb. 4)

ist gleich Null:
g e;+e,+ez...=0. (1)

Der Beweis ist am einfachsten indirekt zu fithren. . Sind e,, e,, e,
die Effektivspannungen der Masche O PQ, so werden die Augen-
blickswerte zur Zeit { durch die Projektionen OP;, P60, @,0
auf die Zeitlinie OY, dargestellt, wenn diese Strecken noch mit

Scheitelwert
dem Faktor 2= pgktivwert
OP; + P,Q; + @,0 = 0 ist, so ist damit erwiesen, dafl die Summe
der Augenblickswerte gleich Null ist, wenn die als Vektoren dar-
gestellten Effektivwerte der Spannungen einen geschlossenen

multipliziert werden. Da aber
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Linienzug bilden. Da aber umgekehrt die Summe der Augenblicks-
werte der Spannungen einer Masche nach den Kirchhoffschen
Gesetzen fiir Gleichstrom stets gleich Null ist, so miissen ihre
Effektivwerte eine geschlossene Figur bilden.

b) Die geometrische Summe aller Stréme i, i,, i3, ..., die
einem Knotenpunkt zustromen oder von ihm fortflieBen (Abb.5),

ist gleich Null: i1, +ig...=0. (2)

Diese Formel besagt, daf} sich die Vektoren i, = OP, i, = 00,
i = OR zu einem geschlossenen Linienzug OPSO zusammen-
setzen lassen miissen.

Der Beweis ist in gleicher Weise zu fithren
wie fiir die Spannungsvektoren, indem man
zur Ermittelung der Augenblickswerte die
Projektionen der Dreiecksseiten OP, PS, SO
auf die Zeitlinie darstellt.

Ersichtlich gelten die Gleichungen (1)
und (2) auch dann, wenn die Anzahl der
Vektoren grofler als 3 ist. Sind nur 2 Vektoren vorhanden, so
sind sie gleich groB}, aber entgegengesetzt gerichtet:

Abb. 5.

e; = —ey; HL=—1. _ 3)

C. Vektorverhiltnis.

a) Darstellung des Scheinwiderstandes und
Scheinleitwertes.

In der Einleitung war bereits auseinandergesetzt, dafl sowohl
ein Scheinwiderstand wie auch sein reziproker Wert (Scheinleit-
wert) nicht als Vektor aufgefafit werden kann, da der Wider-
stand keine zeitlich veranderliche Grof3e ist, sondern eine sog. In-
variante. Die Zerlegung eines Scheinwiderstandes in seine beiden
Komponenten, den Wirkwiderstand und den Blindwiderstand
r=r, +7,, welche man ahnlich wie 2 Vektoren geometrisch
zu addieren pflegt, konnte zwar zu dieser Annahme fiithren, sie
beruht jedoch auf einem Trugschluf. Erst wenn man durch den
Scheinwiderstand » einen Wechselstrom i hindurchschickt, wobei
an den Klemmen die Spannung ir entsteht, die sich -in die
Wirkspannung i r,, und die Blindspannung i r, zerlegen 1a8t, er-
halt man 3 Spannungen, die als Vektoren anzusprechen sind.
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Das aus 7, 7, und r gebildete rechtwinklige Dreieck wird daher
erst durch Multiplikation seiner Seiten mit i zu einem Vektor-
diagramm. In der GroBe i ist somit das Zeitelement enthalten,
welches dem Widerstand und seinen Komponenten fehlt; i ist
der zeitlich veridnderliche Strom, der Widerstand und seine Kom-
ponenten sind dagegen zeitlich unverénderlich.

Da nun ir =e ist, so ist der Scheinwiderstand r durch ein

Vektorverhiltnis —i— darzustellen :

r=— )
und der Scheinleitwert durch
1 1
- = . =4
r e (O)

. . ¢ . . .
Ein Vektorverhaltnis T bzw. e ist somit gekennzeichnet durch

das Langenverhaltnis der beiden Vektoren unter Hinzufiigung

. . . 1Volt 1 Amp . .
einer MaBeinheit I—AEE bzw. 1Volt und den Winkel ¢ zwischen

den beiden Vektoren. Durch die Multiplikation des Stromvektors i

mit dem durch das Vektorverhaltnis f— dargestellten Scheinwider-

stand treten folgende Veranderungen mit dem urspriinglichen
Vektor t auf: .
1. Die GroBle des Vektors dndert sich im Verhiltnis o

2. Seine Phasenstellung &ndert sich um den Winkel ¢ .

Volt
3. Die MaBeinheit verwandelt sich von 1 Amp in 1 Amp %AAICI)lp s

d. h. in 1 Volt?).

1) Man kann das Vektorverhiltnis auch entsprechend seinen unter
1 bis 3 erwihnten Eigenschaften in zwei Teile zerlegen und schreiben:
e e, © €y

=t e=1 (4a)

worin ¢, einen Einheitsvektor in der Richtung von ¢ und v = o eine reelle

0

¢
positive oder negative Zahl bedeutet. Hierin enthilt der Faktor -2 den
. e
Phasenwinkel zwischen ¢, und i und das Verhéltnis der Vektorbetrage %
sowie die Verinderung der MaBeinheit. Von dieser Darstellungsweise wird
jedoch nur ausnahmsweise bei der Behandlung der geometrischen Orte
Gebrauch gemacht werden.
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Wir werden im Verlauf der Rechnungen auch Vektorverhalt-
nisse benutzen, deren Zahler und Nenner die gleiche MaBeinheit
1 Volt 1 Amp
1Volt 2% 1 Amp
genannte Umwandlung der Mafeinheit fort, wiahrend die unter
1 und 2 genannten Verénderungen bestehen bleiben. Es ist noch

_zu erwihnen, daf} der in dem Vektorverhaltnis enthaltene Winkel ¢
zwischen e und i ein relativer Winkel ist, und daB zwischen ihm
und den absoluten Phasenwinkeln von e und i gegen die X-Achse ¢,
und ¢; die Beziehung besteht:

P =@ — Pe. (6)
Ein Vergleich der Abb.2a und 2b zeigt namlich, daB die

enthalten. In diesem Falle fiallt die unter 3

€
drei charakteristischen Eigenschaften des Vektorverhéltnisses T

unverandert bleiben, wenn beide Vektoren um den gleichen Zeit-
winkel o ¢ verdreht werden. Auch hieraus erhellt die Unabhangig-
keit des Vektorverhiltnisses von der Zeit. Weiterhin behilt das
Vektorverhiltnis seinen Wert unverindert bei, wenn man bei-
spielsweise den Spannungs- und Stromvektor verdoppelt oder,
allgemeiner gesprochen, mit derselben positiven oder negativen
Zahl x multipliziert;

: e ae —aoe

T x| —at (7

Ein Scheinwiderstand ist eindeutig bestimmt, wenn der Strom i
nach Richtung und Phase bekannt ist, welcher beim Anlegen
des Widerstandes an die Klemmenspannung ¢ auftritt oder um-
gekehrt, wenn die Spannung e nach Richtung und Phase bekannt
ist, welche auftritt, wenn der Widerstand von einem Strom i
durchflossen wird.

Kommen fiir dieselbe Aufgabe mehrere Widersténde in Frage,
die durch die Vektorverhiltnisse iil— ) ie_2 , . - . charakterisiert sind,
so gestaltet sich die Rechnung einlexchel? und anschaulicher, wenn
man entweder fiir die Ziahler dieser Verhiltnisse die gleiche Ein-
heits- oder Bezugsspannung € oder fiir die Nenner den gleichen
Einheits- oder Bezugsstrom § wahlt:

6o _6_ & _GC _h
Lt I R Tg T2 J )
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Nach diesen Festsetzungen kénnen wir folgende Sitze aus-
sprechen:

Die Scheinwiderstande von Stromzweigen werden ausgedriickt
durch die Vektorverhiltnisse

hoh | C ©
=, 9a oder T T 9b
309 ) i Ie )
und ihre Scheinleitwerte durch die Vektorverhiltnisse
(e (@3 H 3
) J l1 Je
S = (10a) oder —, —,... (10b)
fi T c’ ¢
Hierin bedeutet
3 ein fiir alle Stromzweige | € eine fiir alle Stromzweige
gleicher Bezugsstrom, gleiche Bezugsspannung.

€ und J sind somit Mafleinheiten fiir die Richtung und GroSe.
€ und { sind Spannungsvektoren, & und j Stromvektoren. Als
Bezugsspannung € bzw. Bezugsstrom § kann jede beliebige Span-
nung bzw. jeder beliebige Strom gew#hlt werden, z. B. 1 Volt
oder 100 Volt bzw. 1 Amp oder 10 Amp. Meistens ist es aber
vorteilhafter, dafiir eine gegebene Spannung, z. B. die Netzspan-
nung bzw. einen gegebenen Strom zu wihlen.

Wahlt man als Bezugsspannung 1 Volt, so wird der Schein-
jr Amp
1 Volt.
aber fiir die Strome und Spannungen von vornherein je ein
MaBstab festzulegen ist, kann man fir die Bezugsspannung
1 Volt den StrommaBstab gleichzeitig als MaBstab fiir die Be-
trige der Scheinleitwerte auffassen. In gleicher Weise kann
der Spannungsmaflstab fir die Bezugseinheit 1 Amp gleich-
zeitig als Mafstab fir die Betrige der Scheinwiderstinde auf-
gefallt werden. Daneben ist natiirlich stets der Phasenwinkel
von j bzw. f zu beachten. Die j- und f-Werte stellen somit fiir
die Bezugseinheiten 1 Volt bzw. 1 Amp direkt die Betriage der
Scheinleitwerte bzw. Scheinwiderstinde dar, wobei als MaBein-
heiten 1 Siemens statt 1 Amp bzw. 1 Ohm statt 1 Volt zu setzen ist.

Abb.6 und 7 zeigen nun die Vektorverhiltnisse %= %

fiir einen Stromzweig, der sowohl Wirkwiderstand wie (induktiveh)
Blindwiderstand enthilt.

leitwert durch das Vektorverhiltnis

dargestellt. Da
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Nach Abb. 8 ist —@— das Vektorverhiltnis fiir einen Wirk-

1r
widerstand, nach Abb. 9 T fiir einen rein induktiven und nach
: a
Abb. 10 E fiir einen rein kapazitiven Blindwiderstand und nach

le
Abb. 11(,—g fiir einen Scheinwiderstand, der sowohl Wirk- wie

Is
(kapazitiven) Blindwiderstand enthalt.

3 3 A A

_ A ¢ & z €

7
7 T~ 0° -99 2
_\L_, Vs
0o 0 a 0 7z # 0 7
Abb. 6. Abb. 7. Abb. 8. Abb. 9. Abb. 10. Abb. 11.

Die charakteristischen j- bzw. {-Vektoren in den Vektorverhalt-.

nissen é bzw. —;{
Nach Richtung und Gréfe ist
Abb. 6. Abb. 7.
f die Spannung, die an den j der Strom, welcher auftritt,
Klemmen des Widerstandes auf- | wenn der Widerstand an die
tritt, wenn er vom Normal- | Normalspannung € gelegt wird.

kénnen wir hiernach folgendermafen definieren:

oY i j
strom J durchﬂossefn w1;d. Die Darstellung l&; , I@i

. 1 2 '
Die Darstellung g’ g’ " | wird bevorzugt, wenn mehrere

wird bevorzugt, wenn mehrere | Scheinwiderstinde parallel ge-
Scheinwiderstinde hintereinan- | schaltet sind?).
der geschaltet sind?). \

1) Bei den meisten Aufgaben der Elektrotechnik ist eine konstante
Spannung € gegeben. Wenn man diese als Bezugseinheit benutzt, so braucht
man hierfiir keine neue GréBe einzufiithren. Man rechnet daher, wenn bei
derselben Aufgabe Widersténde teilweise in Parallelschaltung und teilweise
in Hintereinanderschaltung vorkommen, bequemer mit j-Werten statt mit
f-Werten. Letztere sollten aber stets benutzt werden, wenn es sich lediglich
um Hintereinanderschaltung handelt, da sich dadurch die Rechnung und
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Nach Gleichung (1) bzw. (2) ist:

Bt | i i +je+ ...
=0 (lla) T —@—

oder nach Gleichung (8):

f (1 1) ]1+12 1 i (\<1 1> f1 -+ fs
_—2@ e " (5/: 12 — =g\ ) =&= < 12b
g = O\ TRl T, W eI ) =Yy, 42D

; (11b)
N

Berechnungund Konstruktionder Vektorverhaltnisse.

Es seien zwei Scheinwiderstande r, und r, gegeben durch ihre
Wirk- und Blindkomponente (induktiv!)?!)

7‘1411:4‘(2 i Two—5
o1 =0l =30 ; 7= wLy =120
n=y#4+3=52 | re =152+ 122 =132,

entsprechend einem Phasenwinkel

tggr =1, tgg=73.

Es sollen die Vektorverhaltnisse bestimmt werden

«) fir eine Bezugsspannung 65 Volt;

p) fir einen Bezugsstrom 5 Amp.

Zunachst wird nach Abb. 12 ein beliebiger MaBstab fiir die
Spannungen (V) und fir die Strome (4) gewahlt.

Zu «) Unter einer beliebigen Richtung OF (Abb. 12a) wird
die Bezugsspannung 65 Volt nach dem Voltmalstab aufgetragen
und OJ, unter dem Winkel ¢, im Uhrzeigersinn angetragen, so
daB tg ¢, =4 und die Lange von OJ,, nach dem Amp-MaB-

Anschauung vereinfacht. Die Einfithrung der besonderen Bezugseinheit
muB} dabei in Kauf genommen werden.

Um eine Héufung der Indizes zu vermeiden, sind bei spiteren Rech-
nungen mehrfach die Vektoren

i, 8, f) an Stelle von f;, f,, f; und
i, #, 2 an Stelle von j;, s, is

bezeichnet. Gleichwohl s1nd diese Gruppen zur Abkiirzung f-Werte bzw.
j-Werte genannt, wobei Scheinwiderstande bzw. Scheinleitwerte gemeint
sind.

1) Da in der Starkstromtechnik in iiberwiegender Zahl induktive und
seltener kapazitive Widerstinde vorkommen, so sind in den Berechnungen
und Diagrammdarstellungen erstere bevorzugt.
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_E 65 Volt _

stab gemessen, OJ,=—"—=_—"—_— =13 Amp ist; dann ist
: r 5 Ohm
0J; =i, . 1
Fir den zweiten Widerstand wird OJ, unter dem <o,
(tg p, = 2) angetragen und OJ, = £ _65 Volt _ 5 Amp = i,
° ry 13 Ohm
gemacht.

Zu p). Unter einer beliebigen Richtung OJ (Abb. 12b) wird der
Bezugsstrom § = 5 Amp, nach dem Strommafstab gemessen, auf-
getragen, OF, unter dem < @; (tgp, = %) entgegen dem Uhr-
zeigersinn angetragen und OF,;=&r;=>5 Amp-5 Ohm=25Volt=f,,
nach dem Spannungsmalfstab gemessen, gemacht, und ebenso OF,

o A

o 72 #=s5/]

50 20

2w | [ s

30 L 5 R S

20 ] L ‘\éfé—%\%j

70 [ 2 %:65

o [ o Vi
Abb. 12. Abb. 12b.

unter dem <X, (tgg,= %) angetragen und OF, = Jr,
=5 Amp - 13 Ohm = 65 Volt = f, gemacht.

In beiden Fiallen «) und f) ist darauf zu achten, daB die
Winkel ¢; und ¢, im richtigen Drehsinn angetragen werden.
Da € und | Spannungsvektoren, § und j Stromvektoren sind und
da in beiden Scheinwiderstinden nacheilender Strom flieBen soll,
so miissen nach den fritheren Festsetzungen die positiven
Winkel ¢;, @, von dem Spannungsvektor zum Stromvektor im
Uhrzeigersinn gemessen werden; daher sind diese Winkel in
Abb. 12a im Uhrzeigersinn an € und in Abb. 12b entgegen dem
Uhrzeigersinn an § anzutragen.

Diese Vorbereitungen fiir die Rechnung und die Konstruktion
der Diagramme erscheinen auf den ersten Blick etwas umstéandlich,
sie sind aber nur erforderlich fiir eine bestimmte Aufgabe und
erleichtern die weitere Durchfithrung derselben in weitgehend-
stem Malfe.
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Ein Vergleich der Abb.12a und 12b ergibt die Ahnlichkeit
der Dreiecke
AOEJ,~AOF,J und AOEJ,~ AOF,J.

Diese Beziehung folgt auch aus Gl. (8):

C_h, C_H

P PR
oder allgemein

€ i

i3 19
oder

i=C3. (14)

Die geometrische Bedeutung dieses Kreuzproduktes je zweier -
Vektoren wird spater in dem Abschnitt iiber quadratische Vektor-
gleichungen erlautert werden.

Stellt g einen Scheinwidérstand dar, so stellt CI einen Schein-

leitwert dar. Diese einfache Umstellung von Zahler und Nenner
ersetzt die ziemlich umsténdliche Inversion der symbolischen

Methode. Ebenso ist lfs die Inversion von ?i . Ferner kann
J 5

man nach Gl. (12) und (13) die Vektorverhéltnisse & jederzeit
]

durch g ersetzen und umgekehrt, d. h. von einer Darstellungs-

N
weise zur anderen ﬁbergehen.

Wird der Schemleltwert -~ an } Wird der Scheinwiderstand CTT
|

von einem anderen Strom 1
durchflossen, wobei die Span-
nung ¢ auftritt, so ist nach

eine andere Spannung e gelegt, |
wobei der Strom i auftritt, so
ist nach Abb. 13

i
- :5 =35, e:fg. (15b)

@&~

Die beiden Dreiecke O4B und Oab in Abb. 13 wie auch in Abb. 14
sind dhnlich. Dreht man daher das Dreieck OAB (G, ] bzw. {, J)
nach O4,B,, wobei die um gleiche Winkel verdrehten Vektoren
in () Klammern gesetzt sind, so ist ab || 4, B, .
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Diese Konstruktion ist die Grundlage fiir alle Berechnungen,
um aus 3 Vektoren den vierten unbekannten zu bestimmen, z. B.

i aus j,€ und e bzw. aus §,f und e,
eaus |,& und i bzw. aus &, f und i.

Als Gedichtnisregel merke man dabei, dafl z. B. bei der Muiti-
plikation des Vektors ¢ mit dem Vektorverhiltnis é in der

Gleichung izeL der im Nenner stehende Vektor € an den

U
A
%‘ N
N 4’
Pl
7/ |
|
'3 /”j/g/
=7
a
Abb. 13.

Multiplikand e zu legen ist. Bei Beachtung dieser Regel kénnen
Fehler betreffend GroBenveranderung des Vektors und Drehsinn
der Phasenverschiebung nicht unterlaufen, so daf3 die Operation
ohne lingere Uberlegung ganz mechanisch auszufiihren ist.

b) Beispiele fiir die Berechnung von
Stromverzweigungen.

«) Fiir die Stromverzweigung

Abb. 15 Abb. 16
. i it o fi+i
ist @ZIT’ (16a) §=1T\2' (16b)

Die Konstruktion von j=7j, 4+, ist in Abb. 15a dargestellt.
OC =j istdie Diagonale des aus 04 =i, und OB =, gebildeten
Parallelogramms. In gleicher Weise ist { = j; 4 f, in Abb. 16a
dargestellt. Es eriibrigt sich, die Konstruktion fiir mehr als
zwei Widerstande zu erlautern.

Ist der Widerstand —@— in Abb. 15 induktionsfrei und der

1
Widerstand Ig rein induktiv, so fallt nach Abb.15b j; in die
2



i-Werte fiir Parallel-, f-Werte fiir Serienschaltung. 17

Richtung von €, und {, steht senkrecht dazu (nacheilend). i, und j,
bilden in diesem Falle ein Rechteck. Das gleiche gilt von f, f,
in Abb. 16b. .

Ist umgekehrt der Leitwert% der Parallelverzweigung (Abb. 15)

¢
bekannt und sollen die Leitwerte IEI und —g— eines induktions-
freien und eines rein induktiven Ersatzwiderstandes bestimmt
werden, so ist j in seine beiden rechtwinkligen Komponenten i, i,

nach Abb. 15b zu zerlegen. Das gleiche gilt von Abb. 16b.

’%fif%“f'
77

Abb. 16. Abb. 16 a. Abb. 16b.

pB) MulBl ausnahmsweise fiir

Serienschaltung von zwei Wider-
standen (Abb. 17) mit Schein-

Parallelschaltung von  zwei
Widerstanden (Abb. 18) mit

leitwerten gerechnet werden, | Scheinwiderstinden gerech-
so ist net werden, so ist
€_L.C _gith) [3_8,8 bk
1 S b Iile (17a) | f f fa fafe (17h)
= il j= Dl
I + e fi+ T

In Abb.17a (bzw. 18a) ist die Konstruktion von i (bzw. f)
dargestellt. Zu dem Zweck ist der Vektor j; mit dem Vektor-

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme, 2. Aufl 2

&
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verhaltnis ; zu multiplizieren. Dieses geschieht in der durch

1T J2 .
Abb. 13 erlduterten Weise, indem man das aus j, und j; + i,

bestehende Dreieck BOC so um O in die Lage B,OC, dreht, daf§}
OC, mit der Richtung O A = i, zusammenfillt und die Parallele 4 D
zu C; B zieht. Dann ist OD =j. Zu dem gleichen Resultat wiirde
man, wie die Abbildung erkennen 1afit, kommen, wenn man i,

Abb. 18b.

mit — 1 multipliziert und DB || 4,C, zieht. In Abb. 18a ist

j1 e
die gleiche Konstruktion zur Ermittelung von j ausgefiihrt.

Liegen j; und j, senkrecht zueinander (Abb.17b) (bzw. f,
und f, in Abb. 18b), so ist der Vektor j = OD gleich dem Lot
auf die Verbindungslinie 4B der beiden Vektorspitzen von i,
und {,, da dasrechtwinklige Dreieck BOC éhnlich dem Dreieck DOA4
ist. Soll umgekehrt der Leitwert j = OD fiir die Serienschaltung
eines induktionsfreien und eines rein induktiven Widerstandes
nach Abb. 17 in seine senkrecht zueinander stehenden Kom-
ponenten j, und j, zerlegt werden, so braucht man nur durch D
eine Senkrechte zu OD zu ziehen, welche die Vektoren {, =04
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und j, = OB auf den Koordinatenachsen abschneidet. Die gleiche
Konstruktion fithrt nach Abb. 18b zur Zerlegung von f{ in j,
und f,.

Es sei hier auf den charakteristischen Unterschied der Abb. 15b
fiir parallel geschaltete und 17 b fiir in Serie geschaltete (induktions-
freie und rein induktive) Widerstidnde besonders aufmerksam
gemacht. Das gleiche gilt von Abb. 16b und 18b.

A

&
Abb. 19a. Abb. 19 b.

Liegen mehr als zwei Widerstinde, z. B. drei, in Serie und
soll ausnahmsweise mit Scheinleitwerten j,/€, j,/€, j;/¢ ahnlich
Abb. 17 gerechnet werden, so sind nach Gl. (18) (Abb. 19a, b)

¢ ¢ ¢ 6 §, fa, 0 fitfti i
—=—t =+ =+ 2= 2B (18
i 11+lz s S+S J Ri o'()

zundchst die Vektoren j,j,j; aufzutragen (Abb. 19a), darauf
sind unter Zugrundelegung eines beliebigen Bezugsstromes J die

Vektoren {; s (f1 = SS’- .. ) und ihre vektorielle Summe
Il 2y

f =1, + fs + fs (Abb.19b) zu bilden, und schlieBlich ist | = ¢ V-
T

zu konstruieren (Abb. 19a). Bei diesen Ermittlungen ist wieder-
holt die Konstruktion Abb. 13, 14 zu benutzen.
y) Fiir die Stromverzweigung (Abb. 20) seien die Scheinleit-

werte 1—1, J2 und die Scheinwiderstinde LA Ta gegeben ;
[CRaNC 303

2%
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dann ist:

Abb. 20. Abb. 20a. Abb. 20b.

Auf der rechten Seite des Diagramms (Abb. 20a, b) sind die

Vektorverhaltnisse 2L 11

und @ , auf der linken die Verhaltnisse - fa
3
und Ay dargestellt. Aus j; und j, wird j; 4 j, gebildet und ent-

\5
sprechend Gl. (19a) f;, =

konstruiert und ~dazu geo-

i),
das gesuchte Vektorverhaltnis fiir die ganze Stromverzweigung
oder ihr Scheinwiderstand.

- Wird nach GIl. (21b) der Scheinleitwert %: bzw. { gesucht,

1+ ¢
metrisch f; und {, addiert; dann 1st %, <f =g
: N

(o]
80 ist | = &Y zu konstruieren. Dieses ist auf der rechten Dia-

grammhilfte ausgefithrt, indem das Dreieck j, € ahnlich dem
Dreieck §, f (Abb. 20a) gezeichnet ist.
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D. Vektorprodukt.

Wirkleistung, Blindleistung, Gesamtleistung.

Die Leistung einer Wairmekraftmaschine (Kolbendampf-
maschine, Gasmaschine) wird bestimmt durch den Inhalt eines
Indikatordiagramms (multipliziert mit der Anzahl der Kolbenspiele
in der Zeiteinheit). Sie wird also dargestellt durch eine Fliche,

Vo
deren Grofle gleich dem Integral f pdv ist, worin p der Druck

o
und dv die Volumendnderung ist. Es ist daher naheliegend, die
Leistungsaufnahme eines elektrischen Stromzweiges auch durch
Flachen darzustellen. Wihrend es sich aber bei Kraftmaschinen
nur um eine Energieform handelt, kommen in einem elektrischen
Stromkreise zwei Leistungsformen zur Wirkung, die wir mit Wirk-
leistung, N, = EJ cos@, und Blindleistung, 3y = EJ sinp, be-
zeichnen.

Die Wirkleistung 0, wird in den Widerstdnden in Wirme
oder in Maschinen in mechanische Leistung umgesetzt, wihrend
die Blindleistung 9, zwischen den Strom-Erzeugern und -Ver-
brauchern hin und her pendelt, ohne &duBere Arbeit zu leisten.
Die Blindleistung wird lediglich im Verlauf einer Halbperiode in
den Verbrauchern und in der anderen Halbperiode in den Er-
zeugern aufgespeichert. Diese beiden in einem Stromkreise auf-
tretenden Leistungen sind nicht gegeneinander zu vertauschen,
da sie nicht kommensurabel sind. Nach dem Gesetz von der
Erhaltung der Energie werden die in den Stromerzeugern ent-
wickelten Wirkleistungen in den Stromverbrauchern restlos in
Wiarme oder mechanische Arbeit verwandelt, und ebenso treten
die in jenen erzeugten Blindleistungen in diesen wieder als Blind-
leistungen auf. Dagegen kann sich eine Wirkleistung niemals in
eine Blindleistung verwandeln und umgekehrt eine Blindleistung
nicht in eine Wirkleistung.

Bedeuten in Abb. 21 ¢ =04 und i= O0C Spannungs- und
Stromvektor eines Stromzweiges, so 1aft sich die Blindleistung M,
durch den Inhalt des Parallelogramms O A4 BC =et¢sing dar-
stellen, worin e¢ gleich dem Inhalt des Rechtecks OCF @ ist
(OG 1.0C und OG =|¢|). Wollen wir auch die Wirkleistung
durch eine Flache darstellen, so miissen wir den Spannungsvektor
04 entgegen dem Uhrzeiger um 90° nach OD =Db verdrehen.
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Dann ist der Inhalt des Parallelogramms ODEC =eicosq.
Dabei ist als MaBeinheit fiir die Wirkleistung 1 Wirkvoltamp und
als Mafeinheit fir die Blindleistung 1 Blindvoltamp zu setzen.
Da |d| =|e| ist, so kann man auch
£ die Wirk- und Blindleistung durch
/ die in Abb. 21 doppelt gefiederten
Hohen der Parallelogramme dar-
e 7?,,1 stellen und diese nach Abb. 21a fiir
\ einen voreilenden oder nach
C\ B Abb.21b fir einen nacheilenden
\ V& Strom  vektoriell zur Gesamt-
A leistungsaufnahme 9N zusammen-
\ 7'\ setzen. Durch diese vektorielle Zu-
\\ / \> sammensetzung wird gleichfalls
\ / 2F zum Ausdruck gebracht, daB
\\// Wirk- und Blindleistung verschie-
G denartige Grofen sind. Da sie
Abb. 21. aber, hiervon abgesehen, in einem
bestimmten Verhiltnis stehen,
—=tge bzw. Nj + N, = N2, (22)

Q-

so kann man sie in einer Vektorgleichung
N=N,+ Ny (23)

zusammenfassen und mit ihnen ebenso rechnen wie mit Vektoren.

7, 7,

=
+

Abb. 21a u. b. Abb. 22. Abb. 23.
Nach den Regeln der Vektoranalysis bezeichnet man
Ny, = eicosp = (ci) (24)
als das innere Produkt und
Np = et sing = [ei] (25)

als das duBere Produkt.
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Wir kénnen daher schreiben:
N =Ry, + Wy = (1) + [ei] = {ei}, (26)

indem wir fiir die gesamte Leistungsaufnahme N eines
Stromzweiges als Symbol die {} Hakenklammer ein-
fithren und diesem Produkt die Bezeichnung Vektor-
produkt?) beilegen. Da ferner

et cos (e,7) = disin(d,?) (27)
ist, so konnen wir auch
(et) =[bi] (28)
schreiben, so daf3
N = [0i] + [ei] (29)

wird. Durch Gl. (28) ist gleichsam das innere Produkt (et) in
ein duBeres verwandelt und die Gleichwertigkeit der beiden ver-
schiedenartigen Leistungsformen ausgedriickt.

Bei dem #duBeren Produkt [ei] ist bekanntlich die Reihenfolge
der Vektoren zu beachten, da

[ei] = —T[ie] (30)
ist. Diese Tatsache ist damit begriindet, daf} der
Jye,i=—<gie und sine, i = —sint, ¢ (31)

ist, und bedeutet, daB die Aufnahme an Blindleistung eines
kapazitiven Widerstandes negativ einzusetzen ist, wenn die eines
induktiven als positiv angenommen wird. Da wir auch die
Wirkleistung [di] als &duBeres Produkt auffassen wollen, miissen
wir auch hier die Reihenfolge der Vektoren beachten. Diese
Annahme fithrt uns aber zu der Unterscheidung eines positiven
und negativen Wirkwiderstandes. Wenn wir unter ersterem einen
(Ohmschen) Wirkwiderstand verstehen, so taucht die Frage auf,
wie wir uns einen negativen Wirkwiderstand vorzustellen haben.
Ein positiver Wirkwiderstand verbraucht eine Spannung 77, ein
negativer muf} daher die gleiche Spannung ¢r erzeugen. Ein solcher

1) Vielfach wird auch das innere Produkt als skalares, das 4ullere
als vektorielles bezeichnet. In der Wechselstromtechnik erscheint diese
Bezeichnungsweise fiir zwei verschiedenartige, aber ganz gleichberechtigte
Leistungsformen ungeeignet. AuBerdem wiirde die Bezeichnung vek-
torielles Produkt leicht zu Verwechslungen Anlaf geben mit der hier
gewihlten Bezeichnung Vektorprodukt fiir die Gesamtleistung.
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verhalt sich daher z. B. wie ein im geradlinigen Teil der Charak-
teristik arbeitender, mit konstanter Geschwindigkeit angetriebener
Hauptstromgenerator. Nach Abb. 22 ist die Wirkleistung positiv,
wenn i gegeniiber e im ersten oder vierten Quadranten liegt, und
nach Abb. 23 ist die Blindleistung positiv, wenn t im dritten oder
vierten Quadranten liegt. Nach dieser Auffassung ist die Energie-
richtung (Aufnahme oder Erzeugung) fiir beide Leistungsformen
einheitlich und gleichwertig festgelegt.

Das Vektorprodukt {ei}, welches die gesamte Leistungs-
aufnahme eines Stromzweiges kennzeichnen soll, ist nach Abb. 21
gekennzeichnet durch einen Flicheninhalt e¢ mit der MaBeinheit
1 Voltamp. und den Winkel ¢ zwischen e und i, wobei dieser
Winkel stets von dem Spannungs- nach dem Stromvektor gerechnet
werden und entgegen dem Uhrzeigersinn, entsprechend einer
kapazitiven Belastung, als negativ angesehen werden soll. Das
Vektorprodukt {ei} = 9%t wird nach Abb.2la, b als die geo-
metrische (in der symbolischen Rechnungsmethode wiirde man
,,komplexe“ sagen) Summe der Wirkleistung oder des inneren
Produktes (ei) =[0i]=N,, und der Blindleistung oder des
auBeren Produktes [ei] = Ny dargestellt. In den nachfolgenden
Darstellungen wird aber die Darstellung durch Flachengrofen
(Parallelogramme) nach Abb. 21 bevorzugt, weil sie anschaulicher
ist und jederzeit die Entstehung der Produkte aus den Vektoren e, i
erkennen lafit. Dabeigeniigtes,sichnurdie Blindleistung
O0ABC = 9, vorzustellen, da das Parallelogramm ODEC
der Wirkleistung %, jederzeit dazu erginzt werden
kann. Das letztere kann daher in der Darstellung unterdriickt
werden.

E. Umwandlungen von Vektorverhéiltnissen.

Ein Vektorverhiltnis - (Abb. 24) bleibt unveriandert, wenn
(4

beide Vektoren um den gleichen Winkel w¢ verdreht werden:

L 1, ’ (32)
e; e
worin |i,| =[i| und |e,|=|e| und der Relativwinkel < e,, i,

= X e, 1=¢ ist. Das Vektorverhaltnis ist daher unabhéngig von
der Zeit oder eine Invariante.
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Hierin liegt auch die Begriindung, dall man nach Abb. 6
und 7 einem Vektor des Vektorverhaltnisses € bzw. J eine
konstante Richtung geben kann:

LA
L= =N 33
ST (33)
Nach Gl. (7) kann man ferner beide Vektoren eines Vektor-
verhéltnisses mit der gleichen reellen Zahl + &« bzw. — &« multi-
plizieren:
L8 T (Apb. 24). (34)
€ xe —xe
Aus Gl. (33) ergibt sich
i = eé (Abb. 13). (35)

Abb. 24. Abb. 25. Abb. 25 a.

Die Abb. 13 146t aber auch erkennen, dafl nicht nur die Drei-
ecke O4AB und Oab ahnlich sind, sondern auch die Dreiecke
OAa und OBb, entsprechend

i:jé—. (36)

Aus Gl. (35) und (36) ergibt sich, daf} die Vektoren ¢ und j im
Zahler in ihrer Reihenfolge beliebig vertauscht werden diirfen.
Es gilt also hier das kommutative Gesetz. Ebenso kénnen, wenn
mehrere Vektoren im Nenner vorkommen, diese in ihrer Reihen-
folge vertauscht werden.

Bei vektoriellen Berechnungen werden haufig auch Spiegel-
vektoren benutzt, fiir deren Herleitung und Behandlung nach-
stehende Regeln gelten. Der Spiegelvektorsolldabeidurch
einen Index gekennzeichnet werden, der den spiegeln-
den Vektor angibt. So bedeutet i, das Spiegelbild des Strom-
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vektors i gegeniiber der Spannung e. Nach Abb. 25 und 25a ist

_LC_:‘I@@_; ie=el—é&‘- (37)
Hierin ist ¢
[ie] =11 und <Xe,i,=—<e,i=—eq. (38)

Machen wir andererseits das Dreieck O AD~0OBA, so ist 0D
gleichphasig mit dem gesuchten Vektor i,, aber in der Grofle

2
verschieden, und zwar ist OD = eE, =e E und OC = (Qﬂ
(042 i j oD
= 0D —=Z | daher :
©Dy i
ie = ¢ T (39)
i €]
worin |j|2 bzw. |€|> Skalare mit den MaBeinheiten 1 Amp? bzw.

1 Volt2? sind.

Abb. 26.

Sind i und e zwei Vektoren und i, bzw. e; die betreffenden
Spiegelvektoren, so ist nach Abb. 26

i 1e

— ==, (40)
e; e
Ist ein Biischel von Vektoren e, f, g, ... (Abb. 27) mit feststehen-
den Phasenwinkeln «, f, ... gegeneinander gegeben und sollen

die Spiegelbilder e,, f,, g, derselben gegen einen unbekannten
Spannungs- oder Stromvektor ¢ gebildet werden, so kénnen diese
auf das Spiegelbild e, eines dieser Vektoren zuriickgefiihrt oder

durch das Vektorverhaltnis ausgedriickt werden. Nach
Abb. 27 ist ¢

e ()] ok
fg:f?(f)e_z’ worin és?
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Do
-~

ist, daher ist
e (e,
fr="Te (f) 5 Gy = Qe (-C'I*) cee (41)

Hierin sind {,, g, ... die bekannten Spiegelbilder von f{, g, ...
gegen e.

F. Umwandlungen von Vektorprodukten.

Wihrend bei der Multiplikation von Vektoren mit Vektor-
verhéltnissen die Reihenfolge der Vektoren im Zahler und Nenner
vertauscht werden darf, ist dieses bei Vektorprodukten nicht
zulissig. Es sind aber nicht nur die Vektorprodukte {e-i} und
{i-e¢}, sondern auch {e-i} und — {i-e} voneinander unter-
schieden. Das kommutative Gesetz gilt daher hier nicht. Daher
werden in allen Fillen, wo eine Verwechslung moglich ist, die
Vektoren des Vektorproduktes durch einen Punkt voneinander

etrennt, z. B.
i fel.id),
qa f

Hierin diirfen zwar e und { sowie i und Yy vertauscht werden,
dagegen nicht f und §) bzw. g und ¥; ferner darf das Vektorver-

haltnis i nicht unveriandert auf die rechte und % nicht auf die

linke Segi;te gesetzt werden, da hierdurch der Winkel zwischen
den beiden Vektoren verindert wiirde. Der trennende Punkt
bildet gleichsam eine Barriere. Ist dagegen einer der beiden
Vektoren mit einer reellen Zahl & multipliziert, so kann diese
auf den anderen Vektor iibertragen werden, da hiermit keine
Verdrehung des Vektors verbunden ist. Es ist daher

{owe -1} = {e- i} (42)
und ebenso nach Abb. 28

{e-i}:{cxe-—g‘—}:{——ae-%}. (42a)

Werden die beiden Vektoren ¢, i eines Vektorproduktes {e, i}
um den gleichen Winkel ¢’,¢ verdreht, d. h. mit dem gleichen

= |e| ist, Abb. 28a),

e’ . C
Vektorverhiltnis e multipliziert (worin |e

so andert sich der Wert desselben nicht, da sowohl der Flichen-
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inhalt e7 = |e|-|i| wie der Winkel zwischen e und i unverindert
bleibt. Wir erhalten daher die Gleichung

{e-i}={eee—’-i%’}={e’-i%}. (43)

Das Vektorprodukt ist daher ebenso wie das
Vektorverhéltnis eine Invariante. Dasselbe
bleibt unverindert, wenn der Flicheninhalt
a, und der Winkel zwischen
e und i unverandert
bleibt, wahrend ¢ und i
£ N\~ um den gleichen kael
verdreht werden kénnen.
Abb. 28. Die -Addition (bzw. Abb. 28 a.
Subtraktion)zweier Vek-
torprodukte {e, - i,} + {¢, - 1,} wird nach Abb.29 in der Weise vor-
genommen, daf man das Vektorprodukt {e,-i,} = CDEF an das
Vektorprodukt {e,-1i,} = 04 BC antrigt und in das Vektorpro-
dukt {e, - i;}) = O BJ K verwandelt. Zu dem Zwecke wird BG ||CF
gezogen und durch den Schnittpunkt H von CG mit DE die

Parallele HJ K zu e; gelegt und i; =C K gefunden; dann ist
{e,; 15} = {ey1,} . Nunmehr wird i, =1, + i, gebildet, dann ist:

{el.i4}:{e1.il}+{e2.i2}:{el.il}+{e1.%iz}:{el.(il+%i2)}. (44)

Soll das zweite Vektorprodukt subtrahiert werden, so ist das-
selbe oberhalb der Linie C B anzutragen.

Die Richtigkeit vorstehender Konstruktion ergibt sich aus der
Zerlegung der Gesamtleistungen 9, bzw. 9, in die Wirkleistungen
N1 bzw. Ny, und Blindleistungen Ny, bzw. Ny,; es ist

(9?1 + ERz) = (mml + S)?m 2) + (9251 + 9?52). (45)
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Besteht einer der beiden Vektoren eines Vektorproduktes oder
beide aus geometrisch zusammengesetzten Teilvektoren, z. B.
e=¢e; + ¢, und t =1, +1i,, so ist nach Abb. 29a

{e-t}={(estey)- (o)} ={er- i} +{ea-Ta} +{es- 1o} +{ea-ir}. (46)
Nach Gl. (44) bis (46) gilt daher fiir Vektorprodukte das dis-
tributive Gesetz.

In Abb. 29a wie auch in den vorhergehenden Abb. 28 und 29
ist nur die Blindleistung dargestellt. Der Beweis fiir die Wirk-
leistung ist aber in glei-

cher Weise zu fiihren, in- 4})

dem statt der Vektoren

e, e, e, die um 90° ver- 3
drehten Vektoren d,b,, b, ) O

eingefiihrt werden. Z /t/.M/ = v’“
Die Wirkleistung so- Q ?é

wohl wie die Blindleistung i

188t sich unter Benutzung '\ 2%

des Spiegelvektors i, nach :

Abb. 30 folgendermafen Abb. 30. Abb. 31.

berechnen:
fe i) 4 {e-id = fe- (1410} = 2%, (47)
{e-i}) —{e -t} ={e-(i—1)} =2N5. (48)

Bei der Vertauschung der Vektoren eines Vektorproduktes
ist folgendes zu beachten:

Sollen in dem Vektorprodukt {e - i} die beiden Vektoren gegen-
einander vertauscht werden, so muf3

1. das Produkt ei = |e|-|i| unverindert bleiben;

2. der Winkel ¢, um den der erste Vektor. gedreht werden
mul}, um ihn mit dem zweiten zur Deckung zu bringen, nach
Gr6Be und Drehsinn unverandert bleiben.

Diesen Bedingungen wird nach Abb. 31 geniigt durch

le-id = {i-e) = {fe-e) . (49)
Von einer solchen Umstellung der Spannungs- und Stromvek-
toren wird aber im allgemeinen kein Gebrauch gemacht werden,
da man bei der Aufstellung von Vektorproduktgleichungen stets

in der Lage ist, als ersten Faktor einen Spannungsvektor zu
wahlen. Die Vertauschung von Strom- und Spannungsvektoren
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ist daher im allgemeinen zu vermeiden, weil sich dadurch leicht
Fehler in die Rechnung einschleichen konnen. Vielfach wird da-
gegen Gebrauch gemacht werden von der Umstellung gleichartiger
Vektoren, besonders Spannungsvektoren, oder Vektorverhaltnissen
innerhalb der { } Haken-Klammern eines Vektorproduktes. Hierfiir
gelten folgende Regeln. Nach Abb. 32 ist

et o
enn es 18

L 0il _ hia _fig

e e e
2. der Winkel zwischen den beiden Vektoren der drei Vektor-
produkte gleich « 4 f. Als Gedachtnisregel ist daher zu be-

Abb. 32a.

merken, daBl man bei der Vertauschung zweier gleichartiger
Vektoren von einem der beiden das Spiegelbild gegen den anderen
einsetzen muB.

Ahnliche Regeln gelten bei der Umstellung von Vektorverhilt-
nissen. Nach Abb. 32a ist

N
und {g—i—-i}:{g-i%}:{g-i}f}. (52)

Hat das Vektorprodukt die spezielle Form {g -iieg—}, so ist

nach Abb. 33 .
{g.i_ﬁ}:{g.i_ﬁg}:{ge.i} (53)
e Qe

mit dem Winkel & +27.
Die fast ganz gleichartige geometrische Darstellung eines

Vektorverhaltnisses  und eines Vektorproduktes {e-i} fiihrt
€
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schlieBlich noch zu einer anderen Ausdrucksweise fiir das Vektor-
produkt. Der Winkel des letzteren ist ndmlich auch durch das

Vektorverhaltnis —— richtig dargestellt. Damit aber auch der
e .

Flacheninhalt ed eingehalten wird, ist das Vektorverhiltnis L
' e

noch mit dem Skalar |e|?> zu multiplizieren. Setzen wir ferner

i .
noch — :-L, so erhalten wir
e

{e-1} = {!el? : %} = {!eP : é} (54)
Diese Ausdrucksweise fithrt aber zu einem Vergleich der Dar-
stellungsweise eines Vektorverhéltnisses, eines Vektors und eines
Vektorproduktes. Es ist
U 0. b f—el. o b= ez L 5
o= p=et-—, {e 1}*{@ e}. (55)
Diese drei Formeln unterscheiden
sich nur durch die fortschreitenden
Potenzen von e, ndmlich e9, el, e2
und lassen die drei charakteristischen
Rechnungsgroflen in einem neuen
Lichte erscheinen, indem sie simtlich

durch das Vektorverhiltnis 1 dar-
zustellen sind. e

G. Umwandlungen von Vektorgleichungen in Vektorprodukt-
gleichungen und umgekehrt. Unterschied zwischen Kreuz-
produktgleichungen und Vektorproduktgleichungen.

a) Umwandlung von Vektorgleichungen in
Vektorproduktgleichungen.
Bisweilen ist es erwiinscht, aus einer Vektorverhiltnisgleichung
(Vektorgleichung) eine Leistungsgleichung (Vektorproduktglei-
chung) zu entwickeln. Ist nach Abb. 34

t_3
TG (56)
so ist zwar [C][i] =|e| |3 (57)

—> —
und Xe,i=<E,J.
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Dagegen sind {€-1i} und {e3} voneinander verschieden, da nach
Abb. 34 die X €, i und <Ce, § ungleich sind, denn es ist
JC,i=2¢+a und <Je,J=—«.

“Wir schreiben auch Gl. (56), unter Fortlassung der Begrenzungs-
striche ] \ der Vektoren, da durch diese Abkiirzung eine Ver-
wechslung mit einer Vektorproduktgleichung nicht zu befiirchten
ist, in der Form Gi=eS (58)

und nennen eine solche Gleichung, welche lediglich eine andere
Schreibweise einer Vektorverhaltnisgleichung ist, eine Kreuz-
produktgleichung. Die Produkte diirfen aber nicht durch
{ }-Klammern eingefa3t werden, da diese ausdriicklich fiir Vektor-
produkte vorbehalten sind.-

Will man daher eine derartige Kreuzproduktgleichung, die aus
einer Vektor- oder Vektorverhaltnisgleichung entstanden ist, in
eine Vektorproduktgleichung verwandeln, so mufl man beachten,
daB die Winkel der beiden Vektorprodukte gleich sind. Das
geschieht nach Abb. 34 durch nachstehende Gleichungen:

{ei- 3} ={e-Jc} ={€C-ig} = {Ci-i} mit dem T+ 2¢, (59)

{@ . ie} = {@3 . 1} = {e@ . S@} = {ei . 3‘} mit dem %C(X, (60)
{‘e.t}:{(&j.c‘ﬁ}={(§-°ﬂ} mit dem <t (61)
NSk Ve i

Abb. 35.

b) Umwandlung von Vektorproduktgleichungen in

Vektorgleichungen.
Ist nach Abb. 35 .
e i) ={¢-3), (62)
. (o3
st p=fely  oder =1,

S
aber e, C=—<§, 1.
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Durch Einfiihrung entsprechender Spiegelbilder kann man aber
gleiche Winkel erhalten, ohne den numerischen Wert des Kreuz-
produktes zu andern. Hiernach ist

% C = g mit dem Winkel «, (63)
(@ ¢
2= é; - % mit dem Winkel — o . (64)
Aus GI. (63) und (64) ergibt sich
ei=0G; =6,3, (65)
CJ =eig =egt. (66)

H. Berechnung der Wirk- und Blindleistung
aus der momentanen Leistung.

In den vorhergehenden Abschnitten wurde erdrtert, dafl in
einem Stromzweige zwel ganz verschiedenartige, aber in jeder
Beziehung gleichberechtigte Leistungsformen, die Wirkleistung 9,
und die Blindleistung %, auftreten.

Erstere wurde mit N,, = EJ cosq, letztere mit Ny = EJ sing
eingesetzt. Diese beiden Teilleistungen setzen sich geometrisch
rechtwinklig, d. h. vektoriell, zusammen zu der Gesamtleistung 9:

N =Ny, + Ny L (67)
oder N2 = N2 1 N;. (68)

Die Berechnung der (mittleren) Wirkleistung durch Integration
der Momentanleistung iiber eine ganze Periode ist nun wiederholt
durchgefiihrt (vgl. Frankel: Theorie der Wechselstréme, S. 10
u. 16, 1921) und ergibt den Wert EJ cos¢ . Zur Ermittlung
der Blindleistung wurde aber lediglich angenommen, daf} sie sich
zusammen mit der Wirkleistung zur Scheinleistung EJ érginzen
muf}, so daB

Ny = V(EJ)2 — (BJ cosp)? = E Jsing
wird.

Dieser Wert fiir die Blindleistung steht plotzlich wie ein deus
ex machina, wie ein unbeweisbarer Lehrsatz, vor uns, gestattet
aber keinen tieferen Einblick in das Wesen der Blindleistung.
Auch die Zulissigkeit der Zerlegung des Stromes § in einen

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 3
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Wirkstrom J cosp und einen Blindstrom Jsing entbehrt eines
Beweises.

Es soll daher nachstehend aus der Gleichung fiir die Momentan-
leistung eine gleichartige vektorielle Ausdrucksweise fiir die Wirk-
und Blindleistung abgeleitet werden. Dabei bedeutet in einem
Stromkreis mit Widerstand B und Selbstinduktion L

e die momentane Spannung, e,, die maximale und £, (B2 = 1),
die effektive Spannung,

i den momentanen Strom, ¢,, den maximalen und J, (J2=13 i)
den effektiven Strom,

Az
L A L
1.1, smwt
122 1 (r-caszw

J’

| |
g 77 7

Abb. 36 a.

<In

R = gcosw den Wirkwiderstand und wlL = ?sin(p den
Blindwiderstand,

= 2% die Kreisfrequenz.

Es ist
di

e:Ri-}-Ld—Z , (69)
L. ¢ . . 2nt

1 =1ipsinwt = R (70)
de . 27, 27t
T Wiy COSWE = v i COS > (71)
e = Ri,sinwt + wLiy,coswt, (72)
ei = Ri%, sin?wt + w Li;, sinwt cos wl

= EJcosp (1 —cos2wt) + E Jsing sin2wt

47l . o 4nat (73)
= E Jcosep — E Jcosg cos T + E Jsing sin s

Die momentane Leistung besteht daher aus drei Teilen, von
denen die ersten beiden die Wirkleistung, der letzte die Blind-
leistung bilden. In Abb.36a ist iiber eine ganze Periode T' der
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Verlauf des Stromes 7 =1, sinwt sowie das Quadrat desselben,
12 = (3, sinwt)? = 117, (1 —cos2 wt), aufgetragen, wobei die MaB-
stibe fir ¢,, (Amp) und 4, (Amp?) so gewdhlt sind, daB 7,
und 72, gleiche GroBe besitzen. Der Strom s erscheint als eine
einwellige Sinuskurve, 22 als zweiwellige Sinuskurve, deren Sym-
metrieachse um den Betrag J? = 342, gegen die Abszissenachse
verschoben ist.

S cospl7-cos 2wl

o .
e eosy N lEScrspts 208)? N, = (EScos ) ?
ol
.IW y b, (ETsingd?,
Lleosp ) X X XX
2 N4

(EJsinp sin 2w t)?

Llsng L cospcos 2wt
% Abb. 36b.

Abb. 36¢.

In Abb. 36b sind weiterhin iiber einer halben Periode die
Betrage von

a) EJ cosp (Konstante),

b) —EJ cosp cos2wt sowie

c) deren Summe EJ cos@(1— cos2wi) und
d) EJ sinpsin2wt aufgetragen.

Die Kurven b, ¢, d sind ebenso wie die Kurve fiir ¢2in Abb. 36a
zweiwellige Kurven, wiahrend der konstante Energiestrom
a = EJ cose als Welle von unendlich
grofler Perlode7 aufzufaésen 121;. B W-Elasy

Um nun Wellen mit 90° Phasen- . . o0l L

. . Elug. % -7z
verschiebung  vektoriell —zusammen- vz AA ilf%z
zusetzen, mufl man nach GIl. (68) ihre
Quadrate addieren. Sinngemé&f miissen
bei der Auswertung der drei Wellen a, b Abb. 36d.
und d die Integrale

£/ /g_-/72'4
foér 4

(74)

Mittelwert von a, = {—;,—J (EJcosg)?dt= N2,
0

3*
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T

. 1 4 7t\2 .
Mittelwert von b; = T EJ cos g cos 7) dt = N2, (75)
0
T
. 1 . . 4\ 5
Mittelwert von d, = T EJsing sin 7~ dt =N, (76)
0

gebildet werden, d. h. die quadratischen Mittel der Augenblicks-
werte und nicht etwa ihre arithmetischen Mittelwerte, die im
Falle b und d gleich Null sein wiirden. Die Kurven a,, b,, d;
sind in Abb. 36¢ fiir eine halbe Periode dargestellt; a, ist eine
Parallele zur Abszissenachse, wihrend die Kurven b, und d, vier
wellige Kurven darstellen, deren Mittelwert gleich der halben
Amplitude ist. Eine Ausrechnung der Integrale Gl. (74) bis (76)
wiirde sich hiernach eriibrigen. Der Vollstindigkeit halber soll
sie aber nachstehend durchgefiihrt werden.
Fiir die Integrale Gl. (75) und (76) ist zu beachten, daB

27
- _ [ sin2z E]“’”:
/sm xdzx [ 4 + 2], 7T, (77)
0
27
3 2w
fcos%adw:[smzw-}—i} = (78)
4 2 1o
0
ist. Damit ergibt sich:
T
N2 = —;—,/(EJcosqo)?dt = (EJ cosp)? , (79)
0
3 2
1 47t
Nf“:T/(EJcoscpcosT> dt ‘
10 T . 4 (80)
_ L 2 [ o2 X Tyttt _ 2
_4n(EJcoszp) '/cos T d T =3(EJ cosp)?,
0
T \
s 1 . . 4wt
Nb—T/<EJsm¢p smwT—) dt
0 T . . (81)
1 27 i
- )2 [ sin2 R _ )2
= in (EJ sin @) fsm T d T (B Jsing)?.

0
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Daraus ergibt sich:

Ny = EJ cosg, (82)
E)?mzzi_EJcosq/, (83)
V2
N = LEJsin(p. (84)
J2
Es ist nunmehr zuniachst der Vektor )
mm == S?ml — mmz (85)
zu bilden, oder
%mlzmm+mmza (86)
was gleichbedeutend ist mit
mml’2 = Imm[z + Immz %, (87)
(EJcos )2 = N2 + L(EJ cosp)?, (88)
NZ = L(EJ cosp)?, (89)
NWZ#EJCOS(}). (90)
V2

Links von Abb. 36b ist die Darstellung von EJ, EJ cosq, EJ sin,
(EJ cosp)?, (EJ sinp)?, %EJ cos, 1/1-5 EJsing gegeben, und

in Abb. 36d ist zunichst nach Gl. (87) N,, =04 aus N,,, = AB
und N, , = OB entsprechend Gl. (82), (83) konstruiert und darauf
N=0C aus N, =04 und Ny = AC [Gl. (84)] gebildet. Er-

1
sichtlich ist der <COAB = 45° und N,= V—EEJ cos .

Unter der Wirkleistung EJcos¢ und der Blind-
leistung EJsing hat man sich daher die ]/§fa,chen qua-
dratischen Mittelwerte der Momentanleistungen vor-
zustellen. Es ist daher

N=N, + Ny oder (£J)2 = (EJcosp)? 4 (BJsing)2. (91)

Die Darstellung Abb. 36a und 36c¢ zeigt, daB die quadratischen
Mittelwerte der Leistungen in gleicher Weise gebildet werden wie
der quadratische Mittelwert des Stromes J2 in Abb. 36a, und
daB erstere aus vierwelligen, letztere aus zweiwelligen Sinuskurven
entstehen.
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J. Quadratische Vektorgleichungen und Vektorgleichungen
hoheren Grades.

Quadratische Vektorgleichungen kommen bei elektrisch oder
magnetisch verketteten Stromzweigen vor. Verwandelt man die
Vektorverhaltnisgleichung

.El _t (92)

=
o

in die Kreuz'produktgleichung
rr=>b-c, (93)

so entsteht eine quadratische Vektorgleichung. Um aus den
beiden bekannten Vektoren b und ¢ den gesuchten Vektor p zu
finden, beachten wir, dal nach Gl. (92)

Xb,z =<, ¢ (93a)
und nach GI. (93)

lel-lel=10]-Je[s  [g=[b]-[c|; lel==2V[b]-[c] (93b)

sein muBl. Der Vektor g liegt daher auf der Winkelhalbierenden
von b und ¢ und ist gleich dem geometrischen Mittelwert von
[6] und |c|. Das fithrt zu der Konstruktion Abb.37. OB =5
und OC = ¢ sind die bekannten Vektoren, G,06G, die Winkel-
halbierende zwischen b und ¢, DOE eine Senkrechte dazu. Wir
machen 0D = 0B =|p|und OE = OC =|c|. Uber DE als Durch-
messer wird ein Kreis beschrieben, der die Winkelhalbierende in
G, und G, schneidet. Dann ist OG, =, OG, =1r,. Denn es ist
nach einem bekannten Satze |t |*|£,| = 0G,- 0@, =0D-0E =|b|-|c]
und b, L, = Xy,c, daher
b _u b._ b

= =  bzw. — ==,
& ¢ L2 ¢

Wir wollen nachstehend statt y-r [in Gl. (93)] ¢* schreiben
und bestimmen, daBl unter g2 nicht etwa ein Skalar, wie sonst
in der Vektoranalysis iiblich, verstanden wird, sondern das
Quadrat eines Vektors, aus dem sich durch Wurzelziehen der
Vektor +p bzw. —, also eine gerichtete GroBe, entwickeln
148t, wihrend wir fiir das skalare Produkt die Schreibweise |g|?
wahlen.
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Wir schreiben daher Gl. (93) in der Form
2=0b-c; r=-+Jb-c. (94)
Die Konstruktion Abb. 37 ergibt zwei Losungen
fir L, néamlich r; und g,,
und fiir den < b, ¢, ndmlich ¢, und — ¢, = ¢, — 180°.

Die Konstruktion bringt zum Ausdruck, dafl man von b nach ¢
in zwei gleichen Winkelspriingen ¢, , ¢, oder in den Spriingen — ¢,
— @, gelangen kann.

Die Abb. 37 zeigt eine groBe Ahn-
lichkeit mit den friither entwickelten
Abb. 6 und 7, wenn man in diesen
die MaBstidbe fiir € und J§ so wahlt,
daB € und § in der Darstellung
gleich grol erscheinen. Aus diesen
Abbildungen waren die Gleichungen

ji=C3 [Gl (14)]
bzw. be=1%* [Gl (94)]

entwickelt.
Wir hatten bei Abb. 37, Gl. (94),
iiber die MaBeinheiten der Vektoren Abb. 37.

nichts festgesetzt. In der Regel wird

es sich um gleichartige Vektoren (Mafeinheit fir b und ¢, z. B.
1 Volt) handeln. In GIl. (14) handelt es sich aber um verschieden-
artige MaBeinheiten (Amp, Volt). Setzen wir nun

jf=CJ =12

= +y63g,

d.h. ¢ liegt auf der Winkelhalbierenden zwischen € und J, die
in diesem Falle, da € und § gleiche Richtung haben, mit € und §
zusammenfallt, und g ist der geometrische Mittelwert von €

und §. Als MaBeinheit fiir ¢ ist aber eine neue Mafleinheit er-
forderlich, ndmlich

so ergibt sich

Y1 Amp-1 Volt.

Gl. (94) stellt die einfachste Form einer quadratischen Vektor-
gleichung dar.
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Hat eine quadratische Vektorgleichung die spezielle Form
*—r4e)+0e=01), (95)

wobei der Faktor von g gleich der negativen Summe von b und e

und das dritte Glied gleich dem Kreuzprodukt derselben Vek-
toren ist, so laBt sich die Gleichung auch in der Form

(t—20)(x—e)=0 (96)

schreiben, die offenbar die beiden Wurzeln g, = b, x, = e ergibt.
Hat schlieBlich die quadratische Vektorgleichung die allge-
meinste Form:

2 —2ar=he, (97)
so erginzen wir beide Seiten der Gleichung durch Hinzufiigen
von g% Dann ist die linke Seite das Quadrat von ¢ — a2), und
die rechte kann als Kreuzprodukt zweier Vektoren dargestellt
werden :

gz—2ag;+a2=a2+bc=a(a+b%>, (98)

r—a= i]/a (a+ bg)s’. (99)

Nunmehr wird das Kreuzprodukt unter der Wurzel nach Gl. (94),
Abb. 37, in das Quadrat eines Vektors t) verwandelt:

a<a+b§>=x)2. (100)
Dadurch wird r—a=-+y
und r=a=+ty. (101)

Die Konstruktion ist in Abb. 38 durchgefiihrt. 04 =a, OB =0,
OC = ¢ sind die 3 gegebenen Vektoren. Unterhalb von O ist
der Vektor a nochmals zweimal angetragen: DO =qa, ED =q.

1) Setzt man in dieser Gleichung statt d
und e

man Abarten von Gl. (95), die sich nur durch die Vorzeichen der Kon-
stanten unterscheiden.

2) Die Zulassigkeit dieser Operation wird zum Schlufl dieses Abschnittes
nachgewiesen.

3) Diese Losung verdanke ich der freundlichen Mitwirkung des Herrn
Dr.-Ing. Pohlhausen.

— | —9 ]
H_l_z‘ _2“_2},soerhilt
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Es wird zunichst der Vektor OF =) £ konstruiert, indem
A OBF~ A 0AC an OB angetragen wird, daciln ist DF=DO+ OF
=a-+0 7:- . =

Darauf wird V (a + b _) ermittelt, indem die Winkel

halbierende G DG, zwischen DO =q und DF = q + b — ge-
zogen und die Lange von DG
nach Abb. 37 bestlmmt w1rd

zu DG, = l’ lal- la—}—b*
=1,;. Schlieflich wird ‘

L=a+y =EG
und  ,=a—1Y, =G0

ermittelt.

Die Konstruktion ergibt
aber mnoch einen zweiten
Wurzelwert DG, =y, = —y),,
und damit die weiteren
beiden Losungen g;=a +Y,,
Iy =a —1Y,. Die Abbildung
laBt aber erkennen, daB
I3 =1, und g, =, ist.

Da die Konstruktion nach Abb. 38.

Abb. 38 etwas umstindlich
ist, soll nachfolgend noch eine trigonometrische Lésung gegeben
werden :

Zu dem Zweck bringen wir die Gl. (97) zunéchst auf die Form

r? — 2ar = g% (102)
indem wir ¢ = :}:Vbc nach Abb. 37 konstruieren, wodurch g nach

GroBe und Richtung gegen a bestimmt ist.
Nach GI. (102) und (95) mufl nun

20 =1+ L, (103)
also -+ =g (104)
oder S — (105)

q r— (1 + 1)
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sein. Setzen wir jetzt fiir ¢ z; ein, so erhalten wir

L_ 9 (106)
Dakh 3 q — Iz
aner md L11,6=g, (—) (107)
sein.

Ist in Abb.39 BC =2q, r;,=0C, g,= BO, so ist Gl. (103)
erfiillt. Verschiebt man den von B ausgehenden gegebenen Vektor g
nach 04, so muB3 nach Gl (107) <CCOA4A = <LAOB = ¢ sein.

Beschreibt man nun einen durch BOC gehenden Kreis mit dem
Mittelpunkt N und zieht den Durchmesser ¥ ND L BC, so mul}
die Verlingerung von OA durch D gehen, weil die Peripherie-
bogen BD und DC und daher auch die <{BOD = {DOC = ¢
gleich sind. Beschreibt man nunmehr einen zweiten Kreis um M
durch B und C, so schneidet dieser die Linie OD in 4, und < M OD
ist gleich 90°. Es ist namlich OH =0B = —|,| und GO =g,
daher nach einem bekannten Satz der Geometrie

g% =15 (— L),

womit der Gl. (106) geniigt wird. Bezeichnen wir nun noch LD MO
mit &, MO mit f, MA = MC mit R und NM = NC = NO
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mit 7, und o _ %a“ =¢, worin ¢ ein dimensionsloser Skalar
q
(reeller Zahlenwert) ist, so ist
R=-2 =% (108)
sing  sing
. _ & &9
"= sin 2¢0 sin2¢ 2singcosgp’ (109)
f=2rcos«x, (110)
R?2=g%+ 2 =¢% + 4r2cos?x, (111)
EF gy Pfestx (112)
sin? @ sin? ¢ (1 — sinZ¢)
sind @ — sin? @ (1 + €2) = &2 cos?x — &2, (113)
1462, 1a—e2
sin? ¢ = —;8 (+) ]/£,48_), 4 e2cos? & . (114)

Das positive Vorzeichen der Wurzel kommt nicht in Frage, weil
damit sin2¢ > 1 wiirde.

In der nachstehenden Tabelle sind nach Gl. (114), (108) und (109)
fiir die Werte ¢ =0 bis 1 und « = 90° bis 30° die Werte ¢,

—Ri und " berechnet. Durch R und r ist das Dreieck MNC
g

g
und der Punkt D bestimmt, die Parallele DAO zu g ergibt die
Punkte O und A sowie OC=1¢g, und BO =1g,.

Es ist noch nachzuholen, dall wir bei der Entwicklung der
Gl. (99) aus Gl. (98) berechtigt waren, aus dem vollstindigen
Quadrat 2 — 2ag + a? = (r — a)? die Wurzel zu ziehen.

Es sei in Abb.40 O4 =a, AB=Y%, OB=c¢,

Wir bilden c=a+b. (115)

c2=(a+b)2:a2+2ab—}—b2=a(a—|—2f)-}—b%> (116)

und machen ACOB~ ABOA und ACBD o ABOA, dann
fallt BD in die Verlangerung von 4B, da die drei Winkel
& 4y + f, die den Winkeln des Dreiecks OA4B gleich sind, zu-
sammen zwei Rechte betragen. Ferner ist

b

BC =¢—, 117
¢ (117)



44 Tabelle fiir die allgemeine quadratische Vektorgleichung.

a
&= rl o= 90° 80° [ U 60° 40° | 30°

0 0 0 0 0 0 lo

:g 1,000 | 1,000 , 1,000 | 1,000 | 1,000 , 1,000 | 1,000
19 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000 1 1,000
5°50"| 5°40”| 5°30" 5°10"| 4°30"| 3°40" 3°10”
H 1,000 | 1,000 | 1,050 | 1,120 | 1,300 = 1,590 1,820
1g 0,495 | 0,508 | 0,524 | 0,558 | 0,641 | 0,782 | 0,910

0,1

11°30’ | 11°20” | 10°50°|10°0” | 8°50°| 7°30’| 5°40”
i g 1,000 | 1,010 | 1,070 | 1,160 | 1,320 | 1,540 | 2,000
1 g 0,512 | 0,520 | 0,543 | 0,585 | 0,660 | 0,773 | 1,016

0,2

17°207 | 17°10” |16°20” | 15°0" |13°0” |10°50"| 8°20
1 g 1,000 | 1,020 | 1,070 | 1,160 | 1,340 | 1,610 2,070
19 0,528 | 0,532 | 0,556 | 0,600 | 0,685 0,813 | 1,045
23°307 | 23°107 | 21° 507 | 19° 50| 17° 10’ | 14° 10" | 10° 50"
tg 1,000 | 1,020 | 1,080 | 1,180 | 1,350 | 1,630 | 2,140
:g 0,548 | 0,554 | 0,580 | 0,627 | 0,710 | 0,843 | 1,084

0,3

0,4

4
R
r
14
R
r
¢
R
r
¢
R
r
¢
R
r
' 30°0” |29°10” |27°30"|24°40 |21°10"|17°20"|13°0"
0,5 R:g 1,000 | 1,020 | 1,080 | 1,200 | 1,390 | 1,680 | 2,210
r:g 0,578 | 0,588 | 0,611 | 0,659 | 0,743 | 0,880 | 1,140
' 37°0° |36°0° |33°107/29°30"|25°0" |20°10-|15°20"
R:g 1,000 | 1,020 | 1,090 | 1,220 | 1,420 | 1,730 | 2,260
r:g 0,625 | 0,632 | 0,655 | 0,700 | 0,783 | 0,928 | 1,176
@ 44°307 | 42°50” | 39°0" [34°0” |28°30"|22°50” 17°10”
R
r
¢
R
r
¢
R
r
14
R
r

:g 1,000 | 1,030 | 1,110 | 1,250 | 1,470 I’SIOi 2,370
~g |

0,6

0,7
0,700 | 0,702 | 0,716 | 0,755 | 0,835 | 0,980 | 1,240
53°207 | 50° 307 |44°40”38°10” | 31°40” | 25° 10" | 18° 50"

0,8 ) 1,000 | 1,040 | 1,140 | 1,290 | 1,520 | 1,880 | 2,480
19 0,835 0,815 | 0,800 | 0,824 | 0,895 | 1,040 | 1,310

64°0° | 58°20’ |49° 50" | 41° 50 |34° 207 | 27°20 | 20° 10"

0,9 19 1,000 | 1,060 | 1,180 | 1,350 | 1,600 1,750 | 2,600
19 1,150“ 1,007 | 0,913 | 0,906 | 0,968 | 1,103 | 1,236

90°0” | 65°0° |54°10°/45°0” |36°40"|29°0” |21°30’

1,0 |

:g 1,000 | 1,100 | 1,230 | 1,410 1,670‘ 2,060 | 2,730
19 oo | 1,307 | 1,053 | 1,000 | 1,044 ;| 1,180 ; 1,466

BD:BC%:I), (118)
2

pc—pcl_ 20 _P (119)
¢ a ¢ a

2 2
OC’=OA+AB+BD+DO=a—}—b—}—b—{—?a—=a—§—2b+§a—. (120)
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Andererseits ist

ocC ocC ¢ 2
: =——=-—; 00C=—;
OB ¢ a’ a’ (121
daher @ b2 b2
E=a+2b+€; czza(a+25+7); (122)
[

2
(a+b)2=a(a+2b+%>=a2+2ab+bz. (123)

Abb. 41.

Setzt man in dieser Gleichung statt +~b —Db ein, so erhilt
man in gleicher Weise

2

(a~b)2=a(a-25+%~>:a2—2ab—i—b2. (124)
Da wir diese Quadrate aus ¢ = a 4 b entwickelt haben, so ist
damit umgekehrt bewiesen, daf}

R T 2\ _
aib:1/a2i2ab+b2:Va(aizb+§’(l—) (125)
ist. Ebenso sei an Hand der Abb. 41 bewiesen, daf}
2
(a+b)(a—b)=a2—52:a(a—%) (126)

ist. Es sei OA =q, AB= +b, AC = —b, OB=q + b,
0C = q— 9. Wir zeichnen ferner A ABD ~ A AOB und ziehen
die Linie OD, dann ist ¥ 0AC = X OBD =« + . Ferner ist

b b2
BD=——a_(a+b) und AD:—F,



46 v (a +0)(a —b) = a% —b%.

2
daher oD :.a—%.

Schlieflich ist AOBD > A0AC, da der <OBD = < 04C und

das Verhaltnis zweier Seiten gleich ist:

a a+b a
R Y
Daher ist auch
a a+b
a—b b
a— —
a
oder p2
(a—!—b)(a—b)=a(a—;>=a2—bz. (127)

Nach der Herleitung dieser Satze ist es ersichtlich, dafl man die
meisten Regeln der Algebra auf Vektoren iibertragen kann, und
daf} die Summe mehrerer Kreuzprodukte, z. B.ab + ¢d, sich immer
als das Produkt zweier Vektoren oder das Quadrat eines Vek-
tors, g2, auffassen 1aBt.

Gl. (127) fihrt noch zu einer Vereinfachung der in Abb. 38
gegebenen Loésung der quadratischen Vektorgleichung

12—2ar=q¢? (102)
(r —a)? = a* 4 g*. (102a)

Die Differenz der Vektorquadrate a2 —b? in Gl. (127) laBt
sich ohne umsténdliche Konstruktionen in das Kreuzprodukt
(a +b) (a —b) und dieses in ein Vektorquadrat y* verwandeln.
Wenn es daher moglich ist, in Gl. (102 a) durch Einfithrung eines
neuen Vektors g; die Summe der Vektorprodukte a%--g? durch
eine Differenz o2 — g zu ersetzen, so ist deren Umwandlung in
ein Vektorquadrat

a2 — g3 = (a +gs) (a —gs) =2

aus dem die Wurzel 4 zu ziehen ist, leicht ausfithrbar. Zu

oder

dem Zweck muBl g§= —q? gewahlt werden. Machen wir nun
lgs] =g| und gz I g, so ist
g 88 _ o daher gi— g2

g g
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In Abb. 4la ist BA=AC=qa; BG=g; HB=BJ=g,
senkrecht zu g angetragen. Dannist Hd =q + q.; JA =q — Qs -
Das Kreuzprodukt (a 4 g;) (@ —gs) wird nach Abb. 37 in das

Abb 41a.

Vektorquadrat bzm = 4+ A0) verwandelt, indem < HAO
=X 04J und A0 =+y=7|a+ g5|-|a— g konstruiert oder
berechnet wird. Dann ist

L=a+y=04+44C=0C

L,=a—Y9=Bd+A0=BO

und

gefunden.

Nachdem vorstehend quadratische Vektorgleichungen und ihre
Losungen behandelt sind, sollen nachstehend auch Vektorgleichun-
gen hoheren Grades kurz entwickelt werden. Wir beschrianken
uns dabei auf deren einfachste Form:

B=a-b-c. (128)

Ist in Abb.42 04 =a, OB =0, OC = ¢ und OE, =, eine der
Losungen dieser Gleichung, so kann man, wenn nach Abb. 37
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OD =15 und b%2=ab gesetzt wird, fir OF, =, auch schreiben

0E1=g1=b%1. (129)
Wenn man ferner AOE,Fc AODE, und AOFC -~ AODE,,
also @, =+ DOC =} & macht, worin & = L DOC ist, so ist

_o bk Ce_phbn
OF—bb 5 und ()C’—c-—bbbb—bz

oder 02 =abc=1¢. (130)

Die Losung der Gl. (128) erfolgt daher in der Weise, dafl man
zunichst das Produkt zweier Vektoren, z. B. ab, in ein Vektor
quadrat b2 verwandelt und den Winkel DOC in drei Teile teilt.
Damit ist die Richtung von r, gefunden. Die GréBe von |y|
ergibt sich aus

[t2) = Vlal[B]]c] - (131)

Da |a|, |b|, |c| reelle positive Werte sind, so ergibt sich eine
positive reelle Wurzel, die beiden anderen imagindren Wurzeln
kommen nicht in Frage. Dagegen ergeben sich fiir den Winkel ¢
zwischen OD und OC mehrere reelle Werte, nidmlich

o &+27 « o « .
(plz—?’—, @y = 3 =§+120, (;33:—3——-{—240.

Alle diese drei Winkelwerte entsprechen der Bedingung, dafl man
in drei gleichen Winkelspriingen von OD nach OC gelangen kann.

Wir haben vorstehend einen Hilfsvektor d benutzt derart, daf3
D2 = qb ist. Ebenso hatte man einen Hilfsvektor e bzw. { be-
stimmen koénnen derart, dal e?=ac bzw. f2=Dbc ist. Das
Resultat wiirde dadurch nicht verindert. Sind allgemein die
Winkel zwischen der X-Achse und den drei Vektorena, b, ¢: &, 3, 7,
so ist der Winkel zwischen der X-Achse und g, gleich 4 (& + 8 + 7).

Sind in Gl. (128) die drei Vektoren untereinander gleich (=e¢),
so ist

r=Ves.
Die Gleichung ergibt drei reelle Wurzeln

LHi=¢e€; I2=¢€ [l3=¢e;.
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¢, ist gleich e, e, ist um 120° und e; um 240° gegen ¢ verschoben.
Setzen wir e = 1, so ergibt sich eine sehr anschauliche Losung
fiir die drei Wurzeln der Gleichung r = J1, namlich

n=1, — o
L= —cos60°4 sin60°)—1 = —fg—{—f_}}/:?{,
I3= —c0s60° —sin60°)—1= —1 —1y/—3.

K. Inversion.

Bei den bisherigen Berechnungen sind wir vollstindig ohne
die in der symbolischen Methode in so iiberaus reichem MaRe
verwendete Inversion ausgekommen. Wenn es sich aber darum
handelt, die in dem nachfolgenden Kapitel zu entwickelnden
geometrischen Orte punktweise durch die Zeichnung zu
bestimmen, so bietet die Benutzung von Inversionen (wie auch
von anderen nomographischen Zeichenverfahren) tatsachlich grofe
Erleichterungen, da sie die Konstruktion der einzelnen Punkte
lediglich durch Zirkel und Dreieck, d. h. ohne Zwischenrechnungen,
gestattet.

Die Inversion eines Vektorverhéltnisses —% ist wieder ein

Vektorverhiltnis -I—, aber unter Vertauschung der MaBeinheit
Volt in Amp ¢

Dagegen ist der reziproke Wert 1§ eines

Amp Volt

Vektors ¢ kein Vektor; wir erhalten aber eine Vektorgleichung,

wenn wir statt ¥ und ) die Vektorverhaltnisse 2 und ti benutzen
d C

o Iy = (132)

setzen, worin ¢ einen Vektor und ¢? die sog. Inversionspotenz
bedeutet. Dann ist

B ¢ 2
L= = —. 133
T=v v=1 (133)
Gl (132) ist eine quadratische Gleichung in ¢. Es ist daher
Loy, c=Le, 13

2. |olfe[ = lelle] = [ef*-

Legen wir nun den konstanten Vektor ¢ in die Abszissenachse
als Bezugsvektor fiir ¢, so bildet die Richtung von ) das Spiegel-
bild von g, und der Betrag des neuen Vektors 1 ergibt sich zu

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 4
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'2
lp|= ch.l_ Beschreibt die Spitze von g irgendeine Kurve, so beschreibt
L
) eine Gegenkurve; der Winkel zweier zugeordneter Strahlen

I, ) wird dabei stets durch den Vektor ¢ halbiert, und es ist
521 9] = el

Wir miissen schlieBlich noch fiir die Zeichnung die MaBstabe
von 1, 1) und ¢ festlegen. Besitzen ¢ und Y die gleiche MaBeinheit,
z. B. 1 Volt, so ist nach Gl (132) (ry = c2) die Mafeinheit von 2
1Volt? und diejenige von ¢: 1Volt. In diesem Falle wird daher
fiir die Zeichnung nur ein Maflstab bendtigt. Sind aber, wie das
die Regel ist, die MaBstiabe fiir ¢ und y verschieden, z. B. fiir ¢
1Volt und fiir yy 1 Amp, so ist der MaBstab fiir ¢2(=g-p): 1 Volt-
Amp, also fiir c:})1Volt-Amp. Sind aber die MaBstébe fiir
1 Amp und 1 Volt durch die Strecken O4 bzw. OV in Abb. 43a
festgelegt, so ist damit auch der MaBstab OP fir den Vektor ¢
der Inversionspotenz gegeben. OP wird durch den Halbkreis APV
iiber AV ermittelt.

Uns interessieren hier zunichst nur die Inversionen der ein-
fachsten Kurven, der Geraden und des Kreises.

a) Inversion einer Geraden.

Ist in Abb. 43b a -+ by die von der Spitze des Vektors ¢ be-
schriebene Gerade mit der Punktreihe — 36, —2b, — 5,0, + b,
+2p, +3b,..., a’ +b'p ihr Spiegelbild gegen die Abszissen-
achse mit der Punktreihe —39’, —2b’, —b’, 0, +0, 4+-20", 430/, ...
und 38’ die von O auf die Gerade a’-+ b'p gefillte Senkrechte, so
wihlen wir zunichst auf 3’ einen beliebigen Punkt M als Mittel-
punkt eines durch den Ursprung gehenden Kreises mit dem
Durchmesser p. Bezeichnen wir ferner auf einem beliebigen
Strahl die Abschnitte von O bis zur Geraden o'+ b’ und zum
Kreis mit ¥’ und 1, so sind die Dreiecke 3't’ und §)Dd spiegel-
bildlich dhnlich, daher .

&' 1v] = [¢]|y] = |8'| [o] = const. (134)
Bezeichnen wir einen der Schnittpunkte der Geraden mit dem
Kreis mit S und die Strecke OS = |¢|, so ist die Strecke O.S = e
in bezug auf Gerade und Kreis sich selbst invers. Daher ist

|8°] o] =|ef* : (135)
also auch Iz’ |y] = |c|>. (136)
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Beschreiben wir nun mit OS einen Kreisbogen, der die Abszissen-
achse in C schneidet, so ist OC = ¢ der Vektor der Inversions-
potenz ¢2, und es ist auch die erste Bedingung <(y,c=<¢c, 1
erfiillt.

Beiden Bedingun-
gen ist gemeinsam ge-
niigt durch die Ahn-
lichkeit der Dreiecke
Y, cund ¢, .

Wir hatten den
Mittelpunkt M  des
Kreises auf der Senk-
rechten 3’ beliebig ge-
wahlt und daraus den
Vektor ¢ bestimmt. Ist
umgekehrt ¢ = OC ge-
geben, so beschreibt
man mit OC einen
Kreisbogen C'S bis zum
Schnittpunkt S mit der
Geraden und errichtet
auf der Mitte N von
0S8 ein Lot, welches die
Senkrechte 3 in M
schneidet, wund be-
schreibt einen Kreis
mit dem Radius MO,
der danach die Inver-
sionder Geraden a + bv
darstellt. ‘

Ist || <|8'|, so ist |b| = g‘: <|8’|, und der gesuchte Kreis

18

besitzt keine reellen Schnittpunkte mit der Geraden a’-b'p.
In diesem Falle ist D durch Rechnung oder in bekannter Weise
durch Zeichnung zu ermitteln.

Auf dem Kreise ist die Punktreihe —3, —2, —1,0,1,2,3
eingetragen, die der Punktreihe auf der Geraden a’+b'd ent-
spricht. Ersichtlich ist der Bogenabstand zweier aufeinander-
folgender Punkte ungleich, wihrend die Gerade gleichmiBig ge-

4%
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teilt war. Dem Punkt oo der Geraden entspricht der Ursprung O
auf dem Kreise.

Die Inversion einer durch den Ursprung gehenden Geraden
ist das Spiegelbild dieser Geraden, d.h. ein Kreis mit unendlich
grofem Durchmesser; denn nach Gl. (135) ist

Sl
g 0

b) Inversion eines Kreises.

Unter a) ist nachgewiesen, dafl die Inversion einer Geraden
durch einen Kreis dargestellt wird, der durch den Ursprung O
geht. Umgekehrt ist die

B Inversion eines Kreises

2 X% durch den Ursprung eine

GX3 Gerade, deren Spiegel-

/4 , // I\ bild senkrecht auf dem

A7 A v Il Kreisdurchmesser steht.

2/ 7 - // / Die Inversion eines

y % 7 A // XKreises A in beliebiger
SN ) // Lage wird in Abb.44
Yy \\\\\ NS A5 /J Y durch einen Kreis B dar-
Y/ X — = gestellt, der mit dem
~~;/’ g/l - Spiegelbild 4’ des ersten
Kreises in bezug auf den

% X2 Ursprung #hnlich ge-

VAN ERY legen ist. Fiir derartige

/ Kreise in dhnlicher Lage

3 & | Jro gilt nach einem bekann-

ten Satz der Geometrie

7 die Beziehung

Abb. 44.
[£']|y] = const = |c]2,
‘worin |c| = 0S8 ist (S Schnittpunkt der beiden Kreise 4’ und B).
Drehen wir OS in die Abszissenachse in die Lage OC und be-
zeichnen OC mit ¢, so ist wieder %: i , da
L [e][n] =¢*
2. XL, c=<c, Y

ist. Die beiden Dreiecke £, ¢ und ¢, 1) sind einander dhnlich.
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Ist umgekehrt der Vektor ¢ = OC gegeben, so ermittle man
den Schnittpunkt S auf dem Kreise 4’ und beachte, daB3 die
nachstehenden Dreiecke spiegelbildlich dhnlich sind:

AOES~AO0SG,
AOFS~AOSH.

Dadurch findet man die beiden Schnittpunkte ¢ und H des ge-
suchten Kreises B auf dem Strahl ON .

Ist |c| > OF, so gibt es keinen reellen Schnittpunkt S auf
dem Kreise 4’. In diesem Falle benutzt man einen Hilfskreis D,,
der die Abszissenachse in C' beriihrt und durch den Punkt F geht.
Dieser Kreis schneidet den Strahl ON in H. Ein zweiter Hilfs-
kreis D, durch C und E ergibt den Punkt .

Abb. 44 zeigt noch, daBl auch hier die Punktverteilung
0,1,2,3,4,5 auf dem Kreise B ungleichmafiig ist, wihrend sie
auf dem Kreise 4 bzw. 4’ gleichméafig angenommen war.

L. Geometrische Ortel).

Fiir die Erkenntnis der inneren Vorgénge bei Stromverzweigun-
gen, Transformatoren und Maschinen ist die Auffindung der
geometrischen Orte, welche die Veranderungen der dabei auf-
tretenden Vektoren oder anderer GroBen darstellen, von erheb-
lichem Wert, da sie iiber die gesetzméBigen Beziehungen zwischen
Ursache und Wirkung Aufschlufl geben. Die Verinderungen
konnen durch die verschiedensten Ursachen bedingt sein. So
kann beispielsweise der Widerstand, die Kapazitit, die In-
duktivitat, der Scheinwiderstand eines Stromzweiges, die Span-
nung, der Strom oder die Drehzahl, die Periodenzahl veridndert
und die Wirkung auf andere Werte untersucht werden. Alle
diese GroBen lassen sich als (Vektoren oder) Vektorverhalt-

Iy
nisse — (oder i) auffassen, wobei in den letztgenannten beiden

N

Fallen das Vektorverhidltnis zu einem reellen Zahlenwert v de-

1) Vgl. Otto Bloch: Die Ortskurven der graphischen Wechselstrom-
technik. Ziirich: Rascher & Co. 1917. — Friankel, A.: Theorie der Wechsel-
strome. Berlin: Julius Springer 1921.
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generiert. Wir konnen also den veranderlichen Vektor ¢ als Funk-
tion dieser Groéfen entwickeln:

r— f(llz) bow. 1= f(v). (137)

Im nachfolgenden wird je nach Bedarf von beiden Ausdrucks-
weisen Gebrauch gemacht werden.
Wird als verinderlicher Parameter das Vektorverhiltnis

i .
Tg gewahlt, so ist zu beachten, daB sich dieses

in zwei Teile zerlegen laf3t.
Ist z. B. ein bekannter Vektor 8’ (Abb. 45)

1
mit TE zu multiplizieren, so bedeutet dieses

1. eine Verdrehung des Vektors B8’ um den
Winkel <(j,,j=¢ und
2. eine GroBenverdnderung im Verhiltnis
el _
= v
| }E OI

Hierin bezeichnet j = einen Vektor in der Richtung von jy’

der die gleiche Grofle wie j besitzt ( ]|1 und ]1 [_ [i})- Da-
her ist
Je o [l L LAy (138)

i i

worin der Faktor /(; eine Winkelverdrehung um den <{ ¢ be-
zeichnen soll.

i Ipo |l —~ ,
%/;:%/wlhg %/w .v:%’,_v:%v (139)
bedeutet daher, daBl der Vektor %’ um den Winkel ¢ verdreht
und im Verhéltnis » in seiner GréBe verandert werden soll. Zur

Abkiirzung ist hierbei Q}’?;‘: 58', =B gesetzt. Entsprechend
bedeutet

%(i_i>2=%li"@w‘l_i %/;vz
i, i il ’
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daB der Vektor B um den Winkel 2 ¢ verdreht und im Verhaltnis 2
in seiner GréBe verandert werden soll. Allgemein ist daher

] n —
23(— ?) =Bne-v".
I

Wir wollen nunmehr die Gleichungen der geometrischen Orte,
Punkt, Gerade und Kreis entwickeln und im AnschluBl daran
die Kegelschnitte und Kurven héheren Grades kurz behandeln.

a) Punkt.

Ein Punkt X wird gekennzeichnet durch die Spitze eines
Vektors t.

b) Gerade.

Die Gleichung einer Geraden, welche durch den Ursprung
geht, lautet, wenn der Parameter ein reeller Zahlenwert v ist,
der zwischen — oo und 4 0o variiert:

r=v®. (140)

Fir v =1 wird g; =9. 9 ist daher ein bekannter Richtungs-
und Einheitsvektor fiir die Gerade, und Gl. (140) stellt einen
linear verdnderlichen Vektor mit konstantem Phasenwinkel ¢ dar.

i
Wird als Parameter das Vektorverhiltnis f;— gewahlt (Abb. 45),

wobei j, nur nach seinem Betrage, aber nicht nach seiner Phase
als veranderlich angenommen wird, so lautet die Gleichung der
Geraden durch den Ursprung, wie oben unter Gl. (139) entwickelt:

)
Die Gleichung einer Geraden, welche nicht durch den Ursprung
geht, lautet A+ Bo (142)
oder

p— 9 szll‘ (143)

Hierin gibt der Vektor B in Gl. (142) die Richtung der Geraden
an (B ist eine Parallele zur Geraden %A 4 Bv durch den Ursprung)
und U die Verschiebung derselben gegeniiber einer Parallelen
durch den Ursprung, wihrend der Vektor ¥’ in Gl. (143) erst
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durch Drehung um den Winkel ¢ mit 8 zur Deckung gebracht
wird.

Der Schnittpunkt zweier Geraden
R=A+0vB
©&=C+wDdJ

wird am einfachsten graphisch ermittelt, indem man die beiden
Geraden aufzeichnet und zum Schnitt bringt. Soll der Schnitt-
punkt in rechtwinkligen Koordinaten rechnerisch bestimmt wer-
den, so hat man die Zahlenwerte v,, w; zu bestimmen, fiir welche
R, = &, wird. Zu dem Zwecke zerlegt man die Vektoren U, B, €, D
in ihre rechtwinkligen Komponenten 9, %, usw. und erhalt

(144)

w D, — 0B, =AU — €,
WDy — 0B, =A, — 6,
_ U =GB — (U — G Dy

” 2,8, — 2,5, (145)
_ (@ —6)By — (A, — €,) B,
1= 2,8, — 0,9, ‘ (146)

Einer dieser beiden Werte v; oder w, ist in eine der Gl. (144)
einzusetzen, um den Vektor R, =&, zu berechnen.

¢) Kreis.
Bei einer veranderlichen Belastung von Stromverzweigungen,
Maschinen und Transformatoren ergeben sich fiir die verdnder-
lichen Spannungs- und Stromvektoren vielfach Kreisdiagramme,
die fiir die Erkenntnis der Vorginge von grofler Bedeutung ge-
worden sind, wie z. B. das Heyland - Diagramm u. a.
Derartige Stromverzweigungen enthalten in der Regel eine
Reihe unveridnderlicher Leitwerte und einen veridnderlichen.
Die ersteren kénnen meist zu einem einzigen Ersatzleitwert L

¢

zusammengefait werden, dessen Berechnung und Bedeutung bei
den einzelnen Aufgaben klarzustellen ist. Der verinderliche Leit-
i
¢
nach seinem Phasenwinkel (<{ jy» €) verindert werden, ohne daB
beide Veranderungen gesetzmafBig zusammenzuhidngen brauchen.

wert kann nun sowohl nach seinem Betrage |j,| wie auch
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Eine gleichzeitige Verinderung beider Parameter wiirde aber
zur Darstellung der Vorginge Raumflachen benétigen; es emp-
fiehlt sich daher, von einer bestimmten Belastung ausgehend,
entweder den absoluten Betragdes Leitwertes oder seinen
Phasenwinkel zwischen den &uflersten Grenzwerten zu ver-
andern. Im ersteren Falle bezeichnen wir den veridnderlichen

Leitwert mit -Ié, im letzteren mit % und entsprechend den
verinderlichen Vektor mit i, bzw. i,, wobei wir beispielsweise
an das Kreisdiagramm eines Stromvektors denken (fiir Spannungs-

vektoren gelten aber die gleichen Formeln).

1. Lineare Verdnderung des Leitwertes e
wahrend ¢ konstant bleibt. ¢
Der konstante Leitwert ist in Abb. 46a durch das Vektor-

>

verhiltnis L, der veranderliche durch e dargestellt; dabei wird

¢ (¢
angenommen, dafl sich j, von —oo iiber 0 bis 4-co unter Bei-
behaltung der Richtung von j andert?). In Abb. 46b ist i, = OP
der veranderliche Stromvektor, dessen Endpunkt P sich bei
Anderung der Belastung ;) auf einem Kreise mit dem Mittel-
punkt M bewegen soll.

Fir den Grenzwert j, = 0 riickt der Punkt P nach L, den
Leerlaufspunkt, entsprechend dem Leerlaufsstrom !, fiir den Grenz-
wert j, =oo wandert P nach dem KurzschluBpunkt K, ent-
sprechend dem Kurzschlulistrom f. Das verénderliche Drei-
eck LPK mit der konstanten Grundlinie LK =f —1 und den
veranderlichen Seiten LP =i, —! und PK =f—1i.1!) besitzt
als Kreisdreieck bei P einen konstanten Winkel LP K = 180° — ¢,
wenn @ der Winkel zwischen f — 1, und i, — [ ist, aber ein ver-
anderliches Seitenverhéltnis. Ist nun

P Sl -

S (147)

d.h.ist das A KPL dhnlich dem A OA4 B (Abb.46a), soist Gl. (147)
die typische Form einer Kreisgleichung, bei der, der technischen
1) Die Ubersicht in der Zeichnung wird erleichtert, wenn j; so an

i angetragen wird, daB die Pfeilrichtungen von j und j; einander folgen.

Dann folgen sich in gleicher Weise auch die Pfeilrichtungen von iy — I
und f— iy, s. Fortsetzung.
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Verwendung entsprechend, die Konstanten der Gleichung durch
Leerlauf- und KurzschluBstrom ausgedriickt sind. In Gl. (147)

ist I—f = f(i,) dargestellt. In der Regel wird aber umgekehrt

Abb. 46 b.

i, = ,f(%) entwickelt werden. Durch Umrech-
nung erhalt man aus Gl. (147)

j

. . [+ =

G + i
== L (148)

I+Ig 1+_]§_

i

LafBt sich daher ein verdnderlicher Vektor durch
das Verhaltnis zweier linearer Funktionen von i

oder l—g darstellen, so liegt stets eine Kreis-

funktion vor. Lautet z. B. die Gleichung
Abb. 46 a. .G +&l§

= et (149)
so erhdlt man 8 e
fir jp—=0: [=-1;  fiir jy=oo: f= 2 (150)
g Cq
und durch Vergleich mit Gl. (148)

C3
¢
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Durch Einsetzung dieser Werte kann man Gl. (149) in Gl. (147)
verwandeln.

Den Mittelpunkt M des Kreises erhidlt man, indem man in
den beiden Endpunkten von LK den aus Abb. 46a zu entnehmen-
den L 90° — ¢ antragt. Der einer bestimmten Belastung j, = A B
entsprechende Punkt P wird konstruiert, indem man <{LKP
= <L BOA und <CKLP = < OBA an LK antragt. Positiven
Werten von j, entspricht der Kreisbogen LPK, negativen der
gegeniiberliegende Kreisbogen. Zur Bestimmung des nach K
zeigenden Kreisdurchmessers by = D¢K (Vektor!) fallen wir in
Abb. 46a das Lot j = OC auf die Richtung von j,, dann ist

o = (f—'l)_j—. (151)
Jt :

Soll statt dessen der von L ausgehende Durchmesser b, = LD,
bestimmt werden, so errichten wir das Lot OF auf j =04
und bezeichnen j; = OF und j, = 4F, dann ist

m:ﬁ—n%. (152)

Statt dessen konnen wir einfacher das Spiegelbild j; von j; gegen |
bilden und :
b= (E—1) - (153)
schreiben. It
Vorstehend ist angenommen, dafB sich j, linear, d.h. parallel zu
einer durch den Ursprung O gehenden Geraden verindert. Andert
sich dagegen j, nach einer beliebigen, nicht durch O gehenden
Geraden, so kann man j, = j, + j, setzen. Damit &ndert sich
Gl. (148) in ) ) ) ) . .
o U Mo ) (L) E 4,
j = (o + 1v) (i + ) +
Diese Gleichung stellt gleichfalls eine Kreisfunktion dar.
2. Anderung der Phasenverschiebung des Leit-

wertes | /C gegen j/C oder L'f—, wahrend der Betrag von

li,| konstant bleibt?).
Wenn nach Abb.47a i,, | = Const, aber ¢ veranderlich sein soll,
so lauft die Spitze von j, auf einem Kreise, und das Verhiltnis

1) Die Entwicklung dieses zweiten Kreisdiagrammes ist in der Literatur
bisher nicht bekannt.
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ﬂ‘?—] ist eine Konstante. Gehen wir nun bei den Diagrammen
Abb. 47a und b von demselben Belastungszustand aus, den wir
der Abb. 46a und b zugrunde gelegt haben, d.h. machen wir die
Ausgangsvektoren j, und j, gleich, so wird
auch das Dreieck LPK in Abb.47b identisch
mit dem Dreieck LPK in Abb. 46b, und
es dndern sich nur die Bezeichnungen:
LP =i, —1 statt i, — 1,
PK =%t —1i, statt f—i,, wihrend die
Bezeichnung von
LK =f— 1| unverdndert bleibt.
Abb. 47 a. Soll nun das Verhéltnis der Dreieckseiten
LP=|i, —1| und PK =|f—i,| konstant
bleiben, so mufl nach einem bekannten Satze der Geometriel)
die Spitze des nunmehr verinderlich angenommenen Vektors
i,=OP sich auf einem Kreise SPT bewegen. Die Gleichungen

Jo 1y =1 154
T 1=, (154)

Abb. 47b.

1) Der Winkel LPK wird durch den Strahl PS halbiert, und der
Strahl PT steht | auf PS8, daher bilden dic Punkte TLSK eine harmo-
nische Punktreihe. Wandert nunmehr der Punkt P auf dem Kreise TP S
nach einem anderen Punkte (P,), so ist das von P; nach TLSK gehende
Strahlenbiischel gleichfalls ein harmonisches. Da aber P; 7T _| P, S bleibt,
so halbiert P;S stets den Winkel LP, K.
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oder

I+‘T'ff

(155)

i, = —
14+ 12

1
stellen daher Kreisgleichungen fir einen verénderlichen Wert
von ¢, aber konstanten Betrag von |j,| dar. Die in diesen

Gleichungen vorkommenden Konstanten [ und f sind der Abb. 46b
des unter 1. behandelten Falles entnommen. Es ist aber zu be-

achten, daB das Vektorverhiltnis & — im Gegensatz zu dem

fiir Fall 1 benutzten Vektorverhaltnis lg— — niemals gleich Null
oder oo werden kann. 1

Fiir ¢ = 0 wandert der Punkt P nach S und

fir ¢ = 7 wandert der Punkt P nach T .

Durch S und 7T wird die Grundlinie LK = f — [ harmonisch

i 1 |
im Verhaltnis flﬂ geteilt, und es ist
” il
LS =(—0 ", (156)
i+ el
T — (il (157)
[l = lisl
Triigt man daher unter einem beliebigen Winkel K E = |j| und
EF = |j,| bzw. EG = —|j,| auf, so erhalt man durch die Parallele

ES zu FL den Punkt S und durch die Parallele
ET zu GL den Punkt T .

Der Mittelpunkt N des Kreises SPT liegt in der Mitte der
Strecke ST, und der Kreisdurchmesser b, ist gleich der Summe
TL + LS:

Dy =(F—0) " — ) (158)

Dieser Kreis schneidet den Kreis LPK, der aus Abb. 46b iiber-
tragen ist, rechtwinklig. Ist daher cder Kreis LPK mit dem
Mittelpunkt M bereits ermittelt, so ist der Mittelpunkt N des
neuen Kreises SPT leicht zu konstruieren, indem man PN | MP
zieht. NP ist dann der Radius des neuen Kreises.
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Soll dieser Kreis nicht auf die Vektoren [ und f bezogen werden,
sondern auf den Vektor m = 0S8 fir ¢ =0 und n = 0T fir
@ =7, so muBl | und f in Gl. (154) durch m und n ausgedriickt
werden. Zu dem Zwecke setzen wir

il il lio | _
={4+LS=1{ f— , (159
m=l+LS=1+( IHMIM+M+MHM(”

) ]_llwl lll_lltpl il — lig|”
Aus Gl. (159) und (160) ergibt sich:

_m4m il
(== 4 i (161)
f:mjn+m"“ﬂL (162)
= 2 gl
Diese Werte in- Gl. (154), (155) eingesetzt, gibt:
. o — m+n+m—n]j’i,l]
jo _tp—1 _ .2 2 il (163)
i f—np Tm4n m—un | )
fopmonll
2 T e
I—I——I.Zf m;i—n_{_m;—n[']%tpll_l_]il[m—;n_kmz—nll';]'
i, = = = 1 Dol (164)
1+ 1+“

Setzen wir in Gl. (164) ¢ = 0, so w1rd

jo _ liol
il
setzen wir dagegen ¢ = 7z, so wird

v _ __ligl .
i H und i, =nmu.
Diese Probe zeigt die Richtigkeit der Gl. (164) fiir die beiden
Grenzfille.
3. Darstellung der unter 1. entwickelten Kreis-

gleichung als Funktion eines reellen Parameters v.

Unter 1. war .
. ]
w=i(3)

und i, =m,
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entwickelt. Um nunmehr

i, = f(v)
zu bilden, setzen wir
E=i£.£=ii_".v=£vl). (165)
i Iodeo ¢

Hierin ist s ein bekanntes konstantes Vektorverhaltnis und »
ein reeller Zahlenwert, der zwischen 4-oco und —oo variiert.

Setzen wir den Wert I—E aus Gl (165) in Gl. (148) ein, so er-
halten wir: !

b,
i*1+?”)_d+bwa (166)
=& A

1_}_%@ ¢+ bdv

Diese Gleichung gibt fiir

v= 0:i,=1,

v=o0:i,=f¥.
In dhnlicher Weise kann die unter 2. entwickelte Kreisgleichung
fiir veranderliche Werte von ¢ als Funktion eines reellen Para-

) 41‘) In der Einleitung zu diesem Abschnitt hatten wir |jzo| = || an-
genommen, so daB das Vektorverhiltnis 1—212 lediglich eine Verdrehung,
aber keine GroBenverinderung eines Vektors zur Folge hat. Auf diese
Einschrankung kann hier verzichtet werden.

2) Nach der symbolischen Methode wird diese Gleichung meist in
der Form o ?[ + By
P+ Dy
geschrieben, worin %, B, €, ® komplexe Zahlenwerte darstellen. Wir wollen
diese Ausdrucksweise mit unserem Ausdruck 1 und 2, Gl. (166), vergleichen.
Wiahlen wir den Ausdruck 1, so ist € =1 zu setzen, und es miissen % und B
Vektoren, ® dagegen ein Vektorverhiltnis bedeuten. Man ersieht hieraus,
daB die symbolische Rechnungsweise keinerlei AufschluB gibt iiber die
MaBeinheiten, nach denen die einzelnen GroéBlen zu messen sind, denn
A und B sind tatsiachlich Stromvektoren (MafBleinheit: Amp), wihrend D
1 A
ein Vektorverhiltnis (MaBeinheit: Volt bzw. P
Volt Amp
aber mit der Ausdrucksweise 2, so sind U und B Kreuzprodukte von
Vektoren (MaBeinheit z. B. Volt-Amp.), € und ?® dagegen Spannungs-
vektoren (MaBeinheit Volt). Die symbolische Methode ermangelt hier einer
dringend erwiinschten Klarheit.

) ist. Vergleichen wir
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meters v entwickelt werden, indem man ¢ = v -z setzt und das

Vektorverhaltnis J% in seine beiden Komponenten % =c¢ und
—~ I

@ = v zerlegt, also i —
Jr _o.om

schreibt. Es soll aber hier nicht néher darauf eingegangen werden.

d) Kegelschnitte.

Bei der Behandlung der Kegelschnitte beschrinken wir uns
auf die Parameterdarstellung g = f(v).

Die allgemeine Gleichung eines Kegelschnittes — d.1i. einer
Kurve zweiten Grades — lautet:

AU+ Bmp 4 fe21)
T A4 Bv+ 2 ’
worin g, f, [, m Vektoren, 4, B reelle konstante Zahlen und v
einen zwischen oo und —oo veridnderlichen reellen Zahlen-

wert bedeuten, so daBl nur im Zahler Vektoren vorkommen. Der
Beweis ist folgendermaflen zu erbringen: Aus Gl. (167) ergibt sich:

=04+ @E—mBv+ (x—Hv*=0. (168)

(167)

1) Diese Form der Gleichung entsteht aus der allgemeinen Form
_ Cl+ Dw'v + Efo?
t= F + Gv 4+ Hv?

fir v= 0:¢ =1 (Leerlaufsvektor) und

fir v =00 : ¢ =¥ (KurzschluBvektor)

Soll sich

ergeben, so ist F=C und H =E zu setzen. Dividiert man Zahler und
Nenner durch E, so ist

C D ’ -
_EI—}—Emz—i—fv
t= ¢ @

4 2
E+Ev+v

%:A und %:B, 80 ist
Al 4+ Bmov 4 fo?
E="Ar Bt
Es ist daher stets moglich, durch Anderung der Betrige der

Vektoren gleiche reelle Faktoren (4, B, 1) im Zihler und Nenner des
Bruches zu erhalten.

Setzt man ferner‘ %m’ = %m,
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Wir nehmen nun ein beliebiges recht- oder schiefwinkliges Ko-
ordinatenkreuz an, zerlegen r, f, [, m in ihre Komponenten
L, HE, L1, mym, und bestimmen die Schnittpunkte einer
Geraden p; = const mit der Kurve, indem wir ihre Ordinaten g,
berechnen.

Setzt man in Gl. (168) r; = ¢, ein, so entsteht eine quadratische
Gleichung in v:

(¢; — )4 + (¢ — my) By + (¢; — f)v2=0. (169)
Es gibt daher zwei Werte, v’, v/, welche der Gleichung geniigen.

Da ferner __AI2+Bn}21)—l—f2f 170
L=74 + Bv + @2 (170,

ist, so erhilt man durch Einsetzen obiger Werte v bzw. v’ zwei
Werte t; bzw. p fiir r,. Die Kurve besitzt daher mit der ganz be-
liebig angenommenen Geraden zwei Schnittpunkte und ist somit
eine Kurve zweiten Grades. Sind o', v’ reell, so sind auch z;, 7
reell; sind o', »” dagegen komplex, so gilt dieses auch von
1}, ©y. Ist schlieBlich »' = v, so tangiert die Gerade die Kurve.

Die Art des durch GI. (167) dargestellten Kegelschnittes —
Ellipse, Parabel, Hyperbel — wird durch die Konstanten des
Nenners bestimmt. Wird dieser gleich Null, so wird f =o0o.
Dieses ist der Fall fiir

v=—3(ByB—44). (171)

Je nachdem die Diskriminante

B2 —44=0

ist, sind die beiden Wurzeln v;, v, der Gl. (171) reell (aber un-
gleich), gleich oder komplex:

B2 — 44 >0 entspricht daher einer Hyperbel,

B2_44—=0 ) ), ,,» Parabel, (172)
B2 __-44<0 ' . ,»  Ellipse.
1. Parabel.

Da fiir die Parabel B2 — 4.4 =0, also 4 =1} B2 ist, so ver-
andert sich Gl. (167) in ‘

_i1B 4+ Bmot+ it 1B((—D+ Bm—fo 173

T 1B+ Bvtr GB o - U1

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 5
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Der letzte Bruch 1aBt sich weiterhin in zwei Partialbriiche zer-
legen, die v nur noch im Nenner enthalten:

Bm—¥f 1B({+f—2m)

r=t 174
=1 NE e T GBtor (74
Setzt man hierin - 1B

W= gy (175)
8o ist r=f4+2(m—Hw+ ((+f—2m)w (176)

Gl. (175) und (176) geben fiir
v= 0: w=1 und =1,
v ==00: w=0 und r =1,
v=-—31B: w=o00 und ¢ =oo.
Gl. (176) 1aBt sich einfacher
schreiben :

t=Ff+aw 4 bw?  (177)
worin

a=2(m—f¥) (178)
und

b=1+4+f—2m (179)
gesetzt ist. Die verdnderlichen Werte v und w entsprechen
zwei Punktreihen, deren gegenseitige gesetzmaBige Abhiangigkeit
durch Gl. (175) gegeben ist.

Gl. (177) entspricht einer bekannten Konstruktion der Parabel
aus dem Vektor f, einem Durchmesser b und einer zu ihm kon-
jugierten Sehne a. Die Punkte der Parabel sind in Abb. 48
fiir die Werte

w=-40; 0,2; 04; 0,6; 0,8; 1,0; 1,2;

w?= 0; 0,04; 0,16; 0,36; 0,64; 1,0; 1,44.
konstruiert, wobei die drei Vektoren f, a und b als gegeben an-
genommen und b willkiirlich in die Ordinatenachse gelegt ist.

Der Vektor f = O K zeigt fiir den Wert w = 0 die Verschiebung
des Punktes K der Kurve gegen den Ursprung O an. Die Tangente
im Punkte K ist ||a. Die Abbildung zeigt die Zusammensetzung
des verinderlichen Vektors £ = OP aus den drei Teilen

f=0K, bw2=KQ, aw=QP.
Setzt man statt 4w —w, so riickt der Punkt P nach P’.
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Fir w=1 ist t =1f+ a + 0 entsprechend dem Punkte L.
Aus GI. (178), (179) ergibt sich aber
a+b=0—f=—(—-1). (180)

Zieht man daher in Abb. 48 O D parallel und gleich KL, so muf}
OD = a + b sein, wie auch die Zeichnung zeigt.
2. Hyperbel und Ellipse.
Die allgemeine Gleichung des Kegelschnittes
_ Al4 Bmv fe?
T A4+ Bv+?
laBt sich noch auf eine einfachere Form bringen, die sofort die
Art des Kegelschnittes erkennen laf3t:
A(l—f) +B(m—1¥f)v (182)

(418 + [+ 3]

(181)

r=I+
Setzt man hierin
(183)

und zur Abkiirzung

C=(4—1B%); p=A(—f)—3B*(m—¥); q=B@m—1), (184)

so ist B
o A(l—f) — iB2(m—f) + Bm—fH)w =
=%+ (U 1B% + u? (185)
oder . 1 1
_ b qw w

1) Es failt auf, daB Gl. (186) nur vier Konstanten fpqC, von
denen drei zweidimensional, eine eindimensional ist, Gl. (181) dagegen
deren fiinf, f{m AB (davon drei zweidimensional, zwei eindimensional),
enthalt. Der Unterschied ist darauf zuriickzufiihren, daf} p und q, wie
auch Abb. 49 erkennen 1aBt, konjugierte Durchmesser der Hyperbel sind.
Diese Tatsache ist gleichwertig der fehlenden eindimensionalen Konstante.
Dagegen lassen sich natiirlich nicht durch die vier Konstanten der
Gl. (186) riickwirts die fiinf Konstanten der Gl. (181) ausdriicken. Auf die
Ermittelung von | und m muflte daher in der Abb. 49 verzichtet werden.
Der Leetlaufspunkt [ (fiir » = 0) kann daher ein beliebiger Punkt der
Hyperbel sein. Ist derselbe gewdhlt, so ist auch m bestimmt.
¥
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&) Ist C = 4 — | B?negativ, so gibt es zwei Werte von w, nim-
lich w, = —}-]/—70 und w, = —} —C, die den Nenner des zweiten
bzw. dritten Gliedes der Gl. (186) zu Null werden lassen. Fiir
diese Werte von w wird ¢ = oo . Der Kegelschnitt ist daher eine
Hyperbel, deren Asymptoten parallel zu den Vektoren p - q}/j
bzw. p—q} —C verlaufen.

In Abb. 49 ist die Konstruktion der Hyperbel fir ¢ = —4
dargestellt an Hand der nachfolgenden Zahlenreihen fiir

1 wo
W C+u’ C+u?’
:—4’
= —5 —4 -3 —2 -1 0 1 23 4 5
= 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25
= 21 12 5 0 —3 —4 —3 05 12 21

0,0476 0,083 0,2 oo —0,33 —0,25 —0,33 o0 0,2 0,083 0.047¢€

=—0,238 —0.333—-0,6 —c0 0,333 0 —0,33 0,6 0,333 0,238

~1f f Beispielsweise ist fiir
w=23 der Vektor r; =1
+0,2p +0,6q und fir
w = —3 der Vektor g, = f
+0,2p —0,6q und die
Parallelen zu den Asym-

. tl/frdu// ptoten p 4 ¢ 1’/12: b
b4z 7 +2q und p—qf+4=

L
/

\ / p—2q bzw. 0,1(p + 2q)
Gpz und 0,1(p — 2q) einge-
’ // tragen.

p) Ist C=4 — LB
4 >0, so gibt es keinen
Wert w, der den Nenner
des zweiten bzw. dritten
Gliedes der GIl. (186) zu
Null macht; ¢ kann daher nicht oo werden, und die Kurve ist
eine Ellipse.

In Abb. 50 ist die Konstruktion derselben fiir ¢ = 44 an
Hand nachfolgender Zahlenreihen dargestellt: '

Abb. 49.
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w=—3>3 —4 -3 -2 —1 0 1 2 3 4 5 oo,
w?= 25 16 9 4 1 0 1 4 9 16 25 oo
-wr= 29 20 13 8 5 4 5 8 13 20 29 oo,
L
i 0,0345 0,050 0,077 0,125 0,200,250,200,1250,077 0,050 0,0345 O,

g-.z-z —0,1725 —0,20 —0,231 —0,250 —0,20 0 0,200,25 0,2310,20 0,1725 0.

Beispielsweise ist fiir w = 3 der Vektor

r, =14 0,077p 4+ 0,231q
und fir w = —3

1, =+ 0,077p — 0,231

dargestellt.

y) Es ist noch zu untersuchen, unter welchen Bedingungen
die durch Gl. (186) und Abb. 50 dargestellte Ellipse in einen
Kreis degeneriert. Bezeichnen wir in Abb. 50 die beiden zuge-
ordneten Halbmesser der Ellipse mit a, b, so mul} fiir den Kreis

alb (187)
stehen und la] = || (188)
sein.
Aus Gl (187) ergibt sich
plg. (189)
Ferner ist fiir w=0, d. i. fir dem Punkt 4, mnach
GIl. (186)

, p
— = =2a ==
r—f=K4 =,
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daher

e SR
a_za_.KM_Cer_j_,g, (190)

wenn wp der Wert von w ist, der dem Linienzug OKMB ent-
spricht. Daher ist

wy =0, wy=7)C (191)
und nach GI. (188), (190) und (186):
o] _ VClal _/c
C + wQB_ C +w2 oder Ipl—]/olq[ (192)
Die Gleichung g Rt p+aquw (193)
C 4 w?
ist daher eine Kreisgleichung, wenn
pLqund [p|=Clq|
ist.
In Abb. 51 ist fiir C' = 4, also |p| = 2|q| und die Zahlenreihen
w=—4 —3 —2 —1 0 1 2 3 4 00,
w2= 16 9 4 1 0 1 4 9 16 oo,
4+4+w2= 20 13 - 8 5 4 5 8 13 20 oo,
L= 0,05 0,077 0,125 0,20 0,25 0,20 0,125 0,077 0,05 O,
44 w?
—ﬂ*:—O,ZO —0,231 —0,250 —0,20 0,0 0,20 0,25 0,231 0,20 0.
44 w?

der Kreis dargestellt.
Wir haben fiir die Kreisgleichung drei verschiedene Formen
aufgestellt :

=1;i§1@=f+l—illif) (148) |l z—bﬁ (1482)

z & ¢

GRS R (G ) | p—p=U=D

=T _f+c+bv (166) | r—f= c T ov (166a)
p+qw | P+ qw

r=tt+ e (193) | x—f=g = (1939)

mit p L q und |p|=}Clq|.
Die ersten beiden Spezialkreisgleichungen haben unter dem
Bruchstrich die Summe zweier ungleichgerichteter Vektoren, die
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letzte, welche aus der allgemeinen Gleichung eines Kegelschnittes
entwickelt ist, dagegen die Summe zweier reeller Zahlen. Es muf}
sich daher z.B. Gl. (166a) in die Form der Gl. (193a) verwandeln
lassen. Diese Umwandlung soll nachstehend durchgefiihrt werden,
da sie gleichzeitig zeigt, wie man die Vektorsumme im Nenner
eliminieren kann, ohne sich dabei komplexer Zahlen wie nach
der symbolischen Methode bedienen zu miissen.

In Abb. 52 seien OC =c¢, OD =b, OD,=bd; das Spiegel-
bild von bp; C4 =bdv, CB=b,v das Spiegelbild von (Cd4;
04 =c¢+dv, OB =c¢ + dbyv das Spiegelbild von 0A4.

Abb. 51.

Wir multiplizieren Zihler und Nenner in GIl. (166a) mit
¢+ Db .
¢+ s =B c+ gy
¢+ dv ¢+ bsv
und beachten, daBl nach Gl. (93)

bol
@+mm+mm:@“ﬁf — (OF)2

(194)

gleich dem Quadrat eines Vektors in der Richtung ¢ und vom
Betrage |c 4 db|, und nach dem Kosinussatz

2
le+dof2=]c[2+2 ]!b[vcos¢p+[b[202—|c|2(1—|-2|{ i’ucoscp—}—{ !2 )

ist. Dann ergibt sich

(¢ +0o9)(c + dsv) =2 (1—|—2| !vcosqo—{—:%'lﬂ) (195)
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Setzen wir hierin

w = F—?—I‘v + cosg,
so wird

(c+dv)(c + dsv) = 2 (1 4 w?— cos?¢) = 2 (w? -+ sin? ),

daher | |
r—f—= C(I—f)(c+b§v)_r_ C+bg[b| w — Cos )
L T2 (w?+ sing?) ¢ sin @2 + w? ’
| ([pl) H v (196)
EERES (s nf5joons) + mpy
’ I sin @ 4 w?

Hierin bedeutet'bg%l einen Vektor von der Richtung d; und

dem Betrage |c|, also gleich OF und b ¢ lcostp = OF, wenn
g g 3 B

CF 1 OF gezogen ist. Daher ist

el
C‘_‘bg

5] COSP = FC=0Csing.
|

Setzen wir

el ¢l :
C—D0gr—cos@p =19, Dzg—= und sing2=20C,
Ih[ @ p §!b[ q ¥
so erhilt Gl. (196) die Form
=% p+quw
J—f———c T wt (197)

Der konstante Faktor ! : f in dieser Gleichung stellt aber lediglich

eine konstante Verdrehung und Lingenanderung des durch
g_:_q > gegebenen Vektors dar. Da aber %_:_q;; nach GI. (193)
einem Kreis durch den Ursprung entspricht, so ergibt Gl. (197)
gleichfalls einen Kreis durch den Ursprung, dessen Durchmesser
lediglich in seiner Richtung und GréBe verdndert ist. Ist im

besonderen I————f= 1, so sind beide Kreise nach GréBle und Lage
kongruent.
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e) Kurven dritten und hoheren Grades.

Die iiberwiegende Zahl der Wechselstromerscheinungen 148t
sich durch Kurven ersten und zweiten Grades (besonders Kreise)
darstellen. Bei der Berechnung von Wechselstromverzweigungen
mit mehrfacher magnetischer Verkettung und besonders von
Kollektormotoren kommen aber vielfach auch Kurven héherer
Ordnung in Frage. Daher sollen auch diese nachstehend kurz
entwickelt werden.

Ahnlich Gl. (167) lassen sich Kurven dritten und hdheren
Grades entwickeln. So lautet die Gleichung einer Kurve dritten
Grades:

_ AU+ Bmo 4 Cne? 4-fo31)

T A+ Bv+CortB
worin [, m, n, f Vektoren und 4, B, C, v reelle Zahlenwerte sind.
Setzt man den Nenner 4 + Bv + Cv2 493 =0, so ergeben
sich drei Werte v;, v,, v;, die dieser Bedingung geniigen, und
der Nenner 148t sich schreiben:

A+ Bv+ Co? + v® = (v — v)(v — 0p)(v — v3). (199)

Fir die Werte v, v,, v; wird daher ¢ = oo.

Gl. (198) enthilt im Nenner nur reelle Zahlenwerte, aber keine
Vektoren. Man kann aber auch dhnlich der Kreisgl. (166) Formeln
entwickeln, bei denen im Nenner Vektoren verschiedener Richtung
vorkommen. So ist

g—Ap + Bqv + Cxv?

; (198)

Z , (200)
1 + .D—t— v

worin wieder p, q, t, 3, t Vektoren und 4, B, C, D, v reelle

Zahlenwerte sind, gleichfalls eine Kurve dritten Grades. Denn

durch Multiplikation des Zahlers und Nenners mit dem Spiegel-

pilg L+ D5

Nenners gleichgerichtet [f(t2)], wihrend der Zihler eine Vektor-
funktion dritten Grades in v wird. Da die Konstruktion der-
artiger Kurven umstéandlich ist, gibt Bloch folgende, nach unserer
Berechnungsweise umgearbeitete, vereinfachte Konstruktions-
weise an:

1) Siehe SchluBsatz der FuBnote zu Gl. (167), S. 64.

des Nenners gegen t werden die Vektoren des
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Nach derselben Punktreihe v =0, 1, 2, 3,... werden die
Vektoren £, —a+bo (201)
einer Geraden und nach GIl. (166)

D
. b T 202)
y = =
¢+ dv 14 _t:_ »

eines Kreises, den wir uns durch Inversion der Geraden ¢ - dbv
entstanden denken, konstruiert und geometrisch addiert; dann ist

I+%fv (a+bv)(1 —}—%v)—i—I—i—Efv

b

I=n-+r=at+bo+ = o
l—l—zv l—}——cv

, (203)

@0+ [0+ 2@ pforse
= ¢ - ¢ (204)
1‘-[’**6*17

nach Gl. (200) der Vektor einer Kurve dritten Grades. Es ist
nun erforderlich, die fiinf Konstanten (Vektoren bzw. Vektorver-

haltnisse) der Gl. (204), namlich a, b, E— , I, fdurch die gegebenen vier
Konstanten der Gl. (200), nimlich Ap, Bq,Cr, D—— auszudriicken.

Dabei ergibt sich, daf} iiber eine Konstante der ersten Reihe noch
frei verfiigt werden kann. Wir setzen daher f = 0, benutzen also
fir Gl. (202) einen Kreis, bei dem der KurzschluBpunkt K mit
dem Ursprung O zusammenféllt. Dann ist zu setzen:

a+1=A4p; b—i—%a:Bq; b—bc—=0r; %:D%. (205)

Daraus ergibt sich

) 3 c c

. . — . = —aq. 206
——c_D—t, b_Orb, a=(Bq b)b, [=4p—a (206)
In Abb. 53 ist die aulBerst einfache Konstruktion der Kurve

dargestellt :
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Gegeben sind in Abb. 53a die Vektoren 4p = OE, Bq = OF,

2 H .
Cr=0G und das Vektorverhiltnis Ds _ %j . Wir kon-
struieren nun der Reihe nach die Vektoren 0, a, [ unter Benutzung
D & OH .. .
des gegebenen Vektorverhaltnisses 2 Bt-q =07 (Uber die
¢

GroBe der Vektoren ¢ und d verfiigen wir erst spiter.) Um

b=Cr % =Cxt Dié% zu konstruieren, tragen wir an Cr = O@

das AGOK~AHOJ an, dann ist OK =0. Ferner ist

a=(Bqg—0D) % zu bilden. Zu dem Zwecke konstruieren wir

Bq—b=0L, indem OL||KF und FL||KO gezeichnet wird. Um

Bq— b = OL mit dem Vektorverhiltnis % = —Dt— zu multiplizieren,
9

konstruieren wir das A LOM~> A HOJ und finden a = OM.
SchlieBlich ist noch [ = Ap — a zu bilden, indem ON||ME
und EN || MO gezeichnet wird. Dadurch ergibt sich { = ON.
Um die Lage des Vektors ¢ = OP festzulegen, beachten wir, daf3
der Vektor der Geraden ¢ -+ dv, durch deren Inversion der durch
Gl. (202) gegebene Kreis entstanden ist, fiir v =0 gleich ¢ ist.
Dem Wert v =0 entspricht aber nach Gl. (202) r,=1[(. Die
Vektoren ¢ und [ sind somit spiegelbildlich zugeordnete Werte,
und der Winkel NOP zwischen ¢ und | wird daher durch die
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Abszissenachse OX halbiert, da das Spiegelbild ¢’ von ¢ mit | zu-
sammenfallen mufl. Dadurch ist die Lage von ¢= OP und
entsprechend die Lage von b= 0@ gegeben, da das Vektor-

verhaltnis % bekannt ist. Dagegen sind die Betrige von ¢ bzw.

D nicht festgelegt. Einen derselben, z. B. ¢ = OP kénnen wir be-
liebig wahlen. Wie aus Abb. 53¢ hervorgeht, in der die Inversion

/ S Yy
// 840
X.
/ /
"y
/o/ / /6ﬁ
6
Y
/4 ) OB
S o2 AN\
¢ 4 AN
YV 3
Y N
17 7 _/h\\\\\\ J//,o
. \\\\ \--\\ 6/0
~ > -
Abb. 53c. NN
SO o
~
~
~

der gespiegelten Geraden ¢’ + d'v durchgefiihrt ist, hat auch nur
das Verhaltnis 507, aber nicht der Betrag von ¢’ und 9’ EinfluB

auf die Lage und Grofle des Kreises. Wiirde ¢’ und b’ doppelt so
grol gewahlt sein, so wiirden die einzelnen Strahlen des Strahlen-
biindels die gleiche Lage haben. Die Vektoren a, b, ¢ sind aus
Abb. 53a nach Abb. 53b iibertragen und die zur Inversion der
Geraden ¢+ dbb erforderlichen Spiegelbilder ¢’ und b’ in dieser
Abbildung dargestellt und der Vollstandigkeit halber auch der
Vektor f der Inversionspotenz (durch einen Kreis, der durch die
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Spitze von [ und ¢’ geht und die Abszissenachse in der Spitze
von f tangiert) ermittelt. In Abb. 53b ist ferner die Gerade
a + bv dargestellt (von der kein Spiegelbild erforderlich ist). Die
Vektoren [ und b’ sind in Abb. 53b bzw. ¢ mit einer Teilung
versehen, um die Werte bv bzw. D'v ohne weiteres abgreifen zu
kénnen. In Abb. 53¢ sind nun die Vektoren KL =1, ¢’ und b’
von dem vorldufigen Ursprung K aus aufgetragen und KM ' b’
gezogen. M ist der Mittelpunkt des durch K und L gelegten
Inversionskreises, M liegt daher senkrecht iiber der Mitte von K L.
Sodann sind von K aus Strahlen nach den Punkten - b,
50, 50, ... gezogen, welche auf dem Kreise die zugehorigen
Punkte 4-2, 4, 6, . . . ergeben. Von diesen Kreispunkten aus sind
die zugehorigen Vektoren -7 b, 0, &b, ... parallel b (Abb.53b)
angetragen und dadurch die zugehoérigen Punkte -2, 4, 6 der
Kurve dritten Grades ermittelt. Schliellich ist nach Gl. (201)
noch der konstante Vektor a zu addieren. Zu dem Zweck wiirde
die Kurve um den Vektor a zu verschieben sein. Statt dessen
denken wir uns den vorldufigen Ursprung K in der Richtung —a
nach O verschoben. In der Abbildung ist beispielsweise fiir den
Punkt P, der Vektor y, eingetragen. Es ist

5= OK + KQu+ QuPs=a+ L -2t +060=0P,.
Dem v =oco entsprechenden Punkt der Geraden ¢4 d'v ent-
spricht der KurzschluBpunkt K auf dem Kreise; von diesem
Punkte aus ist der Strahl bw, also b-oco anzutragen. Ziehen
wir daher ¢||b, so ist g die Asymptote der Kurve.

Die Gleichung einer Kurve vierten Grades kann nach Art
der GI. (198) bzw. (200) lauten:

_ Al+Bmo + COne? + Dps + fof

A+ Bui OF T Dbt ot (207)
oder
g:Am -+ an+0~),)v2+Dq1*3 (208)
1+ E —Z— v
oder auch
Am—{—an%—Civa?r - (209)

£:@+D%QO+E%Q
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Gl. (207) zeigt im Nenner nur reelle Zahlenwerte, d. h. ungerichtete
Groflen, Gl. (208) und (209) dagegen Vektoren bzw. Vektorverhilt-
nisse. Gl. (209) konnen wir uns folgendermafBen -entstanden
denken. Bildet man die Inversion der GI. (200):
3
CZ 1 + D —t— v

D“f_A—p—i—qu—[—Cmﬂ
und addiert zu 1 einen konstanten Vektor a, so entsteht eine
Gleichung von der Form der Gl. (209):

(¢2+4 4 pa)+ (cthi—{—Bqa)v—{— (Cra)v?

aty= Ap 4+ Bqv + Cro?
Man erhilt daher durch Inversion einer Kurve dritten Grades
eine Kurve vierten Grades, die durch den Ursprung geht, und
durch Addition eines konstanten Vektors die Kurve in allge-
meiner Lage. Auf diese Weise kann man Kurven héheren Grades
aus solchen niederen Grades entwickeln. In dem letzten An-
wendungsbeispiel, Abschnitt K, Abb. 109, ist eine Konstruktion
fir eine Kurve vierten Grades gegeben unter Benutzung des
Vektorverhiltnisses von zwei einfach zu konstruierenden Parabel-
vektoren.

2 (210)

(211)

M. Beriicksichtigung der Eisensittigung.

In dem Kapitel C iiber Vektorverhiltnisse (Scheinwiderstand,
Scheinleitwert) ist die Voraussetzung gemacht, daB der durch ein
Vektorverhiltnis gekennzeichnete Scheinwiderstand bzw. Schein-
leitwert eines Stromzweiges eine Konstante ist, d.h. daB die
Klemmenspannung dem Strom proportional, und daB die Phasen-
verschiebung zwischen ihnen unverinderlich ist. Diese Annahme
ist bei Stromzweigen berechtigt, die kein Eisen enthalten, bei
eisenhaltigen Spulen aber nur, soweit deren Belastung auf dem
geradlinigen Teil der Charakteristik liegt. Da die Verwendung
konstanter Vektorverhaltnisse die Berechnung von Stromver-
zweigungen dullerst iibersichtlich gestaltet, so wird man sich der-
selben soweit als zuldssig bedienen und vielleicht nur das ge-
wonnene Resultat einer Korrektur unterziehen, z. B. bei der
Berechnung von Transformatoren und Maschinen, indem man
den Einfluf} der Sattigung durch Rechnung oder Versuch bestimmt.
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Es kommen aber bisweilen Fille vor, bei denen der Grad
der Sattigung das Resultat ausschlaggebend beeinfluflit oder bei
denen die Eisensattigung gerade dazu benutzt wird, um bestimmte
Effekte zu erzielen oder Betriebsstérungen zu vermeiden. Ein
solchér Fall liegt z. B. bei den ErdschluBspulen vor, bei denen
eine moglichst gute Resonanzeinstellung zwar den ErdschluBstrom
erwiinschterweise herabsetzt, aber die Unsymmetriespannung des
Netzmittelpunktes gegen Erde erh6ht, ein Nachteil, dem durch
entsprechende Eisensattigung entgegengearbeitet werden kann.

Bei einer eisenhaltigen Drossel ist der Scheinwiderstand —l—

. 30

bzw. der Scheinleitwert (% nur fir den geradlinigen Teil der
2

Charakteristik eine Konstante. Fir den tbrigen Verlauf der-
selben #@ndern sich diese Vektorverhiltnisse stetig, und zwar
sowohl in bezug auf das Verhéltnis der Vektorbetrige,
ﬂL bzw. ﬂl—, wie auch auf ihren Phasenwinkel ¢.
RS |Go|

A.Matthias hat in einer Abhandlung ,,Uber das Verhalten
der Erdschlullspule im Betrieb* (Arch. f. Elektrotechnik 1923,
S. 391) die Berechnung unter Benutzung von Vektorverhaltnissen
auch auf eisenhaltige Spulen ausgedehnt. Wir folgen hier im
wesentlichen seinem Gedankengang, der zu einem graphischen
Naherungsverfahren fiihrt, welches nachfolgend zu einem absoluten
graphischen Verfahren erweitert wird. Matthias gebiihrt aber
das Verdienst, zuerst die verdnderlichen Vektorverhaltnisse in
die neue Berechnungsweise eingefithrt zu haben. Bei dieser Be-
rechnung werden auflerdem die — mit der Stidrke der Magneti-
sierung — verdnderlichen Eisenverluste der Spule beriicksichtigt.

Es ist tblich, die magnetische Charakteristik einer eisen-
haltigen Spule bei Belastung mit Gleichstrom in rechtwinkligen
Koordinaten darzustellen, wobei die Amperewindungen (oder auch
die Feldstirke $) als Abszissen und die zugehorigen Kraftlinien-
zahlen (oder auch die Induktion %) als Ordinaten aufgetragen
werden. Wahlt man fiir die Speisung der Spule mit Wechselstrom,
d. h. fiir eine zyklische Magnetisierung derselben, die gleiche Dar-
stellungsweise, so ist zu beachten, dal der KraftfluB oder die
ihm proportionale, vektoriell um 90° nacheilende EM K der Spule
nur von dem Magnetisierungsstrom, d.h. der Blindkomponente
des Stromes, erzeugt wird, aber nicht von der Wirkkomponente,.
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die im wesentlichen zur Bestreitung der Kupfer- und Eisenver-
luste (Wirbelstrome und Hysteresis) verbraucht und daher auch
Verlustkomponente genannt wird. Fir unsere Berechnungen
miissen wir dagegen das Verhaltnis der EMK zum Gesamtstrom
(d. i. die geometrische Summe des Blind- und Wirkstromes) bilden.
Nach der Darstellung von Matthias (Abb. 54) bedeutet fiir eine
bestimmte Magnetisierung OA4.den Magnetisierungsstrom, 4B die
zugehorige, im gleichen Strommafstab aufgetragene Verlust-
komponente und AF = OFE die zugehorige, im Spannungsmalf-
stab gemessene EMK der Spule. Dann ist ng das Vektorver-
haltnis, welches fiir die vorliegende Magnetisierung den Schein-
leitwert der Spule angibt. Bei einer Anderung der Magnetisierung
wandert der Punkt B auf der Verlustkurve b nach By, B,, ...,
wahrend gleichzeitig der Punkt F auf der Magnetisierungskurve m
nach F,,F,, ... und der Punkt £ auf der Ordinatenachse nach
E,,E,, ... wandert. Verbinden wir zur besseren Ubersicht die
zusammengehdorigen Punkte £ mit B, E, mit B,, E, mit B,, .. .,
so wird der veranderliche Scheinwiderstand durch die Vektor-
OE OE, OE,
OB’ OB,” OB,’
Spannungs- und OB im Strommaf{stab zu messen ist.

Die SchluBlinien £B, E,B,, E,B,, ... verlaufen nicht parallel,
und die Richtungen des Gesamtstromes OB, OB,, OB,, . ..
fallen nicht zusammen, woraus schon #uBlerlich die Ungleichheit
der Vektorverhaltnisse zu erkennen ist. Nur fiir Punkte der
Magnetisierungslinie m, die unterhalb K, d.h. auf dem gerad-
linigen Ast der Magnetisierungslinie, liegen, z. B. L, verlaufen
die SchluBllinien, z. B. E By, EyBy, parallel. Hieraus ergibt sich,
daf} das Vektorverhaltnis fiir Punkte zwischen O und K konstant
und nur fiir jenseits K liegende Punkte veridnderlich, und zwar
zweifach verdnderlich ist.

Bezeichnen wir die verinderliche EMK mit e, = OE, und
den zugehdrigen Gesamtstrom mit i, = OB,, so ist in dem

verhéaltnisse . dargestellt, worin OF im

Vektorverhiltnis leg—: i, =f(e,) oder e, =g¢(i,).

:
Da die Richtung von e, konstant (Richtung der Ordinaten-
achse) gewihlt ist, so kénnen wir dhnlich wie frither eine kon-

. . i 1 .
stante Bezugsspannung ¢, wihlen und E— = e—g setzen, worin nur
o &
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der Vektor i, nach Richtung und GroBe verdnderlich ist. Wir
wihlen vorteilhaft €, = OE; und finden beispielsweise fiir den

20,

|
|
|
!
|
|
|

~
~_ | £ Wrtusthurve
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Punkt F den Vektor j, indem wir E{C ||EB ziehen und den
Schnittpunkt ¢ mit dem Strahl OB konstruieren, dann ist OC = j.
Indem wir die Konstruktion firr alle Punkte £, B, E,, By, . .

durchfiihren, finden wir die Punkte C, C,, C;, Cy, d. h. j,j;, 2, ;>

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 6
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oder den Verlauf der {-Kurve. Schliefllich bezeichnen wir die
C-Punkte noch mit den zugehdrigen Spannungen 0 bis 15, 20,
22, 24, 26 Volt (in dem Beispiel Abb. 54 ist €, = OE; = 15 Volt)
und sind damit in der Lage, zu jedem Dreieck OEC das zu-
gehorige Dreieck OEB zu rekonstruieren, indem wir das Drei-
eck OE;C im Verhdltnis der Spannungen, z. B. %, vergroBern.
Fiir Spannungen zwischen 0 und 15 Volt liegt der Punkt C; (= By)
fest, und nur fiir héhere Spannungen wandert der Punkt nach
C,, 0y, C, die j-Kurve beginnt daher erst im Punkt C; und
erstreckt sich nur nach rechts bis C bzw. dariiber hinaus.
Der Vektor i, ist daher ein MaB3 fiir den verénderlichen Schein-
leitwert.

Vorstehend haben wir die Richtung von e, bzw. €, festgehalten;
wollen wir dagegen den (verdnderlichen) Scheinwiderstand be-
stimmen, so miissen wir die Richtung des Stromes i, bzw. die
eines Bezugsstromes , festlegen, wofiir vorteilhaft , = 0G4
gewahlt wird. Dieses ist in Abb. 54a geschehen, indem
AOGiHy~> AOByE; konstruiert wird. Dann ist (O)g: i’
das Vektorverhiltnis, welches den Scheinwiderstand fiir den
Punkt K der Magnetisierungskurve angibt. Klappen wir in gleicher
Weise die Dreiecke

B,0E,, B,OE,, BOE
in die Lagen
G,0H,, G,0H,, GOH
um, und ziehen durch den Punkt G, die Parallelen
D,Gy, D,Gy, DG,
zu den SchluBlinien
H,G,, H,G,, HG,
so wird das veridnderliche Vektorverhaltnis durch
0D, {, OD, i oD {

Fo Fp D T D
dargestellt. Die Kurve DyD ist daher die gesuchte f-Kurve
und zeigt gegeniiber der j-Kurve einen umgekehrten Verlauf.
Zur Vervollstandigung tragen wir noch fiir die D-Punkte die
zugehorigen Stromwerte, und zwar fir Dy (0 bis 3,5 Amp),
D, (9 Amp), D, (12,5 Amp), D (16,3 Amp) ein.
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Diese etwas umstindliche Konstruktion der j-Kurve bzw.
f-Kurve ist nur erforderlich, wenn die Eigenschaften der Magneti-
sierungslinie durch Rechnung gefunden werden miissen, indem
fir jeden Punkt derselben zuvor Blindstrom (Magnetisierungs-
strom) und Wirkstrom (Kupfer- und Eisenverluste) ermittelt
werden. Ist dagegen die Spule vorhanden und kénnen fiir ver-
schiedene Stirken der Magnetisierung die Werte e, i und eicos ¢ ge-

eicos
messen werden, so ist damit auch der Winkel (p(COstp = —‘ve {ji)
Lt
fiir jeden Punkt und das Verhéiltms? bestimmt. Es kann daher

an Hand der Messungen die e, i-Kurve ohne weiteres aufge-
zeichnet werden, wobei beispielsweise die e-Werte gleiche Richtung
erhalten, indem sie in die Ordinatenachse gelegt werden. Man
kann aber auch gleich einen Schritt weitergehen und die €,{-Kurve
auftragen. Setzen wir namlich

i, h_h

[ @p, el—@o.‘-’

so ist
)
h=h o

Wir brauchen daher die gemessenen Werte i,, i,, . . . nur mit den
¢ €

reellen Zahlenwerten e—o’ = . ..zu multiplizieren und die so ge-

1 €
fundenen Werte j;, j,, . . - unter den Phasenwinkeln ¢,, ¢,, ...

anzutragen, um so ohne weitere Zeichenarbeit die j-Kurve zx
erhalten. In gleicher Weise finden wir die {-Kurve, indem wir

(e (oY
die Werte f; = e, «is_o’ fa =ty \;i, ... berechnen, indem wir ¢ mit
1 ~ 2
dem reellen Zahlenwert \Si—u multiplizieren, und f;, f,, . . . unter
den Phasenwinkeln — @;, — @,, ... an §, antragen.

Wir wollen nunmehr an zwei einfachen Beispielen die Ver-
wendung der f{-Kurve bzw. j-Kurve erlautern.

Das erste Beispiel betrifft die Hintereinanderschaltung von
Scheinwiderstanden und wird daher vorteilhaft durch Benutzung
der f-Werte behandelt, das zweite betrifft die Parallelschaltung

von Scheinleitwerten, die unter Benutzung der {-Werte berechnet
werden.

6%
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1. An einer konstanten Spannung € liege in Hintereinander-
schaltung eine ungesattigte Drosselspule mit dem konstanten

f1

(Scheinwiderstand) Vektorverhdltnis —~ und eine gesittigte

0
Drosselspule mit dem veréinderlichen Vektorverhiltnis (if— . Bs
Jo
sind der Strom J und die Spannungen ¢, , €, an den beiden Spulen

zu bestimmen.

/5" Amp. Diese Aufgabe ist
oK . .

// / so einfach, daB sie,

VAR B =7 wie Abb. 55 zeigt,

/ / .. .

s » miihelos auch mit

yd % A Vektorverhaltnissen

Y il d / ohne konstante

7 s Bezugseinheit zu 15-

\ i (‘2=7 sen ist. Der Vorteil

\ / der Benutzung einer

7 konstanten Bezugs-

einheit zeigt sich erst
bei  verwickelteren
Stromverzweigun-
gen. Wir wollen aber
die Aufgabe ohne

l =< (Abb. 55) und mit
Vott zs ‘ ’ ; (Abb. 56) konstan-
o ' ter Bezugseinheit J,
I6sen.

In Abb. 55 ist zunichst angenommen, daB jede der beiden
Spulen einzeln von einem Strom konstanter Phase, aber verander-
licher Stirke durchflossen wird. Der Strom wird von i; bis i,, 1, i
veréandert, dabei wachst die Spannung an der gesattigten Drossel
von e bis e,, ¢;, e, wobei sich die Spitze von e entlang der e-Kurve
bewegt, deren Ermittlung in Abb. 54a erlautert ist. Die Span-
nung an der ungesattigten Drossel steigt proportional dem Strom
von e; bis e}, ef, e¢’. Addiert man nun die zugehdrigen Span-
nungen (e;+ ef), (ep,+e3), (e;+e}), (e +e’), so erhalt man
eine neue Kurve My, M,, M,, M, welche die Summe der Spulen-
spannungen ergibt. Da aber diese Summe gleich der Netzspan-
nung € sein soll, so braucht man nur den Schnittpunkt der M-Kurve
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mit einem Kreis mit dem Radius € zu suchen und findet dadurch
sowohl die Spulenspannungen €,, €, wie auch den Strom J nach

GréB8e und Phase. In unserem Beispiel ist €, =¢,, €, = ¢} und
(e

O =1la-

Schlieflich ist es noch erforderlich, das ganze Bild um den
Winkel €, § im Uhrzeigersinne zu verdrehen, da die Phase von €
und nicht diejenige von { als festliegend anzunehmen ist.

Wir wollen nunmehr dieselbe Aufgabe unter Benutzung einer
konstanten Bezugseinheit J, fiir die beiden Vektorverhaltnisse
berechnen, um eine systematische Lésung fiir kompliziertere Auf-
gaben zu entwickeln.

Es ist
1. f
€= é% s €= %%S (212)
und
@=@1+@2=T—I§E3, (213)
0

worin f, eine Konstante
und f{, eine Funktion
von { ist. Bei der Auf-
stellung dieser Bedin-
gungsgleichung miissen
wir danach trachten, auf
der linken Seite einen
gegebenen konstanten
Vektor (€) zu erhalten,
um dhnlich wiein Abb.55
den Schnittpunkt einer
Kurve (M, M,, M, M,)
mit einem Kreis (€) zu
konstruieren.

In Abb. 56 sei D, D,, D,, Dy die nach Abb. 54a oder durch
Versuche ermittelte f,-Kurve fiir den veréanderlichen Vektor f,.
Bei den einzelnen Punkten dieser Kurve sind die Stromstarken
0 bis 3,5, 9, 12,5, 16,3 Amp, fir die sie gelten, eingetragen.
Die variablen f{,-Werte sind OD, OD,, OD,, ODy. Wir bilden
nunmehr den gleichfalls variablen Vektor f; + f,, indem wir den
Ursprung O um —f; nach O’ verschieben und die Strahlen
von O’ nach D, D,, D,, D; ziehen. Diese Strahlen f, + f, sind

Amp.
0’

\/ZyA

Your 25 20 75 o 5 o’
Abb. 56.
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lee

nach Gl. (213) mit den zugehdrigen reellen Zahlenverhaltnissen
zu multiplizieren, in unserem Beispiel also

o'D, 0'D,, 0'D,, 0D
mit 163 12,5 9
35° 35° 35’

Dadurch erhilt man die Strahlen
oM, O'M,, OM,, O'M,,

welche die Kurve M, M,, M,, M; ergeben. Ein mit der Span-
nung € um O’ beschriebener Kreis schneidet diese Kurve bei-
spielsweise in dem Punkte M,. Zieht man schlieBlich €, || 00’
und G, ||OD,, so ist das Spannungsdreieck €, + €, =€ ver-
vollstandigt. .

- Der Strom , der bei dem Punkte D, mit 9 Amp angegeben
ist, wird im Strommafstab, gemessen von O’ aus, vertikal auf-
warts angetragen. Zum Schlufl wird die ganze Figur im, Uhr-
zeigersinne so verdreht, daB € vertikal steht. .

2. Als zweites Beispiel behandeln wir den EinfluB3 des Ein-
baues einer Erdungsdrossel in ein unsymmetrisches Netz in bezug
auf die Veréinderung der Unsymmetriespannung und die GroBe
des ErdschluBlstromes (des sog. Reststromes) bei Erdschlul einer
Phase. Diese Aufgabe hat Matthias in.dem angezogenen Auf-
satz fiir ein Drehstromnetz durchgerechnet. Wir wollen die gleiche
Aufgabe zur Erleichterung des Verstédndnisses fiir ein Einphasen-
netz durcharbeiten. '

Abb. 57 zeigt das Schema ohne ErdschluBispule, Abb. 58 mit
ErdschluBlspule. In beiden Abbildungen sind 2e die Zentralen-

spannung, I—é, % die Scheinleitwerte der beiden Leitungen
gegen Erde, die im wesentlichen durch ihre Kapazitat gegen Erde,
daneben aber auch durch die Ableitungsverluste gekennzeichnet
sind und i bzw. i,, i, die Ladungsstréme. Als Bezugsspannung €
wihlen wir vorteilhaft € = 2e. Durch die Ungleichheit von j,

und i, entsteht in Abb. 57 die Unsymmetriespannung e, des

19).

1) Am einfachsten und iibersichtlichsten wird diese einfache Operation
mit dem Rechenschieber ausgefiihrt, da die graphische Durchfiihrung das
Linienbild verwirren wiirde. )
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Zentralenmittelpunktes gegen Erde. Durch den Einbau der Erd-

spule mit dem Scheinleitwert I—é in Abb. 58 #dndert sich die Un-
symmetriespannung auf den Wert eg.

Fiir Abb. 57 erhialt man

i= (e -+ eo) %—=(e—eD L (214)

HE

Vs -y .
B N )
CE GG T
Abb. 57. Abb. 57a. Abb. 57b.

woraus sich ergibt:

Jo — s
ep—¢€— . 215
’ 1+ 12 ( )

In Abb. 57a und b ist die einfache Konstruktion von e, an
Hand der Gl. (215) ausgefiihrt, indem das Aey,e A (j,—i;), (ot i1)
konstruiert ist. Ferner ist

C2e jide f1i2
== 216
Cii+ie  ditis (216)
Bei einseitigem ErdschluB, also beispielsweise fiir j, = oo, erhéht
sich der Wert von i auf

i, =i, (Abb. 57b); (216a)

ferner wird hierfiir

Ce=¢, (217)

AE | i
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d.h. e, andert seine Gr6Be und Richtung in erheblichem Ma@e.
i, ist gleichzeitig der ErdschluBstrom, der an der Berithrungs-
stelle der Leitung II mit Erde auftritt.

Fiir Abb. 58 dagegen ist

g =1, — 1, (218)
iy =(e+ es)I@‘ , : (219)
i; = (e — eg) &—2 ' (220)
daher 12 1 1
is=€2@=(€—€2)é—(€+eﬂ)é, (221)
i2 — il
eqg=2¢ P —— 222
£ |l PRl (222)
Dieser Wert in Gl. (220) eingesetzt, gibt fiir % = %:
: 12 - il iz iz 211 + iS
LL=|e—er—F | === - 223
: [ 4+ iel€ 2 4.+ s (223)

Bei einseitigem Erdschluf}, also beispielsweise fiir j, = oo, erhilt
man aus Gl. (223) den Reststrom i, zu
e =11 + 3je- (224)
In Abb.58a und b ist eg nmach GIl. (222) und i, nach Gl. (224)
ermittelt. Dabei ist |jg| etwas kleiner als |j, + j,| angenommen,
was einer Unterkompensation der ErdschluBspule entspricht. In
Abb. 58a sind die Vektoren j, —j,, j; + s +jg und i, + 3jg
gebildet, in Abb. 58b das Dreieck e, ege (j; + o + ig)s (ia — j1)
und i, =i, + 3jo konstruiert. Durch einen Vergleich von
Abb. 58 b mit 57b erkennt man ohne weiteres, dal der Erdschlu3-
strom sich von i, auf i, verringert hat, daB aber gleichzeitig die
Unsymmetriespannung sich von dem Wert e, auf ey vergroBert
hat. Hierbei ist zu beriicksichtigen, daB sich die Spannungen e,
bzw. eg auf den Zustand vor dem Kurzschluf}, die ErdschluB-
strome i, bzw. i, auf den Zustand nach dem Kurzschlu3 beziehen.
Es ist aber ersichtlich, da8 die Verringerung des ErdschluBstromes
durch eine Vergroferung der Unsymmetriespannung erkauft ist.
Wir wollen nunmehr die beiden durch Gl. (215) und (222)
charakterisierten Betriebszustinde nach dem Vorgang von
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Matthias miteinander vergleichen und dabei die Sattigung der
ErdschluBspule beriicksichtigen. Die Division der beiden Gleichun-
gen ergibt, da sich die Zahler der rechten Seiten heben:

€ _htltie (225)
g i+ Je
In dieser Gleichung nehmen wir, da wir eg mit e, vergleichen

wollen, ¢, als gegebenen Vektor an und schreiben daher Gl. (225),
um wieder auf der linken Seite eine Konstante zu haben:

ibtie

p — ¢ T T 226
¢ ¢ 11 )2 (226)
J
gzz/ﬂ/
r 3 /t%
W —_—
A WE
=t | 2|\
T H) | \
L i Y4 \
p— i , A \
| 4. £ 7z S e \\
| ~
I L > o
é’*zké 0/2‘]; 4 <
4 f*/’*fz
Abb. 58. Abb. 58a. Abb. 58b.

Wir nehmen ferner an, da in Abb. 59 die Magnetisierungskurve
der ErdschluBdrossel durch die Vektorfunktion jq = f(eg),
d.i. die j-Kurve der Abb. 54, durch Berechnung oder Versuche
ermittelt sei, und bilden fiir verschiedene zusammengehdorige
it et IS
1+ e
einfache Konstruktion ist in Abb. 59 durchgefiihrt, wobei die
Spannungsvektoren e, und e, der Deutlichkeit halber groBer
als in Abb. 57b wund 58b dargestellt sind. Zunéchst ist
0’0 =i, +1i, gemacht, d. h. der Nullpunkt O ist um den

Werte von eg und jg die Vektoren eg = eg=—— Diese



90 Nullpunktsverschiebung ohne und mit Erdschlufispule.

Vektor —(j; + i,) verschoben, sodann sind nach den Punkten
15, 20, 22, ... der jo-Kurve von O’ aus Strahlen gezogen, deren
Langen somit gleich {, + i, + je sind. Ferner sind auf 0’0
von O’ aus die entsprechend verdrehten Spannungen (egs),
(@s0), (t@ss), - - - abgetragen (in Wirklichkeit fallt die Richtung
von g5, €aag, - - - Mit &, zusammen; die Verdrehung bezweckt,
i+ s+ e
i1 +
geben) und Parallelen zu Ojgq5, Ojgsg, Olgoss - - - gezogen. Da-

dem Vektorverhiltnis eine feste Basis (j; + j,) zu

durch werden die Punkte 15, 20, 22, . . . der von O’ ausgehenden
Kurve e gefunden. Schlieflich wird mit |e,| um O’ ein Kreis be-
schrieben, der die Kurve eg je nach der GréBe von e, in einem oder
drei Punkten schneidet. In unserem Beispiele schneidet der
Kreis ‘die eg-Kurve in drei Punkten, etwa bei 15, 20 und 22,
von denen der mittlere einem labilen Zustande entspricht. Von
praktischer Bedeutung ist jedoch nur der Punkt 22. Diesem
entspricht die Spulenspannung 22 Volt auf dem Strahl 0°0.
Zum Schlufl miiBte das Diagramm im Uhrzeigersinne so verdreht
werden, dafl die Richtung von ey oder 0’0 mit €, zusammen-
fallt. Aus der Darstellung ist zu ersehen, daB |eg| erheblich gréBer
als |e,| ist. MaBgebend fiir die VergroBerung von leg| ist der
Winkel zwischen —(j; 4 i,) und jg (Abb. 58a). Je kleiner dieser
Winkel ist, desto groBer wird eg im Verhidltnis zu e,. Es soll
aber hierauf nicht weiter eingegangen werden, da dieses Beispiel
lediglich dazu dienen sollte, eine schematische Lésung fiir die
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Beriicksichtigung der Eisenséttigung zu geben. Es sei nur noch
erwahnt, dafl bei starker Séattigung die héheren Harmonischen
stark hervortreten, die in unserer Berechnung nicht beriicksichtigt
werden konnten.

N. Leistungsgesetze.

Dem Satz von der Erhaltung der Energie in der Mechanik
entspricht der Satz von der Erhaltung der Leistung in der Elektro-
technik. Dieser Satz gilt nicht nur fiir Gleichstromkreise mit
ihrem gleichméBigen und gleichgerichteten LeistungsfluB}, sondern
auch fiir Wechselstromkreise, bei denen auBer dem gleichgerich-
teten LeistungsfluBl, dessen Mittelwert wir als Wirkleistung be-
zeichnen, ein zwischen zwei Energiespeichern hin und her pendeln-
der LeistungsfluB}, die Blindleistung, zu beachten ist. Wird daher
von einem Generator oder einem Netz eine Leistung 9 abgegeben,
die in mehreren Stromzweigen 1, 2, 3, . .;, verbraucht wird, und
bezeichnen wir den Verbrauch dieser Zweige mit %, R,, N, . . .,

ist
0B NR= Ry Ry (227)
oder (€3} ={E:J) +{Ed) + {C:35) - - (227a)
In dieser Gleichung, die als Vektorproduktgleichung aufzufassen
ist, kann jede der angegebenen Leistungen sich aus Wirk- und
Blindleistung zusammensetzen.

Ist M=%, + s, Ny =Np1+ Ny, Ny =Npo + Nga, - - 5 SO
kann man obige Vektorgleichung zerlegen in:

%m=mm1+mm2+9’?m3... (228)
und S)?f, = %ﬁl + 92[,2 + ?Rf,;; cen (229)

Den Begriff eines Stromzweiges kénnen wir ferner dahin erweitern,
daBl darunter nicht nur feste (Schein-)Widerstinde verstanden
werden, sondern auch Motoren bzw. Generatoren, in denen elek-
trische in mechanische Leistung verwandelt wird oder umgekehrt.

Mechanische Leistung und Wirkleistung sind durchaus #qui-
valent, und man kann sich die Entnahme einer mechanischen
Leistung jederzeit ersetzt denken durch die Belastung des Netzes
mit einem Wirkwiderstand. Um diesen Ersatzwiderstand in die

Rechnung einzufiihren, miissen wir das Vektorverhiltnis é, das

seinen Wirkleitwert, oder %, das seinen Wirkwiderstand dar-
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stellt, ermitteln, wobei zu beachten ist, dafl j und € bzw. { und J
gleiche Richtung (¢ = 0) haben. Bezeichnen wir mit N die
mechanische Wirkleistung in Watt, mit e, die Wirkspannung,
d.i. die Komponente der Spannung in der Richtung des Stromes,
bzw. mit i,, den Wirkstrom, d. i. die Komponente des Stromes in
der Richtung der Spannung, und mit w den Ersatzwiderstand,

so ist .
Lodi X4, (230)
w € e \V
_L_£<Z)
w_%—i,fv %) (230 a)
i _ 3
2= 230 b
= (230b)

Durch diese einfache Substitution sind wir in der Lage, die
Umwandlung elektrischer Leistung in mechanische in unseren
Rechnungen zu beriicksichtigen, wenn Strom und Gegenspannung
des Motors durch Rechnung oder Versuch ermittelt sind. Es ist

dabej zu beachten, daB die Vektorverhiltnisse é— bzw. —f& fiir den
) 3
Ersatz-Leitwert bzw. -Widerstand reelle Zahlenwerte sind, die nur

mit dem Verhaltnis der MaBeinheiten 4 und V zu multiplizieren
sind.

Im Abschnitt C ist auseinandergesetzt, daBl die von einem
Stromzweige aufgenommene Gesamtleistung durch das Vektor-
produkt z.B. {e-i} ausgedriickt wird. Dieses Vektorprodukt,
das sich geometrisch aus der von dem Stromzweig aufgenommenen
Wirk- und Blindleistung zusammensetzt, kann daher in seinem
ersten Teil sowohl eine elektrische Wirkleistung (Joulesche Warme)
wie auch eine mechanische Wirkleistung enthalten.

Die Aufstellung von Leistungsgleichungen (Vektor-
produktgleichungen) wird sich stets empfehlen, wenn man
sich iiber die von den einzelnen Stromzweigen oder Maschinen
aufgenommenen Leistungen Rechenschaft abgeben will. Da-
bei wird man bis zum Schlufl der Rechnung mit den Gesamt-
leistungen (Vektorprodukten {}) operieren und diese erst zum
SchluB in ihre Wirkleistungen und Blindleistungen zerlegen oder
mit Hilfe der im Abschnitt G gegebenen Regeln die Vektorprodukt-
gleichungen in Vektorgleichungen umwandeln.
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Die Leistungsgleichungen bieten offenbar die umfassendste
Berechnungsart, da sie die Zusammenfassung der verschiedensten
Leistungsformen in einer Gleichung und damit ein tieferes Ein-
dringen in das Wesen der betrachteten Vorgange gestatten.

Wir wollen nunmehr untersuchen, wie sich die Leistungs-
aufnahme einer Stromverzweigung #@ndert,

1. wenn der (Schein-)Widerstand und damit der Strom eines
Stromzweiges willkiirlich geéndert wird;

2. wenn die Spannung zwischen einem Knotenpunkt und
einem Speisepunkt willkiirlich gedndert wird.

Da die Berechnung verschiedene Resultate fir

a) unverkettete und

b) verkettete Stromkreise
ergibt, so wollen wir die Untersuchung auf beide ausdehnen.

a) Anderung der Leistungsaufnahme mehrerer in Serie
geschalteter Widerstinde infolge Anderungeinesdieser
Widerstinde (Anderung des Stromes).

An einer konstanten Wechselspannung € (Abb. 60a) liegen

ein verdnderlicher Scheinwiderstand %1 und ein unveranderlicher
N}

%2 (Abb. 60), welche von dem Strom i durchflossen werden und

N

die Spannungsverluste e, und e, erzeugen. Dann ist

C=e + e (231)
und e ;
=1, 231a
€o fa ( )
ferner, da der Scheinwiderstand der beiden Widerstiande @ ist,
G
i=§—. 232
St T =32

Die von dem Netz abgegebene Leistung ist N = {€-1}, die
von den beiden Stromzweigen aufgenommene Leistung

Ny={e;-1)  bzw.  Ty={e,-i). (233)
Daher ist N=N,+N
- 1 2

oder {E i) = {e;- 1} + {ey-1). (234)
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Wir betrachten nunmehr einen zweiten Gleichgewichtszustand,

bei dem durch Anderung des Widerstandes %’ auf den Wert TEI ,
J LU
(Abb. 60) ein Strom i’ und die Spannungen e, und e;; entstehen.

Dabei verschiebt sich der Knotenpunkt P um den Vektor e,

Abb. 60. Abb. 60a.

nach P’; die Leistung des Netzes wird mit %’ und die der Strom-
zweige mit N;, N;; bezeichnet. Dann ist: '

eg=¢e;+¢e; ey==e;—¢ (235)
und €2 _ L’ , (236)
err 1
da &2 — e# = T_@z = const ist, und
1 1 Ny
W =N+ R (237)
oder :
{@ . 1/} — {eI .i’} -+ {eII . I/} = {(el -+ EE) . 1/} + {(92 - eE) 'i,} } (238)
={ey- 1} +{e.-1}.

Die Anderung der Leistungsabgabe bzw. -aufnahme beim
Ubergang vom ersten Zustand zum zweiten ist daher:

RN—W={C-(i— ) ={e-(— )} +{ea- G— 1)) (239)
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Hierin ist i — 1 die vektorielle Differenz der beiden Stréme i
und . Fiir eine unendlich kleine Anderung von i ergibt sich

AN ={C-di} (239a)
oder
AqRN}_
o =G (239Db)

Wir haben hierbei % in {} gesetzt, um darzustellen, daB} €-d1
ein Vektorprodukt ist.

Diese nahezu selbstverstandlichen Gleichungen gewinnen eine
erhhte Bedeutung, wenn man sie auf die Schaltleistung von
Generatorschaltern bezieht, d.h. wenn man nicht ein Netz kon-
stanter Spannung, sondern einen Generator mit eigenem inneren
Spannungsabfall zugrunde legt und insonderheit die Abschaltung
eines Kurzschlusses in Rechnung zieht. Wir betrachten hier die
Spannung e, als den inneren Spannungsabfall des Generators bei
dem Strom i, oder als Grenzfall bei dem XKurzschluBistrom i;
und die konstante Spannung € als die EMK des Generators @
bei dem Strom 0, d. h. seine Leerlaufs-EM K. Unter diesen An-
nahmen ist die abzuschaltende Energie

N={Gri} bzw. {G-ir). (240)

Hiernach ist die Schaltleistung gleich dem Vektorprodukt aus
dem Strom vor der Abschaltung und der Spannung nach der
Offnung des Stromkreises. Diesen Satz bezeichnen wir als
das erste Leistungsgesetz.

Das Vektorprodukt {G;-i;} enthilt einen bestimmten Betrag
an Wirkleistung 0, = E;4; cos® und Blindleistung Ry = E,i; sing,
die sich vektoriell zur Gesamtleistung 9 = Ny + N, oder

|R] = V[F]* + | R (241)
zusammensetzen.

Wéhrend nun in unseren Rechnungen Wirk- und Blindleistung
als inkommensurable Gré8en streng voneinander unterschieden
werden, wirken bei dem Abschaltvorgang beide Leistungsformen
in gleicher Weise, wenn auch in verschiedenem MaBe, auf die
Erwarmung der Kontakte, die Gas- und Funkenbildung ein.
Beide Leistungen begrenzen daher gemeinsam die Abschaltleistung
eines Schalters, und es ist von hohem praktischen Interesse, fest-
zustellen, welche Gesamtleistung ein Schalter bewiltigen kann,



96 Abschaltleistung von Schaltern.

dessen Belastung aus Wirk- und Blindleistung besteht. Es ist
bekannt, daBl ein Schalter bei induktionsfreier Belastung eine
erheblich groflere Leistung (Wirkvoltampere) abschalten kann als
bei rein induktiver Belastung (Blindvoltampere). Bezeichnen wir
nach Abb. 61 die Gesamtleistung bei einer Phasenverschiebung ¢
mit N, = 4 B, die Wirkleistung %, cosp = AC und die Blind-
leistung 9, sinp = CB, und ist ferner die rein induktive Belastung
(in kVA), die der Schalter bewaltigen kann, & (& << 1)mal so gro3
als die rein induktionsfreie (in kW), so ist, wenn wir alle Leistungen
auf die maximal abschaltbare
induktive Belastung 0 beziehen,
von der Komponente N, cose
nur der Betrag « R, cosp = DC
neben der induktiven Kompo-
nente N, sing in Rechnung zu
stellen. Die geometrische
Zusammensetzung von DC
=aN,cosp und CB=N,sing
ergibt den Wert 9t = DB, der
fir den betreffenden Schalter
eine Konstante ist und gleich-
zeitig die maximal abschalt-
bare rein induktive Belastung
Abb. 61. darstellt. Aus der Abbildung
ergibt sich:

N = aN,cosp 4 N, sing (242)

oder
N2 = N? [(xcosp)?+ sin? @]l =DN2[1—(1—a?)cos®¢], (243)

N
Ny Y X (244)
Yo2cos?e +sin2¢p Y1 — (1 — «?)cos?ep
Da der Winkel DCB —=90° und das Verhiltnis %IC’) = 1—-a
o

ist, so bewegen sich die Punkte 4 und C, wenn wir DB festhalten,
aber den Winkel ¢ veridnderlich machen, auf zwei Kreisen, deren

Durchmesser DE und DB sich gleichfalls wie L= & Gerhalten.
o
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Sowohl die Abbildung wie die Gl. (244) ergibt fir

—
(p:O: A,,:—;:EB
und fiir @ = 90°: Z\Y{,‘ — N = DB.

Gewohnlich wird die maximale Schaltleistung in Voltampere
ohne Beriicksichtigung des Phasenwinkels angegeben, wobei an
vorwiegend induktive Belastung gedacht wird (¢ = 90°). Diese
Annahme ist nach obigem nur dann zuléssig, wenn der Punkt 4
in der Nahe von D liegt. Andernfalls ist AB> DB. Wenn
man daher die Leistung eines Schalters in Voltampere angibt,
so sollte man dabei immer
den Phasenwinkel zwischen
Kurzschluistrom und Leer-
laufspannung angeben. Zu
einer eindeutigen Bestim-
mung der Schaltleistung
ist ferner die Kenntnis
des Zahlenfaktors « er-
forderlich.

In Abb. 62 ist %, als Funktion von ¢ aufgetragen. Man er-
kennt, dal die Spitze von %, sich auf einer Ellipse bewegt, was
auch aus Gl. (243) hervorgeht, wenn i, cosp = x und N, sing =y
gesetzt wird. Damit geht Gl. (243) iiber in

N2 = o222 4 ¢2
oder x? 2
T="Twe ™ 3<’2
)

Das ist aber die Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen y
&

(245)

und N. Die obere Halfte der Abb. 62 gilt fiir nacheilenden, die
untere fiir voreilenden Strom und der zweite nicht dargestellte
Teil der Ellipse fiir ¢ > 490°. In diesem Falle wirkt die Syn-
clironmaschine nicht als Generator, sondern als Motor oder
Phasenschieber.

Bei der Darstellung Abb. 61 ist angenommen, daB die beiden
Leistungen o, cosp und N, sing geometrisch zusammen-
gesetzt werden miissen. Diese Annahme ist zwar an sich plausibel,
ihre Richtigkeit miiBite aber durch Versuche noch bestétigt werden.

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 7
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b) Anderung der Leistungsaufnahme mehrerer Wider-
stinde in verketteter Schaltung infolge Anderung
eines dieser Widerstande.

Wir nehmen nach Abb. 63 und 63a ein Drehstromnetz ABC
an, welches durch drei Scheinwiderstinde (Abb. 63a), deren Leit-
i % 4

c € €
einheit € = BC dargestellt werden,
im Stern belastet ist. Hierbei bildet
sich ein Knotenpunkt P, und an den
Widerstanden treten die Spannungen
e, f, g auf. Die zugehorigen Strome
i, £, [ sind der Ubersichtlichkeit hal-
ber in der Abbildung fortgelassen.

Wir nehmen nun an, daB der
Strom i ganz unterbrochen wird, ent-
sprechend j = 0 und der Verschiebung
des Knotenpunktes P nach P;, und wollen die dabei auftretende
Anderung der Leistungsaufnahme bestimmen.

Die Spannungen fiir den zweiten Zustand bezeichnen wir mit

werte durch die Vektorverhaltnisse mit der Bezugs-

Abb. 63.

er> fr» 07
und die Stréme mit

i;(=0), ;, 1;.

Dann ist

_ i _ %5 Ao —o
1—-@e, f—@f, I—@g, i+f4+1=0; (246)
. P A

iy =0; f1=@f1; [1=@g1; E+14=0. (247)

Bezeichnen wir schlieBlich noch die Leistungsaufnahmen fiir die
beiden Zustdnde mit N bzw. N,. so ist

N={e-i++ft4g-1}, (248)
9?1 = {f[ . f] -+ ar II} (249)
und die Anderung der Leistungsaufnahme:

N—Ny=f{e-i+f-t+g-0—{fi-b+a-L} (250)
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Bei der Zustandsinderung hat sich der Knotenpunkt P um den
Vektor ¢ nach P; verschoben. Es ist daher

e=e;+5, f=h+E g=¢+L. (251)
Setzen wir die Werte der Gl. (251) in Gl. (250) ein, so erhalten wir
N—N={(es+ 1) i+(r+1) - -F+(ar+21) 1 —fr-fr—gr- 1), (252)
N—Ny={er-i}+{r- (+1+0} + {fr-C—t)+gr-((—1p}. (252a)

Das zweite Glied der Gl. (252a) ist gleich Null, da i + f 4 [ = O ist.
Ferner ist aber nach Gl. (246), (247) und (251)

% 2
f——f,zgg, [—112—62 (253)
und nach GIl. (247)
— =4, 2
#itla =0, = (254)
da auBlerdem f; — g; = € ist, so wird
A 2 _
fr= +;*'J;[ ¢, = €. (255)

Setzen wir die Werte aus Gl. (253) und (255) in Gl. (252a) ein,

so erhalten wir
. A x Py A
R M= {er-) ”74’1‘5'@?— 171G

Nunmehr transportieren wir in dem zweiten Klammerausdruck

x}- (256)

die Vektorverhiltnisse ;Tj;/f bz auf die rechte Seite,

®
i)
wobei wir nach Kap.F Gl. (52) fir die Zahler die Spiegelvektoren
Apet+sy bzw. (.4, einsetzen miissen. Zur Vereinfachung be-
zeichnen wir diese mit
N = /1(,{4_1) bzw. ¥ = K(x+1)

und erhalten

%——Snzz{q-a-+{@-(l *_ gyt )3}. (257)

%2 x+ 1) €

Die zweite Klammer 1483t sich nun noch bedeutend vereinfachen.
In Abb. 63a sind dargestellt » =O0F, A=0D, =+ 1=0G
(das Dreieck BP;C der Abb. 63 ist nach Gl. (254) dem Dreieck
OD@ &dhnlich) und die Spiegelvektoren »’ = LF und 1’ = OH.

T*
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Wir haben nunmehr den Vektor 1’ " _T_ 7 2 bilden, indem wir 4’
it dem Vektorverhiltni x _OF Itiplizi d
mit dem Vektorverhéltnis — 1= 06 multiplizieren oder

A HOK 3ahnlich A GOF konstruieren. Da nun OHFG ein
symmetrisches Trapez und FH ||GO ist, so fallt K in die Ver-
langerung von FH, da der SCOHK = L HOG = L OGF ist.

‘OK ist somit der gesuchte Vektor IT—TJ' In gleicher Weise
y)
wird der Vektor — ' v konstruiert, indem — ' = FL mit
dem Vektorverhaltnis —- multipliziert wird. Es ergibt sich
. %+ A
dabei 1
Y] —x iy KL,
G wobei KL symmetrisch zu KO

_@_ in bezug auf FK liegt. Bezeich-

nen wir OL mit », so ist

gy ;{, A
é YEA YT T Y ar
Abb. 63a. ein gegebener, aus » und 2

leicht zu konstruierender Vek-
tor; v ist gleich. der doppelten Héhe des aus » und 4 gebildeten
Dreiecks GFO und steht | auf »% 4 1. Aus der Abbildung
ist ferner abzulesen, daf3
v=x—n =NV —1
ist. Wir erhalten schlief3lich:

92—921={el-i}+{(53-vé}. 258)

Das erste Vektorprodukt der rechten Seite entspricht vollstindig
der Leistungsdnderung fiir unverkettete Stromkreise [Gl. (240)],
die wir als das erste Leistungsgesetz bezeichnet haben; das zweite
Vektorprodukt tritt fir verkettete Stromzweige hinzu. In diesem
zweiten Glied konnen wir noch den Bezugsvektor € eliminieren,

indem wir das Vektorverhéltnis é unter Benutzung des Spiegel-

vektors g auf die linke Seite transportieren. Wir erhalten dann
5_)'&—5]’21: {61°i} -+ {gg-v}. (259)
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Hierin ist g der Spiegelvektor von p gegen €. In Abb. 63a ist
sowohl ¢ wie auch g eingetragen. Fallt 1g in die Richtung von v,
so stellt das zweite Glied lediglich eine (positive oder negative)
Wirkleistung dar; steht gg senkrecht zu », so handelt es sich
um eine Blindleistung, bei geneigter Lage von ig zu v sind die
Komponenten von g in der Richtung von » und senkrecht dazu
zu bilden, um den Anteil an Wirk- und Blindleistung zu ermitteln.
Haben schlieBlich » und 2 und somit auch » + 2 gleiche Richtung,
so ist » und damit auch das zweite Vektorprodukt gleich Null.
Dieser Fall tritt unter anderem auch dann ein, wenn die Belastung
der beiden Stromzweige PB und PC (Abb. 63) induktionsfrei
oder rein induktiv ist.

Wird der erste Stromkreis nicht vollig unterbrochen, sondern
andert sich der Strom nur von i auf i’ bzw. die Spannung 1
auf 1, so verwandelt sich die Gl. (258) in

N—W={es- ({ — 1)} + {(zc — 26) - v} (260)
oder fiir eine unendlich kleine Stromanderung
AN = {e;- di} + {d1s- v} . (260a)

Fiir induktionsfreie oder rein induktive Belastung der Strom-
zweige verschwindet auch hier das zweite Vektorprodukt in
Gl. (260) und (260a), da hierbei » = 0 wird.

Vorstehend haben wir die Anderung der Leistungsaufnahme
fiir unverkettete und verkettete Stromkreise infolge der Strom -
anderung (Widerstandsdnderung) in einem Stromzweige unter-
sucht. Wir wollen nunmehr die Anderung der Leistungsaufnahme
bei kiinstlicher Anderung der Spannung an den Strom-
zweigen ermitteln, wobei die Scheinwiderstéinde der Stromzweige
unverdndert beibehalten werden.

Diese Aufgabe tritt bei der Verschiebung des Nullpunktes
einer Stromverzweigung, z. B. durch Anlegen einer Erdschluf-
spule, auf. Wir wollen hierbei zunichst den Fall I1b firr ver-
kettete Stromzweige berechnen und den Fall ITa fiir unverkettete
Stromzweige als Sonderfall daraus ableiten.

c) Anderung der Leistungsaufnahme mehrerer Wider-
stdndein verketteter (unverketteter) Schaltunginfolge
Anderung der Spannung an denselben.

Als Beispiel benutzen wir wieder ein in Sternschaltung be-
lastetes Drehstromnetz (Abb. 64). €, €,, €, seien die verketteten
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Drehstromspannungen, e, j, g die Sternspannungen und i, ¥, !
«die zugehérigen (in der Abbildung nicht dargestellten) Stréme
-der drei Stromzweige, deren Leitwerte durch die Vektorverhiltnisse

y)
'é, —(};—», 53 gegeben werden. Es ist daher

N Y _ K. A _
I—Ge, f—@f, l—gg, i+f4+1(=0. (261)

Ist von den drei Spannungen e, f, g eine, z. B. e, bestimmt, so sind
-damit auch die beiden anderen, f und g, gegeben, denn es ist

—e—G, g=eLtG,. (262)
Hiermit wird Gl. (261)

. p
1+¢+1=ée+%@—@9+@@+@g=m

_ x2C€; — 16,
j+x+17
Die Konstruktion dieses Vektors wie auch die der iibrigen GréBen
wird spater behandelt werden.

Wir werden aber nachfolgend noch eine andere Berechnungs-
weise mit Hilfe der Leistungsgesetze kennen lernen, die besonders
bei komplizierteren Aufgaben, z. B. Ver-
kettungen mit mehreren Knotenpunkten,
leicht zum Ziele fithrt. Nach dieser Ab-
schweifung wollen wir die Leistungs-
aufnahme der Stromzweige bestimmen,
und zwar 1. fir den Gleichgewichts-
zustand und 2. fiir eine Stérung des-
selben. Zu letzterem Zwecke denken
wir uns in Abb. 64 zwischen 4 und dem

Abb. 64. Sternpunkt @ eine Hilfsspannung e 4 dg

oder zwischen einem kiinstlichen Poten-

tialpunkt P und dem Knotenpunkt @ eine Spannung dy gelegt, die
eine Verschiebung des Knotenpunktes P nach @ um den Betrag dy
zur Folge hat. Dadurch entstehen die neuen Sternspannungen

AQ=e+dr; BQ=fi+dr; CQ=g+dr.
Die Strome #andern sich dadurch in
e+dg f+dx. g+dg
t—; f ; (= .
e f g

(263)
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Wiéhrend sich daher die Spannungen vektoriell um denselben
Betrag dy dndern, dndern sich die Strome um ungleiche Betrige,
namlich um

d

di=i%;  ar=1%,

e f
Die Summe der Stréme, die durch die Hilfsspannung dy abge-
fiihrt werden, ist:

..
di—i—df+dt=\—é»+

dr=12¢, (264)

£
f
worin u = j -+ » -+ 4 gesetzt ist.

Wenn |dr| nach seinem Betrage als konstant angenommen
und nur die Richtung von dr veréindert wird, so hat der abge-

T
—}-—é)dg=l+% Pap=Lay,  (265)

c ¢

fithrte Strom, da 1+ }é_l_j = —é— ein konstantes Vektorverhiltnis

ist, eine konstante Gréfe, und seine Phasenverschiebung gegen dg
ist gleichfalls konstant. Das gleiche gilt auch fiir eine endliche
Verschiebung ¢.

Bezeichnen wir nun die Leistungsaufnahme der drei Strom-
zweige im Gleichgewichtszustande mit R, so ist

N={e-i+f-t4g-1. (266)
Die Anderung d bei einer Verschiebung des Knotenpunktes

um den Vektor dg erhdlt man durch Differentiation der Gl. (266)
sowohl nach den Spannungen wie nach den Strémen:

AR ={dg-(+ 1+ D} +{e-dit+f-di+g-dly=dRe+a, (267)

worin d9, die Leistungsdnderung durch die Spannungsénderungen
und d%; die Leistungséinderung durch die Stroménderungen be-
deutet.
Da i+ f+4 =0 ist, so ist das erste Glied stets gleich Null.
Daher ist
0 {Ne

arT L=i+t4+1=0. (268)

DieseGleichungbezeichnenwiralsdaszweite Leistungs-
gesetz. Es bringt zum Ausdruck, dal die partielle Derivierte
der Leistungsaufnahme nach der Spannung fiir einen Gleich-
gewichtszustand gleich Null ist.
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Mit Hilfe dieses zweiten Leistungsgesetzes lassen sich in gleicher
Weise wie nach den Kirchhoffschen Gesetzen [Gl. (263)] die
Vektorgleichungen fiir einen oder mehrere Knotenpunkte er-
mitteln.

1. Ermittlung fiir einen Knotenpunkt (ein Freiheits-
grad). Als Beispiel benutzen wir das sternformig belastete Dreh-
stromnetz Abb. 64. Die Leistungsaufnahme der drei Stromzweige

ist: N—={e-itf-Etg-1). (269)

Die in dieser Gleichung vorkommenden sechs Unbekannten
sind voneinander abhingig, wir konnen sie samtlich durch
eine z. B. e, ausdriicken. Nach Gl. (262) ist

f=e—Cy; g=e+G
und nach GIL. (261)

] J
1=ée; t=g—C); I=g(+E,

@]}

daher
i y)
N ={e-ée + (e — €,) -%(e — ) + (e + Gy) -@(e -+ (532)}. (270)

Diese Gleichung differentiieren wir nach den links stehenden
Spannungsvektoren der einzelnen Produkte und lassen die Differen-
tiation nach den rechts stehenden Stromfaktoren unberiicksichtigt.
Dann ist

EIC % A vy —
b =Tl G+l +C)=0, (271)
woraus
.—?{@3—_&
= (272)

folgt. Das ist das gleiche Resultat, wie in Gl. (263) mit Hilfe
des Kirchhoffschen Gesetzes entwickelt.

2. Ermittlung fiir zwei Knotenpunkte (zweiFreiheits-
grade). Als Beispiel benutzen wir eine nicht abgeglichene
Wheatstonesche Briicke (Abb. 65), welche in den Punkten 4, B
durch die konstante Spannung € gespeist wird. Dadurch ent-
stehen in den fiinf Stromkreisen die Spannungen

€1, €3, €3, €4, €;
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und die Strome

i, =

,%el; izzl—éez; i3=I—(§3e3; = te; ig= D

= €4, 13 = —€5.
G e 57T 8

Diese zehn Unbekannten lassen sich als lineare Funktionen von
zwei derselben, z. B. e, und e;, darstellen, denn durch diese sind
die Potentialpunkte C und D eindeutig bestimmt. Wir erhalten
daher

L _h

‘1—@

A

el:el’ €1, delzdel5

e=C—e¢, i2=l@%(@—el), de, — —de, ,

s
e;=e3, Iy = (5 % dey; =de;,

=6 — e, g:&i(g—eg). dey = —de,,

L1
e; =¢e;— €5, 15=§(e3—e1), de; =de; — de,,
N={e; iy +eg-iy+egriy+ea-istes-is)

m:{el'%el+(®“el)‘%(@_el)+€3'lées

Abb. 65. + (€ —eg) %;(C&— eg) +(e3—ey) - %;'(63 - 91)}-

Diese Gleichung haben wir nach den links stehenden Spannungs-
vektoren, welche samtlich durch e, und e; ausgedriickt sind, zu
differentiieren. Die dabei entstehenden partiellen Differentiale

ng P
—2—?:—% und f;:f- sind gleich Null zu setzen, da im ersten Falle e,
1 3

im letzten e, als konstant angenommen werden kann. Wir er-
halten daher

0{9’28} _ 11 i2 15 — 2
0o, —c T Tl =0 (7
OIMN\ : i 1
ﬁ_l:h%_%(@_es)_}_.I@i(es_el):(). (277)

deg €

(273)

(274)

(275)
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Aus Gl. (276) und (277) entstehen die nachfolgenden beiden, in e,
und e; linearen Bestimmungsgleichungen:

(1 + o+ is)er —ises — o€ =0 (278)
und : jses — (s +js + is) s + §,& =0, (279)
woraus sich
j2 (is + a) +15Ge + ia)
e, = & = - — - - —, 280)
! (i + j2) (s + 1a) + 351 + J2 + Ja + a) (
ey =G Ja (jz + f2) + s(iz + jo) (281)

: (in 4 Jo) (s + ja) + Js(ia + 2 + 15 + i)
ergibt.
Die Berechnung der iibrigen Spannungen und Stréme soll
nicht weiter durchgefiihrt werden (vgl. II. Teil), da es hier nur
darauf ankam, den Ansatz der Rechnung mit Hilfe des zweiten
Leistungsgesetzes zu entwickeln. '
Nach dieser Abschweifung kehren wir wieder zuriick zu der

Gl. (267):
AN ={dr-(G+t+0)}+{e-di+f-df+q-dl}=dN, + dN;.

Wir hatten gefunden, daB das erste Glied, d9¢,, die Leistungsinde-
rung infolge der Spannungsinderung, stets gleich Null ist. Wir
wollen nunmehr das zweite Glied, die Leistungsinderung infolge
der Stroménderung néher untersuchen. Setzen wir die Werte fiir
di, df, dl aus Gl. (264) in obige Gleichung ein, so erhalten wir:

d d d
d%i={e-i%+f-f—f£+g-[—g£}. (282)
Vertauschen wir in den Zahlern dieser Vektorprodukte e gegen dr,
f gegen dr und g gegen dg, wobei wir nach Gl. (50) die Spiegel-
vektoren e, f,, g, von e, f, g gegen dg einfiihren miissen, so
erhalten wir:
Ay = {dg - (1% + ff—; + I%%)} (283)
oder nach Gl. (41) und (53):

ARy = {dg : (i + f%" +I%e) %}———{dg : m%} —{dge-m), (284

a{Nn} o -
dr. = m = Const. (285)
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Hierin sind

Te’ ge’ Ee
die Spiegelbilder von i, 1
gegen e und i g
m=1i+ f-f5+lge (286)

ein neuer konstanter, d. h. von ¢ unabhéngiger Vektor, der sich
leicht darstellen l48t. Die Konstruktion ist in Abb. 66 und 66a
durchgefiihrt.

In Abb. 66 sind auBler den Spannungen e, |, g auch die zu-

gehdrigen Stréme 1, f, | eingetragen. Zur Bildung des Vektors f—ffi

Abb. 66. Abb. 66a.
in Gl. (286) ist f ohne Anderung seines Betrages um den Winkel fe

(=2 <, e) zu verdrehen, wobei der im Nenner stehende Vektor (f)
an f anzulegen ist. Durch diese durch einen Kreishbogen ange-

deutete Verdrehung kommt f in die Lage DP =t f—e In gleicher
Weise wird EP =1{ 3¢ konstruiert. Den Vektor fm erhalt man
dann durch den Ligienzug PFGH gleich HP, wobei FP =1,
GF =EP =% und HG =DP = ff—° gemacht ist. Der Vek-
tor m wird nurgbei induktionsfreier Belastung in allen drei Strom-
zweigen gleich Null, denn in diesem Falle bilden ff—e und -9

g

die Spiegelbilder von f bzw. [ gegen e und geben mit i zusammen
den Wert Null.



108 Leistungsiéinderung infolge der Strominderung.

Bei der Entwicklung der Gl. (286) haben wir den Vektor e
als veranderlich angenommen und dadurch einen neuen Vektor m
erhalten. Ebenso hatten wir auch f bzw. g verinderlich annehmen

kénnen und hétten dann einen neuen Vektor n bzw. p erhalten.
Nach GI. (284) muB

e = farn = o

sein oder
e f 8 e f b oeg

oder nach Gl. (40) und (41)

m_¢. m_¢

n e’ p e
oder allgemein

m:m:p=ce:iepieg="fe:f:fg=ge:0;:g. (287)

Ferner mufl |m| = |n| = |p| sein.

Wird der Sternpunkt P nicht um einen unendlich kleinen,
sondern um einen endlichen Betrag, namlich um den Spannungs-
vektor g, verschoben, so ist:

e+t f4+z

9?;:={(e+g)1 +G+o-t— ; +(@+1)-
={e-i+f-f+9 I}+{2€ (1+f+1)} (288)

T i f [
Frirfrae el r gy
+{et +i- +g I eJrf—l-gg
Das erste Glied ist glelch der Leistungsaufnahme 3 im Gleich-
gewichtszustande, das zweite ist gleich Null, da i + f 4 [ = 0 ist.
Daher ist

. & ¢ L i t !
N —§R={e-1—+ =+ -I——}—i—{ . (——i———}————)g}'. 289)
L e f f g q L e f g (
Vertauschen wir im Ziahler des ersten Vektorproduktes ¢ gegen e
bzw. f, g, wobei nach Gl. (50) fiir e, f, g die Spiegelvektoren
€ frs g, zu wihlen sind, so erhalten wir:

9= o (i & el &) fo (DL ) oo

Ig+§}
g
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In dem ersten Glied dieser Gleichung kann in gleicher Weise
wie in Gl. (283) und (284)

fi+19g§—)

o
(Ie +ff
durch
(i+f—fi+1&)e—@=mﬁ
i g/ e e

ausgedriickt werden. Der zweite Faktor des zweiten Gliedes kann
vereinfacht werden in

(291)
worin @ = j -+ » -+ 4 ist. Dadurch erhalt man

*ﬁg—éfe={z-(i+f%+19gi)%}+{z-%z}, (292)

Wg—%:{ge-m}Jr{z-%z}- (293)

In dem zweiten Gliede kénnen wir nach Gl. (43) die beiden
Faktoren r, ¢ durch t,, z, ersetzen und erhalten

Ny — N={r.-m} + {ge- gge} = {ge- (m + %Q}. (294)

Ein Vergleich der Gl. (284) und (294) zeigt, daf bei einer end-
lichen Verschiebung fiir die Anderung der Leistungsaufnahme

noch das Vektorprodukt {Ee . % ge} hinzugekommen ist.

Es ist nun von Interesse zu untersuchen, wie sich die Leistungs-
aufnahme sowohl fiir

1. eine unendlich kleine Spannungsénderung d ¢ nach Gl. (284)
wie auch fiir .

2. eine endliche Anderung r nach Gl. (294) veréndert.

Ad 1. Da nach Gl. (284) dN = {dz,- m} ist, so enthilt dN
nur dann lediglich eine Wirkleistung, wenn dg, dieselbe Richtung
hat wie nm. Dieser Fall ist in Abb. 67 und die Wirkleistung
selbst durch das Rechteck PMDE dargestellt. Aus der Rich-
tung dg, 1laBt sich dann durch Spiegelung an e die Richtung
von dp feststellen. Erfolgt die Spannungsverschiebung recht-
winklig zu m in der Richtung dy,, so enthalt d9 lediglich eine
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Blindleistung, welche sich durch das gleiche Rechteck PMDE
darstellen 1aBt. Zu dy, erhdlt man durch Spiegelung an e den
Vektor dy. Es gibt daher zwei bevorzugte, aufeinander senkrecht

Abb. 67.

stehende Richtungen dg und dy.
In der Richtung dy ist die An-
derung der Blindleistung, in der
Richtung d) die der Wirkleistung
gleich Null.

Ad 2. Wir wollen nunmehr
dieselbe Untersuchung bei GI.
(294) fiir eine endliche Verschie-
bung des Punktes P vornehmen
und den geometrischen Ort aller
Punkte aufsuchen, in denen die
Anderungder Blindleistung gleich
Null ist (Abb. 68), und ebenso

die Kurve konstanter Wirkleistung bestimmen:

%E—S?:{ge' <m+€‘ge>}

wird gleich Null einerseits fiir r, = 0 entsprechend dem Punkt

P (Abb. 64 und 68), andererseits fiir m 4 ié—gé =0 oder fiir

(295)

In diesem durch gr! bestimmten singuliren Punkt P, (Abb. 68)
ist also sowohl die Wirkleistung wie auch die Blindleistung
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unveridndert. Fihren wir den durch Gl. (295) ermittelten Wert
in Gl. (294) ein, so kénnen wir schreiben:

W~ % = e (e — ) 2} (296)
Soll die Blindleistung dieses Vektorproduktes gleich Null sein,

so miissen die beiden Vektoren g, und (z, — zl) £ desselben gleiche
Richtung besitzen; es muf} daher ¢

(te — Zé)’/é =&l
A
sein, worin « ein veranderlicher Skalar mit der MaBeinheit 1 Amp
. . 1 Volt
ist. Hieraus folgt

1
fe—f_*C (o) Punkt N, Abb. 68). (297)
Le “
Dieses ist aber nach Abschnitt L, ¢) die Gleichung eines Kreises,
der durch P und P; geht und dessen Peripheriewinkel gleich
dem Winkel zwischen € und u ist.
Abb. 68 zeigt die einfache Konstruktion . dieses Kreises.

P4 = —m ist der bekannte, nach GI. (286) ermittelte Vektor,
1?;_1;: ’—é das ebenfalls gegebene Vektorverhaltnis. Dasselbe ist
so eingezeichnet, dal PB = (1) mit P4 = —m zusammenfillt.

Aus —m und -Ci wird dann in bekannter Weise der Vektor
o
PP, = —m 2 = 11 konstruiert. Zeichnet man nunmehr PD L. PA
u

und P,D L PP;, so ist PD der Durchmesser des gesuchten
Kreises, dessen Peripheriewinkel P,DP = ¢, d.h. gleich dem
Winkel zwischen € und u, ist. Fir den wandernden Punkt N
dieses Kreises ergibt sich die Beziehung der Gl. (297):
PlN_Ee—Zl_“@
PN L w
Der Kreis PP, D ist daher der geometrische Ort fiir alle Punkte
gleicher Blindleistung 9, = const, aber veranderlicher Wirk-
leistung N, .
Verlingert man DP; bis D,, so ist der Kreis PP,D, mit
dem Peripheriewinkel 90° — ¢ der geometrische Ort fiir alle
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Punkte gleicher Wirkleistung 9,, = const. Die beiden Kreise
schneiden sich senkrechtl).

Obgleich die Leistungsaufnahme, und zwar sowohl die Wirk-
leistung wie die Blindleistung, bei einer Verschiebung des
Punktes P nach P, die gleiche ist wie im Punkte P, so besteht
im Punkte P, keine zweite Gleichgewichtslage, da der bei der
Nullpunktverschiebung ¢ abgefiihrte Strom fiir den Punkt P,
keineswegs gleich Null ist. Es ist fiir eine beliebige Verschie-
bung r nach Gl. (265)

Ai+Af—}—AI:<L+—f+L>g=I—+”+A
e f g €
Fiir den Punkt P, ist =1 das Spiegelbild von z! und z! = —m%

e
E—GE-

zu setzen. Daher mul} die im Punkte P, abgefiihrte Leistung
1, M 11=I1_£ll= 1. (_
{z G =\t gty = e (em))

gleich der zusétzlichen Leistung {e-4i+f-Af+ g- A} sein, die
in den Punkten 4, B, C zugefiihrt wird. Der Punkt P, entspricht
daher einer labilen Lage, die nach Abschaltung der Spannung g
nicht bestehen bleiben kann, wenngleich die Leistungsaufnahme
fir die Punkte P, und P die gleiche ist.

Vorstehend sind die geometrischen Orte konstanter Blind-
bzw. Wirkleistung, welche durch den Gleichgewichtspunkt P
gehen, ermittelt. Man kann aber weiterhin Kurven ermitteln,
die anderen konstanten Werten der Wirk- bzw. Blindleistung ent-
sprechen. Dadurch wird die ganze Ebene mit zwei Kurvenscharen
bedeckt, mit deren Hilfe man fiir jeden Wert der Spannungs-
verschiebung den Wert der Wirk- bzw. Blindleistung angeben
kann. Da der Punkt P nur auf zwei ganz bestimmten Kurven
dieser beiden Scharen liegt, so ist es unpraktisch, bei der Be-
stimmung der Wirk- oder Blindleistung eines beliebigen Punktes
von dem Punkte P auszugehen, sondern einfacher, den Betrag
direkt zu ermitteln und konstant zu setzen.

) Es ist noch zu beachten, dal ¢, und gé die Spiegelbilder von ¢ und !
in bezug auf e sind. Die ganze Abb. 68 ist daher zum SchluB spiegelbildlich
zu e umzuklappen, um die wirklichen Verschiebungen ¢ und ! zu erhalten.
Abb. 69a zeigt die richtige Lage der Kreise, wobei ein groBerer MaBstab
gewihlt wurde.
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Wir bezeichnen nach Abb. 69 und 69a wieder mit
¢, G, €; die Netzspannungen,
e, f, g die Sternspannungen,
2

—  die Leitwerte der drei Stromzweige.

&5

Jeden der letzteren denken wir uns durch zwei parallelgeschaltete
Stromzweige ersetzt!), einen induktionsfreien und einen rein
1) Es wiire naheliegend, die einzelnen Scheinwiderstinde in je einen

Wirk- und Blindwiderstand zu zerlegen, welche hintereinandergeschaltet
sind. Das wiirde nach Abb.69b einer Zerlegung von jin j’ und j”” entsprechen.

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 8
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induktiven, so daB der erste nur Wirkleistung, der letzte nur
Blindleistung aufnimmt. Die Leitwerte dieser Ersatzstromzweige
erhalten wir, indem wir die Vektoren {, », 4 nach Abb. 69 in
die senkrechten Komponenten i,i,, %#; %5, 4,4, zerlegen, zu

1—1, A, A fiir die induktionsfreien Teile (298)
¢ € €
und % % % fiir die rein induktiven Teile.  (299)

Die nachfolgende Rechnung vereinfacht sich aber erheblich, wenn die
Widerstinde in Parallelschaltung, entsprechend einer Zerlegung von i in

j; und j,, angenommen werden. Die Widerstéinde T und <+ in Parallel-
1 2

schaltung sind aber in ihrer Wirkung véllig gleichwertig zwei Widerstanden

€ €

— und +; in Hintereinanderschaltung und auch einem Widerstand T

1
mit verteiltem Wirk- und Blindwiderstand.
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Die Vektorverhiltnisse Gl. (298) und (299) sind aber reine Skalare
1 Amp bzw. 1 Blindamp , da die Vek-
1 Volt 1 Volt

toren i;, %, 4, mit € gleichgerichtet sind. Die Vektoren i,, %,, 4,
stehen zwar L €, filhrt man aber einen um 90° gegen € ge-

drehten Bezugsvektor ¥ statt € ein, so sind %2, @, Ay auch reine

Skalare. '3

Die Vorzeichen von j;, %;, 4, werden im allgemeinen positiv
sein, da ein Widerstand Wirkleistung nur aufnimmt, aber nicht
abgibt. Nur wenn die Stromkreise trans-
formatorisch mit anderen Stromkreisen & | ™

mit der Bezugseinheit

verkettet sind oder wenn sie Teile von 7| /@

. . . - . 7| ~
Maschinenwicklungen sind, kénnen sie | ~
Wirkleistung abgeben. In diesem Falle | ~
miissen die obigen Koeffizienten mit Vi 7
negativem Vorzeichen eingesetzt werden. Abb. 69b.

Bei j,, %5, 4, sind dagegen die Vor-
zeichen stets zu beachten, je nachdem es sich um induktive (ent-
sprechend Abb. 69) oder kapazitive Belastung handelt.

In gleicher Weise zerlegen wir die (in der Abbildung nicht
dargestellten) Stréme

N IS _ 2
l—ge, f—@f, I—@g (300)
in die Wirkstréme
h=dle, n=75  =hy (301)
1 IS ’ 1 © ’ 1 &
und die Blindstréme
T PR
= ¢ fz—@f, 12—69‘ (302)
Dann ist die von den drei Zweigen aufgenommene Wirkleistung
=I_1 2 fl 2 _/h 2 tt
Ry =M Mg Lge (Watt) (303)
und die Blindleistung
I O PR JOR 4

Hierbei ist es nicht erforderlich, die Leistungen %; bzw. 9
als Vektorprodukte aufzufassen und in { } - Klammern zu setzen,

8*
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welche nur dann erforderlich sind, wenn Wirk- und Blindleistungen
in einer Gleichung zusammengefalit werden sollen.

Wir wollen nachstehende Untersuchungen zunichst nur auf
die geometrischen Orte gleicher Wirkleistung erstrecken, da die
Orte gleicher Blindleistung sich offenbar lediglich durch Ver-
tauschung des Index 1 gegen den Index 2 ergeben.

Da nach Gl. (262) {=e — €; und g = e + €, ist, so erhalten
‘wir fiir Gl. (303), wenn wir gleichzeitig u; =i, + %, + 4, setzen:

CRy = f1e% + x,(e — €)% + 4,(e + )2

) 305

= et 2006 WG+ (B + 46, | O
%:eg_z(’ﬁ@s_ll@z)e_’_ﬁ %‘f‘llgg. (306)
M M1 M

Das erste und dritte Glied dieser Gleichung ist ohne weiteres als

2 2
Skalar zu erkennen, da e2 und M@g als Quadrate von

Vektoren Skalare mit der MaBeinheit 1/%01132 sind. Aber auch das
zweite Glied ist als Skalar aufzufassen, da nach dem Kosinussatz
%65 — 4,6, 12,65 — 4,6, < cos <e , %, Gy — 11@2)
1 M I

zu setzen ist. Da aber sowohl dieser Kosinus wie auch e un-
bekannt sind, soist es erforderlich, dieses zweite Glied zu eliminieren,
wasdurchfolgende Substitution méglichist. Wir wollen nach G1.(306)
die Wirkleistung 9; variieren und fiir jeden Wert von %; den geo-
metrischen Ort desSpannungsvektors e bestimmen. Wir setzen daher

SUog o W=y
und das konstante Glied
chgg 'Jf' ll@% — C%
M
ferner #,63 — 4,6,
M

1) Von Interesse ist der ganz gleichartige Aufbau der Formeln (263)
fiir den Vektor e und derjenigen fiir §), und %, nach GL (309)

2¢ =2le|-

(307)

(z; und ¢; in Volt gemessen); (308)

=0hY) (309)

"@3“";@2 "1@3—}L &, #3C3 — 4,6,
— b = ; hp=—""—"—"—"—"
t o
In Abb. 69 1st die Konstruktion von e,, b, §, dargestellt und
e = 0,703 kV, h, = 0,824 kV, by = 0,445 kV

ermittelt. Diese Vektoren sind nach Abb. 69a iibertragen.
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und e =10 + 0, (310)

worin ); und ¢, Spannungsvektoren sind. Dann verwandelt sich

Gl. (306) in

5= (b + 002 — 2 (b + 1) b1 + ¢ } (311)
=8 +29,0,+ 0f — 297 — 2h,0,+ i = — h7 + i,

Ny = % L= ’—g— (¢ — b1 + i), (311a)
of=1ui— (i —10). (312)

Gl. (312) ist eine quadratische Gleichung in o9, =e¢ — f;.
Sie ist eine skalare Kreisgleichung; denn fiir einen bestimmten
Wert von g? ist zwar o, nach seinem Betrage, nicht aber nach
seiner Richtung bestimmt, und alle Punkte eines mit |,| als
Radius beschriebenen Kreises geniigen der Gleichung. Der ge-
ringste Wert von gf, der einen reellen Wert von |g,| ergibt, ist

g%min = C.% - b% . (313)

Diesem Wert, der o, = 0 ergibt, entspricht nach Gl. (311a) eine
geringste Leistungsaufnahme von

Rpo= ( — b (314)

Fiir diesen Wert von 3,,;, bzw. %, schrumpft daher der geo-
metrische Ort in einen durch den Vektor 1); bestimmten Punkt @
(Abb. 69a) zusammen, und fiir alle gréBeren Werte von g7 sind
die geometrischen Orte gleicher Wirkleistung konzentrische
Kreise um Q. 1}, entspricht der geringsten Leistungsaufnahme,
denn fiir kleinere oder gar negative Werte von ] wiirde o, nach
Gl. (312) imagindr werden. Durch den Vektor
g = 4 ="1" " h%

ist der Punkt @ eindeutig bestimmt.

Wird die gleiche Untersuchung fiir die geometrischen Orte
gleicher Blindleistung angestellt, so ergibt sich ein durch den

Vektor ”263 _ 12@2
Mo
bestimmter Punkt R, in dem die Blindleistung ein Minimum,

f = AR = (315)
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Riro = ’l—él (2 — 13), ist, und alle Kurven konstanter Blindleistung

sind konzentrische Kreise um R.

Es interessiert nun zu wissen, um welche Betrige AN,
bzw. AN,; mit wachsendem ¢, bzw. o, die Wirk- bzw. Blind-
leistung ansteigt oder umgekehrt, welche Spannungsverschiebun-
gen 0, bzw. g, einer bestimmten Leistungszunahme A%N; (kW)
bzw. ANy (kVA) entsprechen. Nach Gl. (311a) und (314) ist

A% =Zet (W),
(316)
A= "2 03 (kVA)

-oder CAN ERI 4 ey,

(317)

o0 = WE (V).
Nach den fiir Abb. 69a gewﬁ,hlten MaBstdben ist € =1kV,
My =129 Amp, p, = 146 Amp, daher fir

AR ;=0 5 10 20 30 40 50 60 kW,
© o,=0 0,197 0,278 0,394 0,482 0,557 0,623 0,682 kV,
ARyp=0 5 10 20 30 40 50 60 kVA,

0,=0 0,185 0,262 0,370 0,453 0,523 0,585 0,641 kV.

Die Kreise mit den hiernach berechneten Werten von o, bzw. g,
sind in Abb. 69a eingetragen und auBerdem fiir die durch den
Punkt P gehenden beiden Kreise die Werte A%R; zu 12,3 kW
bzw. ANy zu 10,4 KVA ermittelt.

Will man nicht nur die Leistungszunahme 4%N; bzw. ARy;
fiir einen beliebigen Punkt der Spannungsverschiebung, sondern
die gesamte Wirk- bzw. Blindleistung dafiir ermitteln, so muB
man die Wirk- bzw. Blindleistungsaufnahme fiir die Punkte Q
bzw. R ermitteln und zu obigen Werten addieren.

Zu dem Zwecke ist der Betrag von ¢, bzw. ¢,

[C [ =V”1@§ +@
T m (318)
[C ] _‘/"2@% + 2,63
o = |/ 2222
)z
zu bestimmen. :
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Fir das in Abb. 69 und 69a dargestellte Beispiel ist

€, =1,187kV; €, = 1,202 kV;

%, = 48,6 Amp; Ay = 55,0 Amp; 1y = 129,0 Amp;

%, = 41,0 Amp; Ay = 20,0 Amp; M, = 145,5 Amp,
Damit ergibt sich

¢, =1,07kV; ¢, =0,775 kV
und nach Gl. (311a)
129

fiirden Punkt Q: §R,0=%(c%—fﬁ)= " (L7 —0,8249) —60,4kW,
ITREET) i) R: mllo=%(c§—bg)=14f,5

Wir haben durch Abb. 67 und 68 und Gl. (284) mit Hilfe
einer Differentialbetrachtung nachgewiesen, dafl sich die durch
den Punkt P gehenden Kreise konstanter Wirk- und Blindleistung
senkrecht schneiden. Nach Abb. 69a sind die Radien dieser Kreise

QP =9, =e¢—Y,, RP=9g,=¢—1,,

(0,7752-0,4452)=59,0k VA.

worin
— xC3 — G, _ (261 + #5)€5 — (4, + 25)C,
2 M+ e ’
by = %85 — l1§g
! " ’
B, = %5€s — Az@g
B Me

ist. Aus diesen Gleichungen kénnen wir direkt ermitteln, daf
0, L 0, steht. Wir erhalten néamlich

— (261 + #5)C5 — (4 + 4,)C, _ 2,85 — 4,6,

e=h ty + s t
1 (25C5 — 4,E5) — Hz(”l@?g?jﬁ@
B (1 + po) g ’
e —f = fhj‘zflgj My Mo By — Us(h2 — 1)
(11 + pa) i My o

und in gleicher Weise
ta(Dy — Bo)
ho =" 1,__1,,j?, .

e.—..
My Mo
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Durch Division der letzten beiden Gleichungen erhélt man:

e—=0i_ _o_ pa,
hy—e 0 My
4, und u, stehen aber senkrecht aufeinander, daher auch g, und ;.

Wir hétten daher von den drei Vektoren e, Y, §), nur zwei zu
konstruieren brauchen, z. B. f); und }),, und hatten den Vektor e
dadurch bestimmen kénnen, da8 wir das Dreieck QPR (Abb. 69a)
oo Au,, u, (Abb.69) iiber QR =1, — 1), antragen, wodurch
der Punkt P und der Vektor AP = e bestimmt ist.

Durch die Schnittpunkte der beiden Kreisscharen ist nunmehr
fir jeden Punkt der Ebene die Wirk- und Blindleistung und
damit ihre geometrische Summe, d.h. die Gesamtleistung, be-
stimmt. Treffen in einem Knotenpunkt mehr als drei Stréme zu-
sammen, so sind die GI. (298) bis (309) entsprechend zu ergénzen.

Abb. 70.

Fiir den einfachsten Fall einer Knotenpunktbildung, bei dem
nur zwei Strome dem Knotenpunkt P zuflieBen (Abb. 70), d.h. bei
der (unverketteten) Hintereinanderschaltung zweier Widersténde,
die an einer Spannung € =4 B liegen, vereinfachen sich Gl. (309)
und (315) erheblich. In diesem Falle ist, wenn §3=C und A =0
gesetzt wird:

h = ) :1;1@ (319)
fo = 12—:_272 . (320)

Da ), und Y, proportional € sind, so liegen somit die beiden
Punkte Q und R, welche die gleiche Bedeutung wie in Abb. 69
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haben, auf €. Um diese beiden Punkte zu finden, ist daher die

Strecke € im Verhaltnis — 1 bzw. — 2 zu teilen.
ht+ 7 J2 4 %o
Da j; und %;, von den oben erwidhnten Ausnahmen abgesehen,
stets positiv sind, so liegt der Punkt @ stets zwischen 4 und B.

Der Punkt R liegt dagegen, wenn 0 << ®2 <1 ist, zwischen

Jo 7+ %3
A und B, andernfalls aber links von A4 oder rechts von B.

Die Konstruktion des Gleichgewichtspunktes P, in dem sich
die beiden Kreise schneiden, ergibt sich aus der Ahnlichkeit der

Dreiecke PAB und x,(j + x); da %: ¥ und e+ f=C ist.
1

0. Vergleich zwischen den Leistungsgesetzen fiir elektrisch und
den Arbeitsgesetzen fiir mechanisch verkettete Systeme.

Vorstehend sind zwei Leistungsgesetze fiir elektrisch verkettete
Systeme entwickelt, welche fiir unendlich kleine Zustandsidnde-
rungen lauten:

1. dN = {e;-di} + {dig v} [Gl. (260a)],
2. AN =dN,+dN;={dx- (i +{+1)}+{dr.-m} [GL.(268)u.(284)].

Fiir induktionsfreie Belastung entfallen die zweiten Glieder,
so daB hierfiir gesetzt werden kann:

2a. d—{me}-zi+f+r=0.
dy

Ganz dhnliche Gesetze sind in der Statik der Baukonstruktionen
von Castigliano iiber die Forménderungsarbeit entwickelt und
haben hier sehr befruchtend gewirkt. Es ist daher lehrreich,
einen Vergleich zwischen diesen Gesetzen fiir zwei verschiedene,
in ihrem inneren Wesen aber ganz gleichartige, Gebiete zu ziehen.
Es ist allerdings zu beachten, daf3 es sich bei unseren Gesetzen
um Leistungs-, bei jenen um Arbeitsgréfen handelt. Dehnt man
aber die Leistungsaufnahme iiber die Zeiteinheit aus, so handelt
es sich in beiden Fallen um Arbeitsgrofen.

In der Statik der Baukonstruktionen unterscheidet man
statisch bestimmte und statisch unbestimmte Systeme. Bei den
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ersteren sind die Beanspruchungen aller Glieder oder Teile un-
abhéngig, bei den letzteren abhingig von der Forminderungs-
arbeit des Systems.

Castigliano hat nun fiir statisch unbestimmte Systeme, die
im Briickenbau grofle Bedeutung haben, zwei wichtige Lehrsitze
aufgestellt, welche nachstehend ins Gedachtnis zuriickgerufen
werden mogen.

1. Wenn man die Durchbiegung eines Triagers an einer be-
liebigen Stelle bestimmen will, so denkt man sich an dieser Stelle
eine veranderliche Kraft P angreifend und stellt die gesamte
Forménderungsarbeit 4 als Funktion von P auf. Dann ist die
Durchbiegung f
_d4
I=:p-

2. Wenn man in einem statisch unbestimmten System die
iiberzahligen Stiitzendriicke X, Y, ... oder die Krifte in den iiber-
zéhligen Staben U, V, ... oder die Einspannmomente M,, M,, ...
als unabhangige Verénderliche einfiihrt und die gesamte Form-
anderungsarbeit 4 als Funktion derselben ermittelt, so ist:
04 04 04 04 04 04
ﬁzo, 717=0. 3 5[7=0, 5‘.[7’:0... s a—lu,l—o, —a—lu.—‘z—

Der Satz 1aBt sich daher auch aussprechen:

Die Forménderungsarbeit als Funktion der iiberzéhligen Gré8en
wird ein Minimum. Aus obigen Gleichungen, deren Zahl gleich der
der unbestimmten GréBen ist, lassen sich die letzteren berechnen.
Da die Forménderungsarbeiten proportional X2 bzw. U2 und M?2. . .
sind, so sind die ersten Ableitungen % R 66_}4} , % proportional
X, U, M, und es ergeben sich daher bei n unbestimmten GréBen
n lineare Gleichungen mit n Unbekannten. Jede einzelne Stab-
kraft 1aBt sich ebenfalls durch eine lineare Gleichung darstellen
von der Form

P=Py+aX+bY +cU~+dV +eM,+9gM,...

Die Konstante P, entspricht einer Stabkraft, welche entstehen
wiirde, wenn die statisch unbestimmten Kriafte zunichst entfernt
wiren, und die Beiwerte a, b, ¢, ... bezeichnet man als die EinfluB-
groBen der unbestimmten Krifte. Die EinfluBgr6Ben entsprechen

0...
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den zusitzlichen Stabkriaften, welche entstehen, wenn man die
Einheitskrifte bzw. -momente

X=1kg, Y=1kg, U=1kg, V=1kg, M,=lcmkg, M,=1cmkg

einsetzt.

Die Aufstellung der Bedingungsgleichungen unter Benutzung
der Séatze von Castigliano iiber die Forménderungsarbeit stellt
sich als eine einfache, mehr mechanische, Arbeit dar.

Bei der Betrachtung der obigen beiden Satze fallt es auf,

daB im ersten Fall der Differentialquotient 3—;1) eine endliche

~
)

Grofle, im zweiten Fall dagegen 2—; ... gleich Null ist. Der

Unterschied ist darauf zuriickzufiihren, daB es sich im ersten
Fall um eine duBere Kraft handelt, die durch die Bewegung ihres
Angriffspunktes eine duflere Arbeit leistet, wihrend es sich im
zweiten Fall um innere Krifte handelt, die stets paarweise auf-
treten (X und —X bzw. U und —U . . .) und deren &uBlere Arbeit
daher gleich Null ist. Stellen wir nunmehr die entsprechenden
Gesetze einander gegeniiber:

dA dA

iP= 1, (1a) d7X=O (2a)
fiir statisch unbestimmte Systeme,

an afe

qi= e (1b) Eg—f——O (2b)

fiir elektrische Systeme, so finden wir eine fast vollstindige Analogie.

Setzt man in (la) statt der Kraft P den Strom i und statt
der Durchbiegung f die Leerlaufspannung e, (fiir i = 0), so geht
das eine Gesetz (la) in das andere (1b) iiber.

Beim Vergleich des zweiten Gesetzes (2a), (2b) findet man aber
insofern einen Unterschied, als der Kraft X nicht ein Strom i,
sondern eine Spannung ¢ entspricht. Offenbar riihrt dieses davon
her, daBl man zwar eine 4uBlere Kraft P mit einem Strom 1,
eine innere mechanische Spannung X, —X dagegen nur mit
einer inneren Spannungsdifferenz dy zwischen zwei Punkten, d. h.
mit einer Relativspannung, vergleichen kann.

Da die obigen, ihrem inneren Wesen nach ziemlich ver-
schiedenen, Gesetze sich ganz gleichartig aufbauen, so liegt die
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SchluBfolgerung nahe, daB alle Naturgesetze, die sich auf einen
Gleichgewichtszustand beziehen und ein Minimum der Leistung
bzw. Arbeit in mechanischen, hydraulischen, thermischen, chemi-
schen und elektrischen Systemen und ihren Kombinationen fest-
stellen, in ein alle diese Energieformen umfassendes allgemeines
Naturgesetz etwa folgenden Inhalts zusammengefaft werden
koénnen:

Bei allen moglichen Arbeits- bzw. Leistungsformen und ihren
Kombinationen, die einem Gleichgewichtszustand zustreben, ist
die potentielle Arbeit bzw. Leistungsaufnahme im Gleichgewichts-
zustande ein Minimum, wenn sie als Funktion der inneren
Krifte oder Spannungen dargestellt wird.



II. Anwendungsbeispiele.

Die in dem ersten Abschnitt entwickelten Gesetze sollen nun-
mehr auf eine Reihe der verschiedenartigsten Beispiele ange-
wendet werden. Das Gebiet der Elektrotechnik ist so vielseitig,
daB an den Ingenieur téglich neue Aufgaben herantreten; es ist
daher ausgeschlossen, fiir alle bekannten und noch zu erwartenden
Aufgaben Losungen zu entwickeln. Wenn aber der Leser durch
die Durcharbeitung der nachstehenden Beispiele sich mit der
Anwendung des neuen Handwerkszeuges vertraut gemacht hat, so
wird ihm die Bearbeitung weiterer Aufgaben nicht schwer fallen.
Erleichtert wird diese Arbeit, wenn jede entwickelte Formel
sofort in ihre geometrische Form zeichnerisch umgewertet wird,
worauf an dieser Stelle nachdriicklichst hingewiesen werden mage.
Die mathematischen Zeichen gewinnen dadurch Form und In-
halt, und die Rechnung wird in ihrem ganzen Verlauf standig
durch die Zeichnung kontrolliert. Vielfach ist es auch vorteil-
haft, die Aufgabe von vornherein als gelost zu betrachten und
ein Diagramm fiir dieselbe zu entwerfen und aus diesem riick-
warts die Bedingungen fiir die Losung abzuleiten.

Die den Beispielen zugrunde liegenden Aufgaben sind so ein-
fach wie moglich gestaltet, um den Gang der Rechnung und
Konstruktion iibersichtlich darzustellen. Es bleibt dem Leser un-
benommen, die Aufgaben zu erweitern und z. B. bei der nach-
stehenden Aufgabe die Anzahl der Anzapfstellungen einer Speise-
leitung zu vergréBern. Das Grundsitzliche der Losung bleibt
davon unberiihrt.

A. Berechnung einer Speiseleitung mit mehreren Anzapfungen,
deren letzte eine konstante Spannung abgeben soll.

Die Speiseleitung (Abb. 71) erstrecke sich von der Zentrale C'
aus nach den Speisepunkten B und 4. In 4 wird ein Strom J;
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mit der gegebenen Phasenverschiebung ¢; gegen € und in B
ein Strom {, mit der Phasenverschiebung ¢, gegen €, entnommen.
Die Spannung € im Punkte A soll gegeben sein, und es sollen
die Spannungsverluste e; im Abschnitt
B4 und e, in OB sowie die Spannungen
¢, in B und €, in C ermittelt werden.
Fiir jeden der beiden Leitungsabschnitte
seien der Wirk- und Blindwiderstand
gegebenl). Da die letzteren, konzentriert
gedacht,gleichsaminHintereinander-
schaltung liegen, wird man sich vor-
teilhaft beiihrer Darstellung der { -Werte, /.
d. h. ihrer Scheinwiderstinde, und nicht %Z /V/ 7 g
der j-Werte (Leitwerte) bedienen. Der o 7 %
aus Wirk- und Blindwiderstand des Ab- 0;”/!/ _//}
£ F

schnittes B4 zusammengesetzte Schein-

A B ¢
{]

& | =604 "’ So=AF,

Cﬂ.fﬁ:@& cwg=0,5

Abb. 71.

0
Abb. 73.

widerstand werde dargestellt durch das Vektorverhiltnis —I;l—

Jo

(Abb. 72), worin J, eine beliebig zu wihlende MaBeinheit fiir den
Strom darstellt. Der Scheinwiderstand der Strecke CB sei in
1) Uber die Berechnung des induktiven und kapazitiven Wider-

standes von Leitungen, s.Siemens-Zeitschrift 1924, Heft 1, S.20; Burger:
Berechnung von Drehstrom-Kraftiibertragungen.
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gleicher Weise durch das Vektorverhiltnis —Tl gegeben. Hierbei

sind f; und f, nach dem SpannungsmaBstab und , nach dem
StrommafBstab zu messen.
Der Spannungsverlust e; in dem Abschnitt B4 ergibt sich zu

6= — (1)
1 01 30

und die Spannung im Speisepunkt B zu
G =CHe. (2)

Um diese Gleichungen konstruktiv umzuwerten, tragen wir
zunéchst in Abb.73 den Strom §, = 4D unter dem gegebenen
Phasenwinkel ¢, (cosq, = 0 8) an die Spannung € = 40 an.

Nach Gl. (1) verhalt s1ch fl , daher muB das aus e, und §,

zu konstruierende Dreleck DAG (Abb. 73) dem Dreieck HOK
(Abb. 72) ahnlich sein. Wir transportieren daher das letztere so
nach Abb. 73, dafl OH = AE in die Richtung von §; = 4D
fallt, AF = OK und <{ EAF = L HOK wird. Da das Vektor-

f

verhaltnis —1— hierbei verdreht ist, so setzen wir die Bezeich-

nungen AE (Jo) und AF = (f;) (Abb. 73) in Klammern. Zieht
man nun DG ||EF, soist AG = e;. Um die Spannung ¢, = ¢, + €
zu konstruieren, machen wir B4 = AG unter Beibehaltung der
Richtung, dann ist BO =¢; 4+ ¢ =¢,;. Nunmehr wird an ¢
der Strom BM =, unter dem gegebenen Phasenwinkel
@, (cos®, = 0,6) angetragen und BN = BM + MN =5, + 3
konstruiert, indem MN parallel und gleich 4D = §; gezeichnet
wird.
Der Spannungsverlust in dem Abschnitt CB ist

Ay

0

=+ (3)
Zur Konstruktion desselben tragen wir in Abb.73 an J; + 3,
das Dreieck HOL aus Abb. 72 gleich PB an und ziehen
NR||PQ, dann ist BR =e,. SchlieBlich wird e, = BR nach
CB verschoben, wodurch sich ¢, =€, + e, = CO ergibt.
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Es soll nunmehr die Berechnung auf ein praktisches Beispiel
angewendet werden, wobei die gleichen Abbildungen zugrunde
gelegt werden. Es sei gegeben:

$p =60A, cosp; = 0,8,
S, =50A, cosgp, =0,6.

Ferner fiir den Leitungsabschnitt

BA: der Wirkwiderstand R,=10, Blindwiderstand w L,=4 Q,
CB: i ER] R2: S.Q, ” ('UL2:2'Q‘

Wir legen zunichst in Abb. 72 den MaBstab firr die Spannung
(1 kV) und denjenigen fiir den Strom (100 A) fest, nach denen
wir alle Spannungen und Strome messen wollen. Zur Darstellung
der Wirk- und Blindwidersténde, fiir die kein MafB3stab vorhanden

/Spannung

ist, benutzen wir Vektorverhéltnisse ( ) und legen fiir

trom
den Nenner der verschiedenen Verhiltnisse einen Einheitsstrom,
z. B. §p =100 A, fest.
Stellen wir daher
R, durch &£ =100, I, durch 2 =40,

& T

Jo Jo
R, ,, %:89; oL, ,, %:2!)
dar, so ist
g; =10-100 = 1000 V = 1kV, f)1=41.0%):0,4kV,
Gy = %%) =0,8kV, P = 21—01)%0 =0,2kV,

wobei g; und g, in Phase mit dem Strom J, und §); und §, 90°
voreilend gegen diesen darzustellen sind. Obige Spannungen sind
nun im SpannungsmafBstab abgemessen und in Abb. 72 einge-

f1

tragen. Das Vektorverhiltnis -, das den Scheinwiderstand des
i

0
Leitungszweiges BA (Abb. 71) darstellt, ergibt sich zu:
f_l_g_1+f)_1=91+b1,

= : —q, +b,. 4
ST % RT3 o hTaEh @
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Wir haben daher in Abb. 72 g, und Y, geometrisch zusammen-
zusetzen und erhalten

fi=0K=g,+1
und ebenso fa=O0OL=gqg,+9,.

Wir haben bei der Durchfithrung der Rechnung von vorn-
herein mit {-Werten (Scheinwiderstinden) gerechnet, da wir uns
den Wirk- und Blindwiderstand jedes Leitungsabschnittes kon-
zentriert und hintereinandergeschaltet vorgestellt haben und da
hierbei die Spannungsverluste in g, und f);, d. h. die ihnen pro-
portionalen Vektoren g; und 1), einfach geometrisch zu addieren
sind (f; =ga; + ;). Auf den letzteren Vorteil miissen wir ver-
zichten, wenn wir die Rechnung mit Scheinleit- (j-) Werten an-
gesetzt hatten. Um den Unterschied in der Benutzung der
f- und j-Werte recht klar darzustellen und den Leser von vorn-
herein vor Fehlern zu bewahren, die bei Benutzung ungeeigneter

Vektorverhiltnisse — in unserem Falle der Scheinleit- oder
j-Werte — leicht unterlaufen kénnen, wollen wir die Rechnung
auch mit diesen andeuten. 1 ?
Wird fiir den Leitungsabschnitt B4 nach Abb. 74 i durch (—S—l
1 0
und L durch }1 und der Scheinleitwert des ganzen Abschnittes
wly G,
durch él— dargestellt und wahlen wir €, =1kV = 1000 V, so ist
0
1 # 1000 V
=1 . ¢, = ——— =100 A ;
10071000V 7 100
1 A 1000 V
. S — "' _950A
40 71000V’ T 40 ”

%, ist in Phase mit €, und 4, 90° nacheilend.

In Abb.75 ist €, =1kV = 0S8, im SpannungsmaBstab ge-
messen, und %, =100 A = OT, 1, =250A =O0U, im Strom-
maBstab gemessen, aufgetragen. Die Berechnung von j; ergibt
sich aus der Beziehung

1 1 1 #y 0 3
—=—"+; = - (5)
hoa A h %+ Ay
Da %, und 1, aufeinander senkrecht stehen, so ergibt sich nach
Abb. 17b folgende einfache Konstruktion fiir j;: Man verbindet

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 9
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T mit U und konstruiert OV L TU, dann ist OV der gesuchte
Vektor j,. Da nun

i _ %

G
sein mufl, so miissen auch die Dreiecke KOH (Abb.72) und

SOV (Abb. 75) dhnlich sein, wie die Zeichnungen zeigen. In
gleicher Weise ist auch der Vektor j, zu bestimmen.

U A, =250A4 0

Ye Mg

W~

Z/g

Abb. 74. Abb. 75.

Der Spannungsabfall e, (Abb. 73) ergibt sich aus der Gleichung

(] ¢
= € = Sl'v_o (6)
d J1 J§1
und ebenso
2} (oM & a8

= = ey, = —+ —. 7

3, + \052 i 2 (\51 02) i (7)
Die Konstruktion (Abb. 73) wird daher durch die Benutzung der
fa fa

Vektorverhiltnisse % bzw. g’ an Stelle von ~ bzw. = nicht

2
verdndert, da ein Velitorverhéltnis unver%indert\{)oleibt, W:r(;n man
Zahler und Nenner im gleichen MaBe vergroBert.

Nachdem die Darstellung der i- und j-Werte aus ihren Kom-
ponenten und deren Berechnung in dem vorliegenden Beispiel
ausfiihrlich behandelt ist, soll in den spiiteren Beispielen, um
Wiederholungen zu vermeiden, angenommen werden, daB die
Scheinwiderstédnde oder Scheinleitwerte der einzelnen Stromzweige
durch ihre Vektorverhiltnisse gegeben sind.

Abb. 73 laBt erkennen, daB die Zentralenspannung §, unter den
gegebenen Verhéltnissen den Speisepunktsspannungen ¢, und G
gegeniiber nacheilt. Die Begriindung liegt darin, da die Phasen-

o™
-

l

&e
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verschiebungen der Leitungsabschnitte AB: Tl und BC': T ge-

Jo
ringer sind als die Phasenwinkel der Strome gegen € bzw. (3;+Ss)
gegen ;. Durch eine Leitung mit verhaltnismaBig geringer

Induktivitit wird daher die Phasenverschiebung des Gesamt-
stromes gegen die Zentralenspannung verringert.

B. Niherungsverfahren zur Berechnung einer Speiseleitung
mit mehreren Anzapfungen.

Bei dem in Abb. 73 dargestellten Beispiel ist der Spannungs-
verlust |e,| und |e,| etwa 16%, bzw. 299 von |€|. In der
Praxis wird man so grofle Spannungsverluste kaum zulassen,
daher werden e,, e, im Verhéltnis zu € in der Regel viel kleiner
ausfallen und die Punkte B, C sehr nahe an A4 heranriicken.
Man kann daher néherungsweise annehmen, daBl ¢, und €,
parallel € verlaufen. Unter dieser Annahme kann J, von vorn-
herein an die Richtung von € statt €, unter dem Winkel ¢,
angetragen werden, bevor ¢; und damit €, ermittelt sind. Dieses
ist in Abb. 76 geschehen, wo §, und , unter ihren Phasen-
winkeln ¢, bzw. ¢, an € = 40 angelegt sind und aus J; und J,
durch geometrische Addition §; + J, gebildet ist. Der Span-

nungsverlust e; ist nach GI. (1) <el =% fl) in gleicher Weise

wie in Abb. 73 konstruiert, ebenso ist e, nach GIl. (3)

e = (S + Jo) ;\—2— = AR ermittelt und nach CB transportiert.
S

0
Die Zeichnung ergibt nahezu den gleichen Wert fiir e, wie die
Abb.73. Die Spannungsdifferenz |€,| — |€| erhdlt man durch
Projektion 4B auf 40 gleich B;4 und die Spannungsdifferenz
|€,| — |€] gleich C;4.
Die Zeichnung ergibt fiir

|6,] — |€] = 14% von [€| statt 169

und |€,] — |G| =19% von |G| statt 229,

Fiir praktische Verhéltnisse, wobei die Spannungsdifferenz
zwischen 5 und 109, liegt, wird das Resultat natiirlich viel giinstiger
werden. AuBlerdem wird die Konstruktion genauer, weil man den
Spannungsmalfstab gréBer wihlen kann (€, ¢, €, brauchen nicht
in voller Gr6fle aufgetragen zu werden).

g*
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Von besonderem Vorteil wird das Naherungsverfahren, wenn
die Spannung €, in der Zentrale als konstant angenommen
wird und e, und e; berechnet werden sollen. In diesem Falle be-

rechnet man nach GI. (3) bzw. (1) e,
£ ____C bzw.e, und erhilt
r C,=C,—e, und E=CE, —e,.

Eine genaue Berechnung der-
selben Aufgabe bereitet, wie das
néchste Beispiel zeigt, schon fiir
einen Speisepunkt gewisse Schwie-
rigkeiten, die sich bei der Annahme
mehrerer Anzapfstellen so héufen,
dafl man vorteilhafter nach Abb. 73
zunichst die Spannung 4O des
letzten ‘Speisepunktes schitzt und
den Linienzug 4 BC hierfiir konstru-
iert und sodann fiir gréBere oder
kleinere Werte von OA4 die Linien-
zige A'"B'C’, A"B"(C",... kon-
struiert. Dadurch entsteht ein geo-
metrischer Ort fiur CC'C”..., auf
© & 2 dem man einen Punkt C¥ so wahlen
kann, daB3 OC* gleich der gegebenen
Spannung €, ist.

C. Berechnung einer Speiseleitung,
der eine gegebene Leistung unter
einer bestimmten Phasenversehie-
bung entnommen wird, bei ge-
0 0 ) gebener Zentralenspannung.

4 2

Abb. 76. Nach der Aufgabe ist gegeben:

die Zentralenspannung € =04

(Abb. 77) (beispielsweise 6 kV) und die an dem Speisepunkt ent-

nommene Wirkleistung N, (beispielsweise 300 kW) wund die

Phasenverschiebung ¢, des Stromes ; = BQ gegen die Span-

nung €, = BA am Speisepunkt B (in der Darstellung ist die

Phasenverschiebung ¢,, um die Zeichnung iibersichtlich zu ge-
stalten, sehr grofl gewihlt und cosg, = 0,25 angenommen).
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Wir benutzen bei der Entwicklung den Begriff des Vektor-
produktes, da uns dieses in schnellster Weise zur Losung fiihrt.

Die dem Speisepunkt entnommene Gesamtleistung wird aus-
gedriickt durch das Vektorprodukt

N = {6, %) = {B4- BQ).

Abb. 77.

Da in dieser Gleichung sowohl ¢; wie J;, wenngleich sie vonein-
ander abhéngig sind, unbekannt sind, so driicken wir die Gesamt-
leistung zunéchst durch ein anderes Vektorprodukt aus, bei dem
beide Faktoren von vornherein zu bestimmen sind. Wir denken
uns daher, dafl die Gesamtleistung nicht im Speisepunkt, sondern
in der Zentrale selbst entnommen und durch ein Vektorprodukt
N=1{C-J} ={04-0C} dargestellt ist. Die in der Gesamt-
leistung 9 enthaltene Wirkleistung %, = (€-G,,) ist gegeben
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N 300 kW
.B. 300k d dah h §, =2 """
(z 300 kW) un aher auch §, G S EV

bekannt. Wir tragen daher §,= OD, im Strommafstab (Abb.77a)
gemessen, in der Richtung € auf. Um J zu finden, tragen wir
den gegebenen Winkel ¢, = DOC an und ziehen DC 1 OD,
dann ist OC = &, der zweite Faktor des Vektorproduktes {€ - S},
bestimmt. SchlieBlich sei noch der Scheinleitwert der Speise-

leitung durch das Vektorverhiltnis (%— (Abb. 77a) gegeben. In
0

=50 A

dem Beispiel ist €, =2kV angenommen. Ist
v Amp DUD € = OB der gesuchte Spannungsverlust
—0 0" in der Speiseleitung, ¢, = B4 die Spannung
50 am Speisepunkt, so kénnen wir folgende Be-

L, w0 dingungsgleichungen aufstellen:
80 750 C=C + e (1)
/;' ' 2 200 IS i
/ 250 61:311_10; 31261(310§ (2)
7 {63} ={€-3- (3)

In die letzte Gleichung setzen wir den Wert
von §; aus Gl. (2) ein und erhalten:

s {@l-eléi}z{@-ﬁ}}. )

Diese Vektorproduktgleichung verwandeln
wir nach den im Abschnitt G, GIl. (66) ge-
gebenen Regeln in eine Kreuzproduktgleichung,
wobei statt des Vektors €; der Spiegelvektor
€, = H’'A = OH (Spiegelung von €, an €) zu verwenden ist,
und erhalten

Leé
Abb. 77a.

e L =6-3. (3)

Wir bringen nunmehr alle bekannten Vektoren auf die rechte
Seite und verwandeln das Kreuzprodukt der rechten Seite in das
Quadrat eines Vektors'g (Dimension : Spannung):

Gy

@1@'€1=@'3—i‘ g2 (6)
1
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In Abb. 77 ist der Spannungsvektor “SL OF konstruiert,

indem das Dreieck COF &hnlich dem ausljl und €, gebildeten
Dreieck in Abb. 77a gemacht ist. Nach Abschnitt J, Abb. 37
liegt nun der Vektor g in der Richtung der Winkelhalbierenden O G
des Winkels FO4, und sein Betrag ist

m(’O

ol =06 = |/1@{ \w yo4 - OF

Diesen Betrag von |g| kann man entweder nach Abb. 37 kon-
struktiv oder einfacher mit dem Rechenschieber ermitteln.

In Gl (6) kommt noch der Spiegelvektor €,z von €, vor.
Dieser ergibt sich unter der Annahme, dafl e; und €, gefunden
sind, als die zweite Diagonale OH in dem Trapez OBHA . Die
Eckpunkte des letzteren liegen auf einem um M beschriebenen
Kreise mit dem auf der Mitte von 04 L stehenden Radius
KM, dessen Gr6Be noch zu bestimmen ist. Nach Gl. (6) ist

Ga_ 8
g G’
daher ist
Xe,0=g,Cs, d.h. XBOG=<XGOH.

Da nun BH || 04 ist, so sind die Kreisbogen BK und KH gleich
groB, die Winkelhalbierende g von e; und €,z mufl daher mit
der Richtung OK zusammenfallen, und K ist der Schnittpunkt
der Verlangerung von g mit der Mittelsenkrechten MK von O4.
Durch die Punkte OKA ist aber der Kreis um M, und damit
sein Mittelpunkt M, eindeutig bestimmt. Es ist nun noch ein
zweiter geometrischer Ort fiir die Punkte B und H zu konstruieren.
Dieser ergibt sich aus der Beziehung

(€| - [es] = gl

und ist durch einen um den Punkt N mit dem Radius GN be-
schriebenen Kreis gegeben. Da nidmlich ON L GOL ist, so ist

OL=06G=|g| und OP = 0B = |e,|
und daher HO-0OP =G0-0L

oder |G| - [eq] = |g] - |g] -
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B ist somit der gesuchte Punkt, durch dessen Konstruktion e,
und €, gefunden sind. Die Konstruktion zeigt aber noch eine
weitere interessante Erscheinung. Die beiden Kreise schneiden
sich auBler in B noch in H. Dadurch entsteht eine zweite Losung
fiir die Aufgabe, bei der der Spannungsverlust OH in der Speise-
leitung und die Speisepunktsspannung H 4 auftritt. Diese Losung
entspricht aber einem labilen Zustande. Bei einer geringen Ent-
lastung des Speisepunktes wiirde der Punkt H nach B und bei
einer Mehrbelastung nach 4 wandern.

Schlieflich ist noch J; zu konstruieren, indem 9 ABQ = ¢,

und |3, _I IRi oder &, = elc% gemacht wird.

Es soll nachs’cehend die Relhenfolge der Konstruktionen noch-
mals kurz zusammengefallt werden: Gegeben ist € = 04,

S=0C und éi (Abb. 77 und 77a). Es sind zu ermitteln
‘ 0 :

S(?—": OF, die Winkelhalbierende OK aus S@—O = OF und
I I

& = 04; auf dieser ist abzutragen der Wert la] ——V[L] @10

=104 -0F . Sodann ist ein Kreis durch OKA4 und ein zweiter

mit dem Radius GN zu beschreiben. Die Schnittpunkte der

beiden Kreise B (und H) ergeben das Potential im Speisepunkt,

d. h. die Spannungen ¢; = OB und €, = B4. Schlie@lich wird

[$1] = ‘(Iﬂ@"!ﬂ B@Q unter dem Winkel ¢, an BA angetragen
1

oder , =e, @1—1 = BQ konstruiert. Bei der Aufgabe ist Ein-
0
phasenstrom zugrunde gelegt. Fiir Drehstrom wiirde lediglich der

Faktor ]/g bei der Bestimmung der Leistung zu beriicksichtigen
sein.

Abb. 77 gibt noch AufschluBl iiber die naheliegende Frage,
welche grofte Leistung mit einer gegebenen Leitung bei der
gegebenen Phasenverschiebung ¢, ibertragen werden kann.
Dieser Fall tritt dann ein, wenn der Kreis um N den Kreis um M
im Punkt K beriihrt, d. h. wenn G nach K vorriickt. Nun war

nach Gl. (6) G- \5@0 =04 -0F =g2 oder AQOAG- AOGF,
h
daher <COAG = <LOGF . Schreitet nun der Punkt G nach K
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und entsprechend der Punkt F auf dem Strahl OF nach F, vor
und soll <XOAK = <L{OKF, sein, so braucht man, um F, zu
finden, nur KF, H AO zu ziehen, dann erhalt man in OF; den

Vektor §pax (?—0 . Zieht man schlieBlich C,F, || CF, so erhilt man
]

1
in OC, den gesuchten Vektor {, ... Die maximal tibertragbare
Gesamtleistung ist R, = {€ * Jmax) 1A Ny max = € * Smax COSP; «

D. Berechnung einer Ringleitung, Niherungsverfahren.

Von einer Zentrale C (Abb. 78), in der eine konstante Span-
nung € unterhalten wird, geht eine Ringleitung aus tiber die
Speisepunkte 4, B, in denen die Stréme J, und J, unter den
Phasenwinkeln ¢, bzw. ¢, entnommen werden. Die Scheinwider-
stinde der Leitungszweige

CA, 4B, BC
seien dargestellt durch die Vektorverhaltnisse

1 f2 fs

3’ 3 S (Abb. 78a).
Wegen der Hintereinanderschaltung der drei Stromzweige soll
mit Scheinwiderstanden (f-Werten) und nicht mit Scheinleit-
werten (j-Werten) gerechnet werden. Die zu berechnenden
Spannungsdifferenzen in den drei Leitungsabschnitten sind be-
zeichnet mit e, e,, e; (wobei einheitliche Pfeilrichtungen ent-
gegen dem Uhrzeigersinne angenommen sind) und die Span-
nungen in den Speisepunkten 4 bzw. B mit ¢, bzw. €,. Dabei
ist angenommen, daf3 die Betrige der Vektoren e,, e,, ¢; so klein
gegeniiber denen von €, ¢, €, sind, daf} die tatsichlichen Phasen-
verschiebungen zwischen ¢,, €, und € vernachlissigt und €, ¢,
parallel € angenommen werden kénnen. €, €, €, sind daher
abgebrochen dargestellt.

In dem Punkte C wird dem Ring die geometrische Summe
der Strome §; + §, zugefithrt. Es ist aber zunichst unbekannt,
wie diese sich auf die beiden Leitungszweige CA und CB ver-
teilt. Ebenso sind die Spannungsdifferenzen e, e,, e; unbekannt,
ihre Summe muf} jedoch gleich Null sein.

Wir fithren nun als weitere Unbekannte den Teilstrom J; im
Leitungszweig C4 ein und versuchen die Spannungen e, e,, e
als Funktion einer einzigen von ihnen, z. B. e,, darzustellen.
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Die Ringstréme in den Abschnitten AB und BC ergeben
sich zu (J —J1) bzw. (§; — J1 — Jp). Als Pfeilrichtungen fiir
sie benutzen wir die gleichen wie fiir die Spannungen e, e,, ¢,.

5 Fr fo P Z
Z:'Z-//g//ﬁ g \F ,%2!

;,_/’«zg Abb. 78b.

Abb. 78a. Abb. 78d.

Diese Pfeile sind nicht als Richtungspfeile fiir die Energie oder
als Phasen fiir die Strome zu betrachten, sondern lediglich als
Zshlpfeile. Nach den gewéhlten Bezeichnungen ist:
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Jr = 91%)~ 1)
1
35—81=€2%, (2)
2
e~ H— %= e—g (3)
woraus sich ergibt
N — & 62> 4
J1 ’\50<f1 fz > ( )
B s= 52—, ©
fr s
€1 31) fo o 2
= a4 — s 6
e 2(f Jo & f1 \51;50 ©
(Y Cy
€3 = fs(el e :‘ 02) = e1ifi — (3 +32) i > (7)
f1 o Tl Jo

e, +e,+e3=0 (8)

und mit Gl. (6) und (7):
oo pe e it g f g gyl )

f f fl o Jo

— f2 fl I ¢ S (Y f fl i 10
S hthh T ST L 1O

Bildet man aus GI. (10), (6) und (7) die Summe e, -} e, + e;,
so mul} diese, wie die Probe zeigt, gleich Null werden.

Nach Gl. (10), (6), (7) und (1), (2), (3) kénnen nunmehr
€1, €, ¢3 und die Ringstréme g, (I, — ) (§r — S — o)
konstruiert werden.

In Abb. 78a sind zunichst die MaBstébe fiir Strom und Span-
nung festgelegt und die gegebenen Spannungsvektoren f,, f,, f3
und ihre Phasenverschiebungen gegen den Einheitsstrom §,, der
beispielsweise gleich 50 A angenommen ist, eingetragen und die
geometrische Summe f; + f, -+ f; konstruiert.

In Abb. 78 sind die gegebenen Strome J; (60 A) und $, (80 A)
unter ihren Phasenwinkeln ¢, (cos@, = 0,6) bzw. @,(cos@, = 0,8)
gegen die Spannung € eingezeichnet und die geometrische Summe
31+ 3. = CV konstruiert, welche der Ringleitung im Punkte C
zuflieB3t.
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Nach Gl. (10) ist
o T2 f1 fs f1
e]_ dof]‘*‘fz‘l‘fs_‘—(\h—i—dz)dofl+72+T3

die Summe von zwei Vektoren, die nunmehr nach Abb. 78b und ¢
zu konstruieren sind. Zu dem Zweck ist in Abb. 78b an $; das

ADOF > A$y,f, (Abb. 78a) angetragen, wodurch OF = fz
wird. Weiter wird an OF das AFOG~ A(f; +f, + fa), f1
(Abb. 78a) angetragen, wodurch der Vektor 0G = .\;Iff h

o it +is
gefunden ist. In Abb.78c ist an §; + §, = OH das A HOKN VANI AN
(Abb. 78a) angetragen, wodurch sich OK = (§; + § \Sz)f— ergibt.
An OK ist weiterhin das AKOL~Af, (f; 4+ f. + f3) ange-
tragen, wodurch OL = (3, + J) = IR gefunden wird.

Sofr+ o +1s
Sodann wird aus Abb.78b OG gleich und parallel nach LM

iibertragen, wodurch sich OM = OL 4+ LM =e, ergibt. In
(e
derselben Abb. 78c ist ferner noch der Strom J,—= el‘f@ = ON

nach GIl. (1) konstruiert, indem A MON c Af;, (Aﬁob. 78a)
angetragen ist. Die Linie HN gibt dann gleichzeitig den Vektor
Se— (31 + F), d.i. der Strom, welcher in dem Ring von B
nach C flieBt. Da aber J, —(J; — J,) der Spannung e, en’cgegen-

gerichtet ist, so flieBt tatsachlich der Strom =3, + §,— J,= NH
von C nach B.

In Abb.78d ist schlieSlich nach GI. (6) e, =-r¢, ;2 — 153

Jo

konstruiert. Zu dem Zweck ist an 0Q = e, (aus Abb. 78¢ iiber-
tragen) das AQOR~ Afy, f, (Abb. 78b) angetragen, wodurch

OR =elffl gefunden wird. Ferneristan 08 =, das ASOT ~3,, f,

1
angetragen, wodurch OT = dljf entsteht. Dann ist TR der
o
gesuchte Vektor ezzelffl— 311—2. Die Vektoren e, =0M, ¢,=TR,
1 o

=ON und § + J, — J, = Iy = NH werden schlieBlich nach
Abb. 78 iibertragen, wodurch CA =e, und AB =¢,, BC = ¢,
CU = 3, und UV =, gefunden sind.
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E. Berechnung von Stromverzweigungen mit einem
Knotenpunkt.

a)ZweiScheinwiderstandein Hintefeinanderschaltung
an konstanter Spannung (Abb. 79).

Die Spannung sei bezeichnet mit €, und die beiden Schein-

f1 fe

widerstande seien gegeben durch die Vektorverhéltnisse - bzw. -2,
N 3
Wegen der Hintereinanderschaltung der Widerstande wird mit

f-Werten und nicht mit j-Werten gerechnet.
Es sollen nun folgende Untersuchungen angestellt werden:
1. Berechnung und Konstruktion der Teilspannungen e, und e,
an den beiden Widerstinden;
2. Ermittlung des Stromes i, der durch die
beiden Widerstiande flief3t;
3. der geometrische Ort fiir e; bzw. e,, wenn f; z z/;
linear veranderlich gemacht wird, wahrend f, und -
der Phasenwinkel ¢ zwischen j; und {, konstant

<24
bleibt ; 57 7
4. desgleichen, wenn f{, linear veranderlich, f,
und ¢ dagegen konstant sind; Abb. 79.

5. der geometrische Ort fiir e; bzw. e,, wenn
der Phasenwinkel ¢ zwischen §, und {, verandert wird, wahrend |f, |
und |f,| konstant bleiben;

6. der geometrische Ort fiir i fiir linear veranderliches f, bei
konstantem ¢ und f,;

7. desgleichen fiir veranderliches ¢ bei konstantem |f,| und f,
(d. h. die Betrage von |f;| und |f,| und auBerdem die Richtung
von f, sind konstant); '

8. desgleichen fiir linear verdnderliches f, bei konstantem ¢
und fy;

9. desgleichen fiir veranderliches ¢ bei konstantem |f,| und f,.

Um in den Fallen 3—9 leichter erkennen zu koénnen, welche
Parameter der Vektorverhaltnisse veranderlich angenommen sind,
sollen diese durch einen oberen Index von e,, e, und i angedeutet
und in den Formeln der verédnderliche Vektor {, bzw. {, in Klam-
mern gesetzt werden. Wir bezeichnen demnach die veranderlichen
Vektoren im
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Fall 3: mit ¢/, ¢} (i),

EE) 4: 9 e;’: e;’ (fz):
bE] 5: 2 eip’ eéﬂ (f;’):
99 6: 99 i’ (fl)a
” 7: ” it (ﬁp) s
” 8: 9 i” (f2):
» 9o, 172 (7).

In Abb. 79a ist der Bezugsstrom J, f,, f, und f, + f, dar-
gestellt und in Abb. 79b die gegebene Spannung € = OE.

Adl.Zur Bestimmung
von ¢, und e, dienen die
Beziehungen :

e, +e,=C (1)

und

Abb. 79b. Abb. 79a.
oder € f1

a_h 3
€ f ®)
- D G fi . €2 _ G _ fa ., (3a)

e, +e € f+ o egt+e € fi+1.

f1 f2
=C H e, =C . (4)
LIRS A A A

Um nach GI. (3) und (1) e, und e, zu ermitteln, haben wir das
A OPE (Abb. 79b) ~ A OAC (Abb. 79a) iiber € zu konstruieren
und finden dadurch OP =¢, und PE =e,.
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Ad 2. Zur Bestimmung von i nach Gl. (2) haben wir e, mit

(e (o3
dem Vektorverhiltnis 2. <oder e, mit dem Vektorverhiltnis %)

1 2
zu multiplizieren. Dieses ist in Abb. 79b geschehen, indem das

A POF ~ A AOD (Abb. 79a) konstruiert ist. Dann ist OF der
gesuchte Stromvektor 1.
Ad 3. Nach GI. (4) ist unter Benutzung der oben festgesetzten
Bezeichnungen:
()

RS ©)

worin f; nach der Richtung O4 (Abb. 79a) linear verinderlich
angenommen ist. Gl. (5) ist nach Abschnitt L, Gl. (147) und (149)
eine Kreisgleichung, die sich auch in der Form

fo _C—ef

schreiben 1a8t. (F) .

Als Grenzwerte fiir den veranderlichen Vektor (e]) hatten
wir im Abschnitt L. den Leerlaufsvektor & und den KurzschluB-
vektor & eingefithrt. Das wollen wir auch hier tun. Fiir Leer-
lauf (f,) =oo (d.i. Stromunterbrechung) ergibt sich aus Gl. (5):

¢{=8=C62, also @=C, und fir Kurzschluf (f,)=0:
e o]

(6)

q=@=@$,mMr@=a
2
Hiernach kénnen wir Gl. (6) in die Form:

T _L—ea_a-—=¢
() e1—8 8f—¢
bringen. Der Kreis fiir den verinderlichen Vektor ¢] mit dem
Mittelpunkt M (Abb. 79b) geht daher durch den Punkt O (f = 0)
und E (8 =€) und den bereits ermittelten Punkt P, und der
konstante Peripheriewinkel OPE ist gleich dem Winkel 0A4C
(Abb. 79a). Dieser Kreis ist gleichzeitig der geometrische Ort fiir
den FuBBpunkt des Vektors ¢}, dessen Spitze stets mit E zusammen-
fallt. e] und e sind fiir einen beliebigen Wert von (f,) in Abb. 79a
und b eingetragen, indem das AOP’'E c> AOA'C’ konstruiert
ist. Dann ist OP' =¢] und P'E = ¢}.
Ad 4. Wenn statt f, (f,) linear verinderlich angenommen
wird, so fithrt die Konstruktion zu demselben Kreise OPE,

(7)
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da dieser durch die drei Punkte O, P und E bereits eindeutig
bestimmt ist.
Ad 5. Nach GI. (1) ist e + ¢ =€ und nach Gl. (3)

e f
= (v (®)
ef (it

Da aber |f2l nach der Annahme eine (dimensionslose) Konstante

[

ist, so ist auchl 4 eine Konstante, und der Punkt P wandert

lef]

daher auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt N auf OF liegt und
dessen Radius PN 1. PM steht (vgl. Abschnitt Le, 2). In
Abb. 79a ist als Beispiel ein beliebiger Vektor {f = 04" = BC"”
(|i7] = |f1]) eingetragen und das AOP"”E > AOA"C” konstruiert.
Vorstehend ist die Phase von f; in (jf) verdndert; das gleiche
Resultat wire erzielt, wenn {, festgehalten und f, um den gleichen
Winkel, aber im umgekehrten Sinne verdreht wére.
Ad 6. Nach Gl. (2) und (4) ist

3/ 21 (5'\5
V=L —
V) Rt ()
Dieses ist nach Abschnitt Lec,1 eine Kreisgleichung. Die
Grenzwerte fiir i’ ergeben sich fiir
(f;) =0, Leerlauf, ["=0

und fiir N
(f) =0, Kurzschlufl, ¥ = (ET‘S
2
Die Kreisgleichung kann daher auch in der Form
fo _ e S
f) F—t 63 _

fe

geschrieben werden. In Abb. 79¢ ist der Kreis fiir i’ konstruiert.
Zunichst sind die Vektoren € und i aus Abb. 79b iibertragen,

(9)

(10)

(o]
sodann ist der KurzschluBvektor ¥ = € 2. konstruiert, indem das

2
AEOG~ ABOD (Abb. 79a) an € angetragen ist, wodurch

(e
¥ —0G =G ermittelt ist. Da ferner I’ =0 ist, so fallt der
2
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Leerlaufspunkt mit O zusammen, und der Kreis fiir i’ geht durch
die Punkte OFG .
Ad 7. Nach Gl. (9) und (10) ist mit gednderten Bezeichnungen

63
R 7 (n
o =0 (12)

(ip) ~F =i’
(e
worin wieder I'’=0 und ¥ = @f—‘s ist. Gl. (11) und (12) sind nach
2
Abschnitt Le, 2 Kreisgleichungen. Der Mittelpunkt des Kreises

£

N

N

e
/7 .
yl
7
Abb. 79c. Abb. 794d.

fiir i?! liegt auf der Verbindungslinie der Spitzen des Leerlaufs-
und Kurzschluivektors I’ und ¥ der ad 6 behandelten Aufgabe,
d. h. auf dem Strahl OG (Abb.79c), und der Radius KF des
Kreises steht senkrecht auf dem Radius HF.

Ad 8. Diese Aufgabe ist in gleicher Weise zu behandeln wie
die Aufgabe 6, mit dem Unterschied, daB (f,) an Stelle von f,
linear verdnderlich angenommen wird. Aus Gl. (9) und (10) ent-
stehen daher die Gleichungen

» ® 3 Tl i”— I”
d L S

CTht G ) E—1"

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 10
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[e%
% sind. In Abb. 79d sind wieder die

1
Vektoren € und i aus Abb. 79b iibertragen und

worin ["=0 und {'=

&
=6 =0Q
fx
konstruiert, indem AEOQc>AAOD (Abb. 79a) gezeichnet
ist, wodurch OQ = {"’ gefunden wird. Dann ist der durch OFQ
gelegte Kreis mit dem Mittelpunkt R der geometrische Ort fiir i".

Ad 9. Diese Aufgabe entspricht der Aufgabe 7. Um den
geometrischen Ort fiir i?2 zu finden, haben wir daher in Abb. 79d
nur den Schnittpunkt S der Senkrechten FS zu FR mit der
Linie OQ zu suchen. Dann ist der mit SF beschriebene Kreis
der geometrische Ort fiir i%2.

Zu erwahnen ist noch, dal wir bei der Ermittlung der sechs
geometrischen Orte e], e?, i’, i¥1, i"’, i?2 von demselben durch die
Vektoren f,, f, charakterisierten Zustand ausgegangen sind, dem
die ermittelten Punkte P und F in Abb.79b entsprechen. Der
Punkt P liegt daher auf den beiden Kreisen in Abb. 79b und
der Punkt F auf den vier Kreisen der Abb. 79¢ und d.

b) Drehstromnetz mit Belastung in Sternschaltung.

Es sind die Sternspannungen und Stréme zu bestimmen.
Diese Aufgabe, die bereits im Abschnitt N iiber Leistungsgesetze
besprochen wurde, hat bei der allgemeinen Anwendung der Dreh-
stromiibertragung stindig an Bedeutung gewonnen. Sie tritt so-
wohl bei belasteten wie unbelasteten Netzen auf, bei der Be-
rechnung der Wirk- und Blindstréme, der Kapazititsstrome der
Leitungen, der Nullpunktsverschiebung bei ungleich verteilter
Kapazitat oder Erdschlufl3 einer Leitung usw. Eine eingehende
Berechnung ist daher von besonderem Interesse. Hierbei sollen,
da sich die Rechnung dadurch keineswegs umstindlicher ge-
staltet, die verketteten Spannungen von ungleicher GréBe und
ungleicher Phasenverschiebung angenommen werden, so daB der
Fall gleicher Phasenverschiebung (120°) als Sonderfall aufzu-
fassen ist. Zunachst ist zu iiberlegen, ob fiir die Generatorspan-
nungen besser die verketteten Spannungen €,, €,, €; oder die
Phasenspannungen RB,, B,, R, zu wihlen sind (Abb. 80).
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Im ersteren Falle ist zu beachten, daB
@1—}—@2—}—@3=0 (1)

ist, und daf} daher, wenn zwei dieser Spannungen gegeben sind,
auch die dritte bekannt ist. Im letzteren Falle sind dagegen die
drei Spannungen %, ‘B,, B; unabhéngig voneinander; sie miissen
daher alle drei bekannt sein. Allerdings ist dadurch auch das
Potential des Sternpunktes O des Generators bekannt. Dieses
ist von Interesse, wenn der Sternpunkt O geerdet oder iiber
eine Erdungsspule mit Erde verbunden ist. Da aber

€ =B — By G, =P — Bs; Gy =P, — % (2)

ist, so kénnen jederzeit die
fir €, €,, €; entwickelten
Formeln in solche fir %,
Ry, By umgewertet werden.
Es wird daher die Berechnung
mit den Spannungen ¢, €,,
¢, bevorzugt, da nach Gl. (1)
eine derselben stets entbehr-
lich ist.
Der Generator mit den ver- Abb. 80.

ketteten Spannungen €, , €, ,E,

soll nunmehr in Sternschaltung belastet sein durch drei Schein-
widerstande, deren Leitwerte durch die Vektorverhiltnisse

—1@5,%,1@3 (Abb. 81) gegeben sind. Dann entstehen in den drei
Widerstanden die Stréome i, i,, i; und an ihren Klemmen die
Sternspannungen e,, e,, e; (Abb. 81a), wodurch das Potential des
Sternpunktes P durch seine Lage -zu den Seiten €, €,, €; des
Spannungsdreiecks 4BC bestimmt ist. Die Lésung der Auf-
gabe wird dadurch erleichtert, dal sich die sechs Unbekannten
ey, €y, €3, 1y, iy, i3 als lineare Funktionen einer von ihnen, z. B. ¢,
darstellen lassen. Es ist néamlich:

e, =¢,
e, =¢e; + €5, (3)
eg=¢; — G,

10%*
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e
‘2:ezéi_z=(e1+@3)%,
‘3263‘1@3‘=(e1—@2)&_3-

Ferner ist

(4)

(5)

Abb. 81.

daher mit den Gl. (4)

e+ (e G+ (0 —Gy) =0

(5

(1 41s +13) 6, = 1365 — 1265,
0sG— inC
Yo gt s

In gleicher Weise ergibt sich
o= |
i+
oy — 261 — iaCs
Pl PR

) (6)

()

1) In den Gleichungen fiir e,, €,, ¢; kommt der Bezugsvektor € iiber-
haupt nicht vor, sondern auBer €;, €,, €; nur die Vektoren iji, j,, s -
¢,, €,, ¢, wiirden daher unveridndert bleiben, wenn in Abb. 81 € um einen

beliebigen Winkel gegen j;, i, j verdreht wiirde.
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Um e, nach Gl. (7) zu konstruieren, schreiben wir
o 13 _ @ 12 .
"hthtis Chtitis
e, 1aBt sich daher als die Differenz zweier Vektoren €, Js
1+ iz + s
und €; —2  darstellen. Diese Konstruktion ist in Abb. 8la

i1 + 12
durchgefiihrt, 1ndem ACAQ ~ AGOF gezeichnet ist, wo-

durch QA4 = C&Ez# ermittelt ist. Ebenso wird
it ie+ s i

ABAR ~ AGOE konstruiert, wodurch AR =G, ¥—f -
fi et s

bestimmt ist. Da ferner R4 = — AR ist, so ergibt sich
e, =QA+ RA =P4 als die Diagonale des Parallelogrammes
AQPR. Die Konstruktion von e, und e; nach Gl. (7) eriibrigt
sich, da nach Gl. (3) e;=e, + €;=PB und e;=e, — C, = PC ist.
Zur Konstruktion der Strome i, i,, i; dienen die GIl. (4).
Danach erhalt man i;, wenn man die soeben gefundene Span-
nung e, mit dem Vektorverhaltnis % multipliziert. Zu dem

e, =G

(8)

Zweck wird das AAPH,~ ASOD konstruiert, wodurch
PH, =1, gefunden wird. In gleicher Weise wird 1, = ez-ié = PH,
und i; = e3-ié- = PH, konstruiert!). Bei richtiger Konstruktion
mull nach Gl (5) i; 4 i1, + i3 =0 oder i, 4 i3 = —i,; sein.

Bestimmung der Kreisdiagramme.

Wir wollen die Belastung eines Stromzweiges, z. B. den Vek-
tor j,, als verdnderlich betrachten und zur Unterscheidung mit j,
bezeichnen, wahrend j, und j; nach Abb. 81 als konstant ange-
nommen werden. Wir beschrinken uns ferner auf eine lineare
Verdnderung von j, in der Richtung {,;, da die Kreisdiagramme
fiir eine Phasenéinderung von j; sich leicht aus ersteren ermitteln
lassen (die Kreise schneiden sich senkrecht), und stellen in der

1) Wahrend e,, ¢,, ¢; unabhéngig von € sind, hat die Lage von €
EinfluB auf die Phasen von i, i,,1,. Eine Verdrehung von § verursacht
eine Verdrehung von i, 15, i um den gleichen Winkel, ohne ihre Betrige
zu verédndern.
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Zeichnung nur die Xreissektoren fir positive Werte von
'jE(O < ii—i-< + 00) dar.

Wir schreiben hiernach die GIl. (7):

3G — sy
i tletis”

1€ — 1.6 '
2= ., 9
: jr e+ s ®)
_ 126 — 56,

€3 =7 . :
et tis
und Gl. (4)
= iaGs s
YUkt +is C
CE i
NRCETYY o
p+i:+3. €
& =G
Pt tis ©
Die GI.(9) und (10) sind nach Abschnitt L, ¢) als Kreisgleichungen
anzusprechen, da die Vektoren e, e,, ej, i, i, i3 sich durch das
Verhiltnis zweier linearer Funktionen von j, darstellen lassen:
Der Charakter der Kreisfunktionen kommt noch besser zum Aus-
druck, wenn wir nach den im Abschnitt L. gegebenen Anweisungen
e bzw. i nicht als Funktion von j,, sondern umgekehrt j, als
Funktion von e bzw. i darstellen und die Leerlauf- bzw. Kurz-
schluvektoren fiir j, = 0 bzw. j, = oo einfithren. Wir bezeichnen
die Grenzwerte von e;, e,, e; bzw. i, i,, 13

fiir Leerlauf (j, = 0)
ey, €y, 3| mit &, bzw. &,, &,
iy, 1y, 15| mit I, bzw. I,, I,

fiir KurzschluB (j, = o0)
®, bzw. &, K,
£, bzw. ,, f;.

Nach Gl. (9) und (10) ist

js€ — j2Cs js€y j2Cy
! Je +1s ? Je +1s 2 e+ is
K, =0; R, = C,; R, = — G, (12)

1y
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j215C1 j215Cy
,=0; = — /= ;0 = 13
! : (G2 +is) € 2 (G2 +1) C (13)
Cy — 1,€ 15 C A
£, — 3C — e R j2 S ﬁ@s : I 13@2 (14)

Wir bilden ferner noch die Vektoren § — @ bzw. f — 1, die
die Grundlinien der Kreisdreiecke darstellen:

_§sCe— 1265 : j3Ca—Jjs 12@3

f,— 8= ; (=

! ! 12+13 o G

A ; j2 13@2 12@3

R — &K=& — &; 15) F—1, = — 2/ 16

ARG (9 = B (16)

: is 13@2 12@3 }

R;— &L= —&; foe fo = — 3

’ ’ ' ! s 12+13 ¢

Da I, +1,+1=0 und f +f,+ f; =0 ist, so mul, wie auch
Gl. (16) zeigt:

(fl - I1) + (. — L)+ (fs - 13) =0 (17)
sein. Die Kreisgleichungen (9) und (10) kénnen nun durch Ein-
setzung der in Gl. (11) bis (14) ermittelten Leerlauf- und Kurz-
schluBvektoren in nachstehende Form gebracht werden:

jx :el_ﬁlze2—£2:?3*83
fptis fi—e Se—e Ky—ey’

i b b=l
fotis h—i  f—l i
Der gleichartige Aufbau der Gl. (18) und (19) ist beachtenswert.
Betrachten wir zundchst das Kreisdiagramm fir e; [Gl. (18)].
Den Vektor ¢, hatten wir bereits oben fiir einen Wert i, =i,
gleich PA gefunden. Konstruieren wir in gleicher Weise (Abb. 81b

und 81) nach Gl (11) den Vektor &, = —1sCs +I2®3 LA, soist
Jo + s
der Kreis fiir e; durch die Punkte 4(®, = 0), P und L bestimmt,

und e, — &, ist gleich PL und &; — e, = — ¢, = AP, folglich
ist ALPA~ AGTO (Abb.81).
Stellen wir die gleiche Betrachtung beispielsweise fiir das Kreis-

(18)

(19)

diagramm 1i; an, so haben wir [; = F ]2_7_3-@1)—@ nach Gl. (13) und
P Joe T Is
f, = — & nach Gl. (14) zu konstruieren, wodurch die Punkte L,
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bzw. K; gefunden werden. Konstruieren wir ferner fir {, =1,
nach GI. (10) iz, so ist auch der Punkt P, bestimmt, und es ist

L3P3:i3_13’ P3K3=f3“i3-

Z A

Abb. 81b.

Nach GI. (19) muB daher AL,P,K,x» AGTO (Abb. 81) sein.
Das gleiche gilt von den Kreisdreiecken fiir i, und i,. Wir finden
daher, daB3 alle Kreisdreiecke dhnlich sind dem Dreieck GTO.
Auch die Kreismittelpunkte befinden sich in #hnlicher Lage.
Die fiir einen bestimmten Belastungsfall (j, =j,) in Frage
kommenden sechs VektorgréBen kann man nun mit einem Blick
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iiberschauen, wenn man die vier Kreisdiagramme nach Abb. 81 ¢ so
zusammenlegt, daB die Grundlinien § — & bzw. f — 1 der Kreis
dreiecke z. B. in die Richtung &, = L4 fallen. Dann verschieben
sich die Punkte ABC der Stromdiagramme aus Abb. 81b nach
Jy, Jy, I3, und zwar liegt J, auf & und J,, J5, wie spater noch
nachzuweisen ist, auf den Seiten AB bzw. AC des Spannungs-
dreiecks (Abb. 81c). AufBlerdem ist

S A =t — 1] =1,

U, 4 = |f2 - Izl,

U4 =t — 1.
Zieht man nun in Abb. 8lc einen Leitstrahl AV,V,V, P unter
dem Winkel @ = (j, + js), (j; + jo +s) (Abb.8l) gegen &,
so kann man simtliche VektorgroB8en unmittelbar abgreifen, und
zwar: e, = P4, e, = PB. e; = PC,

|i1{=J1V1’ |i2|=J2V2’ |iaf:J3V3-

Die Spannungsvektoren e,
e,, €5 sind nach ihrer Phase
richtig dargestellt. Bei den
Stromvektoren i, i,, i3 ist
jedoch zu beachten, daf
die Diagramme so gedreht
sind, daBl die Dreiecks-
grundlinien (f — [) mit der
Richtung &, zusammen-
fielen.

Die Phasenwinkel der
Strome iy, iy, i3 sind daher
nicht von der Phase &
ausgehend zu bestimmen,

sondern durch die Win- é?f/ Z)
kel @, @, @3 gegeben, \
die man dadurch erhalt, Abb. 8lec.

daB man in Abb. 81b
durch 4, B und C Parallelen zu &, zieht und diese zusammen mit
den Kreisdreiecken nach Abb. 81 ¢ iibertrigt [s. die eingeklammer-
ten Vektoren (), die von J;, J,, J; ausgehen].

DaB der Punkt J, auf €, (d.i. auf AB) liegt, ist folgender-
maBen zu beweisen:
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Nach Abb. 81b und ¢ sowie den GI. (10) und (7) ist

Gy
Ad, _ BK, _ £, _ ¢ _ A _ G, (20)
AU, BL, ft,—1 _ j2 v j3€ — 1265 _ j3C2 — j2 G5 -4
2 + s ¢ jo + s

Da AU, nach der Konstruktion in die Richtung von &, ge-
legt ist, so muBl nach Gl. (20) 4J, in der Richtung €, liegen.
Aus Gl. (20) geht weiterhin hervor, dal J,U,||BL ist. Ebenso
muBl §; auf AC liegen und J3Ug||CL sein.

F. Stromverzweigung mit zwei Knotenpunkten;
‘Wheatstonesche Briicke mit fiinf Scheinwiderstinden.

Diese Aufgabe wurde bereits im Abschnitt N tiber Leistungs-

gesetze kurz behandelt, um daran deren Anwendungen zu er-

lautern. Hier soll die Aufgabe eingehen-

. 4, 0  der untersucht und zunichst die Span-

nungen und Strome mit Hilfe der Kirch-
hoffschen Gesetze ermittelt werden:

In den vorhergehenden Aufgaben
konnten alle Spannungen und Strome als
Funktion eines Spannungsvektors dar-
gestellt werden, der die Lage des Knoten-
punktes der Spannungen gegeniiber den
gegebenen Spannungen eindeutig be-
stimmte. Sind mehrere Knotenpunkte
vorhanden, so ist die Anzahl der un-
abhiangig Veranderlichen gleich der An-
zahl der Knotenpunkte, im vorliegenden
Beispiel also gleich 2.

& Wir nehmen nach Abb. 82b eine

Abb. 82. Briicke ABCD an, deren fiinf Zweige aus

fiinf Scheinwiderstinden bestehen und die

in den Punkten 4B an eine gegebene Spannung € gelegt ist. Da-

durch entstehen an den Klemmen der fiinf Scheinwiderstinde die
Teilspannungen

el’ 62, ea’ 64, es
und in ihnen die Stréme

iy, iy, g, ig, 15
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Die Scheinleitwerte der fiinf Widerstédnde seien nach Abb. 82 ge-
geben durch die Vektorverhiltnisse

Boode o d s

L ) G b G > Q} b G 2
wobei als Bezugsspannung die Netzspannung € gewahlt ist.

Abb. 82b.

a) Berechnung der Spannungen und Stréme.
Da e, bis ¢; und 1, bis i; unbekannt sind, so haben wir zunéchst
zehn Versnderliche. Da aber die Spannungen und Strome durch

1

die einfache Beziehung i =e¢ © verkniipft sind, so sind die Strom-

vektoren bekannt, wepn die Spannungsvektoren ermittelt sind.
Von den Spannungsvektoren e; bis e; konnen wir nach oben
Gesagtem zwei, z. B. ¢,, e, die die Lage der Knotenpunkte C, D
bestimmen, als unabhangig Variable ansehen, wodurch die Zahl
der Verianderlichen von zehn auf zwei herabgesetzt ist. Wir schrei-
ben daher: e, =¢,,

e, =C —ey, |
ez = €3, }
eg=C—ey, |
o s ]

1



1H6 Bestimmungsgleichungen.

Daraus ermitteln wir die Strome

il = 'IE;— el )
== (e,
=g e, @)
== € —e),
i5=I—(;e5=1@5(e3——e1).
Da die Summe der Knotenpunktsstrome-gleich Null ist, so ist
i, —i,—1i;,=0, (3)
is—1i,+1;,=0. ' (4)

Aus Gl. (2) und (3) bzw. (2) und (4) ergeben sich die beiden
Bestimmungsgleichungen :

fre; +ia(e; — €) +-js(e; —e5) =0 (5)

und jses + ja(es — €) +js(e3 —e;) =0 (6)
oder (i +i2+is)es —jses — 1€ =0, (5a)
jser — (s + ja +is)es + 4€& =0. (6a)

Bei der Entwicklung der Gl. (5) und (6) ist die in den Nennern der
Gl. (2) stehende Bezugsspannung € ganz herausgefallen (dagegen
nicht die Netzspannung §). Daraus ergibt sich, dafl die Spannungen
e, bis e;, die sich aus Gl. (5) und (6) ermitteln lassen, unabhingig
von der Bezugsspannung sind. Eine Verdrehung und GroéBen-
verinderung derselben hat daher keinen EinfluB auf das Span-
nungsdiagramm, wohl aber auf die Stréme i, bis i;, deren Phase
sich im selben Betrage verindern wiirde wie die Bezugsspannung,
wahrend sich ihre GroBen umgekehrt dem Betrage der Bezugs-
spannung &ndern.

Gl. (5a) und (6a) sind zwei lineare Gleichungen mit zwei Un-
bekannten. Es fragt sich daher, ob es zuléssig ist, diese in gleicher
Weise zu behandeln wie zwei algebraische Gleichungen. Diese
Frage ist zu bejahen, denn aus Gl. (5a) kann man e, = f,(e3),
und aus Gl (6a) e, =f,(e;) entwickeln, daher ist auch
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fi(e3) = fo(e5). Man kann daher aus derartigen Vektorgleichun-
gen die Veranderlichen in der gleichen Weise eliminieren wie
aus algebraischen Gleichungen mit mehreren Unbekannten und
erhalt somit aus Gl.(5a) und (6 a) nach einigen Zwischenrechnungen :

j2 (ja + ja) =+ 5 (o + ja) -
(1 + 7o) Gz +1a) + 3500+ 2 + 33+ 14)

r— G — ja (s + Jo) + 15 (2 + ja)
P Gyt o) (s a) s Ga e s a)

= @ (7)

(8)

G j1is — Jeis (9)
(11 + ]2) (3 +14) +i5Ga + jo + s+ ja)

¢, und e, lassen sich, wenn e, und e; bestimmt sind, leicht aus
Gl. (1) ermitteln.

In Gl. (7) besteht der Zahler und Nenner des Bruches aus
Kreuzprodukten von Vektoren. Um daher e; an Hand dieser
Gleichung konstruieren zu kénnen, miissen wir sie so umformen,
daB sie nur noch Vektoren und Vektorverhéltnisse enthalt. Wir
dividieren daher Zahler und Nenner durch (j; + {,) und erhalten

g5 =e3 — € =

fo + s ;2 —_ii 14
- jo) -+ jp 1l e s
(1 +172) + s s g
In dieser Gleichung sind i iz +£ und h et b Vek-

fs + ja Js is + ia
toren. Daher ist sowohl der Zahler wie der Nenner des Bruches

die Summe von je zwei Vektoren, also wieder je ein Vektor,
und der ganze Bruch ein Vektorverhaltnis, mit dem der Vektor €
zu multiplizieren ist, um e; zu erhalten.

In der ersten Auflage dieses Buches (1920) ist diese Aufgabe
durchgefiithrt. Da sich aber diese Konstruktion, wenn auch hand-
werksméfig ohne Schwierigkeiten durchfithrbar, ziemlich um-
stdndlich gestaltet, so soll ein anderer, wesentlich einfacherer
Weg unter Zuhilfenahme der Kreisdiagramme benutzt werden,
der mit wenigen Strichen zum gleichen Ziele fithrt und gleich-
zeitig die Ermittlung der beiden Unbekannten e, und e; ge-
stattet.

Zuvor mogen aber aus den Gl. (5a), (6a) und (9) noch einige
interessante Beziehungen abgeleitet werden.
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Aus Gl. (9) geht hervor, dal} e; = 0 wird fiir

jl j4 - jz ]'3 =0
oder Ja _ s . (10)
o s

Dieses ist die bekannte Bedingung fiir die Abgleichung der Briicke.
Gl. (10) enthélt wie jede Vektorgleichung zwei Gleichungen,
néamlich

al __ sl

T =TT 10a

el il (102)
und {l'n ]'2:@:]'3: i4- (IOb)

Nur wenn die Bedingungen Gl. (10a) und (10b) gleichzeitig er-
fillt sind, fallen die Punkte ¢ und D in Abb. 82b zusammen,
und e; ist gleich Null.

Weitere interessante Beziehungen erhilt man, wenn man aus
den Gl. (5a) und (6 a) einen der Vektoren j, bis i;, z. B. j;, eliminiert.
Hierdurch erhilt man

11+i2 ej3+i4=6- . (11)

€43 T " "
Yietis | et ia

. ; C

Hierin sind ?1 + %2 und ?3 - ?4 konstante Vektorverhiltnisse, die
Jo+ s Jo + Ja

eine Langenanderung und Verdrehung der Vektoren e, bzw. e, be-

wirken. Die geometrische Summe der beiden neuen Vektoren ist
daher fiir beliebige Werte von j; gleich €. Ahnliche Beziehungen
wiirde man erhalten, wenn man aus Gl. (5a) und 6a) statt j, einen
anderen der Vektoren j, bis j, eliminiert hétte.

Setzt man andererseits in Gl. (11) e; ='e; + e;, so erhilt man
folgende Beziehung zwischen e, und e;:

il+12+i3+i4 i3+ifi
ey 4 - es: == 12
b o+ s + 512+14 (12)

ja + ia . jo =+ ia
oder e, + es—— — = . 13
Y g tis s i Fdetistia (13)
Hierin ist G J27)4  jach GL (7) und Abb.82a der
1+ Je+ s+ s

Wert AK des Vektors e, oder e, fiir j;= oo, wobei die
Punkte C und D mit K zusammenfallen. Wir wollen diesen
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Vektor als KurzschluBvektor mit & bezeichnen. In GI. (13) be-
st

j1 +je +is+ia
drehung und GréBenverinderung des Vektors e; = CD um kon-
stante Werte ; die Multiplikation von e; = CD mit diesem Vektor-
verhiltnis ergibt den Vektor CK, denn nach Gl. (13) soll AC + CK
gleich dem Kurzschlufivektor AK = & sein. Die Gl. (13) besagt
aber weiterhin, daB fiir beliebige Werte von j, die Dreiecke
CKD, C,KD,, ... shnlich sein miissen, wobei j; sowohl linear
wie nach seiner Phase verdndert sein kann.

deutet wieder das Vektorverhiltnis eine Ver-

b) Geometrische Orte der Spannungen und Stréme bei
linearer Verinderung eines Widerstandes.

Bei der Ermittlung der geometrischen Orte wollen wir uns
auf eine lineare Verinderung des Scheinleitwertes j; beschranken
und fiir j;, um die Verdnderlichkeit durch den Index zum Aus-
druck zu bringen, j, schreiben. Nach Gl. (7) bis (9) ist

iz (is 1 ja) + 1z (= +1a)
e, — G N . " N . . Ty . N\ 14
! (1 +12) (s +ia) + 1z (1 +i2 +i5+1a) (14)
- i1 G +12) =+ i G+ i) 15)

(in +12) Gs +a) + 3 G e +His+is)”

Jila — Jo]s

R (R A ) R N A A R PR

Alle drei Vektoren sind hiernach dargestellt durch das Verhaltnis

je zweier linearer Funktionen von j,, wobei in Gl. (16) der Faktor

von j, im Zahler Null ist. Die Gleichungen stellen daher nach

Abschnitt L ¢, 1 Kreisfunktionen dar, welche sich auch in nach-
stehender Form schreiben lassen: '

jL’ €y — 21 ey — 81
B — , 17
i f—e 8K—e (17

jp _es— 8 e3— & !
_——= — . 18
i f3—e; K —ey (18)

=% 6%

T Rs—e; 0—ey

(19)
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Hierin bezeichnen &, ;, &, die Leerlaufsvektoren von e,
bzw. e;, es fir j; =0 und &, &, ®; die Kurzschluivektoren
von e; bzw. e;, e; fiir j,=oo. Wir erhalten fiir

, Ja jria — jois
=0: Q—@—* .8 =@—7, SZ@_—, 20
ke SRS ? I3+ 1a ® (jy + j2) (s + i) (20)
|
f1i+je+is s
Die Konstruktion dieser in Abb. 82a elngetragenen Vektoren
wird spater erlautert.

Der Vektor j der Gl. (17), (18), (19) ergibt sich gleich, da die
Nenner der Gl. (14) bis (16) gleich sind, zu

i) e i)
it +is+ s
Der Vektor j stellt fiir € = 1 den Scheinleitwert der Briicke zwischen

COD dar, wenn A und B kurzgeschlossen und j, =0 gesetzt, d.h. die
Briicke zwischen € und ® unterbrochen wird, denn der Leitwert

jp=00: §;=8;=8=C f:;=0. - (21)

(22)

der parallelgeschalteten Widerstande I und 1@2 ist it + J2 und

is

derjenige von=> G S und 1(; gleich Ja -é; 14 Die Hlnterelnanderschaltung

gibt den Leitwert é mit dem Wert | nach der Gl (22). Da

ferner die linken Seiten der Gl.(17) bis (19) gleich sind, so stellen
ihre rechten Seiten dhnliche Dreiecke dar. Aus Gl. (17) und (18)
ergibt sich ferner

e —% e—%
R—e 8K—¢
f_o 8_9 (23)
e !
oder e, N—G, (Abb. 82a)
CK LK
Qder EE == EsK . (2334)

Da die rechte Seite dieser Gleichung ein konstantes Vektorver-
haltnis darstellt, so sind alle Dreiecke CKD, C,KD,, ... die fir
veranderliche Werte von j, entstehen, unter sich und mit dem
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Dreieck L,K Ly ahnlich, wie bereits auf anderem Wege oben er-
mittelt. Nach Gl. (17) bzw. (18) und Abb. 82a ist aber

e1—81_L1g__i_z; ¢
®—e¢ CK (231)

=8 LD jp
® —e; DK - (23¢)

und

Folglich sind auch die Dreiecke L,C K und LyD K einander &hnlich.

In Abb. 82a sind die beiden Kreise mit den Mittelpunkten M
und N eingezeichnet, auf denen sich C und D bei einer linearen
Verénderung von j, bewegen. Die Peripheriewinkel L,CK und
L,DK sind gleich dem Winkel ¢ zwischen j, und j (Abb. 82). Der
zweite Schnittpunkt H der beiden Kreise liegt, wie leicht zu ersehen
ist, auf der Verbindungslinie L, Ly, daher ist auch X L,HK = ¢
und KHL,;=180° — ¢.

Nach diesen Erlauterungen kommen wir zu der Konstruk‘olon
der Kreise M und N und der Punkte C und D.

In Abb. 82 sind die gegebenen Vektoren j, bis j;, im Strom-
maBstab gemessen, eingetragen. Den Spannungsmafstab fiir €
wollen wir vorldufig noch nicht festlegen, sondern nur die Rich-
tung von €. Wir haben nunmehr die Vektoren £,, &;, & und j
nach GI. (20) bis (22) zu konstruieren. Da im Nenner der Gl. (21)
fir & und (22) fir j der Vektor j; + j, + i3 -+ j, vorkommt, so
konnen wir die Zeichenarbeit wesentlich erleichtern, wenn wir
den SpannungsmaBstab so wihlen, dafl die Strecke, welche den
Vektor € darstellt, gerade so grofl ist wie die Strecke, welche
den Vektor j; + i, + j5 + j4 im StrommafBstab darstellt. In diesem
J2 + i
i e 4 s +a
grofl wie der Stromvektor j, 4+ j,; nur missen wir j, 4+ j, im
Spannungsmafistab messen.

In Abb. 82 sind nun in bekannter Weise aus i;, j,, i3, j4 die
in den GI. (20) bis (22) vorkommenden Vektoren j; + i,, s+ ia>
ia + s> J1 + is + is + ja gebildet und in Abb. 82a

Falle ist der Spannungsvektor & = € gerade so

AL, ja AL, 14 AK j2 + 14

AB 11 - 12 AB ™ js + i1’ AB "~ j1 e + ja + 14

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme., 2. Aufl. 11
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konstruiert, wodurch die Punkte L,, Ly, K gefunden sind. Sodann
ist in Abb. 82 in bekannter Weise der Vektor j = le(b‘i‘iw
htilet s+l
ermittelt und an die Spitze von j die Richtung des Vektors i, || i
angetragen, wodurch sich der Winkel ¢ ergibt, der gleichzeitig
der Peripheriewinkel der Kreisdreiecke L,CK und LsDK ist. Fiir
einen bestimmten Wert von j, = j; sind ferner iiber L, K bzw. L, K
die Dreiecke L,CK ~ L;DK i, j angetragen, wodurch e, = AC,
e;=AD, e,=CB, ¢, = DB und e; = CD gefunden sind.

Es sind nun noch die Stréme i, bis i; zu ermitteln. Dieses ist
in Abb. 82b geschehen, indem an ‘das aus Abb. 82a iibertragene
Spannungsdiagramm die Stréme i, = el-lé , fp=1¢, —Ié y -
tragen sind. Beirichtiger Zeichnung mufl dann nach Gl. (3) und (4)
i, =1, +i5 und i, =iz + i; sein.

Es sind weiterhin die geometrischen Orte fiir die Strome i,
bis i; bei linearer Verinderung von j, zu ermitteln. Aus Gl. (2)
und (14) bis (16) ergibt sich:

C_ el i) sl i)
VG Fe) Gs o) +3elr e s+ e
: ja Gz + j2) + jz(iz + ia) :
R AT R AR e e A LR
: Jila — Jels :
= Gk o) Go 30 et + Ja F 0 5
Die Zshler der Gl. (24a) und (b) bestehen aus je einer linearen
Funktion von j,, die mit dem konstanten Vektor j;, bzw. j; zu
multiplizieren ist. Die Produkte sind also wieder lineare Funk-
tionen von j,. Der Zihler der Gl. (24 ¢) ist dagegen eine Konstante,
die mit j, zu multiplizieren ist. Das Produkt ist daher gleichfalls
eine lineare Funktion von j,, bei der das konstante Glied entfallt.
Die Nenner aller drei Gleichungen, die mit denen der Gl. (14) bis (16)
tibereinstimmen, sind gleichfalls lineare Funktionen von j,. Nach
Abschnitt L ¢, 1 stellen daher Gl.(24a) bis (c) Kreisfunktionen dar,
wobei die Gleichheit der Nenner erkennen laBt, daBl sdmtliche
Spannungs- und Stromdreiecke #hnlich sind. Bestimmen wir
wieder die Leerlaufwerte 1;, I;, [; bzw. KurzschluBwerte f,, f;, ¥;
von 1, i3, i5 fiir j; =0 bzw. i, = oo, so erhalten wir

. ange-

) i (24a)
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o j1j2 an
fir j, =0: [ =2 . =3 . [ =0, 25a)
* T I (

fiir j, = oo:

e sl tid) R e -
17— 7 . . ) 3= i T PR 5 T . T (20b)
Jitle+is+la Jitie+is+]a Ji e t+istla
und S (Il_t12)(l3f£2 (25¢)

YTt i

Die Kreisfunktionen der Stréome i, iz, i; und entsprechend
auch 1i,, i, lassen sich daher in nachstehender Form schreiben:
PR AU Py A M AU A A i
b=t bt iy h—i fi—i

Eine Gegeniiberstellung der Gl. (25a) und (b) und der GI. (20)
und (21) fiir die Leerlauf- und Kurzschluflspannungen &, bis &;
bzw. ®; bis &, zeigt, daB man die Leerlauf- und KurzschluB-

stréme durch erstere ausdriicken kann, wodurch sich ihre Kon-
struktion wesentlich vereinfacht. Es ist

(26)

Ilzﬂl%, =92, =0, 27)

1:@1@1, fszs%-g, f5:25é— [GL (20), (22), (25b)]. (28)

In &hnlicher Weise lassen sich auch [, I,, ¥,, f, darstellen,

da e i
Iy = ez@ = (€ — e1)@
und s ia
W=Cg = (€ — e3)@
ist, durch s a E . e L{- R
12 == Il = (Lx ~1) (S ) I4 - I3 - ((S 23) 6 s ("’9)
_ je e (s ayJe
fz—(@—@)@, I, =(C 9)@- (30)
Da ferner

iy —ip—i;=0 und i3—1i,+1i;=0
ist, so ist auch
[—L—Il=0 und -1, +1;=0,
f,—t—f=0 und ¥, —f + =0
11*
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und

und

) — (f — ) — (f; — ) =
( D) —( ) —( 5) 0} 31)

(f3_13)_(f4—I4)+(f5—Is)=0-

Abb. 82d.

Die drei Vektoren (f, — 1), —(f, —,), —(f; —I5) lassen sich da-
her durch eine geschlossene Masche darstellen und ebenso die
drei Vektoren — (f; — I3), +(fs —1,), —(f; — ;). Legt man diese
beiden Maschen mit der gemeinsamen Seite —(f; — [5) zusammen
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(Abb. 82d, vierfach vergréflert), so bilden dieselben eine Figur,
welche der Wheatstoneschen Briicke, d.h. dem Spannungs-
diagramm (Abb. 82b) &hnelt'). Ebenso lassen sich die Strom-
vektoren i,, —i,, —iz; und i3, —i,, —1i5 zu einer Briicke zu-
sammenfiigen mit dem Diagonalvektor i;. Es besteht daher ein
vollkommener Dualismus zwischen dem Spannungsdiagramm und
dem Stromdiagramm derart, dal einem Knotenpunkt des ersteren
eine Masche des letzteren und einer Masche des ersteren ein Knoten-
punkt des letzteren entspricht.

Die Konstruktion der Stromdiagramme ist in den Abb. 82¢
und d durchgefiihrt, wobei Abb. 82d im Interesse gréflerer Deut-
lichkeit vierfach vergroBert dargestellt ist.

Zunichst sind in Abb. 82¢ nach Gl. (27) bis (30) (unter Be-
nutzung der j-Werte nach Abb. 82) die Vektoren [; bis [, und
f, bis f, konstruiert, wobei die Grundfigur ABL,K Lz aus Abb. 82a
iitbernommen ist. Aus den Vektoren [, bis [, und f;, bis f, sind
die Vektoren (f, —1;) bis (f, —[,) ermittelt und vierfach ver-
groBert nach Abb. 82d iibertragen, wodurch die Figur EGFH
entsteht. An die Anfinge der Vektoren (f—1), vgl. die Pfeil-
richtungen, sind die Vektoren I, 1y, I3, {,, Iy (I;=0) und an
ihre Enden die Vektoren %, f,, I;, I, angetragen. Beide Vek-
toren [ und f miissen sich in je einem Punkt J,, J,, J3(=d,)
treffen; die Konstruktion von ¥, bis f; ist daher iiberflussig, aber
als Probe fiir die Richtigkeit der Konstruktion sehr geeignet.
Uber den Vektoren (f—I) sind ferner fiir den Wert j, = j; die
Kreisdreiecke EP,G', FP,G, HP;E, HP,F, EP,F &hnlich dem
Dreieck j,, j eingezeichnet. Dadurch ergibt sich schlieflich

fy=J, Py, iy=dJyPy, 1i3=J3P;, i,=J,P,, 1i5=EP;.

Bei einer Anderung der Belastung des Briickenzweiges j, wandern
die Punkte P, bis P, auf den zugehorigen Kreisen derart, daf3
die finf Kreisdreiecke untereinander und mit dem Dreieck j,, { 4hn-
lich sind. Die durch Pfeile angedeuteten Winkel GEP,, GFP,, . ..
miissen dabei stets gleich sein. Eine Anderung des Belastungs-
zustandes (j,) driickt sich daher durch gleichartige Verdrehung
der Strahlen EP,, FP,,... im gleichen Drehungssinne und um
den gleichen Winkel aus.

1) Vgl. Elektrotechnik und Maschinenbau 1921, H. 42, S. 512,
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Vorstehend haben wir j; linear veranderlich angenommen, wo-
durch sich zwei Spannungskreise (Abb. 82a) und fiinf Stromkreise
(Abb. 82d), zusammen also sieben Kreise, ergeben haben. Wiirden
wir j; nur nach seiner Phase, nicht aber nach seinem Betrage ver-
anderlich angenommen haben, so wiirden sich sieben weitere Kreise
ergeben, die die ersteren in den Punkten C, D (Abb. 82a) bzw. P,
bis P5 (Abb. 82d) senkrecht schneiden. Wiirden wir ferner statt i,
einen der anderen {-Werte i, bis j, linear oder in seiner Phase
veranderlich annehmen, so wiirden wir fiir jeden Fall weitere
14 Kreise, zusammen also 7-2:5 =70 verschiedene Kreise,
erhalten.

<) Maximum der Gesamtleistung im Briickenzweig.

Diese Aufgabe hat nicht nur fiir MeBapparate Interesse,
sondern auch fiir Starkstromapparate.

Wir wollen ein Beispiel aus letzterem Gebiete wéhlen. Es sei
die Aufgabe gestellt, ein thermisches Relais fiir KurzschluB3-
motoren zu bauen, welches etwa bei dem fiinffachen AnlaBstrom
nach 10 Sekunden, bei geringer Uberschreitung des Nennstromes,
z. B. 1,2 fachem Strom, aber erst nach mehreren Minuten
einen Ausschalter betdtigt und daher den Motor und die Zu-
leitungen weitgehend schiitzt. Bei derartigen Relais zeigt sich
meist die unangenehme Erscheinung, dal durch den im ersten
Moment nach der Einschaltung auftretenden Rush-Strom, der etwa
den 15fachen Betrag des Nennstromes erreicht, eine unerwiinschte
Ausschaltung erfolgt. Diesen Ubelstand kann man vermeiden,
wenn man das Relais in den Briickenzweig CD (Abb. 83) einer im
Augenblick der Einschaltung ganz oder nahezu ausgeglichenen
Wheatstoneschen Briicke schaltet, so daB3 der Strom, welcher
die beiden Stromzweige ACB und ADB durchflieBt, ohne Ein-
fluB auf das im Zweige CD liegende Relais bleibt. Die Punkte CD
miilten daher, da sie gleiches Wechselpotential haben sollen,
zusammenfallen. Im Interesse der Ubersichtlichkeit ist hiervon
in Abb. 83 abgewichen. Bestehen nun die Zweige AC und DB
aus Konstantan, die Zweige 4D und CB dagegen aus Kisen,
so steigen die Widerstiande der letzteren bei lingerem Stromdurch-
gang infolge des hohen Temperaturkoeffizienten des Eisens der-
art, daB sich zwischen den Punkten CD (Abb. 83a) eine Span-
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nungsdifferenz bildet, welche zur Betitigung des Relais ausreicht.
Sind die (Widerstande oder) Leitwerte der Zweige AC, CB,
AD, DB gegeben, so drangt sich fiir den Konstrukteur die Frage
auf, fir welche Spannung und Stromstéirke, d.h. mit welcher
Drahtsorte er das Relais wickeln muf}, um die groSte Zugkraft
zu erzielen. Die Beantwortung dieser Frage ist deshalb von .
besonderem Interesse, weil bei dem an sich ungiinstigen Wirkungs-
grad der Briickenschaltung die
Vernichtung unnétiger Leistun-
gen in den Zweigen ACB und
ADB vermieden werden mulf.

Nimmt nun das Relais bei
einer bestimmten Bewicklung
einen Strom i, und eine Span-
nung e, mit einer gegebenen
Phasenverschiebung ¢ auf, so
wiirde es bei einer Bewicklung
mit der doppelten Windungszahl
eines Drahtes von halbem Quer-
schnitt den vierfachen Wirkwider-
stand und auch den vierfachen
Blindwiderstand besitzen, also Abb. 83. Abb. 83a.
31, und 2e, aufnehmen, wiah-
rend die Phasenverschiebung des Stromes gegen die Spannung un-
verandert bleibt.

Wenn wir daher den gesuchten Leitwert des Briickenzweiges

mit 55 bezeichnen, so kénnen wir die Phasenverschiebung von i,

)
gegen €, als gegeben betrachten und brauchen nur noch den

Betrag von |j;| zu bestimmen.
Zur Erleichterung der Berechnung nehmen wir an, daB die

beiden Konstantanwiderstinde den gleichen Leitwert —I;— und

ebenso die beiden Eisenwiderstinde den gleichen Lei‘oweort Js
(im warmen Zustande) besitzen. 0

Da die ganze Stromverzweigung in den Stromkreis des Ver-
brauchers eingeschaltet ist, so ist der bei A4 zuflieBende Gesamt-
strom i, aber nicht wie bei den vorhergehenden Berechnungen
die Klemmenspannung ¢ zwischen 4 und B, gegeben.
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€ ist daher nicht zu verwechseln mit der konstanten Bezugs-
spannung §,, die wir nunmehr in Richtung von i annehmen.
Wenn wir hiernach die friiher berechneten Gleichungen benutzen
wollen, miissen wir sie entsprechend umgestalten.

Nach Gl. (7), (8), (9) und (2) ist fiir j, =j; und j, =i,

%=@gfff§; (32)
=0 3)
%=@;$§$§; (34)
e )
o L o
is = Sy B1i—ds | (37)

G htist 25
In den GI. (32) bis (37) ist noch die unbekannte Spannung G

enthalten. Diese ist zu eliminieren bzw. durch den Gesamtstrom i
auszudriicken unter Benutzung der Beziehungen

=t +i, (38)
iy =1, —is. (39)
Danach ist
P— i 4 _ B ji(s+is) +isGatis) _ © 2§15+ js (1 + js)
=Uu 3= .

@0 Il+i3+215 - @0 il+i3+2i5
Daraus ergibt sich
G+ js +24s)
= @ O 1 /1 N e 40
° 2j1js + J5 (ir + fa) (40)
Dieser Wert in GI. (34) eingesetzt gibt
i (1 —Js)
es=Cpo— 77—~ s 41
’ ® 2415 + js(i +1s) (1)

(i —Js) i
S U —— N 42
s 2j1is + (v +1ia) is : (42)
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Setzen wir zur Vereinfachung die Konstanten

i — s

11— =a 43

ht1s (*3)
und 2,

j1+1s (+4)

die in Abb. 83b konstruiert sind, so kénnen wir Gl. (41) und (42)
schreiben

a
=Cy——Fr, 45
€5 (3 is (45)
. ajs
=, 46
=g (46)

Hiernach kénnen wir die in dem Briickenzweig aufgenommene
Gesamtleistung N = N, + Ny ausdriicken durch das Vektor-
produkt a 0]
N = {e;-i ={(§ \r—.—.-*‘f}. 47

{ 5 5} Ob + 15 b + is ( )

Das Vektorverhéltnis transportieren wir auf die rechte
Is
Seite unter Einfiihrung des Spiegelvektors ap., ;) und Benutzung

des spiegelnden Vektors (b + j;) und erhalten

Ao+ A s

N — {@3 UL S

® (0 +35) (6 +1s)

Das Kreuzprodukt ag.;,a ist aber nach Abschnitt J gleich dem

Quadrat eines Vektors a; (Abb. 83b) in der Richtung 0 4 j, und
von dem Betrage |a,| = |a| =|ag4y| - Daher ist

} . (48)

Ae+ipd  _of _ aP?
O +i) 0+ (0+is)* b+
ein reiner dimensionsloser Skalar, also ein reeller, wenn auch ver-
anderlicher Zahlenwert z2, und 9 ist daher zu schreiben

RN ={Cy-2%js). (50)

(49)

Da die Richtung von j; gegen €, nach den oben gegebenen Er-
lguterungen konstant ist, so bringt diese Gleijghung zum Aus-
druck, daBl der Phasenwinkel von 9 konstant, namlich gleich
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dem Winkel €,j;, ist, und daB sich nur der Betrag von || mit
dem Betrage von |i;| andert. Wir konnen daher Gl. (48) schreiben

al?f; ~
2l = 16| +'1;51|2. (51)

Wir kommen nunmehr zur Erorterung der Frage, fiir welchen
Wert von j; die Leistung || ein Maximum wird. Hierbei ist zu be-
achten, daf3 |b + j;| der Betrag des Vektors b + i; und nicht etwa die
Summe des Einzelbetréige |b| und |j;| ist. Den Wert von [b + i
berechnen wir nach dem Xosinussatz, wobei wir den Phasen-
winkel zwischen j; und b mit v bezeichnen (Abb. 83b):

|6 + 5[ = [b[* + 2[b] |js| cosy + [fs]*- (52)

r)y/
&

Abb. 83b. Abb. 83c.

Da in Gl (51) |G| und |a|> Konstanten sind, wird |R%| gleich-

zeitig mit o _:_5 E ein Maximum. Fir j;=0 wird 1 =0 und
Is
ebenso fiir j; = co. Es ist daher fiir einen Wert von j; zwischen 0

und oo ein Maximum zu erwarten. Dieses erhalten wir aus der
Beziehung ]
llsl

[0+ jsf* _ 6%+ 2[b[fisl cosy + [is* _ (53)
g ajs|

oder .
lb|2 + 2|b[ Ilsl cosy + [islz - I15| (2|bl cosy + 2'15') =0,
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woraus sich |j;|> = [b]> und
]Is’ = ‘bl (54)

oder mit Gl (44) |j5| =2 Ii3 \ ergibt.
i

Hierdurch ist also auch der Betrag von |j;| bestimmt, fir
den M ein Maximum wird, nachdem die Richtung von j; von
vornherein gegeben war. Der Abb. 83D ist dieser Betrag von j;
bereits zugrunde gelegt. Das aus b, j; und (b + j;) bestehende
Dreieck ist somit ein gleichseitiges, und damit ist auch der Vek-

P N
=7,
iy 2175

I N m—

7 2 3 4 L v
Abb. 83d.
tor b 4 j;.gefunden. Nach der Konstruktion des Vektors b = 2}{1_]3
i T s

ist daher nur noch der Betrag von j; gleich |b| zu machen. Der
Stromvektor a bzw. das Quadrat desselben |a|* ist bei dieser
Konstruktion gar nicht benétigt. Es dient lediglich zur Be-
stimmung der Gesamtleistung 9 nach Gl. (51) und zur Ermittlung
der Vektoren e, und i; nach Gl. (45) und (46). In Abb. 83c ist
e; =G, a — und i; = —ak‘,— in bekannter Weise ermittelt.
b5 b+ 15

In Abb. 83d ist der Wert von |R| nach Gl. (51) fiir verdnder-

liche Werte von ||IT5] dargestellt, wobei ©,-a2=1 gesetzt ist.

Es ist eine Kurve dritten Grades, die an ihrem Anfang eine
Gerade unter 45° von auBen und an ihrem Ende eine gleichseitige

Hyperbel von innen beriihrt. Das Maximum liegt iiber [’1?5‘! =1.
Da das Maximum fiir grolere Werte von T};\k sanfter abfallt, so

ist es, wenn man den fiir das Maximum geeigneten Drahtdurch-
messer nicht zur Verfiigung hat, vorteilhafter, das Relais fiir
einen etwas gréBeren Wert von j; als b zu berechnen. Nun ist aber

5 _ Js

Csﬁgoi
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Es ist daher vorteilhafter, das Relais fiir groleren Strom und
geringere Spannung zu wickeln als umgekehrt. Daraus ergibt
sich die Vorschrift, stets die nichst stirkere zur Verfiigung
stehende Drahtstirke zu wahlen, wenn die dem Maximum ent-
sprechende nicht zur Verfiigung steht.

G. Spannungsresonanz!).

In einem Stromkreise (Abb. 84), der Widerstand R, Selbst-
induktion L und Kapazitiat C enthalt, tritt Spannungsresonanz
ein, wenn die dem Strom um 90° voreilende Spannung an der
Selbstinduktion L und die ihm um 90° nacheilende an der

Kapazitdat C gleich grofl sind, so daB

& £ }_C_ ihre Summe gleich Null wird. In diesem
4 Falle ergibt sich eine maximale Strom-
starke, die nur durch die Netzspannung €

Abb. 84. und den Wirkwiderstand R bestimmt

ist, wahrend Selbstinduktion und Ka-

pazitdt bei der Berechnung des Stromes voéllig ausscheiden. Bei

der Berechnung -der Spannung an L und C sind sie dagegen zu

beriicksichtigen, und es ist bekannt, dafl diese Spannungen im
Falle der Resonanz gefihrliche Betriige annehmen kénnen.

Der Scheinwiderstand der drei hintereinandergeschalteten

Stromzweige ist
1\2
2
VR +<wL C’) s

worin w die Kreisfrequenz und die Phasennacheilung ¢ des
Stromes § gegen die Spannung €

1

="

ist. Resonanz tritt daher ein, wenn

1
ol=""5

1) Vgl. A. Frankel: Theorie der Wechselstréme, S. 22 u. 53. Berlin:
Julius Springer 1921. Der Verfasser schlieBt sich der vorbildlichen Dar-
stellung von Frankel an, um damit den Nachweis zu erbringen, daB sich
diese Probleme ebensogut und gewi3 anschaulicher ohne imaginire GroéBen
behandeln lassen.



Spannungsresonanz. 173

ist. In diesem Falle ist der Scheinwiderstand gleich R. Be-
zeichnen wir daher den Wert der Kreisfrequenz w, fiir den sich
Resonanz ergibt, mit w,, so ist

1
wozﬁ:c*' (1)

‘Bei dieser Frequenz tritt der Maximalstrom J, auf. Es ist daher

E
Jo=_R§ tgpy=0. (2)

Fir jeden groBeren oder kleineren Wert von w ist der
Strom J<J,. Fir w =0 (Gleichstrom) ist J gleich Null, da
die Kapazitat fiir Gleichstrom undurchlassig ist; fiir @ = oo ist J
gleichfalls gleich Null, da die Induktion L hochfrequenten Strom
nicht durchlaft. Will man den Strom bei einer von w, abweichen-
den Frequenz w bestimmen, so geht man vorteilhaft von dem
Grenzfall w, aus. Sollen ferner die Wirk- und Blindwiderstinde
durch Vektorverhiltnisse ausgedriickt werden, so ist als Bezugs-
einheit fiir diese vorteilhaft in gleicher Weise der Resonanz-
strom §, zu verwenden. Dann erhilt man fiir R, L und C folgende
Beziehungen fiir den Fall der Resonanz w;:

fir B: 1% _ S — R; i = G
o
T sa/L
for 22 [ ool +)/ 5 lil=l)/ =) |
fiir C: |f00|__~——1/0, If| = | —fe| = Ifal,

fx ist in Phase mit J,
fo eilt dem Strom J, um 90° vor,
fg eilt dem Strom , um 90° nach.

Der Vektor {g ist unabhéngig von der Frequenz, die Betrige
der Vektoren fo und fg gelten dagegen nur fiir die Resonanz-
frequenz ;. Fir eine andere Frequenz

o = dwy,,
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worin -0 > 0 ein reeller Zahlenwert ist, dndert sich daher
fe in Ofg
1 1
und fe in Kf@: _378-

Der Scheinwiderstand aller drei Stromzweige ist

et dfetgle Tnt(o—5)fe

f
I _ “
3 5 % )
und der bei der Frequenz w auftretende Strom S
¢ ¢ ¢ .
== 7= —F7 Ty (5)
@i f fo -+ (5 — i > fe
Jo 0

Fiir wachsende Werte von 0 ist der Faktor ((S — —(13—)
0= 0,4 0,6 0,8 09101,1 12 14 1,6 1,8 2,0,
(6_ %): —-2,10 —1,07 —0,45 —0,21 0 0,191 0,367 0,686 0,9751,2451,50.

Fiir 6 L0¥5 _ 142,236 1
2 B

= 1,618 wird ¢ 3= 1. Der

negative Wurzelwert kommt nicht in Frage, da wir nur positive
Frequenzen (6> 0) zu beriicksichtigen haben. Fiir 6 = 1,618

wird daher ‘<6 — %)fg = fq.

Die Spannungen an den drei Stromzweigen berechnen sich
aus der Beziehung

1
@m:@gI@G:@:f%:éfﬁ:gf@:f; (6)
¢, _s:.C. 1. ¢ 1.C
@m=fzn—f—, @s—afs—f, @@—3f6f~ 6f8f> (7)
L L
p) e 3% 1
G = G2 =dfe; Go = Gn "= —Gn " —=fo= —3fa (8)

und fiir den Fall der Resonanz w, mit 6 =1 und €y = € = fy

Co=GE —fo;  Go=GE —fo= —fo. (9)
T i
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Die Spannungen an den Reaktanzen sind daher im wesentlichen

V L
abhingig von dem Verhéltnis ;;—gll = —Rg und koénnen ein Mehr-
R
faches der Netzspannung erreichen, wenn fg bzw. f; groff im
Verhialtnis zu fy ist.
In den Abb. 85 und 86 sind diese Entwicklungen konstruktiv
ausgewertet. Dabei ist zunéchst
|fel =|fr| gewdhlt oder V% =R.
In Abb.85 sind fy =04, f¢=0B, jg=0C und €=04,
im Spannungsmafistab gemessen, und §, = 0D, im Strommal-
stab gemessen, dargestellt. Sodann sind auf der Senkrechten 4F

zu OA die Werte (6 — %)fg von A aus aufgetragen und die

betreffenden Endpunkte dieser Strecken mit dem Werte von 6
bezeichnet. Der Punkt L (1,6) entspricht daher der Strecke
AL — (1,6 - llﬁ)fg — 0,975, und der Vektor | — f - (5 _ %)fg
der Strecke O 1,6 =OL. o G

Fiir eine Frequenz w = dw, ist nach Gl. (5) ——‘2 =—. Man

erhalt daher §, wenn man das Dreieck OGDNOAL zeichnet.
Da aber <COAL = <XOGD = 90° ist, so liegt G auf einem
Kreise iiber OD =3, als Durchmesser, und OG = ist das
Spiegelbild von OH = §s. Man hat daher fiir 6 = 1,6 nur den
Strahl OL zu ziehen und zu dem Schnittpunkt H mit dem Kreise
den Spiegelpunkt ¢ aufzusuchen. Jeder anderen Frequenz (dwy)
entspricht ein anderer Strahl. =
Vorstehend ist die GréBe von |fo| = |fx| gewahlt oder 1/ o= R.

Wire aber beispielsweise g: 4R, so miiite die Punktskala

auf AF viermal so groBl gezeichnet werden. Statt dessen kann
man auch eine neue Senkrechte im Abstand OK = }OA ziehen,
auf ihr die gleiche Punktskala abtragen (in Abb. 85 sind nur die
drei Punkte (13, (§), (8 eingetragen), von O aus die Strahlen
nach diesen Punkten ziehen und ihre Schnittpunkte mit dem
Kreise iiber OD und deren Spiegelbilder ermitteln.
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In Abb. 86 sind die Werte Ji=
1]
quenz (0) fir die Werte |fg|=|fn]

Spannungsresonanz.

=

ol

cR

als Funktion der Fre-

s |fel = 4|fwl>|fe| = 10]fx|

in orthogonalen Koordinaten aufgetragen. Man erkennt aus dieser

Ffe -
F (J‘: 70
B Vi s / Lo
/ 2 ez,
N R0/ \NP
B, Gs Ay s / Bl
10 |8 / /L ) J
?7:’%/ S A - VTN T
o / ///// — {&0&&
n /// e/ /% —77/4 o 92 0+ Qs g8 1o 71z 1« 16 718 20d"
s5_] /// gr8 ,l 1% g d 7 4 A 7 / 7 7 >
1) P Abb. 86.
:// ;gi N
Nz B Fird-76
; 09_ D 0,5 k
SNl e 74l
1% 8174 \
\\ g6 : g \a% \\
%' \\ \\ @\\ \\
\.
C \ NQgeé \ \
\ 0 Y gf? \ _ \
\ NN 72
\ ~ &7 L/?
\ S
\\ &
' /%
Nos fa
4
Abb. 85. Abb. 87.

Darstellung, wie mit der Vergroferung von fs das Strommaximum

eine ausgepragte Spitzenbildung zeigt. Dasgegen laBt diese Ab-
bildung gegeniiber der Abb. 85 die Phasenverschiebung von J
gegen  nicht erkennen. Die Darstellung Abb. 85, aus der die
Phasenstellung von § hervorgeht und bei der der geometrische
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Ort von § in einfachster Weise durch einen Kreis dargestellt
wird, zeigt nur den Ubelstand, daB die Spitzenbildung nicht so
scharf wie aus Abb. 86 hervortritt. Trigt man aber die Werte
von O in den Kreis ein, so ist aus dem schnelleren oder lang-
sameren Fortschreiten der d-Werte auch die Spitzenbildung zu
erkennen. In Abb. 87 sind schlieflich fiir 6 =1,6 und fg = fy

die Spannungen Gy, €z = —% fa, €g=0fy, die Spannung ©
und der Strom § = Sog konstruiert. Eine Erlauterung eriibrigt

sich, es sei nur erwéhnt, daf in dieser Abbildung J in die Richtung
von ($,) gelegt ist und daher € in die Richtung (f) fallt.

H. Stromresonanz.

Liegt an einer Spannung € (Abb. 88) eine Selbstinduktion L
mit einem Vorschaltwiderstand R, und eine Kapazitit C mit
einem Vorschaltwiderstand R,, so tritt Stromresonanz ein, wenn
sich die Kombination aus der Parallelschaltung von (R, und w L)

mit <R2 und —%) fir die in Frage kommende Frequenz w durch
1)

einen Wirkwiderstand ersetzen lafit. Es soll nachstehend er-
mittelt werden, fiir welche Werte von R,, R,, L, C und w dieser
Fall eintritt. Bei der Spannungsresonanz, bei der nur ein Wirk-
widerstand R in Frage kam, ermittelten wir die Resonanzfrequenz

1 . . .
Zu Wy = v Bei der Stromresonanz, bei der noch ein zweiter

Wirkwiderstand hinzutritt, wird sich im.allgemeinen ein von w,
abweichender Wert ergeben.
Es sollen nun nachstehend zwei Falle durchgerechnet werden:
1. R,, R,, L und C werden als gegeben angesehen, und es
soll diejenige Frequenz w = dw, ermittelt werden, bei der Re-
sonanz eintritt. Als Bezugseinheit fiir die Frequenz wird hierbei

1
der Wert w, = o angenommen.

2. Es ist die Frequenz w gegeben, ferner die Werte R,, R,
und eine der beiden Reaktanzen L oder C, beispielsweise C', und
es soll der Wert der zweiten Reaktanz, beispielsweise L, ermittelt
werden, bei der Resonanz eintritt.

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 12
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Da es sich nach Abb. 88 teilweise um eine Hintereinander-
schaltung, teilweise um eine Parallelschaltung von Scheinwider-
standen handelt, so ist es an sich gleichgiiltig, ob die Be-

rechnung

a) mit Scheinleitwerten (j-Werten) oder

b) mit Scheinwiderstinden (f-Werten)
durchgefithrt wird. Beide Ansitze miissen dieselben Resultate
ergeben und sollen wegen ihres Lehrwertes durchgefiihrt
werden. :

Die vier Scheinleitwerte bzw. -widerstinde werden wieder

durch Vektorverhaltnisse, é bzw. OL, dargestellt; die gewahlten

0
Bezeichnungen und Indizes sind aus Abb. 89 und 90 zu ersehen,
wobei die Bezugseinheiten € bzw. , fortgelassen sind.

Es werden daher dargestellt:

e
i —. § | L e _
. a.durch &—lzi -i-é—:%; — _ E -{—;:;}Z 1@(:: "l
b.durch \%:Rl %:Rzi _ o : %’—wL %zn’lﬁ

Aus vorstehender Tabelle geht hervor und mag, um Mif-
verstandnissen vorzubeugen, besonders betont werden, daBl unter
je und jg (bzw. fg, fg) im Fall 1 und 2 verschiedene Werte zu
verstehen sind, da im Fall 1 jg und js sich auf die als Einheit
gewahlte Frequenz w,= %, im Fall 2 dagegen auf die fir

VL
den Fall 2 gegebene Resonanzfrequenz w beziehen.

1. Bekannt sind: R,, R,, L, C, w,= ]/1; gesucht wird die
LC

Resonanzfrequenz @ = dw,, d.h. der Zahlenwert 9.
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R L 7 5 7 ey

a) Berechnung mit Leitwerten.

Es ist zunichst nach Abb. 89 und 91 fiir € =1 der resultierende
Wert x; der hintereinandergeschalteten Werte i; und ju zu bilden.
Diesen erhdlt man nach Abb. 17b bzw. 91, indem man von O
aus ein Lot OC = x; auf die Verbindungslinie 4B der Spitzen
von {; und jo fallt. Ebenso erhélt man den Leitwert »;;, indem
man OF | DE (j, und jg) zieht. Um schlieBlich den Leitwert A
der Kombination der vier Scheinwidersténde zu erhalten, konstruiert
man aus %¥; = O0C und x;; = OF das Parallelogramm OCGF,
dann ist die Diagonale OG der Leitwert 1 der ganzen Kom-
bination. Resonanz tritt daher ein, wenn OG = 4 in die Rich-
tung von € fallt oder wenn das Lot CH auf € gleich dem Lot KF
auf € ist. Nun ist

gg = 7&, und @ == r—'—ill«——
bal i 412 lisl Vi + 3

(1)

daher

of — il itlisl

i lic|
o o 2 2 It 2
Vit 4+ Jitis ®

12+

und entsprechend KF =
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Dieses sind die Werte von CH bzw. KF fiir die Frequenz w,.
Die Werte fiir die Resonanzfrequenz w = § w, erhélt man, wenn

man nach obiger Tabelle fiir den Fall 1a fiir |jg|... 1 lig| und fir
lis| - - - O]ig| einsetzt. Dadurch ergibt sich é

f‘fllis’
T 3dlid
) 1. _'2+ 5212
S A
- R . c .
und mit |js| = |ie[, 11:17’ Ig=§—,1g=@1/i nach einigen
Umstellungen 1 2
- 1 1 'L 1)
PPN T N A L
(_)il ig_i?f! 1 1 L 9.
T3 ~— B3
g 02 ¢

Der negative Wurzelwert fiir 6 kommt nicht in Frage, da nur
positive Frequenzen zu beriicksichtigen sind. Beschreibt man
daher nach Abb. 93 iiber j; = OC und j, = OD je einen Halb-
kreis und mit j¢ = OL um O einen Kreis, der die ersteren beiden
Kreise in 4 bzw. B schneidet, so ist

AC=Vj{—1, und BD=V3—i}

E e PR
und M =sinx und M =sing,
I Io
sine AE
daher 0= sinf =BF" (4)

Um die Vektoren %

FH = EJ =OL =iy und legt durch den Schnittpunkt G von
AB mit der Abszissenachse die Strahlen GH und GJ. Dann

erhalt man FM, =%ig und KE = +8jg. Tragt man die

jg und djs zu konstruieren, macht man

1) In der angezogenen Literaturstelle ist der Fall j; = j, oder B, = R,,
wobei 6 = 1 wird, eingehend behandelt. Darauf soll hier verzichtet werden,
da die R, entsprechenden dielektrischen Verluste der Kapazitat jedenfalls
nur zufallig den R, entsprechenden Wattverlusten der Drosselspule (bei
gleichem Strom) gleich sind.
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1 .
Strecke —6—jg =FM,=0M und Jjgs=KE=ON auf der

Ordinatenachse auf und konstruiert die Lote OP bzw. OQ auf
MC bzw. ND, so ist die Diagonale OR = 4 des aus OP und 0Q
konstruierten Parallelogramms der Leitwert 2 der ganzen Kom-
bination im Falle der Resonanz w = dw,. In Abb. 94 ist schlief3-
lich fiir einige andere Werte von 6,, 0, d,, J, der resultierende

Q

. M,
e v
ol )
¥4
MY M
M,
Abb. 93. Abb. 94.

Leitwert 4, 4, 4,, 4, konstruiert und der geometrische Ort fiir die
Spitze von A ermittelt.

Aus Abb. 93 wie aus der Gl. (3) fiir d ist noch zu erkennen,
daB der Resonanzwert 0 imaginar wird, wenn der mit jg = OL
beschriebene Kreis nur einen der beiden iiber j; und j, be-
schriebenen Kreise schneidet, d. h. wenn |i,| <|jg| <|j,| (oder
lial < [is] < [i]) ist.

Wird aber |jy| <|jg| > |iy|, so wird 0 wieder reell. In diesem

Falle ist zu schreiben
S
512 ]/lf h (5)
¥V ig — 13
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Zur konstruktiven Auswertung dieser Gleichung hat man iiber jg
als Durchmesser einen Halbkreis und mit i, und j, als Radien
Kreise um O zu beschreiben usw.

b) Berechnung derselben Aufgabe mit
Scheinwiderstinden.

1 1
. jo it o f
Setzen wir in GI. (3): 6 = 1 1° allgemein fir — = -
f — Jo
der — = . 2 i2
oder I @80 Ta 15
1 f 1 f 1 fe
also = =2 = s
51 (CR Iz (CRY le CRY
so erhalten wir -
! L R
i o
=g —w=\1 (6)
B E
C &

Hierdurch ist die Losung auf den Fall 1a (Berechnung mit Schein-
widerstanden) zuriickgefiihrt.

2. Bekannt sind: R;, R,, C und w. Gesucht der
Wert von L, fiir den Resonanz eintritt.

a) Berechnung mit Leitwerten.

Werden die gegebenen Scheinwiderstéinde durch Leitwerte
ausgedriickt, so wird in Abb. 91 und 95 fir € =1

1
der Leitwert von R durch i, =04,
1
1 .
s i 39 ?2 » Je = OD:
”» oC iy 1@ = O

und der noch zu bestimmende

» ”

. 1 .
Leitwert von 7 durch jo = OB

dargestellt.
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Den resultierenden Leitwert %; = OC von j; = 04 und iy = OB
erhalt man, indem man nach Abb. 17b bzw. 91 OC =»; L
zu AB zieht, und ebenso den resultierenden Leitwert »;; = OF

von j,=0D und jg
=(0F, indem man
OF =»; 1 zu DE
zieht. Der resultie-
rende Leitwert A = OG
von x%; und »;; wird als
Diagonale OG des aus
%, = 0C und x%;; =OF
konstruierten  Paral-
lelogramms erhalten.
Soll OG =1 fiir den
Fall der Resonanz mit
der Richtung von € zu-
sammenfallen, so miis-
sen wieder die Hoéhen
FK und CH der Drei-
ecke OGF und OGC
gleich grof3 sein. Bil-
det man nun von der
Figur 04CB das Spie-
gelbild 0A4C’'B’, so
mufl C’'F parallel €
sein. Da ferner die
XOFD und 0C'A4
gleich 90° sind, so
liegen F und C’ auf
den Halbkreisen iiber
I, bzw. j;. Da der
Punkt F durch j, und g
gegeben ist, erhélt man
den Punkt C’ als
Schnittpunkt der Par-

A

7

Abb. 95.

allelen FC’ zur Abszissenachse mit dem Kreis iiber j;. Kon-
struiert man nunmehr den Spiegelpunkt C zu C’ und zieht
eine Gerade durch 4 und C, so erbélt man in OB den gesuchten

Leitwert jg.
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Die Abb. 95 148t aber erkennen, daf3 die Parallele zu € durch F
mit dem Kreise iiber j; auBer C’ noch einen zweiten Schnittpunkt J”
ergibt. J' ist als Spiegelbild der Punkt J zugeordnet und der
Strahl AJ schneidet auf der Ordinatenachse einen zweiten Wert
jo =OB; ab, fiir welchen gleichfalls Resonanz eintritt. Der
resultierende Leitwert aus j; =04 und j; =O0B, ist x; =0J
und derjenige von x7=0J und x;; =OF, nimlich I'=0M,
wird erhalten, wenn man aus x; und »;; das Parallelogramm
OF MJ konstruiert. Damit ist die Aufgabe an sich gelost. Abb. 95
laBt aber weiterhin erkennen, dafl die Leitwerte »; = OC und
%7 = OJ nicht nur mit »;; = OF Resonanz ergeben, sondern auch
noch mit einem weiteren Leitwert »}; = ON, der sich aus dem
zweiten Schnittpunkt der Parallelen zur Abszissenachse durch F
ergibt. Die Kombination von »7; = ON mit x; =O0C bzw. x; = OJ
ergibt die weiteren Parallelogramme ONPC bzw. ONQJ und
die resultierenden Gesamtleitwerte u bzw. u’. Es.ist aber hierbei
zu beachten, dafl »}; die Resultante aus j, und einem neuen, nicht
dargestellten, Wert ji ist, der von dem in der Aufgabe gegebenen ab-
weicht. Jedenfalls erhalten wir aber das interessante Resultat, da3
fiir den Resonanzfall »;, %}, %;;, *7; nach nebenstehendem Schema

P .
I >< a paarweise zugeordnet sind.

b) Berechnung derselben Aufgabe mit
Scheinwiderstianden.

Es werden dargestellt in Abb. 96:
R, durch §, =04 bzw. {; : §,,
RZ ” f2 =0D 2 f2 : 30’
1
N s Fo— OE 2 . &
oC Te fe : Jo
und der noch zu bestimmende Wert

oL durch fg =0B bzw. fg: J,.

fi =04 und fg = OB setzen sich zu dem resultierenden Vektor
g;=0C und f, =0D und f@_OE setzen sich zu dem resul-
tierenden Vektor ¢;; = OF zusammen.
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(oY (oY
Die Parallelschaltung von-Y° und ©° ergibt einen neuen Leit-

I o o ar 8974
wert 20 — 3o —+ o , woraus
a1 4574
_ %18 (7)
ar + Gz
folgt.
7
5
e ~
e o=
1%\
PTS
HeZ—/ N
X
A\
T m
e
e
/
VA
I

Abb. 96.

Die Konstruktion von ! nach vorstehender Formel, die in
Abb.18a und 92 gegeben ist, soll hier der Ubersichtlichkeit halber
nochmals entwickelt werden. Die Gleichung besagt, daBl der Vektor

a;; = OF mit dem Vektorverhaltnis 8y multiplizieren ist

6r + g
(oder g; mit L)
a1+ g

Wir bilden daher g;4 g;;, =O0G und tragen an OF = g
das A FOH ~ AGOC an, wodurch wir OH =) erhalten.

Im Falle der Resonanz soll nun f) mit der Richtung von ,,
wie in der Abb. 96 dargestellt, zusammenfallen. Aus dieser
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Bedingung wollen wir nun riickwirts die Lage von g; =0C
und den Betrag von fg = OB ableiten. Zu dem Zweck beschreiben
wir einen Kreis, der durch die Punkte O und F geht und die
Abszissenachse in O tangiert, und ziehen ferner im Abstand
OJ = —f; eine Senkrechte JK. Dann ist A FKO> A GOC
und OC = OK liegt in der Verlingerung von KO, denn der
<4 OKF ist gleich dem Winkel zwischen der Sehne OF wund
der Tangente OH, und dieser soll nach der obigen Konstruktion

von g—gingI gleich XCOG sein. COFG ist daher das ge-
11 811

suchte Parallelogramm aus g; und g;;, und damit ist g; gefunden.
Die Zerlegung von g; = OC in seine Komponenten {; =04 (ge-
geben) und fg=O0B (gesucht) erfolgt durch Parallelen zur
Ordinaten- und Abszissenachse durch den Punkt C. Damit ist
der gesuchte Vektor o= OB gefunden. Das Lot JK besitzt
aber noch einen zweiten Schnittpunkt L mit dem Kreise FOK .
Daraus ergibt sich eine zweite Losung g7 =OP = LO und das
zugehorige Parallelogramm FOPQ. Der resultierende Gesamt-
widerstand Y)'= OR wird ermittelt, indem A OFR ~ A OQP
konstruiert wird.

Die gleichen Vektoren g; =0C und g7 = OP wiirden aber
auch mit dem Vektor g7; =OS Resonanz ergeben, der dem
zweiten Schnittpunkt § von DF mit dem Kreise entspricht,
wodurch die Parallelogramme OCTS bzw. OPUS entstehen.

Der resultierende Gesamtwiderstand ergibt sich hierbei zu
)'=0V (bzw. §)’"=O0W), indem AOSV e~ AOTC (bzw.
AOSW o A OUP) konstruiert wird.

Wir finden also auch bei dieser Darstellungsweise die paar-
weise Zuordnung von

qrr >Z ar
811 01

fiir den Fall der Resonanz, wobei wieder zu beachten ist, daB
der Vektor g7; sich aus f, und einem von dem gegebenen Wert f
verschiedenen Vektor i zusammensetzt. '

Es sei schliefllich noch erwahnt, daf3 die Eckpunkte QGUT
der vier Parallelogramme auf einer Senkrechten im Abstande
f1 4 fo von O liegen.
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J. Die Berechnung von Transformatoren
und Asynchronmotoren.

Wir legen der Berechnung einen schwach gesattigten Trans-
formator mit dem Ubersetzungsverhéltnis 1 : 1 zugrunde und
stellen ihn durch das bekannte Ersatzschema Abb. 97 eines ideellen
Transformators dar, bei dem der primére und
sekundare StreufluB getrennt von dem Haupt-
fluB angenommen ist. Da der letztere Primér-
und Sekundarwicklung in gleicher Weise durch-
flutet, so erzeugt er in ihnen die gleiche Spannung.
Wir kénnen daher die Klemmen dieser beiden
Wicklungen verbunden und letztere durch eine
einzige ideelle Wicklung ersetzt denken, die von der
vektoriellen Differenz i des Primérstromes t; und

[
T WS
. L2z =
4 l r F=7
Abb. 97

des Sekundirstromes i, durchflossen wird. Den Scheinleitwert dieser

Wicklung bezeichnen wir durch das Vektorverhiltnis -é— und die

Scheinleitwerte der von dem primiren bzw. sekundaren Streuflufl
induzierten ideellen Wicklungen mit % bzw. Ié Die sekundéare
Belastung des Transformators wird durch den verinderlichen
i
¢
(Abb. 98) wird mit €,, die sekundére mit §,, und die Teilspan-

nungen werden mit e, ¢;, e, bezeichnet. Je nachdem der Trans-

1) Statt der Scheinleitwerte i, j;» j»j- mit der Bezugsspannung €

1
Scheinleitwert ) dargestellt. Die primare Klemmenspannung

kann man auch die Scheinwiderstinde :C}— ( = Sf-) » % (:-1@—> usw. benutzen.
\ 1

Die Ergebnisse der Rechnung bleiben dabei unverindert.
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formator von links oder rechts gespeist wird, wird €, oder G,
gleich € gesetzt. Dieses Ersatzschema dient in gleicher Weise
zur Berechnung des Asynchronmotors, wenn €, als Sternspan-
nung des Laufers und die sekundire Belastung des Transforma-

tors (%) als induktionsfrei (j, || €) angenommen wird. Unter dieser

2 1000 ;¥
speziellen Annahme st (G, 1,) —(@3 (; = 1000 NV, also IQS ==&

worin N die Nutzleistung in Kilowatt bezeichnet. In den nach-
stehenden Berechnungen wird aber die Richtung von i, gegen-
iiber € vorlaufig als beliebig, aber konstant angenommen, wahrend
der Betrag von |j,| verinderlich ist. Aus Abb. 98 ist abzulesen:

€ =+ ¢ 1)
e=¢e; + €3 " (2)
ip=1+1,. (3)
Ferner ist _
izéf; : (4)
= Jé'el; (5)
dah E=%ﬁr‘@@” ©)
aher 1 1 :
e=er+@f=g@Q—+e>_2@“**;
Jo Jo l2Je
: i2i:c 3

lo=7T77"""7T—. ’ 7
2 12 + i @ ( )

Setzt man die Werte fiir i, i, i, Gl. (4), (5), (7) in Gl. (3) ein,
so erhdlt man [neben GI. (1) und (2)] eine dritte Gleichung fiir
die vier gesuchten Spannungen e, e;, ¢, und G,:

jier=1je -+ ::Izze—h(@l e)-

Setzt man hierin €, gleich der Bezugsspannung §, so ist

j1 juje + j1is
e=¢ =C S 8
Je o (i +id) iz + (41 +12) i ®)
1 i
12+Iz o
o =G—e—=G. et (i) ©)

(i+idje + (+i+i2 o
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Da ferner nach GI. (6)

G _ s

S0 ist = b
ez-e:csf%:izki, und ez%@f%:igku;

R il e e e A L

R A EanIes Eeee R

= L (12)

NS T 49)

P AT a4

Die Scheinleitwerte }@— i bzw. i, i, sind vorstehend als bekannt

und j, als verinderlich angenommen. Tatséchlich sind aber die
Vektoren i, j;, i, ideelle Konstanten, welche sich der direkten
Messung entziehen, wahrend i, gemessen werden kann. Die Vek-
toren i, j;, jo konnen aber aus den Resultaten von Leerlauf-
und KurzschluBBversuchen bestimmt werden, und zwar kann man
bei diesen Versuchen den Transformator sowohl von links (Primér-
seite) wie von rechts (Sekundirseite) her speisen. Im letzteren

Falle ist der regelbare Scheinleitwert % auf die linke Seite der

Abb. 97 zu schaffen. Zur Unterscheidung soll er hier mit —Ié

und die Netzspannung in allen Féllen mit € bezeichnet werden.
Die Bezeichnung der Leerlauf- und KurzschluBstrome 1,, 1, f,,
f,, f;, f, sowie der Spannungen e;, e;, e, €1z, €sz, €,; sind
aus den Abb. 99 bis 102 zu ersehen, welche die vier moglichen
Versuche schematisch darstellen. Die ungeraden Indizes gelten
dabei fiir die Speisung von links, die geraden fiir die Speisung
von rechts. Zur Bestimmung der drei Vektoren j, j;, j, sind
jedoch nur drei beliebige der sechs mefibaren Vektoren [, I,, §,, £,
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f;, I, erforderlich. Da aber die nachfolgende Rechnung ergibt,
daB stets f; = f, ist, so sind nur noch fiinf derselben verfiigbar.
Daraus lassen sich zehn Permutationen von je drei GroBen
bilden, namlich

Iy 2 /Il /fl
bt BECH 6RO, BECH (6,
\Iz \‘[2 \'[2 \f3
Sind aber drei dieser fiinf Gro3en bekannt, so sind dadurch nicht
nur die GréBen i, j;, j, bestimmt, sondern auch die noch fehlende

) ,Zz 2 .
4
7 C|™
Abb. 99. Abb. 100.
DA AT A B2
ES R v A,
Abb. 101. Abb. 102.

vierte und fiinfte gegeben, denn die Kigenschaften des Trans-
formators sind ja durch die Werte j, j,, j, eindeutig bestimmt.
Setzt man in den Gl. (8) bis (14) nacheinander j, =0, j, =0,
j, =00, j, =00, so erhalt man fir

, i1 i
G1.(8),(9)u.(10) j»=0: =C— =C—; =0; (15
(8),(9)u.(10) j e Y €1t T €a1 (15)
. i
Gl.(11 —=0: Gy =61, 16
(11) Jz 2l Y (16)
. j1 i+ ja
== De =@. " - :@._‘f;
GL(®),@)u. | * =% T 5 T i
10 i (17)
e = - .] -
T b s
GL.(13) p=0: L= 1N, (18)

IS
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Gl.(13) y=0: L=, (j» gegen j; vertauscht);
1 + i ja
. . e
G1.(13 g=00: fL =10 —— ;
(13) Ja 1 11] Tt
Gl.(13) =001 fy=1j,- ith “— (j, gegen j, vertauscht);
+]1+
: jija
Gl.(14) lg=00: fg=-—""
]+'1"+I2 daher ist stets f;, =1,
. 3 J1la : :
Gl. (14 =o0o: = """+ egen j, vertauseht).
(14) ju s = 4, ) (e gegen i )

191
(19)
(20)
(21)
(22)

(23)

Es mégen nun die obengenannten 10 Fille durchgerechnet -
werden, wobei einige derselben aus Symmetriegriinden durch Ver-
tauschung der betreffenden Indizes bestimmt werden konnen.

Die letztgenannten Resultate sind in Klammern gesetzt.
. a) Gegeben I, f,, f;.
Aus den Gl (20), (21), (22)

i+ s i+ 1)

=t (20); L=jy——1r (21); f=—72 .- (22
iy, G0 Bk GO b=, @2)
ergibt sich P
LA el C O S (24)
f3 ja =15
L i+n P 5
S el P (25)
fs h h lfz — I
Diese Werte in Gl. (22) eingesetzt gibt
L I—; (26)
fy
_ Lt — >
; 27
L= f2_f3 (27)
flf f3 9
= - T . LS
' 12 fl . f3 ( )
b) Gegeben I, f,, t;, (5, £, f5).
Aus den Gl (18), (20), (22)
il : C it J1la ;
[ =1 (18); =1 = (20); ;= .- (22
A A A FE



192 Leerlauf- und KurzschluBstrome.

ergibt sich

h_iti s _i b
f3_ iz 3 12 1f1 f’ Il 11 I’
e
] - lfl . I] I2 f2 . I2 ’ (29)
f g

=1 3 (:I 2 ); 30

h=hy L\ T 6 ) (30)
\/1)
N

jp =1 B <——I s ) (31)

2 1(fl'—Il)(fl_fa) 2f3_f2+12 '

c) Gegeben [, f,, f5, ({1, f,, £5).
Aus den GI. (19), (20), (22)

ij2 . it \ j1j2 ‘
L=—""-019); =5 20); = — (22
2=, 19 b gty B b= Thth 22
ergibt sich
hH it . & ly
fa_ ja te ]fl f; 11_I2
) f1< Ilfz)‘ '
I r2f3 f:«) (3)
=1 =1 ; 33
LR —fh )\ h—F, (33)
><1)
fy =l ( I ) (34)
h=hy H&—am—m
d) Gegeben [, [,, f,, (I, I;, ¥).
Aus den GI. (18), (19), (20)
i e C it
[ =—— (18); l,=—" (19); L=h—"+ (20
1 1+11( ) 2 ]+Iz( ) 1 J11+11+12( )
ergibt sich
P PR R
N B S T A - I2
. LLE ( IIf)
2 1teh (L hilale)
L R L (35)

1) Dieses Zeichen deutet die Entstehung der eingeklammerten Glei-
chungen durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 an.
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Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunichst j zu
bestimmen, dann ist

=l (36)

2 Yg (37)
e) Gegeben f,, f,, I, (f,, I, 2).
Nach Gl. (32) ist [,f, =1, f,, daher kann GI. (35) auch ge-

schrieben werden:

izzrﬁfﬂ(:r szl). (38)

1f1—Il 2f2_12

Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunéchst j zu
bestimmen, ferner ist nach

[ £ 1
Gl. (35 e <=', - ); 39
( ) ]1 11_11 Ilfz—flrz ( )
N
N
A A o
GL (20), (21), (39) jo =i 22— (:;. 2 ) (40)
1t — i—1

f) Gegeben f,, [, I,.
Aus den GI. (18), (19), (22)

ij je j1le
[, = 18 [, =—" (19); L=—"T"— (22)
v=py 9 k=g, 90 b=t
ergibt sich
. ik . il jhl
= - = 3 f
h i—4 2 i—L ? 2—1041
|}
E—jrt=01. (41)
f5

Aus dieser quadratischen Vektorgleichung ist zunéchst j zu
bestimmen, dann ist

. i
h _ I1I _Il’ (42)

jo =1 (43)

I—Iz

1) Dieses Zeichen deutet die Entstehung der eingeklammerten Glei-
chungen durch Vertauschung der Indizes 1 und 2 an.

Natalis Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 13
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Aus den Dreifachgleichungen (29) und (32) ergibt sich

a) b) c) d)
LE LY LE LY,

ThH-L L0 & I

und aus
Ll Iof Lt ( I
' {fl b ' b R A 2y
ffarzi_l; B=t(f—1); f1=fLI; f2=flrzfi+f§;
2~ 12 3 1, )
b) o) £t — B
I=ﬁ_5;
2 fl
ot ok h . A
L1 ) LE

h LE+8 7 hE 1) ;
Il f2 f% f fﬁ
2

& f,
== B=5L(—)); ¥ ; ;
a)d)Jfl__Il t, s=ht—4); § f, L—1,
I__fle——fg,
1= ¢
fy
2
b b g dpno1); B-ne="%
pale— kb I L
LB _ LB
U h(—L) 7 LhL+E

Diese Beziehungen zwischen den VektorgréBen i, j;, j, und
I, 1y, %, £y, f3 sowie der letzteren untereinander sind in der nach-
stehenden Formeltabelle (S. 195) iibersichtlich zusammengestellt.
Einige dieser Beziehungen fithren zu quadratischen Vektor-
gleichungen (in der Tabelle stark umrahmt), deren Lésung in
Abschnitt J eingehend behandelt ist.

Die Richtigkeit der entwickelten Formeln wurde durch einen
Versuch nachgepriift. Dabei wurde ein Transformator (Uberset-
zung 1:1) mit absichtlich sehr grofer Streuung benutzt, um ver-
haltnismaBig groBle Leerlaufstrome zu erhalten. Ferner wurde die
Sekundarstreuung durch einen Luftspalt innerhalb der Sekundér-
wicklung gegeniiber der Primérstreuung kiinstlich vergrofert, um
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‘uoSunypore310330\ Ioyosrerpenb Junsgry orp uIspIofIe

UWIO] UejwIyeIwN IS ST

— _ JINNIN »f@fLT T Nwlﬁ , -1 «ﬁlﬁﬁ 1| 2 ﬁﬂn
- T R T w U .t A
“ ! a-!t 0 i=1 15—3
—_ — «|3N]Hm — _A | IS R g —%i—
B (=4 by = 1% 15 | M Cguh M _Iw_ @:
T T o1 — T T T
_ — PO e S lh - 1 _ ’Nli_ -3 _ _
=20y =d a9 15 gy o ﬁ»;‘ B 48
_ =% _ _ 9=% |9+49-9G=9E-% -7 =gl y]—],
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moglichst verschiedene Phasenwinkel der Leerlauf- und Kurz-
schluBstréme zu erhalten.

Tiglé]issfglrlxia%gis Es wurden gemessen fiir € = 18 Volt
— o1 = 11,2 Volt |
— I, = 0,55 Amp i cosl;,E = 0,28
<« i =-0,77 | cosly, € = 0,35
> £, = 1,23 cost,, € = 0,445
« £, = 1,73 ,, } cosf,,E = 0,51
— f; = 1,078 | cosf;, € = 0,538}
z P 1’086} ~Los2A | ool OO e 053

Der Abb. 103 sind nun die gemessenen Werte von [, f,, I,
zugrunde gelegt. Dann ergibt sich €,; = 11,4 Volt statt 11,2 Volt,

t, 1,73
L= i, 125 = 0,774 statt 0,77 Amp.
Ferner erglbt die Zeichnung f, — [, = 0,693 Amp, daher
[ty = V]t — L] - |fo| = /0,693 - 1,73 = 1,10 statt 1,082 Amp.

Diese Werte wie auch die Phasenwinkel der Strome [<[,,%,
muB gleich <1, ¥, sein, und ferner muBl f; den < (f; —1,), f, hal-
bieren] stimmen innerhalb der MeBgenauigkeit mit den gemes-
senen Werten hinreichend iiberein, zumal die Formeln den Satti-
gungsgrad des Eisens nicht beriicksichtigen kénnen.

Ermittlung der Kreisdiagramme.
Gl (8 S
® =G Il + hle
(i 4 ja) o + G 4 x4 o) b
ist nach Abschnitt L, 1 eine Kreisgleichung.

Fir j, =0 ist e[=@# und fiir j, = oo ef:.@',l—l.,
I+ T4+
Daher kann man schreiben:
Je T8 (44)
i 1t e—e
i i+ e
Nach GI. (21) ist ferner j, — 2% ith f,, daher
j +i e
e _e—u (45)

fg_Ef—e.
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In gleicher Weise entsteht aus den GIl. (9) bis (14)

jx €; — ey
2z . 46
f, ewr—¢ (46)

ix ez — €21
Ja _ : 47
£, esr— ey (47)

o _ Gy — G €y — G, . da Gop =0 ist; (48)

f, Gu—G, G,

iz I — Il

Jo _ e T 49
f, (f —15) —1t ( )
ix i1 - !1 =
Jo _ : 0
b h—y 0
Jo _12—0 (bei Leerlauf ist i, = 0). (51)
f —1,

Von den Gl. (45) bis (51), die ohne weiteres als Kreisgleichungen
zu erkennen sind, haben die durch Gl. (45) bis (47) gegebenen
geringeres praktisches Interesse, da die ideellen Teilspannun-
gen ¢, e, ¢, ebenso wie die Scheinleitwerte i, i, , j, sich der direkten
Messung entziehen. Dagegen ist das Diagramm der Sekundéir-
spannung €, [Gl. (48)] sowie diejenigen der Strome i, i,, i, [Gl. (49)
bis (51)] von Bedeutung. Zur Aufzeichnung des ersteren ist nach

iz @32 — @'21
Gl. (48) L= 0-G,
spannung €, erforderlich. Diese ist nach Gro8e und Phase leicht
zu messen oder nach den GI. (16), (21), (22) zu bestimmen:

5 -6 gl
Coy=C i ¢ .
In Abb. 103 und 104 sind die Kreisdiagramme in der gleichen
Weise entwickelt wie in den Abb.81b und c. Fir einen be-
stimmten Wert j, sind die Vektoren G,, i, i, i, in Abb. 103 ein-
getragen, und in Abb. 104 ist das vereinfachte Kreisdiagramm dar-
gestellt, in dem durch einen einzigen der Belastung j, entsprechen-
den Leitstrahl alle vier gesuchtenVektoren gefunden werden.
Da die linken Seiten der Gl. (45 bis 51) identisch sind, so miissen
simtliche Kreisdreiecke einschlieSlich der Kreisbogen und Kreis-
mittelpunkte &hnliche Figuren darstellen, wie auch die Ab-
bildungen zeigen.

die Kenntnis der sekundiren Leerlauf-

(52)
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Zur Konstruktion der Abb. 103 diene folgendes:

Da der Vektor [, in keiner der Gl. (45) bis (51) vorkommt,
moge auf die Messung von [, verzichtet sein; dagegen sollen
I,, ;, f, bekannt sein. Die Konstruktion von !, bietet iibrigens
keine Schwierigkeiten, da die Dreiecke;, !, und f,, f, dhnlich sind

(s. Formeltabelle S.1951, = Il%> . Zur Konstruktion von f;benutzen
1

te wir die (quadratische) Vektorgleichung £ =, (f;, — 1;)
(s. die gleiche Tabelle) und konstruieren f, —1;
(in Abb. 103 gestrichelt); dann mufl f; auf der
Winkelhalbierenden zwischen f; —!; und ¥, liegen
und der Betrag von |f;| = +1]f, —1;||t,| sein. Der
negative Wurzelwert
kommt nicht in Frage,
da einem negativen f,
auch ein negatives
1 2}
i= hh—h entsprechen und
der gema;ainsame FluB in die-
sem Falle Wirk- und Blind-
leistung erzeugen statt auf-
nehmen wiirde. { und f;
miissen daher im ersten Qua-
~~~~~ dranten gegeniiber € liegen.
Je zwei Punkte der Kreis-
diagramme sind ferner durch
die Konstanten der Glei-
chungen bestimmt, und zwar
fiir die Grenzwerte von

Abb. 103.

' fir den ' fir den
\ Leerlaufpunkt KurzschluBpunkt
G,: die Spitze von Gy der Punkt O
i  die Spitze von I, die Spitze von f; — f;
i,:  die Spitze von I, die Spitze von ¥,
i,:  der Punkt 0 die Spitze von fj.

Es ist nunmehr noch in jedem Kreisdiagramm der geometrische
Ort des wandernden Punktes, d.h. der Radius des Kreises, zu
bestimmen. Als Beispiel moge das Kreisdiagramm von 1, ermittelt
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werden. Da nach Abb. 103 die Pfeilrichtungen von il_— [, und

_—
f, — 1, nacheinander gleichsinnig durchlaufen werden, so ist auch

>
i, =HO so angetragen, daﬁ_j: und f, = 04 gleichsinnig nacheinander
durchlaufen werden, d. h. j, zeigt mit der Pfeilspitze nach 0.

‘fﬂ -

Abb. 104.

g .

Wir konstruieren nunmehr das A GP,Fc>AHOA, wodurch der
Punkt P, gefunden ist. Der Punkt P, entspricht dann einer
bestimmten durch j, gegebenen Belastung. Bei der Bestimmung
der Mittelpunkte der Kreise (fiir ©,, i, i,, i,) ist zu beachten,
daB auch die Mittelpunkte sich in #hnlicher Lage befinden wie
der Mittelpunkt eines durch HOA gehenden Kreises.

Die Kreisdiagramme der iibrigen Vektoren werden in gleicher
Weise konstruiert. Die entsprechenden Kreisdreiecke sind sémtlich
ahnlich dem aus i, und f, gebildeten A HAO mit dem <X ¢,
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bei 4, und die Endpunkte der Dreiecksgrundlinien- sind durch
die Grenzwerte der Kreisgleichungen bestimmt, welche sich fiir
js =0 und j, = oo, d.h. fir Leerlauf und KurzschluB}, ergeben.

In Abb. 104 sind die Kreisdiagramme so zusammengelegt, daB
die Dreiecke mit ihren Grundlinien und einem Eckpunkt zu-
sammenfallen. Es wire zwar logisch richtiger, das Kreisdiagramm
fir €, und die Grundspannung € in der Lage Abb. 103 zu be-
lassen und alle iibrigen Kreisdiagramme zu verdrehen (und zu
verschieben); da es aber in der Literatur iiblich ist, i, in richtiger
Phasenstellung gegeniiber ¢ darzustellen, so wurde dieses auch
bei Abb. 104 durchgefiihrt.

Die nicht in richtiger Phase dargestellten Vektoren sind in
Abb. 104 in Klammern gesetzt, z. B. (i), (i,), (€,) usw.

In Abb. 104 ist nun O8 =1, 0Q =¥, QS =1, —¥, in rich-
tiger, QR—[l —(h—k)], QT =(Gy), QU=(t,) mit ver-
drehter Phase in der Richtung @S =1, —f, und ferner das
aus (j,) und (f,) bestehende Dreieck QVW als Spiegelbild des
Dreiecks AOH der Abb. 103 aufgetragen. Der Phasenwinkel Null
fir die verschiedenen Vektoren ist gegeben fiir

@2 i il iZ iz
(Anfangspunkt des Vektors)
Q J 0 v v

durch Cen Co» €y Gy G,

und ihr wirklicher Phasenwinkel gegeniiber € durch —- Pfeile
angedeutet. Diese Pfeile gehen immer von dem Bezugsvektor zu
dem veréinderlichen Vektor; nur bei €, ist die Pfeilrichtung fiir
@;, umgekehrt eingetragen (wegen der Spiegelbildung). Samt-
liche eingetragenen Pfeile mit Ausnahme desjenigen fiir j,
entsprechen also einer Nacheilung des betréffenden Vektors
gegen €.

Man kénnte noch einen Schritt weiter gehen und die vier Kreis-
diagramme zu einem einzigen vereinigen, indem man fiir jeden
Spannungs- und Stromvektor einen eigenen MafBstab wihlt. Man
kommt dann zu einem dem Heyland- oder Osanna-Kreise &hnlichen
Diagramme, aus dem sich auller i; und i, noch i und €, sowie
die wahren Phasenwinkel aller Vektoren ablesen lassen.
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Priméare und sekundéare Leistung, Nutzeffekt,
Schlipfung.

Wir betrachten zunéachst den allgemeinen Fall, dafl der Trans-
formator nicht induktionsfrei belastet ist (Abb. 105) (wahrend der
Asynchronmotor im allgemeinen als induktionsfrei belastet an-
zusprechen ist).

Die primire Leistung ist durch das Vektorprodukt %, = {€ - 1,}
gegeben, welches in die

Blindleistung %,, = K, sing,
und die

Wirkleistung R%,,, = E ¢, cos ¢,
zerfallt, worin ¢, = < €, 1, ist.

Es sind daher nur die beiden Komponenten i,sing; =0¢
und i,-cosp; = OP (im Stromma@Bstab gemessen) mit £ (im Span-
nungsmaflstab gemessen) miteinander zu multiplizieren. Die
sekundére Leistung ist durch das Vektorprodukt N, = {G, ' 1,}
gegeben. Da hierin sowohl €, wie i, veranderlich sind und die
Verwendung derselben Bezugsgréfen € und i, wie fiir die Priméar-
leistung erwiinscht ist, setzen wir

W _ghh—h
fl—h =C A [s. GL (52)]
und ) '1 _ I1
BT hy oy
- —h

S')22:{@32‘i2}={ Lot f?’fl }

In dem zweiten Faktor des Vektorprodukts setzen wir nach
der Tabelle auf S. 195

6, = Gy 0

ﬁ—h=%

e h—t ko
L fgn;gg( b

_11

und erhalten

[, nach rechts und E nach
- 3

links unter Einfiithrung der entsprechenden Spiegelvektoren

_ g be B —We-un . ]
m2 l@ f2 f - Il (1 I'l)j .

Nunmehr transportieren wir
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Da nach Gl.'(52)

5. f
LGy (Abb. 105), so ist €28 — E,y.
f ¢ i
Zur Bestimmung des zweiten Faktors betrachten wir das
Spiegelbild L, K,R des Dreiecks L,K,P,; darin ist
(f —ie—1w _ RK,
f]_ - Il Ll Kl
Vektor i, —1; = L, P; zu multiplizierén ist, brauchen wir nur
das AL,SP, shnlich dem AL;RK; zu machen und
4 erhalten

. Da mit diesem Vektorverhiltnis der

(fl — I1)(f1—h) (11 _ Il) — S‘Pl .
L—L

Die Xonstruktion
laBt sich noch ein-
facher gestalten, wenn
man P, S | L, N, zieht,

da <L, P8
. =< P,DL,=<P K, L,
= Y RK,L, ist. Da-
her ist

Ny = {C,y - SP,} .

Die Wattkompo-
nente von N, erhalten
Abb. 105. wir durch Projektion
von SPl auf @(@2[)

€y LwPyp, undda [Gg,p|=|C]|

Ly Py

OP "’

ist, den Nutzeffekt 1y =
gleich 509%,.

Die induktionsfreie Belastung des Transformators, wobei i,
in die Richtung von € fallt, kann als Sonderfall betrachtet
werden.

Um die Schliipfung eines Asynchronmotors zu bestimmen,
nehmen wir nach Abb. 106 induktionsfreie Belastung des Rotors
an (j, || €). Die Belastung j, kann jeden Wert von Null bis
Unendlich annehmen. Wir koénnen aber auch fiir j, einen der-
artigen ideellen negativen Wert j,, wihlen, dafl die Ohmsche

in dem Beispiel (Abb. 105) etwa
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Komponente von j, gerade kompensiert wird. {Dadurch finden
wir in dem Kreisdiagramm den ideellen Kurzschlufpunkt P .
Es ist nach der Tabelle S. 195
. Iy 14
Iz_flﬁ—fs—fzﬁ*fs.

Wir kénnen daher j, in bekannter Weise konstruieren, indem
wir das Dreieck (f; — ;) (= OH), () (=OL,) an f, antragen und
durch die Spitze von ¥, eine Parallele zur Grundlinie DB ziehen;
da aber der Schnitt-
punkt dieser Parallele
mit OB iiber die
Zeichenebene hinaus-
fallt, so bilden wir
einen Vektor

und wahlen den Fak-
tor & so groB}, dafB
&ty = || =OL, ist.
Wir brauchen daher
jetzt nur das Dreieck
OHL,indie LageODB
zu verdrehen, um
&, = OB zu finden. o
Die Hintereinan-
derschaltung von i,
und j,o gibt einen neuen Leitwert 1;, und es ist
1_1 .1 , f2izo
B Tl ot == o o2lwo
TR T e 00 T

worin &« (j, + i) = AB ist.

Da auBerdem j; L j,, oder L& stehen soll, so ergibt sich
eine einfache Konstruktion von &j,, und &j;, dadurch, da man
ABC 1 OB zieht, wodurch 40 = &j,, und OC = &; bestimmt
sind. Zieht man ferner die Linie 4D, so ist das Vektorverhaltnis

-4 Q
AN
AN

N\

40 _ ajeo _ ao

OD  of, 1,
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Man braucht daher nur das Dreieck DAO nach QLR zu ver-
schieben und K, P;||QR zu ziehen, um den gesuchten ideellen
KurzschluBpunkt P; zu finden.

Die sekundire Leistungsabgabe ist nach fritheren Ermitt-
lungen E - SP; ohne Kompensierung des Ohmschen Lauferwider-
standes und - TP, bei Kompensierung desselben. Der Schlupf
. .. TS
ist daher gleich TP,

K. Drehstrom-Asynchronmotor mit doppeltem Kifiganker?).

Das Drehmoment eines Asynchronmotors im Stillstand ist
proportional der im Liuferkreis vernichteten Wattleistung. Um
daher bei KurzschluBmotoren ein starkes Anzugsmoment zu er-
zielen, ist es erforderlich, die Kifigwicklung mit absichtlich ver-
groBertem Widerstand der Stdbe oder Ringe auszufiihren. Da-
durch wird aber der Wirkungsgrad bei voller Drehzahl erheblich
verschlechtert und die Erwarmung des Motors erhéht. Um ein
gutes Anzugsmoment besonders vom Stillstand aus zu erzielen,
ohne den Wirkungsgrad im Betriebe zu verschlechtern, werden
daher nach dem Vorschlage von Boucherot KurzschluBmotoren
mit doppeltem Kifiganker gebaut, wobei der duBlere Kifig mit
groBem, der innere mit moglichst kleinem Widerstand ausgefiihrt
wird. Bei einem derartigen Motor durchsetzt der vom Sténder
erzeugte Kraftflul im Stillstand zunéchst im wesentlichen nur
die Stibe des duBleren Kiifigs und dringt erst bei zunehmender
Drehzahl allmihlich tiefer in das Blechpaket des Laufers ein,
um bei voller Drehzahl auch die Stibe des inneren Kifigs zu
umschliefen.

Im nachfolgenden sollen nun die Stinder- und Lauferstrome
und das Drehmoment in Abhéngigkeit von der Schliipfung be-
stimmt werden. Um die Berechnung iibersichtlich zu gestalten,
werden dabei eine Reihe vereinfachender Annahmen gemacht.
Der Verlauf der Strome und Spannungen wird als sinusférmig
und die Kraftfliisse werden aufBlerdem rdumlich sinusformig
angenommen. Die magnetischen Widerstiande im Eisen werden

1) Die Anregung zur Behandlung dieser Aufgabe und die Unterlagen
fiir den Ansatz verdanke ich, der liebenswiirdigen Mitwirkung des Herrn
Dr. Ing. e. h. M. Schenkel.
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vernachlassigt und nur diejenigen der Luftpfade beriicksichtigt.
Es wird angenommen, daf} letztere durch Rechnung oder Ver-
suche ermittelt sind. Es wird die gleiche Stabzahl fiir die Stinder-
und die beiden Lauferwicklungen vorausgesetzt. In Abb. 107
ist die Stabzahl pro Phase gleich 1 angenommen, wihrend sie
in Wirklichkeit natiirlich gréBer ist. Die Wicklungsfaktoren der
Stander- und Lauferwicklungen werden als gleich angenommen.

Die Stromrichtungen von $; bzw. 3,; sind durch (&) bzw. ()
gekennzeichnet, wodurch angedeutet wird, daf ,5,, die trans-
formatorisch durch §; erzeugt
werden, wesentlich entgegen-
gesetzte Richtung haben wie §; .
Liegt daher §; im vierten

;&P

Abb. 107. Abb. 108.

Quadranten gegen die Netzspannung €, so liegen 3,, §; im zweiten
Quadranten. Die positiven Pfeilrichtungen der magnetischen
Kraftflisse D, D,, Dy, P,, welche samtlich durch &, erzeugt
werden, sind durch die angenommene Richtung von $; nach
der Schwimmerregel gegeben.

Als Grundlage fiir die Berechnung setzen wir nach Abb. 108
als MaBeinheiten fiir die Spannung und den Strom die Vektoren €
und J an, wobei € gleich der Netzspannung (Phasenspannung)
gesetzt werde.

Als weitere MaBleinheiten brauchen wir noch eine Einheit des
Kraftflusses @ und eine durch ibn erzeugte, um 90° gegen ihn
nacheilende Spannung , wobei || =|E| gewihlt ist.

Der Scheinwiderstand der Kiafigwicklungen §,, §3 wird durch

die Vektorverhaltnisse gfz—ilgz bzw. ?i?‘—;ﬂ dargestellt, worin
IV} N
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fa» fs Spannungsvektoren | J, aber entgegengesetzt &, und g, g5
Spannungsvektoren in der Richtung von § sind, wihrend o die

Schliipfung bedeutet. 82 puw. 32 stellt daher den Wirkwiderstand

& &
ofy ofs LY
und —2 bzw. =2 den Blindwiderstand dar.
S (o3

Die durch die magnetischen Fliisse in den drei Wicklungen
erzeugten Spannungen bezeichnen wir mit €, €,, €;.

Bei der Aufstellung der Gleichungen fiir die magnetischen
Flisse P, bis P, und der Spannungen §,, €,, €, ist folgendes
zu beachten.

Der magnetische FluB @,, welcher durch einen Strom §,
erzeugt wird, ist dem letzteren proportional und phasengleich:

Qiz = z%x,

D
worin k, eine Proportionalitidtskonstante mit der MaBeinheit — ist.

IS

k, = % ist daher ein Vektorverhiltnis, welches den magneti-
schen Leitwert in Kraftlinien pro Amp angibt. Der

&3
reziproke Wert = % ist daher der magnetische Wider-

z z .

stand, bezogen auf die MaBeinheit § Amp oder die erforder-
liche Feldstarke. Sind mehrere magnetische Widerstéinde hinter-
einandergeschaltet, so ist

1 1 1
R tE
Verzweigen sich dagegen die Kraftfliisse durch mehrere parallele
Kraftpfade, so ist kyp— byt ky...

Im nachfolgenden erhalten die Zahler der Vektorverhilt-
nisse % stets zwei Indizes, z. B. kg = % deren erster sich auf
den induzierenden Strom (J;) und deren letzterer sich auf den
Pfad des Kraftflusses (D,) bezieht. %;—2 ist daher der magnetische

Leitwert dieses Pfades, und die erste Indexziffer dient nur zur
Unterscheidung von dem KraftfluB D, selbst.

Die von einem KraftfluB P, erzeugte Spannung €, ist ersterem
proportional und um 90° nacheilend:

€, =c, ¢z
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3

b

welches aulerdem die Stabzahl der betreffenden Wicklung ent-
hilt. Wir setzen daher
_ B
=g
Wir kénnen nunmehr folgende zehn Bestimmungsgleichungen
aufstellen:

D, =§%13 (1)
b

qu =—§382+"§“83 (2)
D

453:&33: (3)
)

b 1)) Dy,

Dy + D, + @3=_§81__S2Q82__§203, (4)
— Byt @+ @+ B, (5)

5, — 52 (@, + b

G, = 4;( o + Ps)o, (6)

@3=%¢00, (7)

cg1 = "‘@’ (8)

6= Titly,, ©)
o

6, = et o, (10)

Um aus diesen zehn Gleichungen, welche die zehn Unbekannten
QSO’ ¢1> ¢2’ ¢3’ @1’ @2’ @3’ Sl’ 325 83 entha‘lt'en, Sls \0325 33 zu
berechnen, miissen wir @, bis @, und G,, €,, €, eliminieren.

Aus GI. (1) und (4) ergibt sich

D+ D D D
d30+ ¢1+ ¢2+ 4’32%231_“%&%2“?337 (11)
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aus Gl. (2) und (4)
Do Do+ Doy, P+ Dys
(e

q50_|_d53=>\531 S 2 S 33 (12)
und aus Gl. (3) und (12)
P D,y + D + D, + D
@0 — f\(}lgsl _ 20 S 22 3,2 . 30 '\832 338 (13)

Gl. (8), (9), (10) und (11), (12), (13) in GL. (5), (6), (7) einge-
setzt, ergibt

D+ D D D
g Dot Pug,  Dug, Tmgl——e3.  ay

D Dy, + D Dy + Dy,
%2({—57081 — =% )] ﬂ82 - % 7)) * }—(072_‘_ 92)02, (15)

D Do+ D + Py + D,
Fao| 03, f b Pug, PutPutPog | of, g% (10
D,,, Dy, ... sind nur rdumlich, aber nicht zeitlich verschieden
von D, die Quotienten d)l"%% ... sind daher rein skalare

Zahlenwerte. Ordnen wir nach &y, &, 35 und fassen die Werte,
die ¢ enthalten, zusammen, so erhalten wir:

SI[L—;—;QSH B1 ] Ja Q:p N 33 %1 63, )
ol gol-al 2 >]

- 83:0 0 + 4"32 %2] (18)
81{0%’%3] —3, :0 20 —l— D, %3}

— % :O(Joi%zj P W)+ 93]: . (19)

Setzen wir in diesen Gleichungen zur Vereinfachung

—l—(lf' b b
10 11}1 =0y - %%1 = Qg; - 6@%1 =az, (20)
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D Doy + Do,
50%2‘—‘515 —( 20@ 226‘2‘}‘72):525 -
—_ ¢30+(p32% =5 ‘ )
@ 2= V3>
D Doy + D
50%3-—"%; -0 & g = Cy; 2)
Dyy + Dyy + D5,
_( = ;;2 33?53+f3>:C3’

worin §y, Fes Tss f2» {3 und daher auch die Vektoren a, b, ¢ phasen-
gleich mit § sind, wihrend g,, g; nach Abb. 108 senkrecht dazu
stehen, so erhalten wir

J1a + Fay + Jza3 = —CJ, (23)
J1001+ Jo(0b,— g5) + J30b; =0, (24)
D10+ Je0¢, + Js(oc3—g3) =0, (25)

woraus sich mit Hilfe der Determinantenrechnung ergibt:

=P H=7 H=T, (26)
worin
[y as as
D= ob; (oby—g,) oby
¢, 0C, (0¢c3—gg) |

D=a,8,85-+0(az0; g3+a3¢; §2—a; 05,93— 05 C3.g2) } (27)
+02(ay 0,03 — 1050 — a0y Ca+a3 b0 —azbae; —aghycy) ’

D =g,g5 [al +o <a251 — 00y + Lk - alcs)

32 3s

5 (27 a)
+o? c3(ay by — apby) + ¢ (agby —ay b5) — ¢ (azhy + azbs}
8203
f —€C¥F as
D,=| O (6by—g,) oDy ,
0 0Cy (0c3—ga3)

Natalis, Gleich- und Wechselstromsysteme. 2. Aufl. 14
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D, = —CJ[ga05 — 0 (0205 + ¢302) -+ 0% (by¢5 — bsc5)], (28)

‘ Dl=_39293{@_0@3<_b_2_|_f§>_}_ngfm%]. (28a)
G 93 8243

Der Klammerausdruck der Gl. (27a) stellt eine Parabel mit

horizontaler Achse, der der Gl. (28a) eine Parabel mit vertikaler

Achse dar. Um die vertikale Achse in eine horizontale zu ver-

drehen, multiplizieren wir die Klammer mit & und den Faktor
— 36,05 mit g, und setzen —J — =Jg. Dann ist Jy ein

Stromvektor vom Betrage |G| in der Richtung § (s. Abb. 108).
Damit wird

by ey — bsc
D. — o ( ) DyC3 — Dy 2} . (28b
1= 3592093 [% T % 8 2T —— 0285 ( )
In gleicher Weise ergibt sich
a, —CF a3
D2 = Obl 0 053 P
(e 0 (0c3—8s)
D, = —EJ[0by g5+ 0 (b3¢; —byc5)], (29)
b bye; — by
Dy =S50 |08 2+ 0*5 el (292)
G2 G293
' 0y (g —€3J
D;=|ob; (0b;—g,) (U
0C; 0Cy 0
D3 = —€Z[oc,gp+0% (b1 ¢, — b2 01)], (30)
c by — by
Dy= 35020 |0F -+ 0*5 e R (302)
gs 3203

In den Klammerausdriicken der Gl. (28b), (29a), (30a) stehen nur
Vektoren, deren Richtungen wir nunmehr untersuchen wollen.
Wie leicht zu erkennen, haben die mit ¢ behafteten Vektoren
vertikale und die mit 6° und o2 behafteten Vektoren horizontale
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Richtung. Bezeichnen wir die horizontalen Vektoren mit 1), die
vertikalen mit v, so ergibt sich

D1_@ f)3‘1“”’2,‘{‘0 Dy

Si=7p =3 59, + ob, + 02b,° (31)

& D, . U(?sj‘f“hs)

% =D =35, 1 av, + o, 2
D, o(vs+0he)

Jp="+=35 R 33

v D~ V¥ I)1‘*“”’1’*‘"252 (33)

Die Bedeutung der Vektoren f), bis §; und b, bis v, ist
durch Vergleich mit den Gl. (28b), (29a), (30a) gegeben. Die
Gl (31), (32), (33) fir J, s 3 sind nach Abschnitt L, e
Kurven vierten Grades, wihrend Zihler und Nenner der Briiche
nach Abschnitt L, d, 1, Abb. 48 Parabeln mit horizontaler Achse
darstellen. Um daher z.B. §; zu finden, haben wir J; mit
dem Vektorverhiltnis

by 4 09, + 0*h,
by + oy + %D,
zu multiplizieren.

Die geometrischen Orte fir $, ,, §5 sind ferner symmetrisch
zur X-Achse (Jg), und diejenigen fiir J,, J; gehen — fiir 6 =0 —
durch den Ursprung.

Uns interessiert hauptséichlich die Gl. (31) fiir den Sténder-
strom J,. Versuche mit Motoren mit Doppelkifiganker haben
ergeben, dafl unter Umsténden die Drehmomentkurve (als Funk-
tion der Schliipfung) eine Einsattelung zeigt, es soll daher unter-
sucht werden, ob unter Annahme bestimmter Motorkonstanten
die aus Gl. (31) abzuleitende Drehmomentkurve derartige Eigen-
schaften zeigt. Abb. 109 und 110 zeigen die Konstruktion von $;
fir verdnderliche Werte der Schliipfung ¢ und Abb. 111 die
Drehmomentkurve. Zur Vereinfachung der Konstruktion machen
wir die Faktoren der mit o behafteten Glieder im Zihler und
Nenner gleich und bringen Gl. (31) in die Form

2 (34)

14*
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und setzen beispielsweise

—0,03F — 0 € + 020,65
*—0,13F —0C 4+ 620,25’

R

S =

(35)

fiir 0 =0 ergibt sich

(36)

O

%” /;g 0Q:00608 16 156~ %""'
Abb. 110. Abb. 111.

und fir 6 =00

0,6
31w=300—’2 = 330- (37)

In Abb. 109 ist O der Ursprung, O4A =, OB = —€, 3 die
dem Zahler des Bruches und 0 die dem Nenner entsprechende
Parabel. Zieht man nun z.B. durch die 6 =0,1 entsprechenden
Punkte ¢ und D dieser Parabeln die Strahlen OC und OD, so
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ist 00 das dem Bruch entsprechende Vektorverhiltnis. Be-
schreiben wir ferner mit OB einen Kreis um O, verlingern OC
bis E, und ziehen E,F,||CD, so ist

OD  OF,
0C = OE,"
Wiederholen wir diese Konstruktion fiir alle Werte von o, so
oo w1,.:  OF, OF,
erhalten wir die entsprechenden Vektorverhiltnisse 5E’;’ OF 2, e
deren Nenner OE;, OF, ihrem Betrage nach gleich sind. Mit
diesen Vektorverhiltnissen haben wir J, zu multiplizieren. Wir
withlen zu dem Zweck in Abb. 110 |§y| =0G =OE, =O0FE, . . . =0E
und tragen das Dreieck OGH, 2 OE,F, an OG an, dann ist
OH, ="' fiir den Wert 6 =0,1. In gleicher Weise konstruieren
wir fiir weitere Werte von o, die Punkte H, und erhalten da-
durch den geometrischen Ort fiir den Vektor ;. Von dieser
Kurve ist in Abb. 110 nur die obere Hilfte fiir positive Werte
von ¢ zwischen o =0 iiber 6 =1 bis 6 = + oo dargestellt. Der
untere Teil fiir negative Werte von ¢ verliuft symmetrisch.

Die Kurve zeigt eine deutliche Einsattlung bei ¢ = 0,4.

Da wir den Widerstand der Standerwicklung gleich Null ge-
setzt haben, so ist das Drehmoment des Motors fiir verdnderliche
Werte von o proportional der Wirkkomponente von &; . Letztere
ist in Abb. 111 iber ¢ aufgetragen, wobei als Einheit des Momen-
tes M dasjenige fiir den Stillstand (0 = 1) angenommen ist. Die
Momentenkurve hat die gleiche Einsattlung bei ¢ =0,4. Der
linke Teil dieser Momentenkurve zeigt die charakteristische Form
derjenigen eines KurzschluBmotors mit einer Kafigwicklung und
der rechte Teil die eines Schleifringmotors mit grofem einge-
schalteten Lauferwiderstand, wihrend die mittlere Einsattlung
den Ubergang zwischen den beiden Kurvenformen darstellt.

SchluBlbetrachtung.

Das letzte Anwendungsbeispiel der neuen Berechnungsweise
wurde gewihlt, um die Entwicklung von Kurven héherer Ord-
nung darzustellen. Solche Kurven kommen besonders hiufig bei
Wechselstrom-Kollektormotoren vor. Auf die Behandlung der letz-
teren wurde aber verzichtet, da das Gebiet fiir den Rahmen
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der vorliegenden Arbeit zu umfangreich ist und Sonderkenntnisse
zur Voraussetzung gehabt hatte. Ich mochte aber hiermit be-
rufenen Fachgenossen die Anregung zur Behandlung dieser Auf-
gaben mit der neuen Berechnungsweise geben.

In dem Abschnitt M iiber den Einfluf der Eisensittigung
sind ferner gesetzm#aBig verdnderliche Vektorverhaltnisse
benutzt. Wenn man diesen Weg weiter verfolgt, so kann man
mit verdnderlichen Vektorverhéltnissen auch Schaltvorginge mit
nicht ,,quasistationdrem* Charakter behandeln.

Durch unsere ganzen Berechnungen zieht sich wie ein roter
Faden der neue Begriff des ,,Vektorverhiltnisses*, das die Rech-
nungen tibersichtlich gestaltet und die Verwendung komplexer
GroBen vollig entbehrlich macht.
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