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Vorwort. 
Das folgende Lehrbuch ist in erster Linie für Studierende der Inge

nieurwissenschaften und technische Physiker zur Einführung in das 
Gebiet der Mechanik fester deformierbarer Körper und das zugehörige Versuchs
wesen bestimmt und stellt im wesentlichen den Inhalt von Vorlesungen dar, 
die ich seit einer Reihe von Jahren an der Deutschen Technischen Hochschule 
in Brünn gehalten habe. 

Durch die gewählte Methode der Darstellung, die die innige Verquickung 
zwischen allgemeiner Theorie und Experiment besonders betont, soll dem Lernen
den eindringlich vor Augen gestellt werden, in jedem besonderen Fall das all
gemeine Problem zu erblicken, und aufgezeigt werden, wie groß die Schwierig
keiten sind, die sich einer exakten Behandlung selbst scheinbar ganz einfacher 
technischer Aufgaben entgegenstellen. Ein derartiger Vorgang ist, abgesehen 
davon, daß durch ihn eine tiefere Durchdringung des Stoffes ermöglicht wird, 
auch deswegen berechtigt, weil ein wirkliches Verständnis üblicher Näherungs
theorien erst zu erwarten ist, wenn man einzuschätzen vermag, welche Faktoren 
bei Lösung einer Aufgabe berücksichtigt werden müssen und welche infolge ihres 
geringeren Einflusses vernachlässigt werden können. 

Dem Gesagten zufolge gliedert sich das Buch in einen theoretischen ersten 
Teil, in dem fallweise zur Belebung des Verständnisses wichtige Anwendungs
gebiete betreten werden, und in einen zweiten Teil, der sich auf die Näherungs
theorien gerader Stäbe unter Einschluß der wichtigsten Fälle labilen Gleich
gewichtes, ferner die für die einfachen Beanspruchungen gerader Stäbe grund
legenden Versuche, die Anwendungen der Arbeitssätze und der aus ihnen ge
zogenen Folgerungen auf aus geraden Stäben aufgebaute Fach- und Stabwerks
träger und schließlich auf die einschlägigen Dimensionierungsaufgaben be
schränkt. Es ist geplant, diesen beiden Teilen seiner Zeit einen dritten in einem 
Sonderbande folgen zu lassen, der eine Erweiterung der Theorie und eine Be
handlung der übrigen praktischen Probleme (krumme Stäbe, Platten, Schalen 
usw.) enthalten soll. 

Im ersten Teile des Buches habe ich der gesonderten Darstellung des Span
nungs- und Deformationszustandes und der diese beiden Zustände in Abhängig
keit voneinander bringenden Naturgesetze einen verhältnismäßig breiten Raum 
eingeräumt, weil ich die Erfahrung machte, daß der Anfänger den rein geome
trisch-kinematischen und den physikalischen Anteil elastischer Probleme häufig 
nicht auseinander zu halten vermag. Bezüglich der physikalischen Grundlagen 
mußte beinahe durchwegs der rein phänomenologische Gesichtspunkt allein 
festgehalten werden schon mit Rücksicht auf den Zweck und den Rahmen des 
Buches aber auch deswegen, weil eine Erörterung der oft rein hypothetischen 
Zusammenhänge der in Betracht kommenden Erscheinungen mit dem physika
lischen Aufbau der Körper den Anfänger eher verwirrt als aufklärt. 



IV Vorwort. 

Vorausgesetzt wurden die Kenntnisse der Mechanik starrer Körper, der 
höheren Mathematik und der Vektoralgebra in dem Umfange, wie sie an tech
nischen Hochschulen vermittelt zu werden pflegen. 

Schließlich obliegt es mir, meinem Assistenten, Herrn lng. R. Scheinost , 
für die Hilfe bei der Durchführung der Zeichnungen und der Verlagsbuch
handlung Julius Springer für die schöne und sachgemäße Ausstattung 
des Buches geziemenden Dank zu sagen. 

Brünn, 1. Mai 1931. 
R. Girtler. 
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Erster Teil. 

Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

I. Einleitung. 
1. Die }fechanik als Wissenschaft hat nach der hier yertretenen Auffassung 

in erster Linie die Bewegungserscheinungen der die Xatur erfüllenden leblosen 
Materie zu untersuehen und im Sinne Kirchh offs in einfachster Weise zu be
schreiben. In zweiter Linie sucht die :\Iechanik die Zuordnung der Bewegungs
erseheinungen oder wenigstens die :\Iögliehkeit einer solchen Zuordnung zur 
übrigen, durch physikalische Tatsachen erhärteten Erfahrungswelt darzustellen. 
Demgemäß teilt sich die :NIechanik in eine reine oder rationale Mechanik und 
eine angewandte :'Ifechanik mit ihren verschiedenen Zweigen, wie zum Beispiel 
technische :\Iechanik, technologische Mechanik, physikalische :'IIechanik, astro
nomische Mechanik usw. 

Die Forderung der Einfachheit der Beschreibung wird gewährleistet durch 
die Einführung möglichst weniger, aus der Erfahrung geschöpfter oder durch 
die Form der menschlichen Anschauung bedingter Begriffe, wie Masse, Zeit, Raum 
und daraus abgeleiteter physikalischer Größen, wie Geschwindigkeit, Beschleu
nigung, Kraft, kinetische Energie, Arbeit, Effekt usw. und der auf diesen Begriffen 
ruhenden Naturgesetze, deren Charakter wesentlich von der Stufe unserer Er
kenntnis abhängt und das System der :.\lechanik festlegt (Galilei-Newtonsche 
Mechanik, Hertzsche :Nlechanik, Relativitätsmechanik). Ferner ist die genannte 
Einfachheit auch bedingt durch die Heranziehung der Mathematik, insbesondere 
der Vektorrechnung, wodurch die :\Iechanik in die Heihe der exakten Natur
wissenschaften tritt. 

2. Gegenstand der folgenden Vorlesungen ist ein besonderer Zweig der an
gewandten Mechanik, die technische .Mechanik der festen elastischen Körper, 
welche häufig auch als Elastizitäts- und Festigkeitslehre bezeichnet wird, ferner 
jener Teil der reinen Mechanik, der zum Verständnis des genannten Teiles der 
technischen Mechanik notwendig ist und theoretische Elastizitätslehre oder 
mathematische Elastizitätstheorie genannt ,vird. 

3. Der Punkt 2 bedarf einer vorläufigen Erklärung im Hinblick auf die dort 
vorgenommene Einführung des festen elastischen Körpers. Alle Stoffe der Natur 
haben bekanntlich die Eigenschaft, einen bestimmten Raum einzunehmen, wo
durch der Stoff zum Körper oder zu einem System von Körpern wird, und be
sitzen ein für das Studium der Bewegungserscheinungen besonders wichtiges 
Merkmal, das der wägbaren (ponderablen) :\Iasse. Dagegen unterscheiden sich 
die verschiedenen Stoffe unter anderem dadurch, daß ihr physikalischer und 
chemischer Aufbau oder, wie man auch sagt, ihre Konstitution verschieden ist. 
Mit Bezug auf den physikalischen Aufbau spricht man in herkömmlicher Weise 
von gasförmigen, flüssigen und festen Zuständen, zwischen denen zahlreiche 
Übergänge vorhanden sind. Man kann nun einen Anhaltspunkt für die Fest
legung der verschiedenen Zustände gewinnen, indem man als ersten Prüfstein 

Giftler, ~Iechanik. 1 
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für die Einreihung eines vorgelegten Stoffes in eine von den genannten Kate· 
gorien, dessen Verhalten a) bei Einwirkung seines Eigengewichtes, b) bei Ein· 
wirkung von äußeren mechanischen Kräften, die zum Eigengewicht hinzutreten, 
feststellt. Ein fester Körper ändert bei Einwirkung seines Eigengewichtes allein 
- es werde z. B. ein Stein im luftleeren Raum fallen gelassen - seine Gestalt 
und den Raum, den er einnimmt, nicht; man sagt, er habe im Gegensatz zu den 
Flüssigkeiten und Gasen eine selbständige Gestalt!. Wird der schwere feste 
Körper selbst erheblichen äußeren Kräften ausgesetzt, die zum Eigengewicht 
hinzutreten, so ändert er seine Gestalt und den Raum, den er vor Einwirkem der 
Kräfte einnahm, verhältnismäßig wenig, häufig sogar, wenn man sich nicht 
besonders feiner Meßinstrumente bedienen will, unmerklich. Nur dann, wenn die 
Größen der äußeren Kräfte von besonderen Umständen abhängige höher liegende 
Werte überschreiten, werden die Gestalts. und Raumänderungen des festen 
Körpers bedeutender und tritt häufig, aber durchaus nicht immer der Bruch 
des Körpers ein. 

Ein gerader, prismatischer, 20 cm langer Stab aus Flußeisen mit kreisförmigem Quer
schnitt vom Radius r = 1 cm wurde durch zwei gleichförmig über seine Basisflächen verteilte 
parallel zu seiner Stabachse wirkende Kräfte von je 2000 kg derart beansprucht, daß die 
Kräfte den Stab zu dehnen trachteten. Der Stab zeigte bei dieser großen Belastung eine 
Verlängerung von 0,06 mm. Diese Verlängerung ist natürlich mit freiem Auge gar nicht 
merkbar, sondern kann erst deutlich unter Zuhilfenahme besonderer Einrichtungen fest
gestellt werden. Derselbe Stab brach erst bei 3300 kg und zeigte dabei allerdings die schon 
bedeutend ins Gewicht fallende durchschnittliche Verlängerung von 6,2 cm. Wird hingegen 
ein Würfel aus hochwertigem Flußeisen unter die 'Virkung von zwei entgegengerichteten 
Kräften gestellt, die auf zwei gegenüberliegende Seitenflächen normal stehen und über sie 
gleichförmig verteilt sind, derart, daß sie die Würfelkanten parallel zur Kraftrichtung zu ver
kürzen trachten, so kann man die merkwürdige Erfahrung machen, daß der Würfel bei 
großen Druckkräften zwar sehr stark platt gedrückt wird, daß aber beliebig große Kräfte 
niemals eine Trennung des Würfels in einzelne Bruchstücke oder auch nur oberflächliche 
Risse herbeiführen können. 

Der Grund für dieses Verhalten der festen Körper liegt in ihrem Aufbau, 
dem zufolge die zwischen den einzelnen Teilchen des Körpers wirkenden Kohä
sionskräfte einer Lagenänderung derselben mit Bezug aufeinander einen sehr 
großen Widerstand entgegensetzen. 

Die Bestimmung eines festen Körpers aus dem genannten Verhalten kann nur 
als erster Anhaltspunkt gewertet werden, und zwar hauptsächlich aus zwei 
Gründen. Der erste Grund ist der, daß keine Angaben über die Form des Körpers, 
die Art des Angreifens der äußeren Kräfte und deren Größe, ferner über die 
Grenzen der Gestalts- und Raumänderung, die im äußersten Falle noch zu
gelassen werden könnten, um den Körper noch als festen zu bezeichnen, ge
macht werden. Aber selbst wenn derartige Angaben vorlägen, bliebe noch immer 
die Frage offen, was für ein besonderer physikalischer Aufbau notwendig ist, 
um das genannte Verhalten in den oben unter a) und b) angegebenen Fällen 
aufzuklären. Daß mit dieser Frage, deren Beantwortung nach dem heutigen 
Stande der physikalischen Wissenschaften erst angebahnt wurde, auch jene für 
den Ingenieur so wichtige Frage nach den den Bruch eines Stoffes bedingen
den Umständen enge verknüpft ist, liegt auf der Hand. 

Die festen Körper zeigen bei Einwirkung nicht zu großer äußerer Kräfte die 
Eigenschaft der Elastizität. Diesbezüglich sei mit Vorbehalt einer weiter unten 
folgenden genaueren Behandlung dieser wichtigen Eigenschaft als erste Ein. 
führung festgestellt, daß die infolge Einwirkung derartiger Kräfte auftretenden 
Gestalts- und Raumänderungen fester Körper praktisch genommen umkehrbar 

1 Eine Flüssigkeit würde unter denselben Umständen zerstäuben, ein Gas sich nach 
allen Seiten ausbreiten. 
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sind, d. h. nach Abbringen <ler nicht zu großen Kräfte praktisch wieder völlig 
zurückgehen. 

Die Traverse aus J<'lußpisen in Abb. 1 liege auf beiden Seiten auf Mauerwerk und stehe 
vorerst nur unter dem Einflusse ihres Eigengewichtes G und der beiden gleichen Auflager. 
reaktionen Gj 2. Infolgedessen biegt sich die Traverse in die in der Abbildung strichlierte 
Lage 1 durch. Wird jetzt in der 
Mitte der Traverse die Last P I 
hinzugefügt, so biegt sich die i 
Traverse weiter, bis in die in ( 

durch. Wird P wieder abge-
p der Abbildung punktierte Lage 2 t 

bracht, so geht dic Durch-
biegung 2 praktisch wieder zu- C·,;l 

rück, bis die Lage 1 wieder er- ~~~~::;~~~~;;~;;:~~;;;;~:~~~ 
reicht ist, wenn P nicht zu groß 4 ~ B 
war. (In der Abbildung ist der --'l--- ----:-=-: ---.=-.-:::-.'-"'---
Einfachheit halber nur die I+------ z 'I 
Durchbiegung der Stabachse der 
Traverse gezeieh net_ ) 

Im vorstehenden wurde be
tont,daß die Gestalts- undl~aum
änderungen nach Abbringen der 

Ahb. ). 

Belastung praktisch g<'nommen vollständig zurückgehen, wenn die aufgebrachte Be
lastung nicht zu groß war. Zur Erklärung mag jetzt schon erwähnt werden, daß im all
gemeinen für einen Körper gegebenen Stoffes und gegebener Gestalt die Umkehrbarkeit 
der Gestalts· und Rallmänderung um so mehr zutrifft, je kleiner die Belastung war und 
daß eine strenge Umkehrbarkeit eigentlich genau hei keiner Belastung vorhanden ist; es 
sind aber bei für die betreffend e j\rt des festen Körpers kleinen Belastungen die nicht völlig 
rückgängig zu machenden Gestalts- und l~aumänderungen so klein, daß man sie praktisch 
vernachlässigen kann_ 

4_ Die Tatsach e, <Laß die bei Einwirkung nicht zu großer äußerer Kräfte 
auf feste elastische Körper eintretcn<Len Ge::;taltf.;· und Raumänderungen, von 
Ausnahmefällen ahge::;ehen, ::;ehr klein sind, hat frühzeitig zur Annahme des 
starren Körpers geführt, der die Eigenschaft besitzen soll, überhaupt keine Ge
stalts- und Raumiindcl'ungen ,mzulassen. Durch die Einführung eines derartigen 
Idealbildes eines fe::;ten Körpers wird es ermöglicht, die Bewegungserscheinungen 
fester Körper in erst8r Anniiherung ohne Rücksichtnahme auf die kleinen Ge· 
stalts- unel Raumänderungen zu studieren. Der bezügliche Teil der Mechanik 
heißt Meehanik der starren Körper oder Stereomechanik und wird im folgenden 
als bekannt vorausges8tzt. 

Oft genügt die Annahme der Starrheit, viel häufiger aber muß sie fallen ge
lassen und der wahre Sachverhalt zugrunde gelegt werden wie aus den folgen
den einfachen Beispielen hervorgeht. Das eine bezieht sich auf die erfahrungs. 
gemäß bestehende Bruchgefahr eines äußeren Kräften unterworfenen festen 
Körpers, die offen::;ichtlieh an Gestalts- und Raumänderungen gebunden ist, 
das andere betrifft (lie Bestimmung der Auflagerreaktionen in sogenannten sta
tisch unbestimmten Fällen, die bei Festhaltung der Annahme der Starrheit uno 
möglich wird. 

Bevor wir hierauf näher eingehen, sei auf den Begriff des Freiheitsgrades 
eines starren Körpers, bzw. eines elastischen festen Körpers hingewiesen. Ein 
starrer Körper ist entweder ein freier oder ein unfreier, je nachdem er sich im 
Raume beliebig bewegen kann oder nicht. Man sagt, ein freier starrer Körper 
besitze sechs Freiheitsgrade, weil sechs Koordinaten genügen, um seine jeweilige 
Lage im l~aum mit Bezug auf ein festes Koordinatensystem xyz festzulegen. 
Beim freien starren Körper ist nämlieh die Bewegung eines beliebigen Punktes P 
bereits gegeben, wenn die Bewegung dreier beliebig angenommener Punkte 
1, 2, 3 desselben, welche zusammen ein Dreieck bilden, bekannt ist. Die je-

1* 
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weilige Lage des Punktes 1, dessen Bahn eine beliebige sei, ist durch Angabe 
dreier als .Funktionen der Zeit zu betrachtender Koordinaten xl' Yl' Zl jeder
zeit bestimmt, man schreibt dem Punkte 1 den Freiheitsgrad drei zu. Zur Be
stimmung der Lage des Punktes 2 genügen zwei Koordinaten, zum Beispiel x2' Y2' 
die dritte Koordinate dieses Punktes ist schon durch die Bedingung bestimmt, 
daß die Entfernung der Punkte 1,2 infolge der Annahme der Starrheit eint' 
unveränderliche ist . In ähnlicher WeiRe kann gezeigt werden, daß die Lage des 
Punktes 8 durch Angabe einer Koordinate, z. B. X 3 bestimmt ist. Zur Bestim
mung der Lage eines freien starren Körpers brauchen wir demnach sechs Koordi
naten wie oben angegeben, als welche xl' YI' Zl' X 2' Jh, x3 gewählt werden können. 

Anstatt dieser 6 Streckenkoordinaten benützt man bekanntlich in der Mechanik starrer 
Körper 3 Streckenkoordinaten und 3 Winkclkoordinaten; als erstere führt man die Koordi
naten des Schwerpunktes, als letztere die 3 Eulerschen Winkel ein, die ein mit dem starren 
Körper fest verbunden gedachtes Koordinatensystem zu jeder Zeit mit Bezug auf ein durch 
den Schwerpunkt des Körpers gehendes Koordinatensystem festlegen, dessen Achsen bei 
Bewegung des starren Körpers stets parallel zu den Achsen des gegebenen festen Koordinaten
systemes xyz bleiben. 

Ein unfreier oder zwangläufiger starrer Körper ist in seiner Bewegungsheihcit 
beschränkt, und infolgcdessen genügen weniger als sechs Koordinaten, um seine 
jeweilige Lage mit Bezug auf das feste Koordinatensystem x yz zu bestimmen, sein 

I Freiheitsgrad ist kleiner 
C ~ als sechs. Die Unfreiheit fPI ,/ H"---'_-- . K/J eines ursp.~ünglieh.freien 

_. _ l .4 starren Korpers wird be-
, ---'-.."..::-;---i I wirkt, indem man ihn 
r- Ko irgendwie stützt oder be-

ALb. ~. stimmte Führungen vor
schreibt, wodurch seine 

möglichen Bewegungen den Charakter der Zwangläufigkeit annehmen. 

Die Kurbel Kn des Schubkurbelgetriebes in Abb. 2, die um eine raum- und körperfeste 
Achse A drehbar ist, besitzt den Freiheitsgrad 1, denn ihre jeweilige Lage ist durch eine 
einzige freie Koordinate, d. i. den l~otationswinkel rp ihrer Schwerachse bestimmt. Ein voll
kommen festgelegter starrer Körper hat den Freiheitsgrad 0, er besitzt überhaupt keine 
freie Koordinate mehr. 

Ein elastischer fester Körper hat, ob er nun gestützt oder ungestützt ist, 
unendlich viele Freiheitsgrade, denn abgesehen von den gestützten oder geführ
ten Punkten hat jeder von den unendlich vielen Punkten desselben nach allen 
Richtungen des Raumes eine von der Bewegung der übrigen Punkte unabhängige 
Bewegungsmöglichkeit, wenn dieselbe auch infolge des Zusammenhanges des 
elastisch-festen Körper8 nach jeder Richtung bezüglich der Größe des Weges 
beschränkt ist. Denken wir uns einen elastisch-festen, nicht gestützten oder ge
stützten Körper erstarrt, so schränken wir seinen Freiheitsgrad bis zum Werte ß 
resp. auf einen kleineren Wert als 6 ein. 

In Zukunft soll als unfreier elastischer Körper ein solcher bezeichnet werden, 
dessen Freiheitsgrad für den Fall, als man ihn erstarrt dächte, kleiner als 6 wäre 
im Gegensatz zum freien elastischen Körper, der erstarrt gedacht einen Frei
heitsgrad gleich 6 besitzen würde. 

Es liege ein in p Punkten gestützter als starr angesehener Körper vor, der 
unter dem Einfluß der äußeren angreifenden Kräfte PI>"" P n im Gleich
gewichte steht. Ist die Anzahl der unbekannten Auflagerreaktionen, zu deren 
Bestimmung m Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung stehen (m $ 6, je 
nach dem besonderen Kraftsystem und zugrunde gelegten Koordinatensystem) 
gleich r , so heißt der Körppl", wenn r - m = 8, und 8 von 0 verschieden und 
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positiv ist, 8-fach statisch unbestimmt, weil 8 unbekannte Auflagerreaktionen 
durch die m Gleichgewichtsbedingungen nicht bestimmbar sind. Um die Be
stimmung vorzunehmen, müssen eben die Gestalts- und Raumänderungen des 
Körpers in Betracht gezogen werden, durch welche die Verteilung des äußeren 
Kraftsystems auf die Auflager mitbestimmt wird. 

Fügt man zu den zwei Auflagern A, B des durch die Einzelkraft P und das Eigen
gewicht G belasteten Trägers nach Abb. 1 noch ein drittes, mit 0 bezeichnetes, z. B. unter 
der Kraft P hinzu, das so wie Bein Rollenkipplager ist (letzteres ist so eingerichtet, 
daß Angriffspunkt und Richtung der in unserem Fall vertikalen Reaktionskraft festgelegt 
wird, während das Kipplager in A nur den Angriffspunkt der Reaktionskraft bestimmen 
läßt), so ist der Träger einfach statisch unbestimmt gelagert. Denn das aus den Kräften P, G 
und den zu diesen Kräften entgegengesetzt gerichteten Reaktionskräften A,B, 0 bestehende 
Parallelkraftsystem ist den zwei Gleichgewichtsbedingungen 

P+G=A+B+O 1 
(P + g l - 0) + -Al = 0 

(a) 

unterworfen, die zur Bestimmung der drei Auflagerreaktionen A, B, 0 nicht hinreichen. Es 
ist sonach m = 2, r = 3, 8 = 1. 

Die Gestaltsänderung kommt mit Annäherung in der Durchbiegung der Schwerachse 
des Trägers zum Ausdruck, die, wenn der Träger lang mit Bezug auf seine Querdimensionen 
ist, im Verein mit den statischen Gleichungen (a) im wesentlichen die Verteilung der 
Kräfte P, G auf die Auflager bestimmt. 

5. Die festen elastischen Körper sind wie alle Stoffe porös, das heißt der Raum, 
weleher durch sie eingenommen wird, ist mit Masse nicht kontinuierlich erfüllt, sondern 
durch kleine Hohlräume, die Poren unterbrochen. In der theoretischen Elastizitätslehre wird 
wie in der Mechanik der Flüssigkeiten und der Gase im Gegensatz hierzu angenommen, 
daß die Masse den Raum kontinuierlich erfüllt, worin eine Näherung liegt, die um so eher 
angenommen werden kann, je kleiner die Poren sind. Bei der genannten Annahme stellt sich 
die theoretische Elastizitätslehre als ein Teil des allgemein als Mechanik der Kontinua be
zeichneten Zweiges der reinen Mechanik dar, zu der auch die Hydro- und Aeromechanik 
zu rechnen ist. 

6. Mit dem Studium der Gestalts- und Raumänderungen der festen elastischen 
Körper vom rein geometrischen Standpunkt beschäftigt sich ein besonderer Teil 
der Mechanik der festen elastischen Körper, die Kinematik (Elastokinematik). 
Ein fester elastischer Körper kann bei Einflußnahme äußerer Kräfte sich so 
verhalten, daß er nach Eintritt der Gestalts- und Raumänderung in Ruhe bleibt 
oder sich nach dem Trägheitsgesetze gleichförmig fortschreitend bewegt. Man 
sagt dann, die äußeren Kräfte halten einander das Gleichgewicht, oder es liege 
der Fall elastischen Gleichgewichtes oder der Statik elastischer fester Körper 
(Elastostatik) vor. Das ist z. B. für den Träger nach Abh. 1 zutreffend. Alle 
Fälle, in welchen der elastische feste Körper unter dem Einfluß äußerer Kräfte 
nicht im elastischen Gleichgewicht steht, "Wie zum Beispiel ein irgendwie bewegter 
Maschinenteil (Kurbel Ku eines Schubkurbelgetriebes nach Abb.2) fallen in 
das Gehiet der Dynamik oder Kinetik elastischer fester Körper (Elastokinetik). 

IJ. Grundbegriffe. 

1. Einführung von Elementarkörpern. 
Wir denken uns einen festen elastischen Körper zur Zeit t = 0 in Ruhe mit 

Bezug auf ein räumliches rechtwinkliges Koordinatensystem x y z mit dem 
Anfangspunkt 0 und dazu kräftefrei. Indem wir uns den Körper durch 3 Scharen 
von zu den Koordinatenebenen xy, yz, zx parallelen Ebenen mit den unendlich 
kleinen Abständen dz, dx, dy geschnitten vorstellen, erhalten wir, wenn wir von 
den am Rande des Körpers entstehenden unendlich kleinen Tetraedern zunächst 
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absehen, unendlich viele elementare Prismen mit dem Volumen dxdydz und 
der Masse f1, dx dy dz, wenn Il die Massendichtigkeit bezogen auf die Raumeinheit 
für das betreffende elementare Prisma vorstellt. Die Lage jedes Körperehens 
zum Beispiel im Punkte P (Abb. 3), worin pe = dx, PD = dy, PE = dz, 
ist durch seine rechtwinkeligen Koordinaten x, y, z oder den Radiusvektor 
t = ix + j y + fz (i, j, I sind Einheitsvektoren in der Richtung der x y z-Achse) 
mit Bezug auf das Koordinatensystem x y z eindeutig festgelegt. 

2. Einteilung der auf den festen elastischen Körper einwirkenden 
Kräfte. 

Es mögen nunmehr auf den im Punkt 1 angeführten zur Zeit t == 0 in Ruhe 
befindlichen Körper äußere Kräfte zur Wirksamkeit kommen. Diese Kräfte 

P, f( 

[ 

können zunächst unter
schieden werden in Vo
lums- oder Massenkräfte 
und Oberflächenkräfte, 
letztere wirken auf die 
Oberfläche des Kör
pers, erstere auf die ein
zelnen Massenteilchen 
f1,dxdydz. Die Volums
kräfte, bezogen auf die 
V olumseinheit werden 
mit f bezeichnet, auf das 
Volumcnelementdxdydz 
entfällt sonach die Vo

lumskraft f dx dy dz, 
welche In bekannter 

Y------:;--++---J<:,.-----------,:..x Weise in die drei Kom
ponenten kx dx dy dz, 
kydxdydz, kzdxdydz 
zerlegt werden kann; 
f, k" ky k z sind im all
gemeinen Funktionen 
der Koordinaten und der 
Zeitulld haben im tech-

Abb.3. nischen Maßsystem die 
Dimension kg/cm 3. Die 

Oberflächenkräfte sind eigentlich stets flächenhaft längs der Angriffsfläche 
(in Abb.3 mit A bezeichnet) verteilte Kräfte, da auch die sogenannten Ein
zelkräfte in Wirklichkeit stets längs einer, wenn auch sehr kleinen Fläche, und 
nicht, wie annähernd angenommen wird, in einem geometrischen Punkte an
greifen. 

Das Rad eines Eisenbahnwagens überträgt die auf dasselbe entfallende Last nicht, wie 
praktisch angenommen werden kann, in einem Punkte auf die Schiene, sondern längs der
jenigen kleinen Berührungsfläche, die durch Gestaltsänderung des Rades und der Schiene 
zustande kommt. Die Oberfläche eines festen Körpers, der sich in einer unter hohem Druck 
stehenden Flüssigkeit befindet, ist Angriffsfläche von auf ihr normal stehenden Ober
flächenkräften. 

Denken wir uns die Oberfläche oder den Teil der Oberfläche, längs welcher 
die Kraftübertragung erfolgt, in unendlich viele unendlich kleine Flächen
elemente df zerlegt, so entfällt auf ein Flächeuelement eine Oberfläehenkraft ~ df, 
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mit :p als Kraft pro Flächeneinheit. Die Kraft :p dj hat den Charakter eines Vek
tors, der im allgemeinen schief gegen das zugehörige Flächenelement dj geneigt 
ist, und kann im Schwerpunkt des Flächenelementes angreifend und zusammen
gesetzt aus drei zu den Koordinatenachsen x, y, z parallelen Komponenten 
:Pxdj, :pydj, :pzdf gedacht werden; derart, daß 

epdj = :pdj = iPxdj + jpydj + fp.dj, 

worin e einen Einheitsvektor in der Richtung von :p vorstellt; die Größen 
p, Px' Py, P., die im allgemeinen Funktionen der Koordinaten der einzelnen 
Punkte der Oberfläche des Körpers und der Zeit sind, haben im technischen 
Maßsystem die Dimension kgjcm 2 • Man kann die Kraft :p dj derart zerlegen, 
daß die eine Komponente nd! normal zur Oberfläche, die zweite Komponente td! 
tangentiell zur Oberfläche wirkt. Die Kraft td! wird als eine auf das betreffende 
Oberflächenelement wirkende Schubkraft, die Kraft nd! als eine Normalkraft 
bezeichnet. Die Normalkräfte können entweder gegen das Innere des Körpers 
gerichtet sein, dann heißen sie Druckkräfte, im entgegengesetzten Falle werden 
sie als Zugkräfte bezeichnet. Wenn man sich in jedem Punkte des Oberflächen
teiles, längs welches die Kraftübertragung stattfindet, die Kraft :p d! der Rich
tung und Größe nach in einem gewählten Maßstabe aufgetragen denkt, so bilden 
die Endpunkte der aufgetragenen Strecken eine Fläche, welche als Belastungs
fläche bezeichnet wird (in der Abb. 3 mit B bezeichnet). 

Der Vollständigkeit halber sei hier noch wiederholt - es wurde in der Ein
leitung hiervon bereits Gebrauch gemacht -, daß die Oberflächenkräfte in so
genannte angreifende Kräfte oder Lasten mit der Bezeichnung \l3 und Reaktions
oder Verbindungskräfte, für welche das Zeichen lB gebraucht wird, unterschieden 
werden können; die letzteren sind nur dann vorhanden, wenn der elastis'chefeste 
Körper unfrei ist (Punkt 4 der Einleitung). 

Im Falle des Gleichgewichtes des elastischen Körpers heißen die Reaktionen solche 
statischer Art, wenn aber der unfreie elastische feste Körper unter dem Einflusse der ge
gebenen äußeren Kräfte sich seinem Freiheitsgrade entsprechend bewegt, werden die Reak. 
tionen häufig als solche kinetostatischer Art bezeichnet. Ein Beispiel für statische Reak
tionen liegt im Falle der Abb. 1 vor. Im Auflager Ades Schubkurbelgetriebes nach Abb.2 
tritt eine kinetostatische Reaktion auf, die nicht nur vom Eigengewicht des Getriebes und 
den äußeren Kräften (Dampfdruck p und Reibung), sondern auch von den fiktiven Träg
heitskräften abhängig ist. 

Die Massenkräfte werden in der Regel durch das Eigengewicht oder in kine
tischen Fällen auch durch die aus der Mechanik der starren Körper ihrer Bedeutung 
nach bekannten fiktiven Trägheitskräfte dargestellt; sie haben angreifenden 
oder Lastcharakter, niemals den einer Reaktionskraft. 

In den technischen Annäherungstheorien, die sich auf das elastische Verhalten irgendwie 
belasteter und gestützter gerader Stäbe beziehen, wird das Eigengewicht häufig so ein
geführt, als ob es eine auf die Oberfläche des geraden oder krummen Stabes wirkende 
gleichförmig verteilte vertikal nach abwärts gerichtete Last wäre. Eine derartige Annahme 
hat nur näherungsweise Gültigkeit, da, wie sich sehr bald zeigen wird, die Wirkung einer 
an einem elastischen festen Körper angreifenden Kraft eine andere wird, wenn man den 
Angriffspunkt der Kraft in der Richtung ihrer Angriffslinie versetzt. 

Die Oberflächenkräfte und Massenkräfte werden im folgenden stets als 
sogenannte kontinuierlich wirkende Kräfte angesehen, wenn nicht ausdrücklich 
erwähnt wird, daß sie stoßartig, das heißt als Momentankräfte, wirken. Die 
Kräfte wirken bei gegebenen Angriffstellen kontinuierlich, wenn deren Richtungen 
und Größen im Laufe der Zeit entweder stetige Änderungen erleiden oder kon
stant sind. 

Ein Beispiel möge das erläutern. Der in Abb. 1 dargestellte Träger sei zur Zeit t = 0 
unbelastet. Es werde vom Zeitpunkt t = 0 beginnend ein Gewicht P von Hand derart auf 
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den Träger aufgebracht, daß die Hand stetig entlastet und dafür der Träger stetig zu
nehmend belastet wird. Erst nach Ablauf einer gewissen Zeit ist demnach das ganze Ge
wicht P aufgebracht; entsprechend dem Aufbringen der Belastung P stellen sich auch die 
zugehörigen Gestaltsänderungen, hier im wesentlichen eine Durchbiegung, und die Auflager
reaktionen stetig von 0 aus anwachsend bis zur endgültigen Durchbiegung bzw. bis zu den 
Endwerten der Reaktionen ein, die der Last P entsprechen. Würde man auf den unbelasteten 
Träger ein Gewicht P aus einer gewissen Höhe derart fallen lassen, daß das Gewicht zur 
Zeit t = 0 den Träger erreicht, so würde das Gewicht während der nun folgenden sehr 
kleinen Stoßdauer stoßartig auf den Träger wirken, und es würden sich dementsprechend 
statt einer stetigen Durchbiegung Schwingungen des Trägers um die Ruhelage einstellen, 
die erst im Laufe der Zeit infolge der vorhandenen Widerstandskräfte (innere Reibung und 
Luftwiderstand) abklingen würden. Dementsprechend würden die in den Auflagern ein
tretenden Reaktionen Funktionen der Zeit sein. 

Die Art der Wirkungsweise einer Kraft in dem auseinandergesetzten Sinne 
soll in Zukunft stets kurz unter der Bezeichnung Charakter der Kraft eingereiht 
werden. Man spricht demnach von einem stoßartigen oder einem kontinuierlichen 
Charakter einer Kraft oder eines Kraftsystemes. 

Von dem Charakter einer Kraft oder eines Kraftsystems ist zu unterscheiden 
die Art der Aufbringung einer Kraft oder eines Kraftsystems im Laufe einer 
kürzeren oder längeren Zeit, z. B. in der Zeit, in der ein technisches Werk über
haupt verwendbar ist, also während ihrer Lebensdauer. Bezüglich dieser Art 
der Aufbringung unterscheidet man eine dauernde oder eine wechselnde Auf
bringung, je nachdem die Belastung, wie z. B. das Eigengewicht, dauernd auf 
den Körper wirkt oder aber im Laufe der Zeit veränderlich aufgebracht wird. 

Zum Beispiel spricht man von einer wechselnden Aufbringungsart, wenn ein prismatischer 
Stab oftmals abwechselnd durch eine Kraft parallel zu seiner Achse gezogen und nachher 
entlastet wird, oder wenn er abwechselnd durch achsenparallele Kräfte gezogen und gedrückt 
wird usw. 

Sowohl bei der dauernden als auch der wechselnden Aufbringungsart können 
die Kräfte kontinuierlichen oder stoßartigen Charakter besitzen. Dauernde 
Stöße spielen insbesondere im Maschinenbau eine Rolle. 

Es hat sich gezeigt, daß eine wechselnde Belastung unter sonst gleichen L"mständen 
eher den Bruch eines Werkstoffes zur Folge hat als eine dauernde Belastung. "L"nter sonst 
gleichen Umständen" soll hier z. B. besagen, daß eine Belastung P, die dauernd aufge
bracht ist, eine kleinere Bruchgefahr bedingt als vorhanden wäre, wenn sie oftmals 
wechselnd auf- und wieder abgebracht wird. Hierzu sei ausgeführt, daß es Gegenstand 
der gewöhnlichsten Erfahrung ist, daß ein ursprünglich gerader etwa einseitig eingespann
ter Draht aus Flußeisen leicht zum Bruch gebracht werden kann, wenn eine Kraft 
oftmals wechselnd denselben in bestimmter begrenzter Weise abbiegt und hierauf wieder 
gerade streckt, während dann, wenn die der bestimmten Abbiegung entsprechende Kraft 
dauernd aufgebracht ist, von einem Bruch keine Rede ist. 

3. Art und Größe der äußeren Beanspruchung eines elastischen 
festen Körpers. 

Die äußere Beanspruchungsart eines festen elastischen Körpers zu einer 
bestimmten Zeit wird bestimmt durch a) die Angriffsstellen und Kraftrichtungen 
der äußeren Kräfte, b) durch das Verhältnis der Maßzahlen der letzteren. Zu 
den äußeren Kräften werden fallweise auch die fiktiven Trägheitskräfte gerechnet. 
Danach ändert sich die Art der äußeren Beanspruchung nicht, wenn sämtliche 
Kräfte n mal (n > 0) vergrößert werden. Bei gegebener Art der äußeren Bean
spruchung bestimmen die Maßzahlen der äußeren Kräfte die Größe der äußeren 
Beanspruchung. 

Wenn auf einem Träger nach Abb. I zwei als kontinuierlich vorausgesetzte Kräfte 
PI' P 2 von Null aus über Zwischenwerte P{, P~ bis zu ihren Endwerten wachsend stets 
die gleiche Lage (Angriffspunkt, Richtung) im Raume besitzen und sich dabei so ändern, 
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daß dann, weR-n die eine Kraft nP; ist, auch die zweite Kraft nP~ geworden ist, was auch 
eine analoge Anderung für die in den Auflagern entstehenden Verbindungskräfte zur Folge 
hat, so ändert sich die äußere Beanspruchungsart während der Zeit, in der sich der Gleich
gewichtszustand einstellt, bei kleinen Durchbiegungen annähernd nicht. 

Es kommen elastische Probleme vor, bei denen, abgesehen vom Eigengewicht, als äußere 
Kräfte nur Trägheitskräfte und die ihncn nach D' Alem bert entsprechenden Stützkräfte 
vorhanden sind, z. B. bei einem einseitig fest eingespannten Stab (Kragträger), der Quer
schwingungen um eine Gleichgewichtslage ausführt. Für denselben kann bei kleinen 
Schwingungen die Art der äußeren Beanspruchung während der Bewegung desselben aus 
der mittleren Gleichgewichtslage in eine der äußersten Lagen als nahezu konstant angesehen 
werden. Für die Zeit einer ganzen Schwingung des Kragträgers ist die äußere Bean
spruehungsart nicht konstant, sondern veränderlich oder wechselnd. 

Die Definition der Größe und Art der äußeren Beanspruchung gilt sowohl 
für kontinuierlich als auch stoßartig wirkende Kräfte. In letzterem Falle wird 
man z. B. von einer bestimmten äußeren Beanspruchungsart am Ende der Stoß
zeit oder in einem bestimmten Zeitaugenblick nach erfolgtem Stoß sprechen 
können. 

In der Physik und Technik hat man für bestimmte häufig vorkommende 
äußere Beanspruchungsarten oder Gruppen von solchen eigene Bezeichnungs
weisen eingeführt, insbesondere, wenn es sich um im Gleichgewichte befindliche 
gerade oder krumme elastische Stäbe handelt. So spricht man, wenn ein prisma
tischer Stab durch zwei entgegengesetzt gleiche achsenparallele Kräfte belastet 
wird, die sich gleichmäßig über die Basisflächen verteilen, von einer Beanspru
chung auf Zug oder Druck, je nachdem die Kräfte den Stab zu verlängern oder 
zu verkürzen trachten. Ein nach Abb. 1 belasteter Stab heißt auf Biegung 
und Schub beansprucht; ferner werden alle äußeren Beanspruchungsarten ge
rader Stäbe, für die die Oberflächenkräfte durch Drehmomente in Ebenen 
normal zur Stabachsc vorgestellt werden, unter dem gemeinsamen Namen 
Beanspruchung auf Drehung (Drillung, Torsion) zusammengefaßt usw. Systema
tisch werden die genannten Beanspruchungsarten im zweiten Teile dieser Vor
lesungen besprochen werden. 

Die Begriffe wechselnde Aufbringungsart einer Belastung und wechselnde 
äußere Beanspruchungsart brauchen sich nicht zu decken: ein abwechselnd 
zwischen Null und einem oberen Kraftwert auf Zug beanspruchter im Gleich
gewichte befindlicher gerader zylindrischer Stab erleidet keinen Wechsel der 
Beanspruchungsart, doch ist die Aufbringungsart der Last eine wechselnde. 
Wird der Stab aber abwechselnd auf Zug und auf Druck beansprucht, so ist 
die Aufbringungsart und die äußere Beanspruchungsart eine wechselnde. 

4. Absoluter und relativer Verschiebungszustand in einem Punkte 
eines elastischen festen Ktirpers. 

Einer möglicherweise in der Zeit variablen äußeren Beanspruchungsart ist 
eine in der Zeit erfolgende Bewegung des zu.r Zeit t = 0 kräftefrei und ohne Ge
stalts- und Raumändcrung gedachten elastischen festen Körpers zugeordnet, 
und zwar erfolgt, wie später nachgewiesen werden wird, von Ausnahmefällen 
abgesehen, diese Zuordnung eindeutig. Denken wir uns zur Zeit t, zu welcher 
eine bestimmte äußere Beanspruchungsart vorhanden sein soll, in einem 
Punkt P mit den Koordinaten x, y, z (Abb. 4) ein unendlich kleines Pris
ma mit zu den Koordinatenachsen parallelen Kanten von den Längen dx,. 
dy, dz und der Masse /ldxdydz aus dem Körper herausgeschnitten. In dem 
der Zeit t folgenden Zeitelement dt bewegen sich die 8 Eckpunkte P, A, B, C, 
D, E, F, G des kleinen Prismas sowohl mit Bezug auf das Koordinatensystem 
x y z als auch mit Bezug aufeinander. Der Weg P P', den der Punkt P in dem 
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Zeitelement dt infolge der erstgenannten Bewegung, wclche wir zunächst als 
die absolute bezeichnen wollen, zurücklegt, heißt absolute Verschiebung des 
Punktes P zur Zeit t und wird mit b bezeichnet; sie hat den Charakter eines 
Vektors mit der Richtung P nach P'. Projizieren wir den Vektor b auf die Koordi
natenrichtungen, so erhalten wir die absoluten Verschiebungskomponenten 
U, tJ, tu des Punktes P zur Zeit t, so daß 

b = u + tJ + tu = iu + jv + fw (a) 

wird. Der Punkt E mit dcn Koordinaten x + dx, Y + dy, z + dz erleidet zur 
Zeit t die absolute Verschiebung b1 l1lit den Verschicbungskol1lponentcn Ul' UI , tUI' 

80 daß 

(b) 

Die relative Verschiebung der Punkte P und E zur Zeit t ist offenbar 

bl - b = (ul -- u) + (tJ I - tJ) + (tu l - tu) = i(ul - v) + j(vl - v) + f(Wl - w) (c) 

z z' z' 

Y' 
Abb.4. 

und ergibt sich aus dem in Abb.4 seitlich heraul:> gezeichneten Vektordreieck 
EE' Eil in dem E' Eil = - b. Die Vektoren u 1 - U, tJ 1 - tJ, tu l - tu werden die 
relativen Verschiebungskomponenten zur Zeit t genannt. Die Beziehungen (c) 
gelten auch für Punkte des elastischen Körpers, die eine endliche Entfernung 
voneinander besitzen. 

Die Bewegung eines elastischen Körpers im Laufe der Zeit ist in an
schaulicher Weise auffaßbar als zusammengesetzt aus jener Bewegung, welche 
er hätte, wenn er starr wäre, und aus der Bewegung der einzelnen Punkte mit 
Bezug auf den erstarrt gedachten Körper oder ein mit demselben fest verbunden 
gedachtes Koordinatensystem x yz. Infolge der letzteren, die wir kurz als elasti
sche Bewegung bezeichnen wollen, treten überhaupt erst Gestalts- und Raum
änderungen ein. Bei dieser Auffassung werden dann als "absolute" Verschiebun
gen b jene mit Bezug auf daH Koordinatensystem x y z eingeführt, die in der 
Mehrzahl der Fälle sehr klein sind. Im allgemeinen sind die absoluten und 
relativen Verschiebungen sowie deren Komponenten als Funktionen der Koor
dinaten X, y, z und der Zeit t anzusehen. Diese Funktionen werden gewöhnlich 
als stetig und differenzierbar angenommen. Das iHt z. B. zutreffend im Falle 
eines Stabes, der um eine feste Gleichgewichtslage Quer- oder Längsschwingun-
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gen ausführt. Nur tritt hier noch der besondere Fall ein, daß die Werte x, y, z 
und X, y, z zusammenfallen im Gegensatz zum allgemeineren Fall der Abb.2 
(Schubkurbelgetriebe). Bleibt der elastische Körper nach Eintritt der Ver
schiebungen der einzelnen Punkte in Ruhe, wie z. B. im Falle der Abb.1 
(elastisches Gleichgewicht), so sind b, b1 ebenso wie die absoluten und relativen 
Verschiebungskomponenten, nachdem der Gleichgewichtszustand sich eingestellt 
hat, in der Zeit konstant und sind nur Funktionen der Koordinaten x, y, z, 
die mit X, y, z zusammenfallen. Die absoluten Verschiebungskomponenten 
U, \J, \t1 zur Zeit t für den Punkt P bestimmen den absoluten Verschiebungs
zustand im Punkte P zur Zeit t; der absolute Verschiebungszustand des ganzen 
elastischen Körpers zur Zeit t ist gegeben, wenn der Verschiebungszustand 
für jeden seiner Punkte gegeben ist. In ähnlicher Weise können wir von einem 
relativen Verschiebungszustand in einem Punkte und des ganzen Körpers zur 
Zeit t sprechen. 

'Vir können zur Zeit t setzen 
Du au Du 

1/ 1 = U + ~)~- d x + :;- d y + -iJ - d z , 
uX uy z 

iJr Dv Dv 
t' = l' --L ~dx +~-dy + ~dz. 

1 I dx ay Dz' 

U1U D1U DIU 
U'1 = 1/; + d x dx + ay dy + Jz d z 

oder, wenn wir an Stelle von dx, cl!}, dz der einfacheren Schreibweise halber 
die unendlich kleinen Größen ~, 1), , einführen, 

Du Du Du 
U -~(=-c-';+-1)+-' 

1 dx Dy rJz 
usw. (1) 

Im Falle des elastischen Gleichgewichtes bedeuten u, v, w in den Beziehungen (1) 
z. B. die Verschiebungskomponenten zur Zeit, in welcher sich das elastische 
Gleichgewicht bereits eingestellt hat. 

Durch (1) sind die relativen Verschiebungskomponenten als Funktionen von 
x, y, z, t oder im Falle des Gleichgewichtes von x, y, z bestimmbar, wenn es 
gelungen ist u, v, wals solche Funktionen zu ermitteln. Aus den Beziehungen (1) 
können selbstverständlich die relativen Verschiebungskomponenten eines jeden 
der 8 Eckpunkte des im Punkte P gedachten Prismas durch Spezialisierung 
der Werte ~,1),' abgeleitet werden. So sind für den Punkt C die Größen ~ und' 
gleich Null, woraus für die relativen Verschiebungskomponenten dieses Punktes 
folgt 

(1 a) 

In ähnlicher Weise findet man die relativen Verschiebungskomponenten des 
Punktes F mit 

Du Du 
Ul - U = :;-'; + -iJ~ 1), 

uX Y 
D10 Dw 

w - w = 0--'; + -1) 
1 i}x Dy (1 b) 

usw. 

5. Verformung eines Elementarkörpers, homogene Verformung. 
Die Gestalts- und Raumänderung, welche das im Punkte 4 betrachtete 

recht winkelige unendlich kleine Prisma PA BCDEFG im Zeitelement dt er
fährt, soll in Zukunft kürzer als Verformung, Verzerrung oder Deformation 
desselben bezeichnet werden. Wir legen uns zunächst die Frage nach der Ände-



12 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

rung der Lagekoordinaten der Eckpunkte jenes Prismas vor, wenn die Ver
schiebungskomponenten u, v, w gegeben sind. 

Legen wir durch den Punkt P ein zu dem Koordinatensystem xyz paralleles 
Koordinatensystem x' y' z' und denken uns den beliebig nahe an P liegenden 
Punkt E in diesem Koordinatensystem durch die innerhalb des unendlich 
Kleinen noch variabel gedachten Koordinaten C;, 1), C festgelegt. Im Zeitelemente dt 
geht der Punkt E in die Lage E' über, und hat dann, bezogen auf das Koordi
natensystem x' y' z', die Koordinaten e, 1/, C', die sich unter Zuhilfenahme von 
(1) mit 

(2) 

ergeben, worin x' = t~' + jIJ' + fC' gesetzt werden kann. Der Punkt P gelangt 
in dem unendlich kleinen Zeitelement dt nach P' und hat dann mit Bezug auf 
das Koordinatensystem x' y' z' die Koordinaten u, v, w, demnach ist der Vektor 
mit dem Anfangspunkt P 

PE=x=tc;+i1)+fC 
im Zeit element dt in den Vektor mit dem Anfangspunkt P' 

p' E' = x" = i W - u) + j (r/ - v) + f (C' - w) 

übergegangen. Wenn wir die Komponenten von x" mit Bezug auf das Koordi
natensystem x' y' z' mit ~", 17'" C" bezeichnen, so kann die Beziehung (2) mit 
Berücksichtigung von (1) auch in der Form 

~' - u = ~" = ~ + 1(1 - U 

1)' - v = 1/, = 17 + VI - V , 

C' - w = C" = C + W 1 - W 

geschrieben werden oder in Form einer Vektorgleichung 

x" - x = b1 - 1:>, d. h. x" = x + 1:>1 - I:> • 

(2a) 

(2b) 

Führen wir in die Beziehungen (2a) die relativen Verschiebungskomponenten 
aus (1) ein, so erhalten wir die oft gebrauchten Formeln 

~"=(1+~~)~+ ~; 1)+ ~: C 

1)" = :: ~ + (1 + : ;) 1) + ~: c 
C" = aw 1:+ 

ax " , aw + (1 + aw) C oy 1) iJz (2c) 

Die Beziehung (2b) kann direkt aus dem Vektordreieck PEE" der Abb.4 
abgelesen werden. 

Die Beziehungen (2a) und (2c) haben die Eigenart, daß sie linear sind mit Bezug 
anf ~,1),C bzw. ~", 1)", C" und stellen Transformationsgleichungen vor, welche es 
gestatten, Beziehungen zwischen ~,1), C vor der Verformung in die entsprechenden 
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Beziehungen nach der Verformung zu transformieren, oder jedem Radiusvektor r, 
der einen beliebigen Punkt einer um P gedachten geschlossenen Fläche fest
legt, einen Vektor r" des entsprechend verschobenen Punktes der deformierten 
Fläche, d. h. jener Fläche zuzuordnen, in welche die genannte geschlossene 
Fläche bei der Verformung übergeht. Infolge der Linearität der genannten Be
ziehungen gehen geometrische Gebilde, die vor der Verformung eine lineare 
Beziehung zwischen ~, 1], C als Gleichung besitzen, das ist Gerade und Ebenen, 
nach der Deformation in ebensolche über, ferner bleiben parallele Ebenen und 
parallele Gerade auch nach der Verformung zueinander parallel, wie man sich 
leicht überzeugt. Es ist somit die oben aufgeworfene Frage nach der Gestalts
und Raumänderung des unendlich kleinen Prismas dahin zu beantworten, daß 
dasselbe wieder in ein Prisma übergegangen ist, das im allgemeinen veränderte 
Kantenlängen besitzt und schiefwinkelig ist (siehe in Abb. 4 das Prisma 
P'A' B' C' D' E' F'G'). In der Elastizitätslehre sagt man, um diesen Sachverhalt 
auszudrücken, die Yerformung (Yerzerrung) des unendlich kleinen Prismas 
sei homogen oder die Y erformung (Verzerrung) in einem Punkte P des elasti
schen Körpers sei homogen. Es könnte in besonderen Fällen sein, daß auch für 
die Punkte eines Prismas mit endlichen Kantenlängen lineare Gleichungen yon 
der Form (2 a), (2 c) erfüllt wären. ~, 1), C würden dann endliche Werte haben 
und die bei ~, 1), C stehenden Koeffizienten müßten für den ganzen yom Prisma 
erfüllten Raum konstant sein. 

Eine derartige homogene Verformung im ganzpn vom Körper erfüllten Raum tritt z. B. 
im Falle der Beanspruchung eines geraden Stabes auf Zug (Druck) ein. 

,") a. Verformung bei Einführung nktoralgebraischer Zeichen. 

Die Beziehungen (1) besagen, daß die relativen Verschiebungskomponenten 11 1 - U, 

VI - ~', W 1 - 1(' des relativen Verschiebungsvektors 

b, - b = i (u , - 11) + j (/'1 - t·) -;- f (U' l - te) 

lineare Funktionen der Komponenten ~,1), ; des Vektors 

r=i~":'j)l-i-f; 

sind. - In der Vektoralgebra bedient man sich für diesen Sachverhalt der einfachen 
Bezeichnungsweise 

b1 -- b = qJ r (3) 

und sagt, es sei b1 - b eine lineare Vektorfunktion qJ von r. - Durch die Beziehung (3) ist 
jedem Vektor r eine relative Verschiebung seiner beiden Endpunkte b1 - b zugeordnet. -
In analoger Weise kann man die Beziehungen (2c) auch in der Form 

rl! = Pr (4) 

schreiben, wenn rl! = i (u 1 -11 -;- ~) + j (VI - V -;- '1)) + f (U' l - U' + Cl = b1 -b + rist. 
P stellt eine zweite lineare Vektorfunktion von r vor. Eine lineare Vektorfunktion wird 
bekanntlich durch 9 Koeffizienten festgelegt, z. B. qJ durch die bei ~. '1). C stehenden 
Koeffizienten in (1). Man schreibt übereinkommensgemäß symbolisch 

qJ=()uouih P=I+äll du ()u 
()x ()y ()z dx dy ()z 

0'1' ov iJ v 
und analog 

äv ()v ov 
()x ()y rJz 

l-L-
dx ' ä y dz 

()w()walc ihe ow 1 OW --- +-ax ay az ax ay ()z 

Die neun Größen, welche qJ bzw. P bestimmen, heißen die Bestimmungszahlen bzw. Kom
ponenten der linearen Vektorfunktion. 

Durch lineare Vektorfunktionen werden sogenannte affine Raumtransformationen ver
mittelt. Durch eine Raumtransformation wird jedem durch einen Radiusvektor festgelegten 
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Punkt eines Raumes ein entsprechender Radiusvektor eines zweiten Raumes zugeordnet. 
Die Raumtransformation heißt affin, wenn die Zuordnung durch lineare Gleichungen wie 
in unserem Falle erfolgt. Eine affine Raumtransformation zeichnet sich demnach dadurch 
aus, daß Gerade in Gerade, Ebenen in Ebenen übergehen, und parallele Gerade sowie 
parallele Ebenen zueinander parallel bleiben. Die affine Raumtransformation heißt eine in
finitesimale, wenn die zugeordneten Räume unendlich klein sind, wie das z. B. für die 
Beziehung (4) zutrifft, wenn rund r" unendlich kleine Größen sind. Jede lineare Vektor
funktion 'P, also auch z. B. jene in (4), läßt sich auf die Form 

'Pr = i(1lI r) + j (IB rl + f (~rl 
bringen, worin die Konsequenten 2(, IB, ~ drei nicht komplanare Vektoren bedeuten, die in 
unserem Falle 

,( du\ ,Ja du 
'2! = I 1 -I- ~) + ) -~- + f ~--

\ 'rJx Jy dz' 

'.~ = i .rJ v ~ , (1 ~ ä V) -I- f d v 
~ rJx,J 'äy' dz' 

_ ,rJ 1D , ä w ( d w\ 
Ci: = 1- + ) -- + f I 1 + -.-) ä x c) Y \ rJ z 

werden, so daß z, B, 

'('i '--(I äU), äv älD,-
I I.! r) = I . -I- - E.L -. I) .L - C '. ' _ 'J x .. . (i Y 'ä z -_ usw. 

Bei der bisherigen Auffassung werden q, bzw, 'P in den Beziehungen (3) und (4) als Funk
tionszeichen gewertet; man kann aber q, bzw. 'P auch als geometrische Größen höherer 
Ordnung ansehen (ein Vektor gilt als geometrische Größe erster Ordnung). Sie werden dann 
nach einer Ausdrucksweise von Jung als Affinoren bezeichnet, q,t, 'Pr werden als "skalare 
Produkte" zwischen den Affinoren q, bzw. 'P und dem Vektor r gedeutet, welche einen Vek
tor bl-b bzw. t" definieren. Ein Affinor ist gegeben durch die Angaben von 3 Vektoren 1lI, IB, Ci: 
was symbolisch durch 'P = i; III + j; IB + f; Ci: zum Ausdruck gebracht wird; i; 1lI, ferner j; IB 
und f; (i heißen nach Gibbs Dyaden oder dyadische Produkte, Ein Affinor ist sonach als 
Dyadensumme darstellbar. Häufig wird aber diese Summe selbst als Dyade bezeichnet, 
so daß der Begriff "Affinor" und "Dyade" zusammenfallen. Nach Jaumann (L) ist jede 
Dyade unter dem Bilde einer Fläche zweiter Ordnung vorstellbar. In der Tat ist z, B. 
in r" = 'Fr r" als Radiusvektor eines Ellipsoides auffaßbar, wenn r einen Radiusvektor 
einer Kugel bedeutet, wie wir später noch sehen werden, 'F wird aus leicht begreiflichen 
Gründen als Verschiebungsdyade, q, als Deformationsdyade eingeführt l . 

6. Verzerrungskomponenten und Art bzw. Größe des 
Verzerrungszustandes für einen Elementarkörper. 

Bei der Verformung des rechtwinkeligen Prismas PABCDEFG (Abb.4) 
in das schiefwinkelige Prisma P'A' B'C'D'E'F'G' werden die Kantenlängen 
~ , rJ, , im allgemeinen ihre Länge ändern und die ursprünglich rechten Winkel 
zwischen den Kanten in spitze oder stumpfe Winkel übergehen. Um die Ände
rungen der Kantenlängen und der Winkel eines Prismas in einem Punkte P des 
elastischen Körpers unter Bezugnahme auf deren ursprüngliche Größen zahlen
mäßig festzulegen, führt man die Verzerrungskomponenten ein. Man bezeich
net mit exx die Verzerrungskomponente für das angegebene Prisma im Punkte P 

in der Richtung der x-Achse und definiert sie durch P' G~ ~ P G = exx , also 

als Verlängerung oder Verkürzung (je nachdem P'G' > PG oder umgekehrt) 
pro Längeneinheit der Länge P G vor der Gestaltsänderung. Analog 

. P'C'_PC P'A'-PA 
smd eyy = -PC-- und ezz = ~-pX- die Verzerrungskomponenten im 

1 Siehe hierzu etwa J. Spielrein: Lehrbuch der Vektorrechnung, oder S. Valentiner: 
Vektoranalysis in Sammlung Goeschen. 
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Punkte P in den Richtungen der y- bzw. z-Achse. Die 3 Verzerrungskomponenten 
ex x' ey y' ez z' die natürlich dimensionslos sind, heißen bezogene Dehnungen, wenn 
sie positiv sind, und bezogene Quetschungen, wenn sie negativ sind. Häufig läßt 
man das "\Vort "bezogene" weg, das ausdrücken soll, daß eine Längenänderung 
pro Längeneinheit der ursprünglichen Länge gemeint ist. Selbstverständlich kann 
man auch von einer Dehnung oder Quetschung in der Richtung PE sprechen, 

die durch P' E~ ~ PE definiert ·wird. Der Winkel, den die Kanten P' C' und P'G' 

nach der Deformation miteinander einschließen, ist im Bogenmaß durch i- + A 

bestimmt, wobei A positiv oder negativ sein kann. Man führt nun für die Winkel
änderung A im Bogenmaß das Zeichen ex y ein, um anzudeuten, daß es sich um 
die Änderung eines Winkels handelt, dessen Ebene vor der Deformation des 
Prismas parallel zur xy-Ebene war und nennt eXY die Schiebung im Punkte P 
parallel zur x y-Ebene. Analog führt man in leicht verständlicher 'V eise noch 2 
andere Schiebungen elj z und eZJ" ein, welche positiven oder negativen "\Vinkel
änderungen f.l bzw. jJ der yor der Deformation des Prismas rechten Winkel A' P'C' 
und A' P'G' entsprechen. Die Schiebungen sind Bögen pro Längeneinheit des 
zugehörigen Radius, stellen demnach ebenso wie die Dehnungen das Verhältnis 
z,,-eier Längen yor und sind dementsprechend dimensions los. Die 3 Dehnungen 
und die 3 ~chiebungen heißen die 6 Verzerrungskomponenten für das Prisma 
PABCDEFG im Punkte P zur Zeit t, für das sie den Verzerrungszustand zu 
dieser Zeit bestimmen. Die Verzerrungskomponenten sind Null für einen starren 
Körper, sie treten nur dann auf, wenn eine elastische Bewegung vorliegt; sie 
werden, wenn sie klein bleiben, nicht auf das Zeitelement df, sondern auf die 
gesamte elastische Bewegung bezogen (s. S. 10). Es wird später nachgewiesen 
werden, daß die Verzerrungskomponenten für ein beliebiges im Punkte P ge
dachtes unendlich kleines Prisma sich ausrechnen lassen, wenn man für ein 
bestimmtes, z. B. das in der Abb. 4 gezeichnete, die Verzerrungskomponenten 
kennt. "Gnter der Voraussetzung des Kachweises dieses Satzes werden wir sagen 
können, daß der Verzerrungszustand in einem Punkte zur Zeit t durch den 
Verzerrungszu:,;tand eines beliebigen in diesem Punkte gedachten Prismas be
stimmt ist. Im allgemeinen sind die nur von den absoluten Verschiebungskom
ponenten abhängigen Verzerrungskomponenten von Punkt zu Punkt und über
dies in der Zeit variabel, wie z. B. bei einem schwingenden Kragträger. Ist der 
Verzerrungszustand in jedem Körperpunkte als Funktion der Koordinaten und 
der Zeit gegeben, so ist der Verzerrungszustand des ganzen Körpers bestimmt. 
Wenn der elastische Körper nach Eintreten der Verformung bei einer bestimmten 
Beanspruchung in Ruhe bleibt (elastisches Gleichgewicht), so sind die für diesen 
Zustand vorhandenen Verzerrungskomponenten nur Funktionen der Koordina
ten x, y, z der einzelnen Punkte. 

Wenn zu zwei verschiedenen Zeiten t' und t" die entsprechenden 6 Verzer
rungskomponenten in einem Punkte eines elastischen festen Körpers in einem 
konstanten positiven Verhältnis zueinander stehen, derart, daß 

us,v. (n positiv), so sagt man, die Art des Verzerrungszustandes in dem betrach
teten Punkte sei zu den genannten Zeiten die gleiche, dagegen habe sich die 
Größe des Verzerrungszustandes allein geändert. 

Als besonderen Fall wählen wir die Beanspruchung eines prismatischen geraden Stabes 
aus Flußstahl auf Zug, dessen cine Endquerschnittsfläche so festgehalten gedacht ist, daß 
deren Elemente nur normal zur Zugrichtung frei beweglich sind. Der Ursprung des Koor
dinatensystemes xyz liege im Schwerpunkt des festen Endquerschnittes. Die Stabachse falle 
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mit der x-Achse zusammen, die y-, z-Achsen können beliebig gewählt werden. Ein beliebiges 
im Innern des Stabes gewähltes unendlich kleines rechtwinkeliges Prisma, dessen Kanten 
parallel bzw. normal zur Stabachse sind, erleidet nur eine Änderung der Kantenlängen 
{die Kanten parallel zur Stabachse werden verlängert, jene normal zur Stabachse werden 
verkürzt), die Kantenwinkel selbst bleiben erhalten. Es ergeben sich in diesem besonderen 
Falle sonach keine Schiebungen (ex. = e •• = ezx = 0). Die Verzerrungskomponente en ist 
positiv, also eine Dehnung, die Verzerrungskomponenten ex • und e .. sind erfahrungsgemäß 
einander gleich und negativ, also Quetschungen. Die angegebene Gestaltsänderung des 
kleinen Würfels ist unabhängig von der Lage des Punktes P, demnach sind in diesem be
sonderen Falle exx , e • ., ez z von den Koordinaten x, y, z unabhängig d. h. über den ganzen 
Bereich des Stabes konstant. Offenbar spielen die Längen der Kanten des Prismas für die 
Größe der Verzerrungskomponenten hier keine Rolle (homogene Verzerrung im endlichen 
Raum). 

7. Sehr kleine Yel'fol'mungen von elastischen festen KÖI'I)el'll. 
Die Aussage im Punkte 4 der Einleitung, daß die Gestalts- und Raum

änderungen eines elastischen Körpers sehr klein sind, können wir jetzt genauer 
umschreiben. Die Verformung des elastischen Körpers ist bekannt, wenn wir 
die absoluten Verschiebungen als Funktionen von x, y, z und der Zeit t (im 
Falle des Gleichgewichtes von x, y, z allein) kennen, denn dann sind auch die 
relativen Verschiebungen zweier beliebiger Punkte bekannt, daher die Verformung 
bestimmt. Sind u, v, u; für die gesamte elastische Bewegung bezogen auf den 
bewegten oder ruhenden starren Körper für jeden Punkt des elastischen Körpers 
sehr klein, so ist auch die Verformung, die ihren Ausdruck in der Existenz der 
Verzerrungskomponenten findet, sehr klein. In der theoretischen Elastizitäts
lehre macht man in der Regel sogar die Voraussetzung, daß 11, V,lD unendlich 
klein sind, was in ~Wirklichkeit natürlich nicht zutrifft, so daß die darauf ge
gründeten Rechnungen nur annäherungsweise Gültigkeit besitzen, praktisch aber 
zulässig sein können. In der Physik und Technik kommen aber nicht zu selten 
Fälle vor, für welche die Annahme kleiner absoluter elastischer Verschiebungs
komponenten nicht zutreffend ist und zwar dann, wenn eine oder zwei Dimensionen 
des Körpers gegenüber den zwei anderen bzw. der dritten sehr klein sind: z. B. 
bei sehr dünnen Platten C:\:Iembranen) und Stäben (Drähten, Federn). Doch 
können die Verzerrungskomponenten in derartigen ~Fällen immer noch als klein 
betrachtet werden. 

Bei dem in Abb. 1 dargestellten Träger sind die Durchbiegungen unter sonst gleichen 
"Cmständen offenbar um so größer, je dünner der Stab im Vergleich zu seiner Länge ist. 

8. Spannung, Spannungskomponenten und Spannungszustand an einem 
Elementarkörper. 

Die Massenkräfte und Oberflächenkräfte stehen als äußere Kräfte des elasti
schen Körpers im Gegensatze zu den in der Einleitung eingeführten Kohäsions
kräften zwischen den einzelnen Teilchen des Körpers, welche als innere Kräfte 
desselben bezeichnet werden. Eine andere Art von inneren Kräften sind jene, 
welche in der Regel im Zusammenhang mit den Verformungen der Elementar
körper an deren Oberflächen übertragen werden. Nehmen wir z. B. an, es sei 
ein elastischer Körper auf Zug oder auf Biegung und Schub (Abb. 1) derart 
beansprucht, daß die äußeren Kräfte von Null aus anwachsend bis zu ihrem 
Endwert gelangen (kontinuierliche äußere Belastung). Diesem Anwachsen ent
sprechend geht die Verformung, von Ausnahmefällen abgesehen, kontinuierlich 
vor sich, derart, daß die endgültige Verformung eines beliebigen unendlich 
kleinen Prismas im Innern des Körpers vollendet ist, wenn die äußeren Kräfte 
ihren Endwert erreicht haben. Ebenso erfolgt ein Anwachsen der auf das Prisma 
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von der Umgebung desselben übertragenen mit Bezug auf den Körper inneren, 
mit Bezug auf daR Prisma äußeren Kräfte kontinuierlieh, derart, daß sie ihren 
Endwert erreicht haben, wenn das für die iiußeren Kräfte des elastit-lchen Kör
pers zutrifft. Würde die äußere Kraft P im :Falle der Abb. 1 stoßartig, z. B. 
infolge fallender Gewichte wirken, so ginge die Verformung und das Anwachsen 
der inneren Kräfte ruckweise, der Stoßdauer entsprechend, vor sich. Die inneren 
Kräfte hätten dann also gleichfalls stoßartigen Charakter. Naeh Ablauf der 
Stoßdauer würden Schwingungen des Stabes (normal bzw. parallel zur Stabachse) 
einsetzen, die mit einem periodischen WecllHel der Verformung eines unendlich 
kleinen PriRmas in jedem beliebigen Punkte des Stllbes und einem ebensolchen 
WechHel der inneren Kräfte verknüpft wären. 

In Abb.;') ist für einen beliebigen Punkt P des elaKtiHchen Körpers ein 
rechtwinkliges uncndlieh kleines PriHma mit den Kantenlängen dx, dy, dz dar-
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gCHtellt und ZW,1r nach dem Eintreten der Verformung. Vor der Deformation 
ist dieses unendlich kleine Prisma aJso ein sehiefwinkeliges gewesen (homogene 
Verzerrung). Auf jede der ß Seitenflächen des Prismlls werden von der Umgebung 
desselben mit Bezug auf dasRelbc äußere Kräfte ii bertragen, die sich fläehenhaft 
verteilen. :Fassen ""ir zunächst die Fläehe PA Be ins Auge, die unendlieh klein 
von der zweiten Ordnung ist. Die Kraft pro Fläeheneinheit, die im allgemeinen 
schief gegen die Fläche gcrichtet Hein wird, heiße a J., so daß auf das Flächen
element rlydz die Kraft aJ • dydz übertragen wird. Wir können um; diese Kraft 
ohne einen in Betr'aeht kommenden Fehler zu maehen im Sehwerpunkte des 
Fläehenelemcntes angreifend denkcn. a" heißt die Totalspannung im Punkt P 
für die Fläche PA BO des Prismas. Zerlegen wir unR die Spatmung in 3 Kom
ponenten, gleieh oder entgegengesetzt parallel zu den Koordinatenaehsen x , ?J, z, 
so erhalten wir die KOg. Spannungskomponenten für das l"lächenelement, von 
welehen die cine, die normal auf dem Fliichenelement steht, Normalspannung, 

Girtler, Mechanik. 2 
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die beiden anderen Tangential- oder Schubspannungen genannt werden. Nach 
Kirchhoff werden die Normalspannungen des genannten Flächenelementes 
mit Xx, die Tangentialspannungen mit Y x, Zx bezeichnet. Der untere Index 
soll besagen, daß das Flächenelement, in dem die Spannungen übertragen werden, 
normal zur x-Achse steht, die großen Buchstaben geben die Achsen an, zu welchen 
die betreffenden Spannungskomponenten gleich oder entgegengesetzt parallel 
sind. 

In der Technik ist oft eine andere Bezeichnungsweise üblich: fJ x für die Normalspannung 
und T,", Txz für die Schubspannungen; für die Totalspannung müßte dann etwa das Zei
chen T x gewählt werden. 

Die komponentalen Kräfte, dic auf das herausgegriffene Flächenelement 
übertragen werden, sind demnach X xdydz, Y x dy dz , Z xdydz. Die N ormalspannun
gen heißen Zug- oder Druckspannungen, wenn sie nach der Außenseite des 
Prismas oder gegen dessen Inneres wirken. Zugspannungen werden stets positiv, 
Druckspannungen negativ bezeichnet. Ist die Normalspannung, wenn sie positiv 
. entgegengesetzt 11 1 . . K d' h . d l' 1st, . I' h - para e zur posItIven oor matenac se. so sm (Ie zu-

geIe 
gehörigen Schubspannungen dann positiv bezeichnet, wenn sie zu den Koordi-

h b f 11 entgegengesetzt 11 1 . d I d Ab . natenac sen e en a s - ~ I" ·h--- para e sm. n er b. 5 smd an 
gelC 

Stelle der Kräfte, welche auf die Flächenelemente übertragen werden, die ent
sprechenden Spannungen und zwar stets im positiven Sinne eingetragen. Auf 
das Flächenelement DEFG werden in analoger Weise eine Totalspannung a~ 
und Spannungskomponenten X~, Y~, Z~ von der Umgebung des Prismas über
tragen. Wenn die :Fläche DEFG immer näher an die Fläche PA Be heran
rückt, um schließlich mit der letzteren zusammenzufallen, werden die entspre
chenden Zahlenwerte von a x und a~ und deren Angriffslinien sich immer weniger 
von einander unterscheiden, um schließlich, wenn die Flächenelemente überein
anderfallen, der Größe nach gleich, der Richtung nach entgegengesetzt zu 
werden. Das Ganze folgt aus dem Grundprinzipe der Mechanik, nach welchem die 
Aktion gleich ist der Reaktion. Denken wir uns nämlich den elastischen Körper 
längs der Fläche PA Be aufgetrennt, so müssen wir, um den Zustand des Kör
pers nicht zu ändern, auf das nunmehr niit PA BO zusammenfallende Flächen
element DEFG eine Kraft pro }1'lächeneinheit a~ von links her wirken lassen 
(Angriffspunkt von a~ auf DEFG), die entgegengesetzt gerichtet aber dem 
Zahlenwerte nach gleichkommt der Kraft pro Flächeneinheit ax die auf PA Be 
selbst von rechts aus wirkt (Angriffspunkt von a x auf PABe, die mit DEFG 
geometrisch zusammenfällt), ähnlich so wie bei einem Würfel W, der gegen eine 
horizontale Tischplatte T (Abb. 5) gedrückt wird. Bei Annahme eines bestimmten 
Zeitaugenblickes und wenn wir voraussetzen, daß die Spannungen stetige differen
zierbare Funktionen von x, y, z, t sind (evtl. der Koordinaten allein, wenn es 
sich um einen Gleichgewichtsfall handelt), kommen wir zum Schlusse, daß ax 

auf PA BO sich seinem Zahlenwerte nach nur unendlich wenig von a~ auf DEFG 
unterscheiden und die Richtung von a~ von der zu ax entgegengesetzten Rich
tung nur außerordentlich wenig abweichen wird. Somit ist zu einer bestimmten 

Zeit t offenbar die Beziehung bestehend ä:c = a x + ~; dx *, die die Beziehungen 

X, X oXxd 
x = x +. 8x x, Y' Y + oY"dx 

x = x ux ' Z~ = Zx + °fJZ;dx 

zur Folge hat. 

* Die Querstriche weisen auf den vektoriellen Charakter der Totalspannungen hin. 
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Ganz ähnliche Betrachtungen können auch für die zur y-Achse normalen 
Flächenelemente P C D G und A BE P und schließlich für die zur z-Achse normalen 
:Flächenelemente P ADE und BCPG gepflogen werden. :Für die zur y-Achse 
normalen Elemente werden die Normalspannung nach der obigen Regel mit Y y , 

die Schubspannungen mit X 1I , Z,1 und die Totalspannung mit all bezeichnet wer
den müssen (evtl. mit a y, 'YX' 'YZ' T,y). Ferner werden die Beziehungen 

- - +ßaY1 X' X iJXYd Y' Y iJYyd , ()ZYd 
a~=ay iiY(y, y= v+-r)y y, y= y+ äy y, Zy=Zy+ iJy- Y 

bestehen. Auf die zur z-Achse normalen ]'lächenelemente werden schließlich 
sinngemäß die Normalspannungen Z z' die Schubspannungen X z' Y z und die Total
spannung az übertragen (evtl. az , 'zx' 'Z1I' Tz), und es bestehen die Beziehungen 

- --- D(Jzd X' X ()Xx 1 Y' - Y ~~5d Z' -Z I iJZ'd a~ = a z + Tz z, z = Z + ßz (z, z - z + ()z z, z - z i iJz z 

Im ganzen kommen für da8 herausgewählte Prisma im allgemeinen 9 Spannungs
komponenten, d. i. 3 Normalspannungen X z ' Y y , Zz und 6 Schubspannungen 
Y"" Zx,X y , Zy, X z' Y z der Flächenclemente, die im Punkte P zusammenstoßen, in 
Betracht; die übrigen 9 Spannungskomponenten der in P zusammenstoßenden 
Flächenelemente unterscheiden sich von den Genannten nur unendlich wenig. 
Die 9 Spannungskomponenten, die, wie wir später sehen werden, nicht völlig 
voneinander unabhängig 8ein können, bestimmen den Spannungszustand im 
Punkte P für das gezeichnete Prisma zu einer bestimmten Zeit. Ist der Spannungs
zustand für jeden Punkt des elastischen festen Körpers zu jeder Zeit gegeben, 
so ist der Spannungszustand des ganzen Körpers zu jeder Zeit bestimmt. 

Der Spannungszustand in einem Punkte P kann nun für ein bestimmtes 
Prisma zu einer bestimmten Zeit noch sehr verschiedenartig sein; das hängt 
ganz von der bis zum betreffenden Zeitaugenblick vorhanden gewesenen Art 
und Größe der äußeren Beanspruchung ab. Bei den in der Technik häufig in 
Betracht kommenden Problemen ist die Zahl der Spannungskomponenten für 
ein in emem Punkte P konstruiertes Prisma häufig geringer als 9, im ein-

z 
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Xx dz ,,;;-------"-
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y 

Abh. 6a. 

r----------~~x 

Ahb, 6b. 

fachsten Falle ist nur eine Spannungskomponente vorhanden, z. B. bei den 
Beanspruchungen eines geraden Stabes auf Zug oder Druck, denen für ein parallel 
zur Stabachse herausgeschnittenes CX) kleines Prisma (Abb. 6a, x-Achse parallel 
zur Stabachse) nur eine Normalspannung Xx entspricht, die von x, y, z unab
hängig ist. Die voll ausgezogenen Spannungen entsprechen der Zugbeanspruchung 
des Stabes, die strichlierten der Druckbeanspruchung desselben. Für den Fall 
der Beanspruchung auf Biegung und Schub nach Abb. 1 ist der Spannungs-

2* 
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zustand, wie wir in dem praktischen Teile dieser Vorlesungen sehen werden, im 
allgemeinen der nach Abb. 6 b dargestcllte, mit einer Normalspannung Xx und 
4 Schubspannungen Y x , X"' X z, Zx, wobei vorausgesetzt ist, daß die X-Achse in 
die Stabachse, dic Y- und Z-Acht.;en z. B. in die linke Endquerschnittsfläche 
fallen. Die strichlierten Pfeile sollen andeuten, daß neben Zugspannungen auch 
Druckspannungen vorkommen können. 

9. Art und Grüße der inneren Beanspruchung. - Homogener 
Spannungszustand. '- Zuordnung der äußeren Beanspruchung 
zur inneren und zum Vel'sdliebungs- und Verzerrungszustand. 
Wenn zu zwei verschiedenen Zeiten t' und t" die cntsprechenden 9 Spannungs-

komponenten in einem Punkte eines elastischen festen Körpers in einem für alle 
Spannungskomponenten konstantcn positiven Verhältnisse zueinander stehen, 
derart, daß X~ = nX~, Y~ =~ n Y~, Z; == nZ: usw" worin n eine positive Zahl ist, 
so sagt man, die Art der inneren Beanspruchung oder die Art des Spannungs
zustandes in dem betrachteten Punkte sei zu den zwei angegebencn Zeitpunkten 
die gleiche, dagegen habe sich dic Größe de8 Spannungszustandes in dem Sinne 
geändert, daß sie zur Zeit t" n mal so groß sei ab; zur Zeit t'. Bei gegebener Art 
des Spannungszustandes ist deHsen Größe durch Angabe der Größe einer Span
nungskomponente gegeben. In der Technik erfolgt diese Größenangabe in 
kgjcm 2 oder kgjmm2 • Wenn Art und Größe des SpannungszustandeH im ganzen 
Bereiche des Körpers zu einer bestimmten Zeit oder dauernd konstant sind, 
so heißt der Spannungszustand zu dieser Zeit oder dauernd ein homogener, wie 
z. B. bei Beanspruchung eines geraden Stabes auf Zug (Druck). 

Einer bestimmten äußeren im allgemeinen in der Zeit veriinderlichen Beanspru
chungsart und Beanspruchungsgröße eineH elastischen festen Körpers ist, von Aus
nahmefällen abgesehen, eine bestimmte von :1:, y, z und der Zeit abhängige innere 
Beanspruchungs-Art und -Größe, ein bestimmter Venlchiebungs- und Verzerrungs
zustand, deren bestimmende Elemente gleichfalls von den Koordinaten und der 
Zeit abhängig sind, eindeutig zugeordnet, Für gewisse Stoffe entspricht bei 
dauernder äußerer Beanspruchungsart in gewissen von Null aus beginnenden 
Bereichen der Größe der iiußeren Beanspruchung in der Hegel einer n maligen 
Vergrößerung derselben eine n malige Vergrößerung der zugeordneten inneren 
Beanspruchung in jedem einzelnen Punkte des elastischen festen Körpers. 

10. Zusammenhang zwischen Verzerrungs- und Spannungszustand. 
Zwischen dem VerzerrungR- und dem Spannungszustand in einem Punkte 

eines elastischen Körpers besteht zu einer bestimmten Zeit tein naturgesetz
licher Zusammenhang, der seinen Ausdruck in einern sog. Elastizitiitsgesetz 
findet, das für verschiedene Stoffe erfahrungsgemäß keineswegs einheitlich ist. 
Es mag jetzt schon erwähnt werden, daß auch bei sehr kleinen Verschiebungs
komponenten die Spannungskomponenten schon recht ansehnliche Werte er
reichen können. 

So ergibt sich im Falle der Bennspruehung auf Zug eines geraden Stabes aus weichem 
Flußeisen von 20cm Länge für eine Verlängerung von 0,009 cm eine Spannung von 900 kg/cm2 • 

11. Aquivalenz eines am festen elastischen Körper angreifenden 
Lastsystems. - De Saint Venantsches Prinzip. 

Nach dem bisher Behandelten ist es leicht zu verstehen, daß man bei einern 
elastischen festen Körper den Angriffspunkt einer Kraft nicht in der Richtung der 
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Kraft versetzen darf, wie da" für den starren Körper zulässig ist, d. h. für den elasti
schen Körper ist jede KraJt eine gebundene. Würde man am elastischen Körper 
eine äußere Kraft in ihrer Richtungslinie versetzen, so würden hierdurch im all
gemeinen die Verschiebungen in jedem einzelnen Punkte und damit der bezügliche 
Verzerrllngszustand lind ferner au eh der Spannllngszustand geändert werden. 

Ein Rundstab aus Holz, dessen eines Ende durch einen Haken unverschiebbar festgehalten 
wird, trage am anderen Ende eilll'n flußeisernen Ring, der auf den Stab warm aufgezogen 
wurde, so daß er am Holze durch Reibung fest haftet. Wird am Ring durch eine geeignete 
Einrichtung ein Zug parallel zur Stabachse ausgeübt, so erleidet der Rundstab einen 
Verzerrungs- und Spannungszustand, in jedem Punkte eines Bereiches, der sich über die 
ganze Länge des Stabes erstreckt und im wesentlichen einer Zugbeanspruchung entspricht. 
Hätte man den Ring an einer anderen Stelle des Stabes z. B. in dessen Mitte aufgezogen und 
hierauf wieder die gleiche Zugkraft ausgeübt, wodurch gegenüber dem vorhergehenden Fall 
eine Versetwng einer Kraft in ihrer Angriffslinie bewirkt würde, so erstreckte sich der Bereich 
des Stabes, in dem ein Verzerrungs- und Spannungszustand entsteht, nur mehr über eine 
kleinere Länge des Sta beB, der übrige Teil wäre spannungs- und verzerrungsfrei. 

Alleh Kriiftepimre sind, wenn sie am elastischen festen Körper angreifen, 
nicht etwa so zu behandeln, als ob sie 11m starren Körper angriffen, d. h. als ob 
ihr sie darstellender Vektor ein freier wäre; Kräftepaare am festen elastischen 
Körper sind mit Bezug auf ihre Wirkung in der Regel eindeutig, wenn die die
selben aufbauenden, entgegengeRetzt gleichen Kräfte an ihre Angriffspunkte 
gebunden bleiben. 

Auch die Zusammensetzung und Zerlegung von Kräften, die an festen 
elastischen Körpern angreifen, darf nicht ohne weiteres nach den bekannten 
Regeln für ein linienflüchtiges Kraftsystem vorgenommen werden, weil die 
in der Verformung bestehende Wirkung eines nach diesen Regeln äquiva
lenten KraftHystemes versehieden von der Wirkung der Komponenten wäre. 
Doch hat in die8er HinHieht De Saint Venant einen weiter nicht bewiesenen, 
der Erfahrung aber entsprechen
den Grundsatz allfgestellt, der 
nach ihm als das De Saint
Venantsehe Prinzip bezeichnet 
wird und unter bm.;onderen Ver
hältnissen die Zmmmmen
setzungsregeln für am starren 
Körper angreifende Kräfte 
auch beim elastischen festen 
Körper innerhalb der prakti
sehen Anforderullg all die Ge
nauigkeit der Rechnung als zu
lässig erscheinen Hißt. Voraus
setzung für die Anwendung deR 
genannten Prinzipes zu dem an

....----+--y 

l 
Z 

Abi). i. 

gegebenen Zweck ist, daß die Kräfte an der Oberfläche des Körpers in einem Bezirke 
angreifen, der mit Bezug auf die größte Dimension des Körpers klein ist. Der in 
Abb. 7 dargeRteIlte, im Verhältnisse zu seinen Querdimensionen lange Stab von 
kreisförmigem Quersclmitt ist auf der einen Seite fest eingespannt. Über die rechte 
Endquenlehnitt:-lfläehe irgendwie stetig verteilt sollen tangentiale Oberfläehen
kräfte parallel zueinander und normal zur Stabachse wirken. Die Kraft pro 
Flächeneinheit heiße p, es wirkt demnach auf das Flächenelement df die Kraft 
lid!. Bei einem zugrunde gelegten Koordinatensystem x y z wäre p als Funk
tion von y, z auffaßbar, wenn y, z Koordinaten sind, welehe die :Fläehen
elemente in der Endq uerschnittsfliiehe, für welche x = l, festlegen. Setzen wir 
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die Kräfte pd!, die parallel zur Z-Aehse angenommen wurden, nach den Regeln 
für die Zusammensetzung von Kräften, die am starren Körper angreifen, zusam-

men, so erhalten wir eine Resultierende R = J pd!, das Integral über die End-
l!' 

querschnittsfläche genommen. Die Angriffslinie dieser Resultierenden wird aus 
der Gleichung 17R = J pyd! best,immbar, wenn 1] den Abstand der Resultieren-

F 
den R von der Z-Achse vorstellt. Denken wir uns jetzt eine zu R, in deren 
Angriffslinie wirkend, entgegengesetzt gleiche Kraft - R, so können wir sagen, 
daß das Kraftsystem aller Kräfte pd! und die Einzelkraft - R einander ohne 
jede Verschiebung des Stabes das Gleichgewicht halten würden, wenn der Stab 
starr wäre. Der Bezirk, in dem dieses Gleichgewichtssystem wirkt, ist durch 
die Endquerschnittsflächc gcgeben, die, weil es sich um einen im Verhältnisse 
zu seinen Querdimensionen langen Stab handeln soll, klein gegenüber 
der größten Dimension ist, die hier durch die Länge des Stabes vor
gestellt wird. Würde am elastischen Stabe ein System R, - R mit gemein
samem Angriffspunkt angreifen, so würden sich ebensowenig wie dann, wenn 
der Stab von vornherein starr angenommen würde, irgendwelche Verschie
bungen der einzelnen Punkte des Stabes zeigen; greift aber am elastischen Stabe 
das Kraftsystem, das aus den Kriiften pd! und - R besteht, an, so zeigen sich 
am elastischen Stabe Verschiebungcn, das System, das aus den Kräften p df 
und - R besteht, ist also am elastischen Stabe nicht äquiv111ent dem System 
R, - R; doch ist die Größenordnung der längsten Dimension des Bezirkes, in 
welchem sich Verschiebungen bei Wirkung des aus den Kräften pd! und - R 
bestehenden Kraftsystemes - in der Abbildung vom rechten Stabende nach 
links gerechnet - zeigen, nach De Saint Venant annähernd gleich zu setzen 
der Größenordnung der längHten Dimension des Oberflächenteiles, auf welchen 
sich die Kräfte pd! verteilen, d. h. auf unseren Fall angewendet, in einer Ent
fernung vom rechten Stab ende nach links in der Stabrichtung gleich dem Durch
messer des kreisförmigen Querschnittes sind die Verschiebungen praktisch zu 
Null geworden. Je kleiner die Querschnittsfläche des Stabes bei gegebener Länge 
ist, um so kleiner ist der Bezirk, in dem Verschiebungen bei Wirkung des aus 
den Kräften pd! und - R bestehenden KraftsYHtemeH auftreten, um so eher 
kann das Kraftsystem, das aus den Kräften lid! besteht, durch R ersetzt werden. 

Aus dem gewählten Beispiele dürfte hervorgegangen sein, was mit dem 
De Saint Venantschen Grundsatze gemeint ist. Wir können ihn allgemein so 
aussprechen: Wenn an einem elastülchen festen Körper in einem Bezirke seiner 
Oberfläche Kräfte angreifen, die sich nach den Zusammensetzungsregeln für 
Kräfte am starren Körper das Gleichgewicht halten, so werden hierdurch in 
den Punkten des elastischen Körpers Verschiebungen hervorgerufen, die mit der 
Entfernung der Punkte des elastischen Körpers von dem Angriffsbezirke der 
Kräfte rasch unmerklich werden und etwa in Entfernungen gleich der größten 
Dimension des Kraftbezirkes praktisch mit Null angenommen werden können; 
ist demnach der Kraftbezirk in seinen Dimensionen klein gegenüber der größten 
Dimension des elastischen festen Körpers, so kann man die in Verschiebungen 
sich zeigende Wirkung des Kraftsystemes als unbedeutend überhaupt vernach
lässigen. Aus dem De Saint Venantschen Grundsatze folgt: Wenn in einem 
kleinen Bezirke der Oberfläche eines elastischen festen Körpers über diesem 
Bezirke irgendwie verteilte Kräfte pd! angreifen, so kann man diese Kräfte so 
zusammensetzen, als ob sie am starren Körper angriffen, und man macht hierbei 
einen um so kleineren Fehler, je kleiner die Dimensionen des Bezirkes im Ver
gleiche zur größten Dimension des Körpers sind. 
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Es liege ein elastischer fester Körper von überall gleicher physikalischer 
und chemischer Beschaffenheit vor. Läßt man bei gegebener Art der äußeren 
kontinuierlich wirkend gedachten Beanspruchung diese im Laufe der Zeit immer 
mehr sehr langsam anwachsen, derart, daß in jedem Zeitaugenblick elastisches 
Gleichgewicht herrscht, so wächst auch die Größe der inneren Beanspruchung 
fortgesetzt, ebenso die absoluten und relativen Verschiebungskomponenten und 
die Verzerrungskomponenten. Schließlich kann es sein, daß in einem oder 
mehreren Punkten oder längs Flächen oder vielleicht in einem umgrenzten Raum
bereiche des Körpers, der Bruch, d. h. eine Trennung der dort befindlichen 
Teile des Körpers voneinander, eintritt. An den Bruchstellen werden die Kohä
sionskräfte durch die dort vorhandenen, infolge der Spannungen auftretenden 
Kräfte überwunden. 

Nehmen wir an, der Bruch des Körpers beginne an einer geometrisch durch 
den Punkt P definierten Stelle zu einer Zeit, wo dort ein Spannungszustand 
gegebener Art und Größe vorhanden ist. Dieser Spannungszustand heißt die 
statische relative Festigkeit des Körpers an dieser Stelle. Die Bezeichnung 
relative ~Festigkeit soll darauf hindeuten, daß die Festigkeit auf den beson
deren Spannungszustand an der Bruchstelle bezogen ist. Durch die Bezeichnung 
statische Festigkeit soll der kontinuierlichen Steigerung des äußeren Belastungs
und des inneren Spannungszustandes Ausdruck gegeben werden. Jeder beson
deren Art eines Spannungszustandes eines Stoffes kommt bei statischer Bean
spruchung eine besondere Art der relativen Festigkeit zu. Insoferne der In
begriff der Größen der Spannungskomponenten eines Spannungszustandes be
stimmter Art beim Bruche als für den betreffenden Stoff charakteristisch an
gesehen werden kann, ist die relative Festigkeit eine für die Beurteilung der 
praktischen Verwendbarkeit des betreffenden Stoffes wichtige Größe. Da die 
Größe der relativen Festigkeit durch die Größe der Spannungskomponenten des 
betreffenden Spannungszustandes gegeben gedacht ist, ist sie auch als Größe 
eines Widerstandes bei gegebener innerer Art der Beanspruchung gegen den 
Bruch auffaßbar. 

Von der Größe des Widerstandes, der durch die relative Festigkeit zum 
Ausdruck gebracht werden kann, ist begrifflich die Größe der Widerstands
fähigkeit zu unterscheiden, die sich nicht nur in der relativen Festigkeit sondern 
auch in der Größe der relativen Verformung zeigt, die einem Spannungszustand 
bestimmter Art beim Bruche entspricht. Je größer diese Verformung bei gleicher 
relativer Festigkeit ist, um so günstiger wird der betreffende Stoff im Hinblick 
auf dessen Verwendung beurteilt werden müssen. Die Größe der relativen 
Verformung beim Bruche kann durch die Größen der dann vorhandenen Ver
zerrungskomponenten ihren Ausdruck finden. 

Die statische relative Festigkeit eines Stoffes für einen bestimmten Spannungs
zustand könnte man sich dadurch erhoben denken, daß man auf die Seitenflächen 
eines endlichen Würfels aus dem betreffenden Stoffe Kräfte gleichförmig verteilt so 
wirken ließe, daß pro Flächeneinheit die dem Spannungszustande entsprechenden 
Totalspannungen erscheinen und diese Kräfte proportional zueinander so lange 
steigert, bis der Bruch eintritt. Da bei der geschilderten äußeren Beanspruchung 
der Spannungszustand in jedem Punkte des Würfels derselbe wäre (homogener 
Spannungszustand), müßte der Bruch, theoretisch genommen, bei Erreichung 
der Bruchbelastung an allen Teilen des Körpers zugleich auftreten. In Wirklich
keit wird dies aber nicht eintreten, da sich stets Stellen geringsten Widerstandes 



24 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

zeigen werden, in denen der Bruch beginnt. Aus dem Spannungszustand der 
bei diesem Beginnen des Bruches herrscht, könnte man wenigstens annäherungs
weise auf die relative Festigkeit bei dem betreffenden Spannungszustande einen 
Schluß ziehen. Aus einem derartigen Versuche könnte auch die Größe der relativen 
Verformung auf Grund der beim Bruche sich ergebenden Verzerrungskomponen
ten (homogene Verzerrung) geschlossen werden. Praktisch stellt sich aber der 
Durchführung eines derartig gedachten Versuches, wenn man auch, wie auf 
Grund späterer theoretischer Erwägungen wird gefolgert werden können, etwas 
einfacher vorgehen kann, als dies geschildert wurde, der Umstand entgegen, 
daß die exakte Aufbringung der dem gewollten Spannungszustande entsprechen
den Kräfte, auf die Würfelflächen nur bei verhältnismäßig einfachen Spannungs
zuständen durchführbar ist. Aus diesem Grunde und deswegen, weil prak
tisch nur wenige ausgezeichnete, innere Beanspruchungsarten, die bei der An
wendung des Stoffes in technischen Konstruktionen häufig auftreten, eine 
Rolle spielen, beurteilt man die Widerstandsfähigkeit eines Stoffes aus der 
Größe von besonderen Arten der relativen Festigkeit und der zugehörigen rela
tiven Verzerrung. 

Zu diesen gehören die relative statische Festigkeit auf Zug, oder auch kurz Zugfestigkeit 
genannt, definiert durch die Zugspannung, welche bei Beanspruchung auf Zug beim Bruche 
auftritt, die relative statische Festigkeit auf Druck kurz statische Druckfestigkeit genannt, 
definiert durch die Druckspannung, welche bei Beanspruchung auf Druck beim Bruche 
auftritt, die relative Biegungsfestigkeit usw. Beispielsweise ist die statische Zugfestigkeit 
von weichem Flußeisen 3600 kg/cm 2 und darüber, von Eichenholz parallel zur Faserrichtung 
etwa 900 kg/cm 2 , die Würfeldruckfestigkeit (so genannt, weil sie an 'IYürfeln erhoben wird) 
von Hartbrandziegeln 250 bis 300 kg/cm 2 usw. 1 

Bei der Erhebung der statischen relativen Festigkeit im genauen Sinne dieses 
Begriffes wäre es eigentlich notwendig, daß die äußere Belastung, von ~ull aus 
anwachsend, derart aufgebracht 'wird, daß wir eine Aufeinanderfolge von Gleich
gewichtszuständen erhalten. Praktisch ist das natürlich nicht durchzuführen, da 
hierzu eine unendlich lange Zeit erforderlich ·wäre. Wir können aber zu sehr an
genäherten ",Verten diescr Festigkeit gelangen, wenn wir die Belastungssteigerung 
möglichst langsam vornehmen oder, wie man sich ausdrückt, mit sehr kleiner 
Belastungsgeschwindigkeit arbeitet (siehe hierzu auch S. li.'5ff.). 

Die Erfahrung hat auch gezeigt, daß die Widerstandsfähigkeit eines Stoffes 
nicht nur von der inneren Beanspruchungsart, sondern auch von dem Belastungs
charakter und der Aufbringungsart der Belastung abhängig ist (S. 8). Dement
sprechend spricht man von einer relativen Stoßfestigkeit auf Zug, Druck oder 
allgemein für eine beliebige Art des Spannungszustandes, von einer relativen 
Arbeitsfestigkeit bei schwingender Zug- und Druckbelastung (ein gerader 
Stab wird so oft abwechselnd auf Zug und gleich hoch auf Druck beansprucht, 
bis er bricht oder bei beliebig oftmaligem Wechsel gerade noch standhält) 
oder allgemein bei Wechsel zwischen zwei beliebigen Arten von Spannungszu
ständen. Die relative Stoß- und Arbeitsfestigkeit wird häufig unter dem Sammel
begriff der relativen dynamischen Festigkeit zusammengefaßt. 

Manche Stoffe, wie z. B. weiches Flußeisen bei Beanspruchung auf Zug, 
zeigen die Eigentümlichkeit, daß bei konstanter äußerer d. h. dauernd auf
gebrachter Belastung bestimmter Größe, die niedriger als jene ist, die der 
statischen relativen Festigkeit entspricht, nach Ablauf einer gewissen Zeit der 
Bruch eintritt. In solchen Fällen spricht man von einer besonderen statischen 
relativen Dauerstandfestigkeit. 

1 Die Zahlenwerte beziehen sich auf sogenannte technische Festigkeiten. die kleiner 
(größer) als die im Augenblicke des Bruches auftretenden wahren Zug- (Druck-) Spannun
gen sind (S. 160ff.). 
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An die Definition der relativen statischen Fe,tigkeit eines Stoffes reiht sich füglich 
die Frage an, ob es eine absolute Festigkeit oder, besser gesagt, absolute Widerstands
fähigkeit gegen den Bruch gibt, d. h. eine physikalische Größe, die beim Bruch einen be
stimmten, dem betreffenden Stoffe eigentümlichen \Yert annimmt, und zwar unabhängig von 
der besonderen Art des Spannungszustandes. Dieser Frage wird auf Seite 179 ff. näher getreten. 

13. Katürlicher Zustand. Anfangs- und Temperaturspannungen. 
Wenn ein elastischer fester Körper in allen seinen Teilen spannungs- und ver

zerrungsfrei ist, so sagt man, er befinde sich in seinem natürlichen Zustande. 
Der natürliche Zustand eines Körpers wird in der Regel dadurch geändert, daß 
man ihm eine äußere angreifende Belastung (S. 7) aufzwingt. 

Es kann aber eine Anderung des natürlichen Zustandes auch Platz greifen, 
ohne daß ein äußeres angreifendes Lastsystem wirksam wird, wie aus dem folgen
den Beispiel hervorgeht. Denken wir uns den in der Abb. 8 dargestellten, aus 
Dreiecken zusammengesetzten, eisernen Fach
werksträger (die äußere Belastung PI'" P 5 

denke man weg), der ursprünglich überall gleiche 
Temperatur besitzen soll, in allen seinen Teilen 
gleich stark erwärmt oder abgekühlt, so ent
stehen in ihm keine Zusatzspannungen zn jenen, 
,velche bereits infolge des Eigengewichtes yor
handen sind, denn die infolge Temperaturände
rungen auftretenden Yerlängerungen der Stäbe 
können ohne weiteres eintreten, wenn sich in 
den einzelnen Verbindungspunkten der Stäbe Abb.8. 

reibungslose Gelenke befinden, das Auflager 7 
fest, das Auflager 1 auf Rollen verschieblieh ist. \Vürde man aber das Lager 1 
ebenfalls fest anordnen, HO würde z. B. eine Erwärmung des ganzen Trägers 
Spannungen in den einzelnen Stäben zur Folge haben, welche als Wärme- oder 
Temperaturspannungen bezeichnet werden. 

Würden wir zwischen den Punkten 2, J einen Stab einziehen, der genau der 
Entfernung der beiden Punkte entspricht, so hätte diese :Uaßnahme keinen Ein
fluß auf den Spannungszustand in den einzelnen Stäben. Wenn wir aber jetzt 
in dem so umgeänderten Träger den Stab 2, J etwa durch Hämmern mechanisch 
verlängern würden, so entstünden in sämtlichen Stäben Spannungen, die als 
sogenannte Anfangs- oder Eigenspannungen im Fachwerke vorhanden wären, 
ohne daß, abgesehen yom Eigengewichte, eine äußere Belastung aufgebracht 
worden wäre. 

Derartige Anfangsspannungen sind auch häufig bereits in dem Materiale vorhanden im 
Zusammenhange mit dem technologischen Herstellungsprozesse. \Yird die Abkühlung des 
in flüssigem Zustande gewonnenen Flußeisens, Gußeisens, Glases nicht völlig gleichmäßig 
für alle Teile bewirkt, so entstehen Anfangsspannungen, die bei Verwendung des betreffen
den Stoffes verhängnisvoll sein oder wie z. B. beim Glas die Verwendung zu optischen 
Zwecken ausschließen können. Das zu Objektiven verwendete Glas ist daher immer ein so
genanntes feingekühltes, d. h. langsam abgekühltes Glas. 

14. Genauere Umschreibung des Begriffes der Elastizitäts- und 
Festigkeitslehre. 

Wir können nunmehr die Bezeichnungsweise Elastizitäts- und Festigkeits
lehre (S. 1) für die :Mechanik des festen elastischen Körpers erklären. Die Elasti
zitätslehre nimmt Bezug auf den Verschiebungs- und Verzerrungszustand (Ver
formung) des Körpers, die Festigkeitslehre auf den Spannungszustand beim 



26 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

Bruch oder allgemeiner auf die Spannungszustände, die den Verschiebungs. 
resp. Verzerrungszuständen zugeordnet sind. Es ist Aufgabe der Elastizitäts
und Festigkeitslehre, den Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungszustand 
eines gegebenen elastischen festen Körpers, der unter dem Einflusse gegebener 
äußerer Kräfte steht, zu bestimmen. 

A. und L. Föppl haben vorgeschlagen, für das \Vort Verzerrungszustand das Wort 
Zwang, für das Wort Spannungszustand das Wort Drang zu setzen; das entspricht den 
Bezeichnungen der Engländer, die für Drang den Ausdruck stress und für Zwang den Aus
druck strain eingeführt haben. 

Auch die Einteilung der 2'iechanik der elastischen festen Körper (S.5) in 
Kinematik, Statik und Kinetik können wir nunmehr genauer umschreiben; die 
Kinematik der elastischen festen Körper studiert in erster Linie den Verschie
bungs- und Verzerrungs zustand (Verformung) von rein geometrischen Gesichts
punkten aus, ohne sich weiter um die zugeordneten Spannungszustände und 
äußeren Beanspruchungen zu kümmern. Die Sta tik der elastischen festen Körper 
stellt die Bedingungen für das Gleichgewicht und die Gleichwertigkeit von 
angreifenden äußeren Kraftsystemen auf und untersucht wie die Kinetik 
die Zuordnung der äußeren Kräfte zum Spannungs-, Verschiebungs- und Ver
zerrungszustand. Dadurch, daß in kinetischen Aufgaben (die vermittelst des 
d'Alembertschen Prinzipes durch Einführung fiktiver Trägheitskräfte als Gleich
gewichtsprobleme aufgefaßt werden können) sämtliche geometrische und physika
lische Größen mit Ausnahme der }Iasse und an die Art des Stoffes gebundener 
Konstanten als mit der Zeit veränderlich erscheinen, gestalten sich dieselben 
in Vergleich zu statischen Problemen erheblich verwickelter. 

III. Kinematik der festen elastischen Körper 
(Elastokinematik). 
1. Voraussetzungen. 

Wir stellen uns zunächst vor, daß ein fester elastischer Körper, z. B. der in 
Abb. 1 dargestellte Träger, durch kontinuierliche äußere Kräfte, die sich das 
Gleichgewicht halten, belastet wird. Die Verschiebungen u, v, w, die sich ein
stellen, nachdem die äußeren Kräfte ihren Endwert erlangt haben, sollen als 
stetige differenzierbare Funktionen der Koordinaten x, y, z und als sehr klein, 
in der Rechnung aber als unendlich klein von der ersten Ordnung vorausgesetzt 
werden. 

2. Allgemeine Gleichung des Verschiebungsellipsoides. 
Wir legen uns die Frage vor, in welche Fläche eine um den beliebigen Punkt P 

(Abb.4) eines elastischen festen Körpers beschriebene Kugel von unendlich 
kleinem Radius t = i~ + j1] + fC infolge der Verformung des Körpers über
geht. Der Punkt E der Darstellung, der einen Eckpunkt eines unendlich kleinen 
Prismas vorstellt, mit den Koordinaten ~, 1], C bezogen auf das durch P parallel 
zu dem Koordinatensystem x y z gelegte Koordinatensystem x' y' z', liegt auf der 
Kugel mit der Gleichung 

(a) 

und verschiebt sich bei der Verformung nach E', dessen Koordinaten ~", 1]", C" 
mit Bezug auf das Koordinatensystem x" y" z" (durch den verschobenen Punkt P' 
parallel zu dem Koordinatensystem xyz gelegt) durch die Beziehungen (2c) auf 
Seite 12 gegeben sind. 
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Wenn wir uns aus den Gleichungen (2c) 1;,1], e berechnen und in die Gleichung 
der Kugel (a) einsetzen, so erhalten wir eine Beziehung zwischen 1;", I/" e", also 
die Gleichung der deformierten Kugelfläche bezogen auf das Koordinatensystem 
x" y" z". Die Berechnung von 1;,1], e aus den Gleichungen (2c) wäre an sich ein
fach, da sie nach diesen Größen linear sind. ·Wir umgehen aber die auszuführende 
Determinantenrechnung durch die folgende Betrachtung. Nachdem 1;,1], e, ebenso 
u, v, w klein von der ersten Ordnung sein sollen, so trifft das auch auf die par
tiellen Differentialquotienten von u, v, w nach x, y, z zu. 1;" unterscheidet sich 

demnach von I; nur um eine Größe I; ~; + 1] ~.~ + e ~.~, die von der zweiten 

Ordnung klein ist. Analoges gilt für den Unterschied von 1]" und 1] bzw. CO und e. 
Setzen wir also in der Gleichung (2c) in den Gliedern zweiter Ordnung statt 
1;, Yj, e die Größen 1;",17'" e" ein, so machen ·wir einen Fehler, der klein von der 
dritten Ordnung ist. Berücksichtigen wir Glieder von der dritten Ordnung nicht 
mehr, so können wir die umgewandelten Beziehungen (2c) in der Form 

1;= 1;" (1 _ O~\ _ 1/" iJ u _ T" ?!l 
oxJ oy ~ az' 

1]= _ 1;" !JI! + IJ/" (1 __ a~) _ ,"" !J~ 
ax ay" az' 

_ 1=" !J U' _ 1/" a W ..L T" (1 _ !J~) 
l, = ., ax ay' " iJz (2d) 

schreiben. Die Gleichung der deformierten Kugelfläche, in welche die ursprüng
liche Kugel (a) übergeht, ist daher 

2_:-.1:,,11 au) J,au 1""Ou-.2+ 1:1/ iJv I ."(1 a.v) 1"1/ O.V'2 
r - ,_e; \ - a X -1/ 0y - ~ az~ - e; a~r --;- 1/ - Ei); -., dz.] 

I l'- e" iJ. W ,1/ a w + '-/I (1 iJ W)-12 
T -~. --1/ -- (, --ox ay \ az j • 

(5) 

Die Fläche (5), die eine geschlossene Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung, also im 
allgemeinen ein dreiachsiges Ellipsoid ist, heißt das Verschiebungs- oder De
formationsellipsoid, Quadrieren wir in (5) und vernachlässigen Glieder vierter 
Kleinheitsordnung, so erhalten wir 

r2 = (1 - 2 ~ :) 1;"2 + (1 - 2 : ;) 1]" 2 + (1 - 2 ~ :) e// 2 

_ 2 1;/1 11" (~l + !J..i:) _ 2 "e" (~ + a W) _ 2 e" 1;" (a W + iJ U) . 
/ iJy dx 1] oz iJy ax iJz (5a) 

3. Deformations-Hauptl'ichtungen. - Hauptdehnungen. 
Drei aufeinander normale Durchmesser der Kugel (a) vor der Deformation 

gehen in konj ugierte Durchmesser des V erschie bungsellipsoides (5) über. Denn 
fassen wir die aufeinander normalen Durchmesser der Kugel als Schnittlinien 
der drei Ebenen I; = 0, 1] = 0, e = 0 auf, so gehen diese Schnittlinien zufolge 
der Beziehungen (2 cl) nach der Deformation in die Schnittlinien der Ebenen 

0= 1:"(1 _ all) _ "iJu _ r"äu 
e; ox 1]oy "az' ( IX) 

° = _ 1:" a v + 11 (1 _ a V) _ 1"1/ ar 
e; ax 1] ay" dz' (ß) 

° = _ 1:// au' _ 11" (D W) + e//(l _ Dw) 
e; ax I cly , az (y) 
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über. Nennen wir die Koordinaten des Durchstoßpunktes der Schnittlinie der 
beiden Ebenen (IX), (ß) mit dem Verschiebungsellipsoid (5), dessen Gleichung 
wir kurz durch F (,;" 1(' C") = 0 ausdrücken, a x , a y , a., so ist die Gleichung der 
Tangentialebene in diesem Punkte an das Ellipsoid durch 

gegeben, wenn wir in den Ableitungen von F nach ~", rr, C" für die Koordinaten 
die Werte ax , a y, az einsetzen. Da nun mit Rücksicht auf (:>:), (ß), (y) 

rJF du' du; , Ehe "I aw 
-_.) -ax'a'-x-ayayTa.,I- .---d;" az/~ ax' 

~ = .) - _ a ~~. - a ~IL' -+ a (1 _ ~l{'\l . _ ?3!!. 
a I/, - l_ .e a x y d y' z \ a z / _ iJ Y , 

a F- a /L' a IV ( a lC' - (' a lC\ 
- =.) - a - - a ,-- + all - --) . 1 - - - I a :;" - ~ x a :r Y d Y Z \ a z j" d z ) ' 

so lautet die Gleichung jener Tangentialebene 

I:" a w " alL' r" ( a /l'\) - (" - a ) -,-- - (1'/ - a ) - + ('" - a.) 1 - -- = O. 
x d x Y a y - \ iJz 

Diese Ebene ist aber zur Ebene (y) parallel, d. h. die Ebene ist konjugiert zum 
Durchmesser, der sich als Schnittlinie der beiden Ebenen (IX), (ß) ergibt. Ähnlich ist 
der Beweis, daß die Ebenen (:>:) und (ß) konjugiert sind zu den Schnittlinien der 
Ebenen (ß), (y) und (IX), (y). Da das Verschiebungsellipsoid (5) je drei aufeinander 
normale konjugierte Durchmesser besitzen muß, gibt es für die Kugel (a) drei auf
einander normale Durchmesser, die nach der Deformation normal zueinander 
bleiben. Daraus, und weil das Ellipsoid (5) im allgemeinen drei verschieden lange 
Achsen hat, ist der Schluß zu ziehen, daß es für jeden Punkt P eines elastischen 
festen Körpers drei aufeinander normale als Deformationshauptrichtungen bezeich
nete Richtungen gibt, die bei der Gestaltsänderung des Körpers aufeinander normal 
bleiben und sich dadurch auszeichnen, daß ihnen extreme Werte der Verlänge
rungen der Radien einer um den Punkt P beschriebenen Kugel entsprechen. Den 
Deformationshauptrichtungen sind Verlängerungen zugeordnet, die positiv oder 
negativ sein können, und Hauptverlängerungengenannt werden. Ein in die Kugel (a) 
eingeschriebener Würfel wird nach der Deformation ein schiefwinkeliges Prisma, 
dessen Ebenen parallel zu konjugierten Ebenen des Verschiebungsellipsoides sind. 
Werden die Kanten des Würfels, der in die Kugel (a) eingeschrieben ist, von vorn
herein parallel zu den Hauptrichtungen gewählt, so geht der Würfel in ein recht
winkeliges Prisma über, dessen Kanten parallel sind zu den Achsen des Ver
schiebungsellipsoides. Was hier für die homogene Deformation in einem Punkte 
gefunden wurde, gilt in entsprechender Übertragung, wenn die Deformation in 
einem endlichen Raume homogen ist. 

Auf Grund der auf Seite 15 gegebenen Definition der Dehnungen (Quet
schungen) können wir nunmehr auch sagen, daß in den Hauptdeformationsrich
tungen drei extreme Werte der Dehnungen (Quetschungen) der Umgebung des 
Punktes P des elastischen festen Körpers auftreten werden, welche in Zukunft 
mit e1, el , es bezeichnet und Hauptdehnungen genannt werden. 
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4. Die Verzerrungskomponenten als partielle Ableitungen der 
Verschiebungskomponenten. 

Wir wollen nunmehr die notwendig bestehenden Zusammenhänge der auf 
Seite 14ff. definierten Verzerrungskomponenten exx , e"y, ezz , eXY ' eyZ ' ezx im 
Punkte P des elastischen festen Körpers mit den Verschiebungskomponenten 
u, v, w im gleichen Punkte betrachten. 

P'G'-PG 
In der Richtung der x-Achse ist die Verzerrungskomponente durch PG 

(Abb.4) gegeben. Darin ist PG =~. Die Koordinaten des Punktes G' mit der 
Bezeichnung r{, 1/{, C'{ im Koordinatensystem x"y" z" werden aus den Gleichun
gen (2c), S. 12 erhalten, indem wir in diesen Gleichungen für 1) und C Null ein
setzen. Es wird somit für den Punkt G' 

und daher wird 

""_ (1 ' Oll" /: 
~l - \ '-::i--: i ~, \ u x/ 

P'G'= }/ ; ~. ~,~ 1:2 -L (~,')\2 ,/:2.c_ U/I' 2 "., 
, 0 ,I' ~ , r I x ~ , d ,r- ,;;-

. Oll I,dl/ ",2 _', ((,11')2 _' (äll:')'2~,} 
= ~ , 1 '- :2 ;;-,,~ + I 

Vc r!:l;/ (Ix r)X .. 

./ () 11 ' - ,/:, 1 -L --' 
- S \ I ä xj , 

(a) 

wenn wir Glieder \'on höherer als der zweiten Kleinheitsordnung yernachlässigen. 
Es ist sonach 

Almlich erhalten .wir (6) 

'Gm die Schiebung parallel zur x y-Ebene zu erhalten, fassen W11' den 'V'inkel 
G' P' C' ins Auge, den wir uns auf die x' y'-Ebene proji- p G, 
zieren, wodurch wir die Darstellung in Abb. 9 erhalten. I I ~ , '" x 

Die Qu,,,'ciehe üb" d,n Bu,h,'ab,n G', C', P' aull,n auf r~' 
die P",j,k';nn d" ""',,!fend,n Raum!,unk', hind,u'en. u . '2 .~'- /1' 
Nennen wir den Winkel G' pt C' = ; - i., die gerichteten C.".,L_"",C' 
Strecken P'G' = m, P'C' = n, so können wir nach den 

Y' Regeln der analytischen Geometrie schreiben Abb, 9. 

( :7 \ 
cos \ ~2 - }.) = cos (m f') cos (11 f') + cos (m t)') cos (n t)') + cos (m ö') cos (n ö') . 

Nun sind bei Rücksichtnahme auf die Gleichungen (:2c) , und weil für den 
Punkt C ~ == C = 0, die Koordinaten des Punktes C' im Koordinatensystem 
x" y" z" durch 

1)~ = ( 1 + ~~) ~ , (b) 
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gegeben und daher 

c" (1~ a.u)~ 
~1 ,\ vX 

P'G' = cos (m! ) = (---;;U) . 
,1+-d· ~ 
\ x 

ou 
~~ (') dY 1] 
p'c,=cosn!=( dV)' 

\1+ riy 1] 

( OV) 
" 11+-(j' 1] 

1]2 ,\ Y 
P'C' = cos (nt)) = -( ~OV) , 

1+-.. -1] 
dy 

dw. 
1;'<; ,7fY 1] 

P'C' = cos (n ;) ) = ( dV) 
1-1-- 1] . dy 

Es wird somit 

du dv OW OW 

• ( ;1 ) 0 Y () x 75X 7iY 
sm A = cos 2" -}. = ~~ Uv + 1 + du + -(1 -"-_du)····(1 + dV) 

Oy ox dx rJy 

= du (1 + ~\)-l + rlV (1 + OU\)-l + rJw rJw (1 + d1l)-1 (1 + ~\),-l 
d Y \ ,] Y d x \ d .1' ().1' rJ Y () x 0 Y 

oder 
,]U ,]u 

). = ex y = 7iY + dX ' (7) 

wenn wir Glieder von höherer als der ersten Kleinheitsordnung vernachlässigen. 
In der Abb. 9 stellt GG' die Komponente der Verschiebung des Punktes G par-

allel zur y-Achse, d. i. v + ;~~, und ce' die Komponente der Verschiebung des 
an . - av 

Punktes C parallel zur x-Achse, also u + ;;--17 vor. Demnach wIrd 1 G' = -)- ~ 
uy (X 

- an - ( iJn \ - ( aV) av 
und 2 C' = oy 17, wobei P' 1 = 1 + OX)~, P' 2 = 1 + ay 1] ist. ax mißt da-

her den Winkel 1 P' G', ~; den Winkel 2 P' C', wenn Größen zweiter Kleinheits

ordnung nicht berücksichtigt werden, und ~: + ~; = }. stellt die Änderungen 

des rechten Winkels 1 P' 2 vor. Es ist somit die Winkeländerung des rechten 
Winkels GPC im Raum infolge der Kleinheit von u, v, w durch die Änderung 

des Winkels in der Projektion ersetzbar. Zu der Beziehung A = eXY = ~; + ~: 
können wir die 2 ähnlichen auf die Schiebungen f-l = ey z' 'I' = ez x in den Ebenen 
yz und zx bezüglichen Beziehungen sofort hinschreiben, indem wir zyklisch 
permutieren; wir erhalten dann 

av aw I f-l = eyZ Tz + ay' 
aw an 

v = ezx = fiX + Tz . 
(7) 

Aus den Beziehungen (6) bzw. (7) können die Verzerrungskomponenten in drei 
aufeinander normalen Richtungen und parallel zu drei aufeinander normalen 
Ebenen in jedem Punkte P bestimmt werden, wenn wir u, v, wals Funktionen 
der Koordinaten x, y, z gegeben haben. 
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5. Einführung der Verzerrnngskomponenten bzw. Hauptdehnungen 
in die Gleichung des Verschiebungsellipsoides. 

Die Gleichung (5a) des Verschiebungsellipsoides kann bei Benützung der Be
ziehungen (6) und (7) in der Form 

r2 = (1 - 2 eu ) ~"2 + (1 -2 eyy ) 1'/,2 + (1 - 2 ezz ) '''2 - 2 ~"1'/, eXY 

(5b) 

geschrieben werden. Die Gleichung der genannten Fläche ist in jedem Punkte P 
des elastischen Körpers gegeben, wenn man den Verzerrungszustand als Funk
tionen der Koordinaten x, y, z kennt. Legen wir in jedem Punkte das Koordi
natensystem x' y' z' von vornherein in die Deformationshauptrichtungen (es 
wird dann mit rx'ß'y' bezeichnet), so existieren nach einer oben gemachten Be
merkung für die diesen Achsenrichtungen entsprechenden unendlich kleinen 
Prismen keine Schiebungen. Es werden sonach in der Beziehung (5b) die die 
Schiebungen enthaltenden Glieder verschwinden, an Stelle der Verzerrungs
komponenten eXX,eyy,eZZ sind die Hauptdehnungen el' e2, e3 und an Stelle von 
~",17""" die neuen Koordinaten rx",ß",y" einzuführen, welche sich auf das 
Koordinatensystem rx" ß" y" beziehen, in welches das Koordinatensystem rx' ß' y' 
bei der Parallelverschiebung PP' übergeht. Demgemäß lautet jetzt die Gleichung 
des Verschiebungsellipsoides 

r2 = (1 - 2 el) ex"2 -j-- (1 - 2 e2) ß"2 + (1 - 2 e3) y"2 , (5c) 

welche die :1Iittelpunktsgleiehung eines drei achsigen Ellipsoides bezogen auf die 
Hauptachsen desselben darstellt. 

Die Achsen rx", ß". y" sind zwar, wie eine genauere Analyse lehrt, nicht die Hauptachsen 
der Fläche, weil das Achsentripel rx' ß' y' vor der Deformation nicht in die Achsen rx", ß", y" 
nach der Deformation übergeht, sondern in solche, die gegenüber rx" ß" y" um unendlich 
wenig verdreht sind, doch ist die Kleinheitsordnung dieses Yerdrehungswinkels derart, daß 
das in den Gleichungen (5c) nicht zum Ausdrucke kommt. 

Die halben Achsen des Verschiebungsellipsoides haben demnach die Größen 

r 
a = ~_= = r (1 + el) , 

11- 2 e1 

b = ~- = r (1 + e2 ) , 
II - 2 e2 

r . 1 
C = ---:== = r ( + e3 ) • 

ll-2e3 

rel' rez, re3 sind die Verlängerungen bzw. Verkürzungen, welche der Radius l' 
der Kugel (a) (S. 26) in den Hauptrichtungen erfahren hat, da el' e2 , e3 sich auf 
die Verlängerungen bzw. Verkürzungen der Längeneinheit beziehen. Die Glei
chung des Verschiebungsellipsoides kann schließlich in leicht ersichtlicher Weise 
noch in der Form 

CI.." 2 ß" 2 y" 2 

1 = r2(1 + e1)2 + r2(l + e2 )2 + r2(1 + e'l)2 (5d) 

angeschrieben werden. 

1) a. Das Verschiebungsellipsoid vom Standpunkt der Vektor-Algebra. 

Das Verschiebungsellipsoid kann unter dem Gesichtswinkel der Dyadentheorie behandelt 
werden, wenn man sich erinnert, daß jede Dyade unter dem Bilde einer Fläche zweiter 
Ordnung angesehen werden kann (S. 13ff.). In diesem Sinne ist die Verschiebungsdyade 
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'P in der vektoralgebraischen Gleichung r" = 'Jf r, welche die lineare Zuordnung eines Vektors 
t" = i';-" + jr)" + fC" zum Vektor r = i';- + in + fz ausspricht, geometrisch ausgelegt 
bereits der Ausdruck dafür, daß eine Kugel mit dem Radius r = a vor Deformation in das 
Verschiebungsellipsoid nach der Deformation übergehen muß. 

6. Bestimmung der Dehnung in beliebiger Richtung, wenn der 
Verzerrungszustand für einen Elementarkörper vorliegt. -

Verzerrungsfläche. 
Die Dehnung in einer beliebigen Richtung PE (Abb.4) ist gegeben, wenn 

die Verzerrungskompomenten für das beliebige unendlich kleine Prisma 
PABCDEFG gegeben sind: denn wenn r = PE, wobei r = i~ --;-- j/) ~ f~ 
nach der Deformation in P' E' mit r" = i~" + jJ( + f~" übergeht, so ergibt 

sich definitionsgemäß die Dehnung in der Richtung r mit ~~.l' = err . Nun 
r 

ist r" = 11 ~"2 +~172+ ~;t2 und mit Benützung von (2c) auf S. 1:2 

iJv ;_-2 

iJ _: " 

also bei leicht ersichtlichen Yernachlässigungen und Beachtung von (6) und (7) 

r" 2 = ~2 + r;2 --L ~2 --L :2 r ~2 e a + 1/ ey y + ~2 ez z + ~ 1) ex " --L )1 ~ e y z --L C ~ ez xJ , 

r" =rl/~-+:2~;:exx+ '}""eyy-T-~ezz-+~leXy+1:':~~z+ 1}(;Z~:' 
~ennen wir die Richtungskosinusse des Vektors r im Koordinatensystem :r' y' z' 
der Reihe nach cos l, cos m, cos n so ist 

; = r cos 1, 1) = r cos m , ;-
" = rcos 11 

und wir können, wenn wir die Quadratwurzel im zuletzt angeschriebenen Aus
druck von r" als Potenz in eine unendliche Reihe entwickeln und Glieder mit 
höherer als der zweiten Kleinheitsordnung vernachlässigen, 

r" = r [1 + exx C08 2 1 + ey y C082 m + ez z C08 2 11 + CO;y co-" 1 cos m 

--;-- e_yZ cos m cos n + €z",COS 11 COS IJ 
schreiben, woraus 

r" - r 
-/-. - = er I' = Cxx cos2 l -j- Cyy cos2 m + €z z C082 n + [Xy cos I cos m 

+ eYZcosmcosn + ezxcosncosl (8) 

folgt. Die Beziehung (8) läßt die Dehnung in einem Punkte in einer beliebigen 
durch cos 1, cos m, cos n festgelegten Richtung bestimmen, wenn die Verzerrungs
komponenten für das beliebige dem Koordinatensystem entsprechende unendlich 
kleine Prisma gegeben sind. Denken wir uns für die verschiedenen möglichen 
Richtungen von r Strecken Q vom Punkte P aus in den Richtungen raufgetragen, 

derart, daß e2 = ±!~, d. h. e verkehrt proportional ist der Quadratwurzel aus 
err 

der Dehnung err (das zweifache Zeichen in dem Ausdrucke für e erklärt sich 
daraus, daß err positiv oder negativ sein kann), so erhalten wir, indem wir durch 
alle Endpunkte von e eine Fläche legen, die Verzerrungsfläche im Punkte P 
des Körpers. Ihre Gleich~ng wird aus (8) erhalten, ~ndem wir err dur~h_ Q_ aus-

drücken und Q cos 1 =~, e cos m = 1), Q cos n = , setzen, wobei ~,r" C die 
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laufenden Koordinaten der Fläche vorstellen sollen. Die Gleichung der Ver
zerrungsfläche ist sonach 

± k2 = e",x [2 + eyy ~2 + ezz [2 + e",'11 [~ + e1lz ~ t + e." C ~, (9) 

sie hat die Eigenschaft, daß jeder Punkt derselben mit P verbunden, eine Strecke 
ergibt, deren Zahlenwert verkehrt proportional der Quadratwurzel der Dehnung 
ist, die der Richtung der Strecke entspricht. Die Verzerrungsfläche ist eine 
Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung, deren besondere Gestalt vom vorliegenden 
Verzerrungszustand abhängig ist. Beispiele werden weiter unten folgen. Legen 
wir die Achsen der Fläche (9) in die Hauptdeformationsrichtungen (x', ß', y' 
einer unendlich kleinen um P beschriebenen Kugel von Radius r, so nimmt deren 
Gleichung die Form 

(9a) 

da für diese Richtungen die Schiebungen verschwinden und die Dehnungen 
zu Hauptdehnungen werden. Die reellen oder imaginären Hauptachsen der 
Fläche (9) bzw. (9a) sind ihrer Größe nach durch 

k 
a 2 = .-== 

1= e1 

I: 
C 2 = --== 

l± f 3 

bestimmt, worin die negativen Zeichen zu nehmen sind, wenn die Hauptdehnungen 
negativ sind, also Verkürzungen pro Längeneinheit vorstellen. 

'Vir können nunmehr auch allgemein diskutieren, was für eine Fläche zweiter Ordnung 
die durch die Gleichung (9a) dargestellte für die verschiedenen Möglichkeiten der Zeichen 
der Hauptdehnungen ist. Sind el' e2, e3 gleich bezeichnet, so ist die Verzerrungsfläche ein drei
achsiges Ellipsoid (eventuell ein Hotationsellipsoid oder eine Kugel); das positive Zeichen 
von k" in der zugehörigen Gleichung (ga) ist zu nehmen, wenn die Hauptdehnungen posi
tiv sind, das negative Zeichen von k2 , wenn die Hauptdehnungen negativ sind. 'Venn 
e1 > 0, e2 < 0, e3 < ° ist und das positive Zeichen für k2 genommen wird, so erhalten wir 
ein zweischaliges Hyperboloid, dessen reelle Achse in die Richtung von e1 fällt; nehmen wir 
das negative Zeichen von k 2 , so erhalten wir ein finschaliges Hyperboloid, dessen imaginäre 
Achse mit der Richtung e1 zusammenfällt; in dem gemeinsamen Asymptotenkegel der 
genannten Flächen wird die Dehnung zu Null, zur einen Seite dieses Kegels sind die 
Dehnungen positiv, zur anderen Seite negativ. Offenbar können wir völlig allgemein sagen, 
daß bei ungleich bezeichneten Hauptdehnungen stets zwei Flächen, ein einschaliges und ein 
zweischaliges Hyperboloid, für die übersichtliche Darstellung des Dehnungszustandes in der 
L"mgebnng eines Punktes herangezogen werden müssen. 

7. Bestimmung der Hauptdehnungen aus dem Yerzerrungszustand 
für einen Elementarkörper. 

Unter Zuhilfenahme der Gleichung (8) können wir jetzt die Größe der Haupt
dehnungen und deren Richtungen vor der Deformation bestimmen. Zu diesem 
Behufe brauchen wir nur die relativen Extremwerte von ern das als Funktion 
der Kosinusse von l, m, n angesehen wird, unter der Bedingung aufzusuchen, daß 

cos2 1 + cos2 m + CO,,2 n = 1 (a) 

sein muß. Nach bekannten Regeln muß also err - f (cos 2 l + cos 2 m + cos 2 n - 1) 
ein Extrem werden, d. h. es müssen die Bedingungen 

- de.'----_ -f-~-O 
d(cc8m) d(co8m) - , 

de" f 8g .. ---- ---0 
8(C08 n) 8(cos 1/) - , 

erfüllt werden, wenn t ein zu bestimmender Faktor und g = cos 2 l + cos2 m 
+ cos 2 n - 1 ist. Führen wir die Bedingungen für das Extrem aus, so erhalten wir 

Giftler, .\Iechanik. 3 
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e",,,,cos l + e;v cos m + e;, cos n = t cos l, I 
ex • l + + e". t 2 cos eil 11 cos m 2 cos n = cos m , I 
e;, cos l + e2z cos m + e .. cos n = t cos n . 

(10) 

Wenn wir die erste der erhaltenen Gleichungen (10) mit cos l, die zweite mit 
cos m, die dritte mit cos n multiplizieren und addieren, und die Beziehung (8) bzw. 
die Bedingung (a) beachten, so sehen wir, daß t = err gesetzt werden muß. Die 
Größen err cos l, err cos m, err cos n stellen die Komponenten in den Richtungen 
der Achsen x', y', z' von Dehnungen in der Richtung t vor. Die Gleichungen (10) 
im Vereine mit der Bedingung (a) sind 4 Gleichungen, mit den Unbekannten 
cos l, cos m, cos n und err , für das wir im folgenden kürzer e setzen wollen. Die 
Gleichungen (10) geben für e nur reelle Auflösungen, wenn die Determinante 
der in denselben bei den Richtungskosinussen stehenden Koeffizienten ver
schwindet, d. h. 

e",,,,- e, 
exv e •• 
2 2 

e •• ellll - e, euz 2 2 =0 (11) 

erz e., 
2 2 ezz - e 

erfüllt ist. Das ist eine Gleichung dritten Grades mit der Unbekannten e zur Be
stimmung der 3 Hauptdehnungen e1, e2 , e3 , wenn für ein beliebiges unendlich 
kleines Prisma im Punkte P der Verzerrungszustand gegeben ist. Die Bestim
mung der zugehörigen Richtungskosinusse der Achsen erfolgt unter Zuhilfenahme 
der aus den Gleichungen (10) sich ergebenden Beziehungen 

1 ex 'lI . el'Z 
ex x cos + '"2 cos m -t- '"2 cos n 

e.. l I ey z 2 cos + e •• cos m T '"2 cos n 

cos l cosm 

eXZ l ey • '"2 cos + '"2 cos m + e •• cos n 

cosn 
(l1a) 

bei Einhaltung der Bedingung (a). 
(lla) und (a) bestimmen die Richtungen der Achsen des Verschiebungsellipsoides, wenn 

von der oben angedeuteten, aber als zu weit führend nicht bewiesenen Verdrehung (S. 31) 
abgesehen wird. 

7 a. Die Verzerrungsfliiche in vektoralgebraischen Zeichen. 

Auf die Existenz einer Verzerrungsfläche und deren Gleichung ist sehr einfach vom Stand· 
punkt der Vektoralgebra zu schließen. Mit Rücksicht auf den Punkt 6 und die Gleichung (10) 
können wir schreiben 

~-u=re .. =re .. cos l= e • .,~+te..,TJ+te ... C, 

Vl- v=re.,,=re .. cosm=tezo~+ eHTJ+te".C, 

w1 - W = r e .. = r e .. cos n = t eu ~ + t e .. TJ + e •• C, 
(12) 

worin e .. die bezogene Dehnung in der Richtung t und e. x , e •• , e .. deren Projektionen auf 
die Achsenrichtungen x', y', z' bedeuten. Diese Beziehungen sind aber auch in Dyadenform 
zu schreiben: 

(12a) 
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Dabei bedeuten Ur die Verlängerung in der Richtung r vor der Deformation oder auch eine 
bezogene Dehnung in der Richtung r, wenn reinen Einheitsvektor vorstellt, und A eine 
lineare Vektorfunktion, die symbolisch durch 

A = exx -~- ex y t exz 

-~- ex 11 eyy t eyZ (12b) 
-~ ex z t eyZ ez z 

dargestellt wird, A ordnet den Vektor r linear dem Vektor ur zu und kann offenbar untcr dem 
Bilde einer Fläche zwciter Ordnung, d. i. der Verzerrungsfläche, begriffen werden 1. 

8. Zusammenhang der Verzerrungszustämle für verschiedene 
unendlieh kleine Prismen in einem Punkte. 

Es liegen die Verzerrungskomponenten e"'J" eyy , ezz , eXY' ey", ezx in einem 
Punkte Pmit Bezug auf ein Koordinatensystem .l'Yz bzw . .l"Y'z' (Abb.lO) ge
geben vor. Es sollen die Verzerrungskomponen
ten mit Bezug auf ein Koordinatensystem X Y Z 
bestimmt werden, das mit Bezug auf das Koor
dinatensystem x' y' z' durch die Richtungskosi
lllIsse seiner Achsen, und zwar für die X -Rich
tung durch CI.", CI.!i' Cl. z' für die Y-Richtung durch 
ßx' ßy, ßz und für dieZ-Richtung durch Yx YY' Yz 
festgelegt erscheint. Es gilt somit 

(a) 

als Zusammenhang zwischen den Koordinaten 
:r', y', z' und X, Y, Z. Aus der Gleichung der y 
Verzerrungsfläche (9) (S. :33) erhalten wir durch 

-----;;..x' 

Abb. 10. 

Einsetzen der Koordinaten ~,~, " die jetzt mit x', y', z' bezeichnet sind, mitte1st 
der Transformationsgleichungen (a) und Ordnung nach Potenzen von X, Y, Z 
die transformierte Gleichung 

± k~ = X2 [exxCl.~ + eyyCl.~ + ezz Cl,;+ e;ryCl.xCl.y + eyzCl,yCl. z + ezxCl.zCl.x] 

+ Y 2 rexx ß; + eyyß; + ezzß;-+-- eXyßxßy..L eyzßyßz + ezxßzßx] 

+ Z2 rexxY; + eyyy; + ezzy; + e;ryYxYy + eyzyyyz + ezxyzYx] 

+ X Y [2 exxCl.xß;.; + 2 eyy Cl,yßy + 2 ezz Cl. z ßz + eXY (Cl.xßy + Cl.yßx 

+ eyZ (Cl.yßz + Cl.zßy) + ezx(Cl.zßx + Cl.xßz)] (9b) 

+ YZ[2exx ßxYx + 2e yy ßyyy -+-- 2ezz ßzyz + eXy(ßxYy + ßyYx) 

+ eyZ (ßy Yz + ßz Yy) + ezx (ßz Yx + ßxYz)] 

+ ZX [2exx Yx Cl..,; + 2e yy y y Cl. y ..!.. 2ezz Yz Cl. z + eXY (y"Cl. y + Yy(J..,) 

+ eyZ (Yy Cl. z + Yz Cl. y) + ezx (Yz Cl.x + y"Cl. z)]' 

1 Die Beziehungen (12) für die relativen Vcrschiebungskomponentell sind, weil sie auf 
der Gleichung (8) aufgebaut sind, nicht so gen au wie die Ausdrücke (1) auf S. 11. Da
her ist die Dyade (12a) von der Deformationsdyade (fj in Gleichung (3) auf S. 13 ver
schieden. In letzterer ist noch implizite die jetzt nicht berücksichtigte Verdrehung des 
Achsensystemes rx", ß", ,,/', von der im Punkte 5 (S. 31) die Rede war, enthalten. 

3* 
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Mit Rücksicht auf die für jedes Koordinatensystem gültige Form (9) müssen 
die in den Klammern stehenden Ausdrücke der Gleichung (9b) die Verzerrungs
komponenten mit Bezug auf das Koordinatensystem X Y Z vorstellen. Wir er
halten somit als Beziehung zwischen dem Verzerrungszustand, der sich auf das 
Achsensystem X, Y, Z bezieht, und jenem bezogen auf das Achsensystem x' y';:' 
die Gleichungen 

ex x = exx oc~ + eyy oc; + ez z oc; + eXY OCx OC y + ey z OC z OC y + ezx OCx OC z , 

ey y = exxß; + eyyß~ + ezzß; -+- eXyßxßy + eyzßyßz + ez,ßzßx, 

ezz = exxY;' + eyyy~ + ezzy; + e"yyx}'y + eyzYyYz -+- ezxYzY;n 

eXY = 2exx ocx ßx + 2e yy oc y ßy -L 2e zz oczßz + eXy(Q(xßy + ocyßx) 

+ eyZ (ocyßz + Q(zßy) -+- ezx(xzß", -+- Q(xßz) , (13) 

eyZ =2exxßxYx+2eyyßyYy+2ezzßzYz+eXy(ßxYy+ßyYx) 

+ eyZ (ßyYz + ßzYy) + ezx(ßzYx -+- ßxYz}' 

ezx = 2exx Yx ocx + 2eyy y y oc y + 2ezz Y z oc z + eXY (YxQ(y + YyQ(x) 

+ eyZ (ocyYz + Q(zYy) + ezx(ClzYx + ocx)'z)· 

Den Inhalt der Gleichungen (13) können wir so aussprechen: der Verzerrungs
zustand in einem Punkte eines elastischen Körpers ist gegeben, \venn wir den 
Verzerrungszustand für ein beliebiges unendlich kleines Prisma kennen. Verlegen 
wir die Achsen X, Y, Z in die Deformationshauptrichtungen Q(', ß',)" so muß 
in (13) 

exx = e1 , erJ" = e2 , ezz = e3 , eXY = 0, eyZ = 0, ezx = 0 

gesetzt werden. Wir erhalten somit die Hauptdehnungen e1 , e2 , e3 in einem 
Punkte P ausgedrückt durch die Verzerrungskomponenten für ein beliebiges im 
Punkte P konstruiertes unendlich kleines Prisma aus den drei ersten der folgen
den Gleichungen 

e1 = ea·x Q(; + e.yy Q(; + ... + ezx Q(x Q(z, 1 
e2 = exxß~ -+- eyyß; + ... ..L ezxßzß, .. 

e3 = exxY; + eyyy~ + ... + ez"Yz)'x' 

0= 2.exx ocxßx + 2eyy x y ßy-+-' .. -+- ezx (Xzßx+ Q(xßz)' j 
0= 2exaßxYx+ 2eyy ßy)'y-+-' .. + ezx(ßzYx+ ßxYz)' 

0= 2exx Yx(Xx+ 2eyy )'yocy+··· + ezx(Clz)'x+ Clx)'z), 

(14) 

wenn die 9 Richtungskosinusse der Hauptdeformationsrichtungen mit Bezug 
auf ein beliebiges Koordinatensystem x', y', z' bekannt sind. Sehen wir sie als 
unbekannt an, so stellen die Gleichungen (14) 6 Gleichungen mit 12 Unbekannten 
vor. Die fehlenden 6 Gleichungen folgen aus der Orthogonalität der Achsen 
X, Y, Z und daraus, daß die Summe der Quadrate der Richtungskosinusse einer 
vorgegebenen Richtung gleich 1 sein muß. Die zu den Gleichungen (14) hinzu 
tretenden Bedingungen lauten dann 

oc~+(X;+(X;=I, 

ß2 -+- ß2 -~ ß2 = 1 x' y. z , 

Q(x ßx -+- oc y ßy + Q(z ßz = 0, 

ßxYx + ßy)'y + ßzYz = 0, 

)'~+y~+y;=I, )'x(Xx+Yy(Xy+Yz(Xz=O. 

(14a) 

Die Gleichungen (14) und (14a) sind gleichwertig den Gleichungen (11), (l1a) und 
der Bedingung (a) im Punkte 7. 
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Wir können auch umgekehrt, um die Größe der Verzerrungskomponenten für 
ein beliebiges Prisma im Punkte P mit Kanten parallel zu x',y', z' fragen, wenn 
Größe und Richtung der Hauptdehnungen gegeben sind. In diesem Falle hätten 
wir von der Gleichung (9a) der Verzerrungsfläche bezogen auf die Hauptachsen, 
die wir jetzt mit rl., ß, Y bezeichnen wollen, auszugehen. Dieselbe lautet dann 

± k2 = el rl.2 + e 2 ß2 + e3 y2 • 

Durch Einsetzen der Werte rl., ß, y aus den Transformationsgleichungen 

(b) 

in die Gleichung der Verzerrungsfläche erhalten wir letztere in der Gleichungs
form (9), und durch Vergleich entsprechender Glieder ergeben sich die Beziehungen 

e;y = e1 rl.., rl.y + e2 ß., ßy + e3y",yy, 

e;'=elrl.y rl.Z+e2ßyß.+e3yyy., Jl (15) 

e;" = e1rl..rl." + e2 ß.ß" + e3 y.y". 

(15) besagt, daß der Verzerrungszustand in einem Punkte eines elastischen Kör
pers für ein beliebiges Prisma gegeben ist, wenn wir die Hauptdehnungen ihrer 
Größe und Richtung nach für den betreffenden Punkt kennen; oder die Art eines 
Verzerrungszustandes (S. 15) ist durch die Zeichen und das Verhältnis der Zahlen
werte der Hauptdehnungen, die Größe des Verzerrungszustandes bei gegebener 
Art desselben durch den Zahlenwert einer Hauptdehnung festgelegt. 

Es sei der folgende Fall einer Berechnung unterzogen. Ein dfm System x', y', z' zugeord
netes <Xl kleines Prisma erleide eine Verzerrung derart, daß nur e", e •• , e" und e,. von 
Null verschieden sind. Das entspricht einer Verzerrung, wie sie beim sogenannten ebenen 
Spannungszustand (S. 57) vorkommt. Für irgend ein unendlich kleines Prisma, das durch 
Drehung um die z'-Achse aus dem gegebenen Prisma erhalten wird, existieren dann ebenfalls 
nur die Verzerrungskomponenten exx, eyy, ezz und eXY. Für das Koordinatensystem X Y Z 
gilt nämlich (Abb. 11) dann, wenn der Winkel, den die X-AchEe mit der x'-Achse in der 
x' y'-Ebene einschließt, mit Cf! bezeichnet wird, zufolge der Gleichungen (13) 

da jetzt 

exx = eX " cos2 Cf! + e •• sin2 Cf! + eZy cos Cf! sin Cf! , 

eyy = eu sin2 Cf! + eH cos2 Cf! - ezy cos Cf! sin Cf! • 

eXY = (e yy - eu ) sin 2 Cf! + ex • cos 2 Cf!, 

eyZ = ezx = 0, 

Cl. x = cos Cf! 

ßx = - sin Cf! 

Yx =0 

Cl.. = sin Cf! 

ßy = cos Cf! 

Y. =0 

Cl., =0, 

ßz = 0, 

rz = 1. 
Y' 

z' 
(Z) 

p 
,k--r----~x· 

Abb. 11. 

Fragen wir uns, für welchen '''inkel Cf! der Wert eXY ein Extremwert wird, d. h., welches unter 
den genannten Prismen die größte Schiebung parallel zur x' y'-Ebene erfährt, so folgt die Ant
wort natürlich aus einer Extremwert-Bestimmung von eXY mit Cf! als Variabler, d. h. es muß 

iJ eXY . -----a;;;- = 0 = 2 (e •• - exx ) cos 2 Cf! - 2ezv sm 2 Cf! , 
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oder 

Uy d x 
de rJu 

Uy dx 

Demgemäß existieren 2 aufeinander normale Flächenelemente, deren Richtungsnormalen 
aus der zuletzt abgeleiteten Gleichung bestimmbar sind, für welche die Schiebungen extreme 
'Werte erlangen. 

9. Raumänderung eines Elemelltarköl'pers. Kubische Dilatation. 
Wir fragen uns um die Änderung des V 01 umens eines unendlich kleinen recht

winkeligen Prismas, dessen Kanten von der Größe ~, rJ,' parallel sind zu den 
Achsen x, y, z und das vor der Verformung rechtwinkelig ist. Das Volumen des 
Prismas ist vor der Verformung durch v = ~11' gegeben; nach der Verformung 
sind die Vektoren i~, jrJ, t, in die Vektoren 

II = d 1 + 0), 11; ~ + j ~ v ~ + f .drJ. /I' ~ , 
\ (X) uxx 

,äu .f, dt·\ _, ,rJU'. 
b = 1-)-1) + ) \ 1 ! -j,-111 ! f", 11, 

(y , 'y! uy 

C = i ~ ~ ,+ j .:~ ~ ~ + f (1 + ~ ~') ~ 
übergegangen [Gleichung (2c), S.12]. Das Volumen VI nach der Deformation 
ist nach einer bekannten Formel als skalares Produkt zwischen dem Vektor n und 
dem Vektorprodukt b X c darstellbar, d. h. es muß sein: 

( rJ u \ rJ /' (j /1' 
( 1 ..L - I. -.-. 
\ 'UX)' dx rJx 

';/1 

äy' 

rJ/i 

dz ' 

( Clv\,;w 
1\1+ ,;y)' Cly, 

,;v ou·1 
cJz' 1 + OZ ' 

Berücksichtigen wir nur Glieder vierter Kleinheitsordnung, so ergibt sich 

- cJu ,; t' oU'l 
VI = ~ 1) , !c 1 + d x + 0 y + iJz = ~ rJ '(I + e) , 

wenn e = e x x + e y y + e z z gesetzt wird. Die Änderung des Volumens pro Volumen
einheit ist durch 

VI - v ,;U (h', cJu' . 
-- = e = exx + eyy + ezz = -rJ' + '" -t- ;) = dtv b , (16) v x uy uZ 

d. h. als Summe der drei Dehnungen (Quetschungen) e x x, e y y' ez z in 3 aufeinander 
normalen Richtungen, oder wie man sich in der Vektoralgebra auch auszudrücken 
pflegt, als "Divergenz" desVerschiebungsvektors b gegeben. Die Größeeheißt 
kubische Dilatation und ist eine Funktion der Koordinaten x, y, z, in kinetischen 
Fällen auch der Zeit. Aus den ersten drei Gleichungen (14) folgt durch Addi
tion, wenn man beachtet, daß für das Koordinatensystem x', y', z' 6 Gleichungen 
von der Form (14a) erfüllt sein müssen, daß die Raumdilatation invariant, d. h. 
unabhängig von der Wahl des Koordinatensystemes, also für jedes beliebige an 
den Punkt Pankonstruierte unendlich kleine Prisma dieselbe ist. 
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10. Anwenclungen auf häufig vorkommende BeansIH·uchungsarten. 
Wir wollen 2 besondere Arten von inneren Beanspruchungen, die in der 

Technik häufig vorkommen, einer näheren Betrachtung vom Standpunkte der 
ihnen zugeordneten Kinematik unterziehen. 

a) Beanspruchung auf Zug oder Druck eines geraden Stabes. Infolge der 
Beanspruchung eines Stabes auf Zug oder Druck, welche den einfachen Span
nungszuständen nach Abb. (ja (S. 19) entsprechen, erleidet ein beliebiges un
endlich kleines Prisma, welches parallel zur Stabachse herausgeschnitten ge
dacht ist (bezüglich Koordinatensystem und Festlegung des einen Stabendes 
s. S. 15fL), einen Verzerrungszustand, der für die Druckbeanspruchung (Kanten 
parallel zur Druckrichtung werden verkürzt, jene normal zur Druckrichtung 
werden verlängert) entgegengesetzt bezeichnete Verzerrungskomponenten im 
Vergleich zu jenen für die Zugbeanspruchung auf S. 16 beschriebenen zeigt. 
Ein beliebiges Prisma nach der Deformation ist gegenüber jenem vor der 
Deformation parallel und normal zur Stabachse verschoben. Die zur Stab
achse normale Ven;chiebung erfolgt bei der Zugbeanspruchung zur Stab
achse hin, bei der Druckbeanspruchung von der Stabachse weg. Die Prismen 
in der Stabachse erleiden nur eine Parallelverschiebung, jene, die der festen 
Endfläche angehören, nur eine Verschiebung normal zur Stabachse. Die Defor
mationshauptrichtungen fallen in die Kantenrichtungen des Prismas hinein, 
d11 keine Schiebungen vorhanden sind. Die Hauptdehnung, welche den Kanten 
prtrallel zur Stabachse entspricht, heiße el' die Hauptdehnungen der zur Stab
achse normalen Kanten seien e2 und e3 genannt. Aus Symmetriegründen muß 
e2 = e3 Rein (man denke sich statt des Prismas eine um P beschriebene unendlich 
kleine Kugel). Da der Verzerrungszustand ein homogener im ganzen Bereiche 
des St11bes (S.16) ist, ist das Verschiebungsellipsoid in allen Punkten je ein 
Hotationscllipsoid, mit denselben Größen der Achsen und der Rotationsachse 
parallel zur Stahachse. Wie wir später noch genau besprechen werden, besteht 
für viele Stoffe zwischen der Dehnung in der Zugrichtung und den Quetschungen 
normal hierzu, ein aus der Erfahrung durch Messung sich ergebender Zusammen-

hang, derart, daß e2 = e3 ~~ ~ ~ el' wobei der positive Zahlenwert m von der 
rn 

Art des Stoffes abhängig ist und z. B. für Metalle gleich 1~ gesetzt werden kann 

(S. 83). Machen wir von diesem Naturgesetz Gebrauch, so hat das Verschiebungs
ellipsoid, in welches eine um P beschriebene Kugel a von unendlich kleinem 
Radius r übergeht, zufolge (fiel) auf S. 31 die Gleichung 

r.t.,/I 2 ß" 2 -+_ ?''' 2 
1 = --;; -----2 + ,- - . 

r-(l+e1 ) r2(1-~) 

In Abb.12 ist das Verschicbungsellipwid E für den Fall der Beanspruchung 
auf Zug gezeichnet. 

Die Verzerrungsfläche [(9a), S. 33] bezogen auf die Hauptrichtungen hat 
nach dem Gesagten die Gleichung 

± k2 = el X'2 ~ (y'2 + Z'2)!2 • 
m 

Für die Darstellung dieser Gleichung wollen wir eine Druckbeanspruchung zu
grunde legen (eI negativ). Die Verzerrungsfläche besteht dann aus einem ein
schaligen und einem zweisehaligen Rotationshyperboloid A, bzw. B (Abb. 13), 
deren Rotationsachscn in die x-Richtung faJlen, mit gemeim;amem Asymptoten-
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kegel C. Nehmen wir zunächst auf der linken Seite der letzten Gleichung 
das positive Zeichen, so erhalten wir das einschalige Hyperboloid A. Der Schnitt 

mit der y' z'-Ebene ist ein Kreis mit dem Radius k V m = Pb =Pa. DieSchnitte - ej 

z'(yJ 

z'(t7 

Ab1>. 12. 

mit der x' z'-Ebene bzw. der x' y'-Ebene sind Hyperbeln h, h' mit den Halbachsen 

kund k 1 / m , aus deren Größenverhältnis die Richtungen der Asymptoten r-el Y-el 
folgen. In den Richtungen der Erzeugenden des Asymptotenkegels C sind die 

z' 

A1>b. 13. 

k2 
Dehnungen Null, da dann (! unendlich groß wird ((!2 = ± --, S. 32). Die größten 

er> 
positiven Dehnungen (e 2 = e3) sind in den Richtungen der Radien des Schnitt
kreises des Hyperboloides mit der y' z'-Ebene vorhanden, da dort I] am klein
sten wird. Von diesem Kreis aus nehmen die Dehnungen gegen den Asym
ptotenkegel ab, um in den Richtungen der Erzeugenden dieses Kegels zu ver
schwinden. Über den Asymptotenkegel hinaus werden die Dehnungen negativ. 
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Für die negativen Dehnungen muß k2 auf der linken Seite der obigen Gleichung 
mit negativem Zeichen versehen werden, wir erhalten dann ein zweites, zwei
sehaliges Rotationshyperboloid B, dessen Schnitte mit der x' z' - bzw. x' y' -Ebene 
Hyperbeln mit denselben Größen der Halbachsen wie beim einschaligen Hyper
boloid sind, nur Rind imaginäre und reelle Achsen miteinander vertauscht. Der 
Asymptotenkegel ist der gleiche wie früher. Die reelle Halbachse dieses Hyper-

boloides PC = PD = . k - entspricht der dem Zahlenwerte nach größten Quet-
t- e1 

schung e1• Von dieser Achsc gegen den gemeinsamen Asymptotenkegel C nehmen 
die Quetschungen dem Zahlenwerte nach ab, um in demselben Null zu werden. 
Der Asymptotenkegel C heißt auch der Schiebungskegel, weil in ihm für un
endlich kleine Prismen mit Kanten parallel zu den Erzeugenden dieses Kegels 
nur Schiebungen aber keine Längenänderungen seiner Kanten auftreten. Die 
Schiebungen im Asymptotenkegel sind mit Hilfe der Gleichungen (15) berechen
bar. Dabei ist nur zu beachten, daß jetzt ocx' OC y, OCz die Riehtungskosinusse vor
stellen, welche die in die x' z' -Ebene der Abb. 13 hineinfallende Erzeugende 
des Asymptotenkegels mit der x'-Achse einschließt. ßx' ßy, ßz, Yx' yy, Yz beziehen 
sich auf die Richtungskosinusse der Achse y' selbst in bezug auf das Koordi
natensystem x'y'z' bzw. auf eine Achse, die in der x'z'-Ebene normal auf der 
genannten Erzeugenden steht. Sämtliche Riehtungskosinusse sind entweder durch 
einen Winkel rp ausdrückbar, oder sie verschwinden, oder werden gleich eins (siehe 
das Beispiel auf S. 37). Praktisch von Wichtigkeit ist die Berechnung der Längen
änderungen von endlichen dem Stab angehörigen geraden Strecken, die bei 
Kenntnis der Größe einer der Hauptdehnungen auf eine einfache Integration 
hinausläuft. So sind z. B. die Längenänderungen der Kanten eines auf Zug 
beanspruchten prismatischen Stabes unter der Voraussetzung der Festlegung 
der einen Endquerschnittsfläche nach S. 15ff. durch 

gegeben, wenn ll' l2' l3 die Kantenlängen sind, Lllv ,,j l2' Lll3 deren Längenänderungen 

vorstellen. Die Verlängerungen pro Längeneinheit der Kanten ,1/1 usw. sind 
1 

natürlich, da homogene Deformation des ganzen Stabes vorliegt, den bezogenen 
Dehnungen (Quetschungen) in einem beliebigen Punkt des Stabes gleich. 

In ähnlicher Weise kann gefunden werden, daß ein auf Zug beanspruchter 
Stab mit kreisförmigem Querschnitt vom Radius r nach der Deformation einen 

Radius r 1 = r (1 - ~~) besitzt. Wählen wir bei Beanspruchung auf Zug oder 
, m 

Druck in einem Punkte P ein unendlich kleines Prisma, dessen Kanten nicht 
parallel zu den Hauptrichtungen sind, so ergeben sich die diesem Prisma ent
sprechenden 6 Verzerrungskomponenten gleichfalls mit Hilfe der Gleichungen (15). 
Die Ausführung der diesbezüglichen Rechnung wird dem Leser überlassen. 

Die kubische Dilatation in einem Punkte eines auf Zug (Druck) bean
spruchten Stabes ist zufolge der Definition auf Seite 38 [Gleichung (16)] 

im ganzen Bereiche des Stabes konstant und gleich der auf die Volumeneinheit 
bezogenen Volumeniinderung des ganzen Stabes. 
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b) Reiner Schub. Der Spannungszustand im Falle reinen Schubes in einem 
Punkte eines elastischen festen Körpers ist durch Ahh. 14 versinnbildlicht: 
Für ein bestimmtes in einem Punkte P herausgeschnittenes unendlich kleines 
Prisma sind nur Schuhspannungen parallel zn einer Prismenebene vorhanden. 
Das stark ausgezogene schiefwinkelige Prisma hat nur Schuhspanllungell parallel 
zur Ebene x' Z' auszuhalten. Es könnte der Sachverhalt auch so dargestellt. 
werden, daß die Schubspannungen in dem schwach ausgezogenen rechtwinkeligen 
Prisma eingezeichnet würden, dem dann vor der Deformation ein schiefwinkeliges 
entspräche. Jedenfalls aber ist das Prisma entsprechend der Größe der Schub
spannungen verzerrt. Die Schubspannungskomponenten müßten auf Grund 
unserer Bezeichnungsweisen Zx und X z bzw. Z~, X~ oder T zx , Txz> T~x' T~z ge
nannt werden. Wie wir später sehen werden, tritt in cinem solchen Falle 
für das herausgewählte Prisma bei bestimmter Voraussetzung über die Art des 

OU OW 
Stoffes nur einc einzige Verzerrungskomponcnte e"z - ~ az + a;, alKo eine 

z' 
1,. 

y' 

z' 

t 
I 

Ahb.14 . 

Schiebung (Winkeländenmg) parallel zur x' Z' -Ebene ein, dic übrigen Verzerrung,;
komponenten verschwinden ; da die Raumdilatation zufolge Gleichung (16) jetzt 
verschwindet, erleidet das Prisma eine bloße Gest~tltsänderullg. Die Ven;chie
bungen erfolgen derart, daß die Ebenen des Prismas, welche parallel zur 

x' z'-Ebene sind, parallel zu dieser Ebene bleiben. ER muß alRo a,v = 0, rljV = 0 
. uX ( Z 

erfüllt sein, 

OW 7iY = 0 und 

woraus wegen eyX = ~: + Z; = 0 und eZY = ~; + ~: = 0 auch 
uu 
." = 0 folgt. 
uy 

Mit Rücksicht auf die Gleichung (1), S. 11 ergeben sich die relativen Verschiebungs
komponenten mit 

uu 
u1 - U = az ' , Vi - V = 0 , d. h. VI = V, 

Die Determinante für die Bestimmung der Größe der Hauptdehnungen htlltet 
nach (11), S. 34 
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° 
ex z ' -e -I 2 : 

3+ eL - ° ° -e ° = 0, d.h. -e Te-, 
e, , 

° -e 
2 

woraus e2 = ° und el ,3 = ± e; , folgt. In der Beziehung für el ,3 soll das positive 

Zeichen der Hauptdehnung el zugeordnet sein. Es ist demnach eine Haupt
dehnung gleich Null, die beiden anderen Hauptdehnungen sind zahlenmäßig 
gleich, dem Zeichen nach verschieden (Dehnung und Quetschung). Die Rich
tung der Hauptdehnungen wird aus (ll a) bei Einhaltung der Bedingung (al, 
S. 33 leicht gefunden. Es muß sein 

cosn cosm = 0, 

woraus die Lösungen 

cos l cos 111 = 0, 

cos II =} (2-, 
cos 111 1 = 0, 

cos n l = } 12, 

COS 72 = 0, 

cosm 2 = 1, 

cos n2 = 0, 

COS2 l + cos2 rn + cos2 n = 1, 

cos 73 = - -~ (2, 
COS 111 3 = 0, 

cos n3 = -} 1i 
folgen. Das heißt die zwei Hauptdehnungen el' e3 liegen in der Ebene x' z' (wenn 
wir wollen, in der Ebene x" z") unter 43° bzw. 133° zur x'-Achse geneigt. Die 
Verzerrungsfläche wird jetzt durch zwei hyperbolische Zylinder vorgestellt, 
deren Erzeugende normal zur ,,;' z' -Ebene stehen, und deren Projektionen auf 
diese Ebene zwei gleichseitige Hyperbeln sind. Sie hat entsprechend der Glei
chung (9a), S. 33 die Gleichung 

+ 1.:2 = el a'2 + e3 y'2 = e;, (a'2 _ y'2). 

Dem positiven Zeichen links entspricht eine Hyperbel mit den Größen der Halb

achsen gleich a l = Cl = ~=, wo bei el mit der reellen Achse zusammenfällt; 

V~-2 
dem negativen Zeichen entsprechen dieselben Achsen einer Hyperbel, welche 
gegen die erstgenannte um 90° verdreht, und deren reelle Achse mit e3 zusammen
fällt. Auf Grund der Gleichungen (15) können die Verzerrungskomponenten für 
ein beliebiges Prisma ermittelt werden, wenn die Hauptdehnungen gegeben sind. 
Die Gleichung des Verschiebungsellipsoides ist, auf die Hauptachsen bezogen 

r 2 = (I - eXY ) a"2 + ß"2 + (I + eXy )y"2 

mit den Achsen 

d. h. die Radien der Kugel a (S. 26) erfahren normal zur x' z' -Ebene keine Ver
änderung. 

11. Verträglichkeits- oder Kompatibilitätsbedingullgen. 
Die Verzerrungskomponenten sind im allgemeinen wie bereits wiederholt 

angegeben, als stetige differenzierbare Funktionen der Koordinaten x, y, z anzu
sehen. Es ist klar, daß nicht beliebige 6 Funktionen von x, y, z für die 6 Verzer
rungskomponenten angenommen werden können, die zu einem möglichen Ver-
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zerrungszustand des ganzen Körpers gehören sollen. Dieselben müssen vielmehr 
der Bedingung genügen, daß für sie eine kontinuierliche, von Punkt zu Punkt 
stetig sich ändernde Verformung der unendlich vielen rechtwinkeligen unend
lich kleinen Prismen, in welche ich mir den ganzen Körper zerlegt denken kann, 
eintritt, oder mit anderen Worten, die Prismen, welche sich vor der Deformation 
stetig aneinanderschließen, sollen sich auch nach der Deformation stetig an
einanderschließen. Die Bedingungen, welche die Verzerrungskomponenten zu 
diesem Behufe erfüllen müssen, heißen die Kompatibilitäts- oder Verträglich
keitsbedingungen. Zu ihrer Herleitung wird von den Beziehungen (6) und (7) 
(Seite 29ff.) ausgegangen. Aus ihnen erhalten wir durch leicht ersichtliche 
Differentiationen 

(PU 

J x rJ y2 ' 
o2e,,-,,-_~ ~ 

ß x 0 y - ß x ß y2 + ß y ß x2 , 

woraus ~e.r x + ~eyy = ~e,,-,,--
ßy2 ßx2 ßx ßy 

folgt. In ähnlicher Weise ergeben sich 
(17al 

Ferner ergibt sich durch Differentiationen der ersten der Beziehungen (6) und 
der drei Beziehungen (7) 

ß3 U ß2 e,,!' ß'n rJ~v 

ßi[)yßz' ßxßz = (fxihjßz + (jx2(jz' 

ß3 W + ---
rJyßx2 ' 

ß2 ey , (j3 V 
(j x2- a~27Jz 

82ezx ß3 W 1 ß3 U 
ßx ßy o x2 (jy - a--;: ßy(j--;' . 

Durch Addition des zweiten und vierten dieser Ausdrücke und nachheriger 
Subtraktion des zweiten Ausdruckes von der erhaltenen Summe ergibt sich der 
doppelte erste Ausdruck, d. h. 

2 02 eu = ~ ((je" + ße" _ oeyZ ) 

oyoz ßx oz (jy ßx /. 

Ähnlich werden die Bedingungen 

2 o2 ey .y = ~ (ße y '. + ßen _ ße,,) 
ßzßx ßy,ßx ßz ßy' 

(17b) 

2 ß~7;~ = iz (~e;x + ßße~, _ ß;~y) 

abgeleitet. Die Gleichungen (17a) und (17b) stellen die Bedingungen für die 
Verträglichkeit der 6 Verzerrungskomponenten vor. 

Es liege der in Abb. 15 dargestellte HolzbaIken von rechteckigem Querschnitt, dessen 
Seiten b, h sein sollen, vor, der durch 2 in einer Ebene liegende Einzelkräfte PI und P 2 derart 
belastet ist, daß die Kraftebene die Querschnitte in einer Trägheitshauptachse des Schwer
punktes schneidet. Wie wir im praktischen Teile noch entwickeln werden, nimmt die tech
nische Annäherungstheorie in diesem Falle eine innere Beanspruchung auf Biegung und 
ebenen Schub an. Der Spannungszustand, der bei einer solchen Beanspruchung in einem 
parallel zu den Koordinatenachsen x, y, z herausgeschnittenen unendlich kleinen Prisma ent-
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steht, wird aus dem in Abb. 6 b, S. 19 dargestellten erhalten, wenn man dort die Spannungen 
y., y.~, X., X y weg läßt; Z.r und Z:c sind parallel zu den äußeren Kräften. Auf Grund von 
Näherungsrechnungen erhält man die zur Stabachse parallele Dehnung, welche der 

Spannung Xx entspricht, mit exx = :; z und die der Schubspannung Zx entsprechende 
• 

Schiebung mit exz = G~~ . In diesen Formeln ist MB das Biegungsmoment für einen Quer-

schnitt in der beliebigen Entfernung x vom linken Auflager, J. das Trägheitsmoment des 
Rechteckes mit Bezug auf die y-Achse, S das statische Moment der schraffierten Rechteck
fläche, deren Begrenzung durch den variablen Abstand z festgelegt ist, Q die Transversal
kraft in der Entfernung x vom linken Auflager, E, G bedeuten sogenannte Stoftkonstante, 
die dem Stoffe, aus welchem der Balken besteht, entsprechende Werte annehmen. Es ist 
demn:wh 

Q = la (x), 

worin 110 12' la Funktionszeichen sind. en und e .. sind somit als Funktionen von x, z festgelegt. 
Für diese Annahmen sind von den Bedingungen (17a). (17b) sämtliche mit Ausnahme der 

dritten identisch erfüllt, welche fordert, daß ~ ~ . ~ ~ = 0 ist, woraus, da seiner Bedeu-

tung nach ~:2 nicht gleich Null sein kann, ~~a = 0 folgt, d. h. die Transversalkraft müßte 

konstant sein. Bei Belastung mit Einzelkräften nach Abb. 15 ist diese Bedingung auch für 

Pr 

+ r 1/+1' ~ X 
~- _. 

74 L Y~~l tVz 
b >I 

Z 

Z 
Abb. 15. 

alle Querschnitte erfüllt mit Ausnahme jener, die den äußeren Lasten PI' P 2 und den Auf
lagerkrä.ften entsprechen, wo die Querkräfte einen endlichen Sprung erleiden. 'Vürde der 
Balken gleichförmig über seine ganze Länge belastet sein (q kg pro laufenden Meter), so 

kifnnte die Bedingung da/a = 0 nicht erfüllt werden, da dann, weil Q = q2l _ q x, a la = - q 
z dx 

ist. Für Einzelkräfte als Belastung des Balkens könnte man sonach die Resultate jener 
Näherungstheorie für Stellen des Balkens, die nicht in der Nähe von Kraftangriffsstellen 
liegen, gelten lassen, wenn man für die Zulässigkeit dieser Näherungstheorie die Bedingung 
stellt, daß die Kompatibilitätsbedingungen erfüllt sein müssen; für gleichförmig belastete 
Balken wäre die genannte Näherungstheorie vom gleichen Standpunkte aus gesehen nicht 
zulässig, außer dann, wenn der Balken mit einer unendlich kleinen Höhe h versehen ist, 

denn dann wäre ~:2 = O. Praktisch hieße das, jene Näherungstheorie wäre vom Stand

punkte der notwendigen Erfüllung der Verträglichkeitsbedingungen auch für gleichförmig 
belastete Balken noch zulässig, wenn ihre Höhe parallel zur Kraftrichtung gering ist. Auf 
Grund des De Saint Venantschen Prinzipes (S. 20 ff.) müßte aber sowohl bei Belastung des 
Balkens durch Einzelkräfte als auch bei gleichförmig verteilter Belastung desselben gefordert 
werden, daß die Breite und Höhe des Balkens im Yerhältnis zur Lä.nge desselben gering ist. 

12. Vel'~chiebungs- und Verfol'lllungsgeschwindigkeit, 
Vel'schiebungs- und VerfOl'lllungsbeschleunigung. 

Im Falle eines irgendwie in der Zeit bewegten elastischen festen Körpers (siehe 
das Schubkurbelgetriebe der Abb. 2, S. 4) können die in den Punkten 2 bis 11 
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gegebenen Erörterungen ebenfalls angewendet werden, wenn die Koordinaten 
x, y, z auf eine bestimmte Zeit t und auf den bewegten starren Körper bezogen 
werden, ferner die sehr klein vorausgesetzten Verschiebungskomponenten u, v, w, 
als }1'unktionen von x, y, z und der Zeit betrachtet, die Komponenten der ganzen 
elastischen Bewegung mit Bezug auf den starren Körper in der Lage, welche er 
zur Zeit t besitzt, bedeuten (S. 10) .. Man kann bei diesen Voraussetzungen z. B. 
von einem Verschiebungsellipsoid, einer Verzerrungsfläche zur Zeit t sprechen usw. 

Da sich u, v, w jetzt mit der Zeit ändern, so existieren auch sogenannte Ver
schiebungsgeschwindigkeiten und Verschiebungsbeschleunigungen. Die Ver
schiebungsgeschwindigkeit in einem Punkte P des elastischen Körpers kann in 
der üblichen Weise durch 

~ _ . Du ..L . ~ + f Dw 
D t - t Dt I J Dt Dt 

die Verschiebungsbeschleunigung durch 

(18) 

D2 b . D2 U • D2 V . D2 w 
-ai2 = t ar + J Dt2- + f ßt2 (I8a) 

d f · . d D b d D2 b t II d' t t I '{T h' b . h ." d' k . e mIert wer en. Tl un 7Ji2 seen le 0 a e ,ersc le ungsgesc Wln 19 elt 

bzw. totale Verschiebungsbeschleunigung zur Zeit t in einem Punkte P des 
elastischen festen Körpers vor. Die Größen 

Du 
7ft ' und 

heißen die Komponenten der Verschiebungsgeschwindigkeit bzw. Verschiebungs
beschleunigung mit Bezug auf das mit dem erstarrt gedachten Körper fest ver
bundene Koordinatensystem x, y, z llur Zeit t im betrachteten Punkte P des 
elastischen Körpers. Die totale Verschiebungsgeschwindigkeit und Verschiebungs
beschleunigung samt deren Komponenten sind selbst wieder als Funktionen 
von x, y, z und der Zeit t anzusehen!. Wenn u, v, w mit der Zeit variabel sind, 
so trifft das auch für die Verzerrungskomponenten zu. Demzufolge existieren 
dann Komponenten der Verformungsgeschwindigkeit bzw. Verformungs
beschleunigung. Erstere sind durch 

äexx D2 U iJe,y ri2r rie" D2 W 1 
dt iJxut' rit riyrit' rit rizJt' 

De. y riZu D2 V äe y , D2 V D2 1C De," = D2 W + ~ J (19) 
Tt-=dyDt+Dxdt' ---at=äzät+äyDt' dt äxDt DzDt 

darstellbar, letztere aus diesen durch nochmalige Differentiation nach der Zeit 
abzuleiten. 

Übrigens spielt insbesondere die Verformungsgeschwindigkeit auch für ela
stische feste Körper eine Rolle, die unter dem Einflusse äußerer Kräfte stehen 
und zur Zeit, wo die Kräfte ihren Endwert erreicht haben, zur Ruhe kommen 
(elastisches Gleichgewicht) oder dann zerstört werden (Bruch). Bevor der Ruhe
zustand resp. der Bruch eintritt, ändern sich die Größen u, v, w in der Zeit und 
man kann infolgedessen von einer Verformungsgeschwindigkeit sprechen. Es 
hat sich gezeigt, daß das Verhalten vieler elastischer Stoffe von dieser Verfor
mungsgeschwindigkeit in Abhängigkeit steht. 

Es soll hierzu ein Beispiel gegeben werden. Ein Stab aus Zink sei auf Zug beansprucht. 
Die Verformungsgeschwindigkeit in der Richtung der Achse des Stabes ist hier offenbar pro
portional der Geschwindigkeit, mit der eine Verlä.ngerung des Stabes eintritt. Wird diese 

1 Siehe hierzu auch Elastokinetik, S.197, Punkt 1. 
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Verformungsgeschwindigkeit ~;~ x in der Richtung des Stabes während einer gegebenen Zeit 

größer als ein kleiner Wert (iJ ~~ x ) 0' so sind die in dem gegebenen Bereich der äußeren 

Zugkraft zugeordneten Verlängerungen erfahrungsgemäß kleiner als sie wären, wenn die Ver

formungsgeschwindigkeit kleiner als (iJi)e xx ) wäre; da mit der Größe der Verlängerung die 
, t 0 

Bruchgefahr wächst, so ergibt sich das merkwürdige durch die Erfahrung bestätigte Resultat, 
daß die Zugfestigkeit des Zinkstabes bei wachsender Verformungsgeschwindigkeit wächst. 

IV. Lehre vom Gleichgewicht der elastischen festen Körper. 
Elastostatik. 

1. Problemstellung. 
Zu dem auf den Seiten 5 und 26 bezüglich des Gleichgewichtsproblemes 

Gesagten machen wir zunächst den Zusatz, daß sich bis auf weiteres die folgen
den Untersuchungen auf sogenannte stabile Gleichgewichtszustände beziehen 
cl. h. solche, für welche einer gegebenen äußeren Belastung ein Verschiebungs
und Verzerrungszustand des ganzen Körpers eindeutig zugeordnet ist. Die 
Erfahrung lehrt, daß bei Zugbeanspruchung eines Bleistabes dann, wenn die 
Zugkraft einmal einen bestimmten Wert erlangt hat, keine weitere Steigerung 
dieser Kraft nötig ist, um die Verlängerung, welche der Stab bereits erfahren 
hat, zu vergrößern; es 'wird diese Erscheinung, welche als "Fließen" bezeichnet 
wird, so gedeutet, daß man sich vorstellt, der Stab befinde sich dann in labiler 
Gleichgewichtslage, aus der er einer stabilen Gleichgewichtslage zustrebt. 

Zunächst sollen die Bedingungen für das Gleichgewicht eines elastischen 
festen Körpers aufgestellt werden. Hierauf wird auf die Zuordnung des Span
nungszustandes zum Verschiebungs- und Verzerrungszustande eingegangen 
werden und schließlich die Frage nach dem einem gegebenen äußeren Kraft
system im Gleichgewichtsfalle entsprechenden Spannungs-, Verschiebungs- und 
Verzerrungszustande des Körpers gestellt. 

2. Notwendige und hinreichende Gleichgewichtsbedingungen. 
Denken wir uns den deformierten im Gleichgewicht befindlichen festen 

Körper erstarrt bei ungeänderten äußeren Kräften, so kann eine Änderung des 
Gleichgewichtszustandes nicht eintreten. So besagt ein weiter nicht zu beweisen
des Prinzip, das Erstarrungsprinzip. Sehen wir dieses als richtig an, so können wir 
sagen: Es ist ein notwendiges Erfordernis, daß die an einem festen elastischen 
Körper sich das Gleichgewicht haltenden Kräfte die Gleichgewichtsbedingungen 
erfüllen, die für den starren Körper gültig sind. Jenes Erfordernis ist aber für 
das Gleichgewicht des elastischen Körpers nicht hinreichend, weil das linien
flüchtige Kraftsystem am starren Körper nicht gleichwertig ist dem gebundenen 
Kraftsystem des entsprechenden elastischen festen Körpers und infolgedessen 
die Erfüllung des genannten notwendigen Erfordernisses noch nicht das Gleich
gewicht eines jeden beliebig kleinen Teiles des Körpers zur Folge hat. Es ergibt 
sich nun kein Widerspruch mit der Erfahrung, 'wenn man auf Grund eines er
weiterten Erstarrungsprinzipes annimmt, daß cs für das Gleichgewicht jedes 
beliebig kleinen Teiles notwendig und hinreichend ist, wenn die Gleichgewichts
bedingungen für den starren Körper für diesen kleinen deformierten Teil erfüllt 
sind. Es kann somit behauptet werden: die notwendigen und hinreichenden Be
dingungen für das Gleichgewicht eines elastischen festen Körpers besagen, daß 
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für jeden beliebig kleinen, im deformierten Zustande erstarrt gedachten Teil des 
Körpers die Gleichgewichtsbedingungen für den starren Körper erfüllt sein müssen. 

Wir haben gesagt, daß die Gleichgewichtsbedingungen des starren Körpers 
für den verformten im Gleichgewicht befindlichen elastischen Körper notwendig 
erfüllt sein müssen. Wenn die Verschiebungen, welche die einzelnen Punkte bei 
der Deformation erfahren, im Vergleich zu den Dimensionen des Körpers sehr 
klein sind, so können wir in Ergänzung hierzu, ohne einen großen Fehler zu 
machen, auch sagen, daß für den im Gleichgewichtszustande befindlichen elasti
schen Körper, auch für den nicht verformten gedachten Körper die Gleichge
wichtsbedingungen des starren Körpers angewendet weFden können, bzw. not
wendig erfüllt sein müssen, da dann die infolge der Verschiebungen auftretenden 
Änderungen der Lage der Kräfte mit Bezug auf den Körper resp. die Änderun
gen der Hebelarme der Kräfte in jenen Gleichgewichtsbedingungen von so ge
ringem Einflusse sein werden, daß sie zu vernachlässigen sind. Streng richtig 
wäre das nur für unendlich kleine Verschiebungen, praktisch richtig für sehr 
viele Fälle der Technik, für welche nicht eine oder zwei Dimensionen des Körpers 
gegenüber den restlichen Dimensionen sehr klein werden (S. 16). 

3. Gleichgewichtsbedingungen (Spannungsgleichungen) für einen 
Elementarkörper im Innern. 

Wir schneiden uns aus dem verformten elastischen Körper einen unendlich 
kleinen Teil, und zwar ein rechtwinkeliges Prisma PA Be DEFG (Abb.5, S. 17) 
mit dem Eckpunkt P heraus, der die Koordinaten x, y, z mit Bezug auf ein räum
liches Koordinatensystem besitzt und wenden auf dasselbe die 6 Gleichgewichts
bedingungen für den starren Körper bezogen auf das durch den Punkt P gehende 
Koordinatensystem x' y' z' an. Es muß den letzteren zufolge die Summe aller 
Kraftkomponenten parallel zu den Achsen x',y',z' und die Summe der achsialen 
J\lomente der äußeren Kräfte bezüglich der gleichen Achsen verschwinden. Die 
äußeren Kräfte sind am Prisma im positiven Sinne wirkend dargestellt. Die 
Summe der Kräfte parallel zur x' -Achse lautet, wenn fdxdydz die Volumskraft 
(in den weitaus meisten Fällen durch das Eigengewicht repräsentiert) und 
kxdx dy dz, k y dx dy dz, k z dx dy dz deren Komponenten bedeuten: 

o = X~dydz - X",dydz + X~dxdz - X"dxdz + X~dxdy 
- X z dxdy + k",dxdydz. 

Da aber wegen der vorausgesetzten Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Span
nungskomponenten (S. 18) 

X, X dX y d 
~x= x+ax x, X , X dXy d ,,= y+ay- y, X~=Xz+dffzZdz, 

so vereinfacht sich die Gleichgewichtsbedingung nach Abkürzung durch dx d y dz in 

dX,,- +" dX~ " DXz + k = O' (20) 
Dx uy + uz x , 

analog ergeben sich für die y'- und z'-Richtung als Bedingungen für das Ver
schwinden der Summe der bezüglichen Kraftkomponenten 

dY y + dYy + dY z + k = 0 1 
dX dY dZ Y , 

(20) 
az,,- + dZ y + az, -L k = 0 J ax dy az I z • 
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Die Gleichungen (20) können wir vektoralgebraisch in der Form schreiben 

aaa: + aay + aa. + f = 0 
ax oy OZ ' (21a) 

worin a"" ay, 0. die als Vektoren aufgefaßten Totalspannungen der im Punkte P 
zusammenstoßenden Flächenelemente also 

Ci", = iX", + jY", + fZ"" 

Ciy=iXy+jYy+fZy• 

Ci z = iX. + jYz + fZ. 

bedeuten. In ebenso einfacher Weise können die Momentengleichungen der 
äußeren Kräfte des Prismas mit Bezug auf das Koordinatensystem x' y' z' auf
gestellt werden. Das Verschwinden der Momentensumme der äußeren Kräfte 
mit Bezug auf die x'-Achse erfordert 

A+B+C+D=O. 

In dieser Beziehung bedeuten A, B, C die Momente mit Bezug auf die x'-Achse 
der äußeren Kräfte, welche in Flächenelementen normal zur x', y', z' -Achse wirken, 
D bezieht sich auf das Moment der Volumkraft bezüglich der genannte,n Achsen. 
Die Flächenkräfte denken wir uns dabei in den Schwerpunkten der Flächen
elemente, die Volumskraft im Schwerpunkt des Elementarkörpers angreifend. 
Es wird somit 

dz I dz dy I dy 
A = Y",dydz T - Y",dydz 2"" - Z",dydz T + Zx'dydz T 

oder (S. 18ff.) 

= _ ay., dx dydz ~ + az., dxdydz dy ox . 2 ox 2 ' 

dz I dz 
B = Yydxdz T - Yydxdz T + Zydydxdz 

oYy dz 
= -7Jydydxdz T +Zy dxdydz, 

dy I dy 
C = -ZzdxdYT + Zzdyd'''CT - Yzdxdydz 

az., dy 
= a:zdxdydz T - Y.dxdydz. 

Hierzu tritt noch das Moment D der Volumskraft fdx dy dz, welches nach be
kannten Regeln durch 

dy dz 
D = kzdxdydz T - kydxdydz T 

erhalten wird. Wir sehen, daß in A, B, C, D Glieder dritter und vierter Klein
heitsordnung vorkommen, vernachlässigen wir letztere, so erhalten wir als Be
dingung für das Verschwinden der Momentensumme mit Bezug auf die x'-Achse 

(21) 

Analog finden wir aus den Gleichgewichtsbedingungen gegenüber Verdrehen 
um die y'- und z'-Achse 

(21) 

Girtler, Mechanik. 4 



50 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

Durch die Beziehungen (21), die zusammen mit (20) als Spannungsgleichun
gen bezeichnet werden, wird der Satz ausgesprochen, daß für den Fall des 
elastischen Gleichgewichtes in jedem Punkte P des elastischen Körpers jene 
Schubspannungskomponenten in 2 aufeinander normalen Flächenelementen, 
die normal zur Schnittlinie der Flächenelemente wirken, einander gleich sein 
müssen; man nennt diese Schubspannungen auch häufig einander zugeordnete 
Schubspannungen. Es folgt, daß man für den Fall des elastischen Gleichgewichtes 
den Spannungszustand in einem Punkte des elastischen Körpers für ein be
liebiges Prisma kennt, wenn die 6 Spannungskomponenten 

Xx, Y y, Zz, Xv, Y., Z", 
bekannt sind. 

Der Satz von der Gleichheit der Schubspannungskomponenten in zwei auf
einander normalen Richtungen wird in der Technik sehr häufig zur Anwendung 
gebracht, um die Berechtigung einer Annahme über den Spannungszustand des 
Körpers bei gegebener äußerer Beanspruchung zu stützen. 

Zum Beispiel im Falle der Abb. 1.5, S. 45 (der Spannungszustand ist der durchAbb. 6 b. S.19 
dargestellte bei Hinweglassung der Spannungen Y xo X y und Y; .. X;,) der Beanspruchung 
auf Biegung und ebenen Schub soll man die Berechtigung der Annahme des Fehlens von 
Schubspannungskomponenten Y xo X y quer zur Stabachse zeigen. ::\Ian geht dabei folgender
maßen YOr: für ein unendlich kleines an der L"mrandung des rechteckigen Querschnittes 
liegendes. parallel zur x-Achse herausgeschnittenes Prisma (in der Abb. 15 horizontal 
schraffiert), dessen eine zur z. x-Ebene parallele Seitenfläche in die Oberfläche des Balkens 
fällt, kann es keine Schubspannungen Y,. geben, weil es dann auch Schubspannungen X y 

oder besser gesagt, Belastungen pro Flächeneinheit des in die Oberfläche fallenden Flächen
elementes geben müßte. Da äußere Belastungen des Stabes, die dem entsprechen würden. 
fehlen. so bleibt nichts anderes übrig, als für ein derartiges Grenzprisma X y = Y x = 0 zu 
setzen. Der in der technischen Xäherungstheorie verwendete Schluß, daß X y für jedes 
beliebige im Innern des Balkens gelegene. parallel zur x-Achse herausgeschnittene Prisma 
Kull sein müsse, steht, wie sich weiter unten zeigen wird. nicht im Widerspruch mit den 
Gleichgewichtsbedingungen des Balkens und wird jedenfalls um so mehr zutreffend sein, je 
schmäler der Balken in der Richtung der y-Achse ist. Exakt wäre der Schluß, wenn der Balken 
in der genannten Richtung unendlich schmal wäre. Für ein unendlich kleines Prisma (in der 
Abbildung yertikal schraffiert), von dem ein zur xy-Ebene paralleles Flächenelement in die 
Begrenzungsfläche des Balkens fällt, können wir einen ähnlichen Schluß mit Bezug auf die 
Spannung Zx machen, die Xull sein muß. weil X, = 0 ist, da es keine. auf das in die Ober
fläche hineinfallende Flächenelement "'irkende äußere Belastung gibt. Der Schluß, daß Zx 
für jedes beliebige Prisma im Innern des Balkens aber Null sein müsse, kann aber jetzt nicht 
gemacht werden, weil sich sonst, wie gezeigt werden kann, ein Widerspruch mit den Gleich
gewichtsbedingungen des Balkens ergeben würde; denn denken wir uns den Balken in einem 
beliebigen Abstand x vom linken Auflager durchschnitten und untersuchen das Gleich
gewicht des linken Balkenteiles, so bemerkt man, daß für diesen ein Gleichgewicht in der 
Richtung der z-~\chse nur dann möglich ist, wenn in der Schnittquerschnittsfläche Kräfte 
vom rechten Balkenteile auf den linken Balkenteil übertragen werden, die in die Querschnitts
fläche hineinfallen und eine Resultante ergeben, die entgegengesetzt gleich ist der Resul
tanten aus der Auflagerkraft VI und PI' d. i. VI - PI' welche entgegengesetzt der posi
tiven Richtung der z-Achse wirkt. Diese im Querschnitt übertragenen Kräfte sind vor 
Durchschneiden des Balkens zwischen dem rechten und linken Balkenteil übertragene, innere 
Kräfte, die Schubspannungen Zx entsprechen und flächenhaft über den Schnittquerschnitt 
verteilt sind. nach Durchschneiden aber äußere Kräfte des linken Balkenteiles. Es muß 
also die Gleichgewichtsbedingung 

(das Integral über die Querschnittsfläche -genommen) bestehen, und Zx kann daher nicht für 
jedes Flächenelement der Schnittquerschnittsfläche verschwinden. Bei der angenommenen 
äußeren Belastung des ganzen Trägers gibt es keine äußeren Kräfte parallel zur y-Achse, 
und das Gleichgewicht des Balkenteiles erfordert demnach.r Y xdydz = 0, womit die Annahme 

F 
Y x = 0 quer zum Balken und zur Ebene der äußeren Kräfte für den ganzen Bereich des Bal
kens nicht in Widerspruch steht. 
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4. Bestimmung eier 'l'ota1spannnng für ein beliebiges Flächenelement 
bei gegehenem Sllmmungsznstaml eines Elementarkörpers. 

Es seien die ß SP,11l1l11l1gskomponenten für ein unendlich kleines Prisma im 
Punkte P <les ehtstischen Körpers gegeben, es fragt sich um die Größe der Total
spannung, die auf ein Flächenelement übertragen wird, das durch den Punkt P 
geht, und dcsf;en Flächennormale n eine beliebige Richtung zu den Koordinaten
achscn x',y', z' besitzt . Wir legen uns ein Flächenelement mit der Normalen n 
(Abb. 16) uncndlich naho an P etw,1 t,wgential an eine Kugel mit unendlich 
kleinem g,tdius un<l tlem 
Mittelpunkt in P demrt, 
(htß das Flächenelement mit 
:l in die Koordinatenebenen 
fallenden aufein,Lnder nor-
malen Fliichenelemente ein 
Tetraeder bildet. Die Nor-
male n sei positiv, wenn 
sie mit Bezug auf das 
Tetraeder nach außen ge-
richtet ist und sehließe Xx 
dann mit den Koordinaten-
,wh sen die Winkel n :):', 
ny' , n z' ein. Die Totah;pan
nung a,p die in der Fliiehe 
1 2 H , im allgemeinen schief 
gegen sie wirkend, über
tragen wird, 11l1tersehoidet 
"ich von der Tot,llspannung /
eine" Fliichenelementes, das 
zu 1 2 H pamllel ist u nel 

z' 

J 

Abb. 16 . 

durch <len Punkt P geht, um unendlich wenig, so daß durch an bis auf unendlich 
kleine Größen auch die Totalspannung für letzteres Flächenelement gegeben ist. In 
den :l Flächenelementen I P 2, 2 P H, 3 PI wirken nach Früherem die Spannungen 
X z , Y z , Z z, X.,., V", :6.", X "' Y y' Z". Die Totalspannung an können wir uns in 
:l Komponenten zerlegt denken, die Xn, Y n' Zn heißen sollen, d. h. 

an = iX .. + j Yn + fZn • 

Für das Tetra.eder bestehen 6 Gleichgewichtsbedingungen, 3 von ihnen, welche 
sich auf (lie Achsenl110mente beziehen, würden wieder zu dem bereits bekannten 
Ratz über (lie Gleichheit der SchubRpannungen in 2 aufeinander normalen Flä
ehenclementcn führen, sind demnach Rchon erledigt. Die GleichgewichtRbedin
gung für da" Gleichgewicht in der x'-Richtung besagt: 

X"lltn- X",dfx- Xydfy - Xzdfz = 0*, 

I\'<,nn rI f '" rI j ,. , 17 t 'I' 11 fz die zu den betreffenden Spannungen gehörigen Flächen
elemente bedeuten . Nun ist offenbar 

d/,,= 17/ " C'os (11,;;;') , dfy= df."cos (ny'), dfz=dfncos(nz') , 

daher kiinlH'n II"ir die angeschriebene Gleiehgewichtsbedingung auch in der Form 

X" = Xx eos (11, x') + X y eo,; (11, 1/) + X Z COR (11, z') (22) 

* Die KOmpOIH"lltc ll der VoIumskraft kommen als 00 klein von dritter Ordnung nicht 
in Betracht. 

4* 
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schreiben. In analoger Weise erhalten wir als Gleichgewichtsbedingungen in 
der y' - und z' -Richtung 

Y n = Y",cos(nx') + Yycos(ny') + Yzcos(nz'), t 
Zn = Z",cos (nx') + Zyco,; (n y) + Zz 003 (n Z'). J 

(22) 

Die Beziehungen (22) heißen kurz Tetraederbedingungen und sind im Verein mit 
den Beziehungen (21) Bedingungen für das Gleichgewicht, am Tetraeder; sie ge
statten, die Totalspannung und deren Komponenten in einem Punkte für ein 
beliebiges Flächenelement d f n zu bestimmen, wenn die Spannungskomponenten 
für 3 zueinander normale Flächenelemente in dem betreffenden Punkte gegeben 
sind. Die Bedingungen (22) können wir in leicht verständlicher Weise zu einer 

an = (ja, cos (nx') + ay cos (ny') + a z cos (nz') 

zusammen ziehen. 

4a. Spannungsdyade. 

(22a) 

Die Beziehungen (22) lassen sich auch kürzer vektoralgebraisch ausdrücken, da durch sie 
jedem Spannungszustand für 3 in einem Punkte P eines elastischen Körpers zusammen
stoßende und aufeinander normale Flächenelemente mit der Lage eines vierten Flächen
elementes veränderlich gedachte Totalspannungen iJ" zugeordnet erscheinen. Wir können nach 
dem auf Seite 13 Gesagten an als lineare Vektorfunktion auffassen und schreiben 

a" =Ell, (22b) 

wenn n ein Einheitsvektor in der Richtung von n ist, der durch 

II = icos (nx') + jcos (n y') + fcos (nz') 

definiert ist. Die Beziehung (22b) kann man dann lesen: iJ. ist eine lineare VektorfunktionE 
von n, wobei 

E=XxXyX, 

Y x Y. Y. 

Zx Z. Z •. 
(22c) 

Stellt man E, die wegen der Gleichheit der Schubspannungen in 2 aufeinander normalen 
Richtungen eine symmetrische lineare Vektorfunktion ist, als Vektorsumme dar, so hätte 
man offenbar 

zu schreiben, wobei 

E n = i (\ll 11) + j (~11) + f (~ll) 

\ll = iX.+ jX. + fX, =a.r.' 
~ = i Y x + j Y. + f Y, = a!l. 

~=iZx +jZ. +fZ, =a •. 

wäre. Wird E als eine geometrische Größe höherer Ordnung angesehen (S. 14), so wird sie 
als Spannungsdyade im Punkte P bezeichnet, die eine symmetrische Dyade ist. Wir hätten 
dann symbolisch 

zu schreiben. 
E = i; a.r. + j; ay + f; a. 

5. Beziehung der Totalspannungen zweier beliebiger Flächenelemente 
in einem Punkte. 

Man kann den Tetraederbedingungen (22) noch eine andere Form geben. 
Da nämlich 

Y n = an cos (an y) , 



Oberflächen- oder Grenzbedingungen. 

und z. B. 
Xx cos (n x') + X y cos (n y') + X z cos (n Zl) = ax cos (ax n) , 

was sich daraus ergibt, daß 

und 

X x = axcos (a",x' ) , 

Yx = X y = ax cos (a",y') , 

Zx= X z = a"cos (axz' ) 
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cos (a", x') co" (n x') + cos (aI, y') cos (n y') + cos (ax Zl) cos (n Zl) = cos (ax n) , 

so muß 
a n co:3(a n x) =a",cos(a",n) ) 

lind analog 

ancos(any) =aycos(ayn), anco,(anz) =azcos(azn) 

(22d) 

erfüllt sein. In dieser Form besagen die Tetraederbedingungen, daß für emen 
Punkt P des elastischen Körpers die Projektion der Totalspannung an eines 
Flächenelementes d!n mit der Normalen n auf die Normale x (y, z) eines an
deren Flächenelementes d! x (d! Y' d! z) gleich ist der Projektion der Totalspan
nung a x (O"ya z) dieses anderen :Flächenelementes auf die Normale n des erst
genannten Flächenelementes d! n' Die Beweisführung dieses Satzes ist allgemein 
für 2 beliebige Flächenelemente erbracht, da das Koordinatensystem Xl yl Zl be
liebig ist. Liegen sonach 2 Flächenelemente in der l:"mgebung eines Punktes P 
eines elastischen Körpers yor mit den Normalen n und n l und nennen wir in 
diesen normalen Richtungen gelegte Einheitsyektoren n und n', die den Flächen
elementen entsprechenden Totalspannungen an> a~, so besteht die Gleichheit 
der folgenden skalaren Produkte 

- , -
0" n • n = a;, . n. (23) 

Der Satz über die Gleichheit zugeordneter Schubspannungen kann offenbar 
als besonderer Fall der Beziehung (23) aufgefaßt werden. 

6. Oberflächen- oder Grenzbedingungen. 
Wenn wir uns den elastischen Körper durch 3 Scharen zu den Koordinaten

ebenen paralleler Ebenen von den beziehungsweise unendlich kleinen Abständen 
dx, dy, dz geschnitten denken, so erhalten wir an der Oberfläche des Körpers 
im allgemeinen unendlich kleine Tetraeder, denen je eine bestimmte Ober
flächennormale zugeordnet ist. Für diese Randtetraeder gelten Bedingungen yon 
der Form (22) bzw. (22a), die, wenn wir die Oberflächenkraft pro Flächeneinheit 
an einer herausgegriffenen beliebigen Stelle der Oberfläche tJ = tJx + tJy + tJz 
nennen, die Form 

Px = Xxcos (nx) + X y cos (ny) + X z cos (nz), 

py = Y", cos (n x) + Y y cos (n y) + Y z cos (n z) , 

pz = Z",cos (na;) + Zy cos (n y) + Zz cos (nz), 

tJ = CTxcos(nx) + CTycos(ny) + azcos(nz) 

(24) 

annehmen. In den Gleichungen (24) haben jetzt die Spannungs komponenten 
X""X y, ... , Zz die Werte, welche ihnen an der Oberfläche zukommen, und cos (nx), 
cos (n V), cos (nz) bedeuten die Winkel, welche die mit Bezug auf den Körper nach 
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außen gezogenen Oberflächennormalen an der herausgegriffenen Stelle mit den 
Koordinatenachsen einschließen. Die Gleichungen (24) heißen die Oberflächen
oder Grenzbedingungen und treten als weitere Gleichgewichtsbedingungen zu 
den Gleichungen (20) bzw. (21) hinzu, die für die bei obiger Teilung des Körper~ 
entstehenden Prismen im Inneren des elastischen Körpers gelten. 

7. Xormalspannungsfläche. 
\Venn wir uns die Totalspannung (j" in eine in das Flächenelement cl f" hinein

fallende Schubspannungskomponente::t n und eine auf dem genannten Flächen
element normal stehende Normalspannungskomponente 9(n zerlegt denken 
(Abb. 16), also an = t1T n + n1Sn mit t1 und n 1 als in die Richtungen von ::t" 
und 9(n fallenden Einheitsvektoren setzen, so können wir mit Hilfe der Bezie
hungen (22) zunächst Sn durch die Spannungskomponenten Xx, Y x,"" Zz aus
drücken. Multiplizieren wir die genannten Beziehungen der Reihe nach mit 
cos (nx'), cos (ny'), cos (nz') und addieren, so erhalten wir bei Beachtung von (21) 
und weil 

Xncos(nx') + Y"cos(ny') + Zncos(nz') =N", 

N n = Xxcos2 (n x') + Yycos2 (n y') -L Zz cos2 (n z') + 2 X y cos (n x') cos (n y') 

+ 2 Y z cos (n y') cos (n z') + 2Zxcos (nx') cos (n z') . (23a) 

Setzen wir e2 = ± .~_: (worin k 2 eine positive Konstante und das positive oder 

negative Zeichen zu nehmen ist, je nachdem Sn positiv oder negativ ist) und 

ecos(nx') = x', ecos(ny') = y', ecos(nz') = z', 

d. h. tragen wir uns vom Punkte P in der Richtung der Normalen n des Flächen
elementes cl t n je eine Strecke e auf, deren Quadrat verkehrt proportional der 
Normalspannungskomponente N n ist, und fassen wir die Lage des Flächen
elementes veränderlich auf, so daß für jedes n sich ein zugeordnetes e ergibt, 
dessen Endpunkt die Koordinaten x', y', z' besitzt, so erhalten wir aus dem obigen 
Ausdrucke für N n die Gleichung mit den Veränderlichcn x', y', z' 

± k 2 = X x X'2 + Y y y'2 + Z z Z'2 + 2X y x'y' + 2Y z Y'z' + 2Zx z'x'. (23b) 

Je nachdem N n in der Umgebung eines Punktes für die verschiedenen Rich
tungen n gleiches oder wechselndes Zeichen besitzt, stellt (25 b) . in den Fällen 
allgemeinsten Spannungs zustandes die Gleichung einer geschlossenen Mittel
punktsfläche zweiter Ordnung (Ellipsoid) oder zwei Gleichungen von zwei offenen 
Flächen dieser Art vor (Einschaliges and zweischaliges Hyperboloid mit gemein
samen Achsen, siehe weiter unten). Diese Flächen heißen Normalspannungs
flächen, weil sie einen Überblick über die Verteilung der Normalspannungen 
in der Umgebung eines Punktes geben. Jedem Radiusvektor derselben ist ein auf 
i.hm normales Flächenelement zugeordnet, dessen Normalspannung verkehrt 
proportional der Größe des Radiusvektors ist. Der Normalspannungsfläche III 

der Statik entspricht in der Kinematik die Verzerrungsfläche. 

7 a. Die Normalspannungsfläche als Bild einer Dyade. 
Die Tetraederbedingungen (22) kann man in der Form 

N n x = X n cos (n x) = [Xx cos (n x)] cos (n x) + [Xycos (n x)] cos (n y) + [X, cos (n x)] ('os (nz), l 
N ny = Y n cos (n y) = [Yx cos (n y)]cos (n x) + [Yy cos (n y)]cos (n y) + [Y, cos (n y)] cos (nz), I (26) 

N n z = Zn COS (n z) = [Zx cos (n z)] cos (n x) + [Zy cos (n z)] cos (n y) + [Z, cos (n z)] cos (n z) 
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schreiben. Die in den eckigen Klammern rechts stehenden Ausdrücke stellen die Kompo
nenten der Spannungskomponenten X x. X Y' X," ... , Z, in der Richtung n vor und seien mit 
X xn , Y yn ,Xz n, ••• , Zz n bezeichnet. Wir können dann die oberen Gleichungen durch die Form 

9cn = Al H, H = i cos (n x) --r j cos (n y) --r f cos (n z) (26a) 

ausdrücken, wenn 91 n wieder die Normalspannungskomponente der Totalspannung an für 
das Flächenelement mit der Normalen n vorstellt, und letztere als Einheitsvektor auf
gefaßt wird. Ferner bedeutet Al eine Dyade, die die lineare Zuordnung von I)l n und 11 aus
spricht und als lineare Vektorfunktion symbolisch durch 

Al = X"n X,n X,n 

.Yxn J'" y n Y zn (:Wb) 

Z:rn Zy n Z, n 

dargestellt wird. Da jede Dyade unter dem Bilde einer Fläche zweiter Ordnung vorstellbar ist, 
so wird auch ausgesprochen, daß die Endpunkte der Vektoren I)(no von einem Punkte aus auf
getragen, eine Fläche zweiter Ordnung, die Normalspannungsfläche bilden. Die Dyade "11 ent
spricht völlig der Dyade "1 auf Seite 34. 

8. Bestimmlmg' der Hauptsl)mmullgen. 
Da den reellen Achsen einer ::\Iittelpunktsfläche zweiter Ordnung Extrem

werte von Q zugeordnet sind und den Normalspannungsflächen offenbar stets 
drei reelle Achsen zukommen, existieren in der l:"mgebung eines jeden Punktes 
eines im Gleichgewicht befindlichen elastischen Körpers drei auf jene Achsen 
normale Flächenelemente, für welche die Normalspannungen extreme \Verte 
erlangen. Dieselben werden als Hauptspannungen (Tl' (Tz, (T3 bezeichnet und sollen 
im folgenden ihrer Größe und Richtung nach bestimmt werden, wenn der Span
nungszustand für ein unendlich kleines recht winkelig es Prisma gegeben ist: 
ferner soll nachgewiesen werden, daß (Tl' (T2' (T3 auch gleichzeitig Totalspannungen 
für die ihnen zugeordneten Flächenelemente sind. 

Die Extremwerte von N n erhalten wir aus der Beziehung (25a), in der die 
Richtungskosinusse als variabel angesehen werden bei Beachtung der Xeben
bedingung 

g == cos2 (n x') + cosz (n y') + C08z (n z') - 1 = O. (a) 

Nach den Regeln der Analysis muß der Ausdruck N n - Ag mit I, als zu be
stimmendem Faktor ein Extrem werden. Differenzieren wir diesen Ausdruck 
der Reihe nach nach den variablen Größen cos (n x'), cos (n y'), cos (nz') und 
setzen diese Differentialquotienten gleich Null, so erhalten wir 

X", cos (n x') + X y cos (n y') + X z cos (n z') = A C03 (n x'\ = N n cos (n x') , 

Y",cos (nx') + Y y cos (n y') + Y z cos (n z') = I. cos (n y') = N n cos (n y') , (27) 

Zx cos (n x') + Zy cos (n y') + Zz cos (n z') = A COS (11, y') = N n cos (n z') , 

da A = N n ist, wie sich durch beziehungsweise ::\lultiplikation der drei yor
stehenden Bestimmungsgleichungen mit cos (nx'), cos (ny'), cos (nz') und nach
herige Addition bei Vergleich mit (25a) ergibt. Die Bedingungen (27) und (a) 
dienen zur Bestimmung der Größen und Richtungen der Extremwerte der 
Normalspannungen. Ganz ähnlich wie in Punkt 7 auf Seite 33ff. erhalten wir 
die in Form einer Determinante sich darstellende Gleichung 3. Grades nach Nil 

X",-l-V" X y X z 

Ya, Y y -.X" Y z =0 (27a) 

Zx Zij Zz -Sn 



56 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

zur Bestimmung der Größen der extremen Normalspannungen, d. i. der Haupt
spannungen (11' (12' (1a und die beiden Gleichungen 

X z cos (n x') + X. cos (n y') -:- X, cos (n z') 
cos (n x) 

Y, cos (n x') +Y. cos (n y') +Y,cos (nz') 
cos(n y') 

=~~~~+~~~~+~~~~ (~b) 
cos(n z') , 

welche im Verein mit der Bedingung (a) die Richtungen der Hauptspannungen 
festlegen. Andrerseits müssen die Ausdrücke (22) für Richtungen v, in denen 
nur Normalspannungen N" übertragen werden sollen, d.h. S" der Totalspannung 
(1" gleich kommt, die Form 

(1,. cos (v x') = X",cos (v x') + X y cos (p y') -~ X z cos (v z'), ) 

(1., cos (v y') = Y",cos (v x') + Yy cos (v y') + Yz cos (v Z'), 

(1,. COS (v Z') = Z'" cos (v x') + Zu cos (v y') + Zz cos (v Z') 

annehmen. Die Bedingungen (22e) im Verein mit der Bedingung 

COS2 (VX' ) + cos2 (vy') + cos2 (vz') -1 = 0 

(22e) 

(a') 

dienen dazu, um (1,. und deren Richtungen zu bestimmen. Da (22e) und (a') mit 
den Bedingungen (27) und (a) identisch sind, so ist bewiesen, daß die Haupt
spannungen (11' (12' (13 Totalspannungen sind. 

9. Die X ormalspannungsfläche bezogen auf die 
Hauptspannungsrichtungen. 

Die Normalspannungsfläche (25b) bezogen auf die Hauptspannungsrich
tungen nimmt, da für diese die Schubspannungskomponenten verschwinden 
müssen, die Form 

(25c) 

an, wenn das in die Hauptachsen gelegte Koordinatensystem mit IX, ß, y bezeichnet 
wird. Bei gleich bezeichneten Hauptspannungen nehmen wir in (25c) links das 
positive oder negative Zeichen, je nachdem dieselben positiv oder negativ sind. 
Die Normalspannungsfläche ist dann eine geschlossene ~iittelpunktsfläche zwei
ter Ordnung. 

Es seien jetzt (11 und (12 positiv, (13 aber negativ. In diesem Falle ergeben sich 
als Normalspannungsflächen ein ein- und ein zweischaliges Hyperboloid. Nehmen 
wir zuerst 

an, so erhalten wir als Schnitt mit der IXß-Ebene eine Ellipse mit den Halbachsen 

a ~ k , b = k , als Schnitt mit der IXy-Ebene eine Hyperbel mit der reellen' 
1'0"1 1'0"2 

Halbachse a = k und der imaginären Halbachse c = . k ,schließlich als Schnitt 
~ 1-~ 

mit der ßy-Ebene eine Hyperbel mit der reellen Halbachse b = ~::- und der 
r0"2 

imaginären Halbachse c = . k _. Diesem elliptischen einschaligen Hyperboloid A 
l' - 0"3 

(Abb. 17) entspricht ein elliptischer Asymptotenkegel C. Ein Radiusvektor 
dieser Fläche, der mit einer Erzeugenden des Asymptotenkegels zusammenfällt, 
wird unendlich groß, d. h. die zugehörige Normalspannung ist gleich Null. Den 
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Erzeugenden dieses Asymptotenkegels entsprechen demnach Flächenelemente, 
in denen die Totalspannungen als Schubspannungen erscheinen; er heißt auch 
jetzt der Schiebungskegcl, weil, wie sich zeigen wird, bei bestimmten Voraus
setzungen über die Natur des Stoffes, in der Richtung der Erzeugenden dieses 
Kegels die Schiebungen gleichfalls verschwinden (S. 76). Sämtlichen Radius
vektoren e, die außcrhalb des 
Schiebungskegels liegen, sind 
positive Normalspannungen, 
dem Schiebung;;}wgel die 
Normalspannungen Null, den 
Richtungen von e, die inner
halb des Schiehllngskegels 
liegen, neg11tive Normalspan
Bungen zugeordnet. Letz
teren entspricht dic Normal
spann ungsfläch e 

- k2 = (TI1X2 + (T2ß2 + (T3y2 • 

Diese zweite Fläche, welche 
in der Abb. 17 nicht gezeich
net ist, ist ein z weischaligeß 
Hyperboloid, d11S mit dem 
vorher besprochenen ein
schaligen Hyperboloid einen 
gemeinsamen Asymptoten
kegel besitzt. Die Festlegung 
der Lage und die Bestim
mung der Größe der Halb
achsen bleibt dem Leser über-
lassen. 

' C 

Abb. 17. 

Ähnlich liegen die Verhältnisse, wenn eine positive Hallptspannung und zwei 
negative Hauptspannungen existieren. Allgemein können wir sagen: sind die 
Hauptspannungen ungleich bezeichnet, so gibt es unendlich viele auf einem Kegel 
liegende Richtungen, deren zugeordnete ]'lächenelementc keine Normalspan
nungen, sondern nur SchubRpanmlIlgen empfangen. 

10. RäulIlliehel', ebener, linearel' Spannungszustand. 
Ein Spanllungszustand, für den sämtliche 3 Hauptspannungen von Null 

verschieden sind, heißt pin räumlicher oder dreidimensionaler Spannungszustand. 
Verschwindet eine Hauptspannung oder deren zwei, so liegt ein ebener (zwei
dimensionaler) oder linearer (eindimensionaler) Spannungszustand vor. In den 
beiden zuletzt genannten Fällen nehmen die Normalspannungsflächen besondere 
Formen an, worauf weiter unten eingegangen werden wird. 

11. Zusammenhanp,' der Spannungszustände für verschiedene 
Elementarkörper in einem Punkte. 

Es seien die Spannungskomponenten Xx, y x, ... , Zz im Punkte P des elasti
schen Körpers für ein beliebiges Prisma dessen Kanten in die Richtungen x', y', z' 
fallen (Abb.lO, S.35) gegeben; es lassen sich dann die Spannungskomponenten für 
ein anderes unendlich kleines Prisma im Punkte P mit Kanten parallel zu den 
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Koordinatenachsen X, Y, Z bestimmen. Die Gleichung der Normalspannungs
fläche bezogen auf das Koordinatemlystem X Y Z, das mit Bezug auf das Koor
dinatensystem x' y' z' durch die Hichtungskosinusse (cx."" cx. y, cx.z)' (ß"" ßv' ßz), 
(y"" y y' y z) festgelegt ist, erhalten wir, indem wir die Transformationsgleichungen (a) 
Seite 35 verwenden. Wir erhalten durch Eintletzen der dortigen Werte x', y', z', 
ausgedrückt durch X, Y, Z, in die Gleichung (25b) der Normalspannungs
fläche eine der transformierten Verzerrungsfläche (9b) ganz ähnliche Gleichung. 
Durch Vergleich dieser trantlformierten Gleichung der NormaIspannungsfläche 
mit der Gleichung (25b) ergeben sieh die Im (13) analogen Beziehungen: 

X x = X:rcx.~ + Y y cx.; + Zz cx.; + 2X lI cx.x cx. y + 2Yz cx. y cx. z + 2Z",cx.z cx."" 

Y y = X",ß; + Yyß; + Zzß; + 2 Xyßxßy + 2Yzßyßz + 2Z",ßzß"" 

Zz = XxY~ + Yyy; + ZzY; + 2XyYxYv + 2YzYvYz + 2Z",yzY"" 

X y = Xx cx.xßx + Y y cx.yßy + Zz cx. z ßz +- X y (cx.,ßy + cx.yßx) 

+ Y z (cx. y ßz + cx. z ßy) + Z", (cx. z ß", + cx.xßz)' (28) 

Y z = X",ß",Yx + YyßyYy + Zz ßzYz + X y (ßxYy + ßyY,,) 

+ Y z (ßy Y zr- ßz y.y) -+ Z", (Yxßz + Yzßx), 

Z x = Xx Y x cx.x + Y y Y y cx.y + Z z Y z cx. z + X y (y x cx.y + Y y cx.",) 

-+ Y z (Yy cx.z +- yz cx.y) +- Zx (cx.",Yz + cx. z y,,), 

welche die eingangs gestellte Aufgabe lösen. Fallen die ]{ichtungen von X Y Z 
mit den Hauptspannungsrichtungen zusammen, so kann man entweder 

oder die Spannungskomponentün Xx . .. Z", für ein beliebiges x' y' z' ent
sprechendes Prisma als zu suchende Größen auffassen. In ersterem Falle kön
nen die entsprechend umgewandelten Gleichungen (28) im Vereine mit den 
Bedingungen (14a), S. ~~6, dazu verwendet werden, 11m bei gegebenem Spannungs
zustand Xx . .. Zx Größe und Hichtungen der Hauptspannungen zu bestimmen. 
Im zweiten Falle erhalten wir die Spannungskomponenten für ein beliebige,., 
Prisma in einem Punkt, wenn die Hauptspannungen gegeben sind aus den 
(15) auf Seite 37 entsprechenden Gleichungen 

X",= GIcx.~ + G2ß~ + G3Y~' 

Y y = GI cx.~ + G2ß~ + G3y.;, 

Zz= GIcx.; + G2ß; + G3Y;, 

~y: GI cx.x cx.y + G2 ßxßy+ GaYxYy, 1 
} z - GI cx.ycx. z T G2 ßyßz + G3YyYz, j 
Zx= GIcx.zOl;r,+ G2 ßzß,,+ G3 YzYx· 

(2!J) 

12. Das Lamesche Spannungsellipsoid. - Sllannungsrichtfläche. 
Wenn wir für die Tetraederbedingungen (22) das Koordinatensystem x' .11' z' 

von vornherein in die Hichtungen der Hauptspannungen legen (Koordinaten
system cx.ßy), so vereinfachen sich dieselben zu 

On = G3 COR (ny), (22f) 

wenn An, B n, On die Komponenten von G n in dem neuenKoordinatensystem be
deuten. Aus (22f) gewinnen wir leicht durch Quadrieren und Addieren die 
Gleichung 
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Fassen wir An, 13", Cn ab Koordinaten (1., ß, y eines Punktes auf, so ergibt sich 
aus der letzten Beziehung 

(30a) 

d. i. die Gleichung eines Ellipsoides mit den Halbachsen a l , a2, aa, das als Lamesches 
Spannungsellipsoid be7.eichnet wird und die Eigentümlichkeit hat, daß jeder 
Reiner Punkte, mit dem Punkte P als Ursprung des Koordinatensystemes ver
bunden, die Größe eincr Totalspannung an ergibt. Die zu den einzelnen Radius
vektoren gehörenden J1'lächenelemcntc i.;ind nur für die Hauptachsen der Fläche 
(30a) bekannt, auf welcher die zugehörigen Flächenelemente normal stehen. Wir 
schließen, dalJ die Totabpannungen für die ver
schiedenen Flächenelemente in der Umgebung 
eines Punktes P des elastischen Körpers im 
allgemeincn ein Maximum, ein Minimum und 
einen minimaxen Wert hmüt7.en, entsprechend 
den Hauptachsen det' im allgemeinen drei
achsigen Spanllungsellipsoides. 

Einen neuen Aufschluß über den Zusammen
hang (leI' Hiehtungen der Hadien deH Spannungs
ellipsoideH mit den Hichtungen der Totalspan
nungen gewinnen wir durch Einführung eines 
schiefwinkeligen Koordinatensystemes ~, 1), C, 
dessen AehHen wir durch den Punkt P entgegen
gesetzt 7.\l den Totalspannungen a x' a", a z des im 
Punkte P kOllRtruierten Tetraeders legen 
(Ahh. 18). Die Komponenten der TotalHpannung 
an in dieHem Koordinatensystem seien X~, y;" 

:C' 

Abb. 18. 

Z~ (Vektorpolygonzug 01'2' 3), die mit den Komponenten X"' Y n , Zn (Vektor
polygoll7.ug () 72 :)) durch die folgenden Beziehungen zusammenhängen: 

Xr - X' .. (C.') 1- v' • -. ( ') 1- Z' , (r , ') 1 -' .. " = r:' (:0: ~ ;l" ' l ~cO:1)X, , ~ co: ~ .r, , 
J n - X n ( 0, (b) + Y n co., (1) y ) + Zn eo~ (c y ) , 1 
Z n = x;, eos (~ z') + Y;, cos (17Z') + z~ eos (C z'). 

(a) 

Die in diesen Beziehungen vorkommenden Riehtungskosinusse lassen sich durch 
die Totalspannungen ax, ay, a. unu die Spannungskomponenten X"', Y x' Z ,., ' .. , Zz 
wie folgt ausdrückcn 

t' Xc eos ("x) = --'- , 
(J ,. 

!:' y " eos (<.; y ) = -:- ' 
x 

t f Z,T 
CO" (" z) = rr: ' 

( ' X" cos 1)x) = -, 
(J" 

Y 
eos (1)Y') = --", 

{Jv 

( ') Zu cos 1) Z ~= - , 
(Jv 

r' X, 1 cos (~:r ) = - , 
(J , 

(r' Y . 
eos ~ y ) = -a~' I 

r' Z, eos (~ z) = -- . 
(J z 

(b) 

Setzt man dic Beziehungen (b) in jene unter (a) und vergleicht das erhaltene 
Resultat mit (22), so findet man 

X' 
eos (nx') = --'" , 

a J . 

Y' 
cos (ny') = -;; , 

" 
woraus sich durch Quadrieren und Addierell 

x, y' Z, 
~ + ~~ -1- ::'.!L == 1 a;. a; a; 

Z' 
cos (nz') = -;;, 

z 

(::lOb) 
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ergibt. Setzen wir in der Gleichung (30b) X~ =~, y~ = 1), Z~ = C, fassen also die 
Komponenten der Totalspannung im Koordinatensystem ~1)C als Koordinaten 
einer Fläche auf, so bemerken wir, daß die Gleichung (30 b) das Spannungs
ellipsoid (30a) bezogen auf konjugierte DurchmesRel' vorstellt. Es folgt daraus, 
daß die Richtungen der Totalspannungen ax,a y' a zeines rechtwinkeligen unendlich 
kleinen Prismas konjugierten Durchmessern des Spannullgsellipsoides entsprechen. 

Um für irgend ein gegebenes, durch P gehendes Flächenelement die zu
gehörige Totalspannung unter Zuhilfenahme des Spannungsellipsoides leicht 
zu finden, oder umgekehrt für einen gegebenen Hadiusvektor des Spannungs
ellipsoides als Totalspannung das zugehörige Flächenelement, bedient man sich 
der Spannungsrichtfläche. Wir gehen zur Herleitung ihrer Gleichung von den 
Bedingungen (22f) und der Abb. 16, S. 51 aus, in der wir x', y', z' mit den Haupt
spannungsrichtungen zusammenfallen lasseil. Das ~'lächenelement d f" mit der 
Normalen n und der Totalspannung an hat die Gleichung 

IX cos (nIX) + ß cos (nß) + Y cos (ny) = a, 

wenn IX, ß, y die laufenden Koordinaten und a den unendlich kleinen Normalabstand 
des Flächenelementes vom Ursprung P bedeuten. a sei für die unendlich 
vielen möglichen Flächenelemente, die um P herl1mgelegt werden können, kon
stant. Zufolge (22 f) können wir die letzte Gleichung in der Form 

(xA n + ~!!!'. + yEn = a (c) 
(Tl (T 2 (Ta 

schreiben. Die Tangentialebene der Mittelpunktsfläche zweiter Ordnung 

1X
2 + /~ + 1'2 = ± K2 

(Tl (T2 (T3 
(31) 

(K eine konstante Zahl) lJl dem Punkt mit den Koordinaten IXl> ßl> YI hat die 
Gleichung 

(d) 

Die Ebene (d) ist mit der Ebene (c) parallel, wenn 

IXI = KlAn, ßI=KIBn , YI=KICn , 

wobei K I ein Proportionalitätsfaktor ist. Bringen wir einen Radiusvektor des 
Spannungsellipsoides oder dessen Verlängerung zum Schnitt mit der Fläche (31), 
so erhalten wir einen Durchstoßpunkt, dessen Koordinaten IXl> ßI' Yl proportional 
den Koordinaten An,Bn, Cn des Endpunktes des Itadiusvektor ist. Legen wir 
somit in diesem Durchstoßpunkt eine Tangentialebene an die Fläche (31), so 
ist dieselbe parallel zu dem Flächenelement, in welchem die Totalspannung 
übertragen wird, die die Richtung des zum Durchstoßpunkt gezogenen Radius
vektors besitzt. Die Fläche (31) heißt aus diesem Grund die Spannungsricht
fläche. Sind die Hauptspannungen gleich bezeichnet, so kommt auf der rechten 
Seite von (31) das positive oder negative Zeichen in Betracht, je nachdem die 
Hauptspannungen positiv oder negativ sind, und die Spannungsrichtfläche ist 
dann im allgemeinsten ~'alle ein dreiachsiges Ellipsoid. Sind eine oder zwei 
Hauptspannungen negativ, die übrigen positiv, so kommen ähnlich, wie früher 
für die Normalspannungsfläche entwickelt wurde, zwei Richtflächen (ein- und 
zweischaliges Hyperboloid mit gemeinsamen Achsen), deren Gleichungen sich 
nur durch das Zeichen auf der rechten Seite der Gleichung (31) unterscheiden, 
in Betracht. In die Tangentialebenen des dann existierenden gemeinsamen 
Asymptotenkegels fallen die Flächenelemente, in denen nur Schubspannungen 
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übertragen werden. Für einen gegebenen Spannungszustand mit ungleich be
zeichneten Hauptspanllungen stehen die Erzeugenden des Asymptotenkegels 
der Spmlllullgsrichtflächen normal auf den Er7-eugenden des Asymptotenkegels 
der NormaJspannungsfliichen. Für den Fall des ebenen und linearen Spannungs
zustandes werden die Gleichungen des Spannungsellipsoides und der zugehörigen 
Richtfläehe besondere ],'onnen annehmen. 

12 a. nas J,allulsche SpannungselIipsoid als Bild einer Dyade. 

Die Existenz des L11m(\schen SpammngHellipsoides kommt durch die Beziehung (22 b) 
in Dyadenform zum Ausdrucke, durch welche die lineare Zuordnung von Einheitsvek
torcn n in den Richtungen der Flächennormalen zu den Radiusvektoren un eines Ellipso
ides ausgesprochen ist. Das Lamesche Spannungsellipsoid als Fläche ist völlig analog dem 
Verschiebungsellipsoid in der Kinematik, das in Dyadenform auf Seite 13 dargestellt 
ist. Die Zuordnung dreier aufeinander normalen Riehtungcn r vor der Deformation zu 
konjugierten ltichtungen des Verschiebungsellipsoides nach der Deformation entspricht 
jetzt der Zuordnung dreier aufeinander normaler Richtungen n als Flächennormalen dreier 
aufeinander normaler im Punkte P zusammenstoßender l<'lächenelemente zu konjugierten 
Durchmessern des Spannungsellipsoides. 

13. Die 11lohrschc Darstellung des Spanllungszustandes. 
Mohr (L) hat ein graphisches Verfahren angegeben, das es ermöglicht, die 

Normalspannung N n und Schubspannung T" (Abb. 16, S. 51) für ein be
liebiges ~b'lächenelement d In in der Umgebung eines Punktes des elastischen 
Körpers rasch aufzufinden, wenn die Hauptspannungen (}v (}2' (}3 in dem Punkt 
gegeben sind. Diese Aufgabe 1/oJ) 
ist 7-war mit den Hilfsmitteln, 
die bisher angegeben wurden, 
auch 7-U lösen, doch hat die 
Mohrsehe Darstellung den Vor
teil, von räumlichen Flächen 
UlU1bhängig zu Kein, da sie 
nur in einer Ebene, der Bild- ! 
ebene arbeitet. .----

Denken wir uns (Abb. 19) +/ 1I 
um den Punkt P deR elasti- ----
sehen Körpers eine Kugel mit "/, 

3 

dem unendlich kleinen Radius \.>I<: 
a beschrieben und durch P 7\";;---+--1':"" 

ein Koordinatensystem rxßy \ 
in den Hauptspannungsrich-
tungen gelegt. Einem beliebi- ~I/:';J. 
gen Punkt M der Kugel ent-
spricht die N oI'male n und ein 
Flächenelement d In' das in M 

Abb. 19. 

n 

tf1ngentiell an die Kugel gelegt wird. In diesem Flächenelement wird eine Total-
spannung 

übertragen. Für das Weitere setzen wir voraus, daß algebraisch genommen die 
Beziehung a 1 < a2 < aa erfüllt ist. Aus (22f) folgt durch Quadrieren und 
Addieren 

(a) 
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ferner durch ~Iultiplizieren der genannten Bedingungen der Reihe nach mit 
eos (noc), eos (nß), eos (ny) und Addieren 

(h) 
schließlich ist 

(e) 

worin N n und an aus (a) und (b) einzusetzen wären. D,t in den Gleichungen (a), 
(b) und (c) die Quadra,te der Richtungskosinusse vorkommen, folgt, daß für 
symmetrisch zu den Koordinatenebenen ocß, ßy, yoc gelegte ta,ngentielle :Fläehen
elemente der Kugel sich die Vektoren an symmetri8eh bezüglich der betreffenden 
Koordinatenebenen verteilen. Wir brauchen also nur die Spannungen in dem 
stark ausgezogenen Okta,nten 1 23 der Kugel in Betracht zu ziehen. Wenn wir 
die Schubspannungen Tu im gerHLllnten Okta,nten als positiv bezeichnen, so 
müssen wir die Schubspannungen für Flächenelemente, welche zu einem dem 
Oktanten entsprechenden beliebigen Flächenelement dtn bezüglich der Koordi
natenebenen symmetrisch gelegen Hind, als negativ einführen, da z. B. bei 
Symmetrie zur ocß-Ebene der durch die Normale auf ocß, also a3 und n bestimmte 
Durchmesserkreis der Kugel durch dic in denselben hineinfallenden Komponenten 
der Sehubspannungen entgegengesetzt verdreht wird. 

Nun gehen wir daran, jedem Punkt M des Oktanten einen Punkt M' in einer 
Ebene (Bildebene) derart zuzuordnen, daß M' durch zwei rechtwinkelige 
Tn. Koordinaten N n' T n 

~ n, nl nJ festgelegt wird, die der 
A Größe und dem Zeichen 

mwh mit den dem Flä-
chenelement d f n zuge
ordneten Werten N n> T n 

übereinstimmen; das 
Koordinatensystem, auf 
welehes 111' bezogen 
wird, nennen wir kurz 

das N nT n-System 
(Abb. 19a). Den Punk-

1-_-"-:*-__ .6L-~~---<>~-"::»<>':-----~----Nll ten 1,2, H der Kugel 

~-------~r------~~~' 

I 
I 
I 
I 
I 

~----------------a3------------------~~ 
Abb. 19a. 

enb;preehen, weil für die 
die"en Punkten entspre
chenden Fliiehenelemen
te die Schubspannun
gen verschwinden, die 
Punkte 1',2',3' auf der 

Abszissenachse N", deren Abstände vom Unlpnmg bzw. a l , a 2 , a:; gleichkom
men. Wir fragen jetzt IUwh dem geometrischen Ort von Punkten in der 
NnTn-Darstellung, weIehe ~Flächen-elementen entsprechen, die tangentiell an 
dem Viertelkreis 1 2 liegen. N,wh den Bedingungen (22f), in welchen cos (ny) = 0 
zu setzen ist, können die Totalspannungen <im' }<'liichenelemente des Viertel
kreises 1 2 nur in die Ebene ocß hineinfallen. Zur weiteren Lösung der gestell
ten Aufgabe können wir so vorgehen, dnf3 wir alls den Gleiehungen (b) und (e) 
und der Bedingung 

die Werte der Quadrate der KosinusRe berechnün lind dflnn cos(ny) gleich Null 
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setzen. Demgemäß erhalten wir, wenn wir der Kürze halber 

cos2 (n IX) = m, cos2 (nß) = n, cos2 (ny) = ° 
setzen, und die Gleichung (c) nach Einsetzen von an aus (a) reduzieren 

N n = alm + a2n + a3o, 

T~ = (al - a2)2m n + (a2 - a3)2 n 0 + (a3 - al )2 o m, 

1= m + n + o. 

Die leicht zu bewerkstelligenden Lösungen dieser Gleichungen ergeben 
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(32) 

Den acht aus (32) folgenden Lösungen für cos (nIX), cos (nß), cos (ny) entsprechen 
die 8 Oktanten unserer UIll P beschriebenen unendlich kleinen Kugel. Setzen 
wir cos(ny) = 0, so erhalten wir aus der dritten der Lösungen (32) 

T~+ (Nn-al ) (Nn-a2) =0 

als Gleichung mit den Variablen X n> T n des geometrischen Ortes der Punkte, 
welche den Punkten auf dem Viertelkreise 1 2 entsprechen. Statt der letzten 
Gleichung können wir 

(d) 

schreiben. Der fragliche geometrische Ort ist demnach ein Kreis mit dem Radius 
az - al 

r l2 = -2- und den )littelpunktskoordinaten 

P12= 0, 
0'1 + 0'2 

q12= -2-' (e) 

Der )Iittelpunkt A dieses Kreises liegt in der Hälfte zwischen den Punkten l' 
und 2' und der Kreis selbst geht durch diese Punkte. Offenbar gilt zufolge des 
positiven Vorzeichens von T n für den Viertelkreis 1 2 nur der Halbkreis l' 2' 
ober der Abszissenachse. Ähnlich finden wir für die Flächenelemente tangentiell 
an die Viertelkreise 3, 1 oder 2, 3 als geometrische Örter der ihnen entsprechenden 
Bildpunkte durch Nullsetzen von cos (nIX) oder cos (nß) in den Beziehungen (32) 
die Halbkreise 2',3' oder 3', I' mit den "Mittelpunkten B bzw. C auf der N n-Achse 
und den Radien bzw. )littelpunktskoordinaten 

a3 - az 
r23 = -2-

P23 = 0, P31 = 0, (e) 

Der größte Kreis l' 3' mit dem .:\1ittelpunkt C, entsprechend dem Viertelkreis 13, 
dessen Ebene jener der algebraischen größten und algebraischen kleinsten Haupt
spannung ist, heißt der Hauptkreis, die beiden anderen Kreise l' 2', 2' 3' mit 
den Mittelpunkten in A bzw. B heißen Nebenkreise. ,Sämtliche Punkte des 
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stark ausgezogenen Kugeloktanten der Abb. 19 werden oberhalb der Abszissen
achse N n in dem Teil der Bildebene, der zwischen dem Hauptkreis und den Neben
kreisen liegt, abgebildet. 

Der zu dem beliebigen Punkt Ji gehörige Abbildungspunkt .l11' wird gefunden, 
indem man ihn als Schnitt der Abbildungskurven darstellt, welche zwei durch 
den Punkt M gehenden zu den Koordinatenebenen parallelen im Oktanten 1,2,3 
liegenden Kreisteilen entsprechen. Würden wir z. B. den Punkt M als Schnitt
punkt der Parallelkreisteile ab, cd betrachten, die zur r.t.ß- und ßy-Ebene parallel 
gewählt sind, so hätten wir, um die diesen Kreisteilen entsprechenden Abbildungs
kurven der ;\'Iohrschen Darstellung zu erhalten, in den Lösungen (32) 

cos (ny) = K 3 , cos(nr.t.)=K1 

(K3 , K 1 konstant) zu setzen, d. h. diese Abbildungskurven wären durch die 
Gleichungen 

K 3 (0"2 - 0"3) (0"1 - 0"3) = T~ + (Nn - 0"1) (N n - 0"2)' } 

Kd0"3 - 0"1) (0"2 - 0"1) = T;, + (iV n - 0"2) (N n - 0"3) 
(f) 

gegeben, wenn Sn, T n veränderlich aufgefaßt werden. Der Vollständigkeit halber 
fügen wir gleich noch die Gleichung des dritten geometrischen Ortes hinzu, der 
einem Kreisteil ef parsJlel zur r.t.y-Ebene in der NnTn-Darstellung entspricht. Da 
für diesen Kreisteil cos (n ß) = K 2 (K2 konstant) sein muß, so lautet die Gleichung 
des geometrischen Ortes auf Grund der Lösungen (32) 

K 2(O"l- 0"2) (0"3 - 0"2) = T;, + (Nn - 0"3) (Nn- 0"1). (f) 

K 1, K 2, K 3 müssen natürlich für die drei genannten zu den Koordinatenebenen 
parallelen Kreisteile der Bedingung Ki + K~ + K~ = 1 genügen. Die 3 Ab
bildungskurven (f) sind Kreise mit den Radien 

'.n 0 V K~, - ",I (", - ".11 (",~ fl'r, I 
'ß, = ~ Kd". - "'.~(" ,-- ",I + (~~:' I (g) 

r y<>. - ~ K 2 (0"2 - 0"1) (0"2 - 0"3) + (-2-) 

und den zugehörigen Mittelpunkten in A, Bund C. Die für die Radien r<>.p, 
rpy, r y<>. aufgestellten Formeln gelten für alle möglichen zusammengehörigen 
Werte von K 1 , K 2 , K 3, also auch für K 3 = 0 oder K 2 = 0 oder K 1 = o. In 
diesen besonderen Fällen erhalten wir als Radien der Abbildungskreise jene 
des Hauptkreises und der beiden Nebenkreise. Von den Abbildungskreisen (f) 
kommen in der Mohrsehen Darstellung nur die Teile in Betracht, welche zwischen 
dem Hauptkreis und einem der beiden Nebenkreise liegen. Für die Punkte 
1,2,3, für die je einer von den drei Parallelkreisteilen in je einem Punkte zu
sammenschrumpft, geht auch je einer von den drei zugeordneten Abbildungs
kreisen in je einen der Punkte 1', 2', 3' über. Die größten Werte R<>. p, R p y' R y <>. 

der Radien r<>.p, rpy, r y<>. ergeben sich bzw. für K 3 = 1, K 1 = 1 und K 2 = 0 aus 

2 _ (al - a2 )2 _ ( al + a2)2 _ , 2 
R<>.p - (O"a - ( 2) (O"a - ( 1) + --4- - 0"3 - -2- - (A3) , 

R 2 _ (0" _ a) (a _ a) + (a2 -a3 )2 - (0" _ a2 +a3 )2 - (B1')2 py - 1 3 1 2 4 -, 1 2 -. , 

R2 = (a3 - a1)2 = (C1')2 = 2 
Y<>' 2 r 3t • 
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Diese größten Abbildung:;kreü;e kommen nur mit je einem Punkte 3' und l' ent
sprechend den Punkten 3 und 1 der Kugel und mit dem Hauptkreise l' 3' ent
sprechend dem Viertelkreise 1 3 auf der Kugel in Betracht. Die kleinsten 
Werte eap, (!Pr' (!"", der l{adien r",p, rßr' rr a ergeben sich bzw. für Ka = 0, K I =0, 
K a = 1 aus 

2 = (0"2- 0"1)2 = (A 1')2 = r2 
(!aß 4 12' 

2 _ (O"a - 0"2)2 _ (B3')2 _ 2 
(!/Iy - --4 -- - - r23 , 

2 (0"1 - O"a)2 1- (0"3 + 0"1rl 2 C' 2 
(!y", = (G2 - GI) (G2 - G3) + ---4---- = l G2 - - 2--J = ( 2). 

Die kleinsten Abbildungskreise kommen nur mit einem Punkt 2' entsprechend 
dem Punkte 2 der Kugel und mit den beiden Nebenkreisen 1'2', 2'3' entsprechend 
den Viertelkreisen 12, 23 auf der Kugel in Betracht. Nachdem für einen belie
bigen Parallelkreü; parallel zur ocß-Ebene entsprechend den Formeln (g) 

r~ß = cOi';2(ny) (G3 - G2) (Ga - GI) + (0"1 -:;.~)~ [cos2 (ny) + sin2 (ny) ] 

2 ) l O"l + 0".-1 2 '2 ( ) (0"1 - 0"2)2 = cos (ny G3 - --2-J + sm n z --4----

und für einen beliebigen Parallelkreis parallel zur ßy-Ebene ähnlich 

o 2) [ 0"2 + O"al2 . 2 ) (0"2 -- O"a)2 rßy = cos (n oc GI - --2-J + sm (n oc --4 -

geschrieben werden kann, ergibt sich folgende graphische Konstruktion 
(Abb. 19a) zur Bestimmung dieser Radien; man errichtet in den Punkten l' und 
3' je eine Normale n l bzw. n3 auf die Abszissenachse N n und trägt sich von 
diesen Normalen die dem Punkt M zukommenden Winkel noc bzw. ny in dem 
aus der Abb. ersichtlichen Sinne auf. Die beiden Geraden gl und g3' die 
hierdurch erhalten werden, schneiden die durch die Punkte l' bzw. 3' hindurch
gehenden Kreise (Hauptkreis und je ein Nebenkreis) in den Punkten c', d' bzw. 
a', b'. Ver binden wir A mit a' und b', ferner den Punkt B mit c' und d', so erhalten 
wir die beiden gleichschenkeligen Dreiecke A a' b' und B c' d', deren Schenkel 
Aa' = Ab' und Bc' = Bd' den Radien r"'ß bzw. rpy gleichkommen; denn die 
Geraden l' a' und 2' b' ebenso die Normale A h3 zur Geraden g3 schließen mit der 
Achse N n den Winkel ny ein, sind demnach parallel, woraus, da 

l' A - A ')' - 112 -111 
- - - 2 ' 

h ' h b' 112 - 111 • ( , ( ) ( 111 + (12) ) 3a = 3 = ~ Sill ny) und Ah3 =A3 cos ny = G3 - -2- cos (ny 

folgt. Es ist sonach 

(A a')2 = (A b')2 = (A ha)2 + (hab')2 = r~ß' 

Ähnlich ist zu beweisen, daß (Bd')2 = (BC')2 = (hI B)2 + (hl c')2 = rpy sein 
muß. Der Schnittpunkt M' der aus A bzw. B mit den Radien Aa' bzw. Bc' 
beschriebenen Kreise entspricht somit dem Punkte M, und die Parallelkreis
teile ab bzw. cd wCl'den durch die Kreisteile a' b' bzw. c' d' abgebildet. Die Kon
struktion des l{adiuH f""" der natürlich bereits durch C M' gegeben ist, wenn r aß und 
rpy bereitR gefunden wurde, ergibt Rieh amI dem Vorstehenden von selbst: der 
Winkel (nß) wäre von der auf 1'1" im Punkte 2' Normalen n2 im Uhrzeigersinn 

Giftler, Mechanik. 5 
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oder hierzu entgegengesetzt aufzutragen und die Schnittpunkte der dann er
haltenen Geraden mit den bei den Nebenkreisen aufzusuchen, deren Verbindungs
strecke zum Punkt C den Radius r yiX ergibt. Sind z. B. die Winkel (ny) und 
(na) komplementär, so schneiden sich die beiden Geraden 91 lind 93 in einem 

Abb. 19b. 

Punkte des Hanptkreises. Dem Flächenelement mit der Normalen na des 
Punktes ades Hauptmeridiankreises (Abb. 19b) der unendlich kleinen Kugel 
entspricht, dem Gesagten zufolge, der Punkt (I' des Hauptkreises (Abb. 19c), 
wobei 1::: n3 3' a' = <t: nay = 1::: a3 Pa und nIl' a' =):::: nax = -J.::. a1 Pa und die 
Zuordnung des Winkelpfeilsinnes der Winkel n a y, na a aus den Abb. er-

"-, 
I 

.1 

"ichtlich ist. Dem zu a bezüg
lich der aß-Ebene symme
trisch gelegenen Punkt i der 
Kugel mit der Kugelnor
malen ni entspricht in der 
Mohrsehen Darstellung der 
bezüglich der N n-Achse sym-
metrisch gelegene Punkt ,;' 

+-----';~-i'<-------L-'!..J.--'--t---+--'lF-----+-NI! (-1: ni a. = <).:: a 1 Pi als nega
tiver Winkel von der Nor-

~---\--~--Oj malen n 1 im negativen Sinne, 
ni Y = a 3 Pi als stump

fer positiver Winkel im po
"itiven Sinne von n3 aus 

----gi"' lLufgetragen). Der symmetrisch 
Abb. 19c. zu a bezüglich der ßy-Ebene 

gelegene Punkt 9 hat in der 
Mohrsehen Darstellung den Punkt g' zugeordnet, der sich mit dem Punkt i' deckt; 
dagegen ist dem symmetrisch zu i bezüglich der ßy-Ebene gelegene Punkt k wieder 
der Punkt a' zugeordnet. Wir sehen sonach, daß 2 Hymmetrisch bezüglich 
der N n-Achse gelegenen Punkten des Hauptkreises zwei Paare zueinander parallele 
an die unendlieh kleine Kugel tangentielle und zur a1 a3-Ebene nOl;male Flächen
elemente zugeordnet sind, welche zusammen einem schiefwinkeligen Prisma 
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mit den Flächenwinkeln 2 (na G{) und 2 (na y) angehören. Diese beiden Winkel er
Kcheinen in der .Mohri-\chen Darstellung auch als Zentriwinkel bei C. Schließlich 
bemerken wir, daß J\U jeder Normalspannung N n eine unendlich große Zahl von 
möglichen WerteIl T" gehören, VOll denen die beiden auf dem Hauptkreise liegen
den dem Zahlenwerte nach die größten sind. 

14. ExtrcuH' \Verte eier Rehubspanllungcll für einen dreidimensionalen 
Rllannungszustancl. 

Den in d('r Darstellung Abb. l!) mit I, 11, 111 bezeichneten Punkten, die 
in den H(1uptebellUIl Fläehenelementen entsprechen, deren Normale unter 45° J\U 
den Hallptspannung!:lrichtungen geneigt !-lind, entsprechen in der Mohrschen 
Dan;tellung (Abb. Hld) die Punkte 1', Il', Ill' mit den Sehubspmmungen 

(33) 

und Normabpanllungen 

T (f'!. -I-al 
(.:\ "),, c= - -- ~_.- , (N 1I)'3 = (J"3 ~ a~ • 

Den bezüglich der Koordinatenebenen rxß, ßy, yrx symmetrisch gelegenen Punkte
paaren 11> 111 , 1Il1 (nur das Punktpaar 11> 11 ist in der Abb. In gezeichnet) ent
sprechen in der ~lohr!-lchell Darstellung die Punkte I;, Il;, 1Il;, also Werte der 
Sehubspanllungen, welche sich Tn 
von jencn in (:~:~) nur dmch da,.; 
Zeichen unten:cheiden. Wir 
können somit !:lagcll: für eincn be
liebigen räumliclwll Spannung,.;
zustand gibt es für jede Haupt
ebene Flächenelemente, deren 

It, 

• 

Normale unter 45° bzw. I3[)O -!---':"~-F--'-1f-L-~Hf-T-.L...-"--'-L.....:",+~--
N" 

gegen dio zugehörigen Haupt-
spannungen geneigt sind, für 
welche die Sc:hubspannungen ex
treme, elltgegengesetJ\t gleiche 
Werte, die Normalspannungen 
aber je einen Wert erlangen, der 
gleich dem Mittelwerte der zu
gehörigen Hauptt.;pannungen ist. 
Die beiden dem Zahlenwerte lutch 

/JJ' 
I 

I-------(N"hz----'--------" 

Abb. 19d. 

größten Extreme entfipreehen je einem Flächenelement, deren Normale unter 
45° bzw. I:~;)o zur Richtung der algebraisch kleinsten Hauptspannung a 1 und in 
der Ebene eier algebraisch größten und kleinsten Hauptspannung liegen. 

15. Beispiele. 
1. Der riimnliehe hy(Irostatisdw Spannungszustand. Für diesen Spannungszustand. 

der z. TI. im Innern einer ruhenden :Flüssigkeit oder in einem festen Körper entsteht, der 
in eine unkr hohen Druck gesetzte ruhende Flüssigkeit eintaucht (die Spannungen, die 
dureh das Eigengewicht entstehen, werden dahei vernaehlässigt, s. S. 9\)), sind die 3 Haupt
spannung('n negl\.tiv und dem Zahlenwerte nach gleich. Wir setzen demgemäß 

p<ü. (a) 
5* 
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Aus den Gleichungen (29) auf Seite 58 ersieht man, wenn Bedingungen nach Art von 
(14a), S. 36 beachtet werden. daß 

Xx = Y y = Z, = P und X y = Y, = Zx = 0 . (b) 

Jedes Flächenelement mit der Normalen n in der Umgebung des Punktes P empfängt 
den gleichen normalen Druck p, der zugleich die Totalspannung ist. Die Normalspannungs. 
fläche und das Spannungsellipsoid werden Kugeln mit den bcziehungsweisen Gleichungen 

(c) 

und den Radien -p bzw. ~ Desgleichen ist die Gleichung der Spannungsriehtfläche 
l-p 

jene einer Kugel: 

(d) 

mit dem Radius Kl-p. In der Mohrschen Darstellung schrumpfE'n Haupt- und Ncbcn
kreise in einen auf der negativen Abszissenachse gelegenen Punkt mit der Abszisse p 
zusammen. Aus ihr ersieht man auch, daß es für diesen Spannungszustand kcin Flächenele
ment gibt, in welchem Schubspannungen übertragen werden. 

2. Der allgemeine ebene Spannungszustand. :Für diesen wichtigen Spannungs
zustand verschwindet eine von den :3 Hauptspannungcn, z. B. a2 • Die Nor
malspannungsfläche bezogen auf die Hauptspannungsrichtungen, hat dann die 
Gleichung 

und ist demnach entweder cin elliptischcr Zylindcr, de8Hen Erzeugende normal 
zur IXy-Ebene stehen, wenn a l und a3 gleich bezeichnet sind, oder sie besteht 
aus 2 hyperbolischen Zylindern mit gemeinsamen AHymptotenebenen, deren 
Erzeugende normal zur IXY geriehtet sind, wenn die Hauptspanllungen ungleieh 
bezeichnet sind. Die Asymptotenebenen scheiden die Flächenelemente voneinander, 
die positive bzw. negative Normalspannungen erleiden. Durch den Punkt P 
gehenden Radiusvektoren der Norm'llspannungsfläche, welche in denAi.;ymptoten
ebenen liegen, entsprechen Flächenelemente, für welche die Normalspannungen 
Null sind. Die Asymptotenebenen, denen somit nur Schubspannungen ,üs Total
spannungen entsprechen, heißen Schiehungsebencn, entsprechend dcm Schie
bungskegel beim allgemeinsten Spannungszustand (P. !l). 

Wählen wir im Punkte P ein Koordinatensystem ;1;' y';;' dcrart, daß die y'-Achse 
mit der Achse ß zusammenfällt, die Aehsen ;I;',;:;' 11hel' gegen die IX, y-Achsen 
bzw. um den gleichen Winkel rp verdreht Rind; die Spannungskomponenten für 
das Koordinatensystem ;{;' y' z' werden am; den Gleichungen (2\1) erhalten, wenn 
wir in ihnen a2 = 0 und 

IXx = eos rp , 

IXy = 0, 

IXz = sin rp , 

y" = sin rp, 

y,,=O, 

Y z = cos rp 

setzen. Wir erhalten dann aus den genannten Gleichungen 

Xx = a, cm;2 rp + a3 sin 2 rp, 1 
Zz = a l Rin 2 rp-t a3 COS2 ({', 

Zx= (al + a3)sinrpco~(p, I 
(a) 

die übrigen SpannungRkomponenten verschwinden. Für einen ehenen Sp1Lnnungs
zustand gibt es demnach eine unendlich große Zahl von unendlich kleinen recht-
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winkeligen Prismen, für ",-elche die Spannungskomponenten die Eigenschaft 
haben, daß sie in einer Ebene liegen; die Ebene des Spannungszustandes ist 
parallel zu jenen Flächenelementen, deren Hauptspannung verschwindet. Für 
ein beliebig zu den Hauptspannungen orientiertes Prisma sind aber alle 6 Span
nungskomponenten auch bei ebenem Spannungszustand vorhanden. 

Gewöhnlich geht man bei Betrachtung des z' 
ebenen Spannungszustandes von einem Prisma 
aus, für welches die Spannungskomponenten in 2 

der Bedingungen für das Gleichgewicht eines 
schief abgeschnittenen rechtwinkeligen Prismas, Zx 

einer Ebene liegen, und sucht Richtungen und ~ 
Größe der Hauptspannungen unter Zuhilfenahme Xx 

P 12 (Abb. 20). Die Normale n für das be- ~::::;::F=~----x' 
liebige zur ,1;' z' -Ebene normal stehende Flächen- P 

element 1 2 schließe mit der x' -Achse den Win-
kel ). ein. Die Gleichgewichtsbedingung für das Abb. 20. 

Prisma P 1 2 können wir entweder ans der Ab-
bildung direkt ablesen, oder unmittelbar durch Spezialisierung aus den Tetraeder
bedingungen (22) findeil. Die letzteren nehmen jetzt, da 

cos(nx') = COSA, 

die Form an: 

X" = X", cos }. + X z sin ). , 

cos (n y') = 0 , 

Y,,= 0, 

cos (n z') = sin }. 

Zn = Z"'cos}. + ZzSiIlA. (b) 

Aus der Abb. 20 ergibt sich durch Projektion von X n und Zn auf die Richtung 
von S" und T n 

.s n = X n cos Je + Zn sin A, T" = X" sin Je - Zn cos A , 
woraus, wenn wir X" und Zn aus (b) einsetzen, 

Sn =X"cos2 }. + Z zsin2 A + 2XzcosAsin}., 

T n = (Xx - Zz) cos Asin}. + X z(sin2 A - cos2 }.) (34) 

folgt. Suchen ,,-ir die Extremwerte der Normalspannungskomponenten N n' so 
erhalten ,yir die Hauptspannungen (S. 55). Für diese muß demnach 

~d~n = (Zz - Xx) sin 2}. + 2Xz cos 2A = 0 
). 

bestehen, woraus für die Richtungen der Hauptspannungen die Bestimmungs
gleichung folgt: 

tg 2}. = tg 2rp = x~~'z" (35) 

Aus (35) folgt, daß es zwei um 90° voneinander verschiedene Winkel geben muß, 
für welche die Normalspannungen Extremwerte annehmen (S. 55). Setzen wir 
die Lösung (35) in den Wert für N n in (34) ein, so erhalten wir für die Größe der 
Hauptspannungen die ",T erte: 

X ..:.. Z 1-- ------------ ---
a = "-- ------=- ± -l"(X - Z )2 + 4Z2 

1,3 2 2 x z x' (36) 

Die eine von den beiden Lösungen (36) erweist sich als ::\Iinimalwert, die andere 
als Maximalwert der Normalspannungen .sn. \Vie man sich leicht überzeugt, 
verschwinden die Schubspannungen T n in (34) für Winkel }. = rp, wie sie aus (35) 
folgen (S. 55ff.). 
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Die gleichen Resultate ergeben sich auch aus (27a) und (27b), wenn wir 

cos 'V x' = cos Ä , cos ('V y') = 0 , cos (v z') = sin i. , 
und alle Spannungskomponenten mit Ausnahme von Xx, Zz, Z:,: Xull setzen. 
Aus (27 a) z. B. folgt 

Xx-X .. 0 X. 

o = 0, d. h. (Xn ,2) = G 2 = 0 und 

z'" o Z. - JS'n S~ - Sn (X" + Z.) -t- X"Z. - Z; = O. 

Durch Lösung der letzten quadratischen Gleichung nach Sn erhalten wir wieder 
die bereits gefundenen Werte der Hauptspannungen GI und Ga' 

So wie beim räumlichen Spannungszustand gibt es auch jetzt Flächenelemente 
in der Umgebung des Punktes P, die extreme Werte der Schubspannungen 
und zugeordnete Werte der Normalspannungen empfangen. Ein Wertepaar 
der extremen Schubspannungen wird unter Zuhilfenahme der Extremwerts· 
bedingung für T n in (34) 

d T n _ 0 d I (X - Z) , 2 ' ..J.. ') X " '). - 0 d i. - , . 1. x Z co", r. I ~ z :;ln ~ JI. -

gefunden. Aus der zuletzt angeschriebenen Bedingung folgt 

", '" z_-x, tg ~ A = tg :. 7p = ----"ix, . (37) 

und durch Einsetzen der Lösung (37) in die allgemeinen Ausdrücke (34) ergibt sich 

(38) 

Wenn wir bei Vergleich der Formeln (35) und (37) bedenken, daß 

tg 2 rp tg 2 7p = - 1 , 

können wir sagen: für den Fall des ebenen Spannungszustandes gibt es 2 zu den 
Hauptspannungsrichtungen unter je 45° geneigte aufeinander normale Rich
tungen, deren zugeordnete Flächenelemente maximale bzw. minimale Schub
spannungen 'l' a erhalten, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden und 
deren absolute Werte sich als halbe Differenz der zugeordneten Ha uptspannungell 
ergeben. Dieses Resultat ist ein spezielles, weil wir für die Ableitung desselben 
cos (nß) = 0 vorausgesetzt haben, und wird weiter unten auf Grund der ~'Iohrschen 
Darstellung erweitert werden. (Siehe auch die allgemeinen Resultate auf S. 67 
für den räumlichen Spannungszustand.) 

Die Tetraederbedingungen (22f) bezogen auf das Hauptspannungskreuz, 
lauten im Falle der Annahme G2 = 0 

wor'aus, wenn An und C n als variable Koordinaten oc, y einer Kun'e angesehen 
werden, 

0(2 y2 
0 2 + 0 2 = cos2 (noc) + cos2 n, = 1 - ros2 (nß) = sin2 (nß) (39) 

1 3 

folgt. Durch die Gleichung (39) ist eine Schar von in der ocy-Ebene liegenden 
Ellipsen mit gemeinsamen Achsenrichtungen gegeben, die als Spannungsellipsen 
für den ebenen Spannungszustand bezeichnet werden: wird (nß) konstant ge-
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wählt, d. h. nehmen wir die Normalen n ab Erzeugende eines doppelten Kreis
kegels an mit der Spitze im Punkte P, der ß-Aehse als Kegelachse und mit dem 
Öffnungswinkel :2 (nß), HO erhalten wir eine Spannungsellipse, deren Halbachsen 

0" 1 sin( nß), 0"3~lin (nß) sind . .Für die Ebene der Hlluptspannungen 0"10"3 wird nß = i
und die Gleichung diesel' be80nderen Spannungsellipse, welche oft schlechthin 
als die Spannullgsellipse bezeichnet wird, lautet dann 

'J.2 (J2 
- .. +--;;=1. 
0'1 l1J 

(40) 

Jeder Radiusvektor einer Spanllungsellipse ist gleich der Totalspannung O"n und 
entspricht einem Flächenelement, deRsen Lage zu O"n aus der sog. Spannungs
richtkurve bestimmt werden kann, die sich für den ebenen Spannungs zustand 
aus völlig ähnlichen Betrachtungen ergibt, wie sie zur Herleitung der Gleichung 
der E-lp,ttlllllllgRrichtfliiche für den räumlichen Spannungszustand gepflogen 
wurden. Die zur Nornmlell n eines .Flächenelementes normale Ebene mit unend
lich kleinem AbHtand n vom Punkt P, d. i. 

rxcos(nrx) +,Bcm(nß) +y('o~(ny) =a 

schneidet die rxy- Ebene in der Geraden, 

rxco,;(nrx) +yco-;(ny) =a, 

wofür unter Zuhilfenahme der oben angeschriebenen Tetraederbedingungen auch 

aA n + C" '---a; y a; = a 

geschrieben werden lmnn. Diese Gerade ist parallel zur Tangente im Schnitt
punkt des O"n ent,;preehenden Radiusvektors einer Spannungs ellipse mit der 
Kurve 

(K eine konstante Zahl). (41 ) 

Die Gleichung (41) ist jene der Spannullgsrichtkurve. Sie kann eine Ellipse 
(bei gleiehem VorJl:eicheu der Haupt- t 
spannungen) o<ler :2 Hyperbeln mit ge
meins,tmen Asymptoten (bei ungleicher 
Bezeichnung der Hauptspannungen) be
deuten. In der Abb.20a, in welcher 
die Spanllllugsellipse mit A und die 
zugehörige Spanl1ullgsriehtkurve mit B 
beJl:eichnet siIl<l, ist uur der zuletzt ge
llannte :Fall in Betracht gezogen. 

Die ~Vlohrsehe Darstellung des ebenen 
Spannungszustande,; wird aus jener in 
Abb. HJa erhalten, indem wir einen 
von den drei Punkten 1', 2', 3' mit dem 
Ursprung des Koordinatensysteme" 
N" 7'" Jl:llsammenf,tllen lassen. Außerden 

Abb. 20a. 

bereits ohen gefundenen extremen Werten der Sehubspannung T 3 lesen wir aus 
der Mohrschen Darstellung nunmehr auch die extremen Werte Tl und T 2 ab, 
welche in der Cf.ß - und ß y- Ebene liegen und in der früheren Bezeichllungsweise 

die Größe t hzw. ;1 besitzen. 
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Als besondere ebene 8pannungszustände wollen wir 

a) den ebenen hydrostatischen Spannungszustand, 
b) den reinen Schubspannungszustand 

näher betrachten. 

Ba. Der ebene hydrostatische SJlanllungszustalld. Dieser Spannungszustand ist ge· 
kennzeichnet durch die Gleichheit der 2 auftretenden Hauptspannungen, die Druck-

(1. spannungen sind. Er tritt beispielsweise auf, wenn ein reeht-

ß 

Abb. 21. 

winkeliges Prisma auf 4 Seitenflächen nach Abb. 21 mit p ki!/cm 2 

belastet ist. Diese Belastung wird als Umschlingungsdruckbean
spruchung bezeichnet. Die Hauptspannungen erhalten, wenn 
vom Eigengewieht des Prismas abgesehen wird, die Werte 
(T2 = 0, (Tl .ce (T3 == P mit p< 0 und für jeden Punkt desselben 
sind die Ebenen der Hauptspannungen parallel zu den beiden 
nicht belasteten Flächen. Für Flächenelemente normal zu diesen 
Ebenen gibt es keine ausgezeichneten Richtungen, sämtliche 
Normalspannungen sind zugleich Totalspannungen und zugleich 
Hauptspannungen. Der Nachweis erfolgt ähnlich dem Nach
weise beim räumlichen hydrostatischen Spannungszustande unter 
Zuhilfenahme der Gleichungen (29) auf Seite 58. Was beim räum

lichen hydrostatisehen Spannungszustand für den Raum galt, ist jetzt nur für die genannten 
Ebenen zutreffend. Man sieht leicht, daß die Normalspannungsfläche ein Kreiszylinder vom 

Radius - k = ist, dessen Erzeugende normal zu den genannten Hauptspannungsebenen stehen, 
-Y-p 

daß ferner die Spannungsellipsen durch Kreise mit dem Radius -p sin (n ß) dargestellt sind, 
und daß schließlich die Spannungsrichtkurve gleichfalls ein Kreis vom Radius K l-P wird. 
Die Mohrsehe Darstellung besteht aus einem einzigen, die negative N n-Achse schneidenden 
Kreis, der durch den Ursprung des N nT n-Systems geht, da der Hauptkreis mit einem der bei
den Nebenkreise zusammenfällt, während der zweite Nebenkreis in einen Punkt zusammen
schrumpft. E1 gibt hier 2 der Größe nach zusammenfallende extreme Werte der Schubspan-

nungen Ta = "'2 = ± -~, für welche die zugehörige Normalspannung den Wert.~ besitzt. 

3b. Die Beanspruchung auf reinen Schub. Wenn für ein rechtwinkeliges 
Prisma in einem Punkte P nur Schubspannungen parallel zu einer Prismenebene 
auftreten, so liegt reine Schubbeam;pruchung vor. Es sei wie in Abb. 14, S.42 
vorausgesetzt, daß die :cl Zl- Ebene jene Ebene ;;ei, parallel zu welcher die 
8chubspannungen Z" = X z wirken. Um die in der Ebene der Schubspannun
gen wirkenden Hallptspannungen a 1 , a2 ihrer Größe und Richtung nach zu 

Zl bestimmen, setzen wir in den Gleichungen (35) und (36) 
X J : = Zz = 0 und erhalten tg 2ffJ = 00, d. h. ffJl = 45°, 
ffJ2 == 185° und a1, a =~ ± Zx' Bei reiner Schub beanspruchung 
:lind die Hauptspannungen entgegengesetzt gleich und dem 
Zahlenwerte nach gleich der Schubspannung, die Rich
tungen der HauptRpannungen liegen zu den Schubspannun
gen um 450 bzw. 135° verdreht. In Abb. 22 ist das Haupt-

~'!--_>- .x spannungsprisma durch PI 4 5, der auf reinen Schub bean

Abb.22. 

spruchte Würfel durch P 1 2 3 dargeHtellt. Die Schub
spannungen X z = Zx sind extreme Schubspannungen, es 
liegt somit hier der besondere :Fall vor, daß in :Flächen
elementen extremer Schubspannungswerte die Normalspan
nungen verschwinden. Nach unserer früheren Bezeich-

nungsweise müssen WH' 

(T3- (Tl 
T = ± Z = ± ---- = ± a 3 x 2 3 

(Punkt 14, S. 67) setzen. Die beiden anderen Paare der Extremwerte der 8chub-
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spannungen in den Elwnen rxß und ßy wiiren nunmehr durch 

gegeben (siehe hierzu auch die weiter unten folgcnde Mohrsche Darstellung) . 
Die Normahlpannungflfläche, bczogen auf Ü,Lfl Hauptachsenkreuz, besteht aus 

2 gleichscitigen um non gegeneinander verdrehten gleichseitigen hyperbolischen 
Zylindern, dcren Erzcllgcmle normal auf die Ebene rxy der Schubspannungen 
stehen. Ihre Gleichung ist durch Zl 

gegeben. Dic Spanllllngsellipsen werden Kreise von 
Radius Z",Sill (nß) = a3 sin (nß) l111d der Gleichung 

rx2 + y2 = a~ sin 2 (n ß) . 

Die Spannungsrichtkurve (Abh. 22a) bestcht aus 
2 gleichseitigen Hyperbeln mit dcr Gleichung 

A 

Die Mohrsche D<Lrstellung besteht aus einem Abb. 22a. 

Hauptkreis, dessen Mittelpunkt im Ursprung des 

X' 

Koordinatensystems N n 1'n liegt, und 2 gleichen Nehenkreisen, die durch den 
Ursprung gehen. 

4. Der lineare Spannungszust.and. In diesem Falle, der bei Beanspruchung 
eines geraden StlLlles auf Zug oder Druck auftritt, ist nur eine Haupt. 
spannung a l , die zur Zug. (Druck·) Riehtung parallel ist, vorhanden, die beiden 
anderen Hauptspannungen verschwinden. 

Die Nonualspannungsfläehc, bezogen auf das Hauptspannungskreuz, ist durch 
a1 rx 2 = ± k2 gegeben, wenn die Zug· (Druck-) Richtung in die rx·Achse fällt, 
entsprieht somit 2 zueinander parallelen auf die Richtung des Zuges (Druckes) 

normalen Ebenen rx = ± -K . Die Totalspannungen sind für die verschiedenen 
y± 0"1 

Flächenelcmente in der Umgebung des Punktes nach (22f, S. 58) nur mit eos(nrx) 
nach dem Gesetz an = An = a 1cos (nrx) variabel. Aus dem Werte für an oder, 
wenn man will, aus der Beziehung (h) auf S. 62, folgt auch 

N n = ancos (n rx) = a l cos2 (n rx) . 

Die Schu bspannungen '1", für ein beliebiges Flächenelement können entweder aus 

T~ = a~ - N~ = a~ CO,.2 (n rx) - ai cos4 (n a) , 

= ai eos2 n rx sin2 (n rx) 
mit 

1',,= ± aleos (nrx) sin (na) = ~lsin(2nrx) 

berechnet werden, oder man kann diesen Wert direkt aus der Mohrschen Dar· 
stellung ahle sen , die für den Fall der Zug. (Druck.) Beanspruchung ein einziger 
die positivc (ncgative) N n·Achse schneidender Kreis ist, der durch den Ursprung 
des N n '1',, ·Systemes geht. Der extreme Wert der Schubspannungen ergibt sich für 

45°. 0"" 
(ny) = 1:~50 nut T3 = ± 2". 
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16. Über Elastizitätsgesetze. - Isotropie und Homogenität. 
Bisher wurde der Spannungs- und Verzerrungszustand in einem Punkte 

eines festen elastischen Körpers, der sich im stabilen Gleichgewichte befindet, 
gesondert betrachtet. Hiebei wurde vorausgesetzt, daß im Zusammenhange 
mit der Annahme der Kontinuität der Masse die SpannungR- und Verzerrungs
komponenten stetige beliebig differenzierbare :Funktionen der Koordinaten und 
die Verzerrungskomponenten überdies für die Rechnung unendlich klein, prak
tisch aber jedenfalls sehr klein seien. ·Ferner wurden an physikalischen Erfahrungs
grundlagen das Erstarrungsprinzip und die aus den Galilei-Newtonschen Grund
lagen der Mechanik sich en;chließenden Gleichgewichtsbedingungen für den 
starren Körper hinzugenommen. Hiemw; ergaben sich die Spannungsgleichungen, 
die das Gleichgewicht eines unendlich kleinen Prismas und die Oberflächcll
oder Grenzbedingungen, die dus Gleichgewicht eines Tetraeders zum Ausdrucke 
brachten. Alle übrigen Ergebnisse waren analytisch geometrischer oder vektor
algebraischer Natur. Die Auseinandersetzungen galten im angegebenen Rahmen 
für jeden elastischen Körper yon beliebiger physikalisch-chemischer Konstitu
tion, so z. B. auch für einen reibungslosen im Gleichgewichte befindlichen flüssigen 
Körper, den man als einen elastischen Körper definieren könnte, der nlll' Druck
spannungen aufnehmen kann. 

Die Erfahrung ergibt, daß die SpannungK- und Verzerrungs- bzw. Verschie
bungskomponenten in einem Zusammenhange stehen, der für die verschiedenen 
festen Stoffe noch sehr verschieden sein, aber wenigstens in en;ter Annäherung 
für jede Art des Spannungszustandes bis Zll einer beHtimmten (jröße desselben 
als gültig angesehen werden kann. Der genannte Zusammenhang heißt ein Elasti
zitätsgesetz. Letzteres bcstimmt da8 elastische Verhalten in einem Punkte, d. h. 
für einen dort vorhandenell\<~lementarkörper oder, wenn das genannte Gesetz 
für alle Elementarkörper das gleiche ist, für den ganzen Bereich des vorliegenden 
elastischen Systemes. Die Eigem;chaften eines fcstcn Körpers können von Punkt 
zu Punkt und mit den Richtungen im Körper wechseln. Wenn letzteres der Fall 
ist, sagt man, die betreffende Eigenschaft Kei vektoriell verteilt. Wenn in einem 
unendlich kleinen Bereiche eineK Körpcrs eine bestimmte Eigenschaft für jede 
beliebige in diesem Bereiche gezogene Richtung die gleiche bleibt, so sagt man, 
der Körper sei in dem unendlich kleinen Bereiche mit Bezug auf diese Eigenschaft 
isotrop aufgebaut. Wcnn aber für dCIl genannten Bereich die betreffende Eigen
schaft mit der Richtung wechselt, also vektoriell ist, d. h. für verschiedene Rich
tungen durch andere Maßzahlen festgelegt erscheint, KO heißt der Körper in dem 
Bereiche anisotrop oder aiilotrop. Ein Körper k~1nn offenbar in allen unendlich 
kleinen Bereichen, aus denen sich der Bereich des ganzen Körpers zusammen
setzt, isotrop mit Bezug auf eine Eigenschaft gedacht werden, ohne daß der 
Körper als solcher isotrop Zll sein braucht, da sich die betreffende Eigenschaft 
noch von Punkt zu Punkt ändern kanu. Wenn für eine gegebene Richtung 
letzteres nicht der Fall ist, so heißt der Körpcr für diese Richtung ein homogener 
mit Bezug auf die betreffende Eigenschaft im GegenRatz zu einem für die gegebene 
Richtung inhomogenen oder heterogenen Körpcr. Wcnn im folgenden von 
einem isotropen oder anisotropen homogenen Körper die Rede ist, so wird die 
Isotropie bzw. Anisotropie stets mit Bezug auf das elastische Verhalten ver
standen und soll die Bezeichnung homogen darauf hinwei8en, d~1ß das elastische 
Verhalten von Punkt zu Punkt evtl. gebunden an eine Hichtung unveränderlich 
bleibt. 

Die Isotropie und Homogenität und deren Gegensätze hängen naturgemäß 
mit der physikalischen und chemii;clwll Kmu.;titutioll zwmmmen, <lie sich 11. ll. 
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nach außen hin durch die Struktur oder das Gefüge kundtut. Letzteres ist durch 
mehr oder weniger feine Mittel nachweisbar. }ian unterscheidet vielfach das mit 
freiem Auge bereits sichtbare Grobgefüge von dem erst durch die Mikroskopie 
oder andere Mittel nachzuweisenden Kleingefüge. So hat La ue die Raumgitter
struktur der Kristalle dadurch nachgewiesen, daß er Interferenzerscheinungen 
von Röntgenstrahlen nach Durchgang durch Kristalle beobachten konnte. 

Ein monokliner Kristall ist mit Bezug auf das elastische Verhalten, das Brechungs
vermögen und das "\Värmeleitvermögen anisotrop und homogen, mit Bezug auf das spezi
fische Gewicht isotrop und homogen. Das bedeutet z. B. mit Bezug auf das elastische 
Verhalten, daß dasselbe in den verschiedenen Richtungen des Kristalls verschieden ist. 
"\Vürde man aus dem Kristall in z\\'ei verschiedenen Richtungen zwei völlig gleich dimen
sionierte prismatische Stäbe herausschneiden, und dieselben durch dieselbe Kraft auf Zug bean
spruchen, so würden diese Stäbe verschiedene Verlängerungen in der Richtung der Zugkraft 
zeigen. \Yäre der Kristall ein isotroper homogener Körper, so würden die genannten Ver
längerungen der Stäbe unter den genannten rmständen die gleichen sein. Holz hat be
kanntlich eine faserige Struktur in der Stammrichtung und ist in radialer Richtung den 
Jahresringen entsprechend ringförmig geschichtet. Jeder .Jahresring besteht aus einer ge· 
wöhnlich etwas dunkler gefärbten festeren, härteren und schwerNen Spätholzzone und einer 
lichter gefärbten wellIger festen, weicheren und leichteren Frühholzzone. Ferner unterscheidet 
man am Holze die innere am Ernähnmgsvorgange des Baumes nicht mehr teilnehmende, 
oft dunkler yerfärbtc Kernholzzone, von der gegen die Binde zu gelegenen Splintholzzone ; 
diese beiden Zonen unterscheiden ,;ich ebenfalls durch ihre durchschnittliche Härte und 
Festigkeit und ihr durchschnittliches spezifisches Gewicht. Zieht man denlllach im Holz 
verschiedene Parallele in den Faserrichtungen. so sind die genannten Eigenschaften auf ihnen 
recht verschieden. je nachdem die Parallele im Kernholz, im Splintholz. in der Yrüh- oder 
Spätzone eines Jahresringes liegt. \Vählt Illan eine Gerade schief zu den Yasern, so Weclli'eln 
die genannten Eigenschaften auf dieser Geraden selbst, das Holz ist also inhomogen und 
anisotrop in lezug auf die angegebenen Eigenschaften. Dem genannten Aufbau ent· 
sprechend ist auch das Holz mit Bezug auf das elastische Verhalten inhomogen und anii'o· 
trop. :\Ietalle im festen Zustande bestehen aus einer großen Zahl von gegeneinander in 
bezug auf ihren kristallinischen Aufbau noch sehr verschieden orientierten vielfach defor
mierten Kristallen oder Teilen von Kristallen, die unter dem :\Iikroskop sicht bar werden 
(mikroskopische kristallinische Struktur) und homogen und anisotrop sind. Infolge des Yer
schiedenen technologischen Herstellungsvorganges. z. B. von Flußeisen, können außerdem 
noch verschiedene andere schon mit freiem Auge sichtbare Strukturen entstehen (feinkörnig. 
grobkörnig, faserig, sehnig). Dementsprechend sind die Metalle in elastischer Hinsicht 
streng genommen als inhomogen und anisotrop zu bezeichnen. Statistisch, d. h. durch
schnittlich auf langen Strecken, die man sich im Innern des :\Ietalles in verschiedenen 
Richtungen gezogen denken kann, kann aber von einem feinkörnigen Martinsstahl wohl 
behauptet werden, daß er isotrop und homogen ist. Statistisch isotrope und homogene Körper 
werden nach einer Ausdrucksweise von Voigt auch als quasiisotrop bzw. quasiholllogen be
zeichnet. Dagegen ist das gewalzte Flußeisen (Schienen oder Bleche) nicht einmal statistisch 
isotrop, denn die elastischen Eigenschaften parallel und normal zur \Valzrichtung sind 
bei der durch das vValzen bedingten faserigen Struktur entschieden ungleich. 

Die Eigenschaften eines Körpers können sich ändern, wenn dessen Zustand 
(I',. B. Temperaturzustand, Spannungszustand) geändert wird. Auch das elastische 
Verhalten kann sich ändern, wenn die Temperatur geändert wird, oder wenn 
der Körper vor Aufbringung von äußeren Kräften bereits in seinen Teilen ver
schiedenen Spannungs zuständen unterworfen ist (S. 25). 

17. Das Gesetz yon Hooke in einfacher und erweiterter Form 
(Super}lositionsgesetz) für isotrope, homogene Körper. 

Hooke hat im Jahre lß78 (etwas später aber unabhängig von Hooke 
der Franzose ::Uariotte) für den Fall eines homogenen linearen Spannungs
zustandes bei isotropen, homogenen Körpern ein Elastizitätsgesetz aufgestellt, 
das die Proportionalität zwischen der Zug- (Druck-) Spannung und der Dehnung 
(Quetschung) behauptet. Hundert Jahre verflossen, bis ~avier (1821) als erster 
versuchte, ein Elastizitätsgesetz für allgemeine Spannungszustände zu gewinnen, 
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und zwar auf Grund von molekular-theoretischen Betrachtungen. Poisson kam 
im Jahre 1828 zu den gleichen Resultaten wie Na vier, yor ihm aber fand 
Cauchy das Gesetz, das heute noch als gültig für aälotrope und isotrope homo
gene Körper angenommen wird, nachdem fast durch das ganze 19. Jahrhundert 
von hervorragenden Gelehrten über diese Frage diskutiert, oder ihre Lösung 
von anderen Gesichtspunkten aus vielfach unter Heranziehung des Experiments 
in Angriff genommen worden war. Die folgende Darstellung beschränkt sich auf 
isotrope homogene Körper. 

Ca uchy kam zum Resultate, daß die Spannungs- und Yerzerrungskompo
nenten für isotrope und homogene Körper in einem linearen Zusammenhange 
stehen müssen. Die allgemeine Form, in der man das Cauchyschc Gesetz, das als 
ein durch die Erfahrung für einen bestimmten Spannungs bereich hinlänglich 
bestätigtes Naturgesetz zu werten ist, heute aufschreibt, bezieht sich auf ein 
beliebiges unendlich kleines Prisma in einem Punkt P des elastischen festen 
Körpers und setzt einen dreidimensionalen Spannungszustand voraus. Es besagt, 
daß zwischen den 6 Spannungs- und den 6 Verzerrungskomponenten der folgende 
lineare Zusammenhang bestehen soll: 

1 - 1 -
exx = E _X.r-m(Yy-LZz)_ 

(42) 

Wie ersichtlich sagen diese Gleichungen zunächst aus, daß die Dehnungen 
(Quetschungen) nur yon den :N"ormalspannungen, die Schiebungen nur von den 
Schubspannungen abhängig sein sollen. 

Wenn die Beziehungen (42), deren Inhalt man auch als erweitertes Hookesches 
Gesetz bezeichnet, wirklich zutreffen, so müssen die Hauptspannungsrichtungen 
mit den Hauptdehnungsriehtungen zusammenfallen, wie leicht erweis bar ist. 
Denn legen wir yon yornherein das Koordinatensystem in die Richtungen der 
Hauptdehnungen, so yerschwinden für das diesen Richtungen entsprechende 
unendlich kleine Prisma die Schiebungen eXY ' eyZ ' ez :o also müssen zufolge (42), 

da ~ nicht Null werden kann (siehe weiter unten), die Schubspannungen ver

schwinden, woraus die vorangestellte Behauptung folgt. Es gilt somit für die 
Hauptdehnungsrichtungen das Gesetz (42) in der Form 

1 - 1 l 
e1 = -E-' a 1 - -(a2 + a3) , _ ,n _ 

1 - 1 l 
e2 = E L a 2 - m (al + a3)J, (42 a) 

1 [1 l 
e3 = E a 3 - m (al + a 2) J' 

worin ev e2, e3 die Hauptdehnungen und al' a2, a 3 die zugehörigen Haupt
spannungen bezeichnen. 

In den linearen Beziehungen (42) und (42a) bedeuten E, m, G die sog. Elasti
zitätskonstanten, die für einen bestimmten homogenen und isotropen Stoff 
diesem eigentümliche Werte besitzen und durch den Versuch zu bestimmen 
sind. E heißt der Youngsche Elastizitätsmodulus auf Zug (Druck), weil Young 
im Jahre 1807 diese Konstante zuerst definierte, oder auch Elastizitätsziffer auf 
Zug (Druck), m (häufig auch dessen reziproker Wert) wird die Poissonsche 
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Konstante genannt, weil sie zuerst durch Poisson in seinen Abhandlungen 
eingeführt wurde, der allerdings nicht zutreffend behauptete, daß m eine für 
isotrope homogene Körper universelle Konstante sei. G heißt der Schubelastizitäts
modulus, Gleitmodul, Torsionsmodul, oder auch Elastizitätsziffer auf Schub. 
Da die Verzerrungskomponenten dimensionslos sind, folgt aus (42), daß die Dimen
sionen von E und G jene einer Spannung (kg(cm2) sind und daß m dimensionslos ist. 

Die reziproken Werte von E und G, d. i. ~ = rx und ~ = ß ~werden als Deh

nungszahl rx bzw. Schiebungszahl oder Gleitziffer ß eingeführt. ß ergibt sich 
aus den auf die Schubspannungen bezüglichen Gleichungen (42) in anschau
licher physikalischer Bedeutung als Schiebung pro kgjcm 2 Schubspannungs
zmvachs. Die Bedeutungen yon rx und 1n ergeben sich aus der Anwendung des Ge
setzes (42) auf die einfache Zug- (Druck-) Beanspruchung, wodurch wir, wenn wir 
die Zug- (Druck-) Richtung mit der x-Richtung zusammenfallen' lassen, für ein 
unendlich kleines in der Stabrichtung herausgeschnittenes Prisma 

1 
exx = E X J., 

X,. 
eyy = - ;i:;I:' 

_L 
e z z = - :;i:;g, 

(J2') 

erhalten. Das Gesetz Xx = E eJ'X' das die Proportionalität der Spannung mit der 
Dehnung ausdrückt, ist das sog. einfache Hookesche Gesetz (siehe oben). Aus ihm 

liest man unmittelbar ab, daß ~ =rx als Dehnung (Quetschung) pro 1 kg/cm 2 Zug

(Druck-) Spannungszuwachs angesehen werden kann. Hat der auf Zug (Druck) he
anspruchte Stab die Länge 1, so können wir, da ex:r; für diese ganze Länge konstant 
ist (homogene Yerzerrung im endlichen Raume, S. 16 und 41), die erste der 
Gleichungen (42') auch in der oft. gebrauchten :Form 

Xx = (J = E LJ/ (42") 

schreiben, \venn J l die Verlängerung (Verkürzung) des ganzen Stabes bedeutet. 
Aus den Gleichungen (42') kann auch die Bedeutung der Poissonschen Konstan
ten m hergeleitet werden. Dividieren wir die erste dieser Gleichungen durch die 
zweite bzw. dritte, so erhalten wir 

exx = - 1neyy = - mezz • 

m stellt demnach das Verhältnis des Zahlenwertes der Dehnung (Quetschung) 
exx in der Richtung x zu den Zahlenwerten der Querquetschungen (-dehnungen) 
eyy , e zz normal zur x-Richtung dar. 

Die ersten 3 Gleichungen (42), welche sich auf die Dehnungen (Quetschungen) 
in drei aufeinander normalen Richtungen beziehen, bZ\L die Gleichungen (42a) 
können als Vereinigung des durch die ersten drei Gleichungen (42') ausgedrückten 
Gesetzes und des sog. Snperpositionsgesetzes angesehen werden. Denken wir 
uns nämlich das unendlich kleine Prisma vorerst durch Xx allein beansprucht, 
so entstehen nach (42) die Dehnungen (Quetschungen) 

,lX 
exx == E x' 

, X, 
e =-~-yy mE' (a) 

\Venn das Prisma hierauf allein durch Y y und hierauf allein durch Z; beansprucht 
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wird, so ergeben sich die zugehörigen Formänderungen aus 

" 1 }r exx = - ~E Y' m 

" l}T 
f zz = -- mE Y' 

I (bi 

I 

und 

'" 1 Z 
Ex", = - mE- z' 

'" 1 Z 
lyV = - mit z' 

'" Zz ezz = E' 

(c) 

Addiert man die einander entsprechenden Gleichungen (a), (b), (c), so crhält 
man das erweiterte Hookesche Gesetz (42), wenn man 

, "I ,,, exx == t xx - Exx I exx , 

eIJ ,!! = e~l/ + e~y + t~~, (d) 

setzt. Die Dehnungen in den Richtungen x, y, z für einen dreidimensionalen 
Spannungszustand erhält man sonach, indem man die nach (42') für die lineare 
Beanspruchung sich ergebenden Dehnungen, die yorhanden wären, ,,,enn jede 
Xormalspannung für sich allein yorhanden wäre, übereinander lagert oder super
poniert; dabei i;.;t die Reihenfolge der Superposition gleichgültig. Dieses Super
positionsgesetz könnte auch dadurch ausgesprochen werden, daß man sagt: 
Ein infolge einer einzelnen Normalspannung sich ergebender Wert der Dehnung 
wird von dem Vorhandensein der beiden anderen Xormalspannungen nieht be
rührt, oder die den einzelnen Xormalspannungen entsprechenden Werte der Deh
nungen sind voneinander unabhängig. In der letzten Form bezeichnet man das 
Superpositionsgesetz auch als Unabhängigkeitsgesetz. Man kann sich somit, 
die drei ~ormalspannungen gleichzeitig aufgebracht denken, oder nacheinander 
in beliebiger Reihenfolge, der eintretende Deformationszustand ist in beiden 
Fällen der gleiche. Dieses Gesetz wird häufig in den Anwendungen der Theorie 
auf technische Probleme zur Verwendung gebracht. Dabei geht man von dem 
weiter unten noch zu verfolgenden Gedanken aus, daß jeder gegebenen äußeren 
Beanspruchung eines elastischen festen Körpers eindeutig ein bestimmter Span
nungs- und Deformationszustand des Körpers zugeordnet sein muß (S. 47). Nach 
dem Superpositionsgesetz kann man dann die äußeren angreifenden Kräfte in be
liebiger Reihenfolge am Körper aufbringen. Diese :yröglichkeit wird dazu benützt, 
nm den Einfluß jeder einzelnen äußeren angreifenden Kraft für sich auf den 
Spannungs- und Deformationszustand zu untersuchen. 

In dem Belastungsfall der Abb. 15, S.45 können z. B. zuerst für die Belastung durch 
PI allein die Schaubilder für die Biegungsmomente und Querkräfte gezeichnet und die hierzu 
gehörigen Spannungen (Biegungs- und Schubspannungen) sowie Deformationen der Stabachse, 
(siehe hierzu den zweiten Teil, S. 222 u. S. 236ff.) bestimmt werden, dann in gleicher 'Veise für 
P 2 , hierauf können die Schaubilder, Spannungen und Deformationen übereinander gelagert 
werden. 

Die besprochenen Gesetze sind als ideale Grenzgesetze zu werten, weil isotrope 
nnd homogene Körper in der Natur kaum vorkommen. Doch gibt es viele Stoffe, 
für welche das Gesetz mit sehr großer Annäherung erfüllt ist. In der Technik 
spielen hauptsächlich Holz, Metalle und natürliche sowie künstliche Steine als 
Werkstoffe eine Rolle. Für diese pflegt man das Hookesche Gesetz in der Regel 
wegen seiner Einfachheit anzuwenden, wenn man sich auch bewußt ist - das 
gilt insbesondere für Steine, Holz und die gegossenen Metalle -, daß seine Gültig
keit oft nur sehr beschränkt ist. Um die Unstimmigkeiten mit der Erfahrung 
auszugleichen, hilft man sich dann dadurch, daß man im Hookeschen Gesetz 
die Konstanten für den betreffenden Stoff als mit der Art der inneren Beanspru-
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chung uud der Richtung der Spannungskomponenten im Körper veränderlich be
trachtet oder KotTcktioni:lkoeffizientcn einführt. Darauf werden wir noch später 
zurückzukommcn haben. 

:Für anisotrope, homogene Körper, wie z. B. Kristalle. wurde ein Elastizitätsgesetz auf
ge8tellt, das den linearen Zusammenhang zwischen Spannungs- und Verzerrungskomponenten 
aufrecht erhält, nur ist die Zahl der in dasselbe eintretenden Konstanten gegenüber jener 
bei isotropen homogenen Körpern vermehrt, und zwar im extremsten Falle eines triklinen 
Kristalles auf 21. Dieses Elastizitätsgesetz für Kristalle wurde durch die Erfahrung 
sehr gut bestätigt, was mit dem regelhaften Aufbau dieser Körper im Zusammenhang steht. 

18. Fortsetzung. Zusammenhallg zwischen den Elastizitätskonstanten 
von dem Hookeschen Gesetze folgenden Stoffen. 

Zwii:lchen den 1'~laHtizitätskonstanten E, G, rn muß unter der Voraussetzung, 
daß die Verzerrullgskomponenten Hehr klein sind, deswegen ein Zusammenhang 
bestehen, weil für einen bdiebigen SpannungKzm,tand in einem Punkte die 
Verzerrungs- (Spannungs-) Komponenten für jedes unendlich kleine Prisma be
kannt Rind, wenn der Verzerrungs- (Spannungs-) Zustand für ein bestimmtes 
dieser Prismen gegeben vorliegt. 

Zum Naehweise des genanntcn Zusammenhanges geht mall von einem mög
lichst einfachen Spallnullgszustand aus. Wir wollen als solchen das eine Mal 
den Spannungszw.;talHl auf reinen Schub, das andere Mal jcnen auf Zug zugrunde 
legen. In beiden Fiillen kommen wir, wie wir gleich sehen werden, auf das gleiche, 
jenen Zusammenh,Lng d,Lrstcllende l{esultat. 

Der reine Sehnbspanll1l1lgszm.;tand ist 
charaktcrisiert durch das Auftreten zweier 
entgegengesetzt gleicher H<l1lptspanllungen 
a l , a3 = - a l (a3 sei positiv). Das erweiterte 
Hookesche Gesetz lautet dan n nach (42 a) 

m+l 
1:;]1)- °3 , 

'In -I- 1 
;;/;- /fJ--- °3 . 

Die den Hallptsl'<HllllllIgen a1,a3 entspre
ehenden Hauptdehnllllgen e"e3 sind dem 
llach entgegengesetzt gleich. Nennen wir die 
Kantenlänge eines unendlich kleinen Wür
fels 1,2, J, 4 (Abb.23), der in den Rich
tungen der Hallptspannungen heraus
geschnitten gedacht wird, vor dcr Verfor
mung 8 nach derseIhen s~ hzw. 8 1 , so muß 
offenbar 

(T, 

( m_-+-~ a )' 
8 3 • ~ 8 + e3 s = 8 + LI s = 8 \ 1 + mE 3' 

8] 8 -+ e1 8 = 8 -+ Lls = s (1 - r:n~~ a3 ) 

sein. Der Winkel, don zwci auf die Hauptspannungsebene normal "tehende 
Diagonalflächen des Würfels nach der Verformung miteinander einsehließen, sei 
90 + y, wobei y die Winkeländerung des vor der Verformung rechten Winkels 
bedeutet. Aus dcr Abbildung, in der der verformte Würfel mit 1',2', J', 4' be-
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zeichnet und der Winkel 90 + Y durch 3', 6', 2' oder 1', 6', 4' gegeben ist, folgt, 
wenn bedacht wird, daß y sehr klein sein soll, 

oder 

woraus 

l' 1 -1--
tg (45 +- ~'-) = 8 -+~Ll 8 = ___ ~_ , 

.. 8 ~- Lls l' 1- ~-
2 

m+l 28- -, (J = 2,18= 8Y mE 3 

(a) 

(b) 

folgt. Da y die Schiebung ist für den in der Abbildung stark gezeichneten unend
lich kleinen Würfel 3, 4, 5, 6 (nach der Deformation geht dieser Würfel in das 
strichlierte Prisma 3', 4', 5', 6' über), dessen Seitenflächen unter 45° zu den Seiten
flächen des Würfels 1, 2, 3, 4 liegen, und die Schubspannungen ± T für diese 
Richtungen ihrem Werte nach den Hauptspannungen gleich werden (S. 72ff.), so 
kann, weil nach (42) yG = T = (J3 ist, 

(b') 

und daher 
E= 2 (m -1~1) G 

'In 
(43) 

gesetzt werden. 
Diese wichtige, nur für isotrope homogene Körper, die das erweiterte Hooke

sehe Gesetz befolgen, gültige Beziehung (43) wird sehr häufig zur Verwendung 
gebracht und durch die Erfahrung bestätigt. Für isotrope, homogene Körper ist 
demnach eine von den drei Elastizitätskonstanten E, G, m bestimmt, wenn zwei 

G 
von ihnen gegeben sind. Man sagt dem
nach, das elastische Verhalten eines iso
tropen, homogenen Körpers ist durch zwei 
Elastizitätskonstante unter Zuhilfenahme 
des Hookeschen Gesetzes charakterisierbar. 

Gehen wir nunmehr vom reinen Zug-
GJ J' GJ spannungs zustand aus. Der auf Zug bean-

spruchte unendlich kleine Würfel 1,2,3,4 
von der Seitenlänge 8 (siehe Abb. 23a) geht 
nach der Deformation in das Prisma 1', 2', 
3',4' über. In ähnlicher Weise wie oben 

Abb. 23 a. können wir für die unter 450 zu den Flächen 
des Würfels 1,2,3,4 gelegenen Flächen

elemente, die vor der Verformung dem stark iLusgezogenen Würfel 3,4,5, (i 
angehören und nach derselben den Winkel 90 + y = 4',6',3' am strichlierten 
Prisma 3',4',5',6' miteinander einschließen, die Änderung y aus der obigen 
Beziehung (a) berechnen, wenn zufolge des Hookeschen Gesetzes im Zähler 

;j 8 = 8' GE3 , im Nenner aber ,18 = G:E,- und für die unter 45° bzw. 1350 anftre-
'In 

tende extreme Schubspannnng T = G~ =c Gy gesetzt wird (S. 73). Wir erhalten 

durch Einsetzen der genannten Werte und Heduktion die Beziehung 

m -I- 1 1 fJ'3 ?n - 1 1 J' m. - 1 
- mJiJ = 2G + 4EG '-,;:- = 2G + 2E' -/-;,,-. 
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Nachdem E, G, In erfahnmge;gemiiß endliche Werte und im;besondere E, G, 
wie weiter unten noeh 'LUsgcführt werden wird, Hehr groß sind, y aber in der 
l{echnung als unendlich klein (oder sehr klein) betrachtet wird, so kann da,; 
letzte Glied rechts geHtriehen werden, und eR folgt wieder die Beziehung (4:~). 

19. Experimentelle EI'mittlulIg' eier Elastizitiitskollstanten. 
Die experimentelle Ermittlung von E erfolgt am einfachsten ans einem Zug

oder Druekversuc:h mit zylin<lrisc:hen Stäben bzw. Würfeln. Hat der auf Zug 
beanspruchte St,tb vor der Verformung die Liinge l, so ist dieselbe nach der 
Verformung durch l -+ /1 l = l (1 + e:J) gegeben, mit e3 ,ds Verlängerung pro 
Längeneinheit in der Riehtung dcs Zuges. Kcnnt man LI l aus dem Versuch, 
so kann E unter Zuhilfenahme des einfachen Hookeschen Gesetzes bestimmt 
werden. Wenn F die Querschnittsfläche des Stahet; ist, und, wie notwendig an
genommen wird, d,Lß sic'h die Kraft P gleiehförmig über den Querschnitt verteilt, 
so hllltet (hts einfache p ,t.. 
Hookesehe Gesetz 1 
P1l 
F = (J3 = E T' woraus 

(a) 

folgt. In den Abb. M bzw. 
24a ist die zur Messung 
von Lll gehörige Einrieh
tung in schematit,cher 
Form bzw. in gen<LIWrer F 

Darstellung gezeic:h net, 
die ihr durch Marteni'i 
gegeben wurde, nachdelll 
Bausehinger bereite; 
früher die Einriehtung in 
etwas abgeänderter Form 
zur Ausführung gebracht 
und zu Meßzweekcn he
nützt Imt. Sie wird am 
Zugstab P 8, der z. B. ein 
solcher mit kreisfiirmigem 
Querschnitt ist und unter 
dem Einfluß der Kraft P 

H 

Abb.24. 

steht, angelegt und besteht aw; den beiden federnd mit einander verbundenen 
und zur Stabachse pamllelen Schienen F, F, die einerseits mit den in eine ein
gerissene kreisförmige Kerbe k des Stabes zum Eingriff zu bringenden Schnei
den c, d versehen e;ind, andererseitR dureh in ihnen vorgesehene Kerben zur 
Lagerung VOll zwei Stahlprismen 8, S dienen, mit denen Spiegel 1,11 derart fest 
verbunden sind, daß f'ie normal auf die Schneidenentfernung m, i fltehen, und 
sich mit den Prismen um die Kanten m, m drehen können, welche in den Schienen 
als Auflagerkanten dipncn. 

Im Hinblick auf den zu crreichpnden Zweck der Einrichtung wäre es am besten, wenn 
die Auflagerkanten rn, rn der Pri,men in die Ebenen der Spiegel hineinfielen. In den Ab
bildungen sind die Spiegel die Schneidenentfernung halbierend gezeichnet, wodurch in die 
unten geschilderte allS eier Verdrehung rlt·s Spiegels abgeleitete Messung der Verlängerung 
des Stabes ein bei der Kürze der Prismen nicht ins Gewicht fallend8r Fehler kommt. 

Girtler, Mechanik. 6 
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Die Kanten i,i der Prismen greifen am Stabe PS in eine eingerissene Kreis
kerbe k' ein, deren Ebene normal zur Stabachse stcht. Die feste und doch federnde 
Lagerung der Prismen am Stnbe bzw. den Schienen wird durch die federnde Ver
bindung der Schiencn untereinnnder errcicht. Die Länge zwü;chen den Kerben k, k' 
ist gen nu gleich der sog. Meßlänge des Stabes, deren Verlängerung unter dem 
Einfluß der Kraft zu messen ist. Eine federnde Einstellung der Spiegel um zu 
den genannten Prismenkanten m, i normal stehende Achsen a, a wird durch die 
Schrauben R, R (Abb.24a) ermöglicht. Wenn die Schneiden der Prismen normnl 
auf die Stnbachsen stehen und die Kmft P noch nicht aufgebracht ist, sollen 
die Spiegel pnrallel zur Stnbnchse stehen. Die Spiegel sind daher auch noch um 
eine zu den Drehnchsen m, rn der Prismen parallele Achsen b, b unabhängig VOll 

den Prismen drehbar. Die richtige Einstellung der Prismen, die dann vorhanden 
ist, wenn die Ebene ihrer nuflagernden Kanten norm nl zur Stabnchse steht, 

J 

a 

a 

I 
a 

PS H wird durch Marken dadurch ge

s 

PS 

p 

Abb. 24a. 

a 

währleistet, daß je ein mit Marke 
versehener Zeiger, der mit je einem 
Prisma verbunden ist, zur Überein
stimmung mit je einer an der zu
gehörigen Schiene ersichtlichen 
11nrke gebracht wird. 

Wirkt nunmehr die Kmft P, 
so bewegt sich die Kante i des 
Prismns mit dem Spiegell (Abb. 24) 
um ein der Verlängerung L1l l ent

ß sprechendes Maß nach i', infolge-
a dessen verdreht sich der Spiegel I 

um den Winkel ({Jl' Es ist ersicht
lich, daß /111 8 sin ({J1 wenn 8 die 
Entfernung der beiden Kanten m 
und i bedeutet, die durch die Di
mensionen der Stahlprismen ge
geben ist. DaR bezüglich des Pris-
nms mit dem Spiegel t Gesagte 
gilt naturgemäß auch für den 
Spiegel II, der sich um den Win
kel ({J2 entsprechend einer Verlän
gerung /11 2 drehen möge. Die 

Verdrehung der Spiegel wird durch je ein mit Fadenkreuz versehenes Fern
rohr H, dessen Achse vor Aufhringung der Kmft normal zu den Spiegelflächen 
steht, auf je einer mit Millimeterteilung versehenen Skala M beobachtet, 
die in der Entfernung D von den Spiegeln pnmllel zu den Spiegelflächen und 
pamllel zur Stabachse steht. Wenn vor Beanspruchung dureh P der Sknlen
teil 0 im Fernrohr mit dem l~adenkreuz übereinstimmte, so wird nach Auf
bringung von P der Skalenteil t durch dns l,'ndenkreuz hemusgeschnitten, und 
die Entfernung 0, t entspricht, weil wir dns reflektierte Bild von t beobachten, 

dem Winkel 2 ({J]. Wir erhalten KOmit tg 2 ({Jl =~j, wenn b] die Anzeige der dem 

Spiegel I zugehörigen Skala bedeutet. Nachdem die Winkel ({J], 2 ({Jl sehr klein 

sind, können wir 1111 = 8 ({Jl und :2 ({J1 ~= ~1 8chreiben, womus Lll] = ; ~~ folgt. 

2~ heißt das Übersetzungsverhältnis. Wählen wir ]) = 1500 mm, so wird 
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LI II = 0,0013 mm bei b1 = 1 mm und 8 = 4 mm. Es kann somit ein Wert von 
0,0013 mm noch genau abgelesen werden, und es können, da Yz mm auf der 
Skala noch geschätzt werden kann, noch Verlängerungen von 0,0006 mm mit 
ziemlicher Sicherheit geschätzt werden. Ein Spiegel würde nicht genügen, um 
verläßliche Messungen von Lll bewerkstelligen zu können, denn Verschiebungen, 
welche der Probestab als ganzer ausführt, ohne Dehnungen, würden dann gleich
falls als Dehnungen beobachtet, ferner wäre keine Rücksicht auf Exzentritäten 
der Kraft mit Bezug auf die Stabachse genommen, wodurch elastische, wenn 
auch sehr kleine Biegungen des Stabes und infolgedessen ungleiche Verlängerun
gen der einzelnen Fasern entstünden. Durch Verwendung zweier Spiegel werden 
diese Fehlerquellen ausgeschieden, man braucht nur die Mittelwerte der Ab
lesungen an der jedem Spiegel zugeordneten Skala zu nehmen, um die Verlän
gerung der Stabachse zu erhalten, auf die es ankommt. Die Verlängerung der 
Stabachse erhält man sonach aus 

Lll = .11 II + L1l2 = _8_ • b1 + b2 

2 2D 2 ' 

worin die Ablesung b1 dem einen Spiegel, b2 dem anderen entspricht. Da die 
·Werte ~ 1 in dem Bereiche der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes (für den, 
wie wir sehen werden, P und damit die Zugspannung a3 nicht zu groß sein dürfen) 
sehr klein sind, wird E nach (a) auf S. 81 zahlenmäßig sehr groß. So ergibt sich 
für weiches Flußeisen, für das wir statistische Isotropie und Homogenität voraus
setzen können, E = 2000000 kgjcm 2, für Holz in der Richtung der Fasern durch
schnittlich E = 100000 kg/cm 2 usw. Dagegen ist die Spannungs ziffer (X. sehr 
klein, z. B. für weiches Flußeisen (X. = 0,0000005 cm2jkg. 

Die Bestimmung des Gleitmoduls G geschieht unter Zuhilfenahme eines 
Torsionsversuches von geraden zylindrischen Stäben mit Kreisquerschnitt, 
deren eines Ende festgehalten wird, während das andere durch ein sog. Drillungs
moment, dessen Ebene normal zur Stabachse steht, beansprucht wird. Es ent
steht dabei, wie später nachgewiesen werden wird, in jedem Punkt des Stabes 
ein reiner Schubspannungszustand, dessen Größe aus dem Drillungsmoment er
mittelt werden kann. Zwei Querschnitte des Stabes in der Entfernung 1 ver
drehen sich gegeneinander an der Oberfläche des Stabes um einen Winkel, der 
gemessen ·werden muß. Dieser Verdrehungswinkel tritt jetzt an die Stelle von 

~ 1 bei Messung von E. Durch Anwendung des auf die (aus dem Drillungsmoment 

berechenbaren) Schubspannungen bezüglichen Hookeschen Gesetzes, in welches 
der Verdrehungswinkel eintritt, erhält man eine zur Bestimmung von G taug
liche Beziehung, ganz ähnlich wie oben das Hookesche Gesetz die Ausgangs
gleichung für die Bestimmung von E war. Wir werden auf diese Bestimmung im 
zweiten Teile dieses Buches (S. 328) zurückkommen. G ist stets kleiner als E, z. B. 
für weiches Flußeisen wird G = 800000 kgjcm 2• Hat man E und G gefunden, 
so kann die Konstante m für das betreffende Material aus der Beziehung (43) 
erschlossen werden. Man fand so, daß m sich für Metalle nicht sehr verschieden 
ergibt; es schwankt für diese Stoffe von 1°/3 bis 4, und zwar innerhalb des 
Größenbereiches innerer Beanspruchungen, für welchen das Hookesche Gesetz 
überhaupt gilt. (Siehe unten.) 

Eine direkte Bestimmung von m ist wegen der hierbei in Betracht kommenden 
sehr kleinen Längenänderungen schwieriger als die Bestimmung von E und G. 
Sie müßte z. B. unter Zuhilfenahme von Messungen der Verlängerung eines auf 
Zug beanspruchten Stabes und dessen gleichzeitiger Querzusammenziehung er
folgen. Wenn der mit kreisförmigem Querschnitt vorausgesetzte Stab vor Auf-

6* 
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bringung der Zugkraft den Radius r besitzt, so ist derselbe nach Aufbringung 

( Lll) rLll der Last durch r - LI r = r 1 - m 1 = r1 gegeben (S.41), woraus m = LI Tl 

folgt. Wir wollen uns einen Einblick über die Größenordnung yon J I' yerschaffen, 
unter Voraussetzung, daß m = 4 ist. Es liege ein Rundstab von d = 2 cm Durch
messer und der Länge 1 = 20 cm vor, der auf Zug durch eine Spannung yon 
900 kgJcm2 beansprucht wird; wenn als .Material weiches Flußeisen gewählt 
ist, so ergibt sich durch Rechnung, wenn E = 2000000 kgjcm2 gesetzt wird, 

di r 1" .1 1 900 . 20 0 009 D R d' d Sb' t I e ver angerung -'.I = 2000000 =, cm. er a lUS es. tao es 1;;· nac 1 

der Verformung durch r1 = (1 - .o-,0~045) gegeben, somit wird J r = 0,000 11 cm. 

Das ist etwa ein 1/so des Wertes der Verlängerung .11. Die direkte .Methode zur 
Bestimmung yon m verlangt daher besonders feine .Meßmethoden, wie z. B. jene, 
welche als Methode der Interferenzen sich eingebürgert hat. 

Man sucht diesen Schwierigkeiten auszuweichen, indem man an Stelle von LI r 
die Größe n (l + Lll) ri - n 1 r 2 , d. i. die Volumenänderung ,1 v auf die Länge 1 
des auf Zug beansprucht gedachten Stabes mißt. Wie wir bereits berechnet 
haben (S. 41) ist die kubische Dilatation für einen auf Zug beanspruchten 

St b · . d P k d h Lll m - 2 Llv be b . 2 1 a In Je em un -te urc e = T' -m-- = V gege n, wo eI v = r n 

ist. Aus dieser Beziehung ergibt sich m =--:!J2
j;-' -1 oder bei Einführung Jes 

I-v'Lll 

bereits gefunden gedachten Wertes yon E 

20' 
rn = ----;Llc-v-

O'--E 
V 

2P 

p_Llv EF' 
l' 

wenn P die aufgebrachte Zugkraft, (J die Zugspannung und F die Querschnitts
fläche des Stabes bedeuten. LI v wäre bei unserem obigen Beispiel nahezu gleich 
14,3 mms, was leichter zu messen ist als die Größe ,1r. 

Zur Messung von Llv sei hier nur des Vorschlages Erwähnung getan, diese Größe aus 
dem Vorrücken eines Flüssigkeitsfadens in einem Kapillarrohr zu messen, das mit einem, 
eine Flüssigkeit enthaltenden Gefäße in Verbindung steht, derart. daß das Volumen v vor 
der Verformung gerade in die Flüssigkeit eintaucht. 

Aus der für die kubische Dilatation bei einfacher Zugbeanspruchung erhaltenen 
Formel müssen "ir den Schluß ziehen, daß m > 2 sein muß, da beim Ziehen 
eines Stabes das Volumen des Stabes nach der Verformung mindestens gleich 
dem Volumen des Stabes vor der Verformung, in der Regel aber ersteres größer 
als letzteres sein wird. Ein Stoff, für welchen m = 2 gefunden wurde, ist Kork. 
Siehe hierzu auch den folgenden Punkt. 

20. Kompressibilität. Raummodul. 
Steht ein elastischer isotroper und homogener Körper unter allseitigem 

Flüssigkeitsdruck p kg pro Flächeneinheit, so entsteht, wie wir bereits (S. 67) 
erwähnt haben, im Innern des Körpers der räumliche hydrostatische Spannungs
zustand, für welchen in jedem Punkte des elastischen Körpers (Jl = (J2 = (Ja = P 
und p eine negative Größe ist. Aus dem erweiterten Hookeschen Gesetze ergibt 

sich dann für die Hauptdehnungen e1 = e2 = es = ~ p m;:: 2 und für die kubische 

D 'l t' 3p m - 2 
1 a atlOn e = E' ----,;-. 
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Auch aus letzterem 'Werte muß der Schluß gezogen werden, daß m ;:::: 2 sein muß, weil 
sonst bei allseitigem Druck eine Volumsvermehrung eintreten würde. -

Die Größe e für p = 1 heißt die Kompressibilität K des Körpers, die also 
die Volumenverminderung pro V olumseinheit eines Körpers vorstellt, der einem 
allseitigen Flüssigkeitsdruck von p = 1 kgjcm2 ausgesetzt wird. Es bestehen somit 
die Beziehungen 

e=Kp, 
3 m- 2 

K=Fr-m-' (44) 

Der reziproke Wert von K heißt der Raummodul M des elastischen Körpers, 
also wird nach Definition 

p Em )11=--=----
~ e 3 (m - 2) . (45) 

JY1 läßt sich nach dem Gesagten als jener Druck p in Atmosphären erklären, 
der auf die Oberflächeneinheit des Körpers 'wirken muß, um eine kubische 
Dilatation yon der Größe = 1 hervorzurufen. Setzt man m aus der Beziehung 
(43) in die Beziehung (4::;) ein, so erhält man 

(46) 

Die Beziehungen (43) und (46) gehören organisch zu der Beziehung (43). }Ian 
,.,ieht, daß von den yier Größen E, G, m, }f,1 (K) nur zwei gegeben zu sein 
brauchen, um die übrigen durch Rechnung zu finden. Der Wert von .i.11 und da
mit der Kompressibilität kann z. B. aus einem Zugversuch gefolgert werden, für 

L1v .dl m-2 
welchen v = T' ---;n. Setzt man nach .:\Iessung der Zugspannung a, bzw. der 

Zugkraft P und der Raunwerminderung LI v den aus letzter Beziehung folgenden 

'

Xl m - 2. (4-) . h' 1 E L1l t ' d '. ert von -m-- In ,) em, so er ri t man, wenn a = T gese zt WIr , 

1 
K' 

Auch Gleichung (46) könnte nach Bestimmung von E und G zur Berechnung 
von K bzw. ~v1 dienen. 

21. Elastische Grundgleichungen der Statik für dem Hookeschen 
Gesetze folgende isotrope und homogene Körper. Eindeutigkeit 

der Lösung des Gleichgewichtsproblemes. 
Zur Lösung des im Punkte 1 bereitfi erwähnten Problemes der Zuordnung 

des äußeren Kraftsystemes zum Spannungs-, Verschiebungs- und Verzerrungs
zustand unter statischen Verhältnissen stehen zur Verfügung: die kinema
tischen Gleichungen (6) und (7) auf den Seiten 29 und 30, die Spannungs
gleichungen (20) und (21), welche das Gleichgewicht eines unendlich kleinen 
Prismas im Innern des elastischen Körpers darstellen, ferner die Oberflächen
bedingungen (24), welche das Gleichgewicht eines an der Oberfläche gelegenen 
Tetraeders zum Ausdrucke bringen, schließlich noch das Elastizitätsgesetz (42). 
Zufolge der Gleichungen (21) reduziert sich die Zahl der zu ermittelnden Span
nungskomponenten auf 6, die durch die drei Gleichungen (20) bei Einhaltung 
der Grenzbedingungen (24) nicht bestimmbar sind. Drücken wir aber die Span
nungskomponenten aus dem Elastizitätsgesetz durch die Verzerrungskomponenten 
und letztere wieder mittelst der Gleichungen (6) und (7) durch die betreffenden 
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partiellen Ableitungen der Verschiebungskomponenten aus, und setzen die so 
ausgedrückten Spannungskomponenten in die Gleichungen (20) und (24) ein, 
so erhalten wir sechs partielle Differentialgleichungen, welche nur u, v, 10 als 
Unbekannte enthalten. Die Integration der umgewandelten Gleichungen (20), 
unter Beachtung der umgewandelten Grenzbedingungen (24), ergibt U, 1', 1(' 

und somit die Verzerrungskomponenten, ferner mit Hilfe des Elastizitätsgesetzes 
die Spannungskomponenten als Funktionen der Koordinaten x, y, z. 

Um die Spannungskomponenten aus (42) zu bestimmen, addieren wir zunächst 
das erste Gleichungstripel und erhalten 

m - 2 
Ee=--(Xx+Yy+Zz), 

m 

. iJn iJv iJw I· h d k b· h D·I . . S . Y y + Zz wonn e = -iJ + -iJ + -iJ g elC er u ISC en 1 atatlOn 1st. etzen WIr ---
x y z m 

aus der ersten der Gleichungen (42) ein, so erhalten wir 

m-2 
E e = ---;;;;- X", + (m - 2) (X", - E exx) , 

woraus 

oder bei Benützung von (43) 

folgt; ähnlich erhalten 
w;;'" ~ 2G ('" + m "- ,,) 1 

Y y = 20 (. e yy +. ;t. ~2) I 
Z -?o( ,_e_\ 
z-- l\e zz 'm_2)· 

(47) 

Wir sctzen nunmehr die so dargestellten Spannungskomponenten Xx, Y y , Zz 
und X y , Y z , Zx aus dem zweiten Gleichungstripel (42) in die Spannungsgleichun
gen (20) und die Grenzbedingungen (24) ein unter Beachtung yon (21) und der 
Beziehungen (6) und (7) bzw. des oben aufgeschriebenen Ausdruckes für die 
kubische Dilatation und erhalten aus der ersten der Gleichungen (20) 

~12G(~ + _e_)'-I + ~ I G (iJu + iJv\l + ~ :-0 (iJw + ~y! + k = 0 
iJxL iJx m-2 _ iJy_ \iJy iJx)j iJz _ iJx iJz/ c x , 

woraus sich durch leichte Heduktion 

/72U+~.~+~=0 
m - 2 iJx G 

(48) 

mit 

ergibt. In ähnlicher Weise erhalten wir aus der zweiten und dritten Spannungs
gleichung 

m iJe k 1 iJ2 v iJ2 v iJ2 v 
/72 V + --. - + --"- = 0 /72 V = iJ x2 + iJ y2 + ßZ2 ' 

m-2 iJy G ' (48) mit 

172 w + ~-.?!... + k z = 0 J 
m - 2 iJz G ' 

17 2 heißt in der Vektorenanalysis bekanntlich der Laplacesche Operator. 
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Multiplizieren wir die erste der Gleichungen (48) mit dem Einheitsvektor i, die zweite 
mit dem Einheitsvektor j, die dritte mit dem Einheitsvektor f und addieren geometrisch. so 
erhalten wir die Vektorgleichung 

1/2 b + ~ 17 div b + ~ = 0 
m-2 G 

(b = U + 0 + tu) , (48a) 

welche die drei algebraischen Gleichungen (48) zu ersetzen vermag. In (48a) bezeichnet 

17 = i :-X + j :y + f OOz diejenige Operation, welche man als "Nabla" bzw. "Gradient" 

I· d' b' d G d' d k b' h D'I' b . d' 0 a 0 lest; 17 IV 1st er ra 1ent er 'U 1SC en 1 atatlOn, wo e1 IV = fiX + -0 y + dZ' 

Setzen wir nunmehr die Spannungskomponenten ausgedrückt durch die 
Verschiebungskomponenten auch in die Grenzbedingungen (:24) ein, so erhal· 
ten wir 

PG~=:2(ijOll + ~2)cos(nx)+ :~ll + ~~:)cos(ny)+ (~l + ~11')cos(nz)'1 
\ x In- \uy uX uZ uX; 

py Oll , ov\ (ot' e) ,(DU DU;) 
-G- (;) T -)-) cos (nx) + 2 '\-)- --;- --2 cos (ny) -;-- -)- + ~J cos (nz) 'I (49) ,uy IX (y 1tl-' (Z Y 

p, ( a Il () 11)\ ( a v all') ( a u' e) 
1~+~lcos(nx) + ~-L~ co,,(ny) +:2 \--+-- cos(nz). 

G \uz OX) \r!z ' Jy ,I}Z m-2 

Die den Beziehungen (49) entsprechende Vektorgleichung ist 

-Ir = (r u + ~ ~ ) cos (n xl -1- (r v -;- ~ ~ ) cos (n y 1 --L (17 11) + ~:) cos (n z 1 + 2 11 ! i ~ b2 . ( 49 a) 

worin \J = ip" -1- jpy -1- fp, gleich dem Vektor der Totalkraft pro Flächeneinheit, welche 
einem Oberflächenelement mit der Xormalen n entspricht und 11 ein Einheitsvektor in der 
Richtung dieser Normalen ist. 

Die Gleichungen (48) und (49) [bzw. die sie ersetzenden (48a) und (49a)] 
heißen die elastischen Grundgleichungen, die nach ~~, '1,), 10 aufzulösen sind, ein 
in der Regel sehr sch\vieriges Problem. 

Wir haben noch den Nachweis zu führen, daß die Gleichungen (48) und (49) 
zu einer eindeutigen Lösung für u, '1,), 10 führen. Es zeigt sich, daß diese Eindeutig· 
keit an die Voraussetzung gebunden ist, daß der elastische Körper erstens keine 
Anfangsspannungen besitzt und zweitens als starrer Körper mit Bezug auf ein 
im Raume festes Koordinatensystem festgelegt erscheint, d. h. keine Verschie· 
bungen zuläßt, wenn er vor der Verformung erstarrt gedacht wird. 

Der Beweis wird indirekt geführt. Nehmen wir an, es gäbe in jedem Punkt des elastischen 
Körpers zwei Verschiebungen b1 = 1t l + 01 + tu l und b2 = 112 + O2 + tu 2, welche gleich. 
zeitig die elastischen Grundgleichungen erfüllen. Die Differenz b1 - b2 = (u l - u2 ) 

+ (tl1 - O2 ) + (tu l - tu 2 ) müßte somit die Gleichungen 

V" b + ~ 17 div b = 0, 
m-2 

( ob) (0 b) (ä b) di Y b l7u+oxcos(nxl+ l7o+ 7iy cos(nYl-1- I7tu+ ßz cos(nzl+211m_2=O 

erfüllen, wenn in ihnen an Stelle der Verschiebungskomponenten U v tl l , tu l bzw. b die be
ziehungsweisen Differenzen der angenommenen Lösungen eingeführt werden. Da in diesen 
Gleichungen weder Oberflächenkräfte noch Volumskräfte vorkommen, so muß geschlossen 
werden, daß b1 - b2 Verschiebungen wären, die ohne \Virkung äußerer Kräfte existierten. 
\Venn aber der Körper vor Einwirken des angenommcnen Belastungssystemes keine An. 
fangsspannungen oder Temperaturspannungen besaß (natürlicher Zustand, S. 25), so können 
bei Nullwerden der äußeren Belastung die Spannungskomponenten und zufolge (42) auch die 
Verzcrrungskomponenten nur gleich X ull gesetzt werden. \Venn die Verzerrungskomponenten 
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verschwinden sollen, so müssen die Bedingungen 

und 

aUa 
e.rx=--=Ü, OX 

_ oVa _ 0 
eyy - ay - , aw e,,= __ 3 = 0 aZ 

erfüllt sein, wobei u3 = 'U l - U2, ('3 = VI -L'2, U'3 = wl - U'2 gesetzt worden ist. Aus den 
ersten drei Bedingungen folgt zunächst 

11 3 = 11 (y, z) , 1'3 = 12 (:I:, z), U'3 = 13 (x, y) 

mit 11,/2,13 als drei zu bestimmenden Funktionen, die im Zusammenhang mit den letzten 
drei Bedingungen die Gleichungen 

a 11 Ei 12 ay - fiX-
o la 

- oy' 

erfüllen müssen. Man sieht demnach leicht, daßu3 , v3' u'3 Funktionen der folgenden Form 
sein müssen: 

mit a1, a2, a3, bl, b2, b3 als willkürlichen Integrationskonstanten. Vektoralgebraisch könnte 
man dieses Resultat durch b1 - b2 = axt + v mit a = al + a2 + a3' V = VI + V2 + v3, 
r =! + t) + 3 ausdrücken, wobei al,vl bzw.a2,v2 bzw. a3,v3 Vektoren in den bzw. Richtungen 
der X-, der y -, der z-Achse mit den Größen al ,b1 bzw. a2' b2 bzw. a3• ba vorstellen; axt ist das 
Zeichen für das äußere Produkt der Vektoren a und r. Um dieses Ergebnis zu deuten, müssen 
wir auf die als bekannt vorausgesetzte Kinematik des starren Körpers zurückgreifen. Die 
allgemeinste Bewegung eines starren Körpers ist in jedem Zeitaugenblick zusammengesetzt 
aus einer fortschreitenden Bewegung und einer Rotationsbewegung derart, daß in jedem 
Zeitaugenblick die unendlich kleine Verrückung m eines jeden Punktes sich als geometrische 
Summe m = mt + mf von zwei unendlich kleinen komponentalen Verrückungen mt und 
mf ergibt. Der Vektor mf, d. i. die komponentale Verrückung eines beliebigen Punktes des 
starren Körpers infolge der fortschreitenden Bewegung, ist abhängig von der Wahl des so
genannten Reduktionspunktes der Bewegung, aber unabhängig von der Lage des Punktes 
im starren Körper mit Bezug auf den Reduktionspunkt, dagegen ist die Komponente mt, 
d. i. die komponentale Verrückung infolge der Rotationsbewegung eines beliebigen Punktes 
des starren Körpers um die momentane Rotationsachse, abhängig sowohl von der 'Vahl des 
Reduktionspunktes als auch von der Lage des Punktes im Körper mit Bezug auf den 
Reduktionspunkt. Nennen wir t den Radiusvektor, welcher den beliebigen Punkt des starren 
Körpers mit Bezug auf den Reduktionspunkt festlegt, und sei nt ein in die momentane 
Rotationsachse gelegter Vektor, dessen Größe die momentane Verrückung infolge der Rota
tion eines Punktes des starren Körpers in der Entfernung I von der Rotationsachse bestimmt 
(nt ist für verschiedene Reduktionspunkte konstant), so kann man mt = nt X t und 
m = mf + nt X r schreiben. Man sieht, daß b1 - b2 als Verrückung eines starren Körpers 
aufgefaßt werden kann, dessen Komponenten mf = v und nt X r = a X r sind. Erfährt der 
starre Körper keine Verrückung mit Bezug auf ein Koordinatensystem, dessen Ursprung der 
Reduktionspunkt der Momentanbewegung sein soll, so verschwinden m = bl - b2 und daher 
die sechs Konstanten a lO bl' a2, b2, a3, b3• Aus dem Vorstehenden ergibt sich die Richtigkeit 
der vorangestellten Behauptungen für die Bedingungen der Eindeutigkeit der Lösungen 
der elastischen Grundgleichungen. Man könnte auch sagen, die Gleichungen (48) und (49) 
lassen noch beliebige Verrückungen des vor Aufbringung der äußeren Kräfte erstarrt 
gedachten Körpers zu. Werden derartige Verrückungen sowie Anfangsspannungen aus
geschlossen, so sind die Lösungen jener Gleichungen eindeutig. 

Ein starrer Körper ist mit Bezug auf ein Koordinatensystem festgelegt, 
wenn drei nicht in einer Geraden liegende Punkte desselben festgelegt erscheinen. 
So können wir z. B. nach dem Vorgange von de Saint Venant und Clebsch 
drei unendlich nahe gelegene, einem Flächenelemente zugeordnete Punkte A, B, 0 
des Körpers, die in der y x-Ebene liegen, als festliegend mit Bezug auf ein festes 
Koordinatensystem xyz annehmen. A sei mit dem Ursprung des Koordinaten. 
systemes zusammenfallend, Bund C sollen auf der y- bzw. z-Achse liegen. Der 
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Voraus;;etzung, daß A festliegen soll, entsprechen die drei Bedingungen 

'Uo = 0, Vo = 0, Wo = 0 (a) 

(der Zeiger 0 deutet die Beziehung der Verschiebungen des Punktes zum Ur
sprung de;; Koordinatensystemes an), der Voraussetzung, daß C festliegt, ent
sprechen die zwei Bedingungen 

(~~)o = 0, (%Do = O. (b) 

Der Punkt B könnte sich, wenn die fünf Bedingungen (a) und (b) erfüllt sind, 
nur rotierend um die z-Achse bewegen; damit auch das ausgeschlossen ist, muß 
noch die Bedingung 

(c) 

erfüllt sein. Die allgemeinen Lösungen der Elastizitätsgleichungen nach u, v, w 
als Funktionen von x, y, z aufgefaßt müssen also im gegebenen Falle den Be
dingungen (a), (b) und (c) für x = 0, y = 0, z = 0 genügen. Die Verschiebungen 
der übrigen Punkte des elastischen Körpers, dem das festgelegte :Flächen
element angehört, können bei Einflußnahme eines äußeren Kraftsystemes be
liebig erfolgen. In dem Flächenelement machen sich dann Reaktionskräfte 
geltend, die zu bmltimmen sind. 

In den technischen Anwendungsgebieten liegen die Festlegungsverhältnisse in der 
Regel viel verwickelter. Um nur das Beispiel des auf der einen Seite annähernd fest an
gespannten Kragträgers anzuführen, der an seinem freien Ende durch eine Einzelkraft 
belastet ist: an seinem eingespannten Ende ist nicht ein Flächenelement, sondern die 
ganze eingespannte Oberfläche des Trägers, soweit sie im Mauerwerk steckt, annähernd als 
festgelegt zu betrachten. Die Bestimmungen des Spannungs- und Verzerrungszustandes in 
diesem Träger wurden zum ersten Male von De Saint Venant unter den Voraussetzungen 
gelöst, daß ein Flächenelement des linken Stabendes auf die oben angegebene Art fest
gelegt ist, und die Last am freien Ende sich in einer bestimmten Weise über den Querschnitt 
des Stabes verteilt. Die näherungsweise Übertragung seiner Lösung auf den angegebenen 
Fall der Technik erfolgt unter Zugrundelegung des De Saint Venantschen Prinzipes (S. 20ff.). 

22. Einführung krununliniger Koordinaten. 
Die Verschiebungs-, Verzerrungs- und Spannungskomponenten sowie sämtliche bisher 

auf Grund der Definition derselben und der Existenz des Hookeschen Elastizitätsgesetzes 
aufgestellten kinematischen und statischen Beziehungen wurden in rechtwinkeligen Punkt
koordinaten bezogen auf ein festes räumliches, rechtwinkeliges Koordinatensystem xyz 
dargestellt gedacht, derart, daß alle eingeführten Vektoren bzw. Größen als Funktionen 
dieser Koordinaten aufgefaßt wurden und die Gleichgewichtsbedingungen sich auf einen 
Elementarkörper bezogen. dessen begrenzende Flächenelemente parallel zu den Koordi
natenebt'nen waren. 

In vielen Anwendungsfällen empfiehlt es sich, aus Gründen der Bequemlichkeit nicht 
rechtwinkelige Punktkoordinaten, sondern rechtwinkelige Flächenkoordinaten oder, wie 
man auch sagt, krummlinige rechtwinkelige Koordinaten einzuführen. Wenn ein Punkt im 
Raume durch letztere festgelegt werden soll, so wird er als Schnitt dreier krummer Flächen 
dargestellt, die aufeinander normal stehen. Wir denken uns also den vom Körper erfüllten 
Raum durch drei Scharen aufeinander normal stehender Flächen durchsetzt, deren Gleichungen 
durch 

~(x, y,z) =A, 1] (x, y, z) = B, C(x, y,z) = c 

gegeben sein sollen, worinA, B, C veränderliche Parameter sind. Wählen wir A,B, C in bestimm
ter Weise, so werden aus der dreifach unendlichen Schar von Flächen drei bestimmte in einem 
Punkt sich schneidende herausgewählt. Jedem Punkt des Körpers sind sonach bestimmte 
Werte von A, B, C und drei bestimmte J<'lächen /;, 1], C zugeordnet. Man nennt /;, 1], C recht
winkelige Flächenkoordinaten oder rechtwinkelige krummlinige Koordinaten. In diesen 
Koordinaten, zn welchen z. B. die Zylinder- und räumlichen Polarkoordinaten gehören, 
müssen die kinematischen Gleichungen, die Gleichgewichtsbedingungen und schließlich die 
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elastischen Grundgleichungen bei Beachtung des Elastizitätsgesetzes dargestellt werden. 
Die allgemeine Durchführung dieser Aufgabe fällt nicht in den Rahmen dieses Buches, 
sie kann z. B. in dem "Lehrbuch der Elastizität" von A. E. H. Love, 1!l07, in den Para
graphen 19, 58 und 59 nachgelesen werden. Hier wollen wir nur auf einen besonderen :Fall 
von krummlinigen Koordinaten, die Zylinderkoordinaten hinweisen. Die Zylinderkoordinaten 
werden beinahe ausschließlich gebraucht, wenn es sich um elastische Probleme bei Voll- und 

y 

Hohlzylindern handelt, wie bei Röhren, Schorn-
z steinen, zylindrischen Dampfkesseln usw. Ein 
A Punkt P eines normalen Kreiszylinders (Abb. 25) 

Abb. 25. 

wird bei Einführung von Zylinderkoordinaten als 
Schnitt einer durch die Zylinderachse z gehenden 
durch die Winkelkoordinate 'fJ bestimmten radialen 
Ebene, einer durch die Koordinate z = PP' ge
gebenen auf die z-Achse normalen Ebene und 
schließlich einer Zylinderfläche vom Radius l' = M P 

z 
J 

Abi>. 2(i. 

r 

festgelegt. Die krummlinigen Koordinaten ~, 1" , sind also hier im besondern durch r, 'fJ, z 
dargestellt, denen der in der Abbildung eingetragene Elementarkörper P' 1,2,3,4,5,6,7 ent
spricht. Die Bezeichnungsweise der an letzteren übertragenen Spannungen ist aus Abb. 26 
zu erkennen und bei Beachtung der Bemerkungen auf Seite 18 ohne weiteres verständlich. 
Die Normalspannungen a t , an a z heißen vielfach, z.ll. wenn der Spannungszustand von Röhren 
untersucht wird, der Reihe nach Ring-, Itadial- und Längsspannungen. Die übrigen 
Spannungen sind Schubspannungen, welche die Bedingungen Ttr = Trt, TZ>' = T n , T tz = Tz, 

erfüllen. Als Verschiebungen werden solche in radialer, tangentieller und in der Längsrichtung 
eingeführt, die sinngemäß mit Ur, v, und W z bezeichnet wI'reien. Die Verzerrungskomponenten 
werden in Zuordnung zu den Spannungskomponenten mit e,. r' e, t, ez " e", ez " e" bezeichnet, 
worin z. B. err eine bezogene Dehnung in der Richtung der Zunahme von r, e" eine den 
Schubspannungen Tt, und T,t zugeordnete Schiebung parallel 7.\11' xy-Ebene nsw. bedeuten. 
Die den Beziehungen (6) und (7) auf den Seiten 29 und 30 entsprechenden kinematischen 
Gleichungen, ferner die den Spannungsgleichungen (20) und (21), Grenzbedingungen (24) und 
elastischen Grundgleichungen (48) und (4!J) zugeordneten statischen Gleichungen können 
durch direkte einfache geometrische und statische Betrachtungen am Elementarkörper in 
Abb. 26 den Zylinderkoordinaten angepaßt werden. Hierauf soll aber hier nicht näher ein
gegangen werden. Wir behalten uns vielmehr vor, darauf später in einem besonderen 
:Falle zurückzukommen (S. 216ft). 

23. Anwendung der elastischen Grundgleichungen nuf die Lösung einiger einfacher 
Aufgaben. 

Wir wollen im folgenden die Anwendung des im Punkte (21) auseinander Gesetzten 
auf einige praktisch in Betracht kommende :Fälle zeigen. 

a) Fall der Torsion (Drillung) eines geraden zylindrischen Stabes, der dem Hooke
schen Gesetze folgt. Der gerade Stab nach Abb. 27 mit dem näher bezeichneten rechtwinkeligen 
Achsensysteme x, y, z und der :Festlegung eines :Flächenelementes seiner linken Endquer
schnittsfläche nach Seite 8!l, dessen Material dem Hookeschen Gesetze folgt, sei durch zwei 
entgegengesetzt gleiche Momente Mn.x und -- Mn.x , deren Ebenen mit den Endquerschnitts
flächen zusammenfallen, beansprucht. Mn. x heißt ein Drillungs-, Verdrehungs- oder Torsions
moment, die Beanspruchung heißt eine solche auf Drillung, Verdrehung oder Torsion. Praktisch 
kommt diesem :Fall der Belastung der einer langen dünnen Welle sehr nahe, die links ein
gemauert ist und im rechten Endquerschnitt durch ein äußeres Moment verdreht wird. 
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Wir denken uns ein beliebiges unendlich kleines Prisma mit Kanten parallel zu den 
Koordinatenachsen ins Auge gefaßt. Der äußeren Beanspruchung des Stabes scheint eine 
Verdrehung der zur Stabachse normalen Seitenflächen des genannten Prismas gegenein· 
ander und normal zur Stabachse angepaßt zu y' 
sein; dem könnte vielleicht die Annahme von Schub· 
spannungen Y x , Zx bei Nullwerden aller übrigen 
Spannungskomponenten Xx, Y., Z" Z. = Y z ent
sprechen. Wir wollen sehen, ob eine derartige An
nahme ohne \Viderspruch möglich ist, und für den 
Fall desZutreffens der Annahme, wie die Verzerrungs-, 
Spannungs- und Verschiebungskomponenten mit 
dem Drillungsmoment und der Querschnittsform 
des Stabes zusammenhängen. 

z' 
Abb. 27. 

Bei Berücksichtigung der Annahme, und weil 
die letztere dem Elastizitätsgesetz für isotrope homogene Körper zufolge die Beziehungen 

iJ'tt.=~=a1l)=0, ov ow Y =G(8V --l-!!.~) Zo,=G(~1X/)_" -~Uz) () 
ox oy oz oz -- [iii' x ux' oy' - u u a 

nach sich zieht, nehmen die Elastizitätsgleichungen (48) für ein unendlich kleines Prisma 
bei Vernachlässigung des Eigengev.-ichtes des Stabes die Form an: 

02 1e 
ox2 = O. (b) 

Die Grenzbedingungen (49) für die l\Iantelfläche des zylindrischen Stabes wrlangen nur 
die Erfüllung der auf die x-Richtung bezüglichen Gleichung 

( u u ih- \ ( 0 U 0 IC ) 
\uy+-ti~)sin(nz)+ oz+iT~ cos(nz)=O, (c) 

da die zwei übrigen Grenzbcdingungen, welche sich auf die y- und z-Richtung beziehen. 
durch die Annahmen erfüllt sind. (Siehe Abb. 27 a, in der 8 ('ie Berandung eines beliebigen 
Querschnittes des Stabes vorstellt.) Aus den drei ersten der Beziehungen (a) folgt zunächst 
u = 11 (y, z), v = 12 (a:, Z). 11) =c 13 (x, y), wenn 11,/2,13 zu bestimmende Funktionen der ange
deuteten Argumente sind. Aus der zweiten und dritten der Beziehungen (b) folgt aber, daß 
v und w nur lineare Funktionen yon x sein können, somit die Funktionen 12 und 13 die Formen 

V =/2(x,z) = x[a +F1 (z)] + b, 1e = /3 (x,y) = X [c + F 2 (y)] + d 

haben müssen, worin a,b und c Konstante und Fl'F2 noch zu bestimmende Funktionen von z 

bzw. y allein sind. \Veil aber nach der dritten der Beziehungen (a) ddF 1 = -- dlF 2 , so können 
z ey 

die Funktionen F 1 und F 2 nur die Formen F 1 = rz + I, F 2 = -ry + g mitr, I, g als Kon
stanten haben. Somit können wir v = x (x + r z) + b, W = x (ß - ry) + d mit x, ß als 
neuen Konstanten schreiben. Verwenden wir die auf die Festlegung des Zylinders bezüg-

lichen Bedingungen (S. 89) Vo = 0, Wo = 0, (%~ t = 0, so erhalten wir b = 0, d = 0, 

also wird 

v = x (CI: + rz), 10 = X (ß -ry) (cl) 

bestehen müssen. Die Funktion tl (y, z) =, u ist an die folgenden Bedingungen geknüpft: 
02 I (J2 I 

Erstens muß die sogenannte Laplacesche Gleichung 0 y~ + 3z21 = 0 entsprechend der ersten 

der Gleichungen (b) erfüllt sein, zweitens ist die Funktion /1 an die Oberflächenbedingung 
(c) gebunden, die bei Benützung der gefundenen \Verte von v,w die Form 

-lol, l' rl O/ 1 ] ~ + x + TZ sm (nz) + :i:;- + ß - r y cos (nz) = 0 
uy ~ ~ u. 

annimmt, schließlich sollen noch die restlichen nicht benützten Festlegungsbedingungen für 
das Element des linken Endquerschnittes durch die Funktion erfüllt werden, d. h. die Be-

dingungen (%~)o = 0, (~:~)o = 0, /1 (0,0) = 0 bestehen. Um insbesondere die Randbedingung 

zu vereinfachen, führen wir eine neue Funktion II \~on y, z ein, derart, daß die Beziehung 
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1, = r:JI (y, z) - rxy - ßz besteht. Es wird dann 

und 

zu folge der Festlegungsbedingungen erfüllt sein müssen, woraus 

'l. = r: (~JI\ ,ß = r: (dJI I 
\(Jy)o dzJo 

folgt. Es kann somit 
~DJI\ ((JJI\ l 

I, = r:' JI - y!- ) - z --=-) : 
~ \ d y / 0 d " o~ 

gesetzt werden. Mit der neuen Funktion JI nimmt die Laplacesche Gleichung die Form 

(J2 JI d2 JI 
(J y' + -D Z2 = 0 ( e ) 

an, und die Oberflächenbedingung lautet 

dJI . DJI . 
ay SIll (nz) -i- Tz cos (nz) = y cos (nz) - Z SIll (nz) • (f) 

Außer den Bedingungen (e) und (f) muß JI die Beziehung 

JI (0, 0) = 0 (g) 

erfüllen, weil 1, (0,0) = 0 sein soll. JI heißt die Torsionsfunktion und ist von der Art des 
Querschnittes abhängig. 

Die Verschiebungen und Spannungen werden demnach 

, (dJI) fdJI) l u=r::JI-y T -z[ (Jz' 
~ \ Y 0 \ o~ 

,- (dJI) l v=r:xLz+ - I, 
(J y oJ 

rdJI ~ 

X.= Gr:lay +zJ, 
w = - r: xf y - (Dr:) l. 

L \ d ~ 0-' 

,DJI ~ 

X, = Gr: ~ D 7 - Y j • 

(50) 

Diese gewonnenen Formeln können noch weiter vereinfacht werden, indem man die Koor

dinaten nach den Schema x = X,, Y = Y, + ( D(J~) 0' z = Z, - ( ~ ~) 0 transformiert und eine 

neue Torsionsfunktion JI" einführt, die durch 

JI, (y" Z,) = JI ~Yl + (dc!~)o' 2, - (~)J - (~~)o y, - ((Jd~)o Z, 

definiert wird. Die Bedingungen (e) und (f) erleiden bei diesen Einführungen keine Änderung 
ihrer Form, d. h. man hat in ihnen nur Il,. YloZ" an die Stelle von Il, Y,z zu setzen; die Be-

dingung (g) geht aber in die Bedingung Il, ~ ::... ( ~ ~) 0' (~ ~) J = 0 über, d. h. Il, muß für 

Y, = - (dd~)o und Z, = (~~)o den Wert Null annehmen. Die Gleichungen (50) werden 

dann in leicht ersichtlicher Weise 

(50a) 

w = - r: X,Y, y G (dill ) 
~'", = r: d z, - y, . 

Die Größe T folgt daraus, daß die Summe der Momente der den Schubspannungen in den End
querschnitten entsprechenden Kräfte mit Bezug auf die Stabachse gleich dem gegebenen 
Drillungsmoment M DX bzw. - M DX sein muß: bei im Vergleich zu den Querschnittsdimen
sionen langen Stäben ist das Prinzip von De Saint Venant anwendbar (S. 20). Es 
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muß also für die rechte Endquerschnittsfläche die Gleichung 

J(yXz - - z Xy)dyd z = - M DX , 

F 
(h) 

bestehen, wobei das Integral über die ganze Querschnittsfläche genommen werden muß und 
die Zeichenregel für die Hcllllbspannungen >ou beachten wäre. Durch Einsetzen der Werte 
von X, und X . a us (50) nnter dem Integralzeichen ergibt sich 

Wenn wir, wie zutreffend. das zweite Integral dem polaren Trägheitsmoment J" der Quer
schnittsfläche mit Bezug auf die 8tflbachse :r gleichsetzen, und T aus der letzten Beziehung 
errechnen, erhalten wir 

T= (51) 

Der Ausdruck im Nenner der Beziehung (51) heißt Torsionssteifigkeit. Wenn letztere wächst, 
nimmt T ab (über die Bedeutung von T siehe weiter unten). M DX ist die alleinige Resultante der 
den Spannungen X., X y entsprechenden Kräfte X, dy dz, X. dy dz, da die Integrale 
J X, dy dz und.r Xv d y dz genommen über die Querschnittsfläche Null sind; denn es 
F J! 
ist z. B. 

wofür wir, weil die Bedingung (e) erfüllt sein muß, 

GTfJ.~!z (oI! - y)l + c~ [z (? TI + Z)]}dYd z 
IrJz !_ rJ z _I oy oy 

p 

setzen können, wie ma n sich durch Differentiation unter dem Integralzeichen leicht über
zeugt. Das zuletzt aufgeschriebene Flächenintegral ergibt aber durch partielle Integration 
nach z bzw. y cine Summe zweier Randintegrale, die n 
über die Begrenzungskurve des Querschnittes zu nehmen J 
sind von der Form 

fz(~~ +z)sin(n z)ds+ fz(Oo~ - y )eos (nz)ds 

mit ds als Element der llerandung des Querschnittes 
und n als mit Bezug auf die Querschnittsfläche 
nach außen bezogene -Normale auf die Grenzkurve 
(Abb. 27 ~L). Die i:lumme dieser Integrale muß aber dr. 
zufolge der Grenzbedingung (f) verschwinden. Ähn-
lich gestaltet sich die Beweisführung dafür, daß 
.r Xvdydz gleich Null sein muß. 

/! 
Es fragt sich nUll, ob die Torsionsfunktion 17 ein-

deutig gegeben ist, wenn ein Querschnitt gegeben vor- AlJh. 27 a. 
liegt, und die Bedingungen (e), (f) und (g) erfüllt sein 
müssen. Der Beweis für die Eindeutigkeit wird indirekt geführt, indem wir annehmen, 
daß es zwei Funkt ionen JJ2 und Il3 von y, z gäbe, welche die genannten Bedingungen er
füllen. Es müßten dann offenbar für Il4 ~~ Il3 - Jl2 die Beziehungen bestehen 

0" TI [P TI 0 Il 0 Il 0 Il 
~_._,4 + _ _.,4 = o. ____ .4 sin (n z) -+- __ . __ 4 cos (nz) = -- .. ...! = 0, 
oy· oz· o y oz on 

wobei wir benützt haben. daß sin (l1 Z) =!!..) 1J., eos nz = 0) Z • also der zweite Ausdruck a uch 
(n {n 

y 
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. Dl74 m der Form -- -. . geschrieben werden kann. "Vir verwenden nun den bekannten GreenDu 
sehen Satz 

ir :( DF)2 + (~)!..)~J dy d: = fp - ~!.. ds - irF V" F dy dz, 
L iJy rJz dn 

in welchem F eine im Bereiche einer berandcten l<'läche samt ihren Ableitungen stetige 
Funktion vorstellt, das Integral links und das zweite Integral rechts über die ganze Fläche 
genommen wird, während sich das erste Integral rechts über die Berandung 8 der Fläche rJ2F iPP 
mit den Linienelementen ds erstreckt, und I -2P gleich - - . + -- . rresetzt wird. Führen wir a y2 () Z2 '" 

im Greensehen Satz für F die 1<'unktion Jl4 ein, so erhalkn wir mit IWcksicht darauf, daß 

f72Il4 = 0 und auch f1I4 d)17 4 ds = 0 sein muß, die Bedingung 
( n 

ir r (rJll)2 (dll)2l 
i_ iJ/ +\ii,/ .Jdydz=O, 

die nur zutreffen kann, wenn 114 Null oder eine Konstante ist. Die beiden Funktionen [Ja und 172 
könnten sich sonaeh höchstens um eine Konstante unterscheiden; da aber überdies sowohl 
172 als auch 17a der Bedingung genügen sollen, daß sie für y = 0, Z = 0 verschwinden sollen, 
so kann diese Konstante offenbar nur Null sein, woraus folgt, was zu beweisen war. 

Die Bestimmung der Torsionsfunktion II stellt für jede Querschnittsform ein besonderes 
mathematisches Problem vor. Besonders einfach ist dieselbe für den Kreisquerschnitt, für 
welchen, da für dessen Berandung y cos (nz) z sin (nz) verschwinden muß [es ist sin (nz) 

=11. , cos (nz) = .z. mit r als Radius des Kreises] und daher die Randbedingung (f) in 
r r -

oll .' an = 0 ubergeht. Bei Berücksichtigung der Laplaccschen Gleichung und (11)0 = 0 folgt, 

wie im Eindeutigkeitsbeweise für 11, daß jetzt 1[ = 0 sein muß, also die Gleichungen (50) in 

u = 0, 

V = TXZ, (50') 
IV= -- TXY, 

übergehen, worin nach (51) T = ~~~.x ist. Die Torsionssteifigkeitwird im Falle eines Kreis-
p 

querschnittes GJ ,,, worauf wir in der noch später zu behandelnden, in dcr Technik üblichen 
Näherungstheorie zurückkommen werden. 

Das Vorstehende zeigt, daß die Annahme der Spannungs
komponenten X y • X, allein bei Wirkung zweier je entgegen
gesetzt gleicher Drehmomente quer zur Stabachse richtig war, 
da alle Bedingungen restlos erfüllt werden können. 

D i sk lISB io n d er er haI te ne n For meIn. Die in den 
Formeln (50) und (50') vorkommende Größe T, welche aus (51) 
durch das gegebene Drillungsmomcnt im Zusammenhange mit 
der (Juersclmittsform ausgedrückt werden kann, hat eine 
anschauliche Bedeutung. Wir stellen uns einen ganz in den 
Stab hineinfallenden Kreiszylinder C vor, dessen zur Stab
achse parallele Achse in di~, Xl-Achse fällt, also mit Bezug 
anf das x, y, z-Koordinatensystem die einzelnen Querschnitte 

ALL. 27L. (d 17) (0 1I) 
in den Punkten y = -cj-- , z= - Cl · entsprechend YI ~~ O, 

uZ 0 uy 0 

Zl = 0 schneidet (siehe das oben für die Torsionsfunktion If l Gpsagte). Der beliebige Radius des 
Kreiszylinders C heiße (! (Abb. 27 b). ]<'assen wir einen Punkt P auf dem Mantel des Zylinders 

ins Auge mit den Koordinaten YI =, (! eos (J. =, 11 · ( ~~!\ ' ;:1 = (! sin (J. = Z + (~l:) o' so ist 

,- (tJ Il) '1 

:1 d (J. = ·'- lz +J,I/ 0,1 d (J., 
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Vergleichen wir diese Formeln mit jenen für v und w unter (50) gefundenen, so sehen wir, 
daß, wenn für drY. das Symbol 'IjJ gesetzt wird, wir. x = - 'IjJ schreiben können; also be-

deutet. = - r:!.-lf den auch als Drall bezeichneten sehr kleinen Verdrehungswinkel um die 
dx 

xcAchse zweier Radien e des Kreiszylinders C gegeneinander, die vor der Deformation 
in einer durch die xl-Achse gehenden Ebene in zwei Querschnitten des Stabes mit der Ent-

fernung I voneinander liegen. Wir können sonach z. B. für den Kreiszylinder :~ = - "~~: 
setzen; in den allgemeineren Fällen mit beliebigem Querschnitt würde an Stelle von GJ. der 
in der Formel (51) vorhandene Nenner eintreten. Für zur y- und z-Achse symmetrische Quer
schnitte (Kreis, Ellipse, Rechteck usw.) fällt die Achse Xl mit der x-Achse zusammen, weil, 

wie wir gleich nachweisen werden, dann (~ ~) 0 = 0 und (~ ~) 0 = 0 sein muß, d. h. für der

artige Querschnitte findet die Verdrehung um die Stabachse statt. Da nämlich bei zur y- und 
z-Achse symmetrischen Querschnitten für Punkte der Berandung sin (nz) eine ungerade Funk
tion von y und eine gerade Funktion von z, und cos (nz) eine gerade Funktion von y und eine un
gerade Funktion von z ist, so muß die rechte Seite der Randbedingung (f) eine ungerade Funk
tion von y und eine ungerade Funktion von z sein; das gleiche muß auch von der linken Seite oll oll 
dieser Gleichung gelten, d. h. es muß 0 y gerade für y, ungerade für z, 7iZ ungerade für y, 

gerade für z sein, woraus folgt, daß II eine ungerade Funktion von y und z sein muß, 

und daher (~~)o und (~~\ verschwinden müssen. Damit hängt auch zusammen, daß für 

s~-mmetrische Querschnitte in der Stabachse sowohl 11, 1', IC als Xv, X z verschwinden müssen. 
Die Achse Xl des Verdrehungswinkels heißt Torsionsachse. manchmal wird auch die 

Achse so genannt, deren linkes Flächenelement festgelegt erscheint. Es bleibt dem Leser 
überlassen, die (50) entsprecht'nden Beziehungen für den Fall abzuleiten, daß von vorn
herein das dem Punkte Xl = YI = Zl = 0 zugeordnete Flächenelement festgelegt wird. 

Ein Punkt mit den Koordinaten x, y.Z der Faser mit der Gleichung y = p, Z = q geht nach 
der Deformation des Stabes in einen Punkt mit den Koordinaten 

.c' = X + 11 = X + • ! II - p -- - q - !, - (Oll) (Oll) -
L oy 0 dz 0.1 

y'= Y + V = p -i-u [q+ (~~)J = p+.{ x' -.[ll- p(~~)o - q(cla~)J}[q + (~~)J 
Z' = Z + lC = q _ • x ~ p _ (0 ll) l = q _ • { x' _ • [ll _ p (0 ll)' _ q (cl ll\) lJ} I p _ (0 ll) ] _ a z oJ cl Y 0 cl z 0 L a z 0 

über. Vernachlässigen wir Glieder mit der Größe zweiter Kleinheit, d. i .• 2, so können wir als 
Gleichung der Faser nach der Deformation schreiben 

y' = p + • x' r q + (a ll) 1 , 
L cl Y oJ 

I , I (all) J z =q -.x l..v-- 7iZ 0 • 

Die Faser nach der Verformung ist demnach im allgemeinen als eine die Torsionsachse kreu

zende Gerade zu betrachten. In dem besonderen Falle, daß q = - (aa~)o' p = + (~~)o' 
also für die Torsionsachse, wird y' = p, z' = q. d. h. die Torsionsachse bleibt bei der Torsion 
an ihrer Stelle. Eine Querschnittsfläche mit der Gleichung X = a geht in die Fläche 

x' = a + • ~ II - y (aa ~ ) 0 - z (aa ~ \ J über. Der Charakter dieser Fläche hängt von der Tor

sionsfunktion II ab. Im Falle eines Kreises. für den u = 0 ist, fällt sie mit der ursprüng
lichen Querschnittsfläche zusammen. 

Eine weitere Durchführung von besonderen Lösungen für verschiedene 
Querschnittsformen w-ürde zu weit führen. Wer sich dafür interessiert, kann z.B. 
das Werk von A. E. H. Love 1 oder das grundlegende Werk von De Saint 

I Love, A. E. H.: Lehrbuch der Elastizität, § 221 u. § 222. Leipzig u. Berlin: 
B. G. Teubner 1907. 
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Venant-Clebsch 1 nachlesen. Das für die Technik sehr wichtige Problem, die 
Spannungs- und Verschiebungskomponenten für einen geraden zylindrischen 
Stab zu finden, dessen Endquerschnittsflächen durch beliebige Kräfte in An
spruch genommen sind, wurde zuerst von De Saint Venant in befriedigender 
Weise gelöst. Der vorstehend behandelte Fall ist eine besondere Lösung des ge
nannten allgemeinen Problemes. 

b) Beanspruchung eines geraden zylindrischen Stabes, der dem Hookeschen 
Gesetze folgt, auf Zug unter Einbeziehung des Eigengewichtes. Ein langer 

Stab yom spezifischen Gewichte y mit einer Querschnittsfläche von 
der Größe F und der Länge l stehe unter dem Einflusse seines Eigen-

A Z gewichtes, das in der Richtung seiner Längsausdehnung wirken solL 
und einer Last P, die an seinem unteren Ende gleichförmig yerteilt 
aufgebracht wird. Sein oberes Ende sei etwa durch einen Haken 
festgelegt (Abb. 28). Dieser Festlegung wollen wir einen angenäher
ten mathematischen Ausdruck dadurch verleihen, daß wir sagen, es 

""'] sei ein Flächenelement der symmetrisch um den Schwerpunkt der 
@} Fläche A angeordnet gedachten Übertragungsfläche t des Hakens im 

f Raume unverschiebbar und unverdrehbar (S. 89). In diesem Flächen
element soll der Ursprung des Koordinatensystemes liegen, dessen 

ü- - yz-Ebene in das Flächenelement, dessen x-Achse in die Stabachse 
P fällt. Nehmen wir an, daß nur Spannungen Xx vorhanden sind, so 

x lautet die einzige übrig bleibende Spannungsgleichung qa:' + y = 0, 

Abb.28. woraus Xx = - y x + F (y, z) folgt, mit F (y, z) als einer einst-
weilen willkürlichen Funktion von y, z. Mit diesem Wert von Xx sind 

die Oberflächenbedingungen (49) für die von Kräften freie Zylindermantel
fläche des Stabes von selbst erfüllt, da cos (nx) für diese Fläche gleich Null ist. 
Die Oberflächenbedingungen für die untere Begrenzungsfläche F fordern 

p 
PX=Jii = (X",)"'=lcos(nx) = (X.,)"=l= -yl+F(y,z), 

woraus; + yl = F (y, z) und somit Xx = ~ + y (l - x) folgt. Die Oberflächen

bedingungen für die obere Begrenzungsfläche A lautet somit zwangsweise 

p", = (X",).,=o cos (nx) = ~ + yl, d. h. damit die angenommene Spannungsver

teilung zutreffend sein kann, muß von seiten des Hakens eine gleichmäßig über 
die obere Begrenzungsfläche A verteilte Belastung P + ylF übertragen werden; 
eine derartige Übertragung ist nicht möglich, wir können uns aber, wenn der 
Stab lang ist gegenüber seinen Querdimensionen, sehr angenähert durch An
wendung des De Saint Venantschen Prinzipes über diese Schwierigkeit hin
weghelfen, demzufolge wir schließen können, daß bei der gegebenen möglichen 
Kräfteübertragung durch den Haken in einer sehr kleinen Entfernung von der 
Fläche A ein Spannungszustand herrschen muß, der einer gleichförmigen Ver
teilung der Kraft P + ylF über die ganze Querschnittsfläche A entspricht. 
Für das Weitere nehmen wir somit an, daß (sehr angenähert) am oberen Ende 

des Stabes in der ganzen Fläche A eine Spannung; + yl herrschen muß. Wenn 

X", den oben berechneten Wert annimmt, können somit die Spannungsglei
chungen und Oberflächenbedingungen als befriedigt angesehen werden. Um die 

1 De Saint Venant-Clebsch: Theorie de l'Elasticite des corps solides, § 22ff. Paris: 
Dunod 1883. 
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Verschiebungskomponenten zu bestimmen, stehen die Gleichungen 

au 1 [P ] au + rJ v = 0 
rJx E F+y(l-x) (a); dy dx= (d); 

rJv I iP ] dv dw 
- = - -l- + y (l- xl (b); - + -. = 0 (e); rJy mE F . OZ iJy 

ow , !2~ - 0 
rJx T dz - (f) 

zur Verfügung. Aus (a), (b) und (c) folgen die Verschiebungskomponenten mit 

y (l- X)2 P 
U = --~-+ FEx + F 1 (y,z), 

Y P 
v = - mE (l- x) y - mEF y + F 2 (x,z) , 

y P 
w= - mE(l-x)z - mEFz +F3 (x,y). 

Die willkürlichen Funktionen F l' F 2' Fa bestimmen sich aus den Bedingungen 
(d), (e) und (f) und den Festlegungsbedingungen des Stabes. Durch Einsetzen 

der Verschiebungskomponenten in die Bedingung (e) erhalten wir 0f'z2 = - rJO: 3 ' 

woraus F 2 = - az -;- /1 (x) + Cz, Fa = ay + /2 (x) + C3 folgt, mit 11 und /2 
als zu bestimmenden Funktionen yon x und a, C2, C3 als Konstanten. In ähnlicher 

Weise ergibt sich aus der Bedingung (f) I'E' z + °d11
'3 = - °oF l oder, bei Benützung 

1n x z 

d f d 'I k f" p' - y dt2(X) rJFl d' F kt' / es ge un enen ~'ius( ruc es ur . 3' mEz - --a:;;- = 7iZ' woraus le un IOn 2 

mit /2 (x) = - bx + c~ (b, c~ sind konstant) erschlossen wird, Schließlich muß 

f B d ' rJFl Y oF2 , f d I' h zu olge der e mgung (d) -0' = - E' Y - -0 seIn oder, was au as g ClC e y m x 

h ' k oF l y dtdx) '1 / " . maus ommt, 7iY = - mE y - ~, woraus SlC 1 I (x) = CX + Cl mlt c 

und c~ als neuen Konstanten ergibt. Durch Vergleich dieser Folgerungen er
sehen wir, daß die folgenden Gleichungen bestehen müssen 

F I' 2 + 2) + b + d I = - 2 m E (y z z - C Y , 

F 2 = C X - a z + e, 

F 3 =ay-bx+/. 

Die sechs Konstanten a, b, c, d, e, f werden aus den Festhaltungsbedingungen 

(S. 89) bestimmt: für x = 0, y = 0, z = 0 müssen u, v, w, ~~, :~, :; verschwin-

den, woraus 
y l2 

0= - 2E+d, also und e=/=b=a=c=O 

folgen. Die Verschiebungskomponenten nehmen somit die Form 

y [ y2 -L Z2 l P 1 ~t = - - (l - X)2 + --' - - l2 + - x 
2E m ~ FE' 
y P 

v= -mE(l-x)y- mEFY' I 
') P 

w= - ~E(l-x)z--mEFz 

(52) 

Girtler. Mechanik. 7 



98 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

an. Da die Spannungsgleichungen und wenigstens angenähert Oberflächenbe
dingungen bei Benützung des Hookeschen Gesetzes erfüllt werden, müssen, 
wie man sich leicht überzeugt, die Kompatibilitätsbedingungen 17 a, 17b, S. 44 
durch die gefundenen Werte der Verzerrungskomponenten von selbst befriedigt 
werden. Die größte Verlängerung, welche der Stab erfährt, erhalten wir aus der 
ersten der Gleichungen (52), wenn wir dort für x den Wert 1 und y = 0, Z = 0 

setzen, also in der Stabachse mit Umax = ~ ~ + ;~ ; sie setzt sich aus der Verschie

bung infolge des Eigengewichtes und jener infolge der Wirkung der Kraft P zu
sammen. Die erstere kommt offenbar einer Verlängerung gleich, welche ein Stab 
von der Länge 1 erfahren würde, wenn er durch zwei entgegengesetzt gerichtete 
auf die Endquerschnittsflächen des Stabes wirkende Kräfte von der Größe des hal-

ben Gewichtes des Stabes ~ = ~rl auf Zug beansprucht wird. 

Bei sehr langen Stäben, wie sie im Bergwerksbetriebe vorkommen, kann der Einfluß 
von G ein bedeutender sein. Wäre z. B. l = 1000 mund y = 0,00785 kgjcm3 (Flußeisen), so wäre 
die größte Spannung am oberen Ende des Stabes, welche nur durch das Eigengewicht 
hervorgerufen wird, y l = 0,00785.105 = 785 kg/cm 2, eine Spannung, die hart an der Zulässig
keitsgrenze liegt; die zugehörige Verlängerung der Stabachse am unteren Ende wäre, wenn 
E = 2.106 kgjcm2 gesetzt wird, 

0,00785 . l~o _ 19 " 
umax = 4. 106 - ,v cm. 

Eine Querschnittsfläche des Stabes :r = a geht bei Yernachlässigung von 
Gliedern, welche im Nenner E2 enthalten, in 

y r y'2 ,"2 ~ P 
~.' = a - - i (l- a)2 + -----=-=- - l2' ...L - a . 2E l.. . m _ I EF 

über, eine Fläche, die ein Rotationsparaboloid mit der x-Achse als Rotations
achse und der Höhlung gegen den Aufhängepunkt zu vorstellt. Ist y gleich Null, 
d. h. ist das Eigengewicht überhaupt nicht in Betracht gezogen, so bleiben die 
Querschnitte des Stabes bei der Deformation desselben eben. Ein Punkt x, y, Z 

der Zylindermantelfläche des Stabes mit der Gleichung F (y, z) = 0 hat nach der 
Deformation die Koordinaten 

, ;' - y2 --r Z2 2 ~ P 
x = x - 2E~(l- X)2 + -----;:;:;:- -l _ + EFX' 

,y P 
y=y- mE(l-x)y- mEFY' 

" P 
z'=z- ~E(l-;"l:)z- mEFz, 

Durch Berechnung von y, z aus diesen Gleichungen als Funktionen von x', y', z' 
und Einsetzen in die Gleichung F (y, z) = 0 erhalten wir die Gleichung der Fläche, 
in welcher die Zylindermantelfläche infolge Gestaltsänderung übergeht. Hätte 
im besonderen der Stab ursprünglich als Querschnitt einen Kreis vom Radius r, 
so wäre F (y, z) = y2 + Z2 - r2 = 0 und die Gleichung der deformierten Zylinder-

mantelfläche wäre y'2 + Z'2 = r2 [1 - m2: F - ~~ (l - x')] bei Vernachlässigung 

von Gliedern mit E2 im Nenner. Die Fläche ist gleichfalls ein Rotationsparaboloid 
mit der x-Achse als Umdrehungsachse und der Höhlung vom Aufhängepunkt 
weggerichtet. Würde nur die Kraft P wirken, so wäre sie eine Zylinderfläche 

vom Radius r V1 - m2:F . r(l- m~F)' 
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c) Beanspruchung eines isotropen homogenen Körpers, der dem Hooke
sehen Gesetze folgt, durch allseitigen Flüssigkeitsdruck bei Vernachlässigung 
des Eigengewichtes. Als dritter Fall sei der Spannungszustand eines isotropen 
homogenen Körpers, der dem Hookeschen Gesetze folgt und unter allseitigem 
hydrostatischen Druck steht, bei Vernachlässigung des Eigengewichtes des 
Körpers und der Flüssigkeit betrachtet (z. B. ein Würfel oder ein sonstwie be
grenzter Körper, der sich in einem Gefäß in einer unter hohem Druck befindlichen 
Flüssigkeit befindet). Wir nehmen als Spannungszustand im Körper den räum
lichen hydrostatischen Spannungszustand (S. 67 und 84) mit drei gleichen Haupt
spannungen von der Größe pkg/cm2, wenn p der Druck pro Flächeneinheit in der 
den Körper umgebenden Flüssigkeit ist; bei Vernachlässigung des Eigengewichtes 
der Flüssigkeit ist p im ganzen von der Flüssigkeit erfüllten Raum konstant. Wir 
prüfen nunmehr, ob dieser angenommene Spannungszustand den Spannungsglei
chungen und den Oberflächenbedingungen genügt. Die Spannungsgleichungen 
lauten dann, da nur Spannungen Xx, Y y' Zz vorhanden sein sollen, 

oX, = op = 0 
ox iJx ' 

oZz = op = 0 
oz OZ ' 

sie sind erfüllt, wenn p über den ganzen vom Körper erfüllten Raum konstant 
ist, also im Innern des Körpers ein homogener Spannungszustand herrscht. 
Die Oberflächenbedingungen 

p" =X",cos (nx) = pcos (nx), py = Yycos (n y) = pcos (ny), 

pz= Zzcosnz = pcos(nz) 

sind, wie leicht ersichtlich, gleichfalls erfüllt. Die Befriedigung der Spannungs
gleichungen (20) und (21) sowie der Oberflächenbedingungen (24) genügt noch 
nicht, um die gemachte Annahme eines räumlichen hydrostatischen Spannungs
zustandes zu rechtfertigen. Dazu ist auch die Erfüllung der Kompatibilitätsbe
dingungen (17a, 17b) erforderlich. Letztere sind aber, wie man leicht sieht, bei der 
gemachten Annahme ebenfalls befriedigt, wenn bedacht wird, daß die Beziehungen 

p(m-2) 
eXY = e.yZ = e.., = 0, exx = e yy = ezz = -~mE- bestehen sollen. Unter den an-

gegebenen Voraussetzungen herrscht somit im Körper tatsächlich der räumliche 
hydrostatische Spannungszustand. 

In ganz ähnlicher Weise könnte auch vorgegangen werden, um nachzuweisen, daß im 
Falle einer Beanspruchung eines Prismas nach Abb.21, S. 72 der ebene hydrostatische 
Spannungszustand eintreten muß. 

24. Über die Formänderungsarbeit nnd die Verzerrungsenergiefunktion 
im Falle des elastischen Gleichgewichtes. Satz von Clapeyron. 
a) Formänderungsarbeit und Arbeitssatz bei linearer Beanspruchung. Wird 

ein aus homogenem isotropem, dem Hookeschen Gesetz folgenden Stoff her
gestellter zylindrischer Stab, der die Querschnittsfläche F, überall gleiche Tempe
ratur und keine Anfangsspannungen besitzt, durch zwei von Null aus stetig an
wachsende entgegengesetzt gleiche zur Stabachse parallele Kräfte P, - P derart 
beansprucht, daß sich diese Kräfte gleichförmig über die Endquerschnittsflächen 
verteilen, so ist jeder zwischen Null und dem Endwerte P liegenden Kraft P 
eine Verlängerung ), der ursprünglichen Länge l des Stabes zugeordnet (Abb. 29). 
Das Anwachsen der Kräfte P von dem Werte Null bis zu ihrem Endwert P und 
der Verlängerung ), vom Werte Null bis zu ihrem Endwert A finde sehr langsam 

7* 
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statt, so daß Trägheitskräfte nicht in Betracht kommen. Denken wir uns das 
linke Ende des Stabes ohne Hinderung der Querkontraktion festgehalten und 
wächst die Kraft P auf P + d P, so wächst die Länge des verformten Stabes 
von 1 + X auf 1 + ~ + i~; die von P auf dem Wege i~ geleistete Arbeit ist 
durch pil gegeben. Dabei sind P und d~ gleich gezeichnet (positiv bei Zug-

beanspruchung, negativ bei Druck
beanspruchung). Die gesamte Arbeit, 
welche durch die von Null aus bis zum 
Werte Panwachsenden ä uBeren Kräfte 

z 

. __ A~. __ . 

I 
y 

Abb.29. 

i. 

geleistet wird, ist durch J Pd). = A p 
-w. __ ~P_r 0 

dargestellt. 
Dieser Arbeit der äußeren Kräfte 

läuft eine Arbeit der inneren Kräfte 
(Spannungen) parallel, die gegen die 
vorhandenen Kohäsionskräfte geleistet 

werden muß. Für ein unendlich kleines Prisma mit den Volumen dx dy dz, das 
parallel zur Stabachse, die auch x-Achse des Koordinatensystemes x, y, z ist, her-
ausgeschnitten gedacht wird, ist die der Arbeit Pd}. zugeordnete unendlich kleine 
Arbeit der infolge der Spannungen auftretenden inneren Kräfte (auch elementa~ 
Deformationsarbeit während des Wachsens der äußeren Kraft vom Werte P 
zum Werte P + dP genannt) durch Xxdexxdxdydz bestimmt, wenn Xx die 
der Kraft P zugeordnete Zug- (Druck-) Spannung exx die der Spannung Xx ent
sprechende Dehnung (Quetschung) bezogen auf die ursprüngliche Länge 1 des 
Stabes bedeuten; denn Xx dydz ist dann die auf das Flächenelement dy dz ent
fallende innere Kraft und dexx dx die Verlängerung bzw. Verkürzung, welche die 
Kantenlänge d x bei einer Dehnung pro Längeneinheit gleich dex x erfährt. 

Wächst die äußere Kraft von Null bis zu einem Endwerte an, so wächst die 
auf das Flächenelement dy dz entfallende Kraft Xx dy dz von Null bis zum End
werte X x d y d z, dem die Dehnung (Quetschung) e"", entspricht; die durch diese 
innere Kraft auf dem ganzen Wege geleistete Arbeit ist dann offenbar durch 

e •• 

ai = J X",de",,,,dxdydz 
o 

(a) 

dargestellt. Bei Benützung des Hookeschen Gesetzes X", = Ee"", und dessen 
Folgerung dX", = Ede",,,, kann die Integration in dem vorstehenden Ausdruck 
durchgeführt werden und wir erhalten 

e •• 

ai = dxdydzE e;", = dxdydz :~ = dxdydz x.; .. = f X",de",,,,dxdydz. (53) 
o 

a, heißt die Deformations- oder Formänderungsarbeit für das Volumenelement 
dx dy dz in einem Punkte P des Stabes bei linearer Beanspruchung desselben. 
Die Größe 

e .. 

(ai) = E e~", = :~ = X.;u = f X",dex", (53a) 
o 

heißt spezifische Formänderungsarbeit oder Formänderungsarbeit pro Volum-
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einheit im Punkte P des StabeH bei linearer Beanspruchung. Bei homogener 
linearer Beanspruchung ist, weil Xx über die ganze Stablänge konstant ist, auch 
(ai) im ganzen Bereiche des Stabes konstant. 

Die auf das ganze Stabvolumen bezogene Arbeit der inneren Kräfte während 
der Verlängerung des Stabes von lauf l + A ist durch 

exx 

Ai = JJ Xxdexxdxdydz = PlEe;x =Fl ;1 = Pl xx;", (54) 
v 0 

gegeben, worin das erste Integral über den ganzen Raum V des Stabes auszu

dehnen ist. Ai wird die gesamte Formänderungsarbeit des Stabes, (Ai) = :~ = (ai) 

die Formänderungsarbeit pro Volumeinheit des Stabes bei linearer homogener 
Beanspruchung genannt. Letztere ist natürlich gleich der Formänderungsarbeit 
pro Volumeinheit in einem beliebigen Punkte P des Stabes. 

- -- - -
Nachdem P dA = XxPd A und bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 

d ,_dXxZ ' 'll"'d' FlXxdXx 1 
11. - -y Ist, so WIr'( 11. = ---E -- , a so 

I. 

I -"- X~ P 2 l 
A p = PdA=2E ZF =2EIt· 

o 
Sonach ist 

Ap=Ai , (55) 

d. h. die Arbeit der äußeren Kräfte ist gleich der Formänderungsarbeit des Stabes 1. 

Es ist selbstverständlich vorausgesetzt worden, daß während des Vorganges der Gestalts· 
änderung nicht etwa zum Teil eine Umwandlung der äußeren Arbeit in eine andere Energie. 
form auftritt, also für die eigentliche Deformationsarbeit verloren geht. Es könnte z. B. 
sein, daß ein Teil der Arbeit in ·Wärmeenergie umgesetzt wird, die sich durch eine Erwärmung 
des Stabes bemerkbar milchen müßte. Etwas Derartiges würde eintreten, wenn ein Teil der 
äußeren Arbeit etwa zur Überwindung einer inneren Reibung verwendet würde. Es soll auch 
ausgesehlosscn sein, daß während der Wirkung der Kräfte P dem Stabe von außen her eine 
andere als mechanische Energie zugeführt oder Energie nach außen hin abgegeben wird. 

Die im Stabe aufgespeicherte Formänderungsarbeit Ai besitzt den Charakter 
einer Energie der Lage, d. h. einer potentiellen Energie. Durch dieselbe wird die 
potentielle Energie deR elastischen Körpers, welche er in seinem natürlichen Zu
stande besitzt, vermehrt, ähnlich wie durch Heben, d. i. einer Lagenänderung 
eines schweren Körpers gegen die äußere Kraft der Schwere, die potentielle 
Energie des Körpers wächst. 

Wird der verformte elastü;che Körper allmählich bis auf P ~= 0 entlastet, 
so ist die Arbeit der äußeren Kräfte negativ, d. h. es wird Arbeit konsumiert; 
dabei gehen die Sp~1nnungen und Dehnungen wieder bis auf Null zurück, wenn 
die :b'ormänderul1g eine sogenannte vollkommen elastische war. Ginge die Form
änderung nicht vollkommen elastisch vor Hich, d. h. ginge die Dehnung nicht 
vollkommen nach Abbringen der Belastung zurück, so wäre das ein Zeichen da
für, daß ein Teil der Arbeit der äußeren Kräfte bei der Belastung eine Umfor
mung, z. B. in Wärme, erlitten hätte. 

Die bei der Belastung aufgespeicherte Formänderungsarbeit könnte bei der Entlastung 
dazu verwendet werden, um anderweitige Arbeit zu leisten, was z. B. - freilich in einem 

1 ·Wir werden Rpäter ;,;ehen, daß der durch (55) zum Ausdrucke gebrachte Satz für 
jedes Elastizitätsgesetz gültig ist. 
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allgemeineren Fall der inneren Beanspruchung - bei allen durch :Federkraft angetriebenen 
Einrichtungen praktische Verwendung findet. 

Im Punkte 32 (S.149ff.) werden wir Hehen, daß, Holange die äußere Kraft P im 
Hinblick auf das Material nicht zu groß wird, die Formänderung tatHächlich als 
nahezu vollkommen umkehrbar angesehen werden kann. 

Die bei Verlängerung des Stabes um dA in denselben, d. h. in Hein Volumen V, 
hineingesteckte Deformationsarbeit dA; = J Xxdex>,dx dy dz ist entsprechend 

v 
dem Charakter von Ai als potentielle Energie ein vollständiges Differential, so
wohl wenn dieselbe ah; Funktion der Spannung als auch als Funktion der Ver
zerrung dargestellt wird; denn es ist bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 

X xdexx = d (;~) = d C~'2~) ' also dA i = d J e~'2E dx dy dz = d J ;1 dx dydz. 
v v 

Daraus ergibt sich die :Folgerung, daß der Weg, auf welchem die äußere Kraft 
den Enddeformationszustand erreicht, für die Größe der schließlichen Deforma-
tionsarbeit gleichgültig ist. Es könnte somit z. B . die Kraft P von Null aus bis 
Pi' wobei Pi > P ist, anwachsen, hierauf auf P2 mit P 2 < P sinken und schließ
lich den Endwert P erreichen, oder die Kraft P von Null aus monoton bis zu 
ihrem Endwerte P anwachsen, in beiden Fällen ist die Deformationsarbeit die 
gleiche. Das ist ähnlich so wie bei Bewegung eines Massenpunktes im Schwere
feld, für welche der Weg, auf welchem m11n aus einer Anfangslage in eine gegebene 
Endlage gelangt, für die Größe der auf dem Wege geleisteten Arbeit gleich
gültig ist. 

b) Formänderungsarbeit und der Satz von Clapeyron bei beliebiger Be
anspruchung. Wir denken um; nunmehr einen beliebig gestalteten homogenen und 
isotropen, dem Hookeschen Gesetze folgenden Körper, der in seinem natürlichen 
Zustande sein und überall gleiche Temperatur besitzen soll. Es werde ein System 
äußerer Kräfte von Null aus sehr langsam anwachsend derart aufgebracht, daß 
es in jedem Augenblick des Anwachsens im Gleichgewicht stehen soll und Träg
heitskräfte vernachlässigt werden können. In einem beliebig herausgegriffenen 
unendlich kleinen Prisma im Punkte P des Körpers entsteht dann ein von Null 
aus anwachsender im allgemeinen dreidimensionaler Spannungszustand. 

Wenn das äußere Kraftsystem von einem zwischen Null- und dem Endwerte 
liegenden Zwischenwert um unendlich wenig wächst, so ändern sich die Span-

- - -
nungskomponenten X,l" Y y, Z Z> Xv, ... , Zx und die Verzerrungskomponenten 
exx , eyy , Bzz , eXY ' ••• , ezx um unendlich wenig und die hierbei von den auf das un
endlich kleine Prisma wirkenden Kräften geleistete unendlich kleine Deformations
arbeit (elementare Deformationsarbeit) ist als eine Summe von Deformations-

iJx arbeiten auffaßbar, die einerseits von den Normal-
A 8 Xy+OvYdy kräften, andererseits von den Schubkräften ge-

-- ">1;"' __ tr leistet werden. Die Arbeit der Normalkräfte be-
!: 'Y./~1"jQ,- - zogen auf die Raumeinheit aes 00 kleinen Prismas 

IdA 

Abb.30. 

iI,;t nach dem bereits ohen Ausgeführten durch 

Xxd exx+ Yyd eyv + Zzde zz 

darstellbar. Die Arbeit einer Schubkraft ergibt 
sich unter Zuhilfenahme der Abb. 30. Das in 
Draufsicht normal zur xv-Ebene gezeichnete un

endlich kleine Prisma PA Be ist vor der Verformung rechtwinklig. Es sollen nun 

die Schubspannungen Xv, JTJ , VOll Null ans anwachsend bis zu Endwerten X x, Y" 
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wirkend werden. (Fall der reinen Schubbeanspruchung). Dem gerade vorhandenen 

Wert X!!. Y x ist das schiefwinkelige Prisma PA' B' C entsprechend dem Verdrehungs
winkel J,. zugeordrlet. Zur Berechnung der Deformationsarbeit bei Übergang der 
SpannungenXy , Y", zu benachbarten Werten kann man sich die Fläche PC fest
gehalten denken; der Verdrehungswinkel ändert sich bei diesem Übergang um 

di, und es wird hierbei nur !on der inA'B' wirkenden Kraft Xydxdz eine Ar
beit geleistet, da die Kraft Y", d y d z auf dem für sie in Betracht kommenden 
Wege A' A" = B' B" normal steht und infolgedessen keine Arbeit leisten kann. 
Der Weg fü~ die in A' B' wirkende Kraft ist bis auf Größen hö~erer Ordnung 
durch dy dJ,., also die Arbeit dieser ~raft durch Xydxdzdyd}, gegeben. Bei 
Verwendung des Hookeschen Gesetzes X y = GeXY kann diese Arbeit, dadexy = dJ,., 

X dX 
dX y = Gdexy entweder in der Form ~Ydxdydz oder in der Form 

Ger y dexy dx d y dz geschrieben werden. \Venn die zu den Endwerten der Schub
spannungen Xv' Y x gehörige 'Vinkeländerung bzw. Verzerrungskomponente 
mit }, bzw. eXY bezeichnet wird, so ist die gesamte Dcformationsarbeit, die in das 
Volumenelement bei .lnwachsen der Schub- und Verzerrungskomponente yon 
Null bis zu den genannten Enchverten hineingesteckt wird, durch 

X y eJY erg 

ai = f )C~X, clx dyclz = f Ge",y dexydxrlyrlz = f Xyr{e",yd,r dydz 
o (I (I 

X 2 ., 

= 2~dxdydz=Ge~lj(hdydz (56) 

darstellbar. Diese Werte sind ,-öllig analog zu den für die Deformationsarbeit a i 

bei Beanspruchung auf Zug oder Druck gefundenen. ~Ian kann für diese De
formationsarbeit bei reinem Schub demnach das oben für die Deformations
arbeit bei linearer Beanspruchung Gesagte wiederholen. Auch hier führt man 
die Deformationsarbeit pro Volumseinheit mit 

(56a) 

ein, bemerkt im Falle der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes, daß X y dex y ein 
vollständiges Differential ist usw. Die elementare Deformationsarbeit der Schub
kräfte für ein unendlich kleines .!'ri~ma im Punkte P des Körpers bei Anwachsen 

derselben von den Werten X Y' Y z' Zx um unendlich wenig für den oben voraus
gesetzten allgemeinen Spannungszustand ist sonach ohne Rücksichtnahme auf 
das gerade geltende Elastizitätsgesetz 

(Xydexy + Yzdeyz+Z"dez",)dxdydz 

und die elementare Deformationsarbeit im Punkte P des elastischen Körpers 
bei wachsendem äußerem Kraftsystem um unendlich wenig wird gleichfalls für 
ein beliebiges Elastizitätsgesetz 

(X",de"" + Yydeyy + Zzdezz + Xyde",y + Yzdeyz + Z",dez;r) dxdydz. (b) 

Für die Berechnung der gesamten Deformationsarbeit im Punkte P bei Wachsen 
der Spannungen von Xull bis zu ihren Endwerten, ersetzen wir zunächst in dem 
letzten Ausdrucke die Differentiale der Verzerrungskomponenten aus dem Hooke-
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sehen Gesetze durch die Werte 

Z- 1 ;dX- d(Yy + Zz)i 
(exx = E L ",- --m-~-J' 

wodurch wir die elementare Deformationsarbeit in einem Punkte des Körpers 
bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes in der Form 

{~- [XxdXx + Yyd Y y +Zz dZz - ~d (Xx Y y + YyZz + Zz X:e)] 

(a') 

schreiben können. Die gesamte Deformationsarbeit für ein Volumenelement des 
Körpers erhalten wir durch Integration des zuletzt angeschriebenen Ausdruckes 
zwischen Null und den oberen Grenzwerten Xx, Y y, Zz ... , Zx der Spannungs-

komponenten, wenn wir berücksichtigen, daß E = 2 (m + 1) G gesetzt werden 
m 

kann mit dem Ausdruck 

ai = (ai) dx dy dz = 

=~i(!~ + YL+~;)_~ __ !,,-Yy+},yZz+Z,Xx +X2+ yz +Z2ldxd dz. 
2G ~ \ 2m --;- 1 In T 1 y z '" J y 

Hierfür können ·wir bei entsprechender Umformung auch 

ai = (ai) dx dy dz 

= 2b [X~ - }~Z -~~; - (~\\(,~',,+--=lf-,l: + X; + Y; + Z; J dx dy dz 

(57) 

(57a) 

ansetzen. -:\:1it Rücksicht auf die vorausgesetzte Gültigkeit des Hookeschen Ge
setzes kann die Form (57a) auch durch 

ai= lt.i= (lt.i)dxdydz 

= ~ (X",exx+Yyeyy+Zzezz+XyeXy+Yzeyz+Zxezx)dxdydz (58) 

ersetzt werden. Drücken wir schließlich in dem Ausdrucke (58) die Spannungs
komponenten durch die Verzerrungskomponenten aus, bei Benützung der Glei
chungen (47) auf S. 86 und des auf die Schubspannungen bezüglichen Hooke
sehen Gesetzes, so wird bei Beachtung von e = exx + eyy + ezz eine dritte Form 
der Deformationsarbeit 

- _ _ _ r. 2 2 2 e;.u+e~:z-+-e~z e2 ] _ 
ai-ai- (ai)dxdydz-Glexx+eyu+ezz+---2 ---+rn-2 dxdydz (09) 

erhalten, welche die gesamte Deformationsarbeit eines Elementarkörpers als 
Funktion der Verzerrungskomponenten darstellt. 

Die Zeichen (Li' a" (t., sollen darauf hindeuten, daß die Deformationsarbeit als Funk
tion verschiedener Argumente aufgefaßt werden kann. 

Die Form (59) ergibt sich auch direkt durch Integration der elementaren 
Deformationsarbeit nach Ausdruck (b), wenn wir in ihr vorher die Spannungs
komponenten unter Zuhilfenahme des Hookeschen Gesetzes durch die Verzer-
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rungskomponenten ersetzen. Fassen wir die Formeln (57) und (59) der Deforma
tionsarbeit in einem Punkte als Funktion der Spannungskomponenten bzw. der 
Verzerrungskomponenten auf, und bilden das vollständige Differentiale nach 
den genannten Variablen, so erhalten wir, wenn das Hookesche Gesetz beachtet 
wird, die elementare Deformationsarbeit gemäß Ausdruck (b) in einem Punkte 
des elastischen Körpers. Dividieren wir die erhaltenen Ausdrücke (57) bis (59) für 
ai, OCi, ai durch das Raumelement d x d y d z so erhalten wir die Deformations
arbeit (ai), (OCi)' (ai) in einem Punkte eines elastischen homogenen und isotropen 
Körpers, der dem Hookeschen Gesetze folgt, bezogen auf die Volumseinheit, 
die auch als spezifische Deformationsarbeit in einem Punkte bezeichnet wird. 
Da Xx, Y y, Zz,' .. , Zy bzw. exx , eyy , ezZ> ... , eyZ als :Funktion der Koordinaten 
x, y, z aufgefaßt werden können, so ist die spezifische Deformationsarbeit in 
einem Punkte im allgemeinen mit der Lage des Punktes veränderlich, d. h. eine 
Funktion von x, y, z. In besonderen Fällen kann diese Deformationsarbeit aller
dings konstant sein, wofür bereits oben ein Beispiel vorlag. 

Fassen ,vir das Vorstehende zusammen, so können wir sagen: Die Deforma
tionsarbeit in einem Punkte eines isotropen homogenen elastischen Körpers von 
überall gleicher Temperatur, der ursprünglich spannungslos ist und dem Hooke
sehen Gesetze folgt, kann als Funktion der Yerzerrungskomponenten oder als 
Funktion der Spannungskomponenten berechnet werden, und ist als solche eine 
homogene quadratische Funktion der genannten Größen; die elementare Deforma
tionsarbeit ist das vollständige Differential der Funktion nach den eingeführten 
Variablen. Berücksichtigt man, daß wegen der Eindeutigkeit der elastischen 
stabilen Gleichgewichtsprobleme jedem Endwerte des äußeren Lastsystems in 
jedem einzelnen Punkte des elastischen Körpers eindeutig ein Spannungs- bzw. 
Verzerrungszustand zugeordnet ist, so muß dem Begriff des vollständigen Diffe
rentiales entsprechend die Deformationsarbeit in einem Punkte nur abhängig 
sein von den Anfangs- und Endwerten der Spannungs- bzw. Verzerrungskom
ponenten oder, anders ausgedrückt, die in einem Körperelement aufgespeicherte 
Deformationsarbeit ist unabhängig von dem Weg, auf welchem das äußere 
Lastsystem auf ihren von vornherein bestimmten Endwert gebracht wird oder 
unabhängig davon, wie die Kräfte anwachsen, ob sie gleichzeitig oder nachein
ander aufgebracht werden usf. 

Die Auffaßbarkeit der elementaren spezifischen Deformationsarbeit für ein Raumele
ment als vollständiges Differential einer Funktion der Verzerrungs- oder Spannungskompo
nenten ist der Grund, warum letztere auch als Potential der elastischen Kräfte in einem 
Punkte bezeichnet wird. In der Tat ist auch eine vollständige Analogie mit dem Potential 
sogenannter konservativer Kräfte wie z. B. der Schwerkraft vorhanden, unter deren Einfluß 
sich ein materieller Punkt bewegt: das vollständige Differential des Kraftpotentiales, das 
bekanntlich Funktion dcr Lagekoordinaten des materiellen Punktes ist, ist gleich der von 
den Kräften geleisteten elementaren Arbeit und die Arbeit der Kräfte auf einem endlichen 
Wege ist nur von der Anfangs- und Endlage des materiellen Punktes abhängig. Sowie das 
Kraftpotential nach den Lagekoordinaten differenziert die zugeordneten Kraftkomponenten 
ergibt, so erhält man durch Differentiation des Potentiales der elastischen Kräfte in 
einem Punkte in den Formen (57) bzw. (59) nach den Spannungs- bzw. Verzerrungskompo
nenten bei Berücksichtigung des Hookeschen Gesetzes die zugeordneten Verzerrungs- bzw. 
Spannungskomponenten, d. h. 

a(Ui) 
axx = e,,, usw. (60) 

bzw. 

llSW. (60a) 

Aus der Form (58) der Deformationsarbeit und mit Rücksicht auf die Ein
deutigkeit der Zuordnung der äußeren Kräfte zu den Spannungen schließen wir 
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ferner, daß bei allmählichem Anwachsen der äußeren Kräfte, die in jedem Punkte 
aufgespeicherte Deformationsarbeit halb so groß ist als sie wäre, wenn die Kräfte 
bis zum Eintritte des Gleichgewichtes in unveränderter Stärke wirken würden, 
oder, was auf das gleiche hinauskommt, wenn sie stoßartig aufgebracht würden. 

Die Ausdrücke (57) bis (59) für die Deformationsarbeit in einem Punkte sind 
ihrem Werte nach unabhängig von dem angenommenen Koordinatensystem, 
d. h. invariant, wie man sich durch Koordinatentransformation (S.35ff. und 
57ff.) leicht überzeugen kann; für alle möglichen in einem Punkte eines elasti
schen Körpers annehmbaren unendlich kleinen Prismen ist sonach die Defor
mationsarbeit dieselbe. Schneiden wir das Prisma in den Richtungen der Haupt
spannungen GI> Gz, G 3 heraus, so nimmt die Deformationsarbeit für dieses Prisma 
die einfacheren Formen 

- - 1 'U\' + u§ + u~ 1 l 
ai = (ai) d'X dß dy = E ~-~2~~~ ~ m (GI G2 + G2 Ga + GaGI ) j d'X d ß dy, (57b) 

ai = 'Xi = ('Xi) d'X dß dy = HGI e l + G 2 e2 + Ga ea] d'X dß dy, (58a) 

ai = ai = (ai) d'Xdßdy = Gi-er + e§ + e~ + _e2 21 docdßdy (59a) 
:... Ul - J 

an. Diese Ausdrücke können außer durch Koordinatentransformation auch 
durch Nullsetzen der Schubspannungen und Schiebungen und Ersatz der Normal
spannungen und Dehnungen durch die Hauptspannungen und Hauptdehnungell 
aus den Ausdrücken (57) bis (59) gewonnen werden. Die elementare De
formationsarbeit ist offenbar «(11 deI + (12 de~ + (1a de3) doc dß dy und ist bei 
Beachtung des Hookeschen Gesetzes ein vollständiges Differential der Defor
mationsarbeit in den Formen (57b) oder (59a) als Funktion der Hauptspannungell 
bzw. der Hauptdehnullgell. 

Wenn wir die Deformationsarbeiten für die einzelnen Körperelemente über 
das ganze Körpervolumen integrieren, so erhalten wir die gesamte im Körper 
aufgespeicherte Deformationsarbeit : 

Bi = f (bi)dxdydz, 
v 

worin (bi) entweder (ai) oder (OCi) oder (ai) vorstellen kann. 

(61) 

Die elementare gesamte Deformationsarbeit des Körpers bei mit Bezug auf 
die totale Verformung unendlich kleiner Verformung ist durch 

dBi = f d(bi ) dx dy dz = d f (bi) dx dy dz (61a) 
v v 

gegeben, also bei Voraussetzung des Hookeschen Gesetzes gleichfalls ein voll
ständiges Differential. Für Bi gelten alle oben für bi gemachten Aussagen in ent
sprechender Übertragung: sie ist unabhängig von der Art des Anwachsens der 
äußeren Kräfte, der Reihenfolge, in der sie aufgebracht werden, und halb so 
groß als im Falle, wo die Kräfte bis zum Eintreten des Gleichgewichtszustandes 
in unveränderter Stärke wirken würden. Mit Bezug auf die Art des Aufbringens 
der Kräfte ist es somit (Abb.15, S. 45) gleichgültig, ob zuerst PI' von Null bis 
zum Endwerte anwachsend, aufgebracht wird und dann P 2 oder ob PI und P 2 

gleichzeitig von Null bis zu ihrem Endwerte anwachsend wirken usw. 
Wir wollen nunmehr den Zusammenhang zwischen der Deformationsarbeit 

Bi und der Arbeit der äußeren Kräfte feststellen. Zu diesem Behufe gehen wir 
von den Gleichgewichtsbedingungen (20) und (21) auf den Seiten 48 und 49 für 
ein Körperelement aus. Wir multiplizieren die erste der Gleichungen (20) mit 
udxdydz, die zweite mit vdxdydz, die dritte mit wdxdydz, addieren die 
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Produkte und integrieren über das ganze Körpervolumen unter Berücksichtigung 
der Oberflächenbedingungen (24) auf Seite 53. Wir erhalten der Reihe nach 
die zu addierenden folgenden Integrale: 

J.,x= f~·udXdYdZ, J"",= f~~XVdxdYdZ, J Jaz. 
zrc= ax-wdxdydz, 

v v v 

J",,,= fa:;udXdydZ, J"y=f~J~YVdxdYdZ, 
v v 

JZy= Jaa~'WdXdYdz, 
v 

J",. = f affz' u dx dy d", J y z = f ~~z v dx dy dz, 
v v 

Jzz = J aa~z w dx dy dz, 
v 

J = J (kx 71 + kyv + kzw)dxdydz. 
v 

Die ersten neun Integrale l\önnen durch partielle Integration umgeformt werden. 
Es ist z. B. bei partieller Integration nach :1.' 

J f au 
J xx = uX",cos(nx)do- Xxuxdxdydz, 

o r 

wobei do ein Element der Oberfläche des Körpers, n die nach außen gerichtete 
Normale des Oberflächenelementes, und das erste Integral über die gesamte 
Oberfläche des Körpers, das zweite Integral über den vom Körper erfüllten Raum 
zu nehmen ist. Ferner ergibt sich bei partieller Integration nach y 

J",,,= j.uxycOS(nY)do- f Xy~~d:rdydz, 
o v 

bei partieller Integration nach ;:; 

Jxz= f7tXzCOs(nz)do-J Xz~:dxdYdz. 
o v 

ähnlich erhalten wir 

J"",= fVy",cos(nx)do-.! y",:~dxdYdz, 
o v 

J f 810 
Jzrc= wZ",cos(nx)do- Z",a;;dxdydz, 

o v 

J J 8v 
J yy = v yyCOS (ny) do - Yy 8ydxdydz, 

o v 

JZy = Jw Zycos (ny) do - f Zy ~~ dx dydz, 
o v 

J y z = J ~. y Z cos (n z) d 0 - J y z ~ ~ d x d y d z , 
o r 

f f 8w 
Jzz= wZzcos(nz)do-. Zzazdxdydz. 

u v 
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Durch Addition aller Integrale und leicht ersichtlicher Zusammenfassung erhält 
man bei Benützung der Grenzbedingungen (24) und der Gleichgewichtsbedin
gungen (22), wenn 

J (p",u + P1I v + pzw)do = 2A1 , 
o 

J (k",u + k 1l v + kzw)dxdydz = 2A2 , 
v 

f iX 8u+y ~v +z 8w +x (8U+~)+y (UV +8w) 
L"'8x 1Idy Z8z 1I8y 8x "8z 8y 

v 
(8W 8U'-J + z'" 8x + Tz) dxdydz = 2Bi 

gesetzt wird, die Gleichung 

(62a) 

(62) 

Al bzw. A 2 sind offenbar die Arbeiten, welche die Oberflächen- bzw. Massen
kräfte bei Anwachsen von Null bis zu ihren Endwerten leisten. Sie stnd halb 
so groß, als sie sein würden, wenn die äußeren Kräfte während des ganzen Ver
formungsvorganges in voller Endstärke wirken würden. In Bi erkennen wir 
mit Rücksicht auf die Ausdrücke (6) und (7) für die Verzerrungskomponenten 
auf Seite 29 und 30 und die Gleichung (58) auf Seite 104 die Deformationsarbeit 
für homogene und isotrope Körper, die dem Hookeschen Gesetze folgen. [Siehe 
hierzu auch die Gleichung (55)]. 

In besonderen Fällen werden wir die Zeichen Bi oder Bi setzen, je naohdem wir die 
Deformationsarbeit für einen Elementarkörper als Funktion der Spannungs- oder der Ver
zerrungskomponenten auffassen. 

Die Gleichung (62) drückt den Satz über die Arbeit und im Verein mit den 
oben genannten Erkenntnissen und den gemachten Voraussetzungen den Satz 
yon Clapeyron (L.) aus: Wird ein elastischer homogener und isotroper Körper 
yon überall gleicher Temperatur, der dem Hookeschen Gesetze folgt, und sich 
vor Aufbringung einer Belastung in seinem natürlichen Zustande befindet, von 
einem von Null aus bis zu einem gegebenen Endwerte anwachsenden Kraft
system angegriffen, so ist die Arbeit der äußeren Kräfte halb so groß als sie sein 
würde, wenn die äußeren Kräfte während der elastischen Deformation in ihrer 
vollen Endstärke wirken würden und gleich der im gesamten Körper aufgespei
cherten von dem Wege, auf welchem die äußeren Kräfte ihre Endwerte erlangen, 
unabhängigen Formänderungsarbeit. Voraussetzung für die Gültigkeit dieses 
Satzes ist, daß andere Energieformen wie z. B. Wärmeenergie während der Arbeits
leistung der äußeren Kräfte nicht auftreten, und der Körper weder von außen 
Energie in irgend einer anderen Form als jener, welche durch die Arbeit der 
äußeren Kräfte zugeführt wird, aufnimmt, noch nach außen abgibt. 

Der Satz über die Arbeit in der Form (62) ist auch für dem Hookeschen Gesetze 
nicht folgende Körper unter den oben angegebenen Voraussetzungen (Anfangszustand, 
Temperatur, Energie-Zu- und Abfuhr) zutreffend, derin sie bleibt auch richtig, wenn wir 
in ihr statt u, v, w die 00 kleinen .ÄJ:iderungen du, dv, dw setzen und bedenken daß z. B. 

8adxu = d :: usw. Sie drückt dann mit Rücksicht auf (b) auf S.103 aus, daß die bei 00 

kleinem Anwachsen der äußeren Kräfte durch letztere geleistete Arbeit gleich der elemen
taren Deformationsarbeit des ganzen Körpers ist (Siehe hierzu auch weiter unten). 

c) Deformationsarbeit für die Raumänderung und für die Gestaltsände
rung. Die Verformung eines unendlich kleinen Prismas in einem Punkte eines 
elastischen Körpers setzt sich aus einer Raumänderung und einer Gestalts-
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änderung desselben zusammen. Die Raumänderung ist bedingt durch die Existenz 
der Raumdilatation e; ist dieselbe Null, so ändert das Prisma nur seine Gestalt. 
Die Gestaltsänderung des Prismas ist bedingt durch die Schiebungen eXY ' eyZ ' ezx 

und die Differenz der Dehnungen in den drei aufeinander normalen Kanten
richtungen des Prismas, letzteres deswegen, weil, wenn eine solche Differenz 
nicht besteht, das Prisma sich selbst ähnlich bleibt also seine Gestalt nicht 
ändert. Das vierte Glied der Formänderungsarbeit im Ausdrucke (59) auf S. 104 
bezieht sich sonach nur auf eine Gestaltsänderung, das fünfte nur auf eine Raum
änderung, der Rest teils auf eine Gestaltsänderung, teils auf eine V olumsände
rung. Um diese Anteile zu erhalten, setzen wir 

e 
exx ="3 + a, 

e 
eYll ="3 + b, 

e 
ezz ="3 + c. 

Durch Quadrieren und Addieren dieser 3 Gleichungen entsteht die Beziehung 

2 , 2 _'- 2 - e2 --l-- 2 + b2 + 2 -'1 -'- b' d 1 F kt . d exxTe yy ' ezz -- 3: a c, 1\ el a TC, as as a~or In er 

Summe der doppelten Produkte der Quadrate yorkommt, zufolge der Bedeutung 
von a, b, c, d. i. 

2exx - eVY - e:: z a= 3 -----

gleich Null sein muß. Da 

2ezz-eyy-eXX 
C =-----

3 

a 2 -+- b2 -+- c2 = g [(exx - eyy )2 -;-- (e yy - ez J2 ,- (ezz - exx )2] , 

kann somit die Deformationsarbeit (ai) [Gleichung (59)J in der Form 

(ai) = (ai) + (an 
geschrieben werden, wobei 

(aT) = G (~_ + ~2_)\ = Ge2 (m -tJl 
t \ 3 m - 2 3 (m - 2) 

(63) 

(64) 

gleich der spezifischen Formänderungsarbeit ist, welche der Raumänderung des 
Prismas entspricht und 

(an = G{ H(exx - eyy )2+ (eyy - ezz )2+ (e zz - exx )2J + ~(e;lI+ e~z + e;",)} (65) 

gleich der spezifischen Formänderungsarbeit ist, die nur auf die Gestaltsänderung 
des Prismas aufgewendet wird. Man kann die zwei Anteile (ai) und (an auch 
durch die Spannungskomponenten ausdrücken, wenn man das Hookesche Ge-

setz und die Beziehung E = ~~ + 1)_ G benützt; es ergibt sich dann 
m 

1 m-2 _ m-2 _ 
e = e",,,, + eyy + ezz = E' -m- (Xx + J y + Zz) = 2 (m -+- 1)0 (Xx + J 11 - Zz), 

ferner z. B. exx - e'111 = (:~1) (Xx - Y y) = 21G (Xx - Y y) usw. Es wird dann 

( T) _ (-T) _ _ m - 2 (X + Y Z )2 _ m - 2 X Y 2 
ai - ai - 12-(m+1)G x y+ z - 6Em ( x+ y+Zz) , (64a) 

- 1 
(an = (an = 12G [(Xx - Y y)2 + (Yy - Zz)2 + (Z. - X x)2J 

+ 21G (X; + Y; + Z;) . (65a) 

Für einen hydrostatischen räumlichen Spannungszustand (S. 67) ist, wenn für 
denselben der allen Flächenelementen in der Umgebung eines Punktes ge-
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meinsame Normaldruck pro Flächeneinheit mit p = a 1 = a2 = a3 bezeichnet 
wird, für sämtliche Richtungen in der Umgebung eines Punktes 

also 

gelten, bei Einführung der durch (44) auf Seite 85 definierten Kompressibilität K. 
Die auf die Gestaltänderung bezogene spezifische Formänderungsarbeit (af) ver
schwindet für einen räumlichen hydrostatischen Spannungszustand. Man 
sieht ferner, daß die unter (64a) erhaltene Arbeit (aD als eine Formänderungs
arbeit für den räumlichen hydrostatischen Spannungszustand angesehen werden 
kann, wenn Xx + Y y + Zz = 3p gesetzt wird. 

Unabhängig vom Spannungszustand ist (aD = 0, wenn ein Stoff vorliegt, 
für welchen rn = 2 wird (Kork). Für die lineare Beanspruchung wird 

(ar! = 12 ~n-=- ~)G X~, (an = :J 
erhalten usw. 

d) Adiabatische und isotherme Verformung. - Verzerrungsenergiefunktion. 
W. Thomson (L) hat bei Zugrundelegung des ersten und zweiten Hauptsatzes der Wärme
theorie unter der Voraussetzung, daß die Formänderungen vollkommen elastische sind 
und während der Wirkung der mechanischen Kräfte weder von außen Wärme in den 
beanspruchten Körper strömt noch nach außen Wärme abgegeben wird, d. h. daß der 
Deformationsvorgang ein adiabatischer ist, den Nachweis erbracht, daß ein auf Zug 
beanspruchter Stab, der aus einem bei Erwärmung sich dehnenden Stoff besteht, sich bei 
der Belastung etwas abkühlen, bei der Entlastung sich wiederum um eben soviel er
wärmen müsse, und daß umgekehrt beim Druckversuch bei Belastung eine Erwärmung, bei 
Entlastung die entsprechende Abkühlung eintreten müsse. Dementsprechend sind auch De
formationen allgemeinerer Natur mit Wärmetönungen verknüpft. Praktisch im Versuch kann 
eine adiabatische Deformation dadurch zuwege gebracht werden, daß man plötzlich belastet 
bzw. entlastet, wodurch keine Zeit zu einem Wärmeausgleich bleibt. In der Tat fand Haga 
für einen plötzlich gedehnten Stahldraht eine Temperaturerniedrigung von -0,1076°. Die 
schwingenden Beanspruchungen von elastischen festen Körpern (Schallschwingungen) gehen 
gleichfalls so rasch vor sich, daß man von einem adiabatischen Vorgang reden kann, da
gegen sind sehr langsam vor sich gehende Dehnungen und Quetschungen, wie wir sie unter 
a) bis e) stets voraussetzten, isotherm, d. h. finden praktisch bei gleicher Temperatur statt, 
was infolge der Untersuchungen von Thomson für einen auf Zug beanspruchten und wieder 
entlasteten Stab eine Wärmeaufnahme' von außen bzw. eine Wärmeabgabe nach außen 
voraussetzt. In unseren obigen Darlegungen wurde das bisher nicht berücksichtigt, sondern 
vielmehr angenommen, daß die Wärmeenergie überhaupt bei Belastung und Entlastung des 
Körpers keine Rolle spielen soll. Nun wurde gefunden: Sowohl im Falle adiabatischer 
Formänderung als auch bei isothermer Formänderung existiert eine Funktion der Ver
zerrungskomponenten oder, wie man auch sagt, eine Verzerrungsenergiefunktion mit den 
oben für die Potentialfunktion angegebenen Eigenschaften, und zwar unabhängig von der 
Art des Elastizitätsgesetzes, wie gleichfalls W. Thomson (L) zuerst nachgewiesen hat. Auf 
Grund dieses Nachweises gelten die Beziehungen (60a) auf Seite 105 auch für adiabatische 
und isothermische Verzerrungen bei beliebigem Elastizitätsgesetz und ist der Ausdruck (b) auf 
Seite 103 unter denselben allgemeinen Umständen ein vollständiges Differential einer Funktion 
der Verzerrungskomponenten, das ist eben jener Verzerrungsenergiefunktion, deren Existenz 
Thomson erwiesen hat. Nimmt man die Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes an, so erhält 
die Verzerrungsenergiefunktion speziell die Form einer homogenen und quadratischen 
Funktion [Gleichung (59)] 1. 

25. Über das Prinzip der virtuellen Arbeit. 
Bevor wir dieses für alle Körper, sie seien im festen, flüssigen oder gasförmigen 

Zustande, gültige fundamentale Gleichgewichtsprinzip, das sich insbesondere 
auf technischem Gebiete vielfacher Anwendungen erfreut, in der für den festen 

1 Beispiele zur Verwendung des Arbeitssatzes sind im zweiten Teile dieses Buches 
vielfach eingestreut (s. besonders S. 395ff.). 
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ehLstischen Körper besonderen Form ableiten, sei an die Form dieses Prinzipes für 
einen starren Körper, der sich unter dem Einflusse äußerer Kräfte im Gleich
gewicht befindet, erinnert. 

a) Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit für einen starren Körper. Wenn 
ein starrer Körper unter dem EinfhlHse äußerer Kräfte im Gleichgewichte steht, 
gilt ganz allgemein 

(66) 

und wenn umgekehrt diese Bedingung erfüllt ist, muß der betreffende starre 
Körper im Gleichgewicht stehen. In dem angeschriebenen Prinzip (66) bedeuten 
I,ß die am starren Körper angreifenden Oberflächenkräfte, f dv die an den einzel
nen Körperelementen vom Volumen dv angreifenden Massenkräfte (S. 6), b~o 
und b~rn, als Vektoren aufgdaßt, virtuelle Verschie bungen, die den einzelnen 
Kraftangriffspunkten zukommen. I,ß. b ~o bzw. {dv· b ~rn sind skalare Produkte 
einer angreifenden Kraft 1.15 bzw. tdv in die virtuelle Verschiebung bso bzw. 
b ~m, d. h. I,ß' b 00 =- P bso cos (1.15, b ~o) mit dso als Größe der virtuellen Verschie
bung und cos (I,ß . b ~o) als Kosinus des Winkels, den eine Kraft mit der Richtung 
der virtuellen Verschiebung einschließt; analog ist {dv· bSm = k dvbsm cos (k, b~m) 
zn deuten. Die genannten skalaren Produkte werden bekanntlich als virtuelle 
Ar beiten der Kriifte I,ß bzw. {dv für die virtuellen Verschiebungen <5~o bzw. b ~m 
bezeichnet. Die Summe bzw. das Integral im Ausdrucke (66) sind über die vir
tuellen Arbeiten sämtlicher Oberflächen- bzw. Massenkräfte zu nehmen. Das 
Prinzip (66) sagt demnach aus, daß im :Falle des Gleichgewichtes der am starren 
Körper angreifendcn Kräfte die Summe der virtuellen Arbeiten dieser Kräfte 
Null sein muß. Ein besonderes Augenmerk ist darauf zu legen, daß die Kräfte I,ß 
bzw. {dv angreifende Kräfte sind, Reaktions- oder Verbindungskräfte treten in 
d~1i:\ Prinzip der virtuellen Verschiebungen oder, wie es auch genannt wird, das 
Prinzip der virtuellen Arbeit nicht ein, und zwar deswegen nicht, weil ihre vir
tuelle Arbeit gleich N u11 sein muß. 

Bezüglich der Definition einer virtuellen Verschiebung sei daran er
innert, daß einer solchen die folgenden Eigenschaften zugeschrieben werden: 

1. Sie soll unendlich klein sein. 
2. Sie soll mit den Bedingungen oder den Zwangsverhältnissen, denen der 

starre Körper unterworfcn ist, und durch welche seine Unfreiheit bewirkt wird, 
verträglich, d. h. sie muß möglich sein. 

3. Sie steht nicht mit den äußeren Kräften im Zusammenhang, d. h. sie 
winl nicht etwa durch sie bewirkt sondern ist völlig unabhängig von ihnen. 

4. Sie wird nicht ali:\ in einem bestimmtcn Zeitelement vorgenommen gedacht. 
Hierzu sei ael 2. bemerkt: Für einen freien starren Körper i8t jede unendlich 

kleine Verschiebung aus seiner Gleichgewichtslage eine mögliche, d. h. eine vir
tuelle, da er keinem Zwange unterworfen ist, der seine Bewegungsmöglichkeiten 
einschränken würde; dagegen hat ein unfreier starrer Körper infolge seiner 
Stützung 1Iur mehr beschränkte Bewegungsmöglichkeit, man sagt, er sei Bedin
gungen oder einern Zwange unterworfen. DieRe Bedingungen bestimmen, ob eine 
Verschiebung möglich und damit virtuell sein kann oder nicht. 

vVird von einem Körper eine Achse z im Raume festgelegt (etwa mittelst Kugel- und 
Halslagern), w ist nur Rotation um diese möglich (Rotationswinkel cp in Abb. 2, S.4). 
Für einen beliebigen Punkt des Körpers, der Angriffspunkt einer Kraft sein kann, ist ein 
J!;lement seines Rotationskreises eine mögliche unendlich kleine Verschiebung und damit eine 
virtuelle Verschiebung. Greift an dem Rahmen ein räumliches Kraftsystem I.ßl ... I.ßn an (das 
Eigengewicht des Rahmens als Massenkraft wird nicht in Betracht gezogen), das im Gleichge
wicht steht, so lautet das Prinzip der virtuellen Verschiebung IJcpL: P,e = 0, wenn Pt die in die 
Richtung des \Vegcs tl ~o fallende Komponente einer Kraft P, e den Radius des Rotationskreises 
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des Angriffspunktes einer Kraft und die unendlich kleine Größe 0 rp den für alle Angriffspunkte 
gemeinsamen Verdrehungswinkel um die z-Achsc bedeuten. Die aufgeschnebene Bedingung 
besagt aber, daß die Summe der Momente aller Kräfte mit Bezug auf die z-Aehse ver
schwinden sollen, was, wie bekannt, die einzige notwendige und hinreichende Gleichgewichts
bedingung für Kräfte ist, die an einem starren Körper angreifen, der sich nur um eine im 
Raum und im Körper feste Achse drehen kann. 

Das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form (66) gestattet in allen denkbaren 
Fällen der Wirkung eines Kraftsystems auf einen starTen Körper, die für dieses 
Kraftsystem notwendigen und hinreichenden Gleichgewichtsbedingungen herzu
leiten. 

b) Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit für einen elastischen festen 
Körper bei virtuellem Yerformungszustand. Wir gehen nUll daran, eine Form des 
Prinzips der virtuellen Arbeit darzustellen, die für einen elastischen festen, 

freien oder unfreien Körper (S. 4), 
der unter dem Einflm;se eines äußeren 

-;;4~~~~~~====§=~~~~~~-;;- Kraftsystemes im (ileichgewicht steht, 
if, ~ gültig ü;t. Um die Anschaulichkeit zu 

unterstützen, wollen wir die Herleitung 
Abb. 31. (les Prinzipes unter Hinweis auf einen 

besonderen Fall vornehmen. Es liege 
ein zylindrischer Stab (Träger) vor, Abb. 31, der auf beiden Seiten fest ein
gespannt ist, und unter dem Einflusse äußerer Kräfte '.ßl ... \.ßn verbogen wird. 
Die feste Einspannung z. B. in Mauerwerk soll dadurch charakterisiert sein, 
daß sich die in ihrem Bereiche liegenden Punkte des Stabcs überhaupt nicht 
verschieben können; in Wirklichkeit wird etwas Derartiges allerdings nicht 
vollkommen zutreffen können, darauf kommt es aber jetzt gl1l' nicht an. E8 handelt 
sich nur darum, Bedingungen festzulegen, denen der elastisehe feste Körper, hier 
der Stab, genügen soll. Die Stabachse wir<l sich unter dem Einflusse der äußeren 
Kräfte etwa nach der punktierten Linie a-a einstellen. Aus der Gleichgewichtslage 
nehmen wir eine virtuelle Verschiebung vor, die mit den Bedingungen des Syste
mes verträglich sein muß, d. h. wir können Punkte der Stabachse in eine zur 
wirklichen Lage a-a benachbarte Lage b-b hringen, derart, daß sieh diese 
Punkte stetig aneinander schließen (cl. h. die virtuellen Verschiebungen der 
einzelnen Punkte sollen stetige differell7;ierbare Funktionen der vor der Defor
mation vorhanden gewesenen Koordinaten der einzelnen Stabachsenpunkte 
sein) und dabei der Bedingung genügen müssen, daß die Tangenten an die ent
standene Kurve b-b an den Einspannungsstellen horizontal bleiben. Damit 
hätten wir die Punkte der Stabachse virtuell verschoben, die übrigen Punkte 
des Stabes werden aus der Gleiehgewiehtslage so virtuell verschoben werden 
müssen, daß der stetige Zusammenhang des Stabes nicht lLufgehoben wird, d. h. 
ihre Verschiebungen werden sonach ebenfalls sehr klein und stetige differenzier
bare Funktionen der ursprünglichen vor der Deformation dnrch die Kräfte vor
handen gewesenen Koordinaten :1', y, z sein müssen. 

Infolge der Einwirkung des im Gleichgewicht befindlichen KraftHystemes 
stellen sieh für jeden Punkt eines elastischen festen Körpers Versehiebungs
komponenten u, v, w, Verzerrungskomponenten exx .•. ez :c sowie Spannungs
komponenten Xx ... Zx ein, die wir als Rtetige differenzierbare Funktionen der 
Koordinaten x, y, z auffassen dürfen. Bei der virtuellen Versehiebung aus der 
Gleiehgewiehtslage entstehen parallel zu den Achsen des angenommenen 
Koordinatensystems Komponenten der virtuellen Verschiebungen öu, öv, öw 
(lies: Variation u usw.), die gleichfalls als stetige differenzierbare Funktionen 
der Koordinaten betrachtet werden. Multiplizieren wir die Gleiehgewichts-
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bedingungen (20) (S.48) der Reihe nach mit oudxdydz, ovdxdydz, 
bw d x d y d z, addieren und integrieren über den ganzen vom Körper erfülltenRaum, 
so erhalten wir nach völlig gleicher Überlegung wie auf Seite 107ff. die Gleichung 

J p",ou + pyov + pzow)do + J (k",ott + kyov + kzou')dxdydz 
o v 

=fix o(OU) + y o(~) +Z o(~) +X O(~l: + ~~) 
L x d x y d Y z 0 Z y I'd Y 0 x (67) 

v 

( OV OW\ (Oll' OU)' + Yzo -Ciz+ay)+ZxO ox +az Jdxdydz. 

Der Ausdruck auf der rechten Seite von Gleichung (67) geht aus dem auf Seite 108 
entwickelten und dort mit 2 Bi bezeichneten hen'or, wenn ,,-ir in ihm an Stelle 
der wirklichen Verschiebungskomponenten 1(, L', lC die virtuellen Verschiebungs
komponenten ou, ov, Oll' treten lassen und bedenken, daß nach den elementaren 

Grundsätzen der Variatiollslehre ai~ = b dOU us\\'o sein muß, cl. h., daß Diffe-
ux x 

rential- und Variationszeichenmiteinander vertawicht werden können. Das Ober
flächenintegrallinks des Gleichheitszeichens stellt die virtuelle Arbeit der an der 
Oberfläche des Körpers wirkenden Kräfte vor, das Raumintegrallinks des Gleich
heitszeichens ist die virtuelle Arbeit der ::\Iassenkräfte: rechts \'om Gleichheit,;
zeichen steht die virtuelle Deformationsarbeit. Das Prinzip der virtuellen Arbeit 
in der Form (67) besagt, daß im Falle des Gleichgewichtes von an einem elastischen 
festen Körper angreifenden Kräften die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte 
gleich der virtuellen Arbeit der durch das Kraftsystem geweckten inneren Kräfte 
ist. Wir haben im Punkte 24 gesehen, daß die elementare Deformationsarbeit 
pro Raumeinheit unter der Voraussetzung der Gültigkeit des Hookeschen Ge
setzes als das vollständige Differential der gesamten Deformationsarbeit (im 
Falle der Ungültigkeit des Hookeschen Gesetzes wird die Deformationsarbeit 
pro Raumeinheit durch eine allgemeine Verzerrungsenergiefunktion dargestellt), 
welche in das Körperelement beim Anwachsen der äußeren Kräfte von Null bis 
zu ihrem Endwert hineingesteckt wird, angesehen 'werden kann, wenn diese 
Deformationsarbeit als Funktion der Verzerrungskomponenten dargestellt wird. 
Es folgt daraus und mit Berücksichtigung der Regeln für die Variation einer 
Funktion von sechs unabhängigen Variablen, daß die virtuelle Deformations
arbeit auf der rechten Seite der Gleichung (67) als die vollständige Variation 

von Bi = J (ai) dx dy dz angesehen werden kann, wenn (ai) als Funktion der 
v 

Verzerrungskomponenten betrachtet wird. 
Denken wir uns die Oberflächenkräfte als Einzelkräfte I,ß, so kann das Prinzip 

(67) bei Annahme der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes sonach in der Form 

2'1,ß,0?'0+ Jfdv.O?,,,, = oB, (67') 
v 

angeschrieben werden, wenn zu Unterscheidungszwecken die virtuellen Ver
schiebungen für die Oberflächenkräfte I,ß mit 0 ?'o, jene für die }Iassenkräfte f d v 
mit o?'m eingeführt werden. Für den Fall eines starren Körpers verschwindet 
o Bi und es bleibt die Beziehung (66) übrig. 

Eine besondere Form nimmt die Gleichung (67') an, wenn wir die Oberflächen
kräfte allein in Betracht ziehen, also das Gleichgewichtsprinzip der virtuellen 
Arbeit für diese allein ansetzen. Wir erhalten dann statt (67') die neue Form 

(67a) 
Girtler, Mechanik. 8 
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Wir können bei Außerachtlassung der ~lassenkräfte die virtuellen Verschie· 
bungen auch so vornehmen, daß dieselben an der Oberfläche des Körpers gleich 
Null angenommen werden; dann entsteht aus (67 a) die Form 

bBi = 0, (67b) 

welche besagt: ~Wenn ein System von Oberflächenkräften am elastischen Körper, 
der dem Hookeschen Gesetze folgt, im Gleichgewicht steht, so verformt er sich 
derart, daß für die yerformte Lage die Deformationsarbeit als Funktion der 
Verzerrungskomponentcn ein Extremwert wird im Vergleich zu jenen Deforma
tionsarbeiten, die sich einstellen würden, wenn der Körper in zur wirklichen 
Lage benachbarte mögliche Lagen gebracht wird und dabei eine Veränderung 
der wirklichen Lage der Punkte an der Oberfläche des Körpers nicht vorgenom
men wird. Die Gleichgewichtslage ist demnach durch das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen als eine einzigartige unter den möglichen Lagen, nämlich als eine 
durch einen Extremwert der als Funktion der Verzerrungskomponenten betrach
teten Deformationsarbeit charakterisierte Lage anzusehen. Ob dieser Extrem
wert einem }1inimum oder einem }laximum entspricht, kann durch das Zeichen 
der zweiten oder ersten nicht yerschwindenden Variation der Deformationsarbeit 
entschieden werden. Doch kann ohne dieses Kriterium erkannt werden, daß die 
Deformationsarbeit für die stabile Gleichgewichtslage (s. hierzu auch S. 192ff.) 
nur ein ~1inimum sein kann, da offenbar von außen her Arbeit in den deformier
ten Körper gesteckt werden muß, um denselben aus seiner Gleichgewichtslage 
herauszubringen und nicht umgekehrt Arbeit nach außen abgegeben werden 
kann, wenn eine zur Gleichgewichtslage benachbarte Lage erreicht werden soll. 
Auf die besondere Form (67b) des Prinzipes der virtuellen Arbeit und deren 
Bedeutung haben A. Föppl und A. und L. Föppl (L) mit Nachdruck hinge
wiesen. Aus dem Prinzip der yirtuellen Arbeit in den Formen (67), (67a), (67b) 
können umgekehrt die Bedingungen hergeleitet werden, die im Falle des Gleich
gewichtes erfüllt sein müssen. Jeder Lehrsatz und jede Beziehung der Statik 
elastischer fester Körper ist aus dem Prinzip der Yirtuellen Arbeit ableitbar. 
Man könnte sagen, daß das Prinzip der virtuellen Arbeit jeden speziellen denk
baren Gleichgewichtsfall bereits in sich enthält und es nur darauf ankommt, das 
Prinzip in jedem besonderen Falle anzuwenden . 

.:\ian kann z. B. allgemein die für das Gleichgewicht eines elastischen festen Körpers 
notwendigen und hinreichenden Gleichgewichtsbedingunf!en aus dem Prinzip der virtuellen 
Arbeit herleiten. Es ist das eigentlich, wenn man die Ableitung des Prinzipes bedenkt, 
beinahe selbstverständlich. Nach Form (67b) des Arbcitsprimipes muß für Stoffe, die dem 
Hookeschen Gesetz folgen, 

(jf G(e~.r+e~!I..;..e;z+ e;,~+e:z":"~J~+ m~2)dXdYdZ=O=(jf(ai)dXdYdZ 
V V 

sein. Aus der l\1inimumsbedingung folgt bei Beachtung des Hookeschen Gesetzes, nach 

welchem z. B. ~(ai) (jeu = Xx(je xx US1\'. ist, die Gleichung 
uexx 

J (X,,(jexx + Y y (je,. ..:.. Z, (je" -:- X y 6exy + Y, 6e., + Zx (jeT') d x dy dz = o. 
V 

Diese Bedingung muß übrigens allgemein für jedes beliebige Elastizitätsgesetz erfüllt werden 
[Gleichung (67)]. Nachdem die Verzerrungskomponenten auf Grund der Beziehungen (6) 
und (7) auf den Seiten 29 und 30 durch Ableitungen der Verschiebungskomponenten aus-

. (OU) i)(jn o6v drückbar smd und daher (jexx = (j 8'X = fiX' 6e,,, = 7fY usw.gesetzt werden kann, nach-

dem ferner 6u, (jv, (jw als stetige und differenzierbare Funktionrn von x, y, zangesehen 
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werden, so erhält man bei partieller Integration nach x bzw. y bzw. z (es ist z. B. 

f Xx ao(JxUdxdydz= f(JuxxcOS(nx)dO- f(JU ~~XdxdydZ 
v 0 V 

usw.) die Gleichung 

fl-(J u(OXx+ oXy + aZx \ -+- (J~.(OX~+ 0 Yy + 0 Y~) + (JW(OZx + 0 Y z + aZZ)]dXdydZ 
ox oy oz) ox oy oz ox oy oz 

V 

=f[(Ju (Xx cos nx + Xy cosny + X. cos nz) + (Jv (Yx cos nx + Yy cos ny + Y. cos nz) 
o + (Jw (Zx cos nx + Zy cos ny + Z. cos nz)] do. 

Das Integral rechts verschwindet für endliche Werte der Klammerausdrücke, da wir (Ju, 
bv, bw an der Oberfläche mit Null angenommen haben. Das Integral links vom Gleichheits
zeichen muß für alle möglichen vVerte von (J1t, (Jv, (Jw erfüllt sein, die stetige Funktionen 
von x, y, z sind; damit das sein kann, müssen die Ausdrücke in den runden Klammern 

d d h ß B B _1' oxfax" . aZ;r. rf . 
verschwin en, . . es um z. . die eCllngung -_- -;- -d-. -r ~ = U usw. e üllt sem. 

rJx y uZ 
Hiermit sind die Gleichgewichtsbedingungen (20) für ein unendlich kleines Prisma, das 
einem elastischen festen Körper angehört, bei Vernachlässigung des Eigengewichtes als eine 
Folgerung aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit erkannt. Da die auf die Schubspannungen 
bezogene virtuelle_·hbeit auch durch Yx(Je XY -r Zybe", -:- Xz(Je", , ausgedrückt werden kann, 
ist der Schluß zu ziehen, daß auch die Gleichgewichtsbedingungen (21) als Folge des Prinzipes 
der virtuellen Arbeit angesehen werden müssen. 

c) Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit für einen elastischen festen 
Körper bei Yirtuellem Spannungszustand. Im folgenden wird eine andere Form 
des Prinzipes der virtuellen Arbeit entwickelt, welche besonders geeignet ist, der 
anschauliche Ausgangspunkt von für die Anwendungsgebiete wichtigen Lehr
sätzen, die im Punkte 26 behandelt werden, zu sein. Es sei aber betont, 
daß durch diese neue herzuleitende Form nicht mehr ausgesagt wird als 
durch die bisherigen Formen dieses Prinzipes. Bisher kam die Definition der 
,-irtuellen Arbeit der äußeren im Gleichgewicht befindlichen am festen Körper 
angreifenden Kräfte dadurch zustande, daß wir die Summe der skalaren Produkte 
der wirklichen Kräfte in virtuelle Yerschiebungen der Angriffspunkte derselben 
bildeten, und die virtuelle Deformationsarbeit des Körpers ergab sich als ein 
Integral von auf die einzelnen Raumelemente bezüglichen virtuellen Deformations
arbeiten, die sich als Summe von Produkten aus dem im Gleichgewichtszustand 
wirklich vorhandenen Spannungskomponenten in virtuelle Anderungen der zu
gehörigen Verzerrungskomponenten darstellen ließen. Kürzer kann man sagen, 
daß ein wirklicher Kraft- und Spannungszustand mit einem virtuellen oder, wie 
man auch sagt, variierten Verschiebungszustand verbunden wurde. 

Nunmehr denken wir uns einen virtuellen oder variierten Spannungszustand 
mit dem wirklichen Verschiebungszustand kombiniert, womit das Folgende gemeint 
ist. Der elastische feste Körper, etwa der auf Seite 112 angeführte, fest eingespannte 
Stab, gehorche dem Hookeschen Gesetz und stehe unter dem Einflusse des äußeren 
Kraftsystemes I,ßl .. . l,ßn, und der 1Iassenkräfte im Gleichgewicht; diesem Kraft
system entsprechen ein von den Koordinaten abhängiger Verschiebungszustand 
n, t·, lC, ein Verzerrungszustand exx ... ezx und ein Spannungszustand Xx . .. Zx
Wir ändern nunmehr den Spannungszustand etwas ab, und zwar dadurch, daß 
wir für jedes Körperelement zu elen wirklichen Spannungskomponenten je einen 
Zusatz tJXn tJX y , ••• , tJZz (lies: Variation X,., usw.) treten lassen, und zwar 
sollen diese Zusätze stetige differenzierbare Funktionen von .r, y, z sein. Sie 
sollen aber nicht vollkommen willkürlich angebracht werden, sondern erstens 
sehr klein und z\\-eitens so gewählt werden, daß durch sie der Gleichgewichts
zustand eines jeden Körperelementes im Innern und an der Oberfläche des Kör-

8* 
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pers nicht gestört wird. Durch eine solche Wahl sollen sie als virtuelle Anderungen 
der wirklichen Spannungskomponenten definiert sein, insofern als hierdurch 
die Möglichkeit gegeben erscheint, daß sie in einen wirklichen anderen als dem 
zugrunde gelegten Gleichgewichtsfall als Folge der Wirkung ihnen zugeordneter 
äußerer Kräfte auftreten könnten; oder anders ausgedrückt: die gedachte Ande
rung eines Spannungszustandes ist nicht immer eine virtuelle, sie wird aber zu 
einer virtuellen, wenn der entstehende Spannungszustand ein möglicher, d. h. 
ein solcher ist, der die Bedingungen für das Gleichgewicht eines kleinen Körper
elementes im Innern und an der Oberfläche des Körpers erfüllt. In ähnlicher 
Weise wurde oben ein gedachter Verschiebungszustand unter anderem da
durch zu einem virtuellen, daß die Verschiebungen als sehr klein und als mög
lich angenommen, d. h. als mit den Bedingungen, denen das System unterworfen 
ist, verträglich wurden. Der Variation des Spannungszustandes im Innern kann 
eine Variation der Kräfte an der Oberfläche zugeordnet sein, jedoch ist das nicht 
unbedingt notwendig. Bei Festhaltung der Annahme der Stetigkeit der Varia
tionen könnte man dieselben gegen die Oberfläche hin in stetiger Weise gegen 
Null abnehmen lassen, woraus das Gesagte folgt. Es kommt das darauf hinaus, daß 
man Spannungen im Innern ohne ihnen zugeordnete Kräfte an der Oberfläche 
annimmt. Eine solche Annahme kann auch der Erfahrung entsprechen, worauf 
A. und L. Föppl (L) besonders hingewiesen haben. Die Guß spannungen im 
Innern eines nicht gleichmäßig abgekühlten Gußkörpers aus Gußeisen oder Glas 
sind dafür Belege (S. 25). Wir haben oben gesagt, daß die Zusätze lJ Y.1' ... bZJ 

sehr klein sein sollen: diese Folgerung muß der Allgemeinheit halber erhoben 
werden, weil es auch sein könnte, daß der Körper bei endlichen Variationen seinen 
Zusammenhang verliert oder das Hookesche Gesetz, das wenigstens teilweise eine 
Voraussetzung für die folgenden Betrachtungen bilden soll, nicht mehr befolgt; 
der Geltungsbereich des Hookeschen Gesetzes ist nämlich, wie nachgewiesen 
werden wird, ein beschränkter, d. h. dieses Gesetz bleibt in der Regel nur so lange 
gültig, als die äußeren Kräfte bzw. die Spannungskomponenten nicht zu groß 
werden. Ein Spannungszustand muß nach dem Gesagten, wenn er ein virtueller 
sein soll, die Bedingungen 

o(Xy+bXxl + i7(X y.L bXyl + o (X,.L bX,) --l- k -!- bk = 0 I 
ox oy OZ x '" , 

o(Y,+bYxl +~JYy+bYyl +- o(Y,-bY,l I k bk =0 (a) 
OX oy OZ T y + Y 'I 

_oJZx+bZxl_--L o(~-,,+bZ.l + o(Z,-bZzl +k_-!-bk =0, 
fJx oy OZ "Z 

und 

p",+ CJp", = (X", + bX",)cos(n..r) + (Xy+ lJXy)cos(ny) + (X z + bXz)cos(nz) ,', (b) 

erfüllen. Das Zeichen,'. soll besagen, daß noch zwei andere Grenzbedingungen, 
welche sich auf die y- und z-Richtungen beziehen, anzusetzen wären. 

Zieht man diese Gleichungen von den zugeordneten Gleichungen ab, welche 
das Gleichgewicht eines Körperelementes im 1nnern bzw, an der Oberfläche des 
Körpers im Falle des tatsächlich eintretenden Spannungszustandes auftreten, 
so erhält man 

o (bX,l + o(bX.l + o(bXz) + bk = 0 .', 
ox oy OZ '" 

(j p", = /) X", cos (nx) + /) X y cos (ny) + CJ X z cos (nz) .'. 

(c) 

(d) 

Wir gehen zuerst von den Beziehungen (a) aus. Multiplizieren wir die erste dieser 
Gleichungen mit ud x d y d z, die zweite mit v d x d y d z, die dritte mit w d x d y d:::, 
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addieren die so abgeänderten Gleichungen und integrieren über den ganzen vom 
Körper erfüllten Raum, so erhalten wir, wenn wir der Kürze halber X",+ ~X",=Xx, 
(Y y + bYy) = Y y usw. setzen, eine Summe von Integralen, die den auf 
Seite 107 angeführten völlig analog gebaut sind, man hat in letzteren nur an 
Stelle von Xx ... Z", die Werte Xx .. . Zx einzusetzen. Wir können somit 
die angeführten Integrale ebenso wie auf Seite 107 partiell integrieren und er
halten schließlich bei Beachtung der Oberflächenbedingungen, wenn wir 

p," + bpx = Pnx usw., kx + bkx = !CX usw. einführen, die Gleichung 

J (Px 1l + py V + pzu') da + J (k",u + kyv + kzw) dxdydz 
o I' _ _y V _ _ _ _. (68) 

= J (Xxexx + J yeyy -t- Zze zz + XyeXY + Yze zx + Z",ezxJdxdydz. 
v 

Der erste Ausdruck links kann als Summe der Arbeiten yon virtuellen Ober
flächenkräften mit den Komponenten Px da, py da, pz da gedeutet werden, 
deren Angriffspunkte Verschiebungen 50 mit den Komponenten u, v, 10 aus
führen; wir bezeichnen ihn kurz als yirtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte, in 
der Yirtuelle Kräfte und wirkliche Verschiebungen yerbunden sind. Diese Ver
bindung von wirklichen Kräften und virtuellen Verschiebungen gilt auch für den 
zweiten Ausdruck links in Gleichung (68), _der die virt~elle Arbeit ~r Massen
kräfte mit den virtuellen Komponenten k",dx dy dz, J..'y d,v dy dz, kzdx dy dz 
und den wirklichen Verschiebungskomponentenu, v, 10 vorstellt. Nach dem Ge
sagten ist es ohne weiteres verständlich, daß die rechte Seite der Gleic~ung (~~) 
als Yirtuelle Deformationsarbeit für den yirtuellen Spannungszustand Xx . .. Zx 
und den wirklichen Verzerrungszustand exx . .. ezx bezeichnet werden kann. 
Der durch (68) ausgesprochene Satz besagt wieder, daß im Gleichgewichtsfalle 
die Yirtuelle Arbeit der äußeren Kräfte der virtuellen Arbeit der inneren Kräfte 
gleich sein muß, ebenso wie der Satz (67) auf Seite 113, nur liegt jetzt ein variierter 
Spannungszustand, dort aber ein variierter Verschiebungszustand zugrunde. 

Durch ähnliche Einführungen, wie wir sie oben für die Form (67) auf Seite 113 
gemacht haben, können wir auch jetzt, wenn wir annehmen, daß an der Oberfläche 
Einzelkräfte wirken, auf die Form 

2~' 50 + Jfdv. 5m = J (Xxe",x + ... + Z",e zx) dxdydz (68') 
v v 

kommen. In dieser Gleichung haben 50 und 5m die Bedeutungen von wirklichen 
dem vorliegenden Gleichgewichtsfalle entsprechenden, als Vektoren aufgefaßten 
Verschiebungen, und zwar der Angriffspunkte der virtuellen Oberflächenkräfte 
-. -
~ bzw. der virtuellen ~Iassenkräfte f d v. 

Wenn wir die Oberflächenkräfte allein in Betracht ziehen, demnach uns 
fragen, in welcher Beziehung die virtuelle Arbeit der Oberflächenkräfte und 
die zugeordnete virtuelle Arbeit der inneren Kräfte ohne Wirkung von Massen
kräften im Falle des Gleichgewichtes stehen, so haben wir in (68') die Massen
kräfte gleich Null zu setzen, und erhalten hierdurch eine zweite Form des Prin
zipes der virtuellen Arbeit bei variiertem Spannungszustand : 

2\.ß· 50 = J (X",e",,,, + ... + z.,ezx) d:c dydz. (68") 
v 

Diese Gleichung findet in der Technik zur Berechnung statisch unbestimmter 
Tragwerke und zur Bestimmung von Verschiebungsgrößen eine ausgedehnte An
wendung, wie sich aus dem zweiten Teil (S. 376 ff.) ergeben wird. 
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Wir gehen jetzt von den Gleichungen (c) aus, wollen aber jetzt den Einfluß 
von ~Iassenkräften von vornherein ausschalten, was wir dadurch bewirken, daß 
okn oky , ok z gleich Null gesetzt werden. Es kommt das darauf hinaus, daß 
wir wohl Spannungskomponenten und Oberflächenkräfte variieren, die ::\lassen
kräfte aber nicht. Die so abgeänderten Beziehungen (c) multiplizieren wir wie 
im vorhergehenden Fall mit u dx dy dz, v dx dy dz, w dx dy dz, addieren die 
Produkte und integrieren über den vom Körper erfüllten Raum. \Vir erhalt eil 
dann bei bereits wiederholt angegebener L"mformung durch partielle Integration 
und Beachtung der Oberflächenbedingungen (d) leicht 

f (b ]Ix U - b py l' + 0 pz u,) da 
o (68''') 

oder bei an der Oberfläche wirkenden Einzelkräften und Voraussetzung der 
Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 

(68a) 

Diese neuen Formen des Satzes der virtuellen Arbeit enthalten links des Gleich
heitszeichens wieder eine virtuelle Arbeit der gedachten Oberflächenkräfte, 
rechts "om Gleichheitszeichen steht wieder eine virtuelle Deformationsarbeit. 

oB; stellt unter Voraussetzung der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes eine 

vollständige Variation der Deformationsarbeit Bi dar, wenn diese Arbeit al" 
Funktion der Spannungskomponenten [Gleichungen (;57) und (57 all d. h. durch 

B- -f(-)d'd d -f 1 -X;,+Y.~+ZJ (Xx-t-Yy_+.Z,l' '. X 2 '. }T2+Z2l.d d d i-ai :t yz - 2 G _---{ - -- 2 (111,+ Tl· --'-- y --;-- z x: x y z 
v v 

dargestellt wird. Es folgt das aus dem Zutreffen der Beziehungen (60) bei 
Beachtung der Regeln über die Variation der unter dem Integralzeichen 
stehenden Funktion von 6 Veränderlichen. 

Die Beziehung (68a) können wir noch vereinfachen, wenn wir, was in unserem 
Belieben liegt (siehe die obigen Ausführungen), an der Oberfläche keine Varia
tionen der Oberflächenkräfte vornehmen. Wir erhalten dann die zu der Glei
chung (67b) auf Seite 114 ähnliche Form 

OBi = o. (68b) 

In dieser Form besagt das Arbeitsprinzip : Wenn ein System \-on Kräften am 
elastischen festen Körper, der dem Hookeschen Gesetze folgt, im Gleichgewicht 
steht, so stellt sich ein derartiger wirklicher Spannungszustand ein, daß für ihn 
die Deformationsarbeit, als Funktion der Spannungskomponenten betrachtet, 
ein Extremwert wird, im Vergleich zu jenen Deformationsarbeiten, die sich ein· 
:>tellen würden, wenn der Körper bei demselben äußeren Kraftsystem Spannung~
zustände erlitte, die in die Nachbarschaft des wirklichen Spannungszustande8 
fallen. Daß dieser Extremwert für stabile Gleichgewichtszustände nur ein 
Minimum sein kann, "ird durch ähnliche Betrachtungen begreiflich gemacht, 
wie sie oben für den Fall der Gültigkeit der Form (67b) aufgestellt wurden. 

Wenn eine der Formeln (67b) oder (68b) angewendet werden soll, dürfen 
nach dem Gesagten die Grenzen des Körpers oder eines Teiles des Körpers - es 
ist klar, daß wir dieselben Überlegungen auch auf einen Teil des Körpers anwen
den können, für den die von dem Rest des ganzen Körpers auf ihn übertragenen 
Kräfte als äußere anzusehen wären - in dem einen Fall nicht von den Varia-
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tionen des Verschiebungszustandes, in dem anderen Fall nicht von den Varia
tionen des Spannungszustandes betroffen werden. 

Besonders muß aber betont werden, daß für die Gültigkeit der Form (68b) 
wohl notwendig ist, daß die Kräfte \13, soweit sie angreifende Kräfte sind, nicht 
varüert werden; daß aber die gleichfalls auf die Oberfläche des Körpers wirken
den Auflagerreaktionen bei einem gestützten Körper dann variiert werden kön
nen, wenn ein im Raume festes als starr anzusehendes Auflager vorliegt, da dann 
die virtuelle Arbeit einer Auflagerreaktion gleich Null wird, also auf den Wert 
der linken Seite der Gleichung (68b) gar keinen Einfluß hat. Wir werden weiter 
unten von dieser Bemerkung Gebrauch machen. 

Die Gleichung (68b) findet in der Theorie der statisch unbestimmten Systeme 
sehr häufig Anwendung. 

Das Prinzip der virtuellen Arbeit, das ursprünglich von J. Bernouilli für statische 
Verhältnisse von aus diskreten Punkten aufgebauten Systemen, von J. L. Lagrange (L) 
als allgemeines Prinzip der Mechanik aufgestellt wurde, hat insbesondere von G. Kirchhoff 
G. Lame, O. J\:Iohr, H. J\Iüller-Breslau (L) die für elastische feste Körper geeigneten 
Ausdrucksformen erhalten. 

26. Der Satz übel' das lIinimum der Formünderungsarbeit yon 
lUenabrea-Castigliallo und zwei weitere Lehrsätze YOll Castigliallo. 

-:\Iit dem Prinzipe der virtuellen Arbeit hängt der in der Technik sehr häufig 
zur Verwendung gelangende Satz vom .Ylinimum der Formänderungsarbeit zu
sammen, der für das Fachwerk zuerst von ::\Iena brea (L) nicht ganz klar aus
gesprochen und nicht streng bewiesen wurde. Der strenge Beweis der Richtig
keit des Satzes für ein beliebig belastetes System gelang erst später Castigliano 
(L), der ihn seiner Bedeutung nach als fundamentalen Lehrsatz kennzeichnete. 
Föppl (L) und :1Iüller-Breslau (L) haben seine Bedeutung und den Beweis 
für seine Richtigkeit unmittelbar auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit auf
gebaut, aus dem ja nach dem weiter oben Bemerkten jeder Lehrsatz der Statik 
ableitbar sein muß. Im folgenden sind wesentliche Teil des Beweisganges von 
Müller-Breslau mit aufgenommen worden, und zwar nicht nur für den Satz 
vom )Iinimum der Formänderungsarbeit, sondern auch für die beiden anderen 
im Titel dieses Punktes angekündigten Lehrsätze von Castigliano. 

a) Über statisch unbestimmte Systeme im allgemeinen I. Der Minimumsatz 
von Castigliano-::\lena brea stellt sich als allgemeine Aussage zur Bestimmung 
statisch unbestimmter äußerer Reaktionskräfte (Momente) an unfreien elastischen 
Systemen oder von zwischen den Teilen eines Systemes übertragenen statisch 
unbestimmbaren inneren Kräften (-:\lomenten) dar. Man kann auch sagen, daß 
jener Satz die die statisch unbestimmbaren Größen enthaltenden Bestimmungs
gleichungen liefert, die zu den statischen Gleichungen für das erstarrt gedachte 
System hinzutreten und als Elastizitätsbedingungen bezeichnet werden, da sie 
mit der Verformung des Systemes im Zusammenhang stehen. 

Handelt es sich um statisch unbestimmbare Reaktionen, so liegt ein Fall 
sogenannter äußerer statischer Unbestimmtheit vor, deren gen aue re begriff
liche Bestimmung auf Seite 4ff. festgelegt und auch an einem Beispiel erörtert 
wurde. Wir haben nur vielleicht noch in Erinnerung zu bringen, daß die sta
tischen Gleichungen für den starren Körper auch auf den deformierten elastischen 
Körper (bei kleinen Verformungen auch auf den undeformierten) anwendbar sind. 

1 Die folgenden Ausführungen setzen vielfach elementare Begriffsbestimmungen aus 
den Elementen der techno J\Iechanik starrer Körper als bekannt voraus. Es kann über 
sie z. B. in Th. Pöschl: Lehrbuch der techno )Iechanik, Berlin: Julius Sprini!er 1923, im 
Bedarfsfalle nachgeleFen werden (siehe hierzu auch S. 222). 



130 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

Sind innere Kräfte (~Iomente) statisch nicht bestimmbar, d. h. aus statischen 
für das erstarrt gedachte System geltenden Gleichungen nicht ableitbar, so heißt 
das System innerlich statisch nicht bestimmt. Der Grad der inneren statischen 
Lnbe~timmtheit ist so wie bei äußerer statischer Unbestimmtheit durch die Zahl 
der statisch nicht bestimmbaren Größen (Kräfte, .:\Iomente) gegeben. Das Ge
sagte soll im folgenden an in der Technik sehr häufig vorkommenden elastischen 
Systemen, den Fach- und Stabwerksträgern, näher erläutert werden. 

Ein Stabwerk ist eine Verbindung von geraden oder krummen Stäben zu 
einem stabilen Ganzen. Die Verbindung der einzelnen Stäbe ist dabei ganz oder 
wenigstens teilweise eine sogenannte steife, d. h. man stellt sich vor, daß infolge 
der konstruktiven Anordnung der Verbindungsstellen, welche Knotenpunkte 
heißen, die Winkel, welche bei geraden Stäben die Stabachsen oder bei krummen 
Stäben die Tangenten an die Stabachsen an den Verbindungsstellen miteinander 
einschließen, durch auf das Stabwerk wirkende Kräfte nicht geändert werden 
sollen; in Wirklichkeit trifft etwas Derartiges infolge der elastischen Verbindung, 
z. B. durch Knotenbleche, natürlich nur annähernd zu. Wenn die Verbindung 
der Stäbe durch reibungslos gedachte zylindrische oder Kugelgelenke vorgestellt 
wird, heißt die Verbindung eine reibungslos gelenkige. Es ist klar, daß die Rei
bungslosigkeit der Gelenke gleichfalls nur einem idealen Grenzfall zukommen 
könnte. Beim Stabwerk können zum Teil auch gelenkige Verbindungen vor
gesehen sein. ~Wenn die Verbindung der Stäbe nur durch reibungslose Gelenke 
zu einem stabilen Ganzen bewerkstelligt wird, entsteht ein Fachwerk. Durch 
stabile Abstützung des Stab- oder ~Fachwerkes auf einen anderen festen 
Körper (Baugrund, :Mauerwerk usw.) entsteht der Stabwerks- bzw. Fachwerks
träger. 

Die Bedingungen dafür, daß die Verbindung der Stäbe zu einem Fach- oder Stabwerk 
und die Abstützung des letzteren gegen den Baugrund, das J\lauerwerk usw. stabil sind (innere 
und äußere Stabilität), werden hier als zu weit führend nicht näher erörtert'. 

Als einfachste Grenzfälle des Fachwerks- bzw. Stabwerksträgers könnten der auf ge
lenkigen Stützen gelagerte Stab (einfacher Balkenträger, Balkenträger auf mehr als zwei 
Stützen) bzw. der auf beiden Seiten fest eingespannte oder auf der einen Seite eingespannte, 
auf der anderen Seite gelenkig gelagerte gerade oder krumme Stab angesehen werden. 

Es ist eine Aufgabe der technischen ~Iechanik der elastischen festen Körper, 
die in den einzelnen Stäben eines Fachwerk- oder Stabwerkträgers infolge eines 
auf denselben wirkenden äußeren Kraftsystemes auftretenden Spannungen und 
deren Deformationen zu ermitteln, um auf Grund derselben die Dimensionierung, 
cl. h. die Bestimmung der Abmessungen der einzelnen Stäbe bei gegebener 
Länge derselben und gewählter Querschnittsform durchführen zu können (siehe 
S. 414 ff.). Hiezu bedürfen wir neben den Auflagererreaktionen auch der an 
den Verbindungsstellen der Stäbe auf letztere übertragenen mit Bezug auf den 
Träger inneren Kräfte und inneren Momente. Sind diese durch statische Gleich
gewichtsbedingungen für den starren Körper nicht vollständig bestimmbar, dann 
liegt nach obiger allgemeiner Definition äußere oder innere statische Unbe
stimmtheit des Fach- bzw. Stabwerksträgers vor. 

Es ist klar, daß durch reibungslose Kugelgelenke nur Kräfte und keine Momente, da
gegen durch steife Verbindungen sowohl Kräfte als auch Momente übertragen werden 
können. Ist ein gerader Stab an seine beiden Enden durch reibungslose Kugelgelenke an 
die übrigen angeschlossen, so kann die im Gelenk auf den Stab übertragene Kraft nur einer 
in die Stabachse fallenden Einzelkraft gleichwertig sein. Das mit Bezug auf die Wirkung 
reibungsloser Kugelgelenke Gesagte kann auch für reibungslose zylindrische Gelenke bei 
bestimmter Orientierung derselben gegenüber dem äußeren Kraftsystem zutreffend sein. 

1 S. z. B. ~I. Grüning: Statik der ebenen Tragwerke, Berlin: Julius Springer 1925. 
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Dl'r in Abb. H. H.25 dargestellte ebene Fachwerksträger, welcher auf einem Kipp
lager 7 und einem Itollenkipplager 1 ruht, ist äußerlich statisch bestimmt, da zur Bestimmung 
de-r zwei l~eaktionen A, B zwei Gleichgewichtsbedingungen zur Verfügung stehen, nämlich 

I'~-:-f) r- 4: 

A + B = :i) Pr und A l- 2: Pr x, = O. Der Träger ist auch innerlich statisch bestimmt, 
1'--1 ,. ~ 1 

denn die Zahl der Stäbe ist elf, die Zahl der Knotenpunkte sieben, zur Bestimmung der 
8tabkräfte stehen gerade 2·7 -- 3 = II aus der Statik starrer Körper folgende Gleich
gewichtsbedingungen zur Verfügung, deren wesentlicher Inhalt das Gleichgewicht jedes 
einzelnen Knotenpunktes zum Ausdrucke bringt. Würde man die Knotenpunkte 3 und 5 
durch zwei weitere Stäbe mit einem dritten Auflagerpunkt 0 verbinden, in dem sich ein 
zweites Itollenkipplager befindet, so würde der Träger äußerlich statisch unbestimmt, weil 
der Zahl 3 der unbekannten Iteaktionen A, B, 0 nur zwei Gleichgewichtsbedingungen für 
den starren Körper entgegenstehen, innerlich wäre er aber noch immer statisch bestimmt, 
da jetzt 13 zu bestimmende Stabkräfte und 8 Knotenpunkte vorhanden sind, also die Be
ziehung 2·8-3 = 13 besteht. Würden wir in dem so umgeänderten Fachwerksträger noch 
einen Stab 2, 5 einzil'hen, so wäre die ihm entsprechende Stabkraft nicht mehr durch statische 
Gleichgewichtsbedingungen des starren Körpers bestimmbar, die Tragkonstruktion würde 
dann auch einfach innerlich statiseh unbestimmt. 

Der in Abb. :~2 gezeichnete Stabwerksträger besitzt einen durchgehenden Stab A B, 
an dem der Stab 0 lJ im Knoten 0 steif angeschlossen ist; die übrigen Stäbe sind in den 
Punkten A, B, j) gelcnkig verbunden. In A befinde sich ein Kipplager, in Bein Itollen
kipplagcr. EH wirke eine Belastung q tIm gleichförmig über die eine Stabhälfte verteilt. Die 
Kraftebene fällt mit einer Längssymmetrieebene der Stäbe zusammen, die sonach symmetrische 
Querschnitte besitzen sollcn. Die Stützkräfte in A und B sind aus den zwei zur Verfügung 

stehenden statischen Gleichgewichtsbedingungen A + B = ~l , A l- q ~2 = 0 bestimmbar, 

der Stabswerksträger ist demnach äußerlich statisch bestimmt. Innerlich ist der Träger, 
wenn man von der im Querschnitt 0 des Stabes 0 D vom Stabe A B auf den Stab 0 D 
übertragenen {juerkraft absieht (siehe hierzu auch weiter unten), zweifach statisch un
bestimmt, denn sowohl das im Knotenpunkte 0 vom Stabe AB auf den Stab 0 D über
tragene innere Moment, als auch die dort übertragene in die Längsachse des Stabes OD 
fallende Kraft, sind durch statische Gleichungen nicht bestimmbar. Daß in 0 ein inneres 
Biegungsmoment auf 0 D übertragen wird, geht schon daraus hervor, daß sich dieser Stab 
infolge der durch die äußere Belastung bewirkten Durchbiegung des Stabes A, Bebenfalls 
durchbiegen muß. Daß auch eine unbekannte Längskraft in 0 übertragen wird, folgt daraus, 
daß der Stab A OB als auf drei Stützen liegend aufgefaßtwerden kann, zwei festen A bzw. B 
und einer elastischen C, welche durch die beiden Stäbe A D und D B gehalten wird. Wäre 
die Längskraft im Stabe 0 D und das im Knoten 0 übertragene Biegungsmoment bekannt, 
so könnten auch die übrigen Stabkräfte unter Heranziehung der statischen Gleichungen be
stimmt werden, wie aus einer weiter unten erfolgten näheren Untersuchung hervorgehen wird. 
Würde sich im I(noten 0 keine steife Verbindung, sondern ein reibungsloses Halbgelenk be
finden, durch welches der Stab 0 D an den steifen Stab AB gelenkig angeschlossen wird, so 
würde die so entstehende Konstruktion innerlich einfach statisch unbestimmbar sein, da 
dann im Knoten 0 kein Biegungsmomcnt übertragen werden könnte, was heißt, daß sich 
der Stab 0 D bei DlIrehbiegllng des 1:ltabes AB durch die aufgebrachte Belastung nieht eben
falls durchbiegen könnte. 

Vollkommen klar werden die vorstehenden Bemerkungen werden, wenn man die statischen 
Gleichungen für den Stabwerksträger heranzieht, welche sich auf das Gleichgewicht der 
einzelnen Knotenpunkte beziehen. Im allgemeinen bekommt man die genannten statischen 
Gleichungen, indem man a) durch Schnitte den Träger in zwei Teile teilt und an den Sehnitt
flächen, die man stets als Querschnittsflächen der Stäbe erhalten kann, die dort übertragen 
gedaehtcn Kräfte und Momente (z. B. Biegungsmoment, Querkraft, Längskraft) als äußere 
Kräfte anbringt, wdche von dem erhaltenen einen Teil auf den anderen bzw. vom anderen 
auf den einen wirken (letztere sind nach dem Prinzip der Gleichheit von Aktion und Reaktion 
entgegengesetzt gleich den ersteren). und b) hierauf die Gleichgewichtsbedingungen für jeden 
oder einen Teil aufstellt, die gelten würden, wenn der Träger starr wäre. Der Wirkungssinn 
der in den Schnittflächen übertragenen Kräfte oder Momente wird im vermutlich richtigen 
Sinne gewählt; wäre er irrtümlich falsch angenommen, so zeigt sich das dann bei Berechnung 
der betreffenden Kraft oder Momentengröße aus den Gleichgewichtsbedingungen, die dann 
negativ herau~kommt. Es braucht nicht weiter ausgeführt zu werden, daß das in den Schnitt
flächen übertragene, aus einplll Biegungsmomcnt einer Quer- und Längskraft bestehend ge
dachte KmftsYHtem statisch gleichwertig sein muß dem Spannungssystem, das in der be
treffenden Schnittfläehe herrscht, da sonst nach Anbringen des Schnittes das Gleichgewicht, das 
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vor Anbringung des Schnittes vorhanden war, gestört würde 1. Gewöhnlich denkt man sieh 
die Schnitte beliebig nahe um die Knotenpunkte geführt (was freilich in Wirklichkeit Lei 
Anordnung von Knotenblechen nur sehr annähernd zutreffen kann, genau wäre es durch
zuführen bei unendlich dünnen Stäben), weil sich dann häufig einfachere statische Verhält
nisse ergeben und man bei Aufstellung der Gleichgewichtsbedingungen die beliebig kleilll'n 
Distanzen der Schnittflächen von den Knotenpunkten (Schnittpunkten der Stabachsl'n) 
nicht zu beachten braucht, d. h. gleieh Null setzen darf. 

Diese Überlegungen wenden wir nun auf unseren Stabwerksträger an. Wir führen zu
erst einen Schnitt 8 1 81 , der sehr nahe dem Knotenpunkt C liegt und den Stab CD und die 
Stabteile AC bzw. CB, trifft. DiLs Kräftespiel am abgeschnittenen Knotenpunkt ist durch 
Abb. 32a dargestellt. Ql' Q2' Q3' sind Querkräfte, NI' N 2 • N 3 • Längskräfte, MI' M 2 , j11 3 • 

Biegungsmomente. Die Gleichgewiehtsbedingungen für dil'ses ebene Kraftsystem lauten in 
bekannter Weise 

N 1 - N 2+ (lI = 0, 

S4\S, s, (SJ 
\/ 

(a) 

l/z 

Abu. ;l~ iJ. 

Abt. :3:!d. 

AbI>. ~t! a. 

_L qt/m. 
Nzxellll llllllll lll~8 

.Hz fI ~ 
z Je 

Auu. ~l~('. 

Ferner füh n'n wir je einen i:-lchnitt 8 2 8 2 bzw. 8 3 8 3 , der sehr nahe 
links bzw. ret·hts vomKnoten C verläuft und den i:-ltabteil A (J 
und den Stab AD hzw. den Stabteil CB und den Stab BD 
trifft. (Siehe die Ahb. :12h und :12e, in denen auch die wir
kenden Kräfte angebracht sind, bei Beachtung des Gegen
wirkungsprinzipes mit Bezug auf die Wirkung des Teiles nach 
Abb. :12a auf die Teile naeh den Abb. 32b und 32c.) Hiezu ist 
nur noch zu bemerken, daß in den Stäben AD und BD nur 
Längskräfte SI und 8 2 angebracht wurden, da dieselben auf 

beiden Seiten gelenkig angeschlossen sind. 
Die zugehörigen Glcichgewichtsbedingungt'll lauten jetzt 

SI cos ß ..... NI = 0 • 

I QIf -Mt = 0, 

(1)) 

B 

hzw. (c) 

Schließlich führen wir noch einen Schnitt 8 4 84 sehr nah" am Knotenpunkt D, der die drei 
Stäbe AiD, CD, BD schneidet (Ahb. :12d). Mit Bezug auf dUH eingezeichnete Kräftespiel 
ist zu be'aehten, daß das Biegungsmomentill" im Knotml D Jw~w. in einem Querschnitt des 
Stabes CD der unendlich benachbart zum Knoten D ist., gleich Null Rein muß. Die Gleichge
wichtsbedingungen nehmen jetzt die Gestalt 

(<I) 

1 Inwieweit das genannte Kraftsystelll in den Schnittflächen unter den oben gemachten 
Annahmen über die Anordnung des Trägers und das auf ihn wirkende äußere Kraftsystem 
dem wirklich auftretenden Spannungssystem gleichwertig sein kann, wird im zweiten Teile 
dieses Buches entwickelt wl'rden. 
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an. Subtrahieren wir die zweiten der Gleichungen (b) und (c) voneinander und die erhaltene 
Differenz von der zweiten der Gleichungen (d), so erhalten wir die erste der Gleichungen (a), 
die daher als abhängig von elen übrigen Gleichungen ZII betrachkn ist. Es stehen sonach 
nur 10 voneinander unabhängige Gleichungen zur VE'rfügung mit 13 Unbekannten, VOll 

wdehen 11 auf innere KriLfte und Momente deR Stabwerksträgers zwei (A und B) äußere 
Reaktionen des Stabwerksträ~ers sind. Daraus folgt dreifache innere statische Unbestimmt
heit des Stabwerkträgers. Als statisch unbestimmte Größen können Q3' JJ13 , N 3 eingE'führt 
werden, die a us Elastizitätsbedingungen oder -Gleichungen bestimmt werden müssen. Ver
nachlässigen wir wie oben die Querkraft Qa des Stabes CD, so setzt sich der Grad der inner
lich statischen Unbestimmthei t auf 2 herab wü' oben angenommen. 

Als weiteres Beispiel innerlicher statischer Unbestimmtheit wählen wir das Folgende. 
Denken wir uns (Ahb. :~3) vier prismatische Stäbe von kreisförmigem Querschnitt zu einem 
R echteck mit den Seiten a und b steif verbunden. Das so erhaltene Stabwerk, das als Rahmen 
bezeichnet wird, wird, wie dargestellt, symmetrisch durch zwei entgegengesetzt gleiche in der 
Stabachsenebene wirkende Kräftp P im Gleichgewicht gehalten. Vom Eigengewicht wird 
abaesehen. Dieser R'lhmen i~t innerlich einfach statisch unbestimmt, was man leicht ein
sieht, wenn man in den Knotenpunkten 1 und :J den Stab 12 von dem Rest des Rahmens 
abtrennt und die vor dem Abtrennen von diesem Rest auf den Stab wirksam gewesenen 
inneren Kräfte j{'b~t ,11lfeh statisch gleichwertige äußere Kräfte (Momente) ersetzt. Als Er
satzkräfte werden nachAbb. :{;l a zwei Kräfte 

von der Größe ~ und zwei gleiche Mo

mente M angenommen. die in dl' lll an· 
gegebenen Sinne wirken lind als ]"olge der 
steifen Verbindung der Stäbe an7,l1sehcn 
sind. Würden nämlich an ::Stelle deI" steifen 
Verbindung zylimlrische ]'('ibungslose Ge
lenke in allen vier Eckpunkten des Hah
mens vorhanden sein, so würde sieh der 
Rahmen unter dem Einflusse der Kräfte J> 
nach Abb. 33 b deformieren (es sind nur die 
Deformationen der Stnbtwhsen dargestdlt), 
da aber eine steife Verbinrlull~ herrscht, 
so deformiert er sich naeh Ab~. ;{:k, weil 
die steife Verbindung den rechten Winkel 
zwischen den Stabac hsen an den Verbin
dungsstellen der Stäbe l' rhaltcll wll. Letz
teres ist nur möglicb, wenn die Stä be auf
einander Momente übertragen, welche die 
Änderung der Winkcl von der Größe gleich 
90 0 im Winkel von der Grüße \l00 -1- A ver
hindern. Am Stabe 2 ,) bzw. 1 4 müssen 
nach dem Gegcnwirkullgsprill7:ip Momente 

p 

ALb. 3:3 u. 

Abb.33. Abb.33". 

p 

Abb.33c. 

bzw. zwei Längskräfte angreif"ll, welche entgegengesetzt gleich den am Stabe 1 2 in den 
Knotenpunkten 1 und 2 übertragenen Momenten bzw. Kräften sind. Das Moment Mist 
durch keine der Gleichgewichtsbeclingungen für einen starren Körper bestimmbar und muß 
aus Diner Elastizitätsgleichung bzw. Elastizitätsbedingung, welche die Deformation des 
R ahmens berüek~ichtigt, gefolgert, werden. 

\VCllll ein einfach st,ttiseh unbestimmter Träger vorliegt, so kanll als statisch 
unbestimmtc Größe cine beliebige iiußere Heaktion bzw. eine beliebige an den 
Verbindungsstellen der Stäbe übertragene von vornherein nicht bekannte Kraft 
(Moment) gewühlt werden. Im 1<\tlle der Abb. ll6, S. 265 kann A oder B oder C 
als statisch unbest.irnmlmre C}röße eingeführt werden, im Falle der Abb. 33 bleibt 
überhaupt keine vVahl, ,tb st .. ttisch unbestimmte Größe muß das an den E ck
punkten deR H,,1h müns übertragene M.oment gelteIl. Liegen mehr als eine statisch 
unbestimmte Größe vor, so muß die Wahl der statisch unbestimmten Größen 
so vorgenommen werden , cla l.i Rie voneinander Ulmbhängig sind, d . h . es darf 
nicht eine o<ler mehren~ von ihJlcn bereits nnter Zuhilfenahme der statischen 
Gleichgewichtsbedingungen des KörperR hestimmbar sein, wenn die übrigen auf 
irgendeine WeiRe berechnet wurden. 

Setzt m an die stati:·;ch Illll>estinllllten Größen gleich Null, so bleibt das so-
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genannte I'tatil'ch bm;timmtü Haupb;ystcm oder der statisch bestimmte Haupt
träger übrig, welcher bei richtiger Wahl der statiseh unbeRtimmten Größen Rtabil 
ist und nur durch daR gegebene KraftHYRtem bela"tet erscheint. Beispiele wcrdf'Jl 
das näher erläutern. 

Setzt man für einen eingespannten Träger (Abb. :n. H. 112) NI lind M 2 gleich Null, so bleibt 
ein statisch bestimmter Bnlkenträger, setzt man 1YI 1 lind A gleich Null, ~o bleibt ein statisch 
bestimmter Kragträger übrig lISW. Setzt man im Falle des Stabwerkes nach Abb.32, das 
im Knotenpunkt C Huf den Stab UD übertragene Moment und die dort übcrtragene Längs
und Querkraft gleich Null, so kommt das einer Entfernung des Stabes CD gleich, und die 
zurückbleibende Konstruktion ist ein statisch bestimmter Balkenträger mit zwei spunnungs
losen Stäben A D und B j), die auch entfernt werden können. 

b) Der Minimumsatz von Castigliano - Menabrea im Falle äußerer statischer 
Unbestimmtheit und der erste der Castiglianoschen Lehrsätzeo ]';8 liege ein äußer
lic:h i-ltatii-lch nic:ht bestimmtes elastisches System von überall gleic:her und gleich
bleibender Temperatur und ohne Anfallg8spannungen vor, das dem Hookeschen 
Gesetze folgt, beliebig geKtützt ist und unter dem EinflusKe äußerer Lasten im sta
bilen Gleichgewiehte steht. Nennen wir die Größe dcr letzteren PI ... 1'", die auf
tretenden I{eaktionen in den Stützpunkten VI> Vz,· .. , l'p und Xl' X 2 ••. X r . 

Von diesen p +- r I{eaktionen sollen die r-Ul'ößen Xl' .. X" Htatiseh nicht be
stimmbar sein. Die Zahl p kann höchstem; gleich () Hein (S.4). Die p -I- r Auf
lagerreaktionen hängen mit den Kräften 1\ ... P n auf Grund der Gleich
gewichtsbedingungen für den starren Körper linear zusammen. InHbesondere 
sind die Größen V I ... V p aus diesen Uleiehgewichtsbedingungen durch I\ ... P n 

und die statisch nieht bestimmbaren Größen Xl ... X r linear l1usdrüekbar. Eine 
Auflagerkraft V p ist 80naeh durch einen Ausdruck 

(69) 

darstellbar_ Darin bedeutet vO'P die Auflagerkraft in dem ~ugeordneten Stütz
punkt p welehe wirksam wird, wenn die statülc:h nicht bestimmten Größen 
Xl' .. XI' Nnll gesetzt werden, d. h. auf das zugeordnete statiseh bestimmte 
Hauptsystem nur die äußeren Kräfte PI' .. P" wirksam gedaeht sind, ferner 
stellt z. B. 1Irp die Stütz kraft im zugeordneten Stützpunkt p vor, wenn auf das 
zugeordnete statisch bestimmte Hauptsystem nur eine Kmft XI' ~".' I wirkt, 
die äußeren Kräfte aber dabei Null ge8et~t werden usw. Werden die Größen 
Xl' .. X r auf irgend einem Wege bestimmt, so sind der let~ten Gleichung zu
folge auch die Heaktionen rJ ..• l' p aIH bekannt anzusehen. 

Wenn für einen elastischen Körper daK Hookesche Gesetz gilt, so können 
wir uns die in den Spannungen Hic:h zeigende Wirkung eines äußeren Kraft
systems durc:h Superpositioll der be~iiglic:hen Wirkungen der Einzelkräfte vor
gestellt denken. Aus diesem Urunde, und da unter der gleichen Voram;setzung 
und im Hinbliek auf die Linearität der Gleichgewic:htsbedingungen bei gegebener 
Art des iiußeren Kraftsystemes einer n-maligen Vergrößerung der Größe des
selben eine n-malige Vergrößerung deK SpannllngszustandeH zugeordnet sein 
muß, können wir mit lVfiillcr-Breslall die folgenden Ansiitw machen: 

Xx=axxPl+bxxP2+" onxx P,,+-cr.;rx X l+-ß,rx X 2+·· ° (!xx X " 1 
Yll=aYYPI+bYlIP2+"' -nyyP,,+-oc.yyXl+ßYlIX2+·· O(!yyX" 

Zx = axz PI +- bxz P2 + .. -nxz PlI +- OCo;. Xl +- ßxz X 2 + - . O(!xz X r · j 
(70) 

In diesen Beziehungen, in welchen ", ... V) nic:ht vorkommen, da sic durch 
PI' .. P n und Xl' .. XI' zufolge (BI)) lineal' aUHdriickbar sind, bedeuten axa, ••• n,rz' 
cr..a . .. (!,ez Koeffizienten, welche von PI ... P" lind Xl ... XI' unabhängig und 
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von der Lage des Volumenelementes im Körper abhängig sind. Insbesondere 
bedeutet z. B. nxx dem Zahlenwerte nach jene Spannung Xx, welche auf ein 
Volumenelement d x d Y d z in einem Punkte des elastischen festen Körpers wir
ken würde, wenn PI ... P n-I und Xl ... Xr verschwinden, d. h. der Körper 
durch Änderung der Auflagerbedingungen zum statisch bestimmten Haupt
system umgestaltet würde, und dieses nur unter dem Einfluß der Kraft P n = 1 
und der dieser Kraft entsprechenden statisch bestimmbaren Reaktionen stünde. 
Man nennt diese Angriffsweise am statisch bestimmt gemachten Körper kurz 
den Zustand P n = 1. (!xx ist der Zahlenwert der Spannung Xx, welche an einer 
Stelle des Körpers entsteht, wenn PI ... P n und Xl ... X r - l Null gesetzt werden, 
dagegen X r = 1 angenommen würde (Zustand X r = 1), d. h. wenn am statisch 
bestimmten Hauptsystem eine Kraft XI' = 1 und die zugehörigen statisch be
stimmbaren Reaktionen angriffen. Wenn wir im Falle der dreifachen Stützung 
eines Stabes (Abb.1l6) als statisch unbestimmte Größe die ReaktionB im mitt
leren Auflager wählen, so ergibt sich als Anwendung des Gesagten auf diesen 
Fall, daß der Zustand X = 1 entsteht, wenn auf den Träger nach Entfernung 
des mittleren Auflagers nur die Kraft B = X = 1 samt zugehörigen Reak
tionen wirkt. 

Es ist wohl selbstverständlich, daß in die Ausdrücke (70) auch auf den Körper 
wirkende, gegebene oder statisch unbestimmbare äußere }Iomente, die ja aus 
Einzelkräften aufgebaut gedacht werden, linear eintreten können. 

}Iit Bezug auf die Auflager des elastischen Systemes sind folgende }Iöglich
keiten in Betracht zu ziehen: 

a) Die Auflager sind praktisch unverschieblich und unverdrehbar, wie es bei 
Kipplagern und bei fester Einspannung zutreffen kann. 

b) Die Auflager sind zwar verschieblieh oder bzw. und verdrehbar, aber der
art, daß die Stützkräfte (Stützmomente) bei variiertem Spannungszustand und 
,-ariierten Oberflächenkräften keinesfalls eine virtuelle Arbeit leisten können; 
das tritt z. B. ein, wenn ein Rollenkipplager vorliegt und die Rollenbahn ebenso 
wie die zylindrischen Rollen selbst als nahezu starr und reibungslos vorausgesetzt 
werden, denn in einem solchen Falle steht die wirkliche bzw. virtuelle Auflager
kraft normal auf der Rollenbahn. 

c) Die Auflager sind verschieblieh (verdrehbar) aber derart, daß die wahren 
oder virtuellen Auflagerkräfte eine wirkliche oder virtuelle Arbeit leisten; das 
trifft zu bei Abstützung einer Konstruktion auf elastisch nachgiebigen Wider
lagern. 

Den Fall (c) setzen wir bei dem eingangs erwähnten elastischen System zu
nächst voraus. 

Wir gehen nunmehr von der Form (68a) auf Seite 118 des Prinzipes der 
virtuellen Arbeit aus, das die Form 

<5 PI ml + .. ·<5Pn mn + <5 VI n i + .. ·<5Vp n p + <5XI ,u1 + ... <5Xr ,ur 

= <5Bi =J(<5Xx ex ,,+··· + <5Z"ezx)dxdydz 
v 

annimmt. Darin bedeuten m l ... m n wahre Verschiebungen in den Richtungen 
der Kräfte PI ... P", ferner n l ... n p und ,ul ... ,it r wahre Verschiebungen in 
den Richtungen der Stützkräfte VI ... V p bzw. Xl ... XI'. 

Infolge der Gültigkeit von (69) muß für eine beliebige Stützkraft V p die 
Beziehung 

er 
<5V p = 8P: bPI + (69a) 



126 Grundlagen der Erlahrung und Theorie. 

bestehen. Ferner müssen zufolge der Gleichungen (70) die Bedingungen 

bXrz = arzrzC>P1 + ... -;- n"rzC>Pn + Clrzrzc>X1 + ... + Q""C>XT , 1 
. (70a) 

bZ" = a.,z bP1 + ... + n.,. bP n + Cl"," C>X1 + ... -;- Q"z bXT 

zutreffen. Setzen wir die Variationen der Spannungskomponenten in die For
meln für die virtuelle Deformationsarbeit ein, so erhalten wir zunächst 

c>Ei = f [c>X1 (Cl",,,, eu + Clyy €Y'Y + ... --+- Cl",z ezx) -+- ... 
r 

- bXr (Q"", e"" + f!yy eyy -+- ... f!"z ez ,,) + 
-+- bP1 (Clxxexx+ ... + Clxzez ,,') + ... + bP" (n",,,,e,,,,,-+- ... + nz",e.,.}]dxdydz. 

Der Ausdruck in der eckigen Klammer unter dem Integralzeichen ist aber die 
vollständige Variation der Deformationsarbeit pro Raumeinheit in einem Punkte 
des Körpers, wenn man sie als Funktionen der äußeren Oberflächenkräfte P J ••• P n 

und Xl ... X r auffaßt: denn es ist auf Grund der Beziehungen (70) 

azx 

.. a"z = aP1 ' 

axx i)Z, 
fix,c = aXr . fi,,· = = aXr ' 

aZ,T 
/l xz = ap" ' 

demzufolge der Integrand die Form 

bX (ax x ,ay" ' ,az. 'I, bP ('c).y" ar y + az", 
1 aXl e"" - aXl eyy -j- ... -:- i)X1 ezr ) -j- 1 \aP1 e"" + aP1 eyy •.• + aPl ez ,,) 

+ "'X (ax x ..L ar y , 
u 2, Ci y e,e", , 'J ,- ey y --;- • 

\ ...... 2 ( .... 1. 2; 

annimmt. Sehen wir die Deformationsarbeit pro Volumseinheit ai in der Glei
chung (57 a) auf Seite 104 als Funktion von PI' .. P n und Xl ... X r an, so er
halten wir, wenn wir sie nach P n differenzieren, die Gleichung 

alu;) = _1_ i-x axx..L Y ar y + Z az, _ xx-+- yy --;- z, (ax x + ar y + az z \ 

apn 2G '_ "ap" , y apn z i)Pn m-+-I \CiP" apn apJ 

+ 2X i)Xy '>y ay, + '>z az".' 
y apn + - zap:' - '" i)P~-,' 

Fassen wir gleichartige Glieder zusammen, so erhalten wir bei Berücksichtigung 
des Hookeschen Gesetzes 

a(a,) aXT ayv aZT 
ap = ap e",,,, + ap eyy + ... + ap-- e zx · 

n n n n 

Ähnliche Ausdrücke ergeben sich, wenn 'wir die Deformationsarbeit ai nach 
einer anderen Kraft PI' .. P n-1 oder Xl' .. X r differenzieren. Da die voll
ständige Variation der Deformationsarbeit ai' wenn wir sie als :Funktion der 
Kräfte PI ... P n und Xl ... X r auffassen, durch 

c>(a.}=a(ui)c>p + +~_liii)bP +~(~!lc>X +. , aP 1 1- apn " aX1 1 
+' ~(ai)c>X axr r 
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bestimmt, und somit die vorangestellte Behauptung erwiesen ist, können wir 
das virtuelle Arbeitsprinzip, von dem wir ausgegangen sind, in der Form 

biii=J[bPl ~p(Ui) + ... + bPn~~i) + bX1 ~i~+ .,. +bX,. ~i;)l dxdy dz 
1 n 1 r ....; 

V 

= bPl 'l'n1+ ... + bPn'l'nn+ bVl nl + ... + bVpnp + t5X1,ul+ ... + bX .. ,u.. (71) 

schreiben. Wir wollen nunmehr 1. die gewonnenen Beziehungen für den Fall 
spezialisieren, daß als virtueller Belastungszustand jener genommen wird, der 
durch die Belastung des statisch bestimmten zugeordneten Hauptsystemes 
mit b P n charakterisiert wird, d. h. es sind die Variationen b PI' .. b P n-l und 
bX1 ... bXr Null zu setzen. 'Wir erhalten dann aus dem allgemeinen Ausdruck (71), 

da zufolge (69a) bVp = ~~:, bPn wird, die Gleichung 

Bei Abkürzung durch b P n' das bei der Integration als konstant zu betrachten 
ist, ergibt sich die fundamentale Gleichung 

8=P _ 

, )l av.. _ flEt 
In" T ~ ap, ns - ap, . 

s= 1 i. I. 

(72) 

Der Ausdruck auf der linken Seite der Beziehung (72) ist offenbar eine virtuelle 
Arbeit der äußeren Kräfte, für den Fall, daß an der dem gegebenen elastischen 
System zugeordneten statisch bestimmten Hauptsystem nur eine virtuelle Kraft 
P n = 1 mit den ihr entsprechenden Stützreaktionen angreift. 

Ferner wollen wir 2. eine Spezialisierung der allgemeinen :Form (71) dadurch 
vornehmen, daß wir annehmen, es soll nur bX,. nicht verschwinden; d. h. wir 
lassen bX j .•. bX"_l gleich Null werden, was erlaubt ist, da diese Größen von
einander unabhängig sind, und ebenso sollen 0 PI ... b P n verschwinden. Der 
virtuelle Belastungszustand der an der zugeordneten statisch bestimmten Haupt
konstruktion angreift, besteht so nach nur in der Belastung OXr und den diesem 
Werte entsprechenden Auflagerkräften 0 l\ .. . 0 V P' Letztere sind durch Aus-

drücke von der Form b V p = '.~~v b X,_ gegeben. Die Arbeitsgleichung wird dann , 

oder 

8=P av. r a(ui ) 

,ur OXr+
S
';l ax, bXrns=JOXr-ÖXr dxdydz 

v 

8=P av aB 
,11,.+ ~ ax' n s = aXi . 

8= 1 r T 

(72a) 

In der Gleichung (72a) bedeutet der Ausdruck links vom Gleichheitszeichen 
die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte für die 'drtuelle Belastung X r = 1 am 
statisch bestimmten Hauptsystem. 

Nehmen wir 3. schließlich an, es seien sämtliche Auflager unverschieblich 
und unverdrehbar oder es liege ein verschiebliches (verdrehbares) Auflager vor, 
das den auf Seite 125 unter (b) angegebenen Bedingungen entspricht, dann geht 
die Gleichung (72a) in 

(73) 
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über. Diese drückt den Satz von Menabrea-Castigliano über das .Minimum 
der Formänderungsarbeit für äußerlich statisch unbestimmte elastische feste 
Körper aus und besagt: sieht man bei einem äußerlich statisch unbestimmten 
Systeme von überall gleicher und gleichbleibender Temperatur und ohne Anfang8-
spannungen, das im stabilen Gleichgewicht steht, dem Hookeschen Gesetze folgt, 
und dessen statisch unbestimmten Reaktionen keine virtuellen Arbeiten ent
sprechen können, die Deformationsarbeit als Funktion der äußeren Kräfte PI' .. P n 

und der statisch unbestimmten Reaktionen Xl ... X r an, so sind die Differential
quotienten der Deformationsarbeit nach den statisch unbestimmten Größen gleich 
Null. Da diese Aussage gleichbedeutend damit ist, daß die Deformationsarbeit 
als Funktion von Xl ... X r angesehen ein Extremwert wird, dieser Extremwert 
aber offenbar nur ein .Ylinimum sein kann, so kann man auch sagen, daß die 
statisch unbestimmten Größen so groß sind, daß für sie die Deformationsarbeit 
ein .Ylinimum wird. 

Wenn r statisch unbestimmbare Reaktionen vorliegen, so gewinnen wir 
durch den 'ylenabrea-Castiglianoschen Satz r Elastizitätsgleichungen von der 
Form (73), welche gerade genügen, um die statisch unbestimmten Größen als 
Fnnktionen der gegebenen Lasten PI' .. P n auszudrücken. 

Wenn unter den Stützenreaktionen auch statisch unbestimmbare Einspan
nungsmomente l~Ir vorkommen 'würden, so ergeben sich dann an Stelle von (73) 

Bedingungen von der Form :!~r = 0, für deren Gültigkeit wieder notwendig 

ist, daß den unbekannten Einspannungsmomenten keine virtuelle Arbeit ent
spricht. Da die Arbeit, welche ein .YIoment J.11 bei unendlich kleinem in der Ebene 
des Momentes liegenden Verdrehungswinkel d rp eines starren Körpers um eine 
.Ylomentanachse leistet, gleich J1 drp ist, so ist die virtuelle Arbeit bei einem, 
infolge Deformation eines elastisch festen Körpers auftretenden, sehr kleinen 
wirklichen Drehungswinkel }.,. und einem ,-irtuellen Zusatz 0 Jl,. zum wirklichen 

Moment }11r durch O.ilIr }.,. gegeben. Danach bedeutet :J!i
r 

= 0 das Verschwin

den des Drehungswinkel }'p wie das z. B. bei einer fef'ten Einspannung eine~ 

Stabes zutrifft. 
Gleichungen von der Form (72a) wären zur Bestimmung der statisch unbe

stimmten Größen dann anzuwenden, wenn die Auflager des gegebenen Systemes 
verschieblieh (verdrehbar) sind und die zugehörigen Auflagerkräfte beim Be
lastungszustande X,. = 1 eine virtuelle Arbeit leisten können. Dabei müssen 
natürlich die wirklichen Verschiebungen ,u,. und n 1 . .. n 1' , ,,,elche bei der Be
lastung des gegebenen Systemes durch die gegebenen Kräfte entstehen, von 
vornherein als gegeben betrachtet oder geschätzt werden. 

Die Gleichung (72) kann zur Bestimmung einer Verschiebung (Verdrehung) 
m n in der Hichtung einer angreifenden Kraft P n (in der Ebene eines angreifen
den Momentes) bei verschieblichen (verdrehbaren) Auflagern des Hauptsystemes 
und virtueller Arbeitsleistung der diesen Auflagern beim Belastungszustande 
P n = 1 zugeordneten Auflagerkräfte benützt werden, wenn die Verschiebungen 
(Verdrehungen) n l ... n p an den Auflagern bei der wirklichen Belastung des 
gegebenen Systemes gegeben sind und, im Falle statischer Unbestimmtheit, 
die statisch unbestimmten Größen bereits berechnet worden sind. 

Für den Fall, daß die Auflager unverschiedlich (unverdrehbar), oder wenn 
verschieblieh (verdrehbar) den Stützkräften keine virtuelle Arbeit zukommen 
kann, geht die Gleichung (72) in die Form 

aBi 
m n = ap n 

(74) 
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über, und drückt den ersten der Castiglianoschcn Sätze aus: Faßt man für ein 
im Gleichgewicht stehendes, statisch bestimmt oder unbestimmt gelagertes 
System von überall gleicher und gleichbleibender Temperatur ohne Anfangs
spannungen, das dem Hookeschen Gesetz folgt und Auflager besitzt, die derart 
beschaffen sind, daß die Stützkräfte keine virtuelle Arbeit leisten können, die 
Deformationsarbeit als Funktion der äußeren Kräfte eventuell im Falle äußerer 
statischer Unbestimmtheit auch als Funktion der statisch unbestimmbaren 
Größen auf und differenziert die Formänderungsarbeit nach einer angreifenden 
Kraft ()Ioment), so erhält man die Verschiebung (Verdrehung) in der Rich
tung der Kraft (in der Ebene des Momentes). 

Dieser Castiglianosche Satz ist ein spezieller Fall des durch die Gleichung (72) 
ausgedrückten Satzes, der besagt: Faßt man bei einem im Gleichgewicht befind
lichen, statisch bestimmt oder unbestimmt gelagerten festen elastischen Körper 
yon überall gleicher und gleichbleibender Temperatur ohne Anfangsspannungen, 
der dem Hookeschen Gesetze folgt, mit Auflagern, die den auf Seite 125 unter c) 
gemachten Angaben folgen, die Deformationsarbeit als Funktion der angreifen
den Lasten, eventuell auch noch im Falle äußerlich statischer l'nbestimmtheit 
als Funktion der stati:.;ch nicht bestimmbaren Größen auf, so ergibt dieselbe nach 
einer angreifenden Last P n differenziert, die virtuelle Arbeit, welche im Falle 
statischer Bpstimmtheit einp an der gegpbenen Konstruktion odpr im :Falle 
statischer ~Cnbestimmthpit an dem zugeordneten statisch bestimmten Haupt
sy"tem angreifende Last P." = 1 und die ihr entsprechenden speziellen Stütz
,yiderstände leisten. In ähnlicher \Veise könnte ein Satz formuliert werden, der 
sich auf die Caeichung (72a) bezieht. 

c) Der :mnimumsatz yon tastigliano-3Ienabrea im Falle innerer statischer 
rnbestimmtheit. Es liege nunmehr ein innerlich stah.;ch unbestimmter dagegen 
äußerlich statisch bestimmtC'r im stabilen Gleichgewicht stehender Körper, etwa 
ein Stab- oder Fachwerksträger vor, der mit Bezug auf Temperatur, Anfangs
spannungen, Elastizitätsgesetz die oben angegebenen Voraussetzungen erfüllt~ 

Es kommen dann die äußeren Kräfte P l .•. P ", die statisch bestimmten 
Auflagerreaktionen VI ... V 11' wobei p < 6 sein muß, und gewisse statisch nicht 
bestimmbare innere Kräfte bzw. innere ::\Iomente in Betracht, die wir allgemein 
mit Xl ... X r bezeichnen wollen. Im Falle des Hahmens auf Seite 123 wäre 
z. B. nur eine einzige Größe Xl = ~l!I vorhanden, wobei -,-vI das innere Einspan
nungsmoment ist ns\v. Die Stützenreaktionen r I •• _ V 11 sind jetzt lineare Funk
tionen von PI . .. P n allein. Sonstige speziell bei Stabwerken auftretende Quer
kräfte, Biegungsmomente, Längskräfte sind durch PI . .. P n und die statisch 
unbestimmten Größen linear ausdrückbar, was aus der als bekannt voraus
gesetzten Definition dieser Größen folgt (s. hiezu auch S. 222); desgleichen 
sind die Spannungen für jeden elastischen festen Körper nach dem Schema (70) 
auf Seite 124 lineare Funktionen der genannten Größen. 

Wir denken uns wieder eine Variation des Spannungszustandes vorgenommen, 

derart, daß die Beziehung oB; = 0 (S. ll8) erfüllt wird. Variationen äußerer 
Kräfte werden überhaupt nicht vorgenommen, dagegen werden die statisch nicht 
bestimmbaren inneren Kräfte und ::\Iomente deswegen ,'ariiert, weil der Spannungs
zustand yariiert wird und letzterer auch von den statisch unhestimmten 
Größen Xl ... X r abhängig ist. Die weiteren Überlegungen gestalten sich völlig 
gleichartig mit den bereits oben für äußerlich statisch nicht bestimmte elastische 
Körper angegebenen. Zu bemerken wiire yielleicht nur noch, daß jetzt die Defor
mationsarbeit als Funktion der Kräfte 1\ ... P" und der statisch nicht bestimm
baren inneren Kräfte (::\Iomente) angesehen ,,-inl. Schließlich erhält man als 
Resultat die Bedingung (73). Also auch die innerlich statisch unbestimmbaren 
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Größen sind derart beschaffen, daß durch sie die Deformationsarbeit, als Funktion 
derselben und der äußeren Kräfte betrachtet, ein 1Iinimum wird. 

Auch die Bedingungen (i2) und (i4) können ohne weiteres auch für inner
lich statisch unbestimmte Systeme übernommen werden. 

d) Der allgemeine Satz' yom JIinimum der Formänderungsarbeit für be
liebige Stützung und beliebige statisch unbestimmte Systeme. Der durch die 
Beziehung (i3) ausgesprochene Lehrsatz yom 1Iinimum der Formänclerung,.:
arbeit kann für jeden elastischen festen Körper angewendet werden, ob er 
nun äußerlich oder innerlich oder äußerlich und innerlich statisch unbestimmt 
ist, wenn nur die Auflager so beschaffen sind, daß den Stützkräften keine 
\'irtuelle Arbeit zukommt. \Vir werden nunmehr zeigen, daß diese Beschränkung 
der Anwendbarkeit des 1Iinimumsatzes yon }Ienabrea-Castigliano, welche 
durch die Forderung einer bestimmten Art der Auflager zum Ausdrucke kommt, 
wegfallen kann, wenn man sich eine besondere Auffassung zu eigen macht. 

Diese Auffassung besteht darin, daß man die yerschieblichen Auflager durch 
zylindrische Auflagerstäbe aus passendem elastischen ~1ateriale eyentueH auch 
mit passenden Dimensionen ersetzt, die einerseits sich mit einem reibungs
losen Gelenk an den gegebenen elastischen Körper anschließen, andererseits 
sich auf einen starr gedachten unyerschieblichen Körper mit einem bis drei 
reibungslosen Gelenken abstützen. Der Querschnitt, die Länge bzw. das :Mate
rial der Auflagerstäbe kann immer so gewählt werden, daß die Verschieb
lichkeit der Auflager der Verlängerung bzw. Verkürzung der Auflagerstäbe ent
spricht. Die noch offen gelassene Zahl der Stäbe für ein Auflager stimmt mit 
der Zahl der Auflagerbedingungen überein, letztere aber hängen yon der Art 
der Auflagerkonstruktion und der Art des wirkenden Kraftsystemes, oder 
anders ausgedrückt von der Zahl der dem betreffenden Auflager zukommenden 
und zu bestimmenden Reaktionskomponenten oder Auflagerunbekannten ab. 
Einem verschieblichen Kipplager entsprechen drei oder zwei oder auch ein Auf
lagerstab, je nachdem das Kraftsystem ein räumliches, ein allgemeines ebenes, 
oder ein ebenes Parallelkraftsystem ist, mit zugeordneten Verschiebungsmöglich
keiten in den Richtungen der Auflagerstäbe. Die in den Auflagerstäben ent
stehenden Längskräfte sind für das durch diese tltäbe ergänzte gegebene System 
innere Kräfte, für das gegebene System allein aber äußere Kräfte. 

Einer weiteren Hinzufügung im Hinblick auf die Einführung yon Auflager
stäben bedarf das Vorstehende noch, wenn es sich um äußerlich statisch unbe
stimmte Systeme mit verdrehbaren Auflagern handelt. In diesem Falle nimmt 
man nicht gelenkig an den gegebenen Körper angeschlossene Auflagerstäbe, 
sondern solche mit steifer, oder wie man sich auch ausdrückt biegefester Ver
bindung und lagert sie in passender Weise an einem starr gedachten Körper. 

Es kann sonach behauptet werden, daß die durch eine wirkliche oder Yirtuelle 
Auflagerkraft bei Verschiebung des Auflagers geleistete wirkliche oder virtuelle 
Arbeit gleichkommt der wirklichen oder virtuellen Deformationsarbeit, welche 
in den Auflagerstäben steckt. Ferner ist klar, daß man durch Einführung der 
Auflagerstäbe jedes äußerlich statisch unbestimmte System mit verschieblichen 
(verdrehbaren) Auflagern zu einem mit unverschieblichen (unverdrehbaren) 
Auflagern umgewandelt denken kann. Auf letzteres ist aber der lIinimumsatz. 
von Castigliano-Mena brea ohne weiteres in der Form (i3) anwendbar, so daß, 
derselbe als allgemein gültig für jedes statisch unbestimmte System bei beliebiger 
Stützung angesehen werden und zur Bestimmung der statisch unbestimmten 
Größen dienen kann. Die Deformationsarbeit bezieht sich allgemein auf jene,. 
welche in dem gegebenen elastischen System und in den Auflagerstäben 
steckt. 
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Für einen dreifach gestützten Stab (Seite 265) könnte man, wenn das mittlere Auflager B 
nicht im Raume fest und starr ist sondern eine Verschiebung parallel zu den angenommenen 
Kräften zuläßt, durch einen einzigen Stab, dessen Achse parallel zu den Kräften ist, gegen 
einen starren Körper abstützen. Ließe das Auflager eine Verschiebung zu, die nicht parallel 
zu den äußeren Kräften sondern beliebig zu ihnen geneigt wäre, so könnte man den 
einzigen Auflagerstab beibehalten, müßte aber z. B. seine stoffliche Beschaffenheit abändern. 

Ein gerader zylindrischer Stab (Abb.31. H. 112) sei auf beiden Seiten nicht fesL sondern 
nachgiebig eingespannt, sonstige Verschiebungen der Auflager sollen aber ausgeschlossen 
sein. Für die dargestellte Belastung treten zwei statisch unbestimmte Einspannungsmo-
mente MI und ~112 auf. 'Yürde man die Deformationsarbeit ii in diesem Falle als Funktion 
der äußeren Kräfte Pp P n und der statisch unbestimmten Größen .'I;fl und .W2 aufgestellt 
haben, so erhielte man, wenn die als gegeben zn betrachtenden Verdrehungswinkel an den 
Auflagern mit 1.1 und i' 2 bezeichnet werden, nach dem ersten der Lehrsätze von Castigliano 

die Gleichungen i' l = ~u.~. i'2 = () Bi. Bei im Verhältnisse zu der Länge dünnen Stäben 
dJ11 dJ12 -

können wir als Yerdrehungswinkel an den Auflagern jene einsetzen, welche die Stabachse 
an den Einspannungsstellen erleidet. 

Stelle ich mir hingegen die nachgiebigen Einspannungen ersetzt durch zwei mit dem 
gegebenen Stab steif verbundene Auflagerstäbe 1, .) und 2. J (~\bb. 34) vor, von denen der 
erste bei,) in einem starren Körper unverdrehbar und unverschicblich eingespannt wird, 
der zweite aber gelenkig im Punkte J an einen starren lmn'rschieblichen Körper ange
schlossen ist, so ist hierdurch an die Stelle des ursprünglich nachgiebig eingespannten Stabes 
der Rahmen 12,) J getreten. "'eIcher denselben Grad der stati
schen l'nbestimmtheit hat, wie der Sta b: Die Auflagerunbekann
ten für den Rahmen sind jetzt A. B als vertikale Reaktionen, 
die beiden entgegengesetzt gleichen Kräfte Hals Horizontal
schübe llnd ein Einspannungsmoment .11 in.). das sind im ganzen 
vier l'nbekannte, denen nur zwei Gleichgewichtsbedingungen für 
den starren Körper 

A,B=P1-:--Pn und Al~Pl.rl~Pn.rn-L.11=O 

gegenüberstehen. Für den Querschnitt des Stabes 1,), der durch 
den Knotenpunkt 1 geht, entsteht ein Biegungsmoll1ent H b ~ .11. 
gleich dem Einspannungsmoment .111 des Stabes 12, für den 
Querschnitt des Stabes 2 J, der durch den Knotenpunkt 2 geht, 
ein Biegungsll10ment H b, das gleich dem Einspannungsmoll1ent J12 

sein muß. (Diese Biegungsmomente sind für den Rahmen 1 2 .) 4 
innere :\Iomente. die zwischen den Stäben 13 und 12 bzw. 

, 

"'" 

_\bb.34. 

H 

2 J und 12 übertragen werden.) Zur Erfüllung der vorstehenden Bedingungen, und damit 
in den Knotenpunkten Yerdrehungswinkel entsprechend jenen der Htabachse des gegebenen 
Stabes an den Auflagern entstehen, müssen die Auflagerstäbe 1 -3 und 2 J entsprechend 
dimensioniert werden und aus einem entsprechenden Material bestehen. Die weitere Aus
führung dieses Gedankens kann erst auf Grund der Biegungstheorie durchgeführt werden 
und bleibt dem zweiten Teile dieses Buches vorbehalten. Hier kommt es nur darauf an. 
zu zeigen, daß es möglich ist, den gegebenen Träger durch Hinzufügung von Auflager
stäben in ein System zu verwandeln, das den gleichen Grad der statischen l'nbestimmtheit 
wie der gegebene Stab hat und dabei unverschiebliche und unverdrehbare Auflager be
sitzt, ferner daß die statisch unbestimmten Gräßen 111 und H des durch die Auflagerstäbe 
ergänzten Trägers auf Grund des :\Iinimumprinzipes bestimmbar sind, wogegen dieses Prinzip 
auf den gegebenen Träger nicht anwendbar ist. 

e) Der zweite Lehrsatz von Castigliano. Der zweite der im Titel dieses 
Punktes angegebenen Sätze von Castigliano beruht auf dem Prinzip der 
virtuellen Arbeit in der Form (67 a), S. 113, die einen variierten Verschiebungs
zustand zugrunde legt. 

Es liege ein beliebig gestütztes statisch bestimmtes oder statisch unbestimm
tes elastisches System mit den unter h) genannten Eigenschaften vor, das unter 
dem Einfluß der Lasten PI' .. P" im stabilen Gleichgewicht steht. Die ent
stehenden Stützkräfte seien mit V I ... l' p bezeichnet, eyentuell yorhandene 
statisch unbestimmte Stützkräfte werden mit den Zeichen Xl ... XI' eingeführt. 

Wenn die Beziehungen (70) auf Seite 124 zutreffen, so gilt auch der Satz, daß die 
Verzerrungskomponenten lineare Funktionen der äußeren Kräfte sind, denn das 
Hookesche Gesetz fordert den linearen Zusammenhang zwischen den Spannungs-

9* 
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und den Verzerrung"komponenten. Da aber die Verzerrungskomponenten, wenn 
,;ie sehr klein sind, wieder durch einfache Differentiationen nach den Koordi
naten aus den Verschiebungskomponenten 11,1", IC, erhalten ,,,erden, so kann auch 
behauptet werden, daß die Ver,;chiebung,;komponenten u, t·, U', lineare Funk
tionen der Kräfte sind. Xellnen wir die Verschiebungskomponenten an der Ober-
fläche des Körpers in der Richtung der Kräfte PI' .. P n' der Stützkräfte r I ... r l' 
und der statisch unbestimmten Größen Xl' .. X r der I{eihe nach In l ... /11" 

hzw. 11 1 , .. II p bzw. ,111' .. ,111" so kann aus dem Vorstehenden gefolgert werden. 
daß auch die äußeren Kräfte und mit ihnen die Yerzerrungskomponenten lineare 
Funktionen der Ver,;chiebungen /11 1 ... 111", 11 1 ... 11 1) und ,11 1 , .. ,/(,. sind. \Vir 
können sonach schreiben: 

- - -
In diesen Beziehungen bedeuten A j • j • •• X z ,,,, An . .. P zo A,,; .. .. R zy Koeffi-
zienten, die yon den Verschiebungen)l)l ... ,11,. unabhängig sind und mit der Lage 
des Volumenelemente,; im Körper ihre \Yerte ändern. X a ist z. B. eine \~ erzerrung 
e n ., die in einem Punkte des elastischen festen Körpers auftreten würde, wenn 
die Verschiebung m)) in der Richtung der Kraft P" gleich 1 ,di.re, sämtliche 

anderen Verschiehungen aber an der Oberfläche verschwinden würden, R yy ist 
eine Verzerrung ey y in einem Punkte des Körpers, die entsteht, wenn sämtliche 
Verschiebungskomponenten bis auf ,ur verschwinden, welche gleich 1 gesetzt 
wird, usw. 

Das Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form (67 a) nimmt die Form: 

PI b m 1 + . . . + P" b In n + r 1 b n 1 + . . . + r]) b n j) + Xl b ,!lI + . . . -+ X)' b fl r 

=J(Xxbe.n;+" ·Z"bczx)d:rdyd.: 
r 

an. Setzen 'VII' die Variationen unter dem Illtegralzeichell unter Zuhilfenahme 
der Beziehungen (7;'')) ein, so erhalten wir als Integranden 

-+ bm (X Jeu T' .. --L Z oe,,') -'+-- b 1/ p (. Xx ODe)., -+ . 
}l \ x d iil- n 'x J IU n / I \ U P 

. -i-Z~~. 
, x ci 11", 

::\Ian kann nun auch die spezifische Deformationsarbeit für eine beliebige Stelle 
im Innern des Körpers nicht mehr als Funktion der äußeren Kräfte sondern, 
weil diese linear mit den Verschiebungen m J .•• Pr zusammenhängen, als Funk
tion dieser Verschiebungen selbst auffassen. Tun wir das für die spezifische De
formationsarbeit ai in der Form (5B), S. 104, und bilden die vollständige 
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Variation derselben, so erhalten wir den obigen Integranden, da z. B. 

oa, =Gj'2e oexx + 2e oeyv 2 oe" oenl + oe", + oe •• 
om,. L"" om yy om" + ezz om,. + e.,y om" exzamn e yZ omn 

+ 2 (eu + euu±_~d (oe xx + oe n + iJ~)l 
m - 2 omn om" iJ mn J ' 

oder zusammengefaßt bei Beachtung des Hookeschen Gesetzes 

oai_=X oexx + y oe yy + Z ~z+X pen + y oe" +Z oe,,! 
iJmn x om n y iJm n Z iJmn Y om n z iJmn ., omn 

In dieser Form ist ooa'-. dem bei IJmn stehenden 'Wert im Integranden der 
m n 

virtuellen Formänderungsarbeit gleich. Wir sehen also, daß das virtuelle Arbeits
prinzip, von dem wir ausgegangen sind, auch wie folgt geschrieben werden kann 

PI IJml + ... +P Il om" + VI bnl + ... + V p bn p + Xl 0PI + ... + X r b,ur 

=f(om ~ +. I dmI 

.I. iJa· .I. iJa· I -" oa, . + um ll ~iJ '- + unI ~ + ... ,. unp iJnp 111" unI 
r 

iJa· oa·\ 
-L b,ul-' + ... + Oll.-') dxdy dz. 

I iJll I ' , iJp,. 

Lassen wir, was zulässig ist, alle virtuellen Verschiebungen mit Ausnahme von 
Omn verschwinden, was besagt, daß wir mit dem wirklichen Belastungszustand 
einen virtuellen Verschiebungszustand kombinieren, der sich durch das Ver
schwinden sämtlicher Verschiebungskomponenten mit Ausnahme der in die 
Richtung der Kraft P n fallenden Komponente auszeichnet, so reduziert sich 
die vorstehende Beziehung auf 

cl. h. es muß 

sein. Analog ,vird 

und 

erhalten. 

f oa· 
Pllbml/=Om" -,,-' dxdydz, 

U'Ill n 

x = oBi 
r 0 Pr 

V _ oBi 
p- on p 

(76) 

(76a) 

(76b) 

Die Gleichungen von der Form (76) beinhalten den zweiten der Lehrsätze 
von Castigliano, der besagt: Steht ein elastischerfester Körper mit den unter b) 
angegebenen Eigenschaften unter dem Einflusse äußerer Kräfte im Gleichgewicht, 
und betrachtet man die Deformationsarbeit als Funktion der in die Richtungen 
der Oberflächenkräfte fallenden Verschiebungskomponenten (oder der in die 
Ebenen der Oberflächenmomente fallenden Verdrehungswinkel), so ist die Ab
leitung der Deformationsarbeit nach einer Verschiebungskomponente (nach dem 
Verdrehungswinkel) gleich der zugehörigen Kraft (dem zugehörigen Moment). Für 
den Fall von Auflagern, die derart beschaffen sind, daß die Auflagerkräfte keine 
Arbeit leisten können, besagen die auf die Auflagerreaktionen bezüglichen 
Gleichungen (76 a) bzw. (76 b) entweder, daß die Kraftkomponente in der möglichen 
Verschiebungsrichtung verschwindet oder die genannte Gleichung verliert ihre 
Bedeutung, wenn die Auflager völlig unverschieblich sind. Im letzteren Falle 
ist die Deformationsarbeit ai eine Funktion von m l ... m n allein. 
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Die Gleichung (7ß) könnte praktisch gebraucht ,,'erden hei Beantwortung 
der Frage, welche Größe ein äußeres Kraft,;ystem besitzen müsse bei gegebenen 
Kraftangriffspunkten und Kraftrichtungen, damit die Yerschiehungen in diesen 
Richtungen bestimmte gegehene Größen erlangen. Bei äußerlich statisch Ull

bestimmten S:'stemen kÖnnte (7ßa) zur Bestin{mung der ,;tati,;ch nnbestillllll
ten Größen yenl'endet werden. wenn die Deformationsarbeit als Fnnktion der 
Yersehiebungen der Angriffspunkte der äußeren Kräfte in (leren Richtungen 
gegehen isP. 

27. Satz '"Oll }Iaxwell ülWI' elie (~egenseitig'keit der Yel's('hi"lmllg'('1\ 
und Kräfte. 

Xach den im yorhergehenden Punkt gegebenen Auseinanclersetzllllgen sind 
(lie Yersehielmngen 111 [ ... 1Il" in den Richtungen der an der Oberfläche des im 
Gleiehge\Yiehte gedachten Körpers angreifenden äußeren Kräfte 1\ ... P" 
lineare Funktionen (lie:-;er Kräfte, unter der Bedingung, daß das Hookesche 
Gesetz Gültigkeit besitzt- \Vir können sonaeh unter der Yoraussetzung, daß 
das elastisdlC' S~-stem "ta tise h bestimmt ist, oder, \yenn das nicht zutreffen sollte, 
elie statisch unbestimmten (:rößt'n hereits linear durch P 1 ... P" ausgedrückt 
wurden, die Ansätze 

111] = 0ll 1\ -:- (/12 1'2-

11/ 2 = 11:21 1)1 '(/22 1'2 ---

'fll,1 = (1111 p] --1-- an~ [J:.? -,- ... ~.- ((n il])1< 

(77) 

machen. Die Koeffizienten ({ 11 ... ((" 11 hängen yon den Kräften PI' .. P" nicht 
ab. Der Koeffizient ((,./1 bedeutet eine \'erschiehnng in der Riehtung der Kraft P,. 
wenn 8ämtliche Kräfte mit Ausnahme yon PlI \'erschwinden, welche gleich] 
geRetzt wird. Der er,;te Zeiger bei den Koeffizienten (In'" (("" \\'eist sonachauf 
eine "er,;chiehlll1g an dem Orte des Angriffspunktes eincr Kraft, der zweite 
Zeiger auf den Ort des Angriffspunkte" jener Kraft hin, \\'elehe (liese Yerschie
bung hen-orruft, Greifen z. B. an einem eingespannten Stab (Abb.:~H. S.1l2) zwei 
Kräfte PI' P 'I' an, so ist ((111 die Yersl'hiebullg in der Richtung der Kraft P J 

infolge der \Yirkung einer Kraft P" == 1, die auf elen Träger allein aufgebracht 
ist, (/11 i,.,t eine Verschiebung in der Richtung der Kraft 1\, \wlche durch diese, 
yorau:sgesetzt, elaß sie elen \Yert gleich 1 besitzt, heryorgerufell wird. 

Von den Beziehungen (77) gelten natürlich auch die rmkehrungen, so daß 
die folgenden Gleichungen bestehen müssen 

PI = A]1 nl 1 -+- A 1z m 2 -+-
1"2 ~~ ..1 Z1 1/1 1 -+- ..1 22 111 2 ..c, 

~ Al!,. 1n" '. I 
I ~4:2 i' m ii • l 

-'- A" " m" . j 
(78) 

Die Bedeutung der Koeffizienten A 11 .. , A" '" die yon den \Verten (( 11 ••. a ll n 

in leicht ableitbarer \Veise abhängig sind, ist wieder wie in obigem Falle leicht 
herauszufinden. A rn ist eine Kraft, die im Angriffspunkte der Kraft Pr wirken 
muß, damit am Angriffspunkte der Kraft P" in deren Richtung die Verschiehung 
m /1 = 1 entsteht. Der erste Zeiger in den Koeffizienten All ... An 11 weist auf die 

1 Beispiele zu den theoretischen Erörterungen des Punktes 26 folgen auf S.3'6ff. 
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Angriffs stelle der Kraft, der zweite Zeiger auf die Stelle hin, ,vo die Verschiebung 
gleich 1 bewirkt werden soll. In dem gegebenen Beispiel des eingespannten Stabes 
ist z. B. die Kraft An jene Kraft, die im Angriffspunkte 1 der Kraft P 1 wirken 
muß, damit im Angriffspunkte 1/ der Kraft Pu eine Yerschiebung gleich 1 entsteht. 

Auf Gruml der Gleichung (74-) auf Seite 128, die ganz allgemein auch bei 

verschieblichen Auflagern gilt, wenn man unter Bi die Deformationsarbeit des 
gegebenen Systemes vermehrt um die Dcformationsarbeit, die in den Auflager
stäben steckt (S.130), versteht, und zufolge der Gleichungen (77) kann gesetzt 
werden: 

Es folgt daraus 

DB, 
11/,,= (IP,.' 

(Jmi/ D2R, 

dP, UP,. DP,. 

a Ni r u2 B, 

dP" uP, ()P" 

alil'=arno 

= an", 

- aff"! 

(79) 

Diese Beziehung drückt den ,-on:U ax we 11 (L) herrührenden Satz yon der Gegen
seitigkeit der Verschiebungen allS: Im Falle der Gültigkeit des Hookeschen Ge
setzes und der übrigen im Punkt :W h genannten Zustände eines elastischen 
Systcms ruft eine Kraft 1, die im Angriffspunkte der Kraft P" in deren .Richtung 
wirkt, an der Stelle des Angriffspunkte,; der Kraft P" in deren Hichtung eine 
\-crschiebung hervor, die gerade so groß ist, ,,'ie die Yerschie1mng an der ~.\n
griffsstelle der Kraft P n in deren Hichtung infoJge eiIwr Kraft Pr = 1. Die An
,yendung dieses Satze's auf den Träger nach Abb. :31 ist selbsh-erstäncllieh. 

Gehen "'ir andnerseits von der Gleichung (7ß) auf Seite 133 aus und benützen 
die Gleichungen (78), so kann man schreiben 

Es folgt daraus 

(IR, 
P,,= 

dill, ' 

PI' = dB, , 
dltl:, 

elF" = ~"}3i _= cl. 
cl illl' d m n d IJI r ~ f1 i' , 

DP, 
Jm n 

D2ß 
--- .' - 4. 

dttlrrJltlll- .... "n· 

A"r=Arno (80) 

Die Beziehung (80) spricht den Satz \'on der Gegenseitigkeit der Kräfte aus: 
Im Falle der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes und unter Voraussetzung des 
Gleichgewichtes entspricht einer Yerschiebung 1 an der Stelle r in Richtung 
einer Kraft Pr eine an der Stelle n in der Richtung einer Kraft P n wirkende 
Kraft, welche gerade so groß ist, wie die in der Richtung von PI' an der Stelle r 
wirkende Kraft, die eine Yerschiebung gleich 1 an der Stelle 11 in der .Richtung 
der Kraft P n hervorruft. 

Dieser Satz ist eigentlich nur eine andere Form des :Uaxwellschen Satzes der 
Gcgenseitigkeit der Verschiebungen. l~m an der Stelle n eine Verschiebung 1 her
vorzurufen durch eine Kraft an der Stelle r, bedürfen wir an letzterer Stelle die 

Kraft _1_ und, um an der Stellc r eine Verschiebung 1 hervorzurufen durch 
an r I 

eine Kraft an der Stelle n hrauchen 'I'ir an letzterer Stelle eine Kraft 
ar/l 

'\Veil aber (/ ,,,. = a t " sein soll, 111 uß auch die Beziehung (80) bestchen. 
Besonders zu bemerken wäre, daß die Größcn an' .. a nn bzw. All" . A nn 

nicht gerade Verschiebungen bzw. Einzelkräfte zu sein hrauchen. Ein Teil der 
Größen a ll ... a ll n odcr alle können auch Verdrehungs winkel, ein Teil der Größen 
All' . ,an" oder alle können :\Iomente "ein, Der Satz von der Gegenseitigkeit 
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der Yerschiebungen kann also auch z. B. so lauten, daß ein ::\Ioment gleich 1 im 
Punkte n eine '~ersch,ebung in der Richtung yon Pr im Punkte r be\Yirkt, welche 
gerade so groß ist, wie die '~erdrehung in der Ebene des ::\Iomentes im Punkte n, 
die durch eine Kraft Pr = 1 im Punkte T heryorgerufen wird: es ist dann in den 
Beziehungen (77) die Größe a nl' mit einer Kraft PI' multipliziert dagegen die 
Größe al' n mit einern ::\Ioment. Ebenso kann im Satz yon der Gegen:-;eitigkeit 
der Kräfte ein ::\Ioment an der Stelle T einer Kraft an der Stelle n entsprechen. 

2R Der Satz von BettL 
Betti (L) hat den Satz yon der Gegenseitigkeit der Yerschiebungen noch all

gemeiner dargestellt, als das ,"on ::\Iaxwell geschehen ist. Sein Gedankengang 
ist der folgende. 

An einern elastischen festen, beliebig gestützten Körper, der dem Hookeschen 
Gesetze folgt, greift ein im Gleichgewichte befindliches Kraftsystem P j ••• P n samt 
zugehörigen Reaktionen an. \Vir denken uns dieses Kraftsystem in2 Teile getrennt, 
das eine heiße kurz das Pe-System, dem Q Kräfte angehören sollen, das andere 
heiße Py-System mit v-Kräften. Das Pe-System ruft, wenn es allein wirkt, an 
den Angriffsstellen des P,,-Systemes Yerschiebungen (Yerdrehungen) in den Rich
tungen der Kräfte (in den Ebenen der ::\Iomente) her\"or, welche wir mit dem 
Symbol c:t,,(! bezeichnen, Das Py-System bewirkt, 'wenn es allein \"orhanden ist, 
an den Angriffsstellen des P g-Systemes Verschiebungen (Verdrehungen) in den 
Richtungen der Kräfte (in der Ebene der ::\Iomente), welche unter dem Zeichen 
c:t(!y begriffen sein sollen. Jedes der beiden Teilsysteme bildet mit den auf dasselbe 
entfallendell Reaktionen ein Gleichgewichtssystem. 'V ir ,,'enden nunmehr den 
Satz der yirtuellen Arbeit bei variiertem Spannungszustand an, und z'\var in der 
Form der Gleichung (68/1) auf Seite 117. Das virtuelle Belastungssystem sei das 
Pe-System, das allein wirkend gedacht ist (P" = 0). Wir kombinieren mit ihm 
wirkliche Yerschiebungen, die an den Angriffsstellen des Pe-Systemes in den 
Richtungen der Kräfte (der Ebenen der ::\Iomente) infolge der Wirkung des 
Pv-Systemes auftreten. Wir erhalten dann auf Grund der angegebenen Form 
des Arbeitsprinzipes die Gleichung 

2)P(>c:t(>y=J(XS -;.- .. . ZSe;',,)d:cdydz, (a) 
v 

wenn X~ ... Z~ die Spannungskomponenten bedeuten, die bei der Wirkung 
des P g-Systemes auftreten und e:,,, ... e;',J' die Verzerrungskomponenten sind, die 
der Wirkung des Py-Systemes entsprechen. Andererseits können wir auch das 
allein wirkend gedachte Pv-System mit den wirklichen Verschiebungen (Yer
drehungen) kombinieren, die infolge der Wirkung des Pg-Systemes an den An
griffs stellen der Kräfte (Momente) des Py-Systemes auftreten. Wir erhalten dann 
in leicht yerständlicher Zeichensprache die Gleichung 

)'P - J (X" n; Z" n ) 1 . d I ...:.....' l' 'Xve -- .e e;;.e ----;- . .• .c e;.e (X ,y ( Z • 
v 

Nun ist bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes z. B. 

y' -'- Z' E eQ = Xe _ _ U_' __ ' 

.e.e .e Tn' 
I".:; + z~· E e~;" = X:,: - ----

In 

(b) 

usw. Setzen wir die Werte für ee .... eQ • bzw. e .... eV auf Grund des Hooke
sehen Gesetzes in die Gleichung"ta) bz,~:~ (b) ein,.c,~o erh~lten wir auf den rechten 
Seiten dieser Gleichungen dieselben Ausdrücke. Es ist also 

(81) 
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Diese BeJliehung drückt (kn unter VomuHsetwng der Gültigkeit des HookeKehen 
G8f;etzeK zutreffl'ndpn f-),lI,JI von Betti aus, welcher besagt: Teilt mall ein an 
einem clasti:-;c1wn fe:-;ten Körpn (dl~r im übrigen die im Punkte 2lib genannten 
Eigenschafkn bl,sitJl('n Koll) wirkenlles im U leiehgc:wieht befindlicheK Kraftsystem 
in Jlwei Teilt, derart, daß jedl's TeilHyskml für sich im Gleiehgcwicht Hteht, so ü.;t 
die SUflllne der Produkte der Kriifte des en;ten Teih';YKtemes in die ihnen zu
gehörigen Verschiebungen infolge der Wirk:-;amkeit des zweiten Teih;y:-;temes gerade 
KO groß, wie: die Summe <leI' Pro<lukte der K rilfte deK zweiten TeilHystemes in 
die ihnen Jlugchiirigell Vl'n.;chiebungell infolge der WirkRamkeit des ersten Teil
systemes. 

SetJlen wir an Stelle der Imiden ersten Teih;ysteme je eine Kraft gleich 1, so 
geht die Gleidulllg (81) in CJ.1", C Cl,,!, über, wobei jet7:t CJ.[>" und (1.,,1' offenbar iden
tisch werden mit den KodfiJlienten auv lind (J,"I!' die im Maxwelh;ehen Prinzip 
eingeführt wurdl'n. Der BettiKc:lw Satz ü;t sonac:h eine Verallgemeinerung des 
Maxwellselwn f-),Lb:es und sehlid3t denwnt:-;prechend auc:h den Hat7: von der 
GegenKeitigkeit der Kritftp ein. Denn denken wir uns wieder da:-; Hystem aus je 
zwei EinJleIkräften (oder EinJlclkraft ulld ::Vlornent oder zwei Momenten be
stehend) und fOJ'(lern, daß (1.[>" = L und CJ.v!, ~~ I wird, HO erhalten wir Pe ~-, Pv, 
was der ohigen BeJliehung A I/r ~-- A rn ent,,'pricht 1 . 

~!). Gültigkeitsbcl'cich eIes Hookeschen Gesetzes. 
a) Allgemeine Bemerkungen. Es ü,t Aufgabe der experimentellen Forsehung, 

für die verschiedenen ~toffe den ZmmmmenJHLng 7:wisehen den Spannungs- nnd 
VerzerI'ungKkom ponenten, der in gesetzmäßiger Weise bestehen muß, fest7:ustellen. 
Wenn wir Jluniichflt auch nur die verschiedenen wenigstens durc:hsehnittlic:h 
homogenen ümtropen ~toffe in Betrac:ht Jliehen, Ra zeigt die Erbhrung doeh 
bereit" Jlimnlich verwic:kelte Verhiiltnisse. Denn e,; stellt Hieh heraus, daß auc:h 
für dim;e Htofftypen jener ZWlammenhang nieht nur von der besonderen Art 
des Stoffes lind dessen ZlIstand (Temperatur UHW.) abhängig ist, sondern aueh 
von den folgenden Umstiilldl~lI: 

1. VOll der Art deH Hp,1I1111lllg:-;Jlustandec; und von dem Bereiche seiner Größe 
(S. 20); 

2. VOll der Allfbringungsart und dem Charakter der äußeren BelaHtung (S. 6ff.); 
:3. VOll der Uesc:hwindigkeit der Zu- oder Abnahme der äußeren Belastung 

(Bd,lRtungsgeschwindigkeit) lind damit im Zusammenhange auc:h von der Ver
form ungsgm;eh windigkeit; 

4. VOll der (leschiehtp deH Htoffes vor der Untersuc:hung mit Bezug auf vor
hergegangene Ilwelmnisehe Beanspruc:hungen oder allgemeiner Beeinflussungen 
physilmliKc:her oder c:hemü.;chcr Natur. 

b) 'l'eehnisehes lind wahres 6-e-Sehaubild. Proportionalitiitsgrenzl'. SetzeIl 
wir zlliliiehst. einmal vorallS, <J,Lß eine kontinuierlic:he Belastung unendlich 
langsam (d. h. pmktisch sdn' langsam) auf eillpn geraden ~tah (Würfel) aUH 
dem hetrdfpnc1l'1l :-;toff 'Lllfgebmeht. wird, derart, daß <len.;elhp auf Zug (Druck) 
beatlRpl'lleht. wird. Die Temperatur sei eine mittlere Zimmertmnperatllr. E:-; ist 
Hamit die Art dm; Sp,LnllllllgHzustalHles llaeh J., <leI' Chamkter und die Auf
bringungs<trt der äußeren Belastung nac:h 2. fpHtgell'gt, die BdastlillgHgeschwindig
keit rmeh :3. ü;t naeh dem GeHagten nahe7:u gleich Null. BeJliiglic:h der Gesehicht.e 
det; ~toff(,N, ;ws welc:lll'lll der f-)tah be:-;teht, KPi angenommen, daß er sieh 
in seirlClIl sogenannteIl "jllngfriilllic:hen" Zll:-;tande befindet, d. h. vor dem 
Versuc:h lwinl'rlei BüeinfluRsungl'n irgend ",deher Art allsgPHetJlt war, durch 

1 Beispit'le zu den l'nn\d.,·n '27 H. 28 folgen im zWt'itell Teile auf den Seiten 38:3 bis :m5. 
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welche i'ieill "natürlicher" Zmdand pine Abilnderullg nfahren hiHte. E,; bkibt 
801111<:h nur mehl' der Größcl1berl'ich deH ~pannungs~uHtandeR lind die besondere 
Wahl des ~toffeH offen, In Id~terel' Hinsicht denken \\il' in el'Htcr Linie an die 
als d III'chseh nittlidl isotrop lind homogen ;Lll~m;('henden 11etallc lind GeH/ei n,.;
arten, die in deI' 'J'echnik a,ls \VI'l'kstoffe Bedeutung Imbl,n, Hol~ und Leder ge
hören 7.WtU' nicht zur eingangH ('I'\\iihnü'n ~tofft'ype, doch soll deren Verhalten 
gegenüber BeanH!lruchung auf Zug paralll'1 zur Fasl'l'l'iehtullg, in deI' ,;je als 
durchHchnittlich hOlllogl'n <lngl'Hehell w(,l'dl'n können, zu VerglPichH~w('ekell mit 

l.i n bp7.ogel1 werde 11 , 

Einml guten Überhlick 
J( J1 .... ' I A /( ii hel' da,s Vl'rlmlten der 
-~---rI-l""".-.-~-.-.. ~:T!~-----~-I--FI-~[!1I?1- ~t()ffe in verHehiedenen 
~., ~' Crüßenbereichcn des ~[mn-.J~ _ ____ l·lCO____ A Hl 's: 
~ fO-..... -----~710 ""-_50_ ............. ,.J 1ItIllgs7.11standm; bei Bcan-
_--------J5IJ~-------- spruehung auf Zug (Druek) 

~ :ql f gl'\vinnell wir durch das 1ffitTrn'''''''''- --+-' -rnr-~j( ~ pannungs- De h nu ngs-

_
Ir ~ ,I: --~, =~==3iJE.=~~~-:3it· I 1-' I 

::: , ' _ ( QUl'tsellllngs-) ~ehall bild, 
l'~ daH wir dadlll'dl erhalten, 

_ -----uo d,d3 wir jede Spanllung und '1-+ _______ 2. 11...-______ :--17-_ I ,,' [) I (Q t 
I } ZUgl' lOnge e 1Il1111g ,11C-

ALl>. :;". seh ung) ab Koordinaten in 
einelll ebenen rechtwink

ligen KoordinatcnsYKtelll rlUffaHHPn, Das l'l'wiihnk ~chauhild wird l'ntwedPl' ab 
teehnisches oder alK effektiveH (wahn''') aUH Zug- (Druck-) Versuchen ahgeleitc·t. 
Ersteres, kurz tl,chnise!1l':-; a-e-~(:hauhi Id genannt, kann au,; dem Kraftverliinge
rUllgK- (Verkül'7.llllgs-) Schau bi Id. kur7. P -},-~dl;lll hild genannt, de,;"en Hc,rstellu ng 
für eine Beanspruchung auf Zug ~uniich,.;t !l{'sprol'hpn wird, w,wonlwll werden. 

Ein Stttb aUH dem betreffenden llakl'i;d, dessen I'pl'ht('ckigel' oder kreis
fönniger QuerHchnitt dic, Cl'iil.\e F besitzt (sieh!' clie Abb. ;):"l, in welchen der 
"NOJ'llIalrundstab" lind der "Nol'lnalfla('hsiab" in llen I>imensiolwn (Illlll) dar
gestellt ist, mit welchen ,;je gewöhnlich inl Vertiuulw \'('I'wpndet werden), ;wf 
dem eine be:-;timmtc' Länge lai" l\leßliinUI' durch :\lal'kpn ahgpgl'l'nzt iHt, wird in 

A 

Z=200 A 

Abb. 3G. Xorlllall'lIIlllstah aUti UlLlki~(~1l mit Hrllf'ln-dclk . ..4_ Ilach HcallH1JI'Ucllung auf Z;ug. 

eine Festigkeitslllasehinl' unkt' Zilhilfellallllll' gt'l'ignetl'r 1':insp,\llnllllgKeil1l'ieh
tungen eingespannt und dUJ'ch eine übel' die innerhalb der lVleßliingc liegendcn 
Querschnitte P deH Stabes gkichllliißig \'I'l'teilte hydrH llli:-;eh oder Hom.,f,wie 
mechauisch ürzeugte Kraft auf Zug lwanspl'llcht, ~täl)(' von der in der Abh, 3;; 
dargeHtelIten :F01'1ll würden insbesondere dann im ~llg\'l'rHuellü \"cl'\n,ndet, ,,('nn 
es sieh um Metalle oder 1I1l1 Hoh h;Llldeit (die Ahb. ;1(; und ;n zeigün einen 
Nornmlrundstab <LU'; GußeiHen mit der Bruchstelle A hzw, eilwn !lach Zug
beanspruchung gehrochcnen NOl'lllalflaehstah am; Holz), fiir Leder werden \,pr
suehsstreifen VOll durchwegs gleiehcr Kreite gellolllnwn, bei Erpl'Obung VOll 
Steinen eine sogenanute Aehtürfol'l11 naeh Abb, ;IS als I'l'obefol'ln \,(·l'\\'C'ndet. 



Uültigkeitslw[eidl cl"., Hookesel!"ll Ciesetzps. 139 

I )ie auf (kn R1a h il11fw'hmchtl'K raft wird an l'illl'lll l\LLllometcr oder an einer 
anderell hicrzlI .u('eiglll'lclI \'olTiehtullg ahgdeCicll, die zugeonlnctl'll Verliinge
rungen 11 I, dn !\!I'l.\liillge \\1'l'dl'n durch :\lurkllCisellC Rpiegelappnmte (R. Si H.), 
Alllegl'llIal.lstiihl' IICi\L W'IlIl'SCiI'n .. ]I'(kl' w,ml'HSI'IIl'n Kraft P ulld jelkr zllge
hiirigl'lI gt'IIIl'SSI'IIl'1l \-erliillg('!'lIng , 11 -= }. entspricht eill Punkt ill der Ehl'lle 
dUl-; gewiihltcll Koordina11'nsystl'nls, siimtlidle Punkte miteinHIl(kr verbllndcll 

.\1J1J. :;7. B['lwlt ci/l(':-i auf Zug lh.:an:3prucliü'Il Norlllalflat'!l:-ital){'s alls )i~ichelllll)lz. 

el'gelJl'1I da,., j'. I.-Rehallhiltl des bdreffenden WcrkCitoffl'N , daR allf .lYIillilllder
papier Hufgptragl'll werdelI kanll. Dip ]lPlleren FI,stigkeitCimaHehillen zeiehnen 
dim,eN P, }.-i:khallbiltl durch heNontlcrc Einrichtllngen wiihrenu dl'Ci VcrClllche,; 
selbi-\ttiitig allf L• 

IhN kelllliNche rr-e-Rehaubild erhalten wir alls dem 1', }.-Schallbild dadllrch, 
daLl wir di() Kriifte P dllrch die yor Beallspruchllng vorhandene (luerschnitts
fliidw P ulld die Verliillgt'l'llllgell ), 
durch die urspriingliche :VIeßliillge l 
dividü,n'n und diegdundenen ein
ander zugpordlll'tc'n Werte als 
K oOl'di Ila kn pi nl'l' Kurve :I IIffaCise I I. 
Diese iihliche Art der (;ewillnullg 
deH a-e-Ndmubildef; ist hauptCiiieh
lieh ,ws drei (:ründcn ungenau, 
heHonders danII, w"nn I'S sich tlln 
sogenanllte ",iihl' und phtstische 
Werkstoffe wi(' "'. B. Flu!3"iCiPII 
handelt. l)Pr ei 11(' <: ru IId i,.,t, der, 
daß die QU(,l":·whllittsfliiehe 1111 

Laufe dl's Versllell('H infolgl' dl,r 
Querzus,tll\!llenzieh Img kleiner 
wird, also dip auf die oben ge
Ndlildl'rk Weise hel'l,ch nckn 
Rpa,nllllngen rr zu klein herallCi
komnH'lI. ])er nl'eite (:rllnd liegt 
d,tl'in, daß die ziilwll 111111 plasti
schen \Verkstoffe Illlmittdlmr vor 
dem Bl'lll'h, d. h. wenll die itulkrl' 

Abb. :~.s. Ypr::-lI('l!sf()J'1ll fiir Zenwntlllört d vor und Ilach 
<lem Brll('h Lei }';lIgbeanspru('/lUng. 

Kraft /' eillell hestimmten \Vert durchschreikt, dl'r den Höchst\\Trt \'orstdlt , 
den der Rtal> iiberhaupt ertriigt, die I':igelltiillllichkeit beHitzen , sieh nicht 
mehr ii!)(,r die ganz" }1P1.\liinge gleichmiißig, HOJldl'J"n in einelll Lestillunkn in der 
]::'egel zu heiden Reiten der Bruchstelle SYIll metrisch sieh er,;trcckenden Bereich 
vonllgCi\\l'isc Zll dehllen, derart, d,d3 die lwzogl'lwn Dehllllngcn an der KpiikrCll 

1 ZlIr I':inführllng in di" zlIr Prüfling d"r \','rsehiedcl1l'n \Vl'rkstoff" in keim. l1H'ch. 
Riehtlln,g gl'!Jrillll'h!icl!ell 1':illl'i('htllng"I1I~alln das \V"rk von O. \Vawrziniok, Handbuch 
des l\latl'rialpriifllngsw"'l'ns. Ikrlin: .I"Iills Npringer IDOR, dip!ll'n. 
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Bruchstelle am größten sind und von dieser Stelle aus symmetrisch nach beiden 
Seiten abfallen. Der mehr oder weniger genau abzugrenzende Bereich, in dem 
dieses stattfindet, wird der der lokalen Dehnung genannt. Der dritte Grund be
trifft den unmittelbar vor dem Bruch nicht mehr linearen Spannungszustand im 
Bereich der lokalen Dehnung, worauf wir weiter unten zurückkommen werden. 

In Abb. 39 ist le die Länge eines Zugs tabes aus Flußeisen mit einer Meßlänge 
von ursprünglich 20 cm kurz vor Eintritt des Bruches, der sich nahezu in der 

Mitte zwischen den Marken 0,1 
ergab (Abb. 35). Bei Annahme 
eines überall linearen Span
nungszustandes (siehe unten) 
verteilten sich die bezogenen 
Dehnungen ez, welche der Stab 
in verschiedenen Querschnitten 
erfahren hat, nach der gezeich

em"MI neten zur Mitte symmetrischen 
ot-J----1.-...L...J....l.--L.LJ.1W.UUL.l.llJJ.LlllJl.-l-L-L..l.-L-J-4: 1 Kurve. derart, daß sich in der 

: Mitte ein Extremwert (ez)max 
, ergab, von dem sie gegen die 

Abb.39. Endmarken 0,1 abfielen. Die 
wirkliche Verlängerung des 

I 

Stabes ist durch J ez d x = A bestimmt und somit die Länge le, welche bei Ver
o 

I 
suchen gemessen wird, durch le = l + J ez dx ausdrückbar. Die auf die übliche 

o 
Weise berechnete und im technischen a-e-Schaubild aufgetragene Dehnung ist 

I 

l!.~ l:. = J ~z d x = em , die als mittlere Dehnung em bezeichnet werden kann. 
o 

Dieselbe ist bedeutend kleiner als die maximale Dehnung (ez)max, welche das 
Flußeisen wirklich erträgt ohne zu brechen. Der Bereich der lokalen Dehnung 
ist in der Abb. 39 etwa durch den dicht schraffierten Teil zum Ausdruck gebracht. 

Abb.40. Flußeißerner Stab mit Einschnürung um die Bruchstelle bei Beanspruchung auf Zug. 

Die Erscheinung der lokalen Dehnung hängt damit zusammen, daß zähe und 
plastische Stoffe, wie z. B. Flußeisen, bei Durchschreiten der oben genannten 
Höchstlast des Stabes an der Stelle, wo später der Bruch eintritt, und in deren 
Umgebung sich einschnüren, d. h. dort eine verhältnismäßig sehr bedeutende 
Querschnittsverminderung zeigen (siehe z. B. den fluß eisernen Stab in 
Abb.40, der bei einer Belastung von 10520 kg entsprechend einer Spannung 
bezogen auf den ursprünglichen Querschnitt von 3350 kgjcm2 bei Beanspru
chung auf Zug mit den in Abb. 41 dargestellten Bruchflächen zerstört wurde). 
Dementsprechend ist auch der Spannungszustand unmittelbar vor dem Bruch 
und bei demselben im Bereich der lokalen Dehnung kein streng linearer mehr, 
sondern ein mehrdimensionaler; wenn man nichtsdestoweniger auch dann noch 
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von einer Zugspannung a spricht, so meint man hierunter die durch das Mano
meter angezeigte Kraft dividiert entweder durch die ursprüngliche Querschnitts
fläche oder durch die Querschnittsfläche an der Einschnürungsstelle. 

Wird auf die Querschnittsverminderung und lokale Dehnung bei Bildung 
des a-e-Schaubildes Rücksicht genommen, d. h. tragen wir parallel zur a- bzw. 
e-Achse des Koordinatensystems die für die Beurteilung der Güte des Stoffes 
wichtigen, im ganzen Bereich 
der MeßIänge maximalen wahren 
Spannungen (Kraft durch die 
wahre Querschnittsfläche divi
diert) bzw. maximalen wahren 
Dehnungen auf, so erhalten wir 
nach einer Bezeichnungsweise 
von P. Ludwik (L), der mit 
Nachdruck auf diese besonderen 
Verhältnisse hinwies, das effek
tive oder wahre a-e-Schaubild. Abb.41. Draufsicht auf die Bruchflächen eines Normalrund-
Dasselbe ist zwar auch kein stabes aus Flußeisen nach Zugbeanspruchung. 
wahres im strengen Sinne des . 
Wortes insoferne, als hiezu ein streng linearer Spannungszustand voraus
gesetzt wurde, doch fällt dieser Umstand verhältnismäßig wenig ins Gewicht. 
Zur Beurteilung und Herstellung des wahren a-e-Schaubildes sei noch folgen
des hinzugefügt. 

Bevor die äußere Kraft jenen Höchstwert durchschreitet, sind Spannungen 
und Dehnungen über die ganze Meßlänge als konstant anzusehen, die wahre 
Spannung und die wahre Dehnung wird dann wegen der verhältnismäßig sehr 
kleinen Querschnittsänderungen von der in der üblichen Weise berechneten 
Spannung und Dehnung praktisch nicht wesentlich abweichen. Nachdem die 
Kraft ihren Höchstwert er-
reicht bzw. schon etwas vor
her, erhalten wir die wahre 
maximale Spannung, welche 
der Stab der angreifenden 
Kraft entsprechend wenig
stens annäherungsweise emp
fängt, indem wir die angrei
fende Kraft durch die Quer
schnittsfläche an der schmal
sten Einschnürungsstelle di
vidieren. Bei Durchschrei
tung der Höchstlast und 

Abb. 42. Draufsicht auf die Bruchflächen eines Normalrundstabes 
aus Gußeisen nach Beanspruchung auf Zug. 

nach Durchschreitung derselben bis zum Bruch wird die wahre maximale 
Dehnung, die jetzt eine örtliche ist, an der Stelle gemessen, wo die Quer
schnittsverminderung am größten ist, denn dort tritt das der jeweiligen Kraft 
entsprechende (e,lmax auf. Das kann dadurch geschehen, daß wir den Stab, bevor 
wir ihn überhaupt auf Zug beanspruchen, über seine ganze Meßlänge l mit 
einer Halbmillimeterteilung versehen und bei der folgenden Beanspruchung des 
Stabes die Verlängerung des Halbmillimeterteiles messen, der sich an der 
schmalsten Einschnürungsstelle befindet. Dividiert man diese Verlängerung 
durch die ursprüngliche Länge von Y2 mm, so erhalten wir annäherungsweise 
die Verlängerung pro Längeneinheit. Der Vorgang ist naturgemäß um so ge
nauer, je kleiner der Teilwert der Teilung ist. 
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Spröde Ntoffe (Gul.lei se ll , :-':teill) die auf Zug !H'all"I,,'ut:ht werdell , zeigell 
die oefi!ll'oehellPll l~illsldlllürullgl'1l Illld loka Ipil rkh 1llillgt'Il ii h('rh<1u pt Ilicht 
oder in kaum in Bdmcht kOlllllll'ndn Wt,i,w. für sil' kanll da" kl'llllisl'he 
a-e-Schallbild alK der Wirklichkeit, !winalw viillig elltsprel'lH'lld ,lIlgpsehcll 
würden (siPlH, Abb. :W , dit, eillell SCa'!l a.lI" (;lIl.kisell . dl'r allf Zug IH',lIlsflrlwht 
,,·a.r , z!'igt , lind Iwi einer I3dnl' t lillg VIIII .+:!:W kg l'lltsprl'c hl'lld l'illl'l' Spn.IlI11lng 

'l'orllll'llfiinllig(' AII~Ii;II[{'ll1lll;!(,1\ !wi pla:-:t j~dH'1l ;-';1off('1l Ilach 
Drill klw<lll:-'prtlC'lllillg IIUd KIli<'kl'I":·wll('illllllg ht'j \'iJH'lll liill:":('

!'t'tl /';ylillt!n allS FIIIU(' i s( 'I I. 

von I :~;lO kg i ('1l1 ~ mit, den ill 
Abh.'+2 dargesklltc'lI Bl'lll'hfliidlCll 
gebrochell ist,). 

In iihnlielll'r Wei"l' wie bei He
an"prtl('hlillg auf Zug erheht Illan 
die f>-},- ulld (J'-I'-:-':e1w,ubilder fiil' 
die Beallspl'Illdlullg dn ver"ehic
denC'll \Vl'I'btofk nllf I>ruck, in
dem mall "i('h Wiirfel oder Zylillder 
aUR dem ]H'treffenden l\latel'inJ Iwr
stdlt ulld diesellwil ill e iner hier
zu geeiglll'tl'll 1<\'stiglwit"IlHl,,,chille 
(I'rp",,(,) zwi"dwil I'reßpla,tkll 
eilH'1l1 z. H. hydrauli,,('h erzeugü'll 
I>]'u('k, dl'r auf Z\ITi gpgelliilll'r
lil,gellde Flii('Ill'1l dt,,, Wiirfd" oder 
Zylillders II'irkt , au""etzt.. I',L

l'n'\lel zur I>rllc kridltullg i"t wil,d('l' eill( ' :\l e l.\liillge a.bgeg rPllzt , (kreIl Allde
rUllg im La1lft: des Vursll(:lws Illit. :-':piege lapparat('11 11 " 11'. gl'Illl'SKen \\'ird. 
Die KraftnwKKulig l'rfolgt wie fri'dwr mit pilll'1ll MallOIlll'kr od('r eill('l' "om;t,igPll 
hierz1l geeigneten l~illl'iehtuilg. Da" J'-}.-:-':ehanbild kalln VOll (kr l\hschine 
sclb"ttii.tig ,wfgl,zeiehnl't. I\'enkll o<1t'r wird ,Lllf ( ; rlll1d zligeordlll't.l'r l\le"sllllgl'1I 
d e r Kraft IIl1d der VcrkiirzlllIg ,Lllf Millillll'krpnpil'r aufgetrageIl, All :-':t e lle der 
Quel'sehilittsvel'lilindel'ulig bei He,LIl,.;prllchlillg \'Oll ziilll'll IIlld pla:.;1.i,.;(,Ilt'1l :-':t.of
fell (tuf Zug treten jetzt (~uer"(:hllitt,,v(>I'gri;l.kl'llng(,1l auf . dip )H,i höhereIl J)ruck
krii.ftell ,.;('hon mit, fl'('ielll Auge e rkelillbar IIl'r<l('n IIlld "i('h Ilach <111f.\PIl hin durch 
eille tonl1enföl'lnige Ue"talt d('" I'ro]H'ki;rp('r,; klln<lt1lll, (Dip Abll. '+:~'L ulld .+illl 

zeigen die,.;e 1<;rReheinulIg all ('i ll l'l' pla:-:ti,.;cll('11 ga!aktiti"l'hen Ma:.;"e lind an 1"1111.\
eisen.) Da" wei",t (l:tmllf hin, tJ,tß der :-':pallllllllg:-:zu"t,uld kein homogeIler lillea]'(>r 
ist. In der Tat. LJ(,wirkt. di(, Iteiuullg all <I( ,n J)r1lekfliic:lwll . daß in dcr Nähe dcr
",eIben der rein e Druc:lo.;p,t11l1ulIgszllHbLIHI getriibt il't (:-.:. ~34) . J)arau" e rkliirt 
sieh, daß I1mll tmehtet, die Me ßlii.nge in größeren Ellt.fel'llllnge ll YOIl deli 1'1'<>1.\-
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platten endigen zu la""ell, d. i. den 1fd\b('reieh gegen die 1Iitte der Probe hin 
7,U verlegen, wa" wieder, 11m nieht ZII Ideim' JV[cßliingen 7,11 erhalten, die Wahl 
rnögIieh"t großer Dillwn"ioll('n de" I'ro\)ekiirper" 7,l1r Folge hat. (Über die in 
Abb. 4:1(' Richtlmrcn Knick- ra-kg!cme 
erschei nungen zu langer 
Prohekiil'per siehe die ;";.W;{ ff. 
ulld 2:1;;). \Vel1n daf; ;";pan
l1ungH,,(~haubild für Ilnwk-
beanspruchung in ein ii b
liehel1 Weise, "'ie e" !wi Hp
al1sl11'lwhung auf ZlIg ('riirkl t 
\vlmIe, hergestellt wird (He

11 --.....,..------------

zugnah mc au f dm 1 urs prüng - ..;;-e_----r---r--'--+--,L------::.---..L.....L--.....L-~
lichen Quenwhllitt und die +e 

ur,.,prüllgliclw l\!pl.\liinW'), so 

ergibt sieh bei dn geschilder
ten ;";nehlngp für 7,iilw und 
plasti,.,che Werk"toff(, eilw 
we,.,entliehe Diffel'{'lI7, gegcn
über dem dfcktiven a-c-
Schau hi lel.Im tec:hn i"chcn 
a-e-Sclmu hild fii I' die Bean-

6JJO 

-a kg/cm2 

y "pnlGllllllg nut Druck sind 
die ;";panl1Ullg'cn zu groß, di(, 

Abh . . l;'Y. T(~chll. rr~e-~('hallhild für ];,IIlß('i~('1l hei ]kall~}ll'u('lnlllg auf 
QuetsehllngPIl in der I )ruck- Z"g 11nd anf ])1'11('1<, 

richtung infolge der auch 
hip I' eintretenden lokalen (~uetsdlUngeJl (verbundcn mit lokalen Querschnitts
erweitel'llllgen, die alll'l'di ngs llUI' l)('i liingeren ;";tä hell III Erscheinung treten, 
wenn es hierbei gelingt, dieJ)nwkluaJt zell
triseh <LId dip EndquNsehnittsfliiehcll zu über-

aKg/cm Z 

-e<------------~~-r-----------~., 

-e~~---r----------------------~~~------~ e% 

~--------,7,6%--------~~~ 

-a 
:\b1l. -Hi, 'l'('dlll. I)'-r:- ~('hall!Jild für nlllki~('11 J.wi 

Bi'l.lIlsprucl!lIllg auf Zug 1IIHI /)J'lwk. 

-q Irg/cmz 

Ahh.47. '1'l'chll. ()"-e·~(~hallhihl für Jlannol' 
hei Jh'ansprucllllHg auf Zilg lind ])ruck Bach 

C.1\,,"'1. 

tragen) zu klein eingetragen. Besonders sei noch hervorgehoben, daß 7,ähe 
und pbstÜlclw Stoffe, wie z. H. gutes Flußeisen, Blei Ui:lW.) bei Beanspruchung 
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auf Druck auch bei eiller l10ch HO großen iiußeren BehLstung nicht brechen, 
sondern seitlich ausweichen (~. 2). tT kg/cmZ 

ukg/cml 

A 

H 
I 

I 
I 
I 

Abb. 48. Techn. "-e-Schallbild für J<'lulJstahl lH'i 
Beanspruchuug auf ~lIg nach C. Badl. 

A-\hh.49. Techn. o·e-Schallbild für ]j~iehellho]z })('i 

Ikanspl'llchllllg auf ZII!.!; parallel zur ]i'ascr. 

Für spröde auf Druck be~1llspruchtc Körper kann nmll auf das effektive 
a-e-Schaubild, wenn es sich nicht Ulll hcsondere Zwecke handelt, in der Regel 

nkg/cm ' verzichten, denn für der
,1l"tige Stoffe sind lokale 
Quetseh Ilngen und ins Ge

-+---L~------------------~L---------~4---~ e% 
! 
If.o.o---------D,J9-J9%--------... 

Abb. 50. Techn. a-e-~chanbild für \YekhLlei bei BcanSlll'lldlllllg 
auf Zug. 

Abt. GOu.. Dnrch Zu~bCansIJrl1ehung gebroel}(~ner Stilb aus wekhE'1l1 Blpj 
ntit Fließfigllrcn. (Amdcht (kr Bruehflii.clwll.) 

wieh t fallende Querschnitts
vergrößerungen kaulIl VOI"

Imllden (,liehe Abb. 44, die 
pinen gußeisernen Würfel 
mit elen für Gußeisen cha
rakteristischen zur Dnwk
richtung geneigten Brueh
klüften zeigt). 

In den Abb. 45 bü; 5:\ 
Kind technische a-e-Sc:lmll
bilder für die Beanspru
chung auf Zug (Druck) mit 
Berüeksiehtigung deR Zei
ehens der Spannungen lind 
Dehnungen für verschie
dene Stoffe und fallweise 
zugehörige Bruehm·Rehei
nungen dargestellt. Wir 
sehen alls den Sehaubildern 
(Ahb.45, 46,47) für 1"luß
eü;en, Gußeisen und Stein, 
daß en;tenH der Zus~unrnen
hang zwisehen Spannungen 
lind Dehnungen nieht der 
gleiehe ü;t bei Beanspru
dmng eines und desHelhen 

Stoffes auf Zug bzw. Druek; daß zweitens da;.; HookeHehe Gesetz, wenn es über
haupt erfüllt ist, nur in einem bm;timmten Sp~1nnllllgsbereiehe zutrifft (Flußeisen, 
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Stahl, Holz parallel zur Fa"er, Abb.4:), 4H, 4D), d. h. his zu einet" bestimmten 
dureh eine UrenzsplLllllullg ()(kr Grenzdehnung charakterisierten Grenze. Es 
ist d:18 <[ar,lu" zu erkenJll~n, <1,11.\ fiir die genannten Stoffe die Kurve Ilur in ihrem 
en;ten 'l\·ile eiIw Gerade ist. dann aber in eine Kurve übcrgt'ht. Drittens geht 

olrg/cml 
A 

11 

-+~~----------~~~~e% 
~ 

11.01' t!;,z '0.38'38"10-----' 
'-<-----='-eKz-----

Al)}). fd. 

olrgjcmZ 

H-L-------+~~e% 

AhlJ. 52. 
'I\·elill. (J-e-Keflaubild für :Ml'ssillg unü Bronze' hl'i BcanspnwlulIlg auf Zug. 

aue; den in den Abb. 4/j, 47, 30, 31, ,")2, ;"):J dargestellten Schaubildefll hervor, 
d .. ß für Gußeisen, Marmor, Blei, Messing, Bronze, Leder das HookeHche Gcsetz 
überhaupt keine Giiltigkeit besitzt, da fiir diese Stoffe dft" (J- e-Sc:hau bild in 
keinem Bereiche der SP:Lllllllllgen eine volle Gemde ist. Schließlieh zeigen die 
beiden Sclmubilder (Abb.54) für plastiseheR Flußeisen nach Ludwik (L), daß 
das technische (J-c-Sc:haubild für Beansprnchung llllf Zug von dem effektiven 
Sc:lmubild ganz erhehlieh abweicht. 

Aus den tcchnisehen (J- e-Sehau bildem für Flußeisen, Stahl, .:\lm,sing be
merken wir femer, (l<tß die Kurve nach Erreichen je eines l\iI,uimllms in H wie
der absinld und der Bruch 
bei kleineren Span nllngen 
erfolgen soll, als elim;en 
nmximalen 'Verteil ent
spricht; in Wirklich keit j,;t 
das nicht zutreffend, denn 
die SpanJlung beim Brueh 
wurde amI dem W('rte der 
für ihn angezeigten Kmft 
dividiert durch die ur
sprüngliclw QlIersehnitt,,
flitche erhalkn. Um die 
wahre (effektive) Spannung 
heim Bruch wenigstens an
genähert zu ()rhalten, hätten 
wir durch elen wirklichen 

Abh. fi] a. Bruch cinü:-:; Normall'lmtlstabes aus ~Iessing nach 
J'.ng!lcansllJ'lIchlillg (Ansicht der 13rth'hflächcll). 

BrllchglwrRdmitt dividieren rniü,,,en, der hei den gelHLllnten Stoffen infolge der 
Einschnürung beeleutend kleiner ist ab (ler un-;prüngliche Querschnitt. Wenn 
die techniseJw (J-C- Kurv() sieh Jl<wh Erreich ung eine" .Mllximums senkt, HO iRt 
das ein Zeiehen dafür, ([[tL\ ,üe einern :-.;tark einsehnürenden plastischen Materiale 
entsprieht. 

Die Giiltigkeit des einfaehen HookeHehen GesetzeH in eitwm heRtimmten 
Spannungsbereic:he fiir Holz, da" in der Riehtllng der Fasern auf Zug beanRprucht 

Girtlcr, Medlunik. 10 



146 (inllldlag"n d('1' Erfahrung lind Th,·ori,·. 

wird, wie ;;ie dureh Abb. 4U ~lIm A\l~dnwke gelmwht ü;t, ~eigt, daß jcnm; GeHetz 
auch für anisotrope und inhomogene Körpen;toffc in bCHtimmten ]{iehtullgcn, 
für welche sie 11h; durchschnittlich homogen angesehen werden können, erfüllt 
sein kann. 

Die Spannung, bis zu welcher (l<Ls einfache H()()keH(~he GeHet~, abo <iat-; (jm;et~ 

der Proportionalität der Spltnllungcll Imd ~ugehörigell Dellllllllgell für einen 
Werkstoff, wenn alwh Hur 
anniihernd, erfüllt ü;t, heißt 

Pro porti<) md itii tsgren ~c. 
Sie kann für die Beanspru
chung eines Stoffes auf Zug 
eine andere sein ab für die 
Beanspruch ung desHelben 
Stoffes auf Druck. Ihre 
Höhe hängt von der Mef.\
genauigkeit ab. So hat bei
spielsweise die Commis;;ion 
des methode;; d'essai, Paris, 
IH!Il festgelegt, daß die 

Abb. G2a.. DIlL"eh Zngbeallspnwhllllg ~ebr()clwll(,1' XOl'lualrlllldstah alls 
Bronze mit· 1~1ließfiglln'll (Auskht tirr Hrlldlflücl\(,Il). PI'()portiollalität"grenze 

jene SplLllllung i;;t, für wel
bei 20 crn l\1eßlänge [OIO() mm 
Punkte :11 lind 32). 

ehe die Abweichung vom Hookese!wll (ipset.ze 
zu überschreiten hegillnt ("iehe hier~1l allch dip 

Die Proportionalitätsgrenw liegt für dip vprschiedenen ]'lußcis('nsorten, Kohlenstoffstahl 
inbegriffen, bei gewöhnlicher Temperatur und B('i1nspmehung auf Zug zwischen IHOO kgjcm 2 

und 8000 kgjcm 2• Flußeisensorten mit eillelll vl~rhältllismäßig kleinen Elastizitätsmoduln!> 
(E = 2000000 kg/cIJl2) hab"n eint' nit'drigpre Proportionaliliitsgn'nze als jene mit einem 

e% 

Ahb.53. Techn. fJ-e-Sellallhild VOll Lmkr 
bei Bpansprnchung (nach C. H:wh). 

u kg/cm2 
A 

_ ........ ----
------~ --- I ----

/ ~ 

~1" ~ ~ 
~ __ ~L~_~ ______________________ ~~!~ 
I J8% I 

~----------JM%--------------~ 
\1.1). S-l-. Techn. 11. wahn'::; (j-·e-Sphaubild VOll 

FllllkisC'1I (nach P. l .. udwlk). 

verhältnismäßig großen Elastizitätslllo<luius (/iJ ,~ 220()()OO Iq.(JeIll 2). wie ihn gehärteter Stahl 
besitzt. Bei Beanspruchung der versehie,!enen l:Iolzgattungcll auf Zug parallel )\\Ir Holzfaser 
liegt die Proportionalitätsgrenze etwa zwiselH'n 200 kgjem 2 und ßOO kgjClll 2 . 

Die Höhe der Proportiollalit.ätHgrell~e ist. bei don verschiedenen Met1111eJl, 
abgesehen von ihrer Abhängigkeit. VOll der Temperatur, llOe!t st.ark vom techno
logischen Herstellullg;;pro~ef.\ beeinflllf.\t., und, wenn diesel' gegeben ist, noch von 
Erscheinungen abhängig, dip im Punkt!' :17 UllÜ'1' Naehwirkullgserscheinungen 
besprochen werden. 

Für Steine, Leder, Gußeis('n, weichl's Kupfer, Messing, Bronze existiert keine Propor
tionalitätsgrenze, (]fl, sic das einfache Hookescll(' (ksl'tz nieht erfüllen. In der Praxis 
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wird aber auch für diese Stoffe das genannte Gesetz den Berechnungen zugrunde gelegt, was 
damit begründet werden kann, daß die für technische Konstruktionen in Betracht kommenden 
zulässigen Spannungen so tief liegen, daß bei der sanften Krümmung, welche die a·e-Kurven 
der genannten Stoffe in den in Betracht kommenden Bereichen besitzen, die Kurve durch 
eine Gerade ersetzt werden kann. 

Es sei hier daran erinnert, daß das einfache Hookesche Gesetz verlangt, daß 
sich ein vorgelegter Stoff auf Zug und Druck gleich verhält. Wie aber aus den 
dargestellten a-e-Schaubildern hervorgeht, ist das im allgemeinen nicht zutreffend. 
Am ehesten könnte man es noch von Flußeisen und Stahl bis zur Erreichung der 
Proportionali tä tsgrenze behaupten. 

Existiert für einen Stoff eine Proportionalitätsgrenze, so kann aus dem 
a-e-Schaubild desselben der Wert des Elastizitätsmodulus, der bei Beanspruchung 
auf Zug und Druck verschieden sein kann, unmittelbar als trigonometrische 
Tangente eines Winkels Cf! (Abb. 45) abgelesen werden. Je steiler die Gerade, welche 
den Zusammenhang der Spannung a und Dehnung e im Bereiche der Gültigkeit. 
des Hookeschen Gesetzes darstellt, ansteigt, um so weniger Dehnung zeigt. ein 
St.off bei vorgegebener Spannung. 

In der technischen Elastizitäts- und Festigkeitslehre spricht man Yielfach yon "weicheren" 
und "härteren" )laterialien, je nachdem die Größe E kleiner oder größer ist. Diese Be
zeichnungsweise ist aber eher venrirrcnd als aufklärend. 

30. Gültigkeitsbereich des Hookeschell Gesetzes (Fortsetzung). 
Das Potenzgesetz. Yeränderlicher Elastizitätsmodulus. Für St.offe, welche 

nicht dem einfachen Hookeschen Gesetze gehorchen (Gußeisen, überhaupt spröde 
)Ietalle, Steine, )Iörtel, Leder), wurde für lineare Spannungs zustände teihveise 
mit Erfolg versucht, bis zum Bruch oder wenigstens für die in der Praxis in Be
tracht kommenden Spannungsbereiche gültige andere Elastizitätsgesetze einzu
führen, von denen das von Hodgkinson (1824), Bach (188R) und Schüle 
(1902) eine weitere Verbreitung als Potenzgesetz gewonnen hat; es führt zwei für 
den bet.reffenden Stoff in einem bestimmten Spannungsbereiche gelten sollende 
positive Stoffkonstante a und n ein, und hat die Form 

e = aan (82) 

mit e als Dehnung und a als zugehörige Spannung. Nach Versuchen von Bach (L) 
ergab sich für graues zähes Gußeisen, das vor dem Versuch zur Feststellung des 
Elastizitätsgesetzes nicht beansprucht war, bei Beanspruchung auf Druck bis 
a = 596kgjcm2 , a = 1i12ßOOO' n = 1,06R5, bei Beanspruchung auf Zug bis 
a = 409 kgjcm2 , a = [;jil~OOO' n = 1,083, für einen Riemen aus Leder, der vor 
dem Versuche bereits vielfach belastet war, bei Beanspruchung auf Zug bis 
a = 27,2 kgjcm2, a = ±i5' n = 0,7. Ferner fand Bach (L) bei Versuchen mit 
Granit bei Beanspruchung auf Zug bis a = 21 kgjcm 2, a = 23lorJü' n = 1,374, 
bei Beanspruchung auf Druck bis a = 50 kgJcm 2, a = 2501000' n = 1,132. 

)Ian kann die Definition des Elastizitätsmodulus als trigonomet.rische Tan
gente eines ·Winkels für einen Stoff, der dem einfachen Hookeschen Gesetze 
nicht folgt, auf die Weise durchführen, daß man sagt: Es sei der Elastizitäts-

modulus E = (,la = f (a) als eine Funktion der Spannung a durch die trigono-
(.e 

metrische Tangente des Neigungswinkels, welchen die geometrische Tangente 
an die Spannungs- (Dehnungs-) Kurn mit der e-Achse einschließt, bestimmt. 

Für einen bestimmten Spannungs bereich kann auch E im )Iittel durch E m = ~;, 
d. h. als Verhältnis der dem Spannungsbereich entsprechenden Sehnenlänge 
im a-e-Schaubild zur zugehörigen Dehnungsänderung definiert werden. Es 

10* 
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entspricht diese letztere Definition dem näherungsweisen Ersatz eines KUlTen
stückes durch eine Gerade, worüber :-;chon oben einiges bemerkt wurde. Offenbar 
ist dann E = lim E m . 

J e ~ 0 

Auf Grund dieser Definitionen ergäbe sich bei Yoraussetzung der Gültigkeit 

des Potenzgesetzes allgemein E = __ 1 __ -1 und E m = !!.. = __ 1 -1 . wenn für die 
a Il an - e a an - . 

Definition von E", als Spannungsbereich der zwischen KuH und (J gelegene ge
wählt wird. Im speziellen wäre für das oben angeführte graue zähe Gußeisen 

bei Beanspruchung auf Zug ~m = 11 = 1,08:3, wenn dieses Yerhältnis für clil' 

obere Grenze des Spannungsbereiches, für den E", definiert wurde, aufgestellt 
wird. 

Aus dem Werte von E bei Geltung des Potenzgesetzes ist zu schließen, daß 
für a = 0 und 0 < n ?:::. 1 entweder E = 00 oder Null sein müsse. Keiner von 
diesen Werten kommt für die natürlichen Stoffe in Frage. Es ist daraus der 
Schluß zu ziehen, daß das Potenzgesetz für (J = 0 seine Bedeutung verliert. 

31. Gültigkeitsbel'eich des Hookeschen Gesetzes (Fortsetzung). 
Linearitätsgrenze. Reduzierte Spannungen. Es sei nunmehr vorausgesetzt, 

daß in einem Punkte oder in einem in Betracht gezogenen Bereiche eines festen 
elastischen Körpers, der unter den Einfluß eines äußeren Kraftsystems ge
gebener Art gestellt ist, welches beim Anwachsen jeweilig im Gleichgewicht steht, 
ein vorgegebener dreidimensionaler Spannungszustand vorhanden sei. Bezüglich 
der Natur des Stoffes, dessen Temperaturzustand und die auf Seite 137 unter 
3., 4. genannten "Umstände seien dieselben Yoraussetzungen gemacht wie dort 
für den auf Zug bzw. auf Druck beanspruchten Stab. Außerdem wollen wir 
voraussetzen, daß aus den Erfahrungen, die man mit dem vorgelegten Stoff ge
macht hat, der Schluß gezogen werden kann, daß das erweiterte Hookesche 
Gesetz für nicht zu große Spannungszw'\tände gültig ist. Ein Beispiel hierfür 
wäre Kohlenstoffstahl. 

Für das anisotrope Holz ist natürlich gar nicht zn erwarten, daß das allgemeine 
Hookesche Gesetz zutrifft. Xichtsdestoweniger wenden die Ingenieure in Ermanglung ,"on 
Besserem dieses Gesetz auch auf Holz, allerdings unter Einführung gewisser im zweiten 
Teile dieses Buches zu erärternder, aus der Erfahrung erEchlos,ener Korrektionsziffern an. 
um wenigstens einen AnhaltEpunkt oder ein Leitmotiv für ihre Berechnungen zu besitzen. 

Zur Feststellung, ob ein Stoff dem erweiterten Hookeschen Gesetze überhaupt 
folgt, begnügt man sich derzeit vielfach damit, nachzuweisen, daß die auf Grund 
der Annahme dieses Gesetzes durchgeführten Berechnungen dann, wenn die 
Größe des Spannungszustandes nicht zu bedeutend wird, zu Folgerungen bezüg
lich der Verformungen führen, die mit der Erfahrung in keinem zu großen Gegen
satz stehen. 

Aus dem, was über den linearen Spannungszustand von Stoffen, die dem ein
fachen Hookeschen Gesetze folgen, bemerkt wurde, ist zu erwarten, daß das er
weiterte Hookesche Gesetz, wenn es überhaupt für den betreffenden Stoff zu
treffend ist, bei gegebener Art des Spannungszustandes nicht für eine beliebige 
Größe desselben bis zum Bruche gültig ist, sondern die Gültigkeit an eine Grenze 
gebunden sein wird, die man als Linearitätsgrenze bezeichnen könnte. War 
aber die Festlegung der analogen Proportionalitätsgrenze beim linearen Span
nungszustand durch eine physikalische Größe (Spannung oder zu ihr propor
tionale Dehnung) einfach, so ist das bei der unendlichen Mannigfaltigkeit der 
dreidimensionalen und z\veidimensionalen Spannungszustände nicht der Fall. 
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enter den tlie~l)(,'l:iiglidwn \li;gliehkeikn _. exaktl' Erfahrungen liegl'n nieht 
vor -- wolleIl wir hier Ilur jene Annahme hln'ühren, weldw helmuptet, daß für 
die I'~rreichung d('r LilH'aritiit:,;grenw für jede Art <im; Sp:1nllllllgS'l:UHtande8 die 
Gri;ße des Ver'l:l'n'ungH'l:ustandes in dmn Sinne maßgebend ist, daß dann, welln 
die dem Z,Lhlenwerte nach größte Hauptdehnung einen bm;timmten für jeden 
Stoff aus der Erfahrllng folgenden Wert erlangt hat, die Lincaritiit:,;grenze erreicht 
it-;L I'~H iRt klar, daß bei einer ::lolchen Annahme die Line1Lritiit::lgrenze dureh An
gabe des !\leßwl'rk" l'iner physikalischen Größe definiert ist. In der Teehnik 
ersetzt man ,LUS pmkti:->chen Griindell die Größe des 'l:ahlenmiißig sehr kleinen Ver
zelTungszu:,;tande:,; durch die zu ihm proportionale Uröße des Zw,tandes der so
genannten redu'l:ierten Npallllllllgen, dl'ren hegriffliche Fe:,;tkgung sieh am; dem 
li'olgendell l'rgibt. 

Der dreitlimemüonale ::-lpallnungszuHtand besitze die HauptHpannungen (1], (12' (13 

und Hauptdehnungen f" 1'2' 1':\. Wir legen uns die Frage vor, welehe lineare 
Spanllung SI in der Hiehtung der ::-lpannung (11 herrschen müßte, damit durch 
sie eine Dehnung hervorgerufen winl gleich der Hauptdehnung e1• Die Antwort 
wird durch die erste der Weichungen (42,1) auf Seite 76 gegeben: BK müßte offen
bar die liIH'are Np:ull1ung 8 1 durch 

(H:3) 

beRtimmt werden. SI heißt die auf dcn linearen Spannungszustand reduzierte 
Spannung in der Richtung der HauptsplLIlIlUng (11' Ähnlich ergeben sich die redu
zierten Spannungen in den Rü:htungen der Hauptspannungen (12 und (13 dureh 

1 . 1 
8 2 • (12 - In ((11 ·1- (13) und S3 = (137n ((11 + (12) • (83) 

Natürlieh "ind SI' 8 2, S~ nicht etwa wirkliehe, sondern ideelle Spannungen, 
unter welchem Namen ~.;ie auch häufig in der Literatur zu finden sind. Das 
Zeichen der reduzierten Spannungen richtet ~üch mteh dem Zeichen der betreffen
den Hauptdehnungen. 

Wenn demnach die Größe deK Verzerrungszustandes in dem ang!'gebenen Sinne 
tatsiichlieh die Grcnze für den Gültigkeitsbereich des erweiterten Hookesehen Ge
setzes festlegen kiinntl', CiO könnten wir sagen, die Grenze des genannten Gültig
keitsbereidll's Hei für jede Art des SpanllungK,mstandes dureh eine zahlenmäßig 
größte retluzierte Npannllng festgelegt, welehe für jeden Werk:,;toff, der das er
weiterte Hooke:,;ehe GC:';l,tz ii berhaupt befolgt, elmrakteriKtiseh wiire. 

Die geschild!'rte Annahme Imnn nur dann richtig Kein, wenn die Proportional i
tiitsgrenzcn bei Jkanspruchung auf Zug und auf Druek gleieh hoch liegen, weil 
son:,;t diese beidcn Fäll<' nicht inhegriffen WÜTen. Im Falle der Ungleichheit der 
genannten l'roportionalitiitsgrenzen müßt!: die Annahme abgl:ündert werden, 
worauf ahl:r erCit im Punkt!' :l:l, und zwar lIlit Bezug ,1llf die Festlegung dn 
tlogem111llkn ElaCiti'l:itiit.,;grenzl' l'ingcgangen wird, für welche ithnliche Über
kgungen gdten wie für die Linearitiitsgnmze lind aud] geeignete Beob,1Ch
tllngsreilwn zllr Prüfling der I:iehtigkeit dl'r Annahme vorliegeIl. 

ß2. GiiltigkPitslH'l'('i('h dps Hoo)H'Sehpu (lesetz('s (FOl'tsetzllllp;). 

'fech~P1ndp "\ IIfbring-lIl1gsal't. 1<'pdl'rJulp lIIut bh'ilwTH1., J<'ormiintlprtlng. 'fahrer 
ElastizitälslIlodulllS. ]~lastizWit sg-rpnzl' l'iir lirwarpn ~ll:mIl\lng-szuHtalld. Wir halten 
im folgentkll dip Illit Bl'Zllg allf Ntofftype, Tl'mpl'ratur,lklast.ung:->geK(:hwindig
kl'it, Geschieht!, e1l'S i\I:tt.('riak~ hereitN im Punkte 2H genmehten Annahmen auf
reeht. Die Aufbringllng,;art c!n Bl'last\lng soll aber nunmehr l,ine wl'ehseillde 
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in dem Sinne sein, daß die äußere Belastung vorerst einmal mit eitler naJJezu 
verschwindenden Bch1stungsgesehwindigkeit aufgebracht wird und hierauf glcieh
fldls mit ven;chwindender Geschwindigkeit wieder völlig abgebracht wini. Ce
gebenenfalls kann diescr Wechsel mehrere Male hintereiJmnder erfolgen. Die Art 
des Spannungszustandes :-;ei ein homogener linearer. 

Schon im Punkte :~ der "~inkitllng wurde ange(lcutet, (\;113 die Verformungen, 
welche ein im Gleichgewicht hdindlicher elm;tischer fester Körper erleidet, in 

o 

(J der Regel nicht völlig umkehrbar (rever::;ibel) 

If 
---......... 

~ 

I 

[ 

C 

F1 

sind, und daB der Grad der Umkehrbarkeit unter 
sonst gleichen Umständen mit der Größe der 
iiußeren Belm,tung oder, wie mall auch bei ge
gebener iiuf3crer Beanspruehungsart ,mgen kann, 
mit (leI' GröBe <les SpannungszusüLndes in Zu
,mmmellhang gdmwht werden kann. 

Um hieriiber an der H1tlld der Erfahrung 
Klarheit zu gewinnen, denken wir uns einen 
St,Lb au" FluBeisen mit ,Lbgegrenzter }leßliingp 
allf Zug beansprucht UlH! das er-e-Sehallbild auf
gezeichnet. .In AbI). 3r; sei dieses Schaubild in 
Nchenmtischer Forlll dargeHteIlt. Der 8taJl werde 
biN zu einer unterhalb der l'roportionalitilts

grenze liegenden Sp,1tlllllng erz lind i\ugehiirigen bezogenen Dehnung ez be
Jastet, hierauf aber wieder völlig entlastet. Nach der Enthultung i\eigt sich, 
daß die Meßliillge l nieht die gkidw Liinge wie vor Aufbringung der Hela::;tung 
hesitzt, (1. h. die aufgebmchte Dehnung {'z jst nur i\UIl1 Teile wieder voll
kommen i\llriickgegangell, ein 'l\,il ist geblieben. DellllULch unten;elwidet Illall 

für die Dehnung ez einen fedel"llden oder dnNtisehen Dehnungsanteil flz U1Hl 

einen blciben(len Dehnung,mnteil oder Dehnungsl'est Pz derart, daß die w'
samte hei dcr Belastung Hich einstellende bewgene Dehnung der Gleiehung 
Cz cee Ilz -I- Po genügt. 1'z ist erfahrungsgemäß im allgemeinen um so kleiner, je 
kleiner die BehLstungHspanllung erz war. Um über die C·rößenordnung von 1'2 

P bei kleinen Sp~1nnungen Aufsehluß zu gewinnen, sei das 

Abb.56. 

folgende Versllclnlerge!mis von H~1C h mitgeteilt. Ein 
flußeiKel'ller ProheKtab VOll ~,007 cm Durchmesser mit 
l = L3 <:Ill Me ßliing(' i\eigte lwi der Belastung in kg 
\'on :WOO, {lOOO, (iOOO entsprechend den 8pannullgen 
in kgj(:rn 2 von 94H,H, L58~,a und 1898,7, die gesamten 
Verlängerungen in '/IIlO Illlll VOll 4,ß1, !l,21, Il,nO, dip 
hleibülHltm Verlängerungcn in 1/11l1l mm von 0,17, O,~2, 
o,na und die fcdül'Ilden Verliingenlllgen in 1/IIlO nllll 

von 4,44, 8,!l!), J I ,~7, und i\wnr bewgen auf 1000 kg 
Belastung, entspredwnd einm' Spannung von :11 ß,5 
kgjcm 2 (die angegebenen Verliingerungen beziehen 

sieh demnach ,Luf die Länge, welche die Meßliinge bei Belastung mit 1000 kg 
angenommen hat; sie wurden mit Spiegelapparakn nach Martem; (S. Rlff.) 
gemessen. }lan bemerkt daR Anwachsen der federnden lind bleibenden Verlänge
rungen mit dor Größe der Kmft hzw. der Sp<1l111ung. In der Abb. 5n sind die 
Resultate graphisch im er-e-Selmubild aufgetragen, und zwr1!" ist die Linie 
der gesamten Verlängerungen voll ausgezogen, die Lin je der federnden bzw. 
bleibenden Verlängerungen Kind Rtrichpunktiert hzw. punktiert. Die angegebenen 
gesamten, bleibenden und federndün Verlängerungen stellten "ich erst Ilach einer 
Heihe von Belastungen und Entlastungcn zwischen lOOO kg und :WOO kg, 1000 kg 
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und 5000 kg, lOOO kg und 6000 kg ein, die so oft wiederholt wurden, bis sich 
konstante Werte von v. und /-l. herausstellten. Diese Erscheinung der allmäh
lichen Herstellung der Konstanz der genannten Dehnungen bei wiederholter Be
lastung und Entlastung heißt Akkomodation und ist als eine sog. Nachwirkungs
erscheinung zu werten, auf welche später zurückgekommen werden wird. 

Nach Erreichung dieser konstanten Verhältnisse wurde der Stab bis auf 
Null entlastet und dann neuerdings in der angeführten Weise in den angegebenen 
Stufen belastet und entlastet. Es stellten sich jetzt als federnde Verlängerungen 
4,50, 9,01 und 11,28 in 1/100 mm heraus. Diese allerdings recht minimale Änderung 
der federnden Dehnungen der zweiten Versuchsreihe gegenüber jenen der ersten 
ist ebenfalls als eine Nachwirkungserscheinung der früheren Belastungen und 
Entlastungen anzusehen. 

Legen wir die erste Versuchsreihe zugrunde, so bemerken wir, daß die ge
samten Verlängerungen in dem Bereich von 1000 kg bis 5000 kg auf 1000 kg 
Belastungszuwachs um 2,30, dagegen von 5000 kg bis 6000 kg um 2,69 in 1/100 mm 
zunehmen. Die federnden Verlängerungen nehmen für je lOOO kg Belastungs
zuwachs in der Stufe 1000 kg bis 3000 kg um 2,22 in der Stufe 3000 kg bis 5000 kg 
um 2,273, in der Stufe ;3000 kg bis 6000 kg um 2,28 in 1/100 mm zu. Die bleiben
den Verlängerungen nehmen, wenn man die gesamten Verlängerungen der 
ersten Versuchsreihe und die federnden der zweiten Versuchsreihe zugrunde 
legt, auf je 1000 kg BelastungNzmvachs in der ersten Belastungsstufe um 0,036, 
in der zweiten um 0,0-1;3, in der dritten um 0,-12 in 1 100 mm zu, woraus das rapide 
Anwachsen der bleibenden Verlängerungen in der dritten Belastungsstufe zu 
erkennen ist. Die Zunahme der federnden (zweite Versuchsreihe) und gesamten 
Verlängerungen (erste Versuchsreihe) erfolgt in der ersten und zweiten Belastungs
stufe proportional der Zunahme der Spannungen, was für diese Belastungsstufen 
das Hookesche Gesetz sowohl für die gesamten als auch federnden Verlänge
rungen bestätigt. Die Proportionalitätsgrenze könnte denmach bei 1;382,3 kg/cm2 

angenommen werden, entsprechend der Belastung von ;3000 kg. Würden die 
zweiten Dezimalstellen in den Zahlenangaben für die federnden Verlängerungen 
vernachlässigt, so könnte die Proportionalitätsgrenze, wenn für deren Bestimmung 
die federnden Verlängerungen zugrunde gelegt werden, auch bei 1898,7 kg(cm 2 

Spannung entsprechend der Belastung von 6000 kg angenommen werden. Würde 
nach den Pariser Vereinbarungen (S. 146) 1/1000 mm Abweichung vom Hookeschen 
Gesetze bei 20 cm Meßlänge als Grundlage für die Höhe der Proportionalitäts
grenze gewählt werden, so wäre die Spannung 1898,7 kgjcm2 , als Proportionalitäts
grenze aufgefaßt, bereits zu hoch, wenn die gesamten Dehnungen zugrunde ge
legt werden, da für diesen Wert die gesamten Dehnungen, die auf 20 cm ),Ieß
länge zu reduzieren sind, eine Abweichung von 4,95 in 1/1000 mm zeigen. Sie 
würde dann, wie man sich leicht überzeugt, bei 1663 kgjcm 2 liegen. 

Zur Berechnung des sog. wahren Elastizitätsmodulus auf Zug legt man nach 
einem Vorschlage von Bach die federnden Verlängerungen zugrunde. Der 
wahre Elastizitätsmodulus E ergibt sich sonach aus der obigen zweiten Ver
suchsreihe mit 

E = (1582.3 -93~~,5) 15000 = 2lO7 514 kgjcm2. 
, 

Bei Zugrundelegung der gesamten Dehnungen würde sich der Elastizitätsmodulus 
ganz unbedeutend kleiner ergeben. 

Im allgemeinen wird man den wahren Elastizitätsmodulus als Mittelwert der 'Verte 
finden, welche einzelnen Belastungsbereichen entsprechen. 'Verden die oberen Grenzen der 
n Belastungsbereiche, denen federnde Verlängerungen PI ... !ln zugeordnet sind, mit PI'" p", 
die gemeinsame untere Grenze derselben mit Po bezeichnet, so können, wenn F die Quer-
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schnittsfläche des Probestabes bedeutet, die Gleichungen 

aufgestellt werden, aus "dehen 
r = -n. 

(84) 

folgt. 

Wenn ein isotroper, quasiisotroper oder anisotroper Stoff bei Beanspruchung 
auf Zug in einem bestimmten Spannungsbereiche die Eigenschaft zeigte, daß 
für jede Spannung des Bereiches bei Entlastung auf Null (oder einen in der Nähe 
von Null gelegenen Wert) der Dehnungsrest V z verschwindet, so heißt der Stoff 
in dem genannten Bereiche für die Beanspruchung auf Zug vollkommen elastisch. 
Die größte Spannung, bis zu welcher vollkommene Elastizität besteht, wird 
als Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Zug definiert. Von den in dieser 
Hinsicht untersuchten Stoffen sind die Kristalle (Quarz) in einem verhältnis
mäßig großen Bereiche als vollkommen elastisch zu bezeichnen, dagegen sind die 
Werkstoffe der Technik, insbeo-;ondere die quasiisotropen Metalle und die Steine, 
die aus Kristalliten aufgebaut sind (Vielkristalle im Gegensatz zu dem Ein
kristall), nicht vollkommen elastisch, es existiert für sie eigentlich gar keine 
Elastizitätsgrenze. Nichtsdestoweniger hat man auch für diese Stoffe. ebenso für 
Holz, eine Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Zug definiert in Anbetracht 
dessen, daß für sie häufig die Dehnungsreste, solange die Belastungen nicht zu 
groß werden, so klein sind, daß sie vernachlässigt werden können. ::\Ian :-lagt, 
dann, die Elastizitätsgrenze sei erreicht, ,venn der Dehnungsrest eine bestimmte 
durch Vereinbarung festgelegte Grenze zu überschreiten beginnt. Nach den 
Brüsseler Vorschlägen (1906) soll diese Grenze 15 Minuten nach Abbringen der 
Belastung (siehe Nachwirkungserscheinungen, S. 168ff.) durch 100 VzE = 0,001, 
nach den Vorschlägen von Krupp in Essen durch 100vz E= 0,03 und nach der 
::\Iaterialprüfungsanstalt Großlichterfelde bei Berlin durch 100 VzE = 0,003 ausge
drückt sein. Die Zahlenwerte stellen die bleibende Verlängerung der Meßlänge in 
Prozenten der ursprünglichen Länge derselben vor. Ist die ursprüngliche ::\Ießlängel, 
die Meßlänge l vermehrt um die bleibende Verlängerung an der Elastizitätsgrenze 

gleich lzE, so ist die bleibende Verlängerung in Prozenten durch 100 7,E l- "- = 100 VzE 

gegeben. Für lInser obiges Beispiel hätten wir, wenn die bleibenden Dehnungen, 
die sich bis zur Spannung a =, 316,5 kg/cm 2 entsprechend der Belastung von 
1000 kg ergeben, vernachlässigt werden, bei Belastung von 5000 kg entsprechend 
a = 1;382,3 kg/cm 2 

100 7, - 1 == 100. 15000 + 0,22 ____ 150~~ = 0 0014 
I 15000' . 

Xach den Brüsseler Vorschlägen wäre sonach bei a = 1582,3 kg/cm 2 die Elastizi
tätsgrenze für das vorgelegte Flußeisen überschritten, nach den bei den anderen 
Vorschlägen noch nicht erreicht. Für die Belastung von 6000 kg entsprechend 
a = 1898,7 kg 'cm 2 ergibt sich 100 v z mit 0,0042, es wäre die Elastizitätsgrenze 
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dann nach dem Vorschlage von Krupp noch nicht erreicht, nach den beiden 
anderen Vorschlägen bereits überschritten. Man sieht daraus, daß die Größe der 
Elastizitätsgrenze Sache der Vereinbarung bzw. der Meßgenauigkeit ist. Man 
wird nicht viel fehlen, wenn man für Flußeisen die Elastizitätsgrenze mit der 
Proportionalitätsgrenze zusammenfallen läßt. 

Es sind zwar auch noch andere Vorschläge zur Bestimmung der Elastizitätsgrenze ge
macht worden, welche sich nicht auf die Messung der umkehrbaren Dehnungen stützen, 
sondern auf die Beobachtung von mit den bleibenden Gestaltsänderungen verbundenen 
thermischen Effekten bzw. Veränderungen der mikroskopischen Struktur der Oberfläche 
des beanspruchten Stabes [siehe E. Rasch (L), O. Faust (L) und G. Tammann (L)], 
doch würde eine nähere Erörterung dieser Vorschläge zu weit führen. 

Ähnlich wie die Elastizitätsgrenze auf Zug, kann auch die Elastizitätsgrenze 
bei Beanspruchung auf Druck definiert werden. Natürlich muß hier statt eines 
Dehnungsrestes ein Quetschungsrest eingeführt werden. Manche der quasiisotro
pen, homogenen Körper verhalten sich bei Beanspruchung auf Zug und jener 
auf Druck bis zur Elastizitätsgrenze völlig gleich, wie z. B. manche Sorten von 
Flußeisen und Flußstahl, häufig aber auch recht verschieden, wie z. B. Gußeisen, 
dessen Elastizitätsgrenze auf Druck in der Regel höher als jene auf Zug liegt. 
Die Erhebung der Elastizitätsgrenze auf Druck durch den Yersuch erfolgt ganz 
ähnlich wie jene auf Zug. 

33. Giiltigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes (Fortsetzung). 
Poncelet -De Saint ,-enant - Grashofsehe und JIohrsche Ansicht über die 

Elastizitätsgrenze bei beliebigem Spannungszustand. Es fragt sich nun, was wir 
bei Festhaltung der übrigen, im ersten Absatz des Punktes 32 gemachten Voraus
setzungen unter Elastizitätsgrenze für einen beliebigen Spannungszustand yer
stehen sollen, und was für eine physikalische Größe dann für das Erreichen der 
Elastizitätsgrenze maßgebend ist. 

Was die erste Frage nach der Definition der Elastizitätsgrenze für den Fall 
eines mehrdimensionalen Spannungszustandes anbelangt, so können wir in 
Analogie zum eindimensionalen Fall annehmen, daß die Elastizitätsgrenze in 
einem Punkte eines elastischen Körpers, der auf gegebene bestimmte Art belastet 
wird, dann erreicht ist, wenn nach Abbringen der Belastung der in dem genannten 
Punkte entstanden gewesene Deformationszustand bis auf einen geduldeten Rest 
zurückgeht, der die bleibende Deformation vorstellt. Hierzu wäre noch zu be
merken, daß die Elastizitätsgrenze für einen Spannungszustand gegebener Art 
durch eine bestimmte Größe dieses Spannungszustandes gegeben sein wird, 
welche durch die Größe der Hauptspannungen definiert ist. Der geduldete Defor
mationsrest kann bei gegebener Art des Spannungszustandes und gegebenem 
Elastizitätsgesetz, als welches wir im folgenden sowohl für Belastung als auch 
Entlastung das erweiterte Hookesche Gesetz annehmen wollen, durch den nach 
Abbringen der Belastung zurückbleibenden Dehnungsrest, der der dem Zahlen
wert nach größten Hauptdehnung zugeordnet ist, definiert werden, und zwar 
unter der Voraussetzung, daß dieser Rest der größte unter den drei in Betracht 
kommenden Hauptdehnungsresten ist. 

Der geduldete Deformationsrest für den mehrdimensionalen Fall muß in 
einer Beziehung stehen zu dem geduldeten Rest bei linearer Beanspruchung. 
Es handelt sich dann z. B. um die Frage, wie groß der geduldete Dehnungsrest 
bei einem mehrdimensionalen Fall sein müßte, wenn er bei linearer Beanspru
chung nach dem Vorschlage von Krupp mit IOOllzE=O,03 angegeben wurde. 
Eine Antwort hierauf ist natürlich nur dann zu geben, wenn man erfahrungs
gemäß weiß, wodurch das Erreichen der Ela:-;tizitätsgrenze bedingt ist, oder welche 
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physikalische Größe für das Erreichen der Elastizitätsgrenze maßgebend ist. 
Am nächstliegenden wäre die Größe des Verzerrungszustandes selbst bei jeder 
Art des Spannungszustandes als )Iaß für die Erreichung der Elastizitätsgrenze 
heranzuziehen. Demnach kämen wir wie auf Seite 149 zur Vermutung, daß unab
hängig von der Art des Spannungszustandes die dem Zahlenwerte nach größte 
Hauptdehnung maßgebend für die Erreichung der Elastizitätsgrenze ist, oder 
was auf das gleiche hinauskommt, die dem Zahlenwerte nach größte reduzierte 
Spannung. Andererseits könnte eine derartige Annahme nur richtig sein, wenn 
für den betreffenden Stoff die Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Zug 
und auf Druck gleich hoch liegt, da sonst die Annahme in diesen beiden speziellen 
Fällen nicht stimmen würde. \Vürden wir der Erfahrung entsprechen wollen, 
daß der betreffende Stoff bei Beanspruchung auf Zug und auf Druek mit 
Bezug auf die Höhe der Elastizitätsgrenze ein verschiedenes Yerhalten 
zeigt, so müßten wir unsere Annahme so formulieren, daß wir für das Er
reichen der Elastizitätsgrenze bei allgemeinem Spannungs zustand entweder dic 
größte positive Hauptdehnung oder die dem Zahlenwerte nach größte negatiye 
Hauptdehnung als maßgebend ansehen, je nach den absoluten Größenverhält
nissen der Hauptdehnungen zu einander und je nachdem die Elastizitätsgrenze 
auf Zug niedriger oder höher liegt als jene auf Druck. Anstatt der dem Zahlen
werte nach größten positiven oder negativen Hauptdehnung könnte natürlich 
auch die dem Zahlenwerte nach größte positive oder negatiye reduzierte Spannung 
gesetzt werden. In weiterer Yerfolgung dieses Gedankens müßte man schließen, 
daß an der Elastizitätsgrenze die dem Zahlenwerte nach größten positiven 
Hauptdehnungen (reduzierten Spannungen) oder die dem Zahlenwerte nach 
größten negativen Hauptdehnungen (reduzierten Spannungen) für alle denk
baren Spannungszustände für einen gegebenen Werkstoff einander gleich seien. 
Nennen wir die aus dem Versuch gefolgerte Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung 
auf Zug azE=EeZE , jene bei Beanspruchung auf Druck aDE = EeDE, so würde 
bei unserer Annahme an der Elastizitätsgrenze eines beliebigen räumlichen 
Spannungszustandes, 'wenn I e+E I die dem Zahlemverte nach größte positive 
Hauptdehnung, I e_EI die dem Zahlenwerte nach größte negative Hauptdehnung 
vorstellen, das Folgende zutreffen: 

EntweJer e+ E = ez E und damit verknüpft I e_ E I < I eDE I , 
oder I e_E I = I eDE I und damit verknüpft e+ E < ez E' 

In einem konkreten Fall wäre hierdurch die experimentelle Bestimmung der 
Elastizitätsgrenze für einen beliebigen Spannungszustand auf die experimentelle 
Erhebung der Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Zug und auf Druck 
zurückgeführt. Nehmen wir im besonderen einen Stoff an, für den aZE > I aDE I 
und setzen voraus, es seien die absoluten Werte der Hauptdehnungen eines 
vorgegebenen Spannungszustandes derart beschaffen, daß die Bedingung 
I eil > I e2 1 > I eal erfüllt wird. Im algebraischen Sinne sollen die Hauptdehnungen 
der Annahme ea > 0, el < 0, e2 < ° folgen. Die Elastizitätsgrenze für den vor
gegebenen Spannungszustand wäre dann erreicht, wenn die Bedingung I eil = I eDE I 
erfüllt ist, welche die Bedingung e3 < eZE notwendig nach sich zieht. Würden 
wir voraussetzen, es läge ein Stoff vor, für den eZE < I aDE I, sonst aber die 
Annahmen über die Größenverhältnisse der Hauptdehnungen und deren Zeichen, 
wie angegeben aufrechterhalten, so können zwei Fälle für die Erreichung der 
Elastizitätsgrenze in Frage kommen: entweder leil = leDEI und e3 < eZE oder, 
wenn diese Bedingungen nicht zutreffen, ea = eZE undieil < eDEl. 

Nach der oben angegebenen Kruppsehen Annahme wäre unter Voraus
setzung, daß die enhickelte Anschauung über die für Erreichung der Elastizitäts-
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grenze maßgebende physikalische Größe richtig ist, die Elastizitätsgrenze in 
einem Punkte eines elastischen festen Körpers mit räumlichem Spannungs
zustand dann erreicht, wenn der dem Zahlenwerte nach größte positive Haupt
dehnungsrest oder der dem Zahlenwerte nach größte negative Hauptdehnungs
rest nach Abbringen der Belastung gerade 0,03 % der zugeordneten Haupt
dehnung ist, welche bei Aufbringen der Belastung erreicht wurde. 

Lassen wir zu den vorangestellten ein Erfahrungsresultat folgen. Bauschin
ger (L) beanspruchte einen geraden Stab aus Flußeisen auf Zug, Druck undVer
drehung bis zur Elastizitätsgrenze. Die Beanspruchung auf Verdrehung ist eine 
solche auf reinen Schub und wird z. B. durch Verdrehen eines kreiszylindrischen 
Stabes verwirklicht, dessen eines Ende fest eingespannt wird, an dessen anderem 
Ende in der Endquerschnittsfläche ein Verdrehungsmoment MD wirkt (Abb. 151 
auf S. 325). Es entsteht dann im Stab ein reiner Schubspannungszustand T für 
Volumenelemente, die nach Art der Abb. 25, S. 90 aus dem Stabe herausgeschnitten 
werden. Die z-Achse dieser Abbildung entspricht der Stabachse. Von den inAbb. 26, 
S.90 eingezeichneten Spannungen sind nur die Schubspannungen 'zt = 'tz = T 
vorhanden, die normal zum Radius des Kreisquerschnittes stehen. Die Größe 
der Schubspannungen erweist sich als proportional der Größe der Entfernungen 
des betrachteten Volumenelementes von der Stabachse. Infolge dieser Be
anspruchung werden die Radien zweier Querschnitte in der Entfernung 1 von
einander, die vor der Deformation in einer Ebene durch die Stahachse lagen, 
gegeneinander verdreht, und die Schub spannung T ist diesem Verdrehungs".-inkel 
proportional. (Siehe hierzu S.32;5ff. des zweiten Teiles.) Aus dem annähernd 
vollständigen Zurückgehen der an der }Iantelfläche des Stabes beobachtbaren 
Verdrehungswinkel nach Entlastung kann auf die Höhe der Elastizitätsgrenze 
bei reiner Schubbeanspruchung ein Schluß gezogen werden. Nennen wir die 
Elastizitätsgrenze auf Zug, Druck und reinen Schub der Reihe nach aZE' aDE, TE 

und die zugehörigen Hauptdehnungen eZE , eDE , erE' so muß bei Verwendung 
des einfachen und erweiterten Hookeschen Gesetzes 

zutreffen (S. 72). Für das untersuchte Flußeisen ergab sich die Elastizitäts
grenze auf Zug gleich jener auf Druck, d. h. aZE = I aDE I. Wenn die Annahme, 
daß für das Erreichen der Elastizitätsgrenze entweder die größte positive Haupt
dehnung oder die größte negative Hauptdehnung maßgebend ist, richtig ist, 
so müßte eZE = leDEI = lerEI also (JZE: laDEI: ITEI = 1: 1: 0,8 zutreffen, 
wenn m = 4 gesetzt wird. Aus dem Versuch wurde nicht dieses Verhältnis, 
sondern das Verhältnis 1: 1: 0,5 gefunden, woraus sich ergibt, daß die voran
gestellte, auf Poncelet, de Saint Venant und Grashof zurückgehende An
nahme für Flußeisen nicht vollkommen zutreffend sein kann. Nichtsdestoweniger 
wird sie - das sei gleich hier erwähnt - in der Praxis derzeit festgehalten und 
angewendet. 

Hätte nicht Flußeisen, sondern ein Stoff vorgelegen, für welchen die Elastizitäts
grenze auf Zug niedriger ist als jene auf Druck (Gußeisen), so müßte bei Fest
haltung unserer Annahme für die Erreichung der Elastizitätsgrenze bei reinem 
Schub die Bedingung I TEl = aZE erfüllt sein. In den Abb. 57 a und 57b sind die 
Elastizitätsgrenzen auf Zug, Druck und reinen Schub durch die zugehörigen 
Hauptkreise nach Art der Mohrschen Darstellung (siehe Punkt 13, S. 61) wieder
gegeben, und zwar für die Fälle aZE = [aDEl und aZE < laDEI. 

Als zweite Annahme für jene physikalische Größe, welche die Elastizitäts
grenze charakterisieren soll, wollen wir jene von O. Mohr (L) besprechen, die 
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sehr bemerkenswert ist und besagt, daß für das Erreichen der Ela"tizitätsgrenze 
eine der Erfahrung zu entnehmende, jedem ::Ylaterial eigentümliche Funktion 
! (al ( 3 ) der algebraisch größten und kleinsten Hauptspannung a3 und er l maß
gebend ist. Nach )Iohr soll diese Funktion an der Elastizitätsgrenze einen be
stimmten Wert annehmen. Die algebraisch in der )Iitte zwischen er l und era 
liegende Hauptspannung a2 soll demnach laut Annahme keinen Einfluß auf das 
Erreichen der Elastizitätsgrenze besitzen. 

Bei der angegebenen algebraisehen Ordnung der Hauptspannungen 
(al< a2 < 0"3) ist die Art des Spannungszustandes durch das Verhältnis der Haupt
"pannungen zueinander gegeben; es sei dementsprechend 0"2 = 0"17. und er 3 = er 1 ß ' 
wobei r:t. und ß zwei gegebene Konstante sind. An der Elastizitätsgrenze nimmt 
die Funktion der beiden Hauptspannungen erl und er3 nach der yorangestellten 
_-\.nnahme einen für den yorgelegten Stoff charakteristischen Grenzwert pan, 
d. h. !(erl , erlß) = p. Aus dieser Beziehung müßte sich O"lE, d. h. die Haupt
spannung a1 an der Elastizitätsgrenze eindeutig bestimmen lassen, wodurch 
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auch für die gegebene Art des Spannungszustandes die Elastizizätsgrenze durch 
die Angabe der zwei Hauptspannungen 0"1 und 0"3 festgelegt wäre. 

Wenn wir uns an die ::\lohrsche Darstellung des Spannungszustandes erinnern, 
können wir das Vorstehende auch so formulieren: An der Elastizitätsgrenze 
eines Spannungszustandes gegebener Art hat der Hauptkreis des Spannungs
zustandes im Sn T n-System eine bestimmte Lage und Größe; die Lage des 
Hauptkreises mit dem )Iittelpunkte auf der Sn-Achse ist durch seine )Iittel-

kt k d · t O"1E+O"SE O"1E(l+ß) d' G '"ß d Hk' 1 h pun - s -oor Inae --2-- = -- 2 -, le ro e es aupt -reIses (urc 

1· G"ß . Rd' d' d hO"SE-O"lE O"1E(ß-l) b b' (le "ro e SeInes alUS, .1. urc --2-- = --2--- gege en, wo eI O"lE 

aus der gegeben gedachten Funktion f (0"10"3) und aus p zu bestimmen ist. Die 
Nebenkreise in der }Iohrschen Darstellung des Spannungszustandes spielen nach 
der genannten Annahme für die Erreichung der Elastizitätsgrenze keine Rolle, 
einzig und allein maßgebend ist der dem betreffenden Spannungszustand zugeord
nete Hauptkreis. 

Die Funktion f (0"10"3)' welche an der Elastizitätsgrenze einen bestimmten Wert 
besitzen soll, hängt nach )lohr von der Erfahrung ab, muß also für jeden beson
deren Stoff aus derselben geschöpft werden. 

Zur Klärung dieser Annahme sei das Folgende mitgeteilt. ::Ylohr sagt, daß 
die Erreichung einer Grenze - darunter braucht nicht nur die Elastizitätsgrenze 
yerstanden werden, es kann auch z. B. die Grenze sein, welche wir eingangs im 
Punkt 12, S. 23 als relatiye Festigkeit bezeichnet haben, die häufig auch Bruch
grenze für einen bestimmten Spannungszustand genannt wird - für einen 



157 

bestimmtcn :-l'HHlllllngszllstand (Jp (J2' (J;l in einclll Punkte eines elastülc:hen festen 
Körper" an ein bestimmtes, diesem l'unkte llnemllic:h naheliegendes Flächen
element gebunden jst, und zwar an jenes, in dem zur Norlllalspannung die größte 
Schubspannung hinllutritt. An der Hand der Abb. I!Ja besagt diese AWlehauung, 
daß jeneH FliielwnclUlnünt nur tangclltiell 1111 dcn Durehmo8serkreis der unend
lic:h kleinen Kugel in Abb.l!J liegen kann, dessen Ebene durc:h die Haupt-
8pannungen iJ 1 und a;l festgelegt ist; denn für solc:he Fläehenelemente hm;timmen 
die NormnJspannungs- und Schuhspannungskomponenten je 7:wei 7:ugeordnete 
Punkte des HauptkrciHes, die bClliiglich der N n-Achse Ryrnmetrisc:h liegen, und 
für jedon Punkt deK HlwptkreiseH trifft eH IIU, daß für eine gewählte Normal
spannung N n (lie lIug('onlncte :-lehubsp'Lnnllng die größte unter allen möglichen 
SehubsplLnnungen ist, welehe dieser Nonnalsrmnnung zugeordnet werden könnten. 
Mit iLnderen Worten, nur die den einllelnen Punkten des HiLuptkreü.;es zugeord
neten Fliichenclenwnte der unendlic:h kleinen Kugel samt den dieHen kleinen 
Fliiehcnelerncnten lIugeordneten N n T,,-Kom pOllenten kommen für die Errei-
chung c!Pl' Elastillitiitsgren7:e in Frage, T" 
und die Nu 'l'n-Kolllponenten dicsor Flii- g 
cheneh'mente können demnach nur von 
iJ1 und (Ja abhängen, nicht aber von der 
mittlereIl H,tupüqmnnllng iJ2 . I~H ist 
niLch l\1o hr Sadw der 1'~rfiLh rung, für 
jeden SpculIlllngszm:taml den HILuptkreis 
zu finden, der der ElaHtizitiitHgren7:c 
entspricht. Für stetig ineiniLnder ü her
gehende vcrseh iedene Spannungs7:u
Rtände erhalten wir für einen gegebenen 
WerkKtoff an der l~laHti7:itiitsgrenze eine 
unendliche Schar von HcLuptkreisen, 
deren einhüllende Kmve g (Abb. fiR) 
den geomctric;chen Ort iLller l'un kte vor
stellt, welehe für die versehiedetwn Spall

Abu. 58. 

nungsllustiindc den Bedingungen genügen, (\;11.\ sie Fläehenclementen der unend
lich kleinen Kugel in der Darstellung Ahb. Ul entsprec:hen, für die w einer ge
gebenen Normalspa,llnllng (!ie für (kn gegebenen Spannungszwltand denkbar größte 
Sc:hubHp'Lllllung hinlllltritt. Die einhüllende Kllrve muß offenbar symmetrisch 
mit ({ezllg ,wf d je N ,,-Achse Hein. Zwei Hymmetriseh 1I\ll' Nu-Achse gelegene 
Punkte, z. B. A,~-I' (leier B,B' UHW., in welchen die einhüllende Kllrvc g der 
HiLuptkreise, auch (irenllkllrve für die ElastizitätHgrenlle genannt, je einen 
HiLuptkreis berührt, bestimmen für dimlen HauptkreiH nach Seite 66ft. ein im all
gemeinen sehicfwin k(diges Prümm, dessen Fliiehenelemente die Winkel :2 (n, IX) ~ P 
und 2 (11, y) ~ 1/), wobei p + 1p I ROo ist, miteinander cimlehließen. In diesen 
FläelwneIementell winl die ElaHtizitiitsgrenllC in dem Iwtreffendell Punkt des 
ebstisehen Körpers IIUorst erreicht, und ist bestimmt dureh die in diesen Fliic:hen
clernentpn ühertr,tgl'lle am; den Komponenkn N n uncl 'I'n zusammengeset7:te 
TotaJspannung. Die UestaJt der Urenzkurve ist für die verschiedenen Stoffe ver
Hehieden und f-la,c\w der Erfahrung. Allgemein kann über sie nur ausgesagt werden, 
daß der Punkt, in welchem sie die positive N,,-Aehse schneidet, dem Sp,Lnnungs-
7:ustand a 1 = a2 rT;) mit (JI :::> 0, d. i. dem 1",111 eier allseitigen ZugbeiLnsprnehnng 
entspreehen muß, und daß der Punkt der Grel111kurve, wcleher iLllseitiger Druck
heiLnspruehnng entKprieht (hydrostatischer rällmliclwr SpannungK7:ustand 
iJ1 = iJ 2 = a'l mit (JI 0) (lelll IIweiten Sc:hnittpunkt der Grenzkurve mit der 
negiLtiven Nil-Achse lIugüonlnet sein IllUß. Let7:terer chirfte in Hehr großem Ab-
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stand von der 'l'n-AclulO liegen, weil die Elasti,r,itiltsgl'cnze bei die,;el' Bü1\11spru
cll1lJlg, wenn sie überlmupt vorhanden ist, vermutlich sehr hodl liegt. 

l~s sei die Gleichung der (;renzkmve g illl Nil' ;r, '1'1/ !/-Rystem durch 
F (x, y) ]J gegeben. Dann mÜSHen fül' einen Berührullgtipunkt. mit den Koordi-
naten .;, 'I) eines Hauptkrcises llIit der (irenzkurve die Bedingungl'n 

,ar 

F (~, rJ) = p, (~ -- (JL~ rr"y +'l= Cr" -;:rY1y, (~::)x.~ ~ = - (-;; ;;,) 

v 'I -~)y- I ::; 1/ 

2 

'I 

erfüllt sein, welehe besagen, daß der Punkt ';,11 sowohl iLllf dplll Haupt.krcis wie 
auf deI' Grenzkurve liegen soll und die Tangenten an Haupt.kreül ulHl Gl'enz
kurve in diesem gemeimmmen Punkte zllHamnwnfallell. Mit deli aus den beiden 
letzten Bedingungen bel'eehnekn \Vertell von'; und I) el'hiiJt, lIlan aml der ersten 
Bedingung eine Beziehung f (a 1(1;\) = J), wohei die Form deI' Funktion f von jencr 
der ~Fllllktion F' abhängig i:-;t. 

Der Wert von]J ist festgelegt durch die Al1Imhrne dmi gecluldden Defol'matiom:
restes. Für die Beamipl'ucllllllg mit Zug und auf Druck müssen niillliieh an dcr 
Elastizitätsgrenze die Bcdingungen f (O,a3) 71 und f (al' 0) JI erfüllt :-:ein. 
Aus dieHen heiden Bezit~hungen müssen sieh a;\ und (TI entspreehcnd den experi
mentell erhobenen Ela:-:ti,r,ität:-:grenzen flllf Zug bzw. üruck ergeben, W~1S eine 
bestimmte Wahl von ]I VOl'an:-:Ketzt. Ist die 1%1Rtizitätsgrenw auf Zug gleieh der 
Elastizitätsgrenze auf Druek, KO müsscn an;.; den beidcll Beziehungen Werte a l 

und a3 folgen, die eilHtnder gh~ieh sind, wa:-: nur bei einem hesonderen Charalüer 
der Funktion f möglich ist. 

Besonders :-:ei noch hervorgehoben, daß dann, welln für zwei SpanIlungs
zustände an der ElaHtizitiitsgrenze sich die H,111ptkreise decken, die Elastizit.üts
grenzen für dieHe Sp~lnnungswstänc1e gleich scin mÜsRoll. 

Als Beispiel wollen wir eine besondere Art. von Flußeisen wühlen, das nur 
SpannullgHzuständen unterworfen Rein soll, die zwisehen der I'einen Hm1m:prll

I'hnng auf Zug und der reincn 
Beanspruehung auf Druek liegel\. 
Die }H'soJl(ler(' Art des Flußeisem, 
soll dadurch zum Ausdru<:lw 
kommelI, daß die Elastizitiit.s
grenze auf Zug desselben gleieh 
:::ein Koll deI' 1%1stizitiitHgrcnze 

-Nn 
~---f------,,L-+-'-·/)\--f----"!-''I---l--~''' Nn auf Drllck, d. h. bei Allnahnw 

I 
I 
I 
I 
I , 

! 9, 9, : 
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Ahh. [in. 

pi Ile:-: geduldeten Deh nllngsrcskK 
Kollen die Haupt:-:pr1nllllngskrei:-:l' 
d('r Elastizitiitsgronzon aZE 1111<1 

(T/JJe für die BI~ansl)1'uchullg auf 
Zllg bz\\". allf \)rllck gleich gl'Oß 
ull11 H'ylIlllwtrisl'h mit Bezug auf 
dip 'f'.II-Achsl~ gelegen spin 
(Abh. f)!J). N:teh <ien hereits ohl~" 
I'I'wiihnkn VITsuehen von Ball

se hi Jl gor mit einer be:-:ti IIllllkll Sorte Flnßeisell liegt d ie EhHlti~itiit:-:grenze 'Je auf 
reinen Schuh derart, daß [r g [ O,f)rrzB --= O,:>[(l%[ wird. Dur Z1l 'R gehörige 
Hauptkreis mit seinem Mittelpunkt ill () ist delllimeh gleich groß mit jenen Ikr 
Elastizitätsgrenzen auf Zug und Druck. \Vürdl' man als wahl'scheinlieh:-:ten Ver
lauf der Crenzklll've für RpanllllngszuKtiindl" die zwis('hen der Beansprucllllllg auf 
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Zug und der Beanspruchung auf Druck liegen, je eine zur Nn-Achse parallele Ge
rade g bzw. gj ansehen, so ergäbe sich als Resultat, daß für die angegebenen Span
nungszustände die Elastizitätsgrenzen durch die ihnen zugeordnete gemeinsame 
größte Schub beanspruchung TE charakterisierbar sind, die unter 45° zu den 
Hauptspannungsrichtungen geneigt auftritt. Diese Folgerung deckt sich mit einer 
erst später zu besprechenden (S. 18lff.) Annahme von Coulomb, die dieser 
Forscher für das Erreichen der Bruchgrenze, allerdings für jede beliebige Stoff
gattung, als maßgebend angesehen hat. Da die Grenzkurve jetzt die Gleichung 
y = ± p besitzt, so ist die Funktion, welche das Erreichen der Elastizitätsgrenze 
bestimmt, durch 

f (T~ - (Tl 

(a l ,a3) = ± -2- = ± p = + Tmax 

gegeben. Der Versuch yon Bauschinger ist demnach durch die )10hrsche 
Theorie gedeckt. 

Ferner hat J. Guest (L) Versuche mit dünnen Rohren aus Stahl, Flußeisen, Kupfer und 
Messing gemacht, die gleichzeitig oder nacheinander einem inneren Flüssigkeitsdruck. Dreh
momenten mit Ebenen normal zur Rohrachse. und einer Zugkraft, parallel zur Rohrachsen
richtung, ausgesetzt werden konnten. Es war durch entsprechende Kombination der Kraft
wirkungen möglich, sämtliche Spannungszustände, die zwischen reiner Zug- und Druck
beanspruchung liegen, zu yerwirklichen. Die Versuche sollten dip Frage bcantworten, ob die 
mittlere Hauptspannung Einfluß auf liie Erreichung der Elastizitätsgrenze besitzt oder 
nicht. Die Versuche von Guest bestätigten die ~Iohrsche Theorie. 

Dagegen widerspricht die ~lohrsche Theorie gewissen Versuchen mit spröden 
Körpern, worauf wir später zurückkommen werden (S. 191). 

34. Giiltigkeitsbereiclt des Hookesclten Gesetzes (Fortsetzung). 
Grad der Y ollkommenheit und Größe der Elastizität. Ein allgemeines ::\1aß 

des Grades der Vollkommenheit der Elastizität eines wenigstens durchschnitt
lich isotropen und homogenen Stoffes, der einem beliebigen Spannungszustande 
in einem bestimmten Größenbereiche desselben unterworfen wird, könnte nur 
auf einem Vergleich zwischen den Verzerrungskomponenten nach Aufbringen 
der äußeren Belastung mit den federnden Verzerrungen nach Abbringen 
der Belastung beruheIl. Es dürfte nach den Auseinandersetzungen des vorher
gehenden Punktes klar sein, daß eine yon der Art des Spannungszustandes 
unabhängige wirkliche Definition dieses ::\1aßes nur dann erfolgen könnte, wenn 
man wüßte, welche physikalische Größe für das Auftreten eines Deformations
restes yorgegebener Größe bestimmend ist. Nachdem das bisher nicht der Fall 
ist, begnügt man sich, jenes ::\1aß aus einem linearen Spannungszustand ab
zuleiten. Wenn in diesem Falle die dem Grenzwert der Zug- oder der Druck
spannung entsprechende Kraft mit P, die dieser Kraft zugeordnete gesamte 
Dehnung mit ep und die federnde Dehnung nach Abbringen der Belastung P 
mit !Jp bezeichnet wird, so ist es üblich, den Grad der Vollkommenheit der 
Elastizität in dem der Kraft P zugeordneten Spannungsbereiche aus dem Werte 

g = ~ zu beurteilen. Der Wert g kann sonach höchstens gleich 1 sein, er wird 
ep 

nach den obigen Auseinandersetzungen um so mehr sich I nähern, je kleiner die 
aufgebrachte Kraft P bzw. die ihr zugeordnete Spannung war. 

Es sind noch Yielfache andere Vorschläge zur Beurteilung des Grades der V 011-
kommenheit der Elastizität gemacht worden, yon welchen ich nur noch den einen 
hervorheben will, der ihn aus dem Verhältnis der Deformationsarbeit beurteilt, 
welche au.., dem auf Zug (Druck) beanspruchten Stab (Würfel) bei Entlastung 
zurückgewonnen wird, zu jener Deformationsarbeit, die bei der vorhergehenden 
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Belastung des Stabes (Würfels) hineingesteckt wurde. Die letztere ist offenbar 
größer als die erstere. 

Häufig führt man noch die bei linearem Spannungszustande auftretende 
federnde Dehnung (Quetschung) für 1 kg cm 2 Spannungszuwachs als Größe 
der Elastizität ein. Gilt das Hookesche Gesetz a = (/ E für die federnden 
Dehnungen /I, so deckt sich die Größe der Elastizität mit jener des Zug-

(Druck-) Spannungskoeffizienten x = ~, und man kann dann die Größe der 

Elastizität bis zur Elastizitätsgrenze auf Zug (Druck) konstant setzen. Bei 
Gültigkeit eines anderen Elastizitätsgesetzes (Gußeisen) wäre bei dieser Auf
fassung des Begriffes die Größe der Elastizität eine Funktion der Spannung. 

35. Gültigkeitsbereich des Hookeschen Gesetzes (Fortsetzung). 
Gebiet der bleibenden Deformationen. Streck- und Fließgrenze, Fließi'iguren. 

Yerfestigung, technische Zug- und Druckfestigkeit. Bruchgrcnze. Reißwiderstand. 
Oberhalb der Elastizitätsgrenze zeigen die verschiedenen wenigstens durch
schnittlich isotropen und homogenen Stoffe bei Beanspruchung auf Zug oder 
Druck und Festhaltung der im Punkt 2gb) gemachten Annahmem in der Regel 
die gemeinsame Eigentümlichkeit, daß die bleibenden Formänderungen (Deh
nungsreste) sowohl absolut als auch im Verhältnis zu den Gesamtdehnungen 
wachsen. }Ian nennt aus diesem Grunde den Bereich der Deformationen ober
halb der Elastizitätsgrenze den Bereich der bleibenden Deformationen, wobei 
aber festgehalten werden muß, daß auch oberhalb der Elastizitätsgrenze noch 
federnde Deformationen yorhanden sind, nur wird deren Bedeutung um so gerin
ger, .je größer der Spannungszustand wird, oder je mehr wir uns der Zerstörung 
des Stoffes nähern. 

Besonders augenfällig ist bei Beanspruchung auf Zug oder auf Druck das An
wachsen der totalen Dehnungen und Quetschungen für Stoffe, die schon oben als 
plastische (zähe) 11etalle, wie z. B. Flußeisen, eingeführt wurden. Zunächst wollen 
wir das in dem besonderen Falle der Beanspruchung eines Stabes mit kreisförmigem 
Querschnitte aus Flußeisen auf Zug yerfolgen. Kurz nach Überschreiten der 
Elastizitätsgrenze biegt die Spannungs-Dehnungskurve stetig, oft auch scheinbar 
unstetig von der a-Achse ab und die Dehnungen wachsen in einem mehr oder 
weniger großen Bereiche, ohne daß im }Iittel besondere Spannungsänderungen 
auftreten. Es kann sogar sein, daß die Dehnungen ·wachsen und die Spannungen 
abnehmen. }lan sagt, das Flußeisen befinde sich im Streck- oder Fließbereich 
(siehe hierzu die Schaubilder für Flußeisen, Bronze, ~Iessing in den Abb. 45, 48 
und 51, 52), oder auch, es sei die Streckgrenze oder Fließgrenze erreicht. Letz
tere Bezeichnungsweise ·wird besonders gebraucht, wenn das Umbiegen der 
Spannungs-Dehnungskurve nahezu plötzlich (wie in Abb.48) eintritt, dagegen 
ist der Name Streckgrenze bei stetigem Umbiegen der Spannungs-Dehnungskurve 
(wie in Abb.52) üblich. Aus dem Gesagten geht schon hervor, daß von einer 
eindeutigen Bestimmung der Streckgrenze im Sinne einer besonderen Spannung 
nicht gesprochen werden kann. Bach (L) schlägt vor, gegebenenfalls eine obere 
Fließgrenze a~F und eine untere Fließgrenze a~F (siehe Abb. 48) zu unter
scheiden und meint darunter den annähernd größten und kleinsten Wert der 
Spannungen im Fließbereich. Manchmal sind auch mehrere scharfe Knicke 
der Kurve in diesem Bereiche zu bemerken, es existieren dann mehrere obere 
bzw. untere Fließgrenzen. 

Das Maximum bzw. Minimum der Spannungen im Fließbereich zeigt sich 
in einem augenblicklichen Stillstehen und darauffolgenden Zurückgehen (Vor-
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gehen) dm; KraftzeiW'I'N all deI' F('Nti~~kt'it"lll<ls(:hille, Ullkl' Zuhilfenahme welcher 
der Zugversuch ausgeführt II·in1.I';;,i,diel"t Ilur eille Streckgrenze, KO zeigt sich 
wiihrel}(l der Periode des Stre('kl'lls villt' <lllffiillige Vel'lnngsamung oder fLUCh ein 
sdwinlml'Ps Stilk"ü,ht'n des Kraftzeigt'rs tro!z unveriinderter Gesehwindigkeit 
dm; Kraft,Lntriehel4, z. H. der Punlpengeschllindiglwit bei hytIrallliKcher Kraft
ühertragung, II'Plligstens bei d(,,, durchschnittliclwll nicht besonders kleinen 
lbforrn,LtioIlsgmwhwindigkt'i(cn (die Pumpt' dient zur Erzeugllng de;; nötigen 
hydrostatischen I)rll e lw~ , der den einen I'~inspannkopf deI' Maschine rehltiv 
zum zweitun bewegt und hierdureh auf dem in (kn 1'~insp;Lnnköpfell befestigten 
Verwehsst,lb die Zugkraft t'rzcugj,). Bei griißeren J)ef()rllliLtionsgeschwindig
keilen ist diescs Verh,dt.('1t des Kraftzt'igers so Hugt'nfiillii! , daß der B eobaehter 

p 

Abb.60. 

hierdurch einen Allha,ltspunkt zur Bestimmung eines mit,tieren Wertes der Fließ
bzw. Streekgreltze gewinlten kann. An jener Einrichtung, z. B. einer Meßuhr 
(s. unten), welche ZUl' 1'~l'mitt.lllng der Längenitlldenlllg deo; Stabes vorgeRehen 
wird, kann man das 1':l'rpidwll der Streckgrenze (Fließgrenze ) alt dem raschen 
Wandern des Z(~igel's augcnfiillig beobachten. Unabhängig davon, ob eine Fließ
oder Strec:l,grcnze, <Llso tier Beginn deH Streckens oder Fließens mehl' oder 
weniger ,wgenfiillig durch das VerhaJten der Meßeinriehtullgen beobaehthar 
wird, ist der Vorschlag gemacht worden, von der Erl'Pichung der Streek- bzw. 
Inießgrenze d,Lllll Zll Hpl'eelwll, wenn die bleibenden Üehnungen 0,2 % mIeT' o,a %, 
bezogen lLUf die III'>,pri'lIlglielw Stahliinge, zu überschreiten beginnen. Im folgen
den sind VeI'Hllclu4t,rge\misse mit einem Stab an;; Flußstahl iLllgegehen . 

Der aiR Normalrulldstnb ausgebildete ProbüRtah besa.ß eine Meßlänge von 20,07 em 
und einen KreiRdurehnwsser von ~ Gm. Zur MesHlIng der Längeniinc!erlmg im lkreiehe des 
Streekens kann die Einrichtung nach Ahl>. HO vprwpmlet wprd f, n. In die ])('idpn mit I-lehnei-

Girtler, Mt'(~hallik. 11 
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den 1,2 versehenen Schienen 9l, ~ greifen in schwalbenschwanzförmigen Nuten die beiden 
gleichfalls mit Schneiden 3, 4 versehenen Schienen 58, 58 ein. Bei Anlegen der Schneiden 
an diametral gegenüberliegenden Stellen des Probestabes PS, der unter dem Einflusse der 
über die Querschnitte gleichförmig verteilt gedachten Zugkraft P steht, gleiten die Schienen 
58,58 in den Nuten der Schienen ~, 21: dann, wenn eine Verlängerung des zwisehen den 
Schneiden liegenden Stückes (Meßlänge) des Probestabcs eintritt. Die Feststellung der 
Schienen ~, ~ am Probestab erfolgt, nachdem die Schneiden 1,2 und .3,4 in am Stabe 
eingerissene in der Ebene der Schneiden liegende Striche eingesetzt wurden, durch Anziehen 
der Schraube A, die in dem federnden Bügel E gelagert ~~t. Durch Vermittlung von in Spitzen 
auf den Schienen ~, ~ gelagerten Stiften i, i wird die Ubertragung der Schraubenkraft auf 
die Schienen ~, ~ gesichert. Die Federn F, F dienen zur nachgiebigen Lagerung der Schienen 
am Probestab und zur klaglosen Führung der Schienen 5l.~, 58 in den zugehörigen Nuten 
parallel zur Sbtbachse. An den Schienen 58, 58 sind zwpi im Dreieck gebogene Stäbe C, C 

z 

f 

J( 

s 

p 

Abl,. 61. 

aus Aluminium mit biegungs
steifen Querschnitten ver
schrau bt, die auf die .Fühlcr
stifte Z. Z zweier geeichter 
Meßuhren M, M mit ';",,, mm 
Teilwert einwirken, wenll eine 
Verlängerung der Meßlänge 
eintritt. Die in vertikaler 
Richtung federnd außer
ordentlich leicht beweglichen 
Fühlerstifte sind zum Teile als 
feine Zahnstangen ausgebil
det, die in Zahntriebe N, N 
eingreifen, auf deren zylin
drischen Lagern auf den Tei
lungen t, t spielende Zeiger 
K, K sitzen. Werden die 
Fiihlerstifte Z, Z freigegeben, 
so gehen die Zeiger K, K 
infolge der l,'edern l, 1 von 
selbst wieder in die Null
stellung zurüek. Der Meß
bereieh einer Meßuhr ist 2 cm, 
so daß also Verlängerungen 
von 2 CIll des l'robestabes 
noch gemessen werden können. 
Der Meßvorgang ist der, daß. 
sobnge der Stab nicht Ül den 
Streckbercich eingetreten ist, 
zwischen 500 kg und der höher 
liegenden Belastung so lange 
hin- und hergcgangpn wird, 
bis sich konstante Anzeigen 
der Meßuhr zeigen. Als Ver
längerung A des Stabes wird 
das Mit.tel der Anzeigen der 

b . I M I' h A, + ?co elf en e JU ren --_ ... 1!('-
2 " 

nommen. Bei Eintritt des Streckens wird nach Erreichen einer Laststellung und Ab
lesung an der Meßuhr sofort, lind zwar nur einmal bis auf 500 kg zurückgegangen, um dito 
bleibende Dehnung zu konstatieren. Im Streekbereich gehört Übung dlW:U, um sogleich 
bei Ausrufen dps Kraftwertes die zugehörigen Zeigerstellungen an den Meßuhren abzu
lesen, da die Zeiger sich verhältnismäßig raseh bewegen (siehe oben). 

Die Dreieckansätze C. C können auch weggelassen werden und dafür die am Stabe festen 
Schienen 21:, ~ mit je einer Millimeterteilung und die bei Verlängerung des Stabes bewegten 
Schienen 58,58 mit einem Nonius versehen werden. 

An Stelle der beschriebenen Einrichtungen wird häufig auch der Apparat von Marten s
Kennedy zur Messung von Verlängerungen verwendet. Derselbe (Abb. 61) ist im wesent
lichen nach Martens gebaut (Seite 81 ff. und Abb. 24 und 24ft), nur sind jetzt die Stahl
prismen R, R mit Zeigern Z, Z verbunden, die auf Millimeterteilungen M.1I1. spielen. V(,I'
dreht sich ein I'rima und mit ihm der 7.eiger Z um dpn Winkel f[Jl entsprechend einer V(·r-
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längprung des Stabes um i.1 , so gilt die Beziehung tg'PI = CPl = ).1 , wenn 8 wieder die Länge 
8 

der Stahlprismen 7-wischen den bpiden i-\ehneiden vorstellt. Der Verdrehung CPl sind 

Dcpl = n 1 '('pilwerte (IPr Skala.M ZIIgeordnet mitD als Zeigerlänge, so daß J.1 = 'PI s = n1 (;~). 

Wenn -18 . =c I. das gegebene ÜI)(,fHetzungsverhältnis des Instrumentes ist, so pntsprieht 
) GO 

einem Millimeter der Skala ' j" nllll Verlängerung. Der Meßbereieh der Skala beträgt in der 
Regel 1 mrn, d. h . es können Verlängerungen von dieser Größenordnung noch gemessen 
werden. Zur Ermittlung der Verliingl'rllllgen werden stets die Mittelwerte der Ablesungen 
der 7,wei Zeigers teIlungen genO!ll!l1l'n. 

In folgender Tabelle ist das Versllcllsprgehni s mit dem oben genannten Stahl zusammen
gestellt: 

Gesamte Zurückbleibende 
Belastung Spannung Verlängerung -

kg kgjcm 2 
Jj",JllJll Verlängerung bemgene Dehnung 

I 1/50 mrn % 

500 159 0 
I 

0 0 
3000 954 4 0 0 
8000 2547,7 12,95 0,3 0,003 

12000 3821,6 21,:35 0,55 0,0055 
13100 4171,H 23,7 0,65 0,0065 
14200 4522,3 2(;,4 0,85 0,0085 
14530 4627,4 28,0 1,15 0,0115 
15100 4824,8 28.5 1,35 0,0135 
15900 G063,7 :n, I 1,7 0,017 
17200 G477,7 :W,G5 4,2 0,042 
17300 G50U.5 :18,7G 6,15 O,Olil5 

~ieht Illall von den bis 7,ur Bplastullg von 500 kg sieh einstellenden Dehnungen ab, so 
ist naeh dieser Tabelle die Elastizitätsgrenze nach dpn Vorschlägen der Materialprüfungs
anstalt Groß-Lichterfclde (Seite IG2) Jwi 8000 kg Belastung entsprechend einer ~pannllng von 
2547,7 kg/cm 2 erreieht. Obprhalh diPHcr ~pa,nnllng beginnen die bleibenden Verlängerungen 
eine wesentlichere Holle 'l.1l spielen (Gebiet. d('[ bleibenden Deformationen). 

Etwa von der Spannung ö06:1.7 kg/Clll 2 an ist dip starke Zunahme der bleibenden Ver
läng<'nmgell in die Augen springend. Die 0,:1 '::J-Grenze ist aber selbst bei der Spannung von 
550U,5 kg/c lll 2 noch niellt erreicht. 

fm Bereiehe de,; Fließens (Streckcm;) tritt hei Flußeisen inshesondere, wenn 
tlog. Fhwhstiihe verwcndet werden , d. h. Stiihe mit reehtec:kigem Querschnitt, 

, , -

AbL. G2. J!'lil~ßfiglll'cn an eilH'1Il ltHIult-;{,ab alls FlufkisCll nach ~lIghcallsprll('hlll1g. 

eine allffiillige Vpriinderung der ursprünglich glänzend polierten Oberfliic:he 
des Stabes auf. Sie wird matt ~tlIssdwnd, wie mit Tau belegt, im weiteren Verlaufe 
bekommt der Stab oft ein eigentüllllieh vc:rknittertes Aussehen. DieRen Ersc:hei
nungen läuft pamllel d~LS Auftreten von Linicl1systemell, die etwa unter 4fl Grad 
zur Stabac:htle geneigt stehen, demrt, d~d3 sie ein mehr oder welligerweitm~Lsc:higes 
Liniennetz bilden, für welc:hes (ler Na,me Lii.derssc:he (1,) oder Ha.rtma,l1lu;ehe (L) 
Fließfiguren gebräuc:hlic:h wurde. (Siehe Abb. G2, GOn und fl2a.) 

ll* 
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;Vlan kann dieHe Figllren dure!t I)('Hond('l'(' Verfahren d"lltlich sichtbar maclH'lI. z. IL dur('h 
daH ÄtzverfahreIl ('J':\lIelH'1l d,,1' a IIf 200 bis ;{()()O ('I'w'inn\.ell Htäb" ill "int' LiiHIIIli! \·Oll 

Hel lind ('11('1 2 ,)* 

Nach Überschreiten der t-ltreckgrcn;r,e skigt dip ~pallnullg:·;-l)ehnungsklll'\,(, 
der in Betnwht komllll'ndcn t-ltoffe wieder bi" ;r,u eillelll Punkte 11 all (Abb . .f;"), 

48 ulld GI), der dem HiichstW('l'tc der Zugkraft ('lltHpricht (Seite 14G). 1\1<111 
;,;pricht VOll eincr Verfe,.,tigung des Stoffes ill dil'S('1l1 Bereiche. Vom PUllkü' 11. 
dem eine Spannung 1\: und eille (Jes,tllltddIIlUllg VOll fJ{z entsprieht, fiillt die 
Kurve im tl'dllli,.,chen (J'-e-I"klmu biltl hl'i dnll HOg. einschnürenden lVIaterialiell, 
z. B. weielwlll [<'lu LleiHen, St,thl, Blei (11 ich t pi Ilsch 11 ürende Materialiell bei <I us
gesproehmwr Streckgren;r,c Hind ;r,. B. gewisse l\Jt,Hsing- und Bronzesorten) bis ;r,l\ln 
Punkte I~, dem eine Spallllung k: und (ips<lllltdehnullg ekz zugeordlld ist. 1\ z 

heißt in der techllisdwil l\1eelmnik Tmggrcllw auf Zug oder Zugfestigkeit, k: 
Bruchgren;r,e auf Zug, f k .: Bruchdehnung. "VCIlIl fiü' die betreffentlen Stoffe dip 
Sp,1nnung den Wert I\z erreicht hat, odn s\'llOll bei etwas kleineren \Verkn 
setzt die 11~in"dlJliirung und damit zusamnlCllhiillgend die lokale Dehllullg ein 
(Seitel:Wff.) . .Für nieht einsehnürende Stoff(, mit Streekgren;r,e untl ,mg. spriidl' 
Stoffe (UlIßeü.;en, Steine) fallen die Werte von 1\ z und kz zusammen (Ahl>. 4H, ;")2). 
Die Werte Kz und kz h;r,w. ekz im toehniHt'hcn IJ-e-Schaubild für phtstiselw 
und ;r,ähe Stoffe ;sind gegen deli wahren Wert der Spannung beim Bruch, für 
welchen P. Ludwik (L) den N,Lmen l{,eißwiderst,tnd vorschlägt, h;r,w. die im 
Bereiche deH dem Versuehe unterworfenen Zugstahes auftretenden maximalen 
Dehnungen bekanntlich ;r,u klein. Doch hahen 1\ z und e"z den Vorzug leiehtür Be
stimmung für Hieh. tnfolge Abweichung ihr"r Zahh'nwerte im negativ"n Sinnt' 
vom HeißwiderstrLlltl und von der maxinmlen lokalen Bruchdehnung lüuft, die Wert
beurteilung '/.. B. der betreffenden Sorte Flußeisen ,wf Grund der übliehen Er
mittlung von Kz und ekz auf die Einführung eines Sieherheitsgntdm; gegen die 
Überwindung der dem l{,eißwiden;tand glcieh kOlllmenden Kohäsion b;r,w. dür 
ohne Bruch erreiehbaren wirkliehen Dehnung hinaus. Für spröde St,offe weieht 
das Gm;et;r" welche,; für die ZugheallHprucllllng den ZWll1mmenhang ;r,wiselwn 
Sp,lnnungen lind Dehnungen oberhalb dt'r l%tsti;r,itiitHgrenze festlegt, von jenem, 
welches unterhalb der EhLHtizitiitsgrenze gült.ig ist, bei weitem nicht in dem lVI,dk 
ab, wie es für plaHtische lind ;r,ähe Stoffe in einelll Beü;piel gesehildert wurde. 
(V gl. hier;r,u die SpannungHsehau bilder von FlnßeiHen, GußeiRen und :\larmol' 
in den Abb. 4G, 4ü lind 47.) 

Die Hpe;r,ifiHehe DeformatiollHarbeit bei B(><Lnspruchung eines Stabes allf Zug 
bis zu einer Spannung gleich I\z (Abb. G;"») ist lallt <:Ieiehllng U;3a) auf Seite 100 
durch 

/'K z 

(ai) =. J(J'z,lc z = /K,~
tI 

i· Kz 

11~,JpzrlAz 
tI 

gegeben, wenn F bzw.l die Querschnitt,;fliidw h;r,w. Meßlänge deR Versuellf;Rtab('s, 

1\ f' J., I t I" All - - I f'f" t I']" 1 cl '" I a z -'}" erner ez ~- ·e unt J{, t W In ) l. ;);, sc lr;! ICre 'ae Je . eH a-f-'.,c lall-

bildeR bedeuten. Diese einhehe Überlegllng gilt bei einschnürenden Stoffen 
nur bis etw,t 7:urn Punkte 11 des (J'-e-Schall bildes, denn im weiteren Bcreiclw 
desselben bis ;r,um Bruch set;r,Pll nach obigem iirtliche Dehnungen ein. In Wirk
liehkeit kann der Stoff mit dem sc:helllatisehen (J'-e-Schaubild nach Ahh. G;") 

eine viel griißere Fonniinderllngsarbeit aufnehnwn, weil <"t) bei Bereehnllng der 
FormiindcrllngHarbeit pro Rallllleinheit die Sp,11l1111ngpn az auf (lie ursprünglidw 

* Siehe hierzu A.TI'Y (L) lind L. Prandtl (1,). 
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Q,llerschniU,,,fliielw Iwz()gen sind lind weil h) die "ehr erhehliehe 10kaJe Form
änderllllgsarlwit, dip nach Ern,idICn der Höchstlast Illll die I<:insehnürung""telle 
herlllll llllfge"peielwrt. wird, nieht lllitgereehnct worden ü;t. 

Für ciJl(' \wstimmk s"hr dehnban' i-lork !<'lußeiscll, fiir welche K, -~, 3604kg/cm" und 
ek , ~ 0,25 war, Nga b si"h die \Vi" O\)(,!l gesdlild('l"t here,,]' nde J;'ormiinde!'nngsar!Jeit mit 
!),OH mkg/elll" auf eilH' l\kl.\liinge von 20 elU und einen Ülll'dlnwsser <ks kreiszylindrischen 
Vcrsuch"ta,bes von 2 ('111. Dagegen ('rga!J sic], fiir ein s"h!' wenig dehnbares Gulk'isen das 
"Arbeitsverllliigc!l" bis ";Ulll Br\lch nur mit O,07! Illkg/clll". 

Völlig ,1naloge ErhLlIl"llllgpn lind Üb('rlegllllgen ergeben sich in vielen Hin
sichten <1ueh für dip Ikansprlldlllng von plm,tiCichün lind ziihen Körpern auf 
Druck. Dieselben zeigen in Zylindür- oder \Vürfelforlll oberhalb der ElaHtizitiits
grenze auf Druck ein rascheH Zllnehlllen der bleilwnden Qllet.;ehungün. Die 
starke AndeJ'llllg der (~uetHehllngell kurz n,teh ÜberCichreiten der ElaCitizitäts
grenze auf Drllck bei geringer Anderllng der Spannullg macht sich wieder in einer 
Verlangs<1mung bzw. ei ner schein baren Stillegllng oder sogar ~lIIeh einem Zurück
gehen der Bewegung des Manomet.erzeigcrCi ,1n der Fm.;tigkeiü:maschine und dureh 
(bs Auftreten VOll Fließfig\ll'ell (Abb. H:l) auffällig deutlich. Dementsprechend 
wird aueh bei dermtigen Körperll von einer Streck- bzw. 
Fließgrenze auf ])nwk geHproehen , die auch kürzer ale; 
Quetschgrenze bezeichnet wird. Die Strcckgrenm kann fall
weise wieder als 0,2 % -oder O,:l % - Grenze festgelegt werden. 
Nach Dmc:lu.;ehreiten des Streck- bzw. FließbereicheR zeigt 
Hich bei Flußeisen ithnlieh wie bei BeanCipruchung auf Zug 
eine VerfeKtigung (Abb.45), ('in wirklicher Bruch tritt (1ber 
nicht ein, weil das Material mwh der Seite zu aw,weicht. Am; 
dim;em Crunde hezeidlnet man aus praktischen Gründen 
die Quetsehgrenzc al" DruckfeCitigkeit Kj) oder Tmggrellze 
auf Drude 

"~ine ,w"gespl'Ochmw Bruchgrenze kj) Kj) auf Druck 
haben die Hpröden Stoffe, für welehe übrigens das oben 
fiir sie bezüglich deH Verhalt.enCi oberhalb der 1~lastizitiitR

grenze bei Beanspnll'hen auf Zug (~csagte aueh bei Be
anspruchung auf Druck in cntCiprechcnder Übertragung gilt. 
Bes<mden.; hprvorzulwhen wiir!' die Tatsaehe, d~1ß Rprödo 
Stoffe im allgemeinclI eine hedeutend höhere Bruchgrenze 
auf Druck alK auf Zug 'lufw('iscn. So iCit beispieisweiRe das 
Verhältnis k z : kj) für a,us eilwIll Teil Zement, drei Teilen 

1 

i 
Ahb. 6;l. FI kJ.lfiglLrcll 
an ('j1\('1lI auf ])nJ(~k 
!Jpansprtll'ht(,11 Pri:-;
milallS :--liliJ";iullu4ahl. 

gew;1sc]wneJn Quarz"a,nd von lIormalisierter Korngriißc und einem experimentell 
fpCitzulegenden Zusatz VOll \NaHHcr n;wh einer I<:rhiirtungszcit von 2H '1\1gen 
(I Tag <LlI dn!' Luft, 27 Tage unter W<1CiHer), etwa I: H (k, 21) kg!CIll 2 , 

kj) - 20n kg!em 2), ftTnlT gibt eH (iußeiCienHOrten, bei welchen dipses VcrhilitniR 
I : 4 (k z ~()OO kg!CIII 2 • k ll c HOOO kgjcm 2 ) iCit UCiW. 

\Venn die Druck"pannllng des Sta])('Ci heim Brllch so erhobclI wird, wie da,; 
für daR te(~hlliKelw O"-e-kchaubild geschieht, so erhiilt man eilw etwas Zll große 
Druckfestigk('it. I':in wpit be(jpllknderer Einfluß llllf die Drllckfestigkeit kommt 
aber der \{('i1J\lng Zll. l)\lI"ch sie wird die Drll(~kfe"tigkeit weHentlieh erhöht 
("iehe S. IHIi u. 2:l:I). 

\Vird ein dnstisdwr f('skr Kiirpn CiO dlll'ch illl Uleiehgewichte befindliche 
iillßereKriiflP heanslll'ucht, da 1.1 Cii<~h illl g,1nzen Bereiehe dCH KörperH illl all
gcmeinen (,in sciner Art mwh VOll Pllnkt Zll Punkt. veränderlicher I-\panllungs
zustnnd Iwn:tdlt, so kanll bei \Vaehsell der Cröße des iilllkrell LastsYCitemH 
l](Leh Ülwrsd,rl'itell dl'r 1':lastizitiitsgrenw ill bestilllmten Bereichen dCH KÖrpeI'Ci 
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ein Fließen und ~chließlich der Bruch eintreten. DenwntKprechend wird auch 
für eine beliebige Art dü>; Sp:Lnnungs7:ustandes von einer Bruchgrenze (relativer 
:Festigkeit siehe S. 23) evtl. einer Fließgrenze, dercn Definition ähnlich jener 
der Elastizitätsgrenze auf Seite H;a erfolgen müßte, die Hede sein können. Nur 
ergibt sieh dabei die eigentiimlic:he 'L'atfmelw, <bß nicht nur die Konstitution des 
Körpers, sondern auch die Art des Sp:Ln11 ungS7:UHÜLlldm-: !:leibst dafür mitbe
stimmend ist, ob z. B. Fließen oder ein dem Fließen iihnlieher Gleitwstand 
oberhalb der Elasti7:itätsgrenze eintritt odcr nicht (S. 137 unter 1). EH können 
Stoffe, die sich bci linearer Beam;pruehung Hpröde verhalten, bei einem mehr
dimenHionalen Sp:Lnnungszw-:t:1Ild plastü;ch werden. Schon F. Kiek (L) und naeh
hel' L. Prandtl (L) und T. v. Karman (L) haben gezeigt, daß 7:. B. M:trmor, 
abo ein unter gewöhnlichen Verhältnissen spröder Stoff, dann, wenn m:Ln ihn 
unter allseitig hohen Druck setzt, sich bei zw-:iitzlicher BO:LII8pruehung auf reinen 
Zug (Druck oder Biegung) Hich wie ein pl:LHtiHcher Körper verhiilt, also z. B. 
wie Flußeisen; ein Marmor7:ylinder, der unter hohen all~eitigen Druck gesetzt 
wird und dann zllHätzlieh auf Druck parallel zu Heiner Aelu-:e beansprucht wurde, 

Abb. 64. Marmorzylinder unter 685 u"'[ 500 Atmosphären all
seitigem Druck unu zusätzlicher DrueklH'anspruehuug paral1l'l 

zur Achsü (nach T. v. Kiinnan). 

zeigte eine ähnliche tonnen
förmige Ausbauchung wie ein 
auf Druck beanspruchter Zy
linder aus Flußeisen und aueh 
ein Liniem;ystem iihnlich den 
Lüder~Rehen Figuren (A bb. 64). 
Es kann aber auch anderer
seits, wie P. Ludwik (L) aus
führt, ein zäher pl:u.;tischer 
Körper, z. B. Flußeisen, im 
Falle mehrdimensionaler Be
anspruchung sieh wie ein 
spröder verhalten, d. h. zum 
Bruch kommen, ohne über
hau pt l~ließerseheinungen ge
zeigt zu haben. 

Für die Fließ- bzw. Hruch
grenze für wenigst dureh-
schnittlich isotrope und ho

mogene Stoffe bei allgeIn()inem Spallnullg~zustand erhebt sich wieder die 
.Frage .tmeh jener phYKikaliw)lwll Größe, die d:LH Erreiehen dieser Cren7:ell Ull

abhängig von der Art deH Np:tllllllllgHl\w-:tandm-: bm;timmt. Es wäre möglieh, 
daß iLuch für dieHe ()renzen iih nliehe Überlegungen :lIlgewendct werden kiillnten 
wie ~Lllf Seite lii:Hf. mit Bezug :LlIf die Ei:LstizitätHgronze. Im übrigen Hci hier 
auf die AuseimwderHetzungen im Punkte :3!l (Seite 17!lff.) verwieRen. 

iH,. Giiltigkeitshereieh des Hookesehen Gesetzes (Fortsetzung;). 

Hysterese. Ein Stab aUR welligstens durehselmittlieh it;otropem und homoge
nem Stoff werde auf Zug bis zu einer b()~timmten Npannllng (J sehr lang,.,am 
belastet und hierauf entlastet. Wir vel'folg<)n :LU der H:Lnd des VenHwhes die 
Zuordnung der Np:Lnnungen und Dehllungen hei Belm;tung und Entlnstullg. 
Es zeigt sich im iLllgemeinen, dnß a) die Sp:LllnullgH-Uehnungskurve bei Ent
lastung von der Spannungs- [)ehllullgskurv() hei BelaKtullg abweicht, UIl<l zwar 
um so mehr, je hiilwr die obere (iren7:spnllllullg (J bei deI' Belastung war, b) bei 
der Entlastung einem Werte deI' Spannung eille größere Dehnung der urKprüng-
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liehen Stablänge entspricht als jene ist, welche sich bei Belastung für die gleiche 
Spannung einstellt, c) der Chamkter der Entlastungskurve häufig ein anderer 
ist als jener, der der Kurve bei Belastung zukommt. Zu dem unter a) und b) 
Gesagten siehe die Abb. 6;3 und 66a, P 
66b und 66e, die Hieh auf Flußstahl 
beziehen. Abb. 65 r.eigt das P-}.
Schaubild, welches sich ergibt, wenn 
der Versuchs stab fortlaufend von den 
mit 0 bis 13 ber.eielmetell BelaHtungen 
entlastet und wieder Kteigend be
lastet wird, bis er schließlich bricht. 
Die Ahh. 66a, 6ßb und ßße wigen in 
den schraffierten Fliichcn (Seite l(4) 
den Arheitsverlust, welch Cl' eintritt, IL 
wenn der Venmehsstab der I{,eihe nach 
bis etwas übcr die ElastizitätNgrenr.e, 
etwas über die Fließgrell7.e, schließ-
lieh etwas unter die Hödu-;tlaHt be
IaHtet und hicmuf jedesmal entlastet 
wird. Im ersten Falle ist derselbe kaum 

~------------ ~m~----------__ _ 
Abu. 65. 

vorhanden, er wird um HO größer, je höher die BelaRtung wird. Dieser Arbeits
verlust r.eigt sich durch daR Auftreten von Wärme- und magnetischer Energie. 

J,5mkg/cm j 

~ 
---

0.36 mlrg/cmj 

'05 mlrg/cmJ 
~c-. -

~ ~ 
~ ~ ~ 

~ 1 ~ 

, OOZmm , I 

Auu.66,,. Ahb.66". AbI>. 66c. 

Ein zerrissener Stab ~11lS l<'lußeisen fühlt sich unmittelbar mwh dem Zerreißen 
in der Umgebung der Bruchstelle, wo örtlieh bmwnders "tarke bleibende Deh-

Abu. ßi. Bnwhl'!Ilkn eillos RIlII(lstal)('~ aus l1'lußPisen mit <lngczogt'IlPll l~is(~llfdlspÜIlPIl 
nach l~rlldl lli'i Z:llgbeanspnwlnlIlg. 

nungen auftreten, heiß an, und Eü.;enfeilRpiine werden in dieRem Bereiche an
gezogen (AbI>. (7). 

Ganz analoge Erschüinungtm, wiC' die l)('~dlrieh('n('n, zeigen Hiüh bei lYü,gnetisierung 
von Eisen und anderen magnetisierbaren Körpprn. Die Rolle der Spannung wird dann durch 
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die nmgnptiHulw FeldHtiirke, jelle (iPr Dellllullgen (lurch die magnetische Imluktioll über
nommell. 

Die El'Kcheinllng deK 1':intl'itteK t'im'H ArheitHvm'ltlKkH hei l~nthtKt,lIng eilleK 
auf Zug beanKpl'ltehtell HtaheH, die Hieh im a-e-Helmubild in der VerKchiedon
heit der BelaKtuIIW-- lind ElltlaKtung:,;!wrve zeigt, heißt ela:-;tiKche oder 1111-

elaKti:-;ehe HYKtereKiH, je nachdem Hielt deI' Relm.;tungH- 111\(1 Entht:-;tungKvorgallg 
ganz im Gebiete der e1aHtiHehen Forllliinderling oder teilweü.;ü im Gebiete dOI' 
unela;.;tü;ehen Deformationen befindt,t, BelaHtlingK- und l~ntlastungKkurve zu
Hftmmen wird alK HYKtereKiHHehleifo bezeichnet, Im daHtiKehen Uebiet iKt die 
HYHtereKü';Hehleife, wenn von den geduldeten DeforlllationKn)Hten abgeHehen wird, 
eine gm.;chlosKene Kurve. 

Ähnliche HYKterm;iKerKeheinungen wie hei Beam.;pruehung auf Zug zeigen Kieh 
auch bei ReanHprllehllng eineK ZylinderK oder Würfel;; fLUf Dl'IIek bei aufeinander
folgender RelaHtung und EntlaKtllng, 

Manche der eingangK orwiihnten Htoffe zeigen eine Kehr geringe, kalIllI in 
Betracht kommende eh1HtiKehe HYKtel'eKe, wie z. B. gehiirteter Stahl, andere 
(Gußeisen) zeigen dieKelbe in beK<mderK am;geHproehenelll Maß. Für KriHtalle iKt 
!lieht nur' die elaKtiKehe HYKtereKiH, Hondern auch die unelm;tiKehe häufig ver
Kehwindend klein (Quarz). 

AlK beKonderK in die Augen KpringendeK ReiKpiel für <1<1K oben unter e) übel' 
die Änderung des Charakters der a-e-Kul've bei ßelaHtullg und darauffolgende!' 
Entlastung GeKagte, wiire weieheK fLw.;geglühteKKupfer anzuführen, das im Gehiete 
der elaKtiKehen HystereHc nahezu eine geradlinigel<-:nth1Htungskurve entRpreehend 
dem HookeKehen GeHetze. dagegen eine BelastungHkurve beHitzt, die von deI' 
Gemden abweieht, 

'\Tenn bei zwei aufeinandeJ' folgP/lden Wechseln eilws ~imH's (Zug oder Druck) VOll Be
lastung und EntlaHtung <kr B('laHtu/lg im z\\'eiiC'n WeehHel absolut gpnommcn pin höher<'r 
oberer Grenzwert als jener hpi <kr <'rsten Bdastung entsprieht, so ist die Hysteresis
sehleife des zweiten Wechsl'is in <h'l' Hiehtung ([pr Dehnungen (~uetschungpn) im allge
mcinpn größer als beim el'Hkn W!'('hspl, (\. h, dip bleibendpn Jlositiven oder J\pgativ(,Jl Vl'I'

formullgpn für ein IIml dil'sl'ibp Hpannung wadIH('!1 ihn'm allHolukn ZahleJlwPJ'tl' nach, 
15 (Hiphp Hchl'llIatiH(',he Abb. H8 und Abb. (il).) 

Wenn man einem Htab nUH FlußeiKen oder Gußeisen im He
reiellP olaKtiseher HYHtereKe mehl'ere Mftle hintereinander WeellHel 
zwischen den seIhen Hpannungen aufzwingt, KO zeigt :-lieh die 
HYi'ltercsiHi'\ehleife nwrkwiirdigerweise naeh einer gewisKen Zf1hl von 

~ W(1ehseln gleiehbleihend, Die Verwertung dieKer alH Akkol11l110-
-+-L-L-__ -.,~ dation htw:eiehnekll EI'Hdwinullgt'n wurde Hehon im Punkte :l2 

Ah". flH. (Heite 1.')1) Itnliißlich der BeKpredlung der federnden und bleiben
den Dehllllllgen eines durch Zug heallspnlOhten StabeK erwiihnt. 

Aueh im Falle allg(,nwillel' rii,umlielwr HpanllungszllHtiinde exiKtieren der 
HYHtereHe bei Iilw,1I'er BmLIIK]ll'llchling entK!lreehende analoge l~rHeiwitlllngen, 
denen zllfolge <hLK Uesetz dm; Zus<Lllllllellhang<1" der Hpallnllngen lind Dehnllngen 
bei EntlaHtlillg im allgellleillell alldel'H bm-:ehaffl'1l iHt als jmwH bei BelaKtul1g. 
Allgemeine diesheziiglidw UeHPt",e sind derzeit noeh nicht gefIInden. Die \I'enigen 
]':rgelmiHKe fallt'lI ,ds Zll weitfiihl'elld ,IIIH dom Hahnwn dieH<,s Rlldws. 

H7. Giiltigkcitsh<'I'('ieh d('s lIoo]{esehml Ge~wtz('s (}'()l'tS('tzllll~,!,'). 

NachwirkulIgsefselH'inung(·n. BiH}WI' \llII'de HtetH di(, VOl'aUHHetzung gemadlt, 
daß die iillßel'en BdaKtlillgl'n lind EntlaKtllJ1gell thüol'etiKeh U1wndlieh langl'mn, 
praktiHüh Hehl' langsam dllreltg<>fiihrt werdelI, IIl1d daß sieh der Htoff vor In
allHpntehnahnw in s<,inl'm jllllgfriilllidlPn Zw.;tando befinde (Seite 137), Dil'H(' An-
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nahmen sollen nun fallen gelassen werden, wodurch es notwendig wird, einen 
neuen und sehr ,Yichtigen Einfluß auf das elen Spannungs- und Verzerrungs
zustand verbindende Gesetz, bzw. auf einzelne in dasselbe eintretende be
sonders wichtige Größen (Proportionalitäts-, Elastizitiits-, Fließ-, Bruchgrenze), 
den dpr Zeit ZIl erörtern. 

\Vir denken uns einen wenigstens durchschnittlich isotropen und homogenen 
Körper bei gegebener Art der kontinuierlich wirkend gedachten äußeren Belastung 
von der Belastung Null in einer bestimmten Zeitda,uer ~1uf einen Endbelastungs
zustand, dessen Wirksamkeitsdauer offen gelassen wird, gebracht, derart, daß 
zu jedem Zeit augenblick Gleichge"icht zwischen der äußeren Belastung, den 
Reaktionskräften und den falhreise nicht mehr zu vernachlässigenden Trägheits
kräften besteht. :\Ian wird dann im allgemeinen zu jeder Zeit von einer bestimmten 
Helastungsgescll\vindigkeit als Zuuahme der Belastung pro Zeiteinheit, ferner in 
jedem Punkte von einer inneren Beanspruchungsgeschwindigkeit, charakterisiert 
durch die Zunahme der Größe des Spannungszustandes pro Zeiteinheit und YOIl 

piner bestimmten VerformungRgeschwindigkeit (Seite 4.)ff.) sprechen können 
oder zusammenfassend von einer im allgemeinen in der Zeit veränderlichen 
Versuclu;geschwindigkeit. ::\Ian ,yürde, \H'nn man auf Grund der bisher ein
geführten Erfahrungstatsachen Schlüsse ziehen ,,"01lte, zur ::\Ieinung kommen 
können, daß z. H. durch Angabe der Belastungsge"cll\,"indigkeit auch bereit:; 
die Verformungs- und innere Beanspruchungsgeschwindigkeit gegeben seien: die 
noch zu besprechenden Erfahrungstat"achen zeigen aber, daß eine wIche :\Ieinung 
nicht richtig wäre. \Yenn z. B. die Belastungsgesehwindigkeit Xull wird, also 
da~ äußere Krafbystem konstant ist (dauernd zur \Yirksamkeit gelangt), braucht 
nicht auch die Verformungsgeschwindigkeit Null zu sein, wenn umgekehrt 
letztere X ull if;t, bra uc ht für bestimmte Stoffe noch nie ht die Beansprueh ungs
geschwindigkeit zu verschwinden: es kann die Verformungs- und Beanspruchungs
geschwindigkeit sich iindern ohne Anderung der Belastungsgeschwindigkeit , ja 
sogar ohne \Yirksamkeit eines zugeordneten äußeren Belastungssystemes. 

\<:s zeigt sich ferner, daß das die Spannungen und Dehnungen verbindende 
(~esetz nicht nur von der Versuchsgesehwindigkeit selbst, sondern von der der Be
lastung der Zeit naeh yorhergegangenen Inanspruchnahme des Stoffes (S. 137,4), 
d. h. der Vorgeschichte des Stoffes, abhängig ist. Demgemäß kann die Abhängig
keit jenes Gesetzes yon der Zeit in einem sehr allgemeinen Sinn betrachtet wer
den, insoferne a) der Zeitpunkt der L"ntersuchung des Stoffes in dem ganzen 
Zeitraum, in welchem der Stoff überhaupt yerwendet ,yird, eine Rolle spielt 
unü h) insoferne die Yersuchsgesehwindigkeit selbst als eine Funktion der Zeit 
angesehen werden kann. 

~\lle Erscheinungen, ,yelche durch Rüeksichtnahme auf, sei es die Yersuehs
gesclmindigkeit, sei es die Geschichte des Stoffes, zwar nicht ihre Erklärung 
im letztcn Sinne dieses Wortes, wohl aber ihre kausale Yerkniipfung finden, 
,;ollen im folgenden als N achwirkungserseheinungen bezeichuet ,,"erden. ::\lit 
Bezug auf die Geschichte des Stoffes ist diese Bezeichnungsweise ohne weiteres 
klar, wir ,yerden sie dementsprechend solche im engeren Sinne nennen. Aber 
auch mit Bezug auf die Yersuchsgescln,"indigkeit ist sie berechtigt, insofern 
die in der Venmehsgeschwindigkeit ihren Ausdruck findenden Komponenten, 
das sind Belastungsgcscll\l"indigkeiL \" erforl1l1111gsgescb,yindigkeit uud innere 
Beanspruchungsgesch\\>incligkeit ,;ich in der Zeit in hesonderer \Ypise aus\yirken 
und in eigenartigen Erscheinungen zutage treten, die wir als Xaelnyirkungs
erscheinungen im weiteren Sinne' einführen wollen. 

Sämtliche Xachwirknngserscheinllngen sollen ferner in elastisehe und 
unelastische eingeteilt werden, je llachdem sie ganz im sog. elastischen Ge-
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biete oder ganz oder teilweise im sog. unelastischen Gebiete des Stoffes 
liegen. 

Die im vorhergehenden Punkte besprochene Hysterese muß, wenn sie auch bei sehr 
kleiner Belastungs- und Entlastungsgeschwindigkeit erfolgt, dann zu den Xachwirkungs
erscheinungen im engeren Sinne des ""ortes gerechnet werden, wenn die Belastung, die der 
Entlastung vorausgeht, in die Geschichte des Materiales einbezogen wird. 

Wir wollen uns nunmehr zur Beschreibung einiger der auffälligsten Nach
wirkungserscheinungen der Mehrzahl nach im engeren Sinne des Wortet' 
wendeIl. Es handelt sich dabei durchwegs um lineare Spannungszustände. 

1. Verzögerte Deformation. W. Weber (L) dehnte einen Seidenfaden 
über seine Elastizitätsgrenze durch eine kontinuierlich wirkende Kraft und 
entlastete ihn hierauf plötzlich. Er beobachtete die Verlängerung des Seiden
fadens bei Aufbringen der Belastung und dessen Verkürzung nach Abbringen 
der Belastung und sah, daß der Faden nach der Entlastung beinahe plötzlich 
sich stark yerkürzte, hierauf durch längere Zeit in seiner Länge sehr wenig stark 
abnahm, um schließlich einen in der Zeit konstanten Deformationsrest aufzu
weIsen. 

In der Lehre vom Elektromagnetismus entsprechen die Stadien der Verlängerung 
und Yerkürzung des Fadens dem permanenten, temporären und remanenten }Iagnetismus 
eines Elektromagneten. 

Nach den obigen allgemeinen Auseinandersetzungen haben wir ee; hier mit 
einer unelastischen Kachwirkungserscheinung zu tun. Die Belastung und dem
zufolge die Bela"tungsgeschwilldigkeit während der Dauer der Xachwirkungs
erscheinung, cl. i. der \-erkürzung des Fadens, ist konstant Kull, nichtsdesto
weniger ist eine Deformation und eine Deformationsgeschwindigkeit, die eine 
Funktion der Zeit \"orstellt, während der Dauer der Kürzung des Fadens \"01'

handen. Diese Erscheinung heißt die der yerzögerten Deformation. 
Xhnlich wie der \"on \Ve ber untersuchte Faden, yerhält sich Leder nach einer 

Beanspruchung auf Zug. Auch }Ietalle zeigen diese Kachwirkungserscheinungen, 
z. B., wenn auch im geringen }hße, der zur Erzeugung yon Längen- und \Vinkel
maßen yielfach ,-erwendete gehärtete Stahl, was der geforderten Konstanz der 
Teil- bz\y. }Iittelwerte abträglich erscheint. 

Die verzögerte Deformation macht sich auch als Begleiterscheinung der 
elastischen Hysterese, besonders aber der unelastisehen Hysterese bemerkbar. 
Kach Abbringen der Belastung braucht es noch einige Zeit, oft auch sehr lang, 
bis der endgültige Deformatio-nszustalld hergestellt ist. (Siehe hierzu die Fest
legung der Elastizitätsgrenze auf Seite 152.) 

Die yerzögerte Deformation bei }Ietallen ist wahrscheinlich auf Spannungen 
zurückzuführen, die nach Abbringen der Belastung im Versuchsstabe zurück
bleiben (daher Nachspannungen genannt), die das Bestreben haben, dem Stab 
wieder die ursprüngliche Länge zu geben. (Siehe hierzu H. Hencky (L).) Bei 
dieser Annahme ist also der Deformationsgeschwindigkeit nach Abbringen der 
Belastung eine Geschwindigkeit der Spannungsänderung zugeordnet, ohne daß 
äußere Belastungen yorhanden wären. 

Das Zuordnungsgesetz der Spannungen und Deformationen bei der Nachkürzung ist 
noch nicht gefunden worden, dagegen hat sich gezeigt, daß das Gesetz 

e,=eo+.ECe-Kt, (8;3) 

worin e die Basis der natürlichen Logarithmen, e, die zurückbleibende bezogene Dehnung 
zur Zeit t, eo den endgültigen auf die Längeneinheit bezogenen Deformationsrest (die end
gültig zurückbleibende Dehnung) C und K Konstante des :\Iateriales sind, den Sachverhalt 
der yerzögerten Deformation gut wiedergeben kann. Für t = x ist nach diesem Gesetz 
der endgültige Verformungszustand erreicht. 
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2. Bauschingereffekt. Bauschinger (L) machte Versuche mit Stäben 
und Prismen aus Bronze, Zink und Bessemerstahl. Er belastete dieselben auf Zug 
(Druck) bis zur Elastizitätsgrenze, ging dann mit der Belastung über die Elastizi
tätsgrenze hinaus, entlastete und erhob a) unmittelbar neuerdings die Elastizitäts
grenze, b) schaltete nach Entlastung eine Ruhepause ein und bestimmte dann 
wieder die Elastizitätsgrenze. Es zeigte sich im Falle a), daß die Elastizitätsgrenze 
höher als ursprünglich lag. Im Falle b) ergab sich eine weitere Erhöhung der 
Elastizitätsgrenze mit Bezug auf jene, welche im Falle a) vorhanden war. Ähn
liches ergab sich auch mit Bezug auf die Streckgrenze. Die Nachwirkung einer 
vorhergegangenen Belastung bestand hier somit in einer Erhöhung der Elastizi
täts- (Streck-)grenze und es zeigte sich ein Einfluß der Zeit, welcher zwischen 
Entlastung und neuerlicher Belastung verstrichen war. Die Einflußnahme auf 
das Znordnungsgesetz zwischen Spannungen und Dehnungen bei der ~Wieder
belastung fand hier seinen Ausdruck in der Änderung des Bereiches der federnden 
Dehnungen (Quetschungen). 

Ferner unternahm Ba uschinger Versuche bei wechselnder Beanspruchung 
auf Zug und auf Druck mit Schweißeisen und Bessemerstahl. Zuerst wurde die 
Elastizitätsgrenze auf Zug und auf Druck bestimmt, hierauf ein noch nicht 
beansprucht gewesener Stahl bis über seine Elastizitätsgrenze auf Zug bean
sprucht, dann wurde entlastet und die Elastizitätsgrenze auf Zug und Druck 
neuerdings ermittelt; die erstere zeigte sich erhöht, die letztere erniedrigt gegen
über den ursprünglich vorhanden gewesenen Elastizitätsgrenzen. Der auf die 
beschriebene ~Weise belastet und entlastet gewesene Stab wurde hierauf auf Druck 
bis über die ursprüngliche Elastizitätsgrenze belastet, es zeigte sich nunmehr 
eine Herabsetzung der Elastizitätsgrenze auf Zug, eine Erhöhung der Elastizitäts
grenze auf Druck mit Bezug auf jene Grenzen, welche nach der ersten Wieder
belastung sich ergeben hatten. Eine neuerliche Belastung erhöht sonach die 
Elastizitätsgrenze, die ihr entspricht und setzt die entgegengesetzt bezeichnete 
Elastizitätsgrenze hinab. Ein Einfluß von Ruhepausen zwischen der Belastung 
von Zug und auf Druck war nicht oder nur in sehr geringem ::\Iaße zu konstatieren. 

Die geschilderten Erscheinungen ",-erden unter dem Namen Bauschingereffekt 
zusammengefaßt. 

Ein neueres Versuchsresultat von Masing-Yla uksch (L) sei hier zahlenmäßig angeführt. 
Für gezogenes :Messing ergab sich bei Anlieferung eine Elastizitätsgrenze auf Zug von 2400 kg 
pro cm 2 eine solche auf Druck von 1760 kgjcm 2. Das bei Erhebung der Elastizitätsgrenze auf 
Druck beansprucht gewesene }Iessing wurde dann zusammengedrückt, derart, daß sich 
eine Quetschung von 1,7% bezogen auf die ursprüngliche Meßlänge ergab. Hierauf wurde 
neuerlich die Elastizitätsgrenze auf Zug und auf Druck bestimmt. Sie ergab sich jetzt auf 
Druck mit 2870 kgjcm 2 auf ZU&! mit 850 kgjcm 2• 

3. Die Gesetze von ~Wöhler. Ermü'dung des Materiales. Anschließend 
an die Besprechung des Bauschinger Effektes bei wechselnder Beanspruchung 
auf Zug und Druck ist nunmehr die gerade in der heutigen Zeit sehr wichtig 
gewordene Frage nach der den Charakter einer Nachwirkungserscheinung 
tragenden Einflußnahme einer sehr oft ~w-echselnden Aufbringungs- bzw. Be
anspruchungsart (Seite 8fL) auf die relative Festigkeit eines vorgeschriebenen 
Stoffes wenigstens in den Grundlinien zu erörtern. Eine oftmals wechselnde 
Aufbringungsart mit wechselnder oder gleicher Beanspruchungsart wird häufig 
als Dauerbeanspruchung bezeichnet, deren \Virkung auf einen vorgeschriebenen 
Werkstoff im Laboratorium in den 8Og. Dauerversuchen erprobt wird. 

Die Feststellung der hierher gehörigen Grundtatsachen geht auf \V öhler (L) 
und Bauschinger (L) zurück. Das Ergebnis der \Vöhlerschen Versuchsreihen, 
die die Untersuchung der Festigkeit ,-on Stäben aus verschiedenen Stoffen bei 
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,,"echsdnclen Beall,;pruchung,;- \)z,,". Ausbringungsartell auf Zug, Zug und Druck, 
\-enlrehullg (Seite 1;").5) lind auf Biegung (im letzteren Falle waren die Stäbe 
ab Kragträger aU:-igehildet und in der LängssYll1111etrieebene durch eine Einzel
kraft hela"t~t, derart, daß die Kraft den Stab alJ\\echselnd in ycrschiedenen 
Richtungen dlll"chbog) , zum Gegenstan<le hatten, ,yird als "'öhler,;che,.; Gesetz 
\\"ie folgt a usge"proc hen. 

Der Bruch eines }lateriales läßt sich auch durch yielfach ,Yiederholte Schwin
gungen, Y()Il denen kein Cl' die Bruchgrenze bei gewöhnlich statiseher Beanspru
chung erreicht, herbeiführen. Die Differenzen der Spannungen, welche die Schwin
gungen eingrenzen, die auch ab Anspannungen bezeichnet werden, sind dabei 
für die Störung des Zusammenhange,; maßgebend. Die absolute Höhe der C;rellZ
,;pannungen ist nur insoweit \"(l!l Einfluß, ab mit wachsenden Spannungen die 
Differenzen, welche den Bruch herbeiführen, sich yerringern. In die Differenzen 
der Spannungen sind die letzteren mit ihren Zeichen einzuführen. 

Cm dieses Gesetz klar heryortreten zu lassen, wählen ,yir ein yon \Y ö h le r 
gegebenes Beispiel. Eine Flußeisensorte besitzt eine durch Versuch erhobene 
Zugfestigkeit yon K z = :3250 kg cm 2. Auf einen zweiten V ersuchssta b wird 
,,"echselnd eine Zuglast auf- und wieder abgebracht, so daß die Zugspannung 
zwischen Xull und einem oberen \Yerte azu schwankt. Es frägt sich um jene 
obere Grenzspannung, welche yon dem :\Iaterial noch beliebig oft ertragen wird, 
ohne daß der Stab bricht. Die Frage wurde yon \V öhler dadurch zur Lösung 
gebracht, daß er den YersuchsRta b in eine von ihm erbaute Festigkeitsmaschine 
einspannte, die es gestattete den Stab auf selbsttätige ",'eise zwi8chen Xull und 
einer oberen einstellbaren Spannung beliebig oft zu beanspruchen. Er fand die 
obere Grenzspannung mit K. u = 21 90 kgcm 2, also bedeutend kleiner als K:. 
In ähnlicher ~Weise wurde gefunden, daß ein dritter Stab aus dem gleichen Stoffe 
bei wechselnder Beanspruchung auf Zug und gleich hoher Beanspruchung auf 
Druck eine positiye bzw. negative Grenzspannung K zs = ± 1170 kg,cm 2 be
lie big oft ertrug. Der Wert von K: s ist also wieder kleiner als K zu' \V ö h 1 e r 
fand auch bei Fortsetzung seiner Yeruche, daß ein Wechsel ,"on Zugspannungen 
zwischen :322ükg.cm 2 und 1730 kg,cm 2 noch beliebig oft ertragen wird, woraus 
ersichtlich ist, daß bei Anwachsen der oberen Grenzspannung die Differenz 
der Spannungen, welche noch beliebig oft getragen wird, kleiner ist als bei 
kleineren \Verten der oberen Grenzspannung. Das Verhältnis der positiven Grenz
spannung an der Grenze in den drei Fällen ist sonach annähernd 

K z : K Zll : K zs = :3 : 2 : 1 . 

Xach neueren Yersuehen yon H. :\loore (L) ergab sich für Stahl ein wesentlich 
günstigeres Verhältnis der drei \Ye!"te, nämlich 1: O,~: 0,5. }Ian nennt etwa" 
unzutreffend K zu die ersprungsfestigkeit bei Beanspruchung auf Zug zwischen 
X ull und einer positiyen GrenzRpannung, K z s die Schwingungsfestigkeit auf Zug 
und Druck zwischen zwei gleich hohen entgegengesetzten Beanspruchungen. 

Eine Festigkeit bei wechselnder Aufbringungsart und wechselnder Bean
spruchungsart, die durch die Größen gewisser Grenzspannungszustände, die 
natürlich auch nicht linearer Art sein können, gegeben ist, wird als Dauer- oder 
Arbeitsfestigkeit bezeichnet (Seite 24). Die Arbeitsfestigkeit kann zahlenmäßig 
durch die Größenwerte der Spannungskomponenten (Hauptspannungen) der Grenz
spannungszustände, die gerade noch beliebig oft getragen werden oder in einer 
sonstigen, durch Vereinbarung geregelten Art festgelegt ,,,erden. Die Eigem;chaft 
der \Yerkstoffe, bei wechselnder Beanspruchungs- und wechselnder Aufbringungs
art eine Herabsetzung der Festigkeit zu erfahren, hat man mit dem Namen der 
Ermüdung des }Iateriales belegt. 
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Tetmayer (L) sueht die "'öhlerschen und Bauschingerschen sowie eigene Resultate, 
soweit sie sich auf wechselnde Zug. und Druekbeanspruchungen beziehen, in eine prak
tische Formel zu bringen, die sich für plastische .:\Il'talle (Flußl'iiien) gut bewährt hat. 
Er setzt die Arbeitsfestigkeit Au·, die als zahlenmäßig größerer \Vl'rt der Grenzspannungen 
angesehen wird, in Abhängigkeit ,"on dem :\IatPfial von der Aufbringungs- und Beim
spruchungsart dureh dic Beziehung 

(8GI 

. P min d' 1 " h"lt' d .. I . I L an, WOrin n = .. . 1. (as ver anIs er mInIma en zur maxmm en ast des Stabes 
P max 

bedeutet und a, b, c .:\Iaterialkonstante sind. Für die .Festigkeit bei statischer Beanspru
chung K zo die Crsprungsfestigkeit K,u bzw. die Schwingungsfestigkeit K" ergeben sich der 
Reihe nach die 'Yerte n = 1, n = 0, n = - 1. Die Konstanten (1., b, c sind sonaeh aus den 
3 Gleichungen K, = a -I- b -7- c, K zu = rt, K z ., = a-b + c bestimmbar. 

Es seien für ein :\Iaterial, das einem wiederholten Wechsel der Zugspannungen 
zwischen Null und einer oberen Grenze er" ausgesetzt ,,"i rcl , durch Versuche für 
jeden oberen Grenzwert die Zahl der 'Yechsel konstatiert ,,"orden, die zum Bruch 
führen. (Einem \Vechsel entspricht allgemein eine einmalige Erreichung der 
Grenzspanllungszw.,täncJe, wobei mall ,"om Spannungszustand 0 ausgeht und 
wieder zu ihm znrückkehrt.) Die zusammengehörigen 'Yerte der GrenzRpannungen 
und der Zahl der \Yechsel sollen als Koor-
clinaten in einem rechtwinkeligen Koordinaten
system aufgefaßt werden. :'IIan erhält dann mit 
A. ::\Iarten,; (L) die Dan;tellnng nach Abb. GD, 
in der die Zahl n der \Yechsel etml in :'IIillionen 
als Einheit als Abszissen aufgetragen sind. Die 
KurveC nähert sichasymptotischderzurn-Achse 
parallelen Geraden, die einen Abstand gleich der 
Ursprungsfestigkeit K zu ,"on der li-Achse be
sitzt und schneidet die Koordinatenachse in 
einem Punkte mit der Ordinate er" = K;, d. i. 

r----_c 

AblJ. 69. Zuordnung der G-reHz~pannnng 
zur Wechselzahl (nach :Hartem). 

der Festigkeit bei gewöhnlicher statischer Beanspruchung auf Zug. 
Um einen Anhaltspunkt über die Größenordnung der Zahl der \Yechsel bis 

zum Bruch zu gewinnen, sei angeführt, daß \V öhler für Stahl bei Wechsel 
der Zusammenspannungen zwischen Null und dem Werte eru = 3130 kgjem 2 

die Zahl der zum Bruche führenden \Vechsel mit n = 1:3,6 }Iillionen ge
funden hat. 

Wöhler fand auch bereits die interessante Tatsache, daß die Form des 
Probestabes und dessen Oberflächenbeschaffenheit einen Einfluß auf das Resultat 
der Dauerversuche in recht empfindlicher 'Veise besitzt. Er verwendete Rundstäbe 
ähnlich jenen nach Abb. :35, das eine Mal mit scharf abgesetzten Übergangsstellen 
zwischen dem zylindrischen Mittelteil und den konischen Enden, das andere 
:\Ial mit sanften nach einer Hohlkehle gestalteten Übergangsformen und fand, 
daß in ersterem Falle die 'Crsprungsfestigkeit K zu kleiner als im zweiten Falle 
ist. In gleicher Weise machen sich nach A. ::VIartens (L) kleine oberflächliche 
Fehlstellen, wie sie z. B. durch Einreißen von :'lIeßmarken am Stab gebildet 
werden, in einer Erniedrigung der Arbeitsfestigkeit bemerkbar. Die Brüche 
gehen beinahe ausnahmslos ,"on diesen minimalen Fehlstellen aus. Auf Grund 
dieser Erkenntnis machte H. Moore (L) den berechtigten Vorschlag, statt "Er
müdung des Werkstoffes" besser "Fortschreiten des Dauerbruche,., ,"on einer 
Fehlstelle aus" zu setzen. H. }Iailänder (L) fand, daß ein Stahl mit einer 
statischen Zugfestigkeit von 10700 kgcm 2 dann, wenn er schwingend z,üschen 
gleich hohen Spannungen auf Zug und auf Druck beansprucht wurde, in wenig 
gut poliertem Zustande eine Schwingungsfestigkeit K z s von 5000 kg;cm 2, da-
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gegen in sehr gut poliertem Zustand eine Schwingungs festigkeit von 6000 kg(cm 2 

besitzen kann. 
Ba usc hinger (L) fand bei oftmals wechselnder Beanspruchung von Schweiß

eisen, Flußeisen und anderen ~Ietallen auf Zug zwischen Null und einer oberen 
Grenze, daß a) dann, wenn die obere Grenze zwischen der Proportionalitätsgrenze 
und der Streckgrenze liegt, die Proportionalitätsgrenze um so mehr erhöht wird 
(sogar über die ursprüngliche Streckgrenze), je größer die Zahl der Schwingungen 
\var; daß aber b) dann, wenn die Anspannung die Streckgrenze überschreitet, einmal 
der Fall eintritt, daß selbst eine noch so große Zahl der Wechsel, die Proportionali
tätsgrenze nicht mehr an die obere Grenzstabspannung bringt. Im Falle a) kann 
der Bruch durch eine noch so große Zahl von Wechseln nicht herbeigeführt 
werden. Im Falle b) tritt der Bruch bei einer begrenzten Zahl der 'Vechsel dann 
ein, wenn die Anspannung so groß geworden ist, daß die Proportionalitätsgrenze 
nicht mehr erhöht werden kann. Besonders interessant ist das weitere Ergebnis 
der Versuche von Bau s chi n ger, nach welchem sich die Bruchgrenze bei ge
wöhnlicher statischer Erprobung als nicht geändert ergab, wenn derselben auch 
ein millionenfacher Belastungswechsel vorausgegangen war. 

Die Dauerversuche ließen auch erkennen, daß die den Grenzspannungen 
zugeordneten Dehnungen (Quetschungen) nicht den entsprechenden bei stati
scher linearer Beanspruchung gleichkommen. Es kann sein, daß ein Stoff bei 
statischer Beanspruchung bis zum Bruch verhältnismäßig sehr starke Dehnungen 
zuläßt, bei Dauerbeanspruchung aber das gerade Gegenteil der Fall ist. Ferner 
ist der Schluß unzulässig, daß bei Vergleich zweier verschiedener Werkstoffe 
der größeren von den beiden statischen Zugfestigkeiten auch z. B. die größere 
der beiden Schwingungsfestigkeiten zugeordnet sein müsse. 

Bei Dauerversuchen führt man an Stelle der aus statischen Versuchen sich 
ergebenden Verformungsgrößen wie z. B. bezogenen Dehnungen die bei einem 
Wechsel infolge der Hysterese verlorene Arbeit pro Raumeinheit ein, die als 
Werkstoffdämpfung für die betreffende innere Beanspruchung bezeichnet wird 
und für einfache Spannungszustände verhältnismäßig leicht zu bestimmen ist. 

Die Erprobung der Werkstoffe in Dauerversuchen, hat naturgemäß eine außer
ordentliche praktische 'Vichtigkeit im Hinblicke darauf, daß insbesondere im 
~Iaschinenbau aber auch im Eisenbahn-Brücken-Hochbau in der Regel Dauer
beanspruchungen vorliegen. Durch die Dauerprüfung werden ~-\nhaltspunkte 

gewonnen für die zuzulassende Beanspruchung bei Verwendung der verschiedenen 
Materialien in der Praxis und auch Fingerzeige für die Formgebung und Ober
flächen beschaffenheit der Konstruktionsteile gegeben. Sie ist dementsprechend 
auch Gegenstand einer ausgedehnten Literatur geworden, von der ich nur die 
zusammenfassenden Werke O. Graf! und Föppl-Becker-von Heyde
kam p f 2 anführen will, die den Leser über das Gesagte hinausgehend in diesen 
Spezialzweig moderner Stoffkunde einführen. Hervorgehoben soll hier nur 
noch werden, daß Brüche in Metallen, die infolge wechselnder Beanspruchungs
und Aufbringungsart entstehen, ein ganz besonders charakteristisches Aussehen 
zeigen. Das hervorstechendste Merkmal eines Dauerbruches, im Vergleich zu 
einem unter statischen Verhältnissen bewirkten Bruch, ist die Glätte eines Teiles 
oder der ganzen Bruchfläche, die oft so stark ausgebildet ist, daß man gut von 
"politiertem" Aussehen der Bruchfläche sprechen kann. In Abb. 70, welche die 
Photo graphie eines Dauerbruches eines Lenkhebels für ein Automobil zeigt, sind 
diese glatten Stellen A, A deutlich sichtbar. Der Lenkhebel war kontinuierlich 
und stoßartig wechselnd auf Biegung beansprucht. 

1 Graf, 0.: Die Dauerfestigkeit der Werkstoffe und Konstruktionselemente, 1929. 
2 Föppl-Becker-von Heydekampf: Die Dauerprüfung der Werkstoffe, 1929. 
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4. Nachfließen und l{,el~1xation. Wenn bei einem auf Zug beanspruchten 
Stab aus einem pl,lstischen Stoffe (FlußeiHen, Blei, Zinn, Kupfer usw.) unterhalb, 
aber gmlz besonden.; ohedmlb der Elasti",itätHgrenze einer Last entsprechend 
einer Sp,lIlnung (J liingcre Zeit konstant ,11dgebracht erhalten wird, so daß ihre 
Belastungsge,-;chwindigkeit Null entspricht, so zeigen Rich die Dehnungen als mit 
der Zeitdauer veriinderlich, derart, daß en.;t nach einer kürzeren oder längeren Zeit 
sieh eine endgiiltige Deh nllng einstellt 
Man nennt dim;e N <teh wirkttngser,-;ehci
nung im weiteren Sinne das Nach
strecken oller ~1Ilch Naehfließen. Wir 
sehen hier, daß einer kOIl,-;t,Lllten 
Kraft und einer infolge der fortschrei
tenden Quersch nittsverm inderu ng nur 
nahezu konstanten Spannung ver
schiedene Dehnungen zugcorllnet sein 
können, gall'" in Abw!'ichung VOll der 
bisher stets als riehtig angenommenen 
Iforderung einer eindeutigen Zuord
nung von BelaHtllngs- und Ver
zerrungszuHtand (,liehe hicr".u auch 
den auf Seite 24 entwickelten Begriff A1,1>. 70. 

der Dallerstandfestigkeit). 
Wenn umgekehrt im Bereiche der elaRtischen aber insbesondere im Bereiche 

der unelastü;ehen Deformationen die Dehnung, die bei einer bestimmten Last P 
auftritt, auf künstlich!' Wüise konst,1nt erhalten werden Holl, so muß die Kraft P 
und damit die Spannung vermindert werden his ".u einer gewisKen mit dem 
Material weehselnden unteren Grenzspanllung. Diese Nachwirkungserscheinung 
im weiteren Sinne Jlellnt man ]{,elaxatioll. 

J. Cl. Maxwell (L) hat für (lie Spannungsabnahme bei konstanter Dehnung das Gesetz 
I 

(J = a" e T aufgestellt, worin e die Basis der nntürlichen Logarithmen, ao die ursprüngliche 
Spannung und Ir die untere> Urellzspannllng ist, die erreicht wird, 7' aber eine Materialkon
stante ist, die Maxwell als lteLtxationszeit bezeichnet. 

Sowohl Naehflielkll ,ds ~Llleh Relax,Ltion laHsen Hieh bei Aufnahme des 
(J-e-Seh,111 bilcles für daH bdreffende ~Ia,terial vedolgen: erstere ",eigt "ich dadurch, 
daß die (J-e-Kmve ein kleines Stiiek Immllnl ".ur e-Aelu;e verliiuft, let".tere dllreh 
Ab;;inken der Kurve Imrallel zur (J-AehHe. Wird IHLeh dem Konst<Lntwerden der 
Dehnung b".w. der Spannllng die Last mit iihnlieher Gesehwindiglwit geHteigert 
bis zu der HelastllngsgeHehwindigkeit, welehe urRpriinglic:h (vor ](onHt,1IltlaRsell 
der LaHt lnw. der ])ehllllng) helTHdlte, '-;0 steigt die (J-e-Kurve wieder an und 
lenkt in die urRpriinglidll' Kurve wieder ein. 

Es ist klar, daß mnn das Naehfließen auch als verzögerte Ddormation ;mffassen kann, 
d. h. also eine Naehwirkullgserscheinung im engeren Sinne des Wortes, wenn man die Deh
nung, welche bis zur konstant geh1tltenen Kraft Perzeugt wllrde, bzw. die Wirkung der 
zeitlich vor der konsbmt g{'\;tssenen Kraft P wirkenden <1nwaehsenden Kraft in die Ge
schichte deR .Materiales einbe~ieht. 

5. Änderung deR (J - e - 8ehaubi ldes mit der Verformungs-
gese h wi ndigkei t. Wenn ein Stab aus beHtimmtem Material in einer ]~'estigkeits
masehine einem Zugveri'uehe Ilnterworfen wird, so kann dabei eine von den Kom
ponenten dcr Versuchsgm;ehwindigkeit, z. B. die VerfOl"mung;;geHchwindigkeit 
von vornherein absichtlich kOIlf.;t<1nt gehalten und die :Frage aufgeworfen werden, 
wie sieh das (J-e-Selmubild ändert, wenn die während eines Venmches konstante 
VeI"formung,-;goH(:h wi ndigkeit verschiedene Zahlenwerte annimmt. 
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Um die Bedeutun,~ c1pr kOIH,t:tnÜ'n Verfol'lllllllgsgl'sehwindigkeit dllrdl G(,~C'lliiherstdlllng 
der Begriffc dl'r konstanten Bdastllllgsgl'sehwindigkeit hzw. dpr konstanten (iesdl\vindig
keit der innen'n Inanspruchnahllll' (im folW'lIdcn kllrz Npalllllillgsgeschwindiglwit gl'll>lnnt) 
ins Lieht zu rückl'n, sei an der Hall,l der sehelli:ttisl'lll'n Ahl>. 71 dil' Wirkung einer FI'stig
keitsnl<tsehinp mit hvdralilisehl'Jll Antril'j, kllrz aIlHcinandl'ru,'sc1zL ])1'1' l'rolwstah,'-l wird an 
seinen Kiipfl'n f{ du;'dl die MilllJt.r MI 111111 ;11 2 dl'l' :\],lsC'hi;1I' gl'packt, von wddH'1l ;\/1 un
heweglich mit dPlll Jl:las"hin('ng,'st"11 J/ vprl>lIndpn ist" währplld J11 2 lllit dcm ,Kolben L ill 
Verbindung skht. der in einelll I'n'ßzylilldl'l' (' hpw"glie,h ist. Dil' Prel.lflüssigkeit, die bei A in 
den Preßzylinder ein lilld ))('i 11 allS dl'lllSelbl'll tritt. wird dll1'('h einl' ekktriseh allgC'kil'I"'lle 
Pumpe, deren Ga.ng C'inskllbar ist. IIntl'l' Druck gdwlkn. Ikr Zutritt der Prellfliissigkeit 
zum Zylinder ist dureh Vcntill' n·,~lIlierhar. Wenll dl'r Nb h,'-l wiihn'Ild des ganZl'n Verweh,'s 
eine konstante VI'rforlUungsw'sehwindigkl'it bl'sitzpn Noll. so lllllß sich der Kolbcn. oder was 
Huf das Gleiche hinauHkomlllt, eine lnit ihm fest vl'rbundelH' Mal'kl' mit konstanter CI'-

, sehwindigkeit, nach abwärts bewegt'n. Nehmen wir nUllnl('hr an, es soll ein 
If I Ntab aus 1"luf.\eisC'1l !wi dl'I' konstallt"ll \'erfornlullgHgpsdmindigkeit l' ('1 

I'rprobt werdl'n. Der Cang der I'lIl11pe Sl'l yon \ornhel'l'in eingestellt lind 
t'f, /( der huflull dl'r l'l'eßfluHsigl{('it dUl'uh I'ine hpstilllmtl' Ntellung Ikr Vl'lltill' 

S uereg('lt. I';s kann dann auf den Kolben '" ein hl'stimlilter Druek und da-
her auf I!t-n Htab 8 I'in )('stimnü,'r Zug aUHgpubt \\I']'(kn, der einer zu-i K geordnl'trm Npannung I'ntspril'ht. .ll' mehr dip Y,'ntik gt,tiffnd wl'rden 

'Z bei gleichl'r 1'1l1U)lengl'sdmindigkl'lt. um HO großl'r kann dil' Zllg\\irkullg 
im Ntabe und dl'mzufolgl' die Npanllung in dl,tIlsl'llll'n spin. Zur Erzielung 

C I'iner konstankn \'erformungsgl'sdmindigkeit mull die Geschwindigkpit 
.4 - , der Öffnung dl'r Ventil I' in ('inC'r beHtilllmtcn Abhangigkcit von der Zl'it 

. L stehen. Bl'i Jkginn c!I'S Vl'rsul'hes wircl ps allerdings I'inl' möglichst kurz zu 
8 haltendl' I'l'riodl' gl'ben IllUHS('n, III der dip Verformungsgesehwindigkl'it vom 

Werte Null bis zu ([em konHt:lIlt zu haltendl'll VVel'te ansteigt, alw keinl'sfalls 
konstant gC'halkn wI'I',kn kann. KOlllm! das Flußeisen in den Htreck-Abh.71. 

bereich, so tritt d,'r !J('sondel'l' Fall ein, daLl ohne Ändewng dpr VPlltil
stellung und bei IlnverändertC'r l'uIllpl'ngl'schwindigk<'it dil' Vl'rforlllungsgesehwindigkcit 
steigt; um sie auch jetzt konstant zu halten IllUß ,mtweder das Ventil etwas gt.drossPlt 
werden, oder man muß mit dpr VVpiteriiffnung des Ventils, die nach Abla.uf der Ntrl'ekperiocle 
wieder notwendig wird, weil sich danll das I,'lllf.\cisen wieder verfestigt, so lange warten bis 
eben die Geschwindigkeit in der Ntreekp"riode im Mittel wieder als konstant zn betrachten 
ist. Hat dil' Last die Traggrl'nz" erreicht. so muß wieder in der Zpitspanne his zum Bruch 
in ähnlicher \'{eise vorgegangen Wl']'(kll. 

Bei konstanter ocler nahezu kOllstanter Verforlllungsgpschwindigkpit ist die Belastungs
geschwindigkeit im ganzen Bereielw des a-e-Nchauhildes nieht ebenfalls konstant. Bis ZlIr 
Fließgrenze kann lIIan die Konstanz wohl annehmen, nicht abl'r im Ntwckbpreit:!w, wo 
sie bei Drosselung des Ventiles sogar negativ wC'l'Ikn kann, desgleieh"n nicht in der Periol!e 
vom Erreichen der Höehstlast his ZUIll Bruehe. Bei Beurteilung der Hpmlllungsgeschwin
digkeit bci konstanter Verforrnullgsgesehwindigkeit ist in Bctracht zu ziphen, daß der Q\wr
schnitt sich ändert. Bis zum Erreiehen c!pr Höchstlast kann eventuell die Q.uerselmittsvermin
derung vernachlässigt lind dann die (ieschwindigkeit, mit der die innere Inanspruchnahme 
wächst, der Belastungsgeschwindiglwit proportiOlud gesptzt werden. Vom Erreichen der 
Höchstlast bis zum Bruch ist dip Belf1stllngsgeschwindigkpit negativ, die Geschwindigkeit (kr 
inneren Ina,nspruchnahme ab"r positiv. \Venn man von konst,mter Versuchsgesehwindigkeit 
bei Versuchen schleehthin Hprieht, llwint. Illall in d('r ltegd kOllstant<, VerfOl'mungHgl'
schwindigkcit. 

Kehren wir nun 7:U der eingang,; aufgeworfenen Fmge naeh der Abhiingiglwit 
dm; a-e-Sulmubildes eines Stoffe,.; bei verschiedenen aber wiihrend eines Ver
suches kom;tantür Vcrfortl1ungsgesehwindigkeit 7:uriiek. Die Erb1hrung 7:üigt, 
daß die Spanllung a, welche in der tec:hnologit.;ehen lWeehanik aueh als Forlll
änderungswiderstand hC7:eiehnet wird, bei gegehener Dehnung des Rtahe:.; für 
die versehiedenell Stoffe mehl' oder weniger stark yon der Verfortl1ungsgec;ehwin
cligkeit, und 7:war vOl'llehmlieh wiedPl' in ullolastisc:hem Uebiet abhiingig ist. 
In Venmc:hsreihen, welche P. Lud wik (L) durehfiihrtc, wurde Zinn bei vers(.hie
denen Verformungsgesehwindigkeitcn auf Zug be;LIlsprucht. Nachdem der Vt'I'
suehHstab I;; % Dehnung seiner eigellell Meßliinge erfahren hatte, wurdl' der 
FormändOI'ungHwiden;tand alll K raHall7:eiger der Fef;tigkeitsnmsehinü abgeksPII. 
Trägt mall die Formilnderungsgesdl\\'illdiglwiten a]:.; AJH';7:iH,;cn, und 7:wa1' in Pro-
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zenten der V('rlilllgerullg der 1\1eßlilnge pl'O ~ekllnüe, den Formändel'llllgswider
Rt~Lnd nach 1;; % lkhnllllg ,tls O)'(lillaten ~wf, HO crhiilt man die Kurvc nach 
Abb. 72, wdchc (leutlieh d,u.; Ansteigcn des FOl'miinderllngswiden.;ta,ndes mit dcr 
Verform u nge;geRch willdigkeit zeigt. 

l\1,1rtcIIR (L) erhielt ab a-c-Hdmllbilder für Zink bei drei verschiedenen 
V erfornmngHgeschwilldigkeiknl'l' "2' '/':1 mit 1'1 '1'2 < Va die drei in Abb. 7:3 
schematisch dargeHtdlten voll am;gezogenen Kurven, aue; denen llmn ere;ieht, 
~ kglcm t daß der kleinsten GeHchwindig-

). keit die kleinsten FOl'rnände- IJ 

JOO 

fOO 

JOO 

zoo 

100 I 

I'tlllgswiden.,tii,nde, die kleinste 
Hödultlast (Zink ist ein ein
seh nürendes Material) und 
Brllehgrenze aber die größte 
Bruehdehnung entspricht. Man 
Imlln aueh hei einem und dern-

e%/.m: foidhcn Versuche in mehreren 
-t----~,0~~ZO~~.JO~-WJ>--L-fO---- Bereidwn vOl'schiedcne ]1'Ol'm

AblJ. 7~. AlHlerung ,Ies ,Fol'llli,nde- iinderllJlgsgeschwindigkeiten 
rnng"vi,lel"stamles VOll Zinll lIIit d"1" wiihlen. 1\1,Ln erhält dann für 
Yerfonnul1gsgc~chwill(ligk\'it (Iladl 

LIJ(lwik). Zink nach Martens z. B. da;; 
Hchaubild 0,1,2,3,4,5, (j, 7, 8,9, 

~o------------~ e 

Abt. 73. Änderung dp~ fJ-C

Schallhildcs VOll Zink lnit 
der Vpnm(:hsgesehwindig-

'<eit. (nach Marlen,). 

das zeigt, daß bei pliitzliehl'l' Erhöh ung oder Erniedrigung der ]"ormiinderungH
geschwindigkeit das a-c-Hehaubild plötzlich in die Kurve der zugehörigen :Form
iindel'ungsgüsehwindigkeit eintritt. 

Bei Flußeisen lind f;t,Lhl ist der Einfluß der Formänderungsgeschwindigkeit 
auf das a-e-Selmubild Ilach HauHchinger (L) sehr gering. 

TheoretiHch ;;ind für je<lon Htoff unendlich viele a-e-Seh1Luhildel' denkbar, 
(lie zwischen dOll Crenzen liegen, dic der konstanten FormiinderungHgesehwindig
keit 0 und ullendlich entHpredwll. nie der Geschwindigkeit Null entsprechende 
a-e-Kul've lliihüJ't sich in ihrelll Verlauf jener, welche praktisch bei sehr kleiner 
GeHchwindigkeit crhalt.en wird. Zur Ableitung VOll a-e-Schaubildern dienende 
VeJ'Hllche mit seh I' großcn Verform Ilngsgm;chwindigkeiten, die aueh als solche 
dYlULmiHcher Art h(,7:eiehnet werden, kommen den ale; Stoß- oder Hehlagversuche 
,eingeführten, mit sog. mO!1lCnt,Lllen, in Wirklichkeit aber auf die Stoßwit ein
geschränkten Kraftwirkllllgün IHLhe odel' sind mit ihnen identü.;ch. 

Die Abhängigkeit der tJ-('·i:lchaubild('[' pilles Stoffes von der Ddorrnationsgesehwilldig
lwit kann "u den Naehwirkullgserseheinllngpn im wpiü'ren Sinne gereehnet werden, und zwar 
1111S folgendem, oben h('l'eits ang(deuteknl, jübot noch ptwas auszuführendem Grunde. Bei 
der oben gesehii<krkn I';rsehcinung der Relaxation wird (lie Ddorrnationsgesehwindigkeit 
gleieh Null vorausgesetzt und die ÄIH!t'l'ung der ,mgenblieklieh vorhanden gewesenen i:lpan
nllng in einem h('stilllmkn Zeitraum verfolgt. i:lebo('n wir die Verformungsgeschwindigkeit 
in vorgegd,elH'1' \V('ise kOnHLll1t. so wirkt. sidl dieselbe im gleichpn Zeitraulll als eine dem 
\Verk dp[' konstanten V('rfol'tllllngsgpselnvindigk('it und dem Anfallgswerte der i:lpauullng 
und I )ehnung entspn'c]lI'nd,' hesorukl'e Zuordnung der Spannungen und Dehnungen des 
'i:ltahes aus. ])pr V(,rlallf ,kr rr-e·i:ldmubilder his zu pinelll bpstinllllkn \Vl'rte der i:lpallllllng 
und Dehnung ist bei dipseI' AlIffasHllng nur der sehlid31iche AlIsdnH,k von \Virkungen, 
welche zeitlich VO[' jl'lH'lll Zeitpunkt.. lipgen. in wclchelll die genanntei:lpannllng und Deh
nung auftritt und v('I'schi('dpn je nach dpl' Zpit, welche seit Beginn des Vemue!ws verflossl'll 
ist. \Vird die Verformungsgeschwindigkeit plötzlich gl'ilndprt, so l'nt.sprieht das vollkOJ~.lInen 
der hei der B,'sl"·,·,,hung der 1';!'Hch"inullg d('r H('J,nation angenolllIlWIl('n plötzlichcn Andc
rllng von der V('rforlllungsg,'sell\villdigkpit, wdc\w der i:ltoff ehen hesaß his zu der Vcr
fonnungsgpschwindigkpit. mit ,km Wl'rk 1\ull. die ,kl1lK0I1Htallthalkn (h,r Tkhnung 
zugeordnet ist. Di(' ErsclH'inung der I{daxation wünk sonaeh ein Ausdrul'k dafür spin. daß 
der FOI'Jlliimknllloswidp)'stand von (kr V('dol'nlllllow"pse!l\vindi"kcit abhiülo'io' ist.. \Vird die
selbe auf Nnll g"';'acht, so sinkt die ;';panllung hi: ~, (kill d('r"',Konsta.n" ([;';-:'lkhllnng ent
.spreCh('Il,!Pn\V('rt. L('id(,1' lip.~en noch keine I';rfahrungs)'('sulta(e dal'übpr nn', ob (k[' I';nd-

Uirtlcr, ~ll'('hallik. It 



L 78 Grundlagen der Erfahrung lind Th<'orip. 

wert der :Spannung bei (leI' Helaxation tatsächlich dpm Werte der :Spannung bei der 
Deformationsgeschwindigkeit Null entspricht. 

Bei den beschriebenen Nachwirkungserscheinungen haben wir eine Erkliirung 
aus dem Grunde offen gehLssen, weil ein die;.;bezügliches abschließende;.; Urteil 
noch nicht gewonncn worden ist lind eine AWleinandersetzung der zahlreichen 
bereits erhaltenen Brgebni;.;se lind Untersuchungsmethoden am; dem ltahmen 
diescs Buche;.; herausfällt. Die Erklärung muß in erster Linie in der chemisch
phYHikalischen Konstitution der Körper gesuc:ht werdc:n l . 

38. Gültigkeitsbel'eich des Hookesehen Gesetzes (FOl·tsetzllllg). 
Einflußnahme der 'l'emperatur. Die EinflüHile der Tempemtur auf das Zuord

llungsgesetz zwischen SpanIHlIlgil- lind Verzerrllngskomponentcn Bind im wesent
liehen in zweifacher Hinsicht von Bedeutung. 

In erster Linie zeigen die Stoffe eine mehr oder weniger große Empfindlich
keit gegenüber dauernd fortgesetzten Temperatun;chwankungen. Dabei iHt die 
Differenz der Temperaturgrenzen, zwischen welcher die Schwankung vor ;.;ieh 
geht, die absolute Höhe der Grenztemperaturen und die Zeitdauer ihrer Wirkung 
erfahrungsgemäß von Bedeutung für dat; Resulült, ohne d,lß man zu einer dies
bezüglichen GeHetzmäßigkeit ähnlieh etwa jener vonW ö h I er für SpannllllgH
schwankungen zwischen zwei ürenzspannungen gekommen wäre. Diesbezüg
liche praktische Untenmchungen spielen hei der Prüfung von Steinen eine golle, 
welehe z. B. als Straßen- oder EiI.,enbahnschotter in ImHeren Gegenden natürlichen 
Temperatun.;ehwankungen VOll dwa - :~i)o biN etwa + :~5° ausgesetzt 8ind. Mnn 
stellt derartige Schwankungen der Temperatur der Steine im Laboratorium in 
oftmaliger Aufeinanderfolge auf künHtlichem Wege unter Zuhilfenahme von 
Kältemü,c:hungen, Kohlensiiuresehnee UKW. her (vielfaeh Hättigt man den Stein 
vorher mit Wasser) und vergleicht d11l1I1 die Druckfestigkeit nach dem Versuch 
mit jener, welehe der Stein vor dem Versuche hatte. Häufig findet man dann 
eine Herabsetzung der Druekfm.;tigkeit. Viel be8ser ist die Einflußnahme einer 
einzigen Schwankung und der Dauer derileiben zwischen der Zimmertemperatur 
oder einer ihr naheliegenden Temperatur über eine höhere oder tiefere Tem
peratur wieder zurüek zur Zimmertemperatur, insbesondere hei Metallen (für 
welche derartige Schwankungen oft von ausschlaggebender Bedeutung für die 
Materialeigenschaften Nind) verfolgt werden. 

Ein Bei:-;piel für die Einflußnahme des Ausglühens auf dm; (f - e - Schaubild 
betrifft die Rüekgängigmachung deH Ball8chingereffekte8 (Hiehe ohen) durch 
dasselbe. In dem auf Seite 171 gegebenen Beispiel für das Auftreten des Bau
schingereffekteH bei gezogenem Messing lmeh Venmehen von MtLHing-M,luksch, 
ergab sieh nach Ausglühen des Mmlsings bei 225 0 die Ela8tizitätsgrenze auf Zug, 
die infolge der Druckbeanspruchung auf SilO kg/em 2 gesunken war, mit 110150 kg/em 2 

näherte sich also bereits wieder der un.;prüngliehen ElaKtizitiitsgrenze auf Zug 
von 2400 kg/cm 2. 

In zweiter Linie zeigen Hieh EinfhiHKe des Temperaturgrades, l1Uf welcher' 
sich ein Stoff befindet insofel'll, alK das ZuordnungHgeHetz zwisehen SpalllHlllgH-

1 Wer sich in dieses ganl'- moderne Gebiet mit Bezug a.uf die in erster Linie wichtigen 
Baustoffe dür Technik, die Metalle, die aus Kristalliten (kleinen Kriställchen) aufgebaut 
sind, einführen will, lese die Bücher von E. Heyn: Die teelm. wichtigen Eigenschaften der 
Metalle und ihrer Legierungen im Handbuch für Ma.terialienkunde von Martens-HoYll, 
Bd. II; ferner K flaehs und C.I,'iek: Der Zugversuch, Leipzig 1926 und G. flachs: 
Grundbegriffe der mechanischen Technologie, dl'r Metf1lle, ferner den Artikel IV, :n von 
J. v. KarmlLn in der Enl'-yklopädil' der mathpmatischl'n Wisspnschaften über die physika
lischen Grundlagen der I"l'stigkeitslehre nach. 
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und Verzerrungskomponenten sich alK abhängig von dem Zahlenwerte der 
konstant erhalten gedrwhten Temperatur zeigt. Auch hier erfolgte das Studium 
der Einflußnahme nur bei einfachen Spannungszuständen des betreffenden 
Materiales, am häufigsten bei linearer Beanspruchung. Das a -e - Schaubild 
eines Stoffes bei der einen Temperatur ist oft wesentlich verschieden von jenem, 
das einer anderen bedeutend höher oder niederer gelegenen Temperatur ent
spricht. Hierbei zeigt sich die weitere sehr bemerkenswerte Tatsache, daß der 
Grad der Verschiedenheit der a-e-Kurve bei verschiedenen Temperaturen oft 
sehr stark durch die Verformungsgeschwindigkeit, die beim Versuche eingehalten 
wird, beeinflußt erscheint. 

Bei wachsenden Temperaturen zeigt sich die Zugfestigkeit bei reinen Metallen 
um so mehr verringert, je höher die Temperatur wird, dagegen nehmen die Quer
schnittsverminderungen beim Bruch und die Bruchdehnungen in der Regel zu, 
von Ausnahmefällen, wie z. B. bei reinem Nickelmetall, abgesehen. 

Besonders merkwürdig ist das Verhalten von Flußeisen, das bekanntlich kein 
reines Metall, sondern eine Eisen-Kohlem;tofflegierung ist. Eine bestimmte 
Flußeisensorte, welche bei Temperaturen zwischen 20° und 600° auf Zug bean
sprucht wurde, zcigte nach Martells bei 200° seine größte Festigkeit von 
5100 kgjcm 2, während dieHelbe bei 20° 3850 kg/cm 2 , bei 600° aber nur mehr 
1070 kgjcm 2 betrug. Die Bruchdehnung fiel von :n % bei 20° bis zu einem Mini
mum bei 200° und stieg dann wieder bis zum Werte von 99 % bei 600°. Einen 
ähnlichen Verlauf zeigte die Querschnittsverminderung beim Bruch, die von 
58 % bei 20° auf 23 % bei :300° fiel, um bei 600° den Wert 90,5 % zu erreichen. 
Der Elastizitätsmoduhm fiel bei wachsender Temperatur von 2070 t/cm 2 bei 20° 
über 1950 t/cm 2 bei 200 0 1wf J:~40 t/cm 2 bei 600°. 

Der Einfluß der Verformungsgeschwindigkeit bei reinen Metallen und Legie
rungen von Metallen zeigt sich in Versuchen bei verschiedenen Temperaturen 
in der Regel dadurch, daß bei wachsenden Temperaturen die Empfindlichkeit 
für eine Änderung des a-e-Schaubildes mit der Verformungsgeschwindigkeit 
wächst. 

39. Über tias MaU der Anstrengung Oflel' der Bruchgefahr unter 
statischen Verhältnissen. 

Wenn irgendein elastischer fester Körper mit gegebenem Elastizitätsgesetz 
- nehmen wir als Beispiel den nach Abb.l belasteten Balken - unter den 
Einfluß eines im Gleichgewicht stehenden Kraftsystemes, gebracht wird, so 
sagt man, es sei der Klirper in jedem Punkte auf eine, dem dort entstandenen 
Spann ungs- und Verform ungszustand entsprechende Weise angestrengt und meint 
damit in bildlicher Weise, daß der Werkstoff an der betreffenden Stelle einer 
Erprobung seiner Widerstandsfähigkeit ausgesetzt ist. Dem Anwachsen des 
äußeren Lastsystemes ohne Änderung seiner Art, entspricht im allgemeinen ein 
Anwachsen des Spannungs- und Verformungszustandes und der Anstrengung 
in den verschiedenen Punkten deK Körpers. Es kann auch einmal eintreten, daß 
das Material in einem oder mehreren Punkten oder längs Fläehen oder in ganzen 
Räumen überanKtrengt wird, derart, daß es seine Widerstandsfähigkeit verliert, 
d. h. seinen Zusammenhang aufgibt, also bricht. Je stärker ein Stoff in einem 
Punkte angestrengt wird, um so größer wird die Bruchgefahr, um so größer 
wird auch die Gefahr unzulässig großer bleibender Deformationen. Es ist ohne 
weiteres klar, daß ein Körper von gegebenen Ausmaßen, der als irgendein Kon
struktionsglied Verwendung finden soll, nie so stark belastet werden darf, daß 
er sich unmittelbar vor dem Bruch befindet oder auch nur bleibende Verfor-

12* 
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mungen ui nginge, die ,-: u einer Ucfiihrd nng dUK Uebi hles fii h ren könnten, dem 
er ab Glicd angehört, und daß umgekehrt die Vermeidung des Bruches od('r 
auch nur zu großer hleibendn Verformungen die zu erfüllenden Forderungen 
dann sein wurden, wenn es sieh um die Bestimlllung der Ausmaße eilws Körpen; 
von gegebener Form, z. B. eines J-Triigers handelt, <Ier auf eine vorgegebene 
Weise beh1Ktct werden soll. 

J3[·i dem in Ahh. :l:3, i-l. ] 2:3 (!arg('stellten Ilahm('/] wird man ('s vprm{'idell müs:;('n, dip 
äußere lklastllng so groß w('l'(!en ;'11 !;tsH'n, daß dip Elasti~itiitsgn'Jl~e od(·1' gar die Fließ
grenze in (·im·m Punkt <I"s ]{ahnwlls ern·idlf, wird. 

I,:s erhebt sieh denwntspredwnd die Frage !lach einem N\,1ß der Anstrengullg 
oder der Bruehgebthr, d. h. lmch dem Meßwerte ei!ler zu definierenden phy
silmlii-lehen Größe, welche für ()inen gegebenen 8toff für jede heliebige Art deH 
8pannungs,-:ustandcs die Anstrengung dCK Stoffe;; anzeigt, wenn dieser 8pallll uugt;
zustand eine vorgeKchriebene Uröße errcicht Imt lind die llllK einen Anhaltspunkt 
dafür gibt, wie woi t wir n()(~h VOll (l renzen (Elastizitiitsgrellze, Fließgrenze, Bruch

Abb. 74. ';"(~r :·;("1IiplHl1l~shJ'lIeh <'inl's \Yiil 1'('ls alls Zf'llH'llf.mörtl'l 
(I Teil Z('IIWllt lind ;~ 'l'dlf' NOJ'IH:tband 111HI \ra..;:·wr) Ilach 

I )J'II('klw<lllSJlrIIC!JUlig. 

grenze) entfernt sind, deren Er
reichung mit ~icherlwit vermieden 
wenlell Koll. 

Man könntc sieh begnüg(m, 
jone physikaliKche Größe für die 
l'~rrcic:hung dm' Elastizität::;- oder 
Fließgrenze gefunden zu haben, da 
ja die 8toffe ohnehin, wie au;;ge
fiihrt, hi:-; zn dicsen Urenzen nieht 
beansprucht werden dürfen. Es 
hiitten dann,-:. B. jene bereit~.;(!ureh
gefiihrkn Erörterungen Pbtz zu 
greifen, welche die Erreichung der 
l'~lastizitiiü;grenze (8eite ]53 ff.) 
rcsp. Fließgrenze (8eite l(jO) be
treffel!. Ab }hß der Anstrengung 
würden wir uns dalm die }lel.\werte 
joner phYKikalischen Crößl', die 
,Ln jenen (lrenzen den besonderen 
~toffen eigentümliche Werte an
nehmen,den]wn können. Wiire z. B. 

der Wert der griißten positiven H:wptrlehnung maßgebend für dm; Erreichen 
der ElaHtizitätKgrenze, HO kiinnte die (lrößl' d('r Hmlptdehnutlg auch unterhalb 
der ElaKtizitiitKgrünze alK Meßwert der Am;trengung :1JlgeKehen werden. 

Nadl einem VorKddage von l'randtl unterse\widüt man Versehil'hungK
hrüche und TrennungKhrüe\l('. ErKtere l'ntKtehcn, wenn heim BrlH:he die Bruch
flächen gegeneinander abgeHchoben werden, W:lH sieh z. B. bei Skinen da
durch n:wh auLlcn hin zeigt, daß die Bruchfliiehen mit zl'l'f;tiiuhtem M:üeriale 
bedeckt Kind. I )ie Fliic:henelenH'nte deH V Cl"K(·.hielnmgsbrud\('s in einem Punkte 
dm; elaKtü;chen KiirperK Hind seh icf g(~gen d ic Hau ptsp,Lnllu ngsehenen liegend. 
I':in nalwzlI reiner VerschiebulIgKhrlldl entskht. bei Beanspruchung eine;; ~tpin
würfel;; auf I>nwk (Ahh.7+). \·:s l'nt.stclH'n (1;1 Druekpyramiden A, A, gegen 
derenFliichell daK ü hrigc Material a hgecwhoh('n wird . .l>ie auf Druck beanspru
ehende Kmft iKtin d('l" Ahbildllllg allf der olH'ren Drllekfliiehe B, H dllrdl ('incn 
Pfeil angedeutet. 

TrennungshriidlC ('n[.Kklwn liingK Bnwhfliiehen dann, wenn lctztpl"(' ohne 
Ver;;chidHlng gegelleinander in '-:11 d(,lIHdlH'1l nOl"lllakn Hiehtungen v()JwillHnclc!" 
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getrennt werden, Beine Tn'llllullgsbriiclw entstelwn hei Beansprueh \lng sprüder 
Körper auf Zug in Fliidwll normal ~uI' Zugriehtllng (für Gußeisen in Ahb,3ti, 
S. 1:38 und in Draufsidlt auf diu Hl'uchflädwn in Abb, 42, ~, 141 dargestellt) 
oder bei Beanspruchung von g<'radcn ~tiibell aus sprüdem Stoffe auf Ver
drehllllg 11,wh Abh. 7;) und 7;)a mit Verdrdlltngsmomellten, die in den heiden 
Endqucl'schllittsfliü:lwll mit Eh('nell normal ~lll' Stalmchse wil'ksnrll Warell. Die 
sehraubenal'tigell Bruchflächell stehen etvm unter 4;') Grad ~1ll' Stnlmchse geneigt, 
entsprudwll(l Fliiclwllcklllentcn, in denpll extreme Werte der Zugspannungen 
auftreten. 

[m nllgemeill('nl'i nd 
die Brüche wc(lnr reine 
Verschiehungshl'üchp 

noch reine 'l'renllUnw;
brüche, sonderll eine 
Vel'quiekung dm'l'el
ben. Abb, 41 ~eigt die 
bm;onde!'s regel haft 
am;gebildeten Brllch
fliiehen eiIws flußeiser
nen Stabes, der ,Luf 
Zug beam;pnwht wal'. 
Der Brnch stellt teil-
weise einen 'rrennu ng,;-

Abb.75 

bruch vor (die nahew ebenen körnigen Flächen in der Mitte normal ~ur Stab
aeJH;e) teilweise einen Vel'schiehungsbrueh (die Flächell, wdehe alH Mantel eines 
KegelHturnpfm; ausgebildet Kind). Uemisehte Brüche sind auch di<~ in den Abb. 51 a, 
S. l45 lind :n, S. I;W dargestellten. 

Man kan n nicht K,lgen, daß die 
oben gestellte Frage nad1 dem Maß 
der Am;trengung ei ne voll korn men 
befriedigende Beantwortung gefun
den h'Lt. Im folgeJl(len sollt'n ei n ige 
besondül'R wichtige dieKhe~üglidw 
Meinungen wiedergegeben werden, 
unter Hervorhebung derjenigen , 
welche in Europa dl'l'zeit als Urllnd
lage für die Dimem;ionieJ'llllgHpl'o

Ahh.7:')a. 

Abh. 75 1111(1 7;'Ja. Trellllung:.;brüc}w an p;lJßch;crncn Stähl~fl 
VOll kl'eisfünni~('ll lIlld quadratischen Querschnitten nach 

lkansprllchung auf Verdrehung. 

bleme dei'; I ngenieurK angeJ\olllmen wird. Sie lasKcll sieh naeh ih renl;rhebeJ'1l Inw. 
ihren namhaften Vertretel'll einteilen in jene von 1. Coulom b, ~. Lanl<:' unll 
eIe b K eh, :l. P () Il ce let, !) e S a i nt V e na n t, C r<L S hof, 4. Mo h r, G. Bel t nL m i. 

I. Coulombsehe Anschauung. Nach A.Ch.Conlomb (L) iKt fiir den 
Fall als von ]{eihungseinfliil'sell im Augenblicke dm; Bl'llChes abgesehen wird, 
al,., Maß dm' AnRtrüngu Ilg in einem Punkte ei nes elastisehen festen Kiirpen; 
die dort ~LllftJ'etende grüßte Schubspannullg an~wielwn, die im Augenblicke des 
Bruche,; in den in Betracht korn menden Fliiehen einen dem betreffenden Stoff 
eigentümlichen Gren~wert erlangt. Sind a l , a2 , a3 die Hau ptRpannungen deK 
an der betrachteten Sklle herrKchenden SpannungH~ustandeH und im algebra-
ischen Sinne (J' I (J'2 < (J':l' KO ist dm' Zahlenwert der größten SehubKpanIlung 

I I I IJ,,' (J' I U' • k .. h . . 1 t' w t . 'L'l" h Tmax'~ '2' . ,..,Iü wir '1, mIt I rem posJtlVen 11m ncg~L -lven er eIn 1.' ae ell-

elementen, die lInter 4:')0 geneigt ~u jenen liegen, in welehen die Hauptspannungen 
a l und aa ii bertragell werden. 
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Für den Fall, daß innere Iteibllng 1111genomtl1en wird, i,.,t alK Maß der An
strengung naeh COllJom beine Hc:hubspannung lln>':lUlehen, welehe von der 
Kohäsion dm, Htoffes und dem Koeffizienten der inneren Iteibung ahhiingt. Hie 
wird in Fliiehenelementen übertragen, deren Neigungen 7:U dell JI'lächcnelementen, 
in welehen die Hauptspannungen er l und er:j übertragen werden, mit der inneren 
Reibung f11lein im Zusammenllang stehen. 

Coulomb ging llPi seiner Annahme von dem be,;ondenm Fall der Beam;pru
ehung eineR spröden Körpers l1Uf reinen Dnwk au,;, für welchen sieh, wenn lIlan 
als Probeforrn Würfel zugrunde legt, die in <kr Abb. 74 dargeKtellten Drllek
pyramiden aushildenl . [n den Bnwhfliiehen HOllen die infolge der Be:lIlsprllchungen 
auftretenden HchllbRpannllngen so groß werden, <hü\ die Kohäsionskraft und die 
innere lteibung überwunden wird. Erstere winl ab <~iJl(' für jeden St.off eigenartige 
Konstante K angesehen, letzkre wird proportional dem Nonnaldrnek N" auf 
die Bruchfläche, d. h. gleich N" f gesetzt, wen n ! den Reibungskoeffi>':ienten 
bedeutet, desKen Wert gleich der 'l'l1ngente des lteihungRwinkelK (I ist. 

Auf die Fliichcnelemente AB = df", b7:w. B(' df,- deK unendlich kleinen 
eOH oc 

PrünnaR A Br' (Abb. 7ßa) Hollen, bewgen auf die Fliichencinheiten, die Normal
kraft Xx hzw. die Normalkraft N 1l lind die Tangentialkriifte K -I NT/I und ']' 
wir kerl. Die GleichgewichtHIJedingungen für dieKe Kriifte lauten offenhar 

X",CON CI. --- (/{ 1- N.,,!) sin CI. - N lI (:os CI. + '['Hin CI. = (), 

N li sin CI. -- (l{I- N" f) cos CI. + 'I' C(H CI. , (). 

Es folgt 

J.V n 
(K 7') COH'l. 

HllllX jeosr.t. 
K 

, ~in ('l. (J) 
~\ ,('os CI.- --

,I, cos (! 

Wir suchen nunmehr den ldeinsten Wert der Kraft '[' Huf, die als Funktion 
von CI. bctrachtet wird. Den.;ellw ergibt sich für den \\Tinkel CI. , der der Bedingung 

d ( . ) -/- cos CI. sm (CI. - (I) 
(,IX 

o genügen IllUß, woraus 

abgeleitet wird. Der \\Tert Cl. l entspricht dem maximakn, der \\Tert 'l.2 dem mini-
malen Wert des Aw.;druckm; cos!x sin (CI. (I). Für jpnen Winkel CI. CI. 1 , für 
welchen T am kleinsten wird, ist die Al:. 
Möglichkeit gegehen, daß '!' gl<,ieh dem § n. 

8 8 

~~x'K -t-~ ?....., 
~..... .(' 

A C A C 

. "\h". ,Ha. .\ bl!. 70 h. Ahh.7(-)(' . 

Werte K + N 1l1 wird, :lIso ein Bruch liings BO pintritt: denn wenn'!' am klcinskn 
ist, dann nähert sich das in A hb. 7ßa (brgcRkllte KraftK'yCitem dem ans der 
Abh. 76 h ersichtlichen. Der Wert 11. i X" I für 7' wird ern~icht, weml X ro ent
sprechend groU geworden iKt. Dip Kraft pro 1,'liidwneinheit f{ -I N lI t stellt jetzt 
eine Schllhspannung vor, die als I"olge c!n Wirkung (lcr I)ruckCipmlllung X .. ' 

1 Siehe hier7.lI auch Abb. 44 :lId Seiü,U2. 
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angesehen werden kann. Die Abb. 76b stellt nach Coulomb das System der 
inneren Kräfte vor, das an einem unendlich kleinen Prisma im Innern eines auf 
Druck beanspruchten Würfels mit Xx als Druckspannung herrscht, und zwar 
unmittelbar vor dem Bruch. Aus den Gleichge'wichtsbedingungen für dieses 
Prisma erhalten wir die Druckspannung Xx, 'welche unmittelbar vor dem Druck 
wirken muß. Dieselben nehmen, wie leicht ersichtlich ist, die folgende Form an 

- K ' ~'t. - X sin2'l.1_X COS(l 
T - T 1., n g Q - x 2 - x 2 . 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn bedacht wird, daß 

2 . ~ (J\ (~ (J' 

cos 0 = Sln -, - "'- 1 cos - + 'I ,. 
- \ J . 2) \ J 2; 

der\Vert yon X r mit 
,- _ " 1.' (~,_! ('I 

-'1.. J; - - Il. tg " J T 2/ . (87) 

Die zugC'hörigen \VC'rtC' yon T und S" folgen mit Sn = K cos c, 
~ K . 2 ( ~ 0' 1.' 1 ' . 

T =:: 8m I\-J- --:- 2J = Il. ( T sm Q) . (87 a) 

Die zugehörige :\IohrschC' Darstellung ist durch den in Abb. 7f:i C' \'011 ausgezogenen 
Hauptkrcis gegeben. 

\Venn die Coulombsche Anschauung nicht nur für den reinC'n Druckzustand, 
sondern auch für andere Spannungszustände gelten soll, bO müßte die Grenz
kurve der Hauptkreise derselben für den Bruch (so wie für die Elastizitätsgrenze 
kann nach ?lIoh I' auch eine Grenzkurve für die Fließgrenze oder, 'wie sie hier 
benötigt \Yird, auch eine Grenzkurve für die Bruchgrenze aus der Erfahrung ab
geleitet werden [Seite 156 ff.]) durch zwei symmetrisch zur Sn-Achse liegende 
Gerade g, g und g' g' repräsentiert sein, die die den Bruchgrenzen für die verschie
dcnen Spannungszustände entsprechenden Hauptkreise berühren. Ein derartiger 
Yerlauf der Grenzkurve ist aber nur für besondere Stoffe und für Spannungs
zustände, die zwischen der Beanspruchung auf reinen Zug und auf reinen Druck 
liegen, als nahezu zutreffend anzusehen, für beliebige Spannungszustände wider
spricht sie der \Virklichkeit. 

Wenn C = 0 vorausgesetzt wird, woraus ()(l = ~ folgt, müßte sich die Grenz-

kurve durch zwei zur Sn -Achse parallele Gerade darstellen lassen. Die Flächen
elemente, in denen der Bruch erfolgen soll, 'wären dann unter 45° geneigt zu 
den Hauptspannungsrichtungen, und die in ihnen herrschende Schubspannung 
würde gleich der Kohäsion des i\Iateriales, ferner würde die unmittelbar vor dem 
Bruch vorhandene Druckspannung gleich dem doppelten Werte der Schub
spannung in der Bruchfläche werden, was besagt, daß letztere die extreme Schub
spannung ist. In einem solchen Falle könnte man dann behaupten, daß die extreme 
Schuhspannung }Iaß der Anstrengung ist, und der Bruch in den den extremen 
Schubspannungen zugeordneten Flächenelementen auftritt, und zwar für jede 
Art des Spannungszustandes (siehe hierzu auch S. 158ff.). Auch diese Folgerungen 
der Coulombsehen Theorie sind im allgemeinen nicht zutreffend. 

\Vie man sieht, ist die Coulombsche Theorie nur auf Verschiebungs brüche 
zugeschnitten, die aber auch nicht allgemein, sondern n\lr in speziellen Fällen 
erklärt werden. 

Bei auf reinen Zug heansprnchteml"lußeisen einer bestimmten Sorte, für ,,-elche 
man als Grenzkul'\'e an der Fließgrenze für alle Spannllngszustände, welche 
zwischen der Beanspruchung a\lf reinen Zug und reinen Druck liegen, ein Gerad
linienpaar parallel zur X n - Achse annehmen kann, wird das Auftreten der Lüders-
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sehen Figuren an der Fließgrenze begreiflich, wenn man die Coulombsche Annahme 
auf diese überträgt, denn das Liniensystem der Lüdersschen :Figuren verläuft 
bei bestimmten Sorten von Flußeisen bei Beanspruchung auf Zug unter 45() 
geneigt zur Stabachse, entsprechend den:Flächenelementen, in denen die extremen 
Werte der Schubspannungen auftreten. Die zwei Scharen einander schneidender 
Linien, die an der Fließgrenze zutage treten, entsprechen den zwei Berührungs
punkten der Grenzgeraden mit den Hauptkreisen bzw. den die,.,en Berührungs
punkten auf der unendlich kleinen Kugel in Abb. 19, Seite 61 zugeordneten 
Flächenelementen . 

Bei sehr "harten" Stählen zeigen sich bei Beanspruchung auf Zug Fließlinien, 

die in der Zugrichtung einen ·Winkel größer als ~ miteinander einschließen, bei 

Beanspruchung auf Druck solche, welche in der Druckrichtung einen kleineren 

Winkel als ~ bildeIl. Beide ·Winkel ergänzen sich zu ;r *. Das würde mit der 

Coulombsehen Regel in rbereinstimmung gebracht werden können, wenn man 
dieselbe auf die Fließgrenze anwendet; denn nach dem oben Gesagten schließen 
die Flächenelemente, längs welchen der Bruch bei Beanspruchung auf Druck 

auftreten soll, einen 'Vinkel von 2 (~ - ~! ein. da ihre Normalen unter ;r; + I{ 
'- 4, 2/ . 4, 2 

zur Druckrichtung geneigt sind: bei Beanspruchung auf Zug müßten diese 

Flächenelemente offenbar einen Winkel von 2 (~ +~) miteinander bilden. Aller

dings ist nicht recht einzusehen, warum bei "harten" Stählen die Reibung an 
der Fließgrenze eine Rolle spielen soll, bei anderen Flußeisensorten aber, für 
welche ein Teil der Grenzkurve aus parallelen Geraden zur X n - Achse besteht, 
ein Einfluß der Reibung aber wieder nicht vorhanden sein soll (siehe hierzu 
auch Seite 189ff.). 

2. Anschauung von Lame und Clebsch. Die ursprünglich ziemlich 
gleichzeitig von Lame und Clebsch vertretene Anschauung bezeichnet als 
Maß der Anstrengung entweder die dem Zahlenwerte nach größte positive 
Hauptspannung oder, wenn das nicht der Fall ist, die dem Zahlenwerte nach größte 
negative Hauptspannung, je nach dem Stoff und Spannungszustand, der gerade 
vorliegt. Hierzu wird zunächst bemerkt, daß es notwendig ist, die Wahl zwischen 
der größten positiven bzw. der dem Zahlenwerte nach größten negativen Haupt
spannung offen zu lassen, da sich sonst schon in den einfachen Fällen der Bean
spruchung auf Zug und auf Druck dann ein Widerspruch ergäbe, wenn die 
Druckfestigkeit einen von der Zugfestigkeit verschiedenen Wert besitzt und 
die Bruchflächen normal zur Zug- bzw. Druckrichtung liegen. 

Bezeichnen wir die effektive Zugfestigkeit bzw. effektive Druckfestigkeit 
(Seite 137ff. u. 186ff.) mit aBZ bzw. aBD, so müßte nach dieser Annahme, wenn an 
der Bruchgrenze aa die größte positive Hauptspannung für einen Spannungs
zustand gegebener Art, a l die dem Zahlenwerte nach größte negative Haupt. 
spannung wäre, entweder aa = aBZ und a l < aBD oder a l = aBD und aa < aBZ 

zutreffend sein. 
Die endgültige Entscheidung ließe sich stets bei Angabe der Zahlenwerte 

der Hauptspannungen an der Bruchgrenze unter der Voraussetzung, daß aBZ 

und aBD experimentell erhoben wurden, treffen. 
Es sollen zuerst jene Versuche von Föppl und Voigt angeführt werden, 

welche zuungunsten der Annahme sprechen. Föppl (L) unterwarf Würfel aus 
den verschiedensten spröden und zähen Stoffen (Kalkstein, Sandstein, Zement, 

* Siehe die Versuche von Hartmann in dessen auf Seite 163 zitiertem Buche. 
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}lörtel, ZiegPl, Glas, Kupfer, Aluminium, Blei, Zinn, Gußeisen) einem homo
genen, räumlichen, hydrostatischen Spannungszustand (Seite 99), indem er 
sie in mit Rizinusöl gefüllte starkwandige ~lörser aus Bessemerstahl brachte 
und die Flüssigkeit einem hohen äußeren Kolbendruck aussetzte. Abgesehen vom 
Eigengewicht der Flüssigkeit und der Würfel, das bei den hohen angewendeten 
Drücken einen verschwindenden Einfluß hat, entsteht dann in jedem Punkte 
des Würfels ein Spannungszustand mit drei gleichen negativen Hauptspannungen, 
deren Zahlenwert dem Druck pro Flächeneinheit des Kolbens auf die Flüssigkeit 
gleichkommt. Es zeigte sich, daß die Würfel, je nach dem }Iaterial, aus dem sie 
bestanden, bei sehr hohem Atmosphärendruck - der höchste zur Verwendung 
gelangende Druck pro Flächeneinheit war 3445 kg/cm 2 - mehr oder weniger 
oft kaum zu mesf\ende, bleibende Verkürzungen erlitten, und daß sehr wenige 
überhaupt zerbrochen werden konnten. Beispielsweise hielt ein mehrere Jahre 
alter Würfel aus Zement mörtel einen allseitigen Druck von 2000 kgjcm 2 aus, 
ohne die geringsten Beschädigungen zu zeigen. Es ist in der zitierten Abhandlung 
nicht angegeben, wie groß die Druckfestigkeit df'S yerwelldeten Zement mörtels war, 
jedenfalls wäre eine Druckfestigkeit yon 500 bis 600 kgJcm 2 schon ein hoher Wert. 
Wäre die yorangestellte Annahme richtig, so müßte der Würfel aus Zement
mörtel auch bei allseitigem Flüssigkeitsdruck bei einer Hauptspannung von 
;500 bis 600 kg;'cm2 gebrochen sein. Föppl und }Iohr nehmen an, daß homogene, 
isotrope Stoffe bei allseitigem Druck nur bei ungeheuren \Verten der Spannungen, 
wahrscheinlich aber überhaupt nicht zerbrochen werden können. Der tatsäch
lich eingetretene Bruch einiger Würfel dürfte seine "Crsache in Inhomogenitäten 
des }Iateriales ha,ben. 

V oigt (L) zerriß Steinsalz, ferner ein Gemisch aus Stearin- und Palmitin
säure, also spröde Körper in Stäbchenform, das eine Mal in Luft unter dem 
normalen Druck von einer Atmosphäre, das andere ::\Ial in Kohlensäure unter 
hohem Druck und fand die Zugfestigkeit in beiden Fällen gleich. Durch den 
allseitigen Luftdruck bzw. den allseitigen Druck der Kohlensäure entsteht im 
Stäbchen ein hydrostatischer, räumlicher Spannungszustand - (JDL bzw. -(JDK 

(- (JDL ist vergleichsweise außerordentlich gering und wird nur aus formalen 
Gründen eingeführt). Wirkt in der Richtung des Stäbchens außerdem noch 
eine zum Bruch führende Zugkraft, entsprechend den Spannungen (JZL bzw. (JZK 

(erstere wird nahezu gleich (JBZ' d. h. der effektiven Zugfestigkeit sein), so ent
steht in dem Stäbchen das eine ~lal der Spannungszustand mit den Haupt
spannungen (J1 = - (JDL, (J2 = - (JDL, (J3 = (JZL - (JDL' das andere :Mal der 
Spannungszustand mit den Hauptspannungen (J~ = - (JDK' (J; = - (JDK' 

(J; = (JZK - (JDK' wobei in beiden Fällen (J1 die algebraisch kleinste, (J3 die 
algebraisch größte Hauptspannung ist. Gemessen wurden im Augenblicke des 
Bruches die Größen (JZL und (JZK' die gleich befunden wurden. Ein Stäbchen 
aus Stearin- und Palmitinsäure zerriß sogar bei einem negatiyen Werte von (J;, 

d. h. bevor (JZK gleich! (JDK! geworden war, also bei einem Spannungszustand, 
für den alle drei Hauptspannungen negatiy waren. Die Bruchfläche war in allen 
Fällen nahezu normal zur Zugspannung (JZL bzw. (JZK, hatte also den Charakter 
eines Trennungsbruches. Voigt schloß, daß die Differenz zwischen den gleich
sinnig gerechneten Spannungen normal und parallel zur Zerreißungsfläche eine 
der Substanz individuelle, für den }Ioment des Zerreißens charakteristische 
Konstante sei. In der Tat ergibt sich (J; - (J~ = (J3 - (J1 = (JZK = (JZL = (JBZ' 

Nachdem die größte Schubspannung dem Zahlenwerte nach der halben Differenz 
der Hauptspannungen gleichkommt, 'würde jetzt formal die Coulombsehe An
schauung über das }Iaß der Bruchgefahr passen, wenn man dayon absieht, daß 
jetzt ein Trennungsbruch vorliegt. Insofern aber die Coulombsche Anschauung 
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zur Folgerung führt, daß der Bruch längs jenen Flächenelementen erfolgen soll, 
in denen die Schubspannung ein )Iaximum wird, ist auch sie hinfällig. Ebenso 
ist die Theorie von Lame-Clebsch auf das beschriebene Versuchsresultat nicht 
anwendbar, da a; = aBZ oder a{ = aBD mit den Versuchsergebnissen resp. 
Versuchsbedingungen (der Druck der Kohlensäure wurde verschieden hoch ge
wählt und stets zeigte sich dasselbe Resultat) in Widerspruch steht. 

Die Voigtschen Versuche scheinen auch zu beweisen, daß ein Trennungs
bruch eintreten kann, ohne daß Zugspannungen normal zur Trennungsfläche 
vorhanden sind, ja sogar, wenn nur Druckspannungen in der Trennungsfläche 
auftreten. 

Die "Cmschlingungs-Druckversuche von Föppl (L) deuten in der gleichen 
Richtung. Die Versuche wurden mit Würfeln aus Zement, Sandstein und BaRalt 
ausgeführt, die das eine )Ial unter Zuhilfenahme einer als Druckkreuz bezeich
neten Einrichtung einem nahezu homogenen ebenen hydrostatischen Spannungs
zustand (Seite 72) mit zw-ei gleichen negativen Hauptspannungen und einer 
dritten verschwindenden ausgesetzt wurden, d. h. es war bei algebraischer Ord
nung der Hauptspannungen derart, daß a 1 = a2 < 0 die algebraisch kleinste, 
a3 = 0 die algebraisch größte Hauptspannung bedeuten. Das andere ::\Ial wurden 
die Würfel einem Druckversuch a1 < 0, a2 = a3 = 0 unterworfen. Die als 
Druckkreuz bezeichnete Einrichtung best,and im wesentlichen aus vier Druck
platten, von welchen je zwei auf einander gegenüberliegende Flächen des Würfels 
zur Wirksamkeit gebracht wurden. Dieselben waren miteinander durch ein 
Gestänge derart verbunden, daß bei Übertragung einer Kraft auf das Gestänge 
gleichzeitig je ein gleicher Druck auf die Druckplatten übertragen wurde. 
Der Wert der Festigkeit, der sich bei den l.-Tmschlingungsversuchen ergab, wird 
Pmschlingungsdruckfestigkeit genannt. 

Dadurch, daß die Versuche teilweise mit geschmierten, teilweise mit un
geschmierten Druckflächen ausgeführt wurden, konnte der wesentliche Einfluß 
der Reibung auf die zugeordnete relative Festigkeit mit Annäherung erschlossen 
werden. 

Föppl fand, a) daß die Druckfestigkeit und die "Cmschlingungsdruckfestigkeit 
bei ungeschmierten Druckflächen bedeutend größer waren als bei geschmierten 
Druckflächen, b) daß die "Gmschlingungsdruckfestigkeit bei geschmierten Druck
flächen gleich der Druckfestigkeit ist, c) daß bei nicht geschmierten Druck
flächen die Umschlingungsdruckfestigkeit bedeutend höher liegt als die Druck
festigkeit. 

So fand Föppl die Druckfestigkeit für Würfel aus Zementmörtel (ein Teil 
Zement plus 3 Teile Normalsand plus Wasser) nach 60tägiger Erhärtung bei 
geschmierten Druckflächen mit 139 kgjcm 2, bei ungeschmierten Druckflächen 
mit 247 kgjcm 2 • Die Umschlingungsdruckfestigkeit wurde bei dem gleichen 
i\faterial unter denselben Verhältnissen bei geschmierten Druckflächen mit 
144 kgjcm 2, bei ungeschmierten Druckflächen mit 477 kgjcm2 gefunden_ 

Bei Beurteilung der unter a) und c) genannten Versuchsergebnisse darf 
nicht vergessen werden, daß dann, wenn die Reibung nicht nahezu ausgeschaltet 
wird, wie das bei Schmierung zutrifft, der im Würfel entstehende Spannungs
zustand kein homogener und auch nicht der von vornherein gewollte ebene 
hydrostatische resp. reine Druckspannungszustand ist. Man kann demnach von 
einer wahren oder effektiven und scheinbaren Umschlingungsdruck- bzw. Druck
festigkeit auch in dem Sinne sprechen, daß für erstere Reibung ausgeschaltet, 
für letztere aber vorhanden gedacht ist (siehe hierzu auch Seite 234). 

Das unter b) gefundene Ergebnis wird durch die Lame-Clebschsche An
strengungstheorie formal gedeckt. Dagegen entsprechen dieser Theorie nicht 
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die erhaltelwn Hrllchfliiclwn. Di(' Würfel I':erfielen nämlich in Platten parallel 
zur Fliidw, die k('ilwm ])rllck allsgm-:etzt waren, d. h. parallel zur Kraftebenc. 
In dcn Bl'Iwhfliidwn WHr kl,inc oder nlll' eine sehr geringe nicht gewollte Normal
spannung vorhanell,n, dil' nieht Ursachc deR den Charakter eines TrennungH
brucheH tragen(kn Brlldws sein konnte. Die Würfel zerbrachen also völlig 
entsprechend d('n Stii Iwhen der Voigtschen Versuche. Wird bei letzteren 
(lZK I (loKI, d. h. wird elcr allseitige Druck der Kohlet:lsäure dnrch die hilll':lI
kommende Zuglwam:prllchllllg gen1de aufgehoben, so erhält rrmn eine Bcam:pru
ehung nach Art. cl('r lhnsehlingungsdruekfeHtigkeit. Der Schluß, den Voigt aUH 
seinen V crs Ill:!wIl gel':ogell hat, stimmt aber mit den Resultaten der Ven:uche von 
Föpplnicht zusammen; denn wenll jener Schluß auf die Umschlingungsdruek
bcam:pruchllng angewcndd wird, so müßte sich letztere gleich der Zugfestigkeit 
ergeben, was abI'" für die Zlmwntwürfel ganz bestimmt unrichtig ist. 

Wahrscheinlich vollinhaltlich stimmt die Theorie von Cle bsch -L11me auf 
(lie Briic!w, wdche bei Npriidl'n Kiil'perll bei Beanspruchung auf Zug, Biegung 
(('in gm'aellT Stab, der Iwidersl,its mögliclH:t reibungslos auf zylindrischen Wahell 

.:\b1l.77. 'l'renllllflgsbrllch eines quadratischen St.abes aus Gußeisen nach 
lkan~pntehung auf Biegung. 

am; fltahl rllht, \\iJ'(1 Iladl Abb. lOH (Seite 252) in seiner Längssymmetrieehene 
dun:h eint: ill der SI itk deN Stabes wirkende Kraft P bis zum Bruehe belastet) 
und Verdrehullg (Abb, 1;;1. Seik :~25). Siehe hierzu die Brueherscheinungen VOll 
NOl'nmlrundNtiibl'n aUN (lul.\eü.;en nach Abb. :W, S3ite 138 und 42, Seite 141 und 
Zenwnt n,wh A bb. :lH bei Beanspruchung auf Zug und von gußeisernen I':ylin
dri"dwll Stiibell nach A bb. 75 und 75 Ft bei Beanspruchung 11Uf Verdrehung, 
sch ließlieh de:-: q ua.dmt.iNchen in der angegebenen Weise auf Biegung beansprucht 
gewe"ellell St.abeN aus (JuLIeiNen nach Abb. 77. 

Tllfolge der Bi<,gllngsbeanspruchungen treten Bruchfläehen unter der LaHt P 
normal 1':111' StabadlNe auf, die von der Untcn:cite des Stabes ausgehen. Sie stehen 
,tuch nOl'llml auf dil' im Lastquersehnitt ,luftretenden größten Zugspannungen, 
die all dl'r l: nkrseite dl's Sbtbes I':ustande kommen (siehe Seite 251 H. des I':weitell 
TeileK). I)el' Bru('h Imt I':U Beginn, wo die genannten Zugt-:pannungen allein wirk
sam wndell, d(,l1 ('Imrakkr eines Trennungsbruehes, im weiteren Verlaufe Hkllt 
er eine Verquickung \,on TI'l'nllllllgN- und Ven:chiebungsbrueh vor. :Fiir (luf.\eisen 
wUJ'(le bei Allnahnw deK I'otmll':gesehes (fleite 147) von Bach (L) nachgewiesen, 
<hLLI im Augl'nhlidw deN Brudws die griißte Zugspannung im Bruehquerscltnitt, 
im Falle der IkallN[ll'llChullg auf Biegung gleich ist der Zugfestigkeit bei Beall
Kprllehullg auf Zug. Es ist wahrNl'IH'inlich, (laß aueh im FaJle der BeanHpruehung 
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auf Verdrehung im Augenhlicke des Bl'lwhes die in den Brudlfliiehen übertragene 
Hauptspannllng (,lidw P. 20, ::-;eik :l4'iff. des zweiten Teiles) gleichkommt (kr 
Zugfm;tigkeit des Materiales. 

:L AnHchauullg von Ponccld, De ::-;,ünt Venant, Ur<LNhof. Bezüglich 
der ursprünglich von Po n c: e: le tauf U rund theoreti"c:her l':rwiigllngen getal3ten 
und HpiLter von De ::-;aint Vcnant und Crashof in hesonder('!" Art vertretenen 
AnselU1uung über daH :VIaLl der AnHtrengung kann zuniidlNt auf Seite }[;:3ff. 
hingewiesen würden, wo die inHhcHolH!erc durch F. (; raHh of (L) vertrdelw 
AblLrt dieser AnHehauung mit Bezug auf die Elastizitätsgrcnze eineH Stoffes aus
führlic:h behandelt wlII'de. Danach 14011 entweder die griiLlk positive Halipt
dehnung oder die dem ZaJ!1cnwe:rk nach gröLlte negative: Hauptdehnung MaLl der 
Anstrengung Hein. Die urtlpl'iingliclw AmwlHLuung VOll ]k ::-;aint Venant ging 
wie jene von Ponedc:t dahin, daLl die: größte pmütiv(' Haupttiehllllllg allein 
mltßgebend für die AnKtre:ngung oder für die Erreichung eine]' Uren7.l> Hei. 
De Saint Venant gl<L\Ibte, daß die bei einem UruCkV('rHUch an der ElaHti
zitätsgrenze nonmLl Zlll' J)ruckrichtung auftretende positive Dehnung der pOHi
tiven Dehnung der ElaHtizitiitHgreJlze ;tuf Zug gleieh Rein IIlÜßte:. Diese Meinung 
wird aber durch die I~rfahrung nieht allgemein bestätigt, 

)<}; i!-;t klar, daß die AuffaKsullgcn VOll Po n c cl c t, De ::-; a. i n t, V e na n t lind U I' a H
hof zu der Folgerung drängen, jeden Bl'uc:h als TrennullgHbrnc:h im weiteren 
Sinne anzusehen, d. h. alH einen soidIen, für den ZugRpallllungen normal zu deli 
getrennten :Fläehen nicht unbedingt auftreten mÜSHen. 

Durch die Venmche von B;tllKchinger (::-;eite: 155) und durch jene VOll 
We hage (L) iHt die De ::-;aint Venant-Grashofsehe Theorie für bestimmte 
BCl1nspnwhunglmrten als nieht völlig zutreffend erkannt worden. W ehage Imwhte 
Versuehe mit allseitig allfgelagertell kreü;förmigen f1ußeiKel'llen Platten, die in der 
Mitte mittels Stempel mit kugelförlllig abgerunileter Druckfliiche behu;te:t wurden, 
und schloß am; dellKelben, daß die: in der Mitte der Pl;ltte lH'i ihrer Durehhiegung 
sic:h ergebende bleibende Hauptdeh Ilung etwa 0,57 e 11 s(~in müsse, wenn e 11 die 
allerdingH ;tnnähernd ermittelte effektiv(~ bleibende Bruchdehnung eines auf Zug 
beanHpruc:hten ::-;tabeH aUK dem gleidwn Material iKt. Die Platte war dabei beilll 
Bruch in der ~litte ihrer oberen Neite (auf die der ::-;tt'lllpd ;LlIfgeseb:t wurdl') 
auf Unu;chlingungszllgfestigkeit Iwallsprllcht, d. h. ein kll'ilH'H Volumcnc:lenwnt 
erlitt dort HauptKpnnll1lllgen (J2 (};l > 0, (}j ~ O. Die Hnllptdehnllngen in der 
Ebene der Hauptspannungen (J2' (J~ wareIl (kmontt;prcelH'lld ",wh allen Richtungen 
gleich groß. Der Bruch erfolgte normal ;wf die Ebenl' yon (JI lind (}3 und muß 
in Heinem Anfangsstadium alH '('l'(enllllngKhruch ilufgefnßt w('l'{!en. Aus dem Ver
suc:h von Wehage geht Iwrvor, daß die' größtpn Hallptd('hllungell bei zwpi 
ven;ehiedenen HmtnHpruehungsm'kn bl'im .Bruch nieht" wl'lligl'l' alK gleic:h Reill 
konnten. Letzteres wird aber durch die Ue Saint VenantKdw Theorie gefordert. 

Auch der oben nii,!wr verfolgte Föpplsehe UmsehlingullgNdl'lIckversueh mit 
geschmierten Druekfliiehen deutet in H(~inen Hmmltaten darauf hin, dnß die bei 
ihm auftretenden BruchqlletKe:hungcn IwineHfallH (leI' bei einfacher Drllcker}l]'o
hung mit geschmierteIl Druekfliichen ~Luftretenden Qul'lsehung gleiehkomnwn 
können. 

Die Ansehauung VOll (~rashof Imt, wie bereifH ohen ill einem anderen Zu
sammenhange erwähnt, deHwegen pmktiRche Wichtigkeit, weil sie eine Grund
lage für die Dimensioniel'llllgsprobleme deK Ingenieurs geworden ist. Jhl>ei 
werden an Stelle der Hauptdehnllllgcn nllH praktü;c:hen C rÜIHIen entweder die 
größte pmlitive oder die dem Zahlenwl'rte mwh grüßte negative reduzierte Sp;tn
nung (Seite 149) in die lJimenRionicl'ungKgleiehungen eingeführt (::-;eite 414ff.). Wie 
wir später noeh Rehen werden, ;;c:hafft man die sieh notwendig ergehenden Un-
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stimmiglwikn mit der I'~rfahrung dlll'ch Einführung von dcr Korrcktur dienell
den ErfahnlllgskocffiJ\ü,nkn <LU;; der Welt. Ein derartiger Vorg,Lng ist aller
dings nicht befriedigend, er IIlUß <1ber gewählt werden, weil eben derzeit eine 
sämtliehe Ersdwinullgen umfassende Anstrengung;;theorie noch nicht existiert. 

4. Die Anseh,tuung von Mohr. Dic Mohr;;ehe Anstrongungstheorie ü;t 
in ihren GrundJ\iigell bereits entwidwlt worden (Deite 155ff.). Wir erinncrn 
ZUlliLchst ,m die von Ball;;ehinger und <:ucst durchgeführten Versuche über 
die Größe der ElaNtiJ\itiitNgrellJ\e für versehiedene Htoffe lind bei ve",.;chicdenen 
SpannungsJ\w;tändcn, welchc die Theorie VOll Mo h r bm.;tätigt haben. 

Die oben bereits prwühnk l~rscheill1mg der v2rsehiedellcn Winkel dcr 1<'licß
linien in der Zug-(J)l'Iwk. )Hichtung für verschiedene I<'IIlßeiscllsortcn kann durch 
dic 2VIohr;;ehe 'I'lwor[(' <kr An;;trengutlg ebenfalls erklärt wcrdell. NehrIllm wir 
an, es liege gehiirteter t-ltahl vor, der auf Zug bzw. Druck bis J\Ul" Fließgrenze 
beansprueht wird, bei deren Üben-:ohreitullg die Fliel.\figurcll auftreten. Die Fließ
grenzc a~; auf Druck liegt l)pi die;;em Stoffe hilher als die Fließgrenze ai ,Luf 
Zug. Daher werden die J\ugehiirigen H,tuptkrei:-:e in der :11ohrschen Dan.;tl'lhll1g 
(Abb. 78) versdlieden groß erscheinen. Der lkanspruehung auf Zug a 1 = a2 ,- 0, 
a;l = ai ü.;t mit Bezug auf eine utlendlic:h kleine Kugel (Abb. 78a), welehe wir 
um: Ulll cilll'n Punkt () des auf Zug beanspruchten Stabes kOllstruiert denken, als 

~ 
.", l 0 1Z1 

~ ~ I 

Ab". 78. 

Richtung von aa die positi ve ,:-Ach;;e, der Beanspruchung auf Dl"llck a 1 . ~ ab, 
·a2 = aa = ° i;;t die neg,Lti ve Hiehtullg der x-Achse J\lIgcordnet. Der Teil der 
Clrenzkurve an der FlieLlgrcnJ\e, der den J\wisehen der BmLnspruchllng auf Zug 
lind Drllck liegenden Spannung;;J\ustiitld('n zugeordnet iHt, sei, wie es für Fluß
eisell sehr wahn;cheinlieh ist, durch das üeradellpaar fJ, f! dargestellt. Wenn das 
J\utrifft, danll sind l)('i Zug- hJ\w. Druekbeanspruchullg die komplementären 
Winkel, die die Normale u des ]"Iiiehenelellwntes (längs welchem die FließgrenJ\c 
nach Mohr UlT('icht wnden ;;011) mit der ;1;- bzw. z-Aelu;e eim:chließt, durch (nx) 
bzw. (n.o) gegebell. /)('n Punkten A, C bzw. B, /) der der Zug- bzw. Druek
beanspruchung zugeordnckn Hauptkreise ent;;preehen t\olmeh jc J\wei zueinander 
parallele FliicheneiemenI,p, welchc die unendlich kleine Kugd in Ahh.7Ha in 
Meridiankrei:-;en berühren, deren Ebenen durch (Tl gehen. Von den unendlieh 
violen in Betnwht- kOlllnwnden J\usnmnwngehörigcn Paaren von FliLehenclementen 
sind in Abb. 7Ha nur j"IW dargestellt, welche <ien in die Zl)ic:lwnehene f,dl<'ndon 
Meridiankrei;; in den I'unkkn J, 2,:J, ./. lWl'iihren. Dor Winkel, Ih'll die Flädwll
ell'mente mit.einander bilden, ist in der Zugriehtung ein ;;tumpfcr, in der Druck
richtung ein spitzer. Zug lind Dnwkwinkel ergänzen sieh auf IHüo 

:Fül' weielwR Flul.kis('n liegcn die Flief.\grellJ\cn auf Druck und Zug gleich 
hoch, <iie Hauptkr('i,;(' an dies<'r (:renze werden dmlll einander gleieh, lln(l dic 
Geraden y, rJ gdll'n in Parallele zur Nn·Ac:hse über. Ferner wird dann offl,nhar 
(nx) ~ (1/.:) ~ 4;;° lIlld dit' Fliidwnükmelltc, weldw sic:h in (ler Zug- Inw. Druck-
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richtung Hc:hneiden, Htehen aufeinander norm'Ll. Für ein derartige" Flußeisen 
iHt für SpannungHI':UHtiinde, die zwiHehen reiner Druc:k- und reiner Zugbeam;pru
ehung liegen, die lJiffercnl': der grüßten und ldein"ten Hauptspannung Maß der 
Anstrengung (Seite 183 ff.). Die CoulombHelw Theorie der Anstrengung kanll 
sonach als cin Spezialfall der Mohn;chen Theorie aufgefaßt werden. 

Wenn die Ausmündung der Flächenelemente, in welchen nach Mohr die 
Fließgrenze erreicht wird, ,1n der Oberfläelw der auf Zug bzw. Druck beanspruch
ten Körper ab: Flicßfiguren siehtbar werden, so muß die oben erwähnte VOll 

Hartmaun gem,whte Erfahrung atH erkliirt <LngeHchell werden. 
Die KarmanHchen Venmehe mit Marmor lind Sandstein unter hohem all

seitigen Druck, die noch einern zusätzliehen Vnwk in der Achsenrichtung unter
worfen wurden (Seite 166), sprechen ehenf,dls für die Mohrsche Theorie. 
Nach dem oben Gütmgten war der Spannungszustand bei diesen VenHlchell 
durch die Hauptspannungen 0'1,0'2' c O'a festgelegt, worin Hiimtliche Haupt
Hpannungen negativ sind und algebraisch genommen 0'1 < 0'2 ist. AlK BelnRtungs
spannung in axialer Rie:htung wurde sinngemäß die Differenz 0'1 - 0'2 ltuf
gefaßt, und daher aue:h ab Ela"tiJl:itiitsgrenze ein bestimmter Wert von 0'1 B -- 0'21' 

bezeichnet, für den die bleibenden Verkürzungen in axi<Ller H,ie:htung einen 
vorgegebenen Wert erhLngen, der, in % der ursprünglichen Länge am,gedrüe:kt, 
1':. B. mit 0,25 festgelegt wurde:. Für die: Hauptkreit;e, die dieser Grenze ent
sprechen, wurde eine stetig verlaufende Grenzkurve gefunden, die die Eigentüm
lichkeit zeigte, mit wachsendl'r Elastizitiiü;grenw 0'11' -- O'aB und wachsendem 
allseitigen Druck immer fhcher, d. h. weniger geneigt zur N 11 - AehRe, um Hc:hließ
lieh bei hohem, sehr allseitigem Druck p<1J'allel zur genannten Achse Jl:U WerdOll. 
Das stimmt mit der ]"öpplsehen (f-leite 184ff.) und <Lueh der von Mohr ,Llulgespro
chenen Anschauung überein, daß bei allHeitigem :Flüssigkeitsdruck der demselben 
an einer Grenze entHprechellde Punkt auf der negativen N n -Achse um HO weiter 
hinausrüekt, je grüßer der j"lüssigkeitsdruck wird, oder im besonderen, daß mit 
letzteren auch die Elastüätätsgrenze zu Hehr hohen Werten am,teigt. Bei hohen 
Manteldriieken auf den Zylinder wird dementsprechend die Differenl': 0'1 B - 0'21, 

immer mehr kOImtant, d. h. es gilt dann die Coulombsche Anschauung über daH 
Maß der Anstrengung. 

Auch die ganz IULCh Art wie bei Jl:ähen Metallen a,uftretenden Fließfiguren 
folgten in ihrem Verlauf den oben für ],'lußeisen auseinandergesetzten Gesetz
mäßigkeiten undKarman konnte deutlich beobachten, daß die primären Brueh
erscheinungen ungefiihr diesen ]"ließfigurell entspnwhell und alle Merkmale 
eines Verse:hiebungshrucheR zeigtOll. 

Karm~i,n nahm aueh Sehaubilder auf, die den Zus,1mmenhang Jl:wischen 
0'1 - 0'2 und deI' axialen VerkürJl:llllg I':eigen und famI, daß bei waehsendem 
Manteldruek von Null bis zu hohen Werten die Kurven zuerst den Charakter 
der Druckkurven bei spröden Körpern, dann jenen von stark phtstischen un<l 
sehließlieh von zähen Körpern zeigen. 

Zur richtigen EinHchiitzung dieser HeHult,1te wollen wir ;;chließlich noeh er
wähnen, daß K arm {tn Heine Probokörper mit sehr dünnen genau passenden 
Zylindermiinteln ,WH <111Hgeglühtcm MeHsinghlech von 0, I mlll Stärke versehen 
ließ, wodurehEinwiinde, die darauf Jl:ielen, der DruekflüsHigkeit (Glyzerin) emel, 
Teil der Wirkung zur Erl':ielung der beschriebenen Erscheinungen zuzuschreiben 
(etwa im f-lillne einer Auflockerung der Teile der Probekörper dureh die Brueh
flüssigkeit) von vornherein <111Kgeschaltet werden. 

Die Föpplschen Versuche mit Hpröden Körpern (Seite 186ff.) über UmHchlin
gungsdruekfcstigkeit und gewöhnliche Druckfestigkeit bei geschmierten Druck
fläehen lassen sieh formal der Mohrschell Am;ehauung insofern unterordnen, 
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als die Hauptkreise für die Beanspruchung auf Umschlingungsdruck und auf 
gewöhnlichen Druck an der Bruchgrenze gleich sind. Daraus kann geschlossen 
werden, daß der Wert der mittleren Hauptspannung, der in dem einen :Falle 
gleich a1 , in dem anderen .Falle gleich Null war, keinen Einfluß auf die Bruch
grenzen dieser SpannungHzustiinde besitzt. Der oben beschriebene im Falle der 
UmHchlingungsdruckbeanspruchung auftretende plattige Zerfall der Versuchs
würfel, parallel zur Kraftebene mit dem Charakter von Trennungsbrüchen, 
paßt aber nicht zur Mohrschen Vorstellung einer stetigen Grenzkurve an der 
Bruchgrenze. 

Das Hesultat der Venmche von Voigt würde mit der Mohrschen Theorie 
formal in Übcreinstimmung gebracht werden können, wenn die Grenzkurve 
der untersuchten Stoffe für Spannungszustiinde, die zwischen allseitiger Druck
und einfacher Zugbeanspruchung liegen, parallel zur Nn-Achse wäre. Das kann 
aber nicht Hein, da die untersuchten Stoffe eine Druckfestigkeit besaßen, die be
deutend höher als die Zugfestigkeit lagen. Aueh der Charakter des Bruches, der 
ein Trennungsbruch normal zur Stabachse war, scheint der Mohrschen Annahme 
zu widersprechen (1..). Die neuerlichen Versuche, welche Lode [siehe Nadai (L)] 
mit Rohren aus Eisen, Kupfer und Nickel unternahm, die wie bei den Guestschen 
Versuchen (Seite 159) einem inneren :Flüssigkeitsdruck und gleichzeitig einem 
axialen Zug ausgesetzt waren - wodurch es möglich war, 3 Spannungszustände 
im Gebiete der Zugspannungen herzustellen von der Art, daß die kleinste Haupt
spannung stets Null und a) die mittlere Hauptspannung nahezu der kleinsten, 
b) die mittlere Hauptspannung nahezu der größten, c) die mittlere Hauptspannung 
gleich der Hälfte der größten war -, scheinen darauf hinzudeuten, daf3 die Er
reichung der :Fließgrenze nicht nur von der größten und kleinsten Hauptspannung 
abhängt, sondern daß auch die Größe der mittleren Hauptspannung hierbei 
eine Holle spielt, wenn sie auch gering ist. Daraus würde allerdings folgen, daß 
die Mohrsche Theorie auch bei zähen Metallen nicht völlig zutreffend sein kann. 

Auch die Versuche, welche Karman (L) bei allseitiger Druckbeanspruchung 
und hinzukommender Zugbeanspruchung mit Marmorstäben machte, deuten 
auf einen Einfluß der mittleren Hauptspannung hin. 

5. Anschauung von Beltrami. Beltrami (L) sprach zuerst vom Stand
punkt des Mathematikers die Anschauung aus, daß die spezifische Formänderungs
arbeit, die in einem Punkte eines elastischen festen Körpers infolge der Wirk
samkeit iiuf3erer Kräfte hervorgerufen wird, als Maß der Anstrengung in diesem 
Punkte gelten könnte. 

Der Verfasser hat!, als er Glaszylinder aus fein gekühltem Jenenser Glas unter 
Einfluß der Reibung an den Preßplatten Druckversuchen unterwarf, Bruch
figuren gefunden, die darauf hindeuten, daß längs ihnen die spezifische Form
änderungsarbeit extreme Werte erlangt haben. 

Später wurde unabhängig von den Genannten durch Prof. Huber in Lem
berg der Meinung Ausdruck gegeben, daß die Anstrengung durch die Summe 
jener Teile der bezogenen Formänderungsarbeit, welche durch reine Gestalts
änderung und reine Volumsänderung bedingt sind2 , zu messen sei, und zwar 
in dem Sinne, daß dann, wenn die kubische Dilatation e = exx + elly + ezz 

positiv ist, die gesamte bezogene Deformationsarbeit als Maf3 der Anstrengung, 
dann wenn e negativ ist, aber nur der Teil der bezogenen Deformationsarbeit, 
der sich auf die Gestaltsänderung bezieht (Seite 108 ff.), zu gelten habe. 

In neuerer Zeit wurde von Mises (L), unabhängig von Huber, die zur Ge-

1 Sitzgsber. d. Wiener Akad. d. Wiss. 1907. 
2 Siehe A. und L. Föppl: Drang und Zwang 1, 50 (1920). 
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staltsänderung aufgewendete bezogene Deformationsarbeit als maßgebend für die 
Erreichung der Plastizitätsgrcllze (Fließgrenze) angesehen. 

Wie aus der vorstehend gedrängten, auf Volh;tiindigkeit keinen Allspruch 
erhebenden Darstellung hervorgehen dürfte, sind wir heute noch weit (la von 
entfernt, eine allen Erfahrungen gerecht werdende einheitliche Orundlage zur 
Beurteilung der Anstrengung eines Stoffes bei beliebiger Art des Sp:Lnl1ungs
zustandes zu besitzen, doch siJl(l immerhin viel versprechende Ansätze und Er
fahrungen gemacht worden, durch deren Vergleich im Zusammenhang mit der 
immer mehr an Ausdehnung gewinnenden Untersuchung deR physikaliseh
chemischen Aufbaues der Stoffe und der Veränderung des;;elben bei Einflußnahme 
mechanü;cher Kraftsysteme wesentliche Fort"chritte zu erwarten sind. 

4(). Übel' stabiles, labiles uud indifferentes Gleiehp;ewieht. 
Wenn wir (Abb. 70) im höchsten Punkte einer Kugel f( eine kleinere homo

gene Kugel K1 auflegen, die unter dem Einflusse der Schwere ;;teht, so befindet 
sich letztere, als starrer Körper betrachtet, im labilen Uleichgewicht. Dieses 
ist. dadurch gekennzeiehnct, daB die kleine Kugel bei einer gcringen Störung 
ihre Gleichgewicht"lage vcrliiBt lind sich in eine neue Uleichgewichtslage hegibt, 
deren potentielle Energie kleiner i~t als Nie ur"prünglieh war (der Schwerpunkt 
der Kugel sinkt) . Würdc der Kugel K 1 der Weg zwischen der Kugel K und einer 
ihr konzentriKchen Kugch;chale K 2 vorgcRehrieben sein, so begähe sich dieselbe in 
die tiefste Lage K~, die eine stabile Glciehgewicht:-;h1ge ist. Well]] rng d~LH Uewicht 
der Kugel K 1 vori>tellt lind z dcren t-lchwerpunktskoonlinat.e in einem recht
winkligen KoordinatellHYNtem xyz hedeutet , HO ist jedenfalls - - rngz2 , . - - rng Zl' 

mit Zl und Z2 als Schwerpunktskoordinatpn in d.er ursprünglichen Lltgc, bzw. der 
La,ge nach der Störung. rng(z2 -- :::1) i"t die Arheit, welche die t-lchwere withrend 
der Bewegung der Kugel l{1 leistet, d. i. a];.;o eine Arbeit, die, von B,eibungsver
lusten abgesehen, nach der Störung gewollnen wenlen kanll . Legen wir (Abh . 79a) 

y 

/ 
I 

I 
I 
I 
\ 
\ 

.
'" / 

~-z din Kugel K I zwischen K llIl(l 

- /(, -...... /-----....... Kllgel~chalc K 2 in den tiefRten 

ALb. 79 . 

/ /---- "" Punkt der letzteren, so wirkt 
I / "\ \ I I \ sich eine auf K 1 iibertragene 

I I .x Ideine t-ltörungskraft jetzt in 

.-\1;/I.7Ba. 

einem Hebe1l des Schwerpullk
ffz te~ ,WH, die potentielle Energie 

in der geRtiirten L.tgc wird 
griiBer alR in der urspriinglichen 
Lage, d . h. eR IllU ß VOll außen 
Iwr positive Arbeit gegen die 
Sdlwme und lüübung geleiRtet 

werden. Nach Abklingcn der dicser positiven Arbeit entspreehenden lebendigen 
Kraft kehrt die Kugel wieder in ihl"(~ staJ,ile GlcichgewichtshLge zurück . 

Die labile Lage der Kugel K 1 in AbI>. 7!J llelllWll wir eino VerzweigungH
lage für das Gleichgewicht ode r Hagen auch das G Icichgcwicht 1mbe in der labilcn 
Lage einen Vel"ZWeigullgHpllllkt, weil von dicHCl' Lage hei der geringsten Störung 
mögliche Bahnen abzweigcll, die zur stabilen Cleichgewiehtslage fiihren. Wir 
können diesen Sachverhalt noch etwaR gen<lller dadurch ZUIll Au~drl1ck bringen, 
daß wir sagen: die Kugel K l' die l1nter dem Einflu1lse dl'l" Seh were steht und deren 
Bewegung der Bedingung unterworfen ist, daß dü'sdhe nU1" zwü;chen dcr Kugel K 
und der Hohlkugel [{~ möglich i;;t, kanll eine he"tilllmk au"gezeiclllwte Lage 
annehmen, aus der ;;ie durch eine klein<' ~türung, ohne daß sieh ,Ln den angreifen-
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den Kräften und den Bewegungflbedingungen etwas zu ändern brauchte, eine 
Bewegung eingeht, die zu einer zweiten ausgezeichneten Lage, d. i. zur stabilen 
Gleichgewiehh;lage führt. 

Schließlich können wir um; dieselbe Kugel K l auf einer horizontalen reibungs
losen Tü;chfläche liegend vorstellen, wo sie sich im indifferenten Gleichgewicht 
befindet. Nunmehr bewirkt eine geeignete kleine Störung (die Kugel soll sich 
nur parallel zur Tischfliiche bewegen können), eine kleine Bewegung längs der 
Tischfläche, wodurch dic Kugel in eine neue Lage kommt, in der die potentielle 
Energie dieselbe ü;t wie in der ursprünglichen Lage. 

ZusammenfasHelHl können wir sagen: im :Falle des stabilen, labilen, indifferen
ten Gleichgcwichtm; ist die potentielle Energie in der Gleichgewichtslage kleiner, 
größer, gleich mit Bezug auf die potentiellen Energien möglicher, d. h. mit den 
Bewegungsbedingullgen vereinbarer NachbarlagCIl. 

Die virtuelle Arbeit [Gleichung (66), Seite IU] der Schwerkraft bei einer sehr 
kleinen möglichen Verrückung der Kugel K l längs eines Durchmesserkreises 
der Kugel K, z. B. in der xz-Ebene, ist für stabiles und labiles Gleichgewicht 

durch mfJbz he8timmt, worin bz = (ddZ) b:l; + '.21 (d~;) bx2 + ... die Xnde-
x :r~ 0 x X~O 

rung der f-lchwerpunktskoordinate z der Kugel bei der gedachten Verrückungist. 
Dieselbe ü;t entsprechend der Gleichung des Kreises x 2 + Z2 = r 2 , auf dem 
Hieh der f-lchwerpunkt der Kugel K l bewegt, als Funktion von x aufzufassen. 

D dz x I d2 Z x 2 + Z2 f f" d' A 1 0 . a -Ci x cc~ - z' U!}( d x2 = - z"--' erner ur le usgangs age x = 1st, 

so wird die virtuelle Arbeit mit Berücksichtigung von Größen zweiter Ordnung 

11< g d2 z 2 mg 2 
mg () z = --- . - . b x = - .. - b x . 

2 dx 2 2z 
(a) 

Würde man nur Größen en;ter Ordnung berücksichtigt haben, wie es bei An
wendung deH Prinzipes bei virtueller Arbeit gewöhnlich geschieht, so hätten wir, 

da für x = 0 -dd!.. = 0 ist, mfJr5z = 0 erhalten, wie es sein muß. Der Ausdruck (a) 
x 

für mg b z stellt SOlH1ch die virtuelle Arbeit bei Berücksichtigung von Gliedern 
zweiter Ordnung vor und kann auch als negativer Wert der zweiten Variation 
der potentiellen Energie -mgz aufgefaßt werden. Diese zweite Variation stellt 
Hich für den labilen Gleichgewichtsfall (z negativ) als negative Größe, für den 
stabilen :Fall (z positiv) als positive Größe heraus. Auch der dritte Fall des in
differenten Cleichgewichtes ist im vorstehenden enthalten, wenn wir uns vor
stellen, daß Hieh die Kugel K längs eines Kreises mit unendlich großem Radim; 
(r ~~. z = (0) hewegt. Die Kugelflächen Kund K 2 werden dann Ebenen, und 
die yirtuelle Arbeit mfJbz wird auch dann, wenn wir Größen zweiter Ordnung 
berücksichtigen, zufolge (a) gleich Null. Bezeichnen wir die potentielle Energie 
mit r, so können wir zusammenfassend 

(b) 

schreiben, worin das Zeichen> für stabiles, das Gleichheitszeichen für indifferen
tes, daR Zeichen < für labiles Gleichgewicht der Kugel K l gültig ist. Die Be
dingungen (b) mÜSRen für die betreffenden Gleichgewichtsarten für alle denkbar 
möglichen Verrückungen erfüllt sein. 

Auch für elaRtische feste Körper sind, wie zu erwarten ist, und auch die 
Erfahrung reichlich lehrt, labile und indifferente Gleichgewichtszustände nehen 
stabilen, die wir bü, jetz,t stets voraussetzten, möglich. Der bekannteHte 
Fall ist der bereit:.; von E 1I1er untenmchte, der die sog. Knickbeanspruchung 

Uirtler, Mechanik. 13 
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eines geraden Stabes betrifft. Wenn wir einen langen dünnen Stab, der z. B. auf 
der einen Seite fest eingespannt, auf der anderen Seite frei ist (Abb. 80), durch 
je eine Druckkraft P, die sich genau gleichförmig über die Endquerschnitts
flächen verteilen sollen, derart beanspruchen, daß P VOll Null aus sehr langsam 
wächst, so kommen wir, wenn die Größe der Kraft durch einen bestimmten 
Wert, kritische Belastung genannt, hindurchgeht, aus dem Gebiet des stabilen 

p 

Abb.80. 

Gleichgewichtszustandes (Kraft unterhalb des kritischen Wertes) 
über das indifferente Gleichgewicht (Kraft gleich dem kritischen 
Wert) in das Gebiet deK labilen Gleichgewichtszustandes (Kraft 
größer als der kritische Wert). In der labilen Gleie:hgewichts
lage braucht nur eine kleine Störung einzusetzen, so nimmt der 
Stab, ohne daß sie:h die äußere Belastung zu ändern brauchte, 
eine zweite stabile Lage: an (in der Abb. 80 strichliert und über
trieben verkürzt gezeichnet, in Wahrheit liegt die strichlierte 
Lage der ursprünglie:hen sehr nahe), d. h. der Stab knickt seit
lich aus, wodurch z. B. eine Konstruktion, der der Stab zum 
Teile angehört, in ihrer Sicherheit bedroht wird. Wird jener kri
tische Wert nun um unendlich wenig überschritten, so ist zwar 
noch immer neben der labilen Lage auch die stabile denkbar, da 
aber mit der Laststeigerung in der H,egel eine Störung verbunden 
sein wird, so nimmt der Stab tatsäe:hlich die allHgeknie:kte stabile 
Lage an. Dem kritischen Werte der Last entspricht demnach 
ganz so wie oben im Falle der Schwerewirkung eine Verzweignngs
stelle des Gleiehgewichts. Eine weitere Analogie bezieht sich auf 
die sog. potentielle Energie des festen elastischen Körpers, die 

an Stelle des Potentiales der Schwere tritt. Das Prinzip der virtuellen Arbeit in 
der Form (67 a), auf Seite 113 können wir nämlieh, da für dieselbe ein konstanter 
wahrer Belastungszustand mit einem virtuellen Verschiebungszustand kom
biniert wird, auch in der Form 

~V = ~ (Bi - 2) ~. ~o) = ~ (Bi - 2.;Px u + P y u + P z w) = () (88) 

oder in der Form 

(88a) 

schreiben, worin P x, P y' P z die Komponenten einer an der Oberfläche des 
Körpers wirkenden Kraft, u, v, w die einer Oberflächenkraft zugehörigen Ver
schiebungskomponenten und x, y, z die Koordinaten des Angriffspunktes einer 
Oberflächenkraft in der deformierten Lage des Körpers bedeuten. Für die Aus
führung der Variationen in den Ausdrücken (88) oder (88a) iRt zu beachten, 
daß die Kraft ~ bzw. deren Komponenten bei der virtuellen Verschiebung als 
konstant anzunehmen sind. Bei einer derartigen Betrachtungsweise kann man V 
ohne Rücksicht darauf, ob die Kräfte ein Potential im gang und gäben Sinne 
(Seite 105) besitzen, als potentielle Energie des Körpers in der deformierten Lage 
auffassen. Das oben für den starren Körper zur Verwendung gebraehte Prinzip 
der virtuellen Verschiebungen ist ein Sonderfall der Gleiehung (88a), insoferne 
für den starren Körper die Deformatiommrbeit Bi verschwindet. Die Form (88a) 
des Prinzipes der virtuellen Arbeit kann als eine Erweiterung der Gleichung (67b), 
auf Seite 114 angesehen werden. Sie bringt zum Ausdrueke, daß im Gleich
gewichtsfalle unter allen möglichen Verrückungssystemen jenes wirklich eintritt, 
das die potentielle Energie zu einem Extrem macht. Welcher Art letzteres wird, 
hängt wie im oben gegebenen Beispiel für den starren Körper von der Art des 
Gleichgewichtszustandes (stabil, indifferent oder labil) ab. 
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Brya 11 (L) lmt allgemein nachgewiesen, daß die oben für einen starren 
Körper durch die Beziehungen (b) zum Auwlruck gebrachten Bedingungen für 
den Eintritt von stabilen, indifferenten oder labilen Gleichgewichten für den 
eh1stischen festen Körper die Formen 

02V= 152 (Bi - ;EP"u + Pli/) + PzW) = 02(Bi ~ 2}Px :r + Pyy + PyZ) ~ 0 (89) 

annehmen, worin die Zuordnung der Zeichen zu den drei denkbaren Gleich
gewichtsarten ganz so erfolgt, wie das oben zur Beziehung (b) für den starren 
Körper auseinanderge;,;etzt wurde. 

Wenden wir die Bezichung (89) ltuf den Fall der Knickung an, so können 
wir sagen, daß die stabile, labile indifferente Gleichgewichtslage sich dadureh 
amlzeiclmet, daß für sie die potentielle Energie deR unverbogenen Stabes kleiner, 
größer, gleich ist im Vergleich zu jener möglicher benachbarter Lagen. Die 
Herleitung der kritischen Belatltung für den durch Abb. 80 da,rgestellten 
Knickullg:,;fall auf Grund detl allgemeinen Energiekriteriums folgt auf Seite 353ff. 

Im von;tehenden haben wir für die Knickung angenommen, daß die Kraft P 
stet;,; gleiehförmig über die Endquerschnittsfliichen des Stabes verteilt sei. Nur 
unter diescr Voraussetzung sind die theoretischen Überlegungen richtig, d. h. 
wird der Stab bi;,; zur Erreichung der kritischen Belastung gerade bleiben, und 
dann bei einer kleinen Störung in die ausgebogene stabile Lage übergehen. In 
Wirklichkeit gelingt diese gleiehförmige Verteilung höchstens zufällig, und zwar 
nur bei Kritften, die in der Niihe von Null liegen, d. h. es wird in der Regel eine 
kleine Exzentrizitii.t bezüglich der Stabachse vorhnnden sein, wodurch der Stab 
von vornherein eigentlich auf exzentritlchen Druck beansprucht ü;t, zufolge 
,velcher er :-;ehon an sieh Durch biegungen erleidet. Beim Versuch zeigt sich dann, 
dnß die Durchbiegungen bei gleichbleibender Versuchsgesehwindigkeit sehr rasch 
zn wachsen beginnen, wenll die Kraft sich dem kritischen Werte nähert. Ähnlieh 
so wie urtlprüllgliche Exzentrizitiiten wirken ursprüngliche, wenn <111ch außer
ordentlich kleine, kaum nachweisbare Krümmungen des Stabes und wie diese 
Inhomogenitäten desselben, dnrch die eine ungleiehmäßige Zusammendrückung 
und damit Krümmungen veI"llr;,;acht werden. 

Eine praktisch sehr wichtige andere Lahilitätserscheinung an festen elasti
schen Körpern ist dnH sog. Kippen eines geraden oder krummen Stahes. Ein 
lnnger einseitig eingespannt gedachter 
Stab von Hehr Hchmalem rechteckigem 
Querschnitt (Abb. 81) wird pnrallel 
zur LangReite des Rechtecke8 durch 
eine durch den Schwerpunkt gehende 
Kraft P auf Biegung beansprucht. 
Bei Anwachsen dieser Kraft von Null 
am; ist der StiLb zuen;t im stabilen 

z' 

Gleichgewicht (Lage A), kommt dann P 
in eine indifferente Gleichgewichts- Abb. 81. 

lage, von der aus eine labile und eine 
stabile Gleiehgewichtslage B abzweigen. Am; der labilen Lage führt eine kleine 
Störung in die stabile Lage B, die sich dadnrch auszeichnet, daß der Stab aus 
der Biegungsebene herausgedreht wird. Diese Verdrehung nennt man Kippen. 
Die Erscheinung ist völlig analog dem Knicken und kann auf ähnliche Weise 
wie das Knieken theoretif;ch verfolgt werden. 

Die Existem: des stabilen neben dem labilen Versehiebungs- und Verformungszustand bei 
dem gleichen wirkenden äußeren Kraftsystem steht im Widerspruche mit dem Eindeutigkeits-

13* 
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beweise auf Seite 87 ff., nach welchem cincm gegcbenen System äußerer Kräfte unter der Vor
aussetzung, daß Eigen- und Temperaturspannungen nicht da sind, nur ein Verschiebungs
und Verformungszustand entsprechen kann. Zur Aufklärung dieses Widerspruches werden in 
der Literatur zwei Gründe angeführt: Der erste besagt, daß die elastischen Grundgleichungen 
(48) und (49) auf den Seiten 86 und 87, dank derem Charakter als lineare partielle Diffe
rentialgleichungen der Eindeutigkcitsbeweis crbracht werden konntc, nur so lange gelten. als 
die Verzerrungskomponenten klein sind. Werden dieselben bedcutender, wie bei Stoffen, 
welche schon bei geringen äußeren Kräften starke Formänderungen erleiden - was stets 
zutrifft, wenn Elastizitäts- und Gleitmodul die Größenordnungen der durch den Stoff 
ohne Bruch ertragbaren Spannungen besitzen (Gummi), so g('lten für die Verzerrungs
komponenten ausgedrückt als :Funktion der Ableitungen der Verschiebungskomponenten 
nicht mehr die Gleichungen (6) und (7) auf den Seiten 29 und 30, für deren Gewinnung 
höhere als die ersten Potenzen der partiellen Differentialquotienten dcr V crschiebungs
komponenten oder Produkte der ersten Ableitungen derselben vernachlässigt wurden, da 
letzteres bei größeren Verzerrungen nieht mehr statthaft ist. Infolgedcssen verlieren die 
aus den Spannungsgleichungen (20) und (21) auf den Seiten 48 und 49 und den Grenz
bedingungen (24) auf Seite 53 durch Ersatz der Spannungskomponenten durch die Ver
zerrungskomponentcn auf Grund des Hookeschen Gesetzes erhaltenen Grundgleichungen 
der Elastizitätstheorie ihren Charakter als lineare partielle Differentialgleichungen, wodurch 
das Fundament des Eindeutigkeitsbeweises fällt. 

Der zweite Grund, der zur Aufklärung des obigen Widerspruches angegeben wird, will 
feststellen, daß für den :Fall als eine oder zwei Dimensionen des Körpers gegenüber den rest
lichen Dimensionen sehr klein sind, wie bei dünnen Stäben und dünnen Platten, bei welchen 
das Eintreten labiler Gleichgewichtszustände bei geeigneter Wirksamkeit äußerer Kräfte 
vor allem beobachtbar wird, großc Verschiebungen möglich sind. Bei derartig großen Ver
schiebungen können zwar die Verzerrungskomponenkn von den oben bereits genannten 
Ausnahmefällen abgesehen, nichtsdestoweniger sehr klein bleiben, man kann aber nunmehr 
die Gleichungen (6) und (7) deswegen nicht mehr ohne weiteres zur Verwendung bringen, 
weil die dann auftretenden :I<'ehler wie die Analyse in besonderen Fällen lehrt, die Größen
ordnung der kleinen Dimensionen dcs Körpers besitzen, woraus die Notwendigkeit erhellt, 
in den Gleichungen (6) und (7) für dic Vcrzcrrungskomponcnten auch Glieder höherer Ord
nung zu berücksichtigen. 

Beide Gründe zur Erklärung des Widerspruches können als nicht stichhaltig bezeichnet 
werden, denn sowohl Verzerrungen als auch Verschiebungen können z. B. im :Falle der 
Knickung bei Abweichung aus der labilcn Lage in die stabile, d. h. in der Nähe der kritischen 
Last oberhalb derselbcn sehr klein sein. v. Mises (L) h'Lt hierauf mit Nachdruck hingewiesen, 
und insbesondere betont, daß die unsichere Grenzziehung zwischen kleinen und großen 
Dimensionen in praktischen Fällen nicht Grundlage für eine Beweisführung sein kann. 
Er betont, daß der Kernpunkt des Eindeutigkeitsbeweises eigentlich darin zu bestehen 
hätte, zu zeigen, daß durch die Vernachlässigungen, welcher man sich bei Annahme der 
linearen Differentialgleichungen (48) und (49) als Grundlage zur Lösung von Gleichgewichts
problemen schuldig machte, unabhängig von den Dimensionen des Körpers keine mögliche 
Lösung des Gleichgewiehtsproblemes verloren gegangen sei. Dieser Nachweis sei aber nicht 
zu erbringen, weil auch bei sehr kleinen Vcrschiebungen (unendlich klein werden sie ja in 
praktischen Fällen nie) in den genannten Gleichungen Größen vernachlässigt werden, die 
für die Vieldeutigkeit der Lösung ausschlaggebend sind. In der Tat spielen ja, wie wir oben 
bemerkten, die zweiten Variationen für die Entscheidung der Art des Gleichgewichtes eine 
Rolle, in die Größen eintreten, die mit Bezug auf die Verschiebungen selbst unendlich 
klein sind. 

Der eigentliche, allerdings in der gewöhnlichen Fassung nieht enthaltene Inhalt des 
Satzes über die Eindeutigkeit der Lösung ist nach von Mises der, daß, solange ein bei 
gegebener Art der Beanspruchung eines Körpers die Größe dcr Beanspruchung bestimmender 
Faktor ./c einen gewissen kritischen Wert nicht erreicht, das Gleichgewicht stabil und die 
Lösung eindeutig ist. Bei Überschreiten dieses kritischen Wertes, das an die mit dem Gleich
heitszeichen zu nehmende Bedingung (89) geknüpft ist, wird zufolge des Einflusses der in 
den Gleichungen (48) und (49) vernachlässigten Glieder die Lösung des Gleichgewichts
problemes mehrdeutig. Der kritische Wert ./c, der auch unendlich groß werden kann, liegt 
z. R im Falle der Knickung von im Vergleich zur Länge sehr dünnen Stäben, sehr niedrig, 
derart, daß die ihm zugeordnete kritische Last einer Druckbeanspruchung entspricht, die 
unter der Elastizitätsgrenze liegt. Deswegen ist die kritische Laststellung in diesem Falle be
sonders augenfällig, und ist der labile Fall der Knickung gerader Stäbe frühzeitig Gegen
stand der Beobachtung geworden. 
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V. Elastokinetik. 

1. Die elastokinetischen Grundgleichungen. Satz über die lebendige 
Kraft. 

Gegenstand der Elastokinetik ist das Studium der Bewegungen und des 
Spannungszustandes von elastischen festen Körpern, die unter dem Einflusse 
von sich nicht das Gleichgewicht haltenden äußeren Kräften stehen. Dabei ist 
die äußere Beanspruchungsart im allgemeinen von Zeitaugenblick zu Zeitaugen
blick verschieden. Um die Bewegungen festzulegen, führen wir zunächst 2 Koordi
natensysteme ein. Das erste, mit x yz bezeichnete, liegt im Raume fest, das zweite 
X Y Z, das ·wir als bewegliches Koordinatensystem einführen wollen, habe seinen 
Ursprung im Schwerpunkte des Körpers und besitze Achsen, die mit dem er
starrt gedachten Körper fest verbunden sind. Die wirkliche Bewegung des 
Körpers kann dann durch Übereinanderlagerung . der Bewegung, welche ent
stünde, wenn der Körper starr wäre, und jener infolge der Verformbarkeit des 
Körpers gewonnen werden. Die Koordinaten eines Punktes de8 erstarrt gedachten 
festen Körpers zur Zeit t seien mit Bezug auf das feste Koordinatensystem x, y,z, 
mit Bezug auf das bewegliche Koordinatensystem seien sie X, Y, Z. Die wirk
lichen Koordinaten eines Punktes des Körpers zur Zeit t (d. h. die Koordinaten, 
die dem festen deformierten Körper zukommen) seien mit Bezug auf das feste 
Koordinatensystem x + u, y + v, z + w, mit Bezug auf das bewegliche Koordi
natensystem aber X + U, Y + V, Z + TV; U, V, Ir sind demnach die nur den elasti
schen Deformationen zugeordneten Verschiebungskomponenten zur Zeit t mit 
Bezug auf das mit dem starren Körper fest verbunden gedachten Koordinaten-
8ystem X Y Z in der Lage, welche dasselbe zur Zeit t besitzt, und sind als solche 
nicht nur Funktionen der Koordinaten X, Y, Z, sondern auch der Zeit t 
(Seite 10). Den Verschiebungskomponenten U, V, Ir sind in jedem Zeitaugenblicke 
in jedem Punkte des Körpers gewisse Komponenten der Verschiebungsgeschwin-

digkeiten 88~ usw. und der Verschiebungsbeschleunigungen ~~ usw., sowie 

Verzerrungskomponenten Ex x ... E z x' ferner Komponenten der Verformungs-

h . di k . 8Exx 8En dd V f b hl' 82E xx 82E u gesc WIll g -mt ---at ... ---at un er er ormungs esc eumgung ---rfi2 ... ----ai2 
zugeordnet (Seite 45ff.). 

Hat man für jede Zeit t, in jedem Punkte des elastischen Körpers, dessen 
Koordinaten x, y, z bezogen auf das im Raum feste Koordinatensystem und die 
Verschiebungskomponenten, sowie die aus ihnen folgenden Verzerrungskompo
nenten gegeben, so ist die Lage des festen elastischen Körpers, sowie die Gestalt
und Raumänderung desselben jederzeit bekannt. Desgleichen ist dann in jedem 
Punkte, die Geschwindigkeit, die vorhanden wäre, wenn der Körper starr 
wäre und die Verschiebungsgeschwindigkeit, also der Bewegungszustand zur 
Zeit t gegeben. 

Hierzu sei noch bemerkt, daß die Aufsuchung der Koordinaten x, y, z als Funktion 
der Zeit bei gegebenem Lagen. und Geschwindigkeitszustand zur Zeit t = 0 und gegebenem 
äußeren Kraftsystem, ferner die Aufsuchung der Lage des Koordinatensystemes X Y Z 
als Funktion der Zeit, Aufgaben der Kinetik starrer Körper sind, die hier als bekannt 
vorausgesetzt und daher nicht weiter behandelt werden. Für ihre Lösung muß von dem 
Schwerpunktssatze ferner von den Eulerschen dynamischen und geometrischen Gleichungen 
Gebrauch gemacht werden 1. 

1 Siehe z. B. E. J. Routh: Die Dynamik der Systeme starrer Körper 1, Leipzig: 
B. G. Teubner 1898. 
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Den Verschiebungs- und Verformungs zustand ist zu jeder Zeit tein Spannungs
zustand X x ... Z x zugeordnet, von dem angenommen werden soll, daß er ver
schwindet, wenn der Körper bei seiner Bewegung keine Deformationen erleidet. 
Die Spannungskomponenten sind jetzt als Funktionen der Koordinaten X, Y, Z 
und der Zeit t anzusehen. Die bei der Bewegung des Körpers auftretenden Träg
heitskräfte können wir ebenfalls trennen in solche, die yorhanden wären, wenn 
der Körper starr wäre und in solche, die zu diesen infolge der elastischen Be
wegung hinzutreten. Bezogen auf das Koordinatensystem X Y Z in jener 
Lage, welche dasselbe zur Zeit t besitzt, sind die Komponenten der ersteren 
für ein Volumen element durch 

ausdrückbar mit fl als ::\lasse pro Volumeneinheit an der betreffenden Stelle des 
Körpers. Die Komponenten parallel zu den gleichen Achsen X, Y, Z der Träg
heitskräfte infolge der elastischen Bewegung sind in ähnlicher Weise zur 
Zeit t durch 

d2 U 
- f1 dt2 dX d Y dZ , 

d2 r 
-u--dXdYdZ und , dt 2 

d2W 
-!l-·~dXdYdZ 

dt2 

darstellbar. ~ach dem d'Alembertschen Prinzipe kann jeder Fall der Kinetik 
dadurch auf einen Fall der Statik zurückgeführt werden, daß man zu den angrei
fenden Kräften und den Reaktionen die Trägheitskräfte hinzufügt und dann die 
gewöhnlichen statischen Gleichgewichtsbedingungen anschreibt. Fügen wir so
nach in den Spannungsgleichungen (20) auf Seite 48 zu den Volumskräften die 
Trägheitskräfte pro Volumseinheit hinzu, so erhalten wir für das Gleichgewicht 
in der X-Richtung des Koordinatensystems in der Lage, welche dasselbe zur 
Zeit t besitzt, die Bedingung 

( d2X d2U')" oXx oXy oXz 
f1 dt2- +([i2 = o(X-~ U) +a(J"+-V) +- o(Z+Tr) + Sx,u···· (90) 

Hierzu kommen noch zwei analoge Gleichungen für das Gleichgewicht in der 
Y- undZ-Richtung, auf welche das Zeichen.'. hindeuten soll. Die Größen 8), usw. 
beziehen sich auf die Komponenten der 2Vlassenkräfte, bezogen auf die Massen
einheit (Sx fl = K x ). Auf der rechten Seite der Gleichungen (90) stehen die 
partiellen Differentialquotienten nach den Koordinaten X + C, Y + V, Z + Tr, 
da wir uns im allgemeinen das rechtwinklige Volumenelement, auf welches wir 
die Gleichgewichtsbedingungen anwenden, aus dem deformierten Körper heraus
geschnitten denken müssen. Sind die Verschiebungen aus der undeformierten 
Lage aber klein, so können 'wir die Differentiation auf der rechten Seite von (90) 
nach X, Y,Z vornehmen, wodurch, wenn X+C=E, Y+V=H,Z+W=Z 
gesetzt wird, die einfachere Form erhalten wird 

d2S (d2X d2 U) oXx oXy oXz 
f1 dt2 = f1 dt2 + (jf2 = oX + oY + 75Z- + K x ···· (90a) 

Nennen wir die Koordinaten der Punkte des deformierten Körpers bezogen auf 
das im Raume feste Koordinatensystem, welche derselbe in seinem natürlichen 
Zustande (Seite 25) zur Zeit t = 0 besitzt, xo, Yo, Zo und die sowohl der Bewegung 
des erstarrt gedachten Körpers als auch der elastischen Bewegung zugeord
neten Verschiebungskomponenten ~,'I}, (, so finden wir nach dem d'Alembert
schen Prinzip die Form 

(91) 
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an. Die Verschiebungskomponenten ~, 1], , hängen mit den nur infolge der elasti
schen Deformation auftretenden Verschiebungskomponenten u, v, w durch 

~ = u + x - Xo, 1] = v + Y - Yo, ,= w + Z - Zo, (a) 

zusammen. Sind die Verschiebungskomponenten u, v, w sehr klein, so kann auf 
der rechten Seite von (91) X o + ~ = x, Yo + 1] = y, Zo + , = z gesetzt werden, 
und es geht die genannte Gleichung in 

(d2 x d2 u) d2 ~ ClX x ClXy ClX, . 
fh Cl t + d /2- = ,U 7fI2 = CI x + ay + Tz + kx • . (91 a) 

über. 
d2 [- d2 u 

In den Gleichungen (90a) und (91 a) sind die Komponenten dt2 bzw. dt 2 

nicht mit den Komponenten der Ve>rschiebungsbeschleunigungen ~2* bzw. ~2t~ 
ide>ntisch, denn die mit dem totalen Differentialzeichen versehenen Größen 
beziehen sich auf die elastische Bewegung eines l\Iassen teilch en s, für welche 
die Ver~chicbungen als Funktionen der Zeit und der Koordinaten aufzufassen 
sind, während die partiellen Zeichen auf die Änderung der Verschiebungs
geschwindigkeit mit der Ze>it für einen bestimmten herausgegriffenen Punkt, 
der sich mit dem erstarrt gedaehten Körper bewegt, hinweisen sollen. Bei 
kleinen totalen Verschiebungen kann das totale Differentialzeichen durch das 
partielle ersetzt werden. 

Zu den Spannungsgleichungen (90a) bzw. (9la) für kleine Verschiebungen 
treten noch jene, welche sich auf die An~wendullg des ::Homentensatzes mit Bezug 
auf drei aufeinander normale Achsen für die an einem Volumelement des Körpers 
angreifenden Kräfte, einschließlich der Trägheitskräfte beziehen. Hierbei kommt 
man aher wieder auf den Satz der Gleichheit zugeordneter Schubspannungen 
nach den Gleichungen (21) auf Seite 49, da die Richtigkeit dieses Satzes von der 
Existenz von Volumskräften also auch von Trägheitskräften unabhängig ist. 
Auch die Grenzbedingungen (24) auf Seite 53 können aus dem gleichen Grunde 
ohne weiteres für die Elastokinetik übernommen werden. 

Setzen wir die Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes und kleine Verschiebungen 
voraus, so können ,,-ir, wenn wir in (91a) die Spannungskomponenten durch die 
Verzerrungskomponenten ausdrücken, Gleichungen von der Form 

2 rn Cle kx _ 'd2~ • 

[7 u + rn _ 2 CI x + G - fh ,([12' . (92) 

erhalten, welche den Gleichungen (48) auf Seite 86 entsprechen. Die unter Zu
hilfenahme des Hookeschen Gesetzes umgewandelten Grenzbedingungen (49) 
auf Seite 87 bleiben ungeändert. Die Gleichungen (92) mit den Grenzbedin
gungen (49) heißen die elastokinetischen Grundgleichungen für kleine Ver
schiebungen mit Bezug auf ein festes Koordinatensystem. Zu den Gleichungen (92) 
formal ähnliche Gleichungen mit Bezug auf ein bewegtes Koordinatensystem 
X Y Z können aus dem System (90a) in selbstverständlicher Weise hergeleitet 
werden. 

Das Grundproblem der Elastokinetik kann nunmehr dahin formuliert werden, 
bei gegebenen äußerem Kraftsystem und gegebenen Anfangsbedingungen (d. h. 
bei gegebenen Bedingungen bezüglich Lage und Geschwindigkeit der einzelnen 
Punkte des elastischen festen Körpers zur Zeit t = 0) den Spannungs-, Ver
schiebungs- und Verzerrungszustand für jeden beliebigen Zeitaugenblick und 
jeden beliebigen Punkt des Körpers auf Grund der Lösung der Differential
gleichungen (92) unter Beachtung der Grenzbedingungen und der Gültigkeit 



200 Grundlagen der Erfahrung und Theorie. 

des Hookeschen Gesetzes zu bestimmen. Der sich ergebende Verzerrungszustand 
muß jedenfalls ein solcher sein, daß für kleine Verschiebungen die Kompati
bilitätsbedingungen (17a), (17b), auf Seite 44, die offenbar auch jetzt gelten 
müssen, für jeden Zeitaugenblick erfüllt werden. 

Folgende Sonderfälle sind von besonderer praktischer Wichtigkeit. 
A. Es werden die infolge der elastischen Bewegung auftretenden Träg

heitskräfte vernachlässigt. In diesem Falle bleiben in den Gleichungen 
(90a) auf den linken Seiten nur die von den Trägheitskräften des erstarrt 
gedachten Körpers herrührenden Glieder übrig. Man denkt sich also 
dann den Körper unter dem Einflusse des äußeren angreifenden Kraft
systems und der Trägheitskräfte des starren Körpers stehend und bestimmt 
für diese Wirkungsweise die Verschiebungskomponenten als Funktion der 
Koordinaten X, Y, Z und der Zeit t und dann unter Zuhilfenahme des Hooke
schen Gesetzes die Spannungskomponenten. Der Teil der Elastokinetik, in dem 
man derartig vorgeht, um den Spannungszustand zu bestimmen, wird nach Heun 
als Kinetostatik bezeichnet. Darunter fiele z. B. die Aufgabe, den Spannungs
zustand in einem kreisförmig gebogenen Ringe zu bestimmen, der um eine raum
feste, in einen Durchmesser fallende Achse, die als z-Achse angenommen werden 
kann und mit der Z-Achse zusammenfällt, mit konstanter oder veränderlicher 
Winkelgeschwindigkeit rotiert oder die Berechnung der in einer Ebene sich be
wegenden Bleuel-Stange B (Abb. 2, Seite 4) eines Schubkurbelgetriebes auf
tretenden Biegungs- und Normalspannungen. Für diesen Fall wird man die 
z-Achse ebenso wie die Z-Achse normal zur Ebene der Bewegung annehmen. 

B. Die Trägheitskräfte des erstarrt gedachten Körpers sind überhaupt nicht 
vorhanden. In diesem Falle reduzieren sich die Gleichungen (90a) auf 

d2 U 8Xx 8Xy 8Xz 
I-' dt2 = 8X + oY + oZ + K x ."" (90b) 

und fallen dann mit den Gleichungen (91a) formal zusammen. Das wäre z. B. 
zutreffend für einen geraden einseitig fest eingespannten Stab, der Schwin
gungen um eine spannungslose mittlere Lage macht. Das xyz-System, das 
jetzt mit dem System X Y Z zusammenfällt, wird man in diesem Falle mit der 
x-Achse in die Stabachse mit den beiden anderen Achsen in die Trägheitshaupt
achsen eines der beiden Endquerschnitte legen. 

In den Anwendungsgebieten wird häufig auch der Energiesatz gebraucht. 
Wir erhalten denselben für kleine Verschiebungen aus den drei auf das Koordi
natensystem x, y, z bezüglichen Gleichungen (91a), indem wir sie der Reihe nach 

mit :~dtdxdydz, ~i dtdxdydz und ~~dtdxdydz multiplizieren, addieren 

und über den ganzen vom Körper erfüllten Raum integrieren. Die Summe der 
linken Seiten der Gleichung (91 a) wird dann 

f ( d2~ 8~ d2 1) (1) d2/; 8/;) 
dT= I-' ([i2"7Jt + dt2'7Jt + ([i2"7Jt dtdxdydz, 

v 
wobei dT die im Zeitdifferentiale dt sich ergebende Änderung der lebendigen 
Kraft 

f f-t [(d~)2 (d1))2 (d/;)2] T=, "2 Te + Te + Te dxdydz 
v 

vorstellt. Entsprechend den rechten Seiten der Gleichung (91 a) erhalten wir 
Integrale nach Art jener, welche aus der Herleitung des Satzes über die Arbeit 
auf Seite 107 bekannt sind. In dem dort mit J x x • " • J z x bezeichneten Inte-
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gralen sind die Verschiebungskomponenten u, v, w durch ~~ dt, ~': dt, ~; dt zu 

ersetzen. Durch partielle Integration der die Spannungskomponenten enthalten
den Integrale nach x, y, z und entsprechende Zusammenfassung ergibt sich 
bei Benützung der Grenzbedingungen (24) sowie der Gleichungen (21) auf den 
Seiten 53 bzw. 49, ähnlich wie an der zitierten Stelle, wenn wir auch noch die 
die Massenkräfte enthaltenden Ausdrücke hinzunehmen, 

f( a~ a1] ac ) 
P"'iJt dt + py 7j( dt + P. 7ii dt da 

o 

+ f (kx~~dt + ky~-1-dt + k. ~; dt) dx dydz 
v 

f [ iJ2u a2 v ~ ( a2 u a2 v ) 
- Xx axat + Y y iJyat + ... +Xy -ayat + axat + ... 

v 

worin das erste Integral über die Oberfläche des Körpers, die beiden letzten 
Integrale über den vom Körper erfüllten Raum zu nehmen sind. Das an dritter 
Stelle stehende Integral, für dessen Integranden die Beziehungen (a) auf Seite 199, 
zu beachten sind, können wir, wie bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes ohne 
weiteres einzusehen ist, als das dem Zeitelemente dt entsprechende Differential 
der Deformationsarbeit Bi' wenn letztere als Funktion der Spannungs- oder 
der Verzerrungskomponente betrachtet. wird, ansehen. (Siehe hierzu die Glei
chungen (57) und (59) für die elementare Deformationsarbeit auf Seite 104 und 
die Gleichung (61) auf Seite 106.) Wir können somit setzen 

d1' + dBi = f (Pa; ~~ + py ~i + P.-~{) dtdo 
o 

f( a~ a1] ac) + !cy8t:+ kY -i5t + k' 7ii dtdxdydz. (93) 

v 

Da die rechte Seite dieser Gleichung offenbar der im Zeitdifferential dt durch 
die äußeren Kräfte geleisteten Arbeit gleichkommt, so können wir den Energie
satz (93) in der Form aussprechen: Die im Zeitelement dt von den äußeren 
Kräften geleistete Arbeit ist gleich der gleichzeitigen Änderung der 
Summe aus lehendiger Kraft l' und Deformationsarbeit Bi' Der Satz 
über die Arbeit im Falle des Gleichgewichtes ist ein Sonderfall der allgemeineren 
Gleichung (93), welche natürlich nur unter den bereits oben (Seite 108) für den 
Satz von Cl a p e yr 0 n gemachten Voraussetzungen bezüglich Anfangsspannungen, 
Temperatur, Energie-Zu- und Abfuhr gültig ist. Es ist ferner klar, daß (93) 
auch bei beliebigem Elastizitätsgesetz zutreffend sein muß, wenn dBi die der 
Zeit dt entsprechende elementare Deformationsarbeit vorstellt (Seite 108). 

2. Das Stoßproblern und verschiedene Stoßtbeorien. Folgerung aus 
(lern Energiesatz über Verschiebnngen dnrch Stoßkräfte. 

Wenn auf einen in Ruhe oder in Bewegung befindlichen Körper in einem 
bestimmten Zeitaugenblick t Kräfte wirksam werden, die scheinbar plötzlich in 
Wirklichkeit in einer von der Zeit t an gerechneten kleinen Zeitperiode der 
Stoßdauer von Null aus bis zu ansehnlichen Endwerten anwachsen, so sagt man, 
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der Körper sei nicht statisch oder kontinuierlich wirksamen, d. h. sehr langsam 
oder in ideeller Art unendlich langsam von Null bis zu ihren Endwerten an
wachsenden Kräften, sondern Stoßkräften ausgesetzt (Seite 7). Diese Stoß
kräfte, durch welche scheinbar plötzlich Änderungen des Spannungs- und Ver
zerrungszustandes sowie der Verschiebungsgeschwindigkeiten bewirkt werden, 
können wesentlich in zweierlei Weise von anderen Körpern auf den ins Auge 
gefaßten Körper übertragen werden, je nachdem dem den Stoß übertragenden 
Körper bei Beginn des Stoßes eine ins Gewicht fallende lebendige Kraft inne 
wohnt (von der ein Teil auch auf den gestoßenen Körper übertragen wird) oder 

A 

nicht. Der ersteb-'allliegt z. B. vor, wenn auf einen auf zwei Stützen 
gelagerten Stab - z. B. eine Schiene aus Flußeisen, die auf ihre 
Widerstandsfähigkeit gegen Stoßkräfte erprobt werden soll - ein 
massiges Gewicht (Bär) aus geringerer oder größerer Höhe auf die 

(J Stabmitte fallen gelassen wird, oder (Abb. 82) auf das freie mit Ansätzen 
A versehene Ende eines vertikal aufgehängten Stabes plötzlich ein fallen
des Gewicht G zur Wirkung gebracht wird, wie das bei Stoß-Zug
Erprobungen eines Stabmateriales üblich ist. Der zweite :Fall tritt z. B. 
ein, wenn auf der genannten Schiene in Stabmitte bzw. an dem Ende 
des vertikal hängenden Stabes ein Gewicht plötzlich aufgelegt oder 
ein Draht befestigt wird, an dem normal bJlw. parallel zur Stabachse 
stoßartig ein Zug ausgeübt wird. 

Abb. 82. Das Stoßproblem für feste Körper im allgemeinen besteht darin, bei 
bekannter Lage Spannungs-, Verzerrungs- und Verschiebungsgeschwin

digkeitszustände der beiden einander stoßenden Körper zur Zeit unmittelbar vor 
dem Stoß, Lage und die gemmnten Zustände zur Zeit unmittelbar nach dem Stoß 
und die Größe und die Verteilung der an der Stoß stelle übertragenen Kräfte auf 
letztere zu bestimmen. Gewöhnlich wird zur Lösung die Voraussetzung der Er
füllung des Hookeschen GesetJles und nahezu vollkommener Umkehrbarkeit der 
elastischen Verschiebungen (vollkommene ElastiJlität) genommen. Das Stoßpro
blem wird dann kurz als ein vollkommen elastisches bezeichnet. Besonders frucht
bar zur Erhaltung von TeilergebniRsen der Lösung von elaRtischen Stoßproblemen 
erweist sich der Energiesatz, nach welchem die während der sehr kurzen Stoßdauer 
durch die Stoßkräfte geleistete Arbeit gleich sein muß der scheinbar plötzlichen 
Änderung der Summe aus lebendiger Kraft und Deformationsarbeit. Die voll
ständige Lösung deR Stoßproblemes kann nur unter bestimmter Annahme über 
den Ablauf des eigentlichen Stoßvorgl1nges, der zur Zeit noch durchaus nicht 
einwandfrei klargestellt ist, erfolgen. Man wird i:lich daher durchwegs mit mehr 
oder weniger zutreffenden Näherungslösungen hegnügen müssen, auf die in den 
Anwendungsgebieten Howimm in en;ter Linie hingearbeitet werden muß (siehe 
hierw auch S.407ff.). 

Durch eine einfache Überlegung kann man einsehen, daß eine Lösung des allgemeinen 
Stoßproblemes keinesfalls in befriedigender Weise unter der Annahme erfolgen kann, daß die 
stoßenden Körper starr sind. Wirken auf einen starren Körper kontinuierliche Kräfte \ß ein. 
so sind die kinetischen Grundgleichungcn für denselben bekanntlich durch den Schwerpunkts
und Flächensatz ausdrückbar. Ersterer hat in vektoralgebraischer Darstellung die Form 

(a) 

worin sich die Summe über sämtliche an dem Körper angreifende Kräfte erstreckt, M die 
Masse des gesamten Körpers und m der Vektor ist, welcher die jeweilige Lage des Schwer
punktes des Körpers mit Bezug auf den Ursprung eines festen Koordinatensystemes fest-

legt, und t die Zeit. bedeutet. Set.zt man M dm = M ~ = (5, worin ~ die Geschwindigkeit 
dt 
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des Schwerpunktes, M)S den Schiebeimpuls oder Schiebestoß vorstellt, so kann die Glei
·chung (a) auch in der Form 

17$ = d8 
elt (a') 

geschrieben werden. Der Flächensatz nimmt mit Bezug auf ein mit dem Ursprung in den 
bewegten Schwerpunkt gelegtes parallel zu sich selbst fortschreitendes Koordinatensystem 
die Form 

(b) 

an mit 9Je als Moment einer Kraft $ mit Bezug auf den Koordinatenursprung, t als Radius
vektor, der dem Angriffspunkt einer Kraft oder einem Massenpunkt des Körpers zugeordnet 
ist, II als Geschwindigkeit eines Massenpunktes und m als Masse eines Teilchens des starren 
Körpers. Das liegende Kreuz bedeutet die Operation des äußeren oder Vektorproduktes. 
Setzt man 17 ( t X m ll) = Qj und nennt Qj in üblicher Weise den Drehstoß oder den Drall 
(r X m II ist bekanntlich der Drehimpuls der Masse m mit Bezug auf den "Ursprung des 
Koordinatensystemes), so kann die Gleichung (b) auch in die Form 

umgewandelt werden. 

d\B = ~ .~" df .:., .cl (b') 

vVirken nicht kontinuierliche Kräfte, sondern während der sehr kleinen Stoßdauer T 

Stoßkräfte, so empfiehlt es sich, die Gleichungen (a') und (b') nach Multiplikation mit dem 
Zeitdifferentiale dt über die Zeit T zu integrieren. Man erhält dann 

mit \ßd=J$dt und 
o 

T 

J1,J ~~ = ,J 8 = S - 8 0 = JE $ df = 17 $. 
o 

T 

17m (r X Llll) = LI ~H = \B - lSo=JE':lJI clf = Em'd 
o 

(c) 

(d) 

mit ,1)(d = J~Jl dt, worin LI:ES die scheinbar plötzliche Änderung des Schiebestoßes, LI ~3 die 
o .. 

scheinbar plöt~.liche Anderung des Drehstoßes bedeuten, ferner LI)S und ,J II sich auf die 
zugeordneten Anderungen der Geschwindigkeit des Schwerpunktes bzw. eines Massen
teilchens, 8 und \B bzw. 8 0 und \B o sich auf die zu Ende bzw. Beginn des Stoßes vor
handenen 'Verte des Schiebestoßes bzw. Drehstoßes beziehen. Wenn 8 0 = \Bo = 0 sind, 
also zu Beginn des Stoßes weder ein Schiebestoß noch ein Drehstoß existieren, wird LI 8 = 8 
und LI \B = \B, d. h. Sund \B sind die infolge der Stoßwirkung auftretenden bezüglichen 
Impulse, wodurch die Bezeichnungsweisen Schiebe- und Drehstoß erklärt sind. Bei Ansatz 
des Ausdruckes Em(r X ll) wurde angenommen, daß sich während der Stoßdauer die einen 
Massenpunkt festlegenden Vektoren r so wenig ändern, daß sie als konstant betrachtet 
werden dürfen. $. und ml. werden als Stoßkräfte und Stoßmomente eingeführt, die also 
nichts anderes als die Zeitintegrale der kontinuierlich wirkend gedachten Kräfte bzw. Mo
mente über .. die Stoßdauer vorstellen. Um die wirkliche Stoßkraft (Stoßmoment) zu kennen, 
müßte die Anderung der Kraft $ (mC) während der Stoßdauer bekannt sein, was nur durch 
eine genaue Verfolgung des Stoßvorganges und der mit ihm verknüpften Deformationen 
ermöglicht würde. Die Gleichungen (c) und (d) sagen aus, daß die Stoßkr~fte bzw. Stoß
momente so groß sind, daß sie während einer sehr kleinen Zeit T endliche Anderungen des 
Schiebe- und Drehimpulses hervorbringen. So wie 17 $ und E'ilJe die sogenannte Kraftdyname 
für den gegebenen starren Körper bei kontinuierlich wirkenden Kräften festlegen, bestimmen 
E\ß. und E'iJJ1. den als Stoßdyname eingeführten aus einem resultierenden Stoßmoment 
und einer resultierenden Stoßkraft mit gleichgerichteten zugeordneten Vektoren bestehen
den Komplex. Die Stoßdyname ist für jeden der beiden stoßenden Körper bestimmt, wenn 
die an der Stoßstelle übertragenen und dort in von vornherein unbekannter 'Veise sich ver
teilenden Stoßkräfte berechenbar sind. Schiebestoß und Drall müssen infolge der Gleichheit 
von Aktion und Reaktion für den stoßenden und gestoßenen Körper entgegengesetzt gleich 
sein. Es folgt daher aus (c) und (d) 

und 
~ + ~' = \Bo + ~o , 

(c') 

(d') 
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wenn (5', \8' und IS~, \8~ sich auf den stoßenden Körper nach und vor dem Stoß, G. 'l3 und 
6 0 , \8 0 sich auf den gestoßenen Körper nach und vor dem Stoß beziehen. Die Gleichungen (c') 
und (d') sagen aus, daß die Summe der Schiebe- bzw. Drehimpulse für beide Körper durch 
den Stoß nicht abgeändert werden kann. Die Lösung des Stoßproblemes bei Annahme starrer 
Körper verlangt, daß für jeden der einander stoßenden Körper nach Beendigung des 
Stoßes der Geschwindigkeitszustand eindeutig festgelegt werde und die Stoßdyname be
rechenbar ist. Ersteres ist möglich, wenn man für jeden der gestoßenen Körper im all
gemeinen sechs Geschwindigkeitskoordinaten angeben kann, entsprechend dem denkbar 
höchsten Freiheitsgrad eines starren Körpers, der gleich 6 ist. Die Stoßdyname ist bestimmt, 
wenn wir je drei Komponenten des Schiebe- und Drehstoßes angeben können. Nun sind 
für jeden der beiden aufeinander wirkenden Körper je sechs Bestimmungsgleichungen (c) 
und (d) von vornherein gegeben, denen aber 6 + 6 + 6 = 18 l:nbekannte gegenüberstehen, 
d. h. das Stoßproblem ist im allgemeinsten Falle sechsfach dynamisch unbestimmt, weil 
die Differenz der Zahl der zur Verfügung stehenden, für das System der starren Körper 
gültigen dynamischen Gleichungen und der Zahl der zu bestimmenden Unbekannten sechs 
beträgt. So wie bei statischer Unbestimmtheit müssen auch bei dynamischer Unbestimmt
heit die Deformationsverhältnisse bestimmt werden, d. h. das Stoßproblem ist im wesent
lichen, solange die Formänderungen umkehrbar sind, ein elastisches Problem. In einer 
durch die tatsächlichen Verhältnisse nicht zu begründenden Weise wurde das Stoßproblem 
zu einem elastischen, ja sogar auch nicht umkehrbare Formänderungen an der Stoßstelle 
berücksichtigenden Problem durch die sog. Newtonsehe Regel ausgebildet. Nach derselben 
wird angenommen, daß erstens die Stoßeinwirkung der beiden Körper aufeinander auf 
einer so kleinen Fläche stattfindet, daß das an derselben im allgemeinen übertragene Stoß
moment unbedeutend ist, d. h. die Stoßdyname sich auf eine an der Stoßstelle zur gemein
samen Berührungsfläche der aufeinander wirkenden Körper normale Stoßkraft allein re
duziert, wodurch die Zahl der l:nbekannten um drei herabgesetzt wird. Ferner soll zweitens 
das Verhältnis der Komponenten der relativen Geschwindigkeiten der Berührungspunkte 
der beiden Körper in der Stoßrichtung (d. i. normal zur gemeinsamen Berührungsfläche) , 
nach und vor dem Stoß, d. i.~-:-:-~- (c > c', c~ > co), worin die Geschwindigkeitskomponen-

Co - Co 

ten in der Stoßrichtung, d. i. c und Co sich auf den einen Körper, die Geschwindigkeits
komponenten in der gleichen Richtung c' und c~ sich auf den anderen Körper nach und 
vor dem Stoß beziehen, eine von dem Material der aufeinander einwirkenden Körper ab
hängige Konstante k sein, die auch Stoßziffer genannt wird und aus Versuchen zu be
stimmen wäre. Schließlich wird drittens angenommen, daß die Komponenten der relativen 
Geschwindigkeiten der Berührungspunkte der beiden Körper normal zur Stoßrichtung durch 
den Stoß keine Veränderung erfährt. Für den vollkommen elastischen Stoß, für den die 
durch die Stoßkräfte hervorgerufenen Deformationen nach Beendigung des Stoßes wieder 
vollkommen rückg:äng:ig: werden. soll k = 1 sein. für den vollkommen unelastischen Stoß, 
für den nur bleibende~Deformationen auftreten, soll k = 0 sein, und für den sog. phy
sikalischen Stoß, für den die Deformationen wieder teilweise rückgängig werden, soll k 
zwischen 0 und 1 liegen. Durch die oben an zweiter und dritter Stelle genannten Bedin
gungen ist die Geschwindigkeit des Berührungspunktes des einen Körpers nach dem Stoß 
bekannt, wenn die Geschwindigkeit des Berührungspunktes des anderen Körpers nach dem 
Stoß berechnet wurde. Im ganzen sind dann 15 Unbekannte vorhanden, zu deren Bestimmung 
je 6 algebraische, den Vektorgleichungen (c) und (d) zugeordnete Gleichungen, ferner jene 
3 algebraischen Gleichungen dienen, welche sich aus den Annahmen über die Geschwindigkeit 
der Berührungspunkte vor und nach dem Stoß ergeben. Eine weitere Verfolgung der 
Rechnung, die dadurch sehr vereinfacht werden kann, daß man den Ursprung des Koor
dinatensystemes in den Berührungspunkt und eine Achse in die Stoßnormale legt, fällt 
nicht in den Rahmen dieses Buches. Wer in die Einzelheiten eindringen will, lese die 
zusammenfassende Darstellung hierüber in der Arbeit von Th. PöschP nach. 

Eigentliche Elastizitätstheorien des Stoßes wurden von Poisson (L), 
Neumann (L), De Saint Venan t (L), Voigt (L) und Hertz (L) aufgestellt. 
Mit Ausnahme des letztgenannten haben diese Forscher die von der Stoß stelle 
ausgehenden elastischen Wellen zur Lösung des Stoßproblemes herangezogen 
(Wellentheorie). Hertz nimmt, im Gegensatz zu den genannten anderen, die 
Deformationsverhältnisse an der Stoß stelle selbst als Ausgangspunkt zur Er
klärung und Lösung des Stoßproblemes. 

1 Pöschl, Th.: Der Stoß, im Handbuch für Physik 6, herausgegeben von Geiger und 
Scheel. Berlin: Julius Springer 1928. 
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Auf Seite 211ff. soll die Wellentheorie in einem einfachen Falle näher erklärt 
werden. Zunächst wollen wir aber im folgenden den Energiesatz verwenden, 
um zu einer Abschätzung der durch Stoßkräfte bewirkten elastischen Verschie
bungen zu gelangen, und dabei der Anschaulichkeit und Einfachheit halber nur 
statisch bestimmt oder statisch unbestimmt gestützte Körper in Betracht ziehen, 
die für den Fall, als sie starr wären, unter dem Einflusse von beliebigen Stoß
kräften überhaupt keine Verschiebungen erleiden würden. Vor Einwirken der 
Stoßkräfte soll sich der Körper in seinem natürlichen Zustande befinden. Als 
einfachste Beispiele hierfür können die beiden eingangs angeführten Beispiele, 
die sich auf einen auf Stützen gelagerten oder vertikal aufgehängten unter 
dem Einflusse einer Stoßkraft gestellten Stab bezogen, gelten. 

Für derartige Sonderfälle soll zunächst angenommen werden, daß der die 
Stoßkraft übertragende Körper vor dem Stoß keine lebendige Kraft besitzt 
(plötzlich aufgehängtes Gewicht). Einer scheinbar plötzlich bis auf ihren End
wert II anwachsenden äußeren Kraft entspricht während der sehr kleinen 
Stoßdauer eine Arbeit, die wir in dem idealen Grenzfall, daß II plötzlich, d. h. 
ohne Zeitaufwand ihren Endwert erreicht, mit II II ansetzen können, wenn II 

die Verschiebung in der Richtung der Kraft bei stoßartiger Wirkung bedeutet. 
-:\Ian kann es auch so deuten, daß II wie eine statische Kraft angesehen wird, 
die während der sehr kurzen Stoßdauer in konstanter Größe wirkt. Würde die 
Kraft sehr langsam bis zu einem Endwerte P angewachsen sein, so wäre ihre 
Arbeitsleistung tPm mit 1n als elastische Verschiebung in der Richtung der 
Kraft bei statischer Wirkung. Bei stoßartiger Wirkung wird der Körper schein
bar plötzlich in den dem Ende der Stoßdauer zugeordneten Verschiebungs- und 
Verzerrungszustand versetzt und treten ins Gewicht fallende Verschiebungs
geschwindigkeiten und Verschiebungsbeschleunigungen auf, die bei statischer 
Wirkung als verschwindend angesehen werden müssen. Damit im Zusammen
hange setzt sich ein Teil der äußeren Arbeit der Stoßkraft in einer ersten Periode 
der Wirkung der Kraft II zunächst nicht nur in Deformationsarbeit, sondern auch 
in lebendige Kraft um, die in einer weiteren zweiten Periode der Wirkung der Stoß
kraft wieder in Deformationsarbeit rückverwandelt wird. Die zweite Periode 
dauert so lange, bis die erzeugte lebendige Kraft wieder aufgebraucht ist, also 
die Verschiebungsgeschwindigkeiten wieder zu Null geworden sind. In der ersten 
und zweiten Periode (die Summe aus beiden Perioden wird hier als Stoßdauer 
angesehen) wachsen die Verschiebungskomponenten Jk, bis sie am Schlusse der 
zweiten Periode ihren Größtwert erreicht haben. War der Körper ursprünglich 
in Ruhe, so kann er nach Ende der zweiten Periode nicht wieder zur Ruhe kom
men, da die Lage, in welche der Körper durch die Stoßkräfte gebracht wurde, 
insofern keine Gleichgewichtslage sein kann, als die Arbeit, durch welche der 
Körper diese Lage erreichte, größer ist als sie gewesen wäre, wenn er durch eine 
gleich große statische Kraft in dieselbe gebracht worden wäre. Der Energie
satz (93) nimmt nämlich bei Vernachlässigung der V olumskräfte unter der 
Annahme, daß die Oberflächenkräfte n stoßartig wirkende Einzelkräfte sind, 
bei Integration über die Summe der Zeitdauern der ersten und zweiten Periode 
(Zeit t = 0, wenn der Stoß beginnt), zu deren Beginn und Ende die lebendige 
Kraft Null ist, die Form 

r=;nII flr ou, I (an OW)' B·=~. rllr= X -, .. ·-~Z -+- idxdydz • ,71 ' x OX I '" OZ ox ~ 
V 

(93a) 

an, aus der zu schließen ist, daß bei stoßartig wirkenden Kräften (z. B. plötzlich 
aufgelegte Gewichte), die Deformationsarbeit doppelt so groß ist, als sie bei gleich 
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großen, aber statisch wirkenden Kräften (z. B. bei denselben, aber unendlich lang
sam aufgelegten Gewichten) wäre. Wenn statisch wirkende Kräfte Pr die gleiche 
Deformationsarbeit leisten sollen, wie stoßartig wirkende Kräfte IIr , die mit jenen 
die gleichen Angriffspunkte und Richtungen und in gleichen Verhältnissen stehen, 

r=n r=n 
so muß .J) IIr flr = .L Pr ~r sein. Soll hierzu flr = m" r = 1 ... n sein, so folgt 

7=1 7=1 

PI'= 2IIr r = 1. . . n. (e) 

Das heißt, damit eine statisch wirkende Kraft die gleiche Yerschiebung in ihrer 
Richtung erfährt, wie eine stoßartig wirkende von gleichem Angriffspunkt und 
Richtung, muß sie doppelt so groß als diese sein, oder stoßartig aufgebrachte 
LastenIIr erzielen doppelt so große Verschiebungen in ihren Richtungen als statisch 
aufgebrachte Lasten Pr von derselben Größe. Wirkt also eine und dieselbe Kraft 
auf einen freiaufliegenden Balkenträger einmal stoßartig, das andere ~Ial statisch 
durchbiegend, so entsteht bei den gemachten Voraussetzungen am Ende der 
zweiten Periode im ersten Falle unter der Kraft eine doppelt so große Durch
biegung als im zweiten Falle oder eine auf den Balkenträger wirkende statische 
Kraft muß doppelt so groß sein, als eine stoßartige Kraft, wenn erstere die gleiche 
Durchbiegung wie die letztere hervorrufen soll. 

In einer den obengenannten zwei Perioden folgenden dritten Periode sucht 
der Körper die der statischen Wirkung der Stoßkraft II entsprechende Gleich
gewichtslage oder die ursprüngliche, yor Wirken der Stoßkraft yorhanden ge
wesene Gleichgewichtslage wieder zu gewinnen, je nachdem die Kraft II nach 
Ende der zweiten Periode auf den Körper dauernd wirksam bleibt oder yom 
Körper abgebracht wird. In dieser dritten Periode wird zunächst die aufge
speicherte Deformationsarbeit wieder in lebendige Kraft umgesetzt, welche den 
Körper über die Gleichgewichtslage so lange hinaustreibt, bis sie wieder auf
gezehrt ist usw. Mit anderen Worten, der Körper kommt in Schwingungen, die 
infolge Hysterese, Luftwiderstand und Reibung nach einiger Zeit abklingen 
(Seite 8). 

Die vorstehenden Auseinandersetzungen entsprechen der Wirklichkeit aus 
mehreren Gründen keineswegs vollständig. So wurde eine Stoßdauer eingeführt, 
die gleich jener Zeit angenommen wurde, in der die Verschiebungen fl bis zu 
ihrem Größtwerte anwachsen. Offenbar kann aber der Stoß bereits beendet 
sein, bevor der Maximalausschlag erreicht ist. Das Verhältnis jener Zeiten wird 
von verschiedenen Umständen, wie z. B. den Massen, Stoffen, Formen und Art 
der Stützungen der einander stoßenden Körper abhängig sein. Ferner wurde die 
Arbeit der Stoßkraft während der Stoßdauer gleich II fl gesetzt, als ob die 
Stoßkraft während der sehr kurzen Stoßdauer stets in gleicher Stärke wirken 
würde. Tatsächlich wird sie veränderlich sein und ihre Stärke von den an der 
Stoßstelle und in deren nächster Umgebung auftretenden Deformationen (siehe 
die oben angedeutete Hertzsche Theorie) und damit im Zusammenhange wieder 
von dem Stoffe der stoßenden Körper abhängen. Ferner ist in dem verwendeten 
Ansatz des Energiesatzes, der nur für elastische Deformationen gültig ist, nicht 
berücksichtigt, daß lokal um die Stoß stelle und an derselben bleibende mit 
Wärmetönungen verknüpfte Deformationen auftreten können, denen ein nicht 
in Rechnung gezogener Arbeitsverlust entspricht. Ein solcher kommt noch, wenn 
auch im geringen Grade, zustande infolge der auftretenden Schallwellen, des 
Luftwiderstandes, der Luftreibung und der inneren Reibung. Um allen diesen 
Umständen Rechnung zu tragen, könnte man die obige Gleichung (e) durch 

(94) 
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ersetzen, worin K < 1 und K als ein aus Versuchen zu folgernder Erfahrungs. 
koeffizient zu betrachten wäre. 

In jenen besonderen Fällen - wir haben sie eingangs in zweiter Reihe nam· 
haft gemacht -, in denen auf einen irgendwie statisch bestimmt oder unbestimmt 
gestützten Körper während der Stoßdauer auch lebendige Kräfte von dem 
stoßenden Körper auf den gestoßenen übertragen werden, wie z. B. wie bei der Stoß· 
biegung eines beiderseits gestützten geraden Stabes durch ein mit lebendiger 
Kraft begabtes Gewicht, kommen wir, wenn wir den Energiesatz (93) wieder 
auf das Zeitintervall zwischen Beginn und Ende des Stoßes anwenden, d. h. 
über die Stoßdauer 7: integrieren auf die Gleichung 

T=n 

Bi - T = 2)Ilr f-lr, (93b) 
r= 1 

worin T die dem gestoßenen Körper vom stoßenden zugeführte lebendige Kraft 
bedeutet, von der angenommen wird, daß sie nach Beendigung des Stoßes bei 
Erreichung der Größtwerte von f-l,. zu Null geworden ist, da sie in Deformations
arbeit umgesetzt wurde und Bi die doppelte Deformationsarbeit vorstellt im 
Vergleich zu jener, die vorhanden wäre, wenn die Kräfte Il,. statisch wirken 
würden. Setzt man in dieser Gleichung T = 0, so erhalten wir die Gleichung (93a). 
Die Deformationsarbeit ist gleich der Arbeit der Stoßkräfte (die hier wieder so 
betrachtet werden, als ob sie statische, während der Stoßdauer konstante Kräfte 
wären), vermehrt um die lebendige Kraft, welche durch den stoßenden Körper 
übertragen wird. Fragen wir uns wieder um die Größen jener statischen Lasten, 
welche, in den Angriffspunkten der Stoßkräfte in deren Richtungen übertragen, 
die gleichen Verschiebungen hervorrufen wie die Stoßkräfte samt der mit ihnen 
oder, wenn man will, zufolge ihnen übertragenen lebendigen Kraft, so haben wir 
wie folgt zu schließen. Ist Pr (r = 1 ... n) eine von den statisch wirkenden 
Kräften, so besteht die Beziehung 

1=n r=1t 
B. = 2) P 'In, = '\"' P ~ 

• l' = 1 r 2 r::-1 r 2 ' 

woraus sich im Hinblick auf die Ausgangsgleichung 
r=n r=n r=n 
2)P/;" - 2)Ilr f-lr = T oder 2)(Pr- 2 Ilr) f-lr = 2T (f) 

r=1 1'=1 1'=1 

ergibt. Wird T = 0, so erhalten wir wie früher Pr = 2Il,., r = 1 ... n bzw. 
mit Rücksicht auf die oben erörterten Umstände Pr = 2 KIlr mit K < 1. 
Wenn wir die lebendige Kraft, als in der Größe der Arbeit der Stoßkraft sich 

r=n 
zeigend, durch T = 2) Ilr hr ausdrücken, worin hr eine der StoßkraftlIr zugeord-

1'=1 

nete Geschwindigkeitshöhe :~ ist, geht die Beziehung (f) in 

r=n r=n 

2)Pr f-lr = 2)2Ilr (hr + f-lr) (g) 
r=1 1'=1 

oder besser 
r=n 1=n 
2)Pr f-lr = 2) 2 K 1 Ilr (hr + f-l1') (95) 

7=1 1'=1 

mit K 1 < 1 über. Für die eingangs erwähnten beiden Beispiele (Stab mit einer 
einzigen Stoßbelastung Il quer zu demselben bzw. in dessen Richtung) speziali
siert sich die letzte Gleichung in Pf-l = 2K1Il (h + f-l). D. h. die statisch wir-
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kende Kraft P, welche die gleiche Formänderung wie die stoßende Kraft hervor
ruft, ist durch 

(95a) 

bestimmt. Die lebendige Kraft T wird in Wirklichkeit nicht, wie vorausgesetzt 
wurde, bei Erreichung der maximalen Werte p, völlig in Deformationsarbeit um
gewandelt worden sein, sondern während der Stoßdauer zum Teile in der bereits 
oben berührten Weise zerstreut (Schall, Wärme, lokal bleibende Deformation 
usw.), zum Teil geht sie in den stützenden Körper über, zum Teil bleibt sie dem 
stoßenden Körper erhalten. Daher ist der Zahlenwert K I in (95) und (95a) 
unter Umständen beträchtlich kleiner als 1. 

3. Freie Längsschwingnngen von geraden Stäben. 
Wenn ein gerader Stab in der Richtung seiner Achse einem gleichförmig 

über seine Endflächen verteilten Stoßdruck oder Stoßzug ausgesetzt und nach 
Aufhören der Stoßwirkung sich selbst überlassen wird, so gerät er in sog. freie 
Längsschwingungen, die infolge Hysterese, innerer Reibung und äußerem Luft
widerstand immer kleiner werden und schließlich völlig abklingen. Diese Längs
schwingungen heißen freie, weil sie nur unter dem Einflusse der Trägheitskräfte 
und der ihnen entsprechenden Reaktionskräfte zustande kommen und nicht 
etwa durch eine periodische parallel zur Stabachse wirkende, über die Endflächen 
des Stabes gleichförmig verteilte angreifende Kraft. Die in letzterem Falle auf
tretenden Schwingungen des Stabes werden als erzwungene Schwingungen be
zeichnet. 

Wir denken uns ein Volumenelement des Stabes parallel zur Stabachse 
herausgeschnitten und unter dem Einflusse der auf es wirkenden, der Stabachse 
parallelen Spannungen, die bald Zug- bald Druckspannungen sein werden, und 
der infolge der mit der Zeit veränderlichen Verschiebungsgeschwindigkeit auf
tretenden Trägheitskraft gestellt. Berücksichtigen wir von letzterer die haupt
sächlich ins Gewicht fallende Komponente parallel zur Stabachse und sehen 
von einer inneren Reibung ab, so reduzieren sich die drei Gleichungen (90b), 
da dann nur Spannungen X.' in Frage kommen (x-Achse mit der Stabachse zu-

sammenfallend) und für die vorausgesetzten kleinen Verschiebungen d;~ = ~~ 
. f d· . . GI· h 82 u 8Xx S t .. d· B· h 1st, au Ie emzige elC ung p, ~ = ax. e zen WIr m leser eZle ung 

8u 
auf Grund der Annahme des Hookeschen Gesetzes Xx = E 8 x' so geht sie in 

(96) 

über mit 

K2= E. 
P, 

(a) 

Diese partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ist die Grundgleichung 
für die freien Längsschwingungen von Stäben. Nach D. Bernouilli setzen wir, 
um eine partikuläre Lösung dieser Differentialgleichung zu gewinnen, u = r(t)s(x) 
mit r(t) bzw. s(x) als Funktion der Zeit t bzw. der Koordinate x und erhalten 
durch Einsetzen dieser· Funktionen in die Differentialgleichung (96) 

( ) d2r (t) = K2 (t) d2 s (x) 
s x dt2 r ax.. 
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Diese Differentialgleichung ist eine gewöhnliche zweiter Ordnung nach r oder 
nach s. Wir können sie in die zwei gewöhnlichen Differentialgleichungen 

und 

cJ2 r (tl 
-i"i'-l - K2 c2 r (t) (b) 

(c) 

zerlegen mit c als einem aus den Grenzbedingungen zu bestimmenden Parameter. 
Dieselben haben die bekannten Lösungen r = A sin Kct + B cos Kct und 
s = C sin cx + D cos cx, mit A, B, C, D als Integrationskonstanten, aus denen 
sich die partikuläre Lösung der Differentialgleichung (96) 

n = (A sin K c t + B cos K c t) (C sin cx + D cos cx) 

ZWlammensctzt. Zur weiteren Rechnung nehmen wir an, daß der Stab auf der 
einen Seite fest eingmlpannt und auf der anderen Seite frei ist. Die Grenzbedin
gungen besagen dann, wenn das fest eingespannte Ende durch x = 0, das freie, 
der Stablänge l entsprechend, durch x = l festgelegt ist, daß zu jeder Zeit t 
für :l' = ° die Verschiebung n = 0, d. h. s (0) r (t) = 0, also s (0) = ° sein muß, 

und daß für x = l die Bedingung Xx = 0, d. h. ~u = 0 oder dds (~! = ° 
uX x 1",=1 

zu erfüllen ü,t. Alls der ersten Grenzbedingung ergibt sich somit D = 0, die zweite 
verlangt Ce cos cl = 0, woraus, da nicht auch C verschwinden kann, cos cl = 0, 

n 3n nn n 3n nn . 
d.h. cl=2" 2'···' -2 oder c=2l' '2{' ... , -2T folgt. DIe aus den 

Grenzbedingungen folgenden Werte c heißen Eigenwerte des vorliegenden 
Schwingungsproblemes. Eine partikuläre Lösung der Differentialgleichung (96) 
nimmt deumach die allgemeinere Form 

( . nnK nnK) . nnx n = A Sln - . - t + B cos .--- t sm --n n 2l n 2l 2l (97) 

mit An, B n als dem gewählten positiven ungeraden Zahlenwert n zugeordneten 
Konstanten. Jedem Zahlenwert n entspricht eine sog. Eigen- oder Normal-

schwingung des Stabes. Die Funktion sin ~lx heißt Eigenfunktion der Schwin

gung. Die Zeit in für eine ganze Eigenschwingung eines Stabteilchens bei festem 

W ·b . h d B . h nnK 2' 4l D· S h . ert vonx ergl t SlC aus er eZIe ung ~in = n mIt in = nK. le c Wlll-

gungsdauer wächst daher mit der Länge des Stabes und der Wurzel aus der 

Massendichtigkeit und nimmt ab, wenn -y E wächst. Die Zahl der Schwingungen 

in der Zeiteinheit, Eigenschwingungszahlßn genannt, folgt daher mit ßn = :n = :~ . 
Al I,,· f . d nnK b . h E· 2n 1 d h· . ß s<'lgenrequenzwlr Yn=-2l- ezelC net. SISt-=in =-ß' .. Jegro er 

Yn n 
Y n ist, um so kleiner wird die Schwingungsdauer , um so mehr Schwingungen 
werden in der Zeiteinheit ausgeführt. Fassen wir einen bestimmten Zeitaugen
blick ins Auge, so können wir sagen, daß die Verschiebungen nach dem Gesetze 

C . nn 
nn = n Sln "2f x , (97 a) 

d. h. einer Sinuslinie erfolgt, für die Cn den in der Gleichung (97) in der runden 
Klammer stehenden Wert für die betreffende Zeit vorstellt. Setzen wir 

Girtler, Mechanik. 14 
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mit H" und C!ln als zwei neuen Konstanten, so können wir statt der Gleichung (97) 
auch 

H . (n n K + ). n n x 9 b 
U n = n sm --'ir t C!ln sm 21 ( 7 ) 

schreiben. Der Wert On, den Hn sin (~~f- t + rpn) für eine bestimmte Zeit t an

nimmt, bestimmt für diese Zeit den größten im Bereiche des Stabes auf
tretenden Wert von Un0 Die n-te Normalschwingung, entsprechend dem Zahlen-

wert n, besitzt n ~ 1 Knotenpunkte, in welchen die Stab elemente dauernd keine 

"'-/ Verschiebung erleiden. In Abq. 83 

11 _ fsind beisP1ielsweis3e die W~rte vonZ1~tn 
'I::l ur n = , n = , n = 0 zur Cl 

1"/.s/ .. -T1 __ -J. __ .. ~ t = 0 als Funktionen von x da,r-
zl " " / 1 gestellt, wobei die einem bestimmten 
T~ '_..1_/'''1.... J Wert x zugeordneten Verschiebungen, 

t-: O(E----J- ::> ~~l die in Wirklichkeit parallel zur Stab-
!-! E------l .. I achse erfolgen, normal zur Stabachse 
i < aufgetragen wurden. Um zu einer all

Abb.83. gemeinenAussage zur Bestimmung der 
Koeffizienten An, Bn in Gleichung (97) 

zu gelangen, wollen wir zunächst das allgemeine Integral von Gleichung (96) 
ansetzen. Da diese Differentialgleichung lineal' ist und demnach auch eine Summe 
von partikulären Lösungen U n dieselbe befriedigt, so ü;t daR allgemeine Integral 
durch die Summe 

n = 1,3,5, ... 

darstellbar, wenn wir voraussetzen, daß diese unendliche Reihe konvergiert 
und erste und zweite Differentialquotienten nach t und x besitzt, die durch 
gliedweise Differentiationen erhalten werden. Die Koeffizienten Al ... B] ... 
können dann, wenn die Lage und die Verschiebungsgeschwindigkeit zur Zeit 
t = 0 für jeden Wert x festgelegt sind, d. h. bzw. durch Funktionen f (x) und 
g(x) bestimmt werden, und sich letztere in Fouriersche Reihen entwickeln lassen, 
wie folgt berechnet werden. Es wird 

f ( ) 1 ,\"1 B . n ;r x d g (x) = ~I~ = )-1!!.!!~ A ,.;in n :7._;); 
X = U t = 0 = f' " sm 2T un at : t () "7 2 I n 2 I . 

Multiplizieren wir jede dieser Gleichungen mit sin n;t d:c und integrieren von 

Obis l, so fallen bei der Integration alle Glieder, in denen zwei Sinusse mit ver
schiedenen Werten n miteinander multipliziert erscheinen, weg, und ml wird, da 

1 

J sin2 n;i dx = ~ schließlich 
o 

I 

4 r . nnx 
An = nn K, g (x) sm 2l- dx , 

o 
(98a) 

Nach Berechnung dieser Werte, die vielfach bei gegebenen graphischen Werten 
von t(x) und g(x) rein mechanisch dureh die sog. harmonischen Analysatoren 
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erfolgen kann, sind alle Eigensch,Yingungell nach Gleichung (97) und durch 
Übereinanderlagerung der Eigenschwingungen allgemeinere Schwingungen und 
die allgemeinste Schwingung nach Gleichung (98) festgelegt. Die graphische 
Festlegung der Funktionen f (x) nnd g (x) während des, wie oben vorausgesetzt, 
die Schwingungen des :Stabes auslösenden Stoßvorganges und zur Zeit des Stoß
endes (t = 0) kann durch Beobachtung der verschiedenen Werte von x zugeord
neten Verschiebungen und Geschwindigkeiten auf Grund sehr feiner Beobach
tungsmethoden, die von H,amsauer (L) begründet wurden, erfolgen. 

Je größer n ist, um 80 kleiner werden die Werte An und Bn- Der dem Zahlen
werte n = I zukommende größte Wert B n bestimmt die überhaupt größte mög
liche Verschiebung am freien St11bende und gehört der Grundschwingung an 
(Abb. 83). Die höheren Werten von n zugeordneten Eigenschwingungen heißen 
Ne bense h wingun gen. 

4. 1Vellentheorie IlesLäng·sstoßes auf einen einseitig eingespannten Stab. 

Als Ergänzung des im vorstehenden Punkte über die Längsschwingungen eines ein
seitig eingespannten Sb.bes Gesagten soll der die Schwingungen auslösende Stoßvorgang 
auf Grund der Wellentheorie des Stoßes von Poisson, Neumann und De 
Sain t V enan t nunmehr näher betrachtet werden. Es geschieht das des· K D 
wegen, um überhaupt eine Vorstellung von der Schwierigkeit der Lösung des 
Stoßproblemes schon in einem verhältnismäßig einfachen Falle und von 
der Wellentheorie des Stoßes im besonderen zu gewinnen und nicht, weil J(' J;i 
die im zweiten Teile dieses Buches zu llehandelnden Näherungstheorien, 1-H--r~ Y 
vom praktischen Gesichtspunkte allS gesl'hen, wesentlich unbefriedigender 
als jene Wellentheorien wären, die übrigens durch die Versuchsergebnisse auch 
nicht völlig bestätigt wurdpn. Vom Standpunkt der Erforschung der wahren 
Verhältnisse während des StoßeR und naeh demselben ist freilich die Wellen· 
theorie jenen Theorien vorzuziehen, dlt sie Aufschluß über die infolge des r 
Stoßes auftretenden S~hwingllngen des Stabes zu geben vermag. 

Der einseitig eingespannte vertikal stehende Stab St (Abb. 84) von der 
Länge l, dem (~ucrsehnitte}l', der Dichtigkeit Il und dem Elastizitätsmoclulus E 
wird durch einen Körper K mit der Masse M, der vertikal herabfällt, ge
stoßen. Die Geschwindigkeit, mit der die Masse M den Stab erreicht, sei v. 
die Zeit t, zu welcher das geschieht, sei mit t = 0 angenommen. Der Ursprung 0 
des Koordinatensystem!'s liege im Schwerpunkt der frejen Endfläche des 
Stabes, die x·Achse belle mit der Stabachse zusammen. Durch den Stoß 
gerät der Stab in Liingsschwingungen, welche, so wie oben entwickelt, 

. . .. ;)2 ,1 . i)2n . E . 
der Dlfferentml'r1eJclnlll" - . =cc A 2 --- - nut K2 = . "enüven DIe Lösllng 

o '" a /2 iJ er2 fJ, '" " • 

Abb. ti4. 

dieser Differentialgleichung wollen wir jetzt in einer anderen als der oben gewählten Form 
angeben, und zwar in der von (l'Al embert herrührenden, in die, wie sich zeigen läßt, 
erstere überführt werden kann. Wir verzichten aber anf diese Transformation der Lösung (98) 
und beschreiten einen üblichen anderen Weg, d. h. wir führen zwei neue Variable ~ und {} 

. d·· d d 1 d· GI . h ~ + {} + 2l d {} - ~ + 2l em, Iemltt un x ure) le elC nngent= - - 2K- - nn x = 2 zusammen-

hängen. Wir erhalten dann d~2;~ = 0 als transformierte Gleichung, aus der unmittelbar 

u =c ~ rp(~) + f({}) = F(~) + f({})= l'(Kt - x) + f(Kt + x -- 2l) (99) 

gefolgert werden kam) mit rp, f und }I' als willkürliche Funktionen ihn-r Argumente. 
\Vir betrachten zunächst die willkürliche Funktion F(Kt - x), die für t = t) und x = Xl 

einen Wert 11 1 annehme, zu einer späteren Zeit t2 > t) und für x 2 :> x. werde der 
Wert U 2 erreicht. Sollen die 'Werte U I und U 2 gleich sein, so muß Kt. - Xl = Kt2 - - X 2 
oder K (t2 -- tr ) = x2 - Xl bestehen. In der Zeit t2 -- - tl ist daher die Verschiebung u) vom 
Querschnitt mit der Koordinate Xl nach dem Querschnitte mit der Koordinate x2 fort-

geschritten. Die Geschwindigkeit dieses Fortschreitens ist durch K = x2--=-- Xl bestimmt. 
t2 - tl 

Man überzeugt sich leicht, daß K = V ~ auch wirklich die Dimension einer Gesehwindig-

14* 
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keit besitzt. Durch die willkürliche Funktion F (K t ~ x) ist sonach eine in der Richtung der 
positiven x-Achse mit der Geschwindigkeit K vom freien Ende des Stabes fortschreitende 
Längswelle charakterisierbar, die in dem Augenblicke t = 0 einsetzt, in dem der Stoß 
beginnt. In ähnlicher Weise kann man nachweisen, daß der willkürlichen Funktion feine 
vom eingespannten Ende in der negativen x-Richtung fortschreitende Welle entspricht, 
denn wir erhalten dann K(t2 ~ t1 ) = Xl ~ x2' was, wenn t2 > t1 und K > 0 nur einen Sinn 
hat, wenn Xl > x2 ist. Die Längsv~rschiebung u an irgendeiner Stelle des Stabes kann 
sonach bei dieser Auffassung durch Ubereinanderlagerung (Interferenz zweier in entgegen
gesetzter Richtung fortschreitender Wellen) entstanden gedacht werden. Wird das unfreie 
Ende des Stabes unverschieblich angenommen, so muß zu jeder Zeit t für x = l die Ver
schiebung Null werden, d. h. zufolge der Gleichung (99) die Beziehung F (kt ~ l) = f (kt ~ l) 
bestehen, woraus F (K t -- l) = ~ f (K t ~ l) folgt. Die willkürlichen Funktionen müssen 
sonach entgegengesetzt gleich sein, und die Lösung (99) nimmt die Form 

'Il=!(Kt--x)~f(Kt+x-2l) (!l9a) 

an. Die von den beiden Enden des Stabes fortschreitenden Wellen sind demzufolge ent
gegengesetzt gleich, d. h. gleichen Werten x entsprechen entgegengesetzt gleiche Verschie
bungen. Die vom festen Ende in der negativen x-Richtung fortschreitende Welle ist nach 
den Elementen der Physik als die am unfreien Stabende reflektierte ursprünglich in der 
positiven x-Richtung fortschreitende Welle aufzufassen. 

Nachdem die Masse M mit der Geschwindigkeit v das freie Stabende zur Zeit t = 0 
erreicht hat, wird letzteres nicht zur gleichen Zeit die genannte Geschwindigkeit annehmen, 
sondern etwas, wenn aueh sehr wenig, später, sagen wir zur Zeit t = Tl' Während des Inter-

valles Tl steht die Masse M unter den Einflüssen a) ihrer Trägheitskraft - M ~2t~' die in 

der Richtung der positiven x-Achse gerichtet ist (~2t~ ist negativ) ferner b) der nach auf

wärts gerichteten elastischen Reaktion des Stabes F E~3!.., wenn E du (~O°'l!:.. negativ) nach 
ox ox x 

dem Hookeschen Gesetze die Spannuug bedeutet, die am gestoßenen Ende während 
der Zeitspanne Tl herrscht schließlich c) auch noch des Schiebestoßes, den wir in jedem 

Zeitaugenblick mit M~i- (die gesamte Stoßkraft für die Zeitspanne Tl ist J~ ~~- dt) mit 

o 
c = <p(t) als Geschwindigkeit des gestoßenen Stabendes für einen beliebigen zwischen 0 
und Tl liegenden Zeitwert t. Zur Zeit t = Tl wird c = v. Als kinetische Gleichung für die 
Masse M in dem angegebenen Zeitintervall haben wir nach dem d' Alembertschen Prinzipe 

~Md2U -EF~ M drp(t) =0 (a) 
dt2 --I ox + dt . 

Sie kann auch als Grenzbedingung für den Stab im Zeitintervall Tl aufgefaßt werden und 
muß infolgedessen durch die Lösung (!J9a) für x = 0 befriedigt werden. Da nach (99a) .~i 

02 ' ') I 

O ~ I = K2 f" (K t) ~ K2 t" (K t -- 2l) und ~ u, = ~ r (K t) ~ r (K t ~ l) , 
t IX~Ü OX!X~O 

mit f' und r als erste und zweite Ableitung der Funktion f nach dem Argument K t, geht die 
Gleichung (a) in 

f"(K t) +.! -f'(K t) =c j"(Kt- 2l) ~.!... f'(Kt ~ 2l) + 1. ~'J' (b) 
Q I Q 1 K2 dt 

über, wobei P = F ft g l und Q = Mg als die Gewichte des Stabes und des stoßenden Körpers 
eingeführt wurden. Integrieren wir diese Gleichung nach Einführung von C = K t als neuer 

Variabler von 0 bis C unter der Annahme, daß t = i- innerhalb des Intervalles '1 liegt, 

so erhalten wir 

f'(C) + ~ f(Cl = f'(C -- 2l) -- ~- f(~ - 2l) +.!. (p (L) 
ml ml K K 

(c) 

't Q m1 m= P' da J~2' ~r dC == J ~2 • ~~ K dC = 1- rp (~), und weil f'(C) und !(C), ferner 

o 0 
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f'(!; - 21) und I(!; - 21) für t = 0 verschwinden müssen. Letzteres folgt daraus, daß zur 

Zeit t = 0 für jeden Wert x die Werte u und :: Null sind, d. h. die Bedingungen 

Ult~O =/(-x) - I(x - 21) = 0 und (aU) = - 1'(- x) - f'(x - 21) = 0 ax t~O 
zu erfüllen sind; die aus der zweiten Bedingung gezogene Folgerung 1(- x) + I(x - 21) = 0 
mit 0 als willkürlicher Konstanten gibt im Zusammenhalt mit der ersten Bedingung zur 
Zeit t = 0 für jedes x 

o 
1(-x)=2=/(x-21) und f'(-x)=/,(x-21)=0. 

Es ist somit auch 1(0) = 1'(0) = 0 und I( -21) = /'(-2 I) = 0, wenn wir 0 gleich Null wählen. 
Setzen wir in den auf der rechten Seite der Gleichung (c) stehenden Funktionen 

1(!;-21) und 1'(!;-21) für !; = x bzw. für !;-21 = - x, so sehen wir auf Grund des 
Vorstehenden, daß sie für alle ·Werte von x in den Grenzen 0 < x < I, entsprechend 
0< Kt = !; < 21 verschwinden müssen. 

p~ -

Die Gleichung (c) besitzt den integrierenden Faktor lt~) = eQ! = e";l. Wir erhalten so-

nach durch abermalige Integration der Gleichung (c) 

f(!;)=e-'~Z[C1+ f):'{f'(!;-21)- i/~1/(!;-21)+~ 9'(i-)}d!;~, 
oder da die Integrationskonstante KulI ist 

-
1(0 = e -,,:/ ['el;'Z [f'(t; - 21) - ~ I(!; - 21) + -~ 9'(~)1 d!;. 

. ml K K ~ 
(d) 

o 
'Vir wollen nunmehr annehmen, daß die Zeit <I' in der das gestoßene Stabende die Ge
schwindigkeitv annimmt, unendlich klein sei. Wendet man die Gleichung (d) auf die unendlich 

kleine Zeit <I mit <I = ~ als unendlich kleine Größe an, so bemerkt man, daß f(!;) in 

dem genannten Zeitraum selbst unendlich klein wird und aus Gleichung (c) finden wir, 
v 

daß für dasselbe Intervall f'(!;) = j(- wird, da in demselben f'(!; - 21) und I(t; - 21) zu 

Null werden und 9' (~) jetzt den Wert bedeutet, den die Funktion 9' für das Ende des 

Intervalles annehmen soll, das ist den 'Vert der Geschwindigkeit v. 
Die Gültigkeit der Gleichungen (c) und (d) ist, wie ohne weiteres einzusehen ist, nicht 

an die Zeit von t = 0 bis t = <I gebunden. Wir wollen sie nunmehr auf Werte der Zeit 
anwenden, die größer als <I sind, um die Frage beantworten zu können, wie sich der Stab 
in elastischer Hinsicht weiter verhält, nachdem sein gestoßenes Ende die Geschwindigkeit v 
erlangt hat. Die Gleichungen (c) und (d) können wir dann in den Formen 

f'(!;) + ~ /(1;) = f'(!; - 21) - jJ!; - 21) + ~ (c') 
. ml ml K' 

I(!;) = m~v (1- e -,;'/) + e -"~lfii [/'(!; - 21) - 1~1 f(!; - 21l] d!; (d') 
o 

ansetzen. Liegt die Zeit t in einem Intervalle, derart, daß 0< !; < 21, so nimmt t(!;) die 
aus (d') sich ergebende Form _ 

1(1;) = l~V (1- e -,;11) = /1(0 (A) 

an, da f'(!; - 21) und t (!; - 21) in dem genannten Intervall verschwinden und t' (!;) wird 

mit Ausschluß des Zeitintervalles 0 bis <I in dem f'(!;) = R ist, auf Grund der Gleichung (c') 

t 
f'(!;) = ; e -,;t/ = t~ (1;) . (B) 
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Liegt die Zeit t entsprechend dem Intervalle 2l < C < 4l, so liegt C - 2l in dem Bereiche 
0< C < 2l, in dem wir /'(1; - 2l) und f(C - 2l) bereits kennen. Es ist daher möglich, 
das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (d') für den neuen Bereich zu berechnen, 
das, wenn wir C - 2l = C' setzen und bemerken, daß die Grenzen des Intervalles im Bereiche 
0< C < 2l liegen, in 

L, 

''-'+01 f~ ~'+21 [ " ( ")] " ('L') J 1 = e - ' U/; e'mi; e -,~ I _ ~ I _ e- ';<1 d C' = 2; e - ';11 " _ v;; 1 I _ e -;,. I 
o 

übergeht. Infolgedessen wird bei Wiedereinführung von C 

f(C) = - ml v e-":I...L m~~ :-L' I...L ~ (C _ 2l)l /~;;;~/J 
K 'K ' ml J 

oder 

Mit Ausschluß des Zeitintervalles 0 bis Tl wird f' (~) in dem Bereich 2l + Cl< C < 4l gleich 
dem aus (c') berechenbaren Wert 

nC)= ~ e3~,~1 _; (l_e3~,2/)+~ e-":I-; [1+ ~l(C-2l)J e-';~,~l +; 
oder L 

f'(C) = f~ (C) + ; [I - ~l (C - 21)] e-~;:;N = f~ (C). (BI) 

Im Bereiche 4l<' < 6l kann das Integral der rechten Seite von (d'), da /'(C - 2l) 
und !(C - 2l) dann im Bereiche 2l < C < 4lliegen, und daher bereits bekannt sind, nun· 
mehr berechnet werden. Dasselbe ist soweit es sich auf den Bereich 2l < C < 4l allein 
erstreckt durch 

bestimmt, wenn wir wieder 1; - 2l = C' setzen. 
Hierzu kommt noch das über den Bereich 0 < C < 2l sich erstreckende Integral, 

das wir bereits oben mit J 1 gefunden haben. Der ganze im Bereiche 41< C < 6l gültige 
Wert von f(C) wird daher 

t _41 

I(C)=/2(C) + m~'){I_ [I + ~l~('-4l)2]e-~}=f3(C) (A 2) 

und f'(C) im Bereiche 4l + Cl < C < 6l wird aus Gleichung (c') nach leichter Rechnung mit 
[_41 

f'(C)=f~(')+; [1-~1('-4l)+ m:l2('-4l)2Je-~ =f~(C) (B2) 

gefunden. Auf diese Weise kann weiter verfahren werden. Es müßte jetzt die Funktion f(Cl 
im Bereiche 6l< C < Sl bestimmt werden usf. Die Gleichung (d') ist sonach als Rekur. 
sionsformel zur Berechnung von I(C) anzusehen. 

Nachdem die Form der in Gleichung (99a) eintretenden Funktion f gefunden wurde, 

k ·· ßu d d' V h' b h . d' k 't ßu f" 'ed W d b onnen u, ß x un le ersc le ungsgesc Will 19 el 7ft ur J en ert von x un t e· 

stimmt werden. Es wird 

ßu ßu 
ßx = - f'(Kt - x) -f'(Kt+ x-21} und 7ft =K[f'(Kt- x) - f'(Kt+ x-2l)]. (99b) 

Die Zeit T, zu welcher der Stoß zu Ende ist, kann aus der Bedingung gefunden werden, 

daß für dieselbe und für x = 0 die Verzerrungskomponente ~; zu Null geworden ist, da 



Wellentheorie des Längsstoßes auf einen einseitig eingespannten Stab. 215 

mit dem genannten Zeitpunkt die beiden einander stoßenden Körper sich voneinander 
zu trennen beginnen. Solange 0< Xt < 2l wird, da f'(Xt - 2l) in diesem Bereiche Null 

He 
ist, - (OU) = ~e - ml (Gleichung B) d. h. (OoU) ist in dem genannten Bereiche 

OX ",=0 K x ",=0 
negativ, das Ende des Stoßes kann also keinesfalls in diesem Bereiche liegen. In dem 
Bereich 2l + Cl < Xt < 4l wird [Gleichung (BI)] 

(OU) v _EI V [2 ] _EI-21 V _EI-2~ 
_:__ =--e '1<1+_ I--(Xt-2l) e ",1 +-e ml 

\d x '" = 0 X K m 1 X 

+~ 1--(Kt-4l) e--",-j-· [
2 ] (EI-41) 

X ml 

Das letzte Glied in diesem Ausdruck hat keinen Sinn, da X t - 4l außerhalb des Bereiches 
fällt. Die übrigen Glieder ergeben zusammengefaßt 

- (~'!!\ = ~ e -~:- 11 + 2 e ~ ( 1 _ X t - 2l) ] . 
ox)",=o X 1_ \ ml 

2 

Der Ausdruck in der Klammer kann verschwinden, wenn (Iitm I 2I - 1) 2em = I,d.h. wenn 

diese Gleichung besteht, dann fällt das Ende des Stoßes unter der Voraussetzung in den 
Bereich 2I + Cl < X t < 41, daß die aus dieser Gleichung sich ergebende Zeit innerhalb 
dieses Bereiches liegt. Wir finden durch Lösung der letzten Gleichung nach X t die Be
dingung dafür, daß das Ende des Stoßes in dem genannten Bereiche liegt 

ml -~ 
Kt=21+ml+ Te ", <41, d. h. 2 + e -f,. < -.! . 

m 

Man kann berechnen, daß für m = 1,7283 die Gleichung 2 + e -~ = ~ befriedigt wird; 
m 

wenn demnach m< 1,7283, dann fällt der Stoß in das Intervall 2I + Cl < Xt < 4I und 

die Stoßdauer wird T = ~ [2 + m + 1/1,; -+']. Für den Fall als m > 1,7283 ist, kann das 

Ende der Stoßzeit nur für eine Zeit X t > 4l erfolgen. In welchem Bereiche das tatsächlich 
der Fall ist, wenn m einen zweiten zu bestimmenden Wert nicht überschreitet, kann auf 
ähnliche Weise wie oben erschlossen werden. So zeigt sich, daß für 1,7283< m < 4,1511 
die Stoßzeit in dem Bereiche 4I + Cl < X t < 6I liegt usw. 

Hat man U und ~:' ~y als Funktionen von x und der Zeit t berechnet, so ist die 

elastische Bewegung des Stabes vollkommen festgelegt und man kann bei einem gegebenen 

Wert der Länge 1 des Stabes, der Größe X = -V: ' des Verhältnisses m der Masse des 

stoßenden Körpers zum gestoßenen, 
ferner der Geschwindigkeit v mit der der ~{. 7J 
stoßende Körper auf den Stab auffällt, 
Kurven konstruieren, welche zu einer 

b · Z . ou OU I F k estlmmten elt U, 0 x' 81, a s un-

tionen von x oder diese Größen für ein be
stimmtes x als Funktion der Zeit dar-
stellen. Man kann auch nachweisen, daß 

die größten Werte von ~: am festen 
o Stabende auftreten und je nach dem 

Werte von m verschiedene Werte an
nehmen. Darauf soll aber hier nicht näher 
eingegangen werdenl . Die Abb.85 zeigt 
z. B. schematisch für m = 1 und das gestoßene Ende, 

Abb.85. 

d. h. für x = 0 eine Kurve, deren 

1 Siehe hierzu z. B. A. E. H. Love: Lehrbuch der Elastizität, S. 498. Leipzig: 
B. G. Teubner 1907. 
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Punkte durch ,; = Kt und 1] = u K bestimmt sind. Dem Punkte A entspricht das Ende 
l v 1 

der Stoßzeit, nach welcher das gestoßene Ende des Stabes periodisch auf- und abschwingt. 
(Gestrichelte Kurve.) 

Zusammenfassend kann man sagen, daß beim Stoß einer mit lebendiger Kraft begabten 
Masse gegen einen einseitig eingespannten Stab, in dessen Längsrichtung Yom gestoßenen 

Ende Kompressionswellen ausgehen, die sich mit der Geschwindigkeit K = Vf gegen das 

feste Ende fortpflanzen und dort reflektiert werden (allgemeine Lösung (99a)), wodurch 
der Stab in elastische Schwingungen gerät, deren Ablauf in verschiedenen Zeitperioden 
durch verschiedene aus den Gleichungen (A), (Al)' (A 2 ) und (B), (BI)' (B2 ) usf. sich er
gebende Funktionen f(C) und f'(') bestimmt sind, die außer von der Zeit auch noch yon 
der Geschwindigkeit mit der der stoßende Körper auffällt, dem Verhältnisse der i\lasse des 
stoßenden Körpers zur Masse des gestoßenen Körpers, der Länge des Stabes und dem 
Werte von K (Schallgeschwindigkeit) abhängen. 

Die elastischen Schwingungen werden durch Hysterese, den Luftwiderstand und durch 
die innere Reibung im Verlaufe der Zeit immer kleiner, d. h. sie werden gedämpft. Darauf 
wurde aber bei obiger Rechnung keine Rücksicht genommen. (Siehe auch die Näherungs
methoden im Punkte 2, Seite 407 H. des zweiten Teiles, zur Lösung des Stoßproblemes für 
die Fälle des Längs- und Querstoßes eines geraden Stabes.) 

5. Berechnung des Spannungszustandes in rotierenden 
kreiszylindrischen Scheiben. 

Wenn ein Kreiszylinder um seine Achse mit gleichbleibender Winkelgeschwin
digkeit w rotiert und von der Schwere abgesehen wird, so steht jedes Volumen
eIement, das wir uns nach Abb. 25 aus dem Zylinder herausgeschnitten denken, 
unter dem Einflusse der normal zur Rotationsachse von derselben weggerich
teten Fliehkraft, die die angreifende Kraft ersetzt, und der von der Umgebung 
des Volumenelementes auf dasselbe übertragenen inneren, den Spannungen 
entsprechenden Kräfte. Es liegt sonach ein Fall der Kinetostatik vor (S.200). 
Was die Spannungen anbelangt, so ist zunächst klar, daß auf die Flächenelemente 
2,3,6,7 und 1, 4, 5 P, die auf koaxialen Zylinderflächen liegen, Zugspannungen 
übertragen werden, die wir bei Einführung von Zylinderkoordinaten r, rp, z in 
üblicher Weise mit (Jr bezeichnen (S. 90). Dieselben können infolge der Sym
metrie der Verhältnisse um die z-Achse nur Funktionen von r sein. Längs den 
radial gelegenen Elementen 1,2,5,6 und P, 3,4,7 werden Zugspannungen (Jt wirk
sam werden, die aus dem für die Spannungen (Jr angegebenen Grunde gleichfalls 
nur Funktionen von r sind. Mit den Spannungen (J,. und (Jt Hind in tangentieller 
Richtung notwendig Verlängerungen der dem Körperehen angehörigen Kreis
elemente und in radialer Richtung Verkürzungen der Kanten parallel zur z-Achse 
zugeordnet. Da letztere ebenfalls Funktionen von r sein werden, so können un
endlich dünne Scheiben in die wir uns den Zylinder vor der Deformation normal 
zur Zylinderachse geteilt denken können, nicht unabhängig voneinander ihre Ge
stalt ändern. Die Folge davon ist das Auftreten von Normalspannungen (Jz in 
den Flächenelementen 1, 2, 3, 4 und P, 5, 6, 7, die als Funktionen von rund z zu 
betrachten sind. Letzteres ist im Zusammenhang mit bereits gemachten Be
merkungen auch daraus zu schließen, daß die Spannungen (J z an den ebenen Be
grenzungsflächen des Zylinders, die kräftefrei sein sollen, infolge der zu erfüllen
den Grenzbedingungen Null sein müssen. Die Gleichgewichtsbedingungen für 
ein unendlich kleines Volumenelement erfordern dann aber auch das Vorhanden
sein von Schubspannu~gen "TZ und" zr in den zylindrischen und zu diesen normalen 
Flächenelementen. Diesen zufolge werden sich zur Mittelebene parallele Ebenen 
krümmen, die Mittelebene allein wird eben bleiben. Der beschriebene räumliche 
Spannungszustand ist in Abb. 86 dargestellt. 
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Ist die Höhe des Zylinders unendlieh klein oder Hehr klein, so erhalten wir 
eine kreiszylindriHche Scheibe und eH verschwinden die Spannungen Gz und 
T rz = T zr oder können, ah annäherungsweise nicht in Betracht kommend, weg
gelassen werden. Der Spannungs7.lIstand ist dann ein ebener, oder kann 
angenähert als ein ebener angesehen 
werden. Bei einer solchen Annahme 
über den SpannungHzustand besagt 
die ein7.ige notwendige und hinreichen
de Gleichgewichtsbedingung, daß die 
Summe der in radialer Richtung ver
laufenden Komponenten aller an 
einem Körperelement nach Abb.86 
angreifenden Kräfte parallel I\ll einer 
durch die z-Achse gehenden Sym
metrieebene desselben versehwinden 

(tlz • # dz)rdpdr 

soll, d. h. die Bedingung .-\.bb.86. 

( (da, r) ) d 'P 
G·rr +di rlr dfpdz - Grrdrpdz - 2G t drdz"2 + flw 2 r· rdrpdrdz = 0 (a) 

erfüllt werden muß. Das let7.te Glied von (a) bezieht sich auf die von der z-Achse 
weggerichteteFliehkraft mit fl als Massendiehtigkeit. Nach leieht erkennbarer 
Umwandlung erhaltcn wir aus (a) 

da, (a, -" a,) .J 2 0 a::;: +- r T flrw = . (lOO} 

Die Verzerrungskomponenten em ett lind ezz in radialer, tangentialer Richtung 
und parallel zur z-Aehse ergeben sich für unendlich dünne Scheiben durch ein
fache geometrische Überlegungen bei Gültigkeit deH Hookeschen GesetzeH mit 

cl If, 1 ( a,) 1l, 1 I a, J 1 
elr = "(lI" = irT G r dW,m' ~tt =":;: =~ E LGt - m ' 

Cz z = d-z- = -Em (G t + Gr) . 

(101) 

Die für unendlieh dünne Scheiben Htreng gültigen Gleichungen (a), (100), (101) 
können wir niihenmgsweise aueh für Körperelemente einer dünnen kreis7.ylin
drischen Seheibe von der cndlichen aber kleinen Dicke d übernehmen, wenn die 
Körperelemente durch r, drp, dr und eine Höhe gleieh der Dicke der Seheibe 
bestimmt und die Spannungs- und Verzerrungskomponenten als Mittelwerte 
aufgefaßt werden (in die Dritte der Beziehungen (101) müssen dann natürlieh 
partielle Difforen tialzeichen eintreten). 

Bildet man ~'~~ ~1US der I\weiten der Gleichungen (101) lind setzt den erhal

tenen Wert dem ,WH der ersten der Cleichungen gleich, so erhalten wir 

_! (G _ a,) .1_ ."~. (da, __ l_. da,) r = l-l~ G - a,] 
E t 1ft E cl,' 1ft dr J~ r 1ft 

oder zusammengefaßt 
d 

(G t - Gr) (1 +rn) + r dr (m Gt - Gr ) = O. (102) 

Durch (100) und (102) Rind zwei Gleichungen zur Bestimmung der mittleren 
Werte der Spannungen G t und Gr gegeben. Aus (100) folgt 

(b) 
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und daraus durch Differentiation nach r 

dat ') dar d2 ar 2 a:;: = ~ dr- + r dt2 -+- 2/krW (c) 

.setzen wir (Jt und ~~t aus (b) und (c) in Gleichung (102) ein, so bekommen wir 

eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zur Bestimmung von (Jr 

2 d2ar +3 dar+~m+l 22-0 
r dr2 • r dr m fhr W - • (d) 

Führen wir in diese Gleichung ~a~ = p ein und dividieren durch r 2 so ergibt sich die 

h 1· D'ff t' 1 1 . h tOd dp 3 :lm -1-1 2 2 nac p meare 1 eren Ia g ClC ung ers Cl' I' l1ung dr + r p = ---;11 fh W , 

:3m + 1 
die in der Form d [pr3J = - fh2 w2 r 3dr zu dem Integral 

m 

führt, mit Hilfe dessen schließlich 

(J = - -~ - 3m -t1 1l2 w2 r2 + lJ = _1'1 + lJ _ am_I-~ 112 w2 r2 (103) 
r 2 r" 8 m " r" 8 m " 

folgt mit A, C, D als Integrationskonstanten. Mit dem gefundenen Werte von 
Gr kann die Spannung (Ji mit 

(103) 

berechnet werden. Die Integrationskonstanten A und D werden durch die ge
gebenen Bedingungen bestimmt, von denen die eine besagt, daß für r = a mit a 
als Radius des Zylinders (J,. = 0 sein muß, da die Mantelfläche des Zylinders 
kräftefrei ist, woraus 

0 - A +]) 3m + 1 2 2 2 - - -a" - - Sm fh W a (e) 

folgt. Die zweite Bedingung bezieht sich darauf, daß für r = 0 die Spannungen 
G t und (Jr gleich sein müssen, da sonst nicht Gleichgewicht. bestehen könnte. 

3m+l 
Daraus folgt A = 0 und damit aus (e) D = 8m fh2 w2 a 2. Die Gleichungen 

(103) gehen sonach in 
3m -I 1 2 2 (2 2) 

(Jr = Sm fh W a - r , 
(104) 

über. Die Spannungen (Jr und (J t erreichen ihre Höchstwerte für r == 0 d. h. in 
der Scheibenachse. Für alle Werte von rist (Jt > (Jr wenn m > 2 gesetzt wird. 

Diese Rechnung wurde zuerst von M. Grübler (L) durchgeführt, der sie 
auch auf Scheiben mit einem zentralen kreiszylindrischen Loche erweiterte. 
Wenn letzteres den Radius a1 besitzt, so lauten die beiden Grenzbedingungen 
zur Bestimmung von A und D in den auch jetzt gültigen Gleichungen (103) 

(f) 
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aus welchen die Werte von A und D mit 

folgen. Die Ausdrücke für die Spannungen (Jr und (Jt nehmen dann die Formen 

(J = 3m + l u .2m2 [(a + a2) - r2 - a i a
2] I r 8m ,- 2 1 r2 , 

3 m + 1 2 2 [ . 2 m + 3 2 ai a2 ] 
(Jt=sm fl m _(a2+al)-3m+lr +~ , 

(105) 

an. Die Gleichungen (105) gehen in die Gleichungen (104) über, wenn a l = 0 
gesetzt wird. Das kreiszylindrische Loch ändert somit die Verteilung der Span
nungen (Jn (Jt vollständig. Die Spannung (Jt erreicht ihren Höchstwert für r = al , 

die Spannung (Jr wird extrem für r = -Val a, wie man leicht ableiten kann, und 
für m > 2 ist (Jt > (Jr' 

Grübler fand bei seinen Versuchen mit rotierenden Sandsteinscheiben, daß 
bei Steigerung der Winkelgeschwindigkeit m zuerst Sprünge in radialer Richtung 
auftreten. Das deutet auf einen Trennungsbruch infolge Überschreitung des für 
das )Iaterialnoch erträglichen Wertes von (Jt hin. Durch Anbringung eines kreis
zylindrischen Loches in einEer Scheibe wird die Bruchgefahr größer als sie wäre, 
wenn die volle Scheibe mit der gleichen Winkelgeschwindigkeit rotierte, da im 
ersteren Falle 

() _3m+1 2 2'1'> 2-1-
(Jt max - ----sm fl (j) ~ - a , 

2(m-l) 2l 
3m + I alJ, 

im letzteren Falle aber 
_ 3m + I 2 2 2 

«(Jt)max - -Sm - fl 0) a . 

(g) 

(h) 

Selbst wenn das Loch einen sehr kleinen Durchmesser hat, so daß wir im 
Ausdruck (f) das zweite Glied vernachlässigen können, wird durch Anbringung 
des kreis zylindrischen Loches die größte tangentielle Spannung zweimal so groß 
wie für die volle Scheibe. 

Sind die Spannungen (Jt und (Jr als Funktionen von r gefunden, so ist es leicht 
auch den Deformations- und Verschiebungszustand auf Grund der Gleichungen 
(101) auszurechnen. 

Hierzu wäre nur noch zu erwähnen, daß w. aus der dritten dieser Gleichungen sich als 
Funktion von rund z herausstellt. Daraus folgte eine Krümmung der zur Mittelebene 
parallelen Ebenen, was nach den eingangs gemachten Bemerkungen einen anderen Spannungs
zustand als den voraussetzt, für welchen die Rechnung durchgeführt wurde. Darin zeigt 
sich der Näherungscharakter derselben. 

Bezüglich rotierender Scheiben mit veränderlicher Scheibenhöhe siehe das Werk von 
A. Stodola: Die Dampfturbinen, 1900. 



Zweiter Teil. 

Näherungstheorien zur Berechnung gerader Stäbe. 

I. Statische Beanspruchung gerader Stäbe. 

1. Allgemeine Bemerkungen über Annäherungstheorien und 
Annäherungsverfahren. 

Die Lösung elastischer Gleichgewichtsprobleme geschieht in der Regel durch 
Annäherungstheorien, und zwar hauptsächlich aus den folgenden Gründen. 

Der erste Grund ergibt sich aus der Forderung nach Einfachheit, die bei 
exakter Lösung, wenn eine solche überhaupt gefunden werden kann, nur in ver
einzelten Fällen möglich ist. Handelt es sich doch bei einer solchen um die Lösung 
von partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung bei gegebenen Grenz
bedingungen, wodurch ein sehr ansehnlicher mathematischer Apparat bedingt 
ist, dessen Handhabung an die mathematische Schulung des Ingenieurs Höchst
anforderungen stellt. Der letztere braucht in der Praxis durch Versuchsresultate 
gestützte einfache Formeln, von deren genügend richtiger Anwendbarkeit auf 
besondere Fälle er überzeugt ist, und deren Gültigkeitsbereich er auch auf Grund 
seines Studiums der allgemeinen Theorie und der bezüglichen Erfahrungen kennt. 
Die Theorie bietet ihm eine Stütze bei auftretenden Zweifeln, und deswegen wird 
er sie nicht gering schätzen sondern im Gegenteil um deren volles Verständnis 
und deren Erweiterung bemüht sein. "Theorie ist etwas sehr Praktisches", sagte 
einmal ein bekannnter Forscher. 

Der z".'eite Grund liegt darin, daß die Voraussetzungen der bis nun bekannten 
exakten Theorie vielfach in der Praxis von vornherein nicht erfüllt sind, wie 
ja zur Genüge aus den Auseinandersetzungen im ersten Teile hervorgeht. In 
solchen Fällen wird lieber gleich zu einer Näherungstheorie Zuflucht genommen, 
die mit besonderer Berücksichtigung der Forderung der Einfachheit und bei 
steter Bedachtnahme auf die Vermeidung von Widersprüchen mit allgemein 
gültigen Prinzipien (wie zum Beispiel Gleichheit der Schubspannungen in zwei 
aufeinander normalen Flächenelementen) den erfahrungsgemäßen Verhältnissen 
vorliegender Einzelfälle in ihren wesentlichen Belangen gerecht zu werden ver
sucht. Die im ersten Teile behandelte genauere Theorie setzt unter anderem voraus, 
daß die Werkstoffe homogen und isotrop sind, dem Hookeschen Gesetze innerhalb 
eines gewissen Bereiches der äußeren Beanspruchung folgen und in diesen Be
reichen sich auf Zug und Druck gleich verhalten. Diese Voraussetzungen sind 
bei vielen wichtigen Stoffen von vornherein nicht erfüllt, wie bei Gußeisen, 
Holz, Zement, Mörtel, Beton u. a. Für diese Stoffe wäre auch eine exakte Lösung 
eines Gleichgewichtsproblemes von vornherein nur eine Näherungslösung. 

Die Näherungstheorien in der Elastostatik gehen gewöhnlich von Annahmen 
über die Deformationen und den Spannungszustand aus, die durch die Gleich
gewichtsbedingungen für endliche Teile des ganzen Körpers und die Erfahrung 
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unter Wcglai'!sung nicht Üli'! Gewicht fallender Faktoren gestützt sind (Vorgang 
der Abstraktion). In der Regel erachtet man das Hookesche Gesetz für genügend 
genau erfüllt, was innerhalb der Größen der Beanspruchung, die praktisch mit 
Rücksicht auf die Sicherheit der betreffenden Konstruktion zu erwarten sind, 
häufig als zutreffend angesehen werden kann. In Ausnahmefällen, insbesondere 
zur Klärung von Unstimmigkeiten mit der Erfahrung, legt man auch ein anderes 
ElastizitätHgesetz, wie z. B. das Potenzgesetz zugrunde. 

In der technischen Biegungstheorie gerader Stäbe z. B. gilt als das Wesent
liche der Deformationen des ganzen Stabes die verformte Schwerachse des
selben, für die nur Verschiebungen normal zu ihrer ursprünglichen Lage als 
vorhanden angenommen werden, Verschiebungen parallel zu derselben werden 
als kaum ins Gewicht fallend vernachlässigt. Um die Gleichung der durch
gebogenen Schwerachse bestimmen zu können, nimmt man weiter an, daß die 
vor der Gestaltsänderung des Stabes ebenen Querschnitte normal zur Stabachse 
auch nach der Durchbiegung eben bleiben. Genauere Messungen zeigen, daß der
artige Annahmen tatsächlich gemacht werden können. 

Die Grenzbedingungen werden oft zur Begründung einer Annahme über den 
Spannungszm;tand herangezogen, wofür bereits ein Beispiel im ersten Teile 
(Seite 50) gegeben worden ist. Da die Bedingungen an der Oberfläche selbst 
in scheinbar sehr leichten :Fällen schon sehr verwickelt sind, werden sie in der 
l~egel durch einfachere ersetzt unter Mitheranziehung des De Saint Venantschen 
Prinzipes (Seite 20ff.). So sind z .B. die Grenz bedingungen an der Einspannungsstelle 
des in Abb. 7, S. 21 dargestellten einseitig im Mauerwerk gelagerten Kragträgers 
gewiß nicht einfach, in erster Linie deswegen, weil das Mauerwerk selbst elastisch 
nachgiebig ist. Die bezügliche Näherungstheorie vernachlässigt diese Nach
giebigkeit und setzt eine sogenannte feste Einspannung voraus, fallweise macht 
sie Annahmen über die Durchbiegung an der Einspannungsstelle, die durch die 
Erfahrungen gestützt werden müßten. Aber auch bei fester Einspannung sind 
die Grenzbedingungen noch verwickelt genug, sie müssen aussagen, daß sich 
kein Punkt an der Oberfläche des eingespannten Stabes verschieben kann, was 
wieder einer bestimmten Verteilung der Einspannungskräfte über die Ober
fläche des eingespannten Teiles entspräche. Die Ermittlung dieser Verteilung 
wäre nicht möglich, wenn man nur die Gleichgewichtsbedingungen für den starren 
Körper heranzöge. In der Näherungstheorie ersetzt man die Reaktionskräfte 
durch V = - R , MB = R·l und MD = R 'YJ, wozu man auf Grund des De Saint 
Venantschen Prinzipes um so eher berechtigt ist, je dünner der Stab und je 
kürzer die Einspannungslänge im Vergleich zur Länge des ganzen Stabes ist. Be
züglich der Deformationen des Kragträgers nimmt die Näherungstheorie an, daß 
die durchgebogene Stabachse an der Einspannungsstelle eine horizontale Tangente 
besitzt, was natürlich den wahren Verhältnissen auch nicht vollkommen ent
sprechen wird. 

Mit den Näherungstheorien sind nicht zu verwechseln die Näherungsverfahren, 
welche zur Lösung der exakten Grundgleichungen der mathematischen Elasti
zitätstheorie angewendet werden. 

2. Die verschiedenen Beanspruchungsarten von geraden Stäben. 
I<~in irgendwie gestützter gerader zylindrischer Stab (Abb. 87) sei einer be

liebigen äußeren Beanspruchung durch ein an der Oberfläche wirkendes räum
liches Kraftsystem ausgesetzt. In der Abbildung weist das schraffierte Rechteck 
in der üblichen Weise auf eine gleichmäßig über die Länge a des Stabes verteilte 
Oberflächenkraft mit q Krafteinheiten auf die laufende Längeneinheit hin. Die 
Schraffierung normal zur Stabachse deutet die Kraftrichtung an. 
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Wir legen ein Linkskoordinatensystem xyz mit der x-Achse in die Schwer
achse und dem Ursprung 0 in den Schwerpunkt des linken Auflagerquerschnittes ; 
die y- und z-Achsen sollen mit den zentralen Trägheitshauptachsen des linken 
Auflagerquerschnittes zusammenfallen. Das Gleichgewicht des räumlichen Kraft
systernes erfordert die Erfüllung von sechs Gleichgewichtsbedingungen 

ZP",+ZV,,=O, 

2)Py +..1'Vy =O, 

ZPz + ZV z = 0, 

2) Mj! + 2; M~ = 0 , 1 
2;.M~! + 2)~11~ c .= 0, (a) 

ZM~ + 2'M} = 0; 

AbI!. 87. 

Die ersten drei Gleichungen (a) 
beziehen sich auf die Kraft
summen in den Richtungen :I:, 

y, z, der untere Zeiger einer wir
kendenKraft P oder einer Stütz
kraft V weist auf die Achsen
richtung hill. Die letzten drei 
Gleichungen (a) beziehen sich 
auf die Summen der axialen 
Momente der angreifenden 

Kräfte und Stützkräfte, der obere Zeiger weist auf die betreffende Achse hin, 
mit Bezug auf welche das Moment genommen wird, der untere Zeiger deutet auf 
die Kraft, deren axiales Moment aufgestellt wird. In den kürzeren Vektor
gleichungen (b), die zusammen dasselbe besagen wie die Gleichungen (a), weisen 
die oberen Zeiger der Momente 9)~ auf den Reduktionspunkt 0 hin. 

Wir legen durch den Punkt 0' der Stabachse, der den Querschnitt in der 
Entfernung x vom linken Auflager festlegt, ein Koordinatensystem x y' z' parallel 
zum System xyz, wählen 0' als Reduktionspol für die Zusammensetzung der 
links vom Querschnitt am Stabe angreifenden KriLfte und bilden für ihn die 
Reduktionsresultante ffi und das Reduktionsmoment illL Durch Zerlegung von 
ffi und illC in drei Komponenten N, Qy, Qz bzw. MD, MEv' M Bz parallel zu den 
Achsen x, y', z' (oder x, y, z) erhalten wir für den Quen;ehnitt :r in N die Normal
oder Längskraft parallel zur x-Achse, in c.;y und Qz die Querkräfte parallel zur 

y- und z-Aehse, aus welchen die resultierende Querkraft Q = ii;?; + (;1; ge
folgert wird, in MD das Drillungs- (Drehungs-) oder Torsionsmoment, in MB!; 
und M Bz die Biegungsmomente mit Bezug auf die y- und z-AehRe, welche zu
sammengesetzt das resultierende Biegungsmoment MB = flil~;;--I-.-M-t: er
geben. N und Qy, Qz werden als positiv bezeichnet, wenn sie H,ichtungen entgegen
gesetzt den positiven Richtungen der Koordinatenachsen besitzen, desgleichen 
werden Mn, MB '11 , M Bz positiv genommen, wenn sie entgegengesetzt den positiven 
Drehungssinnen wirken, der die Achsen x, y, z ineinander überführt. Es ist selbst
verständlich, daß bei Gleichgewicht die Vektoren mund \JR für die links vom 
Querschnitt x gelegenen Kräfte entgegengesetzt gleich den Vektoren sein müssen, 
die sich ergeben, wenn wir die Kräfte rechts vom Querschnitte x mit Bezug auf 
den Punkt 0' als Reduktionspol zusammensetzen. Hiervon wird häufig Gebrauch 
gemacht, weil die Berechnung der Komponenten von ffi, illC oft für eine der ge
nannten Kraftgruppen einfacher wird. 

Je nach der Wirkungsweise der äußeren Kräfte können hauptsächlich folgende 
Fälle voneinander unterschieden werden. 

a) Die angreifenden Kräfte P sollen nur auf die eine freie Endquerschnitts
fläche wirken und eine H,esultante haben, die in die Stabachse hineinfällt. Die 
Stützung des Stabes erfolge in der zweiten Endquerschnittsfläche (deren Elemente 
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sich normal zur Stabachsc frci bcwegen können) derart, daß auch die Reaktions
kräfte durch eine in die Stabach"e fallende Resultante dargestellt werden. In 
diesem Falle reduzien'n sich die Bedingungen (a) auf die erste derselben, und es 
liegt eine Bm1m;pruchllng mIf Zug oder Druck vor, je nachdem die Resultante der 
iiußerün Kräfte in bezug auf dell Stab nach außen oder innen wirkt. Trifft 
letzterml zu, so kann statt Druckbeanspruchung auch Knickungsbeanspruchung 
vorliegen, wenn die (~uerdimensionen des Stabes klein sind gegenüber seiner 
Länge. Von mund 9)( vPJ'schwindcn sämtliche Komponenten mit Ausnahme 
von N. Wäre die eine EndquCI'sehnittsfläche unveränderlich festgelegt, so wäre 
die Zug- (Druck-) Beanspruchung in dercn Nähe nicht streng vorhanden. Bei im 
Vergleich zu den Querdimem;ioncn langen Stäben wird aber diese Störung des 
Spannungszustaudes in der Nähe der gestützten Fläche vom verschwindenden 
Einfluß auf den Spannungszustand im übrigen Bereiche des Stabes sein. 

b) Es sGicn bei Aus>lchluß de>l Falles unter a) nur Kräfte in einer durch die 
x-Achse gehenden Ebene wirksam, die als Kraftebene bezeichnet wird. In den 
Beispiele hicrfür zeigenden Abb. 88 bis 92 ist die Kraftebene mit K E bezeichnet 
lind deren Schnitt mit den Endquerschnittsflächen des als Kragträger gedachten 
Stabes hervorgehoben. 

Je nach der besonderen Lage der Kraftebene mit Bezug auf das System xyz 
und dpr beROudcreu Annahme der Kräfte in dieser Ebene können folgende Unter
fälle eintreten. 

1. Allgemeinster Fall. Die Kmftebene schneidet die yz-Ebene in einer 
beliebigen nicht mit einer der Hauptzentralachsen zusammenfallenden Gemden. 
Es liegt Beanspruehung auf ebene schiefe Biegung, Schub und Zug (Druck) 
vor, die häufig kürzel' als Beanspruchung auf schiefen exzentrischen Zug (Druck} 
und Schub bezeichnet wird, und zwar auf Grund der allgemeinsten Annahme, 
daß die x Komponenten der an ihre Angl'iff;.;punkte gebunden gedachten äußeren 
Kridte Hieht mit (leI' Stahachse zmmmmenfallen. Die zu erfüllenden Gleich
gewiehtsbedinguJlgen sind dalln 

~'Px + .2Vx = (), 

~'Plj +- 1..,'VlI~ 0, 

l,'Pz + 2'Vz = 0, 

~'Mlj, + .2 M1(r = 0, I 
)' M"p + .2 M~ = 0 , 

(a') 

die Momentengleichlillg mit Bezug auf die x-Achse ist von vornherein erfüllt. 

'Vürden die äußeJ'('n Kräfte zwar die Stabachse schneiden, aber nicht in einer Ebene 
liegen, dann wären die GIeidnmgen (a') ebenfalls die zu erfüllenden Gleichgewichtsbedin
gungen. Es läge dann Beanspruchung auf räumliche schiefe Biegung, Schub und Zug 
(Druck) vor. Ihre Behandlung wird aber auf jene zweier Beanspruchungen auf ebene ge
rade Biegung, Schub, Zug (Druck), zurückgeführt (siehe weiter unten). 

Wie noch zu entwickeln sein wird, hängt die schiefe Biegungsbeanspruchung 
mit dem Auftreten von Biegungsmomenten JJJB'V und MB., die Schubbeanspru
chung mit dem Auftreten VOll Qllerkräften Q y' Qz, die Zug- (Druek-) Beanspruchullg 
mit dem Auftreten VOll Normalkriiften N in den verschiedenen Querschnitten 
des Stabes zusammen. Abb. 88 stellt bei Wirkung der stark ausgezogenen 
Kraft P die mit Schub verbundene schiefe exzentrische ZlIgbeanspruchung 
in einem Beispiele dar. Hätte die Kraft, P die strichlierte Lage, so läge wohl 
auch Beanspruchung auf schiefe Biogung, Zug und Schub vor, die Bezeichnung8-
weise exzentrisch<> schiefe ZugheanRpruchung hätte aber keine Berechtigung. 

2. Die durch die Stabachse gelegt gedachte Kraftebene schneidet die yz -Ebene 
in einer Hauptzentralachse, fällt also entweder mit der xz- oder xy-Ebene zu
sammen. Nunmehr reduziert sich die Zahl der statischen Bedingungen (a') 
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auf drei, da dann entweder die auf z- oder y-Achse bezügliche Momentensumme 
und die Summe der P y oder P z Komponenten von vornherein verschwinden. 
Fall der Beanspruchung auf gerade Biegung, Schub und Zug (Druck), häufig 
als Beanspruchung auf geraden exzentrischen Zug (Druck) und Schub bezeichnet 
nach der allgemeinsten Annahme, daß die x Komponenten der an ihre Angriffs
punkte gebunden gedachten Kräfte nicht mit der Schwerachse zusammenfallen 
{Abb.89). Es existieren für beliebige Querschnitte entweder Biegungsmomente 
M Bu oder M Bz' ferner Liingskräfte N und entweder Querkräfte Q" oder Q". 

x x 

p 

AbI!, HS, 

3. Die Kraftebene liege wie im :Falle 1, die Kräfte ::;eien aber normal zur Stab
achse. Von den fünf Gleichgewichtsbedingungen (a') des Falles 1 entfällt die 
auf die Summe der x Komponenten der Kräfte bezügliche, welche von vorn
herein erfüllt ist, d. h. es stehen vier statische Gleichgewichtsbedingungen zur 
Bestimmung der Stützkräfte zur Verfügung. :Fall der Beanspruchung auf ebene 
schiefe Biegung und Schub (Abb. 90), für den nur Biegungsmomente M Bv und 
M Bz und Querkräfte Qy und Qz, aber keine Längskräfte vorhanden sind. 

4. Die Kraftebene liege wie im Falle 2, die Kräfte seien aber normal zur 
Stabachse. Von den drei Gleichgewichtsbedingungen des :Falles 2 entfällt die 

I 
y' j([ 

p 

1 
I 

z' z 
Abb,90, Abb, 91, Ablo, 9~, 

auf die Summe der x Komponenten der Kräfte bezügliche, so daß nur mehr zwei 
statische Bedingungen übrigbleiben. Fall der Beanspruchung auf gerade Biegung 
und Schub (Abb. 91), für den nur M Bu oder M Bz und Qz oder Qy existieren. 

5. Die Kraftebene liege wie im Falle 1, außerdem sollen aber die Kräfte so 
wirken, daß die Bedingungen,2; P x + 2JVx = 0, 2) P" + 2)Vy = 0, 2) P z + 2)Vz 

= ° von vornherein erfüllt Rind, also nur die beiden statischen Gleichungen 
2) MI}. + 2,; M~ = 0, 2) M}, + 2) Mv = ° übrig bleiben. Fall der reinen schiefen 
Biegung in Abb. 92, in der der einfachste Fall der Wirkung eines Kräftepaares 
P, - P, dem natürlich ein entgegengesetzt gleiches Kriiftepaar an der Einspan
nungsstelle entsprechen muß, angenommen wurde. Es sind nur Biegungs
momente M Bu und M Rz vorhanden. 
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6. Die Kraftebene liege wie im Falle 2, sonst seien die auf die Kraftkompo
nenten bezügliehen Bedingungen wie im Falle 5 erfüllt. Von den zwei Bedin
gungen des :Falles 5 ven;chwindet eine der Momentengleichungen, z. B. die auf 
die y-Achse bezügliche. Fall der Beanspruchung auf reine gerade Biegung. Ein 
zugehöriges Beispiel ü;t dureh leicht ersiehtliehe Abänderung der Abb. 92 zu 
erhalten. Es existieren nur Biegungsmomente M Bv oder M Bz' Es mag hier noch 
erwähnt werden, daß man von reiner Biegung in einem bestimmten Bereieh des 
Stabes sprechen kann, wenn für diesen Bereich nur Biegungsmomente vor
handen sind. Ein Beispiel ist in Abb. 93 dargestellt, welches die Belastung von 
EisenbahlHLehsen wiedergibt. Aus dem Schaubild für die Biegungsmomente er-
sieht mlLI1, daß das Biegungsmoment p p j 
im Stabteil zwischen den Auflagern P 
konstant gleich Pa i;;t lind daher ;r _ 

die Querkmft in diesem Bereiche 
verschwindet. Die überkragenden 
Teile der Achse sind auf gerade Bie
gung und Schub, der Teil zwischen 
den Auflagern auf reine gerade Bie
gung beansprucht. 

7. Zwei entgegengesetzt gleiche 
Kräfte 80llell normal zur Stabachse ß 
8tehen und entweder 

cx.) in zwei Ebenen wirken, die ez Abb. 93. 

unendlich benach bart sind, oder 
ß) in zwei Ebenen wirken, die im Vergleich zu den Querschnittsdimensionen 

sehr Imhe aneinander liegml. 
Durch diese Annahmen sind die statischen Gleichgewichtsbedingungen 

bereits genau oder annähernd genau erfüllt. Im Falle cx. sagt man, der Stab sei 
auf Schub schlechthin beansprucht. Diese Beanspruchung stellt einen idealen 
Grenzfall vor. In Abb. 94 i8t ein Prisma Il aus irgend einem nahezu homogenen 
und isotropen Material auf der einen Seite fest eingespannt. Im Einspannungsq uer
schnitt wirken von oben herunter und von unten hinauf zwei Schneiden von der 
Stärke d derart, daß die linke Begrenzungsfläche der unteren Schneide mit der rech
ten Begrenzungsfläche der oberen Schneide in einer vertikalen Ebene (Schneiden
ebene ) liegt. Die Schneiden stützen sich gegen die beiden Platten D, die die Auflager
platten einer Druckpresse vorstellen. Dieser Anordnung entsprechend werden bei 
Gegeneinanderbewegung der Platten nächst dem Einspannungsquerschnitt 2 ent
gegengesetzt gleiche Kräfte längs je einer sehr schmalen Fläche gleichförmig 
übertragen, die der sehr klein vorausgesetzten Schneidenstärke d zugeordnet ist. 
Letzterer entsprechend if;t daR Biegungsmoment MB im Querschnitt der beiden 

Schneiden durch qt im Einspannungsquerschnitt durch qd2 bestimmt, wenn 

q der durch die Pres~.;en auf die Schneiden übertragene Druck pro Längeneinheit 
ist (Abb. 94a). Die Querkraft ist in der Schneidenebene durch qd ausdrückbar, 
im Einspanllungsquersehnitt ist sie Null. Ist die Schneidenbreite sehr klein, so 
kann man die Wirkung des Biegungsmomentes gegenüber jener der Querkraft 
vernachlässigen und annäherungsweise für alle Querschnitte das Biegungs
moment Null setzen. In diesem Sinne kann man sagen, daß bei kleiner Schneiden
breite hier nur eine Tmnsversalkraft vorhanden ist, die im gemeinsamen Schnei
denquerschnitt einen Größtwert erlangt. Der Querkraft entspricht eine Sehub
spannullgsverteilung im gemeinsamen Schneidenquerschnitt, die später nähe
rungsweise zu berechnen sein wird. Es ist leicht zu erkennen, daß infolge der 

Girtler, Mechanik. 15 
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Normaldrücke auf das Prisma in ihrer Nachbarschaft auch Druckspannungen 
auftreten müssen, die man aber gewöhnlich vernachlässigt. 

Eine ähnliche Beanspruchung wie in Ahb. 94 tritt bei Wirkung einer Blech
schere auf ein Blech auf, solange die Blechschere noch nicht in das Blech ein
gedrungen ist, oder im Falle der Abb. 95, die eine Verbindung zweier Bleche 
durch einen oder mehrere Niete veranschaulichen soll. Die Beanspruchung des 

Abb.94. 

r Nietes, der hier das Prisma H 
der Abb. 94 ersetzt, ist nahezu 
eine solche auf Biegung und 
Schub mit kleinen Biegungs
momenten. 

Ahb.9411. 

Für alle angeführten Beispiele liegt eine Beanspruchung auf "Abscheren" 
vor, die so genannt wird, weil die äußeren Kräfte hauptsächlich den Stab im 
Querschnitt, in dem die Querkraft am größten ist, zum Bruch bringen möchten. 
Das Wesen der Beanspruchung auf Abscheren ist das Hinzutreten eines kleinen 
Biegungsmomentes zur Querkraft. 

Würde das Biegungsmoment vollkommen verschwinden können, was bei 
unendlich dünnen Schneiden und Blechen, unendlich kurzen Nieten usw. möglich 
wäre, so läge der ideale Grenzfall nach IX vor, der als Beanspruchung dcs Stabes 
auf Schub "schlechthin" bezeichnet wurde, weil jetzt die Biegungsmomente 
mathematisch genau als verschwindend anzusehen sind und die unendlich kleinen 

Prismen, die im Bereiche des unendlich kleinen Stabteiles liegen, 
in dem die Schneiden wirksam sind, hauptsächlich auf reinen Schub 
beansprucht sind, in zweiter Linie erst durch Spannungen infolge des 
Normaldruckes der Spannungen auf die Oberfläche des Stabes. In
folge des zuletzt genanntcn Umstandes liegt keine "reine" Schub
beanspruchung dieser Prismen, wie sie durch Abb. 14 auf Seite 42 
dargestellt ist, vor. 

Ein solcher idealer Grenzfall, wie eben beschrieben, wäre offenbar auch 
recht nahe rechts oder links von den Auflagerquerschnitten in Abb. 93 vor

Abb. 95. handen, wenn die Kraftübertragung der Stützkräfte längs unendlich dünner 
Schneiden bewirkt werden könnte und die vorkragenden Stablängen a unend

lich kurz wären, oder, wenn letzteres nicht zutreffen würde, die Belastung zwischen 
den Auflagern angreifen würde. 

Eine tatsächlich reine Schub beanspruchung ist, wie später noch erwiesen 
werden wird, die Beanspruchung auf Drillung (siehe unter c). 

c) Es sollen die Kräfte in Ebenen normal zur Stabachse wirken, oh11e die 
letztere zu schneiden. Es blciben dann nur die Bedingungen 
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2Py+ 2Vy= 0, 

..E P z + 2V z = ° , 
2. M'], + Z M~- = 0, I 
ZMI), + 2M~ = 0, 

ZM} + 2Mjr = 0 
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(a") 

zu erfüllen übrig. Fall der Beanspruchung auf Biegung, Schub und Drillung. 
Für die verschiedenen Querschnitte des Stabes existieren nur Biegungsmomente 
M By , .ll1Bz ' Querkräfte Qy, Qz und ein Drillungsmoment MD' Abb.96 stellt 
ein Beispiel vor. Eine fluß eiserne Welle von kreisförmigem Querschnitt ist in 
A und B gelagert und besitzt zwei aufgekeilte Riemenscheiben R 1 und R 2 mit 
den Radien r1 und r2 . Über die Riemenscheiben führen Riementriebe. R 2 sei die 
treibende Scheibe, R 1 die angetriebene. Die Riemen der Triebe sind auf Zug 
beansprucht: Nach Durchschneiden der Riemen an den Stellen a, bund c, d 
müssen die den inneren Zugspannungen entsprechenden Kräfte als äußere 
Kräfte angebracht werden. Die Zug
Hpannungen sind in der aus Abb. 96 er
sichtlichen Zuordnung mit SI' S~ und 
S2' S; bezeichnet. Durch sie werden zu
folge Reibungswirkung Drehmomente 
JI 1 und JI2 , deren Ebenen normal auf 
(he \Vellcnachse stehen, übertragen und 
im entgegengesetzten Sinne auf die \Velle 
einwirken. In den Lagern werden außer
dem Heibungsmomente mit Ebenen 

Abb.96. 

a 
J' 1 

gleichfalls normal zur Stabachse wirksam. Sieht man von letzteren und von den 
jedenfalls in der Zeitspanne des Beginnes der Rotation der Welle bis zur gleich
förmigen Rotation auftretenden Trägheitskräften ab, so bleibt als äußere Be
anspruchung der flußeisernen Welle nur das Kraftsystem übrig, das aus den 
Zugkräften SI' S~ und S2, S;, den nicht eingezeichneten Auflagerreaktionen nor
mal zur Stabachse und den l\lomenten ..'111 und M 2 besteht. Würden die Einzel
kräfte in der Stabachse angreifen, so entspräche ihnen eine Beanspruchung 
auf gerade Biegung und Schub. Die in folge der Exzentrizität der Einzelkräfte 
vorhandenen Momente .1.11 1 und .NI2 entsprechen der Beanspruchung auf Drillung, 
im Bereiehe des Stabes zwischen den Riemenseheiben R I und R 2• 

Als besonderer Fall kann der folgende gelten. Wirken nurKräftepaare in Ebenen 
normal zur x-Achse, so besteht die einzige durch die Stützkräfte zu erfüllende 
Bedingung in Erfüllung der auf die Momente bezüglich der x-Achse geltenden 
Gleichung Z .ill'], + Z M~ = 0. Es liegt dann der Fall der Beanspruchung auf 
reine Drillung vor, wie z. B. in Abb. 27, S. 91, zu der wir uns in einem prak
tischen Falle das linke Stab ende wie bei einem Kragträger fest eingespannt vor
zustellen haben. 

Alle Arten der Beanspruchungen des geraden Stabes, die nicht unter a) bis c) 
enthalten sind, können bei Zugrundelegung der allgemeinen Bedingungen (a) 
konstruiert werden. Fügt man z. B. zu den Belastungen des Stabes nach Abb. 27 
noch eine über die rechte Endfläche gleichförmig verteilte Zug- (Druck-) Kraft 
hinzu, der selbstredend eine entgegengesetzt gleiche Kraft in der Einspannungs
stelle entsprechen muß, so erhält man eine Beanspruchung des Stabes auf Dril
lung und Zug (Druck). Die zu erfüllenden Bedingungen sind, wenn die hinzu
tretende Kraft mit P Irr bezeichnet wird und mehrere Drillungsmomente auf 
den Stab einwirken, P IX + VlX = 0, Z ~1I'], + J.ll~ = 0 usw. 

Die Beanspruchung auf Zug, Druck, Biegung, Drillung, Schub und auch Ab
scheren werden als einfache Beanspruchungen des geraden Stabes bezeichnet. 

15* 
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Wird der Stab zwei oder mehr einfachen Beanspruchungen gleichzeitig aus· 
gesetzt, so heißt die Beanspruchung eine zusammengesetzte. 

Die Beanspruchung auf Knickung fällt aus diesem Schema der stabilen 
Beanspruchungen als ein Sonderfall labilen Gleichgewichtes vollkommen hinaus. 

3. Die Beanspruchung auf Zug und Druck. Normal- und 
Proportionalstäbe. Einfluß der Probenfol'm auf 

die Gütegrößen. Völligkeitsgrad. 
Mit Bezug auf die lineare homogene Beanspruchung eines geraden zylin

drischen Stabes kann zunächst auf die diesbezüglichen allgemeinen Auseinander
setzungen im Abschnitt IV des ersten Teiles hingewiesen werden, wie sie in 
den Punkten 16 bis 19, 29, 30, 31, 32, 35 bis 4;0 durchgeführt wurden. 

Im folgenden soll der Einfluß der bei Durchführung des Zug- (Druck-) 
Versuches verwendeten Probeformen auf den Verlauf des technischen a-e-Schau
bildes und die Definition und Bedeutung der aus dem Zug- (Druck-) Versuch 
abgeleiteten sogenannten Gütegrößen in kurzer nur zur Einführung dienenden 
Weise behandelt werden. 

Wie schon auf Seite 138 bemerkt, werden zur Durchführung des Zugversuches 
mit Metallen Stäbe von kreisförmigem oder rechteckigem Querschnitte, das ist 
Rund- oder Flachstäbe verwendet, die, wenn sie in den Abmessungen nach 
Abb.35 auf Seite 138 mit der Meßlänge von 20 cm und Unterteilung der
selben in 20 Teile (Teilwert 1 cm) ausgeführt sind, als Normalstäbe bezeichnet 
werden. Besonders sei erwähnt, daß am Rundstabe die Kräfte längs der Kreis
ringflächen A, die Schultern des Stabes genannt werden, gleichförmig verteilt 
im eingetragenen Pfeilsinne von der Festigkeitsmaschine her übertragen werden. 
Die Kraftübertragung beim Flachstabe erfolgt an jedem Ende des Stabes längs 
zwei einander gegenüberliegenden den Längsflächen des Stabes angehörigen 
Rechtecken, von welchen die vorderen in Abb.35 schraffiert sind, und wird 
mittels Beißkeilen bewerkstelligt. 

Anstatt der Normalstäbe werden auch Stäbe mit Meßlängen und Teilwerten 
verwendet, deren Abmessungen im Verhältnis zu denen des Normalstabes pro
portional vergrößert oder verkleinert sind und daher als Proportionalstäbe be
zeichnet werden. 

Wenn man mit Normal- oder Proportionalstäben aus demselben wirklich oder 
durchschnittlich isotropen, homogenen Werkstoff bei der gleichen Temperatur 
je einen Zugversuch mit derselben Verformungsgeschwindigkeit durchführt und 
dafür sorgt, daß die Kraftübertragung an den Stabköpfen mit Bezug auf An
griffspunkte und Richtungen der übertragenen Köpfe ebenfalls ähnlich im geome
trischen Sinne ist, erhält man übereinanderfallende a-e-Schaubilder. Die Ver
suchsergebnisse, die man mit einem Rund- oder Flachstab, dessen Abmessungen 
in keinem konstanten Verhältnisse zu den Normalstäben stehen, erhält, führen zu 
einem a-e-Schaubild, das von jenem, welches man mit einem Normalstab 
erhält, mehr oder weniger abweicht. Um zu den gleichen Ergebnissen zu ge
langen, müssen also Normal- oder Proportionalstäbe zu den Versuchen heran
gezogen werden. 

Beim Normalflachstab kann das Verhältnis der Querschnittsseiten a: b zwischen I: I 
und 1: 5 liegen, ohne daß die bei seiner Verwendung sich ergebenden Resultate eine we
sentliche Abänderung erfahren. 

Dieses Verhalten wenigstens durchschnittlich homogener und isotroper 
Stoffe beruht auf dem Ähnlichkeitsgesetz, das zuerst J. Barba (L) auf verformte 
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elastische Körper anwendete, und später F. Kick (L) in einer allgemeineren 
Form aussprach. Nach Barba ist die zur geometrisch ähnlichen Gestaltsände
rung geometrisch ähnlicher Körper nötige Arbeit dem Volumen proportional. 
Anstatt dessen kann man bei Beachtung des Begriffes der Deformationsarbeit 
und des Satzes über die Arbeit auch sagen, daß geometrisch ähnliche Körper 
bei in entsprechenden Punkten gleichem Spannungszustand in denselben den 
gleichen Verzerrungszustand oder geometrisch ähnliche Gestaltsänderungen der 
Elementarkörper erleiden. Denken wir uns nämlich zwei ähnliche Körper aus dem 
gleichen Stoffe durch je drei Scharen zueinander und zu den Ebenen des Koordi
natensystemes paralleler Ebenen in ähnliche Körperchen zerteilt, und lassen in 
beiden Fällen an ähnlich gelegenen Oberflächenelementen das gleiche im Gleich
gewicht stehende Kraftsystem angreifen, so muß die Lösung der linearen Gleich
gewichtsbedingungen (20), (21) bei Rücksicht auf die Grenzbedingungen (24) 
in ähnlich gelegenen Elementarkörpern zu den gleichen Spannungskomponenten 
führen, denen wenigstens durchschnittlich offenbar der gleiche Verzerrungs
zustand entspricht. Auf linear und homogen auf Zug beanspruchte Stäbe, die 
bei fortschreitendem Zugversuch auch lokale Dehnungen und Einschnürungen 
und damit verbunden einen allgemeineren Spannungszustand erleiden können, 
angewendet besagt das Xhnlichkeitsgesetz, daß Proportionalstäbe bei gleichen 
Spannungen proportionale Yerlängerungen der Meßlängen (proportionale Ein
schnürungen) und im ganzen Bereiche desselben die gleichen Yerzerrungen 
(lokale bezogene Dehnungen) erfahren. 

Nach einem Vorschlage yon }Iartens drückt man sämtliche Abmessungen 
eines Normal- bzw. Proportionalstabes durch 11 F aus, wobei F die Querschnitts
fläche des Stabes bedeutet. Demzufolge ist die Meßlänge für einen Normal-
oder Proportionalstab 1 = 11,5 liF, der Durchmesser des Stabes cl = 1,13 1''F, 
der Teilwert der rnterteilung der )Ießlänge (für den Normalstab gleich 1 cm) 
lt = 0,565 llF usw. Dabei ist für den Normalflachstab die Querschnittsfläche 
F = ab ebenso groß gewählt wie für den Normalrundstab. Das Verhältnis 

l_ = 11 5 ist für einen beliebigen Stab als von besonderer Wichtigkeit für 
l'F ' 
das für diesen Stab erhaltene a-e-Schaubild erkannt worden, wie weiter unten 
noch ausgeführt werden wird. Dementsprechend werden Meßwerten häufig 
Zeiger angehängt, welche dieses Verhältnis zum Ausdruck bringen, z. B. schreibt 
man für die Dehnung beim Bruche des auf Zug beanspruchten Normalstabes 
1511,5 usw. In neuerer Zeit hängt man als Zeiger an Meßwerte (insbesondere an 

das Zeichen für die Bruchdehnung) den Zahlenwert des Verhältnisses i an, 

das für den Normal- und Proportionalstab mit Kreisquerschnitt gleich 10 ist. 
Bei Flachstäben ist für cl der Durchmesser des dem Querschnitte entsprechenden 
flächengleichen Kreises einzuführen. 

Außer den durch die Abb.35 dargestellten sog. langen Normalstäben und zugehörigen 
Proportionalstäben sind in Deutschland noch drei andere Typen von Zugstäben für Metalle 
gebräuchlich: 

1. Ein kurzer Normalstab mit der :Yleßlänge von 100 mm, d = 20 mm und zugehörige 
Proportionalstäbe, für welche also 1 = 5,65lF und d = 1,131 F usw. 

2. Langstäbe mit 200 mm }Ießlänge und beliebigem Querschnittsdurchmesser. 
3. Kurzstäbe mit 100 mm Meßlänge und beliebigem Querschnittsdurchmesser. 
Die mit Stäben von den drei letztgenannten Typen erhaltbaren Versuchsergebnisse sind 

für einen gegebenen Werkstoff nicht die gleichen wie jene, die mit langen Normal- und 
Proportionalstäben zu erlangen sind!. 

1 Siehe hierzu auch das Werkstoff-Handbuch, herausgegeben von der Deutschen Gesell
schaft für ~Ietallkunde im Verein deutscher Ingenieure. 



230 Näherungstheorien zur Berechnung gerader Stäbe. 

Gütegrößen, auch Wert- oder Kennziffern genannt, sind für die Beurteilung 
der Güte oder des Wertes eines Stoffes in Betracht kommende, aus Versuchen 
gefolgerte Größen physikalischer oder chemischer Natur. Derartige Größen. 
soweit sie physikalisch-mechanischer Art sind, werden in der Regel aus Zug-. 
Druck-, Biegungs-, Verdrehungs-, Scher- und Härteversuchen bei Zugrunde
legung von kontinuierlicher und stoßartiger Belastung und bei dauernder und 
wechselnder Aufbringungsart der Belastung erhoben. 

Aus dem Zugversuch mit ::\Ietallen bei langsamer kontinuierlicher Belastung 
werden bereits erklärte Gütegrößen, wie Zugfestigkeit, Bruchdehnung und die 
nach Seite 164 zu berechnende Deformationsarbeit bis zur Erreichung der 
Höchstspannung im technischen a-e-Schaubild gefolgert, ferner die Querschnitts
verminderung von einschnürenden Stoffen, wie z. B.: Kupfer, Flußeisen usw .. 
an der stärksten Einschnürungsstelle beim Bruch. 

Die Bruchdehnung wird in Prozenten der ursprünglichen :\Ießlänge an
gegeben und in üblicher Weise mit qJz bezeichnet. Dementsprechend wird 

I - I 
qJ z = 100 -'--r- ( 106 ) 

mit l als ursprünglicher :\Ießlänge und I e als Größe der :\Ießlänge unmittelbar 
nach dem Bruch. Tritt im Verlaufe der Zugbeanspruchung noch örtliche Deh
nung und Querschnittsverminderung auf, d. h. dehnt sich der Stab im Bereiche 
der :\Ießlänge nicht gleichmäßig, so ist qJz nur ein mittlerer Wert der Verlänge. 
rungen, die tatsächlich im Einschnürungsquerschnitt auftretende maximale 
Dehnung ist bedeutend größer (S. 140). Bei stark plastischen Flußeisensorten ist 
IjJz etwa 30%, bei "harten" Stählen etwa 14 %, bei sprödem Gußeisen 0,1 bis 0,25%. 
Da qJz erst nach dem Bruch gemessen werden kann, so ist qJz um den Betrag der 
federnden Dehnung, die freilich sehr gering ist, zu klein. 

Die ::\Iessung von I, erfolgt bei stark dehnbaren Stoffen zur Erlangung des Mittel
wertes in mehreren Längsebenen des Stabes durch eine mit Nonius versehene Schublehre. 
welche noch "'" mm abzulesen gestattet, bei spröden Stoffen muß zu feineren Hilfsmitteln 
gegriffen werden (Meßuhr). Der Bruch eines zähen elastischen Stoffes erfolgt in der Ein
schnürungsstelle. die sich in der ::\Iitte des Stabes oder außerhalb der ::\Iitte befinden kann. 
Im letzteren Falle würde man kleinere "Verte von tp, erhalten, als im ersteren Falle, weil 
ein Teil der sehr ins Gewicht fallenden örtlichen Dehnung aus dem Bereiche der :\Ießlänge 
fallen kann. Man hat daher bei außer halb der Mitte erfolgendem Bruch eine besondere 
Methode zur Messung von I, eingeführt, die von ::\Iartens herrührt, und darauf hinausläuft, 
den Bruch künstlich in die ::\Iitte zu verlegen. Dieselbe geht von der annähernd zutreffenden 

Annahme aus, daß der 
Tfl _ Verlauf der örtlichen Deh
::ILJ nung stets symmetrisch 

zur Bruchstelle AA 
(Abb.9i) ist. Man mißt. 
wenn es sich z. B. um 
eine ursprüngliche Meß-

länge von 20 cm handelt, am kürzeren Ende von der Bruchstelle bis zum Ende der Meß
länge die Strecke 11 (in der Abbildung 4 Teilwerte plus einem Bruchstück eines Teilwertes), 
hierauf werden am längeren Ende 10 Teilwerte gemessen, und jener Teilwert, innerhalb 
welchem der Bruchwert erfolgt, dabei als ein Teilwert gezählt, wodurch die Strecke 12 

erhalten wird. Vom Endteilstrich der Strecke 12 werden dann so viel Teilwerte gegen die 
Bruchstelle hinzugemessen. als zu den vollen Teilwerten der Strecke 11 zur Ergänzung auf 
10 Teilwerte noch fehlt. (In der Abb.9i 6 Teilwerte.) Es wird dann I, = Z1 + Z2 + l3 ge
setzt. 

Die Querschnittsverminderung beim Bruch wird in Prozenten der ursprüng
lichen Querschnittsfläche F angegeben und in üblicher Weise mit 'lfJz bezeichnet, 
d. h. 

= 100F-F, 
'lfJz F (107) 



Völligkeitsgrad. Einfluß der Probenform auf die Gütegrößen. 231 

mit Fe als Fläche an der Stelle der stärksten Einschnürung. Die Berechnung 
von Fe geschieht auf Grund von mehreren Messungen mit Schublehre und Nonius. 
Für "weiches" Flußeisen ist 1jJz etwa 60 bis 70%, bei Stahl bedeutend kleiner, für 
Gußeisen kommt die über die ganze Meßlänge ziemlich gleichmäßige Quer
schnittsverminderung kaum in Betracht. 

Die Bestimmung der spezifischen Deformationsarbeit, auch Arbeitsvermögen 
A bis zur Höchstspannung entsprechend dem Punkte H des technischen o-e
Schaubildes genannt (Abb. 55, Seite 150), erfolgt entweder durch Ausplanimetrieren 
oder, falls die o-e-Kurve des betreffenden Werkstoffes auf Millimeterpapier auf
getragen worden ist, durch Abzählung der mm 2 , welche auf die Fläche OHC 
entfallen. Manchmal wird das Arbeitsvermögen Al auch bis zum Punkte L 
entsprechend der Zerreißspannung k z gerechnet (s. S. 164ft). 

Das Verhältnis der Fläche, welche das Arbeitsvermögen Al bis zum Bruch dar
stellt, zur Fläche des umschriebenen Rechteckes 0 D E F heißt der Völligkeits
grad YJ des betreffenden Werkstoffes. Es ist sonach 

Kzoz (108) d I 4 - !<'-~ (108 ) 1) = T ' . 1. "1 -11 a 

Der Völligkeitsgrad i,.;t für Stahl etwa 0,6 bis 0,7, für Schweißeisen etwa 0,7 bis 
0,8. Da 17 für die verschiedenen Eisen- bzw. Stahlsorten sich als ziemlich kon
stant erweist, kann man bei bekanntem 1), K z und Cl, das gesamte Arbeits
vermögen Al aus (108a), und zwar in kgcmcm:l, wenn K z in kgcm 2 ausgedrückt 
wird, \venigstens angenähert bestimmen 1. :\Ian braucht hierzu aus dem Zug, 
versuche nur die Endwerte K z und Cl z abzuleiten, ohne daß es notwendig wäre
das a-e-Schaubild selbst zu kennen. 

Die Ausmaße der Versnchsprobe und ihre Form kommen in den \Verten der 
Gütegrößen rp, 1jJz und K z eines \Verkstoffes insoferne zum Ausdruck, als sich der 
Hauptsache nach ein Einfluß 

a) des Stabkopfes und dessen Eillspallnung, 
b) der :\Ießlänge und der ganzen Versuchslänge des Stabes, 
c) der Querschnittsgröße und Querschnittsform, 
cl) von Kerbwirkungen, 

geltend macht. 
acl a) Die Stabköpfe, die in der Festigkeitsmaschine gepackt werden, sind 

selbstredend nicht linear beansprucht, sondern erleiden Spannungszustände, 
die von ihrer Form und der Art der Kraftübertragung auf sie abhängig sind. 
Die Endmarken der :\Ießlänge sollen derart mit Bezug auf die Stabköpfe ge
legen sein, daß der Spannungszustand innerhalb der .:\Ießlänge als linear an
genommen ",erden kann. )Ian schaltet z. B. zu diesem Zwecke beim Rundstab 
konische Übergangsteile (Abb. 35) zwischen den Stab köpfen und den zylin
drischen Teilen des Stabes ein. Je weiter die Stabköpfe von den genannten End
marken entfernt liegen (lange Köpfe), um so weniger wird sich ein Einfluß der 
Stabköpfe auf die Gütegrößen bemerkbar machen. 

Nehmen wir an, es läge ein sprödes oder ein plastisches ~Ietall wie Gußeisen 
oder weiches Kupfer vor. Die Dehnung wird sich beim Gußeisen über die ganze 
Länge gleichmäßig erstrecken, wenn die Stabköpfe weit von den Endmarken 
der :\Ießlänge entfernt sind. Liegen die Stabköpfe nahe an den Endmarken, so 
wirken sie hindernd auf die Ausbildungen der Querzusammenziehungen von 
Teilen des Stabes, die gegen die Endmarken der )Ießlänge zu liegen, und infolge
dessen wird, weil mit den verhinderten Querzusammenziehungen auch die Ve1'-

kgm 
1 In der Technik wird das Arbeitsvermögen gewöhnlich in --. ausgedrückt (s. S.165). 

- cm·l 
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längerung der Meßlänge in den genannten Teilen verkleinert wird, die gleich
mäßige Dehnung gegen die Enden der Meßlänge zu gestört, und werden die Deh
nungen dort kleiner sein als an Stellen, welche mehr gegen die Mitte des Stabes zu 
liegen. Dieser störende Einfluß der Stabenden wird sich um so stärker unter sonst 
gleichen Umständen geltend machen, je stärker der Stab dehnbar ist. Bei pla
stischen Metallen wird sich sonach der Einfluß der Stabköpfe in einem stärkeren Ab
fall der Dehnungen gegen die Meßmarken zu zeigen, als bei einem spröden Stoffe. 
Allgemein kann behauptet werden, daß die Stabköpfe in den in Betracht kommen
den Fällen einen den Wert der Bruchdehnung herabmindernden Einfluß besitzen. 

ad b) und c) Bauschinger (L) fand, daß bei langen Stäben von beliebiger 
Querschnittsgröße und Form aus gleichem Stoffe, für die der Einfluß der Stab
köpfe zu vernachlässigen ist, sich gleiche Werte der Bruchdehnung pz ergeben, 
wenn dieselben auf Meßlängen gemessen werden, die den Quadratwurzeln aus 

den Querschnittsgrößen proportional sind, d. h. ~ einen konstanten Wert 
}'F 

besitzt. Diese Gesetzmäßigkeit kann durch folgende von Bauschinger her
rührende Festlegung gestützt werden. Die Verlängerung der Meßlänge beim 
Bruch eines plastischen Stoffes kann bei langen Stäben aus einer gleichmäßig 
über die ganze Meßlänge sich erstreckenden Verlängerung Ag und einer örtlichen 
Verlängerung }'z zusammengesetzt gedacht werden, wobei Ag = k1 1 und AI = k2 l7i' 
mit k1 und k2 als Stoffkonstanten. Die Erfahrung lehrt nämlich, daß bei langen 
Stäben und großen Meßlängen die örtliche Dehnung und damit auch die Gesamt
dehnung mit dem Querschnitt in der angegebenen Weise wächst. Das hängt damit zu
sammen, daß bei größeren Querschnitten der Bereich der örtlichen Dehnung größer 
wird. Die Gesamtdehnung pz im Hundertsatz zur Meßlänge 1 genommen wird dann 

pz = 100 (k1 + k2 IF) . (109) 

Sollen für zwei verschiedene Probestäbe mit den Werten F 1 , 11 und F 2,12 die 

Dehnungen gleich sein, so muß k1 + k2 rFl = k1 + k2 IF2 , d. h. .~ konstant 
. 1 2 fF 

sein. Bei kurzen Stäben mit kleiner Meßlänge kann die Beziehung (109) nicht 
mehr angewendet werden, und zwar wegen des Einflusses der Stabköpfe. Für 
sie hat sich die annähernd richtige Erfahrungsformel von Bach-Baumann (L) 

B 
pz = A + lT (109a) 

als anwendbar gezeigt, worin A und B als Stoffkonstante aufzufassen sind, die 
aus zwei Messungen der Bruchdehnung an einem zerrissenen Stab für zwei ver
schiedene Meßlängen l1 und 12 bestimmt werden können. Wenn für einen vor-

liegenden Stab ,~ nicht den bei Normalstäben üblichen Wert 11,3 besitzt, kann 
}'F 

bei gegebenem Querschnitt zunächst jene Meßlänge bestimmt werden, für die 
dieser Verhältniswert erreicht wird, und hierauf für die errechnete Meßlänge 
mit der Formel (109 a) der Wert von pz gefunden werden, der dem Stoff, aus welchem 

der Stab besteht, zukommen würde, wenn ~ = 11,3 wäre. Aus einer Versuchs

reihe mit flußeisernen Rundstäben mit d = 26 mm fand Bach bei 

1 = 50 70 100 150 200 260 mm 
rp. = 62 53,7 46,3 39,3 35,2 31,9 

Setzt man in der Formel (109a) für A = 8,3 und 380, so erhält man durch Be
rechnung nur ganz geringfügige Unterschiede in den Werten von pz. 
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Ein nennCIIRwerter Einfluß der Prouenform und <ler lVfeßlängen auf die Quer
sehnittsvermindernng "Pz, die Zugfestigkeit K z und die Fließ- und Proportionali
tätsgrenze kommt nach BalHlchinger nicht in Frage, solange die Stabköpfe 
nicht abändemd wirken. Dagegen fand Bach (L), daß die obere und untere 
Fließgrenze VOll der Q,uersehnittsform abhängig ist. Er untersuchte Rund-, 
Flach- und Stäbe von 1- Querschnitt aus ausgeglühtem Flußeisen bei Werten 

~ = 11,3 und fand in der Reihenfolge der Nennung kleiner werdende obere YF 
und untere Fließgrenzen. Der Unterschied war bei den oberen Fließgrenzen 
größer als bei den unteren und betrug bei kreisförmigem und 1- Querschnitt 
416 kgjcm 2, d. i. 21,7 % des kleineren der beiden Werte der oberen Streckgrenzen. 
Auch die Zugfestigkeiten nahmen 
für die genannten Querschnitts- I 

formen in dem angegebenen Sinne 
ab, aber in bei weitem geringerem 
Grade als die Streckgrcnzen. j[ 

ad d) Diesbezüglich seien folgende 
reichhaltige Ergebnisse aus der diesb('
züglichen Literatur ausgewählt. D. Kir- Jr 
kaldy (L) machte Versuche mit Rund
stäben aus Schweißeisen, welche, ab
gesehen von den Stabköpfen, die in 
der Abb. 9S angegebenen Formen be

~~-+-_._-~_.- - '--3~ 
, b 

!-t ---+-_.--- -~ 
_.\.1>1>.98. 

saßen. Der Stab 11 zeigt einen sog. Rundkerb, eine ringförmige Einfräsung in Stabmitte. 
Scharfe Kerben sind in der Abb. 9Sa in Beispielen dargestellt. Durch einen Kerb wird der 
reine Zugspannungszustand in der Ebene des Kerbs in einen dreidimensionalen mit drei 
positiven Hauptspannnngen iibergeführt. In 
Richtung des Zuges :>:eigen sich nach Mcssim
gen von Preu ß (L) die größten Zugspmmnn
gen in den Kerbgründen a, a, gegen die 
Längsachse des Stabes zu fallen die Zugspan
nungen symmetrisch ab. Bei gleicher mitt-

lerer Spannung - l~ im mittleren Kcrbquer-
(,":7 

~ _ ::~F.f-'-_-_-._---..~ 

4 
schnitte des Stabes wird der genannte Ab
fall der Zugspannungen um so augenfälliger, 

Abb.98". 

d. h. die Spannung im Kerbgrund vrrhältnismäßig um so höher, je größer die Kerbtiefc t, 
je klriner der Abrundnngsradius im K erbgrund ist und je kleiner bei ähnlichen Kerben die 
A lIsmaße sind. 

Kirkaldy fand bei den Werten D -~ 2,54 Clll und d = 1,85 cm 

drei Fällen 
die Zugfestigkeit 1\ , mit 
die Quersehnittsvcrmindpflmg 'I' , mit 

1 
45(;0 kg/cm" 

5],O<}~ 

11 
li420 kgJcm" 

S,O% 

in den dargestellten 

111 
4920 kgJcm 2 

49,2% 
und 

entsprechend dem Gesetze, daß die Zugfestigkeit K, 11111 so geringer ist, je größer die Quer
schnittseinscbnürung 1jJ, war. Das Ergebnis bezüglich der Zugfestigkeiten für die Stäbe 111 
und I steht nicht im Widerspruch mit, dcn oben genannten Ergebnissen von Bauschinger, 
da es auf den Einfluß der Stabköpfe zurück:>:uführen ist, deren die Querzusammenziehung 
hindernde Wirkung die Erhöhung der Zugfestigkeit bei Stab 111 bedingt. Die besondere 
Höhe der Zugfestigkeit für den Stab 11 wird in ähnlicher Weise gewöhnlich dad~rch erklärt, 
daß man sagt, die am Stab 11 sehraffierten Teile des Stabes hindern durch Ubertragung 
von Zugspannungen auf den mittleren Teil desselben die Ausführung der Dehnungen in 
Richtung des Zuges, wodurch die technische Zugfestigkeit K, erhöht wird. Diese Erklärung 
ist unbefriedigend, weil die technische Zugfestigkeit eine konstruierte physikalische Größe 
ist, dic aus Gründen der Einfachkcit eingdührt wurde, den wahren Verhältnissen aber nicht 
gerecht wird. Tatsächlich ergaben systematische Versuche von Lud wik und Scheu (L) mit 
gekerbten Rundstäben aus Flußeisen, da,ß zwar die mittlere und effektive Dehnung in der 
Zugrichtung (letztere kann natürlich auch nllf eine mittlere sein, wenn sie auch in der Um
gebung des Q,tlcrschnittcs 1, 1 gemessen oder aus der Querschnittsverminderung unter der 
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Annahme der Konstanz des Volumens, das zwischen nahe liegenden Querschnitten des Stabes 
liegt, berechnet wurde) abnimmt, und zwar erst.ere mehr als letztere, daß aber auch die 
effektive mittlere Zugspannung (Reißwiderstand, Seite 164) beim Bruch, d. h. die Zug
spannung bezogen auf den wahren Querschnitt im Augenblicke des Bruches dieselbe bleibt. 
Im engsten Sinne des Wortes ist diese Zugspannung freilich auch keine effektive, da sie 
sich nicht gleichförmig über den Querschnitt verteilt. Eine vollkommen einwandfreie Er
klärung des Einflusses von Kerben auf das Ergebnis von Zugversuchen könnte nur unter 
Berücksichtigung des nach Preuß auftretenden dreidimensionalen Spannungszust1tndeH 
dann gegeben werden, wenn die :Frage naeh der den Bruch bedingenden physikalischen Größe 
(Seite 179ff.) befriedigend beantwortet werden könnte. Wäre z.13. das Maß der Bruch
gefahr in der größten auftretenden Dehnung zu suchen, wogegen die Versuche von Ludwik
Scheu zu sprechen scheinen, so müßten die wahren Dehnungen im Augenblicke des Bruches 
an der Stelle, wo der Bruch beginnt, für gekerbte unu nicht gekerbte Stäbe gleich scin. 
Diesbezügliche Messungen konnten aber bisher nicht durchgeführt werden. 

Auch bei der Druckbeanspruchung, wenigstcns durchschnittlich isotroper 
und homogener Stoffe gilt das Ähnlichkeitsgesetz in einer Form, die der oben 
für die Zugbeanspl'uchung ausgesprochenen ent:-;pricht. 

Als Normalprobenformen für den Druckversuch werden gerade Prismen, 
Zylinder, in der Regel aber Würfel verwendet , deren Ausmaße von dem Stoffe, 
der untersucht, und von dem Zwecke, der erreicht werden soll, von behördlichell 
Vorschriften und von dem Kraftbereich der zur Verfügung stehenden Festig
keitsmaschine abhängig sind. Handelt es sich z. B. nur um die Bestimmung der 
Quetschgrenze oder der Druckfestigkeit für wenigstcns durchschnittlich homogene 
und isotrope Stoffe, so kann man sich mit kleineren Formen begnügen (für Me
talle 2 bis 3 cm Würfelkantenliinge), wenn nicht VOll sciten der Behörden für die 
Kantenlänge der Würfel Vorschriften gemacht wordcn sind, wie z. B. für die Be
stimmung der Druckfcstigkeit von unter Zuhilfenahme von Normalsand her
gestelltem Zementmörtel (Würfelkantenlänge VOll 7,07 cm entsprechend der 
Druckfläche von 50 cm2 ). Für nicht homogene Stoffe, wie z. B. Beton und Holz, 
sind Würfel von 20/20 cm bzw. 10/10 em gcbräuchlich oder staatlich vorge
schrieben. Für diese Stoffe müssen die Würfel stets VOll gleicher Größe und die 
Zahl der Versuche eine sehr große sein, um vergleichbare Ergebnisse und brauch
bare Mittelwerte zu erhaltcn, da für sie das Ähnlichkeitsgesetz nicht gilt und 
ihr physikalischer Aufbau starken Schwankungen unterworfen ist. Außcrdem 
kommt für Beton bestimmter Zusammensetzung die Stampfrichtung und die 
Erhärtungsdauer, für Holz bestimmter Art die Druckrichtung mit Bezug auf 
die Faserrichtung und den Verlauf der Jahresringe, ferner der Anteil des Kcrn
holzes und RingholzeH usw. für die Ergebnisse des Druckversuches in Betracht. 

z Auch die bei Druckbeanspruchung tatsächlich auftretende innere 
p Beanspruchung ist für die Wahl der Ausmaße der Probeform maß-

I~--I \ 
I I 
I I 

P 
z 

$-

gebend. Dic an der Druckplatte der Ml1schine, in der die Erprobung 
des Stoffes vorgenommen wird, auftrctendc R eibung verursacht die 

Abb . 99. 

Änderung des durch die Druckkraft allein bc
wirkten linearen Spannungszustandes in einen 
mehrdimensionalen. ]i'Ül' ein Raumelement eines 
Kreiszylinders (Abb. 99) aus Flußeisen, der ~üch 
bekanntlich infolge der Reibung tonnenförmig aUR
baucht, ist der Spannungszustand für ein Prisma, 
dessen Projektion auf die Basis des Zylinders 
durch 1234 gegeben ist, in der Nähe der Druck
platten der dargestellte, mit Tangentialspannlln
gen normal zum Radius an Druckspanllllllgen 

parallel zur Achse des Zylinders an und SchubRpannungen Trz ' Je höher der 
Zylinder im Vergleich zu dcn Querausmaßen ist, 1lI11 so eher kann eine Meß-
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länge auf dem Zylinder abgegrenzt werden, innerhalb welcher der reine Druck
spannungszustand sehr angenähert verwirklicht ist. Andererseits ist aber die 
Höhe bei gegeben gedachten Querausmaßen wieder begrenzt, weil sonst Knick
gefahr eintritt und beim Ausknicken Biegungsspannungen auftreten (siehe 
Abb.43c, Seite 142). Wäre der reine Druckspannungszustand vollkommen zu 
verwirklichen (näherungsweise kann das durch Anwendung von Schmiermitteln 
geschehen, wobei aber bei Wahl derselben auf vielleicht eintretende Sprengwir
kungen Bedacht zu nehmen ist), so erhielte man aus dem Druckversuch die 
wahre Druckfestigkeit, wahre Quetschgrenze usw. Bei den in gewöhnlicher Art 
mit Reibung durchgeführten Druckversuchen wird jedenfalls nur eine schein
bare Druckfestigkeit, scheinbare Quetschgrenze erhoben (siehe S. 165) usw. 

Als Gütegrößen für den Druckversuch kommt die Druckfestigkeit K D bei 
spröden Körpern, die Quetschgrenze bei plastischen zähen Metallen, ferner die 
Bruchquetschung (JD bzw. die Quetschung (JE beim Erreichen der Streckgrenze 
in Betracht. 

Bezüglich der auf Seite 231 namhaft gemachten Einflüsse auf die bei einem 
Druckversuch gefolgerten Gütegrößen des Stoffes sind die unter a) und b) als 
Einfluß der Einspannung des Stabkopfes und der ::\Ießlänge erwähnten teilweise 
oben bei Besprechung der ·Wahl der Probeform erörtert worden. Die Druck
flächen treten jetzt in gewissem Sinne an Stelle der Stabköpfe im Zugversuch, 
die Reibung an den Druckflächen tritt an Stelle der Einspannung der Stab
köpfe. In weiterer Verfolgung handelt es sich um eine genauere Festlegung der 
miteinander verquickten Einflüsse der Reibung, der Ausmaße der prismatisch oder 
zylindrisch gedachten Probe und der Form des Querschnittes auf die schein
bare Druckfestigkeit bzw. Quetschgrenze. Nur mit Bezug auf K D liegen syste
matische Untersuchungen unter anderen von Bauscllinger vor (L), der die Er
gebnisse von Vica t (L) auch für seine eigenen Untersuchungen mit heranzog. 
Bauschinger fand, daß für gerade Prismen ("Würfel und Kreiszylinder ein
geschlossen) aus sprödem Gesteinsmaterial bei ähnlichen Querschnittsformen 

und solange 1 i > ~ die scheinbare Druckfestigkeit aus 

(110) 

ableitbar ist, worin cx, ß Stoffkonstante, F die Querschnittsfläche der Probe und 
I die Probenlänge bedeuten. Für die genannten Proben mit unähnlichen Quer-

schnitten fand Ba uschinger unter der gleichen Bedingung für die Werte 1 r ' 
daß die Erfahrungsformel 

KD=(cx+ßlnl/l~ 
. 4 

(llOa) 

mit u als Querschnittsumfang die tatsächlichen Verhältnisse für die untersuchten 
Stoffe gut trifft. Aus (110a) erhält man für ähnliche Querschnitte die Formel (110). 
Für Würfel mit beliebiger Kantenlänge a ergibt sich mit u = 4a, F = a2 , 

1 = a der Wert K D = cx + ß, wie es dem Ähnlichkeitsgesetz entspricht. Versuche, 
die mit Würfeln verschiedener Kantenlänge aus dem gleiche Stoffe gemacht 
wurden, ergaben tatsächlich die gleichen Druckfestigkeiten, die als Würfeldruck
festigkeiten bezeichnet werden. Sind in Tabellenwerken keine näheren Angaben 
über die Art der Probenform bei Erhebung der Druckfestigkeit gemacht, so ist 
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in der Regel die Würfeldruckfestigkeit gemeint. Um ein Bild über die bei ver
schiedenen Längen und gegebener Querschnittsform eines Prismas vorhandenen 
Werte der Druckfestigkeit zu bekommen, seien drei Versuchsergebnisse von 
Bauschinger mit Prismen von quadratischer Querschnittsform (Quadrat
seite a) aus sehr feinem graublauen Schweizer Sandstein mitgeteilt. Es ergaben 
sich für 

T = 0,35 1,02 3,36, 

die Druckfestigkeiten In kgjcm 2 • 

K D = 444 602 1540. 

Berechnet man die Druckfestigkeiten mit Formel (110) bei Wahl von 0(. = 262, 
ß = 320, so erhält man 

K'n = 374, 588, 1332. 

Versuche von Martens (L) mit Gußeisen bestätigten die Formeln von Bau
schinger nicht vollkommen. Es scheint, daß für diesen Stoff 0(. und ß noch 
weiter von der Querschnittsform, wenn auch in geringem Maße abhängig sind. 

Das Wachsen der scheinbaren Druckfestigkeit bei Abnehmen der Länge 
der Probe unter sonst gleichen Verhältnissen hängt nicht nur mit der Ver
größerung des Reibungseinflusses, sondern auch damit zusammen, daß bei 
abnehmender Höhe die Spannung, bei der der labile Gleichgewichtszustand 
erreicht wird, an Größe zunimmt (siehe S. 194 u. S.350ft). Bei kurzen Proben 
fällt dieser kritische Wert der Spannung nicht in den Bereich bis zur Bruch
grenze. 

4. Beanspruchung auf ebene schiefe Biegung und Schub. 
a) Spannungszustand. Zur Berechnung des Spannungszustandes eines geraden 

Stabes (Balkens), der auf ebene schiefe Biegung und Schub (siehe z. B. Abb. 90, 
Seite 224) beansprucht ist, werden folgende Annahmen gemacht. 

1. Der Stoff, aus welchem der beanspruchte Stab besteht, folgt dem Hooke
schen Gesetz und die Verschiebungen der einzelnen Punkte des Stabes mit 
Bezug auf ein Koordinatensystem xyz sind ebenso wie die Verzerrungen eines 
unendlich kleinen Prismas sehr klein. 

2. Für ein sehr kleines Prisma, von welchem ein Flächenelement in eine 
Querschnittsfläche fällt, mit Kanten parallel zu den Achsen des Systemes xyz 
besteht der Spannungszustand Xx, Y x = Xy,Z", = X z nach Abb.6b, Seite 19. 

3. Die Flächenelemente einer Querschnittsfläche des Stabes sollen auch nach 
der Verformung desselben in einer Ebene liegen, ohne Rücksicht darauf, ob 
Schubspannungen vorhanden sind oder in Sonderfällen verschwinden. Diese 
Annahme wurde, allerdings nur bei reiner Biegungsbeanspruchung, zuerst von 
J. Bernouilli (1670) gemacht und wird nach ihm auch benannt. 

In der älteren von J. Bernouilli und L. Euler,Coulom bund Navier 
begründeten Biegungstheorie wurden nur die als Biegungsspannungen be
zeichneten Spannungen Xx normal zu den Querschnittsflächen eingeführt. Das 
kann nur richtig sein unter der Voraussetzung, daß reine ebene Biegung, 
z. B. nach Abb. 93, Seite 225 (in dem Teile, der zwischen den Auflagern 
liegt) vorliegt, der in den einzelnen Querschnitten zwar Biegungsmomente, aber 
keine Querkräfte entsprechen. Sind letztere vorhanden, so müssen in den Quer
schnitten auch Schubspannungen Yx,Z", übertragen werden, da sonst ein Gleich
gewicht eines Balkenteiles von endlicher Länge, z. B. des in Abb. 90 schraf-
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fierten, der durch eitwn Querschnitt und die rechte Endfläche des Balkens be
grenzt wird, nicht möglich wäre. (Siehe hierzu auch Seite 50, wo ein Fall behandelt 
wird, in dem es sich um gerade Biegung und Schub handelt.) 

Eine befriedigende Theorie zur Berechnung der Schubspannungskompollenten 
gaben De Saint Venant und Clehsch, während eine näherungsweise ErfaH
sung derselben für besondere in der Technik sehr oft vorkommende QuerschnittH
formen auf Rankine (L) und GrM;hof (L) zurückführt . 

Denken wir um; zwei benachbarte Qnerschnittsebenen ABCD und EFGH 
des SÜlbes, die nicht gerade rechteekige Umrahmungen, wie in Abb. 100 ange-
nommen, zu haben brauehen. y' 

Bei der Verformung des Sta- ,( 
bes, für welehe der Quer- f 

schnitt ABC]) festgehalteJ1 
gedacht wird (in Wirkliehkeit 
verdreht er sieh um sehr wenig 
und gleichzeitig ändern sich 
die Koordirnltell :1:, y, z, welehe 
seine einzelnen Punkte ur
sprünglich festlegten, gleich
falls um sehr wenig, derart, 
daß sie 7.ufolge Annahme 3 
nach der Verformung des 
Stabes wieder in einer Ebene 
liegen), verdreht sich der eben 
bleibende Querschnitt JiJJ?G H 
gegenüber dem ersteren. Die 

y 
Zl 

Ahh. 100. 

L y" 
-J"- ---

/" / / I 
• / J 

" I --1 f 

verdrehte Qnerschnitt;.;ebene schneidet den ursprünglichen Stabmantel in NM K L 
und die ursprüngliche Querschnittsebene E FG H in einer Geraden nn. Dem 
durch die Koordinaten a:, y, Z festgelegten :Fliiehenelement 3 des Querschnittes 
ABC]) entspricht das zur Stabachse parallele Fasernelement 3,4 von der 
Länge dx, das bei der Verformung des Stabes um das Stück 4,5 = LI dx ver
kürzt wird. Fa,serclemente, die der Schnittlinie nn entsprechen, erleiden weder 
eine Verkürzung noch eine Verlängerung, daher auch keine Spannung X x' da
gegen erfahren Faserelemente, welehe oherhalb nn liegen, eine Verlängerung. 
Allgemein ist die Dehnung C,""' auf Grund der Annahme 1 

~dx )(x 
dx =~ exx = E' (a) 

und zufolge der Annahme 3 kann dieselbe nur eine lineare :Fullktion von y, Z 

sein, d. h. 
)( 

exx = a + b Y + c z = -i . (b) 

Die Beziehung (b) sagt auch aus, daß die Spannung Xx eine lineare Funktion 
von y, Z sein muß. Die hierdureh festgelegte Verteilung der Biegungsspan
nungen Xx über den Querschnitt wird kurz als Geradliniengesetz bezeichnet. 

Zur Aufstellung der Gleichgewiehtsbedingungen für einen Balkenteil, z. B. 
für den in Abb. 100 naeh links sich erstreckenden abgebrochen dargestellten 
schraffierten Teil, der dureh Führung eines Schnittes E FG H vom Stab abge
schnitten gedacht ist (in Abb. 90 z.13. der nicht schraffierte Balkenteil, der 
unter dem Einflusse eines Einspannungsmomentes und einer Auflagerkraft 
steht), können wir zufolge der Annahme sehr kleiner Verschiebungen jene Lage 
ins Auge fassen, welehe der Stab vor der Verformung besitzt. Die am Stabteil 
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angreifenden Kräfte sind bei Vernachlässigung des Eigengewichtes des Stabes 
die gegebenen äußeren Oberfläehen- und Stützkräfte, ferner die im Querschnitt 
EFG H übertragenen, den Spannungen X,;> Y"" Zx entsprechenden Kräfte. Da 
die äußeren Kräfte normal zur Stabachse und sie schneidend sein sollen, fordert 
das Gleichgewicht in der x-Richtung 

J Xxdj = E J (a + b y + c z) dj = 0, (c) 
};' };' 

worin die Integrale über die Querschnittt.;fläehe F mit den Fliichenelementen df 
zu nehmen sind. Es folgt, da die statischen Momente der Querschnittsfläche J y dj 

};' 

und J z d f mit Bezug auf die in ih r liegenden Schwerachscn z' undy' verschwinden, 
F 

aEF = 0, cl. h. a = O. Dieses erste Ergebnis besagt mit Hinblick auf die Glei
chung (b), daß die Schnittlinie nn durch 0" d. h. durch den Schwerpunkt des 
Querschnittes EFGH gehen muß. Die Lage nn wlmle in Abb. 100 mit Absicht 
von vornherein unrichtig eingetragen. Man nennt nn die Nu1linie des Quer
schnittes, da in ihr die Spannungen Xx verschwinden. Sie trennt das Gebiet der 
positiven und negativen Biegungsspannungen Xx von einander. 

Das Gleichgewicht des abgetrennten Balkenteiles mit Bezug auf Verdrehung 
um die durch 0" parallel zur y-Achse gelegte Achse y" verlangt 

MBy = J Xx z d f = E J (fJ y + c z) z d j = c E J Z2 d f = c E J y , (d) 
};'};' };' 

wobei die Integrale wieder über die Querschnittsfläche ausgedehnt sind und zu 
bedenken ist, daß bei dem gewählten Koordinatem;ystem xJlz bzw. dem ihm 
parallelen System x y" z" als Hauptzentralsystem (Seite 222) das Abweichungs-
moment J yzdj verschwindet, .111 Bu das Biegungsmoment aller links vom Schnitt 

F 
EFG H am Stabe angreifenden Kräfte bezogen auf die y"-Achse lind J y das Träg
heitsmoment der Querschnittsfläche mit Bezug auf dieselbe Achse bedeuten. 

MBy 
Aus (d) folgt c = FTJ~' 

Das Gleichgewicht des abgetrennten Stab teiles gegen Verdrehung um die 
durch 0" parallel zur z-Achse gelegte Achse z" hat das Bestehen der Bedingung 

Mnz = - J Xxydj = - bE J y2 df c= - bEJz (d') 
F F 

zur Voraussetzung mit Jz bzw. M Bz als Trägheitsmoment der Querschnitts
fläche bzw. Biegungsmoment allerlinks vom SehnittEFGH am Stabe angreifen-

den Kräfte mit Bezug auf die Achse z". Daraus ergibt sich b = - :~~. Führt 
z 

man die erhaltenen Werte bund c bei Nullsetzen von a in die Beziehung (b) ein, 
so erhält man 

(lll) 

Die Biegungsspannungen Xx sind nach Gleichung (111) eine Folge der Existenz 
der Biegungsmomente M Bu und M Bz und verschwinden mit denselben, ferner 
können sie aus zwei Biegungsspannungen 

X' =~ll-'J.z 
X J 1/ 

(lIla) 

zusammengesetzt gedacht werdcn, von welchen die erste einer geraden Biegung 
in der Ebene xz mit M Eu als wirkendem Moment lind z = 0 als Gleichung der 
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Nullinie, die :lweite einer geraden Biegung in der Ebene xy mit M Bz als wirken
dem Biegungsmoment und y = 0 als Gleiehung der Nullinie entsprieht. Die 
komponentalen Spannungen X~ und X~ sind bei gegebenem Biegungsmoment 
und gegebener Quersehnittsfläehe proportional der Entfernung z bzw. y von 
der zugehörigen Nullinie. 

Die Gleiehung der Nullinie, in der die BiegungRspanIl1mgen Xx versehwinden 
müssen, wird zufolge (111) v 

lWJjy ~WJjz -.-z == -~ 1j (1l2) J y .fz •• 

Die Gleiehungen (111) und 
(112) können noeh in einfaeherer 
Weise gesehrieben werden. EH 
sei t/. (Abb. 101) der mit Bezug auf 
das System :r y' z' im positiven 
Sinne gezählte Winkel, den die 
Sehnittlinie der Kraftebene mit. 
der Quersehnittsfläehe (Kraft 
linie K L genannt) mit der y'
Aehse einsehließt (siehe aueh 
Abb.90, S.224). Der Momenten
vektor ~m, der normal :lur Kraft- ~ v 
ebene steht und naeh jener Seite 
der Ebene geriehtet ist, von der 
aus gesehen das Moment im 

----~------~~~~~~-------~ y' 

z' 
Abb. 101. 

Uhrzeigersinne dreht, stellt die H,esultante der Vektoren WBIf und WB., d. i. der 
komponentalen Biegungsmomente vor, deren Größen in Gleiehung (111) ein
geführt wurden. Bei Beaehtung des positiven Drehungssinnes der Biegungs
momente ll1. B y und M Bz können wir 

MBz = MB eost/., 111.By = -lrIB sint/. (e) 

setzen, wenn für l11B die folgende Zeiehenregel gilt: Drehen wir das xy' z' -System 
um die x-Aehse im Sinne der Zunahme des Winkels t/., bis die y'-Aehse in die 
Kraftebene fällt, so ist MB positiv, wenn sein Vektor entgegengesetzt der positiven 
Riehtung der verdrehten z'-AellHe gerichtet ist. In der Abb. 101, in der die positive 
x-Aehse gegen den Beschauer geriehtet gedaeht ist, ist MB positiv. Daher kann 
die Gleiehung der Nullinie (112) au eh die Form 

~ (f) ~ - -- eotg t/. J, y = y tg Cf! 

mit tg Cf! ~ -- cotg t/. -~:- annehmen, aus der hervortritt, daß die Nullinien für 

sämtliche Qllersch nitte zueinander parallel sein müssen. Wenn J y = J z, wie 
d~LS z. B. für qua<lratische oder Kreisquerschnitte zutrifft, so lautet die Gleichung 
der N llllinie z = -- Y cotg t/.. Daraus iI,t zu sehließen, daß in diesem Sonderfalle 
die N ullinie llormal, sonst aber sehief mit der Riehtungstangente tg Cf! zur Kraft
ebene oder Kraftlinie geriehtet ist. 

Wir legen nunmehr ein neues KoordinatenRystem xuv zugrunde, das aus 
dem System :ryz durch Drehung um die x-Achse um den Winkel Cf! erhalten 
wird. Ein Flächenelement des Quersehnittes hat mit Bezug auf dieses System 
die Koordinaten x, u, v, die mit dessen x, y, z-Koordinaten dur eh die Trans
formationsgleichungen 

x =x, ?! = ?J' = u cos Cf! - v sin Cf! ' z = z' = u "in Cf! + v cos Cf! 
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verknüpft sind. Das Trägheitsmoment J u der Querschnittsfläche mit Bezug auf 
die u-Achse hängt mit den Trägheitsmomenten J y und J z durch die bekannte 
Gleichung 

(g) 

zusammen. Die Größe der Komponente des Biegungsmomentes 1m B in der Rich
tung der u-Achse, die eine Wirkungsebene normal zur u-Achse besitzt, sei mit 
M Bu bezeichnet. Sie ist durch 

MB" = MB sin (<p - cx:) = MB (Hin <p C08 cx: - cos <p ,,;in cx:) 

bestimmt. Die Werte von sin<p und co::; <p Hind durch 

(h) 

. J y cos Cl 
sin <p = - c=- =~- '---'-'= , 

l lJ2 sin2 Cl + J2 cos2 Cl 
, Z !J 

( i) 

ausdrückbar. Ersetzen wir in der Gleichung (111) y, z durch die Koordinaten 
u, v aus den obigen Transformationsgleichungen, führen in die so umgewandelte 
Gleichung die Werte sin<p und eos <p aus (i) ein, so erhalten wir eine Gleichung, 
welche bei Vergleich der in ihr vorkommenden Größen mit den durch Ersatz 
von<p unter Zuhilfenahme von (i) abgeänderten Werten von J u in (g) und M Bu 

in (h) und Beachtung der Beziehungen (e) die einfache Form 

(113) 

annimmt. M Bu wird pmütiv gerechnet, wenn es mit Bezug auf die u-Achse in 
einem Sinne dreht, der entgegengesetzt dem positiven Drehungssinne ist der, 
von der v- in die x-Achse führt. Nach Gleichung (113) sind die Biegungsspan
nungen bei gegebenem Stabquerschnitt und Biegungsmoment MBu proportional 
der Entfernung v der betreffenden Flächenelemente von der Nullinie. 

Die Gleichung (113) kann dazu dienen, um die in einem Querschnitt vor
kommenden größten Zug- und Druckspannungen zu erhalten. Man braucht zu 
diesem Behufe nur parallel zur N ullinie zwei Tangenten an den Querschnitt 
zu ziehen, deren Berührungspunkte den Flächenelementen entsprechen, denen die 

KL_ 

lJ größte Zug- bzw. Druckspannung zukommt. Die Normalab-
t;.. stände der genannten Berührungspunkte von der u-Achse sind 

.4 mit Berücksichtigung ihres Zeichens in der Gleichung (113) 

8 

Abb.102. 

für v einzusetzen, wenn man die denkbar größten Werte Xx in 
einem Querschnitte bekommen will. In Abb. 102 sind die 
beiden Tangenten parallel zur u-Achse mit ta und tb und 
deren Normalabstände von der u-Achse mit Va und Vb be
zeichnet. Den Flächenelementen in A lind B entsprechen 
die größten Spannungen im Querschnitt, welche (Xx)max 
und (Xx)mln heißen sollen, (Xx)max ist eine Zug-, (Xx)mln 

eine Druckspannung. Offenbar ist 

MBu 
(Xx)max = J Vab' 

mill tt 
(1l3a) 

I~: I = W ua und -I'~; I = W ub heißen die Widerstandsmomente des Querschnittes 

mit Bezug auf die u-Achse. 
Ähnliches gilt auch für die Ermittlung der größten Zug- und Druckspannungen 

der komponentalen BiegungsspannungenX~, X~ für einen gegebenen Querschnitt. 

Setzt man -I~I = Wya , - I-~I = lVYb und -IJ' I = Wza , -I--!:...I = WZb mit Za und Zb 
Zn Zb Ya I y. 
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als Entfernungen der all1 weitesten von der y-Aehse abstehenden Fläehen
elemente und mit Va und J/b als Entfernungen der am weitesten von der z-Achse 
abstehenden Fliielwnclemenk, so kann man jetzt 

(X~)lllax = ± 
MBy jvJRy 

(lll b) 
Wy ,;/' 

. -- Zu h 

mill .I y 

und 

(X;;)max ± 
},,[ 1Iz 11,[ Bz 

(lIle) -

Wzab 
-Jz·- Viii, 

min 

schreiben. lVya , lViiI> bzw. IV zu' lVzb heißen die Widerstandsmomente der Quer
schnittsfläche mit Bezug auf die y- hzw. z-AchHe. 

Die größton Werte von Xx, X~, X~ im ganzen Bereiche des Stabes treten in 
jenem Quersehnitt, in dem ltl}3u' M ß.y, M}3z Größtwerte erlangen, auf, und zwar 
in jenen Fläehenelementen, welche am weitesten von der ~t, y, z-Aehse abstehen. 
Jener Quersehnitt lwißt deRwegen der gefährliehe Quersehnitt. 

Es sei für einen rechteckigen Querschnitt mit den Seiten h = 2R cm, b = 20 em der 
Winkel rx ~~ 45° (Abb. 102a). Daher wird 

tg'f' = 
.I" - cotp 'Y. -- =-~ 

" J, 
1,IW , 

was nahpzu einem Winkel (f' c= 117° entsprieht. Ferner iHt nach (g) 

.J u -11~ b h3 0,206 + -h h!Ja 0,7\14 = 22358,18 cm4 . 

Das Biegungsmoment AI1, ,, ergibt sich nach (h) mit lrl}lu ~ c 0,95 MB' Die beiden dem Zahlen
werte nach einander gleich großen Abstände der für die größten Zug- (Druck-) Spannungen in 
Betracht kommenden Punkte A und B von der Nullinie 
werden, wie man Hich leicht überzeugt, Va b ,~ ± 15,2(j cm, 
so daß 

wobei AlB in emkg gegelwn gedacht ist. In Ahb. 102 a, 
in der die pOHitive x-AehHl' gegen den Beschauer ge
richtet ist, cntsteht in A die größte pOHitive Zugspan
nung, wenn M Bu positiv ist. In derartig einfachen Fällen 
wie in dem vorliegülI(len kommt man übrig"ns kürzer 
zum Ziele, wenn man direkt von ([Pr Formel (1l1) aus-

h 
geht. Man erhält aus ihr, wenn man für z ce ±·2 und 

für y = ± {- einsetzt, fenwr die Gleichungen (e) be

nützt, unmittelbar die größten Werte der Biegungsspan
nungcn mit 

f1. 

Abh.102a. 

[ -WB sin rx h 1Vlll COS 'l. h l ß Al B . 6211]j 
(XJ),n,,, = ± . i"bI:! ··'i+ 'li" . "J~' ±1.~12 (bslllrx-+-hcosrx)=, :±:-b2 }2 d , (114) 

mm I '.!- tl· .... I'.! t ).... U a t 

worin IZ die Projektion der Strecke AB auf die Kraftlinie KL vorstellt. Durch Einsetzen der 
Wcrte für b, hund d ergibt sich wieder dl'r bereits gefundenc Wcrt für die größte Zug
bzw. Druckspannnng. " 

Wir wenden UIlS jetzt zl1r Berechnung der Sehubi.,pannungen Y x , Zx' Die
selben müssen die Glciehgewiehtshmlingungell (20), (21) ~1Uf den Seiten 48, 49 
und die Oberfliiehenlwdillgungen (24-) auf S(~jt.e ri:~ befriedigen. Für d~1H unend
lich kleine Prümm (3,4) in Abh. 100 oder AI>I1. 1O:~, in der ein unendlieh kleines 
Stabstück VOll der Liinge d ,I" bei beliebigeJll QUl'nwhnitt dargestellt i:-;t, lauten 

Girtler, lIIcdlallik. 16 
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die Spannungsgleich ungen 

ax ax iJX----" + ----" + -.. " = 0 
rJx Jy Jz ' 

iJY-" = 0 
d:r, , 

iJZ, = 0 
iJ x . (k) 

Da nach (lll) iJXx = dM.BII.~ -- dMBz .ll ist und weil .~!l!..JJY =, Q bzw. 
iJx dx J" dx J,' dx Z 

- Q" mit Qz und (2" als Querkraftskomponenten (das negative Zeichen 

s 

z' 
Abb.103. 

y' 

bei Q"rührt davon her, daß auf Grund der Zeichen
regel auf Seite 222 bei positivem Qy das Biegungs
moment MBz abnimmt), geht die erste der Glei
chungen (k) in 

~~Y _ iJX, __ fl ~ _ (l JL 
dy -t dz - ~zJ!I 15" Jz (k') 

über. Multiplizieren wir diese Gleichung mit dem 
x Flächenelement d y dz = d t der Qllerschnittsfläche 

des unendlich kleinen Prismas 3,4 und integrieren 
über die in Abb. 103 hervorgehobene Teilfläche t 
des Stabquerschnittes, welche durch eine 7.ur y'
Achse im Abstand z' parallele Gerade von der 
Länge b = db und einen Teil der Berandung S 
des Stabquerschnittes begren7.t wird, so erhalten 

wir, da J ~:u dy dz '" J X ll COR (ny) ds und J i~~, dy rlz J X z cos (nz) d8, 
t B t B 

wobei ds ein Element der Berandung B der Teilfläche des Stabquerschnittes, 
cOß (ny), cos (nz) die H,ichtllngskosinusse der normal wr Berandung und Stab
achse nach außen gezogenen Geraden mit Bezug auf die y- und z-Achse bedeuten, 
und das Integral mit dem Argument ds über die genanntc Berandung B 7.11 

nehmen ist, 

J [X y cos (ny) + X z cos (nz)]ds = -- ~~J zdf - j~ Jydf. (1) 

B f f 

Auf Grund der für die Mantelfläche des Stabes zu erfüllenden Oberflächen
bedingungen müssen die Gleichungen 

p",= X"cos (ny) + X z cos (n z), PlI= 0, pz= 0 (m) 

gelten. Ist die Stabmantelfläche kräftefrei, so werden die zwei letzten Glei
chungen befriedigt, und die erste derselben besagt, daß X" cos (ny) + X z cos (nz) 
für Flächenelemente der Stabquerschnittsfläche, die an der Mantelfläche des 
Stabes liegen, verschwinden sollen. Da dieser Ausdruck aber offenbar den Wert 
der auf die Berandllng normal stehenden Schubspannungskomponenten an der 
Stabmantelfläche ist, so folgt. daß diese Komponente Null sein soll, d. h. die 
Schubspannungen am Bande nur tangentiell 1t1l die Randkurve sein können 
(S. 50). 

In der Beziehung (1) verschwindet 80nach das Integral auf der linken Seite, 
soweit es sich auf die Berandung des Querschnittes bezieht. Für die Begrenzungs
strecke b der Teilfläche ist eos (ny) = 0 und cos (nz) = -- 1. Die Gleichung (1) 

kann daher, wenn wir statt ds das Zeichen dy, ferner für jzdt = SYb und 
I 

j ydt = SZb mit SYb und SZb als statischen Momenten des schraffierten Quer
t 
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schnittsteiles mit Bezug auf die y- bzw. z-Achse setzen, auch kürzer in der Form 
b 
2 

Ix d = Q,SYb + QyS'b 
Z Y J y J, (ll51 

b 

2 

geschrieben werden. In dieser Beziehung bedeuten X z = Zx die Schubspannungen 
parallel zur x-Achse, welche in Flächenelementen d x cl Y der Fläche abcd (Abb.l03) 
übertragen werden oder in diesen }1'lächenelementen zugeordneten Elementen 
d y dz, die der Strecke b in der Stabquerschnittsfläche anliegen. Dividieren wir 
bei Festhaltung der Annahme 3 auf Seite 236 die zuletzt erhaltene Gleichung 

durch b, so erhalten wir einen durchschnittlichen 'Wert X z der Schub spannung 
in der Entfernung z' = z von der y' (y)-Achse, also 

(llß) 

Eine (ll6) entsprechende Gleichung für den durchschnittlichen vVert X y der 
Schubspannung X y auf einer ab cd entsprechenden, aber jetzt im Abstande y' 
von der z' -Achse liegenden zur Ebene xz parallelen Rechtecksfläche, deren zur 
z' -Achse parallele Seite die Länge a besitzt, ergibt sich in selbstverständlicher 
Weise mit 

(ll6a) 

,,'obei jetzt Syu und Sza die statischen .:\Iomente des Teiles der Querschnitts
fläche mit Bezug auf die y'- bzw. z'-Achse bedeuten, die durch die Strecke a 
und eines Teiles der Berandung des Stabquerschnittes begrenzt sind. 

Ist der Querschnitt symmetrisch mit Bezug auf die z' - bzw. y' -Achse, so tritt 
an Stelle der Gleichung (116) 

X = QZSYb 
Z bJy 

und (Il6a) bleibt unverändert, bzw. an Stelle der Gleichung (ll6a) 

X = 'b..~z-,,-
Y aJ, 

und (116) bleibt unverändert. 

(ll6b) 

(Il6c) 

Ist die Querschnittsfläche sowohl symmetrisch mit Bezug auf die y' - als auch 
mit Bezug auf die z'-Achse, so gelten die Gleichungen (ll6b) und (ll6c). 

Im allgemeinen entstehen die größten Schubspannungen X y bzw. X z in 
einem Querschnitt in der z'- bzw. y'-Achse. Die größten Werte der Schubspan
nungen im ganzen Bereiche des Stabes entstehen in einem Querschnitt, in dem 
QlI und Qz ihre größten vVerte erlangen. Schließlich sei noch bemerkt, daß die 
letzten zwei der Gleichungen (k), dann, wenn die Mantelfläche des Stabes kräfte
frei ist und die Querkraft sich nicht ändert, erfüllbar sind, was man ohne 'weiteres 
sieht, wenn man in ihnen die Schubspannungskomponenten auf Grund der 
Beziehungen (Il6) bis (ll6c) einführt. 

Aus den Gleichungen (ll6) und (ll6a) schließen wir, daß die Schubspannungs
komponenten für ein Flächenelement des Stabquerschnittes verschwinden, wenn 
die Querkräfte Null sind, daß sie ferner von der Querschnittsform abhängig 
und mit den Koordinaten y' bzw. z' veränderlich sind. Es folgt 'weiter, daß die 
Querschnitte sich krümmen müssen, denn nur dann, wenn alle zwischen auf
einander folgenden Querschnitten liegenden Raumelemente die gleichen Schie-

16* 
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bungen, d. h. zufolge des Hookeschen Gesetzes die gleichen Schubspannungen 
erleiden, könnten die Querschnitte eben bleiben. Das ist ein 'Widerspruch zur 
Annahme 3 auf Seite 236, die, wie eine strengere Theorie zeigt, nur bei reiner 
Biegungsbeanspruchung gültig ist. 

Der genannte Widerspruch zwischen den Annahmen und den berechneten Spannungen 
findet auch dadurch seinen Ausdruck, daß letztere zu auf Grund des Hookeschen Gesetzes 
berechenbaren Verzerrungskomponenten führen, die miteinander nicht verträglich sind 
(Seite 43 ff.), d. h. die den berechneten Spannungen entsprechend yerformten Y olumenelemente 
des Stabes lassen sich nicht zu einem kontinuierlichen Ganzen zusammenschließen. 

Im Falle reiner Biegung könnte man den Stab entweder aus unendlich vielen 
voneinander unabhängigen zur Stabachse parallelen Fasern aufgebaut denken, 
oder könnte annehmen, daß die genannten Fasern miteinander fest yerbunden 
sind, in beiden Fällen würde bei gegebenem äußeren Biegungsmoment der gleiche 
Biegungsspannungszustand eintreten, ohne daß Schubspannungen zwischen den 
Fasern entstehen. 

Ferner muß darauf hingewiesen werden, daß selbst die vorstehenden Nähe
rungsrechnungen voraussetzen, daß die Stabmantelfläche yon Kräften frei ist 
und daß die an Endquerschnittsflächen des Stabes angreifend gedachten Kräfte 
oder Momente sich über dieselben so verteilen, wie es durch die Gleichungen (111) 
und (116), (116a) verlangt wird. Beide Bedingungen sind in praktischen Fällen 
nicht erfüllt. Die gefundenen Resultate gelten dann nur in jenen Bereichen des 
lang und dünn gedachten Stabes, die von Kraft- und }Iomentenangriffsstellen 
eine Entfernung haben, die im Vergleich zu den Querdimensionen des Stabes 
groß sind!. Nichtdestoweniger werden die genannten Formeln auch für kon
tinuierlich über die Stablänge verteilte Belastungen (siehe Punkt 5) angewendet, 
wodurch man freilich nur zu einer Abschätzung der wirklichen Verhältnisse 
kommen kann. Für kurze dicke Stäbe sind die durchgeführten Annäherungs
rechnungen im allgemeinen und ganz besonders jene für die Schubspannungen 
viel weniger richtig wie für lange dünne Stäbe. Andererseits kommen aber 
gerade für kurze dicke Stäbe in erster Linie die Schubspannungen, in zweiter 
Linie die Biegungsspannungen in Betracht, bei langen dünnen Stäben ist es 
gerade umgekehrt. 

Denn denken wir uns z. B. einseitig eingespannte Stäbe von gegebenem Quer
schnitt und verschiedener Länge, welche an ihrem einen Ende durch eine normal 
zur Stabachse wirkende Kraft P auf ebene schiefe Biegung und Schub beansprucht 
sind (Abb. 90, S. 224), so ist für alle Querschnitte unabhängig von der Länge des 
Stabes die Querkraft Q = P, das größte Biegungsmoment im Einspannungsquer
schnitt ist dagegen von der Länge der Stäbe abhängig, da es gleich Pl ist, 
wenn l die Länge der Stäbe bedeutet. Je kürzer bzw. länger der Stab gemacht 
wird, um so kleiner bzw. größer wird das Einspannungsmoment (und damit 
auch die übrigen Biegungsmomente), die Querkraft bleibt aber unverändert. 
Nachdem mit der letzteren die Schubspannungen, mit den Biegungsmomenten 
die Biegungsspannungen zusammenhängen, so ergibt sich die Richtigkeit der 
vorangestellten Behauptung. 

Wenn es sich in der Praxis um Bestimmung der Ausmaße von langen dünnen 
Stäben handelt, die auf Biegung und Schub beansprucht sind, wie z. B. Traversen, 
nimmt man in der Regel nur Bedacht auf die Biegungsspannungen und vernach
lässigt die Schubspannungen. Bei kurzen dicken Stäben, die in der angegebenen 
Weise beansprucht werden, z. B. bei Nieten, vernachlässigt man die Biegungs
spannungen und zieht nur die Schubspannungen in Betracht. Berechnet man 

1 De Saint-Venantsches Prinzip, Seite 20ft 
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ftbel' dann die letzteren in der oben angegebenen Weise, so bekommt man freilich 
nicht mehr als einen Anhaltspunkt. 

b) 1Jeformationszustand. Die Verformung eines auf ebene schiefe Biegung 
und Schub beallsprnchten Stabes wird ab genügenü genau beschrieben erachtet, 
wenn man die Verschiebllng der Pllnkte der Stabachse bestimmt hat. Es wird 
sonach von einer Berechnung der Ven;chiebung aller übrigen Punkte von vorn
herein :tbgeHehen. Dagegen ist niehtH einzuwenden, solange es sich um lange 
dünne Stäbe handelt, für welche die Verformung der Stabachse tatsächlich aus
sehlaggebend fiir die Gpstalt des Stabes ist. Anders ist es bei kurzen dicken 
Stäben, für welche die Vcrschiebungen aller Punkte wesentlichen Einfluß auf 
die Gest:tlt des vcrformten Stabes bmützen. 

Zur Bestimmung der verformten Stabachse, die als clastische Linie des Stabes 
bezeichnet \\ird, siJld zwei Grade der Annäherung üblich. In erster Annäherung 
wird auf die Biegungsspamnmgell allein Rücksicht genommen, die zweite An
näherung ic\ucht, auch den \i;influB der Schubspannungen auf den Verlauf der 
elc1stischen Linie zu berücksiehtigen. 

Zu den auf Seite 23fl gemachten drei Annahmen treten die folgenden hinzu: 
4. Die Querschnittsebencn Htehcn naeh ihrer Verdrehung und Verschiebung 

normal zur elastischen Linie des Stabes. 
5. Vürsehiebungen der Punkte der Stabachse werden nur insoweit berück

sichtigt, ,11s sie sich in Ebenen normal zur ursprüngliehen Stabachse vollziehen. 
Die Annahme 4. kf111n bei kleinen Verschiebungen dann als richtig angesehen 

werden, wenn es sich um reine Biegung eines Stabes handelt. In derartigen Fällen 
bleiben die Querschnitte tatsächlich eben, die zwischen zwei benachbarten 
Querschnittsebencll liegenden als PriHmen ged:1Chten Haumelemente erfahren, 
da Schuhspanl1\1ngen nieht vorhanden sein sollen, keine WinkeländerungeIl. 
Diese Prismen werden erhalten , indem wir uns den ganzen Stab durch drei 
Scharcn unendlieh nahe liegender Ebenen parallel zu deli XU-, uv-, und v x-Ebenen 
geschnitten (lenken (Abb. 104-) . Die Ebene E 
geht nach dcr Verformung des Stabes in eine 
zylindrü;ehe Fläche übel', die die flufeinandel'fol
genden verdrehten QuerHchnitte in deren Null-
linien schneidet untl tlie Kanten der Prismen, die n. (u) 

vor der Verformung auf die Ebene ji} normal 
stehen, müssen nach der Verformung des Stabcs 
auf jene Zylinderfläehe normal stehen. Die ver
formte Stabachse ist der Schnitt der verformten 
Ebene E mit der :rv-Ebene, die als Dnrehbiegungs
ebene bezeichnet wird, i;..;t also eine ebene Kurve. 

Er s t e N ii her UII g Z \I r Be s tim III \I1l g d e l' 
elastisehen Linie. Gcwöhnlich geht man Z\Il' AblJ . I04. 

niiherungic\wei;.;en Herleitung der Gleiehung der 
ehtstischen Linie fiir ebene schiefe Biegung und Sehuh von den den komponen
talen geraden BiegutlgsbeallRpruchungen zugeordneten Biegungsspannungen X~ 
und X~ aus, denen die BieguJlgsmornente JYJ By bzw. M Bz und komponentale elasti
sehe Linien entspreehen. Naehdem auf Grund des Hookeschen Gesetzes die Ver
zerrungs- und, wenn sie sehr klein sind, auch die Verschiehungskomponenten, 
welche TeilHpannungsz\lHtiinden entsprechcn, übereinalldergelagert werden kön
nen, ergibt die ZusammenKetzung der komponentalen elastischen Linien die 
elastiRelw Lillie des auf schiefe Biegung \lnd Schub bcaw.;prncht gedachten Stabes, 
oder waR gleiehbedeutend iRt., die ehlstische Linie des St,1hes projiziert auf die 
Y x- lind z :r-Ebenen ergi bt die komponentalen elaHtisehen Linien. 
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Die Abb. 105 und 105a stellen für einen frei aufliegenden Balkenträger die 
ursprüngliehe Stabaehse und die unter dem Einfluß einer in der Mitte des Balkens 
aufgebrachten, auf die Stabachse normalen Last Q durchgebogene Stabachse 
(elastische Linie) vor. Die Kraft Q wirke in der xz-Ebene des Balkens. Der Punkt 
A der ursprünglichen Stabachse wird, wenn Q vertikal gerichtet ist, zufolge 
Annahme 5. vertikal nach abwärts in die Lage A' um das Stück z verschoben. Die 

Verschiebung z ist nicht zu verwechseln mit der 
.r dz in oben eingeführten z-Koordinate eines Flächenele-f· ~ I~'(. /<----:+1-:. ,..--'-'---- -----:!1 --... z mentbes des Quersc,!tnittes, die wir im folgenden 

A 18 T vorü ergehend mit z bezeichnen wollen. Der Quer
schnitt 1 durch A normal zur Stabachse geht zu-

1 :, 0 5 folge Annahme 4. in den Querschnitt l' normal zur Abb.l0 . 
I elastischen Linie über. Das gleiche gilt von einem 

Querschnitt 2 durch den Punkt B, der den Ab
stand d x vom Querschnitt 1 haben soll, und bei 

"""'H'-!-4H."---+----..,,,k- --~ der Verformung des Stabes in die Lage 2' ent

Abb.105a. 

sprechend dem verschobenen Punkt B' kommt. 
Die beiden genannten Querschnitte schneiden sich 
in ciner zur xz-Ebene normalen Geraden, die diese 
Ebene im Punkte 0 trifft, der der Krümmungs
mittelpunkt der elastischen Linie für das Element 
ds" = A' B' ist. Wenn ('f. der positiv im Sinne eines 

positiven Biegungsmomentes M By gezählte Winkel ist, den die Tangente im 
Punkte A' der elastischen Linie mit der x-Achse einschließt, so ist der Winkel 
1',0,2' mit d('f. als Kontingenzwinkel einzuführen, der sonach die relative Ver
drehung der beiden unendlich benachbarten Querschnitte bei der Verformung 
des Stabes vorstellt. Nennen wir den Krümmungsradius im Punkte A' (!y und 

; = K y die Krümmung, so wird (!y d('f. c= ds il . Dcr angehängte Zeiger y soll auf 
'''' das Biegungsmoment M By hindeuten. Wenn die Verschiebungen z unendlich 

Abb. 106. 

klein wären, so würden sich dsy und dx nur um eine Größe höherer 
Ordnung unterscheiden. Ist z sehr klein, so kann man näherungs-

weise (!"d('f. = dx und ddrf. = K y = ~ sctzen. K y bzw. (!iI haben daK 
. x ~ 

Zeichen von .~~. wären sonach in dem angenommenen Falle nega
dx' 

tiv, da ('f. mit x abnimmt. :Für einen Punkt C' (Abb. 106) der 
Querschnittsfläche mit der Koordinate z ist die Verlängerung (Ver
kürzung) /1 d x = C' E', welche daR dem Punkte zugeordnete Faser
element ])' C' = A' B' bei der Verformung des StabeR erfahren hat, 

gleich LI dx = ~. i d('f. = ."~~;!.. dx zu setzen. Hierbei haben wir die 
y 

erste der Gleichungen (111 a) auf Seite 238 und das H ookesche Ge-

setz X~ =c E iJd~ benützt. Demzufolge erhalten wir bei Einführung 

der Krümmung K y die Gleichung 

K y = -~1Y. 
" 

(n) 

E J y heißt die Biegungssteifigkeit in der Ebene xz; je größer dieselbe ist, um so 
weniger biegt sich der Stab in der genannten Ebene unter sonst gleichen Um
ständen durch. Die Krümmung K lI können wir durch die bekannte Formel 
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d2 z 
dx" 

K,y=-- " 
dz 

, und wenn wir bcdenkcn, daß sehr klein ist, annähernd 
dx 

[ ( dZ)~12 1-+-- I 
dx ~ 

d2 z 
durch K y = dx" crsetzcn. Damit geht die Gleichung (n) 1Il 

~ = K = d2 z = _ 11fBv 

dx y dx" EJ. (117) 

alH Differentialglcichung dcr elaioltischen Linie über. Das negative Zeichen würde 
in ein positives übergehen, wenn wir angenommen hätten, daß ein von links 
übertragene8 Biegung8moment positiv ist, wenn es entgegengesetzt dem Sinne 
des Uhrzeigers dreht. 

Für eine Durehbiegung in der xy-Ebene bei Wirksamkeit von BiegungH
momenten lJl Bz bekommen wir auf ähnliche Weise 

_d~ = -K = d2 .1J = 11IBz 

dx Z dx" EJ,' 
(117a) 

mit ß a1l:, den im Sinne eines pmlitiven Biegungsmomente8 M Bz positiv gezählten 
Winkel den eine Tangente der elastischen Linie mit der + x-Achse ein8chließt 
und mit K z aIR Krümmung in der xy-Ebene. EJz heißt Biegungssteifigkeit für 
die Ebene xy. in den (jleichungen (117) und (117a) iRt M Bz bzw. M Bv im all
gemeinen als :Funktion von :1:; einzusetzen. 

Führen wir in den <ileiehungen (ll7) und (117a) für die Koordinaten y und z 
mit Hilfe der Transformationsgleiehungen auf Seite 239 die Koordinaten v, U 

ein und benützen die Be..:ieh IIng e auf derselben Seite mit MB ab aus den Bie
gung8momenten MJJy lind M Bz resultierendem Biegungsmoment, so erhalten wir 

d2 U . d2 V M' B sin Ci. ' _ 

;i0!"1ll rp + da;2 co,; (P = EJ---: = A y , 

d"/( d"v . M Beos rt. K 
da:2(;O;,rp--dxislllrp= EJ~- =- Z' 

Multipli..:ieren wir die erste Gleiehung mit sin rp, die zweite mit cos rp und sub
trahieren die erhaltenen Gleichungen, so ergibt Hich 

d"}: _;vl}1 [sin rt. (:08 'r __ cos rt. sin rpl ._ F. _ K " - K 
d .2 - I" I J J I -- l\.y eo., rp t- z Sln rp - u' 

X '.J _ Y z J 

Durch Einführung von sin (p und COH rp aUH den Gleichungen (i) auf Seite 240 
und bei Beachtung der dort benützten Beziehung (g) und (h) erhalten wir 

(118) 

Ku ü,t die Krümmung der claRtisehcn Linie des auf ebene Rehiefc Biegung lIud 
Schub beanspruchten 8tabes. Denn faßt man Ku und K z als Vektoren auf, die 
den Biegungsmomenten 111 JlJl und Jl!1 Jlz zugeordnet Rind, und trägt Hie vom 
Ursprung 0' (Ahb. 101, Seite 2:{9) <ieH 8YHtemes,l; y' z' in den l{ichtungen der Achsen 
y', z' oder ihnen entgegengeset..:t je IH1ch demZeiehcn auf (pmütive Werte vonK1/' K z 
sind entgegengesetzt den pOHitivenRiehtungen der y' - und z' -Aehse geriehtet, 
entsprechend den als positiv aufgefaßtell MOlllentenvektoren), bildet ferner die 
Komponente ihre!' Rmmltierendün in der Riehtung der -u-Achse, so erhält man 
die Krümmung Ku. N<1l'hdem, wil' man sich leicht überzeugt, K" sin rp .~. K z cos rp 

= ~~~~ = 0, HO ist Ku ab V ektoJ' aufgefaßt die Resultante der komponentalen Krüm-
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mungen K y und K z und fällt mit der Achse u zusammen. Daraus ist zu schließen, 
daß die resultierende Durchbiegung nicht in der Kraftebene, sondern in der 
xv -Ebene erfolgt. Die Größe E J u bedeutet die Biegungssteifigkeit in der xv
Ebene. (Siehe hierzu dieAbb.lOl, in der Kyund K z entgegengesetzt den Richtungen 
von MBy und MBz eingetragen sind.) Aus den Gleichungen (117), (117a), (118) 
entnehmen wir, daß für jene Querschnitte, für welche M By' M Bz' M Bu ver-

dZ" dZy dZv 
schwinden, (r~' dx2 ' dx2 zu Null werden, d. h. die beiden Zweige der elastischen 

Linien bzw. die resultierende elastiKehe Linie Wendepunkte besitzen. 
Die Integration der Differentialgleichungen (117), (117 a) und (118) der kom

ponentalen und resultierenden elastischen Linien, wodurch man die analytischen 
Gleichungen der entsprechenden Kurven erhält, ist leicht zu bewerkstelligen, 
wenn M By , M Bz und ~~Bu als Funktionen von x gegeben sind, und führt auf 
zwei Integrationskonstante, deren Werte aus den Auflagerbedingungen des Stabes 
zu bestimmen sind. 

Zweite Näherung zur BeHtimmuug der elastischen Linie. In 
zweiter Annäherung sucht man, wie oben erwähnt, den Einfluß der Schub
spannungen auf die elaHtische Linie zu berücksichtigcn, der bei kurzen dicken 
Stäben ausschlaggebend sein wird. Auch jetzt betrachtet man den Einfluß der 
Sehubspannungen gesondert auf die beiden in den Ebenen xz und :c y entstehen
den komponentalen elastischen Linien. 

In Abb. 107 sind A und B zwei aufeinanderfolgende in der Entfernung rlx 
liegende Querschnitte. Es soll der Einfluß der Schu hspttnnungen X z = Z x auf 
die Durchbiegung in der xz·Ebene untersucht werden. Denken wir uns den 
Querschnitt A festgehalten und die Querkraft für den Querschnitt A positiv, 
d. h. entgegengesetzt der positiven z-Achse gerichtet, HO werden von dem schraf
fierten rechts liegenden Stabteil im Querschnitte B Schubspannungen Z x über
tragen, die nach abwärtH gerichtet Hind, d. h. die Richtung der positiven z-Achse 
haben. Der Schwerpunkt 0' des Querschnittes B wird Hich infolgedessen relativ 
zum Querschnitt A um ein Stück lHLCh abwärts verschicben, dessen Größe von 
der Art der Verteilung der Schubspannungen über den Querschnitt B und der 
damit zusammenhängenden Krümmung des Querschnittes abhängig sein wird. 

I 0 

f 
z 

A B ....--, 
~fx 
0'1 

A~ 

Abu. 107. 

1I 

J 
I 

A ~tlf.-----J _ d.r Ir. -tl!rJsz) 
rz , 
z-_ --- - >.r 
~ 

'---+-----,!.-"I;-;;: : 'Cz ---------

~~ 

2 

Auu. 107 a. 

Daher wird die Bestimmung jener Verschiebung eine sehr verwickelte. Viel 
leichter wäre diese Aufgabe zu lösen, wenn sich die Querkraft gleichförmig 
über den Querschnitt B verteilen würde, so daß alle Werte der Schubspannungen 
in demselben einander gleich wären, denn dann würden die Winkeländerungen der 
zwischen den Querschnitten liegenden, in der Abbildung angedeuteten elementaren 
Prismen alle gleich sein und wären auch ohne weiteres bestimmbar. Es müßte 
dann, wenn in Abb. 107 a Tz die im Querschnitte überall gleiche Schubspannung 

bedeutet, Tz == ~. = Gyz sein mit F als Querschnittsfläche des Stabes und Y. 

als Änderung des Kantenwinkels eines der unendlich kleinen Prismen. Die 
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relative Senkung d (osz) des Punktes 0' gegenüber dem festgehalten gedachten 
Querschnitt A wäre dann 

(0) 

Um die Senkung von 0' gegenüber einem beliebigen festen von 0' um eine end
liche Strecke nach links gelegenen Punkt der Stabachse, der z. B. einem Auf
lager entspricht, zu erhalten, hätte man nur alle die unendlich vielen relativen 
Senkungen d(osz) der zwischen 0' und dem festen Punkt gelegenen Querschnitte 
von unendlich kleinem Abstand zu addieren. Die Deformationsarbeit, die in das 
zwischen zwei benachbarten Querschnitten liegende Stabelement hineingesteckt 
würde, wäre nach Seite l02ff. 

J ., J 0" Q' 
x'Z = dx ;~dydz = dx 2G~'2dydz = 2C}pd:r. (p) 

P F 

Führten wir d(b,J aus der Gleichung (0) ein, so erhielten wir die Gleichung 

1 Oe 
'l.sz = '2 Qzd(O,J = 2C;'j clx (p') 

cl. i. elen Satz über die ~-hbeit (Seite l06ff.). 
vYenn ,Yir die Annahme der gleichförmigen Yerteilung der Querkraft fallen 

lassen, so ergibt sieh als wirkliche, infolge Schuhheanspruchung in dem Stah-

element aufgespeicherte Deformationsarheit A,z = d:rJ~- d y d z, wonn die 
F 

mittlere Schubspannung X z aus der Gleichung (116) auf Seite 243 einzuführen 
ist. A. Föppl (L) schlägt, um einen ungefähren }[jttelwert der wahren rela-

tiyen Durchhiegung d6s z des Punktes 0' zu finden, in Analogie zu (p') \-01' 

~ Qzd (bsz ) = A BZ = d.l.J ::J" dy dz (I') 
1:' 

zu setzen. Dividieren wir die Gleichung (1') durch (p'), so erhalten wir 

rl (0, ,) 
d (0,,) 

J X~ dx ;0 dydz 

F 

- dx-Qt-.-
2GF 

Führt man einen Zahlenwert 

r:rX~dYdZ 
F 

C z = . 

F f X; dyrlz 

F 

(s) 

ein, der hei gegehenem Querschnitt und gegehener äußerer Belastung leicht zu 
hereehnen ist, so wird 

(ll9) 

Zufolge der Gleichung (ll9) ist die ungefähre mittlere Durchhiegung zweIer 

Achsenpunkte gegeneinander in der xz-Ehene infolge der Schubspannungen X z 
aus der leicht berechenbaren relativen Durchbiegung d(osz), die sich hei gleich-
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förmiger Verteilung der Querkraft Q. über den Querschnitt ergeben würde, durch 
Multiplikation mit dem Zahlenwerte c. zu finden. 

Eine (119) entsprechende Beziehung erhalten wir für die mittlere relative 
Durchbiegung zweier benachbarter Querschnitte infolge der Schubspannungen Y,. 
in der Richtung der y-Achse [siehe (116a)] durch 

- Q. 
d(bsy ) = d (bsy ) clI = dx F G cy , (llga) 

wobei 
F f J[~dydz 

F A,y 
cy == --~ == ~' (s') 

zu setzen ist. 
Ist der betreffende Querschnitt sowohl symmetrisch zur y- als auch zur 

z-Achse, dann nehmen die Schubspannungen, die aus Gleichung (116b) und 
(116c) ersichtliche Form an und die Zahlenwerte CII und Cz haben dann für eine 
bestimmte Querschnittsform unabhängig von dessen Größe einen bestimmten 
Wert, so daß sie für jede Querschnittsform ein für allemal berechnet werden 
können. Die Unabhängigkeit von der Größe des Querschnittes wird eingesehen, 
wenn in den Formeln für Cy und Cz die durchschnittlichen Schubspannungen 
durch ihre Werte ersetzt werden. Es kürzt sich dann Qy bzw. Qz hinaus, und die 
übrig bleibenden Ausdrücke ändern sich nicht, wenn alle Ausmaße eines ge
gebenen Querschnittes n mal vergrößert oder verkleinert werden. Bei unsymme
trischen Querschnitten stellen sich die Werte von Cy, Cz als nicht nur von der 
Querschnittsform sondern auch von der Größe des Winkels cx (Abb. 101, Seite 239) 
abhängig heraus. 

Die gesamte Durchbiegung .dbBsz des Punktes 0' in der xz-Ebene gegenüber 
dem benachbarten festgehalten gedachten Querschnitt setzt sich aus den Durch
biegungen infolge der Biegungsspannungen Xx und jenen infolge der Schub-
spannungen Zx zusammen, so daß wir ansetzen können 

(t) 

mit d (bB .) als relativer Durchsenkung in der xz-Ebene des Punktes 0' gegen
über dem Nachbarquerschnitte infolge der Biegungsspannungen (oben mit dz 
bezeichnet). Die Verschiebung eines Punktes der ursprünglichen Stab achse 
gegenüber einem festen Punkt derselben ergibt sich durch Integration aus 

(120) 

mit bB • = z in bezug auf Formel (117). In ähnlicher Weise können auch die 
gesamten Durchbiegungen in der xy-Ebene in einem Punkte 0' der Stabachse, 
gegenüber dem Nachbarquerschnitte, bzw. einem beliebig festgehaltenen Punkt 
in leicht verständlicher Weise durch 

(t') 
bzw. 

(120a) 

ausgedrückt werden. Die Summe der Projektionen von d(bBsz ) und d(bBzy) 

oder von bBB • und bBSII auf die Achse vergibt die gesamte Durchbiegung in 
der vx-Ebene des Punktes 0' gegenüber einem Nachbarquerschnitt oder einem 
festen Punkt der Stabachse infolge der Beanspruchung auf ebene schiefe Biegung 
und Schub. Setzen wir dementsprechend bei Bezeichnung der relativen Ver-
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schiebung des Punktes 0' gegenüber einem Nach barpunkt der Stabachse infolge 
der Schubspannungen in der xv-Ebene, d. i. derjenigen Ebene, in welcher die 
Durchbiegungen erfolgen würden, wenn die Biegungsspannungen allein vor
handen wären, mit d(bsvl 

-- -

d(i'JsJ = dOsySüup - d(osz) cos rp, 
- -

(Abb.lOl, SeiteI39), führen dosy und dOsz aus den oben erhaltenen Gleichungen 
ein und bedenken, daß (Jy = (J cos rJ..und Qz = Q sin rJ.., so nimmt die letzte Gleichung 

d· L' d ~ d x /j [ . • J f' k IeL' orm U sv ~ ]/0 't' ("'I COH rJ.. sm rp - Cz Sin rJ.. cos rp an, wo .ür WH' ürzer 

--:: dx 
dOsv = Ji'GQcv (119b) 

mit Cv =cc (c y COS rJ.. sin rp - Cz sin rJ.. cos rp) fichreiben. Die Beziehung (119b) ist 
ähnlich den Beziehungen (119) und (11na) aufgebaut. Schließlich können 
wir in leicht verständlicher Bezeichnungsweise für die gesamte Durchbiegung 
in der xv-Ebene eines Punktes 0' gegenüber einem Nachbarquerschnitt, bzw. 
einem festen Punkt der Stahachse 

(121 ) 
bzw. 

(121a) 
setzen. 

5. Beispiele für die Bpanspruchung auf ehene gerude Biegung und 
Schuh. Räumliche schiefe Biegung und Schub. 

Die Beanspruchung auf ebene gerade Biegung und Schub ist ein Sonderfall 
der im Punkte 4. abgehandelten Beanspruchungsart, der eintritt, wenn die Kraft
ebene die Querschnitte in Hauptzentralachsen schneidet. In den dort erhaltenen 
allgemeinen Formeln sind die Biegungsmomente und Querkräfte M Bv ' (Jz oder 
M Bz' Qy Null zu Ketzen, je nachdem die Kraftebene mit der xz- oder xy-Ebenc 
zusammenfiillt. 

Von den zwei möglichen geraden Biegungsbeanspruchungen eines geraden 
Stabefi von gegebenem Stoffe und gegebenen Dimensionen wird man praktiRch, 
um ihn voll auszunützen, jene wählen, für welehe die äußere Kraftehene dip 
einzelnen Querschnitte in den Hauptzentralachsen mit dem kleinsten Trägheits
moment schneidet, denn dann kommt in dem Ausdrucke für die Biegungsspannung , 
auf die eH bei langen Stäben in erster Linie ankommt, das größte TrägheitH
moment der Quersehnittsfläehe im Nenner vor, und es nehmen daher die dem 
Zahlenwerte nach größten Biegungsspannungen im Quersehnitt lind die dem 
Zahlenwerte nach überhaupt größten Biegungsspannungen im ganzen Bereiche 
dm; Stabcs für eine gegebene Belastung desselben, die möglichst kleinsten Werte 
an. :Ferner ist dann die Biegungssteifigkcit die denkbar größte, und infolgedm;scn 
nehmen auch die Dureh biegungen infolge der BiegungsRpannungen bei ge
gebener Belastung dcs Stabe;; die möglic:hst kleinsten Werte an (s. h. S. 307). 

a) ßalJHHl und Kragträger mit rechteckigen oder beliebigen Qm'rschnitten 
mit EinzelkraH in der }}litte oder am freien ]~nde oder gleichförmig belastet. 
E" liege ein Ntab von rechteckigem Querschnitte mit den Seiten b, h vor, der 
an dem einen Ende dureh ein Kipp-, auf dem anderen durch ein H,ollenkipplager 
in der Ebene der Achsen dcr kleinsten zentralen TrägheitRmomente der Quer
schnitte i1hgestützt ist (Balkenträger). Der Stab habe die Stützweite l lind Hei 
in seiner Mittp durch eine Kraft P bela;;tet, die mit den heiden Stützkräften 
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von der Größe -~- in einer Ebene liegt, welche die Querschnitte in der xz-Ebene 

schneidet. Ist letztere zur größeren der bei den Rechtecksseiten h parallel, so liegt 
der Fall gerader Be!lIlspruchung auf Biegung und Schub vor, welcher oben als 
besonders günstig für die Ausnützung des Stabes bezeichnet wurde (Abb. lOR). 

Für ein Flächenelement im Querschnitt in der Entfernung x vom linken 
Auflager mit der Koordinate z und beliebiger y-Koordinate werden die Biegungs
spannungen nach Gleichung (lU a) auf Seite 238 oder nach Gleichung (113) 
auf Seite 240, in der, da jetzt die Nullinie mit der y-Achse zusammenfällt, 
M Bu = M Bu ' J u = J y , v = , z einzuführen ist 

MB. P x 6P:r 
Xx = J y z ~, 2 A-1.0;Z = bh" z. (a) 

Die größten Zug- bzw. 

z 

HoJ! 

Qllerschnitte entstehen in Flächen

elementen, für welche z = 4· b7:w. 

Z = -- ~- und haben die Werte 

3P (X"')llIax = ± . .~. (b) 
min b h-

Dimie größten Werte können auch 
allgemeiner in der Form 

(X")IIJaX = ± ~~/I! = J- ~. 
win - .11 - v-

I! 
2 

geschrieben werden, wobei 

IV 'f a = W"b = IV" ,= ?:~ 
das einzige Widerstandsmoment des 
Balkenq uerschnittes ist (Seite 241). 
Je größer das Widerstandsmo-

Ahh. lOH. ment 1fT" ist, desto kleiner werden 
die größten Biegungsspannungen 

in jedem Querschnitte für eine gegebene Belastung sein, um HO mehr kann die 
Größe der Belastung gesteigert werden, ohne befürchten zn müsHen, daß die 
überhaupt größten Biegungsspannungen im gefährlichen Querschnitte (Seite 241), 
dessen Lage aus dem Biegung8momentenschaubilde gefolgert werden kann, 
zu groß werden , also die Gefahr einer Überanstrengung .ltuftritt. Nennen 
wir die gefährlichen Biegungsspannu ngen (X"')m>\X lIlax' HO können wir sehreiben 

(X) ± .(1I1 BlI )max 
x max lIlax = . - J.V" 

mill lIlin 

I 

will min 

p 

22 
-c: . . 
- -'- b h" 

1\ 

(c) 

Wäre der Stab aus Holz, so würde man ~;. 1,4 wählen. Das hat seinen Grund darin, daß 

bei diesem Verhältnis aus einem kreisrunden Holzstamm von gegebenem Radius r ein Balken 
mit möglichst großem Widerstandsmoment herausgeschnitten werden kann (Abb. 109). Drückt 

man in dem Widerstandsmoment W y = ~~2 h durch rund balls (4r" = h 2 -f- 11 2) und sucht 
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2r 
den Wert b, für welclH'u WI/ ein Extremwert wird, HO erhält man b = ~. und h = 2r 

l3 
h· 

woraus ob' = t2 ~c 1,4 folgt. 

Die mittleren Schubspannungen Y J . und Zx werden, da (ly = 0 nach den 
Gleichungen (lW) und (L Hi a) 

(2,8, /, v = ~8",,-X z = .. cl.-b J y' ~ Y a J!I . 

SZb wird für dcu i-lchraffiertcu Quenlchnittsteil (Abh. 110) in der Entfcrnung .1' 

vom linkcn Aufhgn S = b ('~. -- z) .1 .. (h_ + z) = IJ_ (h2 - 4 Z2) Der Wcrt b , . zll 2 2 2 8 . 

in der ,tllgemcincn Formel für die 

Schubspannung Xc; ist in unscrem 
Fallc gleich der Breite des Recht- (idm;~fJ: 
eckes. EK wird 80mit für alle -t--t----J-t- I---r-< 

I 
I 

b--.... 
Abb. 109. 

Querschnitte links VOll der Mitte, 
die theoretisdl genommen zwi-
schen einem Querschnitt unendlich 
nahe recht;,; vom linken Auflager 
lIIHI einern Querschnitt unendlich 
nahe links von der Mitte liegen 

Abb. HO. 

3P h2 .. - 422 X = (2,(h" 422) = (,1 .~ .. h2 -- 422 

Z I r z 2 b h" = 4-' b h3 
8· ... b h3 

12 

'r 
Z 

(d) 

P 
nachdem für die getmnnten Qucrschnitte Q z 2 ist. Der größte Wert von X z 

in den angegebenen Querschnitten wird für z =, 0 erreicht und ist 

(X ) 3 Q, 3 Q, 
z Illax = '2 . b ,; = 2"' l' , (d') 

mit J? ,tb Quenlc:llllittsfliiche des St,tbeH. 
Über einen Quer"chnitt vm·teilen sich die SchubHpannungen der Gleichung (d) 

zufolge nach einer Parahel, deren Scheitel dem (Xz)max entspricht; für z = ~ 
verschwinden die Schubsp'lllnungen wie es sein muß, da die Mantelfläche keinen 
in sie hineinfl11knden parallel 7:IH Stabaehse wirkenden Kräften unterworfen ist. 

Die"~xistenll von SchullHpl1nnllngen X z in Ebenen parallel zur xy-Ebene 
kann man dadurch p 
augenfällig machen, daß s p I Schnilfs·,J 
man den Balken parallel , t 
zu dieser Ebene in Bret- m 
ter zersägt un cl da Iln cl ie C - -I-':.q<4~~+-'~-+~-4"~iZ.rl::..L.j:L4-ABO -c 08~ 
Kraft P aufbringt. Der 
zersägte Balken lIeigt 
sich dann an Keinen End-

querschnittHflächen 
treppenfiirmig abgestuft, 
weil in den Siigeflilchen , 

s 

Abb.111. 

von der Reibung abgesehen, keine Schulmpannungen wie am vollen BnJken 
übertragen werden kiinnen. Etl ist demnach 7:U verstehen, daß, wenn die in Ahb. 111 
dargestellten B,llken A und B durch Dübel miteinander verbunden werden 
sollen, um die Ven,chiehung (leI' Balken gegeneinander in ihrer gemeinsamen 
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Fläche zu verhindern, links von der Mitte die aus zwei Keilen zu einem 
Prisma zusammengefügten Dübel (siehe Dübel D l ), in der Richtung von 
links unten nach rechts oben eingesetzt werden müssen, in der strichliert 
dargestellten Lage wiiren sie wirkungslos. RechtR von der Mitte sind die Schuh-
spannungen X z negativ und dem Zahlenwerte nach gleich jenen, welche links von 
der Mitte an entsprechenden symmetrisch zur Mitte gelegenen Stellen vorhanden 
sind. Dementsprechend muß der Dübel D 2 von links oben nach rechts unten 

~ --

laufen. Siehe hierzu auch die eingezeichneten Schubspannungen Zx und X. 
für die Punkte I und II links und rechts von der Mitte, die den schraffierten 
Teilen angehörig gedacht sind, für den Fall als A und B Teile eines Vollhalkens 
wären. 

Wir kehren nunmehr zu dem Stabe nach Ahb. 108 zurück. Da in folge der 
Symmetrie des Querschnittes mit Be7~g auf die y-Achse 8"a verschwindet, 
(a = h) ist der durchschnittliche Wert X y = 0 (Seite 24:3). 

Die gefundenen Näherungslösungen gelten in Bereichen des Stahes, die von 
den Angriffsstellen der äußeren Kräfte um Strecken entfernt sind, die der Größen
ordnung der Querausmaße des Stahes entsprechen (Prinzip von De Saint 
Venant). 

In der Differentialgleichung (1l7) auf Seite 247 der elastischen Linie ist, 
wenn es sic:h um Querschnitte links von der Mitte handelt, für M By' das stets 

als Funktion von x d11rzustellc:n ist, der Wert.} x einzuführen. Wir erhalten 

demnach für den Zweig der elastisc:hen Linie vom linken Auflager his zur Mitte 

(e) 

Integrieren wir zweimal, 
dz P x2 

so erhalten wir EJ y dx = -2-T+ Cl und 

E J y Z == - { . -~ +- C\ x -I- C2 mit C\ und C2 aIR Illtegrationskonstanten. Zur Be

stimmung derselben verwenden wir die Bedingung, daß für x =~ 0, Z = 0 und für 

x = ~ , :: = 0 sein muß, da die elastische Linie in folge der offenbaren Symmetrie 

zur Mitte dort eine zur x-Ac:hse parallele Tangente haben muß. Durch Einsetzen 

von x = ~ bzw. x ~= 0 in das erRte und zweite Intc:gral der Differentialgleichung 

und gleic:hzeitigem Nullsetzen von ~~ hzw. von z erhalten wir Cl = ~!2 und 

C2 = 0, so daß der Zweig der elaRtisc:hen Linie links von der Mitte die Gleichung 

z = - P:: - (:3l 2 - 4 x2 ) (f) 
48ft J y , 

besitzt. Die Gleichung des Kurvenzweiges rechts von der Mitte hat dieselbe Form, 
wenn wir das Koordinatensystem mit dc:m Ursprung im Schwerpunkt des Quer
schnittes am rechten Auflager, der positiven x-Achse nach links und der posi
tiven z-Ac:hse nach abwärts geric:htet !lnnehmen. 

Die größte Durchbiegung tinfolge der Biegungsspannungen entsteht in der 
l 

Mitte und wird aus der letzten Gleichung, wenn wir in ihr x = T setzen, mit 

erhalten. 

pp 
f = 48EJ (g) 

-' 

Den Verdrehungswinkel oc eines Querschnittes gegen die ursprüngliche Lage 
desselben (Abb. 108) erhalten wir aus dem ersten Integral der Differential-
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gleichung (e) nach Einsetzen von Cl' da bei sehr kleinen Verdrehungswinkeln 

näherungsweise :: = tg IX ~ IX gesetzt werden kann. Für Querschnitte links von 

der Mitte erhalten wir sonach 

(h) 

Der größte Verdrehungswinkel ergibt sich am linken Auflager (x = 0) mit 

P 12 (1') 
IXmax = 16EJy . 

Für x = ! wird, wie es sein muß, ':I. = O. Rechts von der :Mitte erhalten wir für 

beliebige Querschnitte dem Zahlenwerte nach gleiche Werte der Verdrehungs
winkel wie in den symmetrisch zu ihnen links von der Mitte gelegenen Quer
schnitten, dem Zeichen nach sind aber die Werte IX rechts von der ::\Iitte negativ. 

::\Iißt man IXmax, so kann aus der für diesen vVert angeschriebenen Gleichung (i) 
der Elastizitätsmodulus E berechnet werden. Dabei ist aber zu bedenken, daß 
an den Auflagern die Genauigkeit dieser Rechnung zu wünschen übrig läßt, nicht 
nur aus den bereits angegebenen Gründen sondern auch deswegen, weil der 
Einfluß der Reibung an den Auflagern unter rmständen \'on einiger Bedeutung 
werden kann. 

Sollen die Durchbiegungen infolge der Schubspannungen berücksichtigt 
werden, so muß, umdbsz nach Gleichung (119) auf Seite 249 bestimmen zu kön
nen, zunächst Cz nach Gleichung (s) für rechteckige Querschnitte berechnet 
werden. Danach ist mit Rücksicht auf Gleichung (d) auf Seite 253 

- b h f 9 Q~ (h4 8 h2 2 + I ß 4) d d c z - Qi. 4 b2 h6 - Z . Z Y z 
F 

6 
(j) 

5 ' 

und demzufolge d bs z = d x Ja . ~- und für einen Querschnitt in der Entfernung x 

vom linken Auflager 

(k) 

Ferner wird die Durchbiegung im Querschnitt x infolge Biegungs- und Schub
spannungen zufolge Gleichung (120) auf Seite 250 und Gleichung (f) auf Seite 254 

J( _ P X 312 4 2 3P x 
UBsZ- 48EJ ( - x)+5bhG' (1) 

y 

Die größte gesamte Durchbiegung in der Mitte für x = ~ wird 

pp 3Pl 
((JBsz)max = 48EJy + lObhG' 

Setzen wir in dieser Gleichung G = 2 (mm+ 1) E (Gleichung 

m = 4 und J y = ]12 bh 3 , so ergibt sich 

PI (12 
) ((JBsz)max=4Ebh h2+3. 

(m) 

(43) auf Seite 80), 

(m') 
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Das Verhältnis der Durchbiegung (bsz)max in der .Mitte des Stabes infolge der 
Schubspannungen zu der dort vorhandenen größten Durchbiegung f infolge der 

B· . 1 (b,,)max 3 h2 
U T B 1 lOh' t . d l' wgungsspannungen wuc ~'(- = T' vvenn z. .' = 18 , WIr (leSeS 

Verhältnis 0,03, d. h. (bsz)max ist nur mehr 3% von f, wenn dagegen 1 = h, so 
wird (bBs)max dreimal so groß als f. Dieses Ergebnis entspricht den oben ge
machten Bemerkungen, daß für im Verhältnis zu den Querdimensionen lange 
Stäbe der Anteil der Durchbiegung infolge der Schubspannungen an der ge
samten Durchbiegung außerordentlich gering ist, dagegen bei sehr kurzen Stäben 
den Einfluß der Biegungsspannungen auf die Durchbiegung überwiegt. 

Die Gleichung (m') könnte dazu verwendet werden, aus der gemessenen Durch
biegung (DBsz)max auf die Größe von E oder, wenn man E durch Gausdrückt, 
auf die Größe von G für den Stoff zu schließen, aus welchem der Stab besteht. 
Berücksichtigt man bei langen Balken die Schubspannungen nicht, so kommt 
bei Verwendung der auf diese Annahme zugeschnittenen Gleichung (m') der 
Elastizitätsmodulus E etwas zu klein heraus. 

Des Interesses halber fügen wir hier gleich die Fälle an, daß 

1. der Balkenträger nach Abb. 108 mit beliebigem Querschnitt 1Il der 
xz-Ebene gleichmäßig über seine ganze Länge durch q tim belastet sei, wie das 
z. B. für das Eigengewicht angenommen wird (Seite 7). 

2. ein Kragträger von beliebigem Querschnitt und der Länge 1 in der 
xz-Ebene durch eine an seinem freien Ende wirkende Einzelkraft P oder über 
seine ganze Länge gleichmäßig mit q (m belastet sei. 

ad 1. Es ist dann das Biegungsmoment für einen Querschnitt .r 

ql qx' qx 
MB y = 2 :r - 2 = T (l - :1;) 

und die Biegungsspannung 

Der gefährliche Quen;chnitt befindet sich wieder in der :\litte für den 

q l' 
(Jl By)max = 8 

(n) 

und bei beliebigem Querschnitt wird die extreme Zug- und Druckspannung in 
leicht yerständlicher Schreibweise 

q I' ,q 7' 
(Xx)max = 8J za, b = :::t:: sW- . 

nun.ll a, b 

(n') 

Die Differentialgleichung der zur :Mitte symmetrisch elastischen Linie 

d2 z q x 
E J y -7 ,= - ,,(l - x) 

( .l' ..:::; 

gibt 

(0) 

Die Integrationskonstanten ergeben sich aus den Bedingungen x = 0, z = 0 
1 dz. ql" 

und x = 2" d x = 0 mIt C 2 = 0 und Cl == 24' so daß 

( 0') 
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als analytü;che Gleichung der elastischen Linie zustande kommt. Der größte 
Wert t der Durchbiegung in der Mitte wird nunmehr, wie lllall leicht findet 

5 q [4 

I = 3~4 JFly 
(p) 

ad 2. Eincn Kragtriiger von der Länge l mit einer vertikal nach abwärts 
wirkenden Einzelkraft P am freien Ende in der :t:z-Ebene können wir als die 
Hälfte eincs Balkcntriigers naeh Abb. 108 
auffassen, der dic Länge 2l besitzt und in 
seiner Mitte durch die Kraft 2 P belastet 
ist, die entgegengesetzt zur gegebenen Be
lastung gerichtet ist (Abb. 112). 

Insbcsondcrc ist z. B. die größte Durch
biegung t dcs Kragträgers gleich der größ
ten Durchbicgung dm; Balkenträgers in 
dessen Mittc. Wir habcn so nach in der 

z 

-~E---l 

AbI.>. 112. 

für den Balkenträger bereits gefundenen Formel (g) (Seite 254) statt der 
Länge l die Länge 'Jl und statt der Kraft P die Kraft 2 P einzuführen und er
halten bcreit::; dic größte Durchbiegung für den Kragträger mit 

2p·813 pp 
I = 4~ E J = '.3 E J • 

'Y 'lJ 

(q) 

18t der Kmgträger gleichförmig mit q t im bela::;tet, so ist die Differential
gleichung der elastischen Linie mit Bezug auf ein Koordinatensystem x yz, 
dessen Ursprung in den Schwerpunkt dcs freien Querschnittes gelegt ist, WIe 

_, fitz qx2 • _ dz qx'd ~ 
in Abb. 11:3, E J y ;lx2 = 2' deren IntegratIOll E J y dx = 6 + Cl und 

ergibt. Die Konstantcn Cl und C2 crgeben sich aus den Auflagerbedingungen 

l 0 d l dz 0 . C q [3 d C q 14 D' .. /' x = , z = un x = , -!lx = mIt 1 = - 6 un 2 = - S. Ie gro Jte 

Durchbiegung t für x " 0 wird so nach t = 8 ~l~y • 
b) Statisch bestimmt gelagerte Stäbe mit beliebigem symmetrischem Quer

schnitt und beliebiger gerader Belastung. Es liege ein statisch bestimmt gelager
ter Stab mit beliebigem symmetrisehen Querschnitt vor, der durch Einzel
kräfte oder eine irgendwie über die Länge des Stabes verteilte Belastung an
gegriffcn ist. Die Bclastungsebene schneide die Querschnitte in deren Symmetrie
achse. 

Als Beispiel wählen wir einen Kragträger mit den in Abb. 113a dargestellten, 
zur z-Achse symmetri::;chen Querschnitt und der aus Abb. 11:3 ersichtlichen 
Belastung. Die Gleichung für die Biegungsspannungen in einem beliebigen Quer-

schnitt Xx = ~B'_ Z nimmt nun aus den in der Abbildung ersichtlichen Bereichen 
y 

1,11,111, IV, V eine verschiedene :Form an, insofern als das Biegungsmoment 
MB. in diesen Bereichen durch verschiedene Funktionen von x bestimmt ist. 
Das Biegungsmoment für einen beliebigen Querschnitt in dem Bereiche I wird 
M1 v = - P j x. Für die weiteren Abschnitte 11 ... Vergeben sich die Bie
gungsmomente der Reihe nach mit 

Girtler. Mechanik. 17 
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q (x - X 2)2 
M§f = - [PI;t + P 2 (x - .T2 )] - --2--

M I II _ [p. P ] q (x - X2)2 P 
B - - I X + 2 (x - .1"2) - --2-- - 3 (.I" - xal 

MV = - [PI X + P 2 (:r - ;(2) + P 3 (x - :(3)] - qa (x -.1"2 - i) 
M1 = - [PIX+P2(X-X2)+P3(:t-.r3)+-P4(:r-X4)]-qa(x-x2-i)· 

.~"m 

A 

'I 
z Abb. 113a. 

Abb. 113. 

(r) 

]!'ür MV und M~ können wir auch, um aus weiter unten hervortretenden 
Gründen eine engere Beziehung zum Biegungsmoment M1II herzustellen, 
schreiben 

M 1V P (x- X2)2 1 B =-[ IX+P2(X-X2)+P3(X-xalj-q 2 

(3; - xo ) qa2 

+ q [(x - x 2 ) - 2a] 2 " + 2' 

M IV [ (x- X2)2 j B =- PIX+P2(X-X2)+P3{X-xa)l-q -2 

X-X2 qa2 + q [(x - X 2) - 2a] -2- + 2 - P 4 (x - x4)· 

(r') 
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Siehe hierzu das Momentenschaubild in Abb. 113, das unter der Annahme 
PI = 2 t, P 2 = 4 t, Pa = 3 t, P 4 = 1 t, q = 1 tim, l = 5 m, x2 = 1 m, a = 2 m, 
xa = 2,5 m, x4 = 4 m dargestellt ist, und zwar unter Zuhilfenahme des in Abb. 113 
gezeichneten Krafteckes. Bezüglich der Schaubilder von Biegungsmomenten 
sei hier die allgemeine Bemerkung eingeschaltet, daß in denselben in üblicher 
Weise positive Biegungsmomente bei horizontal liegend gedachtem Stab vertikal 
nach abwärts (hohle Seite der elastischen Linie nach aufwärts), negative Bie
gungsmomente vertikal nach aufwärts (hohle Seite der elastischen Linie nach 
abwärts) eingetragen werden. Die elastische Linie ist für unseren Fall in Abb. 113 
in schematischer Weise gezeichnet. 

Das größte Biegungsmoment entsteht für unseren Kragträger im Einspan
nungsquerschnitt, der also der gefährliche Querschnitt ist, und wird aus dem 
Ausdrucke für das Biegungsmoment .Jl~ erhalten, wenn man in demselben 
x = l setzt. Dort wird auch die im ganzen Bereiche des Stabes zahlenmäßig 
größte Biegungsspannung entstehen, und zwar als Druckspannung im Punkte B 
des Querschnittes, der durch die Koordinate Zb bestimmt ist, wenn Zb > Za' 

D · Ib h t I ~~T·t (X) - (1lf~)X~1 . Tl' _ J y . lese e a, (en "eI x min - -l';-' - nut Vb - -;- I • 
_ _ -"Yb JZb 

Die Schubspannungen Z, und Y", längs einer zur y. bzw. z-Achse Parallelen 
werden nach den Gleichungen (116) und (1l6a) auf Seite 243 

z = Q.SYb und 
x bJy 

Y = Q,SYr< 
x aJy ' 

worin die statischen :\Iomente SYb und Sya für den gegebenen Querschnitt ent
weder zu berechnen oder graphisch auszuwerten sind. Die Querkräfte Qz sind 
für den angenommenen Belastungsfall durchweg8 negativ, das heißt mit der 
positiven z-Achse gleichgerichtet und für die verschiedenen Bereiche des Stabes 
verschieden. Siehe hierzu das Querkraftschaubild (Abb. 113). Rechnerisch ergeben 
8ich die Querkräfte für die verschiedenen Bereiche der Reihe nach mit 

Q;, = - PI' Q;,I = -PI -P2 - q (x- x 2), Q:n = - PI - P 2 -Pa - q(x-x2), 

Q;,V= - PI - P 2 - P a - qa, Q~ = - P I - P 2 - P a - P 4 -qa. 

Da das statische Moment Sya dann, wenn a = AB wird, infolge des zur 
z-Achse symmetrischen Querschnittes verschwinden muß, ist die durchschnitt-
liche Schubspannung Y x für alle Flächenelemente längs der z-Achse gleich 
Null, also auch für das Flächenelement im Punkte 3, der auf der Strecke 12 = b 
liegt. Die totalen Schubspannungen r in den Punkten 1 und 2 müssen tangential 
zur Berandung des Querschnittes gerichtet sein und schneiden sich infolge der 
Symmetrie desselben im Punkte 4, nach welchen auch die resultierende Schub-

- -
spannung im Punkte 3, d. i. Zx allein (da Y x = 0 sein soll), hinzielt. Da längs 12 
die durchschnittliche Schubspannung Y x Null sein muß, weil keine Querkraft 
parallel zur y-Achse vorhanden ist, die Schubspannung Zx aber für jeden Punkt 
dieser Strecke den gleichen durchschnittlichen Wert hat, so können die totalen 
Schubspannungen in zwei symmetrisch zur z-Achse auf der Strecke 1, 2 liegenden. 
Punkten, z. B. 5, 6, nur einen gemeinsamen Schnittpunkt mit der z-Achse haben. 
Dieser Sachverhalt veranlaßte Grashof, für symmetrische Querschnitte nähe
rungsweise anzunehmen, daß sämtliche totale Schubspannungen längs der 
Strecke 1 2 sich im Punkte 4 schneiden, wodurch ein annähernd zutreffendes 
Verteilungsgesetz für die Schubspannungen Y x' die nunmehr zu Unterscheidungs
zwecken mit Y~ bezeichnet werden sollen, längs der genannten Strecke gewonnen 
wird, wenn die Schubspannung Zx auf die oben angegebene Weise berechnet 

17* 
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wurde. Ist g; der Winkel, den die Verbindungsstrecke eines beliebigen Punktes ;) 
auf der Strecke 12 mit dem gemeinsamen Schnittpunkt 4 mit der z-Achse ein-

hli ß k d Y' . d Z- Q,SVb d 1 sc e t, so ann ann x = T Sin Cf un x = T COS Cf = bJ . 1. 
y 

T - ---'1'~_ 
- bJycos<p' 

:V' = QzSYb tg 
x bJy Cf (122) 

gesetzt werden. Der Winkel g; ist im allgemeinen mit z und y yeränderlic~ 
Die dem Zahlenwerte nach größten Werte der Schubspannungen Y~ für 

Flächenclemente längs einer Parallelen zur y-Achse treten an der Berandung 
des Querschnittes, die kleinsten, nämlich Null, in der z-Achse auf. Die Lagen der 
Flächenelemente mit den dem Zahlenwerte nach größten Werten der Schub
spannungen Y~ bzw. Zx im Querschnitte hängen im allgemeinen von der Quer
schnittsform ab, werden aber in der Regel an den der y-Achse entsprechenden 
Stellen der Berandung des Querschnittes oder in der Umgebung dieser Stellen 
zu suchen sein, bzw. treten längs der y-Achse auf. Die dem Zahlenwerte nach 

- -
größten Spannungen Y~ und Z" im Bereiche des Stabes befinden sich in Quer-
schnitten, denen die größten Querkräfte zukommen, in unserem Falle demnach 
im Bereiche V. 

Für den bereits behandelten Fall des rechteckigen Querschnittes, für den 
wir für jede Strecke a parallel zur z-Achse die durchschnittliche Schubspan-
nung Yx mit Kull erhalten, ergibt sich aus der Formel (122) gleichfalls :V~ = 0, 
da g; gleich Null ist. 

Der Winkel g; ist überhaupt für alle Teile der Berandung eines zur z-Achse 
symmetrisch gedachten Querschnittes, die aus Geraden parallel zu dieser Achse 
gebildet werden, gleich Null, was auf Grund der Näherungsbeziehung (122), 

von unstetigen Stellen abgesehen, das Nullwerden der Schubspannung Y~ 
zur Folge hätte. Derartige Querschnitte sind insbesondere jene oft yerwende
ten, welche aus Rechtecken mit Seiten normal und parallel zur :-Achse zu
sammengesetzt sind, wie I und T-Träger (Abb. 114). Für jene Teile der Be-

randung dieser Querschnitte, die normal zur z-Achse stehen (Cf = ;), verliert 

die zweite der Formeln (122) ihre Bedeutung. Für nicht an der Berandung 
liegende Flächenelemente 'mmittelbar oberhalb und unterhalb der Linie aa, 

p 

b b 
a I la 
. - -~7""--;;Z-\X1-;;3-+'Y .",-

-+04f---~ Y 

z 

z 

Abb. 114. 

verlangt die Formel (122) das Nullwer-
den von Y~. Längs der Strecken 12 
und 34, bzw. l' 2' und 3' 4' müssen zu
folge der Grenzbedingungen die wahren 
Schubspannungen Zx verschwinden. 
Längs der Strecken 23, 2' 3' sollen die 
mittleren Werte der Schubspannun-
gen Z'" einen von Null verschiedenen 
Wert annehmen, letzteres soll auch 
oberhalb und unterhalb der Linien a a 
zutreffen längs Parallelen zur y-Achse 
mit Ausnahme jener, welche mit den 
Strecken b, b bzw. b', b' zusammen

fallen, wo die wahren Werte der Schubspannungen Zx zufolge der Grenz
bedingungen wieder Null werden müssen. Aus dem Gesagten kann man schließen, 
daß die ausschlaggebenden wahren, von Null verschiedenen Werte der Schub
spannungen Z'" sich um so mehr gegen die schraffierten Teile zusammendrängen 
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müssen, je näher sich die Flächenelemente unterhalb bzw. oberhalb von b,b den 
Strecken 23 bzw. 2' 3' befinden. 

Die elastische Linie für den Kragträger nach Abb. 113 besteht aus fünf 
Zweigen mit den Differentialgleichungen 

Jiljy 
-EJ;' 

_Jllj; 
j;-Jy ' 

d2 zS Ji~y 
dx2 EJ,' 

ili~: 
- EJ~' 

(s) 

in welche die oben ausgerechneten "Verte yon .J11 v ... ~l1~y einzusetzen sind. 
Jede dieser Differentialgleichungen ist zweimal zu integrieren, um die analy
tischen Gleichungen der Zweigkurven zu bekommen. 'ViI' erhalten der Reihe nach 

f f J[~ f f Jl~ Zl= - d.!' EJ~d.c+C1X+C2"':::5=- dJ' j;;J,d.r+C9 X+C10 ' (t) 

In diesen Gleichungen erscheinen zehn Integrationskonstante C\, C2, C3, ... , C\o, 
die aus den gegebenen Bedingungen bestimmbar sein müssen. Zu diesen gehören 

zunächst die z,yei Auflagerbedingungen, elenen zufolge für a; ~~ 7, :::5 = 0, ~~ = ° 
sein sollen, da für einen fest eingespannten Kragträger angenommen wird, daß 
die Tangente an der elastischen Linie an der Einspannungsstelle parallel zur 
,f-~\chse bleiben muß. 

Ferner stehen noch acht Bedingungen zur Verfügung, welche besagen, daß 
für zwei benachbarte Zweige der elastischen Linie an deren gemeinsamen Punk
ten die gleichen Durchbiegungen und bei Ausschluß yon rnstetigkeiten die 
gleichen Tangenten yorhanden sein sollen. Es muß sonach für 

.~( = ·1'2' x=a+xz , 

:1 ==: Z2' -2 - ~3' :::3 = Z4, 24 = Z5, 

d:1 dz z d: 2 d Z3 d 2 3 d z~ dZ 4 rlz 5 

d.c ~, d.c cl.r ' -zr;: ~, d:c cl.c· 

'Venelen wir die zehn Bedingungen an, so erhalten ,vir, wie man sich leicht über
zeugt, C\ = C3 = C5 = C7 = ('g und C2 = C4 = C6 = es = C1O . Die Konstan
ten C9 und ClO sind sonach sämtlichen Zweigen der elastischen Linie gemeinsam. 
~VIit Rücksicht darauf, und weil für einen beliebigen Wert x der Bereiche I ... V 
zufolge der drei ersten der Gleichungen (1') und auch der Gleichungen (1") das 
Biegungsmoment J1 B y in der gemeinsamen Form 

J1 P P (x - X 2)2 P 
~ By=- l.l'I- 2(,l:-,l'2)-q--i n- 3('V-.r3) III 

. qa 2 + (,. . .) (x-x2) P " , -[2 q ,C-,t2-- a)- 2 -- IV- 4(X-.1 4)v 

( 1:23) 

geschrieben werden kann, worin die Trennungsstriche mit den verschiedenen 
Bereichsziffern die Ausdrücke für die Biegungsmomente des betreffenden Be
reiches nach rechts abgrenzen - für den zweiten Bereich gilt das Biegungs
moment rechts vom Gleichheitszeichen bis zum Trennungsstrich I I, für den vierten 
Bereich rechts yom Gleichheitszeichen bis zum Trennungsstrich IV usw. -, kann 
die analytische Gleichung der elastischen Linie die Form 

PIX3 P 2 (X-:c 2 )3 q(X-X2)~ P 3 (.e-X3)3 
- E Jyz = - -6- 1----6- - -~2~ II - -6--- In 

P4(X-X.)3 
(l:23al 

. ---- ---

6 
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erhalten. Für den ersten, zweiten usw. Bereich gilt diese Gleichung rechts vom 
Gleichheitszeichen bis zum Trennungsstrich 1 bzw. 11 usw. Die Konstanten C9 und 
C10 sind für alle Bereiche gemeinsam und werden aus den oben angegebenen 
Auflagerbedingungen bestimmt, wozu die Gleichung der elastischen Linie und 
deren erster, nicht weiter aufgeschriebener Differentialquotient bis zum Trennungs
strich V zu benützen ist, weil das Auflager im Bereiche V liegt. 

Die größte Durchbiegung erhalten wir aus der analytischen Gleichung der 
elastischen Linie, wenn wir in ihr x = 0 setzen. 

Ganz ähnlich wäre für einen auf zwei Stützen aufgelagerten Stab vorzugehen. 
Auch für ihn treten zwei für alle Stab bereiche gemeinsame Konstante auf, die 
aus den Auflagerbedingungen zu berechnen sind. Die eine Konstante wird aus 
der Auflagerbedingung im ersten Bereich, die andere aus der Auflagerbedingung 
im letzten Bereiche bestimmt. 

c) Beanspruchung auf räumliche schiefe Biegung und Schub. Wenn die 
äußeren die Stabachse schneidenden und auf ihr normal stehenden Kräfte 
mehreren beliebigen schiefen Kraftebenen mit zugeordneten beliebigen Winkeln lI. 
entsprechen, so entsteht räumliche schiefe Beanspruchung auf Biegung und Schub. 
Man geht dann im allgemeinen so vor, daß man die Kräfte in je zwei Kompo
nenten zerlegt, deren Ebenen die beiden Querschnitte in den beiden Haupt
zentralachsen schneiden, wodurch die Beanspruchung auf zwei übereinander 
gelagerten ebenen geraden Beanspruchungen auf Biegung und Schub zurück
geführt wird. Die elastische Linie ist nunmehr eine räumliche Kurve. 

6. Verwendung der Gleichung der elastischen Linie bei Bestimmung 
von statisch unbestimmbaren Stützkräften. 

Ist ein im Verhältnisse zu den Querdimensionen langer gerader Stab auf 
ebene, schiefe oder gerade Biegung und Schub beansprucht und statisch un
bestimmt aufgelagert, ';0 kann die Differentialgleichung der elastischen Linie 
in den Formen (117), (117 a) oder (118) dazu dienen, um die statisch nicht bestimm
baren Größen auszuwerten. Bei kürzeren Stäben muß hierzu die Gleichung der 
elastischen Linie durch ein auf die Schubspannungen bezügliches Glied ergänzt 
werden. Wenn die Einflußnahme der Schubspannungen zu vernachlässigen ist, 
so stellt sich der Lösungsvorgang zur Bestimmung der statisch nicht bestimmbaren 
Größen folgendermaßen dar. 

Nach Aufstellung der statischen Gleichungen, der Feststellung des Grades s, 
der statischen Unbestimmtheit und der Wahl der voneinander unabhängigen 
statisch unbestimmbaren Größen (Seite 123), setzt man die Differentialgleichung 
der elastischen Linie an und drückt in ihr sämtliche in sie eintretenden, nach 
Wahl der statisch unbestimmbaren Größen übrigbleibenden Auflagerreaktionen 
durch die statisch unbestimmten Größen aus. Durch zweimalige Integration der 
Düferentialgleichung erhält man die analytische Gleichung der Durchbiegungs
kurve mit zwei unbekannten Integrationskonstanten und s statisch unbestimmten 
Größen, zu deren Bestimmung die nötige Zahl von Bedingungen gegeben 
sein muß. Die zwei Integrationskonstanten sind aus den Auflagerbedingungen 
des zugeordneten statisch bestimmten Hauptträgers abzuleiten, der aus dem 
statisch nicht bestimmten, gegebenen Träger durch Nullsetzen der statisch nicht 
bestimmbaren Größen erhalten wird. Die s statisch nicht bestimmbaren Größen 
entsprechen den besonderen Auflagerbedingungen, denen der gegebene Stab 
infolge seiner statischen Unbestimmtheit ausgesetzt ist, und die zu den Auf
lagerbedingungen des zugeordneten statisch bestimmbaren Hauptträgers hin-
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zutreten. Diese besonderen Auflagerbedingungen sind die eigentlichen Elastizi
tätsbedingungen (Seite 119), denen zufolge sich der Stab in eigenartiger Weise 
durchbiegen muß, die von jener verschieden ist, die der zugeordnete statisch 
bestimmbare Haupttriiger erfährt. 

In manchen Fällen ist der Sinn, in welchem die Auflagerreaktionen wirken, 
von vornherein nicht bm;timmbar. Man führt dann den mutmaßlich richtigen 
Sinn ein, sollte er unrichtig gewählt worden sein, so kommt die betreffende Auf
lagerreaktion bei Durchführung dcr Berechnung negativ heraus. 

Wir werden in den folgenden Beispiclen stets unterscheiden: 1. den Fall der 
Belastung des zugeordncten statisch bestimmbaren Hauptträgers von 2. den 
8 Belastungsfällen des zugeordneten Hauptträgers durch je eine statisch unbe
stimmbare Größe (Kraft oder Moment) des statisch unbestimmten Stabes. 
Legen wir die Belastungsfälle 1. und 2. übereinander, so erhalten wir den ge
gebenen Belastungsfall des statisch unbestimmten Trägers. Natürlich können 
wir auch die den Belastungsfällen 1. und 2. entsprechenden Schaubilder der 
Biegungsmomente und Querkräfte und bei Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes 
die denselben entsprechcnden elastischen Linien übereinanderlegen, um die 
Schaubilder für die Biegungsmomente und Querkriifte bzw. die elastische Linie 
des statisch unbestimmten Stabe" zu erhalten. 

Beispiele: 
Abb.115. 

Abb . 116a. 

f_f_ ' 

--+---b--~ 

~-r-~X---~ 

z 

1. Der Stab sei auf der eincn 
Seite fest eingespannt, auf der ande
ren Seite frei aufgelagert (Abb. 115). 
Es herrsche gerade Belastung in der 
xz-Ebene durch eine Einzelkraft P 
im Abstande a von der Einspan
nungsstelle, der Querschnitt des 
Stabes sei beliebig. Es entstehen zwei 
Auflagerkräfte A und B und ein Ein
spannungsmoment Mals Stützreak
tionen. Die statischen Gleichungen 
lauten 

P=A+B, Al - Pb-M = O. (a) 
X~~~~~~ __ ,, ___ , ______ -+ 

............ -"-Der Grad der statischen Unbestimmt
heit ist sonach gleich 1. Wir wählen 
die Auflagerkraft B =~ X als statisch Abb. 115 b. 

nicht bestimmbare Größe. Setzen wir 
B = 0, so erhalten wir einen Krag
träger, der sonach der zugeordnete 
statisch bestimmbare Haupttriiger ist. 
(Hätten wir M als statisch unbestimm
bare Größe gewählt, so wäre der zu
geordnete statisch bestimmte Haupt-
träger ein frei aufliegender Balken-

z 
Ahb. 115, 115a und h. 

träger.) Den obigen allgemeinen Weümngen entsprechend unten'lcheiden wir 
den Belastungsfall nach Abb. 115a und jenen nach Abb. 115b. Dieselben 
geben übereinander gelagcrt den Fall nach Abb. 115. Die Differentialgleichung 
der elastischen Linie für den statisch unbestimmten Stab nach Abb. 115 lautet 
bei Zugrumlelegung uef; gezeichncten Koordinatensystemes xyz und hei Ein-
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führung der beiden Bereiche 1 und 11 EJY~~2 = - XxiI + P (x - b)III. Durch 

zweimalige Integration erhalten wir der Reihe nach 

EJ ~ = -X x2
: + P(x =-~b)21 + C 

Ydx 2!I 2 ,II l' 

T x3 P(x - w: 
EJyZ = -X -6 i I + -- ij-:II + C1 x + C2 • 

Die Bedingungen für den zugeordneten Hauptträger sind: 1. Für x = 1 ist Z = 0, 

2. für x = 1 ist :: = 0, woraus die beiden Bedingungsgleichungen 

Xl2 P(l- b)2 
o = - 2 + -2- .. + Cl' 0= - ~!.~ + P(l-- b)3 + C 1 + C 

6 6 1 2 (b) 

folgen. Als Elastizitätsbedingung tritt ferner hinzu 3. für x = 0 ist Z = 0, woraus 
sich die weitere Bedingungsgleichung 0 = C10 + C2, d. h. C2 = 0 ergibt. Mit 
dieser Bestimmung kann aus den Gleichungen (b) die Integrationskonstante Cl 
und der Wert der statisch unbestimmten Größe X gefolgert werden. Es wird 

, P(l- b)2 
(1 = ... ~~ b 

4l 
und 

Pa2 

X == 2f.1- (3l- a). (c) 

Nachdem X gefunden worden ist, können wir aus den statischen Gleichungen (a) A und 
M mit 

und 

A = P b [3 [2 - IJ2] 
2l" 

Pnb 
JE = 2l2 - [2l - a] 

(d) 

(e) 

berechnen. Die beiden Schaubilder für die Biegungsmomcnte M Bl , M B2 , die den Belastungs
fällen des Hauptträgers nach den Abb. 115a und 115b entsprechen, übereinandergelegt, 
geben das Biegungsmomentschaubild für den Belastungsfall des gegebenen Trägers nach 
Abb.115. Es ist also z. B. für die Biegungsmomente M p M 2 an den Einspannungsstellen 
des zugeordneten Hauptträgers M = M l - M 2 = Pa - Xl. [Siehe die Gleichungen (a).] 
Die elastische Linie des gegebenen Trägers besitzt im Punkte Weinen 'Vendepunkt, der 
dem Nullpunkt des Momentenschaubildes zugeordnet ist. Die Entfernung w des Wende
punktes W vom linken Auflager ergibt sich aus der Bedingung A w - M = 0, woraus 

folgt. 

al(2l-n) 
w = 312 _ /,2 (f) 

Die bei den größten nach den Belastungen in den Fällen der Abb. 115a und 
115b sich ergebenden Durchbiegungen 11 und 12 der Stabachse müssen entgegen
gesetzt gleich sein, da sie übereinandergelagert die Durchbiegung Null im Punkte 
B ergeben müssen. Man könnte das von vornherein dazu verwenden, um die 
Größe B = X zu bestimmen: es ist, wie man aus den für die genannten Belastungs
fälle leicht berechenbaren elastischen Linien (im Punkte 7 werden wir einen ein
fachen Weg kennen lernen, um, ohne erst die Gleichungen der elastischen Linien 
aufstellen zu müssen, die Durchbiegungen 11 und 12 zu bestimmen) leicht erhält, 

Pa2 (3l-n) xza . 
11 = --6 E J-- - und 12 = -'. 3 E J . Durch GleIChsetzung der Zahlenwerte 

• • 
von t1 und t 2 ergibt sich der bereits gefundene Wert von B = X. 

Die größte Durchbiegung für den gegebenen statisch unbestimmten Träger 
ergibt sich offenbar im Abschnitte 1, für den der zugehörige Zweig der elastischen 

Linie die Gleichung EJyz = - ~3 . ~;32 (31- a) + !~il~ bx besitzt. Bildet 
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man !!~ und setr,t diesen DifferentiaJquotienten gleich Null, so erhält m1tll 
dx b [2 

die zum Extremwert von z gehörige Koordinate ::I: g aus J:~ = 31 _ a' Durch 

Einführung von x g in die r,ugehörige Gleichung des Zweiges der elastischen Linie 
im Bereiche I wird dann auf 
eine nicht weiter auszuführen
de Weise der Wcrt der größ-
ten Durchbiegung gefunden. 

Abb. ]]6. 1 .:c 

2. Ein Träger auf drei un
verschieblichen gleich weit 
voneinander entfernten Stüt
zen 1,2,3 (Abb. 116), der 
mittels eincm Kipplager und 
zwei Rollenkipplagern auf
liegt, sei in der xz-Ebeneüber 
seine ganze Länge 2l gleich
förmig mit q tim belastet. Von 
den drei Stützkriiften A, B 
und C ist wegen der symme
trischen Verhältnisse A = C. 
Die einzige noch zur Verfügung 
stehende statische Gleichung 
lautet 

2lq=2A+B (g) 

(die auf die Momentensumme 
bezügliche statische Gleichung 
ist, weil A = C angenommen 
wurde, eine Folge der auf
geschriebenen). Der Träger ist 
sonach einfach statisch un
bestimmt. Bei n Stützen wäre 
der Grad der statisehen Un

Abb. 116, 116a und b. 

bestimmtheit n·~ 2. Wählen wir B= X als statisch unbestimmbare Größe, 
so i!-;t der zugeordnete Hauptträger ein Balkenträger, den wir einmal durch 
q tim gleichförmig nach Ahb. llGa und hierauf durch eine nach aufwärts 
wirkende Kraft, 13 = X belastet denken (Abh. IHib). Die in diesen beiden Be
lastungsfällen in ::\litte des Balkenträgers ent;;tehenden Durchbiegungen müssen 
entgegengesetzt gleich sein, damit bei Ühereinanderlagerung der ihnen ent
sprechenden elastischen Linien die elastische Linie des gegehenen statisch un
bm;timmten Trägers mit einer Durchhiegung gleich Null im Stützpunkt 2 heraus
kommt. Nun ist nach den Formeln (g) und (p) auf den Seiten 254 und 257 

t _ ii q 1674 

• 1 - :1'11.4 E.J " 
Aus 11 = - 12 folgt dann 

und /2= _ ~3_ 
48EJ" . 

(h) 

Denselben Wert würden wir natürlich auch finden, wenn wir von eIer Differential
gleichung der elastischen Linie für den gegebenen Träger mit den Bereichen I und 11 

d 2 , I q x2\ , 

EJ y -l · ~i = - !A:r - --2) -X(:r -l) 1I (i\ 
( ;C" ,I 
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ausgegangen wären. In dieser Gleichung wäre zuerst A unter Zuhilfenahme der 
statischen Gleichung (g) durch q und X auszudrücken und hierauf zu integrieren. 
Die beiden Integrationskonstanten und X finden wir aus den Auflagerbedingungen 
des zugeordneten Hauptträgers und aus der infolge der statischen Unbestimmt
heit hinzukommenden Elastizitätsbedingung, derzufolge für ;!.: = 1, Z = 0 sein 
muß. 

Durch Übereinanderlagerung der den Belastungen nach den Abb. 116a und 116 b zu
geordneten Biegungsschaubilder mit den Biegungsmomenten M H 1 und M H 2 erhalten wir 
das Biegungsmomentenschaubild mit den Biegungsmomenten MB für den gegebenen statisch 
unbestimmten Träger. Den Nullpunkten 3,4 der Biegungsmomente MB entsprechen die 
beiden Wendepunkte W 1 und W 2 eier elastischen Linie. Ihre Berechnung erfolgt aus clen 

x I 
~ 

Abb. 117. 11 

.{, 
Abb. Ui" 

A, 

Az, 

~ ;f-
Abb. 117b 

DI -<-ll->- I -<- f 

lp I 
b a I 

l 2 -
~ ..... -- ~ ---

l h l 

~ f----- X 

- I'rl # 
l 

t 

8 a b 

~ Z .......... 
~ ........... _--- ' 

l l 
h 

J F 
8, 

~----- 2 

~ '--

C 

---j ~ 
~: ~ 

'--t:~ 

f 
Z 

/ ... -

J -

I; 

C' · X 

-

Ansätzen für die Biegungsmomente M R in 
den Bereichpn I und II. 

3. ~tab auf drei Stützen 1,2, J 
(Abb. 117), von welchen die mittlere 
2 dadurch nachgiebig ist, daß sie durch 
einen elastischen festen Stab 2 4 ge
bildet wird, der "ich einerseits im 
Punkte 2 reibungslos gelenkig an den 
Stab 13 anschließt (ohne daß der 
Stab 1 3 selbst durch ein Gelenk unter
brochen wäre), anderseits mittels eines 
zweiten Gelenkes 4 an einem starr an
genommenen Körper abgestützt ist. An 
die ullverschieblichen Stützen 1 und 3 
ist der Stab durch ein Kipp- bzw. 
doppelseitiges Rollenkipplager ange
schlossen, das nach beiden Richtungen 
normal zur Stabachse zu widerstehen 
vermag. Als Belastung wirke in der 
xz-Ebene eine Einzelkraft P im Ab--.... -...... (; 

~ stande a vom linken Auflager. Da in 
2 und 4 reibungslose Gelenke sind, in 
denen keine Biegungsmomente über
tragen werden können (Seite 120), 
empfängt der Stab 2 4 im Gelenk 4 
eine Auflagerkraft B, die in die Stab-

h -, -
l l 

J,>;v z 

8z 

Abb. 117, 117a llwl b. achse fällt. 
Die statischen Gleichungen lauten 

A+B-C = P, 2 A 1- P(21 - a) + B 1 = o. (k) 

Hierzu wäre nur zu bemerken, daß die Stützkraft C entgegengesetzt zu A gerichtet 
sein wird, denn wäre die Stütze in 3 nicht da, so würde sich das Ende 3 infolge 
der Deformation des Stabes nach aufwärts bewegen. Die Kraft C verhindert 
bei in vertikaler Richtung unverschieblichem Auflager 3 diese Aufwärtsbewegung. 
Aus den statischen Gleichungen schließen wir wieder, daß der Stab einfach 
statisch unbestimmt gelagert ist. Wählen wir nicht die Auflagerkraft B, was 
einfacher wäre, sondern zu Übungszwecken die Kraft C = X als statisch un
bestimmte Größe, so ergibt sich als zugeordneter Hauptträger ein solcher, der 
einerseits fest, andererseits nachgiebig gelenkig gelagert ist. Wir denken um; 
denselben wieder das eine Mal durch die gegebene Einzelkraft P (Abb.117a), 
das andere Mal durch C = X (Abb. 117b) belastet. Die zugehörigen elastischen 
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Linien zeigen bei 3 Durchbiegungen 11 und 12' die entgegengesetzt gleich sein 
müssen. Um diese Durchbiegungen zu bestimmen, können wir von den Diffe
rentialgleichungen der elastischen Linien für die Belastungsfälle nach den Abb. 117a 
und 117b ausgehen. Sehen wir von der Bestimmung von 11,12 ab, so wird die 
Benutzung der Differentialgleichung der elastischen Linie des gegebenen statisch 
unbestimmt gelagerten Stabes notwendig. Wir schlagen den zweiten Weg ein 

d2 z , 
und erhalten dann E J y dx2 = XXiI - B (x -Z)[II + P(x - b)[III oder wenn wir 

B aus den statischen Gleichungen einsetzen 

,d~z ,Pa+2IX I b 
EJYd--2 =Xx :1- l (x -ZhI -+ P(.r - ) 

~ m 

Durch Integration erhalten WH· 

Pa + 2l X (x -1)2' + p(X-_?)2 1 + C 
l ---- 2 II 2.III 1 

X'I Pa+2IX (X-I)'I, P(x--b):l 
und EJyz = X 6"11 l 6;II + 6 ;III + C1x + C2 • Die 

Auflagerbedingungen für den zugeordneten statisch bestimmten Hauptträger 
·d1f·· 2Z· 0 d2f·· Z· Bh Pa+21X h sm . ur X = 1st z = un '. ur x = 1st z = FE = IFE--' wenn 

bedacht wird, daß sich die Stütze 2 um die Verkürzung des durch die 
Kraft B auf Druck beanspruchten Stabes 2 4 von der Länge h senkt, und diese 

Verkürzung nach dem Hookeschen Gesetze a = ; = E :: mit F als Quer

schnittsfläche des Stabes zu berechnen ist. Die dritte Bedingung besteht darin, 
daß z für x = 0 verschwinden muß, woraus ('2 = 0 folgt. Aus den Bedingungen 
1 und 2 ergeben sich die Gleichungen 

woraus 

folgt. 

81" Pa+2IX 1'1 Pa" o = X ""6 .-- I .6" +6 -+ CI 2Z , 

[ 2 2 12 h 
Pa - a - -ry.I" 

X=--
4 

(1) 

Es wird dem Leser empfohlen, die Schaubilder für die Biegungsmomentf! zu den Be
lastungsfällen naeh den Abb. 117 a und 117 b zu zeichnen und durch deren Übereinander
lagerung das Sehaubild für die Biegungsmomente des gegebenen statisch unbestimmten 
Trägers und hü'rdurch dip Lage des Wendppunkks der elastisehpn Linie zu gewinnen. 

4. Als viertes Beispiel wählen wir den auf zwei Seiten fest eingespannten 
Stab nach Abb. 118, der in seiner xz-Ebene durch eine Einzelkraft P in der 
Entfernung a vom linken Auflager belastet ist. Derselbe ist zweifach statisch 
unbestimmt (Seite 124). Als statisch unbestimmte Größen wählen wir die Ein
spannungsmomente MI und M 2' der zugeordnete Hauptträger ist demnach ein 
einfacher Balkenträger, der mittels Kipp- und Rollenkipplager auf festen Stützen 
ruht. Infolge der festen Einspannung müßte der zugeordnete Hauptträger eigent
lich auf beiden Seitcn in horizontaler Richtung unverschieblich sein, also feste 
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Kipplager besitzen. Von diesem Umstande sieht man aber wegen seines geringen 
Einflusses in den Näherungsrechnungen der Technik ab. Würde man ihn bei 
sehr langen Stäben in Rechnung ziehen wollen, so wäre der auf beiden Seiten 
fest eingespannte Stab nicht zweifach sondern infolge der bei der Durchbiegung 
auftretenden Zugkräfte in Richtung der Stabaehse dreifach statisch unbestimmt. 
Der statisch bestimmte Hauptträger ist jetzt durch die gegebene Kraft P 
(Abb.118a), das Moment MI = Xl (Abb. 118b) und das Moment M 2 = X 2 

(Abb. 118c) belastet zu denken. Diese drei Belastungsfälle übereinandergelegt 
ergeben den Belastungsfall des gegebenen fest eingespannten Stabes. Die stati
schen Gleichungen für den gegebenen Stab lallten 

woraus 

Abb. 11 ' . 

Abb.11 R. 

AlJb.l1 b. 

AbI>. 11 r. 

Abb. 118<1. 

P=A+B lind Al--X1 -Pb+X2 =O, (m) 

I 

folge!1. 
Wir bestimmen zunächst 

die statisch unbestimmten 
Gräßen Xl' X 2 aus den beiden 

---r=-+'-::-'---t-:-=-~>-+----,,.x Bedingungen, da.ß die Ver

AlJb. ll8, 118a, 1>, e und d. 

drehungswinkel fJ!1' fJ!2' fJ!3 bzw. 
"Pj' "P2' "P3' welcllC an den beiden 
Auflagern für die Belastungs
fälle nach den Abb. 118a, b, c 
des statisch bestimmten 
Hauptträgers entstehen, über
einander gelagert je den Ver
drehungswinkel Null ergeben 
müssen, da der gegebene sta
tisch unbestimmte Stab sich 
so verformen muß, daß die 
Tangenten an die elastische 
Linie desselben an den Ein-
8pannungsstellen parallel zur 
;;:-Achse bleiben müssen. Dem 
entsprechend bestehen die Be
dingungen fJ!1 + fJ!2 + fJ!3 = 0 
und "PI + "P2 + "P3 =c O. Die 
Winkel fJ!1 ... und "PI' ... sind, 
wie wir im Punkte 7 sehen wer
den, sehr leicht zu bestimmen, 
ohne daß wir erst, wie freilich 
jetzt noch notwendig, die Glei
chungen der elastischen Linien 
für die drei Belastungsfälle 
nach den Abb. 118a, b, c auf
zllstellen brauchten. Diese 
Differentialgleichungen für die 
elaRtischen Linien lauten: 

-EJ d2 z ",,,,XIX _. X 
Ydx2 I l' 
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Durch Integration erhalten wir 

-EJ dz =Pb,x2 _p(x-~ +01 -EJ ~=XI,XZ -X1x+O 
lIdx 1 2 '[ 2 ~II' y dx 1 2 3' 

dz Xz x2 

-EJy"'d;i= -Z2+ 05 ' 

_ EJ z = Pb, x3 
I _ P (x - at + 0 1 X + ° 

y 6 I 6!II 2 , 

Xl x3 x2 

-EJyZ = Z'6 -X12 + Oa x + 04 , 

Die Konstanten Cl bis 0 6 ergeben sich aus den für jeden der drei Belastungs
fälle anwendbaren Bedingungen, daß für x = 0, Z = 0 und für x = l, Z = 0 
sein muß. Ihnen zur Folge wird O2 = 0, = 06 = 0 und bestehen die Bestim
mungsgleichungen 

0= Pb. ~ _ PJ~ a)3 + ° 1 0 _ Xl l" X 12 + C l 0 X 2 l3 + ° 1 
1 6 6 1, - Z'6 - 12 3 ' = - Z'6 5' 

aus welchen 

c = _ Pb (12 _ b2) 
I 61 ' 

C' _ Xil 
3 - 3 ' 

folgt. Somit gehen die zur Bestimmung der Verdrehungswinkel dienenden ersten 
Integrale der Differentialgleichung der elastischen Linien in 

dz Pb.r2 P(x-a)2 Pb 2 9 

-EJyda; =z'2[- ---2-- II- 61(l -b-), 

über. Aus diesen Gleichungen folgt für :1' = 0 

Pba Xil 
f{JI=6IEJ y (21-a), f{J2= -3EJ y ' 

und für x = 1 
Pba(l,a) 

"PI = -6lEJ-:;- , 

(n) 

Mit diesen Winkelwerten ergeben 
und X 2 

sich die Bestimmungsgleichungen für X I 

Pba(2l- a) _ Xil _ Xzl = 0 
6EJ.l 3EJ y 6EJ y , 

_Pba(l+~+ XII + Xzl =0 (0) 
6EJy l 6EJ. 3EJ. ' 

aus denen 
Pab2 

Xl = -lZ- (p) und (p') 

folgt, d. h. Xl = X 2 = b:a. Setzen wir Xl und X 2 in die statischen Gleichun
gen (m) ein, so erhalten wir die Auflagerreaktionen mit 

Pb2 (2a + I) 
A=--~-, B _ Pa2 (2b + 1) 

- l3 (q) 

Wir können zur Bestimmung von Xl und X 2 auch von der Gleichung der elastischen 
Linie des fest eingespannten Stabes, nämlich 

d2 z rXI -X2 Pb~ 
-EJ -= ------l--Jx-X I -P(x-a)1 (r) • d x2 ~ 1 'l I 1 ']1 
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ausgehen, dieselbe integrieren und die beiden Integrationskonstanten sowie Xl und X 2 
aus den vier Bedingungen 

x = 0, z = 0, 

x = 0, dz = ° 
dx ' 

bestimmen. 

x = l, 

x = l, 

z = 0, 

dz = ° 
dx 

Das Biegungsmoment (MB)x~a unter der Last P wird bei Benützung der 
gefundenen Werte von Xl und X 2 

(M) = :~Y_C~Y2 + Pb-, a _ X = 2~2!,~~ =X 2a 
B x~a ~ 1 I -.: 1 za 1 I . (s) 

Es folgt (JIB)"=a < Xl' der gefährliche Querschnitt liegt somit am linken 
Auflager. 

Unter Zuhilfenahme der gefundenen Werte von Xl' X 2 und (1}lB)x~a ist es möglich, das 
Momentenschaubild für den gegebenen .. statisch unbestimmten Stab direkt zu zeichnen 
(Abb. llSd). Dasselbe kann auch durch Ubereinanderlagerung der Momentenschaubilder für 
die drei Belastungsfälle nach den Abb. llSa, b, c gewonnen werden. Die elastische Linie 
zeigt zwei Wendepunkte W I und W II, deren Lagen den beiden Nullstellen der Biegungs
momente in 1 und 11 entsprechen und durch Xl und x; festgelegt werden. Die Werte Xl 

und x~ ergeben sich aus den beiden ähnlichen Dreiecken 1, 3, 1 und 1,5,6 bzw. 5,6,11 und 
2,4, II. Aus ihnen folgt 

und somit 
Xl: Xl = (J·lB).~a: (a - Xl) bzw. X 2 : x~ = (JIB)x=a: (b .- x~) 

al 
Xl = 2 a -r I bzw. (t) 

Die größte Durchbiegung liegt im Abschnitte 11 und ergibt sich für einen 
Abstand xg vom linken Auflager, der aus der Extremswertsbedingung für die 
Durchbiegung z des gegebenen Stabes, d. i. 

0= (-X:C X2 + Pb\) x2 -X X _ P(x- a)2 
1 l;2 I' 2 

bestimmt werden kann. Rechts steht das erste Integral der obigen Differential
gleichung (1') der elastischen Linie, die Integrationskonstante ist Null, weil für 

x = 0, dzZ = 0 sein muß. Nach Einsetzen der Werte von Xl undX2 und leichter 
( X 

l2 
Rechnung kann aus der letzten Gleichung x g = 2 b --;-1 gefolgert werden. Damit 

kann die größte Durchbiegung aus dem zweiten Integrale der Differentialglei
chung der elastischen Linie (1') (auch die zweite Integrationskonstante ist Null, 
da für x = 0 z = 0 sein muß) mit 

P 2 a2 b3 

f = E J y • 3 (2 b +----z)2 (u) 

gefunden werden. 
Greift im besonderen die Kraft P in der Mitte des Trägers an, so haben wir 

In den erhaltenen Formeln a = b = ~ zu setzen, wodurch wir 

P 
A =B = 2' (ql) 

1 pp 
x g =2' f=192EJ y 

erhalten. Vergleichen wir den zuletzt gefundenen Wert für die Durchbiegung 
in der Mitte des fest eingespannten Stabes mit jenen für den in gleicher Weise 
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belasteten frei aufliegenden Träger [Gleichung (g) auf Seite 254], so finden wir, 
daß infolge der festen Einspannnng ersterer nur den vierten Teil des letzteren 
beträgt. 

7. Graphisches und rechnerisehes Verfahren von Mohr zur 
Bestimmung von Durehbiegungen und Verdrehungswinkeln 

bei gerader Biegung. 
Von Mohr (L) rührt der Gedanke her, die elastische Linie eines vornehmlich auf 

gerade Biegung beanspruehten Stabes als Seilkurve einer zugehörigen Belastungs
fläehe anzusehen, wodureh die Mögliehkeit gegeben erscheint, die Verdrehungs
winkel, welehedie Quersehnitte 
erfahren, und die elastische 
Linie auf 7.eichnerischem Wege 
oder die Bestimmung von ein
zelnen Querschnittsverdrehun
gen und einzelnen Durchhie
gungswerten von Punkten der 
Stabachse durch Rechnung 
rasch zu finden. 

Auf einem Balkenträger liege 
in der x z-Ebene die B2lastungs
fläehe 1, 2, B (Abb. 119), deren 
Umrandung B, bezogen auf 
das eingezeiehnete Koordina
tensystem, die Gleichung 
q = f (x) besitzt, worin q die 
normal zur Stabaehse gedachte 

z' 

'" 

Abb.1I9. 

,,-

z x 

o 
8' ;r;' 

/ 

Belastung pro Längeneinheit im Querschnitt in der Entfernung x vom linken 
Auflager bedeutet. Das zu dieser Belastungsfläche gehörige Momentenschaubild 
ist durch die zur :r-Aehse parallel gedachte Schlußlinie A' B' und die Seilkurve C 
mit der Gleichung z' = cp (x') begrenzt, derart, daß im Querschnitte x das 
Biegungsmoment mB der links von demselben liegenden Belastung dividiert durch 
die zum Momentenschaubild gehörige Poldistanz h = Pt des Kraftecks 0 P 1, 

I 

in dem 0 1 = J q dx ist, als Abschnitt IX, ß zwischen der Seilkurve C und der 
o 

Schlußlinie A' B' erscheint. Ziehen wir in den den Abszissen x und x + dx ent
sprechenden Punkten der Seilkurve Tangenten t und t' , welehe mit der x-Achse 
den Winkel cp und cp' einschließen, ferner vom Pole P Parallele Pr und Ps zu 
diesen Tangenten, so stellt die Strecke rs den Belastungswert qdx vor, der einem 
unendlieh schmalen Streifen der Belastungsfläche entspricht. Aus der Abb. 119 

folgt tg cp .= r~t und tg cp' = ~h~ (cp und cp' sind die Richtungswinkel der Tangen-

l ') I . I 8,t-r,t qdx N . b 'tB ten t UD< t UD< somIt tg cp - tg cp = -h- = - - h- ' un 1st a er ml e-

zug auf die Seilkurve tg cp = ~:' und daher tg cp' - tg cp = d (:~) ; somit können 

wir die wletzt erhaltene Beziehung auch in der Form 

dx' 
(a) 

sehreiben, die als Differentialgleichung der Seilkurve bezeichnet wird. Ver-
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gleichen WIr die letztere, die natürlich für eine beliebige Stützung des Stabes 

gültig bleibt, mit der Differentialgleichung der elastischen Linie ::~ = - :JJ!, 
v 

so bemerken wir, daß diese als Seilkurve auffaßbar ist, die zur Momentenfläche 
M Bv als Belastungsfläche für die Poldistanz E J"I gehört. So wie Z' ein auf die 
Poldistanz h reduziertes Biegungsmoment bedeutet und zwar für die Belastungs
fläche 1, 2, B in Abb. 119, das bezogen ist auf das Koordinatensystem x' Zl, in 
dessen x' -Achse die Nullstellen der Biegungsmomente liegen, so kann die Durch
biegung z als Biegungsmoment reduziei't auf die Poldistanz E J 11 für die Momenten
fläche als Belastungsfläche aufgefaßt werden, das auf das Koordinatensystem x y 
bezogen ist, in dessen x-Achse die Nullstellen der Biegungsmomente der genannten 
Belastungsfläche, d. h. der Stellen liegen, in denen die Durchbiegung z ver
i:lchwindet. 

Das Gesagte wird aus dem Folgenden noch deutlicher werden. Aus der Diffe
rentialgleichung der elastischen Linie 

( cx) 

folgt durch zweimalige Integration 

- EJv ~; = I MRydx + C\ (ß) 

und 
(y) 

Nun ist, wenn wir in dem letzten Ausdruck das Doppelintegral partiell integrieren, 

(b) 

In Abb. 120 hat jeder Punkt der krummen Linie f) VOll deI" x-Achse einen Ab-
Z ~ stand gleich dem Biegungsmoment einer auf 

;;..,.."..,..,.;.0'""7".,..,.-:+----"'"-~r-... .r einen Stab a, b mit der x-Achse als Stab achse 

I-----·~z--~...; 

z 
Abb.120. 

aufgebracht gedachten geraden Belastung für 
den Qucrschnitt, der dem Punkte zugeord
llet ist. Wir fassen nunmehr die Fläche 
a, b, S als neue (zweite) Belastungsfläche für 
den geraden Stab ~1Uf. Der dargestellte 
schmale Flächenstreifen von der Breite d~, 
der seiner Lage IU1Ch durch die Abszisse ~ 
festgelegt ist, hat dann im Qucrschnitt x ein 
Biegungsmoment - M Rv d~ (:1:' - ~). (Ist M Bv 
positiv, so entspricht ihm eine"Kraft" M Bvd~ 

nach abwärts, also ein im negativen Sinne drehendes Moment.) Der ganzen links 
vom Querschnitte x liegenden schraffierten Belastungsfläche kommt im Quer
schnitte x das Biegungsmoment 

x x:1: 

M Bv = - I MByd~(x -~) = -xl 1tlByd~ + I MBv~d~ 
~.l ~1';1 

zu, da x als konstant zu betrachten ist. Mit Rücksicht auf dieses Ergebnis und 
unter Bezugnahme auf die Gleichung (b) kann die Beziehung (y) auch in der 
Form 

(t::) 

geschrieben werden. M Bv hat die Dimension tm3, wenn M B:v m tm aus-
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gedrückt wird. Der Wert der Konstanten 0 1 und 02 hängt von den Auflager
bedingungen ab. 

A. Stab auf zwei Stützen (Kipp- und Rollenkipplager) mit vor
kragen den Enden und einfacher Balkenträger ohne vorkragende 
Enden (Abb. 120). Die Auflagerbedingungen besagen, daß für x = 0, Z = 0 
und für x = 1, Z = 0 sein muß, entsprechend den Gleichungen 

0= - (J1BY)"'~o + O2 und 0 = - (MB)"'~Z+ Oll + 02' 

° (M) d C (MB1I)x~l- UI1BY)x~O folgt. Mit diesen Werten woraus 2 = B'II .. ~O un 1 = I 

geht die allgemeine Gleichung (13) in 

_ EJ ~ = _ ",,' + (MBy)x~l- (lI1BII)x~O . + (U) = 
y" J.r1 By I X J.UB1IX~O 

oder (b) 

111 BII besitzt die Dimension yon 111 BII' d. i. eines Biegungsmomentes der Momenten
fläche als Belastungsfläche des Stabes. Aus (b) folgt die bereits gemacht.e Be
merkung, daß die Durchbiegung Z als ein auf die Poldistanz E J y reduziertes 
Biegungsmoment angesehen werden kann. Nachdem 

I 0 

(5jBU)X~1 = - J JIBy d~ (l- n = - A'l, CMBY)"~O = .r M By ~d~ = Er 1 
L L 

mit A' bzw. ii' als Auflagerreaktionen im Stützpunkte 1 bzw. 2 infolge der Be
lastung des Stabes durch die }Iomentenfläche yom linken Endquerschnitt bis 
zum Stützpunkte 2 bzw. 1, so können wir der Beziehung (b) auch die Form 

(b') 

geben. 
Ist der Stab ein gewöhnlicher Balkenträger ohne vorkragende Enden, so wird 

]j = 0 und.Ai = A mit Aals Auflagerreaktion am linken Stützpunkt, so daß 
die Gleichung (b') in 

(b") 

übergeht. Darnach ist EJyz so zu berechnen, wie man ein Biegungsmoment für 
einen beliebigen Querschnitt eines Balkenträgers berechnet, der in beliebiger 
Weise belastet ist. 

Wenn in Abb. 120 die Abstände der Kurve S von der x-Achse nicht die 
Biegungsmomente, sondern diese dividiert durch E J 11 darstellen, so kann man in 
den Gleichungen (b), (b') und (b") links E J 11 weglassen, die rechts stehenden 

Momente beziehen sich dann auf die Belastungsfläche ~~ 11 • 
y 

Differenzieren wir die Gleichung (b') bzw. (b") nach x, so erhalten wir 

EJ ~=Q + B' +A,=d.1ViB1i =Q 
y dx 11 dx 11 

(c) 

bzw. 

E J !!.!... = Q + Li = rl MB 11 = Q (c') 
11 dx" dx 11· 

In diesen Gleichungen haben wir Qy = d~:11 und Qy = d~:y gesetzt, weil 

Girtler, Mechanik. 18 
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diese Differentialquotienten dann, wenn M Bv und M Bv Biegungsmomente 
von wirklichen Kräften wären, bekanntlich die den betreffenden Querschnitten 
zugeordneten Querkräfte vorstellen würden. Qv und Qy können als" Querkräfte" 
für die Momentenfläche des Stabes als Belastungsfläche bezeichnet werden. 
Sie haben so wie EJv die Dimension tm2• Nach (c) und (c') ist der Verdrehungs. 

winkel IX = !!:!:... eines Querschnittes des Stabes als Querkraft Qy der Momenten. 
dx 

fläche als Belastungsfläche dividiert durch E J v aufzufassen. Die Division durch 
E J y kann auch entfallen, wenn man {ly als Querkraft einer .Momentenfläche auf. 

faßt, deren Abschnitte parallel zur z·Achse :J-Y! sind. 
11 

Das Produkt IXE J y (oder bei -;;; als Belastungsfläche IX allein) ist für einen 

bestimmten Querschnitt eines Balkenträger nach Gleichung (c') so zu berechnen, 
wie man eine Querkraft für eine gegebene Belastung des Trägers bestimmt. 

B. Kragträger. In Abb. 121 sei S die Momentenkurve für eine auf gerade 
Biegung beanspruchende Belastung des Kragträgers. Die Integrationskonstanten 
Cl und C2 der allgemeinen Gleichung (8) ergeben sich aus den Bedingungen x = 0, 

dz 
z = ° und x = 0, dx = 0, woraus C2 = (.1lIBv).,=o = ° und Cl = 0, also 

EJyz = .11IBv ' d. h. 

(d) 

gefolgert werden kann. Der Ausdruck zE.Ty oder die 
Durchbiegung z allein (letztere für den Fall als das 

Biegungsmomentenschaubild die Werte :JB 11 graphisch 
z 11 

Abb.121. darstellt) für einen Querschnitt x ist sonach das Bie· 
gungsmoment für diesen Querschnitt der links vom 

Querschnitt liegenden l\fomentenfläche als Belastungsfläche. 
Aus (d) erhalten wir durch Differentiation 

d. h. (e) 

was wir auch als Sonderfall aus der allgemeineren Gleichung (c) finden können 1. 

Daraus geht hervor, daß EJ1I 1X oder der Verdrehungswinkel selbst für einen 
Querschnitt x als Querkraft der links vom Träger liegenden l\fomentenfläche 

M B1I oder -;;: als Belastungsfläche aufgefaßt werden kann. 

Auf dem Vorstehenden beruhen die im Titel dieses Punktes angeführten, 
von Mohr herrührenden graphischen und rechnerischen Verfahren. 

1. Zeichnerisches Verfahren zur Bestimmung der elastischen Linie. 
Dasselbe soll im folgenden an einem einfachen Beispiele näher erläutert werden. 
Ein an seinen beiden Enden über die Auflager 1 und 2 vorkragender Balken· 
träger (Abb.122) aus Holz (E = 100000 kgjcm2) mit einem Trägheitsmoment 
J y = 149000 cm4 und den eingezeichneten Längsausmaßen sei symmetrisch 
zur Mitte durch je zwei Kräfte PI = P4 = 3 t und P 2 = Ps = 4 t belastet. 
Der Längenmaßstab, in dem die Abbildung gezeichnet ist, ist 1 : 100. Wir zeichnen 
zunächst unter Annahme eines Kraftmaßstabes 1 t = 5 mm und einer Pol· 
distanz BI = 6 t das Krafteck 0,4 und mit diesem das zugehörige Momenten· 

1 Hiezu müssen wir in Abb. 120 die Stützpunkte 1 und 2 unendlich nahe annehmen 
und die Belastungsfläche über al verschwinden lassen. 
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Kclmuhild 111 ... VI. Zur Abnahme der Biegungsmomente M Bv' die durch
weg,.; lIeg<Ltiv "ind, jm ~Iomenten8ehaubild bedienen wir uns eines Momenten
maßNta.h('N, in welchem I cm C~ ß lllt. Nunmehr nehmen wir dieses Momenten
Kelmuhild 1 ... 1'1 ah; Bel~L:,;t\lngsflächc für den gegebenen Träger, die in Abh. 119 
durch] JJ 2 vorgestellt wnrde. Die Ordinaten der BelastungHfläche 1 B 2 ha,tten 
die J>inwn"ion Tonnen pro :Mcter (tim), die Ordinaten der nunmehrigen Be
bstungt-;fliiclw hahen die Dimem;ioll eines Biegungsmomentes, d. i. Tonnen 
nml \leter (tm). Zur Bebstungsfliiche I . .. V I bilden wir mit E J lI als 1'01-
distan;.\ die zllgehiirige Seilknrve, welche nach Obigem bereits die elastische 
Linie des in gegebener WeiHe lJPlaKteten Stabe,.; ist. Da,; geschieht in der bekmlll
ten Weü.;e (Ltdmch, daJJ wir uns die Bdastungsfliiehe in eine größere oder kleinere 
Zahl von Teilflächen je nach dem gewollten GenauigkeitRgrad zerlegt denken, 
Zll jeder Bel~L"tlLllgKteilfliiche die zugehörige "Kraft" berechnen, die bei Berück
sichtigung der Dimensionen gleich der Größe der Fläche ist und in deren Schwer
punkt angreift, und hierauf für tIm; "Kmftsystem das zugehörige zweite lHomen
tensclmllhild entwerfen, das der ~eilkurve, also der ehLsti,;ehen Linie umHchrieben 
i:,;t. WiihrClHI für die Konstruktion der Seilkurve nach Abb. 119 die Dimensionen 
der einem Fliiehen"t.reifell entRpreehenden Kraft (hlreh Tonnen, d. i. t, am;driick
biLl" i"t, wird jct;.\t die Dimension einer einer Tcilfläche deH Momentem;ehaubildes 
l ... VI ont:-;prechenden "Kraft" tm . m, d. i. tm 2 sein. Al;; Teilfläehen ,v;ihlen wir 
die Dreiecke 1, a, VI und I V, n' , V, die Trapeze a, b,II, VI und 0,', b' , 111, V nnd 
d,Ls Rechteck 11, 11/, b, l/. Zur Berechnung ihrer Fliichen mÜHsen wir die Dimen
sionen pamllel zur x-Achse im Längenmaßstah (m) die DilllenHionen parallel 
zur z-AdlKe im 2HomentenmaßHtab (mt) abnehmen. Wir erhalten hierclureh 

(he "Krii.fte" 1\ ~= 1'5 = ß tm 2 , ]>2 = P4 = 4 tm 2, ]>3 = 4 tm2 . Dieselben wer
den entgegenge!:let;.\t der pm;itiven Itichtllng der z-Aehse ge;.\eiehnet, da die 
Biegungslllomente JVIBv durehweg::; negativ sind. Die Poldistanz Il2 des "Kmft"
eckes 0,5, das zum zweiten Momontensch~LUbild gehört, soll nach Obigem X .1'1 
Kein. ViiI' erhalten dann die Dnrehbiegungen der Stabachse im Liingenmaßstah, 
d. h. wenn (kn:elbe durch daK Verhältnü, 1 : n festgelegt ist, n mal kleiner, als der 
Wirklichkeit entspricht. Da die Durchbiegungen an !:lieh schon sehr klein sind, 
so würde ein maßstiiblichür Vergleich der Dmehbiegungen der verschiedenen 

Pllnkte der Ntabaclu;e Imulll miiglieh Kein. Nehmen wir H 2 = E!y , so erJmlten 
n 

wir die Vurchhiegungen in natürlicher Cröße. Da ;Luch das noch nicht vollkom
men bdriedigen wird, entwirft lllall da,.; zweite Momentem;chaubild gewöhnlich 
mit einer rn-fa(:hen Venwrrung, d. h. derart, daß die Durehbiegullgen rn mal 
grüßer erscheinen, als der Wirklichkeit entspricht. HierzlI müssen wir die 1'01-

dü,tan;.\ 112= EJ" wiihlen. Die Dimml"ioll von H 2 ist natürlich ehen so wie J'ene 
11m 

der "Kl'iiJte" mit denen das zweite .Momentenschau bild entworfen wird, t1ll 2. 

V I I 10_ 5. O,.014fJ. __ ~ 41": 2 V ii I en wir rn =e 2 und wie oben n ~.= 100, so wird H 2 == 200 - " .) tm . 

Dem zweit,en }lomenkntlchaubild legen wir ~lls Maßstab der "Kriifte" I tm 2 ~= 

2 IHm ZIIgru wie .. Mit Hilfe des Krafteekm; 0,5 kann das ~eilpolygon 0' l' 11' ... V l' 
gefunden würden, (leSKen Seiten die Seilknrve in den PUllktenO',Bl , B 2 , 133 , B 4 , 

VI' herühl'pll, so drLß dieselbe genügend genau gezeichnet werden kann. Sie setzt 
sieh aUN Tt,ilen einer quadratischen Parabel und je zwei symmetriHch zur Mitte 
gekg('l\(,tl kubischen Parabclteilen ;.\w.;ammen. Die NullHtellen der Seilknrve 
hefindell sieh in den Auflagertransversalen in B l lind B 4 , da die den Auflagern 
ent"prechen(lpn Plmkte der St~lhachHe atH unvel'schiehlieh angesehen werden 
kiitltWIl.lhmit j,.,t das Sehaubild a()' B l B 2 B 3 B 4 V' V [' ba gewonnen, ~LIIH dem elie 

lR* 
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doppelten Durchbiegungen direkt abgegriffen werden können. Am linken Stab
ende kann z. B. z mit 2,6 cm gemessen werden, cl. h. die Durchbiegung ist 
dort 1,3 cm. 

Mitunter werden die "Kräfte" PI' .. P5 auch dadurch errechnet, daß man 
beide Ausmaße parallel zur x- und z-Achse der zugehörigen Teilflächen im Län
genmaßstab abnimmt, was bequemer ist. Man erhält die "KräHe" aber hierdurch 
H I mal kleiner, als der Wirklichkeit entspricht. Um diesen Fehler wieder aus
zugleichen, muß dann die Poldistanz für die Darstellung der elastischen Linie H I 

I kl . 1 b 1 d I . 1-1 E .T" "I I cl ma emer aso en angege )en, . 1. mIt ~ 2 = -;'1--- gewa 1 t wer eIl. 
lrnn 

o 

1m 

~ ____ ~ __ ~ ____ -+ __ ~ ____ ~~X 

l:l .... ...... 
.:.. 

0' J1l' 

Löngenm. 111 , 11 11 1 , 1 I I I 

0 1 Z 3 ~ S 5m 0 

ffroflm. 1 I I I I I I 1 I 
0 Z 9 5 8 10 ul 

l1omenlenm. I , ,, " I I I I I , 
0 5 lZ 18 Z~ JO J5/m 

110m. f l. m. I ' , I I 1 I I I 
0 S 10 IS ZU es 301m2 

floßs! q' f I L. I 1 I I 1 I I I 
0 O,J 1.5 Z Z,S 3cm 

ALb. 122. 

2. Zeichnerisches Verfahren zur Bestimmung der Verdrehungs
winkel. Um für den Träger nach Abb. 122 die Produkte E J"rt. graphisch zu be-

stimmen, zeichnen wir zunächst das Schau bild für die "Querkräfte "Q y [Gleichung (c) 
auf Seite 273J, der Momentenfläche als BehLstungsfläche, indem wir von einer 
zur ursprünglichen Stnbachse pamllelen Gemden gg (Abb. 122) normnl zu der
selben entsprechend den rechten Begrenzungsquerschnitten der Teilflächen der 

Momentenfläche die "Kräfte" PI' .. P 5 im Maßstnbe 1 tm2 = 2 mm nuftmgen. 
Wir erhalten hierdurch die Punkte 0, I, II, III, IV, V. Die zwischen diesen 
Punkten liegenden Querkraftskurven sind mit Ausnnhme der Gemden 11, III 
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Teile von Cl lIadratit;c'}wll Parabeln. Nunmehr haben wir die Bedingung zu ver-

1 1 (' f l dz O' D h 1 h 1 . d' wen< en, (,1,.) iir x -X, Jx c= 1St. ementspree em er a ten WU' le Be-

zlIgslinie (( b und das endgültige Qllerkrafts,;chaubild Cl Oe V ben, dessen Abschnitte 

auf Geraden parallel zur ::-Achse die Ausdrücke E J ,, -d
d:. ergeben. Wollte man die . x 

Verdrehungswinkel rJ. direkt erhalten, so hätte man entweder das Querkrafts-

i-ichaubild für Qllerkriifte l'~f"- entwerfen müsHen, oder man nimmt die Verclre-
1'.). JJ 

hllllg"winkcl rJ. ,1IIS A bb. 123 mit einem eigens konstruierten Maßstabe ab. 

3. l{,eehnerisehe" Verfahren zur Bestimmung einiger Dllreh
biegungswprtp und Verdrehungswinkel. 

a) 'ViI' stellen mlR zllnäehst die Aufgabt', dit· Durchbiegung und die Verdrehungs
winkel für den in Abb. 122 dargestellkn Stab :lm linken Stabende und in der Mitte 
des Stabes zu bestimmen. Zur Berechnung der Dllrch- p 
biegungen dÜ'nt Gleichung (b') auf Seite 273. in der 

a. b 

z J 

Abb. 124. 

für das linkt' Stabt'mle jVlB!I=O, xl =Gm,x=-2m für die MitteMBy =23\3tm3 , 

Xl =- ~: = 2 m zu sdzen ist. Ferner wird .fP = - 13 tm 2 und jji = 1 tm2• Somit 
erhalten wir für den linken Endquerschnitt EJ.z=-1·6+13,2=20tm3 und 

z = 1~~~; = 1,:{ cm, fl'rnerfür die Mitte E J. z = - 4.j -- 13,2 + 23~·, also z = -- 0,3 cm. 

Zur Bestimmung der Venlrphungswinkel gehen wir von Gleichung (c) auf Seite 273 aus, 
in der wir für das linke Stabende Q. = O. für die Mitte Qy = 12 tm 2 einzusetzen habe!l. Es 

,(lz . . 2 dz 12 
kann dann E J" --- == 1 - 13 C~ - 12 tm, also .- = - --- = - 0,008 entsprechend 

. da: rlx 14!)0 
einem negativ{·n Vef(lrehungswinkel von 27'29" für den linken Endquerschnitt und 

rlz 
E J f/ 7i x = 12 + 1 - 1:1 = 0 für den Querschnitt in dpr Mitte in selbstverständlicher Weise 

gefolgert werdp!l. (Siehe hierzu auch die graphische Bestimmung dieser Größen in den 
AbI>. 122 nnt! 123.) 

b) Balkentriiger mit einer Einzdkraft P nach Abb. 124 in der xz-Ebene 
bcla,;kt. Es soll die Durchbiegllng und der Verdrehungswinkel in der Entfernung x 
vom linken Auflage]' berechnet werden, wenn x < n ist. Wir skizzieren uns das 

B · h 1 '11 f M BV ' 1 h d' H 1 3-4" Pba. IOgllngsmomellten"c aU)J ( ür -EJ,,' 1Il we e em Je Ö Je = TJjJJy Ist. 

Die Durehbiegung [Gleichung (b") auf Seite 273J ist dem Biegungsllloment der 

:;\Iolllentenfliiche~!? al,., Belastungsfläche des Stabes gleich. Die Auflager-
'- !J 

kraft A ist entgegenge"etzt gleieh der Komponente im linken Auflagerquerschnitt 
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der der Belastungsfläche entsprechenden "Kraft" P, die im Schwerpunkt S der 
Belastungsfläche angreift, und demnach 

A = ,~, [~., + + ({ -a) J = :h (2l - a) = ü~~j~ (2l - a). 

DaR Biegungsmoment der links von x liegenden Belastungsfläche ist i\ -~ mit P" 

I K ft" d' d n' I I ' I ff' t D . k . d -- Pbx. a s" ra , lC er ~ ac le t es sc Ha leI' en reIeC 'CS, m em 5(j = Tk)- Ist, 

gleichkommt. Demnach wird j>~, ~- = ~ ~x;. 8chließlich wird die D:lrch-

b' Pbax (2l ) Pbx" " "... Z 
legung z = 6liEJ - a - 6Z EJ' Hetzen WH' 1Il cl IeRer Form el a = b = x = -2 ' 

so erhalten wir :lie DurchbiegulIg" in der Mitte eines Stabes, der in seinor 
Mitte durch eino Kraft P belastet ist. Der Wert. dor-

P selben wird 

P [ z" :3 1 Z4 l P l" 
:r z = C I IV .I" ti- . 2' - 16-, = 4g E.I v • 

Dieses Ergebnis wurde bereits auf Seite 254 ltllf 
einem anderen Wege erlangt. 

Der Verdrehungswinkel (J. im Querschnitt ,I: ü;t 
~~-'-?I"-u.uJW>I... ____ • .r [Gleichung (c'), Seite 273] die Querkraft im Quer-

schnitt :t: fül'~? als Belastllngsflächc. Er winl 
• !I 

dz Pba Pbx~ 
d x • .= (J. = (fZ E J y (2 l - a) - 2 I E J 11 • 

I pp 
Für a = b ,= 2' :t: = 0 erhalten wir (J. = 16 E.I" [Gleichung (i), Seite 255]. 

Es wird empfohlen, die Berechnung der auf Seite 268 eingeführten Verdrehungswinkel 
rpl' rp2' rpa und 'Pi' 'P2' 11'" entsprechend den Belastungen nach don Abb. liga, b, c unter 
Zuhilfenahme des Verfahrens von Mohr vorzltllchmell. 

c) Der Kragträger (Abb . 120) sei in der xz·Ebene durch eine Einzelkraft P 
im Abstande a von der Einspannungsstelle heh1stet. Es soll die Durchbiegullg 
un(l der Verdrehungswinkel am rechten Stabende bestimmt werden. Wir Hkiz-

zieren uns daH Momentem;chltllbild~;Y, <las aus einem Dreieck mit der Hilhe 

~ ~. und der Basis a gebildet ist. ~ieY Durchbiegung am rechten Stabend{~ ist 
11 

nach Gleichung (d) auf Seite 274 gleich dem Bieguugsmoment der Momenten-

fläche {;" als Belastungsfläche. Somit wird, wenn P, d. i. die der Belastungs-
11 

. Pa2 

fläche entsprechende "Kraft" , gleIch 2 fiJ .I" gesetzt wird, 

. ( 2 ' Fa" a \ 
z = P I 1 - a. + 'J 11 ) = -;) ';; -j I 1 - --:;- ) . 

\ ..J I .... IlJ . !/ \ .J , 

Für l = a erhalten wir als DUI'chbiegung den bereits auf Seite 257, Gleichung (q), 
gefundenen Wert. 

Der Verdl'ehungswinkel (J. ist nach Gleichung H auf Heite 274 die "Quer-

k f " cl M fl" I JIf B Y 1 I'} v P 11' 1·) 1'- . t f" ra t er omenten ae 1e ·E'J ,,1 HO g elc 1 (J. = 1 =cc -2 ji'-j- . erHe ue IR UI' 
y :J ~ '!J 

alle Querschnitte rechts der Kraft P der gleiellc, cb die elastiHehc Linie in die
sem Bereiche eine Gerade sein muß. 
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8. Stäbe mit veriilHlel'lichem Trägheitsmoment und Stäbe gleichen 
Biegullgs- oder Zugwidel'standes. 

a) 'l'räger mit veränderlichem 'l'rägheitsmoment und solche mit gleichem 
Biegungswiderstand. Nach Gleichung (lll b) auf Seite 241 sind die größten 
BiegungsKpannungen in einem Querschnitte x des Stabes bei gerader Bean
spruchung auf Biegung in der xz-Ebene bei leichtverständlicher einfaeherer 
Schreibung durch 

(X",)max = ± _"~~S.Y 
lIlin Hab 

(a) 

1 . ./_,,_1 >Cstimmt, worin Hab = 
: Za. b ! 

und Wa < IV b sein soll. Da daH Biegungs-

moment MjJy im allgemeinen eine Funktion von x ist, so stellt (Xx)max bei ge-
ruin 

gebenem Qnerschnitt des Stabe" eine :Funktion von :r vor. Wenn die Aufgabe 
gestellt wird, daß die dem Zahlenwerte nach größere der Spannungen (Xx)max 

min 
für alle QuerKehnitte deH Stabm; dem;elben Wert haben soll, so müßte, voraus
gesetzt, daß die Gleichung (a) auch dann noch gelten würde, das kleinere von 
den beiden Widerstandsmomenten IV a mit x veränderlich sein. -Wir hätten dann 
keinen geraden Stab im strengen Sinne deH Wortes mehr vor uns. ER ist tat
sächlich üblich, die Gleichung (a) auch für Stäbe mit veränderlichem Querschnitte 
als für praktiHehe Verhältnisse genügend genau zu erachten, natürlich mit klei
nerer AnlliLherung an die Wirklichkeit ab für Stäbe mit konstantem QllerHehnitt. 

Stäbe aus vorgegebenem Materiale, für welche bei gegebener Belastung die 
dem Z~thlenwerte nach größte Biegungsspannung für jeden Querschnitt dieselbe 
ist, heißen solche mit gleichem Biegungswiderstand. Gewöhnlich nimmt man als 
größten Zahlenwert einer solchen Biegungsspannung eine zulässige Spannung, 
die mit Rücksicht auf die Sicherheit gegen die Zen;törung des Stabes angepaßt 
an din einnr Beanspruch lIng auf Biegung eigentümlichen relativen Festigkeits
verhältnisHe gewählt wird. Diese zulässige als positiv angenommene Spannung 
wollen wir mit (aB)zul (lies: zulässige Beanspruehung auf Biegung) bezeichnen. 

Die \Viderstamlslllomente der verschiedenen Querschnitte eines Stabes 
vom gkiehen Biegllngfl\videI'flta,nd müssen bei getroffener Wahl von (aBlzul, 
deren Größe von (lern Stoffe abhängig sein wird, auf Grund des GeRagten der 
Bedingung 

(124) 

genügen, woraus 

TV a = (124a) 

folgt. Dureh die Gleichung (124a) ü;t daR kleinere der heiden \ViderstandfmlOlllente 
Wa als :Funktion von :I: bestimmt, wenn das Biegungsl1loment MB y aiR solehe 
gegeben iflt. 

Würde IlHLIl !Va im ganzen Bereiche deR Stabes konstant lassen mit der Be
dingung, (laß die im ganzen Bereiche des Stabes dem Zahlenwerte nach größte 
Biegungsspannllng gleieh (aB)zul wird, so wäre für alle QuerRchnitte 

(MB.)max 

(a B),,,' 
(l24 b) 

zu RetJ\en, worin! Ul1 By)max der Za,lJlenwert des größten Biegungsmomentes im 
gefährliehen Querschnitt deH Stabes ist. 
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Es ist leicht einzusehen, daß zu einem Stabe vorgegebener Länge, bestimmter 
Querschnittsform und Belastung mehr Material gebraucht wird, wenn die Wider
standsmomente nach Gleichung (124 b) im ganzen Sta,bbereiche konstant sind, 
als dann, wenn sie nach Gleichung (124a) veränderlich sind. Im letzteren :Falle 
wird eben dort, wo das Biegungsmoment ein kleineres ist, auch ein kleinerer 
Querschnitt gewählt. Die folgenden Beispiele werden das Gesagte noch deut
licher machen. 

a) Ein Kragträger aus mußeisen von T-förmigem Querschnitt und der Länge l 
sei durch eine Einzelkraft P in der :rz-Ebene belastet (Abb. 126). Der Zahlen

p 

z 

............ 2~ 

J z 
Abb 126. 

-=1=---: f-- ~ 
z 

wert des Biegungsmomentes für einen 
Querschnitt in der Entfernung x 
vom rechten Stabende ist dann 

y I MB y I = P x. Soll der Kragträger ein 
solcher von gleichem Biegungswider
i:4tand sein, so muß nach Gleichung 
(124a) 

(b) 

d. h . Wa proportional x sein. Wa 
bedeutet das Widerstandsmomem, 
das dem größten Fasernabstand des 
schraffierten Teiles des Querschnit
tes zugeordnet ist. Tragen wir uns 

die nach Gleichung (a) erforderlichen Widerstandsmomente für jeden Quer
schnitt normal zur Stabachse auf, so erhalten wir die gerade Linie 1,2. 
Das größte Widerstandsmoment ist im Einspannungsquerschnitt nötig, und 

zwar (Wa)max = Y _)l . Am rechten Ende des Stahes müßte nach Glei-
laß zul 

chung (a) das Widerstandsmoment und damit die Qnerschnittsfläche gleich 
Null sein. Das ist praktisch natürlich nicht durchzuführen, würde aber überdies 
theoretisch anfechtbar sein, da bei Ansat,,; der Gleichung (124a) die Schub
spannungen nicht berücksichtigt wurden. Man kommt diesbezüglich zu einer 
brauchbaren Annahme, wenn man die rechte Endquerschnittsfläche so wählt, 
daß in ihr die größte in der y-Achse auftretende Schubspannung Zx einen für 
den Stoff, aus welchem der Stab besteht" wlässigen Wert erreicht oder nicht 
überschreitet. Aus der Reihe der gebräuehlichen normierten T-Profile, für 
welche die Trägheitsmomente mit Bezug auf die Hauptzentral~chsen, häufig 
auch die für die Berechnung der größten Schu bspannungen (Zx)max nötigen 
statischen Momente ein für allemal berechnet sind, ü,t unter Zuhilfenahme von 
Tabellenwerken (z. B. Hütte, ein Handbuch für Ingenieure) leicht herauszube
kommen, welches Profil der genannten Annahme genügt. nas gefunden gedachte 
Profil für den rechten Endquerschnitt unseres Stabes habe ein Widerstands
moment (Wa)mln. 

Würden wir die Widerstandsmomente von (H'a)mln w (H"a)max geradlinig 
anwachsen lassen, so erhielten wir die gerade Linie J, 2' in Abb. 126. Praktisch 
könnte man dem Gesagten nahekommen, indem man ein T-förmiges Grund
profil vom Widerstandsmoment (W a)mln wählt und auf dem Kopf dieser Profile 
Lamellen G, b, C, d, e von der Breite des Kopfes des Grundprofiles auflegt, derart, 
daß sich für jede zugelegte Platte das Widerstandsmoment stnfenförmig erhöht. 

Wenn das Profil nach Gleichung (124 b) gewählt würde, so wäre für alle 
Querschnitte Wa = (W a)max. Man brauchte dann dem schraffierten Teil in 
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Abb. 126 entsprechend mehr Material als in dem Falle, ~wo mall das Wider
standsmoment stufenfönnig erhöht. 

b) Bei einfachen Quersehnitt"formen wie Rechtecken, Quadraten, Kreisen 
usw. kann man bei leicht formbaren Stoffen so vorgehen, daß man die Quer
schnitte für alle Werte von .1' einander ähnlich macht, oder wie z. B. bei recht
eckigen Querschnitten sie nur in einer Dimension veränderlich gestaltet. 

Der Balkenträger nach Abb. 108, Seite 252 sei in ;;einer Mitte durch die Kraft P 
in der xz-Ebene belastet. Die Querschnitte seien l{eehtecke. Der Träger soll überall 
gleichen Biegungswiderstand besitzen, und zu diesem Behufe sollen sich die 
Querschnitte nur in der Höhe h parallel znr Kraftebene, nicht aber ihrer Breite b 
nach ändern. Das Biegungsmoment MEv für einen Querschnitt x links von der 
Mitte (rechts von der Mitte gestalten sich die Verhältnisse symmetrisch) wird 

MEv = -~ .1::, das Widerstandsmoment W a = t bh2 , und demnach lautet die 

Grundgleichung (l24a) -(j~ b h2 = .) (~x) __ , 
-..J aB zu! 

woraus 

h2 = . 3Px oder (~_) 2 = __ 3Px_ (c) 
b (a B),ul \ 2 4/J (a B),,,I 

folgt. ; ändert sich somit nach der Glei

chung einer quadratischen Parabel, und z 

P 

9 !>t ~ 
-<:: ~ 

:-t""....,...:r ~ 

0-,<
Iz 

y 

der Träger nimmt dann die aus Abb. 127 Aub.127. 
ersichtliche Gestalt an, die an den Stellen 
A und B unstetige Übergänge zeigt. Der größte Wert H der Höhe der Quer
schnitte ergibt sich aus (c) für 

( c') 

Theoretische Nullwerte für die Querschnittshöhe ergeben sich für x = 0 und 
x = l. Die Endquerf'chnitte kann ma,n wieder, wie oben ausgeführt, entsprechend 
den größten Wert en von Zer in der .li-Achse und einem zulässigen Wert der Schub
spannung wählen . Für einen rechteckigen Querschnitt ist nach Gleichung (d') 

S · 2"'3 (Z- ) 3 (Q ,)max :1 P . h I kl' t W t d e1te;) "' max = ~2 - -F- = 2 2 bhm1n nut mln aselns em er er 

Querschnittshöhe. Setzt man diesen Wert gleich (T l zul' d. i . gleich dem zulässigen 
Wert der Schubspanmmg, so erhält man aus der letzten Gleichung den kleinsten 

3 P .. 
Wert von h an (leu Auflagern mit hmln = -4 -I- ~(~~ ~--)' Den Ubergang von den 

) T =ul 

Endquerschnitten mit den durch (c) geforderten ka,nn man nach der aus Abb. 127 
ersichtlichen Weise vornehmen. 

Sollen für den in Abb. 108 üargestellten Belastungsfall die rechteckigen 
Querschnitte für die verschiedenen Werte x einander ähnlich bleiben , d. h. 

~ = c mit c als gegebener Konstanten sein, so lautet die Gleichung (124a) in leicht 

ersichtlicher Weise (j~ bh 2 = ~C h3 = -2 PX) - , woraus 
b (aB zul 

oder 

folgt . h ändert sich nunmehr nach der 

erreicht seinen größten Wert H für 

(d) 

Gleichung einer kubischen l)arabel und 
1 . H ~V3 ----:3FI- "L". l' 

x = -2 m1t = -2 ( ~ ~) ~ ~. -" ur (1e 
c aB :o ut 
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Endquerschnitte gelten die gleichen Überlegungen wie in den zuvor angeführten 
Beispielen. 

Auch die Differentialgleichung der elaRtischen Linie übernimmt man in der 
bekannten Form für Stäbe vom gleichen BiegungswiderRtand bzw. allgemeiner 
für Stäbe mit nicht zu stark veränderlichen Querschnitten. 

Wir wollen für den Belastungsfall nach Abb. 108 unter Voraussetzung reeht
eckiger Querschnitte mit konstanter Breite bund veränderlieher Höhe h die 
bezügliche Reehnung durchführen. Die Differentialgleichung der elastü;chen 
Linie, in der J" jetzt mit x veränderlieh iRt, lautet dann 

d'z PI' l' x --- E ---- = ---' = ----
d x" 2.1" 1 Ii") 

2'-0- ---

12 (~)! 

:I 

h" ,;;' 
da nach den Gleichungen (c), (c')Jj;; = :I' Dureh zweimalige Integration der 

er 
Differentialgleichung erhalten wir 

( l \ ~ 
(,1' 1-----) 1 

_ E r!...:-:. = \ 2 2· .t' -I- C 
dx bH" 1 

und 

D d · 1 dz l' W I en Be mgungen x 'c~ 0,;:; 0 UlH ;I;' -~ 2' dx = 0 entsprechen ( 10 erte ( er 

Konstanten C2 = 0 und C\ 3b~:~' Somit lautet die Gleichung der elasti-

h L·· 3 PI" S l' (~/ :) I . 1 ur f d D 1 I . se en Ime Z == FJbiTi x -- E bHl X-. )er IllaXlma e vv ert er urc 1 negung 

l Pi" 
für x = 2 wird f = 2 EbH"' Wäre H üher die ganze Länge des Stabes kom;tant, 

so erhielten wir nach Gleichung (g) auf Seite 254 für die extreme Durchbiegung 
. 1 M' f Pl" pp- d J I B lk" . I' 1 B' In (er Itte. 1 = 48EJ

y 
= 4EbH3' . 1. (er a -entmger mIt g eic lern Ie-

gungswiderstand erleidet bei der durch Abb. 108 gegebenen Belastung eine dop
pelt so große extreme Durchhiegung ab in dem Falle, wo die Höhe des Triigen; 

P 1 

konstant ist und diese aus der Gleichung (aB)ZUl = I 4 ~ 
2· 12 b H" 

:~ PI 
2bll" hc-

stimmt wird. Bei dem Träger mit gleiehem Hiegungswiderstand wird abo ver
gleichsweise an Materitll gespart, dagegen ü,1, die Biegungi-isteifigkeit kleiner. 

b) Stäbe mit gleichem Zugwiderstand. Ein langer gerader, in Richtung seiner 
Aehse durch sein Eigengewieht auf Zug be:1Ilspruchter Stab vom i-ipezifisehen 
Gewicht y, der Länge l und der QuerschnittRfliicheF erleidet, von der Umgehung 
seiner in der einen EndquerschnittHstelk' gedachten Festlegungsstelle abgesehen, 
einen linearen Spannungszustand a1 in tler Riehtung :.;einllJ' Aehse. Tritt zum 
Eigengewicht noch eine den Stab auf Zug beanspruchende Kraft P hinzu 
(Abb. 28, Seite 96), 80 übeI'hgert sich der dieser Kraft entRprechende lineare 
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homogene Spannungszustand 0"2 dem Spannungszustand 0"1' so daß wir für die 
Spannung in einem beliebigen Querschnitt 

0" = 0"1 + 0"2 = ; + y (l - x) (e) 

ansetzen können. Die Spannung 0" ist im Festlegungsquerschnitt oder besser 
gesagt in der Nähe des Festlegungsquerschnittes (x ~ 0) am größten, nämlich 

O"max= ; + yl und am unteren Endquerschnitte (x = l) am kleinsten, nämlich 

O"min = ; • Je länger der Stab unter sonst gleichen Verhältnissen ist, um so mehr 

wird sich O"max von amin unterscheiden. Führen wir für die Zugbeanspruchung 
einen aus der Erfahrung folgenden, für jeden Stoff besonderen zulässigen Wert 
(a z) zul (lies: zulässige Beanspruchung auf Zug) ein, so muß die Querschnittsfläche 
des Stabes so gewählt werden, daß die Gleichung 

(aZ)ZUI = ; + y l (12;') ) 

befriedigt \yird, aus der 

(125a) 

folgt. Für durch .(; bestimmte Querschnitte unterhalb des Aufhängequerschnittes 
ist bei dieser Wahl für F die Spannung a kleiner als (a z) zu l' da dann 0" = (0" z) zu I - Y ,{;, 
wie man durch Einsetzen des Wertes F aus (125a) in (e) leicht erhält. 

'ViI' können uns nun die Aufgabe stellen, dem Stab für jeden Wert yon ,r einen 
Querschnitt zu geben, derart, daß für ihn die Spannung den gleichen festen 
Wert (aZ)Zul beibehält, was offenbar die Veränderlichkeit der Querschnitts
fläche F mit .(; zur "oraussetzung hat. Ein Stab mit derartiger yeränderlicher 
Querschnittsfläche, gerader Schwerachse und stets gleicher Querschnittsform 
heißt ein Stab mit gleichem Zugwiderstand. Derselbe ist kein gerader Stab im 
engeren Sinne des Wortes mehr, und infolgedessen trifft für ihn die Gleichung (d) 
nicht mehr zu. Für Stäbe mit yeränderlichem Querschnitt müssen, damit die 
Gleichgewichts- und Grenzbedingungen für ein im Innern des Stabes gelegenes 
unendlich kleines Prisma bzw. für ein an der Oberfläche des Stabes gelegenes 
unendlich kleines Tetraeder erfüllbar sind, zu den Zugspannungen parallel zur 
Stabachse Schubspannungen parallel und normal, ferner Normalspannungen nor
mal zur Stabachse hinzutreten, d. h. der Spannungszustand ist dann kein linearer 
mehr. Es ist überhaupt genauer genommen undenkbar, für den angenommenen 
Belastungsfall das zu verlangen, was von einem Stab von gleichem Zugwiderstand 
gefordert wird, nämlich Gleichheit der Zugspannungen für jeden Querschnitt. 
Das wird am besten eingesehen, wenn man den Gleichgewichtszustand eines 
unendlich kleinen rechtwinkeligen Prismas betrachtet, von dem ein Flächen
element in die untere Querschnittsfläche fällt. Ein derartiges Prisma kann nach 
Gleichung (21) auf Seite 49 keine Schubspannungen X z erleiden, da in der End
querschnittsfläche nur die gleichförmig verteilte Normalkraft P wirkt, also keine 
Kräfte tangentiell zum Endquerschnitt yorhanden sind. Damit aber Gleich
gewicht in der x-Richtung möglich ist, muß infolge des Einflusses des Eigen
gewichtes des Prismas die Zugspannung yon x abhängig sein. Man kann aber 
wenigstens für Querschnitte, deren Lagenwerte J' im Verhältnisse zu den am 
oberen Ende des Stabes vorhandenen Querausmaßen groß sind, mit einiger 
Berechtigung yon einer durchschnittlichen, über die Querschnittsfläche gleich
förmig verteilten Zugspannung 0" sprechen und für diese verlangen, daß sie sich 
mit der Lage des Querschnittes nicht ändere. 
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Der Querschnitt 1, 2 (Abb. 128) mit der Fläche F x in der Entfernung x vom 
oberen Stabende und dessen benachbarter Querschnitt 1'; 2' grenzen eine unend
lich kleine Schichte des Stabes von der Dicke cl x ab. Die durchschnittlichen 
Zugspannungen in den Querschnitten 1, 2 und 1', 2', die gleich (az)ZU! sein sollen, 
können aus den Gleichungen P -,- 0., = F j' (a z) wZ und 

P + Gx - yFxd.r = (Fx + (~~:dx) (az)zuz 

abgeleitet werden, in welchen G" da,.; Gewicht des unterhalb 1, :2 liegenden Stab

teiles, y F xd x das Gewicht der unendlich dünnen Schichte und F J; , ~x cl x 

die Querschnittsfläche 1',2' bedeuten. Durch Subtraktion der angeschriebenen 

I . 'b . h F l dFx l () 1 ~'I'dx dF x D' I G eIChungen ergl t SIC - Y x( X = -l~ ( :r a z zuZ oe er -(--)._., = -F - . le nte-
(X O';;zul x 

--,.--,-"'::'-r-Ct;-.;,o",gration dieser Differentialgleichung ergibt '(- I') x = 19 F x + C. 
Z a, "sI 

Die Integrationskonstante C kann aus der Grenzbedingung für 
die untere Grenzquerschnittfläche F I bestimmt werden, der zufolge 

(-)I' I = 19 F z - C mit F l = -( p) sein muß. Es folgt wnach 
(J: zur O'z zul 

I (l ~.c) 

/ (I - ~ = la I" oder F = ~--- . e (",)ml 
(aJ,", e F , '" (a,),,,, 

r (l ~ x) 

== F I e (Oz)zut (126) 

Setzen wir in dieser Gleichung.r = 0, so erhalten wir die Fläche F 0 

der oberen Endquerschnittsfläche mit 

P _IL _J'L 
1"0 = .-. - e(O,J,,,, = F I e (n,),ul 

(a,),", 

fi daher können wir an Stelle ~-on (126) auch 

(126a) 

P IX 

! yx 
,-\bb. 128, 

(126b) 

schreiben. Die Querl"chnittsfläche nimmt daher in der Richtung 
der Schwerkraft mit einer e-Potenz ab. Kimmt x in arithmetischer 
Reihe zu, so nimmt die Querschnittsfläche in geometrischer Reihe 

P 
ab. Aus (---) - kann zunächst der \Vert F! und dann mittels der Gleichun-

Oz zul 

gen (126 a) und (126 b) F 0 und F j; als Funktion yon x bestimmt werden. Das 
Eigengewicht G des Stabes mit veränderlichem Querschnitt ist bei Benützung von 

I I y (l ~ x) I (l ~ x) I 

G = y f F xd:c = y J F I e (0,),,,, dx = - Y F (a,),", e (0-;);;;,-1 
U 0 I I' 0 

I I ('/ I 
= - p + P e(;,i;';-, = P \e(u,);;;~ - 1 (126c) 

Auch die Grenzbedingung für die Querschnittsfläche F 0' d. i. F 0 = ~( +) G ist 
Oz zu, 

erfüllbar, denn setzen wir Gaus (126c) in diese Bedingung ein, so erhalten wir 
die Gleichung (126a), die eine Folge der Gleichung (126) ist. 

Verschwindet die Kraft P, d. h. steht der Stab nur unter dem Einflusse seines Eigen-

gewichtes, so kann F , nicht gleich _P_~ sein, sondern müßte gleich ~ull gesetzt werden. 
(a'),ul 

Damit würde aber der 'Wert der Integrationskonstanten C unendlich groß und die vorher-
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gehende Rechnung wird llllhrauehhar. Es kann ehen nicht angenommen werden, daß die 
durchschnittliche Zugspannung ei!wrseits überall gleich (a,)"", andererseits aber wieder in 
einem Querschnitt gleich Null sein soll. 

Ein Stab von ülwrall gleichem Querschnitt, der nur unter dem Einfluß seines parallel 
zur Stabachse wirkcnden Eigengewichtes skht, kÖllnte, w('nn die lkdingung gestellt wird, 
daß die größte mittlere Zugspannung in der Nähe des oberen Endquersehnittes die zulässige 
Spannung (a,)zul höchstens ern'iellPn soll, nur von begrenzter Länge sein, die sich aus der 

GI ' h yFol ( . 1 (a_) _., 'b D' (" I" .. f" "'I f> • elC ung ----,- = a,) -u' Hut y=--~- - ergl t. ,lese ,renz an ge ware .ur L' u Jelsen 
F II - ) ' 

gleich 1146,49 m mit (a,),u' = 000 kg/cm 2 und. l' =-- 0,00785 kg/cm3 • Würde man an einem 
Stab von dieser Länge. wie sie an Rehachtgestängen in Bergwerksbetrieben vorkommen kann, 
noch ein Gewicht P anhiingeH, so würde die Zulässigkeitsgrcnze (a,L.l bereits überschritten 
WM&~ - -

Wenn aber dN Stu b mit der Grenzlänge Zu und einem oberen gewählten Querschnitt Fo 
eine Verjüngung seiner QlIerschnittsflächen inRiehtung der Schwerkraft nach Gleichung (126 b) 

4 ~ 

erfährt, so wäre sein Eigengewicht 1'5 F x d x = -Fo (a,LUl e- «;'~u' I , 
o 0 

oder, da ylg = (a,)"" sein soll. = Fo(a,),,,, (1-e- 1), und infolgedessen 
könnte bei Wirkung pinpr Kraft P diese eine Größe besitzen, die sich aus 

lIlit P =, F" (aZ),,,1 
e 

ergibt. Man sieht also ein, wie wichtig es ist. bci sehr langen Stäben die 
Wirkung des Eigengewichtes im Vergleich zur Wirkung der Kraft P da 
durch herabzusetzen, daß Illan die Querschnitte gegen das untere Stab
ende zu abnehmen läßt. 

Unter praktischen Verhältnissen werden die Quenlchnitts
enden nicht stetig, sondern stufenweiHe, wie e" in Abb.128a 
durch die strichlierten Linien angedeutet ist, geändert. Nach 
Gleichung (126a) wird dann 

y (t, +.-!ol P F = -~~- e (<1,)z,,' 
x (11,),u' 

usw., worin die e-Potenzen in unendlichen Reihen zu ent
Abb.128a. 

wickeln wären, von denen nur einige Glieder je nach dem gewollten Genauig
keitsgrad beizubehalten sind. 

9. Haupt- und Schubspannungslinicll. 
Wenn ein fester elastischer Körper durch ein äußeres im Gleichgewicht be

findliches Kraftsystem gegebener Art und Größe beansprucht wird, entsteht 
im allgemeinen in jedem Punkt ein räumlicher Spannungszust~tnd mit drei 
Hauptspannungen av a 2, a 3 , die aufeina nder normal "tehen. Ziehen wir im 
Innern des KörperR eine Kurve derart, daß ihre Tangenten stets mit Haupt
spannungsrichtungen zus,tmmenfallen, so wird diese Kurve eine Hauptspannungs
linie genannt. Den in jedem ]'unkte des Körpers vorhandenen drei Hauptspan
nungsrichtungen entsprechend, können wir uns den ganzen Körpcr durch drei 
Scharen aufeinander normal stehender Hauptspannungslinien durchsetzt denken. 

Wir wollen die Gleichungen dieser Hauptspannungslinien für den Fall der 
ebenen geraden Beanspruchung auf Biegung und Schub eines geraden irgendwie 
gestützten Stabe" mit beliebigem zur z-Achse symmetrischen Querschnitt 
unter der VoraussetJ\ung zur Ableitung bringen, daß die Kraftebene mit der 
xz-Ebenc J\usammeufiillt. Der Spannungszustand i;;t dann in jedem Punkte 
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ein ebener mit einer Ebene, die durch die Biegungsi:lpannungen Xx und die totale 

am; den mittleren Sehubspannungen Y x und Zx rei:lultierende Schub spannung i 
gelegt werden kann. Die in dieser Ebene liegenden Hauptspannungen sind ihrer 
Größe nach [Gleichung (36), Seite 6fl] dureh 

(a) 

b X 3IBy 'tX I T' k' dZ Q,S"b gege en, wonn J: = ET-z 1111 x a:-; ~un tlOn von .1', z un x bJ 
" . 

I }T- Q, S. a 't Z~ I]' k' 1 }-. I ·L' k' un( x =, a-Y-~ ml x a s .' un tlOn von Z,:t; lI!H x a s .lC nn tlOn von ?!, :/; 
• 

einzusetzen sind. Ferner werden in jedem Punkte des Stabes die l{ichtungell der 
Hauptspannungen in deren Ebenen durch die Gleichung 

tg:2 Cf! = ~-Vy~ + ~;: 
" 

(b) 

[Gleichung (35), t-;eite 69] festgelegt. 
Zur wciteren Entwicklung ist es notwendig, den 

Begriff der Schubspannungslinien einzuführen und 
die Gleichung derselben aufzustellen. In einem 

o Querschnitte des Stabes gezogene Kurven mit der 
H-I-I--I---~ y Eigensehaft, daß die Tangenten in jedem ihrer 

Z 
Abb.129. 

Punkte in die H,ichtungen der betreffenden tota
len Schnbspannungen hineinfallen, heißen Sehub
;;pannungslinien. Die Umrandung des Quersehnit
tes ist jedenfalls eine Sehubspannnngslinie, da die 
totalen Schubspannungen dort tangentieIl zum 
Quen;chnitt gerichtet sein müssen. In symme
trisch zur z-Aclum gelegenen Punkten müssen die 
H,ichtungen der totalen Schubspannungen durch 
einen und denselben Punkt dieser Achse gehen, 
woraus zu folgern ist, daß die Schubspannungslinien 
Zllr z-AchHe symmetrische Kurven sind. Sie zeigen 

den aus der schematischen Abb. 129 ersiehtlichen Verlauf. Die in die z-Achse 
fallende Gerade ABgehört zur Schar der Schubspnnnungslinien, da für die 

z-Achse die Spannungen Y x verschwinden. 
Die Differentialgleichung der Schuhspannung,.;linien für jeden Querschnitt 

ist 
dz Z.r 8/111 a 

tg'ljJ=- --=c-=-o--- , 
(Iy Y., 8"" b 

(c) 

worin 1jJ die aus der Abb. 129 ersichtliche Bedeutung besitzt. Die weitere Aus
rechnung hängt von dem Querschnitte ab. 

Die Schubspnnnungslinien sind die Schnittlinien von Zylinderflächen mit 
Erzeugenden parallel zur x-Achse mit den Qucrschnittsflächen. Auf diesen 

Zylinderflächen liegen die Hauptspannungslinien, denn der durch :; in (e) be

stimmte Winkel ist zugleich jener, der die Hnuptspannungsebene des betreffen
den Punktes festlegt. Legen wir uns eine 'l'angentinlebene nn eine Zylinder
fläche, z. B. entsprechend der durch den Punkt a bestimmten Erzeugenden, 
und in dieser Ebene ein Koordinatensystem mit dem Ursprung im Punkte a, 
der z'-Achse in der Richtung der totalen Schubspannung und der x'-Achse 
parallel zur Stabachse, 1'0 ist für eine Hnuptspannungslinie, die durch den Punkta 
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geht, ~~ = tg cp, worin cp der in Gleichung (b) eingeführte Richtungswinkel der 

Hauptspannungen ist. Zufolge der Gleichung (b) wird 

2 tg (p 
tg 2 cp = 1- tg2 ,p 

fiz' 
') ----
- iJx 

---- ('I, z' )-2 
1- -

iJx 

2,ly;;-+-i; 
Y.e .e 

- ------

und weil, wie leicht einzusehen, bei Hücksichtnahme auf die Gleichung (c) 

D z D z t 1 + tg" 'I' 
ilx D.( . 8in 11' == a:c· tg tp 

so wird 
/ dz" 

J, 1 + (-) 
2rJz.r \dy 

,I), dz 

t 9 _ dy 
g ... cp - (dz " 

1_("Z\2. l + \dY)_ 
iJ x) (:!.!...)2 

rly 

dz dz V -(- dZ-)2 2-·- 1--1--
iJx dy 'rly 

(d,Z)-2 - -- (DZ)2 (- (dZ)-2~ 
dii .- iiX LI +rii J 

2VY~+-~~ -' x;- (d) 

In dieser Gleichung ü;t 1; durch Y", undZ", unter Zuhilfenahme der Gleichung (c) 

auszudrücken und weiter Y", bzw. Z", und Xx als Funktionen von x, y bzw. z, x 

einzusetzen, Hierauf kann z. B. ~; aus dieser Gleichung als :Funktion von x, y, z 

und, wenn z als Funktion von y durch Integration der Gleichung (c) sich ergeben 
hat, als _Funktion von x, y bestimmt werden. Infolge ihres quadratischen Charak-

ters ergeben sich zwei Werte von ~; entsprechend zwei Scharen von auf den 

oben genannten Zylinderflächen liegenden Hauptspannungslinien. Durch jeden 
Punkt des Stabes gehen zwei Kurven, von welchen die eine der einen Schar, 
die andere der zweiten Schar der Hauptspannungslinien angehört. Durch Inte-

gration der für ~~ gefundenen Gleichung kann schließlich z als Funktion von x, y 

und bei Benutzung der integrierten Gleichung (c) z als Funktion von x gefunden 
werden. Es sind dann zwei Projektionen der Hauptspannungslinien, nämlich die 
auf die yz- und xz-Ebene, und somit die Hauptspannungslinien, selbst ihrem 
Verlaufe nach bestimmt. 

Die HauptspannungHrichtungen für Punkte der den Punkten A und B ent
sprechenden Erzeugenden des Umrandungszylinders sind für die eine Haupt
spannung, die mit der Biegungsspannung identisch ist, in die Hichtung der Er
zeugenden hineinfallend, für die andere Hauptspannung, die Null ist, normal 
auf die Erzeugenden. Demgemäß muß die eine Schar der Hauptspannungslinien 
auf der Erzeugenden A normal an die Erzeugende B tangentiell, die andere 
Schar an die Erzeugende A tangentiell auf die Erzeugende B normal verlaufen. 
Den Schnittpunkten der Nullinie jedes Querschnittes mit den Schubspannungs
linien entsprechen nur Sehubspannungen (Beanspruchung auf reinen Schub), 
infolgedessen gehen durch jeden dieser Schnittpunkte zwei aufeinander normal
stehende Hauptspannungslillien, die, auf den imgehörigen Zylinderflächen liegend. 
unter 45° hzw. 1:35° zur x-Richtung geneigt ~;ind (Seite 72). 
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Ist der Querschnitt im besonderen ein Rechteck von der Breite b und der 
Höhe h, und wird der als Balkenträgcr gedachte Stab in der Mitte durch eine 

Einzelkraft P belastet, so ist tg '1p = 00, da Y", = 0, d. h. die Zylinderflächen 
gehen in Ebenen parallel zur zx-Ebene über. Die Gleichung (d) wird, da jetzt 
. 1 1 I {)z' riz rlz . B ·· d GI · h 1 d sm'IjJ = ,(. 1. dx = if; = dx ,llut enutzung er elC ungen (a) um ( ) auf 

den Seiten 252 und 253 

rlz 
dx 

~ _ -( iZ~)2 
d X ) 

3 P h2 -- 4 z" 
4 bh" 

6Px 
-bh-3- = 

h2 - 4 Z2 
8 xz (d') 

Die Hauptspannungslinien sind nunmehr zwei Scharen ebener Kurven, die in 
jeder Ebene parallel zur xz-Ebene in der gleichen Weise verlaufen, also für den 
ganzen Stab bekannt sind, wenn sie für eine dieser Ebenen gefunden wurden. 
Die Schubspannungslinien sind zur z-Achse parallele Gerade. 

l/z 
~----------~~--------~ p OZ 

AbI>. 130. 

Entwickeln wir :; aus Gleichung (d') so erhalt.en wir 

\ 
\ 

.I 

(d") 

Das zweifache Zeichen der Wurzel entHpricht wie oben den beiden Scharen der 

Hauptspannungslinien. Setzen wir z = 0 oder z = ± ~. , so nehmen die zugehörigen 

Winkel Cf die Werte 45 0 und 1350 oder 0° und 90° an, wie es nach den obigen 
allgemeinen Auseinandersetzungen sein muß. 

In Abb. 130 ist ein Längsschnitt des Stabes parallel zur xz-Ebene samt den 
Hauptspannungslinien und den Hauptspannungen O"l> 0"2 für einzelne Punkte 
schematisch dargestellt. Man kann die ersteren graphisch erhalten, indem für 
mehrere Punkte von zur z-Achse parallelen Geraden, die in bestimmten Abstän
den aufeinanderfolgen, die aus der Gleichung (d') folgenden Tangentenrichtungen 
der Hauptspannungslinien gezeichnet und dann die Kurven dem Augenmaße 
nach eingefügt werden. Die Hauptspannungslinie 1,3,5 ist in 1 tangentiell, in 3 
unter 45° geneigt, in 5 normal zur x-Richtung und stellt eine Zuglinie vor, weil 
auf ihr sämtliche an sie tangentielle Hauptspannungen 0"1 Zugspannungen sind, 
die von 1 bis 5 ihrer Größe nach abnehmen, in 5 seihst Null werden. Die zu 0"1 

gehörigen zweiten Hauptspannungen 0"2' die dem Zahlenwerte nach von 5 gegen 1 
abnehmen, sind tangentieIl an die Hauptspannungslinien 1~ , 31 5~, ferner 1',3,5' 
und 1~, 32, 5~, die sämtlich auf die Spannungslinie 1, ;; normal stehen und Druck
linien sind, weil die Hauptspannungen 0"2 Dl'llckspannungen vorstellen. In 5 bzw.l 
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sind die 0'2 entsprechenden Drucklinien tangentiell bzw. normal an bzw. auf 
die Umrandung. Auf einer Hauptspannungslinie, die Drucklinie ist, z. B. auf 1; 5~, 
die in 1~ tangentiell in 32 unter 1350 geneigt in 5; normal zur x-Richtung ist, 
nehmen die Druckspannungen 0'2 von 1; gegen 5; ab, in letzterem Punkte sind 
sie Null. In Punkten der Nullinie 31,3,32 usw. sind die Hauptspannungen 0'1 

und 0'2 dem Zahlenwerte nach einander gleich. Die Hauptspannungslinien rechts 
von der Mitte des Balkens sind, da die Querkraft in der ~Iitte das Zeichen ändert, 
das Spiegelbild der Hauptspannungsrichtungen links von der :Mitte. 

Der Längsschnitt des Gelenkkopfes eines menschlichen Obersehenkelknochens zeigt 
deutlich zwei Scharen aufeinander normal stehender Linien dichterer Knochensubstanz, 
die nach Culmann1 dem Verlauf der Hauptspannungslinien folgen, welche bei einer Be
anspruchung des Gelenkkopfes dureh die Last des menschlichen Körpers, die nach Art 
eines Kragträgers erfolgt, entstehen. Die ~atur legt hier in sparsamer 'Yeise dichte Substanz 
in die Richtung extremer 'Verte der Normalspannungen, die für Trennungsbrüche (Seite 180ff.) 
in Betracht kommen. Derartige gitterförmige Anwendungen finden sich auch sonst häufig 
in Natur und Technik. 

10. Der Biegeversuch. Bieg'ungsfestigkeit. 
Zur Feststellung der bei Beanspruchung auf gerade Biegung (und Schub) 

herrschenden Deformations- und Spannungsverhältnisse werden Biegeversuche 
durchgeführt. Gewöhnlich nimmt man hierzu lange Stäbe von quadratischem 
Querschnitt, die auf zwei halbz,vlindrischen Walzen aus gehärtetem polierten 
Stahl abgestützt sind, um den Einfluß der Reibung an den Auflagern möglichst 
auszuschalten, und in der :\Iitte durch eine Kraft P belastet werden. Ab 
Quadratseite wird z. B. für :\Ietalle 30 mm, für Holz 100 mm bei einer Stütz
weite von 1000 rum bzw. L500 llun gewählt. 

In neuerer Zeit wurde vielfach vorgeschlagen, für Gußeisen einen kreisförmigen Quer
schnitt vorn Radius r = 30 mm bei ciner Auflagerweite von 600 mm zu wählen. 

Die Versuche ergeben, daß auch hier für homogene isotrope Stoffe das Ahn
lichkeitsgesetz (Seite 228fL) gültig ist, derart, daß Stäbe ähnlicher Abmessungen 
bei ähnlichen Auflagern zu vergleichbaren Ergebnissen führen. Stäbe mit propor
tionalen Abmessungen zeigen bei den gleichen Spannungen ähnliche Verschie
bungsgrößen und die gleichen Verzerrungskomponenten . .Für Stoffe, die dem Hooke
sehen Gesetze folgen, läßt sich das Gesagte auch durch Rechnung leicht ,veiter 
verfolgen. Einem Stab von der Länge l und gegebenem Querschnitt entspricht 
bei gerader Belastung in der :r z -Ebene in der :Mitte durch eine Kraft P eine 

größte Durchbiegung in der :\Iitte nach :Formel (g) auf Seite 254 von f = 4:~~ 
y 

und z. B. die im ganzen Bereiche des Stabes größte positive Biegungsspannung 

(a) 

wenn Za die Entfernung der am weitesten von der Nullinie entfernten Faser
schichten auf der Zugseite des Stabes vorstellt. Ein Stab vonnfach vergrößerten 
oder verkleinerten Ausmaßen, derart, daß l' = nl, J~ = n4 J Y' z~ = nZa er
leidet die gleiche Spannung (O'B)max in der äußersten .Faser auf der Zugseite 

f .. . K- ft P' d' d GI' h () P' n l P' l f 1 ur eIne ra , Ie aus er eIe ung 0' B max = ~4 • J n Za = "------4 J Zu 0 gt. n y n y 
Bei Vergleich mit der Gleichung (a) ergibt sich P' = Pn 2 . Das besagt, daß sich 
die Kräfte, die in ähnlich gelegenen Punkten die gleichen Spannungen hervor
rufen sollen wie die Querschnittsflächen verhalten müssen. Die Durchbiegung f' 

1 Siehe hierzu 'V. Ritter: Anwendungen der graphischen Statik, Erster Teil, Zürieh 
1888, S. 128. 

Girtler. ~Iechanik. 19 
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P'['3 n2p n3 [3 pp 
wird bei Wirkung von P', f' = 48EJ'y = 48En4 Jy = 48EJy n, d. h. f' = f = n: I. 

Die Durchbiegungen sind demnach bei den gleichen Spannungen in beiden :Fällen 
ähnlich. Die Biegungspfeile, das sind die Verhältnisse der größten Durchbie
gungen zu den Stütz weiten , die der Dimension nach den Verzerrungskomponen-

ten der kleinsten Teilchen entsprechen, ~: = ~~ und + sind in beiden Fällen 
dieselben. 

Auch dann, wenn das Hookesche Gesetz nicht mehr gilt, müssen die Span
nungen jedenfalls mit der Kraft P anwachsen, derart, daß sich Erstere als 

Produkte der Kraft P in einen :Faktor ergeben, de:;;sen Dimension natürlich ~2 
cm 

sein muß, wenn ein Zentimeter (ern) als Längeneinheit gewählt wird. Die gleichen 
Spannungen werden bei ähnlichen Stäben in ähnlichen Punkten demnach auch 
oberhalb der Proportionalitätsgrenze dann hervorgerufen, wenn sich die Kräfte 
wie die Querschnittsflächen verhalten. Trifft letzteres zu, so muß unabhängig 
vom Elastizitätsgesetz auch der gleiche Verzerrungszustand auftreten. 

Entsprechend dem a-e-Schaubild aus dem Zug- und Druckversuch leitet 
man aus dem Biegeversuch eine Kurve, das Biegungsschaubild, ab, dessen 

Punkte durch die Koordinaten (aB)max und + bestimmt werden. (aB)max be

deutet dabei wie oben die größte positive Biegungsspannung im gefährlichen 
Querschnitt. Von einer größten negativen Biegungsspannung im gefährlichen 
Querschnitt kann man eigentlich nicht reden, da der Spannungs zustand auf 
der Druckseite an der Angriffsstelle der Last, wo theoretisch die größte Biegungs
spannung auftreten sollte, infolge der besonderen Grenzbedingungen, die dort 
herrschen, stark von einem linearen abweicht. Die Biegungspfeile sind durch 
Längenmessungen leicht zu erhalten, dagegen ist eine experimentelle Bestim-

(aB) mung der größten positiven Biegungsspannungen nur 
max annäherungsweise möglich. ~ian berechnet sie in der 

Abb.131. 

Regel als theoretische Biegungsspannungen so, als ob 
das Hookesche Gesetz bis zum evtl. Bruch gültig 
wäre, oder man trägt ein Biegungsschaubild auf, in 

dem an Stelle von (aB)max bzw. + die Kraft P bzw. 

f tritt. In dem ersteren Falle bekommt man für 
Proportionalstäbe aus den gleichen Stoffe einander 
deckende Biegungsschaubilder, im letzteren Falle 
decken sich die Schaubilder für Proportionalstäbe 

T dann ebenfalls, wenn man die Kräfte bzw. Durch
T biegungen f bei n mal vergrößerten Dimensionen in 

einem n 2 bzw. n mal kleinerem Maßstabe aufträgt. 
Abb. 131 zeigt ein schematisches Biegungsschaubild für ein homogenes 

zähes und fließendes Material, das bei einer bestimmten Belastung im Kraft
querschnitt bricht und bis zu einer Grenze dem Hookeschen Gesetze folgt (Stahl). 
Bis zur Spannung (aB)P (Proportionalitätsgrenze auf Biegung) ist das Schau
bild durch eine Gerade dargestellt, hierauf wachsen die Biegungspfeile verhältnis
mäßig rascher bei gleichmäßiger Zunahme der äußeren Kraft, d. h. es wird die 
theoretische (ideelle) Fließgrenze (aB)p bei Biegungsbeanspruchung durch
schritten, die auch Biegegrenze schlechthin genannt wird, schließlich bricht der 
Stab bei der ideellen Spannung K b , die theoretische Biegungsfestigkeit oder 
Biegefestigkeit schlechtweg heißt. Ist a die Seite des quadratischen Quer
schnittes des Versuchsstabes, l dessen Länge, so ist die theoretische Biegungs-
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festigkeit demnach 

(127) 

worin P rnax die Kraft ist, bei der der Bruch erfolgt. 
Soll der Unten;chied in dem Verhalten zweier Stoffe, von denen der eine 

das Hookm;ehe Gesetz in einem bestimmten Kraftbereiehe befolgt, der andere 
aper nieht, in den zugeordneten Biegungssehaubildern zum Ausdrucke kommen, 

so muß je ein (O"B)rnax. -{- oder P, I-Schaubild entworfen werden. Das Schaubild 

des dem Hookeschell GeHetzc nicht folgenden Stoffes zeigt dann in keinem 
seiner Teile einen geradlinigen Verlauf. 

Nicht jcder Stoff hat die Eigenschaft, bei Steigerung der Belastung seinen Zu
sammenlmng schließlich <whllgeben. Letzteres kann man im allgemeinen nur 
von spröden Stoffen hehaupten. (Siehe Abh. 77, Seite IH7, die 
einen beim Versuch gebrochenen gußeisernen Stab zeigt.) Viele 
plastische Stoffe, wie "weiches" Flußeisen, brechen in der 
Regel nieht, ja sie lassen sich häufig sogar zusammenblten 
(Abb. 132). In derartigen Fällen setzt man an Stelle der 
theoretischen Biegungsfestigkeit eine andere charakteristische 
Grenze, wie z. 13. die theorütische Fließgrenze 0" (BlF. 

Die theoretisehe Fließgrenze kann man dadurch fest
legen, daß man jene größtc positivc Biegungsspannung für 
den gefährlichen Querschnitt nach dem Hookeschen Gesetze 
berechnet, für welche nach Abbringen der Belastung ein 
BiegungHpfoil zurüokbleibt, dessen Größe Sache der Verein
barung iHt, jedenfallH abcr dem theoretischen Spannungs
bereiche zugeordnet Hein muß, indem sich d11s starke An
wachsen der Biegungspfeile bei geringer Änderung der theore
tischen Biegungsspall/lungen bemerkbar macht. So wie näm
lich beim Zug- und Druckversuch federnde und bleibende 
Dehnungen (Quetschungen) zu beolmehten sind, zeigen sieh 
beim BiegeverRuch hei Belastung Biegungspfeile, die bei 
Abbringen derselben nur teilweise wieder zurückgehen, derart, 
daß von füdernden und blcil,enclen Biügungspfeilell gesprochen 
werden knnn. Letztere sind im allgemcinen um so größer, je 
größer die aufgebrachte Belf1StllUg war. 

Abb.1 32. 

Man k1tnn natiirlich 1L\lch von einer theoretischen Elastizitätsgrenze bei 
Biegl1ngBb(~1lnspruchung sprechen, die als jene nach dem Hookcschen Gesetze 
errechnete größte positive Biegllngsspannung zu definieren wiire, für welche 
nach Abbringen der Belastung der Biegungspfeil bis auf einen geduldeten, sehr 
kleinen neformationHrest zurückgeht. 

Das (a lI)",ax,f - Elehanbild ist nicht nnr deswegen ein theoretisches, weil die Spannungen 

so aufgetragen werden, als ob das Hookesche Gesetz bis zum Bruche gültig wäre, sondern 
auch, weil tiir dasselbe der allerdings geringe Einfluß der Schllbspannungen, der, wenn man 
auch nur vom Standpunkt der iibliehen Näherungstheorie urteilt, in den dem MitteIquer
schnitt unendlich benachbarten Querschnitten existiert, und die durch die Auflagerung der 
Kmft in der Mitte bewirkte, hei größeren Querschnitten freilieh wenig ins Gewicht fallende 

Abänderung des Spannungszllstandes, zwar in den gemessenen Werten .{ zum Ausdrucke 

kommt, nieht abcr in den Spannungen, die a.ls reine Biegungsspannungcn aufgetragen werden. 

Der Einfluß der Elchubspannungen auf die Biegungspfeile -~- ist zwar bci langen Stäben aus 

19* 
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spröden Stoffen im allgemeinen gering, er wächst aber insbesondere bei plastischen Stoffen 
unter sonst gleichen Verhältnissen mit der Größe der K.raft P, ist demnach im Gebiete der 
bleibenden Deformationen größer als in jenen der vorzüglich federnden, d. i. bis zur theore
tischen Elastizitätsgrenze. 

Von den angegebenen theoretischen Grenzen sind die wahren, d. h. die 
wahre Elastizitätsgrenze bei reiner Biegung, die wahre Biegegrenze und die 
wahre Biegungsfestigkeit zu unterscheiden. 

Die wahre Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Biegung könnte nur 
an Stellen der äußersten Fasern von Querschnitten erhoben werden, die von 
den Auflagern und der Lastaufbringungsste11e entfernt liegen, da in der Nähe 
derselben der reine Biegungsspannungszustand getrübt ist. Es empfiehlt sich 
dann den Stab nicht in der Mitte, I>ondern symmetrisch zu derselben durch zwei 
gleich große, innerhalb der Stützkräfte angreifende Kräfte zu belasten, und diese 
Meßste11en in der Mitte des Stabes anzunehmen, um sich von vornherein VOll 

den Schubspannungen unabhängig zu machen. Kehmen wir an, wir hätten zwei 
derartige Stellen, eine an der Zug-, die andere ihr gegenüberliegend an der Druck
seite gewählt. Wir reißen vor der Belastung an der gewählten Stelle zwei feine 
aneinanderliegende zur yz-Ebene parallele Striche ein und bringen dann stufen
weise eine sehr langsam zunehmende Belastung auf, gehen nach jeder Stufe 
zur Belastung N u11 oder einer ihr naheliegenden Belastung zurück und erheben 
dann mit einem Meßmikroskop die zurückbleibenden verlängerten bzw. ver
kürzten Entfernungen der Risse. Es wird sich zeigen, daß für eine bestimmte 
Belastung der zurückbleibende Rest auf der Zug- oder Druckseite oder auf 
beiden Seiten zugleich einen bestimmten geduldeten Wert erreicht. Die dieser 
Last entsprechende Biegungsspannung, die entsprechend dem Elastizitäts
gesetze, dem der entsprechende Stoff folgt, zu bestimmen wiire (siehe unten, 
wo der Vorgang für das Potenzgesetz auseinanclergesetzt wird), ist die wahre 
Elastizitätsgrenze auf Biegung, die sonach je nach dem Stoffe, der gerade vorliegt, 
eine Zug- oder Druckspannung sein kann. Es liegt kein Grund für die Annahme 
vor, daß bei genauer Messung die wahre Elastizitätsgrenze auf Biegung von der 
wahren Elastizitätsgrenze auf Zug oder Druck verschieden sein müßte. 

Die Erreichung des Zustandes des Fließens macht sich beim Biegeversuch 
(Belastung in der Mitte) durch das Auftreten von "Fließfiguren bemerkbar, die 
bei Laststeigerung über die wahre Elastizitätsgrenze hinaus, zuerst an den Auf
lagern und um die Kraftangriffsste11e herum auftreten, wo ein den dortigen 
Grenzbedingungen entsprechender eigenartiger Spannungszustand herrscht, 
hierauf von diesen Ausgangspunkten sich weiter symmetrisch zur Mitte sich aus
bilden, und zwar vorzugsweise vom gefährlichen Querschnitt aus nach rechtR 
und nach links hin und in der Nachbarschaft der äußersten "Fasern. 

Die Erhebung der wahren Fließgrenze bei Beanspruchung auf Biegung an 
Stelle der äußersten Fasern in Querschnitten, die von den Auflagern und der 
Belastungsstelle entfernt liegen, unter Benützung der oben für die Erhebung 
der wahren Elastizitätsgrenze angegebenen Belastungs- und Meßmethode kann 
dann erfolgen, wenn eine Handhabe zur Bestimmung der Spannungen im Fließ
bereich bei gegebener Belastung vorliegt (siehe weiter unten). Die wahre Fließ
grenze ist im allgemeinen eine Zug- oder eine DJ'Uckspannung. 

Wird ein Stoff auf Biegung bis über die wahre Fließgrenze oder allgemeiner bis in einen 
Bereich der Größe des Spannungszustandes belastet, daß die bleibenden Verformungen 
nacb Abbringen der Belastungen stark ins Gewicht fallen, so sind im entlasteten Stab Eigen
spannungen (Seite 25) vorhanden. Das kann durch die verschiedenen Verlängerungen und 
Verkürzungen der in verschiedener Entfernung von der Nullinie liegenden Fasern erklärt 
werden. Da die bleibenden Verlängerungen (Verkürzungen) mit der absoluten Größe der 
Biegungsspannungen wachsen, so werden Faserelemente von der Länge dx (Abb. 133) in 
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dpr Nähe der Nullinie, weleJw bis zur Elastizitätsgrenze beansprucht wurden, nach Ab
bringen der Belastung ihre ursprimgliche Länge beinahe vollkommen wieder annehmen wollen, 
werden aber daran durch die weiter von der Nullinie gelegenen Faserelemente gehindert, die 
stärkere bleibende Deformationen zeigen. Die der Nullinie naheliegenden Elemente werden 
demnach duruh Abbringen der Belastung auf der Zugseite auf Zug, auf der Druckseite auf 
Druck, die weiter von der N ullinie gelegenen Faserelemente werden auf der Zugseite auf 
Druck, auf der Druckseite auf Zug beansprucht. In der Abb. 133 ist der Stab in der 
nach AbbringeIl der Belastung bleibenden Deformation schematisch dargestellt. Dic 
Querschnitk (/, {, und n'b' simf bleibend verdreht. Die eingezeichnete Kurve stellt das 
8chaubild der zurückbleibenden Biegungsspannungen vor, die im Sinne einer Rückver
drehungdes bleibend verdrehten Querschnittes a' b' 
in eine zu ab parallele Lage wirken. Die Eigen
spannungen suchen also den Stab im Sinne der 
Pfeile wiedl'r gerade zu streckl'n. 

Bei Belastung eines Stabes in der Mitte, 
wie sie beim Biegeversuch üblich ist, könnte, 
vorausgcsetzt, daß der Stab aus einem Stoffe 
hesteht, der überhaupt zum Bruche ge
bracht werden kann, eigentlich genau ge
nommen nur von einer wahren relativen 

b 1/ 
Abb.133. 

Festigkeit für jenen Spannungszustand gesprochen werden, der an der Stelle 
herrscht, wo der Bruch beginnt. 

Bei den hipr hauptsächlich in Betracht kommenden spröden Materialien scheint es im 
besonderen so zu sein, daß jene physikalische Größe, welche bei Eintritt des Bruches einen 
bestimmten Wert erlangt, mit der dann vorhandenen größten positiven Hauptspannung 
an der Ste1l(', wo der Bruch beginnt, entsprechend dem Auftreten eines Trennungsbruches 
(Seite 180ff.) zusammenfällt. Die größte positive Hauptspannung dürfte nicht viel von der 
im Augenblicke des Bruch('s vorhandenen wahren Biegungsspannung verschieden sein. 

Die wahre Biegungsfestigkeit, die eine Zug- oder Druekspannung sein kann, 
und sieh von der wahren Zug- bzw. Druckfestigkeit nicht wesentlich unterseheiden 
diirfte, könnte genau nur bei einer Belastung des Stabes, für die die Schub
spannung in einem geniigend langen Stabbereiche verschwindet (Belastung 
dureh die symmetrisch zur }1itte und innerhalb der Stütz weite wirkenden elasti
Hehen Kräfte), dann erhoben werden, wenn eine Handhabe für die Auswertung 
der Spannung in den iiußeren :Fasern gegeben ist (siehe unten). 

Vom wi8Henschaftlichen Standpunkte aus gesehen, kann die Definition der 
theoretisehen BiegungsfeRtigkeit alt; eine nach dem Hookeschen Gesetze für 
einen Stab hmltimmter Form bei bestimmter Belastungsart bereehnete Zug
;;pannung nur als ein Notanker bezeichnet werden. Praktisch hat diese Definition 
den Vorteil der Einfachheit fiir sich. Bei ihrer ühlichen Annahme ist zu erwarten, 
daß für eine beliebige Qllersc:hnittsform eines wie beim Biegeversuch gelagerten, 
in der Mitte helaHteten Stabes gegebener Länge, die beim Bruch desselben auf 
Orund einer Verallgemeinerung der Gleichung (127), das ist 

(127 a) 

(mit za als größte Faserentfernung von der Nullinie auf der Zugseite) berechnete 
extreme Grenzspannung K~ von der Querschnittsform abhiingig sein wircl. 
DaH wird mICh durc:h Versuche, inshesondere mit spröden Körpern, bestätigt. 
K;; kann als theoretische Biegllngsfestigkeit im weiteren Sinne bezeiehnet werden. 

Der Frage nach der Veränderlichkeit von K~ mit der Querschnittsform 
schließen Hich die bei den folgeIH]en an: 

1. Wekhen Einfluß hahen die Auflagerungsverhältnisse auf die Größe 
von K~. 

2. Wie hängt K~ hei gegehener beliebiger Quersc:hnittsform mit der wahren 
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Zugfestigkeit des Stabmateriales zusammen, die nach dem Gefiagten jedenf<tllfi 
für bei Biegungsbeanspruchung brechende Stäbe sich wenig von der wahren 
Biegungsfestigkeit unterscheiden dürfte. 

Ähnliche Fragen ergaben sich auch für die Zug- lind Druckfestigkeit, die 
aus zugehörigen Versuchen als theoretische oder technische Festigkeiten ab
geleitet wurden. 

Bezüglich Frage 1 ergibt die Erfahrung, daß bei langen Stiiben der Einfluß 
der Auflagerungsverhältnisse gering ist. Der Zusammenhang von K~ mit der 
Zugfestigkeit K z bei gegebener Querschnittsform wurde vonBach (siche Literatur 
auf Seite 441 unter Bach-Baumann) für Gußeisen ohne Clußhaut auf dem 
empirischen Wege abgeleitet. Er fand für dieses dem Hookeschen Gesetze nicht 
folgende Material, dessen wahre Zugfestigkeit nahezu mit der theoretisehen (oder 
technischen) zusammenfiillt, daß für ZllI' Kraftebene syrnmetriRche Querschnitte 
der Zusammenhang 

K' = I J/zo K b ! o . Z 
(-0 

(121-\) 

desteht, worin Za die Entfernung der iiul3ersten Fasem auf der Zugseite und Zo 

bel' Abstand des Schwerpunktes des auf der Zugseite gelegenen Teiles der QUCI'-
I 

? I 

Abll.134. Ahb. lH b. 

schnittsfläche von der N ullinie (Abb. 134) bedeuten. 110 stellt eine Erfahrungs
zahl vor, die für Querschnitte mit zwei äußersten Faserschichten (Abb. 134) 
~ und für Querschnitte mit zwei äußersten Fascm (Ahb. 134a) ~ isV. 

Der Bruch von durch eine Einzelkraft in der Mitte belasteten gußeisernen Stäben geht 
in der Regel von der Zugseite aus, da Gußeisen ein Stoff ist, dcssen Zugfestigkeit bei weitem 
kleiner als dessen Druckfestigkeit ist. 

Ein Beispiel soll die Verwendung der :Formel (12H) zeigen. Einer Versuchs
reihe lag ein Gußeisen ohne Gußhaut mit einer Zugfestigkeit von K z = 1:~69kg/cm2 
zugrunde. Ein Stab von quadratischer Querschnittsform mit der Seitenkantenlänge 
3,5 cm nach Abb. 134 a belastet, ergab auf Grund des erhobenen Wertes P max : 

nach Gleichung (127 a) eine theoretische Biegungsfmltigkeit von 3218 kg/cm 2. 

Kach Formel (128) aus der Zugfestigkeit K z bercchnet (110 = -}, ~':) = 3), er

gibt sich K~ = 3162 kg/cm2. 
Allgemein sagt die Formel (128) aus, daß die theoretische BiegungsfestigkeitK ~ 

von Gußeisen gegebener Art ohne Gußhaut sich um so höher im Vergleich zur Zug
z 

festigkeit ergibt, je größer das Verhältnis --". und 110 sind. Danach wäre die Er-
Zo 

fahrungstatsache begreiflich, daß für das volle Dreieck in Abb. 134 b K~ kleiner 
ist als dann, wenn man das schraffierte Dreieck mit der Höhe m wegnimmt, und 

1 Siehe hierzu auch des Verf. Schrift über: Die Biegungsfestigk(,it von Gußeüen. in 
der Z. V. d. I. der tschechoslow. Republik HJ25. 
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zwar sowohl für den gezeichneten :Fall des Kraftangriffes als auch dann, wenn 
die Kraft auf die Seitenfläche 1 2 in entgegengesetzter Richtung wirkt. 

Für das eigermrtige Verhalten des Gußeisens haben B Ite h (siehe oben) und 
naeh ihm Lud w ik (L) eine El'kliirung angegeben, die die in Wahrheit vorhan
denen Spannungs- und DeformatiomlVerhältnisse berücksichtigen will.. Wenn 
ein Stab mit zur Kraftebene Rymmetrischem Querschnitt aus einern Stoffe be
steht, der wie z. B. Gußeisen dem Potenzgesetz e = aam (Seite 147) mit a und m 
als Konstanten, die für Zug- und Druckbeanspruchung verschieden sind, gehorcht, 
auf ebene gerade Biegung und Schub beansprucht wird, HO ist bei Festhalten 
der Anrmhme über das Ebenbleiben der Querschnitte die Lage der Nullinie 
aus der Bedingung für das Gleichgewicht in der x-Richtung des StabeR allein 
(Seite 2:38) nieht bestimmlmr, s<mdern es muß hierfür auch noeh die zweite Gleich
gewiehtsbedingung, die die notwendige Gleichheit der Momente der Biegungs
spannungen hm;ogen auf die N ullinie, und der Biegungsmomente (Seite 2:38), 
ausspricht, hemngezogen werden. AUH diesen beiden Bedingungen ergibt sich 
als Folgerung die Abhängigkeit der Lage der N ullinie von der Querschnittsform 
und der Größe des Biegungsmomen- e 
tes, RO daß Rieh dieselbe auch von 1/4 
Querschnitt zu Querschnitt ändert. 
Allgemein kann man über die Lage 
der Nullinie nur aussagen, daß sie o 
bei Gültigkeit des Potenzgesetzcs 
nach der Seite der zur Kmftebene 
normalen Schweraehse rüekt, wel
cher hei dem Zahlenwerte naeh 
gleiehen Dehnungen (Quetsehungcn) 
die größeren Spannungen ent
sprechen, bei Gußeisen also nach 
der Druekseite. Für einen Quer
sehnitt in der Entfernung x vom 
linken Auflager ergibt sieh sonaeh 
unter dcn geHehilderten Verhiilt

-d 

+e 

Abb.135. 

p 

nissen beim ßiegeversueh das in Abh. 1:35 dargestellte Bild der Spannungen und 
Debnungen. a iKt die Projektion dor Nullinie im Querschnitt x auf die Kraftebene, 
Zb und Za sind die Entfernungen der äußersten Fasern in der Kraftebene von der 
Nullinie, die den Biegungsspannungen (aB)mln = A' B' und (aBmax) = AB des 
QuersehnitteH entspreehen. A aA I iHt das Sehaubild der Biegungsspannungen, aA' 
ist die Linie der Druekspannungen, aA jene der Zugspannungen, und zwar nieht 
nur für den <pmdratisehen Quersehnitt, mit zwei äußersten Faserschiehten, 
sondern überhaupt bei jedem zur z-Aehse symmetrisehen Quersehnitt. Im letzteren 
Falle muß <hlll11 aber noeh hinzugefügt werden, um auch Fälle nach Abb. 1:34 a 
mit einzubeziehen, daß die Spannungskurve AaA' in der Symmetrieebene ge
daeht ist. eae' stellt das Sehaubild der Dehnungen (Quetsehungen) gemäß der 
Voraussetzung, daß die Quersehnitte eben bleiben sollen, vor. Die den Druek
und Zugspannungen für die einzelnen Flächenelemente des Querschnittes ent
spreehenden Kräfte müssen zusammengesetzt entgegengesetzt gleiche Resul
tierende, also ein Kräftepaar ergeben, das gleieh dem Biegungsmoment im Quer
schnitte :r ist. A' a A kann direkt als ein Teil des a- e - Sehaubildes von Gußeisen 
aufgefaßt werden, mit + a und + e als positiven Aehsen, wenn die den verschiedenen 
Koordinaten Z zugehörigen Dehnungen (Quetsehungen) längs der + e (- e)-Aehse 
in einem solehen Maßstabe aufgetragen gedacht werden, daß sie dureh die Ko
ordinaten selbst dargestellt sind. Daraus, daß die Resultanten der den einzelnen 
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Flächenelementen entsprechenden Zug- und Druckkräfte zusammen eine Kräfte
paar bilden müssen, folgt die Gleichheit der Flächen AI BI a und AB a. Das dem 
Biegungsmoment gleichkommende Kräftepaar ist demnach auch durch das 
Produkt einer solchen Fläche in den Abstand der Schwerpunkte der beiden 
Flächen bestimmbar. Liegen die a-e-Schaubilder in einem beliebigen Maßstabe 
für Zug und Druck gegeben vor, und ist z. B. die größte Biegungsspannung auf 
Zug gegeben, so kann man am; den a-e -Schaubildern die größte Biegungs
spannung auf Druck aus der Bedingung der Gleichheit der oben genannten Fläche 
unter Zuhilfenahme eines Planimeters bestimmen, ohne erst das analytische 
Gesetz des Zusammenhanges zwischen den Spannungen und Dehnungen 
(Quetschungen) zu kennen. (Verfahren von Ritter.) 

Würde das Hookesche Gesetz gelten, so wäre das Schaubild der Biegungs
spannungen durch AlaA mit Ci als Projektion der Nullinie darzustellen. Die dann 
im Querschnitte auftretenden größten Spannungen wären durch die Strecken 
- -
AI BI und AB bestimmt, die größer sind als in Wahrheit, d. h. bei Gültigkeit 
des Potenzgesetzes. Man erhält sonach, wenn bei Gußeisen zur Berechnung der 
größten Spannungen das Hookesche Gesetz zugrunde gelegt wird, zu große 
Werte derselben. 

Das im vorstehenden für eine beliebige Kraft P und einen beliebigen Quer
schnitt über das Verhältnis der Spannungsscbaubilder unter Voraussetzung des 
Potenzgesetzes und des Hookeschen Gesetzes Gesagte können wir nunmehr 
auch für die Bruchlast P max und den mittleren gefährlichen Querschnitt behaup
ten, allerdings mit nicht so großer Annäherung an die wirklichen Verhältnisse, 
insofern beim Bruch der Einfluß der Schubspannungen größer geworden ist, 
und sich auch die Nähe der Kraftangriffsstelle in dem Gesetz der Verteilung der 
Biegungsspannungen über den Querschnitt bemerkbar machen wird. Im Augen
blicke des Bruches müßte BA im Bruchquerschnitt bei Vernachlässigung der ge
nannten Wirkungen der wahren Biegungsfestigkeit und diese der wahren Zug
festigkeit des Gußeisens gleichkommen; ferner müßte aA im Bruchquerschnitt der 
wahren Zugkurve und AI a einen Teil der wahren Druckkurve gemäß den wahren 
a-e-Schaubildern auf Zug und Druck entsprechen, wenn die Dehnungen und 
Quetschungen in einem derartigen Maßstabe aufgetragen werden, daß die nun 
im gefährlichen Querschnitte gedachte Strecke aB gleich der wahren Dehnung 
bei Beanspruchung auf Zug im Augenblicke des Bruches gleichkommt. Die wahre 
Biegungsfestigkeit müßte sich kleiner als die auf Grund der Annahme der Gültig
keit des Hookeschen Gesetzes bis zum Bruch nach Gleichung (127 a) berechnete 
größte positive Spannung im Bruchquerschnitt, d. h. kleiner als die theoretische 
Biegungsfestigkeit K~ herausstellen. 

Die diesbezüglichen Versuchsergebnisse von Bach, Ludwik u. a. bestätigen 
das Gesagte. So fand Bach für einen in der Mitte belasteten gußeisernen Stab 
mit der Stützweite l = 1 m von nahezu quadratischem Querschnitt (Breite 
b = 8,01 cm, Höhe h = 8,005 cm), der die Zugfestigkeit K z = 1315 kg/cm 2 

und eine theoretische Biegungsfestigkeit von Ku = 2157 kg/cm 2 besaß, unter 
der Annahme, daß die wahre Biegungsfestigkeit gleich der Zugfestigkeit sei und 
bei Verwendung des oben auseinandergesetzten Rittersehen Verfahrens zur Be
stimmung der im Bruchquerschnitte vorhandenen in der Abb. 135 mit AI aBI 
und AaB bezeichneten einander gleichen Flächen (die wahren a-e-Schaubilder 
des verwendeten Gußeisens waren natürlich bekannt), daß das aus diesen Flächen 
berechnete Biegungsmoment nur um 3,5% von jenem Biegungsmoment ab
weicht, das den Bruch wirklich herbeiführte. 

Auch für Stoffe mit Streckgrenze, die bei Beanspruchung auf Biegung nicht zerstört 
werden, könnten die vorstehenden Überlegungen, wenn auch mit weniger Annäherung an 
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die Wirklichkeit, zur Anw<,ndung kommen und die V('rschiebung der Nullinie aus dem 
Schwerpunkt des Querschnittes nach der Druckseit(' und damit die Abhängigkeit der Er
reichung der thcoretisehen Fließgrenze auf Biegung (oder falls der Stoff bei Beanspruchung 
auf Biegung und Schub zerstört wird, der theoretischen Biegungsfestigkeit im weiteren 
Sinne) in den auf Zug am meisten beanspruchten :Fasern im gefährlichen Querschnitt von 
der Querschnittsform, die auch jctzt in einzelnen Fällen aus Versuchen gefolgert werden 
konnte, zu erklären. Die gcringere Annäherung an die Wirklichkeit ist jetzt, wie oben 
schon angedeutet, darin begründet, daß die Erreichung der wahren Fließgrenze auf Biegung 
und darüber hinaus der wahren Biegungsfestigkeit jetzt von den Sehubspannungen viel 
mehr abhängig ist als bei spröden Körpern, für die es keinen Streckbereich gibt, da die 
Schubspannungen parallel zur Stabachse, die zwischen den :Fasern entstehen, die Erreichung 
der Fließgrenze in ciner äußersten :Faser beeinflussen. Daraus folgt, daß wir die wahren 
(effektiven) Schaubilder auf Zug und Druck der betreffenden Stoffe jetzt nicht mehr ohne 
weiteres als Grundlage für die Verteilung der Biegungsspannungen über den Querschnitt 
annehmen können. Wenn wir es doch tun, kommen wir nur zu einer Abschätzung der wahren 
Verhältnisse. Jedenfalls kann aber angenommen werden, daß bei Beanspruchungen bis zur 
Streckgrenze und darüber hinaus die mehr gegen die Nullinie liegenden Fasern größere Span
nungen erleiden als sie unter der Annahme der Gültigkeit des Hookeschcn Gesetzes bis zur 
Streckgrenze und darüber hinaus erleiden würden. Daraus kann der weitere Schluß gezogen 
werden, daß die wahre Fließgrenze auf Biegung und die wahre Biegungsfestigkeit kleiner 
als die bezüglichen theoretischen Werte sind, die unter der Annahme der Gültigkeit des 
Hookeschen Gesetzes herechnet werden. 

Die sinngemäße Übertragung der vorstehenden Überlegungen auf die Biegungs
beanspruchung normal zur Faserrichtung und Schub parallel und normal zu den Fasern 
von fehlerfreiem Holz ist möglich und auch von Bach tatsächlich mit dem Erfolg durch
geführt worden, der bei so verwickelten Verhältnissen, wie sie bei Holz bestehen (Anisotropie 
und Inhomogenität), zu erwarten ist. 

Die Durchführung des Biegeversuches erfolgt in einer hierzu geeigneten 
J;'estigkeitsmaschine, die neben der mechanischen (hydraulischen) Krafterzeugungs
einrichtung und der Kmftmeßvorrichtung als Kraftübertragungsteil einen hori
zontalen Biegetisch bßflitzt, auf dem die bereits oben erwähnten halbzylindrischen 
Walzen IV (Abb. ] aß) am; gehärtetem Stahl, die als Auflager verwendet 
werden, in entsprechender schwalbenschwanz
förmiger Nut verstellbar sind, um verschiedene 
Stützweiten einstellen zn können. Die Durch
biegung in der Mitte wird am einfachsten aber 
auch ungenauesten mittels Schublehre und 
Nonius gemessen. Mltn schlägt zn diesem Zwecke 
in Mitte der Höhe der beiden Auflagerquer-

p 
a 

Alli>. 1:36. 

J/ 
Pr Pr 

f 

ALh. 136 a. 

schnitte, und zwar auf beiden Langseiten des StabeH, je zwei dünne Stifte 1 
und 2 ein, iiber die ein durch Gewichte G gestreckter feiner Draht gelegt 
wird. Zur feineren Messung von Durchbiegungen kann man sich der auf 
Seite 162 beschriebenen Meßuhr bedienen, deren bewegliche mit dem Zeigerwerke 
verbundene Fühlstifte direkt durch am Versuchsstab in Höhenmitte vor
gesehene Plättchen hetiitigt werden. Die genaue Messung bleibender und federn
der Durchbiegungen kltnn mittels dem auf Seite 81ff. beschriebenen Marten
sehen Spiegelappamte erfolgen. Die Stahlprismen Pr> Pr (Abb . 136a) des Spiegel-
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apparates werden mit den einen Kanten 3, 4 in Höhenmitte ILn den Stab A 
gelegt, während die zweiten Kanten b, b in an den einen Enden A festen Schie
nen S, S gelagert sind, die durch die Feder F miteinander verbunden sind. Die 
Beobachtung der an den Spiegelfläuhen 1 und 11 reflektierten Skalen bilder 
erfolgt wieder mit je einem Fernrohr. Zur Beobachtung von Verdrehungswinkeln 
werden kleine Spiegel an in Höhenmitte eingeschl11genen Stiften angekittet 
derart, daß ihre Ebenen in die Quersehnittsfliichen fallen, deren Verdrehung 
bastimmt werden soll. In einer je naeh der verhlllgten MeßgeJUlIIigkeit verschie
denen Entfernung von den Spiegelfläehen wird parallel zur Spiegelfläche und zur 
Querschnittshöhe eine Skala aufgestellt, deren Teilung ganz wie bei :\iessung 
der Verlängerung der Meßlänge eines auf Zug beam;prllchten StabeH (Seite 82fL) 
durch ein mit Fadenkreuz verseheneH Fernrohr beobachtet wird. Die Ermitt
lung des Verdrehungs winkels geHehieht in der H,egel an zwei im Querschnitt 
einander gegenüberliegenden Spiegeln, um Mittelwerte des Verdrehungswinkels 
erhalten zu können, kann Ilber auuh an mehreren Spiegeln, die der Ummndung 
des Querschnittes folgen, vorgenommcn werden, Ulll fll11weü;e einen Schluß auf 
die Krümmung der QllerschnittHebenen ziehen zu können. 

11. Beanspruchung auf ebene, schiefe oder gerade Biegung, 
Schub und Druck (Zug). 

Als Beispiel für die Bellnspruchung auf schiefe Biegung, Schub und Druek 
legen wir das durch Abb. H8, Seite 224 dllrgestellte mit der Abänderung zugrunde, 
daß die Kmft P in das Innere deH Stabes wirkt. Das LinkHkoordinatensystem 
(Abb. 137) x yz legen wir mit dem Ursprung 0 in den Schwerpunkt der rechten 

C--I'z 

x~f€~:·~=:~~· ~~='==========~====~~ 
II--P, \ 

/~--~'\ --~-----

/ \ 

/ \. 
/ z' 

./ 
y' 

AbI>. 1:37. 

Endquerschnittsfläche, mit der nach links gerichteten x-Achse in die Stabachse, 
die z x- und yx- Ebenen schneiden wie stets die Querschnitte in Hauptzentmlachsen. 
Der Neigungswinkel der Kmftebene zur xy-Ebene sei (x. Die Entfernung deR 
Durchstoßpunktes Ader Kmft P mit der Ebene der rechten Endquerschnitts
fläche des Stabes vom Schwerpunkt derselben Hei a. Liegt A wie in der Abb. 
nicht auf dem Stabe, so geschieht die Übertragung der Wirkung der Kraft 11Uf 
demselben durch einen steifen Arm OA. Der Winkel, den die Kraft P mit der 
Geraden 0 A einschließt, heiße ß. 

Wir zerlegen uns die Kraft P in drei Komponenten P"" P", Pz parallel jlU 
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den Achsen y, x, z des Koordinatensytemes und erhalten 

P x = P sin ß , P 11 = P cos ß cos rx = P n cos rx , P z = P cos ß sin rx = P n sin rx 

mit P n als Komponente der Kraft P in der yz-Ebene. Das Biegungsmoment Pxa 
zerlegen wir in zwei Biegungsmomente M~y und M~z' die in den Ebenen xz und 
xy wirken und die Größe M~y = - Pxa sin rx = - PxCbzw. jlf.~z=P ",a cos rx =P",'rJ 
besitzen, ~wenn 17 und C die ,1/, z-Koordinaten des Angriffspunktes A der Kraft P 
bedeuten. In einem Querschnitt in der Entfernung x vom rechten Stab ende 
existieren: a) eine negative Normalkraft S = - P x , b) die Querkraftskompo
nenten Qy = Pu und Qz = P z , deren Zeichen von den Winkeln rx und ß abhängt 
(in der Abb. 137 sind beide Querkraftkomponenten positiv), c) zwei Biegungs
momente .ll1 By und J1 Bz, die auf die ~\Iomente 31~ y und JJ1~z und die Momente 
111~y = Pnx sin rx = P;i; cosß sinrx und Jl~z = - P n;1: COS X = - Px cos ß cos x 
derart rückführbar sind, daß 

M By :: - p,", -+- Pli ,I: sin: :: - P' sinß + p,~ cos ß sinrx :: J1~lI + J1~y,} (a) 

~JJBz - + Pxll - P"xcosx - + Pllsmß - Pxcosßcosx - ~MBz + ~JJBz' 
Die im Einspannungsqnerschnitt übertragenen Heaktionskomponenten sind: 
a) die Stabkraft A =~C - P,., b) die zur Stabachse normalen Kräfte B = - P y 

und C = - P: nnll c) cl ie Einspa nlllmerSlllolllente 

J1 Ey = P,,' - Pli 1 sin x = P C sin ß - P 1 cos ß sinx 

und JIEZ = - P o,ll + l\lcosx = - Pllsinß + Plcotlrxcos,B, 

aus welchen das resultierende ::\Ioment J1 E = P x a - P n 1 = Pa sin ß - P 1 cOß ß 
entsteht. 

Infolge der N"ormalkräftc wird der Stab auf Druck entsprechend einer Span-
nUllg 

x d = - P y 

x F (b) 

mit F als Querschnittsfläche des Stabes beansprucht. Die Biegungsmomente 
rufen Biegungsspannungen X~ hervor, die nach Formel (111) auf Seite 238 zu 
berechnen sind. Darnach wird im Querschnitt x 

X~ = =- p y C ~~"-;;; sin 'Y. z -+- ~ PX'lL+}n~<C:OS 0: Y 1 
= - Px(C,Z + lJ:t),· -+- P"x (S~'Y.z + C';rf. y). f 

~ !J Z Y z 

(c) 

Die gesamte Normalspannung gewinnen wir durch Superposition der Druck
und Biegungsspannung mit 

(129) 

worin rz = ~ und r; = ~'-, also r y, r z die Trägheitsradien der Querschnittsfläche, 

welche den Trägheitsmomenten J y und Jz zugeordnet sind, bedeuten. ~ie Que!.'

kräfte Qy und Qz gehören zu den durchschnittlichen Schubspannungen Y x und z,,. 
die nach den allgemeinen Formeln (116) und (116a) auf Seite 243, in Sonder
fällen nach den Gleichungen (116 b) und (116 c) zu berechnen sind. 

Denken wir uns den Stab im Querschnitt x durchschnitten und betrachten 
den rechts ,"om Querschnitt erhaltenen Stabteil, so bemerken wir, daß derselbe 
unter dem Einflusse der Kräfte P x und P n und der Resultanten der im Quer-
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schnitte x übertragenen, den Spannungen X", und Y"" Z", zugeordneten Kräften 
steht. Offenbar muß, damit Gleichgewicht herrscht, 

f X",dt = P"" f Y",dt = Q1I und fZ",dt = Q. 
F F F 

sein, ferner die Kraft P", und die Spannungsresultante f Xx dt zusammen ein 
F 

Kräftepaar bilden, dessen Vektor entgegengesetzt gleich dem Vektor des Kräfte-
paares ist, das aus der den Kräften Y x d t und Zx d t zugeordneten Spannungs
resultanten einerseits und der Resultierenden aus P 1I und p .. deren Größe der 
Querkraft Q gleichkommt, andererseits gebildet ist. 

Die Nullinien der Querschnitte, in welchen die Normalspannungen Xx ver
schwinden, haben für den Querschnitt in der Entfernung x vom rechten Stab
ende die allgemeine Gleichung 

0 - . ß(1 +!;-Z + rJ'ii) ß(Z8inOC + ycosoc\ - SIn - - - xcos --- ---) 
r~ r; r; r~ 

(130) 

und stellen Gerade vor, die nicht durch die Schwerpunkte der Querschnitte 
gehen, außerdem aber die Eigentümlichkeit besitzen, ihre Lage im Querschnitt 
mit x in dem Sinne zu ändern, daß sie zwar zueinander parallel bleiben, aber 
verschiedene Abstände von den zugehörigen Schwerpunkten der Querschnitte 
besitzen. Würden nur die Biegungsmomente in Betracht gezogen werden, so 
gingen die Nullinien in zueinander parallele Gerade über, die die zugehörigen 
Schwerpunkte enthielten und die Gleichung hätten: 

. I!;Z ny) (8inoc _ C08OC_) o = sm ß ( - + - - x cos ß - z + --- y . \ r; r~ r~ r; (130a) 

Durch Hinzutreten der Druckspannungen zu den Biegungsspannungen tritt, 
wie man aus dem Vergleich der Gleichungen (130) und (130a) sieht, eine Parallel
verschiebung der den Biegungsspannungen entsprechenden Nullinien ein. 

Abb.138. 

Die Verformung der Stabachse kann in erster Annäherung 
durch Übereinanderlagerung der den Biegungsmomenten M B1I 

und M Bz und der Druckkraft P x zugehörigen Verformungen er
halten werden. Wir können hier an das auf Seite 246 Gesagte an
knüpfen. An Stelle des dort zur Durchbiegung in der xz-Ebene 
gehörenden Wertes L1 dx tritt jetzt 

-d PXd Ad rMBu - PX)d - z IX - FE x = LJ X = \EJy z - FE x. (d) 

In dieser Gleichung beziehen sich die zweiten Glieder rechts 
und links vom Gleichheitszeichen auf die Längenänderung (Ver
kürzung) des Faserelementes d x infolge der Druckbeanspruchung 
(Abb. 138). Wäre nur Biegungsbeanspruchung allein vorhanden, 
so würde der in der Entfernung d x vom Querschnitt 1 gelegene 

Querschnitt 11 in die Lage OB' E' bei festgehalten gedachtem Querschnitt 1 
kommen, 0 wäre der Krümmungsmittelpunkt, 0 A = e1l der Krümmungsradius 
für das Bogendifferential A' B' der elastischen Linie. Infolge der hinzutretenden 
Druckbeanspruchung kommt der Querschnitt 11 in die zu 0 B' E' parallele Lage 

0' B" Eil, wobei die Verkürzung der neutralen Faser BI B" = - i;'dx wäre, 

der Krümmungsmittelpunkt rückt nach 0' und der Krümmungsradius wird 
e~ = 0' A'. Die zur Biegungsbeanspruchung gehörige, durch B' normal zur 
Papierebene gehende Nullinie geht durch die hinzutretende Druckbeanspruchung 
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in die durch N normal zur Papierebene gehende Gerade über. Aus dem LI A'Q' B" 

f I ' d d ( P x) S . 1 K' d2 z da 1 o gt (!11 OC = X 1 - EF' etzen WIr 12~ = 11 = dx. = dx' 1 _ p;' so er-

FE 

halten wir, da :: = - -;;: als Krümmungswert 

K' = d2 z = _ M By 

11 d x2 E J (1 _ P X)' . 
Y EF 

(131) 

Die Krümmung der elastischen Linie infolge des biegenden :Momentes .. Z~fBY 
und der Druckbeanspruchung (Krümmung der Projektion der elastischen Linie 
des Stabes auf die a:z-Ebene) ist deshalb etwas kleiner als in dem Falle, wo nur 
Biegungsbeanspruchung allein yorhanden wäre. In ähnlicher Weise finden wir 
für die Projektion der elastischen Linie auf die x y-Ebene 

_ K' = d2 y = jlBz 

z d ,r2 E J, (1 -- ; F) . (131 a) 

Da der Elastizitätsmodulus E gegenüber.z; sehr groß ist, so wird kein bedeuten

der Fehler gemacht, wenn in den Gleichungen (131) und (131a) die mit P", 
behafteten Glieder weggelassen werden. 

Nach Einsetzen der Biegungsmomente .JIB1I und .J1Bz aus (a) auf Seite 299 
in die Differentialgleichungen (131) und (131a) können dieselben integriert 
und die vier auftretenden Integrationskonstanten aus den yier Bedingungen, 

nach welchen für .t = l sowohl z und y als auch :; und ~ ~ yerschwinden müssen, 

bestimmt werden. 
Kehren wir in Abb. 137 den Richtungssinn der Kraft P um, so erhalten wir 

eine Beanspruchung auf ebene schiefe Biegung, Schub und Zug. In den auf
geschriebenen Formeln ist dann statt P überall - Peinzusetzen. 

Setzen wir in den vorstehenden Formeln rx. = 0 oder ~, was C = 0 bzw. 

'YJ = 0 zur Folge hat, so erhalten wir die gerade Beanspruchung auf Biegung, 
Schub und Druck (Zug), oder wie sie auch genannt wird, die gerade exzentrische 
Beanspruchung auf Druck (Zug) und Schub in der xy- oder xz-Ebene (Abb. 89, 
Seite 224). Es ist dann entweder M By oder jl1B • Null und infolgedessen erfolgt 
die Durchbiegung in der xy- oder xz-Ebene. Die Nullinien der Querschnitte sind 
Parallele zur z- oder zur y-Achse, ihrer Lage im Querschnitte nach aber von 
der Koordinate x abhängig. 

12. Ebene schiefe Biegung und Druck (Zug) oder schiefer (gerader) 
exzentrischer Druck (Zug). 

Wenn in Abb. 137 die Kraft P normal auf die rechte Endquerschnittsfläche 
steht (ß = 90°), so verschwindet P n und damit Py, p., ferner Qy und Q. und damit 
die Schubspannungen, und die Biegungsmomente nach Gleichung (a) auf Seite 299 
werden M B1I = - PC bzw. M Bz = P'YJ. Es liegt dann eine Beanspruchung 
auf ebene schiefe Biegung und Druck oder, wie man kürzer sagt, auf schiefen 
exzentrischen Druck vor. 

Die nunmehr allein vorhandenen Normalspannungen Xx, welche sich wie 
im Punkte 11 aus den Biegungsspannungen X~ und den Druckspannungen X~ 
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zusammensetzen, werden zufolge Gleichung (129) nunmehr 

X - - !: (1 -L Cz 'YJ Y) ",- F ' 2 + 2 • 
\ r!1 Tz 

(l29a) 

Die Gleichung der Nullinie geht in 

1 - Cz + 11Y 
- -r~ -;.r (130b) 

über, aus der hervorgeht, daß die Nullinien der verschiedenen Querschnitte zu
einander parallele Gerade sind, die mit Bezug auf die Querschnitte die gleiche 
Orientierung zeigen. 

Setzen wir in dieser Gleichung z = 0, so erhalten wir den Abschnitt auf der y-Achse 
r2 

b = - ~, der durch eine bekannte geometrische Konstruktion (Abb. 139, in der y, z das 
'YJ 

Hauptachsenkreuz für den Schwerpunkt 0 eines 
Querschnittes und A den Angriffspunkt der Kraft P 
vorstellt) als dritte geometrische Proportionale ge
funden werden kann: 'YJ und b sind Hypotenusen
abschnitte in dem rechtwinkeligen Dreiecke 1, 2, 3 
mit der Höhe r,. In ähnlicher "\Veise findet man 

den Abschnitt c = -i~ der Nullinie auf derz-Achse 

mit Hilfe des rechtwinkeligen Dreieckes 4, 6, 6 
das die Höhe r. besitzt. Verbindet man die ge

r ~---=-5~---'--k-_-'--lf-r.,f---'-r---l'l----- wonnenen Punkte 3 und 4, so erhält man die zu 
A gehörige Nullinie. Aus dem Vorstehenden folgt 
auch, daß, von noch zu besprechenden Grenz
fällen abgesehen, Angriffspunkte A einer Kraft 
und zugehörige Nullinie auf entgegengesetzten 
Seiten des Schwerpunktes 0 liegen müssen. 

-- ..." 

.4 
2 

~: __ ~, ... 116"" 

z Die Gleichung (129a) können wir auch, 
nachdem wir in sie wieder die Biegungs
momente M By , M Bz und die Trägheits

momente J y, Jz eingeführt haben, auf Grund von Überlegungen, die sich voll-

Abb.I39. 

kommen mit den auf Seite 239ff. gepflogenen decken [die Richtungstangente 

tg <p der N ullinie ist wieder tg!p = 
chung (130b) folgt], in 

'YJ J. J.. GI . - --.- = - cotg ot-, WIe aus el-C J. J. 

X =_!:+MBUV 
'" F J u 

(129b) 

überführen, worin wie in Gleichung (113) auf Seite 240 M Bu das Biegungs
moment in einem Querschnitt x bezogen auf die u-Achse eines Koordinaten
systemes xuv vorstellt, das aus dem Koordinatensystem xyz durch positive 
Drehung um den Winkel <p hervorgeht, Judas Trägheitsmoment mit Bezug auf 
die u-Achse ist, und v ein Flächenelement des Querschnittes längs einer Parallelen 
zur u-Achse bestimmt. Mit Hilfe der Gleichung (129b) können wir für einen be
stimmten Querschnitt die größten Zug- und Druckspannungen bestimmen, indem 
man für v die Entfernungen der äußersten Fasern des Querschnittes einsetzt. 
Die dem Zahlenwerte nach größte Spannung im Querschnitte liegt jedenfalls 

auf der Druckseite, wo sich die Druckspannungen -; und die negativen Bie

gungsspannungen addieren. Die Spannungen sind auch die größten im Bereiche 
des Stabes, da das Biegungsmoment M Bu bei unseren Annahmen von x un
abhängig ist. 
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Die Differentialgleichung oer elastischen Linie des Stabes kann in der :Form 

rLZv 

d x" 
MB" 

EJ" (1- /'E) 
(131 b) 

geschrieben werden, die sich auf dnH ;1: 1), v-System bezieht. Man gelangt zu ihr 
bei Bcdachtnahme auf die Gleichungen (131) und (131 a) auf Grund von Schlüssen, 
die sich vollkommen mit jenen dccken, die zur Gleichung (118) auf Seite 247 
führten. Die elastische Linie des rtuf schiefen exzentrischen Druck beanspruchten 
Stabes ic;t eine ebene Kurve, deren Ebene auf die Nullinie normal steht. 

Wir wollen nUll zeigen, daß die Lage der N ullinie in einer bemerkenswerten 
Abhängigkeit von der Länge a des Hebelarmes der Kraft und dem Winkel (f. 

steht, den die Kmftebene mit (leI' !I x-I~bene einschließt. Auf Grund dieser gesetz
mäßigen Abhängigkeit ist m; leicht, aus der Lage des Kraftangriffspunktes auf 
die Lage der zugehörigen N ullinie einen Schluß zu ziehen. Es sei C (Abb. 140) 
die Culmanm;chc Träg
heitsellipKe für den Schwer
punkt 0 des Querschnittes , 
deren Gleiehung bekannt
lich 

(a) 

ist. Die Tangente im })unk- y ---:--~--~o-r--'l-:;!.,fP--+:.,-, ~'--r--f--""'1Y" 
te A dieser Ellipse, dcr mit 
Bezug auf das Zentral
achsenkreuz y z die Koor
dinaten ''lA' CA besitzt, hat 
dic Gleichung 

;-
Y'I,,! + z~c'! = 1 (b) r; '1"7, . . 

Sind 11A und CA gleichzeitig 
die Koordinaten des An
griffspunktes einer im 

l 

Abb.140. 

Punkt Anormal zurPapierebene stehendenKraftP (inAbb.137 mit P x bezeichnet), 
die in der rechten Endqucrsehnittsflächc des Stabes wirkt, so ist die zugehörige 
Nullinie zu folge (130b) im Hinblick auf (b) die Tangente an die ZentralellipflC 
im Punkte A' mit den Koordinaten - -YjA und - CA' Diese Nullinie ist in Abb. 140 
mit NA bezeichllet. Itückt der Angriffspunkt A der Kraft auf den verlängerten 
Durchmesser A A' wwh Al oder A 2 mit den Koordinaten PI CA und PI Yj";; bzw. 
pz (1 und ]12 '1.1' worin Pl lind 1)2 positive Zahlenwerte sind, so ändern sich die 
H,ichtungstangenten dm' zugehörigen Nullinien, wie nus Gleichung (130b) ersicht
lich ist, nicht, bleiben abo gleich der H,ichtungstnngente der NIIllinie Nl, da
gegen erscheinen auf der ,li-Achse verschie(lene Absehnitte b1 und bz der zugehöri-

gen Nullinien N _1 und NA,' die ans (130b) mit b1 2 ~= - 1J-- bestimmt sind. 
I ~ -, Pl.2 C,A 

:Für die Ntlllinie NA ist der Absehnitt auf der y-Achse b = -~;~-. Wir stellen 

sonaeh fest: Die N ullinien, welche zu Punkten einer Geraden durch den Schwer
punkt () eines Qtlendlllittes als Kmftangriffspunkten gehören, sind zueinander 
parallel, unrl deren Abschnitte auf der y-Achse bzw. auf jeder dmeh 0 gehenden 
Geraden sind verkehrt proportional den Entfernungen der Angriffspunkte vom 
Schwerpunkt, demrt, daß die Nnllinie gegen den Schwerpunkt rückt, wenn 
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der Angriffspunkt von demselben wegrückt und umgekehrt. Gelangt der Angriffs
punkt in den Schwerpunkt (p = 0), so rückt die Nullinie in die Unendlichkeit, 
liegt der Angriffspunkt im Unendlichen, so geht die Nullinie durch den Schwer
punkt. Die zuletzt genannten Folgerungen können folgendermaßen gedeutet werden. 
Wenn der Angriffspunkt in den Schwerpunkt gelangt, so liegt eine Beanspruchung 
auf reinen Druck vor, zwei benachbarte Querschnitte bleiben bei der Verformung 
zueinander parallel und schneiden sich demnach in der Unendlichkeit. Einem 
unendlich ferne gelegenen Angriffspunkt ist die Beanspruchung durch ein 
Kräftepaar zugeordnet, dem als Resultante eine unendlich kleine in der Un
endlichkeit liegende Kraft entspricht. Ein Kräftepaar beansprucht aber den 
Stab auf reine schiefe Biegung, für welche die N ullinie durch den Schwerpunkt 
gehen muß. 

Nennen wir die Entfernungen der Angriffspunkte A, Al' A 2 usw. vom Schwer
punkt der Reihe nach OA =a, OA l = a l , OA 2 =, a2 .• . usw., die Entfernungen 
der Schnittpunkte der zugehörigen Nullinien mit der Geraden durch den Schwer
punkt, auf welcher die Angriffspunkte liegen, OA' = C, OA~ = Cl' OA; = C2 ••• 

usw., so können wir die obige Gesetzmäßigkeit auch durch die Beziehungen 

(c) 

ausdrücken. Aus diesen Gleichungen kann Cl' C2 ••• usw. als dritte geome
trische Proportionale gefunden werden, wenn al> a2 ••• usw. gegeben sind, da 
2a als beliebiger Durchmesser der Zentralellipse als bekannt angesehen werden 
kann. 

Wir nehmen nunmehr auf der N ullinie NA. einen Punkt D 2 als Angriffs
punkt einer Kraft mit den Koordinaten p CD und P'YJD (p ist wie oben eine positive 
konstante Zahl), 'YJD und CD sind die Koordinat.en des Schnittpunktes D der 
Geraden OD2 mit der Zent.ralellipsc. Die Gleichung der zn D2 gehörigen Null
linie ist nach (130b) 

_ 1 = P~;l + !!...-1}:.)Y . 
ry 1'; (d) 

Da D 2 auf der Nullinie NA. liegt, befriedigen seine Koordinaten die Gleichung 
derselben, d. h. es muß -

(e) 

sein, woraus gefolgert werden kann, daß der Angriffspunkt A 2 auf der Null
linie (d) liegt, weil, wenn man in deren Gleichung für z == P2 CA und y = P2 'YJA 
setzt, die Gleichung (e) zum Vorschein kommt. Die zu D 2 gehörige Nullinie ND, 
wird daher gefunden, indem wir zu der durch den Punkt D an die Zentralellipse 
gelegten Tangente t eine Parallele durch den Punkt A 2 ziehen. 

Es gilt somit der Satz : Werden die Punkte einer Geraden als Angriffspunkte 
von Kräften angesehen, so gehen die zugehörigen N ullinien dieser Angriffspunkte 
alle durch einen Punkt, der zu der gegebenen Geraden, wenn sie als Nullinie 
betrachtet wird, als Angriffspunkt gehört. Von diesem Satz gilt auch die in 
selbstverständlicher Weise zu formulierende Umkehrung. 

Bei der geraden exzentrischen Druck- (Zug-) Beanspruchung wirkt die zum 
rechten Endquerschnitt des Stabes normal stehende Kraft P in der Ebene xy oder 
xz, d. h. es ist entweder die Koordinate C oder 'YJ in den vorstehenden Formeln 
gleich Null zu setzen. Die N ullinien sind entweder parallel zur z- oder y-Achse und 
das xuv-System deckt sich mit dem System xyz. Die für die totalen Spannungen 
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sich dann ergebenden 

X = x 

Cleichllngen 

l' M ny -
- l' + J.y- Z bzw. (129c) 

werden hiLufig ,tb N,wiersch e Uleichllngen bezeichnet, da sie ursprünglich von 
diesem l,'orscher <tufgestellt wllrden. 

13. Fortsetzung: Bestimmung der gröBtl'n Spannungen mit Hilfe eIes 
Kernes. Beispiele. 

Wenn wir einen ~tab, der alls einem gegen ZlIgbeanspruehung wenig wider
standsfähigen Materi;de besteht, wie das z. B. bei Steinen zutrifft, deren Druck
festigkeit das H- bis 20- oder in AuslHtbmefidlen noeh mehrfache der Zugfestigkeit 
ist, auf exzentrischen schiefen oder fz t 
geraden Druck hea rlKpruchcn, ist es I 

wünsehew,wert, deli Angriffspunkt 
der Kraft so zu wiLhlen, d<11.\ die 
zugehörige Nullinie (kn QlleJ'schnitt 
nicht schneidet, höchstens beriihrt 
ohne zu schneiden, delln dann haben 
die Biegllngsspannllngcll (~in erlci 

negatives Vorzeichen. Dcr geometri
sche Ort aller Angrifh;pllnkte, denen tz 
N ullinien entsprechen , cl ie die Qller
sehnittsherandllng bcrühren ohne sie 
zu schneiden, bildet eine innerhalb 
d es Querschnittes gdcgene im ;tllge
meinen krumme geschlossene Linie , 
innerhalb welcher der Tei l dm, 
Querschnittes liegt, der ;tb sein Kern 
bezeichnet winJl. Wir kiillllCn !'omit 
S1tgen: (Jreift eine pinen Htab auf 
schiefen oder geraden exzentrischeIl 
Druck oder Zug bean!'pruehenrle 
Kraft innerhalb oder höchsten!' in 

y 

z 

J 

Abh. Hl. 

der Bcrandung deR Kernes 11n, !'o werden durch sie Biegllngsspannungen einerlei 
Vorzeichens hervorgerufen , d. h. bei exzentrüleher Druck beanspruch ung nur Druek-, 
hei exzentriscber ZugbeanspI'uehung nur Zugspannungen. In Abb. 141 ist die Um
mn<lungRkurve U des Q,uen.;ehnittes d<trgestellt, <lesRen Schwerpunkt in () liegt. Die 
zentrale Triigheitsellip!'e Bei fiJ. Wir legen im Punkte 1 der Querschnittsumrandung 
eine Tangente t l an dieselbe und faRsen sie als Nullinie eines zu suchenden Kraft
angriffspunktes auf. Zu diesem Behufe zeichnen wir zu t] eine parallele T angente 
an die Trii.gbeitsellipse mit dem BerührungRpunkt r, finden den Schnittpunkt 1" 
der verlängerten Streeke 0 J mit der Tangente t 1 und können nunmehr den Ab
stand des zur Nullinie t 1 gehörigen Angriffspunktes I, der auf der nach unten 
über () hinaus verlängerten Ceraden r 0 liegen muß~om Sehwerpunkt 0 nach 

Gleiehllng (c) auf Seite :~04 aus der Beziehung (01')2 = 01" ·01 berechnen 
oder graphisch best immen. Der Angriffspunkt I gehört der Ummndung deR Kel'Iles 
an. Der Tangente t2 an die Quersehnittsberandung mit den Berührungspunkten 2 

und 2 ent;.;prieht ,tls Berührungspunkt der zu t2 parallelen Tangente an die Träg-

1 ~iehe hierz1I (). Mo h r: GüRalllllwlte Abhandlungen allS dem Gebiete der teehn . Mechanik, 
2. Aufl. Berlin : w. Ern~t UJl4. 

Giftler, Ml'ehanik. 20 
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heitsellipse der Punkt 2', und \vir erhalten den Kernumralldungspunkt 11 UHW. 

Zwisehen den Punkten 2 und 2 der Umrandung liegen Punkte, die als Berüh
rungspunkte von Tangenten ,tb N ullinie nieht gewählt werden dürfen, d,t die::;e 
den Quersehnitt nieht nur berühren, sondern auc:h sc:hneiden (z. B. die Tan-

gente 1'). Vom Punkte 2 gehen wir im Pfeibinne weiter und können weitere 
Tangenten, z. B. t3 und zugehörige Punkte der Umrahmung dm;Kernes, z. B. 1/1 
finden. Durc:h Verbindung der gc:fundenen Punkte 1, 11, 111, ... finden wir die 
Kurve K, die den sehraffiertenKel'n umrahmt. 

Der Kern des Quersehnitteskann dazu benützt würden, um die größten Nor
malKpannungen in einem Ql1ersehnitt in allgemeinen ]\'ormeln zum Ausdrucke 
zu hringen. ~R sei C (Abb. 142) die Umrandung dm; Q,uerHc:hnittes, B die zentrale 

y 

() 

r, -~r---:::=+-q-,~=----- r, 

c 

TrägheitHellipse für den 
Sehwerpunkt 0, y und z die 
'l'rägheitshaupt,Lc:hsen deH 
QUE'rHehnittesfürden Seh Wül'

punkt. (Die pmütive :r-Aeln-le 
geht also hinter die P,tpiel'
ebene.) Zum Angriffspunkte 
A der zur positiven x-Aehse 
parallelen Kraft P die allf 

4-',,*,7LT-J~-+r---+-~lt exzentrü.;c:hen Druc:k bean

Abb. 14~. 

Hprucht, mit den Koordi
naten '11, C gehört die Null
I i nie NI' die par;1,llel zur 
Tangente t im Berührungs
punkte B (Schnitt VOll () A 
mit der I~llipse Je) der Triig
Iwitsellipse ist und mit der 
y-Aehse den Winkel cp cin-
Hchließt. Die u-AchHe des 

Systemes :rU/J (Seite 302) ü.;t parallel zur N lIllmie NI und geht dmch den Schwcr
punkt O. Mit Bezug auf dieses System künnen die NOl'malHpannungen bei ex
zentrischem Druck mwh Gleichung (129 b) allf Seite ;~02 ausgedrückt wcrden. 

Die Biegungsspannungen X,~ c :~ Eu v UIHt mit ihllen aueh die N ormalspa.n-
u 

nungen X", werden in den Punkten G und F, cl. i. den Berührungspunkten der 
zur u-Achse pamllel gezogenen Tangenten '1'[ und 1'2 an den Quersehnittsum
fang dem Zahlenwerte nach am größten. Dem Zeichen nach entspricht dem 
Punkte G die größte Druckspanmmg, dem Punkte.Ji' die größte Zugspannung 
(MBu ist hier positiv). Bezeic:hnen wir die Zahlenwerte der v Koordinaten der' 
Punkte .Ji', G und A der l~eihe nach mit b, c und d, den ZlLt' -n-Aehse gehörigen 
Trägheitsradius mit r u , HO wird 

P Pd 
a l = (Xx)max = -1' + PI'" b, 

" 

, P Pd 
a~, = (Xx)min= -_. P --Pr"c, 

" 
(a) 

Da ru nach der als bekannt vorausg(~setztell Hegel durch den Abstand der Aehse 11 

und der zn ihr parallelen ']';mgente t an die Trägheitsellipse gegeben ist, könmm 
---~ -- --

die vorstehenden Gleich ungen mit r" () B sin ß, d () A ::;in ß, b = 0 H sin ß, 
c~cOK sinß und ß C,'C 1HO -- (f! i- CI. , abo Hin ß - sin (cp -- CI.) <Luch in der Forlll 

a = _!'.. (1- VA,' Öl!) a~ = _ 1: (I + ()~,--Ok) (b) 
1 F 0 IP , jt 0 ß" 
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geschrieben werdelI. Zur T<LIlgellte '/' 1 alt; Nullinie gehört der Punkt 1 der Kern-
-- --- -~ --

umrandung alt; KmftangriffHpunkt, desHen Lage aus 01P ~~ U1·0H = K1'UH 
folgt. Zur Tangente '1'2 ah; Nullinin gehiirt der Punkt 11 der Kernumrandung 

--- - - ~-

als Kmftangriffspunkt, dessen Lagc aus UEz = OII·()1( ~~ KzOK bestimm-

bar iHt. Die eingeführten Urößen 1{1= 01 und K 2 = Oll heißen Kernwciten. 

Führen wir die Uriißen 0 B2 sinngemiiß in die Gleiehungen (b) für die größten 
Normalspanlllll1gen ('in, HO erhalten wir lInter Zuhilfenahme der Abb. 142 

a . 
1 ~ (1 -- (:~~) = ~,~~ = /{/ 

~J>-(l+ ()_A) __ _ P"lII _ _ .!f2 

F 011 - FK 2 -- PK 2 ' 

lr11 und .11[2 heißen die Kernmomente der Kraft P mit Bezug auf die Kern
Jlunkte 1 bzw. 11. Die (irößen F K j und F K 2 hahen die Dimension eines \Vider
stand:m1Oll1elltn; (Seite ~40) und SOllCH mit den Zeiehell W I und W2 alH Wider
Htan(lHmomente in einem allgemeinclI ;-;inne eingeführt werden. Damit nehmen 
die J,'ormeln (I :32) die gemeins11me Form 

.11l1, 2 
a i 2 = ± I" . - (132a) 

, 1.2 

an. Es ist ersichtlich, daß die Kernmomente Jtli und JJI2 zu größten Spannungen 
in Punkten F lind 0 gehörell, die mit Bezug auf die Kernpunkte 1 und 11 auf 
versehiedenen Seiten der 'U-AchHo liegen. 

Die Ausdrüeke (J:t~) unü (132 ~1) gelten bei entsprechender Spezialisierung 
alleh im Falle einfachor schiefer Biegungsheanspruchllng, da die Gleichung (129 b) 
auf Seite :W2 für die Spannung X." bm.;tehen bleibt, wenn die Druekbeanspruehung 
parallel zur Stabaehse wegfiillt. Sie gehen dann in 

(J =-c. M 1In b == Jl~sill (I Olhin ß = M ~()lf 
1 F ,.~ [I' OB2 sin" (i F 0 ß2 

lind iihnlieh in 

oder zllsammengdaLlt 11\ 

MB 
1Vl,2 

(1:32 h) 

(132 e) 

(I:Ud) 

über, worin NB das BiegungsllIomont 1Il der Kraftehene mit Bezug auf einen 
beliebigen QuerHch nitt hedeutet. 

Liegt Beanspruchung auf gerade Biegung in der .r:::-Ebene vor, so erhalten 
wir als größte Hiegllng::;Hpannungen durch SpezialiHierung der Formel (1:32d) 
in leicht DrHiehtliellür Weise 

(132e) 

mit lV a und IV b als deli auf Seite 241 eingeführten Widcrstand:mlOmellten tim; 
Quersehnittes. 

Aus dem VOl'skhenden lmnn gefolgert werden, daß hei veriLnderlich gedachtem 
Winkel rx und gegdwnen Größen der Kräfte die zahlenmiißig größten, also 1In
günstig::;ten Werte von a j und a2 Iwmw-llwmmen, wenn die Kernweiten /(1 oder 
aber K z am kleinsten sind. 

Wir wenden uns nunmehr zu einzelnen Beispielen. 
20* 



308 Niiherungstheoricn zur Berechnung gerader Stäbe. 

a) Es ist der Kern eines Rechteckes 12;; + mit den /:leiten bund h (Ahb. 143) oder Qua. 
drates mit der Seite a, die als C.luerschnitte eines /:ltabes gedacht sind, zu bestimmen, und 
für den Fall, als der Stab ein Halkenträger ist, der in (Ier Mitte- in irgemh'iner die Schwer
achse enthaltenen Ebene durch eine Kraft zur Stabachse normale P belastet wird, sind 
jene Kraftebenen anzuführen, für die die größten Spannungen entstehen. 

Zur Zeichnung der zentralen Trägheitsellipse bedürfen wir der Trägheitsradien r y lind 1',. 

die sich aus .I y 

h 
'~ 0,288 hund 

b 
0,288 bergebell. Der Tangente I,'!, ab Nullinie betrachtet, ent.spricht ein Kraft.-r z = ----=:--

13 
angriffspunkt 1, der auf der positiV!'n z-Achse liegt. SPÜl(' Entfernung 10 bestimmt sich 

f I (11' I ( '. 4 ()j h ,h". 01 h A"I l' I j" d zu 0 ge ,eIe tUng c) auf Spitp 30 aus . 2 = r;, , , 12 Illlt H' 1lI te I III et 

man den Angriffspunkt 11 
-_. b b" -

011'2 r;c 12 mit Oll 

auf der positiv('n y-Achse .. der Zll 1 + ab Nllllinie gehört, aus 

~ . Dip zu dpn Tangenten 4 .) bzw. :),'! als N lI11inien gehörigen 

Angriffspunkt(, 111 und I V liegl'll symmetrisch 
zu I bzw. 11 auf der negativen z- bzw. nega
tiven y-Achse. Allen zugelassenen, d. h. den 
(.luerschnitt nicht sehm'ideIHkn N lI11inicll. 

lJ/J 

f 

1/JIl,r-F,- I--I--:;:>,-jf---Y 

p 
p 

. \bb. 14;;. Abl!.IH . 

die durch den Punkt 1 gehen, cntsprechen Kraftangriffspunkt.e, die auf der Strecke I 11 
liegen, die sonach einen Teil der Kernhegrenzung vorskllen (Punkt 12). In ähnlicher \\Teise 
findet man, daß 11 IIl, 111 IV und IV I Teile der Ke/'Ilummndung sein müssen. ])em
gemäß wird der Kern durch den Rhombus 1 J I 1 f I I J' dargpstellt, dessen Diagonalen dip 

h b 
Längen ;j' bzw. -:f habert. Für ein Quadrat mit der Seit<- (/. geht ,kr lthom hus in ein Quadrat 

üher, dessen Diagonalen die Längen ,;~ haben. 

Die vier ungünstigsten Laststellungen für die Kraft. P ergeben sieh dann, wenn die 
Kräfte nOTmaI auf die Rhombusseiten st.ehen, denn dann sind die Kernweiten die möglidlst 

kleinsten. Die zugehörigen Winkel rt. folgen aus tgrt. 0', : I fl' . Für quadratischen Querschnitt 

fallen die ungünstigsten Laststcllung('ll mit Parallelen zu den Sciten des Kp/'IlPS zusammen. 
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Die gÜIlHtigHten LastHtellungen mit den größten Kernweiten sind jene, für die die Kraft P 
mit der z-Aehse ,,;usamnH'nfällt, woraus folgt, daß wir einen Stab von rechtcckigem Quer
Hchnitt parallel w seiner längeren Seite h belasten sollen, um ihn voll auszunützen (s. S.21)1). 

b) Es ist c1aH Schaubild <kr Verteilung der Spannungen über den Q,uerschnitt für einen 
rechteckigen Querschnitt dar,,;ustellcn für den Fall, daß der Stab durch eine Kraft P auf 
exzpntrischen Druek bearmprucht wird, und die Kraft durch den Kernpunkt IV geht. In 

I lI ' ('['I f"I'N I \' P 1W B " I M Pb ( er a gt'melJH'n • eH' 1Illlg ur (W orma spannung "'- x c - P + -j, !lIst< ann . lIz = - (j -

l' 21' 
und.!, ~ I"~ hb3 , F =., hh ";11 sehen, wodurch diesdbe die Form X"b h + 1I iJ2 11 annimmt. 

Die Normalspallnllllg Xx verselmindet für y =c ~., da ja 3:: Nullinie ist, und erreicht ihrcn 

größten Wert für y 
21' 

, Die Verkilung der Spannungen ist durch das 11 h . 

Schaubild lI,ln (Abb. 143) bestimmt. \Vürde Ilur das Moment MB, = P(ju. wirken, 80 fiele 

die Nullinie in die z-Aehs<" und das Vcrteilungsbild für die Spannungen wäre a'b'be, in dem 
P p 

bb', unda'c= . wäre. 
b h I) h 

c) Auf älllliiehe Weise kanll nachgewiesen werden, daß der Kern einer Ellipse 

HalbachHen 11 und b dllfeh eine konwntrische Ellipse mit den Halbachsen .: 

gegehen ist. 

mit den 

lind h_ 
4 

, d) Ein einseitig eingeHpaJlnter Stab (Abb. 144) vom rec:hteekigen Quersdmitte mit der 
Fläche}!' d h aus einem Ntoffe mit dem spezifisehen Gewicht<- )' sei durch eine über die ganze 
Htabläng(, sieh ers(reekende sehiefe J)reieckHlast 12 ,'J, die in der xz-Ebene unter dem Winkpl ß 
,,;ur Ntabachs(, wirkt und durch sein in eier positiven ~'-Richtung wirkendeH Eigengewicht 
parallel wr Ntabachse belastet. Es sind die Hpannungen, die Lagpn der Nullinien für die 
vcrsehiedenen (.luersehnitte d"H Stabes zu bestimmen, lind die Bedingungen anzugebpn, 
unkr welehen der Hta b nur Npannung<'n einerlei Vorzpichcns prleidet. 

Das Eig<'ngewiclJt, ruft. im (luersc:hnitte x pine ])rllckspannung --- y~; hervor, außerd('m 
sind aber NOl'lnalHpaJmungen infolge der durch die DreiecksiaHt bewirkten geraden Bean
spruehung auf Biegung, Druck und Schub vorhanden, die, da in der Entfernung x die 

xg 
Iklastung pro LiLugeIleinheit g c- I I (gi 12) und die Exz('ntri,,;ität der der Dreiecks-

kraft entspreeheudc:n Druekkraft 1/ =11. ist, durch 
2 

q ); ('OS /1 sin 1I 
-I 2 jfT ' 

q :r cos (I ~; 
2 . -:~ cos {i 

./, 

q x h 
·2 c:os ß Z si n /J 

./, y 

b('Htinllnt Hind, worin das erste Glied sich auf die über den Querschnitt gleichförmig verteilten 
NormalspannungeJl, die l)('idell kt,,;ten Glieder sich 1mf Biegungsspannungen be,,;iehen. Die 
g('samtpn NorrnalHpmllluJlgen im {luc:rschnitte x sind demnach aus der Gleichung 

x" q x3 ? 
1 eos ß sin (I -I- -gi - J eOH2 ß 

2Fl (j./,l 
gl. ,,,2 h !/ ß .' p 

COS Sill e 
4 J, l 

(a) 

l",redH'1I1mr. Die< im BereiellC deH Ntabes größten Spannungen ergeben Hich im EinHpannungs

ljlwrHdmitte IIlld \\'e1'(l<-n aUH (a) Nhalten, indplIl man x ~·l um] 11 ,- ±'~- sptzt. Die Gleiehullg 

der Nullinie prhält man durch Nullsehen rips zuletzt erhaltenen AusdnwkpH nadt leichter 
Umwandlung mit 

(j,), (2 F I;' -I :cg l i'OsjJsin /1) 
!I =, F 'It X COH fl (2 J: cos /1 . , :1 h sin (1) (b) 

nie Nulliniell sind also ,,;ur z-Ac:hH<' parallele Cerade, deren Lagen mit der Koordinate x 

veränderlich Hind. In dcm dureh ~' = :l:~ tg ß bestimmten (luerschnitt verschwindet in dC'r 

<l!eiellllllg der :'IJ ullini" der NpllIH'r, d. h. !I rückt in die UnC'ndlichkeit. Für dies('Tl QuerHchnitt 
lH'rrscht llC'ben Sehub llllr Dnwk und keim' BipgullgsbcanHpruclmng. 
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Der im Querschnitt x abgetrennt gedachte' Stabteil ;) 4 5 (j steht unter dem Einflusse 
der Kraft D x , herrührend von der Dreieeksbclastung :; 6 ?, deren Hesultante durch den Schwer
punkt des Belastungsdreieckes geht, seines Gewichtes (I,. = y}l' x und der im Querschnitte 
übertragenen Normal- und Schubspannungen. Die aus 1),. und Gx sich ergebende Resul
tante R x besitzt eine normal auf den Querschnitt stehende Komponente N,,, die entgegen
gesetzt leicht sein muß der Spannungsresultanten, die den Druck- und Biegungsspannungen 
im Querschnitt x zugeordnet ist. Die tungentielle Komponente 1',. von R, ist entgegen-
gesetzt gleich der Resultanten aus dpn den Schubspannungen Y x entspreelwnden Kräften. 
Liegt der Schnittpunkt 8 x der Kraft R x innerhalb des Kprnes (IPs Querschnittes, so werden 
im Querschnitte nur Normalspannungen einerlei Zeichens, in unserem :Falle nur Druck
spannungen, übertragen. :Für reehte~.kigen Querschnitt müßt!' SOllach der Angriffspunkt 
im inneren Drittel der Höhe liegen. Uberlegungen, wie sie hier für einen herausgegriffenen 
Querschnitt herangezogen wurden, können natürlich für jeden (~uerschllitt des Stahes 
gemacht werden. :Für einerlei Vorzeichen der Spannungen ist es demnach notwendig, daß 
die Schnittpunkte Sx der Resultanten R x für alle Querschnitte innerlmJb des nicht schraf
fierten Teiles der Längssehnittfläche des Stabes liegen. 

Demrtigc Betmehtungen wie die vorstehenden greifen Platz, wenn es sich um Stütz
mauern handelt, für welche die Dreiecksbelastung durch den sogenannten aktiven Erddruck 
vorgestellt wird. -

14. Schiefer (gerader) exzentrischer Druck (Zug) hei Berücksichtigung 
der Durchhiegungen der Stab achse. 

In den Punkten 12 und 13 wnrde angenoillmen, daß bei schiefer oder gerader 
exzentrischer Druek- (Zug-) BmtnspruchuJlg die kOlllponentalen Biegungsmomente 
durch MJiy = -- PC und _lv[Bz c P/I he;,;timmt, d. h. für (lie verschiedencn 
Querschnitte konstant ;,;eicn. Diese Annahme (brf gemacht werden, wenn die 
Verschiebungen der einzelnen Punkte des Stabes, also auch der Stabadu;e sehr 
klein sind. Es komlllen tLber aueh Kehr häufig Fälle exzentrischer sehiefcr oder 
gerader Druekbeam;pruehung vor, für welche die gcrmwhte Angabe einer Korrek
tur bedarf, da die verhältnismiil.\ig großen Dureh biegungcn auf die W crte der 
Biegungsmomcnte cinen lIieht mehl' zu vertlaehlii,.;sigenden Einfluß nehmen. 

Bei großen Durchbiegungen ist es jcdenfallH auch nieht ganz genau, wenn wir sagen, 
daß in den angezogenen Fällen nur Beanspruchung auf Druck (Zug) und Biegung vor
liegt, da sich dann mit Bezug auf (Iie verdrehten Querschnitte alleh (.luerkräfte geltend 
machen werden. Darauf wollen wil' aber nieht näher "inge]H'n. 

Wenn, wie in Abb. 14;3 angenommen, dcr links fest eingespannte, rechts 
stützungslose Stab dureh eine Kraft P, die am Hebehtrm t in der :rz-Ebene 

z' wirkt, gerade exzentrisch gedrückt wird, 

l 
werdcn die Durch biegungen ;; in der 

x~--~~ __ ~== ______ -+-+ ____ ~ z(zJ 

x ' 

Allh.145. 

Kraftebene, die der St,1b erfährt, bei unverändcrlich gcdachtem Quersehnitt 
um so größer, je länger der Stab ist. Df1 das Biegungsmoment M By für einen 
Querschnitt seinem Zahlenwerte nach bci Vernachlässigung der Durchbicgung des 
steif gedachten HebelarmcR OB, aber bei Berücksichtigung der Durehbiegungen z 
in der durchgcbogencn Lage dcs Stahes eigentlic:h dun~h \ iHJI 11 \ = P(t I tz- z) 
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bestimmt ist, wenn tz die größte Durchbiegung am rechten Stabende vorstellt, 
während bei Vernachlässigung der Durchbiegungen I MBvl = pe, so wurde in 
den Punkten 11 und 12 das Biegungsmoment um P (f z - - z) zu klein gewählt. 
Daraus folgt, daß dort die Größe der Biegungsspannungen für lange Stäbe zu 
klein gefunden wurde. Bei exzentrischer Zugbeanspruchung (Abb.145a) ist es 
gerade umgekehrt, d. h. bei Berücksichtigung der Durchbiegungen ist das Bie
gungsmoment um P(fz - z) kleiner als dann, wenn die Durchbiegungen für die 
Berechnung der Biegungsmomente vernachlässigt werden. Das hat zur Folge, 
daß bei exzentrischer Zugbeanspruchung die entwickelten Formeln um so mehr 
zu große Werte der Biegungsspannungen liefern, je länger der Stab unter sonst 
gleichen Umständen ist. Eine Berechnung der Biegungsmomente bei Berück
sichtigung der Durchbiegungen ist nur möglich, wenn wir letztere selbst, d. h. 
die elastische Linie des Stabes kennen. Die Gleichung derselben wird gewöhnlich 
so hergeleitet, daß man dabei von der bekannten Differentialgleichung der 
elastischen Linie ausgeht, die wir in den vorhergehenden Punkten benützt 
haben, die aber nur dann gültig ist, wenn die Durchbiegungen sehr klein sind, 
so daß wir statt eines Elementes d 8 der elastischen Linie die Koordinatenänderung 

d:c und z. B. für die Krümmung K y = ~:~ setzen konnten (Seite 245ff.). Lnsere 

jetzige Voraussetzung ist a her gerade das Vorhandensein größerer Durchbiegungen. 
\Venn wir also die gewöhnliche Differentialgleichung der elastischen Linie in 
unserem Falle jetzt benützen, so müssen wir uns dabei dessen bewußt sein, daß 
die erhaltenen Resultate um so weniger der Wirklichkeit entsprechen werden, 
je länger der Stab unter sonst gleichen Verhältnissen ist. 'ViI' werden sehen, 
daß die Ergebnisse zu gewissen rnstimmigkeiten führen, die für die Beanspru
chung auf Knickung von Bedeutung sind. 

Wenn wir die Durchbiegungen auf das mit :l'Z bezeichnete System mit dem 
Lrsprung 0 beziehen (Abb. 145), so lautet die Differentialgleichung der elastischen 
L · . d2z M By P (~.!.. j, - z) . d B' t J1 . . lllIe d x2 = - E J. = ----EJ~-----' wonn as Iegungsmomen -,. By negatIv Ist. 

Setzen wir e + f z - Z = z', x = x', so lautet die transformierte Differential
gleichung 

(a) 

aus der man entnimmt, daß sie sich auf das Koordinatensytem x' z' mit dem 
Ursprung in H' bezieht. Die Integration dieser linearen Differentialgleichung 
liefert das bekannte Integral 

Z' = A sin (A x') + B cos (A x') (b) 

mit A und B als Integrationskonstanten und }.2 = ~ . Die Konstanten werden 

aus den Bedingungen, daß für x' = 0, z' = e und für ~'t' = l, :~, = 0 sein muß, 

d. i. aus den Gleichungen e = A sin 0 + B cos 0 und 0 = A cos (A l) - B sin (A l) 
mit B = e und A = e tg (i.l) bestimmt. Die Gleichung der elastischen Linie 
lautet daher 

C cos [} (l -- x')] 
Z' = C tg (J.l) sin (J. x') + C cos (). x') = - ....:. --;-Z-- . (133) 

cos ( . ) 

Aus dieser Gleichung ergibt sich für x' = 1 der Wert der Ausbiegung 

F = __ C_ = (Zl) 
Z cos (Ä T) max 
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am Auflager, Die größte Durch biegung tz am rechten Sta bencle wird daher 

f "~( 1 \ ,z=Fz -.,=., wS(i,IJ- 1j' 

Allgemein ergibt sich die Durchbiegung z mit 

_ f ,c- _, _ - :- cos Ci, (I - x')] - : 'I [' - /)'1' 
Z - Tl, - '" - -'," - - - -----;- - - --'-l - cos I. (l - ,( J 

z cos 11. I1 ' cos 11, I) cos (I. I) -

Infolgedessen "'ird das Biegungsmoment JvI B y für einen Querschnitt 

~vl . = - P Z' = - p 1:, cos [}.(l:= x')] 
Bil cos(l.l) 

und das größte Biegungsmoment für x = list 
p::, 

(MB y)max = - COS I}.II' 

Die Normalspannungen für einen Querschnitt :r werden nunmehr 

X P . _lIBy- P P:cos[i.(I-x'lJ-
.e = -- f -+-. J y . Z = -- F -J--;cos (?I) - z, 

(13:3 a) 

(133 b) 

(134) 

(134a) 

(135) 

worin z die Koordinate eines Querschnittspunktes bezogen auf das Koordinaten· 
system x 1/Z bedeutet. Die Nullinie ist eine zur y.Achse parallele Gerade, die mit 
Bezug auf ihre Lage im Querschnitt von der Lage des letzteren abhängig ist. 
Die dem Zahlenwerte nach größten Spannungen im Bereiche des Stabes entstehen 
an Stellen der größten Entfernungen von der Nullinie im Einspannungsquerschnitt 
auf der konkaven Seite (Druckseite) des Stabes, für welchen bei den angenomme
nen Koordinatensystem z positiv ist und sich die Druckspannungen den negativen 
Biegungsspannungen überlagern. Sie sind auf Grund der GleichunI' (135) 

pe 
IV y " ces ri.11 

mit za als Entfernung der äußersten Fa"ern auf dcr Druckseite bestimmt. Die 
größten Zugspannungen im Bereiche des Stabes im Einspannungsquerschnitte, 
die auf der konvexen Seite des Stabes (Zugseite) entstehen, nehmen den vVert 

(l33b) 

mit ! Zb! als Zahlenwert der Entfernung der äußersten Fasern auf der Zugseite. 
Neben den Werten (a2)max und (a1)mln gibt es größte Druck· und Zugspannungen 
für die verschiedenen Querschnitte, die in leicht verständlicher Schreibweise 
die Größe 

haben. vVürden die Durchbiegungen nicht berücksichtigt, so wären die größten 
Druck· und Zugspannungen für alle Querschnitte dieselben, nämlich 

P - p,; 
F Wab' 

Für gerade exzentrische Druckbeanspruchung in der yx·Ebene, entsprechend 
einem Biegungsmoment JI B Z' erhält man in ähnlicher vVeise 

I . ('os [,11 (l - x')] 
11 = II-ros Ipli- (13:n 
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als Gleichung der elastischen Linie, bezogen auf das :r' y' z' -System, mit 112 = E~ , , 
woraus die größte Durchbiegung 

fy=17(coS~f!l)-I) (133a') 

und die Gleichung der elastischen Linie, bezogen auf das xyz-System 

y = _17 -lcl - cos [Il (l - x')]] 
cos (ft l) 

folgt, ferner als Biegungsmoment und Spannung 

(134') 
P COS [!l (l - x')] _ 

bzw. X = - - -Pl]-- --- --- y. 
x F Jz cos I/ll) 

(133b') 

(135') 

Aus der Gleichung (135') für die Spannung folgt, daß die Nullinien jetzt parallel 
zur z-Achse und im übrigen wieder yon der Lage des Querschnittes abhängig 
sind. 

Bei schiefer exzentrischer Belastung eines Kragträgers durch eine Druck
kraft P werden die den komponentalen geraden exzentrischen Belastungen zu
gehörigen Verformungen und Spannungen übereinander gelegt. Da aus dem Vor
:,;tehenden folgt, daß das Verhältnis der komponentalen Durchbiegungen 

y I} cos (i.l) 1 - cos [p (1 - x')] 
: c-osl---;;;T)' 1 - cos Ci. (r~ ;")] 

nicht konstant, sondern eine yon .1' abhängige Größe ist, so muß die elastische 
Linie im allgemeinen eine räumliche Kurye sein. Die Normalspannungen nehmen 
offenbar jetzt die Werte 

x = _ P -1 + ~zcosV(l-x')] I I}YCOS[f!(l-~J)]J 
~ x F L 1"~ cos li.ll T 1'; cos I!tll (136) 

an. Die Gleichung der Xullinien, die man durch Nullsetzen des eckigen Klall1mer
ausdruckes erhält, zeigt, daß sie in den Querschnitten gelegene Gerade allgemeiner 
Neigung zur y- bzw. z-Achse sind, und, was ihre Lagen in den Querschnitten 
anbelangt, mit x, d. h. mit der Querschnittslage selbst veränderlich sind. Es ver
dient besonders hervorgehoben zu werden, daß die Richtungstangenten der Null
linien nicht mehr konstant sind, wie das für schiefe exzentrische Druckbeanspru
chung ohne Berücksichtigung der Durchbiegungen zutreffend war. Die im Be
reiche des Stabes größten Zug- und Druckbeanspruchungen treten im Ein
spannungsquerschnitt in den Flächenelementen auf, die Tangenten an die Um
randung des Querschnittes parallel zur dort vorhandenen Nullinie entsprechen. 
Es wird, wenn za, Ya und Zb' Yb die Koordinaten dieser Flächenelemente be
deuten 

a - _ P 1 + Zb,a.L + Yb,a ~ -, 
1 max - F "'li" II I' 2 min 1"_y COS 1/\ 1", COS (fl _ 

(136a) 

Viel weniger wichtig wie bei der exzentrischen Druckbeanspruchung, bei der die Durch
biegungen die Biegungsmomente vergrößern, ist die Rücksichtnahme auf die Durchbiegungen 
bei exzentrischer Druckbeanspruchung, bei der die Biegungsmomente infolge der Durch
biegungen an einem kleineren Hebelarme wirken als an jenem, der bei Vernachlässigung der 
Durchbiegungen vorhanden wäre. -Wirkt der Zug exzentrisch in der x z-Ebene, so lautet 
die Differentialgleichung der elastischen Linie bezogen auf das Koordinatensystem x y z 
mit dem Ursprung im Schwerpunkte 0 (Abb.145a) bei Bedachtnahme auf die Durch-

biegungen :2;2 = P(1; -;;j: + z) . Setzen wir in dieser Gleichung: - j, +z = z' und x = x', 
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was der ·Wahl des Koordinatensystemes x'z' mit dem Ursprung in H' gleichkommt, so er
halten wir die neue Differentialgleichung 

d2 z' pz' 
([:1;'2 = EJ y·• 

(c) 

die die Lösung 
z' = A cosh (i. x') - B sinh (). x') (cl) 

besitzt mit i. 2 = EP . Die Integrationskonstanten A und B ergeben sich aus elen Bpdingungen 
J y 

x' = l, dd z' = 0 und .,;' = 0, z' = ~ entsprechend den Gleichungen x . 

: = A cosh 0 .:... B sinh 0, o = A sinh (i.l) --;- B cosh (i.l) 

mit A. = ~ und B = - ~ tgh (i.l). Somit lautet die Gleichung der elastischen Linie 

z' = ;- cosh (i. x') - ~ tgh (}.l) sinh (i. x') 
oder 

, ;- cosh [i. (1- x')] 
Z = cosh (Ü) ... (137) 

Für das Auflager wird (Z')mln = -- h" ('1-) = F z und daher wird cas I. 
die größte Durchbiegung 

f ~ -1 1 I 

• Z = , - cosh (i.l). . (13/a) 

Ferner ergeben sich die '''erte der Durchbiegungen z mit 

z = f z --;- z' _ :: = _ ., _ ~ C()i'l!:.[I. (l-....::')] = ~ [ccsh [i. (l-: X')].::- 1] 
. cash (A I) cash ().l) cosh (I.l) (137b) 

Das Biegungsmoment für den Querschnitt x ist durch 

(138) 

und die Kormalspannungen durch 

X _.:... P _P;cosh[i.(l- x')];; 
x-- . F J y cosh ().l) - (139) 

bestimmt. 
Die Formeln (137) bis (139) sind gegenüber den oben für exzentrische Druckbean

spruchungen erhaltenen sinngemäß durch Ersatz der Kreisfunktionen durch Hyperbel, 
funktionen abgeändert. 

Die im Bereiche des Stabes größten Spannungen entstehen jetzt an dem Ende des Stabes, 
an welchem die Kraft Pangreift. 'Veitere Auseinandersetzungen über die Lagen der Null
linien, schiefe exzentrische Zugbeanspruchung usw. erübrigen sich, da sie sich mit den oben 
diesbezüglich für die exzentrische Druckbeanspruchung gegebenen völlig decken. 

15. Beanspruchung auf Abscheren. Beispiele. Der Abscherversuch. 
Scherfestigkeit. 

Nach Seite 225ff. ist die Beanspruchung auf Abscheren charakterisierbar 
durch das hauptsächliche Auftreten von Querkräften, denen sehr kleine Biegungs. 
momente an die Seite gestellt sind. Bei einem auf Biegung und Schub beanspruch. 
ten Stab kann durch Kürzen des Stabes unter Beibehaltung der gleichen ähnlich 
gelegenen Belastung bewirkt werden, daß die Beanspruchung auf Schub immer 
mehr gegenüber der Beanspruchung auf Biegung in den Vordergrund tritt und 
schließlich bei sehr kleinen Längen des Stabes die Beanspruchung auf Abscheren 
zustande kommt. Bei unendlich kleiner Stablänge wäre sogar das Biegungs
moment unendlich klein, und die bei sehr kleinen Stablängen noch vorhandene 
Beanspruchung auf Abscheren wäre in die Beanspruchung auf Schub schlecht· 



BeanHpnwhung auf Abscherell. Beispiele. Der Abseherversuch. Scherfestigkeit. 315 

hin übcrgegangen, dü' aher Hoch immer nicht eine Holehe auf reinen Schub sem 
kann. 

Der für dic Scherbcanspnwhung charakterü.;tisehen äußeren Bcanspruchung 
sind sehr kleine Biegllngsspannungen X"" die unter Umständcn mit Hecht vcr

nachlässigt werden, und alU.;ehnlichc durchschnittliche Sehubspannungen Zx 
und Y x' die nach den ~wf Scite 24:~ allgeHetztcn Formeln (116 bis 116c) zu berech
nen sind, an die Seite gestellt. Ih1bei darf aber nicht ~LUßer acht gelas8en werdcn, 
daß in der Umgehung (ler Kraftangriffsstellen sowohl an der Mantelfläche des 
Stabes als aueh in nahe gelcgenen Stellen im Stabinnern der Spannungszustand 
erheblich getrii ht sein wird, und d<ther jene ],'onneln für kurze Stäbe die wirk
lichen VerhiiltniHse weniger genau heschrcihen werden als für lange Stäbe in 
dcn von Kraft<1ngriffsstellen entfcrnt gedachten Stabteilen. Im Hinblick auf 
diese Unsicherheit nimmt man oft an, daß sich die Qllerkraft über den Quer
schnitt gleichförmig verteilt und demgemäß die Schubspannungen einander 
gleieh und entgegengm,etzt zur Querkmft gerichtet sind. Diese Schubspannllngen 
sind d~1nn, wie z. B. im Fall(, der Ahb. 110, Seite 253 allerdings kleiner als die 
bei Berechnung nach den Formeln (lW) bi;; (11ßc) sich ergebende größte mittlere 
entgegenge,.;etzt zur Qucrkraft gerichtete 8ehllbspannnng in der N ll11inie der be
gleitenden Hieguligsspallllungen. 

Hdsllil'le: 

1. An einem Ntab von kreisfiirmigcm Quersdmitt (Abb. 146) mit dem J{,adills 1" 

greife an zWf'i nahezu diametral gegcnüberlil'genden Punkten der Mantelfläche einc Blech
schere an, welche dort dic normal ,,-ur Stahachse stelH'nden, nahezu je in der Schneiden
ebene liegenden Kräfte P überträgt. Ab Querkraft 
für die vorliegende Beanspruchung auf Abscheren 
ist die Kraft P unzllHehen. lnfolge des kreisfiirmigen 
Querschnittes kommt für die f-)chubspannungell Zx 
bzw. Y x die ~Formel (116b) bzw. (116c) in Betraeht. 
Das dem \V'inkel Cf. (Abb. l4()a) entsJlf(·chende stati
sche Moment des Kreisabschnittes ist, wie man 

~==~==~~x-f~ y 

~z 

dnrch leichte ] nh·gratioll herausbekommt, 
21'" sin:! Cf. Ii' -

Sv /, ~- 3 ~ 12 mit 1 ;!c_ b. Aus den all-

T 
Z 

AblJ.146. 

gegebenen Formeln könncn somit, da .J y = 1": n und (J.= P, Qv = 0, für die Schub-

spannungskompOlwllten die Ausdrücke 

(a) 

und Y x = 0 gefolgf'rt werden. Die nach Grashof [Glei
chung (122) auf Seite 260] zu berechnende Sehubsp,m-
nung 1\ ergibt sich für den Punkt A mit den Koordina-

ten y, z mit P,_ :~:: tg Cf!, wofür, weil tg Cf! = l~) und 

--- b2 

BCz = 4 auch 

(b) 

als Funktion der Koordinaten y, z gesetzt werden kann. 
Die größte Schubspannung (Zx)max in der y-Achse (b = 21") wird 

p 

- ---I--V 

IJ -fP 
C 

y 

l 

Abu. 146u. 

(c) 

mit F als Querseh nittsfläehc des I--itn hes. Dip Npantlungen y~_ verschwindpn in der y-Achse. 
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Würde man angenommen haben, daß sieh die Querkraft ]' über den Quersehnitt gleich
l' 

fönnig verteilt, so wäre die Schubspannung Zx Fund Y, ~- O. Es gilt daher 

, 4 
(Zx),nax = 3- Zx· 

Stellen wir IIIlS die Aufgabe, den Radius r so zu bestimmen, daß die Schubspannullgen 

Zx bzw. Zx im Quersehnitte höchstens gleidl (r,),ul werden (lies zulässige Beanspruchung 
auf Abscheren), d. i. "incll für den betreffenden Stoff eharakkristischen Wprt erlangen, so 

erhalten wir in dem einen Falle (r,),ul, = :- ~ ,in c\Pm andprpn (rp),,,,- - ,t -, cl. h. die zu-
3 r; Jr 1'0 n 

gehörigen Radien sind J'l --lll-4P - bzw. r2~ 1/ (p , und vC'Thalten" sich dc'mgemiiß 
. n (Ts )Zlll ~ 'JT is)zul 

') 

wie ~ ,-, l,li). Der Stab müßte also nach der pinc>!l Bl'reehnnngsweisp etwas stärker als 
-y :3 

naeh dt'r anderen gehalten wen!pn. 
2. Zwei Balken A und B (Abb. 147) alls Holz von quadratischem Quprschnitt mit der 

Seitenkantenlänge n werden über
einander gelegt und durch gleieh 
weit voneinander entfernte Schrau
benbolzen C"" 0 7 aus Flußt'ispn 
zu einp/l1 Kragträger mit reeht
('ekige/l1 Querschnitt verbunden, 
der gleichförmig iibpr seine freie 
Länge l verteilt durch q tim auf 
P bpllo gerade Biegung lind Schu b 
in dpr xz-Ehene beansprucht wird. 

b b b b b 

z 

Ahh, 117, 

z; 

Es fragt sich um die Bennsprllchung, 
der die Schraubenbolzen unterliegen. 

Werden dic Cjuadratischen Balken ohne Bolzen iibereimmdergde!lt, an ihrem linken 
Ende fest eingespannt und in ckr angegC'lJPnen Weise belastet, so bleilwn ihre rechten End
flächen nicht in der gleichen Ebent', sondern stufen sich gegeneinander ab. Letzteres wird dureh 
die Schraubenbolzen verhindprt, die dalwr hauptsächlich jene Kräfte aufzunehmen haben, 
die entgegengesetzt gleich jP!l('1l Kriiften sind, dip a) eine gegpnseitige Versehiebung dpr Balken 

b 

: ~ 

Abb. 11'a. 

in ihrer Herührullgschene verhindern, fernpr 
b) eine gemeinsame Verdn,hung der Quer
sehnittsfläehen der quadratisehcn Balken \w
wirken. Diese Kräfte bennspruchen die Bo!zpn 
hauptsächlich auf gerade Biegung und Sehuh. 
Dic' Holzen können als gerade Stäbe gcdaeht 
II'p('(lPn, die im quadratischen Balkpn 1J über 
ihm halbe Länge nachgiebig eingespannt sind. 
In erster Annäherung kann man anstatt der 
nachgiebig<'n Einspannung eine fpKto sdzpn, 

wie au eh fiir die folgende Ühersehlagsn'dmung vOfHllsgesdzt. wird. Denken wir uns ein 
Stück des obpren quadratischen Balkc'IIs von dpr Länge b mit ei,wIll BolzeIl in deKsen Längs
mitte herausgesehnitten (Abb. 147 a), so müssen an den iSchnittfIiichcn dip dort vor Heralls
schneiden innewlI Kräfte alK iillJlpJ'(,J(riiJtt- angebraeht werden, um c1en Gleiehgewichts
zustand nieht ZII stören. Iki Vernachlässigung der Schubspannungen wprdpll ~()nach in der 
Entfernung ;; vom llllten'n Ende des IwrallsgeschnittplIPn iStückcs in der linkp!I iSehniU-

f1äellP Kräfte a,r! /= lrIBI z If/, in eier rl'ehten SchllittfläeJw Kräfk a,d / - c M 11, Z d t übertragen, 
.I" .I" 

wenn lrI lIZ bzw. M lir die den Sclmittfliichen entspndH'nden Hipgllngslllonwntp und dj die 
Fläehe eines lmencUich sehmakn Fläehl'nstrpifens parallel Zlll' y-Adlse vors1-ellen. Offenbar 

ist Ift BI -- q ,,;'i rnit X, lIud J'., als deli dip iSchllitHläc'llC'n fpstkgcndcn 
~ 

Koonlinaten. Dip Kräftp a , dj lind a, df vertpikn sieh iiber dip heiden Schllittqnerschnitte 
entsprechend den Sehallhildern 1.2,3 hzw. F. :2',;r lmd haben die dun,1r dpn Schwprpllnkt 
dieser iSchaubilder gphendc'Tl, zllr iStabadrsc' parallplcn Hesllitanlrn 

R-J' MJI ,[ ,- a,rltc~-- zdl 
J" , 

~~ 1<' 

Jlm ,'-{ lind 
.I" 

H, Ja, ,1/ 
fl 

JI '.1' f' I z (.j 
.I" , 

F 

JI!'r S 
.I .y 
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mit 8 aJs positiv eingdührktll statischen l\lonH'nt der Schnittfläche mit Bezug auf die Null
linie der durch den SchnwbenbolzC'n v{'["bun([encn Halkenteile. Der Schraubenbolzen hat 
sOll<lch die Kraft 

11 c c B, - 11, - ivlB, .tl}/, 8 __ q 8 (J .. e 
J 'I 2./!1 I 

mit x = x, -I- J:, als I\oonlinat(. der QuerRchnittsfläche, in d<'r der Bolzen anb"ebracht ist, 
2 

uncl Q, als QUl'rkraft inl Bolzenquerschnitt (kr vt'rbnndenen quadratischen Balken, auf-

zundllnen. UiesPlbe ist nach links gpriehtd und hat den Abstand -~l~ von der Nullinie. Sie 

beansprucht den Bolz('l! auf gerade Biegung uncl i"lehub. L,'ür die Beanspruchung auf Biegung 

k t I . I ,. I 'I 1)2a qn 0(' , 2ab" f . ornrn a S IlHlXllna es )I{'genc PS ~\" 0111('r11, t -. - =--=. 0 Xl - ;:r~.) = -- . ' - (Jzp, ür Jene 
.l .l./" .L/" 

auf Schub dü' maxitllal!' (~u('rkraft H illl 1(~ins[lanllungs(l'wrsehllitt deR Bolzens in Betracht. 
Ist clie Holwnlängp kkin gegenüber dessen QucrdilllcnsiOllPn. HO kann der Bolzen als an
nälwrlld auf Abseherell Iwansprueht angpsehen wen[en. Die Bereehnung der für einen 
zuliissigen \Vcrt der Sr.huhbeanspnwhung notwl'lldigpn Bolzenstärke erfolgt dann für die 
maximal(, (~lIl'rkraft nach (kn im vorherig('n Beispiel gpgehenen Anleitungen. Dieselbe wäre 
dann off('nbar proportional der Quadratwurzd aus c1l'r (höLl(, der Q,ucrkraft R. 

I(~s braucht wohl bl'i \{üekbliek auf (kn prskn Teil c1('s Buches nieht wpiter ausgdührt 
zu wNc\en, daLl die vorstchC'!HJc. Ikw(dlllllng nur ungefähr den wirklichen Verhältnissen 
gerecht wirt!' (Lie infolgC' c1er versehiedl'lH'n Stoffe. aus welchen Schrallbenuolzen und Iblken 
bestehen und der sehr verwielwlt,(,tl Gren»;llt'dingllng an der Oberfläche des Sehraubenbolzens 
und der diese lllngpbC'!HI('n Holzll'ilc ei!w l'xakte Lösung nieht gestntten. Eine solehe würde 
übrigens im vorliegelHlen Falle zit'mlieh wprtloK sein, wenn für sie das Hookesche Gesetz 
als gültig vorausgesC'tzt wird, da clas Holz C'in inhomogenes und anisotropes Material ist. 

Ganz ähnlich wie es für durch i"lehraubC'nbolzcn verbundene B:dkenteile ltuseinander
gesetzt wunk, kann die I{cehnllng allch fiir Bleehträger clllrehgdührt werden, die aus einem 
Steg und daran genil,tpkn \VinkC'leisen b('Rkhell, um die i"ltärke der Nieten zu bereehnen, 
die notwendig ist, damit, die in je' »;wei d('11 NietC'n benachbartell QuerHchnittcll den Bipgungs
spannungen der \VinkeJeois('1l elllspr('ehetlden KraftdiffC'l"cnzcll durch die durch Hie auf Ab
scheren hCiII\Sprllchtell Nil'i('n allfg('11011lmcll werclen künncn. 

Scherversuchc. Die SclwrVeri->uellO hezweeken Anhaltspunkte für die Wider
standsfiLhigkeit eines Stoffes bis ,,;um Bruch hei Beanspruchung auf Ahseheren 
zu gewinnen. Da let,,;ten' ,,;wal' hauptsiLchlich eine solche auf Sehu h ist, zu der 
aber unter ([(,n hewnderpn Bedingungen, unter welchen der Versueh durch
geführt wird, im allgerneirwn ,,;war kleine, doch je nach dem Stoffe, der gm'alle 
vorliegt, ven\chieden wirksame Biegungsbeanspruchllngen nclmt ,1n den Kraft
übertragungsstellen den dortigen Bedingungen entsprechenden BCl1nspruehungen 
verwickelterer Art hinzutreten, iHt es bei Bcurteilung deH Ergehnisses eines Sc:her
versuclws auf.l!'rordentlieh wichtig, auf die Vel'suchshedingungen lind deren ver
sehiedene mögliehe AlIfnvirklillgen FWcksicht ,,;n nehmen. 

Die f'khel'verHlIelw w('rden, wenn es sich lIlll Meül11e handelt, in der Jtegel 
mit kurzen H.undstiihen 8t (Abb. 148) vorgenommen, über welche Hich z. H. 
nach dem Vorschlag von }In rte n" 1 gut passende ltinge R I , R 2 , Ra allH gehärtetem 
Stahl legen, deren Dieken (I gleich dem OurchmesHer des Vennwlu.;,.;tahes sind. 
Oie ,,;wei itußeren Ringe BI und Ra sin(! entspreehend abgestützt, auf den mitt
leren R'i. wird durch einen miiglichst ohne Reibung geführten Schieber 8 eine 
,,;ur Stabachs<, normale Kraft P übertragen, die bei genügender Größe den Stab 8t 
längs der Quersch nittRfläelH'n 1, 2 und :J, 4 absehert. Die Lage der Hinge gegen
eilH1ndpr und mit Bewg auf dcn Stah 8t wird dureh in der Abhildung nieht 
dargestellte, die Enden des Htabes ulllschließende und leicht gegen die ltinge 
R[ und Ra wirkende Hohlschrauhen derart gmüchert, daß die Reihung zv,ischen 
den gingen minimal ist. Boi dieser Anordnung ist die Beanspruellllng auf Schub 

I lYlartons: l. (j. 
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hauptsächlich in den zwei Quel":-;c:Il1litten 1,2 lind 3, j erfolgend, man sagt 
daher, die Beanspruchung auf Ab,;cheren erfolge 7:weiHehnittig. 

Man kann sieh ungefähr (,in Bild über das Spiel der Kriifte machen, wenn 
man annimmt, daß sieh die KmH 1) lind die an den H,ingell R I und R3 ent
stehenden Reaktionen gleichfiirmig üher die in Betracht kommenden Teilliingen 
des Stabe,., verteilen (Abb. 148a), derart, daß die laufende Hela;;tung 11m mitt-

leren Teil des Stabes q -1; kg!cm und an den heiden Seiten '11 c-. fz kgjclll ist. 

Das größte Hiegllngsmomcnt (A hh. 148 b zeigt da,., Biegllngsmolllentschau bild) 

ergibt Hieh dann in der Mitte de;; Stabes mit ;I~d, und die grüßten Querkräfte 

(in Abb. 1480 ist das Schau bild der Qllerkriifk dargmlj,ellt) in dell AbHcher

quen;ehnitten 8ind ~. lhlter der Annahme, daß l' - 3000 kg und d = 2 em, 

würde man ein größte,; BiegllngHlllonll'llt von 22I"iO kgc:m 
kraft von l500 kg erhalten. Diese ü ber
schliigige H,eehnllng ist gl'genüher den 

Ahh. HS. 
AbI>. 148, 148:t, I> 11ml ('. 

lind eine griißte Quer-

wirklichen Verhiiltnissen zu ungünstig, im.;ofern die Ikibung vernaehläsRigt wurde, 
und die BelaRtung pro Liingellcinheit gegen die Abscherquerschnitte hin wachsen 
wird. Beide EinflüHse machen Hich in einer Verkleinerung der Biegungsmonwnte 
in den AbRcherquel'sehnitten und in Stahmitte geltcnd. 

Als theoretisehc Scherfestigkeit kalln 

(140) 

mit P max als maximaler Kraft, bei der dns Abscheren in den Querschnitten 1,2 
und 3, 4 erfolgt, und }i' als Quersehnittsfliiche des Versuchsstabes eingeführt 
werden. Würde man annehmen, daß das Hookesehe Gesetz bis 7:um Abscheren 
gilt, RO könnte die theoretische Scherfestigkeit mit, 

(140a) 

angesetzt werden, d. h. als größte im Bereiche des Querschnittes auftretende 
mittlere Schllbspannung, die daR Material aushält [Formel (e) auf Seite :nI"i]. 
In den Abb. 149a und 149b Kind Stäbe aus Fluß- ullli Gußeisen dargestellt, die 
durch Beanspruchung auf Abscheren zum Bruch gebracht worden sind. Für den 
gußeisernen Stab von 2,49cm Durehnwsser ergah sich P max =c 21000 kg, ent
sprechend Ks = i K;= 2140 kgjcm 2 • Die entsprechenden Daten für den fluß
eisernen Stf1b mit gleichem Durch messer waren 

P max = 25700 kg, K,·· ~ ] K:= 26Hl kgjcm 2 • 
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Bei<k Definitionen (kr th('ordi~dl('n Sell<'de~tigk('iten, von welchen nur die Einführung 
von K., als Würtziffer für die' Bcurkiluug der 'Viderstand~ft.stigk('it des Stoffes gegen Be
a,nspnwhullg auf Abschercn üblieh geworden ist, gehen von der Annahme aus, daß (leI' 
Bruch, d. b. in diesem Falle das Absehl'rt·n, dpswegell ('rfolgt, weil die Schubspannungcll 
eiTwll für eill('n gegebeIH'1l Stoff cltaraktt'ristiscbl'n UI\(1 nicht zu überschreitenden \Vert K., 
hzw. K; ('rlangt }Hl-t. Dir·sp Annahnw ist aber W'wiLl unrichtig, und zwar deshalb, weil der 
Sp:mullngszustan(l in deu QIIPl'S('hllitt('n, in welt:hen das Absc}lPren erfolgt, nicht nur 
durch dip SchubspanTlungen, sondern auch durch, wenn auch kleine Bkgllngsspannungen, 
außerdem aber noch durch 
die Art des Kraftangriff('s 
an der Olwrfläehe des Sta I)('s, 
cltlrch wcklw die Beilll
spruchuno auf BicOllll" IITHl 

Schuh n7,ch \Veit~rhi~ .!2;('
trübt wird, bestimmt ist. 
Beobnchtuugcn lwi mit "lll'ii
den 8toffcn, besonders mit 
Gußeisen du f'cbgdührtcn VPJ'

suehen deukn dar:llIf hili, 
daß für diese Stoffe der 

----
"'-"'-' 

Bruch wahrsdwinliuh haupt - Abb. Hg". Brtl"h von (ljußei",n nach "chcrlJcaIls]lrndlllIl~. 
sächlich infolgl' der Bil'gllll!2;S-
beanspnwhllng Zller~t an dpr Zuw,eite im BpJ'('ielw t!ps mitt.ll'wu Ringes bl'ginnt und sieh 
d:tII11 wesentlieh normal zur LÜllgsri(,htllng dps 8tabes fortsetzt.. (Siehe hierzu die Bipgungs
bruchlinie am mittkl'l'n 'i'eibtii"k der Abb. 14\1 h.) Es sei hier gleich ein Versuehsresultnt 
erwähnt., das H:wh mit gnfkisC'l'IH'n Stiillcn von 2 elll DllrcllmeSS('r erhielt. Die Dicke der 
beiden äußeren Ringe war 2,2 ('m, jC'Jl(' des mittleren l{inges 3 cn!. [)pr Stab brach !)('i 
p .. - :~O()O kg lklastung im Illitt.ll'fen ,!,pi/(' lind wurdn erst. bei l'n ax 10200 kg abgeschert. 

Könnt.e m:Ln von der gennnnten verwiekeltcn Beanspruchung a bsehe!l UlHl annehmpIl, 
daß nur Heansprllehung auf Schub vorliegt, so würde doch delll \Verte K, noch mehr Zu
tra.uen t'ntgeg('ngebnl(~ht 

werden können nls delll 
\Verte K.:, <1:, für den letz
tenm !loch ii!)('rdü'H die 
Annahme dur Ciiltidwit 
eines Geset.zes gcn;acht 
wird, da.s beim Bruchp ge
wiß nicht mehr zlltrifft .. 

Von dcr theoreti
Rehen Seherfm;tigkeit., 
die einer kom !liniert.en 
BeanRprllehung hallpt- AlJb. 149lJ. Bruch von Gußeisen nach Scherbeanspruchung. 

Räehlieh auf Schllb 
und, weniger ins Uewicht hlllen<l, auf Biegung 7.ugeordnet. gedacht ist, iRt 
die wahre ScllllbfcRtigkeit 7.11 unterscheiden. Dieselbe kann der allgemeinen 
Definition der relativen FeRtigkeit (Seit.e 23) untergeordnet werden, und ist 
dann der dnreh die Grüßc <ler Hallpt"pannungen hm;timmte Spannungszmltand, 
der in einem auf reinen Sehub beanHpruehten Volumenelement (Ahb. 22, Seit.e 72) 
eines Körpers (oder, falls ein homogener reiner SehllbRpannlmgszustand im giLJIZen 
Bereiche cines endlichen WiirfelR oder lLnden; geRtalt.eten Körpers dnrch Auf
bringung iiußerer Kriifte zUHtande kommt, in diesem Würfel) in dem Augenblicke 
herrscht, wo der Bl'lIch in <lieRem Volull1ünelernent (in dem Körper) bcginnt. 
Die so definierte wahre SehuhfeRtigkeit wird in der Technik häufig aIR wahre 
Dreh 1I11gsfestigkeit. bezeichnet, weil "ie für die Widerst.amlRfähigkeit eines auf 
DriHung (Verdrehung) heanHpruchkn 7.ylindrisehen Stabes (siehe Abh. HJI auf 
Seite :325, ferner den Punkt 20), in (IPSRl'!l ganzem Bereiche ein reiner Sehuhspan
nungR,mstand vorhnnclen ist, in Bet.racht kommt. Hiiufig wird aher im Anschlusse 
an die Mohrsehe Theorie der Anstrengung (Seite 155ff.) alH wahre Hehllhfestigkeit. 
auch der Widerstand gegen die Trennllng IiingR eine" .Fläehenelement.eH in einem 
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Punkte eines beanspruchten Körpers angesehen, in dem nur Schubspannungen 
übertragen werden, und Ü.;t dlHlIl als Schubspannung zu definieren, die in dem ge
nannten Flächenelemente in dem Augenblicke herrscht, in dem der Verschiebungs
bruch (Seite ISO) eimletzt. Dabei ist beHonders zu betonen, daß der SpannungH
zustand in dem betreffenden Punkt zwar ein reiner Schubsp11Ilnungszustand sein 
kann, durcham; aber nicht sein muD, da in Fliichenelementen in der Umgebung 
eines PunkteR reine Seh llbspanllllngen auch dann übertragen werden können, wenn 
z. B. ein ebener Spannung,,,,:ustand mit ungleich bezeichneten, der Größe nach ver
schiedenen Hallptspannungen vorliegt, (~eite ßS). Die Art des Spannungszw.;tandes 
innerhalb der möglichen ~pannungszw.;tiinde hängt von dem besonderen Stoffe f1b. 
Ist die wahre Druckfestigkeit desHelben von der wahren Zugfestigkeit (Trennungs
widerstand bei Bef1nspruehung fLuf Zug) nicht verschieden und kann man dem
gemäß die der Mohn;chen Drustellung (~eite 1m in Abb. I)S) entsprechenden 
Grenzkurven beim Bruch zwü.;chen diesen SpannungHzustiinden als Gerade 
parallel zur N n-Achse fLuffasseIl, so könnte, falls die l\1ohrsche Theorie der An
strengung richtig wäre, der Spannungszustf1nd für dim;e zweite Definition der 
wahren ~chubfeHtigkeit nur ein reiner Schuhspannungsl\\lKtand sein. Allgemein 
entsprieht nach Mo h r der wahren Schubfestigkeit der HauptkreiH, welcher die 
für den Bruch geltende Orenzkllrve in dem Punkte berührt, in dem sie die 
T n-AchKe Kchneidet, der wahren DrehllngKfeHtigkeit (die mit. der obigen ersten 
Definition dpr wahren Schll bfestigkeit bezw. joner der wahn'n DrehungHfpHtig
keit in der Technik zusammenfiillt) der HCLUptkreis, der "einen Mittelpunkt im 
Ursprung deK KoordirmtensysterneK l{,p TI! besitzt und die Grenzkurve berührt. 
Wenn beim Abscherversuch in den AllKc:hedliichen wirklich llur reine Schuh
spannungen herrKchen würden, so kiinnte "m; denRelbell die wahre DrehungKfestig
keit oder, falls diese bei Verlauf der Grenzkurve parallel zur 7\,-Achse der wahren 
Schubfmltigkeit gleieh wiire, die wahre Sc:hllbfestigkeit nach dieKer zweiten Mohr
sehen Definition oder die wfthre SchuhfeHtigkeit nach dpr oben an en;ter Stelle 
gegebenen Definition gefolgert werden, wenn (lie Verteilungen der SchubKpan
nungen über den Querschnitt im Augenblieke des Bruches, alHo ftueh die größte 
Schuhspannung, die für den Bruch in Frage kommt, bekannt wäre. 

Das Ähnlichkeitsgesetz bewährt Hieh aueh hipr. Man erhält bei geomdriHeh ähnlicher 
Versuehsf1nonlnung in ähnlich gell'genen Punkten für gleiche Werte der 8pannungen die 
gleichen Verzerrungen. Nennen wir für zwei im Verhältnisse 1: 11 g!'omctrisch ähnliche 
Anordnungen die lIur Bewirkllng von gleichen 8pannungen T in ähnlich gelegenen Punkten 
mit den l<'lächenelcmenten df und df' nütigen Kräfte P bllw. P', so muß mit RückHicht auf 
das Gleiehgewicht 2 J T df c P' llnd 2.r T dj P oder, wpil dr = n 2dj, das Verhältnis der 

F P 
P' 

Kräfte p - - .c n 2 sein. ])n,raus lmnll W'Hchlossen wpnkn. daß die gleichpn Werte (kr theo-

retischen Scherfestigkeiten K., in heiden Fällen bei Kräften P""" bzw. P,~ax zustande 
~ommen, die sich wie die Ahscherfläehen P und F' verhalten. Diese _Folgerung aus dem 
Ahnlichkeitsgesetz wird dureh die> Erfahrung bcstätigt. 

Da die Verteilung der S(,huhspannungen und auch der Biegungsspannungen beim Brueh 
in den Abscherquerschnitten von der (~uerschnittsform abhängig Hein muß, zeigt sieh aueh 
eine Abhängigkeit (ler theoretischen Scherfestigkeit VOll (ler Querschnittsform, und zwar 
für Gußeisen in ftusgcprägterem .Maße wie für 1,'lulkiHPll. 

Gewöhnlich pflegt mnll die theoretü,che ScherfeHtigkeit K s in Teilen der Zug
festigkeit K z anzugeben. Dementsprechend Ketl\t m11I1 K 8 ce li K z und erhält bei 
Flußeisen für I.i Werte, die mll O,H herum liegen. Die genaneren Werte von /], 
hängen von dem dureh den teehnologiKchen HerRtellungKprozeß (z. B. Walzen) 
bedingten Gefüge ab. Bei Blechell ist z. B. f.l p1Lrallel 1\\11' W11lzrichtung am klein
sten, normal zur Walzriehtllng mn größten. Für GußeiClen schw<lnkt /i für vOI'Clchie
dene Querschnittsformen etwa I\wiRchell 1 und I.~. 
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Für Steine und Holz wählt man im Scherversuch gewöhnlich Prismen, die 
wie die .Metalle zweischnittig beansprucht werden. Für Holz ergeben sich wesent
liche Differenzen in den theoretischen Scherfestigkeiten parallel zur Holzfaser 
und normal auf dieselbe. Auch für Steine, insbesondere sedimentärer Natur, ist 
die theoretische Scherfestigkeit oft in Abhängigkeit von der Richtung der 
Erprobung. 

16. Deformationsarbeit bei Beanspruchungen mit Kräften in Ebenen 
durch die Stabachse. 

Bei Beanspruchung eines geraden Stabes mit der Länge l und der Querschnitts
fläche F durch gleichförmig über die Endquerschnittsflächen verteilte Kräfte P 
auf Zug oder Druck ist die spezifische Deformationsarbeit in einem Punkte des 

Stabes, solange das Hookesche Gesetz gültig ist, durch az. D = 2~~ 2 ;2F2 

(Seite 100) bestimmt, wenn mit (j die Zug- oder Druckspannung hezeichnet 
wird. Die ganze in den Stab hineingesteckte Defonnationsarbeit ist durch 

Ge p2 1 Pi. 
AZ'D=2EF1=2EF=-2 (141) 

h · . - alP 1 1 F 1" d' d S d . esümmt mit I. = "Ir = E F a s , er angerung, le er pannung (j zugeor net 1st. 

Bei der Beanspruchung eines geraden Stabes auf ebene schiefe Biegung 
und Schub ist die infolge der Biegungsbeanspruchung in einem durch zwei 
unendlich benachbarte Querschnitte begrenzten Stabteil steckende Deformations
arbeit 

(a) 

worin das Integral über die Querschnittsfläche F zu nehmen ist. Setzen wir 
für die Biegungsspannung Xx den durch Gleichung (lll) auf Seite 238 gegebenen 
Wert ein, so erhalten wir 

f rMBY .MB' \2 1 
dA B = dx I-z - -- Y) -dydz 

\J y J, 2E 
F 

d J 1 M~ y Z2 d d d f 1 Mt y2 d J 1 M M d d 
= x 2E'~ Y z +x 2.FJ·~ ydz - dx E By'" BzYZ Y z. 

F Y F F 

Die Ausführung der Integrationen ergibt, da f Z2 d y d z = J y' f y 2 d Y d z = J z 
F F 

und JyZ = f yz dy dz = 0 (da sich die Koordinaten y und Z auf die Trägheits
F 

hauptachsen für den Schwerpunkt beziehen, verschwindet das Deviationsmoment 
J y z) und die Biegungsmomente nur Funktionen von x sind, 

dA = (.1l1~y_ -L j}1!~) d . 
B 2EJy I 2EJ, x. (a') 

Die gesamte im Stabe von der Länge l steckende Deformationsarbeit ist dem
nach 

A r M~ Y • f M~, d 
B = 2 E J dx -1- 2 E J X. 

t' Y .:: 

(142) 
I I 

Girtler, lIIechanik. 21 
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Die Integrale sind über die ganze Länge des Stabes zu nehmen. Bei Ausführungen 
der Integrationen in einem besonderen Falle ist zu bedenken, daß im allgemeinen 
die Biegungsmomente für verschiedene Teilbereiche der Stablänge durch ver
schiedene Funktionen von x dargestellt sind, und daher die in der Beziehung (142) 
vorkommenden Integrale sich als Summen von Teilintegralen über Teilbereiche 
des Stabes darstellen werden. Bei Stäben mit veränderlichem Querschnitt 
(Seite 279) sind die Trägheitsmomente J y und Jz als Funktionen von x zu be
trachten, bei Stäben mit konstantem Querschnitt können sie ebensowie stets der 
Elastizitätsmodulus E vor die Integrale gesetzt werden. 

Da nach den Gleichungen (117) bzw. (117 a) auf Seite 247 die Änderungen 
der Verdrehungswinkel rx. und ß pro Längeneinheit des Stabes in der zx- bzw. 

Eb d h d rx 2f1 B Y d d ß .W Bz b· . d k d yx- ene urc dx = - EJ
y 

un dx = EJ, estImmt SIn, ann man er 

Gleichung (142) auch die Form 

4 = _f"lIBYd + Jf',WBZ dß 
" B 2 rx. 2 ( 142a) 

I I 

geben. Drücken wir in Gleichung (142) die komponentalen Biegungsmomente 
durch das resultierende Biegungsmoment und den Winkel rx. [Gleichungen (e) 
auf Seite 239] aus, so erhalten wir 

A ~ . 2 f Mt d -L. ,,2 f M~ d'" 
B - SIn rx. 2 E J y x co" rx. 2 E J z ~. 

I I 

Diese Gleichung kann bei Berücksichtigung der Beziehungen (g), (h) und (i) 
auf Seite 240 in die Form 

(l42b) 

übergeführt werden, die wir natürlich auch viel einfacher durch Benützung 
der Gleichung (113) auf Seite 240 und Gleichung (141) bei Aufstellung der 
Arbeit hätten erhalten können. Die Gleichung nimmt bei Rücksicht auf 

Gleichung (118) auf Seite 247 die Form fM:u dy an mit ddY = EMJBU = Ku. 
• - x u 
I 

Infolge der Beanspruchung auf Schub steckt in einem Stabteil von derLänge d x 

die Deformationsarbeit dA SY = ~~cFdx unddAsz = ~~;dx[Gleichungen(p/),(r), 
(s), (s') auf Seite 249ff., in denen stattAsy und A sz die Zeichen dA SY und dA sz 

eingeführt werden], worin cy und Cz vom Querschnitt und der Lage dcr Kraft
ebene abhängige Werte besitzen. Die im ganzen Stabe infolge der Schub
spannungen aufgespeicherte Deformationsarbeit wird demnach 

JQ2 f Q2 
A s = 2~cFdx + 2dFczdx. (143) 

I I 

In dieser Beziehung sind die Integrale wieder über die ganze Stablänge zu nehmen, 
und, weil QIi und Qz im allgemeinen in verschiedenen Bereichen der Stablänge 
verschiedene Funktionen von x bedeuten, als Summen von Teilintegralen dar. 
zustellen. Bei Stäben mit veränderlichem Querschnitt sind die Querschnitts. 
flächen Funktionen von x. 
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Setzt man in Gleichung (143) Qy = Q cos oc, Q. = Q sin oc mit Q als gesamte 
Querkraft, ferner cy cos2 oc + c. sin2 oc = Cx, so geht diese Gleichung in die ein
fachere 

(143a) 

über. 
Die bei Beanspruchung auf ebene schiefe Biegung und Schub im ganzen 

Stabe aufgespeicherte Deformationsarbeit ergibt sich unter Zuhilfenahme der 
Gleichungen (142) und (143) oder (142b) und (143a) mit 

A Bs =AB+A s = f :~i;y dx + f2~;z dx + f2~;F cydx+ f 2~FCZdX) 
I I I I (144) 

f Miu f Q2 
= 2EJu d :c + 2GF cK dx. 

I I 

Die Formel (144) kann auch zur Berechnung der Deformationsarbeit bei Bean
spruchung auf räumliche schiefe Biegung und Schub Verwendung finden. Für 
Beanspruchung auf ebene gerade Biegung und Schub in der xz- bzw. xy-Ebene 
verschwinden in den Formeln (142) bis (144) MB., Qy bzw. M By , Q •. 

Bei schiefer exzentrischer Beanspruchung auf Zug oder Druck, für welche 
nur Normalspannungen nach Gleichung (129a) auf Seite 302 existieren, wird 
die Deformationsarbeit 

f 1 (P P : Z P r(Y)2 
AB,zWl= 2E F +T.-+-J-;- dxdydz, 

v 
worin das Integral über das ganze Volumen V des Stabes zu nehmen ist. Durch 
Ausführung der Integrationen erhalten wir 

p2 1 p2 1 C2 p2 1 172 
AB,zw) = 2EP- + 2EJ + 2EJ ' (145) 

y z 

da die Integrale der doppelten Produkte des Quadrates unter dem Integral
zeichen auf statische Momente bzw. das Deviationsmoment J y. der Querschnitts
fläche mit Bezug auf Trägheitshauptachsen für den Schwerpunkt derselben 
führen, die verschwinden müssen. Zur Gleichung (145) hätten wir natürlich 
auch durch Verwendung der Formeln (141) und (142) kommen können. 

Sollen bei schiefer exzentrischer Zug- (Druck-) Beanspruchung die Durch
biegungen in Rechnung gezogen werden, so stellt sich die Deformationsarbeit 
offen bar in der Form 

f Mi~ f Mi. P 2 l 
AB.Z(D)= 2EJy

d.-r + 2EJzdx+ 2EF (145a) 
I I 

dar, worin für die Biegungsmomente M By und MB. bei exzentrischer Druckbe
anspruchung die Werte aus den Gleichungen (134) bzw. (134'), (Seite 312ff.) oder 
bei exzentrischer Zugbeanspruchung die Werte aus Gleichung (138), Seite 314 
und der zu ihr analogen für das Biegungsmoment M Bz eingesetzt werden müssen. 

Für gerade exzentrische Druck- (Zug-) Beanspruchung verschwindet in den 
Gleichungen (145) bzw. (145a) einer der beiden auf die Biegungsarbeiten be
züglichen Ausdrücke. 

Im allgemeinsten Falle der Beanspruchung auf ebene oder räumliche schiefe 
Biegung, Schub und Druck (Zug) setzt sich die Deformationsarbeit aus 3 Glie-

21* 
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dem nach Gleichung (145a) und 2 Gliedern nach Gleichung (143) zusammen. 
wobei z. B. für den durch Abb. 137, Seite 298 dargestellten Fall der ebenen schiefen 
Biegung die Biegungsmomente M Bv und M Bz aus den Gleichungen (a) auf Seite 299 
statt P der Wert P sin ß, schließlich statt Qy und Qz die Werte Pcos ß cOS:x 
bzw. P cos ß sin:x einzusetzen sind. 

Als prinzipielles Beispiel (weitere Beispiele folgen in dem Abschnitte, der 
die Anwendung des Castiglianoschen Prinzipes auf die Berechnung verschiedener 
Rahmen zeigt, Seite 386 H.) wählen wir die Bestimmung der Deformations
arbeit für den durch Abb. 150 dargestellten Belastungsfall eines Balkens aus Holz 
mit rechteckigem Querschnitt (b = 24 cm, h = 34 cm), für den angenommen 
wird, daß die Kräfte normal zur Stabachse in der :rz-Ebene wirken. Es liegt so
nach gerade Beanspruchung auf Biegung und Schub yor. Die Auflagerreaktionen 

1 I I ff J/I 
I 1- I~ .. .. 

I i ?= 'If I P=~f 

~ I 

x 
§, 
';' 
-t:;:: 

X b=Z~cm 
:;.' x' ' .. 

Z 

Abb.150. 

ergeben sich aus den statischen Gleichtmgen mit.ci = B = 4 t. Zur Bestimmung 
der Deformationsarbeit stellen wir die Biegungsmomente und Querkräfte für die 
drei in der Abbildung angezeichneten Teilbereiche I, II, III auf. Es sind die 
Biegungsmomente 

M1 v =Ax = 4,,;mt, llf}fy = Ax - P (x - a) = 4mt, 

'2 

M}f; = - B x' + q; = x' (x' - 4) mt 

und die Querkräfte 

Q;=A=4t, Q;II = - B + q x' = 2 (x' - 2) t, 

wobei die Biegungsmomente im Abschnitte 111, weil einfacher, von rechts aus 
berechnet werden. Dementsprechend ist die Deformationsarbeit infolge der 
Biegungsbeanspruch ung 

I 
a 2 

A =f(AX)2 d +f[AX-p(X-a l]2 
B 2EJy x 2EJy 

o a 

2 

r(qx'2 \2 
'2- Bx' ) I 

dx + -----dx. 
• 2 E J y 

o 

Setzt man in dieser Gleichung als mittleren Elastizitätsmodul für Holz parallel 
zur Faser E = 106 tim 2 , als Trägheitsmoment J v = 112 b h 3 = 0,000785 m4 , ferner 
die gegebenen Werte A, P und q ein, so erhält man AB = 24,5 mkg. Die Defor-
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matiommrbeit infolge der SdlllbsImnmmgen wird 
I 
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Setzen wir in <liesel' Gleichung Cz ~. J ,2 (Seite 255), G für Holz im Mittel 4,105 tim 2, 

als Querschnittsfläche P = bh ~ 0,08Hi m 2, HO wird A s = O,4H mkg. Man sieht, 
wie klein die Deformationi-l<Lrbeit infolge der Schubspannllngen gegenüber jener 
infolge der Hiegungsspannllngen ist, erstere macht nur 2 % der letzteren aus. 
Die Schubspmmungen spielen eben bei im Verhältnis zu den Querdimensionen 
langen Htäben eine geringe Holle. 

Der Char:tkter der vorstehenden Hechnllng ist ein iiberschlägiger, da Holz 
ein nicht homogener anisotroper Stoff ii-lt, für den z. B. G, E p11rallel und normal 
zu den Holzfasern wesentlich verschicden sind. 

17. Beanspruchung auf Drillung und mit ihr zusammengesetzte 
Beansllrllelmngsal'tcll. Deformatiollsarbeit bei Drillung. 

Nach Seite 227 liegt eine Beanspruchung auf Drillung oder Torsion eines 
geraden Stabes dann vor, wenn Kräftepaare mit Ebenen normal zur Stabachse 
wirken. Je mtc:h (leI' Qnerschnittsform des Stabes gestaltet sich die Untersuchung 
des Spannllngs- und Verforrnungszustandes des Stabes verschieden. 

a) Stäbe mit kreis- oder kreisringförmigem Querschnitt. Ein Stab mit kreis
förmigem Querschnitt (I{,adi us r), von welchem daH linke Ende eingespannt ist, 
und in dessen rechter Endquerschnittsfläche ein pm;itiv angenommenes Drillungs
moment JW D (siehe das in AbI>. 151 eingetragene Koordinatensystem x y Z, dessen 
Ursprung mit dem Schwerpunkt 0 
der rechten Endquen;chnittsfläche, 
und dessen Achse mit der Stabachse 
zusammenfallend angenommen wurde, 
und die Zeichenregel auf Seite 222) 
übertragen wird, kann 11111' im Gleich
gewicht stehen, wenn :1rnlinken Stab
ende ein Drehungsmoment in einer 
Ebene normal zur St"lbachse wirkt, 
das entgegengesetzt gleich ist dem 
Drillungsmoment ],1 D . Tragen wir uns 
für einen durch Drillungsmomente in 

{j 

Abb.151. 

l 

E 

Anspruch genommenen Stab in der xz-Ebene für jeden Querschnitt normal zur 
x-Achse und von derselben oder einer zu ihr Parallelen die algebraische Summe 
allel' recht" (oder linkK) von dem Querschnitt gelegenen Drillungsmomente als 
Strecken in einem gewiihltcn Maßstabe auf, positiv naeh aufwärts, negativ nach 
abwärt,s, so erhalten wir d~ts Drillungsmomentenschaubild. Für um;eren .Fall ist 
dasselbe durch das Heehteek G P E H hestimmt. Denken wir unH den Stab im 
beliebigen Qllerschnitt :r dllrchsehnitten und betrachten wir den Gleichgewichts
zustand des rechten abgeschnittenen Stabteiles. Derselbe steht unter dem Ein
flusse des DrillungsmomenÜ's .M D und eines im Schnittquerschnitt wirkenden 
Kraftsystemes, das den vom linken auf den rechten Stabteil übertragenen 
inneren Kl'iiHen gleichwertig ist, und dessen Hesultante, <bmit ein Gleich
gewicht überhaupt möglich ist, ein zu Mj) entgegengesetzt gleiches in der 
Sehnittfläc:he wirkendeR }Ioment sein muß. Infolge der axütl ;;ymmetrisc:hen 
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Verhältnisse des Stabes ist kein Grund zur Annahme von im Schnittquerschnitt 
übertragenen Normalspannungen und sind die totalen Schubspannungen T 
(Abb. 151 a) für dem Winkel dcp zugeordnete Flächenelemente df, wie z. B. 
1 2 3 4 eines beliebigen unendlich schmalen Kreisringes vom inneren Radius (! 

und dem äußeren Radius e + de normal zum Radius e und mit Bezug auf 
die Stabachse im entgegengesetzten Sinne drehend 
wie das Drillungsmoment anzunehmen. Die Grenz
bedingungen an der Manteloberfläche des Stabe;;, 
die verlangen, daß am Rande der Querschnitte 

---;;'F-'---Jl.rr-t-t- Schubspannungcn tangcntiell mit Bezug auf den 
Querschnittsumfang wirken müssen, da die Mantel
oberfläche kräfte frei ist, werden bei den gemachtenAn
nahmen erfüllt. Die Gleichgewichtsbedingung für den 
abgeschnittenen Stabteil kann danach in der Form 

Abb.151". (a) 

angesetzt werden, in der das Integral über die g11nze Querschnittsfläche zu 
nehmen ist. Sie besagt, daß die algebraische Summe der Kraftmomente mit 
]?ezug auf die Achse des Stabteiles im Gleichgewichtsfall verschwinden muß. 
Die Bestimmung der Schubspannungen T kann sich naturgemäß nur auf die 
Deformationen des Stabes bei Berücksichtigung des Elastizitiitsgesetzes stützen, 
dem der Stoff, aus welchem der Stab besteht, genügt. Für isotropes homogene:-; 
Material, das dem Hookeschen Gesetze gehorcht, wird angenommen, daß die 
Querschnitte bei der Verformung in ihrer eigenen Ebene normal zur Stabach;;c 
verdreht werden und drther eben bleiben. Dicse neue Annahme, welche sich mit 
der Symmetrie der Verhältnisse begründen läßt, wird durch Beobachtungen, 

welche sich allerdings nur nuf die Manteloberfläche deH 
Stabes erstrecken können, gestützt. Diese zeigen, dnB 
Punkte von Kreisen, die an der Oberfläche, den Quer
schnittsumrandungen folgend, vor der Deformation 
eingerissen werden, auf diesen Kreisen normal zur 
Stabachse verdreht werden und letztere keinerlei Ver
schiebungen nußer jenen in sich selbst erfahren. 
Wir betrachten nunmehr das zwischen zwei um die 
Länge d:1; voneinander abstehenden Querschnitten 
A und B (Abb. 151 b) liegende elementare prismati
sche Stäbchen 1 2 3 456 78, deRflen in den Quer
schnitten liegendcFlächenelementel 23 4 (siehe auch 
Abb. 151 a) und ;; 6 78 zwischen je zwei benach-

~J barten, um den Winkel dcp voneinander abstehenden 
Abb. 151u. Hadien der Querschnitte und je zwei den Radien (! 

und e + de entsprechenden konzentrischen Kreis
elementen liegen, und dessen zu diesen Flächenelementen normale Kanten zur 
Stabachse parallel sind. Der Querschnitt B verdreht sich gegenüber dem fest
gehalten gedachten Querschnitt A derart, daß sämtliche Hadien desselben nach 
der Deformation mit ihren ursprünglichen Lagen den gleichen sehr kleinen im 
Bogenmaß gezählten Winkeld1p einschließen. Eine Krümmung der Radien für dem 
Hookeschen Gesetz folgende Stoffe hätte zur Voraussetzung, daß in den durch die 
Stabachse gehenden Flächenelementen 12;; 7 und 3468 Schubspannungen parallel 
zum Radius und in Flächenelementen 2478 und 31 56 Schubspannungen nor
mal zum Radius auftreten. In Wirklichhit ist das Spannungsschaubild das durch 
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Abb. 151 c dargestellte, das eine Krümmung der Radien ausschließt. Das Stäbchen 
kommt dann in die Lage l' 2' 3' 4' 5678. Die rechten Winkel, welche die 
Längskanten des Stäbchens mit den in die Querschnittsebenen hineinfallenden 
Kanten ursprünglich bildeten, werden hierdurch um die Winkel y abgeändert. 
Letztere hängen mit den totalen Schubspannungen nach dem vorausgesetzten 
Hookeschen Gesetze 

T=yG (b) 

zusammen, worinG bekanntlich den Gleitmodul bedeutet. Da, wie aus der Abb.151 b 
folgt, Y dx = edVJ, kann dieses Gesetz auch 
in der Form 

T=G r!.-'!.. e dx (c) 

geschrieben werden. d,lj! ist der Verdrehungs. 
(X 

winkel pro Längeneinheit, häufig auch kurz 
als Verdrehung oder Drall bezeichnet. \Vir 

x 0" 0' 

wollen ihn im folgenden so wie auf Seite 94 \bb.151('. 

mit T bezeichnen und können ihn als die Ver. 
drehung definieren, die zwei zueinander ursprünglich p11fallele Radien in zwei in 
der Entfernung 1 yoneinander liegenden Querschnitten gegeneinander erfahren. 
Infolge der Verdrehung der Querschnitte gegeneinander gehen die ursprünglich 
zueinander parallelen Fasern in nahezu als Gerade anzusehende Schraubenlinien 
über, die unter dem \Vinkel y zur Stabachse yerlaufen, d. h. den sehr kleinen 

Steigungswinkel ; - y besitzen. Die Schubspannung T in einem Querschnitt ist 

zufolge (c) der Größe des Radius e proportional, da der Drall T als konstante 
Größe anzusehen ist, und erreicht den größten \Vert an der :Uantelfläche des 

Stabes mit T max = Gn. Da ··T_T- = .(1, kann die Gleichgewichtsbedingung (a) 
max ) 

in der Form 

MD=JTmax ce df = ,!,maxJ02df = '!'.maxJp 
. I' r ~ r ( a') 

F F 

geschrieben werden, wonn J p = T~;j; das polare Trägheitsmoment der Kreis

querschnittsfläche mit Bezug auf ihren Mittelpunkt ist. Aus der Beziehung (a') 
ergibt sich 

(146a) und (146) 

Die Gleichung (146), in welche J p einzusetzen ist, ist die Grundgleichung für 
die Verteilung der Schubspannungen T über den Querschnitt bei Beanspru
chung eines Stabes von kreisförmigem Querschnitt auf Drillung. 

Setzen wir den Wert der Drillungsspannung Taus (146) in die Gleichung (c) 
ein und berechnen den Drall T, so erhalten wir 

MD 2.l1D 
T = GJ p = ;j; G 1'4 • 

(l4i) 

Der Wert GJ p heißt aus leichtbegreiflichen Gründen die Drillungssteifigkeit für 
kreisförmigen Querschnitt. Je größer dieselbe bei einem gegebenen Werkstoff 
und Moment ist, um so kleiner wird der Drall. In Anlehnung an eine noch später 
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zu besprechende Formel von De Sain t Venan t können wir die Gleichung (147) 
auch in der Form 

( 147') 

schreiben. Hiervon kann man sich durch Einsetzen der Werte J p und F = r 2 Jt 

überzeugen. Für eine auf dem Stabe eingerissene )Ießlänge l, z. B. von 20 cm, 
deren Enden genügend weit von der Einspannungsstelle und der rechten End
querschnittsfläche entfernt sind - nur in einem solchen Bereiche werden die 
entwickelten Formen gelten (De Saint Venantsches Prinzip) -, ist der Ver
drehungswinkel 1p von In einem radialen Längsschnitt des Stabes gelegenen 
Radien gegeneinander 

11) = Zr = ~2,JDl. 
't nGr4 (147 a) 

Wird der Winkel1p gemessen (Seite 345ff.), so kann bei bekannten Werten des 
Drillungsmomentes JI D und des Radius raus (147a) der Gleitmodul G berechnet 
werden, oder es kann aus dieser Gleichung bei bekanntem Werte von G auf 
die Größe des Drillungsmomentes ein Schluß gezogen werden, wodurch die 
Leistungsprüfung einer Maschine ermöglicht wird [Föttinger (L)]. 

Die vorstehenden Beziehungen haben wir bereits auf Seite 94ff. als für den Sonderfall 
eines kreisförmigen Querschnittes geltend aus dem bezüglichen allgemeinen für einen be
liebigen Querschnitt geltenden Beziehungen erhalten. Sie sind für Stäbe mit kreisförmigem 
Querschnitt, die dem Hookeschen Gesetze gehorchen, an Stellen, die den Endquerschnitts
flächen nicht zu nahe liegen, genau zutreffend. 

Wenn auf den Stabteil, dessen Gleichgewicht untersucht wird, nicht nur 
am rechten Ende desselben, sondern auch in einzelnen anderen Querschnitten 
oder über seine ganze Länge gleichförmig oder ungleichförmig verteilt, Ver
drehungsmomente übertragen werden (im Drillungsmomenten-Schaubild für 
den Stabteil oder für den ganzen Stab tritt dann an Stelle des Rechteckes EFG H 
in Abb. 151 ein Polygonzug oder eine Kurve), können die vorstehenden Über
legungen, allerdings mit weniger Anlehnung an die Wirklichkeit (Einfluß der 
Momentenangriffsstellen), gleichfalls durchgeführt werden. Das Drillungsmoment 
JI D ist dann in den vorstehenden Gleichungen als Funktion von x einzusetzen. 

Die Deformationsarbeit für die Beanspruchung auf Verdrehung von Stäben 

mit Kreisquerschnitt ist aus A D =Jl~dXdYdZ nach Einsetzen des Wertes T 
v 

aus (146) durch Integration über das ganze Volumen V des Stabes bestimmbar. 
Wir erhalten dann zunächst 

(148) 

wobei die Definition des polaren Trägheitsmomentes J e2 dy dz = J p und 
v 

zur Bildung des den Drall r enthaltenden Integrales die Gleichung (147) benützt 
wurde. Der Ausdruck (148), zu dessen weiterer Auswertung das Drillungsmoment 
für einen Querschnitt 111 D und der Drall r als gegeben gedachte Funktionen von 
x einzusetzen sind, ist völlig analog jenem für die Deformationsarbeit bei Bean
spruch ung auf Biegung [Gleichungen (142) und (142 a) auf Seite 321 ff.] gebildet. Seine 
Gültigkeit beschränkt sich aber auf Stäbe mitkreisförmigem Querschnitt. Wenden 
wir die Gleichung (148) auf den durch Abb. 151 dargestellten Fall an, so erhalten 
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wir, da, 1t1 D und T dann kOllstant sind, durch Intcgmtion über die Stahlänge l 

A - -JfJi I MDl r "H D 'I' OdlT nach Einsetzen von J p oder T bzw. '" 
D-2UJ p 2 :2 -r 

MDl 
AIJ = -/, . .

nuf 
(148a) 

Die angegebene Verdrehungstheorie für kreisförmige Querschnitte wurde bereits 
von Na vier entwickelt, der sie allerdingH auch als zutreffend für beliebigen Quer
schnitt ansah. 

Für Stäbe mit kreisringförmigem Quen;chnitt, die auf Drillung beansprucht 

werden, ist in den vorstehenden Formeln .J p -i (R4 - r4 ) einzusetzen mit R 

[tls iiußerem und r als innerem Radius des Kreisringes. 
Nur die De Saint Venantsche Formel (147') ist nunmehr nicht gültig. 
b) Stäbe mit allgemeiner axialer Symmetrie. Für Stäbe mit axialer Symme

trie unter Ausschluß Rolcher, die nnter A behandelt wurden (wir denken hierbei in 
erster Linie an wIche mit rechteckigem oder elliptischem Querschnitt), gestaltet 

Y sich die Näherungsrechnung i zur Bestimmung der Defor-
I mations- und Spannungs-

rt1IA •

J 

CM .r 
C' J ' C' 

~~ 
z 

~.C' 
C' l' C' 

• -\.1>11. 152. AbIJ.152a . 

verhältnisse etwaH weniglT einfach, da die Querschnitte bei der Verformung 
demrtiger Stäbe nicht mehr eben bleiben. Das kann an der Mantelfläche eines 
Stabes von z. B. rechteckigem Querschnitt beobachtet werden, wenn auf ihr 
vor der Verformung durch Einreißen von einerseits zur Stabachse, ,tnderer
seits zu den Quen;ehnittsumrandllngen pantlIelen Linien ein aUf; kleinen Quadra
ten bestehendes Liniellsystem hergeHteIlt wird (Abb. 152). Nach der Verformung, 
die an einem einHüitigen fest eingespannten Stab durch ein Drillungsmomcnt 
nach Abb. 151 hervorgerufen gedacht wird, liegen die je einer Querschnitts
umrandung folgenden Linien nicht mehr in je einer Ebene, !-\<mdern in je einer 
krummen Fläche, den'Il beobachtbare Schnitte mit der Mantelfläche dm; Stabes 
krumme Linien sind (1\. B. 1',2',3' in Abb. 152a, die 7,2, :J in AbI>. 152 entspre
chen). Man kann ferner beobachten, daB die reehten Winkel der ursprünglichen 
Quadrate, die den Kanten C des StrtbeH anliegen, Hich bei der Verformung des 
Stabes nicht ändern, daß aber die Winkel jener Q,wt<lrate, die den Seitenmitten A 
und B der Querschnitte entsprechen, stärkste Änderungen im Vergleich zu den 
Änderungen der n,ehten Winkel der übrigen ein und derselben Seitenfläche des 
Stabes angehörigen Quadrate zeigen. Die stiirksten Änderungen der Winkel 
überhaupt treten in (kn Seitenmitten Ader Liingsflächen auf, die der Sehwer
achse des Stabes wniiclmt liegen. Im iibrigen nehmen die Winkeländerungen 
der je einem Querschnitt l\ugeoJ'dneten Quadrate Rymmetrisch zu den Mitten A 
bzw. B gegen die K11ut,en (} des StahüH zu ab. Kongruente Liniennetze auf gegen
überliegenden Flächen des Stabes ändern "ich bei Deformation des Stabes auf 
die gleiche WeiHe. Wenn man bedenkt, daß, da die Mantelfläche (Ies StabeR 
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kräftefrei gedacht ist, in Flächenelementen eines Querschnittes, die der Um
randung desselben folgen, entweder nur Schubspannungskomponenten Y", 
parallel zur Längsseite h des rechteckigen Querschnittes oder nur Schubspannun
gen Z", parallel zur Breitseite b übertragen werden können (siehe das in den 
Abb. 152 und 152b dargestellte Koordinatensystem xyz), so kann in dem beob
achteten Nullwerden der Winkeländerungen längs der Kanten C nur die Be
stätigung einer aus den Grundlagen der Elastizitätslehre zu ziehenden Folgerung 
erblickt werden. Dagegen muß aus den übrigen angegebenen Beobachtungen 
der Schluß gezogen werden, daß die Schubspannungskomponenten Y", bzw. Zx 
in den den Längsmitten A bzw. B zugeordneten Flächenelementen der Quer
schnittsflächen Größtwerte erlangen, im Vergleich zu den übrigen Schubspan
nungen Y", bzw. Z"" die in den den Querschnittsumrandungen anliegenden 
Flächenelementen übertragen werden, und daß die allergrößten Werte der 
Schubspannungen, die in den Umrandungselementen einer Querschnittsfläche 
übertragen werden, die Schubi-lpannungen Y", sind, die den Mitten Ader 
längeren Rechtecksseiten h anliegen. 

Wir denken uns nunmehr einen Stab mit beliebigem Querschnitt im Ab-
stande x vom Ende, an welchem das angreifende Drillungsmoment MD wirkt, 

C 

ZxtE:: 
P'" 

0 I'x 

8 

~Zx .. 
JX P' 

C 
, 

.4 ,. rs: _ .. 
Zr 

0 

i 

J:r 'I' 
-· .. ·-VrlZx 

11 
h 

z 
Abb.152b. 

c ___ 

8 

-- -
:C 
: -

durchschnitten und in der 
Schnittquerschnittsfläche die 
übertragenen Schubspannungen 
angebracht, deren Resultante 
ein Moment mit Bezug auf die 

>- r Stabachse besitzen muß, das 
entgegengesetzt gleich dem 
Drillungsmoment ist. Einem 
Flächenelemente im Punkte P 
der Schnittq uerschnittsfläche 
(siche beispielsweise Abb. 152b) 
kommen die beiden Schub-
spannungskomponenten Y x und 
Zx zu, denen eine totale Schub

spannung T entspricht, die mit Bezug auf die Stabachse entgegengesetzt dreht, 
wie das Drillungsmoment. Die Zeichen von Y," und Zx hängen von der Lage 
des Punktes P, dem Zeichen von ~l11D bzw. - MD und vom System x, y, z ab. 
Die Gleichgewichtsbedingungen (20), Seite 48, für ein beliebiges Volumen
element des Stabteiles verlangen, wenn von vornherein 

angenommen wird und Massenkräfte nicht berücksichtigt werden, die Erfüllung 
der folgenden Gleichungen 

ßX.., + iJ~, = 0 
GY GZ ' 

GY" = 0 
GX ' 

azx = O. 
ä.r 

(d) 

Aus ihnen ergibt sich, daß Y" und Z", nur Funktionen von y, z sein können, 
d. h. in jeder Quersehnittsfläche auf die gleiche Weise verteilt sind. Die Grenz
bedingungen (24), Seite 53 an der Mantelfläche des Stabes reduzieren sich, wenn 
die Mantelfläche von Kräften frei ist, also Pa' = Py = jJz und weil co;.; (nx) = 0, 
auf die eine Gleichung 

Xycos (ny) + XzGm (nz) = O. (e) 

Wenn die Spannungskomponenten Y x und Zx so bestimmt werden, daß sie die Gleichun
gen (d) und (e) identisch befriedigen, so folgt noch nicht, daß sie möglich sind, d. h. zu wider-
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spruchslosen Verformungen des Stabes führen. Dazu gehört, daß sie die Kompatibilitäts. 
bedingungen auf Seite 44 , in denen statt der Verzerrungskomponenten die aus dem Hooke
sehen Gesetze folgenden Spannungskomponenten einzuführen wären, und die Festlegungs
bedingungen erfüllen, die z. B. sagen, daß ein Flächenelement der einen Endquerschnitts
fläche des Stabes im Raume festliegend ist (Seite 88ff.). 

Es zeigt sich, daß die Bestimmung der einzig möglichen Werte von Y x und Z" 
auf die Bestimmung einer Funktion q; von y und z zurückgeführt werden kann, 
die deswegen auch als Spannungsfunktion bezeichnet wird, wenn man 

Y = X = a rp und Z X a rp 
x y Clz x = z = - 75Y (f) 

setzt. 
Es werden dann die Gleichungen (d) identisch erfüllt, und es kann nachgewiesen werden, 

daß die Beziehung (e), die die Form -

(hp oq 
0= _. cos (11 y) -- - . COS (11 z) 

ci z ci y 

annimmt. die Kompatibilitäts- und 
die Festlegungsbedingungen, von wel
chen erstere ebenfalls nur von der 
Funktion rp abhängig sind, bei einer 
für jede Querschnittsform verschiede
nen eindeutigen \Vahl der Spannungs
funktion dann erfüllbar sind, wenn 
sich die Sehubspannungen über die 
Endquerschnittsfläche, in der das 
Drillungsmoment wirkt, entsprechend 
den \Verten der Schubspannungs
komponenten Y x und Z x verteilen 
und ihre Resultante gleich dem 
Drillungsmoment JYIJ) wird 1. Der an
gedeutete Weg, der für jede beliebige 
Querschnittsform gangbar ist, ist 
einfacher als jener von De Saint 
Venant und Clebsch herrührende, 
der im ersten Teile dieses Buches 
Seite 90 ff. gezeigt wurde. 

tJ[-rlZ ·-nz 

n' 

I 
Z 

Abb.153. 

(e') 

\ n' 
\ 
n'{:-J[-nz 

Für achsensymmetrische Stäbe kann von vornherein festgelegt werden, daß 
cos (nz) eine ungerade Funktion von z und eine gerade Funktion von y, 
cos (ny) = sin (n z) dagegen eine gerade Funktion von z und eine ungerade 
Funktion von y sein muß. (Siehe hierzu z. B. die einer Ellipse entspre
chenden Richtungskosinusse der zu den Achsen y und z Rymmetrisch ge
legenen Berandungsnormalen n, n', n" , n'" in Abb. 153.) Ferner ist kein 
Grund vorhanden, um anzunehmen, daß die bezüglich der y- und z-Achse sym
metrisch gelegenen Punkten P,P',P",P'" (Abb.153 oder Abb. 152b) eines Quer
schnittes entsprechenden totalen Schubspannungen T und deren Komponenten 
Y x und Zx ihrer absoluten Größe nach verschieden sind. Ihre Richtungen sind, 
wenn die absoluten Werte von Y" und ZJ; für einen der symmetrisch gelegenen 
Punkte gegeben sind, aus dem oben angegebenen Grundsatze, demzufolge sie 
entgegengesetzt mit Bezug auf die Stabachse drehen sollen, als das Drillungs
moment 111 D bestimmt. Daraus kann weiters geschlossen werden, daß Y x eine 
ungerade Funktion von z und eine gerade Funktion von y, dagegen Z x eine gerade 
Funktion von z und eine ungerade Funktion von y ist, daß ferner die Spannungs
funktion q; zufolge der Gleichungen (f), (e') für achsensymmetrische Querschnitte 
eine gerade Funktion sowohl von y als auch z sein muß. 

1 Wer sich dafür weiter interessiert, lese die Abhandlung von L. Prandtl in der Phys. 
Z.1903. 
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~ unmehr setzt die Näherung ein, derzufolge wir die Spannungsfunktion in 
der Form ffJ (y, z) = rx. y 2 z2 + ß y2 -L yz2 + 0 mit 'X, ß, y, 0 als Konstanten an
nehmen. Es ist dann entsprechend dem Ansatze (f) 

urp 
Zx = - dY = - 2 (CI. Z2 + ß) y und 

T cl rp 
} x = JZ = 2 (CI. y2 + y) z. (h) 

Die in diese Bestimmungsgleichungen für die Schubspannungen eintretenden 
Konstanten 'X, ß, 'Y müssen aus den Grenzbedingungen (e) oder (e') und der 
Bedingung, daß die Resultante der in einem Querschnitte übertragenen Schub
spannungen ein .:\Ioment entgegengesetzt gleich dem Drillungsmoment sein muß, 
bestimmbar sein. 

Es zeigt sich dann allerdings, daß die auf diesem Käherungswege berechneten Spannungs
komponenten die Kompatibilitätsbedingungen nicht genau erfüllen, was aber im Hinblick 
auf manche praktische Probleme, für welche die Näherung vollkommen genügt, hingenommen 
werden kann. 

1. Rechteckiger Querschnitt. Die Grenzbedingungen (e) verlangen für 

z = --'-- {(Abb. 152b), d. h. für cos (nz) = I und cos (ny) = 0 das Verschwinden 

der Schubspannungskomponenten Zx und für y = + i, d. h. für cos (nz) = 0 

und cos (ny) = I das Verschwinden der Schubspannungskomponenten y,"; es 

müssen also die Bedingungen 0 = 2 ( CI. ~ + ß) y und 0 = 2 (CI. ~2 + y) zerfüllt 
b2 h2 

werden, aus welchen ß = - "4 rx. und 'Y = - 4 rx. folgt. Die Konstante CI. ergibt 

sich aus der Gleichgewichtsbedingung f (y Zx - z Y x) d y dz = 111 D' Setzen wir 
F 

in dem über eine Querschnittsfläche zu nehmenden Integrale 

(b2 - 4 Z2) 
Zx= 'X 2 Y 

so erhalten wir 
h +-2 

b 
1 2 

und 

h 
72: 

f (b 2 - 4 Z2) y2 dy dz + + J 
b h 

2 2 

h2 _ 4 y2 y-x- -IY..--i-- Z , 

b 
+-2 f (h 2 - 4 y2) z2 dydz = .llID , 

b 

b3 h3 
woraus nach Integration innerhalb der angesetzten Grenzen 18 CI. = iliD und 

daher CI. = 1:3~D folgt. Mit dem gefundenen Wert von rx. ergeben sich schließlich 

die Schubspannungskomponenten 

und (149) 

_ 9 J,1 D 2 2 _ 3 111 D ( 4 y2) 
Y", - - b3 h3 (h - 4 Y ) Z - - "4 J; \ I - --,;:s- .2. 

Aus den Grundgleichungen (149) folgt, wie es sein soll, daß die Schubspannungs
komponenten Y x und Zx für die den Kanten C (Abb. 152) anliegenden Flächen-

elemente der Querschnittsfläche, d. h. für y ± i und z = ± { verschwinden. 
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Ferner ergibt sich für Flächenclemente eines Querschnittes, die längs der y- bzw. 
z-AchHe liegen, d. h. für z = 0 bzw. y = 0 

Y",=o, bzw. Z", = 0, (i) 

Die tota,len Sehubspannungell l' längs der y- lJZw. z-Achse verlaufen sonach 
parallel zur z- bzw. y-AchHe und wachsen geradlinig mit den Koordinaten y bzw. z 

an. li'iir die Punkte B (y = _f:: _h_ :: ~ 0) wird . . - 2 ' 

und für die Punkte A 

b 
z =±2' y = O wird 

(k) 

( 1) 

Die Schaubilder OB I und OB 1', sowieOA 2 undOA 2' in Abb. 152c geben einen 
Überblick über die Verteilung der Schubspannungen längs der y- bzw. z-Aehse. 
Wie sieh herausstellt, sind 
die Spannungen A 2 = A 2', 
dieiiberhauptgrößtenSchubc 

spannungen im Querschnitte. 
Das stimmt zu der auf Sei
te 329 angegebenen Beobach
tung l1n einem auf der Mantel-

8,rrRi~~LULU~~~rrrnTTIöTrlr.-~,~~--y 
fläche des Stabes eingerisse- 8"", .." 

nen Liniennetz. Wir sehrei- --"'-'--' ~ 
ben also in Zukunft -- - - _. ~ 

U JIf D .... ;--____ -+_...!!-___ .,..,:,,c. - -- - - - .1 _MO 1'max = =+= 2h1J2 ' (14!Ja) !I, 

Ii 
Um die Verteilung der y 

Sehubspannungen über die Z 
AbI>. 152 c. 

Flächenelemente, die an der 
Berandung des Querschnittes liegen, zu erhalten, haben wir in den Grund-

formeln (149) y = ± ~ hzw. z = ± ~ zu setzen, wodurch sich für die Beran

dungen 0 BO die Sehubspannungen 

Z - ± 9J1fD (b2 2 Y x = 0, x -2-b3 h2 - 4z ), (m) 

bzw. für die Berandungen 0 A 0 die Schubspannungen 

Z", = 0, Y x = =+= ::7:3 (h2- 4y2) (n) 

ergeben. Das heißt, an den Berandungen sind die Sehubspannungen parallel zu 
denselben, wie es sein soll, und verteilen sieh nach je einer Parabel OB' 0 bzw. 

OA'O mit den größten Werten BB' = BI = BI' bzw. AA' = A2 = A2'. 

Für eine Diagonale 000 ist ; = ! ' also nach (149) :: = - ! ' d. h. die totale 

Schubspannnng T d für Flächenelemente längs einer Diagonale ist parallel zur 
zweiten Diagonale, und zwar wird 

9Mn b2 2 
Zx = b4-;;2 ( - 4z )z, Y !lJlfD b2 2 = - -- -- - ( - 4z ) z 

x h b5 ' 
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also i = ,IZ2 ·+·· --y2 = ± ~~D (b 2 _ 4z2 ) zd mit d2 = h 2 + b2 Somit verteilen 
d r '" x h2 b5 . 

sich die totalen Schubspannungen i d nach zwei kubischen Parabeln GOG, deren 

Extremwerte (id)max sich für z = + 2 ~3 = ± 0,288 b mit (id)max c.~ ± ~f2~{~ 
ergeben. Wie sich erweisen läßt, sind die Werte (id)max Extremwerte der totalen 
Schubspannungen im Bereiche des Querschnittes, nicht aber größte Werte in 
diesem Bereiche wie jene unter (149a). 

Die verhältnismäßige Verteilung der Schubspannungen an der Umrandung 
des Querschnittes entspricht den oben angegebenen tatsächlichen Beobachtungen. 
Insofern ist also gegen die oben gemachte Annahme für die Spannungsfunktion 
nichts einzuwenden. 

Eine genauere Rechnung, die für den ]'all, als der auf Seite HO ff. angegebene Weg 
beschritten wird, auf die Berechnung der Torsionsfunktion JI hinausläuft, zeigt allerdings, 
daß jene Verteilung zahlenmäßig nicht vollkommen stimmt. Es ergibt sich z. TI. für den so 

wichtigen Wert der größten Spannung J'max statt des Koeffizienten -~- eine Funktion von ~-, 

die z. B. für ~ = 1 bzw. ~ = 10 4,8 bzw. 3,2 wird. Für quadratische Querschnitte kommt 

die Näherungsrechnung also der exakten im Hinblick auf den Wert von (149a) sehr nahe. 
Die Näherungsrechnung führt, wie sich leicht nachweisen läßt, zu Werten der Spannungs
komponenten, die die Kompatibilitätsbedingungen nicht streng erfüllen, d. h. zu einer nur 
näherungsweise möglichen streng genommen unmöglichen Deformation des Stabes. Das zeigt 
sich auch darin, daß der Drall, der nach Gleichung (51) auf Seite 93 vom Drillungsmoment, 

Y' 

:c 

dz 

pi 

AbI> . 154. 

dem Gleitmodul, den Querschnitts-
y' dimensionen und von der ebenfalls 

von letzteren abhängigen Torsions
funktion JI abhängt, also für eine 
Belastung nach Abb. 152 eine kon
~tante Zahl sein müßte, dann, wenn 
die Näherungsrechnung zugrunde 
gelegt wird, von den Koordinaten y 
und z und dazu noch in wider
sprechender Weise abhängig ist. 
Der Nachweis hierzu ist leicht 
zu erbringen. In Abb. 154 sei 
00' = d x ein unendlich kleines 
Stück der Stabachse, 0 P = 0' P' = e 
seien zwei vor der Deformation zu
einander parallele, dem Winkel 'P 
zugeordnete Radien, die zu den 

Querschnittspunkten P bzw. P' mit den Koordinaten y, z gehören. Bei der Verformung 
des Stabes verschiebt sich P gegenüber dem fest gehalten gedachten Querschnitt durch 

0' um P PI = 0 dd'l) d x, worin dd· 'I' dx dem ·Winkel PO 1\ entspricht, mit den Verschiebungs-
~ x x 

(}v Dw 
komponenten parallel zur y- bzw. z-Aehse :! 1\ -= c·- d:c lind P ~ =c -.--- dJ:. Nun ist aus 

OX ();(; 
der Abbildung zu folgern 

fJw 1 fJw (! d'l) 
-- d x .. - _._- = - d x -- ~~ - --d x . e und 
D x aos 'P D x y d x 

')V ov (! 
_ . d.c. =.,.-- d x-
Da; Sill 'P rJx z 

oder bei Einführung des Dralls 

fJw fJv ax = -yr bzw. cLr = zr. (0) 

Die Größen ~: und ~: können auf Grund der durch die Näherungsrechnung erschlossenen 

Spannungsverteilung [Gleichungen (149)] bei Annahme des Hookeschen Gesetzes und der 
Gleichungen (7) auf Seite 30, welche die Verzerrungskomponenten durch die Verschiebungs-
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komponenten ausdrücken, bestimmt werden. Es sind die Schiebungen 

ßu ßv X. _ 9MD (h2 2) _ ßu ßw _ Zx _ 9JJD b2 2 
eX'=ßy+ßx=Q--Ob3 h3 -4y z, ezz-az+ax-O-Ob3h3( -4z)y. 

Differenzieren wir die erste dieser Gleichungen nach z, die zweite nach y und subtrahieren 

die so erhaltenen Gleichungen, so ergibt sich iJ~2~z - ß~;Y = - 09b:~~ [d2 - 4 (y2 + Z2)] 

mit d2 = b2 + h2 • Da aber, weil Y, = 0 sein soll, ßßx (:: + ;;) = 0, so ergibt sich 

ß2 W 9 MD [d2 4 (0 9)] I "h l' h \'T' h lt ,ß2V 91rlD 
-- = -0 b' -h - Y" + Z". n a n lC er "else er a en wIr -ß ß = - -2-0-b---h ßx ßy 2 3 3 X Z 3 3 

iJw ßv 
[d2 - 4 (y2 + Z2)]. Obwohl zufolge -iJ - = - = 0 (Z, = Y y = 0), U' nur Funktion von x, y 

Z dy 
und v nur Funktion von x, Z sein kann, würde doch aus den zuletzt aufgeschriebenen 
Gleichungen durch Integration nach y bzw. z 

ßw 9MD y:. (y2 .\": ßv 9J1D z l2 (. Z2)l 
iJx=20b3-h"Ld"--4g+z")j+/l(x), ßx=-20b3h3Ld -4 y"+3" +/2(x) 
mit /1 und 12 als willkürliche Funktionen von x folgen. Ebenso widerspricht dieser Schluß, 
auch wenn letztere Null gesetzt werden, den kinematischen Gleichungen (0), woraus sich 
die vorangestellte Behauptung ergibt. 

Die Deformationsarbeit im Falle der Drillung eines Stabes von rechteckigem 
Querschnitt ist mit Rücksicht auf (149) näherungsweise durch 

[ Y. +Z2 81 JJ2lf 
A D =. "20 '"dxdydz = 2b6·h:0 [(b2- 4Z2)2 y2+(h2- 4 y2)2 Z2Jdxdydz 

v v 

ausdrückbar, woraus wir durch Integration nach x, y und z leicht 

A _ 811lJ~ . ~ b3 h3 (b2 + h2 ) _ 9JI~ 1 (b2 + h2) 

D - 20 h6 b6 45 ,- 50 b:J h3 (150) 

erhalten. A. Föppl (L) erhält einen mittleren Wert des Dralls, indem er nach 
M 'fl 9M2 1 (b2 + h2 ) 

dem Satze über die Arbeit (Seite 106) ~- = A D = ~O b3 h3 setzt. Daraus 

ergibt sich als mittlerer Wert des Dralls 

- = 3 6 MD (b~j:- h2 ) 
7: , 0 h3 b3 (151) 

Umgekehrt folgt aus dieser Gleichung das zu einem bestimmten mittleren Drall 
nötige Drillungsmoment mit 

(151 a) 

Nachdem das polare Trägheitsmoment eines rechteckigen Querschnittes für 
den Schwerpunkt durch J p = 112 bh3 + 1'2 hb 3 = ]12 bh (h 2 + b2 ) gegeben ist 
und bh = F mit F als Querschnittsfläche, kann der mittlere Drall auch in der 
Form 

i = 43,2 -!~_~l! (151') 

geschrieben werden, die sich an eine von De Sain t- Venan t (L) für eine Reihe 
von Stäben mit verschiedenen Querschnittsformen aufgestellte allgemeine Formel 
für den Drall anschließt (siehe weiter unten). 

Eine zu (151) ganz ähnliche Formel für T fand schon Cauchy auf ganz anderem Wege. 
In der Cauchyschen Formel erscheint statt des Zahlenwertes 3,6 der 'Wert 3. 
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Der genaue Zusammenhang zwischen dem Drall T und dem Drillungsmoment j}fD für 
rechteckige Querschnitte wurde von De Saint Y enan t (L) mit 

[ 1 1 4\Öbn~OOtangh2~-;;I:'lhl TGh 3 b:l 

Jfn =GThb3 3-16(-;-/ h.I), (2n-l)5 =/'3,6(b2--;-h2) (151b) 
n~l 

gefunden. Aus dieser Beziehung lassen sich die zur Richtigstellung der Formal (151 a) nötigen 
h 

Umrechnungswerte ,11 bestimmen. ~Ian findet z. B. für b = 1 !' = 1,012152 und für 

~ = 20 p = 1,175092, für ~ = <Xl wird ,ll = 1,2. Die Formel (151a) ist um so richtiger, je 

weniger h von b verschieden ist. In der Formel (151') treten an Stelle des Zahlenwertes 43,2 

für ~ = 1 bzw. ~ = 20 die Zahlenwerte 42,68 bzw. 36,84. 

2. Elliptischer Querschnitt. Die Gleichung der Ellipse bezogen auf 
das Trägheitshauptachsenkreuz durch den Schwerpunkt des Querschnittes sei 
y2 Z2 ----;;- + -bo = 1, a > b. a- -

Infolgedessen hat die Tangente an dieselbe in einem beliebigen Punkte mit den 

Koordinatenl),sdie Gleichung :; + ~f = 1 und die Richtungstangente - ~ . ~:, 
Die Richtungstangente der im Punkte 1), S gezogenen Normalen der Ellipse 

(Abb. 153) ist tg (ny) = tab:' Die Grenzbedingung (e) auf Seite 330 nimmt somit 
11 

die Form 0 = r x -'-- Z); i;ab: an. Führen wir r" und Zx aus den Beziehungen (h) 
~ - ' 

auf Seite 332 in diese Grenzbedingung ein, so erhalten wir 

o (-2' ) ;- (' '"2 + ß)" t a2 
= (/.1/ IY s - (/.'-, '/~lb2' 

Ersetzen wir in dieser Gleichung' durch 11 unter Zuhilfenahme der Gleichung 
der Ellipse, die durch diese Koordinaten identisch befriedigt werden muß, so 
ergibt sich :2 (/. b2 1)2 + Y b2 - (/. a2 b2 - ßa 2 = O. Da diese Beziehung für jeden 

2 

Punkt auf der Ellipse gelten muß, folgt (/. = 0 und Y = ß i". Die Schubspannungs-

komponenten können sonach zunächst in der Form Y x = :2 ß ~: z, Zx = - 2 ß Y 

geschrieben werden. Führen ,vir diese Werte in die Gleichgewichtsbedingung (a) 
auf Seite 326 ein, so nimmt dieselbe die Form 

f (y Zx = z Y x) d y d z = - f 2 ß y2 d y d z - f 2 ß ~: Z2 d y dz = 1.11 D 
F F F 

f b~:'l f a~:'l an, woraus, da y2 dydz=J z =--i-- und z2 dydz=Jy =--i-- die Glei-
F F 

[ ba3n a3bnl N~n 
chung - 2 ß -4- + -4-J = MD und daraus ß = - a.3bn folgt. Daher er-

geben sich die Schubspannungskomponenten für den elliptischen Querschnitt mit 

2Mn 
Y", = - ab3 :'l z, 

2Mn 
Z'" = -----b - Y , a :'l 

Nachdem die Richtungstangente der totalen Schubspannung 

Z~ b2 y 
tg}. = Y x = = a2 • Z 

(152) 

(p) 



Beanspruchung auf Drilling bei elliptischem Querschnitt. 337 

(Abb. 153a), so hat die totale Schubspannung T die Richtung des Durchmessers, 
der zu dem Durchmesser, auf welchem der Punkt P mit den Koordinaten y, Z 

liegt, konjugiert ist. Die totalen Schubspannungen, die Flächenelementen längs 
eines Durchmessers entsprechen, sind daher zueinander parallel. Die Größe der 
totalen Schubspannung wird 

(r) 

Xach den Gleichungen (152) lind (r) sind elie Schubspannungskomponentell und 
elie totalen Schubspannungen, die Flächenelementen längs eines beliebigen Durch
messers B,O,A entsprechen, proportional der Entfernung ,-om Schwerpunkte. 
0,2, Bund 0, A, 1 sind demnach die Schau-
bilder für die nach einem Geradlinien
gesetz erfolgende Verteilung der totalen 
Schnbspannungen l' ·längs eies Durch
me~~er" AB. 

z 

Der zahlenmäßig größte \Yert eier [ 
--~----------~~ 

totalen Schubspannung liegt jedenfalls 
auf der Herandung~ellipse des Qnersclmit
tes, für elie, wenn wir ihre Koordinaten 
jetzt mit/I, ~ bezeichnen, nach (r). "'eil 
1)2 C2 . . 
a 2 + b2 = 1 sem lllUß, 

2)1 ,--- ---.. -
T = a'j~'~- lH [0 4 -172 (0,2 - b2 )] . 

o 

Abb, 153 a, 

Aus diesem Ausdruck ersehen wir, daß I) = 0 der \Vert \-on I/ i"t, für den die 
dem Zahlenwerte nach größten totalen Schu bspannnngen, d. i. 

, 2.:liD 

T max = -b" , a -;r 
(153) 

herauskommen. Dieselben kommen somit den der Schwerachse des Stabes 
zunächst gelegenen Punkten C und D der Berandungsellipse zu. 

Den Punkten E und F der Ellipse (I) = ± a,' = 0) entsprechen die zahlen
mäßig kleinsten Umfangswerte der totalen Schubspannungen, nämlich 

I 2 .lID 
Tmin = -"b-' a- ;r 

(1;33a) 

Die Deformationsarbeit A D für den elliptischen Querschnitt wird bei Rück
sichtnahme auf die Gleichungen (152) 

J P - Z2 l .- 4 JI 2 4 J[2 I 
A D =-'''2 G ~ dx d y dz = 20 la2b6~2 J y + a6b2~2- J z,/ 

v 

J ab";r J' ua";r . r'.. . wenn Z2 d y dz = J y = 4:"" unel y2 d! = J z = -~ elle Iraghe1tsmomente 
F P 

der elliptischen Querschnittsfläche mit Bezug auf die !J- bzw. z-Aehse bedeuten. 
Setzen wir deren Werte in den Ausdruck für ADein, so erhalten wir schließlich 

Girtler, ~I{'('hanik. 

Jl~ I (a 2 - be) 
cl = -- -

• D 2 a"b:J;rG (134) 

22 
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Den Drall T können wir wieder ausdem Satze über die Arbeit ~ ... '\IID Tl = A D mit 

~lID (a 2 -+- b2 ) 

T =-a3 ba:rG-

oder in Analogie zur Formel (151'), da das polare Trägheitsmoment 

J p = J y + J. =:7: b (a~ + b2) 

und die Fläche des Querschnittes F = a bn ist, mit 

_ 4 2 Jp~lID 
T - n F4G 

bestimmen. 

(155) 

(155') 

Den gleichen Wert von. können wir auch erhalten, indem wir, wie auf Seite 334, von 

den Beziehungen ~!!' = - y. bzw. -~~ = z. ausgehen und auf die dort angegebene Weise 
u.r o.r . 

ow ov ox bzw. 7iX aus den gefundenen \Verten der Schubspannungskomponenten und der Be-

dingung, daß Y. = 0 sein muß, berechnen. 

Die Querschnitte können infolge der am Rande vorhandenen ungleichen 
totalen Schubspannungen nicht eben bleiben, was an der Mantelfläche des Stabes 
an einem Liniensystem sichtbar gemacht werden kann, daß auf ähnliche Weise, 
wie das für den rechteckigen Querschnitt geschildert wurde, vor der Verformung 
eingerissen wird. 

Die vorstehenden Ergebnisse stimmen mit der exakten ursprünglich von 
De Saint Venant gegebenen Theorie der Verdrehung von Stäben mit ellip
tischem Querschnitt vollkommen überein. Die bereits erhaltenen Formeln für 
den Kreisquerschnitt können wir aus jenen für den elliptischen Querschnitt 
erhalten, indem wir in ihnen a = b = l' setzen. 

c) Allgemeinere Bemerkungen über den Verdrebungswinkel pro Längeneinheit oder 
Drall. 

Für einen beliebigen Querschnitt kann man den Verdrehungswinkel nach Formel (51) 
auf Seite 93 erhalten, wenn wir die Torsionsfunktion II für den betreffenden Querschnitt 
kennen. Darnach können wir allgemein 

...'IID 

• = (JJ (156) 

setzen, worin die Größe J die Dimension eines Trägheitsmomentes hat, die für den Fall 
eines kreisförmigen Querschnittes in das polare Trägheitsmoment der Kreisquerschnitts
fläche übergeht. GJ definiert die Verdrehungssteifigkeit für einen beliebigen Querschnitt. 
J wird von A. Föppl als Drillungswiderstand bezeichnet. Für den Fall eines rechteckigen 

bzw. elliptischen Querschnittes wird annäherungsweise 

a3 b3 :n 
J = ~b2 [Gleichungen (151) und (155)]. a+ 

J=~~- b 18 (b2 + h2) zw. genau 

De Saint Venant hat, wie oben bereits erwähnt, für eine Reihe von Querschnittsformen 
auf Grund von theoretischen Erwägungen eine zusammenfassende Formel für den Drall 
aufgestellt, der von diesem Forscher die Form 

(157) 

gegeben wurde, worin 'P ein für die verschiedenen Querschnitte verschiedener Zahlenwert, 
MD das Drillungsmoment, J p das polare Trägheitsmoment des Querschnittes mit Bezug 
~uf den Schwerpunkt, F die Querschnittsfläche und G den Gleitmodul des Stoffes, aus dem 
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der Stab besteht, bedeuten. Die in Gleichung (156) eingeführte Größe J hat darnach den 

Wert J = ~ . Rein rechnungsmäßig ergeben sich auf Grund der teilweise unter a) und b) 
qyJp 

und auf Seite 90ff. behandelten exakten Theorie die Zahlen rp mit den folgenden Werten. 
Für kreisförmigen und elliptischen Querschnitt wird rp = 4 n 2 = 39,5, für rechteckigen 
Querschnitt mit 

wird 

h 
7)= 1 2 4 8 20 

rp = 42,68, 42,0, 40,2, 38,5, 36,84, 

für Querschnitte in Form eines gleichseitigen Dreieckes wird rp = 45, für ein regelmäßiges 
Sechseck ergibt sich rp = 41. De Saint Venan t schlägt vor, für diese und ähnliche Quer
schnitte für rp den gemeinsamen ::\1ittelwert 40 zu setzen. Experimentelle Ergebnisse von 
Brettschneider (L) mit rechteckigen Stäben ergaben nur Abweichungen von 2 bis 6 ~o 
von den berechneten vVerten rp, und solche von Ba c h mit I-Querschnitten ließen den Schluß 
zu, daß rp zwischen 40 und 42 schwankt. 

A. Föppl (L) hat zur Bestimmung der Größe J und somit auch des Dralls. bei gegebe
nem Drill.ungsm.oment für die praktisch wichtigen Walzprofile, wie I -,1--, T-, Co. ,-
Querschmtte, dIe aus schmalen Rechtecken zusammen gesetzt werden können, auf Grund 
theoretischer und praktischer Untersuchungen die Gleichung 

(158) 

aufgestellt, worin h die Langseite. b die Schmalseite von Teilrechtecken bedeuten, aus denen 
sich die Querschnitte aufbauen lassen, und die Summe r über sämtliche Teilrechtecke 
zn nehmen ist. ferner I] ein Berichtigungskoeffizient ist, dessen wahre Größe sich aus 
Verdrehungsversuchen ergibt und für die verschiedenen Querschnitte verschieden ist. Den 
Verdrehungsversuchen wird die richtige Formel (156) zugrunde gelegt, • und JID werden 
gemessen; ist der Gleitmodul G bekannt, so kann dann der wahre 'Wert von J berechnet 
werden. Föppl fand für L-Querschnitt I) nahezu gleich 1, für C -, T-, -L-Querschnitte im 
Mittel I) = 1,15, für 1- Querschnitte im ::\Iittel I) = 1,30. 

Als Ausgang für die Aufstellung der Formel (158) wird der Wert der Größe von J 
für ein schmales Rechteck ermittelt. Auf denselben kann man kommen, wenn man die 
exakte Formel (151 b) auf Seite 336 durch Division von Zähler und Nenner durch h 2 in 

.G h b3 

MD = ,ll 3 6 .lJ2----- überführt, und in dieser Formel für gegenüber den 'Verten b sehr 
, (h2 + 1) 

b2 
große Werte h, wie das für sehr schmale Rechtecke zutrifft, h2 im Nenner vernachlässigt 

und jt. wie für ~ = <x>, nahezu gleich 1,2 setzt (s. oben). Hierdurch gelangt man zum 

.hb3 G M 
Ausdrucke MD = --3-' woraus. = thb: G ' d. h. annäherungsweise J = t h b3 folgt. 

Zum Schlusse dieses Punktes seien noch die häufig vorkommenden zusammen
gesetzten Beanspruchungen von geraden Stäben auf Drillung mit einer oder meh
reren anderen einfachen Beanspruchungsarten berührt, wie das z. B. bei der Be
lastung nach Abb. 96, Seite 227 zutrifft, wo zwischen den Riemenscheiben R 1 undR2 

eine Beanspruchung auf Biegung, Drillung und Schub vorliegt. In derartigen 
Fällen berechnet man die den einfachen Beanspruchungen entsprechenden Span
nungszustände für sich und legt sie daim übereinander. Solange die Verschie
bungen klein sind, kann man in analoger Weise auch mit den den einfachen 
Beanspruchungen zukommenden Deformationen verfahren, um die der zu
sammengesetzten Beanspruchung zukommende Deformation zu erhalten. 

18. Fortsetzung. Das Seifenhautgleichnis von Prandtl. 

L. Prand tl hat eine sehr wichtig gewordene formale Analogie gefunden, die zwischen den 
Grundgleichungen, denen a) eine sehr dünne ursprünglich ebene aus Seifenlösung be
stehende Flüssigkeitshaut genügen muß, die, eine in einem sonst allseits verschlossenen 

22* 
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Gefäße g (Abb. 155) befindliche Öffnung F von gegebener Berandungsform (kreisförmig, 
rechteckig usw.) überdeckend, durch einen mit Bezug auf das Gefäß inneren Luftüberdruek 
PI - Po (PI Druck im Gefaß, Po äußerer Luftdruck) nach außen gewölbt wird. und b) jenen 
Gleichungen, denen die im vorigen Punkte eingeführte Spannungsfunktion rr [Gleichungen (e) 
und (f), S. 330 ff.] bei Drillungsbeanspruchung eines Stabes mit einer Querschnittsfläche, deren 
Ausmaß und deren Berandung mit dem Ausmaß und der Berandung der erwähnten Gefäß
öffnung zusammenfällt, genügen muß. Auf Grund dieser formalen Analogie ist es möglich. 
die Spannungsverhältnisse für auf Drillung beanspruchte Stäbe messend zu verfolgen. 

Aus den Gleichungen 

1" dl' du' -
=---=0 

z u~' du (al 

die das Hookesche Gesetz für die Spannungen Y, .. und Z. und die Kotwendigkeit des Xull
werdens von Y z zum Ausdruck bringen, kann zunächst 

fJ 

P, r 
--------- -----------, 
x PY'Po ' 
~---------,.,-------O -------~ ,;~ ----1 

z 
Abb. 153. 

_ 2 d2 1C = ~ (d2 rp _ d2 (f') 
d x a y G \ d y2 ' a Z2 (b) 

gefolgert werden lDifferentiation der ersten der Glei
chungen (a) nach z, der zweiten nach y und Sub
traktion; die hierdurch erhaltene Gleichung wird mit 
der dritten der Gleichungen (a) zusammengefaßt]. Da 

zufolge der Ausführungen auf S. 334 ~l.~ = -YT,d.h. 

(PlI' 
-Cl--j - = - T. so kann die Bedingung (b) auch in der 
U:<'( y ~ ~ 

Form 2GT=o2rp--,--i)2rp (b') 
a y2 0 Z2 

geschrieben werden. Die Grenzbedingung (e') auf Seite 331. welcher die Funktion rp am Rande 

des Querschnittes zu genügen hat, kann, da cos 11 y = ~; und cos (11 z) = - ~ ~ mit d 8 als 

Element der Berandung der Querschnittsfläche des Stabes, in 

(c) 

übergeführt werden. Die Bedingung (c) besagt. daß die Spannungsfunktion (l fim Quer
schuittsumfange sich nicht ändern kann, d. h. dort an allen Stellen den gleichen Wert be
sitzen muß. Setzen wir den Drall T als gegeben voraus, so ist rp aus den Gleichungen (b') 
und (c) bis auf eine additive Konstante bestimmbar [siehe Seite 93ff., wo die Bestimmbar
keit der Torsionsfunktion bis auf eine additive Konstante aus zwei den Gleichungen (b') 
und (c) völlig entsprechenden Bedingungen nachgewiesen wurde]. Der "Wert des Dralles T 
selbst ist aus der Gleichgewichtsbedingung gegen Verdrehen um die Stabachse, wie sie oben 
für verschiedene Querschnitte aufgestellt wurde, ermittelbar, wenn vorher die Schub
spannungskomponenten y", Z" mit Hilfe der Spannungsfunktion rp als Funktion des Dralles T 
dargestellt worden sind. 

Die Öffnung F im "Gefäße g (Abb. 155) soll dem Querschnitte des auf Drillung be
anspruchten Stabes entsprechen, der punktiert angedeutet ist, derart, daß die Berandung 
der Öffnung mit jener des Querschnittes zusammenfällt. Die Punkte P' der sehr dünnen 
Seifenlamelle L weichen unter dem Einfluß des Überdruckes PI - Po parallel zur x-Achse 
von der Öffnungsebene um Größen P P' = u ab, die als Funktionen von y und z anzusehen 
sind. Wenn wir kurz von Abweichungen u unter dem Einflusse von PI - Po gesprochen haben, 
so ist das natürlich nicht so gemeint, als ob die Drucke PI und Po die alleinigen zur Wirksam
keit gelangenden Kräfte wären. Abgesehen von der Schwere werden an den Berührungs
flächen der Seifenlamelle einerseits mit der umgebenden Luft, andererseits mit dem Gefäße. 
Kapillarkräfte wirksam, die nach den grundlegenden durch die Erfahrung bestätigten An
nahmen von Gauß je ein Potential besitzen, das gleich der Größe der zugeordneten Be
rührungsflächen multipliziert in eine von der Natur der einander berührenden Körper ab· 
hängige Konstante ist. Die Kapillarkräfte wirken normal auf die Berührungsfläche in das 
Innere der Lamelle hinein. Da der kapillare Druck an der konvexen Oberfläche größer als 
jener an der konkaven Oberfläche ist, so wirken sie im Sinne einer Verkleinerung der Ober
fläche der Lamelle. (Wird in eine Seifenblase unter Zuhilfenahme eines Strohhalmes nicht 
mehr Luft eingepreßt, sondern der Druckaustausch zwischen dem Inneren der Seifenblase 
und der äußeren Luft freigegeben, so verkleinert sich dieselbe von selbst, d. h. infolge der 
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Wirkung der Kapillarkräfte.) l)Pn kapillaren Kräften skllt sich der Überdruek PI -110 

l'ntgegen. ,Ie größe·!' innerhalb naturgcllliißer Grenzen PI - Po wird, um so stärker wölbt 
Hieh die 1,a))\('llc, Ulll HO stärke!' wird die Gegenwirkung de]' Kapillarkräfte. lVIit dem Auf
irden der letzteren denkt man Hieh Ha!H! in Hand das Besk}wn von Zugspannungen in dpr 
Lamelle, derart, dag für ein "iner belü'bigen r:ldmittrichiullg normal zur Lamellenfläehe 
(mtHpreclH'nd('s ];'liiehenelemeut der Lamelle pro Längeneinheit stets eine Zugkraft (t; 
vorhanden iHt, deren ltiehtung H{Jllüt tange·ntiell an die Lamelle ist. Man könnte auch sagen, 
es entsteht in der Lamclle ein homogener ebener 8pannungszustand mit zwei gleiehen posi
tivl'n Hauptspannung('n, de]'('n Ebenc]} stets tt<ngentiell an die Lamellenflächen sind. 
Z\Il' näheren Erläukrung dielH' das ];'olgl'nde: Wir denken uns auf den beiden Begrenzungs
flächen deI' Lamelk je ein kleines FJäehenelellwnt p' p~ p~ P; (Abb. 155tt) abgegrem:t, 
die die BasiHfläc}wn "ines Prismas vorstdkn, dessen Höhe der sehr kleinen Dicke b der Lamelle 
gleichkommt. Die als gemeinsam anzlls(,hende Projektion dieser Flächenelemente auf die 
y:-Ebene ist durch P PI "2'\ 
dargestellt. Dem Punkt P kOIll-

men die Koordinatr'n y, z zu. 
Jknken wir uns das nnendI i<'ll 
kleine Prisma aus d('r Lan\('lk 
lH'rausgeschnitten, so haben wir, 
um das Uleichgewicht nicht zu 
stören, die in den Ndmittfläeh"1\ 
übcrtragerwn Kräfte als äulkl'l' 
Kräfte anzubringell. Auf die /' 1'3 
entsprechende UI\{'!HlJi"h klpiI\{' 
normal zur Lamdk gcdtwhk 
r:lehnittfbclw kommt die Kraft 
b l" P~a, ()(h'r, wenn IHr als Kraft 
pro Längeneinheit mit (t; einge-
führt und /" P;,' r/s v gl'sdzt 
wird, (t; ds y • Die l\.raft (t; !ls" iHt 

1\ 
1 \ 

\ 
I \ 

X : \l dsy 
- ----r-

I I p' 
p I I __ -

f.( 
P. - '- - -
" 1I. 

r 
Q.... ___ -----.2 

l 

dz 

z 
z 

Ahb.155a. 

tangentidl znr Lalllcllenfläehe gerichtet und hat in {kr x-Richtung 
Un ,riu . . T dn ri:c 

- (t; ris y ) , da I l' d:, also bCl sdlr kIemen 1[-\\ ertl'n - '1 i 
(,: ()z uZ (,8 

adsy 
dy 

I P' 

adsy 

r 

die KomponcI\te 
iJu 
iJ z der Kosinus 

des stumpf('lI \Vinkds ist, den die Kraft rx ds" mit der positivpn x-Achse bildct. l)Pr P I P 2 zuge
ordneten :--;,,!tnittflär:lH' ist gleichfalls dip Kraft (t; ds,,, zugeordnet, die x-Komponente derselben 
. . ()n ri () ul [-()2 n ()U] 
Ist abcr Jetzt 7. ds" !----- 7. d 8" -'--,1' dz = (t; ds" '::12 dz -f-" - . Infolge der den Schnitt-

();; (}Z L_ uZ.. uz uZ 

flitehen 1" 1';, und 1'~ 1'~ zllg"onlnetellKräfte wirkt somit als Resultante in der positiven 
(J" 11 

x-ltichtung die Kraft (J, ds!! ri ,:2 dz. In iihnlieher Weise findet man, daß für die Schnittfläehen 

p' p~ und l'~P~ ~c d8, eirll' in der positiven x-H.iehtung wirkende Komponente von der 
i)" n 

Grüße (t; d8, ')--;,- cl 1/ vorhanden Hein muß. Außer den beredmeten Kräften wirkpn auf das (y- ' 
LamellendclIIent in der positivpn x-Riehtung noch die Kraft Po ds" ds z , in der negativen 
~:-ltichtung die Kraft PI d8" <18" so daß als Gleichgewicht für das LamclIenelemcnt die Be-

ä"n IJ2 n 
dingung (t;d8 y ;)"d:+7.ds, -:;-dy-pds!ldsz=O erfüllt sein muß mit P=PI--PO' - uz- ()!r 
Nind, wie bereits ZUI' Verwendung gehracht, die Verschiebungen u sehr klein, so können wir 
d8 v = dy ulld ds, dz HetZ('n und erhalten ab Gleichgcwiehtsbeclingung 

()2/f, ()2 n P 
U;;2 ;. ()y2 = 7. (d) 

Die als Oberflü!'ll('llspanllung bezeielmetc Kraft pro Längeneinheit (t; kann experimen
tell, z.13. aus Verw('hen mit Kapillal'riihrchen erhoben, del'Überdruck P durch Mes8ung 
bestimmt w('rden. 

Die Uleiehung (d) kÖllIH'n wir als llifferentialgleichung der Fläche ansehe']], in welche 
die ursprüngliche {'helle Lallldl(· bei \Virkllng des Überdruckes p übergeht. Die Integration 
dieser Differl'ntialgkiclnmg muß n ab Funktion von y, z liefern, wobei als Grenzbedingung 
zu gelten hat, daß an der .Ikrandung (h'l' Lamelle 1t verschwinden muß. 

Bei Vergleich cl,'!' Bedingungen, dem'lI n genügen muß, mit jenen, welchen die Npannungs
funktion Ir unterworfl'll ist, find"n wir, daß ~( von rein mathematiseheIl1 Gesichtspunkte aus 

als r:lpannungsfunktion auffnllhar ist, wenn an r:ltelle von P- der \Vert 2 Gr gesetzt wird, (t; 
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und die additive Konstante zur restlosen Bestimmung der Spannungsfunktion so gewählt 
wird, daß dieselbe an der Berandung konstant gleich Null wird. Bedenken wir aber, daß 
u und rp bestimmte physikalische Größen mit der Dimension [ern] bzw. zufolge Gleichung (f) 

auf Seite 331 Ik~J sein sollen, so müssen wir 
Lern 

und daher 
'I' = ku (c) 

~k=2(}T 
()( 

(f) 

mit k als einem Faktor mit der Dimension kgjcm2 , d. h. einer Spannung setzeil. Erst bei Zu
grundelegung der Gleichungen (e) und (f) ist ein klagloser Zusammenhang zwischen 'P und 1t 

bei Zugrundelegung eines beliebigen Maßsyskmes geschaffen. 
Mißt man die Höhen u der ausgewölbten Lamelle, die von Prandtl als Spannungshügel 

bezeichnet wird, in einem derartigen Maßstabe aus, daß die Gleichung (e) bzw. (f) erfüllt 
ist, so erhält man die Werte der Spannungsfunktion für die betreffenden Meßpunkte (Satz a). 
Fassen wir alle Punkte in einem Querschnitte eines auf Drillung beanspruchten Stabes 
zusammen, für welche die Spannungsfunktion rp einen konstanten Wert besitzt, so erhalten 
wir eine Kurve, deren Gleichung rp(y z) = c mit. c als konstanter Größe ist. Aus dil'sel' 

8({' 

Gleichung erhalten wir durch Differentiation 81p d .11 + ,J ({' d z = 0, d. h. d~. = _ a y D.t 
uy 1 Jz d]l 7i~" 

z 
y 

Abb. 155 h. 

Dz' 
aber zufolge der Definition der Spannungsfunktion 

"", 
rJy Z, 
d'l) Y" 

(g) 

,Jz 

und der Quoticnt -~:~ die Richtung der totalen Schubspannung 7' 

für einen Punkt der Kurve vorstellt, so sind die Kurven kon-
stanten Wertes von rp die Schubspannungslinien (Seite 286ff.) 

für die Drillungsbeanspruchung. Die Schichtenlinien mit gleichen Werten u auf der Seifen
lamelle ergeben sonach auf den Querschnitt projiziert die Schubspannungslinien (Satz b). 
In Abb. I55b ist der Spannungshügel in Draufsicht mit einigen Schichtenlinien verzeichnet, 
die sich nach dem vorstehend Gesagtcn mit ihrcn Projektionen auf die yz-Ebene, d. i. dcn 
Schubspannungslinien decken. Dic Schichtenlinien 8 2 und 8:1 seien unendlich benachbart.. 
Dem Punkte P der 8 2 entsprechenden Schubspannungslinie sei die totale Schubspannung T, 
die tangentieIl an erstere verläuft, zugeordnet. Das Koordinatensystem ?/ z, dessen durch 
den Schwerpunkt gehende Achsen im Querschnitt offenbar eine beliebigc Lage unbeschadet 
aller bisher über die Drillung gemachten Auseinandersetzungen besitzen kann, sei mit der 
y-Achse normal zur Schubspannung T, mit der z-Achse demgemäß parallel zu T gelegt. 
Die Strecke auf dem Spannungshügel, die sich als Strecke PR auf der Querschnittsfläche 

projiziert, schließt mit der letzteren einen Winkel ein, dessen Tangente dureh _ ~u dar-
?/ 

gestellt wird und das Gefälle (die Fallinie) vorstellt, das der Spannungshügel an der betreffen-

den Stelle besitzt. Da nach Obigem - 8i}!p- = -- k -d~lI • andererseits aber - 8,,({' = Zx und 
y y u?/ 

für unsere Annahme des Koordinatensystemes Z~ = T, da Y. = 0 ist, so gibt das Gefälle 
an irgendeiner Stelle des Spannungshügels ein Maß für die' Größe der dort herrschenden 
Schubspannung T (Satz 3). Je steiler der Spannungshügel an l,iner Stelle ist. um so größer 
ist die dort vorhandene Schubspannung T. 

Besonders wichtig ist, daß wir aus einem Seifenblasenversuch auch auf die Größe deH 

Drillungswiderstandes J = f!f (Seite 338) und von ihm bei bekanntem Drillungsmomellt 

auf den Drall T ein Schluß gezogen werden kann. Das Drillungsmoment MD muß auf Grund 
der Bedingung des Gleichgewichtes eines Stabteiles, an dessen einem Ende das Drillungs
moment MD übertragen wird, die wiederholt verwendete Gleielnmg 

MD =J(yZ,- z Yr)dydz. 
F 
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das Integral über die Querschnittsfläche genommen, erfüllen. Drücken wir die Schub
spannungskomponenten Z~ und Y ~ durch die Spannungsfunktion rp aus, so nimmt die letzte 
Gleichung die Form 

an, aus der wir durch partielle Integration nach y bzw. z den Ausdruck 

-- MD = f d8 ces (n y) y rp - f rp d y dz + f d8 cos (nz) z rp - f rp d Y dz 
B F B F 

gewinnen, indem das erste und dritte Integral über die Berandung des Querschnittes, das 
zweite und vierte Integral über die Querschnittsfläche zu nehmen sind. Die über die Be
randung genommenen Integrale verschwinden, da die Spannungsfunktion auf derselben 
Null werden soll. \Yir erhalten somit bei Benützung der Gleichungen (e) und (f) 

3ID = 2 f rpdydz = 2J..J udyd:: = '!.GpT2 f udydz. 

F F F 

Beachten wir den oben angesetzten Ausdruck für den Drillungswiderstand, aus dem 
.M D = GTJ folgt, so erhalten wir schließlich 

411J J=p udydz. (h) 
F 

Da das Integral in dieser Gleichung den Rauminhalt des Spannungshügels bedeutet, besagt 
sie, daß der Drillungswiderstand dem Rauminhalt des Spannungshügels proportional ist 
(Satz 4). 

19. Fortsetzung: Das hydrodynamische Gleichnis. 

In dem Werke: On natural philosophie von Lord Kelvin und Tait, Teil 11, S_ 242ff. 
wurde zum ersten )Iale eine zweite formale Analogie zwischen den Gleichungen, die zur 
Bestimmung einer sogenannten ebenen Potentialströmung einer reibungslosen unzusammen
drückbaren Flüssigkeit dienen und den Grundgleichungen zur Bestimmung des Spannungs
zustandes eines auf Drillung beanspruchten Stabes gefunden. Nach Lord Kelvin und Tait 
haben J. Boussinesq und A. G. GreenhilI Analogien zwischen der Theorie gewisser 
Flüssigkeitsbewegungen und jener der Drillung von geraden Stäben festgestellt. Alle dies
bezüglichen Untersuchungen verfolgen den Zweck, die Lösung eines hydrodynamischen 
oder, besser gesagt, eines hydrokinematischen Problemes zur Lösung des Problemes der 
Drillung eines geraden Stabes bei entsprechend geänderter Deutung der in die hydrokinema
tischen Gleichungen eintretenden Größen unmittelbar anzuwenden. Im folgenden soll eine 
im wesentlichen auf A. GreenhilI zurückgehende Analogie etwas näher betrachtet werden. 

Wir denken uns ein zylindrisches Gefäß, dessen Begrenzungsflächen mit der Mantel
fläche und den Endquerschnittsflächen des auf Drillung beanspruchten Stabes zusammen
fallen. In demselben bewege sich eine schwere und reibungslos sowie unzusammendrückbar 
gedachte Flüssigkeit, die das zylindrische Gefäß vollkommen erfüllt, derart, daß sämtliche 
Flüssigkeitsteilchen in sich zurücklaufende Bahnen mit Ebenen parallel zu den Basisflächen 
des Zylinders beschreiben. Es existieren sonach nur Geschwindigkeitskomponenten t'y und t', 
parallel zu den Achsen y, z des Koordinatensystemes. Zur weiteren Festlegung der Flüssig
keitsbewegung wird angenommen, daß '/,'y und 1'. nur Funktionen von y, z, nicht aber von :I: 

sind, und daß ihre Größen nicht von der Zeit abhängen (x-Achse mit Gefäßachse zusammen
fallend). Die Flüssigkeitsbewegung ist hierdurch als eine ebene stationäre charakterisiert. 
Während der Bewegung eines ins Auge gefaßten Flüssigkeitsteilchens in der ihm zugeord
neten Bahnkurve kann dasselbe noch eine Rotation um eine durch seinen Schwerpunkt 
gehende Achse besitzen. Würde ein Flüssigkeitsteilchen als starr angesehen werden können, 
so käme ihm im allgemeinen eine Geschwindigkeit l.J infolge seiner fortschreitenden Be
wegung und eine solche infolge der rotierenden Bewegung um eine um seinen Schwerpunkt 
gehende Achse zu. Nimmt man die aus der Vektoralgebra bekannte Operation tot des 
Vektors l.J, so erhält man die doppelte Winkelgeschwindigkeit. mit der das Teilchen rotiert. 
d. h. es ist tot l.J = 2 11.l, oder in komponentalen Gleichungen mit Bezug auf ein dreiachsiges 
Koordinatensystem 

_ ~ (O~" _ OV y ) 

W z - 2 0 Y iJz' 
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mit /cx, W.' IV z als \Vinkelgeschwindigkeitskomponenten und '1:., ~' .. t'z als Komponenten 
der Geschwindigkeit b. Die Richtigkeit der vorstehenden Bemerkungen kann hier als zu 
weit führend nicht näher begründet und in jedem einführenden Lehrbuch der Mechanik 
starrer und flüssiger Körper nachgelesen werden l • Für unsere oben betrachtete ebene Flüssig-

keitsbewegung verschwinden v.' ferner ~t: und ~;, also muß U'y = 0 und U'z = 0 sein, 

d. h. es könnte nur eine Rotation der Flüssigkeitsteilchen parallel zur x-Achse stattfinden. 
Das wollen wir auch mit der weiteren Beschränkung annehmen, daß wir W x als konstant, 
d. h. unabhängig von y und z ansehen. Da w" W g , w. die Wirbelkomponenten der Flüssig
keitsbewegung genannt werden, können wir nach dem Gesagten die Aussage über die Flüssig
keitsbewegung dahin noch kürzer umschreiben, daß wir sagen, sie soll eine ebene stationäre 
Bewegung parallel zur yz-Ebene mit konstanter Wirbelbewegung parallel zur x-Achse sein. 

Damit eine solche Bewegung möglich ist. müssen außer den die Massenkräfte enthaltenden 
hydrodynamischen Grundgleichungen (die, wie man sich leicht überzeugen kann, von selbst 
befriedigt werden) die folgenden Bedingungen gleichzeitig erfüllbar sein. 

v, cos (n z) -+- t'y cos (n y) = 0 , 
o v OV 0: - dZ' = 2 U'.= 2 C. (a) 

Die erste dieser drei Bedingungen ist die Kontinuitätsgleichung für unzusammendrückbare 
reibungslose stationäre Flüssigkeitsbewegungen parallel zur y z-Ebene, die zweite ist die 
Grenzbedingung für die ::\Iantelfläche des Gefäßes, die besagt, daß die Geschwindigkeit dort 
keine Komponente in der Richtung der nach außen gezogenen Kormalen n der Mantelfläche 
besitzen kann (die Summe der Projektionen der Geschwindigkeitskomponenten auf die 
Richtung der Normalen n muß verschwinden), die dritte der angeschriebenen Bedingungen 
mit C als Konstanten enthält die Bedingung der Unveränderlichkeit der Wirbelkomponentew •. 

Aus der ersten der Gleichungen(a) folgt ~~ = - ~:z ,woraus geschlossen werden kann, 

daß dljJ = V y dz - V z dy ein vollständiges Differential einer Funktion ljJ von y, z sein muß. 

Es kann sonach t'y = ~: und t'z = - ~; gesetzt werden. ljJ heißt die Stromfunktion, die die 

Eigentümlichkeit besitzt, daß sie längs eines Stromfadens ihren Wert nicht ändert; denn 
stellen wir uns umgekehrt die Aufgabe, eine Kurve zu finden, längs welcher die Funktion 'I' 

oljJ 

k d h oljJ d OljJd O' h I 'I B d' dz ay V z onstant ist, . .;:;- y +;,- Z = 1st, so er a ten WIr ase mgung -d = - ~ = -, 
u y u Z ~ Y u '1/' I'y 

o. 
die besagt, daß die Resultante von Cy und v, in die Kurve hineinfallen, letztere also eine 
Stromlinie sein muß. Im besonderen ist auch die Stromfunktion 'I' in der Stromlinie, die 
in die Mantelfläche des Gefäßes fällt, konstant. Führt man die Stromfunktion in die zwei 
letzten der Gleichungen (a) ein, so ergibt sich 

0'1' OljJ ay cos (n z) - 0 z cos (/1 y) = 0, (a') 

Setzt man in den Bedingungen (a) statt der Geschwindigkeitskomponenten v.' v. die Schub
spannungskomponenten Y .. Zx, statt C den Wert Gr, ferner in (a') statt der Strömungs
funktion ljJ die Spannungsfunktion cp, so erhalten wir Gleichungen, die der Bestimmung der 
Drillungsspannungen zugrunde gelegt waren. So wie zur Bestimmung der Geschwindigkeits
komponenten V y ' v. die Kenntnis der Stromfunktion, die bis auf eine additive Konstante 
aus (a') bestimmbar ist, notwendig ist, ist zur Bestimmung der Schubspannungskomponenten 
die Kenntnis der Spannungsfunktion nötig, die völlig analogen Gleichungen genügen muß 
wie die Stromfunktion. Zur weiteren Ausführung der Analogie setzen wir 

C=kG. k cp = 'I' (ß) 

OljJ oq; 
V z = - 7fY = - k 7fY = kZ. , 

0'1' oq; 
V y = az = k 7fZ = kY x, (y) 

worin k ein Faktor ist, der die Dimension cm3jkgsec besitzt. Auf Grund der für einen Stabteil 
notwendigen Gleichgewichtsbedingung haben wir auf Seite 343 MD = 2.r cp dy dz erhalten, 

F 

1 Siehe z. B. A. Föppl, Vorlesungen über technische Mechanik, IV, 3. Auf 1., S.363ff., 
Leipzig: B. G. Teubner 1909. 
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wofür wir ,weh JI /i .) j' Z. 'I' dy d.: ,,('(zell kÜllllt'1I. Haben wir das hydrodynamische Problem 

l!' 
bei \Vahl eines bestimmten \V<'r!es (' g,·lüs( llnd wühl"1\ I .. ,1crartig, uaß die zuktzt aufgeschrie
bene Bedingungsglcichung erfüllt wird, so künnpn die Ddlll bspannungskomponcnten Y x' Z x 

des zugehörigen ],'alks der Drillungsbeanspruchung aus den GleichungeIl ()') der zugehörige 
Drall T aus der Gkichung (cz) bestimmt werden. Die Dtromlinien des hydrodynamischen Yalles 
decken sich mit den Nchlihspanllllllgslinien für die Drillungsbeanspruchung. 

Die exakte Lösung d"r wie oJ,c1I gestellten hydrodynamischen Allfgabl' führt fallweise 
natürlich zu genau dpllsc!ben Ndnvieri!!kciten wie die direkte Lösung des Drilhmgsproblemes. 
Der Vorteil. der aus der angeg('])enen Analogie gezogen werden kann, ist der, daß die Anschau
lichkeit des paralIdplI hydrodynamisd\{'Jl Prohkmes pille große ist, mit deren Hilfe es manch
mal gelingt, zu NälH'nll1g~jöSllllg(,Il zu gelangen, die daIln auf das Dlillungsproblcm über
tragen wenl!'lI künllen'. 

20. FOl'tsctZllllg' : 1).'1' VCl'dl'chung'svel'such. Dl'ehungsfestigkeit. 
Die Verdrehullgsversuelw zur Feststellung des Verhaltens eines Werkstoffes 

gegenüber einer Beanspruchung auf reine Verdrehung werden in der Regel 
mit Stiiben von kn'ü;fiirmigem Querschnitt vorgenommen, die im wesentliehen 
die Auwmße eine,.; Nornmlstabes von der Form besitzen, wie wir sie für die 
Durchführung dCH Zugversuches 
kennengelernthalwll. Nur die ::-ltah
köpfe werden nicht mit kreisförmi
gem, Hondem in der [{egel mit 
polygonalem Querschnitt hergetltellt, 
um sie für die Übertragung von 
Drehung,mlOrnelltell geeignet zu 

Abb.156. 

maehen. Die Durchführung <Im; Versuches gesehieht mit eigenen Festigkeitsmaschi
nen, den TorsionslIl<LHcllinen, in welchen der eine Stabkopf A (Schema nach 
Ahh. 156) ortsfest, der andere Stabkopf B aber um die Längsachse 1, 2 des Stabes 
verdrehbar eillgeHpannt wird. Die Erzeugung des auf das verdreh bare Stabende B 
zu übertragenden Ilrillullgsmon]('Il
tes geschieht entweder auf mecha
nischem oder hydraulischem Wege. 
Seine MeHslUlg erfolgt durch eine 
geeignete I~inriehtllllg, z. H. mittels 
Manometer ul\(l ::\ld.\dm;e oc!pr mit
tels Neigungswaage UKW. 2 Die Ver
formung des Stabe" wird aus dem 
Venlrehungswinkel zweier ursprüng
lieh paralleler RadieIl gegeneinan
der beurteilt, deren Entfernung 
gleich der Md31iillge 1 des 8tal)cs 
ist, dip im llorma1l'1l Versuch 20 C!ll AlJh.156". 

beträgt. Die l\lesKung des Ver-

s 

drehullgswinke1;; erfolgt, solange e" sich Ulll sehr kleine Verdrehungswinkel 
handelt, unter Zuhilfenahme von Spiegelahlesungen. Zu diesem Behnfe werden 
sehr kleine ::-lpiegl'klwn J UJHl 1 I, deren spiegelnde Flächen vertikal stehen 
sol\en, an dell Enden A un(l 13 der }leßliinge des Stabes mit Kolophonium
wachHkitt befestigt Olkr l)l'sKer in einem mit Spitzen gegen den Stab abgestütz
kn Ring gelagert. In je eüwr horizontalen Entfernung]) = aA (Abb.156a) 

1 Siehe hi<'rzll auch A. uIH1 L. F öppl, Drang und Zwang, Bu. 2, München u. Bcrlin: 
R. Oldenbnrg l!l20 

2 Diehe hierzu die FlIllnolP "uf D. 13!J. 
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von den Spiegeln sind zwei mit genauen Teilungen ver,;ehene Latten vertikal 
aufgestellt. Die Spiegelbilder der Teilstriche werden durch je ein mit Faden
kreuz versehenes Fernrohr F beobachtet. Bei unverdrehtem Querschnitt B 
schneidet der horizontale Faden des Fadenkreuzes des Fernrohr:; aUf; der Skala /::I 
den Punkt a heraus. Verdreht Hich der Querschnitt B um den Winkel 1Jl2 und 
infolgedessen der Spiegel 11 um den gleichen Winkel, HO erscheint im Fernrohr 
der Punkt b der Skala in den horizontalen Fadcn deH Fadenkreuzes fallend. 

Wenn die Strecke ab nz Teilwerten des Maßstabes entspricht, so wird tg 21Jl2 = ~~ , 

wenn])l = aAl ist. Hierfür schreibt man, da nur f) c_, aA ein für allemal ge
messen wird, etwaR fehlerhaft 

(a) 

Wäre der Spiegel 11 nicht exzentrisch mit Bezug auf die St~llmehse angebracht, 
so wäre 

!I C (I b' 
tg 2 "'9 = -- == ----

T_ Oa lJ 
11" -I J 1/ 2 
-- ----

lJ 
(a') 

Der Fehler, der bei Verwendung der Gleichung (a) gemacht wird, iRt Honach 

f LI n2 N . 1· l' .. ··t 1 Q. -I (. F \\. d) = n--. I enllen Wll· ( le <,xzentnzIta, ( es ,~plCge He" ilI Ullserem a 1st e = 2- , 

so wird, da 

und "~ "-1= _~ _ I' __ ~ e 1 cos V'2 

1 eOH 1/'2 eos "1'2 

der Wert LI n 2 = e 1 - ~os 1J12 tg 2w., a\flo der Fehler f = nf .1 - eos 1J1~ tg 2111" . 
cos V'2 - I - , COS 11'2 T -

Derselbe ist sonaeh um HO kleiner, je kleiner e und 1Jlz sind, und je größer lJ 
ist. Ist D wie gewöhnlich sehr groß gegenüber e (z. B. j)-c 1500 cm, e == 1,5 cm, 

d. h. i = 0,0(1) und 1Jl2 Aehr klein, so kommt der Fehler nicht in Betracht. 

Wegen der vorausgesetzten Kleinheit der Verdrehung des SpiegelH setzen wir 
in (a) Ktatt der Tangente den Winkel ein lind erhalten 

JI.'l, 

"1)2 = TD· (b) 

In ähnlicher Weise ergibt sieh für den Spiegel 1 1Il1 Querschnitt A 

(b') 

und es wird die Verdrehung des Quen;ehnittefl 11 gegenüber dem Querschnitt A 

"I) = V'2 - 1Jl] = Tl. (e) 

Größere Verdrehungi:lwinkel werden mittels Zeigerapparaten gemessen: Man 
befestigt z. B. im Querschnitt A mittel" Spitzenschrauben einen Ring, der 
einen über die Meßlänge bis zum Querschnitt B reichenden Zeiger trägt. In der 
Ebene des Querschnitte,; Bist t'in zweiter l~ing befestigt, der eine Winkelskala 
trägt, auf der der genannte Zeiger tlpielt. 

Bringt man ein Drehmoment beKtimmter Größe auf und entlastet hierauf, 
so bemerkt man, daß der dem aufgebrachten Drehmoment entsprechende Ver
drehungswinkel um so weniger \'ollkommen wieder zurückgeht, um so größer 
das aufgebraehte Moment war. Man unterscheidet demzufolge bleibende und 
federnde Verdrehungen. Bei Bestimmung der Verdrehung der beiden End
querschnittsflächen gegeneinander helastet und entlastet Illan solange, biH 
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sich konstante Werte für die Winkel "p zeigen (Vorgang der Akkomodation, 
Seite 168). 

Die Elastizitiitsgrenze für die Beanspruchung auf Verdrehung als maximale 
am Umfange des Stabei:l auftretende ~ehubi:lpannung (Seite 155) wird fest
gelegt durch einen ihr zugeordneten geduldeten Wert der bleibenden Verdrehung 
pro Längeneinheit (des bleibenden Dralls), der einem geduldeten Wert der hier 
dem Zahlenwerte nach eirmnder gleichen Hauptdehnungen entspricht. (Fall der 
reinen Schubbeanspl'uehung.) 

Man könnte da mn (lenken, ein dem a-e-Schaubild für die Druek- bzw. 
Zngbeanspruehung entsprechendes Schaubild für die Verdrehungsbeanspruchung 
zu konstruieren, in dem als Abszissen die Dralle und als Ordinaten die zugehörigen 
im Bereiche des Quen;ehnittes maximalen und totalen Schubspannungen T max 

aufgetragen werden müssen. Dabei ist aber mißlich, daß man, vorausgesetzt, 
daß das Hookesche C}e"et7; in einem bestinllnten Bereiche der Sehubspannllngen 
überhaupt gültig ist (FlllßeiKen), die maximalen Schubspannungen nur bis zU!" 
Grenze dieses Bereiches berechnen kann, die auch hier als Proportionalitätsgrenze 
bei Beanspruehullg auf Verdrehung (oder reinem Schub) zu bezeichnen ist. 
Oberhalb der Proportionalitätsgrenze ist eine Berechnung der Sehubspannungen 
bei gegebenem Drillungsmoment, von Awmahmefällen abgesehen, auf Grund 
der uns heute zur Verfügung stehenden ~littel um so weniger genau durchführ
bar, je mehr der Rtoff vom Hookesehen Gesetze abweicht. Stoffe, die bei Bean
spruchung auf Zug, Druck, Biegung die Erscheinung des Fließens zeigen, kommen 
auch in einem beHtimmten Bereiche der Größe des Drillungsmomentes bei Bean
spruchung auf Verdrehung in einen Zustand, der sieh iiußerlieh durch das Auf
treten von Fließfiguren über den ganzen Bereich des Stabes geltend macht und 
sich dadurch besonden; auszeichnet, daß bei starkem Anwachsen des Verdrehungs
winkels "p = Zr ein geringes Anwachsen deR Drillungsmomentes, ja häufig sogar 
ein ZurückgeheIl dCHselben entspricht (fliehe weiter unten). Die an einen nach 
Übereinkomml'n feRtgl'Setzt!'Jl Wert des bleibenden Dralls im Fließ- (Streck-) 
bereich gebundene wahre ]<'ließ- (Streck-)grenze auf Verdrehung, auch wahre 
Drehgrenze genannt, als am Umfange des Stabes auftretende totale Schuh
spannung, ist nicht genau eJ'mittelhar, ebensowenig die wahre Drehungsfestig
keit, ah welche man die ~chubspannung bezeichnet, die am Umfange deH 
Stabes im Augenblicke herrscht, in dem der Bruch beginnt. Wollte man ein 
T max - r -Schaubild entwerfen, so bliebe nichts übrig, als an Stelle der wahren 
Drehgrenze lind wahren Drehungsfestigkeit i<leale Grenzen treten zu lassen, die 
so berechnet werden, als ob d,Ls HookeRche Gesetz oberhalb der Proportional i
tiitsgreme bis zum Bruche gültig wiire. Eingebürgert hat sich in der PraxiH 
die Definition der idealen DrehungHfeHtigkeit. Nach Gleichung (146) auf Seite 327 

ist für kreü;fijrllligen Quen;chnitt T max = ~'"T~n mit r alK Radius de:-; Probestahes. 

Die ideale Drehung,.;feHtigkeit iHt dann 

r 2 (1I1n)""x 
K D = TllIax • Illax = --;. r 3· (l59) 

mit Ulf D)max alK MO!llC'nt, bei dem der Bruch einsetzt. 
Wenn ein Stoff in einem Teilbereiche seiner lnansprllChnahll1e auf reinen 

Schub (wie z. B. lwi zähen Metallen bei IWLnHpruehnahme über die Proportionali
tätsgrenze) oder überhaupt nicht (wie GußeiHen) dem HookeKchen Gesetze folgt, 
sondern zwiseheJl den totalen Schnbspannungen T und den SchiebllIlgen y ein 
nicht linearer ZIlKallllllenhang 

T=/(y) (d) 
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besteht, so tritt bei Beanspruchung eines Stabes mit kreisfönlligem Querschnitt 
,Ln Stelle der Gleiehllllg (c) auf Seite 327 die allgemeine Bezieh ung 

(e) 

und die Gleichgewichtsbedingnng (a) auf Seite 326 geht in 

J\IJ j) = J f (g T) g cll (f) 
F 

über. Aus der Bedingung (f) kanll. welln f (y) hE'kannt ist und T auch jetzt als 
nahezu konstant angesehen wird , der Drall T ab Funktion von j}[ D und damit 
nach Gleichung (e) ']' als Funktion von g gefundml werdcn. 

Mißt man die zn verschiedenen Werten Mn gehörigen Dralle T (hzw. 'IjJ = Tl), 
so ist es möglich, eine Kurve ~ll j) - lp zu lwnstruieren, deren recht winkelige 
Koordinaten Mn und 'IjJ =.-.c Tl 'lind. Diese Kurve, welche an manchen Verdrehungs
maschinen Helbsttätig aufgezeichnet winl, ist für das Verhalten eines Stoffes 
gegenüber Verdrehungsbeanspruchungen charaktel'isti'lch. Für Stoffe, welche 
die Erscheinung des Fließens zcigen ul1<l in einem hcstim mton Bereiche dem 
Hookeschen Gesetze folgen, hat sie die ,ws Abb. 157 en;ichtliche typü;che Gestalt. 

c 

Etwa bis zum Punkte A, der der Proportio
nalitiitsgrcnze entspricht, ist JI1. proportional zu 
T entsprechen(l der Weichung (147,1) auf Seite 328. 
Der Punkt B entspricht der :Fließ- oder Dreh
grenze, von dem ahl Ausgangspunkt in einem 
hestimmten verhältnü.;miißig kleinem Bereiche 
das Drilhmgsmoment 111. n nicht nur nicht zu-, 
"oncleJ'll sogar abnimmt, bei verhältnismäßig 
starkem Anwachsen des Verdrehungswinkels, der 
Punkt (' ist deJ~f)rehungsfestigkeit zugeordnet . 

..:.L!;---''-----'-*---~O.----- Die Arbeit J\IJ]) d'IjJ bei Beanspruchung auf Ver-
v·rl drehung hei Amnwhsen dCfi Momentes vom 

Abb.157. 
Werte Jlif n bis zum Werte Mn + dMn und des 
Vel'drehungswinkeb von Werte ip zum Werte 
.ljJ -\- rI ip ist clureh den in der Abbildung schraffier

ten Flächenstreifen graphisch dargestellt. Die gesamte Verdrelnmgsarbeit bis zum 
'I' 

Bruch, d. i. An =~, J JVl n rl1jJ kann s(mach durch Amnnessung der :Fliiehe OBCD 
o 

gefunden werden. Bis Zlll' Pl'Oportionalitätsgrenze ü;t (]je Arbeit durch die Fläche 

des Dreieckes 0 A F, (I. i . (.MD~P 'PP gegeben. [Gleichungen (147 a) und (148a), 

Seite 328ff. Dividieren wir die Venlrehungsarbeit A D dlll'ch das Volumen des 
Stabes, das zwischen den Endmarken der Meßliinge liegt, so erhalten wir (las 
spezifische Arbeitsvermögen bei Beanspruchung auf Verdrehen. Dasselbe ist für 
plastische und zähe Materialien bedeutend größer aiR jenes bei Beanspruchung 
auf Zug. Für gewisse Flußeisen80rten ist z. B. das Verhiiltnis des genannten 
Arbeitsvermögen etwa 4: 1, wenn d,Ls Arheitsvermögen bei Beanspruchung auf 
Zug aus dem üblichen a-e- Sehaubil(l (aus dem ,dso nicht die wahren Zug
spannungen und wahren Dehnungen entnommen worden können) bis zur Höchst
spannung K z abgeleitet wird. 

Für Gußeisen ist (I er Verlauf der a-e-Knrve bei Zugbeanspruehung ähnlich 
jenem der M n-1p-Klll've, letztere hat semach bis ZUIll Bruch einen einheitlichen 
Charakter. 
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Kennt man die Zuordnung des Drillungsmomentes 211 D zum Drall T - es sei MD = F (.) -
und sieht man. im Querschnitt als konstant an, so kann die Beziehung (f) in der Form 
F(T) = ff(rrc)edf geschrieben werden. Wenn wir (Abb.151b,c) df=edcpde,Te=J', 

F 
• de = dy setzen, geht diese Gleichung bei Integration über ((! von Null bis 2;;r in 

Yt 

F C) = 2 ;;cfl (;');~: dl' oder 

o 
über, wobei )11 die Schiebung an der Berandung des Querschnittes vom Radius r vorstellt. 

d 1'13 (" )' Es folgt -d- L- '-3 F ~ = 2;;r f (;') ;,2, woraus sich 
Y T, r ~ 

" = _1_. d_ ;;~~F (2Y 
I C ) 2:< ;," d;' J3 \ r ) ~ (g) 

ergibt. Unter den gemachten Voraussetzungen kann somit aus einem Verdrehungsversuch 
mit einem Stabe von kreisfärmigem Querschnitt bei experimenteller Erhebung von 
JID = F(.) das für den betreffenden Stoff gültige Spannungs-Schiebungsgesetz T = I()') 
erschlossen werden. "renn clas Hookesche Gesetz gültig ist. so wird laut Gleichung (147a) 

JID = :!.l:a.-:.. = F(.) und in selbstwrständlieher Folgerung 

1 d -:<(;-.1- _ 
1(;') = --'·-d .. -')'-1 = U;,. 2::r ;'- ,L _ _ 

Setzen wir T als Funktion yon Q an, so ergibt sich 
dT dT dl' -
-=---=G, 
dg d;' dg , 

(h) 

worin G als der im allgemeinen mit y yeränderliche Gleitmodul bezeichnet werden 
kann. (Siehe Seite 147 die Definition des Elastizitätsmaßes E als Differential-

quotient :: im Falle der Ungültigkeit des Hookeschen Gesetzes.) Tragen wir 

uns in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem (Abb. 158) die zu verschie
denen Werten T gehörigen Schiebungen y in einem 
derartigen Maßstabe auf, daß der zur Spannung T 
gehörige Wert y durch den T zugeordneten Wert Q 
gemessen wird, und stellen uns vor, daß die maxi
male Schubspannung T max an der Berandung gleich 
der wahren Drehungsfestigkeit K D ist, so mißt die 
trigonometrische Tangente in einem Punkte P der 
sich ergebenden Kurve 0, B, die etwa die Verhält
nisse für Gußeisen wiedergibt, den Gleitmodul, und 
die Kurve selbst kann als Darstellung des Zusammen
hanges zwischen Schubspannungen und Schiebungen 
gelten. Wäre der Gleitmodul bis zum Bruche konstant, 

T 

Abb.158. 

so ergäbe sich als Spannungs-Schiebungskurye die GeradeOB' mit AB' als ideale 
Drehungsfestigkeit K D . Wird der Berechnung der idealen Drehungsfestigkeit 
der Gleitmodul zugrunde gelegt, der bei unendlich kleinen Werten der Schub
spannung vorhanden ist, dann ist 0 B' tangentiell an 0 B. Aus der Darstellung 
sieht man, daß die ideale Drehungsfestigkeit für Gußeisen gegenüber der wahren 
Drehungsfestigkeit zu groß ist. 

Diese Überlegungen können natürlich nicht mit so großen Anlehnungen an 
die Wirklichkeit wie bei spröden Stoffen auch auf plastische und zähe Materialien 
übertragen werden, für die das Gesetz T = f (}.) bis zum Bruche bei weitem nicht 
so gleichartig wie bei spröden Materialien ist, und auch die Unabhängigkeit des 
Dralles T vom Radius Q, die bisher yorausgesetzt wurde, weniger zutreffend sein 
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wird. Jedenfalls ist aber ein Anhaltspunkt gewonnen und kann gesagt werden, 
daß bei Beanspruchung von plastischen und zähen Stoffen bis zum Bruch die 
gegen die Stabachse zu gelegenen Fasern größere Spannungen erleiden, als sie 
erleiden würden, wenn das Hookesche Gesetz bis zum Bruch gültig wäre. Auch 
für diese Stoffe wird also die wahre Drehungsfestigkeit kleiner als die ideale sein. 

Die wahre Drehungsfestigkeit müßte sich als unabhängig yon der Quer
schnittsform herausstellen. Dagegen ist zu erwarten, daß die ideale Drehungs
festigkeit ein diesbezügliches Abhängigkeitsyerhältnis zeigt. In dieser Hinsicht 
wurden umfassendere rntersuchungen von Bach (L) mit gußeisernen Stäben 
von verschiedener Querschnittsform durchgeführt. Sie ergaben, daß das Verhält
nis der idealen Drehungsfestigkeit K D zur in üblicher Weise definierten Zug
festigkeit K z je nach der Querschnittsform yerhältnismäßig bedeutend yeränder
lieh ist. Setzen wir mit Bach K D = ,ulK., so ist für kreisförmigen, kreisring
förmigen, elliptischen, hohlelliptischen, rechteckigen Querschnitt PI der Reihe 
1,0,8, 1 bis 1,25, 0,8 bis 1, 1,4 bis 1,6. 

Der Einfluß des Spannungszu~tandes in den Stabkäpfen auf die Resultate des Ver
drehungsversuches wird sich um so mehr geltend machen, je näher die Endmarken der Meß
länge den Stabkäpfen liegen, und je mehr sich unter sonst gleichen umständen die Quer
schnitte wölben, was, wie wir bereits wissen, für kreisförmige und kreisringförmige Quer
schnitte nicht in Betracht kommt. Bei rechteckigen und elliptischen Querschnitten kann 
die Wölbung derselben in der ~ähe der Stabköpfe durch letztere verhindert werden, wodurch 
in den Stab an den genügend nahe an den Stabköpfen liegend gedachten Stabteilen jc nach 
der Stabkopfform mehr oder weniger bedeutende Zug- oder Druckspannungen entstehen 
können, die zu den Verdrehungsspannungen hinzutreten. Hierdurch wächst dic Gefahr 
des Bruches in der Nähe der Einspannköpfe. 

Das Ahnlichkeitsgesetz für Drehyersuche mit verschiedenen Versuchsstäben 
proportionaler Abmessungen wird durch die Erfahrung bestätigt. Für ähnliche 
Stäbe decken sich die .lI1D -1jJ-Schaubilder und die idealen Drehungsfestigkeiten 
sind die gleichen. Verhalten sich die Dimensionen zweier Stäbe wie 1: n, so 
müssen sich die Drillungsmomente, die zu gleichen Spannungen und demselben 
auf die Stablänge l bezogenen Verdrehungs,vinkel 1jJ führen sollen, wie 1: n 3 , 

cl. h. wie clie Stabyolumina verhalten. 
Die Bruchflächen treten bei spröden Körpern von kreisförmigem Querschnitt 

unter 45° zur Stabachse (Abb. 75, Seite 181 zeigt den Bruch für Gußeisen) auf und 
entsprechen einem Trennungsbruch normal zur Richtung der positiven Haupt
spannung. Bei Stäben von rechteckigem Querschnitt treten die ersten Sprünge 
auf den der Stabachse am nächsten liegenden Querschnittsflächen gleichfalls 
etwa unter 45° zur Stabachse (Abb. 75a für Gußeisen) als Trennungsbrüche auf. 
Zähe Körper wie z. B. Flußeisen werden in Flächen normal zur Stabachse ab
gedreht, der Bruch ist also ein Schiebungsbruch. Nicht homogene zähe Körper, 
die eine faserige Struktur parallel zur Stabachse besitzen, wie z. B. Schweiß
eisen, zeigen die ersten Risse parallel zur Stabachse entsprechend den Schub
spannungen, die in den durch die Stabachse gelegten Ebenen parallel zur Stab
achse auftreten müssen. 

21. Knickung bei verschiedenen Grenzbedingungen. Eulersche 
Knicklast und Knickspannung. Reduzierte Länge 

und Schlankheitsgrad. 
Die Beanspruchung eines schlanken geraden Stabes auf Knickung wurde 

bereits auf Seite 193ff. als ein labiler Gleichgewichtsfall gekennzeichnet. Um 
zur Größe der kritischen Belastung für den Fall, als der Stab auf der einen Seite 
eingespannt und auf der anderen Seite frei ist (Abb. 80, Seite 194), zu kommen, 
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bedienen wir um; Zlllliich"t einer Methode, welche al" solche der Störung bekannt 
ist, d. h. wir nehmen vorerst an, dic Kraft P habe mit Bezug auf die Stabachse 
eine kleine ExzentrizitiiJ, die übrigens in praktischen :Fällen in der Regel vor
handen ;;ein wird, wenn Illan sich auch noch so bemüht, sie zu vermeiden. 

\Vir nehmen also an, ml sei ein im Vergleich zu seinen Querdimensionen langer 
Stal, auf geraden exzentrisdwn Druck beansprucht, und zwar liege die Bean
spruehungsebenc ;1'::: normal zur Aehse y des minimalen zentralen Trägheits
momente!'. 1nfolge der vorausgesetzten Schlankheit des Stabes sind für die Be
rechnung der Biegllngsmomente die Durehbicgllngen nicht mehr zu vernach
lässigen und es gelten somit die Gleichungen (l33~1, b) und (134) auf Seite 312 
für die maximale Durchbiegung, die Durchbiegung und das Biegungsmoment an 
beliebiger Stelle des St(1bes. Setzen wir cos (A l) = 0, d. h. 

1 n 3n n 
/Ll = -.- ... (2n -1)-

2 2 2 ' 
(a) 

so werden die Durch bieglmgsworte und jedes Biegungsmoment unencUich groß. 

N' J] -,11> I h 12 P b l' u~ t t () d ß ae l( em A - r EJ.,' ( .. /L E./
lI

' 1'0 eS~1gen (le -,-,es se zungen a, a 

PI" ,. 2 n 2 
--=(2n-l) - n=I···oc, 
EJ y 4 ' 

Der kleimlte der Werte P für n = I , nämlich 

p_ P _ n 2 EJlI 

- E - 472 

(160) 

(161) 

heißt die l~ulen.;che Knieldast für den einseitig eingespannten Stab, weil Euler 
(1774) zuerst die Richtlinien für ihre Berechnung gegeben hat und sie, wie wir 
noch entwickeln werden, jene kritische Belastung ist, die dem Verzweigungspunkt 
des Gleic:hgewichtes ,mgeordnet ist. Das Unendlichwerden der Durc:hbiegllngen 
für die Werte der Kraft P nach Gleichung (160) bzw. für die Eulersche Knicklast 
läßt den Sc:hluß zu, d~1ß die im Rtabe auftretenden größten Spannungen für einen 
Wert von P, dpr weit unter PE liegt, die ProportionalitätRgrenze deH Stabstoffes 
erreicht haben müssen. 

Wenn wir in Gleichung (133a) für die maximale Dnrchbiegung eos (A l) in 
einer Reihe entwic:keln und von derselben wegen der Kleinheit von A nur 

zwei Glieder bc:ibehalten, so können wir sie in der Form fz =!; (T=---~»12 - 1) 

oder auch mit nücksic:ht auf die Bedeutung von A und den Wert der Knicklast PE 
in der l,'orm 

(b) 

schreiben. Retzen "viI' n = p~ mit n als positivem Zahlenwert, der kleiner als 1 

ist, so wird 

(b') 

und im llPsondcl'ell für n=t,~,~, f" i, 1 der Reihe nach fz=l;, 21;, 3(, 
4!;, !) ( ... CXJ. Tragen wir uns in einem reehtwinkeligen Koor<linatcnsystem als 
AbRllissen die Werte fz, als Ordinaten die zugehörigen Werte P bei gegeben ge
dachkn Werkn VOll P und PE auf, so erhalten wir je nac:h den Werten von !; 



352 Nähcrungsthcoricll zur Berechnung gerader Stäbe. 

verschiedene Kurven. In Abb. 159 "incl die Kurven C\, ('2' (';l für CC~ 10 nun, 
5 mm, 1 mm aufgetragen. Dieselben verlaufen anfänglich um ~o steiler, je kleiner 
der HebelarmCist, und haben eine Geradet parallel zur f z-Ach~eim Abstand P == PE 
von derselben zur Asymptote. Wird C== 0, d. h. ist der fStab zentrißeh belastet, 
so ergibt die Gleiehung (133;1) für alle Werte von P den Wert Null mit Aus
nahme jener, welehe dureh (he Gleichung (160) bzw. (161) bestimmt sind. l<'ür 
diese besonderen Werte folgt aus der genannten Gleiehung ein unbestimmter Wert 
von fz, dessen Beßtimmung auf Grund der bisherigen Auseinandersetzungen nicht 
möglich ist. Wie sich weiter unten hcnwRRtellcn wird, ist derRelbc gleich Null, 

V 

,----------

-r=---:.~~~::.~~ :: 
f ---

......... 
.... --. --
~ ......... ~~ ;; -I" ~ I ~ .... 

tf t (J 

p 

--~Cj ~-smm-C2 
-7rnm -- C, 

/ /~~7(J mn! 
V 

r 

nimmt aber von Null verschie-
dene Werte an, trotz zentrischer 
Aufbringung der Last -- und 
das ist (las Entscheidende --, 
wenn der Wert P "ce J> E' wenn 
auch nur wenig über:-;chritten 
wird. Hienmch ist die C-Kurve 
in Abb. 15ll, wenn wir nur 
Werte von P im Bereiche 0 biR 
PEin Betraeht ziehcn, die Ge
rade 0 V, die im Punkte V 
endigt. Die übrigen C-Kurven 

t z G\, C2 , Ca endigen ebenso wieOV 
AlJlJ.159. im Endlichen, d. h. "ind nur für 

Bereiche der Kraft P zutreffend, 
für welehe das Hookesche Gesetz, auf dessen Geltung ja die Ausgangsgleichun
gen für die exzentrische Druckbemu.;prllchung beruhen, erfüllt wird. Die dem 
Zahlenwerte nach größte Spannung für den .Fall der exzentrischen Druck
beanspruchung tritt bei Symmetrie des Querschnittes mit Bezug auf die Null
linie, die zu der zur Drllckbeanspruchllng hinzutretenden Biegllngsbeanspruchung 
gehört, in der äußersten Faserschicht auf der Druckseite im Einspannungsquer
schnitte auf und hat zufolge Gleichung (135a) auf Seite :n2 den Wert 

I I ; r p~ Za I 
a z = ,1/ + ./" eOH (J.l) • (c) 

Der Gültigkeitsbereich der oben genannten Kurven ist llaoh oben durch einen 
Wert P bestimmt, der sich aus der Gleichung 

, I 
G p I (d) 

berechnen läßt, wenn a p die Proportionalitätsgrenze auf Druck des StoffeR ist, 
aus dem der Stab hesteht. (In besonderen Fällen könnte auoh die extreme Zug
spannung im Stabbereiche für die Bestimmung der oberen Grenze von P in 
:Frage kommen, nämlich dann, wenn die Proportiollalitiitl-;grenze auf Zug viel 
niedriger liegt als jene auf Druck.) Führt 111<111 in Gleichung (tl) den Wert für I azl 
aus (c) ein, drückt cos (Je l) wie oben durch die zwei ersten Glieder einer unendlichen 
Reihe aus, so erhält man eine quadratische Gleichung für P, von deren heiden 
Lösungen der kleinere Wert zu nehmen ist. Dieser Wert liegt naturgemäß um 
so niedriger, je größer C unter sonst gleichen Umständen ü;t. Für C ~_C 0 erreicht 
er den der Proportionalitätsgrenze entsprechenden Wert ap/<'o Die Knicklast PE 
selbst darf höchstens gleich <JpF werden, weil sonst alle bisherigen Auseinander
setzungen nicht gelten würden. Wir merken ;1,11, d;tß letzteres bei gegebenen 
Werten von E und J y nur eintrekn kann, wenn l genügen tl groß iRt. 
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Wir beschreiten jetzt einen anderen Weg, um zur kritischen Laststellung zu 
gelangen, d. h. wir nehmen an, daß es bei zentrischer Aufbringung der Last auf 
den Stab möglich ist, daß derselbe bei einer gewissen Größe der Last eine aus
gebogene Lage annimmt. Wir denken uns also den Stab in der in Abb. 80 
strichliert gezeichneten Lage und setzen die Differentialgleichung der elastischen 
Linie, bezogen auf das dort angenommene Koordinatensystem, in der Form 

pz 
- EJy 

(e) 

an, der die Lösung z = A sin (/,X) --!- B cos (lex) zukommt. Die Bestimmung der 
Integrationskonstanten A und B erfolgt auf Grund der Grenzbedingungen, 

die besagen, daß für x = 0, z = 0 und für x = l, :; = 0 sein muß. Aus der 

ersten Grenzbedingung ergibt sich B = 0, die zweite verlangt die Erfüllung der 
Gleichung 0 = A Je cos (I.l), aus der entweder A = 0 und damit z = 0 folgt, 
d. h. der Stab bleibt gerade, oder cos (lJ) = 0 sein muß, wodurch wir wieder 
auf die bereits oben erhaltenen Beziehungen (a), (160) und (161) geführt werden. 
Der ~Wert der Integrationskonstanten A bliebe dabei unbestimmt. Die Gleichung 
der durchgebogenen Stabachse 

"-2 l~x 
Z = _Cl. sm . (" n - )2T (f) 

entspräche, vorausgesetzt, daß die Amplitude A bekannt wäre, unendlich vielen 
durchgebogenen Lagen, je nach der \Vahl von n, d. h. der zugehörigen Kraft P. 
Der oben als Eulerschen Knicklast eingeführten Kraft P = PE käme im beson-

deren die Gleichung der ausgeknickten Stabachse z = A sin ~; zu. Den Werten 

n = 1, 2, ... , 00 entsprechen stets andere Formen der geknickten Stabachse. 
Für n = I ergibt sich eine reine Sinuslinie (Abb. 80) mit einer Nullstelle z = 0 

für x = l, für n = 2 ergeben sich zwei Nullstellen für Xl = 23l und X 2 = l, wo

von die erstere gleichzeitig Wendepunkt ist (Abb. 160), einem beliebigen n 
sind n Nullstellen 

2l 2(n-l)l 
Xl = 2n -1 ... x n - l = 2n-"::-1' x n = l 

zugeordnet, von welchen Xl' .. xn - l gleichzeitig n -1 Wende
punkten entsprechen. 

Nunmehr wollen wir den Fall der Knickung auf Grund des all
gemeinen Energiekriteriums auf Seite 195, Gleichung (89) behandeln. 
Zu diesem Behufe haben wir die potentiellen Energien (Seite 194) 
in der unverbogenen Lage des Stabes und in einer zu derselben 
unendlich benachbarten möglichen verbogenen Lage miteinander zu 
vergleichen. Sind diese beiden Energien gleich, so hat die Last den 
kritischen \Yert erlangt. In der unverbogenen Lage hat der Stab 
d' . II E . TT P L1l A • 1e potcnt1e energIe 1 = 2 ~ - P LJ l, wenn Lll dIe Verkürzung 

des Stabes bedeutet. \Yir führen jetzt aus der deformierten geraden 
Lage eine virtuelle Verschiebung des Stabes aus, derart, daß die 

x ----.---.--.--.--. 

z 
Abb.160. 

Punkte der Stabachse nach der Verschiebung längs einer Sinuslinie liegen. Die virtuelle 
Verbiegung erfolge in einer Ebene normal zur Achse des minimalen Trägheitsmomentes 
J v = J mln des Querschnittes. Die Kraft soll bei der virtuellen Verschiebung keine Ver
änderung erfahn·n. Die Gleichung der Sinuslinie, bezogen auf das Koordinatensystem xz 

(Abb.80), ist z = a sin ~~ mit a als größter Abweichung des Stabendes in der verbogenen 

Lage von der ursprünglichen geraden Stabachse. Die Größe a ist unendlich klein von 
Girtler, Mechanik. 23 
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der ersten Ordnung. Die Deformationsarbeit, die in dem verbogenen Stab steckt. ist 

I 

r P )2 • 2:r x 

~_ sm_~l dx_'!.../j1=~2a2 ._l_+p~l. 
• 2EJ y 2 2EJ y 2 2 
o 

Der Arbeit der äußeren Kräfte entspricht die potentielle Energie - P cJ 1 plus dem Anteil, 
der aus der Bedingung quillt, daß die Achsenlänge des Stabes in der verbogenen Lage gleich 
jener in der geraden Lage sein muß, da ja die auf Druck beanspruchende Kraft sich nicht 
ändern soll. Da ein Element ds der Stabachse in der verbogenen Lage durch 

d s = d x ~/; + (;;)2 = d x V 1 -,- a: ~2C:~2 ~T = d x ( 1 + a; ;2 cos2 ~7) 
bei Vernachlässigung von Gliedern von höherer als der zweiten Kleinheitsordnung gegeben 
ist, so wäre die Stablänge in der verbogenen Lage 

I 

f ' a2 n 2 2 n X) a2:r2 1 
11 = d x ( 1 -:- 812 cos 2f = 1 + 812 . 2 ' 

o 
2 9 I 

d. h. um ,1l1 = a8;~- . 2 länger als sie in der geraden Lage war. Das Stabende im verbogenen 

Zustande muß sich demnach bei unveränderter Kraft P um ,1l + ,111 gegenüber dem Stab
ende in der unbeanspruchten geraden Lage gesenkt haben. Der Senkung ,111 entspricht eine 

9 2 1 
potentielle Energie von - P LI 11 = - P ~§1} . 2' Zusammengefaßt ist also die potentielle 

Energie in der unverbogenen Lage VI = - P ~ 1 , in der verbogenen Lage 

_ PLl1 p2 a2 I Pa2 ;'[2 

l2= - 2 -,- 2EJ;'2 - --s/2' 2 . 

Die Änderung der potentiellen Energie ist demnach 

P 2 2 1 P 2 2 r _ r = 02V = __ a_ . __ ..3 n 
2 1 2EJ. 2 812 - '2' (g) 

Die kritische Belastung ist erreicht, wenn ,,2 V = 0, d. h. P =:r-~fy = PE geworden ist, 

was wir bereits oben erhalten haben. Es kann gezeigt werden, daß wir bei einer beliebigen 
möglichen anderen Annahme über die Gleichung der verbogenen Stabachse stets zu den 
gleichen Werten der kritischen Belastung kommen. 

Bisher konnten wir keine Angaben über den eigentlichen Verlauf der aus
gebogenen Lage des Stabes machen, da in der oberen Gleichung (f) die Kon
stante A nicht bestimmbar war. Diese Unbestimmtheit wird behoben, wenn 
wir die Differentialgleichung der elastischen Linie, von der wir zur Herleitung 
der Gleichungen (133a, b), (134) ausgegangen sind, genauer schreiben. Für deren 
Geltung wurde nämlich die näherungsweise Annahme gemacht, daß die auf
tretenden Durchbiegungen so klein sind, daß wir an Stelle des Bogenelementes 
der elastischen Linie ds die Koordinatenänderung dx und demzufolge statt 

r 1 + (dz rJ;t 
(!'V = L -d2:

X
. ---- den Ausdruck f!'V = d!Z setzen dürfen (Seite246ff.). Diese An-

dx2 dx2 

näherung fällt weg, wenn wir in der Differentialgleichung (1l7), Seite 247, der 

I t · h L" 1 K M Ey f" d h W t . t H' e as ISC en lme - = = - -- ur (!y en wa ren er eInse zen. ler-
12. Y EJy 
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durch crhaltcn wir, wenn wir die so umgewandelte Differentialgleichung auf die 
elastische Linie in Abb. 80 anwenden, die Gleichung 

dz 2 " [ /-----------J., 
II +- (d;) 

pz 
EJ y 

Diese Differentialglcichung führt! auf elliptische Integrale. Bei näherungsweiser 
Auswertung, d. h. bei Berücksichtigung noch von Gliedern zweiter Ordnung, 
wenn der größte Verdrehungswinkcl am nicht eingespannten Stabende als von 
erster Ordnung bezeichnet wird, findet man als größten Wert der Ausbiegung 

VS-[4 Ä,2l" --J f z = ·'0 --.,- - I . 
IL" Jl" 

(162) 

D·. W . . ,11 4 ),2l2 I d h ' 2 __ ~ Jl2 d leser ert 1St nur rce ,wenn ~ > , . . IL - EJu > 412 0 er 

Dieses Ergebnis besagt, daß ein Ausbiegen des geraden Stabes erst eintreten 
kann, wenn P den Wert PE zu überschreiten beginnt. Das steht im Widerspruch 
zu dem oben gefundenen Resultate, aus dem zu schließen wäre, daß allerdings 
nicht auswertbare Ausbiegungen bei P = PE bzw. allgemeiner bei den Werten 
von P nach Gleichung (160) vorhanden sein können und nur bei diesen Werten. 
Der Widerspruch findet seine Erklärung in der Näherung der Rechnung, wenn 
von Gleichung (e) auf Seite (353) ausgegangen wird. 

Wird der Wert für P durchschritten, der sich aus Gleichung (160) für n = 2 
ergibt, HO wärc die in obiger Abb. 160 dargestellte Gleichgewichtsform denk· 
bar, dic von der der genannten Kraft zugeordneten zweiten Verzweigungsstelle 
abzweigt. Diese zweite mit einem Wendepunkte versehene Gleichgewichtslage 
ist aber nach v. Mises (L) labil, ebenso wie alle anderen höheren Werte von n 
nach Gleichung (160) zugeordneten Gleichgewichtslagen. Deswegen kommen die 
Knicklasten höherer Ordnung, wie wir die nach Gleichung (160) für Werte n > 1 
berechneten Kräfte nennen wollen, praktisch nicht in Frage. Überdies könnte 
ihnen, floweit auf Grund des im Rahmen der Gültigkeit des Hookeschen Ge· 
setzes bisher Gesagten erschlossen werden kann, nur eine reale Existenz bei 
außerordentlich langen Stäben zukommen, für welche auch Knicklasten höherer 
Ordnung noch unter dem der Proportionalitätsgrenze entsprechenden Wert 
bleiben könnten und nur für den Fall, als das Ausknicken bei der kleinsten Knick· 
last PE künstlich verhindert würde. 

Nehmen wir allgemeiner als bisher von vornherein schiefe exzentrische 
Druckheanspruchung an, so werden die gefundenen Resultate nicht abgeändert. 
Denn die größte Durchbiegung beim schiefen exzentrischen Druck setzt sich 
aus den beiden größten Durchbiegungen der komponentalen geraden exzen
trischen Druckbeansprnchungen zusammen und wird zwar unendlich groß für 
Werte von P, die die Bedingungen cos (Äl) = 0 und cos (fll) = 0 [Gleichungen 
(133a) und (133' a) auf den Seiten 312 und 313] erfüllen, doch kann von allen 
sich ergebenden Werten P nur der kleinste, d. h. jener, der dem minimalen Träg. 
heitsmoment entspricht, als erste Knicklast in Frage kommen. Wir werden deH· 

1 !:liehe hierzu Riemann·We ber: Partielle Differential· und Integralgleichungen der 
Physik, neu herausgegeben von Dr. R. v.Mises, TeilI, S.375. Braunschweig: F. Vieweg, 1925. 

23* 
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wegen in Zukunft für die Eulersche Knicklast bei einseitig eingespanntem Stab 
stets 

(161') 

schreiben, worin J mln das kleinste Trägheitsmoment des Querschnittes bedeutet, 
und festhalten, daß ein Ausknicken stets nur in der Ebene normal zur Achse von 
J mln zu erwarten ist. 

Wir wollen nunmehr dem Stab andere Grenzbedingungen auferlegen, indem 
wir ihn zwischen Spitzen lagern. Zu diesem Behufe versehen wir die Enden des 
Stabes mit nach außen in massive Kegel auslaufenden Schuhen. Die wenig 
abgerundeten Enden stützen sich gegen passende eine Biegung des Stabes nicht 
verhindernde Schalen möglichst reibungslos (Abb. 161). Durch die möglichst 
reibungslose Lagerung soll die Übertragung von Biegungsmomenten an dell 
Auflagerstellen tunliehst vermieden werden. 

Wir nehmen von vornherein an, daß für eine bmltimmte zentrisch wirkende 
Kraft P eine ausgebogene Lage des Stabes in der Ebene normal zur AchRe des 
minimalen TrägheitsmomenteR möglich sei und fragen nach der Größe der zu-

gehörigen Kraft. Die Differentialgleichung der elastischen Linie ;:~ = - A.2z 

mit ,1.2 = -EJP- - besitzt die Lösung z = A Kin (}.x) + B cos (kr) mit den Integra-
mln 

tionskonstanten A und B, die den Grenzbedingungen x = 0, z = 0 und :1: = I, 
z = 0 genügen müssen. Es folgt B = 0 und 0 = A sin (Al). Aus der letzten Be
dingung ergibt sich entweder A = 0 (linausgebogene Lage) oder sin (Al) = 0 

p (ausgebogene Lage). Wir schließen, 

noZ 

Abb. 161. Abb.161a. Abb. 161 h. 

daß für die alli>gebogene Lage 
'Al = nn, ... n oe' 1,2, ... sein 
Illld3, woraus 'A 2 12 c n 2 n 2 oder 

P = n2n2EJlllin . = 1, 2' (160) [2 ,n ,. ,. a 

folgt. Die kleinste Enlersehe Kniek
last (n c= 1) wird somit jetzt 

P ___ P _ n 2 EJmiIl 
- E- [2 (lfH a) 

Die Gleichung der ausgebogenen 
'" 1 1 .. ' A' nnx ,~ta JaC ISeWare]etzt z = sln - Z- ' 

worin wieder A aus den oben be
reits l1ngegebenen Gründen UIl

bestimmbar ist. Der Eulerschen 
Knicklast entspräche sonach als ausgebogene Stabachse eine Sinuslinie ohne 
Wendepunkt, den Knicklasten höherer Ordnung sind Kurven mit n - 1 
Wendepunkten zugeordnet . In Abb. 161a und 161 b sind die ausgebogenen 
Stabachsen für n = 2 und n = 3 dargestellt. Die übrigen noch notwendigen 
Auseinandersetzungen wie die Anwendung der Methode der Störung, des Stabi
litätskriteriums, die Berechnung der Stabform oberhalb der kritischen Last lISW. 
schließen sich so enge an jene für den einseitig eingespannten Stab an, daß sie 
nicht neuerdings angegeben zu werden brauchen. 

Aus dem Vergleich der Formel (16la) mit der Formel (161) auf Seite 351 er
sieht man, daß ein zwischen Spitzen gelagerter Stab von gegebenen Ausmaßen 
und bestimmtem Stoffe einer viermal größeren Belastung bedarf, als er im Falle 
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der ein:-;eitig fe:-;t,en Einspa,IlIllmg nötig hat, um an die Grenze des labilen Gleich
gewichte:-; gebmcht zu werden. Die Lagerung in Spitzen ist also im Hinblick auf 
die Knickgefahr bedeutend :-;ieherer als die einseitig feste Einspannung. 

Nunmehr denken wir um; den Stab auf der einen Seite fest eingespannt, 
das andere Ende sei in der H,ichtUllg der ursprünglich geraden Stabachse etwa 
dadurch geführt, daß ein 11,n diesem Ende parallel zur Achse des minimalen Träg
heitsmomcntes angebrachter zylindrischer Zapfen in einer zur Stabachse paral
lelen Nut möglichBt reibungslos laufen ka,nn (Abb. 162). Die bei zentrischer Auf
hringung der erst zu bestimmenden Last P in der Abbildung angedeutete aus
gebogene Lage könnte nur zustande kommen, wenn von seiten der Führung eine 
Kraft (J in dem eingetragenen Sinne übertragen wird. Die 
Differcntialgleiehung der elastischen Linie lautet dann z P e 
(PZ pz ... Qx I 11 . '} I l' D'f --.---r- -W ... E-r-----' 
l- ."· = - E' J une ste t eme mc lt lOmogene meare 1-

( X mln 

fel'entialgleiehung vor, deren Lösung sieh aus dem vollstän-
digen Integral der zugehörigen homogenen Differentialglei-
ehung und einem partikllliiren Integral der nieht homogenen 
Differenti11,lgleiehung zusammensetzt. Als letzteres kann offen-

haI' z " ~ genommen werden. Daher lautet die vollständige 

Lösung z= A sin (kr) +B eos (Ax) + ~. Die Grenzbedin

gllngen y<'rlangen, daß für x = 0, z = 0 und für x = 1 

sowohl z = 0 als auch _dzz = 0 sein sollen. Aus der erst-
e x 

ge,mnnten Bedingung folgt zunäehst B = 0, die beiden 
ii hrigell Bedingungen ergeben die Bestimmungsgleichungen 

Abb.162. 

o c= A sin (Al) -+- ~l und 0= A A eos ().l) +- ~, aus denen sieh dureh Elimination 

VOll 0 A [sin (Al) - Al eos (}.l)] == 0 ergibt. Bei Ausschaltung der Folgerung 
A =c 0, was a,uch Q ·.C~ 0 n11,ch sich zieht (unverbogene Lage), schließen wir, 
daß die Kraft P der Bedingung sin (},l) _.- Al cos (Al) = 0 oder Al ~c tg (Al) ge
niig<m muß. Dersclben entsprechen 00 viele Lösungen Al , die im Bogenmaß 
durch).1 4·4H;{4: rt.n, im Grailmltß durch Al = 257 0 2' 13" + rt. .180 0 mit 
CI. = = 0 , 1 - k" 2- k2 . •• 1 ausdrüekbar sind. Wir erhalten somit als Größt
werte der Kriiftc , für die eine Allsbiegung möglich erscheint 

P = (4· 4!l34 ± c/.._;t)2E.Jl"ln 
[2 , Q( = 0, 1 - k" 2 - k2 , .•. , (160b) 

und ab kleinste Eulersehe Knicklast für rx ~~ 0 

P = 4 . 4!l342~ J mtn = ')0. 19064 !'} J m'.n =:~ 2;t~ E_J mtn 
E l2 ~. [2 l:!.· (Ißl b) 

Die zugehiirigen Gleichungen der ausgebogenen Stabachsen ergcben sich 
APJ. 

mit dem alls den Grenzbedingllngsgleiehungen errechneten WerteQ 
tl -I-J.2[2 

in der Form:: ,~ A [Sill (A:t:) - p :;.2l2J, worin). mit den oben gefundenen 

Werten einzll,.;etzen ist lind der Faktor A wieder unbestimmt bleibt (,;jehe 

ohen). Wie ma.n sich aus der Wendepunktsbedingung ~~~ ~~ 0 leicht überzeugt, 

l~.g~'r Wendepunkt IV der PE zugeordneten elastischen Linie bei x='= 0,7 1 = i~2' 

1 Dip W('rt(' k1 , k 2 ••• bil<kn pine g!c'gen Null konvergierendeR!c'ihe klei!l('r positiver Zahlen. 
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Bei Vergleich der Formeln (l61a) und (Ißl b) bemerkt man, daß ein Stab 
mit Grenzbedingungen nach Abb. 162 eine zweimal größere Knicklast besitzt als 
dann, wenn derselbe Stab zwischen Spitzen gelagert wäre, im ersteren Fall die 
Knickgefahr also nur die Hälfte der Knickgefahr im letzteren :Falle beträgt. 
Die Länge L des zwischen Spitzen gelagerten Stabes, der mit dem Stab nach 
Abb. 162 von der Länge 1 aus gleichem Stoffe und demselben Querschnitt die 

gleiche Knicklast besitzt, ist gleich 0,7 1 C~ J=, das ist gleich der Entfernung 
t 2 

des Wendepunktes des ausgebogenen Stabe" von der Länge 1 von dem geführten 
Ende desselben. Zwischen diesen Punkten kann für die Berechnung der Euler
schen Knicklast des einerseits eingespannten, andererseits geführten Stabe,.;, 
letzterer als zwischen Spitzen gelagert angesehen werden. 

Schließlich wollen wir annehmen, daß der Stab auf beiden Seiten fest einge
spannt und auf Knickung beansprucht ist (Ahb.163). Die Differentialgleichung der 
elastischen Linie für die dargestellte, in der Ebene normal auf die Achse des 
minimalen Trägheitsmomentes ausgebogene Stabachse lautet bei Berücksieh-
t · 1 L-" M d2 z (pz - M) l' I . I h Igung (es ~"lnspannungsmomentes m, 'd -:2 = - -)' J'-' , (10 a s IllC lt 0-

,x ,t mln M 
mogene lineare Differentialgleichung die LÖtillIlg z = A sin (,1 :1') + B cos (). x) + }> 

P -:-JJ./1 besitzt. Die vier Grenzbedingungen besagen, daß sowohl für 
2 x = 0 als auch :C .~ 1 sowohl z = 0 aJ:.; auch 

d7 2 
-d'"'- ~ 0 zutreffen muß. Demzufolge erhalten 

x 
wir die Bedingungen 

und 

M 
O=B+ P' 

• 1 '1 11'1 o = A 8UU. 1 --t- B co" A + P , 

0= AAcosAl- lJhinAl. 

Aus der zweiten Bedingungsgleichung folgt 
A = 0, amI der erRten und dritten Abb.163". 

B (cos ,1 1 - 1) = 0 oder ,1 1 = 2 n, 4 n . ... , 2 n n , n= 1,2, .... 

mit welchen Werten auch die vierte Bedingung befriedigt wird. Die Kräfte, 
welche einer ausgebogenen Lage des Stabe,.; zugeordnet sein können, werden daher 

P _422EJmln 
- n n 12 ' (WOc) 

Als kleinste Knicklast (n = 1) ergibt Rieh 

P _ 4n2 EJrnin 
E - 12 (WIe) 

Die Gleichung der ausgebogenen StabachRe wird ;: =, B (cos 2 in x - I) , worin 

. d2 z . 
B unbestimmt bleibt. Für n = I ergeben sich ami (ler Bedmgung dx" C~. 0 dle 

Lagen zweier Wendepunkte W1 und W2 für Je'1 = { und :1"2= ~,r Für ein be

liebiges n ergeben sich 2n Wendepunkte für 
I 3l 51 (4n-l)1 

Xl = 4'/i' :r2 =, 4'·n' ;r~ ~ 4 n ... :r2 n - 4 n 

In Abb. 163a ist die elastische Linie für 11 = 2 dargetiteIlt. 
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Bei doppelter fester Einspannung ist die Knicklast für einen gegebenen Stab 
und damit die Knicksicherheit unter sonst gleichen Umständen viermal so groß 
als bei Lagerung desselben Stabes zwischen Spitzen. Ein zwischen Spitzen ge
lagerter Stab von der Länge L hat mit einem doppelt eingespannten Stab von 
der Länge 1 aus dem gleichen Stoffe und bei gleichem Querschnitt die gleiche 

Knicklast, wenn L = ~ , d. i. gleich der Entfernung der Wendepunkte W 1 und W 2 

des fest eingespannten Stabes ist, zwischen welchen demnach der letztere für die 
Berechnung der Knicklast als zwischen Spitzen gelagert angesehen werden kann. 

In allen vier angegebenen Fällen wächst die Knicklast mit der Biegungs
steifigkeit EJm1n und nimmt mit dem Quadrate der Länge 1 des Stabes ab. 
Wir können die Formeln (161) bis (161 c) unter einen Hut bringen, wenn 

wir die sogenannte Eulersehe Knickspannung GE = ~ einführen und die Länge 

eines Stabes mit gegebenen Grenzbedingungen auf die Längen eines zwischen 
Spitzen gelagerten Stabes reduzieren, d. h. die sogenannte reduzierte oder 
freie Länge eines Stabes, schließlich aber auch noch den sogenannten Schlank
heitsgrad eines Stabes einführen. Die reduzierte oder freie Länge L eines ge
gebenen Stabes von der Länge 1 ist gleich der Länge eines zwischen Spitzen 
gelagerten Stabes vom gleichen Stoffe und gleichem Querschnitt, der mit dem 
gegebenen Stab die gleiche Knicklast besitzt. Für den einerseits fest eingespann
ten, andererseits freien Stab von der Länge 1 ergibt sich die freie Länge L durch 

Vergleich der Formeln (1\)1) und (161a). Es muß ;r2:l~Dlln = :r;2~;;mln , d. h. 

L = 21 sein. Ähnlich findet man für den einerseits fest eingespannten, anderer

seits geführten Stab ; = L2, d. h. L ,,;, 0,7 1 wie bereits gefunden, für den beider-

seits fest eingespannten Stab ~ = L2, d. h. L = ~ , wie ebenfalls bereits oben 

berührt. Unter dem Schlankheitsgrad r:J.. eines Stabes wird der Quotient aus der 
freien Länge L und des minimalen Trägheitsradius imin verstanden. Danach 

wird r:J.. = -f:-. Der Schlankheitsgrad wächst mit der freien Länge und nimmt 
Z,mln 

mit dem minimalen Trägheitsradius ab. 
Mit diesen Begriffsbestimmungen nehmen die Formeln (161), (161a, b,-c) 

die gemeinsame Form 

oder (163) 

an. 

22. Fortsetzung: Grenzen der Gültigkeit der Eulerschen Formeln. 
Versuche von Bauschinger und Bach. Knickung bei kleinem 
Schlankheitsgrad. Yersuche von Tetmayer. Die Knickformel 

von Engesser. Versuche von Karman. 
Im vorhergehenden Punkt wurde wiederholt darauf hingewiesen, daß die 

Eulerschen Formeln nur bei zentrischer Aufbringung der Last und dann nur 
so lange gelten können, als die Knicklast kleiner oder höchstens gleich einer 
Last ist, die den Stab an die Proportionalitätsgrenze auf Druck des Stabstoffes 
bringt. Danach muß die Knickspannung der Bedingung 

(164) 
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genügen, mit a p als Proportionalitätsgrenze. Für die im vorigen Punkte behan

delten vier Knickfälle können wir diese Bedingung auch in der Form !"~2! < a p 

schreiben. Es folgt, daß der Schlankheitsgrad des Stabes der Bedingung 

'E 
rJ.>nV-

- (Jp 
(164a) 

genügen muß, wenn die Eulerschen Formeln Gültigkeit haben sollen. Wird der 
Schlankheitsgrad kleiner als der dem Gleichheitszeichen in (164a) entsprechende 
Wert, was bei kürzeren gedrungenen Stäben der Fall sein wird, so kann zwar 
noch Knickgefahr vorliegen, dieselbe ist jedoch nicht mehr aus den Eulerschen 
Formeln beurteilbar. Setzen wir für Schweißeisen, Flußeisen, Flußstahl und 
Federstahl für E in t,cm 2 der Reihe nach 2000, 2150, 2200, 2200 und für ap 
in tfcm 2 bzw. 1,5, 2,0, 2,5, 6,0, so erhalten wir, wenn wir für den Schlankheits
grad, der der Proportionalitätsgrenze entspricht, das Zeichen rJ. g setzen und als 
Grenzschlankheit bezeichnen, für die Grenzschlankheiten der angegebenen Stoffe 
die beziehungsweisen Werte rJ. g = 115, 103, 93, 60. Wird z. B. ein doppelseitig 
eingespannter quadratischer Stab (Seitenlänge a) aus Flußstahl auf Knickung 
beansprucht, so ist die Grenzschlankheit 93. 'Wird die der Grenzschlankheit 
entsprechende freie Länge LaIs freieGrenzlänge L g , die entsprechend zugeordnete 
Länge 19 als Grenzlänge schlechtweg eingeführt, so ergibt sich für unseren qua-

dratischen Stab als freie Grenzlänge L g = 93 a _ ~ 27a. und da 2 L~ = Zn, als 
213' d d 

Grenzlänge schlechthin Zy = 54a. Stäbe, deren Länge l größer als 54a sind, 
fallen unter die Eulersche Theorie. 

Tragen wir uns in einem rechtwinkeligen Koordinatensystem als Abszissen 
den Schlankheitsgrad, als Ordinaten die Knickspannungen auf, so erhalten wir 
auf Grund der Formel (163) eine Kurve (kubische Hyperbel), welche die bei den 
Achsen zu Asymptoten hat (Abb. 164). Von dieser Kurve ist nur der von A nach 
rechts liegende Teil brauchbar, wenn Ader Proportionalitätsgrenze ap zuge
ordnet ist. Für Schlankheitsgrade, die kleiner als die Grenzschlankheit rJ. g sind, 

L-+-____ ~,iL~LU~~LU~~.~ 

l.----a~ 
Abb.161. 

gehorcht die Beanspruchung 
auf Knickung anderen noch 
aufzustellenden Gesetzen. 

~r. 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
i 
8 
9 

I 
Profil --

imin 
I 
I 
i 

I 135 

" 
106 

" 
59 

Gi 
219 
175 

" 
240 

L 
65,5 

192 

" 
316 

'K . kl tl Berech-
I I mc as nete Eu-

, aus dem lersche F I I 
cn12 I 

Versuch K . kl t cm 
. time as 
III " t 

I III I I 

70,5 
! 

69,0 63,8 1395,1 i 
30,25 33,0 18,22 : 140 
61 94,5 20,17 78,0 

4,0 4,3 10,58 240,5 
17,75 I 13,7 21,54 230,1 

, 9,75 
! 

7,5 20,97 315,1 
61,0 204 ·44,4 177,15 

i 5,1 4,9 9,04 271,0 
, 1,75 1,8 9,03 453,4 i 

Bauschinger (L) hat systematische Knickversuche mit flußeisernen Stäben 
(E = 2000 tJcm 2 ) gemacht, welche die gebräuchlichen 1-, n-, T-, r-Profile 
zeigten und entweder zwischen Spitzen oder stumpf gelagert waren. Für letztere 
stehen die Endquerschnittsflächen des Stabes wenigstens zu Anfang des Ver
suches unmittelbar mit den die Druckkräfte übertragenden Preßplatten der 
Festigkeitsmaschine in Berührung. Einige der Resultate, die sich bei Spitzen
lagerung ergaben, sind in obiger Tabelle wiedergegeben, in der die Länge l 
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der Entfernung der beiden Endquerschnittsflächen (nicht der Spitzen) gleich
kommt. 

Infolge der unvermeidlichen Exzentrizitäten der Kraft und des Einflusses 
der ursprünglichen Stabkrümmung (Seite 195) zeigten sich Durchbiegungen 
bei Belastungen, die weit unter der Knicklast lagen. Letztere selbst bestimmte 
Bauschinger daraus, daß bei Konstantbleiben der Last die Zeiger der zur 
Messung der größten Durchbiegungen dienenden Einrichtung (hierzu könnte 
z. B. eine Meßuhr verwendet werden, Seite 162) in rasche Bewegung kamen. 
Aus der Tabelle ersieht man, daß bei den Versuchen 3 und 7 keine Überein
stimmung zwischen der aus dem Versuch abgeleiteten Knicklast und der nach 
der Formel (161 a) berechneten Eulerschen Knicklast besteht. Das rührt daher, 
daß der Schlankheitsgrad dieser Stäbe weit unter der Grenzschlankheit (J.g, 

die bei Spitzenlagerung gleich ~ ist (siehe oben), liegt. Bei den Versuchen 
'lmln 

I, 4, 8, 9 stimmt das Versuchsergebnis praktisch völlig mit der Theorie überein. 
Größere Differenzen zeigen ::lich nur bei den Ver::luchen 2, 5, 6. Bei Versuch 2 
liegt der Schlankheitsgrad sehr nahe der Grenzschlankheit und bei den Ver
suchen 5 und 6 könnte der Grund der Abweichung vielleicht in der zu großen 
Sta blänge liegen, die bei Berechnung des Eulerschen Wertes eingesetzt wurde. 
Die an den Enden anzubringenden Schuhe samt den an ihnen sitzenden Spitzen 
wirken nämlich im Sinne einer Versteifung, d. h. einer Verkürzung der freien 
Länge des Stabes. Diese Versteifung wirkt sich im Versuch mit einer Vergröße
rung der Knicklast aus. Besonders bemerkenswert ist die Schlußfolgerung, die 
Bauschinger aus seinen Versuchen zog, indem er sagte, daß "vielleicht" die 
Elastizitätsgrenze (worunter er die Proportionalitätsgrenze meinte) maßgebend 
sei für die Anwendbarkeit der Eulerschen Formeln. Schließlich sei noch erwähnt, 
daß Bauschinger bei stumpfer Auflagerung L =, 0,51 setzte, was, wie man 
heute weiß, als für die Größe der Knicklast zu günstig, nicht der Wirklichkeit 
entsprechen kann. Vielmehr ist für die genannte Auflagerung eher L . 0,7 I 
in die allgemeine Formel für die Knickspannung aB einzusetzen. 

Für Stoffe, die dem Hookeschen Gesetze überhaupt nicht folgen, wie z. B. für 
Steine und spröde Metalle, kann die Eulersche Theorie überhaupt nicht gelten. 
Höchstens könnte man davon reden, p 
daß die Grenzschlankheit einer T kg/cmZ 

Spannung entspricht, bis zu wel
cher sich der Stoff annähernd nach 
dem Hookeschen Gesetze verhält. 
Bach (L) hat diesbezügliche Ver- '100 

suche mit 45 Tage alten quadra- 300 

tischen Betonsäulen von a = 32 cm 
Seitenlänge und verschiedenen 200 

Höhen h gemacht. Wenn man auf 
Grund der Versuchsergebnisse in 700 

288 c 
270 2§J 

einem rechtwinkeligen Koordinaten - -+;f;':---:C-~:7-;--:~--;!--+--=-:!:;-;;~:;-+'~---~ 
sv stern als Abszissen das Verhält- 2 3 ~ 5 6' 7 8 9 70 71 72 13 N 15 

. h Abb. 165. Knickkurve für Beton (nach C. Barh). 
nis -, als Ordinaten die Kraft pro 

a 
Flächeneinheit aufträgt, welche den Bruch der Betonkörper herbeiführt, 
so erhält man die Kurve A Be in Abb. (165). Den Bereich vom Punkte B (Wür
feldruckfestigkeit, d. i. 310 kg/cm2) bis zum Punkte C' nennt Bach den der Säu-

lenfestigkeit. Für ~ > 12 ist das eigentliche Gebiet der Knickfestigkeit oder des 
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labilen Gleichgewichtes erreicht, in dem die Kurve, welche die Abszissenachse 
zur Asymptote besitzt, bemerkenswert abfällt!. 

Als besonders wichtig zur Aufklärung der Verhältnisse für den Fall, als die 
Knickspannung die Proportionalitätsgrenze überschreitet, und damit im Zu
sammenhange für die Bestimmung der Querschnittsdimensionen eines Stabes 
bei gegebener auf Knickung beanspruchender Kraft und gegebener Länge des 
Stabes haben sich die Versuche von L. v. Tetmayer (L) erwiesen. Die Versuche 
erstrecken sich auf Bauholz (Rottanne, Weißtanne, Föhre, Lärche, Eiche), 
Schweißeisen, Gußeisen und Flußeisen. Die Stäbe waren teils zwischen Spitzen, 
teils stumpf aufgelagert. Als Versuchslänge wurde die Länge der Stäbe zwischen 
den Spitzen, als reduzierte Länge für die Flächenlagerung die halbe Stablänge 
(bei Gußeisen etwas größer, nämlich L = 0,5261) angenommen, was den wahren 
Verhältnissen, wie bereits oben angedeutet, nur annäherungsweise entsprechen 
kann. Die Prüfung erfolgte bei horizontaler Lage der Stäbe, das Eigengewicht 
und die durch es bewirkten Durchbiegungen wurden durch Aufhängung der 
Stäbe in vertikaler Richtung aufgehoben. Im folgenden sind die Versuchs
ergebnisse zusammengestellt: 

a) Bauholz. Der Schlankheitsgrad der rechteckigen oder quadratischen 
Querschnitt besitzenden Balken wechselte zwischen IX = 1,7 und IX = 190. Die 
Ergebnisse zeigten eine starke Streuung, wie bei so inhomogenem Material wie 
Holz und in Anbetracht der yerschiedenen den Versuchen unterworfenen Holz
sorten zu erwarten war. Durchschnittlich ergab sich, daß für 

a) IX > 100 die Eulersche Formel GB = 98.7 t/cm2 

"'-
(165) 

entsprechend dem mittleren Elastizitätsmodulus E = 100 ticm2 als zutreffend 
angesehen werden kann. Rechnet man für 'J. = 100 auf Grund der Formel (164a) 
die Proportionalitätsgrenze G p auf Druck aus, so findet man G p = 98,7 kg!cm 2 

,,;, 100 kg/cm 2 • Dieser Wert ist etwa der kleinste Wert der durch Versuche er
hobenen Proportionalitätsgrenzen auf Druck parallel zur Holzfaser für die oben 
angegebenen Holzsorten im lufttrockenen Zustande des Holzes. 

b) Für IX< 100 ist nach den Versuchsergebnissen die Eulersche Formel 
nicht mehr anwendbar und folgt dann die Knickspannung, die wir zu Unter
scheidungszwecken jetzt mit GK bezeichnen wollen, dem rein empirischen Tet
mayerschen Geradliniengesetz 

GK = 0,293 - 0,00194 IX tjcm2 • (165a) 

Für IX = 100 wird GE aus Formel (165) gleich GK aus Formel (165a). 
Solange die Eulersche Formel gültig ist, war der Einfluß von Astknoten ge

ring, die Durchbiegungen hatten vorwiegend elastischen Charakter, Gefüge
störungen kamen bis zur Erreichung der Knicklast kaum vor. Für A < 100 hat
ten die Durchbiegungen vorwiegend unelastischen Charakter, der Einfluß der 
Astknoten auf das Ergebnis war bedeutend, und es zeigten sich während des Ver
suches Gefügestörungen ineinanderpressender Holzfasern usw. 

b) Sehweißeisen. Die Versuche wurden mit Balken mit den gebräuchlichen 
Profilen vorgenommen. Solange a) IX > 112 war, konnte die Eulersche Formel 

19740 tj 2 
GE= --r cm (166) 

1 Siehe hierzu auch E. Elwitz: Die Knickfestigkeit von Baugliedern aus Gußeisen, 
Eisenbeton in Mitteilungen über Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens 
1921, H. 236. 
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entsprechend dem Elastizitätsmodul E = 2000 t/cm 2 bestätigt werden. Dem 
Wert (/.. = 112 ist nach (164a) eine Proportionalitätsgrenze auf Druck von 
1570 kg/cm 2 wgeordnet, die gegenüber den wahren Verhältnissen zu niedrig 
witro. Für b) CI. ~ 112 wurde aus den Venmchen das Geradliniengesotz 

aK = 3,03 -- 0,012D (/.. tjcm2 (lß6a) 
abgeleitet. 

e) Flußeisen. Die Verwchc wurden mit dcn gewöhnlichen Profilträgel'll 
aus ven;ehiot!enen FlußeisenROrten vorgenommen. Es ergab sich die Notwendig
keit, FlußeülOn mit dem Elastizitätsmodulus E = 2150 t/em2 und einer Zug
festigkeit von weniger ~Lh; etwa 4,5 t/cm2 zu Kondern von dem stahlartigen Fluß
eiHen mit E "' 22;-;0 tjcm 2 und einer Zugfestigkeit, welche etwa 4,1> t/cm 2 Ü bel'
steigt. 

1. Flußeisen mit E ~= 2150 t/em 2 lInd K z < 4,5 tfem 2 • Solange a) CI. > 105 
wurde die Eulel'sche Formel 

21220 
aE = -- "-"" tjcm2 

0(2 
( W7) 

bm;tätigt. Dur GrellZ';chlankheitsgrad 10;3 entspricht einer Proportionalitäts
grenze ap= ID25 kgjcm2 . Dieser Wert ist abermals zu klein, da für die ver
wendeten Flußoi,;ensorten a p im Mittel etwa 2500 kg/cm 2 war. Für b) CI. < 105 
fand Te t m a y e I' wieder das Geradliniengesetz 

aJ>. = 3,1 - 0,0114 CI. t/cm2 (IH7 a) 
bestätigt. 

2. Stahlartiges Flußeisen mit E = 2240 tjcm 2 und K z > 4,5 tfem 2• 

:Fiil' a) rt. > 105 ist die Enlersche Formel 

aE =22_200_ t(cm2 (167') 
~ 0:. 2 

gültig. Der Grenzliinge entspricht die zu kleine ProportionalitiitHgrenze von 
ap -= 2013 kg/em 2 . Für h) rt. ~ 105 ist das Geradliniengesetz in der ]<'orm 

aJ>.= 3,21- 0,011ßrt.t(cm2 (Hi7' a) 
verwendhaI'. 

d) Gußeisen. Für diesen ~toff, der dem Hooke'schen Gesetze nicht folgt, 
ist nur eine clIlIläherungsweise Bestätigung der Eulerschen ]<'ormel im oben an
gegebenen Sinne zu erwarten. Der Versuche wurden mit Rohren und Vierkant
stäben 1LU8 mehreren Gußeisensorten untel'llommen. Für a) rt. > HO konnte die 
Eulersehe "Formel 

9870 
aE = -;;-- tjcm2 

0(" 
(168) 

mit E == 1000 t/cm 2 ziemlich gut bestätigt werden. Dem rt. = 80 entspricht 
eine Knickspanllung von aE = 1f)44 kg/cm2 , hü, zu der demnach das a-e-Schau
bild für Druck als geradlinig aufgefaßt \vurde. Für b) CI. < 80 konnte das Gemd
liniengesetz nicht mehl' als richtig angenommen werden. An seine Stelle muß 
nach Tetmayer das parabolisehe Gesetz 

aJ( = 7,76 - 0,12 oc + 0,00053 (/..2 t(cm2 (16H a) 
treten. 

Tragen wir uns parallel zu den Achsen eines rechtwinkeligen Koordirmten
systems als Abszissen die Werte rt., als Ordinaten die zugehörigen Knickspann
nungen aE bzw. aK in t/cm2 auf, so erhalten wir für alle untersuchten Stoffe 
für die Grenz8chlankheit eine Unstetigkeit der Riehtungstangenten der betreffen-
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den Kurve. In Abb. 166 ist z. 13. die (5K.E - (X-Kurve für .Flußeisen mit 
E = 2150 tjcm2 aufgetragen, für welche die Unstetigkeit in A entsprechend den 
oben angegebenen Daten erscheint. 

Diese Unstetigkeit, ferner die, von Gußeü;en abgesehen, durchwegs zu kleinen 
Grenzspannungen (in Abb. 166 sollte sich eigentlich die Eulersche Kurve bis 

A' 

1IJ(), 

Abb. 166. Knkkkurve für Flußeisen 
(nach Tetmayer). 

zum Punkte A' fortsetzen, dem die mitt
lere Proportionalitätsgrenze (51' == 2,5tjem2 

entspricht), und die mangelhafte Ange
paßtheit der (5K - (X-Kurven für kleine 
Werte von (X an die Druckfestigkeit (die 
vVerte dieser Festigkeit kommen, wenn 
wiefolgeriehtig die (5K- (X-Kurven im Ge
biete der eigentlichen DruekfeHtigkeit 
geltend angenommen werden, zu klein 
heraus) müssen als der Erfahrung wider-

a; sprechend vermerkt werden. Durch die 
Tetmayerschen :Formeln wird die Wider
standsfähigkeit der untersuchten Stoffe, 
für Werte der Schlankheit, die kleiner 

als die angegebenen Grenzschlankheiten sind, gegenüber der Wirklichkeit unter
schätzt, was, wenn dieselbe für den genannten Bereich auf die Bestimmung der 
notwendigen Ausmaße der Querdimensionen eines Stabes bei gegebener Länge 
angewendet werden (S. 437ff.), eine unnötige Vergrößerung derselben notwendig 
macht, die einem Über schuß an Sicherheit entspricht. Praktisch fällt das aber 
kaum ins Gewicht, so daß die Tetmayerschen ],'ormeln mit gutem Recht als 
empirische Grundlagen deR Verhaltens der betreffenden Stoffe gegenüber Bean-

Abll.16i. 

spruchung auf Knickung angesehen werden. 
Engesser (L) hat für Knickspannungen jen-

seits der Proportionalitätsgrenze eine Knickformel 
auf Grund theoreti8cher Erwägungen aufgestellt, 
welche durch Versuche von T. v. Karman (L) für 
Martinsstahl gut heRtätigt wun!cl1. 

Ii ZurHerleitung der Engesserschen Formeln - wir gehen 
hier den von Karman betretenen vVeg - wird voraus
gesetzt, daß der Stab dann, wenn die Knickspannung (JE 

erreicht wurde, eine kleine Durchbiegung besitzt, deren 
zugehörige Biegungsspannungen sich der Knickspannung 
überlagern. 1,'erner wird angenommen, daß 1. die Bie
gungsspannungen oberhalb der Proportionalitätsgrenze 
mit ,Ien ihnen entsprechcnden lkhnungen ( Quetschungen) 
in einem Zusammenhang stehen. der aus dem (J-e-Schau
hild für Zug- hzw. Druckbeanspruchung des Stabes ent
nommen werden kann; 2. die Querschnitte auch oberhalb 

J't 

der ProportionaJitätsgrenZü bei kleinen Biegungsbean
spruehungcn eben bleiben. l"Or die folgende Betrachtung 
legen wir den konkreten Fall der Beanspruchung eines 
einseitig eingespannten Stabes auf Knickung nach 
Abb. 80, Seite 194 zugrunde. Dieselbe blpibt für alle Grenz
bedingungen gültig. Tragen wir für einen beliebigen 

Querschnitt AB (Abb. 167), der in der Entfernung x vom oberen Stabende liegt, von 
den Punkten des Querschnittes normal zu denselben die Spannungcn auf, so erhalten 
wir das Schaubild ABDNG, in welchem ABEF den über den ganzen Querschnitt gleich
förmig verteilten Knickspannungen, GENF D den Bit>gungsspunnungcn aB entspricht. 
N sei die Projektion der nicht mit einer Schwerachse t!ps Querschnittes zusammenfallen
den Nullinie auf die Papierebene, DF ist die größte Biegungs-Druckspannung, EG die 
größte Biegungs-Zugspannung. Infolge der Biegungs-Zugspanmmgen werden die Knick
spannungen herabgesetzt, was einer Entlashmg der betreffenden Fasern des Stabes von 
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der Knickspannung auf kleinere Spannungswerte gleichkommt. Bei dieser Entlastung gehen 
die Zahlenwerte der infolge der Knickspannungen vorhanden gewesenen Quetschungen 
um den Betrag der Zahlenwerte der federnden Quetschungen zurück. Die Biegungs-Druck
spannungen erhöhen die Zahlenwerte der den Knickspannungen entsprechenden Quet
schungen um einen entsprechenden Betrag. Aus dem (J-e-Schaubild des Stoffes, aus dem 
der Stab besteht. ist der Zusammenhang zwischen den Druckspannungen (J und den Quet
schungen e oberhalb der Proportionalitätsgrenze ersichtlich. der analytisch durch 

(J = I(e) (a) 

zum Ausdrucke kommt. Infolge der zusätzlichen Biegungsspannungen können WH für die 
totalen Spannungen 

d/(e) d(J 
(J + Ll(J = I(e -'- Lle) = I(e) -;- -d- d e = (JK -+- -d Ll e ,e e (b) 

bei Vernachlässigung yon Gliedern höherer Ordnung als Lle schreiben. Auf der Seite der 

zusätzlichen Biegungs-Druekspannungen ist -~: mit dem der Knickspannung zukommenden 

Elastizitätsmodulus, den wir mit E 2 bezeichnen wollen, zusammenfallend, und Ll e ist positiv, 
wenn (Jk und (J positiv gezählt werden, auf der Seite der zusätzlichen Biegungs-Zugspannungen 

ist Lle nCQ:ativ, nnd dd(J bedeutet den Elastizitätsltlouulus (Seite 151), der den federnucn 
~ e 

Quetschungen bei teilweisem Belastungsrückgang zukommt. Derselbe ist nach einer früh
zeitig gefundenen Gesetzmäßigkeit, die von Y. Gerstner zuerst ausgesprochen wurde (L), 
und nach ihm als Gerstncrsches Gesetz bezeichnet wird, gleich uem Elastizitätsmodulus EI 

auf Druck unterhalb der Proportionalitätsgrenze. Xachd~'m nach Seite 246 dd rJ. = ~ und 
x Qy 

für eine Faser in der Entfernung ~ von der Xullinic Ll d x ~~ - ~ drJ. mit drJ. als Verdrehung~
winkel zweier unendlich benachbarter um d x voncinander entferntcr Querschnitte und (!u 

I K d" F 'd Eb . d ./ld:r Ll ~ D Gl' h a s rümmungsra 1US einer 'aser In er ene z x, so wIr -;[;.- = ' e = - --;;- . as ClC-

- y 

gewicht erfordert die Erfüllung der Bedingungen J (JE d I = 0 und J (J E ~ d I = J[ E y' worin 
F F 

die Integrale über die Querschnittsfläche zu nehmen sind (siehe Punkt 4). Nun ist nach 

obigem auf der Druckseite (JB = dd(J Ll e = - E., i.. , auf der Zugseite (JE = - E , fund 
e .. Qy e!J 

daher gehen die Gleichgewichtsbedingungen in 

und _2 __ ...L _1 __ = J E C2d/ JE C2dl 
Qy , (!y 

(c) 

F 2 1:\ 

über, worin die Integrale über die den Biegungs-Druckspannungen bzw. den Biegungs
Zugspannungen entsprechenden Teilflächen der Querschnittsflächen zu nehmen sind. Da 
(!. und E , '2 bei kleinen Durchbiegungen über den Querschnitt als konstant zu betrachten 
sind, so gehen die Gleichungen (c) in 

(e) 

über. Darin stellen 8 1 und 8 2 die statischen Momente, J 2 und J 1 die Trägheitsmomente der 
Teilflächen des Querschnittes, bezogen auf die Xullinie als Achse, vor. Die Bedingung (d) 
bestimmt die Lage der Nullinie im Querschnitt, aus (e) folgt die Krümmung 

K = _~ = _ jlBy d2 z 

y (j,; E 2J 2 -:-E, J 1 dx2 

und damit, wenn bei zentrisch aufgebracht gedachter Last lvI E y = + pz gesetzt wird, als 
Differentialgleichung der elastischen Linie 

(f) 

Dieselbe wird mit der Gleichung (e) auf Seite 353 identisch, wenn wir an Stelle von EJ. 
den Ausdruck E 2 J 2 + EI J 1 treten lassen. Aus der zitierten Gleichung folgte als Bedingung 

für die kleinste Knicklast cos (). l) = 0, ;.l = ~ usw., worin}. =l/E~~ bedeutete. Nunmehr 
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haben wir statt Ä den Wert 1/ -E~-J PE J zu setzen, d. h. die kleinste Knicklast folgt mit 
2 2+ } } 

P = PE = :1;2 • E 2 J 2 + E}J} 
4 l2 

Allgemein werden wir für beliebige Grenzbedingungen 

n 2 TJm1n ., E 2 J 2 + E}J} 
(JE =:1;-' F L2 Fi} 

schreiben können, worin 

T = E 2 J 2 + E}J1 

J m1n 

(169) 

:1;2T 

",2 
(170) 

(171) 

als Knickmodul bezeichnet wird und Jm!n sich auf die Achse des Querschnittes bezieht, der 
das kleinste Trägheitsmoment der Querschnittsfläche zukommt, während J I und J 2 sich 
auf eine zu dieser Achse parallele Achse beziehen, deren Lage aus (d) bestimmt wird. 
Die Formel (170) ist vollkommen ähnlich jener gebaut, welche unterhalb der Proportionali
tätsgrenze gültig ist, nur tritt jetzt an Stelle des Elastizitätsmodulus E der Knickmodul T, 
der in den Elastizitätsmodulus E übergeht, wenn EI = E 2 = E gesetzt wird. Der Knick
modul ist selbst von der Knickspannung (JE abhängig, da in ihm die Größe E 2 enthalten ist, 
die mit (JE veränderlich ist. Damit hängt auch zusammen, daß z. B. für einen Stab mit 
eingespannten Enden die Knicklast im unelastischen Gebiete nicht so wie im elastischen 
viermal so groß ist als dann, wenn der Stab zwischen Spitzen gelagert ist. Nach v. Karman 

I 
ergibt sich für ein durchgerechnetes Beispiel, bei dem -0-- = 100 war, das Verhältnis der 

1Ir.in 

Knickspannungen bei eingespannten Enden zu jener bei Spitzenlagerung nicht 4, sondern 
1,51. Ferner ist nach Formel (170) die Knickspannung im unelastischen Gebiet unter sonst 
gleichen Umständen, d. h. bei gleichem ;\IateriaI, nicht nur von der Schlankheit "', sondern, 
wenn auch, wie leicht nachzuweisen ist, im geringen Grade yon der Querschnittsform selbst 
abhängig. 

v. Karman machte Versnche mit Stäben von rechteckigem Querschnitt aus Martins
stahl. dem ein Elastizitätsmodulus E auf Druck yon 2170 t/cm 2, eine Zugfestigkeit von 
6800 kg/cm 2, eine Bruchdehnung rp, = 16,7 ~o und eine Querschnittsverminderung beim 
Bruch 1jJz = 36% zukam. Die Stäbe, deren Längen zwischen 81 mm und 837 mm schwankten, 
wurden an ihren Enden stumpf in mit ihnen nicht verbundenen Schuhen gelagert, in denen 
die Stäbe während des Versuches durch Keile mit Bezug auf die Kraftangriffslinie fein ein
gestellt werden konnten, um die Exzentrizität derselbl.'~ möglichst auf Xull zu bringen. 
Diese Einrichtung ist besonders wichtig, da die zentrale Ubertragung der Kraft eine Vorans
setzung für die Möglichkeit des Xachweises der Richtigkeit der Eulerschen Formeln bzw. 
der Formel (170) ist. Die Schuhe waren außen nicht mit Spitzen, sondern mit zur Achse 
des minimalen Trägheitsmomentes parallel laufenden Schneiden versehen, was eine gegen
über der Spitzenlagerung bessere Druckverteilung und geringere Abplattung der Schneiden 
bei größeren Kräften und daher bessere Einhaltung der Grenzbedingungen zur Folge hat. 
Als freie Länge wurde nicht die Länge des Stabes zwischen den Schneiden, sondern eine 
die Steifigkeit der Stabenden berücksichtigende, etwas kleinere Länge angenommen, die 
näherungsweise berechnet wurde. 

Für den rechteckigen Querschnitt lautet die Gleichung (d), wenn b} und b2 die Ab. 
schnitte bestimmen, in welchen die Breite b des Rechteckes durch die Nullinie geteilt wird 

und h die Höhe des Rechteckes vorstellt E 2 b~ {- = EI bi; oder E 2 b'§ = EI bi, die 

mit b} + b2 = b zusammengefaßt die Abschnitte bl und b2 mit b} = __ tE 2-= bund 
lEI + TE 2 

b2 = tE; b festlegt. Damit berechnet sich der Knickmodul mit 
tEl + JE2 

T = E 2 T\' b~ h +JE.}~1, b~ h = EI E 2 
1" b' h lEI + fE 2 

Die Werte E} = E und E 2 werden aus Druckversuchen ermittelt, E} ist konstant und E 2 

kann aus dem (J-e-Schaubild auf Druck als Funktion der Spannung dargestellt werden. 
Damit kann auch T und unter Voraussetzung des Zutreffens von (170) ans dieser Glei
chung Q( als Funktion der Spannung erschlossen werden. Engesser hat den Knickmodul T 
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durch Vergleich der Formel (170) mit den empirischen Formeln von Tetmayer (siehe oben) 
unmittelbar als Funktion von oe oder von GK dargestellt. Trägt man in einem rechtwinkeligen 
Koordinatensystem die Werte oe als Abszissen und die Spannung GK als Ordinaten auf, so 
erhält man ein Schaubild, das durch den Versuch geprüft werden kann. Es nimmt nach 
v. Karman für Martinsstahl die in Abb. 168 dargestellte Gestalt an. Für oe <90, d. h. wenn 
GE = GK unter der Elastizitätsgrenze liegt, die mit der Proportionalitätsgrenze zusammen-
fallend angenommen werden kann, gilt die 0; kg/cm2 
Eulersche Formel, oberhalb der Grenze, d. h. 1f 

für oe > 90 ergibt sich eine Kurve, die sich 
stetig an die EulersGhe Kurve anschließt, für 
kleine Werte von oe geht die Knickspannung in ~ooo 

Fliessgrmze die Druckfestigkeit des Stabes über. Die in \--I----'_----:...:.::c=-==-=---
Abb. 168 dargestellte berechnete theoretische 3000 
Kurve konnte durch die Karmansehen Ver
suche sehr gut bestätigt werden. Die aus den
selben abgeleiteten Knickspannungenlagen sämt- ZOOO 
lich zwischen dieser idealen Grenzkurve für die 

Eiosl Brenze 

Exzentrizität ~ull der Kraft und einer zweiten. 10001--\-\----+----'"'"1""
für die Exzentrizität 0,0056 geltenden Kurw, 
die theoretisch ähnlich wie die Grenzkurve her
geleitet wird, und sehr nahe der idealen Grenz
kurve liegt. Es gibt nämlich dann, wenn eine 
Exzentrizität der Kraft yon yornherein yor
handen ist, im unelastischen Gebiete, ähnlich 

Abb. 168. Knirkkurve für )fartinsstabl 
(nach v. Karman). 

so wie im elastischen, für jede Exzentrizität \; eine Kurve (Abb. 159), deren Punkte durch 
die Kräfte P oder die ihr entsprechenden Druckspannungen und die ihr zugehörigen größten 
Ausbiegungen f. bestimmt sind. Die Kurven gleicher Exzentrizität im unelastischen Gebiete 
zeigen die Eigentümlichkeit, daß für einen aus ihnen zu entnehmenden 'Vert t. die Kraft P 
(Druckspannung) einen Höchstwert zeigt, der für den gegebenen Schlankheitsgrad charak
teristisch ist. Auf diese 'Yeise können in der Abb. 168 auch Kurven, die die Zuordnung 
der Höchstlasten zum Schlankheitsgrad bei vorgegebener Exzentrizität zeigen, eingetragen 
werden. Näheres hierüber kann in der angegebenen Abhandlung yon Karman nachgelesen 
werden. 

23. Fortsetzung. Einfluß einer ursprünglichen Stabkrümmung, 
praktische Knicklast. Biegung und Druck bei langen Stäben. 
Wenn bei Beanspruchung von langen Stäben auf exzentrischen Druck die 

Exzentrizität der Kraft sehr klein wird, so nähert sich dieselbe jener auf Knickung 
ohne mit derselben identisch zu werden, d. h. ohne daß x 
ein eigentlicher labiler Gleichgewichtszustand erreicht 
werden könnte. Dasjenige was man als Beanspruchung 
auf Knickung in der Regel anspricht, wird, infolge der 
unvermeidlichen Exzentrizität, also in Wirklichkeit eine 
Beanspruchung auf exzentrischen Druck sein, die zur 
Folge hat, daß dann, wenn die äußere Kraft gleich der 
Knicklast wird, bereits mehr oder weniger ansehnliche 
Ausbiegungen erreicht sein werden. Die gewöhnliche im 
Bereiche der elastischen Deformationen angewendete 

c 

Näherungstheorie liefert sogar für die Knicklast unend- 8 'I!-____ ...1....--'~z 

lich große Ausbiegungen (Seite 351). 
Einen ähnlichen Einfluß wie eine ursprünglich nicht 

gewollte Exzentrizität der Kraft, hat auch eine vor Auf
bringung der Belastung bereits vorhandene sehr kleine 

p 

Abb.169. 

Stabkrümmung. A, B in Abb. 169 sei der ursprüngliche etwas gekrümmte 
Stab, dessen Stabachse mit Bezug auf das eingezeichnete Koordinatensystem 
nach einer Sinuslinie gebogen sein soll, die die Gleichung 

, f" nx 
Z = 81n2T (a) 
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besitze mit f' als sehr klein gedachtem Biegungspfeil. B, C sei die unter dem Ein
fluß einer zentrisch aufgebrachten Last P entstehende deformierte Stabachse, 
die wir, um besser vergleichen zu können, mit ihrem Endpunkt B mit dem End
punkt B der undeformierten Stabachse zusammenfallend darstellen. Für sehr 
kleine ursprüngliche Krümmungen des Stabes können wir die Differential 
gleichung der elastischen Linie in der aus der Biegungstheorie gerader Stäbe be
kannten Form 

P(z'- z) _. -., . :-r x + 
- I." ! >illl zr ;; (b) 

mit z = z" - z' ansetzen. Diese nicht homogene lineare Differentialgleichung 

besitzt die Lösung z = A sin (Je,l;) .J.. B cos (). x) - - -j'-:;r \ 2 sin ~ 7 ' deren Inte-
l - (2 z;.) 

grationskonstante A und B den Grenzbedingungen x = 0, Z = 0 und .1' = l, 

:~ = 0 genügen müssen. Damit erhalten 'wir B = 0 und 

o = -J.} cos () l) - J - - cl h d =__J ------
- . '. 1- 27;/ .. ~> -- (2-'hJ}cos(}.I)· 

Die Gleichung der elastischen Linie hat daher die Form 

t' - sin (i, x) .:-r x • 
~ ---- --I-~- - SlIl 

1 _ (~\2 L?cos(?cl) 21 
,2 l J" 

und die größte Durchbiegung f wird 

. i' ! =--;-
I n 

1-\,20' 

(c) 

(d) 

W· d - l n. h P P :;r2 E J v d 1 f d1' h ß ur' 11' A = '2 u.. ~~ E = 4' -[2- so wer en Z une unen.lC gro. vvlr 

schließen, daß bei ursprünglicher Stabkrümmung bereits vor Erreichen der 
Knicklast Deformationen vorhanden und die Proportionalitätsgrenze des Stabes 
erreicht sein müssen (siehe dagegen S.353). 

In Anbetracht der unvermeidlichen Exzentrizität der Kraft und der ur
sprünglichen Stabkrümmung sind Vorschläge gemacht worden an Stelle der 
Eulerschen "Knicklast" , die als theoretische bezeichnet wird, eine wirkliche oder 
praktische "Knicklast" einzuführen, als welche diejenige Höchstlast definiert wird, 
die den Stab an die Proportionalitätsgrenze bringt. Diese Neueinführung ist 
deswegen nicht empfehlenswert, weil erstens die unvermeidliche Exzentrizität 
der Kraft und die ursprüngliche Stabkrümmung von vornherein nicht bekannt 
sind ~ man könnte sie höchstens abschätzen ~ weil zweitens die Berechnung 
der praktischen "Knicklast ", auf die wir gleich zu sprechen kommen werden ziem
lich verwickelt ist, und weil drittens durch die Bezeichnungsweise die unrichtige 
Vorstellung geweckt werden könnte als sei die praktische "Knicklast" wirklich 
einem labilen Gleichgewichtsfalle entsprechend. 

Die Berechnung der praktischen "Knicklast" kann, wenn nur die abgeschätzte 
Exzentrizität der Kraft berücksichtigt werden soll, nach den Weisungen auf 
Seite 352 erfolgen. Die dortige Gleichung (c) könnte auch Verwendung finden, 
wenn es sich um Berechnung der praktischen Knicklast bei alleiniger Berück-
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sichtigung der Stabkrümmungen handelte, nur wäre für I (J z I in Gleichung (c) 
an zitierter Stelle der Wert 

(e) 

zu setzen, worin i dic Bedeutung nach obiger Glcichung (d) bcsitzt, in der tg (Je l) 
in eine Reihe mit Beibchaltung von nur wenigcn Gliedern entwickelt werden 
müßte. Soll die ursprüngliche EXJ\cntrizität lind Stabkrümmung bei Berechnung 
der praktischen "Knicklast" herücksichtigt wcrden, 150 müßte in obiger Differen
tialgleichung (b) das Biegungsmoment infolge der Exzentrizität Berücksich
tigung finden und dann in ähnlieher Weise vorgegangen werden, wie es bereits 
für alleinige Exwntrizität oder Sta,bkrümmllng angedeutet wurde. 

Der Erörterung des Einflwlses der Stabkrümmung auf die Knicklast 
schließt sich ohnc Zwang jene der Beanspruchung eines geraden langen 
Stabes auf Biegung und Druc:k (Knic:kung) 11n, bei der die 
Durchbiegung des Stabes nicht mehr vernaehläRsigt werden z e 
kann, wenn es !:lieh um die Berec:hnung der Bic:gungsmomente 
handelt. Der in Abb. 170 dargestellte einseitig eingespannte 
lange Stab sei durch die Kraft P auf Druck (Knickung) durch 
die Kraft Q auf Biegung beanspruc:ht. Bei Berücksichtigung 
der Durchbiegungen bei Berechnung der Biegungsmomente 
lautet die Differentialgleichung der elastiRehen Linie r 

d 2 z 1'z -1. Q.r 
d ;C2 - ---EJ-

y
- (f) 

Abb.170. 

deren Lösung z A Hin (Jex) + B cos (lex) - .~- ist. Auf Grund der Grenzbedin

gungen x = 0, z -~ 0 und x == 1, ~~ = o erhalten wir B =OundO = A}.cos(Jel) - ~ 
. - Q oder A - PA eo~ (Je I)' somit aIR Gleiehung der durehgebogenen Stabaehse 

und als größte Durehbiegung 

Q sin (). x) 

P A c~~Tfl) 
(g) 

(h) 

:TC n 2 E.lv Wird Jel ="2 d. h. p.~ PE -- 4 [2-- so werden die Durchbiegungen wieder 

wie oben bei ursprünglicher St11bkrümrnung unendlich groß. Man sprieht bei 
im Vergleieh zu den Querdimensionen sehr langen Stäben, d,lnn wenn eine Be
anspruchung wie die vorstehende vorliegt, auch häufig von einer Beanspruehung 
auf Biegung und Kniekung. Damit soll zum Ausdrueke gebraeht werden, daß 
bei einer verhältnü-nnäßig kleinen Druckspannung, die weit unter der Druek
festigkeit und Biegungsfestigkeit liegen kann, bereits Deformationen eintreten 
können, die die Zerstörung des ]\IJa.teriales zur :Folge haben können. Bei Be
stimmung der nötigen Querausmaße des StabeR bei gegebener Länge desselben 
wird man also festsetzen müssen, daß die beam;pruehende Druekkraft die Kraft 
bei der nach vorstehender Rechnung die Durehhiegungen unendlieh groß werden, 
das ist die theoretische Knieklast mit Sieherheit nicht erreieht. Doeh wird es im 
jetzigen Falle mehr empfehlenswert sein, festzustellen, wie groß die Kraft P sein 
müßte um die Proportionalitäts grenze des Stabmateriales zu erreiehen lind 
diese Kraft als jene anzusehen, welche bei Beanspruchung auf Biegung und 
Knickung mit Sieherheit nic:ht erreieht werden darf. Die Berechnung dieser 
Kraft müßte ganz naeh dem obigen Schema für Berechnung der praktisehen 

Girtler, Mechanik. 24 
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"Knicklast" erfolgen. In der Beziehung (c) auf Seitc352 hätte man bei Beanspru

chung von langen Stäben nach Abb. 170 : (Jz i = ; + Ql; Pi za I zu setzen, 
, u 

worin f den oben für die größte Durchbiegung berechneten Wert bedeutet. In 
letzterem wäre tg (A l) wieder durch einige Glieder einer unendlichen Reihe dar
zustellen. 

24. Labilitätserscheinungen bei Drillung und Druck und bei 
Drillnng allein. 

Wenn lange gerade Stäbe auf Drillung durch Momente ft!D' deren Ebene 
normal zur Stabachse steht, und auf Druck durch Kräfte P beansprucht werden 
(Abb. 171), so gibt es ganz ähnlich wie bei Beanspruchung auf Knickung einen 
kritischen Wert des Drehungsmomentes, für den das Gleichgewicht labil wird, 
und die ursprünglich gerade Stab11chse bei der geringsten Störung nach der 
Seite zu ausweicht. Dieses Ausweichen ist augenfällig bei Fäden zu beobachten 
die gedrillt werden, ohne daß eine axiale Kraft hinzukommt. Als letztere käme 
in diesem besonderen Falle naturgemäß ,..Y 

nur eine Zugkraft in Fragc, dic erfahrungs-
gemäß das Ausweichen nach der Seite I 

herabsetzen oder ganz verhindern kann. 

y 
A 

A _--,~. 2B>- I 

110-1l,l..:::::=====--- ---- - -"""110 

ALl,. 171 

( 

z 
Au!>. 171 a. 

Die allgemeine Theorie des labilen Gleichgewichtes für Beanspruchung auf Dril
lung von Stäben mit kreisförmigen Querschnitt bei hinzukommender Zug- oder 
Druckkraft wurde zuerst von GreenhilI entwickelt. 

Wir nehmen für den Stab von kreisförmigem Querschnitt wie im Falle der 
Knickung an, daß ein Ausweichen der Stabachse in eine zur geraden Achse be
nachbarte Lage bereits stattgefunden hat (Methode der Störung), und berechnen 
den kleinsten Wert ME des Drillungsmomentes bei gegebener axialer Druck
kraft P, für den die Ausbiegung möglich ist. Die Grenzbedingungen des Stf1bes 
A B sollen darin bestehen, daß für x = 0 und x = l sowohl z als auch y gleich 
Null sein sollen, d. h. die Enden der gestörten Stabachse, die eine räumliche 
Kurve bilden möge, sollen wie bei einem zwischen Spitzen gelagerten Stab auf 
der x-Achse bleiben, die ihrerseits mit der ungestörten Stabachse zusammen
fällt. Wir denken uns nunmehr den Stab in der gestörten Lage in der Entfernung x 
vom linken Auflager normal zur durchgebogencn Stabachse durchschnitten 
(Abb. 171a). Für das Gleichgewicht dcs rechten Stabteiles ist es notwendig, dic 
im Schnittquerschnitt übertragenen, den Spannungen auf unendlich kleinen Flä
chenelementen entsprechenden Kräfte durch eine im Schwerpunkt wirkende 
Einzelkraft (Reduktionskonstante) und cin Moment (Reduktionsmoment) zu 
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ersetzen, dessen Vektor im allgemeinen schief gegen die Querschnittsebene stehen 
wird. Die genannte Einzelkraft muß gleich der Kraft P sein, die zum Quer
schnitt schief steht und das Moment muß gleich der geometrischen Summe 
aus dem Drillungsmoment und dem Biegungsmoment der am Ende des Stabes 
wirkenden Kraft P mit Bezug auf den Schnittquerschnitt oder, genauer gesagt, 
mit Bezug auf den Schwerpunkt des Schnittquerschnittes sein. Das von J1D 

herrührende Moment zerlegen 'wir in ein :\1oment J1 t, dessen Vektor normal zum 
Querschnitt also tangentiell an die Stabachsenkurve ist und ein Moment J11, 
dessen Vektor parallel zur y-z-Ebene liegt. Das Moment 31 t bewirkt die Torsion des 
Stabes, das Moment 211 und das von P herrührende Biegungsmoment ist der Bie
gung des Stabes zugeordnet. Durch ,,-eitere Zerlegung des Momentes J1 in die 
beiden komponentalen Momente My und M z gewinnen wir die Biegungsmomente 
mit Bezug auf zwei durch den Schwerpunkt des Querschnittes gehende, zur y
und z-Achse parallele Achsen. Die Tangente t im Schwerpunkt des Schnittquer
schnittes an die durchgebogene Stabachse schließt mit den Koordinatenachsen 

x. Ij. z ,rinkel ein, deren Richtungskosinusse der Reihe nach -dd x . dd",?L und -dd.:, sind, 
' , ' 'U 8' S 8 

wenn d s ein Element der Stabachse und .c, ,1/, z die Koordinaten des Schwer
punktes des Schnittquerschnittes bedeuten, Das :\1oment J1 t ist durch 

'1 JlfD • '1 d -- kb D'"'1 '1 d '1 1 1 ff b j. t = (J;;; = -, D aus ruc - ar. le _lomente J, v un _, z "önnen (ann 0 en ar 

d8 
dy dz 

durch 2vly = MD d8 und J1 z = J.11 D ([8 dargestellt werden. Die von der Kraft P 

herrührenden Biegungsmomente mit Bezug auf die durch den Schwerpunkt 
des Schnittquerschnittes parallel zur y- bzw. z-Achse gezogene Achsen sind 
durch pz und - Py darstellbar, so daß im ganzen die Biegungsmomente mit 
Bezug auf die genannten Achsen die Größen 

und (b) 

besitzen. Die Beanspruchung des Stabes in der ausgebogenen Lage ist keine 
einfache, da eine solche auf räumliche schiefe Biegung, Druck, Schub und Tor
sion vorliegt. Die gegebenen Auseinandersetzungen sind nur dann als sehr an
nähernd richtig zu betrachten, wenn es sich um lange dünne Stäbe mit kleinen 
Ausbiegungen handelt. Zur Berechnung der durch die Biegungsmomente hervor
gerufenen Durchbiegungen können wir die Differentialgleichungen der Projek
tionen der elastischen Linie auf die xz- bzw. xy-Ebene nach den Gleichungen 
(1I7) und (1I7a) auf Seite 247 heranziehen. Ihnen zufolge wird 

dy 
"lID dx + pz 

E J (c) und 
d2 y 
dx2 

dz 
JIDd:l-: - P Y 
--EY- (d) 

wenn J das Trägheitsmoment eines Kreisquerschnittes mit Bezug auf eine 
Schwerachse vorstellt und wir näherungsweise statt ds das Element d x ein
führen, Diese beiden Differentialgleichungen können auf zwei völlig gleich
lautende lineare homogene Differentialgleichungen vierter Ordnung mit kon
stanten Koeffizienten dadurch zurückgeführt werden, daß 'wir z. B. aus der 

dz _ id2 y l, _1_ 
zweiten dx -ldx2EJ+PYJJID berechnen und in die nach.c differenzierte 

erste GI ' h d3 z + .lID d2 y P dz 0 . t d h . I' elC ung 'd---;;'; E f dx2 + E J d x = emse zen, wo ure WIr (Ie 

24* 
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Differentialgleichung 

d4 y r2 P (JtD )2', d2 y (P)2 
d x4 + LE J + E J ~ d x2 + E J Y = 0 (e) 

gewinnen. Auf ähnliche Weise können wir eine gleiche Differentialgleichung in 
der y durch z ersetzt ist, ableiten. Die Lösung der auf diese Weise gewonnenen 
zwei linearen Düferentialgleichungen vierter Ordnung führt in bekannter Weise 
auf Kreisfunktionen mit je Yier Konstanten, yon welchen je zwei auf Grund der 
Notwendigkeit der Erfüllung der Ausgangsgleichungen (c) und (d) eliminiert 
werden können. Das schließliche Resultat ist 

y=Asin(ax+~)+Bsin(bx+ß) } 

z = A cos (a x + :x) + B cos (b x + ß) , 
(f) 

.' _ - JID + j JI~- 4~P E J d b _ - JID - l':M1+"4PEJ f A B ß 
WOrIn a - 2EJ un - 2EJ ' erner , ,~, 

Integrationskonstante sind. Den oben angegebenen Grenzbedingungen zufolge 
müssen die Gleichungen 

o = A sin cx + B sin ß , 0 = A cos cx + B cos ß 
und 

0= A sin (a 1+ cx) + B sin (b 1 + ß) , o = A cos (a 1 + :x) + B cos (b 1 + ß) 

erfüllt werden, die zur Bestimmung der Integrationskonstanten dienen. Setzen 
wir B sin ß und B cos ß aus den beiden ersten Bedingungen in die beiden letzten 
ein, so erhalten wir 

A [sin (a 1 + cx) - sin (b 1 + :x)] = 0, A [cos (a 1+ cx) - cos (b 1 + :x)] = O. 

Soll A nicht Null sein, so muß zur Befriedigung dieser Gleichungen 

sin (a I + :x) = sin (b 1+ cx) und cos (a 1 --:-iX) = cos (b 1 + IX) , 
d.h. 

al = b 1 + 2 n n n = 1,2, . . . (g) 

sein. Führen wir, um den kleinsten kritischen Wert ME des Drillungsmomentes 
zu erhalten, für den noch eine Ausbiegung möglich ist, in (g) n = 1 ein, so er
halten wir aus derselben nach Einsetzen der angegebenen Werte von a und b 

2, /-2--
JI E ,4EJ P 4:;r2 oder M = ?EJ} ~ _ ~ 

(E J)2 = lF ... E "'" . l2 E J . (172) 

Zu demselben Wert von jW E wären wir auch gekommen, wenn wir aus den 
Grenzbedingungen A eliminiert hätten, also von Gleichungen, die nur B ent
halten, ausgegangen wären. Bei weiterer Verfolgung der Grenzbedingungen er
hält man A = Bund cx = ß + nn, n = 1, 2, ... , so daß die Gleichung der aus
gebogenen Stabachse unbestimmt bleibt, da z. B. A und ß nicht gefunden wer
den können. Drückt man in den beiden Gleichungen (f) Bund iX durch A und ß. 
ferner auf Grund der Gleichung (g) a durch b aus, so erhält man aus ihnen 

y = A { sin (b x + ß) - sin [ (b + 2 1; :;r ) .r + ßJ } , 
z = A { cos (b x + ß) - cos [( b + 21; n) X + ßJ }. 

Quadrieren und Addieren wir diese beiden Gleichungen, so erhalten wir nach 

leichter Umwandlung y2 + Z2 = 4 A 2 sin2 n~ x. Wir schließen, daß die gesuchte 

räumliche Linie eine Schraubenlinie auf einen Kreiszylinder mit dem unbestimmt 
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bleibenden Radius A vorstellt, dessen Achse in der Entfernung A zur ursprüng. 
lich geraden Stabachse verläuft, und für den letztere eine Erzeugende ist. Eine 
weitere Bestimmung der Lage der Zylinderachse wäre erst dann möglich,wenn 
A auf Grund eines genaueren Ansatzes der Differentialgleichungen der elastischen 
Linien berechnet werden würde. 

Setzen wir von vornherein MD = ° so folgt aus (172) die Eulersche Knick· 
last für P, setzen wir P = 0, so ergibt sich der Sonderfall 

E :7 
M E = 2 J T , (172a) 

für den ll'I E den kleinsten kritischen \Vert des Drillungsmomentes bei reiner 
Drillung vorstellt. Wird in (172) die Kraft P negativ, d. h. tritt zur Beanspru. 
chung auf Drillung eine Beanspruchung auf Zug hinzu, so wird der kritische 
Wert des Drillungsmomentes größer als dann, wenn der Stab auf Torsion und 
Druck bei gleichem Zahlenwerte von P erfolgt. Durch Ziehen eines Stabes bei 
gleichzeitiger Drillung kann demnach die Erreichung des labilen Gleichgewichts. 
zustandes, hinausgeschoben werden. Labile Gleichgewichtszustände können, wie 
die Erfahrung lehrt, auch bei Beanspruchung auf Zug allein entstehen, 'wie dann, 
wenn Flußeisen bei dieser Beanspruchung in den Fließbereich kommt. 

Eine allgemeine Theorie des labilen Gleichgewichtes gedrillter Stäbe für 
beliebigen Stabquerschnitt hat R. Grammel in der Zeitschrift für angewandte 
Mathematik und l\Iechanik Band 3, 1923 gegeben. 

25. Kippen eines Stabes mit rechteckigem Querschnitt. 
Die Erscheinung des Kippens eines einseitig eingespannten, im Verhältnisse 

zu den Querdimensionen langen Stabes, dessen Querschnitt ein schmales Recht· 
eck ist, wurde auf Seite 195 geschildert. Wir wollen dieselbe jetzt rechnerisch 
verfolgen, und zwar auf Grund des von L. Prand tl (L) zuerst betretenen Weges l . 

Wir denken uns den Stab in der ausgekippten Lage (Abb. 81, Seite 195), die 
der ursprünglich geraden Lage benachbart sein soll und legen durch den Schwer· 
punkt des rechten Endquerschnittes ein rechtwinkeliges Koordinatensystem 
x y z, dessen x·Achse parallel zur unverbogenen Stabachse und dessen z·Achse 
entgegengesetzt der Richtung der Kraft P läuft. Im Abstande ° 1 = x vom rech· 
ten Stabende denken wir uns den Stab durchschnitten, und zwar normal auf die 
verbogene Stabachse und für das Gleichgewicht des linken Stabteiles im Schwer· 
punkt 0' des Schnittquerschnittes, der mit Bezug auf das Koordinatensystem 
.r yz die Koordinaten x, y und z besitzt, eine Einzelkraft gleich P und einen 
gegen die Querschnittsfläche schief stehenden l\Iomentenvektor angebracht. 
Letzteren zerlegen wir 'wieder in einen Vektor im t, der mit der Tangente t an die 
verbogene Stabachse zusammenfällt und in zwei Vektoren imBy' und imBz' 

welche in die y'. und z'·Achsen des Koordinatensystemes y' z' fallen. Die Achsen 
.11', z' sind mit den zentralen Trägheitshauptachsen des rechteckigen Querschnittes 
übereinstimmend. Das lIoment lVt bewirkt die Drillung des Stabes und ist 

durch Mt = - P y + P x ~~ bestimmt, wobei y = 12 und ~~ , mit ds als Linien· 

element der verbogenen Stabachse, den \Vinkel bedeutet, den die Tangente an 
der verbogenen Stabachse mit der y.Hichtung einschließt. Die Momente 1'),1 By', 

und J.11 Bz" die der Biegung des Stabes zugeordnet sind, können wir genau genug 
mit M Bu' = P X cos 1p und lvI Bz' = - P x sin 1p festlegen, worin 1p den 'Winkel 
vorstellt, den die z'·Achse im Schnittquerschnitt mit der durch 0' parallel zur 

1 Siehe hierzu auch A. u. L. Föppl: Drang und Zwang, H. }lünchen u. Berlin: 
R. Oldenbourg 1920. 
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z-Achse gelegten Achse einschließt. Dieser Winkel der als Funktion von x zu 
betrachten ist, wird dem Verdrehungswinkel des Querschnittes infolge der Dril
lungsbeanspruchung gleichgesetzt werden können. Stellen wir uns nunmehr 
ein Stabelement in der verbogenen Lage vor, das nur zwei aufeinander folgende 
Linienelemente der Stabachse enthält, so können wir auf dasselbe die Differen
tialgleichung der elastischen Linie in der bekannten Form, Gleichung (117) und 
(1l7a) auf Seite 247 zur Verwendung bringen, und zwar bezogen auf ein Koor
dinatensystem, das aus den Achsen y', z' und der Tangente t gebildet ist und 
seinen Ursprung im Schwerpunkt 0' des einen Endquerschnittes des Stab
elementes besitzt. Die Differentialgleichung für Durchbiegungen in der z' t
bzw. y' t-Ebene lauten daher 

d2 z' M By' 

([82 - -ilJu' 
P x cos 'IjJ 

- E J y -:-
(a) und 

Pxsin'IjJ - --~--

EJ,' ' 
(b) 

wofür wir auch in Anbetracht dessen, daß '1jJ sehr klein ist und wir eine zur ur
sprünglichen undeformierten Lage benachbarten Lage des Stabes voraussetzten 

Px 
- EJ y -: (c) (d) 

schreiben können. Die Koordinaten y', z' für einen beliebigen Punkt des Quer
schnittes 0' hängen mit dessen y, z-Koordinaten auf Grund der bekannten Trans
formationsgleichungen 

, ,.., I 

Y = Y cos'1jJ - z sm '1jJ = y - z '1jJ 
und 

z = z' sin '1jJ + y' cos '1jJ -.:... z' '1jJ + y' 

zusammen, aus denen durch zweimalige Differentiation die Gleichungen 

d2 y _ d2 y' _ d2 z' _ ') dz' • d'lj' _',/ d2 1p l 
dx2 - dx2 dx2 '1jJ ~ dx dx - dx2 

d 2 Z d 2 z' d 2 y' dy' d 1p d 2 1p J 
d x 2 = d x2 + d x2 '1jJ + 2 dX . dX + Y d x2 

und (e) 

folgen. Wenden wir sie auf den Punkt 0', der unserem Stabelemellt als Quer-

h 'tt h nkt h" t .. ." 0 d dy' dz' 0 sc ru ssc werpu ange or an, so mus sen WIr y = z = un dX = dX = 
setzen, wodurch wir auf die für das Linienelement der Stabachse geltenden 
Gleichungen 

d2 y _ d2 y' _ d2 z' 
dx. - dx2 dx2 '1jJ 

d2 z d2 z' d2 y' 
und dx2 = dx2 + dx2 '1jJ (e) (f) 

d2 z' d2 y' 
kommen. Durch Einsetzung der \Verte d x 2 und dx2 aus den Gleichungen 

(c) und (d) in die zuletzt erhaltenen bekommen wir, wenn wir Ju' = J II und 
J., = J. setzen, die Differentialgleichungen der durchgebogenen Stabachse be
zogen auf das Koordinatensystem xyz in der Form 

:2~ = _ P ß~ JJ~/' (g) und ;~ = - PEx [J. + j:J. (g') 

dy. P P dy h" t f Das Drillungsmoment Mt = - p y + P x TB = - y + x dX ang au 

Grund der Gleichung (156) auf Seite 338 mit dem Drall T auf Grund der Beziehung 

dy 
'1 -Py+Px-d -

d1p .'t x 
T=a:;;=GJ= G.] (h) 
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zusammen, worin J der Drillungswiderstand, G den Gleitmodul, GJ die Drillungs
steifigkeit bedeuten [siehe hierzu auch die Gleichung (151) auf Seite 335 für den 
Drall eines rechteckigen Querschnittes]. Differenzieren wir die Gleichung (h) 

nach x und setzen dann ~2~ aus (g) ein, so erhalten wir 

d2 'I) P d2 Y p2 J y - J, 0 

d x" = + G J x d x2 = - G J' E J, J y X" 1p , 

wofür wir, wenn wir die Biegungssteifigkeiten E J y = BI und E Jz = B 2 , ferner 
die Drillungssteifigkeit GJ = C setzen 

(i) 

schreiben können. Die Gleichung (i) ist die Grundgleichung für die Kippung 
gerader Stäbe mit rechteckigem Querschnitt. \Vir können sie bei Einführung 
zweier neuer Variabler ~,1) durch die Substitution 

1p = rp:t (:xl und ~ = t x 2 K 

mit K2 = p2 ~~_~2 in die bekannte Besselsche Differentialgleichung 
B 1 B 2 C 

überführen, die die Lösung 
11' 

1) = AJ, (~) + BJ_ 1 (;) = -
" "l x 

(ß) 

(k) 

(1) 

besitzt, mit J t und J -t als sogenannte Besselsche Funktionen erster Art yon 
der Ordnung i bzw. - } und A und B als Integrationskonstanteni. Es ist 

Cl!: = 00 

_" (_l)<l 1~\<t.L2()() 

J! (~) - .L.J IX! (! -+- IX) ! \ 2 ) 
,,=0 

.;-t r,:2 t4 

= 21 t i II - 2(2-: '1 -,--ij + Z:-4(i~r:.,' 2W·1-~4j - . 
l 

. I, 
~ 

.;-- t I ';-2, ';-4 l 
= 2- t( _ 1-)! LI - 2 (2. -1 T 2) T 2-~(2. -1- -+- '2) (2· -t + 4) - •.• _ 

worin ~ aus (ß) einzusetzen ist. Da zufolge Gleichung (h) der Drall i für x = 0 
und y = 0, d. h. für das rechte Stabende verschwinden muß, so gilt bei Benützung 
der Gleichungen (:x) und (ß) 

d 1f1 1 d ,) d'; 1 1 1 ~ d:. x '.~ L~ + '.2 x- _.1,. = o. -, =----;:-··--X"+1).X-" = ~'n "/ . 
d x Ix = 0 d!; d x 2 x = 0 d, _ x = 0 

Setzt man in diese Bedingung ~~ und 1) bei Rücksicht auf (:x), (ß), (I) em 

und setzt x NulL so verschwindet das B enthaltende Glied und die Kon· 

1 Siehe hierzu Riem ann-\Ve ber: Die Differential- und Integralgleichungen der 
Mechanik und Physik, neu herausgegeben von Dr. R. Y. Mises, Teil I, S. 322ff. Braun
schweig: F. Vieweg 1925. 
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stante A, multipliziert in einen Zahlenwert, erscheint allein, woraus A = 0 
folgt. Die zweite Grenzbedingung verlangt, daß infolge der festen Einspan
nung "p für x = l verschwinden soll, d. h. es muß 0 = B J -1 (~) IX~1 sein. Soll 

die gestörte Lage des Stabes möglich sein, so muß J _! (~) !x = I = 0 zutreffen, 

d. h. nach Einsetzen von ~ = i x 2K = i l2 K 

K 2 14 K 4 1B K 6 112 B-B 
0= 1- - + --- - . + .. ·K2=p2--.1 __ 2 • (173) 

3·4 3·4·7·8 3·4·7·8·11·12 B 1 B 2 0 

Diese Beziehung ist als Gleichung mit der Unbekannten P aufzufassen und hat 
unendlich viele Wurzeln. Die kleinste Wurzel derselben entspricht ganz der 
ersten Eulerschen Knicklast und wird als kleinste Kipplast eingeführt, bei der 
ein labiles Gleichgewicht denkbar ist. Sie hat nach Prand tl die Größe 

P'- = 4·0126 VB1 B2 0 
K 12 B 1 - B 2 ' 

(174) 

Wenn B 1 , wie voraus gesetzt, sehr viel größer als B 2 ist, so können wir an Stelle 
des letzten Ausdruckes auch annähernd 

4·0126 ,-
P K = --l2-lB2 C (174a) 

setzen. Die Kipplast ist demnach verkehrt proportional dem Quadrate der 
Länge des Stabes und proportional der Wurzel aus dem Produkte der kleineren 
der beiden Biegungssteifigkeiten und der Drillungssteifigkeit. Dieses Resultat 
wurde von Prandtl auch experimentell bestätigt. 

11. Anwendungen des Arbeitssatzes, 
des Prinzipes der virtuellen Arbeit und der mit diesem 
Prinzipe zusammenhängenden Sätze von Castigliano und 
1'IaxweIl, auf aus geraden Stäben aufgebaute Fach- und 

Stabwerksträger. 

1. Berechnung statisch unbestimmter Größen. 
Auf dem Prinzip der virtuellen Arbeit bzw. auf den Sätzen von Castigliano 

und dem Maxwellsehen, allgemeiner dem Satze von Betti, sind im wesentlichen 
zwei Methoden zur Bestimmung von statisch unbestimmten Größen, die so
genannte Kraftmethode und die Deformationsmethode aufgebaut. Erstere stützt 
sich auf die Form des Prinzipes der virtuellen Arbeit, die einen variierten Span
nungszustand [Grundgleichungen (68") und (68a), (68b) auf den Seiten H7 
und H8, ferner die Gleichungen (72a) und (73), (74) auf den Seiten 127 und 128], 
letztere auf die Form jenes Prinzipes, die einen variierten Deformationszustand 
[Grundgleichungen (67), (67a) und (67b) auf Seite H3ff. und (76a) auf Seite 133] 
zugrunde legt. Wird das Maxwellsehe Prinzip als Ausgangspunkt gewählt, so 
macht die Kraftmethode von jener besonderen Form Gebrauch, die als Prinzip 
der Gegenseitigkeit der Verschiebungen bezeichnet wurde. Die Deformations
methode stützt sich auf die Sonderform des Prinzipes der Gegenseitigkeit der 
Kräfte (Seite 134ff.). Im Rahmen dieses Buches soll nur die Kraftmethode 
behandelt werden. 
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Kraftmethode. Bei Anwendung der Kraftmethode werden äußere und 
innere Kräfte (Momente) als statisch unbestimmte Größen eingeführt. Nehmen 
wir an, daß ein oder mehrere Stäbe eines irgendwie gestützten Stabwerkes, das 
unter dem Einflusse gegebener äußerer Kräfte steht (Seite 120ff.), sowohl bei 
der wirklichen als auch einer virtuellen Belastung nur auf gerade oder schiefe 
Biegung, Zug (Druck) und Schub wirklich oder gedacht beansprucht seien und 
Massenkräfte (Gewicht) ausgeschlossen sein sollen. Wir sollen zunächst das 
Prinzip der virtuellen Arbeit in der Form nach Gleichung (68") für das ganze 
Stabwerk aufstellen. Die virtuelle Deformationsarbeit für das ganze Stabwerk 
ist offenbar gleich der Summe der den einzelnen Stäben zukommenden vir
tuellen Deformationsarbeiten, die je nach der wirklichen und virtuellen 
Belastung des ganzen Stabwerkes entsprechend den wirklichen Verzerrungs
komponenten und den virtuellen Spannungskomponenten noch sehr ver
schiedene 'Werte haben können. 

Die in einem Stabe infolge einer Beanspruchung auf Biegung tatsächlich 
aufgespeicherte Arbeit kann in der Form AB = ~ J Xx exx clx cly clz geschrieben 

v 
werden bei Erstreckung des Integrales über das gesamte Volumen des Stabes 
(Punkt 24, Seite 99 H.). Wenn wir in dieser Gleichung bei Voraussetzung 
gerader Biegungsbeanspruchung z. B. in der xz-Ebene (Seite 251) für Xx bzw. exx 

'h W ~vIBN b i'fIBv ' . X I B' . 
I re er te J-- z zw. exx = EJ z emsetzen mIt x a s legungsspannung m 

• • 
der Entfernung Z von der Kullinie, so erhalten wir als Arbeit den Ausdruck 

'Wenn ein virtueller Biegungsspannungszustand, der einer virtuellen Be
lastung des Stabwerkes entsprechen soll, mit dem wirklichen Verzerrungszustand 
kombiniert wird, so muß an Stelle des wirklichen Biegungsmomentes ein virtuelles 
eingeführt werden, das mit MBy bezeichnet werde. Die virtuelle Biegungsarbeit 
wird dann, wenn bedacht wird, daß in einer virtuellen Arbeit der Faktor ~ 
entfällt [Gleichung (68")], durch 

f( JIBY ) ",IBy J d J 
(ABi = J;z EJ

y
ZUX yuz (a) 

v 

gegeben sein, worin M BY das wirkliche Biegungsmoment ist und das Integral 
über das Stabvolumen zu nehmen ist. Integrieren wir über die Querschnitts-
fläche F, und bedenken, daß J z2rJyclz = J y , so erhalten wir aus (a) 

p 

(a') 

Das Integral ist jetzt über die Stablänge l zu nehmen. 
Für den Fall schiefer Biegungsbeanspruchung ist die virtuelle Arbeit offen

bar durch 

(A') f(Ji BY JiBZ ) (JIBY JIB,) l cl. J B = ·-z - --1/ --z - --V (xyuz 
J y J,' EJ. EJ, 

v 

bestimmt, wenn M BlI , M Bz bzw. M By , .111Bz die komponentalen wirklichen 
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bzw. virtuellen Biegungsmomente mit Bezug auf die Trägheitshauptachsen 
eines Querschnittes für den Schwerpunkt und J y' J z die zugehörigen Trägheits
momente vorstellen [Gleichung (lll) auf Seite 238]. Multipliziert man unter 
dem Integralzeichen aus und integriert über die Stablänge, so erhält man 

-:r f :-51 B y .11 B y .W B , .11 B , -, d d 
(. B) = !~-Jyz' EJ y Z +J;Y' EJ, Y J ,~; dy z, (a") 

v 

als virtuelle Arbeit, wobei zu bedenken ist, daß das J y Z d Y dz als Deviations-
F 

moment einer Querschnittsfläche F für die Trägheitshauptachsen des Schwer
punktes verschwinden muß. Durch Integration über die Querschnittsfläche 
erhalten wir aus (a") 

(aili) 

\Vird die den Zug- (Druck-) Spannungen entsprechende Xormalkraft des 
Stabes mit X bezeichnet, so ist die wirkliche Deformationsarbeit durch 

AZ,D = ! J ~ . ~~ dxdydz bestimmt, worin : mit F als Querschnittsfläche des 
v 

Stabes die Zug- (Druck-) Spannung, dagegen ~~ die der Zug- (Druck-) Spannung 

zugeordnete Dehnung (Quetschung) ist. Bei yariiertcm Spannungszustand ist 

an Stelle der wirklichen Spannung : die virtuelle ~ einzuführen, die der virtuellen, 

der gedachten äußeren Belastung zugeordneten Normalkraft X entspricht. Die 
virtuelle Arbeit infolge der Beanspruchung auf Zug (Druck) ist sonach 

(b) 

wobei die Integration wieder über das Stab volumen auszudehnen ist. Integrieren 
wir über die Querschnittsfläche, so erhalten wir leicht 

(XZ,D) = f 51 ~~dx, (b') 
I 

Die Arbeit infolge des Auftretens von Schubspannungen Y x , Zx im Stabe ist 

durch Gleichung (143) auf Seite 322 bestimmt, in der ~ bzw. ~ die über den 

Querschnitt gleichförmig verteilt vorgestellten Schubspannungen parallel zur 

y- bzw. z-Achse, ca ~v bzw. ~ ~z die den genannten Schubspannungen zukommenden 

Verzerrungskomponenten vorstellen. Die virtuelle Deformationsarbeit infolge 
virtueller Querkräfte Qy, Qz und der wirklichen Verzerrungen wird sonach, wie 
nunmehr leicht einzusehen ist, durch 

(A~- fQ- c, Qy d fQ- c, Q, d 
s) = y GF~ x + Z -CF·t (c) 

I 

ausdrückbar sein. 
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Einem auf schiefe Biegung, Zug (Druck) und Schub beanspruchten Stab des 
Stabwerkes kommt sonach als gesamte virtuelle Arbeit 

(.11) = (j~) + (Ax,v) + (As ) = f M Bv ~j: dx + f MBz ~:;: dx 
I I 

(175) 

+ f· V N d· +f- r,,,Q"d +fn c,Q'd 
• L j,;px Qy GI!' .J; ,(Z GF x 
I I 

zu. Der Ausdruck (175) berüch;iehtigt die in der Regel in Stäben eines Stabwerk,,
trägers auftretenden Beanspruchungen. Treten noch andere Beanspruchungen 
hinzu, wie z. B. Drillung, HO muß der Ausdruck (175) durch entsprechende 
Glieder ergänzt werden. Liegt nur Beanspruchung auf gerade Biegung und Schur> 
vor, so entfällt von den ersten beiden (}liedern eines und das dritte sowie eines 
von den beiden letzten Gliedern usw. 

Unter der Voraussetzung, daß nur die im Ausdrucke (175) berücksichtigten 
Beanspruchungen im Stabwerkstriiger vorkommen, nimmt das Prinzip (68") 
auf Seite 117 dip I,'orm 

>--','l~.,_;O= Vfii MBY/'-lfl1 lvfB'd +f"TNd ~ +' .:::....;. BlIEJ"c.{ " • BZEJ; x .H EF x 
I I I 

_I f(i. c"g" d:r --L- fQ· - ~,9, dx 
, (y () F ' Z GI!' 

(176) 

I I 

an, worin die Summe link., "ich über die virtuellen Arbeiten der äußeren Kräfte, 
die Summe rechts sich über die virtuellen Deformationsarbeiten der einzelnen 
Stäbe erstreckt. Normal-, Querkräfte und Biegungsmomente sind im allgemeinen 
Funktionen von :r. 

Die Anwendung der Gleichung (176) auf die Bestimmung der statisch unbestimmten 
Größen, die an einem aus geraden Stäben gebildeten Stabwerk auftreten, soll in allgemeiner 
Weise, aber skts, um die Anschaulichkeit zu erhöhen, unter Hinweis auf das folgend" Bei
spiel erörtert werden. 

Ein äußerlich statisch unbestimmter Halbrahmen (A bb. 172), der aus zwei im Knot.en
punkt 2 miteinander steif verbundenen geraden Stäben besteht, ist in 1 reibungslos gelenkig 
und unverschieblich. in 3 fest eingespannt gelagert. pt 
Die aufgebrachte Belastung besteht in einer auf dem olz fz/z 

in der Mitte des 8ta bes 2, 3 wirkenden Kraft P. Die r-l;....--._~_L-_J~_ HO 
Stabe 1,2 gleichförmig verteilten Last q tjm und einer ~ t 
Kraftebene der gleichförmig verteilten Belastung und 
der Kraft P soll die Querschnitte der heiden Stäbe /1-),'/ 
in Hauptzentralachsen schneiden. Der Vorgang der 8 
Lösung ist im folgenden nach Punkten geordnet. 

1. Nach Fcoltstellung der Zahl und der ver
mutlichen Wirkungsweise der Auflagerreak
tionen werden die zur Verfügung stehenden 
statischen Gleichungen aufgestellt, d. h. jene 
Gleichgewichtsbedingungen, welche auch gelten 
würden, wenn der H~tlbl'<Lhmen starr wäre. 

fj 1/111 

In unserem Beispiele treten in dem Auflager 1 eine A hh. 1 i~. 
horizontale bzw. vertikale Reaktion HA und A, in dem 
Auflager 3 eine horizontale bzw. vertikale Reaktion H n und B und außerdem ein Einspan
nungsmomcnt 1}[ auf. Die Zahl der unbekannten Auflagerreaktionen ist sonach 5. Da es sich 
offenbar um ein ebenes Kraftsystem handelt, ist die Zahl der 7.ur Verfügung stehenden 
statischen Glciehungt'll 3. und zwar 

P--A-B=O. 
qh2 Pb 

i1I+Ab+HA h- T - T =O. (d) 
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Die zwei ersten Gleichungen entsprechen den Bedingungen, daß die Summe sämtlicher 
horizontalen bzw. vertikalen Kräfte im Falle des Gleichgewichtes verschwinden muß, die 
dritte Gleichung spricht das notwendige Nullwerden der Momentensumme mit Bezug auf den 
Punkt 3 im Falle des Gleichgewichtes aus. In den aufgeschriebenen Gleichgewichtsbedingungen 
wurden die Stützkräfte und das Stützmoment in dem in der Abb. 172 eingetragenen, ver
mutlich richtigen Wirkungssinne eingeführt, der für alle weiteren Rechnungen als der po
sitive gilt. Für unser Beispiel ist es von vornherein nicht sicher, ob der Horizontalschub HA 
nach links, wie angenommen wird, wirkt, denn die Kraft P würde, wenn in 1 kein festes 
Gelenk wäre, infolge der bei 2 steifen Verbindung zwischen dem Stabe 1 2 und dem Stabe 2 3 
das Ende 1 des Stabes 12 nach links bewegen (was bei festem Gelenk 1 einer Kraft entsprechen 
würde, die nach rechts wirkt), während die Belastung hq t das Ende 1 des Stabes 12 
nach rechts bewegen würde. Wenn P gegenüber hq nicht zu groß ist, wird die 
gemachte Angabe über die Richtung von HA richtig sein. Eine unrichtige Annahme des 
Wirkungssinnes zeigt sich dadurch, daß bei der späteren Ausrechnung die betreffende Größe 
negativ herauskommt. 

Man kann auch so vorgehen, daß man von vornherein ein Koordinatensystem festlegt, 
das z. B. für unser Beispiel mit dem Ursprung in den Knotenpunkt 2 und mit den positiven 
Richtungen der Koordinatenachsen in die Richtungen der Stabachsen 21 bzw. 23 fällt 
und dann alle Reaktionskräfte und Reaktionsmomente als mit Bezug auf dieses Koordinaten
system positive Größen einführt. Die weitere Rechnung ergibt dann, ob diese Annahme zu
treffend war oder nicht. 

2. Nach Aufstellung der statischen Gleichungen wird der Grad der statischen 
Unbestimmtheit festgestellt und die Wahl der statisch unbestimmten Größen 
getroffen. Diesbezüglich kann auf die prinzipiellen Bemerkungen auf den Seiten 4, 
120 und 123 verwiesen werden. 

In unserem Beispiel ist der Grad der statischen Unbestimmtheit gleich 2. Als statisch 
unbestimmte Größen wählen wir M = Xl und HA = X 2 • Setzen wir M = 0, HA = 0, so 
ergibt sich als zugeordneter, offenbar stabiler Hauptträger jener nach Abb. 172a, der rechts 

in 3 ein festes Gelenk, das nach auf- und abwärts reagieren 
kann, links in 1 ein Rollenkipplager besitzt (Seite 123ff.). 

Unzulässig wäre die Wahl von HA, H B als statisch un
r-l...-_y-~~_.,.-""* ... J~H...:..o bestimmte Größen, denn in diesem Falle wären die statisch 

unbestimmten Größen zufolge der ersten der statischen Glei
chungen voneinander abhängig. Im zugeordnet statisch be
stimmten Hauptträger (HA = H B = 0) müßten wir in 1 ein 
Rollenkipplager wählen, in 3 müßte der Stab 23 steif an 
ein Rollenkipplager angeschlossen werden (nicht wie im Falle 

8. f. 0. der Abb. 172 a gelenkig). Dieser Hauptträger wäre aber nicht 
stabil, da infolge der Wirkung der horizontalen Kräfte hq 
eine V erschie bung des ganzen Rahmens nach rechts eintreten 
müßte. Dagegen könnten wieder Mund A als statisch un
bestimmte Größen gewählt werden. 

3. Nach Wahl der statisch unbestimmten Größen 
An werden die außer ihnen noch vorkommenden Reak

tionen, die im allgemeinen mit V bezeichnet werden, 
Abb.172a. als lineare }'unktionen der angreifenden Kräfte und 

der Rtatisch unbestimmten Reaktionen ausgedrückt. 
Es ergeben sich dann für die verschiedenen Reaktionen V Gleichungen von 
der allgemeinen Form 

(e) 

[Gleichung (69), Seite 124], wenn Xl ... X n n statisch unbestimmte Größen vor
stellen. Zur Bestimmung von Vo ... V n müssen n + 1 Belastungsfälle des statisch 
bestimmten Hauptträgers entsprechend der Wirkung des gegebenen Belastungs
systemes und von n Belastungen X I == I , ... , X n = I angenommen werden 
(Seite 124). Für dieselben werden die Reaktionen in jenen l~iehtungen als positiv 
eingeführt, welche den ursprünglich am Htatisch unbestimmten Stabwerk an
genommenen Richtungssinn der Reaktionen entsprechen. 
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Da die Querkräfte Q, Normalkräfte N und Biegungsmomente 111 für einen 
beliebigen Querschnitt eines Stabes nur linear von den angreifenden und Reak
tionskräften (Momenten) abhängig sein können, so gelten offenbar auch die Be
ziehungen 

Q = qo + ql Xl" . qn X n , N = nO + nl Xl + ... + nn X n , 

111 = mO + ml Xl + ... + mn X n , 

( e/) 

in welchen qo bzw. no bzw. mo die Querkraft bzw. die Normalkraft bzw. das 
Biegungsmoment für einen beliebigen Querschnitt eines Stabes am statisch 
bestimmten Hauptträger bedeuten, wenn an ihm nur die gegebenen Lasten 
angreifen, qn bzw. n" bzw. mn die Querkraft bzw. die Normalkraft bzw. das 
Biegungsmoment für einen beliebigen Querschnitt eines Stabes am statisch 
bestimmten Hauptträger, wenn an ihm entsprechend dem n ~ l·ten Belastungsfall 
die Kraft (.~Ioment) X n = 1 angreift usw. Die aufgeschriebenen Beziehungen 
(e), (eI) besagen natürlich nichts anderes, als daß man die n ~ I Teilbelastungen 
des Hauptträgers (durch das gegebene Lastsystem und durch Xl VI'" XnV,,) 
entsprechenden Auflagerreaktionen, Querkräfte, Normalkräfte, Biegungsmomente 
übereinanderlagern muß, um die entsprechenden Größen für das gegebene statisch 
unbestimmte Stabwerk zu erhalten. Bezüglich des Zeichens der Normal- und Quer
kräfte sowie der Biegungsmomente wird an das auf Seite 222 Gesagte erinnert. 

Für unser Beispiel ergibt sich aus den statischen Gleichungen (d) 

K A- P qh 2 Xl. h Y B=P _'l.~-i-XI--L~X, 
HB=qh-~2' -2-2b-b-T~2' 2 2b' b ' b " (f) 

Denken wir uns den statisch bestimmten Hauptträger durch die gegebenen Kräfte belastet 
(Belastungsfall 0, Abb. 1 i2a), so erhalten wir 

Ho = qh, 
P qh 2 

A o = 2- --'-. 2 b . 

81~-A! 

zr--y--b-+----'3~) X,= T 

8.F.1. 

Abh. 1 i~ h. 

z 

-t 

r-
'" ~ 1 

~ If" 

; 3 Hz·-' 

b 
~~ ~ 82'-AZ 

8. F. z. 

%2=1 

Ahh.li2c. 

\Vird der statisch bestimmte Hauptträger durch Xl = 1 bzw. X 2 = 1 belastet, so erhalten 
wir die Belastungsfälle 1 bzw. 2 (Abb. 172b und 172c), für "elche sich die folgenden Re
aktionen ergeben: 

1 
A 1 = - b' 

Es folgt WIe notwendig: 

bzw. 

H B =Ho+H2 X 2 , A=Ao+AlXl+A2X2' 

Die Querkraft für einen beliebigen Querschnitt des Stabes 12 ist durch 

Q = X 2 - q J: = qo - q2 X 2 

(g) 

(h) 
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gegeben, wenn qo = - qx und q2 = I gesetzt wird, was wieder in obigem Sinne leicht 
gedeutet werden kann. (Dem Belastungsfall I entspricht keine Querkraft am Stabe Z 2, in
folgedessen ist ql = 0.) Ahnlich kann auch das Biegungsmoment für einen Stab als Funk
tion der gegebenen Lasten und der statisch unbestimmten Größen dargestellt werden usw. 

4. Nunmehr wird die Gleichung der virtuellen Arbeit in der Form (176) auf 
Seite 379 (oder in einer noch allgemeineren Form, wenn außer den in ihr berück
sichtigten Beanspruchungen noch andere, wie z. B. Drillung hinzutreten) auf 
den wirklichen Verschiebungszustand und auf je einen virtuellen Spannungs
zustand des Stabwerkes angewendet. Letzterer ist bei n statisch unbestimmten 
GrößenXI' .. X n je einem von den n Belastungsfällen X I = 1, X 2 = I, ... , X n = I 
des statisch bestimmten Hauptträgers zugeordnet. Der wirkliche Verschiebungs
zustand entspricht jenem, der durch das gegebene Lastsystem an dem gegebenen 
statisch unbestimmten System hervorgerufen wird. Dazu ist es notwendig, die 
den Angriffsstellen der statisch unbestimmten Größen zugeordneten Ver
schiebungen bzw. Verdrehungen zu kennen, denn auf der linken Seite der Glei
chung (176) steht für den Fall, als man das Prinzip auf eine der n gedachten 
Belastungen des statisch bestimmten Hauptträgers anwendet, die virtuelle Arbeit 
der gleich 1 gesetzten statisch unbestimmten Größe oder dem Zahlenwerte nach 
die wirkliche Verschiebung bzw. wirkliche Verdrehung, welche die Angriffs
querschnitte der statisch unbestimmten Größen unter der gegebenen Belastung 
des statisch unbestimmten Stabwerkes in der Richtung der Kräfte bzw. in der 
Ebene der Momente X I ... X n erfahren 1. Sind diese wirklichen Verschiebungs
(Verdrehungs-) Größen gleich Null, wie bei unverschiebbaren und um-erdrehbaren 
Auflagern, so erhalten wir bei jedesmaliger Anwendung der virtuellen Arbeits
gleichung (176) linkt; cine Null. 

Für unser Beispiel ist letzteres zutreffend, denn dem virtuellen Moment Xl = 1 ent· 
spricht am gegebenen Stabwerk infolge der angenommenen festen Einspannung kein wirk· 
licher Verdrehungswinkel, also keine virtuelle Arbeit; ebenso trifft das auf die virtuelle 
Kraft X 2 = 1 zu, denn das linke Auflager 1 ist nach unserer Voraussetzung auch unverschieb
lich gelagert. Auch die virtuellen Arbeiten von Al' BI' A 2 , B z verschwinden. 

Im allgemeinen liefert die Gleichung (176) b~i gerader Biegungsbeanspruchung 
und Vernachlässigung der Schubkräfte Y""Zx n Gleichungen von der Form 

_ "'f. (mo -l- IiIl Xl --;- 11/ 2 X 2 -+- ."j-~n X n) d 
,Ur -.Li m,. EJ X 

I 

+ 2 f nr (no + nl Xl tj,' __ ±---,-~Xn) dx , (177) 

I 

wenn die Summen..JJ über sämtliche Stäbe des Stabwerkes ausgedehnt werden. 
m,. bzw. n r bedeutet das virtuelle Biegungsmoment bzw. die virtuelle Normal
kraft bei Belastung des statisch bestimmten Hauptträgers durch X r = 1, und 
die Klammerausdrücke sind die wirklich auftretenden Biegungsmomente bzw. 
Querkräfte am gegebenen statisch unbestimmten Stabwerk; r kann die Werte 
1 bis n annehmen. flr bedeutet, wie oben erwähnt, eine in der Richtung der Kraft X r 
(oder in die Ebene des Momentes X r ) fallende wirkliche Verschiebungs- oder 
Verdrehungskomponente1 . Die n linearen Gleichungen von der Form (177) dienen 
zur Bestimmung der n statisch unbestimmten Größen Xl ... X n . Man kann sie, 
auch dann, wenn noch die virtuelle Arbeit der Schubspannungen (eventuell der 
virtuellen Reaktionen) berücksichtigt wird, auf die Form 

(l77a) 

1 Dabei ist vorausgesetzt, daß die virtuellen Arbeiten der den gedachten Belastungs
fällen zugeordneten Reaktionen verschwinden (s. Seite 401). 
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bringen, worin aro vom verwendeten ::\'Iateriale, von den gegebenen angreifenden 
Kräften und den Dimensionen der einzelnen Stäbe, an' .. arn von den Dimen
sionen und dem Materiale der einzelnen Stäbe abhängen. Die Gleichungen von 
der Form (177 a) sind den Gleichungen (e) und (e') auf Seite 380ff. analog und 
entsprechen den anläßlich der Herleitung des Maxwellschen Satzes gebrauchten 
Gleichungen (77) auf Seite 134. 

Auf Grund des Maxwellschen Satzes muß a rn = an r [Gleichung (79), 
Seite 135] zutreffen, wodurch eine Kontrolle der richtigen Aufstellung der Glei
chungen (177 a) in einem konkreten Falle gegeben ist. 

Die Größen aro ... arn sind als Verschiebungen resp. Verdrehungen zu werten, 
welche an den Stellen des Angriffes der betreffenden statisch unbestimmten 
Kraft Xr(resp. des betreffenden statisch unbestimmten Momentes) am statisch 
bestimmten Hauptträgcr entstehen, wenn an demselben das angreifende Kraft
'"'ystem allein oder die betreffenden gleich 1 gesetzten statisch unbestimmten 
Kräfte (:\Iomente) wirken. ,Ur ist sonach eine Verschiebung bzw. eine Verdrehung, 
welche durch Superposition der den angreifenden Kräften und den einzeln 
statisch unbestimmten Kräften entsprechenden Verschiebungen (Verdrehungen) 
gewonnen wird, eine Aussage, die eine Folge der vorausgesetzten Gültigkeit des 
Hookcschen Gesetzes ist. 

In unserem Beispiel erhalten wir zwei Gleichungen yon der Form 

- "J mo+m,X,.--:-fIlzX21 "Df )/o+n,X, --;-n2 X 2d , 0-..:;;.; fIl,----FJ--:r---- ( x -.:::::.,; 1/, -- -EF ..... .e. 
y , 

I I 
(i) 

Zur Bestimmung der vVerte fIlo, fIl
" 

m 2 und no, n" 1/ 2 machen wir uns folgendes Schema: 

Stab-
bezeichnung m o rn , 1rl 2 no n, n 2 

12 
qx2 (P q h2 ) 1 h 

2 
0 +x - \2+21) -,; +-,; 

(P q h2 ) I 

23 
2" -2:[; x= 1110 

X h - qh 0 +1 
P ~ _ (q h~ ..L .F'.) x = rnf/ 

-,;-1 +-,;x 

2 2 b ' 2 

zu dessen Erklärung nachstehendes dienen möge. mo entspricht dem Belastungsfalle 0, dem
nach wird für den Stab 1 2 für einen beliebigen Querschnitt in der Entfernung x Yon 1 das 

XZ 
Biegungsmoment q '2' Für den Stab 23 ergeben sich für die Abschnitte 1 und 11, wenn 

die Querschnitte durch die Entfernung x vom Auflager 3 festgelegt werden, die beziehungs
weisen Biegungsmomente 

I (P qh2 ) rno = B o x = 2 - '2b x 

gültig für den Bereich von x = 0 bis x = ~ und 
2 

m~I = B x __ P (x _~) = ~ _ (q hZ 
..L P) X 

o 2 2 2b' 2 

b 
gültig für den Bereich von x = 2 bis x = b. 
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( p h2 
Ferner wird no für den Belastungsfall 0 für den Stab 1 2 Ao = - \ "2 -+- q2 b ), für den 

Stab 2 3 ist no = - qh. 110 ist für beide Stäbe 1 2 und 23 je eine Druckkraft und wird als 
solche negativ bezeichnet. In ähnlicher Weise werden die anderen Biegungsmomente und 
Normalkräfte berechnet und in das obige Schema eingetragen. Wenn die Trägheitsmomente 
für den Stab 12 mit J I , für den Stab 23 mit J 2 bezeichnet werden, wenn ferner die Quer
schnittsflächen für die genannten Stäbe durch F 1 bzw. F 2 eingeführt werden, so erhalten 
wir bei Voraussetzung, daß sämtliche Stäbe aus dem gleichen Stoffe bestehen, durch Ein
setzen der den Teilbelastungen entsprechenden Biegungsmomente und Normalkräfte aus 
obigem Schema in die Gleichungen (i) 

b 
2 

r(~ -1 ') ~( i - ~-) x ~ (i- - 1) Xl + ~ xX2 ] dx 

~ b E J 2 
o 

,
• 11 - -P q 11 2 \ ,i ~, '- _ _ h _ -
~ - x' \ - - -- I X -;-- 1- - 1 I Xl ---'-- - x X d;r 
'b '2 2b ' b / 'b 2_ d;r ---l- L \ / \ ________ - __ _ 

, • E J 2 
(l 

(i') 

Durch Integration und Reduktion ergeben sich die Bestimmungsgleichungen für Xl und 
X 2 mit 

1 (P b2 q h2 b\ 1 (q h3 ) ( b h ) I 
- J 2 16-12)-2Fl b T+ Ph +XI1\3J2 +b2 F I 

+ X 2 ( - 6hJ2 + b:~J = 0, I 
+ ~ (~'!. _ q h3 b) _ ~~ _ ~ (p + q h2 ) _ q h b 

J 2 16 6 8JI 2bFI b F 2 

(k) 

_ ( h b h2 ) ( h3 h2 b h3 b \ 
---;- Xl - 6 J 2 + b2 F I + X 2 3 J 1 + 3 J 2 + b2 F 1 + F 2) = 0 . 

Die erste dieser Gleichungen besagt, daß die Summe der durch die angreüenden Kräfte P 
und q h und durch die statisch unbestimmten Kräfte (Momente) an der statisch bestimmten 
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Hauptkonstruktion bewirkten Venlrehungen am Auflager 3 infolge der festen Einspannung 
verschwinden muß. Die zweite Gleiehung drüekt aus, daß auch die dureh die Summe der· 
selben Kräfte bewirkten Verschiebungen in der Richtung der Auflagerkraft X 2 am Auf· 
lager 1 Null sein muß, da dasselbe unverschieblieh sein soll. 

In den Bestimmungsgleichungen für Xl und X 2 muß entsprechend dem Maxwellsehen 
Satz a12 = a2l sein, was auch zutrifft. Der Kraft X 2 = 1 entspricht sonaeh eine Verdrehung 

am Auflager J in der Ebene des Momentes Xl von der Größe - :;2" + b2~~ , die gerade so 

groß ist wie die Verschiebung, welche durch das Moment Xl = 1 am Auflager 1 in der Richtung 
der Auflagerreaktiollen X 2 der statisch bestimmten Hauptkonstruktion hervorgerufen wird. 

Es ist klar, daß die den Teilbelastungsfällen (in unserem Beispiel sind deren drei vor
handen) entsprechenden Verdrehungen und Verschiebungen auch graphisch unter Zuhilfe
nahme des Verfahrens von Mohr bestimmt werden könnten. Auch das rechnende Verfahren 
von Mohr könnte hicrzu mit Vorteil herangezogen werden!. 

Gewöhnlich kÖllnen die den Normalkräften entspreehenden Glieder als in der 
Regel klein gegenüber jenen, die den Biegungsmomenten entspreehen, vernach
lässigt werden. 

Tun wir das für unser Beispiel, so entfalll'n in den Schlußgleichungen (k) die die Quer
schnittsflächell F 1 und F 2 enthaltenden Glieder. Lassen wir auch noch q verschwinden, 
d . h. nehmen wir nur eine Belastung P an, so wird 

b 2h 
, 3Pb J 2 +J; 

Xl '~~ -8- 4h 3b' 
- +-. 
J 1 J 2 

b 
_ :3Pb J 2 

~\2 = - - 8-" - ' 4~3b 
- - +
J 1 J 2 

X 2 hat sonaeh die entgegengesetzte Richtung zu jener, welche in AbI>. 172 
ist, wie es, wenn P allein als angreifende Kraft wirkt, sein muß. 

40 I t 11, AI -AzAl 
et eL ~e 

ALL. 17~d. 

~ 8ft. 

1 , 

I A X ._..d1. 

t " " 
ALb. 172e. ALb. 172f. Abb.172g. 

(I) 

eingezeichnet 

N1Wh Berechnung der statisch unbestimmten Größen können die den einzelnen 
an den statiseh bestimmten Hauptkonstruktionen angreifenden Teilbelastungen 
(gegebenes Belastungssystem, berechnete Größen Xi' .. X n) entsprechenden Bie
gungsmomcnten- und QuerkraHsdiagramme übereinander gelegt werden, wodureh 
das betreffende Diagramm für die gegebene statisch unbestimmte Konstruktion 
erhalten winl. 

Für unser Jkispiel ist in den Abb. 172d bis 172g und 172d' bis 172g' jeder Stab des 
Stabwerkes i'ür sich mit den an ihm von außen her übertragenen Kräften dargestellt, um 
die Anschaulichkeit des Kräftespiels zu erhöhen (jeder Stah muß für sich im Gleichgewicht 
stehen). Ferner sind an jedem einzelnen Stabe die der gegebenen Bebstullg und den be
rechnet gedachten Teilbelastungen Xl' X 2 entsprechenden Momentenschaubilder (positive 
Momente bewirken eine Durchbiegung nach rechts bzw. unten) für sich gezeichnet und 

1 tliehe hierzu auch des V('rfassers Aufsatz in der Zeitschrift deutseher Ingenieure in der 
tschechoslowakischen Hepublik Hl2ö: Über die Bestimmung elastischer Verschiebungsgrößen. 

Girtler, Mech~]}ik. 25 
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schließlich diese Momentenschaubilder üboreinander gelcgt. In der Abb. 172h ist das ganze 
Stabwerk mit seinen äußeren Kräften und Momenten und dem Momentenschaubild, ferner 
das deformierte Stabwerk in starker Verzerrung strichliert gezeichnet. Die den Null
punkten der Momente entsprechenden \Vcndepunkte der elastischen Linie der Stäbe sind 
besonders vermerkt. Im Knotenpunkte 2 wird der ursprünglich rechte Winkel der beiden 
Stabachsen infolge der steifen Verbindung als unveränderlich angesehen. Die Normalkräfte 
sind als vernachlässigt gedacht. In Wirklichkeit sind die Stäbc 1 2 und 23 gedrückt, 
daher rückt der Punkt 2 gleichzeitig nach untcn lind nach rechts um je ein Stück, das dt>r 
Verkürzung der beiden Stäbe entspricht. 

An Stelle des Prinzipes der virtuellen Arbeit in derFOl"m (68") auf ~eite 117 
kann auch der Castiglianosehe Lehnmtz verwendet wer(\ell , weleher besagt [siehe 

Gleichung (74) auf Seite 1281], <l<d.\ <lie Beziehung Pr ~~:, für jede statisch 

unbestimmte Größe bestehen soll, worin die DeformatioJlsarbeit Bi' welche 

.\ hli. I j:'! g ' . 

Abll. 1 i2d'. 

8, 

Z ""0 B.f7. 
J 11 

Ahh.172{·'. 

HeXe 

HzXz·i%Z A 

Auu.1i2f'. .\ j, lo. I i21I. 

infolge der Wirksamkeit der äußeren Kräfte in <bs ~tabwerk hineingesteekt 
wird, als Funktion der gegebenen Lasten und der statisch unbestimmten Größen 
gegeben gedacht ist, und f1r die Verschiebung bzw. Verdrehung in der Itichtung 
bzw. in der Ebene der statisch unbestimmten Kraft bzw. des statisch unhestimm
ten Momentes X r bedeutet. 

Allgemein gilt für die Deformationsarbeit Bi eine:-; Strtbwerks, dessen Stäbe 
nur Beanspruehungen auf gerade Biegung, Seh nb, Zug (Druek) ausgesetzt sind, 

)lf AlL . f' lP [I', (li Bi =.::....J -27iJJ d:r I 2 j i' ji -+- ~ (! p II:r , 
l " i i 

(17R) 

wenn die Integrale wieder übel' die einzelnen Stäbe de:-; Stabwerkes genommen 
werden und die Summe 2) sich üher daR gan7.e Sbbwerk erstreckt. Bei Be
achtung der Beziehungen (e') auf Seite :{81 geht dieRl'!' AURdruck in 

B = \...,[(tno + m, Xl -1- ... + in" X,,)" 1 f( /In -I 1/" X, _! f- II n X ,, )2 d:r 
t .:::::.., 2 E.J (·;.(;-1- ~ 10' 

i { 

f c (go + (h Xl -I ... -:- q" x,y 1 
-+- 2GP (·X (178a) 

I 

1 In allgemeineren Fällen Gleichuug (72a), S. 127. 
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über, worin auf Achsenrichtungen bezügliche Zeiger weggelassen wurden. Somit 
lautet der Castiglianosche Lehrsatz, angewendet auf die statisch unbestimmte 
Größe X r 

aB; __ ""Jmr(mo+mIXI + ... +mnXn)d ax--; - !lr -.L.J EJ x 
I 

+ J n," (no + 111 Xl + ... + II n X n ) d . + Je qr (qo + ql Xl + . 
EF 'x GF 

I I 

Diese Beziehung wird mit der auf Seite 382 gefundenen identisch, wenn die 
Schubspannungen vernachlässigt werden. 

Der Lösungsyorgang bei Anwendung des Castiglianoschen Lehrsatzes ist yöllig 
gleichlaufend dem oben bei Anwendung des Prinzipes der Yirtuellen Arbeit 
angegebenen. \-Vir wollen den LÖRungsyorgang in zwei einfachen Fällen zeigen. 

Als erstes Beispiel wählen wir ein sehr einfaches Stabwerk, den auf beiden Seiten fest 
eingespannten geraden Stab, hauptsächlich um zu zeigen, um wieviel rascher die :\lethode 
von CastigJiano zum Ziele, d. h. zur Bestimmung der statisch unbestimmten Größen führt, 
als die 2\Iethode. für welche die Differentialgleichung der elastischen Linie zugrunde gelegt 
wird (Seite 262ft). Ist der fest eingespannte Stab (Abb.3I, Seite 112) in seiner :\litte 
durch eine Einzelkraft P auf gerade Biegung und Schub beansprucht, so ist derselbe 
einfach statisch unbestimmt, da dann die beiden Einspannungsmomente einander gleich 
sind. Die statisch unbestimmte Größe 1'>1 = X, cl. i. das Einspannungsmoment, ergibt 

sich aus der Bedingung ~~ = 0, da der X entsprechende Verdrehungswinkel bei fester 

Einspannung Null ist. Nun ist, wenn nur Biegungsspannungen berücksichtigt werden, 
I 

x--I~ ( P X)2 
B, = 2 • ~J dx, da A = B = : ist und die Deformationsarbeiten für beide Stab

o 
hälften infolge der Symmetrie einander gleich sind. Es folgt 

2 

o = J (X - p/) d x = (X ~ - : . {. ~) , 
o 

woraus sich X = ~l ergibt, was wir schon auf einem anderen "Wege (Seite 267ft) gefunden 

haben. lVürde die ganze TrägerIänge gleichförmig mit q t pro laufenden Meter belastet sein, so 
I 
2 r[ q x l2 _ X-T(l-x) 

ergäbe sich offenbar die Deformationsarbeit mit B i = 2 2 E J -' dx und daher . 
o 

0= ~Bi = IX i _ Jll. ~_. l2 ..L ~. ~. ~J ~ ax L 2 2 2 4 I 2 3 8 E J' 

woraus der bekannte 'Vert X = ;~ folgt. 

Der in Abb. 173 dargestellte Doppelrahmen seI 111 den Auflagern 1,2, 3 gelenkig und 
unverschieblich gestützt, in 5 stoßen drei Stäbe gelenkig zusammen, in 4 und 6 befinde 
sich eine steife Stabverbindung, so daß dort die ursprünglich rechten lVinkel der Stabachsen 
auch bei der Gestaltsänderung des Rahmens erhalten bleiben sollen. Sämtliche Gelenke 
werden als reibungslos vorausgesetzt. Die äußere Belastung wirke gleichförmig verteilt in 
der Größe q tim auf den Stab 1 4. In den Gelenken 1 und 3 entstehen vertikale und horizon-

25* 
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tale ~eaktionen A und C bzw. HA und He, in 2 kann nur eine vertikale Reaktion B ent
stehen, da dieser Stab unbelastet ist und an seinem oberen gelenkigen Ende;) kein Bie
gungsmoment aufnehmen kann (C wurde in Abb. 173 absichtlich in falscher Richtung 
eingetragen ). 

Die zur Verfügung stehenden statischen Gleichungen sind in erster Linie jene, welche 
das Gleichgewicht gegen Verschieben in horizontaler und vertikaler Richtung und gegen 
Verdrehen zum Ausdrucke bringen, nämlich 

13 -- C - A = o. Cf b - HA _. He = o. '1 b" . 
A·:2u-Ba- -2=0. (m) 

Hierzu tritt noch die statische Bedingung, die zum Ausdrucke bringt. daß sich in ;) ein rei
bungsloses Gelenk befindet, was zur Folge hat, daß die Summe der :Uomente aller Kräftc, 
die rechts (oder links) vom Gelenk angreifen, mit Bezug auf 5 als Momentenpunkt yer
schwinden muß. Danach muß die Bedingung 

(n) 

erfüllt ,yerden, aus der C' = - ll: b folgt. (Das negatiYe Zeichen korrigicrt die Riehtung 

von C.) 
\rir haben somit vier statische 

([tim 

J! 
2 

8 
3 
C 

AlJb.1';3. 

Hc=qb-X, C' = (q b - X) 'l 
f{ 

Gleichungen uncl fünf unhekannte Reaktioncn A, B, e. 
HA. He, der Doppelrahmen ist 
also einfach statisch unbestimmt. 

\Vir wählen als statisch un
hestimmte Größe HA = X, Die 
zugeordnete statisch unbestimmte 
Hauptkonstruktion unter f;cheid(·t 
sich demnach von der in c\bb. 173 
dargestellten dadurch, daß an 
Stelle des festen Gdenkes in 1 
("i ne Auflagerkonstruktion tritt. 
die kcine horizontale Reaktion 
übertragen kann (Rollenkipplageri. 

Die außer X unbekannten 
Reaktionen ergeben sich aus den 
Gleichungen (m) und (n) als Funk

Al)h. l':3a. tionen von X bei geändertl'r Rich
tung yon C (Abb. 173a) mit 

( • ., l' b 
B = i 2 X - ':'.2." )\-- _ 

:2 . ([ 
(0) 

Zur Bestimmung der Deformationsarbeit wollen wir nur Xormalkräfte und Biegungs
momente berücksichtigen. Es sei: Al die Deformationsarbeit für den Stab 14, der auf Grund 
der Annahme der Reaktionsrichtungen auf Biegung und Zug beansprucht wird. A 2 die 
Deformationsarbeit für den Stab 45 bei Beanspruchung auf Biegung und Druck, A 3 die 
Deformationsarbeit für den Stab 56 bei Beanspruchung auf Biegung und Druck, A 4 die 
Deformationsarbeit für den Stab 25 bei Beanspruchung auf Druck (Knickung), A 5 die De
formationsarbeit für den Stab 3 6 bei Beanspruchung auf Biegung und Druck. Die angegebene 
Art der Beanspruchungen kann man bei einiger Cbung direkt aus der Abbildung ablesen. 
Für den Anfänger empfiehlt es sich, die einzelnen Stäbe mit allen auf sie übertragenen Kräften 
herauszuzeichnen. Beispielsweise ist das Kräftespiel für den Stab 36 durch Abb. 173a dar
gestellt, wozu nur zu bemerken sein dürfte, daß das Einspannungsmoment JJI b in 6 gleich 
Hob sein muß, da sonst kein Gleichgewicht möglich wäre. Die in den einzelnen Stäben auf. 
gespeicherten Deformationsarbeiten werden 
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Für die Berechnung der Deformationsarbeiten Al und A 5 für die Stäbe 14 und 36 
wurden die gleichen QucrschnittsflächenF I und gleiche Trägheitsmomente J I mit Bezug 
auf die Nullinien angenommen. Desgleichen liegt der Berechnung der Deformationsarbeiten 
A 2 und A 3 für die Stäbe 4:) und 56 die Annahme gleicher Trägheitsmomente J 2 und 
Querschnittsflächen F 2 zugrunde. Die Biegungsmomente in A 2 sind von links aus, jene in A 3 

von rechts aus gerechnet. Die Querschnittsfläche des Stabes 25 ist F 3 • 

Die einzige Bestimmungsgleichung für X lautet, da der Punkt 1 des Stabes 1 4 in der 
Richtung von X unverschieblich vorausgesetzt ist, wenn l{ = Al + A 2 + A 3 + A 4 + A 5 

gesetzt wird, 

Xun ist 

o 8 A 
El\A (IX + 

813, = O. 
dx 

8 A, (l ,- a b" ( b ,-
~_- = - -- (q b - ~,) --- - - - q -,-~' ) , 
IL\ EFz 3EJe 

äA 5 

7}-~Y 

(X q I)) b J 
-------

u Z EF I 

(X -qb)IJJ 

2 03 • 3 q b\ 
niEF ,2X - 2)' 

3 ' 

Hierzu wurden die Gleichungen (0) benützt, die sämtliche Reaktionen durch die gegebene 
Belastung nnd durch die statisch unbestimmte Größe ausdrücken. Es muß sonach sein: 

_ - 2 b3 2 a b2 2 b 1 2 ([ , 4 b3 ., 11 q b4 , ([ b:l q , 3 q /;4 , q ab, 3 q b4 

~\ _3j~- 3J2 -a'F 1 - F 2 Ta2F3~ =-24J1 --;- 2J2 T2a2F~--;--F2 Ta2F~' 
Setzen ,yir zur weiteren Rechnung J 1 = J 2 , F 1 = F 2 = F 3 • so kann aus dieser Gleichung 
der ,rert 

gefolgert werden . 

q ,)3 . 11b ), q b (9 b:l, ' 
~J \ --1C)- - a T F- 2----e Ta)' 

X=-'I\ ~ I a 
2/;2 1 ( 6 b3 , 
-. -(b-a)--,---,2a--., I 
3JI F I , a- / 

(q) 

.Mit dem gefundenen ,Vert von X können sämtliche Reaktionen berechnet werden. Ge
wöhnlich liegen in praktischen }'ällen solche Verhältnisse vor, daß die auf Rechnung der 
Xormalkräfte auftretenden Zu satzglieder, die in der zuletzt erhaltenen Formel in den F I 

enthaltenden Ausdrücken erscheinen, wegen ihrer verhältnismäßigen Kleinheit yernach
lässigt werden können. In einem solchen Falle geht der gefundene 'Wert von X in 

.([...:...~) 
X=~qb-"-'-~ (q') 

4 a + b 
über. 

Die vorstehend behandelten Stabwerke sind durchwegs äußerlich statisch 
unbestimmt. Wie aus den auf Seite 130ff. gemachten Bemerkungen hervorgeht, 
kann jedes äußerlich statisch unbestimmte System durch Einführung von Stütz
stäben in ein innerlich statisch unbestimmtes S:,,-stem übergeführt werden, was 
besonders vorteilhaft ist, ,venn die Auflager verschieblieh (verdrehbar) sind. 

Das in Abb. 172 dargestellte Stabwerk könnte z. B. dadurch in ein innerlich statisch 
unbestimmtes (Abb. 172i) verwandelt werden, daß man im Punkte.3 zwei starre Stützstäbe 
·34 und 35 anschließt. Der Stab 3 5 wird parallel und gleich lang mit 1 2 gewählt und einer
,eits mit 2.3 steif verbunden, andererseits in .j reibungslos gelenkig und unverschieblich 
gegen einen starr gedachten Körper abgestützt. Der Stab 34 fällt in die Fortsetzung des 
Stabes 23 und ist in 3 gelenkig an das Stabwerk angeschlossen und in 4 reibungelos ge
lenkig und unverschieblieh auf einem starr gedachten Körper gelagert. Die Reaktion in 4 
fällt in die Achse des Stabes 34, da derselbe an seinen beiden Enden reibungslose Gelenke 
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trägt, die keine Biegungsmomente übertragen können. Da die Stäbe 34 und 35 starr ge
dacht sind und 4 und 5 unverschieblich sein sollen, kann sich der Punkt 3 nicht bewegen 
und infolge der steifen Verbindung von 35 mit 23 muß die Tangente an die elastische 
Linie des Stabes 23 in 3 horizontal bleiben, wie es dem gegebenen Stabwerk entspricht. 
Für das erhaltene neue Stabwerk kann z. B. das Biegungsmoment, das in 3 Yon 23 auf 3 5 
übertragen wird, als die eine innerlich statisch unbestimmte Größe, die horizontale Druck
kraft, welche in 3 yom Stabe 23 auf den Stab 34 übertragen wird, als die zweite inner
lich statisch unbestimmte Größe eingeführt werden. Das Moment, das in 3 übertragen 
wird, ist HB,h = Xl' dic in .3 übertragene Druckkraft ist H~ = X 2 • 

Jedes innerlich statisch unbestimmte System kann auf Grund eies Prinzipe8 
der virtuellen Arbeit in der Form nach Gleichung (68 b) auf Seite 118 behandelt 

werden. In dieser Beziehung ist Bi' die Deformationsarbeit, als Funktion der 
Spannungskomponenten betrachtet. \Verden die Spannungskomponenten als 
Funktionen der äußeren Kräfte und gewisser innerer statisch unbestimmter Kräfte 
und }Iomente dargestellt, so sagt die Beziehung aus, daß letztere als die einzig 

3 ~ lie' 
c=--.--,.----L---"""'-------tf-

![ 1 A 
I 

>I 
I 
1 
I 
1 
I 
I 

, I t; 

Variablen die Deformationsarbeit zu einem Mi-
nimum machen. Der Ausdruck für dieses }1i
nimum sind n Gleichungen, die besagen, daß der 
Differentialquotient der Deformationsarbeit nach 
jeder der n Rtatisch unbestimmten Größen gleich 
X ull sein müssen. Diese n Gleichungen sind elie 
Bestimmungsgleichungen für die n statisch utl

bestimmten Größen. 
Das Schema der Lösung schließt sich im 

übrigen völlig an das oben bei Anwendung des 
Castiglianoschen Lehrsatzes bei Anwendung auf 
statisch unbestimmte Systeme angegebene an. 
Erwähnenswert ist nur noch, daß die statischen 
Gleichungen für innerlich statisch unbestimmte 

Systeme sich nicht nur wie bei äußerlich statisch unbestimmten Systemen auf 
das Gleichgewicht der äußeren Kräfte des ganzen Systemes, sondern auch auf 
die für Teile des Systemes (Stäbe) geltenden statischen Gleichgewichtsbedingungen 
beziehen. (Siehe hierzu auch das Beispiel auf Seite 121 H.) In diese treten naturgemäß 
neben den äußeren Kräften auch die innerlich statisch unbestimmten Größen ein. 

"Yenn das Stabwerk in Abb. 172 durch die geschilderte Ergänzung zu einem innerlich 
statisch unbestimmten System nach Abb. 172i gemacht wird, nrschwindet die Deforma· 
tionsarbeit der starren Stützstäbe und wir erhalten offenbar Gleichungen zur Bestimmung 
der innerlich statisch unbestimmten Größen, welche mit jenen des äußerlich statisch un
bestimmten Stabwerkes nach Abb. 172 völlig übereinstimmen müßten, wenn für letzteres 
das Einspannungsmoment und die Stützreaktion in 3 als statisch unbestimmte Größen ge
wählt würden. (Siehe hierzu auch das Beispiel des nachgiebig eingespannten Stabes auf 
Seite 131). 

Für den durch Abb. 33 Seite 123 dargestellten Rahmen kann das zwischen den Stäben in 
den Knotenpunkten übertragene Einspannnngsmoment M als innerlich statisch unbestimmte 
Größe eingeführt werden. 'Venn die Stäbe des ganzen Rahmens aus dem gleichen Materiale 
hergestellt sind und die Stäbe 1 2 und 3 4 die gleichen Dimensionen mit dem Trägheits
moment J o und der Querschnittsfläche F o besitzen, wenn ferner den Stäben 14 und 23 
das gleiche Trägheitsmoment J 1 und die gleiche Querschnittsfläche F I zukommt, so stellt 
sich der Lösungsvorgang zur Bestimmung der statisch unbestimmten Größe wie folgt: 

Die Deformationsarbeit der bei den durch P belasteten. auf Biegung und Schub be-
anspruchten Stäbe 12 und .3 4 ist bei Vernachlässigung der Schubspannungen durch 

b 
2 

I'(~x-xr 2A I = 4 -~E-J~-dx gegeben, wobei davon Gebrauch gemacht wurde, daß die in je 
• 0 
o 
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einem Stab steckende Deformationsarbeit infolge der symmetrischen Verhältnisse der dop
pelten in einem halben Stabc steckenden Arbeit gleichkommt. Die Deformationsarbeit, 
welche in den auf Biegung und Zug beanspruchten Stäben 1,4 und 2,3 aufgespeichert ist, 

a fX2dx 2p2a 
ist durch 2A2 =2 2EJ

I 
+ 4.2EFI bestimmt. Es muß nunmehr 

o 

( PI b2 r b ) 2 X a 
d. h. "2 . "2 . "4 - X 2 J 0 = J; und sein. 

Als zweites Beispiel diene der in der Mitte unterfangene Träger nach Art der Abb. 32, 
Seite 122, in der wir uns im Punkte 0 keine steife Verbindung, sondern ein Halbgelenk vor
stellen wollen, durch das der Stab CD, ohne daß der 
Stab AB in seinem Verlaufe hiervon betroffen wird, 
angelenkt ist. Als Werkstoff sei durchweg Flußeisen 
verwendet. Die Stäbe AD und BD seien gleich 
dimensioniert mit der Querschnittsfläche F I und 
der Länge 11 , der Stab OD habe die Länge 12 und 
die Querschnittsfläche F 2' dem Stabe ABkomme die 
Länge 1, das Trägheitsmoment J mit Bezug auf die 
Nullinie und die Querschnittsfläche F zu. Die. wie 
in Abb. 174 dargestellt, aufgebrachte Belastung 
wirkt in einer Längssymmetrieebene des Stabwerkes. 
Dasselbe ist, wie auf Seite 121 ff. ausgeführt wurde, 
innerlich einfach statisch unbestimmt. Die in der 
Strebe CD auftretende Stabkraft, die offenbar eine 
Druckkraft ist, werde als statisch unbestimmte Größe 
eingeführt. Die statischen Gleichungen für das ganze 
äußerlich statisch bestimmte System für die an
gegebene Belastung lauten mit A. B als Auflager
reaktionen: 

, q1 
A +B=P'"2' 

woraus 

q12 
A1-P(1-a)--=O, 

8 

A _ q1 I P (l- a) 
--8'--1-' 

B = 3q1 _ Pa 
8 ' 1 

'1 
J.bb.174a. 

Abb.174. 

folgt. 

·Wir wenden uns nunmehr zu den statischen Gleichungen für die einzelnen Stäbe des 
Systemes. Das Gleichgewicht des Knotenpunktes D verlangt die Erfüllung der Bedingung 
2S1 cos IX. = -X (siehe das Kraftclreieck in Abb. 174a entsprechend dem Schnitt 84 84 in Abb. 32, 
der die Stäbe A D, CD und B D trifft), worin S die Stabkräfte in den Stäben A D und B D, 
welche Zugkräfte sind, bedeuten. Das Gleichgewicht der Knotenpunkte A und B verlangt, 

daß im Stabe AB eine Druckkraft S2 von der Größe S2 = - SI COS ß = -9 X sin IX. = X2 tg IX. 
-.; COS ::x 

auftritt. (Schnitte 8 2 82 , 83 8s um A und B.) Es sind sonach die Stäbe AD und BD durch 
-X X 

Zugkräfte SI = -2--' die Stäbe 0 D und AB durch Druckkräfte X bzw. -2 tg IX. bean
cos IX. 

sprucht; außerdem bewirkt die äußere Belastung noch eine Beanspruchung des Stabes AB 
auf Biegung und Schub. 

Es bezeichne Al die Deformationsarbeit für Stab AD bzw. BD, A 2 die Deformations
arbeit für den Stab CD, As die Deformationsarbeit für den Stab AB. Die gesamte De
formationsarbeit ist sonach gegeben durch A = 2 Al + A 2 + As . Die Deformations-

arbeiten Al und A 2 lassen sich in bekannter ·Weise durch Al = 2S~~1 = 8 co!~~ F
I 

und 

A 2 = 2~;'2 ausdrücken. Die Deformationsarbeit As finden wir an Hand der Abb.174, 
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welche den isoliert gedachten Stab AB mit den für ihn äußeren Kräften zeigt. Die für das 
ganze System innerlich statisch unbestimmte Größe erscheint für den Stab AB als äußer
lich statisch unbestimmte Größe. Die Deformationsarbeit A~ infolge der Beanspruchung des 

Stabes AB auf Druck hat den Wert A; = 2S1~ = 8~tg21)(. Dic Deformationsarbeit A;{ 

infolge der Beanspruchung auf Biegung (Schubspannungen sollen wieder ycrnachlässigt 
werden), ist bei Einteilung der ganzen Länge des Stabes in dic Abschnitte 1,11 und 111 
durch, 

a 2 

A " 1 
3 = 2EJ 

f( ,Y' f',Y -" ,Ax-~,) x-d.<'- !Ax-~2x-P(x-a)i-dx 
\ -,. L _...i 

- 0 a 

I -, 

f- X q ( I \2. I 
- A x - P (.r - a) - - (I - x) - - J: - -)' id x', 

2 2 2' I 
I - -

bestimmt. Die Deformatiensarbeit .4 3 ist die Summe der Deformationsarbeiten A;, und A;{. 

S ' d' 'I' . b d' 0 aA 2 aA, , aA 2 ' aA 3 d' -etzt manlll I8~, mllnums e mgung = ax = ax -:-- ax --,-- ax ,eWertevonA" A 2 

und A 3 ein, so erhält man 

1 X 1, X 12 ' 1 _ I? l' X 13 Pa. 2 " 5 q 11 l 
0= 2 cos2l)(EF, --;- EF--; --;- 4 X EF tg- I)( --;- EJ i_48 - 48 (31 - 4a") - 48-_' 

woraus 
-Pa" " 5q14-, 1 
--(31- - 4a-) -,- -,'-1-

~Y = ~8 _ __ 48 ~ J 
I" ltg2 1)( I, 1; 

(1.' ) 

48J-4r-- 2cos2 'XF, - F 2 

folgt. Es ist gut, nach dem Erhalten eines w yerhältnismäßig komplizierten Ausdruckes 
die Dimension zu kontrollieren, wodurch man auf grobe Fehler aufmerksam gemacht 
wird; in unserem Falle steht im Zähler die Dimension kg/cm, im Xcnner die Dimension 
l, cm, also hat X die Dimension Je g, wie es sein muß. 

Setzen wir q = 0 und a = ; , was darauf hinausläuft, daß wir die angenommene Kon

struktion nur durch eine in der :\litte angreifende Einzelkraft P belastet denken, so erhält 
die statisch unbestimmte Größe X den 'Wert 

A 8 

(r') 

0" Diesen 'Wert können wir auf die folgende \Vcise der 
Anschauung näher bringen. Denken wir uns den Stab AB 
als einfachen Balkenträger durch die Kraft P in der Mitte 
bPlastet, so erhalten wir als positiv gedachte Durch-

b' h b . d M' Ö PP , Abb, 1. J b, legung nac a wärts m er.:. ltte 1 = 48 E J ; eme 

an dem Träger A B in der Mitte naeh aufwärts wirkende 
Xl3 

Kraft X ruft eine negatin Durchbiegung nach aufwärts hervor yon der Größe ö2 = 48 E J . 

Bei gleichzeitiger \Yirkung von P und X bleibt eine Durchbiegung nach abwärts in der 
Größe ö, - ö2 • Der Punkt D (Abb. 174 b) senke sich um den Betrag Ö, dann muß 

ö, - ö2 - Ö = .1l2 , ('X) 

wenn Lll2 die Verkürzung des Stabes CD yorstellt, die nach dem Hookeschen Gesetze 
Xl 

durch LI 12 = E J;. gegeben ist. Die Senkung ö ergibt sich aus der folgenden Be-

trachtung. Die Stäbe A D und B D erfahren infolge der Zugbeanspruchung je eme 
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Verlängerung von D D' = D D" = ~};~, infolgedessen erfährt der Punkt D eine Ver

schiebung. Die verschobene Lage des Punktes D könnten wir als Schnitt zweier 
Kreise vom Radius AD' = BD" und den Mittelpunkten in A und B erhalten; da 
aber die Verschiebungen sehr klein sind, erscheinen die zwei in Betracht kommenden Schnitt
elemente der Kreise als zwei in D' bzw. D" normal auf AD' bzw. BD' gezogene sehr kleine 
Strecken D' D} = D" D 1 und der verschobene Punkt D wird demzufolge durch D 1 dargestellt. 

. . DU ~~ 
Aus der Abbildung folgt ohne RücksIcht auf das ZeIChen DD} = -- = E~F=-"'---"--

~ cos Il( } cos Il( 

Xl} . S21 Xl 
= 2 E F --;cos2 a' Da der Stab A B noch eIlle Zusammendrückung von der Größe E F = 2 E F tg a 

erfährt, erhältD, wenn dieser Punkt als dem StabAD angehörig betrachtet wird, neben der 

Verschiebung DD' noch eine zweite Verschiebung Dd} = 4~~~ tg a. Der Punkt D würde, 

wenn die Verschiebung infolge der Druckbeanspruehung von AB allein vorhanden wäre, 

nach d2 gelangen, wobei D d2 normal auf A D und gleich Dd}_I_ = ~Y.E-1F tg Il( -~- wäre, 
~ C~1l( 4 C~1l( 

das entspräche aber einer Senkung von D im Betrage yon DdJ = d}d 2 = Dd} tg Il( = 4 ~~ tg 2 a. 

Daraus ergibt sich die gesamte Senkung des Knotenpunktes D infolge der Verlängerung 
des Stabes A D bzw. B D und der Druckbeanspruchung des Stabes AB mit 

Xl, XII D' l' B . I h d' f d Ö = -E-F-- tgC Il( + 2 EF----.' -. Je 0 nge eZlehung (Il() autet sonae ,wenn le ge un enen 4'- 1 COS" Il( - ~ 

'Yerte eingesetzt werden, 

Pl3 Xl" Xl 0 Xl} X 12 

48 E J - 48 EJ - 4 E F tg" Il( - 2 E F} cos2 Il( = E F 2 • 

woraus der bereits gefundene 'Yert von X folgt. 
Durch diese Auseinandersetzung ist auch der graphisehe 'Yeg zur Konstruktion von X, 

der für komplizierte äußere Belastungen empfehlenswert ist, festgelegt. Man belastet zuerst 
den isolierten Träger AB in Abb. 174 und bestimmt die Durchbiegllng in der Mitte des 
Balkens unter Zuhilfenahme des graphischen Verfahrens von Mohr (Seite 271 ff.). Das 
gleiche Verfahren könnte auch angewendet werden, um die Durchbiegung durch eine in der 
Mitte des Stabes nach aufwärts wirkende Kraft 1 zu erhalten. Die durch die Kraft X nach 
aufwärts erzielte Durchbiegung ist X-mal so groß als jene, welche der Belastung 1 entspricht. 

Anläßlich der Aufstellung der n linearen Gleichungen zur Bestimmung von 
n statisch unbestimmten Größen nach der Kraftmethode unter Zuhilfenahme 
des Prinzipes der virtuellen Arbeit wurde bereits des Prinzipes von Maxwell 
über die Gegenseitigkeit der Verschiebungen gedacht, das sich in jenen Glei
chungen in der Symmetrie der Determinante ihrer bei den statisch unbestimmten 
Größen stehenden Koeffizienten auswirkt. 

)Ian kann sich umgekehrt des l'Iaxwellschen Satzes, allgemeiner noch des 
Satzes von Betti (Seite 136ff.) auch bedienen, um die Bestimmungsgleichungen 
für die statisch unbestimmten Größen zu gewinnen; das ganze Verfahren läuft 
dann wesentlich darauf hinaus, die vorgeschriebenen Werte einer oder mehrerer 
Deformationsgrößen, mit Benutzung der Grundlagen, welche der Satz von 
Maxwell oder Betti bietet, als 
von den gegebenen Kräften und den 
statisch unbestimmten Größen be
wirkt erscheinen zu lassen. Daraus 
ist ersichtlich, daß der Lösungsvor
gang eigentlich als eine Kraft
methode aufgefaßt werden muß. 

a b 

Abb.li5. 

n A lz-----ic 

Es soll z. B. in dem in Abb. 175 dargestellten einfach statisch unbestimmten Träger 
die als statisch unbestimmte Größe X eingeführte am Auflager b wirkende Reaktionskraft 
bestimmt werden, wenn der Träger ac durch die Einzelkräfte p} ... P n auf gerade Biegung 
beansprucht und vorausgesetzt wird, daß das Auflager b im vertikalen Sinne unverschieb
lieh ist. Die vorgeschriebene Durchbiegungsgröße im Querschnitt durch b ist also gleich Null. 
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Denken wir uns den zugeordneten statisch bestimmten Hauptträger. der aus dem ge
gebenen Träger dadurch entsteht, daß wir uns das Auflager b wegdenken, durch eine in b 
nach abwärts wirkende Kraft 1 belastet, so entsteht in beine Durchbiegung nach abwärts, 
die wir mit abb bezeichnen wollen, während in den Querschnitten 1, 2, .... n, in welchen die 
Kräfte PI'" p" wirken, sich Durchbiegungen a1 b' a2 b, .... an b einstellen, die nach dem 
Maxwellschen Prinzipe der Reihe nach den Werten abI' ab2' .. ., ab n' d. h. jenen Durchbie
gungen gleichkommen, welche im Querschnitte b des statisch bestimmten Hauptträgers 
entstünden, wenn er bzw. in den Querschnitten I, 2, .. ., n mit nach abwärts wirkenden 
Kräften je gleich 1 belastet würde. 'Yenn im Querschnitte I des zugeordneten, statisch 
bestimmten Hauptträgers nicht die Kraft I, sondern PI für sich allein wirkt, so entsteht in 
beine Durchsenkung PI ab I = PI a1 b, die Kraft P n erzeugt in beine Durchsenkung 
Pnabn = Pnanb usw. \Virken sämtliche Kräfte PI" . P n gleichzeitig auf den statisch be
stimmten Hauptträger ein, so entsteht im Auflager b nach dem Gesetze der Superposition 

r=r1 

die Durchbiegung :E P,a, b' \Yirkt im Anflager b des statisch bestimmten Hauptträgers 
r~l 

nicht die Kraft 1 nach abwärts, sondern die Kraft X nach aufwärts, so entsteht eine Durch
biegung - Xa b b nach aufwärts. 'Virkcn die Kräfte 1\ ... P n und die Kraft X, so entsteht 

r----;n 

in b die vorgeschriebene Durehbiegung Xull. d. h. es muß )" P,a" _. X (lb b = 0 sein. worans 
1"-1 

folgt. 

r = n 

.L Prar/J 
X = r...- ~ 

ab b 
(1 i9) 

Die Beziehung (li9) kann man auch als Ausdruck des Satzes von Bet t i auffassen. 
wenn die eine Kniftgruppe durch PI' .. Pr,. die zweite Kraftgruppe durch X repräsentiert 

r=n 

wird. Es ist dann naeh Gleichung (81) auf Seitc 136 :E P,CL" = X .:: CL,,, da a her CL" = X a'b 
1"~1 

und infolge der Unverschieblichkeit des Stützpunktes L CLb' = X ab b spin muß, folgt für X 
der bereits berechnete 'Yert. 

Die Durchbiegungen ap ••• an b und ab b sind gegeben, wenn man für die Belastung 1 im 
Querschnitte b des statisch bestimmten Hauptträgers die elastische Linie kennt, welche 
z. B. mit Hilfe des graphischen Verfahrl'lli; ,-on Mohr gefunden werden kann 1_.I,.bb. Ii5a) 

z 

:\Ian hat einfach die den Quer
schnitten 1, 2, .... 11, b entsprechenden 
Ordinaten der elastischen Linie ab
zunehmen, die bereits den unter b ent-

> I stehenden Durchbiegungen entspre
chen, wenn der statisch bestimmte 
Hauptträger durch eine in dem be
treffenden Querschnitt stehende 
Kraft I belastet ist. Die auf die ge
nannte Art konstruierte elastische 
Linie gibt sonach einen Überblick 
über den Einfluß, den eine über den 

Träger wandernde Last I auf die Durchbiegungen im Querschnitt b besitzt. Sie heißt 
daher auch Einflußlinie für die Durchbiegungen im Querschnitte b, und die Ordinaten der 
Durchbiegungen werden Einflußordinaten für die Durchbiegung im Querschnitt b genannt. 
Derart elastische Linien können natürlich für die Belastung 1 in jedem beliebigen Quer
schnitt gezeichnet werden. 

Es braucht nicht weiter ausgeführt zu werden, daß für den Fall, als das Auflager b bei 
Einflußnahme der Kräfte PI ... P n eine vorgeschriebene Verschiebung <5 zuläßt, im Zähler 
der Beziehung (179) 0 abgezogen werden muß. 

Hätte der kontinuierliche Träger nicht zwei, sondern p Öffnungen, so würden die dann 
auftretenden p - 1 statisch unbestimmten Auflagerreaktionen in ähnlicher Weise bestimm
bar sein, Nennen wir die Auflager, in welchen die statisch unbestimmten Größen angreifen, 
der Reihe nach a, b, C, .• .. l und die Querschnitte, in welchen die Kräfte PI ... P n angreifen, 
wieder 1 ... n. Für die den Auflagern zugeordneten, statisch unbestimmten Größen führen 
wir die Zeichen X a ..• X z ein. Wir zeichnen p - 1 elastische Linien des statisch bestimmten 
Hauptträgers für je eine nach abwärts wirkende Kraft I, welche in je einem von p - 1 Auf
lagern, die den statisch unbestimmten Größen zugeordnet sind, wirkt; aus den elastischen Linien 
entnehmen wir die Durchbiegungen, welche je eine Kraft 1 an der Wirkungsstelle der Kräfte 
PI' .. P n resp. die am Auflager selbst wirkende Kraft in dem betreffenden Auflager erzeugt. 
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Die Bedingung, daß das Auflager a unverschieblich ist, wird dann ausgedrückt durch 
r=n 

die Bedingung .2 Prara - X a aaa - X. aa • •.. - Xl aal = 0 oder kürzer durch 
r~l 

I'~n 1)~1 

.2) Pr ara = 2: X p aa p' 

r~l p~a 

(179a) 

aaa ist die Verschiebung nach aufwärts im Auflager a, wenn X u = 1 am statisch bestimmten 
Hauptträger nach aufwärts wirkt, entnehmbar aus der elastischen Linie, die für X a = 1 
gezeichnet wurde, als Einflußkoordinate unter dem Auflager a, aal ist die Verschiebung 
nach aufwärts im Auflager a, wenn Xl = 1 am zugeordneten statisch bestimmten Haupt
träger nach aufwärts wirkt, entnehmbar als Einflußkoordinate unter a aus der für X z = 1 
gezeichneten elastischen Linie, usw. ara ist die bei Belastung des statisch bestimmten Haupt
trägers durch eine Kraft 1 im Kraftangriffsquerschnitte l' unter dem Auflager a entstehende 
Durchbiegung entnehmbar aus der für X a = 1 gezeichneten elastischen Linie als Einfluß
koordinate, die dem Querschnitte l' entspricht usw. Offenbar gibt es so Yiele Gleichungen 
(240a), als statisch unbestimmte Auflagerreaktionen eingeführt wurden. 

Das entwickelte Verfahren könnte z. B. auch auf den durch Abb. 172 dargestellten 
Halbrahmen yerwendet werden. den wir uns nur durch die Kraft P allein belastet denkel)' 
Die vorgeschriebenen Deformationsbedingungen sind bei der auf Seite 380 getroffenen 'Vahl 
der statisch unbestimmten Größen dann durch 153 = 0, 'Fl = 0 gegeben, wenn 153 den Ver
drehungswinkel am Auflager .3 und CfJl die Verschiebung am Auflager 1 in horizontaler Rich
tung yorstellen. Es wären dann, wenn das graphische Verfahren yerwendet werden soll, 
die den Belastungsfällen 1 und 2 (Xl = 1 bz,,,, X 2 = 1) des statisch bestimmten Haupt
trägers entsprechenden Biegungslinien der isoliert gedachten Stäbe 1 2 und 2.3 zu kon
struieren. Sehneller kommt man in diesem einfachen Falle zum Ziel, wenn man das 
~Iohrsche rechnende Verfahren als Hilfsmittel yerwendet. Längenänderungen der Stäbe 12 
und 2 3 werden dabei nicht in Betracht gezogen. (Läuft auf die Vernachlässigung der 
Normalkräfte hinaus). 

Infolge der gegebenen Belastung P wird am Auflager 3 ein Verdrehungswinkel ö~ = Pp 
herYorgerufen, wenn p die der Angriffsstelle yon P entsprechende Einflußkoordinate der 
für Xl = 1 gezeichnet gedachten elastischen Linie von 23 bedeutet. Die Einflußkoordinate 
p unter der Last P ist, wie man durch das }Iohrsche rechnerische Verfahren leicht findet 

(Balkenträger 23 durch:\Iomentenfläche ;~ nach Art der Abb.172e'belastet), p = + 16~-J; . 

somit wird ö; = + I:;~2 . Durch Xl wird im Querschnitt.3 ein Verdrehungswinkel be

wirkt, der sich nach Abb.172e' nach dem gleichen Verfahren als Querkraft in 3 mit 

:;2 (: . 1 ! . ~ - :) = - 3~ ~ 2 berechnet. Schließlich sieht man leicht, daß der im Quer

schnitt 3 infolge des dem Belastungszustande 2 entsprechenden, in 2 übertragenen Momentes 
M'2 = X 2 h entstehende wieder als Querkraft der auf EJ2 reduzierten Momentenfläche nach 

Abb. 172f' zu berechnende Yerdrehungswinkel (j~' = :;2 (h2b - h2b . ! . ~) = :~ ~; ist. Es 

muß (ja = 0 = (j~ + (j;{ + O;{' sein. Setzt man in diese Bedingung die gefundenen Werte o~, b~, O;{' 
ein, so erhalten wir eine Gleichung, welche mit der ersten der Gleichungen (k) auf Seite 384 
übereinstimmt, wenn man in derselben q = 0 setzt und die auf die Normalkräfte bezüglichen 
Glieder wegläßt. In ähnlicher Weise kann man die zweite der schematisierten Gleichungen (k) 
gewinnen, wenn wir die Verschiebungen, die im Auflager 1 durch die Kräfte P, Xl und X 2 
bewirkt werden, nach Mohr unter Zuhilfenahme des Maxwellsehen Prinzips berechnen, 
wobei zu bedenken ist, daß durch Xl und X 2 im Querschnitte 2 des Stabes 23 erzeugte Ver
drehungswinkel mit h multipliziert je einer Verschiebungskomponente des Punktes 1 ent
sprechen. 

2. Bestimmung von Deformationsgrößen. 
Zunächst soll gezeigt werden, wie der Clapeyronsche Satz über die Arbeit 

[Gleichung (62) auf Seite 108] zur Bestimmung von Deformationsgrößen heran
gezogen werden kann. 

Auf einen frei aufliegenden Balkenträger (Abb. 108, Seite 252) wirkt in der Mitte eine 
Kraft P. Es ist unter Vernachlässigung des Eigengewichtes die Durchbiegung in der Mitte 
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unter der Voraussetzung zu bestimmen, daß Beanspruchung auf gerade Biegung vorliegt. 
Die Gleichung (62) geht in 

(a) 

über, worin Al die Arbeit der äußeren Kräfte, Bi die Deformationsarbeit vorstellt. Letztere 
ist für unsere Zwecke als Funktion der äußeren Kräfte darzustellen, hat also dieselbe 
Form wie Bi in Gleichung (74) auf Seite 128. Xennen wir f die Durchbiegung in der }Iitte, 
so muß dem entsprechend bei Vernachlässigung der ~\rbeit der Schubspannungendie Beziehung 

Pl' 
zutreffen, woraus der bekannte \Yert f = -'E' J- folgt. 

48 y 

(b) 

Auf den freiaufliegenden Balkenträger (Abb. 176), für welchen das rechts angenommene 
Holknkipplager doppelseitig widerstehend gedacht ist, _-(I _ l 

"":---:I;"--=-====~'f-----'>:C wirke ein Drehungsmoment 1't1 in der Entfernung '4 
~FL vom linken Auflager. Es ist der Verdrehungswinkel an 

A l/'f I -1/ der \Yirkungsstelle des :\Iomentes bei Vernachlässigung 
.. I des Eigengewichtes unter der Voraussetzung zu bestim-

men, daß Beanspruchung auf gerade Biegung vorliegt. 
tz Die Auflagerreaktion am linken Auflager ist offenbar aus 

A = ~~I bestimmbar. Die Durchbiegung erfolgt entsprechend 

dem }Iomentenschaubild auf die skizzierte Art. 
~ ach dem Satz von CI a pe y r 0 n winl, wenn der Verdl'ehungswinkel im Querschnitte ! 

durch Cf bezeichnet wird, 
1 

4 I 

EJ J1r _~fi.~I,'c>'dX..L~'f 
'ij 2 -2 'Z'( 2, 

o I 

4 

~\us der vorstehenden Gleichung folgt 

7 JIl 
({=-,.-, 

48 EJ y 

JI :2 
T '1.' .. , JI) d x . (c) 

(d) 

Xachdem ~lI im negativen Sinne wirkt, kommt rp negativ heraus. \Yürde das Auflager A 
um eine gegebene Größeu in vertikaler Richtung verschieblieh sein (u; ist negativ, wenn die 
Verschiebung entgegengesetzt der Richtung der positiven z~Achse erfolgt), so müßte auf der 

linken Seite der Ausgangsgleichung zur Berechnung des \Yinkels Cf noch ein Glied - ~ 11 E J y 

hinzugefügt werden, 

In den beiden vorstehenden Fällen könnte auch mit Yorteil der Satz von 
Castigliano [Gleichung (74) auf Seite 128J zur Yerwendung kommen. 

Nach diesem Satze ist f = ~~i , \\"obei 
- 1 fr P \2 
Bi=EJ l-:)X) dx, 

!J \..... ; 

woraus das bereits 

o 

gefundene Resultat sich ergibt. In ähnlicher \Veise wird Cf = ~~; , worin Bi den Wert der 

rechten Seite der Beziehung (c) besitzt, 

Der Clapeyronsche Satz ist zur Bestimmung von Verschiebungen und Ver
drehungen von Punkten der Achse bzw. Querschnitten eines Stabes nur dann 
mit Vorteil verwendbar, wenn, wie in den beiden vorhergehenden Beispielen, in 
dem Querschnitte, für den die Yerschiebung (Verdrehung) bestimmt werden soll, 
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eine äußere Kraft (äußeres biegendes Moment) wirkt, und diese Kraft (.Moment) 
die einzige ist, welche von den angreifenden äußeren Kräften eine Arbeit leistet. 
Für verschiebliche Auflager müßte bei Anwendung des Clapeyronschen Satzes 
natürlich die Arbeit der Auflagerkräfte ermittelbar, d. h. es müßten die Werte 
der an den Auflagern auftretenden Verschiebungen und Verdrehungen von vorn
herein gegeben sein. Sind die in vorstehendem angegebenen Voraussetzungen 
nicht zutreffend, so verwendet man das Prinzip der virtuellen Arbeit nach 
Gleichung (68/1) auf Seite 117 oder bei festen Auflagern (besser gesagt bei solchen 
Auflagern, bei welchen die Auflagerreaktionen keine Arbeit leisten) den Satz von 
Castigliano nach Gleichung (74) auf Seite 128. Bei Arbeitsleistung der Auf
lagerreaktionen muß an Stelle des letztgenannten Satzes die allgemeinere Be
ziehung (72) auf Seite 127 zur Yel'\vendung kommen. 

Soll das virtuelle Arbeitsprinzip zur Yerwendung gelangen, so legt man als 
wirklichen Verschiebungszustand den der Belastung entsprechenden zugrunde. 
Als gedachter Belastungszustand wird bei unverschieblichen Auflagern ein 
solcher gewählt, daß die demselben zukolllmende virtuelle Arbeit dem Zahlen
werte nach gleich der Yerschiebungsgröße wird. Das wird dadurch erreicht, daß 
man in der Richtung der Yerschiebung (in der Ebene der Yerdrehung) eine 
yirtuelle Kraft (.~Ioment) gleich 1 anbringt. Sind die Auflager verschieblich bei 
möglicher virtueller Arbeitsleistung der Auflagerkräfte, ;<0 wählt man die yirtuelle 
Belastung wie für unyerschiebliche Auflager angegeben wurde, hat aber dann 
für die Arbeitsgleiclmng die virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte zu berück
sichtigen. Siehe den Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (72) auf Seite 127. 
in der der zweite Summand diese virtuelle Arbeit der Auflagerkräfte vorstellt. 

Es sei z. B. für einen frei aufliegenden Balkenträger, der durch eine Einzelkraft P auf 
gerade Biegung beansprucht wird, die Yerschiebung und der Yerdrehungswinkel in der 
Entfernung a vom linken Auflager zu bestimmen. Hierzu legen wir die in den ~\ b b. 177 a 
und 177 b dargestellten gedachten Bclastungszustände zugrunde, die darin bestehen, daß 
man sich über dem Punkte der Stabachse resp. im Querschnitte, dessen Durchbiegung oder 
Verdrehun;Z bestimmt werden soll, eine äußere Kraft resp. ein äußeres Moment von der 
Größe 1 aufbringt, die im Sinne der zu erwartenden Durchbiegung bzw. Yerdrehung wirken 1 . 

"Wenden wir das virtuelle Arbeitsprinzip auf den wirklichen Verschiebungszustand und je 
einen der gedachten Belastungszustände an, so erhalten wir, wenn die wirklich auftretende 
Verschiebung (Verdrehung) mit tu und rpa bezeichnet werden und P in der ::\Iitte angreift, 

I 
a 2 

f Jl-a p;(' fl'-z-a -jP ~; 
1 .• = Z---x,,'EJ dx+ ,Z--x-l.(x-a)'?·EJ dx 

, - Y L- _. .... y 

o a 
I 

J. -Z - a l ,- P ( 1 \ - 1 
+-Z'l"-l.(.r-a)·iT x - P ... r -- 2) EJ. dx , 

,_ -.J ..... \ _ ~ 

I 

(e) 

2 

Durch AURführung der Integrale erhält man unmittelbar die VVerte von fa bzw. 'Fa 

1 In den Abbildungen sind der gedachte und wirkliche Belastungszustand über
einander gezeichnet. 
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Bei Verwendung des ersten Castiglianoschen Satzes zur Bestimmung der 
Verschiebungsgröße denkt man sich in dem betreffenden Bestimmungsquer
schnitt eine fiktive Kraft oder ein fiktives Moment aufgebracht, bestimmt die 
Deformationsarbeit für die gegebene Belastung und das fiktive ~:Ioment und 
wendet hierauf den Castiglianoschen Satz an. In dem Resultat muß dann die 
fiktive Kraft (Moment) gleich Null gesetzt werden, um die wirkliche Verschiebungs
größe zu bekommen. 

Für das Beispiel eines durch eine Einzelkraft auf gerade Biegung beanspruchten Balken
trägers ist in den Abb. 177 a und 177 b an Stelle der Kraft bzw. des }lomentes yon der 
Größe 1 eine fiktiye Last Q, bzw. ein fiktiyes }Ioment Jl. zu denken, und zwar im Sinne 

z 
Abb. 177 a. Abb.l77b. 

der zu erwartenden Verschiebung bzw. Verdrehung aufgebracht. "Yir erhalten, wenn P in 
der Mitte angreift, nach Bestimmung der Auflagerkräfte AI,BI bzw. A 2,B2 auf Grund des 
Gesagten 

resp. 

wobei 

resp. 

a 2 - J'(l-et P/,c2 'J'-'I-a ,p, -,2 1 B; = ',-Z- Qf -;- -:) i :) L'J. d.<, - ,,---Z - Qf -;- ~! x - Qf Cl: - a) : 2EJ' - dx 
\ -- I - 1:J 'I '- \ -- I -!l 

o a 

I 
:2 J( (( p\2 d-r' 

--'-- QfT'T) Xf22EJy 
o 

2 

+J(- M, + Pj2 X'2~ 
I 2, 2EJy 

o 

ist. Nach Differentiation von Bi nach Q. bzw. jl1 a sind die Integrale auszuwerten und in 
den enthaltenen Ausdrücken Q, bzw. M, Null zu setzen. 

Die im vorstehenden an einfachen, statisch bestimmt gelagerten Stäben dargelegten 
prinzipiellen Methoden sind ohne weiteres auf Stabverbän<le übertragbar, ob dieselben sta
tisch bestimmt oder unbestimmt sind. 

Für den in Abb. 178 dargestellten, einfach statisch unbestimmten Rahmen mit den Quer
schnittsflächen und TrägheitsmomentenFl' J I bzw. F 2 , J} für die Ständer 1,3 und 2, 4 bzw. 
den Riegel 3 4, den zwei unverschieblich gedachten Gelenken in 1 und 2 und zwei steifen 
Knotenpunkten 3 und 4 soll die Durchbiegung f unter der Kraft P bestimmt werden. Dieselbe 
kann, wenn man will, durch Superposition der Durchbiegung 11' die am zugeordneten statisch 
bestimmten Hauptträger bei Belastung durch die gegebenen Kräfte entsteht (Abb.178a), 
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und der Durchbiegung 12X berechnet werden, die durch Belastung des statisch bestimmten 
Hauptträgers durch die statisch unbestimmte Größe H = X mit Hals Horizontalkraft im 
Gelenk 2 bewirkt wird. Es ist also 

(e) 

worin die Verschiebung 12 dem ·Wert X = 1 als Belastung am statisch bestimmten Haupt
träger entspricht [Gleichung (177 a) auf Seite 382 und Abb. 178 cl Der der Wahl der statisch 
unbestimmten Größe entsprechend zugeordnete statisch bestimmte Hauptträger entsteht 

A c 

ALb. ll,~. _-\.bb.178a. Abb.178b. 

aus dem gegebenen Rahmen, indem man das rechte Gelenk durch ein Rollcnkipplager 
ersetzt. Die st,,-tischen Gleichun!:(en sind durch 

P=X-c. q/J-A-B=(I. 
Pli q/,". 

2·· I Au --:f""= 0 

gegeben, woraus 

c=p-X 

folgt. Die Bestimmung von /1 kann entweder 
oder mit dem ersten Lehr,mtz von Casti-

mit dem Prinzip der virtuellen Arbeit 

g lia no erfolgen. ,Yir \\ollen zu tTbungs
zwecken beide :\Ietho(lPn zur Yerwendung 
bringen. . 

J 

Bei Zugrundelcgung des Prinzipes der 
virtuellen Arbeit wird als gedachte Be· 
lastung Q = 1 (Abb. 178 b) eingeführt. ,Vir 1-
erhalten, wenn wir nur die virtuelle Bie- " 
gungsarbeit berücksichtigen, für den wirk- .t 
lichen Yerschie bungs7.Ustand entsprechend 
der Belastung n,,-ch Abb. 178a die Arbeits
gleichung 

h 

. .l: -- 1 

woraus durch Integration 

.-\blJ. 1'8c. .-\.bb. 1,8 d. 

l\l- (7'-: 1 - .!.... I I P.r - P x - .!....) i -,- d x 
2)JL 2 ~E.f1 

Pli' h/, 
f1=4E.f 1 +4SEJ;(qu2 ... 4Phl 

folgt. 

(f) 

um für die Belastung X = 1 die Dnrchbiegung 12 unter P zu finden, denken wir uns 
als die gedachte Belastung an der Stelle der Kraft P die Kraft Q = 1 (.-\bb. 178 b) und er
halten aus dem Arbeitsprinzip bei Zugrundelegung eines Yerschiebungszustandes ent-
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sprechend der Belastung nach Abb. 178c die Arbeitsgleichung 
h 
2 h lJ 

J' l,x fr (h\-I.x J 1· f 2 = - 1· x· -- d x - I 1 . x - I ' , x - -) -- d x - I· 
. EJ I L \ 2 .. EJ I 

o h 0 

woraus sich durch Ausführung der Integrationen 

( IIh'l h2 /; f9 = - i _.~- - --- , 
'-.48E J l 4EJ2 , 

ergibt. Schließlich wird 

h , I, h 
2b x . E J 2 d x' , 

_ ' __ Ph'l hb 2 i Xh2 (llh 12/;) 
1 - 11 T 12~Y. - 6EJl -;- 48EJ2 (qb T 4Ph) - 48 E \---y; - --y; . 

(g) 

X kann am besten wieder mit dem Arbeitsprinzip oder mit dem Satz vom .Minimum der 
Formänderungsarbeit bestimmt werden, was hier nicht weiter auszuführen ist. Bei Ver
wendung des ersten Castiglianoschen Satzes ist der Vorgang zur Bestimmung von 1 der 
folgende: ~lan legt den Belastungszustand nach Abb. 178a zugrunde und bildet den Diffe
rentialquotienten der diesem Belastungszustand entsprechenden Deformationsarbeit Al nach 
der KraftP, der bereits die Durchbiegung 11 unter der Kraft P ergibt. Berücksichtigt man 
für die Aufstellung der Deformationsarbeit nur die Biegungsmomente, so wird 

h 
:! h lJ 

I, I'· (h.,-2 I'{' qx'2\2 (P x)' P .r - P : x - '> j i\ B x - -2-) 
A l = -2EJ dx + \ - , dx -;- ~EJ dl', 

'- 1 .. 2EJ1 ,,:':.J .) 
o h U 

woraus man nach Einsetzen von B auf die geschilderte 'iYeise den bereits oben erhaltenen 
Wert für 11 erhält. Zur Bestimmung von 12 wird der in ~-\bb. 178c dargestellte Belastungsfall, 
ergänzt durch eine an der Angriffsstelle von P in dessen Richtunii wirkende fiktive Kraft Qf 
(Abb. 178d), der Anwendung des angezogenen Castiglianoschen Satzes zugrunde gelegt. Es 
entstehen die Reaktionen..4, 13 = -..4, C, die aus den statischen Gleichungen C -;- 1 -Qf=O, 
- h. - - Qfh 
Ab = Qf'2 mIt C = Qf - 1, A = TI folgen. Die Deformationsarbeit A 2 , welche diesem 

Belastungszustande entspricht, ist nunmehr 

h 

2" h 

A. =J' [(Qf - 1) X]2 ~ --,-f-(Qf - l)x - Qf (x _. !!...)r _1_ dx ...:...f0_:"'1:)2 d x 
" 2EJl ' L . 2 .I 2EJl 2EJl 

o h 0 
2 

b 

'f(Qfh I h\)2 l. d , 
'T 2V x - 2EJ2 X. 

o 
Es folgt 

2 

Wenn die Integrationen ausgeführt werden und in dem erhaltenen Ausdrucke Qf = 0 ge
setzt wird, erhalten wir den oben bereits für 12 gefundenen Ausdruck. Als dritter hierher 
gehöriger Weg wäre noch denkbar, daß man von einer Superposition der Verschiebung 11 
und IlX absieht und die Deformationsarbeit für den gegebenen statisch nicht bestimmten 
Rahmen als Funktion der gegebenen Kräfte und der statisch unbestimmten Reaktion X 
darstellt. Durch deren Differentiation nach P wird die Durchbiegung 1 unmittelbar ge
wonnen. 
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Wären die Auflager 1,2 nicht fest, sondern in gegebener 'Weise, z. B. um die beziehungs
weisen Beträge u1 und u2, horizontal nach rechts verschieblieh, so kann zur Bestimmung der 
Durchbiegung unter P z. B. die allgemeine Gleichung (72) auf Seite 127 als Ausgangspunkt 
der Lösung gewählt werden. Diese Gleichung wendet man entweder auf die in den 
obigen Abb.178a bzw. 178d dargestellten Belastungszustände an und gewinnt dann die 
Verschiebung I in der Richtung der Kraft P wieder durch Superposition oder man könnte 
die Gleichung (72) direkt auf die Deformationsarbeit als Funktion der gegebenen Kräfte P 
und X des statisch unbestimmten Rahmens anwenden. 

Im ersteren Falle hat man, da in der angezogenen Ausgangsgleichung unter V, die Auf
lagerreaktionen, unter n, die den Auflagerreaktionen zukommenden Verschiebungskompo-

nenten verstanden werden, zur Bestimmung der Verschiebung 11 zu setzen: 2~~8 n, = -u1 • 

Dabei ist (Abb. 178a) zu bedenken, daß nur einer der in Betracht kommenden Auflager
größen V" nämlich nur der Reaktion C', eine Verschiebung u1 entgegengesetzt ihrer Rich
tung entspricht. Somit ist 

woraus 11 folgt. Die Größe yon 12 ergibt sich (Abb. lI8d) in ähnlicher 'Weise mit 

_ (ElA 2 \ 
12 - 1/ 2 - \ "'Q- i • 

\ u ,I Q, = 0 

(i) 

(k) 

Die statisch unbestimmte Größe X ist z. B. aus der Gleichung (72a) auf Seite 127 zu be-
. . ",a r, ,Je . aBi 

stlllunen, m der .L.J a X 11, = - u X u1 = 1/1 und /-l, = -1/2 zu setzen 1st, so daß lll-U2 = EI X 

als Bestimmungsgleichung für X gefunden wird, wenn Bi als Funktion von P, q und X aUE
gedrückt ist. Setzen wir 111 = 1/2 voraus, so hat die Größe X denselben 'Wert, den sie hätte. 
wenn die Auflager unverschieblich wären. 

Legt man zur Bestimmung der Verschiebung f unter der Last P bei verschieblichen Auf
lagern den gegebenen statisch unbestimmten Rahmen zugrunde, so gilt die Bestimmungs
gleichung 

(1) 

worin li; in der angegebenen Form dargestellt werden muß. 
Soll für den angenommenen statisch unbestimmten Rahmen der Verdrehungswinkel 

am Knotenpunkt .3 bestimmt werden. der gleichzeitig der Verdrehungswinkel der Stäbe 13 

.J q/l 

Abb.178e. Abb. li8f. 

.J--ir---__ /I 

'"-- / 
Mr 

X'1 

82=-A; 
Abb.178g. 

bzw. 34 ist, die ja steif miteinander verbunden sein sollen. Wählen wir als Lösungsweg das 
Prinzip der virtuellen Arbeit nach Gleichung (68") auf Seite 117, so können wir völlig 
gleichartig wie oben vorgehen, wo es sich um die Verschiebung unter der Kraft P handelte. 
Der Verdrehungswinkel f{J (positiv im Uhrzeigersinne) ist auf Grund der Superposition zweier 
Verdrehungswinkel f{J1 und f{J2 X durch 

f{J=f{Jl+f{J2X (m) 
ausdrückbar. Zur Bestimmung von 'Pt wird das Arbeitsprinzip auf den Verschiebungszustand 
entsprechend der Belastung nach Abb. 178a angewendet, der als der wirkliche angesehen 
wird, und den virtuellen Belastungszustand nach Abb. 178 e, für welchen 1);1 = 1 ein äußeres, 
im Knotenpunkt 3 übertragenes .Moment ist. f{J2 wird mit dem genannten Prinzip bei Zu-

Girtler, Mechanik. 26 
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grundelegung des wirklichen Verschiebungszustandes nach Abb.178c und der virtuellen 
Belastung nach Abb. 178e ermittelt. 

Will man das Castiglianosche Prinzip verwenden, so legt man bei Superposition von <PI 
und rp2X die Belastungszustände nach den Abb. 178f und 178g zugrunde, in welchen JI, ein 
fiktives äußeres Moment ist, das nach Differentiation der entsprechenden Deformations
arbeiten nach demselben gleich Null gesetzt wird. 

Ebenso wie oben kann auch jetzt der Belastungszustand des gegebenen, statisch un
bestimmten Systemes plus einem am Knotenpunkt 3 wirkenden fiktiven äußeren Mo
ment JIj zugrunde gelegt werden, die Deformationsarbeit als Funktion der gegebenen an
greifenden Kräfte des fiktiven Momentes und der statisch unbestimmten Größe X ausgedrückt 
werden und hierauf durch Differentiation nach dem fiktiven Moment ein Ausdruck ge
wonnen werden, der bei ~ullsetzen von 1'rI, in den Verdrehungswinkel rp übergeht. Bei Auf
stellung der Deformationsarbeit sind die statischen Gleichungen P = N + X, q b = K + L, 

qb2
_ "[j- Ph_ Kb = 0 b ht I h di 'fl kt' 2 ". 2 ,. zu eac en, aus we c en e _""u agerrealOnen 

K = qb _ Ph _ .iW, 
2 2 b b' 

folgen. 

L_ qb -,-Ph_Jl, 
- 2 . 2b . b ' 

III. Xäherungslösungen für einige wichtige dynamische 
Beanspruchungen gerader Stäbe. 

1. Freie Transyersal- und Torsionsschwingungen eines geraden Stabes. 
a) Transversalschwingungen. Wenn ein irgendwie gelagerter Stab durch 

eine stoßartig wirkende Kraft auf gerade Biegung und Schub beansprucht 
wird, so gerät er hauptsächlich in freie Transversal oder Querschwingungen, 
die dadurch charakterisiert werden können, daß die parallel zur Stoßrichtung 
genommenen Abstände der Punkte der schwingenden Stabachse von einer 
mittleren Gleichgewichtslage derselben mit der Zeit veränderlich sind. Die Schwin
gungen werden als freie oder Eigenschwingungen bezeichnet, weil sie nicht durch 
eine von außen her auf den Stab "'irkende periodische Kraft erzwungen werden, 
sondern nach Aufhören der Stoß wirkung unabhängig von äußeren angreifenden 
Kräften, d. h. frei erfolgen (Seite 208). Wenn die Schwingung der Stabachse 
in der xz-Ebene erfolgt (x-Achse mit der Stabachse, z-Achse mit einer zentralen 
Trägheitshauptachse einer der beiden Endquerschnitte des Stabes zusammen
fallend) und die z-Richtung die Stoß richtung war, so können die elastokinetischen 
Grundgleichungen (90 b) auf Seite 200 näherungsweise in der Form 

0= 8Xx + 8X, und 82w 8Zx 

8x 8z ft 7fi2 = ay (a) 

angesetzt werden, worin ft die Dichtigkeit, 10 die Verschiebungskomponente 
parallel zur z-Achse, ferner Xx die Biegungsspannungen und X z = Zx die Schub
spannungen parallel zur Schwingungsebene bedeuten. Bei Ansatz dieser Gleichun
gen wurde angenommen, daß sich Wirkungen der Hysterese, des äußeren Luft
widerstandes und der inneren Reibung, denen zufolge die aufeinanderfolgenden 
größten Schwingungsausschläge in der Zeit kleiner werden und schließlich auf 
Null abklingen, im Gegensatz zur Erfahrung nicht zeigen, daß ferner nur die 
Trägheitskräfte parallel zur z-Achse einen entscheidenden Einfluß besitzen und 
zusammen mit den auftretenden Reaktionen Spannungen Xx und X z = Z", 
hervorrufen, daß also die zweifellos auch vorhandenen Trägheitskräfte parallel 
zur y- bzw. x-Achse ebenso wie die Schubspannungen Y x und das Eigengewicht 
vernachlässigt werden dürfen. Die erste der Gleichungen (a) wird befriedigt, 

wenn Xx = ~:v z und ~~z = - Qz ;u (Seite 242) gesetzt wird. Die Biegungs-
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momente M Bv und die Querkräfte Qz sind nach dem oben Gesagten als eine Folge 
der zur z-Achse parallelen Trägheitskräfte und der ihnen entsprechenden Reak
tionen anzusehen. Multiplizieren wir die zweite der Gleichungen (a) mit dem 
Flächenelement d y dz und integrieren über die Querschnittsfläche F, so erhalten 
wir, wenn ~wir näherungsweise annehmen, daß die auf die Volumeneinheit be
zogene Trägheitskraft sieh mit y und z nicht ändert, 

ß2 W f)2z f ßZ. 
fl ß (2 F = fl ß (2 F = -8 x- d y d z . 

F 

In dem zweiten Ausdruck dieser Gleichung bedeutet z die Durchbiegung der 

StabachseF. Setzen wir für Z" den auf Seite 243 berechneten :Uittehyert Z, = Qi~Yb 
y 

ein, so ergibt sich 

f ßZXdYdZ= ~~.lf~clYdZ = ciQ,2fSubbclz 
ßx cix J y b iJxJy b 

F F F 

und da 

worin F1 die Fläche vorstellt, dessen statisches Moment mit Bezug auf die 
y-Aehse SYb ist, so gilt 

Ih) 

Nun lautet bei Nichtbeachtung der Schubspannungen Z", die Differentialgleichung 

1 1 t · 1 L" . b' Z' ß2 Z JIBu d b (er e as ISC Jen ll1Ie zu eIner estImmten elt ß x2 = - E J ' woraus, a e-
u 

k 1· h ß~JIBY Q 1 ß2 1llBy ßQ,. 
annt IC ßx = z a so ~ = 7iX ISt, 

folgt. Führen wir für J Y den Wert Fe; ein mit ey als Trägheitsradius der Quer
schnittsfläche bezogen auf die y-Achse, so können wir die letzte Gleichung nach 

Division durch fl F und wenn K2 = E gesetzt wird in der Form 
fk 

(180) 

schreiben. Diese partielle Differentialgleichung ist die übliche Ausgangsgleichung 
für die Transversalschwingungen eines Stabes und dient zur Bestimmung yon 
z als Funktion von x und der Zeit t. Zu ihrer Lösung wird ähnlich ~wie bei der 
Lösung der Differentialgleichung (96), welche die Längsschwingungen eines 
Stabes bestimmt (Seite 208) zunächst z = r(t)s(x) angenommen mit rund s 
als Funktionen yon t bzw. x. Setzen wir diese ~Werte in die Differentialglei
chung (180) ein, so erhalten wir die gewöhnliche Differentialgleichung 

. d2 r (t) (.) + K2 2 () d's (x) = 0 
dt2 S :1 Qy r t dx4 , 

26* 
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die man in die Differentialgleichungen 

d2;t~t) = _ K2 ;.2 r (t) (181a) 

mit Ä2 = e~ . d4 s (x) und 
sex) dx4 

1 d 2 r(t) 1 
- s (X) e~ K2' ~';10 = ~,4 S (x) (181 b) 

mit v4 = ;.: trennen kann. Die Differentialgleichung (181a) gibt, Wie bereits 
eq 

wiederholt angewendet, die Lösung 

r(t) = A sin (J. Kt) + Bcos (I. Kt) (c) 

mit A und B als Integrationskonstanten. Die lineare Differentialgleichung (180b) 
führt auf die charakteristische Gleichung p4 - 1'4 = 0 mit p als Unbekannter, 
die die Lösungen Pl,2 = -'- v und P3,4 = ....,.... i v besitzt. Infolgedessen ist die 
Lösung von (181 b) durch s (x) = 0 1 e'X + D 1 e-" x + E l Ei)' x + F l e- i )'X mit 
0, D, E, F als Integrationskonstanten darstellbar, für die bei Übergang auf den 
hyperbolischen Sinus und Kosinus bzw. den Kreis-Sinus und -Kosinus auf Grund 
der bekannten Idenditäten 

e"I.r: _ e- 1'X • 

2 = slllh (v x) . 

und 
eil'oe _ e- iJ ·.1; 

- = sin V;l', 
2 

auch 

e"X+ e-J'·r 

2 = cosh(vx) 

eil'X -!...- e- il' X 

--'2-- = COSVX 

S(;l;) = Osinh(vx) + Dcosh(vx) + Esin(Jlx) + Fcos(vx) (cl) 

mit den neuen Konstanten C, D, E, F geschrieben werden kann. Es ist somit 

z = r(t)s(x) = [A sin (II.Kt) + Bcos (ÄKt)][Osinh (Jlx) --L Dcosh (vx) 1 
+ E sin (vx) + Fcos (v x)] r 

(e) 

eine partikulare Lösung der Differentialgleichung (180). Der als Parameter ein
geführte Wert JI und die Konstanten müssen aus den Auflagerbedingungen bzw. 
den Anfangsbedingungen für die Zeit t = 0 bestimmbar sein. Nehmen wir an, 
daß der Stab als horizontal liegender Balkenträger ausgebildet ist, so müssen 
für X = 0 und x = l die Biegungsmomente und daher zufolge der Gleichung der 

elastischen Linie ;~, ferner die Schwingungsordinaten für jede Zeit t verschwin

den. Es gelten daher die Bedingungen 

o = s (0) = D + F, 

aa2~ I = C v2 sinh (vx) + D v2 cosh (vx) - E v2 sin (vx) - Fv2 cos (vx), = 0, 
x "'~O !"'~O 

d. h. 0 = D - F, woraus D = F = 0 folgt und 

O=s(l)=Csinh(vl)+Esin(vl) (f) bzw. O=Csinh(vl)-Esin(vl). (g) 

Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich, wenn 0 und E nicht auch ver
schwinden sollen, die zur Bestimmung des Parameters v dienende Beziehung 
Isinh(vl), Sin(V1)! 
I . . = O. Es muß also sinh(vl) sin (vl) = 0 sein, was zur Folge 
smh ('111), - sm (v 1) 

h d ß d P d · W 7l: 2n 3n nn h ß at, a er arameter v ie erte v = T' -,-, -,-' . -z- anne men mu . 
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Durch ::-lllll1llwtioll dcl' heidtnl Uleiehungen (f) und (g) erhalten wir 0 =, 2 C sinh (l'Z) 
woraus sieh C =, 0 ergibt. Wir können (lahm' jetzt lLllgemeiner als oben schreiben 

(h) 

worin naUe gam:en positiven Werte annehmen IGLnn lind E n eine dem Werte n 
zugeordnete Kom:t:lIlte bedelltet. Durch (h) sind unendlich viele Funktionen Sn (.c) 
festgelegt, dellen unendlich viele partikulare Lösungen von Zn 

n = I, 2, ... (182) 

zugeordnet sind. Der gefundene Ausdruck für Zn wird noch etwas einfacher, 
wenn wir An == H n co,; f{Jn und B n = H,; sin f{Jn mit H n und f{Jn als neuen Kon
stanten setzen, wodurch wir 

. 1 K C'· nnx 
Zil = Sill (Fe" t + (Pu) "Sln - r-' n = 1,2, ... (182a) 

mit Cn als konstanter (iröße erhalten. 

'T (1/:7)2V-E 
l'n E = (Jy \ -Z -;; ( i) 

bestimmt für die verschiedenen Werte von n die Eigen- oder Normalschwin
gungen des Balkens mit der aus AnKTn = 2 n folgenden Schwingungsdauer 

2n 2 l2dli 
T n = jnK = -;(2 n ' Qu V }iJ' (k) 

die sOImch mit dem Q,uadrate der Länge des Balkens und der Wurzel aus der 
Massendichtigkeit wiiehst und um so kleiner wird, je größer unter sonst gleichen 
Umständen der Trägheitsrrulius bzw. die Wurzel aus dem Elastizitätsmodulus 
wird. Lange (liinne Stäbe haben !-lonach eine große, kurze (lieke Stäbe eine 
kleine Sch willgungsdauer unter sonst gleichen Umständen. Die Eigenschwingungs-

zahl ßn= ~, die die Anzahl der Schwingungen in der Zeiteinheit bestimmt, 
Tl! 

ergibt sich mit 

_ !_~:~ /E 
ß n - 2 l" (}y ~ !t (1) 

(Seite 209). Die nte Eigenschwingung hat n + I Knotenpunkte, in welchen die 
Schwingnngsordinate Zn zu jeder Zeit t verschwindet. In Abb. 179 sind die 
Stabformen zur Zeit t c= 0 für n = 1, n = 2, n = 3 dargestellt, entsprechend 

1 ( '1' h 'K' nnx . K C'· b . K' '1 (er T elC ung zn = n SIll -l- !lut n = n Sln f{Jn, WO el n elnstWeI en un-

bestimmt bleibt (siehe Punkt 2, S. 413). Die Schwingung für n = L heißt Grund-
sch wingung, die Schwingungen für n > I wer- l/J 1/3 lIJ 

den ltlS Nehem;ehwingungen bezeichnet. Das all- I '~'.J ..... • 

gemeine Integral der Differentialgleichung (180) I~ - n? 

ergibt ,.;ich wieder wie bei den Liingsschwingun- , =-: 
gen eines Stabes [Gleichung (98) Seite 210] als I 2 n": 
Übereinanderlagerung der unendlich vielen, den I 

Eigenschwingungen des Stabes entsprechenden Abb.179. 

partikulären Integrale. 
b) Torsionsschwingungen. Wenn ein gerader einseitig eingespannter Stab von 

der Länge l z. B. durch ein an seinem freien Ende plötzlich wirkendes Drillungs
moment beansprucht wird, so gerät er in Drillungs- oder Torsionsschwingungen 
I1lll seine LängsachHe, die wieder als freie bezeichnet werden, weil sie nicht durch 
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eine periodisch von außen her wirkende Kraft erzwungen werden. Wir nehmen 
der Einfachheit halber an, daß der Stab kreisförmigen Querschnitt besitztl. 
Zur Differentialgleichung für die Drillungsschwingungen gelangt man durch 
Anwendung des d'Alembertschen Prinzipes auf ein Volumenelement des Stabes, 
das nach Abb. 180 in der Entfernung e von der Stabachse x aus demselben 
herausgeschnitten ist. Die im Schwerpunkt So des Volumenelementes angreifende 

Trägheitskraft ist A = - f1 e d rp d e d:c' e ~;~ mit f1 als Massendichtigkeit 

e drp de dx als Rauminhalt des Elementes und e ,~;"l ab Verschichungsbeschleu

nigung in der Richtung normal zum Radius e, wenn 1p den Verdrehungswinkel 
in der Entfernung x vom festen Stabende, wo 1p = 0 ist, bedeuten (Seite 237). 
Das d'Alembertsche Prinzip angewendet normal Zlll' Richtung des Radius g 

OT ~1p 
besagt'iFx' d x e d rp d (! - f1 e d rp d e d x e 'iW' = 0 

mit Tals Schubspmmung normal zum Radius e. 
Nachdem T = Ge ,~-~- ist, nimmt diese Gleichung 

nach Abkürzung dlll'ch C2 d:r drp cl C die Form 

021p _ K2 02'IjJ ) 
-Ot2' - Ox2 (18a 

dz mit K2 = Q. an. Diese Differentialgleichung stimmt 
{t 

Abb.180. formal mit der Gleichung (96) auf Seite 208 für 
die Liingsschwingungen eines einseitig einge

spannten Stabes üherein. In allen aus dieser Gleichung gezogenen Folgerungen 
treten an Stelle der Längsverschiebungen u und deR Elastizitätsmodulus E jetzt 
die Verdrehungswinkel1p und der Schubmodul G. Insbm10ndere ist eine Drillungs
eigenschwingung von der Ordnung n durch 

[ . nnK nnK l . nnx 
111 = A Sln -- t + B cos -" - tJ' SIll'--' 
Tn n 2l n 21 21 ' n = l,a,5, ... (184) 

b · . d S h . d 41 d d v nnK estlmmt, mit er c wmgungs auer Ln = nK un er ~requenz Yn = ~. 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (18a) ist nach Art der Glei
chung (98) auf Seite 210 aufzustellen. Nehmen wir 11n, der Stab werde durch 
ein an seinem freien Ende wirkendeR statisches Drillungsmoment MD verdreht, 
das hierauf, d. i. zur Zeit t = 0 plötzlich abgebmcht wird. Der Anfangs-

zustand ist dan!l für einen beliebigen Querschnitt x durch f(x) = 1plt~o= :;;:1: 
und g(x) = ~o'lf!.l = 0 charakterisiert. Infolgedessen wird nach den Gleichun-

t i t ~ 0 

gen (98a) auf Seite 210 An = 0 und 
I 

2 MD f . n 17. x 2 MD 4Z2 • nn 
B n = -I . G'-J' x Sin -2-Z" , dx = ZG"J- "., '2' sln -i)- , 

p , p u"n ~ 
n = 1, a, 5, ... 

() 

womit als allgemeine Lösung der Differentialgleichung (183) 

~ 8MD I . 11,17. unKt. nnx 
1p = .::;:.; GJpn2nZ-Slll 2'cos-"2lSill 21 ' 

1 

n = 1, a, 5 .... (185) 

1 Drillungsschwingungen von Stäben mit rechteckigem und elliptischem Querschnitt 
haben A. Schulze in den Ann. Physik 13 (1904-) und F. H. van den Dungen: Cours de 
Technique des vibrations, Bd. 1, Brüssel 1926. untersucht. 
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folgt. Der Grundschwingung für n = 1, der unter allen Eigenschwingungen der 
größte Verdrehungswinkel des Stabes zukommt, entspricht die Lösung 

(185a) 

2. Xäherungstheorien für den Längs- und Querstoß von geraden 
Stäben. 

a) Längsstoß auf einen einseitig fest eingespannten Stab. Auf S. 211ff. wurde 
die Wellentheorie des Längsstoßes eines einseitig eingespannten geraden Stabes 
entwickelt und bereits auf Näherungstheorien hingewiesen, die wir nunmehr 
behandeln wollen. Vom praktischen Gesichtspunkte aus gesehen, sind dieselben 
mehr oder weniger gut brauchbar. 

Der Stab sei, wie in Abb. 84, Seite 211 dargestellt, einseitig fest eingespannt, 
besitze die Länge l, eine Querschnittsfläche F, die }Iassendichtigkeit [I, ferner sei 

m = ;, das Verhältnis des Gewichtes Q eines mit der Geschwindigkeit v zur Zeit 

t c_~ 0 auf den Stab in dessen Längsrichtung stoßenden Körpers zu dem Ge,ücht P 
des Stabes. Die für diesen und auch für sehr ,-ieie andere Fälle der Technik zu
grunde gelegten Näherungstheorien wie sie unter anderen von Yonng, Cox, 
De Saint Venant (L) aufgestellt wurden, gehen in der H,egel von Energie
betrachtungen aus, unter Hinzufügung bestimmter Annahmen und Vernach
lässigungen. Nennen ,,-ir die kinetische Energie, welche die stoßende }lasse 

Z . 0 b' J1v2 T 1 h h d P' . 1 Eil zur eit t = esItzt, ~ = 2' so Jeste t nac em nnzi p (er r la tung 

der Energie, ·wenn nur mechanische Energien in Betracht gezogen werden und 
Verluste ausgeschlossen sein sollen, die Beziehung 

T 2 =T1 +B, (a) 
worin Tl die kinetische, B die potentielle Energie des Stabes vorstellen. Letztere 
zeigt sich in einer Aufspeicherung von Formänderungsarbeit. Hat der Stab 
die größte Deformation in der Richtung des Stoßes erreicht, so wird danach die 
kinetische Energie Tl = 0, und T 2 hat sich vollkommen in Formänderungs
arbeit umgesetzt. Das Vorstehende wäre, von im Stabe auch entstehenden 
Wellenbewegungen und anderen Verlusten, wie z. B. Übergang von Energie 
in den den Stab stützenden Körper usw. abgesehen (Seite 205ff.), richtig, wenn 
der Stoß ein vollkommen elastischer ist. Lm aber einen Anhaltspunkt für die 
Berechnung der Geschwindigkeitsverhältnisse des gestoßenen Stabes nach dem 
Stoß bekommen zu können, nehmen wir näherungsweise den Stoß als vollkommen 
unelastisch an, und dann entsteht bekanntlich ein Energieverlust, der um so 
größer ist, je mehr sich die }Iasse des gestoßenen Körpers ihrer Größe nach jener 
der stoßenden annähert oder vielleicht sogar übertrifft. Nennen wir den Energie
verlust t1 , so muß sonach dann, wenn die größte Zusammendrückung des Stabes 
erreicht wird, die Gleichung .11 r2 

B + t1 = T 2 = ~ (b) 

bestehen. Würden wir die }Iasse des Stabes vollkommen gegenüber der }Iasse 
des stoßenden Körpers vernachlässigen, so entfiele auch der Energieverlust t 1 • 

Zur Bestimmung der Größe von B nehmen wir an, daß im Stabe Druckspannungen 
entstehen, die sich gleichförmig über die ganze Stablänge verteilen und von 
Null aus bis zu einem Endwerte anwachsen, wie es im Falle einer statischen 
Druckbeanspruchung zutreffen würde. Die Deformationsarbeit ist dann 

B ( aU\2 EFl 't au I . I \T k dEI EI t' ·t·· = a x) --2 ml a x a s mitt ere erzerrungs "omponerlte tm 'a s as IZlats-
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modul. Für den Energieverlust t1 brauchten wir die Geschwindigkeitsverhältnisse 
des gestoßenen Stabes unmittelbar nach dem Stoß. Wir machen diesbezüglich 
die Annahme (siehe auch weiter unten), daß nach dem Stoße das Stabende 
die Geschwindigkeit v übernommen hat und in dem übrigen Teile des Stabes 
die Geschwindigkeiten den dort auftretenden Verschiebungen, also den Ent
fernungen vom unfreien Stabende proportional sind. Es wird demzufolge der 

v(Z- x) vx' 
Ansatz v: Va: = l: (l - x) gemacht, woraus L"", = -Z-- = -Z- folgt. Die Ge-

schwindigkeit fällt danach geradlinig vom gestoßenen Ende des Stabes bis 
auf Null am unfreien Stabende ab, und es wird 

I I 

J Fd ' v~ JftFV2 '2d' pFv2 Z t1 = ,U x "2 = --21,2- x x = -6-
o 0 

mit ,u F d x' als Inhalt eines Stabteilchens von der Höhe d x'. t1 entspricht darnach 
der lebendigen Kraft einer mit der Geschwindigkeit v begabten Masse, die gleich 
ein Drittel der Masse des Stabes ist. Man nennt sie in der Stoßtheorie auch die 
reduzierte Masse des Stabes aus Gründen, die sich weiter unten ergeben werden. 
Mit diesen Voraussetzungen wird die Gleichung (b) 

( dU\2 EFZ ttFv2 Z _ ~"lIv2 (c) 
dX) -2 + -6- - -2-

woraus sich ~~ und damit die zugeordnete Druckspannung, sowie die Verschie

bung des gestoßenen Stabendes berechnen lassen. Man findet zunächst 

(186) 

mit g als Schwerebeschleunigung, woraus, wenn man bedenkt, daß P = flF 19 

und daher F 1 = ~, bei Einführung yon li!. = K2 mit KaIs Fortpflanzungsge-
ftg ft 

schwindigkeit elastischer Wellen im Stabe (Seite 211) 

dU _ v VQ 1 _ v V3 m - 1 ax - K P - 3 - K --3-

erhalten wird. Aus (186a) folgt die größte Verschiebung am 

_ I' 1/3m-l 
U z - K Zr --3-

und als Druckspannung 

(186a) 

Stab ende mit 

(186b) 

(186c) 

Vernachlässigt man die Masse des Stabes in dem Sinne, daß man ihr nach dem 
Stoß nahezu keine kinetische Energie zuschreibt, was nur zulässig wäre, wenn 
sie im Verhältnis zur Masse des stoßenden Körpers klein wäre, so entfällt in 
Gleichung (c) das zweite Glied auf der linken Seite und wir erhalten unter sonst 
gleichen Voraussetzungen wie oben 

(i)u)2EFZ=~~V2 (c') 
ax/ 2 2 g 

als Bestimmungsgleichung für ~:' aus der 

au l/-Q- v l

ax = v r EFlg = K l'm (187) 
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folgt. In dem negativen Zusatzglied unter der Wurzel in (186a) kommt zum 
Ausdruck, daß ein Teil der dem Stab zugeführten kinetischen Energie nicht in 
Formänderungsenergie umgewandelt wird, sondern für dieselbe verlorengeht. 
Zur Gleichung (186a) können wir auch durch eine für praktische Zwecke sehr 
brauchbare Vorstellung kommen. Wenn nämlich zwei freie Massen m1 und m 2 , 

die vor ihrem geraden Zusammenstoß (7.. B. zwei Kugeln, die sich in einer Geraden 
gegeneinander bewegen) die Geschwindigkeiten t'r und V 2 besitzen, so haben sie 
nach dem Stoß, vorausgesetzt, daß derselbe vollkommen unelastisch erfolgt, die 
gleichen Geschwindigkeiten, welche der durch den Stoß (innere Kraft) nicht 
abgeänderten Geschwindigkeiten V s des Schwerpunktes beider }Iassen gleich
kommt. Es folgt das aus dem Impulssatz (c) bzw. (c') auf Seite 203ff. im Verein 
mit der Definition des Schwerpunktes und daraus, daß beim unelastischen Stoß 
sich die Geschwindigkeiten in der Stoßnormalen ~'r und t'2 zur gemeinsamen 
Geschwindigkeit deR Schwerpunktes beider }Iassen ausgleichen (die Stoß ziffer 
ist in diesem Fall gleich Xull). ,\nalytisch drückt man das durch die Beziehung 

( ()() 

au;;. In unserem Falle, wo eine }Iasse auf einen elastischen Stab auftrifft, kann 
naturgemäß etwas Derartiges nicht eintreten, es haben ja yerschiedene Punkte 
des Stabes nach dem Stoß verschiedene Geschwindigkeiten. Wir können aber 
den unelastischen Stoß der beiden oben betrachteten freien }Iassen bildhaft bei 
Aufstellung einer Näherungstheorie zur Anwendung bringen. Setzt man in der 

Beziehung (()() In l = ;, ~'r = v und 111 2 = -:g' 1'2 = 0, wobei m z die oben erwähnte 

reduzierte }Iasse des Stabes bedeutet, so erhalten wir .!l. ~' = (.!l. + 3P I t's und 
g \ g g / 

daraus /'s = Q - ~p' Die lebendige Kraft einer Masse (_CL + : ), die mit der 
Q-,---g g 

3 
Geschwindigkeit /'s begabt ist, berechnet sich sonach mit 

r ( Q P \ 1., /.2 1 0 1'2 

T = 'g + 3g) }- Q- ( . P \ 2 = 2 g Q" -, ~F . 
\(J+3) <1+ 3 

(ß) 

}Ian sieht, daß T um so mehr dem 'Verte ~~", cl. i. der lebendigen Kraft des 

stoßenden Körpers vor dem Stoß gleich kommt, je mehr P gegenüber Q ,Ter_ 
schwindend ist. Der Energieverlust beim Stoß ergibt sieh mit 

Q v2 1 Q2 1'2 1,2 P 
g' 2 - '2g'--j-' = 6g ,---- p . (y) 

Q -+.- l--l--~ 
. 3 . 3 Q 

Diesel' Ausdruck stimmt mit dem in Gleichung (c) eingeführten Energieverlust 
um so mehr überein, je größer Q im Vergleich zu P ist. Gehen wir mit dem Werte (y) 
in die Gleichung (b), bei gleichzeitigem Ersatz von B durch den oben berechneten 

vVert, und berechnen~~, so ergibt sieh 

Q2 . v ! Q- 1 
'(--F\-= K 1 P - -3-' 

Q 73/ P 
(0) 

was wir bereits oben erhalten haben. Auf den Ausdruck (6) für die Verzerrung 
wären wir auch, wie man sich leicht überzeugt, gekommen, wenn wir v2 aus der 



410 Näherungstheorien zur Berechnung gerader Stäbe. 

Näherungsgleichung (c') auf der linken Seite der Näherungsgleichung (c) ein

geführt und dann aus dieser :: berechnet hätten. Man kann also den Stoß einer 

mit einer Geschwindigkeit v auf einen elastischen Stab in dessen Längsrichtung 
stoßenden Masse unter dem Bilde des geraden unelastischen Stoßes zweier 
Massen betrachten, von denen die eine der Masse des stoßenden Körpers, die 
andere ein Drittel der Masse des gestoßenen Stabes mit den beziehungsweisen 
Geschwindigkeiten l' und 0 vor dem Stoße ist, hierauf die kinetische Energie 
des aus beiden Maßen gebildeten Systemes nach dem Stoße berechnen, und 
zwar auf Grund der Annahmen der elementaren Stoßtheorie, und schließlich 
fordern, daß diese kinetische Theorie vollkommen in Formänderungsarbeit 
umgewandelt wird. Der tiefere Sinn dieses Vorganges ist der, daß infolge des 
beim unelastischen Stoße auftretenden Energieverlustes ein kleinerer Wert als 

M2v in Deformationsarbeit des Stabes umgesetzt wird, als dann, wenn dieser 

Energieverlust nicht vorhanden ist. Im letzteren Falle würde die Gleichung (187) 

als Grundlage der Berechnung von :: dienen können. 

Die Beziehung zwischen der dynamischen größten Verkürzung des Stabes 

am gestoßenen Ende und der statischen Verkürzung %~, die eintreten würde, 

wenn das Gewicht Q nicht stoßartig, sondern unendlich langsam anwachsend, also 
statisch wirken würde, kann gefunden werden, indem man den Energiesatz (93) 
auf Seite 201 auf das Zeitintervall, beginnend bei Einsatz des Stoßes und endigend 
mit der Zeit, in der U! am gestoßenen Stabende ihren größten Wert erlangt 
hat, anwendet. Es wird dann bei Festhaltung der Annahme eines unelastischen 
Stoßes B - T = QU1 (Seite 207). In dieser Gleichung ist T die lebendige Kraft, 
die nach Abzug des Energieverlustes auf den gestoßenen Körper übertragen 

p 
Q +--

wird. Für dieselbe können wir mit __ 3_ als Masse und v = v. = Q ~ 
g Q+-

3 
als Geschwindigkeit den oben gefundenen Ausdruck (ß) setzen. Wir erhalten somit 

(~1)2E:l_~':'( Q2 p )=QU1' 
\ " Q +3 

(d) 

Führen wir % ~ = u( (woraus EF = ~!l folgt) als die der Kraft Q zugeordnete 
2 

statische Verschiebung ein, so erhalten wir aus (d), nachdem ; g = h mit hals 

Fallhöhe der Masse !{ die umgeformte Gleichung 
g 

2 - 2 QhUI 
u! - 2 U 1 U 1 - --p- = 0 , 

Q+3 
(d') 

deren brauchbare Lösung für u 1 

11, = tl + 1./-2 +- 2hü! I I Uz --p-

, 1+ 2Q 

(188) 

wird. Ist das stoßende Gewicht Q groß gegenüber dem Gewicht des Stabes P, 
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so können wir annehmen, daß sich die gesamte lebendige Kraft der stoßenden 
Masse in Formänderungsarbeit umsetzt, und wir erhalten dann aus (188) 

----

u l = u t + li ur + 2hut. 

Wird das Gewicht Q ohne lebendige Kraft plötzlich auf den Stab aufgelegt, 
so ist h = 0, und es ergibt sich u l = 2 ut (Seite 205ff.). 

b) Querstoß auf einen auf zwei Stützen gelagerten Stab. Das Gewicht Q 
treffe auf die Mitte des Stabes von der Länge l aus einer Höhe h mit der Geschwin
digkeit v derartig, daß stoßartig gerade Durchbiegungen in der xz-Ebene ent
stehen (Koordinatensystem wie in Abb. 108, Seite 252), die mit der Zeit ver
änderlich sind. Der Gedankengang der Näherungslösung entspricht völlig dem 
unter A für den Längsstoß angegebenen. Wir wenden die Energiegleichung (93) 
auf Seite 201 auf die Zeit an, die zwischen Beginn des Stoßes (der bildlich mit 
dem Ende des Stoßes zweier vollkommen unelastischer Körper zusammenfällt) 
und dem Zeitpunkte, wo der infolge des Stoßes größte Ausschlag erreicht wird, 
verfließt. Wir haben sonach wieder 

B - T = Qf (e) 
mit f als größte dynamische Durchbiegung unter der Last Q zu tletzen. Zur Be
stimmung der potentiellen Energie B wird die Annahme gemacht, daß die Durch
biegungskurve, welche die Stabachse bei ihrer Deformation einnimmt, für eine 
dynamische Beanspruchung so wie für eine statische Beanspruchung bestimmt 
werden kann. -Wie die Schwingungstheorie lehrt, ist dies nicht genau zutreffend. 
Wenn die Last Q statisch wirken würde, soll ihr die größte Durchbiegung f unter 

der Last zukommen. Daher ist zur Durchbiegung 1 die Last ~ und zur Durch-
! 

biegung z die Last ~ z erforderlich. Die Arbeit auf dem Wege d z wird demnach 
f 

~ z dz und die gesa~te Arbeit bei dynamischer Wirkung der Last Q daher 
t 

t 

.f~ZdZ=~-Qr. (f) 
o 

Diese Arbeit ist gleich der potentiellen Energie B des Stabes bei größtem Aus
schlag und dynamischer Wirkung der Last Q. Zur Bestimmung der lebendigen 
Kraft T am Ende des Stoßes zweier vollkommen unelastischer Körper (stoßen
der Körper und Stab mit reduzierter Masse) brauchen wir die Geschwindigkeits
verhältnisse im Stabe nach dem Stoß. Wir können so wie unter a) 

(g) 

setzen, worin V s die gemeinsame Geschwindigkeit von stoßender Masse und einer 
zu suchenden, die ::\Iasse des Stabes ersetzenden reduzierten Masse m 2 , die an 
der Stelle zu denken ist, wo sich der Stoß abspielt, bedeuten. Letztere soll den 
ganzen Stab ersetzen und mit der Masse jJ;1 zum unelastischen Stoß kommen. 
Die Massen m 2 und 111 haben vor dem Stoße beziehungsweise die Geschwindigkei
ten 0 und v. Die Geschwindigkeit t·s -wird wieder aus der elementaren Stoßtheorie 

mit Vs = Q Q ,v gefolgert. Die lebendige Kraft T wird daher 
I m2g 

(gi) 
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wenn wieder P das Gewicht des Balkens, und c eine Reduktionszahl bedeutet. 
Um letztere zu bestimmen, wird ähnlich wie unter a), die Annahme gemacht, 
daß die Geschwindigkeiten nach dem Stoß der Stabelemente yon der Länge d x, in 
die wir uns den Stab normal zur Achse geteilt denken können, zu einer bestimmten 
Zeit proportional den zugehörigen Verschiebungen der Stabachse sind, oder mit 

zv 
anderen Worten es soll t·: l's = z: I, d. h. 1,' = t bestehen. Es wird dann die 

I 
2 

kinetische Energie Tl des Balkens nach dem Stoß 2 f f-l F d x z~ ;: mit ,u als Massen-
o 

dichtigkeit und F als Querschnittsfläche des Ba1kens. Wenn wir das Verhältnis 
der Durchbiegung z an einer beliebigen Stelle des Balkens zur größten Durch
biegung 7 in der :Mitte bei statischer Beanspruchung kennen, so soll nach einer 
oben gemachten Bemerkung dieses Verhältnis auch bei einer dynamischen 
Beanspruchung gegeben sein. Nach Gleichung (f) auf Seite 254 wird für statische 
Beanspruchung durch eine Last Q 

- _ Q x 3 12 .2) 1- _ Q [3 z _ X 312 2 
Z - 48 E J ( - 4 x und - 48 E J' daher -/ - 13 ( - 4 x ) . 

y y 

Mit diesem Wert wird die kinetische Energie des Stabes nach dem Stoß 
I 
2 

T _rtFf 22312 4 .2)2d·_ flFl 17ti _ P 17.2 (h) 
I - 7F VB X ( - x x - ~. 35 - 2 g • 35 v• ' 

o 
P 17 vi 

da ,uF1g = P. ~Ian sieht., daß 1n2 = g' 35 sein muß, da Tl auch gleich 1n22 

ist, der Zahlenwert c ist sonach !~. Die Energiegleichung (e) lautet nach Ein-
1 /2 v2 Q . v2 

setzenderWerteBundT'2 Q -=-- P =QI, dIe, wenn 2 =h, d.h. 
f 2g(I+C'Q) g 

der Fallhöhe des Gewichtes Q gleichgesetzt wird, auf Null gebracht, die Form 

(189) 

annimmt. Daraus ergibt sich 

1=1+1/12+ l:h!P' 
I Q 

(190) 

Man bemerkt, daß die Lösung (190), welche den Zusammenhang zwischen dyna
mischer und statischer Durchbiegung bei gleich großer Kraft Q angibt, völlig 
analog jener oben für den Längsstoß eines Stabes gefundenen ist. In ihr wurde 
der Wert c, der oben ausgerechnet wurde, nicht eingesetzt, um ihre Anwendung 

für andere Auftreffstellen der Masse !l. auf den Stab als die Mitte offen zu lassen, 
g 

für die die Formel ebenfalls gültig ist. Die Berechnung des Wertes c wird jedesmal 
nach dem oben angegebenen Richtung gebenden Beispiel vorgenommen. Wenn 
die Masse des Stabes klein gegenüber dem auffallenden Gewicht ist, geht (190) in 

(190a) 
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über. Für ein plötzlich ohne lebendige Kraft auf den Stab gelegtes Gewicht 
nimmt sie die besondere Form 

f = '2 f (190b) 
an (Seite 205fL). 

D . I W d B' (JIB)max . Trr I kl . er maXlma e ert er legungsspannung O"max =-W-- mltr a semerem 

von den beiden Widerstandsmomenten des Stabes wird für den Stoß in Mitte des 

Stabeszufolgeder Differentialgleichung der elastischen Linie O"max = - ~2~. EI:" ix~l_' 
2 

b . f x (3 [0 4 2) wo el Z = [3 - - x , 

somit 

also I 
x =-:2 

17 
worm taus (190) mit c = 35 einzusetzen ist. 

24 i .r 
--Z-3-

12 t 
z=-T 

.r = 2-
Es wird 

(Hll) 

'Yir wollen noch cinen ,srenaueren. zuen,t von Ka ufma nn (L) eingeschlagenen 'Yeg 
zur Bestimmung der Durchbic,Qungen verfolgen. der unmittelbar an die auf Seite 402 ff. be
handelten Transversalschwingungen eines Balkens anknüpft. Diese Schwingungen, die 
durch ein auf die JliIitte eines beiderseits gestützten Balkens fallendes Gewicht ausgelöst 
gedacht werden, gehorchen für die n te Eigenschwingung dem durch Gleichung (l82a) auf 
Seite 405 ausgesprochenen Gesetz. in dem On und r" aus den _~nfangsbedingungen bestimmt 
werden müssen. "Vir nehmen die Zeit t = 0 für den Augenblick an, in dem eine Schwingung 
den größten _~usschlag erreicht hat, d. h. es muß 

co 
"'"',. . n:-rx 

Zmax = Li (n Slll r/! SI11-l- 11 = 1. 2 .... ( i) 

1 

sein. Da für den größten Ausschlag die Verschiebungsgeschwindigkeiten Kull sein müssen, 
so ist auch 

dz "-J C" K . n:-rx . 
~ t- =.L.; n I." cos 'Pn sln -z ~- = 0 
u t ~ 0 

1 

(k) 

zu erfüllen, wodurch bedingt wird, daß f{!n = ; ist. In der Schwingungslehre sagt man 

dann, die Phasenverschiebung f{!n ist für jede Teilschwingung gleich ; . Es bleibt sonach 

nur mehr die Bedingung (i). Multiplizieren wir dieselbe mit sin n 7 x d x und integrieren 

von 0 bis l, so erhalten wir [Gleichung (98a), Seite 210J 

I I 

f . nnx d c'f' 2nnxd 0 I 
Zmax sln 1- x = n Sln -z- ,x = n 2" 

o 0 
und 

I 

,2f .nxn 
C n = T Zmax slJl-- , - d:r . ( 1) 

u 

Zur Auswertung von On bedürfen wir des maximalen 'Yertes von Zmax als Funktion von x. 
Hierzu schließt Kaufmann näherungsweise wie folgt: Wird die Zeit 7: vom Augenblicke des 
Auf treffens der stoßenden Masse 111 auf den Balken gerechnet, so kann für die Bewegung 
dieser Masse nach dem Auftreffen und bevor der maximale Ausschlag erreicht wird, als 
Bewegungsgleichung 

(m) 



414 Näherungstheorien zur Berechnung gerader Stäbe. 

angesetzt werden, worin Cl die auf die Masse ~"tI wirkende Kraft ist, wenn z = 1 geworden 
ist und das negative Zeichen davon herrührt, daß die Bewegung der Masse verzögert ist. 
Das Integral dieser Differentialgleichung ist bekanntlich z = A sin ß. + B cos ß. mit A 

und B als Konstanten und ß2 = .i~r A und B bestimmen sich aus den Bedingungen, daß 

für. = 0, z = 0, woraus B = 0 folgt, und daß für. = 0, :: = v ist, woraus sich v = Aß, 

also A = ; ergibt. Es wird demnach z = ; sin /3 T und die größte Durchbiegung in der 

Mitte 

j = ~ = t· IjJl = l/? g h J~ 
ß ~ cx cx 

(n) 

mit h als Fallhöhe des Gewichtes Q = J,f g, und zwar für die Zeit .= ;~ = ~ V 1: . Eine 

in der :Mitte des Balkens aufgebrachte Last 1 bewirkt, wenn wir statische Verhältnisse ins 

Auge fassen und sie auf die Dynamik übertragen, dort eine Durchbiegung 48 ~ J . Cl ist 
• 

d h 1 . h 48 E J. 'T· Zmax x (3[2 O· h b d h a er g eIe ~-13~- zu setzen. ~,un Ist -j- = Ti - 4 X-) (SIe e 0 en), . . 

J/2ghJfl3 X (31" 0 x 0 • l/Qfh 
Zmax = '4S-liIJy • TJ . - - 4.1:-) = [2 (31- - 4 X") / 24 E J •. (0) 

Dieser Wert ist in die obige Bestimmungsgleichung (1) für On einzuführen, dabei aber zu 

bedenken, daß das Integral von 0 bis -} zu nehmen und dann zu verdoppeln ist, da Zmax 

nur für die eine Stabhälfte berechnet wurde. Durch Ausführung der Integration in (1) und 

bei Einführung von e = J / 6EQ ;'1 erhält man schließlich 

O cl -24· n n n n ( 2 2 12) -: 
n = -3 4----::! L' sm ----:,- - cos ----.,- n n + n n I • n ~ ~ _ J (p) 

Damit ist die Aufgabe der Bestimmungen der dynamischen Durchbiegungen für jede Zeit t 
und jeden Wert x zur Lösung gebracht. \Veitere diesbezügliche interessante Einzelheiten 
wolle der Leser in der oben zitierten Quelle einsehen. 

IV. Das allgemeine Dimensionierungsproblem und die 
zulässige Anstrengung unter statischen und dynamischen 

Verhältnissen. 

1. Allgemeine Grundlagen. Sonderfall des ebenen Spannungszustandes. 
Es liege ein Körper aus gegebenem, durchschnittlich als homogen und isotrop 

gedachtem Stoffe bestimmter Formgebung vor, der unter dem Einflusse eines ge
gebenen äußeren Kraftsystemes steht. Das Dimensionierungsproblem besteht dann 
darin, die Ausmaße dieses Körpers bei Festhaltung seiner Form derart zu be
stimmen, daß das äußere Kraftsystem mit Sicherheit getragen werden kann. 
Die Forderung der Sicherheit soll besagen, daß durch die Wahl der Ausmaße 
die Gewähr dafür besteht, daß in keinem Punkte des Körpers das Maß der An
strengung (Punkt 39 auf Seite 179ff.) einen für den betreffendem Stoff zulässigen 
Wert überschreitet. Dieser Wert muß jedenfalls so gewählt werden, daß er 
unterhalb jenes Wertes liegt, der der Elastizitätsgrenze des betreffenden Stoffes 
Punkt 33, Seite 153ff.) entspricht, damit nach Abbringen der Belastung die ihr 
zugeordneten Deformationen in jedem Punkte des Körpers wieder bis auf einen 
geduldeten Rest zurückgehen. Nun ist aber, wie wir bereits 'wissen, die Frage 
nach dem Maß der Anstrengung und damit im Zusammenhang die Frage, welche 
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Umstände die Erreichung der Elastizitätsgrenze bedingen, noch nicht restlos 
aufgeklärt. Es bleibt bei dem derzeitigen Stande der theoretischen und Er
fahrungsgrundlagen sonach nichts anderes übrig, als zwischen den verschiedenen 
Anschauungen über das Maß der Anstrengung die Wahl zu treffen und etwaige 
in besonderen Fällen sich einstellende Unstimmigkeiten mit der Erfahrung durch 
Einführung von praktischen Korrektionsziffern auszugleichen, die nach dem 
Vorschlage von Ba c h in manchen Fällen als Anstrengungsziffern bezeichnet 
werden und sogar auch für inhomogene und anisotrope Körper (Holz) üblich sind. 

Am meisten verbreitet ist derzeit die Annahme der De Saint Venantschen 
Anschauung über das ~Iaß der Anstrengung als Grundlage für die Dimensionie
rung nach welcher bei nicht wechselnder statischer Beanspruchung die 
größte positive oder die dem Zahlenwerte nach größte negative Hauptdehnung 
oder, was bei Voraussetzung der Gültigkeit des Hookeschen Gesetzes auf das 
gleiche hinauskommt, die größte positive oder die dem Zahlenwerte nach größte 
negative reduzierte Spannung (Seite 149) die Anstrengung mißt. Träfe diese 
Annahme vollständig zu, so ,yäre es notwendig a) die bei Beanspruchung auf 
Zug zugelassene Dehnung (ezlz u! bzw. die ihr proportionale zugelassene Zug
spannung (az)zuz, b) die bei Beanspruchung auf Druck zugelassene Quetschung 
(eD)zu! bzw. die ihr proportionale zugelassene Druckspannung (aD)zu! festzulegen. 
Für jede nicht lineare Beanspruchung müßte dann an der Zulässigkeitsgrenze 
die Forderung erhoben werden, daß 1. keine von den Haupt-Dehnungen (-Quet
schungen) bzw. reduzierten Spannungen die zugelassenen Dehnungen (Quet
,.;chungen) bzw. zugelassenen Spannungen bei Beanspruchung auf Zug oder 
Druck überschreitet, und daß 2. entweder die größte positive Hauptdehnung 
bzw. größte positive reduzierte Spannung gleich der zugelassenen Dehnung 
bzw. Spannung bei Beanspruchung auf Zug oder der Zahlenwert der absolut 
größten negativen Hauptdehnung bzw. der Zahlenwert der absolut größten 
negativen reduzierten Spannung gleich dem Zahlenwert der zugelassenen Quet
schung bzw. Spannung bei Beanspruchung auf Druck ist. Würde demnach ein 
Spannungszustand von der Art vorliegen, daß die reduzierten Spannungen 
81> 8 2 , 8 3 mit Bezug auf ihr Zeichen und ihre Größenverhältnisse den Voraus
setzungen 8 j > 0, 82< 0, 83 < ° und 1811> I 82 1 > I 83 1 genügen, und wäre 
der Stoff von einer solchen Beschaffenheit, daß (azl zur < I (aD)zuZ\' wie es z. B. 
für gegossene Metalle und Steine zutrifft, so befände sich der Spannungszustand 
an der Zulässigkeitsgrenze, wenn 8 1 = (81)zUl = (az)zut; es ist dann gewiß 
1 8 2 1 < I (aD)zuzl· Wäre für einen vorliegenden Stoff I (aDlzu! 1 < (O"ZlzUI (fehler
freies Holz in der Richtung der Fasern), so käme für die Zulässigkeitsgrenze 
des angenommenen Spannungszustandes entweder a) 8 2 = (82)zul = (aD)zu!> 
wobei 8 1 < (az)zul sein müßte, oder b) 8 1 = (81)zuz = (az)zul' wobei gleichzeitig 
1821 < I (aD)zull zu erfüllen wäre, in Betracht. Ob der Fall a) oder b) zutrifft, 
hängt natürlich von den besonderen Werten der reduzierten Spannungen 8 1 ,82 ,83 

ab. Schließlich könnte (a z)zul = (aD)zul sein, wie es für Flußeisen zutrifft. Für 
den oben angenommenen Spannungszustand müßte dann an der Zulässigkeits
grenze 81 = (81)zul = (O"z)zul sein, was schon 1821 < I (aD)zul I zur Folge hätte. 

Die Dimensionierungsaufgabe für einen Körper bestimmter Formgebung 
bestände dann darin, die größte positive bzw. die dem Zahlenwerte nach größte 
negative reduzierte Spannung im ganzen Bereiche des Körpers, d. i. 8 max bzw. 8 m1n 
als Funktion der äußeren Kräfte zu berechnen und dann die Dimensionierungs
gleichung 

oder 
(l92a) 

(192b) 
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anzusetzen, je nach den Zahlenwerten von Smax und 8m1n und dem besonderen 
Stoffe, der gerade vorliegt. Die Dimensionierungsgleichung enthält das äußere 
Kraftsystem, die für den betreffenden Stoff gegeben gedachte zulässige Be
anspruchung auf Zug oder Druck und die Dimensionen des Körpers. Versteht 
man unter gegebener Formgebung des Körpers auch das Gegebensein des Verhält
nisses der Dimensionen des Körpers, so kann aus der Dimensionierungsgleichung 
ein Ausmaß nach einer Dimension berechnet werden, wodurch dann auch die 
übrigen Ausmaße in den restlichen Dimensionen bestimmt sind. Bei geraden 
Stäben ist gewöhnlich die Längsdimension und die Form des Querschnittes (das 
Profil) gegeben, die Dimensionen des Querschnittes sind dann die gesuchten 
Größen, die Unbekannten der Dimensionierungsgleichung. Die Zahl der Dimen
sionierungsgleichungen von der Form (192a) bzw. (192b) ist gleich n, wenn 
wir uns den Körper aus n Teilen aufgebaut denken, von denen jeder eine be
stimmte Formgebung in dem angegebenen Sinne besitzt. 

Als Sonderfall wollen wir zunächst den ebenen Spannungszustand parallel 
zur xz-Ebene nach Abb. 6b, Seite 19, in der X y = Y" = X~ = Y~ = 0 gesetzt 
wird, betrachten, wie er zum Beispiel im Inneren eines auf gerade Biegung und 
Schub beanspruchten Balkens außerhalb der Nullstellen der Biegungsspannungen, 
d. i. der neutralen Ebene (Seite 238ff.) auftritt. Die Hauptspannungen 0"1' 0"3 ge
nügen zunächst dem Hookeschen Gesetze 

worin die reduzierten Spannungen durch 

( + ) _ ( 1 '" 8., = _ "I "". 'I 
_ In '3- \(13--;;;;0"1; 

X 1 !----
und die Hauptspannungen durch 0'1. 3 = ~2J = 2 1 X; + 4Z~ [Gleichung (36), 

auf Seite 69] bestimmt sind. Da die Hauptspannungen ungleich bezeichnet sind 
(0"1< 0, 0"3> 0), so ist 8 2 dem Zahlenwerte nach bestimmt kleiner als 1811 und 
8 3 , für die Dimensionierung kommen sonach nur 81 und 8 3 in Frage. Setzen 
wir die Hauptspannungen 0"1 und 0"3 in die Ausdrücke für die reduzierten Span
nungen 8 1 und 8 3 ein, so erhalten wir 

_ m - 1 In -;- 1 j-2----2 
81.3-2m X ,,+ 2ml'X" + 4Z", ... 81 <0, 8 3 >0. (193) 

Nehmen wir an, es sei X", positiv, dann ist 181 1 < 8 3 und die zu erfüllende 
Bedingung an der Zulässigkeitsgrenze nimmt, wenn für den betreffenden Stoff 
(O"z)"",1 > I (O"D)ZUli ist, die Form 

mit 

(8 ) - (m - 1 X + m...L 1 l/X2 2\ _ I 
3 zul- \-2-- '" -2-- r '" + 4Z"" - (O'Z)ZUI \ m m Izul 

I 8 ' _ , m -=:..2 _ In + 1 ,/ X2 + 4, Z2 
I I, - 2m 2m r '" '" 

oder die Form 
mit 

I 
(194) 

(194a) 

an. In ähnlicher Weise könnten wir die Bedingungen für die Zulässigkeitsgrenze 
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unter der Voraussetzung, daß (az)zul < I (aD)ZUll oder (az)zul = I (aD)zul I ist, an· 
setzen. 

Nehmen wir an, daß Xx = 900 kg/cm 2 Zx = 500 kg/cm 2 und m = 4, so wird 
8 3 = 1178,1 kg/cm2 und 8 1 = - 503,1 kg/cm 2• Wäre (Ciz)z"t = I (CiD)zut! = 900 kg/cm 2, so 
läge der angenommene Spannungszustand bereits über der Zulässigkeitsgrenze. 

Für den besonderen ebenen Spannungszustand der reinen Schubbeanspruchung 
parallel zur xz-Ebene werden die reduzierten Spannungen, da jetzt Xx = 0 ist, 

(195) 

Der Spannungszustand läge an der Zuliissigkeitsgrenze bei Annahme von 

(aZ)ZUl> '(aD)zUl , 
wenn 

(a) 

oder bei Annahme ,"on (aJzul <! (aD)zul , wenn 

(b) 

Bei Annahme ,"on (azlzul = I (aDlzul! fallen die Gleichungen (a) und (b) zusammen. 
Im Falle des Zutreffem; der Beziehung (a) würde, wenn rn = 4 gesetzt wird, 

(19;3a) 

gelten, trifft die Beziehung (b) zu, so wird für den gleichen \Yert ,"on rn die Be
dingung 

(195b) 

zu erfüllen sein. Man sieht, daß auf Grund der De Saint Venantschen Anschauung 
über das Maß der Anstrengung die zulässige Beanspruchung auf reinen Schub 
(T)zul unmittelbar aus der zulässigen Beanspruchung auf Zug bzw. Druck be
rechnet werden könnte. Da bei reiner Verdrehungs beanspruchung ein reiner 
Schubspannungszustand auftritt, wäre die zulässige Beanspruchung auf Ver
drehung gleichfalls aus der zulässigen Beanspruchung auf Zug oder Druck er
mittelbar. 

Bei reiner Biegungsbeanspruchung eines geraden Stabes ist bekanntlich 
sowohl der reine Zug- als auch der reine Druckspannungszustand verwirklicht. 
Die zulässige Beanspruchung auf Biegung (aB)zul' die zugleich die zulässige 
reduzierte Spannung bei reiner Biegungsbeanspruchung ist, müßte sonach auf 
Grund unserer Annahme über das Anstrengungsmaß folgerichtig a) entweder 
gleich der zulässigen Beanspruchung auf Zug oder b) der zulässigen Beanspruchung 
auf Druck oder c) einer der beiden zulässigen Beanspruchungen auf Zug oder 
Druck gleichgültig welcher gleichkommen, je nachdem 

zutreffend ist. 
Zur Geschlossenheit der Amvendungsmöglichkeit der De Saint Venantschen 

Anschauung in einem vorgelegten Fall, gehört jetzt nur noch die Festlegung 
jener Gesichtspunkte, nach welchen für die ,-erschiedenen Stoffe die Werte der 

Girtler, Mechanik. 27 
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zulässigen Beanspruchung auf Zug und Druck gewählt werden. :Man setzt 
gewöhnlich für kontinuierliche Belastung ohne Wechsel derselben 

() K, 
a z zul = ~ (196a) und (196b) 

d. h. leitet die zulässigen Beanspruchungen auf Zug und Druck aus der idealen 
Zugfestigkeit K z bzw. der idealen Druckfestigkeit K D durch Division mit Zahlen
werten n 1 bzw. n 2 ab, die als Sicherheitskoeffizienten bezeichnet werden. Existiert 
keine Druckfestigkeit wie bei fließenden Materialien, so tritt an Stelle derselben 
die bezügliche Fließgrenze. Die Sicherheitskoeffizienten n 1 und n 2 müssen an
schließend an eine bereits oben erwähnte Forderung jedenfalls so groß gewählt 
werden, daß die genannten zulässigen Werte unter die Elastizitätsgrenze auf 
Zug bzw. Druck zu liegen kommen. Aus diesem Grunde bezieht man auch häufig 
die Sicherheitskoeffizienten auf die Elastizitätsgrenze selbst und wählt sie dem
entsprechend kleiner als bei Bezugnahme auf die Festigkeiten. 

Wenn z. B. für Flußeisen die Zugfestigkeit K, = 4500 kg/cm 2, die die Druckfestigkeit 
ersetzende Fließgrenze (aF)D = 2000 kgjcm 2, die Elastizitätsgrenzen auf Zug und Druck 
azE = aDE = 1800 kg/cm 2 sind, so kommt man bei 'Wahl von n 1 = 5 und n 2 = 2,2 auf Grund 
der Gleichungen (196a, b) auf I (aD\uzl = (a,)zuz = 900 kgjcm 2 • Bei Bezugnahme auf die 
Elastizitätsgrenze ergeben sich für die zulässigen Beanspruchungen auf Zug und Druck die 
gleichen 'Werte, wenn die Sicherheitskoeffizienten den gemeinsamen 'Yert 2 besitzen. 

Die Wahl der Größe der Sicherheitskoeffizienten hängt außer von dem bereits 
genannten Umstand noch hauptsächlich ab: 

1. Von der Zuverlässigkeit des betreffenden Stoffes, die für verschiedene 
Beanspruchungsarten verschieden sein kann, und von der Forderung, denselben 
soweit, als auf Grund der Erfahrungen und Versuche möglich ist, auszunützen, 
um in Fällen, in denen der Stoff zum Aufbau von Werken der Technik benützt 
wird, möglichst wirtschaftlich, d. h. mit dem geringsten Aufwande auszukommen. 

2. Von der fallweisen Forderung nach nicht zu großer Verformung des 
Körpers. 

Wenn, wie es in wissenschaftlich nicht einwandfreier Weise häufig ge
schieht, die gegenüber statischer Kraftwirkung ungleich größere Gefährlich
keit der dynamischen Beanspruchung unter freilich - auch bei Zugrunde
legung eines besonderen Dehnungsmaßstabes - ungerechtfertigter Festhaltung 
der de Saint Venan tschen Anstrengungstheorie in der Größe des Sicher
heitskoeffizienten bezogen auf die statische Zug- und Druckfestigkeit zum 
Ausdruck gebracht werden wollte (Zurückführung einer dynamischen Beanspru
chung auf eine gleichwertige statische Beanspruchung), so käme für die Wahl 
des Sicherheitskoeffizienten auch 

3. die Aufbringungsart der Belastung und die mit ihr verbundene Bean
spruchungsart (Seite 8ff. und 20), 

4. der Belastungscharakter (Seite 8) in Betracht. 
ad 1. Wir schreiben einem Werkstoffe Zuverlässigkeit zu, wenn die aus 

Versuchsreihen gewonnenen auf Verformung und zugeordneten Spannungs
zustand bezüglichen Eigenschaften keine große Streuung zeigen. Der Grad der 
Zuverlässigkeit ist begründet auf der mehr oder weniger unveränderlichen 
chemisch-physikalischen Konstitution, die bei der Natur unmittelbar entnom
menen Stoffen, wie z. B. bei Holz, als etwas Gegebenes vorliegt, bei durch techno
logische Prozesse gewonnenen Stoffen, wie z. B. Gußeisen, Flußeisen, Ziegel, durch 
die genannten Prozesse bedingt wird. 

Holz erscheint mit Bezug auf die Zugfestigkeit parallel zur Faser ziemlich unzuverlässig, 
da sie durch Asteinschlüsse, Drehwuchs, Harzgalleneinschlüsse in außerordentlich empfind-
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licher Weise beeinflußt wird. Bei Beanspruchung des Holzes auf Druck parallel zur Faser 
sind diese Einflüsse weniger von Belang. So fand Lang (L) für fehlerfreies lufttrockenes 
Fichtenholz eine Zugfestigkeit parallel zu den Fasern von 1000 kgjcm 2, bei schief gewachsenem 
lufttrockenen Fichtenholz nur eine Zugfestigkeit parallel zu den Fasern von 367 kgjcm 2• 

Der Sicherheitskoeffizient für Holz bei Beanspruchung auf Zug parallel zur Faser wird 
demnach höher zu wählen sein als jener bei Beanspruchung auf Druck in der gleichen Rich
tung, so daß, obwohl die Zugfestigkeit bei fehlerfreiem Holz parallel zur Faser größer ist als 
die Druckfestigkeit, die zulässigen Beanspruchungen auf Zug und Druck nicht nennenswert 
verschieden angesetzt werden. \Venn man den Sicherheitskoeffizienten bei Beanspruchung 
auf Druck parallel zur Faser mit 4 wählt, so wird man denselben bei Zugbeanspruchung 
etwa gleich 6 setzen müssen. Auch bei Steinen, für die, da deren Druckfestigkeit bedeutend 
höher als deren Zugfestigkeit liegt, praktisch in erster Linie die Beanspruchung auf Druck 
in Frage kommt, ist die Zuverlässigkeit infolge der nicht zu vermeidenden Inhomogenitäten 
des Materiales keine große, infolgedessen wählt man den Sicherheitskoeffizienten sehr hoch 
(z. B. etwa 15). Gußeisen zeigt bei Beanspruchung auf Zug eine größere Empfindlichkeit 
für }Iaterialfehler als bei Beanspruchung auf Druck, außerdem liegt in der Regel die Druck
festigkeit bedeutend höher als die Zugfestigkeit. Ferner zeigt es wegen der im Bereiche des 
betreffenden Formstückes oft ungleichen Abkühlungsvorgänge häufig Anfangsspannungen 
und ist aus diesem Grunde als ein nicht gerade ideales }Iaterial anzusprechen. Aus den 
angegebenen Grünuen \vählt Blan für Gußeisen den Sicherheitskoeffizienten eher zu groß 
als zu klein und bei Beanspruchung auf Zug höher als bei Beanspruchung auf Druck, für die 
derselbe etwa gleich 6 angenommen werden kanu. 

Die oben betonte Forderung auf Wirtschaftlichkeit, d. h. möglichst guter 
Ausnützung eines Werkstoffes kann naturgemäß dann um so eher erfüllt werden, 
je genauer die Eigenschaften desselben bekannt sind. So hängt Ökonomie und 
wissenschaftliche Forschung auch hier enge zusammen. 

ad 2. Fallweise wird aus Zweckmäßigkeitsgründen die Forderung erhoben, 
daß die zulässigen Beanspruchungen und damit die Sicherheitskoeffizienten 
so groß gewählt werden, daß gewisse, für das betreffende Gebilde und die zu
gehörige Beanspruchungsart charakteristische Deformationsgrößen - wie z. B. 
die größte Durchbiegung der Stabachse eines geraden Stabes bei Beanspruchung 
auf Biegung oder der größte Verdrehungswinkel des Stabes bei Beanspruchung 
auf Verdrehung - bestimmte vorgegebene Grenzen nicht überschreiten. Soll 
die größte Durchbiegung eines durch gegebene Kräfte auf Biegung beanspruchten 
Blechträgers höchstens gleich einem gegebenen zulässigen Wert werden, so wird 
das nur bei bestimmten Ausmaßen des Trägers möglich sein. Die Dimensionie
rungsgleichung (192a) bzw. (192b) wird dann ersetzt durch die Bedingungs
gleichung, die die Gleichheit der unter Zuhilfenahme der Differentialgleichung 
der elastischen Linie berechneten größten Durchbiegung mit dem gegebenen 
zulässigen Wert derselben ausspricht. Dem zulässigen Wert der größten Durch
biegung entspricht ein zulässiger Wert der größten Biegungsspannung und damit 
ein bestimmter Sicherheitskoeffizient. 

ad 3. Wie wir in Punkt 37 auf Seite 17lff. gesehen haben, hängen die Festig
keits- und Deformationsverhältnisse eines Stoffes im allgemeinen auch davon 
ab, ob eine Belastung dauernd oder wechselnd aufgebracht wird, und ob die 
zugeordnete Beanspruchungsart die gleiche bleibt oder gleichfalls wechselt. 
Insbesondere wurden dort die Begriffe der Arbeitsfestigkeit und die Wöhlerschen 
Gesetze, die sich freilich nur auf lineare Spannungs zustände beziehen, ent
wickelt. Aus letzteren ist der Schluß zu ziehen, daß wechselnde Beanspruchungs
und Aufbringungsart die Widerstandsfähigkeit eines Stoffes im Vergleich zu 
jener bei dauernder statischer Beanspruchung herabsetzt, und infolgedessen das 
Anstrengungsmaß in beiden Fällen bei gleicher Größe der Spannung nicht das
selbe ist und auch von der Zahl der Wechsel abhängig sein muß. Man hilft sich 
dann auf die folgende Weise. Handelt es sich z. B. um eine wechselnde Bean
spruchung zwischen Null und einer oberen Grenzspannung auf Zug oder Druck, 
so kann man die Vereinbarung treffen, die zugeordneten zulässigen Beanspru-

27* 
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chungen gleichsam auf statisch zulässige Beanspruchungen auf Zug oder Druck 
dadurch zu reduzieren, daß man den Sicherheitskoeffizienten für die zulässige 
wechselnde Beanspruchung auf die Zugfestigkeit K z oder die Druckfestigkeit 
K D bezieht und ihn, da für einen gegebenen Stoff die Ursprungsfestigkeit 
dem Zahlenwerte nach kleiner als die Zug- bzw. Druckfestigkeit ist, größer 
wählt als er genommen würde, wenn dauernde Beanspruchung vorliegt. In 
ähnlicher Weise könnte man auch bei schwingender Beanspruchung zwischen 
zwei dem Zahlenwerte nach gleichen Grenzspannungen auf Zug und Druck eine 
von den bei den Beziehungen (196a), (196b) für die Wahl der zulässigen Beanspru
chung zugrunde legen, müßte aber dann den Sicherheitskoeffizienten wieder 
größer nehmen als bei Belastung zwischen Null und einer oberen linearen Grenz
spannung, da die Schwingungsfestigkeit für einen gegebenen Stoff kleiner ist 
als die Ursprungsfestigkeit desselben. 

Anstatt die Gleichungen (196a, b) zu benützen, kann man in mehr be
friedigender Weise von der Arbeitsfestigkeit für die betreffende wechselnde 
lineare Spannung selbst ausgehen, um die zugeordnete zulässige Spannung zu 
finden. Als Erfahrungsgrundlage für die verschiedenen Flußeisensorten kann 
die Arbeitsfestigkeit z. B. in der Form, wie sie Tetmayer aufgestellt hat [Glei
chung (86) auf Seite 173], benützt werden. Die zulässige Spannung ergibt sich 

dann mit Au> = (a).uz, worin (a)."l eine Zug- oder Druckspannung sein kann und 
n a 

bei gegebenem Werte von n in Gleichung (86) den dem Zahlenwerte nach 
größeren von den beiden Anspannungswerten bezeichnet, bis zu welchem man 
in zulässiger Weise gehen kann, und der Zahlenwert n3 den Sicherheitskoeffi
zienten mit Bezug auf die Arbeitsfestigkeit bedeutet. Letzterer kann für die 
verschiedenen Flußeisensorten etwa mit ~ angenommen werden. 

Bei folgerichtiger Übertragung der für nicht wechselnde Beanspruchungs- und .-\.uf
bringungsart gelten sollenden Annahme von De Saint Venant über das Maß der An
strengung auf wechselnde Beanspruchungs- und Aufbringungsart müßte zwei verschiedenen 
wechselnden Beanspruchungen zwischen gegebenen Grenzspannungszuständen die gleiche 
Anstrengung zukommen, wenn den Grenzspannungszuständen für sich betrachtet die gleichen 
Anstrengungen zukommen. Danach müßte allgemeinen dreidimensionalen Spannungs
zuständen, die zwischen zwei Grenzspannungszuständen derart wechseln, daß für den einen 
die reduzierten Spannungen 8 1 ,82 ,83 , für den anderen die reduzierten Spannungen 
n81 , n82 , n83 auftreten, mit n als positiver oder negativer Zahl, die von 1 verschieden ist, 
ein wechselnder linearer Spannungszustand mit freilich nur postulierter gleicher Material
anstrengung zugeordnet werden können, dessen lineare Spannungen zwischen 'Verten schwan
ken, deren Größen von dem besonderen Material und den Größenverhältnissen der reduzierten 
Spannungen der Grenzspannungszustände des wechselnden dreidimensionalen Spannungs
zustandes abhängen. 

Für einen Stoff, dessen Elastizitätsgrenze auf Zug gleich der Elastizitätsgrenze auf 
Druck ist, entspräche danach einem in der xz-Ebene entsprechend n = - 1 schwankenden 
Schubspannungszustand Zx mit den extremen positiven bzw. negativen reduzierten Span-

nungen 8 1 = m + 1 Zx bzw. 8 2 = _ m + 1 Zx ein zwischen (Jz = 8 1 und (JD = 8 2 schwan-
m m 

kender linearer Zug- bzw. Druckspannungszustand gleicher Anstrengung. 
Derartige Überlegungen könnten naturgemäß nur als erste Anhaltspunkte gewertet 

werden und müßten für den Fall, als positive Erfahrungen nicht bestehen, durch besondere 
aus eigens angestellten Versuchen geschöpfte Unterlagen korrigiert werden. 

Für die verschiedenen Eisensorten setzt Bach das Verhältnis der zulässigen 
oberen Zug- oder Druckspannungen bei statischer Beanspruchung Ursprungs
und Schwingungsbeanspruchung gleich 3 : 2 : 1 derart, daß z. B. für weniger feste 
Flußeisensorten (K z < 4500 kg/cm2) die zulässigen Spannungen der Reihe nach 
mit 900, 600,300 kg/cm2 angesetzt werden. Wenn das Verhältnis der zugeordneten 
Festigkeiten mit Bezug auf die wechselnden Beanspruchungen ein wesentlich 
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günstigeres ist (Stahl, s. S. 172) erscheinen die zulässigen Spannungen bei schwin
gender bzw. bei stets auf Null zurückgehenderUrsprungsbelastung zu ungünstig!. 

ad 4. Auch der Belastungscharakter (stoßartig oder kontinuierlich) wird 
häufig schon bei Ansatz der Grundgleichungen (196a, b) mit einbezogen, indem 
die stoßartige Belastung auf eine langsam wachsende kontinuierliche oder, 
wie wir auch kurz sagen, statische Belastung reduziert wird. Das hat freilich 
zur Voraussetzung, daß der betreffende Stoff mit Bezug auf die auftretenden 
Deformationen bei stoßartiger und gleich großer statischer Belastung nur einen 
graduellen Unterschied zeigt, in dem Sinne, daß die in den Deformationen zum 
Ausdrucke kommende Wirkung der stoßartigen Belastung größere Deforma
tionen zur Folge hat als die gleich große statische Belastung. So sind, wie auf 
Seite 205ff. ausgeführt, z. B. für stoßartige, durch ein plötzlich aufgelegtes Ge
w·icht bewirkte Biegungsbeanspruchungen eines geraden Stabes unter gewissen 
'wenig annähernd richtigen Voraussetzungen, die Durchbiegungen bei stoßartiger 
Biegungsbeanspruchung doppelt so groß wie bei gleich großer statischer Bean
spruchung oder eine statisch wirkende Last müßte annähernd doppelt so groß 
als die stoß artig wirkende Last sein, wenn die gleichen Durchbiegungen zustande 
kommen sollen. Daraus wäre dann der Schluß zu ziehen, daß der Sicherheits
koeffizient bei stoßartiger Beanspruchung annähernd doppelt so groß zu wählen 
ist wie bei gleich großer statischer Beanspruchung oder bei gleich großem Sicher
heitskoeffizienten die stoßartig wirkende statisch gemessene Belastung mit einer 
Zahl, die man als Stoßzahl bezeichnet, zu multiplizieren ist, die in dem angegebe
nen Fall etwa gleich 2 zu setzen wäre. 

Nun ergibt sich aber aus Versuchen bei stoßartiger Belastung einerseits 
und gleich großer statischer Belastung andererseits, daß ein und derselbe Stoff 
nicht einen graduellen "C"nterschied in den Deformationen in dem angegebenen 
Sinne zeigt, sondern sich bei der einen Beanspruchung überhaupt ganz verschie
den wie bei der anderen verhält. Gewisse Sorten von Flußeisen in Stabform ver
halten sich z. B. bei stoßartiger Biegungsbeanspruchung durch fallende Gewichte 
spröde, zeigen also vor dem Bruch verhältnismäßig ganz geringe Deformationen, 
während sie bei statischer Belastung zähe sind. Dabei kann die Stoßbiegungsfestig
keit erheblich gegenüber der statischen Biegungsfestigkeit abgenommen haben. 
Ähnliche Erscheinungen zeigt eine auf stoßartige und statische Biegung bean
spruchte Siegellackstange. Derartige Erscheinungen erklären sich zwangslos aus 
der Abhängigkeit des Zusammenhanges zwischen Deformations- und Spannungs
verhältnissen von der Belastungsgeschwindigkeit, die bei stoß artiger Belastung 
eine sehr große ist (Seite 169ff.). 

Versuche bei stoß artiger Beanspruchung werden mit Fallwerken oder in 
neuerer Zeit auch mit Schlagpendeln zur Ausführung gebracht. In den Fall
werken wirkt ein fallender massiger Bär gegen das Versuchsstück und beansprucht 
dasselbe in der Regel auf Stoßdruck, Stoßzug oder Stoßbiegung. Das Versuchs
stück hat dementsprechend die Form eines Würfels oder Kreiszylinders von kleiner 
Kantenlänge bzw. Höhe oder die Form längerer aus dem zu untersuchenden 
Stoffe geschnittener Stäbe. Die Schlagpendel lassen Stoßzug- und Stoßbiege
versuche zu und bestehen im wesentlichen aus einem in möglichst reibungslosen 
Lagern schwingenden schweren Pendel, dessen zum Stoß gelangender Teil mit 
einer Stahlschneide versehen ist, und zwei möglichst elastisch gelagerten Wider
lagern für den Versuchsstab. Das fallende Pendel wirkt beim Stoßbiege
versuch gegen einen gekerbten prismatischen auf zwei Stützen gelagerten Probe
stab, dessen Ausmaße dem Gewichte des Pendels angepaßt sind. In der Abb. 181 

1 Siehe hierzu auch das 'Verk: Die Hütte, des lng. Taschenbuch, 24. Auf!. 1,604. 
Berlin: W. Ernst 1923. 



422 Näherungstheorien zur Berechnung gerader Stäbe. 

ist eine Versuchsform mit sog. scharfer Kerbe dargestellt, die sich gegen feste 
Widerlager A und B stützt. Die Richtung der Wirkung des Schlagpendels ist 
durch den Pfeil angedeutet. In der Umgebung der scharfen Ecken des Kerbes 
entstehen bei gegebener Stoßwirkung größere Spannungen als die größte Stoß
biegungsspannung, die bei nicht vorhandenem Kerb durch die gleiche Stoßkraft 
erzeugt würde. Die auf diese Weise durchgeführte Probe ist zufolge der Kerb
wirkung eine besonders scharfe und heißt kurz Kerbschlagprobe1 . 

Abb. 181. 

Unter anderem lassen die bisherigen 
Versuchsergebnisse den Schluß zu. 
daß bei stoßartiger Beanspruchung auf 
Zug und Druck durch mit lebendiger 
Kraft begabte ~assen der von dieser 
lebendigen Kraft in dem gestoßenen 
Körper als Arbeitsaufwand entfallende 
Anteil bezogen auf die Raumeinheit 
des Versuchskörpers charakteristisch 

für die Deformation und den Bruch ist. und als :'Iraß der Anstrengung gelten 
könnte2 . 

Aus dem Vorstehenden dürfte zur Genüge hen-orgehen, daß die De Saint 
Venantsche Anschauung über das Anstrengungsmaß, wenn sie auch für statische 
Anstrengung brauchbar sein sollte, nicht auch in gleicher 'Veise für stoßartige 
Beanspruchung verwendbar wäre. Praktisch hilft man sich über die hierdurch 
sich ergebenden Schwierigkeiten dadurch hinweg, daß man alle für eine be
stimmte stoßartige Beanspruchung eines Stoffes gemachten Erfahrungen in 
einer Stoßzahl zusammenfaßt, mit der die statische Belastung zu multiplizieren 
ist, wie das oben weniger allgemein, d. h. ohne Berücksichtigung der möglicher
weise völlig verschiedenen Verhaltens eines und deOiselben Stoffel' einerseits bei 
statischer, andrerseits bei stoß artiger Beanspruchung für den einfachen Fall 
der Stoßbiegebeanspruchung bereits angedeutet wurde. 

Wir kehren nunmehr zur nicht 'wechselnden statischen Beanspruchung und 
den für dieselbe aus der De Saint Venantschen Anschauung und der Gültigkeit 
des Hookeschen Gesetzes gefolgerten zulässigen Beanspruchungen zurück. Der 
Umstand, daß viele technisch wichtige Stoffe nicht homogen und anisotrop 
sind (Steine, Holz, Gußeisen mit Gußhaut usw.), ferner weil man der De Saint 
Venantschen Anschauung berechtigterweise nicht völlig vertraut, leitet man 
zunächst die zulässige Beanspruchung auf Biegung (aB)zul aus der theoretischen 
Biegungsfestigkeit K b , die zulässige Beanspruchung auf Schub, wie sie bei der 
Beanspruchung auf Drillung auftritt, die in der Technik als zulässige Beanspru
chung auf Drehung «n)zul bezeichnet wird, aus der theoretischen Verdrehungs
festigkeit K n durch bzw. Division mit einem Sicherheitskoeffizienten ab, der 
jedenfalls so groß gewählt werden muß, daß wir unter die Elastizitätsgrenze 
auf Biegung bzw. Drillung kommen und die auf Seite 418 unter den Ziffern 1. 
und 2. erwähnten Umstände Berücksichtigung finden. Außer der zulässigen 
Beanspruchung auf Verdrehung «n)zul wird noch eine zulässige Beanspruchung 
auf Abscheren «s)zul eingeführt, die in technischen Tabellenwerten, wenn auch 
mit Unrecht, häufig als zulässige Beanspruchung auf Schub bezeichnet wird und 

1 Näheres hierüber siehe z. B. O. Wa wrziniok: Handbuch des Material-Prüfungswesens. 
Berlin: Julius Springer 1908 und Ehrenberger: Z. V. d. 1.1907, sowie das vVerk von 
G. Sachs: Mechanische Technologie der Metalle, Leipzig: Akadem. Verlag 1925. 

2 Siehe hierzu A. Martens: Materialienkunde für den Maschinenbau Bd. 1, Berlin: 
Julius Springer 1898 und Mitteilungen aus den königlich technischen Versuchsanstalten 
zu Berlin 1891, ferner F. Kick: Das Gesetz der proportionalen 'Widerstände, Leipzig 1885. 
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aus der theoretischen Scherfestigkeit K s gleichfalls durch Division mit einem 
Sicherheitskoeffizienten abgeleitet wird. Die Unterscheidung einer zulässigen 
Beanspruchung auf Verdrehung und Abscherung ist gerechtfertigt, weil letztere 
Beanspruchung, d. i. eine mit kleinen Biegungsbeanspruchungen verbundene 
hauptsächliche Schubbeanspruchung als besonderer Typus praktisch sehr oft 
vorkommt. Daß die Beanspruchung auf Verdrehung nicht als solche auf Schub 
eingeführt wird, hängt damit zusammen, daß man eine homogene Beanspru
chung auf Schub in einem endlichen Bereiche eines Körpers von einer nicht 
homogenen, wie sie durch die Drehungsbeanspruchung vorgestellt wird, unter
scheiden will. Inhomogenität, Anisotropie, Fehler des ~Iateriales, Besonder
heiten mit Bezug auf das Elastizitätsgesetz können sich bei homogener Schub
beanspruchung anders auswirken als bei nicht homogener. Siehe hierzu außer
dem Punkt 15, S. 317ff., be8. S.320. 

Der Ableitung der zulässigen Beanspruchung auf Verdrehung bzw. auf 
Biegung aus uer theoretischen Drehungsfestigkeit bzw. Biegungsfestigkeit ent
sprechend ist die zulässige Beanspruchung auf Verdrehung hzw. auf Biegung 
für Stoffe, für welche sich eine ins Gewicht fallende Abhängigkeit der theore
tischen Drehungs- hzw. Biegungsfestigkeit yon der Querschnittsform zeigt, 
wie z. B. bei Gußeisen, abhängig von dieser. So ergibt sich für Gußeisen auf Grund 
der ,'on Bac h mit geraden Stäben erhaltenen Versuchsresultate bei Beanspru
chung auf Verdrehung und Annahme der Beziehung K n = ,uIKz , wobei ,U I für 
verschiedene Querschnittsformen yer;.:chiedene \Verte annehmen kann, die zu
lässige Beanspruchung auf Verdrehung mit 

(in)zul = fll(aZ)ZUl (197) 

(S. 350) und bei Beanspruchung auf Biegung auf Grund der Beziehung (128) 
S. 294 als zulässige Beanspruchung auf Biegung 

/-
(aB)Zul = flo J! ~" (aZ)zui' 

-0 
(198) 

worin ,Ho und Za, Zo die an der zitierten Stelle angegebene Bedeutung besitzen. 
Auch die theoretische Scherfestigkeit insbesondere der spröden Körper er

weist sich als abhängig von der Querschnittsform des Versuchsstabes. Geht man 
von der Beziehung K s = ,uKz (S. 320) aus, worin fl z. B. für Gußeisen zwischen 
1 und 1,2 liegt, so erhält man als zulässige Beanspruchung auf Abscheren 

(isl zuz = fl(az)zuz. (197 a) 

Für die verschiedenen Flußeisensorten, die als statistisch isotrop und homogen und das 
Hookesche Gesetz befolgend angesehen werden können. findet man in den Tabellenwerken. 
z. B. in dem bereits zitierten Taschenbuch .,Die Hütte", die zulässige Beanspruchung auf 
Abscheren (Schub) entsprechend der Gleichung Cr,),ul = 0,8 (Uz)zul = 0,8 (UD),.l angegeben. 
die mit den auf Seite 417 angegebenen Gleichungen (195a, b) übereinstimmt. Dieses Resultat 
wird auf Grund von Absehen-ersuchen erhalten und kann offenbar nicht als eigentliche Be
stätigung der De Saint Venantschen Anschauung. sondern nur als eine zufällige Überein
stimmung einer Folgerung aus dieser mit der Erfahrung gewertet werden. 

Die zulässige Beanspruchung auf Verdrehung für yerschiedene Flußeisensorten findet 
man häufig etwas niedriger als jene auf Abscheren (Schub) angegeben. Das ist schon aus 
dem Grunde gerechtfertigt, wcil die Elastizitätsgrenze bei Beanspruchung auf Verdrehung 
für diese Stoffe niedriger liegt, als auf Grund der De Saint Venantschen Anschauung zu 
erwarten ist (Versuche yon Bauschinger Seite 155). aber auch deswegen, weil sich der 
Einfluß des Gefüges auf das Ergebnis yon Verdrehungswrsllchen in weit empfindlicherem 
2\Iaße geltend macht, als auf das Ergebnis yon Scherversuchen. Auf den Einfluß des faserigen 
Gefüges ist auch zurückzuführen, daß man für Schweißeisen als zulässige Beanspruchung 
auf Abscheren normal zur Faser bei nicht wechselnder statischer Beanspruchung 
720 kg/cm 2 = 0,8(U,),"1' dagegen für die zulässige Beampruchung auf Verdrehen 360 kg!cm 2 

angegeben findet. 
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Die Resultate, die für die zulässigen Beanspruchungen auf Zug, Druck, 
Biegung, Abscheren und Verdrehung aus zugehörigen Versuchen gezogen werden, 
werden bei möglichster Beibehaltung der De Saint Venantschen Anschauung 
unter fallweise erforderlicher Einführung von weiteren Korrekturen auf ver
wickeltere Beanspruchungsfälle (mehr dimensionale Spannungszustände) über
tragen. 

Betrachten wir zunächst neuerlich die Beanspruchung auf Biegung und 
Schub in der xz-Ebene. Aus dem statischen Biegungsversuch folgt ein zulässiger 
Wert der Biegungsspannung, der zwar in der Regel positiv, möglicherweise 
aber auch negativ sein kann. 

Halten wir die De Saint Venantsche Anschauung fest, so können WIr an
knüpfend an das auf Seite 416ff. Gesagte an der Zulässigkeitsgrenze 

I ( ) I - m - 1 . m + 1 ;-2 --~-2 - . 8 I 
aB zul~ - ~Xx:::;:: 2m lX,,+4Zx zuz- I 1,2[z"l (199) 

ansetzen, worin das obere oder untere Zeichen bzw. SI oder 8 2 zu nehmen ist, je 
nachdem die Biegungsspannung X x positiv oder negativ ist. Diese Bedingung besagt, 
daß an der Zulässigkeitsgrenze die dem Zahlenwerte nach größte reduzierte 
Spannung dem Zahlenwerte der zulässigen Biegungsspannung gleichkommen soll. 
Setzen wir in dieser Gleichung Xx = 0, wodurch wir auf den Fall der reinen Schub
beanspruchung kommen, so ergäbe sich die im allgemeinen nicht zutreffende 

Beziehung (aB)zul, = m~ 1 (i)zul' worin (i)zul den zulässigen Wert der Schub

spannung bei Beanspruchung auf reinen Schub vorstellen würde. Will man aber 
Resultate von Scher- und Biegeversuchen verwerten, auf Grund welcher sich 
eine andere Beziehung zwischen den zulässigen Beanspruchungen auf Abscheren 
und Biegung ergeben kann, als die durch die letzte Gleichung zum Ausdruck ge
brachte, so muß man die letztere yerallgemeinern, d. h. an ihre Stelle die 
Gleichung 

(200) 

setzen, worin ). ein Korrektions- oder, nach der Ausdrucksweise von Ba eh, ein 
Anstrengungskoeffizient (S. 415) ist, der z. B. für Flußeisen gleich 1 wird, da für 
diesen Stoff die Beziehung 

I (aB)ZUI i = (aZ)zul = ! (aD)Zul' = In ~ 1 (is)ZUI = 1,25(isLul 

mit m = 4 besteht. Handelt es sich um Holz, daß durch die Biegungsspan
nungen Xx parallel zu den Fasern durch die Schubspannungen Zx normal, durch 
die zugeordnete Schubspannung X z parallel zu den Fasern beansprucht wird, so ist 
die Schubspannung X z die gefährlichere, weil die Scherfestigkeit parallel zu den 
Fasern bei weitem kleiner, als jene normal zu den Fasern ist. (Für Nadelhölzer ist 
das Verhältnis der Scherfestigkeiten parallel und normal zu den Fasern in luft
trockenem Zustande etwa 1: 4). Die zulässige Beanspruchung auf Biegung ver
hält sich zur zulässigen Beanspruchung auf Abscheren parallel zur Faser bei 
Nadelhölzern wie etwa 10: 1, (die zugehörigen Festigkeiten sind im lufttrockenen 
Zustande etwa 600 kg/cm2 und 65 kgjcm2, die zulässigen Spannungen wären 
sonach bei Wahl von zehnfaeher Sicherheit bzw. 60 kgjcm 2 und 6,5 kg/cm2). 

Infolgedessen geht, wenn wir m = 4 setzen, die Beziehung (200) in 

10=Am+l=A~ 
In 4 
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über, woraus Je = 8 folgt. Hätte man zur Aus~wertung von}. mittels Gleichung (200) 
die zulässige Beanspruchung auf Abscheren normal zu den Fasern zugrunde 
gelegt, so hätte sich, wie aus den gemachten Angaben gefolgert werden kann, Je = 2 
ergeben. 

Die Gleichung (200) muß sich als Sonderfall aus der Gleichung (199) ergeben. 
An Stelle der letzteren muß daher in allen Fällen wo Je nicht mit 1 zusammen
fällt die allgemeinere Beziehung 

(199a) 

treten, die für ;. = 1 in die Form (199) übergeht. Bei Beanspruchung von ~adel
holz auf Biegung und Schub muß in (199a) für }. der größere der beiden mög
lichen \Verte eingesetzt werden, um den größeren der beiden möglichen Werte 
der reduzierten Spannung zu erhalten, der der größeren, also ungünstigeren An
strengung des }Iateriales entspricht. 

Als zweites Beispiel ,yählen wir die Anstrengung eines Volumenelementes 
eines gleichförmig um seine Achse rotierenden Stabes aus Flußeisen mit kreis
förmigem Querschnitt, der (bei Vernachlässigung der die Biegungsspannungen 
begleitenden Schubspannungen) auf Biegung und Verdrehung beansprucht ist 
(Abb. 96, S. 227). In dem Teil 1, :2 treten Biegungs- und Verdrehungsspannungen 
auf, doch ist dabei zu bedenken, daß die Drillungsspannungen bei Rotation der 
Welle ihrer Größe nach unveränderlich bleiben, dagegen die Biegungsspannungen 
in einem ins Auge gefaßten Punkte des Stabes periodisch fortgesetzt ihre Größe 
wechseln, da die Ebene der Biegungsmomente zwar im Raume konstant ist, mit 
Bezug auf den rotierenden Stab ihre Lage aber periodisch verändert. In einer 
Periode, d. i. einer Zeitdauer, die einer ganzen Umdrehung der Welle entspricht, 
geht die Biegungsspannung in einem Punkte des Stabes zweimal durch die Null 
und erreicht zweimal extreme Werte. Die Biegungsbeanspruchung ist also in jedem 
Punkte mit Ausnahme der Punkte der Stabachse eine zwischen einem positiven 
und einem gleich großen negativen \Verte wechselnde, oder wie wir oben gesagt 
haben, eine schwingende, die Schubbeanspruchung dagegen ist eine nicht wech
selnde statische. 

In der auch hier in Betracht kommenden Grundgleichung (199) fassen wir 
jetzt (aB),ul wieder als zulässige Biegungsspannung bei statischer Beanspruchung 
auf. Nehmen wir an, es sei nur schwingende Biegungsbeanspruchung vorhanden, 
alsoZx = 0, so ginge dann (199) in I (aB)zul I = I (X",)ZU! I über, was aber nicht richtig 
sein kann, da die zulässige Beanspruchung I (Xx)zur! bei schwingendem Biegungs
spannungszustand nicht gleich der zulässigen Beanspruchung bei statischem 
Biegungsspannungszustand sein kann. Wir setzen daher I (aB)zull = },ll (Xx)zuz! worin 
}'l wieder einen Anstrengungskoeffizienten bedeutet, der für Flußeisen, wenn wir 
einem Vorschlage Bach s folgen wollen (siehe oben) in etwas zu ungünstiger Weise 
gleich 3 gesetzt werden kann. Lassen wir in der Gleichung (199) die Biegungs
spannung verschwinden, d. h. setzen den reinen Verdrehungsspannungszustand 
voraus, so erhalten wir eine Beziehung, die den Zusammenhang der zulässigen, 
statischen Biegungsspannung und der zulässigen Verdrehungsspannung im all
gemeinen nicht wiedergibt. Derselbe kann vielmehr nur seinen Ausdruck in einer 
zur Beziehung (200) analogen Beziehung, d. i. 

(200a) 
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finden, mit A2 als Anstrengungskoeffizienten und (TD)zu! als zulässiger Beanspru
chung auf Verdrehung. Für Flußeisen für das (TD)zu! allerdings nahezu gleich 
(Ts)zu! ist, kann A2 nahezu gleich 1 gesetzt werden. Würde es sich aber um Schweiß
eisen handeln, für welches (siehe oben) die zulässige Beanspruchung auf Ver
drehung gleich der Hälfte der zulässigen Beanspruchung auf Abscheeren ist, so er
gäbe sich für m = 4 und (aB)zu! = 900 kgjcm 2 als Anstrengungskoeffizient ;'2 = 2. 

An Stelle der Beziehung (199) werden wir also allgemein für ein beliebiges 
::\Iaterial bei Beanspruchung auf schwingende Biegung und statische Verdrehung 

I S' ~ () ~ m - 1 (' X) , m -'-- 1 .( 1 X-)2-' ~---;;---Z ;; 
i 1.2 zu! ~ aB zul ~ 2m Al x:::L 'im-1 1"1 x T 4(1'2 x) zul (199b) 

als Anstrengungsgleichung zu setzen haben. Setzen wir in dieser Gleichung 
Xx = 0 und A2 = 1, so erhalten wir die für Flußeisen spezialisierte Be
ziehung (201). 

Wenn außer den zulässigen Beanspruchungen auf Zug und Druck, die allein 
eingeführt zu werden brauchten, wenn das De Saint-Venantsche Anstrengungs
maß allgemein zuträfe, noch zulässige Beanspruchungen auf Biegung, Ab
scheren und Verdrehen als Grundlage für die Dimensionierung angenommen 
werden, so müssen folgerichtig die Dimensionierungsgleichungen (192a, b) 
auf Seite 415 in allen jenen Fällen, in denen die letztgenannten zulässigen 
Beanspruchungen eine Rolle spielen, auf Grund der bezüglichen Erfahrungen 
abgeändert werden. Darauf kommen wir im nächsten Punkte bei Besprechung 
einiger Beispiele zurück. 

Bisher wurde stillschweigend vorausgesetzt, daß dann, wenn es sich um 
statische Verhältnisse handelt, stabiles Gleichgewicht vorliegt. Ist die Gefahr 
vorhanden, daß sich bei einer bestimmten Größe des äußeren Kraftsystemes 
la biles Gleichgewicht (Seite 193ff.) einstellt, was bei Anwachsen der äußeren 
Kräfte und Erhaltung der Art der Belastung immer dann zu erwarten ist, 
wenn eine oder zwei Dimensionen im Vergleich zu den restlichen klein werden 
(siehe den Fall der Knickungsbeanspruchung), so muß man, wenn es sich um die 
Dimensionierung handelt, von einem ganz anderen Grundsatz ausgehen als jenem, 
der für das stabile Gleichgewicht gültig ist. Derselbe hat nunmehr dahin zu lauten, 
daß der zu befürchtende labile Gleichgewichtszustand mit Sicherheit nicht 
erreicht werden soll. Die Dimensionen müssen danach bei vorausgesetzter Gül
tigkeit des Hookesehen Gesetzes - nur diesen Fall können wir allgemein be
trachten - so gewählt werden, daß in allen Punkten des Körpers gegebener 
Form die Größen der für die gegebenen äußeren Kräfte auftretenden Spannungs
zustände nur den nten Teil der Größen der Spannungszustände besitzen sollen, 
die an der Labilitätsgrenze bei Erhaltung der Belastungsart wirklich auftreten 
würden. Der Zahlenwert n kann auch hier als Sicherheitskoeffizient angesprochen 
werden. Dieses Verlangen wird für alle Punkte befriedigt sein, wenn es in jenen 
Punkten des Körpers, wo bei proportionalem Anwachsen der äußeren Kräfte 
stets die für den ganzen Bereich des Körpers dem Zahlenwerte nach größte Haupt
spannung eintritt, erfüllt wird, daß heißt, wenn diese Hauptspannung nur den 
nten Teil der Hauptspannung ausmacht, die dort an der Labilitätsgrenze herrscht. 
Die Bedingung für die Dimensionierung enthält also den im Bereiche des Körpers 
größten durch den Sicherheits koeffizient dividierten Hauptspannungswert an 
der Labilitätsgrenze, der jetzt an die Stelle der zulässigen Spannungen im Falle 
der stabilen Gleichgewichtsbedingungen tritt und im Gegensatz zu den letzteren 
von den zu suchenden Dimensionen selbst abhängig ist. Ein Beispiel hierzu 
folgt im Punkte 3 dieses Abschnittes. 
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2. Fortsetzung. Beispiele zur Dimensionierung bei verschiedenen 
Beanspruchungen und stabilem Gleichgewicht. 

a) Beanspruchung eines geraden Stabes auf Zug oder Druck. Es liege 
ein Stab von gegebener Länge vor, der durch eine gegebene Kraft P auf Zug 

oder Druck beansprucht wird. Im Falle der Druckbeanspruchung machen wir 
noch die Voraussetzung, daß keine Knickgefahr zu erwarten ist. Es soll die 
Größe F der Querschnittsfläche bestimmt werden, die nötig ist, um die Last mit 
Sicherheit zu tragen. Die Dimensionierungsgleichung (192a) bzw. (192b) auf 
Seite 415 sagt in diesen Fällen, daß die durch die Kraft P bewirkte Zug- bzw. 

Druckspannung, d. i. ;, gleich der zulässigen Beanspruchung auf Zug bzw. 

Druck sein soll, d. h. bei Zugbeanspruchung die Gleichung ; = ((J D)zu!' bei 
p 

Druckbeanspruchung die Gleichung )' = ((JD)zu! zu erfüllen ist. Die nötige Quer-

schnitt..,fläche ist also durch 

bestimmt. 

F= ~ (201a) 
(a::)zul 

bzw. 
p 

F=---
( I1n)oul 

(201 h) 

b) Beanspruchung auf Abscheren und Beanspruchung auf rein!' Biegung. 
Die Diruensionierung bei Beanspruchung auf Ab~cheren kann durch die An
leitungen, die im Punkte 15, Seite 315ff., in zwei Beispielen gegeben wurde, ab 
erledigt gelten. 

Liegt reine gerade Biegung in der xz-Ebene '"01', ,yie z. B. im Falle der 
Abb.93, Seite 225 im Bereiche des Stabes zwischen den Auflagern, oder nachAbb. 92 
im ganzen Bereiche des Stabes, so gilt für den betreffenden Bereich die Grund-

gleichung (lIla), Seite238 der Biegung, d. i. (JB =~BY z. Die Dimensionierungs-
y 

gleichung nimmt nunmehr, da die reduzierte Spannung jetzt mit der Biegung"
spannung zusammenfällt, die Form [siehe die Gleichung (l99a) auf Seite 425, 
in der ZJ; Null zu setzen ist, und die Bemerkungen bezüglich des allgemeinen 
Dimensionierungsyorganges auf Seite 415] 

( .) i _ (JJB)max 
! (JB zul i-Tl' ,a 

(202) 

an, worin W y a =J Y das kleinere yon den beiden \Viderstandsmomenten des Quer-
Za 

schnittes (Seite 241), (MB)max das extreme im Bereiche des Stabes auftretende 
Biegungsmoment und ((JB)zul die zulässige Biegungsbeanspruchung vorstellen. 
Die Gleichung (202) sagt aus, daß der Zahlenwert der im Bereiche des Stabes 
auftretenden extremen Biegungsspannung dem Zahlenwert der zulässigen 
Biegungsbeanspruchung gleich sein soll. Aus (202) kann das kleinere von den 
beiden Widerstandsmomenten berechnet werden, das notwendig ist, um die 
gegebene Belastung mit Sicherheit zu tragen. (Über Träger gleichen Biegungs
widerstandes siehe S. 279.) Für die sehr häufig yorkommenden Querschnitte, 
wie z. B. die gewalzten I, [, r, T, L, +,_f\_-Profile aus Flußeisen sind die 
Widerstandsmomente in den Tabellenwerken für verschiedene normierte Ab
messungen ein für allemal berechnet, so daß jenes Profil, das auf Grund der 
Gleichung (202) das Widerstandsmoment 

(202a) 
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oder ein zunächst liegendes besitzt, leicht gefunden werden kann. Für nicht 
normierte Querschnitte kann auf Grund der Gleichung (202) nur ein Quer. 
schnittsausmaß bestimmt werden, die übrigen Ausmaße müssen dann entweder 
auf Grund konstruktiver Rücksichten von vornherein gegeben sein, oder stehen 
in einem gegebenen Verhältnisse zu dem zu bestimmenden Ausmaße. 

Es sei für den nach Abb. 93 belasteten Stab a = 1 m, 1 = 4 m, P = 4 t. Nehmen wirferner 
an, daß der Stab aus gewalztem Flußeisen besteht und T·förmigen Querschnitt besitzt, so 
stellt sich die Rechnung wie folgt: Zwischen den Auflagern des Stabes ist 

: ~1fBy, = : (~1fBY) max = Pa mt = 4.1.105 cmkg, 

(aB),., ist für Flußeisen bei statischer Belastung gleich 900 kgjcm 2 zu setzen, das notwendige 

Widerstandsmoment ist dann zufolge Gleichung (202a) W. a = W •• = 10~~~ = 444 cm3 • 

Wir finden in dem Tabellenwerk1 bei Profil Nr. 27 ein Widerstandsmoment von 
442 cm3, bei Profil Nr. 27 ein solches von 491 cm3, das erstgenannte Profil wird infolge des 
geringen Unterschiedes seines Widerstandsmomentes von dem notwendigen genügen. 

Wäre der Stab aus Fichtenholz und besäße einen rechteckigen Querschnitt (Höhe h, 

Breite b), so würde man ; = 1,4 (Seite 253) wählen und (aB),,,, = 60 kgjcm2 zu setzen haben. 

105 .4. 1 6.4.105 • 1,4 
Auf Grund der Gleichung (202a) erhält man 60 = -1-- = ----h-3 ----' woraus 

ßbh2 

h = 38,2 cm und b = 27,3 cm folgen. 
In den über die Auflager vorkragenden Teilen des Stabes findet Beanspruchung auf 

Biegung und Schub statt. Es fragt sich, ob das gewählte Profil auch für diese Teile genügt. 
Diese Frage wird weiter unten behandelt werden. 

c) Beanspruchung eines geraden Stabes auf gerade Biegung und Schub 
unter statischen Verhältnissen. Wird die Belastung zur Beanspruchung eines 
geraden Stabes auf gerade Biegung und Schub in der xz-Ebene gedacht, der 
Querschnitt des Stabes symmet,risch zur xz-Ebene angenommen und werden 
die normal zur xz-Ebene auftretenden Schubspannungen nicht berücksichtigt, 
so lautet die Dimensionierungsgleichung bei Beziehung auf die Anstrengungs
gleichung (199a) auf Seite 425 und bei dieser Gleichung angepaßten Berück
sichtigung der Grundgleichungen (192a, b) 

, 
max 

(203) 

d. h. die dem Zahlenwerte nach mit Bezug auf den ganzen Bereich des Stabes 
größte reduzierte Spannung muß gleich sein dem Zahlenwerte der aus Biege
versuchen abgeleiteten zulässigen Beanspruchung auf Biegung. Die Aufsuchung 
der zahlenmäßig größten reduzierten Spannung ist naturgemäß dem besonderen 
Falle der Belastung angepaßt. Unter allen Umständen können wir sagen, daß 
der extreme Zahlenwert der reduzierten Spannung nicht an ein bestimmtes 
Volumenelement, sondern an eine Reihe von Volumenelementen gebunden sein 
wird, die längs einer Parallelen zur y-Achse liegen, da die BiegungsspannungenX., 
und die mittleren Schub spannungen Z., nur von den Koordinaten x und z nicht 
aber von der Koordinate y abhängig sind. 

Liegt Belastung eines einfachen Balkenträgers von der Länge l durch eine 
Kraft P, die in der Entfernung a vom linken Auflager angreift (l - a = cl, so 
müssen die extremen Werte der reduzierten Spannungen offenbar in einem Quer
schnitte etwas links von der Kraft P auftreten, da dort das Biegungsmoment 

1 Hütte 1, 24. Auf!., S. 771. 
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M By und die Querkraft Qz' die extremen Werte 

Pc 
(Qz)max = T annehmen. 

S . h' d A d k 2 X UliBy)max Pe etzen WIr sonac m em us ruc 'e (" 03) x = --J- - Z = lT a Z 

• • 
und 

Zx = (Qz));'-;: SVb = l5:b S Yb (Seite 241 H.) so erhalten wir die Gleichung 

I ! _ i 1n - 2. Pca I 1n t_~ J// pca \2 -I- (,. P-~)2: 
~ ((fB)ZUl, - I 2. ZJ Z I 2 • \ lJ Z! ' 4 J'ZJ b SYb • I rn y In \ y I \ Y ,max 

(a) 

Zur weiteren Ausführung nehmen wir an, daß infolge der ungleichen Verteilung 
der Querschnittsfläche zu beiden Seiten der Xullinie die extremen Zahlenwerte 
der reduzierten Spannung auf der Zugseite auftreten (,Yäre der Querschnitt auch 
symmetrisch mit Bezug auf die Kullinie, so ,yäre auch die Spannungsverteilung 
mit Bezug auf dieselbe symmetrisch und e8 gäbe dann z,vei entgegengesetzt 
gleiche \Yerte von Z für die sich gleiche extreme Zahlenwerte der reduzierten 
Spannungen, und zwar die einen auf der Zug- die anderen auf der Druckseite 
ergeben). In der Gleichung (a) kann somit das negative Zeichen weggelassen 
und Z positiv gewählt werden. In den äußersten Fasern, welche die Entfernung 
Z = el von der Xullinie haben sollen, stellt sich eine reduzierte Spannung gleich 

der Biegungsspannung Sa = ~;a e1 ein, und in der Xullinie herrscht die redu-

. S S In -:- I} Pe SYbo S d b d' f d' "'.,. 11' . ZIerte pannung 0 = --- '-ZJ . -b-' 'H'nn ybo un 0 le ür 1e ""'u lrue 
In )} 0 

in Betracht kommenden \Verte des statischen Momentes SYb und der in der 
y-Richtung genommenen Breite des Querschnittes bedeuten. 

Nimmt die Koordinate z von Null aus zu, so nehmen die Biegungsspannungen 
zu, die Schubspannungen aber ab. Infolgedessen wird es im allgemeinen einen 
zwischen z = 0 und z = el liegenden \Yert Zl geben, für den die Zunahme der redu
zierten Spannung infolge der Biegungsspallliungen der Abnahme derselben in
folge der Schubspannungen ganz oder nahezu gleichkommt, d. h. die zugehörige 
reduzierte Spannung S wieder gleich oder nahezu gleich So geworden ist. In dem 
Bereiche von Z = 0 bis Z = Zl ändert sich die reduzierte Spannung für die prak
tisch in Frage kommenden Querschnitte sehr wenig. Das Größenverhältnis 

. h S dS h" t d V h"l . d G "ß G "ß m + 1. S.bo ZWISC en a un 0 ang von em er a trus er 1'0 e a el zur ro e --;n~- A ~ 

ab. Ist die Länge des Trägers und damit die zu ihr proportional gedachte Strecke 
a groß im Vergleich zu den Querdimensionen, so können wir ae l als von der 

ersten Größenordnung klein, und 'I1l.± ~ A Sb" ·0 demzufolge als von der zweiten 
1n 0 

Größenordnung klein betrachten, d. h. für lange Träger ist Sa bedeutend größer 
als So' Hat der Träger eine Länge von derselben Größenordnung wie die Quer
dimensionen, so ist Sa von derselben Größenordnung wie So, sind die Quer-

dimensionen bedeutend größer als die Länge des Trägers, so ist, wenn 'I1l..±-1). Sb·b, 
1n 0 

von der zweiten Größenordnung groß ist ael nur von der ersten Größenordnung 
groß, d. h. es ist So bedeutend viel größer als Sa. Läßt man die Länge des Trägers 
und proportional zu ihm auch a und c wachsen oder abnehmen, die Dimensionen 
des Querschnittes aber ungeändert so wächst, wenn die Last immer in ähnlicher 
Weise aufgebracht wird, Sa oder nimmt ab, So bleibt aber in bei den Fällen un
geändert. 

Aus dieser Betrachtung sieht man, daß bei im Vergleich zu den Querdimen. 
sionen langen bzw. kurzen Stäben Sa bzw, So mit großer Annäherung als größte 
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reduzierte Spannung gelten kann. Wenn 

a e = m + ~ A SY'o 
1 m bo ' (b) 

so ist So = Sa und es kann, weil sich dann die reduzierten Spannungen für die 
gebräuchlichen Querschnitte in dem ganzen Bereiche z = Obis z = e1 wenig 
ändern werden, sowohl So als auch Sa mit großer Annäherung als größte redu
zierte Spannung gelten. 

Setzen wir in der Gleichung (b) Cl = ~ worin n eine positive Zahl vorstellt, 
n 

so erhalten wir durch Lösung dieser Gleichung nach 1 die sogenannte Grenz
länge 

(c) 

Dieselbe ergibt sich für }. = 8 (Nadelholz) und rechteckigem Querschnitt von 

der Breite b und Höhe h (SYbO = b;2, bo = b, e1 = ~) und für m = 4 mit 

5n bh2 ·2 5h T" •• • _ 

lo = -4 8 'S. hb = -2- n. Ware fur denselben Querschmtt ). = I (Flußeisen), 

so ergäbe sich die Grenzlänge viel kleiner, nämlich mit 10 = 0,31 hn. Die Grenz
länge hängt im allgemeinen von der Form und Größe des Querschnittes, der Art 
des Werkstoffes aus dem der Stab besteht und, durch n zum Ausdrucke kommend, 
von der Lage der Kraft P in bezug auf den Stab ab. Den möglichen Werten von 

n, die zwischen 2 und 00 liegen, entsprechend schwankt lo zwischen m +~. 2A SUb" 
m el 0 

und 00. Je größer n wird, um so mehr rückt die Kraft P aus der ::\1itte des Stabes 
gegen das linke Auflager, um so kleiner wird das für die Berechnung der extremen 
Spannungen in Betracht kommendem maximale Biegungsmoment, um so mehr 
tritt bei gleich bleibender maximaler Querkraft die Beanspruchung auf Schub 
in den Vordergrund. Für n = 00, d. h. unendlich kleinen Wert von a, liegt 
der Grenzfall der Beanspruchung auf Abscheren bei verschwindender Biegungs
beanspruchung vor (Beanspruchung auf "Schub schlechthin", S. 225). 

Aus dem Gesagten wird es verständlich, daß man praktisch für einen Stab 
aus gegebenem Stoffe, gegebenen Querdimensionen und gegebener Art der äuße-

ren Belastung (d. h. für unser Beispiel bei gegebenem Wert ! = n) für Längen 

1 < lo so dimensionieren kann, als ob die Biegungsspannungen nicht da wären 
und nur Beanspruchung auf Abscheren vorläge, bei Werten von 1 > lo aber die 
Dimensionierung so vorgenommen wird, als ob nur Biegungsspannungen und 
keine Schubbeanspruchung zur Wirkung gelangten. Für 1 = lo kann die Bean
spruchung mit gleichem Rechte als eine solche auf Abscheren oder eine solche 
auf Biegung aufgefaßt und demgemäß entweder auf Biegung oder auf Abscheren 
dimensioniert werden. 

Für unser gegebenes Belastungsbeispiel fielen die Querschnitte des maxi
malen Biegungsmomentes und der maximalen Querkraft zusammen. Im all
gemeinen ist das aber nicht zutreffend, wie z. B. dann, wenn ein Balkenträger 
in der xz-Ebene gleichförmig über seine gesamte Länge 1 mit q tim belastet 
ist. Das maximale Biegungsmoment tritt dann in der Mitte auf und hat die 

Größe q~2 , die maximale Querkraft ~l wird an den Auflagern übertragen. In der

artigen Fällen müßte zunächst der Querschnitt gesucht werden, in dem die ex
tremen Zahlenwerte der reduzierten Spannungen übertragen werden. Zu diesem 
Behufe müßten in dem allgemeinen Ausdruck (203) für die größte reduzierte 



Dimensionierung bei gerader Biegung und Schub. 431 

Spannung die Biegungsspannungen und Schubspannungen durch die von x 
abhängigen Biegungsmomente und Querkräfte ausgedrückt werden, und dann 
die x-Koordinate des fraglichen Querschnittes, in dem die maximalen reduzierten 

Spannungen auftreten, aus der Bedingung ~! = 0 gefunden werden. Hierauf 

könnte man darangehen, unter allen in dem gefundenen Querschnitt vorhandenen 
reduzierten Spannungen, die extremen Werte zu finden. Der Vorgang führt zu 
vielen Einzelrechnungen, die sich praktisch nicht lohnen. Man schließt daher 
ähnlich wie oben, wo extreme Schub- und Biegungsspannungen in einem und 
demselben Querschnitte lagen: wenn der Stab bei gegebenen Querdimensionen 
gegebener stofflicher Beschaffenheit und gegebener Wirkungsweise der äußeren 
Belastung eine Grenzlänge lo angenommen hat, bei der die größte Biegungs
spannung Sa in der Querschnittsebene des größten Biegungsmomentes gleich 
der reduzierten Spannung So in der Nullinie der Querschnittsebene der größten 
Querkraft gleich geworden ist, unterscheiden sich die in einem von den beiden 
genannten Querschnitten verschiedenen Querschnitt auftretenden größten re
duzierten Spannungen so wenig von So und Sa' daß man annähernd mit dem 
gleichen Recht wie auf Biegung auch auf Abscheren dimensionieren kann, mrw. 
Wir können uns die Sache auch so vorstellen: sind für eine gegebene Länge l 
des Stabes die Querdimensionen des Stabes unendlich klein, so liegt nur eine 
Beanspruchung auf Biegung vor, da die Schubspannungen gegenüber den Bie
gungsspannungen von höherer Kleinheitsordnung sind. Lassen wir nun die Quer
dimensionen des Stabes bei unveränderter Länge und Belastung wachsen, so 
nehmen sowohl Biegungs· als auch Schubspannungen endliche Werte an, letztere 
wachsen aber stärker als erstere, infolgedessen wird bei einer bestimmten Größe 
der Querdimensionen die größte Biegungsspannung gleich der der größten 
Schubspannung entsprechenden reduzierten Spannung gleich geworden sein. 
Diese Länge ist dann die Grenzlänge. 

Für den oben gedachten Fall der gleichförmigen Belastung eines Balken
trägers über seine ganze Länge l mit q tim wird, So in den Auflagerquerschnitten 
S ql SlIbo (m + I) , d S . d "I· t d T 00 S ql2 . I o = 2". boJ • • -rt-~- F. un a In er 1.It e es ragers a = 8J. e1 mIt e1 a s 

Abstand der äußersten Faserschichte von der Nullinie. Aus 

ql2 e1 = ql. SlIbo • '111 + I A 
8J y 2 boJ. m 

o 0 d h LOO h l d· G 100 Z 4 (m..L 1) , SYbO Fu·or gewmnen WIr urc osung nac Ie renz ange 0 = ---- /\ -b- . 
m el 0 

Nadelholz mit m = 4, }. = 8 und rechteckigem Querschnitt mit b als Breite, 
h als Höhe geht diese Gleichung in Zo = 10 h über. 

Nennen wir bei gerader Beanspruchung in der xz-Ebene auf Biegung und 

Schub (MBy)max das maximale Biegungsmoment, (Zx)max die maximale Schub

spannung, W y = J. das kleinere Widerstandsmoment und verwenden sonst 
el 

die bisherigen Zeichen, so können für beliebige Belastung die Gleichung bzw. 
die Ungleichungen 

. (MBy)max , ~ '(Z ) IA '111 + 1 (204) 
W. >i x max m 

als Grundlage für die Dimensionierung gelteno Für den Fall, als der links stehende 
Ausdruck kleiner oder größer als der rechts stehende Ausdruck ist, wird bzw. 
auf Abscheren oder auf Biegung dimensioniert, trifft das Gleichheitszeichen zu, 
so kann mit dem gleichen Rechte auf Biegung wie auf Abscheren dimensioniert 
werden. 
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Als weiteres Beispiel der Beanspruchung auf Biegung und Schub wollen wir jene des in 
Abb. 93 dargestellten Trägers in den vorkragenden Teilen betrachten, und zwar unter der 
Voraussetzung, daß derselbe aus Nadelholz besteht und rechteckigen Querschnitt besitzt. 
Für den zwischen den Auflagern liegenden Teil des Trägers haben wir unter b) für die dort 
angegebenen Werte von a, l, P, die auch jetzt gelten sollen, als für die Beanspruchung auf 
Biegung nötigen Ausmaße h ,;, 38 cm und b ,;, 27 cm gefunden. 

Die zur Bestimmung der Grenzlänge der \'orkragenden Teile nötige Bedingung nimmt 
- 3 P 

bei Zugrundelegung der Formel (204). da (JIB y)max = Pa mt und (ZX)IDOX = 2 . bh . 

, 6Pa 3 P 
dlc Form 6112 = 2 . bh 10 an, woraus die H'ya = TrYb = ~ b h3 • i. m + 1 = 8. 45 = 10. 

G m 
5 

Grenzlänge mit ao = Th = 95 cm folgt. Für die \'orkragenden Teile kommt, da a > 95 cm, 

die Dimensionierung auf Biegung allein in Frage, und es würden die Ausmaße, welche oben für 
den Teil des Trägers, der zwischen den Auflagern liegt, gefunden wurden, auch für die \'or
kragenden Teile genügen 1. '\Väre a< 95 cm, z. B. a = 20 cm, so käme für die \'orkragenden 
Teile die Beanspruchung auf Abscheren in den Auflagerquerschnitten als Grundlage für die 
Dimensionierung in Betracht. Die Dimensionierungsgleichung lautct dann 

in - 1 -
8 0 = --- i. (ZJmax= (aB),"" 

m 

oder, wenn auf Grund der Gleichung (200) auf Seite 424 und der dort gemachten Bemerkung 
über das Verhältnis der zulässigen Beanspruchung auf Abscheren und auf Biegung für Nadel-

h I () - (aB),,,, ... " ~ k! 2 t t .' I (Z) - 3 . P - G - k " 2 o Z Ts zul .-- - -1 -- u,u g,,, cnl ge se ,Z ' "Ire. ~,c max: - ~ b-h - ,U g/ eill . Die not-m+ . _ 
/. 

wendige Fläche des Querschnittes folgt hieraus mit bh = 3; .4g~0 = 92,3 cm2, ist also \-iel 

kleiner als jene, die für den zwischen den Auflagern liegpnden Teil des Trägprs gefunden wurde. 

d) Beanspruchung auf geraden oder schiefen exzentrischen Druck (Zug). 
Berechnen wir die Druck- (Zug-) Spannungen auf Grund der allgemeinen 
Gleichungen (129a) auf Seite 302, so können wir als Dimensionierungsgleichun/l 
für schiefen (oder geraden) exzentrischen Druck (Zug) 

: (a) =!...- I' + P; z -'-- PI) Y 
B zul F J, .J, max (205) 

ansetzen, mit v als Anstrengungskoeffizienten, dessen Bedeutung gewonnen wird, 
wenn wir die Biegungsbeanspruchung verschwinden lassen, d. h. nur eine Be
anspruchung auf Druck (Zug) annehmen. Die Gleichung (205) geht dann in 

I (aB).Ul! = ; v über. Da die Dimensionierungsgleichung für reinen Druck (Zug) 

P i ( ) : I . d (aB)'Ul -F = i az.D zuZ, autet, so WIr v = : -(--)- . 
aZ,D zul 

Für Flußeisen wird v = 1, für fehlerfreies Nadelholz nimmt v, wenn (aB)"" = 90 kgjcm 2, 

I (aD)zu' I = 50 kgjcm 2 und (az)zu, = 80 kgjcm 2, bei Beanspruchung auf Druck den Wert 

v = :~ = 1,8, bei Beanspruchung auf Zug den 'Vert v = :~ = 1,12 ~ 1 an. 

Zur Auffindung des größten Wertes der Druck- (Zug-) Spannung im Quer
schnitt, als Funktion der Querschnittsdimensionen, wird man bei schiefer exzen
trischer Biegung zunächst von dem der rechten Seite von (205) gleichwertigen 

Ausdruck i PF v + ";WJB.U I ausgehen [Gleichung (129b) auf Seite 302], worin 
: u ,max 

M Bu und J u das Biegungs- bzw. Trägheitsmoment mit Bezug auf die Nullinie 
vorstellt, die vorhanden wäre, wenn die zur Biegungsbeanspruchung hinzu
tretende Druck- (Zug-) Beanspruchung nicht da wäre. Hat man diese Nullinie 

1 Allgemein müßte der Dimensionierungsvorgang schätzungsweise gewählt und nach Be
rechnung von IV y konstatiert werden, ob die zugehörige Bedingung (204) wirklich erfüllt wird. 
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gefunden, so ist es nicht sch,ver die Stellen extremer Druck- (Zug-) Beanspruchung 
im Querschnitt anzugeben. Die weitere Rechnung läuft dann wie in dem Falle 
gerader exzentrischer Druck· (Zug-) Beanspruchung, für die wir nunmehr ein 
Beispiel folgen lassen. 

In dem in Abb. (182) dargestellten statisch bestimmten Rahmen aus Nadelholz, der auf 
die dargestellte Weise belastet ist, sind die Streben WO und 'ED in den Teilen WE und 'EP 
auf geraden exzentrischen Druck belastet. Die Lage der Kräfte P mit Bezug auf den recht
eckigen Querschnitt der Streben ist aus Abb. 182a ersichtlich. Es fragt sich um die Größe 

h 
der Rechteckhöhe h unter der Voraussetzung, daß b = 1,4 mit b als Breite des Reehtecke8. 

Die genannten Strebenteile empfangen je eine Druckkraft P + ~'. außerdem noch je pin 

Abb. lS~. AlJb.182 a. 

biegendes Moment PI. a -t- ~). Die größten Drnckspannungen liegen an der Innenseite des 

Rahmens und haben, abgesehen vom Zeichen, die Größen 

( , 11' 
1\ 1 p. (1 T 2 / 7 

(Xx)max c= (p -'- _~,_ + ____ '-- . _I 
\ . 2 J bh J, :2 

. bh3 
mIt J, = 12' Die Dimensionierungsgleichung (205) lautet daher für l' = 1,8 für P = 1 t, 

q = 1 tim, I = 4 m, (1 = 1 m 
\ h \ 

4 ] (100 + 2") 
I (aB),,", i = 90 kg/cm2 = 0,09 t,cm' = (1 -+- 2) . ~~2 .8 -'- 1 . --J;J- 6.1.4, 

oder 0,09 h 3 = 11,76 h + 840, woraus h ~ 23 cm folgt. 

Bei im Vergleich zu den Querdimensionen langen Stäben werden die Bie· 
gungsspannungen bei exzentrischer Druckbeanspruchung infolge der Durch
biegungen des Stabes größer als die bisher der Dimensionierung zugrunde ge
legten. Aus Sicherheitsgründen empfiehlt es sich dann, von der Gleichung (136a), 
S. 313 auszugehen, und z. B. für den Fall eines einseitig eingespannten Stabes 
die Dimensionierungsgleichung in der Form 

max 
(206) 

. -2 - P d P anzusetzen, mIt I. - EJ un ,a 2 = Er' Der Ausdruck rechts stellt die be-
y , 

stimmten Randwerten von z und y zugeordnete maximale Druckspannung im 
Einspannungsquerschnitt vor, der der gefährliche Querschnitt mit dem ex
tremen Biegungsmomente ist. 

Girtler, I1Iechanik. 28 
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Die numerische Rechnung bei gegebenen vVerten von P, E, l,:, I}, (aB)""r, v und gegebe· 
ner Querschnittsform wird bei Entwicklung der Kosinusse in Reihen, die wegen der großen 
Werte von E mit dem zweiten Gliede abgebrochen werden können, näherungsweise durch· 
zuführen sein. 

e) Beanspruchung auf reine Verdrehung oder auf Verdrehung, Biegung und 
Schub. Bei reiner Verdrehungsbeanspruchung, wie z. B. in dem in Abb. 151, S.325 
dargestellten Falle, wird als Grundlage für die Dimensionierung die Bedingung 

(207) 

zu erfüllen sein, worin (TD)zu! die zulässige Beanspruchung auf Verdrehung und 
I T max I den Zahlenwert der im Bereiche des Stabes auftretenden größten Schub
spannung vorstellt. Letztere tritt in dem aus dem Drillungsmomentenschaubilde 
bestimmbaren Querschnitt auf, in dem das Drillungsmoment einen extremen 
Wert erlangt (in den meisten Fällen der Anwendung der Verdrehungstheorie 
ist freilich das Drillungsmoment über die ganze Stablänge konstant), und nimmt 
bei gegebenem extremen Drillungsmoment je nach der Querschnittsform ver
schiedene die Dimensionen des Querschnittes enthaltende Werte an. 

Ein Stab von der Länge l mit rechteckigem Querschnitte mit den noch unbekannten 
Seiten hund b sei auf beiden Seiten fest eingespannt und werde durch ein Drillungsmoment J[ D, 

das in der durch den Abstand a von der einen Einspannungsstelle bestimmten Ebene wirkt, 
auf Verdrehung beansprucht. In den Einspannungsquerschnitten entstehen zwei Reaktions
momente M A und MB, die der einzigen statischen Gleichgewichtsbedingung jlfA + MB = 21[D 
unterworfen sind. Die Aufgabe der Berechnung der Einspannungsmomente ist daher eine 
einfach statisch unbestimmte. Die Elastizitätsbedingung besagt offenbar, daß der Ver
drehungswinkel des Stabteiles von der Länge a im Querschnitte des l\Iomentes Mn gleich 
sein muß dem Verdrehungswinkel des Stabteiles von der Länge l- a = c im gleichen Quer
schnitt. Nach Gleichung (151), S. 335 muß 

3,6 J1 A (b2 ~ h2 ) 3.6 MB (b2 + h2) 
--Gh:Jb3--a = --Gh3 b3-- C , 

d. h. M A = ~ . Bei Berücksichtigung der statischen Gleichgewichtsbedingung wird demnach 
MB a 

Mnc d 1MB = "lfna. 
M A = -l-- un 1 

Laut Gleichung (149a), S. 333 und mit Rücksicht auf die Gleichung (207) muß 

I Tmax I = , ::~ " = (TD)zul sein, woraus eine von den beiden Größen h oder b bestimmt 

werden ka~n, wenn das Verhältnis ; von vornherein gegeben ist. Nehmen wir im besonderen 

Mn = 300 kgm, h = bund (TDl.uI = 720 kgjcm 2 (zulässige Beanspruchung auf statische 

Verdrehung für Flußeisen), so erhalten wir aus der letzten Gleichung 720 kgjcm2 = ~.:~!~ 
oder h = 5,7 cm. 

Liegt Beanspruchung eines Stabes auf Verdrehung, Biegung und Schub vor 
wie z. B. in Abb. 96, S. 227 in dem Teile des Stabes der zwischen den Riemen
scheiben liegt, so machen wir zwecks Bestimmung der Ausmaße auf Grund der 
Anstrengungsgleichung 199b, S.426 und der allgemeinen Dimensionierungs
gleichungen (192a, b) von der Gleichung 

ISjmax= !(O'B).UI! = ;~-.!(AIX,,) 1 
± m2;: -.! f(A1 X.,)2 + 4 [(~T)2 + (AaT1)2 + 2~A3 TT1 COS IX] 'max J 

(208) 

Gebrauch, in der (O'B)zuZ die zulässige Beanspruchung bei statischer Biegung, 
X., eine Biegungsspannung, Teine Verdrehungsspannung infolge der Existenz 



Dimensionierung bei Verdrehung, Biegung und Schub. 435 

von Drillungsmomenten, Tl eine totale Schubspannung infolge der Existenz 
von Querkräften, (J. den Winkel zwischen den Richtungen von T und Tl' Al' }'2' ;'3 
Anstrengungskoeffizienten bedeuten. Die Bedingung (208), welche unter anderem 
berücksichtigt, daß in den am häufigsten vorkommenden Fällen der technischen 
Praxis eine schwingende Beanspruchung auf Biegung mit einer statischen Be
anspruchung auf Verdrehung verknüpft ist, besagt, daß der Zahlenwert der zu
lässigen Beanspruchung auf statische Biegung gleich dem Zahlenwerte, der im 
Bereiche des Stabes auftretenden extremen reduzierten Spannung, deren Wert 
durch Einführung der Anstrengungskoeffizienten der Erfahrung angepaßt ist, 
sein soll. Der Anstrengungskoeffizient Al entspricht der Erfahrung, daß die zu
lässige Beanspruchung bei statischer Biegung nicht der zulässigen Beanspru
chung bei schwingender Biegung gleichkommt (Seite 419ff.), A2 bringt die Korrek
tur zum Ausdruck, die an dem Zusammenhang, wie er zwischen der zulässigen 
statischen Beanspruchung auf Biegung und der zulässigen statischen Beanspru
chung auf Verdrehung bestehen würde, ·wenn das De Saint Venantsche An
strengungsmaß allgemein richtig wäre, anzubringen ist (Seite 425), }'3 bezieht 
sich auf die Korrektur des Zusammenhanges zwischen der zulässigen Beanspru
chung auf Biegung und der zulässigen Beanspruchung auf Abscheren und 
müßte z. B. in dem Falle der Abb. 96 zum Ausdrucke bringen, daß auch die 
infolge der Querkräfte auftretenden Schubspannungen, ebenso wie die Biegungs
spannungen einen schwingenden Charakter besitzen (Seite 424). 

Um die Sache nicht zu verwickelt zu gestalten, wollen wir annehmen, daß 
der Stab im Vergleich zu den Querdimensionen voraussichtlich so lang ist, daß 
die Schubspannungen neben den Biegungsspannungen zu vernachlässigen sind 
(Seite 424ff.). Die Bedingung (208) nimmt dann die einfachere Form 

. l_m-l}X,In-i-l/'X2 'T2 
(GB)ZU!'- -2-'] x=-2--1(/'1 JJ +4(/'2 ) I.,n nt max 

(208a) 

an. Die weitere Berechnung hängt von dem besonderen Belastungsfall und von 
der gewählten Querschnittsform ab. Bezüglich der Belastung wollen ·wir an
nehmen, daß das Drillungsmoment in dem Bereiche des Stabes in dem Ver
drehungs beanspruchung auftritt, eine konstante Größe sei, wie das gewöhnlich 
zutreffend ist. 

a) Kreisförmiger Querschnitt oder kreisringförmiger Querschnitt. Der 
extreme Zahlenwert der reduzierten Spannung tritt am Umfangc des Stabes in dem für 
die Biegungsbcanspruchung gefährlichen Querschnitt mit dem Biegungsmoment (MB y)m.x. 
das wir als positive Größe einführen wollen, auf. Für den kreisförmigen Querschnitt mit 
dem Radius r lautet die Bedingung (208a) dann 

I ( ) '- In - 1. (JIBy)max -'- m -.' 1 ~/l;:'-}'l (~11~y)max~-I·.2. 4 (, llID )2 
(JB ,u! j - 2 )'! J r,? J r. + 1"'2 J r 

In y _m y ~ p 
.. (a) 

worin J y = :7: das Trägheitsmoment der Kreisfläche mit Bezug auf eine durch ihren Mittel

punkt gehende und in sie hineinfallende Achse, J p = n: das polare Trägheitsmoment der 

Kreisfläche mit Bezug auf ihrcn Mittelpunkt, JID das Drillungsmoment vorstellen (Glei
chung (146a), Seite 327). Die letzte Gleichung können wir somit in der Form 

schreiben, die, wenn wir den in der eckigen Klammer stehenden Ausdruck, der als reduziertes 

Momcnt bezeichnet wird, mit JYl R einführen und :7 r 3 = TV setzen, mit TV als WiderstandF-
4 

28* 
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moment des kreisförmigen Querschnittes in die mit der Dimensionierungsgleichung im Falle 
reiner Biegung formal einstimmender Gleichung 

I 1- JI R 
(aB),,,'· - w (208b) 

übergeht, aus der das nötige \Viderstandsmoment berechnet werden kann. Die zahlenmäßige 
Ausrechnung, z. B. für den Fall der Abb. 96 (r2 = 0,5 m, r 1 = 1 m, 8 2 - s; = SOO kg, 
8 1 - 8~ = 400 kg, 12= 2 m, AT = 2 B = 1 m), unter der Yoraussetzung, daß die Welle 
aus Flußeisen besteht VI = 3, ;'2 = 1, m = 4), wird dem Leser überlassen. 

Für kreisringförmigen Querschnitt gilt, wie man leicht einsieht, ebenfalls die Glei
chung (20Sb), worin für TV das Widerstandsmoment der Fläche des Kreisringes einzusetzen. 

b) Rechteckiger Querschnitt. Es liege ein Stab mit rechteckigem Querschnitt 
(Abb. I52b, S. 330) vor, der auf der einen Seite fest eingespannt, auf der anderen Seite frei 
ist. Am freien Ende wirke ein Drillungsmoment jJ1D und eine den Stab auf gerade Biegung 
beanspruchende Kraft P. Die Biegungsebene falle mit der xz-Ebene zusammen (x-Achse 
durch Stabachse, z-Achse parallel zur kleineren Rechteckseite b. Die dem Zahlenwerte 
nach größten reduzierten Spannungen ergeben sich dann offenbar in Volumenelementen 
des Einspannungsquerschnittes, die den Punkten A, A der freien Endquerschnittsflächen 
entsprechen, da dort sowohl die Biegungsspannungen als auch die Verdrehungsspannungen 
die größten im Bereiche des Stabes werden. Die Dimensionierungsgleichung lautet, da )'1 = 1 
gesetzt werden muß, 

m-I . (JIBy)max. b m~-I V(JIB.)~axb2, . T---~ I (aB)z,,' = --. -------- . - - --- - -.--. -- ~ 4 (/'2 m.x)-, 
2 m J y 2 2 111 4 J; 

(c) 

d ' . J hb3 1 T 9 JID , • 1e, wenn WH • = l. une max = 21162 elnsetzen, ln 

I ( ) 'JJ' - m - 1 (~I) "In --i-- 1 1'( 'I 2 .' (3 ~" )2 - 11 aB zul - -rm- i .lt. By max I ~ 2m ... J By)max: I IV2 2" J·J.LD - ~' R (208c) 

übergeht, worin 1lIB wieder das reduzierte ::\loment bedeutet und TV = .~ hb2 das dem mini
malen zentralen Trägheitsmoment zugeordnete \Viderstandsmoment der Querschnittsfläche 
vorstellt. 

\Veniger einfach stellt sich die Rechnung, wenn die Ebene des biegenden Momentes 
mit der x y-Ebene zusammenfällt. Die extremen reduzierten Spannungen sind wie im vorher
gehenden Fall im Einspannungsquerschnitt zu suchen; da aber nunmehr die Punkte A, 
in welchen die größten Schubspannungswerte entstehen, nicht mehr mit den Punkten des 
Einspannungsquerschnittes identisch sind, in denen sich die größten Biegungsspannungen 
ergeben, so werden, wenn h gegenüber b verhältnismäßig groß und das maximale Biegungs
moment gegenüber dem DrilJingsmoment klein ist, die größten reduzierten Spannungen an 
symmetrisch zu den Punkten A gelegenen Stellen der Längsseiten h auftreten, Die Ver
drehungsspannungen an den Längsseiten ergeben sich aus der zweiten der Formeln (149), 

S. 332 für z = : ' die Anstrengung für ein beliebiges Volumenelement längs derselben ist 

demnach durch den Zahlenwert der reduzierten Spannung 

I S I = 'I' m - 1. (~lIB.)m.x --i-- m + 1 J/ (M B.)!axy2 4 [; 9 MD (h2 _ 4 2)J21 
2 m J y, 2 m· J2 + '22 b2 h3 Y . . (d) 

ausdrückbar, worin (MB.)m.x sich auf den Einspannungsquerschnitt bezieht und J. = l" bh 3 

einzusetzen ist. Der weitere langwierige rechnerische Weg besteht darin, den extremen Wert 

von 1 SI unter Zuhilfenahme der Gleichung dJ!1 = 0 aufzufinden, aus der sich jener Wert 

von y ergibt, der 1 8 I zu einem Extrem macht. Die Dimensionierungsgleichung lautet dann 
wie oben I 8 Imax = (aB) ... " aus der h berechenbar ist, wenn b gegeben vorliegt. Diese Lösungs
methode führt auf eine Gleichung vierten Grades nach y, die sich auf eine solche zweiten 
Grades zurückführen läßt. Gangbar ist auch der graphische Weg, der darin besteht, daß man 

für verschiedene Werte von y (z. B. y=O, y = i, y = i, y = 3sh, Y = i (die Werte von 18 I 

aus (e) als Funktion von h bei gegeben gedachtem Verhältnis von : berechnet und die be

rechneten Werte normal zu h von den zugeordneten Punkten der Längsseite aus aufträgt. 
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.\Ian erhält dann durch Verbindung der hierdurch erhaltenen Punkte eine Kurve, deren nähe
rungsweises Extrem leicht angebbar ist. Ist h von b nicht viel verschieden oder ist das 
Biegungsmoment besonders groß gegenüber dem Verdrehungsmoment, so kann es sein, 
daß die Anstrengung in der .\litte der kurzen Seiten des Rechteckes annäherungsweise oder 
genau die Grundlage für die Dimensionierung bildet. 

c) Elliptischer Querschnitt (Abb. 153a, S. 33i). Der Stab sei wieder, wie unter (b) 
vorausgesetzt wurde, gelagert und auf Biegung und Verdrehung beansprucht, habe aber 
jetzt elliptischen Querschnitt mit den Halbachsen a und b. Enthält die Ebene des biegenden 
Momentes die kleine Achse b der Ellipse, so fällt die in dem für die Dimensionierung in Frage 

kommenden Einspannungsquerschnitte auftretende größte Schubspannung T rnax = 2 MD 
ab" ;,; 

(Gleichung (153), S. 33i) an den Endpunkten der kleinen Achse mit den dort auftretenden 
"ß B' () 4 (JIBy)rnax D' D' .' 1 . gro ten legungsspannungen aB rnax =' ab";,; zusammen. le ImenSlonlerungsg eI-

chung lautet clann 

(e) 

\yoraus 

(208d) 

folgt, mit H" = (l~~;'; als \ViclerstandsmomenL bezogen auf Durchbiegungen normal zur großen 

Achse der Ellipse, und JII R als reduziertem Moment. Die Gleichung (208 cl) stimmt vollkommen 
mit der entsprechenden obC'n für kreis- und kreisringförmigen Querschnitt erhaltenen überein. 

Wenn die Biegungsebene die Querschnitte in den großen Achsen der Ellipsen schneidet, 
so muß der Extremwert der reduzierten Spannung in vier mit Bezug auf die y- und z-Achse 
symmetrisch gelegenen Punkten des Umfanges cler Ellipse im Einspannungsquerschnitte 
gesl.1cht werden. Die Dimensionierungsgleichung nimmt jetzt die Form 

I ( m - I (JIB,)max .. m - I l/("lhy)'inax o . -'-T-:: aB),", = -. - - ----- 1/ -:- -.,--' , --. ,,-- . Ir -;- 4{1'2 )-
:2 In J, "" In J; max 

(f) 

. ba3 ;,; 2 "lID ,.-.----- . . 
an, wonn .], = -4- und T = ~b3 lbc [a" - 1/2 (a2 - b2 )] (Selte 33i). Zur Bestimmung 

a ;,; 
des Extremwertes des in Gleichung (f) rechts stehenden Ausdruckes ist, ähnlich so wie das 
oben für den rechteckigen Querschnitt auseinandergesetzt wurde, ein analytischer und ein 
graphischer Weg gangbar. 

3. Fortsetzung. Dimensionierullg bei Knickung und bei Knickung' 
und Biegung'. Die Navier-Schwarz-Rankinesche Formel. 

Auf Seite 426 wurde auseinandergesetzt, was für besondere Verhältnisse sich 
im Hinblick auf das Dimensionierungsproblem der Körper ergeben, für die bei 
einer bestimmten Größe des äußeren Lastsystemes und gegebener Art desselben 
der Eintritt labilen Gleichgewichtes zu befürchten ist. 

Im Falle der Beanspruchung auf Knickung gestaltet sich der Dimensionie
rungsvorgang sehr einfach, weicht aber naturgemäß von jenem in den vorher
gehenden Punkten behandelten ab, da die Knicklast, die mit Sicherheit nicht 
erreicht werden darf, bei gegebener Länge des Stabes von den zu bestimmenden 

Querdimensionen selbst abhängig ist. Denn ist P z die Knicklast, je = a z mit F 

als Querschnittsfläche des Stabes die Knickspannung, ferner P die den Stab auf 
Knickung beanspruchende Kraft, so ist die Dimensionierungsgleichung offenbar 
durch 

(209) 

mit in als Sicherheitskoeffizienten gegen das Erreichen der Knickspannung al 
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gegeben, welch letztere aber vom Schlankheitsgrade des Stabes rJ. abhängt, 
der die gegebene Länge des Stabes und den von den zu suchenden Querdimen
sionen abhängigen minimalen Trägheitsradius enthält. [Siehe die Gleichung (163) 
auf Seite 359 und z. B. die Gleichung (161a) auf Seite 356.] Für (JI ist entweder 
die Eulersche Knickspannung (JE oder die Engesser-Karmansehe Knickspannung (JE 

[Gleichung (170) auf Seite 366] einzusetzen, je nachdem der labile Gleichgewichts. 
zustand im elastischen oder unelastischen Gebiete liegt. Da die Berechnung deR 
Knickungsmodulus T umständlich ist, ""eil ferner die Gleichung (170) nur für 
wenige Stoffe bisher experimentell bestätigt worden ist, nimmt man in der Regel 
die Tetmayerschen empirischen Formeln (165a), (166a), (167a), (167a'), (168a) 
auf Seite 362ff. an Stelle der Gleichung (170) als Grundlage für die Dimensionie
rung von Stäben aus Holz, Flußeisen, Flußstahl und Gußeisen im unelastischen 
bzw. elastischen Gebiet. Von vornherein weiß man natürlich nicht, ob für (Jz der 
Eulersche Wert (JE oder der Engesser-Karmansche bzw. Tetmayersche Wert (JE 

einzusetzen ist. Da bleibt nichts anderes übrig als zu probieren: JIan nimmt zu· 
nächst den mehr wahrscheinlichen Wert (bei langen Stäben (JE' bei kürzeren 
Stäben (JE) und sieht nach durchgeführter Rechnung nach, ob der dann sich er
gebende Schlankheitsgrad einer Knickspannung ober- oder unterhalb der Propor
tionalitätsgrenze eines Jlateriales bzw. den durch Tetmayer angegebenen Gren
zen der Schlankheitsbereiche entspricht. Hat man z. B. (JE für (Jz gewählt, so 
muß sich nachträglich zeigen, daß der Schlankheitsgrad gleich oder kleiner als 
die Grenzschlankheit ist, bis zu welcher die Eulerschen Formeln amwndbar sind. 
Trifft das nicht zu, so muß die Rechnung nochmals unter Einsatz von (JK in 
Gleichung (209) wiederholt werden. 

a 
Die Größe ---'- = ((JI)ZU! bezeichnet man auch jetzt als zulässigen \Yert der 

m 
Knickspannung (JI' nur hat diese zulässige Spannung eine ganz andere Bedeu
tung als die in den vorhergehenden Punkten eingeführte zulässige Spannung 
auf Biegung, Zug, Druck usw., denn letztere sind einzig und allein von dem ge
wählten Werkstoff, dem Belastungscharakter und der Aufbringungsart der 
Belastung abhängig und von den Grenzbedingungen und Querdimensionen des 
Stabes unabhängig, 'während die zulässige Knickspannung auch mit den beiden 
letztgenannten "Gmständen veränderlich ist. 

Die Wahl der Größe des Sicherheitskoeffizienten m hängt in erster Linie 
von der Zuverlässigkeit des Werkstoffes selbst ab. Bei Holz und Gußeisen, als 
stets bzw. häufig inhomogenen und mit Anfangsspannungen behafteten Stoffen, 
wählt man dementsprechend m höher (m = 8 für Gußeisen, m = 10 für Holz) 
als bei Schweißeisen, Flußeisen und Flußstahl (m = 5). Die Größe von m steht 
aber auch in gewisser Abhängigkeit von den Grenzbedingungen des Stabes. 
Dem ausübenden Ingenieur sind als theoretische Grundlagen für die Dimen
sionierung in der Regel nur die im Punkte 21, Seite 350ff. angegebenen vier 
besonderen Knickfälle mit den für sie in ideeller Weise vorausgesetzten Grenz
bedingungen und die aus denselben sich ergebenden, für die Berechnung des 
Schlankheitsgrades nötigen ideellen freien Knicklängen bekannt. Sind diese 
Grenzbedingungen, wie stets zu erwarten, unvollkommen erfüllt, so muß ent
weder die freie Knicklänge schätzungsweise abgeändert oder bei Zugrunde
legung der den genannten vier Knickfällen zukommenden ideellen Grenzbedin
gungen der Sicherheitskoeffizient erhöht oder erniedrigt werden, je nachdem 
der zugrunde gelegte Idealfall im Vergleich zu dem wirklich vorliegenden zu 
günstig oder zu ungünstig ist, d. h. ihm eine zu große oder zu kleine Knicklast 
zukommt. Steht z. B. der Kolben des in Abb. 2, S.4 dargestellten Schubkurbel
getriebes in der äußersten Lage links, so kann die Kolbenstange, die durch den 
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Dampfdruck und die sich ihm in Richtung der Stangenachse entgegensetzende 
Kraft auf Knickung beansprucht \vird, beiderseits als unvollkommen eingespannt 
angesehen werden, und die freie Knicklänge L ist etwas größer als die Hälfte 
der Länge l der Kolbenstange. Legt man der Dimensionierung der Kolbenstange 
die Formel (161c) auf Seite 358 zugrunde, so hat man die Knicklast etwas zu 
groß gewählt, was man durch eine kleine Vergrößerung des Sicherheitskoeffizien
ten wieder wettmachen könnte. In der äußersten Lage rechts kann die Kolben
stange einerseits als unvollkommen eingespannt, andererseits als unvollständig 
geführt [Gleichung (161 b) auf Seite 357] angesehen werden usw. Häufig sind aber 
die Grenzbedingungen, denen der Stab unterworfen wird, überhaupt ganz anderer 
Art als jene, die den oben angeführten vier Knickfällen zugrunde liegen, wie z. B. 
dann, wenn die Stabenden in Schneiden liegen, die nicht mit der Achse des 
minimalen Schwerpunktsträgheitsmomentes zusammenfallen. In derartigen 
Fällen muß man entweder neue theoretische oder aus Versuchen folgende Grund
lagen zur Bestimmung der freien Knicklänge aufsuchen, oder dieselbe schätzungs
weise als einer der freien Knicklängen der Yier oben angegebenen Fälle mehr oder 
weniger naheliegend bei passenden, d. h. mögliche Irrtümer ausgleichenden 
Sicherheitskoeffizienten wählen. In der Größe des letzteren können auch nicht 
gewollte oder absichtlich zugelassene kleine Exzentrizitäten der auf Knickung 
beanspruchenden Kraft oder anfängliche Stabkrümmungen, die auch durch das 
Eigengewicht bewirkt werden können, zum Ausdrucke gebracht werden. \Venn 
z. B. bei einem nach Abb. 8, S. 25 gebauten flußeisernen Fachwerksträger die 
Stäbe 2, 4 und 6, 4 durch Druckkräfte beansprucht werden, so wird die Knick
gefahr durch das Eigengewicht der Stäbe begünstigt, welche dieselben auch 
auf Biegung beansprucht. Auch in diesem Falle kann Gleichung (209) als 
Grundlage für die Dimensionienmg dienen, den Sicherheitskoeffizienten wird 
man aber höher wählen als dann, wenn die kleinen Durchbiegungen durch das 
Eigengewicht nicht yorhanden wären. }Ianchmal zieht man es aber in einem 
solchen Falle vor, die Dimensionierung auf Grund der Beanspruchung auf Biegung 
und Knickung vorzunehmen. (Siehe die Bemerkung am Schluß dieses Punktes.) 

Als Beispiel zur Dimensionierung auf Knickung wählen wir einen Holzstab von recht
eckigem Querschnitt mit den Seiten bund h und der Länge 1 = 4 m. Derselbe sei durch eine 
Kraft P = 5 t auf Knickung beansprucht und auf den die Kraft übertragenden Preßplatten 
stumpf aufgelagert. Nach Gleichung (209) nimmt die Dimensionierungsgleichung, wenn wir 
m = 10 wählen und bei der ansehnlichen Länge des Stabes yon 4 m annehmen, daß a1 = aE 
zu setzen ist, die Form 

5000. 10 = ;-r2E 

bh x2 • 
(a) 

Zur Berechnung des Schlankheitsgrades x = -}:_- führen wir die freie Knicklänge mit L = 0,7l 
~min 

ein (Seite 361) und setzen auf Grund der Definition des Trägheitsradius bei Wahl yon 

1 4 h .. > b" 1 f b! 1 4 d' b ., 0.49 [2 • 12 h I . d 'I' d , = -b ' ~;;Un - ,'± = In , 0 ('r ~min = -----=, wonut x~ = ------- er a ten WIr .. , lt elll 
::: 213 b2 

berechneten -Werte yon x und für E = 100000 kg/cm 2 geht die Gleichung (a) in 

5000·10 
b2 • 1,4 

100000. ;-r2b2 

0.49 . 16 . 10' . 12 

über, woraus b = 13,6 cm ~ 14 cm und damit h = lü elll folgt. }Iit diesen Werten berechnet 

sich der Schlankheitsgrad mit x = 0.7· ': 2'-3 = 69.85, der somit unter dem Grenzschlank-
14 

heitsgrad x = 100 für Holz nach den Tetmayerschcn Versuchen (Seite 3(l2) li('gt. Die An
wendung der Eulerschen Formel war also nicht berechtigt. 'Vir haben daher die Rechnung 
nnwrclings unter "erwendung der T<:tmayerschen empirischen Formel 

aK = 0.293 - 0,00194 x t/em2 
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[Gleichung (165a) auf Seite 362] durchzuführen. l\-Iit ihr ergibt sich, da jetzt als Maßstab 
für die Spannungen t/cm 2 gilt, die nach b quadratische Gleichung 

5. ~ 400 -
b2 .1,4 10 = 0,293 - 0,00194·0,1' b 21 3 , 

der die Lösung b ='= 15 cm, also h ce'- 21 cm entspricht. Ein Stab von diesen Querdimensionen 
könnte bei Beanspruchung auf Druck, d. h. wenn keine Knickgefahr vorläge, eine Last 
P = 15·21 (UD),ul' d. i. bei Wahl von (UD),ul = 50 kgjcm 2 für Fichtenholz P = 15750 kg 
tragen. 

Es hat nicht an Bestrebungen gefehlt, den vorgeschilderten Dimensionierungs
vorgang bei Beanspruchung auf Knickung durch einen anderen zu ersetzen, 
bei dem von der Annahme ausgegangen wird, daß es sich in praktischen Fällen, 
dann wenn von einer Knickungsbeanspruchung die Rede ist, eigentlich um eine 
exzentrische Druckbeanspruchung handelt, die dem labilen Fall der Knickungs
beanspruchung nahe liegt. Besonders bekannt geworden ist diesbezüglich die 
Navier-Schwarz-Rankinesche Formel, die so genannt wird, weil sie auf der 
Navierschen Spannungsgleichung (129c, Seite 305) bei Beanspruchung auf exzen
trischen Druck beruht und durch Schwarz bzw. Rankine ziemlich gleichzeitig 
als Grundlage für die Dimensionierung von geraden Stäben empfohlen wurde, die 
eine der Knickungsbeanspruchung naheliegende Beanspruchung erfahren. 

Wird ein gerader Stab in der :a-Ebene durch eine Kraft P parallel zur Stabachse auf 
exzentrischen Druck beansprucht, so können wir die auftretende extreme totale Spannung, 
die sich im gefährlichen Querschnitt in der äußersten Faserschicht auf der Druckseite ergibt, 

in der Form Umax = ; + (~1ff)ma'5 e schreiben, worin das maximale Moment (JfB,)max 
v 

und P als positive Größen eingeführt gedacht sind und e die als positiv aufgefaßte Entfernung 
der äußersten Faserschichten auf der Druckseite von der der Biegungsspannung zugeordneten 

Nullinie bedeutet. Setzen wir (JIBy)max = Pa und berechnen aus obiger Gleichung; , so 

erhalten wir ; =~Jll~: F oder, da. wenn es sich um eine exzentrische Druckbeanspruchung 
1 ~ ----. 

, J" 
handelt, und die zulässige Beanspruchung auf Biegung (UB).,,' nicht viel verschieden ist von 
der zulässigen Beanspruchung auf Druek (UD)zul' als Grundlage für die Dimensionierung 

() I k (-) (UD),,,' b" PI' h (-) d' I' h . amax = aD zul ge ten ann aK ",' = ---- 'F" , wo el WIr F gele UK zul, .1. g e10 eIner 
1 -'- a._e _ 

. J y 

zulässigen Beanspruchung auf Kniekung gesetzt haben, die natürlich nicht mit: der oben streng 
definierten zulässigen Beanspruchung auf Knickung (aE),,,, bei zentrischer 'Cbertragung der 
Kraft verwechselt werden darf. Bezeichnen wir den Zahlenwert der infolgc der Biegungs
beanspruchung auftretenden Quetschung im gefährlichen Querschnitt in der am meisten 

F h · h' 'lt Pae F('Jx)'UI ae E d .. angestrengten asersc 10 te nut 15, so gl -J = ------ = 15, 0 er, wenn WIr 1m 
y J y 

elastischen Bereiche angenähert für F (aE),ul den aus der Eulerschen Knicklast PE durch 
Division mit dem Sicherheitskoeffizienten m abgeleiteten strengen 'Yert der zulässigen Knick-

I . f h I F F 1 1 n 2 EF 1 n 2 E F a e E ast em ü ren, a so (aE)'!!1 = (aE)"l = - PE = -. --2- setzen, - . --2- . -J = e, 
m m 0( m 0( y 

a e F m e 0(2 K 0 • K me f I "'1' d b h U' t a e F woraus -J = --2- = ()(" mit = -2 0 gt. ~. lt em so erec neten n er e von -J 
y;r:r y 

erhält man' die Gleichung 

(210) 

mit 0( als Schlankheitsgrad und K als Koeffizienten, der ursprünglich als Materialkonstante 
aufgefaßt wurde. Die Beziehung (210) ist die oben erwähnte Navier-Schwarz-Rankine
sehe Formel. Wenn K wirklich eine Materialkonstante wäre, so könnte mit Hilfe der Glei· 
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chung (210) der als zulässige Beanspruchung auf Knickung eingeführte \Yert für jeden 
Schlankheitsgrad aus der zulässigen Beanspruchung auf Druck abgeleitet werden. Das ist 
aber nun nicht der Fall, weil K, wie aus der Ableitung hervorgeht, nicht nur von der Exzen
trizität der Kraft und der anfänglichen Stabkrümmung, die berechtigte Ausgangspunkte 
für die Herleitung der Formel (210) sein könnten, sondern auch von der Länge des Stabes 
abhängig ist. Tatsächlich fand Tetmayer aus seinen Knickversuchen, daß Formel (210). 
welche eigentlich zufolge ihrer Ableitung auf das elastische Gebiet beschränkt bleiben müßte, 
aber auch auf das unelastischc Gebiet angewendet wurde, nur für verschiedene Stufenbereiche 
der reduzierten Längen, als angenähert konstant angesehen werden kann. Je größer diese 
Stufenbereiche gewählt werden, um so mehr nehmen die zugehörigen \Verte von K den Cha
rakter von Mittelwerten an. Die Formel (210), die seinerzeit, als man sich über den Gültig
keitsbereich der Eulerschen :Formeln noch nicht im klaren war. als Grundlage für die 
Dimensionierung gute Dienste leistete, ist heute, wo man den labilen Gleichgewichtsfall 
der Knickung gcnau studiert hat, kaum mehr in Venvendung. 

Für die Dimensionierung eines auf Biegung und Knickung beanspruchten 
geraden Stabes sind, ,yenn nicht yorgezogen wird, in der oben angegebenen 
Weü,e YOfzugehen, die auf Seite 369ff. gemachten Bemerkungen zu beachten. 
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- isotherme 110. 
- sehr kleine 16, 196. 
- umkehrbare (federnde) 150, 159,291,346; 

s. a. Deformation, Dehnung, Verzerrungs
zustand. 

Verschiebungsbeschleunigung 45, 197 ff. 
Verschiebungsellipsoid 26, 27, 31, 39, 43. 
Verschiebungsgeschwindigkeit 45, 197. 
Verschiebungskomponenten lO. 
- sehr kleine 16, 26, 196, 198ff. 
- virtuelle Ulff. 
Verschiebungszustand 9. 
Versuchsgeschwindigkeit 169. 
Verträglichkeitsbedingungen 43ff., 244, 331, 

332. 
Verzerrung s. Verformung, Deformation, 

Verzerrungszustand. 
Verzerrungsenergiefunktion 110. 
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Verzerrungsfläche 32, 34, 39ff., 41, 43. 
Verzerrungskomponenten 14ff., 29, 30. 
Verzerrungszustand 14, 15, 35, 37, 42. 
Verzweigungslage s. Gleichgewicht. 
Virtuelle Arbeit 111, 113, 117, s. a. Form-

änderungsarbeit. 
Virtuelles Arbeitsprinzip 1l0ff., 376ff., 397, 

399. 
- - bei virtuellem Spannungszustand 

115ff. 
- - bei virtuellem Verformungilzustand 

112ff. 
Völligkeitsgrad 23l. 

Werkstoff s. Material. 
Wert ziffer 230. 

Widerstandsfähigkeit 23, 25, 179. 
Widerstandsmoment 240ff., 307. 
- veränderliches 279. 
Wöhlersches Gesetz 172, .119. 

Y oungscher Modul 76. 

Zug s. Beanspruchung auf Zug. 
Zugfestigkeit s. Festigkeit. 
Zugversuch 228ff. 
Zugwiderstand, gleicher 282 ff . 
Zustand, jungfräulicher 137, 168. 
- natürlicher 25, 87. 
Zwang 26. 
Zylinderkoordinaten 90. 
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