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EINLEITUNG

Im ersten Teil haben wir gezeigt, dafl die Kulturvélker des
Altertums sich verschiedener Ziffernsysteme bedienten, die im
einzelnen zwar mannigfache Abweichungen zeigen, im Grunde
aber sich auf wenige Methoden zuriickfuhren lassen. Auch
heute werden bei den Volkern der Erde die verschiedensten
Ziffernsysteme und Ziffernformen verwendet. Es wire ein
grofler Irrtum zu glauben, dafl die uns geldufigen sogenann-
ten indisch-arabischen Ziffern bei allen Volkern bekannt und
in allen Teilen der Welt im Gebrauch seien. In weiten Ge-
bieten Zentralasiens, Afrikas und Amerikas sind sie unbe-
kannt; in manchen Teilen Indiens, Ostasiens und auf den ma-
laiischen Inseln sind neben ihnen noch andere Ziffernsysteme
im Gebrauch. Aber wenn wir uns in diesem Bande mit der
bei neuzeitlichen Volkern tiblichen Ziffernschrift beschiftigen,
so kdnnen wir uns doch im wesentlichen darauf beschranken,
diejenigen Systeme zu schildern, welche die weiteste Ver-
breitung und die grofite Bedeutung erlangt haben; namlich
das System der romischen, der indisch-arabischen und der
ostasiatischen Ziffern. Wir diirfen uns jedoch nicht damit
begniigen, sie einfach nach ihrer #ufleren Gestalt und nach
ihrer Verwendung zu schildern. Wer ihr Wesen und ihre
Bedeutung verstehen will, mu8 ihre Entwicklung und ihr all-
méhliches Entstehen kennen lernen und andere Ziffernsysteme
zum Vergleich heranziehen. Wir werden deshalb besonders
bei den romischen und indischen Ziffern die Entwicklung
dieser Zahlenschriften vom Altertum an durch das Mittelalter
hindurch bis in die Neuzeit zu verfolgen haben und setzen
dabei die Ausfithrungen des ersten Bandes als bekannt voraus.

1*



ERSTER ABSCHNITT
DIE ROMISCHEN ZIFFERN

Die Zahlzeichen, die unter diesem Namen von allen Vél-
kern der Neuzeit zu gewissen besonderen Zwecken, namentlich
bei Inschriften, verwendet werden, sind schon in grauer Vorzeit
auf italischem Boden nachweisbar. Wie die griechische Ge-
schichte mit der Entdeckung Griechenlands durch die Pho-
niker, so beginnt die italische mit der Entdeckung ltaliens
durch die Griechen. Wahrend aber dort die ersten Anfange
in tiefes Dunkel gehtillt sind, konnen wir hier den Eintritt
der italischen Stdmme in den Bereich der Kultur Schritt fur
Schritt verfolgen. Die Entwicklung schritt langsam von
Stiden nach Norden iand von Westen nach Osten vor, und
auch der Schwerpunkt der Geschichte verschob sich in die-
ser Richtung.

Die Ethnographie der italischen Halbinsel bietet ein bun-
tes Bild. Fur uns sind nur wichtig die Efrusker und dieje-
nigen indogermanischien Stimme, die den Hauptteil der Halb-
insel einnahmen, und die man unter dem Namen Italiker zu-
sammenfafit. Die Stellung der Etrusker in der Volkerkunde
ist bis heute noch dunkel; zwar haben sie uns Tausende von
Inschriften hinterlassen, in denen die Zahlzeichen und auch
einzelne Worter entziffert sind, aber von einem wirklichen
Verstandnis ihrer Sprache sind wir noch weit entfernt. Sie
bildeten wahrscheinlich einen Bestandteil der iltesten Be-
volkerung Norditaliens und saflen urspriinglich zu beiden Sei-
ten des Apennin, von wo aus sie nach Norden und Siden
ihr Gebiet ausdehnten und die Stamme der indogermanischen
Italiker teilweise vertrieben. Die Gewinnung der Oberherr-
schaft tiber Latium und Campanien seit dem Ende des 7. vor-
christlichen Jahrhunderts ist nur die Fortsetzung dieser vor-
schreitenden Bewegung. Diese vollzog sich natiirlich auf
Kosten der ltaliker, unter denen einerseits die Latiner, Fa-
lisker und Osker, andererseits die Sabiner und die Umbrer
hervorzuheben sind. Die fortwihrenden Kiampfe, welche diese
Stamme untereinander und gegen die Etrusker ftihrien, sind
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bekannt; namentlich Rom, eine Pflanzstadt der Latiner, steht
im Mittelpunkt dieser Fehden. Es geriet seibst im 6. Jahrhun-
dert v. Chr. vortbergehend unter etruskische Herrschaft, und
die ganze weitere Entwicklung der romischen Kultur steht
unter etruskischem Einflu. Die Schopfung der italischen Ein-
heit durch Rom fiihrte allerdings eine Vereinigung der Italiker
hierbei, aber diese Vereinigung war nicht auf Stammverwandt-
schait, sondern nur auf politischer Grundlage aufgebaut, wie
etwa heute das englische Weltreich.

Wir wissen, daBl die Bewohner der Apenninenhalbinsel ihre
Schrift etwa im 8. Jahrhundert von den Griechen bekamen.
Ein gemeinsames Alphabet von 26 Buchstaben (das Q fehit
in allen italischen Alphabeten) hat man mehr als einmal in
sttdetruskischen Stadten gefunden. Es ist wahrscheinlich, dafl
die Etrusker, deren Machtgebiet bis zum Golf von Neapel
reichte, am frithesten von allen Volkern Italiens schreiben
lernten. Sie haben das Alphabet dem Charakter ihrer Spra-
che angepafit und weitergebildet und es den tbrigen Stam-
men fiberliefert. Es entwickelte sich hierauf eine grofie An-
zahl von Alphabeten, jedes mit besonderen Eigentiimlichkei-
ten; unter diesen gehdren das etruskische, umbrische und
oskische einerseits, das faliskische und lateinische anderer-
seits zusammen.

In allen diesen Alphabeten sind uns Inschriiten erhalten,
und auf diesen finden sich auch Zahizeichen. Abgesehen
von der Stellung (die Schrift der Umbrer, Osker und Etrusker
ist linkslaufig) stimmen diese Zahlzeichen im wesentlichen
nach Form und Verwendung mit den romischen iiberein, so
daB man von gemeinsamen italischen Zahlzeichen sprechen
dari, wenigstens was die Zahlen unter 1000 betrifit. Fur die
Zahlen tuber 1000 sind uns nur veon den Romern Zeichen
iberliefert.

Die Frage nach der Herkunft dieser aligemein bekannten
italisch-romischen Zahlzeichen ist schon sehr oft gestelit und
fast ebensooft verschieden beantwortet worden. Eine vollig
befriedigende Erklarung ihrer Entstehung haben wir heute
noch nicht. Sicher ist jedenfalls, dafi sie urspriinglich mit
den Buchstaben, denen sie gleichen, nichts zu tun hatten.
Sicher ist ferner, daB die Buchstaben des griechischen Al-
phabets, als dieses zu den Romern kam, noch keinen Zah-
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lenwert besaflen; damals waren ja bei den Griechen noch
die herodianischen Ziffern gebriuchlich. Diese Ziffern aber,
die die Italiker wohl im Verkehr mit den Griechen in Unter-
italien und Sizilien kennen lernten, waren fiir sie natarlich
ungeeignet. Th. Mommsen hat deshalb zuerst die Behaup-
tung aufgestellt, dal die romischen Ziflern auf italischem
Boden lange vor der Einfahrung des Alphabets in Italien ent-
standen sein massen. Dafl einzelne senkrechte Striche und
Zusammenstellungen von Strichen wie V und X hiufig vor-
kommen und sich von der 4ltesten Steinzeit an bis ins ge-
schichtliche Altertum und in die Neuzeit verfolgen lassen,
haben wir wiederholt gesehen. Es ist auch nach F. Lin-
demann nicht ausgeschlossen, dafl das hieratische Zeichen
fur 10 durch die Vermittlung der Phoniker nach ltalien ge-
kommen ist (Abbildung siehe I, 20)%).

Im einzelnen denken wir uns die Entstehung der rémischen
Zahlzeichen nach K.Zangemeister in folgender Weise: Die
Zahlen 1 bis 9 wurden urspriinglich durch ebensoviele senk-
rechte Striche dargestellt. Die tibrigen Ziffern erklaren sich
durch die sogenannte decussatio, d. h. durch Kreuzung mit
einer weiteren Linie, was eine verzehnfachende Wirkung hatte.
So entstand das Zeichen Y\ = 10. Ein Beweis fur die Rich-
tigkeit dieser Ansicht ist das Vorkommen der Formen #= 20,
Hi=30 und =40, Um die weitlaufige Wiederholung der
senkrechten Striche zu vermeiden, bildete man durch Halbieren
der etwas gedrehten Form X ein Zeichen fur die Zahl 5; die
Etrusker benitzten die untere Halfte A, die Romer zogen die
obere vor V; bei den Oskern findet sich beides. Um 10 mal 10
auszudriicken, verwendete man einen weiteren Strich und
erhielt X. Dieses Zeichen hat sich in stilisierter Gestalt am
besten auf etruskischen Mainzen erhalten in der Form J1C; die
Lateiner vereinfachfen es zu C wohl in Anlehnung an den An-
fangsbuchstaben des lateinischen Wortes centum (= hun-
dert). Derselbe Beweggrund, der zur Halbierung von X fihrte,
veranlafite auch die Bildung eines Zeichens fur 50 durch
Halbierung von X; bei den Etruskern finden wir T, bei den
Romern | ; daraus wurde spater 1, dann 1, und schlieBi-
lich ging das Zeichen durch Anpassung an eine Buchstaben-

1) In dieser Weise wird auf die Seitenzahlen im I. Teile die-
ser Schrift verwiesen (Band 1 dieser Sammlung).
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form in L @ber. Aus X entstand durch zweifache decussa-
tio zunichst das Zeichen (X) far 1000, und dieses ging all-
mahlich aber in C><D bzw. CXD, Diese Form findet sich
haufig in geschriebenen Urkunden bei Romern und Oskern;
sogar auf Steininschriften aus der Kaiserzeit ist sie nicht
selten, z. B. (<O Gl = 1152. Aus der eckigen Form ent-
standen nach und nach die runden Formen oo und CID, Die
Halbierung dieses Zeichens fur 1000 fiihrte durch allmahtiche
Anpassung an eine Buchstabenform schlieflich zu dem Zei-
chen D = 500. Das Zeichen M = 1000 erscheint erst in spa-
terer republikanischer Zeit und ist lediglich als Abktirzung
des lateinischen Wortes mille (= tausend) anzusehen.

Verhaltnism#Big spit erst entstand bei den Romern und
im lateinischen Mittelalter das Bedirinis, auch gréBere Rang-
zahlen zu bezeichnen. Dabei bildeten sich im Laufe der Zeit
verschiedene Methoden heraus. Ausgehend von dem Zeichen
<1 far 1000 wurden zunichst die Rangzahlen 10%, 10° usw.
durch weiteres EinschlieBen in zwei Halbkreise gebildet und
durch Unterdrickung der linken Halbkreise wieder Zeichen
far 5000, 50000 usw. geschaffen. Dann wurde einem tber
ein Zahlzeichen gesetzten wagrechten Strich eine vertausend-
fachende Wirkung beigelegt; so ist z. B. die Zahl XV = 15000
aus dem Jahre 712 n. Chr. belegt; und schliefilich wurden
durch Vorsetzen der Ziffern X und C vor das Zeichen M
mit multiplikativer Wirkung Zeichen fiir 10000 und 100000
geschaffen. Endlich wurde durch Einrahmen mittels eines
unten offenen Rechtecks eine Multiplikation mit 10° ausge-
drickt. Weitere Einzelheiten sind aus folgender Ubersicht
zu ersehen.

Dezimale Stufenzahlen Zwischenstufen
=1 |{V........ =5
X oo =10 | y,d,, L, L .. =50
C ... .. ..., =10"|D....... . =500
Qd, €D, o0, M, T . = 10® | 122, DD, VM, V = 5000
CCidD, XM, X . ... =10*| IDDD, LM, L . = 50000
C€Caddd, eM, € . . = 10° | 12223, DM, D. = 500000
CCaad), [X]. .. =108 | [C]. ... ... = 5000000
[C]... =10
M]... =108
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Beim Anschreiben beliebiger Zahlen werden diese romi-
schen Zahlzeichen bekanntlich im wesentlichen additiv ver-
wendet unter Beachtung des Gesetzes der Grofienfolge. Um so
auffalliger ist deshalb der Funktionswechsel, der eintritt, wenn
eine der Ziffern I, X oder C der nichst groBeren Stufen-
oder Halbstufenzahl (mit Ausnahme von M) im Sinne der
Schrift vorangeht; sie werden dann subtrahiert, also IV = 4,
IX =9, XL = 40, XC = 90, CD = 400. Diese Subtrak-
tionsstellung findet sich auch bei Etruskern, Umbrern und
Oskern; bei ihnen ist aber wegen der linksldufigen Schriit
Xl =9 und IX = 11. Die Verwendung der Subtraktion?) ist
das auifallendste Merkmal der rémischen Ziffern; sie kommt
bei anderen Volkern nur vereinzelt vor (vgl. die in I, 26 an-
gefiihrten Beispiele aus der altbabylonischen Zahlenschrei-
bung) und wurde wohl zum Zwecke der Raumersparnis er-
funden.

Wenn man den Versuch macht, mit den romischen Ziffern
auch nur die kleinste Rechnung auszuitihren, etwa die ein-
fache Addition mCXXXDCL + X CCXXIX (1130650 +
10229), so wird man sich leicht von der Unbeholfenheit dieses
Ziffernsystems {iberzeugen, bei dem jede deutliche Unter-
scheidung der Stufenzahlen unmoglich ist. Schon beim Lesen
dieser Zahlen mufl man immer eine kleine Rechnung im
Kopfe ausfithren. Man wird sich deshalb nicht wundern, da§
ein Volk, bei dem ein solches Ziffernsystem tiblich war,
in der Mathematik keine grofien Leistungen aufzuweisen hat.
In der Tat ging den niichternen und fturs Praktische veran-
lagten Romern, die doch auf dem Gebiet der Rechts- und
Kriegswissenschait und der Geschichtschreibung Hervorra-
gendes geleistet haben, jeder Sinn und alle Begabung fir
theoretische Mathematik ab. Sie haben gar nichts zur Fort-

1) Bei den Zahlwdrtern finden sich subtraktive Bildungen nicht
nur im Lateinischen (z. B. undeviginti), scndern auch im Griechi-
schen, im Sanskrit und in anderen Sprachen. Es sei noch auf
die merkwiirdige Tatsache hingewiesen, dafi diese subtraktiven
Bildungen in der Reihe der Zahlwdrter und der Zahlzeichen an
ganz verschiedenen Stellen des Zahlensystems vorkommen und sich
nirgends decken; denn in der Sprache treten sie nur bei den durch
10 teilbaren Zahlen (mit Ausnahme von 10 selbst) auf und be-
schrdnken sich auf die Subtraktion von eins und zwei; vgl IV
(quattuor) und duodeviginti (XVIl).
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fiuhrung und nur wenig zur Verbreitung dieser Wissenschaft
getan. Auf dem Gebiet der Geometrie hinterlieBen sie nur
eine Anzahl praktischer Regeln fiir die Landvermessung, und
auf dem Gebiet der Arithmetik begntigten sie sich mit den ein-
fachsten Regeln des praktischen Rechnens auf dem Abakus,
den wir im nichsten Abschnitt kennen lernen werden. Trotz-
dem sind ihre Zahlzeichen mit ihrer Sprache tber die ganze
Welt verbreitet worden, haben wie diese sich gehalten, als
das romische Reich lingst untergegangen war, haben, wie
wir sehen werden, dem Eindringen eines anderen weit be-
quemeren Ziffernsystems den zahesten Widerstand entgegen-
gesetzt und leben heute noch unter uns fort, obwohl sie zum
Rechnen liangst nicht mehr benutzt werden.

ZWEITER ABSCHNITT
DER STELLENWERT UND DIE NULL

Ehe wir die Entwicklung unseres eigenen, jedermann be-
kannten Ziffernsystems schildern, wollen wir das Prinzip des
Stellenwertes, auf dem es beruht, einer gesonderten Betrach-
tung unterwerfen und zeigen, dafl verschiedene raumlich
und zeitlich weit voneinander getrennte Volker diesem ein-
fachen und wichtigen Gedanken nahe gekommen sind, ja
sogar ihn auf bemerkenswerte Art und Weise verwirklicht
haben. Wir haben schon in I, 27 hervorgehoben, daf bei
diesem Prinzip die Zahlzeichen nicht blof§ einen Wert an sich
haben, sondern dafl ihre Bedeutung auch noch abhéngt von
der Stellung, die sie im Verbande mit anderen Zahlzeichen
bei der symbolischen Darstellung einer Zahl einnehmen. Ftr
das Wesen des Stellenwertes ist es gleichgiiltig, auf welcher
Grundzahl das betrefiende Ziffernsystem aufgebaut ist, und
wieviele Ziifern es enthalt. Ein vollkommenes Stellensystem
aber, das auf der Grundzahl nn aufgebaut ist und dessen Stu-
fenzahlen also 1, n, n?, n® .... sind, muB, theoretisch betrach-
tet, fir jede Zahl, die kleiner als n ist, ein besonderes Zei-
chen besitzen, und es mufl ferner ein Zeichen haben, durch
welches nétigenfalls angedeutet werden kann, dafl in einer
gegebenen Zahl die Einheiten einer bestimmten Stufe fehlen,
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d. h. also das Zeichen, das wir heute eine Null nennen. Die
Gesamtzahl der Ziffern eines solchen Systems wire demnach
gleich der Grundzahl n. Aus praktischen Griinden folgt, daf§
n nicht allzu grof sein darf, dafl es aber auch nicht zweck-
mifig ware, wenn n gleich 2, 3 oder 4 gesetzt wirde. Ein
derartiges Ziffernsystem gestattet, ohne Einftihrung neuer
Zeichen, Zahlen von beliebiger Grofie darzustellen; es er-
fullt aufs vollkommenste die Forderung Hankels, die wir
in I, 9 angefuhrt haben. Geistige Konstruktion und zweck-
méaBige Bezeichnung machen jede in einem solchen System
geschriebene Zahl anschaulich und plastisch. In unserem De-
zimalsystem kommt noch der weitere Vorteil hinzu, dafl n
gleich der Zahl unserer Finger ist.

Die Abhdngigkeit des Wertes der Ziffern von der Stel-
lung ist auf verschiedene Weise denkbar; es kann der Wert
einer Ziffer zunehmen mit ihrer Verschiebung im Zahlenbild
von rechts nach links oder von links nach rechts oder von
unten nach oben. Das wird in der Hauptsache von der Rich-
tung der Schrift und von der Art abhéngen, wie die Zahlen
ausgesprochen werden. Wesentlich ist aber, dafl in einem
Stellensystem mit der Grundzahl n jede Ziffer bei der Ver-
schiebung um eine Stelle einen n-mal grofieren oder n-mal
kleineren Wert annimmt. Da bei unserem dezimalen Stellen-
system der Wert einer Ziifer bei einer Verschiebung um eine
Stelle von rechts nach links zehnmal so grofl wird, so daf§
die hoheren Stufenzahlen links von den niederen stehen,
so darfen wir im Hinblick auf das Gesetz der GroSenfolge
schlieen, dal unser Ziffernsystem bei einem Volke entstand,
dessen Schrift wagrecht von links nach rechts lief. Dieses
unser Ziffernsystem ist das einzige, das nach den angefiihr-
ten theoretischen Grundsatzen als schlechthin vollkommen
bezeichnet werden darf.?)

In mehr oder weniger unvollkommener Form findet sich
aber das Stellensystem schon in friiher Zeit bei verschiede-

1) Der Leser mdge nach der in I, 27 gegebenen Anleitung
versuchen, eine beliebige, im Dezimalsystem geschriebene Zahi
in ein Stellensystem mit anderer Grundzahl umzuschreiben. Es
ist z. B., wenn wir die Grundzahl jeweils als Index der Zahl an-
héngen, 3432, = 102 212, = 13002, = 4633, = 1ba0,,. Dabei
sind im Zwolfersystem die ,Ziffern* 10 und 11 durch a bzw. b
dargestelit,



Stellenwert bei Babyloniern und Griechen 11

nen Vélkern. Schon im ersten Teil (S. 271i.) haben wir das
auf der Grundzahl n = 60 beruhende Stellenwertsystem der
Babylonier geschildert, in welchem allerdings nur die zwei
Ziffern ¥ und < verwendet wurden. Wir haben dort auch
erwahnt, daB die Babylonier bei Sexagesimalbriichen hin
und wieder an die Stelle fehlender Einheiten einer Stufe

das Zeichen = setzten, das auch sonst in babylonischen
Texten vorkommt und als Trennungs- oder Fiillungszeichen
benutzt wurde. Bei ganzen Zahlen ist es aber noch nie ge-
funden worden; offenbar hatten also die Babylonier die Be-
deutung der Zahl Null und den Wert eines besonderen Zei-
chens for sie nicht klar erkannt.

Auch bei den Griechen spricht manches dafur, da} sie
dem Gedanken des Stellenwertes recht nahe kamen. Zwar
andern ihre Zahlzeichen im aligemeinen ihren Wert nicht
mit der Stellung, sondern sie bekommen ein unterscheidendes
Zeichen, wenn sie etwas anderes bedeuten sollen. Aber wenn

in der Zahl Bwha = 2831 zuweilen der Strich bei  weg-

gelassen und Bwha geschrieben wird ([, 38), so ist dies doch
eine erste Spur des Stellengedankens. DaB dessen Keim
auch in der von Archimedes und Apollonius geschaffe-
nen Weiterbildung des griechischen Zahlensystems und in
der Verwendung der Pythmenes steckt, haben wir schon in
I, 41 hervorgehoben. Griechische Astronomen verwendeten
in ihren Zahlentafeln mit den von den Babyloniern tibernom-
menen Sexagesimalbriichen zur Bezeichnung von fehlenden
Einheiten den Buchstaben o, wohl als Anfangsbuchstaben
des Wortes oudév = nichts; auch sind Beispiele bekannt,
wo ein leerer Platz sowoh! bei Zahlen als im Text durch
einen Strich | bezeichnet wird, und in jungeren Papyrusur-
kunden der arabischen Zeit wird das Fehlen einer Zahl durch
einen schrigen Doppelstrich // angedeutet. Doch finden sich
alle diese Fille nur vereinzelt, und wir mochten deshalb
diese Zeichen nicht als Symbole fiir die Zahl Null, sondern
lediglich als Fiillungszeichen eines leerbleibenden Platzes
ansehen.

Deutlicher erscheint der Gedanke des Stellenwertes in
der Anlage des griechischen und rdmischen Rechentisches.
Da die Ziffernsysteme der Alten fur die Zwecke des Rech-
nens wenig geeignet waren, und da auBlerdem passende
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X M C X I Schreibstofie erst spat bekannt wurden, so
erwies sich eine instrumentale Form des
Rechnens als notig. Bei allen Volkern des
Altertums bis weit hineinins Mittelalter finden

[ [ 3K
e|e|e| wir deshalb den Rechentisch oder Abakus
: : : verbreitet. Im einzelnen zeigten diese Re-
° chentische wohl verschiedene Formen, auf

die wir nicht einzugehen brauchen. Im we-
sentlichen aber bestanden sie bei Griechen
und Rémern aus einer Tafel von Holz, Stein oder Metall, auf
welcher senkrecht gegen den Rechner oder parallel zu ihm
Striche eingeritzt waren. Die dadurch entstehenden Spalten
oder Einschnitte waren hiufig mit den dezimalen Stufenzahlen
tiberschrieben. Um beim Rechnenirgend eine Zahl darzustellen,
legte man in jede Spalte, oder auch auf jede Linie, die ent-
sprechende Anzahl von Steinchen (lateinisch calculi, daher
calculare = rechnen), und es war nun lediglich Ubungssache,
durch Hin- und Herschieben dieser Steinchen die einfachsten
Rechnungen auszufithren. Haufig war dieses Liniensystem
durch eine dazu senkrechte Linie in zwei Hilften geteilt; in
der einen (oberen) Hilfte bedeutete jeder Stein eine, in der
anderen (unteren) funf Einheiten {vgl. die obenstehende Ab-
bildung). In diesem griechisch-romischen Abakus spielt der
Stellenwertinsofern eine Rolle, als jede Stelle durch eine Spalie
oder einenEinschnittdargestelltistund jeder Steinje nach seiner
Lage in {enem Liniensystem verschiedene Werte annehmen
kann. N. Bubnow ist der Ansicht, dal schon die Griechen zur
Verwendung von gemerkten Steinen tibergingen, d. h. dafi sie
auf die Rechensteine die Zeichen des griechischen Zahlen-
alphabets von 1 bis 9 malten und dann in jede Spalte nur
noch einen mit der gewtinschten Ziffer bezeichneten Stein
M X H,a I,zulegen brauchten; zur Andeutung der Null
@b ®®@| wire die betreffende Spalte einfach leer zu
lassen, oder durch eine runde, nicht bezeich-
nete Marke zu besetzen gewesen (vgl. die Ab-
bildung). Irgend eine sichere Nachricht tiber
die Verwendung derartig bezeichneter Re-
chensteine bei Griechen und Romern haben
wir aber nicht. Daf das Rechnen mit Rechen-
steinen auf dem Abakus inGriechenland schon
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in sehr alter Zeit getibt wurde, und dafl diese Rechensteine
ihren Wert mit der Stellung #nderten, geht aus verschie-
denen Zeugnissen griechischer Schriftsteller hervor.!) Far
die schriftliche Darstellung der Zahlen wurden aber bei Grie-
chen und Romern stets die frither geschilderten Ziffernsysteme
verwendet.

Neuere Forschungen von E. Forstemann und E. Seler
haben gezeigt, dafl auch im mittelamerikanischen Kulturkreise
ein Stellenwertsystem beniitzt wurde, das bei dem Volksstamm
der Maya zu grofiter Vollkommenheit ausgebildet war. Die
Maya waren eine Gruppe hochkultivierter Indianerstimme,
die die atlantischen Kustenebenen des suidlichen Mexiko und
nordlichen Zentralamerika bewohnten, aber heute fast ganz
ausgestorben sind. Ihre Kultur, die manche Bertihrungspunkte
mit der der Azteken aufweist und ganz auf religidser Grund-
lage ruht, erhob sich etwa im ersten oder zweiten Jahrhundert
n. Chr. zu besonderer Eigenari, entwickelte sich vielseitig
und erreichte ums sechste Jahrhundert einen gewissen Hohe-
punkt, der aber bald tiberschritten war. Nach mancherlei
Schwankungen, die mit der Griindung von Kolonien und der
Ausdehnung ihrer Herrschaft nach Stiden zusammenhan-
gen, 1afit sich in der Kulturgeschichte der Maya im 11. Jahr-
hundert eine Art Renaissance feststellen, die etwa 200 Jahre
dauerte. Dann begannen blutige Burgerkriege, die die Vor-
herrschaft der Maya in Mittelamerika bedrohten und ihre
Unterjochung durch die Spanier in der ersten Halfte des
16. Jahrhunderts vorbereiteten. Seither ist das Volk im Aus-
sterben, die alte bedeutende Zivilisation ist dahin, die alten
Sitten und Gebriauche sind fast in Vergessenheit geraten.

Zahlreiche Tempelinschriften und einige Handschriften der
Maya?) sind uns erhalten. Die Schriftzeichen, die erst etwa
zur Hilfte entziffert sind, gehoren einer &uBBerst verwickelten
Hieroglyphenschrift an; sie wurden beim Schreiben in senk-

1) So sagt z. B. Polybios um die Mitte des 2. Jahrh. v. Chr,,
die Hoflinge gleichen den Marken auf dem Abakus, weil sie bald
wenig, bald viel gelten. Nach Diogenes Laé&rtius (250 n. Chr.)
soll dieser Ausspruch sogar auf Solon zurtickgehen. Einige
Exemplare des griechischen und des romischen Abakus sind uns
noch erhalten geblieben.

2) Die bertihmteste befindet sich in Dresden.
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rechten Spalten angeordnet, von denen je zwei zugleich von
links nach rechts und von oben nach unten gelesen wurden.
Die Anzahl der Zeichen ist verhalinismaBig klein; aber die Le-
sung der Maya-Hieroglyphen, die teils Silbenwert haben, teils
Begriffe darstellen, ist aulerordentlich schwierig; denn die
Grundzeichen sind oft durch Beifiigung von Verzierungen aller
Art zu Figuren, kleinen Gemalden und zu sog. Kopfformen er-
weitert, d. h. zu Hieroglyphen, die das Aussehen eines mensch-
lichen, tierischen oder grotesken Kopfes haben, in denen aber
das wesentiliche Element des betreffenden Grundzeichens
irgendwie enthalten ist.

Fast alle bisher enfzifferten Handschriften und Inschriften
handeln von der Zeitrechnung oder von astrologischen, astro-
nomischen und historischen Dingen. Das Zahizeichensystem
der Maya beruht im wesentlichen auf der Grundzahi 20°)
und hingt aufs engste mit ihrer Zeitrechnung zusammen,
die ebenso wie die Schrift von der Priesterschaft ausgebil-
det wurde. Die Grundlage der Zeitrechnung ist der Tag;
die nichst hohere Zeiteinheit, der Monat, umfait eine Gruppe
von 20 Tagen. Das amtliche Jahr der Maya unterscheidet
sich von dem ihnen ebenfalls wohlbekannten Sonnenjahr
und umfafit 18 Monate, also 360 Tage. Jede weitere Zeitperi-
ode, bis hinauf zu einer Periode von 2880000 = 18- 20* Ta-
gen, ist das 20fache der vorhergehenden und wird ebenso
wie der Tag, der Monat und das Jahr durch eine bestimmte
Hieroglyphe dargestellt. Dieses Kalendersystem ist also vi-
gesimal gebaut mit der einzigen Ausnahme, dafl das Jahr
18 Monate umfafit, und der Grund hieftir scheint der zu
sein, dafl dadurch das kiinstlich geschaffene amtliche Jahr
wenigstens einigermafien mit dem wirklichen Sonnenjahr in
Ubereinstimmung gebracht wurde.

In den Mayatexten sind die Zahlen mit zwei verschiedenen
Arten von Zahizeichen geschrieben, namlich entweder mit
Grundformen oder mit Kopfformen. In den Inschriften finden
sich beide Arten, in den Handschriften nur Grundformen.
Das Zahlzeichensystem umfait 20 Zeichen, deren Grund-
formen aus Strichen und Punkten bestehen und in folgender
Abbildung zusammengestellt sind:

1) Auch ihr sprachliches Zahlensystem ist vigesimal; vgl.
A.F.Pott, Die quinareundvigesimale Z&hlmethode,Halle 1847, S. 93.
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Das Zeichen fiir die Null ist in der Regel mit roter Farbe
geschrieben; es hat die Form einer Linse oder eines Auges
und spielt in den Kalenderrechnungen der Maya eine grofie
Rolle; zuweilen findet sich auch ein besonderes Zeichen fur
die Zahl 20.

Um mit diesen Zahlzeichen eine beliebige Zahl zu schrei-
bén, gab es zwei Methoden. Die erste Methode, die sich nur
in den Inschriften findet und teils Grund-, teils Kopfformen?)
verwendet, stellt eine Verbindung des additiven und des mul-
tiplikativen Verfahrens dar und deckt sich im wesentlichen
mit der Zahlenschreibung der #Agyptischen Hieroglyphen-
schrift: die Zeichen von 0 bis 19 treten als Faktoren vor
die oben erwihnten Hieroglyphen ftr die vigesimalen Zei-
chen der Zeitperioden, die somit zugleich als Zeichen fiir die
Stufenzahlen dienten. Diese Produkte wurden nach dem Ge-
setz der GroBenfolge additiv von oben nach unten anein-
andergefugt, so dal wir z. B. ftr die Zahl 143567 das aus
acht verschiedenen Zeichen zusammengesetzte 197200
(nebenstehende) Bild bekommen. Die zweite Me- 18- 360
thode aber, die nur in den Handschriften vorkommt 14-20
und nur Grundformen verwendet, beruht auf dem ~, |
Stellenwertsystem mit der Grundzahl 20; nur bei
der Verschiebung einer Ziffer von der zweiten nach der
dritten Stelle wird ihr Wert 18mal grofier statt 20mal. Der
Wert einer Ziffer ist um so grofier, je weiter sie vom unteren
Ende der Zahl absteht. Nach den frtiheren Ausfahrungen
wird es gentigen, an einigen aus der Dresdener Handschrift
entnommenen Beispielen dieses Stellenwertsystem zu ver-
anschaulichen; die jeweiligen Werte der einzelnen ,,Ziffern
sind rechts daneben geschrieben.

1) Far die in Inschriften vorkommenden Kopfformen mufl
auf die Abbildungen bei S. G. Morley, S. 96—104 verwiesen
werden.
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—_— 6-20 = 15-20 . 1.360 = 10. 144000
1 @ o s 7.20  ===19.7200
121 300 —_ 11. 1 —_ 6360
511 a@ o020
== 8
1578968

In samtlichen Mayatexten scheinen die Zahlen nur den
einen Zweck gehabt zu haben, Zeitrdume und Daten anzu-
geben; auch einfache, auf das Kalenderwesen beziigliche
Rechnungen scheinen mit ihnen ausgefiihrt worden zu sein.
Von einem eigentlichen Rechnen mit Stellenwert ist jedoch
bis jetzt nichts Sicheres bekannt. Aber dieses Stellensystem
konnte, wenn es jenen Knick bei der dritten Stufenzahl nicht
hitte, als ebenso vollkommen bezeichnet werden wie unser
dezimales Stellensystem.

Wir erkennen aus diesen knappen Schilderungen, dafl
der Gedanke des Stellenwertes der Zahlzeichen in den élte-
sten Zeiten schon in Mesopotamien Wurzel faite, dafl er den
Volkern des mittelmeerischen Kulturkreises nicht ganz fremd
war, und daf} er im mittelamerikanischen Kulturkreise in Ver-
bindung mit der Null zu hoher Vollendung gelangte. Die
ndchsten Abschnitte werden seine Entwicklung auf indischem
und europiischem Boden sowie in Ostasien zu schildern
haben. Ob es sich in den verschiedenen ortlich und teil-
weise auch zeitlich weit voneinander entfernten Kulturmittel-
punkten (Mesopotamien, Indien, Ostasien, Mittelamerika) jedes-
mal um eine Newerfindung handelt, oder ob eine Wanderung
des Gedankens anzunehmen ist, 148t sich nach den bis jetzt
bekannten Tatsachen kaum entscheiden. F.Bork und andere
haben dargetan, dafl gewisse astronomische Vorstellungen
des mittelamerikanischen, iranischen und babylonischen Ge-
dankenkreises in enger Beziehung miteinander stehen, und
die nachsten Abschnitte werden zeigen, dafl auch zwischen
Ostasien, Indien, Babylonien und Griechenland Beziehungen
bestanden, die eine gegenseitige Beeinflussung dieser Lander
bei der Verwendung des Stellenwertsystems als mdglich und
teilweise als glaubhaft erscheinen lassen.
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DRITTER ABSCHNITT
ENTWICKLUNG DER ZIFFERNSCHRIFT IN INDIEN

Wie in Agypten, Babylonien und Griechenland, so weck-
ten auch in Indien die Vorztige einer groflartigen, tiberaus
fruchtbaren Natur ein reiches geistiges Leben. Die Kultur
der Inder ist betrachtlich jinger als die der Agypter und
Babylonier; ihre erste Blutezeit fallt ungefahr mit dem Hohe-
punkt griechischen Lebens zusammen. Um die Wende des
dritten zum zweiten Jahrtausend v. Chr. brachte das Auftreten
der Indogermanen oder Arier die vorderasiatische Welt in
Bewegung. Ob sie vorher auf dem Hochlande von Iran
ihre Herden weideten, oder ob, wie neuere Forscher glauben,
das Gebiet nordlich des Schwarzen Meeres und der Balkan-
halbinsel ihre Heimat war, beriithrt uns hier nicht. Tatsache
ist, dal etwa am Anfang des zweiten vorchristlichen Jahr-
tausends vorgeschobene Stamme der Indogermanen in Iran,
am Indus und auf den siidlichen Halbinseln Europas erschie-
nen. In Europa fithrte die Vermischung dieser Stdmme mit
den hochgebildeten Urbewohnern der Agiis zur Entwicklung
der griechischen Kultur; im Osten, wo die indogermanischen
Stamme der Inder und Perser unter dem Namen Arier im
engeren Sinne zusammengefait werden, drangen sie allmih-
lich im Pandschab und in Dekhan ein. Die Einwanderer
unterdrickten die nicht-arischen, dunkelhiutigen Ureinwoh-
ner, die, soweit sie nicht ausgerottet wurden oder durch Mi-
schung im indischen Volke auigegangen sind, heute noch
in manchen Gebieten Indiens als niederste, dienende und
verachtete Kaste leben.

Bei den beiden obersten Kasten, den Priestern (Brahma-
nen) und Kriegern, entwickelte sich ein reges wissenschaft-
liches Leben und ein hoher Bildungsstand, der allerdings
im wesentlichen auch auf diese beiden Kasten beschrankt
blieb. Am glanzendsten zeigt sich die wissenschaftliche Be-
gabung der Inder auf dem Gebiet der Grammatik. lhre po-
etischen Schopiungen gehoren zum Besten, was die Welt-
literatur hervorgebracht hat; ihre Gotterlehre und Philosophie
enthalten erhabene Gedanken. Aber es fehlt ihnen jeder ge-

Math.-phys. Bibl. 34: Lofiler, Ziffern. Il 2. Aufl, 2
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schichtliche Sinn, und daher mag es kommen, dafl sie in
ihren wissenschaftlichen Werken kaum jemals die Vorginger
oder Lehrer erwdhnen, aus denen sie geschopft haben.

Die alteste tberlieferte Mundart ist die Sprache der Veden,
d. h. der kanonischen Biicher der Brahmanenreligion (Veda
heifit Wissen). Die Entstehungszeit der iltesten Veden darf
etwa um 1600 v. Chr. vermutet werden; sie enthalten Hymnen
auf die Gotter, religidose Satzungen, gottesdienstliche Vor-
schriften und Gebrauche, sowie astronomische Erkenntnisse.

Diejenige Sprache, die wir aus der spateren indischen
Literatur kennen, wird Sanskrit (d. h. rein oder heilig ge-
macht) genannt. Schon im 3. Jahrhundert v. Chr. aber war
das Sanskrit aus der Reihe der gesprochenen Sprachen ver-
schwunden und durch Tochtersprachen ersetzt, die zu dem
alten Veda-Sanskrit etwa in demselben Verhiltnis stehen
wie das Franzosische zum Lateinischen. Als Gelehrtensprache
bestand jedoch das Sanskrit ununterbrochen fort, und noch
heute pflegt ein tiichtiger Brahmane im Sanskrit flieBender
zu schreiben als in seiner Muttersprache. Wie das Latein
im Mittelalter, so war und ist das Sanskrit die Sprache der
Literatur und Religion der Inder.

Alle Macht und alles Wissen war in der alten Zeit in den
Hianden der Brahmanen. lhre Bedeutung fur die Kulturge-
schichte besteht darin, dafl sie alles, was sie bei anderen
Volkern kennen lernten, standig vertieft und weiter gebildet,
dem indischen Geiste angepafit und dabei von Grund aus
neu geschaffen haben. Das gemeine Volk lebte in Unkennt-
nis dahin und litt unter heitiger Bedrickung. Es war des-
halb ein Hauptziel Buddhas bei der Grindung seiner neuen
Religion (im 6. Jahrhundert v. Chr.), diese Lage des Volkes
zu heben. Der Buddhismus verbreitete sich rasch und wurde
im 3. Jahrhundert v. Chr. zur Staatsreligion erhoben. Aber
kurz vor Christi Geburt gewann der Brahmanismus wieder an
Boden und verdringte den Buddhismus in alien Gebieten
westlich vom Ganges; heute noch ist er in Vorderindien die
herrschende Religion.

Es darf als sicher angenommen werden, dafl schon in
froher Zeit Indien einen regen Verkehr nach Westen, Nor-
den und Osten hin mit Agypten und Griechenland, Baby-
lonien, Persien und China unterhielt. Eine wechselseitige
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Obertragung von Kulturerrungenschaften zwischen diesen
Volkern ist also sehr wahrscheinlich. Dies zeigt sich auch
bei den mathematischen Wissenschaften. Zur Zeit als die
Veden entstanden, waren die Inder in ihrer Astronomie und
Rechenkunst wohl von den Babyloniern abhingig; aber aus
dieser Zeit ist uns gar nichts Sicheres tiber ihre mathemati-
schen Ferligkeiten bekannt. Spiter ist deutlich griechischer
Einflull festzustellen, obwoh! eigene Leistungen und eigen-
artige Auffassung bei den Indern keineswegs fehlen. Die
dltesten mathematischen Kenntnisse der Inder finden sich
in den Sulvasutras, d. h. Schnurregeln, die wohl in der Zeit
zwischen 1000 und 200 v. Chr. entstanden sind. Sie enthal-
ten in Versform neben anderen auf den Gottesdienst bezlig-
lichen Dingen geometrische Regeln fiir die Konstruktion von
Altéren, zahlreiche Sonderfalle des pythagoreischen Satzes
und einige Sitze tiber die Verwandlung des Kreises in ge-
radlinig begrenzte Figuren. Der Zweck dieser zweifellos
bodenstdndigen geometrischen und arithmetischen Regeln
ist weniger mathematischer als vielmehr religioser Art, und
deshalb enthalten sie nur Tatsachen, keine Beweise. Nach
der Zeit der Sulvasutras folgt ein Zeitraum von etwa 600 Jah-
ren, aus dem tiber mathematische Leistungen der Inder fast
nichts bekannt ist. Aber es ist wohl mdglich, daf die bei
den Brahmanen so sehr beliebte miindliche Unterweisung
in den Priesterschulen viel mehr und umfassendere mathe-
matische Kenntnisse lehrte als wir heute wissen. Der Inder
achtet selbst heutigen Tages das geschriebene Wort geringer
als das gesprochene; sein wissenschaftlicher Verkehr griin-
det sich auf mindliche Mitteilung, die Wissenschait besteht
fur ihn nur im Munde des Lehrers und kann nur von einem
Lehrer, nicht aus Btichern gelernt werden. Deshalb darf bei
den Indern aus dem Fehlen von schriftlichen Quellen nicht
ohne weiteres auf einen Mangel an mathematischen Leistun-
gen und Kenntnissen geschlossen werden. Die spatere Ent-
wicklung der indischen Mathematik haben wir hier nicht zu
schildern; bei Gelegenheit werden wir auf einzelne hervor-
stechende Tatsachen hinweisen.

Die alten Inder haben Schrift und Alphabet von den
Semiten entlehnt, Die #lteste Form des sog. Brahmi-Alpha-
bets der Inder stimmt in der Mehrzahl der Zeichen mit den

L X
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sltesten Formen der nordsemitischen Buchstaben tiberein.
Die Einfuhrung dieser semitischen Zeichen erfolgte wohl
ums Jahr 800 v. Chr. von Mesopotamien her durch indische
Kaufleute, die am dringendsten eines Mittels zur Aufzeich-
nung ihrer geschéftlichen Beziehungen bedurften. Gewisse
Angaben der buddhistischen Literatur beweisen das Vor-
handensein der Schrift im 6. oder 5. Jahrhundert v. Chr.;
die Zeichen wurden auf Holz, Bambus, Rinde, Blitter und
Goldplatten eingeritzt. Die Brahmanen scheinen sich bald
dieses Mittels zur Festlegung ihrer literarischen Erzeugnisse
bemaéchtigt zu haben. Als ilteste Form der Brahmi-Schrift
finden wir ums Jahr 500 v. Chr. ein von gelehrten Brahma-
nen in Anpassung an die Sanskritsprache verbessertes und
vervollstindigtes Alphabet von 46 Grundzeichen, in welchem
von links nach rechts geschrieben wurde. Daneben waren
noch andere Alphabete im Gebrauch, die teils aus der Brahmi
abgeleitet sind, teils neuere Entlehnungen von anderenVolkern
enthalten. Wir erwihnen hier nur noch die sog. Kharosthi-
Schrift, die auf Inschriften, Mtinzen und in Handschriften reli-
gidsen Inhalts im nordwestlichen Indien benutzt wurde. Als
im 5. Jahrhundert v. Chr. die Perser in Indien herrschten,
brachten sie ihre aramaischen Schreiber in die indische Pro-
vinz mit und zwangen die Schreiber der indischen Warden-
trager, die aramiische Schrift zu lernen und sie im Verkehr
zwischen den persischen und indischen Kanzleien anzuwen-
den. Das Aramiische war ja, wie wir schon in I, 43 erwéahnt
haben, im letzten Jahrtausend v. Chr. die internationale Ver-
kehrsschrift in Vorderasien. Aus dieser aramdiischen Schrift
entstand dann durch Anpassung an die indischen Mundarten
und unter Heranziehung der Regeln der Brahmi die Kharosthi-
Schrift. Sie ist linkslaufig und wurde vom 4. Jahrhundert
v. Chr. bis zum 3. Jahrhundert n. Chr. neben der Brahmi
gebraucht.

Wenn wir uns nun zu der indischen Zahlbezeichnung wen-
den, so ist vor allem darauf hinzuweisen, daf} aus den schon
angefithrten, mit der indischen Eigenart zusammenhangenden
Griinden das schriftliche Material, auf das wir uns stiitzen
konnen, sehr sparlich ist. Vor dem finften vorchristlichen
Jahrhundert werden die Inder wie alle alten Volker ihre
Zahlen mit Stabchen, Steinen und Knoten bezeichnet haben,
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wie das heute noch in gewissen Teilen Stdindiens vorkommt.
Die altesten indischen Zahlzeichen zerfallen in zwei Gruppen,
die Kharosthi- und die Brahmi-Ziffern.

In den alten Kharosthi-Inschriften des Konigs Asoka
aus dem 3. Jahrhundert v. Chr. finden sich nur wenige Zahl-
zeichen; sie bestehen aus einzelnen Strichen fur die Zahlen
1bis 5. Dagegen fand man in Inschriiten aus dem 1. Jahrhun-
dert v. Chr. und in spiteren Urkunden das hier abgebildete
Ziffernsystem.

ZAHLZEICHEN DER KHAROSTHI-SCHRIFT Y)
(1. Jahrhundert v, Chr.)

o X X X XX 1 3 933 333 At 42l
1 2 3 4 5 6 8 1020 5 60 100 200

Es ist wahrscheintich ebenso wie die Buchstaben aramai-
ischen Ursprungs und mit diesen zu einer Zeit eingefithrt wor-
den, als die Aramier noch das alte inl, 45 besprochene Ziffern-
system verwendeten. Den Zeichen fur 4, 10, 20 und 100
sind wir schon bei den Aram#ern und Nabatiern begegnet;
wir haben auch ihre mutmaBliche Entstehung kennen gelernt.
Alle tibrigen Zahlen wurden aus den Grundformen unter Be-
achtung des Gesetzes der GroBenfolge gebildet. Zur Bezeich-
nung von 200, 300 usw. freten die Ziffern fur 2, 3 usw. mit
multiplikativer Wirkung vor das Zeichen fur 100.

Weit wichtiger ist fur uns die Bezeichnung der Zahlen
in der Brahmi-Schrift. Auch diese ist erst nachweisbar auf
Inschriften aus der Zeit des K6nigs Asoka im 3. Jahrhundert
v.Chr., und dann wieder in Hohleninschriften aus dem 2. Jahr-
hundert n. Chr. Sie war von da an viele Jahrhunderte lang
in ganz Indien auf Inschriften, Mtinzen und in Handschriften
fast allgemein im Gebrauch und wird gelegentlich heute
noch benutzt. Die duleren Formen dieser Zahlzeichen sind
je nach der Entstehungszeit und dem Fundort der Urkunden
etwas verschieden; aber im ganzen zeigen sie nach Form und
Verwendung durch ganz Indien denselben Typus. Dieses
Ziffernsystem, von dem eine Anzahl Formen in Spalte I-VII
auf S. 26 abgebildet sind, hat besondere Zeichen fur die
9 Einer, die 9 Zehner, sowie fiir 100 und 1000. Die Zeichen

1) G. Bihler, Indische Paldographie, S. 73 und Tafel I
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far 1, 2, 3 sind einfache Striche, wie bei fast allen Volkern;
auf den #ltesten Asoka-Inschriften stehen sie senkrecht, spé-
ter, vielleicht unter chinesischem EinfluB (s. S. 46), wagrecht.
Far die Zahlen 4 bis 50 1aBt sich kein erkennbares Entste-
hungsgesetz auffinden; vielleicht ist 70 aus 60 und 90 aus
80 je durch Hinzufugung eines Strichs entstanden. Ziemlich
deutlich ist die Entstehung der Zeichen fur 200 und 300,
2000 und 3000 auf diese Weise aus den Zeichen ftir 100
und 1000 zu erkennen. Die Zahlen 400 bis 900 und 4000 bis
70000 (die groBte bis jetzt gefundene Zahl) werden durch
Verbindung und Verschlingung der Zeichen fur 100 und
1000 mit den Grundzeichen fiir4 bis 9, bzw.4 bis 70 dargestellt.
Die tibrigen Zahlen werden additiv durch Zusammensetzung
und Verschlingung dieser Grundformen unter Beachtung des
Gesetzes der Groflenfolge bezeichnet, in dhnlicher Weise wie
wir dies beider Schilderung der hieratischen und demotischen
Ziffernschrift naher ausgeftthrt haben (I, 21). Unter den Ge-
lehrten und nicht-arischen Eingeborenen der Insel Ceylon
hat sich bis heute ein ganz #hnliches Zifiernsystem erhalten
(Spalte VIII), das vermutlich von der Brahmi-Ziffernschrift
abstammt.

Zahlreiche Theorien tiber die Entstehung und Weiterbil-
dung der Brahmi-Ziffernschrift sind schon auigestellt worden;
keine von ihnen ist allgemein anerkannt oder vermag voll
zu befriedigen. Die Ahnlichkeit, die dieses Ziffernsystem mit
der hieratischen und demotischen Zahlenschreibung aufweist,
sowoh! hinsichtlich der 4uBieren Form einzelner Zeichen und
der multiplikativen Bildung gewisser Zehner, Hunderter und
Tausender als auch hinsichtlich der Verwendung der Ziffern
zur Zusammensetzung beliebiger Zahlen'), hat zu der von
verschiedenen Gelehrten angenommenen Hypothese gefthrt,
da die Elemente des indischen Systems aus Agypten ent-
lehnt, dafl aber die tbernommenen Zeichen von den brah-
manischen Schulminnern in eigenartiger Weise weiter ent-
wickelt und dabei in ihrer #uBeren Form immer mehr ge-
wissen Buchstaben und Silbenzeichen des Brahmi-Alphabets
angepaflt worden seien.

1) Wir empfehlen dem Leser eine Vergleichung der Zeichen
in Spalte I—VIII auf S, 26 miteinander und mit den &gyptischen
Zeichen in I, 20,
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Wie man sieht, unterscheidet sich das Ziffernsystem der
Brahmi grundsitzlich in keiner wesentlichen Hinsicht von
den Ziffernsystemen der Agypter, Griechen und Semiten.
Aber es gewinnt fur uns erhohte Bedeutung dadurch, dafl
seine Zeichen fiir 1 bis 9 aller Wahrscheinlichkeit nach die Ur-
formen unserer heutigen Ziffern sind. Etwa vom 6. Jahr-
hundert n. Chr. an werden namlich in Indien die ersten neun
Zeichen der Brahmi-Ziifern in Verbindung mit dem Stellenwert
benufzt, und das eben geschilderte Zifiernsystem wird etwa
vom 12, Jahrhundert anallm#hlich indenHintergrund gedrangt.
Ob die Anregung zur Einfithrung des Stellenwertes von
auBlen her zu den Indern kam, etwa von den Babyloniern
oder Chinesen oder gar, wie N. Bubnow meint, von den
Griechen, oder ob es sich um eine selbstindige Schopfung
der Brahmanen handelt, dartiber wissen wir nichts Sicheres.
Jedenfalls aber fiel der Gedanke des Stellenwertes in Indien,
wo schon von alters her eine gewisse Zahlenfreudigkeit
herrschte, auf einen giinstigen Boden und fand dort in der
Ausbildung des Rechnens mit Stellenwert seine Entwicklung.
Waihrend n#mlich unsere Sprache urspringlich nur bis zur
dritten Potenz von 10 besondere Stufennamen hatte (zehn,
hundert, tausend) und alle hdheren Potenzen durch umstandli-
che Zusammensetzungen ausdriicken muflte (die Worte Million,
Milliarde usw. sind ganz jungen Ursprungs), finden sich in
Indien (z. B. in dem Lehrgedicht Mahabharatta) fur alle dezi-
malen Stufenzahlen bis zu phantastischer Hohe hinauf be-
sondere Namen. So wird z. B. die Zahl 86789325178 fol-
gendermafBien ausgesprochen: 8 kharva, 6 vrinda, 7 vyrbuda,
8 koti, 9 prayuta, 3 niyuta, 2 ayuta, 5 sahasra, 1 cata,
7 dacan, 8. Dadurch kam den Indern die Gleichberechtigung
jeder einzelnen Rangordnung viel mehr zum BewuBtsein als
anderen Volkern. Alles Rechnen lief sich auf Operationen
mit Einern zurtickfuhren, und wenn man in dem angeftihrten
Beispie! die Namen der Stufenzahlen unterdriickt, so bietet
sich der Gedanke des Stellenwertes eigentlich von selbst
dar. Dieser Gedanke mufte sich noch mehr aufdriangen, wenn,
wie wir auf Grund der Angaben F. Woepckes vermuten
durfen, in Indien schon in frither Zeit beim Rechnen ein
mit Staub bedecktes Brett, also eine Art Abakus, gebrauch-
lich war. Nur ein Schritt war dann noch zu tun, allerdings
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ein Schritt von wesentlicher Bedeutung, namlich die Erfin-
dung der Null. Wann, wo und von wem ein solches Zeichen
in Indien zuerst benutzt wurde, wissen wir nicht; wir werden
es wohl auch nie mit Sicherheit feststellen kdnnen. Aus der
Tatsache, dafl die Sanskritworter, mit welchen die Null be-
zeichnet wird, alle die Bedeutung Leere, Himmel, Ather usw.
haben, hat man zu schliefen versucht, dafl mit diesem Wort
die leere Stelle auf dem Rechenbrett angedeutet werden sollte.
Auch hat man darauf hingewiesen, dafl es gerade der in-
dischen Philosophie und Geistesrichtung ganz entspriche,
dem Nichts diese besondere Bedeutung beizulegen und ein
eigenes Zeichen daftr zu erfinden. Aber die sicher beglau-
bigten Nachrichten tber Stellungsziffern in Indien und die
inschriftlichen Belege aus der Zeit vor dem 9. Jahrhundert
n. Chr. sind so sparlich, dafl die ganze Theorie einer indi-
schen Herkunft unserer Ziffernschrift in neuerer Zeit von
G. R. Kaye ernstlich in Zweifel gezogen wurde, allerdings
ohne dafl er imstande wire, eine positive Behauptung an
ihre Stelle zu setzen. Ehe daher sichere Beweise fur eine
andere Ansicht beigebracht sind, schlieBen wir uns den her-
vorragenden Indologen G. Thibaut, G. Bithler u. a. an, die
in ihrem Urteil darin tibereinstimmen, dafl das Ziffernsystem
mit Stellenwert und mit der Null etwa im 6. Jahrhundert in
Indien seinen Ursprung genommen habe.

Wir halten es also fiir wahrscheinlich, da8§ die indischen Ge-
lehrten zu Anfang unserer Zeitrechnung mit Hilfe eines in den
Sand oder Staub gezeichneten Abakus gerechnet haben, wo-
bei vielleicht die einzelnen Spalten mit den erwahnten Namen
der Stufenzahlen fiberschrieben wurden. Statt aber in den
Spalten die Anzahl der betreiienden Einheiten durch eben-
soviele Striche oder Marken zu bezeichnen, wie es die Romer
und Griechen taten, schrieb man wohl die Einer der Brahmi-
Ziffern auf die Rechenmarken. Spater, als zur Andeutung einer
leeren Stelle ein besonderes Zeichen erfunden war, konnte man
die zur Trennung der Spallen dienenden Striche des Rechen-
rahmens weglassen, und schliefilich 18sten sich die Zahlzeichen
von den Marken und wurden auf das reichlich vorhandene
pilanzliche Schreibmaterial geschrieben. Es ist wohl mdglich,
dafl in engeren Fachkreisen der indischen Gelehrten schon im
5. Jahrhundert oder noch frither die Bedeutung des Stellen-
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wertes und der Null erkannt wurde. Das Fehlen von inschrift-
lichen Belegen aus dieser an Urkunden armen Zeit ist kein
zwingender Grund gegen diese Ansicht, wenn man sich an
die schon erwahnte Eigenart der brahmanischen Uberlieferung
erinnert, und wenn man bedenkt, dafl die in den Sand ge-
schriebenen Rechnungen doch immer wieder zerstort wer-
den mufBiten.

EinBlick auf die Spalten IX bis XIV unserer Abbildung legt in
derTat die Vermutung nahe, daf die altesten uns bekanntenin-
dischen Stellungsziifern sich aus den Brahmi-Ziffern entwickelt
haben. Wie diese weisen sie drtliche und zeitliche Unterschiede
in der duleren Form auf. Die Zeichen der Zahl 346 auf einer
in Stidindien gefundenen Kupferplatte, die aus dem Jahre 595
n. Chr. stammen soll, gelten als die altesten epigraphischen
Beispiele von Ziffern mit Stellenwert (Spalte IX). Weitere Bei-
spiele, die vermutlich aus dem 8, und 9. Jahrhundert stammen,
reihen sich an. Die Null wurde, wie es scheint, urspriinglich
durch einen Punkt bezeichnet. Dieser Punkt bedeutet wohl zu-
nichst einfach einen leerenPlatz in der Zahlenreihe '), der nicht
ausgeftillt werden konnte oder erst ausgefiillt werden sollte; im
Bakshali-Manuskript z. B., einem auf Birkenrinde geschrie-
benen Rechenbuch, das im Jahre 1882 im nordwestlichen
Indien gefunden wurde, bezeichnet der Punkt sowohl die Null
als die unbekannte Grofie (Spalte XII). Spiter wurde fiir die
Null ein Kreis benutzt, vielleicht in Anlehnung an das Zeichen
fiir 10 (Spalte I bis Ill}, Das fritheste unzweifelhafte Vorkom-
men der kreisférmigen Null in Indien ist nach F. Hill aus dem
Jahre 876 belegt; die Datierung einer Kupferplatte, die die
Null ebenfalls enthilt und aus dem Jahre 738 stammen soll,
ist zweifelhait. Vom 10.Jahrhundert an haben sich die Ziifern
mit Stellenwert nebst der Null itber einen grofien Teil Indiens
ausgebreitet.

Zu diesen sparlichen inschriftlichen Belegen?) fur das Vor-

1) Die Araber bezeichnen die Null heute noch durch einen Punkt
(Spalte XXII).

2) Es hat sich herausgestellt, daB zahlreiche sidindische In-
schriften, die angeblich aus friiherer Zeit stammen, gefalscht sind
und erst im 11, Jahrhundert hergestellt wurden. Deshalb hat
(G.R.Kaye die Datierung der erwihnten Belege angezweifelt und
in viel jiingere Zeit gesetzt; vgl. besonders Journal and Proc. of
the Asiatic gociety of Bengal (New Series). Bd.3 (1907) S.475—508.
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ERLAUTERUNGEN
ZU NEBENSTEHENDER TAFEL

Spalte : Aus einer Hohleninschrift vom westlichen Dekhan; 2. Jahr-
hundert v. Chr.

Spalte 1I: Auf indischen Miinzen; 2. bis 3. Jahrhundert n. Chr.

Spalte lll: Aus einer Inschrift vom noérdlichen Indien; 4. bis 6. Jahr-
hundert n. Chr.

Spalte 1V: Aus einer Inschrift vom sadlichen Indien (Valhabi-
Inschrift); 6. bis 8. Jahrhundert n. Chr.

Spalte V: Aus einer auf Birkenrinde geschriebenen Handschrift
(Bower-Manuskript); 5. Jahrhundert n. Chr.

Spalte VI und VII: Aus nordindischen Handschriften; 12. Jahrhun-
dert n. Chr,

Spalte VIil: Zahlzeichen der Singhalesen nach Pihan, S. 140.

Spalte 1X: Die éltesten Stellungsziffern aus Stdindien; 595n. Chr. (?)

Spalte X: Ziffern der Zahl 675, aul eine Kupferplaite geschrie-
ben; 8. Jahrhundert.

Spalte XI: Aus einer indischen Inschrift vom 11. bis 12, Jahr-

hundert.

Spalte XII: Ziffern des ,Rechenbuchs von Bakshali* (nordwestl.
Indien); nach Hoernle im 8. bis 9. Jahrhundert,
nach Kaye nicht vor dem 12. Jahrhundert ge-
schrieben.

Spalte XII und XIV: Aus verschiedenen indischen Inschriften und
Handschriiten.

Spalte XV: Westarabische Gobarziffern nach Pihan, S. 208.

Spalte XVI: Apices aus der sog. Geometrie des Boethius (latei-
nische Handschrift aus dem 11. Jahrhundert) nach
Pihan, S.XX.

Spalte XVII bis XX: Europdische Ziffern aus dem 12, 13., 14. und
15. Jahrhundert nach Hankel, S.325 und Pihan,
S. XXIL

Spalte XX1: Moderne indische (Devanagari) Zifiern nach Pihan,
S. 54.

Spalte XXUi: Moderne Ziffern der Araber nach Pihan, S. 207,

Wo nichts anderes angegeben ist, sind die Zeichen gezeichnet
nach G. Biihler, Indische Paldogrephie, Tafel 1X. Simtliche Zeit-
angaben fiir indische Inschriften sind unsicher.
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kommen der Stellungsziffern in Indien vor dem 10.Jahrhundert
kommen nun aber noch andere Griinde, die dafur sprechen,
daf} in Indien der Gedanke des Stellenwerts und die Bedeutung
der Null schon frithzeitig unter den Gelehrten bekannt und ver-
breitet waren. Nach Thibaut setzen die Rechenregeln, welche
der ums Jahr 500 n. Chr.schreibende Astronom Aryabhatta
gibt, die Kenntnis des Stellenwerts voraus. Der indische Mathe-
matiker Brahmagupta, der am Anfang des 7. Jahrhunderts
n.Chr.lebte, behandelte eingehend die Eigenschaften der Null
und das Rechnen mit ihr; ttber besondere Zeichen fur die
Ziffern sagt er aber nichts. Etwa vom 6.Jahrhundert an wer-
den in den mathematischen und astronomischen Schriften
der alten Inder, die, wie iibrigens fast alle ihre wissenschaft-
lichen Werke, in Versen abgefaft sind, die Zahlen durch sym-
bolische Worte ersetzt. Dabei wurden dieNamensolcherDinge,
Wesen oder Begriffe verwendet, die entweder in Wirklich-
keit oder nach dem Glauben der Inder in bestimmter Anzahl
vorkommen. So wird z. B.Null dargestellt durch die oben schon
erwahnten Worter, die Zahl 1 durch das Wort Mond oder
Erde, 2 durch Auge, Hinde, 3 durch Eigenschaft (weil der
Inder drei Charaktereigenschaften unterschied), 32 durch
Zahne usw. Groflere Zahlen wurden durch Zusammensetzung
dieser Worter nach dem Prinzip des Stellenwertes gebildet,
wobei diese Wortungetiime von rechts nach links zu lesen
sind, die Einer also im Sinne der Schrilt voranstehen.!) Bei
den zahlreichen Synonymen, welche die Sanskritsprache ffir
die meisten Worter besitzt, konnte auf diese Weise jede be-
liebige Zahl in jedem beliebigen Versmafi bequem unterge-
bracht werden. Diese Zahlbezeichnung war in Indien sehr
verbreitet und wird heute noch benutzt. Das dlteste, uns be-
kannte Beispiel stammt aus dem Jahre 604 n.Chr. Endlich
erwahnen wir noch einige stidindische Systeme, in denen die
Zeichen des nach phonetischen Grunds#izen geordneten Alpha-
bets zur Bezeichnung der zehn Ziffern verwendet und belie-
bige Zahlen durch Aneinanderfiigen dieser Buchstaben unter
Benutzung des Stellenwertes ausgedriickt wurden. Das alteste
bekannte Beispiel fur diese Bezeichnungsweise stammt aller-
dings erst aus dem 12. Jahrhundert.

1) Z. B.: Vier Leeren-Zahn-Ozean == 4320000,
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Die Schriftart, die in Indien heute fiir das Sanskrit vor-
wiegend im Gebrauch ist, wird Devanagari genannt; sie hat
zahlreiche Abarten, die aber alle von der Brahmi abstammen.
Die modernen Ziffern der Inder sind Abkdmmlinge der alten
Stellungsziffern (s. Spalte XXI der Abbildung). Es gibt aber
bei den verschiedenen indischen Vo6lkerschaften zahlreiche
Formen, auf die wir nicht eingehen kénnen; auch die Null in
Punktform kommt noch vor. Einige stidindische Volksstamme,
wie z. B. die Tamulen und Malabaren, benutzen die Devana-
gari-Ziffern und die Null nicht,-sondern verwenden aufier den
Ziffern 1 bis 9 noch besondere Zeichen fur 10, 100 und 1000.
Das Stellungsprinzip tritt aber auch bei ihnen hervor, soweit
dies ohne Verwendung der Null moglich ist.

Endlich sei erwahnt, daBl die Erfindung der Stellungsziffern
und der Null, sowie des Rechnens mit ihnen schon vom 9. Jahr-
hundertan vonvielen arabischen und westeuropaischen Schrift-
stellern den Indern zugeschrieben wurde; der nichste Ab-
schnitt wird einige Beispiele dafiir bringen.

VIERTER ABSCHNITT

AUSBREITUNG DER STELLUNGSZIFFERN BEI DEN
ARABERN UND IM ABENDLANDE

Wann und wie unsere heutigen Ziffern in Europa einge-
fihrt wurden, ist eine vielumstrittene Frage. Ebenso wie tiber
dem Ursprung der Zifferformen und tiber der Entstehung des
Stellenwertgedankens noch manche Dunkelheit liegt, so sind
auch aus der Geschichte des Ubergangs dieser Ziffern nach
dem Abendlande nur einzelne Daten sicher bekannt. Wir
missen uns deshalb damit begntigen, das Wesentliche und
mit einiger Sicherheit Bekannte zu erzéhlen; wegen der Einzel-
heiten sei auf das Buch von D. E. Smith und L. C.Karpinski
verwiesen.

Wir haben viele gut beglaubigie Nachrichten, daf3 schon zu
Beginn unserer Zeitrechnung zahlreiche Beziehungen zwischen
dem Orient und den europdischen Léndern bestanden. Ins-
besondere fand ein fortwihrender geistiger Verkehr statt
zwischen den Liandern an den Ufern des mittelldndischen
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Meeres und den Mittelpunkten indischen Handels und indi-
schen Geisteslebens. Kaufleute, htfische Gesandte, Offiziere
und Gelehrte verkehrten zu Wasser und zu Land zwischen
Indien, Arabien, Mesopotamien und Europa. Es ist deshalb
wohl moglich, dafl die Formen der frahesten indischen Ziffern,
langst ehe die Null hinzuerfunden und damit erst die Voll-
kommenheit des Stellensystems erreicht war, bei Kaufleuten
und Hiandlern und vielleicht auch bei einzelnen Gelehrten in
Nordégypten, Spanien und Italien bekannt waren. Diese Leute
hatten aber weder Anlaf8 noch die Fahigkeit, die fremdartigen
Zeichen aufzuschreiben und zu sammeln, und so diirfen wir
uns nicht wundern, dafl aus den Zeiten des frithen Mitielalters
keinerlei schriitliche Beweise firr die Bekanntschaftdes Abend-
landes mit den indischen Zifierformen vorhanden sind.

Ebenso wie mit dem Abendland hatte Indien einen leb-
haften Handelsverkehr mit Arabien, Syrien, Persien und China,
so dafl auch die Kaufleute dieser Lander mit den indischen
Ziffern mehr oder weniger bekannt werden muften. Mit der
Ausbreitung der arabischen Macht seit dem Jahre 622 n. Chr.
wurden diese Beziehungen nattirlich Iebhafter. Als das Kalifen-
geschlecht der Abbasiden sich um die Mitte des 8. Jahrhunderts
in Bagdad einen Herrschersitz geschalfen hatte, begann bei
den Arabern das Streben, sich nicht blof§ durch kriegerische
Taten, sondern auch durch friedliche Eroberungen im Reiche
der Wissenschaften und Kiinste auszuzeichnen. Bagdad wurde
der Mittelpunkt geistigen und wissenschafilichen Lebens. An
diesen Verdiensten um die Wissenschaft sind jedoch auch
die von den Arabern unterworfenen Volkerschaften in hohem
Mafle beteiligt. Unter den echten Arabernwar die Schreibkunst
anfdnglich wenig verbreitet; aber die unterjochten Christen,
Juden, Syrer und Perser waren damit wohl vertraut. Sie be-
sorgten das staatliche Verwaltungswesen, waren als Arzte
tiberall gesucht, und manche Teile derarabischen Wissenschaft
sind geistiges Eigentum der Syrer und Perser. Aber das Be-
darfnis und die Gelegenheit zu wissenschaftlicher und litera-
rischer Tatigkeit war doch von den Arabern geschafienworden;
in arabischer Sprache wurde alles aufgezeichnet, und die ara-
bischen Dynastien und vornehmen Familien taten viel zur
Forderung der Wissenschaften.

Wihrend der Regierung der Abbhasiden, unter denenHarun
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al Raschid als Zeitgenosse und Freund Karls des Grofien
der bekannteste ist, begann eine duflerst rege und fruchtbare
Ubersetzertitigkeit. Durch eingeborene Andersglaubige wur-
den viele wertvolle wissenschaitliche Werke aus dem Syrischen,
dem Griechischen, dem Persischen, dem Indischen ins Arabi-
sche iibersetzt. Am meisten unter allen Zweigen der Wissen-
schaftaber entsprachen dem arabischen Geiste die Mathematik
und die Asfronomie. Die christlichen Syrer, die ihren geistigen
Mittelpunkt in Edessa im westlichen Mesopotamien hatten,
waren von jeher in steter Bertthrung mit hellenischem Geistes-
leben geblieben und hatten auch Beziehungen zu Indien; sie
waren die Vermittler zwischen griechischer, indischer und
arabischer Gelehrsamkeit. Angehérige der christlichen Sekte
der Nestorianer hatten die griechischen Klassiker ins Syrische
tibersetzt, und nun wurden sie aus dieser Sprache in die ver-
wandte arabische iibertragen. Bald waren Euklid, Archi-
medes,Apollonius,Ptolemaus denArabern mundgerecht
gemacht; sie wurden von ihnen mit Erlduterungen versehen
und dem Unterricht zugrunde gelegt. Auch die reichen Schétze
mathematischer und astronomischer Kenntnisse, welche die
Inder aufgespeichert hatten, fanden an den Arabern dank-
bare Erben. Da8 sie mit Erfolg bemtiht waren, sich den ihrem
Denken ursprtinglich fremden Schatz griechischer und in-
discher Weisheit vollig anzueignen, geht daraus hervor, dafl
sie die Geometrie und Algebra um wertvolle Untersuchungen
bereichert und dafl die Leistungen ihrer Gelehrten den glin-
zenden Aufschwung, den die Mathematik am Ende des Mittel-
alters in Europa nahm, vorbereitet haben.

Es ist bekannt, dafl schon unter den Abbasiden die Volker
Nordafrikas und Spaniens eigene Bahnen der Entwickiung
einschlugen, und dal neben dem osfarabischen ein westara-
bisches Reich mit der Hauptstadt Cordoba entstand. Aber
die Gemeinsamkeit der Religion und der Sprache bildeten
trotz der politischen Trennung ein einigendes Band. In Spanien
und Sizilien wurde dasselbe Arabisch gesprochen und gelehrt
wie in Bagdad, und so war fur die Wissenschait Griechen-
lands und Indiens der Weg gebahnt, auf dem sie ther Nord-
afrika und Spanien nach dem Herzen Europas wandern konnte.
Allerdings blieb die durch politische Fecindseligkeiten hervor-
gerufene Kluft zwischen Ost- und Westarabern nicht ohne
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Einflul auf den wissenschalftlichen Verkehr, und so erklirt es
sich, dafl manche Errungenschaften der Ostaraber nicht oder
erst sehr spit nach dem Westen gelangten, und daf} die
wissenschaftliche Bliite des Maurenreichs erst im 9. Jahr-
hundert unserer Zeitrechnung eintrat.

Die alteste einwandfreie auBlerindische Nachricht liber das
indische Rechnen {indet sich in einer Schriit des Syrers Seve-
rus Seboktaus dem Jahre 662. Dieser Mann war seit 640 Bi-
schof eines Klosters am oberen Euphrat. Er widmete sich dort
dem Studium der Philosophie, der Mathematik und der Theo-
logie, war weithin bekannt ais ausgezeichneter Kenner des
Griechischen und hatte zahlreiche Schiiler. In jener Schriit
verwahrtsichSeverus gegen die Anmafiung der Griechen, die
alles zu wissen und zu kénnen glauben. Er stellt ihrem Hoch-
mut die Kenntnisse der Babylonier und Inder entgegen, diein
der Astronomie Zuflerst scharisinnige Entdeckungen gemacht
haben, und dabei erwihnt er das geschickte Rechenverfahren
der letzteren, das alle Beschreibung tibersteige und mitneun Zii-
fern bewerkstelligt werde. Die Form dieser Ziffern tiberliefert
er nicht; aber esist anzunehmen, dafB er sie kannte und seinen
Schilern tibermiftelte. Im Jahre 773 besuchte ein indischer
Astronom den Kalifen Almansor in Bagdad und tiberreichie
ihm ein astronomisches Tafelwerk, das auf des Kalifen Befehl
ins Arabische tibersetzt wurde. Es ist sehr wahrscheinlich,
daf die indischen Zahlzeichen mil diesem Werk nach Bagdad
kamen, wenn sie auch vereinzelt den arabischen Kaufieuten
schon vorher bekannt gewesen sein mogeit.

Zwischen 800 und 825 schrieb der ostarabische Mathe-
matiker Muhammed ibn Musa Alchiwarazmi, der aus der
ostpersischen Provinz Khorassan') stammte und spiter in
Bagdad lebte, ein berithmt gewordenes Werk ttber das an-
gewandte Rechnen (die Algebra) und ein Buch tiber das Rech-
nen mit indischen Zahlzeichen. In diesen Werken stiitzt sich
derVerfasser auf persische und indische Uberlieferungen so-
wie auf indische Schriften tiber Mathematik; ftr die Algebra
sind auch griechische Vorlagen benutzt worden. Alchwa-
razmi erwihni die Ziffern in einer Weise, die voraussetzt,
daf} sie damals bei den Arabern bekannt waren. Die Null

1)} Sein Beiname bedeutet ,,der aus Khorassan®.
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beschreibt er als ,einen kleinen Kreis*“?); aber die Form der
ibrigen Zifferi1, die er etwa benutzt hat, ist uns nicht tber-
liefert. Gleichzeitig mitAlchwarazmi schrieb auch ein judi-
scher Astronom in Bagdad tber die indische Rechenkunst.
Zahireiche arabische Schriftsteller der folgenden Jahrhun-
derte bezeichnen in ihrenWerken die Arithmetik als indisch. Da
andererseits noch ums Jahr 700 der Kalif Alwalid zu Damas-
kus den Gebrauch der griechischen Sprache bei der Fithrung
der Steuerlisten verboten, aber die griechischen Zahlbuch-
staben ausdriicklich erlaubt hatte mit der Begrtindung, daB
es im Arabischen keine geeigneten Zahlzeichen gebe, so er-
scheint die Annahme gerechtiertigt, daff die indischen Ziffern
etwa gegen das Ende des 8.Jahrhunderts bei den Ostarabern
allmahlich bekannt wurden, und da8 sie sich im Laufe des
9. Jahrhunderts in der islamischen Welt ausgebreitet haben.

Die altesten arabischen Manuskripte mit indischen Ziffern
stammen aus den Jahren 874 und 888; das erstere enthilt die
Zahl 260, also zugleich die lteste arabische Null in Form eines
Punktes. Das altesie uns bekannte arabische Werk; das alle
10 Zahlzeichen enthalf, wurde im Jahre 970 in Schiras in
Persien geschrieben. Aus diesen ostarabischen Ziffern haben
sich die heute noch bei Arabern und Turken im praktischen
Leben gebrauchlichen Formen entwickelt, die in Spalte XXII
(5. 26) dargestelit sind. Beim Vergleich mit den modernen
Devanagari-Ziifern (Spalte XXI) ist zu beachten, dafl Dre-
hungen der einzelnen Zeichen um 90° oder 180° als unwesent-
lich anzusehen sind.

Neben den Zahlzeichen der Ostaraber und den Devanagari-
Ziffern der Inder ist noch eine dritte Zifferngruppe zu unter-
scheiden, die sich vorzugsweise bei den Westarabern in Spa-
nien und Nordafrika findet und unter dem Namen Gobar be-
kanntist. Dieses Wort bedeutet Staub; wahrscheinlich wurden
die Ziffern beim Rechnen in den Staub oder Sand geschrieben.
Das Systemn der Gobarziifern besteht aus 9 Zeichen; die Nuli
wurde urspriinglich in Form eines Punktes (ber die betrefiende
Ziffer gesetzt, so dafl 5 = 50, 5 = 500, 5==5000 ist. Diese
Punkte sind aber far die Gobarformen nicht wesentlich, Sie

1) Dieso Worle stammen allerdings aus einer spéteren latei-
nischen Bearbeitung von Muhammeds Werk,
Math.-phy s, Bibl. 24 Latiter, Ziffera, 1L 2, Aufl, 3
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finden sich auch bei ostarabischen Ziffern, und von den Indern
berichten ostarabische Schriftsteller des 10.Jahrhunderts, daf}
sie die Zehner, Hunderter und Tausender durch untergesetzte
Punkte bezeichnet haben. Es mag sein, dafl wir es hier mit
einem Versuch der Araber zu tun haben, sich die unver-
standene Null mundgerecht zu machen. Denn dieses Ver-
fahren der tiber- und untergesetzten Punkte mufite ihnen be-
sonders einleuchten, da sie aus der alteren syrischen Zahlbe-
zeichnung (1, 48) mit der Verwendung unterscheidender Punkte
zum Zweck der Wertanderung eines Zahlzeichens wohl ver-
traut waren. Die Formen der Gobarziffern (Spalte XV) unter-
scheiden sich teilweise erheblich von denen der ostarabischen
und Devanagari-Ziffern; unsere modernenZiffern stehenihnen
n#her als den letzteren.

Wir dirfen wohl annehmen, dafl die Ziffern sich von Indien
aus durch Kaufleute und Gelehrte lings den Gestaden des
Mittelmeers westwarts bis nach Spanien ausbreiteten, und
daf} sie sich dort im 8. Jahrhundert in den Handen der West-
araber allmahlich zu den Gobar-Formen entwickelten. Viel-
leicht geschah dies in Verbindung mit dem griechisch-rémi-
schen Abakus, den die Araber wohl in Spanien vorfanden.
Unterdessen war in Indien das schriftliche Rechnen mit Stel-
lungswert ausgebildet worden, hatte sich zu den Ostarabern
verbreitet und gelangte schliefilich auch zu den Westarabern.
Diese machten sich die indischen Rechenmethoden zu eigen,
behielten aber ihre Gobar-Formen bei. So mag etwa der Stand
der Dinge um die Wende des 9. Jahrhunderts gewesen sein,
kurz ehe die Gobarziffern ins christliche Abendland eindrangen
und in weiteren Kreisen bekannt wurden. Dies geschah wohl
zuerst in der zweiten Halfte des 10. Jahrhunderts.

Bei dem starken Verkehr, der auch im 6. bis 10. Jahrhun-
dert zwischen Europa und dem Orient fortdauerte, ist es
nicht unwahrscheinlich, dafl europiische Kaufleute und ho-
fische Gesandte') auf ihren Reisen die indischen oder ara-
bischen Ziffern und ihre Verwendung mit dem Stellenwert
schon im 9. Jahrhundert oder frither kennen gelernt hatten.
Aber Kaufleute und Hofmanner pflegen keine Rechenbiicher
zu schreiben, und deshalb blieb diese Kenntnis auf einzelne

1) Wir erinnern z. B. an die Gesandtschait, die Karl der Grofie
ums Jahr 800 zu Harun al Raschid nach Bagdad schickte.
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beschrinkt, bis die Ziffern in den Kreisen der Gelehrten be-
kannt wurden. Im christlichen Abendland waren zunichst
fast ausschlieBlich die romischen Ziffern im Gebrauch ge-
wesen. Zum Rechnen wurde der griechisch-rémische Aba-
kus benutzt. Mit diesem Abakus wurden nun vom 10. Jahr-
hundert an die Gobarziffern in Verbindung gebracht. Man
stellte 9 Marken aus Holz oder Horn her, auf welche die
9 Ziffern der Westaraber gezeichnet waren, und diese
9 Marken, welche man caracteres oder apices nannte, dien-
ten in Verbindung mit dem Abakus zur Darstellung jeder
beliebigen Zahl (siehe die Abbildung auf S.57). Nattirlich
fand die Null bei diesem Verfahren keine Stelle; denn wenn
von irgendeiner Stufe keine Einheit vorhanden war, so blieb
eben die betreffende Stelle im Abakus leer, oder es wurde
eine Marke ohne jede Bezeichnung hingelegt (vgl. S. 12).
Einer der ersten Gelehrten, die nachweislich die Gobar-
ziffern in Verbindung mit den Marken auf dem Abakus be-
nutzten und die Rechermethoden auf diesem Instrument
lehrten, war Gerbert, der spitere Papst SylvesterIl. (etwa
940—1003), ein mit grofen Fiahigkeiten und umfassenden
Kenntnissen ausgertsteter Mann, der als Lehrer weithin ge-
feiert war. Er scheint die Gobarziffern in der spanischen
Mark von Kaufleuten kennen gelernt zu haben. Uber die
Bedeutung des Stellenwertes und der Null war er sich wohl
kaum klar; denn im Text seiner Schriften stellte er die Zahlen
immer durch romische Ziffern dar. Zahlreiche Gelehrte haben
im 10. bis 12. Jahrhundert dieses instrumentale Rechnen auf
dem Abakus gelehrt; man nennt sie Abazisten. Auf ihren
Marken sind neben den Gobarziffern manchmal auch grie-
chische und rémische Zahlzeichen aufgemalt. Eine Verwen-
dung der neuen Zahlzeichen aufierhalb des Abakus findet
sich jedoch bis zum 12. Jahrhundert nur vereinzelt,") und
auch die Null und ihre Bedeutung wurde sehr langsam bekannt.
Erst als die Abazisten eine schriftliche Darstellung ihres

1) Bemerkenswert ist, daBl sich in jener Zeit Zahlzeichen ver-
schiedenster Art mit Stellenwert verbunden finden, z. B.1.O- VHI.IX
= 1089, dRe0 = 4250; m-0x == 1048. Auch die in |, 50 geschilder-
ten arabischen Zahlbuchstaben wurden von dem Ostaraber Albe-
runi (973—1048), der viele Jahre in Indien zubrachte, in dieser
Weise verwendet.

3-
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Systems begannen, muflten sie der Vollstandigkeit halber
auch den ungemerkten Stein aufzeichnen; sie malten darauf
einen Kreis mit einem kleinen konzentrischen Loche.!) Um
die Wende des 11. Jahrhunderts traten bei den Abazisten
ratselhafte, fremdartige Namen fur die zehn Zeichen auf, die
in der Geschichte des Rechnens eine gewisse Berithmtheit
erlangt haben und erst im 15. Jahrhundert ganz verschwan-
den. Neuerdings hat J. Ruska nachgewiesen, dafl diese Na-
men nichts anderes sind als Verstimmelungen der entspre-
chenden arabischen Zahlwdrter, die von Abschreibern mit
ungeniigenden arabischen Sprachkenntnissen fiir fremde Na-
men der Zahlzeichen gehalten wurden.

Von der Mifte des 11. Jahrhunderts an machte sich ein
gewaltiger Aufschwung im wissenschaftlichen Leben Euro-
pas bemerkbar, Insbesondere trat die Neigung hervor, mit
den Schriften der Griechen bekannt zu werden. Da aber
damals nur wenige das Griechische beherrschten, und an-
dererseits die griechischen Texte sehr selten und kaum auf-
findbar waren, so sah man sich notwendigerweise auf die
Araber angewiesen, bei denen Ubersetzungen und Erldute-
rungen griechischer Klassiker vorhanden waren. Einerseits
haben die damals beginnenden Kreuzziige, die die Christen-
heit mit den Ostarabern in n&here Bertihrung brachten, dazu
beigetragen, solche Ubersetzungen im Abendland bekannt
zu machen; andererseits lernten die Gelehrten von ganz
Europa auf den hohen Schulen zu Teledo, Sevilla und
Granada dieselben kennen und tibertrugen sie samt den
dazugehorigen Erlauterungen ins Lateinische.

Unter den ins Lateinische tibersetzten Werken befanden
sich auch die oben erwihnten Schriften des Muhammed
ibn Musa Alchwarazmi. Durch diese arabischen Werke,
sowie durch unmittelbaren Verkehr zwischen den Westarabern
und den christlichen Gelehrten und Kaufleuten fand das
Rechnen mit den indischen Ziffern im Abendlande Eingang
und wurde neben den Rechenmethoden auf dem Abakus an-
gewandt. Diese neue Rechenkunst bezeichnete man von der
Mitte des 12. Jahrhunderts an in Europa mit dem Namen
Algorithmus, was nichts anderes ist als eine Verstimmelung

1) Durch dieses Loch wurde woh! die Schnur gezogen, an der
die Rechenmarken aufbewahrt wurden,
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von Muhammeds Beinamen Alchwarazmi. Die Gelehrten,
die dieses schriftlicke Rechnen mit Stellenwert lehrten, hie-
fien Algorithmiker im Gegensatz zu den Abazisten.

Das grofite Verdienst um die Einfiihrung der indisch-ara-
bischen Ziffern und Rechenmethoden in Europa hat sich
Leonardo von Pisa erworben. Dieser bedeutende Mann
wurde ums Jahr 1175 in Pisa als Sohn eines Grofikaufmanns
geboren und in einer Hafenstadt der nordafrikanischen Kuste
erzogen. Er machte spater weite Reisen, auf denen er mit
Gelehrten und Kaufleuten aller Linder zusammenkam und
die bei ihnen tiblichen verschiedenen Ziffernsysteme und
Rechenmethoden kennen lernte. Im Jahre 1202 schrieb er
ein Werk mit dem Titel Liber abaci, in dem er unter aus-
dricklicher Erwahnung der Inder die neuen Zahlzeichen
erklarte und zur Ausfthrung der wichtigsten kauiménnischen
Rechnungsarten ohne Verwendung des Abakus benutzte. Um
die Mitte des 13. Jahrhunderts erschienen noch einige weitere,
ebenfalls in lateinischer Sprache abgefafite Werke tiber den
Algorithmus, die als Lehrbiicher viel benutzt wurden. Um
diese Zeit kam auch die Bezeichnung arabische Ziffern aui,
obwohl der indische Ursprung der neuen Methoden vielen
Schriftstellern des Mittelalters bekannt war.

Die Ansicht N. Bubnows, dall unsere Ziffern aus boden-
stdndigen Zeichen europdischer Abazisten entstanden seien,
und dafl unsere Rechenmethoden nebst dem Stellenwertsy-
stem auf den griechischen Spaltenabakus zurtickgehen, wollen
wir hier erwahnen, ohne sie uns zu eigen zu machen. Sie be-
ruht auf einseitiger Uberschatzung lateinischer und griechi-
scher Texte unter Vernachlissigung arabischer Urkunden
und einwandfreier geschichtlicher Tatsachen.

Man sollte denken, dafl die praktischen neuen Zahlzeichen
und das bequeme neue Rechnungsverfahren bald weiteste
Verbreitung erlangt und die romischen Ziifern sowie das
Rechnen auf dem Abakus verdrangt hitten. Dem ist aber
nicht so. Mancherlei Grinde wirkten zusammen, um ihre
Verbreitung zu hemmen. Vor allem miissen wir bedenken,
daBl zu jener Zeit, wo die Buchdruckerkunst noch nicht er-
funden und der Erwerb von Biichern nur den reichsten Leu-
ten moglich war, wo auch die Kunst des Schreibens und
Lesens auf verhalinismifig kleine Kreise beschrankt blieb,
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die Ausbreitung neuer Gedanken und Methoden auf erheb-
liche Schwierigkeiten stief. Die Verbreitung wissenschaft-
licher und praktischer Kenntnisse geschah im wesentlichen
durch miindlichen Unterricht. Aui den alten Universititen
spieite die Rechenkunst in jener Zeit nur eine untergeord-
nete Rolle. Dazu kam, dafl Leonardos Werk fir kaufmin-
nische Kreise etwas schwer verstandlich war, dafl bei dem
Mangel an geeigneten Schreibmaterialien kein Anlafl bestand,
von der Verwendung des Abakus mit den Apices abzugehen,
und daB die modernen, bequemen Rechenmethoden erst all-
mahlich ausgebildet wurden und in weitere Kreise drangen.
Endlich mfissen wir an die Zahigkeit des durchschnittlichen
menschlichen Geistes denken, die sich allen Neuerungen
hemmend entgegenselzt. Zwar verbreiteten die zahlreichen
fremden Studenten, die im 13. Jahrhundert in Italien studier-
ten, langsam die Kenntnis von Leonardos Werk in weiteren
Kreisen des Abendlandes, und in den Kreisen der Kloster-
gelehrsamkeit waren deshalb die neuen Ziffern schon zu Be-
ginn des 13. Jahrhunderts mehr oder weniger genau bekannt.
Aber das gemeine Volk bediente sich im allgemeinen noch
bis ins 16. Jahrhundert der schwerfalligen romischen Ziffern
zum Anschreiben von Zahlen und beniitzie zur Ausfthrung
der einfachen Rechnungen des taglichen Lebens die Finger
oder andere instrumentale Hilfsmittel. in Osteuropa hat erst
der aus Kleinasien stammende Mdnch Maximus Planudes
zu Anfang des 14. Jahrhunderts in einem griechisch geschrie-
benen Rechenbuch seine Landsleute auf die Feinheiten der
indischen Rechenmethoden hingewiesen unier Verwendung
ostarabischer Zifferformen. Aber noch am Ende des 14. Jahr-
hunderts wurden dort die griechischen Zahlbuchstaben mit
Stellenwert benutzt, und erst im 16. Jahrhundert findet man
bei byzantinischen Schrifistellern den Gebrauch der indisch-
arabischen Ziffern in grofierem Umiang.

Zur Belebung dieses allgemeinen Bildes geben wir schlieB-
lich noch einige Einzelheiten. Die iltesten européischen
Schriftsticke mit einwandfreier Datierung, die alle neun Zif-
fern ohne die Null in der Gobarform enthalten, sind zwei
lateinische Manuskripte, von denen das eine im Jahre 976
in einem Kloster bei Logrono am oberen Ebro geschrieben
wurde, wahrend das andere eine ebenfalls in Spanien her-
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gestellte Abschrift davon aus dem Jahre 992 ist. Zahlreiche
Beispiele von Ziffern verschiedener Gestalt in europidischen
Manuskripten aus dem 11. und 12. Jahrhundert reihen sich
an. Die iritheste Spur einer Rechnung mit indisch-arabischen
Ziffern findet sich in einer lateinischen Algorithmus-Schrift
aus dem Jahre 1143. Bemerkenswert ist ferner ihr Vorkom-
men in einer Regensburger Chronik vom Jahre 1167, weil
sie sich sonst in Deutschland auBlerhalb der wissenschaft-
lichen Werke vor dem 14. Jahrhundert nur vereinzelt nach-
weisen lassen. In Frankreich und Italien dagegen scheinen
sie etwas weiter verbreitet gewesen zu sein. So ist z. B. eine
sizilianische Miinze mit indisch-arabischen Ziffern aus dem
Jahr 1138 bekannt, und in Florenz wurden sie im Jahre 1299
verboten, wahrscheinlich weil die stiadtischen Beamten sie
nicht lesen konnten. Im 14. Jahrhundert erscheinen sie in
Deutschland auf Grabsteinen (Ulm 1388) und Denkmilern,
an Kirchen und Privath3dusern, im 15. auch auf Miinzen und
Siegeln. In einem 1471 zu Kéln gedruckten Werke Petrar-
cas werden sie zum erstenmal zur Numerierung der Seiten
angewandt. In den Kalendern aber, die unter den Volks-
bichern den ersten Rang einnehmen, sind bis ins erste Drittel
des 16. Jahrhunderts fast alie Zahlen in romischen Ziffern
gedruckt, und auch in Protokollen und Rechnungen treten
die neuen Ziffern erst um die Mitte des 16. Jahrhunderts
auf. Oft sind sie in der Ubergangszeit in eigentimlicher
Weise mit den romischen Ziifern vermischt,!) welche die
gewenlich teutsch Zal genannt wurden und sich ihrer Ver-
drangung durch die fremden Eindringlinge, die Ziffern Zale,
mit beispielloser Zihigkeit widersetzten. Aber die Buch-
druckerkunst verhalf den indisch-arabischen Ziffern doch
schlieflich zum Sieg, und als die deutschen Rechenmeister,
besonders Adam Riese (1492—1559), das Rechnen mit ih-
nen lehrten?), konnte nichts mehr ihre Verbreitung hindern.
Diese Rechenmeister erleichterten zunichst dem gemeinen
Volk die indischen Methoden dadurch, daf sie das Rechnen
auf den Linien lehrien; das war ein Verfahren, bei dem mit
Hilie von Marken (Rechenpiennigen) auf einem wagrecht

1) Formen wie m.ccce8lf== 1482, 1V0Il == 1502, MCCCC50 = 1450,

1V0jj = 1502 kommen vor.
2) Vgl. Bd. 15 dieser Sammlung, S.31ff.
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laufenden Linienschema (Rechenbank) die Zahlen dargestelit
und die Operationen vollzogen wurden. Wer das verstand,
konnte dann leicht zum freien schriftlichen Rechnen (dem
Rechnen auf der Feder) tbergehen, bei dem die indisch-
arabischen Ziffern benutzt wurden. Seit jener Zeit haben
sich die Rechenmethoden nur noch wenig geindert, und im
17. Jahrhundert verschwand das Abakusrechnen véllig.

Besonders interessant ist die Geschichte der Null. Die In-
der nannten sie sunya, d. h. das Leere, weil sie ein Zeichen
fir die leere Stelle war. Die Araber iiberseizten dies wort-
lich durch das alt-arabische Wort sifr, welches leer bedeutet
und spéiter die Bedeutung Null annahm. Dies gab Anlafl zu
dem spatlateinischen Wort zefirum, das z. B.Leonardo von
Pisa benitzte; im 15. Jahrhundert erscheint es in der zu-
sammengezogenen Form zéro. Von anderen Algorithmikern
wurde das arabische Wort seit dem 12, Jahrhundert neben
anderen Bezeichnungen mit cifra tibersetzt. Daraus wurde
das franzosische chiffre und das deufsche Ziffer, welches
Wort heute nicht mehr die Null allein, sondern alle 10 Zei-
chen bedeutet. Bis zur Zeit Eulers (18, Jahrhundert) kam
es aber in beiden Bedeutungen vor, wie heute noch im Eng-
lischen, Schwedischen, Portugiesischen und Neuarabischen.
Diese Entwicklung zeigt, dafl unbewuBt die Null’) als das
Wesentliche in der Reiite der indisch-arabischen Zitfern er-
kannt wurde.

Die Form der Ziffern hat sich natiirlich im Laufe dieser
langen Entwicklung stark verindert. Die Zeichen der Abazisten
blieben zwar im 10. bis 12. Jahrhundert ziemlich unverandert;
auch sind sie pei alien dieselben. Der Grund ist wohl der, daB
sie auf die Marken aufgezeichnet und deshalb der Mode und
der willktrlichen Gestaltung einzelner Gelehrter weniger aus-
gesetzt waren. Die Zeichen der Westaraber und der Algorith-
miker aber, die beim Rechnen auf Papier oder auf die Tafe] ge-
schrieben wurden, waren natarlich stirker veranderlich; denn
sie waren allen moglichen Verzierungen und Schnérkeln der
Schreiber sowie dem EinfluB der verschiedenen Schriftmittel

1) Null kommt natdrlich vom lat. nulla (&gum), d. h. keine
Zitter; das Wort kam in Deutschland um die Wende des 15. Jahr-
hunderts auf, nachdem es in ltalien léngst eingebdrgert war.
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unterworfen. So erklirt es sich, daf} die arabischen Ziffern,
die im 12, Jahrhundert ins christliche Abendland gelangten, von
denen der Abazisten einigermafen verschieden waren, und
dafl auch weiterhin oft ganz wunderliche Formen zum Vor-
schein kamen. Einim 14. Jahrhundert lebender Mensch konnte
manchmal die Ziffern des 13. Jahrhunderts kaum mehr lesen.
Auch heute sind ja die geschriebenen Ziffern nicht bei allen
Menschen gleich. Seit der Erfindung der Buchdruckerkunst
hat sich aber ihre Gestalt nur noch wenig verindert, und
heute zeigen sich auch bei den verschiedenen Vélkern, die sie
benutzen, nur noch geringe Formunterschiede. Einige Bei-
spiele fur die verschiedene Gestalt der Zifiern finden sich in
Spalte XVI bis XX unserer Abbiidung (S. 26); im tbrigen muf§
auf die Tafeln von G.F.Hill und auf das Werk von D.E.Smith
und L. C. Karpinski verwiesen werden.

Die uns heute ganz gelaufigeAusdehnung des Stellenwert-
gedankens auf Briiche, die wir schon beim babylonischen
Sexagesimalsystem auftauchen sahen, trat in Evropa erst ge-
gen das Ende des 16. Jahrhunderts auf. Der Gedanke der
Dezimalbriiche erscheint zum ersten Male im Jahre 1585 bei
dem niederlandischen Mathematiker Simon Stevin (1548
bis 1620). In der Bezeichnungsweise finden wir zunichst
einen gewissen Riickschritt; die Stufe wurde namlich nicht ein-
fach durch die Stellung, sondern durch Beiftigung von Strichen
oder besonderen Zeichen angedeutet. Man schrieb z. B.

94 1 370" 5 oder 94 @ 1 D3I @0 B35 @
far 94,1305.

Unsere heutige Schreibweise, die die ganze Zahl von den
Bruchzahlen durch einKomma oder einenPunkt trennt, stammt
von den Erfindern der Logarithmen, dem Schweizer Jobst
Bargi (1552~1632) und dem Schotten JohnNapier (1550
bis 1617), wurde aber erst im 18. Jahrhundert aligemein an-
genommer.

Endlich wollen wir noch darauf hinweisen, dafl in neuester
Zeit in den Rechenmaschinen die Grundgedanken des Stellen-
systems in genialer Welse mit mechanischen Hilfsmitteln ver-
bunden und zu einer neuen Art instrumentalen Rechnens von
groBer Vollkommenheit ausgebildet worden sind. Zwar hat
schon Leibniz die erste Rechenmaschine erdacht; aber jhre
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Verbesserung und weite Verbreitung fand sie erst im 19. und
20. Jahrhundert.!)

Die Erfindung und allm#hliche Vervollkommnung des Stel-
lenwertsystems mit seinen 10 Zeichen gehdren zu den wichtig-
sten Ereignissen in-der Geschichte der menschlichen Geistes-
kultur, Der Gedanke des Stellenwerts erscheint uns zwar
heute so einfach und selbstverstidndlich, dafl wir leicht ver-
gessen, welche Bewunderung er verdient. Auch ist es richtig,
dafl das Stellenwertsystem die Kuiturwelt nur schiichtern und
langsam erobert hat. Aber diese Verbreitung der Ziffern
unter den Volkern des Abendlandes ist trotzdem eine der
folgenreichsten Tatsachen der mathematischen Frithrenais-
sance, der hochstens noch die Aufstellung des kopernika-
nischen Weltsystems an die Seite zu stellen wire. Zahlen
von jeder beliebigen, begrifflich und anschaulich ganz un-
vorstellbaren Grofle und Kleinheit lassen sich mit diesen 10
Zeichen ohne jede Schwierigkeit darstellen, und so ver-
mitteln sie den Zugang zum Abgrund des unendlich Grofien
und zu den Pforten des unendlich Kleinen. Mit ihrer Hilfe er-
lernen unsere Kinder mit Leichtigkeit Rechenmethoden, die
im Altertum den grofiten Geistern Schwierigkeiten bereiteten
und noch im Mittelalter dem Hochschulstudium vorbehalten
waren. Mit ein paar Federstrichen leistet heute ein Kind das,
was Jahrhunderte der Eniwicklung bedurfte. Die Bewegung
vom Einfachen und Nattirlichen zum sinnvoll Zusammenge-
setzten und Kunstlichen, wie sie die Entwicklung der moder-
nen Ziffernschrift zeigt, sowie das Streben nach Konzentration,
d. h.nach Arbeitsersparnis durch Verdichtung geistiger Arbeit,
wie es in der Geschichte der Rechenkunst auftritt, scheinen
uns typische Beispiele fir das Wesen des menschlichen Fort-
schritts zu sein.

1) Niheres bei K.Lenz, Die Rechenmaschine und das Maschinen-
rechnen (Aus Natur und Geisteswelt Bd. 490) Leipzig 1915.
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FONFTER ABSCHNITT
DIE ZAHLZEICHEN DER OSTASIATEN

Die Chinesen sind eine der #ltesten Nationen der Well.
Das begabte und merkwiirdige Volk, das im Lande der Mitie
seit Jahrtausenden ein gleichiormiges, von aufleren Stro-
mungen fast unbertihrtes Leben fuhrt und erst in der Gegen-
wart anfangt, sich europiischen Einfliissen zu erschlieflen,
hat eine alte und hohe Kultur. Es hat selbstindig eine Reihe
bemerkenswerter Entdeckungen gemacht, besitzt eine erstaun-
lich grofle Literatur und hat an staatlichen Einrichtungen Be-
wundernswertes geschaffen. Aber die treibenden Kraite in
seiner Kulturentwicklung sind stets tiberwiegend aus reli-
giosen und praktischen Gesichtspunkten hervorgewachsen;
der Trieb nach wissenschaftlicher Vertiefung fehlt den Chi-
nesen. Daher mag es kommen, dafl die bodenstindige chi-
nesische Mathematik, von der wir in neuester Zeit durch die
Arbeiten japanischer Mathematiker genauere Kenntnis erlangt
haben, keine hohe Entwicklung zeigt, sondern dafl gerade
in dieser Wissenschait zu verschiedenen Zeiten fremde Ein-
flusse sich mittelbar und unmittelbar geltend machten.

Seit den altesten Zeilen haben sich die Chinesen viel mit
Kalenderfragen abgegeben, und deshalb ist auch die Rechen-
kunst frith gepilegt worden. Da sie ihr Land von Westen
her besiedelten und moglicherweise mit den alten Bewohnern
Babyloniens verwandt waren, so konnten sie ilire arithme-
tischen Kenntnisse von dorther mitgebracht haben. Darauf
wiirde ein altes Sexagesimalsystem hinweisen, das seit dem
27. Jahrhundert v. Chr.bis auf die Gegenwart zum Abzéhlen
von Jahren und Tagen dient und auch der Kreisteilung zu-
grunde gelegt ist. Einzelfalle des pythagoreischen Satzes wa-
ren schon ums Jahr 1000 v. Chr. bekannt; zahlreiche Mathe-
matiker beschiftigten sich seit den &ltesten Zeiten mit arith-
metischen, algebraischen und geometrischen Fragen, die sie
in eigenartigem Gewande darstellten. Infolge der lebhaften
Beziehungen Chinas zu Zentralasien drangen schon friihzeitig
mathematische Kenntnisse von Westen her in China ein; in-
dische Wissenschaft wanderte mit dem Buddhismus, der im
Jahre 65 n. Chr.in China eingefithrt wurde, dorthin; Sanskrit-
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Werke wurden ins Chinesische tibersetzt; chinesische Bud-
dhisten besuchten Indien und brachten bei ihrer Heimkehr
indische Wissenschaft mit. Vom 8. Jahrhundert an kamen
arabische Kaufleute nach China, und seit dem 13. und 14.
Jahrhundert waren Araber vielfach Lehrer der Chinesen in
Astronomie und im Kalenderwesen. Vom 16. Jahrhundert an
macht sich auch europiischer Einflul in groferem Mafle
geltend, nachdem schon frither einzelne Européer nach China
gekommen waren. Von den Jesuitenmissionaren lernten die
Chinesen europdische Mathematik und Astronomie, und im
19. Jahrhundert haben sie angefangen, sich eingehender mit
den mathematischen Problemen des Abendlandes zu beschii-
tigen. Allerdings darf man den Chinesen nicht jede Originali-
tat in der Mathematik absprechen; sie weisen sowohl in der
Arithmetik und Algebra als auch in der Geometrie schon in
friiher Zeit eigene Leistungen auf. Doch ist hier nicht der
Ort, diese zu wiirdigen.

Die Geschichte Japans kann nicht weiter als bis in die
Mitte des 5.Jahrhunderts n. Chr., zuriick verfolgt werden. Die
geistigen Eigenschaften des gut begabten japanischen Volkes
weichen von denen der anderen Ostasiaten zwar wesentlich
ab, aber in den vielen Jahrhunderten seiner Geschichte hat
es mehr Geschick zur Nachahmung als schoépferische Eigen-
kraft gezeigt, und erst in neuester Zeit scheint es eigene Wege
gehen zu wollen.

Von mathematischen Leistungen der Japaner ist vor dem
6. Jahrhundert kaum etwas bekannt. Im Jahre 552 wurde in
Japan der Buddhismus eingefiihrt, und in den buddhistischen
Tempeln wurde die Mathematik unter chinesischem Einfluf§ fiir
Zwecke des Kalenderwesens getibt. Im Anfang des 17.Jahrhun-
derts begann in Japan das Interesse an der Mathematik zu er-
wachen; die chinesische Wissenschaft wurde in weiten Krei-
sen gelehrt, und auch européische Einfliisse machten sich durch
die Vermittlung der holiandischen Handelsstation Nagasaki
und durch die Tatigkeit einiger europiischer Missionare in
einem gewissen, wenn auch geringen, Umfange geltend. In
dem Jahrhundert von 1675—1775 erhob sich die japanische
Mathematik zu einer bemerkenswerten Bltite; es wurde von
eingeborenen Mathematikern nach eigentiimlichen Methoden
nicht nur das Problem von der Quadratur des Kreises sach-
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gemil behandelt, sondern auch der binomische Satz und
die Grundlagen der Infinitesimalrechnung wurden selbstandig
gefunden und auf eigenartige Probleme angewandt. Die erste
Halfte des 19. Jahrhunderts brachte den Hohepunkt der alten
einheimischen Mathematik der Japaner, die allmihlich auch
von europiischem Wissen befruchtet wurde. Seit aber im
Jahre 1868 Japan der abendlandischen Kultur sich erschlof,
beginnt die alte bodenstindige japanische Mathematik abzu-
klingen und der abendlindischen internationalen Wissenschaft
Platz zu machen. Heute wird in den Schulen nur noch die
europdische Mathematik gelehrt. Im ganzen genommen ist
die japanische Mathematik mehr eine Kunst als eine Wissen-
schaft; sie entbehrt der Grofle und der allgemeinen Gesichts-
punkte. In der Einzelausithrung aber zeigen die japanischen
Mathematiker eine Feinheit und Genialitat im Lésen von Pro-
blemenundim Entwirrenvon Schwierigkeiten, dieihresgleichen
sucht,

Die chinesische Schrift, die schon im 18.Jahrhundert v.Chr.
auf Inschriiten ziemlich entwickelt vorkommt, ist eine aus
urspringlich rohen Bildern entstandene Wortschrift, in der
jedes Zeichen ein Wort bedeutet, entsprechend der Einfach-
heit der Sprache, die nur aus einsilbigen Wortern besteht
und jeder Beugung ermangelt. Die Neigung, neue Begriife
durch Verbindung altbekannter Zeichen auszudricken, fithrte
zur Entstehung zahlreicher Schrifizeichen, deren Bedeutung
im Satze durch die Stellung angedeutet wird. Diese Zeichen
werden heutzutage mit Pinsel und Tusche auf Papier gemalt
und in senkrechten Spalten angeordnet, die sich von rechts
nach links aneinander fiigen. Die japanische Sprache ist aus
einem heimischen Dialekt und dem Chinesischen hervorge-
gangen, und auch die japanische Silbenschrift hat sich aus
der chinesischen Wortschriit entwickelt, wie tiberhaupt die
chinesische Schrift in ganz Ostasien verstanden, aber von
den einzelnen Volkern verschieden gelesen wird.

Ebenso wie die Schrift, so sind auch die chinesischen
Zahlzeichen nicht nur auf das eigentliche China beschrénkt,
sondern sie haben in ganz Ostasien, einschlieflich Koreas und
Japans, Geitung. Je nachdem die Zahlen nur geschrieben
und gedruckt oder bei rechnerischen und mathematischen
Operationen verwendet werden, massen wir verschiedene
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Arten der Zahlenschrift unterscheiden. Wenn es sich nur
um die Darstellung von Zahlen, nicht um Ausfihrung von
Rechenoperationen handelt, werden meist die altchinesischen
Zahlzeichen benutzt. Sie bestehen aus 13 Symbolen fur die
neun Einer und die ersten vier Rangzahlen und sind eigent-
lich nichts anderes als die Zeichen der chimesischen Wort-
schrift fur die Zahlworter. Aus der Abbildung ist ohne wei-
teres zu sehen, dafl die Ziifern 1, 2, 3 aus horizontalen Strichen
bestehen, wihrend die 4 aus vertikalen Strichen zusammen-
gesetzt ist. Die tibrigen Zeichen hat K. Mischke als Finger-
zahlen aus gewissen Stellungen der Hand zu deuten versucht;
doch erscheint uns der Versuch alizu gekiinstelt. Das Zeichen
far 9 bedeutet vielleicht 10—1, so dall hier wie bei den
romischen Ziffern das Prinzip der Subtraktion anzuklingen
scheint. Auffallend ist auch die Ahnlichkeit des chinesischen
und rémischen Zeichens far 10. Wir haben aber wiederholt
gesehen, dafl nachst der Hiufung von einzelnen Strichen die
Durchkreuzung von solchen bei manchen Volkern als einfaches
Mittel zur Schaffung neuer Zahlzeichen benttzt wurde.

DIE CHINESISCHEN ZIFFERN.?)

1. Altchinesische Ziffern (werden heute noch im Druck benitzt).

=B EALEAATEH F B
1 2 3
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4 5 6 7 8 9 10 100 1000 10000
9 X | — 1 =15-1000047-1000
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2. Verkehrsziffern (kommen nur geschrieben vor).
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t 2 3 4 5 6 T 8 9 10 1001000166000 O
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1) Nach Pihan, a. a. 0. S, 2—6.
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Um mit diesen 13 Zeichen beliebige Zahlen zu schreiben,
benttzen die Ostasiaten eine additive und multiplikative Me-
thode unter Beachtung des Gesetzes der Grofienfolge. Das
Beispiel in unserer Abbildung zeigt das Verfahren deutlich,
so dafl keine weitere Erliuterung ndtig erscheint., Es zeigt
auch, daf} das ganze Ziffernsystem auf streng dezimaler
Grundlage ruht. Es ist wohl nicht zufsllig, daB es gerade
mit einem Zeichen fiir 10000 abschliefit, denn im japanischen
und chinesischen Zahlwortsystem spielt seit den #ltesten
Zeiten, ahnlich wie im Griechischen, die Myriade eine be-
sondere Rolle, und dieses Myriadensystem, das in Griechen-
land, Indien, China, Japan auitritt, ist eines der bedeutsam-
sten Anzeichen eines frithzeitigen Verkehrs zwischen Gelehr-
ten des Westens und des Ostens. Wann und von wem diese
altchinesische Methode der Ziffernschreibung geschaifen
wurde, ist nicht bekannt. Sehr merkwirdig ist es aber, daf§
von der Mitte des 13.Jahrhunderts an die Zeichen fur 1 bis
9 in Verbindung mit dem um jene Zeit in China eindringen-
den kreisformigen Zeichen fur die Null und unter Weglas-
sung der Zeichen fur die Stufenzahlen zur Darstellung von
beliebigen Zahlen nach dem Stellenwertprinzip verwendet
wurden, wobei natirlich entsprechend der Richtung der
Schrift die ftir den Wert der einzelnen Zeichen maBgeben-
den Stellen von unten nach oben zu zihlen sind. Diese
Schreibweise findet sich bis in die Neuzeit in Logarithmen-
tafeln, in magischen Quadraten und im Text mathematischer
Werke. In der Gegenwart allerdings gehen besonders die
Japaner in mathematischen Abhandlungen, selbst wenn sie
in japanischer Sprache und Schrift geschrieben sind, dazu
iber, die Zahlen mit indisch-arabischen Ziffern zu schreiben.

In der Praxis des taglichen Lebens und im kaufmannischen
Verkehr werden auch noch andere Zeichen benutzt, die wohl
als eine kursive Form der altchinesischen anzusehen sind, und
die wir Verkehrsziffern nennen wollen. Das Zeichen fur 4,
das an das Zeichen der Nabatier und der Kharosthi in Indien

NS .
erinnert, wird woh! aus vier Strichen/\i\entstanden sein. In

der Ableitung der Zeichen fiir 7 und 8 aus dem fiir 6 durch
Zuftigung von Strichen klingt ein Sechsersystem an. Beson-
ders auffallend ist aber, dafl die Zahlen mit diesen Zeichen
von links nach rechts unter Beachtung des Gesetfzes der
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GroBenfolge geschrieben und die Multiplikatoren der Rang-
zahlen nicht vor, sondern itber diese gesetzt werden, wie
es die Beispiele in der Abbildung veranschaulichen. Die Null
wird nur im Innern der Zahlen verwendet, um anzudeuten,
daB Einheiten einer gewissen, aus den Nachbarziffern zu er-
sehenden Ordnung fehlen. Wie man aber leicht bemerkt, ist
dieses Fullungszeichen zum Verstindnis einer mit Verkehrs-
ziffern geschriebenen Zahl durchaus entbehrlich.

Zwischen Indien und China bestanden, wie wir schon her-
vorgehoben haben, seit alters lebhafte wissenschaiftliche und
Handelsbeziehungen. Es ist deshalb sehr wohl moglich, daff
zwischen den chinesischen Ziffernsystemen und einer fritheren
Form der indischen Ziifern ein Zusammenhang besteht, Ein
gewichtiger Grund ftir diese Annahme scheint uns in der Tat-
sache zu liegen, dal im 7. Jahrhundert ein indisches Kalender-
werk, in dem geschriebene Berechnungen vorkamen, ins
Chinesische iibersetzt wurde, und dafl das Zeichen fiir die
Null, das allerdings erst im Jahre 1247 in einem chinesischen
Werke auftritt, aber wohl schon irither in China im Gebrauch
war, dasselbe ist wie in Indien.

Eine weitere Stutze ftur die Moglichkeit eines urséchlichen
Zusammenhangs zwischen dem indischen und chinesischen
Ziffernsystem ist die Bekanntschaft der Chinesen mit dem
Gedanken des Stellenwertes, der nicht blofl in neuerer Zeit
in Verbindung mit den altchinesischen und den Verkehrs-
ziffern Anwendung findet, sondern der den Ostasiaten schon
seit alter Zeit in Verbindung mit dem dritfen Ziffernsystem
vertraut war, das wir jetzt noch zu besprechen haben.

Fiir die Zwecke des praktischen Rechnens sind die alt-
chinesischen Ziffernsymbole ungeeignet. Wir finden deshalb
in Ostasien, ebenso wie bei den Griechen und Rémern, ver-
schiedene Formen des Rechenbretts und des instrumentalen
Rechnens, und diese Hilfsmittel sind heute noch wie bei den
russischen Kaufleuten und in den Bazaren Persiens so auch
ganz allgemein in China, Korea und Japan verbreitet. Das
alteste Hilfsmittel des instrumentalen Rechnens in China ist,
wenn wir von der uralten Verwendung der Knotenschniire
absehen, ein Satz von runden Bambusstdbchen. Wir finden
sie erstmals im Jahre 80 n. Chr. erwahnt, aber sie sind jeden-
falls viel lter. Mit ihrer Hilfe wurden die Zahlen in folgen-



Verkehrsziffern und Stibchenzitiern 49

der Weise dargestellt. Die Einheiten jeder Stufenzahl bis
zur funften werden durch die ihnen entsprechende Anzahl
von Stiabchen gebildet, und zwar derart, daf man die Einer,
Zehner, Hunderter usw. abwechselnd durch senkrechte und
wagrechte Lage der Stibchen bezeichnet, so dafl jede Stufe
sich von der benachbarten scharf abhebt. Von der sechsten
Einheit an werden dieZusammensetzungen541,50 410 usw.
benutzt, wobei eine Menge von funf Einheiten durch die
wagrechte bzw. senkrechte Lage des Stibchens bezeichnet
wird (Quinarsystem, vgl. I, 13). Die so entstandenen Zahl-
bilder itir die Einer, Zehner, Hunderter usw. werden wie bei
unserer Schreibweise unter Verwendung des Stellenwertes
von links nach rechis aneinander gereiht. Die folgenden
Beispiele dienen zur Erlauterung.

T T T 1 I 11 1 R I TR TR 1T
1 2 3 4 3 6 7 8 9

— —IET—TI = 198617

Von China gelangte der Gebrauch dieser Rechenstdbchen
nach Korea, wo er bei den Eingeborenen heute noch im
Schwange ist. Allerdings legen die Koreaner die Stabchen
etwas anders, wie folgende Beispiele zeigen: _

0 o X Xt Xt Xl Xl — i

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Im 7. Jahrhundert finden wir die Stabchen in Japan. Sie
wurden von den Japanern in derselben Weise verwendet
wie von den Chinesen; nur wurden sie bald in prismatischer
Form hergestellt, um das Wegrollen zu verhindern. Beim Rech-
nen wurden diese Stabchen haufig in die Ficher eines mit
Quadraten tiberdeckten Brettes gelegt, dessen Spalten mitden
oben abgebildeten altchinesischen Symbo'en fir die Stufen-
zahlen tiberschrieben waren. Wenn keine Einheiten einer
Stufe vorhanden waren, so blieb das betreffende Fach leer,

Beispiel:  [=|m| |7 [=|n|=1280632

Spater, etwa vom 13. Jahrhundert an, wurden statt der
Stabchen die entsprechenden Striche auf Papier gemalt,
und an die leere Stelle wurde ein Kreis gesetzt, z. B.
HE10H=175602, HHOCOOO = 4000.
Math.-phys. Bibl. 34: Lotfler, Ziffern, II. 2. Aufl. 4
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Auf dieses Ziffernsystem, wenn man es so nennen will, griin-
det sich die chinesische und japanische Stdbchenrechnung;
indieser wurdennichtnurdie arithmetischen Grundoperationen
ausgefiihrt, sondern auch die schwierigen und eigenartigen
japanischen Rechenmethoden und mathematischen Entdek-
kungen dargestellt, von denen wir oben sprachen. Auf die
ganze Entwicklung der ostasiatischen Mathematik hat dieses
System der Stdbchenziffern einen starken Einflufl ausgeiibt.

Neben der Stibchenrechnung entwickelte sich etwa vom
12. Jahrhundert an der eigentliche Abakus, zuerst der chine-
sische Swanpan, dann der japanische Soroban, die beide seit
dem 14. Jahrhundert bis heute alliiberall in Ostasien und,
wo Chinesen wohnen, im Gebrauch sind, und von denen auch
die in unseren Schulen gebrauchlichen ,Rechenmaschinen”
abstammen. Diese Art Abakus ist in der vollkommensten
Form ein rechteckiger Rahmen mit senkrechten Staben, an
denen Kugeln verschiebbar sind. Durch eine wagrechte Leiste
ist er in zwei Teile geteilt; der obere Teil enthilt an jedem Stabe
nur eine Kugel, die fiinf Einheiten wert ist, der untere Teil
enthilt an jedem Stabe finf Kugeln, von denen jede den Wert
einer Einheit besitzt. Die erste der folgenden Figuren sucht
eine Vorstellung von der Gestalt des Soroban zu geben,
wiahrend die zweite schematisch die Zahl 91032 abbildet.

An diesem Abakus lassen sich die Rechenoperationen des
taglichen Lebens mit besonderer Leichtigkeit ausftthren. In
der Praxis verdrangte er deshalb im 17. Jahrhundert die
P - Stabchenrechnung, die
raber fiur die Losung al-
gebraischer Gleichungen
g g § § g bis ins 19. Jahrh. bei-

behalten wurde. Heute
lernen die Kinder in den Schulen Japans und Chinas den Ge-
brauch des Swanpan und des Soroban (s. die Abbildung?).

1) Nach G. Wolff, a. a. O. Seite 347.
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Man erkennt ohne weiteres die Ahulichkeit des ostasia-
tischen Abakus mit dem der Romer. Es darf als w.hirschein-
lich angenommen werden, dafl bei den zahlreichienn Bezie-
hungen zwischen Rom und China der romische Abakus in
irgendeiner Form den Chinesen bekannt und wvon ihnen
weiter ausgebildet wurde. Die Erkenntnis von der Bedeutung
und Tragweite des Stellenwertes erhob sich aber bei den
Ostasiaten vor dem 12. oder 13. Jahrhundert nirgends tiber
die Stufe, die wir bei den Babyloniern, bei den Griechen und
Romern oder bei den Maya kennen gelernt haben. Ansitze
zu einem eigentlichen Rechnen mit Stellenwert finden sich erst,
als der europiaische Einfluf} sich auch auf anderen Gebieten
deutlich fithlbar machte.
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SECHSTER ABSCHNITT

VERGLEICHENDE UBERSICHT UBER DIE GRUND-
FORMEN DER ZIFFERNSCHRIFT

Wir haben den Leser, der uns bis hierher gefolgt ist, nur
mit den Zifiernsystemen der wichtigsten Kulturvolker bekannt
gemacht; bei allen anderen bekannten Ziffernsystemen sind
im wesentlichen dieselben Methoden verwendet. Wir beschlie-
fien deshalb unsere Ausfiihrungen mit einem Uberblick tiber
die Grundformen der Ziffernschriit und benutzen dabei, um
das Wesen der Methoden klar hervortreten zu lassen, meist
romische und indisch-arabische Zahlzeichen.

Zunachst bemerken wir, daff bei den meisten Volkern die
Zitiernsysteme auf der Zahl 10 auigebaut sind. Daneben findet
sich das sumerisch-babylonische Sechzigersystem, das Zwan-
zigersystem, welches der Zahlzeichenschrift der Maya zu-
grunde liegt und bei den altsemitischen und Kharosthi-Ziffern
hereinspielt, und endlich das Fiinfersystem, das im griechisch-
romischen Abakus, bei den herodianischen und rémischen
Zahlzeichen, bei den Grundformen der Mayaziffern und in der
ostasiatischen Zahlendarstellung mit Rechenstabchen anklingt.

In bezug auf die Anzahl der Zeichen konnen wir vollstdin-
dige und abgekiirzte Ziiternsysteme unterscheiden. Volistdn-
dig nennen wir diejenigen, die fur alie Einer, Zehner, Hunder-
ter und Tausender besondere Zeichen haben, die also zur
Darstellung aller Zahlea bis zu 1000 im ganzen 28 Zeichen
brauchen. Abgekiirzte Systeme dagegen sind solche, die nur
fir einzelne Biner, Zehner, Hunderter und Tausender, haufig
blof} fiir die Stufenzahlen, besondere Zeichen besitzen; selbst
die Einer werden nicht selten nur durch Wiederholung des
Einheitsstriches dargestellt. Wir sahen jedoch, dafl zahlreiche
Ubergadnge und Zwischenstufen zwischen den beiden ange-
fuhrten auflersten Fallen vorkommen.

Betrachten wir die Zeichen selbst, so finden wir, abgesehen
von der selbstverstandlichen und rohen Darstellung der Einer
durch einzelne Striche, drei Gruppen. Zur ersten Gruppe
rechnen wir die Ziffernsysteme, welche die Anfangsbuchstaben
oder andere Abktirzungen der Zahlworter bentitzen; zur zwei-
ten Gruppe gehdren diejenigen, welche beliebige, mit dem
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Zahlwort in keiner Beziehung stehende Buchstaben oder Sil-
benzeichen verwenden. In beiden Fillen verlieren die Buch-
staben ihren Lautwert, sobald sie als Zahlzeichen benttzt
werden, und haufig wird einer Verwechslung durch beson-
dere Merkzeichen vorgebeugt. Zur dritfen Gruppe endlich
rechnen wir die Zahlzeichensysteme, welche besondere, von
den Buchstaben und Silbenzeichen abweichende ,Ziffern®
bentitzen, sowie diejenigen, deren Zeichen vielleicht urspriing-
lich Buchstaben waren, heute aber diesen Ursprung nicht
mehr erkennen lassen. Im einzelnen finden sich nattrlich
mannigfache Uberginge zwischen diesen drei Gruppen. Mit
Hilfe der folgenden Tabelle (s. néchste Seite) wird es dem Le-
ser leicht gelingen, die verschiedenen Ziffernsysteme, die wir
an seinem Auge vorbeiziehen lieen, zu ordnen und zu uber-
schauen.

Fassen wir endlich die Methoden ins Auge, nach denen
die zusammengesetzten Zahlen aus den Grundzeichen der
Ziffernsysteme bei den verschiedenen Volkern gebildet wur-
den, so konnen wir fiinf verschiedene Fille unterscheiden.
Sie sollen inKiirze gekennzeichnetwerden;in der anschlieflen-
den Ubersichtstabelle (S. 56) findet der Leser die besproche-
nen Ziffernsysteme unter diesem Gesichtspunkte geordnet.

1. Die zusammengesetzten Zahlen werden durch additive
Nebeneinanderstellung der Grundzeichen gebildet, wobei im
allgemeinen das Gesetz der Grofleniolge gilt. Die Tabelle zeigt
zunichst eine rohere Methode, die in den abgekiirzten Sy-
stemen zur Anwendung kommt. Die Unbequemlichkeit, die
in der haufigen Wiederholung desselben Zeichens liegt, wird
gemildert teilweise durch die Einschiebung besonderer Zei-
chen fur das Funifache der Stufenzahlen, teilweise durch sub-
traktive Bildungen (IV statt [lll). Die nur bei den vollstandi-
gen Systemen mogliche feinere Methode hat demgegentiber
vor allem den Vorzug grofierer Kiirze.

2. Die Bildung zusammengesetzter Zahlen erfolgt mit Hilfe
eines multiplikativen Verfahrens. Dabei steht zur Vermeidung
von Verwechslungen der Multiplikator entweder als Koeffizient
vor der Stufenzahl (im Sinne der Schrift) oder als Exponent
tiber ihr. Obwohl dieses Verfahren nahe zu liegen scheint,
ist es doch wenig verbreitet. Das Bild a) der Tabelle zeigt,
dal die Verwendung von Koeffizienten vor den Stufenzahlen
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VI. Abschnitt: Vergleichende Ubersicht

Vollstandige

| Ziffernsysteme

Abgekiirzte
Ziffernsysteme

1. Anfangsbuch-
staben oder an-
dere Abkiirzun-
gen der Zahl-
worter.

1.
2.

Herodianische Ziffern
(1, 34).

Diwani- oderKanzlei-
ziffern (ein altes und
seltenes persisch-ara-
bisches Ziffernsy-
stem).

. Altchinesische Zaht-

zeichen (8. 46).

. Buchstaben in
beliebiger oder
alphabetischer
Reihenfolge,
sowie Silhen-
zeichen als
Zahlzeichen

1. Griechische Zif-

fern (1, 37).

. Spatsemitische
Ziffern (bei den
Syrern und Ara-
méaern, Hebraern
Arabern, Per-
sern und Turken,
1, 47 it.).

Alphabetische  und
Wort-symbolische
Zahlbezeichnung der
Inder (S. 28).

11

. Nichtalphabe-
tische Zeichen,
bzw.solche, die

ihren Ursprung |
aus Buchstaben |
nicht mehr er-|

kennen lassen.

. Hieratische Zif-
fern (1, 20).

. Demotische Zif-
fern (1, 20).
Ziftern der Brah-
mi (S. 26).

2.
3.

—

2t

>

. Hieroglyphische Zif-

fern (1, 18).
Keilschriftliche
fern (1, 26 ff).
Altsemitische Ziffern
(,44) (phonikische,
palmyrenische,  sy-
risch-aramaische).

Zif-

(S.21).

Chinesisch - japani-
sche Verkehrsziifern
(S. 46).

Ostasiatische  Stab-
chenziffern (S. 49).

. Italische Ziffern(S. 7).

Zahlzeichen der Maya
(Grund- und Kopfior-
men) (S. 13}).

. Moderne europaische

Ziffern.

. Ziffern der Kharosthi
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zum Gedanken des Stellenwertes hitte fihren konnen. Denn
wenn man hier die Bezeichnung der Stufenzahlen unterdriickt
hatte, so ware man zum Stellenwert gelangt und hitte mit
den Zeichen fir di neun Einer jede Zahl, in der die einzelnen
Stufenzahlen in einer bestimmten (nicht verschwindenden) An-
zahl von Einheiten enthalten sind, darstellen konnen. Diesen
Schritt haben einige indische Stamme, wie z.B. die Tamulen
und Malabaren, getan. Zu dem gleichen Ergebnis kamen die
Ostasiaten mit den altchinesischen Ziffern; beiihnen tritt dann
in neuerer Zeit noch die Null hinzu, die nattrlich zur vollstan-
digen Durchftihrung des Stellengedankens unentbehrlich ist.
Auch die Maya scheinen auf diesem Wege zu dem Stellen-
system gelangt zu sein. (S. 15).

3. Die Bildung zusammengesetzter Zahlen erfolgt dadurch,
dafl die Zahlenwerte der Grundzeichen durch beigesetzte
Striche oder Punkte veriandert werden. Diese Methode ist
in gewissem Sinne eine Umkehrung der vorigen. Wahrend
nimlich dort das Zeichen der Stufenzahl als die Hauptsache
und die Anzahl, in der sie in der gegebenen Zahl enthalten
ist, als eine Art Anhingsel erscheint, namentlich da, wo diese
Anzahl in Form eines Exponenten iiber das Zeichen fur die
Stufenzahl gesetzt wird, ist hier diese Anzahl (d. h. die Einer-
zahl) der wesentliche Teil, und die Stufe wird nicht einmal
durch ihr charakteristisches Zeichen, sondern nur durch farb-
lose Striche, Hakchen oder Punkte angedeutet. Der das
Zeichen Mu bei den Griechen zuweilen ersetzende Punkt
(vgl. I, 38) bildet eine Art Ubergang zwischen der zweiten
und dritten Methode. Auch dieses Verfahren hatte bei folge-
richtiger Verwendung zum Stellengedanken fithren konnen;
z.B.wenn die Griechen die Zahl 10 mit ,a, 100 mit ,,0 usw.
bezeichnet hatten.

1. Die zusammengesetzten Zahlen werden mit Hilfe eines
materiellen oder eines gezeichneten Abakus gebildet. Dieses
Verfahren haben wir in seinen verschiedenen Abarten aus-
fthrlich geschildert, und wir haben auch gezeigt, wie es auf
die letzte und beste Art der Zahlbezeichnung fithren konnte,
namlich auf

5. die Bildung zusammengesetzter Zahlen mit Hilie des
Stellenwertes, iber den wir gleichlalls keine weitere Bemer-
kung mehr zuzuftgen brauchen.
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SCHEMATISCHE DARSTELLUNG DER ZAHL 3407 DURCH DIE
VERSCHIEDENEN IN DER ZIFFERNSCHRIFT DER VOLKER BE-
NUTZTEN METHODEN.

1. Methode der Ad-
dition,
a) Rohe Methode:
MMMCCCCIHINIII
bzw.: MMMCCCCVII

b) Feinere Methode:
/YU"Z

-
A

Hieroglyphische, keilschrift-
liche, altsemitische, hero-

dianische, italische, Kha- Q,-E’,%?g
rosthi-, Diwani- und ost- Systeme
asiatische Stibchen - Zif- | Y ’
fern.

Voll-

Hieratische, demotische, l
griechische, spitsemiti- | standige
sche, Brahmi-Ziffern. ISysteme.

2. Methode der Multi-
plikation.
a) Multiplikator als
Koeffizient:
3M4C7T.

b) Multiplikator als
Exponent:
M2CH.

Konsequente Befolgung bei den
Ziffern einiger indischer Stimme
(Tamulen, Malabaren) sowie bei den
altchinesischen Zahlzeichen und den
Kopfformen der Maya.

Gelegentliche Befolgung

a) in der Keilschrift, der Kharosthi
und Brahmi, im hierat.,, demot. u.
altsemit. Ziffernsystem (besonders
bei Hundertern und Tausendern)
sowie bei den Grundformen der
Maya

b) im griech. u.rom. Ziffernsystem (nur
bei Tausendern u. Zehntausendern).

Konsequente Befolgung bei den
ostasiatischen Verkehrsziffern.

In einzelnen Fallen bei den hero-
dianischen und Brahmi-Zifiern, so-
wie bei den griechischen zur Be-
zeichnung mehrerer Myriaden.

3.MethodederMarken
und diakritischen
Punkte.

HE TV Vi

Bezeichnung der Tausender bei den
Griechen und in emzelnen Fallen
bei den Romern.

Bezeichnung der Hunderter, Tausen-
der, Zehntausender usw. bei den se-
mitischen Buchstabenzifiern, den Go-
barziffern der Araber und in einzel-
nen Fallen bei den Persern, Indern
und Byzantinern (Maximus Pla-
nudes). Siehe auch alteste Schreib-
weise der Dezimalbriiche (S. 41).
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4. Abakusmethode
(meist nur zum Rech-
neny.

a) Rohe Methode:

b) Feinere' Methode:

MJC[X[1I
O} CIINIO)

37

Im Abendland besonders beir den Grie-
chen u. Romern, sowie im Mittelal-
ter gebrauchlich; in Rufiland, Per-
sien, der Tirkei und Ostasien heute
noch in verschiedener Gestalt iiber-
all zu finden.

(Jede Marke des oberen Teils bedeutet,
wenn sie nach unten geschoben ist,
5 Einheiten der betr. Stufe; nach
oben geschoben, zahit sie nicht mit,
Jede Marke des unteren Teils be-
deutet, nach oben geschoben, eine
Einheit der betr Stufe; nach unten
geschoben zahlt sie nicht mit. Die
Marken werden entweder auf die
Linien oder in die Zwischenrdume
(Spalten) gelegt.

Im Abendland vom 10. Jahrhundert an;
in Ostasien in Verbindung mit den
Rechenstabchen; vielleicht auch dhn-
lich bei den Indern und Griechen.

5 Methode des Stel-
lenwerts,
a) Unvollkommene Me-
thode
u) mit der Grund-
zahl 60:
«( YYY << I
<« YWY <« ¥
(66 60 4 47)
B) mit der Grund-
zahl 20:
oo 9.360
o 4820
7

-
—— ]

b) Vollkommene Metho-
de mit der Grund-
zahl 10:

3407

Sumierisch - babylonisch - assyrisches
Ziffernsystem.

Ziffernsystem in den Handschriiten der
Maya unter Verwendung der Grund-
formen.

Bei den Indern, Arabern, Europaern
und bei den meisten anderen Kultur-
volkern der Jetztzeit unter Verwen-
dung der indisch-arabischen, der
altchinesischen und der ostasiati-
schen Stabchen-Ziifern.
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Zahlentheorie.

Zahlentheorie. Von Prof. Dr. # Backmann in Weimar. Versuch einer
Gesamtdarstellung dieser Wissenschaft in ihren Hauptteilen. In 6 Teilen.
I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. [XII u. 264 S.] gr. 8. Neudruck
19t9. (U. d. Pr.) 1I. Tel: Die analytische Zahlentheorie: [XVIII u. 494 S.}
gr. 8. 1894. Geh,M. i2.—, geb. M. 13.— III. Teil: Die Lehre von- der
Kreisteilung und ihre Beziehungen zur Zahlentheorie. Mit Holzschnitten
und 1 lithogr. Tafel. [XIll u. 300 8] gr. 8. Neudruck 1910. Geh. M. 7.—,
geb M. 8.— IV. Teil: Die Arithmetik der quadratischen Formen. 1. Abt.
[XVIu. 668 S.| gr.8. 1898. Geh. M. 18.—, geb. M.19.— V. Teil: Allge-
meine Arithmetik der Zahlenkérper [NXII u. 548 5] gr. 8. 1905. Geh.
M. 16.—, geb. M. 17.— VL Teil. [In Vorb ]

Niedere Zahlentheorie. Von Prof. Dr. P. Backmann in Weimar. 1. Teil.
[Xu.402S.] gr. 8. 1902 Geh. M. 13.—, geb. M. 14.— IL. Teil. [X u.4808S.
gr. 8. 1910. (TmL 10, 1 u. 2.) Geh, M. 16.—, geb. M. 17.—

»Als « esonders lobenswert fillt dic klare und scharfe, durchaus mustergiiltige Darstellung
auf.  Dic eigenartige Behandlung der Probleme wie die strenge Systematik lassen das Werk
allezeit interessant und meisterhaft erschemen. Der erste Teil bechandelt die Theorie der
multmlikativen Zusammensetzang der ganczen Zahlen, der zweite ist der sogenannten “additiven’
Zahlentheorie pewidmet. ¢Allgemeines Literaturblatt.)

Vorlesungen tiber Zshlentheorie. Von Prof. Dr. L. K»onecker in Berlin,
hrsg von Geh. Reg.-Rat Dr, K. Hensel, Prof. an der Unw. Marburg. In 2
Binden. Mit 7 Fig 1 Bd. [XVIu 510S.] gr.8. 190l Geh. M. 18.—

Die Anwendbarkeit der allgemeinen Prinzipien wird in verschicdenen g -«metr. Anwendungen
gezeigt sowie in den wesenthchen Vereinfachungen, weiche die Theorie der Kreisteilungs-
gleichungen, dic Beweise tiir dds quadratische, das kubiscte und das Viquadratische Reziprozi-
titsgesetz und dic Theorie der quadratischen Formen dur h sie erfihrt, -
Diophantische Approximationen. Eine Emfiihrung in die Zahlentheoric.
Von Dr. H. M inkowski, weil. Prof a.d. Univ. Géttingen. Mit 82 Textfig. [VIIIu.
236 S| gr. 8. 1907. Geb. M. 8. — o o

“Der Vertasser hat in diesem Buch eine moglichst elementar gvhalte_ne Iﬁmﬂihrung in seine
eigenen grobartigen und bewundernswiirdigen Scnipfungen gegeben, dic man zum Schénsten

rechnen darf, was wihreud der letzten Jahrzchnte auf dem Gebicte der Aal}leuthc«;ric ge-
schaffen worde + ist* (Archiv der Mathematik u. Pnysik.)

Geometrieder Zahlen.Von Dr. H.Minkowski, weil.Prof.a.d. Univ.Gottingen.
[Villu.256S ] gr.8. 19i0. Geh.M.9.— , geb. M. 10 — Auch 1n 2 Lieferungen.

I Lief [2205.] 1896 Geh.M.8.— 1L Lief. [VIllu.S.241—256] 1910. Geh. M. 1.—
Diese Schrift enthiilt cine ncue Art Anwendungen der Analysis des Unendlichen auf dic
Zahlentheoric oder, besser gesagt, knipft emn ncucs Band zwiscuen diesen beiden Gebieten.

Einithrung in die elementare und analytische Theorie der
algebraischen Zahlen und der Ideale. Von Dr. £. Landau, Prof.a. d.
Univ. Géttingen.  Mit 14 Textfig. [VIIu.143 S.] gr. 8 1918. Geh. M. 6.—

Der erste Teil gibt fiir einen Leser, der nur die Iilement.e de\: Algebra und aus der Zahlen-
theorie den Satz von der eindeutigen Zerlegharkeit der Zahlen in Primfaktoren zu kennen braucht,
eine Einfiihruny iv die von Dedekind begriindete Theorie der _:xl[zebrplschpn sahlen. Vor allem
wird auf moghchst cinfachem Wege der Hauptsatz von der eindeutigen Zerlegung der Ideale
eines K. rpers in Primideale bewiesen. — Der zweite Teil, der die Elementc der .l<u.nknone1.\-
theorie voraussetzt, entwickelt dic moderne analytische Theoric der ldeale und Primidcale bis
zur neuesten Krrungenschaft-von Hecke Funktionalgleichung der zu einem beliebigen alge-
braischen Kirper gehorigen Zetafunktion) und dariiber binaus.

Auf simtliche Preise Teuerungszuschlige des Verlags und der Buchhandlungen.

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH




S —————
Mathematik und Philosophie.

Uber das Wesen der Mathematik. Von Geh. Hofrat Dr. 4. Voss,
Prof. an der Universitdt Miinchen. 2., vermehrte Auflage. [VIu 1238}
gr. 8. 1913. Steif geh, M. 4.—

In dieser kleinen Schrift ist der Versuch gemacht, an der Hand der historischen Entwick-
lung der Mathematik ihr Wesen in einer auch dem nicht speziell mathematisch Gebildeten
zuginglichen Form zu schildern.

Die logischen Grundlagen der exakten Wissenschaften. Von Geh.
Reg.-Rat Dr. P. Naforp, Prof. an der Universitit Marburg, [XX u. 416 S] 8.
1910. (WuH XIL) Geb. M. 6.60.

Das Buch versucht eine in den Hauptziigen vollstindige, geschlossene Philosophie der
exakten Wissenschaften za bieten, wobei ein strenger Systemzusammenhang angestrebt ist.
Wissenschaft und Wirklichkeit. Von Dr. M. Frischeisen-Kohler, Prof.
an der Univ. Berlin. [VI u. 478 S] 8. 1912. (WuH XV.) Geb. M. 8.—

Das Buch, das aus umfassenderen Studien iiber die philosophischen Grundlagen der Natur-
und Geisteswissenschaften hervorgegangen ist, gibt eine neue Grundlage des kritischen R ealismus,
Probleme der Wissenschaft. Von F. Enrigues, Prof. an der Univer-
sitit Bologna. Deutsch von K. Grelling in Gittingen. 2 Teile. 8. 1910
(WuH XI, 1, 2.) I Teil: Wirklichkeit u. Logik. [X, 258 u. 16 S.] Geb. M. 4.—
IL Teil: Die Grundbegriffe der Wissenschaft. [XI u. S. 250—599.] Geb. M. 5.~

Der Verfasser entwickelt durch eine Analyse der Fragen der Logik und Psychologie eine

neue Theorie der Erkenntnis, dabei die verschiedenen Zweige der Wissenschaft, von der
Mathematik bis zur Biologie, Wirtschaftslehre und Geschichte beriihrend.

Das Wissen der Gegenwart in Mathematik und Naturwissen-
schaft. Von E. Picard, membre de V'lustitut, Prof. in Paris. Deutsch von
Geh. Hofrat Dr. F. Lindemann, Prof. an der Universitit Miinchen, und L.
Lindemann in Miinchen. {IV u. 292 5] 8. 1913. (WuH XVL) Geb. M. 6.—

Der Verfasser bat versucht, in diesem Buche eine zusammenfassende Ubersicht iiber den

Stand unseres Wissens in Mathematik, Physik und Naturwissenschaften in den ersten Jahrea
des zo. Jahrhunderts zu geben. -

Wissenschaft und Hypothese. Von 4. Poincaré, membre de I'Institut,
weil. Prof. in Paris. Deutsch von Geh. Hofrat Dr. #. Lindemann, Prof. an
der Univ. Miinchen, u. L. Lindemann in Miinchen. 3., verbesserte Auflage.
[XVH u. 357 S] 8. 1914. (WuH L) Geb. M. 4.80.

Wissenschaft und Methode. Von H. Poincaré, membre de IInstitut,
weil. Prof. in Paris. Deutsch von Geh. Hofrat Dr. F. Lindemann, Prof. an
der Universitit Miinchen, u. L. Lindemann in Miinchen. [VI u. 283 S.] 8.
1914. (WuH XVIL) Geb. M. 5.—

Der Wert der Wissenschaft. Von H. Poincaré, membre de VInstitut,
weil. Prof. in Paris. Deutsch von E. Weber in StraBburg u. Dr. . Webes, Prof.
an der Universitit StraBburg. Mit einem Bildnis des Verfassers, 2. Auflage.
[VHI u. 251 8] 8. 1910. (WuH 2.) Geb. M. 3.60.

Im ersten der drei genannten Werke erdrtert der Verfasser geistvoll Bedeutung und Wert
der Hypothese im modernen Wissenschaftsbetriebe, insbesondere in der reinen und angewandten
Mathematik, ,,Wissenschaft und Methode* gibt dann eine summarische Darstellung des gegen-

wirtigen Zustandes der Wissenschaften, ihrer Methoden und Tendenzen, wihrend das letzte
Werk die Objektivitit der wi haftlichen Erkenntnisse untersucht.
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