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Vo r W 0 r t. 

Durch den immer mehr Verbreitung findenden 
Eisenbetonbau sind die in diesem Fach tatigen 
Ingenieure gezwungen, sich mit der Berechnung 
des kontinuierlichen Balkens in seinen. verschie
denen Konstruktionsformen, besonders desjenigen 
mit veranderlichem Tragheitsmoment auf elastisch 
drehbaren vertikalen Pfeilern zu befassen. 

In der Praxis wird der vertikal belastete 
kontinuierliche Balken mit veranderlichem Trag
heitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern viel
fach als kontinuierlicher Balken mit freier Auf
lagerung und. konstantem Tragheitsmoment be
rechnet, d. h. unter Vernachlassigung der elasti
schen Verbindung zwischen Balken und Stutze 
und der Veranderlichkeit des Tragheitsmomentes. 
In vielen untergeordneten Fallen ist diese Ver
nachlassigung berechtigt, weil sie zu Resultaten 
filhrt, we1che fur die Praxis genugend genau sind. 
Bei wichtigen Konstruktionen jedoch, wie z. B. 
bei kontinuierlichen Balkenbriicken mit verander
lichem Tragheitsmoment und mit elastischer Ein
spannung an den Pfeilern ist diese angenaherte 
Berechnungsweise nur zum Zwecke der Aufstel
lung von Kostenvoranschlagen anwendbai:; die 
genannte Vernachlassigung fiihrt namlich zu un
richtiger Verteilung des Konstruktionsmaterials, 
soda:l1 die Anwendung der angenaherten Berech
nungsweise bei der Aufstellung von Ausfuhrungs
plan en nicht mehr zulassig ist und man dann die 
Berechnung unter Berucksichtigung der elasti
schen Einspannung des Balkens an den Pfeilern 
lL.'1d des veranderlichen Tragheitsmomentes durch
fuhren muG. 

. Diese genaue Berechnung kann man nun ent
weder nach den allgemeinen Elastizitatsgleichun
gen oder nach der Methode der Fixpunkte (Ritter, 
Anwendungen der graphischen Statik, III. Band) 
vomehmen. Die Berechnung nach der Methode 
der Fixpunkte wird in der Praxis wegen des ver
haltnisma:l1ig geringen Zeitaufwandes und der 

iibersichtlichen Darstellungsweise der Rechnung 
bevorzugt; bei der Berechnung nach den Elasti
zitatsgleichungen werden die Schwierigkeiten' 
schon beim kontinuierlichen Rahmen uber zwei 
bffnungen recht groG und wachsen bei drei und 
vier bffnungen infolge der vielen statisch unbe
stimmten Gro:l1en so stark an, da:l1 man in der 
Praxis nur in seltenen Hillen daran denken kann, 
ein solches System nach den allgemeinen Elasti
zitatsgleichungen zu berechnen. 

Nun mussen wir aber bei Anwendung der 
Methode der Fixpunkte zwei Hauptfalle von kon
tinuierlichen Balken auf elastisch drehbaren Pfeil ern 
unterscheiden, namlich 

A. Pfeilerkopfe sind horizontal unver
schieblich (Briickenkonstruktion mit 
einem festen Auflager), und 

B. Pfeilerkopfe sind horizontal verschieb
lich (R'ahmenkonstruktion). 

Bei Hauptfall A wird die Summe der selbst 
bei vertikaler Balkenbelastung an den Pfeiler
kopfen auftretenden Horizontalschiibe von dem 
festen Lager aufgenommen, wahrend dieser Ge
samthorizontalschub bei Hauptfall B an der ganzen 
Konstruktion noch Zusatzmomente hervorruft. 

In dem angefUhrten Ritterschen Werk ist nur 
der Haupfall A behandelt und dieser wieder nur 
fill' vertikale Balkenbelastung und konstantes 
Tragheitsmoment. Hieran anschlie:l1end hat sich 
der Verfasser nun folgende Aufgabe gestellt: 

1. Graphische und rechnerische Bestimmung 
der Fixpunkte des kontinuierlichen Balkens 
mit belie big veranderlichem Trag
heitsmoment auf elastisch drehbaren 
Pteilern; 

2. Berechnung des horizontal unverschieblichen 
(festgehaltenen) kontinuierlichen Balkens auf 
elastisch drehbaren Pfeil ern (Hauptfall A) 
nach der Methode der Fixpunkte fUr aIle 



vorkommenden Belastungen der Pfeiler 
(Winddruck, Erddruck, Wasserdruck, Kran
last usw.); 

3. Berechnung des horizontal verschieblichen 
(nicht festgehaltenen) kontinuierlichen Bal
kens auf elastisch drehbaren Pfeilern (Haupt
fall B), d. h. des Rahmens mit geradem 
Balken uber beliebig viele Offnungen nach 
der Methode der Fixpunkte fur alJe vor
kommenden Balken- und Pieilerbelastungen; 

Neustadt an der Haardt, im OktoJ:)er 1913. 
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Ermittlung der Einflu11linien der inneren 
Krafte fUr den Rahmen mit geradem Balken 
naeh der Methode der Fixpunkte. 

Sehliemieh !lei noeh hervorgehoben, da11 der 
Verfasser bei der Ableitung aller Verfahren be
miiht war, vor allem der Vorstellung dureh die 
geometrisehe DarstelJung der Formanderungen 
Reehnung zu tragen, womit dem in der Praxis 
stehenden Ingenieur am besten gedient ist. 

Ernst Suter. 
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Einleitung. 

Wir gehen bei der nachfolgend entwickelten 
Berechnung des kontinuierlichen Balkens von der 
allgemeinsten Form desselben, namlich vom kon
tinuierlichen Balken mit beliebig veranderlichem 
Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren verti
kalen Pfeilern aus und leiten aus der Berechnung 
dieses Tragers noch diejenige der Sonderfalle 
her. Wir machen dabeifolgende Voraussetzungen: 

1. Am ganzen Balken ist die Dehnungszahl E, 
und an allen Saulen oder Pfeilern ist die 
Dehnungszahl Es konstant. 

2. Der Einflu~ der Normalkrafte auf das 
Rechnungsresultat wird, wie dies bei Rah
menberechnungen Ublich ist, in allen Unter
suchungen vernachlassigt; aus diesem Grunde 
konnen die Pfeilerkopfe (Schnittpunkte der 
pfeilerachsen mit der Balkenachse) bei verti
kaler Richtung der Pfeiler keine vertikalen, 
sondern nur noch horizontale Verschiebun
gen ausfUhren. 

Ferner machen wir folgende Annahme in 
bezug auf das Vorzeichen der Momente am Balken 
und an den Pfeilern: 

1. Ein Balkenmoment gilt als positiv, wenn es 
an der unteren, und als negativ, wenn es 
an der oberen Balkenkante Zugspannungen 
hervorruft. 

2. Das Moment in einem Pfeilerquerschnitt 
wird als positiv eingefUhrt, wenn es an der 
linken, und als negativ, wenn es an der 
rechten Pfeilerkante Zugspannungen her
vorruft. 

Wir unterscheiden zwei Hauptfalle und damit 
auch zwei Berechnungsweisen des kontinuier
lichen Balkens auf elastisch drehbaren Pfeilern, 
namlich 

A. Kontinuierlicher Balken auf elastisch 
drehbaren vertikalen Pfeilern mit 
horizontal unverschieblichen (festge
haltenen) Pfeilerkopfen (BrUck en
konstruktion mit einem festen Auf
lager). 

B. Kontinuierlicher Balken auf elastisch 
drehbaren vertikalen Pfeilern mit 
horizontal verschieblichen (nicht 
fes tgehaltenen) Pfeilerkopfen (Rah
menkonstruktion). 

Nachstehend solI nun zunachst der we sent
liche Unterschied zwischen den Hauptfallen A 
und B und ihrer Berechnungsweise vorgefUhrt 
werden; 

Hauptfall A. 

Briickenkonstruktion mit einem festen 
Auflager. 

Der Hauptfall A liegt dann vor, wenn der 
Balken auch nur in einem Punkte festgelagert 
oder festgehalten ist; irgendwelche au~eren oder 
inneren horizontalen, in der Balkenachse wirken
den Krafte werden dann durch den Balken in das 
feste Lager geleitet, ohne da~ der Balken und 
mithin auch die PfeilerkOpfe horizontale Ver
schie-bungen ausfUhren. 

In Fig. 1 haben wir einen der Hauptklasse A 
angehorenden kontinuierlichen Balken ABCDE 
dargestellt mit belie big veranderlichem Tragheits
moment Uber den vier Offnungen 11, 12, Is, 14 und 
auf vier elastisch drehbaren Pfeilern A, B, C, D 
sowie einer frei drehbaren StUtze E, an welcher 
der Balken festgehalten ist; es sei nur eine off
nung, beispielsweise die zweite, mit den belie
bigen Kraften P l , P2 und Ps belastet. Zur Dar
stellung der Momentenflache Uber dem ganzen 
Balken gehen wir von der belasteten Offnung aus, 
in welcher bekanntlich an den ansto~enden 
StUtzen B und C negative Balkenmomente, ge
nannt StUtzenmomente, auftreten. Setzen wir das 

StUtzenmoment M B = BB" unmittelbar rechts der 
StUtzenvertikalen B und das ,StUtzenmoment 
M~ = CC" unmittelbar links der Stutzenvertikalen 
C vorlaufig als bekannt voraus, so ergibt sich die 
Momentenflache der belasteten Offnung aus der 
Zusammensetzung der positiven Momentenflache 
BGC des einfachen Balkens auf zwei Stutzen mit 
dem negativen Trapez BB"C"C. 

Beim Uberschreiten des Pfeilers B nach links 
spaltet sich ME in das Balkenmoment MJ un
mittelbar links von B und in das Moment M~ 
am Kopfe des Pfeilers B. Aus dem Gleichge
wicht der Schnittmomente am herausgetrennten 
Knotenpunkt B (Fig. 2) ergibt sich: 

oder 

MB-Mk-M~=O ...... (1 

MA = ME - M~. . . . . . . . . (2 

(absolute Werte). 

Daraus folgt, da~ Mk kleiner ist als MH. 
Bezeichnen wir mit.uk den Verkleinerungskoeffi

zienten, mit welchem das Moment ME beim Uber-
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schreiten der Stlitze B nach links multipliziert 
werden mu~, urn daraus Mk zu erhalten, so ergibt 
sich nach Gl. (2) 

Mb = BB' =uk . M~ 
und nach Gl. (1) 

Mt = (1 - ,uk) ME . 

(3 

: 1,4 

Bekanntlich hat die Biegelinie wegen der 
elastischen Einspannung des Balkens an der 
Stutze A in der Nahe yon A einen Wendepunkt 
W J , we1chem ein Momentennullpunkt und des
halb ein Wechsel im Momentenvorzeichen ent
spricht. 

Ziehen wir demnach in Fig. 1 die Gerade 
B'W1, we1che auf der Vertikalen durch A das 
positive Stutzenmoment "YrA = AA' abschneidet, 
so ist die Momentenfiache der bffnung AB voll-
kommen bestimmt. ' 

Durch ahnliche Uberlegungen kommen wir zu 
der Momentenflache der bffnung CD: 

Beim Uberschreiten der Stutze C nach rechts 
geht das negative Stutzenmoment M~sprungweise 
in das kleinere Stlitzenmoment gleichen Vor
zeichens unmittelbar rechts von C (siehe Fig. 1) 

uber, namlich 
Me = CC' =:: Ite . M~ (5 

wahrend vom Pfeiler e ein am herausgetrennten 
Knotenpunkt e rechtsdrehendes Pfeilerkopf-
moment 

M~ = e'c" = (1 - pc;! Mb ' (6 

aufgenommen wird. 
Ziehen wir jetzt durch C' und durch den in 

der Nahe von D gelegenen Wendepunkt W3 die 
SehluGlinie e'ws, we1che auf der Vertikalen durch 
D das positive Stutzenmoment Mb = DD" un
mittelbar links von 0 abschneidet, so ist damit 
die Momentenfiaehe der bffnung CD bestimmt. 

Die Momentenflache in der bffnung 14 bedarf 
keiner Erklarung. 

Sind mehrere 6ffnungen des kontinuierlichen 
Balkens belastet, wie z. B. die erste und zweite 
in Fig. 45, so bestimmt man die Momeutenfiachen 
am ganzen Balken flir die Belastung in der bff
nung 11 und flir diejenige der bffnung 12 getrennt 
voneinander und addiert darauf die Momenten
ordinaten unter Berucksichtigungihres Vorzeichens; 

.in Fig. 45 sind die SchluGlinien der Momenten
fiachen infolge nacheinander folgender Belastung 
der beiden bffnungen 11 und 12 gestrichelt einge
zeichnet und mit 1 bzw. 2 bezeichnetr 

Die Momentenfiache an den lotreehten Pfeilem 
erhalten wir in folgender Weise: 

Wir denken uns einen jeden Pfeiler durch 
einen_ 'unmittelbar unterhalb der Balkenaehse ge
flihrten Sehnitt vom Balken getrennt, mit dem 
Pfeilerkopfmoment belastet, und am Kopfe zur 
Sicherung der vorausgesetzten horizontalen Un
verschiebbarkeit in einem festen Gelenk gelagert. 

Yom Kopfgelenk aus tragen wir ein am heraus
getrennten Pfeiler reehts- bezw. linksdrehendes 
Pfeilerkopfmoment als horizon tale Streeke nach 
links bezw. naeh reehts auf und erhalten dann in 
der Verbindungsgeraden des Endpunktes dieser 

,StFe:eke mit dem Momentennullpunkt des Pfeilers 
di~ SchluGlinie desselben. 1st der Pfeiler in einem 
FuGgelenk gestutzt, so ist das letztere zugleieh 
:VIomentennullpunkt. Kann der Pfeiler jedoeh am 
Fu~e als eingespannt angesehen werden, so liegen 
die Momentennullpunkte WA, WE, We, WD (siehe 
Fig. 1) zwischen Einspannungsstelle und Kopfge
Ienk, und zwar in einer Entfemung von letzterem, 
we1che spater bereehnet wird; die Pfeilerfu~mo
mente M~, M1, Mb Mb haben entgegengesetztes 
Vorzeiehen der entspreehenden Pfeilerkopfmo
mente. 

AuGer den Momenten sind wegen der e1asti
schen Einspanl1ung des Balkens an den Pfeilem 
aueh Horizonta1sehube H vorhanden, we1che wir 
wie folgt ermitteln: 

Denken wir uns an jedem Pfeilerkopf einen 
Schnitt unmittelbar links, rechts und unterhalb 
desselben geflihrt und betraehten beispielsweise 
den in Fig. 5 dargestellten Pfeiler B, so sind am 
Kopfe desse1ben die Sehnittkrafte V~, Mt und 
H~ anzubringen. Wegen der vorausgesetzten 
horizontalen Unversehiebbarkeit des Pfeilerkopfes 
8k k5nnen wir daselbst ein frei drehbares Lager 
ann ehmen, und der vom Balken auf den Pfeiler
kopf i'tbertragene Horizontalsehub Ht ("Reak
tion") ergibt sich dann als der Aufiagerdruek am 
Kopfe des unten fest eingespannten, oben frei 
drehbar gestutzten Pfeilers B infolge der Be
las tung mit dem Moment Mt. Der entgegenge
setzt gleiche Horizontalschub C"Aktion") muG vom 
Pfeiler auf den Balken ubertragen werden. 
Flihren wir ahnliehe Betrachtungen aueh an den 
ubrigen Pfeilerk5pfen A. e und D des in Fig. 1 
dargestellten kontinuierlichen Balkens durch und 
bezeichnen einen naeh links gerichteten Horizon
talschub als negativ und einen nach reehts ge
richteten als positiv, so betragt nach Fig. 4 der 
gesamte, von den elastiseh drehbaren Pfeilern auf 
den Balken ausgeubte Horizontalschub C"Aktion") 
infolge der vertikalen Belastung P: 

~H~=- H~ + H~ - H~ +Ht .... (7 

Der Gesamt - Horizontalschub ~H~ wird 

durch den Ba1ken auf das feste Lager E (Fig. 1) 
ubertragen. 1m allgemeinen hat er einen von 
Null versehiedenen Wert, nur bei 'symmetriseher 
Belastung und symmetrisch zu ihrer Mitte aus
gebildeter Tragkonstruktion ist er gleieh Null. 

Aus der vorstehenden Besprechung des Haupt
faIles A an Hand des in Fig. 1 dargestellten kon
tinuierliehen Balkens auf elastisch drehbaren 



Pfeil ern erkennen wir, dai) alle gesuchten Mo
mente und Krafte sowohl am Balken als auch an 
den Pfeilern leicht bestimmt werden konnen, sobald 
in der belasteten Offnung die beiden 
Stutzenmomente, an allen Pfeilern die Ver
kleinerungskoeffizienten ,l.l, und in allen Balken-
6ffnungen sowie an allen Pfeilern die Wende
punkte W der elastischen Linie ermittelt sind; 
den letzteren entsprechen ja bekanntlich die Mo
mentennullpunkte in den unbelasteten Balkenoff
nungen und an den unbelasteten Pfeilern; diese 
Wendepunkte haben eine feste, von der Belastung 
unabhangige Lage und werden daher Fest
punkte oder Fixpunkte genannt. Die Fix
punkte bilden die Grundlage aller in dieser Ab
handlung vorgefuhrten Berechnungen des konti
nuierlichen Balkens, weshalb der Verfasser in den 
folgenden Kapiteln sowohl die graphische als 
auch die rechnerische Bestimmung derselben fur 
aIle moglichen FaIle vorgenommen hat; des
gleichen wird auch die graphische und rech
nerische Bestimmung der Verkleinerungskoeffi
zienten.u gezeigt. Zur Bestimmung der beiden 
Stutzenmomente in der-belasteten Oftnung benutzt 
man die Kreuzlinienabschnitte, weIche der VoIl
standigkeit halber ebenfalls abgeleitet werden. 
Schliei)lich hat der Verfasser die Methode der 
Fixpunkte nicht nur zur Ermittlung der inneren 
Krafte fur vertikale Balkenbelastung angewandt, 
sondern auch auf aIle vorkommenden Pfeiler
bel as tun g e n (Winddruck, Erddruck, Wasser
druck, Kranlast) ausgedehnt. 

H au p t fall B. 

Rahmenkonstruktion. 
Die Rahmenkonstruktion liegt stets dann 'vor, 

wenn der Balken kein festes Lager besitzt und 
sich entweder nur auf elastisch mit ihm verb un
dene Pfeiler stutzt, oder zum Teil auf soIchen 
Pfeilern, zum Teil auf Lagern ruht, weIche einer 
horizontalen Verschiebung des Balkens einen ver
nachlassigbaren Widerstand entgegensetzen (Rol
len - , Pendel - oder Gleitlager); irgendweIche 
aui)eren oder inneren horizontalen Krafte sind 
dann imstande, dem Balken und mithin auch den 
Pfeilerkopfen horizontale Verschiebungen zu er
teilen, deren Groi)e von dem Grad der elastischen 
Einspannung des Balkens an den Pteilem ab
hangt. 

Die genaue Berechnung des vorbezeichneten 
Hauptfalles B konnte bisher nur nach den bei 
Rahmenberechnungen gebrauchlichen allgemeinen 
Elastizitatsgleichungen durchgefuhrt werden; wer 
jedoch einmal eine soIche Berechnung eines 
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Rahmens uber zwei und mehr Offnungen durch
gefuhrt hat, kennt den groi)en Zeitaufwand und 
die Schwierigkeiten, weIche dabei entstehen. Der 
Zeitersparnis wegen hat man sich deshalb in der 
Praxis vielfach damit beholfen, bei vertikaler 
Balkenbelastung den Hauptfall B nach der Me
thode der Fixpunkte genau so zu berechnen, wie 
den Hauptfall A; man begnugte sich eben damit, 
zu wissen, da£) der dadurch begangene Fehler 
nicht groi) sein konnte. Bei Belastung der Pfeiler 
des Rahmens mit \Vinddruck, Erddruck, Wasser
druck oder Kranlast blieb jedoch nichts anderes 
ubrig, als die Berechnung nach den Elastizitats
gleichungen durchzufuhren, wenn ein zutreffendes 
Resultat erzielt werden sollte. 

Verfasser fUhrt nun in der nachfolgenden Ab
handlung eine auf der Methode der Fixpunkte be
ruhende, ubersichtliche, wenig Zeitaufwand er
fordernde Berechnungsweise des Rahmens mit 
horizontalem Balken auf beliebig vielen vertikalen 
Pfeilern vor, durch weIche sowohl bei vertikaler 
Balkenbelastung als auch bei beliebiger Pfeilerbela
stung dasselbe genaue Resultat erzielt wird, wie 
durch die bedeutend langere Rechnung nach den 
Elastizitatsgleichungen. 

Die Berechnung des Hauptfalles B wird, wie 
spater gezeigt, auf diejenige des Hauptfalles A 
verbunden mit einer Zusatzberechnung zUrUck
gefUhrt, wobei letztere die Zusatze liefert, weIche 
zu den Resultaten aus Hauptfall A zu addieren 
sind, urn die genauen inneren Krafte fur den 
Hauptfall B, wie sie eine Berechnung nach den 
Elastizitatsgleichungen liefern wurde, zu erhalten. 
Da man also, urn den Rahmen <Hauptfall B) nach 
der Methode der Fixpunkte berechnen zu konnen, 
denselben zunachst an den Saulenkopfen festge
halten denkt, d. h. wie einen kontinuierlichen Bal
ken auf elastisch drehbaren, am Kopfe festge
haltenen Pfeilern berechnet, so werden im "Ersten 
Teil" der vorliegenden Arbeit alIe fUr diesen Fall 
benotigten Ableitungen durchgefUhrt, und darauf 
wird im "Zweiten Teil" die Zusatzberechnung 
gezeigt, weIche den Ubergang von Hauptfall A 
zum Hauptfall B vermittelt. Der »Dritte Teil" 
enthiilt Anwendungen der abgeleiteten Resultate 
auf Beispiele, insbesondere auch die Ermittlung 
der EinflulHinien der inneren Krafte. 

Es sei jetzt schon darauf hingewiesen, dafi 
aui)er den von der Belastung unabhangigen Groi)en 
(Fixpunkte, usw.) auch aile Momentenordinaten 
leicht mathematisch genau aus den in den gra
phischen Konstruktionen enthaltellen Dreiecken 
berechnet werden konnen, falls das zeichnerische 
Verfahren die gewunschte Genauigkeit noch nicht 
erreichen sollte. 



Erster Tei!. 

Berechnung des kontinuierlichen Balkens auf elastisch drehbaren Pfeil ern unter 
Annahme horizontal unverschieblicher Pfeilerkopfe. 

Kapitel I. 

Graphische Methode zur Bestimmung der 
Balkenfixpunkte. 

I. Allgemeine Beziehungen und Formeln zur 
graphischen Ermittlung der Fixpunkte am kon
tinuierlichen Balken mit beJiebig verander
lichem Tragheitsmoment auf elastisch dreh-

baren Pfeil ern. 
Der graphischen Ermittlung der Balkenfix

punkte legen wir Fig. 1-15 zugrunde. Bei der 
Herleitung aller Formeln und Konstruktionen 
gehen wir von den Formanderungen del elasti
schen Linie des Balkens aus. 

Urn zur elastischen Linie oder Biegelinie 
bei gegebener Belastung des Balkens zu ge
langen, betrachten wir nach Mohr die schraf
fierte, vorlaufig als bekannt vorausgesetzte 
Momentenflache (Fig. 1) des kontinuierlichen Bal
kens als Belastungsfiache mid zeichnen zu dieser 
ein Seilpolygon, welches die elastische Linie des 
Balkens . darstellt. Beim Balken mit konstantem 
Tragheitsmoment T und ebenfalls konstanter 
Dehnungszahl E ist bekanntlich die unveranderte 
Momentenfiache als Belastungsfiache, und das 
Produkt E· T als Polweite des Kraftepolygons 
zur elastischen Linie einzuflihren; beim Balken 
mit veranderlichem Tragheitsmoment und kon
stanter Dehnungszahl E zeichnen wir das Krafte
polygon mit der Polweite E und fUhren als Be
lastungsflache die reduzierte Momentenlhche ein, 
welche wir erhalten, indem wir die Querschnitts
momente M del' einfachen Momentenflache durch 
die entsprechenden Tragheitsmomente T divi-

dieren, die W erte~. als Ordinaten auftragen und 

die Endpunkte derselben durch eine Kurve ver
binden; im allgemeinsten FaIle fiihren wir die 

E ~ T -fache (reduzierte) Momentenfiache als Be

lastungsfiache ein und zeiclmen das Kraftepolygon 
der elastischen Linie mit der Polweite H = 1. 

1m vorliegenden Fall handelt es sich nicht 
urn die wirkliche Form der elastischen Linie, son
dem ,es geniigt, dieselbe dnrch einige wenige 
Tangenten darzustellen; das Seilpolygon, welches 
diese Tangenten bilden, bezeichnen wir kurz als 
"elastisches Tangentenpolygon", und die 
Tangenten der elastischen Linie an den Stutzen 
als "S tii tz en tangen te 11". 

Zur Bestimmung des elastischen Tangenten
polygons (Fig. 6) betrachten wir in Fig. 1 die 
schraffierte Momentenfiache der belasteten bff
nung BC als die Differenz zwischen dem posi
tiven Fiinfeck BGC = F5 (in Fig. 1 sind die ent
sprechenden reduzierten Momentenfiachen F,,', 
uSW. eingetragen) und dem negativen Trapez 
BB"C"C, welches wir iiberdies durch die Dia
gonalen B'C, B"C und B"C' in die vier nega
tiven Momentendreiecke BB'C = F3, B'B"C = F" 
B"CC' = F7, B"C'C" = F6 zerlegen; es ist hervor
zuheben, dai), die Zerlegung des negativen 
Trapezes BB"C"C derart erfolgt, dai), die Pfeiler
kopfmomente B'B" und C'C" die Hohen von zwei 
besonderen Dreiecken bilden. Ferner betrachten 
wir in der bffnung AB die schraffierte Momenten
fiache AA'WIB'B, welche ein iiberschlagenes 
Viereck bildet, als die Zusammensetzung des 
positiven Momentendreiecks AA'B' = Fl und des 
negativen Momentendreiecks ABB' = F2; ebenso 
betrachten wir das schraffierte iiberschlagene 
Momentenviereck CC'WsD"D der bffnung CD als 
die Zusammensetzung des negativen Momenten
dreiecks CC'D = Fs und des positiven Momenten
dreiecks C'DD", welches wir noch durch die 
Diagonale C'D' in die zwei Dreiecke C'DD' = FlO 
und C'D'D" = F9 teilen. 

Zu den auf vorgenannte Weise entstandenen 
elf Teilmomentenfiachen Flo ...... , Fl1 

denken wir uns die E ~ t -fachen, d. h. die ent

sprechenden reduziertenMomentenfiachenF1'·· .Fll' 

gebildet und die Inhalte der letzteren in ihren ent
sprechenden Schwerpunkten zu den in Fig. 1 ein
getragenen Einzelkraften FI' ... Fu' vereinigt (in 
Fig. 1 sind die Begrenzungslinien der redu
zierten Momentenfiachen weggelassen); diese 
Krafte tragen wir unter Einfiihrung der p()sitiven 
Flachen als nach unten und der negativen Flachen 
als nach oben gerichtete Krafte in dem mit der 
Polweite H = 1 gezeichneten Kraftepolygon der 
Fig. 6a zusammen; das zu letzterem in Fig. 6 ge
zeichnete Seilpolygon istdas gesuchte elastische 
Tangentenpolygon, welches der Bedingung unter
worfen ist, dai), jede Stutzentangente wegen der 
vorausgesetzten vertikalen Unverschiebbarkeit del' 
Stiitzpunkte durch den Schnittpunkt von Balken
und Stiitzenachse gehen mui),. Da nun die Ecken 
des elastischen Tangentenpolygons nach obigem 



auf den vertikalen Schwerlinien der reduzierten 
Momentenfiachen (Einzelkrafte) FI ' ...• Fn ' liegen, 
so besteht die nachste Aufgabe darin, die Lage 
dieser Schwerlinien festzulegen. Von vornherein 
k5nnen wir nur die vertikale Schwerlinie der 
Flache F 5' bestimmen, well wir deren zugeordnete 
einfache Momentenftache BGC ohne weiteres zu 
zeichnen verm5gen; die iibrigen zehn Schwer
linien, welche Momentendreiecken zugeordnet 
sind und daher "Drittellinien'" genannt werden 
(obwohl dieselben bei dem vorliegenden allge
Meinen Fall nicht im Drittel der Offnung liegen), 
k5nnen wir wie foIgt ermitteln, auch ohne die 
Stiitzenh5hen dieser Momentendreiecke, d. h. 
ohne die Stiitzenmomente zu kennen. 

1. Drittellinien: 
Bezeichnen wir mit dl den Abstand der linken 

DritteIlinie einer Offnung vom linken Aufiager, 
und mit d r den Abstand der rechten Drittellinie 
yom rechten Aufiager dieser Offnung, ferner mit 
einem angehangten Zeiger 1 ..• 4 die Ordnungszahl 
der Offnung, so erhalten wir beispielsweise den 
Abstand d~ der linken Drittellinie in der ersten 
Offnung, d. h. den Schwerpunktsabstand d~ der 

E~T fachen (reduzierten) Momentenftache F I ' vom 

Iinken Auftager A aus dem Dreieck AoA5'B5 (Fig. 8) 
mit der Stiitzweite I] als Grundlinie und der be
liebigen Stiitzenh5he h in A, wie folgt: 

a) Analytis ch. 
Es sei (Fig. 8) A5A5"GB5 die dem Momenten-

1 
dreieck A5A5'B5 entsprechende E . T-fache (redu-

zierte) Momentenfiache. Wir teilen dieselbe in 
schmale vertikale Streifen mit der Breite Lis und 
dem Schwerpunktsabstand z von der rechten Stiitze 
der Offnung 1]; der Inhalt LI F eines solchen, in 
Fig. 8 durch SchratIur hervorgehobenen Flachen
streifens ("elastisches Gewicht") betragt: 

Lls·h;z 
LI F = -E-=-T-:-I;- . . . . . (8 

Nach der Schwerpunktslehre erhalt man dann aus 
dem Moment aller Fliichenstreifen in bezug auf 
die Vertikale durch A: 

I, 
~ ds·h·z 
~ E-T.I1 • (11 - z) 

o 
~----------

b) Graphisch. 
Tragt man die Krafte .4 F aus Gl. (8) mittels 

Krafte- und Seilpolygon mit beliebiger Polweite 
und in beliebigem Kraftema~stab zusammen 
(Fig. 8 und 8a), so erhalt man die linke Drittel
linie der Oftnnng 11 als Schwerlinie dieser Krafte; 
da es hierbei nicht ad die wirkliche Gr5~e der 
durch Gl. (8) . ausgedriickten Krafte d F, sondern 
nur auf ihr gegenseitiges Verhaltnis ankommt, so 
tragt man diese Krafte d Fin der einfacheren Form 

ds 
dF=T ·z 

auf (da h, E und 11 konstant). 

Den Abstand d~ der rechten Drittellinie 
dc::r erst en Offnung (Iotrechte Schwerlinie der redu
zierten Momentenfiache F2') vom rechten Auf
lager B erhalten wir aus dem Momentendreieck 
A6BSBs' (Fig. 11) mit der Grundlinie 11 und der 
beliebigen Stiitzenh5he h in B auf analoge Weise. 

a) Analytisch. 
Es sei (Fig. 11) A sHB6"B6 die dem Momenten-

dreieck A6B6B6' zugeordnete E ~ T -fache (redu

zierte) Momentenftache. Wir teilen dieselbe 
wieder in schmale vertikale Streifen mit der 
Breite d s und dem Schwerpunktsabstand z yom 
rechten Auflager der Offnung It; der Inhalt d F 
eines solchen, in Fig. 11 schraffierten Flachen
streifens betragt: 

.dF __ ",,-s·h.(ll-Z) 
- E.T·ll 

. . . . . (10 

Nach der Schwerpunktslehre erhalt man aus dem 
Moment alIer Flachenstreifen in bezug auf die 
Vertikale durch B 

:± LlTs . (11 - z) . z 
o =--1,----.. - .-
~LlS 
~T·(ll-Z) 

o 

.d s . h . (1t - z) 
E·T·lt . 

b) Graphisch. 
Tragt man die Krafte LI F aus Gl. (10) mitteis 

Krafte- und Seilpolygon mit beliebiger Polweite 
und in beliebigem Kriiftema~stab zusammen 
(Fig.11 und 11a), so erhalt man die rechte Drittel
linie der Offnung 11 als Schwerlinie die.ser Krafte; 



da es hierbei nicht auf die wirkliche Grofie der 
durch Gl. (10) ausgedruckten Krafte J F, sondern 
nur auf ihr gegenseitiges Verhaltnis ankommt, so 
tragt man diese Krafte J F in der einfacheren Form: 

.tis AS .tis 
J F =~T~ (11 - z) = ----r- .11 - -r . z 

0,;1 
~ I \'" 

0:;; { 1;,~. -----~"'!"fi 

l 1 

auf. 

In den ubrigen bffnungen bestimmen wir die 
Drittellinien ahnlich wie Yor. 

Da aus den Gl. (9) u. (11) das Stutzenmoment 
h ausgeschieden ist, so war es richtig, der Be
.stimmung der Drittellinien ein Dreieck. mit be
;}jebiger Stutzenh()he zugrunde zu legen, :und es 

1.+ 

folgt weiter, dafi die beiden Drittellinien einer 
bffnung unabhangig sind von den wirk
lichen Stutzenmomenten, und also auch 
von der Belastung, und nur abhangig von den 
Querschnittsabmessungen und der Stutzweite 
dieser bffnung. 

.:?1t.(/#t9..4:f"./§" 

--1.,1~-I'i~~'/ 
--~---,74~=/-----

2. Verschrankte Drittellinien. 
Wir betrachten jetzt in Fig. 1 die beiden an 

der Stutze B. zusammensto~enden Momentendrei
ecke ABB'· und BB'C mit der gemeinschaftlichen 
Hohe BB' und den beiden zugeordneten redu-



zierten Momentenfiacht:n F2' und Fg'. Die lot

rechte Schwellinie SB der gemeinsamen -E ~ T- -

fachen (reduzierten) Momentenfiache (Fig. 11 u.12) 
geht in der Nahe von B durch den Schnittpunkt 
B2' der die Krafte F 2' und F3' in Fig. 6 einsehlie-

~I 
~ J. 

~ ~ I ~ 

--- or;-E'elt------:~~--
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Genden Seilseiten b und d; die Sehwerlinie SB 
nennen wir "vers eh ran kte D ri ttellinie der 
iiffnungen 11 und 12". In gleieher Weise sehnei
den sieh die Seilseiten g und i, weIcht die 
Krafte F7' und Fs' einsehlieGen, in der Nahe von 
C aut der "versehrankten Drittellinie Sc 
der ()ffnungen 12 und 13'" und die die Krafte 
FlO' und Fa' einsehlieGenden Seilseiten k und m 
auf der "verschrankten Drittellinie SD der 
()ffnungen 13 und 14". 

Urn beispielsweise die Lage von SB zu be
stimmen, verfahren wir in folgender Weise: 

a)· Analytisch. 

Wir bezeiehnen (Fig. 6) den Abstand der den 
bffnungen II und 12 zugeordneten verschrankten 
Drittellinie SB von der nachsten links gelegenen 
Drittellinie (reehte Drittellinie der ersten bffnung) 

mit vi-2' und den Abstand derselben von der 
naehsten reehts gelegenen Drittellinie (linke 
Drittellinie der zweiten bflnung) mit vl- 2. Nach 

der Sehwerpunktslehre erhalten wir vi-2 bezw. 
vl- 2 aus dem statischen Moment der Krafte F 2' 



und Fa' in bezug auf die Richtung von F2' bezw. 
auf die Richtung von F~': 

V~_2 = F--;;'~F3' . (d1 + d~) .. . (13 

In den Gl. (12) u. (13) ersetzen wir die dem 
wirklichen Momentendreieck AB'C (Fig. 1) ent
sprechende reduzierte Momentenfiache F2' + F3' 
durch die aus dem Momentendreieck AsB6'C6 (Fig. 
11 u. 12) mit der beliebigen StutzenhOhe h her
geleitete reduzierte Momentenfiache AsHB6"]C6; 
ebenso ersetzen wir die reduzierte Momenten
fiache F,i durch die aus dem Momentendreieck 
A6B6B6' (Fig. 11) hergeleitete reduzierte Momenten
fiache AsHB6"B6' und die reduzierte Momenten
fiache Fa' durch die aus dem Momentendreieck 
B6BS'C6 (Fig. 12) hergeleitete reduzierte Momenten
fiache B6B6"]C6, Durch diese Vertauschung an
dem die Verhaltnisse 

der Gl. (12) u. (13) ihren Wert nicht; denn aus 
den spateren Gl. (14) u. (\5) scheidet das Stiitzen
moment h aus, wodurch ausgedruckt ist, dafi 

v~_2 und v~_2 vom Stutzenmoment in B unab
hangig sind, und dafi daher das unbekannte, 
wirkliche Stutzenmoment BB' (Fig. 1) durch ein 
beliebig anderes (hier h) ersetzt werden durfte. 
Mit Einfiihrung der in Fig. 11 u. 12 eingetragenen 
Werte in die Gl. (12) u. (13) erhalten wir dann: 

I, I, 

~d;_*~.1;.z 
I, - '-~-l','~"~--'--I.----· (d1+dk) 
~Li s _.L ~d s.z + _l_~~.z 
~ T 11~ T 12~ T 

o 0 0 

b) Graphisch. 
Graphisch erhalt man die Lage der ver

schrankten Drittellinie SB , indem man die Schwer
linie der beiden reduzierten Momentenfiachen 
A6HB6"B6 und B6B6"]CS bestimmt. Dies erfolgt am 
einfachsten dadurch, dafi man nach dem Satz von 
der Zusammensetzung zweier paralleler Krafte 
(siehe Fig. 1Sa) die in der rechten Drittellinie der 
ersten Offnung wirkende Resultante Rs-14 der 
Krafte Li FS-14 auf der linken Drittellinie der 
zweiten Offnung und die in der linken Drittellinie 
der zweiten Offnung wirkende Resultante R15-22 
der Krafte 4 Fl5-22 auf der rechten Drittellinie 
der erst en Offnung im gleichen Kraftemafistab 
auftragt und die Endpunkte der beiden Resul
tanten kreuzweise verbindet; es ist nach Fig. 11 u.12 
(da man die gemeinsamen konstanten Gr(jfien E und 
h streichen kann): 

und 

I. 
1 ~ Lis 

R15- 22 == I;" ~ T . z. 
o 

Die verschrankte Drittellinie in der Nahe von 
C bezw. D erhalt man in ahnlicher Weise. 

Aus den Gl. (14) und (15), aus welchen die 
Stutzenh(jhe h ausgeschieden ist, folgt, dafi die 
verschrankte Drittellinie in der Nahe einer Stiit.ze 
nur abhangig ist von den Stutzweiten und de~ 
Querschnitten der beiden an die betreffende 
Stiitze anschlie:Genden Offnungen und nicht ab
hangig von deren Belastungen. 

Mit Hilfe der Drittellinien und verschrankten 
Drittellinien leiten wir nun das Verfahren zur Bestim
mung der Fixpunkte ab, und zwar zunachst der 
linken FixpunkteJ. Wirbeginnen mit derBestim
mung des Fixpunktes]l in der erst en Offnung links. 

3. Linker Fixpunkt J1: 
Bei freier Auflagerung in A ware in Fig. 1 

MA == 0, also auch die Kraft F1' = 0; dann wiirde 
in Fig. 6 die Seilseite b mit der Seilseite a zu
sammenfallen und die Balkenachse in Al schnej
den. 1st der Balken jedoch in A eingespannt, wie 
im vorliegenden Fall, so hat das Tangentenpolygon 
wegen der vorhandenen Kraft F1' einen ,Knick in 
R" und die inn ere Seilseite b schneidet die Bal
kenachse in einem Punkt ]1' welcher die feste 
Strecke d~ in die zwei Strecken e und e' teilt, 
welche wie folgt bestimmt werden. 
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1m iiberschlagenen Viereck AIAI']IR"R' (Fig. 6) Und aus Gl. (16) und (25) folgt schlief1lich 
besteht: 

e __ AtA t' 
e' ~ -R"-R" ....... (1:6 

\Varin AtAj' den Abschnitt der die Kraft F j ' ein
schlieaenden Seilseiten a und b auf der linken 
Stiitzenvertikalen bedeutet. Nach dem Satz yom 
statischen Moment paralleler Krafte ist das Pro
dukt der Strecke AlAI' mit der Polweite H = 1 
gleich dem statischen Moment der Kraft Fl' in 
bezug auf die Senkrechte durch A, d. h. 

AIAj' = F l'· d~ ....... (17 

Setzen wir noch 

. (18 
worin 

Fl = Momentendreieck AA'B' = M~ . 2~ . (19 

(da Ml, = M~), so liefert Gl. (17): 

AjAI' = k· ~~~ll __ ~~ . (20 
2 

Andererseits ist im Dreieck A1R'R" (Fig. 6) 

l~'R" ::: tg 'fA . d~. . . . . . . (21 

Da der VVinkel 'f A zwischen der StUtzentangente 
(Seilseite a) und der Balkenachse sehr klein ist, 
kann die trigonometrische Tangente mit dem 
'Winkel vertauscht werden, so daa 

R'R" = If A . d\ . . . . . . . (22 

Die horizontale Balkenachse und die vertikale 
Pfeilerachse beschreiben denselben Drehwinkel 
'rA in A, den wir nachfolgend bestimmen wollen. 

Wir denken uns zu dem Zweck den linken 
Pfeiler durch einen Schnitt unmittelbar unterhalb 
A yom Balken getrennt, mit dem Schnittmoment 
M~ belastet, und den Pfeilerkopf zur Sicherung 
der vorausgesetzten horizontalen Unverschiebbar
keit gelenkartig gelagert. 

Es sei weher 7~ der Drehwinkel des Pfeiler

kopfes durch ein Moment M~ = 1; dann betragt 
der durch M~ bewirkte Drehwinkel: 

'fA = M~ . l~ ... (23 

Diesen Wert in GI. (22) eingesetzt gibt 

l~'R" = M~ . 11' dl . 
Die Division von GI. (20) durch Gl. (24) 
gibt nun: 

(24 

er-

. (25 

.. (26 

worin noch k und 1~ zu bestimmen sind. 

4. Verhaltniswert k. 

Nach Gl. (18) ist 

F' 
k = -Fj

l 
........ (27 

\Vie aus der folgenden Formel (29) hervorgeht, 
stehen das un b ekannte Mom en tendreieck F 1 = AA'B' 
und die zugeordnete reduzierte Momentenflache 
F t' in demselben Verhaltnis zueinander wie das 
beliebige Dreieck A5A5'B5 (Fig. 8) und die ent
sprechende reduzierte Momentenflache A5A5"GB5; 
daher ist 

.... (28 

Diesen Wert ermitteln wir entweder graphisch 
durch Planimetrierung der beiden Flachen oder 
analytisch ans 

(29 

Aus der Formel (29) ist das Stiitzenmoment h 
ausgeschieden, d. h. der Wert kist nnabhangig 
von der wirklichen Groae des Stiitzenmomentes 
AA', und es war also richtig, k aus einem Dreieck 
mit beliebiger Hohe zu bestimmen. 

5. Drehwinkel ,k. 
Die Bestimmung der Drehwinkel lk erfolgt, 

besonders weil wir im folgenden anch Pfeiler mit 
beliebig veranderlichem Tragheitsmoment betrach
ten, am ubersichtlichsten mit Hilfe der Mohrschen 
Satze, weIche lauten: 

Satz I: Die Durchbiegung in einem Punkte 
C eines an einem Ende eingespannten, 
frei auskragenden Balkens ist gleich 
dem statischen Moment der zwischen 
der Einspannungsstelle und dem 

1 
Punkte C gelegenen E. T fachen (redu-

zierten) Momentenflache in bezug auf 
den Punkt C. 

2 



Sa tz 11: Die Achsel1drehung in eillem 
Punkte C eines an einem Ende einge
spannten, frei auskragenden Balkens 
ist gleich dem Inhalt der zwischen der 
Einspannungsstelle und dem Pllnkte C 

1 
gelegenen E:t fachen (redllzierten) 

i\l 0 men tenfHich e. 

Satz III: Die Durchbiegung In elllem 
Punkte C eines Balkens auf zwei 
Stiitzen ist gleich dem Balkenmoment 
In dies em Pllnkt des mit seiner 

1 
E.T fachen (reduzierten) Momenten-

flache belasteten Balkens. 

Satz IV: Die Achsendrehung in einem 
Punkte C eines Balkens auf zwei 
Stiitzen ist gleich der BalkenCJuerkraft 
III diesem Punkt des mit seiner 

I 
E--:-t- fachen (reduzierten) Momenten-

flache belasteten Balkens. 

;\1it Hilfe der vorgenannten Satze ermitteln 
wir jetzt den Ausdruck fiir die Achsendrehung lk; 

diese Ableitung wird ausfiihrlich gehalten, weil in 
derselben Ausdrucke vorkommen. die spater ge
braucht werden. 

Fall I: 

18 

Der Pfeiler ist am Fusse eingespannt und am Kopfe 
gelenkartig gelagert, wobei das Tragheitsmoment Ts 
nach Fig. 17 auf der Strecke h konstant und auf der 

Strecke f sehr gross ist. 

Wir denken uns die gelenkartige Lag-erung' 
des Pfeilerkopfes entfernt und bring-en an deren 
Stelle den horizontalen Auflagerdruck Hm' an, 
we1chen die Belastung Mk = 1 daselbst bewirkt. 
Das obere, frei auskragende Ende der unten ein
gespannten Saule werde durch Mk = 1 um den 
Winkel ),m, und durch die Horizontalkraft H = 1 
um den Winkel yh verdreht (Fig. 17a u. 17b); 
dann ist die Achsendrehung rk gleich der Summe 
der Teilwinkel rm und Yh' Hm'. FUhren wir dabei 
eine Rechtsdrehung als positiv ein, so ist also 

Tk = rm - ]'h.· Hm' . . . . . . (30 

Darin konnen wir nach Satz II und Fig. 17 a die 

Drehung ),Ill durch Mk 
driicken: 

wle folgt aus-

h 
1m = Es' Ts 

(Es = Dehnungszahl der Saule) 

... (31 

und nach Fig. 17 b die Drehung }'h durch die Ho
rizontalkraft H = 1 

112 +2·f·h 
2~Es ·1's · (32 

Die Werte fiir die Winkel rm und Yh aus Gl. (31) 
und (32) in Gl. (30) eingesetzt, gibt 

11 h2 + 2· f· h ,k=_. ··-Hm '· ,-'--'--- •. (33 
Es' Ts 2· Es' Ts 

worin Hm' noch unbekannt ist und Wle folgt be
stimmt wird: 

vVir bezeichnen mit Vrn die horizontale Ver
schiebung des freien Saulenkopfes durch Mk = 1, 
ferner mit Vh die Verschiebung durch die horizon-

tale Kraft H = 1, und daher mit Hm' . Vh die Ver
schiebung durch Hm'. Den noch unbekannten 
Auflagerdruck Hm' del' Gl. (33) erhalten wir dann 
aus der Bedingung, da£) wegen der vorausgesetz
ten horizontalen Unverschiebbarkeit des Saulen
kopfes sein muG 

vm - Hm' . Vh = 0 . (34 
woraus 

... (35 

Die Verschiebungen Vrn und Vh ermitteln 
,\m nun nach Satz I wie folgt: 

a) Nach Fig. 17a betl'agt das statische Moment 
1 

der Es.T~ fachen JliIomentenfiache in bezug 

auf den Saulenkopf: 

b) ~ach Fig. "l7b betragt das statische JliIoment 
1 

del' -E T- fachen Momentcnfiache in bezug 
s· s 

auf den Saulenkopf: 



1 f ( h ) h2 (2 )' \'I! = ..... h . [ ~- + f + - .. h + f f (37 E, T, ~ 2 2 3 

oder 

~ h· (h2 + 3 . h . f + 3 . f2) 
Vh - 3. Es' Ts ... (39 

Mit den Werten von Vm und Vh aus Gl. (36) 
und (39) folgt jetzt nach Gl. (35): 

3·h+6·f 
Hm' = 2 .h2 +6 . Ii.-.f' +-6 . f2 .... (40 

Durch Einsetzen des Wertes VOJ,1 Hm' in GI. (33) er
gibt sich schlie~lich der gesuchte Drehwinkell k zu 

Sonderfal1: Bei l\iittelpfeilern mit verhiilt
nismaBig gro~er Hohe h, oder bei gro13em Pfeiler
tragheitsmomcnt T s und niedrigem Balken (klei
nem Balkentragheitsmoment), sowie stets bei 
Endpfeilern kann man f = 0 und h gleich der Ent-

fernung zwischen der Einspannungsstelle und 
dem Sehnittpunkt von Balken- und S1lulenachse 
setzen. 

Mit f == 0 folgt dann aus Gl. (41) 

h 
Tk - -- .•.. 

- 4·Es · To 
..... (42 

Fall II. 
Der Pfeiler ist am Fusse eingespannt und am Kopfe 
gelenkartig gelagert, wobei das Trl1gheitsmoment T s 

nach Fig. 18 auf der Strecke h veranderlich und auf 
der Strecke f sehr gross ist. 

Die Achsendrehung Tk des am Fufie einge
spannten, am Kopfe gelenkartig gelagerten und 
mit einem Kopfmoment Mk = 1 belasteten Pfei
lers erh1l1t man wieder aus Gl. (30), in welcher 
die Drehung l'm des unten eingespannten, oben frei 
auskragenden und mit Mk = 1 belasteten Pfellers 
sich nach Satz II und Fig. 18 a ergibt zu 

)'m= 

h 

1_.~~ 
Es ~ T •. 

o 
.. (43 

und die Drehung Yh des mit dem horizontalen 

Auflagerdru.ek H = 1 belasteten Pfeilerkopfes 
nach -Fig. ~8b zu. 

h' 

1~ 
)'h = £,'~ 

. 0 

Ferner ist der in GJ. (30) vorkommende l;Iori
zontalschub Hm' wie fruher aus Gl. (35)· zu er
mitteln, in welcher die horizontale Versehiebung 
Vm des mit Mk = 1 belasteten freistehenden Pfei
lerkopfes sich nach Satz I und Fig. 18a ergibt zu 

h 

Vm= ~s .~~: • (f+y) ..... (45 
o 

und die Verschiebung Vh des mit H = 1 belasteten 
Pfeilerkopfes nach Fig. 18b zu 

also 

h 

Vh=_l_. ~ ds .(f+y)2 .... (46 
Es ~ T. 

o 

Nach Gl. (35) ist 

H m'= Vm 
Vh 

h 

.~~:.(f+y) 

•... (47 

Hm' = -~---- . . . ... (48 

~ .!..~ . (f + y)2 
~ Ts 

o 

Dureh Einsetzen der Werte rm, Yh und Hm' 
aus den Gl. (43), (44) u. (48) in Gl. (30) folgt 
schlie13lich: 

Es' (49 

Sonderfall: Bei Mittelpfeilern mit verhiiltnis
m1l.13ig gro13er Hohe h, oder bei gr613em Pteiler
hiigheitsmoment Ts und nieddgetrt Balken (kleinem 

2* 



Dalkentriigheitsmoment) , sowie stets bei End
pfeilern kann man f = 0 und h gleich der Ent
fernung zwischen Pfeilerfu~ und Kopfgelenk 
setzeni dann folgt aus GI. (49) mit f = 0: 

h 

h 1 
(~LiS Y T;' Y 

1 ~~- 0 ,k = lis' . Ts h I 
. . (50 

0 ~LiS __ .y2 
Ts 

0 

Fall III: 
Der Pfeiler ist am Fusse und am Kopfe gelenkartig 
gelagert, wobei das Tragheitsmoment Ts nach Fig. 19 
auf der Strecke h konstant und auf der Strecke f 

sehr gross ist. 

Nach Fig. 19 betriigt der Inhalt F der redu
zierten Momentenfiiiche des mit dem Kopfmoment 
Mk = 1 belasteten Pfeilers: 

F - _1 _ . _h_. ~ _ h2 (5 
- Es . T s h + f 2 - 2 . (h + f) Es . T s . .. 1 

Nach Satz IV ist ,k der horizontale AuftageTdruck 
am Kopf infolge Belasten des Pfeilers mit der 
FHiche F; dieser Aufiagerdruck betriigt: 

2·h 
F·--

3 h3 

--=3-'-=(hc-+--'-f"')""~ .-'E~s-'""'T"""s-· . . (52 

Kann man f = 0 setzen (bei Mittelpfeilern mit 
gro~er Rohe h, odeT bei gro~em T s und niedrigem 
Balken, sowie stets bei Endpfeilern), so folgt: 

(53 

Fall IV. 
Der Pfeiler ist am Fusse und am Kopfe gelenkartig 
gelagert, wobei das Tragheitsmoment Ts nach Fig. 20 
auf der Strecke h veranderlich und auf der Strecke f 

sehr gross ist. 

Wir teilen die Momentenfiiiche des mit dem 
Kopfmoment Mk = 1 belasteten Pfeilers (Fig. 20) 

in horizontale Streifen von der Breite j sider 
1 

Inhalt i eines E,' Ts - fachen Fliichenstl'eifens be-

tragt: 

Nach Satz IV ist lk del' horizontale Aufiagel'druck 
am Kopf infolge Belasten des Pfeilers mit den 
Kriiften ii dieser Auftagerdruck betriigt: 

h 

lk = ~~';f' ............ (55 

o 
also 

. ... (56 

Kann man f = 0 setzen (bei Mittelpfeilern mit 

gro~er Rohe h, oder bei gro~em Ts und niedrigem 
Balken, sowie stets bei Endpfeilern), so folgt: 

h 
lk _____ 1 _~ 

- h2 ·Es ~ 
o 

J S. y2 

Ts 
...• (57 

Nachdem nun der Verhiiltniswert k sowie die 
Winkeldrehung t k durch die vorhergehenden Ab
leitungen bestimmt sind, kennen wir alle in Gl. (26) 

(verhiiltniSe~) vorkommenden Gro~en. 
Aus GI. (26) sowie aus den Gleichungen zur 

Bestimmung von k und von 11 geht jetzt hervor, 

da~ das V erhiiltnis ~-. unabhangig ist von der 
e 

Belastungsart und nur abhangt von den Abmes-

sungen des Pfeilers A und des Triigers der ersten 
bffnung, d. h. der Punkt 11 (Fig. 6), welcher 
die feste Strecke di in das feste Verhalt-

~ teilt, ist ein Festpunkt oder Fixpunkt. 
e 



Es ist jetzt noch zu beweisen, daf1 der Fix
punkt J I der Fig. 6 und der Momentennullpunkt 
W] der Fig. 1 zusammenfallen: 

In Fjg. 6 ist das Produkt der Strecke AlA)' 
mit der Polweite H = 1 gleich dem statischen 
Moment der Kraft F1' in bezug auf A; ebenso ist 
das Produkt der Strecke B1Bl' mit der Polweite 
H = 1 gleich dem statischen Moment der Kraft 
F2' in bezug auf B. Wir konnen daher an
schreiben: 

und 
B1Bl ' = F2' • dI 

Daraus folgt durch Division 

(58 

(59 

AlAI' _ Fl ', d~ 
--B1B l ' - F/. dI - ...... (60 

Hierin kommen die den Momentenfiiichen 
AA'B' und ABB' der Fig. 1 entsprechenden 

.~- - fachen (reduzierten) Momentenfiiichen F l ' 
E·T 

und F2' vor. 
Urn beispielsweise F l ' auszudriicken, teilen 

wir iihnlich wie in Fig. 8 die Momentenfiiiche 
AA'B' in lotrechte Streifen von dem Inhalt 

ds·AA'·z 
~~-=--;-- und erhalten: 

E· T·I I 

I, 

~AA"ds.z F' - -- -----.---
1 - E. T.II 

. . (61 

o 
ehenso 

~ ~ 

F ' - ~BB'·dS·(ll-Z) __ B_~ ~~'(l-) (62 
2 - ~ E. T .11 - E .11 ~ T I Z 

o 0 

Die vorstehenden Werte, sowie die Werte von 
di und di aus den Gl. (9) u. (11) in die Gl. (60) 

eingesetzt, gibt: 
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d. h. in den ilberschlagenen Vierecken AA'W1B'B 
(Fig. 1) und A1At'J1BI'B] (Fig. 6) liegen die Punkte 
'VI und J1 auf derselben Vertikalen. 

6. Linke Fixpunkte J2, J3 und J4' 
Von den linken Fixpunkten der 3 iibrigen 

bffnungen ermitteln wir noch denjenigen der 
zweiten bffllung: 

In Fig. 6 schneiden die inneren Seilseiten b 
und e die verschriinkte Drittellinie :SB in den 
Punkten Bz' und Bt. Die Verbindungslinie von 
B2' mit dem Punkt T', in welchem sich Balken
achse und Drittellinie rechts von B schneiden, 
triftt die verliingerte Seilseite e in einem Punkt P, 
welcher die festeStrecke vl- 2 in die zwei Strecken 
e und e' teilt. Aus dem iiberschlagenen Viereck 
B2'B2"PT"T' (Fig. 6) folgt: 

e B'B If 

7- ~'T~""'" (65 

Die Strecken B2'B2" und T'T" bestimmen wir wie 
folgt: 

Zuniichst ist B2'B2" der Abschnitt der die 
Kraft F4' einschlief1enden Seilseiten d und e auf 
der verschriinkten Drittellinie SB; deshalb ist das 
Produkt von B2'B2" mit der Polweite H = 1 gleich 
dem statischen Moment der Kraft F4' in bezug auf 
die verschrankte Drittellinie, oder 

B2'B2" = F4' • v~ __ 2 • . . . • . . (67 

Ferner ist im Dreieck BIT'T" (Fig. 6): 

T'T"=d~.tg'lB,.. . (68 

worin ,/,B den Drehwinkel der Balkenachse in B 
bedeutet; weil 'IB sehr klein ist, kann gesetzt 
werden 

tg 'fB = 'PB . . . . . . . . (69 

womit nach GI. (68) 

T'T" = dk . '1'B . . • . • . • (70 
I, I, 

A IA1' 
B~B~i -

Daraus folgt: 
AA' AA' -«-=B"B' 

II . ~ .iTS . z - ~ .tiTS • z2 

o U 
-~'---I,-'---------

... (65 

~-~~. z 

o 

·z- }:-

.......... (64 

j s _ • z2 
'( 

o 
1, 

~ ,ITS • (11 - z) 

o 

Da nun Balkenachse und Pfeilerarhse denselben 
Drehwinkel 'fB in B beschreiben, so den ken wir 
uns zur Bestimmung von 'fB einen Schnitt un-



mittelbar unterhalb der Balkenachsc geflihrt und 
den vom Balken getrennten PfeHer am Kopfe in 
einem Gelenk gelagert und mit dem wirklichen 

Pfeilerkopfmoment M~ b elastet. Es sei 71 der 

Drehwinkel, welcher durch M1 == 1 am Kopfe ent

steht; dann betragt der durch M1 selbst hervor

gerufene Winkel 'TB: 

'fB == Mt . Th . . . (71 

Diesen Wert in Gl. (70) eingesetzt gibt: 

T'T" == dk . M1 . 1 . . (72 

Dividieren wir jetzt Gl. (67) durch (72), so folgt: 

.... (73 

Setzen wir: 
Mk ·12 F4'==k.F4 =k .. _ B-- •.... (74 

2 

so erhalten wir nach Gl. (66) in Verbindung mit 
GI. (73): 

... (75 

oder 

e 12 vl_2 
"iT == k· --z.-~-- . --df·· ... (76 

Darin sind aIle Gro~en bis auf den Faktor k be
kannt oder nach Vorhergehendem ermittelbar. 

Den Faktor: 
F' 

k - 4 (77 
-~"" . 

(nach GI. 74) ermitteln wir ahnlich wie in der 
ersten Offnung an Hand des mit beliebiger Hohe 
h gezeichneten Dreiecks BsB6'CS (Fig. 12) und 
der entsprechenden reduzierten Momentenflache 
BsBs"JC6 zu: 

k == Flache BsBs"JC6 

Flache B;B~'C6 -
. (78 

Aus den Gleichungen fUr ~" k und 7~ geht 
e 

hervor, da~ das Verhaltnis .~. in 
e 

welches die 

feste Strecke vl -2 getcilt wird, nur von den 

Abmessungen der erst en und zweiten bffnung und 
des zwischen ihnen gelegenen Pfeilers B abhangt; 
die durch Punkt P gehende Vertikale, auf welcher 
sich die Linien B2'T' und B2"T" schneiden, hat 
daher eine feste Lage. 

Nachdem wir im vorhergehenden bewiesen 
haben; da~ die zwei Drittcllinien in der Nahe von 

B, die verschrankte Drittellinie sowie die Verti
kale durch Peine feste Lage haben, so liegen die 
vier Ecken des Vierecks UB2'PT" auf vier testen 
Vertikalen, wahrend drei Seiten durch feste 
Punkte gehen, namlich die Seilseite b durch Ji, 
die Seilseite c durch B[ und die Gerade Bz'P 
durch T'; aus geometrischen GrUnden geht dann 
auch die vierte Seite, namlich die Seilseite e durch 
einen festen Punkt J2, welcher mit den drei an
deren festen Punkten auf einer Geraden liegt; 
deshalb ist J2 der gesuchte linke Fixpunkt 
der zweiten Offnung. 

7. Rechte Fixpunkte K., K3, K2 und K\. 

Urn die rechten Fixpunkte K in den einzelnen 
bffnungen zu bestimmen, gehen wir von der letz
ten bffnung rechts aus und schreiten nach 
links vor: 

In der vierten Offnung fallt wegen des frei 
beweglichen Endauflagers El (Fig. 6) der rechte 
Fixpunkt K4 mit E[ zusammen. 

In der dritten bffnung schneidet die inn ere 
Seilseite i die Balkenachse im gesuchten Fixpunkt 
Kg; denn wie bei der Stlitze B ergibt sich auch 
bei der StUtze D (Fig. 6) ein Viereck V"XD2'Z, 
dessen vier Ecken auf vier festen Vertikalen 
liegen, namlich auf den beiden Drittellinien, der 
verschrankten Drittellinie bei D sowie auf der 
festen Vertikalen durch den Schnittpunkt X der 
Seilseite i und der Geraden V'Dz'; ferner gehen 
drei Seiten durch feste Punkte, namlich die Seil
seite m durch E[, 1 durch D j , und die Gerade 
V'D2' durch V'. Dann geht auch die Seilseite i 
als vierte Seite aus geometrischen Grtinden durch 
einen festen Punkt K3 , welcher mit den drei an
deren festen Punkten auf einer Geraden liegt, 
d. h. Ks ist der gesuchte rechte Fixpunkt 
der dritten Offnung. 

Die Vertik~le durch den Schnittpunkt X der 
inneren Seilseite i und der Geraden V'D2' teilt 

die feste Strecke v~_4 (Abstand der verschrank
ten DrittelIinie bei D von der rechten Drittellinie 
der dritten bffnung) in die zwei fest en Teilstrecken 
e und e', deren Verhaltnis sich analog wie frtiher 
ergibt zu: 

e 13 ---, == k . --k- . 
e Z.lD . 

. .... (79 

worin die Achsendrehung 7~ am Kopfe der Saule D 

genau wie frUher It ermittelt wird, und der Fak
tor k, ahnlich wie frtiher, folgenden Ausdruck hat: 

(Fig. 13). 



8. SchluIUo~gerungen. 
Aus allen vorhergehenden Darlegungen konnen 

wir fUr den kontinuierlichen Balken mit verander
Iichem Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren 
Pfeilern folgende SchluiHolgerungen ziehen: 

1. In jeder bffnung gibt es zwei in der Balken
achse gelegene Fixpunkte J und .K, die nur 
von den Balken- und Pfeilerabmessungen, 
dem Grad der Einspannung zwischen Balken 
und Pfeilern, und der Art der Auflagerung 
der Pfeiler abhangen; ist dabei der Iinke 
Stiitzpunkt des Balkens frei drehbar, so 
wird derselbe als der J-Punkt der ersten 
bffnung links angesehen, und ist der rechte 
Stiitzpunkt ±rei drehbar, so gilt derselbe als 
K-Punkt der letzten bffnung rechts. 

2. Die SchluGlinien der Momentenflachen in den 
einzelnen bffnungen bilden nicht mehr, wie 
beim kontinuierlichen Balken auf frei dreh
baren Stiitzen, einen geschl05senen Linien
zug, sondern das Moment andert sich sprung
weise an den Stiitzen. 

3. Ist nur eine bffnung belastet, so ist in allen 
links von dieser bffnung gelegenen ]-Punkten 
und in allen rechts davon Iiegenden 
K-Punkten das Moment gleich Null. Von 
der belasteten bffnung ausgehend, nehmen 
die Stiitzenmomente nach den beiden Balken
enden hin ihrem absoluten Werte nach abo 
Die zwei Stiitzenmomente unmittelbar links 
und rechts einer elastisch drehbaren Stiitze 
haben gleiches Vorzeichen, und von beiden 
Stiitzenmomenten ist, absolut genommen, 
dasjenige das groGere, dessen zugehoriger 
Querschnitt der belasteten bfInung am 
nachsten liegt. Die beiden Stutzenmomente 
der belasteten bifnung haben gleiches. und 
die beiden Stiitzenmomente jeder anderen 
bffnung entgegengesetztes V orzeichen. 

II. Konstruktion der Balkenfixpunkte. 

1. Allgemeiner Fall: 
Fixpunkte am kontinuierlichen Balken mit beliebig 

veranderlichem Tragheitsmoment. 
Um graphisch die Fixpunkte J und K eines 

kontinuierlichen Balkens mit beliebig verander
lichem Tragheitsmoment zu bestimmen, zeichnet 
man zuerst in allen bffnungen die Drittellinien 
und verschrankten Drittellinien und ermittelt die 
Drehwinkel lk an den Kopfen der eventuell vor
handenen elastisch drehbaren PfeiIer. 

Die Lage der Drittellinien und verschrankten 
Drittellinien ermittelt man nach der im vorher
gehenden Abschnitt I Nr. 1 und 2 gegebenen An
leitnng entweder gr.aphisch mittels der beliebigen 
Momentendreiecke, zugeordneten reduzierten Mo
mentenflachen, Kraftecke urid Seilecke der Fig. 8 
und Sa bis 14 und 14a, oder rechnerisch durch 

Bestimmung der Abstande d1 und dr sowie 
v1und vr nach den Formeln (9, 11, 14 und 15), in 
welche man jeweils die Abmessungen der ent
sprechenden bftnungen einzusetzen hat; ist dabei 
der Balken am linken oder rechten Ende frei 
drehbar gelagert, so faUt in der erst en bffnung 
die linke, bzw. in der letzten bffnung die rechte 
Drittellinie fort. Nach den vorgenannten Formeln 
(9, 11, 14, 15) ist die Lage der Drittellinien und 
verschrankten Drittellinien nur von den Balken
abmessungen abhangig; zu ihrer Bestimmung ver
fiihrt man deshalb in gleicher Weise sowohl am 
kontinuierlichen Balken mit veranderlichem Trag
heitsmoment und freier Auflagerung als auch am 
kontinuierlichen Balken mit veranderlichem Trag
heitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern. 

Die Drehwinkel T~, l~, T~, Tt an denelastisch 
mit dem Balken verbundenen pfeilern bestimmen 
wir nach den Formeln (41,42,49,50,52,5:3,56,57). 

a) Linke Balkenfixpunkte J. 
Mit der Bestimmung der linkeD Balkenfix

punkte beginnt man in der ersten bffnung links 
und schreitet nach rechts vor. 

Erste bffnung Ii links. 

Fall 1. 

Die Stiitze am linken Balkenende besteht aus einem 
mit dem Balken elastisch verbundenen Pfeiler 

(Fig 1 und 7). 

Der Fixpunkt J1 teilt den Abstand d\ der 
linken Drittellinie vom linkeD Balkenende im Ver-

haitnis --';- der Gleichung (26), wobei e den Ab-
e 

stand des JrPunktes von A bedeutet; der in 
Gleichung (26) vvrkommende Faktnr kist nach 
Gleichung (28) oder (29) zu bestimmen. Der 
Zahlenwert des Verhaltnisses wird nach Glei
chung (26) rechnerisch ermittelt und dann die 
Teilung der Strecke d\ graphisch vorgenommen. 

Da die l'feilerkopfe als horizontal unverschieb
lich vorausgesetzt sind, so kann man den Endpfeiler 
in die Verlangerung der Balkenachse hinaufklappen 
und wie eia Endfelcl des kontinuierlichen Balkens 
behandeln, wobei in A ein frei drehbares Auf
lager anzunehmen ist. 

Fall 2. 

Der Balken ist an seinem linken Ende fest eingespannt 
(nicht dargestellt). 

In dies em Fall ist die Drehung der Endstiitze 
gleich Null, d. h. in Gleichung (26) ist ,~ = 0 

zu setzen, wodurch .<:, unendlich wird, d. h. ~I == O. 
e 

Mit e' = 0 riickt jedoch nach Fig 7 Jl in den 
Schnittpunkt der Balkenachse mit der linken 
Drittellinie. 



Beliebige MittelOffnung und Jetzte 
bffnung rechts. 

Fall 1. 

Die Stiitze zwischen der Offnung, in welcher J ge
sucht wird, und der Offnung unmittelbar links besteht 
aus einem mit dem Balken elastisch verbundenen 

PfeBer (Fig. 1 und 7). 

Es sei der Fixpunkt J1 bekannt und J2 gesucht. 
Man zieht von J1 aus die beliebige Gerade J1Bi, 
welche die Drittellinie links von B in U" und die 
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verschrankte Drittellinie Sa bei B in B4' schneidet, 
verbindet B/ mit dem Schnittpunkt T' der Balken
achse und der Drittellinie rechts von B und zieht die 
Gerade D"B3, welche die Drittellinie rechts von B 
in Til schneidet; die Vertikale, welche die Strecke 

vl- 2 im Verhaltnis ~ der Gleichung (76) teilt, 
e 

trifft B4' T' in einem Punkt P, welchen man mit 
Til verbindet; die Gerade PT" schneidet schlief.\
lich die Balkenachse in dem gesuchten Fix
punkt h 

Von J2 ausgehend (Fig. 7), wiederholt man 
die soeben angegebene Konstruktion und gelangt 
so zum Fixpunkt J3 der dritten bffnung, desglei
chen erhalt man schlieimch durch Wiederholung 
des Verfahrens mit Js als Ausgangspunkt J. der 
vierten bffnung. 

Es ist hierbei zu beachten, da~ zur Bestim
mung der J-Punkte in allen bffnungen rechts der 

ersten das V erhaltnis ~ stets nach Gleichung (76) 
e 

zu ermitteln ist, in welche man jeweils die Ab
messungen derjenigen bffnung einsetzt, welcher J 
angehort, . und den Drehwinkel lk des Pfeilers 
zwischen der bffnung mit dem gesuchten Fix
punkt J und der bffnung unmittelbar links; ferner 
ist der in Gleichung (76) vorkommende Faktor k 
nach den Gleichungen (29)oder (78) zu bestimmen, 

c 
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in welche man ebenfalls die Abmessungen der 
bffnung mit dem gesuchten J-Punkt einfiihrt. Von 
den beiden Teilstrecken e und e' des Verhaltnisses 

e, geht die Strecke e immer Yon der in Betracht 
e 
kommenden verschrankten Drittellinie aus, 

Fall 2. 

Der Balken liegt auf der Stiitze zwischen der Offnung, 
in welcher J gesucht wird, und der Offnung un

mittelbar links frei auf (Fig. 21 und 22). 

In Fig. 21 haben wir den in Fig. 1 vorgefi.ihrten 
kontinuierlichen Balken mit veranderlichem Trag
heitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern ohne 
den Pfeiler B dargestellt, welcher durch eine frei 



drehbare Stiitze ersetzt wurde. Die Konstruktion 
der Drittellinien, der verschrankten Drittellinien 
und des Fixpunktes JI (Fig. 22) erfolgt genau wie 
in Fig. 7. Es soIl jetzt der Fixpunkt 12 der zweiten 
bffnung bestimmt werden. Zu dem Zweck 
beachten wir, da~ bei freier Auflagerung in B 
der im Nenner der Gleichung (76) [Verhaltnis 

f.] vorkommende Drehwinkel .~ aus dem allge

meinen, in Fig. 18 dargestellten Fall des Pfeilers 
mit veranderlichem Tragheitsmoment wie folgt 
hergeleitet werden kann: 

Wir verschmalern den Pfeiler an seiner Ver
bindungsstelle mit dem Baiken; fiir den Grenzfall, 
da~ in diesem Pfeilerquersehnitt das Tragheits
moment Null wird, d. h. fiir den Fall der freien 
Auflagerung, erhalten wir nach Gieichung (49) 

T~ = unendlieh. . . . . . . . . (81 

Mit r1 = unendlich ist naeh Gieichung (76) 

~ = 0, und daher e = 0. Lassen wir nun in der 
e , 
allgemeinen Fig. 7 die in der Streeke v~_2 ent-
haitene Teilstreeke e abnehmen, bis sie schlie~lich 
gleich Null wird, so fallt in diesem Grenzzustande 
Punkt P mit B4' zusammen und der Fixpunkt J21 
welcher im allgemeinen Fall von der Geraden PT" 
auf der Balkenaehse ausgeschnitten wurde, wird 
dann von der Geraden BiT" ausgeschnitten. Der 
Fixpunkt 12 wird daher folgenderma~en ermittelt: 

Von dem bekannten Fixpunkt 11 aus zieht 
man (Fig. 22) die beliebige Gerade 11B4', welche 
die Drittellinie links von B in U" und die ver
schrankte Drittellinie SB bei B in B,I' sehneidet, 
und zieht die Gerade U"B3, welche man bis zu 
ihrem Sehnittpunkt Til mit der Drittellinie reehts 
von B verlangert; die Verbindungslinie B4'T" 
schneidet dann auf der Balkenachse den gesuehten 
Fixpunkt 12 aus. 

Von J2 aus wird jetzt .Is und 1J auf dieselbe 
Weise ermitteit wie in dem vorhergehenden Fall 1 

(Fig. 7). 

b) Reehte Balkenfixpunkte K. 
Bei der Bestimmung der reehten Baiken

fixpunkte K in den einzelnen bffnungen beginnt 
man in der letzten bffnung reehts und sehreitet 
naeh links vor. Das hierbei einzusehlagende Ver
fahren ist analog demjenigen, welches auf den 
vorhergehenden Seiten zur Bestimmung der 1111ken 
Balkenfixpunkte erlautert wurde. Man kann aueh 
so vorgehen, da~ man den Balken aus der 
Zeiehenebene heraus urn 180 0 so dreht, daf~ 
dessen reehtes Ende naeh der linken Seite kommtj 
die rechten Balkenfixpunkte werden dann genau 
wie die linken bestimmt. 

In Fig. 23 wurde angenommen, da~ der in 
Fig. 21 dargestellte kontinuierliche Balken an 
allen Stiitzen frei aufliege; die in Fig. 24 darge-

stellte graphische Bestimmung der Fixpunkte ist 
nach dem Vorhergehenden ohne weiteres ver
standlich. 

2. Sonderfalle. 

Als Sonderfalle des vorhergehend behandeiten 
kontinuierlichen Baikens mit beliebig verander
lichem Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren 
Pfeilern betrachten wir den kontinuierlichen Bal
ken mit konstantem, jedoch von bffnung zu bff
nung sprungweise veranderlichem Tragheitsmo
ment, und den kontinuierlichen Balken mit iiber 
seiner ganzen Lange konstantem Tragheits
moment. 

Das einzuschiagende Verfahren zur Bestim
mung der Fixpunkte ist in dem erwahnten Werke 
von W. Ritter behandeIt, geht aber auch ohne 
weiteres aus den vorhergehend erlauterten aIlge
meinen Beziehungen hervor. 

a) Kontinuier,licher Balken mit konstan
tern, jedoch von Offnung zu bffnung 
sprungweise veranderlichem Tragheits-

moment. 
In diesem FaIle sind die reduzierten Teil

momentenflachen Dreiecke mit Spitze in den Auf
lagersenkrechten, so dag die Drittellinien in die 
Drittelspunkte der bffnungen fallen; die ver
sehrankte Drittellinie, Z. B. in der Nahe der Stiitze 
B (Fig. 1) teilt den Abstand der beiden benaeh
barten Drittellinien im Verhaltnis 12 , T 1: 11 • T 2 (wo 
T 1 das konstante Tragheitsmoment der ersten 
t)ffnung Ii und T2 das konstante Tragheitsmoment 
der zweiten bffnung 12 bedeutet), was man sofort 
einsieht, wenn man die entsprechenden Werte fiir 

F2', Fs', dIund d~ in die Gl. (12) und (13) einsetzt 
und dann Gl. (12) durch Gl. (13) dividiert; es ist 

unll 

Das Verhaltnis e, betragt z. B. 
e 

fiir den linken Fixpunkt 11 (nach Gl. 26): 

e 11 
~., --' --- '~-~--~---k 

e 2.E.T1 'TA 

da 
1 

k= E T-" und . • 1 



fur den link en Fixpunkt 12 (mch G 1. 76): 

e 
e' 

3. v r 
1-2 

da d~ = ~32- und k = 1 £'-1'2 . 

Dreht man den Balken aus der Zeichenebene 
heraus um 180 0 so, daJ3 dessen rechtes Ende nach 
der linken Seite kommt, so werden die rechten 
Balkenfixpunkte K genau wie die linken bestimmt. 

b) Kontinuierlicher Balken mit konstan
tem Tragheitsmoment auf die ganze 

Balkenlange. 

Die reduzierten Teilmomentenfiachen sind 
wieder Dreiecke, so daJ3 die Drittellinien auch 
hier in die Drittelspunkte der bffnungen fallen; 
die verschrankten Drittellinien erhalt man durch 
Vertauschen der Spannweitendrittel; es ist 

und 

e 
Das VerhaItnis -e'- betragt z. B. 

fur den linken Fixpunkt 11 (nach Gl. 26): 

e 11 
e' -Z:-E~~~~' 

da 1 
k = E-:-T ' und 

fur den Iinken Fixpunkt J2 (nach Gl. 76): 

2· E· T· 7~ 

wobei hervorzuheben ist, daJ3 sich im Zahler des 

Verhaltnisses e f' e' ur 

findet, cia v~_2 =. ~-

12 die Spannweite 1\ vor-

Beziiglich der Fixpunkte K gilt das vorhin 
unter a) Gesagte. 

"Vie beim allgemeinen Fall erwllhnt, ist die 
Lage der Drittellinien und verschrankten Drittel
linien dieselbe sowohl am kontinuierlichen Balken 
auf frei drehbaren als auch am kontinuierlichen 
Balken auf elastisch drehbaren Stutzen; eine 
Einspannung an den Stutzen wird im Verhiiltnis 

e 
e' berucksichtigt. 

Kapitel II. 

Rechnerische Methode zur Bestimmung der 
Balkenfixpunkte *). 

In irgend einer bffnung mit der Stutzweite I 
(Fig. 25) eines kontinuierlichen Balkens mit ver
anderlichem Tragheitsmoment auf elastisch dreh
baren Pfeilern sei der Abstand a des linken Fix
punktes 1 vom link en Auflager, und der Abstand 
b des rechten Fixpunktes K vom rechten Auf
lager zu bestimmen; in der ()ffnung unmittelbar 
links mit der Stutzweite I' sei der linke Fixpunkt 
l' durch seinen Abst\\nd a' vom linken Auflager, 
und in der bffnung unmittelbar rechts mit der 
Stutzweite 1" sei der rechte Fixpunkt K" durch 
seinen Abstand b" vom rechten Auflager bekannt. 

'Vir fuhren folgende BezeiChnungen em: 
Es sei (Fig. 25): 

(1) der Schnittpunkt der Balkenachse mit der 
linken Pfeilerachse der bffnung 1, 

(2) der Schnittpunkt del' Balkenachse mit ckr 
rechten Pfeilerachse der bffnung I, Ferner 

M~ das Balkenmoment (Stutzenmoment) unmitteI

bar links von (1), 

M~ das Balkenmoment (Stiitzenmoment) unmittel-. 

bar rechts von (1), 

Mf das Pfeilerkopfmoment unmittelbar unter-
halb (1), 

worin also wie fruher der untere Zeiger die 
Stutze und der obere Zeiger den Querschnitt links 
oder rechts von (1) bzw. am Kopf des Pfeilers (1) 
bedeutet; desg1. bezeichnen wir wie fruher mit 

fA und f/I die Verkleinerungskoeffizienten, wenn 

ein Moment den Pfeiler (1) in der Richtung nach 
links bzw. nach rechts uberschreitet. Analoge 
Bedeutung haben am Pfeiler (2) die Bezeich-

nungen: M1, M2, M~, ,u~ und f/'2. 
Ferner bezeichnen wir am frei aufliegenden 

Balken der bffnung I mit: 
"1 und 131 den Achsendrehwinkel am linken bzw. 

am rechten Auflager dutch ein Moment 
M1 = 1 (Fig. 26), 

"2 nnd {J2 den Achsendrehwinkel am linken bzw. 
am rechten Auflager durch ein Moment 
:VI2 = 1 (Fig. 27), 

desgl. mit ai', PI' und "2', 132' die Drehwinkel am 
frei aufliegenden Balken der 0ffnung 1', sowie 
mit at, f3t und ":/', th" die Drehwinkel am frei 
aufliegenden Balken der Offnung I" infolge Be
lasten des linken bzw. rechten Balkenendes mit 
der Momenteneinheit. 

*) Vergl. Dr.-lug. Max Ritter: Ober die Berechnung 
elastisch eingespannter und kontinuierlicher Balken mit 
yeranderlichem Tragheitsmoment, Schweiz. Bauzeitung, 
Band 53, Heft 18 u. 19; sowie del'selbe: Dcr kontinuier
Iiche Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen, Schweiz. 
Bauzeitun~, Band 57, Heft 4. 
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1. Allgemeiner Fall: 

Fixpunkte am kontinuierlichen Balken mit be
liebig veranderlichem Tragheitsmoment. 

a) Linke Balkenfixpunkte J. 
(Fixpunktabstand a.) 

Von fruher ist bekannt, daG ein StUtzenmoment 
an irgend einer StUtze rechts der Offnung I in 
jeder Offnung links dieser StUtze, also auch in 
der Offnung 1 eine Momentenfiache erzeugt, deren 
Nullpunkt mit dem linken Fixpunkt dieser Offnung 
identisch ist. Denken wir uns daher einen Schnitt 
unmittelbar links von Pfeiler (2) gefUhrt, die Kon
struktion rechts des Schnittes entfemt und die 
Konstruktion links desselben (Fig. 28) mit einem 
beliebigen Schnittmoment M~ belastet, so erhal
ten wir im Momentennullpunkt der Offnung I den 
gesuchten Fixpunkt J. Der Einfachheit halber 
wahlen wir M~ = 1; femer beachten wir, daG Pfei
ler (2) festgehalten ist, weil er zur weggedachten 
Konstruktion geMrt, und daG wir daher in (2) ein 
frei drehbares Auflager anbringen mUss en. 

In Fig. 28 ist die Durchbiegung des Balkens 
skizziert, welche in den Offnungen I und l' durch 
die Belastung M1 = 1 bewirkt wird. Die elasti
sche Linie geht einerseits durch die Auflager
punkte, weil in denselben die Durchbiegung Null 
sein muG, und andererseits sind ihre Wendepunkte 
W und W' nach Obigem identisch mit den linken 
Fixpunkten J und J'. Den gesuchten Abstand a 
leiten wir jetzt aus der selbstverstandlichen Be
dingung ab, daG die Biegelinie der Offnung 1 und 
die Biegelinie der Offnung l' in (1) gemeinsame 
StUtzentangente haben; fiihren wir in der Foige 
eine Rechtsdrehung der Balkenachse als positiv 
ein, so ist daher nach Fig. 28 

Um die Drehung til auszudriicken, betrachten 
wir (Fig. 29) die Momentenfiache der Offnung I 

infolge Mk = 1. Die SchIuGlinie derselben er

halten wir cinfach dadurch, da~ wir Mk == 1 als 
Strecke auftragen und den Endpunkt dieser 
Strecke mit J verbinden; danach betragt das 
StUtzenmoment unmittelbar rechts von (1) 

Mr - .. a. . 
l~l-a 

o ° (83 

Nachdem wir die beiden Stiitzeonmomepte der 
()!fllung I kennen, erhalten wir die elastische Linie 
der bffnung I als Biegelinie des einfachen Balk~ns, 
der an seinen Endquerschnitten mit den Stiitzen-

momenten und M~ == 1 belastet ist 

Fi!J. 25 
.7' 1.7 1(2 

f 

/ l'lg. 35 

Fig. 35 

ng. 31 

Fig-20' 

l'lg.Z8 

fig.Zg 

fig. .10 

Fig. Sf 
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Mit den oben eingdiihrten Bezeichllungen er
g-ibt sich jetzt am linken Auflager des einfachen 
Ba1kens 1: 

a) durch Mr = _a_ eine negative Drehung 
1 1- a 

= "-I a . al (Fig. 30), 
-a 

b) durch M~ = 1 eine positive Drehung = a2 

(Fig. 31). 

Die Summe beider Drehungen mua gleich tI't 
sein, d. h. 

tI'l = a2 - _"_a_ . at (84 I-a ..... 

Mit Riicksicht auf GI. (82) ist dann 

efl ' = a2 - _a_ . al '85 I-a ..... \ 

Fiihren wir (Fig. 32) einen Schnitt unmittelbar 
rechts des Pfeilers (1), entfernen Trager,l und be
lasten die beibeha1tene Konstruktion links des 
Schnittes mit dem rechtsdrehenden Schnittmoment 
Mi = 1, so sei 'il die dadurch bewirkte Drehung 
der festen Ecke (1) unmittelbar links des Pft-ilers 
(1), also die gemeinsame Rechtsdrehung des Pfei 
1ers (1) und des Tragers 1'. Die Rechtsdrehung efj ' 

erhalten wir nun, wenn wir als Belastung an 

Stelle von Ml = 1 das wirklich vorhandelle Mo-

ment der GI. (83) Ml = l~i einfuhren; es folgt 

dann 
".',_ a "I 
Vi - I-a "1 ...... (86 

Durch Gleichsetzen der Gl. (85) und (86) folgt 
jetzt die 

Hauptformel 

a=I."_-_a_2 - 1 ...... (87 
al -+- a2 + 'r 

Die hierin vorkommende, in Fig. 32 skizzierte 
gemeinsame Rechtsdrehung 1!1 des Pfeilers (1) 
und des Tragers I' im Punkte (1) infolge der Mo
menteneinheit ermitteln wir wie foIgt: 

Wir fiihren (Fig. 33) einen Schnitt unmittelbar 
links von (1) und belasten das jetzt freie, wegen 
der vorausgesetzten vertikalen Unverschiebbarkeit 
einfach gestutzte rechte Balkenende der Offnung 
l' mit dem Stutzenmoment 

Mi =.ui ......... (88 

ferner belasten wir den jetzt freien, wegen der 
vorausgesetzten horizontalen Unverschiebharkeit 
einfach gestutzten Kopf des Pfeilers (1) mit dem 
Pfeilerkopfmoment 

... (89 

In die beiden Ietztgenannten Momente Ml und 

Mi zerfitl1t nlimlich das St11tzenmoment Mi = 1 
beim Dberschreiten des Pfcilers (1) nach links. 
Der durch die Belastung Mi = pi am Balken I' 

entstehende Drehwinkel IiI betragt 

..... (90 

worin Ti derjenige Drehwinkel ist, welcher un
mittelbar links des frei aufliegenden Balkenendes 
(1) durch Belasten der Konstruktion links von (1) 

mit dem Moment M~ = 1 entsteht (Fig. 34) j desgl. 

betragt der durch die Be1astung Mf = (1 -,IIi) 
am einfach gestutzten Pfeilerkopf (Fig. 33) hervor

gerufene Drehwinkel lil 

Til = (1 - .uD . It . • • • . . . (91 

worin It derjenige Drehwinkel ist, welcher durch 
Mt = 1 erzeugt wird. Durch Gleichsetzen der 
Gl. (90) und (91) (da die Tangenten an die elasti
sche Linie des Tragers I' und des Pfeilers (1) im 
Punkte (1) sowohl vor wie nach der Drehung 
senkrecht aufeinander stehen, sind die beiden 
Winkel Iii am Trager und am Pfeiler einander 
gleich) erhalten wir jetzt: 

k 
I 11 

,Ill = --;k +~l - . . . . . . . (92 
I 1 

Diesen Wert in Gl. (90) eingesetzt gibt 

, .1- 1 I_ 
I -.ul· 'i-

k I 
Tl • 11 

Ii + Ii ..... (93 

worm .t nach den Formeln (41), (42), (49). (SO), 

(52), (53), (56) oder (57) bestimmt und li wie folgt 
ermittelt wird: 

Wir konstruieren die Momentenflache (Fig. 34 
und 35) am Trager I' infolge Ml = 1; die Schlua

linie derselben, welche durch die Strecke Mi = 1 
sowie den Fixpunkt l' bestimmt ist, schneidet auf 
der linken Auflagervertikalen das Swtzenmomcnt 

-1' a' ,ab. Belasten wir jetzt den einfachen Bal-
-a 

ken I' auf 2 Stutzen mit den beiden Stutzen-

momellten (1) und (1' a'-.d, so erhalten wir 

nach den Fig. 34, 36 und 37 den Winkel 'i zu 

1 _, a' I 

'I - fh -v=a;'/ll ..... (94 



Zur vollstandigell Bestimmung des gesuchtell 
Fixpunktabstandes a bleibe\l jetzt noch die Win
kel " und {1 der G1. (87) und (94) zu ermitteln. 

Bestimmung VOll "I lIud PI' 

Wir teiIen die Momentenfiache des mit dem 
linken Sttitzenmoment M1 = 1 belasteten einfachen 
Balkens I (Fig. 38) in lotrechte Streifen mit der 

rig. 38 
Breite J s und dem 
Abstande z von der 
rechten Stiltze; der 

lnhalt d Feiner 

E ~ T fachen (reduzier

ten) Streifenflache be
tragt 

Lis 
worin w=-f' 

w·z 
l-E (95 

Nach dem frtiheren Satz IV ist dann a1 gleich 
dem Auflagerdruck V1 , und 111 gleich dem Auf
lagerdruck V2 des mit den Kraften .iF belasteten 
Tragers 1, d. h. 

1 1 

"1 = V 1 = ~ d ~ . z = E \2 . ~ W . z2 . (96 

o 0 

(97 

Bestimmung von "2 und P2' 
AhnIich wie vor erhalt man die Winkel "2 und 

(12 au!'! der Belastung des einfachen Balkens I 

Fig,S9 

1~U" ') I ,,2 -'4 J 

I..... 't 

I I~ 
! -1A ~-4 
I 
I 

(Fig. 39) mit der E ~ f fachen (reduzierten) Mo

mentenfiache infolge M2 = 1 am rechten Auflager: 

Analog ergibt sich 

1 

(12 = V2 = ~ !.l<'..:.q -:::: 2;) 

o 
1 1 1 

= -~-. ~ w - E 2. l' ! w' z + E \2' ~ W • Z2 

o 0 0 

(99 

1st der Balken 1 symmetrisch in bezug auf 
Balkenmitte, so ist 

"1 = P2 •..•...• (100 

feruer geht aus dem Vergleich der Gl. (97) und (98) 
hervor' (wie tibrigens auch ohne weiteres aus dem 
Satze von der Gegenseitigkeit der Formanderun
gen), dai1 stets besteht 

"2 = PI ..•....• (101 

Nachdem wir die Winkel " und {1 ermittelt 
haben, setzen wir die Werte der Gl. (96) u. (98) 
in die Hauptformel (87) ein und erhalten: 

a= 

Hauptformel 

I 1 

I . ~ w' z - ~ w' z2 

o 0 
I 

! w.z+I.E'111 

o 

.. (102 

Mit Hilfe der Hauptformel (102) lai1t sich am 
kontinuierlichen Balken mit veranderlichem Trag
heitsmoment der Abstand a eines beliebigen Fix
punktes J aus dem bekannten Abstand a' des be
nachbarten linken Fixpunktes l' wie foJgt be
rechnen, wobei wir in der ersten OHnung links 
beginnen; es konnen folgende FaIle vorkommen: 

Linker Fixpunkt T in der ersten Offnung 
links: 

Fall!: 

Der Balken liegt an seinem linken Ende frei auf. 

Da (Fig. 32) der Tragerstumpf rechts des 
Punktes (1) in diesem Punkt nicht in Verbindung 
mit einer weiteren Offnung links steht, sondern 
dort frei drehbar ist, so wird 

a=O ......... (103 



FaJl 2: 

Der Balken ist an seinem linken Ende fest elll
gespannt. 

:lO 

Belasten wir das linke Widerlager (1) mit 

Mi = 1, so ist wegen der Starrheit desse1ben 

'11 = 0; aus der Hauptforme1 (102) fo1gt dann: 

I I 

1 . w . z -- ., w· z2 W . z2 )~ '-"~ ~.'1 

...... "'-I ' 
a o u .-1 ___ 0 /104 

I - I \ 

~w.z ~w.z 
o u 

Fall 3: 

Der Balken hat an seinem linken Ende eine elastisch 
drehbare Stiitze (Saule, Pfeiler): 

Dann ist die Drehung der linken Stiitze durch 

die Belastung MI = 1 gieich der Drehung des 

Pfeilerkopfes, und in Formel (102) ist 'jl = l~ Zll 

setzen, so da~: 

1 . ~ w . Z -- .I w . Z2 

I' I' I' 

I' . (I' . ~ '" ~ '\.." a')' w- 12·1'-a')· 'w'z+7 w, z2 
' ............. 

000 
£-:j! , (1' -a') -

(107 

Der Trager cler C>ffnung l' ist symmetrisch 
zu seiner Mitte: 

Dann ist nach Gl. (100) th' = "I'; setzen wir 
den Wert von P2' aus Gl. (96) und den Wert von 
~l' aus Gl. (97) in GL (94) ein, so fo1gt: 

I' I' 
,,\:'1 , ... .2.J W' z2- a' .~w.z 

o 0 
E·1' . (1' - a') 'i = ... (108 

1st dabei l' eine Endoffnung mit frei drehbarer 
StUtze links, d. h. mit a' c.= 0, so fo1gt aus Gl. (108): 

I 
'1 

I' 

~w.z:l 
o 
E·I'2 

Fall 2: 

. (108 a 

Die Stiitze (1) zwischen der Offnung I, in welcher J 
gesucht wird, und der benachbarten linken Offnung I' 
besteht aus einem mit dem Balken elastisch ver-

a 
(j U 
I 

(105 bundenen Pfeiler. 

,~w .z+I·E·,k 
~ I 

o 

Linker Fixpunkt J in einer beliebigen 
Mitte1i:iffnung und in der letzten ()ffnung 

rechts. 

Fall 1: 

Der Balken liegt auf der Stiitze (1) zwischen der 
Offnung I, in welcher J gesucht wird, und der be
nachbarten linken Offnung I' mit dem bekannten Fix-

punk tab stand a' frei auf. 

~ach der Definition des Winkels It.! ist dann 

'il = 'i (da in Gl. (93) pi = 1 wird) und aus der 
Hauptforme1 (102) erhalten wir: 

a 

I . ~ W· Z - ~ w' z2 

() 0 
I 

~ W • Z + 1 . E . 'i 
o 

worin 'i foigende \Verte haben kann: 

, .. (106 

Der Trager der bffrlung I' ist llnsymme
trisch zu seiner Mitte: 

Den Wert 1\ bestimmen wir nach Gl. (94), 

indem wir in 1etztere die Werte PI' nnd P2'der 
GL (97) u. (99) einsetzen, und erhalten: 

In dies em Fall gilt die unveranderte allge
mell1e Hauptforme1 (102), 

b) Rechte Balkenfixpunkte K. 

lFixpunktabstand b). 

Zur Bestimmung des Fixpunktabstandes b 
den ken wir uns an dem in Fig. 25 dargestellten 
Trager einen Schnitt unmittelbar reehts von (1) 
gefiihrt und die Konstruktion reehts des Schnittes 

mit dem Schnittmoment Mr = 1 be1astet (Fig. 40); 

Fig. 40 

':-;.r:1---~E 
I 1--6 
i----{----¥-~-

Fig. 41 

Fig. 41 a 



die Zweige cler elastischen Lillie ill den C)lj'nnngell 
1 und I" haben in (2) gemeinsame Tangente, so 
da~ 

"'2=,1/' ........ (109 

\Viederholen wir jetzt dieselben Gberlegungen 
wie zur Bestimmung von a, so crhalten wir aus 
Gl. (109) die 

Hauptformel 

b = 1 . _____ jlJ~ .. 
f11 + f12+ 'r 

. ... (110 

wonn 

Der in Gl. (111) vorkommende Verkleinerungs

koeffizient 1'2 beim Cberschreiten der Stiitze (2) 

durch ein Moment nach rechts betragt: 

k 
'2 . . . . (112 

In den Gl. (110) bis (112) bedeutet: 

l?r die gemeinsame Drehung des Pfeilers (2) und 

des Tragers I" in Punkt (2) durch Belasten der 
Konstruktion rechts von (2) mit einem Moment 

M~ = 1 nach Entfernen des Tragers 1 (Fig. 41 I, 

,t die Drehung des Kopfes von Pfeiler (2) durch 

ein Pfeilerkopfmoment l\l~ = 1 (Fig. 41 a), und 

T~ die Drehung in (2) des Balkens rechts von (2) 

durch ein Moment M2 = 1 (Fig. 41 a). 

Der Drehwinkel It wird je nach dem Fall al1S 

den Formeln (41, 42, 49, 50, 52, 53, 56 oder 57) er

mittelt'; T~ folgt analog wie TJ (siehe GJ. [94]) zu: 

b" 
. 1" _ bl! . U2 11 (113 

Mit den Wert en von f1I aus Formel (97) und jJ~ 

aus Formel (99) geht die allgemeine Hauptformel 
(110) in die 

Hauptformel 
I I 

1 ."\~ w . z ~ ,\'I w . z~ 
....;;...J ....;;...J 

b= U 0 
1 1 

. (114 

I ·'\v~ ''Iw . z +1· E. ,*r 
~ ~ " o 0 

tiber, mittels welcher wir am kontinuierlichen 
Balken mit veranderlichem Tragheitsmoment den 
Abstand b eines beliebigen Fixpunktes K aus dem 
bekannten Abstand. bl! des benachbarten rechten 
Fixpunktes Kif berechnen, wobei wir in der letzten 
Offnung rechts beg-inn en: 

Rechter Fixpunkt K in der letzten (){fnung 
rechts. 

Fall 1: 

Der Balken Iiegt an seinem rechten Ende frei auf: 

Dann ist 

b = O. (115 

Fall 2: 

Der Balken ist an seinem rechten Ende fest ein
gespannt: 

Dann ist Ir = 0 und aus Hauptformel (114) 

folg-t: 

b 

1 

l.~w • z 

o 

1 
,,'I 
-~w 

o 

Fall 3: 

• z2 

. . (116 

·z 

Der Balken hat an seinem rechten Ende eine 
elastisch drehbare Stiitze (SauIe, Pfeiler): 

Dann ist 72' gleich der Drehung Tt des Pfei
lers (2), und wir erhalten: 

.~ w. z - ~w. z2 

b o 0 
"-~I--~-- - j-- -- - ---- -. (117 

1 . ~ w - '-~ w . z + I . E . Ik 
....;;..J ~ 2 

u U 

Rechter Fixpunkt K in einer bel'iebigen 
Mittel6ffnung und In der ersten bffnung 

Ii n ks . 

Fall 1: 

Der Balken liegt auf der Stiitze (2) zwischen der Off
nung 1, in welcher K gesucht wird, und der benach
barten rechten Offnung 1" mit dem bekannten Fix-

punktabstand bl! frei auf. 

Nach der Definition des Winkels Ir ist dann 

12"= T2, und nach der Hauptformel (114) erhalten 
wir: 

I 

.~ W . Z - ~w . z2 

b o 0 . (118 1 ---. ~f - - ~ .-- ----~-

.~w - ~W'z+1.E'12 
o U 

Den in Gl. (118) vorkommenden Wert 12 be

stimmen wir nach Gl. (113), indem wlr III letztere 



"I" aus Gl. (96) und ((2" aus Gl. (98) einsetzen; 
wir erhalten dann sowohl ftir den svmmetrischen 
v,"ie unsymmetrischen Trager: 

1~ = . " (119 

1st dabei 1" eine Endoffnung mit frei drehbarer 
Stiitze rechts, d. h. mit b" = 0, so foJgt aus Gl. (119): 

1" 

~w.z:' 
o 
E·l"2 

Fall 2: 

..... (119 a 

Die Sttitze (2) zwischen der Offnung 1, in welcher K 
gesucht wird, und der benachbarten rechten Offnung 
1" besteht aus einem mit dem Ba1ken e1astisch ver-

bundenen Pfeiler: 

Dann gilt die unveranderte allgemeine Gl (114). 

2. Sonderfiille. 
Als Sonderfalle des vorhergehend behandelten 

kontinuierlichen Balkens mit beliebig verander
lichem Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren 
Pfeilern betrachten wir den kontinuierlichen Bal
ken mit konstantem,jedoch von C>frnnng zu 6fr
nung sprungwelse veral1llerlichem Tragheits
moment, und den kontinuierlichen Balken mit 
tiber seiner ganzen Lange konstantem Tragheits
moment. 

In den nachstehenden Forme!n bedeutet T das 
konstante Tragheitsmoment in der 6frnung 1, in 
welcher die Fixpunktabstande a und b gesucht 
werden, wahrend T' das konstante Tragheitsmo
ment in der linken Nachbarofrnung I' und T" das 
konstante Tragheitsmoment in der rechten Nach
barofrnung 1" bezeichnet. 

Die in den Hauptformeln (87) und (110) vor
kommenden Winkeldrehungen a und {J ermitteln 
wir als die Auflagerdriicke (Satz IV) am frei auf
liegenden Balken (1) (2), welcher mit der aus der 
Dreiecksmomentenflache infolge Ml = 1 bezw. 

M2 = 1 abgeleiteten ~T -fachen (reduzierten) 

Ylomentenflache belastet ist; da nun T in der be
trachteten 6frnung konstant vorausgesetzt wurde, 
so ist die reduzierte Momentenflache ebenfalls 
ein Dreieck und wir erhalten: 

und 

a) Kontinuierlicher Balken mit konstantem, jedoch 
von 6ffnung zu Offnung sprungweise veriinder

lichem Tragheitsmoment. 

Linke Balkenfixpunkte J. 
Setzen wir die soebel1 ermitteltel1 Drehwinkel 

"1 U. «2 in die Hauptformel (87) ein, so ergibt sich 
fiir den Abstand a der Iinken BaIkenfixpunkte 
J die Hauptformel: 

j2 

3·1 +6· T~-E' T*I-
1 

a= (120 

hierin ist 1{1 nach Gl. (93) und in Ietztere 1i nach 
Gl. (94) einzuftihrel1. 

Erste 6ffl1ung links. 

F a II 1: Liegt der Balken an seinem linken 
Ende frei auf, so ist 

a=O. 

Fall 2: 1st der Balken an seinem linken Ende 
fest eingespannt, so ist 

1 
a=3' 

F a II 3: Hat der Balken an seinem linken 
Ende eine elastisch drehbare Stiitze, so ist 

12 
a = k .•.•• (121 

3·1+6·T·E·11 

Beliebige MitteIoffnung und letzte 
bffnung rechts. 

F a Ill: Liegt der Balken auf der Sttitze (1) 
zwischen der Ofrnul1g 1, in welcher J gesucht 
wird, und der benachbarten linken 6frnung I' mit 
dem bekannten Fixpunktabstand a' fre i auf, so 

ist in Gl. (120) 1;1 = I; zu setzen, wobei 1; nach 

Gl. (94) den Wert hat: 

11 _ l' . (2 . I' -- 3 . a') 
1 - 6· E . T' . (1' - a') . (121 a 

Diesen Wert in die Gl. (120) eingesetzt gibt: 

}2 

a=-,' l"~~'1'-3'a') T .. (122 
.l . 1 + l' __ a' . r" 

1st dabei I' eine Endofrnung mit frei drehbarer 
Stiitze links, d. b. mit a' = 0, so folgt: 

(122a 

F a II 2: Besteht die Sttitze (1) zwischen der 
6frnung 1, in welcher J gesucht wird, und der be
nachbarten linken 6frnung l' aus einem mit dem 
Balkel1 elastisch verbundenen Pfeiler,so ist 

in Gl. (93) der Wert von 1\ aus Gl. (121 a) einzusetzen, 



wobei wir in Gl. (93) zur Vereinfachung Zahler 

und Nenner clurch 1~' '\ cliviclieren; es ist: 

womit wir durch Einsetzen in Gl. (120) erhalten: 

a= --~-~~ (123 

1st dabei I' eine Encloffnung mit frei clrehbarer 
Stutze links, d. h. mit a' = 0, so folgt: 

12 
a= (123a 

Rechte Balkenfixpunkte K. 

Setzen wir die oben ermittelten Drehwinkel 
Pt uncl f/2 in die Hauptformel (110) ein, so ergibt 
sich fUr den Abstand b der rechten Balken
fixpunkte K die HauptformeI: 

b= 
p 

3·I+6·T·E.,2'" 
. . . . (124 

hierin ist 121' nach Gl. (111) und in Ietztere 12 
nach Gl. (113) einzufiihren. 

Letzte Offnung rechts. 
Fall 1: Liegt der Balken an seinem rechten 

Ende frei auf, so ist 

Fall 2: 1st der Balken an seinem rechten 
Ende fest eingespannt, so ist 

1 
b=3 . 

Fall 3: Hat der Balken an seinem rechten 
Encle eine elastisch dreh bare Stiitze, so ist 

12 
b = ---1<- .... (125 

3·1+6·T .E'12 

Beliebige Mitteloffnung und erste 
Offnung links. 

Fall 1: Liegt del' Balken auf der Stiitze (2) 
zwischen der Offnung I, in welcher K gesucht 
wird, und der benachbarten rechten Offnung 1" 
mit dem bekannten Fixpunktabstand b" frei auf, 

so ist in Gl. (124) 12" = '2 zu setzen, wobei 12 
nach Gl. (113) den Wert hat: 

Diesen Wert 111 die Gl. (124) eingesetzt gibt: 

12 
b= -1".(2.1,i---':'3.b") t .. (126 

3·1+ - F''::':::b,,--'Ti; 

1st dabei 1" eine Endoffnung mit trei drehbarer 
Stiitze rechts, d. h. mit b" = 0, so folgt: 

12 
b = - -------------y-

3 . 1 + 2 . I" . -
T" 

(l26a 

Fall 2: Besteht die Stiitze (2) zwischen der 
Offnung 1, in welcher K gesucht wird, und del' 
benachbarten rechten bffnung I" aus einem mit 
dem Balken elastisch verbundenen Pfeiler 

so ist in Gl. (111) der obige Wert von 12 ein
zusetzen, wobei wir in Gl. (111) zur Vereinfachung 

Zahler und Nenner durch 1~ . 12 dividieren; es ist 

womit wir durch Einsetzen in Gl. (124) erhalten: 

b = 12 ____________ _ 

3·1 + - _ 1 ~----lii=-lJil-- t i , 

6 . T~E: 1~ + -I".-(2· 1" - 3 . b") T 

(127 
1st dabei 1" eine Endi.iffnung mit frei drehbarer 
Stiitze rechts, d. h. mit h" = 0, so folgt 

b = -~ -------
3·1+ 

12 

1 1 Til 
-------+~ .-

6 . E . T . 1~ 2 . I" T 

(127a 

b) Kontinuierlicher Balken mit konstantem Trag
heitsmoment auf die ganze Balkenliinge. 

Urn die link en und rechten Fixpunktabstande 
a und b am kontinuierlichen Balken mit durch
gehend konstantem Tragheitsmoment T zu er
halten, setzen wir in den unter a) fiir konstantes, 
jedoch von Offnung zu bffnung sprungweise ver
anclerliches Tragheitsmoment abgeleiteten For
meln T = T' = T", wodurch sich dieselben ent
sprechend yereinfachen. 

K a pit e 1 III. 
Ermittlung der Pfeilerfixpunkte bei senk

rechter Balkenbelastung (pfeiler unbelastet). 
I. Fixpunkt am unbelasteten Pfeiler mit Ful3-

einspannung. 
"Vir den ken uns den Pfeiler am Kopfe clurch 

einen Schnitt vom Balken getrennt, mit dem durch 
clie Balkenbelastung hervorgerufenen Pfeilerkopf
moment (Schnittmoment) Mk belastet unci wegen 
cler voransgesetzten horizontalen Unverschiebbar-
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keit des Pf'eilerkopfes in einem Kopfgelel1k ge
lagert. Del' am Kopfgelenk auftretende horizon
tale Auflagerdruck sei Mk. Hm', worin Hm' den 
Auflagerdruck durch ;\lk = 1 bedeutet. Das Mo
ment M in einem beliebigen Pfeilerquerschnitt im 
Abstand y Yom Kopfgelenk betragt dalll1, wie an 
Hand der Fig. 17 a und 17 b ersichtlicb: 

M=Mk-Mk·Hm'·y ..... (128 

Um die Nullpunkte del' durch Gl. (128) be
stimmten Pfeilermomentenflache zu ermitteln, 
setzen wir M = 0; dann foIgt aus Gl. (128) der 
Abstand Yo der N ullpunkte yom Kopfgelenk zu: 

1 
Yo = Hmf .... (129 

Diese Gleichung ist vom. ersten Grade, wes
halb nur ein Momentennullpunkt vorhanden ist. 

1st das Tragheitsmoment T, auf der 
Strecke h konstant und auf der Strecke f 
s e h r gr 0 i.\ (Fig. 17), so erhalt man fUr diesen 
Fall Yo aus Gl. (129) durch Einsetzen des 'Vertes 
En,' aus Gl. (40) zu: 

2 . h2 + 6 . h . t + 6 . f2 
YO=---3.--11+ 6 '{-- ... (130 

Bei Mittelpfeilern mit verhaltnismiH3ig groger 
Hube h oder bei grogem Pfeilertragheitsmoment 
Ts und niedrigem Balken (kleinem Balkentrilg
heitsmoment), sowie stets bei Endpfeilern kann 
man f = 0 und h gleich der Entfernung zwischen 
der Einspannungsstelle und dem Schnittpunkt \,on 
Balken- und Pfeilerachse setzen; dann folgt mit 
f=:O aus GI. (130): 

2 
Yo =3 . h ........ (131 

Hat der Pfeiler veranderlic11es Trag
heitsmoment, so erhalten wir durch Eil1setzen 
des Wertes Hm' aus GI. (48) in GI. (129): 

h 
,., dS 

~ T, 
Yo = .Jl. .--

h 

~ LiS. 
~ Ts 
o 

. (f + y)2 

..... (132 

und nil' f = 0 (vergl. oben) 

h 

~ 
.J S . y2 
'f; 

0 
yo= h 

. _ ..... (133 

~ 
Lis 

'L 'y 
0 

Nach den Formein (130) bis (133) ist die Lage 
der Momentennullpunkte 'VA, 'VB, We und WD 
der Pfeiler A, B, C und D (Fig. 1) unabhangig 
vom Kopfmoment und nur abhangig von den 
Abmessungen der Pfeiler; die Punkte WA, WIl, 
\Vc und WD sind daher feste Punkte oder 
Fixpunkte. 

II. Fixpunkt am unbeiasteten Pfeiler mit 
Fu(\geienk. 

Die Momentenflache des sowohl am Fuf3e wie 
am Kopfe gelenkartig gelagerten und mit dem 
Kopfmoment Mk belasteten Pfeilers besteht au;; 
einem Dreieck, dessen Momentenordinate am 
Pfeilerkopf gleich Mk und am Fu~ gleich Null ist. 
Am Pfeiler mit FuGgelenk fallt also der Pfeiler
fixpunkt mit dem Fuggelenk zusammen. 

Kapi te 1 IV. 
Ermittlung der Verkleinerungskoeffizienten fA. 

Die in der Einleitung angefuhrten Koeffizien
ten I-l werden wr Bestimmung der Momenten
I-lachen beniitigt. 

I. Graphische Bestimmung der Koeffizienten Ik: 
Nach Gl. (:i) erhalt man durch Einsetzen \,on 

Mb=BB' und 1\1]')=BB" (Fig. 1): 

1_ BB' 
,uB - -BB" .. .... (134 

Um clas Verhaltnis del' vorlaufig noch unbe
kannten Grogen' BB' unci BB" durch dasjenige 
von bereits bekannten Konstruktionslinien - Ab
schnitten allgemcin auszudriicken, beachten wil', 
dag im elastischen Tangentenpolygon (Fig. 6) das 
Produkt von B2B2' mit der Polweite H = 1 gleich 
dem statischen Moment der Kraft F2', und daG 
das Produkt von B2B21t mit der Polweite H = 1 
gleich dem statischen Moment der Kraft (F3' + F/) 
in bezug auf die verschrankte Drittellinie bei B 
ist, d. h. 

(135 

und 

(136 

Aus den GI. (135) u. (136) folgt durch Division: 

B B ' F' vI 2 2 _ 2 1-2 

B;B21t - FB' +Fl' -vf~; . (137 

In vorstehende Gleichung setzen wir die Werte 

von vi2 und v~_2 aus den Gl. (12) u. (13) ein; 

wir erhalten: 

(13i 



tHe in C1. (138) vorkommenden reduziertell 
Momentenflachell F 3' ulld (F 3' + F D der Fig. 1 
kOnnen wir an Hand der reduzierten Momenten
flache der Fig. 12 ermitteln, wenn wir in der letz
teren h durch die der Fig. 1 entnommenen 1'10-
mentenordinaten BB' bezw. BB" ersetzen; dann 
erhalten wir: 

und 

I, 
_~B' _~ ,/~' z .. (139 
E·I"~ T 

- 0 

I. I. 
~ Js·z·BB" BB" ~js· z 

Fs'+F4'= ~ E·T·r;- =1:[:""1; . ~T- • (140 

o 0 

Setzen wir die Werte dieser beiden Gleichungen 
in Gl. (138) ein, so folgt: 

= fl:~ .. (141 

. . . . (142 

Da nun die Konstruktionslinien der Fig. 7, 
we1che zu den Fixpunkten mhren, in demselben 
Verhaltnis zueinander stehen wie die entsprechen
den Seiten des elastischen Tangentenpolygons der 
Fig. 6, so ist auch: 

B2B2' _ B4B4' 
B)3~'-' - 'l3l3i' ...... (143 

und der Wert .uk ergibt sich schlie~lieh zu: 

..... (144 

d. h. man erhalt graphisch .uk aus den Konstruk
tionslinien der Fixpunkte (Fig. 7) durch Abmessen 
der Strecken B4B4' und B4Bt auf der versehrank
ten Drittellinie und Einsetzen dieser Strecken in 
Gl. (144). Dabei ist zu bemerken, da~ der Ver-
kleinerungskoeffizient .uk beim Oberschreiten der 
Stiitze B nach links aus dem Viereck U'-'B4'PT" 
hervorgeht, welches zur Konstruktion des Fix
punktes J2 r e c h t s von B fiihrt. 

Analog erhalt man den Verkleinerungskoeffi
zienten.un beim Oberschreiten der Stiitze B n a c h 
r'echts aus dem Viereck T"Bt'P'U" (Fig. 7), 
welches zur Konstruktion des Fixpunktes K1 
links von B fiihrt, und zwar ist: 

r _ B4Bt' 
JIB - BJ37'" . . . . ... (145 

An den iibrigen elastisch drehbaren Mittei· 
pfeilern C und D ergeben sich die Verkleinerungs
koeffizienten beim Oberschreiten derselben nach 
links und reehts in der genau gleichen einfachen 
Weise aus Fig. 7, in welcher aIle nOtigen Kon
struktionslinien ersichtlich sind. 

Liegt der Balken an einer 1'1ittelstutze frei 
auf, beispielsweise in B, so faIlt der Punkt P 
(Fig. 6) mit B2', und damit B2" ebenfalls mit B2' 

zusammen; dann erhalten wir fur diesen Grenz
fall : 

(146 

d. h. die Balkel1momente unmittelbar links ul1d 
reehts der Auflagersenkreehten dureh B sind ein
ander gleich. 

Da die zwei Strecken, als deren Verhaltl1is 
die Verkleinerungskoeffizienten .u ausgedriickt 
sind, sich aus den KOl1struktionslinien zur Be
stimmung der Fixpunkte ergeben, so gilt die vor
stehend erlauterte graphische Ermittlung dieser 
Koeffizienten fur den kontinuierlichen Balken aut 
elastiseh drehbaren Stutzen mit beliebig ver
il11 d erli che m, s pru n gw ei s eve ran d e rli_c hem 
und konstantem Tragheitsmoment . 

II. Analytische Bestimmung der Koeffizienten ,u •• 
1st eill Stutzenmomellt uber einell Pfeiler 

(Sanle) hillweg Jortzupflanzen, so ermittelll wir 
die entsprechenclen Koeffizienten ,Ii naeh den all
gemeinen Formeln (92) nnd (112). 

Die Multiplikation des iiber einen Pfeiler 
hinweg fortzupflanzenden Stutzenmomentes mit 
dem entsprechel1den Koeffizienten It kann man 
elltweder rechnerisch vornehmen oder auch gra
phisch wie folgt ausfiihren: 
a) Wurde ,LI graphisch als Verhaltnis von zwei 

Strecken aus den Konstruktionsliniel1 zur gra
phischen Bestimmung der Fixpunkte ermittelt, 
so erhalten wir beispielsweise in Fig. 1 das 
Produkt ;ltk . BB" = BB' beim Uberleiten- :des 
StUtzenmomentes BB" uber den Pfeiler B in 
die linke NachbarMfnung, indem wir (siehe 
Fig. 1) auf der Senkrechten durch B die der 
Fig. 7 entnommene Streeke B ./B; von B aus 
auftragen, aus dem Endpunkt der letzteren 
als Mittelpunkt mit einem Radius gleieh der 
aus Fig. 7 entnommenen Strecke B.jB~ einen 
Kreisbogen schlagen und an letzteren von B 
aus eine Tangente ziehen; tragen wir j etzt auf 
der Senkrechten durch B (Fig. 1) von B aus 
die Momentenordinate BB" auf, so ist das Lot, 
welches wir yom Endpunkt dieser Strecke auf 
die vorgenannte Tangente fallen, gleich dem 

Produkt .uk' BB". 

3* 
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b) Wurde derKoeffizient,uk im vorgenannten Falle 
des Oberschreitens des Pfeilers B durch das 
Stiitzenmoment BB" rechnerisch als Zahl er
mittelt, so tragt man zur Bestimmung des 
vorbeschriebenen Verwandlungswinkels (Fig. 1) 
auf der Senkrechten durch B in beliebigem 
Ma~stabe die Zahl Eins auf, schlagt aus dem 
Endpunkt dieser Strecke mit der in demselben 
Ma~stabe abgegriffenen Zahl ,uk als Radius 
einen Kreisbogen und zieht an letzteren von 
B aus dne Tangente; die graphische Multipli
kation erfolgt dann wie vorhin unter a). 

SonderfaIl: 
Der kontinuierliche Balken besitzt an einem Ende 
einen belasteten Ausleger, d. h. es wird an einem 
Ende ein Moment in die Konstruktion eingeleitet. 

Der in Fig. 42 dargestellte kontinuierliche 
Balken ABC auf den elastisch drehbaren Pfeil ern 

~I'-------~------~~----~----~ 

36 

A und B und der frei drehbaren Stiitze C, an 
welcher der Balken festgehalten ist, besitzt an 
'seinem linken Ende einen Ausleger, auf welch en 
die beliebige Belastung P aufgebracht ist. Die 
Belastung P erzeugt im Querschnitt unmittelbar 
links von A das Kragrnoment M~, welches sich 
nach rechts iiber den Balken und die Pfeiler fort
pflanzt und dabei die in Fig. 42 skizzierte Mornen
tenflache hervorruft. Beim Oberschreiten des Pfei-
lers A nach rechts spaltet M~ sich zunitchst 111 

das Stiltzenmoment unmittelbar rechts von A: 

:ftIA =,uA' M~ 

und in das Pfeilerkopfmoment 

M~ = (1 -,u~<\) . M~, 

worin filr ,ill. nach Gl. (112) einzusetzen ist: 

lk 
r A 

i'A = -{+-ri . 
Wilrde der Balken in A frei aufliegen, so 

waren die beiden Stiitzenmomente unmittelbar 
links und rechts von A einander gleich. 

Kapitel V. 

Ermittlung· der Momente, Horizontalschiibe, 
Querkdifte und Auflagerdriicke am konti
nuierlichen Balken auf elastisch drehbaren 
Pfeilern mit horizontal unverschieblichen 
Pfeilerkopfen infolge lotrechter Balkenbe-

lastung. 

1. Momente am Balken. 

1. Entwicklung des Verfahrens. 

Das Verfahren, welches wir zur Bestimmung 
der Momente alI\. kontinuierlichen Balken infolge 
lotrechter Balkenbelastung an wenden, entwiCkeln 
wir an dem in Fig. 1_ dargesteUten kontinuier
lichen Balken mit beliebig 'veranderlichern' Trag
heitsmoment auf elastisch drehbaren. Pfeil ern 
mit horizontal unverschieblichen Pfeilerk6pfen, 
welcher in der zweiten bffnung mit den belie
bigen Kratten Pi' P2 und Pg belastet ist. 

Wir nehmen an, die Balken- und Pfeilerfix
punkte sowie die Verkleinerungskoeffizienten I-' 
seien nach den vorhergehenden Kapiteln ermittelt; 
es ist dann, wie bereits frilher erwahnt, leicht, die 
gesamte Mornentenflache zu bestimmen, sob aId in 
der belasteten bffnung die beiden Stiltzenmomente 

ME = BB" lind Mh = CC" (Fig., 1) ermittelt sind. 
Wir setzen diese Momente vorlaufig als bekannt 
voraus, ziehen die Schlu~linie B"C" (Fig. 1), be
stimmen deren Schmttpunkte 12' und K2' mit den 
Vertikalen durch die Fixpunkte 12 und K2, ziehen 
die zwei sich kreuzenden und daher .Kreuz
linien" genannten Geraden B12' undCK2' undermit
teln die- Strecken kB = BB'" und kc = CC"', welche 
die Kreuzlinien auf'den Auflagersenkrechten durch 
B und C abschneiden und welche daher "Kreuz
linienabschnitte" genannt werden. Gehen wir 
jetzt den umgekehrten Weg und tragen (Fig. 1) 
die nach irgend einem Verfahren ermittelten 
Kreuzlinienabschnitte kB = BB'" und kc = CC'" 
auf den Auflagersenkrechten durch B und Cab, 
ziehen die Kreuzlinien BC'" und CB'" und be
stimmen die Schnittpunkte 12' und K2'. derselben 
mit den Vertikalcn durch J~ mid K2, SO schneidet 
die Verbindungslinie l2'K2' die Stiitzenmomente 
BB" und CC" auf den Vertikalen durch B und C 
ab und bildet daher die Schlu~linie der belasteten 
bffnung. 

Zur Bestimmung dieser Kreuzlinienabschnitte 
stellen wir die folgenden Beziehungen fest' zwi
sChen den Strecken BB'" und BB"I bezw. CC" 
und CC'" der Fig. 1 und den Str.ecken BlB!" 
und BtBt' bezw. C1Cl " und CtCt"'. welche in 
Fig. 6 von den Seilseiten e und t des -elastisch~n 
Tangentenpolygons auf den Vertikalen durch B 
und C abgeschnitten werden 

Bezeichnen wir lFig. 1) den Abstand des 
linken bezw. des rechten Fixpunktes der zweiten 



'!.7 

Oltnung vom benachbarten Auflager mit a2 bezw. 
bz, so folgt aus dem uberschlagenen Viereck 
BBllJ2IC"C"I; 

BB" a2 
(:11(:111 - 1;--= a2 . . . . . . (147 

und aus dem uberschlagenen Viereck CCIIK2'BII B'" 

Desgleichen erhalten wir aus dem uberschlagenen 
Viereck BtBd2C1Ctl der Fig. 6: 

B1Bt _ a2 
C1C{1 -12~ a2 . . . . . (149 

und aus dem tiberschlagenen Viereck C(C1K2BjB(' 

C1Ct _ b2 

-B1Bt' -12-])2 
..... (150 

Setzen wir die Gl. (147) u. (149) sowie die Gl. (148) 
und (150) einander gleich, so folgt: 

BBII BB" _ 1 1 

C'IC"':- C l C1'" 
• . • . . (151 

und 

. (152 

Aus den Gl. (151) u. (152) erhalten wir schliefilich 

und 

Um die in den Gl. (153) und (154) vorkommen
den Verhaltnisse naher auszudrucken, beachten 
wir, dafi in Fig. 6 die mit der Polweite H = 1 
multiplizierte Strecke B1Bt, welche durch die 
zwei von der Kraft (Fg' + F4') ausgehenden Seil
seiten c und e auf der Stutzensenkrechten durch 
B abgeschnitten wird, gleich dem statischen Mo
;nent der Kraft (Fa' + F l ') in bezug auf B ist, d. h. 

BlBt = (Fg' + F4')' dh ..... (155 

desgleichen ist die mit der Polweite H = 1 multi
plizierte Strecke ClCt, welche durch die zwei 
von der Kraft (F(i + F7') ausgehenden Seilseiten 
fund h auf der StUtzensenkrechten durch C ab
geschnitten wird, gleich dem statischen Moment 
der Kraft (F6' + F7') in bezug auf C, d. h. 

C1 C{ = (F6' + F7') • d!i ..... (156 

Die in Gl. (155) vorkommende, dem gesuchten 
StUtzenmoment BB" (Fig .. 1) entsprechende redu· 
zierte 'Momeritenflache (Fs'+ F 4') konnen wir an 

Hand der Fig. 12 ausdrucken, wenn wir in der 
letzteren h durch BBII ersetzen; wir erhalten 

12 I. , 
~ AS' z . BBII BB" ~..1 s . z 

(Fa' + F4') = ~ -E-.-T--;~-- = E .12 - • ~ -T-
o 0 

(157 

desgleichen konnen wir die in Gl. (156) verkom
mende, dem gesuchten Sttitzenmoment CCII (Fig. 1) 
entsprechende recluzierte Momentenfiache (F6' + F7') 
an Hand cler Fig. 9 ausdrucken, wenn wir in cler 
letzteren h clurch ce" ersetzen; wir erhalten: 

(158 

Setzen wir jetzt in die Gl. (155) und (156) clie 
Werte der Gl. (157) und (158) sowie die Werte 

von dh und d:; nach den Gl. (9) und (11) ein, so 
folgt 

oder 

..1s 
T 

I, 

12 
~ AS 
~ T' z . (12 - z) 

. z. _0 _________ _ 

~ A;.z 
o 

,"'..1s 1 ) ~ T ,z'(2- z 

B[Bt =-= BBII . - .0 --£'I~-.-·-- .. (159 

12 
CC'" ~~ CC"- j' , 

1 [ -If'I~' ~ 
II 

oder 

,I s (l~ - z) 
T- 12 

"'~ AS , -. \'10- z) 
~T " 

o 

. . (160 

Setzen wir darin abkiirzungsweise 

E·lz----=E. (161 

so erhalten wir aus den Gl. (159) und (160): 

BB"· 1 1 _ 
BB" -E 

(162 

und 

•...... (163 



38 

Fuhren wir die Werte der Gl. (162) une! (163) 
in die Gl. (153) und (154) ein, so folgt: 

< = C1Ct 
ce" (164 

Aus dieser Gleichung ergibt sich 

lind 
C:1IIClff/ 
kc- (166 

AliS den l~1. (165) lind (166) erhalten wir 
schlieGlich die gesuchten Kreuzlinienabschnitte 
kp, und kc zu 

und 

B __ l_"B}' __ " kp,= ...... (167 

C"C '" kc = - _l_'L_ ..•... (168 
E 

Die Zahler und Nenner der GJ. (167) und (168) 
haben folgende Becleutung: 

a) Die Seilseiten e und f, weJche sich auf der be
kannten Kraft F fJ ' kreuzen (Fig. 6), schneiden 
auf den Stutzensenkrechten durch B und C die 
Streck en Bl"E!,,' und CtC!'" ab; das Pro
L1nkt dieser Strecken mit der Polweite H = 1 
ist daher gleich dem statischen Moment del' 

1 
E . T fachen (reduzierten) Momentenflache 

F5 = BGC des einfachen Balkens BC in be
zug auf die beiden Auflager, d. h. 

(169 

und 

CtC(' = F,,' . f ...... (170 

b) Aus clem in Fig. 12 l:ingeschriebenen Inhalt 
des schraftierten Flachenstreifens erkennt man, 
dag der L1llrch G1. (161) bestimmte Wert von E 

gleich ist dem auf die StUtzensenkrechte durch 

B bezogenen statischen Moment des E ~ Tfachen 

Momentendreiecks B'iBr;'C f1 mit der SWtzen
ordinate h = 1 in B; desgleichen erkennt man 

aus Fig. 9, dag E ebellfalls gleich ist dem auf 
die Senkrechte durch C bezogenen statischen 

Moment des E :--t fachen l\Iomentendreiecks 

BaCo( ',,' mit der StUtzenordinate h = 1 in C. 

Jetzt konnen wir die Gl. (167) und (168) in der 
folgenden allgemeinen Form anschreiben; 

J 
Das auf die Senkrechte durch B I 
bezogene statische Moment der 

1 E-:r fachen einfachen Momen-

F.' . ~ l tenflache der belasteten Offnung 12 
kH - -" - - ---------------

- E - Das auf die Senkrechte durch B 
bezogene statische Moment der 1 
E ~ T fachen Dreiecksmomenten

flache BsB6'C6 , we1che eine in J. 
dieser Senkrechten gelegene 
Hohe h = 1 und eine Grundlinie 

g1eich 12 hat. 
(171 

{ 

Das auf die Senkrechte durch C I 
bezogene statische Moment der 

E ~ T fachen einfachen Momen-

F ' . ~' tenflache der belasteten Offnung 12 
kc = ~--- = --~------- - --- ----- -------

- i ! Das auf die Senkrechte durch C 1 
bezogene statische Moment der 

E~-T fachen Dreiecksmomenten-

1 
flache BoCoC,', we1che eine in! 
dieser Senkrechten gelegene 
Hohe h = 1 und eine Grundlinie 

. gleich 12 hat. 
(172 

In den Hauptgleichungen (171) und (172) 
kommen keine GroGen vor, we1che Bezug auf die 
elastische Verbindung zwischen dem Balken und 
den StUtzen haben. Die Kreuzlinienabschnitte 
sind desha1b dieselben sowoh1 am kontinuierlichen 
Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern als 
auch am frei aufliegenden kontinuierlichen 
Balkell; die Momentenflachen dieser beiden Tra
ger unterscheiden sich nur dadurch, daG die Mo
mente unmittelbar links und rechts einer StUtze 
am ersteren Trager einander ung-leich und am 
letzteren Trager einander g1eich sind. 

Auf Grund der allgemeinen Gl. (171) und (172) 
wollen wir l1un die Formeln zur Bestimmung del' 
Kfeuzlinienabschnitte bei Belastung des Balkens 
durch eine Einzellast ermittell1, woraus die gra
phische Ermittillng der Kl'euzlinienabschnitte her
vol'geht. 

2. Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte am kon
tinuierlichen Balken mit beliebig veranderlichem 
Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern 
mit horizo:1tal unverschieblichen Pfeilerkopfen, so
wie am frei aufliegenden kontinuierlichen Balken 

mit belie big veranderlichem Triigheitsmoment. 

Die Belastung bestehe aus einer Einzellast P 
im Abstande x vom linken und x' vom rechten Auf
lager der belasteten Offnung (Fig. 16). Wir haben in 
Fi~. 16 den gleichen Trager gewahlt wie in Fig. 1, 



um die bereits gezeichneten Momentendreiecke 
und Kraftepolygone der Fig. 9 und 12 benUtzen 
zu k5nnen. Das einfache Momentendreieck BGC 
der belasteten 6ftnung BC sowie die ent
sprechende reduzierte Momentenfiache BG'C 
wurde in Fig. 43 besonders herausgezeichnet und 
in Flachenstreifen eingeteilt mit den Inhalten 

und 

i = y. ~2. K~.~ d S auf der Strecke x, 

i' = X~ d S auf der Strecke x'. 
x'·E·T· 

Um nun einen .analytischen Ausdruck fUr die 
Kreuzlinienabschnitte kB und kc nach den allge
meinen Formeln (171) und (172) zu erhalten, bilden 
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wir zunachst den Zahler dieser Gleichungen, indem 
wir das statische Moment der Flachenstreifen i' 
und i anschreiben und dabei Uber die Strecken 
x' und x getrennt summieren; den Nenner E der 
Gl. (171) und (172) libernehmen wir aus GI. (161). 
Wir erhalten: 

x' I 

~ i'· (12 -- z) + ! i . (12 - z) 

kH ==~) _ X, 

und 

,~ ~, 
... ",/'z+ ~ i·z 

kc=-_o x' . (174 

Setzen wir die Vverte von i und i' in diese 
Formeln (173) und (174) ein, so erhalten wir 

und 

11 
,., z· d s . z + ~ v . (I~ --- z) ~..Is. . z 
..;.. y' x'. E . T ~ J X • E . T 

kc=_o __ x' 
1. 

(17b 

~~~ 
o 

E .12 

Es sei H die Polweite des Kraftepolygol1s 
(Fig. 16a), welches der einfachen Momentenflache 
BGC der belasteten zweiten 6ftnung zugeordnet 
ist; das Moment in der Kraftrichtung betragt dann 

r ·x· x' H 'y'= ---
12 

woraus 
P- x·x' 

Y - ~H.12-· 

Flihren wir diesen Wert in die Gl. (175) und (176) 
ein und dividieren Zahler und Nenner durch 12) 
so erhalten wir schliemich 

und 

P 
kc= H 

X· 

x' 

'y 
..0...1 

0 

,I s' z ; (12 - z) 
E· 'f-:-f22 

(177 

(178 

Die Zahler und Nenner der GI. (177) und (178; 
konnen wir auf folgende Weise deuten: 

a) Bedeutung des Zahlers von GI. (177): 
Wir denken Hns den einfachen Balken BC in 

C mit dem Stlitzenmoment Me = 1 belastet und 
ermitteln die Durchbiegung se des Balkens in der 
Hichtung von P infolge der Belastung Me = 1. 
Die einfache Dreiecksmomentenflache, reduzierte 
Momentenflache, elastische Linie und Durchbie
gung sc des mit Me = 1 belasteten einfachen Bal
kens BC ist durch Fig. 9 dargestellt, sofern wir 
in derselben h = 1 setzen. Die gesuchte Durch
biegung sc erhalten wir jetzt nach dem frliheren 
Satz III wie'folgt als clas Balkenmoment im An
griftspunkt von P infolge Belasten des Balkens 
BC mit cler vorgenannten reduzierten l\r1omenten
fl'tche. Die Flachenstreifen der reduzierten Mo
mentenfiache B5YC5"C" auf cler Strecke x' erzeu-. ---E·l~ 

(175 gen in B einen Auflagerdruck 
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und daher em Moment M' an der Angriffsstelle 
von P 

Xl 

M'=VB'x=x' ___ 2 __ _ ~ d s • (J. ~- z) . Z 

E·T·lo2 
o -

desgleichen erzeugen die Flachenstreifen der 
Strecke x einen Auflagerdruck Vc in C: 

und daher ein Moment M" an der Angriffsstelle 
von P 

Nach dem vorgenannten Satz III erhalten 
wir jetzt: 

sc =M' +;\1" 

.J s' (12 - z)2 
E· T '1~2 

(179 

Der Ausdruck fUr sc in Gl. (179) stimmt mit 
dem Zahler von Gl. (177) uberein. 
b) Becleutung cles Nenners von Gl. (177): 

Der Nenner von Gl. (177) ist nach GI. (98) 
identisch mit clem in Fig. 9 eingetragenen Dreh
winkel aBC am link en Ende B des einfachen 
Balkens BC infolge cler Belastung Mc = 1. 

Auf ana loge Weise kann man zeigen, daG der 
Ausclruck fUr die Durchbiegung SB (im Angriffs
punkt von P) an clem in B mit clem Stutzenmo
ment MB = 1 belasteten einfachen Balken BC mit 
clem Zahler von Gl. (178) Ubereinstimmt, und daG 
cler Nenner von GJ. (178) iclentisch ist mit dem 
(in Fig. 12 eingeschriebenen) Drehwinkel {JCB in C. 

Fiihren wir j etzt die VI! erte SC, aBC, SB, {JCB 

in clie Gl. (177) und (178) ein, so erhalten wir 

und 

P 
kB= H 

sc ....... (180 
aBC 

P SB kc= ..... 
H {JCB 

In Gl. (180) setzen wir nach Fig. 9 ein 

tc 
tg aBC =-

12 

. (181 

und in Gl. (181) nach Fig. 12 

tB 
tg flCB = J;' 

worin tg aBC = <tBC und tg {JCIl = {JCIl gesetzt wer
clen kann, weil aBC und {JCB sehr klein sincl; wir 
erhalten clann die folgenden allgemeinen Aus
drucke fUr clie Kreuzlinienabschnitte kB und kc: 

]., P . 8 
kB = SC· t~ .. H ...... (1 2 

und 

kC=SB· IL .. P ...... (183 
tB H 

Dm die Ermittlung der Kreuzlinienabschnitte 
nach vorstehenden Formeln noch einfacher zu 
gestalten, bestimmen wir die Strecke SIC, we1che 
in Fig. 9 von der durch B7 gehenden ersten Seil
seite und der ebenfalls durch B7 gehenden Senk
rechten auf der Horizontalen durch den unteren 
Endpunkt der Strecke sc abgeschnitten wird; 
desgleichen ermitteln wir clie Strecke S'B, we1che 
in Fig. 12 von der durch Cs gehenden letzten Seil
seite und der durch Cs gehenden Senkrechten auf 
der Horizontalen durch den unteren Emlpunkt 
der Strecke SB abgeschnitten wird. Es ist dann 
nach Fig. 9: 

I 
s'c = SC . t~-' ...... (184 

und nach Fig. 12 
12 SIB = SB '-....... (185 

t13 

Setzen Wir diese Werte in die GJ. (182) u. (183) 
ein, so erhalten wir: 

k -, P (18 B-SC'I"[' . . . . .. 6 

P 
kc = s'B'H' ...... (187 

Zeichnet man schlieGlich die einfache Momen
tenftache BGC der belasteten 6ffnung (Fig. 16) 
so, da{~ im zugehOrigen Krafteck (Fig. 16a) H = P 
ist, so erhiilt man durch Einsetzen dieses Wertes 
in die Formeln (186) u. (187): 

kB = s'c (188 

und 
kc = S'B (189 

1st eine bffnung mit einer Gruppe von Einzel
last en PI P2, P3 • • • •• belastet, wie beispiels
weise die bffnung BC in Fig. 1, so zeichnet man 
zuerst mittels Krafteck und Seileck die einfache 
Momentenfiache BGC, ermittelt an Hand der ela
stischen Linien B7N'C7 (Fig.9) und BsN"Cs (Fig. 12) 
die den einzelnen Kraften PI' P~, Pa,. . . . ent-



sprechenden Strecken SCI SC2' Sc . unci 
, , , 

SIll' SB2' SB3' . . . . . und wendet die Gl. (186) 

u. (187) wiederholt an; man erhalt dann als 
Ausdruck fiir die Kreuzlinienabschnitte kB und kc: 

kB -'" . p[ + c' P~ + s. -- ~u FI ~C2' H " C3 . ~~ + ... (190 

Bei stetiger Belastullg pro Langeneinheit in 
einer bffnung hat man in den vorhergehenden 
Formeln P = P . J s zu setzen, wobei .J s die Breite 
der einzelnen Belastungsstreifen bedeutet. 

1st die belastete Offnung eine Endaftnung mit 
elastisch drehbarem Endpfeiler, wie beispielsweise 
am kontinuierlichen Balken der Fig. 1, so sind 
zwei Fixpunkte vorhanden und 
es sind deshalb auch zwei 
Kreuzlinienabschnitte zu er
mitteln; liegt das Balkenende 
jedoch frei auf, wie in der 
letzten bffnung rechts von 
Fig. 1, so wird zur Konstruk
tion der Momentenftache die
ser Offnung nur cler Kreuz
linienabschnitt kE auf der 
Senkrechten durch das frei 
auftiegende Balkenende E be
natigt; der andere Kreuz 
linienabschnitt fallt fort. 

I 
f-.-----

Wie bereits friiher nachgewiesen, sind die 
Kreuzlinienabschnitte dieselben sowohl am kon
tilluierlichen Balken auf elastisch drehbaren 
Pfeil ern als auch am frei aufliegenden kontinuier
lichen Balken. 

3. Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte am 
kontinuierlichen Balken mit konstantem Tragheits
moment auf elastisch drehbaren Pfeilern mit hori
zontal unverschieblichen Pfeilerkopfen, sowie am 
frei aufliegenden kontinuierlichen Balken mit kon-

stantem Tragheitsmoment. 

Die nachfolg-end entwickelten Formeln g-elten 
sowohl fiir den kontinuierlichen Balken mit inner
halb jeder bft-nung konstantem und an den StUtz en 
sprungweise veranderlichem Tragheitsmoment 
als auch fiir den kontinuierlichen Balken mit 
konstantem Tragheitsmoment auf der ganzen 
Balkenlange. 

Die Belastung bestehe aus einer Einzellast P 
im Abstande x yom linken und x' vom rechten 
Auftager der belasteten Offnung. Der in Fig. 44 

darg-estellte kontinuierliche Ballien auf teils ela
stisch drehbaren Pfeilern, teils frei drehbaren 
StUtzen· mit dem konstanten Tragheitsmoment Tl' 
T 2, Ts, T4 in den einzelnen .ijH'nungen sei in cler 
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zweiten bHnung mit der Einzelkraft P belastet. 
Der Momentenflache BGC des einfachen Balkens 

BC entspricht eine E .IT; -fache (reduzierte) Mo

mentenftache (nicht dargestellt), welche wegen 
des konstallten Tragheitsmoments T2 ebenfalls ein 
Dreieck mit der Spitze auf der Richtnng von P 
ist. Der Inhalt dieser FIache IJetr~igt: 

y . 12 
2-·E· T2' 

ihr Schwerpnnktsabstand von B: 

und daher das im Ziihler der (;1. (171) vorkom
mende statische Moment in bezug auf B: 

Tig. M 

y . 12 X + 12 _ y. 12 . (x + 12) . 
~T;' ... 3'- - - 6· E·T2--' 

clesgleichen betragt der Sch werpunktsabstand 
von C: 

und das im Zahler der Gl. (172) vorkommende 
statische Moment in bezug auf C: 

y . 12 
~. E~T2 

Ferner hat clie im Nenner der allgemeinen Gl. 

(171) vorkommende .. "l __ -fache Dreiecksmomen
E· T:l 

tenflache liber 1~ als Grundlinie und mit Hahe 
h = 1 in B einen Inhalt: 

12 elllen Schwerpunktsabstarid -;:l von B, und lOin 

statisches Moment: 



in bezug auf B; dei!!gleichen hat die illl N enner 

der allgemeinen Gl. (172) vorkommende E ~ T2 

fache Dreiecksmomentenftache Uber I:! als Grund
linie und mit Hohe h = 1 in C einen Inhalt: 

12 
2:-£' T:!' 

emen Schwerpunktsabstand 

statisches Moment: 

12 :3 von C, und em 

in bezug auf C. 
Mit den vorstehenden statischen Momenten 

del' reduzierten Momentenfiachen erhalten wir 
jetzt nach den allgemeinen Gl. (171) u. (172): 

und 

y .12 , (x + 12) 

6· E·T2 

122 

6· E· T2 

y' I~· (x' + 12) 

6'E'T~ ----V---
~E-:-T; 

_ y. (x + 12) - - 1; '-.. (192 

y' (x' + I~) .. (193 

p·x·x' 
Setzen wir darin y = ein, so folgt -]2-

schlie{~lich : 

und 
X· x' . (x' + I,) 

kc - P '1;2-- '" ... (195 
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In den Gl. (192) u. (193), bezw. (194) u. (195) 
ist das Tragheitsmoment T2 der belasteten ()ff
nung ausgeschieden; die:Bestimmung del' Kreuz
linienabschnitte erfolgt daher in derselben Weise 
nach den Formeln (192) u. (193), bezw. (194) u· 
(195) sowohl,~_wenn cler kontinuierliche Balken' 
von Oftnung zu ()ffnung sprungweise ver
anderliches Tragheitsmoment hat, als auch, 
wenn das Tragheitsmoment auf del' ganzen 
Balk en 1 ange kons ta 11 tis t. 

Nach den Gl. (192) u. (193) erhalten wir 101-
gende bekannte Konstruktion der Kreuz
linienabschnitte kB und kc fUr konstalltcs 
Tragheitsmomcnt, welche ~besonders bei del' Be
stimmung der Einfiuglinien benUtzt wird: 

Von del' Last P aus tragen wir (siehe Fig,44) nach 
beiden Seiten auf del' Balkenachse die Spannweite 12 
im Langenmagstab ab und verbinden die Endpun kte 
Fund H diesel' Strecken mit dem Endpunkte G 
del' 1+ntel' cler Rrqft P gelegenen Ordinate y del' 
einfachen MOl11ententliiche BGC; die Gerade11 HG 

und FG sehneiden auf del' Senkrechten durch B 
und C die gesuchten Kreuzlinienabschnitte 
kB = BB'" und kc = CC'" abo Die Richtigkeit 
dieser Konstruktion geht ohne weiteres aus del' 
Ahnlichkeit der Dreiecke HLG und HBB''', bezw. 
der Dreiecke FLG und FCC'" hervor. 

1st der kontinuierliche Balken mit einer Gruppe 
von, Einzellasten P in einer bffnung belastet, so 
sind die beiden einer jeden Kraft P entsprechen
den Kreuzlinienabschnitte nach den Formeln (194) 
und (195) zu ermitteln. Dureh Addition der 
Kreuzlinienabschnitte, weJche den einzelnen 
Kraften P auf einel' StiHzensenkrechten der be
lasteten Offnung entsprechen, erhalt man den ge
samten, auf diesel' Senkreehten aufzutragenden 
Kreuzlinienabschnitt. 

Bei gleichformig verteilter Belastung p pro 
Langeneinheit in einer bffnung ist die reduzierte 
einfache Momentenfiache del' belasteten bffnung 
eine Parabelfiache mit dem Inhalt: 

2· f· I 
3~E-T 

und clem statischen Moment in bezug auf B und C 

2· f· 1 
3· E .-1'-' 2 

f· P 
3·E·T 

Mit den vorstehenden \Verten und dem glei
chen N enner wie in GJ. (192) u. (193) erhalten wir 
nach den allgemeinen Gl. (171) u. (172) den be
kannten Wert: 

f'12 

kB = kc =-:3-::N~~ J_-.~ = 2 f. . . . (196 

-'6:-f:-::.'r 

II. Momente und Horizontalschiibe an den 
mit dem Balken elastisch verbundenen Pfei

lern, sowie Horizontalschiibe am Balken. 

Urn die Momentenfiache und HorizontalschUbe 
an einem beliebigen, am oberen Ende mit dem 
Balken elastiseh verbundenen, am unteren Ende 
entweder eingespannten oder gelenkartig gelager
ten Pfeiler infolge Balkenbelastung zu bestimmen, 
trennen wir denselben durch einen horizontalen, 
am Kopfe geflihrten Sc1mitt yom Balken, stUtzen 
ibn daselbst in einem frei drehbaren Lager (festes 
Kopfgelenk) und belasten ihn mit dem Pfeiler
kopfmoment; die Momente, welche durch diese 
Belastung am Pfeilerschaft, und die horizontalen 
AufiagerdrUcke, weJche am Kopfe und Fu~e des 
Pfeilers entstehen, sind gleich den gesuchten Mo
menten und HorizontalsehUben, weJche durch die 
vertikale Balkenbelastung am qetracht<:;ten J?feikr 
hervorgtorq.fen werden. 



Zunachst miissen wir das die Belastung des 
pfeilers bildende Pfeilerko})fmament nach Grofie 
und Vorzeichen ermitteln. Betrachten wir bei
spielsweise den Pfeiler B des in Fig. 1 darge
stellten kontinuierlichen Balkens, so erhaltel1 wir 
das Pfeilerkopfmoment nach Grofie und Vorzeichen 
aus der allgemeinen Formel: 

ill welcher Mk und MB in den Klammern mit 
ihren V orzeichen einzufiihren sind. 

Die durch die Balkenbelastung P l , P~, Pa her
vorgerufene Pfeilermomentenflache prhaltell Wlr 
jetzt wie falgt (vergl. Fig. 1): 

\Vir tragen das positive Pfeilerkopfmoment 
M ~ als horizontale Strecke nach links an den 
Pfeilerkopf an und verbinden den Endpunkt 
dieser Strecke mit dem Momentennullpunkt des 
Pfeilers. Am unten eingespannten Pfeiler B (wie 
in Fig. 1) ermitteln wir den Abstand des Momen
tennullpunktes WB yom Pfeilerkopf nach den 
Formeln (130, 131, 132, 133); am unten gelenk
artig gelagerten Pfeiler fallt der Momentennull
punkt nlii't dem Fufigelenk zusammen. 

Durch das Belasten des in Fig. 5 dargestell
ten, vom Balken getrennten Pfeilers B mit dem 

positiven Stiitzenmoment Mh wird von der Pfeiler
kopfstiitze ein nach links gerichteter horizontaler 

Auflagerdruck H~m' und durch die Stiitze am 
Pfeilerfua ein nach rechts gerichteter horizontaler 
Auflagerdruck Hkm auf den Pfeiler ausgeiibt; in 

den Ausdriicken Hhm und Htm bezeichnet der 
Zeiger ~ und k den Pfeilerkopf- bezw. den Pfei
lerfuaquerschnitt, also die Angriffsstelle der 
Kraft H, wahrend der Zeiger m andeutet, daa 
die Ursache des Entstehens von H ein Moment 
ist. Flihren wir eine am Pfeiler angreifende, nach 
rechts gerichtete Horizontalkraft als positiv ein, 
so folgl aus der Gleichgewichtsbedingung 

~H = 0 (Fig. 5): 

Hhm = H~m' ...... (198 

\Vie Wil; sehen, gentigt es alsa" H~m zu ermitteln 

a) Ermittlung von H~m am Pfeiler mit Fu6-

einspannung: 

Es sei HBm der horizontale Auflagerdruck am 

Kopfe des Pfeilers B (Fig. 5) infolge M1 = 1 (bei 

Ermittlung des Drehwinkels Tk unter Kapitel I, 
Abschnitt I, Nummer 5 allgemein Hm' genannt); 
dutch das die Belastung des Pfeilers bildende 

Moment M~ entsteht dann: 

(199 

Nach Gl. (199) erhalten wir am Pfeiler mit 
konstantem Tragheitsmoment durch Einsetzen des 
Wertes von HB'm aus Formel (40): 

und mit f = 0 

Desgleichen erhalten wir nach Gl. (199) am Pfeiler 
mit veranderlichem Tragheitsmoment durch Ein
setzen des \Vertes von HUm aus Gl. (48): 

und mit f = 0 

h 

~ 
.tis .... y2 
Ts 

o 

b) Ermittlung von Hhn, am Pfeiler mit FuG

gelenk: 
\Vir nehmen an, der in Fig. 5 dargestellte, yom 

Balken getrennte Pfeiler B habe am unteren Ende 
ein Gelenklager an Stelle der festen EinspaJll~ung. 
Der horizontale Auflagerdruck H~m am Pfeiler
kopf infolge der Belastung M~ berechnet sich dann 
wie an einem einfachen vertikalen Balken auf 
zwei Stlitzen und betrag-t daher sowohl am Pfeiler 
mit konstantem als auch am Pfeiler mit verander
lichetn Tragheitsmoment: 

...... (204 

worin (h + f) die Entfernung zwischen Kopf- und 
Fu6gelenk bedeutet. 

In bezug auf die Richtung des horizontalen 

Auflagerdrucks H~m' we1chen das KopfgeJenk auf 
den freistehenden Pfeiler (Fig. 5) auslibt, ist fol
gendes hervurzuheben: 

Sowohl am Pfeiler mit Fu6einspannung wie 

am Pfeiler mit Fuagelenk hat H~m negative Rich
tung (nach links), wenn das die Belastung bildende 

Moment M~ positi\-, und Hhm hat positive Rich-
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tung (nach rechts), wenn M~ negativist;wirerhalten 
daher das V orzeichen von H~m stets richtig, wenn 
wir in die Formeln (200), (201), (202), (203), (204) M~ 
mit seinem Vorzeichen einsetzen. 

Trennen wir in Fig. 1 auch die iibrigen Pfeiler 
A C und D yom Balken und fiihren ahnliche 
B~trachtungen durch wie am Pfeiler B, so find en 
wir schlieGlich, daG am Kopfe des Pfeilers A ein 
positiver, am Kopfe des Pfeilers B ein negativer, 
am Kopfe des Pfeilers C ein positiver und am 
Kopfe des Pfeilers D ein negativer horizontaler 
Auflagerdruck wirkt. 

l'lg. '15a 
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Aus den vorstehenden Darlegungen geht her
vor, daG am kontinuierlichen Balken auf elastiseh 
drehbaren Pfeilern selbst bei vertikaler Balken
belastung und gerader Balkenachse Horizontal
schiibe entstehen. 

III. Querkriifte und Auflagerdriicke an Balken 
und Pfeilern, sowie Bodendriicke der Pfeiler

fundamente. 
Der Vollstiindigkeit halber soIl auch die Er

mittlung der Querkriifte, usw. angefilhrt werden, 
damit bei den Beispielen im nDritten TeiI", be~ 

Fig. '15 
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Da nun die horizontalen Auflagerdriicke, 
welche auf die Kopfe der Pfeiler iibertragen 
werden (.Reaktionen"), nichts anderes sind als die 
HorizontaIschiibe, weIche der Balken auf die 
Pfeiler ausilbt, so miissen umgekehrt die pfeiler 
die entgegengesetzt gleichen HorizontaIschiibe auf 
den Balken iibertragen (.,Aktionen"); nachdem wir 
also die Horizontalschiibe an den Pfeilerkopfen 
mitteIs der Formeln (200), (201),J202), (203),(204) nach 
GroGe und Richtung ermittelt haben, brauchen 
wir dieselben nur mit entgegengesetztem. V or
zeichen zu nehmen, und wir haben dann die 
Horizontalschiibe, welche am Balken tiitig sind. 
An dem yon den Pfeilern getrennten Balken 
(Fig. 4) greifen daher an den Schnittstellen in A, 
B, C und D nach obigem die Horizontalschnbe 

-H~m' + H~m' - Htm und + Htm an. 

r\.1(""\ 

elr 

("'\ 

t"j_~K c . c 
I 

ivc 

sondex:s bei Beispiel II, darauf Bezug genom men 
werden kann. 

Zur Bestimmung der Quer- und Auflager
kriifte am Balken denken wir uns den kon
tinuierlichen Balken mit n bffnungen in n einfache 
Balken auf zwei Stiitzen zerlegt und belasten da
fiir einen jeden derselben mit den beiden Stiitzen
momenten der betreffenden bffnung (siehe z. B. 

Fig. 45). Die Auflagerdrilcke QA' Qk, QB' Qt, 
Q~ und Qb (Fig. 45b), welche an den so belastet 
gedachten einfachen Balken auftreten, berechnen 
sich wie folgt: 

1. Analytisch. 
Allgemein ist: 

Qm = Qmo + - [Mm-1t [MmL 



(bei unserer fruheren V orzeichenannahme fur die 
Momente), woriIi Qmo der Auftagerdruck an den 
gedachten einfachen Balken infolge der auf1eren 
Lasten bedeutet. 

Am kontinuierlichen Balken nach Fig. 45 ist 

QI _QI + [MAJ-[MkL 
B - BO II 

usw., 

in vorliegendem Fane ist MA = 0; 

und 
I _ [Me] - [Mb] 

QD- 13 ' 

da in vorliegendem Falle Qeo = 0 und Qbo = O. 
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In den Klammern sind die Stutzenmomente 
mit ihren Vorzeichen einzufuhren; nach diesen 
·Forineln erhalt dann ein nach oben gerichteter 
Aufiagerdruck ein positives Vorzeichen. 

2. Graphisch. 
a) Belastete bffnung: Die beidenAufiager

driicke QA und Qk des gedachten einfachen Bal· 
kens der ersten bfinung werden im Kraftepolygon 
N01N' (Fig. 45 a), mit welchem die einfache 

. Momentenfiache dieser bffnung in Fig. 45 ge-
zeichnet wurde, durch die vom Pol 0 1 aus 
gezogene Parallele zur Schluf1linie SI auf dem 
Kraftezug p .11 abgeschnitten; analog werden QB 
und Qb im Kraftepolygon N'02N" durch die von 
O2 aus gezogene Parallele zu s2 auf dem Krafte
zuge PiP2 abgeschnitten. 

b) Unbelastete bffnung: Die beiden Auf
lagerdrucke QI: und Qb des gedachten einfachen 
Balkens der dritten bffnung, in welcher keine 
au~eren Krafte vorkommen, sind nach den vor
stehenden Fi::lrmeln einander gleich und entgegen
gesetzt; es genugt daher Qe zuermitteln. Fiihren 
wir zu dies em Zweck die Stutzenmomente Mb 
undMe mit ihren aus Fig. 45 zunehmenden Vor
zeichen in die vorhin angeschriebene Formel fur 
Qc ein, so erhalten wir 

r _ Mb+Mc 
Qc - + ~- --- - .., 

. 18 

hieril'l nach:Fig. 45..Mb '=H·DD' und:Me =H·CC' 
(li = Polweite) eingesetzt gibt 

Qr _.H. (DD'+CC'L, 
c- Is 

Diesen Ausdruck konnen wir im iiberschlage· 
nen Momentenviereck CC'KsD'D (Fig. 45) als 
Strecke ermitteln: Wir ziehen im Abstand H (im 
Kraftemaf1stab abzutragen) links oder rechts von 
Ks eine Vertikale; dann ist Qc gleich der im 
Kraftemaf1stab abgegriffenen Strecke, welche auf 
dieser Vertikalen von der Schluf1linie s3 'und der 
durch K3 gehenden Horizontalen abgeschnitten 
wird. Diese Konstruktion wird mit Vorteil bei 
der Auftragung der Einfluf1linien (siehe "Dritter 
Teil", Beispiel II) der Querkrafte verwendet. 

Auch im Krafte
polygon (Fig. 45 a) 
konnen wir Qc gra
phisch ermitteln, in
dem wir vom Punkte 
N" aus eine Horizon
tale ziehen, darauf 
die Polweite H ab
tragen und aus dem 
so erhaltenen Pol Os 
eine Parallele zur 
Schluf1linie sa ziehen, 

durch welche Qc auf 
der Kraftlinie be
stimmtwird. Dadurch 
ist der Kraftezug 
(Fig. 45 a) so ver
vollstandigt, daf1 in 
demselben auch alle 
Auflagerdrucke 
gebildet werden konnen; es ist namlich 

VA = QA' V~ = Q1+Qs' Vc= Qb + Q'C und 

Vt =Qb· 

Auf1er den vertikalen Querkraften am Balken 
treten auch horizontale Querkrafte an den mit 
dem Balken elastisch verbundenen Pfei
lern auf. Die Querkraft an einem solchen Pfeiler 
ist auf seine ganze Hohe konstant und gleich dem 
am Pfeilerkopf wirkenden Horizontalschub, welcher 
im Abschnitt II dieses Kapitels nach Grof1e und 
Richtung bestimmt wurde. 

\Vir kennen jetzt die in einem Pfeiler und 
seinem Fundament wirkenden Krafte. Der 
mit dem Balken elastisch verbundene Pfeiler B 
wird (siehe Fig. 46) durch das Pfei1erkopf~oment 
M~, den Horizontalschub H~ und den vertiklilen 
Aufiagerdruck V~ beansprucht, welche Krafte vom 
Balken auf den Kopf des Pfeilers iibertragen 
werden. Am Pfeilerfuf1 wird auf das Fundainent 
iibertragen (siehe Fig. 46a): das Pfeilerfuf1moment 
1\11, .die Vertikalkraft V~, welche. sich aus ... dem 
Aufhigerdruck vt und dem Pfeilergewicht zu-



samlhensetzt, und die Querkraft H~, welche gleich 
gro~ und gleich gerichtet ist wie der Horizontal

schub H~ am Pfeilerkopf. Bilden wir die Resul
tante R aus diesen Kraften einschlie~lich dem 
Eigengewicht des Fundamentkorpers (Fig. 46a), 
so erhalten wir den Bodenrlruck in der Funda
mentsohle; als Kontrolle muG sich erg-eben, daf.1 
R durch den Momentennullpunkt VV des Pfeilers 
hind urchgeht. 

B 

(,----

Kapitel VI. 

Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe, 
Querkrafte und Auflagerdrlicke am konti
nuierlichen Balken auf elastisch drehbaren 
pfeilern mit horizontal unverschieblichen 
Pfeilerkopfen infolge beliebiger P f e i 1 e r -

bel a stu n g. 

1. Beliebige Belastung eines am Fu[\e ein
gespannten Mittelpfeilers. 

An dem in Fig. 47 dargestellten kontinuier
lichen Balken auf den elastisch drehbaren, am 
Fu~e eingespannten Pfeilern A, B, C und der frei 
drehbaren StUtze D, an welcher der Balken hori
zontal unverschieblich festgehalten ist, wirke die 
beliebige, am Mittelpfeiler B angreifende Be
lastung, welche schematisch als Kraft P ange
nommen wi rd. 

Wir trennen den Knotenpunkt B (Schnitt
punkt der Balkenachse mit der Achse des Pfeilers 
B) durch einen im Quersclmitt B1 unmittelbar 

links von B, einen im Querschnitt Br unmitte1bar 
rechts yon B, und einen im Qnerschnitt Bk am 
Pfeilerkopf gefiihrtell Schnitt heraus und bringen 
die folgenden Schnittspannungen an den durch
geschnittenen Stell en als au~ere Krafte an: 

a) Am Querschnitt BI des freien rechten Balkell
endes der biinung 11 (Fig. 4S) tritt ein Moment 
Mk, eine achsiale Horizontalkraft (Normalkraft) 

Nh und eine vertikal gerichtete Querkraft Qk 
auf. Bringen wir jetzt am 

c JJ 

I 
I 
I 
I 
I 
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freien rechten Balkenende 
der bftnung 11 ein Lager 
an, welches den Balken 
horizontal und vertikal un
verschieblich festnalt, je
doch seine freie Drehbar
keit gestattet, so werden 
von diesem Lager die 

Krafte Nk und Qk aufge
nommen und wir haben 
deshalb vorlaufig nut no-

tig, das Moment Mk nach 

Gro~e und V orzeichen zu 
lwstimmen. 

b) Am Querschnitt B,· 
des freien l'inken Balken
endes deruffnm1g 12 (FigAS) 

tritt ein Moment MIl' eine 
achsiale Horizontalkraft 
(Normalkraft) N~ und eine 

vertikal gerichtete Quer

kraft Q~ auf. Bringen wir 
am freicn linkenBalkenende 
del' Offnung 12ein Lager an, 

welches den Balken horizontal und vertikal unver
schieblich festhalt, jedoch Sei}le freie Drehbarkeit 
gestattet, so werden von dies em Lager die Krafte 

N~ und Qil aufgenommen und wir haben deshalb 

vorlaufig nur notig, das MomentM~ nach GroGe 

und Vorzeichen zu bestimmen. 
c) Am Pfeilerkopfquerschnitt Bk des unten 

eingespannten, oben frei stehenden Pfeilers B 
(Fig. 4S) tritt ein Pfeilerkopfmoment M~, eine 
achsiale Vertikalkraft V~ und cine Horizontalkraft 

Hfl auf. Vernachlassigen wir, wie eingangs her
vorgehoben, die Verkiirzung der Pfeilerachse in

folge V~, so wird V~ mittels des pfeilers auf die 

Bodenfuge iibertragen, olme eine Verschiebung 
oder Verdrehung des Pfeilerkopfquerschnittes B k 

hervorzurufen. Bringen wir ferner am Pfeilerkopf 
(Fig.4S) ein Lager an, durch welches der Pfeiler
kopf horizontal unverschieblich, aber frei drehbar 
festgehalten ist, so ist der von diesem Lager auf 
den Pfeilerkopf ausgetibte horizontale Auflager-



tiruck gleich dem Horizontalschub H~, welchcr 
vom horizontal unverschieblichen Balken infolge 
irgend ciner Belastung auf den Pfeilerkopf tiber
tragen wird. Auf diese 'Veise haben wir tiber 

die Komponenten V~ und Ht bereits verftigt und 
es ist deshalb vorlaufig nur noch notig, das 
Moment ~I~ nach Gro~e und Vorzeichcn zu er-

mitteln. 
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Zur Bestimmung der Momente Mk, Mi3 und 
1'111 betrachten wir die zwei folgenden Bewegungs
vorgange und fUhren dabei wie frUher ein am 
Balken angreifendes Moment als positiv bezw. 
negativein, wenn es an der unteren bezw. oberen 
Balkenkante Zugspannungen hervorruft; desg!. 
fUhren wir ein Moment, welches an der linken 
Pfeilerkante Zugspannungen hervorruft, als po
sitiv, und ein Moment, das an der rechten Pfeiler
kante Zugspannungen hervorruft, als ncgativ ein. 

Bewegungsvorgang I. 
An dem vom Balken ge

trcnnten, unten eingespannten, 
am Kopfe gelenkartig gestutz
ten Pfeiler B lassen wir die 
tlufkren Krafte P angreifen 
(Fig. 48). Durch diese Be
lastung linden nur Formande
rungen und Spannungen am 
PEeiler B und keine Formande
rungen am Balken und an den 
Ubrigen Pfeilern statt; am 
Pfeilerkopfquerschnitt Bk ent-

steht ein Drehwinkel (f'~1' wel
cher bei der angenommenen 
Richtung von Peine Rechtsdrehung ist und des
halb positiv eingefUhrt wird. 

Bewegungsyorgang II. 
Der Bewegungsvorgang II besteht darin, den 

Querschnitten Bk, BI, B1" solche Drehungen zu 
erteilen, da~ dieselben nach diesem Bewegungs
vorgang wieder miteinander vereinigt sind wie 
vor clef- SchnittfUhrung (Fig. 51). Zu dem Zweck 
mlissen wir offen bar am Pfeilerkopf ein links-

drehendes, negati\-es Moment Mh, am Querschnitt 
BI der 6ffnung 11 ein rechtsdrehendes, negatives 

Moment Mk, und am Querschnitt Br der Offnung 

12 ein rechtsdrehendes, positives Moment ME an
bringen. 

Die Vorzeichen der Momente M~, Mk und Mrl 
sind hiermit bereits aus der Anschauung festge
setzt worden lind konnen spater ohne weitercs 
in die erhaltenen Formeln eingefiihrt werden; die 
Groi1e dieser Momente erhalten wir wie folgt: 

Bezeichnen wir wie frUher mit 1~ die - Kopf
drehung des vom Balken getrennten, oben ge-

lenkartig gestutzten Pfeilers B infolge cler ~e
lastung Mh = 1, mit TS die Drehul1g des Quer
schnitts BI am frei autliegel1den rechten Balken

ende der bffnung 1\ infolge der Belastung MB = 1; 

und mit 1B die Drehung des Querschnittes B1" am 
frei aufiiegenden linken Balkenende der ()ffnung 

12 infolge der Belastung MB = 1, so mu~ die aus 
den Bewegungsvorgangen I und II hervorgehende 
gesamte Drehung des Querschnittes Bk, namlich 

(r~l - M~ . rh 

(Fig. 51) gleich sein der positiven Drehung des 
Querschnittes B1 wahrend des Bewegungsvor
ganges II, namlich 

Mil'Tk 

und ebenfalls gleich sein der positiven Drehung 

rig. 51 

des Querschnittes B .. wahrend des Bewegungsvor
ganges II, namlich 

Es mUssen daher folgende zwei Gleichungen be
stehen: 

(205 

und 

Betrachten wir jetzt noch den herausgetrenn
ten Knotenpunkt B (Fig. 52). An demselben 

mUssen wir die Momente M~, ML und MB lnit 
dem entgegengesetzten Drehsinn anbrillgell wie 
vorhin am Quersc!mitt Bk des vom Balken ge
trenllten Pfeilers, am Querschnitt BI des freien 
rechten Balkenendes der ()f1nullg I\> und am 
Querschnitt Br des freien linken Balkenendes der 
bffnung 12,' Aus der Gleichgewichtsbedingung 

~M = 0 folgt dann 
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lVI~ = Mk + M~ . . . . . . (207 

(absolute Werte). 
Setzen wir in den Gl. (205) u. (206) den Wert 

von M~ aus Gl. (207) ein, so erhalten wir: 

1\,rl • (Tk -+ I) + J\.[r k _ k 
"B B I TB B . 'll - '1'1l! 

lVI! k + Mr (k + r') _ k Il . TB Il' 'll Til - 'Ill! 

Aus Gl. (209) ist 

k 1\1! k 
r _ 'I'll! - 'B' IE 

Mil - '-k--~ .. -
TB+ TB 

in Gl. (208) eingesetzt gibt 

k k 
1 'k 1 ) Til • 'I'll! 

MB (Til + Tn + 
T~ + TE 

woraus folgt: 
k r 

'1B! • Til 

( k + 1)'( k +-;:)-' k9 
1 B Til Til Til - 1 g-

oder 

Analog erhalten Wir 

k 
'I'BI Mr = _ ..... -.. ..-

B r k 
r k T B ' Til 
TIl+TIl+~-!~ 

IB 

k 
'I'm 

(208 

(209 

. . . (210 

(211 

Die Momente M~, M1 und ME sind durch 
die Gl. (207), (210) u. (211) ihrem absoluten Werte 
nach bestimmt; in bezug auf die Vorzeichen diesel' 
Momente gilt das Folgende: 

Unter del' beim Bewegungsvorgang I ge
machten Annahme, daf1 dIe Belastung Peine po

sitive Drehung 'I'~! am Kopfe des Pfeilers B er
zeugt, ergab sich durch Betrachtung des Bewe
gungsvorganges II rein aus del' Anschauung, daf1 

Mk negatives, Mii positives, und M~ negatives Vor
zeichen hat; umgekehrt wiirde sich bei negativem 

Drehwinkel '1'~1 fiir das Moment Mk ein positives, 

fiir ME ein negatives und fiir M~ ein positives 
Vorzeichen ergeben. Mit Beriicksichtigung dieser 
Verhaltnisse erhalten wir die nachfolgenden Haupt
formeln, aus denen fUr aile Belast>ungsfalle die 

Momente Mil' MB und M~ stets richtig nach Griif~e 
und Vorzeichen hervorgehen. 

Hauptformeln: 

[ '1'~I] . .. (212 

..... (214 

In deb vorstehenden Hauptformeln (212) und 
(213) ist del' von del' gegebenen Belastung P 

abhangige Drehwinkel 'I'~I mit seinem Vor
zeichen einzusetzen, wahrend die nul' von den 
Abme ssungen del' Konstruktion abhangi-

gen Drehwinkel 11, IB und T~ mit ihrem absoluten 
Werte einzusetzen sind; in den Klammern der 

rechten Seite von Hauptformel (214) sind M~ und 
MB mit ihren aus den Formeln (212) und (213) her
vorgehenden V orzeichen einzufiihren. 

Die in den Hauptfonneln (212) und (213) vor

kommenden Drehwinkel 11, 113, 1~ und '1tl ermit
teln wir wie folgt: 

a) 11 nach den Formeln (107), (108) u. (121a), in 
welchen wir mit Bezug auf Fig. 47 und 51 
I' = 11 und a' = al setzen; 

b) TB nach Formel (119) u. (125a), in welch en wir 

1" = 12 und b" = b2 setzen; 
c) T~ nach den Formeln (41, 42, 49, 50). 

d) 2ur Bestimmung des Drehwinkels 'ft!' wel
cher wahrend des Bewegungsvorganges 1 
am Kopfe des vom Balken getrennten, unten 
eingespannten, oben in einem Gelenklager 
gestiitzten Pfeilers B (Fig. 48) infolge der 
Belastung P entsteht, denken wir uns das 
Kopflager entfernt und an dessen Stelle den 
von ihm auf den Pfeilerkopf ausgeiibten 

horizontalen Auflagerdruck H~l eingefiihrt. 
Am unten eingespannten, oben vollkommen 
frei auskragenden Pfeiler B lassen wir jetzt 
nacheinander die auf1ere Belastung P (Fig. 49) 

und dann die Horizontalkraft H11 (Fig. SO) 
angreifen; hierbei werde am Pfeilerkopf 
durch die aul~ere Belastung P die (negative) 
Linksverschiebung vEO und die (negative) 

Linksdrehung rBO hervorgerufen, ,wahrend 

durch die Horizontalkraft H~l die (positive) 

Rechisverschiebung H~;. vBh und die (po-

sitive) Rechtsdrehung H~l . rEh erzeugt 



wird. Darin bedeutet nach FrUherem (siehe 
Kapitel I, Abschnitt I, Nummer 5) vBh 

und I'Bh die Verschiebung und Drehung des 

Pfeilerkopfes B infolge Htl = 1. Htl be
stimmen wir nach GraGe und Vorzeichen 
aus der Bedingung, dag die durch diese 

Kraft hervorgerufene Verschiebung Htl . vBh 

des Pfeilerkopfes die Verschiebung v BO der 
auGeren Belastung P wieder rUckgangig 
machen mug, d. h. es muG sein: 

H~l . "Ilh + [vRO] = 0 

daraus foJgt: 

... (215 

J vBO]. .•.•.. (216 

Die gesuchte, in Fig. 48 eingetragene Rechts

drehung fltl setzt sich jetzt nach den 
Fig. 49 u. 50 wie folgt zusammen: 

FUhren wir darin H11 aus GI. (216) ein, so 
erhalten wir sehliegjich: 

i'Bh 
... (218 

Die Gl. (216) u. (218) ergp,ben stets das 
riehtige Vorzeichen von Htl und '1'11' wenn 
wir in dieselben v BO und YBO mit ihrem Vor
zeichen, vBh und Yllh jedoch mit ihrem ab-
soluten "Verte einsetzen. 

Die Drehwinkel und Verschie.bungen in 
den Gl. (216) u. (218) ermitteln wir wie folgt: 

a) YBh nach den frUheren Formeln (32) u. (44), 

welche mit f = 0 einfacher werden; 
(JJ vBh nach den frUheren Formeln (39) u. (46), 

welche wieder mit f = 0 einfacher werden; 

Y) YEO nach den spiiteren Formeln (233, 235, 

237, 239, 241, 243, 245), in welchen eine 
Rechtsverschiebung positiv und eine Links
verschiebung negativ zu setzen ist; 

tl) vBO nach den spHteren Formeln (234), (236), 

(238), (240), (242), (244), (246), in welch en 
wieder cine Reehtsverschiebung positiv und 
eine Linksverschiehung negativ zu setzen 
ist. 

Zur Bestimmung del' ;Vlomente, Horizon
talschUbe, Querkriifte und Auflager
drUcke an den Pfeilern und am Balken infolge 
del' Belastul1g des Mittelpfeilers B gehen 
wir jetzt wie folgt VOl': 

1. Wir ermitteln zunachst Mk und M~ nach 
den Formeln (212) und (213) und bestimmen dann 

M~ nach Formel (214). 

2. Um die Momentenfliiche am ganzen 
Balken (Fig. 53) zu erhalten, tragen wir Mk un
mittelbar links VOIl B auf und pflanzen dasselhe 
mittels des Fixpunktes J1 nach links Uber den 
Balken der bffnung 11 fort; desgleichen tragen 
wir :MB unmittelbar rechts von B auf und pflanzen 
classelbe mittels des Fixpunktes K2 sowie des 
Verkleinerungskoeffizienten .uc nach reehts uber 
die bffnungen 12 und Is fort. 

3. Die Momentenflache an den llicht 
mit iiufieren Kraften belasteten Pfeilern 
A und C (Fig. 54 u. 56) ermitteln wir genau wie 
in Abschnitt II des KapiteJs V besehrieben wurde; 
dementspreehend erhalten wir im vorliegenden 
Fall ein negatives Pfeilerkopfmoment M~ und 

ebenfalls ein negatives Pfeilerkopfmoment M~. 

Die Horizontalschube H~ und H~ (Fig. 54 

und 56), welche vom Balken auf die Kopfe der nieht 
belasteten Pfeiler A und C Ubertragen werden, 
sind gleich den horizontalen AuftagerdrUcken 
(nReaktionen"), welche an den vom Balken ge
trennten, am Kopfe in Gelenklagern gestUtzten 
Pfeil ern A und C infolge Belasten derselben mit 
den Pfeilerkopfmomenten M~ und M~ entstehen; 

H~ unci H~ werden daher mittels del' Formeln 
(200, 201, 202, 203) naeh Grai.)e und Vorzeichen 
berechnet (beide sind hier positiv). Die Horizon-

talschilbe H~ und Hl:, welcl1e auf die PfeilerfUfie 
iibertragen werden, sind den Horizontalschuben 
H~ und Ht entgegengesetzt gleich. 

Nachdem del' Horizontalschub Hl am Kopfe 
des Pfeilers A bekannt ist, kennen wir auch die 
Querkraft in einem beliebigen Pfeiler-

querschnitt; sie ist einfach gleich H~. Ebenso 
ist die Querkraft in einem beliebigen Querschnitt 
des Pfeilers C gleich dem Horizontalsehub Ht 

am Pfeilerkopf. 
Zur deutlicheren Darstellung der an den 

Pfeilern A und C angreifenden Krafte wurden 
die Pfeiler Yom Balken getrennt gezeichnet. 

4. Zur Bestimmung der ;Vlomentel1flache 
an dem mit den ilufieren Kriiftel1 P bela
steten Pfeiler B (Fig. 55) ermitteln wir zu
nachst 110ch den resultierenden Horizontalschub 
nt, welcher yom Balken auf den Pfeilerkopf 
i.ibertragen wird und folgenden Ausdruc.k hat: 

.. (219 

4-



In Gl. (219) ist H~l gleich dem wahrend des 
Bewegungsvorganges I auf den Pfeilerkopf aus
geUbten Horizontalschub, d. h. gleich dem hori
zontalen Auflagerdruck am Pfeilerkopf infolge 
Belasten des vom Balken getrennten, am Kopfe 
frei drehbar gestUtzten Pfeilers B mit den gege-

benen aul3erell Kraften P; H~I wird deshalb nach 

GI. (216) ermittelt, in welcher vHh nach den 
frUheren Formeln (39) und (46) und vllO nach 
den spateren Formeln (23l), (236), (238), (240), 
(242), (244), (246) zu bestimmen ist. 

Ferner ist in Gl. (219) H~2 gleich dem wah
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rend des Bewegungsvorganges II auf den Pfeiler
kopf ausgeiibten Horizontalschub, d. h. gleich dem 
horizontalen Auflagerdruck am Pfeilerkopf infolge 

_ Belasten des vom Balken getrennten, am Kopfe frei 
_ drehbar gestUtzten Pfeilers B mit dem nach GJ. (214) 
ermittelten Pfeilerkopfmoment Mi; H~2 wird des-
halb nach den Formeln (200), (201), (202), (203) ermit
telt;Htl uhd Ht2 haben stets dasselbe Vorzeichen. 

: Die Momentenftache des mit dem Balken 
elastisch vel bUllde:llen pteilers B infolge der 

\aul3eren .Belastullg" P -ist jetzt gleich der Momen-

tenfHiche des yom Balken getrennten, unten ein
gespannten, nach oben frei auskragendell pfeilers 
B infolge der Belastullg mit den aul3eren Kraften 

P, dem Pfeilerkopfmoment M~ und dem Horizon
talschub H~. Die in Fig. 55 dargestellte Mo
mentenflache dieses Pfeilers setzt sich daher zu
sam men aus der positiven Dreiecksmomentenftiiche 

--

------1 
y 

1 

BkBfG infolge der Bela-

stung H~, der negativen 
Rechtecksmomentenftiiche 
BkBfKKI infoJge der Be-

lastullg M~, und der ne
gativen Momentellftiiche 
KKIIL infolge der iiul3eren 
Krafte P. Bezeichnell wir 
allgemein mit Mo das stets 
leicht zu bildende Moment 
am frei auskragendell Pfei
ler durch die gegebene Be
lastullg P, so erhaltell wir 
folgenden Ausdruck fUr das 

Moment M~ in einem Pfei
lerquerschnitt mit dem be
liebigen Abstand y vo111 
Pfeilerkopf: 

Die Querkraftflache 
des mit dem Balken 
elastisch verbundenen 
Pfeilers B infolge der 
iiul3eren Belastung P 
ist jetzt ebenfalls leicht Zll 

bilden: Sie ist eillfach gleich 
der Querkraftfiiiche des 
vom Balken getrennten, 
unten eingespannten, nach 

oben frei auskragenden Pfeilers B infolge Belasten 
desselben mit den gegebenen Kriiften P und dem 

Horizontalschub H~ am Pfeilerkopf. 

5. Die am Balken ABeD allgreifenden Hori
zontals chiibe ("Aktionen") erhaltell wir wie 
folgt: 

Nachdem wir, wie in den vorhergehenden 
Nr. 3 und 4 beschrieben, die in den Fig. 54, 55 
und 56 eingetragenell, an den Kopfen der Pfeiler 

angreifenden Horizontalschilbe H~, H~ und H~ 



(aile drei sind hier nach rechts gerichtet, also po
sitiv) ermittelt haben, brauchen wir dieselben nur 
mit entgegengesetzter Richtung am Balken 
anzutragen (Fig. 53) uncl wir haben dann clie 
Horizontalschi.ibe, welche am Balken tatig 
~incl. Mit Ri.icksicht clarauf, claG der Balken 
in D horizontal unverschieblich gelagert ist, 
entstehen clurch diese Horizontalschlibe nach 
Fig. 53 folgencle Normalkrafte N in clen 
Balkenquerschnitten clereinzelnen ()ffnungen: 

NI = - H~ auf der Strecke II . . (222 

N2 = - H~ - Hh auf cler Strecke I:) (223 

k k k 'Ii..-" k 
Ns=--HA - HE - He = .2JH 

;:)1 

auf cler Strecke 13 
unci als Horizontalkraft am festen 
Lager D. 

6. Die Querkrafte und Auf
lagerclrlicke am Balken, clie Nor- ~ 

malkrafte an clen Pfeilern uncl clie-/ 
Boclendri.icke cler Pfeilerfunclamente 
bestimmen wir nach der Erlauterung; 
im A bschnitt III des Kapitels V; sic 
wurclen in den Fig. 57 uncl 58 clar
gestellt. 

II. Beliebige Belastung eines am 
Fuile eingespannten linken End

pfeilers. 

"Vir konnen uns bei der 
Erledigung cliese;, Falles kurz fasscn, 
weil das bei der Behancllung des 
:Vlittelpfeilers unter I bereits Ce
sagte auch hier gilt. 

Zunachst ermitteln wir das im 
Kopfguerschnitt Ak des belasteten 

Pfeilers auftretende Moment l\j~ 

bzw. das clem letzteren gleiche Mo

ment 1\1::' im Querschnitt Ar unmit

tel bar rechts cler Pfeilerachse A. 
Zu dem Zweck trennen wir den 
Pfeiler A durch einen am Kopfe 
geflihrten Schnitt yom Balken, 
sti.itzen den Pfeilerkopf und das 
linke Balkenende der Offnung II in 
je einem frei clrehbaren Lager (Fig. 60) und be
trachten die folgenden zwei Bewegungsvorgange: 

Bewegungsvorgang I: 
An dem yom Balken getrennten, unten ein

rig. ,Jg 

B c 

i 
i 
I 
I 
I 

----- t, -------->l~---12 ---->1·1 

----------:;1------

rig of} 

FIg. IfS 

rig Il/j 

I 
I 
I 

gespannten, am Kopfe frei drehbar gestutzten 
Pfeiler A lassen wir clie auGeren Krafte P an-

4* 



greifen (Fig. 60). Durch diese Belastung ent
steht am Pfeilerkopfquerschnitt Ak ein Dreh-

winkel Ifll' welcher bei der angenommenen Rich
tung der Belastung Peine Rechtsclrehung ist uncl 
deshalb positiv eingefiihrt wircl. 

Bewegungsvorgang' II: 
Der Bewegungsvorgang II besteht darin, clem 

frei drehbar gesttitzten Kopf des Pfeilers A und 
dem frei drehbar gestiitzten linken Balkenende 
der 6ffnung I) eine soIche Drehung Z11 erteilen, 
daG beide wieder miteinander vereinigt werden 
k5nnen wie vor der Trennung (Fig. 63). Zu dem 
Zweck miissen wir offen bar am Pfeilerkopf Ak ein 

linksdrehendes, negatives Moment i.\1~ uncl am 

link en Balkenende cler 6ffnung 11 ein rechtsclrehen

des, positives Moment MA anbringen. 
Die Vorzeichen der gleich grofien Momente 

M.~ und MA sind hiermit aus del' Anschauung be
reits festgesetzt; die Gr5f~e diesel' Momente er-

I 
I 
I 
I 

TIP. C5 

~-h ------~·+1·'--------6 

c 

mitteln wir aus del' Bedingung, dafi am Ende des 
Bewegungsvorganges II die Querschnitte Ak und 
Ar dieselbe Drehung ausgefiihrt haben mUssen. 

Bezeiehnen wir wie friiher mit 1~ die Kopfdrehung 
des vom Balken getrennten, oben gelenkartig ge

stiitzten Pfeilers A infolge der Belastung M~ = 1, 

und mit T~<\. die Drehung des Quersehnittes A" am 
frei drehbar gestiitzten Iinken Balkenende del' 

6ffnung 11 infolge del' Belastung MA = 1, so be
trligt die gesamte Dl'ehung des Querschllittes A k 

am Ende des Bewegungsvol'ganges If 

(I'~I - Ml' T~ 
und die positive Drehung des Quersclmitts A" 

:W<\.·r~. 

Da nun naell obigem beide Drehungen ein
ander gleich sein mUssen, so erhalten wir (lie fol
gende GleicJmng: 

(226 

Setzen wir darin M~ = M~ und lOsen aut, 
so erhalten wir mit Beriieksichtigullg del' bereits 

oben testgesetzten Vorzelchen von MA und i.\1~ die 

folgenden 

Hauptformeln : 

. .... (227 

..... (228 

Die Gl. (227) llnci (228) crgeben stcts das rich

tige Vorzeichen der Momente JIll!.. une! ~1~, wenn 

wir ill dieselben die Drehwillkel T:~ und 1~ mit 

ihrem absolnten 'Verte, und den Drehwinkel '1'~1 
mit seinem Vorzeichen einsetzen. Diese Dreh
winkel ermitteln wir wie folgt: 

a) IA nach Formel (119), in welcher wir 1" = 11 

und b" = h[ setzen, 

lJ 

b) 1~ nach dell Formeln (41), 
(42), (49), (50), 

e) 'l'~1 hat analog der Gl. (218) 

folgellden Ausdruck: 

k _ YAh 
rp Al - [r AO] - [v AO] • -~ (229 

In Gl. (229) bedeutet v Ah die 
/; ------~·I Versehiebung und YAh die 

Drehung am Kopfe des unten 
eingespannten, nach oben frei auskragenden 
Pfeilers A (Fig. 62) infolge del' Belastung 

H~ :.-=1; desgleichen bedeutet v AO die Ver
schiebung, und i'AO die Drehung am Kopfe 
des unten eingespannten, nach oben frei 
auskragenden Pfeilers A (Fig. 61) infolge rIel' 
Belastung mit den aufkren Kraften P. 
Diese Drehwinkel une! Vel'schiebungell er
mitteln wir wie diejenigen in Gl. (218). 

Nachdem M~\ und M~ nach den Hauptformeln 
(227) unci (228) bestimmt sind, konnen wir die von 
der Belastung des pfeilers A am ganzen Balken 
und an allen Pfeilern hervorgerufenen innel'en 
Krafte ahnlicb ermitteln, wie dies in den Nummern 
2, 3, 4, 5, 6 des vorhergehenden Abschnittes I be
schrieben wurde. Die Momentenflache am Balken 
lind an den Pfeilern haben wir in Fig. 64 im Zu
sammenhang' c1argestellt und dabei die Horizontal
scl1Ube weggelassen; dieselben sind Uhnlich \Vie 
in den Fig, 53, 55 unc1 56 anzutragen. 

Ill. Beliebige Belastung eines am Ful3e ein
gespannten rechten Endpfeilers. 

Am rechten Endpfeilel' D des in Fig. 65 dar
gestellten kontinuiel'lichen Balkens mit c1en 



elastisch drehbareu Pfeilern B, C, D und der 
festen Einspannung in A greife eine beliebige 
ilu~ere Belastun!l," an, welche wieder schematisch 
uurch die horizontale Kraft P dargestellt sei. 

Wiederholt man am Pfeiler D die Bewegungs
\'organge I und II wie am linken Endpfeiler, so 
erhalten wir die 

Hauptformel; 

'11 _" 1\lk _ _ l'ltd 
,\ D - n D - I k 

tD+1'D 
. . (230 

in welcher die Drehwinkel wie in den beiden vor
hergehenden Fiillen bestimmt werden. 

IV. Beliebige Belastung eines am Fu[\e gelenk
artig gelagerten Pfeilers. 

Fiihren wir die analog en Betrachtuugen wie 
unter I, II und III bei am Fui1e gelenkartig gela
gerten Pfeilern dureh, so gelangen wir aueh fUr 
solche PfeHer zu den Hauptformeln (212), (213), 
(214), (227), (228) und (230), worin jedoeh die Dreh
winkel t k und q,~ andere, durch die gelenkartige 
Lagerung der Pfeilerflii1e bedingte Werte haben. 

Die Drehwinkel }"k erhalten wir aus den friihe
ren Formeln (52), (53), (56), (57). Der Drehwinkel 
!J'~ , welcher wahrend des Bewegungsvorganges I 
am Kopfe eines oben gelenkartig gestiitzten be
lasteten Pfeilers entsteht, ergibt sieh durch Be
lasten eines oben und unten frei drehbaren Pfei
lers, d. h. eines vertikalen einfachen Balkens auf 
zwei Stiitzen, mit den gegebenen au~eren Lasten. 

Die Horizontalsehi.ibe Hk und Hf an den nicht 
mit auf3eren Kraften belasteten Pfeilern ermitteln 
wir nach Forme! (204) zu 

.. (231 

Del' yom Ba!ken auf den Kopf eines mit den 
au~eren Kraften belasteten Pfeilers ausgeUbte 
Horizontalschub H k betragt; 

H k = H t + H~ .... . . (232 

\Vorin Ht gleich dem horizontalen Auflagerdruck 
an einem mit den aui1eren Kraften belasteten verti
kalen Balken auf zwei StUtzen, und H~ gleich 
dem horizontalen Auflagerdruck an einem mit dem 
!\loment l\1k belasteten vertikalen Balken auf 
zwei StUtzen, d. h. nach Forme! (231) zu ermitteln. 

V. Bestimmung derHilfsgro[\en: Kopfdrehung Yo 
und Kopfverschiebung Vo an einem unten ein
gespannten, nach oben frei auskragenden Pfeiler 

infolge gegebener iiuilerer Lasten. 

In den Formeln (216), (218) und (229) zur Be
stimmung des Horizontalschubes H~ uud des Dreh-
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winkels q't, welche am Kopfe "des unten einge
spannten, oben gelenkartig gestUtzten Pfeilers 
wahrend des Bewegungsvorganges I entstehen, 
sjnd Boch die Kopfdrehung Yo und die Kopfver
schiebung Vo zu ermittelll. Nachfolgend bestim
men wir diese Hilfsgro~en fUr versehiedene in 
der Praxis vorkommende Pfeilerbelastungen, wo
bei wir nur den PfeBer mit konstantem Trag
heitsmoment Ts in Betracht ziehen; au~erdem be
trachten wir nur den Fall, da~ die ganze Pfeiler
Mhe mit h eingefuhrt, d. h. die starre Streeke f 
derselben vernachlassigt werden kann. 

B elastungsCall 1: 

Gleichformig tiber die ganze PCeilerhohe h verteilte 
Streckenlast p pro steigenden Meter PCeiler, z. B. 
Winddruck, oder Anteil der Uberlast bei Erddruck 

(siehe Fig. 66). 

---T-r-

~iL~ 
"'~~ 

r-t'l{~ 

Nach dem friiheren Satz II betragt die Kopf
drehung' 

P ·h3 
J'o = 6 . Es . T s . . . . . . . (233 

und nach clem frUheren Satz I die Kopfverschie
bung 

... (234 

BelastungsCall 2: 

Gleichformig tiber die T-eilstrecke hi verteilte Last p 
pro steigenden Meter Pfeiler, z. B. Winddruck, oder 

Anteil der Uberlast bei Erddruck (siehe Fig. 67). 

Nach Satz II betragt die Kopfdrehung 

Fo P ·h13 

l'o=Es ·Ts =6·Es ·Ts 
. (235 



und nach Satz I die Kopfverschiebung 

Belastungsfal13: 

Dreiecksbelastung tiber der ganzen Pfeilerhahe h, z. B. 
Erddruck oder Wasserdruck (siehe Fig. 68). 

rig. oJ' 
~ 

~-n 

Bezeichnen wir mit pu die spezifische Be
lastung am Fu~e des Pfeilers, so betragt nach 
Satz II die Kopfdrehung 

Fo pu' h3 
I'll = .. - - ; .. -

E, . Ts 24· Es' T s 
... (237 

und nach Satz I die Kopfverschiebung 

Belastungsfall 4: 

Dreiecksbelastung tiber die Teilstrecke h j der Pfeiler
hahe, z. B. Erddruck oder Wasserdruck (siehe Fig. 69). 
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Bezeichnen wir mit pu die spezifische Be
lastung am ~Fu~e des Pfeilers, so betragt nach 
Satz II die Kopfdrehung 

. _ Fo _ pu' h13 

? 0 - E;:-t--: - ~4-=-Es' Ts ... (239 

und nach Satz I die Kopfverschiebung 

. _ Fo . _ pu . h13 . (4· hi + 5· h2) 
\0 - Es' Ts Yo - - ... 120. Es-:T-s--' (240 

Belastungsfall 5: 

Horizontale Einzelkraft P im Abstande h j vom Pfeiler
fuss (siehe Fig. 70). 

Fig. 70 
r----~-~ 

~Y."-~ ------r 

Nach Satz II betragt die Kopfdrehung 

und nach Satz I die Kopfverschiebung 

Belastungsfall 6. 

Vertikale Konsollast P im Abstande c von der Pfeiler
achse, z. B. der Auflagerdruck eines Laufkranes 

(siehe Fig. 71). 

Fig. 7;/ 
r-------- - ..A.--------,. 

~>>_____fvo ------.-1 
;:.>-- I 

Die an einer KOllsole des unten eingespann
ten, nach oben frei auskragenden Pfeilers im Ab
stande c von der Pfeilerachse angreifende Kraft P 
(Fig. 71) zerlegen wir in die zwei folgenden 
KOI11 ponenten: Eine in der Pfeilerachse angreifende 
Vertikalkomponente, we1che gleich grog und 
gleich gerichtet ist \Vie P, und ein an der Kon
sole angreifendes Moment p. c. Die erstere 
Komponente ruft gleichma~ig verteilte Normal
spannungen in allen Quersehnitten unterhalh der 
Konsole hervor und kommt fiir die Ermittlung 
von Yo und Vo nieht in Betracht; das an der Kon
sole angreifende Moment p. e wird durch zwei 
horizontale, entgegengesetzt gleiche, am oberen 
und unteren Konsolrande wirkende Parallelkrafte 



HI = 112 ill den Pfeiler Uberg'eleitet, welche ein 
Kriiftepaar mit dem Hebelarm h2 und dem Moment 
p. e hilden, und welche die in Fig. 71 darge
stellte, aus einem Dreieek und einel11 Rechteck 
bestehende Pfeilermomentenflache hervorrufen. 

Naeh Satz II betragt jetzt die Kupfdrehullg 
am Pfeiler: 

i/o == 

Ilnd nach Satz I die Kopfverschiebung: 

. Yo'+ 
Fa" 

Es:Ts Yu" 

Belastungsfall 6a: 
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Vertikale Einzellast P an einer Konsole, deren Hahe 
gegentiber der Pfeilerhahe klein ist und deshalb ver

nachlassigt werden kann (siehe Fig. 72). 

T 

h 
I 

i 
-" 

Haulig ist die KunsolhOhe klein gegentiber 
der Pfeilerhohe; femer zieht man es:sehr oft au:; 
praktisehen Griindeli vor, einfaehere Forl11eln an
zuwenden und dagegen eine kleine Ungenauig
keit hinzunehl11en. In dies en Fallen ersetzen wir 
die trapezfOrl11ige MOl11ententlaehe der Fig. 71 
clureh die in rig. 72 dargestellte reehteekige Mo
mentenflaehe, deren horizontale obereBegrenzungs
linie die Konsolhohe halbiert. Wir erhaJten dann 
an Hand cler Fig. 72 nach Satz II: 

Yo =-= 

ulld nach Satz I: 

Fo 
Es' Ts 

p. c·h l 
K'T, .... (245 

. _ Fo h\·(2·h-l1 l ) 
'0- 'Es~T~ ·Yo=p·c· 2.Es .Ts - (246 

Setzen wir in Forme! (218) den \\1 crt 

h2 
I'h = '~'-,' 

2· Es' Is 

aus Gl. (32}"; den \Vert 

h3 

Vh = 3.E, .-T, 

aus GI. (39); den Wert 

aus GI. (245); und den \Vert 

"0 = 
p. e· hi . (2 . h - hi) 

- i·E~: Ts --

aus GI. (246) ein, so erhalten wir: 

h2 

k __ P·e·h l ·(2·h-h1) 2·E,-·-'fs P·c.h l 
'fl - 2. E:;-:-'f;-- '--113- --Ifs-=--Ts 

3 ·Es··L 

Setzen wir darin 'I t = 0, so folgt; 

(247 

Dureh AuflOsen erhalten wir aus dieser Gleichung 
die Hohenlage hi (siehe Fig. 72), in welcher eine 

Konsole die 'Vinkeldrehung rt = 0 hervorruft, zu: 

2·h 
h1 =3 ........ (249 

1st aber (r~ = 0, so sind die in den Haupt
formeln (212), (213), (214), (227), (228), (230) ausge
drUckten Momente Null, so daf~ eine in der Hohe 

2·h 
h] = 3 angebrachte Konsolbelastung kein Kopf-

moment am belasteten Pfeiler und ebenfalls keine 
:\10l11ente am Balken und an den iibrigen Pfeilem 
erzeugt; es entstehen also schlief.\Jich nur Mo
mente am belasteten Pfeiler selbst. 

Die J\lumentenf1aehe in einem solchen Falle 
ist in Fig. 73 dargestellt; sie ist gleich derjenigen, 
welche am unten eingespannten, .nach Obell frei 
auskragenden Pfeiter durch die Belastung mit der 

Konsollast P und der Horizontalkraft Ht entsteht. 



Zweiter Teil. 

Berechnung des mehrfachen Rahmens mit horizontalem Balken, oder Berechnung 
des in keinem Punkte festgehaltenen kontinuierlichen Balkens auf elastisch dreh

baren Pfeilern filr beliebige Belastung des Balkens und der Pfeiler. 
1st ein kontinuierlicher Balken auf elastisch 

drehbaren Pfeilern in keinem Punkte festgelagert 
oder festgehalten, so bildet er einen mehrfachen 
Rahmen mit geradem Balkell, an we1chem die 
Pfeilerkopfe durch irgendwelche auGeren oder 
inneren horizontalen Krafte horizolltale Verschie
bungen erleiden, welche von del' GroGe jener 
Krafte und von der Steifigkeit des Balkells, der 
Pfeiler und ihrer Einspallnung abhangen; durch 
diese horizontalen Verschiebungell und die von 
ihnen bedingten Momente und inneren Krafte 
unterscheidet sich der mehrfaehe Rahmen wesent
Heh von dem im "Ersten Teil" behandelteu, in 
einem oder mehreren Punkten festgehaltenen 
kontinuierlichen Balken auf elastisch drehbaren 
Sti.itzen. Es ist deshalb angezeigt, zunaehst fest
zustellen, welche Momente und inneren Krafte am 
ganzen Ba1ken und an allen Pfeilem infolge 
einer gegebenen horizontalen Verschiebung eines 
Pfeilerkopfes (z. B. infolge Telllperaturande
rung) und infolge einer in Balkenachse wirkenden 
Horizontalkraft entstehen; bevor wir auf den 
eigentlithen Gang der Berechnung des lllehrfachen 
RahmEms niiher eingehen, lOsen wir daher illl fo1-
genden Kapitel diese zwei grundlegenden Auf
gaben. 

Kapitel VII. 
Ermittlung der Momente, Horizontalschtibe, 
Querkriifte und Auflagerdrticke am mehr
fachen Rahmen mit geradem Balken infolge 
beliebiger, ihrer Grolle nach von vornherein 
bekannter horizontaler Verschiebungen der 
Pfeilerkopfe sowie infolge einer iiulleren, in 
Balkenachse angreifenden Horizontalkraft 

H = 1 *). 

I. Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe, 
Querkrafte und Auflagerdriicke am mehrfachen 
Rahmen mit geradem Balken infolge beliebiger, 
ihrer Grone nach von vornherein bekannter 
horizontaler Verschiebungen der Pfeilerkopfe. 

Es sei vorausgesetzt, die einzelnen Pfeiler
kopfe eines mehrfachen Rahmens mit geradem 

*) Vergl. Dr. - lng. :'>Iax Ritter: Der kontinuierliche 
Balken auf elastisch drehbaren Stlitzen, Schweiz. Bauzeitung, 
Band 57, Heft 4. 

Balken fiihren gleichzeitig horizontale Verschie
bungen von gegebener, sonst aber beliebiger 
GrofSe und Richtung durch irgendwelche Ursachen, 
beispielsweise durch Temperaturanderung, aus. 
Um die hierdureh am ganzen Balken und an allen 
Pfeilern erzeugten Momente und iuneren Krafte 
zu ermitteln, gehen wir folgendermaGen vor: 

Wir behandell1 jede einzelne Pfeiler
kopfverschiebung getrennt (laut Einlei
tung vernachlassigen wir den EinfluG der 
Normalkrafte im Balken) und sehen wah
rend dieser Zeit jeweils alle i.ibrigell 
PfeiJerkopfe als in Ruhe befindlich an; 
cliese Betrachtungsweise gestattet UllS aber, den 
Rahmen als einen kontinuierlichen, festgelagerten 
Balken anzusehen, nachdem die Verschiebung 
vollendet ist, und dementsprechencl die im "Ersten 
Teil" gezeigten Verfahren, insbesondere die Fix
punkte, anzuwenden. Schliefmch erhalten wir 
die Momente und innerell Krafte infolge der gleich
zeitigen Verschiebung samtlicher Pfeilerkopfe. 
inclem wir llach dem Superpositionsgesetze die 
\Virkungen der einzelnen Verschiebungen addieren. 
\Vir betrachten die vier folgenden FaIle: 

1. Fall: 
Kopfverschiebung eines am Fufle eingespannten 

Mittelpfeilei:s. 
\Vir legen unseren Betrachtungen den in Fig. 74 

dargestelltell Rahmen zugrullde und nehmen an, 
der Kopf des Mittelpfeilers B fi.ihre die horizontale 
positive Verschiebung J B = BB' nach rechts aus 
(eine Rechtsverschiebung und Rechtsdrehung des 
Pfeilerkopfes fi.ihren wir als positiv ein), wahrend 
alle i.ibrigen Pfeilerkopfe keine Verschiebung er
leiden. Die hierbei am ganzen Rahmen ent
stehende, in Fig. 74 dargestellte Formanderung 
setzt sich aus den Formanderungen zusammen, 
welche bei den folgenden zwei Bewegungsvor
gangen stattfinden: 

Bewegungsvorgang 1. 
Nachdem die positive Verschiebung dB und 

die ihr entsprechende, in Fig. 74 dargestellte 
F ormanclerung stattgefunden hat, sti.itzen wir den 
Balken im Querschnitt Bl unmittelbar links von B 
und im Querschnitt Br unmittelbar rechts VOll B 
sowie den Pfeiler im Querschnitt Bk unmittelbar 
unterhalb B in je einem festen Gelenk, und trennen 



dann Balken und Pfeiler in den vorgenannten 
Schnitten entzwei. Die hierbei entstehende Form
anderung ist in Fig. 74a dargestellt: Die Pfeiler A, 
C und D sowie der Balken gehen wieder in die 
gestreckte, biegungspannungslose Form liber, wah· 
rend der Pfeiler B sich wie ein unten eingespannter, 
nach oben frei auskragender BaIken deformiert, 
weIcher an seinem Kopfe mit einer horizontalen 
Kraft Htl' dem AuHagerdruck des vorgenannten 
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+ rtl - M~ . T~ (Fig. 75) 

gleich sein der positiven thehung des Quer
schnitts Bl wahrend des Bewegungsvorganges II, 
namlich 

Mil . lk (Fig. 75), 

und ebenfa!ls gleich seill del' positiven Drehung 

_----"'-_-- +<1E-~ 
8 1 IB' --- ---- r --- --
I 
I 

Tlg,74 

I 
• h. 

Gelenkiagers, belastet ist. Die 
Gro~e dieser Kraft ist deshaib aus 
der Bedingung zu bestimmen, 
da~ Htl gerade imstande sein 
mu~, den Kopf des unten ein
gespannten, nach oben frei aus
kragellden Pfeilers B um die 
Strecke dB zu verschieben. 
Au~er der positiven Verschie
bung dB erzeugt die Belastung 

H~l noch eine positive Drehung 

r~l des Kopfquerschnittes Bk, 
welehe wir spater bestimmen. 

- I, -------.;. ------ l2 ------------r--.- 13 ---I 

Br 
,---::..------=Bt--~_i. --- --- - --£"r- - -- -- - --l ~ 

Bewegung::;vorgang II. 
Der Bewegungsvorgang l[ 

besteht darin, dem freien Quer
schnitt Bk des in Fig. 74a 
gelenkartig gestUtzten Pfeiler
kopfel:i, dem freien Querschnitt 
BI del:i gelenkartig gesti.itzten 
rechten Balkenendes der bffnung 
II' und dem freien Querschnitt 
Br des gelellkartig gestutzten 
linken Balkenendes der bffnul1g 
12 soIche Drehullgen zu erteiIen, 
da~ dieseiben wieder rniteinander 
vereilligt werden konnen wie vor 
der Schnittflihrung. Zu diesem 
Zweck mi.issen wir offenbar am 
Pfeilerkopf ein links drehendes, 
negatives Moment M~, am Quer
schnitt BI der bffnung 1\ <:ill 
rechts dreheudes, negatives Mo-
ment Mk, und am Querschnitt BI' 
der bffnung 12 ein rechts drehen-
des, positives Moment M~ anbringen (Fig. 75). 

Die Vorzeichen der !lIomente ~11, Mk und 1\1B 
sind hiermit beim Bewegungsvorgang II bereits 
aus der Anschauung festgesetzt worden und 
konnen spiiter ohne weiteres in die erhaltenen 
Formeln eingeflihrt werden; die Groge dieser 
Momente erhalten wir wie folgt: 

Flihren wir, wie in Kapitel VI, die Dreh-

winkel It, lk und 111infolgeM~=1, bezw.Mil=l, 
bezw. 1\IB = 1 ein, so muG die aus dem Be
wegungsvorgang I und II hervol'gehellde gesamte 
Drehullg des Querschnitts Bk, namlich; 

1:-;g:71a 

des Querschnitts BI' wahrend des Bewegungsvor
ganges II, namlich 

MIl . 'rll (Fig. 75). 

Es mUl:isen daher foIgeude zwei Gleichun~ell be
stehen: 

(250 

lind 

)'t, -. Mt . 1~ = Mll . 113 . . . . . (251 

Betrachten wir jetzt uoch den herausgetrelln' 
ten Knotenpullkt B (Fig. 75 a). An demselben 

I 
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muss en wlr die Momente 1\11, M\) und MB mit 

dem entgegengesetzten Drehsinn anbringen wie 
yorhin am Querschhitt Bk des vom Balken ge
trennten Pfeilers, am Querschnitt BI des freien 
rechten Balkenendes der bffnung II und am Quer
schnitt Br des freien linken Balkenendes der 
bffnUl~g 12, Aus der Gleichgewichtsbedingung 

~M = 0 folgt dann: 

M~ = Mh + MJ) . . . . . . (252 

(absolute \Verte). 

Setzen wir Mf; aus Gl. (252) in die Gl. (250) 

und (251) ein und lOs en dieselben auf, so erhalten 
wir schliemich mit Einfuhrung der durch die Be
wegungsvorgange I und II festgeleglen Vorzeichen 

von Y~l' Mk, Mil und Mt analog wie in Kapitel VI, 
Abschnitt I auf Seite 48 die foJgenden 

Hauptformeln: 

... (253 

MB=+- .... (254 

. (255 

Die Gl. (253) und (254) ergeben stets das rich

tige Vorzeichen von Mh und MI~' wenn wir in 
dieselben die nur von den Abmessungen der 
Konstruktion abhangigen Drehwinkel 'k, IJ~ 
und 1~ mit ihrem Absolutwerte und den von der 

Verschiebung dB abhangigen Drehwinkel i'~1 mit 
seinem Vorzeichen einsetzen; desgleichen ergibt 
Hauptformel (255) stets das richtige Val zeichen 

von M~, wenn wir in clie Klammern cler rechten 

Seite Mh und MB mit ihrem aus den Formeln 
(253) und (254) hervorgehenclen Vorzeichen ein
setzen. 

Die in den Hauptformehl (253) und (254) vor
kommenden Drehwinkel ermitteln wir wie falgt: 

a) TIB nach den Formeln (107) und (108), in welchen 

wir mit Bezug auf Fig. 74 unci 76 I' = II und 
a' = at setzen. 

b) TB nach Formel (119), in welcher wir mit Bezug 

auf Fig. 74 und 76 I" = J2 und b" = b2 setzen; 

c) r~ nach den Formeln (41), (42), (49), (50). 

d) Den wahrend des Bewegungsvorganges I ent
stehenden, der Kopfverschiebung .:i B ent-

sprechenden Drehwinkel I'~l am Kopfe, des 
unten eingespannten, nach oben frei ausJua
g-enden Pfeilers B (Fig. 74a) bestimmen wir 
wie folgt: 

Nach fruhercm (siehe Ermittlung der For
meln fUr die \Villkeldrehung rk) erzeugt die 

Horizontalkraft H~ = 1, welche am Kopfe 

des unten eingespannten, nach oben frei 
auskragenclen Pfeilers angreift, eine horizoil
tale Kopfverschiebung vUh und eine Kopf-

drebung )'Bh; wir konnen daher sagen: 
cler Verschlebung v Ilh entspricht eine Dre

hung i'Bh; 
der Verschiebung vBh = 1 entspricht dal1l1 

cine Drehung 

der Verschiebung dB entsprieht schliemich 
e111e Drehung-

k YBh 
I'IlI = [dB] ._-- ..... (256 

v Bh 

Nach Gl. (256) erhalten wir am Pfeiler mit 
konstantem Tragheits1l10ment, wenn wir YBh 

all;; Gl. (:32) uncl vUh aus Gl. (39) einsetzen: 

k· 3 . (h + 2 . f) 
YUt = [d B]· 2~(tl.2+3;h-:Tf3 :£2) .. (257 

woraus mit f = 0 folgt: 

k [B]' 3 I'D! =.1 'TT ..... (258 

Desg-leichen erhalten wir nach Gl. (256) am 
Pfeiler mit veranderlichelll Tragheitsmoment, 
wenn wir )'Rh aus Gl. (44) und "Bh ans Gl. (46) 
ei llsetze 11 : 

h 

"., do; ~ Ts . (f +y) 

)'?q = [d BJ· - ~-- ~ .. ---~ .. (259 

~ .1 S . (f + .)~ 
."'-I T s Y 

o 

worans mit f = 0 folgt 

h 

~ Lis 
..:...I 'r;:- . y 

ttl = [.1 Bl·~·- . . . . (260 

~ -f-:. y2 
o 
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Die \Vinkeldrehung r~l erhalten wlr nach 

Gl. (256) stets mit ihrem richtigen Vorzeichen, 
wenn wir eine Rechtsverschiebung dB als 
positiv und eine Linksverschiebung J B als 
negativ einfuhren; die GroGen )'Hh und vBh hin

gegen werden mit ihrem absoluten \\'erte 
eingesetzt. 
Zur Bestimmung der Momente, Horizon

talschube. Querkrafte u nd Auflagerdrucke 
am Balken und an den Pfeilern des Rahmens 
infolge del' Kopfverschiebung dB des 
Mittelpfeilers B gehen wir jetzt wie folgt vor: 

1. "Vir ermitteln zunachst Mh und Mli nach 

den Formeln (253) und (254) und bestimmen dann 

M~ nach Forme! (255). 

2. Die Momentenflache am ganzen Bal
ken (Fig. 76) erbalten wir wie folgt: \Vir tragen 

1\1\) unmittelbar links von B 

aut und pflanzen dasselbe 
mittels des Fixpunktes J1 nach 
links liber den Balken der 
()flnung II fort; desgleichen 

tragen wir 1\1i3 unmittelbar 

rechts von B auf und pflanzen 
dasselbe mittels derFixpunkte 
K2 und Kg sowie mittels des 
Verkleinerungskoeffizienten 

/{ nach rechts liber die ()ff

nungen l:J und 13 fort. 

3. Die Momentenflache 
an den Pfeil ern A, C und 
0, deren Kopfe keine 
Verschie b unga u sUi h re 11, 

ermitteln wir genau wie im 
Abschnitt II des Kapitels V 

-/1R.I1' 

J-~ 
~~ I, 

+/f}r' 

beschrieben wurde (Fig. 76 a, 76 c, 76 ti), d. h. wir 
bestimmen den Abstand des Momentennullpunktes 
vom Pfeilerkopf nach den Formeln (130), (131), 
(132), trag-en das Pfeilerkopfmoment als horizontale 
Strccke an den Pfeilerkopf an und verbindell den 
Endpunkt derselben mit clem Momentennullpunkt; 
{liese bis zum Pfeilerfuj~ \'erlangerte Verbindungs
lillie bildet die Begrenzung der Momentenflache. 

Die Horizontalschube H~, Ht nncl Ht (Fig. 

76a, 76c, 76d), welche yom Balken auf die KCipfe 
der Pfeiler A, C und D ausgelibt werden, sind 
gleich den horizontalen A uflagerdrlicken (" Reak
tionen"), welche an den vom Balken getrennten, 
am FuGe einge~pannten und am Kopte frei dreh
bar gestiitzten Pfeilern infolge Belasten derselben 

mit den Pfeilerkopfmomenten M~, bzw. M~;, bzw. 

!\it entstehen; H~, Ht und Htl werden daher 
mittels derFormeln (200), (201), (202), (203) nach 
Gri:if~e una Vorzeichen berechnet. 

4. Die Momentenflache am Pfeiler B, 

dessen Kopf die Verschiebullg dB aus
flihrt, ermitteln wir folgenderma{~en (Fig. 76b): 

Wir bestimmen zunachst den gesamten Hori-

zOlltalschub H1, welcher vom Balken auf den 

Kopf des Pfeilers B Ubertragen wird unci folgen
den Ausdruck hat: 

. ..... (261 

In GI. (261) ist H~l der wahrend des Bewe

gungsvorganges I entstehende horizontale Auf
lagerdruck, welcher imstande ist, den Kopf des 
unten eingespannten, nach oben frei auskragen
den Pfeilers um die Strecke .1 B zu verschieben; 
bezeichnen wir wie frliher mit vBh die Kopfver-

scbiebung des Pfeilers B infolge H~ = 1, so er

halten wir nach Vorstehendem folgende Gleichung: 

[.1 B] = H~l . vBh •••••• (262 

daraus ergibt sich 

...... (263 

Nach GI. (263) erhalten wir am Pfeiler mit 
konstantem Tragheitsmoment, wenn wir vBh aus 

GI. (39) einsetzen 

(264 

woraus fur den Fall f = 0 folgt: 

Desgleichen erhalten wir nach Gl. (263) am 
Pfeiler mit veranderlichem Tragheitsmoment, wenn 
wir vBh aus Gl. (46) einsetzen: 
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H~1~[JB1'~h--~E~s----- .. (266 

~ ~~ .. (f+y)2 
o 

woraus fUr den Fall f = 0 folgt: 

I r-
t 
t 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

... (267 

rig. 77 

I, ---- -+.---.-~ t2 ---->+< 

rig. 77 d. 

H~2 wird mittels der Formeln (200), (201), (202). 

(203) 11ach Gro~e und Vorzeichen ermittelt; H~t 

und H~2 haben stets dasselbe Vorzeichell. 

Nachdem H~ wie vorstehend ermittelt ist, er
haJten ,vir die MomenteniHiche am Pfeiler B, in
clem wir den unten eingespannten, nach oben frei 
auskragenden Pfeiler H (Fig. 76b) am Kopfe mit 

clem Moment i\1~ und del' Horizonlalkraft H~ be
lasten; die in Fig. 76b dargestellte Momenten-

~~ 
I 

I 

lHiche setzt sich daher aus dem 
negativen Rechteck BkBfKK' in-

folge der Belastullg M~ und 
dem positiven Dreieck K'KG ill
folge del" Belastullg H~ zusam
men. Das Moment Mh in einem 
Pfeilerquerschnitt mit dem be
Iiebigen Abstalld y vom PCeiler
kopf betriigt daher 

.. (268 

am Pfeiler[Ll{~ erhalten Wlr eIll 

:Moment 
I 
I 
I 
I 

fir~ ______________ ~ -----~-----l 

:+H,,~ 
I 

I I 

I ;7 I I Selzen wir in GI. (268) Mh = 0, 
so erhalten wir daraus den Ab
stand Yo des i\Iomentennull
punktes ZlI: 

f~ / I 

rig. 77 b. 

Die Gl. (263) bis (267) ergebcn Hl~l nach 
Gro{~e und Vorzeichen, wenn wir in dicselben J B 
mit seinem' V orzeichen einsetzen. 

Ferner ist in Gl. (261) Ht2 gleieh dem horizon
talcn Auflagerdruck, welcher wahrend des Bcwe
gungsvorganges II vom gedaehten Kopflag'er auf 
den vom Balken getrenl1ten, unten eingespannten, 
oben frei drehbar gestiitzten Pfeiler B infolge 
Belasten desselben mit dem nach GI. (255) er
mittelten Pfeilerkopfmoment 1\11 ausgeiibt wird; 

~lt 
Yo::': ~k· . . . . . . (270 

HB 

Die Momentenfliiche am Pfei
ler B konnen wir jetzt auch in 
der vVeise bestimmen, da~ wir 

da::; Moment NIt als horizontaie 

Streeke am Pfeilerkopf alltragen 
lllHl das [reie Ende derselben 
mit del1l naeh Gl. (270) ennittel
ten i'Ilomentellnu]]punkt Yer
binden. 

Es ist Boch hervorzuheben, 
daiS an allen Pfeilern die l\lomentenfiache auf del' 
Streekc f nUl" lheoretisehen \Vert hat lind zur 
Dimensionierung nieht gebraucht wird. 

5. Die Querkrafte in allen Pfeilenluer
sehnitten (der versehobenen und nieht verscho
bencll preiler) einsehl. des Einspannungsquer
schnittes sincl einfach g-Ieich den HorizonlalsclJU
ben an den Pfeilerkopfen. 

6. Die Ermittluilg der Querkrafte und Auf
lagerdrucke am Balken, der Nonnalkrafte an 



den Pfeilern und der Bodendrtieke der Pfei
lerfundamente flihren wir genau so dureh, wie 
dies in Abschnitt III des Kapitels V erlautert lIlId 
in den Fig. 57 und 58 c1argestellt wurde. 

2. Fall: 

Kopfverschiebung eines am Fufie eingespannten 
linken Endpfeilers. 

"Vir nehmen an, del' Kopf des linken End
pfeilel's A des in Fig. 77 dargestellten Rahmens 
flihre die horizontale Verschiebung d A = AA' 
nach rechts aus, w1lhrend alle Ubrig-en Pfeilerktipfe 
in Ruhe bleibcn. 
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Zunachst ermitteln wir das im K"pfqllerschnitt 
Ak des verschobenen Pfeilers Clnftretende Moment 

M1 bzw. das dem letzteren gleiche Moment M~ 
im QlIersehnitt AI" unmittelbar reehts der PIeiler
aehse. Zu clem Zweck betrachten wir die folg'cn
den zwei Bewegungsvorgange: 

Bewegungsvorgang 1. 
Nachdem die positivc Versehiebung d A voll

endet ist, stlitzen wir den Pfeiler A im Quer
schnitt Ak und den Balken im Querschnitt AI" in 
je einem festen Gelenk unci trennen dann den 
Pfeiler yom Balken durch einen am Kopfe ge
fUhl'ten Schnitt. Die hierbei entstehende Form
anderung ist in Fig. 77 a dargestellt: Die Pfeiler B, 
C und D sowie auch der Balken nehmen wieder 
eine gestreckte Form an, wahrene! Pfeiler A sich 
wie ein unten eingespannter, naeh oben [rei 
auskragencler Balken deformlert, dessen Kopf 

dureh eine horizontale Kraft H~l um die Strecke 

.J A nach rechts verschoben wire!. Bei diesem 
Bewegungsvorgang entsteht auner der positiven 
\'"rschiebung ,j A auch noeh eine positive Dre-

hung des Pfeilerkopfes, welche wir mit )'_~ J be
zeichncn. 

Bewegungs\'organg II. 
Jetzt suchen wir die Querschnitte Ak und AI' Zll 

heiden Seiten des gefLihrten Schnittes wieder mit
einander zu vereinigen wie VOl' der Trennung; zu 
dem Zweck mlissen wir offenbar am gelenkartig 
gelagerten Pfeilerkopt ein links drehendes, nega-

ti\-es Moment M\ unrl am frei drehbar gesti.itzten 

linken Balkenende del' ()ffnung 11 ein rechts dre-

1"cndcs, positives Moment ~I~\ anbringen (Fig. i7b). 

:\achdem am Ende des Bewegungsvorganges II 
die Querschnitte Ak und A r zu beiden Seiteu des 
Trennungsabsdmittes wieder vereinigt sind, 
Il1lissen beicle clieselbe Dreilllng allsg'efiihrt haben; 
cliese Drehungen betragen: 

Drehung von Ak == r~~1 -- M~ . J ~, 

Drehung VOll Ar == MA, . TA., 

wobei r~ und fA. wie frtiher die Drehwinkel 

infolge M~ = 1 bzw. MA. = 1 bedeuten. Da nun 
beide Drehungen nach Obigem einander gleich 
sein mlissen, so erhalten wir die folgende Gei
chung: 

r;l - M~ . 1~\ = MA, . T~ •••• (271 

Setzen wir darin :~i~ = MA, und llisen auf, so 
erhalten wir mit Berlicksichtigung der bel'eits 

\'orhin festgesetzten Vorzeichen \'1)11 M~ nnd M~~ 
die nachstehen(len 

Hauptformeln: 

NF = +Ji'~IJ 
A <<\. +l~ 

..... (272 

unt! 

... - .. (273 

Die Hauptfol'meln (272) nnd (273) el'geben die 
~lomente M~ und M1 stets mit ihrem richtigen 
V01'zeichen, wenn wir die darin vorkommenden 

Drehwinkel 1\, T~ und r~t nach Gr(\[Se und Vo1'
zeiehen genau so einfUhren, wie dies in dem auf 
die Hauptfol'meln (253), (254) und (255) folgenden 
Text angegeben wurde; desgleichen werden die von 
del'Verschiebung .d A am ganzen Rahmen hervor
gerufenen Momente, HorizontalschUbe, Querkriifte 
und Auflagerdrlicke in ahnlicher vVeise ermittelt 
wie in den Nummern 1 bis 6 des vorhergehenden 
1. Falles erlautert wurde. Hierbei ist hervorzu
heben, dan am Kopfe des Pfeilers A, wie stets 
am verschobenen Pfeiler, zwei Hol'izontalsehi1be 
auftreten, von denen der erste von der Verschie
bung .d A abhii.ngt und nach den Gl. (264), (265), 
(266), (267) zu bestimmen ist, wah rend der zweite 

yom Pfeilerkopfmoment M1 abhangt und nach 
den Gl. (200), (201), (202), (203) ermittelt wird; an 
den in Ruhe verbleibenden Pfeilerkopfen B, C 
und D hingegen tritt nur je ein Horizontalsehub 
auf, welcher von dem entsprechenden Pfeilerkopf
moment abhang·t und nach den GI. (200), (201), 
\202), (203) bestimmt wi rd. 

3. Fall: 

Kopfverschiebung eines am FuUe eingespannten 
rechten Endpfeilers. 

\Vir nellmen an, der Kopf des rechten End
pfeile1's 0 des in Fig. 78 dargestellten Rahmens 
t'iihre eine hOl'izontale Verschiebung .d 0 = DD' 
nach reehts aus, wah rend aUe librigen Pfeilel'kopfe 
in Hnhe bleiben. 

Zunaehst bestimmen wir das im Kopfquer
scllnitt Dk des verschobenen Pfeilers auftretende 

Moment M~, hezw. das dem letzteren gleiche 



Moment Mb im Querschnitt Dl unmittelbar links 

der Pfeilerachse D. Zu dem Zweck flihren wir 
sinngemai.) diese!ben Bewegungsvorgange I und II 
Jurch wie bei dem vorhergehenden 2. Fall, und 
erha!ten hieraus schliemich die 

Hauptformel: 

ML = Mt = -- [rt!J 
lb+ Tb 

.... (274 

aus welcher Mb und Mb stets mit ihrem richtigen 

Vorzeichen hervorgehen. 

Fig. 78 

Fig. 79 .1C=r/ 
p>>----+I 

winkel rf' welcher wahrend des Bewegungs\'or

ganges I durch Verschieben eines Pfeilerkopfes 
um die Strecke ."1 am Kopfe dieses oben und unten 
gelenkartig gestiitzten Pfeilers entsteht, erhalten 
Wlr zu 
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und weil r~ sehr klein ist, so ergibt sich: 

k _ [dl 
)'1 -h+~f ....... (276 

hierin ist .1 die angenommene Kopf\'erschiebung 

.1])=.;.1 

~ 

eines Pfeilers, die mit ihrem 
Vorzeichen einzuflihren ist, 
und (h + f) die ganze Huhe 
des betrachteten Pfeilers. 

Die Horizontalschlibe Hk 
und Hf an den Kopft'n bezw. 
Fui.)gelenken aller (auch der 
verschohenen) Pfeiler betra
gen nach Forme! (204): 

___ ---r-~ I ~ ___ _ I jJ' II. Ermittlung der Momente 
M*, Horizontalschiibe H~', 

Querkriifte Q* und Auflager
driicke V* am mehrfachen 
Rahmen mit geradem Balken 
infolge einer aul.\eren, in 
Balkenachse angreifenden 

Die DrehwinkellL, 7i) und rbl der Hauptfor

mel (274) sowie die Momente, Horizontalschlibe, 
Querkrafte und Aufiagerdrlicke am ganzen Rahmen 
infolge der Verschiebung .J D ermitteln wir in 
iihnlicher Weise, wie dies in den Nummern 1 bis 6 
des 1. Falles erlautert wurde. 

4. Fall: 
Kopfverschiebung eines am Fune gelenkartig ge

lagerten Pfeilers. 
Fiihren wir sinngemai.) dieselben Bewegungs- . 

vorgange wie bei den vorhergehenden Ftillen 
durch, so gelangen wir auch bei den Pfeilern 
mit Fui.)gelenk zu den Hauptformeln (253), (254), 
(255), (272), (273), (274), worin jedoch die Dreh-

winkel rk und rf andere, durch die gelenkartige 

Lagerung der Pfeilerflii.)e bedingte vVerte haben. 
Die Drehwinkel Tk erhalten wir aus den 

frliheren Formeln (52), (53), (56), (57). Den Dreh-

Horizontalkraft H = 1. 
Zur Bestimmung- der vor

genannten Momente und 
Krafte infolgf; der Belastung 
des Rahmens mit der iiu(~eren 
Kraft H =1 verschieben wir 

den Liingsbalken des I~ahmens und dam it alle Pfei
lerkfipfe um llie horizontale Strecke d = 1 in Rich
tung der Kratt H =-= 1 (Fig. 79), beispielsweise um 
d = 1 mm, ermitteln nach dem im vorhergehen
den Abschnitt I entwickelten Verfahren die 
resultierenden 1\1omente 1\1' am ganzen Rahmen 
(Fig. 79a) sowie den an jedem Pfeilerkopf (nicht 
am Balken, also "Reaktion") angreifenden resul
tierenden Horizontalschub Hk' infolge der Ver
schiebung .J = 1 samtlicher Pfeilerkopfe, und 

bilden schliemich den Ausdruck ~Hk" woLei die 

Vorzeichen cler einzelnen Krafte Hk' zu berlick
sichtigen sind; cler Verschiebung d = 1 ent
sprechen also die 1\1omente lVI' und eine in 

Balkenachsc wirkendc Kraft "\. "Hk'. l:m!lckehrt 
~ " 

ki111nen wir jetzt sagen: Die als [lui.)ere Belastllng 

am Rahmen an!lebrachte Horizontalkraft ''''I-Ik' 
" ~ 



erzeugt die Verschiebung d = 1 und die Momentc 
lVI'; mithin erzeugt die itulkre Horizontalkraft 

d=l H ::::= 1 ellle Verschiebung und die 
'~Hk' 
."'-I 

l\[omente 

Nachdem man also die Momente 1\1', Hori
zontalschUbe H', Querkriifte Q' lind Aullager
drUcke V, am Rahmen infolge der Verschiebung 
d = 1 ermittelt hat, erhalt man durch Multiplika-

tion derselben mit dem Faktor 1 die ge-
,,\'Hkl 

."'-I 
suchten lVIomente lVI*, HorizontalschUbc H*, Quer
krafte Q* und AuflagerdrUcke V* infolge der Be
lastung H = 1. 
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Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, daf.1 
die Momente lVF, HorizontalschUbe R':, Qucr
krjfte Q'i: und AuflagerdrUcke V* nur abhangig 
von den Abmessnngen cines Rahmens sind und 
daher flir einen gegebenen Rahmen feste \Verte 
haben; dies vereinfacht die Berechnung cines 
l~ahmens fUr me h r e re Belastungsfallc wcsentlich. 

In folgendem Abschnitt III ermitteln wir nun 
als Beispiel zu den Abschnitten I unclll dicses 
KapiteJs die lVIomente M';: und HorizontalschUbe 
Hk fUr den einfachen Rahmen mit geraclem Bal
ken, welche Werte wir, wie in Kapitel VIn erliiu
tcrt, zur Berechnung eines einfachenRahmens mit 
geradem Balken fUr beli"Obige Balken- und Pfeiler
bela stung benotigen. 

III. Ermittlung der Momente M'~ und Horizontal
schiibe H* am einfachen Rahmen mit geradem 
Balken. (HiIfsgro[\en zur Berechnung des 

einfachen Rahmens mit geradem Balken.) 
'vVir hihren sowohl die Berechnung des untcn 

eingespannten, als auch diejenige des unten ge
lenkartig gelagerten Rahmens unter folgenden 
Annahmen durch (verg-J. Fig. 80 u. 81): 

Die Dehnungszahl E sei am ganzen RahmL'n 
kOl1stant. Das Tragheitsmoment T 1 des Balkens 
Illit der Stlitzweite II sei konstant; beide Pfeiler 
haben gleiche Hohe h, une! die starre Strecke f 
tler Pfeilerhlihe wird vernachlassigt. Ferner setzen 
wir in allen Formeln 

T 
T~ =: n. 

In bezug auf das Vorzeichen d'~r l\Iomente 
bleiben wir bei der frflher gemachten Ai1l1ahme; 
d. h. ein Balkenmoment ist positiv, wenn es an 
cler unteren Balkenkante, uncl ein Pfeilennoment 
ist positiv, WfOnn es an cler linken PfeilerkantC' 

Fig. 808. 

ftla'OS) 

~mrn~~~~~~~_L 

Fig.80b. 

BT 
ul 

"..,-;-r;;cmmm=rTTY...:w.wJ.w.u.w.~~ 
B 

Fig. 80 c. 



Zugspannungen hervorruft. In der Literatur findet 
man oft bei Berechnung des einfachen Rah
mens ein Moment als positiv eingefiihrt, wel
ches an del' inneren Rahmenkante Zugspannungen 
hen'orruft; da jedoch die erstgenannte Vorzeichen
annahme bessel' auf den allgemeinen Fall des 
mehrfachen Rahmens anwendbar ist, wollen wir 
dieselbe anch fiir den Sonderfall des einfachen 
Rahmens beibehalten. Die Momentenfliiche tragen 
wir stets an die Zugkante des Balkens und der 
Pfeiler an. 

1. Einfacher Rahmen mit Einspannnng an den 
PfeilerfiiBen (Fig. 80). 

Znniichst berechnen wir die folgenden, VOIl 

der Belastnng unabhitngigen GrtiGen: 
Nach GI. (121) ist: 

12 
a==------k 

31+6T1 El~ 

und nach Gl. (125): 
I" 

b== k 
:H+6T1 E1 1; 

setzen wir darin nach GI. (42) 

k _ k _ h 
1 A - Til - 4. E· T2 ,. 

so erhalten wir: 

212 
a == b = 6T+:Hil1 . 

Ferner erhalten wir nach GI. ('125a) 

r _ 1 _ 1(21-3b) 
1 A - 1]) -6 E f;-(l-'::" b) 

und durch Einsetzen des Wertef. von b aus vor
stehender Gleichung: 

1:l+I11 n 
(41+31111fETl ' 

Die Momente 1\P und Horizontalschiibe Hk* 
erhalten wir nach dem vorstehenden Abschnitt II 
indirekt aus den Momenten 1\1' und Horizontal
schiiben Hk', welche am H.ahmen durch die hori
zontale Verschiebung ,1 = + 1 beicler Pfeilerkijpfe 
entstehen, und welche daher zuerst berechnet 
werden rnlissen: 
a) Momente infolge der Verschiebung ,1 A == + 1 

des Pfeilerkopfes A (Fig. 80 a): 
Nach GI. (272) ist: 

[rk ] 
l\i~\ (JA) == + r--+:\!.k-· 

TA fA 

Fiihren wir darin r~l nach Gl. (258), 1A, 1.k 
und das VerhiHtnis n aus den vorstehenden 
Gleichungen ein, so erhaJten wir schlief1lich 

,r _ • 6(41+3hn)·ET1 
MA(JA)-+d h(412 +8hln+3h2 n2) 

worin Li == 1. 

Tragen wirinFig.80a dieStreckeAA' == MA(JA) 

auf nnd z\ehen die Gerade A! K, so ergiht sich 

Mb(JA) =: - MA(JA) 'l~ b ; 

oder durch Einsetzen del' "Vertp von M~~(JA) 
lind b: 

M1,( )---,1. __ 12·1·ET1 
l.,JA - h (412 + 8 h In + 3 h~ n2) 

il) l\iomellte infolge der Verschiebung J B == + I 
(les Pfeilerkopfes B (Fig. 80 b): 

Nach Formel (274) erhalten wir wegen 
Symmetrie 

lr 6(41+3hn)·ETI 
MR(Jn) = - MA(JA) == - J. h (412+8hll1)+3h2n2) 

nnd 
,r _ 1 _ 12·1·ETt 

M.\(.JR) - - MB(.JA)-+ d' h (412+ 8h In+3h21l2) 

c) Resultierende 1\1omente M~ == M~, M~ == M7; 
infolge der gleichzeitigen Verschiebung der 
Pfeilerkopfe A und B urn .d = + 1 (Fig. SOc): 

Aus den Gleichungen unter a) und b) folgt: 

>"lr' - 1\11' + 1\'1'1' _ + 18· E Tl 
".-\-1 A(dA) 1 A(dB)- '/"h(21+3hn) 

=- M~ 
und 

1\'11' __ "II + ',II _ I '18· E T1 
B - ., nCdA) " H(LlE) - - "'. h (21 + 3 h n) 

== :Vl~' . 

d) Resultierende Horizolltalschiibe H~ und H71 
an den Kopfen der Pfeiler, sowie Pfeilerfuf1-
momente M;~ und Mi{ infolge del' gleichzeiti
gen Verschiebung beider Pfeilerki:ipfe um 
J = + 1 (Fig. 80d u. 80e): 

Xach GI. (261) ist: 

11k ' Hk' + Hk' - A = Al A2; 

setzen wir dal'in Hrl nach GI. (265) unrl H~2 
nach GI. (201) ein, so fo Igt: 

Hk' - J. 3_ E T2 __ .~. Mk'. 
A --, h:J 2h A' 

mil EinfUhrung des \Vel'tes von l\l~ unter c) 
erhaJten wir schliei:llich 

Hk' - + ,1 .6(6hT1 +lT2)·E 
A - hB (21 + 3 h n) . 

Analog erhalten wir: 
H k' _ + . 6 (6 h Tl + 1 T2)· E 

B - d h8 (21 + 3 h n) 



Belasten wir jetzt den vom Balken getrenn
ten, unten eingespannten, nach oben frei ans
kragenden Pfeiler A mit dem Pfeilerkopf-

moment M~ und dem Horizonialschub H~ 
(Fig. 80d), so erhalten wir am Pfeilerfu~: 

M~ = M~ + H~ . h. 

Setzen \Vir darin die \Verte von M~ und 

H~ ein, so erhalten wir: 

oder 

Mf' = + d . 6 (l T2 + 3 h T I)· E. 
A h2 (21 + 3 h n) , 

desgleichen ist (Fig. 80e): 

Bilclen wir nun den Ausdruck ~ Hk', d. h. 

~(Hk' - Hk' + Hk' _ + d . 1_2(6 h TIT 1 T2)'~ 
~ - A Il - hB (21 + 3 h n) , 
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so erhalten \Vir nach dem vorhergehenden Ab
schnitt II die Momente' M* und die Horizontal
schube Hk* infolge H = + 1, indem wir die oben 
ermittelten Momente M' und Horizontalschube Hk' 
infolge ,J = + 1 mit dem Faktor 

multiplizieren; \Vir erhalten daher die Momente 

M* zu: 

MrA* = Mr: . ~~~-
-~ ~ Hk' 

oder 

Desgleichen 

d·18ETI h3 (21+3hn) 
- ii(21T3hll)' /1 '12(6 h-f~ + 1 T2~E 

oder 
I' 3h2 n k* 

Mil = - 2(1+6hn) = MH·· 

Ferner ist 

Mfi' _ Mf'. 1 
• A - A ~ Hk' 

..;..,j 

_ ,J·6(lT2 +3hT1)·E. h3 (21+3hn) 
- + ---112(2 i +-3hll)- d ·12 (6hT] + IT2) ·E 

oder 

uncl 

1\,[* _+ h(I+3hn) 
III - 2 (1 + 6 h n) . 

FIg. 81. 

Die Horizontalschube Hk* ergeben sich zu: 

Hk* - Hk' . ___ 1 _ 
A - A ~Hk' 

_ d·6(6hTI +lT2)·E h3 (21+3hn) 
- + h3 (21 + 3 h n)' T12 (6hTl-f 1T2)·E 

ocler 

Desgleichen 

H~=+ ~ 

Hk*- +~_ 
B-2· 

5 



Ferner ist: 
H f' __ Hk* ___ 1_ 
A- A - 2 

und Hf'" __ Hk* ____ 1_ 
B- B- 2' 

2. Einfacher Rahmen mit Fufigelenken (Fig. 81). 
Die Momente M* und HorizontaJschtibe Hk* 

erhalten wir auf analoge Weise wie beim ein
fachen Rahmen mit Fug-Einspannung. 

Die Resultate lauten: 

Mr* _ + _h Mk* __ Jl_. 
A- 2 A - 2' 

1\11* - _ Jl k* h 
B-2 MB = - -2- ; 

Hk* - Hk* - + _~ . 
A- B- 2' 

Hf' _ Hf* ___ 1 . 
A- B- 2' 
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in Fig. Sla wurden die Momente M:~, usw. aufge-

einen kontinuierlichen Balken auf elastisch dreh
baren Pfeil ern mit horizontal unverschieblichen 
Pfeilerkapfen tiber, an welchem wir zunachst die 
Fixpunkte bestimmen und dann die Momente, 
Horizontalschlibe, Querkrafte und A ufiagerdrlicke 
infolge der gegebenen augeren Balken- oder 
Pfeilerbelastung genau nach den Methoden er
mitteJn, welche wir im "Ersten Teil" der vor
Iiegenden Abhandlung entwickelt haben. Auf 
jeden Pfeilerkopf wird vom gedachten Lager da
selbst ein horizontaler Aufiagerdruck H~ ("Reak
tion") infolge der augeren Lasten P ausgelibt, 
welcher eine horizontale Verschiebung desseJben 
verhindert und welcher nach Grage und Vor
zeichen mittels der Gl. (200), (201), (202), (203), 
(204), (219), (232) zu bestimmen ist. Zuletzt bilden 

wir den Ausdruck ~ H~ ("Reaktion"), in welchem 

bei der Summenbildung die Vorzeichen der ein
zelnen Glieder H~ zu berticksichtigen sind. 

F/q.cf2 

tragen, weIche mit dem Faktvr multipli-
~Hkl 

ziert die obigen Momente Mr*, usw. ergeben. 
Die Schlugformeln unter (1) und (2) stimmen 

genau mit denjenigen liberein, weIche flir die
selben Rahmen und denseJben Belastungsfall be
reits in der Literatur vorhanden sind, aber auf 
anderem Wege, namlich nach den allgemeinen 
Elastizitatsgleichnngen ermittelt wurden. 

Kapitel VIII. 

Allgemeine Berechnung des mehrfachen 
Rahmens mit horizontalem Balken und ent
weder unten eingespannten oder gelenkartig 
gelagerten pfeilern tiber beliebig viele 6ff
nungen fur beliebige Balken- und Pfeiler-

belastung. 
Wirteilen den Gan;;der Berechnung des Rahmens 

111 folgende zwei getrennte Hauptabschnitte ein: 

Rechnungsabschnitt I. 

Wahrend des Rechnungsabschnittes I nehmen 
wir an, die horizontale Verschieb barkeit des 
Balkens sei vorlibergehend durch gedachte Lager 
an den Pfeilerkapfen aufgehoben (Fig. 82), welche 
jedoch die elastische .Drehbarkeit der Pfeilerkijpfe 
nicht behind ern. Der Rahmen geht daher jetzt in 

r lJ 

Rechnungsabschnitt II. 

Wir entfernen jetzt die wah rend des Rech
nungsabschnittes I an den Pfeilerkapfen ange
nommenen Lager; damit ist der Widerstand auf
gehoben, durch weIchen bisher eine horizontale 
Verschiebung des Balkens und mithin auch samt
licher Pfeilerkapfe verhindert wurde. Nachdem 
die gedachten Lager und damit auch die von 
ihnen ausgeiibten horizontalen Lagerdrlicke 
(" Reaktionen") entfernt sind, treten die horizontalen 
Gegendrlicke (.Aktionen") in Tatigkeit, welche 
von den Pfeilerkapfen auf die Lager ausgelibt 
wurden, und weIche den im Rechnungsabschnitt I 
bestimmten Kraften H~ entgegengesetzt gleich 
sind; da nun diese Gegendrlicke samtlich in der 
Balkenachse, d. h. in ein und derselben Geraden 
wirken, so bildet ihre Resultante eine Kraft H, 
welche gleich ist dem mit entgegengesetztem 
Vorzeichen zu nehmenden, am Schlusse des Rech-

nungsabschnittes I ermittelten Ausdruck ~H~, 

d. h. H = - LH~; diese Kraft wirkt also in der

j enig-en Richtung, nach welcher sich der Uingsbalken 
des Rahmens unter der gegebenen augeren Belastung 

tatsachlich verschiebt. Die inn ere Kraft ( - LH~) 
erteilt clem Lang-sbalken des Rahmens und mithin 



samtlichen Pfeilerkopfen eine horizontale Ver
schiebung .1 genau wie eine auG ere, den Rahmen 
belastende Horizontalkraft, und ruft daher am 
ganzen Rahmen Momente, HorizontalschUbe, 
Querkrafte und AuflagerdrUcke hervor, welche 
wir als Z usa tz e bezpichnen. Zur Bestimmung 
dieser Zusatze ermitteln wir zunachst nach dem 
Verfahren, welches im vorhergehenden Kapitel VII, 
Abschnitt II erlautert wurde, die Momente M*, 
HorizontalschUbe H*, Querkrafte Qio und Auflager
drUcke V* infolge der in Richtnng der Kraft 

( - 2: H~) wirkenden Belastung H = 1, und 

multiplizieren dieselben mit dem absoluten Werte 

~H~. 
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Zum SchluG addieren wir die vorgenannten, 
mit ihrem Vorzeichen zu nehmenden Zusatze zu 
den Momenten, HorizontalschUben, Querkraften 
und AuflagerdrUcken aus Rechnungsabschnitt I; 
die Summe ergibt die genauen, resultierenden 
Momente, HorizontalschUbe, Querkrafte und Auf
lagerdrucke, welche am Rahmen infolge der ge
gebenen auGeren Lasten entstehen. 

Die vorstehend beschriebene Berechnungs
weise des ein- und mehrfachen Rahmens mit hori
zontalem Balken und vertikalen Pfeilern ist nicht 
nur auf eine beliebige ruhende Balken- oder 
Pfeilerbelastung anwendbar, sondern eignet sich 
in gleich guter Weise zur Berechnung des 
Rahmens fUr wandernde Lasten nach dem 
Verfahren der EinfluGlinien. Hierbei setzen 
die Ordinaten irgend einer EinfluGlinie (Moment, 
Querkraft, Auflagerdruck usw.) sich aus einem nach 
Rechnungsabschnitt lund einem nach Rechnungs
abschnitt II zu ermittelnden Anteil zusammen; 
der letztere Anteil einer jeden Einfluminie wird in 
einfacher Weise aus der Einfluminie der im Rech-

nungsabschnift II erwahnten Kraft H = - ~ H~ 
("Aktion") und der Momentenflache am Rahmen 
infolge der auGeren Kraft H = 1 ermittelt, welch 
letztere ja ohnehin schon zu anderen Rechnungs
zwecken bestimmt werden muG. Die Konstruk
tion der EinfluBlinien ist im Beispiel II des 
"Dritten Teiles" der vorliegenden Abhandlung zu 
finden, auf welches hiermit verwiesen seL 

Da man den Rahmen wahrend des Recpnungs
abschnittes I als vorUbergehend an seinen Pfeiler
kopfen festgehalten betrachtet, so kann man bei 
Bestimmung der inneren Krafte aus Rechnungs
abschnitt I die Endpfeiler in die Verlangerung 
der Balkenachse hinaufklappen und wie End
felder eines kontinuierlichen Balkens behandeln, 
was besonders bei belasteten Endpfeilem vor
teilhaft ist; dabei sind an den Kopfen der aufge
klappten Pfdler frei drehbare Aufiager anzuneh-

men. Ferner konnen die Endpfeiler bei denjeni
gen Rahmen und Belastnngsfallen anfgeklappt 

werden, bei welchen ~H~ gleich Null ist (wenn 

sich die an den einzelnen Pfeilerkopfen auftreten
den HorizontalschUbe gegenseitig aufheben), was 
bei symmetrischer Tragkonstruktion und sym-

metrischer Belastung zutrifft; ist aber ~H~ 
gleich Null, so treten am Rahmen keine zusatz
lichen inneren Krafte auf, und Rechnungsab
schnitt I liefert schon die endgUltigen inneren 
Krafte. Man erhalt z. B. am Rahmen der Fig. 80, 
sowohl fUr gleichmaGig verteilte Belastung des 
Balkens anf seine ganze Lange, als auch fUr 
gleichzeitige Belastung der beiden Pfeiler mit 
gleich groGem Erd- oder Wasserdruck durch Auf
klappen der Pfeiler in die Verlangerung eer Balken
achse und DurchfUhrung der Berechnung wie 
flir einen an beiden Enden eingespannten konti
nuierlichen Balken mit drei bffnungen genau die
selben inneren Krafte, wie sie eine Berechnung 
nach den Elastizitatsgleichungen liefem wiirde. 
Dasselbe gilt fUr einen Balken, der an einem 
Ende ein festes Aufiager besitzt und am andem 
Ende mit einem elastisch drehbaren Pfeiler ver
bun den ist (z. B. Vordach eines Gebaudes), und 
zwar fUr beliebige Balken- und Pfeilerbe
lastung, da der am Kopfe des Pfeilers durch Be
lastung dieses einhUftigen Rahmens auftretende 

Horizontalschub H~ vom festen Balkenaufiager 
aufgenommen wird, weshalb keine zusatzlichen 
inneren Krafte auftreten. 

Die Grundlage fUr die Ermittlung der .Zu
satze" aus Rechnungsabschnitt II bilden die Mo
mente M* infolge einer auBeren, in Balkenachse 
angreifenden Horizontalkraft H = 1. Da die Mo
mente M* allein abhangig sind von den Abmes
sungen des Rahmens, so hat man bei der Berech
nung eines Rahmens fUr mehrere Belastungsfalle 
diese Momente M* nur einmal zu ermitteln, und 
man erhalt die "Zusatze" dadnrch, daB man die 
jedem einzelnen Belastungsfall entsprechende 

Horizontalkraft LH~ . mit den Momenten M* 

multipliziert. Hieraus ist ersichtlich, dag die vor
liegende Berechnungsmethode des Rahmens 
gegenuber derjenigen nach den Elastizitatsglei
chungen, wo fiir j eden Belastungsfall die Er
mittlung der statisch unbestimmten GroGen, eine 
sehr zeitraubende Arbeit, von neuem vorgenommen 
werden muG, sehr vorteilhaft ist. Es sei noch 
darauf hingewiesen, daG in Abschnitt III des Ka
pitels VII die Momente M* fUr den ein
fachen symmetrischen Rahmen (nach Fig. 80 
und 81) ermittelt wurden, so daB solchc Rahmen 
fUr beliebige Belastung sehr rasch berechnet 
werden konnen. 

5* 



Kapitel IX. 

Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe, 
Querkriifte und Auflagerdriicke sowohl am 
kontinuierlichen, in einem Punkte festgehal
tenen Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern, 
als auch am mehrfachen Rahmen mit hori
zontalem Balken infolge Liingeniinderung 
der Balkenachse bei Temperaturiinde-

rungen. 
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Wie in der Oberschrift bereits hervorgehoben, 
ziehen wir in den nachfolgenden Darlegungen nur 
den Einflui1 einer Langenanderung des Balkens 
auf die Spannungen in Betracht. Der Einflui1 
einer Langenanderung der Pfeiler ist meistens von 
untergeordneter Bedeutung; er verschwindet 50-

gar ganzlieh, wenn die Pfeiler gleiche Hohe haben 

Fig: d'S 

und gleiche Temperaturanderung erleiden, wei! 
alsdann alle Balkenpunkte dieselbe Versehiebung 
naeh oben oder unten ausffihren und deshalb 
Durehbiegungen ausgesehlossen sind. Wir be
traehten die folgenden zwei Faile: 

1. Fall: 
Der kontinuierliche Balken auf elastisch drehbaren 
Pfeilern ist in einem Purrkte festgehalten oder 

festgelagert. 

Wir nehmen an, der in Fig. 83 dargestellte, in 
B festgelagerte kontinuierliehe Balken erfahre 
eine gleiehmai1ige Temperaturerhohung von to. 
Der Kopf des Pfeilers A versehiebt sieh dann 
(unter Vernachlassigung des Einflusses der Normal
krafte) vom festen Punkt B aus nach links um 
die Strecke 

;I A = - a • t . 11' . . . . . . (278 

der Kopf des Pteilers C nach rechts um die Strecke 

d C = + a • t • 12 , • • • • • • (279 

und der Kopf des Pfeilers D nach reehts um die 
Strecke 

d D = + a • t . (12 + IS) . . . . . (280 
worin a den Warmeausdehnungs-Koeffizienten des 
betreffenden Materials bedeutet. 

Wir ermitteln naeh der in den Fallen 1 bis 4 
des Absehnittes I des Kapitels VII gegebenen An
leitung die Momentenflaehe in allen bffnungen 
und an allen Pfeilern infolge der Versehiebung 
jedes einzelnen Pfeilerkopfes und addieren sehliei1-
lieh die versehiedenen Momentenflaehen; in 
Fig. 83a haben wir den Verlauf der resultierenden 
Momentenflaehe skizziert. Desgleichen ermitteln 
wir den am versehobenen Kopfe eines jeden 
Pfeilers auftretenden resultierenden Horizontal
schub, beispielsweise den resultierendcll Horizon-

talsehub H~ am Pfeiler C wie folgt: 
res 

a) Am unten eingespann
ten Pfeiler C erhalten wir 

~ H~ nach Gl. (261), in 
res 

welcher. H~l die Horizon
talkraft bedeutet, welche 
den Kopf des unten ein
gespannten', naeh oben 
frei auskragenden Pfeilers 
um die Streeke ;I C ver
sehiebt und naeh den 
Gl. (264), (265), (266), (267) 
ermittelt wird, wahrend 

H~2 den Auflagerdruek be
deutet; welcher am Kopfe 
des unten eingespannten, 
oben frei drehbar gestlitz
ten Pfeilers infolge Bela-
sten mit dem resultie
renden Pfeilerkopfmoment 

Mt (in M~ ist auch ein Anteil herrfihrend von 
res res 

der Versehiebung ;I D enthalten) hervorgerufen und 
naeh den GI. (200), (201), (202), (203) bestimmt wird. 

b) Am Pfeiler mit Fui1gelenk erhalten wir 

H~ naeh der Gl. (277), in welche M~ einzu-
res res 

ffihren ist. 

Die Querkrafte und Auflagerdrfieke erhalten 
wir genau wie in den Fallen 1 bis 4 des Ab
sehnittes I des Kapitels VII angegeben wurde. 

2. Fall: 

Der kontinuierliche Balken auf elastisch drehbaren 
Pfeilern ist in keinem Punkte festgelagert (Rahmen

konstruktion). 

Beim vorhergehenden 1. Fall hatten wir in 
dem festen Lager B einen uns von vornherein 
bekannten festen Punkt, von weJchem aus die 
Verschiebungen der einzelnen Balkenpunkte naeh 
links und reehts vor sich gingen; am Rahmen ist 



ebenfalls ein Balkenpunkt vorhanden, welcher bei 
Temperaturanderungen in Ruhe bleibt, und wel
cher daher die Rolle des festen Lagers des 
1. Falles spielt. Dieser feste Punkt fallt am 
Rahmen mit symmetrischer Ausbildung zur Bal
kenmitte mit der letzteren zusammen; die Berech
Hung der Temperaturspannungen 
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Nun erhalten wlr am unsymmetrischen Rah

men nur dann ohne weiteres ~ H~ = 0, wenn 

del' schatzungsweise angenommene feste Pllnkt 
lUfallig mit demjenigen Balkenpunkt zusammen
fallt, dessen Verschiebung infolge Temperatur-

+,1C 

H 
I 

+,117 
!»:>-~ 

--~:-- ! I 

,~ __ - --- --f ·17 

I 
I 
I 

des symmetrischen Rahmens 
kiinnen wir daher nach' der 
Anleitung vornehmen, welche 
beim vorhergehenden 1. Fall ent
wickelt wurde. Am unsymme
trischen Rahmen hingegen ist 
uns der in Ruhe befindliche 
Punkt nicht von vornherein be
kannt; das einzuschlagende Ver
fahren erHiutern wir wie folgt 
an dem in Fig. 84 dargestellten 
unsymmetrischen Rahmen, an 
welchem wir eine gleichmaf)ige 
Temperaturerhiihung von to an
nehmen: 

~:.----t, ~~--- te ~--8-'------ lJ ----->1.: 
I I I I 

Wir stellen zunachst nach 
Gutdiinken denjenigen Balken-
punkt fest, dessen horizontale 
Verschiebung infolge Tempera
turanderllng allem Anscheine 
nach Null sein wird, und von 
weIchem aus die Pfeilerkiipfe 
sich nach links und rechts genau 
so \'erschieben wie im 1. Fall 
vom festen Lager aus. Dieser 
feste l'unkt Iiegt bei dem durch 
Fig. 84 dargestellten Rahmen 
sehr wahrscheinlich innerhalb c1er 
Offnung 12, und zwar in der Nahe 
von C. "Vie wir spater sehen, 
spielt es keine gr:o~e Rolle, wenn 
man ip der Abschatzung des 
festen Punktes sich geirrt hat, 
weil es durch eine Zusatzrech
nung miiglich ist, den entstande
nen Fehler zu berichtigen. Wir 
nehmen daher einfach C als 
festen Punkt an, ermitteln die 
Verschiebungen d A, LI B und 
.J D und schliemich die den letz
teren entsprechenden Momente 

I I I I 
I I I ! 
I I \ [ 
: I Fig 6'48 : : 
I I I I 
I I I I 

r' -------------i----------------V'--------------------~I -r - T- ,-
~*t : flIt : : flc~ i fll; 

I I I I 
I I I 

I 

i 
I 
I 

Ii'" 
-.,1/7 

I I I 
I I I I I I 

Hg.~o ! I 

Fig 6'5 

0' 

I 
I 
I 

am ganzen Rahmen sowie die Horizontalschlibe H~ 

an den Kiipfen der Pfeiler. Denken wir uns jetzt 
den Balken durch Schnitte, weIche wir an den 
Kiipfen der Pfeiler flihren, von den letzteren ge
trennt (Fig. 84a) und bringen an demselben die 
an den Kiipfen der Pfeiler angreifenden Horizon
talschlibe mit umgekehrter Richtung an (also die 
"Aktionen"), so mu(l, bestehen: 

anderung tatsachlich gleich Null ist; trifft daher 

bei Bildung des Ausdrncks ~ H~ Gl. (281) zu, 

so sind die berechneten Momente und anderen 
inneren Krafte ohne weitere Berichtigung beizu
behalten. War jecloch der schatzungsweise an
genommene feste Punkt nicht richtig gewahlt, so 
kommt dies daclllrch zum Ausdruck, da~ wir bei 

cler Bildung der Summe ~ H~ an Stelle der Be

ziehung (281) erhalten: 2:H~ = 0 ....... (281 



2: H~ = J H~ ........ (282 

Bringen wir jetzt d H~ am Rahmen als aui)ere, 
in Balkenachse wirkende Kraft an (Fig. 85), so ent
stehen durch diese Belastung neue zusatzliche 
Horizontalschube, welche wir nach der in Abschnitt 
II des Kapitels VII gegebenen Anleitung berechnen 
und welche mit den zuerst ermittelten jetzt die 
Sum me Null ergeben. Ebenso entstehen zusatz
liche Momente, welche wir zu den vorher be
rechneten Momenten addieren; die Summe beider 
ergibt die gesuchten Momente am Rahmen infolge 
der gegebenen Temperaturerhohung. Den Ver
lauf der resultierenden Momentenflache haben 
wir in Fig. 84 b dargestellt. Nachdem die Momente 
und Horizontalschilbe am Rahmen bestimmt sind, 
konnen wir auch die Querkrafte und Auflager
drucke ermitteln, und zwar genau so, wie dies in 
Absc1mitt I des Kapitels VII erlautert wurde. 
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Nach den vorstehenden Darlegungen konnen 
wir die am unsymmetrischen Rahmen infolge 
Temperaturanderung entstehenden inneren Krafte 
ermitteln, ohne die genaue Lage des in Ruhe 
bleibenden Balkenpunktes zu kennen. Will man 
jedoch den [esten Punkt dazu b eni.itz en, urn eine 
nach dem 1. Fall durchzufilhrende Kontrollrech
nung vorzunehmen, so bestimmen wir die genaue 
Lage desselben wie folgt: 

Angenommen, am vorher besprochenen un
symmetrischen Rahmen habe die Gl. (282) eine 

positive, also naeh reehts gerichtete Kraft d H~ 
ergeben. Diese Kraft bringen wir am Rahmen 
als au~ere Belastung an und berechnen naeh 
Abschnitt II des Kapitels VII die dadurch hervor
gerufene Reehtsversehiebung ). des Balkens; die
selbe ergibt sich zu: 

_ d = 1 Hk . ). - ,., _. d t • • . • • (283 
~I-lk' 

Unter der zuerst gemachten Annahme, C 
bleibe in Ruhe, fuhren bei Temperaturerhohung 
aIle Balkenpunkte links von C dne Linksver
schiebung und aIle Balkenpunkte rechts von C 
eine Rechtsverschiebung aus; da nun infolge der 
Belastung 4 H~ samtliche Balkenpunkte noch eine 
Rechtsverschiebung). ausftihren, so ergibt sich 
aus der Zusammensetzung dieser Verschiebungen, 
da~ der Balkenpunkt 0 mit der Verschiebung 
Null jedenfalls links von C liegt (da ja z. B. 
-.d A kleiner werden mu~ durch eine hinzukom
men de Rechtsverschiebung), und zwar in einem 
Abstande x (Fig. 85) von C, welchen wir wie folgt 
ermitteln: 

Unter der zuerst gemachten Annahme, C 
bleibe in Ruhe, tragen wir das Diagramm der 

Temperaturverschiebungen aller Balkenpunkte 
auf; fur den vorliegenden Fall der gleichmamgen 
Temperaturerh5hung brauchen wir dazu nUr die 
Verschiebung eines Balkenpunktes, beispieIsweise 
die Verschiebung (- d A) als Ordinate AA' in einem 
beliebigen Ma~stabe aufzutragen (Fig. 85) und 
die Punkte A' und C durch eine Gerade zu ver
binden. Ziehen wir jetzt eine Parallele zur Bal
kenachse im Abstande ). von dei letzteren und 
ermitteln den Schnittpunkt 0' derselben mit der 
Geraden A'CD', so sehneidet das von 0' auf die 
Balkenachse gefallte Lot die letztere in clem ge
suchten festen Punkt 0; denn die Gerade A'D' 
in Fig. 85 mu~ um die Strecke ). parallel nach 
unten verschoben werden, um die wirkliche Dia
grammlinie der Temperaturverschiebungen zu er
halten, welche die Balkenachse im gesuchten 
Punkt 0 schneidet. 

Die entwickelten Methoden eignen sich in 
gleich guter Weise zur Bestimmung der Momente 
und ubrigen inneren Krafte, auch wenn die Tem
peratursehwankungen in den versehiedenen Off
nungen verschieden voneinander sind; es genugt 
eben, die entspreehenden Pfeilerkopfverschiebun
gen zu ermitteln, weil wir ja den Einflu~ einer 
jeden Pfeilerkopfversehiebung getrennt be
stimmen. 

Kapitel X. 

Ermittlung der Momente, Horizontalschtibe, 
Querkrafte und Auflagerdrticke am mehr
fachen Rahmen mit horizontalem Balken 
infolge einer in Balkenachse angreifenden 
wagrechten Kraft H, z. B. Bremskraft, 

Winddruck, usw. 

Zuerst berechnen wir naeh dem Verfahren, 
welches in Absehnitt II des vorhergehenden 
Kapitels VII erlautert wurde, die Momente M*, 
Horizontalsehilbe H*, Querkrafte Q* und Auf
lagerdrileke V* infoIge der Kraft H = 1, und 
multiplizieren dieselben dann mit der gegebenen 
Belastung H; d. h. wir ermitteln, wie in Absehnitt I 
des Kapitels VII, die infolge der Verschiebung d = 1 
am Rahmen hervorgerufenen Momente M', Hori
zontalsehilbe H', Querkriifte Q' und Auflager
drileke V', und multiplizieren dieselben dann mit 

H 
dem Faktor ~. 

~Hk' 

Die Versehiebung d = 1 hat in Richtung der 
auBeren Kraft H zu erfoIgen, 

1st der Langsbalken an einer Mittel- oder 
Endstiltze festgelagert, so wird die in der Balken
achse wirkende au~ere Kraft H auf die feste 
Stiltze ilbertragen ohne irgendwelche Momente zu 
erzeugen. 



Dritter Teil. 

Anwendung der im "Ersten und Zweiten Teil" entwickelten Methoden und Formeln 
auf Beispiele. 

Beispiel I. 
Ermittlung der Momente, Horizontalschtibe 
und Querkriifte an einem zweifachen, ein
gespannten Rahmen mit horizontalem Balken 

infolge Eigengewicht und Kranbelastung. 

Die Resultate dieses Beispieles wurden durch 
eine Berechnung nach den allgemeinen Elastizitats
gleichungen nachgepriift. Aus diesem Grunde 
1l1u~ten insbesondere die Fixpunktsabstande uud 
Verkleinerungskoeffizienten analytisch ermittelt 
werden, urn sie mathe1l1atisch genau zu erhalten; 
ferner wurden aus demselben Grunde die genauen 
\Verte aller Eckmo1l1ente mit Hilfe der in den 
graphischen Konstruktionen enthaltenen Drei
ecke berechnet. Flir die Praxis ist jedoch die 
graphische Bestimmung der Fixpunkte, usw. genau 
genug:und wegen Zeitersparnis der rechnerischen 
Ermittlung vorzuziehen. 

Berechnungsgrundlagen 
(siehe Fig. 86). 

a) Ruhe der Saulen h = 8,00 m, Stiitzweite 
11 = 10,00 m, 12 = 8,00 m; 

b) der Balken hat innerhalb jeder bflnung 
konstantes, abel' von bffnung zu bffnung 
sprungweise verandel'liches Tragheits
moment; es sei T 1 = 0,0054 m4 und T 2 = 
0,003125 m4 ; 

c) Tragheits1l10mente der Salllen konstant und 
f = 0; es sei TA = TB = 0,003125 m4 und 
Tc = 0,0016 m4. 

d) fiir Balken und Saulen E = 1 400000 t/m2. 

Berechnung der von der Belastung unab
hangigen GraBen. 

1. Dl'ehwinkel lk an den Salllenkupfen in
folge 1\1 = 1 tm. 

Nach Formel (42) ist: 

h 
Tk
B- 4·E ·TB 

2. Fixpunktabstande (siehe Fig. 86). 

Mit Einfiihrung der vorstehenden Werte er
halten wir nach den Formeln (121), (123), (125) 
u. (127): 

311+---1.- + (12 -])2) To 

6.T1'E'1~ 12 (21;-3J:J;)' T~ 
= 2,4212 m. 

3. Drehwinkel 'A) lB' lk, 1~ infolge M = 1 t1l1. 
Nach den Formeln (121 a) u. (125a) ergibt sich: 

'A = . 6 .Ik (~ill013~1tJ = ~8tS~ ['~11-] 
r 12 (212 - 3 b2) _ 766,783 

'13 = -6. E· T~-(I;=b2) -y 
TI 11 (211 - 3 at) _ 541,518 

6·E·Tl (ll-al) --E--

,Ie = ~ J2 12 - 3 a2L. __ 694,572 
6 . E . T 2 (12 - az) - --E-

4. Verkleinerungskoeffizienten fl. 

Nach den Formeln (92) u. (112) ergibt sich: 
k 

I 113 
,un = ,~+-{ = 0,5417; 

T~ 
,Ill; = -- k --r- = 0,4549. 

lB+ TB 

Belastungsfall 1: 

Eigengewicht. 

Das Eigengewicht des Balkens betrage: 
a) in bffnung 11: gl = 0,432 t pro Ifdm. 
b) in bffnung 12: g,] = 0,360 t pro Ifdm. 



Die Rechnung wird nach der Anleitung in 
Kapitel VIII durchgefiihrt. 

Rechnungsabschnitt I (Fig. 86). 

'Vir nehmen frei drehbare Lager an den 
Kiipfen der Pfeiler an, durch weIche dieselben 
voriibergehend horizontal unverschieblich festge
halten sind. Die diesbeziiglichen Momente am 
Balken und an den Pfeil ern wurden nach dem 
"Ersten Teil" ermittelt und sind in Fig. 86 darge
gestellt. Die Horizontalschiibe an den Saulen
kiipfen, weIche gleich den horizontalen Auflager
driicken der an dies en angenommenen Lager 
sind, werden zur Durchfiihrung der nachfolgenden 
Zusatzberechnung gebraucht und ergeben sich 

l10mBnle und HOrlzonlalsc!JiloB 
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Zu dem Zweck bestimmen wir die Momente 
M* und Horizontalschiibe Hk* infolge der auGeren, 
nach recl1ts gerichteten, in Balkenachse wirkenden 
Kraft H == + 1,00 t und multiplizieren dieselben 
dann mit der nach Griif~e und Vorzt'ichen einzu
fiihrenden Kraft H == + 0,0912 t. Diese Momente 
M* und Horizontalschiibe Hk* erhalten wir naeh 
Abschnitt II des Kapitels VII indirekt aus den 
Momenten M' und Horizontalschiiben Hk', weIche 
am Rahmen durch die gleichzeitige horizontale 
Verschiebung samtlicher Pfeilerkiipfeum d == 1,00 em 
nach rechts entstehel1 und weIche daher zuerst 
ermittelt werden miissen (Fig. 87). 

a) Momente am Balken infolge der hori
zontalen Verschiebung des Siiulenkopfes A 

urn d A == + 0,01 m. 

durc/J 9/eic/JrrJi!JSstg I/er/e/l/es Eigengewic/J/ am Balken 
Rechnun9ftaoschnill I 

Wir ermitteln zunachst Ml(JA) 
nach Formel (272); setzen wir 

darin r~l nach Formel (258), so 
erhalten wir: 

Ag. 80 
tocm=,Jotm 

nach Formel (201), worin wir die Saulenkopfmo
mente aus Fig. 86 einfiihren; es ist: 

H~==- 23h . [M~] =-0,3210 t; 

Ht == - 23h-' [Mt] == + 0,1299 t. 

Ht == - 23h - . [Mt] = + 0,0999 t. 

Die Summe dieser Horizontalschiibe betragt: 

~ k _ k + Hk+ Hk - (R k' ") ~ H _ HA B C--0,0912t" ea tiOn . 

R e c h nun gsa b s c h nit t II. 
'Vir entfernen die wahrend des Rechnungs

abschnittes 1 an den Kiipfen der Saulen angenom
menen Lager und ermitteln die Zusatze infolge 
Belasten des Rahmens mit der auGeren, nach 
rechts gerichteten, in Balkenaehse wirkenden Kraft 

H = - ~ Hk == +0,0912 t ("Aktion"). 

== + 2,2655 tm. 

Dieses Stiitzenmoment wurde 
in Fig. 87 angetragen und 
mittels des Fixpunktes K 1, 

des Multiplikators f'i3 und des 
Fixpunktes K2 nach rechts iiber 
den Balken fortgepflanzt; die 
entsprechende Momentenlinie 
wurde in beiden bffnungen mit 
d A bezeichnet. 

b) Momente am Balken infolge der hori
zontalen Verschiebung des Saulenkopfes B 

urn dB==+0,01 m. 

Wir ermitteln zuniichst Mk(dB) und MS(dBI 
naeh den Formeln (253) und (254); setzen wir 

darin rhl naeh Formel (258) ein, so folgt: 

3 
[dB ]'211 

Mk(dB) == ---------- I k 
I k 1 B '1 E 

1B + l~ + 
7~ 

== - 1,6070 tm 

und 
3 

IdB]· 
1\'" _+ 2h_+ "B(dLl) - -------·r--k- - 1,1349 tm. 

r k 1B • 1 B 
IB+ 1B+-f -

lB 

Die Stutzenmomente Mk(dB) und Mi3(dB) wur
den in Fig. 87 ebenfalls angetragen und das 
erstere mittels des Fixpunktes J1 nach 



links, das letztere mittels des Fixpunktes K2 nach 
rechts uber den Balken fortgepflanzt; die ent
sprechende Momentenlinie wurde in beiden tiff
nungen mit d B bezeichnet. 

c) Momente am Balken infolge der hori
zontalen Verschiebung des Saulenkopfes C 

um dC=+O,OI m. 

'WirermittelnzunachstMbJC) nach Forme!(274); 

setzen wir darin rL nach Formel (:l58) ein, so folgt 

3 
1 _ [,1 C] '2 h' _ 

MC(JC)- - --1--]':- - -1,3499 tm. 
'c + 'C 
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Stutzenmomente AA', BB', BB", CC' 111 die 
Formeln (273), (255) und (274) erhalten zu: 

l\,l~ = - Mr = - 2,5932 tm, 

k' _ [I'] [r'] _ MB - MB - MB - - 3,3665 tm, 

Mt = M~ = - 1,5133 tm. 

Die an den Saulenkopfen auftretenden H 0 ri
z 0 n talsch u be Hk' infolge der Verschiebung 
d = + 0,01 m samtlicher Pfeilerkopfe ermitteln 

wir nach Formel (261), worin wir Hr aus Formel 

(265) und H~ aus Forme! (201) einsetzen; dann ist: 

Rechnungsaoschml/ .II" 
;Vomen/e ;V' und !lorlzon/alseni/oe /-IK ' 

infolge der Yerschieoung L1=tocm der Sau/el7koiJ!e I1.BuC nacn rei-his 
, HeK':+o<N?6 r K' 

'/w/('=+Q742tJ C h'c=..,t.44/$O~ 
~~----~ . 

Fig,ff7 

tocm-t5 tm 

Das Stlitzenmoment MhJc) wurde wieder in 
Fig. 87 angetragen und mittels des Fix

punktes J2, des Multiplikators .uk und des Fix

punktes J1 nach links liber den Balken fortge
pfianzt; die entsprechende Momentenlinie wurde 
in beiden 6flnung-en mit d C bezeichnet. 

d) Momente am Rahmen infolge der gleich
zeitigen Verschiebung aller Saulenkopte 

um .1=+0,01 m. 

Die resultierende Balke n mom en te n flache 
erhalten wir durch Addition der vorgenannten 
Teilmomentenflachen. 

Die resultierende Momentenfiache an j eder 
Sa u 1 e erhalten wir wie folgt: 

Zuerst bestimmen wir die resultierenden Sau

lenkopfmomente M;(, M~' und Mr, welche wir 

durch Einsetzen der in Fig. 87 eingetrag-enen 

k' - 3· E . T A 3 [ k'] HA = [d A]· ---hs-- - 2 h' l\lA = + 0,7426 t, 

k' - 3·E·Tu 3 [ .. k'] He = [dB] . h3 - - 2h . Me = +0,8876 t, 

Nun belasten wir die yom Balken getrennte, 
unten eingespannte, nach oben frei auskragende 
Saule mit dem Kopfmoment Mk' und dem Hori
zontalschub Hk'; aus dieser Belastung erg-eben 
sich die resultierellden Saulenfu~momente Mf' zu: 

f' [. k'] [ k'] MB = MB + h·HB =+3,7341 tm, 

f' [k'J [ k'J Mc = Me + h·Hc =+1,8067 tm. 



e) Momente M* und Honzontalschiibe Hk* 
infolge der Belastung H = + 1,00 t. 
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Die Momente M* und Horizontalschiibe Hk* 
erhalten wir nach Abschnitt II des Kapitels VII, 
indem wir die vorhergehend ermittelten Momente 
M' undHorizontalschiibe Hk'infolge der Verschie
bung d = + 0,01 m mit dem Faktor 

Rahmens mit der nach rechts gerichteten, zu B~
ginn des Rechnungsabschnittes II eingefiihrtell 
Horizontalkraft 

H = + 0,0912 t ("Aktion") 
erhalten wir durch Multiplizieren der Momellte M* 
und Horizontalschiibe Hk* infolge H = + 1,00 t 
mit der Zahl 0,0912; die so ermittelten Zusatz-

i'1omf?nlf?lf*und Horizonla/schOof? fllr* 
in/,olgf? Be/as/ung ml! der Krall H"" of toot 

Ha/f''!.+q~tf 

momente und Zusatz
horizontalschiibe wUr
den in Fig. 89 darge
steHt. 

Durch Addition der 

Fig. 88 

tocm=t5tm 

. 
Be/as/ung 

#=f-.toot , 

Momente und Horizon
talschiibe aus Rech
nungsabschnitt I und II 
ergeben sich nun die 
endgiiltigen, vom Eigen
gewicht am Rahmen 

hervorgerufenen Momente und 
Horizontalschiibe ("Reaktionen "), 
welche in Fig. 90 dargesteHt sind. 

Mit Hilfe der Fig. 90 und 90a 
wurden die in Fig. 91 darge
stellten Querkrafte am Rahmen 
laut Abschnitt III des Kapitels V 
ermittelt. 

Belastungsfall 2: 

Kranbelastung. 

ZlIsa/zmomf?n/6' lind ZlIsa/zhor/zonlalsc/uJo" 
infolge Bf?/as/ung mil df?r Krafl H=ofO,ogf,2 t 

Die AuflagerdrUcke P A = 6,5 t 
und PIl = 1,5 t des in der bff
nung II stehenden Laufkranes 
(Fig. 92) erzeugen je gleichgro~e 
Normalkrafte in den Saulell A Hn'r..-+q093'~ Ha1:,,+qO!J.96~ -hC~~qP/"5C 

FIg. 89 
1,0cm=.J;ofm 

M;~~qc;U3tm 

I1o,,=-q ~S08tm 

~Hk' 
~ 

1 
-- -0;742-6 -+ 0,8876 + O,~f150 = 0,4890 

multiplizieren; die so ermittelten Momente M* und 
Horizontalschiibe Hk* wurden in Fig. 88 dar
gestellt. 

f) Zusatzmomente und Zusatzhorizontal
schiibe aus Rechnungsabschnitt II. 
Die gesuchten Zusatzmomente Mzus. und Zu

satzhorizontalschiibe H;us. infolge Belasten des 

und B sowie Konsolmomente 
MAO = + 3,25 tm und MBO 

= - 0,75 tm, welche als au~ere 
Belastung der Konsolen einge
fUhrt werden. 

Rechnungsabschnitt I 
(F i g. 92). 

Wir halten die Kopfe der 
Saulen voriibergehend durch frei 

+ col' drehbare, an denselben ange
brachte Lager fest und berech
nen fUr dies en Zustand die Mo-
mente am Balken und an den 

Saulen sowie die Horizontalschiibe an den Kopfen 
der Sauleninfolge derLastmomenteMAQ= + 3,25tm 
und MBO = - 0,75 tm. 

Rechnungsabschnitt I fiihren wir zunachst 
fiir die Lastmomente MAO = + 1,00 tm bzw. 
MBO = -1,00 tm durch. 

a) Momente und Horizontalschtibe infolge 
Belastell der Konsole an der Saule A mit 

MAO =+1,00 tm. 
Der in Formel (227) vorko mmende Wert 'I' k 



wird nach Formel (229) ermittelt, in welcher zu 
setzen ist: 

nach Formel (32) und (39) mit f = 0: 
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M~ = - 0,03163 tm, M[l = + 0,015 81 tm, 

M~ = + 0,005 35 tm, MS = - 0,002 677 tm. 

YAo 
v Ah 

2·E·TA 
--liS 
3·-E :TA 

3 
2h 

Ferner bestimmen wir die Horizontalschiibe, 
welche das angenommene Lager auf den Kopf 
der belasteten SauIe A ausiibt; setzen wir in For
mel (219) nach Gl. (216) 

und mit p. c = + 1,00 tm nach 
Formel (245): 

_ hi 
i'AO - +~- E: TA 

und mit p. c = + 1,00 tm nach 
Formel (246): 

mit dies en "Verten erhalten 
wir: 

k ( hI) 
'f Al = +E. TA 

Endgo/lige ,A1omenle und Horizonla/scnii6e am Rahmen 
in(olge der Be/as/ung [91 +g2j 

Hel(-+q f6gst 

Fig. 90 

!ocm=~otm 

~"'=_qJ'~f~ 
I 

m---s--4-~"'''''+--4='''''''' 

Fig. gOa 

_ +210,4189 
(Juerkra(!e am Rahmen in(o/ge der Be/as/ung /9t+g2) 

- E 

Nach Formel (227) ergibt 
:;ich jetzt: 

Mr =+ [q~lJ 
A r + k TAlA 

=+0,1816tm 
tI------~4 ... It?OOm------1I ____ t;!%J:Qom ----<\I 

und 

M~ = - MA = - 0,1816 tm. 

Durch Fortpflanzen des Mo

mentesM~ nach rechts erhaI

ten wir: 

Mh = - 0,058 02 tm, MB = - 0,026 39 tm, 

ML = + 0,005 35 tm, 

J=/'g. .9/ 
;;(Jcm~~ot 

+ 

de;;glelchen erhalten wir an den unbelasteten 

Pfeil ern B und emit Benutzung der in ~~ lie

genden Momentennullpunkte: und nach Formel (201): 

+ 



76 

Hk - 3 [Mk] _ + A2 - - 211 . A - 0,0340 t, 

so ergibt sich: 

H1 = H11 +H12=-0,1462 t. 

Desgleichen erhalten \Vir an den K5pfen der 
unbelasteten Saulen B und C nach Formel (201) 

H~=- 23h .[M~]=+0,00593 t 
und 

H~ = - 23h . [Mt] = - 0,00100 t. 

Die Summe der von den angenommenen La
gem auf die K5pfe der Saulen iibertragenen 
Horizontalschiibe betragt jetzt: 

Durch Fortpflanzen des Momentes Mk nach 
links erhalten wir mittels des Fixpunktes Jl und 

des in ~ geIegenen Momentel1nullpunktes der 

Situle A: 

MA = - 0,031 62 tm, M1 = + 0,031 62 tm, 

M~ == - 0,015 81 tm. 

Desgleichen ergibt sich durch Fortpflanzen 
des Momentes MB nach rechts mittels des Fix-

punktes K2 und des in ~ gelegenen Momenten

nullpunktes der SauIe C: 

l1omen/e lind HOrlzon/a/schaue infolge Ifranbe/as/llng 

Rechnu[1gsabschmtl I 

~ Hk =- 0,1462+0,00593 - 0,001 00 =- 0,14125 t 

(" Reaktion"). 

b) Momente und Horizontalschiibe infolge 
BeIasten der Konsole an der Saule B mit 

MBO = - 1,00 tm. 

Nach den FormeIn (212), (213) und (214) ergibt 
sich unter Beriicksichtigung, daa 

= - 0,0910 tm, 

M~ = [MkJ - [MB] = -t 0,2198 tm. 

h'ff- ""0/235 ~ . 

't--- ~-8,~ ----'"I 
-q44q}'1m 

M~ = +0,01845 tm, M~ = +0,01845 tm, 

M~ = - 0,009 23 tm. 

Ferner bestimmen wir die HorizontaIschiibe, 
we1che das angenommene Lager auf den Kopf 
der belastt:ten SauIe B ausiibt; in FormeI (219) 
hat H~l den entgegengesetzt gleichen Wert wie 

H11 an der Saule B infoIge der BeIastung 
MAO = + 1,00 tm; es ist daher: 

H~l =+0,1802 t; 

Hh2 erhalten wir nach Formel (201) zu: 

es ergibt sich also jetzt: 

H~ = Hhl + H~2 = +0,1390 t. 



An den Kopfen der ullbelasteten Saulen A 
und C erhalten wir nach Formel (201): 

k 3 [k] HA = - -211' M A = - 0,00593 t 

und 

H~ =- 2~1-' [M~] =-0,00346 t. 
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Die Summe der von den angenommenen La
gern auf die Kopfe der Saulen Ubertragenen 
HorizontalschUbe betragt 

~ Hk = + 0,1390 - 0,005 93 - 0,003 46 = + 0,1296·t 

~ ("Reaktion"). 

Nachdem die Momente und HorizontalschUbe 
infoIge der Belastungen MAO = + 1,00 tm und 

M~ = - 0,5665 tm, den resultierenden HorizontaI
schub H~ = - 0,4795 t, und das Lastmoment 
"M AO = + 3,25 tm an (siehe Fig. 92). 

Auf ahnliche Weise wurde die Momenten
ftache an der beIasteten Saule B erhalten. 

Bei der Bestimmung der Momentenftache aus 
Rechnungsabschnitt I kann man Iaut Kapitel VIII 
die EndsauIen A und C in die Verlangerung der 
Balkenachse hinaufkIappen und wie am Ende ein
gespannte Balkenendfelder behandeln, wobei in 
A und C frei drehbare Auftager sein mUssen. 

R e c h nun gsa b s c h n i tt II. 

Nach dem vorigen Rechnungsabschnitt ergibt 
sich ein auf die frei drehbaren Lager an den 

Rechnungsabscnnilt I 
Zusalzmomenfe und Zusalzhorizonlalschiibe info/ge /(ranbelas/ung 

Fig. 93 

~ocm",,~otm 

MBO = - 1,00 tm bestimmt sind, erhalten wir die 
Momente und Horizontalschiibe infolge der gleich
zeitigen Wirkung der Lastmomente MAO = + 3,25 tm 
und MBa = - 0,75 tm durch Multiplikation mit 3,25 
bzw. 0,75 und Addition der entsprechenden Pro
dukte. 

Die resultierende, in Fig. 92 dargesteIlte, dem 
Rechnungsabschnitt I entsprechende Momenten
ftache wurde folgendermaGen ermittelt: 

Am Balken der ersten und zweiten bffnung 
sowie an der unbelasteten SauIe C ist die Mo
mentenftache geradlinig begrenzt; es geniigt da
her, die in Fig. 92 eingetragenen resultierenden 
Eckmomente aIs Ordinaten anzutragen und die 
Endpunkte def letzteren entsprechend geradlinig 
zu verbinden. 

Zur Ermittelung der Momente an der be
lasteten Saule A den ken wir uns die letztere am 
Kopfe vom Balken getrennt und bringen an der 
unten eingespannten, nach oben frei auskragenden 
Saule als Belastung das resultierende Moment 

Saulenkopfen wirkender gesamter, nach links ge
richteter Horizontalschub 

2:Hk = 3,25' (- 0,14125) + 0,75· 0,1296 

= - 0,361 85 t ("Reaktion"). 

Wir entfernen jetzt diese Lager und ermitteln 
die Zusatze infolge Belasten des Rahmens mit 
der auGeren, nach rechts gerichteten, in Balken
achse wirkenden Kraft: 

H =- ~Hk =+0,36185 t.("Aktion"). 

Diese in Fig. 93 dargestellten Zusatze erhalten 
wir dadurch, da~ wir die friiher ermittelten Mo
mente M* und HorizontalschUbe Hk* infoIge 
H = + 1,00 t mit 0,36185 multiplizieren. 

Durch Addition der Momente und Horizontal
schiibe aus Rechnungsabschnitt I und II ergeben 
sich nun die endgUltigen, durch Kranbelastung am 
Rahmen hervorgerufenen Momente und Horizon
talschiibe ("ReaktionenU ), welche in Fig. 94 dar
gestellt sind. 
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In Fig. 95 sind die Querkrafte am Rahmen 
iufolge Kranbelastung dargestellt. Die Querkrafte 
am Balken wurdell nach Abschnitt III des Ka
pitels V ermittelt. Die Querkraft an der unbe
lasteten Saule erhielt man nach Kapitel VI, 
Abschnitt T, Nummer 3; sie ist einfach gleich dem 

resultierenden Horizontalschub H~ und auf die ganze 
Saulenhohe konstant. Die Querkraftsflachen an 

Beispiel II. 
Ermittlung der EinfluBlinien der Momente, 
Querkrafte, Auflagerdrticke und Horizontal
schtibe an einer Rahmenbrticke tiber drei 

Offnungen. 

Das System und die Abmessungen der Rahmen
brlicke sind in Fig. 96 dargestellt. Die beiden 

Pieiler werden als unten 

Totale Jlfomente und HOrizonlalschube mfolqe flranbelastung 
eingespannt und die 
beiden Endauflager als 
frei verschieblich ange
nommen; dasTragheits
moment des Balkens ist 

, 

'\Fig 9'1 

3,O&n=.J,otm 
\ , , 

\ 
\ 
Y 
" , 

veranderlich. 
Da es hier nur darauf 

ankommt, die Einflug
linien zur Berechnung 
des Rahmens zuzeigen, 
so nehmen wir die Lage 
der Fixpunkte am Bal
ken und an den Pfeilern, 
die Verkleinerungs
koeffizienten ,II, sowie 
die Kreuzlinien - Ab
schnitte als gegeben an. 

Rechnungsab
schnitt 1. 

Wir nehmen an, der 
Balken des Rahmens sei 

~uerkra{te am Rahmen infolge Ifrano(?/aslllng vorlibergehend hori
zontal unverschieblich 
festgehalten. Unter die
ser Annahme ermitteln 
wir die in den Fig. 111 

Ag.g5 

~o6oll7m=QJ! 

den belasteten Saulen erhielt man nach Kapitel V, 
Abschnitt T, N ummer 4; um z. B. die Querkrafts
flache an der belasteten Saule A zu erhalten, 
denken wir uns dieselbe am Kopf yom Balken 
getrennt und mit dem resultierenden Horizontal
SChl~b H~ sowie mit zwei entgegengesetzt gleichen 
Horizontalkriiften belastet, we!che im Abstand 
0,85 m (Konsolhohe, vergL Fig. 92) an der Konsol
Ober- und -Unterkante infolge des Konsolmo
mentes MA0 entstehen. 

+ 

bis 124 gestrichelt dar
gestellten Einfl uminien. 

Zu diesem Zweck 
zeichnen wir die am 
kontinuierlichenBalken 
von der wandernden 
Last P = 1,00 t in einer 
jeden SteHung dersel-

cl' ben hervorgerufene, 
=ilWm~ 

Pc=!?!="""?! tiber aile bffnungen 
sich erstreckende Mo
mentenflache (Fig. 97), 
in welcher aile Einflu~-

ordinaten enthaJten sind; hierbei ist zu beachten, dafi 
die Momente an den Pfeilern B und C beim Uber
schreiten der letzteren mit den entsprechenden Ver
kleinerungskoeffizienten ,(/ zu multiplizieren sind. 

Die Ordinaten der Einflu~linie des Bie
gungsmomentes fiir einen Schnitt find en wir 
als die auf der Senkrechten durch diesen Schnitt 
abgegriffenen Ordinaten samtlicher, den einzelnen 
Laststellungen in. allen bffnungen entsprechenden 
Momententlachen; diese Abschnitte werden in 



79 

denjenigen Laststellungen aufgetragen, aus deren 
zugeh5riger Momentenflache sie gewonnen wurden. 
Die Ordinaten der Einflui1linie der (Juerkraft 
fUr einen Schnitt in der belas teten Offnung finden 
wir aus dem Kraftepolygon, mit dem die den ein
zelnen LaststelJungenentsprechenden einfachen Mo
mentenflachen in dieserOffnung gezeichnetwurden, 
nnd in welchem die Ordinaten durch die ParaUelen zu 
den den einzelnen Laststellungen entsprechenden 
Schlui1linien auf der Last P = 1 t abgeschnitten 
werden (Fig. 97a und 97b);die Ordinaten derEin
f1ul~linie der Querkraft fUr einen Schnitt in einer 
unbelasteten Offnung werden auf einer im Ab
stand H (Polweite) yom Fixpunkt, durch welch en 
die den einzelnen Laststellungen entsprechenden 
Schlui1linien in dieser Offnung gehen, gezogenen 
Vertikalen von den genannten Schlui1linien abge
schnitten (vergl. Kapitel V, Abschnitt III, Nummer2). 
Die Ordinaten der Einflu~linie des Auflagerdrucks 
aneiner EndstUtze sind identisch mit denjenigen der 
Einflui1linie der Querkraft daselbst; die Ordinaten 
der Einflu~linie des Auflagerdrucks an einer 
MittelstUtze sind gleich der Summe der 6rdinaten 
der Einflui1linien fUr die Querkrafte unmittelbar 
links und rechts dieser Stiltze. 

Es ist. noch die in Fig. 125 dargestellte 
Einflufilinie fUr den Horizontalschub an einem der 
beiden Pfeilerk5pfe, z. B. am Pfeiler B, vorzu
fUhren: 

Nach Formel (200) ergibt sich mit den in 
Fig. 96 eingetragenen Abmessungen: 

H~ = - 2 (h2~h3t:~ 3f~)· [M~] = - 0,217· [M~] 
("Reaktion"). 

Daraus geht hervor, dafi die in Fig. 125 ge
strichelt dargestelJte Einflu~linie des Horizontal
schubs H~ genau gleich der in Fig. 114 gestrichel
ten, jedoch mit entgegengesetztem Vorzeichen zu 
nehmenden Einfluminie von M~ gezeichnet wer
den kann, wobei die Ordinaten der letzteren mit 
0,217 zu multiplizieren oder die Ordinaten der 
Einflu~linie filr H~ (da die Einflufilinie fUr M~ im 
Ma~stab 1,00 cm = 2,0 tm aufgetragen ist) im Ma~
stab 1,00 cm = 0,217 . 2,0 = 0,434 t, oder, wie in 

1 
Fig. 125 dargestellt, im Mafistab 1,00 t = 0434 , 
= 2,30 cm aufzuzeichnen sind. 

Rechnungsabschnitt II. 

Solange die wahrend des Rechnungsab
schnittes I in A und D angenommenen festen 
Gelenklager vorhanden sind, wird yom Balken auf 
die K5pfe der Pfeiler B und C in jeder Stellung 
der wandernden Last P = 1,00 t ein Horizontal-
schub H~ bezw. Ht ilbertragen, dessen Gr5fie 
nach Formel (200) zu bestimmen ist. Die ent-

gegengesetzt gleichen Horizontalschilbe werden 
von den beiden Pfeilerk5pfen auf den Balken 
Ubertragen; die in Balkenachse wirkende Resul
tante 

dieser beiden Krafte wird mittels des Balkens auf 
die angenommenen festen Lager ilbertragen und 
durch letztere verhindert, den Balken horizontal 
zu verschieben. Entfernen wir jetzt die ange
nommenen festen Lager in A und D und stellen 
auf diese Weise den ursprUnglichen Zustand der 
freien Verschiebbarkeit wieder her, so erteilt die 
vorgenannte, in einer jeden der einzelnen Stel
lungen der Last P = 1,00 t erzeugte Horizontal
kraft, sofern sie von Null verschieden ist, dem 
Balken eine in ihrer Richtung erfolgende Ver
schiebung, welcher neue, bisher noch nicht be
rilcksichtigte inn ere Krafte entsprechen. Die im 
Rechnungsabschnitt I ermittelten, in den Fig. 111 
bis 125 gestrichelt dargestellten Einflufilinien der 
Biegungsmomente, Querkrafte, Auflagerdrucke und 
des Horizontalschubes H~ milssen daher noch 
durch Zusatze erganzt werden. 

Zur Bestimmung dieser Zusatze ermitteln wir 
nachfolgend die einer jeden Stellung der wan
dernden Last P = 1,00 t entsprechende Ursache 
dieser Zusatze, niimlich die jeweilige Kraft H~ res 
dann folgt die Ermittlung der von den einzelnen 
Kriiften Hi am Balken hervorgerufenen Mo-res 
mente, Querkriifte und AufiagerdrUcke sowie die 
Ermittlung der HorizontalschUhe an den Pfeiler
k5pfen und schliefilich die Bestimmung der Zu
satze selbst. 

1. Horizontalschub H~ (»Aktion") in den einzelres 
nen Stellungen der Kraft P = 1,00 t. 

Nach obenstehender Gleichung erhalten wir 
mittels Formel (200): 

Hk 3h +6f 
Pres 2(h2+3hf+3£2) 

= 0,217· [M~ + MH 

Nach dieser Gleichung wurden die Ordinateb. 
,der in Fig. 98 dargestellten Einflu~linie des Hod-

zontalschubes Hires an Hand der Fig. 97 er

mittelt. Urn beispielsweise die Ordinate im 
Schnitt III zu erhalten, greifen wir in Fig. 97 die 
von der Schlufilinie 3 der ersten und zweiten 
Offnung auf der Senkrechten durch B bestimmte 
negative Strecke M~ mit dem Zirkel ab und 
addieren dazu die von der Schlufilinie 3 der zwei
ten und dritten Offnung auf der Senkrechten 
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<lurch C bestimmte positive Strecke M~; berUck
sichtigen wir, da~ die algebraische Summe dieser 
heiden Streck en mit dem Momentenma~stab 

"'-

1,00 em = 2,0 tm der Fig. 97 zu mess en und mit 
clem Faktor 0.217 zu multiplizieren ist, so erhalten 

wir Hk in der folg-enden Form: 
Pres " 

H~ = 0,217 . 2,0 . [- Strecke Mt + Strecke M~] 
res 

= 0,434 . [- Strecke l\1h + Strecke Mt]. 

----- -- -=+-1 

Die mit clem Zirkel gebildete algebraische 
Summe cler beiden in Fig. 97 abgegriffenen M0-

mentenstrecken Mh und Mt wurde ohne weitere 



Umwandlung in Fig. 98 abgetragen; die Multipli
kation mit dem Faktor 0,434 beriieksichtigen wir 

dadureh, daB wir die Ordinaten dieser Figur mit 
dem MaBstab 1,00 em = 0,434 t oder, wie in Fig. 98 a 

1 
dargestellt, mitdemMaBstab1,00t= = 2,30 em 0,434 
messen. 

In bezug aUI das Vorzeichell gilt fiir vorliegendes 
Beispiel folgendes: In den Laststellungen I bis V der 
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ersten bffnung ist die positive Momentenstreeke M~ 
kleiner als die negative Momentenstreeke M~, 
w1ihrel1d 11 den Laststellungen V bis IX 
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del' link en Hiilfte der zweiten bffnung die 
positive :Ylomentenstl'ecke M~ gri)~er ist als die 

stehenden GlelChung hat daher H~ negatives 
res 

Vorzeichen 111 allen Laststellungen der ersten 

negative Momentenstrecke M~; nach der vor- bffnung, d. h. H~ ist hier nach links gerichtet, 
res 
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und positives Yorzeichen in allen Laststellungen der 
linken H1l1fte der zweiten bffnung, d. h. H~ ist 

res 

dort nach rechts gerichtet. Aus Symmetriegriinden 
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haben die Ordinaten links und rechts der Mitte 
gleiche Grofie, aber entgegengesetztes V Of

zeichen. 
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2. Ermittlung der Momentenflilchen, Querkriifte und 
Auflagerdrucke am Balken sowie der Horizontal
schiibe an den Pfeilerkopfen, welche in den ein
zelnen Stellungen der wandernden Last P = 1,00 t 
von den hierbei entstehenden Horizontalschiiben 

H~ erzeugt werden. 
res 

"Vir gehen so vor, daG wir zunachst die in 
Fig. 100 dargestellten Momente M* infolge 
des nach rechts gerichteten Horizontalschubs 
H = + 1,00 t ermitteln; multiplizieren wir dann 

diese Momente mit den Horizontalschiiben H; , 
res 

welche den einzelnen Stellungen der Kraft 
P = 1,00 t entsprechen und in Fig. 98 dargestellt 
sind, so erhalten wir die VOIl dies en Horizontal
schiiben hervorgerufenen, in den Figuren 102 bis 
110 dargestellten Momentenfiachen. Die Momente 
M* infolge H = + 1,00 t erhalten wir nach Ab
schnitt II des Kapitels VII (siehe auch Beispiel I, 
Seite 72 und folgende) indirekt aus den Momenten 
M', welche am Rahmen durch die gleichzeitige 
horizontale Verschiebung st-lmtlicher Pfeilerkopfe 
urn d = + 1,00 mm nach rechts entstehen, und 
welche daher zuerst ermittelt werden sollen. 

a) Momente am Balken infolge del' hori
zontalen Verschiebung des Pfei!erkopfes 
B urn d = + 0,001 m (Fig. 99). 

Wir ermitte!n zunachst Mk(4B) und MB(dB) nach 
den Formeln (253) und (254); darin wird einge
fiihrt: 

nach Gl. (41): 

nach Gl. (107) mit a' = 0 : 
I 15,964 
IB=-E-; 

nach Gl. (108): 

wahrend r~1 sich nach Forme! (257) ergibt zu: 

r~l = 0,000217: mit diesen Werten sowie mit 

E t . = 1 400000 m2 erha!ten wlr: 

iV1k(4B; = - 9,414 tm 

nnd 

MB(dB) = + 10,188 tm. 

MB(dB) pflanzen wir nach rechts mittels des 
Fixpunktes K2 und des Verkleinerungskoeffizienten 

."c = 0,328 fort; es ergibt sich: 

Ulld 

I 1)2 
iVIC(dlJ) = - Ml1(4B)' ·I--b = - 4,352 tm, 

2- 2 

Mc:( 4B) = ,uc . :\lL Jll) =-- 1,428 tm. 

b) J\lomente am Balken infolge der hor 
zontalen Verschiebung des Pfeilerkopfes 
C urn d = + 0,001 m (Fig. 99), 

Aus Symmetriegriinden sind cUese Momente 
die entgegengesetzt gleichen wie die vorher 
unter (a) ermittelten; es betragt daher: 

Mk(.1c) == + 1,428 tm; 

MB(4C) == + 4,352 tm; 

M~(dC) == -10,188 tm; 

M~(4C) = + 9,414 tm. 

c) Resultierende Mom ente M' und Hori
zontalschiibe Hk' am Rahmen infolge der 
gleichzeitigen Verschiebung der Pfeiler-

kiipfe B und C urn ,j = +0,001 m (Fig. 99). 

Aus den unter (a) und (b) ermittplten Momen
ten ergibt sich durch Addition: 

Mk = - 7,986 tm; Mb == + 14,540 tm; 

;Vl~ = -- 14,540 tm; M~ == + 7,986 tm; 

ferner folgt aus Formel (255): 

Mf; = [- 7,9864J .- [+ 14,54031 = - 22,527 tm und 

M~ = M~' = - 22,527 tm 

Zur Ermittlung des Horizontalschubes H~ setzen 

wir in Formel (261) nach Gl. (264): 

k' _ 3 . 1 400000 . 0,0704 
HBl -l+ 0,001)· 5 00 (5 002+ 3·500.1 60 + 3· 1 602)-

" " , 
= + 1,0433 t 

und nach Formel (200) 

k' _ 3 . 5,00 + 6 ' 1,60 
HB2 - - 2 (5,00" + 3 . 5,00 . 1,60 + 3-:j~602) x 

[- 22,527] = + 4,8883 t, 

womit dann: 

H~' = + 1,0433 + 4,8883 = + 5,932 t. 

Desgleichen ergibt sich: 

k' kl 
He = HB == + 5,932 t. 

Denken wir uns den unten eingespannten, am 
KopEe vom Balken getrennten Pfeiler B mit den 

Schnittkraften M~ = - 22,527 tm und H~; c-= 

+ 5,932 t belastet, so betragt das Moment M' im 
Abstand y vom Pfeilerkopf: 

Mil' == - 22,527 + 5,932, Y 1m, 



wonach das Pfeilerfuflmoment betragt: 

~1i; = - 22,5~7 + 5,932'6,60 = + 16,622 tm. 

d) Momente M* und Horizontalschiibe Hk* 
am Rahmen infolge der Belastung H = 

+ 1,00 t (Fig. 'lOO, 100a u.l00b): 

Die Summe der beiden, infolge der Verschie
bung J = + 0,001 m an den Koplen der Pfeiler 
entstehenden Horizontalschiibe betragt nach den 
vorhergehenden Ermittlungen: 

~ Hk'= Hf: + Hlf = + 11,864 t. 

vViirde man diese in Balkenachse wirkende innere 
Kraft als aul~ere Belastung am Rahmen anbringen, 
so wurde diese Belastung umgekehrt die Ver
schiebung J = + 0,001 m und die der letzteren 
entsprechenden, unter (c) berechneten Momente 
und Horizontalschlibc hervorrufen; daraus folgt, 
dafl durch die auGere Belastung H = + 1,00 t 
Momente und Horizontalschlibe am Rahmen ent
stehen, weiche aus denjenigen infolge der Ver
schiebung J = + 0,001 m dadurch hervorgehen, 
dan man die letzteren durch 11,864 dividiert. Die 
Momente, sowie die vom Balken auf die Kopfe 
der Pfeiler ausgelibten Horizontalschlibe infolge 
H = + 1,00 t betragen daher: 

M~ =-0,673 tm; M~ =+1,226 tm; 

j\1t = - 1,226 tm; Mt' = + 0,673 tm. 

M~~ =Mt* = -1,899 tm; 

:Vlk* = Me* = - 0,974 tm. 

M;; =Mr ::::: + 1,401 tm; 

H1* = Ht* = + 0,500 t. 
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e) Balkenmomentellflachen (Fig. 102 bis 110), 
welche in den Stellungen I bis IX der wan
dernden Last P = 1,00 t von den einzelnen 
hierbei am Balken entstehenden Ge samt-
horizontalschliben Hk 

Pres 
hervorgel'ufen 

werden. 

Steht beispielsweise die wandernde Last 
P = 1,00 t im Schnitt III, so wird auf den Balken 
von den Kilpfen::der beiden Pfeiler ein gesamter, 
nach links gerichteter Horizontalschuu Hill 
("Aktion") libertragen, des sen Grol~e aus del' Ein
fiuf~linie der Fig. 98 erhalten wil'd, indem wir da
selbst die Ordinate III mit dem Ma{~stab diese 
Figur messen; um die durch Hm hervorgerufene 

in Fig. 104 dargestelite Balkenmomentenflache zu 
erhalten, hat man nur notig, die Momentenordi-

naten lVl~ = Mt' und lVlk* = Mt der Fig. 100 mit 
HIlI zu multiplizieren, die neuen Momentenordi-. 
naten in Fig. 104 aufzutragen und die Endpnnkte 
derselben geradlinig zu verbinden. Diese Multi
plikation wurde in einfacher vVeise graphisch 
mittels der beiden in Fig. 101 dargestellten Re
duktionswinkel vorgenommen. 

f) Querkrafte und Auflagerdrlicke am 
Balken, welche in den Stellungen I bis IX 
der wandernden Last P = 1,00 t von den 
einzelnen hierbei am Balken entstehenden 

Gesamthorizontalschliben Hk hervor-
Pres 

gerufen werden. 

Wir belasten die einfachen Balkell der ersten 
und zweiten bffnung mit den aus den Fig. 102 
bis 110 hervorgehenden SWtzenmomenten und 
ennitteln die entsprechenden Aufiagerdrucke; wir 
erhalten die letzteren, indem wir (Fig. 102 bis 110) 
in der ersten bffnung von A aus und in der 
zweiten bffnung von der Mitie aus im Abstande 

H =} t (Polweite der den einzelnen Last

stellungen entsprechenden Momentenfiachen, Fig. 
97) eine Vertikale ziehen und die Momentenordi
naten auf der letzteren mit dem KraftemaGstabe 
messen, in welc.hem die Polweite H aufgetragen 
wurde (vergJ. Kapitel V, Abschnitt III, Nummer 2b). 

3. Zusatze zu den im Rechnungsabschnitt I er
mittelten, in den Fig. III bis 125 gestricheit dar
gestellten EinfiulUinien der Biegungsmomente, 
Querkrafte, Auflagerdriicke und Horizontalschiibe. 

Diese Zusatze sind eine Foige der Horizontal

schlibe H~ ,welche in den einzelnen Stellungen 
res 

der wandernden Last P = 1,00 t auf den Balken 
iibertragen werden und durch die EinfluGlinie der 
Fig. 98 dargestellt sind Da nun die Ordinaten 
der linken Halfte dieser EinfiuGlinie el1tgegen
gesetzt gleich sind den Ordinaten der rechten 
Halfte, so konnen wir uns darauf beschranken, 
die Zusatze auf der linken Halfte der einzelnen 
Einflufllinien zu ermitteln und die Zusatze auf 
der rechten Halfte entgegengesetzt gleich zu 
nehmen. In den Fig. 111 bis 125 bedeuten die 
vol! ausgezogenen Kurven die EinfiuGlinien mit 
Berlicksichtigung der Zusatze. 

a) Zusatze zu den Einflunlinien der Bie
gungsmomente. 

Beispielsweise erhalt man die Zusatze zu den 
Ordinaten der in Fig. 112 gestrichelt gezeichneten 
EinfiuGlinie des Biegungsmomentes im Schnitt IV 
a us den in den Fig. 102 bis 110 dargestellten 
Balkenmomentenflachen, und zwar ist der Zusatz 
im ScJmitt I gleich der im Schnitt IV der Fig. 102 



abgegriffenen Momentenordinate, der Zusatz im 
Schnitt II gleich der im Schnitt IV der Fig. 103 
abgegritlenen Momentenordinate, und so weiter in 
allen lib rig-en Schnitten der linken Halfte. 

Desgleichen betrachten wir noch die Zusatze 
zu den Ordinaten der in Fig. 114 gestrichelt dar
gestellten Einflui\linie des Biegungsmomentes 
M~: 1m Schnitt I ist die Zusatzordinate gleich der 
Summe der Momentenordinaten ?l'lk und M~ 

zus, zus. 

in Fig. 102 (weil M~zus. = [ + MkuJ - [ -]\I~zuJ), 
im Schnitt II ist der Zusatz gleich der Summe 
der Momentenordinaten Mk und M~ in Fig. 

zus. zus. 
103, und so we iter in allen librigen Schnitten der 
lillken Halfte. 

b) Zusatze zu den Einfluglinien der Quer
krafte: 

Die Zusatze zu den Ordinaten I bis IX der in 
Fig. 119 gestrichelt dargestellten Einflui\linie der 
Querkraft in A sind gleich den Auflager
drlicken, weIche auf die vorher unter 2, f) be
schriebene Weise am link en Ende des einfachen 
Balkens AB erhalten werden. Beispielsweise ist 
der Zusatz im Schnitt I gleich der in der Momen
tenflache (Fig. 102) abgegTiffenen Momentenordi
nate im Abstande H von A, der Zusatz im Schnitt 
II gleich der in der Momentenflache der Fig. 103 
abgegriffenen Momentenordinate im Abstande H 
von A, usw. 

Die Zusatze zu den gestrichelt dargestellten 
Einfluminien der Querkrafte in den Schnitten III 
und Bl (Fig. 120 u. 121) sind gleich den vorher
gehend behandelten Zusatzen zu der Einflui\linie 
der Querkraft in A. 

Die Zu,satze zu den gestrichelt dargestellten 
Einflui\linien der Querkrafte in den Schnitten Br und 
X (Fig. 122 u. 124) sil1d gleich den Auflagerdriicken, 
weIche auf die vorher unter 2, f) beschriebene 
\Veise am linken Ende des einfachen Balkens BC 
erhalten werden. Beispielsweise ist der Zusatz 
im Schnitt I beider Einflui\linien (weil in un
belasteten bffnungen die Querkraft liber die 
ganze bffnung konstant ist) gleich der in der 
Momenten{jache der Fig. 102 abgegriff'enen .1\10-
mentenordinate im Abstande H von der Trager
mitte, der Zusatz im Schnitt II beider Einflui\
linien gleich der in der Momentenflache der Fig. 
103 abgegriffenen Momentenordinate im Abstande 
H von der Tragermitte, usw. 

c) Zusatze zu den Einflui\linien der Auf
lagerdrlicke. 

Die Zusatze zu den Ordinaten der Einflui~linie 
des Auflagerdrucks in A sind identisch mit den-
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jenigen zu den Ordinaten der Einfiui\1inie flir die 
Querkraft daselbst. 

Die Zusatze zu den Ordinaten I bis IX der 
in Fig. 123 gestrichelt dargestellten Einfluminie 
des Auflagerdrucks in B sind jeweils gleich der 
algebraischen Summe der beiden Auflagerdriicke, 
weIche auf die varher unter 2, f) beschriebene 
\Veise am reehten Ende des einfachen Balkens 
AB und am linken Ende des einfachen Balkens BC 
erhalten werden. Beispielsweise ist der Zusatz 
im Schnitt I gleich der algebraisehen Summe der 
beiden Momentenordinaten, weIche in der Mo
mentenflache der Fig. 102 im Abstande H von A 
und im Abstande H von der. Tragermitte abge
griff en werden; ebenso ist der Zusatz im Schnitt 
II gleich der algebraischen Summe der beiden 
Momentenordinaten, weIche in der Momentenflache 
der Fig. 103 im Abstande H von A und im Ab
stande H von der Tragermitte abgegriffen wer
den, usw. 

d) Zusatze zu den Ordinaten der in Fig-. 
125 gestrichelt dargestellten Einflui\linie 
des Horizontalschubs H~ am Kopfe Bk des 

Pfeilers B. 

Nach Fig. 100 erzeugt eine aL1~ere, am Rah
men in Balkenachse angreifende, nach rechts ge
richtete Horizontalkraft H = + 1,00 t einen Ho
rizontalsehub H~* = + 0,5 t. Man erhalt daher die 
Zusatze zu den Ordinaten der gestrichelten Ein
flui\linie von H1 in einfacher Weise dadurch, dahl 
man die Ordinaten der in Fig. 98 dargestellten 

Einfluminie von H~ halbiert; das Vorzeichen der res 
Zusatze ist gleich dem Vorzeichen der Ordinaten 
von H~ Als Kontrolle flir richtiges Konstruieren 

res. 
mui\ die endgiiltige, voll ausgezogene Einflu~linie 
von H1 eine symmetrisch zur Tragermitte ver
laufende Kurve ergeben. 

Bringt man nun die Verkehrslasten in den 
jeweils ungiinstigsten Stellungen auf die vor
stehend erlauterten Einflu~linien, so erhiilt man 
aus denselben in bekannter IN eise die Grenzwerte 
der inneren Krlifte infolge dieser Belastung; diese 
Grenzwerte sind genau dieselben wie diejenigen, 
weIche man mit Hilfe der allgemeinen Elastizi
tatsgleichungen erhalten wiirde. 

Es sei noeh darauf hingewiesen, daf~ sowohl 
die Ordinaten der Einflui\1inien aus Rechnungs
abschnitt I, als auch die vorhin ermittelten Zu
satze zu denselben, leicht mathematiseh genau 
aus den in den graphischen Konstruktionen ent
haltenen Dreiecken berechnet werden konnen. 




