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Vorwort.

Durch den immer mehr Verbreitung findenden
Eisenbetonbau sind die in diesem Fach titigen
Ingenieure gezwungen, sich mit der Berechnung
des kontinuierlichen Balkens in seinen. verschie-
denen Konstruktionsformen, besonders desjenigen
mit verinderlichem Trigheitsmoment auf elastisch
drehbaren vertikalen Pfeilern zu befassen.

In der Praxis wird der vertikal belastete
kontinuierliche Balken mit verdnderlichem Trig-
heitsmoment auf elastisch drehbaren Pteilern viel-
fach als kontinuierlicher Balken mit freier Auf-
lagerung und . konstantem Trigheitsmoment be-
rechnet, d. h. unter Vernachlissigung der elasti-
schen Verbindung zwischen Balken und Stiitze
und der Verdnderlichkeit des Trigheitsmomentes.
In vielen untergeordneten Fillen ist diese Ver-
nachldssigung berechtigt, weil sie zu Resultaten
fithrt, welche fiir die Praxis geniigend genau sind.
Bei wichtigen Konstruktionen jedoch, wie z. B.
bei kontinuierlichen Balkenbriicken mit verinder-
lichem Triagheitsmoment und mit elastischer Ein-
spannung an den Pfeilern ist diese angendherte
Berechnungsweise nur zum Zwecke der Aufstel-
lung von Kostenvoranschligen anwendbar; die
genannte Vernachlidssigung fithrt niamlich zu un-
richtiger Verteilung des Konstruktionsmaterials,
sodaf} die Anwendung der angeniherten Berech-
nungsweise bei der Aufstellung von Ausfithrungs-
planen nicht mehr zulissig ist und man dann die
Berechnung unter Beriicksichtigung der elasti-
schen Einspannung des Balkens an den Pfeilern
und des veridnderlichen Trigheitsmomentes durch-
fithren muf.

" Diese genaue Berechnung kann man nun ent-
weder nach den allgemeinen Elastizitdtsgleichun-
gen oder nach der Methode der Fixpunkte (Ritter,
Anwendungen der graphischen Statik, IIL. Band)
vornehmen. Die Berechnung nach der Methode
der Fixpunkte wird in der Praxis wegen des ver-
hiltnismillig geringen Zeitaufwandes und der

iibersichtlichen Darstellungsweise der Rechnung
bevorzugt; bei der Berechnung nach den Elasti-
zititsgleichungen werden die Schwierigkeiten
schon beim kontinuierlichen Rahmen iber zwei
Offnungen recht grofl und wachsen bei drei und
vier Offnungen infolge der vielen statisch unbe-
stimmten Groflen so stark an, dafl man in der
Praxis nur in seltenen Fillen daran denken kann,
ein solches System nach den allgemeinen Elasti-
zitétsgleichungen zu berechnen.

Nun miissen wir aber bei Anwendung der
Methode der Fixpunkte zwei Hauptfdlle von kon-
tinuierlichen Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern
unterscheiden, namlich

A. Pfeilerképfe sind horizontal unver-
schieblich (Briickenkonstruktion mit
einem festen Auflager), und

B. Pfeilerkopfe sind horizontal verschieb-
lich (Rahmenkonstruktion).

Bei Hauptfall A wird die Summe der selbst
bei vertikaler Balkenbelastung an den Pfeiler-
kopfen auftretenden Horizontalschitbe von dem
festen Lager aufgenommen, wihrend dieser Ge-
samthorizontalschub bei Hauptfall B an der ganzen
Konstruktion noch Zusatzmomente hervorruft.

In dem angefithrten Ritterschen Werk ist nur
der Haupfall A behandelt und dieser wieder nur
fir vertikale Balkenbelastung wund konstantes
Tragheitsmoment. Hieran anschlieflend hat sich
der Verfasser nun folgende Autgabe gestellt:

1. Graphische und rechnerische Bestimmung
der Fixpunkte des kontinuierlichen Balkens
mit beliebig verdnderlichem Trig-
heitsmoment auf elastisch drehbaren
Pteilern;

2. Berechnung des horizontal unverschieblichen
(festgehaltenen) kontinuierlichen Balkens auf
elastisch drehbaren Pfeilern (Hauptfall A)
nach der Methode der Fixpunkte fiir alle



vorkommenden Belastungen der Pfeiler
(Winddruck, Erddruck, Wasserdruck, Kran-
last usw.);

. Berechnung des horizontal verschieblichen
(nicht festgehaltenen) kontinuierlichen Bal-
kens auf elastisch drehbaren Pfeilern (Haupt-
fall B), d. h. des Rahmens mit geradem
Balken iiber beliebig viele Offinungen nach
der Methode der Fixpunkte fiir alle vor-
kommenden Balken- und Pfeilerbelastungen;

Neustadt an der Haardt, im Oktober 1913.

6

Ermittlung der Einflufilinien der inneren
Krifte fiir den Rahmen mit geradem Balken
nach der Methode der Fizxpunkte.

Schlieflich sei noch hervorgehoben, daf} der
Verfasser bei der Ableitung aller Verfahren be-
mitht war, vor allem der Vorstellung durch die
geometrische Darstellung der Forménderungen
Rechnung zu tragen, womit dem in der Praxis
stehenden Ingenieur am besten gedient ist.

Ernst Suter.
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Einleitung.

Wir gehen bei der nachfolgend entwickelten
Berechnung des kontinuierlichen Balkens von der
allgemeinsten Form desselben, ndmlich vom kon-
tinuierlichen Balken mit beliebig veridnderlichem
Triagheitsmoment auf elastisch drehbaren verti-
kalen Pfeilern aus und leiten aus der Berechnung
dieses Trigers noch diejenige der Sonderfille
her. Wir machen dabei folgende Voraussetzungen:

1. Am ganzen Balken ist die Dehnungszahl E,
und an allen Siulen oder Pfeilern ist die
Dehnungszahl Es konstant.

2. Der Einfluy der Normalkrifte auf das
Rechnungsresultat wird, wie dies bei Rah-
menberechnungen iblich ist, in allen Unter-
suchungen vernachlissigt; aus diesem Grunde
konnen die Pfeilerkopfe (Schnittpunkte der
Pfeilerachsen mit der Balkenachse) bei verti-
kaler Richtung der Pfeiler keine vertikalen,
sondern nur noch horizontale Verschiebun-
gen ausfithren.

Ferner machen wir folgende Annahme in
bezug auf das Vorzeichen der Momente am Balken
und an den Pfeilern:

1. Ein Balkenmoment gilt als positiv, wenn es
an der unteren, und als negativ, wenn es
an der oberen Balkenkante Zugspannungen
hervorruft.

2. Das Moment in einem Pfeilerquerschnitt
wird als positiv eingefiihrt, wenn es an der
linken, und als negativ, wenn es an der
rechten Pfeilerkante Zugspannungen her-
vorruft.

Wir unterscheiden zwei Hauptfille und damit
auch zwei Berechnungsweisen des kontinuier-
lichen Balkens auf elastisch drehbaren Pfeilern,
nédmlich

A. Kontinuierlicher Balken auf elastisch
drehbaren vertikalen Pfeilern mit
horizontal unverschieblichen (festge-

haltenen) Pfeilerkopfen (Bricken-
konstruktion mit einem festen Auf-
lager).

B. Kontinuierlicher Balken auf elastisch
drehbaren vertikalen Pfeilern mit

horizontal verschieblichen (nicht
festgehaltenen) Pfeilerkopfen (Rah-
menkonstruktion).

Nachstehend soll nun zunichst der wesent-
liche Unterschied zwischen den Hauptfillen A
und B und ihrer Berechnungsweise vorgefiihrt
werden;

Hauptfall A.

Briickenkonstruktion mit einem festen
Auflager.

Der Hauptfall A liegt dann vor, wenn der
Balken auch nur in einem Punkte festgelagert
oder festgehalten ist; irgendwelche dufleren oder
inneren horizontalen, in der Balkenachse wirken-
den Krifte werden dann durch den Balken in das
feste Lager geleitet, ohne dal der Balken und
mithin auch die Pfeilerképfe horizontale Ver-
schiebungen ausfithren.

In Fig. 1 haben wir einen der Hauptklasse A
angehdrenden kontinuierlichen Balken ABCDE
dargestellt mit beliebig verdnderlichem Trigheits-
moment iiber den vier Offnungen Iy, 1y, I3, | und
auf vier elastisch drehbaren Pfeilern A, B, C,D
sowie einer frei drehbaren Stiitze E, an welcher
der Balken festgehalten ist; es sei nur eine Off-
nung, beispielsweise die zweite, mit den belie-
bigen Kriften Py, P, und P; belastet. Zur Dar-
stellung der Momentenfliche iiber dem ganzen
Balken gehen wir von der belasteten Offnung aus,
in welcher bekanntlich an den anstofienden
Stittzen B und C negative Balkenmomente, ge-
nannt Stiitzenmomente, auftreten. Setzen wir das

Stiitzenmoment MY — BB"” unmittelbar rechts der
Stiitzenvertikalen B  und das Stiitzenmoment
M'C = CC" unmittelbar links der Stiitzenvertikalen

C vorldufig als bekannt voraus, so ergibt sich die
Momentenfliche der belasteten Offnung aus der
Zusammensetzung der positiven Momentenfiiche
BGC des einfachen Balkens auf zwei Stiitzen mit
dem negativen Trapez BB'C"C.

Beim Uberschreiten des Pfeilers B nach links

spaltet sich M} in das Balkenmoment Mé un-
mittelbar links von B und in das Moment Mg

am Kopfe des Pfeilers B. Aus dem Gleichge-
wicht der Schnittmomente am herausgetrennten
Knotenpunkt B (Fig. 2) ergibt sich:

M — My —ME =0
oder
Mp=ME—ME. . ... @
(absolute Werte).
Daraus folgt, daff My kleiner ist als Mj.
Bezeichnen wir mit 4k den Verkleinerungskoeffi-

zienten, mit welchem das Moment M} beim Uber-



schreiten der Stiitze B nach links multipliziert
werden mufd, um daraus M}z zu erhalten, so ergibt
sich nach Gl. (2)

My =BB =M, .. ... . 3

und nach GIl. (1)
ME=(1—u)Ms . . ... 4
Bekanntlich hat die Biegelinie wegen der
elastischen Einspannung des Balkens an der

Stiitze A in der Nghe von A einen Wendepunkt
Wi, welchem ein Momentennullpunkt und des-
halb .ein Wechsel im Momentenvorzeichen ent-
spricht.

Ziehen wir demnach in Fig. 1 die Gerade
B'W,, welche auf der Vertikalen durch A das
positive Stiitzenmoment Ma = AA’ abschneidet,
so ist die Momentenfliche der Offnung AB voll-
kommen bestimmt. ‘

Durch dhnliche Uberlegungen kommen wir zu
der Momentenfliche der Offnung CD:

Beim Uberschreiten der Stiitze C nach rechts
geht das negative Stiitzenmoment Mlc -sprungweise
in das Kkleinere Stiitzenmoment gleichen Vor-
zeichens unmittelbar rechts von C (siehe Fig. 1)
iber, nimlich

Mg = CC' = ug- Mlc ...... (5
wihrend vom Pfeiler C ein am herausgetrennten
Knotenpunkt C  rechtsdrehendes Pfeilerkopf-
moment

ME=C'C" = (1 — uf) ML
aufgenommen wird.

Ziehen wir jetzt durch C' und durch den in
der Nihe von D gelegenen Wendepunkt W5 die
Schlufilinie C'W3, welche auf der Vertikalen durch
D das positive Stiitzenmoment M}) = DD" un-
mittelbar links von D abschneidet, so ist damit
die Momentenfliche der Offnung CD bestimmt.

Die Momentenfliche in der Offnung 1, bedarf
keiner Erkldrung.

Sind mehrere Offnungen des kontinuierlichen
Balkens belastet, wie z. B. die erste und zweite
in Fig. 45, so bestimmt man die Momeuntenflichen
am ganzen Balken fiir die Belastung in der Off-
nung l; und fiir diejenige der Offnung 1, getrennt
voneinander und addiert darauf die Momenten-
ordinaten unterBeriicksichtigungihres Vorzeichens;
in Fig. 45 sind die Schlufilinien der Momenten-
flichen infolge nacheinander folgender Belastung
der beiden Offnungen 1; und I, gestrichelt einge-
zeichnet und mit 1 bzw. 2 bezeichnet:

Die Momentenfliche an den lotrechten Pfeilern
erhalten wir in folgender Weise:

Wir denken uns einen jeden Pfeiler durch
einen_-unmittelbar unterhalb der Balkenachse ge-
fuhrten Schnitt vom Balken getrennt, mit dem
Pfeilerkopfmoment belastet, und am Kopfe zur
Sicherung der vorausgesetzten horizontalen Un-
verschiebbarkeit in einem festen Gelenk gelagert.

10 —

Vom Kopfgelenk aus tragen wir ein am heraus-
getrennten Pfeiler rechts- bezw. linksdrehendes
Pfeilerkopfmoment als horizontale Strecke nach
links bezw. nach rechts auf und erhaliten dann in
der Verbindungsgeraden des Endpunktes dieser
Strecke mit dem Momentennullpunkt des Pfeilers
die SchluBlinie desselben. Ist der Pfeiler in einem
Fufigelenk gestiitzt, so ist das letztere zugleich
Momentennullpankt. Kann der Pfeiler jedoch am
Fufle als eingespannt angesehen werden, so liegen
die Momentennullpunkte Wa, W, Wc, Wp (siehe
Fig. 1) zwischen Einspannungsstelle und Kopfge-
lenk, und zwar in einer Entfernung von letzterem,
welche spiter berechnet wird; die Pfeilerfufimo-
mente va Mg, MfC, M% haben entgegengesetztes
Vorzeichen der entsprechenden Pfeilerkopfmo-
mente.

Aufler den Momenten sind wegen der elasti-
schen Einspannung des Balkens an den Pfeilern
auch Horizontalschiibe H vorhanden, welche wir
wie folgt ermitteln:

Denken wir uns an jedem Pteilerkopf einen
Schnitt unmittelbar links, rechts und unterhalb
desselben gefiihrt und betrachten beispielsweise
den in Fig. 5 dargestellten Pfeiler B, so sind am
Kopfe desselben die Schnittkrifte Vlé, M}‘; und
H}g anzubringen. Wegen der vorausgesetzten
horizontalen Unverschiebbarkeit des Pfeilerkopfes
Bk konnen wir daselbst ein frei drehbares Lager
annehmen, und der vom Balken auf den Pfeiler-
kopf ubertragene Horizontalschub Hlé (,Reak-
tion“) ergibt sich dann als der Auflagerdruck am
Kopfe des unten fest eingespannten, oben frei
drehbar gestiitzten Pfeilers B infolge der Be-
lastung mit dem Moment Ml}} Der entgegenge-
setzt gleiche Horizontalschub (,Aktion“) muf} vom
Pfeiler auf den Balken ibertragen werden.
Fihren wir dhnliche Betrachtungen auch an den
iibrigen Pfeilerkopfen A, C und D des in Fig. 1
dargestellten kontinuierlichen Balkens durch und
bezeichnen einen nach links gerichteten Horizon-
talschub als negativ und einen nach rechts ge-
richteten als positiv, so betrigt nach Fig. 4 der
gesamte, von den elastisch drehbaren Pfeilern auf
den Balken ausgeiibte Horizontalschub (,Aktion®)
infolge der vertikalen Belastung P:

EH‘*:—H};+H§—H‘E+H§ .
Der Gesamt - Horizontalschub EHII_‘, wird

durch den Balken auf das feste Lager E (Fig. 1)
ubertragen. Im allgemeinen hat er einen von
Null verschiedenen Wert, nur bei symmetrischer
Belastung und symmetrisch zu ihrer Mitte aus-
gebildeter Tragkonstruktion ist er gleich Null.
Aus der vorstehenden Besprechung des Haupt-
falles A an Hand des in Fig. 1 dargestellten kon-
tinuierlichen Balkens auf elastisch drehbaren



Pfeilern erkennen wir, dafi alle gesuchten Mo-
mente und Krifte sowohl am Balken als auch an
den Pfeilern leicht bestimmt werden kénnen, sobald
in der belasteten Offnung die beiden
Stiitzenmomente, an allen Pfeilern die Ver-
kleinerungskoeffizienten x4, und in allen Balken-
offnungen sowie an allen Pfeilern die Wende-
punkte W der elastischen Linie ermittelt sind;
den letzteren entsprechen ja bekanntlich die Mo-
mentennullpunkte in den unbelasteten Balkenoff-
nungen und an den unbelasteten Pfeilern; diese
Wendepunkte haben eine feste, von der Belastung
unabhingige Lage und werden daher Fest-
punkte oder Fixpunkte genannt. Die Fix-
punkte bilden die Grundlage aller in dieser Ab-
handlung vorgefithrten Berechnungen des konti-
nuierlichen Balkens, weshalb der Verfasser in den
folgenden Kapiteln sowohl die graphische als
auch die rechnerische Bestimmung derselben fiir
alle moglichen Fille vorgenommen hat; des-
gleichen wird auch die graphische und rech-
nerische Bestimmung der Verkleinerungskoeffi-
zienten u gezeigt. Zur Bestimmung der beiden
Stiitzenmomente in der belasteten Ofinung beniitzt
man die Kreuzlinienabschnitte, welche der Voll-
stindigkeit halber ebenfalls abgeleitet werden.
Schliellich hat der Verfasser die Methode der
Fixpunkte nicht nur zur Ermittlung der inneren
Krafte fur vertikale Balkenbelastung angewandt,
sondern auch auf alle vorkommenden Pfeiler-
belastungen (Winddruck, Erddruck, Wasser-
druck, Kranlast) ausgedehnt.

Hauptfall B.

Rahmenkonstruktion.

Die Rahmenkonstruktion liegt stets dann vor,
wenn der Balken kein festes Lager besitzt und
sich entweder nur auf elastisch mit ihm verbun-
dene Pfeiler stiitzt, oder zum Teil auf solchen
Pfeilern, zum Teil auf Lagern ruht, welche einer
horizontalen Verschiebung des Balkens einen ver-
nachldssigbaren Widerstand entgegensetzen (Rol-
len-, Pendel- oder Gleitlager); irgendwelche
dufleren oder inneren horizontalen Krifte sind
dann imstande, dem Balken und mithin auch den
Pfeilerkopfen horizontale Verschiebungen zu er-
teilen, deren Grofle von dem Grad der elastischen
Einspannung des Balkens an den Pteilern ab-
héngt.

Die genaue Berechnung des vorbezeichneten
Hauptfalles B konnte bisher nur nach den bei
Rahmenberechnungen gebriuchlichen allgemeinen
Elastizititsgleichungen durchgefithrt werden; wer
jedoch einmal eine solche Berechnung eines

"

Rahmens iiber zwei und mehr Offnungen durch-
gefiihrt hat, kennt den groflen Zeitaufwand und
die Schwierigkeiten, welche dabei entstehen. Der
Zeitersparnis wegen hat man sich deshalb in der
Praxis vielfach damit beholfen, bei vertikaler
Balkenbelastung den Hauptfall B nach der Me-
thode der Fixpunkte genau so zu berechnen, wie
den Hauptfall A; man begniigte sich eben damit,
zu wissen, dafl der dadurch begangene Fehler
nicht grof} sein konnte. Bei Belastung der Pfeiler
des Rahmens mit Winddruck, Erddruck, Wasser-
druck oder Kranlast blieb jedoch nichts anderes
iibrig, als die Berechnung nach den Elastizitits-
gleichungen durchzufithren, wenn ein zutreffendes
Resultat erzielt werden sollte.

Verfasser fithrt nun in der nachfolgenden Ab-
handlung eine auf der Methode der Fixpunkte be-
ruhende, iibersichtliche, wenig Zeitaufwand er-
fordernde Berechnungsweise des Rahmens mit
horizontalem Balken auf beliebig vielen vertikalen
Pfeilern vor, durch welche sowohl bei vertikaler
Balkenbelastung als auch bei beliebiger Pfeilerbela-
stung dasselbe genaue Resultat erzielt wird, wie
durch die bedeutend lingere Rechnung nach den
Elastizitdtsgleichungen.

Die Berechnung des Hauptfalles B wird, wie
spiter gezeigt, auf diejenige des Hauptfalles A
verbunden mit einer Zusatzberechnung zuriick-
gefiihrt, wobei letztere die Zusitze liefert, welche
zu den Resultaten aus Hauptfall A zu addieren
sind, um die genauen inneren Krifte fiur den
Hauptfall B, wie sie eine Berechnung nach den
Elastizititsgleichungen liefern wiirde, zu erhalten.
Da man also, um den Rahmen (Hauptfall B) nach
der Methode der Fixpunkte berechnen zu kdnnen,
denselben zunichst an den S#ulenkdpfen festge-
halten denkt, d. h. wie einen kontinuierlichen Bal-
ken auf elastisch drehbaren, am Kopfe festge-
haltenen Pfeilern berechnet, so werden im ,Ersten
Teil“ der vorliegenden Arbeit alle fiir diesen Fall
bendtigten Ableitungen durchgefiihrt, und darauf
wird im ,Zweiten Teil* die Zusatzberechnung
gezeigt, welche den Ubergang von Hauptfall A
zum Hauptfall B vermittelt. Der ,Dritte Teil®
enthidlt Anwendungen der abgeleiteten Resultate
auf Beispiele, insbesondere auch die Ermittlung
der Einflufllinien der inneren Krifte.

Es sei jetzt schon darauf hingewiesen, dafy
aufier den von der Belastung unabhingigen Groflen
(Fixpunkte, usw.) auch alle Momentenordinaten
leicht mathematisch genau aus den in den gra-
phischen Konstruktionen enthaltenen Dreiecken
berechnet werden kénnen, falls das zeichnerische
Verfahren die gewiinschte Genauigkeit noch nicht
erreichen sollte.




Erster Teil.

Berechnung des kontinuierlichen Balkens auf elastisch drehbaren Pfeilern unter
Annahme horizontal unverschieblicher Pfeilerkdpfe.

Kapitel L

Graphische Methode zur Bestimmung der
Balkenfixpunkte.

I. Allgemeine Beziehungen und Formeln zur

graphischen Ermittlung der Fixpunkte am kon-

tinuierlichen Balken mit beliebig verdnder-

lichem Trigheitsmoment auf elastisch dreh-
baren Pfeilern.

Der graphischen FErmittlung der
punkte legen wir Fig. 1—15 zugrunde. Bei der
Herleitung aller Formeln und Konstruktionen
gehen wir von den Formidnderungen der elasti-
schen Linie des Balkens aus.

Um zur elastischen Linie oder Biegelinie
bei gegebener Belastung des Balkens zu ge-
langen, betrachten wir nach Mobr die schraf-
fierte, vorldufig als bekannt vorausgesetzte
Momentenfliche (Fig. 1) des kontinuierlichen Bal-
kens als Belastungsfliche und zeichnen zu dieser
ein Seilpolygon, welches die elastische Linie des
Balkens darstelit. Beim Balken mit konstantem
Triagheitsmoment T und ebenfalls konstanter
Dehnungszahl E ist bekanntlich die unverdnderte
Momentenfliche als Belastungsfliche, und das
Produkt E-T als Polweite des Kraftepolygons
zur elastischen Linie einzufithren; beim Balken
mit verdnderlichem Trigheitsmoment und kon-
stanter Dehnungszahl E zeichnen wir das Krifte-
polygon mit der Polweite E und fithren als Be-
lastungsfliche die reduzierte Momentenfliche ein,
welche wir erhalten, indem wir die Querschnitts-
momente M der einfachen Momentenfiiche durch
die entsprechenden Trdgheitsmomente T divi-

dieren, die Werte 1,\;

Balkenfix-

als Ordinaten auftragen und

die Endpunkte derselben durch eine Kurve ver-
binden; im allgemeinsten Falle fihren wir die

E—;—T -fache (reduzierte) Momentenfliche als Be-

lastungsflache ein und zeichnen das Kréftepolygon
der elastischen Linie mit der Polweite H —1.

Im vorliegenden Fall handelt es sich nicht
um die wirkliche Form der elastischen Linie, son-
dern ;es geniigt, dieselbe durch einige wenige
Tangenten darzustellen; das Seilpolygon, welches
diese Tangenten bilden, bezeichnen wir kurz als
s,elastisches Tangentenpolygon®, und die
Tangenten der elastischen Linie an den Stiitzen
als ,Stiitzentangenten®

Zur Bestimmung des elastischen Tangenten-
polygons (Fig. 6) betrachten wir in Fig. 1 die
schraffierte Momentenfliche der belasteten Off-
nung BC als die Differenz zwischen dem posi-
tiven Finfeck BGC = F; /in Fig. 1 sind die ent-
sprechenden reduzierten Momentenflichen Fy/,
usw. eingetragen) und dem negativen Trapez
BB"C"C, welches wir iiberdies durch die Dia-
gonalen B’C, B"C und B"C’ in die vier nega-
tiven Momentendreiecke BB'C =F; B'B"C =F,,
B"CC' =¥, B"C'C"=Fg zerlegen; es ist hervor-
zuheben, dafi die Zerlegung des negativen
Trapezes BB"C”C derart erfolgt, daf} die Pfeiler-
kopfmomente B'B"” und C'C" die Héhen von zwei
besonderen Dreiecken bilden. Ferner betrachten
wir in der Offnung AB die schraffierte Momenten-
fliche AA'W;B'B, welche ein iiberschlagenes
Viereck bildet, als die Zusammensetzung des
positiven Momentendreiecks AA’'B'=F; und des
negativen Momentendreiecks ABB’ =F,; ebenso
betrachten wir das schraffierte {iberschlagene
Momentenviereck CC'W;D”D der Offnung CD als
die Zusammensetzung des negativen Momenten-
dreiecks CC'D = Fg und des positiven Momenten-
dreiecks C’'DD'", welches wir noch durch die
Diagonale C'D’ in die zwei Dreiecke C'DD’' =Fy
und C'D’'D" = Fy teilen.

Zu den auf vorgenannte Weise entstandenen
elf Teilmomentenflichen F;, . . . . . . .. , Fit

denken wir uns die A -fachen, d. h. die ent-

E-T
sprechenden reduzierten MomentenflichenFy'.. . ¥y’
gebildet und die Inhalte der letzteren in ihren ent-
sprechenden Schwerpunkten zu den in Fig. 1 ein-
getragenen Einzelkrdften Fy' . . . Fy' vereinigt (in
Fig. 1 sind die Begrenzungslinien der redu-
zierten Momentenflichen weggelassen); diese
Krifte tragen wir unter Einfithrung der positiven
Fliachen als nach unten und der negativen Fliachen
als nach oben gerichtete Krifte in dem mit der
Polweite H=1 gezeichneten Kriftepolygon der
Fig. 6a zusammen; das zu letzterem in Fig. 6 ge-
zeichnete Seilpolygon ist das gesuchte elastische
Tangentenpolygon, welches der Bedingung unter-
worfen ist, dafl jede Stiitzentangente wegen der
vorausgesetzten vertikalen Unverschiebbarkeit der
Stiitzpunkte durch den Schnittpunkt von Balken-
und Stiitzenachse gehen mufl. Da nun die Ecken
des elastischen Tangentenpolygons nach obigem



auf den vertikalen Schwerlinien der reduzierten
Momentenflichen (Einzelkrifte) Fy'....Fy{ liegen,
so besteht die nichste Aufgabe darin, die Lage
dieser Schwerlinien festzulegen. Von vornherein
kénnen wir nur die vertikale Schwerlinie der
Fliche Fy' bestimmen, weil wir deren zugeordnete
einfache Momentenfliche BGC ohne weiteres zu
zeichnen vermogen; die ubrigen zehn Schwer-
linien, welche Momentendreiecken zugeordnet
sind und daher ,Drittellinien“ genannt werden
(obwohl dieselben bei dem vorliegenden allge-
meinen Fall nicht im Drittel der Offnung liegen),
konnen wir wie folgt ermitteln, auch ohne die
Stiitzenhdhen dieser Momentendreiecke, d. h.
ohne die Stiitzenmomente zu kennen.

1. Drittellinien:

Bezeichnen wir mit dl den Abstand der linken
Drittellinie einer Offnung vom linken Auflager,
und mit d° den Abstand der rechten Drittellinie
vom rechten Auflager dieser Offnung, ferner mit
einem angehingten Zeiger 1...4 die Ordnungszahl
der Offnung, so erhalten wir beispielsweise den
Abstand dl1 der linken Drittellinie in der ersten

Offnung, d. h. den Schwerpunktsabstand d; der
ET—T—fachen (reduzierten) Momentenfliche Fy’ vom

linken Auflager A aus dem Dreieck AzA;'B; (Fig. 8)
mit der Stiitzweite 1; als Grundlinie und der be-
liebigen Stiitzenhohe h in A, wie folgt:
a) Analytisch.
Es sei (Fig. 8) A;A;"GB; die dem Momenten-

dreieck AzAj'B; entsprechende -fache (redu-

1
E-T
zierte) Momentenfliche. Wir teilen dieselbe in
schmale vertikale Streifen mit der Breite 4s und
dem Schwerpunktsabstand z von der rechten Stiitze
der Offnung 1;; der Inhalt 4 F eines solchen, in
Fig. 8 durch Schraffur hervorgehobenen Flichen-
streifens (,elastisches Gewicht*) betragt:
ds-h-z
E-T.O,
Nach der Schwerpunktslehre erhdlt man dann aus
dem Moment aller Flichenstreifen in bezug auf
die Vertikale durch A:

Iy

AF = (8

N \\ 4s-h-z
ZJF'(h*'Z) L BT, th—12)
1. 0 -
TETL T &
s-h-z
2 2T
0 0
1 lx_‘
WE 4s
T (4 —2) T E
0
JL__l‘ﬂ_ﬁ_ == e
4s Z."_S.Z
27T T
0 0

b) Graphisch.

Triagt man die Krifte 4F aus Gl (8) mittels
Krifte- und Seilpolygon mit beliebiger Polweite
und in beliebigem Kriftemafistab zusammen
(Fig. 8 und 8a), so erhdlt man die linke Drittel-
linie der Offnung 1; als Schwerlinie dieser Krifte;
da es hierbei nicht auf die wirkliche Grofle der
durch Gl (8) ausgedriickten Krifte 4 F, sondern
nur auf ihr gegenseitiges Verhiltnis ankommt, so
tragt man diese Krafte 4 F in der einfacheren Form

4s

JF:—T— z

auf (da h, E und l; konstant).

Den Abstand di der rechten Drittellinie
der ersten Offnung (lotrechte Schwerlinie der redu-
zierten Momentenfliche Fy) vom rechten Auf-
lager B erhalten wir aus dem Momentendreieck
AgBgB¢' (Fig. 11) mit der Grundlinie 1; und der
beliebigen Stiitzenhohe h in B auf analoge Weise.

a) Analytisch.
Es sei (Fig. 11) AgHB4'Bg die dem Momenten-

dreieck AgBgBy' zugeordnete -EL_T- -fache (redu-

zierte) Momentenfliche. Wir teilen dieselbe
wieder in schmale vertikale Streifen mit der
Breite 4s und dem Schwerpunktsabstand z vom
rechten Auflager der Offnung lj; der Inhalt 4 F
eines solchen, in Fig. 11 schraffierten Flichen-
streifens betrdgt:

As-h-(4—z2)

4F =

Nach der Schwerpunktslehre erhdlt man aus dem
Moment aller Flichenstreifen in bezug auf die
Vertikale durch B

I Iy

N 2 ds-h-(,—2)-2
A—#JF z E-T01,
a=9 =20
RS N h-(y—2)
ds-h-(lj—z
DD M
0 0
L ], 1
4s 4s Y 4s
2T W—z)-z 11-27——-2—— T -z2
e - b 0 __ A1
R - Iy 1y
a8 ds as
2T a-a W
0 0 0

b) Graphisch.

Triagt man die Krifte 4 F aus Gl (10) mittels
Krifte- und Seilpolygon mit beliebiger Polweite
und in beliebigem Kriftemafistab zusammen
(Fig. 11 und 11a), so erhilt man die rechte Drittel-
linie der Offnung 1; als Schwerlinie dieser Krifte;



da es hierbei nicht auf die wirkliche Grofie der
durch Gl. (10) ausgedriickten Krifte 4 F, sondern
nur auf ihr gegenseitiges Verhiltnis ankommt, so
tragt man diese Krifte 4 F in der einfacheren Form:
ds
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folgt weiter, daf} die beiden
Offnung unabhingig sind
lichen Stiitzenmomenten,
von der Belastung, und nur

Querschnittsabmessungen und der

Drittellinien einer
von den wirk-
und also auch
abhidngig von den
Stiitzweite
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In den iibrigen Offnungen bestimmen wir die
Drittellinien &hnlich wie vor.

Da aus den Gl (9) u. (11) das Stiitzenmoment

h ausgeschieden ist, so war es richtig, der Be-

stimmung der Drittellinien ein Dreieck mit be-

‘liebiger Stiitzenhohe zugrunde zu legen, und es

2. Verschrinkte Drit

tellinien.

Wir betrachten jetzt in Fig. 1 die beiden an
der Stiitze B zusammenstofienden Momentendrei-

ecke ABB* und BB'C mit der
Hshe BB’ und den beiden z

gemeinschaftlichen
ugeordneten redu-



Die lot-
rechte Schweilinie Sp der gemeinsamen AE-l"I‘A’

zierten Momentenflichen F,' und Fj.

fachen (reduzierten) Momentenfliche (Fig. 11 u..12)
geht in der Ndhe von B durch den Schnittpunkt
By der die Krifte Fy' und Fy' in Fig. 6 einschlie-

a)-Analytisch.

Wir bezeichnen (Fig. 6) den Abstand der den
Offnungen 1; und l, zugeordneten verschriankten
Drittellinie Sp von der nichsten links gelegenen
Drittellinie (rechte Drittellinie der ersten Offnung)

~AB=

s

~

i

. -ty
RN
S D

ey, 9
Ny

Benden Seilseiten b und d; die Schwerlinie S
nennen wir ,verschrinkte Drittellinie der
Offnungen l; und L,*. In gleicher Weise schnei-
den sich die Seilseiten g und i, welche die
Krifte Fy’ und Fy' einschlieflen, in der Nihe von
C aut der ,verschridnkten Drittellinie Sc
der Offnungen l, und 13 und die die Krifte
Fiy und F,y einschlieBenden Seilseiten k und m
auf der ,verschrinkten Drittellinie Sp der
Offnungen l3 und I“.

Um beispielsweise die Lage von Sp zu be-
stimmen, verfahren wit in folgender Weise:

24

mit Vll—‘.)’ und den Abstand derselben von der
ndachsten rechts gelegenen Drittellinie (linke
Drittellinie der zweiten Oftnung) mit vi_, Nach
der Schwerpunktslehre erhalten wir v§_2 bezw.
v]_, aus dem statischen Moment der Krifte Fy

e N



und Fg' in bezug auf die Richtung von Fy bezw.
auf die Richtung von Fy':

| S ES' r

Vimg = le F3l°(d1 + dlz) . . (12
r F ! T 1
Vi< myy F,.(d +dy) ... (13

In den Gl (12) u. (13) ersetzen wir die dem
wirklichen Momentendreieck AB/'C (Fig. 1) ent-
sprechende reduzierte Momentenfliche Fy + Fy'
durch die aus dem Momentendreieck AgBg'Cq (Fig.
11 u. 12) mit der beliebigen Stiitzenhthe h her-
geleitete reduzierte Momentenfliche AgHB4"JCs;
ebenso ersetzen wir die reduzierte Momenten-
fliche Fy durch die aus dem Momentendreieck
AgBeBg' (Fig. 11) hergeleitete reduzierte Momenten-
fliche AgHB¢"Bg, und die reduzierte Momenten-
fliche Fy durch die aus dem Momentendreieck
BgBg' C¢ (Fig. 12) hergeleitete reduzierte Momenten-
fliche BgBg''JCq Durch diese Vertauschung #n-
dern die Verhiltnisse

¥y

AR

Fy
Fy' +Fy

der GL (12) u. (13) ihren Wert nicht; denn aus
den spiteren Gl (14) u. (15) scheidet das Stiitzen-
moment h aus, wodurch ausgedriickt ist, daf}
vll__2 und vi_, vom Stlitzenmoment in B unab-
hingig sind, und dafl daher das unbekannte,
wirkliche Stiitzenmoment BB’ (Fig. 1) durch ein
beliebig anderes (hier h) ersetzt werden durfte.
Mit Einfiihrung der in Fig. 11 u. 12 eingetragenen
Werte in die Gl. (12) u. (13) erhalten wir dann:

Ig

2 3

V2= S L — (d+ dy)
Zis -h- (11‘:—_2)*_{_2115 +h-z (14
E-T 1 E-T-1,
0 0
Iy
,,LZ‘_’_%.Z
Ip T
— — 0 e e r 1
=y 5 Iy (df+d3)
ORI \ELIPNIRE YL
T L ke T o T
0 0 0
Y4s-h-(l,—2)
Al E-T. i
L 1 1
Vil = T o g (e dy)
st -h- (ll—z) + ds-h-z (s
E-T 0 E-T-5,
0 0
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4s 1 N'4s
PR L
— 0
N A A (di+db)
ds ds | 1 \4s,
T T{ZT"*—IQ T2
0

b) Graphisch.

Graphisch erhdlt man die Lage der ver-
schrinkten Drittellinie Sg, indem man die Schwer-
linie der beiden reduzierten Momentenflichen
AGHB¢"Bg und BgBy"JCq bestimmt. Dies erfolgt am
einfachsten dadurch, dafl man nach dem Satz von
der Zusammensetzung zweier paralleler Krifte
(siehe Fig. 15a) die in der rechten Drittellinie der
ersten Offnung wirkende Resultante Rg—s der
Krifte 4Fs—14 auf der linken Drittellinie der
zweiten Offnung und die in der linken Drittellinie
der zweiten Offnung wirkende Resultante Ris—22
der Krifte 4Fi5—9 anf der rechten Drittellinie
der ersten Offnung im gleichen Kriftemaf3stab
auftrigt und die Endpunkte der beiden Resul-
tanten kreuzweise verbindet; es ist nach Fig. 11 u. 12
(da man die gemeinsamen kenstanten Gréflen E und
h streichen kann):

— As 1 S
RS__M_Z*T, - TJET-.Z, und
0 0
lp
1 4s
Rip—o = IQ‘E_TW‘Z
0

Die verschrinkte Drittellinie in der Ndhe von
C bezw. D erhilt man in dhnlicher Weise.

Aus den G (14) und (15), aus welchen die
Stiitzenhdhe h ausgeschieden ist, folgt, dafl die
verschrinkte Drittellinie in der Nihe einer Stiitze
nur abhiingig ist von den Stiitzweiten und den
Querschnitten der beiden an die betreffende
Stiitze anschlieBenden Offnungen und nicht ab-
hingig von deren Belastungen.

Mit Hilfe der Drittellinien und verschrinkten
Drittellinien leiten wir nun das Verfahren zur Bestim-
mung der Fixpunkte ab, und zwar zunichst der
linken Fixpunkte J. Wirbeginnen mitder Bestim-
mung des Fixpunktes J, in der ersten Offnung links.

3. Linker Fixpunkt J;:

Bei freier Auflagerung in A wire in Fig. 1
Ma = 0, also auch die Kraft Fy’ = 0; dann wiirde
in Fig. 6 die Secilseite b mit der Seilseite a zu-
sammenfallen und die Balkenachse in A; schnei-
den. Ist der Balken jedoch in A eingespannt, wie
im vorliegenden Fall, so hat das Tangentenpolygon
wegen der vorhandenen Kraft Fy’ einen Knick in
R” und die innere Seilseite b schneidet die Bal-
kenachse in einem Punkt };, welcher die feste
Strecke d in die zwei Strecken e und e’ teilt,
welche Wle folgt bestimmt werden.



Im tiberschlagenen Viereck A A{J{R"R’ (Fig.6)
besteht:
_AWY
= RRr
worin AjA, den Abschnitt der die Kraft F,’ ein-
schliefenden Seilseiten a und b auf der linken
Stiitzenvertikalen bedeutet. Nach dem Satz vom
statischen Moment paralleler Krifte ist das Pro-
dukt der Strecke AjA; mit der Polweite H=1
gleich dem statischen Moment der Kraft F,' in
bezug auf die Senkrechte durch A, d. h.

AA=F/ 4 L (17
Setzen wir noch
F/=k-F, ........ (18
worin
F; = Momentendreieck AA'B' =M% 7121 (19
(da Mf = MY), so liefert Gl (17):
k Al
AA =k Mashody (20
) 2
Andererseits ist im Dreieck AR'R"” (Fig. 6)
R'R" =tg qa ~d11 ....... (21

Da der Winkel y4 zwischen der Stiitzentangente
(Seilseite a) und der Balkenachse sehr klein ist,
kann die trigonometrische Tangente mit dem
Winkel vertauscht werden, so daf}

Die horizontale Balkenachse und die vertikale
Pfeilerachse beschreiben denselben Drehwinkel
ga in A, den wir nachfolgend bestimmen wollen.

‘Wir denken uns zu dem Zweck den linken
Pfeiler durch einen Schnitt unmittelbar unterhalb
A vom Balken getrennt, mit dem Schnittmoment
M‘f\ belastet, und den Pfeilerkopf zur Sicherung

~der vorausgesetzten horizontalen Unverschiebbar-

keit gelenkartig gelagert.
Es sei weiter 11; der Drehwinkel des Pfeiler-
kopfes durch ein Moment le\ =1

der durch Mg bewirkte Drehwinkel:

dann betrigt

ga =My L (23
Diesen Wert in Gl (22) eingesetzt gibt
RR"=M; -25-d) ... ... (24
Die Division von Gl (20) durch Gl (24) er-
gibt nun:
' k 1
élé‘ - M = ..._llm, (25
R'R" ZMlj\ 1“1§~dll 2-75

|7

Und aus Gl (16) und (25) folgt schliefilich

e 26
¢ 2. ,l:\
worin noch k und 11‘\ zu bestimmen sind.
4. Verhiltniswert k.
Nach GIl. (18) ist
F
TorEm— e e e e e e e . 2
F, @7

Wie aus der folgenden Formel (29) hervorgeht,
stehendas unbekannte MomentendreieckF; == AA'B’
und die zugeordnete reduzierte Momentenfliche
F,' in demselben Verhiltnis zueinander wie das
beliebige Dreieck AzAs'B; (Fig. 8) und die ent-
sprechende reduzierte Momentenfliche A;A5"'GBs;
daher ist

Fidche A;A;'GB;

k= ~Fliche AATB,

. (28

Diesen Wert ermitteln wir entweder grapbisch
durch Planimetrierung der beiden Flichen oder
analytisch aus

Iy
pR
E-T
k— A5A5NGB5 0
T AAYB; hvll
2 (29
1
' 45
2. —_
2 T z
= “E”i? T

Aus der Formel (29) ist das Stiitzenmoment h
ausgeschieden, d. h. der Wert k ist unabhingig
von der wirklichen Grofie des Stiitzenmomentes
AA’, und es war also richtig, k aus einem Dreieck
mit beliebiger Héhe zu bestimmen.

5. Drehwinkel ik,

Die Bestimmung der Drehwinkel.zk erfolgt,
besonders weil wir im folgenden auch Pfeiler mit
beliebig verdnderlichem Triagheitsmoment betrach-
ten, am iibersichtlichsten mit Hilfe der Mohrschen
Sitze, welche lauten:

Satz I: Die Durchbiegung in einem Punkte
C eines an einem Ende eingespannten,
frei auskragenden Balkens ist gleich
dem statischen Moment der- zwischen
der Einspannungsstelle und dem

Punkte C gelegenen =——=fachen (redu-

E'T T
zierten) Momentenfldche in bezug auf
den Punkt C.

2



Satz 1l: Die Achsendrebung in einem
Punkte C eines an einem Ende einge-
spannten, frei auskragenden Balkens
ist gleich dem lnhalt der zwischen der
Einspannungsstelle und dem Punkte C

fachen (reduzierten)

1
E-T
Momentenfldache.
Satz I1II: Die Durchbiegung in einem
Punkte C e¢ines Balkens auf zwei
Stiitzen ist gleich dem Balkenmoment
in diesem Punkt des mit seiner

gelegenen

fachen (reduzierten) Momenten-

E-T T
fliche belasteten Balkens.

Satz IV: Die Achsendrehung in einem
Punkte C eines Balkens auf 2zwei
Stiitzen ist gleich der Balkenquerkraft
in diesem Punkt des mit seiner

E“T_ fachen

fliche belasteten Balkens.

(reduzierten) Momenten-

M g 77
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Mit Hilfe der vorgenannten Sitze ermitteln
wir jetzt den Ausdruck fir die Achsendrehung 7k;
diese Ableitung wird ausfiihrlich gehalten, weil in
derselben Ausdriicke vorkommen, die spiter ge-
braucht werden.

Fall I:

Der Pfeiler ist am Fusse eingespannt und am Kopfe

gelenkartig gelagert, wobei das Trdgheitsmoment T

nach Fig. 17 auf der Strecke h konstant und auf der
Strecke f sehr gross ist.

Wir denken uns die gelenkartige Lagerung
des Pfeilerkopfes entfernt und bringen an deren
Stelle den horizontalen Auflagerdruck Hu' an,
welchen die Belastung Mk = 1 daselbst bewirkt.
Das obere, frei auskragende Ende der unten ein-
gespannten Siule werde durch Mk =1 um den
Winkel ym, und durch die Horizontalkraft H = 1
um den Winkel yy verdreht (Fig. 17a u. 17b);
dann ist die Achsendrehung zk gleich der Summe
der Teilwinkel ym und yn-Hp'. Fithren wir dabei
eine Rechtsdrehung als positiv ein, so ist also

Hp'

7k = ym
Darin konnen wir nach Satz IT und Fig. 17a die

— rh

c

R ey

Drehung durch Mk

driicken:

¥m = 1 wie folgt aus-

_h
™R T

(Es = Dehnungszahl der Sdule)

. (31

und nach Fig. 17b die Drehung yn durch die Ho-
rizontalkraft H — 1

B h-f- };
yh — Eg 'Ts
Die Werte fir die Winkel ym und yn aus Gl (31)
und (32) in Gl (30) eingesetzt, gibt

_ _h h242-f-h

N U VI LU o8 - S

. (33
worin Hm' noch unbekannt ist und wie folgt be-
stimmt wird:

Wir bezeichnen mit vy die horizontale Ver-
schiebung des freien Sdulenkopfes durch Mk = 1,
ferner mit vy die Verschiebung durch die horizon-

Flo 76

I
5 119"' 7
d

1
>
I

I

|

1

i
]

I

1
Z:

Aomen/er/d ot

tale Kraft H = 1, und daher mit Hy' - vy die Ver-
schiebung durch Hy'. Den noch unbekannten
Auflagerdruck Hy' der Gl (33) erhalten wir dann
aus der Bedingung, dafl wegen der vorausgesetz-
ten horizontalen Unverschiebbarkeit des Sdulen-
kopfes sein mufy

Vm—Hp' -ve=0. ... ... (34
woraus
Hy' = o .35
Vh
Die Verschiebungen vm und vy ermitteln

wir nun nach Satz I wie folgt:

a) Nach Fig. 17a betrdgt das statische Moment
1

der ET -fachen Momentenfliche in bezug
auf den Sdulenkopf:

h?y . h?+42-h-
vm~ES - (n- )= T»_ (36

b) Nach Fig. 17b betrdgt das statische Moment

der 1~fachen Momentenfliche in bezug

Es-
auf den Saulenkopf:



/

v = E1T 'lh-[(%;— 4 f)+ ]‘2'7’. (3 11+f')} @37

oder

h-h?4+3-h-f43-12)

Vh = 3-E, - T-

. (39

Mit den Werten von vy, und vh aus Gl (36)
und (39) folgt jetzt nach Gl (35):

3-h-46-f

o' = e n-fy66

. (40
Durch Einsetzen des Wertes von Hp' in Gl (33) er-
gibt sich schlief3lich der gesuchte Drehwinkel 1k zu

- h3

k—. - *
T @R 12 h 12 8 B, - T,

.41

Sonderfall: Bei Mittelpfeilern mit verhilt-
nismélig grofler Héhe h, oder bei groflem Pfeiler-
trigheitsmoment T und niedrigem Balken (klei-
nem Balkentrigheitsmoment), sowie stets bei
Endpfeilern kann man f =0 und h gleich der Ent-

HE7
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fernung zwischen der Einspannungsstelle und
dem Schnittpunkt von Balken- und S#dulenachse
setzen.

Mit f = 0 folgt dann aus Gl (41)

1
1k = 4"" EZ’ 'I{c, ....... (42
Fall II.

Der Pfeiler ist am Fusse eingespannt und am Kopfe

gelenkartig gelagert, wobei das Tragheitsmoment Ts

nach Fig. 18 auf der Strecke h veridnderlich und auf
der Strecke f sehr gross ist.

Die Achsendrehung 7k des am Fufle einge-
spannten, am Kopfe gelenkartig gelagerten und
mit einem Kopfmoment Mk = 1 Dbelasteten Pfei-
lers erhill man wieder aus Gl (30), in welcher
die Drehung ym des unten eingespannten, oben frei
auskragenden und mit Mk = 1 belasteten Pfeilers
sich nach Satz II und Fig. 18a ergibt zu

h
S
0

+ 8

S

b PR
b . .. .

A
"TE

und die Drehung yn des mit dem horizontalen
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Auflagerdruck H =1
nach ‘Fig. 18b zu .

belasteten Pfeilerkoptes

Ferner ist der in Gl (30) vorkommende Hori-
zontalschub Hu' wie frither aus Gl (35) zu er-
mitteln, in welcher die horizontale Verschiebung
vm des mit Mk = 1 belasteten freistehenden Pfei-
lerkopfes sich nach Satz I und Fig. 18a ergibt zu

Vm=—7— > 5= I1+y). . ...

E

B

und die Verschiebung vy des mit H = 1 belasteten
Pfeilerkopfes nach Fig. 18b zu

—~

ds .
Vb= g = (f 4 y)2 . (46
0
Nach Gl. (35) ist
A .
W= (47
also
h
A4s
DT+
Hm' = *]?—~~— . (48
"' 45 0
o E P
0

Durch Einsetzen der Werte ym, yn und Hp'
aus den Gl (43), 44) u. (48) in GL (30) folgt
schliefSlich:

h
V43 (54 y)
k= Ij: . lﬁ‘ffs:_gizoll ' ] (49
‘ 0 4s 9
. ‘(f‘{“}’)“
[1]

Sonderfall: Bei Mittelpfeilern mit verhiltnis-
mafig grofler Hohe h, oder bei groflem Pfeiler-
trigheitsmoment Ts und niedrigem Balken (kleinem

2%
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Dalkentragheitsmoment), sowie stets bei End-
pfeilern kann man f =0 und h gleich der Ent-
fernung zwischen Pfeilerfufl und Kopfgelenk
setzen; dann folgt aus Gl (49) mit f =0:
h
1 N\ 45

h
N A48 2
( T, y) l
S
T .
0 zii..z
T, 7Y
0

Fall III:
Der Pfeiler ist am Fusse und am Kopfe gelenkartig
gelagert, wobei das Trigheitsmoment Ts nach Fig. 19
auf der Strecke h konstant und auf der Strecke f
sehr gross ist.

Nach Fig. 19 betrdgt der Inhalt F der redu-
zierten Momentenfliche des mit dem Kopfmoment
Mk — {1 belasteten Pfeilers:

. (50

1. bh .k b2 ... (5t

F=

Nach Satz IV ist 7k der horizontale Auflagerdruck
am Kopf infolge Belasten des Pfeilers mit der
Fldche F; dieser Auflagerdruck betriagt:

2-h
R T h? (52
YT ThRf T 3-(h1)2-E,- T, :

Kann man f=0 setzen (bei Mittelpfeilern mit
grofier Hohe h, oder bei groflem Ts und niedrigem
Balken, sowie stets bei Endpfeilern), so folgt:
b .
L - U
*=ELT, - (53
Fall IV,

Der Pfeiler ist am Fusse und am Kopfe gelenkartig
gelagert, wobei das Trégheitsmoment Ts nach Fig. 20
auf der Strecke h verdnderlich und auf der Strecke f

sehr gross ist,

Wir teilen die Momentenfliche des mit dem
Kopfmoment Mk = 1 belasteten Pfeilers (Fig. 20)

in horizontale Streifen von der Breite Js; der
1

Inhalt i eines BT,

-fachen Flichenstreifens be-
tragt:

Asy 5
BT, ) . (54
Nach Satz IV ist 7k der horizontale Auflagerdruck
am Kopf infolge Belasten des Pfeilers mit den
Kriften i; dieser Auflagerdruck betrigt:

h .
Wl.y

k — —

a= Sy
0

..... (55
also
1 . d 2
S-)I./
P I (
Tk = (R )2 Es Z T, (56
Kann man f=0 setzen (bei Mittelpfeilern mit

Fg. 20

pa— A—~>-!

groBer Hohe h, oder bei grofiem Ts und niedrigem
Balken, sowie stets bei Endpfeilern), so folgt:

h
1 ds- y?

= D - - - T
0

Nachdem nun der Verhdltniswert k sowie die
Winkeldrehung & durch die vorhergehenden Ab-
leitungen bestimmt sind, kennen wir alle in Gl. (26)

(Verhéiltnis Ee,‘) vorkommenden Groflen.

Aus Gl (26) sowie aus den Gleichungen zur
Bestimmung von k und von ,13 geht jetzt hervor,
dafy das Verhiltnis ?e,-— unabhingig ist von der

Belastungsart und nur abhingt von den Abmes-

sungen des Pfeilers A und des Trigers derersten
Offnung, d. h. der Punkt J; (Fig. 6), welcher
die feste Strecke dj in das feste Verhlt-

5— teill, ist ein Festpunkt oder Fixpunkt.



Es ist jetzt noch zu beweisen, dafl der Fix-
punkt J, der Fig. 6 und der Momentennullpunkt
W, der Fig. 1 zusammenfallen:

In Fig. 6 ist das Produkt der Strecke AA/
mit der Polweite H =1 gleich dem statischen
Moment der Kraft Fy in bezug auf A; ebenso ist
das Produkt der Strecke B;B, mit der Polweite
H=1 gleich dem statischen Moment der Kraft
Fy in bezug auf B. Wir kdnnen daher an-
schreiben:

AA=F/-dj. ... ... (58
und
BB/ =Fy-d] . ... ... (59
Daraus folgt durch Division
1
Ay _Food o 60

BB/ T Fy.ay

Hierin kommen die den Momentenflichen
AA'B’ und ABB' der Fig. 1 entsprechenden

! fachen (reduzierten) Momentenflichen Fy'

E-T
und Fy' vor.

Um beispielsweise F,' auszudriicken, teilen
wir #dhnlich wie in Fig. 8 die Momentenfliche

21

d. h. in den tberschlagenen Vierecken AA'W,B'B
(Fig. 1) und AjA'};B{/B, (Fig. 6) liegen die Punkte
W, und J; auf derselben Vertikalen.

6. Linke Fixpunkte Jy, Js und J,.

Von den linken Fixpunkten der 3 iibrigen
Offnungen ermitteln wir noch denjenigen der
zweiten Offnung:

In Fig. 6 schneiden die inneren Seilseiten b
und e dic verschrinkte Drittellinie Sp in den
Punkten By und By". Die Verbindungslinie von
By mit dem Punkt T’, in welchem sich Balken-
achse und Drittellinie rechts von B schneiden,
triftt die verldngerte Seilseite e in einem PunktP,

welcher die feste Strecke v{_, in die zwei Strecken

e und €' teilt. Aus dem tberschlagenen Viereck

B,By'PT"T’ (Fig. 6) folgt:
e B2'B2” .
-ér = _ﬁr— ....... (6)

Die Strecken By'By’ und T'T” bestimmen wir wie
folgt:

Zunichst ist ByBy” der Abschnitt der die
Kraft F, einschlieflenden Seilseiten d und e auf
der verschrinkten Drittellinie Sg; deshalb ist das

AA'B’ in lotrechte Streifen von dem Inhalt Frodukt von By'By” mit der Polweite H =1 gleich
dem statischen Moment der Kraft F,' in bezug auf
AA'- - 4 g
A E . 0 z und erhalten: die verschrinkte Drittellinie, oder
ST,
: 1 ByBy' = Fy v, . . . . ... (67
1 1
’, . A A
F{ = ~A%—de— §l£ :T?—‘ll* ‘T§"Zy -« . (61  Ferner ist im Dreieck B;T'T" (Fig. 6):
T .
0 0 TT' =d) - tgyp, . . . . . . (68
ebenso .
5 " worin ¢g den Drehwinkel der Balkenachse in B
BB 4s:(y — z) BB’ 4s bedeutet; weil gB sehr klein ist, kann gesetzt
Fy = 1—2) 2—-(1 —z) (62 7
? T 4w E-TL, T EL4dT P werden
0 ° tg B = 69
Die vorstehenden Werte, sowie die Werte von ) EPB=@B . - - - - - (
d, und & aus den GL (9 u. (11) in die GL 60) Womit nach Gl (68) 1
eingesetzt, gibt: TT'=dy-9g5 .. ... .. (70
I 1y
N'! 45 48 9
] b DT
A’ ds 0 v
E-1, T % L 4s
0 A .
CAAY S — (64
BBy 1 X ds : 48 o
BB Il v Z TR T '
! ds 0 0
EEub DI i
S
0 2 T (11 - Z)
0
Daraus folgt: Da nun Balkenachse und Pfeilerachse denselben
AlA) | AA Drehwinkel ¢B in B beschreiben, so denken wir
L (65 ; :
B,B, BB uns zur Bestimmung von ¢B einen Schnitt un-




mittelbar unterhalb der Balkenachse gefithrt und
den vom Balken getrennten Pfeiler am Kopfe in
einem Gelenk gelagert und mit dem wirklichen
Pfeilerkopfmoment Mlﬁ belastet. Es sei 1}§ der
Drehwinkel, welcher durch M’é = 1 am Kopfe ent-
steht; dann betrdgt der durch Mlﬁ selbst hervor-

gerufene Winkel ¢B:

gB =M§ -7 .. ... .. M
Diesen Wert in Gl (70) eingesetzt gibt:
TT' =d, M- ... .. (72

Dividieren wir jetzt Gl. (67) durch (72), so folgt:

22

BQ,BQH = F4' . V§72
g N s R S . (73
Tt Mj; - - dy .
Setzen wir:
M- 1
Fy=k-Fy=k-- Bz 2L (74
so erhalten wir nach GL (66) in Verbindung mit
Gl (73):
. M -1y - v}
L=k L (75
2-Mg-1p- dy '
oder
e ly Vi
e e (76
€ 2-15 d,

Darin sind alle Gréfien bis auf den Faktor k be-
kannt oder nach Vorhergehendem ermittelbar.
Den Faktor: .
F,
Fe
(nach Gl 74) ermitteln wir &dhnlich wie in der
ersten Offnung an Hand des mit beliebiger Héhe
h gezeichneten Dreiecks BgBgCy (Fig. 12) und
der entsprechenden reduzierten Momentenflache
BgBg"JCy zu:

k=

Fliche BgBg"JCs_

— " TFlache BgBg Cg

Aus den Gleichungen fiir £

o k und 1§ geht

~, in welches die

hervor, dafy das Verhiltnis -§~

feste Strecke

Abmessungen der ersten und zweiten Offnung und
des zwischen ihnen gelegenen Pfeilers B abhingt;
die durch Punkt P gehende Vertikale, auf welcher
sich die Linien By'T’ und By"T" schneiden, hat
daher eine feste Lage.

Vi geteilt wird, nur von den

Nachdem wir im vorhergehenden bewiesen
haben; dafy die zwei Drittellinien in der Nihe von

B, die verschrinkte Drittellinie sowie die Verti-
kale durch P eine feste Lage haben, so liegen die
vier Ecken des Vierecks UByPT” auf vier festen
Vertikalen, wihrend drei Seiten durch feste
Punkte gehen, nimlich die Seilseite b durch J;,
die Seilseite ¢ durch B; und die Gerade B,P
durch T’; aus geometrischen Griinden geht dann
auch die vierte Seite, ndmlich die Seilseite e durch
einen festen Punkt J,, welcher mit den drei an-
deren festen Punkten auf einer Geraden liegt;
deshalb ist J der gesuchte linke Fixpunkt
der zweiten Offnung.

7. Rechte Fixpunkte K, K3, K und K.

Um die rechten Fixpunkte K in den einzelnen
Offnungen zu bestimmen, gehen wir von der letz-
ten Offnung rechts aus und schreiten nach
links vor:

In der vierten Offnung fdllt wegen des frei
beweglichen Endauflagers E, (Fig. 6) der rechte
Fixpunkt K, mit E; zusammen. :

In der dritten Offnung schneidet die innere
Seilseite i die Balkenachse im gesuchten Fixpunkt
Kj; denn wie bei der Stiitze B ergibt sich auch
bei der Stiitze D (Fig. 6) ein Viereck V"XDyZ,
dessen vier Ecken auf vier festen Vertikalen
liegen, nimlich auf den beiden Drittellinien, der
verschrinkten Drittellinie bei D sowie auf der
festen Vertikalen durch den Schnittpunkt X der
Seilseite i und der Geraden V’'Dy’; ferner gehen
drei Seiten durch feste Punkte, nidmlich die Seil-
seite m durch E;, 1 durch Dy, und die Gerade
V'Dy durch V. Dann geht auch die Seilseite i
als vierte Seite aus geometrischen Griinden durch
einen festen Punkt K3, welcher mit den drei an-
deren festen Punkten auf éiner Geraden liegt,
d. h. K; ist der gesuchte rechte Fixpunkt
der dritten Offnung.

Die Vertikale durch den Schnittpunkt X der
inneren Seilseite i und der Geraden V'Dy teilt
die feste Strecke vlsw4 (Abstand der verschrink-
ten Drittellinie bei D von der rechten Drittellinie
der dritten Offnung) in die zwei festen Teilstrecken
e und e', deren Verhéltnis sich analog wie frither
ergibt zu:

s
o
2.1

worin die Achsendrehung 1‘1‘3 am Kopfe der Sdule D

’;‘3 ermittelt wird, und der Fak-

tor k, dhnlich wie frither, folgenden Ausdruck hat:

genau wie frither «

Fliche C4WDg'Dg

K= Fliche C;DeDy

(Fig. 13).



8. Schlufifelgerungen.

Aus allen vorhergehenden Darlegungen kénnen
wir fiir den kontinuierlichen Balken mit veriander-
lichem Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren
Pfeilern folgende Schlufdfolgerungen ziehen:

1. In jeder Offnung gibt es zwei in der Balken-
achse gelegene Fizxpunkte J und K, die nur
von den Balken- und Pfeilerabmessungen,
dem Grad der Einspannung zwischen Balken
und Pfeilern, und der Art der Auflagerung
der Pfeiler abhingen; ist dabei der linke
Stuitzpunkt des Balkens frei drehbar, so
wird derselbe als der J-Punkt der ersten
Offnung links angesehen, und ist der rechte
Stiitzpunkt trei drehbar, so gilt derselbe als
K-Punkt der letzten Offnung rechts.

. Die Schlufilinien der Momentenflichen in den
einzelnen Offnungen bilden nicht mehr, wie
beim kontinuierlichen Balken auf frei dreh-
baren Stiitzen, einen geschlossenen Linien-
zug, sondern das Moment dndert sich sprung-
weise an den Stiitzen.

. Ist nur eine Offnung belastet, so ist in allen
links von dieser Offnung gelegenen J-Punkten
und in allen rechts davon liegenden
K-Punkten das Moment gleich Null. Von
der belasteten Offnung ausgehend, nehmen
die Stiitzenmomente nach den beiden Balken-
enden hin ihrem absoluten Werte nach ab.
Die zwei Stiitzenmomente unmittelbar links
und rechts einer elastisch drehbaren Stiitze
haben gleiches Vorzeichen, und von beiden
Stiitzenmomenten ist, absolut genommen,
dasjenige das groflere, dessen zugehoriger
Querschnitt der belasteten Offnung am
nichsten liegt. Die beiden Stiitzenmomente
der belasteten Otffnung haben gleiches, und
die beiden Stiitzenmomente jeder anderen
Offnung entgegengesetztes Vorzeichen.

II. Konstruktion der Balkenfixpunkte.

1. Allgemeiner Fall:

Fixpunkte am kontinuierlichen Balken mit beliebig
verdnderlichem Trigheitsmoment.

Um graphisch die Fixpunkte ] und K eines
kontinuierlichen Balkens mit beliebig veridnder-
lichem Triagheitsmoment zu bestimmen, zeichnet
man zuerst in allen Offnungen die Drittellinien
und verschriankten Drittellinien und ermittelt die
Drehwinkel 7k an den Képfen der eventuell vor-
handenen elastisch drehbaren Pfeiler.

Die Lage der Drittellinien und verschrankten
Drittellinien ermittelt man nach der im vorher-
gehenden Abschnitt I Nr. 1 und 2 gegebenen An-
leitung entweder graphisch mittels der beliebigen
Momentendreiecke, zugeordneten reduzierten Mo-
mentenflichen, Kraftecke und Seilecke der Fig. 8
und 8a bis 14 und 14a, oder rechnerisch durch

Bestimmung der Abstinde d! und dr sowie
viund vr nach den Formeln (9, 11, 14 und 15), in
welche man jeweils die Abmessungen der ent-
sprechenden Offnungen einzusetzen hat; ist dabei
der Balken am linken oder rechten Ende frei
drehbar gelagert, so fillt in der ersten Offnung
die linke, bzw. in der letzten Offnung die rechte
Drittellinie fort. Nach den vorgenannten Formeln
(9, 11, 14, 15) ist die Lage der Drittellinien und
verschrinkten Drittellinien nur von den Balken-
abmessungen abhingig; zu ihrer Bestimmung ver-
fahrt man deshalb in gleicher Weise sowohl am
kontinuierlichen Balken mit verdnderlichem Trig-
heitsmoment und freier Auflagerung als auch am
kontinuierlichen Balken mit verdnderlichem Trig-
heitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern.

Die Drehwinkel rlj\, 11‘5, rg, 1% an denelastisch

mit dem Balken verbundenen Pfeilern bestimmen
wir nach den Formeln (41, 42, 49, 50, 52, 53, 56, 57).

a) Linke Balkenfixpunkte J.

Mit der Bestimmung der linken Balkenfix-
punkte beginut man in der ersten Offnung links
und schreitet nach rechts vor.

Erste Offnung |, links.
Fall 1.

Die Stiitze am linken Balkenende besteht aus einem
mit dem Balken elastisch verbundenen Pfeiler
(Fig 1 und 7).

Der Fixpunkt J; teilt den Abstand dl1 der
linken Drittellinie vom linken Balkenende im Ver-

hiltnis Ee_’_ der Gleichung (26), wobei e den Ab-

stand des J;-Punktes von A bedeutet; der in
Gleichung (26) vorkommende Faktor k ist nach
Gleichung (28) oder (29) zu bestimmen. Der
Zahlenwert des Verhiltnisses wird nach Glei-
chung (26) rechnerisch ermittelt und dann die
Teilung der Strecke d% graphisch vorgenommen.

Da die D’feilerkopfe als horizontal unverschieb-
lich vorausgesetzt sind, so kann man den Endpfeiler
in die Verlangerung der Balkenachse hinaufklappen
und wie ein Endfeld des kontinuierlichen Balkens
behandeln, wobei in A ein frei drehbares Auf-
lager anzunehmen ist.

Fall 2.

Der Balken ist an seinem linken Ende fest eingespannt
(nicht dargestellt).

In diesem Fall ist die Drehung der Endstiitze

gleich Null, d. h. in Gleichung (26) ist 11:‘\:0

e . . .
zu setzen, wodurch o unendlich wird, d. h. e’=0.

Mit e' =0 riickt jedoch nach Fig 7 J; in den
Schnittpunkt der Balkenachse mit der linken
Drittellinie.



Beliebige Mitteloffnung und letzte
Offnung rechts.

Fall 1.

Die Stiitze zwischen der Offnung, in welcher J ge-

sucht wird, und der Offnung unmittelbar links besteht

aus einem mit dem Balken elastisch verbundenen
Pfeiler (Fig. 1 und 7).

Es sei der Fixpunkt J, bekannt und J, gesucht.
Man zieht von J; aus die beliebige Gerade ];B/,
welche die Drittellinie links von B in U” und die

2
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Es ist hierbei zu beachten, dafl zur Bestim-
mung der J-Punkte in allen Offnungen rechts der

ersten das Verhiltnis —27 stets nach Gleichung (76)

zu ermitteln ist, in welche man jeweils die Ab-
messungen derjenigen Offnung einsetzt, welcher ]
angehdrt, 'und den Drehwinkel 7k des Pfeilers
zwischen der Offnung mit dem gesuchten Fix-
punkt J und der Offnung unmittelbar links; ferner
ist der in Gleichung (76) vorkommende Faktor k
nach den Gleichungen (29)-oder (78) zu bestimmen,
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verschriankte Drittellinie SB bei B in By schneidet,
verbindet By mit dem Schnittpunkt T’ der Balken-
achse und der Drittellinie rechts von B und zieht die
Gerade U'Bg, welche die Drittellinie rechts von B
in T" schneidet; die Vertikale, welche die Strecke

der Gleichung (76) teilt,

trifft By T' in einem Punkt P, welchen man mit
T" verbindet; die Gerade PT" schneidet schliefs-
lich die Balkenachse in dem gesuchten Fix-
punkt Jo.

Von J, ausgehend (Fig. 7), wiederholt man
die soeben angegebene Konstruktion und gelangt
so zum Fixpunkt J; der dritten Offnung, desglei-
chen erhilt man schlielich durch Wiederholung
des Verfahrens mit J; als Ausgangspunkt J, der
vierten Offnung.

. i, . €
v]_, im Verhiltnis —,
1-—2 e

in welche man ebenfalls die Abmessungen der
Offnung mit dem gesuchten J-Punkt einfithrt. Von
den beiden Teilstrecken e und e’ des Verhiltnisses

e . . .
o geht die Strecke e immer von der in Betracht

kommenden verschrinkten Drittellinie aus.

Fall 2.

Der Balken liegt auf der Stiitze zwischen der Offnung,
in welcher J gesucht wird, und der Offnung un-
mittelbar links frei auf (Fig. 21 und 22).

In Fig. 21 haben wir den in Fig. 1 vorgefiihrten
kontinuierlichen Balken mit verdnderlichem Trig-
heitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern ohne
den Pfeiler B dargestellt, welcher durch eine frei
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drehbare Stiitze ersetzt wurde. Die Konstruktion
der Drittellinien, der verschrinkten Drittellinien
und des Fixpunktes J, (Fig. 22) erfolgt genau wic
in Fig.7. Es soll jetzt der Fixpunkt J, der zweiten
Offnung bestimmt werden. Zu dem Zweck
beachten wir, dafl bei freier Auflagerung in B
der im Nenner der Gleichung (76) [Verhiltnis

e .
?] vorkommende Drehwinkel rlg aus dem allge-

meinen, in Fig. 18 dargestellten Fall des Pfeilers
mit verinderlichem Trigheitsmoment wie folgt
hergeleitet werden kann:

Wir verschmilern den Pfeiler an seiner Ver-
bindungsstelle mit dem Balken; fiir den Grenzfall,
dafl in diesem Pfeilerquerschnitt das Trigheits-
moment Null wird, d. h. fur den Fall der freien
Auflagerung, erhalten wir nach Gleichung (49)

zlézunendlich. N €1

Mit 7 = unendlich ist nach Gleichung (76)

e . .
é—,:O, und daher e =0. Lassen wir nun in der

allgemeinen Fig. 7 die in der Strecke vi_, ent-
haltene Teilstrecke e abnehmen, bis sie schliefilich
gleich Null wird, so féllt in diesem Grenzzustande
Punkt P mit B, zusammen und der Fixpunkt J,,
welcher im allgemeinen Fall von der Geraden PT"
auf der Balkenachse ausgeschnitten wurde, wird
dann von der Geraden By/T" ausgeschnitten. Der
Fixpunkt J, wird daher folgendermafien ermittelt:

Von dem bekannten Fixpunkt J, aus zieht
man (Fig. 22) die beliebige Gerade J;B/, welche
die Drittellinie links von B in U” und die ver-
schriankte Drittellinie Sp bei B in By schneidet,
und zieht die Gerade U’B;, welche man bis zu
ihrem Schnittpunkt T mit der Drittellinie rechts
von B verlingert; die Verbindungslinie B,T"
schneidet dann auf der Balkenachse den gesuchten
Fixpunkt J, aus.

Von J, aus wird jetzt J3 und J; aut dieselbe
Weise ermittelt wie in dem vorhergehenden Fall 1
(Fig. 7).

b) Rechte Balkenfixpunkte K.

Bei der Bestimmung der rechten Balken-
fixpunkte K in den einzelnen Offnungen beginnt
man in der letzten Offnung rechts und schreitet
nach links vor. Das hierbei einzuschlagende Ver-
fahren ist analog demjenigen, welches auf den
vorhergehenden Seiten zur Bestimmung der linken
Balkenfixpunkte erldutert wurde. Man kann auch
so vorgehen, dafl man den Balken aus der
Zeichenebene heraus um 180 ° so dreht, daf}
dessen rechtes Ende nach der linken Seite kommt;
die rechten Balkenfixpunktie werden dann genau
wie die linken bestimmt. -

In Fig. 23 wurde angenommen, dafl der in
Fig. 21 dargestellte kontinuierliche Balken an
allen Stiitzen frei aufliege; die in Fig. 24 darge-

stellte graphische Bestimmung der Fixpunkte ist
nach dem Vorhergehenden ohne weiteres ver-
stdndlich,

2. Sonderfdlle.

Als Sonderfille des vorhergehend behandelten
kontinuierlichen Balkens mit beliebig verdnder-
lichem Trigheitsmoment auf elastisch drehbaren
Pfeilern betrachten wir den kontinuierlichen Bal-
ken mit konstantem, jedoch von Offnung zu Off-
nung sprungweise verdnderlichem Trigheitsmo-
ment, und den kontinuierlichen Balken mit tber
seiner ganzen Linge konstantem Trigheits-
moment.

Das einzuschlagende Verfahren zur Bestim-
mung der Fixpunkte ist in dem erwihnten Werke
von W. Ritter behandelt, geht aber auch ohne
weiteres aus den vorhergehend erlduterten allge-
meinen Beziehungen hervor.

a) Kontinuierlicher Balken mit konstan-

tem, jedoch von Offnung zu Offnung

sprungweise verdnderlichem Triagheits-
moment.

In diesem Falle sind die reduzierten Teil-
momentenflichen Dreiecke mit Spitze in den Auf-
lagersenkrechten, so daf die Drittellinien in die
Drittelspunkte der Offnungen fallen; die ver-
schriankte Drittellinie, z. B. in der Ndhe der Stiitze
B (Fig. 1) teilt den Abstand der beiden benach-
barten Drittellinien im Verhiltnis I+ T;:1;- Ty (wo
T, das konstante Trigheitsmoment der ersten
Offnung 1; und Ty das konstante Trigheitsmoment
der zweiten Offnung 1, bedeutet), was man sofort
einsieht, wenn man die entsprechenden Werte fiir

Fy, Fy, d} und dj in die Gl (12) und (13) einsetzt
und dann Gl (12) durch Gl (13) dividiert; es ist

vo,= - L+,

I_ —_ bl
s(1+1- 1)

e b

-2 V»(‘)i. 1 b
3('+11 Tg)

und
Vi L T
vl Th T

Das Verhiltnis betragt z. B.

e
e/
fiir den linken Fixpunkt J; (nach Gl 26):

e Ly

€ 2~E-T1-r§

—, und



fiir den linken Fixpunkt J, (nach Gl. 76):

3 Vi
k
2-E-Ty-1§

e_
e

! b

1 1
da d}=-2 = o
a d, 3 gnd k E-T,

Dreht man den Balken aus der Zeichenebene
heraus um 180 © so, dafy dessen rechtes Ende nach
der linken Seite kommt, so werden die rechten
Balkenfixpunkte K genau wie die linken bestimmt.

b) Kontinuierlicher Balken mit konstan-
tem Tridgheitsmoment auf die ganze
Balkenlinge.

- Die reduzierten Teilmomentenflichen sind
wieder Dreiecke, so daf} die Drittellinien auch
hier in die Drittelspunkte der Offnungen fallen;
die verschrinkten Drittellinien erhdlt man durch
Vertauschen der Spannweitendrittel; es ist

gl
1-2—73
und
Vies = l;;
Das Verhiltnis o betrigt z. B.

fiur den linken Fixpunkt J; (nach Gl. 26):

da k= -EJT , und

wobei hervorzuheben ist, dafd sich im Zahler des

Verhiltnisses o fir J, die Spannweite 1, vor-

L

3

findet, da Vi =
Beziiglich der Fixpunkte K gilt das vorhin
unter a) Gesagte.

Wie beim allgemeinen Fall erwihnt, ist die
Lage der Drittellinien und verschrinkten Drittel-
linien dieselbe sowohl am kontinuierlichen Balken
auf frei drehbaren als auch am kontinuierlichen
Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen; eine
Einspannung an den Stiitzen wird im Verhiltnis

e I
— berticksichtigt.
e
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Kapitel IL

Rechnerische Methode zur Bestimmung der
Balkenfixpunkte *).

In irgend einer Offnung mit der Stiitzweite |
(Fig. 25) eines kontinuierlichen Balkens mit ver-
anderlichem Trigheitsmoment auf elastisch dreh-
baren Pfeilern sei der Abstand a des linken Fix-
punktes J vom linken Auflager, und der Abstand
b des rechten Fixpunktes K vom rechten Auf-
lager zu bestimmen; in der Offnung unmittelbar
links mit der Stiitzweite I’ sei der linke Fixpunkt
J' durch seinen Abstand a’ vom linken Auflager,
und in der Offnung unmittelbar rechts mit der
Stiitzweite 1" sei der rechte Fixpunkt K" durch
seinen Abstand b"’ vom rechten Auflager bekannt.

Wir fiihren folgende Bezeichnungen ein:

Es sei (Fig. 25):

(1) der Schnittpunkt der Balkenachse mit der
linken Pfeilerachse der Offnung I,

(2) der Schnittpunkt der Balkenachse mit der
rechten Pfeilerachse der Offnung 1, ferner

Ml1 das Balkenmoment (Stiittzenmoment) unmittel-

bar links von (1),
M] das Balkenmoment (Stitzenmoment) unmittel-.
bar rechts von (1),
Mll‘ das Pfeilerkopfmoment unmittelbar unter-
halb (1),
worin also wie frither der untere Zeiger die
Stiitze und der obere Zeiger den Querschnitt links
oder rechts von (1) bzw. am Kopf des Pfeilers (1)

bedeutet; desgl. bezeichnen wir wie frither mit
,ull und p] die Verkleinerungskoeffizienten, wenn

ein Moment den Pfeiler (1) in der Richtung nach
links bzw. nach rechts iiberschreitet. Analoge
Bedeutung haben am Pfeiler (2) die Bezeich-

nungen: Mb, M5, M¥, 4} und g.

Ferner bezeichnen wir am frei aufliegenden
Balken der Offnung 1 mit:
«, und gy den Achsendrehwinkel am linken bzw.
am rechten Auflager durch ein Moment
M, =1 (Fig. 26),
ay und fy den Achsendrehwinkel am linken bzw.
am rechten Auflager durch ein Moment
M, =1 (Fig. 27),
desgl. mit &, 8; und ', g, die Drehwinkel am
frei aufliegenden Balken der Offnung I', sowie
mit &, ;' und ", g5 die Drehwinkel am frei
aufliegenden Balken der Offnung 1" infolge Be-
lasten des linken bzw. rechten Balkenendes mit
der Momenteneinheit.

*) Vergl. Dr.-Ing. Max Ritter: Uber die Berechnung
clastisch eingespannter und kontinuierlicher Balken mit
veranderlichem Trigheitsmoment, Schweiz. Bauzeitung,
Band 53, Heft 18 u. 19; sowie derselbe: Der kontinuier-
liche Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen, Schweiz.
Bauzeitung, Band 57, ITeft 4.



1. Allgemeiner Fall:

Fixpunkte am kontinuierlichen Balken mit be-
liebig veridnderlichem Trigheitsmoment.

a) Linke Balkenfixpunkte J.
(Fixpunktabstand a.)

Von frither ist bekannt, daf} ein Stiitzenmoment
an irgend einer Stiitze rechts der Offnung 1 in
jeder Offnung links dieser Stiitze, also auch in
der Offnung 1 eine Momentenfliche erzeugt, deren
Nullpunkt mit dem linken Fixpunkt dieser Offnung
identisch ist. Denken wir uns daher einen Schnitt
unmittelbar links von Pfeiler (2) gefiihrt, die Kon-
struktion rechts des Schnittes entfernt und die
Konstruktion links desselben (Fig. 28) mit einem
beliebigen Schnittmoment Ml2 belastet, so erhal-

ten wir im Momentennullpunkt der Offnung 1 den
gesuchten Fixpunkt J. Der Einfachheit halber

wihlen wir M‘2:: 1; ferner beachten wir, daf} Pfei-
ler (2) festgehalten ist, weil er zur weggedachten

Konstruktion gehért, und daf} wir daher in (2) ein-

frei drehbares Auflager anbringen miissen.

In Fig. 28 ist die Durchbiegung des Balkens
skizziert, welche in den Offnungen 1 und ' durch
die Belastung M} =1 bewirkt wird. Die elasti-
sche Linie geht einerseits durch die Auflager-
punkte, weil in denselben die Durchbiegung Null
sein muf}, und andererseits sind ihre Wendepunkte
W und W' nach Obigem identisch mit den linken
Fixpunkten J und J'. Den gesuchten Abstand a
leiten wir jetzt aus der selbstverstdndlichen Be-
dingung ab, daf die Biegelinie der Offnung 1 und
die Biegelinie der Offnung I’ in (1) gemeinsame
Stiitzentangente haben; fithren wir in der Folge
eine Rechtsdrehung der Balkenachse als positiv
ein, so ist daher nach Fig. 28

Um die Drehung dJy auszudriicken, betrachten
wir (Fig. 20) die Momentenfliche der Offnung 1

infolge M, =1. Die SchluBlinie derselben er-

balten wir cinfach dadurch, dafl wir Ml2 =1 als

Strecke auftragen und den Endpunkt dieser

Strecke mit ] verbinden; danach betrdgt das
Sttitzenmoment unmittelbar rechts von (1)

a

M = T—a (83

Nachdem wir die beiden Stiitzenmomepte der

Offnung 1 kennen, erhalten wir die elastische Linie

der Offnung 1 als Biegelinie des einfachen Balkens,

der an seinen Endquerschnitten mit den Stiitzen-

momenten Mrl =

—..2 und Mé =1 belastet ist
l—a ~

~1

2
[~

Fg. 25
J’ 7 H 2 4
,T T —‘r ”
A e — P k= b fem —f 67k
/’ _ ///
b TN 707,
| |
| I
=7 . . ,
7 \ L=t /r/g Z6
[N
t
' s Flig 27

Fig. 29

Fig. 30
Fig. 57



Mit den oben eingefithrten Bezeichnungen er-
gibt sich jetzt am linken Auflager des einfachen

Balkens 1:
a) durch M} =

_a&
==
a

— .,l__.__..a» say (Flg. 30)>

eine negative Drehung

b) durch My =1 eine positive Drehung = a,
(Fig. 31).

Die Summe beider Drehungen mufl gleich J
sein, d. h.

d] = ag— T—a oo (84
Mit Riicksicht auf GI. (82) ist dann
d! = ag— T—a '@ - -« - - (85

Fithren wir (Fig. 32) einen Schnitt unmittelbar
rechts des Pfeilers (1), entfernen Triger 1 und be-
lasten die beibehaltene Konstruktion links des
Schnittes mit dem rechtsdrehenden Schnittmoment
M{ =1, so sei 71“ die dadurch bewirkte Drehung
der festen Ecke (1) unmittelbar links des Pfeilers
(1), also die gemeinsamé Rechtsdrehung des Pfei
lers (1) und des Trédgers I'. Die Rechtsdrehung J}'
erhalten wir nun, wenn wir als Belastung an

Stelle von M] =1 das wirklich vorhandene Mo-

ment der Gl (83) M} =

—a einfithren; es folgt

dann

Durch Gleichsetzen der Gl (85) und (86) folgt
jetzt die
Hauptformel
a=1 —-2
ap e

43

Die hierin vorkommende, in Fig. 32 skizzierte
gemeinsame Rechtsdrehung zfl des Pfeilers (1)
und des Trigers I’ im Punkte (1) infolge der Mo-
menteneinheit ermitteln wir wie folgt:

Wir fithren (Fig. 33) einen Schnitt unmittelbar
links von (1) und belasten das jetzt freie, wegen
der vorausgesetzten vertikalen Unverschiebbarkeit
einfach gestiitzte rechte Balkenende der Offnung
I' mit dem Stiitzenmoment

Ml1 = yll

terner belasten wir den jetzt freien, wegen der
vorausgesetzten horizontalen Unverschiebbarkeit
einfach gestiitzten Kopf des Pfeilers (1) mit dem
Pteilerkopfmoment

Mi=M{—Mi=(1—4)....(@®

In die beiden letztgenannten Momente Ml1 und

M;{ zorfdllt nimlich das Stiitzenmoment M} =1
beim Uberschreiten des Pfeilers (1) nach links.
Der durch die Belastung M} =4} am Balken I

entstehende Drehwinkel rf' betrigt

1__ 1.1
=t

worin Ti derjenige Drehwinkel ist, welcher un-

mittelbar links des frei aufliegenden Balkenendes
(1) durch Belasten der Konstruktion links von (1)

mit dem Moment M‘1 =1 entsteht (Fig. 34); desgl
betrigt der durch die Belastung Mll‘:(1— i)
am einfach gestiitzten Pfeilerkopf (Fig. 33) hervor-
gerufene Drehwinkel 1‘1“1

= (1= ) o

worin 111‘ derjenige Drehwinkel ist, welcher durch

M11‘:1 erzeugt wird. Durch Gleichsetzen der

Gl. (90) und (91) (da die Tangenten an die elasti-
sche Linie des Trdgers I’ und des Pfeilers (1) im
Punkte (1) sowohl vor wie nach der Drehung
senkrecht aufeinander stehen, sind die beiden
Winkel :’{I am Triager und am Pfeiler einander
gleich) erhalten wir jetzt:

)
1 2
=t (92
1‘1‘ +1
Diesen Wert in GJ. (90) eingesetzt gibt‘
k 1
A 1.1 104
WS e ... (93
£

worin r‘f nach den Formeln (41), (42), (49), (50),
(52), (53), (56) oder (57) bestimmt und 7} wie folgt
ermittelt wird:

Wir konstruieren die Momentenfliche (Fig. 34
und 35) am Trédger 1’ infolge Ml1 = 1; die Schluf3-
linie derselben, welche durch die Strecke Ml1 = 1

sowie den Fixpunkt J' bestimmt ist, schneidet auf

der linken Auflagervertikalen das Stiitzenmoment
!

IT%; ab. Belasten wir jetzt den einfachen Bal-

ken 1" auf 2 Stiitzen mit den beiden Stiitzen-

a' .
momenten (1) und (i-,—A-a;), so erhalten wir

nach den Fig. 34, 36 und 37 den Winkel 1} zu
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Zur vollstindigen Bestimmung des gesuchten
Fixpunktabstandes a bleiben jetzt noch die Win-
kel « und g der Gl (87) und (94) zu ermitteln.

Bestimmung von « und §,.

Wir teilen die Momentenfliche des mit dem
linken Stiittzenmoment M; == 1 belasteten einfachen
Balkens 1 (Fig. 38) in lotrechte Streifen mit der

] Breite 4s und dem
Frg. 38 Abstande z von der
rechten Stiitze; der
Inhalt 4 F einer
1 .
ECT fachen (reduzier-
ten) Streifenfliche be-
trigt
_ d4s-z
A= 1E71
Wz
= ST . (95
worin w-—-—d'wS
- T

Nach dem fritheren Satz IV ist dann «; gleich
dem Auflagerdruck V,, und g; gleich dem Auf-
lagerdruck V, des mit den Kriften 4 F belasteten
Triagers |, d. h.

1
N A 1 3
al:V1:Z—~—l——Z~:——E 2 ~Ew-z~ (96
0 0
Analog folgt
1
4F-(1—z
ﬁl—Vz':Z (1 ) l
0
97

Bestimmung von «; und g

Ahnlich wie vor erhilt man die Winkel o, und
8, aus der Belastung des einfachen Balkens 1

Fig. 39

(7=2) .
[, e~ )
% %

(Fig. 39) mit der ' fachen (reduzierten) Mo-

mentenfliche infolge M, =1 am rechten Auflager:

1 1
\'4F-z __ ds(l—z)z
—_— . — £ e -
w=Vi= X A= P
0 0
1 1 (98
——..,,1 . .‘VV — ,1 . v z2
~E-1 Z LTETR Z“ z
0 0

0
. 1 N 1 . 1
—y ,
=3 Vg I-ZW z—{-ﬂ-Ew-z?
0 0 0

(99

Ist der Balken 1 symmetrisch in bezug auf
Balkenmitte, so ist

o= B

ferner geht aus dem Vergleich der Gl. (97) und (98)
hervor (wie {ibrigens auch ohne weiteres aus dem
Satze von der Gegenseitigkeit der Forméinderun-
gen), daf} stets besteht

@ =

Nachdem wir die Winkel ¢ und g ermittelt
haben, setzen wir die Werte der Gl (96) u. (98)
in die Hauptformel (87) ein und erhalten:

Hauptformel
1 1

VU
Z wez— E w-z?

R 0 .02

ZW-Z—{-I-E-:"’;1

0

1-
a =

Mit Hilfe der Hauptformel (102) ldfst sich am
kontinuierlichen Balken mit verdnderlichem Trig-
heitsmoment der Abstand a eines beliebigen Fix-
punktes J aus dem bekannten Abstand a' des be-
nachbarten linken Fixpunktes J' wie folgt be-
rechnen, wobei wir in der ersten Offnung links
beginnen; es konnen folgende Fille vorkommen:

Linker Fixpunkt | in der ersten Offnung
links:

Fall 1:

Der Balken liegt an seinem linken Ende frei auf.

Da (Fig. 32) der Trigerstumpf rechts des
Punktes (1) in diesem Punkt nicht in Verbindung
mit einer weiteren Offnung links steht, sondern
dort frei drehbar ist, so wird

a=20



Fall 2:

Der Balken ist an seinem linken Ende fest ein-
gespannt.

Belasten wir das linke Widerlager (1) mit

M] =1, so ist wegen der Starrheit desselben

z“i":O; aus der Hauptformel (102) folgt dann:

1 1

1
Al Rl X
I-vaz—\ w - z2 Zw~z‘—’
dnond
a = 0 ] v =10 (104
N ¢
Zw-z ZW.Z
0 0
Fall 3:

Der Balken hat an seinem linken Ende eine elastisch
drehbare Stiitze (S#ule, Pfeiler):

Dann ist die Drehung der linken Stiitze durch
die Belastung M] =1 gleich der Drehung des
1k

Pfeilerkopfes, und in Formel (102) ist ¥ = zu
setzen, so dafd:
1 1
~ ~
1- w~z-Z\VAz‘-’
o
a = N Y (105
S“ w -z—{—l-E-rlf
<

Linker Fixpunkt J in einer. beliebigen
Mitteléffnung und in der letzten Offnung
rechts.

Fall 1:

Der Balken liegt auf der Stiitze (1) zwischen der

Offnung 1, in welcher J gesucht wird, und der be-

nachbarten linken Offnung 1’ mit dem bekannten Fix-
punktabstand a' frei auf.

Nach der Definition des Winkels 1'{1 ist dann
1’1*l = 111 (da in GIl. (93) ,ull = 1 wird) und aus der
Hauptformel (102) erhalten wir:

X Al .
l- w-z— , wez?
a — :J - p s (106
5‘ w-z+41-E-p
A
0
worin z; folgende Werte haben kann:
Der Triger der Offdung 1" ist unsymme-

trisch zu seiner Mitte:

Den Wert 7] bestimmen wir nach Gl (94),

indem wir in letztere die Werte gy und -8, der
Gl (97) u. (99) einsetzen, und erhalten:

i I I
Q Al W
~a')- Vo2l ah Y wes Z‘w- 2
a') Z\ : )/_JW z-++ z
0 S0 0o
E-I'-(I'—a)
(107
Der Trager der Offnung l' ist symmetrisch
zu seiner Mitte:

Dann ist nach Gl (100) 8y’ = «;'; setzen wir
den Wert von 8’ aus Gl. (96) und den Wert von
8/ aus Gl (97) in Gl (54) ein, so folgt:

v v

~ —~
:, w-z?2—a'- :\V'Z

d =0 0
L E-l'-(I'—a’)
Ist dabei I' eine End6ffnung mit frei drehbarer
Stiitze links, d. h. mit a’ == 0, so folgt aus GI. (108):
%
2
0
E-
Fall 2:
Die Stiitze (1) zwischen der Offnung 1, in welcher J
gesucht wird, und der benachbarten linken Offnung 1’
besteht aus einem mit dem Balken elastisch ver-
bundenen Pfeiler.

.. .(08

w - z?

A= pé ... (108a

In diesem Fall gilt die unveridnderte allge-
meine Hauptformel (102).

b) Rechte Balkenfixpunkte K.
(Fixpunktabstand b).

Zur Bestimmung des Fixpunktabstandes b
denken wir uns an dem in Fig. 25 dargesteliten
Trager einen Schnitt unmittelbar rechts von (1)
gefithrt und die Konstruktion rechts des Schnittes

mit dem Schnittmoment M{ = 1 belastet (Fig. 40);
Fig. 40




die Zweige der elastischen Linie in den Offnungen
]l und 1" haben in (2) gemeinsame Tangente, so
dafy

dy = by’ (109

Wiederholen wir jetzt dieselben Uberlegungen
wie zur Bestimmung von a, so erhalten wir aus
Gl. (109) die

Hauptformel
1P a0
Bt 8t
worin
k,. r
1917
ar r,oor_ 2072
= = ‘ (111
41}

Der in Gl (111) vorkommende Verkleinerungs-
koeffizient u; beim Uberschreiten der Stiitze (2)
durch ein Moment nach rechts betragt:

1k
r— 2 2
] Ko r . (112
15 7

In den GIl. (110) bis (112) bedeutet:
1*' die gemeinsame Drehung des Pfeilers (2) und

des Tragers 1" in Punkt (2) durch Belasten der
Konstruktion rechts von (2) mit einem Moment

M12:1 nach Entfernen des Trigers 1 (Fig. 41),

115 die Drehung des Kopfes von Pfeiler (2) durch
ein Pfeilerkopfmoment Mt =1 (Fig. 41a), und
7, die Drehung in (2) des Balkens rechts von (2)

durch ein Moment M; =1 (Fig. 41a).

Der Drehwinkel 115 wird je nach dem Fall aus
den Formeln (41, 42, 49, 50, 52, 53, 56 oder 57) er-
mittelt; 7; folgt analog wie ri (siehe Gl [94]) zu:

b

.
= — -

e . (118

BH

Mit den Werten von gy aus Formel (97) und 3
aus Formel (99) geht die allgemeine Hauptformel

(110) in die
Hauptformel
1 1
A} A
1 Wz ——ZW- z?
b= et e (114
4 Rl
1 WﬁZw-z [ E .3
2 +
0 0
iiber, mittels welcher wir am kontinuierlichen

Balken mit verdnderlichem Trigheitsmoment den
Abstand b eines beliebigen Fixpunktes K aus dem
bekannten Abstand.b"” des benachbarten rechten
Fixpunktes K'' berechnen, wobei wir in der letzten
Offnung rechts beginnen:

Rechter Fixpunkt K in der letzten Offnung

rechts.
Fall 1:
Der Balken liegt an. seinem rechten Ende frei auf:
Dann ist )
b=20. . (115
Fall 2:

Der Balken ist an seinem rechten Ende fest ein-
gespannt:
Dann ist 5" =0 und aus Hauptformel (114)
fOlgt:

Ql Al
1 W Z — w -z
b= —20 -0 6
Q
]-Zw-— W -z
0 0
Fall 3:

Der Balken hat an seinem rechten Ende eine
elastisch drehbare Stiitze (Sdule, Pfeiler):

Dann ist 74" gleich der Drehung 112‘ des Pfei-
lers (2), und wir erhalten:

1
DR
0

— (17

1- ZW——ZW z+1-E-

Rechter Fixpunkt K in einer belviebigen
Mitteloffnung und in der ersten Offnung
links.

w

bf

Fall 1:

Der Balken liegt auf der Stiitze (2) zwischen der Gff-

nung l, in welcher K gesucht wird, und der benach-

barten rechten Offnung I’ mit dem bekannten Fix-
punktabstand b’ frei auf.

Nach der Definition des Winkels 23" ist dann
13" = 7, und nach der Hauptformel (114) erhalten
wir:

1 1

A a
1. w w o+ z?
b= =g % (118
I ZW—ZW ZH1-E-a
Den in Gl (118) vorkommenden Wert 7, be-

stimmen wir nach Gl (113), indem wir in letztere



@ aus GL (96) und «" aus Gl (98) einsetzen;
wir erhalten dann sowohl fiir den symmetrischen
wie unsymmetrischen Triger:

% 1

Q Wl
S wez2—Db'" . :‘w-z

29
R E'l”'(l”—b”)

.. (119

Ist dabei 1" eine Endoffnung mit frei drehbarer
Stiitze rechts, d. h. mit b”" = 0, so folgt aus Gl. (119):

Fall 2:
Die Stiitze (2) zwischen der Offnung 1, in welcher K
gesucht wird, und der benachbarten rechten Offnung
1" besteht aus einem mit dem Balken elastisch ver-
bundenen Pfeiler:

Dann gilt die unverdnderte allgemeine Gl (114).

2. Sonderfille.

Als Sonderfille des vorhergehend behandelten
kontinuierlichen Balkens mit beliebig verdnder-
lichem Tragheitsmoment auf elastisch drehbaren
Pfeilern betrachten wir den kontinuierlichen Bal-
ken mit konstantem, jedoch von Offnung zu Off-
nung sprungweise verdnderlichem Tragheits-
moment, und den kontinuierlichen Balken mit
iiber seiner ganzen Linge konstantem Trigheits-
moment.

In den nachstehenden Formeln bedeutet T das
konstante Trigheitsmoment in der Offnung 1, in
welcher die Fixpunktabstinde a und b gesucht
werden, wihrend T' das konstante Trigheitsmo-
ment in der linken Nachbaréffnung I’ und T" das
konstante Trigheitsmoment in der rechten Nack-
baroffnung 1" bezeichnet.

Die in den Hauptformeln (87) und (110) vor-
kommenden Winkeldrehungen « und g ermitteln
wir als die Auflagerdriicke (Satz 1V) am frei auf-
liegenden Balken (1) (2), welcher mit der aus der
Dreiecksmomentenfliche infolge M; =1 bezw.

1
E-T
Momentenfliche belastet ist; da nun T in der be-
trachteten Offnung konstant vorausgesetzt wurde,
so ist die reduzierte Momentenfliche ebenfalls
ein Dreieck und wir erhalten:

M, =1 abgeleiteten -fachen  (reduzierten)

1
“=P=FTRET
und
1 ‘
@=h=gTE T

a) Kontinuierlicher Balken mit konstantem, jedoch
von Offnung zu Offnung sprungweise verdnder-
lichem Trigheitsmoment.

Linke Balkenfixpunkte J.

Setzen wir die soeben ermittelten Drehwinkel
¢y W. «y in die Hauptformel (87) ein, so ergibt sich
fiir den Abstand a der linken Balkenfixpunkte
J die Hauptformel:

12

... (120

hierin ist fi"l nach GL (93) und in letztere 1§ nach
Gl. (94) einzufiihren.

Erste Offnung links.
Fall 1: Liegt der Balken an seinem linken
Ende frei auf, so ist
a=0.

Fall 2: Ist der Balken an seinem linken Ende
fest eingespannt, so ist

a=—-.

Fall 3: Hat der Balken an seinem linken

Ende eine elastisch drehbare Stiitze, so ist
:v.-ﬁ-;f.....am
3-1—{—6-T-E-111‘

Beliebige Mittelsffnung und letzte

' Offnung rechts.

Fall 1: Liegt der Balken auf der Stitze (1)
zwischen der Offnung 1, in welcher J gesucht
wird, und der benachbarten linken Offnung I’ mit
dem bekannten Fixpunktabstand a’' frei auf, so
ist in Gl (120) ff‘ = :‘1 zu setzen, wobei 1‘1 nach
Gl. (94) den Wert hat:

6-E-T'-('—a) -~~~

A= (121a
Diesen Wert in die Gl. (120) eingesetzt gibt:
2

a—=- —
. §’-(Z~l’——3~a')_T
3 l+ ll___al

. (122
=g

Ist dabei I' eine Endoffnung mit frei drehbarer
Stiitze links, d. h. mit a’ =0, so folgt:

(122a

Fall 2: Besteht die Stiitze (1) zwischen der
Offnung 1, in welcher J gesucht wird, und der be-
nachbarten linken Offnung 1’ aus einem mit dem
Balken elastisch verbundenen Pfeiler, so ist

in Gl. (93) der Wert von 7% aus Gl. (121a) einzusetzen,



wobei wir in GL (98) zur Vereinfachung Zghler

und Nenner durch 111‘- 111 dividieren; es ist:

1
WA o
1=y L 6 ET 0 =a)
& “@T-=3a)
womit wir durch Einsetzen in GIl. (120) erhalten:
2
PR — ! . (123
+ B + o Tr—a T
6-T-E-7% r-@1—3a) T

Ist dabei V' eine Endoffnung mit frei drehbarer
Stiitze links, d. h. mit a’ =0, so folgt:

a—

3.1+

(123a

4T

?)-E-T-rlf' 2.1 T
Rechte Balkenfixpunkte K.

Setzen wir die oben ermittelten Drehwinkel
py und gy in die Hauptformel (110) ein, so ergibt
sich fiir den Abstand b der rechten Balken-
fixpunkte K die Hauptformel:

1")

b= T
3:-14+-6-T-E-of

. (124

hierin ist 23" nach GL (111) und in letztere 1}
nach Gl (113) einzufiihren.
Letzte Offnung rechts.
Fall 1: Liegt der Balken an seinem rechten
Ende frei auf, so ist

b=0.

Fall 2: Ist der Balken an seinem rechten
Ende fest eingespannt, so ist
1
b= . .
3

Fall 3: Hat der Balken an seinem rechten
Ende eine elastisch drehbare Stiitze, so ist

12

= . (125
3:146-T.E-1,

Beliebige Mittelsffnung und erste
Offnung links.

Fall 1: Liegt der Balken auf der Stiitze (2)
zwischen der Offnung 1, in welcher K gesucht
wird, und der benachbarten rechten Offnung 1"
mit dem bekannten Fixpunktabstand b” frei auf,
so ist in Gl (124) 73" =7, zu setzen, wobei )
nach GI. (113) den Wert hat:

I"-(2:1"—3-b")
E- b

12 ': T 1,;’ (125a

33

Diesen Wert in die Gl (124) eingesetzt gibt:
1')

R (2 1";3 b)) T

3 1+ bu Tﬁ

Ist dabei 1" eine Endt')ffnung mit trei drehbarer
Stiitze rechts, d. h. mit b"” =0, so folgt:

]2

3. 1+2 <1 ,g,

Fall 2: Besteht die Stiitze (2) zwischen der
Oftnung 1, in welcher K gesucht wird, und der
benachbarten rechten Offnung 1" aus einem mit
dem Balken elastisch verbundenen Pfeiler
so ist in GL (111) der obige Wert von 1

zusetzen, wobei wir in Gl. (111) zur Vereinfachung

b= . (126

b=- (126a

ein-

Zghler und Nenner durch 15 -7, dividieren; es ist

1
T T” (1// " /6 ’
k + 1” (2 "—3- b”)

# —
=

womit wir durch Einsetzen in Gl. (124) erhalten:

2
b= ! i -
R S ESA
6- T F k 1/1 3. bll) 'T
(127
Ist dabei 1" eine Endéfinung mit frei drehbarer
Stiitze rechts, d. h. mit b’ = 0, so folgt
R e (127a
MR IR B
6-E-T- 25 2.1 T

b) Kontinuierlicher Balken mit konstantem Trig-
heitsmoment auf die ganze Balkenlidnge.

Um die linken und rechten Fixpunktabstinde
a und b am kontinuierlichen Balken mit durch-
gehend konstantem Trigheitsmoment T zu er-
halten, setzen wir in den unter a) fiir konstantes,
jedoch von Offnung zu Offnung sprungweise ver-
dnderliches Trigheitsmoment abgeleiteten For-
meln T=T'=T", wodurch sich dieselben ent-
sprechend vereinfachen.

Kapitel IIL

Ermittlung der Pfeilerfixpunkte bei senk-
rechter Balkenbelastung (Pfeiler unbelastet).

I. Fixpunkt am unbelasteten Pfeiler mit Fuf}-
einspannung.

Wir denken uns den Pfeiler am Kopfe durch
einen Schnitt vom Balken getrennt, mit dem durch
die Balkenbelastung hervorgerufenen Pfeilerkopf-
moment (Schnittmoment) Mk belastet und wegen
der vorausgesetzten horizontalen Unverschiebbar-

3



keit des Pfeilerkopfes in einem Kopfgelenk ge-
lagert. Der am Kopfgelenk auftretende horizon-
tale Auflagerdruck sei Mk-H,’', worin Hy' den
Auflagerdruck durch Mk = 1 bedeutet. Das Mo-
ment M in einem beliebigen Pfeilerquerschnitt im
Abstand y vom Kopfgelenk betrigt dann, wie an
Hand der Fig. 17a und 17b ersichtlich:
M=Mk—Mk-Hp -y ... ..
Um die Nullpunkte der durch GI. {(128) be-
stimmten Pfeilermomentenfliche zu ermitteln,
setzen wir M = 0; dann folgt aus Gl (128) der
Abstand yy der Nullpunkte vom Kopfgelenk zu:

o1

Yo = Hm/ ........
Diese Gleichung ist vom. érsten Grade, wes-

halb nur ein Momentennullpunkt vorhanden ist.

Ist das Tragheitsmoment T, auf der
Strecke h konstant und auf der Strecke f
sehr grof} (Fig. 17), so erhdlt man fir diesen
Fall yy aus Gl (129) durch Einsetzen des Wertes
Hn' aus Gl (40) zu:

2:1246-h-t46-12

3-h+6-f

Yo =- C .. (130

Bei Mittelpfeilern mit verhidltnismidBig grofier
Hohe h oder bei grofiem Pfeilertragheitsmoment
T, und niedrigem Balken (kleinem Balkentrig-
heitsmoment), sowie stets bei Endpfeilern kann
man f = 0 und h gleich der Entfernung zwischen
der Einspannungsstelle und dem Schnittpunkt von
Balken- und Pfeilerachse setzen; dann folgt mit
f=0 aus Gl (130):

Hat der Pfeiler verdnderliches Trig-
heitsmoment, so erhalten wir durch Einsetzen
des Wertes Hp' aus GL (48) in- Gl (129):

h
Nds No
o E+Y)

Vo= ,% s (132
ds
o+
und fiir f = 0 (vergl. oben)
h
QKA
>y
Vo= v e (133
' 48
2
0 -

3

Nach den Formeln (130) bis (133) ist die Lage
der Momentennullpunkte Wa, Wg, W¢ und Wp
der Pfeiler A, B, C und D (Fig. 1) unabhingig
vom Kopfmoment und nur abhingig von den
Abmessungen der Pfeiler; die Punkte W4, Wg,
Wc und Wp sind daher feste Punkte oder
Fixpunkte.

II. Fixpunkt am unbelasteten Pfeiler mit
Fufigelenk.

Die Momentenfliche des sowohl am Fufle wie
am Kopfe gelenkartig gelagerten und mit dem
Kopfmoment Mk belasteten Pfeilers besteht aus
einem Dreieck, dessen Momentenordinate am
Pfeilerkopf gleich Mk und am Fuf} gleich Null ist.
Am Pfeiler mit Ful3gelenk fillt also der Pfeiler-
fixpunkt mit dem Fufigelenk zusammen.

Kapitel IV.
Ermittlung der Verkleinerungskoeffizienten p.
Die in der Einleitung angefithrten Koeffizien-

ten u werden zur Bestimmung der Momenten-
flaichen bendtigt.

I. Graphische Bestimmung der Koeffizienten u.
Nach GL (3) erhdlt man durch Einsetzen von
M}, = BB’ und M!, =BB" (Fig. 1):

1, _ BB

Ug = BB

Um das Verhéltnis der vorldufig noch unbe-
kannten Grofien BB’ und BB" durch dasjenige
von bereits bekannten Konstruktionslinien - Ab-
schnitten allgemein auszudriicken, beachten wir,
daf im elastischen Tangentenpolygon (Fig. 6) das
Produkt von B,;By mit der Polweite H = {1 gleich
dem statischen Moment der Kraft Fy, und daf
das Produkt von ByB,” mit der Polweite H=1
gleich dem statischen Moment der Kraft (Fy' 4 F,')
in bezug auf die verschriankte Drittellinie bei B
ist, d. h. ’

und

BB, = (Fy +F)-vi_, . . .. (136

Aus den Gl. (135) u. (136) folgt durch Division:
ByBy' _

BZBQH

Fy .
SRR
In vorstehende Gleichung setzen wir die Werte
von vl1 gund v] , aus den GL (12) u. (13) ein;
wir erhalten:

N (K1

BAZBZ’

BB, — Fy




Die in Gl (138) vorkommenden reduzierten
Momentenflichen Fy und (Fg+F/) der Fig. 1
konnen wir an Hand der reduzierten Momenten-
fliche der Fig. 12 ermitteln, wenn wir in der letz-
teren h durch die der Fig. 1 entnommenen Mo-
mentenordinaten BB’ bezw. BB’ ersetzen; dann
erhalten wir:

}
5 B _ BB’ 2 A4Sz (139
E- E-ly 4i T
0 0
und
) I
Pl 4s-z-BB” _ BB” d4s- 2z
F3+P*‘2 E-T-, ~ E- 2 T (40
0 0

Setzen wir die Werte dieser beiden Gleichungen
in Gl. (138) ein, so folgt:

lg
BB’ A4S -2
1 i T
BBy 2 o BB _ 141
BB, = =-ppi —Mmo- - (14
BB VJS z
L e T
0
Wir erhalten also
uhy = gfgf,, . (142

Da nun die Konstruktionslinien der Fig. 7,
welche zu den Fixpunkten fithren, in demselben
Verhiltnis zucinander stehen wie die entsprechen-
den Seiten des elastischen Tangentenpolygons der
Fig. 6, so ist auch:

’ !
B»?E?,, :E:*B{, ce . (143
B,B,” — BB,
und der Wert yIB ergibt sich schlieflich zu:

1 BBy
up =g By (144
d. h. man erhilt graphisch /1}; aus den Konstruk-
tionslinien der Fixpunkte (Fig.7) durch Abmessen
der Strecken BB, und BB/’ auf der verschrink-
ten Drittellinie und Einsetzen dieser Strecken in
Gl. (144). Dabei ist zu bemerken, dafl der Ver-
kleinerungskoeffizient yIB beim Uberschreiten der
Stiitze B nach links aus dem Viereck U"B,/PT"
hervorgeht, welches zur Konstruktion des Fix-
punktes J, rechts von B fahrt.

Analog erhdlt man den Verkleinerungskoeffi-
zienten uj; beim Uberschreiten der Stiitze B nach

rechts aus dem Viereck T'B/"P'U" (Fig. 7),

welches zur Konstruktion des Fixpunktes K,
links von B fiihrt, und zwar ist:
. B4B4III
Hp = A=t . (145
‘B B4B4'" (

An den tubrigen elastisch drehbaren Mittels
pfeilern Cund D ergeben sich die Verkleinerungs-
koeffizienten beim Uberschreiten derselben nach
links und rechts in der genau gleichen einfachen
Weise aus Fig. 7, in welcher alle nétigen Kon-
struktionslinien ersichtlich sind.

Liegt der Balken an einer Mittelstiitze frei
auf, beispielsweise in B, so fillt der Punkt P
(Fig. 6) mit By, und damit By ebenfalls mit By
zusammen; dann erhalten wir fir diesen Grenz-

fall :

i BBy _
= —=1 . ... (146
4B B2B21 (

d. h. die Balkenmomente unmittelbar links und
rechts der Auflagersenkrechten durch B sind ein-
ander gleich.

Da die zwei Strecken, als deren Verhiltnis
die Verkleinerungskoeffizienten u ausgedriickt
sind, sich aus den Konstruktionslinien zur Be-
stimmung der Fixpunkte ergeben, so gilt die vor-
stehend erlduterte graphische Ermittlung dieser
Koeffizienten fiir den kontinuierlichen Balken aut
elastisch drehbaren Stiitzen mit beliebig ver-
dnderlichem, sprungweise verdnderlichem
und konstantem Trigheitsmoment.

1I. Analytische Bestimmung der Koeffizienten p.

Ist ein Stitzenmoment iiber einen Pfeiler
(Sdule) hinweg fortzupflanzen, so ermitteln wir
die entsprechenden Koeffizienten « nach den all-
gemeinen Formeln (92) und (112).

Die Multiplikation des iber einen Pfeiler
hinweg fortzupflanzenden Stiitzenmomentes mit
dem entsprechenden Koeffizienten x kann man
entweder rechnerisch vornehmen oder auch gra-
phisch wie folgt ausfithren:

a) Wurde u graphisch als Verhiltnis von zwei
Strecken aus den Konstruktionslinien zur gra-
phischen Bestimmung der Fixpunkte ermittelt,
so erhalten wir beispielsweise in Fig. 1 das
Produkt ;u% -BB" = BB’ beim Uberleiten :des

Stiitzenmomentes BB” itber den Pfeiler B in
die linke Nachbaréfinung, indem wir (siche
Fig. 1) auf der Senkrechten durch B die der

Fig. 7 entnommene Strecke B,B] von B aus
auftragen, aus dem Endpunkt der letzteren
als Mittelpunkt mit einem Radius gleich der
aus Fig. 7 entnommenen Strecke B_lB:1 einen
Kreisbogen schlagen und an letzteren von B
aus eine Tangente ziehen; tragen wir jetzt auf
der Senkrechten durch B (Fig. 1) von B aus
die Momentenordinate: BB'" auf, so ist das Lot,
welches wir vom Endpunkt dieser Strecke auf
die vorgenannte Tangente fédllen, gleich dem

Produkt ylg -BB".
3*



b) Wurde derKoeffizient ;1}3 im vorgenannten Falle
des Uberschreitens des Pfeilers B durch das
Stiitzenmoment BB"” rechnerisch als Zahl er-
mittelt, so trigt man zur Bestimmung des
vorbeschriebenen Verwandlungswinkels (Fig. 1)
auf der Senkrechten durch B in beliebigem
Mafistabe die Zahl Eins auf, schligt aus dem
Endpunkt dieser Strecke mit der in demselben

Mafdstabe abgegriffenen Zahl ‘u}; als Radius

einen Kreisbogen und zieht an letzteren von
B aus eine Tangente; die graphische Multipli-
kation erfolgt dann wie vorhin unter a).

Sonderfall:

Der kontinuierliche Balken besitzt an einem Ende
einen belasteten Ausleger, d. h. es wird an einem
Ende ein Moment in die Konstruktion eingeléitet.

Der in Fig. 42 dargestellte kontinuierliche
Balken ABC auf den elastisch drehbaren Pfeilern

A und B und der frei drehbaren Stiitze C, an
welcher der Balken festgehalten ist, besitzt an
‘seinem linken Ende einen Ausleger, auf welchen
die beliebige Belastung P aufgebracht ist. Die
Belastung P erzeugt im Querschnitt unmittelbar

links von A das Kragmoment Mk, welches sich

nach rechts iiber den Balken und die Pfeiler fort-
pflanzt und dabei die in Fig. 42 skizzierte Momen-
tenfliche hervorruft. Beim Uberschreiten des Pfei-

lers A nach rechts spaltet Mk sich zunidchst in
das Stiitzenmoment unmittelbar rechts von A:
M = oy - MY
und in das Pfeilerkopfmoment
v 1
ME = (1 —ut) - MY,
worin fir «} nach Gl (112) cinzusetzen ist:

k
A
Ik—i—tk

Wiirde der Balken in A frei aufliegen, so
wiren die beiden Stiitzenmomente unmittelbar
links und rechts von A einander gleich.

r .
Hp —
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Kapitel V.

Ermittlung  der Momente, Horizontalschiibe,

Querkrédfte und Auflagerdriicke am konti-

nuierlichen Balken aut elastisch drehbaren

Pfeilern mit horizontal unverschieblichen

Pfeilerkopfen infolge lotrechter Balkenbe-
lastung.

I. Momente am Balken.
1. Entwicklung des Verfahrens.

Das Verfahren, welches wir zur Bestimmung
der Momente am, kontinuierlichen Balken infolge
lotrechter Balkenbelastung anwenden, entwickeln
wir an dem in Fig. 1 dargestellten kontinuier-
lichen Balken mit beliebig verdnderlichem- Trig-
heitsmoment auf elastisch drehbaren. Pfeilern
mit horizontal unverschieblichen Pfeilerkopfen,
welcher in der zweiten Offnung mit den belie-
bigen Kritten P, P, und P belastet ist.

Wir nehmen an, die Balken- und Pfeilerfix-
punkte sowie die Verkleinerungskoeffizienten u
seien nach den vorhergehenden Kapiteln ermittelt;
es ist dann, wie bereits frither erwihnt, leicht, die
gesamte Momentenfliche zu bestimmen, sobald in
der belasteten Offnung die beiden Stiitzenmomente
Mj; =BB” und M{. = CC" (Fig.. 1) ermittelt sind.
Wir setzen diese Momente vorldufig als bekannt
voraus, ziehen die Schlufilinie B”"C" (Fig. 1), be-
stimmen deren Schnittpunkte J,' und Ky mit den
Vertikalen durch die Fixpunkte J, und K, ziehen
die zwei sich kreuzenden und daher ,Kreuz-
linien* genannten Geraden BJy' und CKy und ermit-
teln die Strecken kg = BB'" und kc = CC"’, welche
die Kreuzlinien auf 'den Auflagersenkrechten durch
B und C abschneiden und welche daher ,Kreuz-
linienabschnitte® genannt werden. Gehen wir
jetzt den umgekehrten Weg und tragen (Fig. 1)
die nach irgend einem Verfahren ermittelten
Kreuzlinjenabschnitte kg — BB und k¢ = CC'"
auf den Auflagersenkrechten durch B und C ab,
ziehen die Kreuzlinien BC" und CB" und be-
stimmen die Schnittpunkte J' und Ky derselben
mit den Vertikalen durch J, und Ky, so schneidet
die Verbindungslinie Jy/K, die Stiitzenmomente
BB" und CC"” auf den Vertikalen durch B und C
ab und bildet daher die Schlufilinie der belasteten
Offnung.

Zur Bestimmung dieser Kreuzlinienabschnitte
stellen wir die folgenden Beziehungen fest zwi-
schen den Strecken BB” und BB bezw. CC"
und CC" der Fig. 1 und den Strecken B;B,"
und B,"By" bezw. C,C{" und C,'C,"’, welche in
Fig. 6 von den Seilseiten e und f des elastischen
Tangentenpolygons auf den Vertikalen durch B
und C abgeschnitten werden

Bezeichnen wir (Fig. 1) den Abstand des
linken bezw. des rechten Fixpunktes der zweiten



Oftnung vom benachbarten Auflager mit a; bezw.

by, so folgt aus dem {iberschlagenen Viereck
BB/[J(}/CHCW:

BB __  a

G T —ay (147

CCH _
W et R AL )
Desgleichen erhalten wir aus dem iiberschlagenen
Viereck B;"B,],C,C,"" der Fig. 6:

BB _
Clclu' - 12

und aus dem tiberschlagenen Viereck C,"C,KqBB,""

GG
BlBlm -

Setzen wir die Gl (147) u. (149) sowie die Gl. (148)
und (150) einander gleich, so folgt:

BB" _ BB/’

TCT T e (151
und
CCH _ CIC]” -
BB BB (152

Aus den Gl (151) u. (152) erhalten wir schliefilich

BlB1 Clclm
BB — CrCr (153
und
Clcl BIBII”
CCII - B/IB/” ------ (154

Um die in den Gl (153) und (154) vorkommen-
den Verhdltnisse ndher auszudriicken, beachten
wir, dafl in Fig. 6 die mit der Polweite H=1
multiplizierte Strecke B;B,”, welche durch die
zwei von der Kraft (Fy' 4+ F,) ausgehenden Seil-
seiten ¢ und e auf der Stiitzensenkrechten durch
B abgeschnitten wird, gleich dem statischen Mo-
ment der Kraft (Fy' 4 Fy) in bezug auf B ist, d. h.

BB, = (Fy + F,)- d;

desgleichen ist die mit der Polweite H = 1 multi-
plizierte Strecke C,C,”’, welche durch die zwei
von der Kraft (F¢ + F;) ausgehenden Seilseiten
f und h auf der Stiitzensenkrechten durch C ab-
geschnitten wird, gleich dem statischen Moment
der Kraft (F¢' 4 F;) in bezug aut C, d. h.

CiCy' = Fs + F/)-dj

Die in Gl. (155) vorkommende, dem gesuchten
Stiitzenmoment BB" (Fig. 1) entsprechende redu-
zierte ‘Momentenfliche (Fg"+ F,) konnen wir an
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Hand der Fig. 12 ausdriicken, wenn wir in der
letzteren h durch BB ersetzen; wir erhalten

ly

lg .
, n_ ds-z-1] BB”__ BB" 4s -2
(F3+F4)—E BT, — E-p 2 T
0 0
(157

desgleichen kénnen wir die in Gl. (156) verkom-
mende, dem gesuchten Stiitzenmoment CC'' (Fig. 1)
entsprechende reduzierte Momentenfiiche (Fg' +F4")
an Hand der Fig. 9 ausdriicken, wenn wir in der
letzteren h durch CC'" ersetzen; wir erhalten:

Iy
\' /s (g—2z)- CC"
(B 4 By = 3| L8 QB tC l
o (158
_CC QY 4s-(lg—2)
T E-l Z T
5 .

Setzen wir jetzt in die Gl (155) und (156) die
Werte der Gl (157) und (158) sowie die Werte

von d'lz und dj nach den Gl (9) und (11) ein, so
folgt

Iy
ds
e 3 E Tz h—2)
[ 458 0
BB =g 2
N 0 .—_.d S .
2T
0
oder
I
48
2 Sz ly—2)
7 — ", _ 'O — — B
BB, = BB B (159
Iy
48
MLz 1,2
Q2 i T 72712
. > //I X . 5 — VA
O s =
0 \' 4 8
T “(lg—2)
0
oder
1y
qs
E *‘T’ *Z (12-—2)
o — ", 0
CC/'=CC B, . (160
Setzen wir darin abkiirzungsweise
Iy
2—? Z+(lyg—z)
0
Ei =e. ... (161
so erhalten wir aus den GI. (159) und (160):
B‘g}, N (162
und
C "
clc'l' =6 ... (163



Fihren wir die Werte der Gl (162) und (163)
in die Gl. (153) und (154) ein, so folgt:

BB/ _ CC GG BB
¢ BBf! - CC” - (_‘IHCH/ - B’TBW‘H’ (164
Aus dieser Gleichung ergibt sich
_ BB+ BB BB/
€ BB/!_{_BNB!H""‘ ks .. (165
und
. 7('/‘1(-;1/77_‘}_ C‘(,‘l“i_- (j‘”C]'H/
&= CCH_}_CHCW had kc’* . (166

Aus den Gl (165) und (166) erhalten wir
schlieflich die gesuchten Kreuzlinienabschnitte
kp und kc zu

kp =

n nr
BBy
&

und

ke = GG

&

Die Ziahler und Nenner der Gl (167) und (168)
haben folgende Bedeutung:

a) Die Seilseiten e und f, welche sich auf der be-
kannten Kraft Fy' kreuzen (Fig. 6), schneiden
auf den Stiitzensenkrechten durch B und C die
Strecken B,'B,"" und C,”C;"" ab; das Pro-
dukt dieser Strecken mit der Polweite H =1
ist daher gleich dem statischen Moment der

! tfachen

E-T

Fy = BGC des einfachen Balkens BC in be-

zug auf die beiden Auflager, d. h.

(reduzierten) Momentenfliche

Bl”B]”’ — P‘{_’! N \f

und
C"Cy"=Fy-& ... ...
by Aus dem in Fig. 12 ecingeschriebenen Inhalt
des schraffierten Flachenstreifens erkennt man,
day der durch Gl. (161) bestimmte Wert von &
gleich ist dem auf die Stiitzensenkrechte durch
1
fack
E . pfachen
Momentendreiecks B;By'Cq mit der Stiitzen-
ordinate h =1 in B; desgleichen erkennt man

B bezogenen statischenMoment des

aus Fig. 9, dafd ¢ ebenfalls gleich ist dem auf
die Senkrechte durch C bezogenen statischen

1 .
Moment des E»———fachen Momentendreiecks

T
B;Cs(y mit der Stiitzenordinate h=1 in C.

Jetzt kénnen wir die GI. (167) und (168) in der
folgenden allgemeinen Form anschreiben:

Das auf die Senkrechte durch B
bezogene statische Moment der

1, )
BT fachen einfachen Momen-

tenfliche der belastetenOffnung 1y

e

Fy'-
[ Das auf die Senkrechte durch B
bezogene statische Moment der

fachen Dreiecksmomenten-

1
E-T
fliche BgBg Cs, welche eine in
dieser Senkrechten gelegene
Hohe h=1 und eine Grundlinie

gleich 1, hat.
(7

Das auf die Senkrechte durch C

bezogene statische Moment der
1 .

BT fachen einfachen Momen-

tenfliche der belasteten Offnung Iy

Das auf die Senkrechte durch C

bezogene statische Moment der

E!WT fachen Dreiecksmomenten-

fliche B;C;Cy', welche eine in

dieser Senkrechten gelegene

Hohe h =1 und eine Grundlinie
gleich 1 hat.

g
ke = Fq i =-
[

(172

In den Hauptgleichungen (171) und (172)
kommen keine Grofien vor, welche Bezug auf die
elastische Verbindung zwischen dem Balken und
den Stiitzen haben. Die Kreuzlinienabschnitte
sind deshalb dieselben sowohl am kontinuierlichen
Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern als
auch am frei aufliegenden kontinuierlichen
Balken; die Momentenflichen dieser beiden Tri-
ger unterscheiden sich nur dadurch, dafy die Mo-
mente unmittelbar links und rechts einer Stiitze
am ersteren Triger einander ungleich und am
letzteren Triager einander gleich sind.

Auf Grund der allgemeinen Gl (171) und (172)
wollen wir nun die Formeln zur Bestimmung der
Kreuzlinienabschnitte bei Belastung des Balkens
durch eine Einzellast ermitteln, woraus die gra-
phische Ermittlung der Kreuzlinienabschnitte her-
vorgeht.

2. Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte am kon-
tinuierlichen Balken mit beliebig verinderlichem
Trigheitsmoment auf elastisch drehbaren Pfeilern
mit horizoatal unverschieblichen Pfeilerképfen, so-
wie am frei aufliegenden kontinuierlichen Balken
mit beliebig verdnderlichem Trigheitsmoment.

Die Belastung bestehe aus einer Einzellast P
im Abstande x vom linken und x' vom rechten Auf-
lager der belasteten Offnung (Fig. 16). Wir habenin
Fig.16 den gleichen Triger gewihlt wie in Fig. 1,



um die bereits gezeichneten Momentendreiecke
und Kriftepolygone der Fig. 9 und 12 benitzen
zu konnen. Das einfache Momentendreieck BGC
der belasteten Oftnung BC sowie die ent-
sprechende reduzierte Momentenfliche BG'C
wurde in Fig. 43 besonders herausgezeichnet und
in Flichenstreifen eingeteilt mit den Inhalten

i= Y%EZ)TJ S auf der Strecke x,
und

~auf der Strecke x'.

Um nun einen.analytischen Ausdruck fiir die
Kreuzlinienabschnitte kg und k¢ nach den allge-
meinen Formeln (171) und (172) zu erhalten, bilden

P 7o 43

2%

7077
7

7

7
L

s

L XZ.45_Frz.
/=%7,_~(é?/45' V7 ‘3'- % *73525%@
o Bxllpias z
ET T Y '
Z |

wir zunidchst den Zihler dieser Gleichungen, indem
wir das statische Moment der Fliachenstreifen i’
und i anschreiben und dabei tber die Strecken
x’ und x getrennt summieren; den Nenner ¢ der
GL (171) und (172) tibernehmen wir aus Gl. (161).
Wir erhalten:

x! I
Al N
Zi'-(lr-z)-; }’ll-ang)
kp=— - (173
und
x/ s
W QUP
LTS N
ke=-2 . . X L A4

Setzen wir die Werte von i und i’ in diese
Formeln (173) und (174) ein, so erhalten wir

x¢ I
V' . ZedS cUg—2)-d5s
Doy z)+Zy =2 A 5,2
l{B :40' - "1'2 T ‘*5' — T T T
A8 )
A 2 ly—2)
0 N
E-l
? (175

und
I,

\ z:ds ' (Ja—2)d s
oV T ET ‘+>_43 BT 7
kc—_:__‘)_,,_ T e - (176

48
T z-(lg—z)
o, .
E-l

Es sei H die Polweite des Kriftepolygons
(Fig. 16a), welches der einfachen Momentenfliche
BGC der belasteten zweiten Offnung zugeordnet
ist; das Moment in der Kraftrichtung betrigt dann

H-y':—P'

© X
Lo
woraus

P-x-x
“HoT,

y=

Fithren wir diesen Wert in die Gl (175) und (176)
ein und dividieren Zihler und Nenner durch I,
s0 erhalten wir schliefdlich

x!

L,
N\V4s z-(hb—z) VA5 (lh—2z)?
X Z BT 1y TX Z’E-T-'lﬁ '
ki = P "0 o } X’ .
V=
N sz (),
A)d' E.T.]Q‘l
0
(177
und
x! Iy
N e Nt
Xt 2 E.TE TS E-T-1
1('—P~~ 0 - x’ -
“TH I _
S‘ JS‘Z'Q;)_—fL)
o E-T-I
0
(178

Die Zihler und Nenner der Gl (177) und (178)

konnen wir auf folgende Weise deuten:
a) Bedeutung des Zdhlers von GL (177):

Wir denken uns den einfachen Balken BC in
C mit dem Stiitzenmoment Mc =1 belastet und
ermitteln die Durchbiegung sc des Balkens in der
Richtung von P infolge der Belastung Mc=1.
Die einfache Dreiecksmomentenfliche, reduzierte
Momentenfliche, elastische Linie und Durchbie-
gung sc des mit Mc =1 belasteten einfachen Bal-
kens BC ist durch Fig. 9 dargestellt, sofern wir
in derselben h =1 setzen. Die gesuchte Durch-
biegung sc erhalten wir jetzt nach dem fritheren
Satz IIl wie folgt als das Balkenmoment im An-
griftspunkt von P infolge Belasten des Balkens
BC mit der vorgenannten reduzierten Momenten-
fiiche. Die- Flichenstreifen der reduzierten Mo-
mentenfliche BsYC;'Cy auf der Strecke x' erzeu-
gen in B einen Auflagerdruck



Yds-(lb—z) z
_Z < T- 10 ]? ’

0

und daher ein Moment M’ an der Angriffsstelle
von P

S‘JS (l,ﬁz z

M=Vg-x=x 2

desgleichen erzeugen die Flichenstreifen der
Strecke x einen Auflagerdruck V¢ in C:

I
. J/S—_Q?‘Z)
V“—E E-T 1

x/

(ly—z)
12 ’

und daher ein Moment M" an der Angriffsstelle
von P

\‘ d4s-(lg—z)?

M"=Vc-x'=x"" E-T 12

x'

Nach
wir jetzt:

sc =M +M"

— . 45-(1,-—2) z
—"2 E-T-1

0 x’

dem vorgenannten Satz III erhalten

Ia
N\ de(lg——Z)g
E-T-12

(179

Der Ausdruck fur sc in Gl (179) stimmt mit
dem Zihler von Gl (177) iiberein.
b) Bedeutung des Nenners von Gl (177):
Der Nenner von Gl (177) ist nach Gl (98)
identisch mit dem in Fig. 9 eingetragenen Dreh-
winkel «pc am linken Ende B des einfachen
Balkens BC infolge der Belastung Mc = 1.

Auf analoge Weise kann man zeigen, daf} der
Ausdruck fir die Durchbiegung sp (im Angriffs-
punkt von P) an dem in B mit dem Stiitzenmo-
ment Mp =1 belasteten einfachen Balken BC mit
dem Zihler von Gl. (178) iibereinstimmt, und daf
der Nenner von Gl (178) identisch ist mit dem
(in Fig. 12 eingeschriebenen) Drehwinkel gcgin C.

Fithren wir jetzt die Werte sc, aBc, sB, SCB
in die Gl. (177) und (178) ein, so erhalten wir

sC

M= e e
und
P sg
kec— =.--. e e e e e e .
“~ H gcs (181

In GL (180) setzen wir nach Fig. 9 ein

tc
Iy

2

tg eBC = -

40 -

und in Gl (181) nach Fig. 12

ts
tg peB =,
2

worin tg eBc = «BC und tg Ace = fcB gesetzt wer-
den kann, weil epc und gcp sehr klein sind; wir
erhalten dann die folgenden allgemeinen Aus-
driicke fiir die Kreuzlinienabschnitte kp und kc:

Iy P
ks = sc- e H (182
und
. 2 P
kc =sB s H - (183

Um die Ermittlung der Kreuzlinienabschnitte
nach vorstehenden Formeln noch einfacher zu
gestalten, bestimmen wir die Strecke s’c, welche
in Fig. 9 von der durch B; gehenden ersten Seil-
seite und der ebenfalls durch B; gehenden Senk-
rechten auf der Horizontalen durch den unteren
Endpunkt der Strecke sc abgeschnitten wird;
desgleichen ermitteln wir die Strecke s’s, welche
in Fig. 12 von der durch Cg gehenden letzten Seil-
seite und der durch Cg gehenden Senkrechten auf
der Horizontalen durch den unteren Endpunkt
der Strecke sp abgeschnitten wird. Es ist dann
nach Fig. 9:

1
Jr — g .3
s'C = sC T (184
und nach Fig, 12
1y )
Y L2 =
s'B = sB e (185

Setzen wir diese Werte in die GL (182) u. (183)
ein, so erhalten wir:

Zeichnet man schliefilich die einfache Momen-
tenfliche ‘BGC der belasteten Offnung (Fig. 16)
so, daf$ im zugehorigen Krafteck (Fig. 16a) H="P
ist, so erhdlt man durch Einsetzen dieses Wertes
in die Formeln (186) u. (187):

und

Ist eine Offnung mit einer Gruppe von Einzel-
lasten P; Py, Pg . . . . . belastet, wie beispiels-
weise die Offnung BC in Fig. 1, so zeichnet man
zuerst mittels Krafteck und Seileck die einfache
Momentenfliche BGC, ermittelt an Hand der ela-
stischen Linien B;N'C; (Fig.9) und BgN"Cg (Fig. 12)
die den einzelnen Kriften Py, Py, Py, . . . . ent-



sprechenden Strecken s, s¢ und

2 S¢
s;ﬂ, 5;32, sé3, und wendet die Gl (186)
u. (187) wiederholt an; man erhill dann als
Ausdruck firr die Kreuzlinienabschnitte kg und kc:

. P . P, A .
kB= s Pf + Scot if s H3 -+ (190

s P . P . P
kc:sBl-ﬁl-—l— SBZ'ﬁ?—*— Spg* Pig'+ .. (191

Bei stetiger Belastung pro Lingeneinheit in
einer Offnung hat man in den vorhergehenden
Formeln P=1p-.s zu setzen, wobei #s die Breite
der einzelnen Belastungsstreifen bedeutet.

Ist die belastete Offnung eine Endoftnung mit
elastisch drehbarem Endpfeiler, wie beispielsweise
am kontinuierlichen Balken der Fig. 1, so sind
zwei Fixpunkte vorhanden und
es sind deshalb auch zwei
Kreuzlinienabschnitte zu er-

H

zweiten Offnung mit der Einzelkraft P belastet.
Der Momentenfliche BGC des einfachen Balkens

BC entspricht eine -fache (reduzierte) Mo-

1
mententldche (nicht dargestellt), welche wegen
des konstanten Tragheitsmoments Ty ebenfalls ein
Dreieck mit der Spitze auf der Richtung von P
ist. Der Inhalt dieser Fliche betrigt:

1

27 E-Ty

ihr Schwerpunktsabstand von B:

_ X+l
3 bl

<

und daher das im Zihler der Gl (171) vorkom-
mende statische Moment in bezug auf B:

mitteln; liegt das Balkenende
jedoch frei auf, wie in der

letzten Offnung rechts von
Fig. 1, so wird zur Konstruk-
tion der Momentenfliche die-
ser Offnung nur der Kreuz-
linienabschnitt kg auf der
Senkrechten durch das frei

aufliegende Balkenende E be-
notigt; der andere Kreuz-
linienabschnitt fallt fort.

Wie bereits frither nachgewiesen, sind die
Kreuzlinienabschnitte dieselben sowohl am kon-
tinuierlichen Balken auf elastisch drehbaren
Pfeilern als auch am frei aufliegenden kontinuier-
lichen Balken.

3. Bestimmung der Kreuzlinienabschnitte am
kontinuierlichen Balken mit konstantem Trigheits-
moment auf elastisch drehbaren Pfeilern mit hori-
zontal unverschieblichen Pfeilerkdpfen, sowie am
frei aufliegenden kontinuierlichen Balken mit kon-
stantem Trigheitsmoment.

Die nachfolgend entwickelten Formeln gelten
sowohl fiir den kontinuierlichen Balken mit inner-
halb jeder Offnung konstantem und an den Stiitzen

sprungweise  verdnderlichem Tréigheitsmoment
als auch fir den kontinuierlichen Balken mit
konstantem Tragheitsmoment auf der ganzen

Balkenlidnge.

Die Belastung bestehe aus einer Einzellast P
im Abstande x vom linken und x’ vom rechten
Auflager der belasteten Offnung. Der in Fig. 44
dargestellte kontinuierliche Balken auf teils ela-
stisch drehbaren Pfeilern, teils frei drehbaren
Stiitzen mit dem konstanten Trigheitsmoment T
Ty Ts T, in den einzelnen .Otfnungen sei in der

yobo x4l yrle(etly
2-E-Ty 3 6-E-T, °~°
desgleichen betrigt der Schwerpunktsabstand
von C:
X+l

L

oo

3
und das im Ziihler der Gl (172) vorkommende
statische Moment in bezug auf C:

e
3

vyl

v v
2-E-T,

L'+ 1y
6 . T,

Ferner hat die im Nenner der allgemeinen Gl.

(171) vorkommende L -fache Dreiecksmomen-

E-T,
tenflache iiber 1, als Grundlinie und mit Héhe
h=1 in B einen Inhalt:

lo
‘E-T,’

[Nl

Iy

cinen Schwerpunktsabstand -5 von B, und ein

statisches Moment:

I

3 =6

lp
2E-T,




in bezug auf B; desgleichen hat die im Nenner

der allgemeinen GIl. (172) vorkommende

1
E-T,
fache Dreiecksmomentenfliche iber 1, als Grund-
linie und mit Hohe h=1 in C einen Inhalt:

b

2-E- T,
einen Schwerpunktsabstand 3; von C, und ein
statisches Moment:

.

6-E-T

in bezug auf C.

Mit den vorstehenden statischen Momenten
der reduzierten Momentenflichen erhalten wir
jetzt nach den allgemeinen Gl (171) u. (172):

yrla(x41p)

6-E-T, _ y-(x+1)

kp = 12 = I . (192
6-E T,
und
DA
6-E-T, s (x4 1
kg = - —— R — ¥y l.)+ Y. (193
6-E- T,y
Setzen wir darin y:fp'?'x ein, so folgt
schliefilich: )
kp_-p. 2% 71(;)_'*:19), (194
und
ke=P- x?}i——'l—(—f}f—f'l‘-f)" S .. (195
9 '

In den GL (192) u. (193), bezw. (194) u. (195)
ist das Triagheitsmoment T, der belasteten Off-
nung ausgeschieden; die’Bestimmung der Kreuz-
linienabschnitte erfolgt daher in derselben Weise
nach den Formeln (192) u. (193), bezw. (194) u.
(195) sowohl} wenn der
von Oftnung zu Offnung sprungweise ver-
dnderliches Tridgheitsmoment hat, als auch,
wenn das Tridgheitsmoment auf der ganzen
Balkenldnge konstant ist.

Nach den Gl. (192) u. (193) erhalten wir fol-
gende bekannte Konstruktion der Kreuz-
linienabschnitte kg und k¢ fir konstantes
Triagheitsmoment, welche besonders bei der Be-
stimmung der Einflufilinien benttzt wird:

Von der Last Paus tragen wir (siche Fig.44) nach
beiden Seiten auf der Balkenachse die Spannweite 1,
im Langenmafistab ab und verbinden die Endpunkte
F und H dieser Strecken mit dem Endpunkte G
der unter der Kraft P gelegenen Ordinate y der
einfachen Momentenfliche BGC; die Geraden HG

kontinuierliche Balken

und FG schneiden auf der Senkrechten durch B
und C die gesuchten Kreuzlinienabschnitte
kg = BB und k¢ = CC"”" ab. Die Richtigkeit
dieser Konstruktion geht ohne weiteres aus der
Ahnlichkeit der Dreiecke HLG und HBB"', bezw.
der Dreiecke FLG und FCC'’ hervor.

Ist der kontinuierliche Balken mit einer Gruppe
von Einzellasten P in einer Offnung belastet, so
sind die beiden einer jeden Kraft P entsprechen-
den Kreuzlinienabschnitte nach den Formeln (194)
und (195) zu ermitteln. Durch Addition der
Kreuzlinienabschnitte, welche den einzelnen
Kriften P auf einer Stiitzensenkrechten der be-
lasteten Offnung entsprechen, erhdlt man den ge-
samten, auf dieser Senkrechten aufzutragenden
Kreuzlinienabschnitt.

Bei gleichférmig verteilter Belastung p pro
Lingeneinheit in einer Offnung ist die reduzierte
einfache Momentenfliche der belasteten Offnung
eine Parabelfliche mit dem Inhalt:

und dem statischen Moment in bezug auf B und C

——

E.

2fe1
3 T
Mit den vorstehenden Werten und dem glei-
chen Nenner wie in Gl. (192) u. (193) erhalten wir
nach den allgemeinen Gl (171) u. (172) den be-
kannten Wert:
feE
b =kc= ffgvl]::?
6 LT

l‘_*
E

I =2f. ...

(196

II. Momente und Horizontalschiibe an den
mit dem Balken elastisch verbundenen Pfei-
lern, sowie Horizontalschiibe am Balken.

Um die Momentenfliche und Horizontalschiibe
an einem beliebigen, am oberen Ende mit dem
Balken elastisch verbundenen, am unteren Ende
entweder eingespannten oder gelenkartig gelager-
ten Pfeiler infolge Balkenbelastung zu bestimmen,
trennen wir denselben durch einen horizontalen,
am Kopfe geftihrten Schnitt vom Balken, stiitzen
ihn daselbst in einem frei drehbaren Lager (festes
Koptgelenk) und belasten ihn mit dem Pfeiler-
kopfmoment; dic Momente, welche durch diese
Belastung am Pfeilerschaft, und die horizontalen
Auflagerdriicke, welche am Kopfe und Fufie des
Pfeilers entstehen, sind gleich den gesuchten Mo-
menten und Horizontalschitben, welche durch die
vertikale Balkenbelastung am betrachteten Pfeiler
hervorgerufen werden. -



Zunichst miissen wir das die Belastung des
Pfeilers bildende Pfeilerkopfmoment nach Gréfie
und Vorzeichen ermitteln. Betrachten wir bei-
spielsweise den Pfeiler B des in Fig. 1 darge-
stellten kontinuierlichen Balkens, so erhalten wir
das Pfeilerkopfmoment nach Gréfle und Vorzeichen
aus der allgemeinen Formel:

My = [ry] — [ug)

in welcher MIB und Mj in den Klammern mit
ihren Vorzeichen einzufithren sind.

Die durch die Balkenbelastung Py, Py, Pg her-
vorgerufene Pfeilermomentenfliche erhalten wir
jetzt wie folgt (vergl. Fig. 1):

Wir tragen das positive Pfeilerkopfmoment
M]é als horizontale Strecke nach links an den
Pfeilerkopf an und verbinden den Endpunkt
dieser Strecke mit dem Momentennullpunkt des
Pfeilers, Am unten eingespannten Pfeiler B (wie
in Fig. 1) ermitteln wir den Abstand des Momen-
tennullpunktes Wg vom Pfeilerkopf nach den
Formeln (130, 131, 132, 133); am unten gelenk-
artig gelagerten Pfeiler fallt der Momentennull-
punkt nift dem Fuflgelenk zusammen.

Durch das Belasten des in Fig. 5 dargestell-
ten, vom Balken getrennten Pfeilers B mit dem

positiven Stiitzenmoment MY wird von der Pfeiler-
kopfstiitzé ein nach links gerichteter horizontaler
Auflagerdruck HY , und durch die Stiitze am
Pfeilerfuf ein nach rechts gerichteter horizontaler
Auflagerdruck Hf;m auf den Pfeiler ausgeiibt; in
den Ausdriicken Hlém und H{,m bezeichnet der

Zeiger % und % den Pfeilerkopf- bezw. den Pfei-
lerfufiquerschnitt, also die Angriffsstelle der

Kraft H, wihrend der Zeiger m andeutet, dafl
die Ursache des Entstehens von H ein Moment
ist. Fithren wir eine am Pfeiler angreifende, nach
rechts gerichtete Horizontalkraft als positiv ein,
so folgt aus der Gleichgewichtsbedingung

Q .
21—1 — 0 (Fig. 5):

Wie wir sehen, geniigt es also H}I‘gm zu ermitteln

k. f
HBm - HBm

a) Ermittlung von Hlém am Pfeiler mit Fuf3-
einspannung:

Es sei Hyy, der horizontale Auflagerdruck am

Kopfe des Pfeilers B (Fig. 5) infolge MY =1 (bei

Ermittlung des Drehwinkels 1 unter Kapitel I,

Abschnitt I, Nummer 5 allgemein Hy' genannt);
durch das die Belastung des Pfeilers bildende

Moment M'é entsteht dann:

HE, = —Hy, - ME (199

m

Nach Gl (199) erhalten wir am Pfeiler mit
konstantem Trigheitsmoment durch Einsetzen des
Wertes von Hy, aus Formel (40):

T 3 hA6-f k
Him == 5 @31 1430 [ME] - . (200
und mit f =0
3
Him = — oo [ ME] (201

Desgleichen erhalten wir nach Gl (199) am Pfeiler
mit verdnderlichem Trédgheitsmoment durch Ein-
setzen des Wertes von Hy aus Gl. (48):

h
\ 45
34z
HE =— % [ME] . (202
A48
0
und mit f =0
h
\' 45
HE = Mk] ... (208
45
- :

k

b) Ermittlung von Hf am Pfeiler mit Fufi-

gelenk:
Wir nehmen an, der in Fig. 5 dargestellte, vom
Balken getrennte Pfeiler B habe am unteren Ende
ein Gelenklager an Stelle der festen Einspannung.

Der horizontale Auflagerdruck HEm

kopf infolge der Belastung M% berechnet sich dann
wie an einem einfachen vertikalen Balken auf
zwel Stiitzen und betrdgt daher sowohl am Pfeiler
mit konstantem als auch am Pfeiler mit verinder-
lichem Triagheitsmoment:

am Pfeiler-

(]
“h4-f

ko
HBm_

worin (h-+ 1) die Entfernung zwischen Kopf- und
Fufdgelenk bedeutet.
In bezug auf die Richtung des horizontalen

Auflagerdrucks Hi‘;m, welchen das Kopfgelenk auf

den freistehenden Pfciler (Fig. 5) ausiibt, ist fol-
gendes hervorzuheben:
Sowohl am Pfeiler mit Fufleinspannung wie

am Pfeiler mit Fullgelenk hat Hgm negative Rich-
tung (nach links), wenn das die Belastung bildende
Moment Mlﬁ positiv, und Hlfhn hat positive Rich-



tung (nach rechts), wenn MLI‘3 negativist;wirerhalten
daher das Vorzeichen von H};m stets richtig, wenn
wir in die Formeln (200), (201), (202), (203), (204) M§
mit seinem Vorzeichen einsetzen.

Trennen wir in Fig. 1 auch die iibrigen Pfeiler
A, C und D vom Balken und fithren #hnliche
Betrachtungen durch wie am Pfeiler B, so finden
wir schliellich, dafl am Kopfe des Pfeilers A ein
positiver, am Kopfe des Pfeilers B ein negativer,
am Kopfe des Pfeilers C ein positiver und am
Kopfe des Pfeilers D ein negativer horizontaler
Auflagerdruck wirkt.

Frg. 45a
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Aus den vorstehenden Darlegungen geht her-
vor, daft am kontinuierlichen Balken auf elastiseh
drehbaren Pfeilern selbst bei vertikaler Balken-
belastung und gerader Balkenachse Horizontal-
schiibe entstehen.

III. Querkrifte und Auflagerdriicke an Balken
und Pfeilern, sowie Bodendriicke der Pfeiler-
fundamente.

Der Vollstindigkeit halber soll auch die Er-
mittlung der Querkrifte, usw. angefithrt werden,
damit bei den Beispielen im ,Dritten Teil“, be-
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Da nun die horizontalen Auflagerdriicke,
welche auf die Kopfe der Pfeiler iibertragen
werden (,Reaktionen), nichts anderes sind als die
Horizontalschitbe, welche der Balken auf die
Pfeiler ausiibt, so missen umgekehrt die Pfeiler
die entgegengesetzt gleichen Horizontalschiibe auf
den Balken iibertragen (,Aktionen*); nachdem wir
also die Horizontalschilbe an den Pfeilerkopfen
mittels der Formeln (200), (201), (202), (203),(204) nach
Grofle und Richtung ermittelt haben, brauchen
wir dieselben nur mit entgegengesetztem . Vor-
zeichen zu nehmen, und wir haben dann die
Horizontalschiibe, welche am Balken tdtig sind.
An dem von den Pfeilern getrennten Balken
(Fig. 4) greifen daher an den Schnittstellen in A,
B, C und D nach obigem die Horizontalschiibe

k k
—HY_,+HE , —HE, und +HE_an.

ot l ar

1

sonders bei Beispiel II, darauf Bezug genommen
werden kann.

Zur Bestimmung der Quer- und Auflager-
krdfte am Balken denken wir uns den kon-
tinuierlichen Balken mit n Offnungen in n einfache
Balken auf zwei Stiitzen zerlegt und belasten da-
fiir einen jeden derselben mit den beiden Stiitzen-
momenten der betreffenden Offnung (siehe z. B.
Fig. 45). Die Auflagerdriicke Q% , Qk, Q%, QL

Qg und Q‘D (Fig. 45b), welche an den so belastet
gedachten einfachen Balken auftreten, berechnen
sich wie folgt:

1. Analytisch.
Allgemein ist:

Om = Qo+ - E‘Lm:}vl;:@m] -



(bei unserer fritheren Vorzeichenannahme fiir die
Momente), worin Qug der Auflagerdruck an den
gedachten einfachen Balken infolge der dufleren
Lasten bedeutet,

Am kontinuierlichen Balken nach Fig. 45 ist

(M| — [M;]

Q=0 + =
M5 | — ML
QL = Qly R AJII[ B
usw.,

in vorliegendem Falle ist M}, = 0;

und

da in vorliegendem Falle Qf; = 0 und Qj,, = 0.

In den Klammern sind die Stiitzenmomente
mit ihren Vorzeichen einzufithren; nach diesen
‘Formeln erhilt dann ein nach oben gerichteter
‘Auflagerdruck ein positives Vorzeichen.

2. Graphisch.

a) Belastete Offnung: Die beiden Auflager-
driicke Q) und Q}; des gedachten einfachen Bal-
kens der ersten Ofinung werden im Kriftepolygon
NO;N' (Fig. 45a), mit welchem die einfache
‘Momentenfliche dieser Offnung in Fig. 45 ge-
zeichnet wurde, durch die vom Pol O; aus
gezogene Parallele zur Schlufilinie s; auf dem
Kriftezug p -1y abgeschnitten; analog werden Qj
und Q. im Kriftepolygon N'O,N” durch die von
O, aus gezogene Parallele zu s, auf dem Kriifte-
zuge P;P, abgeschnitten.

b) Unbelastete Offnung: Die beiden Auf-
lagerdriicke Qf. und QID des gedachten einfachen
Balkens der dritten Offnung, in welcher keine
duBBeren Kridfte vorkommen, sind nach den vor-
stehenden Formeln einander gleich und entgegen-
gesetzt; es geniigt daher Qf zu ermitteln. Fithren
wir zu diesem Zweck die Stiitzenmomente MID
und M{; mit ihren aus Fig. 45 zu -nehmenden Vor-
zeichen in die vorhin angeschriebene Formel fiir
Q¢ ein, so erhalten wir
Mp+ M

k)

Qe =+

s

hierih nachFig. 45'M‘ID =H.DD’ und M =H.C(’
(H = Polweite) eingesetzt gibt

. _ Ho(DD'4CC)
c— I :

Diesen Ausdruck konnen wir im {iberschlage-
nen Momentenviereck CC'K3D'D  (Fig. 45) als
Strecke ermitteln: Wir ziehen im Abstand H (im
Kriftemafistab abzutragen) links oder rechts von
K, eine Vertikale; dann ist Qf gleich der im
Kriftemafistab abgegriffenen Strecke, welche auf
dieser Vertikalen von der Schluf}linie s; und der
durch K3 gehenden Horizontalen abgeschnitten
wird. Diese Konstruktion wird mit Vorteil bei
der Auftragung der Einflufilinien (siehe ,Dritter
Teil*, Beispiel II) der Querkrifte verwendet.

Auch im Krifte-
polygon (Fig. 45a)
konnen wir Q. gra-

phisch ermitteln, in-
dem wir vom Punkte
N’ aus eine Horizon-
tale ziehen,  darauf
die Polweite H ab-
tragen und aus dem
so erhaltenen Pol Oy
eine Parallele zur
Schlufilinie s3 ziehen,
durch welche Q. auf
der Kraftlinie Dbe-
stimmt wird. Dadurch
ist der Kriftezug
(Fig. 45a) so ver-
vollstindigt, dafl in
demselben auch alle
Auflagerdriicke
gebildet werden

namlich
Va = Q}f, VE=0L+0Q%, Vc=0QL+ Q% und
VE = Qb

konnen; es st

Aufler den vertikalen Querkriften am Balken
treten auch horizontale Querkridfte an den mit
dem Balken elastisch verbundenen Pfei-
lern auf. Die Querkraft an einem solchen Pfeiler
ist auf seine ganze Hohe konstant und gleich dem
am Pfeilerkopf wirkenden Horizontalschub, welcher
im Abschnitt II dieses Kapitels nach Grofie und
Richtung bestimmt wurde,

Wir kennen jetzt die in einem Pfeiler und
seinem Fundament wirkenden Krifte. Der
mit dem Balken elastisch verbundene Pfeiler B
wird (siehe Fig. 46) durch das Pfeilerkopfmoment
Mlé, den Horizontalschub H}; und den vertikalen
Auflagerdruck V‘g beansprucht, welche Krifte vom
Balken auf den Kopf des Pfeilers iibertragen
werden. Am Pfeilerfuf§ wird auf das Fundament
tibertragen (siche Fig. 46a): das Pfeilerfulimoment
Mlg, die Vertikalkraft Vg, welche. sich aus..dem
Auflagerdruck Vlé und dem Pfeilergewicht zu-



sammensetzt, und die Querkraft Hg,welche gleich
grofd und gleich gerichtet ist wie der Horizontal-
schub HII‘3 am Pfeilerkopf. Bilden wir die Resul-

tante R aus diesen Kriften einschliefilich dem
Eigengewicht des Fundamentkérpers (Fig. 46a),
so erhalten wir den Bodendruck in der Funda-
mentsohle; als Kontrolle mufi sich ergeben, dafd
R durch den Momentennullpunkt W des Pfeilers
hindurchgeht.

Fig 47
A } V24 g7
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links von B, einen im Querschnitt Br unmittelbat
rechts von B, und einen im Querschnitt Bk am
Pfeilerkopf geftihrten Schnitt heraus und bringen
die folgenden Schnittspannungen an den durch-
geschnittenen Stellen als dufiere Krifte an:

a) Am Querschnitt B! des freien rechten Balken-
endes der Offnung 1; (Fig. 48) tritt ein Moment
M}g, eine achsiale Horizontalkraft (Normalkraft)
Nl und eine vertikal gerichtete Querkraft Ql

.auf. Bringen wir jetzt am
freien rechten Balkenende

der Offnung 1; ein Lager
an, welches den Balken
horizontal und vertikal un-
verschieblich festhilt, je-
doch seine freie Drehbar-
keit gestattet, so werden
von diesem Lager die
Krifte N} und QIB aufge-
nommen und wir haben
deshalb vorlaufig nur nd-

tig, das Moment M}S nach

-2
Grofie und Vorzeichen zu

Kapitel VL

Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe,

Querkrafte und Auflagerdriicke am konti-

nuierlichen Balken auf elastisch drehbaren

Pfeilern mit horizontal unverschieblichen

Pfeilerkdpfen infolge beliebiger Pfeiler-
belastung.

1. Beliebige Belastung eines am Fufle ein-
gespannten Mittelpfeilers.

An dem in Fig. 47 dargestellten kontinuier-
lichen Balken auf den elastisch drehbaren, am
Fufle eingespannten Pfeilern A, B, C und der frei
drehbaren Stiitze D, an welcher der Balken hori-
zontal unverschieblich festgehalten ist, wirke die
beliebige, am Mittelpfeiler B angreifende Be-
lastung, welche schematisch als Kraft P ange-
nommen wird.

Wir trennen den Knotenpunkt B (Schnitt-
punkt der Balkenachse mit der Achse des Pfeilers
B) durch einen im Querschnitt B! unmittelbar

bestimmen.

b) Am Querschnitt Br
des freien Hnken Balken-

T

1

|

‘ endesder Offnung 1y (Fig.48)
| tritt ein Moment M}, eine
i achsiale Horizontalkraft
|

|

(Normalkraft) Nf und eine

vertikal gerichtete Quer-
kraft Qf auf. Bringen wir

amfreienlinkenBalkenende

der Offnung 1, ein Lager an,
welches den Balken horizontal und vertikal unver-
schieblich festhilt, jedoch seipe freie Drehbarkeit
gestattet, so werden von diesem Lager die Krifte
N% und Q% aufgenommen und wir haben deshalb
vorlaufig nur notig, das Moment M} nach Grofie

und Vorzeichen zu bestimmen.

c) Am Pfeilerkopfquerschnitt Bk des unten
eingespannten, oben frei stehenden Pfeilers B
(Fig. 48) tritt ein Pfeilerkopfmoment Mlﬁ, eine
achsiale Vertikalkraft V lé und eine Horizontalkraft
H‘é auf. Vernachlissigen wir, wie eingangs her-
vorgehoben, die Verkiirzung der Pfeilerachse in-
folge VX, so wird V§ mittels des Pfeilers auf die
Bodenfuge iibertragen, ohne eine Verschiebung
oder Verdrehung des Pfeilerkopfquerschnittes Bk
hervorzurufen. Bringen wir ferner am Pteilerkopf
(Fig.48) ein Lager an, durch welches der Pfeiler-
kopf horizontal unverschieblich, aber frei drehbar
festgehalten ist, so ist der von diesem Lager auf
den Pfeilerkopf ausgeiibte horizontale Auflager-



druck gleich dem Horizontalschub HE, welcher

vom horizontal unverschieblichen Balken infolge
irgend einer Belastung auf den Pfeilerkopf tiber-
tragen wird. Auf diese Weise haben wir iiber

die Komponenten V¥ und
ist deshalb vorldufig
Moment RI‘E nach Grofle

Hlfs bereits verfiigt und
das

und Vorzeichen zu er-

es nur noch nétig,

mitteln.

Zur Bestimmung der Momente Mii, My und
Mlé betrachten wir die zwei folgenden Bewegungs-
vorgidnge und fihren dabei wie frither ein am
Balken angreifendes Moment als positiv bezw.
negativ ein, wenn es an der unteren bezw. oberen
Balkenkante Zugspannungen hervorruft; desgl.
fahren wir ein Moment, welches an der linken
Pfeilerkante Zugspannungen hervorruft, als po-
sitiv, und ein Moment, das an der rechten Pfeiler-
kante Zugspannungen hervorruft, als negativ ein.

Bewegungsvorgang L

An dem vom Balken ge-
trennten, unten eingespannten,
am Kopfe gelenkartig gestiitz-
ten Pfeiler B lassen wir die
aufleren Krifte P angreifen
(Fig. 48). Durch diese Be-
lastung finden nur Forménde-
rungen und Spannungen am
Pfeiler B und keine Forminde-
rungen am Balken und an den
ibrigen Pfeilern statt; am
Pfeilerkopfquerschnitt Bk ent-
steht ein Drehwinkel q%l, wel-

cher bei der angenommenen
Richtung von P eine Rechtsdrehung ist und des-
halb positiv eingefithrt wird.

Bewegungsvorgang Il

Der Bewegungsvorgang II besteht darin, den
Querschnitten Bk, B!, Br solche Drehungen zu
erteilen, dafl dieselpen nach diesem Bewegungs-
vorgang wieder miteinander vereinigt sind wie
vor def Schnittfithrung (Fig. 51). Zu dem Zweck
miissen wir offenbar am Pfeilerkopf ein links-
drehendes, negatives Moment Mlﬁy am Querschnitt
Bl der Offnung 1; ein rechtsdrehendes, negatives
Moment ML, und am Querschnitt Br der Offnung
l; ein rechtsdrehendes, positives Moment M, an-
bringen.

Die Vorzeichen der Momente MX, M}) und M}
sind hiermit bereits aus der Anschauung festge-
setzt worden und konnen spiter ohne weiteres
in die erhaltenen Formeln eingefithrt werden; die
Grofie dieser Momente erhalten wir wie folgt:

Bezeichnen wir wie frither mit ’11{3 die Kopf-
drehung des vom Balken getrennten, oben ge-

lenkartig gestiitzten Pfeilers B infolge der Be-
lastung M}; = 1, mit 7y die Drehung des Quer-
schnitts Bl am frei aufliegenden rechten Balken-
ende der Offnung l; infolge der Belastung My = {;
und mit 7 die Drehung des Querschnittes Br am
frei aufliegenden linken Balkenende der Oftnung
1, infolge der Belastung My =1, so muf} die aus

den Bewegungsvorgingen I und II hervorgehende
gesamte Drehung des Querschnittes Bk, ndmlich

k k., k

#p — Mp - 13
(Fig. 51) gleich sein der positiven Drehung des
Querschnittes B! wihrend des Bewegungsvor-

ganges II, ndmlich

MlB . Tkl3

und ebenfalls gleich sein der positiven Drehung

des Querschnittes Br wihrend des Bewegungsvor-
ganges II, nimlich
M, - g

Es miissen daher folgende zwei Gleichungen be-
stehen:

k | Y <
gp — Mp g =My er L (205
und
k k .
gi — MY - 75 = M - 4k, . (206

Betrachten wir jetzt noch den herausgetrenn-
ten Knotenpunkt B (Fig. 52). An demselben
missen wir die Momente M, M}, und Mi mit
dem entgegengesetzten Drehsinn anbringen wie
vorhin am Querschnitt Bk des vom Balken ge-
trennten Pfeilers, am Querschnitt B! des freien
rechten Balkenendes der Offnung 1, und am
Querschnitt Br des freien linken Balkenendes der
Offnung 1" Aus der Gleichgewichtsbedingung

EM =0 folgt dann
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ME = ML+ M5
(absolute Werte).

Setzen wir in den Gl (205) u. (206) den Wert
von M‘ﬁ aus Gl (207) ein, so erhalten wir:

. I k
Mis‘(’lﬁ T ’}3) + My e PBy
ML -7k MG (t5+15) = ¢k,

Aus Gl (209) ist

k

B —

. . (208

.. (209

k 1 k
9 My
k
’B+71rs

in GI. (208) eingesetzt gibt

Mp =

k k

g " IBy
k r
15 + 15

1L
I\IBV i

7]15:‘» + B

k
T
B
):1[];’](1-—— 1_}_11-
7
\ i

k
Y B1 1

) U+ )

Mg (7 + ) +

oder

M ( -

k2

711‘3—1;—1;3

-

woraus folgt:

-

1l
M L
B
oder

k
¥PB1

1

4.
1 k B
1 b 1r

. B

ML, =

=3

Analog erhalten wir

K
P81

Mp = ——

k
’E+TB+

r
‘IB'

1
B

Die Momente M};, M}g und MY sind durch

die Gl (207), (210) u. (211) ihrem absoluten Werte
nach bestimmt; in bezug auf die Vorzeichen dieser
Momente gilt das Folgende:

Unter der beim Bewegungsvorgang [ ge-
machten Annahme, daf} die Belastung P eine po-

sitive Drehung 'P]él am Kopfe des Pfeilers B er-

zeugt, ergab sich durch Betrachtung des Bewe-
gungsvorganges II rein aus der Anschauung, daf}

M}; negatives, Mf positives, und M}‘; negativesVor-
zeichen hat; umgekehrt wiirde sich bei negativem
Drehwinkel :p}él fir das Moment M} ein positives,
fiir M ein negatives und fur Mﬁ ein positives
Vorzeichen ergeben. Mit Beriicksichtigung dieser

Verhiltnisse erhalten wir die nachfolgenden Haupt-
formeln, aus denen fiir alle Belastungsfille die

- Momente M}}, Mg und M}‘5 stets richtig nach Grofle
und Vorzeichen hervorgehen.

Hauptformeln:
k
M, = — ["’BJ - (212
Iy " 7p
Thtrg
B,
k
ME, = _i_*ﬁ.,,@lr,,wf. ... (213
‘IB . TB
s+ ——
¢}
Mg = [Mp]—[M5] ... (214

In den vorstehenden Hauptformeln (212) und
(213) ist der von der gegebenen Belastung P

abhidngige Drehwinkel :pl];l mit seinem Vor-

zeichen einzusetzen, wihrend die nur von den
Abmessungen der Konstruktion abhidngi-

gen Drehwinkel 1}3, 1, und Tlé mit ihrem absoluten
Werte einzusetzen sind; in den Klammern der
rechten Seite von Hauptformel (214) sind M}a und
M}, mit ihren aus den Formeln (212) und (213) her-
vorgehenden Vorzeichen einzufiithren.

Die in den Hauptformeln (212) und (213) vor-
kommenden Drehwinkel 1}3, hs 11{3 und q}‘n ermit-
teln wir wie folgt:

a) 75, nach den Formeln (107), (108) u. (121a), in
welchen wir mit Bezug auf Fig. 47 und 51
I'=1; und a’' =ay setzen;
7y nach Formel (119) u. (125a), in welchen wir
1" =15 und b" = b, setzen;

1]{; nach den Formeln (41, 42, 49, 50).

b

=

<)
d

Newr

Zur Bestimmung des Drehwinkels ¢1§1, wel-
cher wihrend des Bewegungsvorganges I
am Kopfe des vom Balken getrennten, unten
eingespannten, oben in einem Gelenklager
gestiitzten Pfeilers B (Fig. 48) infolge der
Belastung P entsteht, denken wir uns das
Kopflager entfernt und an dessen Stelle den
von ihm auf den Pfeilerkopf ausgeiibten
horizontalen Auflagerdruck Hll‘31 eingefiihrt.
Am unten eingespannten, oben vollkommen
frei auskragenden Pfeiler B lassen wir jetzt
nacheinander die dufiere Belastung P (Fig. 49)
und dann die Horizontalkraft H}‘ﬂ (Fig. 50)
angreifen; hierbei werde am Pfeilerkopf
durch die duflere Belastung P die (negative)
Linksverschiebung vy, und die (negative)
Linksdrehung y, hervorgerufen, wihrend

durch die Horizontalkraft Hlfn die (positive)
Rechtsverschiebung Hlél vgn, und die (po-

sitive) Rechtsdrehung H]él - yp, erzeugt



wird. Darin bedeutet nach Fritherem (siehe
Kapitel I, Abschnitt I, Nummer 5) vg,
und pp, die Verschiebung und Drehung des

Pfeilerkopfes B infolge HY =1. Hf be-
stimmen wir nach Groéfle und Vorzeichen
aus der Bedingung, daB} die durch diese
Kraft hervorgerufene Verschiebung HE, - vp,
des Pteilerkopfes die Verschiebung vg, der

iufleren Belastung P wieder riickgingig
machen mufd, d. h. es muf} sein:

K —
HE v+ [vee] =0 . .. @15
daraus folgt:
Hﬁlz_,["ﬂ?_]. e (216

VBh

Die gesuchte, in Fig. 48 eingetragene Rechts-
drehung q,lﬁl setzt sich jetzt nach den
Fig. 49 u. 50 wie folgt zusammen:

| k
ohy = HE gy + [vo] - -0 - @17

Fihren wir darin Hf, aus Gl (216) ein, so
erhalten wir schliefdlich:

g% =[780) — [¥eo] * ?:; C. (218

Die GL (216) u. (218) ergeben stets das
richtige Vorzeichen von Hlfn und q;i‘ﬂ, wenn
wir in dieselben vg, und yp, mit ihrem Vor-
zeichen, vy, und yp, jedoch mit ihrem ab-
soluten Werte einsetzen.

Die Drehwinkel und Verschiebungen in
den Gl (216) u. (218) ermitteln wir wie folgt:

«) yg, nach den fritheren Formeln (32) u. (44),
welche mit f == 0 einfacher werden;

8) vp, nach den fritheren Formeln (39) u. (46),
welche wieder mit f =0 einfacher werden;

¥} ypo nach den spiiteren Formeln (233, 235,
237, 239, 241, 243, 245), in welchen eine
Rechtsverschiebung positiv und eine Links-
verschiebung negativ zu setzen ist;

J) vp, nach den spiteren Formeln (234), (236),
(238), (240), (242), (244), (246), in welchen
wieder eine Rechtsverschiebung positiv und
eine Linksverschiebung negativ zu setzen
ist,

Zur Bestimmung der Momente, Horizon-

talschiibe, Querkriafte und Auflager-
driicke an den Pfeilern und am Balken infolge

der Belastung des Mittelpfeilers B gehen
wir jetzt wie folgt vor:
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1. Wir ermitteln zunichst Mia und M§ nach
den Formeln (212) und (213) und bestimmen dann
M‘é nach Formel (214).

2. Um die Momentenfliche am ganzen

Balken (Fig. 53) zu erhalten, tragen wir Mi} un-

mittelbar links von B auf und pflanzen dasselbe
mittels des Fixpunktes J; nach links iiber den
Balken der Offnung l; fort; desgleichen tragen
wir M unmittelbar rechts von B auf und pflanzen
dasselbe mittels des Fixpunktes K, sowie des
Verkleinerungskoeffizienten ug nach rechts iber
die Offnungen 1, und 1 fort.

3. Die Momentenfliche an den nicht
mit dufleren Kriften belasteten Pfeilern
A und C (Fig. 54 u. 56) ermitteln wir genau wie

in Abschnitt II des Kapitels V beschrieben wurde;
dementsprechend erhalten wir im vorliegenden

Fall ein negatives Pfeilerkopfmoment Ml‘f\ und

ebenfalls ein negatives Pfeilerkopfmoment M‘é.

Die Horizontalschiibe H‘A und H‘é (Fig. 54

und 56), welche vom Balken auf die Kopfe der nicht
belasteten Pfeiler A und C iibertragen werden,
sind gleich den horizontalen Auflagerdriicken
(,Reaktionen®), welche an den vom Balken ge-
trennten, am Kopfe in Gelenklagern gestiitzten
Pfeilern A und C infolge Belasten derselben mit

den Pfeilerkopfmomenten M und M](‘; entstehen;

H‘R und H‘é werden daher mittels der Formeln

(200, 201, 202, 203) nach Gréfle und Vorzeichen
berechnet (beide sind hier positiv). Die Horizon-

talschiibe H; und H{;, welche auf die Pfeilerfiifie
iibertragen werden, sind den Horizontalschitben
H‘j‘ und H‘é entgegengesetzt gleich.

Nachdem der Horizontalschub HX am Kopfe
des Pfeilers A bekannt ist, kennen wir auch die
Querkraft in einem beliebigen Pfeiler-
querschnitt; sie ist einfach gleich H’;. Ebenso
ist die Querkraft in einem beliebigen Querschnitt
des Pfeilers C gleich dem Horizontalschub Hlé
am Pfeilerkopf.

Zur deutlicheren Darstellung der an den
Pfeilern A und C angreifenden Krifte wurden
die Pfeiler vom Balken getrennt gezeichnet.

4, Zur Bestimmung der Momentenfliche
an dem mit den #dufleren Kridften P bela-
steten Pfeiler B (Fig. 55) ermitteln wir zu-
ndchst noch den resultierenden Horizontalschub
H};, welcher vom Balken auf den Pfeilerkopf
iibertragen wird und folgenden Ausdruck hat:

k k k
Hy = Hg, + Hg,




In Gl (219) ist HE\ gleich dem wihrend des
Bewegungsvorganges I auf den Pfeilerkopf aus-
geiibten Horizontalschub, d. h. gleich dem hori-
zontalen Auflagerdruck am Pfeilerkopf infolge
Belasten des vom Balken getrennten, am Kopfe
frei drehbar gestiitzten Pfeilers B mit den gege-

benen dufleren Kriften P; Hi‘;] wird deshalb nach

Fig 53
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tenfliche des vom Balken getrennten, unten ein-
gespannten, nach oben frei auskragenden Pfeilers
B infolge der Belastung mit den dufleren Kriften

P, dem Pfeilerkopfmoment M]fj und dem Horizon-
talschub Hlfﬂ' Die in Fig. 55 dargestellte Mo-
mentenfliche dieses Pfeilers setzt sich daher zu-
sammen aus der positiven Dreiecksmomentenfldche
BkBfG infolge der Bela-
stung HE, der negativen
Rechtecksmomentenfliche

BkBfKK' infolge der Be-
lastunngé, und der ne-

gativen Momentenfldche
KK"L infolge der dufleren
Krifte P. Bezeichnen wir
allgemein mit M, das stets
leicht zu bildende Moment
am frei auskragenden Pfei-
ler durch die gegebene Be-
lastung P, so erhalten wir
folgenden Ausdruck firdas

Moment M}, in einem Pfei-
lerquerschnitt mit dem be-
liebigen Abstand y vom
_ Pfeilerkopf:

v -
i e — M}, = Hj -y — M§ — My,
M4 -5 | M5 ¢ | (220
”»rf\ % — — s 2, Setzen wir y=—h-4f
Z;’;! s gg] :ygé' g 57~ gl‘/‘ ‘ch "’ glﬁi(;h der. I;feillf;;h.i?he,. 5?
i J ¢ erhalten wir das Pfeilerfuf3-
i A A QI= ‘4/7
! EK{?‘/ \\ e moment M]g zu:
. =
hve o tvg \\ 7l ME = HY (h4f)
A /,/ B \C k 3 o
. — M§ — ML, . (221
Die Querkraftfliche
des mit dem Balken
) elastischverbundenen

nach den

Gl (216) ermittelt, in welcher v,

friheren Formeln (39) und (46) und vy, nach

den spiteren Formeln (234), (236), (238), (240),
(242), (244), (246) zu bestimmen ist.
Ferner ist in Gl. (219) ng gleich dem wih-
rend des Bewegungsvorganges 1l auf den Pfeiler-
kopf ausgeiibten Horizontalschul, d. h. gleich dem
horizontalen Autlagerdruck am Pfeilerkopf infolge
_Belasten des vomBalken getrennten, am Kopfe frei
_drehbar gestiitzten Pfeilers B mit dem nach GI. (214)
ermittelten Pfeilerkopfmoment M ; HX, wird des-
halb nach den Formeln (200), (201), (202),“(203) ermit-
telt;H}‘;1 uhd Hi(%z haben stets dasselbe Vorzeichen.
- Die Momentenfliche des mit dem Balken
elastisch verbundenen Pfeilers B infolge der
iufleren Belastung P -ist jetzt gleich der Momen-

! Pfeilers B infolge dér
dufleren Belastung P
ist jetzt ebenfalls leicht zu
bilden:Sieisteinfach gleich
der Querkraftfliche des
vom Balken getrennten,
unten eingespannten, nach
oben frei auskragenden Pfeilers B infolge Belasten
desselben mit den gegebenen Kriften P und dem

Horizontalschub Hlﬁ am Pfeilerkopf.
5. Die am Balken ABCD angreifenden Hori-

zontalschiibe (,Aktionen®) erhalten wir wie
folgt:
Nachdem wir, wie in den vorhergehenden

Nr. 3 und 4 beschrieben, die in den Fig. 54, 55
und 56 eingetragenen, an den Képfen der Pfeiler

angreifenden Horizontalschiibe Hk, H}é und Ht
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(alle drei sind hier nach rechts gerichtet, also po- Bewegungsvorgang I:

sitiv) ermittelt haben, brauchen wir dieselben nur An dem vom Balken getrennten, unten ein-
mit entgegengesetzter Richtung am Balken Frg. 59

anzutragen (Fig. 53) und wir haben dann die 4 a

Horizontalschiibe, welche am Balken tatig
sind. Mit Riicksicht darauf, dafy der Balken
in D horizontal unverschieblich gelagert ist,
entstehen durch diese Horizontalschiibe nach

Fig. 53 folgende Normalkrifte N in den z
Balkenquerschnitten dereinzelnenOffnungen:
NI:—-HIR auf der Strecke 1; . . . . . (222

4 Z;
Ny = ——Hlf,‘ — H}; auf der Strecke 1, . . (223 £

Ny=-—Hj —Hj— HE = D H" - 7

auf der Strecke 13 . .
und als Horizontalkraft am festen
Lager D.

6. Die Querkridfte und Auf-
lagerdriicke am Balken, die Nor-
malkrifte an den Pfeilern und die-"~
Bodendriicke der Pfeilerfundamente
bestimmen wir nach der Erlduterung
im Abschnitt IIT des Kapitels V; sie
wurden in den Fig. 57 und 58 dar-
gestellt.

II. Beliebige Belastung eines am
Fufle eingespannten linken End-
pfeilers.

Am linken Endpfeiler A des in
Fig.59 dargestellten kontinuierlichen
Balkensauf den elastisch dreh-
baren Pfeilern A und B und
der frei drehbaren Stitze C /
greife eine beliebige duBere A
Belastung an, welche schema-

V74 |
—

Kraft P dargestellt sei. Aus Bewepungsvergang &

Wir konnen uns bei der
Erledigung dieses Falleskurz fassen,
weil das bei der Behandlung des
Mittelpfeilers unter I bereits Ge-
sagte auch hier gilt.

Zunidchst ermitteln wir das im
Kopfquerschnitt Ak des belasteten

Pteilers auftretende Moment Mf‘\

bzw.das dem letzteren gleiche Mo- 3

ment M, im Querschnitt Ar unmit- I L
telbar rechts der Pfeilerachse A. | 4

ZL} dem Zweck trennen wir den ‘ | P

Ptc\iler A durch. einen am Kopfe —Y——L—'—mﬁ” ‘ e ; | s
gefiihrten  Schnitt vom  Balkens L*“”A:f”ﬁ#,@ﬂy ’ —L—f/‘lf; N

stiitzen den Pfeilerkopf und das
linke Balkenende der Offnung 1; in
je einem frei drehbaren Lager (Fig. 60) und be- gespannten, am Kopfe frei drehbar gestiitzten
trachten die tolgenden zwei Bewegungsvorgidnge: Pfeiler A lassen wir die dufleren Krifte P an-

4



greifen (Fig. 60). Durch diese Belastung ent-
steht am Pfeilerkopfquerschnitt Ak ein Dreh-
winkel tp]‘fn, welcher bei der angenommenen Rich-
tung der Belastung P eine Rechtsdrehung ist und
deshalb positiv eingefithrt wird.
Bewegungsvorgang II:

Der Bewegungsvorgang 11 besteht darin, dem
frei drehbar gestiitzten Kopf des Pfeilers A und
dem”frei drehbar gestiitzten linken Balkenende
der Offnung l; eine solche Drehung zu erteilen,
daf} beide wieder miteinander vereinigt werden
kénnen wie vor der Trennung (Fig. 63). Zu dem
Zweck miissen wir offenbar am Pfeilerkopf Ak ein

linksdrehendes, negatives Moment M§ und am
linken Balkenende der Offnung 1, ein rechtsdrehen-
des, positives Moment M} anbringen.

Die Vorzeichen der gleich groflen Momente
Mi‘\ und M} sind hiermit aus der Anschauung be-
reits festgesetzt; die Gréfie dieser Momente er-

Fig. €5
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oben testgesetzten Vorzeichen von M} und Mﬁ die
folgenden

Hauptformeln :
13
iq
M, = o - rl’-ﬂJI (227
Ta + 11‘\
k
- ;![?i‘ﬂ»; . (208
TA + TA

Die GIL. (227) und (228) ergeben stets das rich-
tige Vorzeichen der Momente M} und Ml‘\, wenn
wir in dieselben die Drehwinkel 7 und 111‘\ mit

threm absoluten Werte, und den Drehwinkel q,l‘gl

mit seinem Vorzeichen einsetzen. Diese Dreh-
winkel ermitteln wir wie folgt:
a) 1, nach Formel (119), in welcher wir 1" =1,

und b" = b, setzen,

b) 1‘3 nach den TFormeln (41),
(42), (49), (50),

T—«_..__—.._._.____‘&'\'

C
b l

4] e

c) qx}{“ hat analog der Gl (218)
folgenden Ausdruck:

YAh

kot 1 7
Pa1 = [7a0] — [Yao] Van - (229

In GI. (229) bedeutet v,, die

mitteln wir aus der Bedingung, daft am Ende des
Bew§gungsvorganges II die Querschnitte Ak und
Ar dieselbe Drehung ausgefithrl haben miissen.

Bezeichnen wir wie frither mit % die Kopfdrehung
des vom Balken getrennten, oben gelenkartig ge-
stiitzten Pfeilers A infolge der Belastung MX =1,
und mit 7%y die Drehung des Querschnittes A am
frei drehbar gestiitzten linken Balkenende der
Offnung 1, infolge der Belastung M’, =1, so be-

tragt die gesamte Drehung des Querschnittes Ak
am Ende des Bewegungsvorganges II

X ik Kk
?ar— Ma 7y
und die positive Drehung des Querschnitts A"
My -7

Da nun nach obigem beide Drehungen ein-
ander gleich sein miissen, so erhalten wir die fol-
gende Gleichung:

gy — ML =M e L (226

~ Setzen wir darin Mlj,‘ = M} und lésen auf,
so erhalten wir mit Beriicksichtigung der bereits

‘3 - Verschiebung und y,, die
Drehung am Kopfe des unten
eingespannten, nach oben frei auskragenden

Pfeilers A (Fig. 62) infolge der Belastung
HE = 1; desgleichen bedeutet v,, die Ver-
schiebung, und y,, die Drehung am Kopfe
des unten eingespannten, nach oben frei
auskragenden Pfeilers A (Fig. 61) infolge der
Belastung wmit den #dufleren Kriften P.
Diese Drehwinkel und Verschiebungen er-
mitteln wir wie diejenigen in Gl (218).
Nachdem M) und M]fx nach den Hauptformeln
(227) und (228) bestimmt sind, konnen wir die von
der Belastung des Pfeilers A am ganzen Balken
und an allen Pfeilern hervorgerufenen innercn
Krifte dhnlich ermitteln, wie dies in den Nummern
2, 3, 4, 5, 6 des vorhergehenden Abschnittes I be-
schrieben wurde. Die Momentenfiiiche am Balken
und an den Pfeilern haben wir in Fig. 64 im Zu-
sammenhang dargestellt und dabei die Horizontal-
schitbe weggelassen; dieselben sind iihnlich wie
in den Fig. 53, 55 und 56 anzutragen.

TII. Beliebige Belastung eines am Fuflle ein-

gespannten rechten Endpfeilers.

Am rechten Endpfeiler D des in Fig. 65 dar-
gestellten kontinuierlichen Balkens mit den



elastisch drehbaren Pfeilern B, C, D und der
festen Einspannung in A greife eine beliebige
duflere Belastung an, welche wieder schematisch
durch die horizontale Kraft P dargestellt sei.

Wiederholt man am Pfeiler D die Bewegungs-
vorgidnge I und 1 wie am lnken Endpfeiler, so
erhalten wir die

Hauptformel:

[‘I‘}SIJ

ML= ME = —
D D 1 k
p+7p

.. (230

in welcher die Drehwinkel wie in den beiden vor-
hergehenden Fiillen bestimmt werden.

1V. Beliebige Belastung eines am Fulle gelenk-
artig gelagerten Pfeilers.

Fiihren wir die analogen Betrachtungen wie
unter I, IT und I bei am Fufle gelenkartig gela-
gerten Pfeilern durch, so gelangen wir auch fir
solche Pfeiler zu den Hauptformeln (212), (213),
(214), (227), (228) und (230), worin jedoch die Dreh-
winkel 7k und qé‘ andere, durch die gelenkartige
Lagerung der Pfejlerfufie bedingte Werte haben.

Die Drehwinkel 7k erhalten wir aus den frithe-
ren Formeln (52), (53), (56), (57). Der Drehwinkel
¢¥ , welcher wihrend des Bewegungsvorganges I
am Kopfe eines oben gelenkartig gestiitzten be-
lasteten Pfeilers entsteht, ergibt sich durch Be-
lasten eines oben und unten frei drehbaren Pfei-
lers, d. h. eines vertikalen einfachen Balkens aufl
zwel Stiitzen, mit den gegebenen dulleren Lasten.

Die Horizontalschitbe H* und Hf an den nicht
mit dufleren Kriften belasteten Pleilern ermitteln
wir nach Formel (204) zu

Tk — o qf = [ME :
He=—He=— Bh (231
Der vom Balken auf den Kopf eines mit den
dufleren Kriften Dbelasteten Pfeilers ausgeiibte
Horizontalschub H* betrégt:
HE = HE 415 ... (232

worin Hll‘ gleich dem horizontalen Autlagerdruck
an einem mit den dufleren Kriiften belasteten verti-
kalen Balken auf zwei Stiitzen, und HS gleich
dem horizontalen Auflagerdruck an einem mit dem
Moment MK helasteten vertikalen Balken auf
zwei Stiitzen, d. h. nach Formel (231) zu ermitteln.

V. Bestimmung der Hilfsgrofen: Kopfdrehung y,

und Kopfverschiebung v, an einem unten ein-

gespannten, nach oben frei auskragenden Pfeiler
infolge gegebener duflerer Lasten.

In den Formeln (216), (218) und (229) zur Be-
stimmung des Horizontalschubes H‘I und des Dreh-

winkels ,’1;, welche am Kopfe des unten einge-
spannten, oben gelenkartig gestiitzten Pfeilers
wihrend des Bewegungsvorganges I entstehen,
sind noch die Kopfdrehung y; und die Kopfver-
schiebung v, zu ermitteln. Nachfolgend bestim-
men wir diesec Hilfsgroflen fiir verschiedene in
der Praxis vorkommende Pfeilerbelastungen, wo-
bei wir nur den Pfeiler mit konstantem Trig-
heitsmoment Ts in Betracht ziehen; auflerdem be-
trachten wir nur den Fall, daf} die ganze Pfeiler-
hthe mit h eingefithrt, d. h. die starre Strecke f
derselben vernachlissigt werden kann.

Belastungsfall 1:

Gleichformig {iber die ganze Pfeilerhohe h verteilte

Streckenlast p pro steigenden Meter Pfeiler, z. B,

Winddruck, oder Anteil der Uberlast bei Erddruck
(siehe Fig. 66).

Nach dem fritheren Satz II betrdgt die Kopf-

drehung
P A
N6 E, T, 0T

und nach dem fritheren Satz I die Kopfverschie-
bung
_ Fy p-ht

Vo = BT, Yo §E.-T. " (234

Belastungsfall 2:

Gleichformig iiber die Teilstrecke h; verteilte Last p
pro steigenden Meter Pfeiler, z. B, Winddruck, oder
Anteil der Uberlast bei Erddruck (siehe Fig. 67).

Nach Satz IT betrigt die Kopfdrehung

. Fo _ p-h
N—=F T, 6 Es-T-

C ... (235



und nach Satz I die Kopfverschiebung

- p'h]3'(3'hl+4'hj)
Yo = et = .

24-Es-Ts (236

Belastungsfall 3:

Dreiecksbelastung iiber der ganzen Pfeilerhche h, z. B.
Erddruck oder Wasserdruck (siehe Fig. 68).

Fig. 63

pr— s

Bezeichnen wir mit p, die spezifische Be-
lastung am Fufle des Pfeilers, so betrigt nach
Satz Il die Kopfdrehung

F, -3 N
Jo = E. 'OTS = 24p'uEST\ . (237
und nach Satz I die Kopfverschiebung
. Fy . Pu-ht o
Vo= Eg -"I‘S }OWSO—E\"YS . . (258

Belastungsfall 4:

Dreiecksbelastung iiber die Teilstrecke h; der Pfeiler-
héohe, z. B. Erddruck oder Wasserdruck (siehe Fig. 69).

Fig. 69

Bezeichnen wir mit p, die spezifische Be-
lastung am Fufle des Pfeilers, so betrigt nach
Satz II die Kopfdrehung

yo— o Pu-hp o
T E.Ts T 24 E. T - - 2
und nach Satz I die Kopfverschiebung
. F vo —DPuhpB-(4-hy+5-hy
[t R VAR L E T I G

Belastungsfall 5:

Horizontale Einzelkraft P im Abstande h; vom Pfeiler-
fuss (siehe Fig. 70).

Nach Satz II betrigt die Kopfdrehung

F, P-h?
?’DZESOT;ZQ-*EZ}T;' N ¢
und nach Satz I die Kopfverschiebung
F P-12-(2:b;+43-hy
Vo= g lp, Vo= oo 6(TE?3 o 22

Belastungsfall 6.
Vertikale Konsollast P im Abstande ¢ von der Pfeiler-
achse, z. B. der Auflagerdruck Laufkranes
(siehe Fig. 71).

eines

N

e
!
BN

e e D e
3}

1
e —

Die an einer Konsole des unten eingespann-
ten, nach oben frei auskragenden Pfeilers im Ab-
stande ¢ von der Pfeilerachse angreifende Kraft P
(Fig. 7)) zerlegen wir in die zwei folgenden
Komponenten: Eine in der Pfeilerachse angreifende
Vertikalkomponente, welche gleich grofl und
gleich gerichtet ist wie P, und ein an der Kon-
sole angreifendes Moment P-c. Die erstere
Komponente ruft gleichmiflig verteilte Normal-
spannungen in allen Querschnitten unterhalb der
Konsole hervor und kommt fiir die Ermittlung
von y, und vy nicht in Betracht; das an der Kon-
sole angreifende Moment P.c wird durch zwei
horizontale, entgegengesetzt gleiche, am oberen
und unteren Konsolrande wirkende Parallelkriifte



H,=H, in den Pfeiler tibergeleitet, welche ein
Kriftepaar mit dem Hebelarm hy und dem Moment
P-c bilden, und welche die in Fig. 71 darge-
stellte, aus einem Dreieck und einem Rechteck
bestehende Pfeilermomentenfliche hervorrufen.

Nach Satz II betrdgt jetzt die Kopfdrehung
am Pfeiler:

F Fy" P-.c (2 -h;4 ks
7o = %j}‘j — = '*‘T_f.‘(‘E; ’]‘I‘?— 2) - (243

und nach Satz I die Koptverschiebung:

"

Fy ,
= 0 yo' + ESV-OTQ

YO TR,

"

Yo

c
T

P-
=6 E.- «{hy (2 hy 43 hg) 4+ 3 hy (hy -+ 2hy+ 2 hy)]
Belastungsfall 6a:
Vertikale Einzellast P an einer Konsole, deren Hohe
gegeniiber der Pfeilerhéhe klein ist und deshalb ver-
nachldssigt werden kann (siehe Fig. 72).

Haufig ist die Konsolhohe klein gegentiber
der Pfeilerh6he; ferner zieht man es sehr oft aus
praktischen Griinden vor, einfachere Formeln an-
zuwenden und dagegen eine kleine Ungenauig-
keit hinzunehmen. In diesen Fillen ersetzen wir
die trapezformige Momentenfliche der Fig. 71
durch die in Fig. 72 dargestellte rechteckige Mo-
mentenfliche, deren horizontale obere Begrenzungs-
linie die Konsolhéhe halbiert. Wir erhalten dann
an Hand der Fig. 72 nach Satz II:

— Fy _Peey )
Yo Es . Ts = Ek. . Ts . (245
und nach Satz I:
o Fy L hy-(2- 1-hl)
\VO__'—E;—‘,I,:—-M\O,P-(:- 9 E.-T, (246

Setzen wir in Formel (218) den Wert

yh=

aus Gl (32); den Wert
o h3 »
N =3.E, T,
aus Gl (39); den Wert
, — P-c-hy
Yo =~ I‘Ls T

aus Gl (245); und den Wert
P-c+h-(2-h—hy)

2-E,- T

Vg =

aus Gl (246) ein, so erhalten wir:

P-c- 111 (2-h—hp
E T,

k.
’Il —_—

Setzen wir darin qll‘ =0, so folgt:

3
2.

—hy=0..

h;-(2-h—h) .
— ) (248

b

Durch Auflésen erhalten wir aus dieser Gleichung
die Hohenlage h; (siehe Fig. 72), in welcher eine
Konsole die Winkeldrehung q)ll‘ = 0 hervorruft, zu:

2-h
h); = TR e (249
Ist aber 4f = 0, so sind die in den Haupt-

formeln (212), (213), (214), (227), (228), (230) ausge-
driickten Momente Null, so dafl eine in der Héhe
2.
hy=" 3h
moment am belasteten Pfeiler und ebenfalls keine
Momente am Balken und an den iibrigen Pfeilern
erzeugt; es entsiehen also schliefilich nur Mo-
mente am belasteten Pfeiler selbst.

angebrachte Konsolbelastung kein Kopf{-

9. 73

Die Momentenfliche in einem solchen Falle
ist in Fig. 73 dargestellt; sie ist gleich derjenigen,
welche am unten eingespannten, nach oben frei
auskragenden Pfeiler durch die Belastung mit der

Konsollast P und der Horizontalkraft Hll‘ entsteht.




Zweiter Teil.

Berechnung des mehrfachen Rahmens mit horizontalem Balken, oder Berechnung
des in keinem Punkte festgehaltenen kontinuierlichen Balkens auf elastisch dreh-
baren Pfeilern fiir beliebige Belastung des Balkens und der Pfeiler.

Ist ein kontinuierlicher Balken auf elastisch
drehbaren Pfeilern in keinem Punkte festgelagert
oder festgehalten, so bildet er einen mehrfachen
Rahmen mit geradem Balken, an welchem die
Pfeilerkdpfe durch irgendwelche #dufieren oder
inneren horizontalen Krédfte horizontale Verschie-
bungen erleiden, welche von der Gréfie jener
Krifte und von der Steifigkeit des Balkens, der
Pfeiler und ihrer Einspannung abhingen; durch
diese horizontalen Verschiebungen und die von
ihnen bedingten Momente und inneren Krifte
unterscheidet sich der mehrfache Rahmen wesent-
lich von dem im ,Ersten Teil® behandelten, in
einem oder mehreren Punkten festgehaltenen
kontinuierlichen Balken auf elastisch drehbaren
Stiitzen. Es ist deshalb angezeigt, zunichst fest-
zustellen, welche Momente und inneren Krifte am
ganzen Balken und an allen Pfeilern infolge
einer gegebenen horizontalen Verschiebung eines
Pfeilerkopfes (z. B. infolge Temperaturinde-
rung) und infolge einer in Balkenachse wirkenden
Horizontalkraft entstehen; bevor wir auf den
eigentlichen Gang der Berechnung des mehrfachen
Rahmeéns niher eingehen, 16sen wir daher im fol-

genden Kapitel diese zwei grundlegenden Auf-
gaben,

Kapitel VIL

Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe,
Querkriafte und Auflagerdriicke am mehr-
fachen Rahmen mit geradem Balken infolge
beliebiger, ihrer Grofle nach von vornherein
bekannter horizontaler Verschiebungen der
Pfeilerkdpfe sowie infolge einer duleren, in
Balkenachse angreifenden Horizontalkraft
H=1%,

I. Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe,
Querkriifte und Auflagerdriicke am mehrfachen
Rahmen mit geradem Balken infolge beliebiger,
ihrer Griofle nach von vornherein bekannter
horizontaler Verschiebungen der Pfeilerkdpfe.

Es sei vorausgesetzt, die einzelnen Pfeiler-
kopfe eines mehrfachen Rahmens mit geradem

*) Vergl. Dr.-Ing. Max Ritter: Der kontinuierliche
Balken auf elastisch drehbaren Stiitzen, Schweiz. Bauzeitung,
Band 57, Heft 4.

Balken fithren gleichzeitig horizontale Verschie-
bungen von gegebener, sonst aber beliebiger
Grofie und Richtung durch irgendwelche Ursachen,
beispielsweise durch Temperaturinderung, aus.
Um die hierdurch am ganzen Balken und an allen
Pfeilern erzeugten Momente und inneren Krifte
zu ermitteln, gehen wir folgendermaflen vor:

Wir behandeln jede einzelne Pfeiler-
kopfverschiebung getrennt (laut Einlei-
tung vernachldssigen wir den Einflufl der
Normalkriafte im Balken) und sehen wih-
rend dieser Zeit jeweils alle tibrigen
Pfeilerkopfe als in Ruhe befindlich an;
diese Betrachtungsweise gestattet uns aber, den
Rahmen als einen kontinuierlichen, festgelagerten
Balken anzusehen, nachdem die Verschiebung
vollendet ist, und dementsprechend dieim ,Ersten
Teil* gezeigten Verfahren, insbesondere die Fix-
puunkte, anzuwenden. Schliefllich erhalten wir
die Momente und inneren Krifte infolge der gleich-
zeitigen Verschiebung sdmtlicher Pfeilerkopfe,
indem wir nach dem Superpositionsgesetze die
Wirkungen der einzelnen Verschiebungen addieren.
Wir betrachten die vier folgenden Fille:

1. Fall:

Kopfverschiebung eines am Fufle eingespannten
Mittelpfeilets.

Wir legen unseren Betrachtungen den in Fig. 74
dargestellten Rahmen zugrunde und nehmen an,
der Kopf des Mittelpfeilers B fithre die horizontale
positive Verschiebung 4B = BB’ nach rechts aus
(eine Rechtsverschiebung und Rechtsdrehung des
Pteilerkopfes fiihren wir als positiv ein), wihrend
alle iibrigen Pfeilerkdpfe keine Verschiebung er-
leiden. Die hierbei am ganzen Rahmen ent-
stehende, in Fig. 74 dargestellte Formidnderung
setzt sich aus den Forminderungen zusammen,
welche bei den folgenden zwei Bewegungsvor-
gingen stattfinden:

Bewegungsvorgang L

Nachdem die positive Verschiebung 4B und
die ihr entsprechende, in Fig. 74 dargestellte
Forminderung stattgefunden hat, stiitzen wir den
Balken im Querschnitt Bl unmittelbar links von B
und im Querschnitt Br unmittelbar rechts von B
sowie den Pfeiler im Querschnitt Bk unmittelbar
unterhalb B in je einem festen Gelenk, und trennen



dann Balken und Pfeiler in den vorgenannten
Schnitten entzwei. Die hierbei entstehende Form-
dnderung ist in Fig. 74a dargestellt: Die Pfeiler A,
C und D sowie der Balken gehen wieder in die
gestreckte, biegungspannungslose Form iiber, wih-
rend der Pfeiler B sich wie ein unten eingespannter,
nach oben frei auskragender Balken deformiert,
welcher an seinem Kopfe mit einer horizontalen
Kraft Hi‘;l, dem Auflagerdruck des vorgenannten
Gelenklagers, belastet ist. Die
Grofie dieser Kraft ist deshalbaus
der Bedingung zu bestimmen,
dafl H}‘n gerade imstande sein
mufl, den Kopf des unten ein-
gespannten, nach oben frei aus-
kragenden Pfeilers B um die
Strecke 4B zu verschieben.
Aufler der positiven Verschie- 7
bung 4B erzeugt die Belastung b -

H};l noch eine positive Drehung

;»Igl des Kopfquerschnittes Bk,

o+ — MY . (Fig. 75)

gleich sein der positiven Brehung des Quer-
schnitts B! wihrend des Bewegungsvorganges II,
ndamlich

M;, - 7y (Fig. 75),

und ebenfalls gleich sein der positiven Drehung

welche wir spiter bestimmen.

Bewegungsvorgang 1L |

Der Bewegungsvorgang I |
besteht darin, dem freien Quer- I
schnitt Bk des in Fig. 74a \
gelenkartig  gestiitzten Pfeiler- .
kopfes, dem freien Querschnitt
Bl des gelenkartig gestiitzten
rechten Balkenendes der Offnung
l;, und dem freien Querschnitt
Br des gelenkartig gestitzten
linken Balkenendes der Offnung
I, solche Drehungen zu erteilen,
daf} dieselben wieder miteinander
vereinigt werden kénnen wie vor
der Schnittfithrung., Zu diesem
Zweck miissen wir offenbar am
Pfeilerkopf ein links drehendes,

negatives Moment 1\11]‘3, am Quer-
schnitt Bl der Offnung 1 ein
rechts drehendes, negatives Mo-
ment MIB, und am Querschnitt Br
der Offnung 1, ein rechts drehen-
des, positives Moment M}, anbringen (Fig. 75).

Die Vorzeichen der Momente M}‘;, MlB und M}
sind hiermit beim Bewegungsvorgang Il bereits
aus der Anschauung festgesetzt worden und
konnen spdter ohne weiteres in die erhaltenen
Formeln eingefilhrt werden; die Grofle dieser
Momente erhalten wir wie folgt:

Fihren wir, wie in Kapitel VI, die Dreh-
winkel 111‘;, 11B und 5 infolge Mll‘;:i, bezw. M%z—_ﬂ,
bezw. M =1 ein, so mufl die aus dem Be-
wegungsvorgang I und II hervorgehende gesamte
Drehung des Querschnitts Bk, ndmlich;

—————

% /7g. 743
|
i

des Querschnitts Br wihrend des Bewegungsvor-
ganges II, ndmlich

Mj -7f (Fig. 75).

Es miissen daher folgende zwei Gleichungen be-
stehen:

;Jli“_,_ M}l{} . r}‘;,‘ = MIB . 'IB (250
und
;"1‘:“ — M}‘; . z§ =M. .. .. @8

Betrachten wir jetzt noch den herausgetrenn-
ten Knotenpunkt B (Fig. 75a). An demselben




miissen wir die Momente ME, MlB und Mp mit
dem entgegengesetzten Drehsinn anbringen wie
vorhin am Querschinitt Bk des vom Balken ge-
trennten Pfeilers, am Querschnitt Bl des freien
rechten Balkenendes der Offnung 1; und am Quer-
schnitt Br des freien linken Balkenendes der
Offnung lo. Aus der Gleichgewichtsbedingung

ZM = 0 folgt dann:

ME =ML 4 M L L (252

(absolute Werte).

Setzen wir MY aus Gl (252) in die Gl (250)
und (251) ein und 18sen dieselben auf, so erhalten
wir schlieflich mit Einfihrung der durch die Be-
wegungsvorginge I und II festgelegten Vorzeichen
von y‘fﬂ, Mg, M§ und M‘l‘; analog wie in Kapitel VI,
Abschnitt I auf Seite 48 die folgenden

Hauptformeln :
k
M = R (253
3 — 1,k
B "B
,IB + ,}g} e e
s
k
[#5]
ML = + - e (254
. k| o
B =+ L} T e
1
M = [Mp]—[M5] . . .. (255

Die GI. (253) und (254) ergeben stets das rich-
tige Vorzeichen von MlB und Mj,, wenn wir in
dieselben die nur von den Abmessungen der
Konstruktion —abhiéingigen Drehwinkel 7, 7}
und 1‘}‘3 mit ihrem Absolutwerte und den von der
Verschiebung 4B abhingigen Drehwinkel ;/’1‘;1 mit
seinem Vorzeichen einsetzen; desgleichen ergibt
Hauptformel (255) stets das richtige Voizeichen
von M‘E, wenn wir in die Klammern der rechten
Seite Mh und M mit ihrem aus den Formeln
(253) und (254) hervorgehenden Vorzeichen ein-
setzen. K

Die in den Hauptformeln (253) und (254) vor-
kommenden Drehwinkel ermitteln wir wie folgt:

a) TIB nach den Formeln (107) und (108), in welchen

wir mit Bezug auf Fig. 74 und 76 I’ =1, und
a' = a; setzen.

b) 1 nach Formel (119), in welcher wir mit Bezug
auf Fig. 74 und 76 1" =1, und b" = b, setzen;

¢) 7% nach den Formeln (41), (42), (49), (50).

o

o=

d) Den wihrend des Bewegungsvorganges 1 ent-
stehenden, der Kopfverschiebung #B  ent-

sprechenden Drehwinkel ;'1];1 am Kopfe. des
unten eingespannten, nach oben frei auskra-
genden Pfeilers B (Fig. 74a) bestimmen wir
wie folgt:

Nach fritherem (siehe Ermittlung der For-
meln fiir die Winkeldrehung k) erzeugt die
Horizontalkraft HY =1, welche am Kopfe
des unten eingespannten, nach oben frei
auskragenden Pfeilers angreift, eine horizon-
tale Kopfverschiebung vy, und eine Kopf-
drehung yp,; wir konnen daher sagen:

der Verschiebung vy, entspricht eine Dre-

hung ypy s
der Verschiebung vy, ==1 entspricht dann

. YBh
eine Drehung Yo und

Bh

der Verschiebung # B entspricht schliefilich
eine Drehung

AN

k
ypy = [4B]
YB1 Vg

Nach Gl (256) erhalten wir am Pfeiler mit
konstantem Trdgheitsmoment, wenn wir yyu,

aus Gl (32) und vy, aus Gl (39) einsetzen:

Yo gp].. o420
v = Bl s s sy O
woraus mit f =0 folgt:
_ .3
yBl o [J B] ‘ —2—"}]" ..... (258

Desgleichen erhalten wir nach Gl (256) am
Pfeiler mit verdnderlichem Trigheitsmoment,
wenn wir yp, aus Gl (44) und vy, aus Gl. (46)
einsetzen :

h

SRS )

P =B - —— (259
N' 458 - Y
2.{ 7, AV
0
woraus mit f =0 folgt
b
Mgy
e s T
yi = 4Bl 4 —— — . .. . (260
A5 o
| T,
0




Die Winkeldrehung )'lf%l erhalten wir nach
Gl. (256) stets mit ithrem richtigen Vorzeichen,
wenn wir eine Rechtsverschiebung 4B als
positiv und eine Linksverschiebung /B als
negativ einfithren; die Gréfien yp, und vy, hin-
gegen werden mit ihrem absoluten Werte

eingesetzt.

Zur Bestimmung der Momente, Horizon-
talschitbe, Querkriafte und Auflagerdriicke
am Balken und an den Pfeilern des Rahmens
infolge der Kopfverschiebung 4B des
Mittelpfeilers B gehen wir jetzt wie folgt vor:

1. Wir ermitteln zunichst M},). und M} nach
den Formeln (253) und (254) und bestimmen dann
Mlé nach Formel (255).

2. Die Momentenfliche am ganzen Bal-
ken (Fig. 76) erbalten wir wie folgt: Wir tragen
MIB unmittelbar links von B

59 —
dessen Kopf die Verschiebung 4B aus-
fahrt, ermitteln wir folgendermafien (Fig. 76Db):

Wir bestimmen zunichst den gesamten Hori-
zontalschub H};, welcher vom Balken auf den

Kopf des Pfeilers B tibertragen wird und folgen-
den Ausdruck hat:

H‘E:H};I—Q—Hﬁ_? ... (26t

In GL (261) ist H]I‘;l der wihrend des Bewe-
gungsvorganges I entstehende horizontale Auf-
lagerdruck, welcher imstande ist, den Kopf des
unten eingespannten, nach oben frei auskragen-
den Pfeilers um die Strecke 4B zu verschieben;
bezeichnen wir wie frither mit v, die Kopfver-

schiebung des Pfeilers B infolge Hi;: 1, so er-
halten wir nach Vorstehendem folgende Gleichung:

3 7F, S T_—/ﬂ

aut und pflanzen dasselbe n‘. EX s 5 ‘,‘QI Tl

4 < mb - 7 | A 2 (4 P
11.11tte15f1es Fixpunktes Jynach < EEG T - .
links tber den Balken der ~4A7" 7.4 ! ~Her —Hde e
Offnung 1; fort; desgleichen ; Al + 7 FIg 76
tragen wir My unmittelbar f | o
rechts von B auf und pflanzen o
dasselbe mittels derFixpunkte jh,, MY ]
Ky und K3 sowie mittels des P |
Verkleinerungskoeffizienten el @

o # A

u(: nach rechts iiber die Off- “_ = i
S0 ) iy Yo
nungen 1, und I3 fort. TG 764 [

3. DieMomentenfldche e
an den Pfeilern A, C und R
D, deren Képfe keine = Ht —HEs 0 4
Verschiebungausfihren, i ot e r—;‘ '//'“; A

. . . . fe—— 1y — = —H5
ermitteln wir genau wie im il H b N

Abschnitt II des Kapitels V
beschrieben wurde (Fig. 76a, 76¢c, 76d), d. h. wir
bestimmen den Abstand des Momentennullpunktes
vom Pfeilerkop{ nach den Formeln (130), (131),
(132), tragen das Pfeilerkopfmoment als horizontale
Strecke an den Pfeilerkopf an und verbinden den
Endpunkt derselben mit dem Momentennullpunkt;
diese bis zum Pfeilerfuf} verlingerte Verbindungs-
linie bildet die Begrenzung der Momentenfliche.
Die Horizontalschitbe HY, HY und HY (Fig.
76a, 76¢c, 76d), welche vom Balken auf die Kopfe
der Pfeiler A, C und D ausgeiibt werden, sind
gleich den horizontalen Auflagerdriicken (,Reak-
tionen“), welche an den vom Balken getrennten,
am Fufle eingespannten und am Kopte frei dreh-
bar gestiitzten Pfeilern infolge Belasten derselben

mit den Pfeilerkopfmomenten Ml;, bzw. M}‘;, bzw.
M}, entstehen; HY, HE und HE werden daher

mittels der Formeln (200), (201), (202), (203) nach
Grofle und Vorzeichen berechnet.
4. Die Momentenfliche am Pfeiler B,

daraus ergibt sich

4 B]

HE, .. (263

VBh

Nach Gl (263) erhalten wir am Pfeiler mit
konstantem Trigheitsmoment, wenn wir v, aus

Gl (39) einsetzen

k. 3BT
Hy =Bl e L5 g qy @04
woraus fir den Fall f =0 folgt:
3-Es-Ts
H‘gl:[ﬂ3]-—-—~}—;3 . . (265

Desgleichen erhalten wir nach Gl (263) am
Pfeiler mit verdnderlichem Triagheitsmoment, wenn
wir vg, aus Gl (46) einsetzen:




Hy = [4B] — = (266
48 .
0
woraus flir den Fall f = 0 folgt:

EH Yy
Hf, = [4B] 54—~ . (267

ds

e

HE, wird mittels der Formeln (200), (201), (202),
(203) nach Grofle und Vorzeichen ermittelt; Hlél

und H};Z haben stets dasselbe Vorzeichen.
Nachdem H‘é wie vorstehend ermittelt ist, er-

halten wir die Momentenfliche am Pfeiler B, in-
dem wir den unten cingespannten, nach oben frei
auskragenden Pfeiler B (Fig. 76D) am Kopfe mit
dem Moment M§§ und der Horizontalkraft HIE‘; be-
lasten; die in Fig. 76b dargestellte Momenten-
fliche setzt sich daher aus dem
negativen Rechteck BkBfKK' in-
folge der Belastung M‘}g und
dem positiven Dreieck K'KG in-
folge der Belastung HE zusam-
men. Das Moment M in einem
Pfeilerquerschnitt mit dem be-
liebigen Abstand y vom Pfeiler-
kopf hetrigt daher
M}, = HY -y — M§ . (268
am Pfeilerfufy erhalten wir ein
Moment

Die Gl (263) bis (267) ergeben H{‘ﬂ nach
Grofde und Vorzeichen, wenn wir in dieselben 4 B
mit seinem’ Vorzeichen einsetzen.

Ferner ist in Gl (261) H}§2 gleich dem horizon-
talen Auflagerdruck, welcher wihrend des Bewe-
gungsvorganges 1l vom gedachten Kopflager auf
den vom Balken getrennten, unten cingespannten,
oben frei drehbar gestiitzten Pfeiler B infolge
Belasten desselben mit dem nach Gl (255) er-
mittelten Pfeilerkopfmoment M}‘g ausgeiibt wird;

ML = HE- (h--1) — M . . (209

Setzen wir in Gl. (268) M}, = 0,
so erhalten wir daraus den Ab-
stand yp des Momentennull-
punktes zu:

k
M

<L (270

Die Momentenfliche am Pfei-
ler B kénnen wir jetzt auch in
der Weise bestimmen, dafl wir
das Moment Mlg als horizontale
Strecke am Pteilerkopf antragen
und das freie Ende derselben
mit dem nach Gl (270) ermittel-

ten Momentennullpunkt ver-
binden.
Es ist noch hervorzuheben,

dafl an allen Pfeilern die Momentenfliche auf der
Strecke f nur theoretischen Wert hat und zur
Dimensionierung nicht gebraucht wird.

5. Die Querkrdafte in allen Pfeilerquer-
schnitten (der verschobenen und nicht verscho-
benen Pfeiler) einschl. des Einspannungsquer-
schnittes sind einfach gleich den Horizontalschii-
ben an den Pfeilerkopfen.

6. Die Ermittlung der Querkrafte und Auf-
lagerdriicke am Balken, der Normalkrifte an



den Pfeilern und der Bodendriicke der Pfei-
lerfundamente fithren wir genau so durch, wie
dies in Abschnitt III des Kapitels V erldutert und
in den Fig. 37 und 38 dargestellt wurde.

2. Fall:

Kopfverschiebung eines am Fufle eingespannten
linken Endpfeilers.

Wir nehmen an, der Kopf des linken End-
pfeilers A des in Fig. 77 dargestellten Rahmens
fithre die horizontale Verschiebung 4 A = AA’
nach rechts aus, wihrend alle iibrigen Pfeilerkdpfe
in Ruhe bleiben.

Zunichst ermitteln wir das im Kopfquerschnitt
Ak des verschobenen Pfeilers auftretende Moment
Mljl bzw. das dem letzteren gleiche Moment M}
im Querschnitt A" unmittelbar rechts der Pfeiler-
achse. Zu dem Zweck betrachten wir die folgen-
den zwei Bewegungsvorginge:

Bewegungsvorgang L

Nachdem die positive Verschiebung 4 A voll-
endet ist, stiitzen wir den Pfeiler A im Quer-
schnitt Ak und den Balken im Querschnitt A" in
je einem festen Gelenk und trennen dann den
Pfeiler vom Balken durch einen am Kopfe ge-
fuhrten Schnitt. Die hierbei cntstehende Form-
inderung ist in Fig. 77a dargestellt: Die Pfeiler B,
C und D sowie auch der Balken nehmen wieder
eine gestreckte Form an, wihrend Pfeiler A sich
wie ein unten eingespannter, nach oben frei
auskragender Balken deformiert, dessen Kopf
durch eine horizontale Kraft Hi‘“ um die Strecke
4 A nach rechts verschoben wird. Bei diesem
Bewegungsvorgang entsteht aufler der positiven
Verschiebung 4 A auch noch eine positive Dre-
hung des Pfeilerkopfes, welche wir mit yi, be-
zeichnen.

Bewegungsvorgang IL

Jetzt suchen wir die Querschnitte Ak und A" zu
beiden Seiten des gefithrten Schnittes wieder mit-
einander zu vereinigen wie vor der Trennung; zu
dem Zweck miissen wir offenbar am gelenkartig
gelagerten Pfeilerkopt ein links drehendes, nega-
tives Moment Ml"\ und am frei drehbar gestiitzien
linken Balkenende der Offnung 1; ein rechts dre-
hendes, positives Moment M}, anbringen (Fig. 77Dh).

Nachdem am Ende des Bewegungsvorganges 11
die Querschnitte Ak und A" zu beiden Seiten des
Trennungsabschnittes  wieder vereinigt sind,
miissen beide dieselbe Drehung ausgefithrt haben,
diese Drehungen betragen:

Drehung von Ak ;flju - M]f\ . z‘j\,

Drehung von A' = MR- T‘A,

wobei 11; und 7%, wie frither die Drehwinkel
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infolge M5 =1 bzw. M| =1 bedeuten. Da nun

heide Drehungen nach Obigem einander gleich
sein miissen, so erhalten wir die folgende Gei-
chung:

k _le

P MEK =My L e

Setzen wir darin Ml‘i = MY, und lésen auf, so

erhalten wir mit Beriicksichtigung der bereits
vorhin festgesetzten Vorzeichen von M’ und ME‘\
die nachstehenden
Hauptformeln:
e
Mg:+~[’~élL L en
‘ 1% 4%
AT A
und
kA
N L (273
AT r k N
7;‘\+1A

Die Hauptformeln (272) und (273) ergeben die
Momente M’ und Mff\ stets mit ihrem richtigen
Vorzeichen, wenn wir die darin vorkommenden

‘;\1 nach Grofte und Vor-
zeichen genau so einfithren, wie dies in dem auf
die Hauptformeln (253), (254) und (255) folgenden
Text angegebenwurde; desgleichen werden die von
der Verschiebung 4 A am ganzen Rahmen hervor-
gerufenen Momente, Horizontalschiibe, Querkrifte
und Auflagerdriicke in dhnlicher Weise ermittelt
wie in den Nummern 1 bis 6 des vorhergehenden
1. Falles erldutert wurde. Hierbei ist hervorzu-
heben, dal am Kopfe des Pfeilers A, wie stets
am verschobenen Pfeiler, zwei Horizontalschiihe
auftreten, von denen der erste von der Verschie-
bung 4 A abhidngt und nach den Gl (264), (265),
(266), (267) zu bestimmen ist, wihrend der zweite

Drehwinkel 7} , 1}; und y

vom Pfeilerkopfmoment M‘f\ abhiingt und nach

den GI. (200), (201), (202), (203) ermittelt wird; an
den in Ruhe verbleibenden Pfeilerkopfen B, C
und D hingegen ftritt nur je ein Horizontalschub
aut, welcher von dem entsprechenden Pfeilerkopf-
moment abhingt und nach den GI. (200), (201),
(202), (203) bestimmt wird.

3. Fall:

Kopfverschiebung eines am Fufle eingespannten
rechten Endpfeilers.

Wir nehmen an, der Kopf des rechten End-
pieilers D des in Fig. 78 dargesteliten Rahmens
filhre eine horizontale Verschiebung 4D = DD’
nach rechts aus, wihrend alle iibrigen Pfejlerkopte
in Ruhe bleiben.

Zuniichst bestimmen wir das im Kopfquer-
schnitt Dk des verschobenen Pfeilers auftretende

Moment M‘B, bezw. das dem letzteren gleiche



Moment M}) im Querschnitt D! unmittelbar links

der Pfeilerachse D. Zu dem Zweck fithren wir
sinngemafd dieselben Bewegungsvorginge I und Il
durch wie bei dem vorhergehenden 2. Fall, und
erhalten hieraus schliefllich die

Hauptformel :
"k
Mbo— MR — [#5] L (oT4
D D 1 k
'p+ 7

aus welcher MlD und M}‘) stets mit ihrem richtigen

Vorzeichen hervorgehen.

winkel ;»11‘, welcher wihrend des Bewegungsvor-
ganges I durch Verschieben eines Pfeilerkopfes
um die Strecke 4 am Kopfe dieses oben und unten
gelenkartig gestiitzten Pfeilers entstebt, erhalten
wir zu

K 4] ome
tg 1 = vh + f (275
und weil ;f‘l" sehr klein ist, so ergibt sich:
¢ 4]
Y= T (276

hierin ist ./ die angenommene Kopfverschiebung
eines Pfeilers, die mit ihrem
Vorzeichen einzufithren ist,
und (h+4f) die ganze Hohe
des betrachteten Pfeilers.

Die Horizontalschitbe Hk
und Hf an den Kopfen bezw.
Fufigelenken aller (auch der
verschobenen) Pfeiler betra-
gen nach Formel (204):

Hk = — Hf —-

II. Ermittlung der Momente
M*, Horizontalschiibe H¥*,
Querkrifte Q* und Auflager-
driicke V* am mehrfachen
Rahmen mit geradem Balken
infolge einer #duBeren, in
Balkenachse angreifenden

Die Drehwinkel 1L, 1‘B und)/i‘n der Hauptfor-

mel (274) sowie die Momente, Horizontalschiibe,
Querkrifte und Auflagerdriicke am ganzen Rahmen
infolge der Verschiebung 4D ermitteln wir in
dhnlicher Weise, wie dies in den Nummern 1 bis 6
des 1. Falles erldutert wurde.

4. Fall:
Kopfverschiebung eines am Fulle gelenkartig ge-
lagerten Pfeilers.

Fuhren wir sinngemifl dieselben Bewegungs-

vorgdnge wie bei den vorhergehenden Fillen
durch, so gelangen wir auch bei den Pfeilern
mit Fufigelenk zu den Hauptformeln (253), (254),
(255), (272), (273), (274), worin jedoch die Dreh-

winkel 7k und ;/}‘ andere, durch die gelenkartige

Lagerung der Pfeilerfiile bedingte Werte haben.
Die Drehwinkel 7k erhalten wir aus den
fritheren Formeln (52), (53), (56), (57). Den Dreh-

Horizontalkraft H — 1.

Zur Bestimmung der vor-
genannten  Momente  und
Krifte infolge der Belastung
des Rahmens mit der duf3eren
Kraft H = 1 verschieben wir
den Lingsbalken des Rahmens und damit alle Pfei-
lerkopfe um die horizontale Strecke 4 — 1 in Rich-
tung der Kratt H == 1 (Fig. 79), beispielsweise um
4 =1 mm, ermitteln nach dem im vorhergehen-
den  Abschnitt I entwickelten Verfahren die
resultierenden Momente M' am ganzen Rahmen
(Fig. 79a) sowie den an jedem Pfeilerkopf (nicht
am Balken, also ,Reaktion®) angreifenden resul-
ticrenden Horizontalschub H¥ infolge der Ver-
schiebung # =1 sdmtlicher Pfeilerképfe, und

bilden schlieSlich den Ausdruck ij’, wobel die

Vorzeichen der einzelnen Krifte HY zu beriick-

sichtigen sind; der Verschiebung 4 =1 ent

sprechen also die Momente M’ und eine in
. A T

Balkenachse wirkende Kraft H¥.  TUmgekehrt

knnen wir jetzt sagen: Die als dufiere Belastung

N
am Rahmen angebrachte Horizontalkraft ZHk‘



erzeugt die Verschiebung 4 = 1 und die Momente

M’; mithin erzeugt die &ufdere Horizontalkraft
. . d =1 .
H=1 cine Verschiebung - - und  die
28
Momente

M’
v
S

Nachdem man also die Momente M’, Hori-
zontalschiibe H', Querkrifte Q' und Auflager-
driicke V' am Rahmen infolge der Verschiebung
4 =1 ermittelt hat, erhdlt man durch Multiplika-

. . 1
tion derselben mit dem Faktor - =
2
suchten Momente M#, Horizontalschitbe H*, Quer-

kriafte Q* und Auflagerdriicke V* infolge der Be-
lastung H = 1.

die ge-

Es sei noch darauf aufmerksam gemacht, dafs
die Momente M¥, Horizontalschitbe H¥,
krifte Q* und Auflagerdricke V¥ nur abhingig
von den Abmessungen cines Rahmens sind und
daber fiir einen gegebenen Rahmen feste Werte
haben; dies vereinfacht die Berechnung eines
Rahmens fiir mehrere Belastungsfille wesentlich.

In folgendem Abschnitt 1II ermitteln wir nun
als Beispiel zu den Abschnitten I und 1I dieses
Kapitels die Momente M* und Horizontalschiibe
Hk fiir den einfachen Rahmen mit geradem Bal-
ken, welche Werte wir, wie in Kapitel VIII erliu-
tert, zur Berechnung eines einfachen Rahmens mit
cgeradem Balken fiir beliebige Balken- und Pfeiler-
belastung bendtigen.

III. Ermittlung der Momente M* und Horizontal-

schiibe H* am einfachen Rahmen mit geradem

Balken. (HilfsgréBfen zur Berechnung des
einfachen Rahmens mit geradem Balken.)

Wir fithren sowoh! die Berechnung des unten
cingespannten, als auch diejenige des unten ge-
lenkartig gelagerten Rahmens unter folgenden
Annahmen durch (vergl. Fig. 80 u. 81):

Die Dehnungszahl E sei am ganzen Rahmen
‘konstant. Das Trdgheitsmoment T| des Balkens
mit der Stiitzweite 1; sei konstant; beide Pfeiler
haben gleiche IHohe h, und die starre Strecke f
der Pfeilerhohe wird vernachldssigt. Ferner setzen
wir in allen Formeln

;; == n.

In bezug auf das Vorzeichen der Momente
bleiben wir bei der {rither gemachten Annahme;
d. h. ein Balkenmoment ist positiv, wenn es an
der unteren Balkenkante, und ein Pfeilermoment
ist positiv, wenn es an der linken Pfeilerkante
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Zugspannungen hervorruft. In der Literatur findet
man oft bei Berechnung des einfachen Rah-
mens ein Moment als positiv eingefithrt, wel-
ches an der inneren Rahmenkante Zugspannungen
hervorruft; da jedoch die erstgenannte Vorzeichen-
annahme besser auf den allgemeinen Fall des
mehrfachen Rahmens anwendbar ist, wollen wir
dieselbe auch fiir den Sonderfall des einfachen
Rahmens beibehalten. Die Momentenfliche tragen
wir stets an die Zugkante des Balkens und der
Pfeiler an.

1. Einfacher Rahmen mit Einspannung an den
Pfeilerfiifien (Fig. 80).
Zunichst berechnen wir die folgenden, von
der Belastung unabhiéingigen Grofien:
Nach Gl (121) ist:

T Bt 6T, Ed
und nach GL (125):
12
T 314+6T B

setzen wir darin nach Gl (42)
h

k koo o

ATTRTEERT,

so erhalten wir:

—p o 2F
a=b = g

Ferner erhalten wir nach GIl. (125a)

;o g = 121=3D)
AT T GET,(I=b)

und durch Einsetzen des Wertes von b aus vor-
stehender Gleichung:

v PAhln
B~ (41+3hn)ET,"

Die Momente M* und Horizontalschiibe Hk*
erhalten wir nach dem vorstehenden Abschnitt II
indirekt aus den Momenten M’ und Horizontal-
schitben HK, welche am Rahmen durch die hori-
zontale Verschiebung 4 = -+ 1 beider Pfeilerkopfe
entstehen, und welche daher zuerst berechnet
werden miissen:

a) Momente infolge der Verschiebung 4 A =41
des Pfeilerkopfes A (Fig. 80a):

Nach Gl (272) ist:

ro
Ty =1

[;/kl]

ro ok
ot
Fithren wir darin )’il, nach Gl. (258), 7, 7‘«

und das Verhiiltnis n aus den vorstehenden
Gleichungen ein, so erhalten wir schliefSlich

M p =+
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6(41+4+3hn)-ET,
h(412+8hln-3h2n?

fo( = 44
worin  =1.

Tragen wirin Fig.80a die Strecke AA' = w.\er(JA)

auf und ziehen die Gerade A’K, so ergibt sich

1 B N b |
MB(JA) - MA(JA) Th

oder durch Einsetzen der Werte von M} 4,
und b:

. 12-1-ET,
h@42+48hln+3h2n?) °
Momente infolge der Verschiebung 4B =1

des Pfeilerkopfes B (Fig. 80b):

Nach Formel (274) erhalten
Symmetrie

1 —
My ) =—4
wir wegen

 6(414+3hn)-ET,
h(412--8hin)+3h2n2)

1 — / —
Mpiam = —Mjaay=—4
und
12 . 1 . E Tl
(4124-8hin-+3h?n?)

M gy = — Mln(m) =44y

¢) Resultierende Momente M7 = MY, M} = M%
infolge der gleichzeitigen Verschiebung der
Pfeilerkopfe A und B um 4 =41 (Fig. 80c):

Aus den Gleichungen unter a) und b) folgt:

18-ET,

My = Myn +Maary =+ a1 3hny

_ Kk’
- M\
und
114l Al - . 18-ET,
My = My + My = =4 o130y
=M.
d) Resultierende Horizontalschiibe H‘X und H‘;;

an den Kopfen der Pfeiler, sowie Pfeilerfufi-
momente Mf( und Mg infolge der gleichzeiti-

gen Verschiebung beider Pfeilerkdpfe
4 =41 (Fig. 80d u. 80e):
Nach GIl. (261) ist:

um

];/ . k/ i .

HY = HY, + HY,;

setzen wir darin Hfl nach Gl (265) und Hl;\',_,
nach Gl. (201) ein, so folgt:

mit Einfithrung des Wertes von MR’ unter c)
erhalten wir schlief3lich
6(6hT, 41Ty -E
h3(21+43hn) -
Analog erhalten wir:
o 6(6hT,+1Ty)-E
Hy =+a4- (hfi(zllishglz)

HY =4 4.




Belasten wir jetzt den vom Balken getrenn-
ten, unten eingespannten, nach oben frei aus-
kragenden Pfeiler A mit dem Pfeilerkopf-

moment fol und dem Horizontalschub HIX
(Fig. 80d), so erhalten wir am Pfeilerfuf}:

(0 _ ak K/
M, = M} + Hj -h
Setzen wir darin die Werte von MIX und

g . .
HlA ein, so erhalten wir:

o . 18ET,
My=—4 h(2143hn)
4, 8@hT 41Ty E
! h3 (2143 hn)

oder

v, 6(1Te4+3hTy) E,

My=+4 "meiFsnmg
desgleichen ist (Fig. 80e):

¢, . 6(1Ty+3hT)-E
My =+ —5GTF3hn)

Bilden wir nun den Ausdruck 2 HY, d. h.

12(6h T, +1Ty) - E

M = Hy Y = 4 2R
A B h3(2143hn)

b
so erhalten wir nach dem vorhergehenden Ab-
schnitt I1 die Momente M* und die Horizontal-
schiitbe Hk* infolge H =1, indem wir die oben
ermittelten Momente M’ und Horizontalschiibe HX’
infolge 4 = -1 mit dem Faktor

1 —_—— -

_t __ M@l4+3hn)
EHk, T4 12(6h T, FITy - E

multiplizieren; wir erhalten daher die Momente
M# zu:

Mr* — Mr’ . ,__1_‘_
A A Z Hik

— 4 4-18ET; h3 (2143 hn)
T P h(2143hn) 4-12(6hT{4+1Ty-E
oder
g 3hin e
M=+ 5usenm = Ma-
Desgleichen
1*__ 7 1
NIIE—M}%'_“w——
N
_ 4-18E T, h3(21-43hn)

T T h(@@143hn) 4-12(6hT,+1Ty E
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oder
. 3hZn gk
Mp = 2(1-+6hn) =My
Ferner ist
Mi‘ — MfA’.1—
HY
2
_+A~6(1_'_1‘2:|—3hT1);E‘ h8(214-3hn)
- h2(21+3hn) 412 O6hT;+1Ty-E
oder
p_ o, h(+3hn)
My=+ 2(146hn)
und
h(l+3hn)
ﬁ m— —
My =+ 2(146hn)’
e — v o 5
2 G e & —
I3 . T~
F/g. &7.
l
r A"

=

Die Horizontalschiibe Hk* ergeben sich zu:

Kt k! 1
IR N
P
| 4-66hTyHITYE B @14Sh)
- h3(@2143hn) 4+12(6hT +1Ty)-E
oder
* 1
HY =+ 5 -
Desgleichen
PR
Hi =+ 5 "




Ferner ist:
o K* 1
Him—Hi=—5
Hp =—Hj =— -
2. Einfacher Rahmen mit Fuflgelenken (Fig. 81).
Die Momente M* und Horizontalschiibe Hk*
erhalten wir auf analoge Weise wie beim ein-
fachen Rahmen mit Fuf}-Einspannung.
Die Resultate lauten:

und

E h * h
M=ty MY=—
1* h ) * h .
h/llg————iz, Bllll; ——_"2’ Pl

T R I

HY = HY =+ 5

1

fF __ pyfF .
HA —HB T g9

. . , . ‘
in Fig. 8la wurden die Momente MY, usw. aufge-

einen kontinuierlichen Balken auf elastisch dreh-
baren Pfeilern mit horizontal unverschieblichen
Pfeilerkopfen iiber, an welchem wir zunichst die
Fixpunkte bestimmen und dann die Momente,
Horizontalschiibe, Querkrifte und Auflagerdriicke
infolge der gegebenen &ufleren Balken- oder
Pfeilerbelastung genau nach den Methoden er-
mitteln, welche wir im ,Ersten Teil* der vor-
liegenden Abhandlung entwickelt haben. Auf
jeden Pfeilerkopf wird vom gedachten Lager da-
selbst ein horizontaler Auflagerdruck Hlf, (,Reak-
tion®) infolge der #dufleren Lasten P ausgeiibt,
welcher eine horizontale Verschiebung desselben
verhindert und welcher nach Gréfie und Vor-
zeichen mittels der Gl (200), (201), (202), (203),

(204), (219), (232) zu bestimmen ist. Zuletzt bilden
wir den Ausdruck ,H}‘, (,Reaktion*), in welchem

bei der Summenbildung die Vorzeichen der ein-
zelnen Glieder Hlf, zu beriicksichtigen sind.

Frg. 82
2, I s PV [ 2
? ! - P?% e
1 L
] ) o, .
1

tragen, welche mit dem Faktor - — multipli-

HE’
ziert die obigen Momente Ml‘f, usw. ergeben.
Die Schluf¥formeln unter (1) und (2) stimmen
genau mit denjenigen iiberein, welche fiir die-
selben Rahmen und denselben Belastungsfall be-
reits in der Literatur vorhanden sind, aber auf
anderem Wege, ndmlich nach den allgemeinen
Elastizitdtsgleichungen ermittelt wurden.

Kapitel VIIL

Allgemeine Berechnung des mehrfachen
Rahmens mit horizontalem Balken und ent-
weder unten eingespannten oder gelenkartig
gelagerten Pfeilern iiber beliebig viele Off-
nungen fiir beliebige Balken- und Pfeiler-
belastung.

Wirteilenden Gang derBerechnung desRahmens

in folgende zwei getrennte Hauptabschnitte ein:

Rechnungsabschnitt I

Wihrend des Rechnungsabschnittes I nehmen
wir an, die horizontale Verschiebbarkeit des
Balkens sei voriibergehend durch gedachte Lager
an den Pfeilerképfen aufgehoben (Fig. 82), welche
jedoch die elastische Drehbarkeit der Pfeilerképfe
nicht behindern. Der Rahmen geht daher jetzt in

Rechnungsabschnitt IT.

Wir entfernen jetzt die wihrend des Rech-
nungsabschnittes I an den Pfeilerkdpfen ange-
nommenen Lager; damit ist der Widerstand auf-
gehoben, durch welchen bisher eine horizontale
Verschiebung des Balkens und mithin auch sdmt-
licher Pfeilerkdpfe verhindert wurde. Nachdem
die gedachten Lager und damit auch die von
ihnen ausgeiibten horizontalen Lagerdriicke
(,Reaktionen“) entfernt sind, treten die horizontalen
Gegendricke (,Aktionen®) in Titigkeit, welche
von den Pfeilerkopfen auf die Lager ausgeiibt
wurden, und welche den im Rechnungsabschnitt 1
bestimmten Kriften H11‘> entgegengesetzt gleich
sind; da nun diese Gegendriicke sdmtlich in der
Balkenachse, d. h. in ein und derselben Geraden
wirken, so bildet ihre Resultante eine Kraft H,
welche gleich ist dem mit entgegengesetztem
Vorzeichen zu nehmenden, am Schlusse des Rech-

. - Q
nungsabschnittes I ermittelten Ausdruck ZHII‘,,

d hh H=— ZH‘I‘), diese Kraft wirkt also in der-

jenigenRichtung,nachwelcher sich der Langsbalken
desRahmensunterdergegebeneniufleren Belastung

tatsdchlich verschiebt. Die innere Kraft (—2 Hlli)

erteilt dem Lingsbalken des Rahmens und mithin



samtlichen Pfeilerk6pfen eine horizontale Ver-
schiebung 4 genau wie eine duflere, den Rahmen
belastende Horizontalkraft, und ruft daher am
ganzen Rahmen Momente, Horizontalschiibe,
Querkridfte und Auflagerdriicke hervor, welche
wir als Zusidtze Dbezeichnen. Zur Bestimmung
dieser Zusidtze ermitteln wir zunichst nach dem
Verfahren, welches im vorhergehenden Kapitel VII,
Abschnitt I1 erldutert wurde, die Momente M#,
Horizontalschitbe H*, Querkrifte Q* und Auflager-
driicke V#* infolge der in Richtung der Kraft

(-—EHII‘,) wirkenden Belastung H =1, und

multiplizieren dieselben mit dem absoluten Werte

S

Zum Schlufy addieren wir die vorgenannten,
mit ihrem Vorzeichen zu nehmenden Zusidtze zu
den Momenten, Horizontalschiiben, Querkriften
und Auflagerdriicken aus Rechnungsabschnitt I;
die Summe ergibt die genauen, resultierenden
Momente, Horizontalschiibe, Querkrifte und Auf-
lagerdriicke, welche am Rahmen infolge der ge-
gebenen dufleren Lasten entstehen.

Die vorstehend beschriebene Berechnungs-
weise des ein- und mehrfachen Rahmens mit hori-
zontalem Balken und vertikalen Pfeilern ist nicht
nur auf eine Dbeliebige ruhende Balken- oder
Pfeilerbelastung anwendbar, sondern eignet sich
in gleich guter Weise zur Berechnung des
Rahmens fiir wandernde Lasten nach dem
Verfahren der Einflufilinien. Hierbei setzen
die Ordinaten irgend einer Einflufilinie (Moment,
Querkraft, Auflagerdruck usw.) sich aus einem nach
Rechnungsabschnitt I und einem nach Rechnungs-
abschnitt II zu ermittelnden Anteil zusammen;
der letztere Anteil einer jeden Einflufilinie wird in
einfacher Weise aus der Einflufilinie der im Rech-

nungsabschnift II erwédhnten Kraft H = — 2 H}‘,

(,Aktion*) und der Momentenfliche am Rahmen
infolge der &dufleren Kraft H =1 ermittelt, welch
letztere ja ohnehin schon zu anderen Rechnungs-
zwecken bestimmt werden mufl. Die Konstruk-
tion der Einfluf}linien ist im Beispiel II des
yDritten Teiles® der vorliegenden Abhandlung zu
finden, auf welches hiermit verwiesen sei.

Da man den Rahmen wihrend des Rechnungs-
abschnittes I als voritbergehend an seinen Pfeiler-
kopfen festgehalten betrachtet, so kann man bei
Bestimmung der inneren Krifte aus Rechnungs-
abschnitt 1 die Endpfeiler in die Verlingerung
der Balkenachse hinaufklappen und wie End-
felder eines kontinuierlichen Balkens behandeln,
was besonders bei belasteten Endpfeilern vor-
teilhaft ist; dabei sind an den Kopfen der aufge-
klappten Pfeiler frei drehbare Auflager anzuneh-
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men. Ferner konnen die Endpfeiler bei denjeni-
gen Rahmen und Belastungsfillen aufgeklappt

werden, bei welchen EHII‘, gleich Null ist (wenn

sich die an den einzelnen Pfeilerkdpfen auftreten-
den Horizontalschiibe gegenseitig aufheben), was
bei symmetrischer Tragkonstruktion und sym-

metrischer Belastung zutrifft; ist aber 21—11},

gleich Null, so treten am Rahmen keine zusitz-
lichen inneren Krifte auf, und Rechnungsab-
schnitt I liefert schon die endgiltigen inneren
Krifte. Man erhdlt z. B. am Rahmen der Fig. 80,
sowohl fiir gleichmifig verteilte Belastung des
Balkens auf seine ganze Linge, als auch fiur
gleichzeitige Belastung der beiden Pfeiler mit
gleich grofiem Erd- oder Wasserdruck durch Auf-
klappen der Pfeiler in die Verlingerung cer Balken-
achse und Durchfithrung der Berechnung wie
fir einen an beiden Enden eingespannten konti-
nuierlichen Balken mit drei Offnungen genau die-
selben inneren Krifte, wie sie eine Berechnung
nach den Elastizititsgleichungen liefern wiirde.
Dasselbe gilt fiir einen Balken, der an einem
Ende ein festes Auflager besitzt und am andern
Ende mit einem elastisch drehbaren Pfeiler ver-
bunden ist (z. B. Vordach eines Gebiudes), und
zwar fir Dbeliebige Balken- und Pfeilerbe-
lastung, da der am Kopfe des Pfeilers durch Be-
lastung dieses einhiiftigen Rahmens auftretende

Horizontalschub Hlf, vom festen Balkenaufiager

aufgenommen wird, weshalb keine zusitzlichen
inneren Krifte auftreten.

Die Grundlage fir die Ermittlung der ,Zu-
sitze* aus Rechnungsabschnitt II bilden die Mo-
mente M* infolge einer #ufleren, in Balkenachse
angreifenden Horizontalkraft H =1. Da die Mo-
mente M* allein abhingig sind von den Abmes-
sungen des Rahmens, so hat man bei der Berech-
nung eines Rahmens fiir mehrere Belastungsfille
diese Momente M* nur einmal zu ermitteln, und
man erhilt die ,Zusdtze* dadurch, dafl man die
jedem einzelnen Belastungsfall entsprechende

HorizontalkraftzH‘f;,Jnit den Momenten M*

multipliziert. Hieraus ist ersichtlich, daf} die vor-
liegende Berechnungsmethode des Rahmens
gegeniiber derjenigen nach den Elastizitdtsglei-
chungen, wo fiir jeden Belastungsfall die Er-
mittlung der statisch unbestimmten Gréfien, eine
sehr zeitraubende Arbeit, von neuem vorgenommen
werden muf}, sehr vorteilhaft ist. Es sei noch
darauf hingewiesen, dafl in Abschnitt III des Ka-
pitels VII die Momente M* fir den ein-
fachen symmetrischen Rahmen (nach Fig. 80
und 81) ermittelt wurden, so dafl solche Rahmen
fir beliebige Belastung sehr rasch berechnet
werden kénnen.

5*



Kapitel IX.

Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe,
Querkrafte und Auflagerdriicke sowohl am
kontinuierlichen, in einem Punkte festgehal-
tenen Balken auf elastisch drehbaren Pfeilern,
als auch am mehrfachen Rahmen it hori-
zontalem Balken infolge Lingeninderung
der Balkenachse bei Temperaturdnde-
rungen.

Wie in der Uberschrift bereits hervorgehoben,
ziehen wir in den nachfolgenden Darlegungen nur
den Einfluf} einer Lingendnderung des Balkens
auf die Spannungen in Betracht. Der Einflu3
einer Langendnderung der Pfeiler ist meistens von
untergeordneter Bedeutung; er verschwindet so-
gar ginzlich, wenn die Pfeiler gleiche Hohe haben

Flg &3
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und der Kopf des Pfeilers D nach rechts um die
Strecke

dD=+4e-t-(L+13) ... .. (280
worin « den Warmeausdehnungs-Koeffizienten des
betreffenden Materials bedeutet.

Wir ermitteln nach der in den Fillen 1 bis 4
des Abschnittes I des Kapitels VII gegebenen An-
leitung die Momentenfliche in allen Offnungen
und an allen Pfeilern infolge der Verschicbung
jedes einzelnen Pfeilerkopfes und addieren schlief3-
lich die verschiedenen Momentenflichen; in
Fig. 83a haben wir den Verlauf der resultierenden
Momentenfliche skizziert. Desgleichen ermitteln
wir den am verschobenen Kopfe eines jeden
Pfeilers auftretenden resultierenden Horizontal-
schub, beispielsweise den resultierenden Horizon-

talschub HE _ am Pfeiler C wie folgt:

a) Am unten eingespann-
ten Pfeiler C erhalten wir

H‘éres nach Gl (261), in

welcher. H‘él die Horizon-
talkraft bedeutet, welche
den Kopf des unten ein-
gespannten’, nach oben
frei auskragenden Pfeilers
um die Strecke 4C ver-

und gleiche Temperaturdnderung erleiden, weil
alsdann alle Balkenpunkte dieselbe Verschiebung
nach oben oder unten ausfithren und deshalb
Durchbiegungen ausgeschlossen sind. Wir be-
trachten die folgenden zwei Fille:

1. Fall:

Der kontinuierliche Balken auf elastisch drehbaren
Pfeilern ist in einem Punkte festgehalten oder
festgelagert.

Wir nehmen an, der in Fig. 83 dargestellte, in
B festgelagerte kontinuierliche Balken erfahre
eine gleichmafliige Temperaturerh6hung von t°.
Der Kopf des Pfeilers A verschiebt sich dann
(unter Vernachlassigung des Einflusses der Normal-
krafte) vom festen Punkt B aus nach links um
die Strecke

der Kopf des Pteilers C nach rechts um die Strecke

dC=+ea-t-]y

schiebt und nach den
GL (264), (265), (266), (267)
ermittelt wird, wihrend

HEQ den Auflagerdruck be-

deutet, welcher am Kopfe
des unten eingespannten,
oben frei drehbar gestiitz-
ten Pfeilers infolge Bela-
sten mit dem resultie-
renden Pfeilerkopfmoment
Mlé (in Mlé ist auch ein Anteil herrithrend von
res res
der Verschiebung # D enthalten) hervorgerufen und
nach den Gl. (200), (201), (202), (203) bestimmt wird.
b) Am Pfeiler mit Fufigelenk erhalten wir
Hl(‘: nach der Gl (277), in welche Ml(‘: einzu-
res res
fithren ist.

Die Querkrifte und Auflagerdriicke erhalten
wir genau wie in den Fillen 1 bis 4 des Ab-
schnittes I des Kapitels VII angegeben wurde.

2. Fall:

Der kontinuierliche Balken auf elastisch drehbaren
Pfeilern ist in keinem Punkte festgelagert (Rahmen-
konstruktion).

Beim vorhergehenden 1. Fall hatten wir in
dem festen Lager B einen uns von vornherein
bekannten festen Punkt, von welchem aus die
Verschiebungen der einzelnen Balkenpunkte nach
links und rechts vor sich gingen; am Rahmen ist



ebenfalls ein Balkenpunkt vorhanden, welcher bei
Temperaturdnderungen in Ruhe bleibt, und wel-
cher daher die Rolle des festen Lagers des
1. Falles spielt. Dieser feste Punkt fillt am
Rahmen mit symmetrischer Ausbildung zur Bal-
kenmitte mit der letzteren zusammen; die Berech-
nung der Temperaturspannungen

des symmetrischen Rahmens
konnen wir daher nach- der
Anleitung vornehmen, welche

beim vorhergehenden 1. Fall ent-
wickelt wurde. Am unsymme-
trischen Rahmen hingegen ist
uns der in Ruhe befindliche
Punkt nicht von vornherein be-
kannt; das einzuschlagende Ver-
fahren erldutern wir wie folgt
an dem in Fig. 84 dargestellten
unsymmetrischen Rahmen, an
welchem wir eine gleichmafige
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Nun erhalten wir am unsymmetrischen Rah-
men nur dann ohne weiteres E Hlt‘ = 0, wenn

der schatzungsweise angenommene feste Punkt
zufillig mit demjenigen Balkenpunkt zusammen-
fallt, dessen Verschiebung infolge Temperatur-

Fig. &4

Temperaturerhdhung von t° an-
nehmen:

Wir stellen zunichst nach
Gutdiinken denjenigen Balken-
punkt fest, dessen horizontale
Verschiebung infolge Tempera-
turinderung allem  Anscheine
nach Null sein wird, und von
welchem aus die Pfeilerképfe
sich nach links und rechts genau
so verschieben wie im 1. Fall
vom festen Lager aus. Dieser
feste Punkt liegt bel dem durch
Fig. 84 dargestellten KRahmen
sehr wahrscheinlich innerhalb der
Offnung 1y, und zwar in der Néhe
von C. Wie wir spater sehen,
spielt es keine grofie Rolle, wenn
man in der Abschitzung des
festen Punktes sich geirrt hat,
weil es durch eine Zusatzrech-

9 L
ic T)\

nung moéglich ist, den entstande-
nen Fehler zu berichtigen. Wir
nehmen daher einfach C als
festen Punkt an, ermitteln die
Verschiebungen 4 A, 4B und
4 D und schliefdlich die den letz-
teren entsprechenden Momente
am ganzen Rahmen sowie die Horizontalschiibe HI[

an den Kopfen der Pfeiler. Denken wir uns jetzt
den Balken durch Schnitte, welche wir an den
Répfen der Pfeiler fithren, von den letzteren ge-
trennt (Fig. 84a) und bringen an demselben die
an den Kopfen der Pfeiler angreifenden Horizon-
talschitbe mit umgekehrter Richtung an (also die
y»Aktionen*), so mufl bestehen:

ZHkZO.
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(281

iex»

dnderung tatsdchlich gleich Null ist; trifft daher
bei Bildung des Ausdrucks EHI; Gl. (281) zu,
so sind die berechneten Momente und anderen
inneren Krifte ohne weitere Berichtigung beizu-
behalten. War jedoch der schitzungsweise an-
genommene feste Punkt nicht richtig gewihlt, so
kommt dies dadurch zum Ausdruck, dafl wir bei
der Bildung der Summe 3 Hl‘ an Stelle der Be-
ziehung (281) erhalten:




Bringen wir jetzt JHE am Rahmen als dufiere,
in Balkenachse wirkende Kraft an (Fig. 85), so ent-
stehen durch diese Belastung neue zusédtzliche
Horizontalschiibe, welche wir nach der in Abschnitt
II des Kapitels VII gegebenen Anleitung berechnen
und welche mit den zuerst ermittelten jetzt die
Summe Null ergeben. Ebenso entstehen zusidtz-
liche Momente, welche wir zu den vorher be-
rechneten Momenten addieren; die Summe beider
ergibt die gesuchten Momente am Rahmen infolge
der gegebenen Temperaturerhdhung. Den Ver-
lauf der resultierenden Momentenfliche haben
wir in Fig. 84b dargestellt. Nachdem die Momente
und Horizontalschiibe am Rahmen bestimmt sind,
konnen wir auch die Querkrifte und Auflager-
driicke ermitteln, und zwar genau so, wie dies in
Abschnitt I des Kapitels VII erldutert wurde.

Nach den vorstehenden Darlegungen kodnnen
wir die am unsymmetrischen Rahmen infolge
Temperaturdnderung entstehenden inneren Krifte
ermitteln, ohne die genaue Lage des in Ruhe
bleibenden Balkenpunktes zu kennen. Will man
jedoch den festen Punkt dazu beniitzen, um eine
nach dem 1. Fall durchzufithrende Kontrollrech-
nung vorzunehmen, so bestimmen wir die genaue
Lage desselben wie folgt:

Angenommen, am vorher besprochenen un-
symmetrischen Rahmen habe die Gl. (282) eine

positive, also nach rechts gerichtete Kraft 4 H¥

ergeben. Diese Kraft bringen wir am Rahmen
als duflere Belastung an und berechnen nach
Abschnitt II des Kapitels VII die dadurch hervor-
gerufene Rechtsverschiebung 1 des Balkens; die-
selbe ergibt sich zu:

4 =1

Unter der zuerst gemachten Annahme, C
bleibe in Ruhe, fihren bei Temperaturerhdhung
alle Balkenpunkte links von C eine Linksver-
schiebung und alle Balkenpunkte rechts von C
eine Rechtsverschiebung aus; da nun infolge der
Belastung JHI: sdmtliche Balkenpunkte noch eine
Rechtsverschiebung 1 ausfithren, so ergibt sich
aus der Zusammeénsetzung dieser Verschiebungen,
dafi der Balkenpunkt O mit der Verschiebung
Null jedenfalls links von C liegt (da ja z. B.
— 4 A kleiner werden muf§ durch eine hinzukom-
mende Rechtsverschiebung), und zwar in einem
Abstande x (Fig. 85) von C, welchen wir wie folgt
ermitteln: '

Unter der zuerst gemachten Annahme, C
bleibe in Ruhe, tragen wir das Diagramm der

k
t

L= - 4H
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Temperaturverschiebungen aller Balkenpunkte
auf; fiir den vorliegenden Fall der gleichmifligen
Temperaturerh6hung brauchen wir dazu nur die
Verschiebung eines Balkenpunktes, beispielsweise
die Verschiebung (— 4 A) als Ordinate AA’ in einem
beliebigen Mafdstabe aufzutragen (Fig. 85) und
die Punkte A’ und C durch eine Gerade zu ver-
binden. Ziehen wir jetzt eine Parallele zur Bal-
kenachse im Abstande A von der letzteren und
ermitteln den Schnittpunkt O’ derselben mit der
Geraden A'CD’, so schneidet das von O’ auf die
Balkenachse gefillte Lot die letztere in dem ge-
suchten festen Punkt O; denn die Gerade A'D’
in Fig. 8 mufl um die Strecke 1 parallel nach
unten verschoben werden, um die wirkliche Dia-
grammlinie der Temperaturverschiebungen zu er-
halten, welche die Balkenachse im gesuchten
Punkt O schneidet.

Die entwickelten Methoden eignen sich in
gleich guter Weise zur Bestimmung der Momente
und tbrigen inneren Krifte, auch wenn die Tem-
peraturschwankungen in den verschiedenen Off-
nungen verschieden voneinander sind; es gentigt
eben, die entsprechenden Pfeilerkopfverschiebun-
gen zu ermitteln, weil wir ja den Einflul einer
jeden Pfeilerkopfverschiebung  getrennt be-
stimmen.

Kapitel X.

Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe,

Querkrafte und Auflagerdriicke am mehr-

fachen Rahmen mit horizontalem Balken

infolge einer in Balkenachse angreifenden

wagrechten Kraft H, 2z B. Bremskraft,
Winddruck, usw.

Zuerst berechnen wir nach dem Verfahren,
welches in Abschnitt II des vorhergehenden
Kapitels VII erldutert wurde, die Momente M¥,
Horizontalschiibe H* Querkrifte Q* und Auf-
lagerdriicke V* infolge der Kraft H = 1, und
multiplizieren dieselben dann mit der gegebenen
Belastung H; d. h. wir ermitteln, wie in Abschnitt I
des Kapitels V1I,die infolge der Verschiebung 4 =1
am Rahmen hervorgerufenen Momente M’, Hori-
zontalschiibe H', Querkrifte Q' und Auflager-
driicke V', und multiplizieren dieselben dann mit

dem Faktor .
2

Die Verschiebung 4 = 1 hat in Richtung der
dufleren Kraft H zu erfolgen,

Ist der Lingsbalken an einer Mittel- oder
Endstiitze festgelagert, so wird die in der Balken-
achse wirkende &duflere Kraft H auf die feste
Stiitze iibertragen ohne irgendwelche Momente zu
erzeugen.




Dritter Teil.

Anwendung der im ,Ersten und Zweiten Teil“ entwickelten Methoden und Formeln
auf Beispiele.

Beispiel L
Ermittlung der Momente, Horizontalschiibe
und Querkrifte an einem zweifachen, ein-
gespannten Rahmen mit horizontalem Balken
infolge Eigengewicht und Kranbelastung.

Die Resultate dieses Beispieles wurden durch
eine Berechnung nach den allgemeinen Elastizitéts-
gleichungen nachgepriift. Aus diesem Grunde
mufiten insbesondere die Fixpunktsabstinde und
Verkleinerungskoeffizienten analytisch ermittelt
werden, um sie mathematisch genau zu erhalten;
ferner wurden aus demselben Grunde die genauen
Werte aller Eckmomente mit Hilfe der in den
graphischen Konstruktionen enthaltenen Drei-
ecke berechnet. Fur die Praxis ist jedoch die
graphische Bestimmung der Fixpunkte, usw. genau
genugund wegen Zeitersparnis der rechnerischen
Ermittlung vorzuziehen.

Berechnungsgrundlagen
(siehe Fig. 86).
a) Hohe der Sidulen h = 8,00 m, Stiitzweite
l{ = 10,00 m, 1, = 8,00 m;
b) der Balken hat innerhalb jeder Oftnung
konstantes, aber von Offnung zu Offnung

sprungweise verdnderliches Triagheits-
moment; es sei T; = 0,0054 m¢ und Ty =
0,003125 m#;

c) Trigheitsmomente der Sdulen konstant und
f = 0; es sei Ta = Ty = 0,003 125 m! und
Tc = 0,0016 md.

d) fur Balken und Sédulen E = 1400000 t/m?2

Berechnung der von der Belastung unab-
hidngigen Grdfen.

1. Drehwinkel 7« an den Sdulenképfen in-
folge M = 1 tm.

Nach Formel (42) ist:

o N 61000 L]
P T i
k_ h 640,00

BT 4 E-Ts ~ E ° K
R B 125000
CT4ETT E ”

2. Fixpunktabstinde (siehe Fig. 86).

Mit Einfithrung der vorstehenden Werte er-
halten wir nach den Formeln (121), (123), (125)
u. (127):

1.2

a = —— e = 1,9709 m
31,4+6-T,-E-7%
1,2
ag = - B 1
31 -
a o 4 h—ay) T
6: Ty E 7 1,2, —3apy T,
= 2,1695 m
1,2
by = —- —— -, = 1,349 m
3ly46- Ty E -5
2
b, = I
1
St -y T
6-T,-E-15 h2lL—3by) T,
= 2,4212 m.

3. Drehwinkel 1, 1, 74, 7 infolge M =1 tm.
Nach den Formeln (121 a) u. (125a) ergibt sich:

. 1, (2],—3b) _ 518684 1]
AT 6E-T, 0,—by) ~ E [Tni J
. 1, (2l,—3by) _ 766,783
W= BT, by  E 7
o h@h—3a) _ 541518

~— %6 E-T,(,—a) E »
G L (2l,—3a) _ 694572
CT6E-T, (Iy— ay) E

4, Verkleinerungskoeffizienten .
Nach den Formeln (92) u. (112) ergibt sich:

Belastungsfall 1:

Eigengewicht.
Das Eigengewicht des Balkens betrage:
a) in Offnung 1;: g, =0,432 t pro lfdm.
b) in Offnung lg: g, = 0,360 t pro Ifdm.



Die Rechnung wird nach der Anleitung in
Kapitel VIII durchgetiihrt.

. Rechnungsabschnitt I (Fig. 86).

Wir nehmen frei drehbare Lager an den
Kopfen der Pfeiler an, durch welche dieselben
voriibergehend horizontal unverschieblich festge-
balten sind. Die diesbeziiglichen Momente am
Balken und an den Pfeilern wurden nach dem
yErsten Teil® ermittelt und sind in Fig. 86 darge-
gestellt. Die Horizontalschiibe an den Siulen-
kopfen, welche gleich den horizontalen Auflager-
driicken der an diesen angenommenen Lager
sind, werden zur Durchfithrung der nachfolgenden
Zusatzberechnung gebraucht und ergeben sich

HMormenle und Horizonlelschobe

durch glerchmiassig verleiles Elgengewich/ arm Batken

Rechnungsabsaill I

/dl_ P79
a5bl7 ?&7/ G=as60
[ i

) | AY

G, =q 4328 /lom

|
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Zu dem Zweck bestimmen wir die Momente
M# und Horizontalschiibe H¥* infolge der dufleren,
nach rechts gerichteten, in Balkenachse wirkenden
Kraft H=+41,00 t und multiplizieren dieselben
dann mit der nach Grofle und Vorzeichen einzu-
fithrenden Kraft H=-0,0912 t. Diese Momente
M#* und Horizontalschitbe Hk* erhalten wir nach
Abschnitt II des Kapitels VII indirekt aus den
Momenten M’ und Horizontalschitben Hk’, welche
am Rahmen durch die gleichzeitige horizontale
Verschiebung siamtlicher Pfeilerkdpteum 4 =1,00cm
nach rechts entstehen und welche daher zuerst
ermittelt werden miissen (Fig. 87).
a) Momente am Balken infolge der hori-
zontalen Verschiebung des Sdulenkopfes A

um 4 A =-0,00 m.

Wir ermitteln zundchst Mg,
nach Formel (272); setzen wir
darin ?’51 nach Formel (258), so
erhalten wir:

o
ATk | ‘ Y 3

%”;—éazfolf‘ 277 [4A]- R
4 a,-zprz{t-;: ! 7 ’f%r*d-ZQ.’ i, 32 4% l\'er (JA) — __i_ — 711:7_*_711: -
= \\\\ 1 § \‘T : . L ~o A A
‘;9 ]\ ‘7/\?}?‘ A,'}v,"’ “ ! :—'—272655 tm.
TR ’
g [T l s Dieses Stiitzenmoment wurde
§ Z il %] in' Fig. 87 angetragen und
< ooy - L5 mittels des Fixpunktes K,
Z m
T ’ Lo T des Multiplikators uf und des
§ - Frg. 50 § Fixpunktes K, nach rechts iiber
l <h B 1007=30m +H den Balken fortgepflanzt; die
— =N 3 entsprechende  Momentenlinie

nach Formel (201), worin wir die Sdulenkopfmo-
mente aus Fig. 86 einfihren; es ist:

k 3 Mkl = — .

Hf=— [ME] =—o03210 t;
ko 3 Mkl —

Hf = — —- [MB] =-0,1299 t.
K __ 3 Mk =

HE =— 55 - [ME] =-+00999 t.

Die Summe dieser Horizontalschitbe betrdgt:
Z H* = HX -+ HE{ HE = — 0,0912t (,Reaktion®).

Rechnungsabschnitt IL

Wir entfernen die wihrend des Rechnungs-
abschnittes 1 an den Képfen der Siulen angenom-
menen Lager und ermitteln die Zusétze infolge
Belasten des Rahmens mit der &dufleren, nach
rechts gerichteten, in Balkenachse wirkenden Kraft

H=— ) Hk=+400912 t (,Aktion*).
e = o ¢ (Akton

wurde in beiden Offnungen mit
4 A bezeichnet.

b) Momente am Balken infolge der hori-
zontalen Verschiebung des Sdulenkopfes B
um 4B =+40,01 m.

Wir ermitteln zunichst M;(JB) und Mg g,
nach den Formeln (253) und (254); setzen wir
darin ;/1}‘31 nach Formel (258) ein, so folgt:

: 3
. [ABJ-—Z—E/
Mgy = — e 1,6070 tm
A
B
und
3
[#4B]- 9h
T — —
I\IB(JB)_+ ey 1‘1‘3 =4 1,1349 tm.
71r3+7§+411' -
B

Die Stiitzenmomente MIB(JB) und My 5 wur-

den in Fig. 87 ebenfalls angetragen und das
erstere  mittels des Fixpunktes J; nach



links, das letztere mittels des Fixpunktes K, nach
rechts iiber den Balken fortgepflanzt; die ent-
sprechende Momentenlinie wurde in beiden Off-
nungen mit 4 B bezeichnet.

c) Momente am Balken infolge der hori-
zontalen Verschiebung des Sdulenkopfes C
um 4 C =-+40,01 m.

Wir ermitteln zunéchst Mlcuc) nach Formel(274);

setzen wir darin ;f‘il nach Formel (258) ein, so folgt
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Stiitzenmomente AA', BB/, BB", CC'
Formeln (273), (255) und (274) erhalten zu:

MY = — MY = —25932 tm,
le; = tMg:l — [Mg] = —3,3665 tm,
ME = Mg = — 1,5133 tm.

Die an den Siulenkdpfen auftretenden Hori-
zontalschitbe HX infolge der Verschiebung
4=-001 m simtlicher Pfeilerkopfe ermitteln

i [J I 2h wir nach Formel (261), worin wir Hll‘ aus Formel
MC(JC): — = — 1,3499 tm. " . ) st
7C + 7C (265) und Hj aus Formel (201) einsetzen; dann ist:
Rechinungssbschni) I
G-

Mormente M’ und Horrzon/s/schibe H*
nfolge der Verschiebung A=10cm der Saulentonfe AB w Cnach rethHls

,‘/5 =+aaf75 &
——

M eramee &

A

+Q U50E

— /‘/,, < -zayszbzr—

/ﬁ/f

S T HTeAZ04540 8

7

Frg 87
J0c/m=75lrm

N

i

X
[}

15733 ¢

B4

‘r——,q,,’#zumm* L Mt 373478 ]

Das Stiitzenmoment MIC(_,,C) wurde wieder in
Fig. 87 des Fix-
punktes J,, des Multiplikators ,u}i und des Fix-

angetragen und mittels

punktes J; nach links iiber den Balken fortge-
pflanzt; die entsprechende Momentenlinie wurde
in beiden Offnungen mit # C bezeichnet.

d) Momente am Rahmen infolge der gleich-
zeitigen Verschiebung aller Sdulenképte
um 4 =-+0,01 m.

Die resulticrende Balkenmomentenfliche
erhalten wir durch Addition der vorgenannten
Teilmomentenflichen.

Die resultierende Momentenfliche an jeder
Sdule erhalten wir wie folgt:

Zuerst bestimmen wir die resultierenden Siu-
lenkopfmomente MA, Ml}‘; und Mlé’, welche wir
durch Einsetzen der in Fig. 87 eingetragenen

W 3-E-Ts 3 K

HY =[4B]- 7 57" =, [M5]=+o08876 t,
/ o 3-E-Tc 3 o

HE =[sC]-- TR [MC] =4 04150 t.

Nun belasten wir die vom Balken getrennte,
unten eingespannte, nach oben frei auskragende
Sdule mit dem Kopfmoment Mk’ und dem Hori-
zontalschub HK'; aus dieser Belastung ergeben
sich die resultierenden Sdulenfufimomente Mf‘ zu:

M = [My]+[h- HY ] = 43,3474 tm,
My = [My] + [h-HY] =+37341 tm,
ME = [ME] + [h- HE] = +1,8067 tm.



¢) Momente M* und Horizontalschiibe Hk*
infolge der Belastung H =+ 1,00 t.

Die Momente M* und Horizontalschiibe Hk*
erhalten wir nach Abschnitt II des Kapitels VII,
indem wir die vorhergehend ermittelten Momente
M’ und Horizontalschitbe Hk infolge der Verschie-
bung 4 =+ 0,00 m mit dem Faktor

Mormenle M*und Horizorn/slschibe HE*
infolge Belss/ung mif der Araft H=+ 7100

A rqasio &
A ———
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Rahmens mit der nach rechts gerichteten, zu Be-
ginn des Rechnungsabschnittes II eingefithrten
Horizontalkraft
H = 40,0912 t (,Aktion%)

erhalten wir durch Multiplizieren der Momente M*
und Horizontalschiibe Hk* infolge H =—-+-1,00 t
mit der Zahl 0,0912; die so ermittelten Zusatz-
momente und Zusatz-
horizontalschitbe  wur-
den in Fig. 89 darge-
stellt.

Durch Addition der

A
M M r0t009m, ",ﬁ'_;ff‘?ﬁ.; Momente und Horizon-
M1 " Kt l§ Belsstung talschiibe aus Rech-
2 | 5\'%!»‘. c ‘%@ H=r700¢ nungsabschnitt I und II
3 W 57 i ergeben sich nun die
'{\%é- § endgiiltigen, vom Eigen-
* gewicht am Rahmen
hervorgerufenen Momente und
N Horizontalschiibe (,Reaktionen®),
F19 88 i welche in Fig. 90 dargestellt sind.
Mit Hilfe der Fig. 90 und 90a
Jocm=75¢m wurden die in Fig. 91 darge-
= — stellten Querkriafte am Rahmen
a* BF ~ laut Abschnitt IIT des Kapitels V
e W s ,4(,{;’ g ermittelt.
* 163678 # 18258073 +aat34|Em Belastungsfall 2:
Kranbelastung.
Die Auflagerdriicke PA=6,5t
Zusalzmomente und Zusalzhorrzon/s/schiibe und Pp=1,5t des in der Off-
infolge Belas/ung mil der Araft H=-+0aq972 ¢ nung h stehenden Laufkrancs
Apfsgussrt A wgonpst ‘ Ay sgonast (Fig. 92) erzeugen je gle{.cllgroﬁe
— ——— Normalkrifte in den Sdulen A
4 s = J'M, — t und B sowie Konsolmomente
t§: Mg razirn T Mgé_q/;azm Mo goo75r] M,y = + 325 tm und Mg,
‘:}; % = — 0,75 tm, welche als duflerc
% . ¥ Belastung der Konsolen einge-
N * F1g.89 A fahrt werden.
% 10cm=30tm Rechnungsabschnitt I
< (Fig. 92).
Wir halten die Kopfe der
Sdulen voriibergehend durch frei
+ 5 ,,,;',g,;,, mj;,,g;” drehbare, an denselben ange-
Ak Lgmrarigatm = sanarem _feti=saarotm brachte Lager fest und berech-

1 B 1
AN e 07426+ 0,8876 + 0,4150
A

= 0,4890

multiplizieren; die so ermittelten Momente M* und
Horizontalschitbe Hk* wurden in Fig. 88 dar-
gestellt.

f) Zusatzmomente und Zusatzhorizontal-
schiitbe aus Rechnungsabschnitt IL

Die gesuchten Zusatzmomente Mzus. und Zu-
satzhorizontalschiibe Hi‘us_ infolge Belasten des

nen fiir diesen Zustand die Mo-
mente am Balken und an den
Sdulen sowie die Horizontalschiibe an den Képfen
der S#uleninfolge der LastmomenteM , =+ 3,25tm
und Mg, =—0,75 tm.
Rechnungsabschnitt I fithren wir zunéchst
fir die Lastmomente M,; = 4 1,00 tm bzw.
Mpy=—1,00 tm durch.

a) Momente und Horizontalschiibe infolge
Belasten der Konsole an der Siule A mit
M,,= 41,00 tm.

Der in Formel (227) vorkommende Wert ¢



wird nach Formel (229) ermittelt, in

setzen ist:

nach Formel (32) und (39) mit f =0:

h2
Jan _2-E-Ta _
Van b3
3-E-Ta

und mit P+ ¢ = -+ 1,00 tm nach
Formel (245):
_ hy
yao =+t —g.Ta

und mit P +c = 1,00 tm nach
Formel (246):

hy« 2h —hp |

Vaomt T E T

mit diesen Werten

wir:
hy )
- Ta

h-(2h —111)) .

erhalten

'li\'\l:(—{"E

+

2-E-Ta

.(, _
210,4189
it

_

b zh-—hl .
T E-Ta

2
=+

Nach Formel (227) ergibt
sich jetzt:

k
LN N

=+ 0,1816 tm

und

k
Mk = — M}, = —0,1816 tm.
Durch Fortpflanzen des Mo-
mentesM}, nach rechts erhal-

ten wir:

ML = — 0,058 02 tm,

ML = +- 0,005 35 tm,

desgleichen erhalten wir an

Pfeilern B und C mit Benutzung der in %,;— lie-

genden Momentennullpunkte:
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welcher zu

3
2h

(216)

ME = — 0,031 63 tm, ML =--001581 tm,

Mk =40,00535 tm, ML = —0,002677 tm.

Ferner bestimmen wir die Horizontalschiibe,
welche das angenommene Lager auf den Kopf
der belasteten S#dule A ausiibt; setzen wir in For-
mel (219) nach GIL

Endgulige Momenle und Horizonlo/schiibe am Rahimen
infolge der Belasung [g,+9.]

Hfrq 05 ¢
R —————

. — Frg 90s
A VR Ly a’
Ha=a2679¢ D e AR " 1ocrm=ast
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Querkréffe am Rahmen infolge der Belas/ung [g,+g./

und nach Formel (201):

W’ Y
N 8
] 3 Ty :
& \ ] & ‘ \'Hﬂmmm g
A'H ' ‘“ " i
H :,} AQF
— R
N
-4, =100 ly=&00m
. + +
Fg. 97
i 10¢77=30¢
/7/‘— Vol cr
CFGs—anpr Fegfmrarnt é.;;é.é+o_rzt
+h1 «(2h—hy)
M}, = — 0,026 39 tm, —_ 3-E-Ta
Al '77}'134“‘—ﬁ
3-E-Ta
den unbelasteten . —
:_ﬁ%ﬂ — 04802 t



k3 K]
Hjy = — 55 [ME] = +00340 t,
so ergibt sich:
HY = HY, + 05, = —o0,1462 t.

Desgleichen erhalten wir an den Kopfen der
unbelasteten Siulen B und C nach Formel (201)

k3 kT — z
H = — 51 [Mp] = 4000593 t
und
k 3 k1
HE = — ) - [Mg] =— 000100 t.

Die Summe der von den angenommenen La-
gern auf die Kopfe der Sidulen iibertragenen
Horizontalschilbe betragt jetzt:

76

Durch Fortpflanzen des Momentes M}S nach
links erhalten wir mittels des Fixpunktes J; und

des in

3
Sdule A:

gelegenen Momentennullpunktes der

Mf = —0,031 62 tm, MY = 0,031 62 tm,

M =—0,01581 tm.
Desgleichen ergibt sich durch Fortpflanzen
des Momentes M}, nach rechts mittels des Fix-
punktes Ky und des in h

3
nullpunktes der Sdule C:

gelegenen Momenten-

Mormente und Horizonlalschibe infolge Hranbelos/ung
Rechnungsabschnill I

Hg=—q 4795 ¢
ME=—qs665Lm .
Mg= —qoygfml

M= rgr235 £
TR ———-

#% —qoossst
e ——

A= sqoa2lin

]

P /ic-[= +G03726m

P=L00 r ————n
e G00m AR5 T
+
=N
Wi

ey ro28bim L... Moo= 3256

— 44028 Erm

Z Hk = — 0,1462 0,005 93 — 0,001 00 =— 0,141 25 t
(,Reaktion®).

b) Momente und Horizontalschiibe infolge
Belasten der Konsole an der Sdule B mit
Mpy=— 1,00 tm.

Nach den Formeln (212), (213) und (214) ergibt
sich unter Beriicksichtigung, daf}

ko k 210,4189
TB1l— " I8 —"T TR

[

l\llB — | - - + 0,1288 tm,
bk BB
R
B
i ['IEJ
M‘“:—'(— . Ck == — 0,0910 tm,
r k BB
ptapt—
B
ME = [M}] — [M5] =+ 0,2198 tm.

9‘ —g 44097
¢ T
% A
o, ol
(= A= v 03004 A=~ qnsotm
y

ML =+ 0,01845 tm, Mg =-0,01845 tm,
ME = — 0,009 23 tm.
Ferner bestimmen wir die Horizontalschiibe,

welche das angenommene Lager auf den Kopf
der belasteten Saule B ausiibt; in Formel (219)

hat H};l den entgegengesetzt gleichen Wert wie
Hl‘\1 an der Sidule B infolge
Myo=+ 1,00 tm; es ist daher:

der Belastung

HE, = 40,1802 t;
Hl{)’z erhalten wir nach Formel (201) zu:

HE, = — o [Mk]

o = — 0,042 t;

es ergibt sich also jetazt:

HY = Hf, + HE, = 40,1390 t.



An den Kopfen der unbelasteten Sdulen A
und C erhalten wir nach Formel (201):

Kk 3 ik
HE =— 1 [M A] =—0,00593 t
und
. 3
x kN —
HE = — 5 [Me] = —0,00846 t.

Die Summe der von den angenommenen La-
gern auf die Kopfe der Sidulen {ibertragenen
Horizontalschiibe betriagt

2 HE = - 0,1390 — 0,005 93 — 0,003 46 = -} 0,1296-t
(,Reaktion).

Nachdem die Momente und Horizontalschiibe
infolge der Belastungen M,;=-1,00 tm und

17

MY = —0,5665 tm, den resultierenden Horizontal-

schub H]; = — 04795 t, und das Lastmoment
M ,=+325tm an (siehe Fig. 92).

Auf dhnliche Weise wurde die Momenten-
fliche an der belasteten Sdule B erhalten.

Bei der Bestimmung der Momentenfliche aus
Rechnungsabschnitt I kann man laut Kapitel VIII
die Endsdulen A und C in die Verlingerung der
Balkenachse hinaufklappen und wie am Ende ein-
gespannte Balkenendfelder behandeln, wobei in
A und C frei drehbare Auflager sein miissen.

Rechnungsabschnitt IL

Nach dem vorigen Rechnungsabschnitt ergibt
sich ein auf die frei drehbaren Lager an den

Rechnungsabschnill Z

Zusalzmormenle und Zusalzhorizonlalschiibe infolge Aranbelslung

HE=rq7976L He= #75704 =t g0734¢
E—c——-
NI e[| ==g20e2tm MHjc Zeestung
T I
§ M;=+o,zaz4fm1l—5 /t/‘_’=~a,zs;«7ffm = ==t Trqzour ¢
LE #e 7 o
d Mg =~q4588Lm fS=—a 5956 L Wswgze77tm
§ X
3
? é Fig. 93
30crm=30Lm
§ﬁf -4 cr
77777 RT7TTTTT
L‘/F =Ag5923tm 6607t 7 =7 a397¢m
Mpy= — 1,00 tm bestimmt sind, erhalten wir die Sdulenkdpfen wirkender gesamter, nach links ge-

Momente und Horizontalschiibe infolge der gleich-
zeitigen Wirkung der Lastmomente M= 3,25 tm
und Mp;=—0,75 tm durch Multiplikation mit 3,25
bzw. 0,75 und Addition der entsprechenden Pro-
dukte.

Die resultierende, in Fig. 92 dargestellte, dem
Rechnungsabschnitt I entsprechende Momenten-
fliche wurde folgendermaflen ermittelt:

Am Balken der ersten und zweiten Offnung
sowie an der unbelasteten Sdule C ist die Mo-
mentenfliche geradlinig begrenzt; es geniigt da-
her, die in Fig. 92 eingetragenen resultierenden
Eckmomente als Ordinaten anzutragen und die
Endpunkte der letzteren entsprechend geradlinig
zu verbinden.

Zur Ermittelung der Momente an der be-
lasteten Sdule A denken wir uns die letztere am
Kopfe vom Balken getrennt und bringen an der
unten eingespannten, nach oben freiauskragenden
S#iule als Belastung das resultierende Moment

richteter Horizontalschub

Al
ZHk =325 (— 0,141 25) -+ 0,75 - 0,1296
= —0,361 85 t (,Reaktion®).

Wir entfernen jetzt diese Lager und ermitteln
die Zusitze infolge Belasten des Rahmens mit
der dufleren, nach rechts gerichteten, in Balken-
achse wirkenden Kraft:

. \
H=— ) Hk = 036185 t.(,Aktion*).
A

Diese in Fig. 93 dargestellten Zusdtze erhalten
wir dadurch, dafl wir die frither ermittelten Mo-
mente M* und Horizontalschiibe Hk* infolge
H = 41,00 t mit 0,361 85 multiplizieren.

Durch Addition der Momente und Horizontal-
schitbe aus Rechnungsabschnitt I und II ergeben
sich nun die endgiiltigen, durch Kranbelastung am
Rahmen hervorgerufenen Momente und Horizon-
talschitbe (,Reaktionen*), welche in Fig. 94 dar-
gestellt sind.
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In Fig. 95 sind die Querkrifte am Rahmen
infolge Kranbelastung dargestellt. Die Querkriifte
am Balken wurden nach Abschnitt III des Ka-
pitels V ermittelt. Die Querkraft an der unbe-
lasteten Sdule erhielt man nach Kapitel VI,
Abschnitt I, Nummer 3; sie ist einfach gleich dem
resultierenden Horizontalschub Hl(‘: undaufdie ganze

Sdulenhdhe konstant. Die Querkraftsflichen an

Tolale Mornente und Horizonlalschiibe infolge Kranbelss/ung
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Beispiel II
Ermittlung der Einfluflinien der Momente,
Querkrifte, Auflagerdriicke und Horizontal-
schilbe an einer Rahmenbriicke iiber drei
Offnungen.

Das System und die Abmessungen der Rahmen-
briicke sind in Fig. 96 dargestellt. Die beiden
Pfeiler werden alsunten
eingespannt und die
beiden Endauflager als
frei verschieblich ange-
nommen;dasTriagheits-
momentdes Balkens ist
verdnderlich.

Da es hier nur darauf
ankommt, die Einfluf3-
linien zur Berechnung
des Rahmens zuzeigen,
so nehmen wir die Lage
der Fixpunkte am Bal-
kenund an den Pfeilern,
die Verkleinerungs-
koeffizienten (, sowie
die Kreuzlinien - Ab-
schnitte alsgegeben an.

/"
He =+qoe7st
I——

/%- =—02365¢r

/‘/f*qaaaaém
Rechnungsab-
schnitt L

Wir nehmen an, der

Balken des Rahmenssei
voritbergehend  hori-

zontal unverschieblich
festgehalten. Unter die-

spl. .
1 Os=Ei=a0%¢ ser Annahme ermitteln

m

— T+347¢

Frg. 95
0,666/mm =Qrt

goom
As=lgoorn

IR

V-4

B

=0 f=—qast

den belasteten S#ulen erhielt man nach Kapitel V,
Abschnitt I, Nummer 4; um z. B. die Querkrafts-
fliche an der belasteten Sdule A zu erhalten,
denken wir uns dieselbe am Kopf vom Balken
getrennt und mit dem resultierenden Horizontal-

schub H}i sowie mitzwei entgegengesetzt gleichen
Horizontalkridften belastet, welche im Abstand
0,85 m (Konsolhohe, vergl. Fig.92) an der Konsol-
Ober- und -Unterkante infolge des Konsolmo-
mentes My, entstehen.

| R G~v5-razet

wir die in den Fig. 111
bis 124 gestrichelt dar-
gestellten Einfluf$linien.

Zu diesem Zweck
zeichnen wir die am
kontinuierlichen Balken
von der wandernden
Last P=1,00t in einer
jeden Stellung dersel-
ben  hervorgerufene,
iber alle Offnungen
sich erstreckende Mo-
mentenfliche (Fig. 97),
in welcher alle Einfluf3-
ordinaten enthaltensind; hierbeiist zubeachten, daf§
die Momente an den Pfeilern B und C beim Uber-
schreiten der letzteren mit den entsprechenden Ver-
kleinerungskoeffizienten w zu multiplizieren sind.

Die Ordinaten der Einflufilinie des Bie-
gungsmomentes fir einen Schnitt finden wir
als die auf der Senkrechten durch diesen Schnitt
abgegriffenen Ordinaten sidmtlicher, den einzelnen
Laststellungen in.allen Offnungen entsprechenden
Momentenflichen; diese Abschnitte werden in

Ho
|00 = sa0re
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denjenigen Laststellungen aufgetragen, aus deren
zugehoriger Momentenfliche sie gewonnen wurden.
Die Ordinaten der Einfluf}linie der Querkraft
fiir einen Schnitt in der belasteten Offnung finden
wir aus dem Kréftepolygon, mit dem die den ein-
zelnen Laststellungen entsprechenden einfachen Mo-
mentenflichen in dieser Offnung gezeichnet wurden,
undinwelchem die Ordinatendurch die Parallelen zu
den den einzelnen Laststellungen entsprechenden
Schlufilinien auf der Last P =1t abgeschnitten
werden (Fig. 97a und 97b); die Ordinaten der Ein-
flulllinie der Querkraft fiir einen Schnitt in einer
unbelasteten Offnung werden auf einer im Ab-
stand H (Polweite) vom Fixpunkt, durch welchen
die den einzelnen Laststellungen entsprechenden
Schlufilinien in dieser Offnung gehen, gezogenen
Vertikalen von den genannten Schlufilinien abge-
schnitten (vergl. Kapitel V, Abschnitt III, Nummer2).
Die Ordinaten der Einflullinie des Auflagerdrucks
aneiner Endstiitze sind identisch mit denjenigen der
Einflufilinie der Querkraft daselbst; die Ordinaten
der Einflufilinie des Auflagerdrucks an einer
Mittelstiitze sind gleich der Summe der Ordinaten
der Einflufilinien fiir die Querkrifte unmittelbar
links und rechts dieser Stiitze.

Es ist.noch die in Fig. 125 dargestellte
Einflufilinie fiir den Horizontalschub an einem der
beiden Pfeilerképfe, z. B. am Pfeiler B, vorzu-
fithren:

Nach Formel (200) ergibt sich mit den in
Fig. 96 eingetragenen Abmessungen:

B 3h46f
2(h243hf+ 3

HE = [ME] = — 0217 - [Mf]

(,Reaktion®).

Daraus geht hervor, daf} die in Fig. 125 ge-
strichelt dargestellte Einflufllinie des Horizontal-
schubs H’é genau gleich der in Fig. 114 gestrichel-
ten, jedoch mit entgegengesetztem Vorzeichen zu
nehmenden Einfluilinie von MK gezeichnet wer-
den kann, wobei die Ordinaten der letzteren mit
0,217 zu multiplizieren oder die Ordinaten der
Einflufilinie fir Hf (da die Einflulinie fir M§ im
Maf3stab 1,00 cm = 2,0 tm aufgetragen ist) im Maf}-
stab 1,00 cm = 0,217 - 2,0 = 0,434 t, oder, wie in

Fig. 125 dargestellt, im Mafistab 1,00 t = 70&3?
= 2,30 cm aufzuzeichnen sind. ’
Rechnungsabschnitt IL
Solange die wihrend des Rechnungsab-

schnittes I in A und D angenommenen festen
Gelenklager vorhanden sind, wird vom Balken auf
die Kopfe der Pfeiler B und C in jeder Stellung
der wandernden Last P =1,00t ein Horizontal-

schub Hlé bezw. Hl(i iibertragen, dessen Grofle

nach Formel (200) zu bestimmen ist. Die ent-

gegengesetzt gleichen Horizontalschitbe werden
von den beiden Pfeilerkdpfen auf den Balken
ibertragen; die in Balkenachse wirkende Resul-
tante

Hll‘)res: — [Hlf3 —+ Hlé] (,Aktion®)
dieser beiden Krifte wird mittels des Balkens auf
die angenommenen festen Lager iibertragen und
durch letztere verhindert, den Balken horizontal
zu verschieben. Entfernen wir jetzt die ange-
nommenen festen Lager in A und D und stellen
auf diese Weise den urspriinglichen Zustand der
freien Verschiebbarkeit wieder her, so erteilt die
vorgenannte, in einer jeden der einzelnen Stel-
lungen der Last P =1,00t erzeugte Horizontal-
kraft, sofern sie von Null verschieden ist, dem
Balken eine in ihrer Richtung erfolgende Ver-
schiebung, welcher neue, bisher noch nicht be-
riicksichtigte innere Krifte entsprechen. Die im
Rechnungsabschnitt I ermittelten, in den Fig. 111
bis 125 gestrichelt dargestellten Einflufilinien der
Biegungsmomente, Querkrifte, Auflagerdriicke und
des Horizontalschubes Hlé miissen daher noch
durch Zusitze ergidnzt werden.

Zur Bestimmung dieser Zusitze ermitteln wir
nachfolgend die einer jeden Stellung der wan-
dernden Last P = 1,00t entsprechende Ursache

dieser Zusitze, ndmlich die jeweilige Kraft HX
re:

El

dann folgt die Ermittlung der von den einzelnen
Kriften H};es am Balken hervorgerufenen Mo-

mente, Querkrifte und Auflagerdriicke sowie die
Ermittlung der Horizontalschiibe an den Pfeiler-
kopfen und schliefflich die Bestimmung der Zu-
sitze selbst.

1. Horizontalschub H}‘,res (»Aktion*) in den einzel-
nen Stellungen der Kraft P — 1,00 t.

Nach obenstehender Gleichung erhalten wir
mittels Formel (200):

Hk = ;)’_h‘_ﬁf e, k 1k
Pres 2(h243hf4 312 [MB + MC]

=0,217- [M} + ME].

Nach dieser Gleichung wurden die Ordinaten

.der in Fig. 98 dargestellten Einfluilinie des Hori-

an Hand der Fig. 97 er-

mittelt. Um beispielsweise die Ordinate im
Schnitt III zu erhalten, greifen wir in Fig. 97 die
von der Schluflinie 3 der ersten und zweiten
Offnung auf der Senkrechten durch B bestimmte

negative Strecke M}‘3 mit dem Zirkel ab und

addieren dazu die von der Schlufilinie 3 der zwei-
ten und dritten Offnung auf der Senkrechten

zontalschubes HEX
Pres



0,217 - 2,0 - [— Strecke Mlﬁ -} Strecke Mlé]
0,434 - [— Strecke Mf + Strecke ME|.

k
Pres

80

bertick-

dem Momentenmafistab

mit

sichtigen wir, dafl die algebraische Summe dieser
Strecken

durch C bestimmte positive Strecke Mg ;
beiden
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Die mit dem Zirkel gebildete algebraische
Summe der beiden in Fig. 97 abgegriffenen Mo-

mentenstrecken Mll; und Mlé wurde ohne weitere

in der folgenden Form:

k
Pres

FD5BJLOZII0H 71 S5DDIBOG Y SHEIEN) GG SONIONG 180 eSS a0 OUjaiidlT

1,00 cm = 2,0 tm der Fig. 97 zu messen und mit
dem Faktor 0,217 zu multiplizieren ist, so erhalten

wir H



In bezug auf dasVorzeichen gilt fiir vorliegendes
Beispiel folgendes: In den Laststellungen [ bis V der

Umwandlung in Fig. 98 abgetragen; die Multipli-
kation mit dem Faktor 0,434 beriicksichtigen wir
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dadurch, dafl wir die Ordinaten dieser Figur mit

IX

Laststellungen V  bis

den

ersten Offnung ist die positive Momentenstrecke M]é
n

kleiner als die negative Momentenstrecke ME,

wihrend

2,30cm

1

0,434

dem Mafdstab 1,00 cm == 0,434 t oder, wie in Fig. 98a

dargestellt, mitdem Maf3stab 1,00t

messen.
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stehenden Gleichung hat daher H

negatives
ersten

der

Pres
ist hier nach links gerichtet,

allen Laststellungen

k

k

in

Offnung die
Vorzeichen

zweiten
positive Momentenstrecke Ml}g grofler ist als die

Hilfte der

linken

der

Offnung, d. h. H

PI‘ES

nach der vor-

negative Momentenstrecke M ;
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haben die Ordinaten links und rechts der Mitte

und positives Vorzeichen in allen Laststellungen der

entgegengesetztes Vor-

Grofde, aber

gleiche

linken Hilfte der zweiten Offnung, d. h. HS st
res

zeichen.

dort nach rechts gerichtet. Aus Symmetriegriinden



2. Ermittlung der Momentenflichen, Querkréafte und
Auflagerdriicke am Balken sowie der Horizontal-
schiibe an den Pfeilerkdpfen, welche in den ein-
zelnen Stellungen der wandernden Last P =1,00t
von den hierbei entstehenden Horizontalschiiben

Hllgres erzeugt werden.

Wir gehen so vor, dafl wir zunichst die in
Fig. 100 dargestellten Momente M* infolge
des nach rechts gerichteten Horizontalschubs
H=-41,00t ermitteln; multiplizieren wir dann

diese Momente mit den Horizontalschiitben H},‘ ,
res

welche den einzelnen Stellungen der Kraft
P = 1,00 t entsprechen und in Fig. 98 dargestellt
sind, so erhalten wir die von diesen Horizontal-
schiitben hervorgerufenen, in den Figuren 102 bis
110 dargestellten Momentenflichen. Die Momente
M# infolge H = 4 1,00 t erhalten wir nach Ab-
schnitt IT des Kapitels VII (siehe auch Beispiel I,
Seite 72 und folgende) indirekt aus den Momenten
M’, welche am Rahmen durch die gleichzeitige
horizontale Verschiebung sdmtlicher Pfeilerkopfe
um 4 = -~1,00 mm nach rechts entstehen, und
welche daher zuerst ermittelt werden sollen.

a) Momente am Balken infolge der hori-
zontalen Verschiebung des Pfeilerkopfes
B um 4 = - 0,000 m (Fig. 99).

Wir ermitteln zunichst Mi?»(dB) und 1\/1%("3) nach
den Formeln (253) und (254); darin wird einge-
fithrt: ‘

nach Gl (41): %= 7’%31’

nach Gl (107) mit a' =0: = 15:;6:‘;
. r 14,751

nach Gl (108): T l’z_._;

wihrend )/11;1 sich nach Formel (257) ergibt zu:

78, = 0,000217; mit diesen Werten sowie mit
E = 1 400 000 —t—7 erhalten wir:
me
1
MB(JB; = — 9,414 tm

und

Mp(um) = 10,188 tm.

Mp ) pHianzen wir nach rechts mittels des
Fixpunktes K, und des Verkleinerungskoeffizienten
e = 0,328 fort; es ergibt sich:

by

i _ v
MC(AB) - M};(AB,' — 4,352 tm,
und

My g, = ub  Mby = — 1,428 tm.
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b) Momente am Balken infolge der hor
zontalen Verschiebung des Pfeilerkopfes
Cum 4=-+0,001t m (Fig. 99).

Aus Symmetriegriinden sind diese Momente
die entgegengesetzt gleichen wie die vorher
unter (a) ermittelten; es betrdgt daher:

Mp 4¢) =+ 1,428 tm;
Mg(sc) = + 4,352 tm;
Mlc(ac) = — 10,188 tm;

ML o) = + 9414 tm,

¢) Resultierende Momente M’ und Hori-

zontalschiibe HK am Rahmen infolge der

gleichzeitigen Verschiebung der Pfeiler-
kopfe B und € um 4 =-0,000 m (Fig. 99).

Aus den unter (a) und (b) ermittelten Momen-
ten ergibt sich durch Addition:

ME = —7,986 tm; M} = + 14,540 tm;
MY = 14,540 tm; MY = 47,986 tm;
ferner folgt aus Formel (255):

ME = [— 7,9864] — [4- 14,5403] — — 22,527 tm und
ME = ME = — 22,527 tm.

Zur Ermittlung des Horizontalschubes H}‘; setzen
wir in Formel (261) nach Gl. (264):

3+ 1400000 . 0,0704
[+ 0,001] 5,00 (5,002 3- 5,00+ 1,60 - 3- 1,607

=4 1,0433 t

kY
HE| =

und nach Formel (200)

 3:50046-1,60
2 (5,008 435,00 - 1,60 + 3-1,60%)
[— 22,527] = <+ 4,8883 t,

k/
Hgy

>

womit dann:
HE = 41,0433 4- 4,8883 = - 5932 t.
Desgleichen ergibt sich:
HY, = HY = 45932 t.

Denken wir uns den unten eingespannten, am
Koptfe vom Balken getrennten Pfeiler B mit den

Schnittkriften Mlg — 22,527 tm und ng
-+ 5,932 t belastet, so betrigt das Moment Mg im
Abstand y vom Pfeilerkopf:

MY = — 22,527 +5932.y tm,



wonach das Pfeilerfufimoment betragt:
Mf = — 22,527 45932 6,60 = - 16,622 tm.

d) Momente M¥ und Horizontalschiibe Hk*
am Rahmen infolge der Belastung H =
4+ 1,00 t (Fig. 100, 100a u. 100b):

Die Summe der beiden, infolge der Verschie-
bung 4 =+0,000 m an den Kopten der Pfeiler
entstehenden Horizontalschiitbe betrdgt nach den
vorhergehenden Ermittlungen:

Z He'= HY + HY = + 11,864 t.

Wiirde man diese in Balkenachse wirkende innere
Kraft als dufiere Belastung am Rahmen anbringen,
so wiirde diese Belastung umgekehrt die Ver-
schiebung ./ =-40,000 m und die der letzteren
entsprechenden, unter (c) berechneten Momente
und Horizontalschiibe hervorrufen; daraus folgt,
dafl durch die #uflere Belastung H=-1,00 t
Momente und Horizontalschiitbe am Rahmen ent-
stehen, welche aus denjenigen infolge der Ver-
schiebung o =-+40,000 m dadurch hervorgehen,
dafy man die letzteren durch 11,864 dividiert. Die
Momente, sowie die vom Balken auf die Kopfe
der Pfeiler ausgetibten Horizontalschiibe infolge
H = +1,00 t betragen daher:

My = —0673 tm; M =+ 1,226 tm;
ME = —1,226 tm; MY = 0,673 tm.
MY =MY¥ = — 1,899 tm;

My =M 0,974 im.

ME =ME = + 1,401 tm;
HE = HY = 40,500 t.

¢) Balkenmomentenfldchen (Fig.102 bis 110),
welche in den Stellungen I bis IX der wan-
dernden Last P = 1,00 t von den einzelnen
hierbei am Balken entstehenden Gesamt-

horizontalschiiben HLI(? hervorgerufen
res

werden.

Steht beispielsweise die wandernde Last
P =1,00 t im Schnitt ITI, so wird auf den Balken
von den Kopfen-der beiden Pfeiler ein gesamter,
nach links gerichteter Horizontalschub Hm
(,Aktion“) iibertragen, dessen Gréfde aus der Ein-
flu8linie der Fig. 98 erhalten wird, indem wir da-
selbst die Ordinate III mit dem Mafdstab diese
Figur messen; um die durch Himi hervorgerufene

85

in Fig. 104 dargestellte Balkenmomentenfliche zu
erhalten, hat man nur nétig, die Momentenordi-
naten Ml}; = M'C* und M"B* = MS der Fig. 100 mit
Hjj; zu multiplizieren, die neuen Momentenordi-
naten in Fig. 104 aufzutragen und die Endpunkte
derselben geradlinig zu verbinden. Diese Multi-
plikation wurde in einfacher Weise graphisch
mittels der beiden in Fig. 101 dargestellten Re-
duktionswinkel vorgenommen.

f) Querkrdfte und Auflagerdriicke am
Balken, welche in den Stellungen I bis IX
der wandernden Last P = 1,00t von den
einzelnen hierbei am Balken entstehenden

Hk
Pres

gerufen werden,

Gesamthorizontalschiiben hervor-

Wir belasten die einfachen Balken der ersten
und zweiten Offnung mit den aus den Fig. 102
bis 110 hervorgehenden Stiitzenmomenten und
ermitteln die entsprechenden Auflagerdriicke; wir
erhalten die letzteren, indem wir (Fig. 102 bis 110)
in der ersten Offnung von A aus und in der
zweiten Offnung von der Mitte aus im Abstande
H = 5
stellungen entsprechenden Momentenflichen, Fig.
97) eine Vertikale ziehen und die Momentenordi-
naten auf der letzteren mit dem Krittemaflstabe

messen, in welchem die Polweite H aufgetragen
wurde (vergl. Kapitel V, Abschnitt III, Nummer 2b).

t (Polweite der den einzelnen Last-

3. Zusdtze zu den im Rechnungsabschnitt I er-
mittelten, in den Fig. 111 bis 125 gestrichelt dar-
gestellten Einflufllinien der Biegungsmomente,
Querkréfte, Auflagerdriicke und Horizontalschiibe.

Diese Zusitze sind eine Folge der Horizontal-
schiibe H% , welche in den einzelnen Stellungen
res

der wandernden Last P = 1,00 t auf den Balken
iibertragen werden und durch die Einflullinie der
Fig. 98 dargestellt sind Da nun die Ordinaten
der linken Hilfte dieser Einflullinie entgegen-
gesetzt gleich sind den Ordinaten der rechten
Halfte, so konnen wir uns darauf beschrinken,
die Zusitze auf der linken Hilfte der einzelnen
Einflufilinien zu ermitteln und die Zusitze auf
der rechten Hilfte entgegengesetzt gleich zu
nehmen. In den Fig. 111 bis 125 bedeuten die
voll ausgezogenen Kurven die Einfluflinien mit
Beriicksichtigung der Zusitze.

a) Zusidtze zu den Einflufilinien der Bie-
gungsmomente.

Beispielsweise erhdlt man die Zusétze zu den
Ordinaten der in Fig. 112 gestrichelt gezeichneten
Einflufilinie des Biegungsmomentes im Schnitt 1V
aus den in den Fig, 102 bis 110 dargestellten
Balkenmomentenflichen, und zwar ist der Zusatz
im Schnitt I gleich der im Schnitt IV der Fig. 102



abgegriffenen Momentenordinate, der Zusatz im
Schnitt II gleich der im Schnitt IV der Fig. 103
abgegriffenen Momentenordinate, und so weiter in
allen ibrigen Schnitten der linken Hilfte.
Desgleichen betrachten wir noch die Zusitze
zu den Ordinaten der in Fig, 114 gestrichelt dar-
gestellten EinfluBlinie des Biegungsmomentes
Mlg: Im Schnitt I ist die Zusatzordinate gleich der

Summe der Momentenordinaten MIB und M
zus, Zus,

: ; 1Mk — 11 T .
in Fig. 102 (weil My - =[+My |—[-Mp 1),
im Schnitt I1 ist der Zusatz gleich der Summe
der Momentenordinaten M%zus und Mfgms in Fig.

103, und so weiter in allen ﬁbrigen Schnitten der
linken Hailfte.

b) Zusédtze zu den Einfluf§linien der Quer-
krafte:

Die Zusdtze zu den Ordinaten I bis IX der in
Fig. 119 gestrichelt dargestellten Einflufllinie der
Querkraft in A sind gleich den Auflager-
driicken, welche auf die vorher unter 2, f) be-
schriebene Weise am linken Ende des einfachen
Balkens AB erhalten werden. Beispielsweise ist
der Zusatz im Schnitt I gleich der in der Momen-
tenfliche (Fig. 102) abgegriffenen Momentenordi-
nate im Abstande H von A, der Zusatz im Schnitt
II gleich der in der Momentenfliche der Fig. 103
abgegriffenen Momentenordinate im Abstande H
von A, usw.

Die Zusitze zu den gestrichelt dargestellten
Einfluflinien der Querkrifte in den Schnitten TII
und Bl (Fig. 120 u. 121) sind gleich den vorher-
gehend behandelten Zusitzen zu der EinflufSlinie
der Querkraft in A.

Die Zusdtze zu den gestrichelt dargestellten
Einflufilinien der Querkrifte in den Schnitten Br und
X (Fig. 122 u. 124) sind gleich den Auflagerdriicken,
welche auf die vorher unter 2, f) beschriebene
Weise am linken Ende des einfachen Balkens BC
erhalten werden. Beispielsweise ist der Zusatz
im Schnitt I beider Einfluf}linien (weil in un-
belasteten Offnungen die Querkraft tiber die
ganze Offnung konstant ist) gleich der in der
Momentenfliche der Fig. 102 abgegriffenen Mo-
mentenordinate im Abstande H von der Trager-
mitte, der Zusatz im Schnitt Il beider Einfluf3-
linien gleich der in der Momentenfliche der Fig.
103 abgegriffenen Momentenordinate im Abstande
H von der Trigermitte, usw.

¢) Zusdtze zu den Einflufllinien der Aut-
lagerdriicke.

Die Zusidtze zu den Ordinaten der Einflullinie
des Auflagerdrucks in A sind identisch mit den-
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jenigen zu den Ordinaten der Einflufllinie fir die
Querkraft daselbst.

Die Zusidtze zu den Ordinaten I bis IX der
in Fig. 123 gestrichelt dargestellten Einflullinie
des Auflagerdrucks in B sind jeweils gleich' der
algebraischen Summe der beiden Auflagerdriicke,
welche auf die vorher unter 2, f) beschriebene
Weise am rechten Ende des einfachen Balkens
AB und am linken Ende des einfachen Balkens BC
erhalten werden. Beispielsweise ist der Zusatz
im Schnitt T gleich der algebraischen Summe der
beiden Momentenordinaten, welche in der Mo-
mentenfliche der Fig. 102 im Abstande H von A
und im Abstande H von der. Trigermitte abge-
griffen werden; ebenso ist der Zusatz im Schnitt
II gleich der algebraischen Summe der beiden
Momentenordinaten, welche in der Momentenfliche
der Fig. 103 im Abstande H von A und im Ab-
stande H von der Triagermitte abgegriffen wer-
den, usw.

d) Zusidtze zu den Ordinaten der in Fig.
125 gestrichelt dargestellten Einflufilinie
des Horizontalschubs HY am Kopfe Bk des

Pfeilers B. .

Nach Fig. 100 erzeugt eine duflere, am Rah-
men in Balkenachse angreifende, nach rechts ge-
richtete Horizontalkraft H = <~ 1,00 t einen Ho-
rizontalschub H};* = -+ 0,5 t. Man erhilt daher die
Zusdtze zu den Ordinaten der gestrichelten Ein-
flufdlinie von Hlé in einfacher Weise dadurch, daf}
man die Ordinaten der in Fig. 98 dargestellten

EinfluRlinie von Hf

halbiert; das Vorzeichen der
res
Zusitze ist gleich dem Vorzeichen der Ordinaten

von Hi‘, Als Kontrolle fiir richtiges Konstruieren
'es.

T N
mufd die endgiiltige, voll ausgezogene Einflufilinie
von Hlfg eine symmetrisch zur Trigermitte ver-
lautende Kurve ergeben.

Bringt man nun die Verkehrslasten in den
jeweils ungiinstigsten Stellungen auf die vor-
stehend erlduterten Einflufilinien, so erhdlt man
aus denselben in bekannter Weise die Grenzwerte
der inneren Krifte infolge dieser Belastung; diese
Grenzwerte sind genau dieselben wie diejenigen,
welche man mit Hilfe der allgemeinen Elastizi-
tatsgleichungen erhalten wiirde.

Es sei noch darauf hingewiesen, daf} sowohl
die Ordinaten der Einflufllinien aus Rechnungs-
abschnitt I, als auch die vorhin ermittelten Zu-
sdtze zu denselben, leicht mathematisch genau
aus den in den graphischen Konstruktionen ent-
haltenen Dreiecken berechnet werden konnen.





