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Stromungserscheinungen in Ventilen.
Von Dr.-Ing. Bruno Eck?')

Uber Stromungen in Ventilen liegt ein reiches Versuchsmaterial vor, das hauptsichlich
den Zweck verfolgt, die Energieverluste, die ein strémendes Medium beim Durchtritt durch
ein Ventil erleidet, zu bestimmen. Man vermift bei diesen Versuchen eine Klarstellung des
individuellen Charakters der Strémung, die bei Betrachtung von vielen Fragen, z. B. der
Stabilitdat, dringend erforderlich ist. Erst in letzter Zeit wurden von Schrenk?) in Darm-
stadt in dieser Hinsicht wertvolle Versuche durchgefiihrt, bei denen die Stromung durch
den Ventilspalt nach bekannten Methoden sichtbar gemacht und photographiert wurden.
Hierbei zeigte es sich, daB bei einfachen Ebensitzventilen zwei Stromungszustinde moglich
sind. Fiir kleine Hubhohen liegt die Stromung an der horizontalen Wand an, biegt also
um 90° um, wihrend beim weiteren Anheben die Stromung plétzlich abreit und einen
freien Strahl bildet, dessen Ablenkungswinkel mit gréBerem Hub immer kleiner wird. Beim
Schlieen des Ventiles tritt bei ungefihr derselben Hubhohe das Umschnappen in die erste
Stromungsform wieder auf.

Namentlich die Stabilititsfrage bedarf einer eingehenden Kldrung im Hinblick auf der-
artige Erscheinungen in der Praxis. Bekannt sind z. B. die Schwingungserscheinungen beim
Anheben der Ventile, die man auch aus dem unregelmiBigen Verlauf der Ventilerhebungs-
kurve, z. B. aus den Versuchen von Berg?), deutlich erkennen kann. Des weiteren sei auf
das sog. Clement-Thenardsche Phinomen*) hingewiesen. Eine Platte, die man in einen
Wasserstrahl senkrecht zur Stromungsrichtung hélt und allmidhlich der Austrittsoffnung
nahert, wird in einer bestimmten Entfernung pl6tzlich nicht mehr abgestoBen, sondern heftig
angezogen. (Bei einiger Geschicklichkeit 148t sich dieses Experiment mit einem Geldstiick
an einer Wasserleitung ausfiihren.) Der stark ausgeprigte Instabilitédtsbereich fiir sehr kleine
Hubhohen wird praktisch nutzbar gemacht, um diinne Platten in Schwingungen zu versetzen.
Hierdurch léafit sich unter Wasser Schall erzeugen und viele Unterwasserschallapparate be-
ruhen auf diesem Prinzip, wie z. B. die Oszillatorsirenen, die sowohl mit Platten wie mit
Membranen gebaut werden®). Bei Ventilen®) scheinen indes auch noch andere Gesichts-
punkte eine Rolle zu spielen, auf die in dieser Arbeit hingewiesen werden soll?).

Im folgenden soll gezeigt werden, daf sich unter gewissen Vernachldssigungen diese
Strémungen nach den Methoden der exakten Hydrodynamik behandeln lassen und daB fiir
den vorliegenden Fall des Ebensitzventils alle sich ergebenden hydrodynamischen Fragen
beantwortet werden koénnen.

) Ein Auszug der vorliegenden Arbeit ist erschienen in Z. ang Math. Mech. Bd. 4, S. 404—474. 1924.

?) Schrenk: Versuche iiber Stromungsarten, Ventilwiderstand und Ventilbelastung. Dissertation,
Darmstadt 1922 od. Forschungsarbeiten des V.D. 1., Heft 272.

%) Berg, H.: Die Wirkungsweise federbelasteter Ringventile. Z.V.d.I. Bd. 48, S.1093, 1134, 1183. 1904.

%) Untersuchungen hieriiber hat ausgefiihrt: E. Straube: Radialstromung zwischen 2 Platten.
Z. ges. Turb.-Wesen. Bd. 14, S. 1014. 1917.

°) Aigner, F.: Handbuch der Unterwasserschalltechnik. Berlin: M. Krayn 1922.

%) Siehe auch W. Hort: Entstehung von Schwingungen durch nichtperiodische Krifte bei Pumpen-
ventilen und Oszillatorsirenen. Z.techn.Phys Bd.5, Nr. 9. 1924.

) Eingehende Versuche zur Klirung auch dieser Fragen sind augenblicklich im aerodynamischen
Institut im Gange, iiber die demndchst in den Abh berichtet werden soll.

1*



4 Dr.-Ing. Bruno Eck:

Um die Stromung zu idealisieren und der Rechnung zugiinglich zu machen, werden folgende
Vernachldssigungen gemacht:

1. Das ganze Problem wird zweidimensional behandelt.

2. Der Einflul der Reibung wird vernachlissigt.

3. Es wird angenommen, dal die Fliissigkeit nach Verlassen des Ventilspaltes einen
freien Strahl bildet, der sich bis ins Unendliche erstreckt unter einem Winkel &, ungeachtet
dessen, daB der Raum iiber dem Ventilteller meist mit dem betreffenden Medium noch
angefiillt ist, und daB die festen Wiande der Ausbildung der Strahlen sehr schnell eine
Grenze setzen.

4. Der EinfluB der Erdschwere wird vernachlissigt.

Zur Losung zweidimensionaler Aufgaben dieser Art benutzt man mit Vorteil die von
Kirchhoff und Helmholtz herrithrende Theorie der Diskontinuititsflichen. Diese ver-
zichtet auf die Stetigkeit der Geschwindigkeit in den Punkten, wo sonst die gewdhnliche
Theorie eine sehr groBe Geschwindigkeit verlangen wiirde, nédmlich in der Nihe der scharfen
Kanten des Korpers. Die sehr groe Geschwindigkeit wiirde der Bernouillischen Gleichung
gemdfB einen sehr groBen negativen Druck an dieser Stelle erfordern, was wohl physikalisch
fiir die gewodhnlichen Fliissigkeiten nicht annehmbar ist. Um dann eine solche Losung mit
der Wirklichkeit zu vergleichen, kann man sich etwa denken, daf derartige Punkte durch
einen kleinen Kreis von der Stromung ausgeschlossen sind, oder daBl eine etwa vorhan-
dene kleine Abrundung zwar sehr grofle, aber keine unendlich groflen Geschwindigkeiten
bedingen wiirde. Kirchhoff gab die mathematischen Methoden an, um diesen Gedanken
auf dhnliche spezielle Fille bequem zu iibertragen, indem er die Funktionentheorie eines
komplexen Argumentes heranzog. Seine Methoden bestehen hauptsichlich darin, die kon-
forme Abbildung des Hodographen auf die Geschwindigkeitspotential-Ebene zu finden, was
stets gelingt, wenn die starren Winde eben sind.

Losungen fiir dhnliche hydrodynamische Probleme liegen bereits vor. So behandelt
Véalcowici?) hauptséchlich die funktionentheoretische Seite des Problems, ohne indes einen
Weg zur numerischen Berechnung anzugeben. Ferner sei auf Sir G. Greenhill?®), R.v.Mises?3)
und Levi-Civita?) hingewiesen.

1. Beidseitig freier Strahl.

Es soll zundchst der einfache Fall eines freien Strahles be-
handelt werden. Wir denken uns durch das Ventil einen Mittel-
schnitt gelegt und betrachten aus Symmetriegrinden nur die in
Abb. 1 bezeichnete Hilfte. Die Stromung soll aus dem Unend-
lichen A kommen, bei ¢ und E abreiflen und einen freien Strahl
bilden, der sich bis D ins Unendliche unter dem Winkel « er-
streckt. Wir nehmen an, daB auBerhalb des freien Strahles der
konstante Druck p, herrscht. Bei stationdrer Strémung — und

nur diese werde hier behandelt — gilt die Bernouillische Glei-
2

Abb. 1. Beidseitig freier chung —— 1 © — const; hieraus folgt fiir die freie Oberfliche:
Strahl. 2¢g y

1) Valcovici: Uber diskontinuierliche Fliissigkeitsbewegungen mit zwei freien Strahlen. Dissertation,
Gottingen 1913.

?) Es sei hier hingewiesen auf die reichhaltigen Ausfiihrungen von Sir G. Greenhill (Advisory
Committe for Aeronautics Nr. 19, Jahrg. 1910: Theory of a stream line past a plane karrier and of the
discontinuity aristig at the edge), der eine ziemlich vollstindige Zusammenstellung iiber alle auf diesem
Gebiete vorkommenden Stromungen gibt und ihre schematische Behandlung andeutet.

3) Frither hat R. v. Mises (Z.V.d.I 1917, S. 447f.), Berechnung von Ausfall und Uberfallzahlen,
sich eingehend mit dieser Frage befaft und namentlich fiir die hier behandelte Stromungsform die Aus-
fluBzahlen berechnet.

%) Levi-Civita: Scie e leggi di Resistenza. Rend. Circ. Mat. di Palermo, P.XXIIL Siehe auch Cirotti:
Venefluenti. Circ. Mat., P. XXV, 1918.
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" — const — ?;i, so daB dort also die Geschwindigkeit einen konstanten Wert hat. Wenn

wir diese Geschwindigkeit — 1 setzen, so bedeutet dieses keine Spezialisierung, sondern
eine Vereinfachung der Rechnung, die wieder ausgeglichen werden kann durch passende
Verfiigung iiber die MaBeinheiten. Von C angefangen iiber D = co nach E haben wir also
auf dem Strahl die konstante Geschwindigkeit 1; von B nach C wichst die Geschwindig-
keit von O bis zum Wert 1.

Sind % und v die Geschwindigkeitskomponenten in der x- und y-Richtung, so folgt aus
der Kontinuititsgleichung die Existenz einer Stromfunktion v und aus der Annahme der
Wirbellosigkeit die Existenz einer Funktion ¢, die mit » und v durch die Gleichung ver-
kniipft sind:

op _ oy, _ip_ oy
Y= oy’ YTy T T e
Aus diesen Gleichungen sieht man, daB die Kurven y = const und ¢ = const eine Schar
orthogonaler Trajektorien bilden, so daB man ¢ -+ iy = y als eine Funktion eines komplexen
Argumentes x -+ ¢ty auffassen kann; ferner folgt: Z—f = u — iv = w, welcher Wert bekannt-
lich die Geschwindigkeit angibt, deren Richtung an der z-Achse gespiegelt ist.

Da w fiir die Berandung der Stromung teils der absoluten
GroBe, teils der Richtung nach bekannt ist, konnen wir die & \—>u ¢
Begrenzung der w-Ebene angeben (Abb. 2). In B ist w=0,
in C beginnt die freie Oberfliche, d. h. |w|=1, so daf die "T
Berandung der freien Oberfliche auf dem Einheitskreis liegen
muBl und den Viertelkreis von C bis E beschreibt; von E
bis 4 ist u=0 und o fillt von 1 bis zu einem gewissen
Werte x im Punkte 4, von dem wir vorliufig annehmen,
daB er kleiner als 1 ist; von 4 bis B ist w = 0, so daB die
ganze Stromung in der w-Ebene durch einen Viertelkreis ab- Abb. 2.
gebildet wird.

Der Zusammenhang zwischen y==¢ 4 iy und w=w —1iv geht aus der Gleichung

0

d . .
E% = w hervor. Dieses ist eine komplexe Differentialgleichung, deren Losung fiir unser

Problem ausschlaggebend ist. Wir suchen in unserer Aufgabe y = f(z) und bedienen uns
zur Aufsuchung dieser Beziehung der Differentialgleichung, indem wir zuerst y = g (w) er-

d
mitteln und dann z durch eine Integration finden: z =f7z Von der Funktion y ist nim-

lich dhnliches bekannt, wie von w, da, wie wie wir unten sehen werden, auch diese Be-
randung angegeben werden kann. Um genauere Kenntnis zu bekommen iiber die Werte
von w und 7 im Innern des Gebietes und am Rande derselben, muBl der Zusammenhang
7 =g (w) bekannt sein. Bei komplexen Funktionen kann dieser Zusammenhang durch kon-
forme Abbildung gewonnen werden.

Betreffs des geometrischen Zusammenhangs der 7-, z- und w-Ebene sei noch bemerkt,
daB eine beliebige Richtung eines durch z, gehenden Linienelementes durch die Trans-

d
formation 7 = f(z) eine Drehung erfihrt um den Winkel arg (%) = ¢, der in der w-Ebene
z

durch die Richtung des Fahrstrahles nach w, festgelegt ist, entsprechend dem Grundsatze
der konformen Abbildung, daf %% fiir einen nicht singuliren Punkt eine Invariante ist.
Es ist also jene Abbildung zu suchen, die die w-Ebene derart auf die x-Ebene abbildet,
daB entsprechende Punkte zusammenfallen, d. h. daB Berandung wieder Berandung wird usw.
Die hierbei auftretenden Konstanten werden dann dadurch bestimmt, daB die Lage einiger

Punkte auf dem Rande genan bekannt ist.
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Man iiberzeugt sich leicht, daB nur zwei physikalische Konstanten vorhanden sind:
a) Das Verhiltnis der Geschwindigkeiten in A4 und D = —:—: %.
b) Der Winkel &, den der Strahl im Unendlichen mit der z-Achse bildet.

Geometrisch ist aber das vorliegende Ventil (Abb.1) durch drei Grofen festgelegt:
nidmlich die Breite b des Kanals, die Tellerbreite BC =1 und die Hubhohe ~. Da die
Losung, wie eben angedeutet, nur zwei Parameter ¢ und » haben kann, kommt es also

h
nur auf die Verhéltnisse n =3 und die Uberdeckung m = % — 1 an.

Fiir die weitere Rechnung ist es bequemer, mit lognat w anstatt mit w zu arbeiten,
eine Vereinfachung, die auch bei den spiter behandelten Fillen angewandt wird. Durch
o =Inw wird der Viertelskreis auf einem abgeschnittenen Streifen abgebildet (Abb. 3).

T Wi

Der weitere Verlauf der Rechnung ist nun folgender: Der Streifen BCEAB wird auf
eine Halbebene abgebildet, so daB die Grenze in die reelle Achse fillt. Dasselbe geschieht
mit der Potentialebene 3. Diese beiden Halbebenen bringt man dann so zur Deckung,
daB zusammengehorige Punkte zusammenfallen, eine Operation, durch die die Funktion

% =g (w) gewonnen wird.
Die Abbildung von BCEA auf die Halbebene (Abb. 4) geschieht durch das Christoffel-
sche Integral:

, .7 , az ,
w =w+zz=0fﬁ??+3,
eine Aussage, von der man sich leicht iiberzeugt, wenn man bedenkt. daB
arg d—wf’ = _;—11,—1
A CE NN CEN AT
in den Punkten =+ {, um g wachst. Nach Bestimmung der Konstanten ergibt sich:
4
=0, wT—tl
Abbildung des Potentiales auf die Halbebene.

Die Randlinien 4 BCD und AED bilden je eine Stromlinie, zwischen welchen die ganze
Stromung liegt. Das Potential bildet sich also auf einem Streifen von der Breite v, — y,
ab (Abb. 5). Diese Differenz ist gleichzeitig die durch-

18 ¢ —>0 stromende Fliissigkeitsmenge. Um einen bestimmten
7'4 Fall vor Augen zu haben, setzen wir g, — y,=am.
/ Durch z = e?+iv wird dieser Streifen auf die Halb-
£ ebene abgebildet, so daB z=DB nach — 1, 4 nach
Abb. 5. Null kommt und D im Unendlichen bleibt.

Stellen wir jetzt durch eine lineare Transformation

einen Zusammenhang zwischen den beiden Halbebenen so her, dal zusammengehorige Punkte
24 a
zusammenfallen, so ist die Funktion y = f(w) gewonnen. In dem Ansatz z= z—'?i
e, 1
bestimmen wir die Konstanten a,b,c so, daB 2’— B nach +ocund 2’=4=—_,%/, (x‘ + ;)
nach 2z = 0, und erhalten so:
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4
1
z"I‘Col/n% —!,-
R
- —2Z+c
4
oder mit den Einsetzungen 1= t‘—j;—l und — 2 2 = u
% 0
w4+ iw? 1 Y. w“—l—/‘.we—;—l
- - —_— = 1
z a1 oder da z= iy = a1 (1)

Die Bedeutung von u geht aus der Tatsache hervor, dafl die Punkte ¢ {4y = + co
bekannte Werte der Geschwindigkeit haben miissen. Man findet mit dieser Beriicksichtigung
mw= —2cos2«, wo ¢ der Winkel ist, den der Strahl im Unendlichen mit der x-Achse
bildet.

d
Durch Gl. (1) ist der Zusammenhang zwischen w und y festgestellt. Aus d—z =w folgt

4z d_w’ indem die Elimination von dy formale Vereinfachungen

dz=d—l und
w

. . d .
bringt, da ja Zi—f—) bekannt ist.

P’

¢ 4wt 27 4wl 2y
Z—J\w4+lw2+1dw‘jm—l e e e e e e (2)

Wy
Als Integrations-Grenzen kommen in Frage fiir r und 2 Null und Eins.

Es ergibt sich durch Partialbruchzerlegungen:

%2 —1 14 cose
r=2 arctg )! — — 7
r u—f— -+ cos « g v wsina,
221, 142 1+ sine
h=1 1 _
P " gl_“—i- + t7m cos « zsmalgl_sma

Fir die Verhidltnisse m = % —1 und == %— erhdlt man, indem man von ky=0b-4-ih

nur den interessierenden Bestandteil % beriicksichtigt:

2

feose | 1--cose |

—
= — % anlil b .
m 2 arc gx—l—xl 1 1_005 sine; . . . .(3)
1—|-x“ 142 | sine . 1 - sine|
R Bl Lokt S g ()
m=—fi(n)+xg @ . . .. ... ... ... ... (33)
n=fym)Faxgy(e) . . . . .. ... (43)
Folgende Funktionen wurden hierbei zusammengefal3t:
2 (1 — &%) . __cosa  1+cose .
fi(¢) = ————arctgx; g, (&) = n 1 T cos e S0
1+ 14 _ _ sine 1 +sine
fz(”)'“'ggml 1— 3z’ ge(a)—cosa 7 gl—-sincx'

Die Gleichungen (3) und (4) stellen nun die Losung der 1. Aufgabe dar. Sie gelten
immer nur zusammen, so daB man hier ein Gleichungssystem von drei Unbekannten vor
sich hat. Ist z. B. eine Uberdeckung m vorgeschrieben, so hat man m in (3) einzusetzen.
dann je einen Wert » und « zu bestimmen, der (3) geniigt, diese dann in (4) einzusetzen,
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woraus man dann die Hubhdhe n erhdlt. Dies ist fiir alle Wertepaare s, « durchzufiihren,
die GL (3) befriedigen.

Dieses auszurechnen, wire sehr miihsam und die Ermittlung der Abhéngigkeiten bei
beliebiger Variation von m und = rechnerisch sehr erschwert. Es war deshalb sehr von
Vorteil, daB8 die Gl (3) und (4) durch ein besonderes graphisches Verfahren, eine sog. Nomo-
graphie, der weiteren Auswertung zugingig gemacht werden konnten, ein Verfahren, das
gestattet, mit wenig Milhe zu jedem Wert von m alle zugehdrigen x,« und n ablesen zu
koénnen.

Die besondere Gestalt von (3a) und (4a) fiihrt nimlich auf analytische Gebilde, deren
Konstruktion verhiltnisméBig einfach ist. Schreibt man die Gleichung einer geraden Linie

in der Form: Z——{——q =1 (Abb. 6), so bedeutet a den Abschnitt der Geraden auf der

b
x-Achse und b den Abschnitt auf der y-Achse. Wahlt
7__?3[\ man x,y so, dal die Gleichung erfiillt wird, so er-
\ hélt man alle Punkte der Geraden. Hilt man aber
%o

N einen bestimmten Punkt z, y, fest (; + % = 1)

B NN und verandert % und % , doch so, daB die Gleichung

4 N U ts) noch immer erfiillt bleibt, so bekommt man bekannt-
T e lich alle geraden Linien durch den Punkt z,, y,
\\\\~ (Linienkoordinaten). W&hlt man z. B. ein b’, so ergibt
\\‘ sich das zugehorige o' dadurch, daB man eine Linie

'\,

|

I

I

i \ AN durch b" und z,y, legt, und den Abschnitt auf der
|

!

Il

\ AN z- Achse abliest.
\ S Um diesen Gedanken auf unser Gleichungssystem
@ = X7} iibertragen zu konnen, schreiben wir GL.(3)in der Form:

Abb. 6. m_ g (@)

~

RO

Dieses denken wir uns als die Gleichung eines Punktes, indem wir setzen:
1 1
_m=';, gl(“)“zs

1 5 - % y
f1(%) o fi (%) o
Einem Wert von x entspricht dann ein Wert z,y,. Die Werte von m werden auf

der z-Achse aufgetragen und zwar reziprok, da a = ——%; die Winkel ¢« bestimmen auf
1
(%) .
den Werte ¢ eintrigt. Will man zu einem bestimmten Wert von » die zugehorigen Werte
von m und « erhalten, so legt man eine gerade Linie durch z,y, und bekommt m und
@ durch Drehen derselben um z,y,. Um alle Punkte z,y, zu erhalten, hat man fiir alle
1
=-—— und
fi(%) .
die Parameterdarstellung einer Kurve, deren Gleichung auch explizite hingeschrieben werden

hat und nur die uns interessieren-

der y-Achse eine Skala, indem man dort fiir b =

x:® Y= F{‘—) aufzutragen (Abb. 7). Dies ist aber, wie leicht einzusehen ist,
3 (%

kann; setzt man %=n in y ein, so erhilt man:



Strémungserscheinungen in Ventilen. 9

Diese Kurve lifSt sich Punkt fiir Punkt berechnen, da f, (%) bekannt ist. Schreibt man
dann an jeden Punkt dieser Kurve den zugehdrigen Wert von x, so erhdlt man eine
»-Skala, die im Verein mit den auf der z- uud y-Achse befindlichen Skalen die Auswertung
einer derartig gebauten Gleichung in vollem Umfang ermdoglicht.
Im vorliegenden Falle muBte noch eine kleine Anderung angebracht werden. Die
1 x 1 1 1 %
f1)" f(e)" m’ g, ()" fo(%)° £, ()
des Nenners unendlich. Die Skalen wiirden sich also sehr
in die Lénge ziehen und die graphische Aufzeichnung er-
schweren. Um dieses zu vermeiden, wurde Gl (3a) wie
folgt umgeschrieben:
m+2=—{fi(x)—2}—x+{g9,(0)+1}2x.
g, («) 4+ 1 ist nur bei 90° = 0, was jedoch ohne Bedeutung
ist, da grofere Winkel keine Rolle spielen. 2 wurde hin-
zugefiigt, damit die x-Skala in den Bereich 0 — 1 fillt, T
da £, (%) von O bis ~ 0,2 wichst und wieder nach O geht. ¥
Man erhdlt somit:

werden nidmlich an den Nullstellen

Funktionen

m+2 g+l
P f) = E—fi()—x
%
Es ist aufgetragen ! auf der z-Achse und 1
s i etragen: - - -
oA 2 g9, ([@+1

auf der y-Achse. Die x-Kurve ist dann durch folgende Gleichung bestimmt:

1 %

R e A

Die Gleichung der Kurven in z,y-Koordinaten ergibt sich leicht zu

ol

Gl (4) wurde #hnlich behandelt. Um auch hier alle Skalen in den Bereich von 0 — 1 zu
bekommen, war folgende Umformung notwendig:

nH1=1f00+ 1+ 2%+ {g,(e) — 2},

n+1 _ (ga(e)—2)x
folr) +14+2%  f(x)+1+2x °°
oder n—+41 (2 — gy ()

fg(x)+1+2x+,g,(x)+1+2x=1‘

Zur Konstruktion dieses Schaubildes ist aufzutragen: 1 auf der z-Achse und 1
n -1 2—g, («)
auf der y-Achse.
Die x-Kurve ergibt sich aus:

1 %
TR F1t+2x V=i ritex
Gleichung der Kurve
I (¥ yl_
’”'lf2<2>+1+25J‘1'

Die genaue Durchfithrung zeigt das Nomogramm Abb. 8, wobei der einfachen Handhabung
wegen alle Skalen in einem Schaubilde vereinigt wurden.



Nomogramm zur Lésung der Endgleichungen.

Abb. 8.
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Benutzung des Nomogramms.

Bei einer bestimmten Uberdeckung m lege man eine Gerade durch m und lese ihren
Schnittpunkt mit der zugehérigen «- und x-Skala ab. Diese beiden » und « fixiere man
in den der Gl (4a) zugehorigen Skalen und ziehe durch diese beiden Punkte eine gerade
Linie. Diese schneidet auf der n-Skala das gesuchte » ab. Indem man dieses nun fiir

[
- ]
/
i V4

| 7 4

10 - //

: /

S A

:/0,7 g2 a3 04 95 g6 q7 g8 a9 .

—_—

Abb. 9. Geschwindigkeiten im freien Strahl in Abhéngigkeit vom Hub.

alle durch m = const gehenden Geraden macht, bekommt man fiir diesen Fall alle Ab-
héngigkeiten von %, ¢ und n. Durch Anwendung einiger Fiden und Nadeln wurde die
praktische Durchfiihrung noch erheblich erleichtert; auf diese Weise wurde fiir Werte m
von 0+ oo alle », ¢ und » ermittels.
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Die einzelnen Abhéngigkeiten wurden in Kurven dargestellt:

a) Geschwindigkeit in Abhingigkeit vom Hub. n = f(x) (Abb. 9). x wiichst anfangs
linear und nidhert sich mit wachsendem » asymptotisch dem Werte 1. Es fallt auf, daB
alle Kurven m = const sehr enge zusammen liegen, so dal eine Anderung der Uberdeckung
wenig EinfluB auf die Geschwindigkeit hat. Fiir die praktisch vorkommenden Hubhohen
bis » ~ 1,0 kann der Verlauf von » mit groBer Anndherung durch eine Gerade ersetzt
werden.
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/
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Abb. 10. Ablenkungswinkel des freien Strahles.
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Abb. 11. Kontraktion des freien Strahles.

b) « = g(x) (Abb. 10). Die Uberdeckung hat auf «, wie das auch zu erwarten ist, einen
groBeren EinfluB. Bei kleinem m wichst « verhiltnismiBig rasch und strebt mit wachsen-
dem n einem Grenzwerte zu. Mit groBerem m fillt dieser Grenzwert, so dall bei m = co
nur ¢ = 0 moglich ist. Bemerkenswert ist, daB der mit positiven Uberdeckungen iiber-
haupt erreichbare grofte Winkel den Wert 36° hat.

¢) Kontraktionskoeffizient (Abb. 11). Man kann leicht zeigen, daB8 ein MaB fiir die Kon-
traktion des austretenden Strahles durch u = d/n gegeben ist, wenn & die Strahldicke in
D bezeichnet. Der Verlauf dieser Werte zeigte eine sehr schwache Abhingigkeit von m.
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Fiir sehr kleine Werte von x,« ergibt sich durch eine Grenzwertberechnung fiir u der

Wert ~—7L2~. Dieses ist dann offenbar identisch mit dem von Kirchhoff behandelten
i Falle des Ausflusses aus einem unendlich langen Spalt.
d) Im weiteren ist noch der Druckverlustkoeffizient (Abb. 12)
2
% ¢ =———7—n— aufgezeichnet, der bei geringer Abhiéngigkeit von m
)
40 einen stark hyperbolischen Charakter zeigt.
ol 2. Einseitig anliegender Strahl.
Es werde nunmehr eine Stromung behandelt, die im Punkte £
0 nicht abreiBt, sondern um 90° umbiegt, um sich dann bis ins
Unendliche zu erstrecken (Abb. 13). In C soll die freie Ober-
l fliche beginnen, deren Winkel ¢’ mit der z-Achse bis zu einem
%0 X Hochstwerte « im Punkte F steigt, um dann wieder im Unend-
lichen den Wert O zu erreichen. Es handelt sich also hier nicht
) \ um einen vollstindig freien Strahl, sondern um eine Strémung,
\ die an einer Seite von einer festen Wand und an der anderen
x von einer freien Oberfliche begrenzt wird. Die Umlenkung der
301ty
Vi \\\
20 o
Na
v A\

NN
EEEERRSE

g n=b£ 70 15

2,0 25

Abb. 12. Druckverlustkoeffizient in Abhingigkeit vom Hub.

Stromung um 90° hat zur Folge, daB dort eine theoretisch unendliche Geschwindigkeit auf-
treten muB, die nach der Bernouillischen Gleichung einen unendlich groBen Unterdruck
an dieser Stelle hervorrufen wiirde. Es steht dies natiirlich im Widerspruch mit der Wirk-

lichkeit; jedoch ist es nur mit dieser Einschrankung mdglich, die
Stromung rechnerisch zu erfassen. Man kann sich ja etwa diesen
Punkt und seine Umgebung durch einen kleinen Kreis ausge-
schlossen denken.

Es entsteht nun die interessante Frage, ob alle Strémungs-
zusténde, die physikalisch bei einer Konfiguration wie bei vor-
liegendem Ventil auftreten konnen, durch die vorliegenden Fille
schon erschopft sind. In der Tat ist es méglich, eine derartige
Untersuchung durchzufiihren, die sich hauptsichlich auf eine
Betrachtung der Inw-Ebene bezieht. Die mathematisch hierbei
méglichen Fille sind nicht immer physikalisch moglich. Erhélt man
z.B. eine Berandung der In w-Ebene, bei der die Grenzen keine un-

> —/
Y

a____
£ i

Ta

14

Abb. 13. Einseitig anliegender
Strahl.

endlich benachbarten Stromlinien haben, so hat dieses natiirlich keinen physikalischen Sinn
mehr, wenn auch ein funktionentheoretisches Interesse nicht abzusprechen ist. Ohne auf diese
Untersuchung weiter einzugehen, sei erwihnt, da im vorliegenden Falle nur noch eine Stro-
mung mdglich ist (Abb. 14). Der Strahl biegt auch hier in £um 90° um und legt sich an
die horizontale Wand an, reiBt dann aber bei B ab, wo die freie Oberfliche beginnt. Der
Winkel ¢’ steigt dann allméhlich an, um in D — co seinen Héchstwert zu erreichen. Auf
der anderen Seite fillt der Winkel, bis er in €' den Wert ¢ = O erreicht. Die mathemati-
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sche Behandlung der beiden letzten Fille ist sehr verwandt, weshalb sie beide nebenein-
ander behandelt werden. Zur Unterscheidung werde die erste mit IIa und die zweite mit
ITb bezeichnet. Der Grundgedanke der Berechnung deckt sich im wesentlichen mit den
unter 1) ausgefiihrten Betrachtungen, wenn auch hier die Schwierigkeiten ungleich gréBere sind.

Man iberzeugt sich leicht, daB das Geschwindigkeits-
feld von Ila und IIb durch eine Viertelebene dargestellt
wird (Abb. 15), welche lings des Einheitskreises von C'
iiber F zuriick nach D aufgeschlitzt ist. Der Winkel C B F
ist der groBte Winkel «. Die Inw-Ebene ergibt sich ent-
sprechend (Abb. 16). Der Unter-
schied zwischen Ila und IIb ist
der, daB einige ausgezeichnete
Punkte sich verschieben, ein Um-
stand, der sich erst bei der Ab-
bildung der Potentialhalbebene
auf die Geschwindigkeits-Poten-
tialebenebemerkbarmachen wird.
Die Abbildung der Inw-Ebene
auf die Halbebene konnte auch
hier durch das Christoffelsche Integral ausgefiihrt werden, jedoch sind die rein formalen
Schwierigkeiten gegeniiber der folgenden Methode erheblich groBer. Wir losen die Aufgabe
hier bequemer durch drei Hilfsabbildungen, die nacheinander den Inw-Streifen auf eine
aufgeschlitzte Halbebene und eine Halbebene

|4

Abb. 14. Abb. 15.

abbilden. -—B8 € D FE —£
¢ E10) / /
. g 7, ///
Abb. 16. Abb. 17.
Gntw . . .
Durch z= |/1 4 e wird der Streifen der Inw-Ebene auf eine Halbebene abge-

bildet, die von _*_ pis 0o lings der imagindren Achse aufgeschnitten ist, Abb. 17. Eine
o

Spiegelung am Einheitskreis z =lc verlegt den Schlitz von oo nach dem Nullpunkt und

G e

¢ B A E E'
Abb. 18. Abb. 19.

'ogL nach — itge, Abb. 18. Durch eine 3. Abbildung endlich (? = tg?«(f* — 1) wird die
o
von O bis — itga aufgeschlitzte Halbebene auf die Halbebene abgebildet, Abb. 19. Eliminiert

man die einzelnen Stufen, so findet man fiir die Abbildung der Inw-Ebene auf die Halb-
cbene die Funktion:

_ Cof* w _ Goj? (Igw)

f*= Coffw — cos’e  Cof* (lgw) — cos®e
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Die durch s, = e™ bzw. s, = ¢** auf die Halbebene abgebildeten Potentialebenen werden
durch eine lineare Transformation zur Deckung gebracht, so da je 3 zusammengehérige

Punkte iibereinstimmen. Die Ansitze sl=ffi_J_a—;) und s, —f’; + a_,;)_ fiilhren nach Be-
-+

stimmung der Konstanten und Ausschaltung der einzelnen Hilfsvariablen zu den Gleichungen:

Cof(lgw) 1 — %?
o Veoi*(lgw) —cos®e  }(1 — %2)® + 4% cos® o B
en = Goi (g 0) 1 [ N )
}Gof® (lgw) — cos?  Sin @
I, R T S D

|¥Goi® lgw) — cos?er  H(1 — #¥)F + 4x2cos®e |
Was unter 1. von den Parametern gesagt wurde, gilt auch unverindert hier, indem
nur » und « auftreten, mit denen man wieder die Abmessungen bestimmen kann. Ins-

d
besondere sind auch hier wieder Integrale z :I% auszufithren. Die ungleich schwierigere

Ausfithrung dieser Integrale wurde dadurch erméglicht, daB8 als Integrationsweg die f-Ebene

gewihlt wurde:
dy jl dy f —w
z—J‘ﬁ— dfdf-- df,

da ja w=et®.

Stréomung Ila: J‘I feosa 1—f*sin®«e| 1 1 l
2= — — = — af,
P =1 F=1 I1f+fa .
sin o
Stromung IIb: — f2gin?
g . [chs_a_ 1 nfsmal 1_df.
=1 =1 lreq,

Man sieht, daB sich die Integrale zusammensetzen aus elementaren Bestandteilen und
elliptischen Integralen I., IL. und III. Gattung. Auf die recht umstindlichen Berechnungen
sei hier nicht weiter eingegangen und im folgenden nur das Resultat zusammengestellt:

m="cosal (cot ﬁ)——l—f farocosf__ﬂ“ —isi 1
R on e R
%f, _]n . . 'l
+ns1n@cos@ +(F — E)(F(6,F) F-E(@,k)[
x %1g L 7 . (1)
el gtz
5 cosalg cotg2 -I-nlgsina sine | F 5

W P - ¢
n =% Ccose —+ l—yt—'i {FE(F) — E-F(I')} — xcosa+ » — &,sinalf’
7T

Die ganzen Gleichungen gelten fiir Strémung IIa und die Gleichung ohne unterstrichene
Glieder fiir Stromung ITb. Die einzelnen Funktionen haben folgende Bedeutung:

f, = 11—« . e
ML=+ 4 eoste’ ey =%
/2 d /2
F= ———(p—_—; E= Vl——cos?asin"q)dzp;
J1 — cos® e sin’ ¢
0
FOH)=|— =P . E(0,F)= |11 — cos’usin*pdg;
]!1 — cos? ocsm?(p
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/2 d /2
1’_1= %, E_= Yl—singasinchd(p;
h — sin*¢sin®
0
)_ —— E(IN)= 11 —sin® esin?pdg;
ll — sin* e sin® ¢
0
1
Bl= e Beosa’

Fiir die Berechnung der Kréfte, die auf den Ventilteller wirken, wird sich eine &hn-
liche Berechnung ergeben wie fiir r und 2. Nach dem Bernouillischen Theorem ist der

Druckunterschied zwischen einem Punkte unter und iiber dem Teller Ap::é}-’—(l — w?).
g

Den Gesamtdruck liefert dann eine Integration

_%?f@ — w?)ds,

1
wobei der Faktor 3 aus einem oben angefiihrten Grunde hinzugefiigt werden muflite. Der

1. Summand ist m -+ 1, wihrend der 2. Teil auf das Integral fiihrt:

af.

1 (] feose 1— fisine| 1
o flame
J =1 =1+,
Die Ausrechnung ergibt:
% ( ﬁ)_l—x'z f,—sine
P . cos e lg | cotg 3 9. 2T 008 - 7. sina
% . 1—3x® xfa ]
—|—§smu+——— 4  asin@cosO|2

+(F—-EF(O,¥)— F-EO, k’)ll
1—cosa . 7
+ COSulg—Sin— +1gm+ smoc(F— —2‘>
Die unterstrichenen Werte fallen fiir Stromung IIb weg.

Fiir Stromung I gestaltet sich die Berechnung der Krifte bedeutend einfacher, da man
dieselben nach dem Impulssatz ermitteln kann. Die auf r wirkenden Krifte setzen sich
zusammen (Abb. 1):

1. aus dem Druckunterschied im beiderseits Unendlichen auf die Breite b

Y42
b2g(1 %?),

2. aus dem Ablenkungsdruck (x — sin oc)n%, da n das pro Zeiteinheit durchstromende

Volumen war.

Um wieder in Ubereinstimmung mit den bisherigen Untersuchungen dimensionslose

., 1
Zahlen zu erhalten, erweitern wir noch mit > und erhalten:

P= —5 + % (% — sina) (unter Weglassung von —;) DF

1) Es sei hier hervorgehoben, daB P gilt fiir konstante Spaltgeschwindigkeit; um zu konstanter Wasser-
menge iiberzugehen, hat man P durch #® zu dividieren.
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% 3. Zusammenstellung der Krgebnisse.
08 \\ Die Werte n, m und P miissen nun in Abhéngigkeit von x
' und o« ausgerechnet werden, wobei zu beachten ist, daBl die
\ \ Gleichungen fiir m und » immer nur zusammen gelost werden
a7 konnen und ihre Losung die Stromung erst genau festlegt.
\\ Nimmt man dann aus diesen Gleichungen zusammengehorige
96 K Werte » und ¢« und setzt diese in P ein, so erhdlt man P.
Die ziemlich komplizierte Form, in der P, n, m mit » und «
\l N\ verkniipft sind, gab Anlafl zu ziemlich umsténdlichen graphi-
o3 schen und rechnerischen Auswertungen, deren Resultat in
\\h \\\1 Kurventafeln mit P, m
04 ' und 7 als Ordinaten und

\f < o als Abszisse dargestellt

\ AN ist. Hierin wurden die

’ \ Kurven x = const fiir

\ \ »=0,0; 0,1...1,0 ein-

) I N getragen. (Abb. 20, 21,
n F < \\\\ &\R 22, 23, 24, 25)

a1 \o< ] Aus den Kurventafeln

' .\ [ fiir m sieht man sofort,

daB die ganze Stromung
5 [ 70 in den FillenITla und ITb

x ) ~— auf verhiltnismiBig
Abb. 20. Stromung ITa.’ Uberdeckungen in Abhéngigkeit von «. kleine Winkel beschrinkt

Kurven x = const. ist. Bei IIb sind die
08 I\ Winkel ungefihr doppelt so grof wie bei Ila.

<
N
w
®

Die Kurvenscharen von k bzw. n zeigen im Falle IIb, daB
fiir kleine Winkel die Hubhohe fast proportional wird mit
97 F \ o und », wahrend dies bei IIa nicht so sehr der Fall ist.

Letztere Kurven gelten nur etwa in dem Bereiche bis zu 209,
\ da von da ab ein bei der Ausrechnung veinachlissigtes Glied

06 in Erscheinung tritt.
DaB die Strémung in den Grenzfillen in Ordnung ist, ist
leicht zu iibersehen; fiir groBe Uberdeckungen ist der Winkel
4 ' sehr klein und wird schlieBlich bei m = co 0% Bei m =1,
\ d. h. in dem Falle, wo der

\ o Kanal ganz auf ist, sieht man

& leicht aus den Gleichungen fiir

3 m, daB x =1 und ¢ = 90° ist.

N Bei konstanten Uberdeckungen
AN

wichst mit steigendem « auch
x, so dall &« bei » =1 seinen

\ scheinbar gréten Wert erreicht.

) Fiir positive Uberdeckungen ist
\ der grolte erreichbare Winkel
NNAN Cpae = 14° im Falle IIb und

\\ Opax = 8% im Falle ITa. Jede

N
Uberdeckung ergibt einen gré -

N
T a7 e \ \
90 . N N ten Winkel, der bei » =1 ab-

oc3—>-' Y B NE gulesen ist.

Abb. 21. Stromung IIb. Uberdeckungen in Abhingigkeit von . Der Verlauf von m bei nega-
Kurven x = const. tiven Uberdeckungen ist wesent-
Abhandlungen a. d. Aerodyn. Inst. a. d. Techn. Hochsch. Aachen. 4. 2
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lich anders wie bei positiven. Die einzelnen Kurven iiberschneiden sich, so daB mit wachsen-
dem » « zundchst wichst, einen GroBtwert erreicht, um dann wieder zu sinken bis zu » — 1;
ob eine solche Stromung iiberhaupt existiert, kann ohne nahere Untersuchung noch nicht
behauptet werden; da dieses etwa dem Verhalten einer Drosselklappe gleicht, fiir Ventil-
stromungen jedoch nicht in Frage kommt, wurde nicht weiter hierauf eingegangen.

WOETTTT
H gl [
T
T~ TN,
7 T t— \/’
LN
T
ST ~ N
" i 11 T 7NN
AR SRESSNN
’ !
W LT el N
/ P—
=== =S SS
NS t——— ——
i SIS Tl TR %&\
RS 2 TN
HAVA a7 I _— [~
4 90 —
5w 5 20 30 %0 _o 50 50 70 0 %

Abb. 22. Stromung IIb. Hub in Abhéngigkeit von «. Kurven x = const., m = const.

Im folgenden wurden fiir einige Uberdeckungen die in Frage kommenden GroBen be-
stimmt. Da die in der Praxis vorkommenden Ventile Uberdeckungen von m = 0,0 bis 0,6 auf-
weisen, wurden untersucht: m = 0,0; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,6. Die zugehdrigen Werte x», & usw.
erhilt man auf folgende Weise: In der m-Tafel ist fiir m — const eine Parallele zur «- Achse
zu ziehen; diese schneidet die x-Kurven in Punkten, die je zwei Werte x und « bestimmen.
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Abb. 23. Stromung Ila.
Hub in Abhéngigkeit von o.

Kurven x = const.,, Kurven

m = const.

Abb. 24. Krifte auf den Ventilteller
in Abhingigkeit vom Hub bei Stromung IIa.
Kurven m = const.

Diese Punkte trigt man dann in die Tafeln fiir n ein und findet so den Verlauf des Hubes
in Abhiingigkeit von «. Das Resultat ist also hier dasselbe wie bei dem im ersten Teil
behandelten Falle. Man erhilt fiir konstante Uberdeckungen eine Tabelle von je drei

Werte «, » und n.
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Aus den n-Kurven sieht man, daB n mit groBer Anniherung linear mit ¢ und » verlduft.
Die Ablenkung o des Strables ist sowohl bei Ila wie IIb sehr gering. Die Tafeln

fiir m weisen bei den gebrauchlichen Uberdeckun-
gen Werte bis « ~ 10° auf. Alle iibrigen die Strd-
mungen betreffenden Fragen lassen sich nach den
ausgerechneten Kurven leicht ermitteln. Fiir die
Stromung ITb ist noch die Kenntnis der Strecke

EE' von Wichtigkeit. Die Grofe dieser Strecke -

ist wieder durch Integration zu gewinnen. Es
zeigte sich folgende Veriinderung von EE’ mit
dem Hube. Fiir n = 0 ist £ E' = oo, mit wach-
sendem & fillt F E’, erreicht ein Maximum, um
dann wieder zu wachsen. Es ist leicht zu er-
mitteln, daB von dem Minimum an eine Stro-
mung gegen Druck vorhanden ist. Mathematisch
von Bedeutung ist, dall die Veranderlichkeit von
E E’ zeigt, daB eine Strémung, bei der etwa durch
Konstruktion E E’ vorgeschrieben ist, nicht not-
wendig existiert.

10
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o p= bzfﬁ—m‘}ds \\\ﬁ‘%_/ﬁ
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00 07 0z 03 0% 05 06 07 48 09 10

__>n=b_
Abb. 25. Krifte auf den Ventilteller in Ab-

hingigkeit vom Hub bei Strémung ITb.
Kurven m = const.

4. Die Entscheidung zwischen den beiden Stromungsformen.

Nachdem es gelungen ist, die drei Strémungen rechnerisch nach allen Seiten hin zu
erfagssen, entsteht die wichtige Frage, welche Strémung denn nun im gegebenen Falle auf-
tritt, ob es Zustinde gibt, bei denen zwei verschiedene auftreten kénnen usw. Insbesondere
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Abb. 26a. Krifte auf den Ventilteller in Abhingigkeit von der Geschwindigkeit beim freien Strahl.

letztere Frage hingt mit der Stabilitit der Stromungen eng zusammen, weshalb wir den
Verlauf der Krifte niher betrachten miissen. Die Krifte fiir I zeigen fiir kleine Uber-
deckungen ein geringes Abfallen (Abb. 26), dann aber allmihliches Ansteigen mit dem
Hube, fiir groBere Uberdeckungen wachsen die Krifte dauernd, wenn auch sehr wenig?). Bei

1) Dies gilt fiir konstante Spaltgeschw. Bei konst. Wassermenge fillt P mit wachsendem Hub sténdig.

2%
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ITa und IIb (Abb. 24, 25) zeigen sich einige Besonderheiten. Die Krifte fallen fiir kleine
Hiibe sehr stark, erreichen bei 7 ~1 ein Minimum, um dann wieder stark zu steigen?).
Es ist nun notwendig, das Gleichgewicht eines mit einer Feder belasteten Ventiltellers zu
betrachten. Die Federkraftkurve ist immer eine ansteigende Linie. Gleichgewicht ist in
dem Punkte vorhanden, wo die Federkraftkurve sich mit der Druckkurve schneidet. Dann

72
05 | 4
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0o 1 | 07
3 T \\“ T
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i g7 02 03 0% 05 06 07 098 09 10 R 15 20
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Abb. 26b. Krifte auf den Ventilteller in Abhingigkeit vom Hub beim freien Strahl.

sind zwei Fille moglich, die Federkraft verlduft steiler wie die Druckkraft oder umgekehrt.
Nur der erste Fall ist stabil, da bei Stérung des Gleichgewichtes dort Kriifte auftreten,
die den urspriinglichen Zustand wieder herzustellen bestrebt sind (Abb. 27). Aus dem
entgegengesetzten Grunde kennzeichnet der Kraftverlauf von Abb. 28 einen labilen Typ.
In diesem Sinne erkennt man leicht, dafl Stromung ITa und IIb unter allen Umstdnden
bis zu dem Minimum stabil sind, dartber hinaus sind jedoch
keine bestimmte Aussagen zu machen. Der stets fallende
Verlauf von P bei I im Falle kostanter Wassermenge zeigt,
daB diese Stréomung immer stabil ist. Daf bei kleinen Hiiben
nur die Stromungen II auftreten konnen, ist leicht erklar-
lich wegen der sonst auftretenden sehr groflen Geschwindig-
keiten. Andere Verhiltnisse werden jedoch eintreten, wenn
man den Ventilteller festhdlt und ihm keine Bewegungsfreiheit
1aBt, eine Anordnung, die den vor kurzer Zeit von Schrenk in
Darmstadt gemachten Versuchen zugrunde lag. Er beobachtete die merkwiirdige Tatsache,
dafl beim Anheben des Ventiltellers sich zuerst der Strémungszustand II ausbildet, um
dann plotzlich in Strémungszustand I umzuschlagen.

Es fragt sich, aus welchem physikalischen Grunde bei einem gewissen Hube eine In-
stabilitit auftritt, wenn, wie bei der Anordnung Schrenk, keine Feder verhanden ist. Es
ist nicht anzunehmen, da der Verlauf der Krifte auf den
Ventilteller, wie er oben ermittelt wurde, einen Einfluf auf
~kraff diese Erscheinung hat, obwoll das Minimum der Krifte bei

einem Hub auftritt, der dieselbe GréBenordnung hat, wie der
von Schrenk beim Uberschlagen der Strémung.

Es ist wahrscheinlicher, daB die Reibung an der festen

T labiler Typ Wand verantwortlich zu machen ist fiir diese Erscheinung.
P Vom Punkte £ an sinkt die Geschwindigkeit lings der Wand
h—= von 4 =0oc bis zu w=1 im Unendlichen. In der wirk-

Abb. 28. lichen Fliissigkeit wird die Strémung lings einer festen Wand

so vor sich gehen, daB an der Wand selbst die Fliissigkeit infolge
der Reibung haftet und die Geschwindigkeit dann allméhlich zunimmt bis zu dem Werte,

1) Bei konstanter Wassermenge fallt P von Unendlich bis zum Minimum, das durch die Division
von »? etwas nach rechts verschoben wird.
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der sich aus der Potentialstromung ergibt. Die Schicht, in der dieser Anstieg erfolgt, ist sehr
klein und wird die sog. Grenzschicht genannt. Stromt nun, wie im obigen Falle, die Fliissig-
keit mit abnehmender Geschwindigkeit lings einer Wand, so werden die Teilchen, die in
der Grenzschicht sich befinden, viel schneller zur Ruhe kommen, als die weiter entfernteren
Teilchen. Der Druckanstieg wird deshalb in der Grenzschicht viel schneller vor sich gehen.
SchlieBlich wird ein Punkt kommen, wo der Druck an der Grenzschicht sogar eine Gegen-
stromung verursacht. In den meisten Fillen wird dann die Strémung abreien. Erscheinungen,
die vom Diffusor her bekannt sind. Ahnliche Verhaltnisse liegen auch hier vor. Interessant
ist, da die Punkte des AbreiBlens der Schrenkschen Stromung maBstéblich aufgezeichnet,
ungefahr auf einer Geraden liegen unter dem Winkel 25° Es liegt also sehr nahe, bei
der Schrenkschen Strémung an einen Diffusor zu denken, bei dem die Stromung abreiBt.
Rechnerisch 148t sich diese Frage sehr schwer behandeln.

Es sei jedoch im folgenden erldutert, wie man niherungsweise den Geschwindigkeiten-
verlauf auf der Strecke EE’ ermitteln kann. Setzt man in Gl (5) % = 0, d. h. betrachtet man
eine Stromung, wo b den Wert oc hat, so erhdlt man fiir groe w — » > 2 die Entwicklung:

1
14+ =
+fuf~’ ) 1 1 2
S A AN\ A S
1 +} 2 u? 'l —o
w1l —o
1 . .
wo ¢ = —— eingefithrt wurde.
sine
) o1 1 2 .. 1 .o
¢=I1g2(14 o)+ R g (hohere Glieder wurden vernachlissigt.)
11+4o0
dp=— 21?6— lrdu’
nun ist
do = udx
dz=—2 1T %,
%o —1
%
1
e —afllTog, 21140
uto —1 3uto — 1

£t

man erhilt also

_ L +9>’*
“= xé’ 30’ —1 ’

Durch eine kleine Uberschlagsrechnung kann man sich auch von der Richtigkeit der
Aussage iiberzeugen. In der Umgebung des Punktes £ muB doch eine Strémung herrschen,
die der einfachen Stromung um eine rechteckige Ecke sehr nahe kommt. Diese ist aber durch
die folgende Abbildung gegeben.

9 dl
= C” 3 Y =
“ ’ dx
%= 2 c” 1 .
3 2%

Dieses ist die Verteilung der Geschwindigkeit in unmittelbarer Nihe der scharfen Ecke.
In weiterer Entfernung nahert sich w asymptotisch dem Werte 1.
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5. Vergleich der Ergebnisse mit Versuchen.

Um ein richtiges Urteil fiir die Unterschiede zu bekommen, die gegeniiber der berech-
neten Stromung in Wirklichkeit auftreten kdnnen, miissen wir uns Rechenschaft geben iiber
die Grofenordnung der einzelnen Fehlerquellen.

In erster Linie ist zu bedenken, daf die ganze Berechnung zweidimensional durchgefiihrt
wurde. Um richtige Vergleiche anstellen zu konnen, muB vor allen Dingen die Kontinuitits-

gleichung erfiillt sein. Dreidimensional strémt durch den Ventilspalt die Wassermenge
2
% -n%‘i, zweidimensional durch ein x-d langes Stiick :rtd-g-x = d?x Die durchstromenden

Mengen verhalten sich also wie 1:2. Verringern wir im letzten Falle die Hubhdhe um die
Hilfte, so haben wir in beiden Fillen gleiche durchstromende Mengen. Es ist also in
sdmtlichen Resultaten die mit n bezeichnete Gr6Be zu halbieren.

Die bei einem wirklichen Ventil ausstromenden Strahlen bilden eine Fliche von doppelter
Kriimmung. Hierdurch entsteht eine andere Druckverteilung, die die Formgebung der Be-
grenzung wesentlich beeinflufit. Der grofite Fehler entsteht jedoch offenbar durch die Aufler-
achtlassung der Wand, die die Ausbildung des Strahles sehr schnell behindert.

Fiir den Fall, daB der Strahl frei in Luft austritt, sei noch die Wirkung Oberflichen-
spannung erwidhmt. Da der Strahl zwei Begrenzungen hat, wirkt dieselbe auf beiden Seiten.
Die folgende kurze Rechnung soll zeigen, daB dieser Einflu sehr klein und unbedingt zu
vernachldssigen ist. Auf ein Fldchenelement von der Grofle 1 cm? mit den beiden Haupt-

krilmmungsradien 7, und 7, wirkt die Normalkraft N =p =27 (l + %) . Fiir Wasser-Luft
2

T
z. B. ist T'= 0,75 g. sec™?. Nehmen wir einen sehr ungiinstigen 1Fa,ll an (ein sehr kleines
Ventil), z. B. r, = 3 cm, 7, = 4 cm, so erhalten wir: p = 0,87 mm Wassersiule. Es handelt
sich also hier um sehr kleine Krifte, die allerdings dann in Erscheinung treten kénnen,
wenn der Strahl sehr diinn ist.

Sehen wir einmal von der Reibung und von der festen Wand, die den Raum iiber dem
Ventil begrenzt, ab, so kénnen wir zusammenfassend sagen: der Gesamtfehler, der dadurch
entsteht, dafl die Stromung als ebenes Problem angesehen wird, wird der GroBenordnung

Dicke des Strahles
Umfang des Ventiltellers
ungefihr identisch sein. Dieser Quotient bewegt sich zwischen 0 und }, d.h. 0129/,

nach mit dem sog. Seitenverhéltnis, d. i. in unserem Falle der Quotient

Kontraktionskoeffizient.

Die von Schrenk ermittelten Kontraktionskoeffizienten sind in Abb. 10 eingezeichnet
(gestrichelte Kurve). Schrenk hat diese Ermittelungen nur fiir m = 0,2 durchgefiihrt. Bei
der Eintragung wurde beriicksichtigt, daB der Hub gegeniiber dem ebenen Problem zu
halbieren ist. Zuerst zeigen sich gréBere Abweichungen, dann stimmen die Versuche mit
den errechneten Werten iiberein, um fiir noch gréBere Hiibe etwas abzufallen. Die an-
fingliche groBe Abweichung rithrt daher, weil Schrenk dort noch den Strémungszustand II
hat, bei welchem ein Kontraktionskoeffizient als solcher gar nicht existiert; die spiteren
groBeren Abweichungen lassen sich dadurch erkliren, daf bei dem rdumlichen Ventil die
Durchmesser nach auBen zu sehr schnell wachsen, der Strahl also sehr viel enger wird wie
bei dem ebenen Problem. Immerhin sind die gréBten Abweichungen nur ~ 15°/,.

Ablenkungswinkel

Die von Schrenk gemessenen Winkel der Strémung weichen sehr von den im I Teil
errechnetene ab. Ein richtiger Vergleich ist dort nicht moglich. Es riihrt das daher, da§
die Wand die Entwicklung des Strahles sehr beeinfluBt, und zwar in der Richtung, daf
die Winkel wesentlich gréfer ausfallen.
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Kegelventil.

Die grofe Verwendung von Kegelventilen in der Maschinentechnik, die gegeniiber den
Ebensitzventilen viel leichter zu dichten sind, legt den Gedanken nahe, auch die dort auf-
tretenden Stromungen des ndheren zu untersuchen. Schrenk fand hier auch ganz charakte-
ristische Stromungsformen, die an gewissen Grenzen Instabilitdten aufweisen. Es sei im
folgenden die Inw-Ebene derartiger Stromungen aufgezeichnet, die sofort zeigen, daff der-
artige Berechnungen wohl moglich, jedoch sehr langwierige Rechnungen erfordern wiirden,
weshalb auf die Weiterverfolgung der Theorie in diesem Sinne verzichtet wurde. Die von
Schrenk gefundenen Stromungen mit den zugehorigen Inw-Ebenen seien im folgenden
kurz aufgezeichnet. (Abb. 29, 30, 31, 32, 33.)

Abb. 35a. Abb. 35b.

Es sei noch erwihnt, daB es auch moglich ist, den EinfluB der Wand zu beriick-
sichtigen, wobei sich allerdings die merkwiirdige Tatsache ergibt, daB dann die AuBenwand
oder die innere Ventilwand einen groBeren Winkel als 90° mit der Horizontalen einschliefen
muB; sonst erhilt man namlich fiir die Grenzlinien keine unendlich benachbarten Strom-

linien (Abb. 34, 35).



Gastheoretische Deutung der Reynoldsschen Kennzahl.

Von Professor Dr. Th. v. Kirméan.

In fast allen hydro- und aerodynamischen Aufgaben, bei welchen sowohl die Trigheit
als die Reibung der Fliissigkeit bzw. des Gases eine Rolle spielt, tritt als wesentlicher Para-
meter die sog. ,Reynoldssche Kennzahl“ auf. Betrachten wir z. B. den Widerstand
gegen die gleichformige Translationsbewegung eines festen Korpers, so kann man aus den
Differentialgleichungen, welche fiir die Bewegung der Flissigkeit gelten, leicht herleiten,
daB der Stromungszustand bei geometrisch #hnlichen Widerstandskérpern ahnlich bleibt,

falls die Verhaltniszahl y ZQ

(U = Geschwindigkeit des Korpers, d = eine lineare Dimension

desselben, ¢ = Dichte der Fliissigkeit, u = Koeffizient der inneren Reibung) denselben Wert
hat. Bezieht man — wie iiblich — den Widerstand auf die Stirnfliche f des Korpers und

2

auf den Staudruck gg—, so wird die Widerstandsziffer ¢ in der Formel

9

U.
W=vyf g2_

eine Funktion der Kennzahl R = gdg'
u
Zur Erklirung der Reynoldsschen Kennzahl pflegt man zumeist anzufiihren, daf sie
die einzige dimensionslose Kombination aus den physikalischen Konstanten ¢ und u einer-
seits und aus den Bestimmungsgrofen: Geschwindigkeit und Koérperabmessung anderer-
seits darstellt. Fernerhin kann man anfithren, daB sie ein Maf} fiir das GroBenverhiltnis

der entstehenden Massen- und Reibungskrifte liefert, indem die ersteren mit dem Stau-
2

druck ?2£, die letzteren mit ’%U wachsen. (Die Reibung ist gleich Reibungskonstante

><senkrechtes Gefille der Geschwindigkeit; das Gefille ist jedoch bei &hmlich bleibender
Stromung der Geschwindigkeit direkt und der Koérperabmessung umgekehrt proportional.)

Neben diesen rein hydrodynamischen Deutungen, zu welchen noch die durch v. Mises
gegebene Deutung als ,reduzierte Geschwindigkeit“ hinzuzufiigen wére, hat es vielleicht
gewisses Interesse, dal man zu einer recht anschaulichen Darstellung gelangt, wenn man
— wenigstens fiir ideale Gase — auf die gastheoretische Herleitung des Reibungskoeffi-
zienten zuriickgreift.

Die kinetische Theorie der Gase deutet die innere Reibung als ,Impulstransport“ quer
zur Stromungsrichtung. Legen wir ein Fldchenelement von der Flichengréfe Eins tangentiell
zur Strémungsgeschwindigkeit v, so ist die Reibung pro Flicheneinheit, d. h. die Schub-
spannung, gleich der nach der Stromungsrichtung gerichteten Impulsmenge, welche in der
Zeiteinheit durch die Fliche durchtritt. Um diesen Impulstransport zu berechnen, kann
man sich folgender vereinfachten Betrachtungsweise bedienen:

Wir denken uns je eine Schicht von der Dicke der ,mittleren Weglinge“ 1 auf beiden
Seiten des Fléchenelements; dieser Raum reprisentiert uns dann den Bereich, innerhalb
dessen der Impulstransport erfolgt. Bezeichnen wir die mittlere Molekulargeschwindigkeit
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der thermischen Agitation mit ¢, so ist die nach beiden Richtungen sekundlich transpor-
tierte Gasmenge proportional co. Ist das Gefille der Geschwindigkeit %E senkrecht zum
n

Flachenelement von Null verschieden, so fiihrt die Gasmenge, welche von der nach wachsen-
der Stromungsgeschwindigkeit gelegenen Seite herstammt, eine groBere Impulsmenge mit
sich. Die mittlere Geschwindigkeit betrigt in der Schicht von der Dicke 1 auf der Seite

der positiven Normalen offenbar v - 2;')4

. ov A
fd t -z
"3’ auf der entgegengesetzten Seite v n so daB3

der UberschuB an durchtretendem Impuls cgl% proportional ist. Nun setzt man die

Schubspannung nach dem phénomenologischen Ansatz

. — ov
=u an’
so daB die Reibungskonstante bis auf einen Zahlenfaktor, welcher lediglich von der Art
der Mittelwertbildung abhingt, gleich o ¢4 wird.
Fiihren wir diesen Ausdruck in die Reynoldssche Kennzahl ein, so sehen wir, daf}
wir diese ersetzen konnen durch das Produkt zweier Verhéltniszahlen
, U d
K=
d. h. durch das Produkt der Verhiltniszahl zwischen Translationsgeschwindigkeit U und
Molekulargeschwindigkeit ¢ mit der Verhéltniszahl zwischen Kérperabmessung und
mittlerer Weglinge.
Die vollstindige Diskussion des Widerstandsproblems gestaltet sich alsdann
etwa wie folgt:

d . . .
a) Bereich der Brownschen Bewegung: ?U< 1, i 1. Die Translationsgeschwin-
digkeit ist klein gegen die Molekulargeschwindigkeit, die Krperabmessung ist vergleichbar
mit der molekularen Weglinge. Bekanntlich ist die Stokessche Widerstandsformel in
diesem Falle nicht mehr stichhaltig und bedarf der Korrektion mit gastheoretischen Hilfs-

mitteln (z. B. Formel von Cunningham).

U d C e .
b) Hydro(aero)dynamischer Bereich: ?él, —> 1. — Es gelten die Differential-

l
gleichungen der Hydrodynamik. Fiir die Stromungsform und das Widerstandsgesetz ist
lediglich das Produkt R’ = g—;, d. h. die Reynoldssche Kennzahl maBgebend. Der Strd-
c

mungszustand ist bei kleinen Werten von R’ durch die Reibung bestimmt (Stokessches,
lineares Widerstandsgesetz), bei wachsender Kennzahl folgt zunicht Ubergang in eine nicht';-
stationire Wirbelstromung mit regelmaBiger Periodizitit (Wirbelstrallen, nahezu quadrati-
sches Widerstandsgesetz mit den ,groBen Koeffizienten“), schlieBlich meist nach plotzlichem
Umschlag (kritischer Punkt) eine unregelmifige, im Mittel stationire Stromungsform (tur-
bulente Strémung, quadratisches Widerstandsgesetz mit den ,kleinen Koeffizienten“).

c) Ballistischer Bereich: g/\, 1, %»1. — Die Translationsgeschwindigkeit ist von
c
derselben GréBenordnung wie die Molekulargeschwindigkeit, oder — was auf dasselbe her-

auskommt — die Schallgeschwindigkeit. Fiir die Stromungsform sind die thermischen
Vorgiinge mitbestimmend. Man kann daher sagen, daBl die eigentliche Hydro- oder Aero-
dynamik nur im Fall b) ausreicht. Sowohl im Fall a) wie im Fall ¢) muB8 die Thermo-
dynamik eingreifen; nur im ersten Fall miissen wir auf ihre molekulartheoretische Fassung
zuriickgreifen, wihrend im letzten Fall die phénomenologischen Ansétze ausreichen.



Uber die Stabilitit der Laminarstromung und die Theorie
der Turbulenz.

Von

Professor Dr. Th. v. Kdrmin.

L

Das Wesen der turbulenten Fliissigkeitsbewegung hat O. Reynolds?') durch die Fest-
stellung gekennzeichnet, daB bei einer Fliissigkeitsstromung, welche scheinbar, d. h. im Mittel
in parallelen Stromfiden erfolgt, eine Ubertragung tangentieller Krifte auBer durch innere
Reibung durch Impulstransport stattfindet. Wenn die mittlere Strémungsrichtung mit der
x-Achse zusammenfillt und die Komponenten der Schwankungsgeschwindigkeit mit %, v, w
bezeichnet werden, so ist die in der zz-Ebene durch Impulstransport iibertragene Tangential-
kraft, bezogen auf die Flacheneinheit:

T= — Qu’l)
(0 = Dichte der Fliissigkeit, uv Mittelwert des Produktes uv). Es besteht also eine Analogie
zwischen dem Mechanismus der turbulenten Kraftiibertragung und dem molekularen Mecha-
nismus der inneren Reibung, welche bekanntlich ebenfalls im Impulstransport ihren Ursprung
hat, indem sie aus dem bei der thermischen Bewegung auftretenden Impulstransport her-
geleitet wird. Wir gelangen — wie bereits O. Reynolds betont hat — zu zwei Systemen
iiberlagerter, ungeordneter Bewegungen, welche wir als die thermische Unordnung und
die turbulente Unordnung bezeichnen kénnen.

Fassen wir eine bestimmte geometrische Anordnung ins Auge, so ist der Stromungs-
zustand einer Fliissigkeit bekanntlich von der sog. Reynoldsschen Kennzahl abhingig, welche
Zahl lediglich ein MaB fiir das Verhéltnis der Trégheitskrifte zu den reinen Reibungskriften
bildet. Der Begriff der Reynoldsschen Kennzahl wird besonders anschaulich, wenn man
statt des Reibungskoeffizienten die urspriinglichen molekularen GroBen einfiithrt. Als

Uod

Reynoldssche Kennzahl wird die dimensionslose GroBe bezeichnet (U = Stromungs-

geschwindigkeit an einer kennzeichnenden Stelle der Anordnung, d ein Léngenmall der An-
ordnung, ¢ = Dichte, u = Reibungskoeffizient). Nun ist z B. nach der kinetischen Theorie
der Gase u = const glc, wobei 1 die molekulare Wegléinge, ¢ die mittlere Molekular-
geschwindigkeit bezeichnet®). Wir erhalten daher:

R == const ik U
i c

Die Kennzahl erscheint im wesentlichen als Produkt zweier Verhiltniszahlen, der Ver-
héltniszahl zwischen der kennzeichnenden Abmessung der Anordnung d und der molekularen

1) 0. Reynolds, London: Phil Trans. Bd. 174, S.985. 1883. — An Literaturangaben werden im
folgenden nur die wichtigsten angegeben. Eine ziemlich vollstéindige Zusammenstellung der Literatur iiber
Turbulenz findet man bei F.Noether, Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, S.125 u. 218. 1921.

?) Vgl. auch S. 24 dieser Abhandlungen.
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Weglinge 1 einerseits und der Verhéltniszahl zwischen Stromungsgeschwindigkeit U und

Molekulargeschwindigkeit ¢ anderseits. Bei aero- und hydrodynamischen Problemen ist im
.., @

allgemeinen d sehr groB3 gegen 1; ist 5 von der Groflenordnung Eins, so kommen wir in

ein Gebiet, wo die hydrodynamischen Gleichungen zur Beschreibung der Erscheinungen nicht

mehr ausreichen (z. B. Brownsche Bewegung, Fallbewegung sehr kleiner Korperchen), sondern

auf die kinetische Theorie zuriickgegriffen werden muf3; ist dagegen u in der Nihe von
c

Eins, so gelangen wir in das Gebiet der Schallgeschwindigkeit, so daB zur Losung der
Bewegungsprobleme thermodynamische Erwigungen herangezogen werden miissen.
Dazwischen liegt das Gebiet der Hydro- und Aerodynamik in engerem Sinne, in welchem
wir uns auch bei Behandluug des Turbulenzproblems bewegen, und in welchem alle Er-
scheinungen aus den Differentialgleichungen der Hydrodynamik erklirt werden miissen.

II.

Zwei Fragestellungen treten in den zahlreichen Arbeiten, die sich mit dem Turbulenz-
problem befassen, insbesondere hervor; keine der beiden konnte jedoch bisher ihre befrie-
digende Losung finden. Es sind dies die Frage nach den Bedingungen der Entstehung
der Turbulenz und die Frage nach den GesetzmidBigkeiten der ausgebildeten
turbulenten Bewegung, namentlich der Abhingigkeit der turbulenten Reibung von
Geschwindigkeit und Abmessungen (Widerstandsgesetz der turbulenten Strémung).
Die Erfahrung zeigt, dal in den meisten Fillen ein ziemlich plotzlicher Wechsel von der
Laminarstrémung — gekennzeichnet durch das vollstindige Fehlen einer turbulenten Reibungs-
iibertragung — zu dem turbulenten Strémungszustand eintritt. Nimmt man z. B. die Strémung
in einem zylindrischen Rohr, so kann die Geschwindigkeit, bei welcher der Ubergang statt-
findet, wohl vergrofiert, d. h. der Umschlag hinausgeschoben werden; es gibt jedoch eine
Grenzgeschwindigkeit, richtiger ein Grenzwert der Kennzahl (kritische Kennzahl), unterhalb
welcher kein turbulenter Strémungszustand bestehen kann. Andererseits erhilt man ober-
halb dieses kritischen Wertes nach Uberschreitung eines unsicheren Ubergangsgebietes scharfe
gesetzmifige Abhangigkeit zwischen Stromungswiderstand und mittlerer Stromungsgeschwin-
digkeit, ferner eine ganz bestimmte Verteilung des zeitlichen Mittelwertes der Geschwindig-
keit iiber den Querschnitt. Man muB daher schlieBen, daB sowohl der Wert der kritischen
Kennzahl als das Widerstandsgesetz und die Geschwindigkeitsverteilung im turbulenten
Zustand in rationeller Weise aus den hydrodynamischen Differentialgleichungen hergeleitet
werden miissen.

II1.

Die Frage nach den Entstehungsbedingungen der Turbulenz wurde mittels
zweier Methoden in Anspruch genommen: mit Hilfe der Methode des Energiekriteriums
und mit Hilfe der Methode der kleinen Schwingungen.

Nach der Methode des Energiekriteriums denkt man sich ein System von Stromungs-
geschwindigkeiten auf die Laminarstromung iiberlagert und untersucht, ob die Energie der
Storung fiir den Fall, daf die Fliissigkeit sich selbst iiberlassen wird, zu- oder abnimmt.
Beschrianken wir uns auf Stromungen in der zy-Ebene und nehmen als Grundstromung eine
Parallelstromung in der z-Richtung zwischen zwei Winden in der Entfernung 2 A mit der
Geschwindigkeitsverteilung U (y) fir — h <y <k an, so kann man leicht zeigen, daf die
Zunahme der Storungsenergie — d. h. die von der Hauptstrémung in die Storungsbewegung

iberfilhrte Energiemenge — in der Zeiteinheit durch das Integral — gff%]uvdxdy

(w, v: Storungsgeschwindigkeiten), die in der Zeiteinheit durch die Reibung absorbierte

2
Energie dagegen durch ”J‘J‘ (-gl; — %2) dzdy gegeben wird. Die Stérung nimmt daher ab,
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wenn die Ungleichung gilt:

Jf ‘-——a—x dxdy> - QJ'J‘kuvdxdy

H. A. Lorentz') hat dieses Kriterium in der Weise angewendet, dall er Geschwindig-
keitsverteilungen angenommen hat, bei welchen der Mittelwert uv moglichst groBe Werte
bei gleichbleibender Dissipation annimmt. Er dachte sich sog. elliptische Wirbel auf die
Laminarstromung iiberlagert; betrachtet man z. B. den Fall zweier bewegter Winde in der
Entferuung 2 h, welche sich mit der Geschwindigkeit U bzw. — U bewegen, so lautet das

Kriterium, mit & _,z , = ,?/ .

R TR

und man kann einen Mindestwert der Kennzahl Q_ berechnen, bei welchem bei allen
7

Abmessungen und Anordnungsarten der elliptischen Wirbel die Energie abnimmt. Lorentz
U
gelangte durch seinen Ansatz zum Werte: Ueh =12,
u
Man kann das Erergiekriterium — wie es zuerst Orr?®), dann spéter, aber unabhingig
von ihm, Hamel®) und der Referent*) ausgefiilhrt haben — dadurch schirfer fassen, daf}
man sich nicht auf bestimmte Gebilden, wie elliptische Wirbel, beschrinkt, sondern be-
liebige Verteilungen von % und v zuldBt. Man kann die Frage in folgender Weise stellen: bei

ffuvdgdn

f (e 2)

ein Maximum? Das Maximum entspricht offenbar der gefahrlichsten Storung und dem
Mindestwert der Kennzahl, bei welcher eine Zunahme der Energie mdglich ist. Fiihrt man
durch den Ansatz:

welcher Verteilung von #, v wird das Verhéltnis der beiden Integrale

oy _ oy

Ty’ TeE?
die Stromfunktion y ein, so lautet die Aufgabe: Es ist das Minimum zu suchen von:

J=[[@dyyasdy,

oy oy
”as dedn
oy

ist, und a— und - an den Winden verschwinden?).
o0& on

Die Variationsaufgabe fiihrt auf die Diﬂerentialgleichung:

wihrend :

aga =0
(A= Lagrangescher Faktor). Beschrinkt man sich auf Losungen, welche in & periodisch
sind, so kann man v in Fourierreihen entwickeln und man erhilt die ,gefihrlichste
Wellenlinge“ und die gefihrlichste Verteilung der Anfangsgeschwindigkeit, d. h. die ge-
fahrlichste Wirbelverteilung. Auf ein sehr anschauliches Analogon des so gefafiten Problems

1) Lorentz, H. A.: Abhandlungen iiber theor. Physik, Lezpzlg 1907, S.43.
?) Orr, W. M. F.: Proc. Roy. Irish Academy XXVII (A) S.124. 1907.

%) Hamel, G.: Gottinger Nachrichten 1911.

4) Habilitationsvortrag Gottingen 1910 (unverdffentlicht).

a2

%) Zur Abkiirzung ist geschrieben worden: A=6—EZ+;7?
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hat Herr Southwell hingewiesen'). Man denke sich einen diinnen unendlich langen
elastischen Streifen von der konstanten Breite 2b durch Tangentialkrifte beansprucht,
welche gleichmiBig lings der beiden parallelen Begrenzungslinien des Streifens verteilt
sind. Wir fragen nach der Knickbedingung bei dieser Belastungsanordnung. DafB eine
Knickung eintritt, ist dadurch plausibel, daB die gleichméBige Schubbeanspruchung jedes
Elementes als Zug und Druck in zwei senkrechten gegen die Streifenléingsachse unter 45°
orientierten Richtungen aufgefaBt werden kann. Es entsteht daher eine Ausknickung bei
schiefgerichteter Druckrichtung. Die Differentialgleichung fiir die Durchbiegung f senkrecht
zur Streifenebene ist vollig analog der obigen Gleichung fiir y, die Randbedingungen decken
sich ebenfalls, wenn wir die Platte als lings der parallelen Réinder eingeklemmt annehmen,
so daBl die Niveaulinien der ausgeknickten Fliche gleichzeitig die Stromlinien der schief-
gestellten Wirbel, welche sich auf die Grundstrémung iiberlagern, darstellen. Als Parameter

8
tritt die GroBe b_ﬁ auf (8 = Schubkraft pro Liingeneinheit, D = Biegungssteifigkeit des

Streifens) und der numerische Wert, den man fiir diese GroBe erhilt, ist identisch mit dem
der Reynoldsschen Kennzahl in dem ana-
logen hydrodynamischen Problem. (Nach
2028
D )-
Die genauere Fassung des Energiekrite-
riums muBte einen geringeren Wert (R, —=44,2)
fir die kritische Kennzahl liefern, als die
Lorentzsche Rechnung, da das exakte
Minimum von J naturgem&8 geringer ist als
der Lorentzsche Wert, bei dessen Ermitt-
lung die ,Konkurrenz“ fiir die Funktion y
durch die spezielle Wahl der elliptischen
Abb. 1. Wirbelverteilung beschrinkt wurde. Der
Lorentzsche Wert war bereits viel zu nied-
rig gegen den Erfahrungswert, durch das exakte Minimum wurde die Diskrepanz noch gréBer.
Nun liefert das Energiekriterium offenbar nur eine untere Schranke fiir die Stabilititsgrenze
in dem Sinne, daB bei kleineren Kennzahlen jede von der Grundstromung verschiedene
Wirbelverteilung unbedingt abgedédmpft wird; fiir groere Kennzahlen kann man nur so viel
schlieBen, daB es Verteilungen gibt, bei welchen im ersten Augenblick ein Zuwachs der
Stromungsenergie entsteht; es ist aber keineswegs gesagt, dafl im weiteren Verlauf die Energie
nicht aufgezehrt wird. Entsprechend dieser Uberlegung konnte man hoffen, dal durch die
Methode der kleinen Schwingungen eine bessere Ubereinstimmung erzielt werden kann.

unserer Definition von R ist R =

Iv.

Die Schwingungsmethode ist zur Untersuchung der Stabilitit der Laminarstromung
bereits durch Lord Rayleigh?) und Lord Kelvin®) angewendet worden, allerdings teilweise
nicht mit den exakten Randbedingungen fiir die iiberlagerte Stromung. AnléBlich eines vor
dem MathematikerkongreB in Rom gehaltenen Vortrages hat A. Sommerfeld*) die Frage
wieder angeschnitten und die exakte mathematische Formulierung des Problems gegeben.
Seiner Anregung folgte eine Reihe von Arbeiten [L. Hopf®), R.v. Mises®), O. Haupt?)],

1) Vgl. Southwell, R. V., und S. W. Skan: Proc. R-y. Soc. A 105, 'S. 582. 1924 und Southwell,
R. V.: Note on the Stability under Shearing Forces of a Flat Elastic Strip.

2) Rayleigh: Proc London Math Soc. X, S.4. 1878 und XI, 8.57. 1880.

3) Kelvin: Phil. Mag. (5) 1887; vgl. auch Orr a.a. 0.

4) Sommerfeld, A.: Atti del congr. intern. dei Mat. Roma 1908.

%) Hopf, L.: Ann. Physik. Bd. 43. 1914.

% Mises, R.v.: Heinrich Weber-Festschrift 1912, S 252.

?) Haupt, O.: Sitzungsber. bayr. Akademie d. Wiss. 1912, S. 289.
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welche den Nachweis erbrachten, daB wenigstens im sog. Couetteschen Fall zweier gegen-
einander bewegter paralleler Winde, die Laminarstromung im Sinne der Theorie der kleinen
Schwingungen stabil ist. In diesem Falle hat die Schwingungsmethode statt das Energie-
kriterium zu verschirfen und mit der Erfahrung in Einklang zu bringen, zu einem negativen
Ergebnis gefiihrt.

Diese exakten Untersuchungen haben sich leider auf den Fall linearer Geschwindigkeits-
verteilung beschrénkt!), so daB es eine offene Frage blieb, ob die Verhiltnisse bei nicht
linearer Verteilung, z. B. im Falle einer Stromung zwischen zwei festen ruhenden Winden
(Poiseuillescher Fall) die gleiche sind, oder ob in diesem Falle doch eine Labilitit auf-
treten kann. Die oben erwihnten mathematischen Diskussionen sind zu verwickelt, um die
Verhiltnisse physikalisch iibersehen zu konnen.

L. Prandtl®) versuchte eine Einsicht in die physikalischen Beziehungen zu gewinnen,
indem er von dem Grenzfalle der reibungslosen Fliissigkeit ausging und den Einfluf einer
geringen Reibung diskutierte. Seinen Ausgangspunkt bildeten die Rechnungen Lord
Rayleighs®) iiber kleine Schwingungen bei reibungslosen Fliissigkeiten. Er bemerkte
zuniéchst, daB zwischen dem Couetteschen und dem Poiseuilleschen Fall ein wesent-
licher Unterschied besteht: der zweite ist bei Annahme der Reibungslosigkeit schwingungs-
fahig, wihrend dem ersten diese Eigenschaft nicht zukommt. Genauer gesagt: wenn wir in
den Schwingungsgleichungen die Reibungsglieder streichen und die Losungen betrachten,
welche der Randbedingung geniigen, daB die zur Wand senkrechten Geschwindigkeits-
komponenten verschwinden, so finden wir bei der parabolischen Grundverteilung ungedampfte
Schwingungen, widhrend es in dem linearen Fall solche nicht gibt. Diese ungeddmpften
Schwingungen ergeben naturgemiB in der Wandrichtung auch an der Wand im allgemeinen
von Null verschiedene Geschwindigkeitskomponenten, da bei vollig fehlender Reibung kein
Grund zur Haftung der Fliissigkeit besteht. Nehmen wir aber eine beliebig geringe Reibung
an, so miissen diese Geschwindigkeitskomponenten verschwinden. Prandtl nahm in Ein-
klang mit seiner bekannten Grenzschichtmethode an, daB der Einflu der Reibung sich auf
die unmittelbare Nihe der Wand beschriinkt, und untersuchte die Einwirkung der Reibung
auf die oben gekennzeichneten Schwingungen. Er erhielt ein zunichst iiberraschendes Er-
gebnis: es ergab sich eine Labilitdt, die bei volliger Vernachlissigung der Reibung un-
geddmpften Schwingungen werden unter dem EinfluB der Reibung nicht geddmpft, sondern
angefacht. Die Frage muBte daher umgekehrt wie bisher gestells werden; man mufite nach
der Quelle der Déampfung suchen, da doch erfahrungsgemii die Stromung bei Kennzahlen
etwa unter 2000 stabil ist. Man sieht jedoch leicht ein, daB es auBer der Wand noch eine
Schicht gibt, in welcher die Reibung bei noch so geringem Reibungskoeffizienten nicht ver-
nachlissigt werden kann: die Schicht, in welcher die Geschwindigkeit der Grundstrémung
gerade gleich der Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Schwingungen ist. Prandtl zeigte durch

Abschétzungen, daB8 die Anfachung der Schwingungen in der Wandnihe mit ,%, die Démpfung
]

. . . ., 1

in der zuletzt erwihnten Schicht mit 2% proportional ist, so daB bei sehr groBer Kennzahl

die Anfachung, bei abnehmender Kennzahl dagegen die Diampfung iiberwiegt. Bei der
Couetteschen Stromung versagt diese Uberlegung, weil die beiden Schichten zusammen-
fallen, indem fiir B = co die Stérung mit der Wandgeschwindigkeit fortschreitet. So kann
man verstehen, dafl in diesem Falle fiir alle Werte von R die Déampfung iiberwiegt.

Die Prandtlschen Betrachtungen geben der Annahme gewisse Wahrscheinlichkeit, dal
wihrend die Couettesche Stromung immer stabil ist, bei der Poiseuilleschen Stromung
ein kritischer Wert der Kennzahl auftreten kann. Diese Annahme bekriftigen auch die

) *) Eine Abinderung der Geschwindigkeitsverteilung der Stromung zwischen zwei parallel bewegten
Wiinden, welche Noether (Sitzungsber. bayr. Akademie d. Wiss. 1913, 8. 309) vorgenommen hat, fiihrte
nach dem Nachweis von O. Blumenthal (ebenda S.563) ebenfalls zu negativem Ergebnis.

%) Prandtl, L.: Phys. Z. Bd. 23, S.19. 1922; vg'. auch O. Tietjens: Diss. Gottingen, 1922,
?) Lord Rayleigh: Proc. London Math. Soc. XIX, S.67. 1887.
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seitdem verdffentlichten Rechnungen W. Heisenbergs?), deren Anngherungsmethode an
Legitimitat allerdings nicht iiber jeden Zweifel erhaben ist. Ferner bleibt der Widerspruch
zu losen, daf fiir die beiden Fille die Theorie ganz entgegengesetztes Verhalten der kleinen
Schwingungen voraussagt, die experimentellen Tatsachen auf vollige Ubereinstimmung in
bezug auf den Ubergang von der Laminarstromung zum turbulenten Zustand deuten. Ob-
wohl bemerkt werden koénnte, daB der Couettesche Fall beim Versuch nicht genau ver-
wirklicht wurde, indem statt paralleler Wande koaxiale Zylinder verwendet und so der Ein-
flul der Enden und damit dreidimensionale Schwingungen nicht ausgeschaltet worden sind,
so scheint es mir doch, daB die Schwingungsmethode wenig gecignet ist, den physikalischen
Sachverhalt vollstindig zu kléren.
V.

Noch wichtiger als das Problem der Entstehung der Turbulenz ist vom praktischen
Standpunkte aus die Frage nach den GesetzmiaBigkeiten des ausgebildeten turbu-
lenten Stromungszustandes, namentlich nach dem Widerstandsgesetz. Wir wollen
die wichtigsten empirischen Tatsachen kurz zusammenfassen:

Am genauesten sind die Verhdltnisse bei Stromung von Flissigkeiten in zylindrischen
Rohren bekannt. Zunéchst beschrinken wir uns auf den Fall vollkommen glatter Winde,
da in diesem Fall das Reibungsgesetz nur die Reynoldssche Kennzahl als Parameter ent-
halten kann, wahrend bei rauhen Rohren mindestens ncch eine zweite KenngroBe, z. B. das
Verhdltnis der Rauhigkeitserhebungen der Wand zum Durchmesser in Betracht kommt.
Nach der Zusammenstellung von H. Blasius?) ist der Druckabfall in kreisférmigen Rohren
in einem groBen Kennzahlbereich durch die Formel gegeben (I = Linge, d = Durchmesser,

v = mittlere Geschwindigkeit): o
1 2¢
h=0316 i’

i

woraus die Reibungskraft. bezogen auf die Flicheneinheit, sich berechnet zu:

Fromm?) hat die Formel fiir die Stromung in breiten Rinnen, also angenshert zwischen
zwei parallelen Winden. gut bestitigt gefunden, wobei der Zahlenkoeffizient auch fast

identisch bleibt, wenn man statt Z den sog. hydraulischen Radius der Rinne einfiihrt.

Es ist nun eine grundlegende Frage, ob diese scheinbar so einfache Formel (wir wollen,
da der Stromungswideistand mit der “/,ten Potenz der Geschwindigkeit zunimmt, die in
der Formel enthaltene GesetzmifBigkoit schlechthin als ?/,-Gesetz bezeichuen) nur die Be-
deutung einer in gewissem Bereich gut annikernden Interpolationsformel besitzt, oder aber
eine rationell begriindete GesetzmaBigkeit darstellt. Fiir beide Auffassungen gibt es Griinde.
So sprechen fiir die zweite Auffassung die Folgerungen, welche man aus dem Widerstands-
gesetz beziiglich der Geschwindigkeitsverteilung ziehen kann. Unter der Annahme, daB mit
wachsender Kennzahl die Geschwindigkeitsverteilung dhnlich bleibt, und in der Nahe der
Wand durch die physikalischen Konstanten ¢, x und durch die Randspannung 7, voll-
stindig bestimmt ist, folgt aus Dimensionsgriinden*):

“(y):-00nst<7—3°—)4/’<y—)".1, S 1)

v

') Heisenberg, W.: Ann. Physik. Bd. 74, S. 577. 1924.

%) Blasius, H.: Forschungsarbeiten, herausgeg. v. V. d. I, Heft 131. 1913.

%) Fromm, K.: Z. ang. Math. Mech. Bd. 3, S.339. 1923.

*) Karmén, Th. v.: Z. ang Math. Mech. Bd. 1, S. 233. 1921; oder Vortrige aus dem Gebiete der
Hydro- und Aerodynamik, Innsbruck 1922, S.136 ff.
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wobei y die senkrechte Entfernung von der Wand bedeuten soll. Diese Formel fiir die
Geschwindigkeitsverteilung findet man durch Messungen bekriftigt. Auch die Ubertragung
der Widerstandsformel auf etwas kompliziertere Fille (Platte in der unendlichen Fliissigkeit,
rotierende Scheibe) mit Hilfe dieser Geschwindigkeitsverteilung findet man gut bestétigt.
Andererseits aber zeigen die unmittelbaren Messungen des Reibungswiderstandes bei wach-
sender Kennzahl Abweichungen von dem Blasiusschen Gesetz; sowohl die Messungen von
Stanton und Pannell?) als jene von Jakob und Erk®) zeigen die Tendenz eines Uber-
ganges zum quadratischen Gesetz, etwa analog zu dem Widerstandsgesetz, welches den
Bewegungswiderstand eines Korpers in der Fliissigkeit bestimmt. Allerdings kann man einen
Ausweg darin finden, dafl bei sehr groBen Kennzahlen jedes Rohr als rauh zu betrachten
ist; bekannterweise gehorcht der Reibungswiderstand rauher Winde bei geniigend groBer
Kennzahl stets dem quadratischen Gesetz. Man kann sich dies durch die Vorstellung piausibel
machen, daB der Reibungswiderstand rauher Wéinde sich schlieSlich aus den Einzelwider-
stdnden der Erhebungen zusammensetzt und diese bei grofler Kennzahl von der Reibung
unabhéngig werden. Die Rauhigkeit der Wand ist offenbar eine relative Eigenschaft; als
glatt kann eine Wand nur solange gelten, als ihre Unebenheiten klein sind gegen die GrBe
der ,,Wirbel“, welche die turbulente Impulsiibertragung von der Nihe der Wand ins Innere
der Fliissigkeit besorgen. An der Wand selbst hat man offenbar nur laminare Reibung, weil
beide Geschwindigkeitskomponenten und daher der Mittelwert uv verschwinden. Die Vor-
stellung, daB unmittelbar an der Wand eine Laminarschicht vorhanden ist, ist schon aus

dem Grund notwendig, weil die Geschwindigkeitsverteilung nach Formel (4) fiir g: einen

unendlichen Wert an der Wand, d.h. unendliche Reibung ergeben wiirde. Man kann auch
d .

aus der Beziehung 7= u d—; die ungefihre Dicke der Laminarschicht abschitzen®) und es

zeigt sich, daB dieselbe bei den Messungen, welche Abweichungen vom 7/,-Gesetz zeigen,
von derselben Ordnung ist, wie die Unebenheiten der technisch als glatt betrachteten Winde.

Es bleibt daher die Moglichkeit bestehen, dal das “/,-Gesetz fiir den Reibungswider-
stand ein exaktes Gesetz fiir den Grenzfall ideal glatter Winde darstellt?).

VI.

Wie auch das richtige Widerstandsgesetz lauten mag, so unterliegt es keinem Zweifel,
dafl die Gesetze des turbulenten Gleichgewichtszustandes aus den Bewegungsgleichungen einer
inkompressiblen, zihen Fliissigkeit ohne weitere empirischen Annahmen hergeleitet werden
sollten. Man kann sich zunichst denken, daf} diese Gleichungen — entsprechend ihrem nicht-
linearen Charakter — auBer ihrer trivalen Losung, welche die Laminarstrdmung darstellt,
eine zweite nichtstationire, etwa periodische Lésung besitzen. Die Beobachtung der Vor-
ginge scheint indessen dieser Vermutung zu widersprechen; man hat vielmehr den Eindruck
eines ungeordneten Bewegungszustandes, so daB die empirisch festgestellten einfachen Ge-
setzmifBigkeiten wahrscheinlich den Charakter statistischer Gesetze tragen. :

1) Stanton, T. E.,, und J. R. Pannell: Phil. Trans. Roy. Soc. London (A) Bd. 214, 8. 199. 1914;
vgl. auch Ch. H. Lees: Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 91, S.46. 1915.

2) Jakob, M., und S. Erk: Forschungsarbeiten herausgeg.v.V.d.I., Heft 267. 1924.
%) Latzko, H.: Z. ang. Math. Mech. Bd. 1, 1921, S. 289, Fufinote ).

) Schwer vereinbar sind allerdings mit dieser Auffassung die Messungen von G. Kempf (Werft,
Reederei und Hafen, Bd. 5, S.521. 1924; vgl. auch: Uber den Reibungswiderstand von Flichen verschie-
dener Form, diese Verhandlungen, Vortrige der III. Sektion) mit langen Platten. Kempf findet, daB
bei sehr groBen Kennzahlen die Oberflichenreibung von Platten, welche zur Strémungsrichtung parallel
gestellt angestromt werden, mit der Plattenlinge proportional wird, genauer gesagt ,da neu hinzugefiigte
gleiche Flichen gleiche Reibungskraft erfahren“, wahrend nach dem 7/,-Gesetz die Reibungskraft pro
Flicheneinheit mit der Plattenlinge abnimmt. Da die Grenzschichtdicke in der Stromungsrichtung eher
wichst als abnimmt, kann dies durch Rauhigkeitseffekte nicht erklirt werden. (Vgl. auch Stanton und
Marshall, Trans. Inst. Naval Arch. 1924; Shigemitsu, ebenda.)

Abhandlungen a. d. Aerodyn. Inst. a. d. Techn. Hochsch. Aachen. 4. 3
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Eine Abschitzung des turbulenten Stromnngswiderstandes hat auf Grund dieser Vor-
stellung zuerst Herr Burgers') gegeben. Er hat vor allem dem Widerstandsgesetz eine
Form gegeben, in welcher die Beziehung zwischen Geschwindigkeit und Schubkraft nur be-
stimmte, aus den Komponenten der Schwankungsgeschwindigkeit gebildeten, Mittelwerte
enthilt. Wir betrachten wieder den Fall zweier paralleler Winde, in der Entfernung 2%,
welche sich mit der Geschwindigkeit + U bewegen. Die mittlere Geschwindigkeit in einer
Schicht y = const sei u,(y), die Schwankungsgeschwindigkeit u, v. Alsdann gilt fiir die
von Schicht zu Schicht iibertragene Tangentialkraft 7, bezogen auf diz Flicheneinheit:

7= %—— uv
—,“dy Quv.

Andererseits gilt die Energiebilanz zwischen der durch Reibung in der Nebenbewegung
verzehrten Energie und der Energiemenge, welche von der mittleren Bewegung in die Neben-
bewegung sekundlich iibertritt:

. du . .
Wenn wir aus den beiden Gleichungen ——° eliminieren, so erhalten wir:

dy

h
__ __ ou  ov\?
2 2 2 - — . —
f{g (@v)* - rouv 4 u (6y 39&) }dy 0,
—h

oder daraus die Reibungskraft:
h

flosor =T

=

%
[ouvdy
—h
Wenn wir noch hinzufiigen, daB:
) R
1 |du, T 1 __
=0y = il d
U ) dy dy ,uh+2vfuv y

~h ~h

betriigt, so ist offenbar das Widerstandsgesetz bekannt, sobald wir die Integrale:
A

3 ) ._~_~
_ Y du  0v\®
juvdy,f(uv)“dy, J<5;—5;> dy
Y -
kennen.

Herr Burgers wertet die Integrale unter Zugrundslegung derselben elliptischen Wirbel
aus, welche Lorentz zur Berechnung der kritischen Kennzahl herangezogen hat. Diese
sind durch ihre FlichengréBe (Durchmesser), Exzentrizitit und Schieflage gekennzeichnet;
diese GroBen sind zuniichst unbekannt. Man kann daher das Widerstandsgesetz ohne weitere
Annahme nicht ermitteln. Herr Burgers hat jedoch untersucht, bei welcher Grofe und
Gestalt der Wirbel der Widerstand bei gegebener Wandgeschwindigkeit einen GroBtwert
annimmt. Diese Bedingung bestimmt die mittlere GroBe der Wirbel oder wenn man an-
nimmt, daB alle Wirbel eine MinimalgroBe iiberschreiten, die untere Schranke fiir die
WirbelgroBe, ferner deren Intensitit, Schieflage und Exzentrizitit, so daB man das Wider-
standsgesetz vollstéindig kennt. Es ergibt sich fiir den ersten Fall (gleiche Wirbel)z = const Uz,

) Burgers, J. M.: Verslagen der Kon. Akad. v. Wetensch. Amsterdam Bd. 32, S. 574. 1923; vgl
auch Vortrige aus dem Gebiete der Hydro- und Aerodynamik, Innsbruck 1922, S. 143.
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fiir den zweiten Fall v — const U%. Indessen sind die Werte sehr verschieden von den ge-
messenen Reibungskriften, namentlich liefert die ‘erste Formel viel zu kleine, die zweite
Formel viel zu grofe Werte.

VIL

Ich habe nun versucht, ohne die Extremalbedingung (méglichst gréBter Widerstand)
auszukommen und den Begriff der Wahrscheinlichkeit der Verteilung in Anlehnung an die
kinetische Gastheorie einzufiihren. In den folgenden Zeilen mdchte ich den Gedankengang
einer solchen statistischen Berechnung des turbulenten Bewegungszustandes und des turbu-
lenten Stromungswiderstandes skizzieren, allerdings in vollem BewuBtsein, zunichst nichts
AbschlieBendes mitteilen zu konnen. Ich denke mir wiederum zwei parallele Wiande in der
Entfernung 2%, welche sich mit der Geschwindigkeit + U bewegen. Ich nehme an, daf
der groBte Teil der durch die Bewegung der Winde geleisteten Arbeitsmenge in einem
mittleren Bereich des Kanals verzehrt wird, und daB man den Stromungszustand in diesem
mittleren Bereich angendhert als gleichmiflig betrachten kann. Mit anderen Worten soll
die ungeordnete Bewegung durch einen mittleren Zustand ersetzt werden. Die Schwankungs-
werte der Geschwindigkeitskomponenten bezeichne ich wieder mit », v. Wéren die Werte u, v
vollstindig dem Zufall iiberlassen, etwa so, dal nur die Gesamtenergie gegeben ist, so
wiirde der Mittelwert #v gleich Null ausfallen. In der Tat ist wv von Null verschieden;
es besteht eine Korrelation zwischen beiden GroBen, welche durch die ofters erwihnte
Dissipationsbedingung bestimmt wird.

Wir wollen uns auf eine spezielle Stromungsform beschrinken, indem ich, wenigstens
in einem Bereich, in welchem wir das Strémungsbild als kohérent betrachten konnen, Perio-
dizitdt sowohl in der z- als in der y-Richtung annehme. Ich schreibe einfachheitshalber
die Stromfunktion:

w=Acos(ex+ fy),

und bilde die Schwankungskomponenten:
u=Apfsin(ez+ fy),
v= — Adeasin(az 4 gy).

Die Mittelwerte, welche uns in erster Linie interessieren, sind:

v — — 4248
ou 61:)"_—7‘,_(1“’ . e
und die Energie der Masseneinheit:
1 A .
TP = T @+ ).

Wir bezeichnen die mittlere Schwankungsgeschwindigkeit mit ¢ und schreiben:

15— 1 A? -
T )= =" (4 ),

und indem wir A durch ¢ ersetzen:

wo— & 4B
T T e
0w 9v\* &, , .
G 5) =S

Es wire an und fiir sich notwendig, auch die GréBe des Schwankungsquadraten ¢? zu

variieren und dessen wahrscheinlichste Verteilung zu suchen, doch ist das wesentliche die

Verteilung der ortlichen Periodizititen ¢ und f. Wir nehmen daher fiir ¢ einen festen

Mittelwert an und beschrinken uns auf die Berechnung der Wahrscheinlichkeit fiir ein
3*
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Wertepaar «, . Wir wenden den von der kinetischen Gastheorie her wohlbekannten Ge-
dankengang an:

Die Haufigkeit eines Zustandes zwischen ¢ und « - de, § und -+ dp, sei f(e, ). Die
logarithmische Wahrscheinlichkeit einer Vertellungsfunktlon f(e, B) ist:

S=ffflogfdadﬂ.
00

Als Nebenbedingung haben wir die Dissipationsbedingung, welche wir in folgender Weise
benutzen wollen:

Die Arbeit, welche an der Lingeneinheit der bewegten Wand geleistet werden muB, ist
offenbar :

— — oD d“o)
U= quU+‘uU<d—y o

Wir vernachlissigen das zweite Glied und nehmen an, daBl der weitaus groSte Teil der
Energie in der Nebenbewegung verzehrt wird. Alsdann konnen wir angendhert schreiben:

au T ov\?
ouvlU = pu|; o o h,

wobei die Mittelwerte iiber den ganzen mittleren Bereich der Fliissigkeit genommen sind.
Diese Nebenbedingung lautet in der statistischen Auffassung:

oo [ s o] e

oder:

’ | e gl gl
§J f(“,ﬁ)]ae_FpJ‘ ( —,—ﬂ),dudﬂ_o

Die Forderung, daB S ein Maximum sein muB, liefert zusammen mit der zuletzt abgeleiteten
Nebenbedingung (4 = Lagrangescher Faktor):

h
logf+ 1+AFT°5—’3—.+%§(062+/32)} —

Le* 1 B2
oder
aﬁ 2 2
. oo la T g
Wir fihren statt « und f die Verinderlichen:
o+ pr=1k2, %:tgz‘},

ein und erhalten:

(smz? cos 64-"11’ kz)

f=Ce
Der Lagrangesche Faktor wird bestimmt, indem wir die Losung in die Nebenbedingung
einsetzen, und das Integral entsprechend den neu eingefilhrten Verénderlichen £ und

transformieren:
w 27

e Whay
A(sxnﬂcosﬂ+ Te L)[sinﬁCOS?? +%.}_;k?J kdkd9=0,

oder:
2 2x

o F_dun o g A,uh
fe Asm#cos#sinﬁcosﬁdﬁfe Te k’dk+ ¢ Asmﬂcos#dﬁf k2 ghk3dk 0.

0 0 0 0
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Fiihren wir die Bezeichnung %%L k* = & ein, so erhalten wir:

®

2
[ e~ Asin#eos fgin § cos § d 9 [eseas
0 0 -

27 3 :
fe—./lsim?cosz?d,ﬁ fe-g d&
0 )

Die beiden Integrale koénnen durch Besselsche Funktionen der O-ten und der 1-ten Ord-

nung ausgedriickt werden und lauten:
27

fe_A sin 9 cosﬂdﬁ: 2ad, (%),

27
A—sin® cosd _ dJO (z A) . (t /J.)
fe smﬂcosﬁdﬂ——Zna 5 =iad, o)

0
Die rechte Seite hat den Wert — 1, so dal wir fiir 4 die Gleichung erhalten:

1A 1A 1A
Jo (7) T3k (?) =9
Der Zahlenwert fiir A lautet:

A= 3,22,
und daher die wahrscheinlichste Verteilungsfunktion
f(lZ, ﬂ) _ 06—3,22 sin#cosﬂ+£ﬁh{:j]‘

Nun kénnen wir alle Mittelwerte berechnen, welche uns interessieren, vor allem den Mittel-
wert der ortlichen Frequenz in der z-Richtung, d. h. die ,Wellenlinge“ der Stérung. Wir

berechnen den Mittelwert «® und erhalten mit « = ksin 9:

2m ©
R h
. J‘e-s’ggslnmwsinzﬁdﬁjlﬁ 6—3,22’0—ghdk
a_JSfedadp 3§ 0 — 0155 7¢
o = o — = 0,15 uh’

fffdotdﬂ J‘e_g,zzsino cosﬂ‘j.k 6‘3’22%%dk

0

=

Die ,,Wellenlinge“ i betrigt im Mittel'):

1=""_ca. 2,5]/”—’”: 95 .
« Ug VR
Als Anwendungen fiithren wir zwei Zahlenbeispiele an:

a) Wasserstromung zwischen zwei Winden. Es sei 2h = 2 cm; » = 0,01 cm?/sec. Als-
dann ist die mittlere Wellenlinge der Schwankungen bei der Geschwindigkeit:

U =1 m/sec A= 2,b mm
5 m/sec 1 mm
10 m/sec 0,8 mm.

1) Wir setzen einfachheitshalber & = Vei = 2%[, was natiirlich nicht genau richtig ist; indessen lohnt

sich kaum die genauere Auswertung des Zahlenkoeffizienten in Anbetracht des rohen Grades der An-

niherung der ganzen Theorie.
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b) Bewegung des Windes iiber den Erdboden. Unter der Annahme, daf in 100 m Héhe
iiber dem Boden die Windgeschwindigkeit von 10 m/sec herrschen soll und daB die Ver-
hiltnisse mit denjenigen des halben Bereiches der oben betrachteten Sirémung vergleichbar
sind (y=0: U=0; y=h: U=10 m[sec), finden wir im Mittel:

A=ca. 3 cm.

Um den Bewegungszustand nidher zu charakterisieren, wollen wir die ortliche Frequenz
in der z-Richtung ¢ und den Winkel ¢ einfiihren, welcher gewissermaBen die ,Schieflage“
der Wirbel darstelll. In Abb. 2 stellt Linie (a) die Haufigkeit f einer Schieflage ¥
bei konstantem ¢ dar (konstante Wellen-
linge), wihrend Linie (b)) die Werte von
f(9)sindcosd gibt. Man sieht, wie der
Beitrag derjenigen Wirbel, welche negative
Werte uv beitragen, iiberwiegt.

sin Bcos P

VIIL

A A 7 z Wie wir in der vorangehenden Nummer
gesehen haben, bestimmt der Wahrschein-
lichkeitsansatz wohl die raumliche Fre-

FI$)sin $eos B ) quenz und Schieflage der Wirbel, la8t je-
doch die Intensitét (die mittlere Schwan-

c? .
kunggenergie E) unbestimmt. Es ist aber

Abb. 2.
auch physikalisch klar, daB diese und
damit der eigentliche Energieverbrauch oder der Stromungswiderstand erst dann er-

mittelt werden kann, wenn wir die Vorginge an der Wand heranziehen. Zu diesem Zweck
miilten wir die Vorginge an der Wand wirklich rechnerisch verfolgen, insbesondere die
Bedingungen aufstellen, unter welchen die sog. Grenzschichtgleichungen periodische Lésungen
zulassen. Indessen bereitet dies sehr groBe Schwierigkeiten, und so wollen wir uns mit einer
rohen Anndherung begniigen. Wir nehmen einfachheitshalber an, daB die mittlere Stro-
mungsgeschwindigkeit bis zur Wandnéhe konstant (in unserem Beispiele gleich Null) bleibt,
und dann in einem Bereiche von der Schichtdicke ¢ rasch bis zur Wandgeschwindigkeit U
zunimmt. Wir nehmen — ebenfalls einfachheitshalber — linearen Anwachs fiir %, (y) an,

d. h. dasselbe geknickte Geschwindigkeits-
/_\_// profil, welches Lord Rayleigh und Prandsl
_/\/ behandelt haben. Mit diesen vereinfachten

Annahmen koénnen wir setzen:

2??

U __
t=py=—0@)y<as -

Nun haben Prandtl und Tietjens?) die
@ < auf das geknickte Profil sich ablagernden

????

periodischen Stérungen behandelt und ins-
besondere auch jene Wellenlinge bestimmt,
Abb. 3. bei welcher die Stérung weder angefacht noch
geddmpf wird. Das so entstehende Stromungs-
als dimensionslose GroBen die Kennzahl der

bild ist in Abb. 3 wiedergegeben. Fiihrt man

Grenzschicht gﬂ =
172

A

5 =1 ein, so liefern die Tietjensschen Rechnungen eine bestimmte Beziehung zwischen
¢ und 7.

& und das Verhiltnis der Wellenléinge 1 zur Grenzschichtdicke ¢ mit

i

') Vgl. FuBnote 2, S.29.
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Wir kombinieren diese Beziehung mit unserer Gleichung fiir die mittlere Wellenlinge

im rein turbulenten Gebiet — welche wir in der Form
U _
wh
schreiben —, indem wir annehmen, daB} die Grenzschichtdicke § sich gerade so ausbildet,

daB die Wellenlinge des stationiren Grenzschichtwirbels gleich ist der mittleren Wellen-
linge A im freien Fliissigkeitsbereich.
Setzen wir z. B.:

Ude _ (i)
u 0
A = Kcnstante), to ergeken cich zur Bestimmung von 1 und 8 die beiden Gleichungen:
Ud"*ip
a4
2
UFe_ p.
u
Es ist insbesondere:
2+n

0 = const U 2n+2 N
so dal wir erhalten:
U 3n+2
T=py =const U2"+2,

Man erhilt daher fiir:

n=20 7 = const U?,
n=1 7 = const U'/s,
n = 0o 7 = const Uz,

d. h. denselben Bereich der moglichen Widerstandsgesetze, wie in der Burgersschen Arbeit.
Auf Grund der Tietjensschen Berechnung kénnen wir indessen bestimmte Werte fiir
den Stromungswiderstand erhalten. Wir schreiben:

U oU®
r=ny =0
Es ist mithin der ,Reibungskoeffizient* C:
2u 2
C=—=—.
oo &
2
Andererseits folgt aus Q—Q = B:
uh
et p _ B
u®* 0*Uph ’
oder:
S‘.’ ,'72

5
Wir erhalten somit den Widerstandskoeffizienten C' in Abhingigkeit von der Kennzahl,
sobald wir die Beziehung zwischen & und 7 kennen.
In Abb. 4 sind die auf Grund der Tietjensschen Arbeit gerechneten Werte von C in
logarithmischem MaBstab in Abhingigkeit von R eingetragen!). In der Abbildung sind

quf]ﬂ%=B, R =

*) Die Kreuze entsprechen der Annahme, daB die mittlere Wellenlinge im rein turbulenten Bereich
gleich ist der Wellenlinge jenes Grenzschichtwirbels, welcher weder angefacht noch gedimpft wird. Die
mit Kreisen bezeichneten Werte sind unter der Annahme gerechnet, daB die mittlere Wirbellinge mit
jenem Grenzschichtwirbel iibereinstimmt.



40  Prof. Dr. Th.v. Kérman: Uber die Stabilitit der Laminarstrémung und die Theorie der Turbulenz.

auBerdem die Linien fiir die Burgersschen Abschétzungen und die (nach der Rlasiusschen
Formel gerechneten) empirischen Werte eingetragen. Man sieht, daB die Abhingigkeit der
Grofie C von der Kennzahl noch nicht ganz richtig wiedergegeben wird, indessen gelingt
es zum ersten Male, auf Grund rein rationeller Uberlegungen der GroBenordnung nach richtige

Werte fiir den turbulenten Strémungswiderstand

zu erhalten.

02 Burgers Den physikalischen Gedanken, welcher der
Berechnung innewohnt, kann man etwa folgen-

'\¢+ dermaBen zusammenfassen :
m Statistisches Gleichgewicht kann nur bestehen,
09 T wenn es stabil ist, d. h. jede Abweichung riick-
\ 3+ T~—| gingig gemacht wird. Nehmen wir in der Tat
¢ © an, daB die Schwankungen im Innern der Fliissig-
! Zens keit aus irgendeinem Grunde zunehmen, so
0 wird v = — o%v und damit ,u—g— grofer, d. h.
0 kleiner; die Grenzschicht wird diinner, der
‘ Abfall an der Wand schirfer. Damit nimmt
7075 indessen die Wellenlénge des Grenzschichtwirbels
07 0o, P 07 ebenfalls ab, die rdumliche Frequenz der Schwan-
Abb. 4. kungen nimmt zu. Dies hat wiederum eine

schiirfere Dissipation zur Folge, so daB die

Schwankungen stirker gedimpft werden und das Gleichgewicht wiederhergestellt wird.
Die eigentliche Liicke der Theorie besteht darin, dal wir iiber die Geschwindigkeits-
verteilung nichts erfahren. Hierzu sind die Annahmen, insbesondere die summarische Be-
handlung des ganzen ,Turbulenzgebietes“, doch zu grob. Es miifite die Verteilungsfunktion
der Schwankungen als Funktion von y, d. h. als von Schicht zu Schicht verénderlich be-
trachtet und berechnet werden. So halte ich es fiir méglich, da man auf dem hier an-
gegehenen Wege durch schirfere Fassung zum vollen Verstiindnis der Vorginge gelangen kann.



Uber einige Anwendungen nomographischer Methoden
in der Thermodynamik.

Von Dr.-Ing. Bruno Eck und Dipl.-Ing. Erich Kayser.

Bei vielen GesetzmiBigkeiten der Thermodynamik stehen die einzelnen Parameter in
Beziehungen, die sich teils durch multiplikative Zusammensetzung ergeben, oder wo die
Parameter als Exponenten irgendwelcher Funktionen auftreten. Besonders letztere sind fiir
numerische Rechnungen unbequem und lassen bei hidufigerem Gebrauche ein nomographisches
Verfahren rechtfertigen. Selbst einfache Beziehungen wie die sog. Zustandsgleichung p-v=RT,
die an und fiir sich numerisch sehr einfach zu behandeln ist, lassen in einzelnen Fillen
eine bequeme Nomographie angebracht erscheinen, sei es, daB diese Rechnung ofters aus-
zufithren ist oder der besseren Ubersicht halber ein graphisches Verfahren gewiinscht wird.

Die angedeuteten Beziehungen lassen sich nim-

lich, wie bekannt, leicht logarithmisch behandeln, /N

weil dann die Abhéngigkeiten linear werden, z. B. N :/ |

die Gleichung der Isothermen p-v = C, erhilt durch \\ el i

Logarithmieren die Gestalt log p -+ log v = log C, ; > R R N

wihlt man also logp und logv als Koordinaten, AN DN\

so sind die Isothermen unter 45° geneigte Ge- N _; y
AN DV

raden, wie bereits bekannt ist. Die Adiabate
p-v* = C, wiirde log p + » logv = log C, ergeben.
Diese Geraden haben dann den Richtungstangen-

1 . . .
ten — bzw. », und jedem Wert von » ist eine
P

Schar paralleler Geraden zugeordnet.

An erster Stelle soll hier ein Verfahren ange- A A N\ B
geben werden zur Darstellung der Hauptzustands- °
gleichung von idealen Gasen pv=RT, in dem
die einzelnen Zustandsinderungen bequem ver-
folgt werden konnen. Graphisch lieBe sich diese Beziehung durch eine Schar riumlicher

Flichen darstellen; wie man auch p-v=const durch eine Schar von Hyperbeln darstellen
kénnte. Durch Logarithmieren logp - logv —log T' = log R erhdlt man jedoch eine lineare
Abhéngigkeit und kann die rdumlichen Flichen durch Ebenen ersetzen.

Eine solche rdumliche Darstellung ist jedoch praktisch undurchfiihrbar. Man kann aber
dafiir auch eine ebene Nomographie angeben, indem man eine bekannte Eigenschaft des
gleichseitigen Dreiecks benutzt. Féllt man ndmlich von einem Punkt D eines gleichseitigen
Dreiecks Lote auf die Seiten Abb. 1, so ist die Summe der drei Lote unabhingig, fiir jeden
Punkt konstant und gleich der Hohe des Dreiecks; denn ¢’O = ED und CE' = CF = OB’
d.h. 04"+ OB’ 4 00" = 04’ + ED - C F = Dreieckshohe, weil A\ CEE'= CFE. Liegt
der Punkt auBerhalb des Dreiecks, so mufl man, wie die Hilfslinien andeuten, beim Beweis
dieses Satzes beriicksichtigen, daB das Lot, das nach dem Innern des Dreiecks hinweist,
negativ zu nehmen ist.

Abb. 1. Darstellung der Zustandsgleichung
im gleichseitigen Dreieck.
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Die Gleichung logp | logv — log T =1og R kann man nun in Dreieck-Koordinaten dar-
stellen, wenn log p, logv und — logT' die Lote eines gleichseitigen Dreiecks von der Hohe
log R sind. Man braucht alco nur zu den Dreieckseiten in geeigneten Abstinden Parallelen
zu ziehen, die nach p,, Py, Py ... ¥y, ¥y, v5... und T, T, ... geteilt sind, und kann aus
einem solchen Diagramm p, v oder T sofort ablesen, wenn » und 7, p und T oder p und v
bekannt sind. :

Da R nur fiir das bestimmte Gas konstant ist, gilt eine solche Darstellung nur fiir
Gase mit gleichen Konstanten. Fiir jedes andere Gas miilte man andere Tafeln entwerfen.

N . Man kann indes mit einem Normalblatt auskommen,
gt & & & & . (dasfiralle Gaskonstanten verwendbar ist. Zu diesem
1000 —X Zweck entwirft man eine Tafel mit der Gaskonstanten

100. In einer solchen Tafel kann man dann v und 7

100 K sofort ablesen, wihrend man p erhilt, indem man die

abgelesenen Werte mit % (bei Luft also 0,293)
multipliziert.

g ; d, _ y .':;,_'. p’v=100-T _Rr ,
% 2% P 25 pv—RT P=100?"

PN PN Eine solche Tafel, Abb. 5, enthilt also drei Scharen
W% von Geraden, die unter 60° geneigt sind und den An-
Nfh 3 derungen bei konstantem Druck, bei konstantem Vo-
= lumen und bei konstanter Temperatur entsprechen.
Abb. 2. Entwurf des Normalblattes Auflerdem sind di‘e polytropen .Zusl':a,ndsénderungen
fiir R = 100. nach Polytropen eingezeichnet, die sich ebenfalls als
Gerade darstellen lassen.
Aus p-v" = Cfolgtlog p+n-logv = log C. Eliminiert maninlogp + logv —log T'=1og R
logC — log p
n

o

x
|
X
|
|
g oY

0,001 —%—

o0 —A—L—"

00091

das Glied logv durch logv = , so erhilt man:

logC — logp

p. — log T =1log R

log p -

1 log C
(1—';;)logp——logT=logR— "

Schreibt man fiir log p = « und log 7' =y, so hat
die letzte Gleichung die Gestalt Az - By=C".

‘5/ Dies ist die Gleichung einer Geraden in einem
__ N Koordinatensystem, dessen Achsen unter 60°
> y’,/ N stehen, Abb. 3. Die Koordinaten sind hier aller-

¥ ;ﬂui i J dings senkrecht zu den Achsen zu messen.
! — v N Eine bequeme Normalform fiir eine Gerade

@ gowinnt man durch Einfiihrung des Lotes o,
sowie der Winkel ¢ und y, die ¢ mit den Achsen
bildet.
Fiihrt man zuerst die Ordinaten «/, 4 ein, so lautet die Gleichung der Geraden mit
dem Lot o, da ?!’=~.L und o = 'i_,
sin @ sin @
2’ cosp -+ y cosy =,
zcosp |y cosy = gsinw.

Durch Vergleich mit der obigen Gleichung findet man

Abb. 8. Gleichung einer Geraden in schief-
winkligen Koordinaten.

1 1 cos @
1_—;=Dcoszp; 1= Decosy; 1l——)= .
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Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir cos ¢, wofiir man nach einigen Umrechnungen
und unter Beriicksichtigung von w = 60° erhilt:

: 1
e (1 - h‘) _ 0,86603(n — 1)

o

Es 1aBt sich somit fiir jeden Wert von n ein Winkel ¢ berechnen und eine entsprechende
Gerade einzeichnen.

Entsprechend der noch verfiigharen Konstanten C sind zu jeder derartigen Geraden
unendlich viele Parallelen zu ziehen; um jedoch die Ubersicht der ganzen Tafel nicht zu
beeintrichtigen, kann man diese Parallelen weglassen, weil man sie z. B. mit zwei Dreiecken
leicht ziehen kann. Die Richtungen dieser Geraden werden in der wirklichen Tafel durch
Strahlenbiischel fiir » =1 bis n = 1,8 angegeben. (S. Abb. 5.)

Soll z. B. von irgendeinem Punkt p’ 7’ eine Polytrope (n = 1,31) gezogen werden, so
entnimmt man die Richtung der Geraden 1,31 aus dem Strahlenbiindel und legt durch
den Punkt 2’ 7" eine Parallele. Man konnte auch ein um einen Punkt der Tafel drehbares
durchsichtiges Blatt verwenden, worauf eine Schar von Parallelen aufgezeichnet ist und
dessen Richtung nach einer Teilung festgesetzt wird. Das Verfahren diirfte aber nur in
wenigen Fillen zweckmaBig sein.

AuBer der Hauptzustandsgleichung ist auch die Arbeitsgleichung logarithmischer Be-
handlung zugénglich. Die bei Kompression (Expansion) aufgenommene (abgegebene) Arbeit
ist unter Zugrundelegung einer Polytrope:

=2 -]

n—1 Uy

0s @ =

’ n
I'= ——G-R[T,—T,).

Bezieht man die Arbeit auf 1 kg Gas, so erhdlt man

L=_"

S R(I,— Ty) =L, — L,

Das ist wieder eine Beziehung zwischen drei Unbekannten L, n und 7. Durch Logarith-
mieren erhdlt man logL, — logn—n—l——- log T'=1log R, eine Beziehung, die man durch

Dreieckkoordinaten darstellen kann, wenn man log R als Hohe des Dreiecks einfiihrt. Auch
hier empfiehlt es sich, als Konstante R = 100 einzusetzen. Man kann dann 7 und 7 in
100 L

der wahren GroBe, fir L dagegen L' = ablesen, s. Abb. 4.

Ausfiithrung der Tafeln.

Zeichnet man, ausgehend vom Grunddreieck mit der Hohe log R, die Lote logp,
logw, logT auf, Abb. 2, so sieht man, daB das fiir die Technik in Frage kommende
Gebiet ganz auBerhalb des Ausgangsdreiecks liegt. Die Begrenzungen fiir die Anwendung
in der Praxis sind Temperaturen zwischen — 50° und + 850° und Driicke von 1 v.H. Luft-
leere bis zu 100 kg/em®. Diesen Bereich kann man wegen des unbequemen Formats in
zwei Hilften iibereinander anordnen, wovon die oberen Driicke von 100 bis 0 kg/ecm?
die unteren Briicke von 1 bis 0,01 kg/em? enthdlt. Bei der Ausrechnung der Wirklichen
Tafel wurden Briggsche Logarithmen verwendet und als Hohe des Dreiecks von 17,94 cm
zugrunde gelegt.
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Auch bei der Arbeitstafel liegt der brauchbare Bereich auBerhalb des Grunddreiecks,
s. Abb. 4. Die Grenzen sind durch n = 1,02 bis 1,8 festgelegt. Unter 1,02 zu gehen, hat
wenig Zweck, da » =1,0 im Unendlichen liegt. Die andre Begrenzung geben wieder die
Temperaturen von — 50° bis 850° C. Als Hohe des Dreiecks wurden 19,2 cm angenommen.

N Beispiel. Fiir Luft mit der Gaskonstanten R =29,3 seien ge-
. Yy Y - geben:
) a) v= 2,3 m%kg und p=1,7 kg/em® Der Schnittpunkt der beiden
Geraden, Abb. 6, liegt bei ¢ = 116, also T" = 389° C wad
TI
~ 055

b) v=10,9 m*/kg und ¢=20°C; man liest ab p=38,3 und be-
rechnet p = 0,293, p’ = 0,97 kg/ecm?.

c) p=1,1 kg/em? und ¢ =40° C; es ergibt sich:

v = 2,85 m?kg und
v=0293; o =0,835 mYkg.

Will man das theoretische pv-Diagramm aufzeichnen, so
mufl man die einzelnen Punkte aus p-v = C, oder p-v* = C,
i berechnen, je nachdem isothermische oder polytropische Zu-
©  standséinderung vorliegt. Fiir die Isotherme liest man pv an

den Schnittpunkten mit der Geraden ¢ = const ab; fiir die

Abb. 4. Entwurf der Arbeitstafel. Polytrope sucht man in dem Strahlenbiischel den dem Wert n
entsprechenden Strahl auf und zieht durch den Anfangspunkt

eine Parallele. Die Schnittpunkte mit dieser Geraden sind dann die gesuchten Werte von pv.

Um die wihrend einer Zustandsinderung abgegebene oder aufgenommene Wirme zu
erhalten, mufl man den Verlauf von n kennen. Zu diesem Zweck iibertrigt man, etwa auf
durchsichtigem Papier, den Druckverlauf aus dem Indikatordiagramm in Abb. 5 und be-
stimmt von Punkt zu Punkt die Steigungen der Kurve, die man mit dem Strahlenbiischel
von n vergleicht.

Bei polytropischer Zustandsinderung p-v" = C steigt oder fillt die Temperatur be-
stindig. lhren genauen Verlauf kann man aus Abb. 5 bequem ablesen. Man zieht durch
den Anfangspunkt eine Gerade in der n zugehdrigen Richtung. Die Schnittpunkte voun T
mit dieser Geraden ergeben die gewiinschten Temperaturen.

Bei Kompressoren oder Verbrennungsmaschinen wird oft der Enddruck der Kompression
oder Expansion gesucht, wenn das Verdichtungsverhiltnis bekannt ist. Je nachdem man
aus Versuchen oder bekannten Anhaltspunkten die Abkiihlung oder Erwirmungsverhiltnisse
wihrend der Zustandsiinderung kennt, ist » > 1. Um den Gegendruck zu erhalten, verfolgt
man vom Anfangspunkt p,, v, aus die Gerade n = const bis zum Punkt », und findet
dort p,.

Beispiel. Verdichtungsverhiltnis 1:5; », = 0,8 m3/kg; v, = % =016; n=12; p, =1kg/cm®

Man zieht vom Punkte v, p, einen Strahl n=1,2 bis zu v, = 0,16 und findet dort p,= 6,8. In der wirk-
lichen Tafel Abb. 5 geht man von p = 10 aus und findet p = 68. Der Anfangspunkt befindet sich nimlich
nicht auf der Tafel, was aber ohne Belang ist, da sich in simtlichen Dreigcken alle p- und v-Linien
wiederholen und nur immer um eine Dezimale verschoben sind. Uberhaupt wird es bei einiger Ubung
moglich sein, mit einem Dreieck auszukommen, wenn man auf die Stellenzahl achtet.

=1330; t=1057°C.

|_'-IJ'3" :

In der Praxis mufl man oft die thermodynamische mdgliche Arbeit bestimmen, die ein
Gas bei gegebenem Verdichtungsverhiltnis und Heizung oder Kiihlung abgeben oder auif-
nehmen kann. Bei isothermischer Zustandsinderung, dem giinstigsten Fall, ist die von
1 kg Gas geleistete Arbeit

L=p, v n Py _ 01293 p, v, log Pa
VZ Py

1

wenn man Briggsche Logarithmen und den der Tafel Abb. 5 zugrunde liegenden MaBstab
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beriicksichtigt. log%: log p, — log p, ist der Abstand der beiden p-Linien in cm, und
leicht zu ermitteln. '

Aus der Tafel kann man auch das Produkt p, v, ablesen. Geht man von diesem Punkte
auf 7 = const weiter bis zu einem Punkte, wo p oder v eine Potenz von 10 ist, so liest
man sofort das Produkt ab gemdB p, v, = p,—1 1. Allerdings kann man diese Rechnung zu-
meist ebenso bequem mit dem Rechenschieber ausfiihren.

Beispiel. Ein Kompressor habe ein Verdichtungsverhdltnis 1:4, so daB dem Ansaugdruck bei iso-
thermer Zustandsinderung von 0,95 kg/cm? der Endruck 4-0,95 = 3,8 kg/em? entspricht. Das spezifische

Volumen der angesaugten Luft sei 1 m3/kg. Aus Abb. 6 entnimmt man als Abstand der beiden p-Linien
10,8 cm. Die Arbeit pro 1 kg Luft ist dann

L -=0,1293-9500-108 = 13200 kg-m.

Die Arbeit bei polytroper Zustandsinderung entnimmt man aus Abb. 6:
Rn Rn

L=1L —Ly=——T,— ——T,. Sind T}, T, und n bekannt, so liess man L und L’
n—1 n—1 = -

R . . .
ab und berechnet L = L’-EO«. Sind nicht die Temperaturen, sondern Anfangs- und

Enddruck gegeben, so sucht man in Abb. 5 zuerst die zugehorigen Temperaturen auf und
verfihrt mit diesen Werten in Abb. 6 wie vorhin. In diesem Fall spart man das Um-
rechnen, da sich die Gaskonstante aus den Gleichungen heraushebt. Die Temperatur dient
dann nur als Zwischenglied und ist nicht mit der wirklichen zu verwechseln.

Beispiel. Ein Kompressor habe bei ¢=10° Eintrittstemperatur eine Endtemperatur von ¢ = 1509;
n sei 1,4, In Abb. 7 ermittelt man bei n=1,4 und £=10° L, =0,90-105 bei n =1,4 und ¢ = 150 hin-
gegen L =1,48-10%

Hieraus findet man L = 0,293-10%- (1,48 — 0,99) = 14327 mkg fiir 1 kg Luft. Da Abb.7 mit der Gas-

konstanten R = 100 konstruiert ist, mull das Resultat, wie auch ausgefiihrt, mit 0,293 entsprechend der
Gaskonstanten bei Luft verkleinert werden.

Ein Kompressor habe ein Verdichtungsverhiltnit 1:3 bei p=1,0 kg/em?; v =0,86 m3/kg; n = 1,55.

Will man aus Abb. 5 die wirklichen Temperaturen erhalten, so muB man v, im umgekehrten Verhiltnis
’

zur Gaskonstante vergréBern, v, = ()—gﬁ, v, = %‘ =0,98 m®/kg; von p,, v’ ausgehend, verfolgt man n = 1,55

und findet bei v, =0,98 den Druck p, =5,35 und die Temperatur £, = 225; bei p;, v, ist & = 20°.
In Abb. 6 bestimmt man die Schnittpunkte n =1,55 mit ¢, und ¢, und findet L, =0,83-10 und
L, =1,49-10, hieraus
: L=0,293-10-(1,49 — 0,83) = 19300 mkg.
Will man nicht den Enddruck, sondern nur die Arbeit wissen, so kann man, wie oben angedeutet,

p, v der wirklichen GroBe nach einsetzen und die Temperaturen nur als Zwischenglieder benutzen. Man
braucht dann L nicht umzurechnen.

AuBler durch Expansion kann ein Gas noch Arbeit leisten, indem man die innere Energie
in kinetische umsetzt (z. B. bei Dampfturbinen, Turbokompressoren usw.). Da es physi-
kalisch gleich ist, ob ein Gas seine innere Energie durch Expansionsarbeit oder Beschleu-

nigung seiner Teilchen verliert, so mul man aus der Arbeitstafel Abb. 6 auch in irgend-
einer Form die Geschwindigkeiten ermitteln kénnen.

>

Bezeichnet @ das Gasgewicht und H die Druckhéhe, so ist die Leistung L' = Q- H = Q- ;; s
wenn ¢ die Geschwindigkeit bedeutet. Fiihrt man, wie in Abb. 6, die Leistung fiir 1 kg

26 ; , d. h. die Tafel liefert unmittelbar die Geschwindigkeits-

Gasgewicht ein, so ist L = H =

hohe, wie auch aus der genauen Rechnung folgt:

/ 1( ) p"_-_j

A g P »)
c? n n n ¢, ¢?
d =" R(T,—T)=R—" T —_R—— T =22 _ 2
oder 29 n—1 (7, 1) Rn—1T2 Rn—1T1 29 2¢
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Die Geschwindigkeitshéhe ergibt sich also als Unterschied zweier Geschwindigkeitshéhen,
die der Expansion von dem jeweiligen Druck in absolute Luftleere entsprechen. Sind nicht
die Temperaturen, sondern die Driicke gegeben, so verfihrt man wie oben bei Kompres-
soren. Da es sich hier meist um sehr schnelle Vorginge handelt, ist fir » der Wert der
Adiabaten einzusetzen.

Beispiel. Die Stufe einer Dampfturbine habe ein Druckverhéltnis von % = Z% und verarbeite iiber-
2 )
hitzten Dampf von ¢=175 bei p =6 kg/em®. Die Gaskonstante ist R=47,1. Um in Abb. 6 zu den

., 100 1
wahren Temperaturen zu kommen, berechnet man mit B = 0491

°

p = 12,7 kg/em?; Pe = 9,56 kg/em?®.
g

In Abb. 6 legt man durch p,, ¢, eine Gerade, z. B. n=1,4 und findet bei p,’ = 9,56, £, = 1429, Abb. 7
ergibt dann bei n¢, und n¢, die Werte
2 2 2
S 1,575.10% - =1,462.105, woraus = 0,471-105 (1,575 — 1,462) = 5320 m.
29 29 29

2
Um aus 2Lg ermitteln zu konnen, benutzt man zweckméiBig nach Abb. 7 eine Parabel, die im vor-
liegenden Fall ¢ =316 m/sec ergibt.

e
300 7/
4
r /
1/
00}~
ok w000 5000 __,fgf 8000

Abb. 7. Ermittlung der Geschwindigkeiten.
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