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Die turbulente Reibungsschicht in ebener Stromung bei
Druckabfall und Druckanstieg®.

Von E. Gruschwitz in Goéttingen.

Einleitung.

Die Grenzschicht, die nach der bekannten Prandtlschen Theorie fiir den Mechanismus
des Fliissigkeitswiderstandes von ausschlaggebender Bedeutung ist, geht an gréBeren
Korpern und bei geniigend groBen Geschwindigkeiten in einiger Entfernung vom Stau-
punkt in einen turbulenten Strémungszustand {iber. Das dann an die Stelle der ,,Jaminaren‘
Grenzschicht tretende Gebiet mit turbulenter Strémung kann man nun, ebenso wie es in der
Grenzschichttheorie mit der laminaren Grenzschicht geschieht, als ein Gebiet von geringer
Ausdehnung in der Richtung senkrecht zur Oberfldche von der iibrigen Stromung getrennt
behandeln, indem man annimmt, daB Reibung nur in dieser Schicht vorhanden und die
ibrige Stromung Potentialstromung sei.

Diese turbulente Reibungsschicht kann sich ebenso wie die laminare Grenzschicht von
der Wand ablésen, wenn lings der Wand in der Strémungsrichtung ein Druckanstieg vor-
handen ist. Dieser Vorgang ist nach der erwidhnten Prandtlschen Theorie dadurch zu er-
kliren, daB die Fliissigkeit in der Reibungsschicht einen Teil ihrer kinetischen Energie ein-
gebiiBt hat und daher nicht mehr gegen einen erheblichen Druckanstieg vordringen kann,
sondern durch diesen zur Umkehr gezwungen wird. Wihrend sich eine Strémung, in der
keine Ablgsung stattfindet, in den meisten Fallen angendhert durch eine Potentialstrémung
darstellen 148t, weil sich der EinfluB der Reibung auf das verhiltnismiBig kleine Gebiet der
Reibungsschicht beschrinkt, ist das im Falle der Ablésung nicht mehr mdéglich. Durch das
dabei entstehende ausgedehnte Wirbelgebiet wird vielmehr ein hoher Energieverlust ver-
ursacht. Will man entscheiden, ob sich eine gerechnete Potentialstrémung angenihert reali-
sieren 1dBt, so mull man also untersuchen, ob Abloésung stattfindet. Da in den weitaus
meisten Fillen die sich ablésende Reibungsschicht turbulent ist, so lag ein dringendes prak-
tisches Bediirfnis vor, Unterlagen fiir die Berechnung der Ablésungsstelle bei turbulenter
Reibungsschicht zu gewinnen?

Wihrend die bisherigen Arbeiten {iber die turbulente Reibungsschicht?® sich hauptséch-
lich mit dem Reibungswiderstand an der Wand befassen, soll deshalb in der vorliegenden
Arbeit die Reibungsschicht im Hinblick auf den Abldsungsvorgang untersucht werden.
Um voraussagen zu konnen, ob bei einem vorgegebenen Druckverlauf ldngs einer Wand
Ablosung eintritt, ist es nétig, die Reibungsschicht vorher zu berechnen. Es soll versucht
werden, auf Grund von Messungen ein Verfahren zu entwickeln, das diese Aufgabe fiir
ebene Strémungen niherungsweise erfiillt. Da die Einzelvorginge in turbulenten Stré-
mungen noch unbekannt sind, kann das nur in der Weise geschehen, daB aus Versuchen
GesetzmiBigkeiten abgeleitet werden, die fiir das einzelne Geschwindigkeitsprofil, d. h. die
Geschwindigkeitsverteilung ldngs einer Senkrechten zur Oberfliche, als Ganzes gelten.

1 Gottinger Dissertation. Referent: Prof. Dr. L. Prandtl.

2 Uber ein Naherungsverfahren zur Berechnung laminarer Grenzschichten vgl. K. Pohlhausen,
ZS f. ang. Math. u. Mech. 1 (1921) S. 252.

3 Th. v. Karmén, ZS {. ang. Math. u. Mech. 1 (1921) S. 233. B. G.van der Hegge Zijnen, Measure-
ments of the velocity distribution in the boundary layer along a plane surface. Thesis, Delft 1924.
M. Hansen, ZS f. ang. Math. u. Mech. 8 (1928) S. 185. A. Fage u. V. M. Falkner, Proc. of Roy. Soc.,
London A 129 (1930).
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Die Versuche sind im Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Strémungsforschung zu Géttingen
und in der damit verbundenen aerodynamischen Versuchsanstalt ausgefithrt worden.

Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit verdanke ich Herrn Prof. Prandtl, dem ich
auch fir die mir gewihrte Beratung und wohlwollende Forderung zu Dank verpflichtet bin.

I. Die Versuche.

1. Messungen am Tragfliigel. Zunichst wurden Messungen an der Saugseite eines Trag-
fliigelmodells im groBen Windkanal®' der aerodynamischen Versuchsanstalt in Géttingen
ausgefithrt (Strahldurchmesser 2,25 m). Das untersuchte Tragfliigelmodell hatte Profil 387
der Géttinger Profilsammlung! und war 40 cm tief. Es war in der in Géttingen iiblichen
Weise! mit einer Oberfliche aus Gips versehen, auller in der Mitte des Fliigels, wo die
Oberflache durch einen 10 cm breiten Messingstreifen gebildet wurde. Der Fliigel war so
lang, daBl er durch den Strahl hindurchreichte und war zu beiden Seiten auBerhalb des
Strahles derart befestigt, daB sich der Messingstreifen in der Mitte des Strahles befand, so
daB man an dieser Stelle
ebene Strémung erwar-
ten durfte.

Zur Untersuchungder
Reibungsschicht wurden
Pitotrohre  verwendet.
Da die Entfernungen des
Pitotrohrs von der Ober-
fliche des Fliigels auf
Betrige genau gemessen
werden muBten, die weit
unterhalb der Gréfle der
Durchbiegungen lagen,
die das Fliigelmodell
durch die darauf wirken-
den Luftkrafte erlitt,
war es noétig, das Pitot-
rohr am Fligel selbst
zu befestigen.

Die Einrichtung zum Verschieben des Pitotrohrs war in ein Profilrohr aus Stahl ein-
gebaut, dessen eines Ende auf der Druckseite des Fliigels an dem Messingstreifen befestigt
war, wihrend das andere Ende aus dem Strahl herausragte (s. Abb. 1). In dem Profilrohr
war eine Welle gelagert, die durch das ganze Rohr hindurchlief und in die an dem einen,
dem Fliigel zugewandten Ende ein Gewinde von 1 mm Steigung geschnitten war. Das
andere, aus dem Strahl herausragende Ende trug einen Zeiger, der iiber einem in 100 Teile
geteilten Kreis lief. Auf dem Gewinde lief eine Klemme, die durch zwei Schlitze im Profil-
rohr gefithrt wurde und in der sich das Pitotrohr durch Anziehen einer Schraube fest-
klemmen lie, und zwar konnte es an zwei Stellen der Klemme, vor und hinter der Welle,
festgeklemmt werden, so daB mit einer Stellung des Profilrohrs die Gesamtdruckverteilung
an zwel Stellen gemessen werden konnte. Das Pitotrohr ging dann von hier aus durch
Bohrungen im Fliigel nach der Saugseite.

Das Profilrohr konnte an vier verschiedenen Stellen auf der Druckseite festgeschraubt
werden, so daBl das Pitotrohr an acht verschiedene Stellen gebracht werden konnte. Es
muBten dementsprechend je acht Bohrungen in der Saug- und in der Druckseite angebracht
werden. Durch verschiedene Lingen der Pitotrohre konnten noch mehr Stellen der Rei-

Abb. 1. Die MeBeinrichtung am Tragfliigel.

1 Siehe Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt zu Géttingen, I. Lieferung, Miinchen 1921.
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bungsschicht erreicht werden. Die jeweils nicht benétigten Bohrungen wurden mit einem
steifen Fett verschlossen, wobei besonders auf Herstellung einer moglichst glatten Ober-
fliche geachtet wurde.

Die Pitotrohre waren aus diinnem Stahlrohr hergestellt ; die meisten Messungen wurden
mit einem solchen von 0,60 mm AuBendurchmesser (Innendurchmesser 0,40 mm) aus-
gefiihrt, in den dickeren Teilen der Reibungsschicht wurde auch ein Rohr von 1,04 mm
AuBendurchmesser (Innendurchmesser 0,74 mm) verwendet.

Um die Lage des Pitotrohrs an der Stelle, an der es die Oberflache gerade beriihrt,
genau feststellen zu konnen, war es isoliert durch die Bohrungen im Fliigel gefiihrt, so dal
diese Lage durch SchlieBen eines Stromes (der, um Funkenbildung zu vermeiden, sehr
schwach sein muB) angezeigt werden konnte. Auf diese Weise konnte die Anfangslage und
damit der Abstand von der Wand auf 0,01 mm genau festgestellt werden.

Im ganzen wurden neun MeBreihen durchgefiihrt: Bei Geschwindigkeiten von 15,3,
30,8 und 46,2 m/sek und (geometrischen) Anstellwinkeln o = 6°, 12° und 15°% Zu jeder
MeBreihe wurden neun Gesamtdruckprofile gemessen. AuBerdem wurde noch durch
Bohrungen von 0,8 mm Durchmesser, die sich ebenfalls in dem Messingstreifen befanden,
der statische Druck an der Oberflidche des Fliigels gemessen.

Zu den Druckmessungen wurde ein Manometer Prandtlscher Bauart?! verwendet, wobel
als Nullpunkt der Druck im Versuchsraum diente.

Die Versuche wurden in solcher Reihenfolge ausgefiihrt, daB jedes Gesamtdruckprofil
unmittelbar nacheinander mit den drei Geschwindigkeiten gemessen, der Anstellwinkel
aber wiihrend der Durchfithrung der drei entsprechenden MeBreihen unverdndert gelassen
wurde.

2. Messungen am Geblidse. Da die Messungen am Tragfliigel noch nicht das fiir die
Auswertung gewiinschte Material lieferten, wurden noch Versuche mit einer Anordnung
gemacht, die auf einen Vorschlag zuriickgeht, den ich Herrn H. Peters verdanke. Sie ist in
Abb. 2 skizziert. Ein von einem Elektromotor (Leistung 14,5 kW) angetriebenes zwei-
stufiges Axialgeblise saugt durch radiale Leitschaufeln, die gleichméBige Zustrémung ge-
wihrleisten sollen, Luft an, die dann durch einen Gleichrichter g und eine Ubergangsstrecke,
in der der kreisférmige Querschnitt in einen rechteckigen iibergeleitet wird, in einen Be-
ruhigungskanal b von 65 cm Héhe, 45 cm Breite und 250 cm Linge gelangt. Von diesem
leitet eine Verengung, die die Breite des Kanals jedoch unverdndert 1a8t, zu der Versuchs-
strecke tiber. Die Untersuchung der Reibungsschicht geschieht an der Platte . Diese, I m
lang und 45 cm breit, ist aus Holz gefertigt. Thre Oberfliche ist poliert, und in der Mitte ist,
parallel zur langen Seite der Platte, ein 10 cm breiter Messingstreifen eingelassen, der zur
Aufnahme der MeBeinrichtungen dient, mit denen die Reibungsschicht lings dieses
Streifens verfolgt wird. Am Beginn der Platte befindet sich in der Oberseite des Kanals ein
1,7 cm breiter Spalt s, der den Zweck hat, die von der Kanalwand herriithrende Reibungs-
schicht aus dem Kanal herausstrémen zu lassen, so da an die MeBplatte nur von der Wand-
reibung unbeeinfluBte Luft gelangt. Der der Platte gegeniiberliegenden Seite des Kanals
kann man nun verschiedene Formen geben, so da8 man den Druckverlauf lings der Platte
in der jeweils gewiinschten Weise festlegen kann. Diese verschiedenen Formen werden
durch auswechselbare Einlagen hergestellt, die man in den Kanal einschieben kann und die
aus I mm starkem Zinkblech bestehen, das auf entsprechend ausgeschnittene Holzleisten
aufgeschraubt ist. Die Entfernung zwischen der MeBplatte und der Unterseite des Kanals
mubB natiirlich immer so groB gehalten werden, daB3 zwischen den beiden Reibungsschichten
noch ein Gebiet mit von Reibung unbeeinfluiter Strémung bleibt.

Um die Windgeschwindigkeit méglichst genau konstant halten zu konnen, ist das Ge-
bliase mit einem Regler in der von Herrn O. Schrenk entwickelten Bauart? versehen. Er

1 Siehe Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt zu Gottingen, 1. Lieferung, S.44.
2 0. Schrenk, Ing.-Arch. 1 (1930) S. 350.
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Abb. 2. Die Versuchsanordnung am Geblise.

¢ Oldampfung, gw Gewichte, f Feder.

v Verschiebevorrichtung fir das Pitotrohr, fr Fenster, d Deckel des Reglers, a Achse des Reglers,

p MeBplatte,

b Beruhigungskanal, s Spalt,

g Gleichrichter,

besteht hier im wesentlichen aus einem
kreisférmigen Deckel d (Durchmesser
32,5cm), der sich iiber einer gleich gro-
Ben Offnung im Beruhigungskanal be-
findet und der um eine Achse a4 beweg-
lich ist. Die Reibung wird hierbei durch
Kugellager moglichst kiein gehalten.
Die Bewegungen des Deckels werden
durch eine Oldimpfung ¢ gedidmpft.
Der Regler arbeitet in der Weise, daf
der durch aufsteckbare Gewichte gw
dem gewiinschten Druck entsprechend
belastete Deckel durch den Druck im
Kanal iiber der Offnung schwebend ge-
halten wird, so daB3 durch einen schma-
len Schlitz zwischen dem Deckel und
dem Rand der Offnung dauernd Luft
abbldst. Es verursacht dann z. B. eine
Vergroferung des Druckes im Kanal
ein Anheben des Deckels und damit
vermehrtes Ausstrémen von Luft, wo-
durch der Druck wieder herabgemindert
wird. Es zeigte sich zunidchst, daB
der Druck im Kanal mit verdnderter
SchlitzgréBe nicht genau konstant war,
sondern bei hoéher gehobenem Deckel
etwas abnahm, was dadurch verursacht
wird, daB die Strémung und damit der
Druck unter dem Deckel durch die An-
derung der Schlitzbreite verdndert wird.
Wie Herr Schrenk gefunden hat, kann
man diese Abhidngigkeit des Druckes
von der SchlitzgréBe durch Verdnde-
rung der Hohe des Deckels beseitigen.
In unserem Falle wird sie durch eine
Feder f kompensiert, da das eine ein-
facher anzubringende Verdnderung er-
gab. Die Dimensionierung dieser Feder
mu3 aber fir jeden im Kanal ge-
wiinschten Druck besonders erfolgen.
Sie wurde durch Probieren in der Weise
vorgenommen, dafl durch Verdnderung
der Lange der Feder die Federkonstante
so lange gedndert wurde, bis der Druck
fiir einen gewissen Bereich des Deckel-
ausschlages bis auf etwa 1%y konstant
war. Der Ausschlag des Deckels ist
nach oben und unten durch Kontakte
begrenzt, an die eine elektrische Klingel
angeschlossen ist, durch die das Uber-
schreiten des zuldssigen Spielraumes
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angezeigt wird. Die Grobregelung erfolgt mit der Hand durch Verinderung des Mo-
torfeldes.

Die Reibungsschicht wurde auch hier mit Pitotrohren untersucht. In dem in die MeB-
platte eingelassenen Messingstreifen befinden sich in Abstinden von 5 cm Bohrungen mit
Gewinde, in die eine Verschiebevorrichtung v fiir das Pitotrohr eingeschraubt werden kann.
Diese besteht im wesentlichen aus einer Schraubenspindel und gestattet die Verschiebung
des Pitotrohrs auf 0,01 mm genau abzulesen. Die Stellung des Pitotrohrs, in der es die
Wand beriihrt, wurde auch hier durch SchlieBen eines Stromes festgestellt. Die jeweils nicht
benutzten Bohrungen in dem Messingstreifen lassen sich durch Schrauben verschlieBen, die
mit der Oberfliche genau abschlieBen.

Der Gesamtdruck wurde mit zwei Pitotrohren gemessen, die 4,5 bzw. 2 cm lang sind,
so daB Gesamtdruckprofile in Abstdnden von 2,5 cm aufgenommen werden konnten. Die
Pitotrohre sind aus Stahl und haben 0,6 mm AuBendurchmesser (Innendurchmesser
0,4 mm). Damit die Entfernung der MeBpunkte von der Wand besser definiert ist, sind ihre
Spitzen etwas breitgedriickt, so daB sie ungeféhr elliptischen Querschnitt haben, wobei die
kleine Achse senkrecht zur Wand steht. Die lichte Offnung in dieser Richtung betrigt 0,30
bzw. 0,23 mm. Die Entfernung der Spitze von der Wand in dem Fall, in dem das Pitotrohr
die Wand beriihrt, wurde unter dem Mikroskop festgestellt, indem die Entfernung der
Spitze von ihrem Spiegelbild in einer blanken Metallplatte gemessen wurde. Es wurde
angenommen, dall das Pitotrohr den in der Mitte seiner Offnung herrschenden Gesamt-
druck anzeigt.

Zur Erleichterung des Einbaus des Pitotrohrs ist in der Seitenwand des Versuchskanals
ein Fenster f» angebracht.

In dem Messingstreifen befinden sich noch in Abstidnden von 2,5 cm Anbohrungen von
0,6 mm Durchmesser zur Messung des statischen Druckes. Gesamtdruck und statischer
Druck wurden auch hier mit einem Prandtlschen Manometer gegeniiber dem Druck im
Versuchsraum gemessen.

Mit dieser Anordnung wurden 5 MefBreihen durchgefiihrt. Die MeBreihe 1 lieferte jedoch
kein fiir die Auswertung brauchbares Material. Sie wurde mit der in Abb. 2z eingezeichneten
Einlage ausgefithrt; es war also lings der Platte nur Druckabfall vorhanden. Die Ge-
schwindigkeit am Ende des Kanals war dabei W, = 38,0 m/sek. Es zeigte sich hierbei ein
ganz allméhlicher Ubergang von laminaren zu turbulenten Geschwindigkeitsverteilungen,
der sich fast auf die ganze Linge der Platte erstreckte.

Die zu MeBreihe 2 verwendete Einlage ist in Abb. 3 dargestellt. Hiermit sollte ein
starker Druckanstieg erzeugt werden, der zur Ablésung der Reibungsschicht fiihrt. Damit
die Ablésung an der MeBplatte stattfindet und nicht an der Unterseite des Kanals, befindet
sich in letzterer ein 1 cm breiter Spalt, durch den die Reibungsschicht der Unterseite nach
aufen strémen kann. Der zu diesem Zweck nétige Uberdruck an der Stelle des Spaltes wird
dadurch hervorgerufen, daB3 sich der Kanal in seinem letzten Teil wieder verengt. Es ist das
also eine Anwendung der bekannten Methode der Grenzschichtabsaugung. Diese Vor-
kehrung allein geniigte aber noch nicht, um die gewiinschte Ablésung an der MeBplatte
hervorzurufen. Die Ablosung begann hierbei zuerst in den Ecken des Kanals, was auch ver-
stiandlich ist, da sich dort die Wirkungen zweier Winde {iberlagern. Die von den Ecken
ausgehenden Wirbelgebiete engten dann den Luftstrom so ein, daB die Reibungsschicht
an der MeBplatte anliegen blieb. Um diese Erscheinung zu beseitigen, wurden von den
Réndern des Bleches, aus dem die Einlage besteht, von @ bis  (Abb. 3) etwa 2 mm breite
Streifen weggeschnitten. Aus den dadurch entstandenen Schlitzen kann ein groBer Teil der
durch die Reibung gebremsten Luft ausstrémen. Es geniigte, solche Schlitze nur in den
unteren Ecken anzubringen. Da von einem seitlichen Druckgradienten die langsamer
stromende Luft unter einem gréBeren Winkel abgelenkt wird als die schneller strémende,
wird durch die Schlitze offenbar auch der gréBte Teil der Reibungsschicht an den schmalen
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Seitenwidnden entfernt. Auf diese Weise ist es gelungen, die Strémung an der Unterseite

und den Seitenwinden zum Anliegen zu bringen, wihrend an der MeBplatte Ablésung

vorhanden ist. Die Austrittsgeschwindigkeit am Ende des Kanales war bei dieser MeBreihe
Wy = 39,0 m/sek.

M Z Zur MefBreihe 3 wurde
dieselbe Einlage mit einer
a \_/ geringfligigen Verdnderung

(der Absaugespalt war nur

b 0,6 cm breit) benutzt. Die
Austrittsgeschwindigkeit

L. war hierbei W, = 23,85

Abb. 3. Einlage zu MeBreihe 2. m/sek.

%/l Mit MeBreihe 4 (Abb. 4)

wurde eine Reibungsschicht

untersucht, die erst einem

Druckanstieg und dann

einem Druckabfall ausge-

setzt war, wahrend mit

MeBreihe 5 (Abb. 5) umge-

kehrt eine Reibungsschicht

Abb. 4. Einlage zu MeBreihe 4. untersucht wurde, die erst
W‘ einem Druckabfall wund
Z 4 dann einem Druckanstieg

unterworfen war. Da, wie
MeBreihe 1 gezeigt hatte,
der Turbulenziibergang bei
Druckabfall nur sehr all-
mihlich vor sich geht,
wurde die Einlage zu MeB-
Abb. 5. Einlage zu MeBreihe 5. reihe 5 so geformt, daB zu-
nichst auf einer kurzen
Strecke Druckanstieg herrscht, wodurch Ubergang zur Turbulenz hervorgerufen wird.
Hieran schlieBt sich dann erst die Strecke mit Druckabfall und an diese wieder die mit
dem Druckanstieg an. Ablosung fand bei den beiden letzten MeBreihen nicht statt. Die
Austrittsgeschwindigkeiten waren fir MeBreihe 4 W, = 37,0 m/sek und MeDBreihe 5
W,y = 39,2 m/sek.

II. Berechnung von Geschwindigkeits- und Schubspannungsverteilungen.

Mit dem Pitotrohr miBt man in turbulenten Strémungen den zeitlichen Mittelwert des
Gesamtdruckes. Ebenso wird durch die Anbohrungen in der Oberfliche der zeitliche Mittel-
wert des statischen Druckes gemessen. Bezeichnen wir den Gesamtdruck mit g, den stati-
schen Druck mit p, den Betrag der Geschwindigkeit mit w, die Dichte mit ¢ und die zeit-
lichen Mittelwerte durch Uberstreichen, so ist

§=1—5+%UE- (1)

Nun kann man setzen
w=1w 4+ w,

wobei @’ die Schwankung um den zeitlichen Mittelwert bedeutet. Damit wird

W=t 20w | w'?
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oder, da w’ = o,

w? = w4 W't
Da man nach der Gleichung (1) nur w? berechnen kann und da die GréBe w2 unbekannt
ist, kann man w aus den Messungen nicht genau berechnen. Die GroBe w’? ist aber sicher

in der Regel klein gegeniiber %2, so daB man sie vernachlissigen und also @ = | w? setzen

kann. Da »’? immer positiv ist, erhilt man durch diese Vernachlissigung @ immer etwas zu
groB. In den Teilen der Reibungsschicht, in denen w klein ist, also in der Néhe der Ab-
lssungsstelle, kénnen dadurch jedoch die Geschwindigkeiten wahrscheinlich betrdchtlich
gefilscht werden, zumal dort groBe Schwankungen der Geschwindigkeit zu erwarten sind.
Dieser Fehler wird dort, wo schon Schwankungen vorkommen, die gréBer als @ sind, so dal3
das Pitotrohr zeitweilig von hinten angestrémt wird, noch dadurch vergroBert, dafl das
Pitotrohr diese Riickwirtsgeschwindigkeiten bei der Mittelwertbildung so gut wie gar
nicht beriicksichtigt. Es wird weiter unten noch auf diese durch die turbulenten Schwan-
kungen hervorgerufenen Fehler zuriickzukommen sein.

Im folgenden wollen wir der Einfachheit halber die die Mittelwertbildung bezeichnen-
den Striche weglassen und unter allen vorkommenden Griéfen die zeitlichen Mittelwerte
verstehen. Als Koordinaten sollen die Entfernung x auf der Oberfliche des bestrémten
Kérpers in der Strémungsrichtung und der senkrechte Abstand y von der Wand gewihlt
werden. Am Tragfliigel ist x die Bogenlinge lings der Saugseite des Profils vom vordersten
Punkt an gemessen (die Gesamtlinge von diesem Punkt bis zur Hinterkante betrigt
42,7 cm), an der MeBplatte der geradlinige Abstand von der Vorderkante der Platte. Ferner
sei W der Betrag der Geschwindigkeit auBerhalb der Reibungsschicht, ¢ der dieser Ge-

T . w2
schwindigkeit entsprechende Staudruck, also ¢ =g2—, g, der konstante Gesamtdruck

auBerhalb der Reibungsschicht und W, der dem statischen Druck p = o entsprechende
Wert von W (bei den Messungen am Tragfliigel ist W, die ungestorte Geschwindigkeit, bei
den Messungen am Geblise die Geschwindigkeit am Ende des Kanals). AuBerhalb der
Reibungsschicht gilt ja die Bernoullische Gleichung:

2

w
pra=g="4"

2

Es erweist sich fiir die folgenden Betrachtungen als zweckmifig, die Bewegungs-
gleichungen in solcher Form anzuwenden, da8 sie fiir jeden Punkt in der Richtung der hin-
durchgehenden Stromlinie und der senkrechten Trajektorie zu den Stromlinien gelten.
Bezeichnet man die Schubspannung mit 7, die Richtung der Stromlinie mit s und die der
senkrechten Trajektorie mit #, ferner die Kriimmungen der Stromlinie und die der senk-
rechten Trajektorie mit %, bzw. k,, so lauten die Bewegungsgleichungen fiir stationire
Strémungen in dieser Form:

Jw ap ot
00 =55 Tont 27k (2)
7} 0
owrk,= P I o1k, (3)

Dabei sind &, und %, positiv, wenn der Kriimmungsmittelpunkt in der negativen %- bzw.
s-Richtung liegt. Zur ersten dieser beiden Gleichungen kann man gelangen, indem man ein
Fliissigkeitselement betrachtet, das von einer Stromlinie, einer Parallelkurve dazu und zwei
senkrechten Trajektorien begrenzt wird, und die Komponenten in der s-Richtung des
darauf wirkenden statischen Druckes und der Schubspannungen gleich der mit seiner Masse
multiplizierten Beschleunigung setzt, zur zweiten, indem man die Krifte, die in der #-
Richtung auf ein Fliissigkeitselement wirken, das von einer senkrechten Trajektorie, einer
Parallelkurve dazu und zwei Stromlinien begrenzt wird, gleich der mit der Masse des
22
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Fliissigkeitselementes multiplizierten Zentripetalbeschleunigung setzt. Dabei sind die
Komponenten der Schubspannungen in der s- bzw. n-Richtung in der in Abb. 6 dar-

gestellten Weise zu berticksichtigen. Aus
(rydn SE)(ds + s dsdn)

dem dort gezeichneten Kréfteplan findet
v az
”\f (zeds 3 2)din

(l’+dnﬂ)(d.rf7(yd.rin) man fiir die Resultierende der Schub-

P4, ' spannungen in der s-Richtung:
R . = vk, dsdn—{-—(t—{-ds——) kydsdn
\ / v os
i /7 haild —
\ R s —[—<r-|— an >(ds+k dsdn) —tds.
v .
\Lﬁ”/rd } ~§ Aus dem statischen Druck resultiert
\\ | Asas = . . . a
Vi zdny & in der s-Richtung die Kraft — dsdn oL
¥ +
§ ferner ist Masse mal Beschleunigung
N @rdnfD)ds > ow .
, ez On , SR —gdsdn-w;. Geht man in der aus
R 3 . . .
T zdn) /(”ds?_)(d”"/P dﬂ;,;l; E diesen drei Bestandteilen zusammen-
“,}:%;;\\_\_ (f*d"’??l gesetzten Bewegungsgleichung nach Weg-
P 5 P P kiirzen von dsdn zur Grenze ds, dn—> 0
Abb, 6.

iiber, so erhilt man Gleichung (2). Auf
dieselbe Weise leitet man Gleichung (3) ab

. .
Indem man den Gesamtdruck g = p + g_zw_ einfithrt, kann man Gleichungen (2) und (3)
auch schreiben:

a a
af:TZ+27ks: (4)
a J
2k (g— ) =50 — ST —avh, (5)

Um nach Gleichung (1) die Geschwindigkeit zu berechnen, braucht man auler dem Ge-
samtdruck den statischen Druck. Diesen in der Reibungsschicht unmittelbar zu messen
war unmoglich, da die statischen Sonden in turbulenten Strémungen fehlerhaft anzeigen.
Es ist jedoch innerhalb der Reibungsschicht keine erhebliche Anderung des statischen
Druckes in der Richtung senkrecht zur Oberflache zu erwarten, und er wurde deshalb dem
an der Oberfliche gemessenen statischen Druck entnommen. Bei den Messungen am Trag-
fliigel wurde dabei noch wegen der Wélbung der Oberflache eine Korrektur angebracht,
die sich wie folgt ergibt: In einer Strémung, deren Stromlinien alle konzentrische Kreise
mit dem Radius 7 sind, gilt nach Gleichung (5) unter Vernachldssigung von 7 —}— 2T Ry

Zig—p) =22

Das ist eine lineare Differentialgleichung fiir p, deren Losung lautet
T
2 2
p="00+ 5 [arar,
To

falls p = p, fiir ¥ = 7, ist. Nimmt man an, daB fiir ein kurzes Stiick der Reibungsschicht

alle Stromlinien konzentrische Kreisbégen sind, so hat man in dieser Gleichung » =7, 4+ ¥

zu setzen, wenn man unter #, =+ den Kriimmungsradius der Fliigeloberfldche versteht.
0

Dabei kann man dann noch wegen der Kleinheit von y gegen #,im Nenner des ersten Gliedes
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auf der rechten Seite der Gleichung y2/5 vernachldssigen und im zweiten Glied 7 = 7,
setzen. Man erhilt so:

v
14
?Nb!_—;m'f'zkoofgdy:

wobei p, der statische Druck an der Oberfliche ist.

Die hiernach anzubringende Korrektur ist ziemlich gering; sie brachte selten eine
Anderung von mehr als 1% des Staudrucks.

In Abb. 7 bis g sind die am Tragfliigel bei der Geschwindigkeit W, = 30,8 m/sek er-
haltenen Geschwindigkeitsprofile aufgetragen und in Abb. 11 bis 19 die aus den MeBreihen
2 bis 5 am Geblidse. Man sieht deutlich den Unterschied zwischen laminaren und turbulenten
Profilen. Bei den Messungen am Geblése sind immer die ersten drei Profile jeder MeBreihe

Abb. 7. Geschwindigkeitsprofile am Tragfliigel. Anstellwinkel o = 6°, ungestérte Geschwindigkeit W, = 30,8 m/sek.

Abb. 8. Geschwindigkeitsprofile am Tragfliigel. « = 12°, W, = 30,8 m/sek.
22%
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Abb. 9. Geschwindigkeitsprofile am Tragfliigel. o = 15° W,= 30,8 m/sek.

2
Abb. 10. Statischer Druck p an der Saugseite des Tragfliigels, bezogen auf g,= ﬂ:’_g W, = 30,8 m/sek.

Abb. 11. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 2.
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Abb. 12. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreibe 2.

Abb. 13. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 3.

Abb. 14. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 4.

Abb. 15. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 4.
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Abb. 16. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 4.

Abb. 17. Geschwindigkeitsprofile zu Mefreihe 5.

Abb. 18. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 5.
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Abb. 19. Geschwindigkeitsprofile zu MeBreihe 5.

laminar. Bemerkenswert ist, daB in Abb. 13 (wie iibrigens auch bei einigen Messungen am
Tragfliigel mit W, = 15,3 m/sek) das letzte laminare Profil Riickstrémung zeigt. Der
Ubergang zur Turbulenz wird hier offenbar durch beginnende Ablésung der laminaren
Grenzschicht ausgelost. In diesen Fillen ist der Turbulenziibergang auch mit einer erheb-
lichen Stérung des statischen Druckes verbunden (s. Abb. 20). Wie schon oben erwihnt
wurde, diirften die turbulenten Geschwindigkeitsprofile unmittelbar vor der Ablésungs-
stelle, z. B. in Abb. 12 die Profile bei ¥ = 51,72 und % = 54,29, durch die turbulenten
Schwankungen erheblich gefélscht sein, so daB die Einbuchtungen, die dieselben zeigen,

Abb. 20. Statischer Druck p an der MeBplatte, bezogen auf den auBerhalb der Reibungsschicht herrschenden Gesamtdruck g,.

gewiB nicht dem wirklichen Verlauf der Geschwindigkeit entsprechen, sondern wahrschein-
lich dadurch hervorgebracht werden, daB in der Nihe der Wand die Geschwindigkeit viel
zu grof3 angegeben wird. Moglicherweise herrscht in Wirklichkeit bei ¥ = 54,29 (Abb. 12)
schon Riickstrémung.

Das Abreifen der Stromung beginnt am Tragfliigel bei « = 12° nahe der Hinterkante,
wahrend bei a = 159 die Strémung schon ungefihr in der Mitte des Profils abreiBt, und
zwar wandert sowohl die Ablgsungsstelle wie auch die Stelle des Turbulenziiberganges mit
wachsender Geschwindigkeit nach vorn.
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Fiir einige MeBreihen am Tragfliigel wurde auch die Schubspannungsverteilung aus-
gerechnet. Hierzu wurde Gleichung (4) benutzt, wobei das Glied 2 7k, zundchst vernach-
lassigt wurde. Um 0g/ds zu gewinnen, mufl man Stromlinien berechnen. (Da dg/0y grof3
ist, kann man nicht etwa dg/0s ndherungsweise durch 0g/dx ersetzen.) Die Stromlinien

Yy
wurden als die Kurven p = f w dy = konst berechnet. Es ist hierin insofern eine geringe
0

Vernachlissigung, als man eigentlich nach % integrieren miite. Da sich die Bogenlinge s
der Stromlinien nicht merklich von der Bogenlinge x auf der Oberfliche unterscheidet,
wurde der Gesamtdruck fiir konstantes 9 iiber x aufgetragen und dieser Auftragung die
Ableitung 0g/ds entnommen. Abb. 21 zeigt eine solche Auftragung. Bei der Berechnung
von T wurde dann wieder anstatt normal zu den Stromlinien normal zur Oberflache inte-
griert, und als Anfangswert hat man auBerhalb der Reibungsschicht v = 0. Mit dem so

Abb. 21. Gesamtdruck lings Stromlinien in der Reibungsschicht am Tragfligel bei a = 6°, W,= 30,8 m/sek.

berechneten v kann man dann nachtriglich das zundchst vernachlédssigte Glied 2 7 %, an-
genidhert ausrechnen, indem man fiir 2 die Kritmmung der Oberfliche einsetzt. Es brachte
aber keine merkliche Anderung. Abb. 22 zeigt ein Beispiel der erhaltenen Schubspannungs-
verteilungen.

Abb. 21 zeigt gleichzeitig sehr anschaulich den Ubergang von der laminaren zur turbu-
lenten Strémung. Man sieht, wie an der Ubergangsstelle (die etwa bei ¥ = 19 cm beginnt)
der Gesamtdruck auf den nahe der Wand gelegenen Stromlinien vermége des durch die
Turbulenz {ibertragenen Impulses rasch zunimmt, widhrend er auf den &uBeren Strom-
linien sinkt. Um nachzuweisen, daB vor diesem Ubergang die Strémung tatsichlich laminar
ist, habe ich die Schubspannungsverteilung bei # = 11,15 cm und » = 15,9 cm berechnet

und die GréBe 711; ausgerechnet. Es ergaben sich fiir diese GréBe tatsdchlich Werte, die um

dy 9
den Wert fiir die Zahigkeit u streuten. <In laminarer Strémung ist ja v =u 6—:)> .

Aus den Verteilungen der Schubspannung und der Geschwindigkeit kann man den
Prandtlschen Mischungsweg bestimmen. Prandtl hat fiir die Schubspannung in stationirer
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[0 . . . . ..
turbulenter Strémung den Ansatz T = /2 %Z-: 8_21 eingefiihrtl. Dabei ist die GréBe 7, der

. Mischungsweg’‘, eine empirisch zu bestimmende Linge, die eine Funktion des Ortes ist.

408 7 a8 /l: ’“"‘L‘? “\L
pA ’ >
02
T 4006 A - 106
7 / \ f5’-. (mm) / e - x
\ﬂ NG . A1
Gook S N\ A\ 04— ==
N 2 ;/ 0 %=23\5 cm
AN 5 \\ y +x-27s -
2 H=3125 »
Q02 3N \ a2 O x-343 »
<,
)
\‘ P oo
2 4 6 8 1/ 2 ¢ 3 v
—y(mm) —y(mm)
Abb. 22, Schubspannungsverteilungen in der Reibungsschicht Abb. 23. Mischungsweg in der Reijbungsschicht am
am Tragfliigel bei ¢ = 12°, W= 30,8 m/sek. Tragfliigel bei o = 12°, Wy= 30,8 m/sek.

In Abb. 23 ist der Mischungsweg iiber dem Wandabstand aufgetragen. Da sich sowohl 7
als auch dw/0» nicht sehr genau bestimmen lassen, ist die Bestimmung des Mischungsweges
ziemlich unsicher.

I1I. Weitere Auswertung des Versuchsmaterials.

1. Mabge fiir die Dicke der Reibungsschicht. Fiir die folgenden Betrachtungen ist es nétig,
ein MaB fiir die Dicke der Reibungsschicht zu besitzen, das sich aus den Messungen ge-
niigend genau ermitteln 1a8t. Als solches bieten sich verschiedene GréBen dar. Man kénnte
z.B. die Lange s

or=J (1= F)av

wihlen. d ist dabei eine geniigend groBe Entfernung von der Oberflache, in der praktisch
w = W ist. Die GroBe 6*, die sog. ,,Verdriangungsdicke*, ist die Entfernung, um die die
Stromlinien der Potentialstrémung durch das Vorhandensein der Reibungsschicht von der
Oberfliche abgedriangt sind.

Eine zweite als solches MaBl verwendbare GroBe ist die Lange

O P [

Eine dritte solche GroBe ist schlieBlich die Lénge

J
0

Diese Grofle ist ein MaB fiir den Impulsverlust, der in der Reibungsschicht stattgefunden
hat. Zwischen der Oberfliche und der Entfernung J strémt pro Zeiteinheit die Masse

s s
0 f w dy durch. Wenn diese Masse die Geschwindigkeit W besiBe, wire ihr Impuls o W f wdy,
b 0

s
mit der Geschwindigkeit w in der Reibungsschicht besitzt sie aber den Impuls g f widy.
0

)
Die Differenz ist o [ (W —w)wdy = oW? 9.
[ 0

1 L. Prandtl, ZS f. ang. Math. u. Mech. 5 (1925) S. 137.
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Zwischen den drei GroBen %, A und 9 besteht, wie man auf Grund ihrer Definitionen
leicht ausrechnet, die Beziehung
9 = A — 0*. (6)

Zur Orientierung moge angegeben werden, daBl fiir die Geschwindigkeitsverteilung

1
% = <%> , die angendhert in Reibungsschichten ohne Druckgefille vorhanden ist!,
0*=3%09, A=20und 9 =75 & wird.

Es erweist sich fiir die weitere Rechnung als zweckmaBig, als MaB fiir die Dicke der
Reibungsschicht die Linge & zu verwenden.

2. Der Formparameter 7. Indem wir den Abstand von der Wand auf £ und die Ge-
schwindigkeit auf W beziehen, kénnen wir die Geschwindigkeitsprofile dimensionslos auf-

Abb. 24. Geschwindigkeitsprofile aus MeBreihe 3, dimensionslos aufgetragen.

tragen. Abb. 24 zeigt als Beispiel eine solche Auftragung. Wenn wir annehmen, daB alle
Kurven, die wir auf diese Weise erhalten, eine einparametrige Schar bilden, so ergibt sich aus
Abb. 24, daB offenbar der Wert von w/W fiir einen festen Wert von y/ als Scharparameter
verwendet werden kann, wenn dieser feste Wert nur klein genug ist, damit sich an dieser
Stelle und fiir kleinere Werte von y/# die Kurven nirgends schneiden. Man darf diesen Wert
aber auch nicht zu klein wihlen, da in unmittelbarer Ndhe der Wand der Geschwindigkeits-

verlauf nicht gemessen worden ist. Als eine geeignete Entfernung wurde % = 1 gewihlt.

Der Wert von » an der Stelle y =9 moge mit w; bezeichnet werden, und anstatt
w,/W selbst als Parameter zu benutzen, erweist es sich als giinstiger,

— 1 ()2
n=1-(3)
einzufiihren. Bezeichnet man den Wert des Gesamtdruckes fiir y =4 mit g, so wird

_ _51—P=é’o_§1
N=I1— S = (7)

Durch den Wert von 7 ist also nach unserer Annahme die Form des Geschwindigkeitsprofils
vollstindig bestimmt ; wir konnen demgemaf  kurz als , Formparameter” bezeichnen und

1 Vgl. die Arbeiten von v. Kédrmén, van der Hegge Zijnen und Hansen (FuBnote S. 321).
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konnen schreiben:

Bilden wir weiterhin

3
1= (= 5)e(5) =% ®

so mufl demnach diese Grofe eine Funktion von # sein. (Man konnte sonach auch H als
Formparameter ansehen.) In Abb. 25 ist H in Abhéngigkeit von # aufgetragen. Man sieht,
daB die Punkte gut auf einer Kurve liegen, und es erscheint somit die Annahme, da8 sich
die Geschwindigkeitsprofile durch eine einparametrige Kurvenschar darstellen lassen, be-
rechtigt. (Gleichwohl ist zu betonen, daB es sich dabei natiirlich nur um eine Naherungs-
annahme handelt.)

Die Bestimmung von ¢ und H aus dem Versuchsmaterial ist in der Weise erfolgt, da8
erst * und 4 durch Planimetrieren der Geschwindigkeits- bzw. Gesamtdruckprofile fest-
gestellt und daraus nach Gleichung (6) & bestimmt wurde.

/
2,9 "
/ "/
20 /,+
1
mﬁ/x’(‘/
75 5 =
1 P
. o Q,
e
e + Mebreife 2
X »” J
o Y4
° ” 5
95
497 92 g3 a4 95 496 497 498 99 %20
Abb. 25.

Zur Ableitung des in diesem Abschnitt zu entwickelnden Rechenverfahrens wurden
nur die Messungen am Gebldse benutzt, da nur diesen eine dafiir ausreichende Genauigkeit
zukommt. Bei den Versuchen am Tragfliigel ist das zur Verfiigung stehende Stiick der
Reibungsschicht auch in den meisten Fillen zu kurz, zumal bei der Auswertung das Uber-
gangsgebiet, mit dem die turbulente Reibungsschicht beginnt, natiirlich ausgeschieden
werden mubBte.

3. Ableitung zweier Differentialgleichungen fiir 4y und &. Es ist nun unser Ziel, fiir den
Formparameter # und die GréBe & ein Differentialgleichungssystem zu gewinnen, das es
gestattet, bei vorgegebenem Druckverlauf lings eines Kérpers und vorgegebenen Anfangs-
werten die GréBen % und ¢ lings der Oberfliche zu verfolgen. Durch #, & und die vor-
gegebene Potentialgeschwindigkeit ist ja das Geschwindigkeitsprofil vollstindig bestimmt.
Uber den statischen Druck machen wir dabei die Annahme, daB er sich senkrecht zur Ober-
fliche nicht &dndere.
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Wie oben gezeigt worden ist, 148t sich die Form der Geschwindigkeitsprofile durch das
Verhiltnis der Geschwindigkeit im Abstand ¢ von der Wand zur Geschwindigkeit in der
Potentialstrémung charakterisieren. Die Kurve y =4 entfernt sich mit zunehmender
Reibungsschichtdicke von der Wand und ndhert sich ihr bei abnehmender Dicke, hat also
ungefahr den Verlauf einer Stromlinie. Der Verlauf der Schubspannung in der Richtung senk-
recht zur Oberfliche ist vermutlich durch die Form und die Ausdehnung des Geschwindig-
keitsprofiles bestimmt, d. h. also durch #, # und W. AuBlerdem gehen natiirlich noch die
Dichte ¢ und die Zahigkeit u in die Beziehung ein. Es ist demnach mit Riicksicht auf
Gleichung (4) (in der das Glied 2 7 &, vernachldssigt werden moge) zu vermuten, dal eine
Beziehung der Form

d

Bt 0,9, W, 0, ) (9)
besteht. Aus den sechs GroBen, die in dieser Gleichung vorkommen, kann man drei
voneinander unabhingige! dimensionslose GréBen bilden. Wir wollen als solche %%,

7 und V—I;@ = R wihlen (dabei ist » :%) Gleichung (9) muB sich als eine Beziehung

zwischen diesen drei GréBen schrei-

/' ben lassen, also
4002 9 d

1+ Mebreite 2 L2 _F@m,R). (10

dg / P L

° o » . -
22 p007 | gt e 5 In ADbb. 26 sind die aus den Ver-
& Nach Messungen in .

T / fonvergenfon Koo ,ﬁ i Suchen am 0G;eblase gewonnenen
— v oag, .. .
AT AT A7 Werte von i iber den zugeho
+ rigen Werten von # aufgetragen.
—qoor Lo Man sieht, daf3 innerhalb der Ge-
nauigkeit, mit der sich die Gréfen
Abb. 26. -gewinnen lassen (dg,/dx 148t sich

als Ableitung nicht sehr genau be-
stimmen), eine Beziehung von der Form der Gleichung (10) besteht, wobei sich zeigt,

daf3 eine Abhingigkeit von der GroBe R = KV?
Zahl) innerhalb der bei den vorliegenden Versuchen vorkommenden Werte von R nicht
festzustellen ist. Die zu den einzelnen Punkten gehérigen Reynoldsschen Zahlen sind der
nebenstehenden Tabelle zu entnehmen. In Abb. 26 sind drei Punkte mit eingezeichnet, die
ich aus den Messungen von Nikuradse? in konvergenten Kanilen berechnet habe. Diese Be-
rechnung ist unter der durch die Messungen von Herrn Nikuradse bestitigten Voraus-
setzung erfolgt, daB die Geschwindigkeitsprofile in einem Kanal zueinander affin sind. Es
konnten nur die Messungen in konvergenten Kanilen verwendet werden, da nur in diesen
eine eigentliche Reibungsschicht vorhanden ist, wihrend in divergenten Kanilen die
Reibungsschichten der beiden Wiénde ineinandergreifen. Man sieht, dafB sich diese drei
Punkte gut in die {ibrigen einordnen.

Die erhaltene Beziehung 148t sich fiir < 0,8 durch eine Gerade interpolieren, fiir
groBere Werte von # fallen die Punkte plétzlich ab. Man kann sich aber bei der Anwen-
dung des hier zu entwickelnden Rechenverfahrens damit begniigen, den Formparameter
bis = 0,8 zu verfolgen. Wenn einmal dieser Wert erreicht ist, so ist sehr bald danach

(also einer mit ¢ gebildeten Reynoldsschen

1 In dem Sinne, daB nicht eine dieser GréBen mit dem Produkt der in irgendwelche Potenzen er-
hobenen iibrigen identisch ist.

% J. Nikuradse, Untersuchungen iiber die Strémungen des Wassers in konvergenten und diver-
genten Kanilen. Forschungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieurwesens, herausgegeben vom
VDI, H. 289.
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Tabelle zu Abb. 26.

MeBreihe 2 MeBreihe 4 MeBreihe 5
Pl | A | g F |, | 2 | | ¥ |, | 2da | 4
[cm) q dx [cm) q dx [cm] gdx
46,72 | 0,700 0,00185 | 2290 | 59,30 | 0,612 0,00090 | 2050 | 59,30 | 0,416 | — 0,00076 | 043
51,72 | 0,851 | — 0,00056 | 4030 | 61,70 | 0,622 0,00102 | 2260 | 61,70 | 0,391 | — 0,00106 895
MeBreihe 3 64,30 | 0,637 0,00107 | 2480 | 64,35 | 0,371 | — 0,00108 | 771
66,70 | 0,632 0,00117 | 2650 | 66,70 | 0,379 | — 0,00121 704
¥ & dg, R 69,30 | 0,622 0,00108 | 2860 | 69,35 | 0,400 | — 0,00III 620
[cm)] n ‘q’ dx 71,70 | 0,604 0,00093 | 2910 | 84,35 | 0,641 0,00096 | 2170

74,30 | 0,580 0,00055 | 2900 | 86,70 | 0,684 0,00150 | 2780
49,30 | 0,642 0,00184 | 1750 | 76,70 | 0,557 0,00041 | 2780 | 89,35 | 0,734 0,00182 | 3440
51,72 |o,710 0,00156 | 2180 | 81,70 | 0,489 | — 0,00027 | 2530 | 91,70 | 0,769 0,00226 | 4040
54,30 | 0,804 0,00027 | 2740 { 84,30 | 0,462 | — 0,00055 | 2440 | 94,35 | 0,796 0,00252 | 4810
56,72 | 0,899 | — 0,00093 | 34I0 86,70 | 0,439 | — 0,00074 | 2320 | 96,70 | 0,811 0,00252 | 5450
59,30 | 0,058 | — 0,0015 4360 | 89,30 | 0,425 | — 0,00001 | 2250
91,70 | 0,414 | — 0,00098 | 2150

Versuche von Nikuradse

94,30 | 0,408 | — 0,00106 | 2110
Halber
Offnungs- 7 2 .d_g_l R
winkel g dx
— 2% | 0,404 | — 0,00111 | 1370
— 4% | 0,373 | — o,00112 720
— 89 | 0,435 | — 0,00002 252

Ablosung zu erwarten. Die in Abb. 26 eingezeichnete Gerade ist so durchgelegt, daB die
Quadratsumme der Abweichungen in der Ordinatenrichtung ein Minimum ist. IThre Glei-
chung ist

9 dg

it 0,00894 7 — 0,00461

oder, wenn g, — g, = gn = ( gesetzt wird [vgl. Gleichung (7)],

0% = — 0,00894 { 4 0,00461¢. (11)

Eine zweite Gleichung liefert der auf die Reibungsschicht angewandte Impulssatz.
Wir wollen ihn auf einen Teil des Strémungsgebietes anwenden, der von einem Rechteck
begrenzt wird, dessen eine Seite von einem Stiick der Wand von der Linge dx gebildet
wird, wihrend die dazu senkrechten Seiten die Lange ¢ haben. ¢ ist dabei eine fiir die ganze
Reibungsschicht konstante Lange, die so groBist, daB fiir y= ¢ tiberall praktisch Potential-
strémung vorhanden ist. Auf dieses Rechteck wollen wir den Impulssatz in der #-Richtung
anwenden, wobei wir die x-Komponente der Geschwindigkeit mit dem Betrag der Ge-
schwindigkeit vertauschen wollen, was wegen des kleinen Winkels, den die Stromlinien mit
der x-Richtung bilden, erlaubt ist. In das Rechteck stromt auf der einen Seite die Masse

[4 [ [4
gfw dy ein, auf der entgegengesetzten die Masse o fw dy + dx%@fw dy aus, auf der
0 0 , 0
. . . d .
der Wand gegeniiberliegenden Seite stromt also die Masse ax - @fw dy ein. Der Impuls
0

. [ [4
der einstrémenden Masse ist demnach gfw“d y 4 dedingw dy, der der aus-
0. 0
[4 [4

strémenden gfw%iy + dxdingwz dy. Die Anwendung des Impulssatzes ergibt also,
0 0
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wenn man noch die Differenz des statischen Druckes auf den beiden zur Wand senk-
rechten Seiten und die Schubspannung 7, an der Wand bertiicksichtigt:

[4 [4
Wg£fwdy—9%fw2dy—c%—ro=o_ (12)
0 0

Nach der Bernoullischen Gleichung ist

ap o dW?

dx 2 dx’
was man auch umformen kann in

[ [
ap d , d
0 0

Das in Gleichung (12) eingesetzt, ergibt:

d

‘o
ax [

9 9
4
(W2—w2)dy—W-d—xf(W—w)dy:T
0 0
oder
A\ w dy+ 23w W —w)dy, — WL (W —w)dy ="
7| (W—wwdy + —— W—w)dy —W_— | (W—uw) Y=
0 0 0

woraus man weiter durch Ausdifferenzieren des zweiten Gliedes erhilt:

d aw
— (W—w)wdy—}—Wf(W——w)dyz%.
0 0

Erinnern wir uns an die Definitionen der GréBen & und 6%, so kénnen wir hierfiir schreiben

d aw T

77 (W2) + Wo* — = °
und, wenn wir die Gleichnng (8) berticksichtigen,

ad 3 aw

o T H+ 25T = on (x4)
oder

d¢  H+29 dg __ 1,

ax T T T a T wE (15)

(Die Anwendung des Impulssatzes ist auch der Grund zur Einfiihrung von ¢ als MaB3 fiir
die Dicke der Reibungsschicht, da man damit die einfachste Formulierung erhilt.)

Nimmt man an, daB3 die dimensionslose GroéBe V(I,/Z eine Funktion des Formpara-

meters und der mit ¢ gebildeten Reynoldsschen Zahl ist, was der Fall ist, wenn eine Be-
ziehung zwischen 7,, 5, &, W, ¢ und p besteht (d. h. die Schubspannung an der Wand ist
durch Form und Ausdehnung des Geschwindigkeitsprofiles bestimmt), so hat man in
Gleichung (14) bzw. (15), da ja weiter oben festgestellt worden ist, dal} H eine Funktion
von 7 ist (s. Abb. 25), eine zweite Differentialgleichung fiir  und #.

gl;l)/z von 7 und R festzustellen.

Es wire also nur noch die Abhingigkeit der GroBe
To
e W?
den meisten Fillen ist das jedoch unzweckmiBig, da in der Regel die beiden Glieder auf

aus den Messungen kénnte man Gleichung (15) benutzen. In

Zur Berechnung von
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der linken Seite von Gleichung (15) im Vergleich zu -;?72 so grof sind, daB3 ihre Fehler

von derselben GréBenordnung sind wie —; @ 5 selbst. Man kann aber Gleichung (15) leicht

so umformen, daB man es als Differenz zweier kleinerer Glieder erhilt, z. B. kann man
schreiben:
1 4 2—H & dq To
PR, 2 — i S
¢ dx (¢*9) 2 gqgdx  gW?

[Durch Ausdifferenzieren des ersten Gliedes bestitigt man leicht die Ubereinstimmung mit
Gleichung (15).] Da die Werte von H sich nicht weit von 2 entfernen, wird in dieser Form
der Gleichung das zweite Glied kleiner und somit auch das erste. Fiir manche Fille ist auch
die Form

¢
d
2 fe—gay — g it f(W @ dy =" (16)
0

bequem, die man aus Gleichung (13) erhélt, indem man den Gesamtdruck einfiihrt. Bei der
Berechnung der Schubspannung hat sich nun herausgestellt, da in Reibungsschichten
mit erheblichem Druckanstieg der schon mehrfach erwdhnte Fehler in den Geschwindig-
keiten, der durch die turbulenten Schwankungen entsteht, das Ergebnis ganz betréchtlich
filschen kann. Man sieht wohl am einfachsten aus Gleichung (16), wie diese Filschung zu-
stande kommt: Da die turbulenten Schwankungen mit Anndherung an die Abldsungsstelle
offenbar gréBer werden, wird der Fehler von w auch groBer, und da dieser immer positiv ist,

wird %I(W — w) dy zu klein, E% somit zu groB. An der Ablésungsstelle mu3 7, = o
0

sein, es ist also zu erwarten, da3 mit zunehmendem # sinkt. Das ist fiir die berech-

To
e W2
neten Werte zunéchst auch der Fall, jedoch bei gréBeren Werten von # steigen sie mit zu-
nehmendem 7 an. Die Fehler werden in der Nihe der Ablssungsstelle so gro8, dafl man fiir
— Werte bekommt, die von viel hoherer GréBenordnung als die zu erwartenden sind.

Fiir y-Werte, die nicht weit von dem Wert entfernt sind, der den in Strémungen ohne
Druckgefille vorkommenden Geschwindigkeitsprofilen entspricht, stimmen hingegen die

fiir 9—%—2 erhaltenen Werte mit den bisher bekannten iiberein.

Aus der Annahme einer Geschwindigkeitsverteilung, bei der die Geschwindigkeit pro-
portional der 7. Wurzel aus dem Wandabstand ist, folgt in Reibungsschichten ohne Druck-

gefillel: QTV‘;N = 0,0225 (W 6) ; dabei ist 8 derjenige Wert von y, bei dem die Reibungs-

schicht in die Potentialstrémung iibergeht. Auf die mit ¢ gebildete Reynoldssche Zahl um-
gerechnet ergibt das

g—Wz = 0,01255 R~ 3 (17)

Da in Gleichung (15)

vorkommenden Gré8en memhch klein ist, wenn das Druckgefille eine nennenswerte
GroBe hat, gentigt es, einen Naherungswert dafiir einzusetzen. Man kann dafiir nach (17)

0,01255 R~1 einsetzen, fiir viele Fille kommt man aber schon damit aus, —; = konst zu

0 W
setzen.

4. Verfahren zur néherungsweisen Integration der Differentialgleichungen. Wir haben
also zur Berechnung von # (bzw.{ = ¢#) und 9 das aus den Gleichungen (11) und (15)

1 Vgl. v. Kérman, a. a. O.
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bestehende Differentialgleichungssystem:

g { q
7r -+ 0,00894 Fi 0,00461 -,

E

a0 | Ht2d dg_ v
dx+ 2 gdx W2

. . w2 . .
Dieses System, in dem ¢ = QT als Funktion von x vorgegeben und H eine gegebene Funk-

tion von 7 =% ist, integriert man am einfachsten durch ein Verfahren der sukzessiven

Approximation. Eine erste Ndherung fiir § erhdlt man, indem man in der zweiten Gleichung

Hund
Differentialgleichung 1. Ordnung. Setzt man ¢, an Stelle von ¢ in die erste Gleichung ein,
so hat man eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir eine erste Néherung fiir £,

die mit {, bezeichnet werden moge, und damit auch eine erste Ndherung #, fiir . Mit #,

s durch Konstante ersetzt. Man hat dann fiir die erste Naherung @, eine lineare

stellt man nun nach Abb. 25 den Verlauf von H fest und, wenn man 9112,2 = 0,01255 R~#

setzen will, mit ¢, den Verlauf dieser GroBe. Setzt man beide in die zweite Gleichung ein,
so erhélt man wieder eine lineare Differentialgleichung fiir eine zweite Ndherung &,. ¢, setzt
man wieder in die erste Gleichung ein usw.

Da die Integrale, die bei der Integration der linearen Differentialgleichungen entstehen,
numerisch sehr umstindlich zu behandeln sind, 16st man die linearen Differentialgleichun-
gen am einfachsten graphisch nach einem Verfahren von E. Czuber?, das darauf beruht, da
alle Linienelemente einer Differentialgleichung

L@y =g,

die auf einer Geraden x = konst liegen, nach einem Punkt strahlen. Die Koordinaten
dieses Punktes in der x- bzw. y-Richtung sind

r ()

S _&W
=AY X ey

Man hat also nur eine geniigende Anzahl dieser Punkte zu berechnen und kann damit leicht
einen die Integralkurve anndhernden Polygonzug zeichnen?.

1 E. Czuber, ZS f. Math. u. Physik 44 (1899) S. 41. Siehe z. B. auch W. Hort, Die Differential-
gleichungen des Ingenieurs, S. 237, Berlin 1925.

2 In einer bisher noch nicht im Druck erschienenen Arbeit von Herrn A. Buri in Ziirich, die auch
auf eine Anregung von Herrn Prof. Prandtl zuriickgeht, wird ebenfalls ein Verfahren zur Berechnung der
turbulenten Reibungsschicht angegeben. Herr Buri hat dariiber im Sommersemester 1930 in einem
Kolloquium in Géttingen berichtet. Das Verfahren geht von der Annahme aus, da der Wert von
0t/dy fiir y = o fiir die gesamte Schubspannungsverteilung und damit auch fiir die Geschwindigkeits-

0 7}
verteilung charakteristisch sei. Nun ist fiir y = o [nach Gleichung (2) S. 327] 8_; = a—i , und es wird so-

¢ d
mit T—Exz als ein Formparameter angesehen. Fiir 7, wird dann noch ein Ansatz eingefiihrt, der der
0
von v. Karmén (a.a. O.) aus dem Blasiusschen Rohrreibungsgesetz gefolgerten GesetzmaBigkeit ent-
. . $ dp 3
spricht, was dazu fiihrt, EH—/E T R
of the Aeronautical Research Institute Tokyo, Nr. 65, 1930). Den erwahnten Ansatz fiir 7, fithrt
Herr Buri dann in den auf die Reibungsschicht angewandten Impulssatz [Gleichung (14) S.340] ein und

d 4 d
kann daraus schlieBlich folgern, da 7 (& R}) eine Funktion von Py Eg RY sein muB. Firr diese
Funktion erhilt er aus Experimenten eine Gerade. Vernachlissigt man die geringe Abhangigkeit von R,

T
so entspricht das genau dem, da man in Gleichung (14) S. 340 H und g—l/(l)/z = konst setzt. Man erhilt also

als Formparameter zu verwenden (vgl. auch L. Prandtl, Journal

auf diese Weise fiir § eine Niherung, die ungefahr der ersten Naherung fiir & bei dem in der vorliegenden
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5. Anfangswerte. Die turbulente Reibungsschicht beginnt mit einem ziemlich langen
Ubergangsgebiet (bei den Versuchen am Geblédse 10 bis 16 cm). Es zeigt sich nun, daBl man
bei der Rechnung mit einer Idealisierung auskommt, indem man so rechnet, als ob die
laminare Grenzschicht sprunghaft in die turbulente Reibungsschicht iiberginge, die dann an
der Ubergangsstelle mit einem konstanten Wert von # beginnt und mit dem Wert von ¢,
den die laminare Grenzschicht an ihrem Ende aufweist (stetiger Ubergang des Impuls-
inhalts). Als passendsten Wert fiir den Anfangswert von # habe ich # = 0,1 gefunden. Es
kommt iibrigens auf die Genauigkeit dieses Wertes nicht sehr an, da die Integralkurven fiiry
am Anfang sehr steil verlaufen und stark untereinander konvergieren. Die Ubergangs-
stelle wurde in der z. B. aus Abb. 28 ersichtlichen Weise festgestellt. Es wurde zu diesem
Zweck der Formparameter 5 genau wie fiir die Geschwindigkeitsprofile der turbulenten
Reibungsschicht auch fiir die laminaren Grenzschichtprofile festgestellt. Die Ubergangs-
stelle 148t sich jedoch nicht sehr genau bestimmen.

6. Anwendung auf gemessene Reibungsschichten. Ich habe das hier vorgeschlagene
Rechenverfahren fiir einige Fille durchgefiihrt, indem ich der Rechnung den gemessenen
statischen Druck und den ebenfalls den Messungen

entnommenen Wert von ¢, mit dem die laminare °

Grenzschicht aufhort, zugrunde gelegt habe. Dabei L, | Jurtwenzantong /
o, o g g D

habe ich iiberall o Wi = 0,002 und zur Berechnung \ 1 Nitherang~ |

von 9, die GréBe H = 1,5 gesetzt. Es gentigte in awas | f//

allen Fillen, bis zur zweiten Néherung zu rechnen. ., . g M )

Abb. 27 bis 29 zeigen die berechneten und gemesse- 4 = | iy

nen Werte von ¢ und # fiir die MeBreihen 2, 4 s aTT /

und 5 am Geblise, Abb. 30 fiir eine MeBreihe am I /

Tragfliigel und Abb. 31 fir eine von Fage und |, / A f_"”””gfirm;;.—#fm

Falkner! an einem symmetrischen Tragfliigelprofil ’ lLo/

vorgenommene Messung. Bei der letzteren ist auf- o I

fillig, daB die berechnete ¢¥-Kurve der Richtung L lem® * %

folgt, die von den ersten Punkten, die ich aus den Abb. 27. MeBreihe 2.

von Fage und Falkner angegebenen Geschwindig-
keitsprofilen festgestellt habe, angegeben wird, wihrend die drei letzten Punkte darunter
fallen. Die Ubereinstimmung der 7-Werte ist hingegen befriedigend. Die Abweichungen

(/*’ ‘\ Turbulenzonfonyg
\ [ [ o I
K i 3 L “\
\ /_t-—-a‘...
B yrATTX X R e _
lcm) T Nt y / ~ . 2 Nedterumg
R 2 77 7 2
M .
aals / L / M \"L —0
l Y /
/|~
aowraz ,L/'( o gemessene I —Werre
° o + n| 7 I ”
[ 46 90 54 58 62 66 7 74 78 82 86 k] 94 98
—(cm)

Abb. 28. MeBreihe 4.
& dp

AR R} wirklich ein
Formparameter ist. Nach den in der vorliegenden Arbeit beschriebenen Versuchen ist diese Annahme
jedoch nur in unbefriedigendem MaBe er iillt, und fiir die Berechnung der Abldsungsstelle, wobei es
gerade auf die Berechnung der Form der Geschwindigkeitsprofile ankommt, erscheint sie daher weniger
geeignet.

1 Siehe FuBnote S. 32r1.

Arbeit vorgeschlagenen Verfahren entspricht, ganz unabhingig davon, ob

23
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in Abb. 30 entsprechen der geringeren MeBgenauigkeit an dem verhdltnismiBig kleinen

Tragfliigelmodell.
42” - "‘\ o
+ \\ /'/
07148 \ . v
: \ 2.Natetung_ | /*/-‘/
\ ==
8 gzzlgsn M _ L ‘,7/
lem) T I /'(7 /1/4"/}3/'1/@7 7
408104 Sis . = = - q//
I / 2. /Va'?/e/wyv-{(z Naherung
- o b,
9o41g2 / - . // O gemessene S-Werke
o 9 f s R o + l ” Jy -
%2 46 50 54 58 62 66 74 78 82 86 90 4 98

70
— 3¢ (cm)

Abb. 29. MeSBreihe 5.

Es ist immerhin méglich, daBl wihrend der Durchfithrung einer Versuchsreihe durch

928
o
924
420 '—Zﬂ +/r\\ / /
V/’ d \
2 07648 2 L
em | 7 \ b=
.
s12l6] \ — LA
' t,_y’
o894 //
qoulg2 / ] o gemessene . —Werfe
] —
L/ + 7=
- - ]
W % B 2 & a4 H

4
(cm)

Abb.31. Werte nach Messungen von Fage u. Falkner an einem Tragfliigel mit symmetrischem
Profil, Fligeltiefe ¢ = 100,8 cm, Anstellwinkel o = — 0,18°, ungestorte Geschwindigkeit

H. Wilcken vor. Ing.-Arch. 1 (1930) S. 357.

—_— ¢ ()
Abb. 30. Messung am Tragfligel. « =

12°, W,= 30,8 m/sek.

irgend eine geringfiigige Anderung an
der Versuchsanordnung sich einmal
die Stelle des Turbulenziiberganges
etwas dndert und damit die ganze
Reibungsschicht. (Auch an der Wand
haftender Staub beeinfluBt die Rei-
bungsschicht merklich.) Vielleicht
ist das Abfallen der drei letzten
Punkte in Abb. 31 durch eine solche
Verianderung zu erkldren.

7. EinfluB der Kriimmung. An
gekriimmten Wanden ist ein Einflu83
der Kriimmung auf die Reibungs-
schicht zu erwarten, denn durch
die Zentrifugalkraft wird bei kon-
vexer Oberfliche der Impulsaus-

428 7 tausch erschwert und bei
/ konkaver begiinstigt, da
424 Driterdy / . auf die nahe an der Wand
| A/ | befindlichen, mit kleiner
4201730 #2Mtervy Geschwindigkeit stromen-
Nl 7 p den Fliissigkeitsteile eine
Gl ) / geringere Zentrifugalkraft
7 \ ° wirkt als auf die weiter ent-
eindd T~ L fernten und daher schneller
/ // strémenden Teilel. Man
e / wird jedoch annehmen diir-
) / rd © gemessene S ~Werle fen, daB dieser Einflu in
gourie |2 T 7 77770 den Fillen, in denen die
° f Dicke der Reibungsschicht
0 47 62 45 9% 45,46 47 48 49 ¥  Kleingegeniiber dem Kriim-

4

Wo= 24,35 m/sek.

mungsradius ist, vernach-
lassigt werden kann und

1 Uber den EinfluB der Kriimmung auf turbulente Reibungsschichten liegen Versuche von
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daB demzufolge die oben abgeleiteten Differentialgleichungen in diesen Féllen anwendbar
sind, also z. B. auch auf Tragfliigelprofile von den iblichen Formen.

8. Stromungen ohne Druckgefille. Schreibt man Gleichung (11) in der Form

d 9 d
9 ﬁ =7 (— 0,00894 — 7 d-i) 4+ 0,00461

und setzt fiir 9 eine Niherungslésung ein, so sieht man, daB alle Integralkurven der so er-
haltenen linearen Differentialgleichung fiir » mit zunehmendem # sich einander nihern,

d . . . .. .
falls — %E% < 0,00894; denn in diesem Fall ist der Koeffizient von # negativ und d#/d »
nimmt somit mit zunehmendem # ab.
. dq . 0,00461
Fiir den Fall, daB3 7, = Olst,ist y = 000804

Da 7 an der Stelle des Turbulenziiberganges mit einem kleineren Wert beginnt, muf3 es sich
asymptotisch dem Wert 0,516 nidhern, aber immer darunter bleiben.

Fiir ein Geschwindigkeitsprofil, bei dem die Geschwindigkeit proprotional der 7. Wurzel
aus dem Wandabstand ist, wird, wie man leicht ausrechnet, 5 = 0,486.

= 0,516 eine Lisung von Gleichung (11).

w . . .
9. Der Turbulenziibergang. Die Werte von R = ——, bei denen die laminare Grenz-

schicht in Turbulenz iiberzugehen beginnt (die sog. kritischen Reynoldsschen Zahlen),
schwanken bei den Messungen am Tragfliigel und denen am Geblase zwischen 360 und 68o.
Dabei entsprechen die kleinsten Werte den Féllen, in denen der Turbulenziibergang durch
beginnende Ablésung der laminaren Grenzschicht ausgelost wird.

Eine Abhingigkeit der kritischen Reynoldsschen Zahlen von der fiir das Druckgefille

charakteristischen dimensionslosen Zahl%%, die man vermuten konnte, lieB sich jedoch
nicht feststellen.

10. Der EinfluB der Reynoldsschen Zahl auf die Ablosungsstelle. Setzt man in Glei-
chung (15) # = konst, so kommt in den beiden Differentialgleichungen R = _T/I_/;,Q nicht

vor. (Die geringe Abhingigkeit der Schubspannung von R ist um so eher zu vernachlissigen,
als bei starkem Druckanstieg die Schubspannung ohnehin nur sehr wenig ins Gewicht fallt.)
Eine Abhingigkeit der Reibungsschicht von der mit einer bestimmten Linge des bestrémten
Korpers und der Anstrémgeschwindigkeit gebildeten Reynoldsschen Zahl besteht also nur
insofern, als sich die Stelle des Turbulenziiberganges und der Wert von ¢ an dieser Stelle
dndern. Im allgemeinen wird der Turbulenziibergang mit wachsender Reynoldsscher Zahl
nach vorn wandern, wihrend der zugehorige Wert von ¢ entsprechend dem Verhalten der
laminaren Grenzschicht mit wachsender Reynoldsscher Zahl relativ kleiner wird. Findet
der Turbulenziibergang z. B. an einem Tragfliigel auf der Saugseite hinter dem Druck-
minimum statt, so werden beide Einflisse einander entgegenwirken: Wenn die Reibungs-
schicht weiter vorn beginnt, hat sie auch einen gréBeren Druckanstieg zu iiberwinden und
wird daher eher in Gefahr kommen, sich abzulésen. Der Beginn mit einem relativ kleineren
Wert von & begilinstigt indessen lingeres Anliegen, denn nach Gleichung (11) ist d{/d % fiir

0,00461

0,00894
kurzen Anfangsstiick der Reibungsschicht, nur vor) negativ, und es wird dann fiir kleineres
die Ableitung d{/d x kleiner und damit auch #. Dieser EinfluB wird aber offenbar von dem
EinfluB der Verinderung der Ubergangsstelle bedeutend iiberwogen. Bei den Messungen
am Tragfliigel zeigt sich denn auch, daB sowohl die Ubergangsstelle wie auch die Ablésungs-
stelle mit wachsender Reynoldsscher Zahl nach vorn riicken. Bei weiterem Anwachsen der
Reynoldsschen Zahl muB schlieBlich die Ubergangsstelle in das Druckminimum fallen,
und es ist nach den bei den Messungen am Gebldse gemachten Erfahrungen kaum anzu-

= 0,516 (und solche Werte kommen bei Druckanstieg, abgesehen von dem
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nehmen, daB selbst bei ziemlich groBen Reynoldsschen Zahlen die Ubergangsstelle vor das
Druckminimum wandert. Sie bliebe dann also an dieser Stelle, und es ware nur noch der
Einflu$l der Verkleinerung von ¥ vorhanden, so daB dann wieder ein etwas lingeres An-
liegen der Reibungsschicht zu erwarten wire.

Vor lingerer Zeit in Gottingen ausgefiihrte Kraftmessungen an Fliigelprofilen bei
verschiedenen Reynoldsschen Zahlen! haben auch gezeigt, daB der Hochstauftrieb von
Tragtliigeln mit Profilen, die ungefahr wie dasjenige des in der vorliegenden Arbeit unter-
suchten geformt sind (also ziemlich dick sind), mit wachsender Reynoldsscher Zahl ab-
nimmt. (Der Hoéchstauftrieb von Tragfliigeln tritt wahrscheinlich bei dem Anstellwinkel
auf, bei dem die Ablésung gerade an der Hinterkante des Fliigels beginnt.) Zu so hohen
Reynoldsschen Zahlen, daB3 man das schlieBlich zu erwartende Ansteigen des Héchstauf-
triebes beobachten k&nnte, ist man indessen bei diesen Versuchen nicht gekommen. Hin-
gegen hat man bei diinnen Profilen ein Ansteigen des Hochstauftriebes mit zunehmenden
Reynoldsschen Zahlen bekommen, was man sich dadurch erkliren kénnte, daB hier der
Turbulenziibergang durch die Vorderkante des Fliigels erzwungen wird und somit an der-
selben Stelle bleibt.

Kaiser Wilhelm-Institut fiir Stromungsforschung in Gottingen.

1 Ergebnisse der aerodynamischen Versuchsanstalt zu Géttingen, 1. Lieferung, S. 54.

(Eingegangen am 11. Mai 1931.)



Die Anwendung der Nomographie in der Mathematik

Fir Mathematiker und Ingenieure dargestellt von H. Schwerdt, Studienrat am Falk-Real-
gymnasium in Berlin, Dozent an der Lehr- und Forschungsanstalt fiir Gartenbau, Dahlem. Mit
240 Abbildungen im Text und auf 104 Tafeln. VII, 116 Seiten. 1931. Gebunden RM 28.—

Wer von der Ingenieurwissenschaft her an die Nomographie herantritt, wird sie leicht unter dem Gesichtspunkt der
Rationalisierung ansehen. Hierin darf der Sinn der Nomographie sich nicht erschépfen, diese Frage tritt daher in dem
vorliegenden Buche bewuBt zuriick. Im Vordergrunde steht die Bedeutung der Nomographie als Darstellungs-
mittel, und als Leitgedanke wird iiberall die abbildungsgeometrische Grundlage betont. So lehnt sich das
Buch nicht nur in Bezeichnungsweise und Herleitung an das 1924 vom Verfasser geschriebene ,,Lehrbuch der Nomo-
graphie“ an, es entwickelt auch die dort behandelten Transformationen weiter. Daher sind nicht lediglich Rechen-~
tafeln und Darstellungen fiir numerische Beziehungen gegeben, sondern auch rein geometrische Mannigfaltigkeiten
mit nomographischen Hilfsmitteln abgebildet. Diese weitergehende Auffassung und Zielsetzung des Buches wird in
der Einleitung n#her umrissen. Die Gegenstinde der getroffenen Auswahl sind nach inhaltlichen Gesichtspunkten in
fiinf Hauptgruppen geordnet, zwischen denen in nomographischer Hinsicht naturgemiB8 mehrfach Beziehungen be-
stehen. Die in der nomographischen Praxis wesentliche Fragestellung nach den Bereichen erfihrt eine gewisse Ver-
schiebung. Wihrend physikalische und technische Grofen stets innerhalb eines Teilbereiches ihrer funktional mog-
lichen Verinderung liegen, sind in mathematischen Anderungsbildern oft Zusammenhinge im groBen und die
Annidherung an Ausartungen von Interesse. In derartigen Fillen erschien es angezeigt, fiir einen Gegenstand mehrere,
in ibren Bereichen verschiedene Nomogramme zu entwickeln. Alle mitgeteilten Darstellungen sind Neuentwiirfe. Wo
sich Figuren an Vorbilder anderer Autoren bewufBt anlehnen, ist dies im Text ausdriicklich hervorgehoben; auch
dann wurde, um die einheitliche Ausgestaltung und Ausdrucksform des Bildmaterials zu wahren, eine Neukonstruktion
vorgenommen. SchlieBlich gehéren einige Nomogramme fiir Gleichungen und zur Trigonometrie bereits zum Bestand
des Lehrschrifttums; sie durften hier nicht fehlen, sind aber in durchaus neuer Bearbeitung gegeben. Einige rein
graphische Darstellungen sind hier und da eingestreut.

Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integral-
gleichungen und Integro - Differentialgleichungen nebst

Anwendungen
Von Leon Lichtenstein, o. 6. Professor der Mathematik an der Universitit Leipzig. X,
164 Seiten. 1931. RM 16.80

Der Verfasser hat in einer Reihe von Arbeiten der letzten Jahre, die sich mit Problemen der Variationsrechnung, der
Hydrodynamik, der Theorie der Figur der Himmelskorper usw. befassen, einige spezielle Klassen nichtlinearer Inte-
gralgleichungen und Integro-Differentialgleichungen behandelt. Diese Untersuchungen faBte er in einheitlicher Weise
erstmalig fiir Gastvorlesungen an der Universitit Lwow zusammen. Die vorliegende Monographie, ankniipiend an diese
Vorlesungen, enthilt neben bereits Bekanntem manches methodisch und sachlich Neue. Auch das Bekannte ist oft
in einer neuen, einfacheren Form dargestellt.

Das erste Kapitel behandelt die Auflésung nichtlinearer Integralgleichungen ,,im kleinen*, d. h. wenn die als gegeben
zu betrachtenden Funktionen absolut hinreichend klein sind. Die Auflosung zahlreicher Integro-Differentialgleichungen
im Kkleinen gelingt nach den Uberlegungen des Verfassers durch sukzessive Approximationen in véllig einheitlicher
Weise. Das Problem wird bis ins einzelne diskutiert. — Ein weiterer Abschnitt bringt Anwendungen der Integral-
gleichungen: ein nichtlineares Problem der Wirmeleitung mit Ausstrahlung, der Exister zbeweis zweidimensionaler
Oberflichenwellen, Randwertprobleme usw. — Die folgenden Kapitel fiihren die Theorie weiter fort.

Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen

Von Dr. Konrad Knopp, ord. Professor der Mathematik an der Universitit Tiibingen. (Band II
der ,,Grundlehren der mathematischen Wissenschaften) Dritte, vermehrte und verbesserte Auf-
lage. Mit 14 Textfiguren. XII, 582 Seiten. 1931. RM 38.—; gebunden RM 39.60

Inhaltsiibersicht: Einleitung. Erster Teil: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen: Grundsitzliches aus der Lehre
von den reellen Zahlen. — Reelle Zahlenfolgen. — Zweiter Teil: Grundlagen der Theorie der unendlichen
Reihen: Reihen mit positiven Gliedern. — Reihen mit beliebigen Gliedern.— Potenzreihen.— Die Entwicklungen der
sog. elementaren Funktionen. — Unendliche Produkte. — Geschlossene und numerische Auswertung der Reihensumme,
— Dritter Teil: Ausbau der Theorie: Reihen mit positiven Gliedern. — Reihen mit beliebigen Gliedern, —
Reihen mit verdnderlichen Gliedern (Funktionenfolgen). — Reihen mit komplexen Gliedern. — Divergente Reihen. —
Die Eulersche Summenformel. Asymptotische Entwicklungen. — Literatur. — Namen- und Sachverzeichnis.

Die elliptischen Funktionen von Jacobi

Fiinfstellige Tafeln, mit Differenzen, von snw, onwu, dnu mit den natiirlichen Zahlen als Argu-
ment, nach Werten von m (=#?) rangiert, nebst Formeln und Kurven. Von L. M. Milne~
Thomson, Assistant Professor of Mathematics in the Royal Naval College, Greenwich. XIV,
69 Seiten. 1931. Gebunden RM 10.50
Fiir viele Anwendungen der elliptischen Funktionen haben sich die Jacobischen Funktionen als zweckmiBig erwiesen.
Bisher fehlten brauchbare Tafeln, die vor allem dem Ingenieur und Physiker, aber auch dem Mathematiker das

Rechnen mit den Jacobischen Funktionen erleichtern. Diese Liicke wird von den hier angezeigten Tafeln von Milne-
Thomson ausgefiillt. Die Tafeln sind nach k? (k = Modul der Funktion) geordnet.

Verlag von Julius Springer in Berlin
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Angewandte Hydromechanik

Von Dr.-Ing. Walther Kaufmann, o. Professor der Mechanik an der Technischen Hochschule
Hannover.

Erster Band: Einfiihrung in die Lehre vom Gleichgewicht und von der Be-
wegung der Fliissigkeiten. Mit 146 Textabbildungen. VIII, 232 Seiten. 1931.

RM 12.50; gebunden RM 14.—
Der Verfasser hat hier ein Lehrbuch der technischen Hydromechanik fiir Ingenieure und tech-
nische Physiker geschaffen, in dem er sowohl die Grundlagen der theoretischen Hydrodynamik
als auch weitgehende Anwendungen auf technische Strémungsprobleme behandelt. — Im Gegen-
satz zu der iber dieses Gebiet vorhandenen Literatur, die im allgemeinen stark im mathe-
matisch-physikalischen Sinn aufgezogen ist, dient dieses Werk technischen Zwecken. Das Werk
wird in zwei Bdnden erscheinen. Der zweite in Jahresfrist erscheinende Band wird die
»Orundziige der Hydraulik“ bringen.

Hydro- und Aeromechanik
nach Vorlesungen von L. Prandtl. Von Dr. phil. O, Tietjens. Mit einem Geleitwort von
Professor Dr. L. Prandtl, Direktor des Kaiser-Wilhelm-Institutes fiir Stromungsforschung in
Gottingen. In zwei Bénden.

Erster Band: Gleichgewicht und reibungslose Bewegung. Mit 178 Textabbildungen.
VIII, 238 Seiten. 1929. Gebunden RM 15.—

Zweiter Band: Bewegung reibender Fliissigkeiten und technische Anwendungen.
Mit 238 Textabbildungen und 69 Stromungsbildern auf 28 Tafeln. Etwa 804 Textseiten.
Erscheint im September 1931

Die von Dr. Tietjens herausgegebenen Vorlesungen des Gottinger Professors Prandtl wurden
von diesem im Manuskript durchgesehen und neue Resultate, die nach dem Ausscheiden von
Tietjens in die Vorlesungen aufgenommen worden sind, neu hinzugefiigt.

Das Buch erscheint aus praktischen Griinden in zwei Teilen, die so abgefaBt sind, daB jeder
Teil fiir sich allein benutzbar ist. Der erste Band enthilt die Lehre vom Gleichgewicht der
Fliissigkeiten und Gase samt praktischen Anwendungen, und er enthélt ferner den Aufbau der
Lehre von der stromenden Bewegung einer idealen reibungslosen Fliissigkeit in einer verhiltnis-
miBig strengen Darstellung. Der zweite Band ist vor allem den technischen Anwendungen
gewidmet und bevorzugt in seinem iiberwiegenden Teil Darstellungsweisen, die mehr dem Ge-
dankenkreise des Praktikers angepaBt sind.

Vortrige aus dem Gebiete der Aerodynamik und verwandter
Gebiete (Aachen 1929)

Herausgegeben von Dipl.-Ing. Oberingenieur A. Gilles, Aachen, Professor Dr. L. Hopf, Aachen
Professor Dr. Th. v. Karman, Aachen. Mit 187 Abbildungen im Text. IV, 221 Seiten. 1930.
RM 18.50; gebunden RM 20.—

Die Mannigfaltigkeit der behandelten Themen gibt ein buntes und imposantes Bild. Die wich-
tigsten Vortrige befassen sich mit der Theorie der Turbulenz und der Grenzschicht, mit Wider-
stand in Rohren, mit Tragfligeln, Propellern und anderen flugtechnischen Fragen. Unter den
Autoren befinden sich viele der bekanntesten Aerodynamiker aus ganz Europa. Die in der
Sprache der Vortragenden abgedruckten Beitrige sind durchweg kurz und klar und durch den
Abdruck der Diskussionen belebt. »Zeitschrift fiir technische Physike.

Abhandlungen aus dem Aerodynamischen Institut an der
Technischen Hochschule Aachen

Herausgegeben von Professor Dr. Th. v. Karman.

Heft 10: Herrn Professor Dr. Dr.-Ing. E. h. Theodor v. Karman zum 50. Geburtstag ge-
widmet von Freunden und Schiilern.

Inhalt: Beschreibung des Aerodynamischen Instituts der Technischen Hochschule Aachen
und seiter Versuchseinrichtungen. Von A. Gilles. — Flugtypen beim Uberziehen. Von L. Hopf
und 8. del Proposto. — Uber Schwankungsmessungen im Aachener Windkanal. Von H. Doetsch
und P. von Mathes. — Uber Schwankungsmessungen in der Grenzschicht. Von P. v. Mathes.
— TUber Beschleunigungsmessungen im Fluge. Von F. N. Scheubel. — Zur Berechnung von
Schraubenventilatoren. Von Th. Troller. — Die Wirkung einer Luftschraube auf eine Wand.
Von C. Wieselsberger. — Die zeitliche und ortliche Anderung der Hérte bei der Alterung
von Duralumin. Von F. Bollenrath. — Beitrag zur Schubsteifigkeit und Knickfestigkeit von ge-
lochten diinnen Platten. Von J. Mathar. Mit 92 Abbildungen im Text. III, 68 Seiten. 1931. RM12.—
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