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Vorwort zur ersten Auflage.

In ijhren elementaren Teilen besteht die Gruppentheorie aus einer
Reihe vielleicht nicht immer vollig organisch zusammenhingender
Methoden und Begriffe, und die Gliederung des Stoffes ist hier schon
in hohem MaBe festgelegt. Wem unsere Darstellung etwas knapp er
scheint, den verweisen wir zur Erginzung auf die ausgezeichneten
und ausfiihrlichen Darstellungen von Weber (Algebra, Bd. 2) und von
Netto (Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipzig 1908). Beim Studium
dieser Anfangsteile braucht man sich keineswegs streng an die Reihen.
folge der Paragraphen zu halten, sondern im allgemeinen werden die
ersten Paragraphen der einzelnen Kapitel leicht verstindlich sein, die
spiateren dagegen wesentlich schwerer.

Erst mit der Theorie der Substitutionsgruppen setzt eine weit-
tragende und systematische Theorie ein, die, wie wir am Schlu3 zu
zeigen versuchen, noch lange nicht ausgeschopft ist. Sie kommt im
Grunde auf eine zahlentheoretische Behandlungsweise heraus, deren
Terminologie (Produkt, Multiplizieren usw.) ja bereits von Anfang an
erscheint.

Entsprechend dem Plane dieser Sammlung von Einzeldarstellungen
wurde den Anwendungen besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Neben
mannigfaltigen algebraischen und zahlentheoretischen S#tzen kommt
hier in erster Linie die Kristallographie in Betracht. Diese besitzt ja
gegeniiber allen anderen Fillen des Gelingens mathematischer Natur-
beschreibung den Vorzug groBter begrifflicher Einfachheit und strengster
arithmetischer Prizision.

Bei der Durchsicht der Korrekturen haben mich die Herren Prof.
Dr. R. Courant, Prof. Dr. R. Fueter und Prof. Dr. G. Polya unterstiitzt
und auf manche Verbesserungen hingewiesen, wofiir ihnen hier aufs
beste gedankt sei.

Mein Dank gilt ferner meiner Frau, die mir bei der Herstellung
des Manuskriptes geholfen hat.

Ziirich, im Dezember 1922.

A. Speiser.



Vorwort zur zweiten Auflage.

In dieser zweiten Auflage sind die Kapitel iiber Abelsche Gruppen
und die einleitenden Abschnitte iiber die Substitutionsgruppen aus-
fihrlicher gestaltet worden. Bei der groBen Bedeutung, welche die
Gruppentheorie in der Kristallographie gewinnt, schien es mir er-
wiinscht, auch das entsprechende Problem der Ebenensymmetrien
darzustellen. Dabei gewahrte ich, daB diese Probleme schon von den
Agyptern in ihrer Ornamentik gelost worden sind. Die Folgerungen
fir die Geschichte der Mathematik habe ich in einem einleitenden
Abschnitt angedeutet. Ein weiterer einleitender Aufsatz behandelt die
Ableitung der Gruppen aus Gruppoiden, ein Problem, das wahrschein-
lich an einzelnen Fillen auch schon im Altertum, mit der dialektischen
Methode, behandelt worden ist.

Die Lektire dieses Buches kann ebensogut mit dem 6. oder
8. Kapitel, als mit dem ersten begonnen werden. Die Aufsuchung
simtlicher Symmetrien eines Ornamentes kann als beste Einfilhrung
in den Gruppenbegriff empfohlen werden, sie wird als methodisches
Hilfsmittel auch von den Kristallographen angewandt.

Auch sonst hat der Text im einzelnen manche Anderungen er-
fahren, besonders durch die wertvolle Hilfe, welche mir von verschie-
denen Kollegen zuteil geworden ist. Den ersten Teil, bis zu den
Substitutionsgruppen, hat Herr Privatdozent Dr. Bessel- Hagen einer
eingehenden Revision unterzogen, von deren Resultaten ich ausgiebig
Gebrauch gemacht habe. Fiir die Substitutionsgruppen verdanke ich
vor allem Herrn Prof. Dr. Fueter wichtige Hinweise. Beide Herren
sowie Herr [ J. Burckhardt haben mich bei der Durchsicht der
Korrekturen unterstiitzt, manche weiteren Fachgenossen haben mir ihre
Bemerkungen mitgeteilt. Ihnen allen spreche ich auch an dieser
Stelle meinen Dank aus, ebenso der Verlagsbuchhandlung Julius Springer
fiir ihr groBes Entgegenkommen bei der Drucklegung.

Zirich, im August 1927.

A. Speiser.
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Einleitung.

In dieser Einleitung habe ich zwei von einander unabhingige Auf-
sitze zusammengestellt, welche mir zur Einfihrung in die Gruppen-
theorie geeignet erscheinen. Ich bemerke jedoch, daBl die Kenntnis
ihres Inhaltes in der Folge nirgends vorausgesetzt wird, so daB3 der
Leser sie ruhig tberschlagen kann.

I. Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie.

Lange bevor man sich mit Permutationen beschiftigte, sind mathe-
matische Figuren konstruiert worden, die auf das engste mit der
Gruppentheorie zusammenhingen und nur mit gruppentheoretischen
Begriffen erfaBt werden konnen, ndmlich die reguldren Figuren, welche
durch Bewegungen und Spiegelungen mit sich selbst zur Deckung ge-
bracht werden koénnen. Sie bilden einen Hauptgegenstand der alten
Mathematik bis zu der Zeit Euklids, soweit es sich um hohere Mathe-
matik handelt. Fiir Plato z. B. ist dies die unausgesprochene selbst-
verstindliche Voraussetzung. Insbesondere hat die von den Griechen
viel bewunderte Agyptische Mathematik zweifellos in der Auffindung
solcher Figuren bestanden. In den Nekropolen von Theben sind pracht-
volle Exemplare dieser Geometrie heute noch vorhanden, einige der-
selben sind im 6. Kapitel reproduziert. Wihrend diese dgyptischen
Ornamente meist einen sogenannten ,unendlichen Rapport“ enthalten,
d. h. allseitig in der Ebene ins Unendliche fortgesetzt werden konnten,
beschrinken sich die uns erhaltenen griechischen Schriften dieser Art
auf Figuren, welche ganz im Endlichen liegen und nur endlich viele
Symmetrien aufweisen, namlich auf die reguliren Polygone und Po-
lyeder. Das klassische Werk fiir dieses Gebiet der Mathematik bilden
die Elemente von Euklid. Es enthilt die vollstindige geometrische
und arithmetische Theorie der reguliaren Dreiecke, Vierecke, Fiinf-
ecke, Sechsecke und Fiinfzehnecke, sowie der fiinf reguliren Korper,
deren Untersuchung Plato gefordert hatte, weil er sie fiir den Bau
der Atome gebrauchte. Hierzu waren Untersuchungen iiber biquadra-
tische Irrationalititen erforderlich, sie sind in dem umfangreichen und
schwierigen 10. Buch enthalten. Das letzte Theorem des Werkes, im
13. Buch, gibt die fiir die Gruppentheorie fundamentale Konstruktion

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auil. 1



2 Einleitung.

des Pentagondodekaeders auf den Kanten des Wiirfels. Man kann
sagen, daB ein groBer Teil des Euklidischen Werkes in das Gebiet
der heutigen algebraischen Zahlentheorie und Gruppentheorie gehort.

Aber schon vor der Zeit Euklids hat die griechische Mathematik
sich anderen Fragen zugewendet, nidmlich der kontinuierlichen Geo-
metrie. Die Grundlagen derselben finden sich zerstreut in dem Euklidi-
schen Werk selber; die uns erhaltenen Arbeiten von Archimedes und
Apollonius beschiftigen sich durchgehends mit solchen Problemen,
insbesondere mit den Kegelschnitten. Doch wissen wir, dal Archimedes
die sogenannten halbreguldren Korper bearbeitet hat, ferner ist kiirz-
lich die Konstruktion des reguliren Siebenecks durch Archimedes
wiedergefunden worden (Isis 1926).

Jedenfalls hat die mathematische Tradition der Agypter und Euklids
in der Kunst, insbesondere in der Architektur und ihren Ornamenten,
weiter gelebt. Der wichtigste Teil des sogenannten 15. Buches der
Elemente von Euklid besteht aus Sitzen, die nach Tannery (Werke
Bd. 1, S. 64 und Bd. 2, S.118) von Isidorus von Milet, einem der
Architekten der Sophienkirche in Konstantinopel, stammen. In der
arabischen und persischen Kunst hat die dgyptische Ornamentik einen
neuen gewaltigen Aufschwung erlebt und Gebilde von unerhéorter Voll-
endung und mathematischer Tiefe geschaffen. Die Abbildungen 37 und 38
geben Proben davon. Auch die sogenannten Arabesken gehoren hier-
her. Sie verdanken ihre Lebendigkeit und Mannigfaltigkeit ausschlieB-
lich der Geometrie, denn die stilisierten Blitter, die sich darin finden,
haben ihre Form fast unverdndert durch die Jahrhunderte beibehalten
(vgl. A. Riegl, Stilfragen S. 260 und 262). Ahnliche Figuren finden
sich in Menge an romanischen Domen, z. B. enthilt das Portal von
San Ambrogio in Mailand eine ganze Musterkarte von Borten- und
Flichenornamenten. In der gotischen Architektur trifft man sogar
komplizierte Raumgruppen. Das schonste mir bekannte Beispiel wird
von den aufeinander gestellten sechseckigen Prismen im Helm des.
StraBburger Miinsters gebildet. Der Architekt war Johannes Hiiltz von
Kéln (ca. 1430). GrundriB und AufriB sind z. B. in G. Dehio, Ge-
schichte der deutschen Kunst, 2. Band der Abbildungen, S. 56 und 60,
reproduziert.

Die reguliren Korper tauchen wieder auf in der Kosmographie
Keplers, wo sie die Sternsphiren aufspannen; ihre Beschreibung bildet
einen groBen Teil der beiden herrlichen Keplerschen Werke: Prodro-
mus, 1596 (iibersetzt von M. Caspar unter dem Titel ,Das Welt-
geheimnis“, Augsburg 1923) und Harmonices mundi 1619. Letzteres
enthdlt eine Art von Synthese der reguliren Polyeder und der Lehre
von den Kegelschnitten zur Beschreibung des Weltbaues. Gleich darauf
verschwindet die Gruppentheorie, wie im Altertum, und die kontinuier-
liche Geometrie beherrscht das Interesse, bis in neuester Zeit die Lehre



Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie. 3

vom Bau der Kristalle den wunderbaren Zusammenhang der Atom-
konfigurationen mit den Raumgruppen aufgedeckt und damit die Ver-
mutungen Platos noch weit iibertroffen hat.

Leider sind die dgyptischen und arabischen Ornamente bisher nie
nach ihrem geometrischen Gehalt untersucht worden, und so bleibt
eines der schonsten Kapitel der Geschichte der Mathematik noch zu
schreiben. Man hat den Inhalt der vorgriechischen Mathematik in
Fragen der elementaren Geometrie gesucht (vgl. z. B. M. Cantor, Ge-
schichte der Mathematik, Bd. 1). Aber abgesehen von dem selbstverstind-
lichen Urbestand scheinen diese Probleme nicht so sehr alt zu sein. Auch
in der Musik sind die Fingeriibungen spéiter als die Kompositionen,
fiir deren Exekution sie gemacht sind. Schon die ausgesprochene
Neigung zum Langweiligen, welche wohl unvermeidlich der elementaren
Mathematik anhaftet, spricht eher fiir die spite Entstehung, denn der
schopferische Mathematiker wird sich mit Vorliebe den interessanten
und schénen Problemen zuwenden.

Sieht man dagegen die Konstruktion symmetrischer Figuren als In-
halt der friithen Mathematik an, so versteht man die hohe Stellung
oberhalb aller Kunst, welche sie bei den Griechen eingenommen hat.
Man versteht, daB Plato sie als das Band, welches die Ideen mit der
Materie verkniipft, bezeichnet hat. Dieses kann doch unméglich in
Kongruenzsitzen, auch nicht im pythagoreischen Lehrsatz bestanden
haben, vielmehr ist es nach den Angaben im Timius die Form der
reguldren Polyeder. Diese als raumaufspannende Flachen aufgefaBten
Figuren konstituieren die Elemente, und indem Plato die Natur der
AuBenwelt in ihren elementaren Teilen als etwas mathematisches er-
kannte, schien ihm das Hauptproblem aller realistischen Philosophie,
welche das Geistige als das allein Wirkliche behauptet, ndmlich die
Existenz der sinnlich wahrnehmbaren Natur, gel6st zu sein: auch in
ihr nehmen wir in Wirklichkeit etwas Geistiges wahr.

So zeigt uns die Vorgeschichte der Gruppentheorie, daBl wir die
Anfinge der hoheren Mathematik vielleicht um 1000 Jahre friiher
legen miissen, als man es bisher getan hat, und daB die griechische
Mathematik ankniipft an eine agyptische Tradition, die mindestens in
die 18. Dynastie, also in die Zeit von 1500 v. Chr., zuriickreicht. Ferner
ergeben sich enge Beziehungen zwischen der Mathematik und der
Kunst, die jederzeit wieder aufgenommen werden kénnen.

Zum Schluf mochte ich noch darauf hinweisen, daB die heutige
Mathematik noch nicht imstande ist, alles mathematisch Erfalbare in
der Kunst wiederzugeben. Insbesondere sind in der Musik noch manche
Geheimnisse verborgen; wir wissen z. B. nur sehr weniges dariiber,
wie Bach seine Fugen ausgearbeitet hat. Immerhin haben die neue-
sten Untersuchungen von Busoni, Lorenz, Werker, Graeser u. a. schon
sehr bemerkenswerte Resultate geliefert. Stets handelt es sich um

1*



4 Einleitung.

Dinge, die man mit dem Sammelnamen ,,Symmetrien® bezeichnen kann;
freilich sind sie in der Musik, wo es sich um einen zeitlichen Ablauf,
nicht um eine raumliche Ausbreitung handelt, etwas anderer Natur als
diejenigen der Ornamente, aber die innere Verwandtschaft der beiden
Kiinste ist evident.

II. Ableitung des Gruppenbegriffs aus den
Permutationen.

In der elementaren Algebra werden die Vertauschungen von Dingen
betrachtet. Man denkt sich # feste Stellen, die mit # Gegenstinden,
den sogenannten Variablen, so ausgefiillt werden, dall jede Stelle
genau eine Variable enthilt. Eine solche Verteilung wird in der
Elementarmathematik Permutation genannt; wir wollen dafiir aber lieber
das Wort ,,Anordnung“ oder etwas allgemeiner ,,Zustand* der Variablen
gebrauchen, denn in der Gruppentheorie bedeutet das Wort Permuta-
tion etwas ganz anderes. Man zeigt nun leicht, daB es genau #n! ver
schiedene Anordnungen gibt, und mit derartigen Fragen iiber Anzahlen
von Kombinationen begniigt sich die elementare Theorie.

Diese Anordnungen von Dingen enthalten aber ein Geheimnis,
und um dieses aufzudecken, miissen wir etwas genauer auf den Gegen-
stand eingehen. Wir beschrinken uns auf den Fall von drei Stellen
und drei Variablen und erhalten 6 Anordnungen, die ich in folgender
Weise numeriere:

L (1, 2, 3) IL (2, 3, 1) I (3, 1, 2)
v. (1, 3, 2) V. (3, 2, 1) VL (2, 1, 3).

Die Variablen sind hier einfach mit 1, 2, 3 bezeichnet. Sie haben
den Namen ,Variable“ von der Tatsache, daf sie von einer Stelle zu
einer anderen bewegt werden konnen, und wir wollen jetzt eine solche
Bewegung betrachten, d. h. den Ubergang von einer Anordnung in
eine beliebige der 6 Anordnungen. Hierbei kommt es gar nicht darauf
an, wie die Bewegung ausgefiihrt wird, es handelt sich vielmehr nur
um den Inbegriff eines Anfangszustandes und eines Endzustandes.
Da wir am Anfang und am Ende eine beliebige der 6 Anordnungen
haben koénnen, so gibt es genau 36 Uberginge, und diese wollen wir
nun niher betrachten. Zu ihrer Bezeichnung schreiben wir erst die
Nummer des Anfangszustandes, dann machen wir einen Pfeil, dann
schreiben wir die Nummer des Endzustandes hin. So bedeutet
[I—V, daB die Anordnung (2, 3, 1) in die Anordnung (3, 1, 2)
ibergefithrt wird. Wir konnen zwei Uberginge dann und nur dann
nacheinander ausfiihren, wenn der Anfangszustand des zweiten mit
dem Endzustand des ersten iibereinstimmt. Das Resultat ist dann
die Uberfiihrung des ersten Zustandes in den letzten unter Umgehung
des mittleren. So lassen sich z. B. I —III und III— VI hinter-
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einander ausfiihren und ergeben als Resultat I-» VI Dagegen ist
der Ubergang 1—1III nicht mit II—1 zusammenzusetzen. Wir wollen
dieses Verhalten, ohne auf eine ndhere Definition einzugehen, da-
durch ausdriicken, daB wir sagen: die 36 Uberginge bilden ein
Gruppoid, eine Bezeichnung, die von H. Brandt') herrithrt. Unsere
Hauptaufgabe ist nun die, vom Gruppoid zur Gruppe zu gelangen,
und um das zu erldutern, wahle ich drei Beispiele, die jedermann
bekannt sind, ndmlich den Raum, die Zahlen und die Zeit.

Der Raum. Wir gehen aus von der Gesamtheit der Punkte des
Euklidischen Raumes und betrachten den Ubergang von einem be-
liebigen Punkt A zu einem beliebigen Punkt B, der auch mit 4
identisch sein darf. 4 — B nennen wir eine Strecke. Wiederum kénnen
wir zwei Strecken zusammensetzen, wenn der Anfangspunkt der zweiten
mit dem Endpunkt der ersten iibereinstimmt, und erhalten so aus
A — B und B— C die Strecke 4 — C. Wenn dagegen die Bedingung
nicht erfiillt ist, so kénnen wir die Strecken nicht zusammensetzen.
Wiederum sagen wir, die Strecken im Raum bilden ein Gruppoid,
wenn wir die eben definierte Art der Zusammensetzung zweier Strecken
mit besonderer Eigenschaft beriicksichtigen. Aus dem Begriff der
Strecke 10st sich der Vekforbegriff dadurch los, daBl man von der
besonderen Lage der Strecke absieht und nur ihre GréBe und Rich-
tung festhilt. Ein Vektor kann an einen beliebigen Punkt angeheftet
werden und liefert dann eine ganz bestimmte Strecke, d. h. einen ganz
bestimmten Endpunkt. Er reprisentiert also eine unendliche Menge
von Strecken. Vektoren lassen sich nun ohne irgendeine Einschrinkung
zusammensetzen, und zwar benutzt man fiir diese ,,Vektoraddition«
zweier Vektoren zwei Strecken, die zusammensetzbar sind, und aus
den Kongruenzsitzen folgt ohne weiteres, dal der zusammengesetzte
Vektor unabhingig von der besonderen Wahl der Strecken ist. Wir
driicken das, wiederum ohne nihere Definition, dadurch aus, daB wir
sagen: die Vektoren bilden nach der Vektoraddition eine Gruppe.

Zahl. Wir gehen aus von der Reihe der ganzen positiven Zahlen
und nennen ihre Individuen die zdhlenden Zahlen (Ordinalzahlen).
Wiederum betrachten wir den Ubergang von einer Zahl zu einer
spiteren und erhalten ein Gruppoid. Aber auch hier 16st sich aus
einem solchen Ubergang, etwa 3 — 8, etwas heraus, was nicht an die
beiden Grenzen 3 und 8 gebunden ist, ndmlich die ,Differenz¢ der
beiden Zahlen. Sie kann an eine beliebige Zahl angeheftet werden
und liefert immer eine bestimmte zweite, so ist 3 -—» 8 dieselbe Diffe.
renz wie 2—7 und wie 0—5. Indem wir diese letatere Art der
Darstellung, nimlich die Anheftung an die Null, auszeichnen, be-

1) Uber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs, Math. Annalen Bd. 96,
1926, S. 360—366.
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zeichnen wir die Differenz als die Zahl 5, nennen aber diesen neuen
Zahlbegriff die gezdhlte Zahl (Kardinalzahl). Gezihlte Zahlen lassen
sich nun addieren. Freilich bilden sie noch keine Gruppe, vielmehr
muBl man noch eine Erweiterung auf die negativen ganzen Zahlen
vornehmen. Dadurch erreicht man, daBl jede zahlende Zahl am Ende
einer gezihlten Zahl auftreten kann, So ist z. B. 0— 5 auch durch
— 83— 2 darstellbar. Bei den Vektoren im Raum war das selbst-
verstindlich, jeder Punkt kann als Endpunkt fiir einen Vektor dienen.
Die positiven und negativen gezdhlten Zahlen bilden nach der Ad-
dition eine Gruppe.

Zett. Zur Deduktion der Zeit geht Aristoteles von der Bewegung
aus, die er als Ubergang von einem Anfangszustand in einen End-
zustand bezeichnet. Auch hier haben wir zunichst ein Gruppoid: zwei
Uberginge oder Bewegungen lassen sich nur dann zusammensetzen,
wenn der Anfangszustand der zweiten Bewegung mit dem Endzustand
der ersten iibereinstimmt. Nun 16st sich aber aus einer Bewegung etwas
heraus, was durch eine Zahl gemessen werden kann, etwa durch die
Umdrehung des Himmelsgewélbes wihrend der Bewegung, und diese
Zahl 1aBt sich an jeden Zustand anheften, sie liefert immer einen be-
stimmten Endzustand.

Die Uhr wird aus einem blof sich bewegenden Instrument zu einem
Zeitmesser erst durch eine Festsetzung von der folgenden Art: Jede
volle Umdrehung des grofen Zeigers liefert dieselbe Zeit.

Dies kénnte der Sinn der allerdings schon Plotin (Enn. III 7. 9)
unverstindlichen Definition der Zeit durch Aistofeles sein:

Die Zeit ist die Zahl der Bewegung hinsichtlich des frither und spiter,
die Zahl vm Sinne der gezihlien Zahl gemommen (Arist. Physik 219b).

Den Griechen scheint der Ubergang vom Gruppoid zur Gruppe in
der eben beschriebenen Art erhebliche Schwierigkeiten geboten zu haben.
Sie empfanden als typisch dafiir die Herauslosung des Tonintervalles
aus dem Zweiklang, also z.B. der Quint aus C—G oder E—H.
Ihre Proportionenlehre sieht daher in dem Gemeinsamen von 4:2 und
6:3 ein Intervall, und dem, was wir Produkt zweier Quotienten nennen,
geben sie den Namen der Summe: Quint + Quart = Oktave, aber
8><%£=2 (vgl hierzu P. Tammery, Du rdle de la musique grecque
Bibl. math. 3. Folge Bd. 3 und Werke 3. Bd. S. 68).

Dieser Aufstieg von der Strecke zum Vektor, von der Ordinalzahl
zur Kardinalzahl, von der Bewegung zur Zeit, vom Zweiklang zum
Intervall, allgemein vom Gruppoid zur Gruppe 14Bt sich auch an den
Vertauschungen von Dingen ausfilhren, und erst an diesem Beispiel ist
die Tragweite des Gruppenbegriffs klar geworden.

Erfordert wird nach den fritheren Beispielen, dal sich aus dem
Ubergang von einer Anordnung zu einer anderen eine Operation heraus-
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16st, welche auf jede Anordnung ausgeiibt werden kann und stets eine
bestimmte zweite liefert. Ferner miissen unter den resultierenden An-
ordnungen die samtlichen genau einmal auftreten. E. Galois driickt
dies (manuscrits publiés par Tannery 1908, p. 8) folgendermaBen aus:
Ce qui caractévise un groupe: On peut partir d'une des permutations
quelconques du growpe. Hier ist ,permutation im Sinne von ,Anord-
nung“ gebraucht.

Die Operation, welche dies leistet, ist die Substitution. Aus dem
Ubergang der beliebigen Anordnung (g, b, ¢) in die Anordnung (d, e, f)
entnehmen wir bloB folgende drei Tatsachen:

a wird ersetzt durch d,

b ” » ” e’

c ” ” ” f’
Betrachten wir ein Beispiel: Der Ubergang von I in II besagt, als
Substitution aufgefaBt, daB 1 in 2, 2 in 3 und 3 in 1 iibergefiihrt
wird, oder kurz ausgedriickt, dal die drei Variablen 1, 2, 3 zyklisch
vertauscht werden. Diese Operation 148t sich auf jede Anordnung an-
wenden und liefert immer eine bestimmte resultierende Anordnung.
Man erhilt so genau 6 ,Darstellungen* der Operation, die im folgen-
den so wiedergegeben sifld, daB die Anfangsanordnung in eine erste,
die Endordnung in eine zweite Zeile geschrieben wird. Dadurch
wird der Ubergang zur Substitution erleichtert, man hat einfach jede
Variable durch die darunter stehende zu ersetzen.

1,2,3 2,3 1\ /3,1,2) (1, 3,2 3,2,1\ (2,1, 3

2,3,1/ \3,1,2 1, 2,3 2,13 1, 3,2 3,2, 1
Beniitzen wir die Numerierung der Anordnungen und als Bezeichnung
des Uberganges einen Pfeil, so erhalten wir folgendes:

I -1, I-»III, I-—»I IV-SVI, VIV, VIV,

Man verifiziert, daB auch als Resultat alle 6 Anordnungen gerade ein-
mal auftreten.

Im Deutschen bezeichnet man derartige Substitutionen als Permu-
tationen, und wir wollen uns diesem Sprachgebrauch anschlieBen. Man
sieht aber, daB sie etwas ganz Verschiedenes von dem sind, was in
der elementaren Mathematik mit diesem Wort bezeichnet wird.

Da es bei 3 Variabeln 36 Uberginge gibt und jede Permutation
genau 6 derselben beansprucht, so gibt es 6 Permutationen von 3 Dingen,
die man gewdhnlich so notiert, daB die erste Anordnung die natiirliche
Aufeinanderfolge der Zahlen 1, 2, 3 ist. Die zweite ist dann eine der
6 moglichen Anordnungen. Unter ihnen kommt die identische Per-
mutation vor, welche die Variabeln unverindert 1aBt. Sie spielt in der
Gruppentheorie die Rolle der Einheit bei der Multiplikation und muf3
immer mitgezahlt werden.
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Zwei Permutationen lassen sich stets zusammensetzen und ergeben
als Resultat wieder eine Permutation. Fiihrt die erste Permutation
die Variable a in b iiber und die zweite b in ¢, so fiihrt die zusammen-
gesetzte Permutation 4 in ¢ iiber. Wiahlen wir als Beispiel die Zu-
sammensetzung der beiden Permutationen

1,23 1,23
(2, 3, 1) und <2, 1, 3)’

von denen die erste die zyklische Vertauschung der drei Variabeln,
die zweite dagegen die Vertauschung der beiden ersten Variabeln be-
deutet, so verfihrt man so, daB man fiir die zweite diejenige Dar-
stellung benutzt, deren erste Zeile mit der letzten der vorherigen iiber-
einstimmt, nidmlich folgende:

2,31

(1, 3, 2) )

Die zusammengesetzte Permutation wird jetzt folgende:

1, 2,3

1,3, 2)°
d. h. die Vertauschung der Variabeln 2 und 3. Hitten wir die Reihen-
folge der beiden Permutationen vertauscht, so hitte sich folgendes

Resultat ergeben: 1,23
3,2,1)’

d. h. die Vertauschung der ersten mit der dritten Variabeln. Bei der
Zusammensetzung von Permutationen ist daher die Reihenfolge zu be-
achien, sie gemiigt nicht dem kommutativen Gesetz. Hierin liegt wohl die
prinzipielle Bedeutung der Theorie der Permutationen, sie ist ein Vor-
stof in das Gebiet des nichtKommutativen. Die Vektoraddition ist
bekanntlich kommutativ,

Man kann die 6 Anordnungen von 3 Dingen auch geometrisch
deuten durch die 6 Decklagen eines Dreiecks mit sich selber. Wir
fassen als ,Stellen« die 3 Ecken des Dreiecks auf und kénnen sie auf
6 verschiedene Arten mit den Nummern 1, 2, 3 versehen:

3 1 2 2 1 3

A A A A A A
12 23 31 13 32 21

Der Vertauschung der beiden Variabeln 1 und 2 entspricht die
Spiegelung an einer Achse, welche durch den Punkt 3 geht und
Mittelsenkrechte der Verbindungslinie 1—2 ist. Diese Gerade hat in
den Figuren, von der festen Ebene aus gesehen, nicht eine feste Lage,
und dies fiihrt uns sofort zu der Tatsache, daB wir bei der Reduktion
des Gruppoids auf die Gruppe auch anders hitten vorgehen kénnen.
Wir kénnten alle diejenigen Uberginge zusammenfassen, welche der-
selben Bewegung oder Spiegelung des Dreiecks entsprechen. Nimmt
man z. B. die Spiegelungsgerade durch den oberen Eckpunkt, welche
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also Mittelsenkrechte der unteren Seite ist, so besitzt sie folgende
6 Darstellungen, wie man aus den Figuren sofort ersieht:

<1, 2, 3) <2, 3, 1) (3, 1, 2> <1, 3, 2) <3, 2, 1) <2, 1, 3)
2,1,3) \3,2,1/ \1,3,2/ \3,1,2) \2,3,1 1,2, 3

Als Permutationen der Variabeln aufgefaBt, wiirden sie drei ver-
schiedene Operationen ergeben, aber man sieht ihnen das Gemeinsame
sofort an: in allen 6 werden die beiden ersten Stellen vertauscht. Ent-
nimmt man also aus einem Ubergang einer Anordnung in eine andere
nur die Vertauschung der Stellen der einzelnen Variabeln unter Ver-
nachlassigung der Nummern der Variabeln, so bekommt man wiederum
aus dem Gruppoid 6 Operationen destilliert, deren jede durch 6 Uber-
gange reprasentiert werden kann, indem sie auf jede Anordnung an-
gewendet werden kann und immer eine bestimmte resultierende Anord-
nung liefert. Freilich sind die beiden Gruppen, die man so erhilt, nicht
wesentlich verschieden, denn die Gesetze der Zusammensetzung zweier
Operationen sind dieselben, wenn man nur der Variabelnpermutation
dieselbe Stellenpermutation zuordnet. So hatten wir gefunden: wenn man
die Variabeln erst zyklisch permutiert und nachher die beiden ersten
Variabeln vertauscht, so ist das Resultat die Vertauschung der Variabeln
2 und 3. Es ist selbstverstindlich, dal man hier statt des Wortes
»Variable“ auch das Wort ,,Stelle* setzen kann. Als ,abstrakte Gruppe®
sind die beiden Definitionen gleichbedeutend. Aber gerade die Tat-
sache, daB dieselbe Gruppe auf zwei verschiedene Weisen erhalten
werden kann, weist deutlich darauf hin, daB die Permutationen das mathe-
matische Gebilde nicht vollig rein wiedergeben. Die dialektische Unter-
suchung, welche nun notwendig wurde, hat im 19. Jahrhundert lange
Zeit gebraucht und schlieBlich auf die Definition der abstrakten Gruppe
gefiihrt, wie wir sie im § 1 angeben.

Immer wenn man von der Bewegung einer fliissigen Materie in
einem festen Raum, eines physischen Raumes in einem geometrischen
Raume spricht, erhdlt man diese doppelte Moglichkeit, eine Gruppe
herauszulésen, Um das einzusehen, brauchen wir blos das Kontinuum
durch eine endliche Zahl diskreter Zellen zu ersetzen, wie man das bei
der Einfiihrung des Raumintegrales zu tun pflegt. Das GefiB, das die
Flissigkeit enthilt, bestehe aus # mit 1 bis » numerierten Zellen
oder Stellen, die Flissigkeit aus ebensovielen Molekiilen, welche den
Variabeln entsprechen und ihrerseits numeriert seien. Eine Lage der
Fliissigkeit im Gefdll wird dadurch festgelegt, daf fiir jede Zelle das
darin beflndliche Molekiil angegeben wird. Dies entspricht genau der
»Anordnung® von # Dingen. Eine Bewegung definieren wir nach Ari-
stoteles als den Ubergang von einer Verteilung zu einer neuen. Hieraus
kann man auf zwei verschiedene Weisen eine Operation herauslésen,
welche auf jede beliebige Anfangsverteilung angewendet werden kann
und dann eine wohlbestimmte Endverteilung liefert:
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1. Man entnimmt der Bewegung die Aussage: An die Stelle des
Molekiiles mit der Nummer ¢ kommt das Molekiil mit der Nummer b.
Hier wird also b eine Funktion von a.

2. Man sieht auf die Stellenverinderung der einzelnen Molekiile und
macht die Aussage: das Molekiil, das sich an der Stelle mit der Nummer x
befindet, kommt an die Stelle mit der Nummer y.

Den Ubergang zum Kontinuum will ich hier nicht niher ausfiihren,
sondern nur folgendes bemerken: Die Stellen des Gefiles werden durch
3 Koordinaten, die Fliissigkeitsteilchen durch 3 Parameter charakterisiert.
Die erste Aussage gibt eine Substitution der Parameter, die zweite
eine solche der Koordinaten.

Das eben Auseinandergesetzte steht in engstem Zusammenhang mit
dem Relativititsproblem, denn da handelt es sich gerade darum, sich
vom geometrischen Raum loszumachen und von den beiden Aussagen
bloB3 die Aussage 1 zu benutzen, welche die Parameter der materiellen
Teilchen enthalten. Wenn wir uns im folgenden auf endliche Gruppen
beschrinken, so mochte ich hierzu H. Weyl ztieren (Handbuch der
Philosophie, Abteilung II, Beitrag A, S. 59, Miinchen und Berlin 1926):
»Es war fir die Mathematik ein Gliick, daB das Relativititsproblem
zuerst nicht am kontinuierlichen Punktraum, sondern an einem aus
endlich vielen diskreten Objekten bestehenden System, nidmlich an dem
System der Wurzeln einer algebraischen Gleichung (mit rationalen
Zahlkoeffizienten) durchgefiihrt wurde (Galoissche Theorie); das ist der
Schirfe der Begriffsbildungen sehr zugute gekommen. . ... Aus diesem
Problemkreis ist auch die abstrakte Gruppentheorie entsprossen.”

1. Kapitel
Die Grundlagen.
§ 1. Die Postulate des Gruppenbegriffs.

Ein System von verschiedenen Elementen bildet eine Gruppe,
wenn folgende vier Postulate erfiillt sind:

I. Das Gruppengesetz: Jedem geordneten Paar von gleichen oder
verschiedenen Elementen des Systems ist eindeutig ein Element des-
selben Systems zugeordnet, das Produkt der beiden Elemente. Die
Formel dafiir ist: AB=C.

II. Das Assoziativgesetz: Fiir die Produktbildung gilt die Gleichung:
(AB)C = A(BC). Nicht verlangt wird jedoch das Kommutativgesetz
AB=BA.

III. Das Einheitselement: Es gibt ein Element F, das fiir jedes
Element A des Systems folgendem Gesetz gehorcht: AE=FEA = 4.
E heiBt das FEinheitselement oder die Einheit der Gruppe.
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IV. Das inverse Element: Zu jedem Element A gibt es ein in-
verses Element X = 471, das der Gleichung geniigt: AX=E.

Eine Gruppe, bei der alle Elemente in der Bildung des Produktes
miteinander vertauschbar sind, heiBt eine kommutative oder Abelsche
Gruppe.

Ist die Anzahl der Elemente endlich, so heit die Gruppe eine
endliche Gruppe. Die Anzahl der Elemente heiBt die Ordnung der
Gruppe.

Die bekanntesten Gruppen sind Abelsche Gruppen mit unendlich
vielen Elementen: Die ganzen positiven und negativen Zahlen bilden
nach dem Gesetz der Addition eine Gruppe, ebenso die positiven
rationalen Zahlen nach dem Gesetz der Multiplikation. Die ,Einheit*
ist im ersten Falle 0, im zweiten 1. Ferner bilden alle reellen Zahlen
nach dem Gesetz der Addition und, nach Weglassung der Null, nach
dem Gesetz der Multiplikation eine Gruppe.

Das Postulat II ist die knappste Fassung der allgemeinen Forde-
rung, daB ein Produkt mehrerer Elemente eindeutig bestimmt ist,
wenn man die Reihenfolge der Elemente beibehdlt. Sein Inhalt ist
eben diese Forderung fiir ein Produkt von drei Elementen. Durch
einen einfachen SchluB von # auf # 4 1 14Bt sich hieraus der allge-
meine Satz beweisen. Man setze voraus, daB jedes Produkt von »# oder
weniger Elementen eindeutig bestimmt ist. Ist nun eine Reihe von
n -+ 1 Elementen vorgelegt, deren Produkt zu bilden ist, so fiihrt jede
Art der Produktbildung zuletzt zu einem Produkt von zwei Elementen,
deren erstes das Produkt der ¢ ersten urspriinglichen Elemente darstellt,
wihrend das zweite das Produkt der iibrigen ist. Es muf nun bloB
gezeigt werden, daB auch der letzte Schritt fiir jeden Wert von 7 das-
selbe Resultat liefert. Ist I das Produkt der 4 ersten Elemente, A das
(¢ +1)te Element und K das Produkt der iibrigbleibenden, so folgt
aus dem zweiten Postulat:

I(AK)=(IA)K.

Indem man ; der Reihe nach die Zahlen 1, 2,..., # — 2 durchlaufen
14Bt, gewinnt man das gesuchte Resultat.

Fordert man noch das kommutative Gesetz, so ist ein Produkt
durch die Elemente allein, unabhingig von der Reihenfolge, bestimmt.
Es wird nimlich: ABCD = A(BC)D = A(CB)D = ACBD, woraus
unmittelbar folgt, daB zwei aufeinanderfolgende Elemente miteinander
vertauscht werden diirfen. Da man ferner durch derartige ,Trans-
positionen® eine beliebige Reihenfolge herstellen kann, so ist die Be-
hauptung bewiesen.

Das Postulat III fordert die Existenz eines Einheitselementes. Allein
mit Hilfe des ersten Postulates 14Bt sich zeigen, daB nur ein Element
vorkommen kann, das den dortigen Bedingungen geniigt. Sei nam-
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lich F ein weiteres Element, fiir das stets die Gleichungen AF=FA=A4
erfiillt sind, so ergibt sich, wenn E an die Stelle von 4 gesetzt wird,
fiir EF gleichzeitig das Element E und F. Wegen I folgt E = F.

Das zu A~?! inverse Element ist A. Denn aus A7'B = E {folgt
durch linksseitige Multiplikation mit 4: A A™*B =4, also B= 4.
A ist mit A~? vertauschbar.

Ist ABC---F ein beliebiges Produkt von Elementen, so ist
F1...C 1B *A"! das zu dem Produkt inverse Element.

Historische Notiz: Die abstrakte Gruppentheorie ist eine relativ spite
Entwicklungsphase des mathematischen Gebildes, das unseren Gegenstand bildet,
Noch Jordans Traité des substitutions (1870) behandelt ausschlieflich Permu-
tationsgruppen. Aber die Methoden, die Euler, Lagrange, Ruffini, Gaufs, Cauchy,
Galois und Jordan benutzep, sind grofienteils unabhiingig von dieser speziellen
Bedeutung der Elemente. Das erste System abstrakter Gruppenpostulate soll
das von Kronecker 1870 aufgestellte sein (Auseinandersetzung einiger Eigen-
schaften der Klassenzahl idealer komplexer Zahlen, Werke Bd. 2, S. 273).
Neuerdings haben sich amerikanische Mathematiker mit der Aufstellung von
Postulaten beschiftigt, z. B. L. E. Dickson (Definition of a group and a field
by independent postulates, Am. Transact. 6, 1905, p. 198—204) und E. V. Hun-
tington (Note on the definition of abstract groups and fields by sets of inde-
pendent postulates, Am. Transact. 6, p. 181—197).

§ 2. Die Gruppentafel.

Eine Gruppe ist vollstindig bestimmt, wenn das Produkt zweier
beliebiger Elemente bekannt ist. Zur Tabellierung benutzt man, wenig-
stens in einfacheren Fillen, die Gruppentafel, eine zuerst von Cayley?)
angewandte Methode. Das Schema ist ein Quadrat mit ebensovielen
Zeilen resp. Kolonnen, als die Ordnung der Gruppe betragt. Man
bringt die Elemente, mit E beginnend, in eine bestimmte Reihenfolge
und bezeichnet sowohl die Zeilen als die Spalten der Reihe nach da-
mit. In die Parzelle, welche durch den Durchschnitt der mit A4 be-
zeichneten Zeile und der mit B bezeichneten Kolonne gebildet wird,
schreibt man das Produkt 4 B. Wir geben als Beispiel die Gruppe
niedrigster Ordnung, in welcher das kommutative Gesetz nicht gilt:
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) On the theory of groups as depending on the symbolical equation
9" =1, Phil. Mag. (4) 7 (1854), p. 40—47. The collected Math. papers of
A. Cayley vol. 2, p. 123—130.
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Man erkennt sofort als charakteristisches Merkmal fiir Gruppen
mit dem kommutativen Gesetz die Symmetrie der Tafel in bezug
auf die Hauptdiagonale. In der angegebenen Gruppe gilt aber z. B.:
AC=CB+CA.

Die Tatsache, daB in jeder Zeile und in jeder Kolonne jedes Ele-
ment der Gruppe genau einmal vorkommt, stellt eine fundamentale
Eigenschaft aller Gruppen dar, wie folgendermaBen bewiesen wird:

Die Elemente einer Zeile sind in dem Ausdruck 4 X enthalten,
wobei A ein festes Element darstellt, wihrend X die ganze Gruppe
durchlauft. Die Gleichung A X = B 148t bei beliebigem 4 und B die
eine Auflosung zu: X — A~!B. Hieraus folgt, daB in dem System
von der Gestalt A X jedes Element der Gruppe enthalten ist. Anderer-
seits aber auch nur einmal; fiir endliche Gruppen ergibt sich das
durch bloBe Abzidhlung der Elemente, fiir unendliche muB man ver-
werten, daB aus A B= A C folgt: B=C. Denn ,multipliziert¥ man
die Gleichung auf beiden Seiten von links mit A1, so erhilt man:
A 1A B = A"'A C und daraus wegen des Assoziativgesetzes: B = C.

Eine modifizierte Tafel, die fiir spitere Untersuchungen von Wich.
tigkeit ist, erhédlt man, indem man entsprechende Zeilen und Kolonnen
nicht mit denselben, sondern mit inversen Elementen bezeichnet, in
folgender Weise:

E A B C
E | E A B C
AYWA"*| E |A™*Bl4A™C|---
B~*|B"*|B"*4| E |B7'(C|---
C-Y{C*IC*4|C*B| E

Fir die oben angefilhrte Gruppe nimmt dann die Tafel folgende
Gestalt an:

E A B CDF
EIE A B CDF
B|BE AFC D
A|l4 BEDTFC
C|C F DE B 4
DIDCF AEB
FIF DCB AE

Man bemerkt, daB in der Hauptdiagonalen stets E steht.
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Satz 1: Fiir endliche Gruppen lassen sich die Postulate 11l und IV
ersetzen durch das Postulat III*, das fiir gewisse Anwendungen be-
quemey 1ist:

II1*: Aus AB= AC folgt B=C und aus BA = CA folgt ebenfalls
B=C.

Beweis: Das Postulat besagt fiir endliche Gruppen, daB 4 X und
X A mit X die simtlichen Elemente der Gruppe durchlaufen. Denn
ist ¢ die Ordnung der Gruppe, so stellt 4 X g Elemente dar, die
wegen des Postulates III* voneinander verschieden sind und daher
mit den Elementen der Gruppe iibereinstimmen miissen. Insbeson-
dere 1aBt die Gleichung 4 X = A eine Losung zu, die mit E bezeich-
net werde. Aus AE =4 folgt: X(AE)= XA, also wegen des
Assoziativgesetzes (X A)E =X A. Da X A mit X alle Elemente der
Gruppe durchliuft, so gilt fiir jedes Element der Gruppe: X E =X
und insbesondere E E = E. Aber auch E X durchliuft mit X simt-
liche Elemente der Gruppe und aus E E X = E X folgt, daB fiir jedes
Element X der Gruppe die Gleichung gilt: £ X = X. Damit ist das
Postulat III aus dem Postulat IIT* abgeleitet. Das Postulat IV folgt so-
fort aus der Tatsache, daf die Gleichung 4 X = E eine Losung be-
sitzen mul3, weil 4 X alle Elemente, also auch das soeben nachge-
wiesene Element E, durchliuft.

Fiir unendliche Systeme folgt aus III* nicht die Existenz des Ein-
heitselementes. Die positiven ganzen Zahlen bilden nach dem Gesetz
der Addition ein System, das I, II und IIT* geniigt, aber keine Gruppe bildet.

Im folgenden soll stets, falls nichts anderes bemerkt ist, ausschlieB-
lich von endlichen Gruppen die Rede sein.

Auch dem Assoziativgesetz entspricht, nach einer Mitteilung von
H. Brandt, eine leicht angebbare Eigenschaft der Gruppentafel. Wahlt
man irgend zwei Felder, in denen die Elemente 4 und B stehen
mogen, so aus, daB die Spalte, in der sich das erste befindet, und
die Zeile, in der sich das zweite befindet, sich in einem Einheitsfelde
treffen, so steht in dem Felde, wo sich die Zeile des ersten und die
Spalte des zweiten treffen, das Produkt 4 B. Geometrisch ausgedriickt:
Man fasse die drei Elemente 4, B, E als Ecken eines Rechteckes auf,
dessen Seiten vertikal und horizontal stehen, dann steht an der vierten
Ecke das Produkt A B. Nimmt man z. B. in der letzten Gruppentafel
in der vierten Zeile und C in der zweiten, so findet man als vierte Ecke
das Element B. Man ersieht aus der Tafel sofort, dal FC = B.

§ 3. Untergruppen.

Definition: Ein Teilsystem von Elementen der Gruppe, das fiir sich
den Postulaten I bis IV geniigt, und daher selbst eine Gruppe bildet,
heiBt eine Untergruppe der gegebenen Gruppe.
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Zwei Untergruppen lassen sich von vornherein angeben, nimlich
einerseits die gegebene Gruppe selbst, andererseits die Gruppe, die nur
aus dem einen Element E besteht. Diese beiden Untergruppen werden
durch den Ausdruck wuneigentliche Untergruppen von den iibrigen,
den eigentlichen Untergruppen, unterschieden. Die Auffindung der
eigentlichen Untergruppen ist eine der Hauptaufgaben der Theorie.

Satz 2'): Die Ordnung einer Untergruppe ist ein Teiler der Ord-
nung der ganzen Gruppe.

Beweis: Das Verfahren, das zu diesem Satz fiihrt, hat Euler- aus-
gedacht und auf zyklische Gruppen angewandt. Historisch stellt es das
erste Beispiel eines echten gruppentheoretischen Beweises dar, sein
Grundgedanke ist der groBten Verallgemeinerung fihig und man kann
die Gruppentheorie mit seiner Entdeckung beginnen lassen. Es besteht
in einer FEinteilung der Elemente der ganzen Gruppe ®& in Systeme,
welche durch die Untergruppe § geliefert werden, und zwar in folgen-
der Weise.

Man schreibe die Elemente von § in eine Reihe

E,A,B,...,F.
Nun wihle man aus @ irgendein Element X und bilde die Reihe

EX=X, AX, BX, ..., FX.
Nach Satz1 sind die Elemente dieser neuen Reihe unter sich ver-
schieden. Wenn X in § liegt, so bestehen die beiden Reihen genau
aus denselben Elementen, nimlich denjenigen von . Ist aber X
auBerhalb von §, so haben die beiden Reihen kein Element gemein-
sam. Denn es sei etwa
A=BX.
Dann folgt durch linksseitige Zusammensetzung mit B~1:
B~14 =X.

Links steht aber ein Produkt zweier Elemente aus §, und wir erhalten
den Widerspruch, daB X in § enthalten ist.

Die zweite Reihe bezeichnet man symbolisch mit $ X und nennt
sie eine Nebengruppe von §, wobei § selbst zu den Nebengruppen
gerechnet wird, um bei Abzihlungen die Ausdrucksweise zu verein-
fachen. Unser bisheriges Resultat 148t sich so aussprechen: Eine
Nebengruppe ist entweder mit § identisch, oder sie hat mit § kein
Element gemein. Nun miissen wir noch zeigen, daBl dasselbe auch
fiir zwei beliebige Nebengruppen gilt. Es moégen also die beiden
Nebengruppen $X und §Y ein gemeinsames Element haben, so daB
etwa gilt:

AX = BY.

1) Lagrange, J. L.: Réflexions sur la résolution algébrique des équations,
1771 ((Buvres t. 3, p. 205 bis 421).
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Dann wird durch linksseitige Zusammensetzung mit B~1

B 'AX =Y,
d.h. Y gehort zur Nebengruppe $X. Hieraus folgt aber, daB die
beiden Nebengruppen $X und 9Y identisch sind, denn setzen wir
Y=CX, wobei Cin § liegt, so wird Y= HCX, und weil $C =9
ist, so gilt §CX = $ X, womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun ordne man die Elemente von ¢ nach § und seinen Neben-
gruppen. Man beginnt mit § und bildet mit einem Element auller-
halb- von § die Nebengruppe $X. Falls es noch Elemente von @
gibt, die weder in § noch in X enthalten sind, so bilde man eine
weitere Nebengruppe § Y. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten
nimmt das Verfahren ein Ende, jedes Element von ¢ ist genau in
einer Nebengruppe von § untergebracht. Wir schreiben symbolisch

G=9+9X+9V+-
Da jede der Nebengruppen gleich viele Elemente enthilt wie §, so
ist unser Satz bewiesen.

Definition: Unter dem Index einer Untergruppe versteht man die
Anzahl der Nebengruppen (inklusive der Untergruppe selber), also bei
einer endlichen Gruppe den Quotienten der Ordnung der Gruppe und
derjenigen der Untergruppe.

§ 4. Zyklische Gruppen.

Wir wollen in diesem Paragraphen einen besonders einfachen
Typus von Gruppen vollstindig kennen lernen, es sind diejenigen
Gruppen, welche durch Zusammensetzung eines ihrer Elemente mit
sich selbst erzeugt werden konnen. Wir setzen

AA =A%, AAA= A% usw.
und bezeichnen diese neuen Elemente als die Potenzen von A. Sie
bilden unter sich ein System, in dem das Postulat I erfiillt ist, denn
das Produkt der #-ten Potenz von A mit der m-ten ist gleich der
(m + n)-ten Potenz von A: A™ An = Am+n_ Ferner ist das Assoziativ-
gesetz erfiillt, und hieraus folgt in diesem speziellen Falle noch das
Kommutativgesetz: Sei n >m und n = m -+ I, dann wird

Ar Am = (Am AN Am = Am (AT A™) == A™ A",
Satz 8: In endlichen Gruppen bildet ein Element A zusammen

mit seinen Polenzen eine kommutative Unitergruppe, die durch A er-
zeugte Untergruppe. Gaufl nennt sie die Periode von A.

Beweis: Wir schreiben die Potenzen von A in eine Reihe
A4, A2, A3, ..., Am, ..., An,
Da nach Voraussetzung nur endlich viele Elemente in der Gruppe
vorhanden sind, so kénnen bei fortgesetzter Potenzierung nur endlich
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viele verschiedene Elemente entstehen. Es sei die (# 4~ 1)-te Potenz
von A die niedrigste, welche gleich einer fritheren Potenz von A4 ist,
dann gilt eine Gleichung von der Gestalt A7+l = Am. Hier mull m
gleich 1 sein, denn durch Multiplikation mit 4! erhilt man A?= A™-1.
Wire also m > 1, so wire bereits die #n-te Potenz von 4 gleich einer
niedrigeren, gegen die Voraussetzung. Aus A%tl= A4 folgt A*=FE
und Ant+i= A?. Die am Anfang des Beweises aufgeschriebene Reihe
der Potenzen von A ist also periodisch, eine Tatsache, welche bereits
von Euler (Satz 8 der unten zitierten Abhandlung)') entdeckt worden
ist. Die Potenzen von A sind so lange untereinander verschieden, bis
man zum Einheitselement kommt, dann treten sie wieder, mit 4 be-
ginnend, in derselben Reihenfolge auf. Aus diesem Sachverhalt folgt
ohne weiteres die Behauptung von Satz 3. Denn jetzt ist die Existenz
des Einheitselementes unter den Potenzen nachgewiesen (Postulat III),
ferner ergibt sich, dal das zum Element A? inverse das FElement
An—t ist (Postulat IV).

Definition: Der Exponent der niedrigsten Potenz des Elementes 4,
welche gleich dem Einheitselement ist, d. h. die Ordnung der durch
A erzeugten Gruppe, heiit die Ordnung des Elementes A. Eine
Gruppe, welche durch ein Element erzeugt werden kann, heiBt eine
zyklische Gruppe.

Aus der Periodizitit der Reihe der Potenzen von A ergibt sich
die Tatsache, daB zwei Potenzen von A4 dann und nur dann dasselbe
Element liefern, wenn die Differenz der Exponenten durch die Ord-
nung # von A teilbar ist. Will man daher wissen, welcher von den
»n ersten Potenzen von A eine gegebene Potenz A% gleich ist, so hat
man s durch »# zu dividieren und den Rest 7 aufzusuchen. Es gilt
dann A% = Ar. Diese Tatsache legt es nahe, den Begriff der Potenz
eines Elementes auch auf negative Exponenten auszudehnen, indem
man festsetzt, daB unabhingig vom Vorzeichen gilt: A7 = A%, sobald
# — s durch # teilbar ist. Das zu A4 inverse Element A#—! 14Bt sich
dann auch in der Form 4! schreiben, eine Bezeichnungsweise, welche
wir bereits angewandt haben, und allgemein gilt die Formel

(Ai)—1=An-i=A—-i.
Ferner gilt fiir positive und negative ganzzahlige Exponenten stets
AT As= Ar+s und (A7} =A4rs.

Wir wollen nun vollstindige Einsicht in die zyklischen Gruppen
gewinnen und beweisen zu diesem Zweck den

") Euler, L.: Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta,
1761, opera omnia I 2, p. 504. Eine deutsche Ubersetzung des fiir diesen Al-
gorithmus wichtigen Teils dieser Abhandlung findet sich in A. Speiser: Klas-
sische Stiicke der Mathematik, S. 110, Ziirich 1925,

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 2
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Satz 4: Ein Element A von der Ordnung n= piple...po lifjt
sich auf eine und nur eine Weise darsiellen als Produkt von 7 Ele-
menten, die Potenzen von A sind und deren Ordnumgen die Primzahl-
potenzen p%, pl, ..., por sind.

Beweis: Es sei #n=1Im, wobei | prim zu m ist, ferner setze
man A'= B und A™= C. Die beiden Elemente B und C sind ver-
tauschbar, denn sie sind Potenzen desselben Elementes A. Ferner
ist I die Ordnung von C und m die Ordnung von B, denn es gilt

Bm= Alm= Ar=F,
und eine niedrigere Potenz von B kann nicht E sein, weil sonst die

Ordnung von A nicht # wiare.
Jetzt bilde man die Gesamtheit der Elemente von der Gestalt

BzCY (x=1,2,..,m;y=1,2,...,1).
Es sind lauter Potenzen von A4, namlich die (Ix - m y)-ten, ihre An-
zahl ist n = Im.

Ich behaupte, daB sie sdmtlich untereinander verschieden sind.
Es sei namlich

Br(Cs = B« (v s
dann folgt durch Multiplikation mit B~% C~%:
Br—v — (Cv-%,

Wir erhalten so ein Element, das gleichzeitig Potenz von B und von
C ist. Seine Ordnung teilt nach Satz 2 sowohl ! als m und ist da-
her =1. Wir finden so:
Br-v — Cv—8 =F
und daraus:
Br — Bu’ C? = Cs,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Setzt man nun

@ @y ar
= 1, M =1Pg" «.. Pr >

so erkennt man, daB der Faktor von der Ordnung p{* durch A4 voll-
stindig bestimmt ist. Dasselbe beweist man fiir die iibrigen Prim-
zahlpotenzen, womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

Satz 5: Jede Uniergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.

Beweis: Die ganze Gruppe sei erzeugt durch das Element A von
der Ordnung #. Falls die Untergruppe das Element 4 enthilt, so ist
sie mit der ganzen Gruppe identisch und keine eigentliche Unter-
gruppe. Wir wollen nun annehmen, A% = B sei die niedrigste Potenz
von A4, welche in der Untergruppe vorkommt. Dann enthilt die Un-
tergruppe alle Potenzen von B. Zunidchst beweisen wir, daB b ein
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Teiler von # ist. Wir schreiben zu diesem Zweck die Exponenten
der Potenzen von A% in eine Reihe:

b, 2b, 80, ....

Falls b kein Teiler von » ist, so wird es zwei auf einander folgende
Zahlen dieser Reihe geben, zwischen denen #» liegt. Es sei also

(x—1db<n<axb.

Dann ist die Differenz xb — » kleiner als b und B® = A%b — A<b-n
ist eine Potenz von 4, welche in der Untergruppe liegt und niedriger
als b ist, gegen die Voraussetzung.

Auf gleiche Weise konnen wir zeigen, daB die Untergruppe auBer
den Potenzen von B keine weiteren Elemente enthilt, daB sie also
mit der durch B erzeugten zyklischen Gruppe identisch ist. Denn es
sei A¢ ein weiteres Element der Untergruppe, so daB a nicht durch
b teilbar ist, dann liegt @ zwischen zwei auf einander folgenden Viel-
fachen von b, es gilt etwa

by <a<by+1).
Dann liegt das Element
Ae B—Y¥ — Ae—by

ebenfalls in der Untergruppe, aber der Exponent von A ist niedriger
als b gegen die Voraussetzung.

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar, daB die ¢(#) Po-
tenzen A% mit einem zu # primen Exponenten ¢ und nur diese die
Ordnung » haben, wobei ¢ (n) die bekannte Eulersche Funktion be-
zeichnet.

Satz 6: Ist n die Ordnung des Elementes A und ist m prim zu n,
setzt man ferner B = A™, so ist die Gleichung B* = A ldsbar.

Beweis: B erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung #, nach
dem vorigen Satz. Daher ist die durch B erzeugte Gruppe identisch
mit der durch A erzeugten und enthilt insbesondere das Element A4
selber.

Dieser letzte Satz ist identisch mit einem Fundamentalsatz der
Zahlentheorie, daB namlich die diophantische Gleichung

mx4-ny=1
stets ganzzahlige Losungen x und v besitzt, wenn die beiden Zahlen
und # zueinander prim sind. Denn die Tatsache, daB B?*= A4 eine
Losung besitzt, 1aBt sich auch so ausdriicken: die Gleichung
mr — A bzw. Ame—1 —

besitzt eine Losung. Das erfordert aber, daB m x — 1 durch # teilbar
ist, d. h. daB3 die Gleichung m x 4- ny =1 l6sbar ist. Umgekehrt, ist
auf irgendeinem Weg die Losbarkeit dieser Gleichung bewiesen, so
folgt daraus Satz 6.

PAS
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Wir wollen zum SchluB noch Anwendungen der Sitze iiber zykli-
sche Gruppen auf beliebige Gruppen herleiten.

Satz 7: Ist in einer belicbigen Gruppe das Element A von der Ord-
nung n in ein Produkt zweier vertauschbarer Elemente B und C zer-
legt, devem Ordnungen m und | zueinander prim sind, so ist n=ml.
Diese Zerlegung ist stets auf eine und nur eine Weise moglich und
die Faktoren B und C sind Potenzen von A.

Beweis: DaB eine solche Zerlegung moglich ist, folgt aus dem
Beweis zu Satz'4. Wir miissen nur noch zeigen, daB stets B und C
Potenzen von A4 sind. Zu dem Zweck heben wir die Gleichung A =BC
in die m-te Potenz und erhalten wegen der Vertauschbarkeit von B
und C:

Am = Bm(m = (™,
Hieraus folgt zunichst, daB C™ eine Potenz von A ist. Bedenken
wir nun, daB s prim zur Ordnung ! von C ist, so folgt nach Satz 6,
daB C eine Potenz von C™ und daher auch eine Potenz von A ist.
Dasselbe beweist man in analoger Weise fiir B. Jede Zerlegung von
A nach Satz 7 kann daher nur innerhalb der durch A erzeugten
zyklischen Gruppe geschehen und ist infolgedessen eindeutig.

Jetzt 1aBt sich auch Satz 4 in allgemeinster Fassung folgender-
maBen aussprechen:

Satz 8: Ist n=p7" pg* -+ Py die Ordnung des Elementes A in
einer beliebigen Gruppe, so 1ift sich A auf eine und nur eine Weise
als Produkt von r uniereinander vertauschbaren Elementen, deren Ord-
nungen die Primzahlpotenzen p3° sind, darsiellen. Die Faktoren sind
Potenzen von A, und die Zerlegung ist diejenige des Saizes 4.

Beweis: Es sei A = AT A? .-+ A, eine Zerlegung nach Satz 8.
Setzen wir B = A", C = A3 As*--+ A7", so wird A= BC und
wir erhalten eine Zerlegung in zwei Faktoren, wie sie Satz 7 zu-
grunde liegt. Wenden wir diesen Satz an, so ergibt sich, daB B eine
Potenz von 4 und eindeutig bestimmt ist. Dasselbe beweisen wir von
den ibrigen Elementen A%, ..., A7".

Satz 9: Kriterium fiir Untergruppen. Ein Teilsystem von Elementen
einer Gruppe bildet stets eine Uniergruppe, wemn das Produkt zweier
belicbiger Elemente desselben wieder im System liegt.

Beweis: Dieses Kriterium besagt, daB fiir Untergruppen von Grup-
pen endlicher Ordnung der Nachweis der Giiltigkeit des ersten Gruppen-
postulates geniigt. Aus diesem folgt ndmlich, daB mit dem Element
A auch dessen Quadrat, also auch dessen dritte usw. Potenz, daher
auch £ und A7 im System enthalten sind, womit fir das System die
Giiltigkeit aller vier Gruppenpostulate nachgewiesen ist.
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Untergruppen einer Untergruppe sind selbst Untergruppen der
urspriinglichen Gruppe. Diejenigen Elemente, die zwei Untergruppen
einer Gruppe gemeinsam sind, bilden eine Unfergruppe, welche der
Durchschnitt der beiden Untergruppen genannt wird. Denn mit A4
und B ist auch das Produkt 4B beiden Untergruppen gemeinsam.

§ b. Beispiele von Gruppen.

Die ,Elemente“ einer Gruppe sind wie die Elemente einer Menge
an keine Deutung gebunden und konnen in mannigfaltiger Weise
auftreten. Wenn an einem Beispiel eine Gruppe aufgewiesen wird, so
spricht man von einer Darstellung der Gruppe. Die abstrakte Gruppe,
die dargestellt wird, erhidlt man aus ihrer Darstellung, indem man von
der speziellen Bedeutung der Elemente abstrahiert. Dal bei dieser
Abstraktion das Wesentliche bestehen bleibt, wird sich im Verlauf der
Theorie immer mehr herausstellen.

In diesem Paragraphen soll zunichst ein Musterexemplar einer
Gruppe in verschiedenen Darstellungen gegeben und in Augenschein
genommen werden, die sogenannte Ikosaedergruppe?)

Eine Kugel, deren Mittelpunkt fest liegt, kann bekanntlich von
jeder Lage in jede andere durch Drehung um eine Achse durch
ihren Mittelpunkt iibergefiihrt werden. Zwei Drehungen um dieselbe
Achse, deren Drehwinkel sich bloB um Vielfache von 2z unterscheiden,
ergeben dieselbe Endlage und sollen im folgenden als identisch gelten.
Zwei Drehungen, von denen das nicht gilt, ergeben stets verschiedene
Endlagen und gelten als verschieden. Fiihrt man zwei Drehungen
nach einander aus, so 1aBt sich eine einzige Drehung angeben, welche
die Anfangslage der Kugel in die Endlage iiberfilhrt. Man hat damit
jedem Paar von Drehungen eine neue Drehung zugeordnet. Nach diesem
Gesetz der Zusammensetzung bilden die Drehungen der Kugel um
Achsen durch ihren Mittelpunkt eine Gruppe. Das Einheitselement
ist die Drehung um den Winkel 0 oder die Uberfiihrung der Kugel
in dieselbe Lage. Die inverse Drehung ist eine Drehung um dieselbe
Achse, aber um den entgegengesetzten Winkel. AuBerdem gilt das
Assoziativgesetz. Diese Gruppe ist von unendlicher Ordnung; man
nennt sie eine kontinuierliche Gruppe weil ihre Elemente durch stetig
verdnderliche Parameter (Richtungscosinus der Drehachse und Sinus
und Cosinus des Drehwinkels) charakterisiert werden konnen.

Aus dieser Gruppe lassen sich durch die Forderung der Invarianz
gewisser Figuren endliche Gruppen ausscheiden. Diejenigen Drehungen,
welche einen der Kugel einbeschriebenen reguliren Korper mit sich selbst
in Deckung bringen, bilden eine Gruppe. Wir bestimmen ihre Ordnung

1) Vgl. F. Klein: Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Aufldsung der
Gleichungen vom 5. Grade (Leipzig 1884).
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durch Abzdhlung der verschiedenen Deckungslagen. Beispiel: das
Oktaeder. Hilt man zwei gegeniiberliegende Ecken und die sie ver-
bindende Achse fest, so gibt es noch die vier Drehungen um die

Winkel 0, 7, 7, 3?”
der fiinf ibrigen Ecken bringen und fiir jede Ecke hat man vier
Lagen des Oktaeders in Rechnung zu setzen, so daB im ganzen
24 Lagen entstehen. Der Wiirfel bietet nichts Neues, denn die
Mittelpunkte der Flichen eines Oktaeders bilden die Ecken eines
Wiirfels, der bei denselben Drehungen und bei keinen weiteren mit
sich selbst zur Deckung kommt. Dagegen liefert das Tetraeder eine
wesentlich neue Gruppe, deren Ordnung sofort auf 12 berechnet
wird, endlich ergibt das Ikosaeder eine Gruppe von der Ordnung 60.
Das Pentagondodekaeder liefert dieselbe Gruppe, da seine Eckpunkte
wiederum mit den Mittelpunkten der 20 Seitenflichen des lkosaeders
in Beziehung stehen.

AuBer diesen Polyedern miissen noch die sogenannten Dieder in
Betracht gezogen werden, da sie besonders iibersichtliche und fiir den
Aufbau komplizierterer Gruppen wichtige Gruppen liefern. Ein Dieder
besteht aus der doppelt zu zihlenden Fliche eines regelmiBigen ebe-
nen n-Ecks. Sein Mittelpunkt sei in den Kugelmittelpunkt gebracht.
Alsdann gibt es genau 2# Drehungen der Kugel, welche das Dieder
mit sich selbst zur Deckung bringen. Eine Drehung vom Winkel

An die Stelle der einen Ecke kann man jede

2n . " . .
—, um eine Achse senkrecht zur Fliche sowie die # —1 daraus

durch Wiederholung entstehenden Drehungen mit den Winkeln
2. 27”, ety n27” bilden die eine Hilfte. Dazu kommen noch # Drehungen
vom Winkel 77 um die # in der Diederebene gelegenen Achsen, die durch die
Eckpunkte resp. Kantenmittelpunkte gehen (Umklappungen). Die ersten
n seien mit A, A?, ..., A" = E bezeichnet; die iibrigen # bilden die
Nebengruppe dieser zyklischen Untergruppe. Sei C eines dieser letz-
teren Elemente, so gilt die geometrisch sofort ersichtliche Beziehung
AC=CA~1 Daraus folgt weiter AAC=ACA *=CA *A4A"*
und schlieBlich 4C = C A-%*. Hieraus ergibt sich weiter die geo-
metrisch evidente Tatsache, daB alle Elemente der Nebengruppe die
Ordnung 2 haben: A*C A*C = A*CC A—%= E. Einen speziellen Fall
der Diedergruppen bildet die in § 2 durch die Gruppentafel gegebene
Gruppe. Hier ist # = 3.

Nun sollen die Elemente der lkosaedergruppe angegeben werden.

Die Drehung von 2?” um eine Achse durch zwei gegeniiberliegende

Ecken des Tkosaeders erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung 5,
deren 4 von E verschiedene Elemente die Ordnung 5 haben. Im
ganzen gibt es 6 solche Achsen, die zusammen 24 verschiedene Ele-
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mente von der Ordnung 5 ergeben. Drehungen um eine Achse durch
die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegenden Seitenflichen ergeben Un-
tergruppen von der Ordnung 3, die je 2 Elemente von der Ordnung 3
enthalten. Da es 10 solche Achsen gibt, so folgen hieraus 20 Ele-
mente von der Ordnung 3. Die Drehungen vom Winkel z um die
15 Achsen, welche je zwei gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte ver-
binden, liefern noch 15 Elemente von der Ordnung 2. Nimmt man das
Einheitselement dazu, so sind damit alle 60 Elemente erschépft, denn
24 4- 20 4- 15 4 1 = 60.

Nach den Elementen sollen die Unfergruppen aufgewiesen wer-
den. Bereits sind 15 von der Ordnung 2, 10 von der Ordnung 3 und
6 von der Ordnung 5 aufgefunden, die ibrigen entsprechen wieder
geometrischen Invarianten.

AuBer den 5 Drehungen um eine Achse durch Eckpunkte gibt es
noch 5 Drehungen von s, welche diese Achse in sich selbst iiber-
fiihren, ndmlich solche um gewisse Achsen senkrecht dazu. Damit
erhidlt man eine Diedergruppe von der Ordnung 10, deren es ent
sprechend den 6 Achsen 6 gibt. Die 10 Achsen durch die Flichen-
mittelpunkte ergeben ebensoviele Diedergruppen von der Ordnung 6,
und die 15 Achsen durch die Kantenmittelpunkte liefern schlieBlich
5 Diedergruppen von der Ordnung 4. Hierzu kommen als die merk-
wiirdigsten noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, die der folgen-
den geometrischen Tatsache entsprechen: Zu jeder Kante gibt es eine
ihr gegeniiberliegende parallele. Man denke sich ein solches Kanten-
paar in der X Z-Ebene parallel der X-Achse eines rechtwinkligen
raumlichen Koordinatensystems. Man erkennt nun sofort, daB} es ein
weiteres Kantenpaar parallel der Y-Achse, und ein drittes paraliel der
Z-Achse gibt. Die 15 Kantenpaare zerfallen so in fiinf Systeme, von
denen jedes 3 Paare enthilt, die unter sich ein orthogonales System
bilden und je eine der 5 oben erwihnten Diedergruppen von der
Ordnung 4 liefern. Die Mittelpunkte der Kanten eines Systems bilden
die Eckpunkte eines Okiaeders. Man kann sonach dem Ikosaeder
5 Oktaeder einbeschreiben, die bei den Drehungen sich untereinander
vertauschen. Diejenigen Drehungen der lkosaedergruppe, bei denen
ein Oktaeder mit sich selbst zur Deckung gebracht wird, bilden eine
Untergruppe, deren Index 5, deren Ordnung also 12 ist (vgl. auch § 9).
Hierdurch ist gleichzeitiy bewiesen, daBl die Oktaedergruppe, deren
Ordnung 24 ist, eine Untergruppe von Index 2 enthilt; diese ist eine
Tetraedergruppe.

Hiermit ist folgende grofe Zahl von Untergruppen der Ikosaeder-
gruppe gefunden worden: 15 Gruppen von der Ordnung 2, 10 von
Ordnung 3, 6 von der Ordnung 5. Diese 31 Untergruppen sind simt-
lich zyklisch. Dazu kommen folgende Diedergruppen: 5 von der Ord-
nung 4, 10 von der Ordnung 6, 6 von der Ordnung 10. SchlieBlich gibt
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es noch b Untergruppen von der Ordnung 12, welche den Typus der
Tetraedergruppe haben. Insgesamt sind 57 eigentliche Untergruppen
aufgewiesen worden. Dal} damit alle Untergruppen aufgezihlt sind, ist
ein Satz, der mit den Hilfsmitteln der vorigen Paragraphen nicht be-
wiesen werden kann.

Die moderne Gruppentheorie hat ihren Ausgang genommen von
den Permutationsgruppen, und es soll daher schon an dieser Stelle
einiges dariiber angemerkt werden'). Bringt man eine Anzahl ver-
schiedener Dinge, etwa die Zahlen 1 bis %, in eine bestimmte Reihen-
folge, so pflegt man dies eine Anordnung dieser # Dinge zu nennen,
und man beweist leicht, daB es x! verschiedene Anordnungen von x
verschiedenen Dingen gibt. In der Gruppentheorie versteht man unter
einer Permutation die Operation der Vertauschung, und zwar ist eine
solche Permutation vollstindig bestimmt, wenn fiir jedes Ding ange-
geben ist, durch welches es ersetzt wird. Eine Permutation der Zahlen
1 bis # wird bezeichnet, indem man in einer ersten Zeile diese Zahlen
in irgendeiner Reihenfolge, am besten in der natiirlichen, aufschreibt
und in eine zweite Zeile unter jede Zahl diejenige schreibt, durch die
sie bei Vertauschung ersetzt wird. Die siamtlichen Permutationen der
Zahlen 1, 2, 3 sind sonach:

(123) (123> (123) (123) (123) (123)
123 231 312 132 321 21 3)°
Fihrt man zwei Permutationen hintereinander aus, so ist das Re-
sultat wieder eine Permutation, die aus diesen beiden zusammenge-
setzte Permutation. Damit ist das Gesetz zur Gruppenbildung ge-
geben. Das Einheitselement ist die identische Permutation, die keine
Vertauschung ausiibt; das inverse Element besteht darin, daB die Ver-
tauschung wieder riickgangig gemacht wird. Die 6 oben hingeschrie-
benen Permutationen bilden eine Gruppe, deren Gruppentafel durch
diejenige des § 2 gegeben ist, wenn man die Permutationen in der
angegebenen Reihenfolge mit E, 4, B, C, D, F bezeichnet. So ist z. B.

123 (123, /123 B

Denn A ersetzt 1 durch 2, C fiihrt 2 in 3 iiber, durch 4 C wird da-
her 1 in 3 iibergefiihrt usw.

Die sidmtlichen Permutationen von x Dingen bilden eine Gruppe
von der Ordnung #!. Die 5 Oktaeder, die einem Ikosaeder einbe-
schrieben werden konnten, erfahren bei jeder Drehung eine Ver-
tauschung. Daher it sich die Ikosaedergruppe als Permutations-
gruppe von 5 Dingen darstellen, wodurch die zentrale Stellung des
Ikosaeders in der Theorie der Gleichungen 5. Grades bedingt ist.

1) Vgl hierzu den zweiten Aufsatz der Einleitung.
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Cayleys Satz 10%): Jede Gruppe & lift sich als Permutationsgruppe
threy Elemente darstellen.
Beweis: Die Elemente von ¢ seien E, A, B,... und X sel ein
beliebiges unter ihnen, dann stellt
( E A4 B C )
EX AX BX (CX
eine Permutation derselben dar. Wir ordnen sie dem"Element X zu.
Ist S ein Element von &, so ist die obige Permutation identisch mit
der folgenden:

SX ASX BSX CSX ...
denn auch diese ersetzt jedes Element durch das rechts mit X multi-
plizierte, bloB die Reihenfolge in der Schreibweise ist gedndert. Ferner
entspricht den Elementen

(S 4S8 BS cS >

(E A B .. (E 4 B ..
Y (Y AY BY...> und XY (XY AXY BXY...)'
Nun ist

E A4 B .\ . .. . (X AX BX ..
Y AY BY ... XY AXY BXY..)’
also

E A B.\N(E A B..\ [(E A B ...

X AX BX..)\YAY BY...)] \XY AXY BXY...)”
d. h. die Zusammensetzung der zu X und Y gehorigen Permutationen
liefert die zu XY gehorige, womit der Satz bewiesen ist.

Scholion.

Um die Wichtigkeit der vier Postulate nachzuweisen, sei folgen-
des Beispiel angegeben, bei dem bloB IV nicht erfiillt ist, das aber
ersichtlich gar nichts mehr mit einer Gruppe zu tun hat: Die Ele-
mente seien die Zahlen von O bis 100; zweil Zahlen sei als ,,Produkt«
ihr grofBter gemeinschaftlicher Teiler zugeordnet. Dieses Gesetz ge-
niigt dem Postulat I sowie dem Assoziativ- und dem Kommutativ-
gesetz. Die Zahl O bildet das Einheitselement, wenn O als groBter
gemeinschaftlicher Teiler von 0 mit sich selbst definiert wird, dagegen
gibt es fiir die Zahlen von 0 bis 100 keine inversen Zahlen. Bildet
man das ,Produkt“ der Zahlen von O bis 100 mit 5, so erhilt man
nur 1 oder 5, von einer Permutation der Zahlen ist also keine Rede
mehr.

§ 6. Elementenkomplexe,

Ein System von Elementen aus einer Gruppe heiBt ein Komplex.

Wir bezeichnen einen solchen nach dem Vorgang von Frobenius?)

1) Vgl. das Zitat in Anm, auf S, 12.
2) Uber endliche Gruppen (Berl. Sitzungsber, 1895, S. 163).
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mit groflen deutschen Buchstaben, auBer wenn er aus einem einzigen
Element besteht, wo im allgemeinen lateinische Buchstaben ange-
wendet werden, Besteht der Komplex § aus den Elementen 4, B, C, ...,
so wird das nach Galots in Formeln ausgedriickt unter Benutzung des
Pluszeichens: € = A4 + B+ C - --- Als weitere Regeln stellen wir
folgende auf: U - B bedeutet die Gesamtheit der in mindestens einem
der Komplexe [ und 9B enthaltenen Elemente, % B die Gesamtheit
der Produkte je eines Elementes aus 9 mit einem Element aus $8;
mehrfach auftretende Elemente werden nur einmal gezihit. Einen
speziellen Fall dieser Bezeichnung stellt diejenige der Nebengruppen § 4
dar. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafl der
Komplex § eine Untergruppe ist, besteht in der Gleichung €€ = ¢
(vgl. das Kriterium auf S. 20).

Stets gilt das Distributivgesetz:

(A+B)(C+D)=AC+ AD+BEC+ BD.

Zunichst mufl nun die Einteilung der Elemente einer Gruppe nach
einer Untergruppe und deren Nebengruppen niher untersucht werden.
Bereits in § 3 wurde gezeigt, daB die Elemente einer Gruppe & durch
eine Untergruppe § in Systeme zerfallen: & = § - $ 4 - ---, deren
Anzahl gleich ist dem Index von § unter . Diese Zerlegung ist
unabhidngig von der speziellen Wahl der die Nebengruppen bestim-
menden Elemente A4, ..., denn zwei Elemente X und Y aus & ge-
horen dann und nur dann zur selben Nebengruppe, wenn X Y~?! in
$ liegt. Ist ndmlich X Y~'= H, so wird

H$X=9(HY)=(9H)Y=9Y,
und gehdéren umgekehrt X und Y beide zur selben Nebengruppe § 4,
so folgt aus X =H, A und Y= H, 4, daBl
XY'=(H 4)(H, A)— t=H, Hz—l
in § liegt.

Ein Komplex von der Gestalt § 4 heilit eine rechisseitige Neben-
gruppe und die Zerlegung @ = H -+ H A + --- die rechisseitige Zer-
legung von ¢ nach 9.

Ein Komplex von der Gestalt 4 § heiBt eine linksseitige Neben-
gruppe von . Von diesen gelten entsprechende Sitze, wie von den
rechtsseitigen. Hier sei nur der folgende bewiesen: Zwei Elemente
B und C gehdoren dann und nur dann zu derselben linksseitigen
Nebengruppe, wenn B~ C in § liegt. Ist niamlich B-1C =H, so
wird: C=BH und B= CH™', und umgekehrt folgt aus B= A4 H,
und C =4 H,: 1
B-1(C == H, Hg
Wir fassen dies zusammen in folgendem

Satz 11: Eine Gruppe & zerfdllt durch eine Untergruppe H von der
Ordnung h und dem Index k in k Komplexe von je h Elementen, die
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Untergruppe und ihre rechisseitigen Nebengruppen. Eine zweile Zer-
legung mit entsprechenden Eigenschaften wird durch die Untergruppe
und thre linksseitigen Nebengruppen geliefert. Zwei Elemente X und Y
gehoren derselben rechis- resp. linkssettigen Nebengruppe dann und nur
dann an, wenn XY™ resp. X71Y in § liegt.

Die beiden Zerlegungen sind im allgemeinen voneinander ver-
schieden und stimmen nur fiir Normalteiler (§ 7) iiberein.

Man beweist leicht folgende Tatsache:

Ist

G=9+94,+ - +94,
eine rechtsseitige Zerlegung, so ist
G=9+4" 9+ -+ 49
eine linksseitige.

Unter {9} versteht man die Gesamtheit der Elemente, die sich als
Produkt von beliebig vielen Elementen aus 9 darstellen lassen. Jedes
Element aus 9 darf im Produkt beliebig oft vorkommen. Weil E in {9}
liegt, so ist {A}{A} = {A}, daher ist {A} eine Untergruppe, und zwar
die kleinste, welche den Komplex 9 enthilt. Jede Untergruppe, die
9 enthalt, enthalt auch {%}. {U} heiBt die durch den Komplex 9
erzeugte Untergruppe. {4} ist die durch das Element 4 erzeugte zykli-
sche Gruppe: A4, A%, A%, ..., A" =E.

Eine Gruppe kann gegeben werden, indem man eine Anzahl ihrer
Elemente und die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen gibt. Man
hat nur noch festzusetzen, dal alle Produkte der erzeugenden Ele-
mente dann und nur dann dasselbe Element der Gruppe ergeben,
wenn das aus den vorgeschriebenen Relationen folgt. Die hiermit
zusammenhingenden Fragen sind noch nicht sehr eingehend unter-
sucht, sie sind vielleicht auch besser der Theorie der unendlichen
Gruppen einzuordnen. Wir geben aber als Beispiel die Erzeugung der
Diedergruppen. Die Diedergruppe von der Ordnung 2 # ist vollstindig
bestimmt durch zwei Elemente 4 und C mit den Relationen:

1) A"=E, 2) C*=E, 3) CA=4"'C.
Alle Elemente sind enthalten in der Gestalt
4*CY (x=0,1, ..., n—1; y=0,1).
Alle weiteren Produkte lassen sich mit Hilfe der Relation 3) auf diese
zuriickfithren, und als Produkt zweier beliebiger Elemente A% (C? und
Az Ct findet sich leicht:

A2 CY A2 Ct = Ar+(~Wz Cy+t,
Man verifiziere die Geltung des assoziativen Gesetzes!
Fiir n = 2 erhilt man eine Gruppe von der Ordnung 4, die abelsch

ist, weil A~'=A. Sie heiBt die Vierergruppe, ihre von E verschie-
denen Elemente A, B, A B besitzen die Ordnung 2.
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Zwei Komplexe 9 und B, fiir die A B = B Y ist, heiben unter-
einander vertauschbar. Bei der Diedergruppe ist z. B. {4} C = C{4}.
Die Tatsache, daB ein Komplex 9 mit einem Element B vertauschbar
ist: AB = B Y, kann auch so geschrieben werden: B~™1 9 B = 9.

Aus zwei abstrakt gegebenen Gruppen ¢ und &’ mit den Ele-
menten £, 4, B, ... und E’, A, B’,... kann man durch folgende Fest-
setzung eine neue Gruppe herleiten: Man postuliert, da die Elemente
von & und &’ untereinander verschieden sind, und dal jedes Element
von ¢ mit jedem Element von @& vertauschbar ist. Die Produkte
je eines Elementes von ¢ und eines Elementes von & bilden eine
Gruppe, welche das direkte Produkt von @& und ¢ genannt wird
und hiufig mit & < @ bezeichnet wird. lhre Ordnung ist das Pro-
dukt der Ordnungen von & und &'. Man kann ferner die beiden
Einheitselemente einander gleich setzen. Dies macht fiir die Beschaffen-
heit des direkten Produktes nichts aus, vereinfacht aber die Schreib-
weise. Dann 148t sich Satz 4 in folgender Weise aussprechen: Jede
zyklische Gruppe ist das direkte Produkt von zyklischen Gruppen, deren
Ordnungen die hochsten in der Ordnung ‘der urspriinglichen Gruppe
aufgehenden Primzahlpotenzen sind.

2. Kapitel.
Normalteiler und Faktorgruppen.

§ 7. Normalteiler.

Definition: Besteht zwischen zwei Elementen 4 und B einer
Gruppe & eine Bezichung von der Gestalt B= X"14 X, wobei X
ebenfalls in @ liegt, so heiBen A4 und B konjugierte oder gleich-
berechtigte Elemente und man sagt: B enisteht durch Transformation

von 4 mit X.
Fiir diese Beziehung gelten die Grundgesetze der Aquivalenz:

1. Jedes Element ist mit sich selbst konjugiert, denn es gilt
A=FE"*AE.

2. Ist A mit B konjugiert, so ist auch B mit A konjugiert. Aus
B=X"1'4X folgt nimlich 4 =XBX 1= (X"1)"1B(X™Y).

3. Ist A mit C und B mit C konjugiert, so ist auch A4 mit B
konjugiert. Aus C=X"24X und C= Y 1BY folgt:

B=YX 1A4XY '=(XY ) 14(XY™".

Satz 12: Bezeichnet man die mit einem Element konjugierten Ele-
mente als eine Klasse von Elemenien, so zerfillt die Gruppe in eine
Anzahl von Klassen, die untereinander keine gemeinsamen Elemenie
besitzen.

Satz 13: Elemente derselben Klasse besitzen dieselbe Ordnung.
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Beweis. Es gilt: X714 X.- X 14X = X"1A4A?X und allgemein
(X7'AX)'=X"14"X. Ist daher A"=E, so wird (X"*4X)"
=X 'EX=E, und ist umgekehrt (X"'AX|"=E, so wird
X 14" X =E und daraus folgt A" =E, w.z. b, w.

Allgemeiner gilt die Formel

X *4X.X"'BX=X1'4BX,
die wir folgendermaBen interpretieren: Aus einer Gleichung AB = C
geht durch Transformation der dres Elemente mit demselben Element X
eime richtige Gleichung hervor.

Bilden also die Elemente E, A, B, ... eine Untergruppe $, so
bilden auch E, X714 X, X"*B X, ... eine Untergruppe, die wir nach
dem vorigen Paragraphen mit X~ 1§ X bezeichnen.

Definition:  und X 19X heiflen Kkonjugierte Untergruppen.

Konjugierte Gruppen besitzen dieselbe Ordnung und als abstrakte
‘Gruppen sind sie einander gleich. Kennt man die Gruppentafel von §,
so ergibt sich diejenige von X~1§ X dadurch, daB man die Elemente
von § durch die mit X transformierten Elemente ersetzt. Indem wir
die eingehende Betrachtung dieses allgemeinen Falles auf das 4. Kapitel
verschieben, gehen wir zu der Behandlung eines besonders wichtigen
von Galois entdeckten Spezialfalles iiber.

Definition: Eine Untergruppe, die mit ihren konjugierten identisch
ist, heiBt ein Normalteiler (auch eine invariante oder ausgezeichnete
Untergruppe) der Gruppe.

Ist also die Untergruppe % ein Normalteiler, so gilt fiir jedes
Element X der ganzen Gruppe die Gleichung X 1R X =N oder
NX=XN. Mit jedem Element A liegt auch jedes konjugierte
Element X" 1A X in N, d. h. ein Normalteiler enthdlt mit jedem Ele-
ment die ganze zugehirige Klasse von Elementen. Diese Bedingung ist
zugleich hinreichend dafiir, daB eine Untergruppe einen Normalteiler
bildet.

Beispiele:

1. Die Abelschen Gruppen. Hier bildet jedes Element fiir sich
eine Klasse, jede Untergruppe ist Normalteiler.

2. Die Diedergruppen. Hier bildet die zyklische Untergruppe
vom Index 2 einen solchen. Denn die ganze Gruppe zerfillt unter An-
wendung der Bezeichnung auf S. 28 in die Nebengruppen {4} 4- {4} C.
Wegen C™*AC= A" wird C{4}={4}C.

Satz 14: Jede Untergruppe vom Index 2 ist ein Normalteiler.

Beweis: Ist § die Untergruppe von @&, und ist S ein Element
von @ auBerhalb von §, so wird =9+ 9SS =9+ S9. Daher
wird $S5=S59.
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Satz 15: Der Durchschnitt zweier Normalteiler ist wieder ein
Normalieiler.

Beweis: Mit jedem Element ist die ganze zugehodrige Klasse den
beiden Normalteilern gemeinsam. Daher besteht auch der Durch-
schnitt aus' einer Summe von Klassen und ist ein Normalteiler.

Dagegen ist ein Normalteiler eines Normalteilers nicht notwendig
ein Normalteiler der ganzen Gruppe.

Satz 16: Die mit allen Elementen einer Gruppe vertauschbaren
Elemente bilden einen Abelschen Noymalteiler, der das Zentrum der
Gruppe genannt wird.

Beweis: Aus A X=XA4A und BX=XB folgt ABX=AXB
= X A B, d. h. mit zwei Elementen gehort auch deren Produkt dem
Zentrum an. Das Zentrum bildet daher eine Untergruppe und zwar
offenbar einen Abelschen Normalteiler. Ferner ist jede Untergruppe
des Zentrums Normalteiler der ganzen Gruppe.

Als weitere Normalteiler erwidhnen wir die durch die Elemente
einer Klasse erzeugte Untergruppe. Denn ist A B.--F ein Pro-
dukt von Elementen einer Klasse, so ist auch X *AB..-FX
=X1'AX-X*BX---X 'FX ein solches fiir jedes X. Daher
enthalt die Untergruppe die ganze durch A B---F reprisentierte Klasse
und ist also Normalteiler.

Jede Gruppe & besitzt zwei uneigentliche Normalteiler, ndmlich
ihre beiden uneigentlichen Untergruppen & und E.

Wir definieren nun:

Definition: Eine Gruppe, die auBer ihren beiden uneigentlichen
Untergruppen keinen Normalteiler besitzt, heifit eine eéinfache Gruppe.

Offenbar sind alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist,
einfach. Sie sind zyklisch. Alle einfachen Abelschen Gruppen sind
von Primzahlordnung. Denn jede Gruppe besitzt eine Untergruppe von
Primzahlordnung und diese ist Normalteiler bei Abelschen Gruppen. Es
gibt aber-auch nichtzyklische einfache Gruppen.

Um hierfiir ein Beispiel zu geben, wollen wir die Einfachheit der
Ikosaedergruppe nachweisen, indem wir nur den Klassenbegriff be-
nutzen. Schon jetzt sei aber bemerkt, daB die wirksamsten bisher
bekannten Methoden zur Herstellung von einfachen Gruppen von der
Theorie der Permutationsgruppen und der Kongruenzgruppen geliefert
werden (vgl. Kap. 8 § 35 und Kap. 15 § 69).

Die Elemente der Ikosaedergruppe lassen sich in folgender Weise:
in Klassen einteilen:

Eine Drehung 4 von ZT” um eine Achse durch eine Ecke besitzt

die Ordnung 5. Sei X eine Drehung, welche irgendeine andere Ecke
des Ikosaeders an ihre Stelle bringt; fiihrt man dann die Drehung 4
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aus und bringt die Ecke durch X! wieder an ihren alten Platz, so

ist das Resultat X 4 X~! eine Drehung von gg um diese Ecke.

Hiermit ist nachgewiesen, daB 12 Operationen von der Ordnung 5 in
eine Klasse gehoren. Mit 4 gehort auch 4~1 dazu, als Drehung um
die gegeniberliegende Ecke. In gleicher Weise bilden die iibrigen

Elemente der Ordnung 5, nidmlich die Drehungen um die Winkel
47w 6x

5 B eine Klasse. Dal diese beiden Klassen voneinander ver-
schieden sind, folgt leicht aus dem eben Bewiesenen, braucht aber
fir das folgende nicht vorausgesetzt zu werden. Man beweist in
gleicher Weise, daB alle 20 Elemente von der Ordnung 3 und alle
15 von der Ordnung 2 je eine Klasse bilden. Daher besitzt die
Ikosaedergruppe folgende 5 Klassen: Das Einheitselement E bildet
eine Klasse fiir sich, die 4 iibrigen setzen sich aus 15, 20, 12 und
12 Elementen zusammen. Eine einfache Abzihlung ergibt, daB kein
Normalteiler vorhanden ist. Ein solcher miiite sich nadmlich aus diesen
Komplexen zusammensetzen, das Einheitselement enthalten und auBer-
dem noch als Ordnung einen Teiler von 60 besitzen, was nicht
moglich ist.

Definition: C =B *A"*B A heiBt der Kommutator von A
und B,

Offenbar gilt BA = A BC, und A und B sind dann und nur dann
vertauschbar, wenn C = E ist.

Satz 17: Wenn 2wei Normalteiler M und N einer Gruppe aufer E
kein gemeinsames Element besitzen, so ist jedes Element von M mit
jedem Element von R vertauschbar.

Beweis: Sei 4 in ¢ und B in N, dann liegt B~ 14 B in I,
folglich auch B=* 41 B, denn dieses ist das inverse Element zum
vorigen, daher schlieBlich auch der Kommutator C = (B~1 47! B) 4.
Andererseits liegt C = B~1(4~*B A4) auch in %, folglich ist C gleich
dem einzigen 9@ und N gemeinsamen Element E.

Historische Notiz., Der Begriff des Normalteilers wurde von E. Galois
1830 entdeckt (Lettre & Auguste Chevalier, Oeuvres publ, par E. Picard, p. 25,

Paris 1897). Eine Publikation der Beweise von Galois erfolgte jedoch erst
1846 durch Liouwille in seinem Journal,

§ 8. Faktorgruppen.

Ein Normalteiler %t und seine Nebengruppen koénnen selbst als
Elemente einer Gruppe aufgefafit werden. Benutzt man nidmlich die
Verkniipfungsvorschrift fiir Komplexe, die in § 6 aufgestellt worden
ist, so ergibt sich fiir die Nebengruppen von R:

NRARB=NNAB=NA4B.
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In Worten: Das Produkt zweier Nebengruppen des Normalteilers
ist wieder eine Nebengruppe.

Definition: Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normal-
teiler ¢ von & und seine Nebengruppen gebildet werden, heiBt die
Faktorgruppe oder Quotientengruppe des Normalteilers und wird
mit /R bezeichnet. Ihre Ordnung ist gleich dem Index des Normal-
teilers, also gleich dem Quotienten der Ordnungen der ganzen Gruppe
und des Normalteilers.

Eine Gruppe ist nicht vollstindig bestimmt durch einen Normal-
teiler und seine Faktorgruppe, aber ihre Ordnung ist das Produkt der
Ordnungen des Normalteilers und der Faktorgruppe und die Analogie
mit den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen kann weit fort-
geflihrt werden.

Satz 18: Eine Uniergruppe vom Index v der Faktorgruppe besteht
aus Nebengruppen, deven Elemente eine Untergruppe der ganzen Gruppe
vom selben Index v bilden.

Beweis: Die Untergruppe der Faktorgruppe bestehe aus den
Nebengruppen §, $ 4,, .-, © 4,. Nach Voraussetzung ist das Produkt
zweier beliebiger von diesen Nebengruppen wieder eine von ihnen. Da-
her liegt das Produkt zweier beliebiger Elemente des Komplexes
H+94,+4 -+ 94, in demselben Komplex und dieser bildet so-
mit eine Untergruppe vom Index 7.

Satz 19: Jede Untergruppe O von &, die einen Normalteiler R von
© enthilt, gehort zu einer Untergruppe der Faktorgruppe G[N.

Beweis: R ist Normalteiler von §, und es sei =R 4 N4,
+RA;+4---+ N4, Diese Nebengruppen bilden die Elemente der
Faktorgruppe $/% und infolgedessen eine Untergruppe von &/%.

Durch diese beiden Sidtze ist das Problem, diejenigen Untergruppen
von & zu finden, die einen Normaliteiler N enthalten, zuriickgefiihrt auf
das Problem, die samtlichen Untergruppen von [N zu finden, da eine
eindeutige Zuordnung zwischen ihnen hergestellt ist. Es gilt nun die
weitere wichtige Tatsache, daB Normalteilern des einen Problems
Normalteiler des anderen entsprechen:

Satz 20: Jeder Normalieiler einer Faktorgruppe /N liefert einen
Noymaltetler von ®; jeder Normalieiler von &, der R enthdlt, entspricht

etnem Noymalteiler der Faktorgruppe.
Mit Hilfe des Komplexkalkiils von § 6 kann der ganze Beweis in

wenigen Strichen gegeben werden:
Wegen X = X R fiir jedes X in @ gilt
RXTIRARX=NANRX "4, X=NRX""14,X.
Ist nun R/N Normalteiler von (55/% und NA, FElement von @/92,
so muB die Nebengruppe %# X~*4, X in &% liegen, also mub X~ 14, X
in & liegen und § ist Normalteiler.
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Umgekehrt, ist § Normalteiler von @, so liegt mit 4, auch X~ 4. X
in ®, daher ist # X *4,X eine Nebengruppe aus ® und &/% ist
Normalteiler von &/%.

Die Faktorgruppe kann nur fiir Normalteiler definiert werden, denn
es gilt der

Satz 21: Wenn das Produki zweier belicbiger Nebengruppen einer
Untergruppe 9 stets wieder eine Nebengruppe von § 1ist, so ist §
Normalteiler.

Beweis: Sei  die Ordnung von §, dann enthdlt nach Voraus-
setzung bei beliebigem A und B der Komplex $ A4 9B h Elemente.
Da E in § vorkommt, so sind darunter die beiden Komplexe $ 4 B
und A § B enthalten und diese miissen identisch sein, da sie beide
h Elemeante besitzen. Daher gilt § 4B = A4 $ B und, nach rechts-
seitiger Multiplikation mit B~!, §4 =A H, womit der Satz be-
wiesen ist. ‘

§ 9. Isomorphe Gruppen.

Mit dem Begriff des Normalteilers ist aufs engste ein weiterer
fundamentaler Begriff der Gruppentheorie verbunden, nimlich der
Isomorphismus zweier Gruppen. Nehmen wir als Beispiel die Drehungen
eines reguldren Korpers, etwa eines Oktaeders. Sie bilden eine Gruppe
® von der Ordnung 24. Bei jeder Drehung erfahren die 6 Ecken
des Oktaeders eine Permutation, wir konnen mit einer von Hurwitz
stammenden Ausdrucksweise sagen, die Permutation wird durch die
Drehung induziert. Ebenso entspricht jeder Drehung eine Vertauschung
der drei Durchmesser, welche gegentiberliegende Ecken verbinden,
die Drehungsgruppe induziert daher auch eine Permutationsgruppe
von drei Dingen. Wir nennen nun die induzierte Gruppe isomorph
mit der urspriinglischen und stellen die allgemeine Definition auf:

Definition: Ist jedem Element einer Gruppe & ein und nur ein
Element einer zweiten Gruppe & zugeordnet dergestalt, daf dem
Produkt zweier Elemente von & das Produkt der zugordneten Elemente
von &' zugeordnet ist, so heiBt die Gruppe & isomorph mit der
Gruppe ®. Die Zuordnung heiBt ein Isomorphismus von @& mit @.

Falls bei dieser Zuordnung zwei verschiedenen Elementen von &
stets zwei verschiedene Elemente von &’ entsprechen, so sind die
beiden Gruppen abstrakt genommen miteinander identisch, Ihre Grup-
pentafeln unterscheiden sich nur durch die Bezeichnung der Elemente.
Man heift die Gruppen in diesem Fall holoedrisch (einstufig) isomorph.

Besonders wichtig ist jedoch der Fall, wo mehreren Elementen
von @ dasselbe Element von & zugeordnet ist. Man spricht dann
von einem meroedrischen (mehrstufigen) Isomorphismus. Man muf3
dabei beachten, daB der Isomorphismus kein wechselseitiger Begriff
ist. Wollte man auf ihn die Gesetze der Aquivalenz anwenden, so

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 3
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kime man zu dem Resultat, dal zwei beliebige Gruppen isomorph
sind. Denn setzt man fiir @ die Gruppe ein, welche aus dem Einheits-
element allein besteht, so findet man, daB & mit jeder Gruppe iso-
morph ist. Hieraus wiirde unter Anwendung der beiden Gesetze 2
und 3 auf S. 28 die Behauptung sich ergeben. Dagegen besteht das
Gesetz, daB, wenn ®” mit & und @& mit @ isomorph ist, dann auch
®"” mit @ isomorph ist.

Wir werden also stets die induzierte Gruppe @' mit @ isomorph
bezeichnen.

Satz 22: Mit dem Einheitselement von ® ist immer das Einheits-
element von ® isomorph, mit zwei tnversen Elementen von & sind immey
zwei inverse Elemente von & isomorph.

Beweis: Das Einheitselement von ® ist durch die Gleichung
X? = X charakterisiert. IThm mul ein Element von & entsprechen,
das derselben Gleichung geniigt. Das kann nur das Einheitselement
von &' sein. Ferner ist das zu A inverse Element X durch die Gleichung
AX = E charakterisiert. Thm muB das Element X’, das der Gleichung
A’ X' = E’ geniigt, entsprechen, d. h..das zu A’ inverse.

Satz 28: Ist ©&' mit ® isomorph, so entspricht dem Einheitselement
E" von & ein Normalieiler R von ® und & ist holoedrisch isomorph
mit der Faktorgruppe ®|R.

Beweis: Die Gesamtheit der Elemente von @, denen E' entspricht,
bilden eine Untergruppe, denn mit 4 und B entspricht auch 4B dem
Element E'E’ = E’. Diese Untergruppe ist Normalteiler, denn dem
Element X~ A X entspricht dasElement X’ ~1 E’ X’ = E’ bei beliebigem X.
Zwei Elementen X und Y von & entspricht dann und nur dann das-
selbe Element 4’ von &', wenn X Y~! dem Einheitselement A’ A"~ = E’
entspricht, d. h. wenn sie in dieselbe Nebengruppe des Normalteilers
R gehoren. Dem Produkt zweier Nebengruppen von 9 entspricht das
Produkt der zugeordneten Elemente von &'

Ist eine Gruppe, die aus mehr als einem Element besteht, mit
einer einfachen Gruppe isomorph, so ist der Isomorphismus ein holo-
edrischer. So ist z. B. die Permutationsgruppe der 5 Oktaeder, welche
einem Jkosaeder einbeschrieben sind, bei den 60 Ikosaederdrehungen
selber von der Ordnung 60.

Mit Hilfe der bisherigen Entwicklungen ist es moglich, einen
vollstindigen Einblick in die Oktaedergruppe, auf welcher die Theorie
der Gleichungen 4. Grades beruht, zu bekommen. Sie bildet ein auBer-
ordentlich lehrreiches Beispiel fiir die vorangehenden Sitze.

Die drei Hauptachsen des Oktaeders, welche je zwei gegeniiber-
liegende Ecken verbinden, mégen als die X-, Y- und Z-Achse be-
zeichnet werden. Jeder Oktaederdrehung entspricht eine Vertauschung
dieser drei Achsen, und man sieht leicht, daB jede der sechs mog-
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lichen Vertauschungen dieser drei Achsen hervorgerufen wird. Damit
ist ein Isomorphismus der Permutationsgruppe von drei Dingen mit
der Gruppe der Oktaederdrehungen aufgedeckt, und infolgedessen be-
sitzt die Oktaedergruppe, deren Ordnung 24 ist, einen Normalteiler 9
von der Ordnung 4, bestehend aus denjenigen Drehungen, welche die
drei Achsen in sich iiberfiihren. Diese vier Drehungen sind die iden-
tische sowie die drei Drehungen vom Winkel 7z um die drei Achsen.
Ihre Faktorgruppe ist eine Diedergruppe von der Ordnung 6, welche
einen Normalteiler vom Index 2 besitzt. Diesem entspricht ein Normal-
teiler der Oktaedergruppe von der Ordnung 12, bestehend aus % und
den 8 Drehungen von der Ordnung 3 um die Achsen durch zwei
gegeniiberliegende Flichenmittelpunkte. Auch dieser Normalteiler be-
sitzt eine geometrische Deutung, die am besten am Wiirfel gezeigt
werden kann, dessen Gruppe mit der Oktaedergruppe iibereinstimmt. Der
Wiirfel sei so aufgestellt, daB seine Kanten mit den Koordinatenachsen
parallel sind. Der Normalteiler besteht wieder aus den drei Drehun-
gen von 5z um die drei Koordinatenachsen und den Drehungen um
Achsen durch die Eckpunkte. Aus den Eckpunkten kann man vier
auswihlen, welche gleichzeitig Eckpunkte eines einbeschriebenen Te-
traeders sind. Auf der oberen Fliche parallel der X Y-Ebene seien
es die beiden Ecken auf einer Diagonale von links vorne nach rechts
hinten, auf der unteren diejenigen auf der Diagonale von rechts vorne
nach links hinten. Die anderen vier Ecken bilden gleichfalls die
Ecken eines einbeschriebenen Tetraeders. Bei jeder Drehung des
Oktaeders erfahren diese zwei Tetraeder eine Vertauschung, und man
iiberzeugt sich sofort, dal3 der Normalteiler aus denjenigen Drehungen
besteht, bei denen jedes Tetraeder in sich iibergefithrt wird, wihrend
die iibrigen Drehungen eine Vertauschung bewirken. Der Normal-
teiler von der Ordnung 12 ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe
der zwolf Tetraederdrehungen, er tritt auch als Untergruppe der Iko-
saedergruppe auf.

Ist eine mit & isomorphe Gruppe gegeben, so kann der Iso-
morphismus oft auf mehrere Arten hergestellt werden, indem @ verschie-
dene Normalteiler besitzen kann, deren Faktorgruppen holoedrisch iso-
morph sind. Beispiele dafiir bieten sich schon unter den Abelschen Gruppen.

Ein Isomorphismus einer Gruppe mit sich selbst heilit Aduto-
morphismus. (Kap 9.) Ein solcher ist stets holoedrisch.

§ 10. Der Hauptsatz iiber Normalteiler.

Unter einem grépten Normalteiler einer Gruppe ¢ versteht man
einen solchen, der in keinem anderen Normalteiler auBer @& selbst
enthalten ist. Eine Gruppe kann mehrere groBte Normalteiler ent-
halten, und es gilt der folgende

8*
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Hauptsatz 24: Sind RN, und RN, zwei grofte Normalteiler von &
und ist D thr Durchschnitt, so bestehen zwischen den Faktorgruppen
die Beziehungen:

B[R, = N,y/[D, G/N, =N,[D,
wobei das Gleichheitszeichen den holoedrischen Isomorphismus bedeutet.

Beweis: Die durch %, und %, erzeugte Untergruppe 9%, N,?) ist
ein Normalteiler von @, der %, und %, enthilt, und ist daher mit @
identisch. 9%, sei nach Nebengruppen von P zerlegt:

N =D+D4,+D4,+--+D4,.
Alsdann bilde man

=R+ N4, + R A4, +--+R,4,.
Dieser Komplex enthilt %, und %, und wir wollen zeigen, daB er
mit %, N, = @ identisch ist. Es wird namlich:

R R=N R, =N D+ D4, +:--+D4,)
=R+ A, + -+ N4, =28

wegen N, D = N,.

Die Faktorengruppen ®/%, und %,/® sind holoedrisch isomorph,
denn aus R, 4, = RN, 4, folgt, daB A4, A;" in %, und daher in D liegt,
d h daB ¢=~% ist. Und ferner folgt aus N, 4;N, 4, =N, 4, sofort
DA, DA, =D 4, und umgekehrt. Damit ist die zweite Gleichung,
namlich /N, = N, /D, bewiesen. Die erste folgt durch Vertauschung
der beiden Normalteiler.

Satz 26: Allgemeinere Fassung des Hauptsatzes: Sind $ und &
zwet Untergruppen von ® wund ist jedes Element von ® mit § ver-
tauschbar, bezeichnet ferner & dem Komplex R und ® den Durch-
schnitt von O und R, so ist & eine Gruppe, ferner ist § Normalteiler
von & und D Normalieiler von ® und &[H = &/D.

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, dal § R = Q9 ist. Setzt
man nun L= $ &, so folgt:

=928 =9""=98 =2,
also bildet & eine Gruppe. Ferner ist § ein Normalteiler von €; denn
sind § K; und $ K, zwei Nebengruppen von § in €, so ist ihr Pro-
dukt 9 K; § K, = 9 K, K, wieder eine Nebengruppe, und nach Satz 21
folgt dann, daB § ein Normalteiler ist. Zwei Nebengruppen 9 K, und
9 K, sind dann und nur dann identisch, wenn K;K; ' in § und also
in ® liegt. Dies ist aber auch die notwendige und hinreichende Be-
dingung dafiir, daB die beiden Nebengruppen DK, und DK, von D
in & miteinander identisch sind. Die Zerlegung von £ in Neben-
gruppen nach § und die Zerlegung von ® in Nebengruppen nach ®

) {R, N} =R, Ny; denn RN, und N, sind vertauschbar, woraus folgt:
Ry Ry Ty Ny = Ry Ny
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kann daher durch dieselben Elemente von & bewerkstelligt werden
und wir konnen sie in folgender Weise bezeichnen:

8=9+ 9K+ +9K,
R=D+DK,+ -4 DK,.

Nun muB noch gezeigt werden, daB ® ein Normalteiler von & ist.
Ist K irgendein Element von &, so gelten die beiden Gleichungen:
K'$K=9% und K1RK=§;
wenn also D in Q liegt, so liegt K~* D K sowohl in § als in & und
daher wiederum in 9, also ist ® Normalteiler von §. Bildet man
nun die Faktorgruppen £/$ und §/9, so erweisen sie sich als holo-
edrisch isomorph, denn es ergibt sich, falls K; K, in ® K,, liegt, daB
HKHK,=9K, und DKDK =K,

ist, womit der Satz in allen Teilen bewiesen ist.

Der Satz 25 besitzt sein Analogon in der elementaren Zahlen-
theorie. Dot beweist man:

Sind % und k zwei ganze positive Zahlen und ist d der grofite
gemeinsame Teiler, / das kleinste gemeinsame Vielfache derselben,
so gelten die Gleichungen

h==%k/d wund I/k="/d.
Hier gilt nach dem eben bewiesenen Satz 25:

Sind § und ® zwei Untergruppen von &, die beide in der durch.
sie erzeugten Gruppe {$ ®} = € als Normalteiler enthalten sind (d. h-
jedes Element der einen Gruppe ist mit der anderen Gruppe ver
tauschbar), bezeichnet man ferner den Durchschnitt von § und ® mit
D, so gelten im Sinne des holoedrischen Isomorphismus die beiden
Gleichungen:

UH=Q/ID und g/ =9/D.

Satz 26: Ist s dic niedrigste Polenz des Elemenies A aus ®, die
in einem Normalteiler N von & liegt, so ist s ein Teiler des Indexes
von N unter ©.

Beweis: Der Komplex

C=N+RNA4F+-- -+ N4
bildet eine Untergruppe von &, denn er kann mit N {4} bezeichnet
werden und A ist mit 9 vertauschbar, weil % Normalteiler von &
ist. Die Ordnung s von @/ ist ein Teiler der Ordnung von ©/%.

§ 11. Kompositionsreihen.

Definition: Ist %, ein groBter Normalteiler von ®, %, ein groBter
Normalteiler von %, (der nicht notwendig Normalteiler von ¢ zu sein
braucht), %, ein grofter Normalteiler von RN, usw., so erhdlt man
eine Reihe von Untergruppen, deren jede in der vorhergehenden ent-
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halten ist und die mit E schlieft: @&, R, R,,..., N,.=E. Diese
Reihe heiBt eine Kompositionsreihe von .

Die Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen der Reihe:
G/R,, N[N, ..., N, _,/N,_ sind lauter einfache Gruppen, denn wenn
N,/N; ., einen Normalteiler besiBe, so gibe es nach Satz 20 einen
Normalteiler von %,, der %, , als eigentlichen Normalteiler enthielte
gegen die Voraussetzung. Diese einfachen Gruppen sollen als die
Primfaktorgruppen oder einfacher als die Primfaktoren der Kompo-
sitionsreihe bezeichnet werden.

Fundamentalsatz 27 von Jordan-Hélder*): Fiir zwei beliebige Kom-
positionsrethen stimmen die Primfaktorgruppen in ihrer Gesamtheit,
aber micht notwendig in threr Reihenfolge, iiberein.

Dieser Satz bildet ein gewisses Analogon zu dem Satz iiber die
eindeutige Zerlegbarkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren. Immerhin
ist zu bemerken, daB eine Gruppe durch die Primfaktorgruppen der
Kompositionsreihen nur in speziellen Fillen, z. B. wenn sie einfach
ist, vollstindig bestimmt ist, und daB bei gegebener Reihenfolge der
Primfaktorgruppen nicht notwendig eine Kompositionsreihe existiert,
welche gerade diese Reihenfolge liefert.

Beweis: Der Satz ist selbstverstindlich fiir einfache Gruppen und
daher fiir alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist. Zum Be-
weis des allgemeinen Satzes wendet man vollstindige Induktion an.
Der Satz sei bewiesen {iir alle Gruppen, deren Ordnung ein Produkt
von weniger als # Primzahlen ist, und die Ordnung von @ sei ein
Produkt von # Primzahlen. Man darf ferner voraussetzen, da & einen
eigentlichen Normalteiler besitzt, da der Satz fiir den anderen Fall
selbstverstindlich ist. Wenn ® nur einen groBiten Normalteiler be-
sitzt, so folgt der Satz sofort aus der Voraussetzung. Es seien daher
zwei Kompositionsrethen von @ gegeben mit verschiedenen ersten
Normalteilern: &, M,, M,, ..., M, =F und &, N, R,, ..., N, =E.
LaBt man in den beiden Reihen @ weg, so erhilt man Kompositions-
reihen fiir M, und 9%,, und fiir diese beiden Gruppen gilt der Satz
nach Voraussetzung. Der Durchschnitt von M, und %, sei ®,, dann
gilt wegen Satz 24

G/M = N,[/D, und  G/N, =M,[D,.
Weil /M, und @/N, einfache Gruppen sind, so ist D, grébter Nor-
malteiler sowohl von 9, als von 9,, und man kann daher fiir diese
beiden Untergruppen Kompositionsreihen bilden, die mit 9, beginnen
und von da an iibereinstimmen:

Wel)@l)@?,-.-,@u:E und ERI,?DI,?DQ,...,SD”:E,
1) C. Jordan bewies 1870 in seinem traité des substitutions die Gleichheit

der Ordnungen der Faktorgruppen; O. Holder: Math. Ann. 34 (1897), S. 87, die
Gleichheit der Faktorgruppen.
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Die beiden Kompositionsreihen von @:
G, M,d,...E ud G, RN,D,,...,E

besitzen wegen /M, = N,/D, und G/N, = M, /D, dieselben Prim-
faktorgruppen. Dasselbe gilt von den beiden Reihen:

®, M, My, ..., M =E und &, M,,,..., E,
sowie von den beiden Reihen:

G, N, RNy s M, =E und G, N,,9,,..., E,
denn die beiden ersten Reihen bestehen aus @ und zwei Kompo-
sitionsreihen von 9%,, fiir welche nach der Voraussetzung der voll-
stindigen Induktion der Satz gilt. Fiir die beiden letzten Reihen gilt
dasselbe. Nimmt man alles zusammen, so ergibt sich der Beweis
unseres Satzes.

Definition: Eine Gruppe, deren Primfaktorgruppen sdmtlich ein-
fache Gruppen von Primzahlordnung, also zyklische Gruppen sind,
heiBt eine auflisbare Gruppe.

Die Oktaedergruppe ist auflosbar, denn sie besitzt einen Normal-
teiler vom Index 2, dieser einen solchen vom Index 3, namlich eine
Diedergruppe von der Ordnung 4. Diese letztere ist Abelsch und be-
sitzt drei Normalteiler vom Index 2, deren Ordnung 2 ist. Es gibt
also 3 Kompositionsreihen, je mit 3 zyklischen Primfaktorgruppen von
der Ordnung 2 und einer von der Ordnung 3. Man beweist leicht,
daB nur die eine Anordnung 2, 3, 2, 2 mdoglich ist.

Ist M ein Normalteiler von @, so gibt es stets eine Kompositions-
reihe von @, die M enthilt. Entweder ist M ein groBter Normal-
teiler von @, dann ist die Behauptung selbstverstindlich. Im anderen
Falle sei ¢, ein eigentlicher Normalteiler von @&, der 9t enthilt, und
zwar ein groBter von dieser Beschaffenheit. Er ist grofBter Normal-
teiler von &. Wenn 9% noch nicht grofter Normalteiler von %, ist,
so suche man wie vorher einen solchen, der 9t enthilt. . Man erhilt
so eine Kompositionsreihe von &, die zunichst bis M lduft, und von
hier aus fihrt man in der iiblichen Weise fort. Ist diese Reihe
G, RN, Ny, ..o M, ..., 50 bildet G/M, N, /M, N,/M, ..., M/M = E eine
Kompositionsreihe von ®/M und man erhdlt alle Kompositionsreihen
von @, die I enthalten, bis zu dieser Untergruppe M, indem man
alle Kompositionsreihen von &/M bildet.

Satz 28: Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar
und thve Primfaktorgruppen besichen aus einem Teil derjemigen der
ganzen Gruppe.

Beweis: Sei § eine Untergruppe der auflgsbaren Gruppe & und
sei @, N,, ..., N, = E eine Kompositionsreihe von @. Die letzte Gruppe
dieser Reihe, die $ enthdlt, sei 9%,_,, dann ist 9N, als Normalteiler

von %;_, mit jedem Element von § vertauschbar und {®; $}=N;_,,
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weil dies eine Gruppe sein muB, die R, als eigentlichen Normalteiler
enthilt, wahrend sie selbst in N,_, enthalten ist; zwischen N, und
%;_, gibt es aber keine Gruppe, da %;_,/%, eine Gruppe von Prim-
zahlordnung ist. Der Durchschnitt §, von § und %, ist Normalteiler
von §, und nach Satz 25 wird §/H, = R,_,/%;. Daher ist §, ein
groBter Normalteiler von § und ist ganz in %, enthalten. Eing Fort-
setzung dieses Verfahrens ergibt den Beweis unseres Satzes.

Satz 29: Es sei §; der Durchschwitt einer Untergruppe  mit N,
der (1 + 1)-ten Gruppe in der Kompositionsrethe &, Ry, Ny, ..., N, =E,
fir ©=1,2,...,7, dann ist 9,_,[9; holoedrisch isomorph mit R,_,IN,
oder mit einer Untergruppe von R,_,[N,.

Beweis: Man zeigt wie beim vorigen Beweis, dafi jedes Element
von §,_, mit %, vertauschbar ist und daB {H;,_,N}=¢, in N,_,
enthalten ist. Daraus folgt, daB &,/%, eine Untergruppe von %,_,/%;
ist. Ferner ist &,/%, =$,_,/9;

Der Satz 28 ist ein spezieller Fall von Satz 29. 9, 9,,...,9,=F
bildet nicht notwendig eine Kompositionsreihe fiir §, aber man kann
weitere Gruppen dazwischen schalten unter Benutzung der Kompo-
sitionsreihen von §;_,/9, und so zu einer Kompositionsreihe fiir §
gelangen. Natiirlich brauchen die Gruppen §, nicht alle voneinander
verschieden zu sein, §, kann ebensogut eigentlicher als uneigentlicher

Normalteiler von 9;_, sein.

1

§ 12. Hauptreihen,

Man kann idhnliche Reihen wie die Kompositionsreihen bilden, in-
dem man nur Normalteiler von @ zulaBt.

Definition: Eine Reihe von Normalteilern von ®&: ®, Ry Nos oo 0y
N, = E heiBlt eine Hauptreihe von &, wenn jeder im vorhergehen-
den enthalten ist und wenn kein Normalteiler von & dazwischenge-
schaltet werden kann, der in N, _, enthalten ist und RN, enthilt. Die
Faktorgruppen /%, N,/%,,..., N,_,/E=N,_, heiBen die Prim-
faktorgruppen der Hauptreihe.

Satz 30: Die Primfaktorgruppen zweier Hauptreihen derselben Gruppe
stimmen in threr Gesamtheit untereinander iiberein.

Beweis: Da %, R,, ..., R,_,, E im allgemeinen nicht mehr Haupt-
reihe von R, sein wird, so muB die vollstindige Induktion etwas anders
angewandt werden als im Fall der Kompositionsreihen. Der letzte
Normalteiler N,_,vor E ist ein solcher, der keinen eigentlichen Normal-
teiler von @ enthilt auBler sich selbst. Einen solchen Normalteiler hei3t
man einen kleinsten Normalteiler. Die Ordnung von ¢ sei ein Pro-
dukt von # Primfaktoren und die Giiltigkeit des Satzes sei voraus-
gesetzt fiir alle Gruppen, deren Ordnung das Produkt von héchstens
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n — 1 Primfaktoren ist. Die Reihe /%, _,, %,/R,_s, ---» R, _o/ R, E
bildet nach Satz 20 eine Hauptreihe fiir @llﬂﬁr_l. Wenn & nur einen
kleinsten Normalteiler besitzt, so folgt der Satz aus der Voraussetzung,
da er fir /N,_, gilt. Ebenso folgt der Satz fiir zwei Hauptreihen,
die denselben kleinsten Normalteiler enthalten. Nun seien It und N
zwei kleinste Normalteiler und ® = M >< N (vgl. Satz 17) der durch
sie erzeugte Normalteiler. Nach Satz 25 gilt im Sinne holoedrischer
Isomorphie &/ = I und &/M = N. Zwischen & und M und ebenso
zwischen & und % gibt es keinen Normalteiler von &, denn ein Normal-
teiler zwischen ® und 9% miiite neben I noch mindestens ein Element
aus %, daher auch dessen ganze Klasse und den durch sie erzeugten
Normalteiler enthalten. Dieser letztere ist aber identisch mit %, weil
N kleinster Normalteiler ist. Nun sei @, &,,..., & I, E eine Haupt-
reihe, die ® enthilt, Dann ist auch &, & ,..., & %N, E eine solche.
Die Primfaktorgruppen dieser beiden Reihen stimmen iiberein, also auch
diejenigen aller Hauptreihen, die ¢ oder 9N enthalten, w. z. b. w.

Satz 81: Ein kleinster Normalteiler ist entweder eine einfache Gruppe
oder das divekte Produkt holoedrisch isomorpher einfacher Gruppen.

Beweis: Der Satz gilt fiir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl
ist. Wir konnen daher vollstindige Induktion anwenden und den Satz
fir Gruppen niedrigerer Ordnung als @ voraussetzen. Es sei R ein
kleinster Normalteiler von . Ist R einfach, so gilt der Satz 31. Ist
% nicht einfach, so besitzt N einen kleinsten Normalteiler & und von
diesem diirfen wir voraussetzen, dafl er das direkte Produkt einfacher
Gruppen ist. Im allgemeinen wird § nicht Normalteiler von @ sein,
aber mit § ist auch X '3 X, wo X ein beliebiges Element von
bedeutet, in 9% enthalten. X~ ! X ist Normalteiler von X 'R X = 9.
Die verschiedenen Gruppen, die man erhilt, wenn X alle Elemente
von & durchliuft, seien &, &, .... Die durch sie erzeugte Gruppe
ist ein Normalteiler von &, der in 9 enthalten ist und daher mit N
iibereinstimmt. & und & besitzen auller E kein Element gemeinsam,
da der Durchschnitt von & und & ein Normalteiler von 9% sein muf.
Die Gruppe {§ &} ist daher wegen Satz 17 das direkte Produkt von J
und ®, also §><®, und auBerdem Normalteiler von . Sie kann
noch weitere Gruppen aus der Reihe &, &, €... enthalten. Wenn sie
aber @ nicht enthilt, so ist wieder jedes Element von g mit jedem
Element von §><® vertauschbar und man hat das direkte Produkt
§>< f>< 8 zu bilden. Indem man so fortfihrt, erhilt man schlielich
RN dargestellt als das direkte Produkt gewisser Gruppen aus der Reihe
S, 8, 2.... Diese sind simtlich holoedrisch isomorph, da sie in @
konjugiert sind, ferner sind sie direkte Produkte einfacher Gruppen
nach Voraussetzung. Also ist auch % das direkte Produkt einfacher
Gruppen, womit der Satz bewiesen ist.
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Satz 32: Die Primfaktorgruppen einer Haupireihe sind einfache
Gruppen oder das divckte Produki holoedrisch isomorpher einfacher
Gruppen.

Beweis: Ist 8, ®,, N,, ..., E eine Hauptreihe von ¢, dann bildet,
wie schon bemerkt, &/R;, R,/N;, ..., N,_,/N;, E eine Hauptreihe fiir
®/%N;. Daher ist %,_,/%N, ein kleinster Normalteiler von @/%; und hat
also die verlangte Beschaffenheit.

Aus einer Hauptreihe kann leicht eine Kompositionsreihe gebildet
werden, indem man gewisse Gruppen einschaltet. Ist %;_, /9%, eine ein-
fache Gruppe, so ist das offenbar nicht moglich, ist dagegen diese
Faktorgruppe das direkte Produkt von # holoedrisch isomorphen
Gruppen vom Typus &, so kann man zwischen %, _, und %, genau
n — 1 Gruppen &,, 8,, ..., §,_, hineinfiigen und es wird:

s')’ai—1/@1 = R1/@2 == Rn—1/sﬁi: RE

Macht man das fiir alle Primfaktorgruppen der Hauptreihe, so erhilt
man eine Kompositionsreihe.

Satz 38: Fiir auflosbare Gruppen bestehen die Primfaktorgruppen
der Hauplreihen aus Abelschen Gruppen, welche divektes Produkt zykli-
scher Gruppen von Primzahlordnung sind.

Beweis: Unter den Primfaktorgruppen kénnen keine direkten Pro-
dukte von nicht-Abelschen einfachen Gruppen vorkommen, denn diese
miilten auch in der Kompositionsreihe als Primfaktoren auftreten.
Daher sind sie direkte Produkte von Abelschen einfachen Gruppen und
letztere haben nach § 7 Primzahlordnung.

Satz 84: Alle Abelschen Gruppen sind auflisbar.

Beweis: Der Satz folgt aus den allgemeinen Theoremen von § 17
ohne weiteres. Wir konnen ihn aber im Anschlufl an den vorigen
Satz so beweisen: In einer Abelschen Gruppe sind auch alle Faktor-
gruppen, daher auch die Primfaktorgruppen auflgsbar; man kann folg-
lich die Hauptreihen zu Kompositionsreihen erginzen, fiir welche die
Primfaktorgruppen Primzahlordnung haben.

§ 13. Kommutatorgruppen.

Ist C der Kommutator von 4 und B, so ist X~1CX derjenige
von X7'4X und X~ *BX. Daher bildet die Gesamtheit der Kommu-
tatoren einer Gruppe einen invarianten Komplex, der im allgemeinen
keine Untergruppe ist. Der von diesem Komplex erzeugte Normal-
teiler heiBt die Kommutatorgruppe von §.

Satz 85: Die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe ist Abelsch und
die Kommutatorgruppe ist in jedem Normalieiler enthalten, dessen Faktor-
gruppe Abelsch ist.
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Beweis: Sei @ die Kommutatorgruppe und C der Kommutator
der beiden Elemente A und B von &. Dann wird, wegen BA = ABC,

(BG)(46) = BAC — ABCG — ABG = (AG)(BG).

Ist umgekehrt fiir den Normalteiler %t stets (AR)(BN) = (BN)(4AN),
so wird AB% = BA®N und daher insbesondere BA = ABN, wobei
N in 9 liegt. Daher enthélt §t jeden Kommutator und damit die ganze
Kommutatorgruppe.

Die Kommutatorgruppe ist Durchschnitt aller Normalteiler mit Abel-
scher Fakiorgruppe, und insbesondere gilt der Satz, dall der Durch-
schnitt zweier Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe selbst eine
Abelsche Faktorgruppe besitzt. Jede Untergruppe von @, die € ent-
hilt, ist Normalteiler von @, weil @/C Abelsch ist (Satz 19).

Die Kommutatorgruppe heiBt auch erste abgeleitete Gruppe oder
erste Ableitung von @&. Sie besitzt selbst eine Kommutatorgruppe,
die zweite Ableitung von ®. Auch die zweite Ableitung ist Normal-
teiler von @, und der Beweis dieser Tatsache verliuft genau so wie
derjenige fiir die erste Ableitung. Indem man die Kommutatorgruppe
der zweiten Ableitung bildet, erhilt man die dritte Ableitung, und eine
Fortsetzung dieses Verfahrens liefert die Reihe der abgeleiteten Gruppen.
Diese Reihe hat ein Ende, sobald eine Gruppe auftritt, die mit ihrer
Kommutatorgruppe iibereinstimmt, was z. B. stets eintritt, wenn sie ein-
fach und nicht zyklisch ist.

Satz 36: Eine Gruppe, fiir welche die Reihe der Ableitungen mit E
schlieft, ist auflosbar und alle auflosbaren Gruppen besiizen diese
Eigenschaft.

Beweis: Sei @, %A, ¥, ..., E die Reihe der Ableitungen von §;
dann ist ;_,/%, Abelsch und daher auflésbar; man kann also zwischen
die einzelnen Gruppen dieser Reihe, wenn nétig, weitere einschalten,
so daB man eine Kompositionsreihe von @& erhilt, deren Primfaktor-
gruppen simtlich Primzahlen als Ordnungen haben. Daher ist @ auf-
l6sbar. Ist umgekehrt ® auflsbar, so ist die Faktorgruppe jedes ihrer
gréBten Normalteiler Abelsch, und die Kommutatorgruppe von & ist
daher von ® verschieden. Dasselbe gilt von allen abgeleiteten
Gruppen, denn jede Untergruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflos-
bar (Satz 28).

Satz 87: Ist ® isomorph mit ®, so ist auch die i-te Ableitung
von ©' isomorph mit der i-ten Ableitung von ®. ® besitzt hichstens
soviel verschiedene Ableitungen wie ©®.

Beweis: Jedem Kommutator B"'4"'BA4 von ® entspricht beim
Isomorphismus der Kommutator B’~*4’~*B’ A’, und jeder Kommutator
von &’ entspricht einem solchen von &. Daher wird durch den
Isomorphismus die erste Ableitung 9, von @& der ersten Ableitung A’
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von @' zugeordnet und 9" ist isomorph mit ;. Da die i-te Ab-
leitung von ¢ die erste Ableitung von 9f,_, ist, so ist auch QIi’ 150-
morph mit 9I;.

Satz 38: Ist M ein Normalteiler von ®& und ist die i-te Ablettung
von ©|N, aber keine frithere, gleich dem Einheitselement & von G|N, so
enthdlt N die i-te Ableitung U, von ©, aber wicht die (i —1)-te UA,_,.

Beweis: Es sei 9, in % enthalten. Dann ist /9% isomorph mit
®/%A,, weil RN/A ein Normalteiler von @/, ist. Nach Satz 37 ist
daher &k >1, d. h. ¢ enthilt jedenfalls keine frithere als die i-te Ab-
leitung ; von . Nun muB noch gezeigt werden, dafl 9, wirklich
in ¢ enthalten ist. Es sei &/N, N,/N, ..., N;_,/N, E die Reihe der
Ableitungen von §/%. Wir betrachten die Untergruppen @, Ny Nas o0 N
Ihre Faktorgruppen /R, %,/R,, ... sind sdmtlich Abelsch. Nach
Satz 35 enthalt %, die erste Ableitung 9%,. Die zweite 9, ist als
Kommutatorgruppe von %, a fortiori in der Kommutatorgruppe von
%N, enthalten, also auch in N,, weil N, diese letztere enthilt. Da 9,
in N, enthalten ist, folgt genau so, daB ¥, in N,,..., A, in N, =N
enthalten ist, womit die Behauptung bewiesen ist.

Satz 39: Sind N, und N, zwei Normalieiler von & ohne gemein-
same Elemente aufler E, und sind die i-ten Ablettungen von &[N, und
®|N, die Einheitselemente der betreffenden Gruppen, so ist auch die
i-te Abteilung von ® gleich E.

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist die i-te Ableitung U, von &
sowohl in R, als in %, enthalten und daher gleich E.

§ 14. Ein Theorem von Frobenius.

Durch die bisher gewonnenen Ergebnisse sind wir in den Stand
gesetzt, folgenden Fundamentalsatz von Frobentus') zu beweisen:

Satz 40: Ist g die Ordnung der Gruppe ® und ist n ein Teiler
von g, so ist die Anzahl der Elemente aus &, die der Gleichung
X" = FE gendigen, durch n teilbar.

Da X — FE stets eine Losung ist, so muB die Anzahl mindestens
gleich # sein.

Beweis: Der Satz gilt fir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl
ist, und wir kénnen daher die Methode der vollstindigen Induktion an-
wenden. Wir setzen ihn also als bewiesen voraus fiir alle Gruppen,
deren Ordnung ein Teiler von g ist. In der Gruppe ® selbst gilt der
Satz fiir n — g, denn die g Elemente von ® geniigen der Gleichung
X?—FE. Indem wir noch einmal vollstindige Induktion anwenden,

1) Frobenius, G.: Uber einen Fundamentalsatz der Gruppentheorie. Berl.
Sitzungsber. 1903, S. 987 und 1907, S. 428.
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nehmen wir an, daB der Satz gilt fiir # = mp, wobei p eine Primzahl
ist und beweisen, daB der Satz auch fiir # gilt.

Die Anzahl der Elemente, deren Ordnung ein Teiler von [ ist,
wollen wir mit #, bezeichnen. Dann besagt also unsere Voraussetzung,
daB n,, durch mp teilbar ist. Diejenigen Elemente, deren Ordnung
ein Teiler von m ist, sind enthalten unter den #,, » Elementen, deren
Ordnung ein Teiler von mp ist. Daher wird

nmp = Ny + Py
wobei #,, die Anzahl derjenigen Elemente bezeichnet, deren Ordnung
ein Teiler von mp, aber nicht von m ist. Wenn wir zeigen konnen,
daB #,, durch m teilbar ist, so folgt dasselbe auch fiir #,,.

Wir setzen nun m = p%-1s, wobei s zu p prim ist, und zeigen
zuerst, daB #, durch p%-1, nachher, daB #x, durch s teilbar ist.
Daraus folgt dann, daB 7, durch m teilbar ist.

Der Komplex o der durch 7, abgezihlten Elemente besteht aus
lauter Elementen, deren Ordnung durch $¢, aber nicht durch pe+t
teilbar ist. Jedes dieser Elemente 1aBt sich auf eine und nur eine
Weise als Produkt PQ darstellen, wobei die Ordnung von P gleich 8,
diejenige von Q zu p prim ist und P und Q vertauschbar sind. Zu
jedem Element von 9 gehért also eindeutig ein ,Konstituent* P von
der Ordnung p¢. Dal #, durch po-1 teilbar ist, 14Bt sich folgender-
malen einsehen. Ist p?r die Ordnung des Elementes 4 aus U, so
gibt es unter den Potenzen von 4 (§ 4) ¢ (p%r) =p*"1(p — 1)@ (7)
Elemente, deren Ordnung $%r ist, und diese Zahl ist durch -1 teil-
bar. Die Elemente von 9 lassen sich so in Systeme ohne gemein-
same Elemente einteilen, und die Anzahl der Elemente in jedem System
ist durch pa-! teilbar. Das gleiche gilt also auch fiir #,,.

Nun muB gezeigt werden, da3 diese Zahl auch durch s teilbar ist,
und zu dem Zweck betrachten wir diejenigen Elemente aus 9, deren
Konstituent dasselbe Element P ist. Die Gesamtheit der Elemente
aus @, die mit P vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe $, deren
Ordnung mit p4%¢ bezeichnet sei. Der Index der durch P erzeugten
zyklischen Gruppe P unter § ist alsdann ¢. Wir betrachten nun die
Faktorgruppe §/%. Da ihre Ordnung ein Teiler von g ist, so gilt fiir
sie der zu beweisende Satz. Ist also s’ der grofte gemeinsame Teiler
von s und £, so ist die Anzahl der Elemente der Faktorgruppe $/%,
deren Ordnung ein Teiler von s’ ist, durch s’ teilbar. Die Anzahl der
Elemente, deren Konstituent P ist, ist also durch s’ teilbar, denn jede
Nebengruppe von 3, deren Ordnung Teiler von s ist, liefert genau
ein solches Element aus 9. Wir betrachten nun die Klasse von P.
Sie enthilt genau g/p%¢ Elemente. Jedes dieser Elemente ist Kon-
stituent von gleich vielen Elementen aus 9 und die Anzahl der durch
sie gelieferten Elemente von 9 ist daher teilbar durch gs'/pat.
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DaB diese Zahl durch s teilbar ist, folgt nun ohne weiteres: s’ ist
groBter gemeinschaftlicher Teiler von s und ¢, daher ist gs’ durch s¢
teilbar, denn s und ¢ sind. Teiler von g; und da s zu p prim ist, so
ist die Behauptung bewiesen. Hieraus folgt nun, daB sich die Elemente
von ¥ in Systeme einteilen lassen, deren jedes eine durch s teilbare
Anzahl von Elementen besitzt und von denen je zwei keine gemein-
samen Elemente enthalten. Die Elemente desselben Systems sind da-
durch verbunden, daB ihre Konstituenten zur selben Klasse gehoéren.
Hieraus folgt, daB 7, auch durch s teilbar ist, womit der Satz be-
wiesen 1st.

3. Kapitel.

Abelsche Gruppen.

§ 15. Basis einer Abelschen Gruppe.

In § 4 haben wir einen Spezialfall der Abelschen Gruppen, die
zyklischen Gruppen, behandelt, nun wollen wir die allgemeine Theorie
der Gruppen mit kommutativer Multiplikation aufstellen und ein Ver-
fahren angeben, alle zugehorigen Gruppen herzustellen.

Definition: Die Elemente 4,, 4,,..., 4, mit den Ordnungen
Ny, Ny, - - -, 1, heiben eine Basis einer Abelschen Gruppe, wenn sich
jedes Element der Gruppe auf eine und nur eine Weise in der Gestalt

A=ATA - A7, ... ...

darstellen 140t

Erinnern wir uns an die Definition des direkten Produktes in § 6,
so kénnen wir die Definition auch so fassen: Die Elemente 4,,4,,..., 4,
bilden eine Basis der Gruppe, wenn diese das direkte Produkt der
zyklischen Gruppen {4,}, {4,}, ..., {4,} ist. Offenbar ist die Ordnung
der ganzen Gruppe gleich dem Produkt der Ordnungen der Basiselemente.

In einer zyklischen Gruppe bildet ein erzeugendes Element eine
Basis, aber es ist im allgemeinen moglich, mehrgliedrige Basen zu
finden, immer dann nimlich, wenn die Ordnung in ein Produkt zu-
einander primer Faktoren zerlegt werden kann. So bilden in der Be-
zeichnungsweise von Satz 7 die beiden Elemente A’ und A™ eine Basis
der durch A erzeugten zyklischen Gruppe. Allgemein gilt die Tat
sache (Satz 4 und 8), daB eine zyklische Gruppe direktes Produkt von
zyklischen Gruppen ist, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. Man
kann also die Basis stets so wihlen, daB die Ordnungen der Basis-
elemente Primzahlpotenzen sind. Umgekehrt, sind die Ordnungen der
Basiselemente zueinander prim, so ist die Gruppe zyklisch. Ein er-
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zeugendes Element der ganzen Gruppe wird z B. durch das Produkt
der Basiselemente geliefert. Denn ist

(A1A2 ...Ar)“zE,
so muB gelten A] = FE fiir jedes Basiselement und 2 muBl durch die
Ordnungen aller Elemente teilbar sein, daher auch durch deren Pro-
dukt, weil sie zueinander prim sind, d. h. a ist die Ordnung der Gruppe.

Wir behandeln nun einen anderen extremen Fall der Abelschen
Gruppen.

Satz 41: Wenn in einer Abelschen Gruppe die Ordnung aller Ele-
mente aufler E die Primzahl p ist, so ist die Gruppe das direkie Pro-
dukt von zyklischen Gruppen der Ordnung p, und sie 1ifft sich durch
eine Basis darstellen.

Beweis: Es sei 4, ein von E verschiedenes Element. Falls jedes
Element eine Potenz von A4, ist, so ist die Gruppe zyklisch und von
der Ordnung p und der Satz ist bewiesen. Im anderen Fall sei 4, ein
Element, das nicht in {A4,} vorkommt. Wir bilden die Gesamtheit
der Elemente

1

Aleg (x,y=1, 2;"'; P)-
Diese p? Elemente sind untereinander verschieden und bilden eine
Gruppe, denn wire etwa
so folgte
Alx—z = Aéw—y’

d. h. es gibe eine Potenz von 4,, welche schon in {Al} vorkommt.
Dies kann aber nur E sein, und man erhilt w =y und x == 2.

Falls durch diese p? Elemente die Gruppe noch nicht erschopft
ist, so kann man fortfahren und erhilt ein weiteres Basiselement. Nach
einer endlichen Anzahl von Schritten hat das Verfahren ein Ende, weil
wir es mit endlichen Gruppen zu tun haben,

Satz 42: Wenn in einer Abelschen Gruppe § die Ordnung aller
Elemente (aufer E) eine Potenz der Primzahl p ist, so ist die Ordnung
der Gruppe selber eine Potenz von p und die Gruppe ist divektes Pro-
dukt zyklischer Gruppen.

Beweis: Wir wenden vollstindige Induktion an, indem wir den
vorigen Satz benutzen. Es sei p¢ die hochste vorkommende Ordnung
eines Flementes in unserer Gruppe; wir nehmen nun den Satz als
bewiesen an fiir alle Gruppen, in denen die hochste vorkommende
Ordnung p#-1! ist, und beweisen ihn dann fiir unsere Gruppe. Zu
diesem Zweck betrachten wir die p-ten Potenzen aller Elemente un-
serer Gruppe . Diese bilden selber eine Gruppe, die wir mit R
bezeichnen. Denn aus

A = B? und C = D? folgt AC = (BD)?,
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und zwar ist diese Untergruppe eine eigentliche, weil das hochste
Element nur noch die Ordnung $%-! hat. Fiir % nehmen wir den
Satz als bewiesen an und bezeichnen mit A;, A;, R A; erzeugende
Elemente fiir die zyklischen Gruppen, deren Produkt 9 ist, d. h. also
Basiselemente von 9. Ihre Ordnungen seien m’, nz', e, n,f, welche
Zahlen simtlich Potenzen von $ sind.

Nun sind alle Elemente von ® auch p-te Potenzen von Elementen
aus P, man kann daher setzen

A — AP (1=1,2,...,7),
wo A, geeignete Elemente aus P sind und die Ordnung pn,-’ ==n,; haben.

Ich behaupte jetzt, daB auch die Elemente 4; unabhingig sind, d. h.
daB alle n, n,...n, Elemente

Z.
AP AR AF (n=1,2,...m)
untereinander verschieden sind. Wire namlich
AT A AT = AP AL LAY
so ergidbe sich ‘
Afx—?h Azfvz'“ilz Axr“?h — E
oA S
und man erhielte eine Gleichung
AP A .. A —=E,
in der die Exponenten g, nicht simtlich durch die entsprechenden
Zahlen #, teilbar wiren. Von vorneherein koénnen wir den Fall aus-
schlieBen, daB alle Exponenten durch p teilbar sind, denn dies er-
gibe bereits eine Beziehung zwischen den A,f, was nicht moglich ist.

Es sei also etwa @, zu $ prim. Dann erheben wir die Gleichung in
die p-te Potenz und erhalten:

P 2 ar
A; A; ...A =E.
Weil g, nicht durch $ teilbar ist, $o kann diese Gleichung nicht be-
stehen.

Die Elemente A, erzeugen eine Abelsche Gruppe Mt von der Ord-
nung n,#,...n,, welche Untergruppe von $ ist. Falls 9t eine eigent-
liche Untergruppe ist, so sei S ein Element von § auBerhalb von .
Nach Voraussetzung liegt S*—= T in % und daher gilt dasselbe auch
von T~!. Aber jedes Element von 9 ist p-te Potenz eines Elementes
von M ; es sei

T 4l a4l — (4 Al 4k,
dann wird T7' = 4", wo
A=APrAal .. 4.
Bilden wir jetzt 4S, so wird (4S)” = A?T = E und wir erhalten so
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das Element AS == 4,,; von der Ordnung p, das nicht in 9 liegt.
Nehmen wir 4,,, zu den Basiselementen 4,, 4,, .. ., A, von M hinzuy,
so erhalten wir eine umfassendere Untergruppe von §, die insbesondere
das Element S enthilt. Falls diese noch nicht mit § iibereinstimmt,
so finden wir in derselben Weise ein neues Element von der Ord-
nung p, das wir zur Basis hinzunehmen koénnen, und indem wir eine
endliche Anzahl von Malen fortfahren, gelangen wir zu einem Schluf.
Die 7 ersten Basiselemente haben eine hohere als die erste Potenz
von $ zur Ordnung, wihrend die iibrigen Basiselemente simtlich die
Ordnung p haben. Hiermit ist der Satz 42 bewiesen.

Satz 48 : Eine Abelsche Gruppe & von der Ordnung g = pi* ps*. .. py",
wo Py, Pgs. . ., P, voneinander verschiedene Primzahlen sind, ist das
direkte Produkt von v Abelschen Gruppen R, der Ordnungen pi*, ps*, ..., Py’

Beweis: Wenn g durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist,
so konnen die Ordnungen der Elemente von & nicht simtlich Potenzen
derselben Primzahl sein, nach Satz 42. Es gibt daher Elemente (Satz 4),
deren Ordnungen zueinander prim sind. Es sei p, eine Primzah],
welche eine dieser vorkommenden Ordnungen teilt, ferner sei P, die
Gruppe, bestehend aus allen Elementen, deren Ordnung eine Potenz
von p, ist inklusive E, ferner sei &) die Gruppe bestehend aus allen
Elementen, deren Ordnung zu p, prim ist, inklusive E. Dann ist &
das direkte Produkt von @ und £. Diese beiden Untergruppen haben
nimlich aufler £ kein gemeinsames Element (Satz 2 und. 3), ferner
14Bt sich nach Satz 7 jedes Element von & auf eine und nur eine
Weise als Produkt eines Elementes aus §§ und eines Elementes aus £
darstellen, wobei auch E als Faktor auftreten darf.

Die Ordnung von P sei pf‘, diejenige von £, sei g. Falls ¢ durch
zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, so ist auch & direktes Pro-
dukt einer Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz, etwa pz’” ist,
und einer weiteren Gruppe )t von der Ordnung ». Hierbei ist jedoch
zu bemerken, daB3 p, sicher von p, verschieden ist, denn auBerhalb
von P, gibt es keine Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p,
ist. Indem man gegebenenfalls % weiter zerlegt, erhilt man eine Dar-
stellung von & als direktes Produkt von Gruppen, deren Ordnungen
Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Die Ordnung von @ ist das
Produkt dieser verschiedenen Primzahlpotenzen, aber eine Zahl 14Bt
sich nur auf eine Weise in ein solches Produkt zerlegen und daraus
folgt, dall b, = a, usw., womit der Satz bewiesen ist.

Es ist noch zu bemerken, daB die Gruppen P, durch ¢ eindeutig
bestimmt sind, denn §; besteht aus der Gesamtheit der Elemente,
deren Ordnung eine Potenz von p, ist. Dagegen ist die Zerlegung
von Satz 42 innerhalb einer Gruppe mit Primzahlpotenz-Ordnung in
zyklische Untergruppen nicht mehr eindeutig, wie aus der Beweis-

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl, 4
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konstruktion unmittelbar hervorgeht und in § 43 n#her ausgefiihrt
werden wird.

Fundamentalsatz 44: Jede Abelsche Gruppe besitzt eine Basis, deven
Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen haben.

Beweis: Nach Satz 43 ist jede Abelsche Gruppe direktes Produkt
von Abelschen Gruppen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind.
Diese letzteren sind nach Satz 42 direkte Produkte von zyklischen
Gruppen und besitzen eine Basis. Nimmt man die Basiselemente dieser
Gruppen zusammen, so erhilt man eine Basis der ganzen Gruppe von
der im Satz angegebenen Art.

Historische Notiz: Zyklische und Abelsche Gruppen treten bei den
zahlentheoretischen Untersuchungen von Euler hiufig auf (vgl. § 4). Den Satz 44
hat Gaup 1801 sicher gekannt (Werke 2, S. 266) und auf die Kompositions-
theorie der quadratischen Formen angewendet. Vgl. auch den Anfang von § 72.
Den ersten vollstiindigen Beweis gab E. Schering (Die Fundamentalklassen zu-
sammensetzbarer arithmetischer Formen Gott.Abh.14,1869, S.38), ferner Frobenius
und Stickelberger (Uber Gruppen vertauschbarer Elemente, Crelles Journ. 86, 1879,
S. 217).

§ 16. Die Invarianten einer Abelschen Gruppe.

Die Basiselemente sind durch die Gruppe nicht eindeutig definiert.
Nur die beiden Gruppen von der Ordnung 1und 2 machen eine Aus-
nahme. Dagegen liBt sich eine Abelsche Gruppe durch gewisse Zahlen
vollstindig charakterisieren.

Definition: Ist eine Abelsche Gruppe nach Satz 44 durch eine
Basis dargestellt, deren Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen
haben, soheilendiese Ordnungen die Invarianten der Abelschen Gruppe.

Satz 45: Die Invarianten einer Abelschen Gruppe sind unabhdngig
von der speziellen Wahl der Basiselemente.

Beweis: Der Satz braucht nur fiir Gruppen bewiesen zu werden,
deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, denn aus ihren Invarianten
setzen sich die Invarianten einer beliebigen Gruppe zusammen. Es
seien 4,, Ay, ..., 4, und B, B,, ..., B, zwei Basen derselben Gruppe,
ferner seien m,, my, ..., m_ und n,, n,, ..., n, die zugehérigen Ord-
nungen. Die Basiselemente seien so numeriert, daB m, > m,> ... > m,_
und n, >0, >...>n,. Alle diese Zahlen sind Potenzen derselben
Primzahl . Nun sei n, die erste unter diesen Zahlen, welche von
der entsprechenden m, verschieden ist, und es gelte

Ry =My eeos Ny gy = My 5 Ny > Wy

Die m,-ten Potenzen aller Elemente der Gruppe bilden eine Unter-
gruppe, als deren Basiselemente die m,-ten Potenzen der Elemente
irgendeiner Basis der ganzen Gruppe gewihlt werden konnen. Diese
Untergruppe ist unabhingig von der speziellen Wahl der Basis. Fiir
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die Untergruppe erhalten wir also die beiden Basen
AT A .. A%y und  B{™, B3, ..., BJ.

Aus der ersten Basis ergibt sich die Ordnung der Untergruppe gleich
my oy my

aus der zweiten dagegen grofer oder gleich
my, my, my oy’

diese letztere Zahl ist aber gréBer als die vorhergehende, womit wir

einen Widerspruch erhalten.

Satz 46: Zwei Gruppen, deven Invarianten in threr Gesamiheit iiber-
einstimmen, sind holoedrisch isomorph.

Beweis: Wir bilden eine solche Zuordnung der Basiselemente der
beiden Gruppen, daBl entsprechende Elemente dieselbe Ordnung haben.
Ordnet man nun noch den Produkten von Elementen der einen Gruppe
die Produkte der entsprechenden Elemente der anderen Gruppe zu,
so erhilt man in beiden Fillen dieselben Multiplikationsgesetze, d. h. die
beiden Gruppen sind holoedrisch isomorph.

Satz 47: Zu jedem System von Primzahlpotenzen n;, ny, ..., 0,
gibt es gemau eme Abelsche Gruppe, welche sie zu Invarianten hat.

Beweis: Nach dem vorigen Satz gibt es hochstens eine solche
Gruppe. DaBl es aber stets eine gibt, wird dadurch bewiesen, daB
man die Gruppe herstellt mit Hilfe des arithmetischen Kongruenz-
begriffes. Man bilde die Gesamtheit der Zahlensysteme (xl, Xy vees x,,)
bestehend aus 7 ganzen Zahlen, von denen die i- te nach dem Modul #,
(¢#=1,2,...,7) zu reduzieren ist. Es gibt n, n,...n, solche Systeme.
Als Gruppengesetz nehme man die Vektoraddition

(%15 % -2 %,) F (V5 Vo -+ 5 9,) = (%1 F Y15 Fo + Yoo oo %, F 9,)-
Als Basiselemente benutze man die folgenden:
(1,0,...,0), (0,1,0,...,0),..., (0,0,..., 0,1).

Der Satz folgt dann unmittelbar.

Durch die drei vorangehenden Sitze ist das Problem, alle Abel-
schen Gruppen von gegebener Ordnung zu konstruieren, vollstindig
gelést. Man hat bloB die Ordnung der Gruppe in irgendeiner Weise
als Produkt von Potenzen gleicher oder verschiedener Primzahlen dar-
zustellen, Zu jeder Zerlegung gibt es genau eine Gruppe. So gibt es
z. B. genau zwei Gruppen von der Ordnung 4, nimlich die zyklische
und die Vierergruppe. Ferner gibt es genau zwei Abelsche Gruppen,
deren Ordnung das Quadrat einer Primzahl ist, ndmlich die zyklische
und das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen vom Primzahlgrade.
Allgemein gibt es so viele Abelsche Gruppen von der Ordnung p™, als

4*
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sich die Zahl m als Summe von ganzen positiven Zahlen darstellen
14Bt, wobei man natiirlich von der Reihenfolge der Summanden ab-
zusehen hat.

Sind #,, #,, ..., n, die Invarianten von @, so sagt man: & ist vom
Typus (n,, ny, ..., n,). So sind z. B. die Gruppen des Satzes 41 vom
Typus (, ps--» p)

Die hochste vorkommende Ordnung eines Elementes der Gruppe
ist das Produkt der héchsten Potenzen der einzelnen Primzahlen, welche
unter den Invarianten vorkommen. So erhilt z. B. die Gruppe vom
Typus (9, 3, 8, 2) Elemente von der Ordnung 8.9. Die Ordnung
jedes Elementes teilt die hoéchste vorkommende Ordnung eines Ele-
mentes. Nur fiir zyklische Gruppen ist die hochste vorkommende Ord-
nung eines Elementes gleich der Ordnung der Gruppe.

Die Basen, die wir bisher behandelt haben, bestehen nur aus
Elementen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. In unserer Defi-
nition ist diese Einschrinkung aber nicht enthalten; es ist leicht, die
Verallgemeinerung herzustellen, man hat nur Satz 8 heranzuziehen.
Sind die Ordnungen der beiden Basiselemente 4, und 4, zueinander
prim, so kann man die beiden Elemente durch das eine Element 4, 4,
ersetzen, und dieses Verfahren kann man so lange fortsetzen, bis man
keine zwei Elemente mehr zur Verfiigung hat, deren Ordnungen zu-
einander prim sind. Ist umgekehrt irgendeine Basis gegeben, bei der
die Ordnungen zusammengesetzte Zahlen sind, so ersetze man jedes
Element durch solche Potenzen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen
sind nach Satz 8, und man erhilt eine Basis von der speziellen Art.
Allgemein gilt der

Satz 48: Ist die Gruppe & in irgendeiner Weise durch eine Basis
dargestelll und sind m,, ..., m_ die Ordnungen der Basiselemente, so
findet man den Typus der Gruppe, indem man diese Zahlen m, einzeln
wn teilerfremde Faktoren, die Primzahlpotenzen sind, zerlegt und alle so
erhaltenen Zahlen nebeneinander schreibi.

Umgekehrt erhilt man die Ordnungen der Elemente einer beliebigen
Basis, indem man zuetnander teilerfremde Zahlen tm Typus durch ihr
Produkt ersetzt und diese Operation beliebig weil treibt.

§ 17. Untergruppen und Faktorgruppen einer Abelschen
Gruppe.
Satz 49: Die Invarianten einer Untergruppe sind bei geeigneter
Zuordnung Teiler der Invarianten der ganzem Gruppe.
Beweis: Wegen Satz 43 konnen wir uns auf Gruppen & be-
schranken, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl $ ist. In ab-

steigender Anordnung seien die Invarianten von @& gegeben durch
(p%, p%, ..., p%), diejenigen ihrer Untergruppe § durch (p¥, pb, ..., p¥r).
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Die Elemente von der Ordnung p in @ bilden eine Untergruppe, deren
Basiselemente von den p%~!-ten Potenzen derjenigen von & dar-
gestellt werden. lhre Ordnung ist daher p¢. Fiir die entsprechende
Untergruppe von § ist die Ordnung 7. Daraus folgt » <s. Nun sei
b, die erste Zahl in der Reihe der b, welche gréBer ist als die ent-
sprechende Zahl ¢, Bildet man die p%-ten Potenzen aller Elemente
von @ und von §, so findet man im letzteren Falle mindestens s Basis-
elemente, im ersteren weniger als 4. Das widerspricht der Tatsache,
daB § Untergruppe von @ ist.

Satz 50: Ist ® eine Abelsche Gruppe vom Typus (ny, ny, ..., n,)
und 1ist irgend ein anderer Typus gegeben (my, m,, ..., m) dergestalt,
daf3 r < s und daf3 die Quotienten nlm, ganze Zahlen sind, so besitzt
® mindestens eine Uniergruppe vom Typus (my, m,, ..., m).

Beweis: Ist A, Ay, ..., A, ein System von Basiselementen von
@, so ist

nmg ne
AT, AT, LAY
ein solches einer Untergruppe vom gewiinschten Typus. Hierbei ist
mr+1=---=mx=1 Zu setzen.

Im allgemeinen gibt es mehrere Untergruppen von gegebenem

Typus. Eine Gruppe von der Ordnung $* und vom Typus (p, p, ..., p)
T_.

besitzt 1;;—_—% Untergruppen von der Ordnung p, denn jedes Element

auBler E gehoOrt genau zu einer solchen und erzeugt sie. Ferner ge-

horen auBer E noch je p — 1 Elemente von der Ordnung p zur Bil-

dung einer Untergruppe. Da es im ganzen $” — 1 Elemente von der
P?’

Ordnung p gibt, so verteilen sie sich in :1 Systeme von je p—1

Elementen, die zusammen mit E jeweils eine Untergruppe bilden.

Die nihere Betrachtung der Gruppen vom Typus (p, p,..., p) ist
deshalb von Wichtigkeit, weil die Primfaktorgruppen der Hauptreihen
bei auflosbaren Gruppen zu ihnen gehdren. Ist 7 die Ordnung einer
solchen Gruppe, so besitzt eine Untergruppe von der Ordnung #¢ den
Typus (p, p,-..,t-mal) und es soll nun die Anzahl N, der Unter-
gruppen von dieser Ordnung $¢ berechnet werden.

Wir filhren den Beweis nach G. A. Miller in Miller, Blichfeldt, Dickson,
finite groups, p. 100.

Die allgemeinste Basis einer Untergruppe von der Ordnung ¢ findet
man, indem man aus der Gruppe @ irgendein von E verschiedenes
Element A herausgreift, sodann ein nicht in {4} vorkommendes Ele-
ment B nimmt, dann ein nicht in {4}><{B} vorkommendes Element
C, und auf diese Weise fortfihrt, bis man ¢ Elemente hat. Dies er-
gibt offenbar

(P — 1) (pr — p)--- (pr — pr—t+Y)
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verschiedene Madglichkeiten fiir die Basis. Nach demselben Verfahren
zeigt man, dal jede Gruppe von der Ordnung p*

=) —p)- - (' — 1Y)
verschiedene Basen besitzt. Die Anzahl der verschiedenen Unter-
gruppen von der Ordnung #¢ ist gleich dem Quotienten dieser beiden
Zahlen, also wird

=1 =1 (FHH 1)

" e-n@e - -1
Insbesondere ergibt sich

Nr, t = Nr.r—

£
Satz 81: Eine Abelsche Gruppe von der Ordnung p* und vom
. (pr_l)(pr—l_l)._.(ﬁr—t-i—l
Typus (b, P, ..., D) besitzt
vbus (b # 4 -1 @*~1---¢'-1)
von der Ordnung Pt

~1) Untergruppen

§ 18. Die Galoisfelder und Reste nach Primzahlpotenzen.

Ein besonders instruktives und wichtiges Beispiel fiir Abelsche
Gruppen wird durch die in der Zahlentheorie auftretenden Restklassen
nach Primzahlen resp. Primidealen geliefert. Sie lassen sich iiberaus
einfach und unabhidngig von zahlentheoretischen Sitzen folgender-
maBen definieren:

Definition: Ein System von endlich vielen Elementen bildet einen
endlichen Kdérper oder ein Galoisfeld, wenn es folgenden Bedingungen
geniigt:

1. Die Elemente bilden eine kommutative Gruppe nach einem
ersten Gesetz 4 -|- B, genannt Addition. Das Einheitselement wird
mit O bezeichnet.

2. Die Elemente mit Ausnahme von 0 bilden unter sich eine
kommutative Gruppe nach einem zweiten Gesetz A B genannt Multipli-
katton. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet.

3. Fir beliebige vier FElemente gilt das distributive Gesetz
(A+B)(C+D)=AC+AD+ BC+ BD.

Es soll die Konstitution aller so entstehenden Korper hergeleitet
werden. Das Produkt von 0 mit irgend einem Element muB = 0 ge-
setzt werden, wie sich aus dem Distributivgesetz ergibt: aus 4 + 0 =4
folgt (A 4-0)B=AB+ 0B=AB, also 0B=0 und in derselben
Weise BO = 0.

Satz 52: Die Anzahl der Elemente ist eine Primzahlpotenz und
der Typus der ersten Gruppe ist (p, p,..., ).



§ 18. Die Galoisfelder und Reste nach Primzahlpotenzen. 55

Beweis: Sei m die Ordnung der Multiplikationseinheit 1 nach
dem Additionsgesetz. Man bezeichne ferner 1 -1 mit 2 usw. und
1+1+---+41 (¢ mal) mit 5. Die so entstehenden Elemente verhalten
sich wie die Restklassen (mod m) nach dem Gesetz der Addition.
Wegen des Distributivgesetzes entspricht das zweite Gruppengesetz
der gewohnlichen Multiplikation (mod m), es wird ¢k gleich derjenigen
der Zahlen 0,1, ..., m — 1, welche Rest (mod m) des gewohnlichen
Produktes der beiden Zahlen ¢ und % ist. Angenommen, m sei keine
Primzahl, sondern etwa = #s und > 1, s > 1. Dann bilde man den
Komplex 7,27,...(s —1)r. Das Produkt zweier dieser Zahlen ge-
hort wieder zu diesem Komplex, denn 0 kommt wegen 2. nicht
darunter vor. Der Komplex bildet daher eine Untergruppe. Dies ist
aber wegen 7 > 1 nicht der Fall, da das Einheitselement 1 darin fehlt.
Daher wird m eine Primzahl $. Nun sei a ein Element, das von
0,1,...,p —1 verschieden ist. Es wird a +a=2q4,...,a+a+4...
+ a(p-mal) = pg = 0. Jedes Element auBer O besitzt die Ordnung p
nach dem ersten Gesetz, und der Typus dieser Gruppe ist (p, p,..., p).

Satz 83: Die zweite Gruppe ist eine zyklische Gruppe von der
Ordnung p* — 1, wo r die Anzahl der Basiselemente der ersten Gruppe
bedeutet.

Beweis: Ein Produkt von Elementen nach der zweiten Opera-
tion ist dann und nur dann = 0, wenn einer der Faktoren ver-
schwindet, denn die von O verschiedenen Elemente bilden eine Gruppe.
Man kann Gleichungen von der Gestalt ax” +ba"" 1+ ... - f=0
bilden, wobei a4, b, ..., f gegebene Elemente des Korpers und x ein
zu bestimmendes Element, eine Wurzel der Gleichung, bedeutet. Die
bekannten Uberlegungen der Algebra kénnen hier wortlich wiederholt
werden. Es gilt identisch (x — @) (x*~1 + 25" 2a -+ - ¥~ =5 — a?.
Ist a eine Wurzel von f(x) =0, so wird f(x) — f(4) = f(x), und es
1468t sich der Faktor x — a aus f(x) herausheben: f(x)= (v — a)f, (%)
Man beweist sofort, da$ eine von a verschiedene Wurzel von f(x) =0
auch der Gleichung f,(¥)=0 geniigen mufl, und schlieBlich folgt
insbesondere, daB eine Gleichung vom Grade # hoichstens # Wurzeln
haben kann. Nun sei g die hochste vorkommende Ordnung eines
Elementes in der zweiten Gruppe. Dann geniigt jedes der p* —1=3s
von O verschiedenen FElemente nach S. 52 der Gleichung x¢= 1.
Also kann g nicht kleiner als s sein, und es mufB3 (§ 16) Elemente
von der Ordnung s geben, d. h. die Gruppe ist zyklisch.

Beispiele: Die Restklassen nach einer Primzahl als Modul. Als
erste Operation nimmt man die gewdhnliche Addition und ersetzt die
Summe zweier Zahlen durch ihren Rest (mod p). Die inverse Zahl
wird die durch — g reprisentierte Klasse und O ist das Einheitselement.
Als zweites Gruppengesetz wird die gewoShnliche Multiplikation (mod p)
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genommen. DaB die Zahlen 1, 2,...,$ — 1 eine Gruppe bilden, folgt
aus der Geltung von III*, denn aus ab=ac folgt, da ¢ zu $ prim
ist, b=c¢. Es gibt daher eine Zahl, die mit ihren p — 1 ersten Po-
tenzen alle Restklassen auBer O liefert.

Ebenso bilden in einem algebraischen Zahlkorper die Restklassen
nach einem Primideal als Modul einen Korper. Die Anzahl der Rest-
klassen ist gleich der Norm des Primideals, also ist letztere eine
Primzahlpotenz $7. Der Exponent 7 heiBt in der algebraischen Zahlen-
theorie der Grad des Primideals.

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen eines Korpers,
d. h. Permutationen der Elemente, welche fiir beide Gruppen 1. und
2. Automorphismen liefern.

Satz B4: Ein Korper mit " Elemenien besitzt genau r Auto-
morphismen. Man erhdlt sie, indem man jedes Element durch seine
pi-te Polenz ersefzt, i =10,1,2,...,7r—1.

Beweis: Der durch die Zahlen 0,1,...,p— 1 gebildete Korper
besitzt keinen Automorphismus auBer dem identischen. Denn sowohl
das Einheitselement O der additiven Gruppe als das Einheitselement 1
der multiplikativen bleiben bei jedem Automorphismus ungeindert.
Dabher gilt dasselbe auch von 1 4 1= 2, 14+ 1-} 1= 3 usw. bis p—1.

Nun sei ein allgemeiner Koérper mit $” Elementen vorgelegt.
Ersetzt man jedes Element durch seine $-te Potenz, so erhilt man
fiir die zyklische Gruppe einen Automorphismus, da $ zu ihrer Ord-
nung p* — 1 prim ist. Aber es wird auch (¢ + b)P = a? - b?, wie aus
der Tatsache folgt, daf3 die Binomialkoeffizienten ( f) auBer <§) und (i)
durch p teilbar sind. Bei diesem Automorphismus gehen die Zahlen
0,1,...,—1 in sich selbst iiber. Nachdem man diesen ersten
Automorphismus ausgefiihrt hat, kann man weiterfahren und wiederum
jedes Element durch seine p-te Potenz ersetzen usw. In dieser Weise
erhilt man gerade 7 verschiedene, denn es gilt fiir jedes Element

@*" = a, und wihlt man fiir @ ein erzeugendes Element der multipli-
kativen Gruppe (Satz 53), so erreicht man, daB die Automorphismen
wirklich verschieden sind.

Man bilde nun die Gleichung (x — a) (¥ — a?) (¥ — a#*)...(x —a”" )
= 0. Die linke Seite besitzt als Koeffizienten die elementarsymmetrischen
Funktionen von a, a?, a?’, ..., a?" !, Sei fla, ..., a’”_l) eine solche.
Dann wird nach Anwendung des Automorphismus f(a, ...,a”'-l)f’
=fa®,...,a")={f(a, ..., al"_l). Die p-te Potenz dieses Koeffizienten
ist gleich der ersten, und sie sind daher Zahlen 0, 1,...,p—1. Die
obige Gleichung besitzt » Wurzeln und ist vom Grade y. Geht bei
einem weiteren Automorphismus ¢ {iber in 4%, so mul auch 4¢ dieser
Gleichung geniigen, denn diese geht beim Automorphismus in sich
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selber iber. ¢ ist daher eine der Zahlen p, p?, ..., p", denn die
Gleichung kann nicht mehr als » Wurzeln haben. Dies ergibt den

Satz 86: Die Gruppe der Automorphismen ist eine zyklische von
der Ordnung r.

Zum Schlusse sollen noch die zu $ primen Reste (mod p") be-
trachtet werden. Ihre Anzahl ist p»~1(p —1) und sie bilden offenbar
nach der Multiplikation eine Gruppe.

Es sei zunichst ¢ > 2. Die Reste =1 (mod p) bilden eine Unter-
gruppe vom Index p — 1. Ist ferner 2 =1 (mod p?) aber ==1(mod p¢+1),

sowird a? =14 upip =1 —I—up-pi—}—u2p(—p2_—1)p2i+ ...=1(mod pi+1)

aber ==1-(mod p*+2). Hieraus folgt: Diejenigen Reste, die =1 (mod p),
bilden eine zyklische Untergruppe von der Ordnung p#~?!, die erzeugt
wird durch einen beliebigen Rest =1 (mod p) aber ==1 (mod p2),
also etwa durch 14 p. Die Faktorgruppe dieser Gruppe ist zyklisch
und von der Ordnung p—1, denn sie ist isomorph mit der Gruppe
der Reste (mod p). Weil p—1 zu p prim ist, so ist die ganze Gruppe
zyklisch und von der Ordnung $7—1(p —1).

Nun sei 2% (n > 8) als Modul betrachtet. Hier bilden die 2#-2
Reste =1 (mod 4) eine zyklische Untergruppe, was genau so wie oben
bewiesen wird. Dazu kommt noch die durch —1 und -1 gebildete
Untergruppe von der Ordnung 2, daher ist hier der Typus der Gruppe
(272, 2).

Satz 56: Die zu p primen Reste (mod p") bilden mach der Mulbi-
plikation fiir p > 2 eine zyklische Gruppe von der Ordnung p**(p — 1),
fiir p =2 (n > 8) eine Abelsche vom Typus (272, 2). Ist

zl{modpﬂir p>2
- n 4 2 p=2,
apr+s

. -1 . .
aber a &1, so ist =1-4-a? a7 eine genau durch die

"
a? —1

s-te und durch keine hohere Potenz vom p teilbare ganze Zahl.
Es ist nur eine andere Fassung dieses Satzes, wenn wir folgende
Aussage machen:

Satz 87: Die Automorphismen eciner zyklischen Gruppe von der
Ordnung p" bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung p*1(p —1)
fitr ungerade p und im Falle p = 2 (n = 3) eine Abelsche Gruppe vom
Typus (272, 2).

Beweis: Ist P das erzeugende Element der Gruppe, so erhilt
man jeden Automorphismus, indem man P durch Pr ersetzt, wobei
r alle eu p primen Reste (mod p*) durchlduft. Sind P— P" und
P—» P# zwei Automorphismen, so ist der zusammengesetzte P-— P,
ihre Gruppe ist also die Gruppe des Satzes 56.
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Historische Notiz: Galois hat die von ihm entdeckten Imagindren in
der Arbeit: Sur la théorie des nombres (Oeuvres S. 15) behandelt, welche 1830
im Journal de Férussac t. 13, S. 428 erschienen ist. Uber ihre Bedeutung fiir
die Zahlentheorie vgl. § 78. Eine ausfiihrliche Theorie findet sich in der
schénen Monographie von L. E. Dickson, Linear groups with an exposition of
the Galois field theory, Leipzig 1901.

§ 19. Existenz der Galoisfelder.
Der Inhalt dieses Paragraphen ist der Beweis von

Satz 88: Zu jeder vorgegebemen Primzahlpotenz gibt es gemau ein
Galoisfeld, das diese Ordnung hat.

Wir beweisen diesen Satz, indem wir ein Mittel zur Herstellung
von Galoisfeldern angeben. Es sei

f(x)=a"4 a2t 4 - 4a,

eine ganze rationale Funktion 7-ten Grades mit ganzen rationalen
Koeffizienten, welche nach dem Modul p genommen seien, ferner sei
sie (mod p) irreduzibel, d. h. sie sei nicht das Produkt zweier ganzer
rationaler Funktionen niedrigeren Grades mit Koeffizienten aus dem
Restsystem (mod p). Nun betrachten wir die Gesamtheit der ganzen
rationalen Funktionen von niedrigerem als 7-tem Grad:

S(x)="by+ b x4+ b_yxm1.

Da jeder Koeffizient (mod p) genau p Werte annehmen kann, so ent
hilt das System S(x) genau pr verschiedene Funktionen. Wir defi-
nieren nun die Addition zweier Funktionen aus S in gewdhnlicher
Weise, dagegen ersetzen wir das Produkt zweier Funktionen immer
durch den Rest, der bei der Division mit f(x) iibrigbleibt. Ich be-
haupte nun, daB die p* Funktionen des Systems nach diesen beiden
Operationen ein Galoisfeld bilden. Zum Nachweis geniigt es, zu zeigen,
daB die p*— 1 von O verschiedenen Funktionen nach der Multipli-
kation eine Gruppe bilden. Dies folgt aber aus der Geltung des
Axiomensystems I, II, III*, von denen nur das letzte zu verifizieren ist.
Sind nimlich drei Funktionen aus S gegeben, fiir welche gilt:

a(x)b(x) = a(x)c(x),

b(x) = c(x),
denn die erste Kongruenz besagt, daB a (¥)(b(x) — c(x)) durch f(x)
teilbar ist. Nun ist a(x) prim zu f(x), weil es von niedrigerem als
7-tem Grade ist, also muB3 der zweite Faktor durch f(x) teilbar sein,
w.z. b.w.

Um nun die Existenz eines Galoisfeldes von der Ordnung $* zu
beweisen, muf nur noch die Existenz einer (mod p) irreduziblen ganzen
rationalen Funktion 7-ten Grades nachgewiesen werden. Zu dem Zweck
ziehen wir Folgerungen aus der Existenz einer solchen Funktion.

so folgt daraus
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Satz 89: Jede (mod p) srreduzible Funktion f(%) vom r-ten Grade ist
(mod p) Teiler von x?"~1 — 1.

Beweis: Die Reste (mod f(x)) erzeugen ein Galoisfeld. Hierin ist
x selber ein von O verschiedenes Element. Daher wird

#7"-1 = 1(mod f(x)),

dies ist aber gerade die Aussage des Satzes.

Wir miissen jetzt zeigen, daB x#"~1— 1 einen irreduziblen Teiler
7-ten Grades hat. Zu dem Zweck bezeichnen wir mit g(x) einen be-
liebigen irreduziblen Teiler dieser Funktion. Sein Grad sei m. Dann

ist g(x) auch Teiler von x#™-1 — 1. Wir bestimmen jetzt den gréBten
gemeinsamen Teiler von

#'-1—1 und «P"-1 1,
Er enthilt jedenfalls g(x) als Faktor. Es gilt nun der

Satz 60: Der grofite gemeinsame Teiler von x7'~' —1 und x?™"-1—1
ist 71 — 1, wobei d der grofite gemeinsame Teiler von m und v ist.
Beweis: Es sei etwa m > ». Zur Abkiirzung setzen wir
m—¢ und $p"=3s, ferner PP T —=y.
Es gilt nun allgemein

xt = (x8)%.
Daraus folgt, daB die Differenz
%t — x¥,

welche auch so geschrieben werden kann:

(xs)u — x,
durch x# — % teilbar ist. Daher wird auch #*~1 — x%~1 durch #*~!—1
teilbar.

Dividiert man daher, um den Euklidischen Algorithmus anzuwenden,
#P™=1 — 1 durch #¢"-1—1, so gelangt man zu x?'~1 1 als Rest, wo-
bei f der Rest ist, der bei der Division von m durch 7 iibrigbleibt. In-
dem man mit dem Euklidischen Verfahren in bekannter Weise fort-
fahrt, gelangt man zum Beweis des Satzes.

Satz 61: x?"=1 — 1 is¢t durch keine trreduzible Funktion von hoherem
als r-tem Grade teilbar.

Beweis: Es sei h(x) (modp) irreduzibel und von m-tem Grade
(m >7), ferner sei h(x) Teiler von #*'~! —1. Die Reste (mod A (x))
bestimmen ein Galoisfeld von der Ordnung $m. Die Variable x ge-
niigt nach Voraussetzung darin der Gleichung #*" =x. Nun sei a(x)
irgendein Rest des Galoisfeldes. Dann wird nach § 18 a(x)? = a(x?),
also a(x)?" = a(x*)=a(x). Es wire also p* —1 die hochste vor-
kommende Ordnung eines Elementes im Galoisfeld von der Ordnung $™,
was einen Widerspruch ergibt.
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Nun kénnen wir folgendermaBen zeigen, daB es (mod p) irreduzible
Funktionen 7-ten Grades gibt: Wir zeigen, daB die Summe der Grade
aller derjenigen irreduziblen Teiler von x#" — %, welche von niedrige-
rem als 7-tem Grad sind, kleiner als p7 ist. Dann muf} diese Funktion
offenbar noch Teiler vom Grade 7 haben, denn solche mit héherem
Grad sind nicht vorhanden. Ist nun d irgendein Grad eines irreduziblen
Faktors, so muB dieser Faktor auch in 2% — x aufgehen; die irredu-
ziblen Faktoren vom Grade 4 haben daher zusammen hochstens den
Grad p¢. Hier ist d ein Teiler von 7, ‘nach Satz 60. Die Summe aller
Grade der Faktoren von niedrigerem als 7-tem Grade ist daher
hochstens gleich

2'p% (d durchlauft alle echten Teiler von 7).

Aber diese Summe ist kleiner als 7, denn laBt man d sogar alle
Zahlen von O bis » — 1 durchlaufen, so erreicht die Summe nicht ein-
mal p7.

Hiermit ist bewiesen, daB es fiir jede Primzahlpotenz ein Galois-
feld gibt. Nun muB noch gezeigt werden, daBl es nur ein einziges
gibt, d. h. daB es zwischen zwei Galoisfeldern von derselben Ordnung
immer eine eindeutige Zuordnung der Elemente gibt, welche einen
holoedrischen Isomorphismus liefert, fiir beide Gruppengesetze.

Die Gleichung

x?"~1=1(mod p)
besitzt im Galoisfeld von der Ordnung $" genau pr — 1 verschiedene
Waurzeln, ndmlich simtliche von O verschiedenen Elemente. Daher gilt

Al — 1= (v — ) (¥ — ) - ( — apr_q),
wo die o die Elemente des Galoisfeldes darstellen. Ist nun f(x) ein
(mod p) irreduzibler Faktor 7-ten Grades dieser Funktion, so wird er
das Produkt von » Linarfaktoren, etwa

fH)=(x—a)(x—«,).

Bildet man nun die Gesamtheit der Ausdriicke
@+ a0 a4 ba_ et

wo die Koeffizienten unabhingig von einander die Zahlen 0,...,p—1
durchlaufen, so erhilt man " Elemente des Galoisfeldes; und zwar
sind sie samtlich verschieden, denn wiren zwei einander gleich, so
ergdbe das eine Gleichung fiir ¢, von niedrigerem als dem 7-ten
Grade, deren Koeffizienten Reste ganzer rationaler Zahlen (mod p)
wiren. Dies ist nicht moglich, denn f(x)= 0 ist als irreduzible
Gleichung die Gleichung niedrigsten Grades, der «, geniigt.

Man findet nun das Produkt zweier Elemente des Galoisfeldes,
indem man sie durch «, darstellt, das Produkt der so entstehenden
Ausdriicke bildet und unter Benutzung der Gleichung f(e,) =0 auf
niedrigeren als 7-ten Grad reduziert. Diese letztere Reduktion ist aber
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identisch mit der Operation, welche darin besteht, dal man das Pro-
dukt durch seinen Rest (modf(e,)) ersetzt. Also ist das Galoisfeld
identisch mit dem Galoisfeld, das durch den Modul f(x) definiert ist.
Dies gilt aber fiir jede (modp) irreduzible Funktion 7-ien Grades,
daher ergeben alle diese dasselbe Galoisfeld bei geeigneter Zuord-
nung der Elemente. Da schlieBlich jedes Galoisfeld nach dem eben
Bewiesenen mit einem Galoisfeld identisch ist, das durch die Reste
einer irreduziblen Funktion erzeugt wird, so gibt es, abstrakt ge-
nommen, fiir jede Primzahlpotenz ein und nur ein Galoisfeld, womit
Satz 58 vollstandig bewiesen ist.

Maclagan Wedderburn hat bewiesen, daB man im Postulat 2 der
Galoisfelder (§ 18) die Forderung der Kommutativitdt der Multiplikation
weglassen kann. Sie folgt aus den {ibrigen Postulaten. Vgl. L. E. Dickson,
Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich 1927, S. 253.

4. Kapitel.
Konjugierte Untergruppen.

§ 20. Normalisatoren.

Definition: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit
einem Komplex € vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, denn
istST'ES=Cund T"*€T =G, soistauch (ST) 1€ (ST)=GE. Sie
heilt der Normalisator des Komplexes. Falls der Komplex eine
Untergruppe ist, oder falls er aus einem einzigen Element besteht,
so ist er in seinem Normalisator enthalten.

Satz 62: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit einem
Element vertauschbar sind, bildet eine Uniergruppe, deren Index gleich
15t der Anzahl der Elemente in der Klasse dieses Elementes.

Beweis: Sei % der Normalisator von 4, und B ein mit 4 kon-
jugiertes Element, so bilden diejenigen Elemente S, fiir welche
S™* A S = B ist, eine Nebengruppe von 9%, denn sind S und T zwei
solche, so wird ST-! mit A vertauschbar. Daher gibt es so viele
Nebengruppen von %, als es mit 4 konjugierte Elemente gibt.

Korollar 1: Die Anzahl der Elemente in einer Klasse ist ein Teiler
der Ordnung der Gruppe. Denn sie ist Index einer Untergruppe.

Sind 4 und ST'A S zwei konjugierte Elemente, und ist % der
Normalisator von A4, so ist ST* RS derjenige von S™*A4S. Daher
bilden die Normalisatoren der Elemente einer Klasse ein System kon-
jugierter Untergruppen. Die Normalisatoren zweier konjugierter Ele-
mente koénnen miteinander iibereinstimmen, aber nur dann, wenn die
beiden Elemente vertauschbar sind. Diese Bedingung ist jedoch nicht
hinreichend.
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Korollar 2: Der Index des Normalisators einer Untergruppe 9 ist
gleich der Anzahl der mit © konjugierien Unitergruppen.

Der Beweis verlduft wie der vorhergehende.

Satz 63: Ein System kowjugierier Untergruppen enthilt niemals alle
Elemente der Gruppe.

Beweis: Ist 4 die Ordnung, r der Index von §, so enthdlt das
System der mit § konjugierten Untergruppen nach Korollar 2 und der
Bemerkung vor Satz 62 hochstens k-7 = g Elemente, darunter tritt E
aber rmal auf.

§ 21. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Untergruppen.

Sind § und §& zwei Untergruppen, so enthilt der Komplex § &
eine Anzahl rechtsseitiger Nebengruppen von $ und eine Anzahl
linksseitiger Nebengruppen von ®. Sei ® der Durchschnitt von $
und &, % der Index von ® unter $ und % derjenige von P unter R.
Sind K, und K, zwei Elemente von ®, so sind die beiden Neben-
gruppen K, und § K, von § dann und nur dann identisch, wenn
K, K;' in $ und also in ® liegt. Hieraus folgt sofort, daBB H & ge-
nau k rechtsseitige Nebengruppen von $ enthilt, denn jede der % rechts-
seitigen Nebengruppen von ® in & ergibt eine Nebengruppe von $
in § ®. Genau so beweist man, daB » linksseitige Nebengruppen von
® in $ & vorkommen.

Nun sei A irgend ein Element von ¢, und man bilde den Kom-
plex § A ®. Ist A nichtin § & enthalten, so enthilt $ 4 & kein Ele-
ment gemeinsam mit  ®. Denn sei etwa H, 4 K, — H, K,, so wire
A:Hl_ng K, K{', also wire A4 ein Element in § &, gegen die
Voraussetzung. Genau so beweist man, dafl zwei Komplexe $ A &
und $ B R entweder identisch sind oder kein Element gemeinsam
haben. Daraus folgt, daB die ganze Gruppe & in eine Anzahl von
Komplexen $ &, DA R, $BR, ... zerfillt, von denen keine zwei ein
Element gemeinsam haben. Diese Uberlegungen sind im wesentlichen
Wiederholungen der entsprechenden fiir eine Untergruppe und ihre
Nebengruppen: fiir § = E erhilt man die rechtsseitigen Nebengruppen
von § und fir § = E die linksseitigen von ®. Es soll nun unter-
sucht werden, aus wie vielen rechtsseitigen Nebengruppen von § der
Komplex § 4 ® besteht, Ist S = H A K irgend eines seiner Elemente,
so liegt die ganze Nebengruppe S in AR, denn es gilt die
Gleichung 9 HAK=9A K. Damit 94 K, =9 4 K, ist, muB
AK; Kg_lA—l in § liegen, oder, was damit gleichbedeutend ist, es
mub K; K;' in A_1©A enthalten sein und also auch im Durch-
schnitt ® von ® und A-1§ A. Umgekehrt wenn K in diesem Durch-
schnitt liegt, so kann man setzen K= A"1*H 4, und es wird $ 4 K
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—9AATTHA=9A. Ist =D+ DK, +DK; +---+ DKj, so
ergeben zwei Elemente aus derselben Nebengruppe dieselbe Neben-
gruppe von § und zwei aus verschiedenen Nebengruppen auch zwei
verschiedene Nebengruppen von §. Es sind also ebenso viele Neben-
gruppen von § in § A ® enthalten, als der Index des Durchschnittes
von ® mit A7*H A unter & betrdgt. In analoger Weise folgt, daB
die Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von & in § 4 & gleich ist
dem Index des Durchschnittes von § mit 4 & A™* unter §. Diese
Zahl ist aber auch gleich dem Index des vorhin betrachteten Durch-
schnittes von 47?9 4 und ® unter A7 §H 4.

Satz 64: Sind © und § zweir Uniergruppen von &, so zerfillt ®
in eindeutiger Weise in Komplexe von folgender Art:

=98 +954R+9BRH---.
Man nenni dies die Zerlegung von & nach dem Doppelmodul (9, 5?)
Jedes Element von ® ist in einem und nur in einem Komplex ent-
halten und jeder Komplex von der Gestalt HS & ist mit einem unter
thnen identisch.

Die Anzahl dev rechisseitigen Nebemgruppen von D in HA K ist
gleich dem Index des Duychschwittes von A™*H A mit & unier &, die
Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von & in HA R ist gleich dem
Index desselben Durchschwities unter A=*H A.

Hiermit ist auch die Aufgabe gelost, diejenigen Komplexe zu be-
stimmen, die gleichzeitig aus rechtsseitigen Nebengruppen von $ und
linksseitigen Nebengruppen von § bestehen. Ist ndmlich 4 ein Ele-
ment eines solchen Komplexes, so muB auch der Komplex $ 4 ®
darunter vorkommen. Wenn der Komplex damit noch nicht erschépft
ist, so muB er einen weiteren der in Satz 64 genannten Komplexe
enthalten, und eine Weiterfithrung dieses Verfahrens zeigt, daB der
Komplex eine Summe von Komplexen von der Gestalt § 4 § ist.

Der Satz 64 ist besonders wichtig wegen der Moglichkeit, gewisse
einfache zahlentheoretische Sitze anzuwenden.

Zundchst sei § = ®. Der erste Komplex wird dann $ H = 9.
Ein zweiter mége m, rechtsseitige Nebengruppen enthalten, ein ¢-ter m,.
Bezeichnet man den Index von § unter & mit m, so wird

m=m, - m, - --m,
wobei m, =1 ist. Hieraus fblgt insbesondere m; < m. Nach dem
Satz 64 ist m,; der Index des Durchschnittes von § mit einer kon-
jugierten Gruppe unter § und es ergibt sich der

Satz 68'): Sind  und S™19H S zwer konjugierte Untergruppen von
®, so ist der Index ihves Durchschnittes unter © Rleiner als der Index
von § unler &.

1) G. 4. Miller in Annals of Mathematics vol. 14 (1912, 1918), p. 95.
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Allgemein gilt der Satz, daB der Index des Durchschuittes zweier
beliebiger Untergruppen O und 8 unter ® hochstens gleich dem Index
von © unter & ist. Der Beweis wird genau wie fiir den Satz 65 ge-
fiihrt.

Satz 66: Gilt fiir eine Untergruppe D von & die Zerlegung

G=99+ 94,0+ +94,9,

so besteht der Noymalisator von § aus der Gesamtheit derjenigen Kom-
plexe 9 A, 9 (4, = E), welche nur eine rechisseitige Nebengruppe von
9 enthalten. Der Index von § unier dem Normalisator von  ist da-
her gleich der Anzahl dieser Komplexe.

. Beweis: Ist A ein Element aus @, fiir das $ 4 9 nur aus einer
rechtsseitigen Nebengruppe besteht, so ist § 4§ = H A; andererseits
enthilt § 4 § die linksseitige Nebengruppe 4 §, und da diese aus eben
so vielen Elementen wie § 4 besteht,ist §4=A4H oder 471 H 4 = 9;
A gehért also dem Normalisator von § an. Wenn umgekehrt 4 ein
Element des Normalisators ist, so wird $9AH =994 =94; d. h
der Komplex § A § enthilt nur eine rechtsseitige Nebengruppe von $.

Historische Notiz: Doppelmoduln wurden zuerst von Cauchy betrachtet,
Die Abhandlungen 300—3827 seiner Werke (1. Serie Bd. 9 und 10) enthalten an
manchen Stellen derartige Untersuchungen, z. B. Bd. 10, S. 66. Die heutige
Gestalt der Theorie stammt von G. Frobemius (Uber endliche Gruppen, Berl.

Berichte 1895, S.163).

5. Kapitel,

Sylowgruppen und p-Gruppen.

§ 22. Sylowgruppen.

Ist p ein Primteiler der Ordnung g einer Gruppe @, so enthilt &
ein Element von der Ordnung p. Dieser Spezialfall des Satzes 40
ist zum erstenmal (1845) von Cauchy') bewiesen worden. Ein iiberaus
einfacher Beweis ist der folgende:

Der Satz gilt fiir Gruppen von der Ordnung p. Man setze voraus,
daB er fiir alle Gruppen gilt, deren Ordnung das Produkt von hoch-
stens # — 1 Primzahlen ist, und beweist dann folgendermaBen seine
Giiltigkeit fiir Gruppen, deren Ordnung das Produkt von # Prim-
zahlen ist.

Wenn & eine Untergruppe besitzt, deren Index zu p prim ist, so
ist die Ordnung derselben durch p teilbar und sie enthilt daher nach
Voraussetzung Elemente von der Ordnung p. Es braucht also blof
der Fall betrachtet zu werden, wo der Index jeder eigentlichen Unter-

1) OQeuvres. 1. Serie Bd. 9, S. 358.
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gruppe durch p teilbar ist. Nun ist speziell die Anzahl der Elemente
in einer Klasse nach Satz 62 ein solcher Index. Angenommen, diese

Anzahlen h,, h,, ..., h, seien stets entweder gleich 1 oder durch p teil-
bare Zahlen, etwa
h1:h2 = :hl::l: hl+1:{)hl,+1: hl+2:1)hl’+27 ey thPhkl>

so folgt aus der Gleichung

g=h1+h2+---—|—hk
=1+ p W1+ a1
und der Teilbarkeit von g durch p, daB die Anzahl ! der Klassen,
die nur ein Element enthalten, durch p teilbar ist. Diese letzteren
bilden aber das Zentrum der Gruppe &; seine Ordnung ist also durch

p teilbar und daher enthilt es als Abelsche Gruppe ein Element von
der Ordnung p.

Satz 67'): Ist p* die hichste in der Ordnung einer Gruppe & auf-
gehende Potenz der Primzahl P, so besitzt & Untergruppen von jeder
Ordnung p* mit 0 <s <r. Die Untergruppen der Ordnung p* heiflen
die aur Primzahl p gehorigen Sylowgruppen von ©.

Beweis: Die Tatsache, daBl es eine Untergruppe von der Ord-
nung p* gibt, 146t sich mit den Hilfsmitteln des vorigen Beweises
erhirten. Man wende dieselbe vollstindige Induktion an und nehme
den Satz als bewiesen an fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Im
Falle, daB3 eine eigentliche Untergruppe existiert, deren Index zu p
prim ist, besitzt diese und also auch ® eine Untergruppe von der
Ordnung $¢ nach Voraussetzung. Im anderen Falle sei P eine Unter-
gruppe von der Ordnung p, die im Zentrum enthalten ist. Ihre
Existenz ist soeben nachgewiesen worden. ¢ ist ein Normalteiler von
® und @/P ist eine Gruppe, deren Ordnung kleiner ist als diejenige
von ®. Sie besitzt daher eine Sylowgruppe von der Ordnung ps-1,
und zu ihr gehort nach Satz 18 eine Untergruppe von & mit der Ord-
nung %,

Satz 68: Jede Uniergruppe von &, deren Ordnung eine Potenz
von P ist, ist in eimer der Sylowgruppen von ® enthalien.

Beweis: Sei P irgendeine Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz
von p ist. Offenbar geniigt es, den folgenden Hilfssatz zu beweisen:
Wenn die Ordnung von B kleiner ist als p”, so gibt es eine Unter-
gruppe von @, deren Ordnung eine Potenz von p ist und die P als
eigentliche Untergruppe enthdlt. Denn wenn diese Behauptung er-
wiesen ist, so kann man, falls die Ordnung von 8 kleiner als $7 ist,

1) Sylow, L.: Théorémes sur les groupes de substitutions, Math. Ann. } (1878),
S. 584.

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 5
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schrittweise zu Gruppen von gréBerer Ordnung aufsteigen, und das
Verfahren nimmt erst ein Ende, wenn man zu einer Untergruppe ge-
langt ist, deren Ordnung die héchste in der Ordnung von @& auf
gehende Potenz p7 von p ist.

Um die Richtigkeit des Hilfssatzes darzutun, zieht man die Resul-
tate des vorigen Paragraphen heran. Es sei

=P+ PA,P+ BAP+ - +P4,P
die Zerlegung von @& nach (%, P). Die Anzahl der rechtsseitigen
Nebengruppen von P in BA,P sei m, und der Index von P unter @

sel m. Dann wird
m=m +my+ -+ m,.

Die Zahlen m, sind als Teiler der Ordnung von §§ Potenzen von p,
also entweder gleich 1 oder durch $ teilbar. Da nun nach Voraus-
setzung m durch p teilbar ist, mub wegen m, — 1 eine durch $ teil-
bare Anzahl der GroBen m, gleich 1 sein. Aus Satz 66 folgt jetzt,
daB der Index von P unter dem Normalisator # von § durch p teil-
bar ist. Daher besitzt %/ eine Untergruppe von der Ordnung p,
und nach Satz 18 ist P als eigenilicher Normalteiler in einer Unter-
gruppe von ® enthalten, deren Ordnung eine Potenz von ¢ ist, w.z. b. w,

Satz 69: Je zwei zu der selben Primzahl gehdrige Sylowgruppen
von ® sind komjugiert.

Beweis: Es seien $ und £ zwei Sylowgruppen von derselben

Ordnung, und man zerlege & nach (S,B, Q):
= PO+ P40+ P40+ -+ $4,0.

Wiederum ist die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von § in
jedem der Komplexe 1 oder eine Potenz von p. Die Gesamtzahl der
Nebengruppen ist aber gleich dem Index von § unter & und daher
zu p prim. Daher mull mindestens einer der Komplexe, etwa 48,
aus bloB einer Nebengruppe von P bestehen. Daraus folgt aber, daB
der Index des Durchschnittes von 47184 und £ unter £ gleich 1
ist und so wird £ = A7*R A, womit der Satz bewiesen ist.

Satz 70: Ist § eine Untergruppe von & und sind B, und B, 2wei
Sylowgruppen von §, so sind sie nicht beide in der selben Sylowgruppe
von ® enthalten. '

Beweis: Wiren §, und %, in der selben Sylowgruppe von @& ent-
halten, so wire die durch B, und P, erzeugte Gruppe eine Unter-
gruppe dieser Sylowgruppe und sie besiBe daher ebenfalls eine Potenz
von p als Ordnung. Da sie auBerdem in § enthalten wire, so miiBte
sie dieselbe Ordnung wie @, besitzen, was nur méglich ist, wenn

B, =B, ware.
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§ 23. Normalisatoren der Sylowgruppen®).

Satz 71: Der Normalisator einer Sylowgruppe enthdilt keine zu dieser
konjugierie und von ihr verschiedene Sylowgruppe von ®, auferdem ist
er sein eigener Normalisator.

Beweis: Sei P eine Sylowgruppe von ¢ und R ihr Normalisator.
Enthilt % die mit $ konjugierte Untergruppe 4 *P4 = P/, so sind
P und P’ zur selben Primzahl gehérige Sylowgruppen von R und
daher innerhalb 9 konjugiert. Da nun §§ Normalteiler von % ist, muB
P =P sein, d. h. 4 muB 9 angehoren, damit ist die erste Behauptung
bewiesen. Nun sei 4 irgend ein Element des Normalisators von 90;
dann gehdren, weil P Untergruppe von 9 ist, simtliche Elemente von
A *BA =P der Gruppe % an, und der vorige Schlub zeigt, daB A
in % liegt. Das ist die zweite Behauptung des Satzes.

Der Satz liBit sich in folgender Weise verallgemeinern:

Satz 72: Ist die Ordnung einer Uniergruppe  von ® prim zu
threm Index, so ist der Novmalisator von 9 in & sein eigener
Normalisator.

Beweis: Ist ¢ der Normalisator von §, so brauchen wir nur zu
zeigen, daB jedes Element von @, das mit 9% vertauschbar ist, auch
mit § vertauschbar ist. Es seialso 47 1NA4 =N, und 47 194= 9’
sei von § verschieden. Nun sind § und §’ Normalteiler von 9 von der-
selben Ordnung und demselben zur Ordnung primen Index. Die durch
9 und ' erzeugte Gruppe H$’ enhilt § als eigentliche Untergruppe
und ihre Ordnung enthilt nach Satz 26 nur solche Primzahlen, welche
in der Ordnung von  resp. ' aufgehen. Die Ordnung von H§’ ist daher
kein Teiler der Ordnung von @ und der Widerspruch ist nachgewiesen.

Satz 78: Der Normalisator N einer zur Primzahl p gehorigen Sylow-
gruppe P enthilt aufer den Elementen von B kein Element, dessen
Ordnung eine Potenz von p ist.

Beweis: Wenn die Ordnung eines Elements 4 aus 9% eine Potenz
von p ist, so gehort nach Satz 68 jedes Element der zyklischen
Gruppe {4} einer zu p gehdrigen Sylowgruppe von R an. Nach
Satz 71 ist aber § die einzige solche.

Satz 74: Die Anzahl der verschiedenen Sylowgruppen von der Ord-
nung pT ist=1 (mod. p); sie ist gleich dem Index des Normalisators
etner beliebigen unier thnen.

Beweis: Die zweite Behauptung ergibt sich aus Satz 69 und 62,
Korollar 2. Um weiter den Index # des Normalisators 9t einer Sylow-
gruppe P zu bestimmen, zerlege man @& nach (%, P):

G=RNP+NA,P+ - +N4,P,

1) Die Siitze dieses Paragraphen stammen von Sylow, Frobenius und Burnside.

5
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dann wird
n=1-4n,-+ - +n,

unter n, die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von % im Kom-
plexe %A ;P verstanden. Diese ist nach Satz 64 gleich dem Index
des Durchschnittes ®, von 4,7'N A, mit P unter P. D; enthdlt als
Untergruppe von § nur Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p
ist, und nach Satz 78 (angewandt auf 4,7* ¢ 4; an Stelle von %) folgt,
daB diese simtlich dem Durchschnitt von 4,7 4; mit §§ angehoren
miissen. Da A4, nicht in % liegt, ist A, 7' PA, von P verschieden,
und der Index von P, unter § mub daher gréBer als 1, also eine
Potenz von p mit positivem Exponenten sein. Folglich sind sémtliche
Zahlen #n,,...,n, durch p teilbar und n=1 (mod p) w.z b w.

Satz 76: Wenn P und Q zwei Elemente des Zemtrums einer Sylow-
gruppe sind, die in & der gleichen Klasse angehiren, so sind sie bereits
im Normalisator der Sylowgruppe konjugiert. Zwei Normalteiler einer
Sylowgruppe sind entweder tm Normalisator komjugiert oder sie sind
in der ganzen Gruppe nicht konjugiert.

Beweis: Sei ¢ die Sylowgruppe und sei

STtPS=¢Q SRS =P +PB.
Man betrachte die Untergruppe & bestehend aus den mit Q vertausch-
baren Elementen, Sie enthdlt § und §, denn @ ist im Zentrum
von %P, ebenso auch P, daher ist S™!PS=(Q im Zentrum von
ST1ES=P. P und P’ sind Sylowgruppen von ® und daher in &
konjugiert. Sei T in § und T~ ' T= P, dann ist nach Definition
von § T7*QT=(Q. Also:
T-1S 'PST=¢Q T-1S *{ST=P.

ST gehort also zum Normalisator von §§ und transformiert P in (.
Die zweite Aussage des Satzes beweist man woértlich wie die erste,
indem man nur statt P und Q die beiden Normalteiler einsetzt.

Satz 76: Ist eine Sylowgruppe von & im Zentrum thres Normali-
sators enthalten, so gehoren alle ihre Elemente zu verschiedenen Klassen
von ©.

Beweis: Zwei verschiedene Elemente der Sylowgruppe sind im
Normalisator nicht konjugiert, daher nach dem vorigen Satz auch nicht
in @.

Ist @, eine Untergruppe der Sylowgruppe §, die in keiner anderen
Sylowgruppe enthalten ist, so ist jedes Element, das mit §, vertausch-
bar ist, auch mit § vertauschbar. Der Normalisator von %, ist im
Normalisator von P enthalten. Denn wenn S™1R,S = B,, so ist P,
auch in S~ S enthalten und nach Voraussetzung folgt, da3 alsdann
ST1PS =P ist. Eine Anderung tritt sofort ein, wenn die Unter-
gruppe P, noch in anderen Sylowgruppen vorkommt.
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Satz 77: Besitzt der Durchschwitt B, zweier verschiedener Sylow-
gruppen die Eigenschaft, daff keine Untergruppe von ©, die P, ent-
hilt (aufer P, selbst), in mehr als einer Sylowgruppe enthalien ist, so
sind die Normalisatoren von R, in denjenigen Sylowgruppen, die B,
enthalten, holoedrisch isomorph. Der Normalisator von B, in ® enthdilt Ele-
mente, die nicht in den Normalisatoren dieser Sylowgruppen vorkommen.

Beweis: Die Normalisatoren %,, R,,..., %, von , in den Sylow-
gruppen, die B, enthalten, besitzen §, als echte Untergruppe (Satz 71).
Sie sind die Sylowgruppen des Normalisators % von §, in @, denn
sie sind in % enthalten; und umgekehrt kann eine Sylowgruppe von
nur in eimer der Sylowgruppen von @ enthalten sein, weil sie 9, als
eigentliche Untergruppe enthilt. Hiernach ist also jeder Sylowgruppe
von ®, die P, enthdlt, eine und nur eine Sylowgruppe des Normali-
sators von 9, zugeordnet. Irgendein Element von %, das nicht mit
einer Sylowgruppe von 9 vertauschbar ist, ist auch nicht mit einer
der Sylowgruppen von & vertauschbar, womit die letzte Behauptung
des Satzes erwiesen ist.

§ 24. Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist.

Eine Gruppe, deren Ordnung die Potenz $* einer Primzahl ist, sei
kurz als p-Gruppe bezeichnet.

Satz 8: Jede p-Gruppe besiizt ein von E verschiedenes Zentrum.

Beweis: Bezeichnet man mit A, %, ..., h, die Anzahlen der
Elemente in den r Klassen, so wird h, 4+ hy—--- 4 b, = p*. Die
Zahlen h sind entweder — 1 oder Potenzen von p und, da h, =1 ist,
mull es aubBer E noch weitere Elemente geben, die fiir sich allein
eine Klasse bilden. Diese bilden das Zentrum.

Satz 79: Jede p-Gruppe ist auflisbar.

Beweis: Wir brauchen den Satz nur fiir nicht- abelsche p-Gruppen @
zu beweisen. Sei 3, das Zentrum der Gruppe @, dann ist auch ®/3,
eine p-Gruppe und besitzt ein von ihrem Einheitselement verschie-
denes Zentrum. Diesem entspricht ein Normalteiler 3, von @&, der
8, als eigentlichen Normalteiler enthalt. Dabei wird 3,/3, nach Satz 16
Abelsch. Indem man so fortfahrt, erhilt man eine Reihe von Normal-
teilern €, 8,, 8,,..., die notwendig mit & endet, und bei der stets
8,/8,_, eine Abelsche Gruppe ist.

Satz 80: Jede esgentliche Untergruppe einer p-Gruppe ist von shrem
Normalisator verschieden und kommt in einer Kompositionsreihe vor.

Beweis: Man zerlege & nach (§, ), wobei § die gegebene
Untergruppe bezeichnet. Ein Komplex $A$ enthdlt entweder nur
eine oder p* Nebengruppen (#==1,2,...). Nun ist

®— 99 94D - 9B+ -
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und $H = $. Daher muB es auBer § noch weitere Komplexe geben,
die bloB eine Nebengruppe enthalten, und diese bilden zusammen
mit § den Normalisator (Satz 66). Um eine Kompositionsreihe zu
erhalten, die § enthidlt, suche man eine Untergruppe von &, die §
als Normalteiler vom Index $ enthdlt. Eine solche muB nach dem
eben Bewiesenen existieren. Von dieser steige man in derselben
Weise zu einer Gruppe mit hoéherer Ordnung auf, bis man zu & ge-
langt. Die so erhaltenen Untergruppen bilden zusammen mit einer
Kompositionsreihe von § eine Kompositionsreihe von @, die $ enthilt.

Satz 81: Die Primfaktorgruppen der Hauptrethen sind Gruppen von
der Ordnung ». )

Beweis: Man kann die Reihe E, 8,, 3,,..., & zu einer Haupt-
reihe ergénzen, indem man zwischen 3,_; und 3, Normalteiler von @
einschaltet, Nun ist Bi/ Bi-1 das Zentrum von @/8i_1. Jede Unter-
gruppe von B,/8, , ist Normalteiler von /8, , und daher ist jede
Untergruppe von @, die 3,_, enthilt und die in §, enthalten ist,
Normalteiler von &. Infolgedessen ist eine Kompositionsreihe, die
man durch Erginzung der Reihe E, 3,, 3,, ..., ® erhilt, eine Haupt-
reihe, womit der Satz bewiesen ist.

Hieraus folgt, daB es fiir jede Ordnung $3 (s <C f) mindestens einen
Normalteiler gibt,

Satz 82: Die Anzahl der Normalieiler von gegebemer Ordnung in
einer p-Gruppe ist ==1(mod p).

Beweis: Ein Normalteiler von der Ordnung p gehért dem Zen-
trum an. Denn ist 4 ein erzeugendes Element dieses Normalteilers
und S ein beliebiges anderes, so wird S™'4S = A% Daraus folgt
weiter S~24S% = A" und S-94S?— A+’ Nun ist, wenn x zu p
prim ist, #7~1==1(mod ) und daher wird S?~! mit 4 vertauschbar.
Da p — 1 prim ist zur Ordnung von S, so wird auch S mit A ver-
tauschbar, Die siamtlichen Normalteiler von der Ordnung $ erzeugen
eine Abelsche Gruppe vom Typus (p, p,..., ), die zum Zentrum
gehort, und jede ihrer Untergruppen von der Ordnung $ ist ein solcher
Normalteiler. Die Anzahl dieser Untergruppen ist =1 (mod ) nach
Satz 51. Wenn das Zentrum a -}- 1 Basiselemente besitzt, so besitzt
es p%4-po-1 4 ... 4 1 Untergruppen von der Ordnung p, die mit
den Normalteilern von derselben Ordnung identisch sind. Man nehme
nun den Satz als bewiesen an fiir die Gruppen von der Ordnung
p¢~1. Dann folgt der Satz fiir Gruppen von der Ordnung ¢ leicht
aus dem soeben bewiesenen. Jeder Normalteiler von der Ordnung
$8 ist in einer Hauptreihe enthalten und enthilt daher insbesondere
einen Normalteiler ¢ von & von der Ordnung $. Die Ordnung von
®/P ist p*~tund die Anzahl ihrer Normalteiler von der Ordnung p*—!
ist daher =1(modp). Also ist die Anzahl der Normalteiler von &
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mit der Ordnung $%, die P enthalten, =1(mod p). Jeder Normal-
teiler von der Ordnung § liefert ein solches System, und da die An-
zahl dieser Normalteiler =1 ist, so ist auch die Gesamtzahl der Unter-
gruppen in diesen Systemen =1 (mod $). Eine Untergruppe kann hier-
bei mehrfach auftreten, und zwar tritt sie offenbar genau so oft auf,
als die Zahl der in ihr enthaltenen Normalteiler von & mit der Ord-
nung p betrdgt. Diese letzteren erzeugen wieder eine im Zentrum
enthaltene Abelsche Gruppe vom Typus (p,..., p) und ihre Anzahl
ist ebenfalls =1 (mod$). Wenn man jede Untergruppe nur einmal
zahlt, so 14Bt man eine durch p teilbare Zahl von Gruppen weg und
die Anzahl der verschiedenen Normalteiler von der Ordnung $% bleibt
=1(mod p).

Satz 83: Die Anzahl der Untergruppen von gegebener Ordnung in
einer p-Gruppe ist =1 (mod p).

Beweis: Fir die Normalteiler ist der Satz soeben bewiesen. Die
iibrigen ordnen sich in Systeme konjugierter, deren jedes eine durch p
teilbare Zahl von Gruppen enthilt.

Jede Untergruppe vom Index $ ist Normalteiler, denn sie muf} von
ihrem Normalisator verschieden sein.

Satz 84: Wenn eine p-Gruppe bloff einen Normalieiler vom Index p
besilzt, so ist sie zyklisch.

Beweis: Der Satz gilt fiir Abelsche Gruppen. Es geniigt daher,
zu seinem Beweis zu zeigen, dafl eine solche Gruppe Abelsch ist.
Der Satz gelte fiir Gruppen von der Ordnung pé-1. Ist @ eine Gruppe
von der Ordnung $* und P einer ihrer Normalteiler von der Ord-
nung p, so ist @/P nach Voraussetzung zyklisch, da diese Faktor-
gruppe nur einen Normalteiler vom Index $ enthdlt. Sei Q irgendein
Element aus einer diese zyklische Gruppe ®/9 erzeugenden Neben-
gruppe, dann ist Q?°"' in §, aber keine frihere Potenz. Wenn &
nicht zyklisch ist, so ist th—1= E, und Q erzeugt zusammen mit P
eine Abelsche Gruppe, da P zum Zentrum von @& gehért. Daher ist
® Abelsch.

§ 2b. Spezielle p-Gruppen.

Zunidchst sollen Gruppen von der ungeraden Ordnung p? unter-
sucht werden mit zyklischem Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch
ist. Sei P ein erzeugendes Element des Normalteilers, seine Ordnung
p7und Q ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Neben-
gruppe. Es wird Q~1PQ = P¢ und daraus Q-iPQ%= Pa’. Qi ist
dann und nur dann mit P vertauschbar, wenn a*=1(modp"). Sei
die ps-te Potenz von Q die erste mit P vertauschbare, dann erzeugt
a mit seinen Potenzen eine Untergruppe von der Ordnung $# in der
multiplikativen Gruppe der zu p primen Reste (mod 7). Diese wird nach
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Satz 56 gebildet durch diejenigen Reste (mod p7), die ==1(mod p7—3)
sind. Insbesondere ist 1 4 $7—# ein erzeugender Rest, und man kann
ihn fiir ¢ wahlen, indem man nétigenfalls Q durch eine Potenz Q=
ersetzt, wo m eine zu p prime Zahl bedeutet. Man setze, um iiber-
sichtliche Formeln zu erhalten, P=P,, PP — P_,,...PP=P,=E.
Dann ist P, ein Element von der Ordnung p* und es wird

Q~1PQ— PP,

Satz 85: Ist Q mit der durch P erzeugten Gruppe {P} vertausch-
bar und ist Q?° die niedrigste Potenz vom Q, die mit P vertauschbar
ist, so ist P?® die niedrigste Potenz von P, dic mit Q vertauschbar ist.

Beweis: Aus der Voraussetzung und dem soeben Bewiesenen folgt,
da Q~'PQ = PP’ ist, wo P’ eine Potenz von P ist und die Ord-

nung p* besitzt. Es wird daher Q=1 P?* Q — P?* P’?® — P?’ und hieraus
folgt, daB p¢ die niedrigste Zahl ist, fiir die gilt Q~1pr’Q = pr’.

Satz 86: Ist die durch P erzeugte Gruppe ein Normalieiler mit
zyklischer Faktorgruppe von &, und gibt es in & kein Element von
hiherer Ordnung als der von P, so enthdlt & eine zyklische Untergruppe,
deren Ordnung gleich der Ordnung der Faktorgruppe von {P} ist und
welche mit {P} nur E gemeinsam hat.

Beweis: Q sei ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugen-
den Nebengruppe von {P}. Der Index von {P} sei p%=ryp. Alsdann
ist Qv in {P} enthalten und jedenfalls auch in {P?}, weil sonst die
Ordnung von Q groBer wire als die von P. Irgend ein anderes Ele-
ment in der selben Nebengruppe wie @ ist von der Gestalt PzQ. Um
(P=Q)® allgemein zu berechnen, benutzt man die folgende Formel:

(P2Q)e = P=(QP=Q~")(Q*P=Q~")-+-(Q"~* P*Q~0~1) ¢~
Setzt man nun QPQ~! = P% wo a==1(mod p) ist, so wird
QiPQ~i=Ps* und QiPzQ-i— pod’,
Die Formel wird nun zu (P?Q)? = P2¢(?, wobei

c=(1+a—|—a?+..._|_av—1)___“”—1

a—1
ist. Nun beachte man, da v = p% ist und daher nach Satz 56 die
Zahl ¢ genau durch v und keine hoéhere Potenz von p teilbar ist.
Hieraus ergibt sich, daB P¢ ein die Untergruppe {P?} erzeugendes
Element ist und dafl P#¢ diese ganze Gruppe durchliduft, wenn man
z die Zahlen 0, 1... durchlaufen 1aBt. Insbesondere kommt darunter
auch das Element Q—? vor, womit der Satz bewiesen ist.

Eine groBe Menge von Sitzen folgt aus dem eben bewiesenen,
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Satz 87: Eine p-Gruppe mit ungeradem p, die nur eine eigentliche
Untergruppe von einer gegebemen Ordnung besitzi, ist zyklisch.

Beweis: Zunichst sei der Satz bewiesen fiir den Fall, daB die
Gruppe nur eine Untergruppe von der Ordnung p besitzt. Sei P ein
Element von méglichst hoher Ordnung und § eine Untergruppe,

die {P} als Normalteiler vom Index p enthilt, — eine solche mufB
es nach Satz 79 und 80 geben, falls {P} eigentliche Untergruppe
der gegebenen Gruppe ist — dann fillt § unter die Voraus-

setzungen des vorherigen Satzes und es gibt auBerhalb von {P}
eine Untergruppe von der Ordnung p, was einen Widerspruch ergibt.
Daher muB die Ordnung von {P} gleich der Ordnung der Gruppe
sein und sie ist zyklisch. Wenn ferner & bloB eine Untergruppe
von der Ordnung $* besitzt, so nehme man einen Normalteiler % von
der Ordnung pé~1. ®/R besitzt nur eine Untergruppe von der Ord-
nung p, nimlich /N, und ist daher zyklisch. Also ist auch ®/P zyk-
lisch. Da jeder Normalteiler von @ mit dem Index p die Unter-
gruppe P enthalten muB und da @/P zyklisch ist, so enthilt @ bloB
einen Normalteiler vom Index $ und ist daher selber zyklisch nach
Satz 84.

Satz 88: Eine p-Gruppe & (p ungerade) von der Ordnung p7 > p°2,
deren eigentliche Unlergruppen zyklisch sind, ist zyklisch.

Beweis: Zwei Untergruppen © und §’ vom Index p besitzen als
Durchschnitt eine Untergruppe von der Ordnung $7~2. Da sie zyklisch
sind, so besitzen sie nur eime solche Untergruppe. Sie heie . Nun
sei ®’ eine beliebige Untergruppe von der Ordonung p7—2; sie ist nach
Satz 80 in einer Untergruppe " von der Ordnung p7-1 enthalten und,
weil §” zyklisch ist, die einzige Untergruppe dieser Ordnung. Nun
ist der Durchschnitt von § und §” von der Ordnung p7—2. Die ein-
zige Gruppe von dieser Ordnung, die in § enthalten ist, ist §, daher
wird ® = @’ die einzige Untergruppe von ® mit der Ordnung p7—2
und @ ist nach dem vorigen Satz zyklisch.

Ist {P} ein zyklischer Normalteiler von , dessen Faktorgruppe
Abelsch ist, so bilden die mit P vertauschbaren Elemente einen Nor-
malteiler von @&, dessen Faktorgruppe zyklisch ist, da sie holoedrisch
isomorph mit einer Automorphismengruppe von {P} ist. Ist der
Typus von ®&/{P} (pi*, p2*, ..., p»") und sind Q,, Q,, ..., Q, Elemente
aus 7 Nebengruppen, von {P}, die ®/{P} erzeugen, so folgt leicht
aus den Sitzen iiber Abelsche Gruppen, daB man alle diese Elemente
auBer eimem mit P vertauschbar annehmen kann, wihrend das ausge-
zeichnete die Automorphismen erzeugt. Ist auBerdem P ein Element
von héchster Ordnung in @&, so kann man die Ordnung von @, gleich
p™ annehmen nach dem vorhergehenden Satz, denn die durch P und
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Q, erzeugte Gruppe ist von dem dortigen Typus. Damit ist noch nicht
gesagt, daBl die Elemente Q,, Q,,..., 0, unter sich vertauschbar sind
und eine Abelsche Gruppe vom Typus (p™, p%,..., p#) bilden, son-
dern ihre Kommutatoren kénnen durch gewisse Potenzen von P ge-
liefert werden. Die Kommutatorgruppe ist gewil in {P} enthalten,
da @/{P} Abelsch ist.

Es sei speziell @ eine Gruppe, deren Zentrum zyklisch ist. Die
Faktorgruppe des Zentrums sei Abelsch und vom Typus (p, p,...,p),
ferner sei das Element P, welches das Zentrum erzeugt, ein Element
von hochster Ordnung. Die Aufgabe ist, alle Gruppen von dieser Be.
schaffenheit anzugeben.

Nach Satz 86 kann man in jeder Nebengruppe des Zentrums ein
Element von der Ordnung $ finden und auflerdem ist jede Unter-
gruppe von &, die das Zentrum enthilt, Normalteiler von &. Nun
seien Q,, Qy, --., Q, Elemente von der Ordnung p in den die Faktor-
gruppe erzeugenden Nebengruppen. Ist eines dieser Elemente mit
allen iibrigen vertauschbar, so ist das Zentrum nicht zyklisch. Man
wird daher voraussetzen, daf} jedes Element ( mit irgend einem anderen
nicht vertauschbar ist. Sei etwa Q,Q,0,7'Q,”" = R, so ist R als Kom-
mutator eine Potenz von P. Ferner ist p die Ordnung von R, denn
Q, ist mit R vertauschbar, und Q,Q,Q,”* = R(Q,. Erhebt man in die
p-te Potenz, so folgt: R? Qf = E oder R” =E. Ist P, irgend ein Ele-
ment von der Ordnung p in { P}, so kann man setzen Q,~1Q,Q, =0, P,,
indem man eventuell Q, durch eine seiner Potenzen ersetzt, was blofl
auf eine andere Wahl des Basiselementes herauskommt, Wire auch
Q, nicht mit Q, vertauschbar und etwa wiederum Q,™*Q, Q;=Q, P,,
so kann man @, durch Q,”*(Q, ersetzen und erhilt so ein mit Q, ver-
tauschbares Basiselement, dessen Ordnung man durch Multiplikation
mit einer Potenz von P als p annehmen kann, und das wieder mit
Q, bezeichnet werden mag. In dieser Weise fortfahrend, kann man
Qg Qs --- als mit Q, vertauschbar annehmen. Indem man fiir Q,
gleich verfihrt, kann man Q,, Q,,... als mit Q, vertauschbar an-
nehmen, denn es wird

Q0 =0,P "

Da Q, mit Q, und @, vertauschbar ist, so mufl es ein weiteres Basis-
element, etwa (,, geben, das mit , nicht vertauschbar ist und- fiir
das man die C.}leic'hung annehmen kann Q,7*Q, Q; = Q, P,- So ge-
langt man schlieBlich zu Paaren von Basiselementen

Ql’ Q2; QS’ Q4; QES’ QG; cr
Die Elemente Q,, @5, Q5, ... mogen mit R, R,, R,, ... bezeichnet
werden, die Elemente Q,, Q,, Q;, ... mit S, S,, S5 ... Dann gelten
die Beziehungen
R7S;R;=S,P, und S;*R;S,=R,P1,
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wihrend R, und S; mit allen anderen R, S, (k == 1) vertauschbar sind.
Die Elemente R,, R,, ... bilden eine Abelsche Gruppe vom Typus
(p,p, ..., p) und ebenso die Elemente S,, S,, .

Daher sind alle Elemente von & in der Gestalt

P*RERE ... SHSE. ..

darstellbar, und fiir das Produkt zweier beliebiger Elemente gilt das
Gesetz

P°RURY. .. SoSe. . PORURE...ShSE ...

e;+ ... pb b
— Pa+dP181 1+ R11+61 R22+82. . 5101+f1 S;r‘*fz .

Man erhilt alle Gruppen, fiir die &/{P} Abelsch und vom Typus
(p, p, ..., p) ist, fiir die { P} zum Zentrum gehdrt und in welchen P
ein Element hochster Ordnung ist, indem man eine beliebige der so-
eben definierten Gruppen mit einer beliebigen Abelschen Gruppe vom
Typus (, p, ..., p) multipliziert.

Nun sei P ein zyklischer Normalteiler von @& mit einer Faktor-
gruppe vom Typus (p, p, ..., p), aber P liege nicht mehr im Zentrum
von &, Dann gibt es ein Element Q, das der Gleichung geniigt
Q' PQ = PP,, und die iibrigen Basiselemente der Faktorgruppe kann
man als mit P vertauschbare annehmen. Diese letzteren erzeugen mit
P zusammen eine Gruppe von dem vorhin angegebenen Typus. Wenn
sie ein direktes Produkt ist, so ist auch die ganze Gruppe ein solches,
denn sei etwa R mit P und mit den sdmtlichen Basiselementen auller
vertauschbar, so kann man setzen Q" *RQ = RP,, daher wird PR™!
ein Element von derselben Ordnung wie P, das zum Zentrum der
Gruppe gehort. Man kime zu einer Gruppe vom vorhergehenden
Typus, folglich wird R auch mit @ vertauschbar.

Es ist nun leicht, simtliche p-Gruppen mit zyklischen Normal-
teilern B vom Index p und p? zu bestimmen. Ist der Index gleich p,
so gibt es auBer der zyklischen Gruppe noch eine Abelsche vom
Typus (p7—1, p). Ferner gibt es eine nicht Abelsche von der Gestalt

PP —E, Q°=FE, Q"'PQ = PP,.

Ist der Index von P gleich 2, so unterscheide man die Fille,
wo @/ vom Typus (p?) resp. vom Typus (p, p) ist. Im ersteren Fall
gibt es drei Moglichkeiten: P? ° —E, Q" = E, Q-1PQ = PP%, wo-
bei a =0 oder $7—3 oder pr—* ist. Der erste Exponent ergibt eine
Abelsche Gruppe vom Typus (p7—2, p?). Ist die Faktorgruppe nicht

zyklisch, so gibt es eine Abelsche Gruppe vom Typus (p72, p, p),
ferner, wenn P zum Zentrum gehort, die Gruppe

PP °—E, Q°=E, R°—E,Q *PQ=P, R"!PR=P, Q"' RQ=RP,.



76 5.Kap. Sylowgruppen und p-Gruppen.

Ist P nicht im Zentrum, so ist die Gruppe das direkte Produkt einer
zyklischen Gruppe von der Ordnung $ und der Gruppe P”r—2 =E,
Q¥ =E, Q_IPQ = PPpr_g. Weitere Fille sind nicht moglich.

Fiir Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist, treten mo-
difizierte Betrachtungen ein, und dieser Fall ist komplizierter als der
mit ungeradem p. Es soll der Fall behandelt werden, wo ein zyklischer
Normalteiler von der Ordnung 2° vorhanden ist mit zyklischer Fak-
torengruppe. Sei P ein den Normalteiler erzeugendes Element und Q
ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe.
Man setze Q—1PQ = P* unter der Voraussetzung ¢ = 1 (mod 4) wird

u

dann * genau durch 2% und durch keine hoéhere Potenz von 2

~1
teilbar. Daher kann man, wenn P ein Element von héchster Ordnung
in @ ist, genau wie flir ungerade Primzahlen beweisen, dal es in
derselben Nebengruppe, wie Q, ein Element von der Ordnung 2¢ gibt.
Es gibt daher nur die folgenden Typen:

p28=E, ta:E’. Q-1PQ=PPt (S: 2,3,4,... tgs_ 2),
wobei P, eine Potenz von P von der Ordnung 2¢ bedeutet.

Um auch den Fall a= —1 (mod 4) zu untersuchen, seien die
Gruppen von der Ordnung 8 betrachtet mit einem Normalteiler von
der Ordnung 4, der durch ein Element P erzeugt werden kann.
Wenn die Gruppe nicht Abelsch ist, so mufl fiir ein Element Q
auBerhalb’ von {P} die Relation bestehen: Q'PQ=r%. st Q von
der Ordnung 2, so erhilt man die Diedergruppe

P*=E, Q°=E, QT'PQ=P7..

Die 4 Elemente PiQ (¢=0, 1, 2, 3) sind sdmtlich von der Ordnung 2.
Es gibt aber noch eine weitere Gruppe, die Quaternionengruppe.
Hier ist Q von der Ordnung 4 und es gilt P?=(Q? Dieses letztere
Element ist das einzige von der Ordnung 2, denn PQ ist von der
Ordnung 4 und ebenso P, P3, Q, Q® und PQ3. Setzt man P? = —1,
und bezeichnet man PQ mit R, so gelten die Gesetze der Quater-
nionen:

PQ=R, QR=P, RP=(,

PQ= —QP, QR= —RQ, RP= — PR,

P?P=Q?=R?= —1.
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6. Kapitel.

Symmetrien der Ornamente.

§ 26. Vorbemerkungen.

Die wichtigste Anwendung, welche die gruppentheoretischen Prin-
zipien bisher gefunden haben, besteht in der Auffindung der geome-
trischen Symmetrien, der sogenannten Raumgruppen. Zum Verstindnis
der wunderbaren Konfigurationen, welche so aufgefunden wurden in
der modernen Theorie der Kristallstruktur, bildet das Studium der
entsprechenden Ebenensymmetrien den besten Zugang. Hier ist die
Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten noch nicht sehr grof und
wir werden sie vollstindig ableiten, wihrend wir den riumlichen Fall
nur zum kleinen Teil behandeln koénnen.

Wie ich im ersten Aufsatz der Einleitung zu zeigen versuchte,
liegt das ebene Problem der Ornamentik zugrunde und bildet den
Inhalt der &ltesten uns erhaltenen hoheren Mathematik. Beispiele fiir
Ornamente findet man am besten in dem prachtvollen Werk: Grammatik
der Ornamente, von Owen Jones, das in den fiinfziger Jahren in Eng-
land erschienen ist und viele Auflagen erfahren hat. Man findet es
in jeder kunstgewerblichen Bibliothek, sein intensives Studium mdéchten
wir jedermann, der sich fir die Gruppentheorie interessiert, auf das
angelegentlichste empfehlen.

Die Ornamentik erweist sich sonach als eine geometrische Kunst.
Sie wird in der neueren Zeit weit unterschitzt und das hat zur Folge,
dal keine neuen Ornamente mehr erfunden worden sind, die Mehr-
zahl aller schonen Tapeten- und Linoleummuster ist aus Owen Jones
kopiert, wie sich jedermann iiberzeugen wird, der das Buch studiert.

Durch die Moglichkeit, die wirksamen mathematischen Methoden
zu benutzen, ist die schopferische Kraft der Ornamentik auBerordent-
lich groB und sie nimmt in dieser Hinsicht unter den bildenden
Kiinsten einen hohen Rang ein. Die Beispiele, die ich im folgenden
aus der Flichendekoration gebe, stammen groBienteils aus Agypten,
denn hier ist die Quelle aller spiteren Ornamentik. Flinders Petrie
sagt in seinem interessanten kleinen Buch Egyptian decorative art,
2. ed. London 1920, S. 5: Practically it is very difficult, or almost im-
possible, to point out decoration which is proved to have originated
independently, and not to have been copied from the Egyptian stock.

Uber die Bedeutung des Symmetrieprinzips in den Naturwissen-
schaften orientiert man sich am besten in: F. M. Jaeger, Lectures on
the principle of symmetry. Amsterdam 1917.
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§ 27. Die ebenen Gitter.

Eine geradlinige Reihe &4quidistanter Punkte nennen wir eine
Punktreihe. Der Abstand zweier benachbarter Punkte heifit die
Elementardistanz der Reihe. Man erhilt eine Punktreihe, indem man
von einem beliebigen Punkt einen Vektor p beliebig oft abtridgt und
die Endpunkte markiert und dasselbe mit dem Vektor —jp macht.
Man erhilt in dieser Weise die Gesamtheit der Vektoren

xp (x=0, £1, +£2,...)
von dem gewihlten Anfangspunkt aus abgetragen.

Entsprechend der letzten Erzeugungsweise definieren wir das
ebene Punkigitter. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren p, und
p,, die nicht der selben Geraden angehdren. Von dem beliebig ge-
wihlten Punkt O aus trage man die Gesamtheit der Vektoren

%y Py %a Py
ab und markiere deren Endpunkte. Diese bilden ein ebenes Gitter.
Man kann die Gitterpunkte als die Punkte mit ganzzahligen Koordi-
naten in einem beliebigen geradlinigen Koordinatensystem definieren,
und umgekehrt kann man zu einem gegebenen Punktgitter ein solches
Koordinatensystem konstruieren, indem man als Anfangspunkt O wahlt
und als Einheitsvektoren der x- und y-Achse p, und p, nimmt.

Eine kongruente Abbildung des Gitters auf sich selber nennen
wir eine Symmetrie des Gitters. Aus den elementaren Sitzen der
Geometrie folgt, daB jede Symmetrie durch eine Bewegung der Ebene
in sich selbst oder durch eine Bewegung verbunden mit der Spiegelung
an einer Geraden hervorgebracht werden kann,

Jedes Gitter gestattet eine unendliche Gruppe von Translationen
in sich selbst, ndmlich die durch die Vektoren x, p, -- x, p, festgelegten.
Diese Gruppe ist Abelsch und besitzt zwei Erzeugende p, und p,.
Es besteht nun die Frage, ob ein Gitter noch weitere Bewegungen
in sich selbst besitzen kann. Hierzu geniigt es, die Bewegungen,
welche O ungeindert lassen, zu untersuchen, denn geht bei der Be-
wegung B der Punkt O in P iiber und bezeichnet T die Translation,
welche O in P iberfilhrt, so ist auch BT ~! eine Bewegung des
Gitters in sich, und diese 1468t 0 ungeindert, d. h. sie ist eine Drehung
des Gitters um O. Hierdurch bekommen wir véllige Ubersicht iiber
die Gruppe aller Bewegungen des Gitters: sie wird erzeugt durch die
Gruppe der Translationen § und die dazu teilerfremde der Bewegungen,
welche O ungeédndert lassen. ¢ ist Normalteiler der ganzen Gruppe,
B-1TB ist diejenige Translation, deren Vektor aus dem Vektor T
durch die Drehung B hervorgeht.

Jedes ebene Gitter gestattet um jeden Gitterpunkt eine Drehung
von 180°. Daher brauchen wir nur Drehungsgruppen von gerader
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Ordnung zu betrachten. Um zu untersuchen, welche Ordnungen fiir
weitere Symmetrien noch in Frage kommen, nehmen wir einen Gitter-
punkt P,, dessen Distanz von O ein Minimum ist. Der Vektor von
O nach P, ist dann ein kiirzester Gittervektor; d. h. es gibt im ganzen
Gitter keine zwei Gitterpunkte, deren Distanz kleiner als OP, ist.
Beginnen wir mit einer Drehung von der Ordnung 4, so entstehen
aus P, die weiteren Punkte P,, P; und P,. OP, und OP, erzeugen
ein quadratisches Gitter, dem auch P, und P, angehéren. Weitere
Gitterpunkte konnen nicht vorhanden sein, denn sonst lige ein solcher
in einem Fundamentalquadrat und hitte daher mindestens von einer
Ecke desselben eine kleinere Entfernung als OP,. Es gibt daher,
abgesehen von der Lage und der GroBe, nur ein Gitter, das Drehungen
von der Ordnung 4 gestattet, ndmlich das guadratische. Genau so
beweist man, daB es nur ein Gitter gibt, das Drehungen von 609,
also von der Ordnung 6, gestattet, nimlich das durch Aneinanderreihen
von gleichseitigen Dreiecken erzeugte hexagonale Gitter.

Kein Gitter gestattet Drehungen von weniger als 60°. Wir be-
weisen diesen Satz fiir die Ordnung 8. Es sei wieder P, ein néchster
Gitterpunkt bei 0. Alsdann entstehen aus ihm durch die Drehungen
7 weitere Gitterpunkte P,, P,, ..., P;. Den Gittervektor P, P, setzen
wir in P, an und erhalten einen von O verschiedenen Gitterpunkt im
Inneren des Achteckes, der entgegen der Voraussetzung niher bei O
liegt als P,.

AuBer den Drehungen miissen wir noch die Existenz von Spiege-
lungsgeraden behandeln, und auch hier kénnen wir uns auf die Be-
trachtung derjenigen Spiegelungen beschrinken, bei denen die Spiege-
lungsgerade durch O geht. Diese ist alsdann immer eine Gittergerade,
denn ist P ein Gitterpunkt auBerhalb der Geraden und P sein spiegel
bildlicher Punkt, so tragen wir den Gittervektor OP von P aus ab und
gelangen in einen Punkt auf der Spiegelungsgeraden. Da wir an-
nehmen diirfen, dal OP nicht senkrecht steht zu dieser Geraden, so
ist der neugefundene Punkt von O verschieden. Man findet so zwei
verschiedene Gitter: das allgemeine rechteckige und das zenirierie
rechieckige, welches durch Hinzufiigung der Mittelpunkte der Rechtecke
aus dem vorigen entsteht. Dieses letztere kann nach der Gestalt eines
Fundamentalparallelogramms auch das rhombische Gitter genannt werden.
Im Fall des quadratischen Gitters ist auch das zentrierte quadratisch.
Das hexagonale Gitter ist ein spezielles rhombisches Gitter.

Die Symmetrien, welche O festlassen, bilden eine endliche Gruppe.
Sie charakterisiert im rdumlichen Fall die makroskopischen Eigen-
schaften der Kristalle. Unsere 5 Gitter liefern 4 solche Gruppen,
denn das rechtwinklige und das rhombische Gitter besitzen dieselbe
Gruppe. Jede weitere Deckoperation des Gitters setzt sich zusammen
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aus einer Operation, die O festliBt, und einer Translation. Wir
wollen alle Operationen, die man so erhilt, geometrisch illustrieren.

Die aus einer Drehung und einer Translation zusammengesetzte
Operation ist stets wieder eine Drehung, denn sie ist eine Bewegung
der Ebene, aber keine Translation, und besitzt daher einen Fixpunkt.

Eine Drehung von 180° mit O als Fixpunkt plus eine Translation,
welche O in O iiberfithrt, ist gleichwertig mit einer Drehung von
180° um den Mittelpunkt der Strecke O(Q’. Ein ebenes Gitter ge-
stattet daher nicht nur um seine Gitterpunkte, sondern auch um die
Mittelpunkte der Verbindungsstrecken beliebiger Gitterpunkte Drehungen
von 180°% Die Fixpunkte aller dieser Drehungen bilden ein mit dem
Punktgitter dhnliches Gitter von der halben Abmessung.

Das quadratische Gitter besitzt auBerdem Drehungen von 909,
und zwar, wie man sich sofort iiberzeugt, um die Gitterpunkte sowie
um die Mittelpunkte der Quadrate. Die Fixpunkte der Drehungen von
90° bilden daher selber ein quadratisches Gitter, das gegeniiber dem
Punktgitter um 45° gedreht erscheint und dessen Quadrate den halben
Fliacheninhalt haben, gegeniiber den urspriinglichen Quadraten.

Bei dem Gitter mit den Drehungen von der Ordnung 6 liegen
die Verhaltnisse noch merkwiirdiger. Hier sind nur die Gitterpunkte
Fixpunkte fiir die Drehungen von der Ordnung 6. Dagegen bilden
die Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke Fixpunkte fiir Drehungen
von der Ordnung 3. Die Abbildung 1 illustriert trefflich die vorliegenden
Symmetrieverhiltnisse. Sie stellt ein Mosaik des Isistempels in Pompeji
dar. Ein ungeschickter Dekorateur (denn ein ,Neuténer”, der Disso-
nanzen liebt, wird es wohl nicht gewesen sein) hat mathematische
Verzierungen angebracht, die von anderen Ornamenten stammen und
falsche Symmetrien aufweisen: im Sechseck einen Kreis mit einer
fiinfstrahligen Figur, an den Stellen mit einer Drehung von der Ord-
nung 2 die beiden verschlungenen Ovale, welche eine Drehung um
900 gestatten. SchlieBlich hat er noch oben und unten, um dem Ganzen
ein architektonisches Aussehen zu geben, die sechs Halbmonde hin-
zugefiigt. Alles das hat man natiirlich wegzulassen, und es bleibt das
Normalschema fiir das Sechsecksgitter, wie es in den Kiinstlerschulen
als Vorlage gedient haben mag.

Schauen wir nun zu, was aus den Spiegelungsgeraden wird, wenn
man sie mit Translationen verbindet. Steht die Translationsrichtung
senkrecht zu Geraden, so ist das Resultat wiederum eine Spiegelung
an einer parallelen Geraden, deren Distanz die Hilfte der Trans-
lation betrdgt. Ist die Translation parallel zur Geraden, so erhalt
man eine Gleitspiegelung. Die Wirkung einer beliebigen Transla-
tion auf eine Spiegelung wird erhalten, indem man sie in ihre Kom-
ponenten parallel und vertikal zur Spiegelungsachse zerlegt. Hier
ergibt sich nun der Unterschied zwischen dem rechtwinkligen und
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dem rhombischen Gitter. Das rechtwinklige Gitter besitzt nur ge-
wohnliche Spiegelachsen, oder Gleitspiegelachsen, deren Translations-
komponente Vielfache der Elementardistanzen fiir die Richtung der
Achse bilden. Diese Achsen werden durch die Seiten der Rechtecke
gebildet, sowie durch Geraden, welche ihnen parallel durch die Mittel-
punkte der Rechtecke laufen. Beim rhombischen Gitter bilden zwar
die parallelen Geraden durch Gitterpunkte Spiegelachsen, in der Mitte
zwischen zweien geht aber eine Gleitspiegelachse, deren Gleitdistanz
die Halfte der Elementardistanz auf der Achse ist. Abb. 1, in welcher
die Sechsecke mit den Kreischen das Gitter reprisentieren, gestattet
leicht, diese Verhiltnisse zu iiberblicken.

Abb. 1. (Niccolini, Tempio d'Iside.)

Das quadratische Gitter muf3 vier verschiedene Richtungen fiir die
Spiegelgeraden liefern. Dreht man es um 45° so wird es zu einem
rhombischen Gitter, wiederholt man diese Drehung, so gelangt man
zur urspriinglichen Konfiguration zuriick. Das Gitter Abb.1 mit der
Drehung von der Ordnung 6 ist thombisch. Dreht man es um 309,
so erhalt man wieder ein rhombisches Gitter in etwas anderer Anord-
nung, die Sechsecke stehen jetzt auf einer Seite, wihrend sie in der
vorigen Lage auf den Ecken stehen. Die Spiegelungsgeraden bilden hier
samtlich gemischte Scharen aus reinen Spiegelungen und Gleitspiege-
lungen. In der Figur verbinden die reinen Spiegelachsen immer die
Mittelpunkte der Sechsecke, die Gleitspiegelachsen gehen durch die
Mittelpunkte der verschlungenen Ovale, soweit diese nicht schon auf
den vorigen Achsen liegen.

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 6
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Fine Drehung vom Winkel &« verbunden mit einer Spiegelung an
einer Geraden durch den Fixpunkt der Drehung liefert wieder eine
Spiegelung an einer Achse durch den Fixpunkt, welche aus der

vorigen Achse durch Drehung um den Winkel ——% entsteht.

§ 28. Die Streifenornamente.

Unter einem Streifen verstehen wir das Stlick der Ebene, das
zwischen zwei parallelen Geraden liegt. Die zu den Grenzgeraden
parallele Gerade, welche in der Mitte des Streifens lduft, nennen wir
die Lingsachse des Streifens. Die im Streifen liegenden Geraden
senkrecht zur Lingsachse zwischen den beiden Grenzgeraden nennen
wir die Querachsen. Wir betrachten nun die Deckoperationen des
Streifens, und zwar zunichst blo die folgenden:

1. Die Translationen in der Richtung der Lingsachse.

2. Die Spiegelung an der Lingsachse sowie die Gleitspiegelungen
an derselben, welche durch Hinzufligung der Translationen entstehen.

3. Die Spiegelungen an Querachsen. Setzt man diese mit Trans-
lationen zusammen, so erhilt man wieder Spiegelungen an Querachsen,
ihre Distanz von den vorigen ist die halbe Translationsdistanz.

4. Die Drehung von 180° um irgendeinen Punkt der Lingsachse.
Setzt man sie zusammen mit einer Translation, so erhdlt man wieder
eine Drehung, deren Fixpunkt vom vorigen sich ebenfalls um die halbe
Translation unterscheidet.

Diese Operationen bilden eine Gruppe, denn fiihrt man nach-
einander 2 und 3 aus, so erhdlt man 4. Die Gruppe der Trans-
lationen bildet einen Normalteiler der ganzen Gruppe, dessen Faktor-
gruppe die Vierergruppe ist.

Wir suchen jetzt die verschiedenen Symmetrien auf, welche bei
Streifenornamenten auftreten koénnen. Von vorneherein nehmen wir
an, daB die Ornamente eine Translationsperiode besitzen. lhre Lange
bezeichnen wir als die Elementardistanz des Ornamentes. Dasjenige
Stiick des Ornamentes, das durch seine Translation das ganze Orna-
ment erzeugt, nennen wir das Elementarornament. Sofort unterscheiden
wir jetzt 5 Moglichkeiten:

1. Die einzigen Deckoperationen des Ornamentes werden von den
Translationen gebildet, Abb. 2.

[ S LS

Abb. 2.
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2. Das Ornament ist spiegelbildlich zur Lingsachse, Abb. 3.

L L L/
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Abb. 3.

3. Das Ornament ist spiegelbildlich zu einer Querachse und also
zu unendlich vielen, deren Distanz die halbe Elementardistanz ist,

Abb. 4-

4. Das Ornament besitzt Mittelpunkte (ebene Zentren), deren Distanz
die halbe Elementardistanz ist, Abb. 5.
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Abb. 5.

5. Das Ornament besitzt die obigen Symmetrien zusammen, Abb. 8.
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Abb. 6.

Jetzt iiberlegen wir, dafl die Spiegelung an der Lingsachse auch
eine Gleitspiegelung sein kann. Uben wir sie zweimal aus, so ent-
steht eine Translation, die selbstverstindlich ein Vielfaches der Ele-
mentardistanz sein mubB. Daher kann fiir die Gleitkomponente die
Halfte der Elementardistanz in Betracht kommen. Wir erhalten so
zwel weitere Symmetrien:

6. Das Ornament besitzt eine Gleitspiegelung an der Lingsachse
mit der halben Elementardistanz als Gleitkomponente, Abb. 7.
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Abb. 7.

7. Das Ornament besitzt die Symmetrien 3, 4 und 6 zusammen,

Abb. 8. \/\/\/\/
/NN /NN

Abb. 8.

6*
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Man bemerke, daB bei Abb. 6 die Drehpunkte auf den Querachsen
liegen, die fiir das Ornament Spiegelachsen bilden, wihrend sie bei
Abb. 8 in der Mitte zwischen zwei dieser Querachsen sich befinden.

Bortenornamente finden sich auf den meisten Kunstgegenstinden
aller Zeiten. Wir geben zwei Beispiele aus einer Moschee in Kairo
vom 9. Jahrhundert. Abb. 9 stellt eine Ranke mit der Symmetrie-
gruppe 6 dar. Abb. 10 besitzt die Symmetrie 2. Aber schon A. Riegl
hat erkannt, daB diese Borte aus der vorigen entstanden ist, indem
letztere an einem Rand gespiegelt wurde. In der Tat, schneidet man
die Borte Abb. 10 an der Lingsachse auf, so erhdlt man fast genau
zwei Exemplare von Abb. 9. Interessant ist es, die Anderungen zu
beobachten, welche der Kiinstler vorgenommen hat. Sie betreffen haupt-
sichlich die beiden Schleifen am auBeren Rand. Geht man um die
halbe Elementardistanz weiter, so kimen die beiden
in der Mitte neben einander zu stehen,
was hiaBlich aussehen wiirde. Sie
sind leicht iiberarbeitet worden und
ergeben die 4 kreuzférmig ange-
ordneten Tropfen. Nun hat sich aber
bei der Zeichnung des Randes eine
Zacke ergeben, welche an der ent-
sprechenden Stelle nicht vorhanden
ist. Sie ist an dem gegeniiberliegen-
den Blattrand weggenommen worden,
denn dieser hat nur 6 Zacken, wih-
rend der entsprechende, eine halbe
Abb. 9. Elementardistanz frither, deren 7 Abb. 10.

aufweist,

Hiermit sind noch nicht alle Symmetrien erschépft, welche in
einem Ornament angebracht werden kénnen. Die Schniire und Ranken,
aus denen die Ornamente zusammengesetzt sind, gestatten auch noch
Uberschneidungen, und um diese gruppentheoretisch zu erfassen, denke
man sich das Ornament als Relief. Spiegelt man nun an der Streifen-
ebene selber, so werden die Uberschneidungsverhaltnisse gerade um-
gekehrt, die Ranke, welche oberhalb kreuzt, geht jetzt unterhalb durch.
Wir haben also eine neue Symmetrieoperation hinzugenommen und
damit kommen automatisch noch drei weitere hinzu. Die Translations.
gruppe ist jetzt Normalteiler vom Index 8, die Faktorgruppe ist Abelsch
und vom Typus (2, 2, 2). Wir wollen zuerst die verschiedenen Sym.-
metrieoperationen aufzihlen,

1. Die Translationen. Ihre Elementardistanz sei gleich 1.
2. Die Lingsachse ist Spiegelachse.
2a. Die Léngsachse ist Gleitspiegelachse mit der Gleitkomponente 5
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3. Es gibt Querachsen, die Spiegelachsen sind.

4. Mittelpunkte, d. h. Drehachsen senkrecht zur Ebene, mit Dreh-
winkel von 180°, sog. Digyren.

5. Die Streifenebene ist Spiegelebene.

5a. Die Streifenebene ist Gleitspiegelebene mit der Gleitkomponente .

6. Die Liangsachse ist Drehachse des Streifens mit einem Dreh-
winkel von 180°.

6a. Die Lingsachse ist eine Schraubenachse mit dem Drehwinkel
von 180° und der Ganghdhe 1.

7. Es gibt Querachsen, die Drehachsen mit dem Winkel 180° sind.
Mit einer solchen gibt es stets eine unendliche Schar, die Distanz
zweier auf einander folgender ist 3.

8. Drehspiegelungen mit dem Drehwinkel von 180° D.h. der
Streifen gestattet eine Drehung um eine Achse senkrecht zu seiner
Ebene, wie 4, aber verbunden mit einer Spiegelung an der Streifen-
ebene. Als riaumliche Operation gedeutet besagt dies die Existenz
eines Symmetriezentrums oder Mittelpunktes der rdumlichen Figur.

Jede der Operationen von 2 bis 8 liefert zusammen mit den Trans-
lationen eine Symmetriegruppe, und wir haben somit bereits 11 Grup-
pen gefunden, nimlich diejenige, welche bloB aus Translationen be-
steht, ferner die 10 weiteren, welche wir durch Hinzunahme einer der
10 unter 2—8 aufgezihlten Symmetrien erhalten.

Nun miissen wir weiter zusehen, was man durch Kombination
der aufgezihlten Symmetrien erhilt. Nehmen wir erst die Lingsachse.

9. Die Operationen 2 -5 -~ 6 bilden zusammen mit den Trans-
lationen eine Gruppe.

9a. 2 4 ba-} 6a.
9b. 2a 45 - 6a.
9c. 2a - 5a- 6. Nimlich die Ausfibrung von 2a und 6
hintereinander ergibt 5a.
10. 2 43 4.
10a. 2a-+3 -+ 4. Diese beiden Symmetrien sind schon oben
behandelt worden.
n 2 417 48 Die Querachsen und die Zentren sind inzident.

11la. 2a+17 -8 ” ” noo» ” » alternier.
12. 3 45 +17.

12a. 3 +5a-+ 7.

13. 3 +6 +8.

13a. 3 -+ 6a-{8

14. 4 45 -8 Drehzentren und Drehspiegelzentren inzident.
14a. 4 -+ ba 8. » ” " alternierend.
15. 4 +6 +1. Drehzentren und Querachsen inzident.

15a. 4 -+ 6a-- 7. " ) ” alternierend.
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Dies sind die Hemiedrien (vgl. § 33 Anfang). Nun sollen die
Holoedrien folgen.

16. 2 4+83+4-+5 46 78

16a. 2 +3-+4--bat6at 78

16b. 2a-+-34+4+5 --6a-4 748,

16c. 2a-+3+4-4+5bat+6 +748

Es gibt also 31 Symmetrien fiir Streifen, ndmlich 4 Holoedrien,
16 Hemiedrien und 10 Tetartoedrien, wozu noch die reine Translations-
gruppe kommt.

DaB in 9 die a-Symmetrien nur paarweise auftreten konnen, hat
seinen Grund darin, daB die Gleitkomponente § ist und bei zwei-
maligem Auftreten fiir die dritte Symmetrie eine Gleitkomponente 1
ergibt, welche durch die Translation — 1 wegfallt.

Leider ist es uns nicht moglich, fiir alle 31 Ornamente Muster zu
geben. Wir begniigen uns mit drei besonders bekannten.

Abb, 11 besitzt die Symmetriegruppe 11. Es ist die Geldrolle.
In der Sprache der italienischen Banquiers des 16. Jahrhunderts hief3
sie un gruppo und die direkte historische Entwicklung des Wortes
Gruppe laBt sich bis auf diese Bedeutung zuriickverfolgen.

))))

Abb. 12 besitzt die Gruppe 15 als Symmetriegruppe.

OO

Abb. 12.

Abb. 13 besitzt die Gruppe 16¢c. Man beachte, wie die Querachsen,
die Spiegelachsen sind (3), und die Querachsen, die Drehachsen sind (7),

alternieren.
m\m

Abb. 18.
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§ 29. Die Flichenornamente.

Unter einem Flachenornament verstehen wir eine Figur in der
Euklidischen Ebene, welche durch die Translationen eines ebenen
Gitters aus einer Elementarfigur entsteht. Die Gruppe der Be-
wegungen und Spiegelungen in der Ebene, welche das Ornament in
sich iiberfiihrt, heilt die Symmetriegruppe des Ornamentes. Die Trans-
lationen des Gitters bilden einen Normalteiler der Symmetriegruppe
von endlichem Index, denn die iibrigen Symmetrien miissen die Ge-
samtheit der Translationsvektoren in sich selbst tiberfithren, ihr rota-
tiver Bestandteil kann daher nur aus einer Drehung eines Gitters um
einen festen Punkt bestehen, und dafiir kommen nach dem § 27 nur
endlich viele Moglichkeiten in Betracht.

Wir haben sonach folgende Moglichkeiten:

1. Die Translationen der Translationsgruppe.

2. Die Spiegelung an einer Achse.

2a. Die Gleitspiegelungen an einer Achse.

3. Die Drehungen um 1809 genannt Digyren.

4. Die Drehungen um 120° genannt Trigyren.

5. Die Drehungen um 909 genannt Tetragyren.
6. Die Drehungen um 60° genannt Hexagyren,

Wir gehen nun an die Aufzidhlung der 17 verschiedenen Sym-
metriegruppen. Sie sind zuerst von G. Polya aufgestellt und in einer
schonen Tafel illustriert worden
in der Zeitschr. f. Kristallographie /
Bd. 60, 1924, S. 278—282 (Uber die
Analogie der Kristallsymmetrie in
Ebene). Daran anschlieBend hat der
P. Niggli das Problem bearbeitet im
selben Band S. 283—298 (Die

Flachensymmetrien homogener Dis- / / /
kontinuen). In der Bezeichnungs-

weise schliefe ich mich an Niggli an. Abb. 14, €.
1. Eine Elementarfigur ohne
Symmetrien wird in ein beliebiges /

Gitter eingebaut. Die Symmetrie-
gruppe besteht bloB aus den Trans-
lationen. §,, Abb. 14.

2. Eine Elementarfigur mit Mit-
telpunkt wird in ein beliebiges
Gitter eingebaut. Zur Translations-
gruppe kommen noch Drehpunkte
mit dem Drehwinkel von 1809, so- Abb. 15, 6,.

SN
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genannte Digyren. Sie bilden ein mit dem Translationsgitter dhn-
liches Gitter von der halben Abmessung. €,, Abb. 15.

3. Das Ornament besitzt eine Parallelschar von Spiegel- oder Gleit-
spiegelachsen. Das Gitter ist daher entweder rechteckig oder rhombisch.
Wir haben drei Moéglichkeiten.

3a. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur ist spiegel-
bildlich zur Spiegel-
\/ \ / achse. Die Schar der \ \ \ \
Symmetrieachsen be-
steht aus lauter Spie- / / / /
\/ / gelachsen, deren Di- \ \ \ \

stanz die halbe Ele-

ment.ardistanz des Git- / / / /
\/ \ / / ters in der zur Achse \ \ \ \

senkrechten Richtung

ist. G, Abb.16. / VvV VY

Abb. 16, G Abb. 17, g1

3b. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur geht durch

eine Gleitspiegelung in sich {iber, deren Gleitkomponente die halbe

Elementardistanz in der Achsenrichtung ist. Die Schar der Symmetrie-

achsen besteht aus lauter Gleitspiegelachsen mit derselben Distanz

wie in 3a. (SZSH, Abb. 17.

3c. Das Gitter ist rhombisch, die Elementarfigur ist symmetrisch
\ / : / zur Achse. Die Sym-
metrieachsen sind ab-

wechselnd Spiegel- >< >< >< ><

achsen und Gleitspie-

\ / gelachsen, denn die
\/ Translationen des >< >< >< ><
rhombischen Gitters

\ erfordern dies nach

\/ \ § 27. €M, Abb. 18. >< >< >< ><

Abb. 18, 1T, Abb. 19, G,

4. Die Gruppe enthilt Digyren und Spiegelachsen, also zwei Scharen
der letzteren, die senkrecht aufeinander stehen. Das Gitter ist wieder
rechtwinklig oder rhombisch,

4a. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur besitzt einen
Mittelpunkt und zwei aufeinander senkrechte Spiegelachsen durch
den Mittelpunkt. Alle Symmetrieachsen sind Spiegelachsen. (&;v, Abb. 19.
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4b. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht
aus einer Figur mit Mittelpunkt durch eine Gleitspiegelung. Alle
Symmetrieachsen sind Gleitspiegelachsen. ©}5, Abb. 20.
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Abb. 20, €], Abb. 21, ]I,

4c. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht aus
einer Figur mit Mittelpunkt durch Spiegelung an einer Achse, welche
nicht durch den Mittelpunkt geht. Die Symmetrieachsen parallel zu
derselben sind lauter Spiegelachsen, diejenigen senkrecht dazu sind

lauter Gleitspiegelachsen. (33?7,1, Abb. 21.

4d. Das Gitter ist rhombisch. Die Elementarfigur besitzt einen
Mittelpunkt und zwei Spiegelachsen durch denselben. @:;‘;, Abb. 22.
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Abb. 22, 61V Abb. 23, G,

5. Das Ornament besitzt eine Tetragyre, aber keine Spiegelungen.
Das Gitter ist quadratisch und die Elementarfigur gestattet die Drehung
um 909 aber keine Spiegelungen. €,, Abb. 23.

6. Das Ornament besitzt eine Tetragyre sowie vier Scharen von
Symmetrieachsen, welche einen Winkel von 45° bilden. Es sind zwei
Falle zu unterscheiden:
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6a. Die Elementarfigur besitzt die Tetragyre und die vier Spiegel-
geraden durch den Mittelpunkt, wie z. B. das gleicharmige Kreuz.
Die beiden Scharen von Symmetrieachsen, welche den Quadratseiten
parallel sind, bestehen nur aus Spiegelgeraden, die dazu im Winkel von
45°% stehenden Scharen bestehen abwechselnd aus Spiegel- und Gleit-
spiegelachsen, weil das quadratische Gitter in dieser Orientierung ein

rhombisches ist. (EL,, Abb. 24.
_JL, + _' +

| +
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Abb. 24, 61 . Abb. 25, 6.

T

6b. Die Elementarfigur entsteht aus einer Figur mit bloBer Tetra-
gyre durch Spiegelung an einer Achse, welche nicht durch den Mittel-
punkt geht. Fiir die zwei Scharen von Symmetrieachsen parallel den
Quadratseiten gilt dasselbe wie vorhin, nur gehen sie nicht durch die
Fixpunkte der Tetragyren, sondern in der Mitte zwischen ihnen hin-
durch. Die beiden anderen Scharen bestehen nur aus Gleitspiegel-
achsen. Auch hier ist das Translationsgitter quadratisch, aber nicht ohne
weiteres ersichtlich. Man muf die Abbildung um 45° drehen und als-
dann ein aufrechtstehendes Quadrat zeichnen, dessen Seiten durch
vier Mittelpunkte gehen. Bei den Ornamenten ist dies immer die normale
Lage, vgl. Abb. 36, besonders jedoch

\( \( '\K Abb. 38, wo die Verhiltnisse deutlich
sind. G, Abb. 25.

7. Das Ornament besitzt eine Trigyre

'\( '\( und ist einem hexagonalen Gitter einge-
baut. Spiegelachsen kommen nicht vor.

Als Elementarfigur beniitzt man am besten

das Triquetrum, &dhnlich wie wir in den

\K Y Y Fillen 5 und 6b die Swastika oder das
Abb. 26, G,. Hakenkreu.z ber%utzt haben. ]%ekannt.lich

galten beide Figuren als Tréger einer
magischen Ladung, und es ist keineswegs unméglich, daB der Ursprung
dieses Glaubens in dieser mathematischen Eigenschaft der Verhinderung

gewisser Symmetrien liegt, denn der Respekt vor geometrischen Figuren
ist eine der wichtigsten Komponenten der alten Magie. €,, Abb. 26.
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8. Das Ornament besitzt eine Trigyre und drei Scharen von Sym-
metrieachsen, welche Winkel von 60° untereinander bilden. Diese
drei Scharen miissen von derselben Art sein, denn sie gehen durch
die Drehungen von 120° ineinander iiber (vgl. S. 97), wihrend die vier
Scharen im quadratischen Fall in zwei getrennte Abteilungen zerfielen.

T
T T T
YYYYYY
Y T

Abb. 27,67, Abb. 28, G

Wir haben auch hier, aber aus anderen Griinden als im Fall 6, zwei
Moglichkeiten. Weil niamlich das hexagonale Gitter rhombisch ist, so
miissen die Scharen von Symmetriegeraden immer gemischte sein, d. h.
Spiegel- und Gleitspiegelachsen ab-
wechselnd enthalten. Aber die drei ‘?< ;é
Scharen konnen auf zwei verschie-
dene Arten zum Gitter liegen.

8a. Die Spiegelachsen sind pa-
rallel den Seiten der das Gitter er- % % %
zeugenden gleichseitigen Dreiecke,
Durch die Mittelpunkte derselben,

welche fiir das Ornament auch Fix-

punkte von Trigyren sind, gehen ‘ x %
keine Spiegelungsachsen. (&g,,,, Ab- Abb. 29, G, .
bildung 27.

8b. Die Spiegelachsen sind parallel den Hohen in den angegebenen
Dreiecken und gehen daher durch alle Fixpunkte der Trigyrenschar.

G5, Abb. 28.

9. Das Ornament besitzt eine Hexagyre, aber keine Spiegelungen.
Das Gitter ist hier hexagonal, als Elementarfigur beniitzt man am
besten eine zum Triquetrum analoge Figur. §,, Abb. 29.
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10. Das Ornament besitzt eine Hexagyre sowie sechs Scharen von
Spiegel- und Gleitspiegelachsen, welche samtlich vom gemischten Typus
sind. Da hier offenbar die beiden Félle 8a und 8b gleichzeitig vor-
kommen, so gibt es nur eine Mdoglichkeit. €,,, Abb. 30.

% Hiermit sind alle 17 Flichen-
% . symmetrien aufgezihlt. Man konnte
nun noch die Rankenornamente be-
riicksichtigen und die Ebene selber
% _\/_ als Spiegelebene hinzunehmen. Die
% /\  Anzahl der so entstehenden Gruppen
ist nmoch mnicht aufgestellt worden,
doch diirfte sie iber hundert be-
% iragen. Wir geben im nichsten
% Paragraphen zwei Beispiele solcher
¢

Abb. 80, Gy,. Ornamente.

§ 30. Beispiele von Flichenornamenten.

Fiir die volle hexagonale Gruppe @, verweisen wir auf Abb. 1
und das dort Bemerkte. In diesem Paragraphen mochte ich vor allen
Dingen die merkwiirdigen Seilfiguren aus der Nekropole von Theben
besprechen. Die Bilder stammen aus der prichtigen Publikation von
Prisse d’Avennes, Atlas de l'histoire de l'art Egyptien, Paris 1878.

Abb. 31.
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Abb. 31 besitzt die Gruppe 3a (@g) Die Spiralen sind fiinfzahlig
und stellen offenbar das Resultat von Versuchen dar, die Zahl 5 in
Flichenornamenten anzubringen.

Abb. 32 gehort zu 4d (@EYD) Das Translationsgitter erkennt man
am besten an den Rosetten. Die gemischte horizontale Schar von
Spiegel- und Gleitspiegelachsen wird an den Lilien besonders deut
lich. Aber auch die vertikale Schar ist gemischt. Die Gleitspiegel-
achsen gehen zwischen den Lilien durch.

Abb. 32, Abb. 38.

Abb. 33 besitzt die Gruppe 4c (@SJ) Die Flachenornamente mit
dieser Gruppe lassen sich (vgl Abb. 21) durch Aneinanderreihung von
Borten erzeugen. Dies ist der Reiz unserer Figur. LaBt man in Ge-
danken die Seile weg, so bleibt eine Figur iibrig, welche genau die-
selbe Symmetriegruppe aufweist wie die ganze Figur. Sie entsteht aus
einer horizontalen Borte vom Typus 7 des § 28 durch vertikale Trans-
lation. Umgekehrt, betrachtet man nur die Seilornamente, so besitzen
auch sie genau die Gruppe 4c und das ganze Ornament entsteht aus
einer Borte vom Typus 4 (§ 28) durch fortgesetzte Spiegelung.

Abb. 34 besitzt die Gruppe 5 (G,).

Abb. 35 gehort zu 6a (QSL,). Dieses Muster ist das unbedeutendste.
Dagegen haben wir in
Abb. 36 wohl das merkwiirdigste Muster dieser Art. Es gehort

zu der Gruppe 6b (@va), deren Auffindung gewiBl eine mathematische
Leistung ersten Ranges bedeutet.
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Bei allen diesen Figuren fehlen die Farben, welche in den Ori-
ginalen, aber auch noch in den Figuren bei Pyisse d’Avennes einen
groBen Reiz ausiiben.

Auch fiir die sdmtlichen {ibrigen Gruppen lassen sich Beispiele

etwa in Owen Jones auffinden.
Die Kunst der Ornamente
ist von den Arabernweiter aus-
gebildet worden. Ich gebe als
Beispiel aus Prisse d’Avennes,
l’art Arabe, die Abb. 37: Es
ist ein Rankenornament mit
einer Hexagyre undsechs Scha-
ren von Klappachsen in der
Ebene des Ornamentes. Die
Elementarfigur, durch deren
Abb. 34. Bewegung alles entsteht, ist
eine Kleeblattschleife, aber man
bemerkt dies erst nach genauerem Zusehen. Die auffallenden Fi-
guren sind Sterne und Rechtecke, und man kann diese Verwandlung
der Figuren geradezu als das Charakteristikum dieser Kunst ansehen.
In Qwen Jomes findet man viele solche Beispiele aus der Alhambra.
Unser Ornament stammt aber von einer Moschee in Kairo aus dem
14. Jahrhundert.
Ein zweites Beispiel aus
M. de Vogiié, Syrie cen
trale, ist die wundervolle
Abb. 38. Wir haben hier
Tetragyren, ferner vier
Scharen von Spiegel-
achsen, ferner noch acht
weitere Symmetrien, wel-
che mit Spiegelungen an
der Ebene verbunden sind:
Gleitspiegelung an der
- Ebene, welche die beiden
Abb. 85. Scharen von liegenden
Kreuzen vertauscht.

Drehspiegelungen um die Mittelpunkte der Rosetten mit Winkeln
von -+ 90°.

Horizontale und vertikale Schraubenachsen, welche zwischen den
Rosetten verlaufen.

Zwei Scharen von reinen Klappachsen, welche unter 45 gegen
die vorigen gedreht sind und durch die Mittelpunkte der Rosetten
gehen.
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Abb. 36.

Abb. 37.

95
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Drehspiegelungen von 180° (rdumliches Symmetriezentrum) um die
Mittelpunkte der Arme der Kreuze.

Auch hier wird man die Elementarfigur nicht sogleich gewahr.
Der geniale Kiinstler hat dafiir die einfache Form des Kreuzes ge-
wihlt, denn nur so kann die 16fache Symmetrie zur vollen Wirkung
kommen. Ahnlich hat auch Bach in seiner Kunst der Fuge fir das
Thema eine sehr einfache und symmetrische Tonfolge ausgewihlt.

Abb. 38,

Auch in der heutigen Zeit scheint im Orient noch eine kiinstleri-
sche Tradition zu existieren, welche auf die Ornamentik zuriickgeht.
So wird in Bagdad das Fiinfeck hiufig angewendet. Da es nicht orga-
nisch in einem Gitter angebracht werden kann, so entstehen eigen-
tiimliche unsymmetrische Figuren, welche in der technischen Sprache
der dortigen Dekorateure besondere Namen haben. Man findet Figuren
und Erlduterungen in O. Reuther, Das Wohnhaus in Bagdad, S. 79,
Berlin 1910.

§ 31. Die Bewegungsgruppen der Ebene mit endlichem
Fundamentalbereich.

Wir betrachten unendlich viele Bewegungen der Ebene in sich
selber, also Drehungen und Translationen, welche eine Gruppe bilden.
Denken wir auf einen Punkt der Ebene die Gesamtheit der Bewegun-
gen ausgefiihrt und jeweils die Stelle, wohin der Punkt kommt, markiert,
so erhalten wir ein Punktsystem, die Gesamtheit der mit dem Aus-
gangspunkt dquivalenien Punkte. Nun setzen wir voraus:

1. Es gibt einen Kreis K in der Ebene, der zu jedem Punkt der
Ebene einen dquivalenten in seinem Innern enthilt.

2. Es gibt einen Kreis K’ innerhalb von K, der keine zwei &dqui-
valenten Punkte in seinem Innern enthilt.
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Von solchen Gruppen sagen wir, sie besitzen einen endlichen
Fundamentalbereich, und wir werden zeigen, daB sie mit den in
§ 29 betrachteten Gruppen der Ornamente identisch sicd. Hierzu
brauchen wir nur zu zeigen, dafl sie stets ein zweifaches System von
Translationen enthalten.

Wir bétrachten eine beliebige Drehung D der Gruppe, ihr Fix-
punkt sei 4, ihre Amplitude sei &, Nach Voraussetzung 1 gibt es eine
Bewegung der Gruppe, etwa H, welche A in einen Punkt B inner-
halb von K iiberfiihrt. Bilden wir nun die Bewegung H™*DH = D',
Sie 146t B ungedndert und stellt eine Drehung mit B als Fixpunkt
und mit derselben Amplitude « dar wie D. Setzen wir ¢ = 2m7.
Die Potenzen dieser Drehung besitzen Vielfache von « als Amplitude,
mit » kommen daher auch alle Vielfachen vor und dabei diirfen wir
beli ebige ganze Zahlen subtrahieren, so daB die Amplitude immer zwischen
0 und 27 liegt. Ist » eine irrationale Zahl, so konnen wir auf diese
Weise beliebig kleine Amplituden erhalten, wie in der elementaren
Zahlentheorie gezeigt wird. Bedenken wir nun, daB der Fixpunkt im
Innern von K liegt und K einen endlichen Radius besitzt, so folgt,
daB in beliebiger Nihe eines jeden Punktes von K ein &quivalenter
liegt. Dies ist aber wegen der 2. Voraussetzung nicht méglich. Da-
her ist 7 eine rationale Zahl, etwa —m|n, in gekiirzter Gestalt ge-
schrieben. Nun folgt aus Satz 6, daB auch die Drehung mit » = 1/n
unter den Potenzen von IV vorkommt. Diese Drehung muB K’ in
einen Kreis iiberfithren, der K’ nicht iiberschneidet, und daraus folgt,
daf3 der Nenner n eine endliche Schranke nicht iiberschreiten darf.
Damit ist bewiesen, daB nur endlich viele Amplituden fiir die Drehungen
in Betracht kommen. Da wir aber unendlich viele Bewegungen in der
Gruppe haben, muB es mindestens zwei Drehungen mit derselben
A mplitude geben, etwa D und F. Bilden wir nun D"*F= T, so er-
halten wir eine Translation. T erzeugt eine Untergruppe von unend-
licher Ordnung. Wir beweisen, daBl ihr Index auch unendlich ist.

Uben wir auf K die Gesamtheit aller Bewegungen der Gruppe
aus, so miissen wir eine Schar von Kreisen erhalten, welche die ganze
Ebene mindestens einfach iiberdeckt. Dies folgt aus der Voraus-
setzung 1. Beginnen wir mit der durch T erzeugten Translationsgruppe
{T} = ¢. Durch sie geht K in einen Streifen von Kreisen iiber, deren
Mittelpunkte auf einer Geraden liegen und in konstanten Abstinden
aufeinander folgen, Hierdurch ist also die ganze Bewegungsgruppe
sicher nicht erschipft. Nehmen wir eine Operation D auBerhalb von
T und bilden die Nebengruppe DE. Durch D geht K in eine neue
Lage iiber und D ¥ gibt einen neuen Streifen, der zum vorigen parallel
ist. Man sieht, eine endliche Anzahl von Nebengruppen reicht zur
Uberdeckung der ganzen Ebene nicht aus. Infolgedessen gibt es
Drehungen mit derselben Amplitude, welche nicht in derselben Neben-

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 7
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gruppe von ¢ liegen, etwa D und D'. Bilden wir D' D1, so erhalten
wir eine Translation, welche nicht in ¢ liegt. Damit ist der Satz be-
wiesen.

Wir wollen nun zu den Bewegungen noch die Spiegelungen und
Gleitspiegelungen als Operationen zweiter Art hinzunehmen und be-
liebige Symmetriegruppen der Ebene mit endlichem Fundamental-
bereich betrachten. Ich behaupte, dafl auch diese stets zwei unab-
hingige Translationen enthalten und daher zu den Gruppen des vori-
gen Paragraphen gehdren. Fithrt man zwei Operationen zweiter Art
hintereinander aus, so erhilt man eine Bewegung. Daraus folgt, daf
in einer Gruppe mit Operationen zweiter Art die Bewegungen eine
Untergruppe vom Index 2 bilden. Wir setzen

8=91+49.
wo & die ganze Gruppe, § die darin enthaltene Untergruppe der Be-
wegungen und A irgendeine in @& enthaltene Operation zweiter Art
darstellen.

Uben wir auf den Kreis K alle Operationen von & aus, so muB
jeder Punkt der Ebene erreicht werden, nach der Voraussetzung 2.
Zunichst iiben wir auf K die Operation 4 aus und erhalten einen
neuen Kreis L. Wir finden nun alle Kreise, in die K unter @ {iiber-
geht, indem wir auf K der Reihe nach die Operationen von § und
von 4§ ausiiben. Die letzteren koénnen- wir dadurch ersetzen, dab
wir auf L die Operationen von § ausiiben. Indem wir also auf die
beiden Kreise K und L alle Bewegungen § ausiiben, wird die ganze
Ebene iiberdeckt. Nun konstruieren wir einen Kreis, der K und L
in seinem Innern enthilt, Er enthdlt auch K’, und wenn man auf
ihn alle Operationen von § ausiibt, so wird die ganze Ebene iiber-
deckt, d. h. bereits die Untergruppe der Bewegungen besitzt einen
endlichen Fundamentalbereich und daher zwei unabhingige Trans-
lationen. Hiermit ist der Satz bewiesen:

Satz 89: Wenn eine Symmetriegruppe der Ebene einen endlichen
Fundamentalbereich besiizt, so enthdlt sie eine zweiparametrige Schar von
Translationen und ist daher eine der 17 Symmetriegruppen des § 29.

Unter einem Fundamentalbereich einer Symmetriegruppe ver-
steht man einen Bereich der Ebene, welcher keine zwei dquivalenten
Punkte enthilt, aber zu jedem Punkt der Ebene einen #quivalenten
enthilt. Fiir die Translationsgruppe bildet offenbar das Fundamental-
parallelogramm einen solchen. Fiir die beliebige Gruppe erhilt man
den Fundamentalbereich durch Unterteilung des Fundamentalparallelo-
grammes der darin enthaltenen Translationsgruppe. Das ist in jedem
der 17 Fille nicht schwer auszufilhren und es ist nicht nétig, hierauf
ndher einzugehen.
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7. Kapitel
Die Kristallklassen.

§ 32. Die Raumgitter.

Raumgitter werden erzeugt durch drei Vektoren p,, p, und p,,
deren Richtungen nicht derselben Ebene angehdren, indem man sie
von einem beliebigen Punkt aus positiv und negativ beliebig oft ab-
trigt. Eine Ebene, die drei nicht in einer Geraden liegende Gitter-
punkte enthilt, heiBt eine Giétterebene. Die in ihr liegenden Gitter-
punkte des Gitters bilden ein ebenes Gitter.

Wihlt man die drei Vektoren p,, p,, p, als Einheitsstrecken von
drei Koordinatenachsen mit dem Ursprung in O, so bilden die Gitter-
punkte die Gesamtheit der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Die
Gleichung einer Ebene durch O lautet in diesen Koordinaten %, y, 2
geschrieben folgendermafen:

lx+my+nz=0.

Damit sie eine Gitterebene darstellt, muB sie zwei unabhingige ganz-
zahlige Lésungssysteme besitzen, und daraus folgt in bekannter Weise,
daB die Koeffizienten I, m, » in rationalem Verhiltnis stehen. Man
kann sie als ganze Zahlen, deren groBter gemeinsamer Teiler 1 ist,
annehmen, denn man darf die Gleichung mit einer beliebigen Zahl
multiplizieren. Durch diese Festsetzung sind die drei Zahlen I, m, n
bestimmt bis auf einen gemeinsamen Faktor — 1. Man nennt sie die
Indizes der Gitterebene. Umgekehrt, sind irgend welche ganze Zahlen
mit dem gréBten gemeinsamen Teiler 1 gegeben, so stellt die mit
ihnen gebildete Ebenengleichung eine Gitterebene dar, denn sie besitzt
die beiden linear unabhingigen Losungen

(m, —1,0) und (n,0, —1).
Jede andere Gitterebene ist parallel mit einer solchen durch O,

denn jeder Gitterpunkt ist vom Gesamtgitter in gleicher Weise um-
geben. Man kann daher von vornherein annehmen, daB ihre Gleichung

die Gestalt hat Ix +my+nz=4d,

wo die I, m, n ganze Zahlen mit dem groBten gemeinsamen Teiler 1
sind. Da diese Gleichung ganzzahlige Losungssysteme besitzt, so muf3
d eine ganze rationale Zahl sein. Umgekehrt, gibt man d irgend einen
ganzen Zahlwert, so enthilt die Ebene nach elementaren Sitzen der
Zahlentheorie (vgl. die Bemerkung nach Satz 6) einen Gitterpunkt und
ist daher eine Gitterebene. Man erhilt auf diese Weise alle mit der
Ausgangsebene parallelen Gitterebenen.
*
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Kennt man eine Gitterebene, so 1iBt sich das ganze Raumgitter
durch Translation derselben erzeugen. Jede parallele Ebene durch
einen Gitterpunkt ist wiederum Gitterebene und das darin enthaltene
Gitter ist kongruent mit dem urspriinglichen. Wir betrachten die
parallele Ebene durch O; ihre Gitterpunkte seien gegeben durch
%, q, +%,q,. Ferner sei P ein Gitterpunkt auf einer der beiden
niachsten parallelen Gitterebenen, und ¢, bedeute den Vektor OP.
Alsdann bekommt man das ganze nichste Parallelgitter in der Ge-
stalt x, q, + %, g, -+ g, . Das darauf folgende parallele Gitter wird durch
%, 0, + %, 95 + 2 q; gegeben sein; denn gibe es zwischen diesen
beiden Ebenen noch einen weiteren Gitterpunkt, so hitten wir schon
zu Beginn nicht die nichste parallele Gitterebene gewihlt.

Jedes Raumgitter besitzt 0 als Symmetriezentrum, d. h. trigt man
einen Gittervektor von O aus in umgekehrter Richtung ab, so gelangt
man wieder in einen Gitterpunkt. Diese Operation der Spiegelung
am Anfangspunkt ist im dreidimensionalen Raum keine Bewegung,
sie kann erzeugt werden durch eine Drehung von 180° um eine be-
liebige durch O gehende Gerade und eine nachfolgende Spiegelung
an der dazu senkrechten Ebene durch 0. Nun sind alle Symmetrien
von Gittern, die wir aufsuchen wollen, Bewegungen, oder Bewegungen
verbunden mit Spiegelungen, und'wir kénnen uns daher beschrinken
auf die verschiedenen Bewegungsgruppen, da die Operationen zweiter
Art durch Spiegelung am Symmetriezentrum von selbst mitfolgen.

Bekanntlich sind alle Bewegungen des Raumes, bei denen O fest-
bleibt, Drehungen um eine Achse durch 0. Wir beweisen nun den

Satz 90: Die Ebene durch O semkrechi zu einer Drehachse ist eine
Gitterebene.

Beweis: Wenn die Drehung von der Ordnung > 3 ist, so nehme
man irgendeinen Gitterpunkt auBerhalb der Drehachse und iibe die
Drehungen aus. Alsdann erhdlt man mindestens 3 Gitterpunkte, die
nicht in einer Geraden, dagegen in einer Ebene senkrecht zur Achse
liegen. Weil O ein Gitterpunkt ist und alle Gitterpunkte vom Gitter
gleich umgeben sind, so ist auch die Ebene durch O, die zur vorigen
parallel und daher zur Achse senkrecht ist, eine Gitterebene. Aber
auch fiir eine Achse von der Ordnung 2 gilt der Satz. Es sei P ein
beliebiger Gitterpunkt auBerhalb der Achse und P, der Punkt, in den
er durch die Drehung um 180° iibergeht. Heftet man den Vektor P,0
an im Punkte P, so gelangt man in einen Gitterpunkt, der in der zur
Achse senkrechten Ebene durch O liegt.

Durch diesen Satz ist es leicht, die Gitter mit besonderen Sym-
metrien zu konstruieren. Eine Drehachse durch 0 muB das ganze
zu ihr senkrechte ebene Gitter in sich transformieren. Ihre Ordnung
kann daher nur 2, 3, 4, 6 sein. Wir nennen solche Achsen Zweier-
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achsen, Dreierachsen usw.; in der Bezeichnung der Kristallographie
heiBen sie Digyren, Trigyren, Tetragyren und Hexagyren. FEine
solche Achse darf alle zu ihr senkrechten Ebenen nur in solchen
Punkten durchstechen, welche die betreffende Drehung des ebenen
Gitters zulassen.

Ein Gitter ohne besondere Symmetrien heilt ¢riklin. Seine Gruppe
besteht aus einem Symmetriezentrum und der Identitit.

Ein Gitter mit einer Zweierachse heiBt monoklin. Das zur Achse
senkrechte ebene Gitter ist beliebig und die Achse kann in einen
Gitterpunkt oder in den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zweier
Gitterpunkte einstechen. Danach erhalten wir zwe: Typen monokliner
Gitter. Man kann das ebene Gitter in der Richtung der Zweierachse
parallel zu sich verschieben und in &dquidistanten Punkten fixieren.
Alsdann erhdlt man ein Gitter mit aufrechten Fundamentalparallel-
epipeden. Oder die Zweierachse trifft die Gitterebene abwechselnd in
Gitterpunkten und in den oben erwihnten Mittelpunkten. Man erhilt
ein Gitter, das man sich aufgebaut denken kann aus aufrechten Par-
allelepipeden, die in ihrem Mittelpunkt einen weiteren Gitterpunkt
enthalten.

Ein Gitter mit einer Viererachse heiBt tetragonal. Die zur Achse
senkrechte Ebene trigt ein quadratisches Gitter und kann daher von
der Achse nur in Gitterpunkten oder in den Mittelpunkten der Quadrate
durchstochen werden. Man erhilt auch hier zwei Gitter, bestehend
aus aufrechten Parallelepipeden mit quadratischem Querschnitt, die
zentriert sind oder nicht.

Ein Gitter mit einer Sechserachse heiBt hexagonal. Das zur
Achse senkrechte Gitter ist hexagonal und kann von der Achse nur
in einem Gitterpunkt durchstoBen werden. Es gibt daher nur einen
Typus hexagonaler Gitter.

Eine Sechserachse ist gleichzeitig Dreierachse und das eben er-
wahnte Gitter gehort daher auch zu einer solchen. Daneben gibt es
aber ein weiteres Gitter, das eine Dreierachse besitzt, das rhombo-
edrische. Die zur Achse senkrechte Gitterebene mubB ein hexagonales
Gitter tragen, aber die Achse darf auBer durch Gitterpunkte noch
durch die Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke gehen, aus denen
das Gitter aufgebaut werden kann. Die Achse trifft nur jede dritte
Gitterebene in einem Gitterpunkt, die beiden jeweils dazwischenliegen-
den Ebenen werden in Mittelpunkten von Dreiecken getroffen, die
um 60° gegeneinander gedreht erscheinen.

Das rhombische Raumgitter besitzt drei auf einander senkrechte
Zweierachsen, die wir als Koordinatenachsen wahlen. Jede Gitterebene
durch eine dieser Achsen besitzt sie als Symmetriegerade und kann
daher nur ein rechtwinkliges oder rhombisches Gitter tragen. Wenn
die Koordinatenebenen rechteckige Gitter enthalten, so erhalten wir
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zwet Gitter: ein aus rechtwinkligen Quadern aufgebautes, die im Innern
zentriert sind oder nicht. Im andern Fall nehmen wir an, daB die
horizontale Basisebene rhombisch ist, und wir erhalten wiederum zwes
Gitter, die man am besten von Quadern ausgehend beschreibt: Es
wird das eine Gitter aus basiszentrierten, das andere aus allseitig
flaichenzentrierten Quadern aufgebaut.

Das FKubische Gitter ist ein Spezialfall des vorigen und hat die
Symmetrie des Wiirfels. Da hier die Koordinatenebenen gleichwertig
sind, so gibt es nur drei Gitter, die sich aus einfachen oder innen-
zentrierten oder allseitig flichenzentrierten Wiirfeln aufbauen,

Eine nidhere Betrachtung der Gitter zeigt, daB3 eine Dreier-, Vierer-
und Sechserachse 3, 4 resp. 6 zu ihr senkrechte Zweierachsen be-
dingt. Dieser Satz 1af3t sich umkehren: Zwei Zweierachsen durch O,
welche den Winkel ¢ unter sich bilden, bedingen eine dazu senkrechte
Achse, deren Drehwinkel 2 ¢ betrigt. Fiihrt man ndmlich die Drehung
von 180° um die beiden Achsen hinter einander aus, so ist das Resultat
gleichbedeutend mit der angegebenen Drehung um die senkrechte Achse.

Wir zeigen nun, dafl nur die 14 Gitter vorkommen. Wenn nur
Zweierachsen auftreten, so miissen sie einen Winkel von 90° mit ein-
ander bilden, und es ist nur der monokline und der rhombische Fall
moglich. Wenn eine Dreierachse vorhanden ist und nicht der rhom-
boedrische Fall vorliegt, so muf3 es eine Zweierachse geben, die nicht
senkrecht zu ihr steht. Durch die Drehungen von der Ordnung 3 geht
diese in 2 neue Lagen iiber, an denen sich gleiche Achsen befinden
miissen. Diese bilden unter sich Winkel, die kleiner als 120° sind.
Sind sie 909 so haben wir eine Konfiguration, die im kubischen Fall
vorliegt, nimlich die rechtwinkligen Koordinatenachsen und die Dreier-
achse, welche sie gleichwertig macht und zyklisch vertauscht. Ist der
Winkel 60° so haben wir wieder eine Konfiguration der Oktaeder-
gruppe, nidmlich die Achsen durch die Mitten einer Seitenfliche des
Oktaeders und der sie begrenzenden Kanten. In den Fillen von 45°
und 30° werden wir auf Vierer- und Sechserachsen gefiihrt.

Bei einer Viererachse kommen wir auf Zweierachsen, die einen
Winkel von weniger als 90° bilden. Ist er 60% so haben wir eine
Konfiguration des Oktaeders, ist er 45° so ist der Winkel, den eine
dieser Zweierachsen mit der Viererachse bildet, die ja auch eine Zweier-
achse ist, kleiner als 45° und wir kommen zu Sechserachsen,

Bei einer Sechserachse kommen nur die Winkel 45% und 30° in
Betracht. 45% ist ausgeschlossen, denn wenn wir nur die geraden
Drehungen der Sechserachse nehmen, so kommen wir auf eine Dreier-
achse mit einem Winkel, der gréBer ist als 459 d. h. auf den ku-
bischen Fall. Aber auch 309 ist ausgeschlossen, denn bezeichnen wir
die Zweierachsen in der Reihenfolge, wie sie durch die Drehung ent-
stehen, mit 1 bis 6, so miiBten folgendes die Winkel zwischen ihnen sein:
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¥ (1,2)=380°% I7(1,8)=45% IC(1,4)=160% IT(1,5)=45°
¥ (1, 6)=30°,
und dies ist offenbar nicht méglich.
Die 7 Achsenkonfigurationen, die wir gefunden haben, bilden die
7 Kristallsysteme. Unter ihren Gruppen kommen zwei umfassendsie vor,
die hexagonale und kubische. Nun miissen wir die Untergruppen auf-
suchen (vgl. auch § 35).

§ 33. Die Kristallklassen.

In der klassischen Kristallographie sieht man den Kristall als ein
Medium an, dessen physikalische Eigenschaften sich bei gewissen
Drehungen und Spiegelungen, die im vorigen Paragraphen an den
Gittern aufgewiesen worden sind, nicht andern. Der modernen Forschung
ist es gelungen, durch den Nachweis der gitterartigen Kristallstruktur
die Beschrinkung auf die angegebenen Symmetrien aufzukliren,
wahrend man frither ein besonderes Gesetz, das Gesetz der rationalen
Indizes, aufstellen muBte. Jede Symmetriegruppe, welche sich aus den
angegebenen Symmetrien zusammensetzen liBt, definiert eine be-
stimmte Kristallklasse, bestehend aus den Kristallen, deren empirisch
nachgewiesene Symmetrien sich gerade mit dieser Gruppe decken.
Und umgekehrt gehort jeder Kristall zu einer solchen Gruppe; denn-
seine Symmetrien bilden eine Gruppe, weil nach Voraussetzung der
Kristall nach der Ausfiihrung einer Symmetrieoperation seine Eigen
schaften beibehdlt und daher eine beliebige weitere der Symmetrie-
operationen zulidBt.

Jede Kristallklasse gehort daher zu einer bestimmten Untergruppe
der vollen Gruppen, welche zu den 7 Kristallsystemen des vorigen
Paragraphen gehoren, und unsere Aufgabe ist es jetzt, die simtlichen
so erhiltlichen Gruppen aufzuzdhlen. Hierbei werden wir wesentlich
unterstiitzt durch die auftretenden Normalteiler und ihre Faktorgruppen.
Die volle Gruppe ist jeweils das direkte Produkt der zugehdrigen Be-
wegungsgruppe und einer Gruppe von der Ordnung 2, deren Elemente
die Identitit und das Symmetriezentrum sind. Diese Gruppen heiBen die
Holoedrie des betreffenden Systems. Normalteiler vom Index 2, z. B.
die Bewegungsgruppen, heiflen im allgemeinen Hemiedrien, solche
vom Index 4 Tetartoedrien.

1. Triklines System: Die Hemiedrie besteht aus der Identitdt allein,
die Holoedrie enthalt auBlerdem noch das Symmetriezentrum.

2. Monoklines System: Die Holoedrie besteht aus E, einer Zweier-
achse, dem Symmetriezentrum und einer zur Achse senkrechten Sym-
metrieebene und bildet eine Abelsche Gruppe vom Typus (2, 2). Jedes
der drei zuletztgenannten Elemente bestimmt mit E zusammen eine
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Untergruppe vom Index 2, aber die mittlere gehdort ins trikline System,
daher bleiben zwei noch iibrig: E -- Symmetrieebene bildet die He-
miedrie, E 4 Zweierachse die Hemimorphic.

3. Rhombisches System. Die Holoedrie ist Abelsch von der Ord-
nung 8 und vom Typus (2, 2, 2). Sie besitzt 7 Gruppen von der
Ordnung 2, die jeweils aus E und einer der 3 Zweierachsen oder
der 3 Symmetrieebenen oder schlieBlich dem Symmetriezentrum be-
stehen. Alle diese gehdren bereits zu einem der fritheren Systeme.
Ferner gibt es 7 Untergruppen von der Ordnung 4. Von diesen
bilden 3 die monokline Holoedrie, bezogen auf je eine der drei Achsen;
diese fallen weg. AuBer diesen gibt es drei Untergruppen, die aus E,
einer Zweierachse und zwei durch sie hindurchgehenden Symmetrie-
ebenen bestehen. Diese bilden die rhombische Hemimorphie. SchlieB-
lich bleibt die Drehungsgruppe, welche E und 3 Zweierachsen enthdlt
und rhombische Hemiedrie heif3t.

4. Rhomboedrisches System. Die Bewegungsgruppe ist die Dieder-
gruppe von der Ordnung 6. Die Holoedrie besitzt die Ordnung 12.
Sie enthilt einen Normalteiler vom Index 4, die Tetartoedrie, deren
Faktorgruppe Abelsch und vom Typus (2, 2) ist. Es gibt also noch
drei Hemiedrien: die Paramorphie, welche auBer der Dreierachse noch
das Symmetriezentrum und damit noch zwei Drehspiegelachsen ent-
halt, die Hemimorphie, welche auBer der Achse noch Symmetrieebenen
durch dieselbe besitzt, und schlieBlich die Enantiomorphie, welche die
samtlichen 6 Drehungen enthilt.

5. Hexagonales System. Hier bildet die Sechserachse die Tetartoedrie
und ist Normalteiler der Holoedrie vom Index 4. Genau wie im vor-
herigen Fall treten dre: Hemiedrien auf, sie werden gleich bezeichnet
wie vorher. Freilich treten hier noch weitere Untergruppen auf, die
nachher untersucht werden sollen.

6. Telragonales System. Wie das vorige.

1. Kubisches System. Hier bildet die Tetraedergruppe die Tetarto-
edrie. Sie ist genau wie die drei vorigen in der Holoedrie enthalten.
Die Enantiomorphie (reine Drehungsgruppe) ist hier offenbar die
Oktaedergruppe.

Wiihrend wir in 1 bis 4 sdmtliche Untergruppen kennen, miissen wir
noch die librigen Gruppen untersuchen. Wir beginnen mit dem hexa-
gonalen System. Die Gruppe hat die Ordnung 24, ihre Sylowgruppe von
der Ordnung 8 bildet das rhombische System, da die Sechserachse zu-
gleich Zweierachse ist, sie liefert also keine neue Kristallklasse. Jede
andere Untergruppe enthilt die Untergruppe von der Ordnung 3, und
diese ist stets Normalteiler, denn es gibt nur eine Dreierachse. Der
Index dieses Normalteilers unter der Holoedrie ist 8, die Faktorgruppe
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ist Abelsch und vom Typus (2, 2, 2). Es gibt also 7 Untergruppen
von der Ordnung 6 und ebensoviel von der Ordnung 12. Von der
Ordnung 6 ist die Sechserachse, ferner die drei Hemiedrien des
rhomboedrischen Systems. Von den letzteren zidhlen aber die Hemi-
morphie und die Enantiomorphie doppelt, da wir aus den 6 Zweier-
achsen des hexagonalen Systems auf zwei Arten drei auswéhlen kdnnen,
um die Enantiomorphie zu erhalten. Ebenso kdnnen wir aus den
6 Symmetrieebenen durch die Sechserachse auf zwei Arten drei aus-
wahlen, welche die Hemimorphie ergeben. Die beiden Konfigura-
tionen ergeben sich jeweils auseinander durch Drehung von 30° um
die Dreierachse. Es bleibt also noch eine Untergruppe iibrig und
diese besteht aus der Dreierachse und einer horizontalen Symmetrie-
ebene, die also zur Achse senkrecht steht. Diese Klasse heif3t die
trigonale Paramorphic. Sie gehort nicht zum rhomboedrischen Gitter,
denn dieses besitzt keine horizontale Symmetrieebene, sondern nur
zum hexagonalen, trotzdem wird sie meist dem rhomboedrischen System
zugezahlt. Unter den Untergruppen von der Ordnung 12 kommen 5
bereits unter den frither aufgezihlten vor, und es bleiben zwei iibrig,
die aber nur als eine zihlen. Es ist dies die Dreierachse mit drei
dazu senkrechten Zweierachsen, also die rhomboedrische Enantio-
morphie, der ferner noch eine horizontale Symmetrieebene hinzugefiigt
ist. Diese Klasse heiBt die #rigonale Holoedrie.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse im tetragonalen System. Nimmt
man hier zu der Viererachse das Symmetriezentrum, so erhilt man
eine Abelsche Gruppe vom Typus (4, 2). Diese besitzt auler der
Achse noch eine Operation von der Ordnung 4, nimlich die Dreh-
spiegelachse. Die zugehorige Klasse heilt tetragonale Tetartoedrie
II. Arvi. Auch diese Gruppe ist Normalteiler der Holoedrie und in
drei Normalteilern von der Ordnung 8 enthalten, von denen wir erst
einen haben, nidmlich die tetragonale Paramorphie. Die beiden an-
deren sind gleich beschaffen und entstehen durch Hinzufiigen zweier
Zweierachsen und zweier Symmetrieebenen durch die Drehspiegel-
achse, welche die Winkel zwischen den Zweierachsen halbieren. Diese
Klasse heiBt die fetragonale Hemiedrie II. Art.

Das kubische System liefert keine weiteren Klassen mehr. Die
Sylowgruppen von der Ordnung 16 sind tetragonale Holoedrien, die
Untergruppen mit Dreierachsen gehoren in das kubische oder das
rhomboedrische System.

Es ist bemerkenswert, daB bereits so einfache Gruppen, wie die
drei zuletzt behandelten, eine groBe Mannigfaltigkeit von Untergruppen
und eine &duBerst komplizierte Struktur aufweisen. Sie sind darum
besonders lehrreich, und gerade ein Vergleich des hexagonalen Falles
mit dem tetragonalen wird die tiefere Erkenntnis des Baues von
Gruppen auf das nachhaltigste fordern.
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Auf die allgemeinen Raumgruppen mit endlichem Fundamental-
bereich werden wir in § 70 kurz eingehen. Der Beweis, daB es nur
endlich viele gibt, ist viel schwieriger, als im Fall der Ebene. Man
findet einen solchen in de Séguier, Groupes abstraits, p. 150. Paris,
Gauthier-Villars 1904.

8. Kapitel.

Permutationsgruppen.

§ 34. Zerlegung der Permutationen in Zyklen?).

Die Aufgabe dieses Kapitels bildet ein eingehenderes Studium
der durch Permutationen dargestellten Gruppen. Sie sind besonders
wichtig, weil durch sie gewisse, fiir alle Anwendungen fundamentale
Gruppen in einfachster Weise behandelt werden koénnen. Aber ihre
Bedeutung reicht noch viel weiter, denn wie bereits in § 5 gezeigt
worden ist, besitzt jede Gruppe eine Darstellung durch Permutationen,
und wir werden spiter sehen, daB sich jede Eigenschaft der Per-
mutationsgruppen so aussprechen ld8t, daB sie als Eigenschaft einer
abstrakten Gruppe erscheint.

Wir behandeln zum Anfang eine neue Darstellung der Permuta-
tionen und beginnen mit einem Beispiel. In der Permutation

12345
<2 513 4)

wird 1 ersetzt durch 2, 2 durch 5, 5 durch 4, 4 durch 3 und 3 durch 1.
Dies kann durch folgendes Symbol hezeichnet werden (1, 2, 5, 4, 3),
in dem wir darunter eine zyklische Vertauschumg oder einen Zyklus
der fiinf Variablen in der Klammer verstehen dergestalt, daB jede Zahl
durch die folgende, die letzte aber durch die erste ersetzt wird. Offen-
bar bewirkt die angegebene Permutation dieselbe Vertauschung wie das
obige Klammersymbol, aber das letztere ist viel iibersichtlicher als
die bisher angewandte Bezeichnung.

So sind auch die Potenzen der Permutation leicht aus dem Klammer-
symbol abzulesen. Um z. B. das Quadrat zu bilden, hat man jeweils
um 2 Stellen nach rechts zu gehen und allgemein fiir die #n-te Potenz
in zyklischer Weise um # Stellen nach rechts. Man sieht sofort, daB

die fiinfte Potenz unserer Permutation die identische ergibt.
Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Permutation

12345
54123/
Hier geht 1 {iber in 5, 5 in 3 und 3 in 1, so daB hiermit bereits

1) Zur Geschichte der Permutationsgruppen vgl. § 71.
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ein Zyklus geschlossen ist, 2 geht {iber in 4 und 4 in 2, In unserem
Fall ist also die Permutation das Produkt der zwei Zyklen (1, 5, 3) (2, 4),
von 3 resp. 2 Variablen. Die Ordnung dieser Permutation muB sowohl
durch 3 als durch 2 teilbar sein und ist, wie man sich leicht {iber-
zeugt, gleich 6.

Man sieht nun sofort, daB sich jede Permutation in der an-
gegebenen Weise in ein Produkt von Zyklen zerlegen liBt, wobei jede
Variable nur einmal vorkommt. Bleibt eine Variable ungeéndert bei
der Permutation, so gibt sie AnlaB zu einem Zyklus von einem ein-
zigen Glied, und wir setzen fest, daB solche Zyklen weggelassen
werden. So ist z. B.

(33))=wo@=ws

Satz 91: Die Ordnung einer Permutation ist gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen der eimzelnem Zyklen, und die
Ordnung eines Zyklus ist gleich der Anzahl der Variablem, die darin
auftreten.

Sieht man von der Bedingung ab, daB 2 Zyklen keine gemein-
samen Variablen enthalten diirfen, so 1aBt sich selbstverstindlich jede
Permutation auf beliebig viele Weise als Produkt von Zyklen dar-
stellen, insbesondere als Produkt von Transpositionen. Hierunter
verstehen wir die Vertauschung zweier auf einander folgender Variablen.
Der Zyklus (1,2, 3,...,n) kann offenbar ersetzt werden durch die
auf einander folgenden Transpositionen (1, 2), (1, 3), (1, 4), ..., (1, »).
Es ist also:

(1,2,8,..,7)=01,2)(1,3)(1,4)...1, n),

und in dhnlicher Weise lassen sich die iibrigen Zyklen der Permutation
behandeln. Wir merken noch an, daB die Anzahl der Transpositionen
bei Zyklen gerader Ordnung eine ungerade, im anderen Fall eine
gerade ist.

Der zu einem Zyklus inverse Zyklus wird erhalten, indem man
die Variablen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt; die zu einem
Produkt von Zyklen inverse Operation erhdlt man, indem man die
Folge der Zyklen umkehrt und auBerdem jeden einzelnen Zyklus
durch den inversen ersetzt. So ist z. B.

(1,2,3)(1,2,4))*'=(4,2,1 (3, 2,1).
Nun gilt der

Satz 92: Wird eine Permutation auf alle miglichen Weisen als
Produkt von Transpositionen dargestellt, so ist die Anzahl der ein-
gehenden Transpositionen entweder bei allen Darstellungen gerade oder
bei allen Darstellungen ungerade.
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Beweis: Man bildet das Differenzenprodukt

(z1 - xq) (@, — xs) e (xl - xn)

(@ — z5) - (7 — @) — D.

Vertauscht man hier 1 und 2, so andert D das Vorzeichen, und all-
gemein iiberzeugt man sich leicht davon, daB jede Vertauschung zweier
Indizes dasselbe bewirkt. Eine gerade Anzahl von Vertauschungen
1aBt daher D ungedndert, wihrend eine ungerade Anzahl D in — D
iiberfiithrt.

Eine Permutation wird stets entweder D unverindert lassen oder
D in — D iiberfihren. Im ersten Fall kann sie sich nur aus einer
geraden Anzahl, im zweiten Fall nur aus einer ungeraden Anzahl von
Transpositionen zusammensetzen lassen.

Sind S und T zwei Permutationen, so ist es eine fiir das Folgende
wichtige Aufgabe, die Permutation 7-1ST zu bilden. Wir bezeichnen

1, 2, ..., n 1, 2, ..., n A S )
S=|_ . ), T= =<1 y n vgl. § 5
Tislgs vorly kikys.o ok, Lislysovns ln

dann wird
1, 2, ...,
sT— (" ",
Lo lys oo s L,
und
T-1§T — ki ky ok,
Lo ly oo L,

Hieraus folgt der

Satz 93: Eine Permutation S wird transformiert durch die Per-
mutatton T, indem man in den beiden Zeilen der Permutation S die
Permutation T ausfiihrt.

In der Bezeichnungsweise durch Zyklen wird das Resultat noch
einfacher. Man iiberzeugt sich leicht, daB ein Zyklus durch die Per-
mutation T transformiert wird, indem man die Variablen des Zyklus
der Permutation unterwirft. So ergibt z. B. das Produkt der Zyklen

(1, 2, 3) (2, 3, 4) transformiert durch die Permutation (é’ 3’ i’ g)

das folgende Produkt (2,1, 4)(1, 4, 3), denn ein Produkt wird trans
formiert, indem man die einzelnen Faktoren transformiert.

Umgekehrt sind zwei Permutationen, deren Zerlegung in Zyklen
mit verschiedenen Variablen eine gleichartige ist, d. h. jeweils aus
gleichviel Zyklen derselben Ordnung besteht, durch Transformation
ineinander iiberfiihrbar. Z.B. (1, 2, 3, 4, 5) und (2, 4, 1, 5, 3) sind
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in einander transformierbar durch die Permutation (jé’ i’ fi’ g’ g) resp.
2 J 2 2
die dazu Inverse.
Zum Schluf dieses Paragraphen seien noch ein par spezielle
Formeln angemerkt. Zwe: Zyklen wmit einer einzigen gemeinsamen

Variablen ergeben multipliziert wiederum einen Zyklus:

(15 -5 %) (B35 Yas o V) = (F15 o+ B Yo Yoo - 00 Y-
Die Ordnung des zusammengesetzten Zyklus ist gleich der um 1 ver-
minderten Summe der Ordnungen der beiden Faktoren.

Das Produkt zweier Tramspositionen it sich durch dreigliedrige
Zyklen erzeugen. So ist

(ad)(cd) = (abd)(acd) und (abd)(ac) = (abe).

Infolgedessen lassen sich alle gevadem Permutationen auch als Pro-
dukte dreigliedviger Zyklen darstellen, und uwmgekehvt ist ein solches
Produkt stets eine gerade Permutation.

§ 35. Die symmetrische und alternierende
Permutationsgruppe.

Die sidmtlichen Permutationen von » Variablen bilden eine Gruppe
von der Ordnung #!, welche die symmetrische Gruppe von n Varia-
blen genannt wird. In dieser Gruppe sind 2 Permutationen mit gleich-
artiger Zerlegung in Zyklen von verschiedenen Variablen konjugiert.

Besteht die Permutation aus a4 Zyklen von der Ordnung 1,
b Zyklen von der Ordnung 2, ¢ von der Ordnung 8 usw., so dafl
#=a-+2b-+3c-}---, so gibt es im ganzen, wie eine leichte Rech-
nung zeigt,

n!
1%a12%51 8% . ..

Permutationen von diesem Typus, wobel 0! = 1 zu setzen ist. Diese
Zahl stellt daher auch die Anzahl der Permutationen in der betreffen-
den Klasse dar. Die Anzahl der Klassen in der symmetrischen Gruppe
ist gleich der Anzahl der Losungen der Gleichung

n=a-+2b+3c+ -
in ganzen Zahlen > 0. Fir = 2 erhilt man die Gruppe von der
Ordnung 2; #n =3 liefert die Diedergruppe von der Ordnung 6;
n =4 ergibt die Oktaedergruppe von der Ordnung 24, denn diese
ist ja bestimmt durch die Vertauschungen der 4 Diagonalen, welche
die Mittelpunkte gegeniiber liegender Flichen des Oktaeders verbinden.
Eine weitere Besprechung folgt unten und wir gehen iiber zur

Definition: Die alternierende Gruppe von n Variablen besteht
aus den samtlichen geraden Permutationen der u Variablen. Diese
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bilden eine Untergruppe vom Index 2 der symmetrischen Gruppe,
denn ist U die alternierende Gruppe und S irgend eine ungerade Per-
mutation, so stellt %S alle ungeraden Permutationen dar. 9 ist ferner
Normalteiler der symmetrischen Gruppe, denn mit T ist auch S™*TS
eine gerade Permutation.

Die alternierende Gruppe von 3 Variablen ist zyklisch und von
der Ordnung 3. Im Falle von 4 Variablen a, b, ¢, d besitzt sie die
Ordnung 12. Wir behaupten nun, daB diese Gruppe einen Normal-
teiler von der Ordnung 4 besitzt. In der Tat bilden die 3 Permuta-
tionen, welche die 4 Variablen zu je zwelen vertauschen, zusammen
mit der identischen eine Untergruppe:

E, A= (a,b)(c,d), B=(a,c)(b,d), C=(a,d)(dc)

mit den Relationen AB = BA = C; sie ist Abelsch und vom Typus
(2, 2), also eine Vierergruppe. DaB sie Normalteiler ist, folgt daraus,
daBl sie die sidmtlichen Permutationen von dem betreffenden Typus
enthélt. Die Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe von vier
Variablen besteht daher aus den Gruppen %, 8, €, E, wobei % die
alternierende Gruppe ist, 8 die eben aufgestellte Abelsche Gruppe von
der Ordnung 4 und € eine ihrer drei Untergruppen von der Ordnung 2.
A und B sind Normalteiler der symmetrischen Gruppe, § dagegen
nicht. Weiterhin gilt nun der wichtige

Satz 94'): Die alternierende Gruppe von n Variablen ist einfach,
sobald n grofler als 4 ist.

Beweis: Ein Normalteiler der alternierenden Gruppe, der einen
dreigliedrigen Zyklus (a, b, ¢) enthilt, enthilt alle weiteren dreiglied-
rigen Zyklen und stimmt infolgedessen mit der alternierenden Gruppe
iberein. Denn da mindestens 5 Variable zur Verfiigung stehen, so
kann man stets eine gerade Permutation angeben, welche die 3 Varia-
blen g, b, ¢ in drei beliebig gegebene Variable a,,b,, ¢, iiberfiihrt.
Durch diese Permutation wird aber der Zyklus (a, b, c) in den Zyklus
(ay, by, ¢,) transformiert. Nun sei eine beliebige Permutation des
Normalteilers in folgender Weise durch elementenfremde Zyklen dar-
gestellt: S=(a,,...,a,) - (¢;, ..., ¢,) und wir machen die Voraus-
setzung, daB s > 4 sei, dann gehort auch

T= (@), 8) (015 0r 6y €y 6 €ym)

zum Normalteiler, denn S geht in T iiber, indem man die Variablen
(c4_g> €445 €,) zyklisch vertauscht, was eine gerade Permutation ist.
Der Normalteiler enthilt also auch ST™%, und man findet leicht, daB
dies der dreigliedrige Zyklus (¢,_g> €y €,_q) ist, womit nach dem Vor-
hergehenden bewiesen ist, daB alle Untergruppen, die Zyklen von

1) Galois, E.: Oeuvres, S. 26.
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hoherer als dritter Ordnung enthalten, mit der alternierenden Gruppe
iibereinstimmen.

Nun méoge der Normalteiler eine Permutation von der Ordnung 3
enthalten, dann mufl diese in Zyklen zerlegt mindestens 2 Zyklen
enthalten, sonst wire die ganze alternierende Gruppe im Normalteiler,
Eine solche Permutation sei

S = (ay, ag, a5) (by; by by),

wobei wir nur 2 Zyklen aufschreiben. Vertauscht man nun ag, b,, b,
zyklisch, was auf eine Transformation mit einer geraden Permutation
herauskommt, so erhilt man

T = (a,, 4y, b,)(by, a3, by),

ST =(a,, by, a3, a,, by)

also ein fiinfgliedriger Zyklus und wir befinden uns im fritheren Fall
Es bleibt noch der Fall iibrig, daB im Normalteiler bloB zweigliedrige
Zyklen vorkommen,

und es wird

Wenn der Normalteiler die Permutation (a, ) (c, d) enthilt, so muf
er auch (b, ¢)(c, d) enthalten, wobei ¢ irgendeine fiinfte Variable, die
ja vorhanden ist, darstellt, und das Produkt dieser beiden ist wiederum
ein dreigliedriger Zyklus, ndmlich (a, ¢, b). Falls die Permutation nicht
bloB aus 2 Vertauschungen besteht, so miissen es mindestens 4 sein,
z. B. (ay, a,) (b, b,) (¢,» ¢,) (dy, d,), alsdann ist auch die folgende Per-
mutation im Normalteiler enthalten (a,, a,) (b,, ¢,) (B,, d,)(c,> d,).- Das
Produkt dieser beiden ergibt eine Permutation von der Ordnung 3
nidmlich (b,, d,, ¢,) (8, ¢,, d,), womit wir auf den fritheren Fall zuriick-
gefilhrt sind. Wir haben hierbei die iibrigen Vertauschungen, welche
allenfalls zur Permutation gehoren, weggelassen, da sie in beiden Per-
mutationen gleich bleiben sollen und sich daher bei der Multiplikation
aufheben.

§ 36. Transitive und intransitive Permutationsgruppen.

Von jetzt an sollen die Variablen einer Permutationsgruppe auch
als solche bezeichnet werden, indem wir statt 1, 2,..., # schreiben:
Xys %y, .-+ %,. # heilt der Grad der Gruppe.

Indem wir nun von einer Variablen, etwa x,, ausgehen, untersuchen
wir, in welche Variablen %, durch die verschiedenen Permutationen
iibergefiihrt wird. Da die identische Permutation in jeder Permutations-
gruppe enthalten ist, so kommt darunter x, selber vor. Durch Ein-
filhrung einer geeigneten Numerierung diirfen wir annehmen, daB die
iibrigen Variablen, in die x, iibergeht, x,, ..., #, sind. Wir behaupten
nun, daB diese » Variablen bei allen Permutationen der Gruppe nur
unter sich vertauscht werden. Es moge nidmlich bei der Permutation
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S die Variable ¥, in #, iibergefiihrt werden, wobei ¢ eine Zahl zwischen
1 und 7 bedeutet. Ist dann T eine Permutation, die x, in ¥, lber-
fithrt, so wird TS einerseits zur Permutationsgruppe gehéren, anderer-
seits aber auch x, in x, liberfiihren. Nach der Voraussetzung folgt
nun, daB k ebenfalls ein Index zwischen 1 und # ist. Sind ferner ¢
und % zwei Indizes zwischen 1 und 7 und fithren S resp. T die
Variable #, in x; resp. x, iiber, so filhrt S™1T die Variable x; in x,
tiber. Man sieht sonach, dal durch irgend eine Variable x,; die zu-
gehorigen Variablen #, bis %, eindeutig bestimmt sind und man nennt
%, bis x, durch die Permutationsgruppe transitiv verbundene Variable.
Eine Variable auBerhalb von x,,...,%, wird wiederum einem tran-
sitiven System angehdren, das durch eine beliebige unter seinen Varia-
blen vollstindig bestimmt ist, und das System der # Variablen zerfallt
somit in eine Anzahl transitiver Teilsysteme. Eine Permutationsgruppe,
bei der mehr als ein transitives System vorkommt, hei3t eine intransi-
tive Permutationsgruppe. Betrachtet man nur die Variablen eines
transitiven Teilsystems, so bilden ihre durch die Gruppe hervor-
gerufenen Permutationen eine mit der Gesamtgruppe isomorphe Gruppe.
Diejenigen Permutationen, welche diese Variablen ungeindert lassen,
bilden also einen Normalteiler der ganzen Gruppe.

Als Beispiel geben wir die zyklische Gruppe von der Ordnung 6
in fiinf Variablen dargestellt; sie wird erzeugt durch

(%5 %g> %) (%45 %)
Diese Gruppe ist intransitiv, der Normalteiler, der die drei ersten
‘Variablen ungeéndert 14Bt, ist von der Ordnung 2, derjenige, der x,
und #x, nicht dndert, von der Ordnung 3.
Es geniigt, die transitiven Permutationsgruppen zu untersuchen, da
sich die ilibrigen aus jenen zusammensetzen lassen.

Satz 95: In einer lransitiven Permutationsgruppe von n Variablen
bilden diejenigen Permutationen, die x, resp. x, usw. ungedndert lassen,
ein System von n konjugierten Untergruppen vom Index n uniter der
ganzen Gruppe.

Beweis: DaBl die Permutationen, die etwa #, ungeandert lassen,
eine Untergruppe § bilden, ist klar; sind ferner T und S zwei Per-
mutationen, die beide %, in x, Uberfiihren, so gehort ersichtlich ST-1
zu §, d.h. S und T gehéren derselben Nebengruppe von  an und
jede Nebengruppe besteht aus der Gesamtheit derjenigen Permuta-
tionen, die x, in eine bestimmte der iibrigen Variablen iiberfiihren.
Hiernach zerfillt die ganze Gruppe genau in % Nebengruppen von £.
Ist nun §’ diejenige Gruppe, die x; ungeindert 1iBt, und T eine
Permutation, die %, in x, iiberfiihrt, so wird 7! § T eine Untergruppe
sein, die x, ungedndert 1a6t und daher in §’ enthalten ist; da ihre
Ordnung dieselbe ist wie diejenige von §', so wird §' =T $T.
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Nach der Definition ist § eine intransitive Permutationsgruppe, in-
dem ja w, fiir sich ein transitives System bildet. Wir miissen nun
untersuchen, was eintritt, wenn § in den iibrigen Variablen transitiv ist.

Definition: Eine Permutationsgruppe & heilit r~fach transitiv,
wenn sie Permutationen enthdlt, die #,...,x, in jedes System von
7 Variablen aus x,, ..., %, iberfiihren.

Aus dieser Definition folgt ohne weiteres, wie oben, dall in der
Gruppe @& Permutationen auftreten, welche ein beliebiges System
von 7 aus den # Variablen in ein beliebiges derartiges System iiber-
fihren. Diejenigen Permutationen, welche x,, ..., %, in sich selbst iiber-
filhren, bilden eine Untergruppe §, und diejenigen, welche diese
Variablen in ein und dasselbe System {iiberfithren, bilden eine Neben-
gruppe von §. Der Index von § ist also gleich der Anzahl der
moglichen Systeme von 7 Variablen, in die «x,,..., %, ibergefiihrt
werden kann, und diese Anzahl ist gleich: n(n —1)---(n —7 4 1).
Hieraus folgt der

Satz 96: Die Ordnumg einer 7v-fach transitiven Gruppe vom
Grade n ist gleich n(n—1)---(n — 7+ 1)d, wobes d ein Teiler von
(n — ) ist.

Denn d ist die Ordnung der Untergruppe §, und § vertauscht
n — » Variable.

Wir betrachten nun speziell die zweifach transitiven Gruppen.
Eine solche kann auch als transitive Gruppe charakterisiert werden,
bei welcher die Untergruppe, die x; ungedndert 1dBt, in den iibrigen
Variablen transitiv ist. Denn sie muB Permutationen enthalten, die
%,, %, in ein beliebiges Paar x,, x, (! = 2, ..., n) {iberfiihrt; daraus folgt
nun leicht, daB auch ein beliecbiges Paar von Variablen x;, %, in %, x;
ibergefiihrt werden kann, wobei [3=i. Da die Gruppe transitiv ist,
so gibt es jedenfalls eine Permutation, die #, in x, {iberfiihrt und x,
moge dabei in x, {ibergehen; durch Zusammensetzung mit einer ge-
eigneten aus den vorhin angegebenen Permutationen kann man nun
erreichen, daB k sowie 7 einem beliebigen Index gleich wird, womit
bewiesen ist, daB die Gruppe zweifach transitiv ist.

§ 39. Darstellung von Gruppen durch Permutationen.

Bereits in § 5 haben wir den Begriff der Darstellung einer ab-
strakten Gruppe eingefiihrt. Es ist vorteilhaft, ihn etwas zu erweitern.
Eine Permutationsgruppe stellt die abstrakte Gruppe & dar, wenn
jedem Element der letzteren eine und nur eine Permutation zugeordnet
ist und umgekehrt jeder Permutation mindestens ein Element aus
entspricht, dergestalt, daf dem Produkt zweier Elemente auch das
Produkt der zugeordneten Permutationen zugeordnet ist. Die Permu-
Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 8
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tationsgruppe ist also isomorph mit der abstrakten Gruppe. Im folgen-
den wird die Aufgabe gelost werden, alle. Darstellungen einer ab-
strakten Gruppe durch transitive Permutationsgruppen zu finden.

Ist § irgend eine Untergruppe der abstrakten Gruppe & vom Index #»
und ist, in rechtsseitige Nebengruppen zerlegt,

C=9+9T,+ - +97,,

so laBt sich in folgender Weise eine Permutationsgruppe von #
Variablen definieren, welche mit & isomorph ist: Man multpliziere die
n Nebengruppen §, § 7,, ..., $ T, rechts mit dem beliebigen Element S
aus @&. Hierdurch erfahren sie eine Permutation und diese bezeichnen
wir als die Darstellung des abstrakten Elementes S. Man sieht so-
fort, daB man auf diese Weise eine Darstellung von ® erhilt, wenn
man die u Nebengruppen als zu permutierende Variable betrachtet.
Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen, welche der Nebengruppen
durch S in sich selbst iibergefiihrt werden. Wenn das z B. fiir §
der Fall ist, so muf3 die Beziehung gelten $S =9, d.h. S muB in
der Untergruppe § liegen und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so
wird § ungeandert bleiben. § T bleibt ungeindert, wenn § TS = T
oder T7*9T-S=T"'9T ist, d. h. wenn S in der zu § konjugierten
Untergruppe 7' $ T liegt.

Hiernach 148t die zu S gehdrige Permutation genau so viele
,Variable“, ndmlich Nebengruppen, ungeindert, als die Anzahl der
mit § konjugierten Untergruppen betrigt, die S enthalten. Die iden-
tische Permutation wird von allen denjenigen Elementen S erzeugt,
die in allen mit § konjugierten Untergruppen enthalten sind. Die
Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler der ganzen
Gruppe ® und umgekehrt ist jeder Normalteiler von @, der in §
enthalten ist, auch in den mit § konjugierten Untergruppen enthalten.
Bezeichnet % den groBten Normalteiler von &, der in § enthalten
ist, so entspricht seinen Elementen und nur diesen die identische
Permutation, die durch § erzeugte Permutationsgruppe ist holoedrisch
isomorph mit der Faktorgruppe @/®%. Nachdem das festgestellt
ist, konnen wir leicht die wichtige Tatsache erweisen, daB wir auf
diesem Weg alle transitiven Darstellungen der Gruppe ® erhalten, so
daB also jede transitive Permutationsgruppe durch eine Untergruppe
der durch sie dargestellten abstrakten Gruppe im eben beschriebenen
Sinn erzeugt werden kann.

Es sei ndmlich @ die Permutationsgruppe und $ diejenige Unter-
gruppe, die x, ungedndert 1iBt, ferner sei

®=$§+S§T2++$Tn:
wobei § 7, diejenige Nebengruppe bedeutet, deren Permutationen %,
in x, tberfihren. Nun moge die beliebige Permutation S aus @& unter
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anderem die Variable x, in die Variable x, tiberfiilhren. Wir behaupten,
daB die Beziehung gilt:
. 9T, S=9T,

Zum Beweis bedenken wir, dal T, S die Variable x, in x, iiber-
fihrt und somit eine Permutation aus § 7, ist, etwa H7,. Nun wird
HT,.S=HHT,=HT, womit die Behauptung erwiesen ist. Damit
ist bewiesen, daBl die mit S bezeichnete Permutation der Variablen
%y -++» %, identisch ist mit der Permutation der Nebengruppen von §,
die durch rechtsseitige Multiplikation mit S entsteht. Wir sprechen
die gefundenen Resultate in folgendem Satz aus:

Satz 97: Man erhdlt jede Darstellung einer abstrakien Gruppe &
durch transitive Peymutationsgruppen, indem wman irgendeine Unier-
gruppe O und ihve Nebengruppen rechisseitig mit den Elementen der
Gruppe multipliziert; ist irgendeine Permutationsgruppe gegeben und
9 diejenige Untergruppe, die eine der Variablen ungedndert lipt, so ist
die durch 9 erzeugte Permutationsgruppe idenmtisch mit der gegebenen
Permutationsgruppe, bei geeigneter Zuordnung der Nebengruppen zu den
Variablen der Permutationsgruppe.

Die schon frither angegebene Darstellung einer Gruppe von der
Ordnung g durch g Variable, welche aus der Gruppentafel entspringt,
ist offenbar in unserer allgemeinen Aufstellung enthalten, wenn man
fir § die Einheitsgruppe E wdihlt. Einige scheinbar andere Methoden,
aus abstrakten Gruppen Permutationsgruppen zu bilden, seien hier noch
besprochen. Wihlt man statt rechtsseitiger Nebengruppen linksseitige,
GE=9+U, 9+ -+ U,9, so erhilt man eine Darstellung, indem
man dem Element S die durch linksseitige Multiplikation mit S—*
hervorgerufene Permutation dieser Nebengruppen zuordnet. In der
Tat entspricht S die Permutation:

( 9, Uy 9, .05 Ungg)
S™t%, S7'U,S,...,STU,H
T ( 9, U,9,... Ungg)
' 1'%, T7*U,9,..., T7*U,9
und
ST < 9 U, 95 -5 Ungg)
) I-'S7'%, T7*S'U,9,...,T"*S*U,9 '

Da sich nun aber die durch T hervorgerufene