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Vorwort zur ersten Auflage. 

In ihren elementaren Teilen besteht die Gruppentheorie aus einer 
Reihe vielleicht nicht immer vollig organisch zusammenhii.ngender 
Methoden und Begriffe, und die Gliederung des Stoffes ist bier schon 
in hohem MaBe festgelegt. W em unsere Darstellung etwas knapp er· 
scheint, den verweisen wir zur Ergii.nzung auf die ausgezeichneten 
und ausfiihrlichen Darstellungen von Weber (Algebra, Bd. 2) und von 
Netto (Gruppen- und Substitutionentheorie, Leipzig 1908). Beim Studium 
dieser Anfangsteile braucht man sich keineswegs streng an die Reihen· 
folge der Paragraphen zu halten, sondern im allgemeinen werden die 
ersten Paragraphen der einzelnen Kapitel Ieicht verstii.ndlich sein, die 
spii.teren dagegen wesentlich schwerer. 

Erst mit der Theorie der Substitutionsgruppen setzt eine weit­
tragende und systematische Theorie ein, die, wie wir am SchluB zu 
zeigen versuchen, noch lange nicht ausgeschopft ist. Sie kommt im 
Grunde auf eine zahlentheoretische Behandlungsweise heraus, deren 
Terminologie (Produkt, Multiplizieren usw.) ja b,ereits von Anfang an 
erscheint. 

Entsprechend dem Plane dieser Sammlung von Einzeldarstellungen 
wurde den Anwendungen besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Neben 
mannigfaltigen algebraischen und zahlentheoretischen Sii.tzen kommt 
bier in erster Linie die Kristallographie in Betracht. Diese besitzt ja 
gegeniiber allen anderen Fallen des Gelingens mathematischer Natur­
beschreibung den V orzug groBter begrifflicher Einfachheit und strengster 
arithmetischer Prii.zision. 

Bei der Durchsicht der Korrekturen haben mich die Herren Prof. 
Dr. R. Courant, Prof. Dr. R. Fueter und Prof. Dr. G. Polya unterstiitzt 
und auf manche Verbesserungen hingewiesen, wofiir ihnen hier aufs 
beste gedankt sei. 

Mein Dank gilt ferner meiner Frau, die mir bei der Herstellung 
des Manuskriptes geholfen hat. 

Zurich, im Dezember 1922. 

A. Speiser. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

In dieser zweiten Auflage sind die Kapitel tiber Abelsche Gruppen 
und die einleitenden Abschnitte tiber die Substitutionsgruppen aus­
fiihrlicher gestaltet worden. Bei der groBen Bedeutung, welche die 
Gruppentheorie in der Kristallographie gewinnt, schien es mir er­
wiinscht, auch das entsprechende Problem der Ebenensymmetrien 
darzustellen. Dabei gewahrte ich, daB diese Probleme schon von den 
A.gyptern in ihrer Ornamentik gelost worden sind. Die Folgerungen 
fiir die Geschichte der Mathematik habe ich in einem einleitenden 
Abschnitt angedeutet. Ein weiterer einleitender Aufsatz behandelt die 
Ableitung der Gruppen aus Gruppoiden, ein Problem, das wahrschein­
lich an einzelnen Fallen auch schon im Altertum, mit der dialektischen 
Methode, behandelt worden ist. 

Die Lektiire dieses Buches kann ebensogut mit dem 6. oder 
8. Kapitel, als mit dem ersten begonnen werden. Die Aufsuchung 
samtlicher Symmetrien eines Ornamentes kann als beste Einfiihrung 
in den Gruppenbegriff empfohlen werden, sie wird als methodisches 
Hilfsmittel auch von den Kristallographen angewandt. 

Auch sonst hat der Text im einielnen manche A.nderungen er­
fahren, besonders durch die wertvolle Hilfe, welche mir von verschie­
denen Kollegen zuteil geworden ist. Den ersten Teil, bis zu den 
Substitutionsgruppen, hat Herr Privatdozent Dr. Bessel- Hagen einer 
eingehenden Revision unterzogen, von deren Resultaten ich ausgiebig 
Gebrauch gemacht habe. Fiir die Substitutionsgruppen verdanke ich 
vor allem Herrn Prof. Dr. Fueter wichtige Hinweise. Beide Herren 
sowie Herr J ]. Burckhardt haben mich bei der Durchsicht der 
Korrekturen unterstiitzt, manche weiteren Fachgenossen haben rriir ihre 
Bemerkungen mitgeteilt. Ihnen allen spreche ich auch an dieser 
Stelle meinen Dank aus, ebenso der Verlagsbuchhandlung Julius Springer 
fiir ihr groBes Entgegenkommen bei der Drucklegung. 

Zurich, im August 1927. 

A. Speiser. 
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Einleitung. 
In dieser Einleitung babe ich zwei von einander unabhangige Auf­

satze zusarnmengestellt, welche rnir zur Einfiihrung in die Gruppen­
theorie geeignet erscheinen. Ich bemerke jedoch, daB die Kenn:tnis 
ihres Inhaltes in der Folge nirgends vorausgesetzt wird, so daB der 
Leser s1e ruhig iiberschlagen kann. 

I. Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie. 
Lange bevor man sich mit Permutationen beschaftigte, sind mathe­

matische Figuren konstruiert worden, die auf das engste mit der 
Gruppentheorie zusammenhangen und nur mit gruppentheoretischen 
Begriffen erfaBt werden konnen, namlich die regularen Figuren, welche 
durch Bewegungen und Spiegelungen mit sich selbst zur Deckung ge­
bracht werden konnen. Sie bilden einen Hauptgegenstand der alten 
Mathematik bis zu der Zeit Euklids, soweit es sich urn hohere Mathe­
matik handelt. Fiir Plato z. B. ist dies die unausgesprochene selbst­
verstandliche Voraussetzung. Insbesondere hat die von den Griechen 
viel bewunderte agyptische Mathematik zweifellos in der Auffindung 
solcher Figuren bestanden. In den Nekropolen von Theben sind pracht­
volle Exemplare dieser Geornetrie heute noch vorhanden, einige der­
selben sind im 6. Kapitel reproduziert. Wahrend diese agyptischen 
Ornamente rneist eiO:en sogenannten ,unendlichen Rapport" enthalten, 
d. h. allseitig in der Ebene ins Unendliche fortgesetzt werden konnten, 
beschranken sich die uns erhaltenen griechischen Schriften dieser Art 
auf Figuren, welche ganz im Endlichen liegen und nur endlich viele 
Syrnmetrien aufweisen, namlich auf die regularen Polygone und Po­
lyeder. Das klassische W erk fiir dieses Gebiet der Mathematik bilden 
die Elemente von Euklid. Es enthalt die vollstandige geometrische 
und arithrnetische Theorie der regularen Dreiecke, Vierecke, Fiinf­
ecke, Sechsecke und Fiinfzehnecke, sowie der fiinf regularen Korper, 
deren Untersuchung Plato gefordert hatte, weil er sie fiir den Bau 
der Atorne gebrauchte. Hierzu waren Untersuchungen iiber biquadra­
tische Irrationalitaten erforderlich, sie sind in dem umfangreichen und 
schwierigen 10. Buch enthalten. Das letzte Theorem des W erkes, im 
13. Buch, gibt die fiir die Gruppentheorie fundamentale Konstruktion 
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2 Einleitung. 

des Pentagondodekaeders auf den Kanten des Wiirfels. Man kann 
sagen, daB ein groBer Teil des Euklidischen Werkes in das Gebiet 
der heutigen algebraischen Zahlentheorie und Gruppentheorie gehort. 

Aber schon vor der Zeit Euklids hat die griechische Mathematik 
sich anderen Fragen zugewendet, namlich der kontinuierlichen Geo­
metrie. Die Grundlagen derselben finden sich zerstreut in dem Euklidi­
schen Werk selber; die uns erhaltenen Arbeiten von Archimedes und 
Apollonius beschaftigen sich durchgehends mit solchen Problemen~ 
insbesondere mit den Kegelschnitten. Doch wissen wir, daB Archimedes 
die sogenannten halbreguliiren Korper bearbeitet hat, ferner ist kiirz­
lich die Konstruktion des reguliiren Siebenecks durch Archimedes 
wiedergefunden worden (Isis 1926). 

Jedenfalls hat die mathematische Tradition der Agypter und Euklids 
in der Kunst, insbesondere in der Architektur und ihren Ornamenten~ 
weiter gelebt. Der wichtigste Teil des sogenannten 15. Buches der 
Elemente von Euklid besteht aus Satzen, die nach Tannery (W erke 
Bd. 1, S. 64 und Bd. 2, S. 118) von Isidorus von Milet, einem der 
Architekten der Sophienkirche in Konstantinopel, stammen. In der 
arabischen und persischen Kunst hat die agyptische Ornamentik einen 
neuen gewaltigen Aufschwung erlebt und Gebilde von unerhorter Voll­
endungund mathematischerTiefe geschaffen. DieAbbildungen 37 und 38 
geben Proben davon. Auch die sogenannten Arabesken gehoren bier­
her. Sie verdanken ihre Lebendigkeit und Mannigfaltigkeit ausschlieB­
lich der Geometrie, denn die stilisierten Blatter, die sich darin finden, 
haben ihre Form fast unverandert durch die Jahrhunderte beibehalten 
(vgl. A. Riegl, Stilfragen S. 260 und 262). Ahnliche Figuren finden 
sich in Menge an romanischen Domen, z. B. enthalt das Portal von 
San Ambrogio in Mailand eine ganze Musterkarte von Borten- und 
Fliichenornamenten. In der gotischen Architektur trifft man sogar 
komplizierte Raumgruppen. Das schonste mir bekannte Beispiel wird 
von den aufeinander gestellten sechseckigen Prismen im Helm des. 
StraBburger Miinsters gebildet Der Architekt war Johannes Hiiltz von 
KOln (ca. 1430). GrundriB und AufriB sind z. B. in G. Dehio, Ge­
schichte der deutschen Kunst, 2. Band der Abbildungen, S. 56 und 60,. 
reproduziert. 

Die reguliiren Korper tauchen wieder auf in der Kosmographie 
Keplers, wo sie die Sternsphiiren aufspannen; ihre Beschreibung bildet 
einen groBen Teil der heiden herrlichen Keplerschen Werke: Prodro­
mus, 1596 (iibersetzt von M. Caspar unter dem Titel ,Das Welt­
geheimnis", Augsburg 1923) und Harmonices mundi 1619. Letzteres 
enthalt eine Art von Synthese der regularen Polyeder und der Lehre 
von den Kegelschnitten zur Beschreibung des W eltbaues. Gleich darauf 
verschwindet die Gruppentheorie, wie im Altertum, und die kontinuier­
liche Geometrie beherrscht das Interesse, bis in neuester Zeit die Lehre· 



Zur Vorgeschichte der Gruppentheorie. 3 

vom Bau der Kristalle den wunderbaren Zusammenhang der Atom­
konfigurationen mit den Raumgruppen aufgedeckt und damit die Ver· 
mutungen Platos noch weit iibertroffen hat. 

Leider sind die agyptischen und arabischen Omamente bisher nie 
nach ihrem geometrischen Gehalt untersucht worden, und so bleibt 
eines der schonsten Kapitel der Geschichte der Mathematik noch zu 
schreiben. Man hat den Inhalt der vorgriechischen Mathematik in 
Fragen der elementaren Geometrie gesucht (vgl. z. B. M. Cantor, Ge­
schichte der Mathematik, Bd.1). Aber abgesehen von dem selbstverstand­
lichen Urbestand scheinen diese Probleme nicht so sehr alt zu sein. Auch 
in der Musik sind die Fingeriibungen spater als die Kompositionen, 
fiir deren Exekution sie gemacht sind. Schon die ausgesprochene 
Neigung zum Langweiligen, welche wohl unvermeidlich der elementaren 
Mathematik anhaftet, spricht eher fiir die spate Entstehung, denn der 
schopferische Mathematiker wird sich mit Vorliebe den interessanten 
und schonen Problemen zuwenden. 
' Sieht man dagegen die Konstruktion symmetrischer Figuren als In­

halt der friihen Mathematik an, so versteht man die hohe Stellung 
oberhalb aller Kunst, welche sie bei den Griechen eingenommen hat. 
Man versteht, daB Plato sie als das Band, welches die Ideen mit der 
Materie verkniipft, bezeichnet hat. Dieses kann doch unmoglich in 
Kongruenzsatzen, auch nicht im pythagoreischen Lehrsatz bestanden 
haben, vielmehr ist es nach den Angaben im Timaus die Form der 
reguliiren Polyeder. Diese als raumaufspannende Flachen aufgefaBten 
Figuren konstituieren die Elemente, und indem Plato die Natur der 
AuBenwelt in ihren elementaren Teilen als etwas mathematisches er­
kannte, schien ihm das Hauptproblem aller realistischen Philosophie, 
welche das Geistige als das allein Wirkliche behauptet, namlich die 
Existenz der sinnlich wahmehmbaren Natur, gelost zu sein: auch in 
ihr nehmen wir in Wirklichkeit etwas Geistiges wahr. 

So zeigt uns die Vorgeschichte der Gruppentheorie, daB wir die 
Anfange der hOheren Mathematik vielleicht urn 1000 Jahre friiher 
legen miissen, als man es bisher getan hat, und daB die griechische 
Mathematik ankniipft an eine agyptische Tradition, die mindestens in 
die 18. Dynastie, also in die Zeit von 1500 v. Chr., zuriickreicht. Ferner 
ergeben sich enge Beziehungen zwischen der Mathematik und der 
Kunst, die jederzeit wieder aufgenommen werden konnen. 

Zum SchluB mochte ich noch darauf hinweisen, daB die heutige 
Mathematik noch nicht imstande ist, alles mathematisch ErfaBbare in 
der Kunst wiederzugeben. Insbesondere sind in der Musik noch manche 
Geheimnisse verborgen; wir wissen z. B. nur sehr weniges dariiber, 
wie Bach seine Fugen ausgearbeitet hat. Immerhin haben die neue· 
sten Untersuchungen von Busoni, Lorenz, Werker, Graeser u. a. schon 
sehr bemerkenswerte Resultate geliefert. Stets handelt es sich urn 
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4 Einleitung. 

Dinge, die man mit dem Sammelnamen ,Symmetrien" bezeichnen kann; 
freilich sind sie in der Musik, wo es sich urn einen zeitlichen Ablauf, 
nicht urn eine raumliche Ausbreitung handelt, etwas anderer Natur als 
diejenigen der Ornamente, aber die innere Verwandtschaft der heiden 
Ki.inste ist evident. 

II. Ableitung des Gruppenbegriffs aus den 
Permutationen. 

In der elementaren Algebra werden die Vertauschungen von Dingen 
betrachtet. Man denkt sich n feste Stellen, die mit n Gegenstanden, 
den sogenannten Variablen, so ausgefi.illt werden, daB jede Stelle 
genau eine Variable enthalt. Eine solche Verteilung wird in der 
Elementarmathematik Permutation genannt; wir wollen dafi.ir aber lieber 
das Wort ,Anordnung" oder etwas allgemeiner ,Zustand" der Variablen 
gebrauchen, denn in der Gruppentheorie bedeutet das Wort Permuta­
tion etwas ganz anderes. Man zeigt nun leicht, daB es genau n! ver· 
schiedene Anordnungen gibt, und mit derartigen Fragen i.iber Anzahlen 
von Kombinationen begni.igt sich die elementare Theorie. 

Diese Anordnungen von Dingen enthalten aber ein Geheimnis, 
und urn dieses aufzudecken, mi.issen wir etwas genauer auf den Gegen­
stand eingehen. Wir beschranken uns auf den Fall von drei Stellen 
und drei Variablen und erhalten 6 Anordnungen, die ich in folgender 
Weise numenere: 

I. (1, 2, 3) 
IV. (1, 3, 2) 

II. (2, 3, 1) 
v. (3, 2, 1) 

Ill. (3, 1, 2) 
VI. (2, 1, 3). 

Die Variablen sind hier einfach mit 1, 2, 3 bezeichnet. Sie haben 
den Namen ,Variable" von der Tatsache, daB sie von einer Stelle zu 
einer anderen bewegt werden konnen, und wir wollen jetzt eine solche 
Bewegung betrachten, d. h. den Ubergang von einer Anordnung in 
eine. beliebige der 6 Anordnungen. Hierbei kommt es gar nicht darauf 
an, wie die Bewegung ausgefi.ihrt wird, es handelt sich vielmehr nur 
urn den lnbegriff eines Anfangszustandes und eines Endzustandes. 
Da wir am Anfang und am Ende eine beliebige der 6 Anordnungen 
haben konnen, so gibt es genau 36 Ubergange, und diese wollen wir 
nun naher betrachten. Zu ihrer Bezeichnung schreiben wir erst die 
Nummer des Anfangszustandes, dann machen wir einen Pfeil, dann 
schreiben wir die Nummer des Endzustandes hin. So bedeutet 
II---. V, daB die Anordnung (2, 3, 1) in die Anordnung (3, 1, 2) 
i.ibergefi.ihrt wird. Wir konnen zwei Ubergange dann und nur dann 
nacheinander ausfi.ihren, wenn der Anfangszustand des zweiten mit 
dem Endzustand des ersten i.ibereinstimmt. Das Resultat ist dann 
die Uberfi.ihrung des ersten Zustandes in den letzten unter Umgebung 
des mittleren. So lassen sich z. B. I-. III und III-----. VI hinter-
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einander ausfiihren und ergeben als Resultat I-+ VI. Dagegen ist 
der Ubergang I-+ III nicht mit II-+ I zusammenzusetzen. Wir wollen 
dieses Verhalten, ohne auf eine niihere Definition einzugehen, da­
durch ausdriicken, daB wir sagen: die 36 Ubergange bilden ein 
Gruppoid, eine Bezeichnung, die von H. Brandt 1) herriihrt. Unsere 
Hauptaufgabe ist nun die, vom Gruppoid zur Gruppe zu gelangen, 
und urn das zu erlautern, wiihle ich drei Beispiele, die jedermann 
bekannt sind, namlich den Raum, die Zahlen und die Zeit. 

Der Raum. Wir gehen aus von der Gesamtheit der Punkte des 
Euklidischen Raumes und betrachten den Ubergang von einem be­
liebigen Punkt A zu einem beliebigen Punkt B, der auch mit A 
identisch sein dar£. A -+ B nennen wir eine Strecke. Wiederum konnen 
wir zwei Strecken zusammensetzen, wenn der Anfangspunkt der zweiten 
mit dem Endpunkt der ersten iibereinstimmt, und erhalten so aus 
A -+ B und B - C die Strecke A - C. W enn dagegen die Bedingung 
nicht erfiillt ist, so konnen wir die Strecken nicht zusammensetzen. 
Wiederum sag en wir, die Strecken im Raum bilden ein Gruppoid, 
wenn wir die eben definierte Art der Zusammensetzung zweier Strecken 
mit besonderer Eigenschaft beriicksichtigen. Au:;; dem Begriff der 
Strecke lost sich der Vektorbegrift dadurch los, daB man von der 
besonderen Lage der Strecke absieht und nur ihre GroBe und Rich­
tung festhiilt. Ein Vektor kann an einen beliebigen Punkt angeheftet 
werden und liefert dann eine ganz bestimmte Strecke, d. h. einen ganz 
bestimmten Endpunkt. Er reprasentiert also eine unendliche Menge 
von Strecken. Vektoren lassen sich nun ohne irgendeine Einschriinkung 
zusammensetzen, und zwar benutzt man fiir diese ,Vektoraddition" 
zweier Vektoren zwei Strecken, die zusammensetzbar sind, und aus 
den Kongruenzsatzen folgt ohne weiteres, daB der zusammengesetzte 
Vektor unabhiingig von der besonderen Wahl der Strecken ist. Wir 
driicken das, wiederum ohne nahere Definition, dadurch aus, daB wir 
sagen: die Vektoren bilden nach der Vektoraddition eine Gruppe. 

Zahl. Wir gehen aus von der Reihe der ganzen positiven Zahlen 
und nennen ihre Individuen die ziihlenden Zahlen (Ordinalzahlen). 
Wiederum betrachten wir den Ubergang von einer Zahl zu einer 
spateren und erhalten ein Gruppoid. Aber auch hier lost sich aus 
einem solchen Ubergang, etwa 3 - 8, etwas heraus, was nicht an die 
heiden Grenzen 3 und 8 gebunden ist, namlich die ,Differenz" der 
heiden Zahlen. Sie kann an eine beliebige Zahl angeheftet werden 
und liefert immer eine bestimmte zweite, so ist 3 -+ 8 diesel be Diffe· 
renz wie 2-+ 7 und wie 0-+ 5. Indem wir diese letztere Art der 
Darstellung, namlich die Anheftung an die Null, auszeichnen, be-

1) tl"ber eine Verallgemeinerung des Gruppenbegriffs, Math. Annalen Bd. 96, 
1926, s. 360-366. 
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zeichnen wir die Differenz als die Zahl 5, nennen aber dies en neuen 
Zahlbegriff die geziihlte Zahl (Kardinalzahl). Gezahlte Zahlen lassen 
sich nun addieren. Freilich bilden sie noch keine Gruppe, vielmehr 
muB man noch eine Erweiterung auf die negativen ganzen Zahlen 
vornehmen. Dadurch erreicht man, daB jede zahlende Zahl am Ende 
einer gezahlten Zahl auftreten kann. So ist z. B. 0 ---.. 5 auch durch 
- 3 ---.. 2 darstellbar. Bei den V ektoren im Raum war das selbst­
verstandlich, jeder Punkt kann als Endpunkt fiir einen Vektor dienen. 
Die positiven und negativen geziihlten Zahlen bilden nach der Ad­
dition eine Gruppe. 

Zeit. Zur Deduktion der Zeit geht Aristoteles von der Bewegung 
aus, die er als Ubergang von einem Anfangszustand in einen End­
zustand bezeichnet. Auch hier haben wir zunachst ein Gruppoid: zwei 
Ubergange oder Bewegungen lassen sich nur dann zusammensetzen, 
wenn der Anfangszustand der zweiten Bewegung mit dem Endzustand 
der ersten iibereinstimmt. Nun lost sich aber aus einer Bewegung etwas 
heraus, was durch eine Zahl gemessen werden kann, etwa durch die 
Umdrehung des Himmelsgewolbes wahrend der Bewegung, und diese 
Zahl laBt sich an jeden Zustand anheften, sie liefert immer einen be­
stimmten Endzustand. 

Die Uhr wird aus einem bloB sich bewegenden Instrument zu einem 
Zeitmesser erst durch eine Festsetzung von der folgenden Art: ]ede 
valle Umdrehung des grof3en Zeigers liefert dieselbe Zeit. 

Dies konnte der Sinn der allerdings schon Plotin (Enn. III 7. 9) 
unverstandlichen Definition der Zeit durch Aristoteles sein: 

Die Zeit ist die Zahl der Bewegung hinsichtlich des friiher und spiiter, 
die Zahl im Sinne der geziihlten Zahl genommen (Arist. Physik 219b). 

Den Griechen scheint der Dbergang vom Gruppoid zur Gruppe in 
der eben beschriebenen Art erhebliche Schwierigkeiten geboten zu haben. 
Sie empfanden als typisch dafiir die Herauslosung des Tonintervalles 
aus dem Zweiklang, also z. B. der Quint aus C- G oder E- H. 
Ihre Proportionenlehre sieht daher in dem Gemeinsamen von 4 : 2 und 
6 : 3 ein Intervall, und dem, was wir Produkt zweier Quotienten nennen, 
geben sie den Namen der Summe: Quint+ Quart= Oktave, aber 
~xi= f (vgl. hierzu P. Tannery, Du role de la musique grecque 
Bibl. math. 3. Folge Bd. 3 und Werke 3· Bd. S. 68). 

Dieser Aufstieg von der Strecke zum Vektor, von der Ordinalzahl 
zur Kardinalzahl, von der Bewegung zur Zeit, vom Zweiklang zum 
Intervall, allgemein vom Gruppoid zur Gruppe laBt sich auch an den 
Vertauschungen von Dingen ausfiihren, und erst an diesem Beispiel ist 
die Tragweite des Gruppenbegriffs klar geworden. 

Erfordert wird nach den friiheren Beispielen, daB sich aus dem 
Ubergang von einer Anordnung zu einer anderen eine Operation heraus-
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lost, welche auf jede Anordnung ausgeiibt werden kann und stets eine 
bestimmte zweite liefert. Ferner mi.issen unter den resultierenden An­
ordnungen die samtlichen genau einmal auftreten. E. Galois driickt 
dies (manuscrits publies par Tannery 1908, p. 8) folgendermaBen aus: 
C e qui caracterise un groupe: On peut partir d' une des permutations 
quelconques du groupe. Bier ist ,permutation" im Sinne von ,Anord­
nung" gebraucht. 

Die Operation, welche dies leistet, ist die Substitution. Aus dem 
Ubergang der beliebigen Anordnung (a, b, c) in die Anordnung (d, e, f) 
entnehmen wir bloB folgende drei Tatsachen: 

a wird ersetzt durch d, 
b 

" " " 
e, 

c 
" " " f. 

Betrachten w1r ein Beispiel: Der Ubergang von I in II besagt, als 
Substitution aufgefaBt, daB 1 in 2, 2 in 3 und 3 in 1 iibergefiihrt 
wird, oder kurz ausgedriickt, daB die drei Variablen 1, 2, 3 zyklisch 
vertauscht werden. Diese Operation laBt sich auf jede Anordnung an­
wenden und liefert immer eine bestimmte resultierende Anordnung. 
Man erhalt so genau 6 ,Darstellungen" der Operation, die im folgen­
den so wiedergegeben sirtd, daB die Anfangsanordnung in eine erste, 
die Endordnung in eine zweite Zeile geschrieben wird. Dadurch 
wird der Ubergang zur Substitution erleichtert, man hat einfach jede 
Variable durch die darunter stehende zu ersetzen. 

( 1, 2, 3) 
2, 3, 1 (2, 3, 1) 

3, 1, 2 
(3, 1, 2) (1, 3, 2) (3, 2, 1) 

1, 2, 3 2, 1, 3 1, 3, 2 
(2, 1, 3) 
3, 2, 1 

Beniitzen wir die Numerierung der Anordnungen und als Bezeichnung 
des Uberganges einen Pfeil, so erhalten wir folgendes: 

I-11, 11-+-III, III-I, IV-VI, V-+-IV, VI-+-V. 

Man verifiziert, daB auch als Resultat aile 6 Anordnungen gerade em­
mal auftreten. 

Im Deutschen bezeichnet man derartige Substitutionen als Permu· 
tationen, und wir wollen uns diesem Sprachgebrauch anschlieBen. Man 
sieht aber, daB sie etwas ganz Verschiedenes von dem sind, was in 
der elementaren Mathematik mit diesem Wort bezeichnet wird. 

Da es bei 3 Variabeln 36 Ubergange gibt und jede Permutation 
genau 6 derselben beansprucht, so gibt es 6 Permutationen von 3 Dingen, 
die man gewohnlich so notiert, daB die erste Anordnung die natiirliche 
Aufeinanderfolge der Zahlen 1, 2, 3 ist. Die zweite ist dann eine der 
6 mi:iglichen Anordnungen. Unter ihnen kommt die identische Per. 
mutation vor, welche die Variabeln unverandert laBt. Sie spielt in der 
Gruppentheorie die Rolle der Einheit bei der Multiplikation und muB 
immer mitgezahlt werden. 
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Zwei Permutationen lassen sich stets zusammensetzen und erg eben 
als Resultat wieder eine Permutation. Fiihrt die erste Permutation 
die Variable a in b iiber und die zweite b in c, so fiihrt die zusammen· 
gesetzte Permutation a in c iiher. Wahlen wir als Beispiel die Zu­
sammensetzung der heiden Permutationen 

( 1, 2, 3) und 
2, 3, 1 

( 1, 2, 3) 
2, 1, 3 ' 

von denen die erste die zyklische Vertauschung der drei Variabeln, 
die zweite dagegen die Vertauschung der heiden ersten Variabeln be­
deutet, so verfahrt man so, daB man fiir die zweite diejenige Dar­
stellung henutzt, deren erste Zeile mit der letzten der vorherigen iiber­
einstimmt, namlich folgende: 

(2, 3, 1) 
1, 3, 2 . 

Die zusammengesetzte Permutation wird jetzt folgende: 

(1, 2, 3) 
1, 3, 2 ' 

d. h. die Vertauschung der Variaheln 2 und 3. Hatten wir die Reihen­
folge der heiden f'ermutationen vertauscht, so hatte sich folgendes 
Resultat erg eben : 

( 1, 2, 3) 
3, 2, 1 ' 

d. h. die Vertauschung der ersten mit der dritten Variaheln. Bei der 
Zusammensetzung von Permutationen ist daher die Reihenfolge zu be­
achten, sie genugt nicht dem kommutativen Gesetz. Hierin liegt wohl die 
prinzipielle Bedeutung der Theorie der Permutationen, sie ist ein Vor­
stoB in das Gehiet des nicht·Kommutativen. Die Vektoraddition ist 
hekanntlich kommutativ. 

Man kann die 6 Anordnungen von 3 Dingen auch geometrisch 
deuten durch die 6 Decklagen eines Dreiecks mit sich selber. Wir 
fassen als ,Stellen" die 3 Ecken des Dreiecks auf und konnen sie auf 
6 verschiedene Arten mit den Nummern 1, 2, 3 versehen: 

3 
6 

1 2 

1 
6 

2 3 

2 
6 

3 1 

2 
6 

1 3 

1 
6 

3 2 

3 
6 

2 1 
Der Vertauschung der heiden Variabeln 1 und 2 entspricht die 

Spiegelung an einer Achse, welche durch den Punkt 3 geht und 
Mittelsenkrechte der Verbindungslinie 1-2 ist. Diese Gerade hat in 
den Figuren, von der festen Ebene aus gesehen, nicht eine feste Lage, 
und dies fiihrt uns sofort zu der Tatsache, daB wir hei der Reduktion 
des Gruppoids auf die Gruppe auch anders batten vorgehen konnen. 
Wir konnten aile diejenigen Obergange zusammenfassen, welche der­
selhen Bewegung oder Spiegelung des Dreiecks entsprechen. Nimmt 
man z. B. die Spiegelungsgerade durch den oberen Eckpunkt, welche 
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also Mittelsenkrechte der unteren Seite ist, so hesitzt sie folgende 
6 Darstellungen, wie man aus den Figuren sofort ersieht: 

(1, 2, 3) (2, 3, 1) (3, 1, 2) (1, 3, 2) (3, 2, 1) (2, 1, 3) 
2, 1, 3 3, 2, 1 1, 3, 2 3, 1, 2 2, 3, 1 1, 2, 3 

Als Permutationen der Variabeln aufgefaBt, wi.irden sie drei ver· 
schiedene Operationen ergeben, aber man sieht ihnen das Gemeinsame 
sofort an: in allen 6 werden die beiden ersten Stellen vertauscht. Ent­
nimmt man also aus einem Ubergang einer Anordnung in eine andere 
nur die Vertauschung der Stellen der einzelnen Variabeln unter Ver­
nachlassigung der Nummern der Variabeln, so bekommt man wiederum 
aus dem Gruppoid 6 Operationen destilliert, deren jede durch 6 Uher· 
gange reprasentiert werden kann, indem sie auf jede Anordnung ·an­
gewendet werden kann und immer eine bestimmte resultierende Anord­
nung liefert. Freilich sind die heiden Gruppen, die man so erhalt, nicht 
wesentlich verschieden, denn die Gesetze der Zusammensetzung zweier 
Operationen sind dieselben, wenn man nur der Variabelnpermutation 
diesel be Stellenpermutation zuordnet. So hatten wir gefunden: wenn man 
die Variabeln erst zyklisch permutiert und nachher die heiden ersten 
Variabeln vertauscht, so ist das Resultat die Vertauschung der Variabeln 
2 und 3. Es ist selbstverstandlich, daB man hier statt des W ortes 
,Variable" auch das Wort ,Stelle" setzen kann. Als ,abstrakte Gruppe" 
sind die heiden Definitionen gleichbedeutend. Aber gerade die Tat· 
sac he, daB dieselbe Gruppe auf zwei verschiedene W eisen erhalten 
werden kann, weist deutlich darauf hin, daB die Permutationen das mathe­
matische Gebilde nicht vollig rein wiedergeben. Die dialektische Unter­
suchung, welche nun notwendig wurde, hat im 19. Jahrhundert lange 
Zeit gebraucht und schlieBlich auf die Definition der abstrakten Gruppe 
gefiihrt, wie wir sie im § 1 angeben. 

Immer wenn man von der Bewegung einer fl.i.issigen Materie in 
einem festen Raum, eines physischen Raumes in einem geometrischen 
Raume spricht, erhalt man diese doppelte Moglichkeit, eine Gruppe 
herauszulosen. Urn das einzusehen, brauchen wir bios das Kontinuum 
durch eine endliche Zahl diskreter Zellen zu ersetzen, wie man das bei 
der Einfiihrung des Raumintegrales zu tun pfl.egt. Das GefaB, das die 
Fli.issigkeit enthalt, bestehe aus n mit 1 bis n numerierten Zellen 
oder Stellen, die Fli.issigkeit aus ebensovielen Molekiilen, welche den 
Variabeln entsprechen und ihrerseits numeriert seien. Eine Lage der 
Fli.issigkeit im GefaB wird dadurch festgelegt, daB fi.ir jede Zelle das 
darin befl.ndliche Moleki.il angegeben wird. Dies entspricht genau der 
,Anordnung" von n Dingen. Eine Bewegung definieren wir nach Ari­
stoteles als den Ubergang von einer Verteilung zu einer neuen. Hieraus 
kann man auf zwei verschiedene W eisen eine Operation herauslosen, 
welche auf jede beliebige Anfangsverteilung angewendet werden kann 
und dann eine wohlbestimmte Endverteilung liefert: 
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1. Man entnimmt der Bewegung die Aussage: An die Stelle des 
Molekiiles mit der Nummer a kommt das Molekiil mit der Nummer b. 
Hier wird also b eine Funktion von a. 

2. Man sieht auf die Stellenveranderung der einzelnen Molekiile und 
macht die Aussage: das Molekiil, das sich an der Stelle mit der Nummer x 
befindet, kommt an die Stelle mit der Nummer y. 

Den Dbergang zum Kontinuum will ich bier nicht naher ausfiihren, 
sondern nur folgendes bemerken: Die Stellen des Gefiilles werden durch 
3 Koordinaten, die Fliissigkeitsteilchen durch 3 Parameter charakterisiert. 
Die erste Aussage gibt eine Substitution der Parameter, die zweite 
eine solche der Koordinaten. 

Das eben Auseinandergesetzte steht in engstem Zusammenhang mit 
dem Relativitatsproblem, denn da handelt es sich gerade darum, sich 
vom geometrischen Raum loszumachen und von den heiden Aussagen 
bloB die Aussage 1 zu benutzen, welche die Parameter der materiellen 
Teilchen enthalten. Wenn wir uns im folgenden auf endliche Gruppen 
beschranken, so mochte ich hierzu H. Weyl zitieren (Handbuch der 
Philosophie, Abteilung II, Beitrag A, S. 59, Miinchen und Berlin 1926): 
,Es war fiir die Mathematik ein Gliick, daB das Relativitatsproblem 
zuerst nicht am kontinuierlichen Punktraum, sondern an einem aus 
endlich vielen diskreten Objekten bestehenden System, namlich an dem 
System der Wurzeln einer algebraischen Gleichung (mit rationalen 
Zahlkoeffizienten) durchgefiihrt wurde (Galoissche Theorie); das ist der 
Schiirfe der Begriffsbildungen sehr zugute gekommen. . . . . Aus diesem 
Problemkreis ist auch die abstrakte Gruppentheorie entsprossen." 

1. Kapitel. 

Die Grundlagen. 
§ 1. Die Postulate des Gruppenbegriffs. 

Ein System von verschiedenen Elementen bildet eine GTuppe, 
wenn folgende vier Postulate erfiillt sind: 

I. Das Gruppengesetz: Jedem geordneten Paar von gleichen oder 
verschiedenen Elementen des Systems ist eindeutig ein Element des­
selben Systems zugeordnet, das Produkt der heiden Elemente. Die 
Forme! dafiir ist: A B =C. 

II. Das Assoziativgesetz: Fiir die Produktbildung gilt die Gleichung: 
(A B) C =A (B C). Nicht verlangt wird jedoch das Kommutativgese" 
AB=BA. 

III. Das Einheitselement: Es gibt ein Element E, das fiir jedes 
Element A des Systems folgendem Gesetz gehorcht: A E = E A= A. 
E heiBt das Einheitselement oder die Einheit der Gruppe. 
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IV. Das inverse Element: Zu jedem Element A gibt es ein in­

verses Element X= A -1, das der Gleichung geniigt: A X = E. 

Eine Gruppe, bei der aile Elemente in der Bildung des Produktes 

miteinander vertauschbar sind, heiBt eine kommutative oder Abelsche 

Grupp e. 

Ist die Anzahl der Elemente endlich, so heiBt die Gruppe eine 

endliche Gruppe. Die Anzahl der Elemente heiBt die Ordnung der 
Grupp e. 

Die bekanntesten Gruppen sind Abelsche Gruppen mit unendlich 

vielen Elementen: Die ganzen positiven und negativen Zahlen bilden 

nach dem Gesetz der Addition eine Gruppe, ebenso die positiven 
rationalen Zahlen nach dem Gesetz der Multiplikation. Die ,Einheit" 
ist im ersten Faile 0, im zweiten 1. Ferner bilden aile reellen Zahlen 
nach dem Gesetz der Addition und, nach Weglassung der Null, nach 

dem Gesetz der Multiplikation eine Gruppe. 

Das Postulat II ist die knappste Fassung der allgemeinen Forde­
rung, daB ein Produkt mehrerer Elemente eindeutig bestimmt ist, 

wenn man die Reihenfolge der Elemente beibehiilt. Sein Inhalt ist 

eben diese Forderung fUr ein Produkt von drei Elementen. Durch 

einen einfachen SchluB von n auf n + 1 liiBt sich hieraus der allge­

meine Satz beweisen. Man setze voraus, daB jedes Produkt von n oder 
weniger Elementen eindeutig bestimmt ist. 1st nun eine Reihe von 

n + 1 Elementen vorgelegt, deren Produkt zu bilden ist, so fiihrt jede 

Art der Produktbildung zuletzt zu einem Produkt von zwei Elementen, 

deren erstes das Produkt der i ersten urspriinglichen Elemente darstellt, 
wiihrend das zweite das Produkt der iibrigen ist. Es muB nun bloB 
gezeigt werden, daB auch der letzte Schritt fiir jed en Wert von i das­

sel be Resultat liefert. 1st I das Produkt der i ersten Elemente, A das 

(i + 1)te Element und K das Produkt der iibrigbleibenden, so folgt 

aus dem zweiten Postulat: 
I(A K) =(I A) K. 

Indem man i der Reihe nach die Zahlen 1, 2, ... , n - 2 durchlaufen 

liiBt, gewinnt man das gesuchte Resultat. 

Fordert man noch das kommutative Gesetz, so ist ein Produkt 

durch die Elemente ailein, unabhiingig von der Reihenfolge, bestimmt. 

Es wird niimlich: ABCD =A (B C)D =A (C B) D =A C B D, woraus 
unmittelbar folgt, daB zwei aufeinanderfolgende Elemente miteinander 
vertauscht werden diirfen. Da man ferner durch derartige , Trans­

positionen" eine beliebige Reihenfolge herstellen kann, so ist die Be­

hauptung bewiesen. 
Das Postulat III fordert die Existenz eines Einheitselementes. Allein 

mit Hilfe des ersten Postulates liiBt sich zeigen, daB nur ein Element 
vorkommen kann, das den dortigen Bedingungen geniigt. Sei niim-
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lich F ein wei teres Element, fiir das stets die Gleichungen A F =FA = A 
erfiillt sind, so ergibt sich, wenn E an die Stelle von A gesetzt wird, 
fiir E F gleichzeitig das Element E und F. Wegen I folgt E =F. 

Das zu A - 1 inverse Element ist A. Denn a us A - 1 B = E folgt 
durch linksseitige Multiplikation mit A: A A - 1 B = A, also B = A. 
A ist mit A - 1 vertauschbar. 

1st A B C · · · F ein beliebiges Produkt von Elementen, so ist 
p- 1 ... C -1 B- 1 A - 1 das zu dem Produkt inverse Element. 

Historische Notiz: Die abstrakte Gruppentheorie ist eine relativ spate 
Entwicklungsphase des mathematischen Gebildes, das unseren Gegenstand bildet. 
Noch ]ordans Traite des substitutions (1870) behandelt ausschliefilich Permu­
tationsgruppen. Ab.er die Methoden, die Euler, Lagrange, Ruffini, Gau{J, Cauchy, 
Galois und Jordan benutzen, sind grofienteils unabhiingig von dieser speziellen 
Bedeutung der Elemente. Das erste System abstrakter Gruppenpostulate soli 
das von Kronecker 1870 aufgestellte sein (Auseinandersetzung einiger Eigen­
schaften der Klassenzahl idealer komplexer Zahlen, Werke Bd. 2, S. 273). 
Neuerdings haben sich amerikanische Mathematiker mit der Aufstellung von 
Postulaten beschii.ftigt, z. B. L. E. Dickson (Definition of a group and a field 
by independent postulates, Am. Transact. 6, 1905, p. 198-204) und E. V. Hun­
tington (Note on the definition of abstract groups and fields by sets of inde­
pendent postulates, Am. Transact. 6, p. 181-197). 

§ 2. Die Gruppentafel. 
Eine Gruppe ist vollstandig bestimmt, wenn das Produkt zweier 

beliebiger Elemente bekannt ist. Zur Tabellierung benutzt man, wenig­
stens in einfacheren Fallen, die G'I'UppentafeZ, eine zuerst von Cayley 1 ) 

angewandte Methode. Das Schema ist ein Quadrat mit ebensovielen 
Zeilen resp. Kolonnen, als die Ordnung der Gruppe betriigt. Man 
bringt die Elemente, mit E beginnend, in eine bestimmte Reihenfolge 
und bezeichnet sowohl die Zeilen als die Spalten der Reihe nach da­
mit. In die Parzelle, welche durch den Durchschnitt der mit A be­
zeichneten Zeile und der mit B bezeichneten Kolonne gebildet wird, 
schreibt man das Produkt A B. Wir geben als Beispiel die Gruppe 
niedrigster Ordnung, in welcher das kommutative Gesetz nicht gilt: 

IE A B c D F 
E E A B c D F 
A A B E D F c 
B BE A F c D 
c C F D E B A 
D D C F A E B 
F F D C B A E 

1) On the theory of groups as depending on the symbolical equation 
{)n = 1. Phil. Mag. (4) 7 (1854), p. 40-47. The collected Math. papers of 
A. Cayley vol. 2, p. 123-130. 
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Man erkennt sofort als charakteristisches Merkmal fiir Gruppen 
mit dem kommutativen Gesetz die Symmetrie der Tafel in bezug 
auf die Hauptdiagonale. In der angegebenen Gruppe gilt aber z. B.: 
AC=CB=j=CA. 

Die Tatsache, daB in jeder Zeile und in jeder Kolonne jedes Ele· 
ment der Gruppe genau einmal vorkommt, stellt eine fundamentale 
Eigenschaft aller Gruppen dar, wie folgendermaBen bewiesen wird: 

Die Elemente einer Zeile sind in dem Ausdruck A X enthalten, 
wobei A ein £estes Element darstellt, wahrend X die gauze Gruppe 
durchlauft. Die Gleichung A X = B laBt bei beliebigem A und B die 
eine Aufli:isung zu: X= A- 1 B. Hieraus folgt, daB in dem System 
von der Gestalt A X jedes Element der Gruppe enthalten ist. Anderer· 
seits aber auch our einmal; fiir endliche Gruppen ergibt sich das 
durch bloBe Abzahlung der Elemente, fiir unendliche muB man ver­
werten, daB aus A B =A C folgt: B =C. Denn ,multipliziert" man 
die Gleichung auf heiden Seiten von links mit A-t, so erhalt man: 
A- 1 A B = A- 1 A C und daraus wegen des Assoziativgesetzes: B =C. 

Eine modifizierte Tafel, die fiir spatere Untersuchungen von Wich· 
tigkeit ist, erhalt man, indem man entsprechende Zeilen und Kolonnen 
nicht mit denselben, sondern mit inversen Elementen bezeichnet, in 
folgender Weise: 

E A B c ... 
--1-

E E A B c ... 

A-1 A-1 E A- 1 B A- 1 c ... 
B-1 B-1 B- 1 A E B-1c ... 
--1- r----
c-1 c-1 c-1A c-1B E ... 
- --. . . ... . .. . .. . . . . .. 

Fiir die oben angefiihrte Gruppe nimmt dann die Tafel folgende 
Gestalt an: 

IE A B c D F 
E E A B c D F 
B B E A F c D 
A A B E D F c 
c c F DE B A 
D DC FA E B 
F F D C B A E 

Man bemerkt, daB in der Hauptdiagonalen stets E steht. 
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Satz 1: Fur endliche Gruppen lassen sich die Postulate III und IV 
ersetzen durch das Postulat III*, das fur gewisse Anwendungen be­
quemer ist: 

III*: Aus A B =A C folgt B = C und aus B A= C A folgt ebenfalls 
B=C. 

Beweis: Das Postulat besagt ffir endliche Gruppen, daB A X und 
X A mit X die samtlichen Elemente der Gruppe durchlaufen. Denn 
ist g die Ordnung der Gruppe, so stellt A X g Elemente dar, die 
wegen des Postulates III* voneinander verschieden sind und daher 
mit den Elementen der Gruppe ubereinstimmen mussen. Insbeson­
dere Ia.Bt die Gleichung A X = A eine Losung zu, die mit E bezeich­
net werde. Aus A E =A folgt: X (A E)= X A, also wegen des 
Assoziativgesetzes (X A) E = X A. Da X A mit X aile Elemente der 
Gruppe durchlauft, so gilt ffir jedes Element der Gruppe: X E =X 
und insbesondere E E = E. Aber auch E X durchlauft mit X samt· 
Iiche Elemente der Gruppe und aus E EX = EX folgt, daB fur jedes 
Element X der Gruppe die Gleichung gilt: E X = X. Damit ist das 
Postulat III a us dem Postulat III* abgeleitet. Das Postulat IV folgt so­
fort aus der Tatsache, daB die Gleichung A X = E eine Losung be­
sitzen muB, weil A X aile Elemente, also auch das soeben nachge­
wiesene Element E, durchlauft. 

Fur unendliche Systeme folgt aus III* nicht die Existenz des Ein­
heitselementes. Die positiven ganzen Zahlen bilden nach dem Gesetz 
der Addition ein System, das I, II und III* genugt, aber keine Gruppe bildet. 

Im folgenden soli stets, falls nichts anderes bemerkt ist, ausschlieB­
lich von endlichen Gruppen die Rede sein. 

Auch dem Assoziativgesetz entspricht, nach einer Mitteilung von 
H. Brandt, eine Ieicht angebbare Eigenschaft der Gruppentafel. Wahlt 
man irgend zwei Felder, in denen die Elemente A und B stehen 
mogen, so aus, daB die Spalte, in der sich das erste befindet, und 
die Zeile, in der sich das zweite befindet, sich in einem Einheitsfelde 
treffen, so steht in dem Felde, wo sich die Zeile des ersten und di~ 
Spalte des zweiten treffen, das Produkt A B. Geometrisch ausgedriickt: 
Man fasse die drei Elemente A, B, E als Ecken eines Rechteckes auf,. 
dessen Seiten vertikal und horizontal stehen, dann steht an der vierten 
Ecke das Produkt A B. Nimmt man z. B. in der letzten Gruppentafel F 
in der vierten Zeile und C in der zweiten, so findet man als vierte Ecke 
das Element B. Man ersieht aus der Tafel sofort, daB FC = B. 

§ 3. Untergruppen. 
Definition: Ein Teilsystem von Elementen der Gruppe, das fiir sich 

den Postulaten I bis IV genugt, und daher selbst eine Gruppe bildet,. 
heiBt eine Untergruppe der gegebenen Gruppe. 
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Zwei Untergruppen lassen sich von vornherein angehen, namlich 
einerseits die gegehene Gruppe selhst, andererseits die Gruppe, die nur 
aus dem einen Element E hesteht. Diese heiden Untergruppen werden 
~urch den Ausdruck uneigentliche Untergruppen von den iihrigen, 
den eigentZichen Untergl"Uppen, unterschieden. Die Auffindung der 
eigentlichen Untergruppen ist eine der Hauptaufgahen der Theorie. 

Satz 2 1): Die Ordnung einer Untergruppe ist ein Teiler der Ord­
nung der ganzen Gruppe. 

Be wei s : Das V erfahren, das zu dies em Satz fiihrt, hat Euler· aus­
gedacht und auf zyklische Gruppen angewandt. Historisch stellt es das 
erste Beispiel eines echten gruppentheoretischen Beweises dar, sein 
Grundgedanke ist der groBten Verallgemeinerung fahig und man kann 
die Gruppentheorie mit seiner Entdeckung heginnen lassen. Es hesteht 
in einer Einteilung der Elemente der ganzen Gruppe ~ in Systeme, 
welche durch die Untergruppe 5) geliefert werden, und zwar in folgen­
der Weise. 

Man schreihe die Elemente von 5) in eine Reihe 

E, A, B, ... ,F. 
Nun wii.hle man aus ~ irgendein Element X und hilde die Reihe 

EX= X, AX, BX, ... , FX. 
Nach Satz 1 sind die Elemente dieser neuen Reihe unter sich ver­
schieden. W enn X in 5) liegt, so hestehen die heiden Reihen genau 
aus denselhen Elementen, nii.mlich denjenigen von 5). Ist aher X 
auBerhalh von 5), so hahen die heiden Reihen kein Element gemein­
sam. Denn es sei etwa 

A=BX. 
Dann folgt durch linksseitige Zusammensetzung mit B- 1 : 

B- 1 A =X. 
Links steht aher ein Produkt zweier Elemente aus 5), und wir erhalten 
den vViderspruch, daB X in Sj enthalten ist. 

Die zweite Reihe hezeichnet man symholisch mit 5) X und nennt 
sie eine Nebengruppe von 5), wohei ~ selhst zu den Nehengruppen 
gerechnet wird, urn hei Ahzii.hlungen die Ausdrucksweise zu verein­
fachen. Unser hisheriges Resultat lii.Bt sich so aussprechen: Eine 
Nehengruppe ist entweder mit ~ identisch, oder sie hat mit ~ kein 
Element gemein. Nun miissen wir noch zeigen, daB dasselhe auch 
fiir zwei heliehige Nehengruppen gilt. Es mogen also die heiden 
Nehengruppen ~X und ~ Y ein gemeinsames Element hahen, so daB 
etwa gilt: 

AX=BY. 
1) Lagrange, ]. L.: R~flexions sur la resolution algebrique des equations, 

1771 (<Euvres t. 3, p. 205 bis 421). 
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Dann wird durch linksseitige Zusammensetzung mit B -l 

B- 1 AX= Y, 
d. h. Y gehort zur Nebengruppe S)X. Hieraus folgt aber, daB die 
heiden Nebengruppen SJX und SJ Y identisch sind, denn setzen wir 
Y = C X, wobei C in S) liegt, so wird S) Y = S) C X, und weil S) C = S) 
ist, so gilt S) C X = Sj X, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun ordne man die Elemente von Gl nach S) und seinen Neben­
gruppen. Man beginnt mit ~ und bildet mit einem Element auBer­
halb- von ~ die Nebengruppe ~X. Falls es noch Elemente von ® 
gibt, die weder in ~ noch in ~X enthalten sind, so bilde man eine 
weitere Nebengruppe ~ Y. Nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
nimmt das Verfahren ein Ende, jedes Element von ® ist genau in 
einer Nebengruppe von ~ untergebracht. Wir schreiben symbolisch 

®=~+ ~X+SJY+···. 
Da jede der Nebengruppen gleich viele Elemente enthalt wie ~, so 
ist unser Satz bewiesen. 

Definition: Unter dem Index einer Untergruppe versteht man die 
Anzahl der Nebengruppen (inklusive der Untergruppe selber), also bei 
einer endlichen Gruppe den Quotienten der Ordnung der Gruppe und 
derjenigen der U ntergruppe. 

§ 4. Z yklische Gruppen. 
Wir wollen in diesem Paragraphen einen besonders einfachen 

Typus von Gruppen vollstiindig kennen lernen, es sind diejenigen 
Gruppen, welche durch Zusammensetzung eines ihrer Elemente mit 
sich selbst erzeugt werden konnen. Wir setzen 

AA = A 2 , AAA = A3 usw. 
und bezeichnen diese neuen Elemente als die Potenzen von A. Sie 
bilden unter sich ein System, in dem das Postulat I erfi.illt ist, denn 
das Produkt der n-ten Potenz von A mit der m-ten ist gleich der 
(m + n)-ten Potenz von A: Am An= Am+n. Ferner ist das Assoziativ­
gesetz erfiillt, und hieraus folgt in diesem speziellen Falle noch das 
Kommutativgesetz: Sei n > m und n = m + l, dann wird 

An Am= (Am Al)Am = Am(Al Am)= Am An. 

Satz 3: In endlichen Gruppen bildet ein Element A zusammen 
mit seinen Potenzen eine kommutative Untergruppe, die durch A er­
zeugte Untergruppe. Gau{J nennt sie die Periode von A. 

Beweis: Wir schreiben die Potenzen von A in eine Reihe 

A, A 2 , A 3 , ••• , Am, ... , An, 
Da nach Voraussetzung nur endlich viele Elemente in der Gruppe 

vorhanden sind, so konnen bei fortgesetzter Potenzierung nur endlich 
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vi.ele verschiedene Elemente entstehen. Es sei die (n + 1)-te Potenz 
von A die niedrigste, welche gleich einer friiheren Potenz von A ist, 
dann gilt eine Gleichung von der Gestalt An+1 =Am. Hier muB· m 

gleich 1 sein, denn durch Multiplikation mit A - 1 erhalt man An= Am- 1 • 

Ware also m > 1, so ware bereits die n-te Potenz von A gleich einer 
niedrigeren, gegen die Voraussetzung. Aus An+1 =A folgt An= E 
und An+i = Ai. Die am Anfang des Beweises aufgeschriebene Reihe 
der Potenzen von A ist also periodisch, eine Tatsache, welche bereits 
von Euler (Satz 8 der unten zitierten Abhandlung) 1) entdeckt worden 
ist. Die Potenzen von A sind so lange untereinander verschieden, his 
man zum Einheitsclement kommt, dann treten sie wieder, mit A be­
ginnend, in derselben Reihenfolge auf. Aus diesem Sachverhalt folgt 
ohne weiteres die Behauptung von Satz 3. Denn jetzt ist die Existenz 
des Einheitselementes unter den Potenzen nachgewiesen (Postulat III), 
ferner ergibt sich, daB das zum Element Ai inverse das Element 
An-i ist (Postulat IV). 

Definition: Der Exponent der niedrigsten Potenz des Elementes A, 
welche gleich dem Einheitselement ist, d. h. die Ordnung der durch 
A erzeugten Gruppe, heiBt die Ordnung des Elementes A. Eine 
Gruppe, welche durch ein Element erzeugt werden kann, heiBt eme 
zyklische Gruppe. 

Aus der Periodizitat der Reihe der Potenzen von A ergibt sich 
die Tatsache, daB zwei Potenzen von A dann und nur dann dasselbe 
Element liefern, wenn die Differenz der Exponenten durch die Ord­
nung n von A teilbar ist. Will man daher wissen, welcher von den 
n ersten Potenzen von A eine gegebene Potenz A8 gleich ist, so hat 
man s durch n zu dividieren und den Rest r aufzusuchen. Es gilt 
dann A• = Ar. Diese Tatsache legt es nahe, den Begriff der Potenz 
eines Elementes auch auf negative Exponenten auszudehnen, indem 
man festsetzt, daB unabhangig vom Vorzeichen gilt: A 1 =A', sobald 
r- s durch n teilbar ist. Das zu A inverse Element An-1 laBt sich 
dann auch in der Form A - 1 schreiben, eine Bezeichnungsweise, welche 
wir bereits angewandt haben, und allgemein gilt die Forme! 

(Ai)-1 =An-i= A -i. 

Ferner gilt fiir positive und negative ganzzahlige Exponenten stets 

ArAB= Ar+s und (Ar)s=Ars. 

Wir wollen nun vollstandige Einsicht in die zyklischen Gruppen 
gewinnen und beweisen zu diesem Zweck den 

1) Euler, L.: Theoremata circa residua ex divisione potestatum relicta, 
1761, opera omnia I 2, p. 504. Eine deutsche Ubersetzung des fiir diesen Al­
gorithmus wichtigen Teils dieser Abhandlung fiudet sich in A. Speiser: Klas­
sische Stiicke der Mathematik, S. 110, ZUrich 1925. 

Speiser, Gruppentbeorie. 2. Aufl. 2 
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Satz 4: Ein Element A von der Ordnung n = P~' P~· · · · p~r la{Jt 
sich auf eine und nur eine Weise darstellen als Produkt von r Ele­
menten, die Potenzen von A sind und deren Ordnungen die Primzahl­
potenzen P~', p~·, ... , p~r sind. 

Beweis: Es sei n = lm, wobei l prim zu m ist, ferner setze 
man Al = B und Am= C. Die heiden Elemente B und C sind ver­
tauschbar, denn sie sind Potenzen desselben Elementes A. Ferner 
ist l die Ordnung von C und m die Ordnung von B, denn es gilt 

Bm= Alm= A"= E, 

und eine niedrigere Potenz von B kann nicht E sein, weil sonst die 
Ordnung von A nicht n ware. 

Jetzt bilde man die Gesamtheit der Elemente von der Gestalt 

nz C" (x= 1, 2, ... , m; y=1, 2, ... , l). 
Es sind lauter Potenzen von A, namlich die (lx + my)-ten, ihre An­
zahl ist n = lm. 

Ich behaupte, daB sie samtlich untereinander verschieden sind. 
Es sei namlich 

nrc• = nuc", 
dann folgt durch Multiplikation mit n-u c-•: 

Br-u =ell-B. 

Wir erhalten so ein Element, das gleichzeitig Potenz von B und von 
C ist. Seine Ordnung teilt nach Satz 2 sowohl l als m und ist da­
her = 1. Wir find en so: 

nr-u = C"-' = E 
und daraus: 

womit die Behauptung bewiesen ist. 
Setzt man nun 

l = P~', m = p~· ... p:r, 

so erkennt man, daB der Faktor von der Ordnung p~' durch A voll­
standig bestimmt ist. Dasselbe beweist man fiir die iibrigen Prim­
zahlpotenzen, womit der Satz vollstandig bewiesen ist. 

Satz 5: ]ede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch. 

Beweis: Die ganze Gruppe sei erzeugt durch das Element A von 
der Ordnung n. Falls die Untergruppe das Element A enthalt, so ist 
sie mit der ganzen Gruppe identisch und keine eigentliche Unter­
gruppe. Wir wollen nun annehmen, Ab = B sei die niedrigste Potenz 
von A, welche in der Untergruppe vorkommt. Dann enthalt die Un· 
tergruppe alle Potenzen von B. Zunachst beweisen wir, daB b ein 
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Teiler von n ist. Wir schreiben zu diesem Zweck die Exponenten 
der Potenzen von A b in eine Reihe: 

b, 2 b, 3 b, .... 

Falls b kein Teiler von n ist, so wird es zwei auf einander folgende 
Zahlen dieser Reihe geben, zwischen denen n liegt. Es sei also 

(x- 1) b < n < x b. 

Dann ist die Differenz x b- n kleiner als b und Bx = Axb = Axb-n 
ist eine Potenz von A, welche in der Untergruppe liegt und niedriger 
als b ist, gegen die Voraussetzung. 

Auf gleiche Weise konnen wir zeigen, daB die Untergruppe auBer 
den Potenzen von B keine weiteren Elemente enthiilt, daB sie also 
mit der durch B er<~eugten zyklischen Gruppe identisch ist. Denn es 
sei Aa ein weiteres Element der Untergruppe, so daB a nicht durch 
b teilbar ist, dann liegt a zwischen zwei auf einander folgenden Viel· 
fachen von b, es gilt etwa 

by<a<b(y+1). 
Dann liegt das Element 

A a B-Y= A a-by 

ebenfalls in der Untergruppe, aber der Exponent von A ist niedriger 
als b gegen die Voraussetzung. 

Aus diesem Beweis ergibt sich unmittelbar, daB die cp(n) Po­
tenzen Aa mit einem zu n primen Exponenten a und nur diese die 
Ordnung n haben, wobei cp (n) die bekannte Eulersche Funktion be­
zeichnet. 

Satz 6: Ist n die Ordnung des Elementes A und ist m prim zu n, 
setzt man ferner B =Am, so ist die Gleichung Bx =A li5sbar. 

Beweis: B erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung n, nach 
dem vorigen Satz. Daher ist die durch B erzeugte Gruppe identisch 
mit der durch A erzeugten und enthiilt insbesondere das Element A 
selber. 

Dieser letzte Satz ist identisch mit einem Fundamentalsatz der 
Zahlentheorie, daB niimlich die diophantische Gleichung 

mx+ny=1 
stets ganzzahlige Losungen x und y besitzt, wenn die heiden Zahlen m 
und n zueinander prim sind. Denn die Tatsache, daB Bx = A eme 
Losung besitzt, lii.Bt sich auch so ausdriicken: die Gleichung 

Amx =A bzw. Amx-1 = E 
besitzt eine Losung. Das erfordert aber, daB m x - 1 durch n teilbar 
ist, d. h. daB die Gleichung m x + n y = 1 los bar ist. Umgekehrt, ist 
auf irgendeinem Weg die Losbarkeit dieser Gleichung bewiesen, so 
folgt daraus Satz 6. 

2* 
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Wir wollen zum SchluB noch Anwendungen der Siitze iiber zykli­
sche Gruppen auf beliebige Gruppen herleiten. 

Satz 7: 1st in einer beliebigen Gruppe das Element A von der Ord­
nung n in ein Produkt zweier vertauschbarer Elemente B und e zer­
legt, deren Ordnungen m und l zueinander prim sind, so ist n = ml. 
Diese Zerlegung ist stets auf eine und nur eine Weise moglich und 
die Faktoren B und e sind Potenzen von A. 

Beweis: DaB eine solche Zerlegung moglich ist, folgt aus dem 
Beweis zu Satz ·4. Wir miissen nur noch zeigen, daB stets B und e 
Potenzen von A sind. Zu dem Zweck heben wir die Gleichung A =Be 
in die m-te Potenz und erhalten wegen der Vertauschbarkeit von B 
und e: 

Am=Bmem= em. 

Hieraus folgt zuniichst, daB em eine Potenz von A ist. Bedenken 
wir nun, daB m prim zur Ordnung l von C ist, so folgt nach Satz 6, 
daB e eine Potenz von em und daher auch eine Potenz von A ist. 
Dasselbe beweist man in analoger Weise fiir B. Jede Zerlegung von 
A nach Satz 7 kann daher nur innerhalb der durch A erzeugten 
zyklischen Gruppe geschehen und ist infolgedessen eindeutig. 

Jetzt liiBt sich auch Satz 4 in allgemeinster Fassung folgender­
maBen aussprechen: 

Satz 8: 1st n = P~' p'; · · · p~r die Ordnung des Elementes A in 
einer beliebigen Gruppe, so lii{Jt sich A auf eine und nur eine Weise 
als Produkt von r untereinander vertauschbaren Elementen, deren Ord-

nungen die Primzahlpotenzen p~; sind, darstellen. Die Faktoren sind 
Potenzen von A, und die Zerlegung ist diejenige des Satzes 4· 

Beweis: Es sei A= Af' A~···· A:r eine Zerlegung nach Satz 8. 

Setzen wir B = Af', e =A~· A~· · · · A:r, so wird A =Be und 
wir erhalten eine Zerlegung in zwei Faktoren, wie sie Satz 7 zu­
grunde liegt. Wenden wir diesen Satz an, so ergibt sich, daB B eine 
Potenz von A und eindeutig bestimmt ist. Dasselbe beweisen wir von 

den iibrigen Elementen A~·, ... , A:r. 
Satz 9: Kriterium f'iirr Untergruppen. Ein Teilsystem vonElementen 

einer Gruppe bildet stets eine Untergruppe, wenn das Produkt zweier 
beliebiger Elemente desselben wieder im System liegt. 

Beweis: Dieses Kriterium besagt, daB fiir Untergruppen von Grup­
pen endlicher Ordnung der Nachweis der Giiltigkeit des ersten Gruppen­
postulates geniigt. Aus diesem folgt niimlich, daB mit dem Element 
A auch dessen Quadrat, also auch dessen dritte usw. Potenz, daher 
auch E und A -l im System enthalten sind, womit fiir das System die 
Giiltigkeit aller vier Gruppenpostulate nachgewiesen ist. 
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Untergruppen einer Untergruppe sind selbst Untergruppen der 
urspriinglichen Gruppe. Diejenigen Elemente, die zwei Untergruppen 
einer Gruppe gemeinsam sind, bilden eine Untergruppe, welche der 
Durcltschnitt der beiden Untergruppen genannt wird. Denn mit A 
und B ist auch das Produkt A B beiden Untergruppen gemeinsam. 

§ 5. Beispiele von Gruppen. 
Die ,Elemente" einer Gruppe sind wie die Elemente einer Menge 

an keine Deutung gebunden und konnen in mannigfaltiger Weise 
auftreten. W enn an einem Beispiel eine Gruppe aufgewiesen wird, so 
spricht man von einer Darstellung der Gruppe. Die abstrakte Gruppe, 
die dargestellt wird, erhiilt man aus ihrer Darstellung, indem man von 
der speziellen Bedeutung der Elemente abstrahiert. DaB bei dieser 
Abstraktion das W esentliche bestehen bleibt, wird sich im Verlauf der 
Theorie immer mehr herausstellen. 

In diesem Paragraphen soll zuniichst ein Musterexemplar einer 
Gruppe in verschiedenen Darstellungen gegeben und in Augenschein 
genommen werden, die sogenannte Ikosaedergruppe 1 ). 

Eine Kugel, deren Mittelpunkt fest liegt, kann bekanntlich von 
jeder Lage in jede andere durch Drehung urn eine Achse durch 
ihren Mittelpunkt iibergefiihrt werden. Zwei Drehungen urn dieselbe 
Achse, deren Drehwinkel sich bloB urn Vielfache von 2 n unterscheiden, 
ergeben dieselbe Endlage und sollen im folgenden als identisch gelten. 
Zwei Drehungen, von denen das nicht gilt, ergeben stets verschiedene 
Endlagen und gelten als verschieden. Fiihrt man zwei Drehungen 
nach einander aus, so laBt sich eine einzige Drehung angeben, welche 
die Anfangslage der Kugel in die Endlage iiberfiihrt. Man hat damit 
jedem Paar von Drehungen eine neue Drehung zugeordnet. Nach diesem 
Gesetz der Zusammensetzung bilden die Drehungen der Kugel urn 
Achsen durch ihren Mittelpunkt eine Gruppe. Das Einheitselement 
ist die Drehung urn den Winkel 0 oder die Uberfiihrung der Kugel 
in dieselbe Lage. Die inverse Drehung ist eine Drehung urn dieselbe 
Achse, aber urn den entgegengesetzten Winkel. AuBerdem gilt das 
Assoziativgesetz. Diese Gruppe ist von unendlicher Ordnung; man 
nennt sie eine kontinuierliche Gruppe weil ihre Elemente durch stetig 
veriinderliche Parameter (Richtungscosinus der Drehachse und Sinus 
und Cosinus des Drehwinkels) charakterisiert werden konnen. 

Aus dieser Gruppe lassen sich durch die Forderung der lnvarianz 
gewisser Figuren endliche Gruppen ausscheiden. Diejenigen Drehungen, 
welche einen der Kugel einbeschriebenen reguHiren Korper mit sich selbst 
in Deckung bringen, bilden eine Gruppe. Wir bestimmen ihre Ordnung 

1 ) Vgl. F. Klein: Vorlesungen tiber das Ikosaeder und die Auflosung der 
Gleichungen vom 5. Grade (Leipzig 1884). 
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durch Abzahlung der verschiedenen Deckungslagen. Beispiel: das 
Oktaeder. Hiilt man zwei gegeniiberliegende Ecken und die sie ver· 
bindende Achse fest, so gibt es noch die vier Drehungen urn die 

Winkel 0, ~' n, 3
2n. An die Stelle der einen Ecke kann man jede 

der fiinf iibrigen Ecken bringen und fiir jede Ecke hat man vier 
Lagen des Oktaeders in Rechnung zu setzen, so daB im ganzen 
24 Lagen entstehen. Der Wiirfel bietet nichts Neues, denn die 
Mittelpunkte der Flii.chen eines Oktaeders bilden die Ecken eines 
Wiirfels, der bei denselben Drehungen und bei keinen weiteren mit 
sich selbst zur Deckung kommt. Dagegen liefert das Tetraeder eine 
wesendich neue Gruppe, deren Ordnung sofort auf 12 berechnet 
wird, endlich ergibt das Ikosaeder eine Gruppe von der Ordnung 60. 
Das Pentagondodekaeder liefert dieselbe Gruppe, da seine Eckpunkte 
wiederum mit den Mittelpunkten der 20 Seitenfl.achen des Ikosaeders 
in Beziehung stehen. 

AuBer diesen Polyedern miissen noch die sogenannten Dieder in 
Betracht gezogen werden, da sie besonders iibersichtliche und fiir den 
Aufbau komplizierterer Gruppen wichtige Gruppen liefern. Ein Dieder 
besteht aus der doppelt zu ziihlenden Flii.che eines regelmi:i.Bigen ebe­
nen n-Ecks. Sein Mittelpunkt sei in den Kugelmittelpunkt gebracht. 
Alsdann gibt es genau 2n Drehungen der Kugel, welche das Dieder 
mit sich selbst zur Deckung bringen. Eine Drehung vom Winkel 
2n · A h k h Fl h . d" d - urn eme c se sen rec t zur ac e sow1e 1e n - 1 araus n 
durch Wiederholung entstehenden Drehungen mit den Winkeln 

2 · 2 n, ... , n. 2 n bilden die eine Hiilfte. Dazu kommen noch n Drehungen n n 
vom Winkel n urn die n in der Diederebene gelegenen Achsen, die durch die 
Eckpunkte resp. Kantenmittelpunkte gehen (Umklappungen). Die ersten 
n seien mit A, A9 , •• • , An= E bezeichnet; die iibri.gen n bilden die 
Nebengruppe dieser zyklischen Untergruppe. Sei C eines dieser letz­
teren Elemente, so gilt die geometrisch sofort ersichtliche Beziehung 
A C = C A- 1• Daraus folgt weiter A A C =A C A- 1 = C A- 1 A- 1 

und schlieBlich A i C = C A -i. Hieraus ergibt sich weiter die geo­
metrisch evidente Tatsache, daB aile Elemente der Nebengruppe die 
Ordnung 2 haben: Ai C Ai C =A' C C A -i =E. Einen speziellen Fall 
der Diedergruppen bildet die in § 2 durch die Gruppentafel gegebene 
Gruppe. Hier ist n = 3. 

Nun sollen die Elemente der Ikosaedergruppe angegeben werden. 

Die Drehung von 25n urn eine Achse durch zwei gegeniiberliegende 

Ecken des Ikosaeders erzeugt eine Untergruppe von der Ordnung 5, 
deren 4 von E verschiedene Elemente die Ordnung 5 haben. Im 
ganzen gibt es 6 solche Achsen, die zusammen 24 verschiedene Ele· 
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mente von der Ordnung 5 ergeben. Drehungen urn eine Achse durch 
die Mittelpunkte zweier gegeniiberliegenden Seitenflachen ergeben Un· 
tergruppen von der Ordnung 3, die je 2 Elemente von der Ordnung 3 
enthalten. Da es 10 solche Achsen gibt, so folgen hieraus 20 Ele­
mente von der Ordnung 3. Die Drehungen vom Winkel :n; urn die 
15 Achsen, welche je zwei gegeniiberliegende Kantenmittelpunkte ver· 
binden, liefem noch 15 Elemente von der Ordnung 2. Nimmt man das 
Einheitselement dazu, so sind damit alle 60 Elemente erschopft, denn 
24 + 20 + 15 + 1 = 60. 

Nach den Elementen sollen die Untergruppen aufgewiesen wer­
den. Bereits sind 15 von der Ordnung 2, 10 von der Ordnung 3 und 
6 von der Ordnung 5 aufgefunden, die iibrigen entsprechen wieder 
geometrischen Invarianten. 

AuBer den 5 Drehungen urn eine Achse durch Eckpunkte gibt es 
noch 5 Drehungen von :n;, welche diese Achse in sich selbst iiber­
fiihren, namlich solche urn gewisse Achsen senkrecht dazu. Damit 
erhalt man eine Diedergruppe von der Ordnung 10, deren es ent· 
sprechend den 6 Achsen 6 gibt. Die 10 Achsen durch die Flachen­
mittelpunkte ergeben ebensoviele Diedergruppen von der Ordnung 6, 
und die 15 Achsen durch die Kantenmittelpunkte liefem schlieBlich 
5 Diedergruppen von der Ordnung 4. Hierzu kommen als die merk­
wiirdigsten noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, die der folgen­
den geometrischen Tatsache entsprechen: Zu jeder Kante gibt es eine 
ihr gegeniiberliegende parallele. Man denke sich ein solches Kanten­
paar in der X Z · Ebene parallel der X· Achse eines rechtwinkligen 
raumlichen Koordinatensystems. Man erkennt nun sofort, daB es ein 
weiteres Kantenpaar parallel der Y-Achse, und ein drittes parallel der 
Z-Achse gibt. Die 15 Kantenpaare zerfallen so in fiinf Systeme, von 
denen jedes 3 Paare enthalt, die unter sich ein orthogonales System 
bilden und je eine der 5 oben erwahnten Diedergruppen von der 
Ordnung 4 liefern. Die Mittelpunkte der Kanten eines Systems bilden 
die Eckpunkte eines Oktaeders. Man kann sonach dem Ikosaeder 
5 Oktaeder einbeschreiben, die bei den Drehungen sich untereinander 
vertauschen. Diejenigen Drehungen der Ikosaedergruppe, bei denen 
ein Oktaeder mit sich selbst zur Deckung gebracht wird, bilden eine 
Untergruppe, deren Index 5, deren Ordnung also 12 ist (vgl. auch § 9). 
Hierdurch ist gleichzeitig bewiesen, daB die Oktaedergruppe, deren 
Ordnung 24 ist, eine Untergruppe von Index 2 enthalt; diese ist eine 
Tetraedergruppe. 

Hiermit ist folgende groBe Zahl von Untergruppen der Ikosaeder­
gruppe gefunden worden: 15 Gruppen von der Ordnung 2, 10 von 
Ordnung 3, 6 von der Ordnung 5. Diese 31 Untergruppen sind samt· 
lich zyklisch. Dazu kommen folgende Diedergruppen: 5 von der Ord· 
nung 4, 10 von der Ordnung 6, 6 von der Ordnung 10. SchlieBlich gibt 
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es noch 5 Untergruppen von der Ordnung 12, welche den Typus der 
Tetraedergruppe haben. Insgesamt sind 57 eigentliche Untergruppen 
aufgewiesen worden. DaB damif aile Untergruppen aufgeziihlt sind, ist 
ein Satz, der mit den Hilfsmitteln der vorigen Paragraphen nicht be­
wiesen werden kann. 

Die moderne Gruppentheorie hat ihren Ausgang genommen von 
den Permutationsgruppen, und es soil daher schon an dieser Stelle 
einiges dariiber angemerkt werden 1). Bringt man eine Anzahl ver­
schiedener Dinge, etwa die Zahlen 1 bis n, in eine bestimmte Reihen­
folge, so pflegt man dies eine Anordnung dieser n Dinge zu nennen, 
und man beweist leicht, daB es n! verschiedene Anordnungen von n 
verschiedenen Dingen gibt. In der Gruppentheorie versteht man unter 
einer Permutation die Operation der Vertauschung, und zwar ist eine 
solche Permutation vollstiindig bestimmt, wenn fur jedes Ding ange­
geben ist, durch welches es ersetzt wird. Eine Permutation der Zahlen 
1 bis n wird bezeichnet, indem man in einer ersten Zeile diese Zahlen 
in irgendeiner Reihenfolge, am besten in der natiirlichen, aufschreibt 
und in eine zweite Zeile unter jede Zahl diejenige schreibt, durch die 
sie bei Vertauschung ersetzt wird. Die siimtlichen Permutationen der 
Zahlen 1, 2, 3 sind sonach: 

(1 2 3) 
1 3 2 

(1 2 3) 
3 2 1 

(1 2 3) 
2 1 3 . 

Fiihrt man zwei Permutationen hintereinander aus, so ist das Re­
sultat wieder eine Permutation, die aus diesen beiden zusammenge­
setzte Permutation. Damit ist das Gesetz zur Gruppenbildung ge­
geben. Das Einheitselement ist die identische Permutation, die keine 
Vertauschung ausiibt; das inverse Element besteht darin, daB die Ver­
tauschung wieder riickgiingig gemacht wird. Die 6 oben hingeschrie­
benen Permutationen bilden eine Gruppe, deren Gruppentafel durch 
diejenige des § 2 gegeben ist, wenn man die Permutationen in der 
angegebenen Reihenfolge mit E, A, B, C, D, F bezeichnet. So ist z. B. 

(1 2 3) (1 2 3) (1 2 3) 2 3 1 1 3 2 = 3 2 1 ' d. h. A C = D. 

Denn A ersetzt 1 durch 2, C fiihrt 2 in 3 iiber, durch A C wird da­
her 1 in 3 iibergefiihrt usw. 

Die samtlichen Permutationen von n Dingen bilden eine Gruppe 
von der Ordnung n!. Die 5 Oktaeder, die einem Ikosaeder einbe­
schrieben werden konnten, erfahren bei jeder Drehung eine Ver­
tauschung. Daher laBt sich die Ikosaedergruppe als Permutations­
gruppe von 5 Dingen darstellen, wodurch die zentrale Stellung des 
Ikosaeders in der Theorie der Gleichungen 5. Grades bedingt ist. 

1) Vgl. hierzu den zweiten Aufsatz der Einleitung. 
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Oayleys Satz 101): ]ede Gruppe ® la{Jt sich als Permutationsgruppe 
ihrer Elemente darstellen. 

Beweis: Die Elemente von ® seien E, A, B, ... und X sei ein 
beliebiges unter ihnen, dann stellt 

( E A B C ... ) 
EX AX BX CX ... 

eine Permutation derselben dar. Wir ordnen sie dem'- Element X zu. 
Ist S ein Element von ®, so ist die obige Permutation identisch mit 
der folgenden: 

(s~ AS BS cs "} ASX BSX csx ... 
denn auch diese ersetzt jedes Element durch das rechts mit X multi­
plizierte, bloB die Reihenfolge in der Schreibweise ist geiindert. Ferner 
entspricht den Elementen 

Y: (~ A B . ") und X Y: ( E A B .. ·) 
A Y BY .. . XY A X Y B X Y... . 

Nun ist 

(~ ( X AX BX ... ) 
XY AXY BXY ... ' 

also 

(E A B .. ·) (E A B .. ·) ( E A B .. ·) 
XAXBX ... YAYBY ... = XYAXYBXY ... ' 

d. h. die Zusammensetzung der zu X und Y gehorigen Permutationen 
liefert die zu X Y gehorige, womit der Satz bewiesen ist. 

Scholion. 
Urn die Wichtigkeit der vier Postulate nachzuweisen, sei folgen­

des Beispiel angegeben, bei dem bloB IV nicht erfiillt ist, das aber 
ersichtlich gar nichts mehr mit einer Gruppe zu tun hat: Die Ele· 
mente seien die Zahlen von 0 his 100; zwei Zahlen sei als ,Produkt" 
ihr gr6Bter gemeinschaftlicher Teiler zugeordnet. Dieses Gesetz ge­
niigt dem Postulat I sowie dem Assoziativ- und dem Kommutativ­
gesetz. Die Zahl 0 bildet das Einheitselement, wenn 0 als gr6Bter 
gemeinschaftlicher Teiler von 0 mit sich selbst definiert wird, dagegen 
gibt es fiir die Zahlen von 0 bis 100 keine inversen Zahlen. Bildet 
man das ,Produkt" der Zahlen von 0 bis 100 mit 5, so erhiilt man 
nur 1 oder 5, von einer Permutation der Zahlen ist also keine Rede 
mehr. 

§ 6. Elementenkomplexe~ 
Ein System von Elementen aus einer Gruppe heiBt ein Ko'tnplex. 

Wir bezeichnen einen solchen nach dem Vorgang von Frobenius 9) 

1) Vgl. das Zitat in Anm. auf S, 12. 
2) Ober endliche Gruppen (Berl. Sitzungsber. 1895, S. 163). 
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mit graBen deutschen Buchstaben, auBer wenn er aus einem emZlgen 
El~ment besteht, wo im allgemeinen lateinische Buchstaben ange­
wendet werden. Besteht der Komplex (£ aus den Elementen A, B, C, ... , 
so wird das nach Galois in Formeln ausgedriickt unter Benutzung des 
Pluszeichens: (£=A+ B + C + · · · Als weitere Regeln stellen wir 
folgende auf: m + ?B bedeutet die Gesamtheit der in mindestens einem 
der Komplexe m und ?B enthaltenen Elemente, m ?B die Gesamtheit 
der Produkte je eines Elementes aus m mit einem Element aus ?B; 
mehrfach auftretende Elemente werden nur einmal geziihlt. Einen 
speziellen Fall dieser Bezeichnung stellt diejenige der N ebengruppen &;I A 
dar. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB der 
Komplex (£ eine Untergruppe ist, besteht in der Gleichung (£ (£ = (£ 

(vgl. das Kriterium auf S. 20). 
Stets gilt das Distributivgesetz: 

(~ + ?8)(1£ + ~) = IJI 1£ + ~~ + ?B 1£ + ?B ~-
Zuniichst muB nun die Einteilung der Elemente einer Gruppe nach 

einer Untergruppe und deren Nebengruppen niiher untersucht werden. 
Bereits in § 3 wurde gezeigt, daB die Elemente einer Gruppe ~ durch 
eine Untergruppe S) in Systeme zerfallen: ~ = S) + S) A + · · ·, deren 
Anzahl gleich ist dem Index von S) unter ~. Diese Zerlegung ist 
unabhiingig von der speziellen Wahl der die Nebengruppen bestim­
menden Elemente A, ... , denn zwei Elemente X und Y aus ~ ge­
horen dann und nur dann zur selben Nebengruppe, wenn X y- 1 in 
S) liegt. 1st niimlich X y- 1 = H, so wird 

S) X= S) (H Y) = (S) H) Y = S) Y, 

und gehoren umgekehrt X und Y beide zur selben N ebengruppe S) A, 
so folgt aus X= H 1 A und Y = H 2 A, daB 

in S) liegt. 
XY- 1 = (H1 A)(H2 A)- 1 = H 1 H2- 1 

Ein Komplex von der Gestalt S) A heiBt eine rechtsseitige Neben­
g'I"Uppe und die Zerlegung ~ = S) + S) A + · · · die rechtsseitige Zer­
Zegung von ~ nach S). 

Ein Komplex von der Gestalt A S) heiBt eine ZinksseiUge NebM­
gruppe von S). Von diesen gelten entsprechende Siitze, wie von den 
rechtsseitigen. Hier sei nur der folgende bewiesen: Zwei Elemente 
B und C gehoren dann und nur dann zu derselben linksseitigen 
Nebengruppe, wenn B- 1 C in S) liegt. 1st niimlich B- 1 C = H, so 
wird: C = B H und B = C H- 1 , und umgekehrt folgt aus B =A H1 

und C= AH2 : 

Wir fassen dies zusammen in folgendem 

Satz 11: Eine Gruppe ~ zerfiillt durch eine Untergruppe S) von der 
Ordnung h und dem Index R in k Komplexe von je h Elementen, die 
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Untergruppe und ihre rechtsseitigen Nebengruppen. Eine zweite Zer­
legung mit entsprechenden Eigenschaften wird durch die Untergruppe 
und ihre linksseitigen Nebengruppen geliefert. Zwei Elemente X und Y 
gehoren derselben rechts- resp. linksseitigen Nebengruppe dann und nur 
dann an, wenn X y- 1 resp. x-1 Y in ~ liegt. 

Die beiden Zerlegungen sind im allgemeinen voneinander ver­
schieden und stimmen nur fiir Normalteiler (§ 7) iiberein. 

Man beweist leicht folgende Tatsache: 
Ist 

® = ~ +~A2 +··· +~Ale 
eine rechtsseitige Zerlegung, so ist 

® = ~ + A2 1 S) + · · · + Ai1 ~ 
eine linksseitige. 

Unter {Ill} versteht man die Gesamtheit der Elemente, die sich als 
Produkt von beliebig vielen Elementen aus 5l[ darstellen lassen. Jedes 
Element aus Ill dar£ im Produkt beliebig oft vorkommen. W eil E in {Ill} 
liegt, so ist {lll}{lll} ={Ill}, daher ist {Ill} eine Untergruppe, und zwar 
die kleinste, welche den Komplex 5l[ enthalt. Jede Untergruppe, die 
5l[ enthiilt, entbiilt au.ch {Ill}. {Ill} heiBt die durch den Komplex 5l[ 

erzeugte Untergruppe. {A} ist die durch das Element A erzeugte zykli­
sche Gruppe: A, All, A3 , ••• , An= E. 

Eine Gruppe kann gegeben werden, indem man eine Anzahl ihrer 
Elemente und die zwischen ihnen bestehenden Beziehungen gibt. Man 
hat nur noch festzusetzen, daB alle Produkte der erzeugenden Ele­
mente dann und nur dann dasselbe Element der Gruppe ergeben, 
wenn das aus den vorgeschriebenen Relationen folgt. Die hiermit 
zusammenhangenden Fragen sind noch nicht sehr eingehend unter­
sucht, sie sind vielleicht auch besser der Theorie der unendlichen 
Gruppen einzuordnen. Wir geben aber als Beispiel die Erzeugung der 
Diedergruppen. Die Diedergruppe von der Ordnung 2 n ist vollstandig 
bestimmt durch zwei Elemente A und C mit den Relationen: 

1) An=E, 
Alle Elemente sind enthalten in der Gestalt 

Ax CY (x = 0, 1, ... , n- 1; y = 0,1). 

Alle weiteren Produkte lassen sich mit Hilfe der Relation 3) auf diese 
zuriickfiihren, und als Produkt zweier beliebiger Elemente Ax CY und 
Az Ct findet sich leicht: 

AX C11 AZ Ct = Ax+(-1)1/z CY+t. 

Man verifiziere die Geltung des assoziativen Gesetzesl 
Fiir n = 2 erhiilt man eine Gruppe von der Ordnung 4, die abelsch 

ist, well A-t = A. Sie heiBt die Vierergruppe. ihre von E verschie­
denen Elemente A, B, A B besitzen die Ordnung 2. 
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Zwei Komplexe ~ und 58, fiir die ~58= 58~ ist, heiBen unter­
einander vertauschbar. Bei der Diedergruppe ist z. B. {A} C = C {A}. 
Die Tatsache, daB ein Komplex ~ mit einem Element B vertauschbar 
ist: ~ B = B ~. kann auch so geschrieben werden: B -l ~ B = ~-

Aus zwei abstrakt gegebenen Gruppen @ und ®' mit den Ele­
menten E, A, B, ... und E', A', B', ... kann man durch folgende Fest­
setzung eine neue Gruppe herleiten: Man postuliert, daB die Elemente 
von ® und ®' untereinander verschieden sind, und daB jedes Element 
von ® mit jedem Element von ~' vertauschbar ist. Die Produkte 
je eines Elementes von ~ und eines Elementes von ®' bilden eine 
Gruppe, welche das direkte Produkt von ~ und ~' genannt wird 
und hi.iufig mit @ x ®' bezeichnet wird. Ihre Ordnung ist das Pro­
dukt der Ordnungen von @ und ~'. Man kann ferner die heiden 
Einheitselemente einander gleich setzen. Dies macht fiir die Beschaffen­
heit des direkten Produktes nichts aus, vereinfacht aber die Schreib­
weise. Dann li.iBt sich Satz 4 in folgender Weise aussprechen: Jede 
zyklische Gruppe ist das direkte Produkt von zyklischen Gruppen, deren 
Ordnungen die hi:ichsten in der Ordnung "der urspriinglichen Gruppe 
aufgehenden Primzahlpotenzen sind. 

2. Kapitel. 

Normalteiler und Faktorgruppen. 
§ 7. N ormalteiler. 

Definition: Besteht zwischen zwei Elementen A und B einer 
Gruppe ® eine Beziehung von der Gestalt B = x- 1 A X, wobei X 
ebenfalls in @ liegt, so heiBen A und B konjugierte oder gleich· 
berechtigte Elemente und man sagt: B entsteht durch Transformation 
von A mit X. 

Fiir diese Beziehung gelten die Grundgesetze der Aquivalenz: 
1. Jedes Element ist mit sich selbst konjugiert, denn es gilt 

A =E-1 AE. 
2. 1st A mit B konjugiert, so ist auch B mit A konjugiert. Aus 

B = x- 1 A X folgt ni.imlich A= X B x- 1 = (X- 1)- 1 B (X- 1). 

3. 1st A mit C und B mit C konjugiert, so ist auch A mit B 
konjugiert. Aus C = x- 1 A X und C = y- 1 B Y folgt: 

B = Y x- 1 A X y- 1 = (X y- 1)- 1 A (X y- 1). 

Satz 12 : Bezeichnet man die mit einem Element konfugierten Ele­
mente als eine Klasse von Elementen, so zerfiillt die Gruppe in eine 
Anzahl von Klassen, die untereinander keine gemeinsamen Elemente 
besitzen. 

Satz 13: Elemente derselben Klasse besitzen dieselbe Ordnung. 
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Beweis. Es gilt: x- 1 A X-X- 1 A X= x- 1 A 2 X und allgemein 
(X- 1 A Xt = x- 1 An X. Ist daher An= E, so wird (X- 1 A Xf 
= x- 1 EX= E, und ist umgekehrt (X- 1 A Xf = E, so wird 
x- 1 An X= E und daraus folgt An= E, w. z. b. w. 

Allgemeiner gilt die Formel 

x- 1 A X-X- 1 B X= x- 1 AB X, 

·die wir folgendermaBen interpretieren: A us einer Gleichung A B = C 
geht durch Transformation der drei Elemente mit demselben Element X 
eine richtige Gleichung hervor. 

Bilden also die Elemente E, A, B, ... eine Untergruppe S), so 
bilden auch E, x- 1 A X, x- 1 B X, ... eine Untergruppe, die wir nach 
dem vorigen Paragraphen mit x- 1 S) X bezeichnen. 

Definition: S) und x- 1 S) X hei[Jen konjugierte Untergruppen. 

Konjugierte Gruppen besitzen dieselbe Ordnung und als abstrakte 
Gruppen sind sie einander gleich. Kennt man die Gruppentafel von S), 
so ergibt sich diejenige von x- 1 S) X dadurch, daB man die Elemente 
von S) durch die mit X transformierten Elemente ersetzt. Indem wir 
die eingehende Betrachtung dieses allgemeinen Falles auf das 4. Kapitel 
verschieben, gehen wir zu der Behandlung eines besonders wichtigen 
von Galois entdeckten Spezialfalles iiber. 

Definition: Eine Untergruppe, die mit ihren konjugierten identisch 
-ist, heiBt ein Normalteiler (auch eine invariante oder ausgezeichnete 
Untergruppe) der Gruppe. 

Ist also die Untergruppe \n ein Normalteiler, so gilt fiir jedes 
Element X der ganzen Gruppe die Gleichung x- 1 \n X= \n oder 
\n X= X \n. Mit jedem Element A liegt auch jedes konjugierte 
Element x- 1 A X in \n, d. h. ein Normalteiler enthalt mit jedem Ele­
ment die ganze zugehOrige Klasse von Elementen. Diese Bedingung ist 
zugleich hinreichend dafiir, daB eine Untergruppe einen Normalteiler 
bildet. 

Beispiele: 

1. Die Abelschen Gruppen. Hier bildet jedes Element fiir sich 
eine Klasse, jede Untergruppe ist Normalteiler. 

2. Die Diedergruppen. Bier bildet die zyklische Untergruppe 
vom Index 2 einen solchen. Denn die ganze Gruppe zerfhllt unter An­
wendung der Bezeichnung auf S. 28 in die Nebengruppen {A}+ {A} C. 
W egen C- 1 A C = A - 1 wird C {A } = {A} C. 

Satz 14: ]ede Untergruppe vom Index 2 ist ein Normalteiler. 

Be wei s : Ist S) die Untergruppe von ®, und ist S ein Element 
von ® auBerhalb von S), so wird ® = S) + S) S = S) + S S). Daher 
wird S)S=SS). 
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Satz Hi: Der Durchschnitt zweier Normalteiler ist wieder ein 
N ormalteiler. 

Beweis: Mit jedem Element ist die ganze zugehorige Klasse den 
heiden Normalteilern gemeinsam. Daher hesteht auch der Durch­
schnitt aus· einer Summe von Klassen und ist ein Normalteiler. 

Dagegen ist ein Normalteiler eines Normalteilers nicht notwendig 
ein Normalteiler der ganzen Gruppe. 

Satz 16: Die mit allen Elementen einer Gruppe vertauschbaren 
Elemente bilden einen Abels chen Normalteiler, der das Zentrum der 
Gruppe genannt wird. 

Beweis: Aus A X= X A und B X= X B folgt A B X= A X B 
= X A B, d. h. mit zwei Elementen gehort auch deren Produkt dem 
Zentrum an. Das Zentrum hildet daher eine Untergruppe und zwar 
offenhar einen Abelschen Normalteiler. Ferner ist jede Untergruppe 
des Zentrums Normalteiler der ganzen Gruppe. 

Als weitere Normalteiler erwahnen wir die durch die Elemente 
einer Klasse erzeugte Untergruppe. Denn ist A B · · · F ein Pro­
dukt von Elementen einer Klasse, so ist auch x- 1 A B · · · F X 
= x- 1 A X .x- 1 B X ... x- 1 F X ein solches fiir jedes X. Daher 
enthalt die Untergruppe die ganze durch A B · · · F reprasentierte Klasse 
und ist also Normalteiler. 

Jede Gruppe ® hesitzt zwei uneigentliche Normalteiler, namlich 
ihre heiden uneigentlichen Untergruppen ® und E. 

Wir definieren nun: 

Definition: Eine Gruppe, die auBer ihren heiden uneigentlichen 
Untergruppen keinen Normalteiler hesitzt, heiBt eine einfache Gruppe. 

Offenhar sind aile Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist,. 
einfach. Sie sind zyklisch. Aile einfachen Abelschen Gruppen sind 
von Primzahlordnung. Denn jede Gruppe hesitzt eine Untergruppe von 
Primzahlordnung und diese ist Normalteiler hei Abelschen Gruppen. Es. 
giht a her· auch nicht-zyklische einfache Grupp en. 

Urn hierfiir ein Beispiel zu geben, wollen wir die Einfachheit der 
Ikosaedergruppe nachweisen, indem wir nur den Klassenhegriff he­
nutzen. Schon jetzt sei aher hemerkt, daB die wirksamsten hisher 
hekannten Methoden zur Hersteilung von einfachen Gruppen von der 
Theorie der Permutationsgruppen und der Kongruenzgruppen geliefert 
werden (vgl. Kap. 8 § 35 und Kap. 15 § 69). 

Die Elemente der Ikosaedergruppe lassen sich in folgender Weise­
in Klassen einteilen: 

Eine Drehung A von 2
5n urn eine Achse durch eine Ecke besitzt 

die Ordnung 5. Sei X eine Drehung, welche irgendeine andere Ecke 
des Ikosaeders an ihre Stelle hringt; fiihrt man dann die Drehung A 
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a us und bringt die Ecke durch X -l wieder an ihren alten Platz, so 

ist das Resultat X A X- 1 eine Drehung von 2
5n urn diese Ecke. 

Hiermit- ist nachgewiesen, daB 12 Operation en von der Ordnung 5 in 
eine Klasse gehoren. Mit A gehort auch A -l dazu, als Drehung urn 
die gegeniiberliegende Ecke. In gleicher Weise bilden die iibrigen 
Elemente der Ordnung 5, namlich die Drehungen urn die Winkel 

4
5n, 6

5n, eine Klasse. DaB diese heiden Klassen voneinander ver­

schieden sind, folgt Ieicht aus dem eben Bewiesenen, braucht aber 
fUr das folgende nicht vorausgesetzt zu werden. Man beweist in 
gleicher Weise, daB alle 20 Elemente von der Ordnung 3 und alle 
15 von der Ordnung 2 je eine Klasse bilden. Daher besitzt die 
Ikosaedergruppe folgende 5 Klassen: Das Einheitselement E bildet 
eine Klasse fUr sich, die 4 iibrigen setzen sich aus 15, 20, 12 und 
12 Elementen zusammen. Eine einfache Abzahlung ergibt, daB kein 
Normalteiler vorhanden ist. Ein solcher muBte sich namlich aus diesen 
Komplexen zusammensetzen, das Einheitselement enthalten und auBe_r­
dem noch als Ordnung einen Teiler von 60 besitzen, was nicht 
moglich ist. 

Definition: C = s- 1 A-lB A heiBt der Kommutator von A 
und B. 

Offen bar gilt B A = A B C, und A und B sind dann und nur dann 
vertauschbar, wenn C = E ist. 

Satz 17: Wenn zwei Normalteiler Wl und W einer Gruppe aufJer E 
kein gemeinsames Element besitzen, so ist jedes Element von Wl mit 
jedem Element von W vertauschbar. 

Beweis: Sei A in Wl und Bin W, dann liegt s- 1 AB in Wl, 
folglich auch s- 1 A-lB, denn dieses ist das inverse Element zum 
vorigen, daher schlieBlich auch der Kommutator C = ( B -l A- 1 B) A . 
Andererseits liegt C = B- 1 (A- 1 B A) auch in W, folglich ist C gleich 
dem einzigen Wl und W gemeinsamen Element E. 

Historische Notiz. Der Begriff des Normalteilers wurde von E. Galois 
1830 entdeckt (Lettre a Auguste Chevalier, Oeuvres publ. par E. Picard, p. 25, 
Paris 1897). Eine Publikation der Beweise von Galois erfolgte jedoch erst 
1846 durch Liouville in seinem Journal. 

§ 8. Faktorgruppen. 
Ein Normalteiler W und seine Nebengruppen konnen selbst als 

Elemente einer Gruppe aufgefaBt werden. Benutzt man namlich die 
Verkniipfungsvorschrift fUr Komplexe, die in § 6 aufgestellt worden 
ist, so ergibt sich fUr die Nebengruppen von W: 

WAWB=WWAB=WAB. 
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In Worten: Das Produkt zweier Nebengruppen des Normalteilers 
ist wieder eine Nebengruppe. 

Definition: Die Gruppe, deren Elemente durch einen Normal­
teiler IJC von @ und seine Nebengruppen gebildet werden, heiBt die 
Faktorgruppe oder Quotientengruppe des Normalteilers und wird 
mit ®/IJC bezeichnet. Ihre Ordnung ist gleich dem Index des Normal­
teilers, also gleich dem Quotienten der Ordnungen der ganzen Gruppe 
und des Normalteilers. 

Eine Gruppe ist nicht vollstiindig bestimmt durch einen Normal­
teiler und seine Faktorgruppe, aber ihre Ordnung ist das Produkt der 
Ordnungen des Normalteilers und der Faktorgruppe und die Analogie 
mit den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen kann weit fort­
gefiihrt werden. 

Satz 18: Eine Untergruppe vom Index r der Faktorgruppe besteht 
aus Nebengruppen, deren Elemente eine Untergruppe der ganzen Gruppe 
vom selben Index r bilden. 

Be we is: Die Untergruppe der Faktorgruppe bestehe aus den 
Nebengruppen S), S) A2 , •• • , S) A •. Nach Voraussetzung ist das Produkt 
zweier beliebiger von diesen Nebengruppen wieder eine von ihnen. Da­
her Iiegt das Produkt zweier beliebiger Elemente des Komplexes 
S) + S) A 2 + · .. + S) A 8 in demselben Komplex und dieser bildet so· 
mit eine Untergruppe vom Index r. 

Satz 19: Jede Untergruppe S) von @, die einen Normalteiler IJC von 
@ enthalt, gehort zu einer Untergruppe der Faktorgruppe ®fiJC. 

Beweis: IJC ist Normalteiler von S), und es sei S)=IJC+IJCA 2 

+ 1JC A3 + ... + 1JC A.. Diese Nebengruppen bilden die Elemente der 
Faktorgruppe S)/IJC und infolgedessen eine Untergruppe von ®jiJC. 

Durch diese beiden Satze ist das Problem, diejenigen Untergruppen 
von @ zu finden, die einen Normalteiler IJC enthalten, zuriickgefiihrt auf 
das Problem, die samtlichen Untergruppen von ®/IJC zu finden, da eine 
eindeutige Zuordnung zwischen ihnen hergestellt ist. Es gilt nun die 
weitere wichtige Tatsache, daB Normalteilem des einen Problems 
Normalteiler des anderen entsprechen: 

Satz 20: Jeder Normalteiler einer Faktorgruppe @ / IJC liefert einen 
Normalteiler von @; jeder Normalteiler von @, der IJC enthalt, entspricht 
einem Normalteiler der Faktorgruppe. 

Mit Hilfe des Komplexkalkiils von § 6 kann der ganze Beweis in 
wenigen Strichen gegeben werden: 

W egen IJC X = X IJC fiir jedes X in @ gilt 

IJCX- 1 1JCA;IJCX= IJCIJCIJCX- 1 A;X= IJCX- 1 A;X. 
Ist nun Sf/IJC Normalteiler von ®jiJC und IJC A; Element von SfjiJC, 

so muB die Nebengruppe IJC x- 1 A; X in Sf/IJC liegen, also muB x- 1 A; X 
in Sf liegen und Sf ist Normalteiler. 
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Umgekehrt, ist Sf Normalteiler von®, so liegt mit Ai auch x- 1 Ai X 
in ~. daher ist 91 x- 1 Ai X eine Nebengruppe aus ~ und ~/91 ist 
Normalteiler von ®/91. 

Die Faktorgruppe kann nur fiir Normalteiler definiert werden, denn 
es gilt der 

Satz 21: Wenn das Produkt zweier beliebiger Nebengruppen einer 
Untergruppe S) stets wieder eine Nebengruppe von S) ist, so ist S) 
N ormalteiler. 

Beweis: Sei h die Ordnung von S), dann enthalt nach Voraus­
setzung bei beliebigem A und B der Komplex SJ A SJ B h Elemente. 
Da E in S) vorkommt, so sind darunter die heiden Komplexe SJ A B 
und A SJ B enthalten und diese miissen identisch sein, da sie beide 
h Elemente besitzen. Daher gilt S) A B = A S) B und, nach rechts­
seitiger Multiplikation mit B - 1 , S) A = A S), womit der Satz be­
wiesen ist. 

§ 9. lsomorphe Gruppen. 
Mit dem Begriff des Normalteilers ist aufs engste ein weiterer 

fundamentaler Begriff der Gruppentheorie verbunden, namlich der 
Isomorphismus zweier Gruppen. Nehmen wir als Beispiel die Drehungen 
eines regularen Ki:irpers, etwa eines Oktaeders. Sie bilden eine Gruppe 
@ von der Ordnung 24. Bei jeder Drehung erfahren die 6 Ecken 
des Oktaeders eine Permutation, wir ki:innen mit einer von Hurwitz 
stammenden Ausdrucksweise sagen, die Permutation wird durch die 
Drehung induziert. Ebenso entspricht jeder Drehung eine Vertauschung 
der drei Durchmesser, welche gegentiberliegende Ecken verbinden, 
die Drehungsgruppe induziert daher auch eine Permutationsgruppe 
von drei Dingen. Wir nennen nun die induzierte Gruppe isomorph 
mit der urspriinglischen und stellen die allgemeine Definition auf: 

Definition: 1st jedem Element einer Gruppe @ ein und nur ein 
Element einer zweiten Gruppe ®' zugeordnet dergestalt, daB dem 
Produkt zweier Elemente von @ das Produkt der zugordneten Elemente 
von ®' zugeordnet ist, so heiBt die Gruppe ®' isomorph mit der 
Gruppe @. Die Zuordnung heiBt ein I.somorphismus von ®' mit @. 

Falls bei dieser Zuordnung zwei verschiedenen Elementen von @ 

stets zwei verschiedene Elemente von ®' entsprechen, so sind die 
heiden Gruppen abstrakt genommen miteinander identisch. Ihre Grup­
pentafeln unterscheiden sich nur durch die Bezeichnung der Elemente. 
Man heiBt die Gruppen in diesem Fall holoedrisch (etnstuftg) isomorph. 

Besonders wichtig ist jedoch der Fall, wo mehreren Elementen 
von @ dasselbe Element von ®' zugeordnet ist. Man spricht dann 
von einem meroedrischen (mehrst·uftgen) Isomorphismus. Man muB 
dabei beachten, daB der Isomorphismus kein wechselseitiger Begriff 
ist. Wollte man auf ibn die Gesetze der Aquivalenz anwenden, so 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 3 
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kame man zu dem Resultat, daB zwei beliebige Gruppen isomorph 
sind. Denn setzt man fiir ®' die Gruppe ein, welche aus dem Einheits­
element allein besteht, so findet man, daB ®' mit jeder Gruppe iso­
morph ist. Hieraus wiirde unter Anwendung der heiden Gesetze 2 
und 3 auf S. 28 die Behauptung sich ergeben. Dagegen besteht das 
Gesetz, daB, wenn ®" mit ®' · und ®' mit ® isomorph ist, dann auch 
®" mit ® isomorph ist. 

Wir werden also stets die induzierte Gruppe ®' mit ® isomorph 
bezeichnen. 

Satz 22: Mit dem Einheitselement von ® ist immer das Einheits­
element von®' isomorph, mit zwei inversen Elementen von® sind immer 
zwei inverse Elemente von ®' isomorph. 

Beweis: Das Einheitselement von ® ist durch die Gleichung 
X 2 = X charakterisiert. Ihm muB ein Element von ®' entsprechen, 
das derselben Gleichung geniigt. Das kann nur das Einheitselement 
von ®' sein. Ferner ist das zu A inverse Element X durch die Gleichung 
AX= E charakterisiert. Ibm muB das Element X', das der Gleichung 
A' X' = E' geniigt, entsprechen, d. h .. das zu A' inverse. 

Satz 23: 1st ®' mit ® isomorph, so entspricht dem Einheitselement 
E' von ®' ein Normalteiler ~ von ® und ®' ist holoedrisch isomorph 
mit der Faktorgruppe ®f~. 

Beweis: Die Gesamtheit der Elemente von®, denen E' entspricht, 
bilden eine Untergruppe, denn mit A und B entspricht auch AB dem 
Element E' E' = E'. Diese Untergruppe ist Normalteiler, denn dem 
Element x- 1 A X entspricht das Element X' - 1 E' X' = E' bei beliebigem X. 
Zwei Elementen X und Y von ® entspricht dann und nur dann das­
selbe Element A' von ®', wenn X y-1 dem Einheitselement A' A'- 1 = E' 
entspricht, d. h. wenn sie in dieselbe Nebengruppe des Normalteilers 
~ gehoren. Dem Produkt zweier Nebengruppen von ~ entspricht das 
Produkt der zugeordneten Elemente von ®'. 

1st eine Gruppe, die aus mehr als einem Element besteht, mit 
einer einfachen Gruppe isomorph, so ist der lsomorphismus ein holo­
edrischer. So ist z. B. die Permutationsgruppe der 5 Oktaeder, welche 
einem lkosaeder einbeschrieben sind, bei den 60 lkosaederdrehungen 
selber von der Ordnung 60. 

Mit Hilfe der bisherigen Entwicklungen ist es moglich, einen 
vollstiindigen Einblick in die Oktaedergruppe, auf welcher die Theorie 
der Gleichungen 4. Grades beruht, zu bekommen. Sie bildet ein auBer­
ordentlich lehrreiches Beispiel fiir die vorangehenden Siitze. 

Die 'drei Hauptachsen des Oktaeders, welche je zwei gegeniiber­
liegende Ecken verbinden, mogen als die X-, Y- und Z -Achse be­
zeichnet werden. Jeder Oktaederdrehung entspricht eine Vertauschung 
dieser drei Achsen, und man sieht leicht, daB jede der sechs mog-
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lichen Vertauschungen dieser drei Achsen hervorgerufen wird. Damit 
ist ein Isomorphismus der Permutationsgruppe von drei Dingen mit 
der Gruppe der Oktaederdrehungen aufgedeckt, und infolgedessen be­
sitzt die Oktaedergruppe, deren Ordnung 24 ist, einen Normalteiler W 
von der Ordnung 4, bestehend aus denjenigen Drehungen, welche die 
drei Achsen in sich iiberfiihren. Diese vier Drehungen sind die iden­
tische sowie die drei Drehungen vom Winkel :n: urn die drei Achsen. 
Ihre Faktorgruppe ist eine Diedergruppe von der Ordnung 6, welche 
einen Normalteiler vom Index 2 besitzt. Diesem entspricht ein Normal­
teiler der Oktaedergruppe von der Ordnung 12, bestehend aus W und 
den 8 Drehungen von der Ordnung 3 urn die Achsen durch zwei 
gegeniiberliegende Flachenmittelpunkte. Auch dieser Normalteiler be­
sitzt eine geometrische Deutung, die am besten am Wiirfel gezeigt 
werden kann, dessen Gruppe mit der Oktaedergruppe iibereinstimmt. Der 
Wiirfel sei so aufgestellt, daB seine Kanten mit den Koordinatenachsen 
parallel sind. Der Normalteiler besteht wieder aus den drei Drehun· 
gen von :n: urn die drei Koordinatenachsen und den Drehungen urn 
Achsen durch die Eckpunkte. Aus den Eckpunkten kann man vier 
auswahlen, welche gleichzeitig Eckpunkte eines einbeschriebenen Te­
traeders sind. Auf der oberen Flache parallel der X Y-Ebene seien 
es die heiden Ecken auf einer Diagonale von links vorne nach rechts 
hinten, auf der unteren diejenigen auf der Diagonale von rechts vorne 
nach links hinten. Die anderen vier Ecken bilden gleichfalls die 
Ecken eines einbeschriebenen Tetraeders. Bei jeder Drehung des 
Oktaeders erfahren diese zwei Tetraeder eine Vertauschung, und man 
i.iberzeugt sich sofort, daB der Normalteiler aus denjenigen Drehungen 
besteht, bei denen jedes Tetraeder in sich i.ibergefiihrt wird, wahrend 
die i.ibrigen Drehungen eine Vertauschung bewirken. Der Normal· 
teiler von der Ordnung 12 ist holoedrisch isomorph mit der Gruppe 
der zwolf Tetraederdrehungen, er tritt auch als Untergruppe der Iko· 
saedergruppe auf. 

Ist eine mit @ isomorphe Gruppe gegeben, so kann der Iso­
morphismus oft auf mehrere Arten hergestellt werden, indem@ verschie­
dene Normalteiler besitzen kann, deren Faktorgruppen holoedrisch iso­
morph sind. Beispiele dafiir bieten sich schon unter denAbelschenGruppen. 

Ein Isomorphism us einer · Gruppe mit sich selbst heiBt Auto­
morphismus. (Kap 9.) Ein solcher ist stets holoedrisch. 

§ 10. Der Hauptsatz iiber Normalteiler. 
Unter einem grojJten Normalteiler einer Gruppe @ versteht man 

einen solchen, der in keinem anderen Normalteiler auBer @ selbst 
enthalten ist. Eine Gruppe kann mehrere groBte Normalteiler ent­
halten, und es gilt der folgende 

3* 
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Hauptsatz 24: Sind 911 und 912 zwei gro{Jte Normalteiler von ® 
und ist 'I) ihr Durchschnitt, so bestehen zwischen den Faktorgruppen 
die Beziehungen: 

wobei das Gleichheitszeichen den holoedrischen Isomorphismus bedeutet. 
Beweis: Die durch 911 und 912 erzeugte Untergruppe 911 912 1) ist 

ein Normalteiler von ®, der 911 und 912 enthalt, und ist daher mit ® 
identisch. 911 sei nach Nebengruppen von 'I) zerlegt: 

911 = 'Il + 'Il A 2 + 'Il A3 + · · · + 'Il Ar. 
Alsdann bilde man 

£ = 912 + 912 A 2 + 912 A3 + · · · + 912 Ar. 
Dieser Komplex enthalt 912 und 911 und wir wollen zeigen, daB er 
mit 911 912 = ® identisch ist. Es wird namlich: 

911 912 = 912 911 = 912 ('Il + 'Il A 2 + · · · + 'Il Ar) 
= 912 + 912 A2 + ... + 912 Ar = £ 

wegen 912 'Il = 912 • 

Die Faktorengruppen ®/912 und 911 /'Il sind holoedrisch isomorph, 

denn aus 912 A;= 912 Ak folgt, daB A; Ai;1 in 912 und daher in 'I)liegt, 
d h. daB i = k ist. Und femer folgt aus 912 A; 912 Ak = 912 A1 sofort 
'Il A; 'I) Ak = 'Il Al' und umgekehrt. Damit ist die zweite Gleichung, 
namlich ®/912 = 911 /'Il, bewiesen. Die erste folgt durch Vertauschung 
der beiden Normalteiler. 

Satz 2li: Allgemeinere Fassung des Hauptsatzes: Sind Sj und Sf 
zwei Untergruppen von @ und ist fedes Element von Sf mit S) ver­
tauschbar, bezeichnet ferner £ den Komplex S) Sf und 'Il den Durch­
schnitt von Sj und Sf, so ist £ eine Grttppe, ferner ist S) Normalteiler 
von £ und 'I) Normalteiler von Sf und £fS) = S'rf'Il. 

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt, daB S) Sf= Sf S) ist. Setzt 
man nun £ = S) Sf, so folgt: 

£2 = S) Sf S) Sf = S) 2 Sf2 = S) Sf = £' 

also bildet £ eine Gruppe. Ferner ist Sj ein Normalteiler von£; denn 
sind S) K; und S) K1 zwei Nebengruppen von S) in .tl, so ist ihr Pro­
dukt S) K; S) K1 = S) K; K 1 wieder eine Nebengruppe, und nach Satz 21 
folgt dann, daB S) ein Normalteiler ist. Zwei Nebengruppen S) K; und 

S) K1 sind dann und nur dann identisch, wenn Ki K/ 1 in S) und also 
in 'Il liegt. Dies ist aber auch die notwendige und hinreichende Be­
dingung dafiir, daB die beiden Nebengruppen 'I) K; und 'I) K1 von 'I) 
in Sf miteinander identisch sind. Die Zerlegung von £ in Neben· 
gruppen nach S) und die Zerlegung von Sf in Nebengruppen nach 'I) 

1) {\R1, \R2} = \R1 \R2; denn \R1 und \R2 sind vertauschbar, woraus folgt: 
\Rl \Rg · \Rl w2 = \R1 \R.,. 
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kann daher durch dieselben Elemente von Sl' bewerkstelligt werden 
und wir konnen sie in folgender Weise bezeichnen: 

£ = S) + S) K2 + ... + S) Kr, 
Sl'= 'l'l +'l'lK2+ ... +'l'lKr. 

Nun muB noch gezeigt werden, daB 'l'l ein Normalteiler von Sl' ist. 
1st K irgendein Element von Sl', so gelten die heiden Gleichungen: 

K- 1 S) K = S) und K- 1 .ff K = Sl'; 
wenn also D in 'l'l liegt, so liegt K- 1 D K sowohl in S) als in Sl' und 
daher wiederum in 'l'l, also ist 'l'l Normalteiler von Sl'. Bildet man 
nun die Faktorgruppen £/S) und Sl'/'l'l, so erweisen sie sich als holo­
edrisch isomorph, denn es ergibt sich, falls K; K 1 in 'l'l Km liegt, daB 

S) K; S) K 1 = S) Km und 'l'l K; 'l'l K 1 = '!l Km 
ist, womit der Satz in allen Teilen bewiesen ist. 

Der Satz 25 besitzt sein Analogon in der elementaren Zahlen­
theorie. Dort beweist man: 

Sind h und k zwei ganze positive Zahlen und ist d der groBte 
gemeinsame Teiler, l das kleinste gemeinsame Vielfache derselben, 
so gelten die Gleichungen 

ljh = k/d und l/k = hjd. 
Hier gilt nach dem eben bewiesenen Satz 25: 

Sind S) und Sl' zwei Untergruppen von @, die beide in der durch. 
sie erzeugten Gruppe {SJ Sl'} = £ als Normalteiler enthalten sind (d. h­
jedes Element der einen Gruppe ist mit der anderen Gruppe ver 
tauschbar), bezeichnet man ferner den Durchschnitt von S) und Sl' mit 
'l'l, so gel ten 1m Sinne des holoedrischen Isomorphismus die heiden 
Gleichungen: 

und 

Satz 26: Ist s die niedrigste Potenz des Elementes A aus @, die 
~n einem Normalteiler 91 von @ liegt, so ist s ein Teiler des Indexes 
von 91 unter @ • 

Beweis: Der Komplex 

!£ = 91 + 91 A+ .. ·+ 91 A•-1 
bildet eine Untergruppe von @, denn er kann mit 91 {A} bezeichnet 
werden und A ist mit 91 vertauschbar, weil 91 N ormalteiler von @ 

ist. Die Ordnung s von 1£/91 ist ein Teiler der Ordnung von ®(91. 

§ 11. Kompositionsreihen. 
Definition: 1st 911 ein groBter Normalteiler von @, 912 ein groBter 

Normalteiler von 911 (der nicht notwendig Normalteiler von @ zu sein 
braucht), 913 ein groBter Normalteiler von 912 usw., so erhalt man 
eine Reihe von Untergruppen, deren jede in der vorhergehenden ent-
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halt en ist und die mit E schlieBt: @, 911, 91!1' ... , 91r = E. Diese 
Reihe heillt eine Kompositionsreihe von @. 

Die Faktorgruppen zweier aufeinanderfolgenden Gruppen der Reihe: 
&/~1 • ~~/~ •... , ~r- 1 /SRr sind Iauter einfache Gruppen, denn wenn 
911/SRi+ 1 einen Normalteiler hesa.Be, so gahe es nach Satz 20 einen 
Normalteiler von 91i' der 911+ 1 als eigentlichen Normalteiler enthielte 
gegen die V oraussetzung. Diese einfachen Gruppen sollen als die 
Primfaktorgruppen oder einfacher als die Primfaktoren der Kompo· 
sitionsreihe hezeichnet werden. 

Fundamentalsatz 27 von ]ordan-H6lder1): Fur zwei beliebige Kom­
positionsreihen stimmen die Primfaktorgruppen in ihrer Gesamtheit, 
aber nicht notwendig in ihrer Reihenfolge, uberein. 

Dieser Satz hildet ein gewisses Analogon zu dem Satz iiher die 
eindeutige Zerlegharkeit einer ganzen Zahl in Primfaktoren. Immerhin 
ist zu hemerken, daB eine Gruppe durch die Primfaktorgruppen der 
Kompositionsreihen nur in speziellen Fallen, z. B. wenn sie einfach 
ist, vollstandig hestimmt ist, und daB hei gegehener Reihenfolge der 
Primfaktorgruppen nicht notwendig eine Kompositionsreihe existiert, 
welche gerade diese Reihenfolge liefert. 

Beweis: Der Satz ist selhstverstandlich fiir einfache Gruppen und 
daher fiir alle Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl ist. Zum Be­
weis des allgemeinen Satzes wendet man vollstandige Induktion an. 
Der Satz sei hewiesen fiir alle Gruppen, deren Ordnung ein Produkt 
von weniger als n Primzahlen ist, und die Ordnung von @ sei ein 
Produkt von n Primzahlen. Man dar£ femer voraussetzen, daB @ einen 
eigentlichen Normalteiler hesitzt, da der Satz fiir den anderen Fall 
selhstverstandlich ist. W enn @ our einen groBten Normalteiler he­
sitzt, so folgt der Satz sofort aus der Voraussetzung. Es seien daher 
zwei Kompositionsreihen von @ gegehen mit verschiedenen ersten 
Normalteilern: ®, 9.)11, 9.)111 , ••• , mr = E und @, 911, 9111 , ••• , 918 =E. 
LaBt man in den heiden Reihen @ weg, so erhalt man Kompositions­
reihen fiir 9.)11 und 911 , und fiir diese heiden Gruppen gilt der Satz 
nach Voraussetzung. Der Durchschnitt von ID11 und 911 sei ~1, dann 
gilt wegen Satz 24 

®/ID11 = 911/~1 und ®/911 = ID11/:r:J1. 
Weil ®/ID11 und &/911 einfache Gruppen sind, so ist ~1 groBter Nor­
malteiler sowohl von 9.)11 als von 911 , und man kann daher fiir diese 
heiden Untergruppen Kompositionsreihen hilden, die mit ~1 heginnen 
und von da an iihereinstimmen: 

und 

1) C. Jordan bewies 1870 in seinem traite des substitutions die Gleichheit 
der Ordnungen der Faktorgruppen; 0. Holder: Math. Ann. 34 (1897), S. 37, die 
Gleichheit der Faktorgruppen. 
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Die heiden Kompositionsreihen von ®: 

®, 9R1, '1)1 , ... , E und ®, 911' '1)1, ... , E 

hesitzen wegen ®/9R1 = 911/'1)1 und ®/911 = 9R1 /'1l1 dieselhen Prim­
faktorgruppen. Dasselhe gilt von den heiden Reihen: 

®, 9Rl, 9R2, ... , 9Rr = E und ®, ~)11, '1)1, ... , E, 
sowie von den heiden Reihen: 

®, 911 , 912 , ..• , 9Cr = E und ®, 911 , '1l1 , ••. , E, 
denn die heiden ersten Reihen hestehen aus ® und zwei Kompo· 
sitionsreihen von 9R1 , fiir welche nach der Voraussetzung der voll­
standigen Induktion der Satz gilt. Fur die heiden letzten Reihen gilt 
dasselhe. Nimmt man alles zusammen, so ergiht sich der Beweis 
unseres Satzes. 

Definition: Eine Gruppe, deren Primfaktorgruppen samtlich ein­
fache Gruppen von Primzahlordnung, also zyklische Gruppen sind, 
heiBt eine auflOsbare Gruppe. 

Die Oktaedergruppe ist aufli:ishar, denn sie hesitzt einen Normal­
teiler vom Index 2, dieser einen solchen vom Index 3, namlich eine 
Diedergruppe von der Ordnung 4. Diese letztere ist Abelsch und he­
sitzt drei Normalteiler vom Index 2, deren Ordnung 2 ist. Es giht 
also 3 Kompositionsreihen, je mit 3 zyklischen Primfaktorgruppen von 
der Ordnung 2 und einer von der Ordnung 3. Man heweist leicht, 
daB nur die eine Anordnung 2, 3, 2, 2 mi:iglich ist. 

1st 9R ein Normalteiler von®, so giht es stets eine Kompositions­
reihe von ®, die 9R enthalt. Entweder ist 9R eirt gri:iBter Normal­
teiler von ®, dann ist die Behauptung selhstverstandlich. Im anderen 
Faile sei 911 ein eigentlicher Normalteiler von ®, der 9R enthalt, und 
zwar ein gri:iBter von dieser Beschaffenheit. Er ist gri:iBter Normal­
teiler von @. Wenn 9R noch nicht gri:iBter Normalteiler von 911 ist, 
so suche man wie vorher einen solchen, der 9R enthalt. • Man erhalt 
so eine Kompositionsreihe von ®, die zunachst his 9R lauft, und von 
hier a us fahrt man in der tihlichen Weise fort. 1st diese Reihe 
®, 911 , 912 , ••• , 9R, ... , so hildet ®f9R, 911 f9R, 912 /9R, ... , 9R/9R = E eine 
Kompositionsreihe von ®/9R und man erhalt aile Kompositionsreihen 
von ®, die 9R enthalten, his zu dieser Untergruppe 9R, indem man 
aile Kompositionsreihen ·von ® f9R hildet. 

Satz 28: Jede Untergruppe einer auflOsbaren Gruppe ist auflosbar 
und ihre Primfaktorgruppen bestehen aus einem Teil derjenigen der 
ganzen Gruppe. 

Beweis: Sei S) eine Untergruppe der aufli:isharen Gruppe ® und 
sei ®, 911 , ••. , 9Cr = E eine Kompositionsreihe von®. Die letzte Gruppe 
dieser Reihe, die S) enthalt, sei 9Ci_ 1 , dann ist 9Ci als Normalteiler 
von 9Ci_ 1 mit jedem Element von S) vertauschhar und {91; S)} = 9Ci_ 1 , 
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weil dies eine Gruppe sein muB, die ~i als eigentlichen Normalteiler 
enthiilt, wiihrend sie selbst in IR;_ 1 enthalten ist; zwischen IR; und 
IR;_ 1 gibt es aber keine Gruppe, da IR;_ 1 /IR; eine Gruppe von Prim­
zahlordnung ist. Der Durchschnitt 5)1 von 5) und ~i ist Normalteiler 
von 5), und nach Satz 25 wird 5)/5)1 = IR;_ 1 (1R;. Daher ist 5)1 ein 
groBter Normalteiler von 5) und ist ganz in ~i enthalten. Ein~ Fort­
setzung dieses Verfahrens ergibt den Beweis unseres Satzes. 

Satz 29: Es sei 5); der Durchschnitt einer Untergruppe 5) mit 'R;, 
der (i + 1)-ten Gruppe in der Kompositionsreihe @, ~1' ~2 , ••• , ~r = E, 
fur i = 1, 2, ... , r, dann ist 5);_ 1 (5); holoedrisch isomorph mit ~;- 1/~; 
oder mit einer Untergruppe von ~;- 1 (~;· 

Beweis: Man zeigt wie beim vorigen Beweis, daB jedes Element 
von 5);_ 1 mit ~. vertauschbar ist und daB {5);_ 1 ~;} = .~\ in IR;_ 1 

enthalten ist. Daraus folgt, daB fl;/IR; eine Untergruppe von IR;_ 1 /~; 
ist. Ferner ist fl;/IR; = 5);_ 1 (5);. 

Der Satz 28 ist ein spezieller Fall von Satz 29. 5), 5) 1 , ... , S)r = E 
bildet nicht notwendig eine Kompositionsreihe fiir 5), aber man kann 
weitere Gruppen dazwischen schalten unter Benutzung der Kompo· 
sitionsreihen von 5);_ 1 /5); und so zu einer Kompositionsreihe fiir 5) 
gelangen. Natiirlich brauchen die Gruppen 5); nicht aile voneinander 
verschieden zu sein, 5); kann ebensogut eigentlicher als uneigentlicher 
Normalteiler von 5); _ 1 sem. 

§ 12. Hauptreihen, 
Man kann iihnliche Reihen wie die Kompositionsreihen bilden, m­

dem man nur Normalteiler von @ zuliiBt. 

Definition: Eine Reihe von Normalteilern von @: @, IR1 , SR2 , •.. , 

'Rr = E heiBt eine Hauptreihe von @, wenn jeder im vorhergehen­
den enthalten ist und wenn kein Normalteiler von @ dazwischenge­
schaltet werden kann, der in ~i _ 1 enthalten ist und IR; enthiilt. Die 
Faktorgruppen ®/~1' SR1 /IR2 , ... , 'Rr_ 1 jE = SRr-t heiBen die Prim· 
faktorgruppen der Hauptreihe. 

Satz 30: Die Primfaktorgruppen zweier Hauptreihen derselben Gruppe 
stimmen in ihrer Gesamtheit untereinander uberein. 

Beweis: Da 'Rl' IR2 , ••• , 1Rr_1 , E im ailgemeinen nicht mehr Haupt­
reihe von IR1 sein wird, so muB die vollstiindige Induktion etwas anders 
angewandt werden als im Fall der Kompositionsreihen. Der letzte 
Normalteiler ~r-1 vor E ist ein solcher, der keinen eigentlichen Normal· 
teiler von @ enthiilt auBer sich selbst. Einen solchen Normalteiler heiBt 
man einen kleinsten Normalteiler. Die Ordnung von @ sei ein Pro­
dukt von n Primfaktoren und die Giiltigkeit des Satzes sei voraus­
gesetzt fiir aile Gruppen, deren Ordnung das Produkt von hochstens 
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n- 1 Primfaktoren ist. Die Reihe ®f>.nr-t' 'R1 f'.nr_ 1 , ••• , '.nr_ 2 f'Rr_ 1 , E 
bildet nach Satz 20 eine Hauptreihe fiir ®f>.nr_ 1 . Wenn ® nur einen 
kleinsten Normalteiler besitzt, so folgt der Satz aus der Voraussetzung, 
da er fiir ®f>.nr_ 1 gilt. Ebenso folgt der Satz fiir zwei Hauptreihen, 
die denselben kleinsten Normalteiler enthalten. Nun seien im und >.n 
zwei kleinste Normalteiler und $e = im X >.n (vgl. Satz 17) der durch 
sie erzeugte Normalteiler. Nach Satz 25 gilt im Sinne holoedrischer 
lsomorphie !ef>.n = im und !e/im = >.n. Zwischen !e und im und ebenso 
zwischen !e und >.n gibt es keinen Normalteiler von®, denn ein Normal­
teiler zwischen !e und im miiBte neben im noch mindestens ein Element 
aus m, daher auch dessen ganze Klasse und den durch sie erzeugten 
Normalteiler enthalten. Dieser letztere ist aber identisch mit >.n, wei! 
m kleinster Normalteiler ist. Nun sei ®, !el' ... , !e, Wl, E eine Haupt­
reihe, die $e enthalt. Dann ist auch ®, $e1 , ••• , Sl', >.n, E eine solche. 
Die Primfaktorgruppen dieser heiden Reihen stimmen iiberein, also auch 
diejenigen aller Hauptreihen, die im oder 9c enthalten, w. z. b. w. 

Satz 31: Ein kleinster Normalteiler ist entweder eine einfache Gruppe 
oder das direkte Produkt holoedrisch isomorpher einfacher Gruppen. 

Beweis: Der Satz gilt fiir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl 
ist. Wir konnen daher vollstandige Induktion anwenden und den Satz 
fur Gruppen niedrigerer Ordnung als ® voraussetzen. Es sei m ein 
kleinster Normalteilcr von ®. 1st >.n einfach, so gilt der Satz 31. Ist 
>.n nicht einfach, so besitzt >.n einen kleinsten Normalteiler ~ und von 
diesem diirfen wir voraussetzen, daB er das direkte Produkt einfacher 
Gruppen ist. Im allgemeinen wird ~ nicht Normalteiler von @ sein, 
aber mit ~ ist auch x- 1 ~X' WO X ein beliebiges Element von @ 

bedeutet, in>.nenthalten. x- 1 ~X istNormalteiler vonX- 1 'RX=9L 
Die verschiedenen Gruppen, die man erhiilt, wenn X aile Elemente 
von ® durchlauft, seien ~, Sl', 2 . . . . Die durch sie erzeugte Gruppe 
ist ein Normalteiler von ®, der in m enthalten ist und daher mit >.n 
iibereinstimmt. ~ und $e besitzen au13er E kein Element gemeinsam, 
da der Durchschnitt von ~ und $e ein Normalteiler von >.n sein muB. 

Die Gruppe { S Sl'} ist daher wegen Satz 17 das direkte Produkt von ~ 
und !e, also ~X Sl', und au13erdem Normalteiler von >.n. Sie kann 
noch weitere Gruppen aus der Reihe ~, Sl', 2 ... enthalten. Wenn sie 
aber 2 nicht enthalt, so ist wieder jedes Element von £ mit jedem 
Element von ~X $e vertauschbar und man hat das direkte Produkt 
~X Sl' X £ zu bilden. Indem man so fortfahrt, erhalt man schliel3lich 
>.n dargestellt als das direkte Produkt gewisser Gruppen aus der Reihe 
~' !e, £. ... Diese sind samtlich holoedrisch isomorph, da sie in ® 
konjugiert sind, ferner sind sie direkte Produkte einfacher Gruppen 
nach Voraussetzung. Also ist auch >.n das direkte Produkt einfacher 
Gruppen, womit der Satz bewiesen ist. 
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Satz 32: Die Primfaktorgruppen einer Hauptreihe sind einfache 
Gruppen oder das direkte Produkt holoedrisch isomorpher einfacher 
Gruppen. 

Beweis: Ist ~. \n1, \n2, ... , E eine Hauptreihe von~. dann bildet, 
wie schon bemerkt, ~/Wi' W1/Wi' ... , Wi_ 1 f\ni' E eine Hauptreihe fiir 
~/Wr Daher ist Wi_ 1 /Wi ein kleinster Normalteiler von ~/Wi und hat 
also die verlangte Beschaffenheit. 

Aus einer Hauptreihe kann Ieicht eine Kompositionsreihe gebildet 
werden, indem man gewisse Gruppen einschaltet. Ist \ni_ 1 fW, eine ein­
fache Gruppe, so ist das offenbar nicht moglich, ist dagegen diese 
Faktorgruppe das direkte Produkt von n holoedrisch isomorphen 
Gruppen vom Typus 3, so kann man zwischen \ni-l und \ni genau 
n - 1 Gruppen Sf1 , Sf9 , ••• , sr .. _1 hineinfiigen und es wird: 

wi-1fse1 = se1/se2 = · · · = sr .. -1/Wi = 3· 
Macht man das fiir aile Primfaktorgruppen der Hauptreihe, so erhalt 
man eine Kompositionsreihe. 

Satz 33: Fur auf los bare Gruppen bestehen die Primfaktorgruppen 
der Hauptreihen aus Abelschen Gruppen, welche direktes Produkt zykli­
scher Gruppen von Primzahlordnung sind. 

Beweis: Unter den Primfaktorgruppen konnen keine direkten Pro· 
dukte von nicht-Abelschen einfachen Gruppen vorkommen, denn diese 
miiBten auch in der Kompositionsreihe als Primfaktoren auftreten. 
Daher sind sie direkte Produkte von Abelschen einfachen Gruppen und 
letztere haben nach § 7 Primzahlordnung. 

Satz 34: Alle Abelschen Gruppen sind auflosbar. 
Beweis: Der Satz folgt aus den allgemeinen Theoremen von§ 17 

ohne weiteres. Wir konnen ihn aber im AnschluB an den vorigen 
Satz so beweisen: In einer Abelschen Gruppe sind auch aile Faktor­
gruppen, daher auch die Primfaktorgruppen auflosbar; man kann folg­
lich die Hauptreihen zu Kompositionsreihen erganzen, fiir welche die 
Primfaktorgruppen Primzahlordnung haben. 

§ 13. Kommutatorgruppen. 
Ist C der Kommutator von A und B, so ist x- 1 C X derjenige 

von x- 1 AX und x- 1 BX. Daher bildet die Gesamtheit der Kommu­
tatoren einer Gruppe einen invarianten Komplex, der im allgemeinen 
keine Untergruppe ist. Der von diesem Komplex erzeugte Normal­
teiler heiBt die Kommutatorgruppe von ~. 

Satz 36: Die Faktorgruppe der Kommutatorgruppe ist Abelsch und 
die Kommutatorgruppe ist in jedem Normalteiler enthalten, dessen Faktor­
gruppe Abelsch ist. 
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Beweis: Sei @: die Kommutatorgruppe und C der Kommutator 

der heiden Elemente A und B von @. Dann wird, wegen B A = ABC, 

(B<£) (A<£)= BA<£ =ABC<£= AB<£ = (A<£)(B<£). 

1st umgekehrt fiir den Normalteiler 91 stets (A91)(B91)=(B91)(A91), 
so wird A B 91 = B A 91 und daher insbesondere B A = A B N, wo bei 

N in 91liegt. Daher enthalt 91 jeden Kommutator und damit die ganze 

Kommutatorgruppe. 

Die Kommutatorgruppe ist Durchschnitt aller Normalteiler mit Abel­
scher Faktorgruppe, und insbesondere gilt der Satz, daB der Durch­

schnitt zweier Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe selbst eine 

Abelsche Faktorgruppe besitzt. J ede Untergruppe von @, die [ ent­

halt, ist Normalteiler von @, wei! ®/<£ Abelsch ist (Satz 19). 

Die Kommutatorgruppe heiBt auch erste abgeleitete Gruppe oder 

erste .Ableitung von @. Sie besitzt selbst eine Kommutatorgruppe, 

die zweite Ableitung von @. Auch die zweite Abieitung ist Normal­

teiler von @, und der Beweis dieser Tatsache verlauft genau so wie 

derjenige fiir die erste Ableitung. lndem man die Kommutatorgruppe 

der zweiten Ableitung bildet, erhiilt man die dritte Ableitung, und eine 

Fortsetzung dieses Verfahrens Iiefert die Reihe der abgeleiteten Gruppen. 

Diese Reihe hat ein Ende, sobald eine Gruppe auftritt, die mit ihrer 

Kommutatorgruppe iibereinstimmt, was z. B. stets eintritt, wenn sie ein­

fach und nicht zyklisch ist. 

Satz 36: Eine Gruppe, fur welche die Reihe der Ableitungen mitE 
schlie(Jt, ist auflosbar und alle auflosbaren Gruppen besitzen diese 
Eigenschaft. 

Beweis: Sei @, 9!1 , 9{2 , ••• , E die Reihe der Ableitungen von @; 

dann ist 9!;_ 1 /9!; Abelsch und daher auflosbar; man kann also zwischen 

die einzelnen Gruppen dieser Reihe, wenn notig, weitere einschalten, 

so daB man eine Kompositionsreihe von @ erhalt, deren Primfaktor· 

gruppen samtlich Primzahlen als Ordnungen haben. Daher ist ® auf· 

losbar. 1st umgekehrt @ auflosbar, so ist die Faktorgruppe jedes ihrer 

groBten Normalteiler Abelsch, und die Kommutatorgruppe von @ ist 

daher von @ verschieden. Dasselbe gilt von allen abgeleiteten 

Gruppen, denn jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflos· 

bar (Satz 28). 

Satz 37: lst ®' isomorph mit @, so ist auch die i·te Ableitung 
von @' isomorph mit der i ·ten A bleitung von @. @' besitzt hochstens 

soviet verschiedene Ableitungen wie @. 

Beweis: Jedem Kommutator B- 1 A- 1 BA von @ entspricht beim 

Isomorphismus der Kommutator B'- 1 A'- 1 B' A', und jeder Kommutator 

von ®' entspricht einem solchen von @. Daher wird durch den 

lsomorphismus die erste Ableitung 9{1 von @ der ersten Ableitung 9!/ 
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von ®' zugeordnet und 21:/ ist isomorph mit 2(1 . Da die i-te Ab­
leitung von ® die erste Ableitung von 21:;_ 1 ist, so ist auch 21:/ iso­
morph mit 2f;. 

Satz 38: 1st IJC ein Normalteiler von @ und ist die i-te Ableitung 
von ®jiJl, aber keine friihere, gleich dem Einheitselement IJl von <MjiJl, so 
enthiilt IJl die i-te Ableitung 2f; von ®, aber nicht die (i- 1)-te 21:;_ 1 • 

Be wei s : Es sei 2(k in IJl enthalten. Dann ist ®/Ill isomorph mit 
®/2rk, weil 1Jl/2fk ein Normalteiler von ®/2fk ist. Nach Satz 37 ist 
daher k > i, d. h. IJl enthalt jedenfalls keine fri.ihere als die i-te Ab­
leitung 2f; von ®. Nun muB noch gezeigt werden, daB 2f; wirklich 
in IJl enthalten ist. Es sei <¥1/IJl, 1Jl1f1Jl, ... , 11l;_1(1Jl, E die Reihe der 
Ableitungen von ®fill. Wir betrachten die Untergruppen ®, 1Jl1 , 1Jl2 , ••• , l]l. 

Ihre Faktorgruppen <¥1/IJll' 1Jl1 /1Jl2 , .•• sind samtlich Abelsch. Nach 
Satz 35 enthalt IJC1 die erste Ableitung 2(1 • Die zweite 2(2 ist als 
Kommutatorgruppe von W1 a fortiori in der Kommutatorgruppe von 
1Jl1 enthalten, also auch in IJC2 , weil 1Jl2 diese letztere enthalt. Da 2(2 

in 1Jl2 enthalten ist, folgt genau so, daB 2{3 in 1Jl3 , ••• , 2f; in Ill; = IJl 
enthalten ist, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Satz 39: Sind 1Jl1 und 912 zwei Normalteiler von ® ohne gemein­
same Elemente aufJer E, und sind die i-ten Ableitungen von ®(IJC1 und 
®/912 die Einheitselemente der betreffenden Gruppen, so ist auch die 
i-te Abteilung von ® gleich E. 

Beweis: Nach dem vorigen Satz ist die i-te Ableitung 2f; von ® 
sowohl in 1Jl1 als in 1Jl2 enthalten und daher gleich E. 

§ 14. Ein Theorem von Frobenius. 
Durch die bisher gewonnenen Ergebnisse sind wir in den Stand 

gesetzt, folgenden Fundamentalsatz von Frobenius 1 ) zu beweisen: 

Satz 40: Ist g die Ordnung der Gruppe ® und ist n ein Teiler 
von g, so ist die Anzahl der Elemente aus ®, die der Gleichung 
xn = E geniigen, durch n teilbar. 

Da X = E stets eine Losung ist, so muB die Anzahl mindestens 
gleich n sein. 

Beweis: Der Satz gilt fi.ir Gruppen, deren Ordnung eine Primzahl 
ist, und wir konnen daher die Methode der vollstandigen lnduktion an­
wenden. Wir setzen ihn also als bewiesen voraus fi.ir aile Gruppen, 
deren Ordnung ein Teiler von g ist. In der Gruppe ® selbst gilt der 
Satz fi.ir n = g, denn die g Elemente von ® geni.igen der Gleichung 
xu = E. Indem wir noch einmal vollstiindige Induktion anwenden, 

1) Frobenius, G.: Uber einen Fundamentalsatz der Gruppentheorie. Berl. 
Sitzungsber. 1903, S. 987 und 1907, S. 428. 
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nehmen wir an, daB der Satz gilt fiir n = mp, wobei p eine Primzahl 
ist und beweisen, daB der Satz auch fiir m gilt. 

Die Anzahl der Elemente, deren Ordnung ein Teiler von l ist, 
wollen wir mit nl bezeichnen. Dann besagt also unsere Voraussetzung, 
daB n,.P durch mp teilbar ist. Diejenigen Elemente, deren Ordnung 
ein Teiler von m ist, sind enthalten unter den n,.P Elementen, deren 
Ordnung ein Teiler von mp ist. Daher wird 

n,,p = n,. + n,., 
wobei n,. die Anzahl derjenigen Elemente bezeichnet, deren Ordnung 
ein Teiler von mp, aber nicht von m ist. Wenn wir zeigen konnen, 
daB n,. durch m teilbar ist, so folgt dasselbe auch fur n,.. 

Wir setzen nun m =pa-ls, wobei s zu p prim ist, und zeigen 
zuerst, daB n,. durch pa-t, nachher, daB nm durch s teilbar ist. 
Daraus folgt dann, daB n,. durch m teilbar ist. 

Der Komplex 2I der durch n,. abgeziihlten Elemente besteht aus 
Iauter Elementen, deren Ordnung durch pa, aber nicht durch pa+l 
teilbar ist. Jedes dieser Elemente liiBt sich auf eine und nur eine 
Weise als Produkt PQ darstellen, wobei die Ordnung von P gleich pa, 
diejenige von Q zu p prim ist und P und Q vertauschbar sind. Zu 
jedem Element von m: gehort also eindeutig ein ,Konstituent" P von 
der Ordnung pa. DaB n,. durch pa-1 teilbar ist, liiBt sich folgender­
maBen einsehen. 1st par die Ordnung des Elementes A aus m:, so 
gibt es unter den Potenzen von A (§ 4) cp (par)= pa-1(p- 1) cp (r) 
Elemente, deren Ordnung par ist, und diese Zahl ist durch pa-t teil­
bar. Die Elemente von m: lassen sich so in Systeme ohne gemein­
same Elemente einteilen, und die Anzahl der Elemente in jedem System 
ist durch pa-t teilbar. Das gleiche gilt also auch fiir n,.. 

Nun muB gezeigt werden, daB diese Zahl auch durch s teilbar ist, 
und zu dem Zweck betrachten wir diejenigen Elemente aus m:, deren 
Konstituent dasselbe Element P ist. Die Gesamtheit der Elemente 
aus &, die mit P vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe ~' deren 
Ordnung mit pat bezeichnet sei. Der Index der durch P erzeugten 
zyklischen Gruppe ~ unter ~ ist alsdann t. Wir betrachten nun die 
Faktorgruppe ~~~· Da ihre Ordnung ein Teiler von g ist, so gilt fiir 
sie der zu beweisende Satz. 1st also s' der gr6Bte gemeinsame Teiler 
von s und t, so ist die Anzahl der Elemente der Faktorgruppe ~(~, 
deren Ordnung ein Teiler von s' ist, durch s' teilbar. Die Anzahl der 
Elemente, deren Konstituent P ist, ist also durch s' teilbar, denn jede 
Nebengruppe von ~. deren Ordnung Teiler von s' ist, liefert genau 
ein solches Element aus m:. Wir betrachten nun die Klasse von P. 
Sie enthiilt genau gjpat Elemente. Jedes dieser Elemente ist Kon­
stituent von gleich vielen Elementen aus m: und die Anzahl der durch 
sie gelieferten Elemente von m: ist daher teilbar durch gs'fpat. 



46 3. Kap. Abelsche Gruppen. 

DaB diese Zahl durch s teilbar ist, folgt nun ohne weiteres: s' ist 
groBter gemeinschaftlicher Teiler von s und t, daher ist gs' durch st 
teilbar, denn s und t sind. Teiler von g; und da s zu p prim ist, so 
ist die Behauptung bewiesen. Hieraus folgt nun, daB sich die Elemente 
von 2{ in Systeme einteilen lassen, deren jedes eine durch s teilbare 
Arizahl von Elernenten besitzt und von denen je zwei keine gemein­
samen Elemente enthalten. Die Elemente desselben Systems sind da­
durch verbunden, daB ihre Konstituenten zur selben Klasse gehoren. 
Hieraus folgt, daB nm auch durch s teilbar ist, womit der Satz be­
wiesen ist. 

3. Kapitel. 

Abelsche Gruppen. 

§ 15. Basis einer Abelschen Gruppe. 

In § 4 haben wir einen Spezialfall der Abelschen Gruppen, die 
zyklischen Gruppen, behandelt, nun wollen wir die allgemeine Theorie 
der Gruppen mit kommutativer Multiplikation aufstellen und ein Ver­
fahren angeben, alle zugehorigen Gruppen herzustellen. 

Definition: Die Elemente A 1 , A 2 , ••• , Ar mit den Ordnungen 
n1 , n2 , • •• , nr heiBen eine Basis einer Abelschen Gruppe, wenn sich 
jedes Element der Gruppe auf eine und nur eine Weise in der Gestalt 

x1 = 1, 2, ... , n1 

Xr= 1, 2, ... , nr 
darstellen laBt. 

Erinnern wir uns an die Definition des direkten Produktes in § 6, 
so konnen wir die Definition auch so fassen: Die Elemente A1, A2, ••• , Ar 
bilden eine Basis der Gruppe, wenn diese das direkte Produkt der 
zyklischen Gruppen {A1}, {A2}, ••• , {AJ ist. Offenbar ist die Ordnung 
der ganzen Gruppe gleich dem Produkt der Ordnungen der Basiselemente. 

In einer zyklischen Gruppe bildet ein erzeugendes Element eine 
Basis, aber es ist im allgemeinen moglich, mehrgliedrige Basen zu 
linden, immer dann namlich, wenn die Ordnung in ein Produkt zu­
einander primer Faktoren zerlegt werden kann. So bilden in der Be­
zeichnungsweise von Satz 7 die heiden Elemente Al und Am eine Basis 
der durch A erzeugten zyklischen Gruppe. Allgemein gilt die Tat· 
sache (Satz 4 und 8), daB eine zyklische Gruppe direktes Produkt von 
zyklischen Gruppen ist, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. Man 
kann also die Basis stets so wahlen, daB die Ordnungen der Basis­
elemente Primzahlpotenzen sind. Umgekehrt, sind die Ordnungen der 
Basiselemente zueinander prim, so ist die Gruppe zyklisch. Ein er-
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zeugendes Element der ganzen Gruppe wird z. B. durch das Produkt 
der Basiselemente geliefert. Denn ist 

(A 1 A 2 ••• Aj=E, 

so muB gelten Ai = E fiir jedes Basiselement und a muB durch die 
Ordnungen aller Elemente teilbar sein, daher auch durch deren Pro­
dukt, wei! sie zueinander prim sind, d. h. a ist die Ordnung der Gruppe. 

Wir behandeln nun einen anderen extremen Fall der Abelschen 
Gruppen. 

Satz 41: Wenn in einer Abelschen Gruppe die Ordnung aUer Ele­
mente au[Jer E die Primzahl p ist, so ist die Gruppe das direkte Pro­
dukt von zyklischen Gruppen der Ordnung p, und sie lii[Jt sich durch 
eine Basis darsteUen. 

Beweis: Es sei A 1 ein von E verschiedenes Element. Falls jedes 
Element eine Potenz von A1 ist, so ist die Gruppe zyklisch und von 
der Ordnung p und der Satz ist bewiesen. Im anderen Fall sei A 2 ein 
Element, das nicht in { A1 } vorkommt. Wir bilden die Gesamtheit 
der Elemente 

(X, y = 1, 2, ... , p) . 
I?iese p2 Elemente sind untereinander verschieden und bilden eine 
Gruppe, denn ware etwa 

Af Af = Af A:f, 
so folgte 

Arz = A:f-v, 

d. h. es giibe eine Potenz von A 2 , welche schon in { A1 } vorkommt. 
Dies kann aber nur E sein, und man erhiilt w = y und x = z. 

Falls durch diese p2 Elemente die Gruppe noch nicht erschi:ipft 
ist, so kann man fortfahren und erhiilt ein weiteres Basiselement. Nach 
einer endlichen Anzahl von Schritten hat das Verfahren ein Ende, wei! 
wir es mit endlichen Gruppen zu tun haben. 

Satz 42: Wettn in einer Abelschen Gruppe l.jS die Ordnung aller 
Elemente (au[Jer E) eine Potenz der Primzahl p ist, so ist die Ordnung 
der Gruppe selber eine Potenz von p und die Gruppe ist direktes Pro­
dukt zyklischer Gruppen. 

Beweis: Wir wenden vollstiindige Induktion an, indem wir den 
vorigen Satz benutzen. Es sei pa die hi:ichste vorkommende Ordnung 
eines Elementes in unserer Gruppe; wir nehmen nun den Satz als 
bewiesen an fiir aile Gruppen, in denen die hi:ichste vorkommende 
Ordnung pa-t ist, und beweisen ihn dann fiir unsere Gruppe. Zu 
diesem Zweck betrachten wir die p-ten Potenzen aller Elemente un­
serer Gruppe l.jS. Diese bilden selber eine Gruppe, die wir mit 91 
bezeichnen. Denn aus 

A=BP und C=DP folgt AC=(BDr, 
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und zwar ist diese Untergruppe eine eigentliche, weil das hi:ichste 
Element nur noch die Ordnung pa-l hat. Fiir 91 nehmen wir den 
Satz als bewiesen an und bezeichnen mit A~. A;, ... , A~ erzeugende 
Elemente fiir die zyklischen Gruppen, deren Produkt 91 ist, d. h. also 
Basiselemente von 91. Ihre Ordnungen seien n{, n;, ... , n;, welche 
Zahlen samtlich Potenzen von p sind. 

Nun sind alle Elemente von 91 auch p-te Potenzen von Elementen 
a us I.J3, man kann daher setzen 

A;=Af (i=l,2, ... ,r), 
wo Ai geeignete Elemente aus 1.J3 sind und die Ordnung pn; = ni haben. 
lch behaupte jetzt, daB auch die Elemente Ai unabhangig sind, d. h. 
daB alle n1 n2 ••• n,. Elemente 

(xi= 1, 2, ... , ni) 
untereinander verschieden sind. Ware niimlich 

so ~rgiibe sich 
Af•-Y• A:''-y' • . • A:r-Yr = E 

und man erhielte eme Gleichung 

Af' A:' ... A:r = E, 
in der die Exponenten ai nicht siimtlich durch die entsprechenden 
Zahlen ni teilbar wiiren. Von vorneherein konnen wir den Fall aus­
schlieBen, daB alle Exponenten durch p teilbar sind, denn dies er­
giibe bereits eine Beziehung zwischen den A;, was nicht moglich ist. 
Es sei also etwa a1 zu p prim. Dann erheben wir die Gleichung in 
die p-te Potenz und erhalten : 

,at 1 a2 1ar 

A1 A2 ... Ar =E. 
Weil a1 nicht durch p teilbar ist, so kann diese Gleichung nicht be­
stehen. 

Die Elemente Ai erzeugen eine Abelsche Gruppe IDl von der Ord­
nung n1 n2 ••• nr, welche Untergruppe von 1.J3 ist. Falls IDl eine eigent­
liche Untergruppe ist, so sei S ein Element von \]3 auBerhalb von Wl. 
Nach Voraussetzung liegt SP = T in 91 und daher gilt dasselbe auch 
von T- 1 • Aber jedes Element von 91 ist p-te Potenz eines Elementes 
von Wl; es se1 

-1 ,b, ,b, ,br b b b 
T =At Aa ... Ar =(At'A2• ... A/?, 

dann wird T- 1 = A 11 , wo 

A = Af' Af' ... A:r. 

Bilden w1r jetzt AS, so wird (AS)P=APT=E und wir erhaltenso 
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das Element AS = A"+l von der Ordnung p, das nicht in 9Jl liegt. 
Nehmen wir Ar+l zu den Basiselementen A1 , A 9 , •• • , Ar von 9Jl hinzu, 
so erhalten wir eine umfassendere Untergruppe von \J!, die insbesondere 
das Element S enthalt. Falls diese noch nicht mit $ iibereinstimmt, 
so finden wir in derselben Weise ein neues Element von der Ord­
nung p, das wir zur Basis hinzunehmen konnen, und indem wir eine 
endliche Anzahl von Malen fortfahren, gelangen wir zu einem SchluB. 
Die r ersten Basiselemente haben eine hi:ihere als die erste Potenz 
von p zur Ordnung, wahrend die iibrigen Basiselemente samtlich die 
Ordnung p haben. Hiermit ist der Satz 42 bewiesen. 

Satz 43: Eine Abelsche Gruppe ® von der Ordnung g=Pf1 p:• ... p~', 
wo P1 , p2 , •• • , Pr voneinander verschiedene Primzahlen sind, ist das 
direkte Produkt von r Abelschen Gruppen ~i der Ordnungen pf', p:•, ... , p~'. 

Beweis: Wenn g durch zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, 
so ki:innen die Ordnungen der Elemente von ® nicht samtlich Potenzen 
derselben Primzahl sein, nach Satz 42. Es gibt daher Elemente (Satz 4), 
deren Ordnungen zueinander prim sind. Es sei p1 eine Primzahl, 
welche eine dieser vorkommenden Ordnungen teilt, femer sei ~1 die 
Gruppe, bestehend aus allen Elementen, deren Ordnung eine Potenz 
von p1 ist inklusive E, ferner sei 0 die Gruppe bestehend aus allen 
Elementen, deren Ordnung zu p1 prim ist, inklusive E. Dann ist ® 
das direkte Produkt von ~ und 0. Diese heiden Untergruppen haben 
namlich auBer E kein gemeinsames Element (Satz 2 und. 3), femer 
lii.Bt sich nach Satz 7 jedes Element von ® auf eine und nur eine 
Weise als Produkt eines Elementes aus ~ und eines Elementes a us 0 
darstellen, wobei auch E als Faktor auftreten darf. 

Die Ordnung von ~ sei pf1 , diejenige von 0 sei q. Falls q durch 
zwei verschiedene Primzahlen teilbar ist, so ist auch 0 direktes Pro· 
dukt einer Gruppe, deren Ordnung eine Primzahlpotenz, etwa pf• ist, 
und einer weiteren Gruppe 91 von der Ordnung r. Hierbei ist jedoch 
zu bemerken, daB p2 sicher von p1 verschieden ist, denn auBerhalb 
von ~1 gibt es keine Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p1 

ist. Indem man gegebenenfalls 91 weiter zerlegt, erhiilt man eine Dar­
stellung von ® als direktes Produkt von Grupp en, deren Ordnungen 
Potenzen verschiedener Primzahlen sind. Die Ordnung von ® ist das 
Produkt dieser verschiedenen Primzahlpotenzen, aber eine Zahl lii.Bt 
sich nur auf eine Weise in ein solches Produkt zerlegen und daraus 
folgt, daB b1 = a1 usw., womit der Satz bewiesen ist. 

Es ist noch zu bemerken, daB die Gruppen ~i durch ® eindeutig 
bestimmt sind, denn ~i besteht aus der Gesamtheit der Elemente, 
deren Ordnung eine Po1enz von pi ist. Dagegen ist die Zerlegung 
von Satz 42 innerhalb einer Gruppe mit Primzahlpotenz-Ordnung in 
zyklische Untergruppen nicht mehr eindeutig, wie aus der Beweis-

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 4 
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konstruktion unmittelbar hervorgeht und in § 43 naher ausgefiihrt 
werden wird. 

Fundamentalsatz 44: Jede Abelsche Gruppe besitzt eine Basis, deren 
Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen haben. 

Beweis: Nach Satz 43 ist jede Abelsche Gruppe direktes Produkt 
von Abelschen Gruppen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. 
Diese letzteren sind nach Satz 42 direkte Produkte von zyklischen 
Gruppen und besitzen eine Basis. Nimmt man die Basiselemente dieser 
Gruppen zusammen, so erhalt man eine Basis der ganzen Gruppe von 
der im Satz angegebenen Art. 

Historische Notiz: Zyklische und Abelsche Gruppen treten bei den 
zahlentheoretischen Untersuchungen von Euler hiiufig auf (vgl. § 4). Den Satz 44 
hat Gau{J 1801 sicher gekannt (Werke 2, S. 266) und auf die Kompositions­
theorie der quadratischen Formen angewendet. Vgl. auch den Anfang von § 72. 
Den ersten vollstiindigen Beweis gab E. Schering (Die Fundamentalklassen zu­
sammensetzbarer arithmetischer Form en Gott.Abh.1<l, 1869, S. 3), ferner Frobenius 
und Stickelberger (Ober Gruppen vertauschbarer Elemente, CrellesJourn. 86, 1879, 
s. 217). 

§ 16. Die Invarianten einer Abelschen Gruppe. 
Die Basiselemente sind durch die Gruppe nicht eindeutig definiert. 

Nur die heiden Gruppen von der Ordnung 1 und 2 machen eine Aus­
nahme. Dagegen lafH sich eine Abelsche Gruppe durch gewisse Zahlen 
vollstandig charakterisieren. 

Definition: Ist eine Abelsche Gruppe nach Satz 44 durch eine 
Basis dargestellt, deren Elemente Primzahlpotenzen als Ordnungen 
haben, soheiBendiese Ordnungen die Invarianten der Abelschen Gruppe. 

Satz 45: Die Invarianten einer Abels chen Gruppe sind unabhangig 
von der speziellen Wahl der Basiselemente. 

Beweis: Der Satz braucht nur fiir Gruppen bewiesen zu werden, 
deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist, denn aus ihren Invarianten 
setzen sich die Invarianten einer beliebigen Gruppe zusammen. Es 
seien A1 , A 2 , •• • , Ar und B1 , B 2 , •• • , B. zwei Basen derselben Gruppe, 
ferner seien m1 , m2 , .•. , m,. und nl' n2 , ••. , n. die zugehorigen Ord· 
nungen. Die Basiselemente seien so numeriert, daB m1 > m2 > ... 2 m,. 
und n1 2 n2 > ... > n.. Alle diese Zahlen sind Potenzen derselben 
Primzahl p. Nun sei nk die erste unter diesen Zahlen, welche von 
der entsprechenden mk verschieden ist, und es gelte 

nl = ml' .. . , nk-1 = mk-1' nkf > mk. 

Die mk-ten Potenzen aller Elemente der Gruppe bilden eine Unter­
gruppe, als deren Basiselemente die mk·ten Potenzen der Elemente 
irgendeiner Basis der ganzen Gruppe gewahlt werden konnen. Diese 
Untergruppe ist unabhangig von der speziellen Wahl der Basis. Fur 
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die Untergruppe erhalten wir also die heiden Basen 

A~\ A~\ . .. , A~!: 1 und Bf'\ B;"k, ... , B;"k. 
Aus der ersten Basis ergibt sich die Ordnung der Untergruppe gleich 

ml mg mk-t 
mk. mk ••• ml, ' 

aus der zweiten dagegen groBer oder gleich 

nl ng nk-t nk . 
mk mk ••• m;; . mk' 

diese letztere Zahl ist aber groBer als die vorhergehende, womit w1r 
einen Widerspruch erhalten. 

Satz 46: lwei Gruppen, deren In varian ten in ihrer Gesamtheit uber­
einstimmen, sind holoedrisch isomorph. 

Beweis: Wir bilden· eine solche Zuordnung der Basiselemente der 
heiden Gruppen, daB entsprechende Elemente dieselbe Ordnung haben. 
Ordnet man nun noch den Produkten von Elementen der einen Gruppe 
die Produkte der entsprechenden Elemente der anderen Gruppe zu, 
so erhalt man in beiden Fallen dieselben Multiplikationsgesetze, d. h. die 
heiden Gruppen sind holoedrisch isomorph. 

Satz 47: Zu jedem System von Primzahlpotenzen n1 , n2 , ••• , nr 
gibt es genau eine Abelsche Gruppe, welche sie zu Invarianten hat. 

Beweis: Nach dem vorigen Satz gibt es hochstens eine solche 
Gruppe. DaB es aber stets eine gibt, wird dadurch bewiesen, daB 
man die Gruppe herstellt mit Hilfe des arithmetischen Kongruenz­
begriffes. Man bilde die Gesamtheit der Zahlensysteme ( x1 , x2 , ••• , x,.) 
bestehend aus r ganzen Zahlen, von denen die i· te nach dem Modul ni 

( i = 1, 2, ... , r) zu reduzieren ist. Es gibt n1 n2 ••• nr solche Systeme. 
Als Gruppengesetz nehme man die V ektoraddition 

(x" x2, · · ., xr) + (yl, Y2' · · ., Yr) = (xl + Y1• X2 + Y2' · · ., xr + Yr)· 
Als Basiselemente benutze man die folgenden: 

(1, 0, ... , 0), (0, 1, 0, ... , 0), ... , (0, 0, ... , 0, 1). 

Der Satz folgt dann unmittelbar. 
Durch die drei vorangehenden Sii.tze ist das Problem, alle Abel­

scherr Gruppen von gegebener Ordnung zu konstruieren, vollstii.ndig 
gelost. Man hat bloB die Ordnung der Gruppe in irgendeiner Weise 
als Produkt von Potenzen gleicher oder verschiedener Primzahlen dar­
zustellen. Zu jeder Zerlegung gibt es genau eine Gruppe. So gibt es 
z. B. genau zwei Gruppen von der Ordnung 4, nii.mlich die zyklische 
und die Vierergruppe. Ferner gibt es genau zwei Abelsche Gruppen, 
deren Ordnung das Quadrat einer Primzahl ist, nii.mlich die zyklische 
und das direkte Produkt zweier zyklischer Gruppen vom Primzahlgrade. 
Allgemein gibt es so viele Abelsche Gruppen von der Ordnung pm, als 

4* 
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sich die Zahl m als Summe von ganzen positiven Zahlen darstellen 
Hi.Bt, wobei man natiirlich von der Reihenfolge der Summanden ab· 
zusehen hat. 

Sind n1 , n11 , ••• , nr die Invarianten von ®, so sagt man: ® ist vom 
Typus (n1, n~.l' ... , nr)· So sind z. B. die Gruppen des Satzes 41 vom 
Typus (p, p, ... , p). 

Die hochste vorkommende Ordnung eines Elementes der Gruppe ® 
ist das Produkt der hochsten Potenzen der einzelnen Primzahlen, welche 
unter den Invarianten vorkommen. So erhlilt z. B. die Gruppe vom 
Typus (9, 3, 8, 2) Elemente von der Ordnung 8. 9. Die Ordnung 
jedes Elementes teilt die hochste vorkommende Ordnung eines Ele­
mentes. Nur fiir zyklische Gruppen ist die hochste vorkommende Ord­
nung eines Elementes gleich der Ordnung der Gruppe. 

Die Basen, die wir bisher behandelt haben, bestehen nur aus 
Elementen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen sind. In unserer Defi­
nition ist diese Einschrankung aher nicht enthalten; es ist leicht, die 
Verallgemeinerung herzustellen, man hat nur Satz 8 heranzuziehen. 
Sind die Ordnungen der heiden Basiselemente A1 und A11 zueinander 
prim, so kann man die heiden Elemente durch das eine Element A1 A2 

ersetzen, und dieses Verfahren kann man so lange fortsetzen, his man 
keine zwei Elemente mehr zur V erfiigung hat, deren Ordnungen zu­
einander prim sind. Ist umgekehrt irgendeine Basis gegehen, hei der 
die Ordnungen zusammengesetzte Zahlen sind, so ersetze man jedes 
Element durch solche Potenzen, deren Ordnungen Primzahlpotenzen 
sind nach Satz 8, und man erhiilt eine Basis von der speziellen Art. 
Allgemein gilt der 

Satz 48: Ist die Gruppe ® in irgendeiner Weise durch eine Basis 
dargestellt und sind m1 , ••• , mr die Ordnungen der Basiselemente, so 
findet man den Typus der Gruppe, indem man diese Zahlen m1 einzeln 
in teilerfremde F aktoren, die Primzahlpotenzen sind, zerlegt und alle so 
erhaltenen Zahlen nebeneinander schreibt. 

Umgekehrt erhiilt man die Ordnungen der Elemente einer beliebigen 
Basis, indem man zueinander teilerfremde Zahlen im Typus durch ihr 
Produkt ersetzt und diese Operation beliebig weit treibt. 

§ 17. Untergruppen und Faktorgruppen einer Abelschen 
Gruppe. 

Satz 49: Die Invarianten einer Untergruppe sind bei geeigneter 
Zuordnung Teiler der lnvarianten der ganzen Gruppe. 

Beweis: Wegen Satz 43 konnen wir uns auf Gruppen ® he­
schranken, deren Ordnung eine Potenz der Primzahl p ist. In ah­
steigender Anordnung seien die Invarianten von ® gegehen durch 
(pa., pa., .. . , pas), diejenigen ihrer Untergruppe ~ durch (pb•, pb•, .. . , pbr). 



§ 17. Untergruppen und Faktorgruppen einer Abelschen Gruppe. 53 

Die Elemente von der Ordnung p in ® bilden eine Untergruppe, deren 
Basiselemente von den pa1-1 -ten Potenzen derjenigen von ® dar­
gestellt werden. Ihre Ordnung ist daher p•. Fiir die entsprechende 
Untergruppe von S) ist die Ordnung pr. Daraus folgt r s s. Nun sei 
bi die erste Zahl in der Reihe der b, welche groBer ist als die ent­
sprechende Zahl ai. Bildet man die P"l-ten Potenzen aller Elemente 
von ® und von S), so findet man im letzteren Faile mindestens i Basis­
elemente, im ersteren weniger als i. Das widerspricht der Tatsache, 
daB S) Untergruppe von ® ist. 

Satz 50: 1st ® eine Abelsche Gruppe vom Typus (n1 , n11 , ••• , n.) 
und ist irgend ein anderer Typus gegeben (m1 , m2 , ••• , mr) dergestalt, 
da{J r < s und da{J die Quotienten nifmi ganze Zahlen sind, so besitzt 
® mindestens eine Untergruppe vom Typus (ml' m2 , ••• , mr)· 

Beweis: 1st Al' A2, ••• , A 8 em System von Basiselementen von 
®, so ist 

A~', A~·, .. . ,A:• 

ein solches einer Untergruppe vom gewiinschten Typus. Hierbei ist 
mr+l = · · · = m8 = 1 zu setzen. 

Im allgemeinen gibt es mehrere Untergruppen von gegebenem 
Typus. Eine Gruppe von der Ordnung pr und vom Typus (p, p, .. . , p) 

pr -1 
besitzt P-T Untergruppen von der Ordnung p, denn jedes Element 

auBer E gehort genau zu einer solchen und erzeugt sie. Ferner ge­
horen auBer E noch je p - 1 Elemente von der Ordnung p zur Bil­
dung einer Untergruppe. Da es im ganzen pr - 1 Elemente von der 

Ordnung p gibt, so verteilen sie sich in pr - 1
1 Systeme von je p -1 

P-
Elementen, die zusammen mit E jeweils eine Untergruppe bilden. 

Die nii.here Betrachtung der Gruppen vom Typus (p, p, .. . , p) ist 
deshalb von Wichtigkeit, weil die Primfaktorgruppen der Hauptreihen 
bei auflosbaren Gruppen zu ihnen gehoren. 1st pr die Ordnung einer 
solchen Gruppe, so besitzt eine Untergruppe von der Ordnung pt den 
Typus (p, p, .. . , t-mal) und es soll nun die Anzahl Nrt der Unter­
gruppen von dieser Ordnung pt berechnet werden. 

Wir fiihren den Beweis nach G. A. Miller in Miller, Blichfeldt, Dickson, 
finite groups, p. 100. 

Die allgemeinste Basis einer Untergruppe von der Ordnung pt findet 
man, indem man aus der Gruppe ® irgendein von E verschiedenes 
Element A herausgreift, sodann ein nicht in {A} vorkommendes Ele­
ment B nimmt, dann ein nicht in {A} x { B} vorkommendes Element 
C, und auf diese Weise fortfii.hrt, bis man t Elemente hat. Dies er­
gibt offenbar 

W-1)W- P)· · ·W- pr-t+l) 
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verschiedene Moglichkeiten fiir die Basis. Nach demselben Verfahren 
zeigt man, daB jede Gruppe von der Ordnung pt 

(pt -1)(pt- p) ... (pt- pt-1) 

verschiedene Basen besitzt. Die Anzahl der verschiedenen Unter­
gruppen von der Ordnung pt ist gleich dem Quotienten dieser heiden 
Zahlen, also wird 

(pr _ 1) (pr-1_1) ... (pr-t+l-1) 
Ne= . 

r (P-1)(P2-1) · · · (Pt-1) 

Insbesondere ergibt sich 

N e=N e· r, r, r-

Satz 01: Eine Abelsche Gruppe von der Ordnung pr und vom 
(pr -1) (pr-1_ 1) ... (pr-t+l_ 1) 

Typus (p, p, •. . , p) besitzt t Untergruppen 
(P-1) (P9 -l)···(P -1) 

von der Ordnung pt. 

§ 18. Die Galoisfelder und Reste nach Primzahlpotenzen. 

Ein besonders instruktives und wichtiges Beispiel fiir Abelsche 
Gruppen wird durch die in der Zahlentheorie auftretenden Restklassen 
nach Primzahlen resp. Primidealen geliefert. Sie lassen sich iiberaus 
einfach und unabhangig von zahlentheoretischen Satzen folgender­
maBen definieren: 

Definition: Ein System von endlich vielen Elementen bildet einen 
endlichen Korper oder ein Galoisfeld, wenn es folgenden Bedingungen 
geniigt: 

1. Die Elemente bilden eine kommutative Gruppe nach einem 
ersten Gesetz A+ B, genannt Addition. Das Einheitselement wird 
mit 0 bezeichnet. 

2. Die Elemente mit Ausnahme von 0 bilden unter sich eine 
kommutative Gruppe nach einem zweiten Gesetz A B genannt Multipli­
kation. Das Einheitselement wird mit 1 bezeichnet. 

3. Fiir beliebige vier Elemente gilt das distributive Gesetz 
(A +B)(C+D)= A C+ AD+BC+BD. 

Es soil die Konstitution aller so entstehenden Korper hergeleitet 
werden. Das Produkt von 0 mit irgend einem Element muB = 0 ge­
setzt werden, wie sich aus dem Distributivgesetz ergibt: aus A+ 0 =A 
folgt (A+ O)B =A B + 0 B =A B, also 0 B = 0 und in derselben 
Weise BO = 0. 

Satz 52: Die Anzahl der Elemente ist eine Primzahlpotenz und 
der Typus der ersten Gruppe ist (p, p, .. . , p). 



§ 18. Die Galoisfelder und Reste nach Primzahlpotenzen. 55 

Beweis: Sei m die Ordnung der Multiplikationseinheit 1 nach 
dem Additionsgesetz. Man bezeichne femer 1 + 1 mit 2 usw. und 
1 + 1 + · · · + 1 (i mal) mit i. Die so entstehenden Elemente verbal ten 
sich wie die Restklassen (mod m) nach dem Gesetz der Addition. 
W egen des Distributivgesetzes entspricht das zweite Gruppengesetz 
der gewohnlichen Multiplikation (mod m ), es wird i k gleich derjenigen 
der Zahlen 0, 1, ... , m- 1, welche Rest (mod m) des gewohnlichen 
Produktes der heiden Zahlen i und k ist. Angenommen, m sei keine 
Primzahl, sondern etwa = r s und r > 1, s > 1. Dann bilde man den 
Komplex r, 2 r, ... (s- 1)r. Das Produkt zweier dieser Zahlen ge­
hort wieder zu diesem Komplex, denn 0 kommt wegen 2. nicht 
darunter vor. Der Komplex bildet daher eine Untergruppe. Dies ist 
aber wegen r > 1 nicht der Fall, da das Einheitselement 1 darin fehlt. 
Daher wird m eine Primzahl p. Nun sei a ein Element, das von 
0, 1, ... , p -1 verschieden ist. Es wird a+ a= 2a, ... , a+ a+ ... 
+a (p-mal) = pa = 0. Jedes Element auBer 0 besitzt die Ordnung p 
nach dem ersten Gesetz, und der Typus dieser Gruppe ist (p, p, .. . , p). 

Satz o3: Die zweite Gruppe ist eine zyklische Gruppe von der 
Ordnung P"- 1, wo r die Anzahl der Basiselemente der ersten Gruppe 
bedeutet. 

Beweis: Ein Produkt von Elementen nach der zweiten Opera­
tion ist dann und nur dann = 0, wenn einer der Faktoren ver­
schwindet, denn die von 0 verschiedenen Elemente bilden eine Gruppe. 
Man kann Gleichungen von der Gestalt ax"+ b xn- 1 + ... + f= 0 
bilden, wobei a, b, .. . , f gegebene Elemente des Korpers und x ein 
zu bestimmendes Element, eine Wurzel der Gleichung, bedeutet. Die 
bekannten Uberlegungen der Algebra konnen hier wortlich wiederholt 
werden. Es gilt identisch (x- a) (xs-1 + x~-2 a+ ... + as-1) = xs- as. 
Ist a eine Wurzel von f(x) = 0, so wird f(x)- f(a) = f(x), und es 
Hi.Bt sich der Faktor x- a aus f(x) herausheben: f(x) = (x- a) f1 (x). 
Man beweist sofort, daB eine von a verschiedene Wurzel von f(x) = 0 
auch der Gleichung ft. (x) = 0 geniigen muB, und schlieBlich folgt 
insbesondere, daB eine Gleichung vom Grade n hochstens n Wurzeln 
haben kann. Nun sei g die hochste vorkommende Ordnung eines 
Elementes in der zweiten Gruppe. Dann geniigt jedes der pr -1 = s 
von 0 verschiedenen Elemente nach S. 52 der Gleichung x'~ = 1. 
Also kann g nicht kleiner als s sein, und es muB (§ 16) Elemente 
von der Ordnung s geben, d. h. die Gruppe ist zyklisch. 

Beispiele: Die Restklassen nach einer Primzahl als Modul. Als 
erste Operation nimmt man die gewohnliche Addition und ersetzt die 
Summe zweier Zahlen durch ihren Rest (mod p). Die inverse Zahl 
wird die durch - a reprasentierte Klasse und 0 ist das Einheitselement. 
Als zweites Gruppengesetz wird die gewohnliche Multiplikation (mod p) 
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genommen. DaB die Zahlen 1, 2, ... , p -1 eine Gruppe bilden, folgt 
aus der Geltung von III*, denn aus a b = a c folgt, da a zu p prim 
ist, b =c. Es gibt daher eine Zahl, die mit ihren p- 1 ersten Po­
tenzen aile Restklassen auBer 0 liefert. 

Ebenso bilden in einem algebraischen Zahlkorper die Restklassen 
nach einem Primideal als Modul einen Korper. Die Anzahl der Rest­
klassen ist gleich der Norm des Primideals, also ist letztere eine 
Primzahlpotenz pr. Der·Exponent r heiBt in der algebraischen Zahlen­
theorie der Grad des Primideals. 

Von besonderem Interesse sind die Automorphismen eines Korpers, 
d. h. Permutationen der Elemente, welche fiir beide Gruppen 1. und 
2. Automorphismen liefern. 

Satz 04: Ein Korper mit pr Elementen besitzt genau r Auto­
morphismen. Man erhiilt sie, indem man jedes Element durch seine 
P'-te Potenz ersetzt, i = 0, 1, 2, ... , r -1. 

Beweis: Der durch die Zahlen 0, 1, ... , p-1 gebildete Korper 
besitzt keinen Automorphismus auBer dem identischen. Denn sowohl 
das Einheitselement 0 der additiven Gruppe als das Einheitselement 1 
der multiplikativen bleiben bei jedem Automorphismus ungeiindert. 
Daher gilt dasselbe auch von 1 + 1 = 2, 1 + 1 + 1 = 3 usw. bis p -1. 

Nun sei ein allgemeiner Korper mit pr Elementen vorgelegt. 
Ersetzt man jedes Element durch seine p-te Potenz, so erhiilt man 
fiir die zyklische Gruppe einen Automorphismus, da p zu ihrer Ord· 
nung pr - 1 prim ist. Aber es wird auch (a + b )P = aP + bP, wie a us 

der Tatsache folgt, daB die Bin om ialkoeffizienten ( ~) auBer ( ~) und (:) 

durch p teilbar sind. Bei diesem Automorphismus gehen die Zahlen 
0, 1, ... , p -1 in sich selbst iiber. Nachdem man diesen ersten 
Automorphismus ausgefiihrt hat, kann man weiterfahren und wiederum 
jedes Element durch seine p-te Potenz ersetzen usw. In dieser Weise 
erhiilt man gerade r verschiedene, denn es gilt fiir jedes Element 

aPr= a, und wiihlt man fiir a ein erzeugendes Element der multipli­
kativen Gruppe (Satz 53), so erreicht man, daB die r Automorphisinen 
wirklich verschieden sind. 

Man bilde nun die Gleichung (x- a) (x- aP) (x- aP') ... (x- ar-1) 

= 0. Die Iinke Seite besitzt als Koeffizienten die elementarsymmetrischen 
F k . • r-1 S . ( pr-1) • 1 h un twnen von a, aP, aP, .. . , aP • e1 fa, ... , a eme soc e. 
Dann wird nach Anwendung des Automorphismus f(a, .. . , ;-1)" 

= f(aP, .. . , aP") = f(a, .. . , aPr-1). Die p-te Potenz dieses Koeffizienten 
ist gleich der ersten, und sie sind daher Zahlen 0, 1, •.. , p -1. Die 
obige Gleichung besitzt r Wurzeln und ist vom Grade r. Geht bei 
einem weiteren Automorphismus a iiber in aq, so muB auch afl dieser 
Gleichung geniigen, denn diese geht beim Automorphismus in sich 
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seiher tiber. q ist daher eine der Zahlen p, p2 , ••• , pr, denn die 
Gleichung kann nicht mehr als r Wurzeln haben. Dies ergibt den 

Satz 55: Die Gruppe der Automorphismen ist eine zyklische von 
der Ordnung r. 

Zum Schlusse sollen noch die zu p primen Reste (mod p") be· 
trachtet werden. Ihre Anzahl ist pn-1 (p- 1) und sie bilden offenbar 
nach der Multiplikation eine Gruppe. 

Es sei zunachst p > 2. Die Reste = 1 (mod p) bilden eine Unter· 
gruppe vom Index p -1. 1st femer a== 1 (mod P') aber $1 (mod pi+~), 

so wird aP =(1 + up~)P = 1 +up-pi+ u2 P(P2-I) p2i + ···= 1(modpi+1) 

aber $1· (mod pH 2). Hieraus folgt: Diejenigen Reste, die = 1 (mod p), 
bilden eine zyklische Untergruppe von der Ordnung pn-1 , die erzeugt 
wird durch einen beliebigen Rest == 1 (mod p) aber $1 (mod p2), 

also etwa durch 1 + p. Die Faktorgruppe dieser Gruppe ist zyklisch 
und von der Ordnung p -1, denn si"e ist isomorph mit der Gruppe 
der Reste (modp). Weil p-1 zu p prim ist, so ist die ganze Gruppe 
zyklisch und von der Ordnung pn-1 (p -1). 

Nun sei 2" (n :2: 3) als Modul betrachtet. Hier bilden die 2n-2 

Reste = 1 (mod 4) eine zyklische Untergruppe, was genau so wie oben 
bewiesen wird. Dazu kommt noch die durch - 1 und + 1 gebildete 
Untergruppe von der Ordnung 2, daher ist hier der Typus der Gruppe 
(2n-2, 2). 

Satz 56: Die zu p primen Reste (mod p") bilden nach der Multi­
plikation fur p > 2 eine zyklische Gruppe von der Ordnung pn- 1 (p -1), 
fur p = 2 (n :2: 3) eine Abelsche vom "Typus (2n-2, 2). Jst 

a = 1 {mod p fur p > 2 
, 4 , P= 2, 

pr+s 1 
aber a =J= 1, so ist a r - = 1 + aP1 + · · · aPr+s-l eine genau durch die 

aP -1 
s-te und durch keine hOhere Potenz von p teilbare ganze Zahl. 

Es' ist nur eine andere Fassung dieses Satzes, wenn wir folgende 
Aussage machen: 

Satz 57: Die Automorphismen einer zyklischen Gruppe von der 
Ordnung pn bilden eine zyklische Gruppe von der Ordnung pn-t (p -1) 
fur ungerade p und im Falle p = 2 (n :2: 3) eine Abelsche Gruppe vom 
Typus (2,.-2, 2). 

Beweis: 1st P das erzeugende Element der Gruppe, so erhalt 
man jeden Automorphismus, indem man P durch pr ersetzt, wobei 
r aile ~~:u p primen Reste (mod pn) durchlauft. Sind P-+- pr und 
P--+- P8 zwei Automorphismen, so ist der zusammengesetzte P--+- P18 , 

ihre Gruppe ist also die Gruppe des Satzes 56. 
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Historische Notiz: Galois hat die von ihm entdeckten Imaginiiren in 
der Arbeit: Sur la theorie des nombres (Oeuvres S. 15) behandelt, welche 1830 
im Journal de Ferussac t. 13, S. 428 erschienen ist. "Ober ihre Bedeutung fi.ir 
die Zahlentheorie vgl. § 73. Eine ausfi.ihrliche Theorie findet sich in der 
schonen Monographie von L. E. Dickson, Linear groups with an exposition of 
the Galois field theory, Leipzig 1901. 

§ 19. Existenz der Galoisfelder. 
Der Inhalt dieses Paragraphen ist der Beweis von 

Satz o8: Zu feder vorgegebenen Primzahlpotenz gibt es genau e~n 

Galoisfeld, das diese Ordnung hat. 
Wir beweisen diesen Satz, indem wir em Mittel zur Herstellung 

von Galoisfeldern angeben. Es sei 

f(x) = xr + a1 xr-1 + ... + ar 
eine gauze rationale Funktion r-ten Grades mit ganzen rationalen 
Koeffizienten, welche nach dem Modul p genommen seien, ferner sei 
sie (mod p) irreduzibel, d. h. sie sei nicht das Produkt zweier ganzer 
rationaler Funktionen niedrigeren Grades mit Koeffizienten aus dem 
Restsystem (mod p). Nun betrachten wir die Gesamtheit der ganzen 
rationalen Funktionen von niedrigerem als r-tem Grad: 

S (x) = b0 + b1 x + · · · + br-1 x'-1. 
Da jeder Koeffizient (mod p) genau p Werte annehmen kann, so ent­
haJ.t das System S (x) genau pr verschiedene Funktionen. Wir defi­
nieren nun die Addition zweier Funktionen aus S in gewi:ihnlicher 
Weise, dagegen ersetzen wir das Produkt zweier Funktionen immer 
durch den Rest, der bei der Division mit f(x) iibrigbleibt. Ich be­
haupte nun, daB die pr Funktionen des Systems nach diesen heiden 
Operationen ein Galoisfeld bilden. Zum Nachweis geniigt es, zu zeigen, 
daB die pr- 1 von 0 verschiedenen Funktionen nach der Multipli­
kation eine Gruppe bilden. Dies folgt aber aus der Geltung des 
Axiomensystems I, II, III*, von denen nur das letzte zu verifizieren ist. 
Sind namlich drei Funktionen aus S gegeben, fiir welche gilt: 

a(x)b(x) = a(x)c(x), 
so folgt daraus 

b(x)=c(x), 
denn die erste Kongruenz besagt, daB a (x) (b (x) - c (x)) durch f(x) 
teilbar ist. Nun ist a (x) prim zu f( x), weil es von niedrigerem als 
r-tem Grade ist, also muB der zweite Faktor durch f(x) teilbar sein, 
w. z. b. w. 

Urn nun die Existenz eines Galoisfeldes von der Ordnung pr zu 
beweisen, muB nur noch die Existenz einer (mod p) irreduziblen ganzen 
rationalen Funktion r-ten Grades nachgewiesen werden. Zu dem Zweck 
ziehen wir Folgerungen aus der Existenz einer solchen Funktion. 
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Satz 59: ]ede (mod p) irreduzible Funktion f(x) vom r-ten Grade ist 
(mod p) Teiler von xPT-1- 1. 

Beweis: Die Reste (mod f(x)) erzeugen ein Galoisfeld. Hierin ist 
x selber ein von 0 verschiedenes Element. Daher wird 

xPT-1 = 1(modf(x)), 
dies ist aber gerade die Aussage des Satzes. 

\Vir miissen jetzt zeigen, daB xPT-1 - 1 einen irreduziblen Teiler 
r·ten Grades hat. Zu dem Zweck bezeichnen wir mit g (x) einen be­
liebigen irreduziblen Teiler dieser Funktion. Sein Grad sei m. Dann 

ist g(x) auch Teiler von xPm- 1 - 1. Wir bestimmen jetzt den groBten 
gemeinsamen Teiler von 

und 

Er enthalt jedenfalls g(x) als Faktor. Es gilt nun der 

Satz 60: Der grof3te gemeinsame Teiler von xP''- 1 -1 und xP"'-1-1 

ist xrfl -t - 1, wobei d der grof3te gemeinsame Teiler von m und r ist. 
Beweis: Es sei etwa m > r. Zur Abkiirzung setzen wir 

pm = t und pT = s, ferner pm-r = u. 
Es gilt nun allgemein 

xt = (xs)u. 
Daraus folgt, daB die Differenz 

xt- xu, 
welche auch so geschrieben werden kann: 

(xs)u _xu, 
durch X8 - x teilbar ist. Daher wird auch xt-1 - xu-1 durch x8- 1 - 1 
teilbar. 

Dividiert man daher, urn den Euklidischen Algorithmus anzuwenden, 
xP"'-1 - 1 durch xPT -1 -1, so gelangt man zu xP' -1 - 1 als Rest, wo­
bei f der Rest ist, der bei der Division von m durch r iibrigbleibt. In· 
dem man mit dem Euklidischen Verfahren in bekannter Weise fort· 
fahrt, gelangt man zum Beweis des Satzes. 

Satz 61: xPT - 1 - 1 ist durch keine irreduzible Funktion von hOherem 
als r-tem Grade teilbar. 

Beweis: Es sei h(x) (modp) irreduzibel und von m-tem Grade 
(m > r), ferner sei h (x) Teiler von xPT - 1 - 1. Die Reste (mod h (x)) 
bestimmen ein Galoisfeld von der Ordnung pm. Die Variable x ge· 
niigt nach Voraussetzung darin der Gleichung xPr _ x. Nun sei a (x) 
irgendein Rest des Galoisfeldes. Dann wird nach § 18 a (x)P =a (xP), 
also a (x)PT =a (xPr) ==a (x). Es ware also pT- 1 die hochste vor­
kommende Ordnung eines Elementes im Galoisfeld von der Ordnung pm, 
was einen Widerspruch ergibt. 



60 3. Kap. Abelsche Gruppen. 

Nun konnen wir folgendermaBen zeigen, daB es (mod p) irreduzible 
Funktionen r·ten Grades gibt: Wir zeigen, daB die Summe der Grade 
aller derjenigen irreduziblen Teiler von xP1 - x, welche von niedrige­
rem als r-tem Grad sind, kleiner als pr ist. Dann muB diese Funktion 
offenbar noch Teiler vom Grade r haben, denn solche mit hoherem 
Grad sind nicht vorhanden. 1st nun d irgendein Grad eines irreduziblen 
Faktors, so muB dieser Faktor auch in xPd- x aufgehen; die irredu­
ziblen Faktoren vom Graded haben daher zusammen hochstens den 
Grad pa. Hier ist d ein Teiler von r, nach Satz 60. Die Summe aller 
Grade der Faktoren von niedrigere~ als r· tern Grade ist daher 
hochstens gleich 

2' pa ( d durchliiuft alle echten Teiler von r). 
Aber diese Summe ist kleiner als pr, denn lii.Bt man d sogar aile 
Zahlen von 0 bis r - 1 durchlaufen, so erreicht die Summe nicht ein­
mal pr. 

Hiermit ist bewiesen, daB es fiir jede Primzahlpotenz ein Galois­
feld gibt. Nun muB noch gezeigt werden, daB es nur ein einziges 
gibt, d. h. daB es zwischen zwei Galoisfeldern von derselben Ordnung 
immer eine eindeutige Zuordnung der Elemente gibt, welche einen 
holoedrischen Isomorphismus liefert, fiir beide Gruppengesetze. 

Die Gleichung 
xP'-1=1(modp) 

besitzt im Galoisfeld von der Ordnung pr genau pr - 1 verschiedene 
Wurzeln, niimlich samtliche von 0 verschiedenen Elemente. Daher gilt 

xP'-1 - 1 = (x- a1)(x- a2) • • • (x- apr- 1), 
wo die a die Elemente des Galoisfeldes darstellen. Ist nun f(x) ein 
(mod p) irreduzibler Faktor r-ten Grades dieser Funktion, so wird er 
das Produkt von r Linarfaktoren, etwa 

f(x) = (x- a1 ) • • • (x- ar). 
Bildet man nun die Gesamtheit der Ausdriicke 

ao + al al + a2 al2 + ... + ar-1 tt/-t, 
wo die Koeffizienten unabhangig von einander die Zahlen 0, ... , p- 1 
durchlaufen, so erhalt man pr Elemente des Galoisfeldes; und zwar 
sind sie samtlich verschieden, denn wiiren zwei einander gleich, so 
ergabe das eine Gleichung fiir a1 von niedrigerem als dem r- ten 
Grade, deren .Koeffizienten Reste ganzer rationaler Zahlen (mod p) 
waren. Dies ist nicht moglich, denn f(x) =~ 0 .i.st als irreduzible 
Gleichung die Gleichung niedrigsten Grades, der a1 geniigt. 

Man findet nun das Produkt zweier Elemente des Galoisfeldes, 
indem man sie durch a1 darstellt, das Produkt der so entstehenden 
Ausdriicke bildet und unter Benutzung der Gleichung f(a1 ) = 0 auf 
niedrigeren als r· ten Grad reduziert. Diese letztere Reduktion ist aber 
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identisch mit der Operation, welche darin besteht, daB man das Pro· 
dukt durch· seinen Rest (modf(c.:1 )) ersetzt. Also ist das Galoisfeld 
identisch mit dem Galoisfeld, das durch den Modul f(x) definiert ist. 
Dies gilt aber fiir jede (mod p) irreduzible Funktion r· ten Grades, 
daher ergeben aile diese dasselbe Galoisfeld bei geeigneter Zuord­
nung der Elemente. Da schlieBlich jedes Galoisfeld nach dem eben 
Bewiesenen mit einem Galoisfeld identisch ist, das durch die Reste 
eim!r irreduziblen Funktion erzeugt wird, so gibt es, abstrakt ge­
nommen, fiir jede Primzahlpotenz ein und nur ein Galoisfeld, womit 
Satz 58 vollstiindig bewiesen ist. 

Maclagan Wedderburn hat bewiesen, daB man im Postulat 2 der 
Galoisfelder (§ 18) die Forderung der Kommutativitat der MultiplikatioQ. 
weglassen kann. Sie folgt aus den iibrigen Postulaten. Vgl. L. E. Dickson, 
Algebren und ihre Zahlentheorie, Ziirich 1927, S. 253. 

4. Kapitel. 

Konjugierte Untergruppen. 
§ 20. N ormalisatoren. 

Definition: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit 
einem Komplex I£ vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, denn 
ist s- 1 I£ S = I£ und r- 1 I£ T = [, so ist auch ( S Tt 1 [ ( S T) = [. Sie 
heiBt der Normalisator des Komplexes. Falls der Komplex eine 
Untergruppe ist, oder falls er aus einem einzigen Element besteht, 
so ist er in seinem Normalisator enthalten. 

Satz 62: Die Gesamtheit der Elemente einer Gruppe, die mit einem 
Element vertauschbar sind, bildet eine Untergruppe, deren Index gleich 
ist der Anzahl der Elemente in der Klasse dieses Elementes. 

Beweis: Sei 91 der Normalisator von A, und B ein mit A kon­
jugiertes Element, so bilden diejenigen Elemente S, fiir welche 
s- 1 AS= B ist, eine Nebengruppe von ~Jl, denn sind S und T zwei 
solche, so wird S r- 1 mit A vertauschbar. Daher gibt es so viele 
Nebengruppen von 91, als es mit A konjugierte Elemente gibt. 

Korollar 1: Die Anzahl der Elemente in einer Klasse ist ein Teiler 
der Otdnung der Gruppe. Denn sie ist Index einer Untergruppe. 

Sind A und s- 1 A S zwei konjugierte Elemente, und ist 91 der 
Normalisator von A, so ist s- 1 91 S derjenige von s- 1 AS. Daher 
bilden die Normalisatoren der Elemente einer Klasse ein System kon­
jugierter Untergruppen. Die Normalisatoren zweier konjugierter Ele­
mente konnen miteinander iibereinstimmen, aber nur dann, wenn die 
heiden Elemente vertauschbar sind. Diese Bedingung ist jedoch nicht 
hinreichend. 
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Korollar 2: Der Index des Normalisators einer Untergruppe S) ist 
gleich der Anzahl der mit S) konjugierten Untergruppen. 

Der Beweis verlauft wie der vorhergehende. 

Satz 63: Ein System konjugierter Untergruppen enthiilt niemals alle 
Elemente der Gruppe. 

Beweis: Ist h die Ordnung, r der Index von S), so enthalt das 
System der mit S) konjugierten Untergruppen nach Korollar 2 und der 
Bemerkung vor Satz 62 hochstens h · r = g Elemente, darunter tritt E 
aber r mal auf. 

§ 21. Zerlegung einer Gruppe nach zwei Untergruppen. 
Sind S) und sr zwei Untergruppen, so enthalt der Komplex S) sr 

eine Anzahl rechtsseitiger Nebengruppen von S) und eine Anzahl 
linksseitiger Nebengruppen von sr. Sei ~ der Durchschnitt von S) 
und sr, h der Index von ~ unter S) und k derjenige von ~ unter sr. 
Sind K1 und K.: zwei Elemente von sr, so sind die heiden Neben­
gruppen S) K1 und S) K2 von S) dann und nur dann identisch, wenn 

K1 K21 in S) und also in ~ liegt. Hieraus folgt sofort, daB S) sr ge­
nau k rechtsseitige Nebengruppen von S) enthalt, denn jede der k rechts­
seitigen Nebengruppen von ~ in sr ergibt eine Nebengruppe von S) 
in S) sr. Genau so beweist man, daB h. linksseitige Nebengruppen von 
sr in £) Sf vorkommen. 

Nun sei A irgend ein Element von @, und man bilde den Kom­
plex S) A Sf. 1st A nicht in S) sr enthalten, so enthalt S) A Sf kein Ele­
ment gemeinsam mit S) Sf, Denn sei etwa H1 A K1 = H 2 KJ, so ware 

A = H11 H 2 K 2 K11, also ware A ein Element in S) Sf, gegen die 
Voraussetzung. Genau so beweist man, daB zwei Komplexe S) A sr 
und S) B Sf entweder identisch sind oder kein Element gemeinsam 
haben. Daraus folgt, daJ3 die ganze Gruppe ® in eine Anzahl von 
Komplexen S) sr, S) A Sf, S) B Sf, ••• zerfallt, von denen keine zwei ein 
Element gemeinsam haben. Diese Oberlegungen sind im wesentlichen 
Wiederholungen der entsprechenden fiir eine Untergruppe und ihre 
Nebengruppen: fiir Sf= E erhalt man die rechtsseitigen Nebengruppen 
von S) und fiir S) = E die linksseitigen von Sf. Es soll nun unter­
sucht werden, aus wie vielen rechtsseitigen Nebengruppen von S) der 
Komplex S) A Sf besteht. 1st S = H A K irgend eines seiner Elemente, 
so liegt die ganze Nebengruppe S) S in S) A sr, denn es gilt die 
Gleichung S) H A K = S) A K. Damit S) A K1 = S) A K2 ist, muB 

A K1 K21 A-t in S) liegen, oder, was damit gleichbedeutend ist, es 

muB K1 K21 in A-t S) A enthalten sein und also auch im Durch­
schnitt ~ von Sf und A - 1 £) A. Umgekehrt wenn K in diesem Durch­
schnitt liegt, so kann man setzen K = A- 1 H A, und es wird S) A K 
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= SJ A A:- 1 H A = SJ A. Ist 5e = cj) + ~ ~ + ~ K3 + · · · + ~ Kf, so 
ergeben zwei Elemente aus derselben Nebengruppe dieselbe Neben­
gruppe von SJ und zwei aus verschiedenen N ebengruppen auch zwei 
verschiedene Nebengruppen von SJ. Es sind also ebenso viele Neben­
gruppen von SJ in SJ A 5e enthalten, als der Index des Durchschnittes 
von 5e mit A-1 SJ A unter 5e betragt. In analoger Weise folgt, daB 
die Anzahl der linksseitigen Nebengruppen von 5e in SJ A 5e gleich ist 
dem Index des Durchschnittes von SJ mit A 5e A - 1 unter SJ. Diese 
Zahl ist aber auch gleich dem Index des vorhin betrachteten Durch­
schnittes von A - 1 SJ A und 5e unter A - 1 SJ A. 

Satz 64: Sind SJ und 5e zwei Untergruppen von Ql, so zerfiillt Ql 

in eindeutiger Weise in Komplexe von folgender Art: 

Ql =SJ5e+SJA5e+SJB5e + ···· 
Man nennt dies die Zerlegung von ® nach dem DoppeZmoduZ (SJ, st). 
Jedes Element von ® ist in einem und nur in einem Komplex ent­
halten und jeder Komplex von der Gestalt SJ S 5e ist mit einem unter 
ihnen identisch. 

Die A nzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von SJ in SJ A 5e ist 
gleich dem Index des Durchschnittes von A- 1 SJ A mit 5e unter 5e, die 
A nzahl der linksseitigen Nebengruppen von 5e in SJ A 5e ist gleich dem 
Index desselben Durchschnittes unter A - 1 SJ A. 

Hiermit ist auch die Aufgabe gelost, diejenigen Komplexe zu be­
stimmen, die gleichzeitig aus rechtsseitigen Nebengruppen von SJ und 
linksseitigen Nebengruppen von 5e bestehen. 1st namlich A ein Ele­
ment eines solchen Komplexes, so muB auch der Komplex SJ A 5e 
darunter vorkommen. Wenn der Komplex damit noch nicht erschopft 
ist, so muB er einen weiteren der in Satz 64 genannten Komplexe 
enthalten, und eine Weiterfiihrung dieses Verfahrens zeigt, daB der 
Komplex eine Summe von Komplexen von der Gestalt SJ A 5e ist. 

Der Satz 64 ist besonders wichtig wegen der Moglichkeit, gewisse 
einfache zahlentheoretische Satze anzuwenden. 

Zunachst sei SJ = 5e. Der erste Komplex wird dann SJ SJ = SJ. 
Ein zweiter moge m2 rechtsseitige Nebengruppen enthalten, ein i-ter m,. 
Bezeichnet man den Index von SJ unter Ql mit m, so wird 

m = m1 + m2 + · · · + m.,, 
wobei m1 = 1 ist. Hieraus folgt insbesondere mi < m. Nach dem 
Satz 64 ist mi der Index des Durchschnittes von SJ mit einer kon· 
jugierten Gruppe unter SJ und es ergibt sich der 

Satz 65 1): Sind SJ und s-1 SJ S zwei konjugierte Untergruppen von 
®, so ist der Index ihres Durchschnittes unter SJ kleiner als der Index 
von SJ unter ®. 

1) G. A. Miller in Annals of Mathematics voL 14 (1912, 1913), p. 95. 
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Allgemein gilt der Satz, daB der Index des Durchschni~tes zweier 
beliebiger Untergruppen &) und Sf unter Sf hochstens gleich dem Index 
von &) unter ® ist. Der Beweis wird genau wie fi.ir den Satz 65 ge­
fiihrt. 

Satz 66: Gilt fiir eine Untergruppe &) von ® die Zerlegung 

® = &) &) + &) A2 &) + ... + &) Ar &), 

so besteht der Normalisator von &) a,us der Gesamtheit derjenigen Kom­
plexe &) A;&) (A 1 =E), welche nur eine rechtsseitige Nebengruppe von 
i;) enthalten. Der Index von &) unter dem Normalisator von &) ist da­
her gleich der Anzahl dieser Komplexe. 

Beweis: Ist A ein Element aus @, fiir das &) A&) nur aus einer 
rechtsseitigen Nebengruppe besteht, so ist &) A &) = &) A; andererseits 
enthalt &) A&) die linksseitige Nebengruppe A&), und da diese aus eben 
so vielen Elementen wie &) A besteht, ist &) A =A&) oder A -l &) A = &) ; 
A gehort also dem Normalisator von &) an. W enn umgekehrt A ein 
Element des Normalisators ist, so wird &) A &) = &) &) A = &) A; d. h. 
der Komplex&) A&) enthalt nur eine rechtsseitige Nebengruppe von&). 

Historische Notiz: Doppelmoduln wurden zuerst von Cauchy betrachtet. 
Die Abhandlungen 300-327 seiner Werke (1. Serie Bd. 9 und 10) enthalten an 
manchen Stellen derartige Untersuchungen, z. B. Bd. 10, S. 66, Die heutige 
Gestalt der Theorie stammt von G. Frobenius (Ober endliche Gruppen, Berl. 
Berichte 1895, S. 163). 

5. Kapitel. 

Sylowgruppen und p- Grupp en. 

§ 22. Sylowgruppen. 
1st p ein Primteiler der Ordnung g einer Gruppe @, so enthalt ® 

ein Element von der Ordnung p. Dieser Spezialfall des Satzes 40 
ist zum erstenmal (1845) von Cauchy 1 ) bewiesen worden. Ein iiberaus 
einfacher Beweis ist der folgende: 

Der Satz gilt fiir Gruppen von der Ordnung p. Man setze voraus, 
daB er fiir aile Gruppen gilt, deren Ordnung das Produkt von hoch­
stens n - 1 Primzahlen ist, und bewe~st dann folgendermaBen seine 
Giiltigkeit fiir Gruppen, deren Ordnung das Produkt von n Prim­
zahlen ist. 

Wenn ® eine Untergruppe besitzt, deren Index zu p prim ist, so 
ist die Ordnung derselben durch p teilbar und sie enthalt daher nach 
Voraussetzung Elemente von der Ordnung p. Es braucht also bloB 
der Fall betrachtet zu werden, wo der Index jeder eigentlichen Unter-

1) Oeuvres. 1. Serie Bd. 9, S. 358. 
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gruppe durch p teilbar ist. Nun ist speziell die Anzahl der Elemente 
in einer Klasse nach Satz 62 ein solcher Index. Angenommen, diese 
Anzahlen hl' h2, •• , hk seien stets entweder gleich 1 oder durch p teil­
bare Zahlen, etwa 

h1 = h2 = · · · = h1 = 1, hz+1 = ph{+l, hz+2 = ph{+2, .. . , hk =ph;, 

so folgt aus der Gleichung 

g=hl +h2+···+hk 

= l + p (hf+l + h{+2 + ... + hk') 

und der Teilbarkeit von g durch p, daB die Anzahl l der Klassen, 
die nur ein Element enthalten, durch p teilbar ist. Diese letzteren 
bilden aber das Zentrum der Gruppe ®; seine Ordnung ist also durch 
p teilbar und daher enthiilt es als Abelsche Gruppe ein Element von 
der Ordnung p. 

Satz 67 1): Ist pr die h6chste tn der Ordnung einer Gruppe ® auf· 
gehende Potenz der Primzahl p, so besitzt ® Untergruppen von feder 
Ordnung P' mit 0 < s < r. Die Untergruppen der Ordnung pr hei[Jen 
die zur Primzahl p geh6rigen Sylowgruppen von ®. 

Beweis: Die Tatsache, daB es eine Untergruppe von der Ord­
nung P' gibt, liiBt sich mit den Hilfsmitteln des vorigen Beweises 
erhiirten. Man wende dieselbe vollstiindige Induktion an und nehme 
den Satz als bewiesen an fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Im 
Faile, daB eine eigentliche Untergruppe existiert, deren Index zu p 
prim ist, besitzt diese und also auch ® eine Untergruppe von der 
Ordnung ps nach Voraussetzung. Im anderen Faile sel. \1! eine Unter­
gruppe von der Ordnung p, die im Zentrum enthalten ist. Ihre 
Existenz ist soeben nachgewiesen worden. \1! ist ein Normalteiler von 
® und ®/$ ist eine Gruppe, deren Ordnung kleiner ist als diejenige 
von ®. Sie besitzt daher eine Sylowgruppe von der Ordnung p•-1, 
und zu ihr gehort nach Satz 18 eine Untergruppe von® mit der Ord­
nung p8 • 

Satz 68: ]ede Untergruppe von ®, deren Ordnung eine Potenz 
von p ist, ist in einer der Sylowgruppen von ® enthalten. 

Beweis: Sei $ irgendeine Untergruppe, deren Ordnung eine Potenz 
vori p ist. Offenbar geniigt es, den folgenden Hilfssatz zu beweisen: 
Wenn die Ordnung von $ kleiner ist als pr, so gibt es eine Unter­
gruppe von ®, deren Ordnung eine Potenz von p ist und die $ als 
eigentliche Untergruppe enthiilt. Denn wenn diese Behauptung er­
wiesen ist, so kann man, falls die Ordnung von $ kleiner als pr ist, 

1) Sylow, L.: Theoremes sur les groupes de substitutions, Math. Ann. 5 (1873), 
s. 584. 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 5 
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schrittweise zu Gruppen von gr6Berer Ordnung aufsteigen, und das 
Verfahren nimmt erst ein Ende, wenn man zu einer Untergruppe ge­
langt ist, deren Ordnung die hochste in der Ordnung von @ auf­
gehende Potenz pr von p ist. 

Um die Richtigkeit des Hilfssatzes darzutun, zieht man die Resul­
tate des vorigen Paragraphen heran. Es sei 

® = ~ + ~ A11 ~ + ~ A8 ~ + · · · +~A.~ 
die Zerlegung von @ nach (~, ~). Die Anzahl der rechtsseitigen 
Nebengruppen von ~ in ~Ai~ sei m, und der Index von ~ unter@ 
sei m. Dann wird 

m = m1 + m2 + · · · + m •. 

Die Zahlen m, sind als Teiler der Ordnung von ~ Potenzen von p, 
also entweder gleich 1 oder durch p teilbar. Da nun nach V oraus­
setzung m durch p teilbar ist, muB wegen m1 = 1 eine durch p teil· 
bare Anzahl der Gr6Ben mi gleich 1 sein. Aus Satz 66 folgt jetzt, 
daB der Index von ~ unter dem Normalisator W von ~ durch p teil­
bar ist. Daher besitzt W/~ eine Untergruppe von der Ordnung p, 
und nach Satz 18 ist ~ als eigentlicher Normalteiler in einer Unter­
gruppe von@ enthalten, deren Ordnung eine Potenz von p ist, w. z. b. w. 

Satz 69: ]e zwei zu der selben Primzahl gehOrige Sylowgruppen 
von ® sind konjugiert. 

Beweis: Es seien ~ und 0 zwei Sylowgruppen von derselben 
Ordnung, und man zerlege @ nach (~, 0): 

®·= ~O+~A110+~A80+···+~A.O. 
Wiederum ist die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von ~ in 
jedem der Komplexe 1 oder eine Potenz von p. Die Gesamtzahl der 
Nebengruppen ist aber gleich dem Index von ~ unter ® und daher 
zu p prim. Daher muB mindestens einer der Komplexe, etwa ~A 0, 
aus bloB einer Nebengruppe von ~ bestehen. Daraus folgt aber, daB 
der Index des Durchschnittes von A -l~A und 0 unter 0 gleich 1 
ist und so wird 0 = A- 1 ~A, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 70: Ist ~ eine Untergruppe von ® und sind ~1 und ~~~ zwei 
Sylowgruppen von~. so sind sie nicht beide in der selben Sylowgruppe 
von @ enthalten. · 

Beweis: Waren ~1 und ~9 in der selben Sylowgruppe von @ ent­
halten, so ware die durch ~1 und ~2 erzeugte Gruppe eine Unter­
gruppe dieser Sylowgruppe und sie besaBe daher ebenfalls eine Potenz 
von p als Ordnung. Da sie auBerdem in ~ enthalten ware, so miiBte 
sie dieselbe Ordnung wie ~1 besitzen, was nur moglich ist, wenn 
~1 = ~2 ware. 
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§ 23. Normalisatoren der Sylowgruppen 1). 

Satz 71: Der Normalisator einer Sylowgruppe enthalt keine zu dieser 
konjugierte und von ihr verschiedene Sylowgruppe von @, au{Jerdem ist 
er sein eigener Normalisator. 

Beweis: Sei $ eine Sylowgruppe von @ und \n ihr Normalisator. 
Enthalt \n die mit $ konjugierte Untergruppe A - 1 $A = $', so sind 
$ und $' zur selben Primzahl gehorige Sylowgruppen von \n und 
daher innerhalb \n konjugiert. Da nun$ Normalteiler von \n ist, muB 
$ = $' sein, d. h. A muB \n angehoren, damit ist die erste Behauptung 
bewiesen. Nun sei A irgend ein Element des Normalisators von !n; 
dann gehoren, weil $ Untergruppe von \n ist, siimtliche Elemente von 
A - 1 $ A = $' der Gruppe \n an, und der vorige SchluB zeigt, daB A 
in \n Iiegt. Das ist die zweite Behauptung des Satzes. 

Der Satz IiiBt sich in folgender Weise verallgemeinern: 

Satz 72: Ist die Ordnung einer Untergruppe S) von @ prim zu 
ihrem Index, so ist der Normalisator von S) in @ sein eigener 
Normalisator. 

Beweis: Ist \n der Normalisator von S), so brauchen wir nur zu 
zeigen, daB jedes Element von @, das mit \n vertauschbar ist, auch 
mit S) vertauschbar ist. Es sei also A -l \n A = \n, und A - 1 S) A = S)' 
sei von S) verschieden. Nun sind S) und S)' Normalteiler von \n von der­
selben Ordnung und demselben zur Ordnung primen Index. Die durch 
S) und S)' erzeugte Gruppe S)S)' enhiilt S) als eigentliche Untergruppe 
und ihre Ordnung enthiilt nach Satz 26 nur solche Primzahlen, welche 
in der Ordnung von S) resp. S)' aufgehen. Die Ordnung von S)S)' ist daher 
kein Teller der Ordnung von ® und der Widerspruch ist nachgewiesen. 

Satz 73 : Der Normalisator \n einer zur Primzahl p gehOrigen Sylow­
gruppe $ enthalt au{Jer den Elementen von $ kein Element, dessen 
Ordnung eine Potenz von p ist. 

Beweis: Wenn die Ordnung eines Elements A aus \n eine Potenz 
von p ist, so gehort nach Satz 68 jedes Element der zyklischen 
Gruppe {A} einer zu p gehOrigen Sylowgruppe von \n an. Nach 
Satz 71 ist aber $ die einzige solche. 

Satz 74: Die Anzahl der verschiedenen Sylowgruppen von der Ord­
nung P" ist == 1 (mod. p); sie ist gleich dem Index des Normalisators 
einer beliebigen unter ihnen. 

Beweis: Die zweite Behauptung ergibt sich aus Satz 69 und 62, 
Korollar 2. Urn weiter den Index n des Normalisators \n einer Sylow­
gruppe $ zu bestimmen, zerlege man ® nach (!n, $): 

® = \n $ + WA 2 $ + .. · +WAs$, 

1) Die Siitze dieses ParagrapheD stammen von Sylow, Frobenius und Burnside. 
5* 
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dann wird 
n=1+n2 +···+n., 

unter n, die Anzahl der rechtsseitigen Nebengruppen von 91 im Kom­
plexe IRA; 113 verstanden. Diese ist nach Satz 64 gleich dem Index 
des Durchschnittes ~; von A;- 1 91 A; mit \]3 unter 113· ~; enthalt als 
Untergruppe von \]3 nur Elemente, deren Ordnung eine Potenz von p 
ist, und nach Satz 73 (angewandt auf A;- 1 91 A; an Stelle von 91) folgt, 
daB diese samtlich dem Durchschnitt von A;- 1 \]3 A; mit \]3 angehoren 
miissen. Da A; nicht in 91 liegt, ist A;- 1 \]3A; von \]3 verschieden, 
und der Index von ~i unter \]3 muB daher groBer als 1, also eine 
Potenz von p mit positi.vem Exponenten sein. Folglich sind samtliche 
Zahlen n 2 , ... , n 8 durch p teilbar und n = 1 (mod p) w. z. b. w. 

Satz 75: Wenn P und Q zwei Elemente des Zentrums einer 5ylow­
gruppe sind, die in ® der gleichen Klasse angehoren, so sind sie bereits 
im Normalisator der 5ylowgruppe konjugiert. Zwei Normalteiler einer 
5ylowgruppe sind entweder im Normalisator konjugiert oder sie sind 
~n der ganzen Gruppe nicht konjugiert. 

Beweis: Sei \]3 die Sylowgruppe und sei 

5-1 P5 = Q 5-l \13 5 = 113' =F \13. 
Man betrachte die Untergruppe Si' bestehend aus den mit Q vertausch­
baren Elementen. Sie enthalt \]3 und \]3', denn Q ist .im Zentrum 
von \)3, ebenso auch P, daher ist 5- 1 P5 = Q im Zentrum von 
S - 1 \]3 5 = \]3'. \]3 und \]3' sind Sylowgruppen von Si' und daher in Si' 
konjugiert. Sei T in Si' und T- 1 \)31 T = \]3, dann ist nach Definition 
von Si' y- 1 Q T = Q. Also: 

T- 1 5-1 P5 T= Q y- 1 5- 1 \]3 5 T= \)3. 

5 T gehort also zum Normalisator von \]3 und transformiert P in Q. 
Die zweite Aussage des Satzes beweist man wortlich wie die erste, 
indem man nur statt P und Q die heiden Normalteiler einsetzt. 

Satz 76: Ist eine 5ylowgruppe von ® im Zentrum ihres Normali­
sators enthalten, so gehoren alle ihre Elemente zu verschiedenen Klassen 
von ®. 

Be~eis: Zwei verschiedene Elemente der Sylowgruppe sind im 
Normalisator nicht konjugiert, daher nach dem vorigen Satz auch nicht 
in @. 

Ist \)31 eine Untergruppe der Sylowgruppe \)3, die in keiner anderen 
Sylowgruppe enthalten ist, so ist jedes Element, das mit \)31 vertausch­
bar ist, auch mit \]3 vertauschbar. Der Normalisator von \)31 ist im 
Normalisator von \]3 enthalten. Denn wenn 5_ 1 \)31 5 = \]31' so ist \)31 

auch in 5- 1 \]35 enthalten und nach Voraussetzung folgt, daB alsdann 
5- 1 \]35 = \]3 ist. Eine Anderung tritt sofort ein, wenn die Unter­
gruppe \]31 noch in anderen Sylowgruppen vorkommt. 
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Satz 77: Besitzt der Durchschnitt ~~ zweier verschiedener Sylow­
gruppen die Eigenschaft, da(J keine Untergruppe von ®, die ~1 ent­
halt (au(Jer ~1 selbst), in mehr als einer Sylowgruppe enthalten ist, so 
sind die Normalisatoren von ~1 in denjenigen Sylowgruppen, die ~1 
enthalten, holoedrisch isomorph. Der Normalisator von ~1 in ® enthalt Ele­
mente, die nicht in den Normalisatoren dieser Sylowgruppen vorkommen. 

Beweis: Die Normalisatoren 911 , 9111 , ••• , 918 von ~1 in den Sylow­
gruppen, die ~1 enthalten, besitzen ~1 als echte Untergruppe (Satz 71). 
Sie sind die Sylowgruppen des Normalisators 91 von ~1 in ®, denn 
sie sind in 91 enthalten; und umgekehrt kann eine Sylowgruppe von 9"l 
nur in einer der Sylowgruppen von ® enthalten sein, weil sie ~1 als 
eigentliche Untergruppe entha.J.t. Hiernach ist also jeder Sylowgruppe 
von ®, die ~1 entha.J.t, eine und nur eine Sylowgruppe des Normali­
sators von ~1 zugeordnet. Irgendein Element von 91, das nicht mit 
einer Sylowgruppe von 91 vertauschbar ist, ist auch nicht mit einer 
der Sylowgruppen von ® vertauschbar, womit die letzte Behauptung 
des Satzes erwiesen ist. 

§ 24. Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz ist. 
Eine Gruppe, deren Ordnung die Potenz pt einer Primzahl ist, sei 

kurz als p- Gruppe bezeichnet. 

Satz 78: ]ede p-Gruppe besitzt ein von E verschiedenes Zentrum. 
Beweis: Bezeichnet man mit h1 , h11 , ••• , h,. die Anzahlen der 

Elemente in den r Klassen, so wird h1 + h11 + · · · + h,. = pt. Die 
Zahlen h sind entweder = 1 oder Potenzen von p und, da h1 = 1 ist, 
muB es auBer E noch weitere Elemente geben, die fur sich allein 
eine Klasse bilden. Diese bilden das Zentrum. 

Satz 79: ]ede p-Gruppe ist auflosbar. 
Beweis: Wir brauchen den Satz nur fur nicht-abelsche p-Gruppen ® 

zu beweisen. Sei .81 das Zentrum der Gruppe ®, dann ist auch ®/.81 

eine .p-Gruppe und besitzt ein von ihrem Einheitselement verschie­
denes Zentrum. Diesem entspricht ein Normalteiler .811 von ®, der 
.81 als eigentlichen Normalteiler enthiilt. Dabei wird .811 /.81 nach Satz 16 
Abelsch. Indem man so fortfiihrt, erhiilt man eine Reihe von Normal­
teilem ~ • .81 , .811 , ••• , die notwendig mit ® endet, und bei der stets 
.8;/.8; _1 eine Abelsche Gruppe ist. 

Satz 80: ]ede eigentliche U ntergruppe einer p · Gruppe ist von ihrem 
Normalisator verschieden und kommt in einer Kompositionsreihe vor. 

Beweis: Man zerlege ® nach (~, ~), wobei ~ die gegebene 
Untergruppe bezeichnet. Ein Komplex ~A~ enthiilt entweder nur 
eine oder P' Nebengruppen (i = 1, 2, ... ). Nun ist 

® = ~ ~ + SjA Sj + SjB ~ + .. · 
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und ~ ~ = ~. Daher muB es auBer ~ noch weitere Komplexe geben, 
die bloB eine Nebengruppe enthalten, und diese bilden zusammen 
mit ~ den Normalisator (Satz 66). Urn eine Kompositionsreihe zu 
erhalten, die ~ enthiilt, suche man eine Untergruppe von @, die ~ 
als Normalteiler vom Index p entha.It. Eine solche muB nach dem 
eben Bewiesenen existieren. Von dieser steige man in derselben 
Weise zu einer Gruppe mit hoherer Ordnung auf, his man zu @ ge· 
langt. Die so erhaltenen Untergruppen bilden zusammen mit einer 
Kompositionsreihe von~ eine Kompositionsreihe von @, die ~ enthiilt. 

Satz 81: Die Primfaktorgruppen der Hauptreihen sind Gruppen von 
der Ordnung p. 

Beweis: Man kann die Reihe E, .81 , g!i, ... , @ zu einer Haupt· 
reihe erganzen, indem man zwischen g1_ 1 und .8; Normalteiler von @ 

einschaltet. Nun ist .8;/.8;- 1 das Zentrum von ®/.8;_ 1 . Jede Unter­
gruppe von .8;/.8;- 1 ist Normalteiler von ®/.8;-1 und daher ist jede 
Untergruppe von @, die .8;- 1 enthiilt und die in .8; enthalten ist, 
Normalteiler von @. Infolgedessen ist eine Kompositionsreihe, die 
man durch Ergii.nzung der Reihe E, .81 , .82 , ••• , @ erhiilt, eine Haupt­
reihe, womit der Satz bewiesen ist. 

Hieraus folgt, daB es fiir jede Ordnung P' (s < t) mindestens einen 
N ormalteiler gibt. 

Satz 82: Die Anzahl der Normalteiler von gegebener Ordnung in 
einer p · Gruppe ist = 1 (mod p). 

Beweis: Ein Normalteiler von der Ordnung p gehort dem Zen­
trum an. Denn ist A ein erzeugendes Element dieses Normalteilers 
und S ein beliebiges anderes, so wird s- 1 AS= A<~>. Daraus folgt 
weiter S-2 A 5 2 = A z• und s-i A s• = A <~>1 • Nun ist, wenn X zu p 
prim ist, xP-1 = 1 (mod p) und daher wird SP-1 mit A vertauschbar. 
Da p- 1 prim ist zur Ordnung von S, so wird auch S mit A ver­
tauschbar. Die siimtlichen Normalteiler von der Ordnung p erzeugen 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (p, p, .. . , p), die zum Zentrum 
gehort, und jede ihrer Untergruppen von der Ordnung p ist ein solcher 
Normalteiler. Die Anzahl dieser Untergruppen ist _l(modp) nach 
Satz 51. Wenn das Zentrum a+ 1 Basiselemente besitzt, so besitzt 
es pa + pa-1 + ... + 1 Untergruppen von der Ordnung p, die mit 
den Normalteilern von derselben Ordnung identisch sind. Man nehme 
nun den Satz als bewiesen an fiir die Gruppen von der Ordnung 
pt-1. Dann folgt der Satz fiir Gruppen von der Ordnung pt Ieicht 
aus dem soeben bewiesenen. Jeder Normalteiler von der Ordnung 
P' ist in einer Hauptreihe enthalten und enthii.lt daher insbesondere 
einen Normalteiler $ von @ von der Ordnung p. Die Ordnung von 
®/$ ist pt-1 und die Anzahl ihrer Normalteiler von der Ordnung p•-1 
ist daher = 1 (mod p). Also ist die Anzahl der Normalteiler von @ 
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mit der Ordnung p8 , die ~ enthalten, =1(modp). Jeder Normal­
teiler von der Ordnung p liefert ein solches System, und da die An· 
zahl dieser Normalteiler = 1 ist, so ist auch die Gesamtzahl der Unter­
gruppen in diesen Systemen =l(modp). Eine Untergruppe kann hier­
bei mehrfach auftreten, und zwar tritt sie offenbar genau so oft auf, 
als die Zahl der in ihr enthaltenen Normalteiler von ® mit der Ord· 
nung p betragt. Diese letzteren erzeugen wieder eine im Zentrum 
enthaltene Abelsche Gruppe vom Typus (p, .. . , p) und ihre Anzahl 
ist ebenfalls = 1 (modp). Wenn man jede Untergruppe nur einmal 
zahlt, so laBt man eine durch p teilbare Zahl von Gruppen weg und 
die Anzahl der verschiedenen Normalteiler von der Ordnung p• bleibt 
=1(modp). 

Satz 83: Die Anzahl der Untergruppen von gegebener Ordnung in 
einer p-Gruppe ist -1 (mod p). 

Beweis: Fiir die Normalteiler ist der Satz soeben bewiesen. Die 
iibrigen ordnen sich in Systeme konjugierter, deren jedes eine durch p 
teilbare Zahl von Gruppen enthalt. 

Jede Untergruppe vom Index p ist Normalteiler, denn sie muB von 
ihrem Normalisator verschieden sein. 

Satz 84: Wenn eine p-Gruppe blo{J einen Normalteiler vom Index p 
besitzt, so ist sie zyklisch. 

Beweis: Der Satz gilt fiir Abelsche Gruppen. Es geniigt daher, 
zu seinem Beweis zu zeigen, daB eine solche Gruppe Abelsch ist. 
Der Satz gelte fiir Gruppen von der Ordnung pt-l. Ist @ eine Gruppe 
von der Ordnung pt und ~ einer ihrer Normalteiler von der Ord­
nung p, so ist ®/~ nach Voraussetzung zyklisch, da diese Faktor­
gruppe nur einen Normalteiler vom Index p enthalt. Sei Q irgendein 
Element aus einer diese zyklische Gruppe ®/~ erzeugenden Neben­
gruppe, dann ist QPt-1 in ~. aber keine friihere Potenz. Wenn ® 
nicht zyklisch ist, so ist QPt-l = E, und Q erzeugt zusammen mit ~ 
eine Abelsche Gruppe, da ~ zum Zentrum von @ gehort. Daher ist 
@ Abelsch. 

§ 26. Spezielle p- Gruppen. 
Zunachst sollen Grupp en von der ungeraden Ordnung p t unter­

sucht werden mit zyklischem Normalteiler, dessen Faktorgruppe zyklisch 
ist. Sei P ein erzeugendes Element des Normalteilers, seine Ordnung 
pr und Q ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Neben-

gruppe. Es wird Q- 1 PQ = pa und daraus Q-i PQ' = pa'. Q' ist 
dann und nur dann mit P vertauschbar, wenn a'= 1(modp'). Sei 
die p•-te Potenz von Q die erste mit P vertauschbare, dann erzeugt 
a mit seinen Potenzen eine Untergruppe von der Ordnung p 8 in der 
multiplikativen Gruppe der zu p primen Reste (mod P'). Diese wird nach 
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Satz 56 gebildet durch diejenigen Reste (mod pr), die = 1 (mod p•-•) 
sind. Insbesondere ist 1 + p r-s ein erzeugender Rest, und man kann 
ihn fi.ir a wahl en, indem man notigenfalls Q durch eine Potenz Q m 
ersetzt, wo m eine zu p prime Zahl bedeutet. Man setze, urn iiber-

sichtliche Formeln zu erhalten, 
Dann ist P; ein Element 
Q- 1PQ=PP •. 

P= Pr, P'; = pr-1' ... , PtP =Po= E. 
von der Ordnung pi und es wird 

Satz 85: 1st Q mit der durch P erzeugten Gruppe { P} vertausch­
bar und ist QP 8 die niedrigste Potenz von Q, die mit P vertauschbar 
ist, so ist PP 8 die niedrigste Potenz von P, die mit Q vertauschbar ist. 

Beweis: Aus der Voraussetzung und dem soeben Bewiesenen folgt, 
daB Q- 1 PQ = P P' ist, wo P' eine Potenz von P ist und die Ord-

nung ps besitzt. Es wird daher Q- 1 PP 8 Q = PP 8 P'P 8 = PP 8, und hieraus 

folgt, daB p• die niedrigste Zahl ist, fiir die gilt Q- 1 PP 8 Q=PP8 • 

Satz 86: 1st die durch P erzeugte Gruppe ein Normalteiler mit 
zyklischer Faktorgruppe von @, und gibt es in ® kein Element von 
hoherer Ordnung als der von P, so enthiilt ® eine zyklische Untergruppe, 
deren Ordnung gleich der Ordnung der Faktorgruppe von { P} ist und 
welche mit { P} nur E gemeinsam hat. 

Beweis: Q sei ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugen­
den Nebengruppe von { P}. Der Index von { P} sei pu = v. Alsdann 
ist Qv in { P} enthalten und jedenfalls auch in { pv}, wei! sonst die 
Ordnung von Q groBer ware ~Is die von P. Irgend ein anderes Ele­
ment in der selben Nebengruppe wie Q ist von der Gestalt pxQ. Urn 
(PxQ)v allgemein zu berechnen, benutzt man die folgende Forme!: 

(PxQ)v = px(QPxQ-1) (Q2 pxQ-2).;. (Qv-1 pxQ-(v-1)) QV. 

Setzt man nun QPQ- 1 = pa, wo a= 1 (mod p) ist, so wird 

und 

Die Forme! wird nun zu (PxQ)v = pxcQv, wobei 

av-l 
c = (1 +a+ a2 + ... + av-1) = a=T 

ist. Nun beachte man, daB v = pu ist und daher nach Satz 56 die 
Zahl c genau durch v und keine hohere Potenz von p teilbar ist. 
Hieraus ergibt sich, daB pc ein die Untergruppe {Pv} erzeugendes 
Element ist und daB pxc diese gauze Gruppe durchlauft, wenn man 
x die Zahlen 0, 1 . . . durchlaufen laBt. Insbesondere kommt darunter 
auch das Element Q-v vor, womit der Satz bewiesen ist. 

Eine groBe Menge von Satzen folgt aus dem eben bewiesenen. 



§ 25. Spezielle p-Gruppen. 73 

Satz 87: Eine p-Gruppe mit ungeradem p, die nur eine eigentliche 
Untergruppe von einer gegebenen Ordnung besitzt, ist zyklisch. 

Beweis: Zunachst sei der Satz bewiesen fiir den Fall, daB die 
Gruppe nur eine Untergruppe von der Ordnung p besitzt. Sei P ein 
Element von moglichst hoher Ordnung und Sj eine Untergruppe, 
die { P} als Normalteiler vom Index p enthalt, - eine solche muB 
es nach Satz 79 und 80 geben, falls {P} eigentliche Untergruppe 
der gegebenen Gruppe ist - dann fallt Sj unter die Voraus­
setzungen des vorherigen Satzes und es gibt auBerhalb von { P} 
eine Untergruppe von der Ordnung p, was einen Widerspruch ergibt. 
Daher muB die Ordnung von { P} gleich der Ordnung der Gruppe 
sein und sie ist zyklisch. W enn ferner ® bloB eine Untergruppe S.j3 
von der Ordnung pi besitzt, so nehme man einen Normalteiler \lC von 
der Ordnung pi-1 • ®j\n besitzt nur eine Untergruppe von der Ord­
nung p, namlich S.jSf\n, und ist daher zyklisch. Also ist auch ®/S.JS zyk­
lisch. Da jeder Normalteiler von ® mit dem Index p die Unter­
gruppe S.j3 enthalten muB und da ®/S.JS zyklisch ist, so enthalt ® bloB 
einen Normalteiler vom Index p und ist daher selber zyklisch nach 
Satz 84. 

Satz 88: Eine p-Gruppe ® (p ungerade) von der Ordnung pr>p 2, 

deren eigentliche Untergruppen zyklisch sind, ist zyklisch. 

Beweis: Zwei Untergruppen Sj und Sj' vom Index p besitzen als 
Durchschnitt eine Untergruppe von der Ordnung p r- 2 • Da sie zyklisch 
sind, so besitzen sie nur eine solche Untergruppe. Sie heiBe Sf. Nun 
sei Sf' eine beliebige Untergruppe von der Ordnung pr- 2 ; sie ist nach 
Satz 80 in einer Untergruppe Sj" von der Ordnung pr-1 enthalten und, 
weil Sj" zyklisch ist, die einzige Untergruppe dieser Ordnung. Nun 
ist der Durchschnitt von Sj und Sj" von der Ordnung pr- 2 • Die ein· 
zige Gruppe von dieser Ordnung, die in Sj enthalten ist, ist Sf, daher 
wird Sf= Sf' die einzige Untergruppe von ® mit der Ordnung pr- 2 

und ® ist nach dem vorigen Satz zyklisch. 

1st { P} ein zyklischer Normalteiler von ®, dessen Faktorgruppe 
Abelsch ist, so bilden die mit P vertauschbaren Elemente einen Nor­
malteiler von ®, dessen Faktorgruppe zyklisch ist, da sie holoedrisch 
isomorph mit einer Automorphismengruppe von { P} ist. Ist der 
Typus von ® f { P} (pr•, p:2 , ••• , p~r) und sind Ql' Q2 , ••• , Qr Elemente 
aus r Nebengruppen, von {P}, die ®/{P} erzeugen, so folgt Ieicht 
aus den Satzen iiber Abelsche Gruppen, daB man alle diese Elemente 
auBer einem mit P vertauschbar annehmen kann, wahrend das ausge­
zeichnete die Automorphismen erzeugt. Ist auBerdem P ein Element 
von hochster Ordnung in ®, so kann man die Ordnung von Q1 gleich 
p'lli annehmen nach dem vorhergehenden Satz, denn die durch P und 
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Q, erzeugte Gruppe ist von dem dortigen Typus. Damit ist noch nicht 
gesagt, daB die Elemente Q1 , Q2, ••• , Qr unter sich vertauschbar sind 
und eine Abelsche Gruppe vom Typus (P"l, P"•, .. . , P"r) bilden, son­
dern ihre Kommutatoren konnen durch gewisse Potenzen von P ge­
liefert werden. Die Kommutatorgruppe ist gewiB in { P} enthalten, 
da ® / { P} Abelsch ist. 

Es sei speziell ® eine Gruppe, dere-n Zentrum zyklisch ist. Die 
Faktorgruppe des Zentrums sei Abelsch und vom Typus (p, p, .. . , p ), 
ferner sei das Element P, welches das Zentrum erzeugt, ein Element 
von hochster Ordnung. Die Aufgabe ist, alle Gruppen von dieser Be­
schaffenheit anzugeben. 

Nach Satz 86 kann man in jeder Nebengruppe des Zentrums ein 
Element von der Ordnung p finden und auBerdem ist jede Unter­
gruppe von ®, die das Zentrum enthiilt, Normalteiler von ®. Nun 
seien Q1 , Q2 , •• • , Qr Elemente von der Ordnung p in den die Faktor­
gruppe erzeugenden Nebengruppen. Ist eines dieser Elemente mit 
allen iibrigen vertauschbar, so ist das Zentrum nicht zyklisch. Man 
wird daher voraussetzen, daB jedes Element Q mit irgend einem anderen 
nicht vertauschbar ist. Sei etwa Q1 Q2Q1- 1Q2 - 1 = R, so ist R als Kom­
mutator eine Potenz von P. Ferner ist p die Ordnung von R, denn 
Q9 ist mit R vertauschbar, und Q1 Q9Q1- 1 = RQ2 • Erhebt man in die 
p-te Potenz, so folgt: R'P Qf = E oder RP =E. 1st P1 irgend ein Ele­
ment von der Ordnung pin {P}, so kann man setzen Q1 - 1 Q9 Q1 =Q2 P1 , 

indem man eventuell Q2 durch eine seiner Potenzen ersetzt, was bloB 
auf eine andere Wahl des Basiselementes herauskommt. Wiire auch 
Q3 nicht mit Q1 vertauschbar und etwa wiederum Q3 - 1 Q1 Q3 = Q1 Pl' 
so kann man Q3 durch Q2 - 1 Q3 ersetzen und erhiilt so ein mit Q1 ver­
tauschbares Basiselement, dessen Ordnung man durch Multiplikation 
mit einer Potenz von P als p annehmen kann, und das wieder mit 
Q8 bezeichnet werden mag. In dieser Weise fortfahrend, kann man 
Q8, Q4, ... als mit Q1 vertauschbar annehmen. Indem man fiir Q2 
gleich verfiihrt, kann man Q8 , Q4 ,... als mit Q2 vertauschbar an­
nehmen, denn es wird 

Q2 - 1 Q1 Q'J = Ql p1-1· 

Da Q3 mit Q1 und Q2 vertauschbar ist, so muB es ein weiteres Basis­
element, etwa Q4 , geben, das mit Q8 nicht vertauschbar ist und: fur 
das man die Gleichung annehmen kann Q3 - 1 Q4 Q3 = Q3 P1 • So ge­
langt man schlieBlich zu Paaren von Basiselementen 

Ql' Q2; Q3, Q4; Q5, Q6; ... 
Die Elemente Q1 , Q8 , Q5 , ••• mogen mit R11 R2 , R3 , ••• bezeichnet 
werden, die Elemente Q2 , Q4 , Q6 , ••• mit S1 , S2 , S3 , ••• Dann gelten 
die Beziehungen 

Ri-1 S; R; = Si P1 und s.-1 R; S; = R; P1- 1, 
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wiihrend Ri und Si mit allen anderen R", S" ( k + i) vertauschbar sind. 
Die Elemente Rl' R2 , ••• bilden eine Abelsche Gruppe vom Typus 
(p, p, .. . , p) und ebenso die Elemente 5 1 , 5 2 , ••• 

Daher sind alle Elemente von ® in der Gestalt 

P aRblRb• 5 cl 5 c. 
1 2 • . . 1 2 ..• 

darstellbar, und fiir das Produkt zweier beliebiger Elemente gilt das 
Gesetz 

P a Rb1 Rb• 5 cl 5 c. PdRe1 Re• 5 rl 5 r. 
12···1~··· 12···12··· 

_ pa+dpc1e,+ ... Rb1+e1 Rb.+e, 5 cl +f• 5 c.+f• 
- 1 1 2 ···1 a··· 

Man erhalt alle Gruppen, fiir die ® f { P} Abelsch und vom Typus 
(p, p, ... , p) ist, fiir die { P} zum Zentrum gehort und in welch en P 
ein Element hochster Ordnung ist, indem man eine beliebige der so­
eben definierten Gruppen mit einer beliebigen Abelschen Gruppe vom 
Typus (p, p, . .. , p) multipliziert. 

Nun sei ~ ein zyklischer Normalteiler von ® mit einer Faktor­
gruppe vom Typus (p, p, .. . , p), aber i.J3 liege nicht mehr im Zentrum 
von ®. Dann gibt es ein Element Q, das· der Gleichung geniigt 
Q-1 PQ = P Pl' und die iibrigen Basiselemente der Faktorgruppe kann 
man als mit P vertauschbare annehmen. Diese letzteren erzeugen mit 
P zusammen eine Gruppe von dem vorhin angegebenen Typus. W enn 
sie ein direktes Produkt ist, so ist auch die ganze Gruppe ein solches, 
denn sei etwa R mit P und mit den siimtlichen Basiselementen auBer Q 
vertauschbar, so kann man setzen Q-1 RQ = RP1 , daher wird PR-1 

ein Element von derselben Ordnung wie P, das zum Zentrum der 
Gruppe gehort. Man kame zu einer Gruppe vom vorhergehenden 
Typus, folglich wird R auch mit Q vertauschbar. 

Es ist nun Ieicht, siimtliche p-Gruppen mit zyklischen Normal­
teilern i.J3 vom Index p und p 2 zu bestimmen. Ist der Index gleich p, 
so gibt es auBer der zyklischen Gruppe noch eine Abelsche vom 
Typus (pr-1 , p ). Ferner gibt es eine nicht Abelsche von der Gestalt 

pr·l p -1 
P = E, Q = E, Q PQ = P P1 . 

Ist der Index von i.J3 gleich p 2 , so unterscheide man die Fiille, 
wo ®/i.JS vom Typus (p 2 ) resp. vom Typus (p, p) ist. Im ersteren Fall 

gibt es drei Moglichkeiten: pvr· 2 =E, QP"=E, Q-1 PQ=PPa, wo­
bei a = 0 oder pr-3 oder pr-4 ist. Der erste Exponent ergibt eine 
Abelsche Gruppe vom Typus (pr-2, p 2 ). Ist die Faktorgruppe nicht 
zyklisch, so gibt es eine Abelsche Gruppe vom Typus (pr-2, p, p), 
ferner, wenn P zum Zentrum gehort, die Gruppe 

pPr- 2=E, QP=E, RP=E, Q-1 PQ=P, R-1 PR=P, Q-1 RQ=RP1 • 
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Ist P nicht im Zentrum, so ist die Gruppe das direkte Produkt einer 
r-2 

zyklisch en Gruppe von der Ordnung p und der Gruppe pP = E, 

QP = E, Q-1 PQ = p pPr-3. Weitere Falle sind nicht mi:iglich. 

Fiir Gruppen, deren Ordnung eine Potenz von 2 ist, treten mo­

difizierte Betrachtungen ein, und dieser Fall ist komplizierter als der 
mit ungeradem p. Es soil der Fall behandelt werden, wo ein zyklischer 
Normalteiler von der Ordnung 2" vorhanden ist mit zyklischer Fak­
torengruppe. Sei P ein den Normalteiler erzeugendes Element und Q 
ein Element aus einer die Faktorgruppe erzeugenden Nebengruppe. 

Man setze Q- 1 PQ = Pa; unter der Voraussetzung a --1 (mod 4) wird 
a2u -1 

dann -a=T genau durch 2 u und durch keine hi:ihere Potenz von 2 

teilbar. Daher kann man, wenn P ein Element von hi:ichster Ordnung 
in @ ist, genau wie fiir ungerade Primzahlen beweisen, daB es in 
derselben Nebengruppe, wie Q, ein Element von der Ordnung 2t gibt. 
Es gibt daher nur die folgenden Typen: 

28 2t -1 
P =E, Q =E; Q PQ=PPt (s=2,3,4, ... ; t<s-2), 

wobei Pt eine Potenz von P von der Ordnung 2t bedeutet. 

Urn auch den Fall a -1 (mod 4) zu untersuchen, seien die 
Gruppen von der Ordnung 8 betrachtet mit einem Normalteiler von 
der Ordnung 4, der durch ein Element P erzeugt werden kann. 
Wenn die Gruppe nkht Abelsch ist, so muB fiir ein Element Q 
auBerhalb · von { P} die Relation bestehen: Q- 1 PQ = P 3 • Ist Q von 
der Ordnung 2, so erhalt man die Diedergruppe 

P 4 =E, Q2 =E, Q- 1PQ=P-1 • 

Die 4 Elemente pi Q ( i = 0, 1, 2, 3) sind samtlich von der Ordnung 2. 
Es gibt aber noch eine weitere Gruppe, die Qttaternionengruppe. 
Bier ist Q von der Ordnung 4 und es gilt P 2 = Q2 • Dieses letztere 
Element ist das einzige von der Ordnung 2, denn PQ ist von der 
Ordnung 4 und ebenso P, P 3 , Q, Q3 und PQ 3• Setzt man P 2 = -1, 
und bezeichnet man PQ mit R, so gelten die Gesetze der Quater­
nionen: 

PQ=R, QR=P, RP=Q, 

PQ= -QP, QR= -RQ, RP= -PR, 

p2=Q2=R2= -1. 
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6. Kapitel. 

Symmetrien der Ornamente. 

§ 26. Vorbemerkungen. 
Die wichtigste Anwendung, welche die gruppentheoretischen Prin­

zipien bisher gefunden haben, besteht in der Auffindung der geome­
trischen Symmetrien, der sogenannten Raumgruppen. Zum Verstandnis 
der wunderbaren Konfigurationen, welche so aufgefunden wurden in 
der modern en Theorie der Kristallstruktur, bildet das Studium der 
entsprechenden Ebenensymmetrien den besten Zugang. Hier ist die 
Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten noch nicht sehr groB und 
wir werden sie vollstandig ableiten, wahrend wir den raumlichen Fall 
nur zum kleinen Teil behandeln konnen. 

Wie ich im ersten Aufsatz der Einleitung zu zeigen versuchte, 
liegt das ebene Problem der Ornamentik zugrunde und bildet den 
Inhalt der altesten uns erhaltenen hoheren Mathematik. Beispiele fiir 
Ornamente findet man am besten in demprachtvollen Werk: Grammatik 
der Ornamente, von Owen Jones, das in den fiinfziger Jahren in Eng­
land erschienen ist und viele Auflagen erfahren hat. Man findet es 
in jeder kunstgewerblichen Bibliothek, sein intensives Studium mochten 
wir jedermann, der sich fiir die Gruppentheorie interessiert, auf das 
angelegentlichste empfehlen. 

Die Ornamentik erweist sich sonach als eine geometrische Kunst. 
Sie wird in der neueren Zeit weit unterschatzt und das hat zur Folge, 
daB keine neuen Ornamente mehr erfunden worden sind, die Mehr­
zahl aller schonen Tapeten- und Linoleummuster ist aus Owen Jones 
kopiert, wie sich jedermann uberzeugen wird, der das Buch studiert. 

Durch die Moglichkeit, die wirksamen mathematischen Methoden 
zu benutzen, ist die schopferische Kraft der Ornamentik auBerordent­
lich groB und sie nimmt in dieser Hinsicht unter den bildenden 
Kunsten einen hohen Rang ein. Die Beispiele, die ich im folgenden 
aus der Flachendekoration gebe, stammen groBtenteils aus Agypten, 
denn hier ist die QueUe aller spateren Ornamentik. Flinders Petrie 
sagt in seinem interessanten kleinen Buch Egyptian decorative art, 
2. ed. London 1920, S. 5: Practically it is very difficult, or almost im­
possible, to point out decoration which is proved to have originated 
independently, and not to have been copied from the Egyptian stock. 

Uber die Bedeutung des Symmetrieprinzips in den Naturwissen­
schaften orientiert man sich am besten in: F. M. Jaeger, Lectures on 
the principle of symmetry. Amsterdam 1917. 
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§ 27. Die ebenen Gitter. 
Eine geradlinige Reihe aquidistanter Punkte nennen wir eine 

Punktreihe. Der Abstand zweier benachbarter Punkte heiBt die 
Elementardistanz der Reihe. Man erhalt eine Punktreihe, indem man 
von einem beliebigen Punkt einen Vektor .IJ beliebig oft abtdigt und 
die Endpunkte markiert und dasselbe mit dem Vektor - .IJ macht. 
Man erhiilt in dieser Weise die Gesamtheit der Vektoren 

(x=O, ±1, ±2, ... ) 
von dem gewahlten Anfangspunkt aus abgetragen. 

Entsprechend der letzten Erzeugungsweise definieren wir das 
ebene Punktgitter. Gegeben seien zwei beliebige Vektoren .p1 und 
.))2 , die nicht der selben Geraden angehoren. Von dem beliebig ge­
wiihlten Punkt 0 aus trage man die Gesamtheit der Vektoren 

x1 .Pt + x~ .\12 
ab und markiere deren Endpunkte. Diese bilden em ebenes Gitter. 
Man kann die Gitterpunkte als die Punkte mit ganzzahligen Koordi­
naten in einem beliebigen geradlinigen Koordinatensystem definieren, 
und umgekehrt kann man zu einem gegebenen Punktgitter ein solches 
Koordinatensystem konstruieren, indem man als Anfangspunkt 0 wiihlt 
und als Einheitsvektoren der x- und y-Achse .))1 und .)111 nimmt. 

Eine kongruente Abbildung des Gitters auf sich selber nennen 
wir eine Symmetrie des Gitters. Aus den elementaren Satzen der 
Geometrie folgt, daB jede Symmetrie durch eine Bewegung der Ebene 
in sich selbst oder durch eine Bewegung verbunden mit der Spiegelung 
an einer Geraden hervorgebracht werden kann. 

Jedes Gitter gestattet eine unendliche Gruppe von Translationen 
in sich selbst, namlich die durch die Vektoren x1 .)11 + x9 .)19 festgelegten. 
Diese Gruppe ist Abelsch und besitzt zwei Erzeugende .))1 und .))9 • 

Es besteht nun die Frage, ob ein Gitter noch weitere Bewegungen 
in sich selbst besitzen kann. Hierzu geniigt es, die Bewegungen, 
welche 0 ungeandert lassen, zu untersuchen, denn geht bei der Be­
wegung B der Punkt 0 in P iiber und bezeichnet T die Translation, 
welche 0 in P iiberfiihrt, so ist auch B T -1 eine Bewegung des 
Gitters in sich, und diese HiBt 0 ungeiindert, d. h. sie ist eine Drehung 
des Gitters urn 0. Hierdurch bekommen wir vollige Ubersicht iiber 
die Gruppe aller Bewegungen des Gitters: sie wird erzeugt durch die 
Gruppe der Translationen % und die dazu teilerfremde der Bewegungen, 
welche 0 ungeandert lassen. % ist Normalteiler der ganzen Gruppe, 
B-1 TB ist diejenige Translation, deren Vektor aus dem Vektor T 
durch die Drehung B hervorgeht. 

Jedes ebene Gitter gestattet urn jeden Gitterpunkt eine Drehung 
von 180°. Daher brauchen wir nur Drehungsgruppen von gerader 
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Ordnung zu betrachten. Urn zu untersuchen, welche Ordnungen fiir 
weitere Symmetrien noch in Frage kommen, nehmen wir einen Gitter· 
punkt Pl' dessen Distanz von 0 ein Minimum ist. Der Vektor von 
0 nach P1 ist dann ein kiirzester Gittervektor; d. h. es gibt im ganzen 
Gitter keine zwei Gitterpunkte, deren Distanz kleiner als OP1 ist. 
Beginnen wir mit einer Drehung von der Ordnung 4, so entstehen 
aus P1 die weiteren Punkte P9 , P8 und P4 • OP1 und OP'J erzeugen 
ein quadratisches Gitter, dem auch P8 und P4 angehoren. W eitere 
Gitterpunkte konnen nicht vorhanden sein, denn sonst lage ein solcher 
in einem Fundamentalquadrat und hatte daher mindestens von einer 
Ecke desselben eine kleinere Entfernung als 0 P1 • Es gibt daher, 
abgesehen von der Lage und der GroBe, nur ein Gitter, das Drehungen 
von der Ordnung 4 gestattet, namlich das quadratische. Genau so 
beweist man, daB es nur ein Gitter gibt, das Drehungen von 60°, 
also von der Ordnung 6, gestattet, namlich das durch Aneinanderreihen 
von gleichseitigen Dreiecken erzeugte hexagonale Gitter. 

Kein Gitter gestattet Drehungen von weniger als 60°. Wir be· 
weisen dies en Satz fiir die Ordnung 8. Es sei wieder P1 ein nachster 
Gitterpunkt bei 0. Alsdann entstehen aus ihm durch die Drehungen 
7 weitere Gitterpunkte P'J, P 8 , ••• , P8 • Den Gittervektor P'J P8 setzen 
wir in P 1 an und erhalten einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt im 
Inneren des Achteckes, der entgegen der Voraussetzung naher bei 0 
liegt als P1 • 

AuBer den Drehungen miissen wir noch die Existenz von Spiege­
lungsgeraden behandeln, und auch hier konnen wir uns auf die Be· 
trachtung derjenigen Spiegelungen beschranken, bei denen die Spiege­
lungsgerade durch 0 geht. Diese ist alsdann immer eine Gittergerade, 
denn ist P ein Gitterpunkt auBerhalb der Geraden und P sein spiegel· 
bildlicher Punkt, so trag en wir den Gittervektor 0 P von P a us ab und 
gelangen in einen Punkt auf der Spiegelungsgeraden. Da wir an­
nehmen diirfen, daB 0 P nicht senkrecht steht zu dieser Geraden, so 
ist der neugefundene Punkt von 0 verschieden. Man findet so zwei 
verschiedene Gitter : das allgemeine rechteckige und das zentrierte 
recht~ckige, welches durch Hinzufiigung der Mittelpunkte der Rechtecke 
aus dem vorigen entsteht. Dieses letztere kann nach der Gestalt eines 
Fundamentalparallelogramms auch das rhombische Gitter genannt werden. 
Im Fall des quadratischen Gitters ist auch das zentrierte quadratisch. 
Das hexagonale Gitter ist ein spezielles rhombisches Gitter. 

Die Symmetrien, welche 0 festlassen, bilden eine endliche Gruppe. 
Sie charakterisiert im riiumlichen Fall die makroskopischen Eigen­
schaften der Kristalle. Unsere 5 Gitter liefern 4 solche Gruppen, 
denn das rechtwinklige und das rhombische Gitter besitzen dieselbe 
Gruppe. Jede weitere Deckoperation des Gitters setzt sich zusammen 
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aus einer Operation, die 0 festlaBt, und einer Translation. Wir 
wollen alle Operationen, die man so erhalt, geometrisch illustrieren. 

Die aus einer Drehung und einer Translation zusammengesetzte 
Operation ist stets wieder eine Drehung, denn sie ht eine Bewegung 
der Ebene, aber keine Translation, und besitzt daher einen Fixpunkt. 

Eine Drehung von 180° mit 0 als Fixpunkt plus eine Translation, 
welche 0 in 0' uberfiihrt, ist gleichwertig mit einer Drehung von 
180 ° urn den Mittelpunkt der Strecke 0 0'. Ein ebenes Gitter ge­
stattet daher nicht nur urn seine Gitterpunkte, sondern auch urn die 
Mittelpunkte der Verbindungsstrecken beliebiger Gitterpunkte Drehungen 
von 180°. Die Fixpunkte aller dieser Drehungen bilden ein mit dem 
Punktgitter ahnliches Gitter von der halben Abmessung. 

Das quadratische Gitter besitzt auBerdem Drehungen von 90°, 
und zwar, wie man sich sofort uberzeugt, urn die Gitterpunkte sowie 
urn die Mittelpunkte der Quadrate. Die Fixpunkte der Drehungen von 
90° bilden daher selber ein quadratisches Gitter, das gegenuber dem 
Punktgitter urn 45 ° gedreht erscheint und dessen Quadrate den hal ben 
Flacheninhalt haben, gegenuber den ursprunglichen Quadraten. 

Bei dem Gitter mit den Drehungen von der Ordnung 6 liegen 
die Verhaltnisse noch merkwurdiger. Hier sind nur die Gitterpunkte 
Fixpunkte fur die Drehungen von der Ordnung 6. Dagegen bilden 
die Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke Fixpunkte fur Drehungen 
von der Ordnung 3. Die Abbildung 1 illustriert trefflich die vorliegenden 
Symmetrieverhaltnisse. Sie stellt ein Mosaik des Isistempels in Pompeji 
dar. Ein ungeschickter Dekorateur (denn ein ,Neutoner", der Disso­
nanzen liebt, wird es wohl nicht gewesen sein) hat mathematische 
Verzierungen angebracht, die von anderen Ornamenten stammen und 
falsche Symmetrien aufweisen: im Sechseck einen Kreis mit einer 
funfstrahligen Figur, an den Stellen mit einer Drehung von der Ord­
nung 2 die heiden verschlungenen Ovale, welche eine Drehung urn 
90° gestatten. SchlieBlich hater noch oben und unten, urn dem Ganzen 
ein architektonisches Aussehen zu geben, die sechs Halbmonde hin­
zugefiigt. Alles das hat man naturlich wegzulassen, und es bleibt das 
Normalschema fiir das Sechsecksgitter, wie es in den Kunstlerschulen 
als Vorlage gedient haben mag. 

Schauen wir nun zu, was aus den Spiegelungsgeraden wird, wenn 
man sie mit Translationen verbindet. Steht die Translationsrichtung 
senkrecht zu Geraden, so ist das Resultat wiederum eine Spiegelung 
an einer parallelen Geraden, deren Distanz die Halfte der Trans­
lation betragt. 1st die Translation parallel zur Geraden, so erhalt 
man eine Gleitspiegelung. Die Wirkung einer . beliebigen Transla· 
tion auf eine Spiegelung wird erhalten, indem man sie in ihre Kom· 
ponenten parallel und vertikal zur Spiegelungsachse zerlegt. Hier 
ergibt sich nun der Unterschied zwischen dem ~echtwinkligen und 
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dem rhombischen Gitter. Das rechtwinklige Gitter besitzt nur ge· 
wohnliche Spiegelachsen, oder Gleitspiegelachsen, deren Translations· 
komponente Vielfache der Elementardistanzen fi.ir die Richtung der 
Achse bilden. Diese Achsen werden durch die Seiten der Rechtecke 
gebildet, sowie durch Geraden, welche ihnen parallel durch die Mittel· 
punkte der Rechtecke laufen. Beim rhombischen Gitter bilden zwar 
die parallelen Geraden durch Gitterpunkte Spiegelachsen, in der Mitte 
zwischen zweien geht aber eine Gleitspiegelachse, deren Gleitdistanz 
die Halfte der Elementardistanz auf der Achse ist. Abb. 1, in welcher 

die Sechsecke mit den Kreischen das Gitter repriisentieren, gestattet 
Ieicht, diese Verhiiltnisse zu iiberblicken. 

Abb. 1. (Niccolini, Tempio d'Iside.) 

Das quadratische Gitter muB vier verschiedene Richtungen fiir die 
Spiegelgeraden liefern. Dreht man es urn 45 °, so wird es zu einem 
rhombischen Gitter, wiederholt man diese Drehung, so gelangt man 
zur urspriinglichen Konfiguration zuriick. Das Gitter Abb. 1 mit der 
Drehung von der Ordnung 6 ist rhombisch. Dreht man es urn 30°, 
so erhalt man wieder ein rhombisches Gitter in etwas anderer Anord­
nung, die Sechsecke stehen jetzt auf einer Seite, wiihrend sie in der 
vorigen Lage auf den Ecken stehen. Die Spiegelungsgeraden bilden hier 
samtlich gemischte Scharen aus reinen Spiegelungen und Gleitspiege· 
lungen. In der Figur verbinden die reinen Spiegelachsen immer die 
Mittelpunkte der Sechsecke, die Gleitspiegelachsen gehen durch die 
Mittelpunkte der verschlungenen Ovale, soweit diese nicht schon auf 
den vorigen Achsen liegen. 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 6 
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Eine Drehung vom Winkel a verbunden mit einer Spiegelung an 
einer Geraden durch den Fixpunkt der Drehung liefert wieder eine 
Spiegelung an einer Achse durch den Fixpunkt, welche aus der 

vorigen Achse durch Drehung urn den Winkel - i entsteht. 

§ 28. Die Streifenornamente. 
Unter einem Streifen verstehen wir das Stuck der Ebene, das 

zwischen zwei parallelen Geraden liegt. Die zu den Grenzgeraden 
parallele Gerade, welche in der Mitte des Streifens lauft, nennen wir 
die Langsachse des Streifens. Die im Streifen liegenden Geraden 
senkrecht zur Langsachse zwischen den heiden Grenzgeraden nennen 
wir die Querachsen. vVir betrachten nun die Deckoperationen des 
Streifens, und zwar zunachst bloB die folgenden: 

1. Die Translationen in der Richtung der Langsachse. 

2. Die Spiegelung an der Liingsachse sowie die Gleitspiegelungen 
an derselben, welche durch Hinzufugung der Translationen entstehen. 

3. Die Spiegelungen an Querachsen. Setzt man diese mit Trans­
lationen zusammen, so erhiilt man wieder Spiegelungen an Querachsen, 
ihre Distanz von den vorigen ist die halbe Translationsdistanz. 

4. Die Drehung von 180° um irgendeinen Punkt der Uingsachse. 
Setzt man sie zusammen mit einer Translation, so erhalt man wieder 
eine Drehung, deren Fixpunkt vom vorigen sich ebenfalls um die halbe 
Translation unterscheidet. 

Diese Operation en bilden eine Gruppe, denn fiihrt man nach­
einander 2 und 3 aus, so erhalt man 4. Die Gruppe der Trans­
lationen bildet einen Normalteiler der ga.nzen Gruppe, dessen Faktor­
gruppe die Vierergruppe ist. 

Wir suchen jetzt die verschiedenen Symmetrien auf, welche bei 
Streifenornamenten auftreten konnen. Von vorneherein nehmen wir 
an, daB die Ornamente eine Translationsperiode besitzen. Ihre Lange 
bezeichnen wir als die Elementardistanz des Ornamentes. Dasjenige 
Stuck des Ornamentes, das durch seine Translation das ganze Orna­
ment erzeugt, nennen wir das Elementarornament. Sofort unterscheiden 
wir jetzt 5 Moglichkeiten: 

1. Die einzigen Deckoperationen des Ornamentes werden von den 
Translationen gebildet, Abb. 2. 

//// 
Abb. 2. 
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2. Das Ornament ist spiegelbildlich zur Langsachse, Abb. 3. 

<<<< 
Abb. 3. 

3. Das Omament ist spiegelbildlich zu einer Querachse und also 

zu unendlich vielen, deren Distanz die halbe Elementardistanz ist, 
Abb. 4. 

Abb. 4-

4. Das Ornament besitzt Mittelpunkte ( ebene Zentren), deren Distanz 
die halbe Elementardistanz ist, Abb. 5. 

//// 
7777 

Abb. 5. 

5. Das Ornament besitzt die obigen Symmetrien zusammen, Abb. 6. 

xxxx 
Abb. 6. 

Jetzt ii.berlegen wir, daB die Spiegelung an der Langsachse auch 
eine Gleitspiegelung sein kann. Uben wir sie zweimal aus, so ent­
steht eine Translation, die selbstverstandlich ein Vielfache;; der Ele­
mentardistanz sein muB. Daher kann fUr die Gleitkomponente die 
Halfte der Elementardistanz in Betracht kommen. Wir erhalten so 
zwei weitere Symmetrien: 

6. Das Ornament besitzt eine Gleitspiegelung an der Langsachse 
mit der hal ben Elementardistanz als Gleitkomponente, Abb. 7. 

//// 
\\\\ 

Abb. 7. 

7. Das Ornament besitzt die Symmetrien 3, 4 und 6 zusammen, 
Abb. 8. 

Abb. 8. 
6* 
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Man bemerke, daB bei Abb. 6 die Drehpunkte auf den Querachsen 
liegen, die fiir das Ornament Spiegelachsen bilden, wiihrend sie bei 
Abh. 8 in der Mitte zwischen zwei dieser Querachsen sich hefinden. 

Bortenornamente finden sich auf den meisten Kunstgegenstiinden 
aller Zeiten. Wir geben zwei Beispiele aus einer Moschee in Kairo 
vom 9. Jahrhundert. Abb. 9 stellt eine Ranke mit der Symmetrie­
gruppe 6 dar. Ahb. 10 hesitzt die Symmetrie 2. Aher schon A. Riegl 
hat erkannt, daB diese Borte aus der vorigen entstanden ist, indem 
letztere an einem Rand gespiegelt wurde. In der Tat, schneidet man 
die Borte Abb. 10 an der Liingsachse auf, so erhiilt man fast genau 
zwei Exemplare von Ahb. 9. Interessant ist es, die Anderungen zu 
heohachten, welche der Kiinstler vorgenommen hat. Sie hetreffen haupt­
siichlich die heiden Schleifen am iiuBeren Rand. Geht man urn die 
halhe Elementardistanz weiter, so kiimen die heiden 

Abb. 9. 

in der Mitte neb en einander zu stehen, 
was hii.Blich aussehen wiirde. Sie 
sind Ieicht iiherarbeitet worden und 
ergeben die 4 kreuzformig ange­
ordneten Tropfen. Nun hat sich aber 
bei der Zeichnung des Randes eine 
Zacke ergeben, welche an der ent­
sprechenden Stelle nicht vorhanden 
ist. Sie ist an dem gegeniiherliegen­
den Blattrand weggenommen worden, 
denn dieser hat nur 6 Zacken, wah­
rend der entsprechende, eine halbe 
Elementardistanz friiher, deren 7 
aufweist. 

Abb. 10. 

Hiermit sind noch nicht aile Symmetrien erschopft, welche in 
einem Ornament angebracht werden konnen. Die Schniire und Ranken, 
aus denen die Ornamente zusammengesetzt sind, gestatten auch noch 
Uberschneidungen, und urn diese gruppentheoretisch zu erfassen, denke 
man sich das Ornament als Relief. Spiegelt man nun an der Streifen­
ebene seiher, so werden die Oherschneidungsverhiiltnisse gerade um­
gekehrt, die Ranke, welche oberhalb kreuzt, geht jetzt unterhalb durch. 
Wir haben also eine neue Symmetrieoperation hinzugenommen und 
damit kommen automatisch noch drei weitere hinzu. Die Translations­
gruppe ist jetzt Normalteiler vom Index 8, die Faktorgruppe ist Abelsch 
und vom Typus (2, 2, 2). Wir wollen zuerst die verschiedenen Sym­
metrieoperationen aufziihlen. 

1. Die Translationen. Ihre Elementardistanz sei gleich 1. 

2. Die Liingsachse ist Spiegelachse. 

2 a. Die Liingsachse ist Gleitspiegelachse mit der Gleitkomponente ~. 
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3. Es gibt Querachsen, die Spiegelachsen sind. 

4. Mittelpunkte, d. h. Drehachsen senkrecht zur Ebene, mit Dreh-
winkel von 180°, sog. Digyren. 

5. Die Streifenebene ist Spiegelebene. 

5 a. Die Streifenebene ist Gleitspiegelebene mit der Gleitkomponente ~. 

6. Die Langsachse ist Drehachse des Streifens mit einem Dreh-
winkel von 180°. 

6 a. Die Langsachse ist eine Schraubenachse mit dem Drehwinkel 
von 180° und der Ganghohe ~· 

7. Es gibt Querachsen, die Drehachsen mit dem Winkel 180° sind. 
Mit einer solchen gibt es stets eine unendliche Schar, die Distanz 
zweier auf einander folgender ist !· 

8. Drehspiegelungen mit dem Drehwinkel von 180°. D. h. der 
Streifen gestattet eine Drehung urn eine Achse senkrecht zu seiner 
Ebene, wie 4, aber verbunden mit einer Spiegelung an der Streifen­
ebene. Als raumliche Operation gedeutet besagt dies die Existenz 
eines Symmetriezentrums oder Mittelpunktes der raumlichen Figur. 

Jede der Operationen von 2 bis 8 liefert zusammen mit den Trans­
lationen eine Symmetriegruppe, und wir haben somit bereits 11 Grup­
pen gefunden, namlich diejenige, welche bloB aus Translationen be­
steht, ferner die 10 weiteren, welche wir durch Hinzunahme einer der 
10 unter 2-8 aufgezahlten Symmetrien erhalten. 

Nun miissen wir weiter zusehen, was man durch Kombination 
der aufgezahlten Symmetrien erhalt. Nehmen wir erst die Langsachse. 

9. Die Operationen 2 + 5 + 6 bilden zusammen mit den Trans-
lationen eine Gruppe. 

9 a. 2 + 5 a + 6 a. 
9 b. 2 a + 5 + 6 a. 
9 c. 2 a + 5 a + 6. Namlich die Ausfiihrung von 2 a und 6 

hintereinander ergibt 5 a. 

10. 2 + 3 + 4. 
lOa. 2a+3 +4. 

11. 2 +7 +8. 
lla. 2a+ 7 +8. 
12. 3 +5 +7. 
12a. 3 + 5a+ 7. 
13. 3 +6 +8. 
13a. 3 + 6a+ 8. 
14. 4 +5 +8. 
14a. 4 + 5a+8. 
15. 4 +6 +7. 
15a. 4 + 6a + 7. 

Diese heiden Symmetrien sind schon oben 
behandelt worden. 
Die Querachsen und die Zentren sind inzident. 

" , , , , , alternier. 

Drehzentren und Drehspiegelzentren inzident. 
, " , alternierend. 

Drehzentren und Querachsen inzident. 

" " " alternierend. 
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Dies sind die Hemiedrien (vgl. § 33 Anfang). Nun sollen die 
Holoedrien folgen. 

16. 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8. 
16a. 2 + 3 + 4 + 5a + 6a + 7 + 8. 
16 b. 2 a + 3 + 4 + 5 + 6 a + 7 + 8. 
16c. 2a + 3 + 4 + 5a + 6 + 7 + 8. 

Es gibt also 31 Symmetrien fi.ir Streifen, namlich 4 Holoedrien, 
16 Hemiedrien und 10 Tetartoedrien, wozu noch die reine Translations­
gruppe kommt. 

DaB in 9 die a- Symmetrien nur paarweise auftreten konnen, hat 
seinen Grund darin, daB die Gleitkomponente ~ ist und bei zwei­
maligem Auftreten fi.ir die dritte Symmetrie eine Gleitkomponente 1 
ergibt, welche durch die Translation - 1 wegfallt. 

Leider ist es uns nicht moglich, fi.ir alle 31 Ornamente Muster zu 
geben. Wir begni.igen uns mit drei besonders bekannten. 

Abb. 11 besitzt die Symmetriegruppe 11. Es ist die Geldrolle. 
In der Sprache der italienischen Banquiers des 16. Jahrhunderts hieB 
sie un gruppo und die direkte historische Entwicklung des W ortes 
Gruppe laBt sich his auf diese Bedeutung zuri.ickverfolgen. 

·J])J)J 
Abb. 11. 

Abb. 12 besitzt die Gruppe 15 als Symmetriegruppe. 

Abb. 12. 

Abb. 13 besitzt die Gruppe 16 c. Man beachte, wie die Querachsen, 
die Spiegelachsen sind (3), und die Querachsen, die Drehachsen sind (7), 
alternieren. 

Abb. 13. 
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§ 29. Die Flachenornamente. 
Unter einem Flachenornament verstehen wir eine Figur in der 

Euklidischen Ebene, welche durch die Translationen eines ebenen 
Gitters aus einer Elementarfigur entsteht. Die Gruppe der Be­
wegungen und Spiegelungen in der Ebene, welche das Ornament in 
sich iiberfiihrt, heiBt die Symmetriegruppe des Ornamentes. Die Trans­
lationen des Gitters bilden einen Normalteiler der Symmetriegruppe 
von endlichem Index, denn die iibrigen Symmetrien miissen die Ge­
samtheit der Translationsvektoren in sich selbst iiberfiihren, ihr rota­
tiver Bestandteil kann daher nur aus einer Drehung eines Gitters urn 
einen festen Punkt bestehen, und dafiir kommen nach dem § 27 nur 
endlich viele Moglichkeiten in Betracht. 

Wir haben sonach folgende Moglichkeiten: 

1. Die Translationen der Translationsgruppe. 
2. Die Spiegelung an einer Achse. 
2 a. Die Gleitspiegelungen an einer Achse. 
3. Die Drehungen urn 180°, genannt Digyren. 
4. Die Drehungen urn 120°, genannt Trigyren. 
5. Die Drehungen urn 90°, genannt Tetragyren. 
6. Die Drehungen urn 60°, genannt Hexagyren. 

Wir gehen nun an die Aufzahlung der 17 verschiedenen Sym­
metriegruppen. Sie sind zuerst von G. Polya aufgestellt und in einer 
schonen Tafel illustriert worden / / 
in der Zeitschr. f. Kristallographie / 
Bd. 60, 1924, S. 278-282 (Ober die 
Analogie der Kristallsymmetrie in 
Ebene ). Daran anschlieBend hat der / / / 
P. Niggli das Problem bearbeitet im 
selben Band S. 283-298 (Die 
Flachensymmetrien homogener Dis- / / / 
kontinuen). In der Bezeichnungs-
weise schlieBe ich mich an Niggli an. Abb. 14, \E1 • 

1. Eine Elementarfigur ohne 
Symmetrien wird in ein beliebiges 
Gitter eingebaut. Die Symmetrie­
gruppe besteht bloB aus den Trans­
lationen. (£: 1, Abb. 14. 

2. Eine Elementarfigur mit Mit­
telpunkt wird in ein beliebiges 
Gitter eingebaut. Zur Translations- / 
gruppe kommen noch Drehpunkte 

/// 
/// 
// 

mit dem Drehwinkel von 180°, so- Abb. 15, [ 2 • 
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genannte Digyren. Sie bilden ein mit dem Translationsgitter iihn­
liches Gitter von der halben Abmessung. (£ 2, Abb. 15. 

3. Das Ornament besitzt eine Parallelschar von Spiegel- oder Gleit­
spiegelachsen. Das Gitter ist daher entweder rechteckig oder rhombisch. 
Wir haben drei Moglichkeiten. 

3 a. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur ist spiegel­

Abb. 16, C£}. 

bildlich zur Spiegel­
achse. Die Schar der 
Symmetrieachsen be­
steht aus lauter Spie­
gelachsen, deren Di­
stanz die halbe Ele­
mentardistanz des Git­
ters in der zur Achse 
senkrechten Richtung 

ist. a:!, Abb. 16. 

Il Abb. 17, l£8 • 

3 b. Das Gitter ist rechtwinklig, die Elementarfigur geht durch 
eine Gleitspiegelung in sich iiber, deren Gleitkomponente die hal be 
Elementardistanz in der Achsenrichtung ist. Die Schar der Symmetrie­
achsen besteht aus lauter Gleitspiegelachsen mit derselben Distanz 
wie in 3a. a:!I, Abb. 17. 

3 c. Das Gitter ist rhombisch, die Elementarfigur ist symmetrisch 

Abb. 18, <£ m. 
8 

zur Achse. Die Sym­
metrieachsen sind ab­

wechselnd Spiegel­
achsen und Gleitspie­
gelachsen, denn die 

Translationen des 
rhombischen Gitters 
erfordern dies nach 

III § 27. l£ 8 , Abb. 18. 

xxxx 
xxxx 
xxxx 

I Abb. 19, (£2 v. 

4. Die Gruppe enthiilt Digyren und Spiegelachsen, also zwei Scharen 
der letzteren, die senkrecht aufeinander stehen. Das Gitter ist wieder 
rechtwinklig oder rhombisch. 

4 a. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur besitzt einen 
Mittelpunkt und zwei aufeinander senkrechte Spiegelachsen durch 
den Mittelpunkt. Aile Symmetrieachsen sind Spiegelachsen. l£~v, Abb.19. 
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4 b. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elernentarfigur entsteht 
aus einer Figur mit Mittelpunkt durch eine Gleitspiegelung. Alle 
Syrnmetrieachsen sind Gleitspiegelachsen. [~~, Abb. 20. 

\I\ I I\ I\ 
\I\ I I\ I\ 
\I\ I 1\1\ 

Abb. 20, <£i!· Abb. 21, <£i!1• 

4c. Das Gitter ist rechtwinklig. Die Elementarfigur entsteht aus 
einer Figur mit Mittelpunkt durch Spiegelung an einer Achse, welche 
nicht durch den Mittelpunkt geht. Die Symrnetrieachsen parallel zu 
derselben sind lauter Spiegelachsen, diejenigen senkrecht dazu sind 

lauter Gleitspiegelachsen. [~~I, Abb. 21. 

4 d. Das Gitter ist rhornbisch. Die Elernentarfigur besitzt einen 
IV Mittelpunkt und zwe1 Spiegelachsen durch denselben. C£ 2 v, Abb. 22. 

Abb. 22, [::. 

++++ 
++++ 
++++ 
++++ 

Abb. 23, [ 4 • 

5. Das Ornament besitzt eine Tetragyre, aber keine Spiegelungen. 
Das Gitter ist quadratisch und die Elernentarfigur gestattet die Drehung 
urn 90°, aber keine Spiegelungen. [ 4 , Abb. 23. 

6. Das Ornament besitzt eine Tetragyre sowie vier Scharen von 
Symmetrieachsen, welche einen Winkel von 45 ° bilden. Es sind zwei 
Falle zu unterscheiden: 
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6a. Die Elementarfigur besitzt die Tetragyre und die vier Spiegel· 
geraden durch den Mittelpunkt, wie z. B. das gleicharmige Kreuz. 
Die heiden Scharen von Symmetrieachsen, welche den Quadratseiten 
parallel sind, bestehen nur aus Spiegelgeraden, die dazu im Winkel von 
45 ° stehenden Scharen bestehen abwechselnd a us Spiegel- und Gleit­
spiegelachsen, weil das quadratische Gitter in dieser Orientierung ein 

I rhombisches ist. (L1v, Abb. 24. 

++++ 
++++ 
++++ 
++++ 

Abb. 24, ~E!v. 

++++ 
++++ 
++++ 
++++ 

II Abb. 25, (E4 v. 

6b. Die Elementarfigur entsteht aus einer Figur mit bloBer Tetra­
gyre durch Spiegelung an einer Achse, welche nicht durch den Mittel­
punkt geht. Fiir die zwei Scharen von Symmetrieachsen parallel den 
Quadratseiten gilt dasselbe wie vorhin, nur gehen sie nicht durch die 
Fixpunkte der Tetragyren, sondern in der Mitte zwischen ihnen hin­
durch. Die heiden anderen Scharen bestehen nur aus Gleitspiegel­
achsen. Auch hier ist das Translationsgitter quadratisch, aber nicht ohne 
weiteres ersichtlich. Man muB die Abbildung urn 45 ° drehen und als­
dann ein aufrechtstehendes Quadrat zeichnen, dessen Seiten durch 
vier Mittelpunkte gehen. Bei den Ornamenten ist dies immer die normale 

yyy 
yy 

y y y 

Lage, vgl. Abb. 36, besonders jedoch 
Abb. 38, wo die Verhaltnisse deutlich 
sind. ~!~, Abb. 25. 

7. Das Ornament besitzt eine Trigyre 
und ist einem hexagonalen Gitter einge­
baut. Spiegelachsen kommen nicht vor. 
Als Elementarfigur beniitzt man am besten 
das Triquetrum, ahnlich wie wir in den 
Fallen 5 und 6 b die Swastika oder das 
Hakenkreuz benutzt haben. Bekanntlich Abb. 26, (.[3 • 

galten beide Figuren als Trager einer 
magischen Ladung, und es ist keineswegs unmoglich, daB der Ursprung 
dieses Glaubens in dieser mathematischen Eigenschaft der Verhinderung 
gewisser Symmetrien liegt, denn der Respekt vor geometrischen Figuren 
ist eine der wichtigsten Komponenten der alten Magie. ~3 , Abb. 26. 
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8. Das Ornament besitzt eine Trigyre und drei Scharen von Sym­
metrieachsen, welche Winkel von 60° untereinander bilden. Diese 
drei Scharen miissen von derselben Art sein, denn sie gehen durch 
die Drehungen von 120° ineinander iiber (vgl. S. 97\ wahrend die vier 
Scharen im quadratischen Fall in zwei getrennte Abteilungen zerfielen. 

y y y 
y y 

y y y y 
y y 

y y y 
Abb. 27, (1: v. Abb. 28, ei_f!. 

Wir haben auch hier, aber aus anderen Grunden als im Fall 6, zwei 
Moglichkeiten. Weil namlich das hexagonale Gitter rhombisch ist, so 
miissen die Scharen von Symmetriegeraden immer gemischte sein, d. h. 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen ab­
wechselnd enthalten. Aber die drei 
Scharen konnen auf zwei verschie­
dene Arten zum Gitter liegen. 

8 a. Die Spiegelachsen sind pa­
rallel den Seiten der das Gitter er­
zeugenden gleichseitigen Dreiecke. 
Durch die Mittelpunkte derselben, 
welche fiir das Ornament auch Fix­
punkte von Trigyren sind, gehen 

keine Spiegelungsachsen. C£~v' Ab­
bildung 27. 

* 
* * 

* * 
* * Abb. 29, (16 • 

8b. Die Spiegelachsen sind parallel den Bohen in den angegebenen 
Dreiecken und gehen daher durch alle Fixpunkte der Trigyrenschar. 

II 
C£3v> Abb. 28. 

9. Das Ornament besitzt eine Hexagyre, aber keine Spiegelungen. 
Das Gitter ist hier hexagonal, als Elementarfigur beniitzt man am 
besten eine zum Triquetrum analoge Figur. (£ 6 , Abb. 29. 
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10. Das Ornament besitzt eine Hexagyre sowie sechs Scharen von 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen, welche samtlich vom gemischten Typus 
sind. Da hier offenbar die heiden Faile Sa und Sb gleichzeitig vor­
kommen, so gibt es nur eine Mi:iglichkeit. (£ 6 v, Abb. 30. 

* * 
* * * 
* * Abb. 30, (£6V" 

Hiermit sind alle 17 Flachen­
symmetrien aufgezahlt. Man ki:innte 
nun noch die Rankenomamente be­
riicksichtigen und die Ebene selber 
als Spiegelebene hinzunehmen. Die 
Anzahl der so entstehenden Gruppen 
ist noch nicht aufgestellt worden, 
doch di.irfte sie iiber hundert be­
tragen. Wir geben im nachsten 
Paragraphen zwei Beispiele solcher 
Ornament e. 

§ 30. Beispiele von Flachenornamenten. 
Fi.ir die volle hexagonale Gruppe (£ 6 v verweisen wir auf Abb. 1 

und das dort Bemerkte. In diesem Paragraphen mi:ichte ich vor allen 
Dingen die merkwi.irdigen Seilfiguren aus der Nekropole von Theben 
besprechen. Die Bilder stammen aus der prachtigen Publikation von 
Prisse d'Avennes, Atlas de l'histoire de l'art Egyptien, Paris 1878. 

Abb. 31. 
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Abb. 31 besitzt die Gruppe 3a (tr!). Die Spiralen sind fi.infziihlig 
und stellen offenbar das Resultat von Versuchen dar, die Zahl 5 in 
Fliichenomamenten anzubringen. 

Abb. 32 gehort zu 4 d (tr!~). Das T ranslationsgitter erkennt man 
am besten an den Rosetten. Die gemischte horizontale Schar von 
Spiegel- und Gleitspiegelachsen wird an den Lilien besonders deut· 
lich. Aber auch die vertikale Schar ist gemischt. Die Gleitspiegel­
achsen gehen zwischen den Lilien durch. 

?J.. 
· A · 

Abb. 32. Abb. 33. 

Abb. 33 besitzt die Gruppe 4c (tr~~I). Die Fliichenornamente mit 
dieser Gruppe lassen sich (vgl. Abb. 21) durch Aneinanderreihung von 
Borten erzeugen. Dies ist der Reiz unserer Figur. LiiBt man in Ge­
danken die Seile weg, so bleibt eine Figur iibrig, welche genau die­
selbe Symmetriegruppe aufweist wie die ganze Figur. Sie entsteht aus 
einer horizontalen Borte vom Typus 7 des § 28 durch vertikale Trans­
lation. Umgekehrt, betrachtet man nur die Seilornamente, so besitzen 
auch sie genau die Gruppe 4c und das ganze Ornament entsteht aus 
einer Borte vom Typus 4 (§ 28) durch fortgesetzte Spiegelung. 

Abb. 34 besitzt die Gruppe 5 (trJ 
Abb. 35 gehort zu 6a (tr!v). Dieses Muster ist das unbedeutendste. 

Dagegen haben wir in 

Abb. 36 wohl das merkwi.irdigste Muster dieser Art. Es gehort 

zu der Gruppe 6 b ( tr!~), deren Auffindung gewiB eine mathematische 
Leistung ersten Ranges bedeutet. 
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Bei allen diesen Figuren fehlen die Farben, welche in den Ori­
ginalen, aber auch noch in den Figuren bei Prisse d' Avennes einen 
groBen Reiz ausiiben. 

Auch fiir die samtlichen iibrigen Gruppen lassen sich Beispiele 
etwa in Owen Jones auffinden. 

Die Kunst der Ornamente 
ist von den Arabernweiter aus· 
gebildet worden. Ich gebe als 
Beispiel aus Prisse d' Avennes, 
!'art Arabe, die Abb. 37: Es 
ist ein Rankenornament mit 
einer Hexagyre undsechs Scha­
ren von Klappachsen in der 
Ebene des Ornamentes. Die 
Elementarfigur, durch deren 

Abb. 34. Bewegung alles entsteht, ist 
eine Kleeblattschleife, aber man 

bemerkt dies erst nach genauerem Zusehen. Die auffallenden Fi­
guren sind Sterne und Rechtecke, und man kann diese Verwandlung 
der Figuren geradezu als das Charakteristikum dieser Kunst ansehen. 
In Owen ]ones findet man viele solche Beispiele aus der Alhambra. 
Unser Ornament stammt aber von einer Moschee in Kairo aus dem 
14. Jahrhundert. 

Ein zweites Beispiel aus 
M. de V ogiie, Syrie cen· 
trale, ist die wundervolle 
Abb. 38. Wir haben bier 
Tetragyren, ferner vier 

Scharen von Spiegel­
achsen, ferner noch acht 
weitere Symmetrien, wel­
che mit Spiegelungen an 
der Ebene verbunden sind: 

Gleitspiegelung an der 
Ebene, welche die heiden 

Abb. 35. Scharen von liegenden 
Kreuzen vertauscht. 

Drehspiegelungen urn die Mittelpunkte der Rosetten mit Winkeln 
von ± 90°. 

Horizontale und vertikale Schraubenachsen, welche zwischen den 
Rosetten verlaufen. 

lwei Scharen von reinen Klappachsen, welche unter 45 gegen 
die vorigen gedreht sind und durch die Mittelpunkte der Rosetten 
gehen. 
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Abb. 36. 

Abb. 37. 
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Drehspiegelungen von 180° (raumliches Symmetriezentrum) urn die 
Mittelpunkte der Arme der Kreuze. 

Auch hier wird man die Elementarfigur nicht sogleich gewahr. 
Der geniale Kunstler hat dafiir die einfache Form des Kreuzes ge­
wiihlt, denn nur so kann die 16fache Symmetrie zur vollen Wirkung 
kommen. Ahnlich hat auch Bach in seiner Kunst der Fuge fur das 
Thema eine sehr einfache und symmetrische Tonfolge ausgewiihlt. 

Abb. 38. 

Auch in der heutigen Zeit scheint im Orient noch eine kiinstleri­
sche Tradition zu existieren, welche auf die Ornamentik zuriickgeht. 
So wird in Bagdad das Funfeck hiiufig angewendet. Da es nicht orga· 
nisch in einem Gitter angebracht werden kann, so entstehen eigen­
tiimliche unsymmetrische Figuren, welche in der technischen Sprache 
der dortigen Dekorateure besondere Namen haben. Man findet Figuren 
und Erliiuterungen in 0. Reuther, Das Wohnhaus in Bagdad, S. 79, 
Berlin 1910. 

§ 31. Die Bewegungsgruppen der Ebene mit endlichem 
Fundamental bereich. 

Wir betrachten unendlich viele Bewegungen der Ebene in sich 
selber, also Drehungen und Translationen, welche eine Gruppe bilden. 
Denken wir auf einen Punkt der Ebene die Gesamtheit der Bewegun­
gen ausgefiihrt und jeweils die Stelle, wohin der Punkt kommt, markiert, 
so erhalten wir ein Punktsystem, die Gesamtheit der mit dem Aus· 
gangspunkt iiquivalenten Punkte. Nun setzen wir voraus: 

1. Es gibt einen Kreis K in der Ebene, der zu jedem Punkt der 
Ebene einen iiquivalenten in seinem Innern enthiilt. 

2. Es gibt einen Kreis K' innerhalb von K, der keine zwei iiqui­
valenten Punkte in seinem Innern enthiilt. 
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Von solchen Grupp en sagen wir, sie besitzen einen endlichen 
Fundamentalbereich, und wir werden zeigen, daB sie mit den in 
§ 29 betrachteten Gruppen der Ornamente identisch sir.d. Hierzu 
brauchen wir nur zu zeigen, daB sie stets ein zweifaches System von 
Translationen enthalten. 

Wir hE!trachten eine beliebige Drehung D der Gruppe, ihr Fix­
punkt sei A, ihre Amplitude sei ex. Nach Voraussetzung 1 gibt es eine 
Bewegung der Gruppe, etwa H, welche A in einen Punkt B inner­
halb von K iiberfiihrt. Bilden wir nun die Bewegung H- 1 D H = D'. 
Sie liiBt B ungeandert und stellt eine Drehung mit B als Fixpunkt 
und mit derselben Amplitude ex dar wie D. Setzen wir ex = 2 :n r. 
Die Potenzen dieser Drehung besitzen Vielfache von ex als Amplitude, 
mit r kommen daher auch aile Vielfachen vor und dabei diirfen wir 
beli ebige ganzeZahlen subtrahieren, so daB die Amplitude immer zwischen 
0 und 2 :n liegt. Ist r eine irrationale Zahl, so konnen wir auf diese 
Weise beliebig kleine Amplituden erhalten, wie in der elementaren 
Zahlentheorie gezeigt wird. Bedenken wir nun, daB der Fixpunkt im 
Innern von K liegt und K einen endlichen Radius besitzt, so folgt, 
daB in beliebiger Niihe eines jeden Punktes von K ein aquivalenter 
1iegt. Dies ist aber wegen der 2. Voraussetzung nicht moglich. Da­
her ist r eine rationale Zahl, etwa = mfn, in gekiirzter Gestalt ge­
schrieben. Nun folgt aus Satz .6, daB auch die Drehung mit r = 1/n 
unter den Potenzen von D' vorkommt. Diese Drehung muB K' in 
.einen Kreis iiberfiihren, der K' nicht iiberschneidet, und daraus folgt, 
daB der Nenner n eine endliche Schranke nicht iiberschreiten dar£. 
Damit ist bewiesen, daB nur endlich viele Amplituden fur die Drehungen 
in Betracht kommen. Da wir aber unendlich viele Bewegungen in der 
Gruppe haben, muB es mindestens zwei Drehungen mit derselben 
Amplitude geben, etwa D und F. Bilden wir nun D- 1 F = T, so er­
halten wir eine Translation. T erzeugt eine Untergruppe von unend­
licher Ordnung. Wir beweisen, daB ihr Index auch unendlich ist. 

Uben wir auf K die Gesamtheit aller Bewegungen der Gruppe 
aus, so miissen wir eine Schar von Kreisen erhalten, welche die ganze 
Ebene mindestens einfach iiberdeckt. Dies folgt aus der Voraus­
setzung 1. Beginnen wir mit der durch T erzeugten Translationsgruppe 
{T} =st. Durch sie geht K in einen Streifen von Kreisen iiber, deren 
Mittelpunkte auf einer Geraden liegen und in konstanten Abstanden 
aufeinander folgen. Hierdurch ist also die ganze Bewegungsgruppe 
sicher nicht erschopft. Nehmen wir eine Operation D auBerhalb von 
st und bilden die Nebengruppe D st. Durch D geht K in eine neue 
Lage iiber und D st gibt einen neuen Streifen, der zum vorigen parallel 
ist. Man sieht, eine endliche Anzahl von Nebengruppen reicht zur 
Uberdeckung der ganzen Ebene nicht aus. Infolgedessen gibt es 
Drehungen mit derselben Amplitude, welche nicht in derselben Neben· 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 7 
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gruppe von ~ liegen, etwa D und D'. Bilden wir D' n-1, so erhalten 
wir eine Translation, welche nicht in ~ liegt. Damit ist der Satz be­
wiesen. 

Wir wollen nun zu den Bewegungen noch die Spiegelungen und 
Gleitspiegelungen als Operationen zweiter Art hinzunehmen und be­
liebige Symmetriegruppen der Ebene mit endlichem Fundamental­
bereich betrachten. Ich behaupte, daB auch diese stets zwei unab­
hangige Translationen enthalten und daher zu den Gruppen des vori­
gen Paragraphen gehoren. Fiihrt man zwei Operationen zweiter Art 
hintereinander aus, so erhii.lt man eine Bewegung. Daraus folgt, daB 
in einer Gruppe mit Operationen zweiter Art die Bewegungen eine 
Untergruppe vom Index 2 bilden. Wir setzen 

wo @ die ganze Gruppe, S) die darin enthaltene Untergruppe der Be­
wegungen und A irgendeine in @ enthaltene Operation zweiter Art 
darstellen. 

Uben wir auf den Kreis K alle Operationen von @ aus, so muB 
jeder Punkt der Ebene erreicht werden, nach der Voraussetzung 2. 
Zunachst iiben wir auf K die Operation A aus und erhalten einen 
neuen Kreis L. Wir fin den nun aile Kreise, in die K unter @ iiber­
geht, indem wir auf K der Reihe nach die Operationen von S) und 
von A S) ausiiben. Die letzteren konnen wir dadurch ersetzen, daB 
wir auf L die Operationen von S) ausiiben. Indem wir also auf die 
beiden Kreise K und L alle Bewegungen S) ausiiben, wird die ganze 
Ebene iiberdeckt. Nun konstruieren wir einen Kreis, der K und L 
in seinem Innern enthalt. Er enthalt auch K', und wenn man auf 
ihn alle Operationen von S) ausiibt, so wird die ganze Ebene iiber­
deckt, d. h. bereits die Untergruppe der Bewegungen besitzt einen 
endlichen Fundamentalbereich und daher zwer unabhii.ngige Trans­
lationen. Hiermit ist der Satz bewiesen: 

Satz 89: Wenn eine Symmetriegruppe der Ebene einen endlichen 
Fundamentalbereich besitzt, so enthiilt sie eine zweiparametrige Schar von 
Translationen und ist daher eine der 17 Symmetriegruppen des § 29. 

Unter einem Fundamentalbereich einer Symmetriegruppe ver­
steht man einen Bereich der Ebene, welcher keine zwei aquivalenten 
Punkte enthalt, aber zu jedem Punkt der Ebene einen aquivalenten 
enthalt. Fiir die Translationsgruppe bildet offenbar das Fundamental­
parallelogramm einen solchen. Fiir die beliebige Gruppe erhii.lt man 
den Fundamentalbereich durch Unterteilung des Fundamentalparallelo­
grammes der darin enthaltenen Translationsgruppe. Das ist in jedem 
der 17 Faile nicht schwer auszufiihren und es ist nicht ni:itig, hierauf 
naher einzugehen. 
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7. Kapitel. 

Die Kristallklassen. 

§ 32. Die Raumgitter. 
Baumgitter werden erzeugt durch drei Vektoren ~1 , ~2 und ~3 , 

deren Richtungen nicht derselben Ebene angehoren, indem man sie 

von einem beliebigen Punkt aus positiv und negativ beliebig oft ab­

tragt. Eine Ebene, die drei nicht in einer Geraden liegende Gitter­
punkte enthalt, heiBt eine Gitterebene. Die in ihr liegenden Gitter­

punkte des Gitters bilden ein ebenes Gitter. 
Wiihlt man die drei Vektoren ~1 , ~2 , ~ 3 als Einheitsstrecken von 

drei Koordinatenachsen mit dem Ursprung in 0, so bilden die Gitter­

punkte die Gesamtheit der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten. Die 

Gleichung einer Ebene durch 0 lautet in diesen Koordinaten x, y, z 
geschrieben folgendermaBen: 

lx +my+ nz = 0. 

Damit sie eine Gitterebene darstellt, muB sie zwei unabhangige ganz­

zahlige Losungssysteme besitzen, und daraus folgt in bekannter Weise, 

daB die Koeffizienten l, m, n in rationalem Verhiiltnis stehen. Man 

kann sie als ganze Zahlen, deren groBter gemeinsamer Teiler 1 ist, 
annehmen, denn man dar£ die Gleichung mit einer beliebigen Zahl 

multiplizieren. Durch diese Festsetzung sind die drei Zahlen l, m, n 
bestimmt bis auf einen gemeinsamen Faktor - 1. Man nennt sie die 

Lndizes der Gitterebene. Umgekehrt, sind irgend welche ganze Zahlen 

mit dem groBten gemeinsamen Teiler 1 gegeben, so stellt die mit 
ihnen gebildete Ebenengleichung eine Gitterebene dar, denn sie besitzt 

die heiden linear unabhiingigen Losungen 

(m, - l, 0) und (n, 0, -l). 

Jede andere Gitterebene ist parallel mit einer solchen durch 0, 
denn jeder Gitterpunkt ist vom Gesamtgitter in gleicher Weise um­

geben. Man kann daher von vornherein annehmen, daB ihre Gleichung 

die Gestalt hat lx + my + nz = d, 

wo die l, m, n ganze Zahlen mit dem groBten gemeinsamen Teiler 1 

sind. Da diese Gleichung ganzzahlige Losungssysteme besitzt, so muB 

d eine ganze rationale Zahl sein. Umgekehrt, gibt man d irgend einen 
ganzen Zahlwert, so enthii.lt die Ebene nach elementaren Satzen der 
Zahlentheorie (vgl. die Bemerkung nach Satz 6) einen Gitterpunkt und 
ist daher eine Gitterebene. Man erhhlt auf diese Weise alle mit der 

Ausgangsebene parallelen Gitterebenen. 
7* 
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Kennt man eme Gitterebene, so laBt sich das ganze Raumgitter 
durch Translation derselben erzeugen. Jede parallele Ebene durch 
einen Gitterpunkt ist wiederum Gitterebene und das darin enthaltene 
Gitter ist kongruent mit dem urspriinglichen. Wir betrachten die 
parallele Ebene durch 0; ihre Gitterpunkte seien gegeben durch 
x1 q1 + x 2 q2 • Ferner sei P ein Gitterpunkt auf einer der heiden 
nachsten parallel en Gitterebenen, und q3 bedeute den Vektor 0 P. 
Alsdann bekommt man das ganze nachste Parallelgitter in der Ge­
stalt x1 q1 + x 2 q2 + q3 • Das darauf folgende parallele Gitter wird durch 
x1 q1 + x2 q2 + 2 q3 gegeben sein; denn gabe es zwischen dies en 
heiden Ebenen noch einen weiteren Gitterpunkt, so batten wir schon 
zu Beginn nicht die nachste parallele Gitterebene gewahlt. 

Jedes Raumgitter besitzt 0 als Symmetriezentrum, d. h. tragt man 
einen Gittervektor von 0 aus in umgekehrter Richtung ab, so gelangt 
man wieder in einen Gitterpunkt. Diese Operation der Spiegelung 
am Anfangspunkt ist im dreidimensionalen Raum keine Bewegung, 
sie kann erzeugt werden durch eine Drehung von 180° urn eine be­
liebige durch 0 gehende Gerade und eine nachfolgende Spiegelung 
an der dazu senkrechten Ebene durch 0. Nun sind alle Symmetrien 
von Gittern, die wir aufsuchen wollen, Bewegungen, oder Bewegungen 
verbunden mit Spiegelungen, und · wir konnen uns daher beschranken 
auf die verschiedenen Bewegungsgruppen, da die Operationen zweiter 
Art durch Spiegelung am Symmetriezentrum von selbst mitfolgen. 

Bekanntlich sind aile Bewegungen des Raumes, bei denen 0 fest­
bleibt, Drehungen urn eine Achse durch 0. Wir beweisen nun den 

Satz 90: Die Ebene durch 0 senkrecht zu einer Drehachse ist eine 
Gitterebene. 

Beweis: Wenn die Drehung von der Ordnung :2: 3 ist, so nehme 
man irgendeinen Gitterpunkt au.Berhalb der Drehachse und iibe die 
Drehungen aus. Alsdann erhalt man mindestens 3 Gitterpunkte, die 
nicht in einer Geraden, dagegen in einer Ebene senkrecht zur Achse 
lie gen. W eil 0 ein Gitterpunkt ist und aile Gitterpunkte vom Gitter 
gleich umgeben sind, so ist auch die Ebene durch 0, die zur vorigen 
parallel und daher zur Achse senkrecht ist, eine Gitterebene. Aber 
auch fiir eine Achse von der Ordnung 2 gilt der Satz. Es sei P ein 
beliebiger Gitterpunkt au.Berhalb der Achse und P1 der Punkt, in den 
er durch die Drehung urn 180 ° iibergeht. Heftet man den V ektor P1 0 
an im Punkte P, so gelangt man in einen Gitterpunkt, der in der zur 
Achse senkrechten Ebene durch 0 liegt. 

Durch diesen Satz ist es Ieicht, die Gitter mit besonderen Sym­
metrien zu konstruieren. Eine Drehachse durch 0 mu.B das ganze 
zu ihr senkrechte ebene Gitter in sich transformieren. Ihre Ordnung 
kann daher nur 2, 3, 4, 6 sein. Wir nennen solche Achsen Zweier-
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achsen, Dreie'l'achsen usw.; in der Bezeichnung der Kristallographie 
heiBen sie Digyren, Trigyren, Tetragyren und Hexagyren. Eine 
solche Achse darf aile zu ihr senkrechten Ebenen nur in solchen 
Punkten durchstechen, welche die betreffende Drehung des ebenen 
Gitters zulassen. 

Ein Gitter ohne besondere Symmetrien heiBt trikZin. Seine Gruppe 
besteht aus einem Symmetriezentrum und der Identitiit. 

Ein Gitter mit einer Zweierachse heiBt monoklin. Das zur Achse 
senkrechte ebene Gitter ist beliebig und die Achse kann in einen 
Gitterpunkt oder in den Mittelpunkt der Verbindungsstrecke zweier 
Gitterpunkte einstechen. Danach erhalten wir zwei Typen monokliner 
Gitter. Man kann das ebene Gitter in der Richtung der Zweierachse 
parallel zu sich verschieben und in iiquidistanten Punkten fixieren. 
Alsdann erhiilt man ein Gitter mit aufrechten Fundamentalparallel· 
epipeden. Oder die Zweierachse trifft die Gitterebene abwechselnd in 
Gitterpunkten und in den oben erwiihnten Mittelpunkten. Man erhiilt 
ein Gitter, das man sich aufgebaut denken kann aus aufrechten Par­
allelepipeden, die in ihrem Mittelpunkt einen weiteren Gitterpunkt 
enthalten. 

Ein Gitter mit einer Viererachse heiBt tetragonal. Die zur Achse 
senkrechte Ebene triigt ein quadratisches Gitter und kann daher von 
der Achse nur in Gitterpunkten oder in den Mittelpunkten der Quadrate 
durchstochen werden. Man erhiilt auch hier zwei Gitter, bestehend 
aus aufrechten Parallelepipeden mit quadratischem Querschnitt, die 
zentriert sind oder nicht. 

Ein Gitter mit einer Sechserachse heiBt hexagonal. Das zur 
Achse senkrechte Gitter ist hexagonal und kann von der Achse nur 
in einem Gitterpunkt durchstoBen werden. Es gibt daher nur einen 
Typus hexagonaler Gitter, 

Eine Sechserachse ist gleichzeitig Dreierachse und das eben er· 
wiihnte Gitter gehi:irt daher auch zu einer solchen. Daneben gibt es 
aber ein weiteres Gitter, das eine Dreierachse besitzt, das rhombo­
edrische. Die zur Achse senkrechte Gitterebene muB ein hexagonales 
Gitter tragen, aber die Achse dar£ auBer durch Gitterpunkte noch 
durch die Mittelpunkte der gleichseitigen Dreiecke gehen, aus denen 
das Gitter aufgebaut werden kann. Die Achse trifft nur jede dritte 
Gitter~bene in einem Gitterpunkt, die heiden jeweils dazwischenliegen­
den Ebenen werden in Mittelpunkten von Dreiecken getroffen, die 
urn 60° gegeneinander gedreht erscheinen. 

Das rhombische Raumgitter besitzt drei auf einander senkrechte 
Zweierachsen, die wir als Koordinatenachsen wiihlen. Jede Gitterebene 
durch eine dieser Achsen besitzt sie als Symmetriegerade und kann 
daher nur ein rechtwinkliges oder rhombisches Gitter tragen. W enn 
die Koordinatenebenen rechteckige Gitter enthalten, so erhalten wir 
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zwei Gitter: ein a us rechtwinkligen Quadem aufgebautes, die im Inn ern 
zentriert sind oder nicht. Im andern Fall nehmen wir an, daB die 
horizontale Basisebene rhombisch ist, und wir erhalten wiederum zwei 
Gitter, die man am besten von Quad ern ausgehend beschreibt: Es 
wird das eine Gitter aus basiszentrierten, das andere aus allseitig 
flachenzentrierten Quadern aufgebaut. 

Das kubische Gitter ist ein Spezialfall des vorigen und hat die 
Symmetrie des Wiirfels. Da hier die Koordinatenebenen gleichwertig 
sind, so gibt es nur drei Gitter, die sich aus einfachen oder innen­
zentrierten oder allseitig flachenzentrierten Wiirfeln aufbauen. 

Eine nahere Betrachtung der Gitter zeigt, daB eine Dreier·, Vierer­
und Sechserachse 3, 4 resp. 6 zu ihr senkrechte Zweierachsen be­
dingt. Dieser Satz laBt sich umkehren: Zwei Zweierachsen durch 0, 
welche den Winkel a unter sich bilden, bedingen eine dazu senkrechte 
Achse, deren Drehwinkel 2 a betragt. Fiihrt man namlich die Drehung 
von 180° urn die heiden Achsen hinter einander aus, so ist das Resultat 
gleichbedeutend mit der angegebenen Drehung urn die senkrechte Achse. 

Wir zeigen nun, daB nur die 14 Gitter vorkommen. Wenn nur 
Zweierachsen auftreten, so miissen sie einen Winkel von 90° mit ein­
ander bilden, und es ist nur der monokline und der rhombische Fall 
moglich. Wenn eine Dreierachse vorhanden ist und nicht der rhom­
boedrische Fall vorliegt, so muB es eine Zweierachse geben, die nicht 
senkrecht zu ihr steht. Durch die Drehungen von der Ordnung 3 geht 
diese in 2 neue Lagen iiber, an denen sich gleiche Achsen befinden 
miissen. Diese bilden unter sich Winkel, die kleiner als 120° sind. 
Sind sie 90°, so haben wir eine Konfiguration, die im kubischen Fall 
vorliegt, namlich die rechtwinkligen Koordinatenachsen und die Dreier­
achse, welche sie gleichwertig macht und zyklisch vertauscht. 1st der 
Winkel 60°, so haben wir wieder eine Konfiguration der Oktaeder­
gruppe, namlich die Achsen durch die Mitten einer Seitenflache des 
Oktaeders und der sie begrenzenden Kanten. In den Fallen von 45 ° 
und 30° werden wir auf Vierer- und Sechserachsen gefiihrt. 

Bei einer Viererachse kommen wir auf Zweierachsen, die einen 
Winkel von weniger als 90° bilden. 1st er 60°, so haben wir eine 
Konfiguration des Oktaeders, ist er 45°, so ist der Winkel, den eine 
dieser Zweierachsen mit der Viererachse bildet, die ja auch eine Zweier­
achse ist, kleiner als 45 ° und wir kommen zu Sechserachsen. 

Bei einer Sechserachse kommen nur die Winkel 45° und 30° in 
Betracht. 45° ist ausgeschlossen, denn wenn wir nur die geraden 
Drehungen der Sechserachse nehmen, so kommen wir auf eine Dreier­
achse mit einem Winkel, der groBer ist als 45°, d. h. auf den ku· 
bischen Fall. Aber auch 30° ist ausgeschlossen, denn bezeichnen wir 
die Zweierachsen in der Reihenfolge, wie sie durch die Drehung ent­
stehen, mit 1 bis 6, so miiBten folgendes die Winkel zwischen ihnen sein: 
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1:::(1,2)=30°, 1:::(1,3)=45°, 1:::(1,4)=60°, 1:::(1,5)=45°, 
-9::: (1, 6) = 30°, 

und dies ist offenbar nicht moglich. 
Die 7 Achsenkonfigurationen, die wir gefunden haben, bilden die 

7 KristaZlsysteme. Unter ihren Gruppen kommen zwei umfassendste vor, 
die hexagonale und kubische. Nun miissen wir die Untergruppen auf­
suchen (vgl. auch § 35). 

§ 33. Die Kristallklassen. 
In der klassischen Kristallographie sieht man den Kristall als ein 

Medium an, dessen physikalische Eigenschaften sich bei gewissen 
Drehungen und Spiegelungen, die im vorigen Paragraphen an den 
Gittem aufgewiesen worden sind, nicht andem. Der modernen Forschung 
ist es gelungen, durch den Nachweis der gitterartigen Kristallstruktur 
die Beschrankung auf die angegebenen Symmetrien aufzuklaren, 
wiihrend man friiher ein besonderes Gesetz, das Gesetz der rationalen 
Indizes, aufstellen muBte. Jede Symmetriegruppe, welche sich aus den 
angegebenen Symmetrien zusammensetzen laBt, definiert eine be­
stimmte Kristallklasse, bestehend aus den Kristallen, deren empirisch 
nachgewiesene Symmetrien sich gerade mit dieser Gruppe decken. 
Und umgekehrt gehort jeder Kristall zu einer solchen Gruppe; denn­
seine Symmetrien bilden eine Gruppe, weil nach Voraussetzung der 
Kristall nach der Ausfiihrung einer Symmetrieoperation seine Eigen 
schaften beibehiilt und daher eine beliebige weitere der Symmetrie­
operationen zulaBt. 

Jede Kristallklasse gehort daher zu einer bestimmten Untergruppe 
der vollen Gruppen, welche zu den 7 Kristallsystemen des vorigen 
Paragraphen gehoren, und unsere Aufgabe ist es jetzt, die siimtlichen 
so erhaltlichen Gruppen aufzuziihlen. Hierbei werden wir wesentlich 
unterstiitzt durch die auftretenden Normalteiler und ihre Faktorgruppen. 
Die volle Gruppe ist jeweils das direkte Produkt der zugehorigen Be­
wegungsgruppe und einer Gruppe von der Ordnung 2, deren Elemente 
die Identitat und das Symmetriezentrum sind. Diese Gruppen heiBen die 
Holoedrie des betreffenden Systems. Normalteiler vom Index 2, z. B. 
die Bewegungsgruppen, heiBen im allgemeinen Hemiedrien, solche 
vom Index 4 Tetartoedrien. 

1. Triklines System: Die Hemiedrie besteht aus der Identitat allein, 
die H oloedrie enthalt auBerdem noch das Symmetriezentrum. 

2. Monoklines System: Die Holoedrie besteht aus E, einer Zweier­
achse, dem Symmetriezentrum und einer zur Achse senkrechten Sym­
metrieebene und bildet eine Abelsche Gruppe vom Typus (2, 2). Jedes 
der drei zuletztgenannten Elemente bestimmt mit E zusammen eine 
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Untergruppe vom Index 2, aber die mittlere gehort ins trikline System, 
daher bleiben zwei noch iibrig: E + Symmetrieebene bildet die He­
miedrie, E + Zweierachse die Hemimorphie. 

3. Rhombisches System. Die Holoedrie ist Abelsch von der Ord­
nung 8 und vom Typus (2, 2, 2). Sie besitzt 7 Gruppen von der 
Ordnung 2, die jeweils aus E und einer der 3 Zweierachsen oder 
der 3 Symmetrieebenen oder schlieBlich dem Symmetriezentrum be­
stehen. Aile diese gehoren bereits zu einem der friiheren Systeme. 
Ferner gibt es 7 Untergruppen von der Ordnung 4. Von diesen 
bilden 3 die monokline Holoedrie, bezogen auf je eine der drei Achsen; 
diese fallen we g. AuBer diesen gibt es drei Untergruppen, die a us E, 
einer Zweierachse und zwei durch sie hindurchgehenden Symmetrie­
ebenen bestehen. Diese bilden die rhombische Hemimorphie. SchlieB­
lich bleibt die Drehungsgruppe, welche E und 3 Zweierachsen enthalt 
und rhombische Hemiedrie heiBt. 

4. Rhomboedrisches System. Die :6ewegungsgruppe ist die Dieder· 
gruppe von der Ordnung 6. Die H oloedrie besitzt die Ordnung 12. 
Sie enthalt einen Normalteiler vom Index 4, die Tetartoedrie, deren 
Faktorgruppe Abelsch und vom Typus (2, 2) ist. Es gibt also noch 
drei Hemiedrien: die Paramorphie, welche auBer der Dreierachse noch 
das Symmetriezentrum und damit noch zwei Drehspiegelachsen ent­
halt, die Hemimorphie, welche auBer der Achse noch Symmetrieebenen 
durch dieselbe besitzt, und schlieBlich die Enantiomorphie, welche die 
samtlichen 6 Drehungen enthalt. 

5. Hexagonales System. Hier bildet die Sechserachse die Tetartoedrie 
und ist Normalteiler der Holoedrie vom Index 4. Genau wie im vor­
herigen Fall treten drei Hemiedrien auf, sie werden gleich bezeichnet 
wie vorher. Freilich treten bier noch weitere Untergruppen auf, die 
nachher untersucht werden sollen. 

6. Tetragonales System. Wie das vorige. 

7. Kubisches System. Hier bildet die Tetraedergruppe die Tetarto­
edrie. Sie ist genau wie die drei vorigen in der Holoedrie enthalten. 
Die Enantiomorphie (reine Drehungsgruppe) ist bier offenbar die 
Oktaedergruppe. 

Wahrend wir in 1 bis 4 samtliche Untergruppen kennen, miissen wir 
noch die iibrigen Gruppen untersuchen. Wir beginnen mit dem hexa­
gonalen System. Die Gruppe hat die Ordnung 24, ihre Sylowgruppe von 
der Ordnung 8 bildet das rhombische System, da die Sechserachse zu­
gleich Zweierachse ist, sie liefert also keine neue Kristallklasse. Jede 
andere Untergruppe enthalt die Untergruppe von der Ordnung 3, und 
diese ist stets Normalteiler, denn es gibt nur eine Dreierachse. Der 
Index dieses Normalteilers unter der Holoedrie ist 8, die Faktorgruppe 
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ist Abelsch und vom Typus (2, 2, 2). Es gibt also 7 Untergruppen 
von der Ordnung 6 und ebensoviel von der Ordnung 12. Von der 
Ordnung 6 ist die Sechserachse, ferner die drei Hemiedrien des 
rhomboedrischen Systems. Von den letzteren zahlen aber die Hemi­
morphie und die Enantiomorphie doppelt, da wir aus den 6 Zweier­
achsen des hexagonalen Systems auf zwei Arten drei auswahlen konnen, 
urn die Enantiomorphie zu erhalten. Ebenso ki:innen wir aus den 
6 Symmetrieebenen durch die Sechserachse auf zwei Arten drei aus­
wahlen, welche die Hemimorphie ergeben. Die beiden Konfigura­
tionen ergeben sich jeweils auseinander durch Drehung von 30° urn 
die Dreierachse. Es bleibt also noch eine Untergruppe iibrig und 
diese besteht aus der Dreierachse und einer l}orizontalen Symmetrie­
ebene, die also zur Achse senkrecht steht. Diese Klasse heiBt die 
trigonale Paramorphie. Sie gehort nicht zum rhomboedrischen Gitter, 
denn dieses besitzt keine horizontale Symmetrieebene, sondern nur 
zum hexagonalen, trotzdem wird sie meist dem rhomboedrischen System 
zugezahlt. Unter den Untergruppen von der Ordnung 12 kommen 5 
bereits unter den friiher aufgezahlten vor, und es bleiben zwei iibrig, 
die aber nur als eine zahlen. Es ist dies die Dreierachse mit drei 
dazu senkrechten Zweierachsen, also die rhomboedrische Enantio­
morphie, der ferner noch eine horizontale Symmetrieebene hinzugefiigt 
ist. Diese Klassy heiBt die trigonale Holoedrie. 

Ahnlich liegen die Verhaltnisse im tetragonalen System. Nimmt 
man hier zu der Viererachse das Symmetriezentrum, so erhiilt man 
eine Abelsche Gruppe vom Typus (4, 2). Diese besitzt auBer der 
Achse noch eine Operation von der Ordnung 4, namlich die Dreh­
spiegelachse. Die zugehorige Klasse heiBt tetragonale Tetartoedrie 
II. Art. Auch diese Gruppe ist Normalteiler der Holoedrie und in 
drei Normalteilern von der Ordnung 8 enthalten, von denen wir erst 
einen haben, namlich die tetragonale Paramorphie. Die heiden an­
deren sind gleich beschaffen und entstehen durch Hinzufiigen zweier 
Zweierachsen und zweier Symmetrieebenen durch die Drehspiegel­
achse, welche die Winkel zwischen den Zweierachsen halbieren. Diese 
Klasse heiBt die tetragonale Hemiedrie li. Art. 

Das kubische System liefert keine weiteren Klassen mehr. Die 
Sylowgruppen von der Ordnung 16 sind tetragonale Holoedrien, die 
Untergruppen mit Dreierachsen gehoren in das kubische oder das 
rhomboedrische System. 

Es ist bemerkenswert, daB bereits so einfache Gruppen, wie die 
drei zuletzt behandelten, eine groBe Mannigfaltigkeit von Untergruppen 
und eine auBerst komplizierte Struktur aufweisen. Sie sind darum 
besonders lehrreich, und gerade ein Vergleich des hexagonalen Falles 
mit dem tetragonalen wird die tiefere Erkenntnis des Baues von 
Gruppen auf das nachhaltigste fordern. 
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Auf die allgemeinen Raumgruppen mit endlichem Fundamental­
bereich werden wir in § 70 kurz eingehen. Der Beweis, daB es nur 
endlich viele gibt, ist viel schwieriger, als im Fall der Eben e. Man 
findet einen solchen in de Seguier, Groupes abstraits, p. 150. Paris, 
Gauthier-Villars 1904. 

8. Kapitel. 

Permutationsgruppen. 

§ 34. Zerlegung der Permutationen in Zyklen 1). 

Die Aufgabe dieses Kapitels bildet ein eingehenderes Studium 
der durch Permutationen dargestellten Gruppen. Sie sind besonders 
wichtig, weil durch sie gewisse, fiir aile Anwendungen fundamentale 
Gruppen in einfachster Weise behandelt werden konnen. Aber ihre 
Bedeutung reicht noch viel weiter, denn wie bereits in § 5 gezeigt 
worden ist, besitzt jede Gruppe eine Darstellung durch Permutationen, 
und wir werden spater sehen, daB sich jede Eigenschaft der Per­
mutationsgruppen so aussprechen laBt, daB sie als Eigenschaft einer 
abstrakten Gruppe erscheint. 

Wir behandeln zum Anfang eine neue Darstellung der Permuta­
tionen und beginnen mit einem Beispiel. In der Permutation 

( 12345) 
2 5 1 3 4 

wird 1 ersetzt durch 2, 2 durch 5, 5 durch 4, 4 durch 3 und 3 durch 1. 
Dies kann durch folgendes Symbol hezeichnet werden (1, 2, 5, 4, 3), 
in dem wir darunter eine zyklische Vertauschung oder einen Zyklus 
der fiinf Variablen in der Klammer verstehen dergestalt, daB jede Zahl 
durch die folgende, die letzte aber durch die erste ersetzt wird. Offen­
bar bewirkt die angegebene Permutation dieselbe Vertauschung wie das 
obige Klammersymbol, aber das letztere ist viel iibersichtlicher als 
die bisher angewandte Bezeichnung. 

So sind auch die Potenzen der Permutation leicht aus dem Klammer­
symbol abzulesen. Urn z. B. das Quadrat zu bilden, hat man jeweils 
urn 2 Stellen nach rechts zu gehen und allgemein fiir die n-te Potenz 
in zyklischer Weise urn n Stellen nach rechts. Man sieht sofort, daB 
die fiinfte Potenz unserer Permutation die identische ergibt. 

Als ein weiteres Beispiel betrachten wir die Permutation 

( 12345) 
54123. 

Hier geht 1 tiber in 5, 5 in 3 und 3 in 1, so daB hiermit bereits 

1) Zur Geschichte der Permutationsgruppen vgl. § 71. 
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ein Zyklus geschlossen ist, 2 geht tiber in 4 und 4 in 2. In unserem 
Fall ist also die Permutation das Produkt der zwei Zyklen (1, 5, 3) (2, 4), 
von 3 resp. 2 V ariablen. Die Ordnung dieser Permutation muB sowohl 
durch 3 als durch 2 teilbar sein und ist, wie man sich leicht iiber­
zeugt, gleich 6. 

Man sieht nun sofort, daB sich jede Permutation in der an­
gegebenen Weise in ein Produkt von Zyklen zerlegen laBt, wobei jede 
Variable nur einmal vorkommt. Bleibt eine Variable ungeandert bei 
der Permutation, so gibt sie AnlaB zu einem Zyklus von einem ein­
zigen Glied, und wir setzen fest, daB solche Zyklen weggelassen 
werden. So ist z. B. 

(1 2 3) 3 2 1 = (1, 3)(2) = (1, 3). 

Satz 91: Die Ordnung einer Permutation ist gleich dem kleinsten 
gemeinsamen Vielfachen der Ordnungen der einzelnen Zyklen, und die 
Ordnung eines Zyklus ist gleich der Anzahl der Variablen, die darin 
auftreten. 

Sieht man von der Bedingung ab, daB 2 Zyklen keine gemein­
samen Variablen enthalten diirfen, so laBt sich selbstverstandlich jede 
Permutation auf belie big viele Weise als Produkt von Zyklen dar­
stellen, insbesondere als Produkt von Transpositionen. Hierunter 
verstehen wir die Vertauschung zweier auf einander folgender Variablen. 
Der Zyklus (1, 2, 3, ... , n) kann offenbar ers'etzt werden durch die 
auf einander folgenden Transpositionen (1, 2), (1, 3), (1, 4), ... , (1, n). 
Es ist also: 

(1, 2, 3, ... , n) = (1, 2) (1, 3) (1, 4) ... (1, n), 

und in ahnlicher Weise lassen sich die iibrigen Zyklen der Permutation 
behandeln. Wir merken noch an, daB die Anzahl der Transpositionen 
bei Zyklen gerader Ordnung eine ungerade, im anderen Fall eine 
gerade ist. 

Der zu einem Zyklus inverse Zyklus wird erhalten, indem man 
die Variablen in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt; die zu einem 
Produkt von Zyklen inverse Operation erhalt man, indem man die 
Folge der Zyklen umkehrt und auBerdem jeden einzelnen Zyklus 
durch den inversen ersetzt. So ist z. B. 

((1, 2, 3) (1, 2, 4)t 1 = (4, 2, 1) (3, 2, 1). 

Nun gilt der 

Satz 92: Wird eine Permutation auf aUe mag lichen Weisen als 
Produkt von Transpositionen dargestellt, so ist die A nzahl der ein­
gehenden Transpositionen entweder bei allen DarsteUungen gerade oder 
bei allen Darstellungen ungerade. 
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Beweis: Man bildet das Differenzenprodukt 

(x1 - x2) (x1 - x8) · · · (x1 - x,.)) 
(x2 - xs) ... (x2 - x .. ) = D . 

• • • • 0 ••• 0 • 0 0 •••••• 

(x,._ 1 - x,.) 

Vertauscht man bier 1 und 2, so iindert D das V orzeichen, und all­
gemein iiberzeugt man sich Ieicht davon, daB jede Vertauschung zweier 
Iodizes dasselbe bewirkt. Eine gerade Anzahl von Vertauschungen 
HiBt daher D ungeandert, wahrend eine ungerade Anzahl D in - D 
ii berfiihrt. 

Eine Permutation wird stets entweder D unverandert lassen oder 
D in - D iiberfiihren. Im ersten Fall kann sie sich nur aus einer 
geraden Anzahl, im zweiten Fall nur aus einer ungeraden Anzahl von 
Transpositionen zusammensetzen lassen. 

Sind S und T zwei Permutationen, so ist es eine fiir das Folgende 
wichtige Aufgabe, die Permutation T -l S T zu bilden. Wir bezeichnen 

(
1, 2, ... , n) 

s = il, i2, ... , i.. ' 
vgl. § 5 

dann wird 

ST= · , (
1, 2, ... , n) 
ll, l2, ... , l .. 

und 

r-lST= (kl, k2, ... , k,.). 
ll, l2, ... , l,. 

Hieraus folgt der 

Satz 93: Eine Permutation S wird transformiert durch die Per­
mutation T, indem man in den beiden Zeilen der Permutation S die 
Permutation T ausfuhrt. 

In der Bezeichnungsweise durch Zyklen wird das Resultat noch 
einfacher. Man iiberzeugt sich leicht, daB ein Zyklus durch die Per­
mutation T transformiert wird, indem man die Variablen des Zyklus 
der Permutation unterwirft. So ergibt z. B. das Produkt der Zyklen 

(1, 2, 3) (2, 3, 4) transformiert durch die Permutation n·, ~: !: ~) 
das folgende Produkt (2, 1, 4) (1, 4, 3), denn ein Produkt wird trans· 
formiert, indem man die einzelnen Faktoren transformiert. 

Umgekehrt sind zwei Permutationen, deren Zerlegung in Zyklen 
mit verschiedenen Variablen eine gleichartige ist, d. h. jeweils aus 
gleichviel Zyklen derselben Ordnung besteht, durch Transformation 
ineinander iiberfiihrbar. Z. B. (1, 2, 3, 4, 5) und (2, 4, 1, 5, 3) sind 
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in einander transformierbar durch die Permutation G: ~·, ~: :: :) resp. 

die dazu Inverse. 
Zum SchluB dieses Paragraphen seien noch ein par spezielle 

Formeln angemerkt. Zwei Zyklen mit einer einzigen gemeinsamen 
Variablen ergeben multipliziert wiederum einen Zyklus: 

(xl, · · ., x..) (xl, Y2• · · ., Ym) = (xl, · · ., xn, Y2• Ys• · · ., Ym)· 
Die Ordnung des zusammengesetzten Zyklus ist gleich der urn 1 ver­
minderten Summe der Ordnungen der heiden Faktoren. 

Das Produkt zweier Transpositionen la{Jt sich durch dreigliedrige 
Zyklen erzeugen. So ist 

(ab)(cd) = (abd)(acd) und (ab)(ac) ·(abc). 

lnfolgedessen lassen sich alle geraden Permutationen auch als Pro­
dukte dreigliedriger Z yklen darstellen, und umgekehrt ist ein solches 
Produkt stets eine gerade Permutation. 

§ 35. Die symmetrische und alternierende 
Permutationsgruppe. 

Die siimtlichen Permutationen von n Variablen bilden eine Gruppe 
von der Ordnung nl, welche die symmetrische Gruppe von n Varia­
bien genannt wird. In dieser Gruppe sind 2 Permutationen mit gleich­
artiger Zerlegung in Zyklen von verschiedenen Variablen konjugiert. 

Besteht die Permutation aus a Zyklen von der Ordnung 1, 
b Zyklen von der Ordnung 2, c von der Ordnung 3 usw., so daB 
-n = a + 2 b + 3 c + · · · , so gibt es im ganzen, wie eine leichte Rech-
nung zeigt, 

nl 

1 aa! 2bb! 3°c! ... 

Permutationen von diesem Typus, wobei 0 I = 1 zu setzen ist. Diese 
Zahl stellt daher auch die Anzahl der Permutationen in der betreffen­
den Klasse dar. Die Anzahl der Klassen in der symmetrischen Gruppe 
ist gleich der Anzahl der Losungen der Gleichung 

n=a+2b+3c+ ... 

in ganzen Zahlen ~ 0. Fiir n = 2 erhiilt man die Gruppe von der 
Ordnung 2; n = 3 liefert die Diedergruppe von der Ordnung 6; 
-n = 4 ergibt die Oktaedergruppe von der Ordnung 24, denn diese 
ist ja bestimmt durch die Vertauschungen der 4 Diagonalen, welche 
die Mittelpunkte gegeniiber liegender Fliichen des Oktaeders verbinden. 
Eine weitere Besprechung folgt unten und wir gehen iiber zur 

Definition: Die alternierende Gruppe von n Variablen besteht 
aus den siimtlichen geraden Permutationen der n Variablen. Diese 
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bilden eine Untergruppe vom Index 2 der symmetrischen Gruppe, 
denn ist I}! die alternierende Gruppe und S irgend eine ungerade Per· 
mutation, so stellt IllS aile ungeraden Permutationen dar. I}{ ist ferner 
Normalteiler der symmetrischen Gruppe, denn mit T ist auch s- 1 TS 
eine gerade Permutation. 

Die alternierende Gruppe von 3 Variablen ist zyklisch und von. 
der Ordnung 3. Im Faile von 4 Variablen a, b, c, d besitzt sie die 
Ordnung 12. Wir behaupten nun, daB diese Gruppe einen Normal­
teiler von der Ordnung 4 besitzt. In der Tat bilden die 3 Permuta­
tionen, welche die 4 Variablen zu je zweien vertauschen, zusammen 
mit der identischen eine Untergruppe: 

E, A= (a, b) (c, d), B =(a, c) (b, d), C =(a, d) (b, c) 
mit den Relation en A B = B A = C; sie ist Abelsch und vom Typus 
(2, 2), also eine Vierergruppe. DaB sie Normalteiler ist, folgt daraus~ 
daB sie die siimtlichen Permutationen von dem betreffenden Typus 
enthiilt. Die Kompositionsreihe der symmetrischen Gruppe von vier 
Variablen besteht daher aus den Gruppen Ill, )8, (£, E, wobei Ill die 
alternierende Gruppe ist, )8 die eben aufgestellte Abelsche Gruppe von 
der Ordnung 4 und (£ eine ihrer drei Untergruppen von der Ordnung 2. 
Ill und )8 sind N ormalteiler der symmetrischen Gruppe, (£ dagegen 
nicht. W eiterhin gilt nun der wichtige 

Satz 94 1): Die alternierende Gruppe von n Variablen ist einfachr 
sobald n grof3er als 4 ist. 

Beweis: Ein Normalteiler der alternierenden Gruppe, der einen 
dreigliedrigen Zyklus (a, b, c) enthiilt, enthiilt aile weiteren dreiglied­
rigen Zyklen und stimmt infolgedessen mit der alternierenden Gruppe 
iiberein. Denn da mindestens 5 Variable zur Verfiigung stehen, so 
kann man stets eine §Crade Permutation angeben, welche die 3 Varia­
bien a, b, c in drei beliebig gegebene Variable a1, b1, c1 iiberfiihrt. 
Durch diese Permutation wird aber der Zyklus (a, b, c) in den Zyklus 
(a1, b1, c1) transformiert. Nun sei eine beliebige Permutation des 
Normalteilers in folgender Weise durch elementenfremde Zyklen dar­
gestellt: S = (a1 , ••• , aJ · · · (c1 , ••• , c8) und wir machen die Voraus· 
setzung, daB s > 4 sei, dann gehort auch 

T = (al, .. . , ar) ... (cl, ... , cs-8' cs-1' c., c.-2) 
zum Normalteiler, denn S geht in T iiber, indem man die Variablen 
(c 8 _ 2 , C8 _ 1 , c.) zyklisch vertauscht, was eine gerade Permutation ist. 
Der Normalteiler enthiilt also auch sr-t, und man findet leicht, daB. 
dies der dreigliedrige Zyklus (c8 _ 8 , c8 , C8 _ 2) ist, womit nach dem Vor­
hergehenden bewiesen ist, daB alle Untergruppen, die Zyklen von 

1 ) Galois, E.: Oeuvres, S. 26. 
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hoherer als dritter Ordnung enthalten, mit der alternierenden Gruppe 
iibereinstimmen. 

Nun moge der Normalteiler eine Permutation von der Ordnung 3 
enthalten, dann muB diese in Zyklen zerlegt mindestens 2 Zyklen 
enthalten, sonst ware die ganze altemierende Gruppe im Normalteiler. 
Eine solche Permutation sei 

S = (a1 , a1p as) (b1 , b2 , bs), 

wobei wir nur 2 Zyklen aufschreiben. Vertauscht man nun as, b1 , b2 

zyklisch, was auf eine Transformation mit einer geraden Permutation 
herauskommt, so erhiilt man 

T = (al' a2 , b1 ) (b2 , as, bs), 
und es wird 

S T = (a1 , b1 , as, a2 , bs) 

also ein fiinfgliedriger Zyklus und wir befinden uns im friiheren Fall. 
Es bleibt noch der Fall iibrig, daB im Normalteiler bloB zweigliedrige 

Zyklen vorkommen. 

Wenn der Normalteiler die Permutation (a, b) (c, d) enthiilt, so muB 
er auch (b, e) (c, d) enthalten, wobei e irgendeine fiinfte Variable, die 
ja vorhanden ist, darstellt, und das Produkt dieser heiden ist wiederum 
ein dreigliedriger Zyklus, niimlich (a, e, b). Falls die Permutation nicht 
bloB aus 2 Vertauschungen besteht, so miissen es mindestens 4 sein, 
z. B. (a1 , a2) (b1 , b2) (c1 , c2) (d1 , d2), alsdann ist auch die folgende Per· 
mutation im N ormalteiler enthalten ( a1 , a9 )(b1 , c1)(b9 , d1) ( c9 , d2). Das 
Produkt dieser heiden ergibt eine Permutation von der Ordnung 3 
niimlich (bl' d1 , c9) (b9 , c1 , d9), womit wir auf den friiheren Fall zuriick· 
gefiihrt sind. Wir haben hierbei die iibrigen Vertauschungen, welche 
allenfalls zur Permutation gehoren, weggelassen, da sie in heiden Per­
mutationen gleich bleiben sollen und sich daher bei der Multiplikation 
aufheben. 

§ 36. Transitive und intransitive Permutationsgruppen. 
Von jetzt an sollen die Variablen einer Permutationsgruppe auch 

als solche bezeichnet werden, indem wir statt 1, 2, ... , n schreiben: 
x1 , x9 , •• • , x ... n heiBt der Grad der Gruppe. 

Indem wir nun von einer Variablen, etwa x1 , ausgehen, untersuchen 
wir, in welche Variablen x1 durch die verschiedenen Permutationen 
iibergefiihrt wird. Da die identische Permutation in jeder Permutations· 
gruppe enthalten i&t, so kommt darunter x1 selber vor. Durch Ein­
fiihrung einer geeigneten Numerierung dlirfen wir annehmen, daB die 
iibrigen Variablen, in die x1 libergeht, x9 , ••• , xr sind. Wir behaupten 
nun, daB diese r Variablen bei allen Permutationen der Gruppe nur 
unter sich vertauscht werden. Es moge niimlich bei der Permutation 



112 8. Kap. Permutationsgruppen. 

S die Variable xi in x,. iibergefiihrt werden, wobei i eine Zahl zwischen 
1 und r bedeutet. 1st dann T eine Permutation, die x1 in X; iiber­
fiihrt, so wird TS einerseits zur Permutationsgruppe gehoren, anderer· 
seits aber auch x1 in xk iiberfiihren. Nach der Voraussetzung folgt 
nun, daB k ebenfalls ein Index zwischen 1 und r ist. Sind ferner i 
und k zwei lndizes zwischen 1 und r und fiihren S resp. T die 
Variable xl in X; resp. xk iiber, so fiihrt s-l T die Variable xi in xk 
iiber. Man sieht sonach, daB durch irgend eine Variable xi die zu­
gehorigen Variablen x1 bis xr eindeutig bestimmt sind und man nennt 
x1 bis xr durch die Permutationsgruppe transitiv verbundene Variable. 
Eine Variable auBerhalb von x1 , ••. , xr wird wiederum einem tran­
sitiven System angehoren, das durch eine beliebige unter seinen Varia­
bien vollstiindig bestimmt ist, und das System der n Variablen zerfiillt 
somit in eine Anzahl transitiver Teilsysteme. Eine Permutationsgruppe, 
bei der mehr als ein transitives System vorkommt, heiBt eine intransi­
tive Permutationsgruppe. Betrachtet man nur die Variablen eines 
transitiven Teilsystems, so bilden ihre durch die Gruppe hervor­
gerufenen Permutationen eine mit der Gesamtgruppe isomorphe Gruppe. 
Diejenigen Permutationen, welche diese Variablen ungeandert lassen, 
bilden also einen Normalteiler der ganzen Gruppe. 

Als Beispiel geben wir die zyklische Gruppe von der Ordnung 6 
in fiinf Variablen dargestellt; sie wird erzeugt durch 

(x1 , x~, x8)(x, .. x5). 

Diese Gruppe ist intransitiv, der Normalteiler, der die drei ersten 
·Variablen ungeii.ndert laBt, ist von der Ordnung 2, derjenige, der x 4 

und x5 nicht andert, von der Ordnung 3. 
Es geniigt, die transitiven Permutationsgruppen zu untersuchen, da 

sich die iibrigen aus jenen zusammensetzen lassen. 

Satz 95: In einer transitiven Permutationsgruppe von n Variablen 
bilden diefenigen Permutationen, die x1 resp. x2 usw. ungeiindert lassen, 
ein System von n konjugierten Untergruppen vom Index n unter der 
ganzen Gruppe. 

Beweis: DaB die Permutationen, die etwa x1 ungeandert lassen, 
eine Untergruppe S? bilden. ist klar; sind ferner T und S zwei Per­
mutationen, die beide x1 in x, iiberfiihren, so gehort ersichtlich sr-l 
zu S?, d. h. S und T gehoren derselben Nebengruppe von S? an und 
jede Nebengruppe besteht aus der Gesamtheit derjenigen Permuta­
tionen, die x 1 in eine bestimmte der iibrigen V ariablen iiberfiihren. 
Hiernach zerfallt die ganze Gruppe genau in n Nebengruppen von S?· 
1st nun S?' diejenige Gruppe, die X; ungeiindert laBt, und T eine 
Permutation, die x1 in X; iiberfiihrt, so wird y- 1 S? T eine Untergruppe 
sein,. die X; ungeandert laBt und daher in S?' enthalten ist; da ihre 
Ordnung dieselbe ist wie diejcmige von ~', so wird S?' = T- 1 S? T. 
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Nach der Definition ist ~ eine intransitive Permutationsgruppe, in­
dem ja x1 fiir sich ein transitives System bildet. Wir miissen nun 
untersuchen, was eintritt, wenn ~ in den iibrigen Variablen transitiv ist. 

Definition: Eine Permutationsgruppe @ heiBt r-tach transUiv, 
wenn sie Permutationen enthiilt, die x1 , ••• , xr in jedes System von 
r Variablen aus x1 , •• • , x,. iiberfiihren. 

Aus dieser Definition folgt ohne weiteres, wie oben, daB in der 
Gruppe @ Permutationen auftreten, welche ein beliebiges System 
von r aus den n Variablen in ein beliebiges derartiges System tiber· 
fiihren. Diejenigen Permutationen, welche x1, ... , xr in sich selbst iiber­
fiihren, bilden eine Untergruppe ~' und diejenigen, welche diese 
Variablen in ein und dasselbe System iiberfiihren, bilden eine Neben­
gruppe von ~. Der Index von ~ ist also gleich der Anzahl der 
moglichen Systeme von r Variablen, in die x1 , •• • , xr iibergefiihrt 
werden kann, und diese Anzahl ist gleich: n (n -1) · · · (n- r + 1). 
Hieraus folgt der 

Satz 96: Die Ordnung einer r- fach transitiven Gruppe vom 
Grade n ist gleich n (n- 1) · · · (n- r + 1) d, wobei d ein Teiler von 
(n- r)! ist. 

Denn d ist die Ordnung der Untergruppe ~' und ~ vertauscht 
n - r Variable. 

Wir betrachten nun speziell die zweifach transitiven Gruppen. 
Eine solche kann auch als transitive Gruppe charakterisiert werden, 
bei welcher die Untergruppe, die x1 ungeiindert liiBt, in den iibrigen 
Variablen transitiv ist. Denn sie muB Permutationen enthalten, die 
x1 , x11 in ein beliebiges Paar x1 , xi (i = 2, ... , n) iiberfiihrt; daraus folgt 
nun Ieicht, daB auch ein beliebiges Paar von Variablen x,, xk in x,, Xz 

iibergefiihrt werden kann, wobei l=f= i. Da die Gruppe transitiv ist, 
so gibt es jedenfalls eine Permutation, die x1 in xi iiberfiihrt und x11 

moge dabei in XI< iibergehen; durch Zusammensetzung mit einer ge­
eigneten aus den vorhin angegebenen Permutationen kann man nun 
erreichen, daB k sowie i einem beliebigen Index gleich wird, womit 
bewiesen ist, daB die Gruppe zweifach transitiv ist. 

§ 37. Darstellung von Gruppen durch Permutationen. 
Bereits in § 5 haben wir den Begriff der DarsteUung einer ab­

strakten Gruppe eingefiihrt. Es ist vorteilhaft, ihn etwas zu erweitern. 
Eine Permutationsgruppe stellt die abstrakte Gruppe @ dar, wenn 

jedem Element der letzteren eine und nur eine Permutation zugeordnet 
ist und umgekehrt jeder Permutation mindestens ein Element aus @ 

entspricht, dergestalt, daB dem Produkt zweier Elemente auch das 
Produkt der zugeordneten Permutationen zugeordnet ist. Die Permu-

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 8 
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tationsgruppe ist also isomorph mit der abstrakten Gruppe. Im folgen· 
den wird die Aufgabe gelost werden, aile. Darstellungen einer ab­
strakten Gruppe durch transitive Permutationsgruppen zu finden. 

1st 5;;l irgend eine Untergruppe der abstrakten Gruppe ® vom Index n 
und ist, in rechtsseitige Nebengruppen zerlegt, 

® = 5;;l + 5;;l Til+ ... +s:?Tn, 
so laBt sich in folgender Weise eine Permutationsgruppe von n 
Variablen definieren, welche mit® isomorph ist: Man multipliziere die 
n Nebengruppen S',;l, 5;;l T2 , ••• , 5;;l Tn rechts mit dem beliebigen ElementS 
aus ®. Hierdurch erfahren sie eine Permutation und diese bezeichnen 
wir als die Darstellung des abstrakten Elementes S. Man sieht so­
fort, daB man auf diese Weise eine Darstellung von ® erhiilt, wenn 
man die n Nebengruppen als zu permutierende Variable betrachtet. 
Es ist nun von Wichtigkeit zu untersuchen, welche der Nebengruppen 
durch S in sich selbst iibergefiihrt werden. W enn das z. B. fur 5;;l 
der Fall ist, so muB die Beziehung gelten 5;;l S = S',;l, d. h. S muB in 
der Untergruppe 5;;l liegen und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so 
wird 5;;l ungeandert bleiben. 5;;l T bleibt ungeandert, wenn 5;;l T S = 5;;l T 
oder T- 1 5;;l T· S = T- 1 5;;l T ist, d. h. wenn S in der zu 5;;l konjugierten 
Untergruppe T- 1 5;;l T liegt. 

Hiernach laBt die zu S gehorige Permutation genau so viele 
,Variable", namlich Nebengruppen, ungeandert, als die Anzahl der 
mit 5;;l konjugierten Untergruppen betragt, die S enthalten. Die iden· 
tische Permutation wird von allen denjenigen Elementen S erzeugt, 
die in allen mit 5;;l konjugierten Untergruppen enthalten sind. Die 
Gesamtheit dieser Elemente bildet einen Normalteiler der ganzen 
Gruppe ® und umgekehrt ist jeder Normalteiler von ®, der in 5;;l 
enthalten ist, auch in den mit 5;;l konjugierten Untergruppen enthalten. 
Bezeichnet 91 den groBten Normalteiler von ®, der in Sj enthalten 
ist, so entspricht seinen Elementen und nur diesen die identische 
Permutation, die durch 5;;l erzeugte Permutationsgruppe ist holoedrisch 
isomorph mit der Faktorgruppe ®/91. Nachdem das festgestellt 
ist, konnen wir leicht die wichtige Tatsache erweisen, daB wir auf 
dies em W eg alle transitiven Darstellungen der Gruppe ® erhalten, so 
daB also jede transitive Permutationsgruppe durch eine Untergruppe 
der durch sie dargestellten abstrakten Gruppe im eben beschriebenen 
Sinn erzeugt werden kann. 

Es sei namlich ® die Permutationsgruppe und 5;;l diejenige Unter­
gruppe, die x1 ungeandert laBt, ferner sei 

® =S'd + 5;;l Til+ ... + 5;;l Tn, 
wobei 5;;l Ti diejenige Nebengruppe bedeutet, deren Permutationen x1 

in X; iiberfiihren. Nun moge die beliebige Permutation S aus ® unter 
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anderem die Variable xk in die Variable x1 tiberfi.ihren. Wir behaupten, 
daB die Beziehung gilt: 

S) Tk S = S) Tr 
Zum Beweis bedenken wir, daB Tk S die Variable x1 in x1 i.iber­

fiihrt und so mit eine Permutation aus S) T1 ist, etwa H Tz. Nun wird 
S) Tk S = S) H T1 = S) Tl' womit die Behauptung erwiesen ist. Damit 
ist bewiesen, daB die mit S bezeichnete Permutation der Variablen 
x1 , .•. , x,. identisch ist mit der Permutation der Nebengruppen von 5), 
die durch rechtsseitige Multiplikation mit S entsteht. Wir sprechen 
die gefundenen Resultate in folgendem Satz aus: 

Satz 97: Man erhiilt jede Darstellung einer abstrakten Gruppe @ 

durch transitive Permutationsgruppen, indem man irgendeine U nter­
gruppe S) und ihre Nebengruppen rechtsseitig mit den Elementen der 
Gruppe multipliziert; ist irgendeine Permutationsgruppe gegeben und 
S) diejenige Untergruppe, die eine der Variablen ungeiindert lii{Jt, so ist 
die durch S) erzeugte Permutationsgruppe identisch mit der gegebenen 
Permutationsgruppe, bei geeigneter Zuordnung der Nebengruppen zu den 
Variablen der Permutationsgruppe. 

Die schon fri.iher angegebene Darstellung einer Gruppe von der 
Ordnung g durch g Variable, welche aus der Gruppentafel entspringt, 
ist offenbar in unserer allgemeinen Aufstellung enthalten, wenn man 
fi.ir S) die Einheitsgruppe E wahlt. Einige scheinbar andere Methoden, 
aus abstrakten Gruppen Permutationsgruppen zu bilden, seien hier noch 
besprochen. Wahlt man statt rechtsseitiger Nebengruppen linksseitige, 
® = S) + U2 S) + · · · + Un 5), so erhalt man eine Darstellung, indem 
man dem Element S die durch linksseitige Multiplikation mit s- 1 

hervorgerufene Permutation dieser Nebengruppen zuordnet. In der 
Tat entspricht S die Permutation: 

( 
5), 

s-1 5), 

u2 5), ... , 

y-1 u2 5), ... , 
T: ( 

5), 
y-1 5), 

und 

ST: 

Da sich nun aber die durch T hervorgerufene Permutation auch so 
schreiben laBt: 

T: 
I s-1 5), 

(r-1 s-1 5), 
s- 1 U2 5), ... , s- 1 u,.S)) 

y-1s-1U25), ... , y-1s-1UnS)' 

so sieht man, daB die Zusammensetzung der heiden zu S und T ge· 
horigen Permutationen die zu S T gehorige Permutation ergibt. 

8* 
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Urn -nun zu beweisen, daB diese Permutationsgruppe bei geeigneter 
Anordnung der Nebengruppen mit einer friiheren identisch ist, schreiben 
wir die rechts- und linksseitigen N ebengruppen in besonderer Weise 
auf. Ist 

® = S) + S) T 2 + · · · + S) Tn 

eine Zerlegung von ® nach rechtsseitigen Nebengruppen, so ist 
nach § 6 

eine solche nach linksseitigen Nebengruppen. Multipliziert man der 
Reihe nach S), S) T2 , •• • , S) T .. rechts mit S, so erhalt man genau die­
selbe Permutation der Nebengruppen, wie wenn man die linksseitigen 

Nebengruppen S), T2- 1 S), ... , Tn- 1 SJ links mit S-1 multipliziert, so daB 
in der Tat die durch linksseitige Multiplikation hervorgerufene Per­
mutationsgruppe mit einer rechtsseitigen identisch ist. 

Eine weitere Moglichkeit, die abstrakte Gruppe ® als Perrnutations­
g_ruppe darzustellen, ist die folgende: Pl' ... , P,. seien die Elemente 
einer Klasse von ®. Dem beliebigen Element S von ® ordnen wir 
diejenige Permutation der Elemente P zu, welche durch Transfor­
mation mit S gebildet wird, also S-1 P1 S, .. . , S-1 P .. S. Man sieht 
ohne weiteres ein, daB dies eine Darstellung von ® ergibt; aber 
auch sie ist identisch mit einer durch unsere allgemeine Methode 
erzeugten. Sie niimlich S) diejenige Untergruppe, welche aus den 
mit P1 vertauschbaren Elementen der Gruppe besteht, dann ist r der 
Index von S) unter ®, und die Nebengruppen von S) sind S), S)S1l' ... , S) S,., 
wobei die S, der Gleichung ·geniigen: Si1 P1 Si =Pi. 

Rechtsseitige Multiplikation mit S ergibt die Permutation 

(5), 
S)S, 

S) s2, ... , S) s,. ) 
S)S2 S, .•. , S)S,.S 

und wir behaupten, daB dies dieselbe Permutation ist, wie 

( P1 , P9 , ••. , P,. ) 
S -1p s 1 1 • 

1 , s- P9 S, ... , s- P,.S 

In der Tat, wenn S) SiS = S) S" ist, so wird S1 S das Element P1 in 
P.,. transformieren, und daher S- 1PiS = P" sein. Gleich wie also die 
Nebengruppe S) s, durch S in S) S.,. iibergefiihrt wird, so wird P; 
durch S in P.,. transformiert, womit die Behauptung erwiesen ist. 

Zum SchluB soli noch untersucht werden, wann zwei verschiedene 
Untergruppen S) und gr bei geeigneter Anordnung der Nebengruppen 
zu der selben Permutationsgruppe fiihren. 

Die Nebengruppen von S) nehmen wir in der Reihenfolge: 

~. ~ T~, .. . , ~ T,.. 
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Bei ~ wollen wir die Untergruppe selbst nicht an die erste Stelle 

setzen, sondern wir bezeichnen die Nebengruppen allgemein mit 

st U1 , st U2 , ••• , stu,.. 
Wenn nun die Vertauschung, die zu 5 gehi:irt, in heiden Fallen 

dieselbe sein soli, so miissen insbesondere diejenigen Elemente, welche 

die erste Variable, namlich Sj resp. st U1 ungeandert lassen, in heiden 

Fallen die selben sein. Nun folgt aus Sj 5 = Sj, daB 5 in Sj liegt und 

aus Sf U1 5 = st U1 , daB 5 zu U:; 1 st U1 gehi:irt. Es muB also 

$') = U:;1 st U1 sein, d. h. Sj und st miissen konjugierte Untergruppen 

sein. Umgekehrt, wenn Sj und st konjugierte Untergruppen sind, so 
erzeugen sie dieselbe Permutationsgruppe bei geeigneter Numerierung 
der Variablen. 

§ 38. Primitive und imprimitive Permutationsgruppen. 
Die transitiven Gruppen werden eingeteilt in primitive und im­

primitive Gruppen. 

Definition: Eine transitive Permutationsgruppe heiBt imprimitiv, 
wenn sich ihre Variablen dergestalt in mindestens zwei Systeme mit 
mehr als einer Variablen einteilen lassen, daB die Variablen eines 

jeden Systems entweder nur unter sich vertauscht werden, oder in die 
Variablen eines anderen Systems iibergefiihrt werden. 

Es ist klar, daB die Anzahl der Variablen in jedem System die­
selbe sein muB. Diejenigen Permutationen, welche die Variablen eines 

jeden Systems nur unter sich vertauschen, bilden einen Normalteiler 

der Gruppe, denn wir erhalten eine mit der Gruppe isomorphe Per­

mutationsgruppe, wenn wir bloB die Vertauschungen der Systeme unter 
einander betrachten, und die erwahnte Untergruppe gehi:irt offenbar 
zu der Einheitspermutation dieser isomorphen Gruppe. Diejenigen Per­

mutationen hingegen, welche die Variablen eines bestimmten Systems 

unter sich vertauschen, bilden eine Untergruppe st, welche diejenige 

Untergruppe Sj enthiilt, die eine bestimmte Variable des Systems in 

sich selbst transformiert. 
Die imprimitiven Gruppen haben sonach die besondere Eigen­

schaft, daB diejenige Untergruppe S'j, welche eine Variable, z. B. xl' 
nicht andert, in einer weiteren eigentlichen Untergruppe Sf enthalten 

ist. Umgekehrt gibt eine solche Untergruppe Sf stets AnlaB zu einer 

imprimitiven Gruppe. Denn sei Sf = Sj + Sj 5 2 + · · · + $') 51' und 

®=Sf+ Sf T2 +···+Sf Tm, so werden zunachst bei Multiplikation 
mit einem beliebigen Element 5 die Nebengruppen von Sf unter sich 
vertauscht. Eine Nebengruppe von Sf besteht genau aus den Elementen 

von l Nebengruppen von S), denn es ist z. B.: 

st T2 = Sj T2 + i? 52 T2 + · · · + Sj 5 1 T2 • 
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Die samtlichen Nebengruppen von S;) zerfallen sonach in m Systeme 
von je l Nehengruppen, und jedes System enthiilt gerade diejenigen 
Nebengruppen von S;), die zusammen eine Nebengruppe von St' bilden. 
Es ist nun klar, daB bei Multiplikation mit S die Nebengruppen eines 
solchen Systems entweder nur unter sich permutiert werden, oder aber 
in die Nebengruppen eines neuen Systems iibergefiihrt werden, d. h. 
die durch S;) erzeugte Permutationsgruppe ist imprimitiv. DaB eine 
Permutationsgruppe eventuell in mehrfacher Weise imprimitiv sein 
kann, ist nun auch fast selbstverstandlich; dies ist der Fall, wenn es 
mehrere Untergruppen von ® gibt, die S;) enthalten. Die Existenz 
einer jeden dieser besonderen Untergruppen macht sich durch eine 
besondere Art der lmprimitivitat geltend. 

Die imprimitiven Gruppen sind stets nur einfach transitiv, denn 
im entgegengesetzten Fall miiBte z. B. das Variablenpaar x1 x2 in jedes 
der Paare x1 xi iibergefiihrt werden ki:innen, was der Tatsache wider­
spricht, daB dieses Paar nur in ein Paar desselben oder eines anderen 
Systems iibergefiihrt werden kann. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die prirnitiven Gruppen. Sie 
werden erzeugt durch solche Untergruppen S;) von @, die in keiner 
weiteren enthalten sind, d. h. von gri:iBten Untergruppen von ®; und 
wir ki:innen tiber sie einige wichtige Satze angeben. 

Satz 98: Der Grad einer primitiven Permutationsgruppe, die auf­
losbar ist, ist stets eine Primzahlpotenz pn und die Gruppe enthalt 
einen und nur einen kleinsten Normalteiler; seine Ordnung ist pn. 

Beweis: Es sei S;) die Untergruppe von @, welche die primitive 
Permutationsgruppe ® erzeugt, und ~ ein kleinster Normalteiler von 
®, dann ist ® = { ~, S;)}. Denn S;) ist nach V oraussetzung eine gri:iBte 
Untergruppe und ~ ist nicht in S;) enthalten, weil sonst S;) nicht die 
Gruppe @, sondern bloB ®j~ erzeugte. Weil ® aufli:isbar ist, so ist 
IJl eine Abelsche Gruppe, deren Ordnung Potenz einer Primzahl, etwa 
pn ist. 1st 'Il der Durchschnitt von S;) und ~' so ist 'Il Normalteiler 
von S;) und es gilt die Beziehung S;)/'Il = ®j~ (Satz 25). Hieraus folgt, daB 
der Index von S;) unter ® gleich dem Index von 'Il unter ~' d. h. 
eine Potenz von p ist. Wir behaupten ferner, daB 'Il = E ist, d. h. 
daB ~ und S;) zueinander teilerfremd sind. In der Tat sei P ein Ele­
ment, das S;) und ~ gemeinsam ist, so ist P mit allen Elementen von 
~ vertauschbar, wei! W A belsch ist. Setzt man: ® = S;) + S;) 72 + · · · + S;) Tl' 
so dar£ man nach § 10 die Elemente T2 , ••• , T1 aus ~ wahl en. Die zu 
S;) konjugierten Untergruppen sind alsdann Ti 1 S;) Ti. Da P mit allen 
T vertauschbar ist, so kommt P in allen zu S;) konjugierten Unter­
gruppen vor und gehi:irt also zu einem Normalteiler von ®, der in 
S;) enthalten ist. Dies ist aber nicht mi:iglich, da S;) auBer E keinen 
Normalteiler von ® enthiilt. Hiermit ist gezeigt, daB der Grad der 
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Permutationsgruppe genau = p" ist. Es bleibt nun noch iibrig zu 
zeigen, daB W der einzige kleinste Normalteiler von Ql ist. Angenommen 
namlich, es gabe noch einen zweiten W, dann ware auch dieser Abelsch, 
und ferner ware jedes Element von W mit jedem Element von W' ver­
tauschbar, denn W und W' haben auBer E kein Elemement gemeinsam. 
Das direkte Produkt von W und W' ware selbst ein Abelscher Normal· 
teiler von Ql und wir bezeichnen ihn mit 9)1. Nun laBt sich genau 
der selbe Beweis, den wir fUr W gefiihrt haben, auch fiir 9)1 fiihren; 
also miiBte der Index von SJ unter Ql auch gleich der Ordnung von 
ID1 sein, was einen Widerspruch ergibt. Wir konnen sonach den 
folgenden allgemeinen Satz aussprechen: 

Satz 99: 1st SJ eine gro{Jte Untergruppe der auflOsbaren Gruppe ® 
und W der gro{Jte in SJ enthaltene Normalteiler von Ql, dann besitzt 
die Faktorgruppe ®/W nur einen Abelschen Normalteiler und dessen 
Ordnung ist gleich dem Index von SJ unter ®. 

Da dieser Abelsche Normalteiler kleinster Normalteiler ist, so ist 
sein Typus durch die allgemeinen Regeln bestimmt. 

Wir wollen noch einige einfache Folgerungen aus unserer Me 
thode angeben: 

Satz 100: 1st SJ eine Untergruppe von Ql vom Index n, und ist 
ferner W der gro{Jte in SJ enthaltene Normalteiler von ®, so ist die 
Ordnung von ®/W ein Teiler von n!. 

Denn die Gruppe ®/W laBt sich holoedrisch isomorph darstellen 
als Permutationsgruppe von n Variablen. Ist p die groBte in der Ord­
nung einer einfachen Gruppe enthaltene Primzahl, so besitzt diese 
Gruppe keine Untergruppe, deren Index kleiner als p ist. Allgemeiner 
laBt sich folgender Satz aussprechen: 

Satz 101: 1st die Ordnung der Untergruppe SJ gleich a b, die von Ql 
gleich a b n , und ist jede in b aufgehende Primzahl 2: n, jede in a 
aufgehende < n , so ist die Ordnung des gro{Jten in SJ enthaltenen 
Normalteilers von Ql durch b teilbar. 

Beweis: Es sei W der groBte in SJ enthaltene Normalteiler von Ql, 
dann ist die Ordnung von ®jW ein Teiler von nl, diejenige von SJ/W 
also ein Teiler von (n - 1) I . Diese letztere Zahl ist aber sicherlich 
zu b prim, folglich muB b in der Ordnung von ~l aufgehen. 

Historische Notiz: Satz 98 ist von Galois entdeckt worden. Die Auf­
stellung samtlicher autlosbarer primitiver Gruppen vom Grade pn bildet den 
lnhalt der zweiten Halfte von Jordans Traite des substitutions. Jordan hat seine 
Beweise spater wesentlich vereinfacht und in zwei Abhandlungen niedergelegt: 
Recherches sur les j!roupes resolubles (Memorie della Pontificia Accademia 
Romana dei Nuovi Lincei 26 (1908), S. 7-39) und Memoire sur les groupes 
resolubles (J. de math. 1917, S. 264-374). Die Falle pa und p4 behandelt 
Gosta Bucht (Die umfassendsten primitiven metazyklischen Kongruenzgruppen 
mit drei oder vier Variablen, Archiv fOr Mat., Astr. och Fys. Bd. 11, 1916), 
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§ 39. Die Charaktere einer Permutationsgruppe. 

Wir betrachten eine transitive Permutationsgruppe ® und zahlen 
bei jeder Permutation die Variablen, die ungeandert bleiben. Diese 
Zahl wird der Charakter der Permutation genannt, und wir wollen 
einige Eigenschaften dieser wichtigen Zahlen herleiten. 

~ sei diejenige Untergruppe von ®, deren Permutationen eine 
Variable ungeandert lassen, und es sei 

® = ~ + ~ T2 + ... + ~ Tn. 

Die Anzahl der Permutationen, welche die erste Variable ungeandert 
lassen, ist gleich der Anzahl der Elemente in ~; diejenige der Per­
mutationen, welche die i-te Variable in sich selbst iiberfiihren, ist 
gleich der Anzahl der Elemente in Ti-l~ T;. Auch ihre Anzahl ist 
gleich der Ordnung von ~· Fiir jede Variable gibt es also genau 
gleich viele Permutationen, welche sie ungeiindert lassen. Die Summe 
der Charaktere aller Permutationen ist daher gleich der Ordnung von 
~ multipliziert mit n, also gleich der Ordnung von ®. Ist die Gruppe 
intransitiv, so wird jeder transitive Bestandteil an die Summe der 
Charaktere denselben Bestandteil liefern. Hieraus folgt der 

Satz 102: Ist ® eine Permutationsgruppe von der Ordnung g, so 
ist die Summe der Charaktere der Permutationen gleich kg, wobei k 
die Anzahl der transitiven Systeme von ® bedeutet. 

Wir betrachten nunmehr die Elemente der Untergruppe ~ und 
die zu ihnen gehorigen Permutationen. Die Summe ihrer Charaktere 
ist gleich der Ordnung von ~ multipliziert mit der Anzahl der Kom­
plexe, in die ®mod. (~, ~) zerfiillt (Satz 102), denn nur solche Neben­
gruppen von ~' die zum selben Komplex gehoren, sind bei der Unter­
gruppe ~ transitiv verbunden. Diese Anzahl der Komplexe bezeichnen 
wir mit l. Nehmen wir statt ~ die konjugierte Untergruppe T; -l ~ ~, 

so liefert sie die selbe Zahl fiir die Summe der Charaktere. Bei der 
Gesamtheit dieser n konjugierten Untergruppen erhalten wir als Summe 
der Charaktere die Zahl l g. Hierbei sind nun die Elemente im all­
gemeinen mehrfach gezahlt, und indem wir sie ordnen, erhalten wir 
eine neue Abziihlung der Charaktere. W enn namlich der Charakter 
eines Elementes r ist, so tritt dieses Element genau in r von den zu 
~ konjugierten Untergruppen auf. Jedes Element liefert also als Bei­
trag zu der Summe das Quadrat seines Charakters. Nun kann man 
auch noch die Elemente auBerhalb des Systems der zu ~ konjugierten 
Untergruppen heranziehen. Ihr Charakter ist Null, und wenn wir sie 
zu unserer Summe hinzunehmen, so wird nichts geandert. Dies Resultat 
kann man in folgendem Satz zusammenfassen: 
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Satz 103 : Die Summe der Quadrate der Charaktere einer transi­
tiven durch £;;> erzeugten Permutationsgruppe von der Ordnung g ist 
gleich l g, wobei l die Anzahl der Komplexe von Nebengruppen bezeichnet, 
in die ®mod.(£;;>, £;;>) zerfiillt. 

9. Kapitel. 

Automorphismen. 
§ 40. Automorphismen einer Gruppe. 

1st ® irgend eine Gruppe und S eines ihrer Elemente, so erhiilt 
man durch Transformation aller Elemente von ® mit S einen Auto­
morphismus (§ 9) von ®. 1st namlich A B = C, so folgt daraus 
s- 1AS·S- 1 BS=S- 1 CS. 

Die so entstehenden Automorphismen einer Gruppe nennt man 
innere Automorphismen. Ersetzt man jedes Element durch das 
beim Automorphismus ibm entsprechende, so erhalt man eine Permu­
tation der Elemente, die man durch 

bezeichnen kann, wobei X die Elemente von ® durchlauft. In vielen 
Fallen gibt es aber auch weitere Automorphismen der Gruppe und 
diese nennt man zum Unterschied von den friiheren aujJere Auto· 
morphismen. W enn dabei dem Element X das Element X' zugeord­
net ist, so bezeichnen wir diesen Automorphismus mit 

{~}· 
Als Beispiel fiir Gruppen mit auBeren Automorphismen erwahnen wir 
die zyklische Gruppe von der Ordnung 3, bestehend aus den Ele­
menten A, A 2, A 3 = E. Sie besitzt keinen inneren Automorphismus, 
auBer dem identischen, dagegen den auBeren E' = E, A' = A 2 , (A 2)' =A. 

Die samtUclten Automorphismen einer Gruppe biZden selbst 
eine Gruppe; denn, wenn man hinter einander die Permutation des 
ersten Automorphismus, dann diejenige des zweiten ausfiihrt, so er­
hii.lt man wiederum einen Automorphismus. 

Diese Gruppe ist intransitiv, denn E wird stets sich selbst ent• 
sprechen. 

Satz 104: Die inneren Automorphismen bilden einen Normalteiler 
der Gruppe siimtlicher A utomorphismen. 

Beweis: Transformiert man den Automorphismus 

{s ;xs} 
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durch den allgemeinen Automorphismus 

so hat man nach Satz 93 in heiden Zeilen der ersten Permutation 
die zweite Permutation auszufiihren. Dies ergibt den neuen Auto· 
morphism us. 

{ s'-f~, s' }· 
Er ersetzt jedes Element X' durch das Element S'- 1 X' S'. Wir diirfen 
hier das allgemeine Element X' selbstverstandlich auch mit X be­
zeichnen und unser Automorphismus ist identisch mit dem inneren 
Automorphism us 

Satz 105: Die Gruppe der inneren Automorphismen ist isomorph 
mit der gegebenen Gruppe, und zwar entspricht der Einheit das Zentrum 
der Gruppe. 

Denn nur fiir die Elemente des Zentrums wird der Automorphis­
mus der identische. 

Wir gehen wieder aus von einer Gruppe ® und wollen annehmen, 
sie sei als Normalteiler in einer umfassenderen Gruppe S enthalten. 
Transformiert man ® durch irgend ein Element von S, so erhalt man 
einen Automorphism us fiir ®, der nicht notwendigerweise ein innerer 
ist. So ergeben z. B. die Diedergruppen einen auBeren Automorphis­
mus fiir ihren zyklischen Normalteiler vom Index 2. Es ist nun die 
Frage, ob sich zu einer belie big en Gruppe ® eine umfassendere Gruppe S 
definieren laBt, die in der angegebenen Weise alle Automorphism en 
von ® liefert. Die Permutationsgruppen geben uns in der Tat die 
Mittel zur Hand, diese Frage zu bejahen. 

Wir gehen aus von der durch die Gruppentafel gelieferten Dar­
stellung von ® durch eine Permutationsgruppe. Zu dem Element S 
gehort so die Permutation, welche wir in unserer Symbolik mit 

{ffs} 
bezeichnen. 1st nun ein Automorphismus von ® gegeben, wobei all­
gemein S' dem S entspricht, so ist die Permutation, welche S' ent­
spricht, die folgende 

Diese letztere konnen wir aber auch so schreiben: 
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denn beide Symbole stellen dieselbe Permutation, bloB in anderer 
Reihenfolge der Variablen dar. 

Nehmen wir zu unserer Darstellung von ® die Permutationsgruppe 
der Automorphismen von ® hinzu, so sind beides Untergruppen der 
Gruppe aller Permutationen der Elemente von ®. Die heiden Gruppen 
erzeugen also eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe aller Ver­
tauschungen der Elemente von ®. Sie haben i.iberdies keine Permu­
tation auBer der identischen gemein, denn wahrend die Gruppe der 
Autoinorphismen E ungeiindert liiBt, wird bei der Darstellung von ® 
jeweils E in E S i.ibergefiihrt und E S ist nur fi.ir das Einheitselement =E. 
Die zusammengesetzte Gruppe bezeichnen wir nun mit Sf, die Dar­
stellung von ® wiederum mit ® und behaupten den 

Satz 106: ® ist Normalteiler von Sf und jeder A utomorphismus von 
® entsteht durch Transformation mit einer Permutation aus Sf. 

Beweis: Sf ist nach Definition erzeugt durch die Gruppe ®, aus 

der wir die Permutation { J5 } herausgreifen, und durch die Gruppe 

der Automorphismen von ®, deren Permutationen wir durch {:,} be­

zeichnen. Transformieren wir die erste der angegebenen Permu­

tationen durch die zweite, so erhalten wir { XJf-~,} . Diese ist identisch 

mit {X~'}, d. h. mit der zu S' gehorigen Permutation von @. Da­

mit ist zunachst gezeigt, daB ® Normalteiler von Sf ist, dessen Index 
gleich der Ordnung der Gruppe aller Automorphismen von ® ist. 
Weiter aber folgt auch, wenn wir beachten, daBS' dasjenige Element 

ist, das S zugeordnet ist durch den Automorphism us { -:.}, die Tat-

sache, daB die Transformation der Elemente von ® durch { -:,} ge­

rade den durch dieses Symbol reprasentierten Automorphismus fiir ® 
ergibt, womit unser Satz vollstiindig bewiesen ist. 

Definition: Die Gruppe Sf heiBt die Holomorphie von ®. 

Sf hat offenbar die Eigenschaft, daB man die Nebengruppen des 
Normalteilers ® erhiilt, indem man ® der Reihe nach mit den Ele­
menten einer zweiten Untergruppe von Sf, niimlich der Gruppe der 
Automorphismen, multipliziert. Diese zweite Untergruppe besitzt selbst 
einen Normalteiler, der isomorph ist mit ®, niimlich die Gruppe der 
inneren Automorphismen von @. Diese letztere ist aber gewi.B nicht 
Normalteiler von Sf, denn sonst ware jedes ihrer Elemente mit jedem 
Element von ® vertauschbar nach Satz 17. 
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Satz 107: Die H olomorphie einer Gruppe ® von der Ordnung g ist 
der Normalisator von ® in der symmetrischen Gruppe von g Variablen. 

Beweis: Unter den Permutationen von® verstehen wir wie immer 

{ Js}, wobei S die Elemente von QS durchliiuft. Nun sei irgend eine 

Permutation der g Elemente gegeben: P = { ~}. Soli sie zum Nor­

malisator von ® gehoren, so muB sie mit ® vertauschbar sein, und 
wenn man die Permutationen von ® durch sie transformiert, so erhalt 
man einen Automorphismus von @.!. Derselbe Automorphismus wird 
aber auch durch eine Permutation Q der Holomorphie geliefert. Bildet 
man nun P Q- 1 = R, so ist die Permutation R mit allen Permu­
tationen von ® vertauschbar, und es bleibt nun noch zu beweisen 
iibrig, daB die Holomorphie alle diese Permutationen enthalt. 

Es sei R = {:,} eine Permutation, die mit allen Permutationen 

Transformiert man { XXS} mit dieser Per-von ® vertauschbar ist. 

mutation, so erhalt man { (J~)'}. Da diese Permutation identisch 

sein soli mit der vorigen, so muB die Beziehung gelten (X S)' =X' S. 
Dies geniigt, urn die Beschaffenheit der Permutation R zu bestimmen. 
Es sei namlich A dasjenige Element, in das E durch R iibergefiihrt 
wird, d. h. es sei E' = A. Indem wir die obige Beziehung benutzen, 
folgt: 

X' = (EX)'= E' X= A X, 

so daB sich R in folgender Weise ausdriickt: R = { AXX}. La.Bt man 

hierin A aile Elemente von ® durchlaufen, so erhalt man g Permu­
tationen, und es ist Ieicht zu zeigen, daB sie aile mit den Elementen 
von ® vertauschbar sind, denn fiihrt man hinter einander die heiden 

Permutationen aus: { Js} und {A XX}, so erhalt man die Permu-

tation {A~ S}, gleichgiiltig welche Reihenfolge man gewahlt hat. Es 

bleibt nun noch iibrig zu zeigen, daB die Permutationen von der Ge­

stalt R = {A~} samtlich in der Holomorphie von ® enthalten sind. 

Nun gehort gewiB {A XXA_ 1 } als innerer Automorphismus zur Holo­

morphie und ebenso { JA } , denn dies ist eine Permutation von ®, 

also auch ihr Produkt. Dies ist aber die Permutation R. 
Ein Automorphismus transformiert stets zwei Elemente, die zur 

selben Klasse gehoren, in zwei neue Elemente von derselben Eigen· 
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schaft. Denn wenn A = s- 1 B S ist, so geht diese Gleichung beim 
Automorphismus iiber in die Gleichung A' = s'- 1 B' S', d. h. A' und B' 
sind wiederum konjugiert. Die inneren Automorphismen fiihren jedes 

Element in ein Element derselben Klasse iiber. Bei au.Beren Auto­

morphismen dagegen kann es vorkommen, da.B die Elemente einer 
Klasse iibergefiihrt werden in die Elemente einer anderen Klasse, wo­
fiir die zyklischen Gruppen Beispiele liefern. Natiirlich miissen so­

wohl die Ordnung als die Anzahl der Elemente fiir zwei derartige 
Klassen dieselben sein. Man kann eine zu der Gruppe der Auto­

morphismen isomorphe Gruppe bilden, indem man bloB die Permu­
tationen der Klassen unter slch beriicksichtigt. Der identischen Per­
mutation entsprechen dann diejenigen Automorphismen, welche die 
Elemente in ihren Klassen lassen. 

Wir sprechen nun den Satz a us: 

Satz 108: Diejenigen Automorphismen, welche die Elemente in ihren 
Klassen lassen, bilden einen Normalteiler der Gruppe aller Auto­
morphismen, dessen Ordnung nur Primteiler der Ordnung von ® enthiilt. 

Dieser eben betrachtete Normalteiler ist nicht immer identisch mit 
der Gruppe der inneren Automorphismen. 

Beweis: Sei J irgendein Automorphismus aus diesem Normal­
teiler, dessen Ordnung eine zur Ordnung von ® prime Primzahl p 
ist. Die Gruppe { ®, J} = 'ij enthalt ® als Normalteiler, des sen Index p 
gleich der Ordnung von J ist. J ist gewiB nicht mit allen Elementen 
von ® vertauschbar. Wir betrachten nun die Klasse der mit J kon­
jugierten Elemente. Es muB notwendigerweise Elemente geben, die 

mit keinem Element dieser Klasse vertauschbar sind (Satz 63). Sei S 
ein solches Element, dann muB die Klasse, zu der S gehi:irt, eine durch p 
teilbare Anzahl von Elementen besitzen. Denn J kann mit keinen Ele­
menten der Klasse von S vertauschbar sein. Ware namlich J mit 
T- 1 S T vertauschbar, so ware auch S mit T ]T-1 vertauschbar, was 
gegen die Voraussetzung ist. Transformiert man nun S der Reihe nach 
mit den Potenzen von ], so erhalt man p verschiedene Elemente der 
Klasse von S, und indem man so fortfiihrt, sieht man, da.B die An­
zahl der Elemente in der Klasse durch p teilbar ist. Ist p zur Ord­
nung von ® prim, so erhalten wir einen Widerspruch, denn diese 
Anzahl ist ein Teiler der Ordnung von @. 

Ist J ein Automorphism us, des sen Ordnung die Potenz pn einer 
Primzahl ist, die prim ist zur Ordnung von ®, so bilde man die 
pn- 1 -te Potenz von ]. Es gibt nun ein Element S von @, das mit 
dieser Potenz und also auch mit jeder Potenz von J nicht vertausch­
bar ist, auBer mit E. Die Anzahl der Elemente in der Klasse von S 
ist also ein Vielfaches von pn, d. h. die Klasse von S in 'IT muB aus 
mindestens pn verschiedenen Klassen von ® zusammengesetzt sein. 
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§ 41. Charakteristische Untergruppen einer Gruppe. 
Definition: Ein Normalteiler der Gruppe ® heiBt eine charakte­

ristische Untergruppe, wenn er bei jedem Automorphismus von @ 

in sich selbst iibergefiihrt wird. 
Mit Hilfe der Holomorphie ~ von ® lassen sich die samtlichen 

charakteristischen Untergruppen von @ auffinden. Eine solche ist 
niimlich stets auch Normalteiler von ~, und umgekehrt ist jeder 
Normalteiler von ~. der in ® enthalten ist, charakteristische Unter­
gruppe von @. 

Wir greifen nun eine beliebige Hauptreihe von ~ heraus, die @ 

enthalt: 
~' ~1' • .• , @, @1' ... , @r =E. 

Die Reihe @, @1 , •.. , @7 besteht a us lauter charakteristischen Unter­
gruppen von @, deren jede die folgende enthalt, und zwar gibt es 
zwischen zwei aufeinander folgenden Gliedern keine charakteristische 
Untergruppe von @. Eine solche Reihe wird eine charakteristische 
Beihe von ® genannt. Jede charakteristische Reihe von ® kann zu 
einer Hauptreihe von ~ erganzt werden. Man braucht zu dem Zweck 
bloB die eben angefiihrte Reihe von ~ bis ® anzuschlieBen. Indem 
wir nun einfach die bekannten Satze tiber Hauptreihen anwenden, er­
halten wir den folgenden 

Satz 109: Ist ®, ®1 , ••• , ®7 = E eine charakteristische Rei he von ®, 
so sind die Faktorgruppen ®ij®i-+' 1 einfache Gruppen oder das direkte 
Produkt von holoedrisch isomorphen einfachen Gruppen. ]ede charak­
teristische Reihe einer Gruppe besteht aus gleichvielen Gliedern und die 
darin auftretenden Faktorgruppen ®J®i+ 1 sind bei zwei Reihen in ihrer 
Gesamtheit dieselben. 

Be wei s: Wir miissen nur den zweiten Teil des Satzes beweisen. 
Die Faktorgruppen von ~ bis @ konnen bei verschiedenen Haupt· 
reihen nur unter sich vertauscht werden, denn sie bilden die Faktor­
gruppen der Hauptreihen fur ~f®. Daher werden auch die Faktor­
gruppen von @ bis E nur unter sich permutiert. 

Bei auflosbaren Gruppen existiert also stets eine charakteristische 
Reihe und die Faktorgruppe zweier aufeinanderfolgender Untergruppen ist 
Abelsch, ihre Ordnung ist eine Primzahlpotenz pl und ihr Typus 
(p, p, ... ). 

Bei jedem Automorphismus geht der Kommutator zweier Elemente 
A und B, namlich s- 1 A- 1 B A wiederum in einen Kommutator, nam­
lich denjenigen von A' und B' iiber. Daher ist die Kommutatorgruppe 
stets eine charakteristische Untergruppe. Ferner ist die kleinste Unter­
gruppe, welche aile Untergruppen von einer bestimmten Ordnung ent­
halt, stets eine charakteristische Untergruppe. Denn bei jedem Auto­
morphismus werden die Untergruppen von einer bestimmten Ordnung 
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nur unter sich vertauscht, daher wird die von ihnen erzeugte Unter· 
gruppe in sich selbst iibergefiihrt. 

Eine weitere charakteristische Untergruppe ist das Zentrum. 1st 
eine Sylowgruppe Normalteiler, so ist sie charakteristische Untergruppe, 
denn sie ist dann die einzige Untergruppe von ihrer Ordnung. 

§ 42. Vollstandige Gruppen. 
Der Begriff der charakteristischen Untergruppen einer Gruppe ® 

ist insbesondere dann von Wichtigkeit, wenn ® selbst Normalteiler 
einer umfassenderen Gruppe ®' ist. Jede ~harakteristische Unter· 
gruppe von ® ist dann auch Normalteiler von ®'. Wir betrachten 
nun die Holomorphie ~ von® und machen die Voraussetzung, daB$ 
eine charakteristische Untergruppe von ~ ist. 1st ~ selbst als Normal­
teiler in ~' enthalten, so ist ® Normalteiler von ~', und wir zeigen 
nun, daB es in jeder Nebengruppe von ~ ein Element gibt, das mit 
jedem Element von ® vertauschbar ist. Es sei S irgend ein Element 
aus sr', so liefert s-1 ® S einen Automorphismus von ®, der auch 
durch ein Element K der Holomorphie ~ hervorgerufen wird. S K-1 

ist mit jedem Element von ® vertauschbar und gehort zu der selben 
Nebengruppe von ~ wie K. 

Definition: Eine Gruppe, deren samtliche Automorphismen innere 
Automorphismen sind, und deren Zentrum nur aus E besteht, heiBt 
eine voZlstiindige Gruppe. 

Satz 110: Wenn eine vollstandige Gruppe ® Normalteiler einer 
Gruppe ®' ist, so ist ®' das direkte Produkt von ® und einer anderen 
Untergruppe. 

Beweis: Nach dem eben Ausgefiihrten gibt es in jeder Neben­
gruppe von ® ein mit allen Elementen von ® vertauschbares Element. 
Die Gesamtheit der mit allen Elementen von ® vertauschbaren Ele­
mente bildet einen Normalteiler von ®', dessen Ordnung mindestens 
gleich dem Index von ® unter ®' ist. Dieser Normalteiler hat aber 
mit ® auBer E kein Element gemein. Daher ist seine Ordnung 
gleich dem Index von ®, und ®' ist das direkte Produkt von ®mit 
diesem Normalteiler. 

Wir erweisen nun an einem einfachen Beispiel die Existenz von 
vollstandigen Gruppen. Es sei P ein Element, dessen Ordnung eine 
ungerade Primzahl p ist. Man erha.Jt die samtlichen Automorphismen 
dieser zyklischen Gruppe, indem man P irgend eine Potenz von P mit 
zu p primem Exponenten zuordnet. 

1st r eine Primitivzahl fiir p, so bilde man die durch folgende 
Elemente erzeugte Gruppe: 

A P =--= E, Bp-l = E, 
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In dieser Gruppe ist {A} als Sylowgruppe, die gleichzeitig Normal· 
teiler ist, charakteristische Untergruppe. Wir behaupten, da[J sie eine 
vollstrindige Gruppe ist. 1st namlich irgend ein Automorphismus ge­
geben, so wird er einen Automorphismus von {A} ergeben, der auch 
durch Transformation mit einer Potenz von B geliefert wird. Wenn 
daher die Gruppe einen auBeren Automorphismus zulaBt, so muB sie 
auch einen solchen besitzen, der A in sich selbst iiberfiihrt. B muB 
alsdann in ein Element BA' (s = 1, 2, ... , p) iibergehen, denn auch 
das zugeordnete Element B' muB A in A" transformieren. 

Der Automorphismus ist nun aber vollstandig bestimmt, wenn 
feststeht, in welche Elemente die erzeugenden A und B iibergehen. 
Wir behaupten jetzt, daB der Automorphismus A' = A, B' = BA' ein 
innerer ist, und zwar daB er durch Transformation mit einer Potenz 
von A geliefert wird. In der Tat folgt aus B - 1 A B = A r Ieicht: 
ABA-1 =BA"- 1 • Dar von 1 verschieden ist, so ist A"- 1 ein Ele­
ment von der Ordnung p, das wir der Einfachheit halber mit A be­
zeichnen. 

Indem man weiter transformiert, erhiilt man die Gleichung 

A'BA-i= BAi 

und unter diesen p inneren Automorphismen kommt sicher der zu 
untersuchende vor. 

Damit ist z. B. nachgewiesen, daB die Diedergruppe von der Ord­
nung 6, d. h. die symmetrische Gruppe von 3 Variablen, eine voll­
standige Gruppe ist. 

Wir geben nun ein hinreichendes Kriterium einer vollstandigen 
Gruppe, indem wir den Satz beweisen: 

Satz 111: Die Gruppe 2f der Automorphismen einer Gruppe @, deren 
Zentrum nur aus dem Einheitselement besteht, ist eine vollstandige 
Gruppe, wenn ihre Untergruppe der inneren Automorphismen eine 
charakteristische ist. 

Beweis: Die Gruppe @ der inneren Automorphismen von @ ist 
einstufig isomorph mit @, weil @ kein von E verschiedenes Zentrum 
besitzt; und der Isomorphismus zwischen @ und @ wird erhalten, in-

dem man dem ElementS aus @ das Element S = {s-~s} aus @ 

entsprechen laBt. Wir behaupten nun, 2( ist die Holomorphie von (i. 

Ist namlich A = { i'} ein Automorphismus von @, so entspricht 

ihm vermoge der Isomorphie zwischen @ und (i der Automorphismus 

{s} - - { x } - von @; dieser wird aber auch erhalten, indem man S = 1 s' s- xs 
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mittels A={.%~} transformiert; denn A-1SA={S'-~~'s'}=S'. 
Zugleich folgt, daB es in 21 auBer E kein mit allen Elementen von ® 
vertauschbares Element gibt. Daher kann das Zentrum von 21 nur 
aus E bestehen. Es sei jetzt ~' die Holomorphie von 21. Nach den 
Ausfiihrungen am Eingang des Paragraphen ist ® Normalteiler von 
~' und es gibt in jeder Nebengruppe von 21 ein mit allen Elementen 
von ® vertauschbares Element. Die gleichen Schliisse wie .beim Be­
weise von Satz 110 zeigen nun, daB ~' direktes Produkt von 21 und 
dem Normalteiler ~ aller mit jedem Element von (i vertauschbaren 
Elemente aus ~' ist. Folglich liefert ~' keinen iiuBeren Automorphis­
mus fiir 21, und daher ist 21 eine vollstiindige Gruppe. 

§ 43. Automorphismen Abelscher Gruppen. 
1st ® eine . Abelsche Gruppe von der Ordnung n = pf1 • • • p:r, so 

ist sie das direkte Produkt von r Abelschen Gruppen mit den Ord­
nungen pf1 , ••• , p:r. J ede dieser Untergruppen ist charakteristische 
Untergruppe und wird daher bei jedem Automorphismus in sich selbst 
transformiert. Die Automorphismengruppe von ® ist das direkte 
Produkt der Automorphismengruppen dieser Untergruppen. Daher 
kommt es nur darauf an, die Automorphismengruppe solcher Abel­
schen Gruppen zu betrachten, deren Ordnung eine Primzahlpotenz pr 
ist. Wir beginnen mit dem Typus (p, p, ... ). Ein Automorphismus 
ist festgelegt durch Angabe derjenigen Elemente, in welche die Basis­
elemente iibergehen. Fiir das erste Element hat man freie Wahl 
unter den pr -1 von E verschiedenen Elementen, fiir das zweite 
noch unter den pr- p Elementen, die nicht Potenzen des ausge­
wiihlten sind, usw. Die Ordnung der Automorphismengruppe ist also 

(pr- 1) (P' _ p) ... (pr _ ·pr-1). 

Sie liiBt sich in bemerkenswerter Weise durch Matrizen1 ) darstellen. 
Bei einem Automorphismus mogen die Basiselemente Al' All' ••• , Ar 
iibergehen in A1 , A;, ... , A; und es sei 

(k = 1, 2, ... , r). 

Die Matrix (ail,) besteht aus (mod p) reduzierten ganzen Zahlen. 
1st ( b,") die Matrix fiir einen anderen Automorphismus derselben 
Gruppe, so erhiilt man diejenige fiir den zusammengesetzten Auto­
morphismus durch Zusammensetzung der Matrizen ( a1") und (b1") Zeilen 

1) Wir benutzen im folgenden einige Begriffe, die erst in § 48 aus­
einandergesetzt werden. 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Aufl. 9 
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init Kolonnen, wie man sich sofort durch Einsetzen iiberzeugt. Eine 
Matrix liefert dann und our dann einen Automorphismus, wenn sie 
umkehrbar ist, d. h. wenn ihre Determinante $ 0 ( mod p) ist. 

Satz 112: Die Gruppe der Automorphismen einer Abelsch~n Gruppe 
von der Ordnung P' und vom Typus (p, p, .. . ) ist holoedrisch isomorph 
mit der Gruppe homogener ganzzahliger Unearer Substitutionen von 
r Variablen (mod p), deren Determinante $0 (mod p) ist. 

Oft lii.Bt sich ein Automorphismus durch Einfiihrung neuer Basis­
elemente auf eine einfachere Gestalt bringen, wie folgendes Beispiel 
verdeutlicht: Es sei r = p- 1 und der Automorphismus bestehe in 
der zyklischen Vertauschung der p- 1 Basiselemente A1 , .•• , Ap-l· 

Wir fiihren jetzt die neuen Basiselemente B1 , ••• , Bp-l ein durch die 
Gleichungen 

B =A A' A''· .. A,P-2 ( 1 2 p 1) 
8 1 2 s p-1 s = ' ' ... , -

Da die Determinante der zugehi:irigen Matrix gleich de~ Differenzen· 
produkt der Zahlen 1, 2, ... , p- 1 ist, so ist sie zu p prim, die B 
bilden daher wiederum eine Basis der Gruppe. Bei dem Automorphis­
mus geht B, in B! iiber, wobei t durch die Kongruenz s t -1 (mod p) 
bestimmt ist. Dieser Satz ist gleichbedeutend mit der Tatsache, daB 
die zyklische Permutation von p - 1 Variabeln (mod p) vollstii.ndig 
reduzierbar ist auf die Diagonalform, und daB ihre charakteristischen 
Wurzeln aus den Res ten 1, 2, ... , p - 1 (mod p) bestehen ( § 69). 

Genau nach denselben Prinzipien wie oben lassen sich auch die 
Gruppen von Typus (pa, pa, .. . ) behandeln. An die Stelle der Ma­
trizen (mod p) treten diejenigen (mod pa). Wir wollen die eigentiim­
licbe Struktur dieser wichtigen Gruppen aufdecken. Die Gruppe der 
ganzzahligen Matrizen von r Zeilen und Kolonnen bestehend aus Resten 
(mod pa) sei mit ® bezeichnet. Die Determinanten der Matrizen miissen 
$ 0 (mod p) sein.. Diejenigen Matrizen, die (mod p) der Einheits· 
matrix kongruent sind, bilden einen Normalteiler 91 von ®, und all­
gemein bilden die Matrizen, die der Einheitsmatrix (mod pi) kongruent 
sind, einen Normalteiler 91i. Die Faktorgruppe IM/91 ist offenbar 
holoedrisch isomorph mit der Gruppe der Matrizen (mod p), ihre Ord· 
nung ist daher (P'-1) (P'-P)(P'-P'J)···(P' -p'-1 ). Urn nun 
die Faktorgruppe 91,/911+1 zu bestimmen, miissen wir die Substitutionen 
von 91, (mod pH1) betrachten. Sie haben unter Beniitzung der Addition 
von Matrizen ( vgl. S. 149) folgende Gestalt: E + pi A, wobei E die 
Einheitsmatrix und A eine ganz beliebige ganzzahlige Matrix (mod p) 
bedeutet. Die Gruppe 911/91i+ 1 hat also die Ordnung pr•. Sind 
E + P' A und E +pi B zwei Matrizen aus 91., so ist die zusammen­
gesetzte 

(E + P'A) (E + P'B) = E + P'(A +B) (mod pi+1), 
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d. h. die Gruppe SR,jSRi+ 1 ist holoedrisch isomorph mit der additiven 
Gruppe der Matrizen A (mod p ). Diese ist ersichtlich vom Typus 
( p, p, ... ) und kann erzeugt werden durch die r 2 Matrizen, die je an 
einer Stelle 1 stehen haben und sonst iiberall 0. Wir sprechen das 
in folgendem Satz aus : 

Satz 113: Die A utomorphismengruppe einer A belschen Gruppe von 
der Ordnung par und vom Typus (pa, pa, .. . ) besitzt eine Reihe von 
a Normalteilen \Rl' IR2 , ••• , 91a-1' E, von denen jeder im vorher­
gehenden enthalten ist. Die Faktorgruppe ®/911 ist holoedrisch isomorph 
mil der Gruppe der Automorphismen der Abelschen Gruppe von der 
Ordnung pr und vom Typus ( p, p, ... ) , die iibrigen Faktorgruppen sind 
A belsch von der Ordnung p r• und vom Typus ( p, p, ... ) . 

Ist E + pi A, ( i > 1, A$ 0 (mod p) ), eine Matrix a us SRi, so ist ihre 

p-te Potenz gleich E + pi+1 A + p (P 2- 1) p2i A2 + ... und fiir p > 2 

wird diese Matrix E (mod pi+1 ), aber nicht (mod pi+ 2), d. h. sie 
liegt in SRi+!, aber nicht mehr in 1Ri+2. Derselbe SchluB gilt noch 
fiir p = 2 und i > 1. 

Wir gehen nun iiber zum allgemeinsten Fall einer Abelschen 
Gruppe von der Ordnung p n. Sie moge in ihrer Basis n1 Elemente 
von der Ordnung p, n 2 von der Ordnung p2 , •• • , nr von der Ord­
nung pr enthalten, so daB n = n1 + 2 n2 + · · · + rnr. Die p-ten 
Potenzen der Basiselemente erzeugen eine charakteristische Unter­
gruppe IR, bestehend aus allen Elementen, welche p-te Potenzen von 
Elementen sind. Diese Untergruppe wird daher bei allen Automor­
phismen von @ in sich selbst tranformiert. Wir betrachten die Unter­
gruppe der ganzen Automorphismengruppe m, bestehend aus den­
jenigen Automorphismen, die die Elemente von IR nicht veriindern. 
Sie bildet einen Normalteiler m1 von 9[ und wir wollen sie niiher 
untersuchen. Bei den Automorphismen von m1 werden die Elemente 
einfach mit Elementen der Ordnung p multipliziert, denn geht S iiber 
in S' und setzt man S' = S T, so muB nach Erhebung in die p-te Potenz 
fiir S und S' da,sselbe Element hervorgehen, d. h. es wird TP =E. 
Allgemein sei \13, der Komplex der Basiselemente von der Ordnung pi. 
Die Basiselemente aus jj32 , ••• , \J3r darf man mit ganz beliebigen 
Elementen der Ordnung p multiplizieren, immer erhiilt man Auto­
morphismen aus m1 , und diese bilden eine Untergruppe von der 
Ordnung p(nt +n• + · · · + nrl (no+··· + nrl, und zwar ist sie ein Normalteiler 
von m1 , denn sie besteht aus allen Automorphismen aus m1 , welche 
die siimtlichen Elemente von der Ordnung p, insbesondere diejenigen 
aus jj31 ungeiindert lassen. Sie ist eine Abelsche Gruppe und ihr 
Typus ist (p, p, .. . ). 

9* 



132 9. Kap. Automorphismen. 

Nun betrachten wir die Elemente aus ~1 • Die durch sie erzeugte 
Gruppe besitzt eine Automorphismengruppe von der Ordnung 

"P(n1) = (pn,- 1)(pn, _ p) ... (pn, _ pn1-1). 
AuBerdem darf noch jedes dieser Basiselemente mit einem beliebigen 
der durch ~2 , ~3 , ••• , ~r erzeugten Elemente von der Ordnung p mul­
tipliziert werden, deren Anzahl zusammen mitE gleich pn• + · · · +nr ist. 

Man findet so fiir die Ordnung von W1 : 

"P ( nl). p(2n, + n. + ... +nr) (n.+ ... +nr). 

Diese Formel gilt auch fiir n1 = 0, wenn man "P ( 0) = 1 setzt. 

Hierdurch gelangt man zu einer Rekursionsformel. Die Faktor­
gruppe W/W1 ist namlich holoedrisch isomorph mit der Automorphismen­
gruppe der Gruppe aller p-ten Potenzen von ~, wie leicht ersichtlich 
ist. Diese kann ebenso behandelt werden. Man findet folgendes Resultat: 

Satz 114: ~ sei eine Abelsche Gruppe mit ni Basiselementen von 
der Ordnung pi ( i = 1, 2 , ... , r) und Wi sei die U ntergruppe der Auto­
morphismengruppe von ~, welche die Elemente, die pi- te Potenzen von 
Elementen aus ~ sind, ungeiindert lii{Jt, so besitzt die Automorphismen­
gruppe W von~ folgende Reihe vonNormalteilern Wr=W, Wr __ 1 , ... , W1 ,E. 
Die Faktorgruppe Wi/Wi_ 1 besitzt einen Abelschen Normalteiler vom 
Typus (p, p, ... ) und von der Ordnung p(n;+ ... +nrl(ni+d" ·+nrl, dessen 
Index gegeben ist durch "P ( n;) pndn;+t+ .. · + nrl. 

In der Ordnung der Automorphismengruppe gehen also nur solche 
Primzahlen auf, die eine der Zahlen 

p, p -1, p2 - 1, ... , pm -1 
teilen, wobei m die groBte der Zahlen ni ist. 

Zum SchluB soll noch eine praktische Methode zur Herstellung 
aller Automorphismen Abelscher Gruppen angegeben werden. Sie be­
steht in folgendem Verfahren: Man greift eine Untergruppe S) hera us 
und sucht eine Untergruppe von ~. etwa ~", die holoedrisch isomorph 
ist mit ~/S). Alsdann multipliziert man jedes Element einer Neben­
gruppe von S) mit demjenigen Element von ~", das ihr beim Iso· 
morphismus entspricht. Man beweist leicht, daB jeder Automorphis­
mus auf dies em W eg erhalten wird, aber dieses Verfahren liefert nicht 
stets Automorphismen, wie sogleich an einem Beispiel gezeigt wird: 
Wahlt man fiir S) die Untergruppe E, so wird ~" = ~. Daher wird 
jedem Element sein Quadrat zugeordnet. Es ist klar, daB dies dann 
und nur dann einen Automorphismus ergibt, wenn die Ordnung der 
Gruppe ungerade ist. Dagegen erhalt man stets einen Automorphis­
mus einer Abelschen Gruppe, wenn man die Elemente in die s·te 
Potenz erhebt, sobald s zur Ordnung der Gruppe prim ist. 
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§ 44. Zerlegbare Gruppen. 
Bei unseren Untersuchungen iiber Abelsche Gruppen ergab sich 

als fundamentaler Satz, daB jede dieser Gruppen das direkte Produkt 
zyklischer Gruppen ist. Zyklische Gruppen, deren Ordnung eine 
Primzahlpotenz ist, lassen sich nicht mehr als direktes Produkt von 
zwei Gruppen, die beide von E verschieden sind, darstellen. Wir 
wollen eine Gruppe, die nicht das direkte Produkt zweier Grupp en 
ist, als eine unzerlegba·re Gruppe bezeichnen. Zwei verschiedene Zer­
legungen einer Abelschen Gruppe als Produkt unzerlegbarer Gruppen 
haben die Eigenschaft, daB jeder unzerlegbare Faktor der einen Zer­
legung holoedrisch isomorph ist mit einem solchen der zweiten. Auf 
diese Eigenschaft griindeten sich ja die In varian tender Abels chen Grupp en. 
Im allgemeinen gibt es mehrere Zerlegungen, so besitzt z. B. die 

A belsche Gruppe vom Typus ( p, p) im ganzen p ( p 2--tJl verschiedene 

Zerlegungen als Produkt zweier zyklischer Gruppen, wenn man von 
der Reihenfolge der Faktoren absieht. 

Es fragt sich nun, wie die Verhiiltnisse liegen, wenn es sich urn 
nicht Abelsche Gruppen handelt, die direktes Produkt von Gruppen 
sind. Derartige Gruppen nennen wir zerZegbare Gruppen, sie lassen 
sich stets als direktes Produkt unzerlegbarer Gruppen darstellen. 

Zunachst behandeln wir als Gegenstiick zu den Abelschen Gruppen 
die Gruppen ohne Zentrum und beweisen von ihnen den folgenden 

Satz 115: Eine zerlegbare Gruppe, deren Zentrum nur a us E besteht, 
liifJt sich auf eine und nur eine Weise als Produkt unzerlegbarer 
Gruppen darstellen, von der Reihenfolge der F aktoren abgesehen. 

Urn den Beweis dieses Satzes vorzubereiten, miissen wir zunachst 
einige einfache Bemerkungen iiber die direkten Produkte machen. Es 
sei ® = 5)1 x 5)2 x · · · x $),. eine Zerlegung von ® in unzerlegbare 
Faktoren. Dann ist jedes Element von 5;;1; mit jedem Element von S)k 
vertauschbar, sobald i =1= k, denn die Normalteiler 5;;1 haben auBer E 
kein Element gemeinsam. Jedes Element von ® laBt sich auf eine 
und nur eine Weise als Produkt von Elementen aus $)1 , $)2 , ••• , S)n 
darstellen. 1st also H = H 1 • H9 ···H .. , wobei H; in 5;;1; liegt, so sind 
diese Faktoren H 1 , H2 , ••• eindeutig bestimmt durch H. Man nennt 
Hi den Konstituenten von H in 5;;1;- Selbstverstiindlich sind die Kon­
stituenten eines Elementes H unter sich und mit dem Element H ver­
tauschbar. Nun seien H und K zwei vertauschbare Elemente. Wir 
konnen leicht zeigen, daB alsdann auch die Konstituenten dieser Ele­
mente unter einander vertauschbar sind. Es ist namlich K 1 vertausch­
bar mit H 2 ···H ... Transformieren wir nun K mit H, so erhalten wir 
wiederum K, infolgedessen miissen auch die Konstituenten von K bei 
der Transformation mit H in sich selbst iibergefiihrt werden. Daher 
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muB K1 mit H und also auch mit H 1 vertauschbar sein. Nunmehr 
sind wir in der Lage, unseren Satz zu beweisen. 

Es seien 2 Zerlegungen von ® in unzerlegbare Faktoren gegeben: 

@ = 5)1 X · · · X S)r = sr1 X · · · X sr8 • 

Die Konstituenten der Elemente. von sri in 5)1 bilden eine Untergruppe 
von 5)1' denn ist H 1 der Konstituent von K in 5)1 und H 1' derjenige 
von K', wobei K und K' in sri liegen, so ist H 1 H 1' derjenige von 
K K'. Allgemein bilden die Konstituenten der Elemente irgend einer 
Untergruppe von ® in einem unzerlegbaren Faktor eine Untergruppe. 

Man betrachte nun die s Grupp en der Konstituenten von sr1 , 

sr2 , •.• , srs in 5)1 • Jede ist eine Untergruppe von 5)1 und wir be­
haupten, daB diese Untergruppen zu einander teilerfremd sind. Sei 
namlich H Konstituent in 5)1 eines Elementes K 1 aus sr1 und eines 
Elementes K 2 aus Sf2 • Da K 1 mit allen Elementen von Sf2 , Sl'3 , ••• , Sl'8 

vertauschbar ist, so gilt dasselbe von seinem Konstituenten H. W eil 
H aber auch Konstituent von K 2 ist, so ist es auch vertauschbar mit 
allen Elementen von Sf1 , Sf3 , ••• , d. h. H ist mit allen Elementen von 
Sf1 , .•. , Sl'8 und also auch mit allen Elementen von ® vertauschbar. 
Hieraus folgt, daB unter unserer Voraussetzung iiber @ fiir H nur E 
in Betracht kommen kann. Sind nun 5)1 , ••• , 5) 8 die Konstituenten 

von Sfl' ... , Sl' 8 in 5)1' so sind die Untergruppen ~i zu je zweien teiler­
fremd. Ferner ist jedes Element der einen mit jedem Element jeder 
anderen vertauschbar. S) muB nun identisch sein mit dem direkten 

Produkt 5)1 X··· x ~s' denn jedes Element H von S) ist Produkt seiner 

Konstituenten in sr1, ... , Sl'B, also Produkt vonElementen aus ~1' ... , ~s· 
Weil 5)1 unzerlegbar ist, so muB S) mit einer der Untergruppen ~i iiber­
einstimmen, wahrend die iibrigen nur aus dem Element E bestehen. 
Hieraus folgt, daB 5)1 in einem der unzerlegbaren Faktoren sr1, ... , Sl'B 
enthalten ist, etwa in Sl'l' wiihrend es mit den iibrigen teilerfremd ist. 
Genau dasselbe kann man nun fiir sr1 zeigen: sr1 ist in einer der 
Gruppen SJ; enthalten, wahrend die iibrigen zu Sl'1 teilerfremd sind. 
Diese Gruppe tnuB also 5)1 sein. Nimmt man die heiden Resultate 
zusammen, so folgt Sf1 = 5)1. Indem man den Satz weiter anwendet, 
erkennt man, daB jeder Faktor S) mit- einem der Faktoren Sf iiberein­
stimmt, womit der Satz bewiesen ist. 

Urn den allgemeinen Fall zu behandeln, stellen wir folgende 
Definition auf. 

Definition: Zwei holoedrisch isomorphe Untergruppen S) und S)' 
einer Gruppe heiBen zentral isomorph, wenn es eine holoedrisch 
isomorphe Zuordnung X--+ X' der Elemente von S) und S)' gibt, derart, 
daB X X'- 1 zum Zentrum der Gruppe gehort. 

Falls die Gruppen S) und S)' nicht Abelsch sind, so besitzen sie 
doch wenigstens einen Normalteiler gemeinsam, dessen Faktorgruppe 
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Abelsch ist, denn setzt man X'= XA, so gehort A zum Zentrum 
und die samtlichen Multiplikatoren A, die auftreten, wenn X' alle 
Elemente von S)' durchlauft, bilden eine Abelsche Gruppe, die mit S) 
und S)' isomorph ist. Diejenigen Elemente, ftir die X = X' ist, ent­
sprechen dem Einheitselement derselben, ist ferner X' = X A und 
Y' = YB, so gilt (XY)' = X'Y' = XYAB. 

Der von Maclagan·Wedderburn 1) aufgestellte und von Remak 2) zuerst 
vollstandig bewiesene Satz lautet nun: 

Satz 116: Sind zwei v{Jrschiedene Zerlegungen einer Gruppe in un­
zerlegbare Gruppen gegeben, so ist die Anzahl der Faktoren gleich und 
zu jedem Faktor der einen Zerlegung gibt es einen Faktor der anderen, 
der mit ihm zentral isomorph ist. 

B ew eis 3): Es sei 

QS = 5)1 X 5)2 X··· X SJr = Sf1 X Sf2 X··· X Sf8 • 

W enn wir zeigen ki:innen, daB zwei nicht Abelsche Faktoren, etwa 
5)1 und Sf1 , zentral isomorph sind, so ist der Satz sofort bewiesen, 
unter Anwendung vollstandiger Induktion. Denn seien 5) 1° und Sf1° die 
Zentren von 5)1 und ~1 , so wird 

S)/ X 5)2 X · · · X Sjr = se1 c X Sf11 X · · · X se8 , 

und da diese Gruppe von niedrigerer Ordnung als QS ist, so kannman ftir 
sie das Theorem voraussetzen. Die Zentren sind in heiden Fallen dieselben. 

Alles kommt also darauf an, zwei zentral isomorphe Faktoren auf­
zufinden, die nicht Abelsch sind. Es sei 5)1 ein nicht Abelscher Faktor 
unserer Zerlegungen von gro[Jter Ordnung. 

1. Fall: Die erste Zerlegung enthdlt au{Jer 5)1 noch einen nicht 
Abelschen Faktor. Die Konstituenten von 5)1 in Sfi bilden eine Unter­
gruppe se/ von sei. Das direkte Produkt dieser Untergruppen enthalt 
5)1 und enthalt daher 5)1 als unzerlegbaren Faktor 

se/ X se2 ' X · · · X se8' = 5)1 X S) = QS'. 

Alle Elemente von S) sind mit denjenigen von 5)1 vertauschbar und 
daher auch mit deren Konstituenten, den Elementen von se1', se11', ••• , sea'. 
Also gehort S) zum Zentrum von 

5)1 X S) = QS', 

und diese Gruppe ist eigentliche Untergruppe von QS, da sie nur einen 
nicht Abelschen Faktor 5)1 enthalt. 5)1 ist daher zentral isomorph mit 

') Maclagan-Wedderburn: On the Direct Product in the theory of finite 
groups (Ann. of Math., 2nd ser., 10, S. 173). 

9 ) Remak, R.: Crelles Journ. 139, S. 293, 1911, und: 'O'ber die Zerlegung der 
endlichen Gruppen in direkte unzerlegbare Faktoren, Sitzungsber. der physiko­
math. Gesellschaft zu Kiew, 1913. 

8) Dieser Beweis stammt von 0. Schmidt (Sur les produits directes, Bull. 
de la Soc. math. de France U, S. 161, 1913). 
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einem Faktor Sf/ von ®'. Da aber Sj1 von hochster Ordnung ist, so 
muB dieser Faktor mit einer der Gruppen Sfi selber iibereinstimmen, 
womit der Satz 1m ersten Fall bewiesen ist. 

2. Fall: Sj1 ist der einzige nicht Abelsche Faktor der ersten Zer­
legung. Es sei Sf1 ein nicht Abelscher Faktor der zweiten Zerlegung 
und s;>/, Sj2', ••• , s;>/ seien die Untergruppen seiner Konstituenten in 
Sj1 , ... , s;>,.· Wiederum wird 

Sj/ X Sj2' X · · · X Sj/ = Sf1 X Sf = @'. 

Wenn s;>/ = Sj1 , so ist Sj1 zentral isomorph mit Sf1 , denn die iibrigen 
Sji (i > 1) gehoren zum Zentrum und Sj1 ist von groBter Ordnung. 

Wenn s;>/ eigentliche Untergruppe von Sj1 ist, so ist auch ®' nicht 
identisch mit ® und Sf1 wird zentral isomorph mit einer Untergruppe 
Sj1" von s;>/ (Fall 1). Da aber die Ordnung von Sj1' hochstens gleich 
der Ordnung von Sf1 ist, so wird s;>/' = s;>/. In gleicher Weise be­
trachten wir die Komponente von s;>/ in Sf1 und finden, daB sie zentral 
isomorph mit Sj1 ' ist, also mit Sf1 selber iibereinstimmt. Daraus folgt 
nun weiter, daB in der zweiten Zerlegung Sf1 X Sf2 x · · · X $t8 der erste 
Faktor Sf1 durch s;>/ ersetzt werden kann, und wii erhalten 

Sf1 X Sf2 X··· X Sf8 = Sj/ X Sf2 X··· X Sf8 = Sj1 X Sj2 X · · · X Sjr = @ · 

Da s;>/ Untergruppe von 
legung, daB 

Sj1 ist, so folgt aus der mittleren Zer­

Sj1 = Sj/ X Sf 
wird, wo Sf der groBte gemeinsame Teiler von Sj1 mit Sf2 X Sf3 x · · · x Sf8 

ist. Da Sj1 unzerlegbar ist, so wird Sf= E und Sj1 = s;>/ zentral iso­
morph mit Sf1. 

Aus der Bemerkung auf S. 134/5 folgt, daf3 die Kommutatorgruppe 
bei siimtlichen Zerlegungen die niimliche Zerlegung erfiihrt. Wir machen 
hier auf einen eigentiimlichen Dualismus zwischen dem Zentrum und 
der Faktorgruppe des Kommutators aufmerksam, den man am deut­
lichsten durch Herbeiziehung des Korperbegriffs klar mach en kann: 

Zwei Zerlegungen einer Gruppe in unzerlegbare teiler­
fremde Faktoren unterscheiden sich nur in der Verteilung 
des Zentrums. 

Zwei verschiedene Arten, einen Galoisschen Korper aus 
unzerlegbaren teilerfremden Galoisschen Kbrpern zusam­
menzusetzen, unterscheiden sich nur in der Verteilung der 
Unterkorper mit Abelscher Gruppe. 

Beide Siitze driicken im nicht Abelschen Fall zwei vollig verschie­
dene Eigenschaften aus. 

Beispielsweise lautet der zu Satz 115 duale so: 

Eine Gruppe, die mit ihrer Kommutatorgruppe identisch ist, lii{3t 
sich auf eine und nur eine Weise in unzerlegbare Faktoren zerlegen. 
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10. Kapitel. 

Monomiale Gruppen. 

§ 45. Monomiale Gruppen. 
Eine wichtige Verallgemeinerung der Permutationsgruppen bilden 

die monomialen Gruppen. Sie mogen gleichzeitig hier als Obergang 
zu den allgemeinen linearen Substitutionsgruppen dienen. 

Definition: Eine monomiale Substitution von n Variablen geht 
aus einer Permutation hervor, wenn die Variablen noch mit einem 
Faktor versehen werden. 

1st dieser Faktor bei allen Variablen gleich 1, so ist die Substitution 
eine Permutation. Wir definieren nun die Zusammensetzung zweier 
solcher Substitutionen: Wenn bei der ersten, P, die Variable xh i.iber­
gefiihrt wird in axi, bei der zweiten, Q, xi in bxk, so soH die zu­
sammengesetzte Substitution P Q die Variable xh in a b xk iiberfiihren. 
Als Beispiel geben wir die folgende Substitution an: 

a kann hierbei als eine beliebige reelle oder komplexe von 0 ver­
schiedene Zahl angenommen werden. Ubt man diese Substitution 
zweimal aus, so erhalt man die identische Substitution, welche x1 und 
x2 in sich selbst iiberfiihrt. 

Definition: Unter einer monomialen Gruppe versteht man ein 
System von monomialen Substitutionen, die nach der angegebenen 
Zusammensetzung eine Gruppe bilden. 

Zu jeder monomialen Substitution gehort eine bestimmte Permu­
tation der n Variablen, die man dadurch erhalt, daB man die Fak­
toren gleich 1 setzt. Ordnet man jeder Substitution die entsprechende 
Permutation zu, so bilden diese letzteren eine mit der monomialen 
Gruppe isomorphe Permutationsgruppe. Der identischen Permutation 
entsprechen hierbei diejenigen Substitutionen, welche die Variablen 
bloB mit einem Faktor versehen, sie aber nicht permutieren. Hieraus 
folgt der 

Satz 117: Diejenigen Substitutionen einer monomialen Gruppe, welche 
die Variablen nicht permutieren, bilden einen Abelschen Normalteiler. 

DaB namlich zwei derartige Substitutionen mit einander vertausch­
bar sind, ist ohne weiteres ersichtlich, weil die Multiplikation von 
Zahlen dem kommutativen Gesetz gehorcht. 
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Wir haben oben gesagt, daB die Faktoren beliebige Zahlen sein 
konnen, aber wir miissen nun bedeutende Einschrii.nkungen machen. 
Die Substitution P moge x1 in ax1 iiberfiihren. Ihre Ordnung sei n, 
dann bleibt x1 bei pn ungeii.ndert. Andererseits sieht man, daB diese 
selbe Potenz x1 in anx1 iiberfiihrt, und hieraus folgt, daB 1 =an, also 
a eine n-te Einheitswurzel ist. Dieser Satz lii.Bt sich noch weiter ver­
allgemeinern. Man kann monomiale Substitutionen in Zyklen zerlegen, 
ahnlich wie die Permutationen. Man beginnt zu dem Zweck mit einer 
Variablen, z. B. xl' und sucht, in welche neue Variable sie iibergeht. 
Mit dieser neuen Variablen verfiihrt man gleich und kommt schlieB­
lich zu der alten mit einem Faktor versehenen Variablen zuriick. 
Als Beispiel nehmen wir die folgende Substitution: 

Diese bildet einen dreigliedrigen Zyklus. Wir bilden nun ihre dritte 
Potenz. Man sieht, daB sie keine Permutation der V ariablen bewirkt, 
sondern bloB eine Multiplikation der sii.mtlichen Variablen mit a· b ·c. 
Ist nun die Ordnung der Substitution 3 n, so muB abc eine primitive 
n-te Einheitswurzel sein. Hieraus folgt der 

Satz 118: Bilden r unter den Variablen einer Substitution einer 
endlichen monomialen Gruppe einen Zyklus in der zugehorigen Permu­
tation, so ist das Produkt der bei ihnen auftretenden Faktoren eine 
Einheitswurzel. Die Ordnung der Substitution ist durch r n teilbar, 
wobei n den Grad dieser Einheitswurzel bedeutet. ( Sie ist insbesondere 
genau gleich r n, wenn bei der Substitution jede der ilbrigen Variablen 
nicht permutiert wird und als Faktor eine Einheitswurzel erhiilt, deren 
Grad ein Teiler von n ist.) 

Wir betrachten von jetzt an nur transltlve Substitutionsgruppen, 
d. h. solche, bei denen die Variable x1 in eine beliebige andere mit 
einem Faktor versehene Variable iiberfiihrt werden kann. 

Diejenigen Substitutionen, welche eine bestimmte Variable x 1 nicht 
permutieren, sondern nur mit einem Faktor versehen, bilden eine 
Untergruppe Sf, deren Index gleich der Anzahl der Variablen ist. 

Unter den Substitutionen von Sf hinwiederum bilden diejenigen, 
welche x1 in x1 iiberfiihren (fiir welche der Faktor 1 ist), eine Unter­
gruppe S). S) ist Normalteiler von Sf, und die Faktorgruppe Sf/S) ist 
zyklisch. Denn jede Substitution aus Sf wird x1 mit einem Faktor a 

versehen, und dieser Faktor ist nach Satz 118 eine Einheitswurzel. 
Man kann daher jeder Substitution aus Sf diese Substitution von x1 

zuordnen und erhiilt so eine mit Sf isomorphe Gruppe von Substitu­
tionen einer Variablen. Der identischen Substitution entsprechen hier· 
bei die Substitutionen von Sj. Nun ist aber eine Substitutionsgruppe 
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in einer Variablen stets zyklisch, denn es gibt iiberhaupt nur n Sub· 
stitutionen, deren n · te Potenz die identische Substitution ist, namlich 

x'=e'x (i=0,1, ... ,n-1), 

wobei e eine primitive n-te Einheitswurzel ist. Es kann daher in srjS) 
nicht zwei zyklische Untergruppen von derselben Ordnung geben, 
und hieraus folgt nach den Satzen tiber Abelsche Gruppen unsere 
Behauptung. 

Wir wollen nun zeigen, wie man zu einer gegebenen Gruppe ® 
monomiale Darstellungen findet. Sei P ein Element von der Ord­
nung n und $ die durch P erzeugte zyklische Gruppe. Ferner sei 
die Gruppe ® in Nebengruppen zerlegt: 

®=$+$T~~+ .. ·+$Tm. 
Wir bilden jetzt rein formal die folgenden Ausdriicke : 

E +eP+e2P2+·-- +en-lpn-l, 

(E+eP+e 9 P 2 +--·+en-tpn-l)T2 = T9 +ePT2 +--·+en-1pn-1T2 , 

(E+eP+e 2P 2+--· +en-1pn-1)Tm = Tm +ePTm + ... +e"-1P"-1Tm, 

wobei e eine beliebige n-te Einheitswurzel bedeutet. 

Multipliziert man den ersten Ausdruck rechts mit pr, so repro· 
duziert er sich mit dem Faktor e-r versehen. Urn nun zu unter· 
suchen, was bei der Multiplikation mit dem beliebigen Element T aus 
den Ausdriicken wird, betrachten wir das bestimmte Beispiel: 

(E + eP+ · · · + e"-1 pn-1) T~,T. 

Wir suchen diejenige Nebengruppe von $ aus, die ~ T enthalt. 
Sei T., T = pr Tk, dann wird das Produkt zu: 

e-~'(E + eP + · · · + e"-1 pn-l) T.,.. 

Die rechtsseitige Multiplikation mit That also zur Folge, daB jeder 
der oben gebildeten Ausdriicke in einen ebensolchen Ausdruck mit 
einem Faktor versehen iibergeht. Da ferner aus Ti T = P T.,. und 

Ti'T= pr'T"' folgt T,T,-; 1 = P~'T"T"-; 1 p-r', so gehen zwei verschie­
dene der Ausdriicke (1) bei Multiplikation mit T in verschiedene mit 
Faktoren versehene Ausdriicke (1) iiber, d. h. die m Ausdriicke er­
fahren eine monomiale Substitution. 

Man kann noch allgemeinere DarsteJlungen definieren. Sei sr 
irgendeine Untergruppe von ®, die einen Normalteiler 5) mit zykli­
scher Faktorgruppe besitzt. Ferner sei 

® = sr + sr T2 + · · · + sr Tm 
und 
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Wir bilden die iihnlich wie friiher gebauten Ausdriicke: 

S';;l + e S';;l p + ... + 8n-1 S';;l pn-1 

(S';;l +.e$';;1 P+ ... + en-1 S';;l pn-1) T2 

Multipliziert man sie rechts mit T, so erfahren auch sie eine 
monomiale Substitution; denn sei wiederum T; T = K Tk und K = H pr, 
wobei K ein Element aus ~ und H ein Element aus S';;l bedeutet, 
so wird: 

(S';;l + e S';;l P + · · · + en-1 S';;l pn-1) T; T 

= e-r(S';;l + e$';;1 P+ ... + en-1 S';;l pn-1) Tk. 

Rechtsseitige Multiplikation mit T wird also auch diese Ausdriicke 
mit einem Faktor versehen und unter einander vertauschen, da sie ja 
aus den Elementen je einer Nebengruppe von~ gebildet sind. Man 
erhiilt so wiederum eine monomiale Darstellung von @ und zeigt 
leicht, daB, falls e eine primitive n-te Einheitswurzel ist, die identische 
Substitution von denjenigen Elementen geliefert wird, die S;> und seinen 
konjugierten Gruppen gemeinsam sind. Ist also IJC der groBte in S;> 

enthaltene Normalteiler von ®, so ist die monomiale Darstellung 
holoedrisch isomorph mit ®/IJC. 

§ 46. Herstellung samtlicher monomialen Gruppen. 
A us jeder monomial en Gruppe kann man in folgender Weise 

durch Einfiihrung neuer Variablen beliebig viele weitere bilden. 
Man setze 

yl = a1x1' ... , Yn = anxn. (a1 =f: 0, ... ,an =f: 0). 

Wird bei einer beliebigen Substitution X; iibergefiihrt in e xi' so 
geht a; X; iiber in a; eX;, d. h. Y; wird ebenfalls in e Y; iibergefiihrt. 
Geht dagegen X; iiber in a xk, so geht a; X; iiber in a; a xk, d. h. Y; 

wird iibergefiihrt in a·~ yk. Auch die Variablen y erfahren also eine 
ak 

monomiale Substitution, man nennt sie eine mit der urspriinglichen 
iiquivalente Gruppe. 

Wir betrachten nur transitive Gruppen und wollen nun untersuchen, 
ob man durch eine geeignete Transformation eine besonders einfache 
Gestalt derselben erhalten kann. Wiederum sei S';;l die Untergruppe 
derjenigen Substitutionen, die x1 ungeandert lassen, ~ moge die­
jenigen Substitutionen bezeichnen, die x1 bloB mit einem Faktor ver· 
sehen. Dann ist S';;l Normalteiler von~ und die Faktorgruppe ~/S';;l ist 
zyklisch. Ihre Ordnung sei n. Der auftretende Faktor ist dann' stets 
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eme n-te Einheitswurzel. Nun sei die Zerlegung von ® m Neben­
gruppen von ~: 

® = ~ + ~ T2 + · · · + ~ T,., 
diejenige von ~ nach S): 

~=S'd+S)P + .. ·+S)Pn-1. 

Durch die Substitution T, mi:ige x1 iibergefiihrt werden in a; x., dann 
fiihren wir als neue Variable ein Y; = ai x, fiir jed en Wert von 
i = 2, 3, ... , r. Alsdann wird jede Substitution der Gruppe x1 = y1 

iiberfiihren in 8i YP wobei i einen der Indizes 1, ... , n und 8 eine 
~- te Einheitswurzel bedeutet, wiihrend l von 1 bis r liiuft. 

Wir bilden nunmehr die Ausdriicke 

(S) + 8 S) P + .. · + 8n-1 S) pn-1) Ti (i = 1, 2, ... , r) 

und behaupten, daB unsere auf die Substitutionen der y transformierte 
monomiale Gruppe identisch ist mit der durch rechtsseitige Multipli­
kation dieser Ausdri.icke entstehenden monomialen Darstellung. 

Zum Beweis betrachten wir eine beliebige Substitution U der 
Gruppe. Sie mi:ige Y; iiberfiihren in a yk. Dann wird T; U die Variable 
y1 in a yk iiberfiihren. Hieraus folgt, daB a eine Potenz von 8, etwa 
e-l ist. T; U liiBt sich infolgedessen in der Gestalt schreiben H P1Tk, 
wobei H in S) ist. Es wird also 

U = Ti- 1 H pz Tk. 

Multiplizieren wir nun andererseits den i-ten unserer Ausdriicke, 
der der Variablen Yi zugeordnet ist, mit U, so erhalten wir 

(S) + 8 S) P + · · ·) Ti (Ti-t H P1 Tk) = s-1 (S'd + 8 S) P + · · ·) Tk. 

Hiermit ist gezeigt, daB die rechtsseitige Multiplikation mit U gerade 
diejenige monomiale Substitution erzeugt, welche in der monomialen 
Gruppe mit U bezeichnet worden ist. Wir fassen das Resultat in 
den folgenden Satz zusammen: 

Satz 119: ]ede transitive monomiale Gruppe liif3t sich so trans­
formieren, daf3 sie mit einer durch Untergruppen nach der Methode 
von § 45 erzeugten monomialen Gruppe identisch ist. 

Insbesondere ergibt sich hieraus, daf3 es zu feder monomialen Gruppe 
eine iiquivalente gibt, deren Faktoren siimtlich Einheitswurzeln sind. 

§ 47. Ein Satz von Burnside. 
Die monomialen Gruppen lassen sich verwenden, urn iiuBerst 

wichtige Siitze iiber die Existenz von Normalteilern von Gruppen zu 
beweisen. Bildet man niimlich das Produkt der n Variablen, so wird 
es durch jede monomiale Substitution in sich selbst iibergefiihrt und 
mit einem Faktor versehen, d. h. dieses Produkt erfiihrt selbst eine 
monomiale Substitution von einer Variablen. Der auftretende Faktor 
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ist das Produkt der in der urspriinglichen Substitution auftretenden 
Faktoren. Diejenigen Substitutionen, bei denen das Produkt gleich 1 
ist, bilden einen Normalteiler der ganzen Gruppe, dessen Faktorgruppe 
zyklisch ist. Kann man daher von irgend einer Gruppe ~ eine mono­
miale Darstellung angeben mit einer Substitution, bei der das Produkt 
der Faktoren nicht gleich 1 ist, so ist die Kommutatorgruppe von ~ 
eine eigentliche Untergruppe. 

Satz 120 1): Ist eine Sylowgruppe von der Ordnung pa im Zen'trum 
ihres Normalisators enthalten, so enthiilt die Gruppe einen Normalteiler 
vom Index pa. Seine Faktorgruppe ist holoedrisch isomorph mit der 
Sylowgruppe. 

Beweis: Sei \13 die Sylowgruppe; sie ist als zum Zentrum ge­
horig A belsch. Ihr Typus sei (P"', ... , par) und eine Basis P1 , ••• , Pr. 
Jedes Element der Gruppe, das mit \13 vertauschbar ist, ist mit jedem 
Element von \13 vertauschbar. Wir bilden nun die durch P2 , •• • , Pr 
erzeugte Untergruppe 0 von \13· Sie ist Normalteiler von~ mit zyk­
lischer Faktorgruppe und vom Index P"'· Nunmehr bilden wir die 
durch diese beiden Gruppen erzeugte monomiale Darstellung der ge­
gebenen Gruppe und daher die Ausdriicke: 

(0 + e 0 P1 + · · · + e:P"'- 1 0 P1:Pa'- 1) ~. 

wobei ~ Repriisentanten der Nebengruppen der Sylowgruppe sind 
und T1 = E gesetzt sein mag, ferner e eine primitive P"'·te Einheits­
wurzel bedeutet. 

Zuniichst ist zu untersuchen, welche dieser Ausdri.icke bei der 
Multiplikation mit P 1 bloB mit einem Faktor versehen werden. Dies 
ist gewiB mit dem ersten der Fall, der den Faktor e-1 erhiilt. Wenn 
der i-te Ausdruck den Faktor a erhiilt, so muB P1 in der Gruppe 
~-1 \13 Ti enthalten sein; nach Satz 75 ist dann P1 mit Ti vertauschbar~ 
denn Ti P1 ~ - 1 ist in \13, wenn P1 in Ti - 1 \13 ~ ist. Infolgedessen ist 
der Faktor ebenfalls e- 1 . Die Anzahl der Ausdri.icke, die bloB einen 
Faktor erhalten, ist gleich dem Index von \13 unter der Gruppe der 
mit P1 vertauschbaren Elemente, also eine zu p prime Zahl q. Aile 
iibrigen Ausdriicke erfahren eine Permutation. Das Produkt der bei 
diesen letzteren auftretenden Faktoren ist hochstens eine pa,-lte· 
Einheitswurzel (Satz 118). Daher ist das Produkt siimtlicher Faktoren 
genau eine pa,.te Einheitswurzel. Hieraus folgt, daB ~ einen Normal­
teiler enthiilt mit zyklischer Faktorgruppe von der Ordnung pa,, Die 
Gruppe { P1 } ist teilerfremd zum Normalteiler. Genau denselben Satz 
kann man fiir jedes Basiselement Pi beweisen, und der Durchschnitt 
aller der so nachgewiesenen Normalteiler besitzt eine zu p prime 

1 ) Burnside: Theory of groups of finite order, 2. ed., Cambridge 1911, 
s. 327. 
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Ordnung, und sein Index ist gleich der Ordnung der Sylowgruppe, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Eine Fillle von wichtigen Folgerungen lassen sich aus diesem 
Satz ableiten. 

Satz 121: Eine Gruppe, deren Ordnung Produkt von tauter verschie­
denen Primfaktoren ist, ist auflosbar, und besitzt einen Normalteiler, 
dessen Index dem kleinsten Primfaktor gleich ist. 

Ist also die Ordnung von @ gegeben durch g = p1 p2 ••• Pr und 
Pi> Pi-l' so gibt es eine Hauptreihe fiir @ von der Gestalt @, @1' 
.•. , @r =E. Der Index von @i unter @i-l ist pi. 

Beweis: Jede Sylowgruppe von der Ordnung p1 ist zyklisch und 
die Gruppe ihrer Automorphismen ebenfalls zyklisch und von der 
Ordnung p1 - 1. Nun ist aber p1 die kleinste Primzahl, die in g auf­
geht, daher kann ein Automorphismus einer solchen Sylowgruppe, der 
durch Transformation mit einem Element von @ hervorgerufen wird, 
nur der identische sein. Die Sylowgruppe ist also im Zentrum ihres 
Normalisators enthalten, und infolgedessen enthalt ®. einen Normalteiler 
vom Index p1 • DaB auch ®, Normalteiler von @ ist, folgt daraus, 
daB ®, charakteristische Untergruppe von @i-l ist (Satz 109). 

Satz 122: Bezeichnet ~ eine Sylowgruppe von @, deren Ordnung 
pa ist, und ist fedes Element von @, des sen Ordnung zu p prim ist, 
mit fedem Element von ~ vertauschbar, so ist @ das direkte Produkt 
von ~ und einer Untergruppe, deren Ordnung zu p prim ist. 

Beweis: ~ ist nach Satz 7 Normalteiler von@. Wenn ~ Abelsch 
ist, so ist ~ im Zentrum von @ enthalten, und wir haben offenbar 
den Fall des Satzes von Burnside. Dann enthalt @ einen Normal­
teiler· vom Index pa und ist daher das direkte Produkt dieses Normal­
teilers und ~. 

Wenn ~ nicht Abelsch ist, so bezeichne ~1 die Kommutator­
gruppe von ~- Sie ist als charakteristische Untergruppe von ~ auch 
Normalteiler von @. Die Gruppe ®/~1 geniigt der Bedingung fiir den 
vorhin behandelten Fall, namlich ~~~1 ist in ihrem Zentrum enthalten. 
Daher enthalt @ einen Normalteiler, dessen Index gleich der Ordnung 
von ~/~1 ist. In diesem Normalteiler ist ~1 als Sylowgruppe ent· 
halten, und man kann nun auf ihn dasselbe Verfahren anwenden. 
Man erhalt so schlieBlich einen Normalteiler vom Index pa und@ ist 
infolgedessen das direkte Produkt dieses Normalteilers und ~· 

Satz 123: Die Ordnung einer nicht zyklischen einfachen Gruppe ist 
stets durch das Quadrat ihres kleinsten Primjaktors teilbar. 

Denn sonst ware die Sylowgruppe, die zu diesem kleinsten Prim· 
faktor gehort, im Zentrum ihres Normalisators enthalten und die Gruppe 
ware verschieden von ihrer Kommutatorgruppe. 
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Hieraus HiBt sich leicht beweisen, daB die Ordnung einer einfachen 
Gruppe, falls sie gerade ist, stets durch 4 teilbar sein mu/3 und, falls 
sie durch 4, aber nicht durch 8 teilbar ist, stets den Teiler 12 hat. 
Denn in diesem letzteren Fall ist jede Sylowgruppe von der Ord­
nung 4 Abelsch. Sie muB vom Typus (2, 2) sein, da ihr Normali­
sator einen vom identischen verschiedenen Automorphismus von un­
gerader Ordnung liefern muB. Dies ist im zyklischen Falle nicht 
moglich, dagegen im andern Falle gibt es einen Automorphismus 
von der Ordnung 3. Die Ordnungen aller bisher bekannten nicht zyk­
lischen einfachen Gruppen sind durch 12 teilbar. 

Mit Hilfe des Satzes 123 kann man zeigen, daB es nur eine ein­
fache Gruppe von der Ordnung 60 gibt, denn bier muB jede Sylow­
gruppe von der Ordnung 4 als Normalisator eine Gruppe von der 
Ordnung 12 haben, deren Typus leicht bestimmt werden kann. Sind 
namlich P und Q die Basiselemente der Sylowgruppe, so daB 

P 2 = E, Q2 = E, PQ = Q P, 
und ist ferner R von der Ordnung 3, so gelten die Beziehungen: 

R- 1 PR = Q, R- 1 QR = PQ. 

Da die einfache Gruppe diese Untergruppe vom Index 5 besitzt, 
so kann sie holoedrisch isomorph als Permutationsgruppe von 5 Variablen 
dargestellt werden und ist daher mit der alternierenden Gruppe von 
5 Variablen identisch. 

11. Kapitel. 

Darstellung der Gruppen durch lineare 
homogene Substitutionen. 

Die folgende Theorie der Darstellungen von Gruppen durch Sub­
stitutionen ist bei weitem das wichtigste und am weitesten entwickelte 
Gebiet der Gruppentheorte. Sie ist von G. Frobenius geschaffen worden 
und hangt aufs engste zusammen mit der Theorie der hyperkomplexen 
GroBen, in der namentlich Molien (Math. Ann. 41 und 42) grund­
legende Resultate erzielt hatte. Die Arbeiten von Frobenius aus diesem 
Gebiet sind samtlich in den Berliner Sitzungsberichten erschienen und 
wir geben bier ihre Titel: 

Uber vertauschbare Matrizen S. 601-614, 1896.- Uber Gruppencharaktere 
S. 985-1021, 1896. - Uber die Primfaktoren der Gruppendeterm1nante S. 1343 
his 1382, 1896; do. II S. 401-409, 1903. - Ober die Darstellung der endlichen 
Gruppen durch lineare Substitutionen S. 994-1015, 1897; do. II, S. 482-500, 
1899. - Uber Relationen zwischen den Charakteren einer Gruppe und denen 
ihrer Untergruppen S. 501-515, 1898. - Uber die Komposition der Charaktere 
einer Gruppe S. 330-339, 1899. - Uber die Charaktere der symmetrischen 
Gruppe S. 516-534, 1900. - Uber die Charaktere der alternierenden Gruppe 
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S. 303-315, 1901. - "Ober aufl!:isbare Gruppen S. 337-345, 1893; do. II, 
S. 1027-1044, 1895; do. III, S. 849-857, 1901; do. IV, S. 1216-1230, 1901; do. V, 
S. 1324-1329, 1901. - Ober Gruppen der Grade p oder p + 1, S. 351-369, 
1902. - Ober primitive Gruppen des Grades n und der Klasse n -1 S. 455 
bis 459, 1902. - Ober die charakteristischen Einheiten der symmetrischen 
Gruppe S. 328-358, 1903. - Ober die Charaktere der mehrfach transitiven 
Gruppen S. 558-571, 1904. - Ober die reellen Darstellungen der endlichen 
Gruppen, gemeinsam mit I. Schur, S. 186-208, 1906. - Ober die Aquivalenz 
der Grupp en linearer Substitutionen, gemeinsam mit I. Schur, S. 209-217, 
1906. - Ober die mit einer Matrix vertauschbaren Matrizen S. 3-15, 1910. 

Die wichtigsten friiheren Resultate von Frobenius wurden unabhangig 
von Burnside wiedergefunden. Letzterem verdankt man eine Reihe 
der wichtigsten Anwendungen der Theorie sowie deren klassische 
Darstellung in seiner Theory of groups of finite order, second edition, 
Cambridge 1911, auf die wir fiir die Zitate seiner Arbeiten verweisen. 

Als dritter erfolgreicher Bearbeiter ist I. Schur zu erwahnen, dessen 
wichtigste Arbeiten aus diesem Gebiet die folgenden sind: 

Neue Begrlindung der Theorie der Gruppencharaktere, Berl. Ber. S. 406 
bis 432, 1905. - Arithmetische Untersuchungen tiber endliche Gruppen linearer 
Substitutionen, ib. S. 164-184, 1906. - Ober Gruppen linearer Substitutionen 
mit Koeffizienten aus einem algebraischen Zahlkorper, Math. Ann. 71, 1912, S. 355 
bis 367. - Ober die Darstellung der endlichen Gruppen durch gebrochene lineare 
Substitutionen, Crelles Journ. 127, 1904, S. 20-50 und 132, 1907, S. 85-137. -
Ober die Darstellung der symmetrischen und der alternierenden Gruppe durch 
gebrochene lineare Substitutionen, Crelles Journ. 139, 1911, S. 155-250. 

§ 48. Substitutionen. 
Definition: Eine Uneare homogene Substitution vom Grade n 

besteht aus n Gleichungen von der Gestalt: 

xi = au X1 + a12 X2 + · · · + atn Xn I 
~~ ... . a~~ ~~ ~ ~~~ ~2. ~ : •• ·.-:. ~~~ ~n 
X~= a11 tX1 + a11 g X2 +· · · + annXn 

Sie ist eindeutig bestimmt durch das quadratische Schema, 
der- Koeffizienten: 

( 

a 11 a12 • • • al n ) 

A = au a22 • • • a2 n , 
• 0 •• 0 ••••• 0. 

an! an2 • • • ann I 

(1) 

die Matrix 

die wir nach Kronecker mit (a;k) bezeichnen. Die Determinante 
D = i a;,. I heiBt die Determtnante der Substitution. 1st sie von 0 
verschieden, so lassen sich die Gleichungen (1) folgendermaBen nach 
X1 , ••• , xn auflosen: 

Speiser, Gruppeotheorie. 2. Auf!. 10 
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Dx1 = A11 x1' + A 21 x2 ' + · · · + A.,1 x,.' 
Dx2 = A1~ x1' + A~2 x2' + · · · + A., 2 x,.' 

Dx .. = A 1 .. X1
1 + A 2 .,.X2

1 +···+A.,..,. X,.' 

Hierbei bedeutet allgemein Ail< die Unterdeterminante von aik in A. 
Diese neue Substitution heiBt die inverse zu A und wird mit A- 1 

bezeichnet. Sie entsteht aus (A~k) durch Vertauschung der Zeilen mit 

den Kolonnen, d. h. durch Transposition. 

Urn in einer Funktion der Variablen x1 , •.. , x., die Substitution A 
auszufiihren, hat man diese Variablen durch die rechten Seiten von (1) 
zu ersetzen, d. h. man hat aus f(x1 , •• • , x.,) zu bilden f(x1', .• • , x .. ') 
und x/, .. . , x .. ' mit Hilfe der Gleichungen (1) durch die linearen 
Funktionen der x auszudriicken. Dies ist die genaue Verallgemeine­
rung des Begriffs: Permutation der Variablen. Insbesondere erhiilt man 
die rechten Seiten von (1), indem man auf die Variablen x1 ••• • , x,. 
die Substitution A ausiibt. 

1st eine zweite Substitution mit der Matrix B = (bik) gegeben, so 
kann man sie auf die n linearen Funktionen der rechten Seite von (1) 
ausiiben. Diese gehen alsdann wiederum iiber in lineare Funktionen 
von xl' ... , x .. und wir erhalten eine neue Substitution, das Produkt A B 
von A und B. Bezeichnet man sie mit C = (cik), so wird 

fl 

ci1,=2)ailbzk• (i,k=1,2, ... ,n) 
l=l 

d. h. C entsteht a us A und B, indem man die Zeilen von A mit den 
Kolonnen von B komponiert. A A wird durch A 2 abgekiirzt und ent­
sprechend werden die hi:iheren ,Potenzen" von A mit A' bezeichnet. 
Die Determinante von (c0 ,) wird gleich dem Produkt der Determi­
nanten von (ai7J und (bil<): 

I cik I= I ai" 1·1 bik! · 
Die Zusammensetzung von A mit A -l ergibt die Einheitsmatrix 

{O(i+k)} 
E = (eik) eik = 1 (i = k) . 

Nunmehr seien n lineare Formen von x1 , x2 ; ••• , x., gegeben: 

5u xl + · · · + 5tn x .. = Y1 

s,. 1 x1 + · · · + s,.,. x,. = y,.. 

(2) 

Die Variablen y1 , ... , y,. werden erhalten, indem man auf die x1 , ... , x,. 
die Substitution S = (s1k) ausiibt. Die Matrix S habe eine von 0 ver­
schiedene Determinante. Obt man auf die Variablen x1 , .•. , x,. die 
Substitution A aus, so erfahren auch die y1 , ••• , y,. eine solche, denn 
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jede Linearform der n Variablen Xp •.. , x,. laBt sich durch die n 
linear unabhangigen Formen y1 , .•. , y,. linear ausdriicken. Man findet 
sie in folgender Weise: Obt man in den linken Seiten von (2) auf 
die Variablen xi die Substitution A aus, so erhiilt man n neue Linear· 
formen, deren Matrix durch SA gegeben ist. Diese hat man durch 
die Variablen Yi auszudriicken, d. h. man hat die Variablen x, durch 
die Linearformen s- 1 (y), die man durch Auflosung von (2) nach den 
Variablen xi erhiilt, zu ersetzen. Die Matrix dieser Linearformen der 
y ist SAS- 1 • So erhalt man den fiir das Folgende fundamentalen 

Satz 124: Obt man auf die Variablen xl' ... , x,. in den n Gleichungen: 

sll x1 + ... + s1,. x,. = Y1 

s,. 1 x1 + ·· · +s,.,.x,. = y,. 

die Substitution A aus, so erfahren die n Variablen y1 , ... , y,. die Sub­
stitution SA S- 1 • 

SAS- 1 heiBt die durch s- 1 aus A transformierte Matrix. 

Ineinander transformierbare Matrizen heiBen aquivalente Matrizen. 
Nunmehr sei A eine Matrix, von der eine bestimmte Potenz die 

Einheitsmatrix E ergibt. Der kleinste Exponent a, welcher der 
Gleichung geniigt A a = E, heiBt die Ordnung von A. Offenbar bilden 
A, A 11 , •• • , Aa = E eine zyklische Gruppe von der Ordnung a. Wir 
beweisen nunmehr den 

Satz 12li: ]ede Matrix von endlicher Ordnung laf3t sich in eine 
Diagonalmatrix transformieren, d. h. in eine Matrix von der Gestalt: 
(ci1,), wo c1.,. = 0 fur i =I= k, bei der also alle Koetfizienten auf3erhalb 
der H auptdiagonale 0 sind. Ist a die Ordnung der Matrix, so genugen die 
Koetfizienten cii der Gleichung c;i = 1. 

Beweis: Man iibt auf x1 der Reihe nach die Substitutionen 
E, A, A2 , ••• , Aa-1 aus und erhalt so a lineare Formen: 

Y1 = x1, Y2• · · ., Ya· 
Versteht man unter e eine primitive a-te Einheitswurzel, so bildet man 
weiter die a Linearformen: 

y1 + Y2 + Ys + .. ·+ Ya =Zo 

Y1 + e-1 Y2 + e-ll Ys + .. ·+ e-<a-1) Ya =Z1 

y1 + e.-2 y2 + e-2·2 Ys + .. ·+ e-2<a-1l Ya =Z2 

Y1 + e-<a-1) Y2 + e-2(a-1) Ys + ... + e-<a-1) (a-1) Ya = za-1' 

Ihre Summe ist =a y1 • 

z0 , ••• , za_ 1 sind Linearformen von x1 , .• • , x,.. Ubt man nun auf die 
Variablen x die Substitution A aus, so erfahren y1 , .•. , Ya eine zykli-

10* 
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sche Vertauschung, indem allgemein Yi iibergeht in Yi+t (Ya in y1). 

Daher bleibt z0 ungeandert, und Z; geht iiber in ci Zi· 

Die a Linearformen der x: z0 , •• • , za_ 1 verschwinden sicher nicht 
samtlich, denn ihre Summe ist a y1 = a x1 . Aber es konnen zwischen 
ihnen Beziehungen bestehen. Wir wahlen ein System von linear un· 
abhangigen z aus, so daB alle iibrigen sich linear durch sie aus­
driicken lassen. Zu dem Zweck beginnen wir etwa mit z0 • Ist z1 = c·z0 

(c = const.), so laBt man z1 weg, sonst nimmt man z1 zu z0 • Ist 
z2 = c0 z0 + c1 z1 , so laBt man z2 weg, sonst nimmt man es zu den 
vorigen. In dieser Weise erhalt man ein System von der Art, wie es 
gesucht ist. Wenn unter den a Formen z nicht n linear unabhangige 
vorkommen, so gibt es noch weitere Formen von x1 , ..• , xn, die sich nicht 
linear durch z0 , ••. , Za_ 1 ausdriicken lassen. Z. B. kann man hierfi.ir eine 
der Variablen x wahlen, denn wenn sich aile x durch die z ausdriicken 
lassen, so gilt dasselbe von allen ihren linearen Formen. Wir gehen 
von einer solchen neuen Form y/ aus und wiederholen unser Ver­
fahren. Man erhalt so z0', •• • , z~_ 1 , und darunter gibt es gewiB eine 
Form, die von den Formen z0 , .• • , za_ 1 linear unabhangig ist, denn 
die Summe ist wiederum a y/, was nach Voraussetzung von z0 , •• . , za_ 1 

linear nicht abhangt. Nimmt man die unabhangigen zu den friiher 
ausgewahlten und setzt das Verfahren fort, so gelangt man schlieBlich 
zu n linear unabhangigen Formen t1 , t2 , •• • , tn der Variablen x1 , •.. , xn, 
welche samtlich die Eigenschaft haben, daB nach Ausfuhrung der 
Substitution A die Variable t iibergeht in ck t. Die Determinante der 
n Formen t1 , •.• , tn ist gewiB von Null verschieden, weil sie linear 
unabhangig sind, und daraus folgt wegen Satz 124 unsere Behauptung. 

Definition: Die mit Hilfe der Matrix A =(ail.) gebildete Gleichung: 

all- t a12 aln 
an a22- t a2n =0 

an1 an2 ann- t 

heiBt die charakteristische Gleichung von A . Ordnet man s1e nach 
Potenzen von t, so Iauten die heiden hochsten Terme: 

Die Wurzeln der Gleichung heiBen die charakteristischen Wurzeln der 
Matrix, ihre Summe heiBt der Charakter der Matrix A und wird mit 
x (A) bezeichnet. Offen bar ist 

x(A) =all+ a22 +···+ann' 
also die Spur von A . 
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Falls die Matrix die Diagonalform hat, so lautet die Gleichung 

e1 - t 0 0 
0 e1 -t 0 

=0 

0 0 e.,- t 
daher sind die Koeffizienten der Hauptdiagonale die charakteristischen 
Wurzeln. 

Wir zeigen nun, daB .aquivalente Matrizen dieselbe charakteristische 
Gleichung haben. 

Zum Beweis verwenden wir eine neue Symbolik, die Addition 
von Matrizen. 1st A =(ail,) und B = (b,,.), so verstehen wir unter 
A+ B die Matrix (ail<+ b1,.), die man aus A und B erhalt, indem 
man jeweils die Koeffizienten an der selben Stelle in A und B addiert. 
Kombiniert man Addition und Multiplikation, so gilt das Distributiv­
gesetz: 

(A+B)C=AC+BC, C(A +B)= C A+ C B. 

Bezeichnet man ferner niit t A die Matrix (t ai ,.), so laBt- sich die 
Matrix der charakteristischen Gleichung schreiben: 

A-tE. 

Transformiert man sie durch S, so erhii.lt man: 

s- 1 (A- tE)S = s-1 AS- s- 1 (tE)S. 

Nun ist tE mit S vertauschbar und man erhalt: 

s-1 (A- tE)S=S- 1 AS- tE. 

Geht man zu den Determinanten iiber, so folgt: 

lA- tEl= IS- 1 AS- tEl, 
womit bewiesen ist der 

Satz 126: Zwei Matrizen, die durch Transformation auseinander 
hervorgehen, haben dieselbe charakteristische Gleichung, daher auch die­
selben charakteristischen Wurzeln und denselben Charakter. 

Wenn die samtlichen Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
untereinander iibereinstimmen, so hat die Matrix A, falls sie von end­
licher Ordnung ist, die Diagonalform; denn es gibt eine Substitution S, 
welche der Gleichung gentigt: 

s- 1 AS=eE, 
wobei e die Wurzel der charakteristischen Gleichung ist. Daraus folgt: 

A = S ( e E) S - 1 = e E. 
Hieraus kann man Ieicht zeigen, daB Satz 125 nicht fiir beliebige 

Matrizen gilt, z. B. nicht fiir 
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denn hier sind 1 und 1 die charakteristischen Wurzeln, aber aus 

s- 1 (~!) S = (~ ~) folgt (~ ~) = (~ ~), was ein Widerspruch ist. Die 

Ordnung dieser Matrix ist nicht endlich. 

§ 49. Substitutionsgruppen. 
Es seien g Matrizen vom Grade n mit nicht verschwindender De­

terminante gegeben mit der Eigenschaft, daB das Produkt von je 
zweien wiederum eine der g Matrizen ist; dann bilden sie eine Gruppe 
von der Ordnung g. Denn die Eigenschaften I, II und III* sind er­
fiillt; aus AB=AC folgt: A- 1 AB=A- 1 AC, also B=C. 

Die Permutationsgruppen und die monomialen Gruppen lassen sich 
als Spezialfii.lle der Substitutionsgruppen auffassen. z. B. ist die Per­
mutation 

(:: ::) 
gleichbedeutend mit der Substitution 

deren Matrix (~ ~) ist. 

x1' = x2, 
x2' = x1, 

E s entstehen nun zwei F undamentalprobleme: 

1. Gegeben ist eine abstrakte Gruppe. Man soll alle Darstellungen 
derselben durch Matrizen angeben. 

2. Gegeben ist der Grad der Matrizen. Man salle alle endlichen 
Gruppen, welche durch Matrizen dieses Grades dargestellt werden konnen, 
angeben. 

Das erste Problem wird den Gegenstand der folgenden Paragraphen 
bilden. Die Theorie ist von Frobenius entwickelt worden. Das zweite 
Problem ist noch weit von der Li:isung entfernt, doch werden wir 
immerhin einige wichtige Satze zu entwickeln haben. 

A us jeder Substitutionsgruppe E, A, B, . . . kann man im allge· 
meinen unendlich viele neue ableiten, indem man die Matrizen durch 
eine feste Matrix transformiert. Die Matrizen 

s- 1 ES=E, s- 1 AS, s- 1 BS, ... 

bilden in der Tat eine mit E, A, B, . . . holoedrisch isomorphe Gruppe, 
denn aus 

A B = C folgt: S - 1 A S · S - 1 B S = S - 1 A B S = S - 1 C S. 

Die Zuordnung A___.., s- 1 AS liefert den Isomorphismus. Zwei 
solche Substitutionsgruppen heiBen iiquivalent. Es ist offenbar fiir 
die heiden Probleme nur ni:itig, aus jedem System aquivalenter Gruppen 
einen Reprasentanten zu betrachten. Diese einfachen Uberlegungen 
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gestatten bereits, fur zyklische Gruppen das Problem 1 vollig zu losen 
Ist A, A2 , ••• , Aa = E die Gruppe von der Ordnung a, so erhiilt man 
eine Darstellung durch Substitutionen vom Grade 1, indem man unter 
A die Substitution x' =ex versteht, wobei e eine beliebige a-te Ein­
heitswurzel bedeutet. Setzt man e = 1, so erhiilt man die identische 
Darstellung x' = x, welche jedem Element die Matrix (1) zuordnet. 
AuBer dieser gibt es noch a - 1 weitere, entsprechend den iibrigen 
Wurzeln von xa = 1. lst e eine primitive a-te Einheitswurzel, so 
kann man die a verschiedenen Darstellungen vom Grade 1 in folgen­
des Schema bringen: 

E A A2 Aa-1 

ro 1 1 1 1 

r1 1 e e"' 8a-1 
(1) r 1 e'J 84 82(a-1l 

'J 

ra-1 1 8a-1 82(a-tl 8(a-1}(a-1} 

Die Einheitswurzeln einer Zeile bilden jeweils eine Darstellung der 
Gruppe, die wir mit r 0 , • • • bezeichnen. In dieser Weise angeordnet, 
bilden die a Darstellungen eine quadratische Matrix, eine Tatsache, 
die auch bei allgemeinen Gruppen wiederum zum Vorschein kommen 
wird. 

Ist nunmehr eine Darstellung r von hoherem Grade gegeben, so 
liiBt sich nach Satz 125 die dem Element A entsprechende Matrix 
transformieren auf die Form: 

( 

ei, 0 .. . 

A= 0 e'• .. . 
. . . 
0 0 

A und seine siimtlichen Potenzen haben die Diagonalform und man be­
zeichnet diese Darstellung als Sum me der n DarstelZungen ( e''), ( e'•), ... , 
oder in F ormeln: 

r= ri, + r"+ ··· + ri,.· 
Diese Definition der Summe von Darstellungen hat mit derjenigen 

der Summe von Matrizen nichts zu tun. Offenbar ist der Charakter 
einer Matrix der Summe gleich der Summe der Charaktere der Be­
standteile. 

Man erhiilt nun alle Darstellungen der zyklischen Gruppe, indem 
man die Summe bildet: 

go ro + g1 rl + ... + ga-1 ra-1 = r, (2) 
wobei gi ganze, nicht negative Zahlen sind, und r durch eine beliebige Sub­
stitution vom Grade g0 + g1 +···+ga-l transformiert. r 0, ... , ra_1 
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heiBen die irreduziblen Darstellungen der Gruppe und die Forme! (2) 
besagt, daB T den irreduziblen Bestandutl Ti genau g1-mal enthiilt. 

Es entsteht nun die Frage, ob man fur r die irreduziblen Bestand­
teile angeben kann, ohne r auf die Diagonalform ZU transformieren. 
Stellt A eine beliebige Matrix von der Ordnung a dar, so ist die 
Summe der charakteristischen Wurzeln gegeben durch den Ausdruck 

au+ a22 + ... +a,.,.. 

W enn nun die irreduziblen Bestandteile der Darstellung E, A, A 2, ••• 

durch go ro + ... + ga-1 ra-1 gegeben sind, wenn wir ferner die 
Summe der Koeffizienten der Hauptdiagonale in E, A, A 2, ••• mit 
n1 = n, n2, .. . , na bezeichnen, so gelten die Gleichungen: 

go+ gl + ··· + 
go+ egl + ... + 
go+ ea-1 g1 + ... + e(a-1) (a-1) ga-l = na. 

Hieraus berechnen sich die Zahlen g0 , •.• , ga-l in folgender Weise: 

a·go=nl+ n2 +···+na, 
a·gl = nl + e-1n2 + ... + e-(a-llna, 

a·ga-1 = nl + e-(a-lln2 + ... + e-(a-l)(a-l)na, 

womit die Aufgabe gelost ist. Bereits durch die Summe der Diagonal­
koeffizienten der Matrizen ist also die Darstellung bestimmt und zwei 
Darstellungen, fiir welche diese Zahlen iibereinstimmen, sind aquivalent. 

Definition: Die Gesamtheit der Charaktere der Matrizen einer Sub­
stitutionsgruppe hei(Jt das Oharakterensystem der Substitutionsgruppe. 

Fiir zyklische Gruppen gilt der 

Satz 127: Zwei Darstellungen einer zyklischen Gruppe sind dann 
und nur dann iiquivalent, wenn sie das selbe Charakterensystem besitzen. 

Denn sie lassen sich auf die selbe Diagonalform transformieren. 

§50. Orthogonale und unitare Substitutionsgruppen. 
Eine Substitution vom Grade n, welche die quadratische Form 

f=x~+x:+···+x! 

ungeandert laBt, heiBt eine orthogonale Substitution. 
Falls aile Substitutionen einer Gruppe orthogonal sind, heiBt die 

Gruppe eine orthogonale Substitutionsgruppe. 
Fiihrt man in f die Substitution mit der Matrix (ail,) aus, so erhiilt 

man die Form 
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und die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB diese 
Form wieder gleich f ist, besteht in folgenden Gleichungen: 

n 
und .2Jaikail = 0 fiir k =\= l. 

i=l 

Diese Gleichungen lassen sich durch das Multiplikationsgesetz der 
Matrizen wiedergeben und besagen: Setzt man die Matrix A= (aik) 
mit sich selbst zusammen, indem man Spalten mit Spalten kombiniert, 
so erhalt man die Einheitsmatrix; anders amgedriickt: Bezeichnet A 0 

die zu A transponierte Matrix, so gilt die Gleichung A 0 A = E. Dies 
liefert den 

Satz 128 : Eine Matrix A ist dann und nur dann orthogonal, wenn 
ihre inverse Matrix mit der transponierten iibereinstimmt. 

Definition: Eine reelle quadratische Form in n Variablen heiBr 
positiv deftnit, wenn sie nur positive Werte annimmt, falls den Variablen 
reelle Werte erteilt werden, und nur dann den Wert Null annimmt, 
wenn alle Variablen gleich Null gesetzt werden. 

Satz 129: ]ede positiv definite Form 
n 

g = .2Jrikxixk 
i, k=l 

lii(Jt sich durch etne Substitution auf die n Variablen in die Gestalt 

f=x~+x~:+···+x! 
iiberfiihren. 

Beweis: In der Form gist der Koeffizient von x~ gleich rii' der­
jenige von xi xk (i =f= k) gleich 2 rik. Ferner ist rii eine positive Zahl =f= 0, 
denn setzt man alle Variablen auBer der i-ten gleich 0, so erhalt 
man rii xi, und. da dies nur positive Werte annehmen soll, so muB ru 
gri:iBer als Null sein. 

Bildet man nun 

r~t (ru xl + rl'J x'J + ... + rln xn?' 

so stimmen diejenigen Terme, die x1 enthalten, iiberein mit den ent­
sprechenden in g, daher wird: 

1 
g = rn (r11 X 1 + · · · + r1 nxn)2 + h (x2 , ••• ,xJ, 

wobei h eine quadratische Form der Variablen x2 , ••. , xn ist. 

Setzt man 

so ist 
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h ist eine positiv definite Form in den Variablen x2 , ••• , xn. Denn 
wenn man diesen Variablen Zahlenwerte geben konnte, die nicht 
samtlich verschwinden und h zu 0 machen, so konnte man diese in 
in die Gleichung y1 = 0 einsetzen und bekame auch fiir x1 einen 
Wert, der zusammen mit den iibrigen g zum Verschwinden brachte. 

Auf h kann man dasselbe Verfahren ausiiben und fortfahren, bis 
schlieBlich g iibergefiihrt ist in y1 2 + y 2 2 + · · · + Yn2• Die Substitution, 
welche f in g iiberfiihrt, hat offenbar die Gestalt; 

Yt = Su xl + S12 X2 + · · · + sln Xn' 

Y2 = 522 Xg + ' ' ' + 52 n Xn' 

Yn= 
Wir bezeichnen sie mit y-t. 

Man lost die Substitution nach den Variablen x auf, indem man mit 
der letzten Gleichung beginnt und nach oben fortschreitet, und man 
findet so fiir die inverse Substitution T eine solche von gleicher Ge­
stalt, d. h. mit verschwindenden Koeffizienten unterhalb der Haupt­
diagonalen. Wir bezeichnen sie folgendermaBen: 

xt = tu Yt + tt2 Y2 + · · · + tt,. Y,.' 
Xg = t22 Y2 + · · · + t2nYn' 

X= n t,.,.Y,.. 
Satz 130 : ]ede endliche reelle Substitutionsgruppe ist iiquivalent mit 

einer orthogonaZen Substitutionsgruppe. 
Beweis: Die Substitutionsgruppe mit reellen Koeffizienten sei vom 

Grade n, ihre Substitutionen seien mit E , A , B , . . . bezeichnet. Ubt 
man sie auf die quadratische Form 

f = x/' + Xg 2 + ... + xn 2 

aus und addiert die so erhaltenen quadratischen Formen, so erhii.lt 
man eine positiv definite quadratische Form, denn sie ist die Summe 
von Quadraten, unter denen speziell die Quadrate der einzelnen Variablen 
vorkommen, weil f unter E sich nicht iindert und daher als Summand 
figuriert. Diese Form, die wir mit 

" g = L} rik x, xk 
i,k=l 

bezeichnen, andert sich nicht, wenn man auf sie eine beliebige Sub­
stitution der Gruppe ausiibt, denn dabei andern nur die Summanden 
ihre Reihenfolge nach § 2. Nun sei T die Substitution des vorigen 
Satzes, welche g in f iiberfiihrt. Ubt man auf f erst y-t aus, so 
geht f in g iiber, iibt man jetzt eine der Substitutionen der Gruppe 
aus, so bleibt g ungeandert, und wendet man schlieBlich T an, so geht 
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g wieder in f iiber. Daraus folgt, daB die mit der gegebenen iiqui­
valente Substitutionsgruppe 

E, T- 1AT, y- 1 BT, 
die Form f ungeiindert laBt· und daher orthogonal ist. 

Urn fiir Gruppen mit komplexen Koeffizienten das Analogon zum 
letzten Satz zu beweisen, benutzt man das Hilfsmittel der Hermiteschen 
Formen. Der ganze Gang des Beweises ist fast genau derselbe wie im 
reellen Fall. Bezeichnen wir mit r die Substitutionsgruppe, so bilden die 
Matrizen mit konjugiert imaginaren Koeffizienten eine mit r holoedrisch 
isomorphe Gruppe r, denn aus A B = c folgt A jj = c' wobei die 
iiberstrichenen Buchstaben, die konjugiert imaginaren Matrizen be­
zeichnen. Man benutzt nun zwei Reihen von Variablen x1 , ••. , x,. und 
%1 , ••. , x,. und bildet den! Ausdruck 

f = xl :xl + x2 x2 + ... + x,..X,.. 
Erteilt man xi stets den konjugiert imaginaren Wert zu x1 , so stellt diese 
Form nur positive reelle Zahlen dar und sie verschwindet bloB fiir 

x1 = x2 = · · · = x,. = 0 . 
Allgemein stellen wir folgende Definition auf: 

Definition : Eine Form von der Gestalt 

" g = .2 ril, xi xk, 
i,k=l 

deren Koeffizienten den Relationen geniigen 

rik = rki' 

heiBt eine Hermitesche Form. 
also rii reell, 

Eine Hermitesche Form nimmt nur reelle Werte an, wenn man 
den iiberstrichenen Variablen die konjugiert imaginiiren Werte zu den 
uniiberstricbenen erteilt. Die Form heiBt positiv deftnit, wenn sie nur 
positive Werte annimmt und bloB verschwindet, wenn alle Variablen 
verschwinden. Die oben mit fbezeichnete Normalform ist von dieser Art. 

Satz 131: Jede positiv definite Hermitesche Form lii{Jt sick auf die 
Gestalt 

f=x1 x1 +···+x,.x,. 
transformieren, indem man auf die unuberstrichenen Variablen e'ne 
Substitution T und auf die uberstrichenen die konjugiert imaginare Sub-

stitution T ausubt. 
Be wei s: Der Koeffizient rii ist positiv und groBer als 0, denn 

setzt man alle Variablen auBer xi gleich null, x1 dagegen gleich 1, 
so erhiilt man den Zahlenwert rw Da er nach Voraussetzung positiv 
sein muB, so ist unsere Behauptung bewiesen. Entsprechend dem 
reellen Fall erkennt man, daB 

(rll xl + r21 x2 + ... + r,.l x,.) (rll .xl + ... + rln x,.) 
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in denjenigen Termen mit r11 g iibereinstimmt, die x1 oder x1 ent· 
halten. Daher wird 

g- _!_ (ru xl + ... + r,l x,) (rll xl + ... + rl,x,) 
ru 

bloB noch von den Variablenreihen x2 , ••• , x,., x2 , ••• , x, abhangen. Fi.ihrt 
man daher die heiden konjugiert imaginaren Substitutionen aus: 

und 

1 
yl =II-= (ru xt + ... + r,l x,) 

rru 

Y1 = 
1 (ru xl + · · · + '1" x,), 

fru 
so geht g tiber in y1 y1 + h (x2 , ••• , x,, x2 , ••. , x,). Dabei ist h wiederum 
eine Hermitesche Form, und indem man fortfahrt, wird g zu 

f=Y1Y1+···+y,y,. 
Definition: Eine Substitution, welche die Form 

f = xl xl + ... + x,. xn 
ungeandert lii.Bt, heiBt eine unitiire Substitution. 

Stets ist unter einer Substitution verstanden, daB auf die unge­
strichenen Variablen eine Substitution und auf die gestrichenen die 
konjugiert imaginiire ausgei.ibt werden. Man kann unitiire Substitu­
tionen offenbar auch durch die Eigenschaft definieren, daB die zu ihrer 
Matrix inverse die transponierte der konjugiert imaginiiren Matrix ist. 
Reelle unitiire Matrizen sind daher orthogonal. 

Satz 132: Eine endliche Substitutionsgruppe ist stets iiquivalent mit 
einer unitiiren Substitutionsgruppe. 

Beweis: Man verfiihrt genau wie im reellen Fall und iibt auf die 
Form f die siimtlichen Substitutionen der Gruppe aus und addiert sie. 
Man erhalt so die Form g, welche gegeniiber den Substitutionen der 
Gruppe invariant bleibt. Diese fi.ihrt man nach Satz 131 durch die 
Substitution T in f i.iber und man sieht, daB die Transformation der 
Substitutionen der Gruppe durch T auf eine unitiire Gruppe fi.ihrt. 

Das Verfahren, welches den Beweis der Satze 129 und 131 leistete, 
kann verallgemeinert werden und liefert folgenden 

Satz 133 : ]ede Bilinearform 
" n' 

g = 2} .2) rik X; Yk 
i=l k=l 

liif3t sich auf die Normalform 

f= X1Y1 +x2Y2+···+xryr 
uberfuhren durch eine Substitution auf die Variablen x und ezne solche 
auf die Variablen y. Hierbei ist r < n und r < n'. 

Beweis: Man bilde 

(ru xl + r21 x2 + · · · + r,l x,) (ru Y1 + · · · + r1,.' Y,' ). 
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Dieses Produkt stimmt in denjenigen Termen, die x1 oder y1 

enthalten, mit r11 g i.iberein. Hierbei dar£ man voraussetzen, daB 
r 11 =f= 0 ist. Denn sonst sei rik =f= 0; vertauscht man nun x 1 mit xi 

und y1 mit yk, so wird rik zum Koeffizienten von x1 y1 . Dabei haben 
die heiden Variablenreihen nur unter sich eine Substitution erfahren. 

Setzt man 

1 
--:=(ru Y1 + · · · + r1n' Yn·) = v1, 
11 ru 

so kann man g so schreiben: 

ut vl + h( x2, ... , x,, Y2' ... , Yn,)· 
Indem man dieses Verfahren fortsetzt, gelangt man zu emer Form 

f= u1 v1 + u2 v2 + · · · + urvr 

durch eme Substitution von der Gestalt 

Su xl + s12x2 + ... + sl,xn = ul, 

5t2 x2 + · · · + 52nxn = u2 

5rrxrn + ... + 5rnxn = ur 

xk = uk fiir k > r 

und eine entsprechende auf die Variablen y. Die Determinanten der 
beiden Substitutionen sind von Null verschieden. 

§ 51. Reduzible und irreduzible Substitutionsgruppen. 
Definition: Eine Substitutionsgruppe heiBt reduzibel, wenn sie 

sich so transformieren laBt, daB ihre Matrizen samtlich die Gestalt 
haben: 

A=(-%-[~), 
wobei P eine quadratische Matrix vom Grade n1 , R eine ebensolche 
vom Grade n2 ( n1 + n2 = n ), und Q eine rechteckige Matrix von n1 

Zeilen und n2 Spalten darstellt, wahrend 0 die Matrix mit n2 Zeilen 
und nl Spalten bedeutet, deren Koeffizienten samtlich 0 sind. Ubt 
man sie auf die Variablen xl' .. . , x, aus, so werden die n2 letzten 
nur unter sich substituiert. Daraus folgt, daB das Produkt zweier 
derartiger Matrizen (mit gleichem n 1 und n2 ) wiederum eine solche 
Matrix ist. 

Ist speziell A' die Matrix (~' ~: ), wobei die zugehorigen Zahlen 

(pp' PQ' + QR') 
wieder n1 und n2 sein sollen, so wird A A ' = 0 R R, . 
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Nimmt man also aus feder Matrix den Bestandteil P resp. R ge­
sondert, so bilden auch sie eine Gruppe, die isomorph ist mit der 
urspriinglichen Gruppe. Ist Q nicht iiberall die Nullmatrix, so heiBt 
die Gruppe halbreauziert, sonst ganz reauziert. Es gilt nun der 

Fundamentalsatz 134 1): Jede halbreduzierte endliche Gruppe ist iiqui­
valent mit einer ganz reduzierten. 

Beweis: Wir beginnen mit reellen Gruppen vom Grade n. Ihre 
Substitutionen seien mit E, A, B, ... bezeichnet, und sie seien nach 
Voraussetzung halbreduziert, etwa von der Gestalt: 

( ~ ~ ). 
Nach Satz 130 konnen wir die Gruppe auf orthogonale Gestalt trans­
formieren, und zwar durch eine Substitution T, deren Koeffizienten 
unterhalb der Hauptdiagonale verschwinden. Diese ist daher ebenfalls 
halbreduziert und dasselbe gilt auch von der inversen T- 1 , infolge­
d~ssen auch von T- 1 AT und den iibrigen durch T transformierten 
Substitutionen der Gruppe. Wir brauchen also den Satz 134 nur fiir 
orthogonale halbreduzierte Substitutionsgruppen zu beweisen, und hier 
zeigt sich nun, da/3 solche stets ganz reduziert sind. 

Denn die zu A inverse Matrix hat dieselbe reduzierte Form wie A, 
weil sie mit zur Gruppe gehort, andererseits ist sie die transponierte 
Matrix von A, weil die Gruppe orthogonal ist. Daraus folgt, daB der 
Bestandteil Q die Nullmatrix sein muB, und dasselbe gilt fiir alle 
Substitutionen der Gruppe. 

Fiir komplexe Gruppen verHiuft der Beweis genau gleich, nur muB 
man die Gruppe auf unitiire Gestalt transformieren. Auch dies ge­
schieht durch eine Matrix, deren Koeffizienten unterhalb der Haupt­
diagonalen Null sind, und die Transformation liiBt daher die halb­
reduzierte Gestalt der Gruppe unberiihrt. Da bier die inverse Matrix 
gleich der konjugiert imaginiiren zur transponierten Matrix ist, so folgt 
wiederum, daB eine halb reduzierte unitiire Matrix stets ganz reduziert 
ist, womit der Satz vollstiindig bewiesen ist. 

Eine ganz reduzierte Gruppe, deren Matrizen die Gestalt haben : 

A= ( A1 0) 
0 All 

ist bereits bestimmt durch die heiden Bestandteile: 
T1 = E1 , A1 , B1 ,. •• und T2 =Ell, A2 , B2 , ••• 

Die Tatsache, daB T sich in der angegebenen Weise durch Trans­
formation reduzieren liiBt, driickt man durch die Gleichung aus 

r=T1 +r2 • 

1) Maschke, H.: Beweis des Satzes, dati diejenigen endlichen linearen Sub­
stitutionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende Koeffizienten 
auftreten, intransitiv sind. Math. Ann. 52, S. 363. 1899. 
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Falls T1 = T2 , schreibt man kiirzer T = 2 T1 , und allgemein, wenn T 
sich so reduzieren UiBt, daB die Bestandteile Ti ( i = 1, ... , r) je 
ni-mal auftreten, so schreibt man 

r = nl rl + n2 r2 + ... + nr rr. 
Moglicherweise lassen sich die Bestandteile Ti noch weiter reduzieren, 
aber schlieBlich muB man auf Bestandteile kommen, welche keine 
weitere Reduktion mehr zulassen. Solche Substitutionsgruppen heiBen 
irreduzibel, und wir konnen das Resultat zusammenfassen in den 

Satz 135: ]ede endliche Substitutionsgruppe ist entweder irreduzibel 
oder vollstandig reduzibel auf eine Summe irreduzibler Gruppen. 

Die irreduziblen Gruppen sind die Bausteine, aus denen sich jede 
Substitutionsgruppe zusammensetzen HiBt, und die Auffindung derselben 
ist eine der wichtigsten Aufgaben der Gruppentheorie. Wir haben 
schon in Satz 125 gesehen, daB sich jede zyklische Gruppe auf Be­
standteile des ersten Grades reduzieren la.Bt; diese sind selbstver­
standlich irreduzibel. Dasselbe gilt allgemein fiir Abelsche Gruppen. 

Satz 136: Die irreduziblen Bestandteile einer Abelschen Substitutions­
gruppe sind samtlich vom Grade 1. Sie la(Jt sich transformieren in 
eine Gruppe, deren Matrizen samtlich die Diagonalform haben. 

Bew eis: Wir benutzen vollstandige Induktion, indem wir den Satz 
als bewiesen annehmen fiir Gruppen, deren Grad kleiner als n ist. 

T sei eine Abelsche Gruppe, die nicht in reduzierter Form ge· 
geben ist. Dann gibt es eine Matrix A in T, die mindestens zwei 
verschiedene charakteristische Wurzeln besitzt, und wir nehmen an, 
daB A in Diagonalform erscheint. (Vgl. Satz 126 und die darauf­
folgende Bemerkung). Die Koeffizienten in der Hauptdiagonale von A 
seien der Reihe nach (e1 , e2 , ••• , e,..) Durch eine weitere Transfor­
mation (welche auf eine bloBe Vertauschung der Variablen heraus­
kommt), kann man erreichen, daB in der Hauptdiagonalen zuerst 
aile Wurzeln kommen, die gleich e1 sind, wahrend die iibrigen von e1 

verschieden sind. Es sei also 

e1 = e2 = · · · = em ei =f= e1 i > m. 
Nunmehr se1 B eine beliebige Matrix von T. Dann wird A B = B A, 
also: 

d. h. 
e,.bik = 8ibik" 

Ist also ei=f=ek, so wird bik = 0, insbesondere ist bik = 0, sobald 

i<m k>m 
oder 

i > m k < m, 
d. h. aber, daB B ganz reduziert ist, nainlich Summe zweier quadratischer 
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Matrizen vom Grade m und n - m. Da B eine beliebige Matrix 
von T ist, so ist auch T reduziert. Auf jeden der heiden Bestand· 
teile kann man das Verfahren fortsetzen, bis vi:illige Reduktion auf 
die Diagonalform erreicht ist. 

Fiir das Folgende ist die identische Darstellung, welche jedem 
Element der Gruppe die Zahl 1, aufgefaBt als Matrix vom Grade 1, 
zuordnet, von besonderer Wichtigkeit. Wir bezeichnen sie stets mit 
rl und beweisen folgenden 

Satz 137: Die Tatsache, da/3 die Substitutionsgruppe r die iden­
tische Darstellung T1 genau a-mal enthiilt, besagt, da/3 es genau a linear 
-unabhiingige Linearformen in den n Substitutionsvariablen gibt, welche 
.sich bei den Substitutionen der Gruppe nicht iindern. 

Beweis: Es seien die a unabhiingigen Linearformen mit L 1 , 

L2 , ••• , La bezeichnet. Wir konnen noch n- a weitere hinzufiigen, der­
gestalt, daB die Determinante der Koeffizienten dieser n Linearformen 
L 1 , ••• , Ln von 0 verschieden ist. Ubt man nun auf die Variabeln 
dieser Formen die Substitutionen der Gruppe aus, so erfahren die 
Formen selber eine iiquivalente Substitution, und diese ist reduziert, 
indem die a ersten Formen in sich iibergehen. Der Bestandteil T1 

kommt mindestens a-mal vor. 
Umgekehrt, kommt der Bestandteil T1 a-mal vor, so besagt das 

fur die vollstiindig reduzierte Gruppe, daB a unter den Variablen un­
geiindert bleiben; falls die Reduktion aber noch nicht durchgefiihrt ist, 
·daB a Linearformen invariant sind. 

Bestandteile ersten Grades, welche nicht die identische Darstellung 
sind, involvieren Linearformen, welche unter der Gruppe bloB Fak­
toren annehmen. 

§ 52. Die Konstruktion samtlicher invarianter 
Linearformen. 

Die wichtigste Aufgabe bei der Reduktion einer Substitutions­
gruppe r ist die Auffindung der Zahl, welche angibt, wie oft die 
identische Darstellung in r enthalten ist, und die Angabe einer Trans­
formation, welche die zugehi:irige Reduktion leistet. Dazu ist nach 
Satz 137 notwendig und hinreichend die Konstruktion eines vollstiin· 
dig en Systems linear unabhiingiger Linearformen, welche unter den 
Substitutionen von r sich nicht iindern, anders ausgedri.ickt, welche 
gegeniiber den Substitutionen von r invariant sind. 

Die Methode zur Bildung invarianter Linearformen ist dieselbe, wie 
diejenige zur Bildung invarianter quadratischer Formen, welche beim 
Beweis des Satzes 130 angewandt wurde. Man beginnt mit irgend­
einer Linearform, i.ibt auf sie die siimtlichen Substitutionen aus und 
addiert die so erhaltenen Formen. Die Summe ist entweder identisch 
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0 oder wieder eine Linearform; letztere ist invariant, denn iibt man 
eine Substitution aus, so kommt das nur auf eine Vertauschung der 
Summanden heraus, die Summe iindert sich nicht. 

Als Ausgangsform wiihlen wir die Variable x1 selber, und er­
halten durch die Ausiibung von E diese Variable als ersten Summan­
den. Nun iiben wir A aus und erhalten die Linearform 

all xl + all! x2 + ... + aln x,.. 
Ihre Koeffizienten sind gebildet von den Koeffizienten der ersten Zeile 
in A. Dasselbe machen wir fiir alle Substitutionen von r. Nun 
haben wir alle diese Formen zu addieren. Es ist aber offenbar un­
ni:itig, jedesmal die Variablen hinzuzuschreiben, es geniigt, die Koeffi­
zienten zu notieren und zu addieren. Mit Hilfe des Begriffes der 
Addition von Matrizen ( § 48) ki:innen wir unser Verfahren folgender­
maBen beschreiben: Man addiere die Matrizen der Gruppe r und 
bilde mit den Koeffizienten der ersten Zeile der Summe eine Linear­
form. Diese ist identisch mit der Linearform, welche man erhiilt, wenn 
man auf x1 die siimtlichen Substitutionen von r ausiibt und die so 
entstehenden Formen addiert. Entsprechend erhalten wir die invariante 
Form, welche durch Ausiibung der Substitutionen auf die Variable xi 
entsteht, indem wir in der Summe aller Matrizen die i-te Zeile nehmen 
und mit ihr die Linearform bilden. Wir setzen 

E + A + B + · · · = M = (mil.) 
und erhalten folgende invariante Linearformen 

L, =mil x1 + m; 2 x2 +· · · + m;,.x,. (i = 1, 2, ... , n) 
Mit zwei Linearformen ist auch ihre Summe und allgemein eine lineare 
V erbindung wieder eine invariante Linearform, so daB wir in folgen­
der Gestalt lauter lnvarianten erhalten 

a1 L 1 + a2 L 2 + · · · + a,. L,., 
wo die a irgendwelche Zahlen bedeuten. Diese n Formen Ll' .. . , L,. 
sind im allgemeinen nicht unabhiingig voneinander. Insbesondere, 
wenn die Gruppe die identische Darstellung nicht enthiilt, so miissen siimt­
liche L verschwinden, also muB M die Nullmatrix sein und wir haben den 

Satz 138: Wenn eine Substitutionsgruppe vollstiindig reduziert die 
identische Darstellung nicht enthiilt, so ist die Summe der Koeftizienten, 
welche in den verschiedenen Matrizen an der selben Stelle stehen, stets = 0. 

Das System (eik' ail<' bik' .. . ) der Koeffizienten an der Stelle (ik) 
bezeichnen wir im folgenden als eine SteZlenzeile. Diese Einteilung 
der Koeffizienten einer Substitutionsgruppe erweist sich in der Folge 
als fundamental. Summen erstreckt iiber die verschiedenen Elemente 
der Gruppe bezeichnen w1r mit dem Symbol 

z oder z, 
s ® 

wobei S also die Elemente E, A, B, ... von @ durchlaufen soli. 
Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 11 
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Ist nun L irgend eine invariante Linearform, so ist sie in der obigen 
Gestalt darstellbar. Denn bezeichnen wir sie mit 

bl xl + b2 x2 + ... + bn xn, 
i.iben wir der Reihe nach alle Substitutionen auf sie aus und addieren 
wir die so entstehenden Formen, so bekommen wir 

b1 L1 + b2 L 2 + · · · + bn Ln. 
Andererseits iindert sich L bei den Substitutionen nicht und wir ki:innen 
das Resultat auch mit g L bezeichnen, wo g die Ordnung der Gruppe 
bedeutet. Daraus folgt, daB sich L linear durch die Formen L 1 , 

L2 , ••• , Ln darstellen liiBt, die hierbei auftretenden Koeffizienten sind 
einfach 

Die identische Darstellung ist daher in r genau so oft enthalten, als 
es linear unabhiingige unter den Zeilen von M gibt. Diese Zahl heiBt 
der Rang der Matrix M und wir haben den 

Satz 139: Man erhiilt alle invarianten Linearformen zu einer Sub­
stitutionsgruppe r, indem man ihre Matrizen addiert, a us den Zeilen 
der so entstehenden Matrix Linearformen bildet und sie mit beliebigen 
Zahlen multipliziert und addiert. Die Gruppe r enthiilt die identische 
Darstellung genau so oft, als die Zahl der linear unabhiingigen in­
varianten Linearformen betriigt. Diese Zahl ist identisch mit dem Rang 
der Summenmatrix. 

W enn eine Substitutionsgruppe die identische Darstellung genau 
einmal enthiilt, so ist die Summe M ihrer Matrizen nicht die Null­
matrix. Ihre Zeilen mi.issen aber, soweit sie nicht aus lauter Nullen 
bestehen, die selbe Linearform, eventuell mit einem Faktor versehen, 
ergeben. 

In einer irreduziblen Substitutionsgruppe, welche nicht die iden­
tische Darstellung ist, kann diese letztere nicht mehr als Bestandteil 
auftreten, daher gibt es fiir sie keine invariante Linearform und die 
Summe der Koeffizienten einer Stellenzeile ist stets = 0. 

Hieraus ergibt sich eine i.iberaus einfache Methode zur Bestimmung 
des Ranges von M. Der Charakter von M ist niimlich eine Zahl, 
welche nach Satz 126 bei einer beliebigen Transformation der Gruppe 
sich nicht iindert. Nehmen wir die Gruppe in reduzierter Form an, 
so liefern die Bestandteile, welche von der identischen Darstellung 
verschieden sind, nach dem eben Bemerkten keinen Beitrag an den 
Charakter, ·dagegen liefert T1 genau den Beitrag g, wenn dies die 
Ordnung der Gruppe bedeutet. Daraus folgt der 

Satz 140: Die Summe der Charaktere der Matrizen einer beliebigen 
endlichen Substitutionsgruppe ist immer = 0 oder ein Vielfaches der 
Ordnung der Gruppe, etwa = r g. Die Zahl r zeigt an, wie oft in der 
Gruppe die identische Darstellung enthalten ist. 
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§ 53. Die Fundamentalrelationen der Koeffizienten 
irreduzibler Substitutionsgruppen. 

Aus einer beliebigen Darstellung r einer endlichen Gruppe mit 
den Matrixen E, A, B, ... liiBt sich in folgender Weise eine neue ab­
leiten. Man bezeichne allgemein mit 5° die zu S transponierte (S. 146) 
Matrix. Dann folgt aus dem Bestehen der Gleichung A B = C ohne 
weiteres die Gleichung B 0 A 0 = C0 ; niimlich die Relationen, welche 
die erste Gleichung bilden, sind dieselben wie diejenigen der. zweiten. 
Andererseits gilt auch B- 1 A-1 = c- 1 . Bildet man daher zu jeder 
Matrix S die Matrix St = 5°-1, indem man nach einander transponiert 
und zur inversen iibergeht ( diese heiden Operationen sind vertausch· 
bar), so folgt aus AB = C wiederum AtBt = Cr Wir bezeichnen die 
Gruppe rt, deren Matrizen E, At, Bt, ... sind, als die zu F adjungierte 
Substitutionsgruppe 1). 

Satz 141: Das Charakterensystem von rt ist konfugiert imaginar 
zu demfenigen von r. 

Beweis: Wir zeigen, daB x(A) konjugiert imaginiir zu X (At) ist, 
in folgender Weise: Es gilt zuniichst X (A) = X (A 0), ferner ist 
X (A - 1 ) konjugiert imaginiir zu X (A), denn sei A auf Diagonal-

(

e10 ... 0) 
. Oe ... 0 

form reduz1ert = . . 2. • • • , 

00 ... en 

(
e:t1 0 ... 0) 

"dA-1 Oe2-1 ... 0 so w1r = 
•• 0 0 ••••• 

0 0 ... e;;- 1 

und da die Zahlen e Einheitswurzeln sind, so stimmt e- 1 mit der 
konjugiert imaginiiren Zahl zu e iiberein. 

Die adjungierte der adjungierten Gruppe stimmt mit der urspriing­
lichen Gruppe iiberein: rtt = r, wie ohne weiteres aus der Definition 
folgt, wenn wir beriicksichtigen, daB Transposition und Inversion ver­
tauschbare Operationen von der Ordnung 2 sind. 

Als zweite fundamentale Operation, die man mit Substitutionsgruppen 
vornehmen kann, behandeln wir die Komposition zweier Substitutions­
gruppen r und r'. 

Die Matrizen von r resp. T' seien E, A, B, ... resp. E', A', B', ... 
und E, E' resp. A, A' usw. seien jeweils Darstellungen desselben 

1 ) Zwei adjungierte Substitutionen A und Ae lassen sich auch so charak­
terisieren, dati die bilineare Form 

X1 Y1 + Xg Yu + · · · + Xn Yn 
ungellndert bleibt, wenn man auf die Variablen x die Substitution A, auf die 
Variablen y dagegen die Substitution Ae anwendet. Die kovarianten und 
kontravarianten Vektoren in der Relativitlltstheorie erfahren adjungierte Sub-
stitutionen. 

11* 
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Elementes von ®. Die Grade von r und T 1 seien n und n 1• Wir 
bilden nun zwei Reihen von Variablen xl' .. . , xn und y1 , .•. , Yn'· Auf 
die X; werden nur Substitutionen von r und auf die yi nur die ent· 
sprechenden von T 1 angewendet. Bildet man die samtlichen Produkte 
X 1 yl' x2 y1 , ... , xn y1, X 1 y2, .. . , xn y2, .. . , x1 Yn', .. . , Xn Yn' und tibt 
man auf die Variablen A resp. A 1 aus, so erfahren die Produkte selbst 
eine lineare Substitution, und zwar gilt folgende Beziehung: 

1st A gegeben durch 
n 

x/ = _.2) aij xj 
1=1 

(i=l, ... ,n) 

und A 1 gegeben durch 
n' 

Yk1 = .1: akz Y1 (k = 1, ... , n'), 
1=1 

so wird: 
n n' 

I f '>' ~ f X; yk = £.J LJ a;.akzx.y1• 
i=l l=l J J 

Zu jedem Paar von entsprechenden Substitutionen aus r und T' 
gehort also eine bestimmte Substitution vom Grade nn' und diese 
bilden eine mit @ isomorphe Gruppe. Wir bezeichnen diese Dar­
stellung von@ als die durch Komposition von T und T' entstandene 
Darstellung TT'. Vertauscht man r und T', so erhalt man eine 
aquivalente Substitutionsgruppe, denn das kommt darauf hinaus, daB 
man die Produkte in folgender Reihenfolge aufschreibt: 

Y1X1, Y2X1' ... , YnXl, Y1X2, ... 
Dies ist aber nur eine Vertauschung der Substitutionsvariablen. 

Wir ll).iissen nun untersuchen, ob r T' die identische Darstellung 
enthalt und wie oft. Hierzu gehen wir so vor, daB wir invariante 
Linearformen suchen, und dazu mtissen wir fur die Gruppe TT', 
deren Grad nn' ist, besondere Variable aufschreiben, etwa Zp z2 , •.. , 

welche genau dieselben Substitutionen erfahren, wie die Variablen­
produkte xi yk, wobei jedes z einem bestimmten dieser Produkte ent­
spricht. Bezeichnen wir nun mit L (z) eine invariante Linearform der 
Variablen z1 , z2 , ••• , so konnen wir darin an Stelle dieser Variablen die 
zugehorigen Variablenprodukte xi yk einsetzen und erhalten eine Bilinear· 
form Bil (x, y). Diese ist nur dann identisch Null, wenn L (z) iden­
tisch Null war, denn die Variablenprodukte konnen sich nicht gegen­
seitig aufheben, es besteht keine lineare Beziehung zwischen ihnen. 
Statt nun zu sagen, wir tiben auf die Variablen z in L (z) eine Sub­
stitution von TT' aus, konnen wir auch sagen, wir tiben in Bil(x,y) 
auf die Variablen X und y die entsprechenden Substitutionen von r 
und T' aus. Die Koeffizienten der beiden Formen erfahren genau 
dieselben Veranderungen, und insbesondere wenn die eine Form in­
variant ist, so ist es auch die andere. 
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Diese Tatsache ist fiir die ganze lnvariantentheorie fundamental 
und gestattet dort die Anwendung der sogenannten symbolischen 
Methode, auf die wir aber hier nicht eingehen. Das Problem, die 
in rr' enthaltenen identischen Darstellungen zu finden, reduziert sich 
jetzt darauf, bilineare Formen zu finden, die invariant bleiben, wenn 
man auf ihre heiden Variablenreihen die Substitutionen von r und r' 
anwendet. Die vollstandige Antwort wird in den heiden folgenden 
Satzen enthalten sein. 

Satz 142: Sind r und T' zwei irreduzible Substitutionsgruppen, 
und ist r' nicht aquivalent mit rt> so gibt es keine bilineare Form 
der Variablen x1 , •• • , x,. und y1 , •• • , y,.·, die stets invariant bleibt, wenn 
auf die beiden Variablenreihen irgend zwei entsprechende Substitutionen 
von r und r' ausgeii.bt werden. 

n n' 
Beweis: Jede Bilinearform LJ .2r;kX;Y~=g laBt sich nach 

i=l k=l 
Satz 133 auf die Gestalt 

Xl Y1 + Xll Y2 + · · · + x .. Yr = f 
bringen, indem man auf die Variablen x und y Substitutionen ausiibt 
mit von 0 verschiedener Determinante. Transformiert man die heiden 
Substitutionsgruppen r und T' durch diese Substitutionen, so erhhlt 
man zwei aquivalente Gruppen, welche die Form f ungeandert lassen. 

Nun sei (a;k) eine Matrix von r und (alk) die entsprechende 
von r'. 

In der invarianten Form x1 y1 + · · · + x .. y,. iiben wir zunachst 
bloB die Substitution (a;k) auf die Variablen x aus und erhalten: 

n n n 
Y1· LJalixi + Y2· .2 allixi + ··· + Yr.2 a .. ; X;· 

i=l i=l i=l 

Diese Form ordnen wir nach den x: 

r r r 
xl LJ ail y, + xll 2., a;2 Y; + · · · + x,. .2 a;,. Y;· 

i=l i=l i=l 

Oben wir nun auf die Variablen y die Substitution (dfk) aus, so 
muB die urspriingliche Form x1 y1 + · · · + XrYr entstehen. Vergleicht 
man die Koeffizienten von x1 , ••• , x .. , so findet man, daB (afJ:) die r 
Linearformen 

r 
bis ~a y ...::;; ir i 

i=l 

iiberfiihrt in y1 bis y, .. 

1st r < n', so ist also r' reduzibel. Dasselbe beweist man fiir r, 
falls r < n ist. Es wird also r = n = n' und T' = rt. 
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Satz 143: Die beiden irreduziblen Gruppen r und Tt besitzen nur 
die eine invariante Bilinearform 

f= xl Yt + x2 Y2 + .. · + xn Yn 

und ihre Vielfachen C f. 
B eweis: Jedenfalls ist f invariant. Nun mage auch die von C f 

verschiedene Form 
n 

g = 2J rik xi Yk 
i,k=1 

invariant sein. Dann zeigt man folgendermaBen, daB T reduzibel ist. 
Wir bezeichnen die Determinante I rik I = R als die Determinante 
von g. Ubt man nun auf die Variablen x und y die heiden Sub­
stitutionen T und T' mit den Determinanten d und d' aus, so erhiilt 
man eine Bilinearform, deren Determinante, wie man sofort sieht, 
= d R d' ist. Die Determinante von f ist gleich 1, diejenige der 
iibrigen Normalformen 

fr = X1 Y1 + x2 Y2 + · · · + xr Yr 

mit r < n ist dagegen = 0. So bald also eine Bilinearform die Deter· 
minante 0 hat, ist sie nicht ~uf die Gestalt f, sondern nur auf eine 
der Gestalten fr transformierbar, und wenn diese invariant ist unter 
T und T1, so ist T nach dem Beweis zu Satz 142 reduzibel. Falls 
R = 0, so sind wir schon am Ziele. Im andern Faile bilde man die 
Schar von invarianten Bilinearformen g - t f, wobei t eine beliebige 
Konstante bedeutet. Die Determinante einer solchen Form ist 

{
Ofiiri=!=k 

eik = 1 fiir i = k 

und man kann t so bestimmen, daB sie verschwindet, ohne daB die 
ganze Matrix zur Nullmatrix wird. Also gibt es bloB eine invariante 
Bilinearform und deren Multipla: C f. 

Aus diesem Satze folgen die grundlegenden Relationen, denen die 
Koeffizienten irreduzibler Substitutionsgruppen geniigen. Sie sind ent­
halten in folgendem 

Satz 144: 1st T' nicht iiquivalent mit Tt, so bestehen zwischen den 
Koeffizienten von T und T' die Gleichungen: 

2} siksz'm = 0. 
s 

Zwischen r und rt bestehen die Gleichungen 

" I g ..:::.,; sik s,k = n 
s 

und 

sobald (l m) verschieden ist von (i k). 
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Hierin bedeutet n den Grad, g die Ordnung von r. Ferner ist 
die allgemeine Substitution von r mit S = (sik), die entsprechende 
von T' mit S' = (slk) bezeichnet und die Summation soH sich tiber 
alle Substitutionen der Gruppe erstrecken. 

Beweis: Wenn T' nicht aquivalent ist mit Tt, so enthalt TT' 
die identische Darstellung nicht (nach Satz 142). Daher verschwindet 
die Summe der Matrizen von TT' und dies ist der Inhalt der ersten 
Gleichungen. 

Falls T' mit Tt aquivalent ist, so behandeln wir den speziellen 
Fall, daB T' = Tt ist. Denn hierdurch bekommen wir alle Relationen. 
Da wir hier die invarianten Formen 

und keine weiteren haben, so ist die Summenmatrix aller Matrizen 
von r T' nicht identisch Null, aber ihre Zeilen verschwinden entweder 
vollstandig oder sie liefern eine der Formen Cf. Wir bekommen die 
invarianten Bilinearformen, welche den einzelnen Zeilen entsprechen, 
indem wir auf xi y" die Substitutionen von T und T' der Reihe nach 
ausiiben und die so entstehenden Formen addieren. Setzt man nun 
zur Abkiirzung 

.2 siks/m = 8ik!m' 
s 

so Iauten die invarianten Formen: 

n n' 

.2 .2 sikzm x" Ym' 
k=l m=l 

und diese miissen entweder identisch verschwinden, oder mit einer 
der Formen C f identisch sein. Also miissen jedenfalls die Koeffi­
zienten von xkym (k =I= m) verschwinden, d. h. 

(k=l=m). 
Ferner muB sein: 

wobei noch offenbleibt, ob der Wert 0 ist oder nicht. Nun gelten 
aber fiir die Zahlen sik!m die Beziehungen: 

In der Tat stimmt der Koeffizient s1" in S nach Definition iiber­
ein mit dem Koeffizienten an der Stelle (ki) in Se\ ebenso derjenige 
von s-1 an der Stelle (lm) mit dem Koeffizienten von St an der 
Stelle (m l). 

Man kann daher setzen: 
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und da die Summationsfolge keinen EinfluB hat auf die Summe, 
so wird: 

Hieraus folgt sofort, daB auch fiir i =I= l stets siklm = 0 ist. Also 
sind gewiB nur die Zahlen sil<il• =I= 0, und zwar haben sie aile den­
selben Wert, denn aus 

silil =sill ill=···= sinin (i = 1, 2, · · ., n) 
folgt nach (1): 

(i = 1, 2, ... , n). 

Die erste dieser heiden Zeilen enthiilt n Gleichungssysteme, und zwar 
Iauten die links an erster Stelle in diesen Systemen stehenden Gr6Ben 

s1111• s21u• • • •• 

Setzt man nun in dem Gleichungssystem 
sn1n1" 
der zweiten Zeile i = 1, so 

entsteht die Gleichung: 

s1111 = sll121 = ... = sn1n1" 

Hieraus folgt, daB aile n 2 Gr6Ben sikik denselben Wert haben. Um 
ibn zu bestimmen, berechnen wir den Charakter der Summenmatrix 
aller Substitutionen von rr' auf zwei Weisen. Weil diese Gruppe 
die identische Matrix nur einmal entliiilt, ist er nach Satz 140 gleich 
der Ordnung g der Grupp e. Andererseits sind von den n 2 von 0 ver­
schiedenen Gr6Ben sikik bloB die n Gr6Ben 

(i=1,2, ... ,n) 
in der Hauptdiagonale gelegen. Da sie aile den selben Wert haben, 
so ergibt sich fiir die einzelne der Wert gfn, womit der Satz 144 voll­
stiindig bewiesen ist. 

12. K a p it e 1. 

Gruppencharaktere. 

§ 54. Aquivalenz von Substitutionsgruppen. 
Satz 14o: Sind r und T' zwei irreduzible Darstellungen von @, 

so besteht zwischen den beiden Charakterensystemen die Gleichung: 

.2 X ( S) X ( S) = { 0, wenn r; ~ic~t iiquival~nt mit rt, 
8 g, wenn r aquwalent m~t rt. 

Beweis: .L; X (S) i (S) ist nach der Definition der Charaktere 
8 

(S. 148) 
= .2(s11 + s 22 + · · · + snn)(s~1 + S~g + · · · + s~•n•) 

8 

und dieses Produkt wird nach der Bezeichnungsweise des Satzes 144 
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n n' 
gleich .2 .2 siikk" Diese Terme sind samtlich 0, auBer wenn r' 

i=l k=l 

mit r1 aquivalent ist. Fiir r' = rt ist n = n' und 

1 
0 fiir i =!= k 

5uu = ! fiir i=k. 
n 

In der Doppelsumme sind daher nur n Terme von 0 verschieden, sie 

haben alle den selben Wert, namlich !, und ihre Summe ist g. 
n 

Die Gleichungen des Satzes 145 lassen sich noch anders schreiben, 
wenn wir bedenken, daB nach Satz 141 die Charaktere adjungierter 
Gruppen konjugiert komplex sind und daB ferner in der selben Gruppe 
die Charaktere inverser Operationen ebenfalls konjugiert komplexe 
Zahlen sind. Bezeichnen wir mit X die konjugiert komplexe Zahl zu 
x, so konnen wir die Gleichungen auch in den heiden folgenden 
Formen schreiben: 

und 

.2 X (S) x' (S) = { 0, wenn x' =!= x 
8 g, wenn x' = x 

.2x(S) x' (S- 1) = { 0, wenn x: =!=X 
8 g, wenn X =X· 

Satz 146: Die notwendige und hinreichende Bedingung fur die 
Aquivalenz zweier irreduzibler Darstellungen besteht in der Gleichheit 
des Charakterensystems. 

Be wei s: Durch Transformation andert sich der Charakter einer 
Matrix nicht, daher ist Gleichheit des Charakterensystems eine not· 
wendige Bedingung. Nunmehr seien r und r' zwei irreduzible Dar­
stellungen mit dem selben Charakterensystem X (S) (S = E, A, ... ). 
Ferner sei r1 die Adjungierte von r. Ihr Charakterensystem ist X (5). 
Ferner ist die Adjungierte von r1 wieder r (§ 53). 

Nun gilt 
.2x (S) X (S) =g. 
s 

Daher sind nach dem vorigen Satz die Substitutionsgruppen mit dem 
Charakterensystem X aquivalent mit der Adjungierten zu r 1, also mit 
r, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 14 7: Eine reduzible Darstellung von ® liif3t sich auf eine und 
nur eine Weise als Summe irreduzibler Bestandteile darstellen. 

Beweis: Sei 

r = cl rl + c2 r2 + 0 0 0 + cr rr = c/ rl + 0 0 0 + cr' rr, 
wobei die Koeffizienten ci und c;' ganze positive Zahlen oder Null 
sind, da wir auch die Moglichkeit zulassen miissen, daB in der einen 
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Zerlegung ein irreduzibler Bestandteil auftritt, der in der anderen nicht 
vorkommt. Bezeichnen wir die Charaktere von T mit x, diejenigen 
von T; mit x<il, so gilt allgemein fiir jedes Element von @: 

X = c1 x<tl + c2 x<21 + · · · + cr x<rl = c/ x<1l + · · · + cr' x<rl · 
Daraus wird weiter, wegen Satz 145: 

also ci = c;,'. 

.2x (S) x<il (S - 1) = c;g = c;' g, 
s 

Satz 148: Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Aquivalenz zweier Darstellungen von @ besteht in der Gleichheit ihres 
Charakterensystems. 

Beweis: Zuniichst ist die Bedingung notwendig. Sie ist aber auch 
hinreichend, denn wie im vorigen Beweis folgt, daB die heiden Dar­
stellungen dieselben irreduziblen Bestandteile besitzen, sie lassen sich 
also in dieselbe vollstiindig reduzierte Gestalt transformieren und sind 
daher iiquivalent. 

§ 55. Weitere Relationen zwischen den 
Gruppencharakteren. 

In § 7 haben wir eine Einteilung der Elemente einer Gruppe in 
Klassen kennen gelernt. Wir bezeichnen die Klassen mit (£1 , (£ 2 , ••• , (£r 

und die Anzahl der Elemente in (£i sei hi. Wenn (£i aus den Ele· 
A<;l A<il b h h "b . " A<il + + A<il menten 1 , •.. , h; este t, so sc ret en wtr: '2-i = 1 · · · h;. 

Man kann nun das Produkt 1£; (£k definieren als: 

(A~l + · · · + A~i:) (Aikl + · · · + A~i) = _2 Z A)il A~l, 
1=1 m=1 

und diese neue Summe ist wiederum eine Summe von Klassen, denn 
transformiert man die linke Seite durch ein beliebiges Element, so 
erfahren die Elemente jeder Klammer unter sich eine Permutation. 
Indem wir rechts abziihlen, wie oft jedes Element auftritt 1), erhalten 
wir die Gleichung: 

r 
1£; l£k = .2 cikl l£p 

1=1 

wobei die Koeffizienten c gauze positive Zahlen oder 0 sind. Mit 
Hilfe dieser Koeffizienten lassen sich nun Gleichungen definieren, 
denen die Charaktere jedes Systems geniigen. 

Wir bemerken zuniichst, daB unter den Charakteren X (S) einer 
Darstellung von @ hochstens r verschiedene vorkommen, denn die 
Matrizen derselben Klasse von @ besitzen den selben Charakter. Zu 

1) Durch diese Festsetzung unterscheidet sich die neue Produktdefinition 
vom Komplexkalkiil des § 6. 
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jeder Klasse gehort ein Wert von X und wir setzen x(A) = X;• wenn 
A zu [; gehort. Speziell wird X (E)= X1 = n. 

Alsdann lassen sich die Relationen von Satz 145 auch so schreiben: 

i;k . . -.' = { o fiir x' + x 
i=1 .X. X, g fiir x' =X· 

Bildet man die Summe aller Matrizen einer Substitutionsgruppe, 
welche zu Elementen derselben Klasse [ von ® gehoren, so erhiilt 
man eine Matrix C, welche mit allen Matrizen der Gruppe vertausch­
bar ist. Denn transformiert man die Elemente einer Klasse durch 
ein beliebiges Element der Gruppe, so erfahren sie nur eine Ver· 
tauschung, die Summe bleibt ungeiindert. Nun gilt der 

Satz 149: Die einzigen Matrizen, welcke mit allen Matrizen einer 
irreduziblen Substitutionsgruppe vertausckbar sind, sind die Multipli­
kationen c E. 

Beweis: Es sei die Matrix T= (t0J mit allen Matrizen der irredu­
ziblen Substitutionsgruppe Tvertauschbar. Insbesondere gelte T A=A T. 
Wir bilden nun die Bilinearform 

n 
g = .2 tik X; Yk. 

i, k=1 

Ich behaupte, daB sie invariant bleibt, wenn man auf die Variablen x 
die Substitution At von rt und auf die Variablen y die entsprechende 
A von r anwendet. Hierdurch geht niimlich g iiber in eine Bilinear-

form mit der Matrix A~ T A. Nach Voraussetzung ist A~ T A = A~ A T 
und dies ist nach dem Anfang von § 53 gleich T. Nun gibt es aber 
nach Satz 143 fiir irreduzible Gruppen nur die invarianten Formen c f. 
Daher muB g mit einer dieser Formen iibereinstimmen und die Sub­
stitution T ist daher gleich c E . 

Satz lliO: Zwischen den Ckarakteren einer irreduziblen Darstellung 
von ® gelten die Gleichungen: 

h,z,, hk Xk = .J: c. h, XI oder 
lt lt l=1 '" 1 Xt 

~ 

h;X; hk X"= X1 .2 cikz hzXz · 
l=1 

Beweis: Die Summe C; der Matri:zen der i-ten Klasse ist nach 
dem vorigen Satz eine Multiplikation. Wir setzen 

C; = rJ;E· 

Diese Matrizen miissen nun den Gleichungen fiir die Klassen geniigen, 
die am Anfang dieses Paragraphen aufgeschrieben sind, d. h. es miissen 
die Gleichungen gelten: 

r 
17; 17" = .2 Cm 1'Jz· 

l=1 

Der Charakter von C; ist n 17; = x1 rJ;· Andererseits ist er auch die 
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Summe der Charaktere der hi Matrizen der Klasse, also = h; Xr Dar· 

a us folgt: Xt 1J; = hi X; oder 1Ji = ~~~~, womit der Satz bewiesen ist. 

Man kann auch zwischen den Charakteren der Matrizen, die in 
den verschiedenen irreduziblen Darstellungen zum selben Element ge· 
horen, Relationen angeben. 

Seien T 1 , ••• , Tr' Reprasentanten der verschiedenen irreduziblen 
Darstellungen und sei die vollstandige Reduktion von Tu T, durch 
folgende Formeln gegeben: 

r' 

Der Charakter der zum Element A gehorigen Matrix in Tu Tv ist 
Produkt der entsprechenden Charaktere in Tu und Tv, daher wird 

oder: 

r' 
X(ul (S)X(vl (S) = 2guvw X(wl (5), 

w=l 

r' 
,.,('!~) ..,.\v) = ~ g ..,.(.w) 
M A} .L.; UVW A} 

w=l 
(j= 1, ... , r). 

Es bleibt bloB noch iibrig, r', die Anzahl der nicht aquivalenten ir· 
reduziblen Darstellungen, zu bestimmen. Bis jetzt konnen wir bloB 
sag en, daB r' < r ist. Denn ware r' > r, so bestande zwischen den 
r' Charakterensystemen min des tens eine lineare Relation: 

r' (v) 
2J«vXk = 0 (k = 1, ... , r). 

v=l 

Multipliziert man sie mit x<J:l (k = 1, ... , r) und addiert, so folgt au= O. 
Im nachsten Paragraphen werden wir zeigen, daB r = r'. 

§ 56. Die regulare Darstellung einer Gruppe. 
Die QueUe aller Darstellungen einer Gruppe ist diejenige durch 

eine TeguliiTe Permutationsgruppe, die man erhalt, indem man die 
g Elemente E, A, B, ... rechts der Reihe nach mit E, A, B, ... mul­
tipliziert. 

In dieser Darstellung ist X (E)= g, X (A)= 0 fiir A =f E, da die 
Permutationen, die zu den von E verschiedenen Elementen gehoren, 
kein Element in Ruhe lassen. Wir bezeichnen diese Darstellung mit 
II und setzen sie vollstandig reduziert folgendermaBen an: 

II= n1 T 1 + · · · + nr' r •. . 
W enn wir die Charaktere links und rechts einander gleichsetzen, folgt: 

.;; (vl (A) = { 0 fiir A =f E 
.L.J nv X t·· A E v=l g ur = . 
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Multipliziert man diese Gleichung mit x(l) (A- 1) und addiert tiber alle 

Matrizen A, so erhalt man rechts g · x(l) (E), links wegen Satz 145 n1 g 
und hieraus: n1 = x(l) (E). Hiermit sind nach der Methode vom letzten 
Paragraphen die irreduziblen Bestandteile von II gefunden und wir 
haben den 

Satz 101: Die reguliire Darstellung II von ® enthiilt fede irreduzible 
Darstellung so oft, als deren Grad betriigt. Fur die Charaktere der ir­
reduziblen Darstellungen gelten die Gleichungen 

i X(vl (E) X(vl (A)= { 0 ~~r A =f= E 
v=l g fur A = E. 

Zu jeder Klasse t£, von Elementen gibt es eine Klasse, welche 
aus den inversen Elementen von t£; besteht. Wir bezeichnen sie mit 
(£i' und bemerken, daB i = i' sein kann. (£i und (£i' bestehen aus 
gleichvielen, hi= hi' Elementen. (£i (£i' enthalt die Klasse (£1 = E 
genau hi mal, wiihrend t£; (£k fiir k =f= i' die Klasse (£1 nicht enthalt. 

Hieraus folgt, daB 

{ 0 fiir k =f= i' 
cik1 = h fii" k- ., i r - ~ . 

Summieren wir nun die Gleichungen von Satz 150: 
r 

hi X~vl hk Xkvl = xivl 2 cik z hz xjvl 
1=1 

tiber alle Werte v = 1, ... , r' und benutzen wir die Gleichungen von 
Satz 151, so folgt, da h1 = 1 ist: 

~ • (v) (v) _ { o fur k =f= i' 
~h,xi hkxk- h f .. k- ., 

v=l g ; ur - ~ 

und, da w1r hi hk vor das Summationszeichen setzen konnen, erhalten 
wir den 

Satz 152: Zwischen den Charakteren bestehen folgende Relationen: 

r' 1 0 fiir k =f= i' 
"0 (V) (V)-
~xi xk - .! r· k _ ., 
v=l h· ur - ~. 

' 
Hieraus schlieBen wir, daB die r Reihen: 

Xi1) xi2) 

x~l) x~2) 

x~1 ) x;) . . . x~') 
linear unabhiingig und daraus weiter, daB r < r'. In Verbindung mit 
r' < r ergibt sich r = r': -

Satz 153: Die A nzahl der nicht iiquivalenten irreduziblen Dar· 
stellungen von ® ist gleich der Anzahl der Klassen der Elemente in ®. 
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§ 57. 'Obersicht. 
Urn eine Ubersicht iiber die Relationen zwischen den Gruppen­

charakteren zu erhalten, bilden wir folgendes quadratische Schema: 

(£1 (£2 (£r 
--------

r1 x~> x~l> x~l> 
----------

r':! t;> x~2> x~2> 

---- ----
rT xr> x~> x~> 

In jeder Zeile stehen die Charaktere einer irreduziblen Darstellung 
nach den Klassen von ® geordnet, in jeder Spalte diejenigen, welche 
zur selben Klasse von ® gehoren, nach den verschiedenen Darstellun­
gen geordnet. 

1. Zwischen den Zeilen bestehen die bilinearen Beziehungen: 

j; hi x(11) x~w) = { 0 w =!= v; 
i=l i ' g w = v' 

wobei X("'> den zu z("l konjugiert imaginaren Charakter bezeichnet, 
d. h. den zur adjungierten Darstellung gehorigen. 

2. Zwischen den Spalten bestehen die Gleichungen: 
. 0 k=fi' 

ix!"> x("> = l g 
1J=l ' k h. k = i', 

wobei Xi' den zur inversen Klasse von Xi gehorigen Charakter bezeichnet. 
Auch Xi und Xi' sind konjugiert imaginar. 

3. Zwischen den Charakteren einer beliebigen Zeile bestehen die 
Gleichungen: 

r 

hihkXiXk= X1 .J:cil.zhzXz· 
l=l 

4. Zwischen den Charakteren einer Spalte bestehen die Gleichungen: 
r 

X(ulx(wl = ..2 guvwX(wl. 
w=l 

Wir bemerken, daB 1 und 2 aus einander folgen, wenn man den 
Satz anwendet, daB zwei inverse Matrizen M und M-1 vertauschbar 
sind: MM- 1 =M- 1 M=E. 

In der Tat: bezeichnet man die Matrix 

i = 1, ... , r 
v = 1 •... , , 
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mit X, so wird x- 1 wegen der Relationen 1 gleich der transponierten 
Matrix zu 

( hi (V')) g x. . 
Bildet man nun x- 1 X, so erhalt man: 

iJ h, xi"') x~") = { o 
V=1 g 1 

i=j=k 
i = k. 

Nun ist x~"'l = xi~l, also : 

i=k 
2 xi~)Xk") = l ~ 

h, 
was gerade die Formeln 2 sind. 

i=j=k, 

Die GroBen cikl sind gewissen einfach anzugebenden Beschran­
kungen unterworfen. So ist: cikl = ckil' denn Iii lik = lik ~i1 • Ferner 
wird, wie schon bemerkt, 

AuBerdem: 

{
0 k=f=i' 

cik1= hi k=i'. 

c17<l = ckll ={ 10 l =F k l= k. 

SchlieBlich gelten noch die komplizierten, aber fiir die Theorie der 
hyperkomplexe:r;J. Zahlen fundamentalen Beziehungen, welche aus dem 
Bestehen der assoziativen Gesetze folgen: (~iilij) lik = li1(1ijlik). 

Es wird: 

" " r 
( li, lij) Iii<= 2 Cijl lil li,. = 2 2 cijl Clkm lim· 

l=l l=l m=l 

Eben so 

Daher: 
r " 

2 cijl clkm = 2 cjkl cilm • 
l=l l=l 

Hierbei ist vom Bestehen des kommutativen Gesetzes kein Gebrauch 
gemacht. 

Fiir die GroBen g u 11 ., gelten ganz entsprechende Gleichungen: 
r r 

2 gutwgtM11B = 2 gt11u•guws 
w=l w=l 

glvw=gvlw={~ v =F w 
V=W, 

v =!= u' 
v=u' 
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Die Zahlen cil•l und g""'" lassen sich durch die Charaktere aus­
driicken. So folgt aus : 

r 
h h x<"lx<")=x<") "'c. h x<") i 1< i k 1 ...::.,; •lei I I 

l=l 

• Xz~") 
nach Multiplikation m1t xi") und Summierung tiber v: 

Ebenso findet man aus : 
r 

X(U) .,(v) = "'g x(W) 
i ll<i ...::.,; UIJW \ 

w=l 

nach Multiplikation mit h, xJw'l und Summation tiber i: 
r 

.2 h.z!u) x\") x!w') = g,., .. ·g. 
i=l • ' ' ' 

Aus dieser Gleichung ersieht man sofort, daB g,.., .. =g.,,. .. , 
ferner guvw=g .. ,.,,.,=guw•v•· Da die rechteSeite reell ist, bleibt die 
linke ungeandert, wenn man alle Zahlen durch die konjugiert kom· 
plexen, d. h. u durch u', v durch v', w' durch w ersetzt und man er· 
halt gUIJW = gltltJIUJI. 

Setzt man in der zweiten Relation i = k = 1, so wird h; = 1 und 
man erhiilt den 

Satz 104: Die Grade zi1l, ... , xtl der irreduziblen Darstellungen von 
® genugen der Gleichung: 

(xil))s + ... + Cxt))2 =g. 

Die Charaktere sind, als Summen von Einheitswurzeln, ganze 
h.z!"l 

algebraische Zahlen. Dasselbe gilt von den Ausdriicken · ;iw~ . Denn 

bezeichnen wir sie bei festgehaltenem v mit fJ1 , •.. , fJ,., so geniigen 
sie den Gleichungen: 

r 
17;1'/,. = .2 C;~czfJz· 

l=l 

Halten wir hierin den Index k fest, so folgt in bekannter w"eise aus 
dem Bestehen der r Gleichungen fiir i = 1, ... , r, daB 1'/~c der Gleichung 
in t geniigen muB: 

clkt- t cl1<2 •.• Ca,. 

c21<t c2u- t · · · c2kr 

... c,.,.,.-t 
=0 . 
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Hierin ist (- 1) der Koeffizient von {, die iibrigen Koeffizienten sind 
ganze rationale Zahlen. Die r Wurzeln dieser Gleichung sind die 
r Zahlen: 

(v=1, ... ,r). 

h x<"> 
Multipliziert man die Zahl ' ' mit xi"'> und summiert iiber ~, 

xi"> 
so erhiilt man xr> • Nun muB die Summe ganzer Zahlen wiederum 

eine ganze Zahl sein und wir erhalten den 

Satz loo: Die Grade der irreduziblen Darstellungen von ~ sind 
Teiler der Ordnung von ~. 

Wir betrachten noch die Darstellungen ersten Grades von ~. 

Eine solche ist zyklisch und holoedrisch isomorph mit der Faktor­
gruppe eines Normalteilers 9l von ~. Der Normalteiler 9l enthiilt die 
Kommutatorgruppe [von~- Umgekehrt ist jede Darstellung von ~/[ 
auch Darstellung von ~ und vom ersten Grade, falls sie irreduzibel 
ist, denn ~/[ ist Abelsch. Daraus folgt der 

Satz 156: Ist s der Index der Kommutatorgruppe [ von ~, so gibt 
es genau s irreduzible Darstellungen von ~, die den Grad 1 haben, 
niimlich die s Darstellungen von ~/[. 

Mit den Matrizen bilden auch deren Determinanten eine Darstellung 
von ~. und zwar eine solche vom Grade 1. Daraus folgt der 

Satz 157: Diejenigen Substitutionen von r, deren Determinante 1 
ist, bilden einen Normalteiler, des sen Faktorgruppe zyklisch ist. 

So besteht z. B. die alternierende Gruppe aus tlenjenigen Per­
mutationen, deren Determinante + 1 ist, wahrend die iibrigen die 
Determinante - 1 haben. 

§ 58. Vollstandige Reduktion der regularen 
Permutationsgruppe. 

Die Formeln des vorigen Paragraphen erschopfen nicht die ganze 
Fiille der Beziehungen zwischen den Koeffizienten der irreduziblen 
Substitutionsgruppen. Urn diese zu finden, wenden wir ein neues Ver­
fahren an mit Hilfe der hyperkomplexen Zahlen. Bereits im vorigen 
Paragraphen sind die Summen, [, gebildet worden. Wir definieren 
jetzt allgemein: 

Definition: Sind e1 , e2 , ••• , e9 Elemente einer Gruppe, so heiBt 
C = a1 e1 + · · · + a9 e9 eine hyperkomplexe Zahl, wobei die Koeffi-

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 12 
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zienten a irgendwelche reelle oder komplexe Zahlen sind. 1st 
1J = b1 e1 + · · · + b 9 e 9 eine weitere, so heiBt 

C + 1J = (a1 + b1)e1 +· · · +(a9 + b9 )e9 

die Summe und 

C·'I'J = a1 b1e19 + a1 b2 e1 e9 +· · · + a9 b9 e/ 

das Produkt von C und 'I'J . Offenbar gilt das assoziative und distri­
butive Gesetz, dagegen nicht das kommutative fiir die Multiplikation. 
Ferner setzen wir fest: 1st C = 'I'J, so ist a,= bi. Daraus folgt: Zwischen 
den n Zahlen c<kl = aik> e1 + · · · + aikl e9 ( k = 1, ... , n) besteht dann 
und nur dann eine lineare Beziehung, wenn die samtlichen n-reihigen 
Determinanten der Matrix ( aik>) verschwinden. Die Relationen zwischen 
den hyperkomplexen Zahlen sind genau dieselben wie diejenigen 
zwischen den Zeilen in dieser Matrix. 

Nunmehr betrachten wir irgend eine Darstellung r von ® durch 
Substitutionen. Die Matrizen seien E, A, B, .. . , S, .. . , die Elemente 
eE, e.4, eB, ... , e8 , •.• , so daB, wenn A B = C, auch e.4 eB = e0 ist; 
nun bilden wir die Matrix: 

EeE+ AeA +· · ·+ Ses+· · ·= _2Ses= M. 
s 

M kann offenbar auch durch ( C,l<) bezeichnet werden, wobei 

Cil< = eikeE + ail<eA + • • • +Sikes+ • • · . 

Setzt man M mit s- 1 rechts zusammen, so ergibt sich: 

MS- 1 = s- 1 eE+ AS- 1 eA +· · ·= Ees+ AeAs +· · ·=Mes. 

Bilden wir die erste Zeile rechts und links, so folgt: 

Cues= Cu :Su + Ca sa+···+ C1n s1,. 
Cues=Cllsu +Cnsu+· ··+Ct,.s9,. 

C1,. es = Cu s,.t-+ C12 s,.2 + · · · + c;,. s~,.. 
wobei (siT<) die zu S adjungierte Matrix bedeutet, d. h. die transpo­
nierte Matrix von S -l . 

Entsprechende Formeln erhalten wir fiir die iibrigen Zeilen. Das 
ergibt den wichtigen 

Satz lli8: Bei rechtsseitiger Multiplikation der Zahlen Cw ... , Ci,. 
mit e8 erfahren sie die Substitution S von T 1• 

Genau gleich beweist man den analogen 

Satz lli9: Bei linksseitiger Multiplikation mit e8 

Spalte Ca, ... , Cn~< die Substitution S. 

Nunmehr sei r irreduzibel. Es wird 

erfiihrt jede 
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Multipliziert man diese Gleichung mit 
S, so erhalt man wegen Satz 144 

s 1m und addiert tiber aile 

Daher: 

Cik • .2 s!,.es = 1 ~ c. 
S Xl 1m 

k =F l 
k= l. 

Cik,!m = 0 

''"'""'= :1 ,,,., 
k =F l, 

entnimmt man dagegen die S~m aus irgend einer irreduziblen, mit T 
nicht aquivalenten Darstellung von ®, so erhalt man Cik Clm = 0. 

Daraus erhalten wir den 

Fundamentalsatz 160: Zwischen den hyperkomplexen Zahlen 
der irreduziblen Substitutionsgruppe r bestehen die Beziehungen 

C;k ·Cz"m = 0 
g 

1;i k 1;km = -1;im • X1 

(k=f=l) 

Stammt Clm aus e'ner 
r', so gilt 

mit F nicht iiquivalenten irreduziblen Darstellung 

fur alle Indizes. 
Betrachtet man speziell die Koeffizienten von eE, so erhalt man die 

Beziehungen des Satzes 144 zuriick, die iibrigen ergeben neue Relationen. 
Nunmehr sei T1 , ••• , rr ein vollstandiges System nicht aquivalenter 

irreduzibler Darstellungen von ® . 
Wir schreiben die Zahlen C;" von T 1 (l = 1, 2, ... , r) in der nach 

Zeilen geordneten Reihenfolge auf: 

1;11, 1;12' · · ., 1;1n' 1;21' · · ., 1;2n' · · ., ?;nn; 
r 

dann erhalten wir, wegen .2 (zillt = g, gerade g Zahlen, die mit 1;1, ... , 1;9 
l=l 

bezeichnet werden sollen. Multipliziert man sie rechts mit e8 (S=E, A, ... ), 
so erhalt man nach Satz 158 eine Darstellung von ® in vollstandig 
reduzierter Gestalt und jeder irreduzible Bestandteil tritt darin gerade 
so oft auf, als sein Grad betragt. 

Satz 161: Die g Stellenzeilen eines vollstiindigen Systems irreduzibler 
Darstellungen sind linear unabhiingig und bilden unter einander aufge­
schrieben eine quadratische Matrix N mit g Zeilen und Spalten. 

Beweis: N ist quadratisch, well wir g Stellenzeilen mit je g Ko­
effizienten haben. Eine Iineare Beziehung besteht dann und nur dann 
2wischen den Stellenzeilen, wenn die Determinante von N gleich Null 
ist. Wir ersetzen nun jede Darstellung des vollstandigen Systems 
durch die adjungierte und bilden mit diesen die entsprechende Matrix, 

12* 
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die mit N bezeichnet werden soU. Setzen wir N mit N Zeile fiir Zeile 
zusammen, so erhalten wir, wegen Satz 144, eine Diagonalmatrix, deren 
Determinante sich Ieicht berechnet zu 

gg 

T (t>)(Xl (v))• 
II X1 
t>=l 

Daher ist auch die Determinante von N von 0 verschieden. Hieraus 
folgt nun Ieicht der 

Satz 162: Die reguliire Gruppenmatrix lii(3t sich durch Transfor­
mation mit der aus einem vollstiindigen System irreduzibler Darstellungen 
genommenen Matrix N vollstiindig reduzieren. 

Bewei s: Man erhalt die regulare Darstellung durch die Zahlen: 
eE, e.A, ... , indem man sie der Reihe nach mit e8 (S=E, A, B, ... ) 
multipliziert. Aus ihnen gehen die Zahlen ( 1 , ••• , ( 9 durch die lineare 
Substitution N hervor, diese erfahren daher die durch N transformierten 
Substitutionen bei Multiplikation mit e8 . 

Ist r eine beliebige Darstellung von® mit den Matrizen E, A, B, .. . , 
so kann man die GTuppenmatrix (ExE + Ax.A + BxB + · · ·) bilden. 
Ihre Determinante, die G'ruppendete'rminante, ist eine Form vom selben 
Grad wie r in den Variablen XE, X .A, ... . Wir bezeichnen sie mit fP (X). 
W enn nun r vollstandig reduziert die Gestalt hat: 

T=n1 T 1 +· ··+nrrr, 
so wird 

ftJ(x) = Wf1 (x) w:•(x) ... ftJ~'(x), 
wobei Wv(x) die Gruppendeterminante von Tv bedeutet. Die Formen flJ" 
sind unzerlegbar, denn die Determinante ( xil.) ist, als Funktion der n 2 

Variablen xik betrachtet, unzerlegbar und W, laBt sich durch eine 
lineare Substitution mit nicht verschwindender Determinante in diese 
Funktion transformieren, weil die n 2 Linearformen in der Gruppen­
matrix von Tv (nach Satz 161) linear unabhangig sind. Die 'regulii're 
G'rupvendete'rminante, d. h. die Gruppendeterminante der regularen 
Darstellung, ist daher das Produkt der xivl.ten Potenzen aller Wv(x) 
und damit in ihre unzerlegbaren Bestandteile zerlegt. 

Wie man sieht, entspricht jedem unzerlegbaren Faktor einer 
Gruppendeterminante ein irreduzibler Bestandteil der zugehorigen Sub· 
stitutionsgruppe. 

Zum SchluB soH noch gezeigt werden, wie man fiir zwei aqui­
valente irreduzible Darstellungen T und r I eine Substitution u finden 
kann, welche r in T' iiberfiihrt. Wir setzen, wie friiher, (ik = ..2 sikes 

8 
und weiter 'i'J!m = ..2 Stm es' wobei (sik) die Matrizen von r' darstellen. 

s 
Nun gilt offenbar: 
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Setzt man U = (uik), u- 1 = (utk), so wird 

?'Jii< = 2 uti 'jh uhk' 
h,j 

Daher wird wegen Satz 160: 

?'Jik,lm =! .I)ui~Ulk,jm' 
1 j 

Nun hetrachte man auf heiden Seiten den Koeffizienten von eE· 
Rechts ist er nur in 'mm von Null verschieden und darin gleich 1, 

daher ist rechts der Koeffizient von eE gleich u:m ulk t. Links ist er, 

wenn man die Matrix s- 1 mit (sik) hezeichnet, gleich .JJsikszm· 
s 

Daher wird 

.I: siTe slm = f utm ulk' 
s %1 

Setzt man z. B. i = m = 1, so erhalt man 

'\' I - g * .£...; slk sll = - u11 uzk 
s Xt 

und kann so, falls uf1 von 0 verschieden ist, die Gro.Ben ulk his auf 
einen gemeinsamen Faktor finden. Jedes U ist damit gefunden, denn 
U ist hei irreduzihlen Gruppen genau his auf einen solchen Faktor 
hestimmt durch die Bedingung u-1 T U = T'. 

§ 59. Einige Beispiele fiir die Darstellung von Gruppen. 
Fur Abelsche Gruppen lassen sich leicht die samtlichen Darstel· 

lungen angeben. A1 , •• • , Am mogen eine Basis von ill hilden, und die 
zugehorigen Ordnungen seien a1 , ... , am. Nun bezeichne ei eine primi­
tive a;-te Einheitswurzel. Ersetzt man Ai durch irgendeine Potenz 
von ei (i = 1, ... , m), so ist damit jedem Element ein Zahlwert zu­
geordnet. Man kann so den m Basiselementen auf a1 · • • am ver­
schiedene W eisen Zahlwerte zuordnen und hat also die samtlichen 
irreduziblen Darstellungen auf diese Weise erhalten. 

Bei der Komposition reproduzieren sie sich und hilden eine mit 
ill holoedrisch isomorphe Gruppe. Man ordne namlich die Darstel­
lung, hei der A. durch s?t (i = 1, ... , m) ersetzt ist, dem Element . ~ . 

A b1, • • · A bm zu. 1st hei einer weiteren A. durch e~~ dargestellt, so wird 
m ' ' 

hei der komponierten A. durch s~;+c; ersetzt und fur die zugeordneten . ~ 

Elemente gilt: 
Ab,, .. Abm. Ac,, .. A em= Ab,+ci ... Abm+Cm, 

1 m 1 m 1 m 

Wir gehen nunmehr uher zu den Diedergruppen. Sie sind ge­
geben durch folgende Gleichungen: 

Am = E B 2 = E B - 1 A B = A - 1 . 
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Offenbar bildet {A} einen Normalteiler vom Index 2. Daher er­
halt man zunachst 2 Darstellungen, namlich die identische 

A =B =(1) 
und die folgende 

A= (1) B = ( -1). 

Weitere findet man in folgender Weise: Sei e eine primitive m·te 
Einheitswurzel und 

B = (~ ~). 
Diese Matrizen geniigen den drei Bedingungen. 

Allgemein erhiilt man die Darstellungen: 

B = (~ ~). 
1st zunachst m ungerade = 2l + 1, so erhalt man, wenn man 

i = 1, ... , l setzt, l verschiedene Darstellungen, weil fiir sie die charakte­
ristischen Wurzeln von A samtlich verschieden sind. Sie sind ferner 
irreduzibel, denn sie bilden keine kommutative Gruppe. Wir haben 
so l Gruppen vom Grade 2 und 2 vom Grade 1. Addiert man die 
Quadrate der Grade, so kommt: 

l-4 + 2 = 2(2l + 1) =2m= Ordnung der Gruppe. 

Wir haben also alle Darstellungen der Diedergruppe gefunden. 
Sie sind samtlich monomial. 

1st m gerade, so ergibt der Fall i = ~ eine reduzible Darstellung: 

A= (
-1 

0 
B=(o 1) 

1 0 ' 

die in zwei verschiedene Darstellungen vom Grade 1 zerfallt: 

A=(- 1) B = (1) und A = (- 1) B = (- 1). 
m 

Hier gibt es 4 Darstellungen vom Grade 1 und 2 - 1 vom Grade 2. 

Es wird wieder 

Die Quaternionen·Gruppe ist definiert durch die Gleichungen: 

A 4 = E B2 = A 2 A - 1 B A = B - 1 • 

B 2 = A 2 ist das einzige Element von der Ordnung 2. Es erzeugt 
einen Normalteiler mit Abelscher Faktorgruppe vom Typus (2, 2). 
Dies ergibt 4 Darstellungen vom ersten Grad. Urn eine weitere zu 
finden, wenden wir die Methoden der monomialen Darstellung an. 
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{A} ist zyklischer Normalteiler. Wir bilden: 

E + i A + i'J A 2 +is A3 

B + iA B +i2 A 9 B +is A3 B. 

Man findet sofort, daB rechtsseitige Multiplikation mit A die Sub­
stitution ergibt: 

(- ~ ~), wiihrend B die Substitution liefert: (_ ~ ~). 
Damit ist die irreduzible, weil nicht Abelsche Darstellung gefunden. 

B=( 0 1). 
-1 0 

Diese und die 4 vom Grade 1 bilden ein vollstiindiges System irre­
duzibler Darstellungen. 

Man verifiziere in allen Fiillen, daB die Anzahl der verschiedenen 
Darstellungen gleich der Anzahl der Klassen von Elementen ist. 

Wir gehen nun iiber zur Untersuchung von transitiven Permuta­
tionsgruppen und beweisen den 

Satz 168 : ]ede transitive Permutationsgruppe r enthalt die iden· 
tische Darstellung genau einmal. Ist sie zweifach transitiv, so besteht 
sie vollstiindig reduziert aus der Summe der identischen und etner 
weiteren irreduziblen Darstellung. 

Beweis: Der Charakter einer Permutation ist gleich der Anzahl 
der Variablen, die ungeandert bleiben bei der Permutation. Nun ist 
nach Satz 102 die Summe aller Charaktere gleich der Ordnung der 
Gruppe, also enthiilt sie nach Satz 140 die identische Darstellung genau 
einmal. Es sei 

T= T1 +n11 T 2 +···+n,.r,., 
daher der Charakter X von r: 

X = Xt + nll X2 + · · · + n,. X,.· 
X stimmt mit dem konjugierten Charakter iiberein. Wir bilden: 

.2x2 (5)= .2(X1 (S) + ... + n,.x,.(S)) (X1 (S) + · · · + n,.x,.(S)). 
s s 

Nach Satz 145 folgt: 

.2 x2 (S) = g·(t + · · · + n,2). 
s 

Nun ist nach dem Satz 103 .J:x9 (S) gleich gmal der Anzahl der 
s 

transitiven Systeme, in denen die Untergruppe, welche eine Variable 
ungeiindert lii.Bt, die Variablen permutiert. 1st die Gruppe zweifach 
transitiv, so wird also: 

.2x'l(SJ=2g. 
s 
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Also muB sein 1 + .. · + n: = 2, d. h. aber, daB nur noch eines der 
n von 0 verschieden und gleich 1 ist, womit der Satz bewiesen ist. 

Es ist Ieicht, aus einer Permutationsgruppe die identische Dar­
stellung herauszuschaffen. Sind x1 , .•• , x .. die Variablen, so bilde man 

Yt = Xg- Xl, · .• , Yn-1 = x .. - xl. 

Bei irgendeiner Permutation moge eine solche Differenz in ;,. - xi 
iibergehen. Dann driickt sich diese neue Differenz durch die Variablen y 
aus mit Hilfe der Gleichungen: 

x,.-xi = Y1<-1- Yi-1' 

Bereits die n- 1 Variablen y1 , ••• , Y .. - 1 erfahren also eme lineare 
Substitution. 

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir die siimtlichen Darstellungen 
der Tetraedergruppe bestimmen. Sie ist gleich der altemierenden 
Gruppe von 4 Variablen und besitzt 4 Klassen, niimlich: 

1. E,1 

2. die Elemente der Ordnung 2: (12) (34), (13) (24), (14) (23). 
Die Elemente von der Ordnung 3 zerfallen in 2 Klassen: 

3. (123), (214), (341), ( 432) 
und 

4. (124), (213), (342), ( 431). 

Die 4 Charaktere sind 4, 0, 1, 1. Da die Gruppe zweifach transitiv 
ist, so bleibt nach Wegnahme von T1 eine irreduzible Darstellung 
iibrig, deren Charaktersystem . folgendes ist: 3, - 1, 0, 0. In der 
Tat ist: 

Die Gruppe besitzt einen Normalteiler von der Ordnung 4 und 
daher 3 Darstellungen 1. Grades, fiir welche sich die Charaktere Ieicht 
berechnen lassen. Sei e eine 3. Einheitswurzel, so lautet die Tafel 
der Charaktere: 

~1 ~g ~8 ~4 

r1 1 1 1 1 

r2 1 1 e s-1 
---

rs 1 1 s-1 e 
-

r4 3 -1 0 0 

Man verifiziere die Gleichungen von § 57. 
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Das lkosaeder gibt uns zu einigen weiteren Bemerkungen AnlaB. 
Seine Gruppe gestattet eine Darstellung durch reelle orthogonale Sub­
stitutionen von drei Variablen, entsprechend den Drehungen des 
Ikosaeders. 

Jede orthogonale Substitution von ungeradem Grade besitzt + 1 
als eine charakteristische Wurzel. In der Tat, ist A eine solche, so 
wird A- 1 = A0 die transponierte Matrix zu A. Ferner wird 

(A- E) A- 1 = (E- A0). 

Geht man zur Determinante iiber und bedenkt, daB I A I = 1 ist, 
so wird 

IA-EI=IE-Aj. 
Andererseits wird I A- E I= (- 1f IE- A 1, wobei n der Grad von 
A ist. Daraus folgt, wenn n ungerade, i A - E I= 0, d. h. 1 ist cha­
rakteristische Wurzel von A. 

Wir berechnen nun die Charaktere der Darstellung. Die Gruppe 
besitzt 5 Klassen: E, ferner die 15 Substitutionen von der Ordnung 2, 
deren Wurzeln (1, - 1, - 1) sind (Drehung um eine Achse mit 
Winkel 180°), die 20 Substitutionen von der Ordnung 3. Die iibrigen 
24 von der Ordnung 5 zerfallen in zwei Klassen, solche von Dehungen 

um die Winkel ± ~1!, resp. + 2- 2
5n. Die charakteristischen Wur­

zeln der Matrizen von der Ordnung 3 sind 1, s, s-1 (e = 3-te Ein­
heitswurzel), da sie einer reellen Gleichung vom Grade 3 geniigen, 
diejenigen der Matrizen von der Ordnung 5: 1, 'YJ, 'YJ - 1 resp. 1, n\ 'YJ- 2 

('YJ = 5-te Einheitswurzel). 

Die Charaktere sind infolgedessen: 

2.) 3, -1, 0, 1+n+n-\ 1+n~+n-~, resp. 

3.) 3, -1, o, 1+n2 +n- 2 , 1+n+n-1 -

Hierbei ist ( vgl. S. 189): 

1 + + -1- + 1 + y5 
'YJ 'YJ --2-, 

;-
1+ 2+ -2_+1-l5 

'YJ 'YJ --2-. 

Die Gruppe ist irreduzibel, denn: 

1-32 +15(-1)2 +20-02 +12·((+I-tt5f + (+l~f5n = 60. 

Ferner reprasentiert sie zwei verschiedene irreduzible Darstellungen, 
deren Charakter durch 2.) resp. 3.) gegeben wird. Wir beweisen diese 
Behauptung durch die folgende Oberlegung. Sei r eine beliebige 
Darstellung von ® und sei ferner irgend ein Automorphismus von ® 
gegeben. Diesen fiihren wir in r, aber nicht in ® aus, und erhalten 
so offenbar eine neue Darstellung von ®. Sie ist dann und nur dann 
nicht aquivalent mit r, wenn der Automorphismus auch im Charakteren-



186 12. Kap. Gruppencharaktere. 

system eine Permutation hervorruft. In unserem speziellen Fall be­
sitzt die Ikosaedergruppe einen derartigen Automorphismus. Als alter­
nierende Gruppe ist sie Normalteiler vom Index 2 der symmetrischen 
Gruppe von 5 Variablen. Transformiert man sie durch ein Element 
dieser letzteren auBerhalb der altemierenden Gruppe, so werden, wie 
man sich leicht i.iberzeugt, gerade die beiden Klassen mit den Ele­
menten von der Ordnung 5 vertauscht und bei diesem Automorphis­
mus geht offenbar 2.) in 3.) i.iber und 3.) in 2.). 

Die weiteren irreduziblen Darstellungen sind nun leicht gefunden: 

Als alternierende Gruppe von 5 Variablen besitzt sie eine Dar­
stellung vom Grade 5 durch gerade Permutationen. Die Charaktere 
der Klassen sind folgende: 

!£1 : 5 t£2 : 1 t£3 : 2 t£4 und (£5 : 0. 

Denn fi.ir (£2 kommt nur der Typus (1 2) (3 4) in Betracht, fi.ir 
t£3 : (1 2 3), fi.ir t£4 und !£5 : (1 2 3 4 5). 

Wir erhalten nach W egnahme von F1 eine Darstellung F4 mit 
den Charakteren 4, 0, 1, - 1, - 1. 

Urn noch T5 zu erhalten, beachten wir, daB sich die Gruppe 
auch als Permutationsgruppe von 6 Variablen darstellen Hi.Bt, namlich 
der sechs Durchmesser, welche gegeni.iberliegende Ecken verbinden. 
Eine Drehung urn einen solchen Durchmesser liefert ein Element von 
der Ordnung 5, und hierbei bleibt nur dieser eine Durchmesser un­
geandert. Drehungen von der Ordnung 2 geschehen urn die Ver­
bindungslinie zweier gegeni.iberliegender Kantenmittelpunkte. Die Ortho­
gonalebene durch 0 enthalt zwei Durchmesser, welche bei der Drehung 
in sich i.ibergehen. Daher ist bier der Charakter = 2. Die Drehungen 
von der Ordnung 3 vertauschen aile Durchmesser. 

Die Charaktere sind also bier 6, 2, 0, 1, 1, daher diejenigen 
von r5: 

5, 1, -1, 0, 0 
und hier ist 

1· 52 + 15-(1)2 + 20 (- 1)2 = 60, 

also ist T5 irreduzibel. Wir bilden so die Tabelle: 

rl 1 1 1 1 1 

r2 3 -1 0 +l+f5 +l-y5 
2 2 

-

+1+ ~5 r3 3 -1 0 + 1-l5 
2 2 

r4 4 0 1 -1 -1 

r5 5 1 -1 0 0 
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Als Beispiel fiir die Formel zur Berechnung von guvw auf S. 176 
geben wir: 

(l+f5 1- f5) g44!l·60=1·42·3+15·0+20·0+12 - 2-+-2- =60, 

g442 = 1, 
d. h. in T 42 kommt T 2 genau einmal vor, ebenso T3 einmal. Ferner 
wird: 

60·g444 = 1·43 + 15·0 + 20-13 + 12 ((-1)!! + (-1)2) = 60 

g444 = 1 
und schlieBiich 

60·g441S = 1· 42·5 + 15·0 + 20·12·( -1) + 0 +O = 60. 
Daher wird 

r, 2 = rl + r2 + ra + r4 + ro. 

Die bisherigen Oberlegungen reichen vollkommen aus, urn die 
Darstellungen selber zu berechnen. Fiir T 8 und T3 kann man die 
Matrizen aus der analytischen Geometrie bestimmen als Drehungen 
des Raumes. Wir wollen sie jedoch direkt durch Reduktion einer 
Darstellung gewinnen und schicken noch einige allgemeine Berner· 
kungen voraus. 

Urn eine Permutation und die durch sie erzeugte zyklische 
Gruppe vollstandig zu reduzieren, hat man sie erst in ihre Zyklen 
zu zerlegen und diese zu reduzieren. Sei (x1 , x1l' •.• , x,.) ein solcher 
Zyklus, so bilde man, unter e eine primitive n-te Einheitswurzel ver­
standen, die Ausdriicke 

%1 + %2 + xa+· .. + x,. = yl, 
xl + ex2 + e2xs + ... + en-1 x .. = Y2• 

xl + e2x2 + e4x3 + · .. + e2<n-t) x,. = Ya• 
. . 

%1 + en-1x2 + e2(n-l) Xa + ... + e<n-l)(n-1) x,. = Yn. 

Unter der zyklischen Vertauschung wird Yi mit dem Faktor e-<i-ll 

versehen und die Reduktion ist geleistet. Die Matrix der n Linear-

( i=1, ... ,n) 
formen, ( e<i-1) <k-ll) , leistet diese Reduktion. 

k=1, ... ,n 
Ein wichtiges Hilfsmittel zur Auffindung irreduzibler Darstellungen 

bilden die transitiven monomialen Gruppen. Falls sie nicht schon 
Permutationsgruppen sind, enthalten sie die identische Darstellung 
nicht, denn man erkennt leicht aus den Ausfiihrungen von § 45, daB 
{ sii = 0 ist, d. h. daB die Summe der Charaktere verschwindet. Nun 

gestattet die Ikosaedergruppe eine solche Darstellung vom Grade 6, 
denn sie besitzt eine Untergruppe von der Ordnung 10, die selbst einen 
Normalteiler vom Index 2 enthiilt. Geometrisch ist sie so zu defi-
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nieren, daB man die 6 Durchmesser, welche gegeniiberliegende Ecken 
verbinden, mit einem Richtungssinn versieht. Bei den Drehungen er· 
fahren sie eine Vertauschung, teilweise verbunden mit Richtungs­
anderung. Findet Anderung statt, so versehe man die Variable mit 
dem Minuszeichen. Diese Darstellung ist reduzibel, und weil sie die 
identische Darstellung nicht enthalt, kann sie nur T 2 und T 3 enthalten. 

Bezeichnet man die 6 Durchmesser mit x1 , •.• , x6 , wobei etwa x1 

die Richtung der z-Achse, x2 , ••• , x6 die iibrigen Durchmesser in einer 
von z aus gesehen zyklischen Reihenfolge und mit Richtungssinn nach 
oben bedeuten, so kann man die zu der Drehung A von der Ord­
nung 5 urn die z·Achse gehorige Substitution mit (x 1 ) (x2 , x3 , ••• , x6 ) 

bezeichnen. Sei B eine Drehung von der Ordnung 2, welche der 
Gleichung B- 1 AB =A - 1 geniigt, so kann man B wahlen als Drehung 
urn eine Achse senkrecht zu x 1 und x2 : 

( 
x1 xll Xa x4 xo Xs). 

-x1 -x2 -x6 -x5 -x, -x3 

Als Permutationen der altemierenden Gruppe von 5 Variablen werden 
A= (12 3 4 5), B = (14) (2 3). Wahlt man noch C = (12) (3 4) (Ver· 
tauschung von x1 und x2 ), so wird in monomialer Gestalt, wie man sich 
am Modell leicht iiberzeugt: 

(xl xll Xa x4 x5 x6) C= . 
x2 x1 Xs - x4 - x5 Xa 

Setzt man {A} = ~, ~ + B ~ = ~, so wird die ganze Gruppe 

® = ~ + ~C +~CA + ~CA 2 + ~CA 3 + ~CA 4• 

Urn die Gruppe zu reduzieren, hat man dies bloB bei A, B und 
C auszufiihren. Wir beginnen mit A und fiihren daher die neuen 
Variablen ein : 

Y1 = xl, 
y2 = 

Ya = 

y4 = 

Yo= 
Ys = 

x2 + s x3 + · · · + s 4 x6 , 

x2 + s-1 Xa + ... + e-4 x6, 
x2 + xs + ... + Xs' 
x2 + e2 Xa + ... + ss Xs, 

x2 + e-2 Xa + ... + e-s x6, 

s 5 =1, s=J=l. 

Ubt man nun A aus, so erfahren die Variablen y die Substitution: 

Y/ = Y1' 
y4' = y4, 

W enn man dagegen B 

y/=- yl, 
y/=-y4, 

y2' = e-1 yll, 

Yo'= 8 - 2 Yo' 
ausiibt, so wird: 

Y2'=- Ya' 
Y5'=- Ys' 

Ya' = 8 Ya' 
Ys'= 82 Ys· 

Ys'=-y2, 

Y/ =- Y5· 
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Etwas umstandlicher gestaltet sich die Ausiibung von C. Wir 

setzen e + e- 1 =a, e2 + e- 2 = fJ und finden, daB a und fJ der 

Gleichung geniigen: x2 + x- 1 = 0. 
Wir haben 

-1+(5 
a= 2 ' 

-1-(5 
fJ = 2 ' 

a-{J=y5. 

Dann wird 

2-a=+{5a, 2-{J=-i5fJ. 

Nach leichter Rechnung findet man, daB die y die Substitution 
erfahren: 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

Nun setze man 

1 
5 

_{J_ 
f5 

f5 
1 

(5 

0 

0 

1 
5 

(5 

.L 
f5 
1 

(5 

0 

0 

Z1= f5yl+Y4' 
z4 = - f5 Yt + Y4' 

1 
5 
1 

f 5 

1 

(5 

0 

-1 

(5 
-1 

f5 

1 
5 

0 

0 

-1 

f5 
-a 

f5 
-{J 

f5 

0 

0 

-1 

V5 
-{J 

(5 
-a 

f 5 

Alsdanrt bleiben A und B ungeandert, wiihrend C iibergeht m: 

r _1 2 2 
0 0 0 

f5 (5 (5 
1 .L a 

0 0 0 . (5 V5 f5 
1 a {J 

0 0 0 
f5 (5 (5 

0 0 0 
1 2 2 

f5 y5 (5 

0 0 0 
1 -a -(J 

f5 t5 V5 
0 0 0 

1 -(J -a 

V5 V5 f5j 
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Hiermit ist die Reduktion ausgefuhrt und wir find en fiir T 2 : 

(1 0 0) (-1 0 0) 
A= 0 e- 1 0 , B = 0 0 -1 , 

0 0 e 0 -1 0 

1 

c~ r~(: 2 2) 
f3 a . 

a fJ 

Hierbei hat die Gruppe nicht reelle Gestalt, trotzdem sie mit 
einer orthogonalen Gruppe iiquivalent ist. Man findet Ieicht, daB die 
quadratische Form x12 + x2 x3 invariant ist gegeniiber den drei Sub­
stitutionen. 

13. Kapitel. 

Anwendungen der Theorie der 
Gruppencharaktere. 

§ 60. Ein Satz von Burnside iiber einfache Gruppen. 
Frobenius und Burnside haben mit Hilfe der Gruppencharaktere 

wichtige Satze iiber abstrakte Gruppen bewiesen. 

Wir haben gesehen (S. 17 6 ), daB stets h1 XI eine gauze algebraische 
Xt 

Zahl ist. h, und x1 sind gauze rationale Zahlen. W enn daher hi prim ist 

zu x1 , so muB £ eine gauze algebraische Zahl sein. Xi ist eine Summe 

von x1 Einheitswurzeln. Wir wollen annehmen, daB diese Einheits­
wurzeln nicht siimtlich unter einander iibereinstimmen, andemfalls ge­
hort die Substitution zum Zentrum. Indem man Xi in der komplexen 
Zahlenebene als Summe von x1 Einheitsvektoren deutet, deren Rich­
tung nicht stets dieselbe ist, erkennt man, daB ! x. I < xl ist. Daher 

wird I ~ I < 1. Fur die konjugiert algebraischen Zahlen zu ~ laBt 
Xt Xt 

sich dieselbe Ungleichung aufstellen. Daher wird das Produkt der-

selben, die Norm von ~, ihrem Betrag nach kleiner als 1, und da 
Xt 

~ eine gauze Zahl sein muB, so wird X·= 0. Hieraus folgt der 
L ' 

Satz 164: Ist in einer irreduziblen Substitutionsgruppe der Grad 
prim zu der Anzahl der Elemente in einer Klasse <£., so ist entweder 
der Charakter der Elemente von <£i gleich 0 oder <£i besteht aus einem 
Element des Zentrums der Gruppe. 

Wir beweisen nun den 

Satz 165: Wenn die Anzahl der Elemente einer Klasse eine Prim­
zahlpotenz ist, so ist die Gruppe nicht einfach. 

Beweis: Sei A ein Element aus einer Klasse, die aus pm Ele­
menten besteht. Es gibt gewiB eine von T 1 verschiedene Darstellung, 
deren Grad prim ist zu p, denn .2(xi'IJ)) 2 = g und x~1) = 1. Xi sei 

~ 
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der Charakter von A in einer solchen Darstellung. Dann ist nach 
dem vorigen Satz Xi= 0 oder A gehort zum Zentrum in der betreffen­
den Darstellung. Dieser letztere Fall kann bei einfachen Gruppen 

r 
nicht auftreten. Nun gilt LJ X~l x{"l = 0. In r 1 ist x~1l = 1, sonst ist 

11=1 ' ' 

stets x~l x~!J) entweder 0 oder durch p teilbar und wir erhalten den 
Widerspruch 

1_0 (modp). 

Es gibt also eine mit der Gruppe isomorphe Gruppe, deren Zen­
truro Elemente von der Ordnung p enthiilt. 

Satz 166 1): Wenn die Ordnung einer Gruppe blo{J durch zwei ver­
schiedene Primzahlen teilbar ist, so ist die Gruppe auflosbar. 

Be weis: Sei g = pa qb. Eine p-Sylowgruppe hat ein von E ver­
schiedenes Zentrum. Sei A ein Element daraus, so ist die Anzahl 
der Elemente in der Klasse von A eine Potenz von q. Daher ent­
hii.lt die Gruppe einen eigentlichen Normalteiler. Fiir ibn und seine 
Faktorgruppe gilt das selbe. 

§ 61. Primitive und imprimitive Substitutionsgruppen. 
Definition: Eine Substitutionsgruppe heiBt imprimitiv, wenn ihre 

Variablen dergestalt in Systeme ohne gemeinsame Variable eingeteilt 
werden konnen, daB die Variablen eines jeden Systems in lineare 
Formen der Variablen des selben oder eines anderen Systems iiber­
gefiihrt werden. Die einzelnen V ariablensysteme nennt man Systeme 
der Imprimitivitat. 

Gehen die Variablen eines Systemes iiber in Linearformen der 
Variablen eines zweiten Systemes, so miissen beide Systeme die selbe 
Anzahl von Variablen enthalten. Als Beispiel wahlen wir folgende 
Substitution in drei Systemen 

( ~ ~ ~)· 
R 0 0 

Dabei bedeuten 0 quadratische Matrizen von r Zeilen, deren Koeffi. 
zienten samtlich verschwinden, wahrend P, Q und R ebenfalls quadra­
tische Matrizen mit r Zeilen, aber mit von 0 verschiedener Deter­
minante bedeuten. Hier erfahren die Systeme eine zyklische Permu­
tation verbunden mit Substitutionen ihrer Variablen. 

Permutationsgruppen sind spezielle Falle, denn bier bildet jede 
Variable fiir sich ein derartiges System. Das selbe gilt von den mono­
mialen Gruppen. 

1) Burnside: Theory of groups, 2nd ed., S. 323. 
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Definition: Eine Gruppe heiBt transitiv, wenn jedes System in 
ein beliebiges anderes iibergefiihrt werden kann. Sei @ eine im· 
primitive transitive Substitutionsgruppe, S) diejenige Untergruppe, welche 
das erste System in sich substituiert, Gi eine Substitution, welche das 
erste in das i-te iiberfiihrt, so wird 

® = S) + S) G2 + · · · + S) Gn, 
wobei n den Index von S) oder, was damit gleichbedeutend ist, die 
Anzahl der Systeme bezeichnet. 

Die Substitutionen, welche das erste System unter S) erfahrt, bilden 
eine Darstellung von S). Wir sagen, die imprimitive Substitutions­
gruppe ist erzeugt durch diese Darstellung von S). Eine Permutations· 
gruppe ist demnach erzeugt durch die identische Darstellung von S), 
eine monomiale durch irgendeine solche vom Grade 1. Man erkennt 
Ieicht, daB aile diese Definitionen logische Erweiterungen der friiheren 
iiber Permutationsgruppen sind. Es gilt nun auch der folgende Satz, 
der Satz 119 als Spezialfall enthalt. 

Satz 16 7: Ist eine imprimitive Substitutionsgruppe gegeben, welche 
durch die Darstellung L1 der Untergruppe S) in @ erzeugt, ist, so liif3t 
sie sich dergestalt transformieren, daf3 die Teilmatrizen (im Beispiel P, 
Q, R) lauter M atrizen a us L1 sind. 

Beweis: Gi moge das erste System in das i-te iiberfiihren, es sei 
etwa S diese Substitutionsmatrix. Man iibe auf das i-te System s- 1 

aus, was nach § 48 mit einer Transformation 1) der Gruppe gleich­
bedeutend ist, dann wird Gi die Variablen des ersten Systems einzeln 
in die Variablen des i-ten Systems iiberfiihren, die Substitutionsmatrix 
wird die Einheitsmatrix. Macht man das fiir i = 2, ... , n, so erkennt 
man, daB diejenigen Teilmatrizen, welche das erste System in irgend­
ein anderes iiberfiihren, in L1 enthalten sind. Denn jede Substitution 
hat die Gestalt HGi, wobei H in L1 ist. Nunmehr moge die beliebige 
Substitution K das i-te System in das k-te iiberfiihren und S sei die 
Substitutionsmatrix. Dann wird GiK das erste System in das k-te iiber· 
fiihren und S wird immer noch die Substitutionsmatrix sein. Daher ist Sin Ll. 

Satz 168: Sei r eine Substitutionsgruppe mit einem Abelschen 
Normalteiler N, der nicht zum Zentrum gehort. Wenn N vollstiindig 
reduziert ist, so ist r intransitiv oder imprimitiv. 

Beweis: Der Normalteiler N wird vollstandig reduziert bloB Dar­
stellungen vom Grade 1 enthalten, und es sei 

N = n1 N1 + n2 N2 + · · · + nu Nu, 

1) Als Beispiel sei gegeben: 

(EOO)(OPO' (E 0 0) (OE 0) 
0 P 0 0 0 Q) 0 P- 1 0 = 0 0 PQ . 
0 OE RO 0 0 0 E RO 0 
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wobei N; die irreduziblen Bestandteile von N sind. Die Matrizen 
von N sind Diagonalmatrizen, und wir konnen annehmen, daB ihre 

Hauptdiagonalen die Gestalt haben (e1 (n1 -mal), e2 (n2 -mal), ... ), indem 
zunachst n1 ·mal die Darstellung N1 , dann n2 • mal die Darstellung 

N2 usw. steht. Man kann nun v Zahlen a1 , .•• , av finden dergestalt, 
v 

daB Z a; A;, wobei A; die Gruppe N durchlauft, eine beliebige Dia­
i=l 

gonalmatrix D mit der Hauptdiagonalen (171 (n1 -mal), fj2 (n2 -mal) usw.) 

" wird. Denn die Matrix Z a; A; enthalt in der Hauptdiagonalen Linear-
i=l 0 

form en in den a, deren Koeffizienten durch die u Darstellungen 
N1 , ••• , Nu gegeben sind. Da diese linear unabhangig sind (Satz 161), 
so wird v ~ u und man kann die Zahlen a so bestimmen, daB die 
u verschiedenen Linearformen beliebige Zahlwerte annehmen. Ins­
besondere konnen wir annehmen, daB die Zahlen rJ siimtlich unter 
einander verschieden sind. 

Transformiert man N durch eine Substitution aus r; so erhalt man 
einen Automorphismus von N. Die irreduziblen Darstellungen in N 
sind immer noch dieselben, weil sich bei der Transformation der 
Charakter der Substitutionen von N nicht andert, aber die Reihenfolge 
der irreduziblen Bestandteile hat sich geandert. Zwar stehen immer 
noch an den n1 ersten Stellen der Hauptdiagonalen gleiche Zahlen, 
aber die gehoren eventuell einer anderen Darstellung an. Bei der 
Transformation erfahren die verschiedenen irreduziblen Darstellungen N; 
eine Vertauschung. Hierbei kann N; nur dann in Nk iibergehen, wenn 
n; = nk. Insbesondere geht D iiber in diejenige Diagonalmatrix, 
welche durch die entsprechende V ertauschung der rJ hervorgerufen 
wird. An dieser Matrix machen wir nun die weiteren Uberlegungen. 
Wir nehmen an, daB bei den Transformationen von r nicht alle rJ 
ineinander iibergefi.ihrt werden konnen. Setzen wir die Hauptdiagonale 

von D (also die ?] ) 
= (al, 0 0 ., ar, br+l' 0 0 ., bn), 

so mogen stets die a unter sich, die b unter sich vertauscht werden, 
wahrend alle a von allen b verschieden sind. 1st nun S eine beliebige 
Substitution von r, so sei 

s- 1 DS = D', 

wobei die Hauptdiagonale von D' sei (a/, ... , a/, b:+v ... , b~), dann 
wird 

Es wird also : 
DS=SD'. 

a;s;k=at,sik 
a; sik = bf. sik 
b;s;k=a/csik 
b;s;k=b/csik 

i, k < r 
i<r,k>r 
i>r,k<r 
i, k > r 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 13 
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Wenn s . ..L 0, so kann man diesen Faktor auf heiden Seiten weg­
•k I 

heben. In den mittleren Fallen kommt dann eine unmogliche Gleichung 
heraus, also sind alle 

.. i<r k>r 
s "k = 0 fur . - k < • ~>r =r, 

d. h. die Gruppe ist intransitiv. 
Analog verlauft der Beweis im trans1t1ven Fall. Hier sind alle ni 

einander gleich und die 1'J erfahren eine transitive Permutationsgruppe. 
Indem man wiederum die Gleichung DS = SD' diskutiert, folgt die 
Tatsacbe, daB die Gruppe imprimitiv ist. Sie wird erzeugt durch die­
jenigen Substitutionen, welche die n1 ersten Stellen von D mit 1]1 

bei der Transformation in sich iiberfi.ibren. 

Satz 169 : Jerle Substitutionsgruppe, deren Ordnung eine Primzahl­
potenz ist, laf3t sich auf monomiale Gestalt transformieren. 

Beweis 1): Da der Satz fiir Gruppen von der Ordnung p und aile 
Abelschen Gruppen gilt, kann man vollstandige Induktion anwenden. 
Wenn l.j5 nicht Abelsch ist, so besitzt l.j5 gewiB einen Abelschen Nor­
malteiler, der nicht zum Zentrum gehort. Denn das Zentrum ist nach 
Satz 81 in einem Normalteiler von l.j5 als Untergruppe vom Index p 
enthalten, und dieser ist selbstverstandlich Abelsch. Daher ist die 
Gruppe intransitiv oder imprimitiv. Da es offenbar geniigt, den Satz 
fiir irreduzible, also transitive Gruppen zu beweisen, so konnen wir 
annehmen, die Gruppe sei imprimitiv. Sie sei erzeugt durch die 
Untergruppe S) von 1.j5 und deren Darstellung r. Von r konnen wir 
voraussetzen, daB sie monomiale Gestalt bat, da die Ordnung von S) 
niedriger ais diejenige von l.j5 ist, und nach Satz 119 folgt, daB die 
Teilmatrizen von l.j5 samtlich als Matrizen von S), also ais monomiale 
Matrizen angenommen werden diirfen. Das heiBt aber, daB l.j5 selbst 
monomiaie Gestalt hat. 

Hiermit ist fiir aile Gruppen, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 
ist, eine kanonische Gestalt gewonnen. Es ware eine interessante 
Aufgabe, zu untersuchen, was fiir spezielle Eigenschaften diejenigen 
Untergruppen haben, die irreduzible Darstellungen erzeugen. 

Satz 170: Substitutionsgruppen, deren Ordnung ein Produkt von 
lauter verschiedenen Primzahlen ist, lassen sich stets auf monomiale 
Gestalt transformieren. 

Beweis: Wir bilden eine Hauptreihe (Satz 121), die das Zentrum 
enthiilt. Hierin kommt ein Normalteiler vor, der das Zentrum ais 
Untergruppe von Primzahlindex enthalt. Dieser Normalteiler ist Abelscb, 
und nun verlauft der Beweis genau so wie im vorigen Fall. 

1 ) Der erste einwandfreie Beweis des Satzes stammt wohl von Blichfeldt 
in Miller, Blichfeldt, Dickson, Finite groups, S. 2Sl. 
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Sa.tz 171: Wenn siimtliche Da,stellungen eine'l' G'J'uppe als mono­
miale geschrieben werden lcOnnen, so ist ihre Kommutatorgruppe eine 
eigentliche Untergruppe oder E. 

Beweis: Wir konnen uns auf den nicht Abelschen Fall be­
schranken und betrachten eine nicht Abelsche Darstellung vom niedrig· 
sten Grad groBer als 1. Wir nehmen sie in monomialer Gestalt an 
und ersetzen alle Einheitswurzeln durch 1. Alsdann erhalten wir eine 
Darstellung der Gruppe durch Permutationen, welche sicher nicht alle 
der identischen Permutation gleich sind; sie ist (Satz 163) reduzibel 
und kann bloB aus irreduziblen Darstellungen vom Grade 1 bestehen. 
Darunter gibt es solche, die von der identischen Darstellung ver· 
schieden sind, womit der Satz bewiesen ist. 

Wir beweisen nun noch den allgemeinen 

Satz 172: Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe einen No'!'mal­
teiler enthiilt, der vollstiindig reduziert mindestens zwei verschiedene 
Darstellungen besitzt, so ist die Gruppe imprimitiv. 

Beweis: Wir denken uns den Normalteiler N vollstandig reduziert 
und betrachten die Substitutionen einer Klasse von N. Addieren wir 
sie, so erhalten wir Diagonalmatrizen. Jeder irreduzible Bestandteil 
liefert so viele gleiche Koeffizienten in der Hauptdiagonale, als sein 
Grad betragt, und sie hangen in bekannter Weise mit den Charakteren 
zusammen. 

Bei der Transformation von N mit einer beliebigen Substitution 
der Gruppe erfahren die Darstellungen im allgemeinen eine Ver­
tauschung und man zeigt genau, wie im Beweis zu Satz 168, daB 
die Gruppe intransitiv oder imprimitiv ist. Als irreduzible Gruppe ist 
sie daher imprimitiv. 

§ 62. Vollstandige Reduktion imprimitiver Gruppen. 
Man erha.It einen tieferen Einblick in die imprimitiven Gruppen, 

wenn man sie mit der Gruppenmatrix in Beziehung setzt. 
Zunachst bestimmen wir die regulare Gruppenmatrix (S. 172). 

Wir haben zu dem Zweck die einzelnen Permutationen der Gruppe 
in Matrizenform zu schreiben und jede derselben mit der zugehorigen 
Variablen zu multiplizieren und schlieBiich die so entstandenen Matrizen 
zu addieren. Bringen wir die Gruppenelemente in irgendeine be­
stimmte Reihenfolge 

E, A, ... , P, ... , 

so ist die Permutation, welche dem Element R in der regularen Dar­
stellung entspricht, gegeben durch. folgende Permutation der Gruppen­
elemente: 

R, AR, .. . , PR, ... 
13* 
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Die zugehorige mit xR multiplizierte Matrix liiBt sich so beschreiben: 
in der zu P gehorigen Zeile steht an der Stelle PR die Variable XR· 

Hierin sind P und R ganz beliebige Elemente. Setzt man noch 
PR = Q, so findet man 

Satz 173: Die reguliire Gruppenmatrix hat folgende Gestalt: 

(xP-'Q) P, Q = E, A, B, ... 

Man kann das Resultat mit der Gruppentafel auf S. 13 in Be· 
ziehung setzen, wo entsprechende Zeilen und Kolonnen mit inversen 
Elementen bezeichnet sind, und findet aus einer solchen Tafel die zur 
Gruppe gehorige reguliire Gruppenmatrix, indem man jedes Element 
der Tafel durch die zugehorige Variable ersetzt. 

Noch steht es uns frei, die Elemente der Gruppe in eine beliebige 
Ordnung zu bringen, und das benutzen wir, indem wir die Gruppe @ 

nach einer Untergruppe $) und ihren Nebengruppen ordnen. 1st 

@ = $) + $) s'il + ... + $) sn, 
so hat die Gruppenmatrix von @ die Gestalt: 

f M MS2 ••• MSn ) 

l ~~~ ~ .. ~~1-~ ~2. · ... · -~2.1 -~ ~~ I· 
S;; 1 M S;; 1 MS2 ••• S; 1 M Sn j 

Hierbei bedeutet M die Gruppenmatrix (xp-tQ) von $) und P, Q durch­
laufen die Elemente von $). Ferner bedeutet allgemein S M T die 
Matrix (xsp='QT ), wobei P und Q wiederum die Elemente von $) 
durchlaufen. Ersetzt man jedes Element A von $) durch das Ele· 
ment SAT, so geht M i.iber in SMT. Hieraus folgt, daB die regu­
liire Darstellung von @ angesehen werden kann aiS imprimitive Gruppe, 
erzeugt durch irgendeine reguliire Darstellung einer Untergruppe. 

In der Hauptdiagonalen stehen die Gruppenmatrizen von $) und 
den konjugierten Grupp en. Da die Matrizen Si 1 M Sk nur in der Be­
zeichnung der Variablen sich unterscheiden, so konnen sie aile durch 
dieselbe Substitution A in vollstiindig reduzierte Gestalt transformiert 
werden. Durch die Substitution 

A 0 ... 0 l 
~- ~-: •. ·. ~ 
0 0 ... A 

wird die Gruppenmatrix dergestalt transformiert, daB die irreduziblen 
Bestandteile von $) hervorgehoben sind. Dies liefert gleichzeitig eine 
(nicht vollstiindige) Reduktion der Gruppenmatriz von @. Ersetzt man M 
durch irgendeine irreduzible Gruppenmatrix von $), so erhiilt man die 
durch diese Darstellung von $) erzeugte imprimitive Darstellung von @. 
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Die Gruppenmatrix wird nun zerlegt in solche imprimitive Dar­
stellungen und jede tritt so oft auf, als der Grad der sie erzeugenden 
irreduziblen Darstellung von Sj betragt. Diese teilweise Zerlegung der 
Gruppenmatrix ist besonders wichtig fiir Fragen tiber die Zahlkorper, 
die zur Darstellung von Gruppen notwendig sind, denn bier treten 
offenbar nur solche Korper auf, die zur vollstandigen Reduktion der 
Gruppenmatrix einer Untergruppe Sj erfordert werden. 

Wir beweisen folgenden 

Satz 174 von Schur: Ist n das kleinste gemeinsame Vielfache der 
Ordnungen der Elemente von ® und ist ® eine aufli5sbare Gruppe, so 
ist fur fede Darstellung von ® hi5chstens der Korper der n- ten Ein­
heitswurzeln erforderlich. 

Beweis: Wir wenden vollstandige Induktion an und setzen den 
Satz als bewiesen voraus fiir Gruppen von niedrigerer Ordnung. Wir 
werden also den Satz bloB fiir primitive Gruppen zu beweisen haben. 
Ein groBter Normalteiler ~ besitzt eine Primzahl als Index. Seine 
irreduziblen Bestandteile N stimmen iiberein nach Satz 172. Die Gruppe 
ist enthalten in einer der imprimitiven Darstellungen, die durch Be· 
nutzung der Gruppenmatrix von 91 entstehen, und zwar, indem man 
sie etwa durch den irreduziblen Bestandteil N' ersetzt. Sehen wir 
nun zu, was fiir weitere Darstellungen von 91 hierin enthalten sind, 

so erkennen wir, daB es die folgenden sind: s,-1 N' Si (i= 2, ... , r), 
d. h. es sind Darstellungen, die aus N' durch einen Automorphismus 
hervorgehen. Da unser Normalteiler einen Primzahlindex, etwa p, be­
sitzt, so sind diese p irreduziblen Darstellungen entweder aile aqui­
valent oder alle verschieden. 

Betrachten wir den ersteren Fall und nehmen wir die irreduzible 
Darstellung N' = N von 91 fiir sich. Da der Automorphismus s- 1 915 
eine aquivalente Darstellung liefert, so gibt es eine Substitution S, 
welche denselben Automorphismus fiir N leistet, und sie ist bis auf 
einen Faktor a bestimmt. SP liefert einen inneren Automorphismus 

von 91, daher stimmt 5P bis auf einen Faktor mit einer Substitution A 

aus N iiberein. 
- 1 1 p-

Sei sP = bA, so setzen wir aP = b' a= v b. Dann 

wird aS= S eine Substitution sein, fiir die SP =A ist, und diese 
zusammen mit N liefert eine Darstellung von ®, bei der ~ irreduzibel 
ist. S erfordert auBer dem Korper, in dem die Koeffizienten. von N 
liegen, nur noch den Korper, in dem der Charakter dieser irredu­
ziblen Darstellung von ® liegt. Denn S kann als eine Substitution 
genommen werden mit von 0 verschiedenem Charakter, weil es not· 
wendigerweise auBerhalb von 91 solche geben muB. A us S -I 91 S lii.Bt 
sich S bestimmen bis auf den Faktor als eine Substitution im Korper 
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der Darstellung von 91. Aus dem Charakter von S bestimmt sich 
nun weiter der Faktor, so daB die Behauptung erwiesen ist. 

Wenden wir uns dem zweiten Fall zu, so erkennen wir, daB die 
imprimitive Gruppe irreduzibel ist. Denn der Bestandteil 91 besteht 
aus einer Summe von p verschiedenen irreduziblen Darstellungen. Bei 
der Transformation mit S und seinen Potenzen erfahren sie eine zy­
klische Vertauschung. W eon die Gruppe zerlegbar ware, so konnte 91 
in einem Bestandteil nur einen Teil dieser p Darstellungen enthalten, 
wahrend doch eine zyklische Vertauschung aller p Darstellungen 
stattfindet. 

Hiermit ist der Satz zuriickgefiihrt auf den Fall eines Unterkorpers, 
denn der Charakter einer Darstellung ist gewiB in dem im Satz an­
gegebenen Kreiskorper enthalten. 

Ober die vollstandige Reduzierung einer imprimitiven Gruppe laBt 
sich folgender bemerkenswerte Satz beweisen: 

Satz 175: Wenn die durch die irreduzible Darstellung J der Unter­
gruppe S) erzeugte imprimitive Darstellung r von ® die irreduzible 
Darstellung r(u) von® genau k-mal enthalt, so enthalt in r(U) die Unter­
gruppe S) vollstandig reduziert J genau k. mal. u mgekehrt, wenn r (u) 

J k-mal enthalt, so ist r(u) in der durch J erzeugten Darstellung von® 
genau k -mal enthalten. 

Beweis: Bezeichnen wir mit x(A) den Charakter der imprimitiven 
Darstellung r von ®, mit 1fJ (A) denjenigen von J, ferner mit X(u> (A) 
den Charakter der irreduziblen r(u> von ®, so ist: 

.2 X (A) X(u'> (A) = kg, 
Ql 

wobei k angibt, wie oft I (u) in r enthalten ist. Urn diese Summe 
zu bilden, benutzt man die Darstellung von T durch die Tabelle am 
Anfang des Paragraphen. Man sieht, daB 

.2 X (A) x(u'> (A)= .21fJ(A) x(u'> (A)+ .21fJ (A) x(u'>(A) + ... 
@) ~ s-;1 IQ s. 

Ist J in r(ul genau l-mal enthalten, so wird .21fJ (A )x(u'> (A) = l· h. 
~ 

Alsdann haben aber die weiteren n -1 Summen den namlichen Wert, 
denn konjugierte Untergruppen erfahren die namliche Zerlegung. Daher 
hat die Summe links den Wert l·h·n = lg. Also ist k = l. 

Wahlt man fiir S) die Gruppe E, so wird r zur regularen Dar­
stellung von ® und man erhalt Satz 151 als Spezialfall des Satzes 175. 

Aus diesem Satz lassen sich leicht die wichtigen Formeln von 
Frobenius herleiten, welche die Charaktere einer Gruppe mit den­
jenigen einer Untergruppe verkniipfen. 
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Sei A<vl eine Darstellung von ~ und tp<"l ihr Charakter. In r<ul 
set die Untergruppe ~ vollstiindig reduziert und 

{r<ul} = .2 kuvA<"l' 
I) 

wobei { r<ul} die Darstellung von ~ als Untergruppe von r<ul bedeutet. 
Sei q; (fl) der Charakter der durch L1 (fll erzeugten imprimitiven Dar­
stellung von ®. Dann wird: 

q;<vl = .L} kuv'X.tu). 
u 

Nun HiBt sich aber q;<"l durch tp<vl ausdriicken. Sei S irgend ein 
Element a us ~ und ~ = S + T + · · · die Klasse in ®, zu der S ge­
hort. Wir bestimmen den Wert der Summe: 

q;<"l (~) = q;<vl (S) + q;<"l (T) + ... = hsq;<"l (S), 

wobei hs die Anzahl der Elemente in ~ bedeutet. lndem wir wiederum 
auf die Tabelle S. 196 zuriickgehen, finden wir fiir die erste Matrix 
der Hauptdiagonalen L1 (fl) den Beitrag : 

.2 tp<fJl (S) 
s 

erstreckt iiber die Elemente S in ~. die in ~ vorkommen. Die iibrigen 
Matrizen der Hauptdiagonale: Si1 A<"l S;. liefern offenbar den selben 
Beitrag, und daher wird: 

q;<"l (~) =! .L}tp<"l (S). 
s 

So erhalten wir die Formel: 

.L} ku.,X<ul (S) = h·gh .2 tp<"l (T), 
u S T 

die Summe rechts erstreckt iiber die Elemente der Klasse von S, 
die in ~ auftreten. 

Dies ist die Formel von Frobenius; sie HiBt sich auch mit Hilfe 
der Relationen zwischen den Gruppencharakteren herleiten {vgl. Burnside, 
Theory of groups, S. 330). Ober die Zahlen ku., sei noch bemerkt, 
daB stets ku, = ku'fl' ist, wenn x<u') resp. tp<"'l die zu 'X.(u) resp. tp<"l 
adjungierten Charaktere sind. Ferner ist 

{ 1fiiru=1 k -
ul- 0 , U > 1• 

§ 63. Ein Satz von Frobenius iiber transitive 
Permutationsgruppen. 

Aus den Formeln des vorigen Paragraphen hat Frobenius (Berl. 
Ber. 1901) folgenden Satz hergeleitet: 

Satz 176: Wenn ® eine Untergruppe ~ besitzt, die mit keinem 
Element au{Jerhalb von ~ vertauschbar ist und mit keiner ihrer kon-
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fugierten cin Element au(Jer E gemeinsam hat, so bilden die Elemente 
au(Jerhalb von S) und den dazu konfugierten Gruppen zusammen mit E 
einen Normalteiler von ®. 

Als Satz tiber Permutationsgruppen lautet er folgendermaBen: 
Wenn au(Jer E alle Permutationen einer transitiven Gruppe vom Grade n 
hOchstens eine Variable ungeiindert lassen, so bilden diefenigen, welche 
alle Variablen permutieren, zusammen mit E einen Normalteiler von 
der Ordnung n. 

Beweis: Stellen wir ® als Permutationsgruppe dar, indem wir S) 
als erzeugende Untergruppe nehmen, so hat jedes Element von S) 
und seinen konjugierten Gruppen . den Charakter 1, auBer E, das den 
Charakter n ( = Index von S)) hat. Die tibrigen Elemente besitzen 0 
als Charakter. Nimmt. man die identische Darstellung weg, so hat E 
den Charakter n - 1, die n - 1 Elemente auBerhalb S) und seinen 
konjugierten Gruppen haben den Charakter - 1, alle tibrigen 0. Nun 
sei r(ul eine Darstellung von ®, welche nicht in dieser Permutations­
gruppe enthalten ist. Dann gilt offenbar (n -1) x{u> =..}; x(u> (5) die 
Summe erstreckt tiber die erwahnten n - 1 Elemente. Rechts steht 
eine Summe von x{u> ( n - 1) Einheitswurzeln. Da sie gleich ( n - 1) X iu> 
sein muB, so muB jede Wurzel gleich 1 sein, wie die geometrische 
Deutung sofort zeigt, daher gehoren diese n - 1 Elemente zusammen 
mit E zu einem Normalteiler 91 von @. Aber auBer diesen gibt es 
kein Element mehr, dessen charakteristische Wurzeln siimtlich gleich 
1 sind, also ist der Satz bewiesen. Alles kommt darauf an, zu zeigen, 
daB die Permutationsgruppe nicht jede Darstellung von ® enthiilt. 

Wiederum seien r(ul und x<u> die irreduziblen Darstellungen von 
® und ihre Charaktere, ,j(vl und 1p<v> dasselbe ftir S). Ferner sei E<v> 
und cp<vl die imprimitive Darstellung von@, welche durch LJ<v> erzeugt 
ist, und ihr Charakter. Dann gilt: 

Nun ist offenbar 

cp<v> =..}; kuvX(u). 
u 

cp<v> (E)= n·1p(v) (E) 
cp<v) (5) = V'(v) (5) (5 =f= E und in S)). 

Damit ist cp<v> fiir jedes Element von S) und seinen konjugierten 
Gruppen bestimmt. Ftir aile tibrigen (n - 1) ist 

cp(v) (5) = 0. 
Wir bilden nunmehr 

..};cp<v> (5) cp(w'> (5) = .,2{ (..}; kuv x<u> (5)) (..}; kuw' x<u> (5))} 
® ® u u 

= g ..2 kuvku'w' =g..}; kuv kuw· 
u u 

Andererseits findet man, wenn man die W erte von cp beriicksichtigt: 

..}; cp<v) (5) cp<w') (5) = 2}1p<v> (5) 1p (w') (5) + (n2 - 1) 'lf'(v) (E) V'(w') (E). 
~ ~ 
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Die erste Summe rechts ist = h oder = 0, je nachdem w = v oder 
w =J= v. Dasselbe erhalt man, wenn mim iiber die konjugierten Gruppen 
von ~ summiert. Addiert man alles, so erhiilt man 2} cp (fl) ( S) cp <w'> ( S), 

® 
nur ist das Einheitselement n mal gezahlt. Daher findet man fiir die 

Summe g2Jkuvkuw= 
u 

g + n. (n2 - 1) "P(fl) (E) 1pw' (E)- (n - 1) n2 1p<v> (E) 1p<w'> (E) 
O+ ................... . 

oder, da "P(w') (E)= 1p<w> (E) ist: . -l n ~ 1 "P(fJ) (E) "P<w> (E)+ 1 
2Jkuvkuw- n-1 
u -h- "P<v> (E) "P<w> (E) 

W=V 

w=J=v 

(w = v) 

(w=J=v). 

Berechnet man nun 2J(kuv- "P<v>(E)ku 1) 2 , so erhalt man: 
u 

2J(ku v - "P(v) (E) ku l)'J = 1 + ( "P(v) (E)) 2. 

u 
Der erste Term in der Summe (u = 1) ist: 

(klll - "P<f}> (E). ku) 2 = "P<v> (E) 2 fiir v > 1. 
Daher wird ,. 

2J(kuv- "P(v) (E) kul}'J = 1 fiir v > 1. 
u=2 

Folglich wird gerade ein Term = + 1, die anderen r- 2 verschwin· 
den. Genau gleich zeigt man, daB 

,. 
2J(kuv- "P(fl) (E) kul) (kuw- "P(w) (E) kul) = 0 

u=2 

fiir w > 1 und v > 1 und untereinander verschieden. 

Daher sind die Werte von u, fiir die 

kuv - "P<v> (E) ku t und kuw - "P<w> (E) ku 1 

von 0 verschieden sind, verschieden, und eine 
ergibt die Formeln: 

geeignete Numerierung 

Nun war: 

und speziell 

Daher wird: 

k -111<a>(E)k =+1 aa r al -

kab - "P(b) (E) kal = 0 

.2 kuv z<u> (E)= 1p<v> (E)· n 
u 

Zkul x<u> (E)= n. 
u 

2J(kuv- "P<v> (E) kut) z<u> (E)= 0 · 
u 

(a=2,3, ... ) 
a =J= b, a> 1. 

Als ersten Term u = 1 erhalten wir ( da v > 1): - "P(fl) (E). Sonst sind 
alle = 0, auBer demjenigen mit u = v, der den Wert hat ± z<v>(E). 
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Daher wird 
_ tp<vl (E) + x<"l (E) = 0, 

es gilt also stets das Zeichen + und es wird 

x<"l (E)= tp<"l E). 

Nimmt man nun die Darstellung vom niedrigsten Grade nachst 
r<1l, etwa T<2l, so ist dieser Grad auch der niedrigste fiir die Dar­
stellungen von 5), nachst der identischen. Da die Untergruppe 5) in 
r<sl nicht die identische sein kann, so muB sie irreduzibel sein. Sie 
enthalt also die identische Darstellung nicht. T<2l ist die gesuchte 
Gruppe r<ul; womit der Satz bewiesen ist. 

14. Kapitel. 

Arithmetische Untersuchungen tiber 
Substitutionsgruppen. 

§ 64. Beschrankung auf algebraische Zahlkorper. 
Satz 177: ]ede endliche Gruppe linearer Substitutionen zapt sich so 

transformieren, dap ihre Koeffizienten in einem algebraischen Zahl­
korper liegen. 

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir irreduzible Gruppen zu beweisen. 
r sei eine solche vom Grade n und 

M = E XE +A X..4. + · · · = (zil,) 
sei ihre Gruppenmatrix. Die Determinante von M besitzt als Koeffi­
zienten Zahlen des durch den Charakter von T bestimmten Korpers k. 
Denn die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung von M lassen 
sich durch die Potenzsummen der charakteristischen Wurzeln, also durch 
die Spuren von M und seinen Potenzen darstellen. Diese liegen aile in k. 
Die z0 , sind n2 Linearformen der x, welche unabhangig voneinander 
sind. Daraus folgt, daB die charakteristische Gleichung der Gruppen­
matrix unzerlegbar ist; man kann daher nach einem Satz von Hilbert 
(Crelles Journ. 110 S. 104) den Variablen x solche Werte aus k bei­
legen, daB die charakteristische Gleichung Iauter verschiedene Wurzeln 
hat. Ein solche Matrix sei M, die x mogen also Zahlen aus k be­
deuten. M laBt sich als Matrix mit lauter verschiedenen Wurzeln auf 
die Diagonalform transformieren. Dieselbe Transformation denken wir 
uns auf E, A, B, . . . ausgeiibt und nehmen unter Beibehaltung der 
bisherigen Bezeichnung an, daB M die Diagonalform hat. Ihre Haupt­
diagonale sei 

"1' all' • · •' "n · 
:\1it M sind auch samtliche Potenzen lin,eare Ausdriicke der Substi-
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tutionen von r. Nun sei S eine beliebige Substitution von r. Der 
Charakter von M S ist einerseits 

al Su +all s22 + ... +a, s,, = y, 
andererseits gleicht dem Charakter von 

S XE +AS X..4. + · · ·, 
d. h. eine Zahl a us k. Macht man dassel be fur die Potenzen von M, 
so findet man, daB 

af s11 +a~ s22 +···+a~ s,, = Y; (i = 1, 2, ... , n) 

siimtlich Zahlen aus k sind. Aus diesen n Gleichungen lassen sich 
die Zahlen s11 , ••• , s,, berechnen und man findet, daB sie dem Zahl· 
korper K angehoren, der durch k und die Wurzeln a1 , •.. , a, bestimmt 
ist. Diese Tatsache gilt fur alle Matrizen von r. 

Nun bilden wir wie in § 58 die Matrix 

E eE+ A e..4. + ··· = (~;k). 

Die Koeffizienten von ~11 liegen in K. Multipliziert man ~11 rechts 
mit allen e8 , so erhiilt man genau n unabhiingige hyperkomplexe 
Zahlen, deren Koeffizienten siimtlich in K liegen, alle iibrigen driicken 
sich linear und mit Koeffizienten aus K durch sie aus. Multipliziert 
man diese daher rechts mit e8 , so erfahren sie eine Substitution mit 
Koeffizienten · aus K. Die so entstehende Gruppe ist iiquivalent mit 
der adjungierten zu T, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 178: Wenn r eine Substitution S enthiilt, welche eine ihrer 
charakteristischen Wurzeln, z. B. e, nur einmal enthiilt, so liif3t sie sich 
so transformieren, daf3 ihre Koetfizienten in dem durch die Charaktere 
von r und durch e bestimmten Zahlkorper k liegen. 

Beweis: Wir nehmen r in einem algebraischen Zahlkorper an, 
dann reduzieren wir S auf die Diagonalform, was nur algebraische 
Irrationalitiiten erfordert. T moge jetzt im Korper K liegen, die 

Galoissche Gruppe von K in k sei 2· Ubt man auf die Koeffizienten 
von r die Substitutionen von 2 aus, so erhiilt man lauter iiquivalente 
Gruppen r, r', ... , denn die Charaktere bleiben ungeiindert. Es sei 
z. B. y-t r T = T'. Nun bedenken wir, daB S seine Diagonalform 

beibehiilt und daB e, welches die Stelle s11 einnehmen moge, unge­
iindert bleibt. Es folgt nach dem V erfahren von Satz 168, da·B T redu­
zierte Gestalt hat und in einen Bestandteil vom Grade 1 nehst einem 
solchen vom Grade n - 1 zerfiillt. Daher bleiben unter T die Koeffi. 
zienten a11 , b11 , ••• aller Substitutionen von r ungeiindert, d. h. diese 
Stellenzeile liegt in k. Daraus folgt der Satz 17 8. 

Satz 179: Wenn m r in einem Zahlkorper k irreduzibel ist, so ist 
m ein Teiler des Grades n von r. Hierbei bedeutet r eine absolut 
irreduzible Gruppe. 
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Beweis: Die Suhstitutionen von mT seien E, A, B, o 0 0 o Wir 
hilden 

und betrachten die Zeilen 
~il' ~i'l' 0 o 0' ~i! (i = 1, 2, 0 0 0' l; l=mon)o 

Jede dieser Zeilen erfahrt bei rechtsseitiger Multiplikation mit e8 die 
Substitutionen der zu m T adjungierten Gruppeo Die Zahlen jeder 
Zeile sind linear unabhiingig, denn die Beziehungen lieBen sich in R. 
herstellen und daher ware die Gruppe in K reduzibel. 

Betrachten wir nun die l Systeme hyperkomplexer Zahlen 

(i=1,2,ooo,l), 

wo dit: x aile Zahlen von K durchlaufeno W enn das erste mit dem 
zweiten gemeinsame Zahlen hat, so sind sie identisch, denn die ge­
meinsamen Zahlen lassen sich durch eine Basis darstellen und ihre Ge­
samtheit bleibt unveriindert bei rechtsseitiger Multiplikation mit e8 o Wenn 
sie nur einen Teil der Zahlen des ersten Systems hildeten, so konnte 
man diese zur Bildung einer Basis desselben verwenden, indem man 
die Basis der gemeinsamen Zahlen ergiinzt. Die Gruppe ware in k 
reduzibel. Man erkennt, daB die Anzahl der unabhangigen Zahlen in 
den l Systemen zusammengenommen ein Vielfaches von l ist. Anderer­
seits ist diese Zahl gleich n2 , weil T der einzige absolut irreduzible 
Bestandteil ist. Daher ist m ein Teiler von no 

Satz 180: Zwei in einem belie big en Zahlkorper K irreduzible Gruppen 
sind entweder iiquivalent oder sie haben keinen gemeinsamen absolut 
irreduziblen Bestandteilo 

Beweis: Fur die heiden Gruppen seien 

(~ik) und ( 'YJ;k) 
die im vorigen Beweis henutzten Matrizen hyperkomplexer Zahleno Fur 
die Zahlen, die sich durch die ~ik ausdrucken lassen, hilden gewisse 
Zeilen der Matrix (~;k) eine Basis, dasselbe gilt fur 'YJ;ko Falls die 
heiden Gruppen gemeinsame, absolut irreduzible Bestandteile haben, 
miissen zwischen den ~ und 'YJ Beziehungen bestehen, deren Koeffio 
zienten selbstverstandlich in K liegeno Eine Basis fur das durch die 
~ und 'YJ hestimmte System laBt sich nach dem vorigen Beweis durch 
Zeilen aus (~ik) und ('YJ;k) angebeno Nimmt man hierfiir zunachst die 
Basis der ~' so konnen die hinzukommenden Zeilen von ('YJ;k) keine 
Basis aller 'YJ;k bilden, weil sonst die heiden Systeme unahhangig 
ware no 

'YJt' 0 0 0' 'YJr 
sei eine Basiszeile der 'YJw die nicht in der ausgewahlten Basis des 
zusammengesetzten Systems vorkommt. Wir drucken sie durch die 
letztere auso 'YJ; wird dann die Summe zweier Zahlen 

(i = 1, 2, o o 0' r), (1) 
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wobei die a; bloB durch die erste Zeile ~lk dargestellt sind und die 
fJ; durch die iibrigen Zahlen der Basis des zusammengesetzten Systems. 
Statt der ersten Zeile kann auch eine andere Basiszeile aus den ~ik 

hervorgehoben werden. Bei rechtsseitiger Multiplikation mit es er­
fahren die a; + fJ; und die 'YJ; wegen (1) dieselbe Substitution aus der 
zur zweiten Gruppe adjungierten. Nun sind aber die a; und die fJ; 
unabhangig voneinander. Daher erfahren die a, und die fJ; je unter 
sich die angegebenen Substitutionen bei der Multip!ikation mit e8 • 

Waren die a; nicht unabhangig, so ware diese Gruppe reduzibel, da­
her sind sie unabhangig und die heiden Gruppen erweisen sich als 
iiquivalent. Ohne weiteres folgt nun 

Satz 181: Eine Gruppe lii(Jt sich auf eine und nur eine Weise in 
Bestandteile zerlegen, die in einem Zahlkorper K irreduzibel sind. Mit 
einem absolut irreduziblen Bestandteil kommen stets diejenigen gemein­
sam vor, deren Charakterensysteme relativ zu K konjugiert sind. 

Fiir absolut irreduzible Gruppen r erweitern wir die Uberlegungen 
von Satz 178. Wenn eine Substitution S eine Wurzel e genau r-mal 
enthalt, so laBt sich r r in dem durch das Charakterensystem und e 
bestimmten Korper k darstellen. Man denke sich S reduziert und e 
an die r ersten Stellen der Hauptdiagonale gebracht. Dann beweist 
man genau wie friiher, daB 

~11 + ~22 + ''' + ~rr 
in K liegt, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Nun moge die Substitution S die Wurzel e genau r· mal enthalten 
und d sei der groBte gemeinschaftliche Teiler aller r, die man er­
halt, indem S alle Substitutionen von r und e alle ihre charakteristi­
schen Wurzeln durchlauft. Dann gilt der 

Satz 182: dr lii(Jt sich in dem durch siimtliche Wurzeln der charak­
teristischen Gleichungen bestimmten Korper darstellen. 

Beweis: 1st Jr die im angegebenen Korper irreduzible Darstellung, 
so muB d ein Teiler aller r und daher auch von d sein. 

I. Schur beweist folgenden 

Satz 183: Ist s r irreduzibel in einem Korper K, so lii(Jt sich r 
selber darstellen in einem Korper, dessen Relativgrad gegeniiber K gleich 
s ist. 

Der Beweis erfolgt durch ein V erfahren wie im Beweis von 
Satz 177 1). 

1 ) Weitere Satze geben Speiser: Zahlentheoretische Satze a us der Gruppen­
theorie. Math. Z. 5, S. 1; Schur, I.: Einige Bemerkungen zu der vorstehenden 
Arbeit des Herrn A. Speiser. Math. Z. 5, S. 7 Brauer, R.: Dber Zusammenhange 
zwischen arithmetischen und invariantentheoretischen Eigenschaften von Gruppen 
linearer Substitutionen. Berliner Sitzungsber. 1926, S. 410-416. 
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§ 65. Gruppen im Korper der rationalen Zahlen. 
Es gilt der 
Satz 184: fede Gruppe mit rationalen Koeffizienten lii(Jt sich so 

transformieren, da/3 sie ganzzahlige rationale Koeffizienten besitzt. 

Beweis: Es geniigt, den Satz fiir Gruppen r zu beweisen, die 
im rationalen Zahlkorper irreduzibel sind. Es sei N der General­
nenner aller Koeffizienten von r. Ubt man auf N x1 aile Substitutionen 
von r aus, so erhii.lt man Iauter ganzzahlige Formen der n Variablen 
von r, und zwar kommen darunter n linear unabhii.ngige vor, sonst 
ware r reduzibel. Wir bilden nun das System aller Formen, die 
sich durch die soeben abgeleiteten linear und mit ganzzahligen Koeffi. 
zienten zusammensetzen lassen. Diese bilden einen sogenannten Modul. 
Betrachten wir die sii.mtlichen auftretenden Koeffizienten von x1 • Mit 
je zweien kommt auch ihre Differenz vor und man kann daher in 
ihrem System den euklidischen Algorithmus ausiiben, d. h. das System 
besteht aus den sii.mtlichen Vielfachen einer bestimmten ganzen 
Zahl d1 • L1 sei eine Form mit d1 als ersten Koef:fizienten. Ist L 
eine beliebige andere, so kann man in der Gestalt L - a L 1 eine Form 
herstellen, die zum Modul gehort und deren erster Koeffizient 0 ist; 
a wird eine ganze Zahl. Es sei d2 der gemeinsame Teiler aller Ko­
effizienten von x 2 in denjenigen Formen, deren erster Koeffizient ver. 
schwindet, und L 2 sei eine solche mit d2 als Koeffizient von x2• Dann 
lassen sich a und b so als ganze Zahlen bestimmen, daB L - a L1 - b L 2 

von x1 und x2 unabhii.ngig ist. Man fahre wie bisher fort und findet, 
daB unser Modul eine Basis von n Formen besitzt, die folgende Ge­
stalt haben: 

Ll = du xl + d12 x2 + ... + dl" x,. 
L'J= d22x2+···+d2,.xn 

L,. = d,.,.x,.. 

Ubt man auf die Variablen x die Substitutionen von r aus, so 
erfahren die Formen unseres Moduls nur unter sich eine Vertauschung 
und die Basis geht wieder in eine solche iiber, d. h. die n Linear­
formen erfahren eine ganzzahlige Substitutionsgruppe. Diese ist ii.qui­
valent mit r, denn sie entsteht durch Transformation von r mit (dil.), 
womit der Satz bewiesen ist. 

Fiir Substitutionen mit algebraischen Koeffizienten lii.Bt sich ein 
ii.hnlicher Satz beweisen. Die Koeffizienten von x1 bilden dort ein 
Ideal a. Geht man zum Klassenkorper iiber, so ist a Hauptideal; 
man braucht aber nicht die Existenz dieses Korpers vorauszusetzen, 
denn es gibt bekanntlich immer eine gewisse Potenz von a, die 
Hauptideal ist. W enn 

am= (a), 
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so adjungiere man dem Korper die m-te Wurzel aus ct. Es wird dann 

a= ('fa). 
So mit liiBt sich das V erfahren im Beweis zum vorigen Satz fortsetzen 
und man erhiilt den 

Satz 185: Wenn r im Korper K liegt, so la(Jt sich stets e~ne 

aquivalente Gruppe mit ganzen Zahlen e~nes Korpers angeben, dessen 
Galoissche Gruppe in K auflosbar ist. 

Wir kehren nun zuriick zu den Gruppen mit rationalen Ko­
effizienten. Aus einer Gruppe mit ganzzahligen Koeffizienten lassen 
sich durch Transformation mit unimodularen ganzzahligen Matrizen 
eine unendliche Menge neuer gewinnen. Wir fassen diese zu einer 
Klasse zusammen, dann gilt der 

Satz 186: Die aquivalenten ganzzahligen , rational irreduziblen 
Gruppen zerfallen in eine endliche Anzahl Klassen. 

Der Beweis dieses Satzes wurde zum erstenmal von C. Jordan ge­
fiihrt (Journ. de l'ecole polyt. 48). Weitere Beweise gaben H. Minkowski 
(Diskontinuitiitsbereich fiir arithmetische Aquivalenz, Crelle's Journal 
Bd. 129 und Werke Bd. II, S. 53-100) und L. Bieberbach (Gott. Nach· 
richten 1912). Aile diese Beweise benutzen die Theorie der quadra­
tischen Formen und ihre Wiedergabe iibersteigt den Rahmen unseres 
Buches. Wir begniigen uns daher, zwei extreme Fiille zu behandeln, 
und weisen schon hier auf den SchluBabschnitt hin, wo dem vor­
liegenden Theorem seine zentrale Stellung in der allgemeinen Zahlen­
theorie vindiziert wird. 

1. Fall: T ist zyklisch und von der Ordnung m. Der Grad n ist 

dann cp (m). Auch die adjungierte Gruppe r ist ganzzahlig, und mit 
ihrer Hilfe bilden wir die Matrix: 

m -
2JeiAi= M, 

1 

wobei e eine primitive m-te Einheitswurzel bedeutet. Nun gilt 

eMA=M. 

Bezeichnen w1r die erste Zeile von M mit 

(;1, (;2, · • ., (;n, 

so gelten die Gleichungen 
n 

8?:; = ..2aik?:" (a;")= A (1) 
1 

Die ?:; sind ganze Zahlen des durch e bestimmten Zahlkorpers k und 
das Gleichungssystem (1) besagt, daB ?;1 , •.• , ?:,. die Basis eines Ideales 



208 14. Kap. Arithmetische Untersuchungen Uber Substitutionsgruppen. 

bilden. Umgekehrt, bilden diese Zahlen die Basis eines Ideales, so 
erhiilt man durch Multiplikation mit F. eine ganzzahlige Darstellung der 
zyklischen Gruppe. Weil e eine einfache Wurzel von A ist, so sind durch 
die Gleichungen (1) die Zahlen 1;i his auf einen gemeinschaftlichen 
Faktor, die zugehorigen Ideale also als !deale einer Idealklasse be­
stimmt. Es gibt genau so viele Klassen ganzzahliger Darstellungen, 
als es Idealklassen in k gibt, und diese Zahl ist bekanntlich endlich. 

2. Fall: Die Gruppe r ist vollstiindig irreduzibel, was z. B. bei 
den Darstellungen der symmetrischen Gruppen (Frobenius) immer 
der Fall ist. Hier benutzen wir die Formeln des Satzes 160. Die hyper­
komplexen Zahlen besitzen ganze rationale Zahlenkoeffizienten und 
erfahren bei rechtsseitiger Multiplikation mit e8 die Substitutionen der 
adjungierten, ebenfalls ganzzahligen Gruppe r, die wir als die ge­
gebene betrachten. Wic;:derum bezeichnen wir die erste Zeile der 1;ik mit 

1;1, 1;2, ..• , r: ... 
Aquivalente ganzzahlige Darstellungen, die zu verschiedenen Klassen 
gehoren, erhiilt man durch Transformation mit Matrizen, die man als 
ganzzahlig annehmen kann, aber mit einer von + 1 verschiedenen Deter­
minante. Den groBten gemeinsamen Teiler der Koeffizienten darf man 
als 1 voraussetzen. W enn es also mehrere Klassen gibt, so muB es 
moglich sein, lineare Formen der 1;k zu bilden mit ganzzahligen Koef. 
fizienten uik: 

'YJi = 2 uik 1;k, 

die bei rechtsseitiger Multiplikation mit e8 ganzzahlige Substitutionen 
erfahren. Bilden wir den Modul 

x1 'f/1 + Xg 'f/2 + ... + x .. 'f/.,, 
wobei die xi alle ganzen Zahlen durchlaufen, so erhiilt man durch 
Multiplikation. mit e8 lauter Zahlen dieses Moduls. Dasselbe gilt daher 
auch bei rechtsseitiger Multiplikation mit 1;ik. Multiplizieren wir die 
GroBen 'YJi der Reihe nach mit allen 1;1<1, so kommt heraus uik c 1;1, 

wobei c =.! ist. Da die u.k teilerfrernd sind, zo kommt im Modul n • 
auch c 1;1 vor, und ebenso c 1;i. Damit ist die Anzahl der Moduln 
limitiert und der Satz bewiesen. 

H. Minkowski verdankt man wichtige Siitze iiber die Ordnung von 
rationalen Substitutionsgruppen. Da die charakteristische Determinante 
einer Substitution in diesem Falle eine Funktion mit rationalen Koef­
fizienten ist, so ist die Ordnung der Substitutionen durch den Grad n 
der Gruppe limitiert. Ist h eine solche Ordnung, so gilt fur die zahlen­
theoretische Funktion rp (h) folgende Ungleichung: 

rp(h) < n, 
denn eine h·te Einheitswurzel geniigt einer irreduziblen Gleichung mit 
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rationalen Koeffizienten vom Grade q;(h). Fiir n = 2 und n = 3 findet 
man folgende moglichen Werte fiir h: 1, 2, 3, 4, 6. Fiir n = 4 und 
5 treten noch die W erte 5, 8, 10, 12 hinzu. 

W eiterhin gilt folgender 

Satz 187: Reduziert man eine Gruppe mit rationalen Koeftizienten 
modulo einer ungeraden Primzahl, so erhiilt man eine holoedrisch iso­
morphe Kongruenzgruppe. 

Beweis: Wir zeigen, daB keine ganzzahlige Substitution endlicher 
Ordnung (mod p) der Einheitssubstitution kongruent ist, auBer E. Es 
sei S = E + pa U, wobei der groBte gemeinsame Teller der Koeffi. 
zienten von U zu p prim ist. Bildet man die Potenzen von S, so 
dar£ man die Binomialformel anwenden. S habe die Primzahlordnung l, 
dann wird 

sz = E + ( ~) pa U + ... + pal Ul = E. 

Wenn p von l verschieden ist, so folgt, daB Sl(modpa+1) kongruent 
ist E + l pa U, also nicht kongruent E, was einen Widerspruch gibt 
1st p = l, so erinnere man sich daran, daB die Binomialkoeffizienten 
durch p teilbar sind, auBer dem ersten und dem letzten. Reduziert 
man daher (mod pa+2), so gelangt man wie vorher zu einem Wider• 
spruch. Auch fiir p = 2 gilt der Satz, wenn l =f= 2 ist, und schlieBlich 
auch fiir p = l = 2, wenn a groBer als 1 ist. Kennt man also die 
M odulsubstitutionen modulo einer ungeraden Primzahl, so sind damit 
auch die rationa len Gruppen des betreffenden Grades bekannt. Die 
Gruppen ungerader Ordnung erhiilt man bereits durch Reduktion (mod 2). 
Die Ordnung einer ganzzahligen Gruppe vom Graden muB Teiler von 

(P"- 1) (P"- p) (P"- p2) ... (P"- pn-1) 

sein fiir aile ungeraden Primzahlen p. Daraus folgt eine obere Grenze 
fiir die Primzahlpotenz za, die in g aufgehen kann. Es sei l" eine 
geniigend hohe Potenz von l, so daB jedenfalls l" > n l ist. Nun 
wiihle man p aus einer primitiven Restklasse (mod l"). Aus Satz 56 
folgt, daB 

(P" - 1)(pn-1 - 1) ... (P - 1) 

genau durch die folgende Potenz von l teilbar ist, falls l =f= 2 

wobei [a] die groBte ganze Zahl < a darstellt. Fiir l = 2 findet man 

n+2 [iJ + [i] +··· 
Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 14 
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§ 66. Beziehungen zur Kristallographie. 
Wir wollen zeigen, daB das Problem, die ganzzahligen Gruppen 

des Grades n zu finden, gleichbedeutend ist mit der Aufsuchung aller 
Gitter des n-dimensionalen Raumes mit besonderen Symmetrien. 

Es seien llp lJ2, ... , lln die Fundamentalvektoren eines n-dimensio­
nalen Gitters, so daB man alle Gitterpunkte erhalt, indem man die 
Gesamtheit der V ektoren 

xl +\ + ... + xn lln 
von emem festen Punkt 0 aus abtragt. Hierbei durchlaufen x1 , ... , x,. 

alle ganzen Zahlen. Die Lange des Vektors P; sei + faw ferner 
setzen wir 

fa~ fakk·COS(lJ;> lJk) = aik = aki' 

dann wird das Quadrat der Lange des Vektors 

xl Pt + ... + XnPn 
gegeben durch die quadratische Form 

n n 
.2 .JJa;kxixk. 
i=l k=l 

Umgekehrt ist durch eine beliebige definite quadratische Form der 
n Variablen X; ein Gitter definiert bis auf die Lage im Raum und 
ois auf eine Symmetrie. Man kennt alsdann namlich die Lange der 
Fundamentalvektoren und die Winkel zwischen ihnen. Wahlt man 
n - 1 aus ihnen aus, so spannen sie eine (n - 1)-dimensionale lineare 
Teilmannigfaltigkeit aus, und man kann den letzten Vektor auf zwei 
zu ihr spiegelbildliche W eisen hinzufiigen. Man kann zeigen, daB es 
nur zwei zu einer Fundamentalform gehorige Gitter gibt. Wir wahlen 
eines derselben. 

Die Variablen xl' .. . , xn sind die Koordinaten des Endpunktes 
des Vektors x1 p1 + · · · + x .. Pn in demjenigen Koordinatensystem, 
dessen Achsen die Richtungen der Vektoren lJ; haben, wahrend die 
Einheitsstrecke der i-ten Achse durch den Vektor P; gegeben ist. 
Die Determinante I aik I stellt das Quadrat des Inhaltes des Funda­
mentalparallelepipedes dar. Man kann das Gitter auf unendlich viele 
Arten durch Fundamentalvektoren aufbauen, man erhalt sie aile, wenn 
man auf die Vektoren p1 , .•. , Pn die samtlichen ganzzahligen Sub­
stitutionen mit der Determinante ± 1 ausiibt. Die ,metrische" Funda­
mentalform .2 .2 aik X;Xk erfahrt dabei die transponierten Substitutionen, 
denn eine Substitution auf die ll; in x1 p1 + · · · + x .. Pn kann auch als 
die transponierte auf die X; gedeutet werden. 

Falls das Gitter eine Symmetrie aufweist, muB es moglich sein, 
neue Fundamentalvektoren einzufiihren, welche dieselbe Konfiguration 
bilden wie die vorigen (Bewegung) oder die spiegelbildliche (Symmetrie 
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zweiter Art), d. h. die zugehorigen Substitutionen mtissen die metrische 
Fundamentalform in sich iiberfiihren. 

Umgekehrt: wenn wir eine ganzzahlige endliche Gruppe haben, 

so besitzt sie eine invariante definite quadratische Form. Man hat 

bloB auf x12 + · · · + xn 2 alle Substitutionen auszuiiben und die ent­
stehenden Formen zu addieren. Es gibt daher Gitter, welche die 

betreffende Symmetrie aufweisen. Damit ist das Problem, symmetrische 
Gitter aufzusuchen, als identisch erwiesen mit der Frage nach den 
ganzzahligen Substitutionsgruppen. 

Aquivalente Gruppen besitzen dieselben Operationen, sie lassen 
sich auf dieselbe orthogonale Gruppe transformieren. Sie definieren 
dieselbe K1•istallklasse. Es besteht infolgedessen der 

Satz 188: Es gibt nur endlich viele Kristallklassen in n Dimension en. 

Beweis: Als abstrakte Gruppen kommen nach Satz 187 nur end­
lich viele in Betracht und diese lassen nur endlich viele nicht iiqui­
valente Darstellungen in n Variablen zu. 

Dasselbe Gitter gehort nur zu solchen ganzzahligen Gruppen, die 
durch ganzzahlige unimodulare Substitutionen in einander transformierbar 
sind, also zu Substitutionen derselben Klasse nach der Bezeichnung 
von § 65. Das Wort ,Klasse" hat Ieider in der Kristallographie und 
in der Theorie der Substitutionsgruppen nicht die selbe Bedeutung. 

Satz 189: Wenn die ganzzahlige Gruppe im Gebiet der rationalen 
Zahlen irreduzibel ist, so gibt es nur eine endliche Anzahl verschiedener 
Gitter der zugehorigen Klasse. 

Der Beweis folgt ohne weiteres aus Satz 186. 
Hier ist jedoch noch folgende Bemerkung von Wichtigkeit: Wenn 

die Gruppe reduzibel ist, so besitzt sie mindestens zwei linear un­
abhiingige invariante quadratische Formen. {1 und {2 seien zwei solche. 
Dann ist die Gesamtheit der quadratischen Formen 

a1 f1 + a2 f2 
invariant, wobei a1 und a2 zwei beliebige reelle Zahlen sind. Ins­
besondere bilden die Formen 

tf1 +(1- t)f2' 

in denen t von 0 nach 1 stetig variiert, eine Schar positiv-definiter 
Formen, welche f1 mit ~ stetig verbindet. Zu unserer Gruppe gehort 
daher eine unendliche Menge von Gittern, aber sie lassen sich durch 
stetige Deformation, ohne die Symmetrie zu verlieren, ineinander iiber­
fuhren. Eine solche Schar betrachten wir nur als ein Gitter. So sind 
wir auch bei drei Dimensionen vorgegangen: nur das kubische Gitter 
besaB keinen Freiheitsgrad, abgesehen von der Wahl der Einheitsstrecke. 

Der Vollstiindigkeit halber wollen wir noch einige Hilfsmittel zur 
Behandlung der Raumgitter herleiten. Wir benutzen hierbei die von 

14* 
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Einstein herriihrende Vereinfachung der Bezeichnung, welche in der 
Regel besteht, daB iiber doppelt auftretende Indizes stets von 1 bis n 
summiert wird. 

Die metrische Fundamentalform ist a; k X; xk. Unter einer Ebene 
durch 0 verstehen wir die (n - 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der 
Punkte, welche einer Gleichung l; X; = 0 geniigen. Sie enthiilt dann 
und nur dann ein ('IJ- 1)·dimensionales Teilgitter unseres Gitters, 
wenn die lt rationale Zahlenverhiiltnisse zu einander haben. Wir nor­
mieren die l;, indem wir sie als teilerfremde ganze Zahlen annehmen, 
und nennen sie alsdann die Indizes der Ebene. Es ist von Wichtig­
keit, die GroBe des Fundamentalparallelogrammes der Ebene zu kennen, 
da durch sie die ,Belastung" der Gitterebene bestimmt ist. Man er­
hiilt aile parallelen Gitterebenen in der Gestalt l; X;= l, wobei l aile 
ganzen Zahlen durchlauft, insbesondere ist l; X; = 1 eine benachbarte 
Ebene zu l; X; = 0. Wir bestimmen ihren Abstand von 0, indem wir 
das Minimum von aik X; xk unter der Nebenbedingung l; X; = 1 auf­
suchen. Indem wir aik X; xk - 2 .?.l; X; nach xk differenzieren, be-
kommen wir 

ail< xi- .?.lk = 0. 

Wir multiplizieren mit xk und summieren, es ergibt sich 

;. = aikxix" = e2, 
wenn wir unter e die gesuchte Entfernung verstehen. Andererseits 
losen wir die Gleichungen nach den X; auf, indem wir die aus den 
Unterdeterminanten Aik der Matrix (a;k) gebildete Determinante I Ail< I 
benutzen. Es ergibt sich 

Ax;=e2 lkAik' A=jaikl· 
Wir multiplizieren mit l; und summieren: 

A= e2 A;klilk. 
Ail, l; lk heiBt die zu a; k X; xk adjungierte quadratische Form. Ziehen 
wir die Quadratwurzel, so ergibt sich links der Inhalt des Fundamental­
parallelepipedes des ganzen Gitters. Dieser ist nun aber gleich dem 
Inhalt desjenigen unserer Ebene multipliziert mit dem Abstand zweier 
benachbarter Eben en (Inhalt = Basis mal Hohe ). Riera us folgt der 

Satz 190: Das Fundamentalparallelogramm der Ebene mit den In­
dizes l; hat den Inhalt: 

-v A;k l; lk. 

Diesen Satz hat bereits Gauss gekannt (vgl. Geometrische Seite 
der terniiren Formen, \Verke B. 2, S. 305). 

Indizes und Variable stehen in kontragredientem Verhiiltnis, sie 
erfahren in unserer Terminologie adjungierte Substitutionen bei Ein­
fiihrung neuer Fundamentalvektoren resp. bei den Gittersymmetrien. 
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15. Kapitel. 

Gruppen von gegebenem Grade. 

§ 67. Die endlichen Substitutionsgruppen vom Grade n. 
Eine Gruppe r des Grades n, deren Ordnung eine Primzahlpotenz 

pa ist, kann immer auf monomiale Gestalt transformiert werden. 1st pb 
die hi:ichste inn! aufgehende Potenz von p, so enthiilt r einen Abelschen 
Normalteiler, dessen Index ein Teiler von pb ist. Er besteht aus den 
Substitutionen der monomialen Gruppe, welche nur in der Haupt­
diagonalen von 0 verschiedene Zahlen haben. Das Problem, aile Sub­
stitutionsgruppen n·ten Grades, deren Ordnung eine Potenz von p ist, 
aufzustellen, ist zuriickgefi.ihrt auf das Problem, die Sylowgruppe von 
der Ordnung pb fiir die symmetrische Gruppe von n Variablen zu 
bestimmen. Wir sind noch weit davon entfernt, ein iihnliches Kon­
struktionsprinzip fiir aile endlichen Gruppen des Grades n anzugeben, 
aber einige hochwichtige Resultate sind in dieser Hinsicht bereits 
erzielt worden. 

Satz 191: Wenn eine irreduzible Substitutionsgruppe Matrizen besitzt, 
deren Charaktere im Korper der pa-ten, der qb-ten usw., aber nicht der 
pa- 1 -ten, der qb-1 -ten usw. Einheitswurzeln liegen, so enthiilt sie auch 
eine Substitution von der Ordnung pa qb. . . . H ierbei bedeuten p, q, ... 
verschiedene Primzahlen. 

Beweis: Zwischen den Potenzen einer primitiven pa.ten Einheits· 
wurzel e bestehen in einem belie big en Ki:irper, der prim ist zu dem 
durch e bestimmten, genau die folgenden linearen Beziehungen: 

ei+eie1 +eie1 2 +···+eie1P- 1 =0, (i=O, 1, ... , pa- 1 -1), 
b · a-1 wo e1 e1 = eP , 

und diejenigen, welche sich aus diesen durch lineare Verbindungen 
herleiten. Die Darstellung einer Zahl als Summe von Einheitswurzeln 
ist daher nicht eindeutig. Wenn in jeder Darstellung eine primitive 
s-te Einheitswurzel vorkommt, so sagen wir kurz: Die Zahl bedarf 
der s-ten Einheitswurzeln. Wir nehmen nun an, ein Charakter Xi 
bediirfe der s-ten Einheitswurzeln und s sei prim zu p. Es gibt ferner 
nach der Voraussetzung einen Charakter Xk' welcher der pa·ten Ein­
heitswurzeln bedarf. Es gilt nach Satz 150 folgende Gleichung 

r 
hixi·h"x" = X1 .2cm hzXz· (1) 

1=1 

Auf heiden Seiten stehen Summen von Einheitswurzeln, deren 
jede Produkt einer bestimmten (primitiven oder imprimitiven) pa-ten 
und einer dazu primen Einheitswurzel ist. Wir greifen diejenigen 
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heraus, deren erster Faktor eine der Zahlen 

ee1k, (k=1, 2, ... , p), (8/'=1) 
ist. Links steht 

8 ( a1 81 + all 81 ll + ... + aP 81 P) X; 
und wir diirfen 8 so gewiihlt denken, daB nicht aile a; einander gleich 
sind, sonst bediirfte x,. nicht der pa-ten Einheitswurzeln. Rechts stehe 

8(a1 81 + · · · + aP81P), 
wobei die Zahlen a der p- ten Einheitswurzeln nicht bediirfen. Beide 
Seiten miissen einander gleich sein und es ergibt sich 

a1 X;- "1 =all X;- "2 = • • · = aP X;- "p· 
Nun sei etwa a1 - a2 = b von 0 verschieden, dann folgt 

b X;= a1- all. 

Da diese Differenz der s-ten Einheitswurzeln bedarf, so gilt dasselbe 
mindestens von a1 oder von a 2 • Daraus folgt, daB die rechte Seite 
von (1) eine primitive pas· te Einheitswurzel enthiilt und infolgedessen 
auch einer ihrer Summanden Xz· Es gibt also eine Substitution, deren 
charakterische Wurzeln eine primitive pas-te Einheitswurzel enthalten, 
und daher auch eine solche von der Ordnung pas. Durch vollstiin­
dige Induktion beweist man ohne weiteres unsem Satz. 

Aus diesem Hilfssatz aus der Theorie der Kreiskorper folgt nun 
folgender 

Satz 192: Eine irreduzible Substitutionsgruppe n- ten Grades von 
der Ordnung n1 nil, wobei die Primfaktoren von n1 gro{Jer, diefenigen 
von n2 kleiner oder gleich n + 1 sind, besitzt eine Abelsche Untergruppe 
von der Ordnung n1 . 

Beweis: Wir nehmen zuniichst an, daB aile Substitutionen die 
Determinante 1 haben. Jede Untergruppe von einer Ordnung, die in 
n1 aufgeht, ist Abelsch, denn der Grad ihrer irreduziblen Darstellungen 
muB ein Teiler von n1 und gleichzeitig hochstens gleich n sein. Es 
kommt also nur 1 in Betracht. 

Wir setzen n1 = pa qb • • • Die Charaktere der Substitutionen von 
der Ordnung p resp. q usw. bediirfen der p-ten, q-ten usw. Einheits­
wurzeln und es gibt daher eine Substitution S der Ordnung p q.. . Ihre 
Zerlegung in vertauschbare Faktoren von den Ordnungen p, q, ... sei 

S=PQ ... 

P, Q, ... konnen nicht zum Zentrum der Gruppe gehoren, denn sonst 
wiiren sie Multiplikationen und ihre Deter.minante ware von 1 ver­
schieden. Die (Abelschen) Sylowgruppen, welche P, Q, ... enthalten, 
seien \l3, 0, . . . Die mit P vertauschbaren Elemente bilden eine Unter­
gruppe und fiir solche nehmen wir den Satz als bewiesen an. Da unsere 
Untergruppe sowohl \l3 als S enthiilt, so ist jedes Element von \l3 mit 
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S vertauschbar. Genau dasselbe beweist man fiir die Elemente von 0 usw. 
Daher ist die Ordnung der Untergruppe bestehend aus allen mit S 
vertauschbaren Elementen durch n1 teilbar, sie enthalt also eine 
Abelsche Untergruppe von der Ordnung n1 . 

Falls eine Substitution P eine von 1 verschiedene Determinante e 
besitzt, so multipliziere man sie mit f), welches der Gleichung ge· 
niigt f)n = e -l. Man erweitere ferner das Zentrum durch 1J E. In 
derselben Weise verfiihrt man mit allen Substitutionen, soweit sie 
nicht bereits zum Zentrum gehoren. Die so erweiterte Gruppe besitzt 
einen Normalteiler, bestehend aus den Substitutionen mit der Deter· 
minante 1, und fiir !ieine Nebengruppen kann man Substitutionen aus 
dem Zentrum wahlen. Daher gilt auch fur diese Gruppe der Satz. 
Diejenigen Substitutionen der Abelschen Untergruppe, welche bereits 
in der urspriinglichen Gruppe liegen, ·bilden eine Untergruppe von der 
Ordnung n1 • 

§ 68. Der Satz von Jordan. 
Eine endliche Substitutionsgruppe vom Grade n besitzt einen Abel­

schen Normalteiler, dessen Index eine gewisse von n aUein abhangige 
Schranke nicht uberschreiten kann. 

Diesen Satz hat C. Jordan in seinem Memoire sur les equations 
differentielles lineaires a integrale algebrique (Crelles Journal 84, S. 89 
bis 215) durch einen auch in seiner logischen Form hochst bemerkens· 
werten Beweis erhartet. Gleichzeitig hat er auch primitive Gruppen 
der Grade 2 und 3 aufgestellt 1). Inzwischen ist der Satz von verschie­
denen Seiten in Angriff genommen worden. Blichfeldt (G. A. Miller, 
H. F. Blichfeldt, L. E. Dickson: Theory and applications of finite groups, 
New York 1916, chapter XII) hat zahlentheoretische Methoden an­
gewendet. Bieberbach 2) benutzt kontinuierliche Veranderliche. Seine 
Methode ist von Frobenius 3) verscharft worden, und wir folgen hier 
zunachst dessen zweiter Abhandlung iiber unitare Matrizen, Berliner 
Sitzungsberichte S. 373 bis 378, 1911. 

Jede endliche Gruppe laBt sich auf die 1,mitare Form transformieren 
(§ 50). Die charakteristischen Wurzeln der Matrizen deuten wir in 
der komplexen Zahlenebene. Sie liegen auf dem Einheitskreis mit 0 
als Zentrum. Es gilt nun der 

1) Vgl. die historischen Angaben im Enzyklopii.dieartikel von Wiman tiber 
endliche Gruppen linearer Substitionen. Math. Enz. I 1 S. 528££. 

2) Bieberbach, L.: Ober einen Satz des Herrn C. Jordan in der Theorie der 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen. Berl. Ber. S. 231 bis 240, 1911. 

8) Frobenius, G.: Dber den von L. Bieber bach gefundenen Beweis eines 
Satzes von C. Jordan. Berl. Ber. S. 241 bis 248, 1911. Aufierdem die oben 
erwii.hnte Abhandlung tiber unitare Matrizen. 
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Satz 193: Sei C = A B A -l B -l der Kommutator der beiden Sub­
stitutionen A und B. Die Wurzeln von B mogen nicht ganz einen 
Halbkreis einnehmen. Ist dann A mit C vertauschbar, so ist auch A 
mit B vertauschbar, also C = E. 

Beweis: Wir nehmen B in der Diagonal.form und A als unitar 
an. Die charakteristischen Wurzeln von B seien 

i"\ (l = 1, 2, ... , n). 

fPz nennen wir die Phasen der Wurzeln. Weil A mit B A-lB -l ver­
tauschbar ist, so ergibt sich 

C = A(BA- 1 B- 1) = (B A- 1 B- 1 )A = AB A0 B = B A0 B A. 

Hierbei bedeutet S0 die zu S transponierte, S die zu S konjugiert 
imaginiire Matrix. W eil B Diagopalform hat, kann man den Index 0 
weglasseh. 

Fiir die Koeffizienten der Hauptdiagonale von C findet man 
n _ n _ 

Cn =· L} alm bm alm bz = L}bz aml b m aml 
m=l m=l 

oder ausfiihrlich geschrieben: 
n n 

..21 alm 12 e'<'Pm-<Pt) = ..21 a,., 12 ei(q;l-'Pml 
m=l m=l 

und durch Vergleichung der imaginiiren Teile findet man: 

Nun sei 
fP1 = fP':J = '·' = fPr < fPr+l = ''' = fPs < · '' < fPn < fP1 + :n;. 

Setzt man in der letzten Formel l = 1, so werden aile Glieder 
positiv und es werden aile a1m gleich Null, fur welche einer der Io­
dizes groBer als r, der andere aber kleiner oder gleich r ist. A zer­
fa.llt in zwei Teilmatrizen, von denen die erste nur die Wurzeln ei'Pt 

besitzt, also eine Multiplikation und daher mit B vertauschbar ist. 
Die zweite kann man in derselben Weise behandeln und findet, daB 
auch sie reduzierte Gestalt hat und mit B vertauschbar ist, womit 
der Satz bewiesen ist 

Satz 194: Liegen die Wurzeln A oder B auf einem Kreisbogen der 
Grope a, so liegen die Phasen des Kommutators zwischen -a und +a. 

Beweis: Aus der unitii.ren Matrix P = (pk 1) bilde man die Form 

..2 P,.z x,. xl. 
kl 

'O.bt man auf die x die unitare Substitution S und gleichzeitig auf 

die x die konjugiert komplexe S aus, so entsteht eine neue Form, deren 
Matrix S 0 P S ist. S und S 0 sind aber inverse Matrizen, die neue Ma-
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trixe entsteht aus der alten durch Transformation und man kann 
daher S so bestimmen, daB die neue Form die Gestalt hat 

.2 riixi xi' 
wobei die r die charakteristischen Wurzeln von P sind. Die Phasen 
derselben mogen zwischen rp und rp + 0 liegen' dann liegt auch die 
Phase von 

s1 rll + ... + sn r nn' 

wo die s positive reelle Zahlen bedeuten, innerhalb derselben Grenzen, 
wie man sofort erkennt, wenn man die rii vektoriell deutet. Setzt 
man nun in .2 rii X; xi fiir xi und xi konjugiert imaginare Werte ein, 

i 
so erhalt man nur Zahlen, deren Phasen in denselben Grenzen liegen, 
und dasselbe gilt schlieBlich von der Form )[;pi k Xi xk' die durch 

i,k 
konjugiert imaginare Substitutionen auf die x und x erhalten wird 
und also diesel ben W erte annimmt. 

Nun seien P und Q zwei unitare Matrizen und s eine charakte­
ristische \Vurzel von PQ-1, also eine Wurzel der Gleichung 

JPQ- 1 -sEJ=O oder JP-sQJ=O. 

Dann kann man nicht samtlich verschwindende GroBen xl' .. . , xn so 
bestimmen, daB 

Es wird dann 

.2 Pkz xk Xz = s .2 qkl xk Xz· 
k,l k,l 

Wenn daher die Phasen der Wurzeln von P und Q zwischen rp und 
rp + o liegen, so wird s Quotient zweier Zahlen, welche nach dem 
eben bewiesenen Satz i.iber den Wertevorrat von Formen nur Phasen 
zwischen rp und rp + o haben. Da beim Quotienten die Phasen sub· 
trahiert werden mi.issen, so folgt, daB die Phase von s zwischen - o 
und + o liegt. Setzt man jetzt P = A und Q = B A B - 1 , so ist der 
Satz bewiesen. 

Satz 195 von Frobenius: In einer endlichen Substitutionsgruppe 
ist jede Substitution A, deren Wurzeln nicht ganz den sechsten Teil des 
Kreises einnehmen, mit jeder Substitution vertauschbar, deren Wurzeln 
nicht ganz den halben Kreis einnehmen. 

Beweis: B sei irgendeine Substitution der Gruppe, und wir bilden 
folgende Reihe von Kommutatoren: 

ABA- 1 B- 1 =C, ACA- 1 C- 1 =D, ... , ALA- 1 L- 1 =M, 
AMA- 1 M-1 = N, .. . 

Die \Vurzeln aller dieser Kommutatoren C, D, . . . haben ihre Phasen 

zwischen - ; und + ; . 
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Nun bezeichne 11(P) fiir eine beliebige Matrix P die Summe der 
Normen der Koeffizienten, d. h. _2 PkzPkz· Wir nennen sie die 

k,l 

Spannung von P, sie ist gleich dem Charakter der Matrix P P0 oder 
auch von P0 P. Sind U und V unitar, so wird 

1J(UP) =X (P0 U 0 UP)= x(po P) = 1J(P) 
und 

1J(P) = 11(U PV). 

Wir setzen nun voraus, daB die Gruppe auf unitiire Gestalt und 
speziell A auf die Diagonalform transformiert sei und die charakte­
ristischen Wurzeln a1 , ... , an habe. Dann wird: 

1J(E- C)= 11 (E- AB (BA)- 1 ) = 1l(BA- AB) 
= 1J(A (E- B)- (E- B) A), 

= .21 ak (ek!- bkz)- (ek!- bk!) az I~= 21 ak- az I~ iekz- bkzl~· 
k l k l 

Hier ist I ak - a1 I kleiner als die Seite des reguliiren Sechsecks. 1st 
" der groBte dieser W erte, so ist " < 1. 

Es wird nun 
1J(E- C)< x 9 1J(E- B)= bx 9 

und 
1J(E- N) < bx 2 ". 

Erzeugen A und B eine endliche Gruppe, so muB einmal.f} (E-N) = 0 
werden und daher N = E. Es wird infolgedessen A mit M und nach 
Satz 193 auch mit L, .. . , D, C vertauschbar, und wenn die Wurzeln 
von B nicht ganz einen Halbkrei;; einnehmen, auch mit B. 

Nun bedeute Z ( n) die Anzahl der Primzahlen < n + 1. Dann laBt 
sich der Satz von Jordan in folgender priiziseren Weise aussprechen: 

Satz 196 : Eine endliche Substitutionsgruppe in n Variablen besitzt 
stets einen Abelschen Normalteiler, dessen Index kleiner ist als 

nl 12n(Z(n) + 1). 

Beweis: Eine Sylowgruppe der Substitutionsgruppe besitzt nach 
der Bemerkung am Anfang von § 67 einen Abelschen Normalteiler, 
dessen Index ein Teiler von nl ist. Seine Ordnung sei ~ 12n -10. 
Man teile den Einheitskreis in 12 gleiche Teile und rechne jeweils 
einen der Grenzpunkte zum Intervall, den anderen zum benachbarten. 
Fiir die Verteilung der n Wurzeln einer Substitution unserer Abelschen 
Gruppe, die wir in Normalform voraussetzen, auf die 12 Teile des 
Einheitskreises kommen 12n Moglichkeiten in Betracht. Daher miissen 
entweder bei einer Substitution auBer E die siimtlichen Wurzeln im 
selben Fach liegen, oder aber es gibt zwei, etwa A und B, bei denen 
die Verteilung gleich ist. Im letzteren Fall nehmen die Wurzeln von 
A B - 1 · nicht ganz den sechsten Teil des Kreises ein. Es gibt also 
sicher Substitutionen von dieser Beschaffenheit. Diese sind aber mit 
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allen Substitutionen ihrer Klasse vertauschbar und erzeugen daher 
einen Abelschen Normalteiler. 

Fi.ir jede Primzahl < n + 1 machen wir diese Oberlegung. Indem 
wir ferner den Satz 192 beachten, ergibt sich der Beweis unseres Satzes. 

Beschrankt man sich auf primitive Gruppen, deren Substitutionen 
die Determinante 1 haben, so muB nach Satz 168 der Abelsche Normal­
teiler zum Zentrum gehoren und kann hochstens die Ordnung n haben 
denn seine Substitutionen sind Multiplikationen. Daher gilt folgender 

Satz 197: Die Ordnung einer irreduziblen primitiven Substitutions­
gruppe vom Grade n, deren Substitutionen die Determinante 1 haben, 
ist kleiner als 

nl n·12n(Z(n) + 1). 

E.~ gibt nur endlich viele nicht iiquivalente Gruppen. 

Auf zahlentheoretischem W eg laBt sich folgender Satz beweisen: 

Satz 198: Falls die Primzahl p gro{Jer als 2 n 2 + 1 ist, so bildet 
die zugehOrige Sylowgruppe einen Abelschen Normalteiler. 

Beweis: A und B seien zwei Substitutionen, deren Ordnungen 
Potenzen von p sind. Fi.ir ihre Charaktere Xi und Xk gelten folgende 
Gleichungen: 

T 

h;X;·hkzk = Xt .2c;kzhzXz· 
l=l 

Rechts und links stehen Summen von gleich vielen Einheitswurzeln; 

links kommen aber hochstens n 2 < p ; 1 verschiedene vor und eine 

solche Zahl laBt sich auf keine andere Weise durch gleich viel oder 
weniger Einheitswurzeln additiv darstellen. Daher stehen auch rechts 
nur Charaktere von Substitutionen, deren Ordnung eine Potenz von p 
ist. Das Produkt von A und B gehort infolgedessen auch zu ihnen 
und die Sylowgruppe bildet einen Normalteiler. Dieser ist wegen 
p > n Abelsch. 

§ 69. Substitutionen in Galoisfeldern. 
Bereits bei der Behandlung der Automorphismen Abelscher Gruppen 

§ 35 sind wir auf lineare Substitutionen gekommen, deren Koeffizienten 
die Reste der ganzen Zahlen nach dem Modul einer Primzahl sind, 
wiihrend die Determinanten der Null nicht kongruent sind, und wir 
haben die Ordnung dieser Gruppen bestimmt. Wir erweitern diese 
I3etrachtungen, indem wir fi.ir die Koeffizienten ein beliebiges Galois­
feld GF (pf) (§ 18) zugrunde legen. Eine solche Substitution sei 

xf = s11 x1 + · · · + s1 , x., 
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Fi.ir die rechte Seite von x/ kommen beliebige Linearformen in Be­
tracht, die nicht identisch verschwinden, d. h. pfn -1 Formen. Sind 
S und T zwei Substitutionen, welche x1 in dieselbe Form i.iberfi.ihren, 
so laBt ST- 1 die Variable x1 ungeandert und hat folgende Gestalt: 

j ~ 2[, 
wobei A eine Spalte von n - 1 Zahlen, B eine quadratische Matrix 
von n - 1 Zeilen und Spalten bedeutet. Diese Substitutionen bilden 
eine Untergruppe, und bei festgehaltenem B kann die Spalte A aus 
beliebigen GraBen des GF bestehen, es kommen also p(n-l)f Mi::ig­
lichkeiten vor. Diejenigen Substitutionen, bei denen A aus Nullen 
besteht, bilden eine Untergruppe, deren Ordnung wir mit 0 ( n - 1) 
bezeichnen. Fi.ir die Ordnung 0 (n) der ganzen Gruppe finden wir 
also folgende Rekursionsformel: 

0 (n) = (pnf -1) p(n-l)f 0( n -1) 
und erhalten damit den 

Satz 199: Die Ordnung der Gruppe r aller homogenen linearen 
Substitutionen des Grades n im GF(pf) ist 

(pnf -1) (pnf _ pt) ... (pnf _ p(n-llf). 

Diese Gruppe besitzt einen Normalteiler T1 , dessen Faktorgruppe 
zyklisch und von der Ordnung pr- 1 ist, bestehend aus den Sub­
stitutionen mit der Determinante 1. AuBerdem besitzt sie ein Zentrum 
von der selben Ordnung, bestehend a us den Multiplikationen. 1st d 
der groBte gemeinschaftliche Teiler von pr- 1 und n, so enthalt T1 

mit dem Zentrum eine Untergruppe von der Ordnung d gemeinsam, 
die wir mit T2 bezeichnen. Es gilt der Satz, daB die Gruppe T1 / r 2 

einfach ist, auBer in den Fallen des G F ( 2) und G F ( 3) bei dem 
Grade 2. Fi.ir den Beweis verweisen wir auf die Monographic von 
Dickson, Linear groups S. 83 1). Es gibt also fi.ir jeden Grad eine zwei­
fach unendliche Schar verschiedener einfacher Gruppen, die wir in 
dieser Weise erhalten. Wir wollen nun die p -Sylowgruppen unter­
suchen und nachher diejenigen Untergruppen, deren Ordnung zu p 
prim ist. 

Die Ordnung einer p- Sylowgruppe ist nach der Forme! fi.ir 0 ( n) 
n(n-l)f 

p(1+2+· ··+(n-l))f = p 2 

Nun bilden diejenigen Substitutionen, deren Koeffizienten oberhalb 
der Hauptdiagonalen 0 sind, wahrend die Hauptdiagonale lauter 1 

1) Wichtige Ergiinzungen enthalten: Dickson, L. E.: On the group defined 
for any given field by the multiplication table: Am. math. Soc. Trans. 3, 
S. 285-301, 1902. Modular theory of group characters: Am. math. Soc. Bull. (2) 13, 
s. 477-488, 1907. 
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enthalt, eine Untergruppe, welche genau die angegebene Ordnung be· 
sitzt. Sie ist daher eine Sylowgruppe und jede andere Untergruppe 
von dieser Ordnung ist nach Satz 69 mit ihr aquivalent. Sie bildet 
eine Normalform fiir Untergruppen, deren Ordnung eine Potenz 
von p ist. 

Satz 200: Jede Substitutionsgruppe in einem GF(pt), deren Ord­
nung eine Potenz von p ist, liif3t sich so transformieren, da/3 die Ko­
etfizienten oberhalb der H auptdiagonalen 0 sind, und diejenigen der 
H auptdiagonalen 1. 

Zur naheren Untersuchung unserer Gruppen verwenden wir fol­
gende Bezeichnung. Eine Substitution in der obigen Normalform be­
zeichnen wir mit E + V. Dabei hat V auch in der Hauptdiagonalen noch 
lauter Nullen stehen. Wir betrachten die sich nach links unten daran an­
schlieBenden Diagonalen und zahlen ab, wie viele davon mit Nullen 
ausgefilllt sind. Sind es die i ersten, wobei die Hauptdiagonale mit­
geziihlt wird, so bezeichnen wir eine solche Matrix mit ~· Man 
yerifiziert sogleich, daB V, Vk = V1 + k. In dieser Symbolik bedeutet V 
nicht eine bestimmte Matrix, sondern nur den Typus. Nun seien zwei 
Matrizen gegeben 

E + ~ und E + V£. 

Ihr Produkt ist E + Vi+ V~ + V1 V£. Die heiden Matrizen sind also 
vertauschbar, wenn V, und Vk' es sind. Fiir die p-te Potenz von 
E + Vi finden wir 

(E+ VJ' =E+ V/=E + Vpi· 

W enn also der Grad nicht groBer als p ist, so ist die Ordnung aller 
Elemente der Sylowgruppe = p. Allgemein ergibt sich das zu E + ~ 
inverse Element in der Gestalt 

E- ~ + ~2- v,s + ... , 
wobei man so weit zu gehen hat, his die Glieder. verschwinden. Der 
Beweis ergibt sich unmittelbar durch Multiplikation mit E + ~- Nun 
moge in V1 und V1' die erste an die Hauptdiagonale stoBende Diago­
nale aus den Zahlen a1, a2 , ••• , a .. _1 resp. b1 , b2 , ••• , b .. _1 bestehen. 
Dann lautet in ( E + V1 ) ( E + V1') die entsprechende Diagonale 

at+bl, all+bll, ... , a .. -t+bn-1" 

Daher bilden die Substitutionen von der Gestalt E + Vg einen Normal­
teiler, dessen Faktorgruppe Abelsch ist und durch die additive Gruppe 
der Systeme von n -l GroBen des G F (pf) gebildet wird. Diese Gruppe 
hat die Ordnung pt<n-tl und den Typus (p, p, .. . ). In derselben 
Weise bilden die Substitutionen von der Form E + ~. einen Normal­
teiler \.lCi, und wir konnen den Satz aussprechen: 
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Satz 201: Die Sylowgruppe \l! = \n1 besitzt eine Reihe von n - 1 
Normalteilern \n2 , \n3 , ••• , \nn-l' E, fur welche 9l;/9li+ 1 Abelsch von der 
Ordnung pf(n-il und vom Typus (p, p, .. . ) ist. \ni besteht aus allen 
Substitutionen von der Gestalt E + V; . 

Wenden wir uns jetzt zu den Gruppen, deren Ordnung zu p pnm 
ist. Wir beweisen den fundamentalen 

Satz 202 : Wenn eine Gruppe ® sich durch Substitutionen vom 
Grade n in einem Galoisfeld G F ( pf) darstellen lii(Jt und wenn p prim 
ist zur Ordnung der Gruppe, so lii(Jt sich ® auch durch Substitutionen 
desselben Grades in einem algebraischen Korper darstellen. Aus dieser 
letzteren Darstellung erhiilt man diejenige im GF (pf), indem man die 
algebraischen Zahlen nach einem Primidealteiler von p als Modul reduziert. 
Die Reduktion der Gruppendeterminante in Galoisfeldern, deren p prim 
ist zur Ordnung der Gruppe, verliiuft genau wie die Reduktion in 
Zahlkorpern. 

Dieser Satz ist die weiteste Verallgemeinerung des Satzes 187 von 
Minkowski. 

Beweis: Es sei ® eine Gruppe mit zu p primer Ordnung. Wir 
zeigen, daB die vollstiindige Zerfiillung der Gruppendeterminante in 
den Galoisfeldern genau in derselben Weise erfolgt, wie in gewohn­
licqen komplexen Zahlen. Eine irreduzible Darstellung mit Zahlen­
koeffizienten kann stets so transformiert werden, daB ihre Koeffizienten 
ganze algebraische Zahlen sind. Es sei K ein Korper, in dem aile 
irreduziblen Darstellungen von ® gegeben werden konnen, und f sei 
der Grad eines Primidealteilers .).J von p. Reduziert man (mod iJ), so 
erhiilt man Darstellungen von ® durch Substitutionen im G F (pf). 
Aus irreduziblen Darstellungen entstehen so immer irreduzible Dar­
stellungen im G F ( p f), wie folgendermaBen bewiesen werden kann: 
Man nimmt ein vollstiindiges System irreduzibler nicht iiquivalenter 
Darstellungen von ® und bildet die Matrix ihrer Stellenzeilen. Diese 
ist quadratisch und ihre Determinante ist nur durch Primzahlen teilbar, 
die auch in der Ordnung von ® aufgehen (S. 180). Sie ist daher zu 
p prim, infolgedessen sind die Stellenzeilen auch (mod il) unabhiingig. 
Daraus folgt, daB eine algebraisch irreduzible Darstellung auch (mod il) 
irreduzibel bleibt, denn im anderen Fall war en ihre Stellenzeilen (mod lJ) 
nicht unabhiingig. 

Wir miissen nun noch zeigen, daB es keine weiteren irreduziblen 
Darstellungen gibt, und daB jede halb reduzible Gruppe auch voll­

stiindig reduzibel ist. Wir greifen zu diesem Zweck zuriick auf die 
Formeln von Satz 160. ~ik und 'fJ;k seien die hyperkomplexen Zahlen, 
welche durch zwei nicht iiquivalente irreduzible Darstellungen geliefert 
werden. Dann gilt 
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~ik~k! =C~i! '1ik'17<! =C''YJi! 

~il<~!m = 0 'Y/ik 'Yizm = 0 (k =I= l) 
~ik 'Yizm = 0. 

Eine irred4zible Darstellung im GF(pt), welche auch in jedem hoheren 
GF irreduzibel bleibt, moge in entsprechender Weise die hyper­
komplexen Gro8en Ci7, liefern. Wir multiplizieren sie rechts mit allen 
Zahlen ~ii' welche durch die algebraisch irreduziblen Darstellungen 
nach der Reduktion (mod-!>) entstehen. Nicht alle so entstehenden 
Produkte konnen verschwinden, denn durch die Multiplikatoren ~ii setzt 
sich die Gruppeneinheit linear zusammen. Es sei beispielsweise 
C11 • ~ 11 von 0 verschieden. Dann erhalt man durch rechtsseitige 
Multiplikation mit den hyperkomplexen Zahlen nur lineare Verbindungen 
folgender Gr68en: C11 ~1 ; (i = 1, 2, ... , n), und diese erfahren bei 
rechtsseitiger Multlplikation mit den Gruppenelementen die Substitutionen 
der adjungierten Gruppe zu derjenigen, aus welcher die~;" entnommen 
sind; sie sind daher unabhangig und unsere irreduzible Darstellung ist 
aquivalent mit der zu ~;" gehorigen. Damit ist bewiesen, daB wir in 
den irreduziblen algebraischen Darstellungen alle irreduziblen Dar­
stellungen im GF(pt) gefunden haben. 

Nun sei eine halbreduzierte Darstellung im G F (p f) gegeben. Wir 
konnen uns auf den Fall zweier irreduzibler Bestandteile beschranken, 
da der allgemeine Fall durch sukzessive Anwendung des speziellen 
Resultates bewiesen werden kann. Die Substitutionen mogen die Ge­
stalt haben: 

(~ ~)· 
Die hyperkomplexen Zahlen der ersten Zeile seien 

~1' · · ., ~n' 'Y/1• · · ., 'YJm· 
Bei rechtsseitiger Multiplikation mit den Gruppenelementen erfahren 
s1e die zu unserer Darstellung adjungierte, welche folgende Gestalt hat: 

1. (A' 0) 
C' B' . 

Falls die m + n Zahlen linear unabhangig sind, so fiihrt bereits das 
oben angewendete Verfahren zum Ziel. Dies ist insbesondere der Fall, 
wenn die Darstellungen A und B nicht aquivalent sind. Nun sei A = B 
und daher m = n. Falls die Beziehung besteht 

a1 ~1 + ... +a,.~ .. = bl 'Y/1 + ... + b,. 'YJ,., 

so bleibt sie richtig, wenn man mit einer beliebigen hyperkomplexen 
Zahl multipliziert, es lassen sich also die n unabhangigen Zahlen 
~1 , ~2 , .•• , ~ .. durch die n Zahlen 'Y/; ausdriicken und die letzteren sind 
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<laher unabhangig. Wir konnen sie umgekehrt durch die ~i ausdriicken. 
Es gelte: 

Nun flihren wir durch die unimodulare Substitution 
n 

~/ = C' n;' = 'YJ;- ..2 aik~k 
1 

neue V eriinderliche ein. Multipliziert man sie rechts mit den Grupp en· 
elementen, so erfahren sie eine mit 1. aquivalente Substitution, welche 

m derselben Weise reduziert ist. Sie sei ( ~ ~) , insbesondere wird 

n;' es = cil ~/ + ... + cin ~n1 + bil1Jl1 + ... +bin 'YJn'· 

Nun sind aber die Variablen n/ Null und unsere Gleichung wird zu 

cil ~/ + · · · + cin~n1 = 0. 
Da die ~; unabhiingig sind, so miissen die Koeffizienten verschwinden, 
und wir fin den (£ = 0, was zu beweisen war. 

Als spezielle Resultate heben wir folgende hervor: 

Eine Abelsche Substitutionsgruppe, deren Ordnung zu p prim ist, 
laBt sich auf die Diagonalform reduzieren. Hierzu ist im allgemeinen 
eine Erweiterung des Galoisfeldes notwendig. 

Wenn eine Gruppe ® sich in einem GF(pt) darstellen liiBt und 
ihre Ordnung zu p prim ist, so liiBt sich zu jeder anderen Primzahl 
q ein Exponent f' bestimmen dergestalt, daB sich ® als Gruppe des 
selben Grades im GF(qf') darstellen liiBt. Falls die erste Gruppe 
irreduzibel war, so konnen auch die iibrigen als irreduzible Gruppen 
bestimmt werden, vorausgesetzt, daB die zugehorige Primzahl q die 
Ordnung von ® nicht teilt. 

Ferner gilt der Satz 196 fiir den Fall, daB p zur Ordnung prim 
ist, in seinem vollen Umfange. Die Substitutionsgruppen vom Graden 
im G F (p f) verdanken also, wenn man p aile Primzahlen, f aile ganzen 
positiven Zahlen durchlaufen liiBt, ihre ungeheure Mannigfaltigkeit einzig 
dem Primteiler p in ihrer Ordnung. Fiir die anderen Untergruppen 
findet eine auBerordentliche Okonomie in den moglichen Typen statt. 

Eine Aufstellung der fiir die verschiedenen Primzahlen p moglichen 
Typen von Gruppen, deren Ordnung zu p prim ist, hiingt mit zahlen· 
theoretischen Fragen zusammen. Fragen wir, fiir welche W erte von p 
eine Gruppe vom Grade 2 im GF(p) die erweiterte Ikosaedergruppe 
§ 74 darstellt, so muB die Ordnung durch 5 teilbar sein, d. h. es 
muB sein 

p2 = 1 (mod 5), 

d. h. p ist quadratischer Rest (mod 5). Wenn diese Bedingung erfiillt 
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ist, so enthalt die Gruppe wirklich die erweiterte Ikosaedergruppe, 

denn diese laBt sich im Korper k (y5) algebraisch darstellen, und hier 
zerfallen gerade diese Primzahlen in Primideale ersten Grades. Fiir 
die iibrigen Primzahlen p sind die Untergruppen mit einer zu p primen 
Ordnung samtlich auflosbar. 

§ 70. Raumgruppen. 
In § 32 haben wir die samtlichen Raumgitter mit besonderen 

Symmetrien aufgestellt und in § 66 haben wir diese Betrachtungen 
vertieft und teilweise auf beliebig viele Dimensionen ausgedehnt. Wir 
haben es dabei bewenden lassen mit denjenigen Symmetrien, welche 
den Anfangspunkt festlassen. Jetzt wollen wir diese Schranke fallen 
lassen und die Gruppe aller Symmetrien betrachten, welcbe ein Gitter 
in sich iiberfiihren. In ihr ist eine Gruppe :t enthalten, welche aus 
allen Translationen des Gitters in sich besteht, sie ist Abelscb und be­
sitzt im Faile von n Dimensionen n Erzeugende. Durch eine geeignete 
Wahl des Koordinatensystems konnen wir erreichen, daB ihre erzeugen­
den Substitutionen ~ folgende Gestalt haben: 

x/ = x, + 1 x1.' = xk (k + i), 
wobei i aile Zahlen mn 1 bis n durchlauft. 

Wir wollen im folgenden dieses Koordinatensystem festhalten. 
Eine allgemeine Symmetrie des Raumes wird dann durch die Glei­
chungen gegeben: 

xk' = aux1 + ··· + ak,.x,. + ak (k = 1, 2, ... , n). 
Hierbei bedeuten die ungestrichenen Variablen xi diejenigen des neuen 
Punktes, in welchen der urspriingliche Punkt durch die Symmetrie 
iibergeht. Nur bei dieser Festsetzung gewinnen wir fiir die Zusammen­
setzung der Symmetrien die gewohnten Gesetze der Matrizenzusammen­
setzung von Zeilen und Kolonnen. Wir bezeichnen die Substitution 
symbolisch mit 

(~ :) . (A), 

wobei A die quadratische Matrix akz bedeutet, a die Spalte der ak und 
0 eine Zeile von n Nullen. A heiBt der rotattt·e, a der translative 
Teil. 1st (B) eine zweite solche Symmetrie, so findet man die zu­
sammengesetzte (C), indem man die Matrizen zusammensetzt: 

Offenbar wird 
und c=Ab+a. 

Gruppen, die aus solchen Substitutionen gebildet sind, heiBen Baum­
gruppen. Die Untergruppe der Translationen ist stets Normalteiler, 

Speiser, Gruppentheorie. 2. Auf!. 15 
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Nun sei eine beliebige Raumgruppe gegeben mit einer Trans­
lationsgruppe ~. die n unabhiingige Translationen enthiilt. AuBerdem 
moge noch die Symmetrieoperation (A) vorkommen. Dann ist 
(A)~=~ (A). Sehen wir zu, was aus dem Anfangspunkt des Ko­
ordinatensystems wird, wenn man die Operationen dieser Nebengruppe 
der Translationsgruppe auf ihn anwendet. Nehmen wir die Neben­
gruppe zuerst in der Anordnung (A)~- Unter (A) erfiihrt der An­
fangspunkt die Translation a, und indem man nun alle Translationen 
von ~ ausiibt, erhiilt man ein Gitter unseres n-dimensionalen Raumes. 
Nun gehen wir umgekehrt vor und iiben auf den Anfangspunkt die 
Operationen ~(A) aus. Es miissen dieselben Punkte entstehen. Durch 
~ entsteht dasselbe Gitter wie vorher, bloB ist die Translation a noch 
nicht ausgefiihrt. Nun kommt noch (A) hinzu. Dies gibt die Trans -
lation a und die durch A repriisentierte Symmetrie. Bereits durch die 
Translation ist aber unser Gitter in die definitive Lage gekommen und 
die Symmetrie A muB daher das Gitter in sich selbst transformieren,. 
sie muB zu einer der endlich vielen ganzzahligen Gruppen gehoren. 
Damit haben wir folgenden Satz gewonnen: 

Satz 203: In einer Raumgruppe des n- dimensionalen Raumes mit 
einer Translationsgruppe, die n unabhangige Erzeugende besitzt, bilden 
die rotativen Bestandteile eine ganzzahlige Gruppe. 

Falls es in jeder Nebengruppe der Translationsgruppe eine Ope­
ration gibt, deren translativer Bestandteil verschwindet, so besteht die 
Gruppe aus den Translationen eines Gitters und. einem Teil der zum 
Gitter gehorigen Symmetrien, die einen Gitterpunkt ungeii.ndert lassen. 
Dies ist aber nicht immer der Fall, wie wir fiir den Fall der Ebene 
in § 29 gesehen haben, und die Anzahl der Raumgruppen wird da­
durch erheblich vergroBert. Wir beginnen mit einem speziellen Beispiel. 

Das monokline Gitter besitzt eine Zweierachse (A). Wir nehmen 
den Fall des nicht zentrierten Gitters. (A)~ besteht aus Schrauben­
achsen, deren rotativer Teil eine Drehung von 180° ist, wii.hrend die 
Schraubung aus allen Vielfachen der Elementardistanz fiir die Achsen­
richtung ist. Statt der Zweierachse nehmen wir jetzt eine Schrauben­
achse mit der halben Distanz als Schraubung. Dbt man diese Ope­
ration zweimal aus, so erhii.lt man eine Translation. Aus der Schrauben­
achse et:~tstehen durch Zusammensetzung mit den Translationen neue 
parallele· Schraubenachsen, deren Schraubungskomponente in der Ele­
mentardistanz gemessen die Lange hat: ~ + eine beliebige ganze 
Zahl. Diese Achsen bilden zusamrrien mit den Translationen auch eine 
Gruppe, sie ist aber verschieden von der vorigen, denn sie enthii.lt 
nur Schraubenachsen mit von 0 verschiedener Schraubung und Trans­
lationen, aber keine reinen Drehungen. W enn wir dagegen vom 
~entrierten Gitter ausgehen, so gibt es nur eine Raumgruppe, denn 
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bier ist die Distanz zweier niichster Gitterebenen, die senkrecht zur 
Achse liegen, die Hiilfte der Elementardistanz fiir die Achse. Da die 
Schraubungskomponente jedenfalls die Hiilfte eines ganzzahligen Viel­
fachen der Elementardistanz ist, so kann sie durch eine Translation 
des Gitters weggeschafft werden. Es gibt also drei Raumgruppen, die 
zu der monoklinen Hemimorphie gehiiren. Bei einer Dreierachse kommen 
zwei Gitter in Betracht: das rhomboedrische, zu dem es nur eine Raum· 
gruppe gibt, und das hexagonale, wo wir drei erhalten: die Schraubungs­
komponente kann 0, ?J, ~ der Elementardistanz fiir die Achse sein. 
Die Viererachse ergibt in derselben Weise fiir ihre zwei Gitter im 
ganzen 4 + 2 Gruppen und die Sechserachse 6. 

Im ganzen gibt es 2 30 Raumgruppen. lhre Aufstellung ist eine 
ziemlich miihsame Aufgabe. Sie wurde zuerst von Sch6nflies geli:ist 
in seinem Werk Kristallsysteme und Kristallstruktur (Leipzig 1891). 
Seither hat P. Niggli (Geometrische Kristallographie des Diskontinuums, 
Leipzig 1919) diese Gruppen vollstiindig durchgerechnet, die Substi­
tutionen angegeben und die gegeniiber einzelnen derselben invarianten 
Punkte aufgesucht. Sein Buch stellt die griindlichste Untersuchung 
dar, welche jemals einem Spezialgebiet der Gruppentheorie zuteil ge­
worden ist, und das darin enthaltene Zahlenmaterial wird fiir die 
algebraische Zahlentheorie von ebenso groBem Wert sein wie fiir die 
Bestimmung der Kristallstruktur. 

Die Aufstellung siimtlicher Raumgruppen iibersteigt bei weitem 
den Rahmen dieses Buches. Wir wollen uns darauf beschriinken, das 
Problem analytisch zu formulieren und in die allgemf'ine Theorie ein­
zuordnen. 

Wir betrachten im folgenden nur Gruppen, deren rotativer Teil 
vollstiindig reduziert die identische Darstellung nicht enthiilt, und be­
weisen den auch ohne diese Beschriinkung giiltigen 

Satz 204: Es gibt nur endlich viele nicht iiquivalente Raumgruppen 
des n-dimensionalen Raumes, welche n unabhiingige Translationen 
besitzen. 

Beweis: Die rotativen Bestandteile ki:innen wir als ganzzahlig an­
nehmen, und hierfiir kommen nur endlich viele nicht iiquivalente 
Gruppen in Betracht. Es muB nun noch gezeigt werden, daB man 
auch die translativen Bestandteile limitieren kann. Hierfiir kommt nur 
noch die richtige Wahl des Koordinatenanfangspunktes in Betracht. 
Die ganze Gruppe sei ®, die Translationsgruppe :t;. Wir wiihlen aus 
jeder ihrer Nebengruppen eine Substitution (S, s) aus, wobei S den 
r<?tativen, s den translativen Teil bedeutet. s ist nur bis auf beliebige 
gauze Zahlen bestimmt, die man zu seinen Komponenten addieren 
kann. S durchliiuft jede Substitution des rotativen Teiles genau ein­
mal. Die Anzahl derselben sei h. Nun iiben wir auf einen beliebigen 

15* 
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Punkt diese h Substitutionen aus und bilden den Schwerpunkt dieser 
Punkte. Zu dem Zweck haben wir die Koordinaten dieser h Punkte 
zu addieren und durch h zu dividieren. Da die Summe aller 
Matrizen S verschwindet, so fallen hierbei die Koordinaten des aus­
gewahlten Punktes heraus, und wir finden fiir den gesuchten Schwer­
punkt 

! _27s. 
Da die s nur bis auf Gittervektoren bestimmt sind, so bilden die 
Schwerpunkte ein mit dem Translationsgitter ahnliches Gitter, dessen 
Abmessungen den h·ten Teil betragen. Jede Operation unserer Raum­
gruppe muB dieses Gitter in sich selbst iiberfiihren. Legen wir daher 
den Anfangspunkt in einen Schwerpunkt, so konnen die translativen 
Bestandteile nur noch rationale Zahlen mit dem Nenner h sein, denn 
sie bilden diejenigen Punkte, welche in den Nullpunkt iibergefiihrt 
werden und miissen daher V ektoren des Schwerpunktgitters sein. 
Hiermit ist gezeigt, daB die translativen Bestandteile durch die rota· 
tiven limitiert sind, und unsere Behauptung ist bewiesen. 

Falls die Gruppe &/~ einen Normalteiler IJl/~ von der Ordnung k 
besitzt, dessen rotativer Bestandteil die identische Darstellung nicht 
enthalt, so kann man den Nenner auf k beschranken, denn man zeigt 
Ieicht, daB bereits die Schwerpunkte der Punktsysteme, die durch den 
Normalteiler erzeugt werden, durch aile Operationen der Gruppe in 
sich transformiert werden. Allgemein werden niimlich die Schwer­
punkte eines durch eine Untergruppe erzeugten Punktsystems durch 
die Operationen der Gruppe in solche iibergefiihrt, welche durch kon· 
jugierte Untergruppen entstehen. 

Aus dieser Bemerkung ist ersichtlich, daB im Faile des Symmetrie· 
zentrums als Nenner nur 2 auftritt. Ferner haben gerade die kom­
pliziertesten Grupp en des R8 , niimlich diejenigen des kubischen Systems, 
einen Abelschen Normalteiler von der Ordnung 4, die Vierergruppe, 
so daB auch hier nur der Nenner 4 auftritt, statt 12 und 24. Diesem 
Umstand ist die relativ geringe Zahl der Raumgruppen des R8 zu ver­
danken. Es ist dieselbe Tatsache, welche auch die Losbarkeit der 
Gleichungen der vier ersten Grade durch Wurzeln ermoglicht. 

Reduziert man in den Substitutionen die translativen Bestandteile 
nach dem Modul der ganzen Zahlen, so bilden sie eine mit der 
Gruppe der rotativen Teile holoedrisch isomorphe Gruppe r, und die 
Aufsuchung aller Raumgruppen einer Kristallklasse ist gleichbedeutend 
mit der Aufstellung dieser siimtlichen nicht iiquivalenten Gruppen. 
Um tiber die gruppentheoretische Natur dieses Problems vollen Auf­
schluB zu erhalten, fiige man zu r noch die siimtlichen Trans­
lationen hinzu, deren Komponenten rationale Zahlen mit dem Nenner h 
und echte Briiche sind. In der zusammengesetzten Gruppe T' bilden 
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die Translationen einen Normalteiler und r besteht aus den erzeugen­
den Elementen der Faktorgruppe. Das Problem besteht nun darin, 
alle Systeme von Elementen zu finden, welche die Faktorgruppe er­
zeugen und eine Gruppe bilden. Dieses Problem ist in seiner All­
gemeinheit noch nicht gelost. 

Man kann die Voraussetzungen noch allgemeiner fassen und zeigen, 
daB jede Raumgruppe mit endlichem Fundamentalbereich im Rn ge­
rade n unabhiingige Translationen enthalt, so daB der allgemeine 
Satz 1) gilt, den wir fur n = 2 in § 31 bewiesen haben: 

Es gibt nur endlich viele nicht iiquivalente Raumgruppen des Rn 
mit endlichem Fundamentalbereich. 

Hierbei hat man natlirlich im Faile der ,zerlegbaren" Gruppen, 
insbesondere wenn der rotative Bestandteil die identische Darstellung 
enthiilt, den Begriff der Aquivalenz sinngemaB zu erweitern. 

16. K a pit e 1. 

G leichungstheorie. 
Die Gruppentheorie ist nach Lagrange die ,wahre Metaphysik" 

der Gleichungen. Aber umgekehrt ist auch zu sagen, daB ihre Satze 
durch die Obertragung auf algebraische Gleichungen haufig an FaB­
lichkeit gewinnen, ahnlich wie die Geometrie dem Verstandnis der 
Analysis hilft. In noch viel hoherem MaB gilt dies von der die 
Algebra verfeinernden Zahlentheorie. Diese bildet streckenweise eine 
beinahe unzertrennbare Einheit mit der Gruppentheorie. Dies soil in 
der folgenden kurzen Obersicht gezeigt werden. 

§ 71. Die Lagrangesche Gleichungstheorie. 
Ein System von Zahlen oder Funktionen bildet einen Korper, 

wenn die vier elementaren Rechnungsoperationen Addition, Subtrak­
tion, Multiplikation uhd Division angewendet auf zwei Individuen des 
Systems nur solche Zahlen oder Funktionen ergeben, die bereits im 
System vorkommen. Hierbei ist die Division durch die Null auszu­
nehmen. 

Wir gehen aus von der Gesamtheit aller rationalen Funktionen 
der n Variablen Xu x2 , .. . , xn. Als numerische Koeffizienten lassen 
wir in diesem Paragraphen aile reellen und komplexen Zahlen zu. 
Diese Funktionen bilden einen Korper, den wir mit K bezeichnen. 
Diejenigen Funktionen aus K, welche bei samtlichen Permutationen 

1) Bieberbach, L.: tl'ber die Bewegungsgruppen der Euklidischen Riiume. 
Math. Ann. 70, 1911, S. 297 und 72, 1912, S. 400. - Frobenius, G.: tl'ber die un­
zerlegbaren diskreten Bewegungsgruppen, Berliner Sitzungsberichte S. 654, 1911. 
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der n Variablen ungeandert bleiben, bilden einen Korper, den wir mit 
S bezeichnen, er ist ein Teilkorper oder Unterkorper von K, da 
jede seiner Funktionen in K vorkommt. Die algebraische Beziehung 
zwischen S und K aufzudecken ist unsere Aufgabe. 

Eine Funktion aus S heiBt eine symmetrische Funktion der n Varia­
bien und sie kann als rationale Funktion der n elementarsymmetri­
schen Funktionen dargestellt werden. Fiir spater ist hier noch hin­
zuzufiigen, daB die Koeffizienten rationale Zahlen sind, wenn die Funk­
tion a us S rationale Koeffizienten hatte. Wir bezeichnen die n I Per­
mutationen der Variablen mit E, A, ... und die gauze symmetrische 
Gruppe mit @5. Die Gesamtheit aller Permutationen, welche eine 
Funktion aus K ungeandert lassen, bilden eine Untergruppe von @5. 
Man sagt dann, die Funktion gehort zu dieser Untergruppe. Ist 
f(x1 , ••• , x,.) eine Funktion aus K, so bezeichnen wir diejenigen Funk­
tionen, die a us ihr durch die Permutationen E, A , B, . . . entstehen, 
mit fE = f, fA, fB, . . . . Sie heillen die zu f konjugierten Funktionen 
und geniigen einer Gleichung vom Grade nl, deren Koeffizienten sym­
metrische Funktionen sind, niimlich: 

(t - fE) (t - fA) ( t - fB) " · · = 0 • 

W enn f zur Untergruppe S) von @5 gehort, so kann man f auch 
mit fSJ bezeichnen. Ist 

@5 = S) + S) 52+ ... + S) sr, 
so sind bloB r der mit f konjugierten Funktionen voneinander ver­
schieden, namlich in leicht verstandlicher Bezeichnungsweise die Funk­
tionen 

fSJ, fSJ 8 2 • • • ·' fSJ Sr • 
Sie geniigen im Korper S einer Gleichung vom Grade r. 

Es gilt nun der 

Satz 205: Wenn f zu der Untergruppe S) gehort, so lii(Jt sich jede 
Funktion y aus K, die bei den Permutationen von S) ungeiindert bleibt, 
darstellen als ganze Funktion von f mit Koeffizienten a us S. Der 
Grad dieser Funktion von f kann immer auf r - 1 erniedrigt werden. 

Beweis. Man bildet nach Lagrange folgenden Ausdruck: 

(t-fSJ)(t-fSJs,)···(t-fSJs,)(__2'L+ Y>Js, +···+-"SJsr )=G(t). 
t- {SJ t- {SJS, t- {f!JSr 

G (t) ist eine ganze Funktion (r- 1)-ten Grades von t, deren Koeffi­
zienten symmetrische Funktionen der n Variabeln x sind, d. h. G liegt 
in S. Dassel be gilt von 

H (t) = (t- fSJ) (t- fSJs.) · · · · 
Setzt man nun t = f, so folgt 

G(f) 
y= H' (f)" 



§ 71. Die Lagrangesche Gleichungstheorie. 231 

Multipliziert man Zahler und Nenner mit dem Produkt 

H' (fSJs,) H' (f!Qs,) · · · H' (f!Qs,), 
so wird der Nenner eine symmetrische Funktion und der Grad des 
Zahlers- kann mit Hilfe der Gleichung, der f in S geniigt, mindestens 
auf r - 1 herabgesetzt werden. 

Satz 206: Zu jeder Untergruppe gehort ein Unterkorper von K, 
der S enthiilt. 

Beweis: Die Funktion 

x1 + 2 x2 + 3 x3 + · · · + n xn = y 
gehi:irt zu E, daher liiBt sich jede Funktion a us K als ganze Funktion 
vom Grade n! - 1 von y mit Koeffizienten a us S darstellen. Ist nun 
S;) irgendeine Untergruppe von @5, so bilde man das Produkt 

liYs !Q 
von y mit den Linearformen, die durch die Permutationen von S;) dar­
aus hervorgehen. Diese Funktion gehi:irt zu S;) und erzeugt den zu S;) 
gehi:irigen Ki:irper. 

Satz 207: Auf3er den zu den verschiedenen Untergruppen von @5 

gehorigen Korpern gibt es keine weiteren Unterkorper von K, die S 
enthalten. 

Beweis: Wenn ein Ki:irper zwei Funktionen enthalt, die zu den 
Untergruppen S;) und ~ gehi:iren, so enthiilt er auch eine solche, die 
zum Durchschnitt ;[) von S;) und ~ gehi:irt. Wir ki:innen namlich die 
heiden Funktionen als Formen, z. B. als Produkte der y, annehmen 
und bezeichnen sie mit f und g. Alsdann bilden wir den Ausdruck 

h=f+ga, 
wobei a eine ganze positive Zahl bedeutet, die so groB ist, daB der 
Grad von ga gri:iBer ist als derjenige von f. Bei jeder Permutation 
auBerhalb von ;[) iindert sich mindestens einer der Summanden, und 
in der Summe ki:innen sich die Anderungen wegen der Verschieden­
heit der Grade nicht aufheben. Also gehi:irt h zu ;[). Nun gehi:irt in 
einem beliebigen Ki:irper zwischen S und K jede Funktion zu einer 
bestimmten Untergruppe von @5, und es folgt a us dem eben Bewiesenen, 
daB der Ki:irper auch eine Funktion enthalt, die zu dem Durchschnitt 
aller dieser Untergruppen gehi:irt, d. h. unser Ki:irper ist identisch mit 
dem zu diesem Durchschnitt gehi:irigen Ki:irper. 

Ersichtlich ist die Aufgabe, die algebraische Beziehung des Ki:irpers K 
gegeniiber dem Ki:irper S zu bestimmen, identisch mit dem Problem 
der Aufli:isung der allgemeinen Gleichung n-ten Grades. Der gewaltige 
Fortschritt, den Lagrange erreicht hat, besteht in der vollen Ubersicht, 
die man iiber die einzelnen Etappen des Weges gewinnt; daB man 
nicht direkt auf die Wurzeln lossteuern muB, sondern daB man andere 
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GroBen des Korpers zu Hilfe nehmen kann, ist bereits im Ansatz der 
Tschirnhausenschen Transformation enthalten; seit Lagrange weiB man 
aber, welches die Hilfsfunktionen sind, die zum Ziele fiihren konnen. 
Die Gruppentheorie ist die , wahre Metaphysik" des Problemes. 

Wie Lagrange seine Erkenntnis auf die Gleichungen 3. und 4. Grades 
angewendet hat, ist allgemein bekannt und in jedem Lehrbuch der 
Algebra nachzulesen, wir verzichten auf eine Reproduktion. Dagegen 
soil einiges iiber die sogenannten Lagrangeschen Besolventen hier 
Platz finden. 

Satz 208: Kennt man den zu einer zyklischen Untergruppe S) von 
der Ordnung h gehOrigen Korper, so la{Jt sick der ganze Korper durch 
die A uflosung einer reinen Gleichung vom Grade h beztimmen. 

Beweis: Bei der zyklischen Gruppe moge die Variable x1 iiber­
gehen in x2 , x8 , •• • , xh. Man bezeichne mit e die Zahl 

und bilde die Ausdriicke: 

Y; = xt + e-i Xg + ... + ri<h-1) xh (i= 1, 2, ... ,h). 

Bei der zyklischen Permutation erh:iilt Y; den Faktor e'. Daher bleiben 
die h-ten Potenzen bei S) ungeiindert und lassen sich rational be­
stimmen. Wir bilden nun y1 , in?em wir eine h-te Wurzel aus der 
zu S) gehorigen Funktion y1h ziehen, und erhalten dafiir h verschiedene 
Werte. Jetzt sind die iibrigen GroBen Y; eindeutig durch y1 bestimmt, 
denn die h- 2 Ausdriicke 

Yt Yh-1' Yt2 Yh-2' · · ., Yth-2 Y2 

gehoren zu SJ. Durch Addition aller h Funktionen Y; findet man h x1 , 

und indem man fiir y1 alle seine h W erte einsetzt, erhiilt man die 
h Wurzeln xl' x~" .. . , xh. Auf dieselbe Weise findet man die iibrigen 
Variablen. 

Man kann das Resultat von Lagrange so formulieren: Der zu einer 
zyklischen Gruppe von der Ordnung h gehorige Unterkorper enthiilt die 
h- te Potenz einer Funktion, die sick bei jeder Permutation au(Jer E 
iindert. Bei drei oder vier .Variablen kann man nach diesem Muster 
von dem Korper der symmetrischen Funktionen sukzessive bis zum 
Korper K gelangen. Aber erst Galois hat erkannt, daB diese Tat­
sache bereits aus der Beschaffenheit der Gruppe folgt. 

§ 72. Die Galoissche Gleichungstheorie. 
Fiir die weitere Entwicklung der Gruppentheorie sind von ent­

scheidender Bedeutung die Disquisitiones arithmeticae von Gau(J (1801). 
In der sectio VII werden die Kreisteilungsgleichungen behandelt, ins-
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besondere die Gleichung 
xP= 1, 

wobei p eine Primzahl ist. Ihre Wurzeln lassen sich bekanntlich mit 
Hilfe der trigonometrischen Funktionen angeben. Gauf3 untersuchte 
ihren algebraischen Charakter gegeniiber den rationalen Zahlen. Er 
bewies, daB die Gleichung 

xP-1 + xP-2 + • · · + X + 1 = 0 

im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel ist, d. h. nicht in zwei 
Faktoren niedrigeren Grades mit rationalen Koeffizienten zerfallt. Ferner 
erkannte er, da/3 der Berechnung ihrer Wurzeln nicht das allgemeinste 
Lagrangesche Problem von p - 1 Variablen zugrunde liegt, sondern blof3 
dasjenige mit zyklischer Gruppe von der Ordnung p - 1, und fiihrte 
die Aufgabe zuriick auf die Aufli:isung gewisser Hilfsgleichungen von 
Primzahlgrad, deren Wichtigkeit er betonte: Summam attentionem 
merentur aequationes auxiliares, ... , quae mirum in modum cum pro­
prietatibus maxime reconditis numeri n (hier p) connexae sunt (art. 356). 
Dies ist die von Abel und Galois haufig zitierte ,methode de M. Gauf3''. 

Abels Untersuchungen iiber Gruppentheorie fiihren ihn zu dem Re­
sultat, daB jede Gleichung mit kommutativer ,Abelscher" Gruppe 
durch Wurzelzeichen li:isbar ist (Memoire sur une classe particuliere 
d'equations resolubles algebriquement, Crelles Journ., Bd. 4, 1829 und 
Oeuvres, Bd. 1, S. 478, nouvelle edition). Weitere Untersuchungen iiber 
algebraisch aufli:isbare Gleichungen, sowie den Beweis der Unmi:iglich· 
keit, die allgemeine Gleichung 5. Grades algebraisch aufzuli:isen, fiihrt 
er ohne explizite Heranziehung der Gruppentheorie. 

Die allgemeine Idee der Gruppe einer Gleichung hat E. Galois er­
kannt und mit wunderbarer Klarheit und Scharfe in seinem Memoire 
sur les conditions de resolubilite des equations par radicaux entwickelt. 
Diese Abhandlung vom Jahre 1830 wurde erst 1846 von Liouville 
in seinem Journal veri:iffentlicht (Oeuvres de Galois, S. 33). Dagegen 
erschien 1832 der Brief an Auguste Chevalier, den Galois am Abend 
vor seinem Tode geschrieben hat und in dem er seine wichtigsten 
mathematischen Entdeckungen mitteilt. 

Es bedeutet nur eine unwesentliche Einschrankung, wenn wir im 
folgenden die V oraussetzung machen, daB die Gleichungen rationale 
Zahlen als Koeffizienten haben. Wir setzen voraus, daB wir jede 
gauze Funktion im Ki:irper der rationalen Zahlen in ihre irreduziblen 
Faktoren zerlegen ki:innen. Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus 
beweist man folgende Satze: 

Eine im Ki:irper R der rationalen Zahlen irreduzible Funktion be· 
sitzt keine mehrfachen Wurzeln. 

f(t) und g (t) seien zwei Funktionen in R mit einer gemeinsamen 
Wurzel und f(t) sei irreduzibel, dann ist g teilbar durch f. 
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Es sei eine im Korper R der rationalen Zahlen irreduzible Gleichung 
mit Koeffizienten aus R gegeben: 

f(t) = o. 
Ihre Wurzeln seien 

Die Gesamtheit der rationalen Funktionen der Wurzeln mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten bilden einen Zahlkorper K, dessen algebraische 
Natur gegeniiber dem Grundkorper R untersucht werden soli. Wir 
beweisen zunachst folgenden 

Satz 209: Man kann n rationale Zahlen A; so bestimmen, da{J die 
n!-Zahlen, die aus 

A1 1X1 + A 2 1X2 + · · · +An 1Xn = {} 

hervorgehen, indem man auf die Wurzeln IXi die n I Permutationen aus­
ubt, siimtlich untereinander verschieden sind. 

Beweis: Wir fassen die n GroBen Ai zuniichst als Variable auf. 
Ubt man auf die Wurzeln in {} die Permutationen aus, so erhiilt man 
nl voneinander verschiedene Linearformen der Variablen A;. Die Diffe­
renz zweier beliebiger dieser Formen ist wieder eine nicht verschwin­
dende Linearform und das Produkt aller Differenzen ist eine Form 
der A;, deren Koeffizienten symmetrische Funktionen der Wurzeln 
mit ganzzahligen Koeffizienten sind, d. h. die Koeffizienten sind ratio­
nale Zahlen. Man kann nun den Variablen solche rationale Werte 
erteilen, daB die Form einen von 0 verschiedenen Wert annimmt, 
womit der Satz bewiesen ist. 

Wir verstehen unter {} eine nach Satz 209 gewiihlte Zahl. Es liiBt 
sich dann jede Zahl des Korpers als ganze Funktion vom (n! - 1)-ten 
Grade in {} mit rationalen Koeffizienten darstellen. Statt {} kann auch 
eine beliebige der n I Zahlen gewiihlt werden, die durch die Permu­
tationen daraus hervorgehen. Wir bezeichnen sie mit {) = {}1 , {}2 , ••• , {}n!· 

Die Gleichung 
(t- {}1 ) (t- fJ2 ) • • • (t- {}ni) = 0 

besitzt rationale Zahlenkoeffizienten, sie braucht aber in R nicht irre­
duzibel zu sein. F (t) sei einer ihrer irreduziblen Faktoren, {}, {}', ... , {}(u- 1l 

seien seine Wurzeln. Infolge des Bestehens der Gleichung F({)) = 0 
Iii.Bt sich jede Zahl IX von K bereits als Funktion (g- 1)-ten Grades 
von {} au§driicken: 

x 1 + x2 {} + · · · + xg {}u-1 =IX. 

Jetzt ersetzt man {} durch {}'. Die Zahlen von K erfahren dadurch 
eine bestimmte Permutation, die durch ({}, {}') symbolisiert werden 
kann. Allgemein definiert ({}, {}(il) eine Permutation, und wir wollen 
ihre Eigenschaften durch folgende Siitze charakterisieren. 
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Satz 210: Diejenigen Zahlen, welche bei allen Permutationen (1f, {j(il) 
ungeandert bleiben, bilden den Korper der rationalen Zahlen. 

Beweis: Wenn 
a= x1 + x2 -& + ... + x9 {Ju-t 

eine rationale Zahl ist, so ist 

x2 = x3 = · · · = x9 = 0, x1 =a, 

denn andernfalls wi.irde -& in R einer Gleichung vom Grade g - 1 
geni.igen. Hieraus folgt, daB die Substitutionen (-&, '19-(i)) ohne EinfluB 
auf die Zahl sind. Nun moge umgekehrt a bei den Substitutionen 
ungeandert bleiben. Man addiere die Ausdri.icke 

tx =X +X '19-(i) +.,.+X #(i)U-1 
1 2 g ' 

indem man fur '19-<il alle Wurzeln '19-, -&', ••• , -&<u-ll einsetzt und findet, 
daB g a und daher auch a einen rationalen Zahlwert hat, weil dasselbe 
von den Potenzsummen der & gilt. 

Nun sei 
a= x1 + x2 -& + .. · + x9 {Ju-l 

eine beliebige Zahl aus K, ferner setzen w1r 

a<il = x1 + x2 1J<il +. ·. + x9 -&<il 9 - 1 (i = 1, 2, ... , g- 1) 

und nennen a <il die zu a konjugierten Zahlen. 

Satz 211: Es ist fur zwei beliebige Zahlen a us K stets 

(a+ (J)<il = a<il + (J<il (a(J)<il = a<il (J<il, 

Beweis: Wir setzen 

a+fJ=r 
und driicken die vier Zahlen a, (J, y, c5 durch -& aus. Dann erhalten 
wir :.~:wei Gleichungen fiir {)> mit rationalen Koeffizienten. Diese mi.issen 
auch erfiillt sein, wenn wir -& durch eine beliebige der konjugierten 
Zahlen {j(il ersetzen, womit der Satz bewiesen ist. 

Satz 212: Die Permutationen (-&, -&<il) bilden g Automorphismen des 
Korpers K, d. h. jede rationale Beziehung mit rationalen Koeffizienten, 
die zwischen Zahlen von K besteht, geht durch die Permutationen in 
richtige Beziehungen iiber. 

Be wei s: Jede der angegebenen Beziehungen lii.Bt sich auf die 
Gestalt bringen 

F(a, (J, y, .. . ) = 0, 

wobei F eine ganze rationale Funktion der Zahlen a, fJ, r, . . . mit 
rationalen Koeffizienten ist. Indem man Satz 211 mehrere Male an­
wendet, findet man 

F(a, fJ, y, .. . )<il = F(a<i>, p<il, yW, .. . ) = O<il = 0. 
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Hieraus folgt, daB die konjugierten Zahlen Wurzeln derselben 
irreduziblen Gleichung in R sind. 

Satz 213: Die Permutationen ( {}, {} (i)) bilden eine Gruppe, die 
Galoissche Gruppe des Korpers K. Sie ist identisch mit der Gruppe 
aller A utomorphismen von K. 

Beweis: Fiihrt man zwei Automorphismen nach einander aus, so 
ist das Resultat wieder ein solcher, d. h. die Automorphismen bilden 
eine Gruppe. Da die rationalen Zahlen stets ungeandert bleiben, so 
kann {} nur in eine der Zahlen {}', .. . , {}(U- 1) iibergehen und die be­
liebige Zahl 

a= x1 + x2 {}+.·.+xu {}u- 1 

bleibt entweder ungeandert oder sie geht in cx(i) iiber. Es gibt also 
nur die g Automorphismen 

({}, {}) und ({}, {}(i)) (i = 1, 2, ... , g- 1) 

Satz 214: Zu jeder Untergruppe der Galoisschen Gruppe ® gehort 
ein Unterkorper, jeder Unterkorper gehort zu einer Untergruppe. 

Beweis: wie zu Satz 206 und 207. 

Die verschiedenen Zahlen ex, a', ... , cx(r- 1), welche aus a durch die 
Permutationen von @ hervorgehen, sind die Wurzeln der in R irre­
duzibeln Gleichung, welcher a geniigt. Sie erfahren unter @ eine 
transitive Permutationsgruppe. Diejenigen Permutationen, welche a 
ungeandert lassen, bilden eine Untergruppe von ® vom Index r. 
Korper, die durch konjugierte Zahlen erzeugt werden, heiBen kon­
jugierte Korper. Sie gehoren zu konjugierten Untergruppen. 

Definition: Korper, die mit ihren konjugierten iibereinstimmen, 
heiBen Galoissche Korper. 

Satz 215: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dafJ 
ein Unterkorper von K Galoissch ist, besteht darin, dafJ seine Gruppe 
ein Normalteiler von ® ist. 

Satz 216: Ist H ein Galoisscher Unterkorper, der zu dem Normal­
teiler IJC von ® gehort, so ist ® jiJC seine Gruppe in R. 

Be wei s : Ist r der Index von IJC unter ®, so ist r auch der Grad 
von H und seine Gruppe hat daher die Ordnung r. Gerade so viele 
Automorphismen liefert aber die Galois sche Gruppe von K, denn die 
Zahlen von H bleiben bei IJC ungeandert und erfahren unter ® eine 
Permutationsgruppe von der Gestalt ® jiJC. Die Galois sche Gruppe 
von H ist isomorph mit derjenigen von K. 

Die Resultate dieses Paragraphen lassen sich ohne weiteres auf 
den Fall iibertragen, daB der Grundkorper ein beliebiger Korper R 
ist. Die Galoissche Gruppe besteht aus denjenigen Automorphismen 
von K, bei denen die GroBen von R ungeandert bleiben. M~n er-
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halt aile Korper zwischen R und K, indem man aile Untergruppen 
der Galoisschen Gruppe bestimmt. Zu einem Normalteiler gehoren 
Korper, die in R oder relativ zu R Galois sch sind. Hier ordnet sich 
auch der Fall des vorigen Paragraphen unter. 

Satz 217: Eine Gleichung ist dann und nur dann durch Wurzel­
zeichen auflOsbar, wenn ihre Gruppe auflosbar ist. 

Beweis: Jeder Korper K, der aus R durch Wurzeloperationen 
erreichbar ist, kann offenbar folgendermaBen aufgebaut werden: man 
zieht aus einer GroBe von R die p-te Wurzel, wobei p eine Prim· 
zahl ist, und fiigt sie zu R hinzu. Hierdurch entstehe der Korper K1 • 

Wir setzen voraus, daB R die p-ten Einheitswurzeln enthalt und 
finden, daB der neue Korper in R Galoissch ist. Sein Relativgrad 
ist p und seine Gruppe daher zyklisch und von der Ordnung p. 
Mit K1 verfahrt man gleich, selbstverstandlich konnen Wurzeln von 
beliebigem Primzahlgrad vorkommen. SchlieBlich wird man K er­
reichen. Die eingeschalteten Korper seien R, K1 , ••• , Kr_ 1 , K. Jeder 
Korper ist Galoissch in dem vorhergehenden. Daraus folgt, daB die 
zu ihnen gehorenden Untergruppen eine Kompositionsreihe fiir ® mit 
Iauter zyklischen Faktorgruppen bilden. Umgekehrt: 1st ® auflosbar 
und bildet ®, SJ1 , SJ9 , ••• , SJr_ 1 , E eine Kompositionsreihe, so bilden 
die zu dieser Reihe gehorigen Korper eine Folge von derselben Be. 
schaffenheit wie die obige Reihe der Korper K, denn jeder ist 
Galois sch in dem vorhergehenden und seine Relativgruppe hat Prim· 
zahlordnung. Nach Satz 208 lassen sie sich also durch Wurzeln be­
stimmen. 

Wenn ferner K ein Korper mit nicht auflosbarer Gruppe ist, so 
kann er nicht in einem auflosbaren Korper enthalten sein, das wiirde 
dem Satz 27 tiber die Kompositionsreihe widersprechen: in einer auf­
losbaren Gruppe ist jede Untergruppe und jede Faktorgruppe auflosbar. 

§ 73. Anwendungen der allgemeinen Gruppentheorie. 
Jeder Satz der Gruppentheorie wird nun zu einem Satz tiber 

algebraische Korper. Wir geben hier einige Beispiele: Ein Unter. 
korper von K, der zu einer groBten Untergruppe von ® gehort, moge 
primitiv in R heiBen. Eine ihn erzeugende Zahl erfahrt mit ihren 
konjugierten unter der Galoisschen Gruppe eine primitive Permutations· 
gruppe. Wenn also K auflosbar ist, so ist nach Satz 98 der Grad seiner 
primitiven Unterkorper eine Primzahlpotenz. 

Wenn ein Korper einen Abelschen Unterkorper enthalt, so ent­
hhlt er auch einen gro{Jten Abelschen Unterkorper, der aile anderen 
umfaBt, es ist der zur Kommutatorgruppe (Satz 35) gehorige. 

a sei eine GroBe, welche zu der Untergruppe SJ gehort und 
f(t) = 0 
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sei die in R irreduzible Gleichung, der a geniigt. Wie zerfiillt sie in 
dem zur Untergruppe 5e gehorigen Korper? Um diese Frage zu be­
antworten, zerlege man @I nach dem Doppelmodul (SJ, 5e). Jedem 
JSomplex dieser Zerlegung entspricht ein Faktor von f, dessen Grad 
gleich der Anzahl der Nebengruppen von S) in diesem Komplex ist. 
Adjungieren wir der Gleichung f(t) = 0 eine ihrer Wurzeln a, so 
wird sich nur der Faktor t- a abspalten, falls die Gruppe der 
Gleichung (die Permutationsgruppe ihrer Wurzeln) mindestens zweifach 
transitiv ist. lm anderen Faile ergeben jeweils die unter S) transitiv 
verbundenen Gri:iBen die Wurzeln eines irreduzibeln Faktors von f(t). 

Die Methoden lassen sich ferner auf die von Galois entdeckten 
lmaginiiren, die sogenannten Galoisfelder G F (vgl. § 18) iibertragen. 
Ein solches ist vollkommen bestimmt, wenn die Anzahl seiner Ele­
mente, die eine beliebige Primzahlpotenz sein kann, gegeben ist. 
Das G F (pf) enthiilt als Unterkorper des G F (p), d. h. die Reste der 
ganzen Zahlen (mod p). Wir beweisen, daB seine Gruppe im G F (P) 
zyklisch und von der Ordnung f ist. Ersetzt man niimlich jedes 
seiner Elemente durch seine p-te Potenz, so bleiben die Elemente 
a us G F (p) ungeandert und die Elemente des G F (pf) erfahren einen 
Automorphismus. Es gilt ja 

(a· {J)P = (;(,P • {JP und (a+ {J)P = aP + {JP, 

letztere Gleichung deswegen, weil in der Binomialformel samtliche 
Koeffizienten auBer dem etsten und letzten durch p teilbar sind. 1st 
nun a ein erzeugendes (primitives) Element des G F(pf), so geniigt 
es im G F (p) einer irreduziblen Gleichung vom Grade f. W egen 
des Automorphismus sind die Wurzeln dieser Gleichung 

fXP, aP11 , .. . , fXP' =a. 

Die Galoissche Gruppe wird gebildet von den f Substitutionen 

(a, a), (a, aP), ... , (a, aPf-1). 

1st f = r s, so bilden die Elemente, die bei der Substitution (a, rtP8) un­
ungeandert bleiben, den Unterki:irper G F(P'). 

Die Tatsache, daB man die Galoissche Theorie der G F vollig 
beherrscht, ist von groBter Wichtigkeit fiir die algebraische Zahlen· 
theorie. Man zeigt dort, daB die Reste eines Primideals .):>, das in fr 
aufgeht, ein G F(pt) bilden. f heiBt der Grad von .):>. 

Diejenige Untergruppe .8 der Gruppe des Zahlkorpers, welche das 
Primideal .):> nicht andert, heiBt die Zerlegungsgruppe. Obt man sie 
auf die Zahlen des Korpers aus und reduziert (mod -~J), so erhalt man 
einen Automorphismus des G F(pf). 1st ~ die Untergruppe von g, 
welche den identischen Automorphismus liefert, so ist ~ Normalteiler 
von .8 und .Si~ zyklisch. ~ heiBt die Triigheitsg'I'Uppe von .):> und 
man zeigt Ieicht, daB ihr Index genau gleich f ist. Urn auch ~ zu 
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untersuchen, die nur fiir Diskriminantenteiler von E verschieden ist, 
untersucht man nach Hilbert (Zahlbericht, S. 250ff., vgl. ferner Speiser, A., 
Die Zerlegungsgruppe. Crelles Journ. 149, S. 17 4 -188) die Au tom or· 
phismengruppe der Reste nach hoheren Potenzen von t.J. Die Auf­
gabe wird dadurch erleichtert, daB man die erzeugende Zahl der 
Reste (mod l:J) als unverandert durch ~ annehmen kann. Ist nun n 
eine durch l:J• aber nicht durch j:J 2 teilbare Zahl, so sind aile Reste 
(mod l:J2) darstellbar in der Gestalt 

a+ {Jn, 
wobei a und {J aile Reste (mod p) durchlaufen. Man erhiilt nun alle 
Automorphismen von ~. indem man die Anderungen von n angibt. 
Offenbar darf n iibergehen in jeden Rest y n, wenn nur y von ()· 
verschieden ist. Diese Substitutionen bilden wieder eine zyklische 
Gruppe von der Ordnung pt - 1. Die Untergruppe, welche auch diese 
Reste ungeandert laBt, heiBt die Verzweigungsgruppe ~. Nimmt man 
die Reste (mod l:J3), so sehen die Substitutionen von ~ so aus: 

n~n+an2 • 

Setzt man zwei solche zusammen, etwa die obige und eme zweite 
mit {J statt a, so erhiilt man die Substitution 

n~n +(a+ {J)n2 • 

Die Gruppe ist also gleich beschaffen wie die additive Gruppe 
des G F (pt), d. h. sie ist Abelsch vom Typus (p, p, .. . ) und von der 
Ordnung pt. In dieser zuletzt angegebenen Weise geht es fiir die 
Reste nach hoheren Potenzen von p fort. Es ist jedoch zu bemerken, 
daB die wirklich auftretende Gruppe ~ stets eine Untergruppe der 
vollen Gruppe aller Automorphismen ist. 

Die Satze iiber die Automorphismen Abelscher Gruppen finden 
ihre Anwendung in folgendem Problem der algebraischen Zahlkorper. 
Die Idealklassen bilden eine Abelsche Gruppe. Ist der Korper Galoissch 
und iibt man die Substitutionen der Korpergruppe aus, so erfiihrt 
die Gruppe der Idealklassen eine Automorphismengruppe. Man ge· 
langt auf dies em W ege direkt zu der Gruppe des Klassenkorpers. 
Man vergleiche hieriiber die Arbeiten von Fueter, Furtwiingler und 
Takagi. 

Die Basiseinheiten eines Galoisschen Korpers erfahren beim Uber­
gang zu den konjugierten in ihren Exponenten eine ganzzahlige Sub­
stitutionsgruppe. Hier ist die Frage nach der vollstiindigen Reduzierung 
im Bereich der ganzen rationalen Zahlen von gro(Jer Wichtigkeit. 

Betrachtet man schlieBlich die Korper, die durch die p-ten Wurzeln 
aus Einheiten oder beliebigen Zahlen und ihren konjugierten entstehen, 
so wird man auf ganzzahlige Substitutionsgruppen (mod p) gefiihrt. 

Wir haben bier nur einige charakteristische Beispiele von An-
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wendungen der Gruppentheorie gegeben, sie mogen einen Begriff 
geben von dem weiten Forschungsfeld, das bier offen liegt. Etwas 
ausfiihrlicher wollen wir auf die Anwendungen der Substitutionsgruppen 
eingehen. 

§ 74. Die Kleinsche Gleichungstheorie. 
Wir gehen aus von einer beliebigen Substitutionsgruppe r vom 

Grade n und von der Ordnung g. Ihre Matrizen seien E, A, B, ... , 
S, . . . . Ferner sei K der Korper aller rationalen Funktionen von 
xl' .. . , x,.. Die numerischen Koeffizienten seien auf denjenigen Korper 
beschrankt, der durch die Koeffizienten der Matrizen von r bestimmt 
ist. R sei der Unterkorper von K, dessen Funktionen ungeiindert 
bleiben, wenn man auf die Variablen samtliche Substitutionen von T 
ausiibt. 

Man zeigt Ieicht, daB es in K Funktionen gibt, die unter den 
Substitutionen g verschiedene W erte annehmen. Wiederum gehoren 
die Unterkorper und die Untergruppen zusammen. 

Das Problem, aus dem Korper R die Variablen x1 und damit den 
Korper K zu bestimmen, heiBt nach F. Klein das FormenprobZem 
von T 1). Falls T eine Permutationsgruppe ist, so haben wir das 
Lagrangesche Problem vor uns; die allgemeinere Fassung gestattet in 
allen Fallen, das Problem zu vereinfachen. Wir zeigen das an zwei 
Beispielen, den Gleichungen 3. und 5. Grades. 

Die symmetrische Gruppe dreier Variabler laBt sich folgendermaBen 
als moriomiale Gruppe zweiten Grades schreiben: 

S = (e 0) 
0 s2 

Sie besitzt folgende zwei Invarianten: 

Il = xl x2 Is = xl 8 + x2 8. 

Als Auflosung findet man: 

x2 = !: und x1 = V ~ + V¥ - 11 3 , 

ein Ausdruck, der gleich gebaut ist wie die Cardanische Formel. 

1) In der Sprache der Invariantentheorie, von der Klein in seinen dies­
bezllglichen Arbeiten Gebrauch machte, spricht sioh das Formenproblem fol­
genderma:fien a us: Es sei F1 (,;u ... , ,;,.) , F9 (,;1 , ••• , ,;,.) , ••• , Fg (%1 , ••• , ,;,.) 

ein vollstandiges System bei der betrachteten Gruppe invarianter Formen. Wenn 
fUr diese im Einklang mit den zwischen ihnen 'bestehenden Syzygien Zablen­
werte vorgeschrieben werden, so soil en die zugehorigen W erte von ,;u ,;9 , ••• , x,. 
bestimmt werden. - Neben diesen Formenproblem behandelte Klein ein so­
genanntes Funktionenproblem; bei diesem werden rationale Kombinationen der 
F1 , ••• , Fv vom Homogenitiitsgrade Null gegeben und es wird nach denVer-
biiltnissen x1 : %9 : • ,, : x,. gefragt. (Anmerkung von E. Bessel-Hagen.) 
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Dieses Formenproblem lost jede Gleichung dritten Grades. Zum 
Beweis bezeichnen wir die 6 Matrizen E, S, s~, T, T S, T SJ in dieser 
Reihenfolge mit Al' ... , A6 und ordnen gleichzeitig S die Permutation 
(a1 a!! a3), T die Permutation (a2 as) der Wurzeln unserer Gleichung zu. 
Die Funktion f(a1 , a9 , as) moge durch die Permutationen iibergehen 
in f =~ {p ft, ... , f6 • Alsdann bilden wir, wie in § 58, die Matrix 

AJt+· .. +A6fs=M. 
Dbt man auf die ai eine Permutation aus und setzt man gleichzeitig 
M rechts mit der entsprechenden Matrix A zusammen, so bleibt M 
ungeandert, denn die Matrizen AI< und die Funktionen fk erfahren 
dadurch dieselbe Permutation. Durch die Permutation der a, geht M 
in eine Matrix M..t mit konjugierten Koeffizienten tiber und wir finden 

oder 

Daraus folgt, daB die Zeilen von M beim Obergang zu den kon­
jugierten Werten die Substitutionen der adjungierten Gruppe erfahren, 
d. h. sie sind Losungen des zugehorigen Formenproblems. Wahlen wir 
fiir f speziell al'· so erhalten wir die Cardanische Formel: Es wird 

M =(at+ sa2 + c:2as, 
at+ c:2a2 + sas, 

Die heiden Funktionen 

al + e2a2 + sas \ 
a1 + s a2 + e2 aa J · 

x1 = a1 + e a!! + e 2 a3 x2 = a1 + s 2 a2 + s a3 

erfahren unter den Permutationen die Substitutionen unserer Gruppe r 
und setzen wir sie in den lnvarianten ein, so gehen diese in symme· 
trische Funktionen von a 1 , a2 , a3 tiber. So wird: 

11 = x1 · x2 = a1 2 + a9 2 + a/' + ( s + s 2) ( a1 a~ + a2 a3 + a3 a1), 

wobei e + e 2 = - 1 ist. Ahnlich wird 

12 = xts + x~s = 2 (als + a'Js +ass) 

- 3 ( a12 a2 + a2 2 as + as 2 al + aJ a'J 'J + all as 2 + as a12) + 12 at all "s. 

Driickt man diese Formen durch die elementarsymmetrischen Formen 
der a aus, d. h. durch die Koeffizienten der Gleichung 

x 3 - ax 2 + bx- c = 0, 

der die a geniigen, so findet man: 

11 = a2 - 3 b, 12 = 2 a 8 - 9 ab + 27 c. 

Hieraus erhalt man x1 und x2 und schlieBlich findet man : 

3 a1 = a + x1 + x11 3 a2 = a + e2 x1 + e x2 3 a8 = a + e x1 + e 2 x11 . 

Dies ist aber die Cardanische Forme!. 
Speiser, Gruppeotbeor!e. 2. Aull. 16 
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Wir gehen nunmehr iiber zu den Gleichungen vom fiinften Grad. 
Bekanntlich besitzt die symmetrische Gruppe einen Normalteiler vom 
Index zwei, die alternierende Gruppe, und das Differenzenprodukt ist 
eine zu dieser gehorige Funktion. So bleibt noch ein Gleichungs­
problem vom sechzigsten Grade iibrig, und seine Gruppe ist die 
Ikosaedergruppe, eine einfache Gruppe, die wir eingehend behandelt 
haben. Insbesondere haben wir eine Darstellung derselben in drei 
Variablen gegeben in §59, und nach der eben angegebenen Methode 
mufi sich die Gleichung durch ein Formenproblem von 3 Dimensionen 
losen lassen. Wir geben hier die diesbeziiglichen Formeln und be­
merken noch, daB das Problem, das wir behandeln, Gegenstand der 
,Vorlesungen iiber das Ikosaeder" (Leipzig 1884) von F. Klein ist 1). 

Die Ikosaedergruppe kann durch drei Elemente erzeugt werden. 
In § 59 haben wir sie mit A, B und C bezeichnet, wir wollen aber 
jetzt, urn die Bezeichnungen von Klein nicht zu verandern, die Buch­
staben S, T und U benutzen und S statt A, T statt B, U statt C 
setzen. Wir nehmen als Darstellung r die adjungierte zu derjenigen 
vom Schlufi des § 59. Da T und U die Ordnung 2 haben, so 
brauchen wir ihre Matrizen nur zu transponieren. So find en wir: 

f _L 1 1 

s~ [ ~ 
0 

~l 
f5 f5 f5 

T= 
2 e2 +e3 e+e4 

e f5 
0 d f5 l5 

2 e+e4 e2 +e3 

f5 l5 r5 J 
r -1 0 

-~]· U=l 0 0 

l 0 -1 

Wenn wir unter f eine beliebige rationale Funktion der 5 Va­
riablen x1 , ••• , x5 verstehen und die 60 Matrizen der adjungierten 
Gruppe T mit A~ (i = 1, ... , 60) bezeichnen, so haben wir auf f 
die samtlichen Permutationen der alternierenden Gruppe auszuiiben 
und den Ausdruck zu bilden: 

.2fiAi = M (xl' ... , x5 ). 

Falls M nicht identisch verschwindet, werden ihre Zeilen bei den 
Permutationen der Variablen die Substitutionen der Gruppe r erfahren. 
Wir wahlen nun f in besonders geeigneter Weise, indem wir fiir sie 
eine Funktion w nehmen, die zu der durch S erzeugten zyklischen 
Gruppe gehort. Zerlegen wir die lkosaedergruppe nach dieser Unter-

1) Vgl. ferner A. Speiser: Gruppendeterminante und Korperdiskriminante. 
Math. Ann. 77 (1916), S. 546. 



§ 74. Die Kleinsche Gleichungstheorie. 243 

gruppe und ihren Nebengruppen, so konnen wir als repdisentierende 
Elemente der letzteren die folgenden 12 wahlen: 

E, U, T, UT, TS, UTS, .. . , TS\ UTS 4 • 

Fiir r ist: 

S = rl ~ ~4 ~ l , f = transponierte Substitution zu T 
0 0 B U=U. 

60 

Nun haben wrr zu bilden: .2) W; Ai. Summieren wir erst iiber die 
(=1 

fiinf Matrizen der zyklischen Untergruppe, so andert sich w nicht, 
und wir erhalten : 

5 _ r 5 

2)Si=l0 
1 0 

0 

0 

0 

Nun iiben wir die Substitution U aus, wobei win w' iibergehen moge. 
Summieren wir wieder iiber die 5 Elemente SiU, wobei w immer 

in dieselbe Funktion w' iibergeht, so finden wir 

HU~r-~ ~ ~]· 
Indem WIT in dieser Weise fortfahren, erhalten w1r: 

[16. 2¥5, 2:51 
HT= ~ 0 

0 0 J 

[1 
2 eiY5 2 e4i 1151 

HTS;= 0 0 . 

0 0 J 
Die mit w konjugierten Funktionen bezeichnen wir in der angegebenen 
Reihenfolge mit w, w', .. . , w<11l und setzen nun: 

w- w' = U 00 w"- w"' = u0 , w<4l- w<5l = u4 , ••• , 

w (tO) _ w (11) = u1 , 

indem wir die Bezeichnung von Klein (1. c. S. 154) benutzen. Man 
findet, daB nur die erste Zeile von 0 verschieden ist, und zwar 
lautet sie: 

5uoo+f5(u0 + u1 + u2 + u8 + u4 ), 

2 f5 ( u0 + e 4 u1 + e3 u2 + e2 u3 + e u4 ), 

2y5(u0 +e u1 +e2 u2 +e 3 u3 +e 4 u4 ). 

Diese 3 Funktionen von x1 , ••• , x5 erfahren also bei den Ver­
tauschungen der alternierenden Gruppe die ternaren Ikosaedersubsti· 

16* 
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tutionen. Indem wir sie noch durch 5 dividieren, bezeichnen w1r sie 
mit A0 , A1 , A2 und erhalten: 

A0 • {5 = u"' y5 + u0 + u1 + u2 + u3 + u,p 

A1 ·f5= 2(u0 +e 4 u1 +e 3 u2 +e 2 u3 +e u4 ), 

A2 ·f5= 2(u0 +eu1 +e2 u 2 +e3 u3 +e 4 u4). 

Hiermit sind wir jedoch noch nicht zu Ende, sondern wir ki:innen 
eine weitere Tatsache benutzen, namlich, daB sich die Ikosaedergruppe 
auch als lineare gebrochene Substitutionsgruppe einer Variablen dar­
stellen laBt. Projiziert man die lkosaederdrehungen stereographisch 
auf die komplexe Zahlenebene, so erhalt man sie. Eine leichte Uber­
legung, die man bei Klein (1. c. S. 39) nachlesen kann, gestattet, sie 
herzustellen. Wir schreiben sie gleich in homogener Form auf, indem 

wir z = ~ setzen und die Determinanten so normieren, daB sie alle = 1 
y 

werden. Hierdurch sind die Matrizen bis auf das Vorzeichen bestimmt: 

U=(+~ ±~). 
Die 120 Substitutionen bilden eine Gruppe, welche einen Normal­

teiler von der Ordnung 2 enthalt, ( 1 0 ) und ( - 1 0 ). Seine 
0 1 0-1 

Faktorgruppe ist die Ikosaedergruppe. 
Diese 120 Substitutionen i.ibe man nun aus auf die Variablen x 

und y der quadratischen Form 

ax 2 +bxy+cy2 • 

Bezeichnet man eine der so entstehenden Formen mit 

a' x2 + b' xy + c' y2, 
so sind die neuen Koeffizienten lineare Formen der alten, d. h. die 
Koeffizienten a, b und c erfahren eine ternare Substitution, die ( nach 
einer von Hurwitz eingefiihrten Bezeichnungsweise) induziert ist durch 
die Substitution auf die Variablen. Die induzierte Substitutionsgruppe 
ist nur noch von der Ordnung 60 und mi( der Ikosaedergruppe iso· 
morph, sie muB also mit r oder r aquivalent sein. Eine elementare 
Rechnung zeigt, daB, wenn man die binare Form in der Gestalt annimmt 

A1 x2 + 2 A0 xy- A2 y 2 = f(x, y) 
und die transformierte entsprechend mit 

A/ x 2 + 2 A0 ' xy- A/ y 2 = r' (x, y) 
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bezeichnet, die drei Koeffizienten A 0 , Al' A 2 gerade die Substitutionen 
r erfahren. 

Folgende drei Operationen erzeugen also aus der Form 

Alx2 + 2 Aoxy- A2y2 
dieselben 60 Formen: 

1. Man iibt auf die Variablen x und y die 120 binaren Substitu· 
tionen aus. 

2. Man iibt auf die Koeffizienten .A0 , Al' A2 die 60 Substitutionen 
von r aus. 

3. Man ersetzt die Formen, die ja im Ikosaederkorper liegen, 
durch die konjugierten. 

J etzt set zen wir die Form f ( x, y) gleich Null und erhalten: 

X 

y 

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen: 

Ao2 +At A2 = d 
stellt die Determinante der Form dar und bleibt daher tiir alle 60 Formen 
derselbe, d. h. d liegt im Grundkorper. Seine Quadratwurzel ist eine 
akzessorische Irrationalitat, die mit dem Ikosaederkorper nichts zu tun 
hat, deren Adjunktion zum Grundkorper wir aber nicht vermeiden konnen. 

Die Wurzeln der iibrigen Formen sind nun identisch mit den zu 
a konjugierten GraBen. Wegen 1. erhhlt man sie jedoch, indem man 
in der Gleichung 

X 
-=a y 

auf die Iinke Seite die gebrochenen linearen Substitutionen anwendet 

und nach _:__ auflost, also mit anderen W orten: indem man auf a die 
y 

inversen gebrochenen linearen Ikosaedersubstitutionen ausfiihrt. Diese 
gehoren aber zur selben Gruppe, und wir haben daher in a eine GroBe 
des Ikosaederkorpers, welche beim Ubergang zu den konjugierten 
eben diese gebrochene Substitutionsgruppe erfahrt. Setzt man sie in 
der zugehorigen Invariante (Klein l. c. § 13 ) 

_ [-z20 -1+228(z15 -z5 )-494z10 )3 _ () z_ 1728[z(z 10 +11z5-J))5 -F z 

ein, so erhalt man fur Z eine GroBe des Grundkorpers. Man erhalt 
also durch Auflosung der Gleichung 

F(z) = Z 
jeden Ikosaederkorper, und wir konnen in jedem solchen Korper von 
vornherein eine Zahl a angeben, welche dieser Gleichung im Grund­
korper geniigt, wobei wir stets voraussetzen, daB {d mit zum Grund­
korper gerechnet wird. 
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SchluB. 
Die Gruppentheorie ordnet sich der Theorie der allgemeinen hyper­

komplexen Zahlen unter, welche von Dedekind, WeierstrafJ, Molien, 
Frobenius, Cartan geschaffen worden ist und neuerdings unter dem 
Namen einer Theorie der Algebren eine bemerkenswerte Weiterent­
wicklung erfahren hat. Man findet die moderne Lehre dargestellt in 
dem Werk von L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, iiber­
setzt von ]. J Burckhardt und E. Schubarth, Zurich 1927. 

Absichtlich haben wir mehrere Uberlegungen von § 58 an mit 
Methoden gefiihrt, die dorther stammen, und der Grund wird sofort 
klar, wenn man sich etwa iiberlegt, wie unleserlich z. B. die Formeln 
des Satzes 160 in der gewohnlichen Darstellung geworden waren. 
Dem analog ware es, wenn jemand die algebraische Zahlentheorie in 
die Sprache der zerlegbaren Formen zuriickiibersetzen wollte. 

Gehen wir zum § 58 zuriick, so handelt es sich fiir uns jetzt nur 
urn solche Faile, in denen die Koeffizienten der Elemente algebraische 
Zahlen sind, und wir wollen nun zeigen, daB das schwierige und tief­
liegende Problem der Gitter in n Dimensionen, wie es in den §§ 65 
und 66 behandelt wurde, im wesentlichen auf eine Theorie der rechts­
und linksseitigen !deale in der Algebra, welche durch die Gruppe der 
Gittersymmetrien bestimmt ist, herauskommt, wobei als Koeffizienten 
nur rationale Zahlen zugelassen werden. 

Das Gelenk, welches die Theorie der Substitutionen mit der eben 
beschriebenen Zahlentheorie verbindet, ist Satz 158 und 159, womit 
ferner zu vergleichen ist Satz 97 und 119. Bezeichnet man die Zahlen 
der Algebra mit ganzen rationalen Koeffizienten als ganze Zahlen, so 
liefern die Zahlen einer ganzzahligen Substitutionsgruppe nach Satz 158 
Systeme von ganzen Zahlen, welche bei rechtsseitiger Multiplikation 
mit den Gruppenelementen eine ganzzahlige Substitution erfahren. Der 
durch eine solche Zeile erzeugte Modul mit ganzzahligen Koeffizienten ak: 

al (;il + a'J (;i2 + ... + an c,n 
bildet daher ein rechtsseitiges Ideal. Ganzzahlig aquivalente Substitu­
tionsgruppen derselben Klasse (vgl. den fiir diese Theorie fundamen­
talen Satz 186) ergeben dasselbe Ideal. 

Satz 181 besagt nun in der Sprache der Algebren, daB jede der 
Algebren, welche durch Gruppen entstehen, die ,direkte Summe" von 
rational irreduziblen Algebren ist. Jeder rational irreduzible Bestandteil 
muB fiir sich betrachtet werden, damit eine klare Zahlentheorie ent­
steht. Es ist dies die genaue Verallgemeinerung der Tatsache, daB 
der Korper der p-ten Einheitswurzeln bloB den Grad p -l hat. 
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Will man eine rational irreduzible Algebra weiter zerlegen, so muB 
man den Korper der Charaktere adjungieren. Dieser bildet das ,Zentrum" 
der Algebra. Die so entstehenden Algebren lassen sich nicht weiter 
zerlegen, aber durch Einfiihrung gewisser weiterer Irrationalitiiten kann 
man sie auf die Gestalt der ,einfachen Matrixalgebren" bring en. Dies 
ist der Inhalt der Siitze 160 und 17 7. 

Die Theorie der ldealklassen ist koordiniert mit der Frage nach 
den ganzzahlig iiquivalenten Substitutionsgruppen, also mit Satz 186. 

Ferner besagt Satz 202, daB die zweiseitigen Primideale, welche 
nicht in der Ordnung der Gruppe aufgehen, schon im Zentrum der 
Algebra liegen, wiihrend Satz 200 einigen AufschluB iiber die sogenannten 
Diskriminantenteiler liefert. 

Hier endet die se\bstiindige Stellung der Gruppentheorie. Sie miindet 
in die allgemeine Zahlentheorie, indem sie ihr wertvolle neue Erkenntnis 
zufiihrt. 
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